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CATALOGO
DEGLI SCRITTI

CONTENUTI IN QUESTO SECONDO TOMO.

§i ¢ giudicaro a propofiso di qui veplicare quefts Catalogo, affinchd
i lettori nom fieno o0bbligasi 4 cercarlo nel primo Tomo.

Tverfe proprietd de’ Triangoli Rettilinei dimoftrate pag. 1.
Problema concernente il calcolo differenziale relativo al Trattato

de’ Triangoli : ' 89.
Continuazione del Trattato de” Triangoli rettilinei 101,
Nuova Maniera di valerfi del triangolo Rettangolo per la refoluzio.
ne dell’ Equazioni quadratiche, ec. ec. 177.
Nuova, e generale proprieti de’ Poligont 203.
Problema , che. rifguarda il Metodo de’ Maflimi,e de’ Minimi relativo
al Trattato de” Triangoli 209,
Problema fpettante al Metodo d¢’ Maflimi, ¢ de’Minimi relativo al
Trattato de’ Triangoli 212,
Problema concernente il Metodo d¢’ Maffimi , e de” Minimi relati-
vo al Trattato de’ Triangoli 218,
Riflefioni in occafione della quadratura degli Spazj Iperbolici di qua-
lunque chcie; con la dimoftrazione del Calcolo Integrale 2,39.
Dell’ Infinitefimo, e dell’ Infinito 271,
Problema fpertante al Calcolo Integrale, ec. 275.
Problema confimile al precedente fciolto in maniera diverfa, ec. 282,
Teorema concernente il Calcolo differenziale, ec. 284.
Problema,da cui fi deduce un Teorema fpettante al Calcolo integra-
le , ec. 290.

Due foluzioni di un Problema fpettante al Calcolo integrale, da cui
fi deduce lo fcioglimentodel Problema propofto dal sig. Taylor In-
§lefe a tutt’ i Matematici non-Inglefi , ec. 293.

Soluzione di due Problemi meccanici . 308.
uovo Metodo per rettificare la differenza di due Archi (uno d¢’
Tom. II, 23 qua-




VI. » .
" quali & dato) in infinite fpecie di Parabole irrettificabili ; con Is
foluzione del Problema propofto dall’ Auctore nel Tomo X1X. del
Giornale de’ Letterati d’ Italia , e con la maniera di tagliare per

metd il quadrante della Curva Lemnifcata ) 17.
Giunta al precedente Schediafma con una nuova proprietd della Pa-
rabola d" Archimede,ec. ) - . 3L
Teorema,da cui fi deduce una nuova mifura degli Archi Elittici ,
Iperbolici, € Cicloidali ) : 336.
Metodo per mifurare la Lemnifcata, Schediafma I. 343

Giunte a quefto primo Schediafma fopra la mifuradella Lemnifcata  349.
Metodo per mifurare la Lemnifcata. Schediafma II. 356.
Metodo per trovare nuove mifure deglt Archi della Parabola cubica
primaria 369.
Metodo per trovare quelle Curve, nelle quali I’ angolo fatto dalle
corde (che partono tutze da un punto ), e dall’ Atfe fta all’ango-
lo fatto dalle normali alla Curva, e dal medefimo Affe in data
ragione di numero a numero. Schediafma I. , 37%.
Maniera di coftruire, ed efprimere con equazione algebraica le Cur-
ve, nelle quali I'angolo fatto dalle corde,ec. fla all’ angolo fatto
dalle normali, ec. 1a ragione di numero a numero. Schediafma
1L, ec. 382,
Continuazione del fecondo Schediafma fopra I’ invenzione di- quelle
Curve, nelle quali I’ angolo fatto dalle corde, ec. ec. Schediafma
111., Parte prima 390.
Continuazione del fecondo Schediafma fopra 1’ invenzione di quelle
Curve, nelle quali I'angolo fatto dalle corde, ec. ec. Schediafma
111., Parte feconda 395,
Offervazioni fopra il fecondo, e terzo efempio del fecondo Schedia-
fma, in cut fi & data la coltruzione algebraica di quelle Curve,
nelle quali I’ angolo fatto dalle corde, ec. ec. 403.
Offervazioni fopra la defcrizione della Cicloide geometrica primaria,
che ferve d' efempio nel terzo Schediafma circa la maniera di co-
ftruire quelle Curve , melle quali I angolo fatro dalle corde , ec. ec, 408.
Offervazione fopra una nuova maniera di defcrivere la Lemnifcata 413.
Quadratura della Curva, ch’ & I' Evoluta del quadrante della Le-
mnifcata, ec. 41%.
Due Teoremi yda’quali fi deduce la Refoluzione analitica d’ infinite
fpecie d' Equazioni fempre pid compolte in infinito, e la fezione
Indefinita degli archi circolari medianti alcune formole generali ,
e finite . 426.
Continuazione di quefto Schediafma, ec. 427.
Formola generale per la Refolnzione analitica dell’ Equazioni del

quar-



VII.
quarto , del terza, ¢ del fecondo grado [ derivata dal metodo di
rifolvere ' equazioni del quarto grado inferto nel primo Tomo al-
la pag. 4.70.1 . . ] 444.
Soluzione di quattro Problemi analitici , da’ quali {i deduce con me.
todo uniforme la Refoluzione delle Equazioni del fecondo , del
terzo, e del quarto grado. Vi ¢ l1a Soluzione del Problema propo-
fto negli Atti di Liplia Anno 1739. mele d” Ortobre.
Altro Metodo per la Sezione indefinita degli Archi circolari fenza ;l
fuflidio delle Serie 469.
Maniera di far fervire alla Geometria alcune Dignitd immaginarie
nella foluzione di due Problemi, ne’ quali fi cerca il modo di ri-
trovare per approflimazione primieramente un fettore circolare , che
" fia eguale a un dato fpazio comprefo tra I' Iperbola equilatera ) I
afimproto , e due ordinate al medeimo afimptoto; Jecondariamente
un fkl’mile fpazio iperbolico eguale 2 un dato fettore di cerchio: il
tutto fenza prevalerfi del metodo chiamato dagli Analifti il risor-

no delle ferie. Schediafma I. . 476.
Maniera di far fervire alla Geometria alcune Dignitd immaginarie,,
¢¢. Schediafma II. 4853.

Soluzione di tre Problemi concernenti il calcolo integrale,ec. 492.
Metodo per trovare nuove mifure degli Archi dell’ Iperbola equilatera 504,
Metodo per mifurare gli archi di quella Elifle conica, il di cni affe
maggiore & medio proporzionale tra I'affe minore, ¢ il doppio del
medefimo afle minore - §10,

AV.



VIIL,

AVVERTIMENTO

AL LEGATORE.

E Tavole delle figure appartenenti al Trattato
de’ Triangoli fono [este: la prima dee collocare
fi appreffo Ja pag. 200. del prefente Tomo; I altre
[¢i debbono andare immediatamente con effa [econdo
il loro ordine.
. Le Tavole delle figure appartenenti all' Appendi-
ce del [uddetto Trattato fono due: la prima a da col-
locarf appreffo la pag. 232, di quefto Tomoy ¢ I al-
tra_la dee [eguire immediatamente
Le Tavole delle figure appartenenti agli Schedia-
[mi [ono fette: la prima fara collocata appre(fo la pag.
536. di queflo iftefJo Tomo ; I" alive la [eguiranno fe-
condo T ordine loro.
Le Tavole poi tutte debbono effer pofte in manicra
¢he fi [pieghino fuori del Libro.

PRE-



PREFAZIONE

Nno i Triangoli retrilinei s belle Affezioniy che me-

ritano di effer confiderate dai Geomesvi piti di quello

abbian fatto finera. Sogliono effi aflaticarfi intorno ale

le Curve, e lodevolmente ; ma intanto poco promouvo-

no la coltuva , divd cosi, della Linea vetta, che in un

cevto mado pud chiamarfs la pit femplice delle Curve pavaboliche : guafi-
cbé la maggior [emplicita & un oggesto lo rendeffe men degno della loro at-
rengjone 5 e come fela facilita di defevivere la Retta medefima feemaffe §di
lei pregj 5 la dove preffo ogni equo eflimasore. pinssofto dovrebbe ac-
crefeesli. Mi ¢ pertanto piaciuto di vaccorse , ¢ dimofivare diverfe pro-
priets de fuddetsi Triangoli e tal wolta di eftbitne delle nuove di mia
inveniwne : lo che potra réiconofcere chi offerverd non folo i Teoremi
infrafceists , ma i Covollasj , che da quelli lazgamente i [pargono; men-
e per lo pii & fielie Propofizioni genevali y e feconde: elleno tamio
lo fono, che da una gran parte di love fi vede nafcere il famofo Teo-
rema- di Pittagora. O ancora illuflrate con novelle , e warie Dimo-
flrazioni le antiche Verita, perfuafo, che molto pesfezioni I Intelierro
Geometrico il tentave , e [eoprire le wie differenti , che conducono ad
una flefla meta. Per altvo io mon intendo col prefente faggio, che di
eccitare [piviti pits penervamti y e felici ad intraprendere con fucceffo mi-
gliove fimil fatica, Ove ¢id accada, mi flimerd vicompenfato ampiamens

te dell’ opeva, che in produsre queflo piccolo Trastaro d impiegata .
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xo
Per trova I | -
re in ( :
. quefto T I j
il luogo de’ ,{.‘;t;fetg] de* Triangoli
i goli

%‘eorem. 1.
e 1] pg v
ema 111 2. Teo
:ll:eo"ma IV‘ : Teo:m‘ XXXV
eorema v . 6- Te ma xxxv- 14'
T eorema vi. 7. Teorem XXXVE na
T‘°"¢ma Vli xg' Teou:' XXXVIII . 147,
eorema . . Te 2 XXXIX. . 1
T VIIL 25, orema XL, 49-
_I‘Corema X . 26 Teorema L. 150.
T!!t:brema X . 31' Teorema ‘§Ll. 15t.
Teorema_ X‘I 2 N Teorema xLI[. I5L.
Teol'ema xl.l 43' }.eoftm. xtlll. 152
eorema Xl[' 2' Tlorgma XLIV' 152,
Teorema X L 42 eorema X v, 153
T v 46. Teo Lvt 13
eorema X . T rema XLV . 3.
Teo V. 48. eorema II. 154
rema XV T XLV] 1
Teorema XV L §I. T:orem, xl‘ler, x54.
Teorema X 11. - 4 Teo“m‘ L. " lSs.
Teorem VIIL 55 T orema LT $S.
T a XIX 59. eorema LIT 156,
eorema . Teor IT, 3
T XX 62 ema L $7e
Teoreml xx-I 69‘ Teorema Ll[l_ 158,
Teorems XXII 75. Jeorema v 158
Teorma XX11] 77. lorema i, 158
eorema X I. 8 . Tcorem“ L . 159.
Teorema X1V, 2. eorelma VII, 160,
Teor XXV. 87. Teorem LVIIL 160.
Te ema XXVI 93- T“’f:ml LIX. 160,
T,O"““ XXVIl 101 Teoroms LK 101,
T orema XXVI . 106. -l.“)rgmI LY. 161
'l"core"’a X)ux”' 107 T¢°rem‘ L, 163,
Teomma XXX . ll[' Teorem: LXIII. 164:
Teorems XXXT. 113, Teorema L. 265,
T:orem‘ xxXI.I 114 T“"eﬂh L’;“/,. 167.
T orema XXXI . 117 Tmrem’ LXVL 170,
corema X II. {1 T“’I'tm. L 11, 7.
XXIV. 1;;- Teorema L‘;:’xlu, 173
. cor . 17
ema LXX, ,7'::
k77
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| xlc
Per trovare in quefto Trattato de’ Triangoli
gli Scolj, ed i Problemi.

$i avverte, che non fi accennano in queff Indice gli Scolj compreff mel~
la Continuazione di quefly medefimo Trartato de’ Triangoli, perche
efi Scol] non fono numerati, ma cisati relativamente ai Teoremi, ed
ai loro Corollarj s ai quali [i srovano anneffi.

~Scolio 1. pag. 19.
Scolio ITI. 21.
Scolio I1I. 24,
Scolio 1V, 34.
Scolio V. 44.
Scolio VL. s0.
Scolio VII. 59.
Scolio VIII. 64.
Scolio I1X. 66.
Scolio X. - 76.
" Scolio XI 85.
Scolio XIT. 9r.
Problema pag. 89., ¢ pag. 94.
Altro Problema 89.

Errori




X1t.
- Errori, occorfs nella flampa del/fecando Tomo,

ed aggiunia da farvifi , cioé :

Nella pagina 3'. avanti I enunciazione del Ifl. teorema fi aggiungano quefte
parole: . A
AVVERTIMENTO,

L’ infrateritta €quazione (4 ) farh ampliata nella prima dimo-
ftrazione del teorema XXXVIILL :

Pag. lin. Errore - Correzione.
7%, 12,- 13, in E dalla in E, ed n G dalla
I
93 "5 b_1 Hr—+1
n—+1
159, 8, AB 248, AD( 4B, AD(
171, 24, 1l primo anel primo
1712. 22. Corollario del Corollario 11, del
176 3-4 Corollario del Corollario I1. del
277.5 ¢ 279. in fronte  TEOREMA ProBLEMA
314. . 19, —;—_—q —Pé-
474 17 KC KH
A56. 34 acll’altra nella prion

DIVER-



DIMOSTRATE..
TeoreEma I, (fig. 1.,¢ 2.),¢(fig. 3.,€4.)

Ia qualunque angolo rettilineo BAD divilo
in due B4AC, DAC dalla retta 4C, che
taglia in C la fortotefa BD; io dico, che

(1) finBAD _ BD fin BAC
AC BC, 4D

AVVERTIMENTO.

i L

In quefto teorema , e nei due bfcguenti io prenderd fempre
AC pel raggio. . '

PrimMa DimostrazIONE (fig. 1,e2.)

Da punto C fi conduca la CI parallela al lato 4D, Ia qua-
le tagli in 7 il lato 4B, e la CK paralicla al lato 4B, che
tagli in K il lato 4D. Dallo fteflo punto C fi calino le ror-
??“ CE, CF fui refpettivi lati 4B, 4D prolungati, quando
1ogni, . . . N
Eflendo 4C il raggio, ftarx CI 2 CE (fin BAC), come AC

. finBAD __ finBAC
a fin BIC (fin BAD) ; e percid [’-—-E— -—'E"‘C—I“- Ma a ca-

“Tom, II, A glone



2 DiversSE PROPRIETA® D Be
gione delle parallele C1, 4D fars BD.4D::BC.CI=—5=,

¢ quefto valore di CI pofto nell’ equazione precedente la tra-
sforma nell’ equazione (1). 1l che, ec.

Seconpa DimosTrAzIoNE (fig. 3,¢ 4)

DAl punto C i tirino le perpendicolari CE,CF fu i refpet-
tivi latt 4B, AD del triangolo B4AD , ¢ dal punto B la per-
pendicolare BG ful lato 4D prolungato fe bilogna.

A cagione della comune altezza il triangolo BAD fta al
triangolo BAC, come BD a BC, ovvero povendo in luogo dei

triangoli 1 loro valori;-i-AD, BG.-';AB,CE::BD.CB, e per
confeguenza 4D, BG,CB=A4B,CE, BD, ed anche 56 =

BD,CE ) . BG __ fnBAD a8
5cap- Percht il raggio ¢ 4C, fi b —Z= <%=, e CE=

Jfin BAC, i quali valori foftituiti nell’ equazione , che li pre-
cede, la mutano nell’ equazione (1). Il che, ec.

COROLLARIO,

DAll’ ifpezione delle figure 1, e 2, come pure dalle figure
3, € 4, ¢ dal tenore de raziocinj fatti fopra di effe, fi rende
manifefto, che
finBAD __ BD finDAC
(2) AC = BC, 48 °
]

Teorema 1L (fig.1,e2),e(fig.3,e4)

Poto cid, che fi & efpreflo nell’ enunciazione del primo teo-
rema, io dico, che
(3) frBdc _BC,4D
JinDAC = DC, 4B °

PriMa DiMOsTRAZIONE.,

LA comparazi dell® ‘ot '
BDﬁnBAC_Ii ;Dzjx‘_gn;;c ell’ equazioni (‘)a e (z) d’h quefia :
"G, 4D — —BC 5 che conduce vifibilmente all’ equazione
(3) di modo che quefto fecondo teorema pud reputarfi in vir-
th della prefente dimoftrazione come up corollario del primo.

SE-




PE!1 TrRIANGOLI RETTILINET, 3
Seconpa DiMosTrAzIoNE (fig. 1,e2)

I Triangoli CEI,CFK fono fimili, perché gli angoli in E,
e in F fono rerti; e gli angoli in 7, ¢ in K oppofti nel pa-
rallelogramo CIAK (o i loro complementi a due retti ) fono

cguali. Adunque CE (finBAC).CF (/inDAC)::CI.CK. Ma
per le parallele CI, 4D, la CI_—.BCB’;D, e per le parallele CK,

B4, laCK .:D(;’DAB ; 1 quali valori di CI,CK furrogati nel-

la precedente analogia , moftrano fin BAC. fin DAcggf%gf?. .

DC, 4B . . . . . .
== ; ¢ dividendo gli antecedenti pe’ confeguenti fi ottienc

I equazione (3). Il che, ec.
Terza DiMosTRAZIONE (fig. 3,¢ 4)
L Aleezza de’ triangoli BAC,DAC effendo comune, efli fono
come le loro bafi BC,CD; vale a dire
~ AB,CE(fin BAC).~ 4D, CF (finDAC):: BC.CD ; cio¢

AB, fin BAC __ BC
AD, fin DAC™DC?

:—:—g, ne rifulta I' equazione (3). Il che, ec.

e moltiplicando I uno, ¢ I’ altro membro per

COROLLARIO.

SE la retta 4C divide per meth I’ angolo BAD, allora fik
BAC = fin DAC , e I' equazione (3) fa conolcerc AB.AD::
BC.CD. Ma fe AB.AD::BC.CD. allora AB,CD:AD,.B_C,
¢ per I equazione (3) finBAC=/finDAC, ciot la AC divide
per meta I angolo BAD. ' _

Quefto corollario ¢ la propofizione terza del VI. libro di
Euciide.

Teorema IIL (fig. 1,¢2), ¢(fig-3,¢4)

Pote le cofe enunciate nel titolo del primo teorema; io di-
co, chc .
fn BAD __ fin BAC finDAC
) =T =" +"%
A2 PRI~



4 . DIVERSE PROPRIETA®
- PriMa DiMOSTRAZIONE,

S Urrogando nell’ equazione (1) BC—+CD in luogo di BD,

fi avrd
finBAD __finBAC , CD fin BAC

(s) =% =" + 5D oo
. . D fin BAC
Dall’ equazione ( 3) deducefi manifeftamente 7&%—- =
ﬁ-i%i;:-. Pertanto | equazione (§) ¢ la ftefla, chel' equazione

(4). 1l che, ec.

Seconpa DimosTrazIONE (fig. 3,¢4)

Eaci ¢ evidente, che il triangolo B4D ¢ uguale alla fomma
dei due triangoli BAC,DAC : ¢ percid — AD,BG= — 4B,CE

(/inBAC)~+— AD,CF (finDAC), e moltiplicando per ==

a5, AD
BG __fnBAC [ DAC .. . . e
7= =55 =+ =5 Derché il raggio ¢ AC, ¢ ancora

4B
:ﬁ-"-B—jci)_ Adunque fufsifte I equazione (4 ). Il che, ec.

Corovrrarro L (fig. 3)

SE ambidue gli angoli BAD,BCA fono retti, fi rifletta, che
fin BAD ¢ uguale al raggio AC, ed eflendo fir BAC=CE, ¢
finDAC=CF, ! equazione (4) fi tralmuta nell infrafcritta :
(6) E=CE L CF
ACTAD 4B cr
€ P§§fhe in quefta ipotefi CE ¢& parallela ad 4D, fi vede -5
— AB

= 35 —3p> a cagione di 4B media proporzionale tra BC,BD.
Similmente, in quefta fuppofizione CF ¢& parallela ad 4B,

di maniera che SE =02 4D : i .
¢ 3T gp=gp > mentre 4D ¢ media propor

. . . . c
zionale tra CD, BD. Adunque I’ equazione (6) diventa g
=48 _, 4D _ AB—AD’ p e i
— 35 +ppr =—5p—>» ¢ confeguentemente BD* = 4B’ —+

4D*. Che ¢ la celebre propofizione Pittagorica.




Det TRIANGOLY RETTILINEL, 3
Cororrario II (fig.3)

LA fefla Pitragorica propofizione pud dedurfi dal prefente
teorema, o piurtolto dul primo in queft' altro modo: Sia BCA
un triargolo dato retangoio w C; dall’ eltremich A della fua
bafe conducaft la normale 4D, che tagh in D il lato B¢ pro-
lungato, e formi i trianz»o rettanzo'o BAD divifo daila ret.
ta AC in due triang>it B4C D.sC. Dee dunque walere Ie-
quazione (§); e confeguentenente affumendo come fopra la
AC 1n raggio, pud foltiairfi i efla equazione la AC per fin
g;)‘llzs, e la CE per fin BAC, dal che ne verra -Z—g:%
BC,AD

Si & veduto nel precedente corollario, che —= =357
AC __ BC CD,BC _ BC'—CD, 8C Ora CD, BC ¢ uguale
ACT BD " BC,BD —~ BC.BD ' ? :
ad 4C*, perché 4C & media proporzionale tra CD,BC; € BCy
BD ¢ uguale ad 4B*, per cflere 4B media proporzionale tra
BC, BD. Pertanto I’ ultima equazione fi riduce a quefta % =

BC’ = AC® T 2
—-7;—;;——, e quindi AB*==BC"—+ 4C*.

o BC
F e dun-

que

Cororrario IIIL (fig.3)

Ser angolo BAC ¢ uguale all’angolo DAC, € di pid la ret.
ta 4C cade perpendicolarmente fopra la fotrotefa BD, ¢ chia-
f0, che Bc=CD, ed 4B==4D ; talch¢ dall’equazione (4 )
deriva la feguente:
finBAD tAC __24E
(7) o=

S et

in BAC = —H—B- — 4c

perché 4B, 4c:: 4c. AE. Ma AE ¢ il cofeno dell’ angolo B4C;
dunque I’ equazione (7 ) in fe racchiude I infrafcritto teorema.

11 feno di qualunqué, angolo BAC dato, fha ql {eno dell’ an-
golo duplo, come il raggio fta al duplo del cofeno dell’ ango-
lo dato, : :

Quefto medefimo corollario nafce immediatamente anche dal
Primo teorema, poichd effendo nella prefente fuppofizione BD
=2BC, dall’ equazione (1) vien fubito I equazione (7).

V-




] DiverseE Prorrrery’
AVVERTIMENTO,

NE primo fcolio, che fard anneflo alla nona dimoftrazione
del fefto teorema, io dimoftrerd differentemente i tre prece-
denti teoremi, cio¢ primo, fecondo, € terzo.

Nell’ atto, che io dimolftrava quefti tre medelimi teoremi ,
Gio: Francefco mio figliuolo nel fuo trattato de’ triangoli, che
flava componendo, dimoftrd in differenti modi il fecondo, ¢
il terzo di effi, deducendone delle confeguenze , fenza effere
punto informato di quelle, che io ne deduceva.

Teorema IV, (fig.5)

St qualunque angolo BAD, e due fottotefe arbitrarie di ef-
fo BD,PR fi taglino in C; io dico in primo luogo, che
4B __ BD , CR
8) % X

! AP TFR \CD"
Jo dico in fecondo luogo, che

AR __RP ., CB
(9) FB"D_BXE?"

DiMOSTRAZIONE.

SI tiri dal vertice 4 dell’ angolo dato al punto € d' interfe-
zione la retta AC.

ﬁl::g’(epqt;azione (2) fi deduce Ag"ﬁi’;ic :C: F 55 ¢ ancora
i A. BD . 4 .
<% ﬁnjﬁmz 555 1l confronto di quefte due equazioni
manifefta I' equazione (8). Il che, ec.

.. , . in BAD BD
Similmente dall equazione (1) fi deduce Agf» T = m
ed anche J2PAR(BAD) . _FPR_ 5| o oc di ,
e CinPac(pac)— TP ax - 1l confronto di queite due
equazioni moitra I equazione (9). Il che, ec.

CoRroLLARIO,
L Equazione (8) moltiplicata per I equazione (9) fa cono-

fcere A8 y AR _CB 4 CR
¢ 4p AD—'GDXCP'

TEeo-



Der TriaNcOLY RETYILINEY, 7
Teorema V. (fig.6)

N El'interno dell’ area di qualunque triangolo rettilineo B4R
prendafi ad arbitrio il punto C, per cui paflino le lince 40,
BD,RP tirate dai vertici deglt angoli 4,B,R ai lati oppo-
fti, i quali ne rimangono tagliati in Q,D,P; io dico, che
(10 c_)g'_c_p__'_gq'
RP =™ ED "' A0
DiMosSTRAZIONE.

APplicando a quefto teorema il precedente, I’ equazione (8)
rovelciata fa conofcere
\ AP _ CD,RP
(10) s =cx35 " .
Si confileri pofcia I’ angolo 4BR , le di cui fottotefe 4O,
PR fi tagliano nel punto C, e fi comprendera ; che in vired
BA__ 40 y, CR .
dello fteflo teorema IV, ‘3;-—-}7{)( Zo» donde viene
PB __ CO.RP
() = .
Si aggiungano I’ equazioni (11), e (12), e ne rifulterk que.
fa: ZP—+PB__CD,RP _ CO,RP

e - iata a doveredd
a s ciss + R Ao che maneggiata a do
AB , A0, RP=+CO , RP, BD
AB __ 0 re
5 = T END] » e per confeguenza fi fcopre CR,

A0,BD=cD, A0,RP~+C0,RP,BD, e quindi
CR __ CD,A0—+CO, BD
(‘3)7&3—' 40, 8D
quazione (10). Il che, ec.

, equazione, che equivale all’e.

Cororrario L (fig.6)

IMmaginando, che la fuperficie triangolate BAR s aggiri in-
torno al punto immobile €, in maniera che la linea €4 fuc.
ceda nel fito della linea CR, eglié vifibile, che {uffifterd la fe-
guente equazione:
(1) L= 5.
Ed ¢ fimilmente chiaro, che continuando la fuddetta fuper-
Cie triangolare il fue giro intorno al punto € 1mmobxled, in
modo
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modo che la linea ¢B fubentri nel luogo della linea CR, va-
lera I’ equazione infrafcritta :
CB__CO , CP
(15) =% *x"
CororLarIo IL (fig.6)

A Ggiungendo infieme le tre equazioni (10), (14), e (13),
fe ne forma quella, che fegue: :
CR Cc4 CB __2CP 2C0 2CD |
% a0 v — ke w0 F5p _
e quefta é una nuova, € belliflima proprieth del triangolo.
Cororrario IIL

D1videndo equazione (11) per I' equazione (12) ne pro-
viene :

AP _ €D, 40

(16) 55 = CO, 5D

Cororrario IV.

. . . RP
P onendo netr equazioni (11), e (12) il valore di = tratto
dall’ equazione (13) fi confeguirh fatte le neceffarie operazioni
(I ) AP — cD. A0
7) 4z TTCU,aU—+LU, 30
BP CO,BD
(18) 22— __C0.2D
AB = CO,BD~+CD. 40 * )
e quefte due equazioni rovefciate , e debitamente trattate ,
daranno

4B __
(19) 5 =1

(20) Jp-=1-+

COo,BD

CD, 40
CD, 40

Co,BD *
CororrarIo V. (fig.6)

S!a dato il triangolo ACB rettangolo in €, e fopra la fua
bafe 4B fia calata la normale CP, la quale fi prolunghi qnan-
to fi vuole in R. Si tirino dal punto R alle eftremith deila
bafe le rette RA,RB: il lato BC del triangolo fi continui
finche tagli la 4R in D, e ! altro lato AC fi continui anch’

elso
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efso finche tagli la BR in O io dico, che fuffiffono le cm-

que fegucnu equazioni :
—. CD, 40

(“) BC, —Co, BD
CD, A0
(22) w =Tb,40=%C0 5D
€0, BD
(23)'4?"" €0,BD—CD, AD
co, BD
(24) AC‘ =140
CD, 40
(25) e g~ — 1=+ Co 8D

Si foftiruifcano nell’ equazioni (16), (17), 18), (19), ¢
(20) in luogo di 4P, e di BP i loro relpettivi noti valori
Ac BC’
TF e Ty e rimarra dimoftrato il prefente corollario.

Cororrario VL (fig.6)

1. Addizione delle due equazioni (22), ¢ (23) conduce all’
: . C* = BC’ D., A0 —CO, BD .
infrafcritta ; 2 5 gD’AO—hCO 3D° da cui evidentemente

apparifce AC® — BC* = AB". Nuova, ¢ leggiadra dimoftrazio-
ne del teorema Pirtagorico.

CororrarrIo VII (fig.6)

I valori ai gg’zg, e di g—g’-ﬁ) prefi dall’ equazione (21), ¢

pofti nelle relpetnve equazioni ( 24) e (23), le cangiano in
quefte due: 2o =1+ R

ac —  ac

A
A 4C' ___BC'—4C" . L .
o= I gy = ciafcuna delle quali contiene un’ al-

tra nuova, ed clcgante dimoftrazione dello fleflo teorema Pit-
tagorico: 1mperc1ocche da ognuna di efse vifibilmente i dedu-
ce, che 4B* ¢ uguale ad 4C"~+BC.

AvverTIiMENTO (fig.7,¢8)

N EIr infraferitto corollario VIIL , e negli altri {ufseguenti,

che ne dipendono, la lettera y denota I unitd pofitiva, o ne-

gativa fecondo che lo efige la fitnazione del punto P rifpetto
Tom, 11, B at
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ai punti 4, e K. Siccome la z fignifica I unita pofitiva, o
negativa fecondo che richiede il fito del punto P in ordine
ai punti B, ed §.

Cororrario VIIL (fig.7,e8)

S 12 dato qualunque triangolo rettilineo 4CB, la di cui bafe
¢ 4B, eda gualfivoglia punto P entro di efsa fi tiri al vertice
¢ del triangolo la retta PC prolungata ad arbitrio di 14 da C,
verbi grazia fino al punto R. Dallo fteflo punto R i condu-
cano all’ eftremita della bafe le rette R4, RB, le quali ri-
mangano tagliate in D, e in O dai refpettivi prolungamenti
dei lati BC, 4C. Indi del vertice C fiano tirate alla bate (pro-
lungata, fe bilogni) le due rette ck, cs, tali, che I"angolo
ACK fia eguale all’angolo 4BC, e I'angolo BCS fia eguale all’
angolo BAC. lo dico, che le due feguenti equazioni iufliftono

A4B* co, BD

26 ) ————— —_—
( 6)AC a5, kF — ' 55746
4B’ — CcD, 40

(27) BC 248,57 — Y +C0, 80 -

Sara facile al lettore di fupplir quelle figure, che dovrebbe-
ro aver rapporto agli altri cafi di.quefto corollario.

DiMosTRAZIONE.

AP=AK ~yKP, ¢ BP=BS —+zSP. Ma la fimiglianza dei
triangoli ACB, AKC, €SB fornifce quefte due proporzioni 4B.

A'C::AC.AK‘:%; JB.BC::BC.BS::.-%%-, i quali valori
di 4K, e di BS collocati nelle foprafcritte efpreffioni di 4P,

. . . AC: 2
e di BP fomminiftrano 4P = =2 AB‘KP;BP: B Heam, P ;

4

¢ finalmente quefti valori di AP, e di BP pofti nell’ equazio-
n;l(19), e (20) producono 1" equazioni (26), e (27). 1l
che, ec.

Cororrarto IX. (fig.7,e 8)

S’ Immagini, che il punto P cada infinitamente vicino 2 B,
il punto R cadrd profiimo a D, la €O fark infinitamente pic-

cola
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cola, e la KP equivalera a KB, coficché I equazione (26) di-
verri TF:A;%@THK =1, ovvero
(28) AB*= AC*~+y4B,BK.
Ed ¢ vifibile, che fe 4B ¢ maggiore di AC, la y farh —1;
ma fe la ftefla 4B fard minore di 4C, la y farh —1,

CoroLrLario X.

Stz per la coftruzione BC*’=4B, BS : laonde aggiungendo al
fecondo membro dell’ equazione (28) queft’ efpreflione BC* =
AB,BS , effa rimarry equazione come prima, e debitamente
operando apparira

(29) AB*=AC*—+BC*—+ AB(yBK — BS).

La y conferva qui la fua fignificazione accennata nel fine
del precedente corollario.

Corovrrario XI. (fig.7,¢8)

S Immagini ora, che il punto P cada proffimo ad 4, il pun-
to R cadrh infinitamente vicino ad O, la €D larh infinitamen-
te piccola, e la SP farh equivalente ad §4. Percid | equazio-
ne (27) muterafli nella feguente:
4B’ -

._BC‘—'-;B']‘&‘—: I, Cloe

(30) AB*=BC'~+3zA4B,A4S:
ed ¢ evidente, che z dee fignificare —+ 1 quando 4B ¢ mag-
giore di BC, edee denotare —1, quando la ftefla 4B ¢ mino-
re di BC.

CororrLario XIIL

PEr 12 coftruzione 4c* ¢ uguale ad 4B, 4K ; quindi I’ ag-

giungere 4C* al fecondo membro dell’ equazione (30), e il de-

trare 4B, AK nel medefimo tempo, non turba la fieffa_equa-

zione, che nel debito modo trattata prende quefta fembianza:
(31) AB‘:Bc’—i-AC‘—i-AB((AS—AK),.

e la z qui mantiene il fuo fignificato efpofto in fine del co-

rollario antecedente.

B 2 Co- .
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Cororrarlo XIIL (fig.7,¢8)

S 1 aggiungano I’ equazioni (28), ¢(30), ¢ poi dividafi per 2
quella, che ne rifulta, e fi troverk

(32) AB’:%AC‘—I—-}BC‘—&-%AB(;BK—{- xA4S).

L1 y, e la  ferbano in queft’ ultima cquazione i loro fi-
gnificati elprefli nel fine dei corollarj IX., e XI.

CororrarIio XIV, (fig.7)

SET angolo' 4CB ¢ retto, la 4B ¢ maggiore di 4C, ed an-
che di BC: perlocché fecondo le offervazioni fatte mn fine dei
corollar IX., e XI. tanto la y, quanto la z elprimono I’ uni-
th pofitiva,

Di pit ¢ chiaro, che in quefta ipotefi i punti K, ed § co-
incideno. Confeguentemente yBK — BS =0, ¢ 3AS — AK =0 ;
adunque ambedue I’ equazioni (29), e (31) manifeltano 4B
=AC*— BC*, vale a dire s accordano entrambe a dimoftrare
la propofizione Pittagorica.

CoroLLARIO XV. (ﬁgi7)

ST applichi I'cquazione (31) all'ipotefi di ACB retto; la 7,
ela g ﬁgniﬁcheranno parimente I’ unith pofitiva , e la coinci-
denza de’ punti K, ed § renderh yBK +2A4S=BK ~+ AK =
BS—+ AS=4B, ¢ la ftefla equazione (32) diverrs 4B*=

1 1 Py . s
5 AC'—+— BC~+ —;— AB*. Togliendo pertanto -:- 4B dall’una,e
I'altra parte , indi moltiplicando per 2, otterrafli 4B*= 4C"

—'i-BC‘. Novella maniera di dimoltrare la Pittagorica propofi-
ziohe,

CororrLAarIO XV (fig.7,e8)
P Ongafi nel fecondo membro dell’ equazione (28) in cambio
di 4B il fuo valore %(—';_;, che nafce dalla coftruzione, e ne verrk
(33) AB=4c* 4 225, 5C°,

~La y qui ritiene il fuo fignificato come nel fine del corolla-
rio IX, Co-
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Cororrario XVIIL (fig.7,¢8)

S Imilmente fi ponga nel fecondo membro dell’ equazione ( 30)

in vece di 4B la fua efpreffione ﬁ—g proveniente dalla coltru-

zione, e fi vedra effere

(34) AB*==BC"—+ z—-——A{;;Cl .
La z conferva qui la fua fignificazione notata in fine del

corollario X1,
Cororrario XVIIL (fig.7)

A Ulorche 1 angolo ACB ¢ retto, la y, e la g dinotano am.
bedue I' unita pofiriva , fecondo quello, che fi ¢ avvertito in
fine dei corollarj IX., ¢ X[ : e coincidendo in quefta iporefi
i punti K, ed S, ne legue, che BK=BS, e che AS==A4K;
di modo che ambe I’ equazioni (33), (34) divengono 4B’=
AC* —+ BC*, ¢ per confeguenza dimoftrano la propofizione
Pitragorica.

Teorema VI (fig.9,e10)

QUalunque fottotefa BD dell’ angolo dato BAD fia tagliata
in C dalla retta 4C, che divide in due parti eguali I an-
golo dato; io dico, che
(23) 4B, AD=BC,CD~+ AC*.

DimostrazIiONE T.

Dat punto C fi tiri al lato 4B la retta C§, che faccia I
angolo BCS cguale a BAC, € confeguentemente I” angolo BsC
eguale a BCA. .

Si confideri , che in virth del corollario XV. del teorema
precedente, e dell’ equazione (30) fi &
AB* = BC* —+ 4B, AS ; cio¢

(36) AB*—BC*'=AB, A4S ;
mentre per quello, che fi ¢ notato in fine di detto corollario,
la 2 nell’ equazione (30) denota I unita pofitiva ; effendo in
ambedue le figure 9, e 10 I angolo ACB maggiore del’ alngo-

o
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lo CAD, ciot deil’ angolo eguale C4B, ed eflendo per confe-
guenza 4B maggiore di BC.

Si rifietta eziandio , che I' angolo §4C ¢ uguale all’ angolo
cAD, e ! angolo €54 ¢ il complemento a due rerti deli’ an-
golo BSC, eguale per la coftruzione all’angolo BCA4, il com-
plemento del quale a due rern1 & I'angolo DC4, cui per con-
{egnenza € uguale I'angolo {uddetto C54.

Dalla fomiglianza pertanto dei triangoli §4C, CAD fi dedu-

ce AD.AC::AC.AS:ZCJ—, e quefto valore di A4S introdotto

nell’ equazione (36) rende 4B*~— _{%ﬁ =BC*.

In oltre pel corollario del fecondo teorema abbiamo AB.

AD::BC.CD, vale a dire f-g:gg, e dividendo per queft’ ul-

tima equazione la penultima, ne proviene 4D, AB— AC*=

CD, BC, che tralponendo 4C*, da !’ equazione (35). Il che, ec.
DiMosTrazIONE IL (fig.9,€10)

SI conduca dal punto C al lato 4B la retta CK, che fac-

cia I'angolo 4CK eguale ad 4BC.

Per la fimilitudine dei triangoli BAC,CAK , la retta AK
\ ac’ ™ . . . . .
¢ uguale ad ==; e per la fimilitudine gih dimoftrata dei trian-
goli $AC,CAD, la retra A4S ¢ uguale ad g% 5 € per confe-

4K _AD__ CD . . | , - . .
guenza - Z-— 35, in virtd dell’ eguaghanza degli angoli
BAC,CAD, e,del corollario del fecondo teorema.

Facciali nell’ equazione (34) la z=~+1 (come & provato,
che deve effere), e la ftefla equazione (34) dividafi per %}-—2:
ne verra pertanto %?,AB’:%,BC’-+AC’.N€I primo mem-
bro di queft’vltima equazione fi ponga in vece di -A—VK- il fuo
valore ::-1';-, e foftituifcali nel {econdo membro in cambio di %}-C-

, ; ch . .
I altro fuo valore 7o € la medefima ultima equazione fi can-

gere nell’ equazione (35). i che, ec.
Ds-

I
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DimosTrazioNE IIL (fig.9, e10)

DAI punto C fi riri al lato 4D la retta CT in modo ch
faccia I’ angolo DCT eguale all’ angolo DAC. :
1l triangolo DCT ¢ fimile al triangolo DAC , e perd TD.
CD::CD.AD ; ma il corollario del teorema II. moftra CD.
AD::BC. 4B adunque TD.CD::BC.4B, e TD=2522
Il triangolo ATC ¢ fimile al triangolo ACB; attefoché gli

angoli TAC,CAB fono per la fuppofizione eguali, e I’ angolo
ATC ¢ il complemento a due retti dall’ angolo DTC, come
I'angolo ACB ¢ il complemento a due retti dell’ angolo DCA
eguale in virth della coftruzione all’ angolo DTC ; adunque
AT . AC:: AC.AB, ciod AT:%.

Ora AD—=AT ~+TD, ¢ ponendo in vece di AT, e di TD
t loro valori tefté trovati, fi fcopre AD::'—;(; -+ E%’?CE ;€
moltiplicando per 4B, immediatamente apparilce I' equazione
(35). 1l che, ec.

DimosTtrazioNe IV. (fig.15)
1.

Sta formato il parallelogramo ACBG, e dal punto A tirata
al uo lato BC prolungato la retta AF , che faccia I' angolo
FAB eguale all’angolo 4CD .

Effendo anche ! angolo #BF eguale al fuo alterno BAC,
che per 1 ipotefi ¢ uguale all’ angolo CA4D, fary il triangolo
F 4B fimile al triangolo DCA, ¢ |"angolo in F fara eguale all’

angolo ADC. Avremo pertanto dC.AD::AB.FB:”{;g 2
IL
L’ angolo AFB fi ¢ git provato eguale all’ angolo ADC, el

angolo FGA a cagione del paralielogramo ¢ uguale ad ACD;
dunque i triangoli A4GF , DCA fono fimili; quindi AC.CD:: 4G

BC CD
(BC).FG=%22,ed FE=FG—+GB(4C)= = —+4C-
1.
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IIL

Si paragonino i due valori di FB trovati nei due preceden-
o .y AB,AD _BC,CD
ti articoli, e fi confeguirs ——==——>— 4 4C, ¢ la mol-
tiplicazione per A4C portert immediatamente 3ll” equazione
(35). Il che, ec.

DimosTrazZIONE V., (fig. 15)

NElla figura 15 non fi confideri pili la retta 4G, ma fi pro-
lunghi la AF finché¢ ragli in E la fortotela BD prolungata,
fe bilogna.

Nella quarta dimoftrazione fi ¢ moftrato I’ angolo in F egua-
le all’angolo ADC, ma per le parallele FB,AC lo fteflo an-
olo in F=CAE ; adnnque CAE =ADC, e il triangolo DCA
¢ fimile al triangolo ACE ; confegucntemente CD.CA::C4.

AC? AC? BC ,CD =+ AC*
CE—==- = i . A
c57 € BE—=BC —+ 5= B

L’angolo in F (conforme & git efpreflo) ¢ uguale all’ ango-
lo ADC. Per le parallele I'angolo FBE =A4CD; adunque fo-
no Gimili i triangoli FBE.DCA, ed A luogo quefta proporzio-

nalith FB[Ai’:D] .BE [B_(‘_Cé)_‘*‘_“_‘_] ::CD.4C; in vigor del-

la quale uguagliando il prodotto degli eftremi a quello de’ mez-
z, fi vede nalcere I' equazione (35). Il che, ec.

DimMostrazione VL (fig. 16)

SI conduca dal punto A alla fottotefa BD (prolungata fe fia
d uopo) la retta AE, che faccia | angolo EAC = 4DC.
Il triangolo DCA4 ¢ fimile al triangolo ACE, e I angolo 4EC

=DAC=BAC. Si 2 percid, come nella quinta dimoftrazione,
ac BC.CD—+ AC’

CE=+5> ¢ BE= )

Col raggio BE dal centro B defcrivafi un arco di cerchio N
che tagli in H la rerra 4E prolungata ; e I angolo 4EC (e-
guale come § provato all’ angolo cAD, e confeguentemente all’
angolo BAC) farh eguale all’angolo in H: ma I angolo BAH ¢

ugua—
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uguale all’ angolo ACE, perché il primo di effi angoli ¢ ngua-
le ad 4BC—+ AEC(BAC), e il fecondo ¢ ugnale ad 4BC
BAC; adunque i triangols HBA, ADC fono fimili, e vale que-
fta proporzionalita 4D.CD::BH [E—c’—cc%i‘-ﬂl-c-].BA; ¢ molti-
plicando gli eftremi, ed i mezzi, fi arriva fubito all’ equazio-
ne (35). Il che, ec

DimostrazioNE VIL (fig. 16)

NEla figura 16 non fi confideri pit n¢ la retta BH, né¢la
retta AH.

L’ angolo BAE ¢ ugnale all’ angolo BC4, perché BAE=
BAC —+CAE, ¢ BCA=CEA(BAC )+ CAE. Laonde per I’ ana-
logia generalmente conoiciuta , che pafla tra i feni degli an-
goli, e i lati oppolfti ai medefimi angoli, fi avrk

fin BAE (finBCA) ___BE |

Jin ATC (fin DACY " 4B ’
attefoché nella fefta dimoftrazione I’ angolo 4ECfi ¢ moftrato
eguale all’ angolo DAC.

St avrh parimente

Jin DCA (fin BCA)__fD .

. Jin DAC —cbh?’

dividendo la penultima equazione per ['ultima, fi vede 1=
BF.CD BC CD— AC’

a5 p s dunque 4B, AD=BE,CD= c: XCD: e

quazione, che equivale alla (33). Il che, ec.

DiMosTrazioNe VIIL (fig. 15)

P iacemi &’ inferire dal terzo teorema la dimo'trazione del
prefente; fi ripigli la figura 15, e fi prolunghi v;rfo F' il la-
10 4D del triangolo BAD, ne rimarrd tagiato in & il lato
BG prolungato del parallelogramo ACBG .

Ora per le parallele fi % I’angolo DYB=DAC=BAC ( per
Vipotefi); e per le medefime paralleie i+ BAC = ABY ; coficche
-B.G{D:ﬂB,Q_. e percid A9 —=AB, come pure YD = 4B —+ A4D.

Col raggio BD dal centro B fi defcriva un arco di cerchio,
che tagli in ¥ la DA prolungara, Gli angoli in D, e m 7]

Tom, i C {d-
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faranno eguali; ma nella quarta dimoftrazione fi ¢ veduto, che
I' angolo in F & uguale all’ angolo in D, e percid gli angoli
in F, e in ¥ fono eguali. Quindi immaginando 1l triangolo
BAF ifcritto in un cerchio, il punto ¥ fark nella circonferen-
za di effo cerchio; ¢ —:—BV ..':-;-BDé il feno dell’ angolo BAY;
come anche del {uo complemento BAD, e —z-AF ¢ il feno dell’

angolo A4BG, e del fuo eguale BAC.
Cid pofto; dall’ equazione (4), maneggiata avvedutamente,

fi deduce 4B, AD = AB~+ AD X AC}'-: Z;f) , dove ponendo iz

AF in vece di ﬁnBAC,-:-BD in cambio di finB4D, ¢ @D in
luogo di 4B+ 4D, fi {copre AB,AD—-QD'ZIC),AF.

Per la fimilitudine de’triangoli DQB,DAC, i vede
D

%:f—%gm 5 adunque 4B, 4D :Q—'—ZC—G:L'&.;
ma i triangoli FGA,FAB fono fimili; poiché per la coftru-
zione (veggafi la dimoftrazione IV.) F4B ¢ uguale ad 4CD,
cui F%el parallelogramo ¢ uguale FGA,; dunque %g— ¢ uguale
ad 75 qual efpreffione di ;—% introdorta nell’ ultima equazione
fomminiftra 4B, AD= 4C,FB ; e percid loftituendo per FB
g0 BC
U fuo valore 1;00 D—i-,qc, efpofto nel fecondo articolo della

quarta dimoftrazione, apparifce I’ equazione (35). Il che, cc.

Dimostrazione IX. (fig.15)

A Nehe dal primo teorema dedurrd la dimoftrazione di que-
fto fefto teorema nel feguente modo:

? -

lﬁ)a};gquazxon/e_ (1) tratrata a dovere fi forma queft’ altra:
d — AC fin BAC .

55— 5 5e In luogo di fin BAD i merta -i-BD,

¢ in luogo di firBAC pongafi -:—AF (fecondo cid che fi & ve-

dgto nell’ antecedente ottava dimoftrazione
di BC fcrivafi
| — 4C, 4F
AD, 4G *

Aliohd Z ); come pure in vece
A4G. L ultima equazione fi cangera in quefta:

In
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In luogo di Eg (per le cole efpofte nella dimoftrazione pre-

AC,FB .
Z5aD° cio¢ 4B,

AD=Ac,FB; e continuando come fopra, fi giungerd pron-
tamente all’ equazione (35). Il che, ec.

. FB o
cedente ) fi furroghi 5 € fi confeguiry 1=

Scor1io I.
L

TL teorema prefente pud dimoftrarfi mediante il terzo teore.
ma, e ridurne la prova alla nona dimoftrazione cosi:
A . . . . . finDAC
Softituendo nell’ equazione (4) in cambio di £
CD, fin BAC finBAD __ finRAC . CD fin BAC

il fuo

valore =5 5C fi ottiene <~ =—0 3G, 4D vale a .

. fmBAD __ BC—+CD BAC . e

dire 2 — X fin . Equazione, che non differifce
AC BC,4D

dall’ equazione (1) impiegata nella nona dimoftrazione, per-
ch¢ BC—+CD ¢ lo fteflo, che BD.

IL

Valendofi del principio, onde dipende la dimoftrazione IX.,
fi potrebbero dimoftrare elegantemente il I, il IL, e il IIL
teorema nella maniera infrafcrirea.

S intenda (fig. 19) circofcritto il cerchio al triangolo B.AD,
continuata la retta 4C fino a tagliare detto cerchio in M, e
tirate le corde BM,DM.

La fimiglianza dei triangoli MBC,DAC, facilifima a dimo-

c . AC ,BM
ftr ﬂ——'ﬂ_ & —_— fi ne 2
arfi, di 01 =40 9% 1= 05 Laonde fe fi pone

JinBAC in cambio della corda BM, che gli ¢ uguale (confor-

) 2AC fin BAC 2fin BAD
me ¢ hI1= . Ma
noto), fi 4 1 BC, 4D BD
2fin BAD __ 2ACfin BAC

BD — BC, 4D

BAD __BDfnBAC e

te o fin — 2 che & il primo teorema.
perando AC = BC,4D ? P

Effendo 1a corda DM eguale a 2finDAC, fe i fars ufo del-

la manifefta fimiglianza de’ triangoli MDC,BAC, ¢ fi proc&;de-
C:2 ri

—1, come pa-

rimente ¢ noto: Adunque , € debitamen-
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rs nella fleffa guifa, fi avra del pari £ "Z‘éD—BDﬁ"DAC

IIL (fig.19)
La fomiglianza dei fuddetti triangoli MDcC,BA4AC fa fimil-

- AB__DM . AC, DM
mente conofcere —- ===, vale a dire 1= =2, Ma nel
AC™CD CD,AB -
i di quefto fcolio fi & =L
fecondo articolo di quefto fcolio fi ¢ trovato I FoD 5
. . ' . .« BM__BC,AD
dunque il confronto di quefte due equazioni da‘u'a PM=Bc—3
Pongafi 2fiz BAC in luogo di BM, chejz_ lgg!;pe Ugslé:aliz’: e 2fin
. ’ R (4] 4
o . RN ——m D O
DAC in vece dell’ eguale DM, e fara aDac = Dc 4 che ¢

BC, AB

il fecondo teorema.
I V. (fig. 19)

Pe’ triangoli fimili MBc,DAC i ¥ AD.AC::BM.BC =

AC.EM g pe’ triangoli fimili MDC,BA4C i 3 4B.4C::DM

AD
—Ac, bM —_ — AC ,BM AC,DM
CD—==2"_ Adunque BD = —4C,BM _, 4C,DM
2 q BCH+CD =T =+ T5 28

Softituendo ora 2 fin BAD in vece di BD; 2 fin BAC in cam-
bio di BM ; ¢ 2/in DAC in luogo di DM, vale a dire quan-
titz eguali ad eguali, I'ultima equazione diventa

.24C AC .

2 fin BAD = m—ﬁn BAC#-—ZFﬁn DAC; e dividendo per —:-Ac,

fnBAD _ fnBAC _ finDaC

. .
70— D 5 Che ¢ il terzo teorema.

DimosTrazione X. (fig. 19)
Dasw un' alira dimoftrazione di quelto tcorema mediante il
terzo. :
Nell' equazione (4) in cambio di firBAD, di finBAC , e
di finDAC fi furroghino refpettivamente -:—BD »~BM, e - DM,
2 ) 2

che fono eguali ad effi feni, ¢ ne proverrh 1—99—-8.;.”..‘.DM io¢
. e 45 ¢
BD (B —_— » BM AC , DM
(BC <+ CD)= —up~ —F——F—. Ma nel quarto ar-

ticolo del precedente feolio fi & moftrato €D = 4C-2M ; dun-
~~4 >’

que
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AC,BM .
que BC—+CD== ~——»——~+CD ; vale a dire BC':-“%’—?— K
it che fi era gia provato nel quarto articolo dello fcolio ante-
cedente colla fola confiderazione del cerchio della figura 19.

Sard pertanto ;%:::—%.

Ora i triangoli BMA,CMB eflendo fimili ( perché gli an-
goli BAM,DBM fono eguali come infiftenti agli archi BM,DM
eguali per I'ipotefi, e I'angolo in M ¢ comune); eflendo, di-
co, fimili efli triangoli, ne fegue, che g% ¢ uguale a g%: per-
cid fe fi porrs la prima di quefte due frazioni in vece della

s . 4B __AC
feconda nell’ vl 1 ==, ed anche
ultima equazione, fi avr i —an ©

AB,AD = AC, AM= AC* ~ AC,CM.

In fine i triangoli fimili CA4B,CDM danno 4C.BC::CD.CM,
e quindi AC,CM=BC,CD; adunque AB,AD=AC*—+ AC,
CM=AC*—+BC,CD, Che ¢ ! equazione (35). Il che, ec.

Scorio 1L
1.

SEnza far ufo del teorema III., 1 equazione fopralcritta
%:% viene dall’ ifpezione del cerchio della figura 19 : im-
perciocché i triangoli BAM,CAD fimili, a cagione degli an-
goli BAM,C 4D eguali per I ipotefi, ¢ degli angoli AMB,A’DM
eguali, perché infiftono al medefimo arco 4B ; i triangoli,
dico, fimili BAM,CAD fomminiftrano 4B.AM:: AC. 4D,

11

1l mio figlivolo Gio: Francefco nel fuo trattato de’ Triango-
li % trovata 'indipcndcnremcnte da me una dimoftrazione di que-
fto teorema VL., fenza aver riguardo al terzo teorema, € con-
fiderando folamente il cerchio della figura 19 ; qual dimoftra-
zione ¢ fimilifima a quella, che fi deduce dal primo articolo
di quefto fecondo fcolia.

Di.
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DimostrazioNE XI. (fig. 19)

"T'Rarrd dal teorema IIL. anche quefta dimoftrazione.
Confiderando primieramente il triangolo BAD , e collocan.
do nell’ equazione (4) in vece di fin BAC, ¢ di finDAC (che
fono eguali per I'ipotefi) il loro equivalente —;—BM,ne deriva,
purche fi operi convenientemente.
finBAD — 1 BMYX AB—+ 4D
aC 2 AB,AD '
Confiderando fecondariamente il triangolo BMD, fi avr: pel
terzo teorema
fnBMD _ finBMC  fin DMC
MC = MD MB °
Mettafi in quefta equazione fin B4D in cambio di fin BMD,
perché Iangolo BMD ¢ complemento a due retti dell’ angolo

BAD: Vi fi metta eziandio %AB in luogo di fin BMC ; -;-AD

in lu?go di fin DMC, come pure MB in vece di MD, che
per Vipotefi gli ¢ uguale, e ne rifultery

fnBAD _ 1 X AB= 4D

'MC"""_z J 7]

Queft’ ultima equazione fi divida per I altra regiftrata di fo-

pra, il di cui primo membro & -fi"—-B-_i.,P-, e fi vedry 25 —48,58
] ! AC X BM® AC MC BM

vale a dire 4B, BD ==

Ora la fimilitudine de’ triangoli BMA,CMB provata nella
decima dimoftrazione fa conofcere CM. BM:: BM. AM— Bc% ’
€ perd foftituendo nell’ equazione penultima in luogo di s

. M
il fuo valore 4M, fi arriverh a queft altra 4B, 4D =4C,AM;
€ nel refto fi procederd come nella dimoftrazione X. 1l che, ec

DimosTrazione XIL (fig. 20)

Sul lat? 4B prolungato (quando occorra) fi pight la A7 e-
guale all’altro lato 4D ; dal punto 7 al punto C conducafi la
retta 1C; e dallo fteflo punto ¥ fi tiri alla AC prolungata la

recea
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retta IS, tale, che faccia I angolo CFS eguale all’ angolo BAC,
e C fia tra 4, ed §S.

Effendo I angolo CAD per I'ipotefi eguale all’angolo CAT,
il lato 4C comune, ed eguali i lati 4D, AY; il triangolo CAY
fovrappofto al triangolo CAD {i addattery intieramente ad ef-
fo, di modo che I'angolo ¥CS farh eguale all’angolo DCS, e
confeguentemente all’ angolo 4CB.

In oltre ' angolo CAB ¢ per la coftruzione eguale all’ ango-
lo Crs, fon dunque fimili i triangolt C4AB,CIS , e I angolo
ABC ¢ uguale all’angolo in §. Percid 4C.CB::Cr(CD).CS
= B—C:;gl-)-, ed AS:AC-;-—__BZ’CCD .

Di nuovo; fono fimili anche i triangoli CAB,Y A4S, perche
anno I’ angolo C4B comune, e ! angolo 4BC fi ¢ provato

eguale all’ angolo in §; adunque AC. 4B:: A1 (AD). A4S ( AC —+
BC,CD . . . . .
-——A—é—-—); e prendendo il prodotto degli eftremi, e de’mezzi,

fi fcopre 4B, AD = AC*~+ BC,CD. Che ¢ I equazione (35).
Il che, ec.

Se il lato 4B fofle maggiore dell’ altro lato 4D, allora il
punto " cadrebbe tra 4, e B: e in tale ipotefi la medefima
coftruzione {i continuerebbe, fi farebbero gl ifteffi raziocinj, €
fi giungerebbe alla medefima confeguenza.

Cororrario 1. del VI. Teorema (fig. 11,€ 12)

Sta it triangolo ACB , la cui bafe ¢ 4B, dal punto 4, e-
ftremitd del fuo lato C4, fi cali {ull’ altro lato BC ( prolun-
gato fe fia d’uopo) la perpendicolare AR, che taglia in R lo
fteflo lato BC; io dico, che

(37) 4B*= 4c*~+BC = 2CR,BC. _ o

N¢€’ tegni doppi di quefto corollario, il fuyerxore dee riferir-
fi al calo della” igura 11, € I'inferiore al calo della figura 12.

Sul lato BC prolungato fi tiri dal punto 4 la retta AN,
che lo tagli in N, e faccia I' angolo RAN eguale all’ angolo
RAB, ed anche la retta AM, che lo tagli in M, e faccia |
angolo R4M eguale all’ angolo RAC; fuflifteranno pel prelen-
t¢ teorema quelte due equazioni: (38)
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(38) 4B, AN=BR,RN—+ AR’
AC, AM=CR,RM—+ AR*

la feconda delle quali tottratta dalla prima efibifce

AB, AN— AC, AM—BR,RN—CR,RM
cio¢ per la mamfefta eguaglianza di AN, ed 4B, di 4M,
ed 4C, di RN, ¢ BR, ¢ di RM, ¢ CR

AB*— 4C* =BR*—CR*
e quefta egnazione , ponendo in lnogo di BR* il fuo valore
BC*=+2CR BC~+CR®, fi muta nella leguente:

AB*— 4C* = BC* == 2CR,BC, la quale (ove fi trafponga
AC*) fomminiftra I equazione (37).

Cororrario II. del VI. Teorema (fig. 11,e12)

SE I"angolo C4R ¢ infinitamente piccolo , vale a dire fe il
puinto R cade prothmo al punto C, cio?le "angolo 4CB diffe-
riice infinitamente poco dail’angolo rerto, la quantith =t 2CR,
BC come infinitamente piccola, & traicurabile , e conleguenie-
mente | equazione (37) fa vedere 4B 4C*—+BC* . Laon-
de 1l precedente coroilario comprende, e dimoftra in un trat
to le celebri propofiziont XII., ¢ XILI. del fecondo libro d" Eu-
clide (che coud” ajuto della XLVII. del primo ivi fi dimoftra-

no), ¢ inficme la fieffa propofizione XLVIL , cio¢ il teorema
Puttagorico.

Scor1o III

1L medefimo teorema Pittagorico deriva immediatamente an-
che dali’ equazione (38), poiché foftituendo in effa la 4B in
vece della lvua eguale 4N, e la BR in cambio della fua egua-
le RN, fi vede tubito 4B*=BR*— AR".

Francelco Schooten nel tuo Trattato de concinnandis Demon-
firationibus ; ec. in due maniere dimottra il prelenie teito teo-
rema. Ma la fua prima dimottrazione fuppone la XIIL. del fe-
condo libro d' Euclide, e la feconda fuppone Ja XLVII. del
primo, vale a dire la Pittagorica, che entra in tutte le pro-
ve (da me finora vedute) delle propofizioni XII., e XIIl. del
fecondo libro del prelodato Euclide.

Il
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Il medefimo Schooten dice nel citato luogo di aver dimo-
ftrato diverfamente quefto teorema nel fuo libro intitolato:
Exercitationes Mathematice ; ma tale dimoftrazione da noi non
¢ ftata veduta, e neppure le gltre , ch’ egli dice eflere ftate
efibite da altri di quefto belliflimo teorema.

TeorREMA VIL (fig.13,e14)

S1a qualunque angolo BAR divifo in due BAC,DAC dalla
retta A0. Dal punto arbitrario B del lato 4B fi ririno le due
rette BO,BR, le quali taglino refpettivamente la retta 40
in C,ein O, ¢ il lato 4R in D, ¢ in R; io dico in pri-
mo luogo, che
A0 __BD,OR
(39) e=rr- ¢
io dico in fecondo luogo, che
BC __BO,AR
(40) CD—O0R,4D"
DiMosSTRAZIONE.

PE! primo teorema & % £ "B;:g =nzl>)£nz:gc’ e per lo fteflo

. 1. fmnBAR(BAD) __ BRfinRAO (DAC)
teorema fi A eziandio A(O ) — W

Dividendo la prima di gquefte due equazioni per la feconda
ne viene I equazione (39). E quefta ¢ la prima parte.
fnBAC __ BC.AD .. . JisBAO(BAC)
JnDAC — €D, a8 0 ANCNE L5 (DAC)

Pel fecondo teorema

— BO, AR BC,AD BO, AR .
—= = : one, che tofto
or g+ Adunque Ch4F — DR ap° cquazione, he t

conduce all’ equazione (40), e quefta ¢ la feconda parte.
Cororrario L (fig. 13,¢(14)

.A Sfumendo " equazione (40), € componendo fi confeguifce
BD __ BO, AR~+OR,AD
—_— XL AR OR, 4D |
cO OR, AD

Corovrrario IL (fig.6)

NEU’ interno dell’ area del triangolo BAR prendafi ad arbi-
trio 1l punto C, per cui paffino le rette 40, BD,RP tirate
Tom. ]I D dai
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dai vertici degli angoli refpettivi 4,B,R ai lati oppofti, i
quali ne rimangano tagliati in 0,D,P; io dico, che

1) BD _ RP X 2. ‘
. (4 /DT PG “POR A0 _ BD,OR 4y ...t 4O
imperciocché pel prefente teorema 7= = So-7=, ed anche —=

AC
—RP.O8 . due equazioni, che paragonate infieme danno I’ e-

—RB,FC
quazione (41).

Cororrarto IIL (fig.13,e14) /

SE la retta 40 divide per. metk I’angolo B4R, e nello flef
fo tempo AD ¢ uguale ad 4B, egli ¢ manifefto, che ancora

BC & uguale a €D, e BD a 2CD. Percid " equazione (39)
—-.20R

diviene %"'ﬁ ; e quindi confiderando queft’ equazione a gui-
fa di proporzionality, fi avrh per quel modo di argomentare,
che chiamafi generalmente converfion di regione (e cid quando
il punto O ¢ di Ix da C rifpetto ad 4); ovvero per quel mo-
do di argomentare, che il Padre Clavio chiama divifion con-
traria di ragione (e quefto quando il punto O ¢ tra 4, e C),
fi avrh, dico, -

AO.(=x AO=F AC)::20R.(=*£20R=F BR).
ovvero facendo valere ne’ fegni ambigui il {uperiore, ed & pel
primo cafo, 40.0C::20R.OR—BO. Ma prendendo nei fe-
gni dubbiofi Iinferiore, ed & pel fecondo calo.

A0.0C::20R.BO—OR.

Quefto corollario, confiderato in ordine al primo cafo, for-
ma una propofizione, che Schooten prova diverfamente nel ci-
tato luogo, ¢ I’adopra nella fua prima dimoftrazione dell’ an-
tecedente fefto teorema.

Teorema VIIL (fig. 13,e14)

Sur angolo BAR , e tutto il rimanente efpofto nell’ enun-

clazione del teorema precedente. Io dico, che
CO __ BO,DR "
(42) Ze=sxoz *
]

Di-
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DiMosTRAZIONE.

P Onendo nell’ equazione (39) in luogo di BD il fuo equiva-

A0 __. BC,OR on Cy ,
lente BC~CD, ne denva =5 sx ‘i » Sidinolere I

—BR

equazione manifefta 25 AC 3R : laonde fottraendo una di quefte
40 4

due ultime equazioni dall*altra, ﬁ ottiene =~ —;"C—E-— =+

BC,O0R _, OR __ BC,0R __BO

BR
CD 5~ B 5K’ vale 2 dire AC——CD R R

1l fuperiore de’ fegni ambigui ferve quando Ceétrad,ed
0, e I' inferiore % lnogo quando C ¢ di Ia da O in ordine ad 4.

Softituifcafi nella precedente equazione in vece di P

CD
fuo valore prefo dall’ equazione (40), e fi troverh
CO__ _, BO,AR __BO CO ___ BO(Zt4R=F AD)
—_— e 2 — ——— el A
AC = == 3R, 4D YR vale a dire Z2=—=-05 .
Equazione, che non ¢ diverfa dall equazione (42). Il che, ec.

AVVERTIMENTO.

IN cori i corollarj del prefente teorema fi confidera (fig. 5)
il triangolo B4R col punto C prefo ad arbitrio nell’ area in-
teriore di effo, € le rette 4C,BC,RC tirate da detto punto ¢
agli angoli 4, B yR, le quah prolungate tagliano in 0,D,P
1 refpettivi lati dcl triangolo .

Cororrarrto I (fg6)
Cn poﬂo, io dico, che
P8, DA
(43) kK0—P4,DR >

hé pel pref folo €2 ="2%22 . ma
lmPCl‘CIOCC (< PC PI'C ente teorema non lolo ZE BR,DA s
ancora
CO — RO, P8
(44) = ;

—RF,pa’
ela comparaznone dei due valori di — AC efpofti nell’ equazio-

ni (42), e (44) conduce all’ equazione (43).

D2 Co.
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CororrLario IL (fg.6)

DAII’cquazioni (42, e (44) rifultano

__BO,DR, AC
(43) Co= BR,D4 °

__ RO.PB.AC
(46) CO= RBP4 °

Cororrario IIL (fig.6)

COncependo, che la fuperficie triangolare BAC fi rivolga in-
torno il punto fifo C in modo, che la linea CD fubentri nel
fito della linea CO, ¢ manifefto , che avran luogo le due in-

frafcritte equazioni:
RD,PA, BC
CD—=—2"2""_,
(47) ®7 P5

- 4D ,0R,BC

Cororrario IV. (fig. §)

Continvi fimilmente ! area triangolare il fuo giro intorno al
punto fifo C in maniera, che la linea CP fucceda nel luogo
della linca CO, ¢ fi avranno del pari le due equazioni, che
feguono:

i AP,0B,RC
(49) CP= “ZBo0R °
(50) CP= BP,DA4,RC

B4,DR °

Cororrarto V. (fig.6)
I.

P_ Er ridurre tutto queflo a formole analitiche, ¢ alle pi} fem-
plici, rapprefentino f,g qualunque numero pofitivo intiero, 0

rotto, e ancora qualfivoglia proporzione. Sia

PaA __ f 8 PB __1
(sx)ﬁ._-;-, e percid =

e fia
D4 g . 1. DR 1
2 ) e v— —
(s )DR_l » € quindi DA =7

L efpref
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L’ efpreffioni di =, e di %’: pofte nell’ equazioni (43) danno

OB __ ¢ OR __f
(53) R — 7 € confeguentemente =7

Si & dunque pel modo di argomentare, che il P. Clavio
. . Co P4 aP _ f
50, ontrarsa e T8 e T e
chiama compofizion contraria di ragione, PA—T5 — 7 =i

8 _PB_ *t , D4 _aD__ 4 DR _

"PB—4+F4 B4 f—=+1’ DA—DR ™ AR —;—1’ DR - DA —
RD __ 1 OB — B0 __ g OR __RO__ f

RA™"g—12> OB—+OR — BR = f—+z’ OR=0F “Rp —f4g"

’ : g BO I

Ponendo pertanto nell’ equazione (45) Fag Pergra o

, . RO
per g—:, e cos nell’ equazione (46) f_f_—g pet 335 ed ',;' per ;:i ,

ambe efle equazioni faranno egualmente conofcere
(s4) co_—_f-_—i-g- AC. I -
Introducendo nell’ equazione (47 ) s ber o ed -lf per
%,;) . fimilmente nell’ equazione (48) g—_ng per ;‘-:g—, ed g!;
per =, st I'una, come I'altra di dette equazioni da

(55) co=2L¢ . f

Finalmente collocando nell’ equazione (49) FaT Per S,
-% per ng— ; come pure nell’ equazione (50) f_._‘;.!. per %Z_ ,
€ -f- per %Ri, ambedue le ftefle equazioni moftrano del pari.

— £RC

f

Esemrio 1. (fig, 6)

Ses vuole, che C fia il centro di gravith del triangolo BAR
fi confideri, che detto centro dee trovarfi nell’ interlezione del-
le due rette ; V. g A0,BD che dividono per met} il triango-
lo, e confeguentemente tagliano per mezzo'in O,emC 1
refpettivi lati oppofti. Adunque per |’ equazione (53),13 _fe
wguale alla g, e nell equazione (52) la g ¢ uguale all’umtd,
Cui per conleguenza ¢ uguale anche la f,; e quindi il lato 4B

Y

¢ ta-
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¢ tagliato anch’ effo per meth dalla rarta RP. In virtd poi

delle tre equazioni (54) (s55), € (56) fi trova CO=%AC,
CD=~BC, e CP=RC.

Esemrio IL (fig.6)

LA m denodi qualfivoglia numero pofitivo intiero , o rotto,
¢ ancora qualunque proporzione. Sia la bafe BR del triango-
lo BAR divifa per mezzd in O dalla retta 40, e fia CO=

~ AC.

Per I equazione (53), e per I'ipotefi f==g; per I equazio-
ne (34), ¢ p‘fr Iipotefi CO=F';EAC=;I;, AC=-:7'AC. Adun-
que f=g=-—m. Quefto valore di f, e di g introdotto nell’
equazioni (51) (52) (53), € (56) fa fcoprire y:%m,c'

F
. D4 1 mBC mRC
P TR =7 m,come anche CD=_-"~, ¢ CP=_—r

CororLrarIOo VI, (hg. 6).
D Alle fette equazioni (43) (43) (46) (47) (48) (49), €

(so)Rrolafcono relpettivamente quefte altre fette, cioé

_ PB . Da AC \, BO \, DR AC \, RO , PB
] o —— _— . — - — 8 — —_— —_— ¢
50 X F Xors 1=z X%R X5a7 =5 X5z X7as
— PA BC \, D4\, OR P
=X Y RD P BC DAL OR. ke y APy OB
iléxﬁfl X755 1= Xza X o5 1=gr X5 X 5% 5
— By DA . _ . . .
1= % X5 X 5x» il primo membro delle quali ¢ P unith,
e il fecondo membro & una proporzione compofta di tre pro-
Porzioni, di manicra che conofcendo in ciafcuna delle fette ul-

time equazioni due delle tre proporzioni componenti, fi cono-
fce anche I' altra.

EseuMrto per I'equazione (43) (fig. 6)

L= rette 40, RP dividano per metk gli anpoli refpettivi
. tivi A
ed R @el tr!angolo_B/IR » tagliando ingO, g in PPi lati OPz
Pofti ai detti angoli. Sar pel corollario del fecondo teorems
RO
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RO__AR _ PB_RB

=18 € FuTra" Se fi mettono nell’ equazione (43), o nel-

. o

la fua derivativa I—BO )(” )(DR 1 detti valori di 3 5 € di
b DA BA
Fa0 e viene 1= ._AB )(RAX DR, € confeguentemente PR= R "

Laonde pel citato corollario del fecondo teorema , anche I’ al-
tro angolo B ¢ divilo in due parui cguah dalla retta, che paf-
fa per B, e pel punto C, in cui s interfecano dentro il trian-
golo le prime due rette A40,RP dividenti gli angoli 4, ed R
per met.

Cororrario VIL (fig.6)

ESprimano ora H, ed L qualunque numero pofitivo intiero,
" ed anche qualunque pr i Sa X =2, X
o ritto, ed anche qualunque proporzione. Sia zp == € 5

Dall’ equazione (34) nafcers © =X ficcome dall’ equa-
zione (53) g"”._-%‘. Facendo il debito ufo di queﬁe due ul-

G y L — Hr HL-—-l
time v:quazxom, 1 trover [ "'L—o—x’ T =i

[ ]__ sl Fmalmeme i due 1coperu va on di f,

d: g lntl‘OdOttl nell’ equazione (§6) manifefteranno ¢ ==t
— H=+L~—t2

é_P )
= TE—

. . . . AC 2 (381
Sia per cagion d’ efempio H=12, cio¢ 75 =, L=12, cio¢
BC
'c"b- , come nel cafo, in cui C ¢ il centro di gravxth del

triangolo B4R . Allora fara -[ ]—2-“—, fara < [ _]

2 —_—t £ o
- farh [ ==, in fine fara o=

1
=T
——2==2 . Come fi ¢ provato nel primo efempio.
1

CororLrario VIIL (fig. 6)
D Inotino adeflo M , ed N qualfivoglia numero pofitivo in-

- _ ) . AC __

Eero, ORrotto. ed ancora quaifivoglia proporzione. Sia 5=
2 N

S e — '-—..

1)) d cp 3

L’ equa-
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L’ equazione (54) d £ __.__Iﬂf , e I equazione (56) mo-
fira T = iv Dalle ulnme due equazlom mancggtate a do-

f[PA) _MN—1, DAY _M—+1
vere nafce [ =w=17 T LorRIT =12 f oR =
%’2-. Introducendo pofcla i valori di f, ¢ di g nell’ equa-

_g—‘.[ M~+N—+2
=7 = TMN—1

CororLarIio IX. (fig.6)

IN fine P , € @ rapprefentino qualfifia numero pofitivo in-
tiero , o rotto , ed anche qualfivogla proporzione . Abbiafi
BC_ P RC .Q_
ch—7 “or—7T
L’ equazione (35) fomminiftra £ -7— =P, e I equazione (56),

zione (35), fi fcuoprc

f'“._.,Q. Le ultime due equazmnl ne’ debiti modi trattate
& O~1 DA P=+1 £
fanno conofcere —[PB]_P.Q—I; 1 | DR —T_Q_‘_‘:T’ F

]__P'“ . Indi 1urrogando I efpreffioni di f, e di g nell
cquazmnc (54)> ritrovafi Ce =£::3-— P;zg.—:z

TeoreMa IX, (fig. 17,e18)

Dai punto X , che taglna per mezzo la bafe BR del trian-
golo BCR fia tirata al vertice C la retta XC; io dico, che
(s7) BR*= 2CB’-|-2CR’—4,CXz
Si noti, che ne’ fegni doppjy 1 quali entreranno nella dimo-
ftrazione di quefto teorema, il fuperiore ferve pel cafo della
figura .17, e I'inferiore pel cafo della figura 18,

DIMOSTRAZIONE.

DAI vertice C fi cali fulla bafe BR la normale CH.

Pel primo corollario del teorema VI. fuffiffono quefte due
equazioni :

CB’=CX"—+ BX'=+2XH,BX
CR*=CX*—+RX'=2XH,RX
le quali aggiunte danno
CB
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CB*~+CR* = 2CX*~+ BX' 4+ RX* 1XHX BX—RX;
ma perché giufta I ipotefi tanto la BX, quanto la RX ¢ ugua-

le 2 — BR, l'ultima equazione fi riduce a queft altra:
CB'—+CR'=— 2CX’-0--:~BR’, che moltiplicata per 2, indi
trafpofta forma I' equazione (57). Il che, ec,

Cororrario I (fig.6)

TL centro di gravitd di qualfivoglia triangolo B4R fia C, per
cui dai vertici degli angoli B,R, 4 f} tirino le rette BD, RP,
AO, che tagliano 1 tre refpettivi lati in D, P, ed O; iodicu,che

(58) BR*~+RA*~+.AB" = 3CB*~+ 3CR*—+3C4*;
imperciocch¢ & gid provato di lopra, che i punti O, D, e P
dividono per mezzo i lati refpetuivi BR ,RA,AB ; laonde pel
teorema prefente abbiamo le tre infrafcritte equazioni:

BR*=2CB* —+2CR*—4CO0"

RA*=12CR* =+ 204" —4CD?

AB*=2CA* + 2CB*—4CP?
dalle quali aggiunte rifulta

BR* 4+ RA* —+ AB* =4 X CB'—CD* ~+ 4 X CR'—=CP* =+ 4

X CA—CO*,

O' anche dimoftrato di fopra, che le rette CD, CP, e CO
fono 11 meth deile refpettive rette CB, CR, e CA, e conle-
guentemente {i fa manifefto, che I ultima equazione equivale
all’ equazione (58). Il che, ec.

Cororrario IL (fig. 21)

St il cerchio PZRZ, e nel fuo diametro PR, o nel prolun-
gamento di effo fi prendano i due punti 4, B ad arbitrio, pur-
ché diftino egualmente dal centro C; io dico, che fe dagl iftef-
fi due punti fi condurranno a qualunque punto Z della circon-
ferenza le rette AZ, e BZ, la fomma de’ quadrati di effe fa-
I: una quantith coftante.

Imperciocché per quefto teorema AB*=24Z"— 2BZ*—4CZ"
cioé ponendo PR in vece di 4CZ*, e debiramente opcrando

Ton. 1. E (s9)
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(59) = AB*—+~ PR*=AZ’~+BL*,
ed effendo coftante il primo membro di queft’ equazione, lo &
anche il fecondo.

Corotrrarrto IIL (fig.2r1)

1 Mmaginando, che il punto A cada in P, e il punto B in
R; allora I' equazione (59) moftra PR*=PZ*—+RZ*. Ma
nella prefente ipotefi ¢ chiaro, che I'angolo 4ZB ¢ retto, ed
¢ chiaro altresi, che circofcrivendo ad un triangolo rettangolo
il cerchio, la bafe di quello ¢ il diametro di quefto: adunque
rimane dimoftrato d’ una nuova maniera il teorema Pittagori-
co, e quefta dimoftrazione ¢ legittima, perché la ftefla Pitta.
gorica propofizione non ¢ ftata ufata da me per giungere alla

dimoftrazione di quefto teorema, e del fuo fecondo corollario.
Cororrarlo IV, (fig.22)

Sk i triangolo BCR fi confidera come la meth del parallelo-
gramo BCRH tanto BX, quanto XR fono met della diagona-
le BR, e Cx ¢ meth dell’altra diagonale CH ; percid nell’ e
quazione (57) fi furroghi CH* in cambio di 4CX*, e trafpo-
nendo vedrafli
(60) BR*~+CH'==2CB*~+ 2CR?,

che ¢ il teorema del Sig. Lagnl inferto nelle Memorie dell’ ac-
cademia delle fcienze di Parigi per I anno 1706.; ma ivi di-
moftrato mediante la propofizione Pittagorica .

CoRroLLAaRIO V. (fig. 22)

E‘,. vifibile, che fe il parallelogramo BCRH fark rettangolo, la
diagonale CH farh eguale all’altra BR, e I’ equazione (80) di-

vifa per 2z diverrs BR*=CB*~+CR*: altra deduzione del Pit-
tagorico teorema.

Scor10 1IV.
1.

QUeﬁo IX. teorema, ed anche il teorema VI. faranno co-
rollarj
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rollarj del feguente teorema X., ma prima giudico a propofito
d inferire dal teorema IIL. la famofa proprieth del Quadrilatero
ifcritto nel cerchio, la quale nella fua univerfalith comprende
quella del triangolo rettangolo trovata da Pitragora.

Sia (fig. 23) BAMD qucfto quadrilatero, colle fue diagonali
BD, ed AM, dee provarfi, che .

(61) BD,AM=MD, AB~BM, AD.

Dal punto A fi cali {ulla diagonale BD la retta 49, che
faccia I'angolo BAQ eguale all’angolo DAM, e confeguente-
mente I angolo DAY eguale all’ angolo BAM.

Effendo anche I’ angolo 4BY eguale all’ angolo 4MD , i
triangoli 49B,.AMD fono fimili, ¢ I'angolo AYB eguale all’
angolo ADM,

1l teorema III. fomminiftra

finBAD __ finBA fin DA

(62) L2022 =L2288 (fin MAD) + 2222 ( fin BaM)
ovvero intro%ucendo in vece di finB4D, di finMA4D , e di
JinBAM i refpettivi loro valori ':-BD, T'MD, c -E-BM ; /El-%
= %g-i-i-—ng » € moltiplicando per 4D, 4B,

L =MD, 4B+ BM, 4D ;
ma per la fimiglianza de’ triangoli 4BY, AMD, fi 4 AQ.AB::
AD. AM= AZ’;D , € ponendo nel primo membro della pe-
nultima equazione 4M in cambio di quefto fuo valore, ne ri-_
fulta I' equazione (61). Il che, ec.

A

Ove I'angolo BAD fia retto, ed uno dei due angoli 4BM,
ADM fia parimente retto, ambe le diagonali BD, 4M fono
diametri del cerchio, e percid tutti e quattro gli angoli del
quadrilatero BADM fono retti, ed eflo ¢ un parallelogramo
rettangolo; laonde le due corde oppofte BM, ed AD fono tra
loro eguali , come pure le altre due corde oppolte MD, ed
4B. In quefta fuppofizione la 49 ¢ normale a BD ; perché
nel primo articolo fi ¢ provato I angolo 4@B eguale all’ an-
golo 4DM. E:2 Si
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Si foftituifcano ora nell’ equazione ( 61) in cambio di AM,
di MD, e di BM le refpettive rette eguali BD, 4B, ed 4D,
¢ §i avry BD*=4B* -+ 4D, che ¢ la propofizione Pittagorica.

La fleffa propofizione pud dedurfi ancora cos:

In quefta luppofizione DAM=ADY per I egualith delle cor-
de MD, ed AB; adunque BAQ, che per la coftruzione ¢ u-
guale a DAM, fark eguale all’angolo 4D .

Cost per I' eguaglianza delle corde BM, ed 4D T angolo
BAM nell’ ipotefi prefente ¢ uguale all’ angolo 4BY) ; ma DAY
in viriw della coftruzione é uguale a BAM, adunque DAY ¢
uguale ad 4B@; quindi nella fuppofizione dell’ angolo BAD
retto I equazione (62) pud rapprefentarfi in quefta guifa:

finBAD __ finBA. fnDAQ
__.E___E'g.(ﬁnAD@—i-T(ﬁnﬂBQ)

. . ’ . BD AB AD

€ rifolverfi in queft’ altra equazione o =:ap+iam

ma per la fimiglianza de’ triangoli /9B, 4MD moftrata nel
primo articolo A9 .4B:: AD. AM(BD) adunque 2BD, A9 =
24B, AD; e moitiplicando la penultima equazione per queft

ultima, fi ottiecne BD* = 4B~ 4D,

111

Ecco un’ altra maniera di valerfi del teorema IIL. per di-
moftrare la proprietd (uddetta del quadrilatero ifcritto nel cer-
chio (fig. 23)

Sia la corda MD prolungata di I3 da D, fi tiri la retta AV
che la tagli in 77, e faccia I’ angolo DAV eguale all’ angolo
BAM, e confeguentemente MAYV=BAD.

Frattanto fi noti, che effendo in oltre I' angolo 4MD egua-
le all’ angolo #BD, i due triangoli M4V, B4AD fono fimili.

Si applichi adeffo il teorema III. al triangolo MAY, e fi troverd
fin MAV ___ fin MAD finVAD

a5 — —ap——+ g (finBAM).
Si pongano -%-MV, -:-MD, e —;—BM in lnogo de’ refpettivi
Sin MAY, fin MAD, ¢ fin BAM, ¢ ne verrh BD_ MD _, EM

E e gt
o AD™T a4 AM
e moltiplicando I'uno, ¢ ! altro membro per AM, 4D, far2

AM,
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AM,BD= MP»’;‘;%-’—‘?'—D——Q-BM,AD. Ma per la fimilitudine:

de’ triangoli MAV,BAD provata nel principio di quefto arti.
colo AV .AM:: AD.AB= 4_4;_1‘:1‘_‘;7;4‘0_ ; adunque fe fi furroga nel
fecondo membro dell’ ultima equazione la 4B in vece del fuo
valore efpreffo nell’ ultima, fi confeguifce I' equazione (61).
Il che, ec.

TeoremMa X, (fig.23)

LA bafe BD del triangolo BAD fia tagliata in O dalla retta
A0 , che divide I angolo del vertice 4 in due parti; io di-
co, che .

(63) 40"+ BO, OD= 22244070 |

DiMosTRAZIONE.
I.

AL triangolo BAD fia circofcritto il cerchio BADM, che
dalla retta AO proiungata fia tagliato in M. Dallo tteflo pun-
to M fi tirino alle eftremith della bafe le corde MB, ed MD,
la feconda delle quali prolungata di Iz da D fia tagliata in V
dalla retra 4V, che col lato 4D fa I'angolo D4V eguale all’
angolo BAO.

IL

La nota fimiglianza de’ triangoli 40D, BOM fa conofcere

40.0D::B0.0M=22-22  come pure 40.4D:: BO.BM =
.'.EB'A.Q AQ
40 °

La fimiglianza egualmente nota de’ triangoli 4OB, DOM mo-

ftra 40.4B:.0p. MD= AIEODO '

E Ja fimiglianza de’ triangoli BAD, MAV notata nell’ artico-
lo I11. del precedente icolio fa vedere BD.AB::MV(MD—+
D?Z). AM ; adunque

(64) BD.AM=AB,MD—+4B,DV.

Nel medefimo terzo articolo delio fcolio antecedente fi ¢

nota-
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notata ancora la fimilitudine de’ triangoli BAM, DAV; Percid

AD*, BO
4B. BM[ 252 | ap. DV =" -
111

Si foftituifca nell’ equazione (64) in vece di AM il fuo va.

. . . 4B,0D
lore AO—-;-OM[BOA’OO D:l; in vece di MD il fuo valore 5
e in vece di py il fuo valore tefté regiftrato, e ne rifulters

la feguente:

B0,0D __4B',0D . 4D, BO
BDX 40+ —25= =—5 4

che moltiplicata per g% diviene I’ equazione (63). Il che, ec.

Cororrarlo L (fig.23)

C Onfiderando I’ equazione (64) alla quale fpeditamente fon
Pervenuto, e collocando in effa per 4B, DV il {uo valore 4D,
BM prefo dalla proporzionalith legnata in fine del fecondo ar-
ticolo della dimoftrazione, fi vede fubito BD, AM == 4B, MD
=+ AD,BM ; con che refta fempliciflimamente dimoftrata la
propricta del quadrilatero ilcritto nel cerchio, la quale o dir
verfamente, e in due modi provata nell’ antecedente fcolio.

CororLrarrio IL (fig.23)

Sk i triangolo BAD ¢ ifocele, U’ equazione (63) diventa

40" ~B0,0D="%% X 0D—+BO , vale a dire 40"+ BO,
OD=A4B*.

‘ Cororrario ITL (fig.23)
S_ Ia BAD qualunque triangolo ,.che abbia i lati 4B, ed 40
difuguali; dal punto A come centro, € col raggio 4D eguale
al maggiore de’ lati 4B, fi defcriva un arco di cerchio, che
tagli in D la bafe BO prolungata; io dico, che

(65) AB*= A0 B0, 0D, :

Quefto corollario naice evidentemente dali® altro, che lo pre-
cede; attefoche il triangolo BAD ¢ ifocele per la coltruzione,

cla




Det TrR1ANGOLI RETLILINET, 39
e la retta 40, che divide in due parti I angolo BAD taglia
in O la BD bafe del triangolo B4D. .

Cororrario IV. (fig. 25)
S E il triangolo B4O ¢ rettangolo in 0, & manifefto, che gD
¢ uguale a2 BO, ¢ quindi I’ equazione (65) fi cangia in quefta:
AB'=A0"~+ B0 ¢ prova di bel nuovo il Pittagorico teo-
rema,
Cororrarto V. (fig.23)
S E 12 bafe BD del triangolo BAD ¢ tagliata per mezzo in O,
pongafi nely’ equazione (63) -:—BD in cambio di BO, ¢ di 0D,
e fi trasformerk in quefta: /IO’-+£-BD’=%AB’-|—-}AD’, ciod
BD*=2A4B*~+ 24D’ —4A40" ; e quefto ¢ il teorema IX.

’

Cororrarro VI (fig.23)

SE BO.0D , ed AO fono tutte e tre eguali, & chiaro, che
1i triangolo BAD €& retrangolo in 4. Si furroghi pertanto nell’
equazione (63) in vece di 40" il fuo eguale -l;-BD‘, ¢ in ve-
ce di BO, e di 0D il loro eguale ?' BD, e nc proverra -:-
BDi=;1;—lL),‘X:4—B:-i-}'D-’T vale a dire

BD*=AB’—4 4AD*. Novella prova della propofizione Pitta-

gorica ,
Cororrarto VIL (fig.23)

SE Ia retta 40 divide per meta I angolo BAD, allora pel
corollario del fecondo teorema 4B.AD::BO.0D, cioé AB,0D
=4D,BO; coficché |’ equazione (63) deltramente maneggiata
fi muta nell’ infrafcritta :

AD OD AB ,AD
Ao:*BOOD: AB ., 48D BO;:IB, o _— =

X BO~0D,
cloé .
40’~+ BO,0D==AB, AD. Che ¢ il teorema VL

Co-
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‘ CoroLraRIo VIIL (fig. 24)

Da qualunque punto prefo nella bafe del triangolo BAD fi
tirino ai lati le rette OR, ed OS, che formino il parallelo-
gramo ORAS , e al vertice A la retta O4, che fard la dia-
gonale del parallelogramo; io dico, che

(66) 40"~+B0,0D=AB,05~ AD,OR.

Imperciocché per la fimilitudine de triangoli BDA,BOR fi &
oD __or BO
ﬁ;:z;, come Pure EB‘
gg pofti nel fecondo membro dell’ equazione (63) la cangiano

nell’ equazione (66).

R . . 4. OD .
=%b-, e quefti valori di =, e di

Teorema XL (fig.26) -

I L triangolo BAD fia fcritto nel cerchio BADM, e il fuo
angolo A fia divilo per mezzo della retta 4M, che tagh la
.bale in 0, e la periferia in M, dal qual punto fian tirare le
corde MB, ed MD; io dico, che il valore della retta AM pud
efprimerfi in tre maniere fecondo le tre infrafcritte equazioni:

(67) aM= 2 X 4B+ ap=2 X AB—~+ 4D.
AB,AD .
(68) am=2242

— BM __ DM®

Dimoftrazione della prima j)arte.

DElle diverfe prove, che dar fi poflono di. quefta prima par-
te, piacemi efporre la feguente:
Nell’ articolo III. del quarto fcolio, valendomi del terzo teo-

. . BD
tema, e della figura 23, fon giunto a quefta equazione =

MD BM . .

7t adunque nella prefente ipotefi, in cui MD=£)M,
come_pure Ang. DAV=Ang. BAM =Ang. MAD , i 4 70-':
BM Y AM—+ 47 - i _
—# i~ » ¢ moltiplicando per AMB;D , ne viene AM=

BM
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f;%‘ f—%’-}"—)*‘w. Ma nello fleflo articolo III. del quarto fco-

lio fi & dimoftrato, che 13:‘3%},‘2 5 adunque ponendo 4B
in luogo del fuo valore nella: penultima equazione , fi ottiene
I equazione (67). E ‘quefta & la prima parte.
Dimoftrazione della fec(mdﬁ parse (fig. 26)
IN vireh del teorema VI:
A0+ BO,0D= 4B, AD, cio}
A0 22:08 — 48:4D . 1y dafla fimiglianza de’ triangoli

A0 T A0
AOB,DOM fi deduce OM = —{%})ﬂ)—; adunque
A8, 4D

AO ~0OM, ciod AM, = TR

Quefta medefima feconda parte del teorema prefente fard il
primo corollario del feguente teorema,

. E quefta ¢ la feconda parte.

Dimoftrazione dedla terza parte (fig. 26 )

IN virth del fecondo cerollario del teorema X.:
MO*~ BO,0D = MB', ciot

OM— !L%*.:l_”l:‘;_’z; ma i triangoli 40B,DOM fan cono-

fecere 40—=29.92. adunque o
oM’ BM

OM 4 A0, cioé 4AM, ==+ E quefta & la terza parte.

Cororrario L (fig.26)
SE fary iferiteo pel cerchio il triangolo equilatero BMD, e
dal punto M § tirer a qualunque punto della circonferenza,
V. g ad A la retta M4 ; io dico, che la retta AM far2 e
guale alla fomma delle due rette 4B, ed 4D;

Imperciocché in quefto cafo ! angolo 4 del triangolo BAD
ifcritto nel cerchio BADM & divifo per mezzo della rerta AM;
eflendo eguali le corde MB, ed MD. Adunque ‘a'luogo ‘l’ equa-
zione (67 ) la quale nell’ipotefi prefente (in cui BM ¢ ugua-
le 2 BD)fi muta in quefta:

Tom. 11, F Co-
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Cororrarto IL (fig. 26)

N Ella fuppofizione di quefto teorema fuffifte quefta equazione:

(70) AM* = AB,AD—+MB*; i L
imperciocché aggiungendo infieme I equazione (68) moltipli-
cata prima per 4Q, e I’ equazione (69 ) moltiplicata prima
per OM, fi 2

AM, A0 <+ AM,OM=A4B, AD=+BM X MD ;. ,
ma il primo membro di queft’ equazione ¢ uguale adAM", ed
MB,MD & uguale a BM*; adunque I’ equazione (70) ¢ fulli
ftente . ‘

CororrarIo IIL (fig.26)"

COnﬁdcrando ora il cafo, in cui la retta 4M ¢ diametro del
cerchio BADM, ed infieme ipotenufa del triangolo dato ADM
rettangolo in D, ifcritto nel medefimo cerchio BADM; pren-
dafi la corda 4B eguale alla corda 4D, e la corda BM fard
neceflariamente eguale alla corda DM, percht il diametro di-
vide la circonferenza in due parti ADM, ABM eguali ;. adun-
que I’ angolo A4 del triangolo BADM ¢ divilo per mezzo , €
quindi.2 luogo I’ equazione (70). Si foftituifca in efla 4D In
vece di 4B, € DM in vece di MB, e fi muterh in queft’ altra:

AM*=DA'= DM, che & una dimoftrazione novella della
Pittagorica propofizione.

Teorema XIIL (fig.27.,e28)

Stail triangolo BAD ifcritto nel cerchio BADM , la di cui
periferia rimanga tagliata in N dalla retta 4N, ficcome la ba-
fe del triangolo ( prolungata ove bifogni) refti ragliata in ¥
dalla retta 47 in maniera che gli angoli B4V, DAN fiano
eguali; io dico, che

AV, AN=AB, 4D.

DIMOSTRAZIONE.

Tlrand.o' la corda 4D, fi vede, che i triangoli 4BV, AND
fono fimili , mentre gli angoli BAY, DAN fono eguali per !
ipo-
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ipotefi, e gli angoli 4BV, AND nella figura 27 fono eguali,
perché infiltono al medefimo arco 4D, come pure fono eguali
nella figura 28, perché in efla fon complementi a due recti
dello fteflo angolo 4BD.

Adunque fi 2 AV.A4B::4D.AN, ¢ per confeguenza AV ,
AN=AB,AD. 1l che, ec.

Egli ¢ manifefto, che fe nelle figure 27, e 28 le corde AN
fi prendeffero alla finifira, e le rette 4V alla deftra, fuffifte-
rebbe lempre il teorema. '

Cororrario I (ﬁg.‘z7,e 28)

SE e rette 4V y ed AN coincideranno in 4M, I’ angolo B4AD
fard divilo per mezzo dalla ftefla retra 4M, il punto 7 cadra
in O, punto d’ interfezione di BD, e di 4M, e fi avia 40,

AM=AB, 4D, cio¢ AM:"..'%’OA—D. Che ¢ la feconda parte
del teorema precedente.

Cororrario IL (fig.27)

INE! cafo del corollario, che precede, fi b vifibilmente
AQ'+ 40,0M = AB, AD

e perché la fimilitudine de’ triangoli 4OB,DOM fornifce AO.

OB::D0.0M, cio¢ 40,0M=B0,0D; ne fegue, che
A0~ BO,0D= AB, AD.
Che ¢ il fefto teorema.

CororrArto IIL {fig.27)

SE la retta 47 ¢ normale fopra la bafe BD del triangolo
BAD, il prodotto della ftefla 47, ¢ del diametro del cerchio
circofcritto B4DM & uguale al prodotto de’ lati del fuddetto
triangolo. ’ :

Imperciocche immaginando, che AN fia il dxa_m'etro, I an-
golo ADN del triangolo 4DN farh retto, e percid eguale all
angolo 4VB del triangolo 4BV. In oltre I angolo AND ¢
uguale all’ angolo 4BD), infiltendo ambidue allo fteffo arco AD;

€ confegu entemente anche il terzo angolo DAN del triangolo
F 2 AND
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AND & uguale al terzo angolo BAV del triangolo 4BV. La-
onde pel prefentc teorema AV, AN— 4B, 4D. )

CororLARIO IV. (fig. 26)

SIa il quadrilatero BADM ifcritto al cerchio , e fian tirate
le diagonali #4M, e BD, che fi fegano in O ; io dico, che
AB,AD __AO :
MB,MD —~ 0M ’
imperciocché 40 fta 'ad OM, come la normale tirata da A
fopra BD fta alla normale tirata da M fopra la ftefla BD: va-
le a dire 40 fta ad OM, come la prima normale moltiplica-
ta nel diametro del cerchio fta alla feconda normale moltipli-
cata nel medefimo diametro. Ma pel corollario antecedente il
primo di quefti due prodotti ¢ uguale ad 4B, 4D, e il fecon-
do ¢ parimente uguale ad MB,MD; adunque 40 fta ad oM,
come 4B,4D fta ad MB,MD. :

CororLLariO V. (fig.27,€28)

I prodotto 47, AN ¢ uguale a qualunque altro prodotto fi-
milmente prefo;
Imperciocche ciafcuno di tali prodotti ¢ uguale ad 4B, 4D.
Pud quefta verith enunciarfi ancora cosi: o
Il prodotto 4V AN ¢ uguale ad una quantith coftante.

ScoL1o0 V.

NQn fard fuor di propofito, che io dimoftri d’ una maniera
particolare queft’ ultimo corollario, e ne faccia un teorema 2
parte.

TeoreEma. (fig. 29,¢ 30)

L’_Angolo A del wriangolo BAD ifcritto al cerchio BapM fis
divifo per mezzo dalla retta 4M, che taglia in O la bate del
triangolo, ¢ in M la circonferenza. Le rette 4V, ed AN for-
mmo gli angoli eguali MAV, MAN ; la prima di efse tagli 12
circonferenza in 8, e la bale in ¥, ¢ la feconda tasli in N
la circonferenza medefima ; io dico, che jl prodotro AV, AN
¢ uguale ad una quantitd coftante. Dr-
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DiMOoSTRAZIONE.

Stano concepite come variabili la 47 (la quale fi chiami
z%, ¢ la AN (la quale fi chiami y ). Siano immaginati de-
fcritei gli angolt MAw, ed MdAn eguali tra loro, e 1ali che
la retta 4w fia infinitamente vicina alla AV, e la retta An
fia infinitamente vicina alla AN : indi coi raggi Ay, ed As
fi defcrivano 1 due refpettivi archetti 4T, ed NR.

Si confideri, che i triangoli #Tu, sRN fono fimili; imper-
ciocche gli angoli in T, e in R fono retti, e gli angoli in
V, ed in » eguali: mentre I'angolo in » A per fua milura
-:— arc. AN, e | angolo in 77 a2 per fua mifura E— arc. AD
=+ %- arc. §B, cioé -:- arce AD =t -:- arc. ND, auefe le fup-

pofizioni di MAB—=MAD, e¢ di MAV=MAN (il fegno fu-
periore & per la figura 29, e I inferiore per la figura 30 ) fi
a pertanto: To. d
VT (dz).Tw::Rn(—dy) . RN= =232,

e fi prende —dy perche¢ al crefcere della 3 la y decrefce.
Si confideri in oltre, che I angolo infinitefimo VAx ¢ uguale
all’ angolo infinitefimo 74N ; perché eflendo per I ipotefi
MAV=MAN, e per la coftruzione MAu=—MHAn, ne fiegue,
che MAV — MAu (ciot VAu) & uguale ad MAIN — Mdn

(ciod ad #n4N). Ma [’ efprefsione analitica di V.4u ¢ 5177%')’ el

" . + RN Tll _RN
efpreffione analitica di z4N & NG adunque T=50¢ fe

) . . Tu,d .
fi pone in vece di RN il fuo valore — =22 trovato di fo-

. . .y d
Pra, fih = o -I-;;?w cioé moltiplicando per f%‘—z, I’ uno,
z

’
e 'altro membro dell equazione ulrima, fi confeguifce ydz
= —2zdy, e trafponendo, ritrovafi zdy =+ydx =o. Equazio-
ne, che integrata, fa fcoprire xy (c10¢ AV, AN) eguale ad
una quantitd coftante. Il che, ec.

Cororrarto I (fig.29,¢€30)
SEL . (z) cade in 4B, la AN (y) in virtlt dell’ ipote.
i : fi
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i di MAV=MAN, cadth in 4D ; laonde la quantits co-
ftante pourh effere il rettangolo 4B, 4D. E quefto ¢ il teo-
rema duodecimo precedente. S

Cororrarto IL (fig. 29, ¢ 30)

SE 1a 47 (3) cade proffima ad M, la AN (y) per la flef-
fa ipotefi di MAV=MAN, cadry anch’effa_proflima ad AM,
e la quantith coftante potry effere ancora il retrangolo A0,
AM=zy=AB, AD. E quefto ¢ il fecondo corollario del
teorema XIL :

Cororrarto IIL (fig. 29)

SE la 4V cadth proffima alla normale, che dal punto- 4
s’ intende fcendere fopra BD, allora la AN cadrh proffima al
diametro del cerchio B4ADM ;

Imperciocché in quefta fuppofizione & facile 2 comprende-
re, che la VT diviene infinitefima del fecondo grado, ed ef-
fendofi provato nella dimoftrazione del teorema, che VT.Tw#
::Rn.RN, ancora Rz farh un’infinitefima del fecondo grado;
¢ confeguentemente Ja AN dovrh cadere proffima al diametro,
nel qual folo cafo Ja R# diventa infinitefima del fecondo grado.

Quindi il prodotto della preaccennata normale moltiplicata
nel diametro potrh effere la quantith coftante. Per lo che il
medefimo prodotto farh eguale a z y, ed anche ad 4B, 4D.
E queflo ¢ il corollario 111, del XIIL teorema.

_Dalle dimoftrazioni de’ due teoremi infrafcritti apparir viep-
pit I' ufo de’ teoremi L, e II.

TeoremA XIIL (fig.31)

Dl vertice 4 del triangolo BAD fcendano le due rette AT,
ed AR, che taglino la bafe in T', ed in R, e formino gl
angoli BAT,DAR eguali; io dico in primo luogo, che
(71) BR.RD A%
. M DPT,TE T AT
io dico in fecondo luogo, che
(72) B2t =22

TD,DR"™ AD*"* Di
/o
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Dimofirazione della prima parte,
PE! teorema primo:
fin BAR __ BR fin BAT
AT =BT, 4R
e pel corollario del teorema primo:
finTAD __TD/Jin DAR
AR T DR,AT
La prima di quefte due equazioni divifa per la feconds
fomminiftra :
AR __BR, DR, AT
AT—3BT, 1D, 4R ?
mentre I’angolo BAR ¢ ugnale all’ angolo T4D, e I angolo
BAT ¢ uguale all’angolo DAR: dall’ ultima equazione poi na-
fce chiaramente I’ equazione (71); e quefta ¢ la prima parte.

Dimoftrazione della feconda parse.

PEI teorema fecondo:
Jin BAR __BR, AD
fnDAR"— DR, 4B
¢ per lo fteflo teorema fecondo:
JnBAT _. BT ,AD -
finTAD ~= DT ,AB "
La prima di quefte due equazioni venendo moltiplicata dal-
la feconda moftra:
— BR, BT, 4AD" .
== DR, DT, 45 ’
perché ghi angoli BAR, TAD fono eguali, come pure gli an-
goli BAT DAR ; e I’ ultima equazione conduce fubito all’e-
quazione (72). Che & la feconda parte.

CororLLarIO (fig.31)

SEil triangolo BAD ¢ divifo per met} dalla retta 40, che

taglia la bate in O, e fe le rette AT, ed AR coincideranno
- nella retta 40; i punti T, ed R fi confonderanno in0, Ia
BR, e la BT diverranno BO, ¢ la DR, ¢ la DT faranno
EO?; coficché I’ equazione (72) i trafmuterk pell’ infrafcritia

— 4B y BO__4B
o> =35> ¢ fi avs g =75-

TEO-
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TeoreMa XIV. (fig. 31)

F Ermo rimanendo cid, che fi ¢ enunciato nel titolo del teo-
rema antecedente; io dico in primo luogo, che
RD __ AR, 4D
(73) 75 = a1, 48 >
io dico in fecondo Inogo, che
) RB . AR, A8
(74) tp="4T, 40 °

Dimoftrazione della primn paree.

PE! teorema primo:
fin BAD __ BD fin BAT
AT T BT,AD .
e pel corollario del teorema primo:
Jin BAD __BD fin DAR
AR ~ DR, A8 ?
fe la prima di quefte equazioni fi divide per la feconda, ne
viene:
AR __ DR, 4B
(73) AT— 3T, 4D’ : . -
effendo eguali gli angoli BAT,DAR ; e ! ultima equazione
porta immediatamente all’ equazione (73). Che ¢ la prima
parte.

Dirmoltraxione della feconda paree.

Pri teorema primo:
frBAD _ BDfinBAR
4R " BR,aD ’
e pel corollario del teorema primo:
fnBAD __ BDfin DAT
AT = DT,4B ?
P equazione feconda divifa per la prima di:
(76) B=22. 4D
7 AT~ DT, 4B? . . !
attefoché gli angoli DAR, BAT fono eguali; e dall’ nltima
equazione fi pafla vifibilmente all’ equazione {74). Che &
la feconda parte.

Al
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Altra prova di quefto Trorema (fig. 31)
Dimoftrazione della prima parse.

PEI teorema fecondo:

Jfin BAT __ BT , AR

fnRAT " RT, 4B°
e pel medefimo fecondo teorema:

fnTAR __RT , AD :

fin DAR ™ DR, 4T .
moltiplicando 1’ equazioni prima, e feconda, fi vede

[ — BT, AR, 4D

== LR, AT, 48’

perché gli angoli DAR,BAT fono eguali; e dall’ ultima e-
quazione nafce I' equazione (73). Che & la prima parte.

Dimoftrazione della feconds parte.

PEl teorema primo:
- finTAD _TD finTAR

4R = IR, 4D ?
e pel corollario del teorema primo:

finBAR __ BR fin RAT

AT == RI, 4B ?

dalla feconda di quefte equazioni divifa per la prima fi con-
feguifce:
""AR__ BR, AD

AT TP, 48
per effer eguali gli angoli TAD,BAR; e dall ultima equa-
zione, che non differifce dall’ equazione (76 ), rifulta I' equa-
zione (74 ). Che ¢ la feconda parte.

Cororrario L.

TL teorema precedente potrebb’ effere un corollario del teo-
rema prefente; imperciocché moltiplicando tra loro I’ equazio-
pi (73), (74), G arriva all’ equazione (71); e dividendo I
cquazione (7.4) per I'equazione (73 ), fi ottiene I'equazione (72).

Tom, II. ‘ G Sco-
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ScorLio VI
L

V Erfa-vice, il teorema prefente pud effer egli fteflo corolla-
rio del precedente; perché I’equazione (71) divifa per 1 equa-
zicne (72) fa vedere: '
?—Z:% sel eguazidxzidgz't), e (72) fra loro molti-
plicate, manifeftano. 5= F’,’ZT)"' .
Egli ¢ vifibile, che prendendo le radici de’membri dell’ul-
time due equazioni, fi confeguifcono refpettivamente 1" equa-

zioni (73), € (74). -
II.

La trafmutazione degli ultimi due teoremi in corollario uno
dell’altro, pud legittimamente farfy nel metodo da me tenuto;
perché le mie dimoftrazioni di effi teoremi non anno tra loro
conneflion tale, che poffa nafcerne petizion di primcipio .

IIL

_Potrebbe dedurfi il teorema antecedente anche dall’ equazio-
ni (75)> € (76); conciofiaché moltiplicate tra loro moftrand
I'equazione (71), e I’ equazione (76) divifa per 1" equazione
(75) fa conofcere la feguente:

1= 2B ADY e a ¢ i i
= PR DT a4’ ppunto ¢ quella ritrovata nella di-

moﬂraz‘ione della feconda parte del precedente teorema, e por-
ta manifeftamente ali’ equazione (72).

CoroLLARIO II,

N e fuppofizione del corollario del teorema antecedente,
, . .. 0
I equazione (73) diviene oo :%g, perché 4R diventa egua-

o
le ad 4T. °
Similmente |’ equazi iviene 22— 42 .
quazione (74 ) diviene o5 =p » adunque

da
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da ambidue )’ equazioni (73), e (74 ) apparilce, che eficndo
I' angolo A del triangolo BAD divilo per mezzo dalla retta
A0, che taglia la bale in O; le parti della flefla bafe ftan-
no tra loro, come i corrifpondenti lati del triangolo, Che ¢
la prima parte della propofizione terza del fefto libro d’ Eucli de.

TeoreEMa XV, (fig. 26)

AL triangolo BAD fia circofcritto il cerchio BADM, I an-
olo A del triangolo fia diviio per mezzo dalla retta 4M,
che tagli la bale in O, e la periferia in M, dal qual punte
Ban tirate le corde MB, ed MD; io dico, che fufsifte quefta
equazione:
(77) 4B, AD = A0~ BM*—OM*,
ovvero:
(78) AB, AD=A0’+ DM*—0OM"*,
perché fecondo I ipotefi le corde BM, e DM fono eguali.

DIMOSTRAZIONE,

PEl teorema fefto:
BO, OD=AB, AD— A0,
e pel II. corollario del teorema X.:
BO, OD—=BM*(DM*)—OM" ;
adunque comparando quelti due valori di BO, OD, ¢ operan-
do dcbitamente, fi ottiene queft’ equazione: _
AB, AD=.40*~+BM*(DM*)—OM"*, :
la quale include ambe I’ equaziont {77), e (78). Il che, ec.
Cororrario L (fig. 26)
Ser angolo BAD ¢ retto, fufsifte queft’ equazione:
(79) (AB—+AD)*=2BD"—+240"—20M"*.
DIiMOSTRAZIONE.
A Ggiungendo le due equazioni (77). € (78), rigrovaﬁ:
(80) 24B, AD=12.40*+BM*~+DM*—20M",
ma nella {uppofizione pretente la bate BD del triangolo ¢ il

diametro del cerchio circolcritto; adunque pel corollario II. del
teorema IX., fi 2 queft’ equazione: G2 AB*
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AB'~+ AD*—=BM'~+DM*,
che aggiunta all’ equazione (80), fomminiftra:

AB*~+ AD* —+ 24B, AD = 240"+ :BM*—+ 2DM'—20M",
ovvero ponendo ( AB—+.4D )" in.luogo del primo membro
dell’ ultima equazione , che gli ¢ uguale, come moltra 1pedi-
tamente il calcolo:

(81) ( AB=+ AD )*= 2 40"~ 2BM’~+ 2DM*— 200",
fe ora fi concepiice, che il punto 4 cada infinitamente vicino
a B, la 4B fara infinitamente piccola, e perd traicurabiie, e
cosl la 40, ma la 4D diverrd equivalente alla BD, ¢ la OM
alla corda BM, e per confeguenza aila corda DM ; coficché
dall’ equazione (79 ), proverra:

(82) BD*=2BM'=2DM*,

e quindi foftiruendo 2BD* 1n vece di quefto fuo valore nell’e-
quazione (81), apparirh I’ equazione (79). Il che, ec.

Nella dimoitrazione di quefto corollario io non & voluto fup-
porre il teorema Picragorico, che avrebbe refa pit breve, ma
meno addattata al mio intento, ed anche meno ingegnofa, la
ftefla dimoftrazione. :

Cororrario IL (fig. 26)
RI_manendo il tutto come nell’ enunciazione del. teorema: fe
il triangolo BAD ¢ rettangolo in 4; io dico, che

(83) 4B, AD=< BD'~+ 40'— 011",
pongafi nelle due equazioni (77), e (78) in vece di BM", ¢
refpettivamente di DM* il fuo valore :— BD® prefo dall’ e
quazione (82), e fi vedrk provenire da entrambe I’ equazio-
ne (83). ‘

Cororrario IIL (fig.26)
P Ofte le cofe fuddette: fe il triangolo BAD & rettangolo in
4 ; io dico, che :

(84) (X 4B 4D )* = 20M’— 240",

fortraggafi I” equazione ( 80) moltiplicata per 2 dall’ equazio-

ve (81), e ne nalcera:
(4B
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(AB~—+A4D ) ~—44B, AD =2:0M' — 240",
-ma 1l calcolo fa veder facilimente, che ii primo membro di
queft’ ultima equazione é uguale ad 4B'—+ 4D'—24B, 4D,
ciot ad (=t AB=F 4D )*; adunque I’ equazione (84 ) tulsifte.

CororLraRrI10 IV. (fig. 26)

E Percid fe il triangolo BAD ¢ rettangolo in 4, la differen-
za de’ due lati 4B, e 4D ¢ media proporzionale tra il dop-
‘pio di 4M., e la. differenza delle due parti di AM, ciod di
OM, ed AO; il che ficgue dall’ equazione (84). Ne’corolla-
1) di quefto teorema fi contengono nuove, e belle proprietd
del rriangolo rettangolo, dimoftrate fenza la propofizione Pit-
tagorica.

Cororrario V. (fig. 26) .

St triangolo BAD ¢ rettangolo in 4, I addizione d’ am-
be I equazioni (79 ), e (84), di: '
(4B~ AD ) —+( =+ ABZF AD )’ =2BD",
ma {vil“ppando il prime membro di queft’ equazione, ne vie-
ne 24B'—+24D"; adunque 24B*~+ 24D’ =2BD’, cio¢ 4B*
~4D'=BD". '
Cororrario VI (fig. 26)

NEia fuppofizione del triangolo BAD rettangolo in 4, fot-
traggafi |’ equazione (83 ) moltiplicata per 2 dall’ equazione
(79), e ne rifultery:

(4AB— 4D )*—124B, AD = BD", .
prendafi alla diftefa il quadrato di 4B~+4D, e I’ ultima e-
quazione diventerh 4B~ AD'=BD".

Cororrario VIL (fig. 26)

S Upponendo, come fopra, il triangolo BAD rettangolo in
A, aggiungafi |’ equazione (83) moltiplicata per 2z all’ equa-
zione (84), e fi avrh:

(=t 4AB=x 4D )* +24B, AD=BD",
fe fi tviluppa in queft’ ultima equazione il quadrato di =+ #/B=
4D, {i ottiene quelt’ altra: AB*
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AB' =+ AD'=BD". A :

. Ed ecco dimoftrata di nuovo in ciafcuno de’ tre ultimi. co-

¥ollarj la Pittagorica propofizione.

TeorEMA XVI (ﬁg 32)

SU la data retta 4C divifa in E, prendafi la porzione cs
eguale alla porzione 4E; dal punto § fi alzi una perpendico-
lare indefinita §D, e da qualunque punto D di ‘quelta fi t-
sino alle due eltremitd della linea data le rette DA, e DC;
io dico, che la data retta 4C ¢ la- minima di- quante poflo-
no paflare pel punto E, e rimaner intercette fra i lati del
triangolo 4DC prolungati verfo 4, ¢ verfo C.

DiMosTRAZIONE.

I Principj della geometria interiore forniranno una fpedita di-
moftrazione di quefto teorema. . - o
Pafi pel punto dato E la fottotefa PQ infinitamente vici-
na alla linea data 4C, e co’ raggi EP, ed EC fi delcrivano
i piccioli archi PG, e CF.
Sara pertanto EP.PG::EC.CF:ECE:G.
Dai triangoli fimili DS4, PGA nafce quefta proporzionalith
DS.SA4::PG.GA, e percid GA:.'S—A;J;—;E. ;
I triangoli fimili DSC, CFQ danno luogo a queft’ altra pro-

L . EC, PG —
ggt'z;gx’lecuh Dsg .ig.l.’gF 75 ] -F9, donde procede FQ=

DS,EP = DS,E4 °
Ma per la coftruzione SC=E4, ed EC=S54 ; adunque

— 54,PG
FO= ‘:)s =G4. Laonde la fortotefa profima PQ, che

pafla pel punto dato E & uguale alla data AC, e confeguente-
mente la ftefla 4C ¢ un minimo. Il che dovea dimoltrarfi.

CoROLLARIO (ﬁg. 32)

SE il punto E div‘idc per mezzo la data retta 4C, il pun-
to § cade in E, ¢ il tniangolo 4DC ¢ jiocele . Quindi ritulta
queflo: Teo-
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TEOREMA.

LA bafe di qualunque triangolo ifocele ¢ la minima di tut-
te le lottotele, che paflano pel punto di mezzo della medefi-
ma bale, e lono intercette fra i lati prolungati dal canto

della bate, »
TeoreEma XVIL (hg. 33)

Pr punto E dentro I angolo retto ADC pafsi la fottotefa
AC, che {ia la minima dv quante poffono paffare pel detto
punto E. Da queito medefimo punto fi tirino ai lati le per-
pendicolari EM, ed EN; io dico, che MdA ¢ la prima, ed
NC la teconda delle due medic proporzionali tra EM, ed EN.

PriMA DIMOSTRAZIONE.

DAl vertice dell’ angolo retto fi cali fu la fortotefa AC la
normale DS, e offervando fempre, che in virth dell” ipotefi di
AC minima, e del teorema precedente la SC ¢ uguale alla
AE, e la $4 alla EC, fi avranno le leguenti proporzionaliti.
Pel triangolo ADC retto in D, e per la DS normale fopra
la bafe 4S:
AS.DS::DS.SC(AE) ;
percid AE:?; = %f,ef-.
ma pe’ triangoli fimili DSA4, EMA; %:%, adunque JE= .
AS,EM' __ EC,EM'
Ma T mA
Per la fimilitudine de’ triangoli E4M, CEN:
LI &

AE[EEM ] gm:: EC.NC=1Z,

13 1]

AE[ 52 M4 EC.EN= 5.
E la fola ifpezione de’ valori di NC, ¢ di EN moftra, che
fono in’ proporzione geometrica continua quefte quattro linee

: MA MA
EM; M4; NC; EN, vale a dire EM; MA; 575 5F *

SE-
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Seconpa DimosTrazIONE ( fig. 33)

D Ue cofe intendo di provare: .

Primo, che M4 ¢ media proporzionale tra EM, ed NC,
cioé che M4"—EM, NC.

Secondo, che NC ¢ media proporzionale tra M4,. ed EN,
cioé, che NC*=M4, EN. o

Ora per la fimilitudine dei tre triangoli AME, 45D, e CEN,
per la normale Ds, che dal vertice dell” angolo retto D ca-
de fulla bale 4C, e per eflere AS=EC, ed §C=AE, abbiamo:

MA . EM:: A5*.§D":: A5.5C::EC.AE:: NC .EM::EM, NC.
EM’; adunque MA'.EM'::EM, NC.EM", ¢ comeguentemen-
te MA'=EM,NC. )

Che ¢ la prima parte della dimoftrazione.

All'iftefla maniera, per la fimiglianza dei tre triangoli CNE,
CSD, ed EM4, per la normalitadi DS, ec., e per I’ eguaglianza
di C§ con EA4, e di $4 con EC avremo:

NC*.EN::CS*.SD".:CS.SA:: EA. EC:: MA.EN:: M4, EN.
EN’; adunque NC'.EN::MA4,EN.EN*, ¢ per conieguenza
NC*=mMm4,EN. :

Che ¢ la feconda parte della dimoftrazione.

Terza DimosTrazione (fig. 33)

NC3 MA.EM, MA::NC.EM::EC. AE:: AS.5C:- AS*.SD*::
MA .EM’; adunque NC, MA.EM, MA:: MA". EM*, e permu-
tando NC, MA.MA"::EM, MA.EM*. Dividendo per MA i
primi due termini, e per EM i due ultimi di queft’analogia, refta:

NC.MA:: MA.EM.

Ma EN.NC::MA4.EM ; adunque

EN.NC::NC.MA4:: MA.EM.

Dal che apparifce eflcre M4 la prima, ed NC la feconda
delle due medie proporzionali tra EM, ed EN, Il che do-
vea dimoftrarfi. A

Altra Maniera.

NEila ferie ai proporzioni , che coftituifcono quefta dimo-
ftra-
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zione fi affumano le proporzioni terza, ed ultima , ¢ fe ne

i , : —Ma
formi queft’ equazione: == =-.

Rxﬂettaﬁ, che "-I—C ¢ uguale ad )( %’;, che ET;‘* ¢ u.
guale ad )( EM Adunque — :\:"' =3 )(EM ; e di-
videndo per l' uno, € ' altro mcmbro, rimane %:%’ .
Il refto come qm fopra.

QUARTA DimosTrAzZIONE (fig.33)

FArb ufo in quefta quarta dlmoﬂrazmne del fecondo teore-

ma virth di cuj #2408 —45,DC __ 45, DC
» in virth JinCDS —5C, DA™ sc Y

Prendendo ﬂC pel raggio, fin ADS ¢ uguale a D4, perché
I' angolo #DS ¢ uguale all’ angolo DCS, facendo si quello, co-
me quefto un angolo retto con I auoolo CDs.

Sin CDS ¢ nguale a cD, perché i angolo. CDS ¢ uguale all’
angolo DAS , mentre si I’uno, come I’ altro fa un angolo ret-
to con !’ angolo ADS .

fin DS D4 .
Percid =55 ¢ uguale a 35, e la precedente equazione f{i

muta in quefta: g—g—‘;é )(g(j, e per confeguenza f;s gi’, .
Avendofi S‘C(AE) AS(EC) :EM.NC, e DC.DA::EM.

M4, i avrh eguale ad 2 NC ;€ gi, eguale ad M A’ ; tal
— EM’ MA__

ché "ultima equaz:onc diventerh 1'\76 = a0 ciod m Ve =

EM \, EM i M
522 X 374> € dividendo dall’una, e I'altra parte per 3,2, ne
verrh oM M4

R =y

NC
Oltre di cid EM_EN. Adunque fono eguali quefte tre pro-

M . )
porzioni z%j’::’:fﬂ e confeguentemente la M4 ¢ la prima,
e la NC la feconda delle due medie proporzionali tra EM, ed

EN. 1l che dovea dimoftrarfi.

Tom. II. H Quin-
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QuinTA DIMOSTRAZIONE,

St concepifca tirata nella figura 33 la retta DE.

Il triangolo EDC fta al triangolo ZDE in ragion compofta
di %3, ¢ di %, perche il valorfi del primo triangolo & —:—DC .
EN, e il valore del fecondo ¢ — D4, EM.

Di pib il triangolo EDC fta al triangolo 4DE in ragion
compofta di g, e di %f., perche il valore del primo ¢ —~ EC,
DS, cioé -:-AS ,DS, e il valore del fecondo ¢ -:-AE,DS, ciot
= SC,DS.

Cy nC S\, A4S DC o EM

Sia pertanto - X g&:% X5+ Ma 5 ¢ ugualead =,

DS EN 45 M4 : ,
come pure ad oy ed.b_:' ad " Adunqtfe fo.ﬂuucndci_ rAldell
ultima equazione proporzioni eguali ad eguali, ritrovafi — X

EN __EN, M4 __MA\, EN - ) ,
im—nc X5r =rc X B E dividendo I’ uno, eI’ altro mem

EN . EM_ MA :
bro per &, proporzione comune, fi vede »==-+ Percid
EM__M4__NC

AT NG —En 11 che dovea dimoftrarfi. »

SEsta DiMosTrAzIONE, (fig33)

. AE __SC __SC , DS
Rir === X
PRrimicramente T =75 —ps X5 °

- . E MA
Secondariamente 2F — M4 — X NC

Ne | :cxm__
EC T EN T NC N EN?

adunque 7 X ==

M4\, NC -~ Yo , DS _
wc X guo ¢ dividendo per 7= I'una, e I’ altra parte, ==
M4, NC \, DS
w XX, s ,
In vece di —, e di = fi pongano i refpettivi equivalentl
L A{’ L o i ; Em __Md , NC
3a> ¢ 5> € 1 uliima equazione diverrh S X ENX
.oy EM __ M4 EM
Ros ciot o = ¢ ¢ confeguentemente fard come fopra

—Ma__

NC
= nc —jfn- Ul che dovea dimoftrarfi,

Sco-



D21 TrRIANGOLY RETTILINRI, 39
Scorio VIL

QUcﬁo teorema contiene una bella proprietd dell’ angolo ret-

to. Io la trovai molti anni fono, valendomi di un meto-
do diverio dal prelente, e la manifeftai al P. Abate D. Guide
Grandi infieme con lo fcioglimento di un problema generale,
che & qualche relazione a quefta materia , e fara da me infe-
rito nel fine di quefto trattato de’ triangoli.

CororrLario (fig. 33)

NElIa fuppofizione dell’ angolo D retto.

Quando la fottotefa AC ¢ un minimo, anche il quadrato
di effa é un minimo. Ma il quadrato della medefima fottote-
fa AC ¢ uguale alla fomma de’ quadrati de’lati, cio¢ a DA*
~+DC*; adunque qnando la fortotefa AC ¢ un minimo, la
detta fomma de’ quadrati de’ lati ¢ un minimo. Ma quando la
fottotefa A4C ¢ un minimo, M4 ¢ la prima, ed NC la fe-
conda delle due medie proporzionali tra EM, ed EN; adun-
que quando DA*—-DC* ¢ un minimo , M4 ¢ la prima, ed
NC la feconda delle due medie proporzionali tra EM, ed EN.

Teorema XVIIL (fig. 31)

RIvolgaﬁ qualfivoglia angolo BAR intorno il proprio verti-
ce 4, e i fuoi lati 4B, ed 4R taglino dalla fottopofta retta
BO (di qua, e di la prolungata) la porzione BR ; io dico,
che la minima di tali porzioni fars quando i lati 4B, ed 4R
diverranno eguali.

_ Si dimoftrery quefto teorema fpeditamente co’ principj dell’
interiore geometria nelle leguentt guife. Al qual effetto §’ im-_
magini , che I angolo BAR nel luo rivolgimento faccig gli
angoli BAT ,DAR infinitamente piccioli. Saranno quefti fra
loro eguali, coficch¢ avranno luogo I' equazioni (1) (72)
(73), e (74) le quali competono ai teoremi XIIL, e XIV.,
e cialcuna di effe fomminiftrery una dimoftrazione del prefen-
te teorema .,

H 2 Pri-
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Prima DimosTrazione (fig. 31)

D Ovendo 2 cagion del minimo la' BR effer eguale alla TD,
e confeguentemente la differenza infinitefima BT all’ altra dif-

’ . . . ,R
ferenza infinitefima RD; I equazione (71) diviene ,.._:_::T,_ ,
ciot AT*=A4R*, ovvero AT=AR, ma AB profima ad AT

gli ¢ uguale, dunque AB= AR, vale a dirc il triangolo B4R
¢ ifofcele. 11 che dovea dimoftrarfi. _

Seconpa DimosTrazione ( fig. 31)

PEr 1 accennata egualita di BR, e TD, come pure di BT,
ed RD, I'equazione (72) diventa

1=%=—}£¢, perché 4D differifce infinitamente poco da
AR. Adunque AR'=4B", cicc AR=AB. Il che dovea di-
moftrarfi.

Terza DimosTrazZIONE ( fig. 31)

SEcondo I efigenza del minimo, RD, e TB fono eguali; la-

onde I’ equazione (73) fi muta in quefta 1=:§‘j§; ma I

infinita efiguirts degli angoli R4D,TA4B rende 4R eguale ad
4D, e AT eguale ad 4B ; adunque I’ ultima equazione da

1—_—_%, vale a dire AB=AR., 1l che dovea dimoftrarfi.

QuarTa DiMosTraziONE (fig. 31)

R 1chiedendo 1a natura del minimo, che BR fia egnale 2 TD;

I equazione (74) fi trasforma nella feguente 1=f-£_—-’%, che
dy luogo a queft’ altra %2:%?. Perlocch nei due triangoli
BAT ,DAR equiangoli nel loro vertice 4, fono proporzionalt
i lati refpettivi, che comprendono gli angoli eguali in 4.
Adunque i due medefimi triangoli fono fimili, e quindt I an-
golo in B ¢ uguale all’angolo 1n D. Laonde il triangolo 4OB
rettangolo in O (poicht A0 ¢ normale fopra BD) ¢ fimile al

triangolo AOD rettangolo anch’eflo in O, Adunque i fuddet-
ti
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ti triangoli rertangoli fimili, che anno comune il lato 40, fo-
no eguali, ed eguali anche le bafi 4B, ed 4D ; ma AD per
la pid volte efpreffa ragione potendo reputari cguale ad 4R,
ne legue, che AB=4R, 1l che dovea dimoitrarfi.

QuinTa Dimostrazione (fig. 34)

La figura 34 ¢ la ftefla, che la figura 31, con quefto folo
di pid, che dai punti T, ed R fono calate le normali TV,
ed R fulle refpettive rette 4B, ed 4D,
L

T triangoli rettangoli fimili 40B,TVB danno 40.4B::VT.
BT, cio® ’

(8s) BT = ”{;;T.

I triangoli retrangoli fimili 40D, RYD danno A40.4D::

— AD,RQ

RQ-R.D—— ""AO‘— .

I criangoli rerrangoli fimili 4VT, AYR danno AT .VT::
AR-R-Q=E‘;.—;£, e quefto valore di RQ pofto nell’ efpref-
fione di RD fa apparire

AD, AR, VT
(86) RD-—w-

IL

Finora non & fuppofto, che gli angoli BAT,DAR fiano in-
finitamente piccoli, ma foltanto eguali ; la fuppofizione adun-
que dell’ infinita picciolezza di eflt angoli renders 4D eguale

ad 4R, e AT eguale ad 4B: ralmente che il valore di RD
cfprcff? nell’ equazione (86) diverra RD:%S—-——"AVBT-
Accid la differenza RD fia eguale alla differenza BT, | equa-
. ) : B.
zione (8‘5 )] dee valere queft’ altra equazione: jg,:: = :“:/T
valefa dire 4R*'= AB*, ciot AR=AB. 1l che dovea dimo-
tarfy ,

Co-
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Cororrarto (fig.34)

S1ccome nel primo articolo di quefta quinta dimoftrazione io
{fon pervenuto all’ equazioni (85), e (86) fupponendo la fola
eguaglianza degli angoli BAT ,DAR, e lafciandone arbitraria
la grandezza, vale a dire finita, o infinitefima; cost la fecon-
da di detre equazioni divifa per la prima, ne porge una, che
¢ la fefla con I’ equazione (73) del teorema XIV., 4 il me.
defimo fignificato, ed egualmente fi eftende. :

Teorema XIX. (fig. 35)

SE dalle eftreminx B, ed R della bafe di qualunque triango-
lo B4R fi tirano ai refpettivi lati le rette BD, RP, che fi
tagliano in C, e fanno co’ medefimi lati gli angoli eguali BDR,
RPB, e {e dal vertice A del triangolo, pel punto d' interle-
zione C, fi conduce la retta A0, che incontra la bafe in O:
io dico, che fufliftono quefte due equazioni:

BO __ BA,BP
(87) "OR — R4,RD°®

B0 __CP,D4
(88) OR = CD, P4’
Dimoftrazione della prima paree.

;_ Triangoli ADB, 4PR fono fimili , perché anno eguali per
I ipotefi gli angoli in D, e in P, e comune I’ angolo in 4.

.n BA__ R4 B4, AP e :
Percid ==, ¢ %4 4p = I adunque moltiplicando pel pri-

mo membro di queft’ ultima equazione il fecondo membro dell’

: BO _ PR,Da . . BO .
equazione (43), la quale ¢ = =524 = e
q (43), la q € %0 =TFaopr> U valore di £ ri

mane il medefimo, e trovafi I’ equazione (87). 1 2
dimoftrarfi. ’ 1 (87). U che dove

Dimoftrazione della feconda parte.

LA fopraccennata equazion i :
(50} S : pél 11)(; e g)tg) equivale alla feguente:
OR = Pc A Fa X 5c X 5w s
ma la fuppofta egualith degli angoli in D, e in P rende fimi-
i
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Ii i triangoli CDR, CPB, attefa I eguaglianza degli angoli al

‘. . P8 _DR . PB s
vertice C; adunque =56 © quefto v:lore di 5 pofto nell’
. ; Y. . R PC , DA

la riduce all’ infrafc ——y o4 -
equazione (89) Vinfrafcritta === X 55> chee

quivale all’ equazione (88). Il che dovea fecondariamente di-
moltrasfi.

Cororrarto L (fig. 35)

SE i triangolo BAR ¢ acurangolo, ¢ fe le rette BD, ed RP
fono perpendicolari fopra i lati refpettivi 4R, ed 4B, fara
quefto un calo del teorema , perché gli angoli in P, ¢ in D
fono eguali, eflendo retti.

S’ immagini ora tirata pel punto O la retra ug, che fia nor-
male fulla retta 40, e incontri in » la BD prolungata, fe
bifogna, ¢ in z la PR, prolungata, quando occorra.

I triangoli CP 4, COz_taranno fimili, perché anno gli ango-
li al veruce C eguali, e parimente i triangoli CDA, COx fa-
ranno fimili a cagione dell’ egualtd degli angoli al vertice Cy

laonde la prima coppia di triangoli dark x=22 la fe-

DA __ Ou PA 0z ¢ ’
conda coppia di triangoli dark G =g+ Dercid furrogando nell

-——O'—C-
. . . 3. PC . BQ Ou
equazione (88) i valori di 30 € di g—g, ne Verra E=o0)

¢ permutando gé)::g—:

E' cofpicuo, che queft’ ultima proporzione non pud fuffifte-
re, fuorché quando il punto » cade in B, ¢ il punto z in R,
ciot quando la retta ux fi confonde con la retta BR. Avve-

e ) . BO .
gnacheé & faciliffimo a dimoftrarfi, che la proporzione o ¢ di

o . . . RO y g .
maggior incgualith, e la proporzione di 7' ¢ di minore ine-
gualith, allorch¢ il punto » cade tra D, ¢ B, e conieguente-

mente il punto z cade oltre R per rapporto a P come pu-

: 0y 4. - . oy ,
re , che la proporzione g; & di minore inegualitk, e la pro-

. RO, .. .o, . -
Porzione =" ¢ di maggiore inegualith, quando il punto » cade

oltre B relarivamente a D, ¢ per confeguenza il punto z ca-
de tra P, ed R. Adun-
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Adunque la retta 40 ¢ normale fopra la BR la quale fi
¢ provata effere la medefima, che la rerta wx.

Rimane pertanto dimoftrato in quefto corollario il feguente

TEOREMA.,

S E da tutti e tre gli angoli di un triangolo acutangole fi ti.
rano delle perpendicolari a1 lati, elleno fi taglicranno nel me-
defimo punto dentro il triangolo.

Cororrario I (fig. 35)

A Liorché gli angoli in P, ¢ in D fono retti , la fimiglian-
za dei mangoh BPC, BDA fomminiftra __? = ZI; , ¢ quefto
valore di Fc': pofto nell’ equazione (8y), la trasforma (debita-

mente efpnmendo) nell’ infrafcritra;
— _BD,PC_
(90) —DRr,Pa "

Cororrarro IIL (fig. 35)

N Ella medefima fuppofizione degli angoli in P, e D retti,
i triangoli fimili RDC,RPA danno '5;:2 ;’;, il qual valore
dx fofhtuuo nell’ equazione (89) fa conofcere, valendofi di

opportuna efpreflione,

BO __ PB,DA
(9 )&t—zwoc

CororLrLarIO IV, (ﬁ 35)

I Equazioni (88), e (90), comparate mﬁcmc, moftrano
CP,DA BD,PC le a di BD 8
©0' 74 = Dr,pa > Vale @ dire 5 =T e equazioni (88),
e (91), fra loro paragonate, efibifcono <2224 — —FPB.DA (ot
cp _pB CD,PA ~—RP,DC
PA—Rp*

Scovrio VIII,

E Cos) appunto dev’ effere, perché dai ma.ngoh fimili ADBr
. CDR
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CDR nafce g%:%%, e pcrrxi:utapdo gg:%%,bcome gc;,pra;.
Medcfimamente dai triangoli fimili CPB, 4PR viene 4-=
-;%, ¢ permutando %I::%i" pur come fopra.

Che poi fian fimili i triangoli ADB,CDR tra loro, e i tri-
angoli CPB, APR 1tra loro, fi fa manifefto, eonfiderando pri.
mieramente, che il triangolo #DB ¢ fimile al triangolo 4PR
€ queito al angolo CDR: Secondariamente , che il triangolo
CPB ¢ fimile al triangolo 4DB, ¢ quefto al triangolo 4PR.

CororrarIo V. (fig.35)

IL confronto delle due equazioni (91), ¢ (90) fornifce que.

. PB,D4__BD.PC ol i
fta: RP-DC— DR P4’ la quale venendo moltiplicata di qua, e
BP,DR __PC,DC

- DC. DR . , .
di la per Dd’BD,ﬁ trasforma in queft’ altra: 5D.RF — P4, D4 "
Laonde nella prefente ipotefi degli angoli in P, e in D retti

fuflitte ‘quefta proporzionality: 4P, 4D fta a CP,CD, come
BD,RP a BP,RD.

Cororrario VI (fig 33)

S‘E il triangolo acutangolo BAR ¢ ifofcele, e gli angoli in P,
e in D retti; AP—=4p; CP=CD ; BD=RP; BP=RD.
Quindi dalla proporzionalith regiftrata ‘in fine del precedente

. : AP* __ BD 4D _RP*
corollario nafcono quefte altre due: e — P ed S =roi >

.y AP __ BD AD __RP
ciod Fé“ﬁ’cdb"c—ﬁ)'
Cororrario VIL (fig.35)
I.

QUando poi oltre I’ effer ifofcele il triangolo BAR, gli an-
goli RPB, BpR fono in qualunque modo fra loro eguali,
allora fi ripigli 1’ equazione (88), e fi confideri, che effcado
(come teft¢ fi & accennato) PA=DA, ¢ CP=CD, la ftefla
€quazione (88) diventa gi:: , ciot BO=OR ; ed effendo
Tom, 11, I ancora
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ancora i lati 4B, e BO intorno I angolo A4BO refpectivamen.
te eguali ai lati 4R, ed RO intorno I' angolo 4RO, come
pure eguali per la fuppofizione quefti due angoli, ne fegue,
che i triangoli parziali #BO, ARO fono fimili, ed eguali; la~
onde I angolo 4OB ¢ vguale all’ angolo 4OR, e conleguente-
mente la retta 40, che paffa pel punto d’ interfezione C, ¢
normale fulla bafe del triangolo BAR.

IL

" La medefima cofa pud dedurfi dall’ equazione (87) attefo-
ché per la fuppofizione del triangolo BAR ifofcele BA =R 4,
e BP—=RD. Adunque I’ equazione (87) diviene ‘%(::1, eil
rimanente procede come nel primo articolo.
Scorio IX. (fig.35)
I.

L A dimoftrazione di quel teorema, che & efpofto nel primo
corollario, ferve a far conofcere la fertilita de’ miei principj.
Un’ altra dimoftrazione dello fteflo teorema fi trae dalla pro-

. .y DA__BD , cP __PB
porzionalita = =~ , ovvero dall’ altra P4 — gp > dedotte am-

bedue nel corollario IV., e diverfamente provate nell’ ottavo
{colio. Imperciocche, eflendo proporzionali i lati, che abbrac-
ciano gli angoli retti CDA, BDR, fono fimili i triangoli CD4,
BDR, e percid eguali gli angoli DAC, DBR , o fia OBC : la-
onde i triangoli DAC, OBC, che in oltre anno eguali gli an.
goli al vertice C, fono fimili anch’ effi. Adunque I"angolo
COB ¢ retto come I’ angolo €D4. 1l che dovea dimoftrarfi.

Una fimile prova darebbe I’ altra proporzionalith:

CcP __PB '

Fa—kp*

IlL

Pud dimoftrarfi il teorema medefimo anche fenza confidera-
re le proporzioni, nella guifa infrafcritta,

Si defcriva (fig. 36) ful diametro BR il cerchio BIRL, che

taglia
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taglia in 1, ¢ in L la 4O prolungata: egli & chiaro, che ques
fto cerchio paflers pe’ punti P, ¢ D a cagione degli angoli ret-
tiin P, e in D. Si tiri la corda PD, € ¢ immagini defcrit-
to ful diametro 4C un cerchio minore, che per la medefima
cagione dovra paflare per gli ftefli punti P, e D.

Ora I'angolo PAC ¢ uguale all’ angolo PDC, perché ambi.
due fi appoggiano alla corda PC del cerchio minore immagi-
nato. Ma fi fa per gli elementi di geometria, che I" angolo
PAC , o fia PAL, A per fua mifura la meth dell’ arco BL,
meno la meta dell’ arco PI nel cerchio maggiore, e che I'an.
golo PDC, o fia PDB, 2 per fua mifura la metd dell’ arco BP,
vale a dire la metd dell’arco BI meno la metd dell’ arco P/.

Adunque -:— Arc. BL— -i— Are. Pl :-:—- Are. Bl —-:- Arc.Pl; e con-

{feguentemente I'arco BL ¢ uguale all’arco BI. Talmenteche
la retta RB, the effendo il diametro del cerchio maggiore,
pafla pel centro, divide per mezzo I'arco IBL dello fteflo cer-
chio, e quindi per gli elementi di geometria ¢é manifefto, che
la medefima RB ¢ perpendicolare fopra la 40, e viceverla .
1l che dovea dimoftrarfi.

I11L

Ovvero cosi (fig. 36)

Si ¢ provato in queft’ ultima dimoftrazione’, che I’ angolo
PAC, o fia BAO ¢ uguale all’ angolo PDC, o fia PDB; ma
quelt’angolo PDB ¢ uguale all’angolo PRB, perché i appog-
giano entrambi ail’ arco PB, adunque I'angolo BAO ¢ uguale
all" angolo PRB.: laonde avendo i due triangoli B4O,PRB co+
mune |’ angolo in B, ed eguali gli‘angoli in 4, ¢ in R, an- -
no eguali ancora gli angoli in P, ¢ in O: ma I’ angolo in P
¢ retto per I’ ipotefi ; adunque anche I'angolo in Q. I che
dovea dimoftrarfi,

IV.

Oppure in queft altro modo (fig. 37)

Sul diametro 4C defcrivafi il cerchio CPAD , che dee pal
fare pe’punti P, e D, come & provato nel fecondo articolo.
Si tirino le due rette PD, e PM, la feconda delle quali tagli

I 2 per-
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perpendicolarmente in N la retra 4C. Confta per gli elementi
di geometria, che I*arco PCM fark divilo per mezzo in C;
coficch¢ I angolo MPC fara eguale allangolo .PDC, infittendo
ambi fopra gli archi eguali CM, e CP. O provato nel terzo
arricolo, che 1" angolo PDC, o fia PDB ¢ uguale all’ angolo
PRB; adunque I'angolo MPC, o fia MPR ¢ uguale all’ ango-
lo alterno PRB, e percid le rette PM, ¢ BR {fono paralicle.
Ma per la cottruzione la rerta 40 & normale fu la PM; a-
dunque lo & anche fu la BR. I} che dovea dimoftrazfi. .

DEFINIZIONE.

TRa i parallelogrami ifcricti in un triangolo, chiamo fimil.
mente polti quellt, i lati de’quali, incontranti la baie di det-
to triangolo, fon paralleli tra loro.

- Teorema XX. (fig. 39 num, I,Ez)

Nl triangolo dato BAC fia ifcritto il parallelogramo EGHF,
tale che il {uo lato EG tagli per mezzo in E, ed in G i lati
del medefimo triangolo; io dico, che il parallelogramo EGHF
¢ il maflimo de¢’ parallelogrami ifcritti, e fimilmente pofti nét
triangolo dato. ‘

PriMa DimostrazIONE (fig. 39 num. 1 )

DAI vertice 4 fi tiri fu la bafe del triangolo dato la rerta
4D parallela ad EF. § ifcriva nello fteflo triangolo il paral-
lelogramo eghf protsimo all’ altro EGHF , e fimilmente pofto;
fi fegnino i punti m, O, ed ¥, ne’ quali i lari del detto pa-
raliclogramo ¢gf tagliano relpetrivamente le rette 4D, ed
EG; ¢ fi fegm anche il punto M, in cui EG fega per mez-
zo la 4p.

Secondo i princip) della geometria interiore fark provato il
teorema , qualora fi provi, che il parallelogramo profsimo eghf,
¢ uguale ad EGHF.

11 tria ngolo ¢OE ¢ fimile al triangolo AME, ficcome il trian-
golo ¢7’G al triangolo AMG ; quindi abbiamo e0. AM(Of )::
CE.ME(MO); adunque per la propofizione XIV. del VI. li-

bro
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bro & Euclide il piccoio parallelogramo eOMm ¢ uguale al pic-
colo parallelogramo OEFf; e aggiungendo ad entrambi il pa-
rahelogramo OfDM, i vede eflere il parallelogramo efDm e-
guale al parallelogramo EFDJ.

E' manifefto, che fimilmente i proverk I eguaglianza de¢’
due paralielogrami ghDm, e GHD M: laonde aggiungendo re-
fpetuvamente ai due parallelogrami eguali tra loro ¢/Dm, ed
EFDM 1 due p.zmlleloomml eguali tra loro ghDm, ¢ GHDM;
rimane provata I’ eguanty de’ due paxallclograml profsimi egbf,
EGHF ; adunque, ec. Il che dovea dimoftrarfi.

Seconpa DimosTrAzIONE (fig. 39 num. 2)

D Alla cima 4 del dato triangolo fi cali fu la bafe la norma.
le AN, che incontra la ez, la EG, e la bate BC ( prolunga-
ta, le fia & uopo ) in /,in Lyein N relpettivamente. Il
paraliclogramo  poi eghf rapprcientx adeflo qualfivoglia paral-
lelogramo iicritto nel triangolo dato BAC, e fimilmente po-
fto in ordine al parallelogramo EGHF.

I due triangoli fimili ALE Az, e gli alri due triangoli
ﬁmlh AGE, Afgﬂ, moftrano:

AL. Al AE . 4:: EG.eg ; dunquc AL [ --.dN] fta ad
"ﬂ[ Y AN-—'- Ll ]. come EG l— BCJ ad eg ; coficche la
fefla eg = - BC BCANL/ Nel fegno doppio fi prenderh il

fuperiore, quando J ¢ tra L,ed 4, e fi prendera | inferiore,
quando / ¢ tra L, ed N,

Ma NL —-—- AN =t L/; adunque eg, N/ ¢ uguale ad ~ 7 - BC,
ANZ L BC, L=+ L BC, L/ — 22X,
rallelogramo eghf ¢ fempre eguale ad --BC JN—ECA)S“I[’:
laddove il parailelogramo EGHF ¢ uguale ad EG, LN, cio¢ ad
—-BC AN. Aduaque lo fteflo parallelogramo EGHF ¢ il maf

ﬁmo degl’ ifcritti, e fimilmente pofti nel triangolo dato BAC.
Il che dovea dimoftrarfi.

Dard due altre dimoftrazioni di quefto teorema dopo il fuo
VIIL corollario . Co-

; vale a dire il pa-
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CoroLLARIO L

DA ambedue quefte dimoftrazioni, ed anche pil vifibilmen-
te dalla feconda, fi deduce, che il dato triangolo BAC ¢ du-
plo del parallelogramo EGFH maflimo degl’ ifcritti, ¢ fimil-
mente pofti in eflo triangolo. ’

Cororrar1o II (fig. 39 num.2)

S 1ano due parallelogrami ifcritti nel dato triangolo BAT, ta-
li, che il lato di uno di efli ( prolungato, fe bilogna ) taglila
normale AN fopra il di lei punto medio L, € un lato dell’ al-
tro parallelogramo ( prolungato, ove occorra ) tagli la ftefla
normale fotto il medefimo punto L, in modo che i detti lati
de’ due parallelogrami diftino egualmente dal punto L ; io di-
co, che ambidue gli accennati parallelogrami fono eguali.
Imperciocché 1’ efpreflione di cialcuno di efsi, che fi vede

nella feconda dimoftrazione del teorema ¢ — BC, AN—-E(-:}(A—,% ;

»

ed L] qui rapprefenta le diftanze eguali {uddette fotto, € fo-
pra il punto L.

CororrLario TIL (fig. 39 num. 1,e2)

SE dal vertice 4 del triangolo dato BAC s’ immagina tira-
ta di qua, e di I una parallela infinita alla bale BC, e fe
alla retta EG fi circofcrive qualunque altro triangolo, che ab-
bia il vertice in qualfivoglia punto della paralliela immagina-
ta, ¢ la bale nella retrta BC prolungata ; 1l parallelogramo
EGHF fary eguale al parallelogramo malsimo, ec. ilcritro nel
fecondo triangolo immaginato.

Imperciocche in vireh dell’ immaginata parallela 1a EG ta-
gliera per mezzo anche i lati di detto fecondo triangolo, e il
parallelogramo maisimo , ec. ifcritto in effo avrd la EG per
uno de’ 1uoi lati, e la fua bale ark nella BC prolungata.

Cororrario IV. (fig. 30 num. 1,e2)

I‘L. triangolo dato BAC fart eguale al nuovo triangolo ime
maginato . Im-
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Imperciocché pel L. corollario il triangolo BAC ¢ duplo del
parallelogramo EGHF . Per lo fteflo corollatio il triangolo im-
“maginato ¢ duplo del parallelogramo mafsimo, ec., cui & cir-
colcritto ; e a quefto parallelegramo malsimo ¢ uguale il fud
detto parallelogramo EGHF pel precedente corollario.

Tal verita fi conofce ancora, riflettendo che le bafi tante
dell’ uno , quanto dell’ altro triangolo fono doppie della retta
EG; perche: quefta divide per mezzo i refpettivi lati de’ due
triangoli; i quali triangoli fono tra due parallele.

Cororrario V. (fig.39num.1,¢2)

D Al vertice 4 del triangolo dato BAC fi concepifca, come
fopra, condotta una parallela infiita alla bafe BC; io dico,
che tutri quei triangoli circofcritti alla retta EG, i quali an-
no le loro bafi nella retta BC prolungata, € non anno il lo-
ro vertice nella parallela immaginata, ma I’anno fotto, o fo-
pra di effa in quaifivoglia punto del medefimo piano; quei
triangoli, dico, fono tutti maggiori del triangolo dato.

Imperciocché non effendo i latt di rali triangoli tagliati per
mezzo dalla retta EG, apparifce in virth del teorema, e del
I1L. corollario, che né il parallelogramo EGHF, né qualun-
que parallelogramo, che abbia la retta EG per uno de’ fuoi
lati, e la fua bafe nella retta BC prolungata; poffono effere
il parallelogramo mafsimo, ec. ifcritto in veruno de’ fuddetti
nuovi triangoli, che fono circolcritti alla rerta EC, che an-
no le loro bafi nella retta BC prolungata, e che non anno
il vertice nella parallela immaginata. .

Adunque i parallelogrami mafsimi, ec., che s ifcriveranno
ne’ medefimi nyovi triangoli condizionati come fopra, e circo-
feritti alla rerta EG, faranno maggiori del para.lle]ogramo
EGHF, e di qualunque parallelogramo, che abbia la retta
EG per uno de’ fuoi lati, e la fua bafe nella retta BC pro-
lungata .

Ma pel I corollario g’ iftefsi nuovi triangoli, che fi con-
cepifcono circofcritti alla retta EG, che anno le loro bafi nel-
la retta BC -prolungata, ¢ che non anno il vertice ncllalpa.

ral-
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rallela immaginata ; gl" iffelsi triangoli , dicoy, fono duph de’
parallelograml mafsnml, ec,, c¢he s’ ifgriveranno in c151 E pel
medefimo primo corollario il triangolo dato BAC ¢ duplo ‘del.
parallelogramo EGHF, e confeguentemente di qualunque paral-
lelogramo, che 3bbia la retra EG per uno d¢’ fuoi lati, e la
fua bafe nella retta BC prolungata,

Adunque ciafcuno de’ fuddett1 nuoowi trlangoll condlzlouatL
come fopra, e circof¢ritti alla retta EG, ¢ maggiore del tri-
angolo dato BAC,

Cororrario VL (fig. 39 num.r,e2)
TEOREMA.

T rati del _triangolo dato BAC fiano divifi per mezzo in. E.
dalla retra EG parellcla alla bafe BC. :

Si concepifca una rerta mobile nello fteflo piano intorno al
vertice, o fia polo, 4, e infinita dall’una, e dal’altra parte;

Io dico, che il trlangolo dato BAC & ll minimo di tutti i
triangoli, che fono circolcritti alla retta EG, che anno le Jo-
ro bafi fulla retta BC prolungata , e che anno.1 loro vertici
in qualunque punto della rerta mobile ; fia pur efla in qual
fivoglia fito, purche non fia parallela alla retra BC.

Quefto teorema ¢ un’ immediata, e chiarifsima confeguenza
del corollario precedente .

E' facile a conofcere, che gli ultimi due corollarj non con-
cernono quei triangoli, I quali anno 1 loro vertici nella retta
EG prolungata di qua, e d: la in:infinito, ovvero forto. di efla..

Cororrarto VIL (fig. 39 num.1)

I daco triangolo BAC , nel quale & feritto il parallelogramo
EGHF wmafsimo, ec., ¢ 11 minimo de’ triangoli circofcritti al
detto parellelogramo maisimo, e tali, che abbiano il loro ver-
tice fulla retta 4D prolungata di ik dal punto 4, ovvero ful-
la porzione 4M di effa.

Quefto corollario deriva profﬁmamente dal corollarloV ed
¢ un calo del teorema eipotto nell antecedente c.orollcmo. o

TERZA
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TerRzA DiMosTrAaZIONE del Teorema XX.
(fg. 39 num. 1)

Sl’a il tutto come nella figura fuddetta, e di pidr fi conduca
la P parallela al lato 4C, e incontrante in P la EG. Indi
facciafi paffare pel punto P la S@ parallela ad EF, e incon-
trante la eg in §, ¢ la bafe BC m 9.

11 parallelogramo eghf cofta dei due parziali OVAf finiro, ed
egV0 infinitefimo; e cosi il parallelogramo EGHF cofta dei due
parziali PGHQ finiro, ed EPQF infinitefimo. 1 due parallelo-
grami parziali finizi OVhf, ¢ PGHS fono tra loro eguali, per-
che in virth delle parallele anno eguali le altezze , ed eguali
le latitudini. Rimane pertanto a dimoltrare I’ eguality det due
parallelogrami parziali snfinitefimi egVO, ed EPYF ; e allora
fecondo gli allegati principj dell’ interiore geometria fard pro-
vata la maggioranza del parallelogramo EGHF in ordine a tut-
ti i fuoi fimili, ec.

La fimilitudine dei due triangoli ¢OE , AME , ¢ quella de-
gli aleri due ¢EP, AEG fanno conofcere

€0.AM::¢E. AE:: EP.EG; e percid

¢O(SP). AM(PQ):: EP.EG(PV). Onde per la propofizio-
ne XIV. del VI. &’ Euclide il parallelogramo snfiniscfimo SPVg
(cio¢ T altro equivalente eg#0 ) ¢ uguale al parallelogramo
EPQF. Adunque, ec. Il che dovea dimoftrarfi.

Prerarazione per la IV. Dimoftrazione (fig. 39 n. 1)

St noii » che quando uno de’ lati del parallelogramo EGHF
¢ parallelo ad uno de’ lati del triangolo dato BAC (v. g. EF
ad AC), che ¢& il cafo femplicifiimo; allora la terza dimoftra-
zione, ¢ la prima divengono una medefima: perch¢ in tal ca-
fo il punto P cade in O, la retra @S fi confonde colla ¢f, e
la retta 4D col lato AC del triangolo dato. Di maniera che
nella dimoftrazione di quefto cafo non vi fard bifogno che de{-
la fimilitudine & una fola coppia di triangoli ; e bafta la pri-
ma parte della prima dimoftrazione per provare il tcorema in-

teramente nel cafo medefimo.
Tom, II. K QuaRrTA
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QuarTa DiMosTrAZIONE del Teorema XX.
(fig 39 num. 3)

NEl triangolo dato BAC s’ ifcriva come nella figura 39 num.
1 il parallelogramo eghf proflimo, e fimilmente pofto all’altro
EGHF . Si conduca una parallela ad uno de’ lau del triango-
lo, v. g. ad 4C (e fia la retta ET) la quale compia il pa-
rallelogramo ifcritto EGET; proflimo a quelto, e pofto fimil-
mente a lui, ifcrivafi il parallelogramo egCs.

Facilmente fi proverh, conforme tefté & notato, che i due
parallelogrami proflimi, e fimilmente pofti tra loro ¢gCr, EGCT,
fono eguali. Ma il parallelogramo ¢gCr ¢ uguale al parallelogramo
eghf, e il parallelogramo EGCT ¢ uguale al parallelogramo EGHF;
onde i due parallelogrami proffimi, e fimilmente pofti tra loro
eghf, ed EGHF, fono anch’ efli eguali. Adunque fecondo i pid
volte allegati principj tanto il parallelogramo EGCT, quanto il
parallelogramo EGHF fono mafsimi tra iloro fimili. Il che do-
vea dimoftrarfi.

Rifleffione fopra la generalisd delle dimoftrazioni da me dare
ds queflo reorema. (fig. 39 num. 1)

E stendo arbitrarie le definizioni de’ nomi » potrebbe il paral-
lelogramo EGHF chiamarfi ifcritto nel triangolo BAC , anche
quando i {uoi lati EF,GH (o uno, o tutti € due) incontrano
la bafe BC prolungata oltre B, ovvero oltre ¢. E a quefta
Pill larga definizione ftar fi dovrebbe , fe fi volefle ifcrivere il
rettangolo mafsimo in qualfivoglia triangolo.

Tal definizione dunque fuppofta , le dimoftrazioni feconda,
terza,, e quarta , fenza effere punto alterate, provano il teo-
rema XX., ancora concepito lecondo quefto fenfo di maggio-
re generalita. Non cosi la prima dimoftrazione » la quale do-
vrebbe modificarfi nella feguente guifa: (fig. 30 num. 1)

Quando la parallela 4D cade tra B, e ¢, vale la feffa
prima dimoftrazione, come i & regiftrata di fopra.

Ma nel cafo, in cui la parallela 4D cade fulla Be prolun-
gata verlo C; fottraendo refpettivamente dai due parallelogra-

mi
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mi eguali ¢/Dm, ed EFDM i due parallelogrami eguali ghDm,
e GHDM, rimarra dimoltrata |’ eguaglianza dei due parallelo-
grami egsf, ed EGHF. :

E nel cafo, in cui la parallela 4D cade fulla BC prolun-
gata verfo B ; fe fi fottraggono refpettivamente dai due pa-
rallelogrami eguali g#Dm , ¢ GHDM i due parallelogrami e-
guali ¢fDm, ed EFDM, fi dimottrera parimente I egualith dei
due parallelogrami eghf, ed EGHF.

Sono facili a fupplirfi le figure pe’ due ultimi cafi,

TeoreMa XX (fig.40)

ESprima # qualunque numero intiero , o rotto, pofitivo, o
anathO-

Di tatti i triangoli (v. g X, ed 1), che anno eguali gli
angoli al vertice, e le bali eguali; io dico, che all' ifolcele
cor(x;pete la mafsima , ovvero la minima fomma delle portefts
# de’ lati.

AVVERTIMENTO.

NEl feguente fcolio fi efporrd un cafo, che deve eccettuarfi
da quefto teorema.

DimosTrazIoNE (fig.40,€41)

S1 concepifca, che il cerchio BACE (fig. 41) fia quello, cui
fono ifcricei i triangoli X, ed 7, ec. i quali abbiano per bafe
comune la corda BC, e s immagini quel lato A infinitamen-
te piccolo del poligono infinitilatero , che ¢ la medefima cofa
col cerchio BACE, s immagini, dico, quel lato Az infinitefi-
mo, che ¢ parallelo alla corda BC. Si tirino le rette B4, e
Ba; €4, e Cs. 1 triangoli BAC, BaC della figura 41 (che
anno la loro bafe, e il loro angolo al vertice eguali alla bafe,
e all’angolo al vertice de’ triangoli X, ed 7 della figura 40)
fono infinitamente vicini : adunque in virth de’ principj della
geometria interiore farh provato, che rel triangolo BAC ( ﬁg
41) la quantich 4B7 —+ AC® ¢ un mafsimo, ovvero un mini-
mo, fe i proverh, che 4B® =+ 4C” ¢ uguale ad 4B” —+ AC" ;
K 2 men-
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mentre allora la differenziale infinitefima di AB* ~+ 4C® fary
nulla, come efiggono i fuddetri principj dell’ interiore geome-
tria, accid AB* =+ A4c” fia un mafsimo-, ovvero un minimo.
Ora cid fi dimoftra peditamente nell’ infrafcritta maniera:

Imperciocché (fig. 41) eflendo parallele per la coftruzione
le corde Aa, ¢ BC, I'arco 4B ¢ uguale all’arco 4+C, ¢ con-
feguentemente la corda 4B (uno de’ lati del triangolo BAC)
¢ uguale alla corda 4C (uno de’lati del triangolo BaC).

Di pid 'arco AC (cio¢ I’ arco Aa— Are. aC) & uguale all
arco 4B (cio¢ all’ Arc. ad—~+ Arc. AB): adunque la corda A4C
(altro lato del triangolo BAC) ¢ uguale alla corda 4B (altro
lato del triangolo BaC).

Si 4 pertanto queft’ equazione :

AB" 4 AC* — aB" —+ 4C”,
poiché efsendofi dimoftrato AB eguale ad +C, ne fegue, che
_aC” & uguale ad 4B” ; ed effendofi dimofirato, che 4C ¢ ugua-
le ad 4B, parimente ne legue, che aB” ¢ uguale ad 4C”. Re-
fta dunque provato, che nel triangolo BAC la quantits 4B*
—+ 4C” ¢ un mafsimo, ovvero un minimo.

In fine ¢ vifibile (fig.41), che lo fleflo triangolo B4C ¢
ifofcele , perché tanto |’ angolo 4BC , quanto I’ angolo 4CB
poffono reputarfi aver per mifura la meth della mecd dell’ ar-
€0 BAC, adunque il teorema ¢ intieramente dimoftrato,

Scor10o X,

Se v cfponente n fignifica 2, e nel tempo fteflo la corda BC
fi confonde col diamerro, allora I' angolo al vertice de’ trian-
golt X, ed ¥, ec: icritti nel cerchio BACE, ¢ retto; ed ¢
noto , che la fomma delle potefta 2 dei lati, cio¢ Ja fomma
dei loro quadrati ¢ uguale in rtutti i fudderti triangoli, In
quefto calo adunque non % luogo il teorema,

Corovrrarrio L (fig.41)

SE # rapprefenta I unitd pofitiva, la fomma AB— 4C ¢ un
maisimo, Imperciocché confiderando la corda ¢7 infinitamen-
te vicina alla corda CB: il triangolo BIC fark uno di quelli

rap-
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prefentati dai triangoli X, ed 7 della fig. 40, ¢ la quantich
IB~IC farh evidentemente minore di 4B~ 4C; adunque la
medefima fomma di 4B~ AC ¢ un mafsimo. ‘

Corovrrario IL (fig.41)

QUando n denota qualunque efponente negativo intiero, o
rotto, la fomma AB” —+ AC” ¢ un minimo. Imperciocch? al-
lora IB” —+ 1C* ¢ una quantith infinita , effendo in rali cafi
IB* infinito ; adunque AB® ~+ 4C* in tale fignificazione di »
¢ un minimo.

Cororrarro IIL (fig.41)

\

ALlorché n efprime |’ unita pofitiva, 4B~ 4C ¢ un maf
fimo; adunque anche 4B~ 4C~ BC ¢ un mafisimo , mentre
la bafe BC ¢ uguale per la fuppofizione in tutti i triangoli rap-
prefantari dalla figura 40.

E' facile ancora a conofcere, che di tutri quanti i triango-
li, i quali poffono ifcriverfi nel cerchio BACE, ed aver per
bafe la corda BC, il triangolo B4AC & |'area mafsima. Adun-
que di tutti i triangoli, che anno la bafe eguale, e I’ angolo
al vertice eguale , quello, che ¢ ifofcele 3 la maggior area,
€ il maggior contorno.

Teorema XXIL (fig.42)

IN tutti i triangoli BAC, che anno I'ifteffa bafe BC fi pof-
fono confiderar tre cole, cioé I angolo al vertice A4, I’ area,
€ la fomma delle potefts » de lati, vale a dire 4B” — ACn.
(la » rapprefenta come fopra qualunque efponente pofitivo,
0 negativo ); io dico pertanto, che fe una di quefte tre cofe
¢ coftante, e I’ altre due variabili, le medefime due altre co-
fe fono un maflimo, ovvero un minimo nel triangolo ifofcele,
che % la flefla bate BC.

Prima di venire alla dimoftrazione potry notarfi, che la
fomma degli angoli B—C alla bafe 2 tal cooneflione con I
angolo al vertice 4, che fe quefto ¢ coftante, ovvero un
maisimo, oppure un minimo , quella ¢ refpettivamente coftan.
te, ovvero un minimo, oppure un maflimo. Di-
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DimosTrAzIONE (fig. 42,€41)

SU 1a bafe BC (fig.42) s immagini dalla parte finiftra ver.
fo B una ferie di turti 1 triangoli BAC, ne quali & coftante
una delle tre cofe elprefle nel titolo del teorema. Quefta fe-
rie proceda da finiftra a deftra, e i triangoli, che la com-
pongono, fiano dilpofti in modo, che le quantita variabili, le
qualt ad efsi anno rapporto, pafsino gradatamente dal pid al
meno, o dal meno al pilt con aumentazioni, o diminuzioni
infiniteflime .

Su la ftefla bafe BC dalla parte deftra verfo C s’ immagi-
ni una fimigliante lerie de’ medefimi triangoli, la quale pro-
ceda da deftra a finiftra, ma i triangoli vi ftiano fituati in
modo inverfo, come fi rapprefenta nella figura 42, dove il
triangolo BsC ¢ fimile, ed eguale al triangolo BAC, ma ¢&
fituato inverfamente. Coficche il triangolo B4C lary da me
chiamato triangolo direszo, e il triangolo BeC, triangolo inverfo.

Concepifcafi ora, che ambe le ferie finiitra, e deftra fiano
continuate , finché s’ incontrino, e che quelte due ferie par-
ziali formino una ferie totale, il di cui principio fia verlo B,
e il fine verfo C: E' chiaro, che nel mezzo delia lerie totale
fi troveranno due triangoli tra loro infinitamente vicini, uno
de’ quali a finiftra farh diretto, e I’ altro a deftra farh inver-
fo, come lon quelli ifcritti nel cerchio della figura 41, a
quali abbiafi prefentemente riguardo.

E' altrest chiaro (fig.41):

Primo, che gli angoli al vertice 4, ed 2 de’ due triangoli
prolsimi BAC, e BaC lono eguali.

_Secondo, che fono eguali anche le loro aree, poiché per la
fuppofizione I angolo inverlo sCB ¢ fimile, ed uguale al di-
retto ABC.

Terzo (e per la ftefla ragione ), che il lato 4B del trian-
golo diretto ¢ uguale al lato 4C dell’ inverfo, e I altro lato
AC del primo ¢ uguale all’altro lato 4B del fecondo: talmen-
teche¢ 4B — 4c” ¢ uguale ad 4C” <+ 4B, o fia ad aB* ~+4C"

Laonde ne’ due triangoli proffimi della ferie intiera, BAC,

BaC
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BaC (fig-41) la differenza degli angoli al vertice, cioé 4—2;
la differenza dell’ aree, cioé BAC— BaC; e la differenza del-
le fomme delle potefts de’ lati, ciod ( AB” = 4C*)—(aB"
~+4C") tutte e tre, dico, quefte differenze fono eguali a zero.

E percid in virth de’ principj dell’ interiore geometria ( fig.
42 ), fe ne’ triangoli BAC, che anno la medefima bafe una di
quefte tre cofe: angolo al vertice 4, area del triangolo, ed
AB" 4 AC", & coftante, e I altre due variabili, ne fiegue,
che nel triangolo BAC della figura 41 I altre due cofe fono
un mafsimo, ovvero un minimo.

In oltre nell’ ifteflo triangolo BAC della figura 41 I' angolo
ABC ¢ uguale all’angolo 4CB del triangolo profsimo BaC, che
¢ inverfo, e quefto medefimo angolo 4sCB pud fupporfi eguale
all’ altro angolo 4CB del triangolo BAC a cagione dell’ infini-
ta tenuith dell’ angolo sC4. Adungue il triangolo BAC della
figura 41 pud reputarfi ifofcele; ¢ quindi rimane intieramen-
te dimoftrato il teorema.

Cororrario L

1L teorema precedente & comprefo nel prefente , con quefto
di piti, che di tutti i triangoli, i quali anno eguale la bafe,
ed eguale I' angolo al vertice, quello, ch’ ¢ ifofcele, non fo-
lo 2 la mafsima, ovvero la minima fomma delle poteftk =
de’ lati, ma di pidt la fua area 2 la prerogativa di effere un
mafsimo, o un minimo, come nel corollario IIL. dell’ antece-
dente teorema fi ¢ provato eflere in un cafo particolare del teore-
ma medefimo.
Cororrarrio IL

Il

Snai triangolo ifofcele BAC ( fig. 41 )y e dal fuo vertice
4 s immagini condotta la parallela alla fua bale BC, la qual
parallela fi ftenda di qua, e di 4 in infinito. Io dlco,_ che
il medefimo triangolo ifofcele 2 la malsima, o la minima
fomma delle poteﬂ% n de’ lati, e il mafsimo angolo al vertice
rifpetto a tutri i triangoli, che anno la fteffa baie BC, ¢ il loro
vertice nella preaccennata parallela. 1L,
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I1.

Imperciocché tutti quefti triangoli anno la loro area coftan.
te, ciol in tutti eguale per cagione delle parallele, tra le qua-
li fono comprefi.

Se poi fi confidera uno di quefti triangoli, il di cui vertice
incontri la parallela infinitamente lungi dal punto 4; & cer-
to, che la fomma delle potefts » de’ lati di quefto triangolo
fary una quantith infinita, allorché¢ la » fignifica qualunque
efponente pofitivo; ma fard una quantith infinitefima quando la
n rapprefenta un efponente negativo; adunque la fomma delle
poteits 7 de’ lati del triangolo ifolcele, cioe 4B — AC” (fig,
41) nel primo cafo ¢ un minimo, e nel fecondo ¢ un maflimo.

ITIL

Quel triangolo infinitamente diftefo tralle due parallele, che
fi ¢ confiderato nel fecondo articolo, % il fuo angolo al verti-
ce infinitamente piccolo ; adunque 1" angolo al vertice 4 del
triangolo ifofcele BAC (hg.41) ¢ fempre un maflimo o deno-
ti la » un elponente pofitivo, o lo elprima negativo.

CoroLrLar1O III
TEOREMA,

DI tutti i triangoli ifoperimetri, che anno I iftefla bafe , I
itoicele & I'area maflima, ed 2 maflimo I’ angolo al vertice.
nefto teorema ¢ un calo fpeciale di un cafo generale del
teorema XXIIL
Imperciocché in virth di effo general teorema, quando ¢ co-
ftante la fomma delle potefts » dei lati, ec. il triangolo ifo-
fcele BAC (fig.41) % I’ area maflima, ovvero minima, e I
angolo al tuo verrice 4 ¢ un mafsimo, o un minimo rifpetto
a wuttd i triangoli, che anno la ftefa bafe BC. Percid , len
figmfica ' unita pofitiva, e la fomma de’ lati ¢ uguale in tut-
ti 1 tuddetti triangoli, efsi fono ifoperimetri, e I’ ifofcele 3 I’
area malsima, e¢ I'angolo al vertice, mafsimo.
Si
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Si noti, che il luogo d¢’ vertici di tutti i triangoli del teo-
rema fpeciale efpofto nel precedente corollario ¢ un eliffe, i
fuochi della quale fono i due punti eftremi della bafe comu-
ne di tucti i fudderti triangoli,

CoroLLARIO 1V,

DAl tenore della dimoftrazione di quefto teorema XXII. ap-
parirh agl’ intendenti, che fe delle tre cofe efprefle nel titolo
di eflo teorema non folo una, ma due foflero coftanti, e la
refidua variabile; allora quefta variabile farcbbe un maflimo,
ovvero un minimo nel triangolo ifofcele ,

Esemrio,

It cafo efpreflo nel decimo fcolio pud effere un efempio di
quefto corollario; imperciocche in tutel i triangoli, che anno
per bafe comune il diametro del cerchio, ed anno il vertice
nella circonferenza, 1’ angolo al vertice ¢ uguale, perché fem-
pre retto, ed ¢ parimente eguale la fomma de’ quadrati de’
lati in virth della propofizione Pittagorica da me in tante ma-
niere dimoftrata in quefto trattato. Di modo che ora I efpo-
nente # fignifica —+2. Abbiamo pertanto coftanti due delle
tre cofe efpreffe nel titolo di quefto teorema XXIL ; la refi.
dua, ciot I’area de’ triangoli ¢ variabile. Adunque in vigore
del corollario prefente, fra tutti quefti triangoli rettangoli,
quello, che ¢ ilofcele, X I' area maflima.

DEFINIZIONE.

CHiamo funzione fimilare di due variabili », e z qualunque
funzione, dove entrano #, %, e coftanti, in maniera che po-
nendo z in fuogo di #, ed # in luogo di 2, la funzione ri-
tiene il medefimo afpetto. »

V. g fXaum oz =+ but 28 —+ g X bl —+ b8 e 2T fark
una delle fonzioni fimilari di », e di . Le lettere m, n, p,
9, 7, ¢ rapprefentano qualunque efponente intiero, o rotto,
pofitivo , o negativo , ed 4, b, ¢, f5 g5 4 fignificano qualfi-
voglia quantith coftante col fuo fegno, ed anche zero.

Tom, 1. L Co-
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CoOROLLARIO.
E Cofpicuo, che le funzioni fimilari di %, ¢ ¥ fono infinite.
Teorsma XXIIL (fg. 42.)

IN weii triangoli BAC, che anno la fteffa bafe BC, con-
fiderar fi poffono infinite cole, cio¢ I' angolo al vertice 4, I'
area, e le infinite {pecie delle funzioni fimilari di 4B, ed AC.
Ora io dico, che fe una di tutte le fopraddette infinite cofe
¢ coftante, e le altre fon variabili, ciaicuna di tutte le altre
cofe ¢ un maflimo, ovvero un minimo nel triangolo ilofcele,
che 2 la ftefla bale BC.

DimosTRrazIONE (fig.42,e41)

L A dimoftrazione di quefto teorema ¢ fimilifima a quella
dell’ antecedente. :

Imperciocché immaginando, come ivi fi ¢ fatto, dalla par-
te finiftra verfo B una ferie di tutti i triangoli BAC, ne’ qua-
li ¢ coftante una delle infinite cofe efprefle nel titolo del teo-
rema, ¢ immaginando dalla parte deftra verfo C una ferie di
turti i medefimi triangoli, ma inverfi. Procedano quefte ferie
parziali una contro I'altra, e fiano continuate, finché s’ incone
trino ; indi concepifcafi la feric totale coftituita dalle due fe-
rie parziali defcritte. Il tutto in fomma, come & diftintamen-
te {piegato, dimoftrando il teorema XXIL

Con pari chiatezza dunque fi conolcerk, che in mezzo di
quefta ferie totale faran fituari i due triangoli infinitamente
vicini BAC, BaC efprefli nella figura 41, il primo de’ quali ¢
il diretto, e il fecondo !’ inverfo.

Nell' accennata dimoftrazione del precedente teorema o gia
provato, che la differenza dell’aree dei due triangoli profsimi
BAC, BaC (fig.41) ¢ nulla. E che ¢ nulla eziandio la diffe-
renza degli angoli al vertice degl’iftelsi due triangoli. Di pid
farh evidente ad ogni attento Geometra, che nulla & la diffe-
renza di ciafcuna fpecie delle funzioni fimilari di AB, ed AC
(abbiafi rignardo alla fig- 41), e di 4B, ed 4C, mentre nei

due
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due triangoli BAC, B+C fimili, ed eguali per I ipotefi, il la-
to AB del diretto ¢ uguale al lato 4C dell’ inverlo, e I altro
lato 4C di quello & uguale all’altro lato 4B di quefto: di mo-
do che foftituendo in ciafcuna {pecie delle funzioni fimilari di
AB, ed AC, la aC in luogo della 4B, e la 4B in luogo del-
la 4C, cialcuna di effe funzioni fimilari ferba il medefimo va-
lore di prima; .

Adunque pe’ pilt volte allegati principj dell’ interiore geome-
tria: fe di tucte le infinite cofe accennate nel titolo di quefto
teorema una ¢ coftante, e le altre fono variabili; ciafcuna di
tutte le altre cofe é un mafsimo, ovvero nn minimo nel tri-
angolo BAC della figura 41.

In fine 6 provato nella dimoftrazione del teorema preceden-
te, che il triangolo BAC della fignra 41 & ifofccle. Adunque
il prefente teorema ¢ provaro intieramente.

CoroLLARIO I,

L Antecedente teorema ¢ contenuto nell’ immenfa ampiezza
di quefto; perché¢ 4B?» — 4C® ¢ una {pecie delle infinite fun-
zioni fimilari di 4B, e di 4C.

Cororrario I

SE confiderar fi voleffero in particolare diverfe fpecie delle
funzioni fimilari di 4B, ed A4C potrebbero dedurfi. de’ corol-
larj ad imitazione di quelli , che & dedotti dal teorema pre-
cedente . ' '

CororLario IIL

CHiamando Auy ed Az due qualfivogliano funzioni unifor-
mi di u, e di X, ciod tali, che nell’ efprefsione algebr’aica de-
notata da Az entrino le g, e le coftanti, come per I'appun-
to nell’ efprefsione algebraica denotata dalla A entrano le u,
e le medefime coftanti.

E fimilmente chiamando Bs, € Bx; Cu, € Cx ; Eu, ed
E2, ec. altrettante coppie di qualfivogliano funzioni uniformi
di #, e di z, la feguente formola per cagion d efempio

L2 o
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X a4n— adz ~ bBu X B ~+ g X 6Cs ~+ bC —+ cEs —+ cEX_
¢ una delle funzioni fimilari di #, e di ¥, € cosl in infinito.

Laonde tal formola ¢ foggetta al prefente teorema, purché
la » fignifichi le 4B, ed 4B, ¢ la 3 elprima le 4C, ed oC
delle figure 41, € 42, e fi rifletta in virth di quanto & fpie-

ato di fopra, che rifpetto ai due triangoli della figura 41,

la 4C(g) pud foftituirfi nella funzione fimilare in vece della
AB(u), e la aB(#) pud in effa funzion fimilare furrogarfi
in cambio di AC(g) fenza alterare il valore della funzione
medefima nel cafo det due triangoli della figura 41, polciachd
nello fteffo cato #C (3) ¢ uguale ad 4B(%), ed aB(u) ¢ u-
guale ad 4C (7).

Nell’ ultima formola gli efponenti m, ed 7, e i coefficienti
ay, by ¢, fy g, b confervano il fignificato, che anno nell’ al-
tra formola regiftrata di fopra , come un efempio della defi-
nizione .

CoroLrLARIO IV,

MEdeﬁmamente, e per fomiglianti ragioni, poffono aver
luogo nelle funzioni fimilari foggette al teorema prelente an-
che le coppie di qualfivogliano funzioni trafcendenti , ma tra
loro uniformi di #, e di g, come per elempio farebbero § . Vdu,
¢ §.Zdx. Le lettere majuicole 7, e Z rapprefentano qualfi-
fiano funzioni uniformi, la prima di #, ¢ la feconda di z.

§.Vdu adunque denota I'area d’una curva, la di cui ordi-
nata ¢ 7, ed # I'abcifla, come pure §.Z43 efprime egual-
mente I'arca della medefima curva, la quale 2 Z per ordina-
A3, e g per ablciffa.

" Le » fi prendano (fig. 42) dalla parte di B, dove anno I
origine continuando a prenderle da B verfo C, e le z fi pren-
dano fimilmente dalla parte di C dove anno I’ origine, conti-
nuando a prenderle da C verfo B.

Ora nei due triangoli della figura 41, aC(z)=AB(u), ed
#B(u)= AC(z). Percid nel medefimo cafo dei due triangoli
della figura 41, potrh furrogarfi la aC(z) in vece di AB(w)

nell’
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viell’ efprefsione dell’ ordinata 7, e dell’ abfciisa #: cosi anche
potrd fottituirfi aB(u) in luogo di 4C(z) nell’ efprefsione dell
ordinata Z, e dell’ abiciffa z, fenza che in detto cafo i mu-
ti il valore di §.¥du—S5.2d3, ovvero di S.VduXS.Zdz.
Imperciocché rifpetto al pretente cafo dei due triangoli della
fig. 41, fi dee confiderare, che nella feric rotale compofta di trian-
goli diressiy ed inverfi [picgata di fopra, precedono la 4C tan-
te g, principiando dalla parte di C, ¢ leguendo verfo B, quan-
te » precedono la 4B, cominciando dalla parte di B, e pro-
feguendo verlo C; come pure, che cialcuna delle 3 preceden.
ti la oC & vguale 2 cialcuna delle », che precedono la 4B,
e ad effe z corrilpondono : di maniera che I’ area curvilinea
rapprefentata da S.Vdu fi trasforma nell” area curvilinea rap-
pretentata da S.Zdz.

Parimente (fig. 41) debbono nella ferie totale precedere la
aB tante 4, cominciando dalla parte di B, e continuando ver-
fo C, quante z precedono la AC principiando dalla parte di
C, e continuando verlo B ; e cialcuna delle #, che precedo-
no la 4B, ¢ uguale a ciafcuna delle z_ corrifpondenti ad effe
%, e precedenti la AC: coficché I area curvilinea efpreffa da
§.Zdz fi trasforma nell’ area curvilinea efprefla da §.7du.

Quindi fi fa manifefto, che per qualunque numero di cop-
pie delle funzioni trafcendenti, e uniformi di #, e di z, che
entrar poflono nella funzion fimilare delle fteffe u, ¢ z, efla

funzion fimilare rimane inalterata nel pid volte mentovato ca-
fo della figura 41.

Scorio XL
1.

N EIl’ efempio del quarto corollario antecedente in vece di
S.Vdu pud afsumerfi S.Vdu=tK, e in vece di §.Zdz pud
afsumerfi § izt 9. . .
Le lettere K , e 9 fignificano quantita coftanti eguali, €
pud avvenire, che le medefime coftanti eguali XK, ¢ @ efpri-
mano aree curvilinee infinite. -
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Il logaritmo di #, ¢ il logaritmo di‘z_ fono comprefi nell’
efempio dello fefso corollario IV., perché Jog. =S.-d_-:-',clog.
:(,:S.iif; talch¢ in quefto cafo V:-—';, e Z::;:-.

I1T.

Poffono concepirfi infinite fpecie di funzioni trafcendenti, ¢
uniformi della », e della 2, il #rafcendensifmo (dird cost) del-
le quali fia fempre pilt compofto in modo, che effe potrebbe-
ro appellarfi foprasrafcendenss v. g. S.MduX Vdu, e S.NdzX
Zdz ; ovvero S.Fdu X §.Mdu X Vidu, ¢ S.Gdx X § . Ndz X
Zdz, ec.y €.

M, ed N fono funzioni uniformi di », ¢ refpettivamente
di 3, e cost F, e G, ec., ec.

E facile a comprenderfi, che la dimoftrazione efpofta nel
corollario IV. fi eltende anche alle coppie di tali funzioni fo-
prasrafcendensi, ¢ uniformi di u, e di T, le quali poflono aver
luogo nelle funzioni fimilari foggerte al teorema XXIII.

1V,

E' altrest agevole a conofcerfi, che le funzioni trafcenden-
tiy o fopratrafcendenti di u, e di z poflono efler collocate nel-
la funzion fimilare delle ftefle », e x anche forto efponenti
intieri, o rotti, pofitivi, o negativi, ¢ ftarvi inclufe entro il
vincolo dell’ efponente , e fuort, fole, o frammiichiate ( per
mezzo de’ fegni dell’ addizione, o della fottrazione, della mol-
tiplicazione , o della divifione ) con altre funzioni algebraiche
uniformi di %, e di 3, e con altre funzioni trafcendenti, ©
Joprarrafcendenti delle medefime », e z; purché rimanga ille-
{a I eflenza della funzion fimilare, vale a dire, purché ponen-
do in effa 2, e dz in cambio di u, e di du, e verfa-vice #,

€ du in luogo di 7, € di 4%, non fi muii I afpetto della
ftefla funzion fimilare.

V.
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Cid che fi ¢ fpiegato finora baftera per dare un faggio ai
fettori della generalita del teorema XXIIL. Io con piacere 3
ritrovati, e dimoftrati si eflo, come gli altri due, ond’ ¢ im-
mediatamente preceduto , non folo per la loro eftenfione, e
bellezza, ma ancora pel metodo fingolare, che & tenuto, in
virth di cui la cognizione di dette veritd fi rende quafi intuiti-
va agl’ intendenti.

TeoreEMA XXIV.

DI tutti i triangoli ifcritti nel medefimo cerchio, I' equila-
tero 1 1l maffimo contorno, e I' area maffima.
Di tutti 1 triangoli, che fono fra loro di egual contorno,

\

I' equilatero 4 I' arca mafsima.
Dimoftrazsone della prima parte.

I
1 Triangoli ifcritti nel medefimo cerchio non anno coftante
il loro contorno, né coftante I'area loro; e tra efli ve ne fon
di quelli, che anno il contorno infinitamente piccolo; come
pur di quelli, che anno !’ area infinitamente piccola. Adun-
que fra i triangoli ifcritti nel medefimo cerchio vi ¢ qualche
triangolo, che i il malsimo contorno, e vi é ancora qualche
triangolo, che & I’ area malfsima.

IL

In ciafcuno di tutti quanti i triangoli non-equilateri, che
fono ifcritti nel medefimo cerchio, fi pud confiderar come ba-
fe un lato in modo, che gli altri due lati di eflo non fiano
eguali tra loro. E quindi 1n virth del III. corollario glel teo-
rema XXL, fi pud 1lcrivere nello fteflo cerchio, e fopra la
medefima bale di cialcuno de’ fuddetti triangoli (in tal guifa
confiderati ) un triangoio, che abbia maggior contorno; come
pure un triangolo, che abbia maggior area. ]

E in effetti, il triangolo ifofcele defcritto fu la bafe ifteffa
di ognuno degli accennati triangoli, ed ifcritto nel medefimo
cerchio, % I' una, e I' altra di quefte maggioranze. P

er-
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Percid di tutti quanti i triangoli non-equilateri, che fono
fcricti nel medefime cerchio, niuno ¢ il triangolo del mafsi-
mo contorno, € niuno ¢ il triangolo dell’ 3area mafsima.

IIL

Adunque dovendo effervi, pel primo articolo, fra i trian.
goli nel medefimo cerchio ifcritti, qualche triangolo, che ab-
bia il mafsimo contorno, e qualche triangolo, che abbia Ia-
rea mafsima ; al triangolo equilatero ilcritto nel medefimo
cerchio competono amendue quefte prerogative. Il che dovea
primicramente dimoftrarfi. '

Dimofirazione della [econda parse fimile a quella
) della prima.

1.

I Triangoli tra loro ifoperimetri, vale a dire di egual con-
torno, non anno I’ area coftante; e tra efsi ve ne fono, che
anno I area infinitamente piccola. Adunque fra i triangoli,
che fono tra loro di egual contorno, qualche triangolo vi ¢,
che 3 I' area mafsima.

I

In ciafcuno di tutti i triangoli non-equilateri, che fon tra
loro di egual contorno, prendafi per baie un lato in manie-
ra, che gli altri due lati di effo non fiano tra loro eguali.
Egli ¢ vifibile pel IV. corollario del teorema XXII., che ri-
fpetto ad ognuno de’ triangoli cost confiderati, pud aflegnarfi
un triangolo di egual contorno, che abbia I’ area maggiore:
E tale ¢ il triangolo ifolcele delcritto fulla bafe ifteffa de¢’
fuddetti triangoli. :

IT11.

Adunque de’ triangoli non-equilateri di egual contorno, niu-
no % I’ area maflima. Refta pertanto il folo triangolo equila-
tero, cui fra i triangoli di egual contorno poffa c:)mpetcre s1
fatta prerogativa. Adunque in vigore del primo articolo gli
compete. Il che dovea fecondariamente dimoftrarfi.

Vengo
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Vengo ora al Problema, che b accennato

nel fettimo fcolio,
ProsrLeMa (fig. 43)

Sye| Ato qualfivoglia angolo rettilineo D, e tirata da
qualunque punto M di uno de’ fuoi lati DA I3 ret-
ta ME parallela all’ altro lato DC, trovare la
curva v. g. MGg, di cui le abfciffe abbiano per
origine il punto M, le ordinate v. g. HG fiano
paralelle a DA, e le tangenti "v. g. GC feghino i lati D4,
DC, e la ME in mapiera, che di tutte le rette, le qua-
li poffono paffare pel punto E, la fortorefa 4C porzione del-
la tangente GC rtagli la minima, o la maflima fomma delle
potefts # de’lati, cio¢ in maniera che DA” —+ DC” fia un mi-
nimo, ovvero un maflimo.

La lettera » fignifica qualfivoglia numero intiero, o rotto,
pofitivo, o negativo, a riferva dell’ unitd negativa,

AVVERTIMENTO.

PRima di tentar la foluzione di quefto problema, convien
feiorre il feguente.

Altro Problema, che ferve di preparazione
(fig. 38)
SUppoﬂo il medefimo fignificate di »+ Dato qualfiveglia an-
golo D, e dentro effo il punto E, tirare la forrotefa 4C ta-
le, che paffi pel detto punto E, e tagli i lati D4, ¢ DC in
modo, ¢he D47 — DC” fia un minimo, ovvero un malsimo.

SOLUZIONE.

SUppongo, che 1a retta AC foddisfaccia alla queftione, tire
la parailela ME al lato DC, e chiamo

Md(z), ME(b), ed MD(c).

Tom. II, M La
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La ﬁmxhtudmc de’ tnangolx AME , ADC m1 dh

AM(Z).ME(b):: AD(X~+c). DC._—X'(-H‘
Dunque r efprefs;onc del minimo ¢ queﬂ:a.

L+ c —|- )( <—|-0, che dlﬁ"erenzmta, ed cuuaghata a zero

Produce ndz_)(z_—l- ¢ -+ ndz_)( X+ c )( - —ndz_)( (—i— ¢
—o

.
Z._._l—-—

—
Dividendo queft’ equazione per ndz X z—+¢  nerifulta 1+ -
Z- - zf-" x Z."‘c-—aa
e moltiplicando per 37—+1, abbiamo
Pl 1 = h 1 —ch " =,
n=—1I
donde fi deduce z=y /%, vale a dire
7 1

I

—

N o -
HrHETHE =4 *'4, ponendo g=c""

= ¢ y OVVero =
Il che dovea ritrovarfi.

CoroLLARTO I (fg. 38)
SE n efpnmc un numero intiero pofittvo, la linea ricercata
MA(Z) ¢ la prima di tante medie proporzionali tra ME(5)
ed MD(c) quante unita contiene il numero #.

Cororrarlo IL (fig.38)

Pota 1a fignificazione dell’ efponente 7 efprefla nel preceden-
te corollario, fi conduca la EN parallela al lato DC, la qua-
le tagli in N l'altro lato DC; io dico, che la retta NC ¢ la
prlma di tante medie proporzionali tra MD, o fia EN(c), ed
ME(h), quante unith contiene il numero #.

Imperciocche per la fimiglianza de’ triangoli #AME , ENC

fi ottiene AM(‘/b"c ) ME (b) :EN(c).NC= k¢ div. per

n=+1 n—41
V' 5, mabe div. per ‘//,» ¢ uguale a s div. per
7 -1 h—i-l ‘

v'57¢ 5 ¢ quefta quantith equivale a ¢/ ;»7; adunque NC=
n-—t1
vVeb . Sco-
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Scovrrio XIIL
L
PFr difcernere quando 1a fomma D47 —+ D¢~ fia un minimo,

ovvero un malsimo, fa d’ vopo confiderare, che I infrafcritta
quantita

FEY ) ; — =T g ——n, .

(V) ndzXz~+¢ —+ndzXz—+c X3 —nd{)((—f-cg,,%“

¢ I efprefsione della differenziale infinitefima di DA»(z —c )»

-l-DC"[i‘:X(“"’ ]; e che I efprefsione (V) fi riduce all’
infrafcritta (X) quando 7 ¢ negativa, ciot quando »=—m.
1

o J1) s | m

nnrn—. —17] — ——
(X) —mdzg X zg=+¢ —mdy X g ¢ _ 'z;'..
peesmu—— S 2Pt
i X X
IL

$ immagini, che 4M(z) fia infinitamente efigua, e quan-
do # ¢ pofitiva la quantith (V) diverry —ncndz _X*" ,perché
=

tutte le alire quantirh, che entrano nell’ efprefsione (V) fono
Incomparabilmente minori di quefta, la quale per efscre ne-
gativa, palefa, che le fomme wvariabili D47 — DC” procedono
decrefcendo; e perché in un cafo fcoperto nella foluzione del
problema la differenza della fomma DAg»— DC» ¢ nulla, fe
ne defume [’ indizio, che nello fefso calo la medefima fomma
€ un minimo,
111

All'iftefso modo, applicando 1a fuppofizione di AM(z) in-
finitamente piccola all’ efprefsione di {X), quando la m ¢ mag-
giore dell’ unith , efsa elprefsione diventa ——mdz Xc—"—";
attefoché rutre le altre quantith dell’ efprefsione di (X) fono co-
me nulle rifperto a quefta, la quale, come negativa, moﬂrg,
che le fomme variabili D.A—m -+ DC—" procedono anche in
queita ipotefi decrefcendo, laonde efsendofi nel fcioglimento del

M2 pro-
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problema trovato il cafo, che la differenza della fomma Dg—n
—+DC—m ¢& ugnale a zero, quefto ¢ il contralsegno, che
nel cafo medefimo la ftefsa fomma ¢ un minimo.

IV

Ma quando la m ¢ minore dell’ unith, la fuppofizione di
AM (z) infinitefima cangia | efprefsione (X) nella feguente

4 Tz X b“)(z —— ; poiche tutte I'altre quantith dell’e-
fprefsione (X) fi annullano rifpetto a quefta, la quale percid
fa conolicere, che le fomme variabili DA4~~» — DC—" van-
no in quefta fuppofizione crefcendo, e perché mediante la fo-
luzion del problema gih fi & trovato il cafo, in cui la differen-
za di DA—m—pc~—m ¢ nulla, cid indica, che nello ftefso
cafo la medefima fomma ¢ un mafsimo.

V..

_Nell’ ipotefi di # pofitiva pud conofcerfi con pid fpedita ma-
niera , che la fomma DA”— DC” & un minimo; attefoche
quando il punto 4 ¢é profsimo al punto M la quantitya DA”
~+ DC” diviene equivalente a DM»—+DC”, vale a dire infini-
tamente grande a cagione della DC, che allora diventa infinita.

Cororrario IIL (fig.38)

SE » fignifica 1, AM farh /77, ¢ la NC fark parimente
v/ 5k, vale a dire AM==NC, e per cagione d¢’ triangoli fi-
mili AME, ENC, farh AE=EC.

Cororrario IV. (fig. 38)

SE 4 denota 2 y la AM farh ‘/'3;;7,“, e la NC farh ‘/!:TZ;
vale a dire AM farh la prima, ed NC la feconda delle duc
medie proporzionali tra ME (%), ed EN, o fia MD(c); poi
che le quattro rette infrafcritte

3 3 ’
ME(5).AM(y/ 55c)::NC(y/%:7). EN(c)
fono in proporzione geometrica continua,
Le
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Le veritd di quefto, e del precedente corollario nafcono 1m-
mediatamente dai corollarj L., e II. fenza nuova ifpezione &
efprcfsioni litterali.

Cororrarto V. (fig.23,€38)

QUando I angolo dato D ¢ retto, alla minima fomma de’

quadrati de’ lati, cioé a DA*—+DC* minimo, corrifponde
il minimo quadrato 4C* della fottotefa , che paffa pel punto
E dato dentro "angolo medefimo, e confeguentemente a DA
—+DC* minimo corrifponde la minima fottotefa 4C, che paffi
pel punto E.

Adunque la minima fottotefa , che pafsi pel punto E dato
dentro 1'angolo retto D taglia in 4, e in C i due lati di ef-
fo in guifa, che 4M ¢ la prima, ed NC la feconda delle due
medie proporzionali tra ME, ed EN, o fia MD.

E quefta ¢ un’altra dimoftrazione del teorema XVII.

Teorema XXV, (fig.43)

Sawan fignificazione dell’ efponente # efpreffa nel problema
antecedente. ’

Sia dentro I"angolo dato 4DC il punto E, per cui fi con-
cepifca paffare la retta 4C fegante in 4, e in C i lati dell
angolo dato, e tale, che 4E ftia ad EC, come DC” fta a
DAr; io dico, che la lomma DA7—+DC? ¢ un minimo, ov-
vero un mafsimo.

DiMOSTRAZIONE.

POiché fi 3 queft’ equazione
(2) g=5a
EC D4

fe in luogo di gg fi pone il fuo valore A—M, e in luogo di oe

MD DA
: ME . . . ‘s
il fuo valore aa (i quali valori fi traggono dalla fimiglianza

de’ triangoli AME, 4pC) I equazione fuddetta prende quefta
fembianza

AM __ MFe -

MD =~ 7>

¢ perd
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[ b

¢ perd AM»=+1==MDX ME®", e quindi AM=y/MDX Mt*,
7 =~
cio¢ (2‘/,1,:. Adunque per quello, che fi ¢ trovato nel

{cioglimento del problema, DA4”—DC” ¢ un minimo, ovvero
un mafsimo. Il che dovea dimoftrarfi.

CoroLLARIO L

SE 12 5 foffe negativa, cio¢ fe fofle n==—m, in virth dell'
equaziope (Z) i avrebbe
4 gm

(V) =5 »
e la fomma D4g~—m— DC~m farebbe un minimo, ovvero un
mafsimo. C

, oroLLARIO I

SE nerr equazione (Z) la » & pofitiva, la quantith DA™~
DC” ¢ un minimo. Se nell’ equazione (Y) la m ¢ maggiore
dell’ unith, DA~—m»—-DC—"™ ¢ un minimo:

Ma ¢ un mafsimo, fe nell’ iftefsa equazione (Y) la m & mi-
nore dell’ unica.

L’ intelligenza di quefto corollario dipende dalle offervazioni
fatre ncllo fcolio XII.

Soluzione del problema principale (fig. 43)

P Affando allo {cioglimento del problema principale , io con-
tinuerd a chiamare 4M(z), ME(4), ed MD(c) ; fupporrd
ancora q:cm, e il problema fi ridurrk a trovare una cur-
va, v. g. MGg 1ale, che ciafcuna delle fue tangenti, v. &

I
=1 o

GC tagli AM eguale a g/ 7F~ , ciot tale, che fia z=c"™""
Ora abbiamo la futtangente ’7';" eguale ad 4 —+ x, donde nafce

dy . dx
(A) 7=

Per la fimilitudine de’ triangoli EM4, EHG avremo EM
(4)
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(5).MA(R) o fia gb" ' ::EH(b=+x).HG(y), e per
cid y = %b-n—:—;—l)(b—l-x » Oppure:
I

(B) y=gb" ™ Xb+x.

Adunque avremo eziandio:
- Log.y '_':log.qb”'_'—"_r'-x X b~tx,
e confeguentemente :

—1

Log.y==log.q" " " log. b = log. b=+ x;
differenziando queft’ ultima equazione, fi :

b =iy & d

;--n—t-l h -*-b—l-x_..b—i-x.

E quefto valore di & paragonato con quello dell’ equazione

(A) produce la feguente:
— de_+ db dx __ dx
— — — e
=k N b I)—o-x_+/:—¢-x_b—|-x’ dx L.
ciot togliendo dall’ una, e I altra parte p——, ¢ dividendo
per d4 I’ uno, e | altro membro: :
— 1 I 1 >
i X 7~ ;o =0, equazione, che trafpofta, e trattata
2 dovere partoriice queft’ altra:

b—x=nh—+h, vale a dire:
(C) h=%. -
Da quefta equazione derivano le due infrafcritte:

— -—1

L — T
b :;;;_I_...lxx"-.-l, ed b-‘l""—-—;“‘x"')

L

i quali valori di 4 ”-:"-;, e di 4~ x furrogati nell’ equazione
(B) danno:

o 1w I T — i"
IJ=n~4+1Xn— ,T.Tqux” o Cloe:
— n
)Y

y=nr1Xnmt XgX=* B oppure con efpreflione pid
femplice : X ? ’ (D)
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————— x n—t+1

(D) y=aa1xXgX[Z]"-

Queft’ equazione efprime la narura della curva, quando I’
efponente # & pofitivo, ma allorché ¢ negativo, vale a dire
quando »==-—m, dee confiderarfi i’ equazione (C), e offerva-
re, che le abiciffe (x) poffono divenir negative, e prenderfi
fulla linea ME prolungata; la ME perd dovendo coniervare
la fua fitvazione, e ftenderfi fempre verfo una banda, il va-
lore di ME (/) fempre i da eflere pofitivo nell’ equazione (C);
adunque allorch¢ # == ~—m, ¢ forza, che la x fia negativa

anch’ effa, accid il valore di 4 fia 71;-, cio¢ pofitivo.

Percid quando »—=—m, la curva ricercata avrk da eftender-
fi dentro I'angole DME, ovvero dentro I’ angolo AME.

Si noti adeffo, che quando effa curva fi eftende dentro I’ an.
golo DME, non folo le {ue abfciffe (x), ma anche le fue or-
dinate () fono negative, perché in quefto calo le y fi eften-
dono dalla parte pppofta alla HG, ordinata dalla curva MGg.

Quando poi la curva richiefta fi eftende dentro I’ angolo
AME , le {ue ordinate (y) faranno pofitive, mentre fi eften-
deranno dalla ftefla banda di HG.

Si noti in fine, che in tutti quant i cafi = & fempre una

quantith pofitiva, attefoché nel cafo di » pofitiva, la » pure

¢ pofitiva, e nel calo di n=—m , la x ¢ negativa, confor-
X

me fi ¢ gia ofservato, e fid ——==-.
w17} m

Dopo tutto quefto cbmprenderanno gl’ intendenti, che po-
nendo —m in vece di » nell’ equazione (D), efsa prende que-
fta forma: -m_ .

(B) Fr=1—mXqgX[2] 7"

Nel fegno doppio il fuperiore ¢ pel cafo, in cnila curva fi
eftende dentro I'angolo DME, ¢ I inferiore pel cato, in cni l2
curva fi eftende dentro I'angolo AME, ' o

Dunque nel primo di quefti due cafi dell equazione ( E ) na-
fce quefta:

(F)
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m
—_—
M = [

(F)y=m—1XeX[£]"7",
che ferve quando m & maggiore dell’ unit.

E nel fecondo di efli due cafi dall’ equazione (E) deriva
queft’ altra: —m

N x L ——m
(G) y=1—mXqX[%]
che ferve quando m & minore dell’ unith, «

Prendendo in vece di ¢ il fuo valore ¢”*' ¢ manifefto:

Primo, che fe {i alzano alla potefth n~1 i due membri
dell’ equazione (D), ne vieng

(H) },n-l-|=’%x”'_'_"'—l n-i-xxcxx” )

Secondo, che elevando alla potefth m——1 i due membri dell’
equazione (F), fi b

(I) pr—r1= o, Xm=—1 X< wm.

Terzo, che erigendo alla potefts 1—m i due membri dell’
equazione (G), fi confeguiice

yi=m=mn X 1—m T " XX x—m, ovvero
(K) pr—mem—mm¥ 1 —m" " "Xe.
E altresi manifefto:

Primo, che I’ equazione (H) & pel cafo di » pofitiva , e
rapprefenta una fpecie di linea parabolica, che fi eftende dea-
tro I'angolo HM 4.

Secondo, che |’ equazione (I) & pel cafo di # negativa, al-
lorché n=—m, ed m ¢ maggiore dell’ unita. E la fieffa e-
quazione (1) rapprefenta anch’ effa una curva del genere pa-
rabolico, che perd fi eftende dentro I'angolo DME.

Terzo, che I’ equazione (K) & pel calo di # negativa, quan-
do nZ~—m, ¢d m ¢ minore dell’unita.

E la medefima equazione (K) rapprefenta una fpecie di li-
nea iperbolica , la quale fi eftende dentro I’ angolo AME, ed
% i lati di eflo per afimptoti. o

Ecco dunque pienamente rifoluto il problema principale.

Tom. 11, N Co-

k24

N e T



98 DivERSE PROPRIETA’
CoroLLARIO I,

PEr I offervazione. fatta nel fecondo, e quinto articolo dello
fcolio XII., la curva parabolica dell’ equazione (H) (fuppofto I'
elponente # pofitivo) taglia colle fue tangenti la minima fom-
ma DA"— DC=.

Per | offervazione del terzo articolo dello fteflo fcolio, la cur-
va parabolica dell’ equazione (I) ( fuppofto m maggiore dell
unita) taglia colle fue tangenti la minima fomma DA—" <+
DC—m,

E finalmente per 1”offervazione del quarto articolo del me-
defimo fcolio X1IL. la curva iperbolica dell’ equazione (K) (fup-
pofto m minore dell’ unita) taglia colle fue tangenti la mafli
ma fomma D4 ~"—DC ™",

Esemrio I (fig.43)

SE n=1,7r equazione (H) diviene y*=4cx, ed ¢ alla pa-
rabola conica, che fi eftende dentro I’ angolo HM4, le tangen-
ti della quale tagliano la minima fomma de’ lati DA, e DC
dell’ angolo dato D, cioé il minimo DA—+DC.

Esemrio IL (fig.43)
SE n=-=—2,la m fard eguale a 2, e I' equazione (I) di-
verrh /:;‘;Xx’, vale a dire x*==47y; che parimente ¢ alla

para'bola conica, la quale fi eftende dentro I’ angolo DME, ¢
le di cui tangenti tagliano la minima fomma delle potefth —2

3 N . . . . 1
de’ lati DA, e DC dell’ angolo dato D, cioé¢ il minimo -'ﬁ —+ e

In quefti due efempj fi contengono due belle proprietd del-
la parabola Apolloniana .

Esemrio ITL (fig.43)
SEn:——:-, vale a dire fe m:-} » I' equazione (K ) di-
venta /= —:-c, ovvero yx==-—=cc, ed & all iperbola coni-

€2, la quale % per afimptoti i lati dell’ angolo AME, e le fue
tan-
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tangenti tagliano la maffima fomma delle potefts —% de’ lati

D4, e DC dell’angolo dato D, ciot il maffime =~ —+ X

, v/ba v/ IC-
E quefta ¢ una bella proprieth dell’ iperbola Apollomana.

EseMmrio IV. (ﬁg.43)

I
SE n= X, I'equazione (H) fa conofcere _y-—_—_— .-.cx 7, ciod
j3=:ccx, chc appartiene alla parabola cubica pnmarla,, le di
cui tangenti tagliano la minima fomma delle potcﬂh - de’ la-

ti, vale a dire o/ Da—+¢/DC ¢ un minimo, ¢ la curva fi
eftende dentro |'angolo HMA,

Essmrio V. (fig.43)

z
SEn=—1 3> ciot fe m._ R l'cquazione (K) moftray3 »

= ‘/ )(c, vale a dire ;/jx._.l » che fpetta all’ iperbola
folida, la quale per confeguenza ¢ dotata della propncth che le
fue tangenti tagliano la maflima fommadelle potefth — ~ de’ lati,
-+ 3 I

1
ciog ‘/? - ¢ un maflimo. E la curva h per afim-

v DC
Pproti i lau dell’ angolo 4AME.
Esemrio VI (fig.43)

SE n:-—l, vale a dire fe m:i, I’ equazione (K ) efibi-
2 3 3

fce y3 %3 —-‘/ 2 X, ciot pxxe== ;— » appartenente all’
iperbola folida , le tangenu della quale tagliano la mafsima

fomma delle potefty — — de’ lati, vale a dire
1 — 1 3 H
‘/a e v 'imT_ ¢ un mafsimo.
Potranno i letrori dedurre dall’ equazioni (H), (I}, e (K)
quanti elemp) vorranno.

N 2 Co-
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CoroLLARrRIO [L

QUando NS emp==1, cio¢ quando m=t—+1, I équaziOnc
(1) maneggiata a dovere da
o . pu———— L
x"‘“:t—x;)(r—l-l Xy
per la curva parabolica, che fi eftende dentro I'angolo DME,

. . . . I
alla quale corrifponde il minimo =+ DC:—H .

Cong;iLAklo IIL (fig.43)

E Quando #»==#—1, cio¢ quando m=1—¢, I equazione
(K) fomminiftra
p— 1

xx-q-r),r:;rxl._, Xf
per la curva iperbolica , che X per afimptoti i due lati dell’
angolo AME, alla quale corrifponde il ‘mafsimo '

DA*—*t=DC*—1,
- Dee notarfi, che nel fecondo corollario la # efprime qua-
Junque numero pofitivo intiero, o rotto.

Ma nel terzo corollario la # rapprefenta qualfivoglia nume-
1o rotto pofitivo, € minore dell’ unitd,

CON-
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Laonde ¢ manifeita del pari I’ eguaglianza dei due triango-
li BAC, ¢ DAE. 1l che doveva dimoftrarfi.

Senza immaginarfi il rivolgimento del triangolo DAE intor-
no al punto 4, bafta prolungare, e raddoppiare uno de’ lati
del triangolo dato BAC, v. g. il lato 4B, prendendo ful

rolungamento di effo la AF eguale alla 4B, e confeguente-
mente alla 4D, e poi conginngere la retta CF.

Imperciocché fi proverk in fimil guifa, che I' angolo CAF
¢ uguale all’angolo DAE, vale a dire, che ciafcuno di que-
fti due angoli ¢ il complemento a due retti dell’ angolo BAC,
¢ quindi che i due triangoli DAE, CAF fono fimili, ed egauli.

Si provers pur come fopra che il triangolo CAF ¢ uguale
al triangolo dato B4C ; adunque, ec.

Cororrario I (fig. 44)

I'L triangolo dato BAC ¢ il triangolo CAF, vale a dire il
triangolo DAE fono metadi di due refpettivi parallelogrami
fimili, ed eguali.

Cororrario IL ( fig. 45)

SE fi forma anche fulla bafe BC del triangolo dato B4C
il terzo parallelogramo equilatero 'BCIL fimile agli altri due
parallelogrami equilateri ( tra loro fimili ) BD, ed 4G, e di-
fpofto come efli, ciot in modo che gli angoli alla comune
cima C non fiano né¢ ambidue acuti, né ambidue ottuli, e
parimente non fiano ambidue acuti, né ambidue ottufi gli an-
goli alla comune cima B; e fe di pid fi congiungono le ret-
te G/, ed LH; egli ¢ chiaro, che il iato 4B del triangolo
dato BAC fard figura di bafe rifpetto ai due lati 4C, e CB
dello fteflo triangolo dato, ¢ ritperro ai due parallelogrami e-
quilateri fimili 4G, e BI, ed ¢ egualmente chiaro, che il
lato AC del triangolo dato BAC fary figura di bale rifperto
ai due lati 4B, ¢ BC del medefimo triangolo dato, e rifpet- .
to ai due parallelogrami equilateri fimili CL, e BD.

.Si vedrd dunque manifeftamente , che ciafcuno de’ nuovi
triangoli GCI, ed LBH ¢ uguale al triangolo dato B4C. Per

lo
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lo che tutti e quattro i triangoli B4C, DAE, GCI, ed LBH
fono eguali tra loro.

CoroLrLario III

QUando i parallelogrami equilateri fimili BADH , e CAEG

della fig. 44 fono rertangoli, cioé quando efsi fono due qua-
drati, ¢ evidente, che i loro angoli alla comune cima A non
fono né ambidue acuti, né ambidue ottufi , vale a dire ang.
BAD ~+ang. CAE {ono eguali a due getti, e confeguentemen-
te anche mn quefto cafo il triangolo DAE ¢ uguale al dato tri-
angolo BAC in virtd del teorema.

CoroLLAaRIO IV,

E Quando ciafcuno dei tre parallelogrami equilateri fimili
BD, 4G, e CI della fig. 45 fono tre quadrati, in quefto
calo ancora t quattro triangoli B4C, DAE, GCI, ed LBH del-
la ftefsa figura fono tra loro eguali in virtd del IL corollario.

Cororrario V. (fig.45)
1L

ALIorché il triangolo dato BAC ¢ rettangolo in A, e i pa-
{allclogrami equilateri fimili BD, 4G, CL fono tre quadrati,
! quattro triangoli BAC, DAE,GCI, ¢ LBH prefi infieme fo-
no eguali a 24BX 4C; perché effendo efsi eguali tra loro, i
due ultimi triangoli fono eguali ai due primi, che prefi infie-
me equivagliono vifibilmente al rettangolo 4B X 4C.

IL

Se dall’ efagono ZHDEGIL fi toglie il quadrato BCIL, la f-
gura otto-latera BLHDEGICB , che rimane , ¢ uguale al qua-
drato (AB— 4c)*.

Attefoche tal figura confta di 4B ~+ AC'~+BAC—+ DAE—+
GCI—+LBH , vale a dire (a cagione dell’ articolo p{eccdentc)
¢ uguale ad 4B~ 4C'~+24BX AC=(AB—+AC)".

11I.
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Se fi prolungano (fig. 46) le rette HD, GE, HB, ¢ GC, fin-
ché s incontrino nei refpettivi punti N, e P, ¢ chiaro, che
fi compiranno i rettangoli ADNE, ABPC tra loro eguali, ¢ fi
formerd il quadrato HNGP cguale al quadrato (4B — AC)?,
¢ in vired del precedente articolo alla figura ottolatera LHD
EGICBL .

IV.

Se fi prolunga il lato 4B del triangolo rettangolo dato, fin-
ché BM fia eguale ali’ altro lato 4C; e fe i prolunga fimil-
mente il lato 4C di effo triangolo, finch¢ ca fia eguale all’ al-
tro lato A4B: Se oltre di cid fi congiungono le rette ML, OI,
e fi prolungano, finché s’ incontrino in K ; ¢ facile a conofce-
re: Che ciafcuno dei tre triangoli LBM, ICO , ILK ¢ fimile,
ed eguale al triangolo dato BAC ; coficché la fomma di que-
fti quattro triangoli ¢ uguale a 2.4B X BC; perché nel triango-
lo LBM ¥ angolo in B, complemento a due retti dell’ angolo
ABC , ¢ uguale all’angolo 4CB, e le refpettive bafi LB, BC,
ficcome per la coftruzione i reipettivi lati MB, 4C, fono eguali.

Parimente nel triangolo 1co I angolo in C, complemento a
due retti dell’ angolo 4CB, ¢ uguale all’ angolo 4BC, ¢ fono
eguali le refpettive bafi IC,BC, ¢ i lati relpettivi CO, 4B per
la coftruzione.

In fine nel triangolo LIK I’ angolo in L, complemento a
.due retti dell’ angolo BILB( 4BC), ¢ uguale all’ angolo 4CB;
come pure |" angolo in I, complemento a due retti dell’ ango-
lo o1c (ACB), ¢ uguale all’angolo 4BC, e la bate LI & ugua-
Ia alla bate BC; :

Laonde il quadrilatero MAOK % retti tutti i fuoi angoli in
M, in 4, in O, e in K; ¢ qundi i fuoi lati fon paralleli
tra loro; ed effendo di pid il lato AM eguale al lato 40, cioé
ambidue eguali ad 4B~ A4C per la coftruzione, detto quadri-
latero ¢ un quadrato eguale al quadrate (4B ~+A4C)*.

'L
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Percid anche il quadrato MAOK ¢ uguale alla figura otto-
latera LHDEGICBL per I'articolo IL., ficcome ¢ uguale all’al-
tro quadrato HNGP per [ articolo III.

Cororrario VI. (fig.46)

L Efagono LHDEGIL ¢ uguale ad AB* + AC’~+ (4B ~ AC)%;

Imperciocche queit’ efagono € uguale alla figura otrolatera
LHDEGICBL pit il quadrato BCIL; ma la derta figura otto-
latera & uguale al quadrato HNGP per I’ articolo III. del co-
rollario precedente, e il quadrato BCIL ¢ uguale al quadrato
MAOK meno i quattro triangoli BML, LK1, I0C,CAB: adun-
que |" efagono LHDEGIL ¢ uguale al quadrato HNGP pib il
quadrato MAOK meno i quattro triangoli BML , LK/, I0C,
CAB; el eflendo la fomma di quefti quattro- triangoli eguale
a 4C4B (cio¢ a 24BX AC) pel quarto articolo del corollario V.,
fara eziandio

LHDEGIL == HNGP ~ MAOK — 2AB X AC
ponendo pertanto in queft’ equazione la quantith 4B~ 4C*
~+ ADNE ~+ ABPC (vale a dire AB*—+ AC* +24BX AC ) in
vece di HNGP, cut equivale , ne rifultera LHDEGIL = AB*
~ AC* -4 MAOK , cioé

L’ efagono LHDEGIL == AB*—+ AC* ~(AB—+AC)*.
Il che dovea dimoftrarfi,

Cororrario VIIL (fig.46)
Nuovo modo di dimoftrare il teorema di Pirtagora.

Io quadrato della bafe BC del triangolo rettangolo dato &
uguale all’ elagono LHDEGIL meno la figura ottolatera LHD
EGICBL. Si ¢ veduto nel fecondo articolo del quinto corolla-'
rio, che figura LHDEGICBL = ( AB—+4C )* . Dettraggali gueﬁ
equazione dall’ uinima del corollario antecedente, e fi avra

Il quadrato BCIL==A4B=—+AC*.

Tom. II, o Co-
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CororrLarIlo VIIIL (fig.46)

OPpure in queft’ altro modo.
Per I articolo V. del corollario V. il quadrato MAOK ¢ u-

guale al quadrato HNGP. Ma il quadrato MAOK ¢ uguale
al quadrato BCIL—+4BAC pel quarto articolo del corollario V.,
¢ il quadrato HNGP ¢ uguale ad 4B— AC*~+4BAC, come ¢
vifibile; adunque

BCIL =+ 4BAC == AB® — AC’—+4BAC,
vale a dire BC* = A4B*—+AC".

Cororrario IX. (fig.46)
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O Vvero cost

BCIL = MAOK — 4BAC = MAOK — 24B X AC,
fi furroghi in cambio di MAOK il fuo valore (4B~ A4C)" pel
quarto articolo del corollario V., e fi vedra

BCIL=(.AB~ AC)*—24B X AC;
equazione, che {villuppata fomminiftra

BCIL=AB*—+24BX AC—+ AC*—2ABX AC,
vale a dire BC’==4B*—+ 4C"

TeoreEma XXVIL (fig.47)

Siail triangolo BAC rettangolo in A, e dal vertice di eflo
cada fopra la bafe BC la normale 4D ; io dico, che fuflifte

quefta proporzionalita . .
L’area del triangolo B4C fta ai tre quadrati de’lati, come
la normale 4p al quadruplo della bafe BC.

PriMA DIMOSTRAZIONE,

E Vifibile la giuftezza di quelt’ equazione:

BCX 4D BC* Y AD . . .
XAD ..z 4;2 . Percid fi % la proporzionalith feguente:

.2BC*:: AD .4BC;

BCX 4D
2
B BC AD 2 ’ M
ma + ¢ uguale all’ area del triangolo BAC, e per I'an-

golo retto 4 fi % 3BC* = BC’~+4B’~+ 4¢*; adunque collocan-
do
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do nell' ultima proporzionalita in luogo dei due primi termini
le due fuddette corritpondenti efpreflioni, fi conleguifce queft’

altra analogia.
L’area del triangolo BAC fta a BC*—+ AB*—+ AC*, come 4D

fta a 4BC. Il che dovea dimoftrarfi.
SEcoNDA DIMOSTRAZIONE.

Esfendo 4B media proporzionale tra BC, ¢ BD, ed 4C fi-
milmente tra BC, ¢ DC; AB* ¢ vguale 2 BC X BD, ed 4C*
¢ uguale a BCX DC; coficché i tre quadrati de’lau del trian-
golo BAC fono eguali a BC(BC—+BD—+DC),.cio¢ a BC X 2BC,
ed anche a ﬂf—B-c: e quindi Iarea del triangolo BAC, va-

le a dire @fj—c fta alla fomma dei tre quadrati de’ lati, co-

me 4D fta a 4BC. 1l che dovea dimoftrarfi.
ANNOTAZIONE.

CHi vorrh riflettere al tenore di quefta feconda dimoftrazio-
ne, conolcera, che efla non fuppone, come la prima, la pre-
via notizia del teorema Pittagorico; ma piuttofto conduce al-
la prova del teorema medefimo.

Teorema XXVIIL (fig.48)

S Ia il triangolo BAC rettangolo in €, e dal fuo vertice A4
fi conduca la retra 4D al lato oppofto BC prolungato , quan-
do fia d' uwopo, dall’ una, e I altra parte d1 C; io dico, che

la fomma dei due quadrati 4B*, ¢ DC* ¢ uguale alla fomma
dei due quadrati 4D’ e BC’.

PrimMa DimosTrAzIONE (fig.49)

S Ul lato B prolungato di 1a da C fi prendano ad arbitrio
i due punti 4, e 4, a quali dal vertice 4 {i conducano le ret-
te 4b,.A4d. Colla retta AM fi tagli per mezzo I'angolo BAb,
€ colla rerta AN fi tagli per mezzo I angolo D4Z.

Cid farto fi confideri, che il teorema VI. moftra

ABX Ab— BM X Mb— AM*, ed anche
X X - dz DN
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LNXNd—+ AN* = AD X 4d; I’ addizione dellg quali equa-
zioni fa vedere R :

(2) ABX Ab—+DNXNd—AN'= ADX Ad—+BMXMb~ ADM".

S’ immagini ora, che C fia tanto diftante da B, quanto da
b, e da D quanto da 4. Allora i punti M, ed N coincideran-
no in C, la retta 46 farh eguale ad 4B, ¢ la retta 47 ad 4D,
talche I equazione (a) diverrd

AB’—+ DC*~ AC* = AD*— BC*~+ AC?,
cio¢ togliendo 4C* dall’una, e I'altra parte,

AB* =+ DC* == AL BC*. 1l che dovea dimoftratfi.

Seconpa DiMosTrRazIONE (fig.49)

ST confideri qui la fteffa figura, che % fervito per la prima
dimoftrazione, con quefto folo divario, che le rette 4M, AN
m vece di tagliar per mezzo gli angoli refpettivi BAb , D.Ad,
ora dividono per meth le refpettive rette Bb,Dd.

Pel teorema IX., o fia pel corollario V. del teorema X. fi
conofce Dd* =2 AD*~+ 2.4d* — 4 AN".

Similmente in vigore di cialcuna delle citate propofizioni fi
vede eziandio Bb' = 2 4B~ 2.4b*—4AM*; ¢ fottraendo queft’
ulrima equazione dalla penultima fi trova

(b) D#*—Bb*=2 AD*~+2 Ad* 2 AB*— 2. Ab* =4 AN*~+4 AM".

Immaginando adeffo, che ¢ tanto difti da &, quanto da B,
e tanto da 4, quanto da D ; ambidue i punti N, ed M fi
confondono in C, fi & DJ*z=4DC*, ¢ B4 =4BC*; fono tra
loro eguali le due rette 4d, AD, come pure tra loro le altre
due 45, 4B, e | equazione (b) diventa 3 B

4DC'—4BC* = 44D"— 4 4B*; laonde dividendo per 4, e tra-
fponendo fi riteva 4B~ DC'== AD*—+ BC*. 1l che dovea di-
moftrarfi. ‘

Terza DimMosTrAZIONE (fig. 48)

AC* % due valori, cio¢ 4B*~BC*, ed 4D*—DC?; adun-
que 4B'— BC* == 4C*— DC*, e per trafpofizione 4B~ DC’
= 4D+ BC®. 11 che dovea dimoftrarfi. o

QUAR-
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Quarta DimosTrazioNE (fig.48)

AC*— BC’—<+ DC* == AC*—+ DC*~ BC* ¢ un’ equazione iden-
tica. Nel primo membro di effa pongafi AB* in cambio di
AC*~+BC?, e nel -fecondo membro fi collochi 4D* in luogo
di AC’—+DC", e apparira di nuavo

AB*— DC* = AD*—+ BC*, 1l che dovea dimoftrarfi.

ANNOTAZIONE.

SE 1a retta 4D tagliaffe la bafe BC tra B, e¢ C, oppure di
la da C per rapporto a B; fi comprende facilmente, che in
tali cafi tuffifterebbero fempre il teorema prefente, ¢ le quat-
tro dimoftrazioni di effo.

CoroLLARIO I

O Ve i abbia riguardo alla prima, e alla feconda dimoftra-
zione di quefto teorema, prefcindendo dalle altre due, e chia-
1o, che né effo teorema, né il feguente fecondo corollario fup-
pongono la previa notizia del teorema di Pittagora ; perché
non la fuppongono punto le dimoftrazioni da me date del teo-
rema VL., di cui ¢ un corollario I' equazione (a). Nemmen
fuppongono detto Pittagorico teorema le dimoftrazioni mie de’
teoremi IX., e X., e del corollario V. di detto teorema X.,
del qual corollario V. I’ equazione (b) ¢ pure un corollario.

. Percid (fig. 49) fe s’immagina , che il punto D cada infi-
nitamente vicino al punto C , I’ equazione del prefente teore-
ma, la quale ¢ 4B~ DC*=A4D—+ BC*, diviene 4B*=4C*
=+ BC'. Imperciocche eflendo D proflimo a C, fi trafcura DC*
come un infinitefimo , e 4D* diventa eguale ad 4C*. Quindi
Ia motivata Pitragorica propofizione ¢ un corollar.xo del teore-
ma prefente , in quanto egli & provato colla prima, o co'lla
feconda dimoftrazione.

CororLrario I (fig.50)

St qualunque triangolo BAC , € da uno de’ fuoi angoli alla

bale, v. g. da B, fi tiri al lato oppofto la normale BD ; fu
8 ’ P que-
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quefta normale fi prenda il punto O tra B, e D, ovvero di
Ix da B per rapporto a2 D, oppure di lz da D per rapporto a
B, e fi conducano dal punto O agli angoli in 4, ¢ in C le
rette 04,0C.

In oltre rapprefenti ognuna delle due lettere m, ed # qua-
lunque numero intiero, o rotto , pofitivo, o negativo; io di
co, che fuffifte queft’ equazione, o fia formo'a: :

(¢) mAB*~4-nBC* = (m—+n)OD*=m A0*~+nCO*—+(m—+n) BD*;
imperciosché in virth del prefente teorema fi a

mAB* —mOD* =m A0* ~+mBD*, ed anche nCB*—+n0D* =
nCO*—+nBD": e dali’aggiunra di quefte due equazioni vien co-
ftituita la foprafcritta formola.

AVVERTIMENTO.

DEernotarﬁ, che fe la fignificazione particolare, che fi foffe
gid data alla lettera m, fi daffe poi alla lettera #, e verfavice la
fignificazione particolare, che fi fofle data ad », fi daffe ad m;
allora farebbe per I' appunto come fe la formola (c) fi mural
fe in queft’altra, che & vera anch’ effa: '

mBC’*~+ n AB*<+ (m—~n)0D* =mCO*—+ nA0*— (m—+n) BD",
di maniera che nell’ accennato baratto delle fignificazioni di s,
e di # le retcte 4B, BC, 40, CO diverrebbero refpettivamente
le rette CB, AB,CO, A40.

Piacemi di addurre i feguenti efempj di quefto fecondo co-
rollario per la loro eleganza.

Esemrio I.

St m=1, ed n=1, la formola (c) diventa
AB*+ BC*~+20D" == A40*~+O0C*~+2BD".

Esemrio II,

SE m=x=tr1, ed n—==x1, la formola (c) moftra

= 4B*=x BC* ==+ 40" 3 CO*, e trafponendo , e poi divi-
dendo per =+ 1.

AB*+0C*=RC*+0A*.

. Barartando le fignificazioni di m, e di n, fary per I’ avver-
timento BC?



De1 TRIANGOLI RETTILINET, 118
BC*+04'=AB*—+0C”, equazione non diverfa da quella,
che la precede.

EseMmrio III

SE m=12, ed n=1, la formola (c) diviene

(d) BC*=+2BA'=+30D"=0C*—+204"—+3BD".

Baratrando le fignificaziont di m, e di #, lara per I'avver-
timento .

BA*~+2BC’—+ 30D =0A4"—+20C*—+ 3BD".

Esemrio IV.

SEm== 3, ed n==f 1, abbiamo in virth della formola (c)
—+3BA* I BC'=+:20D* == 340" 0C*=+2BD’,

e tralponendo, e poi dividendo per =1
0C’—+ 20D+ 3BA* =BC*—+2BD’—+ 304". :
Barattando le fignificazioni di m, e di », farh per I’ avver-

timento

04—+ 20D+ 3BC* =BA'+2BD"—+ 30B".
Esemrio V.

SE m==+3, ed »==F 2, la formola (c) manifefta
=+ 3BA 2BC* =+ 0D ==+ 304 20C* =+ BD’,
¢ tralponendo, e poi dividendo per =2
OD*—+20C*—+3BA’==BD’—+2BC*—+304".
~Barattando le fignificazioni di m, e di », farh per I'avver-
timento
OD*—+ 204"~ 3BC*=BD*—+2BA"*—+30C".
Teorema XXIX. (fig. 50)

Sni triangolo ifofcele BAC, ¢ da uno de’ fuoi angoli e-
guali, v. g. da B, fia tirata al lato oppofto la normale BD;
1o dico, che i rre quadrati de’ lati del triangolo BAC lono e-
guali ad una volra il quadrato di DC, pit due volte il qua-
drato di Dg, pit tre volte il quadrato di DB.

PrI-
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PrimMa DIMOSTRAZIONE.

A Cagione dell’ angolo retto in D i 2 24B*==2DA4*~2DB’;
ciot per I egualita de’ due lati 4B, ed AC fi 3 AB*~ 4C*
=2D4*—2DB*.

Similmente BC*=DC* -+ DB’; ¢ I'addizione di quefte due
equazioni fa conofcere:

(e) AB*—+ AC*—+ BC*=DC* —2D4'~+ 3DB*.

1l che dovea dimoftrarfi.

Seconpa Drmostrazione ( fig. g0 )

Da qualunque punto O della retta BD prolungata oltre B,
e oltre D, fi conducano ai due angoli in 4, e in C le rette
04, ed OC. Pongafi nell’ equazione (d) del corollario prece-
dente AB*—+ AC* in luogo di 24B*, e fi trovera cffere.

(f) AB*~ AC*~+BC* < 30D* = CO* - 2 AO* = 3DB"
furrogando qui DC*—+OD* in vece di CO*, e 20D*—+2DA"
in cambio di 240*, {i otriene:

AB*~+ AC*—+ BC* —+ 30D* == 30D* +DC*~+2DA*-+3DB"*,
¢ togliendo 30D? dall’ una, e I’ altra parte, rimane | equa-
zione (e). 1l che dovea dimoftrarfi.

Terza DiMostrazIoNE ( fig. 50)

S Immagini, che il punto O cada infinitamente vicino al
punto D, allora 30D*, come quantith infinitamente piccola fi
potra togliere dall’ equazione (f), dove fi porrh ancora DC?*
n vece del fuo equivalente OC?2, come pure DA* in luogo
di 042, cui equivale, e cost I equazione (f) diverrh I’ equa-
zione (e). Il che dovea dimoftrarfi.

Quando nel triangolo ifofcele BAC I’ angolo in 4 & ottu-
fo, il punto A cade tra D, e C; nientedimeno ¢ agevole 2
conofcerfi, che in tal cafo rimangono fenza alterazione quefto
teorema, e le fue tre dimoltrazioni.

ANNOTAZIONE.

P Rekindendo dalla terza, ¢ quarta dimoftrazione del prece-
den-
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dente teotema,. ¢ attendendo alla prima, o alla feconda’ delle
fue dimoftrazioni: come pure prelcindendo dalla prima, e fe-
conda dimoftrazione del teorema prefente, queflo medefimo
prefente teorema , in quanto ¢ provato con la fua dimoftra-
zione terza , non fuppone punto la notizia della propofizione
Pittagorica .

Egli in virth della fua feconda, e terza dimoftrazione ¢
un corollario del fecondo corollario del teorema antecedente .

TeorEMa XXX. (fig.51,e52)

DA vertice 4 di qualunque triangolo BAD fi alzino fui la-
ti 4B, ¢ AD le due normali indefinite 4P, ed 4R, e fi ti-
ri fulla bafe BD (prolungata {e fi vuole) la retta 4C.

Da qualunque punto @ di quefta retra, fituaro di s da 4
per rapporto 2 C, fi cali fopra AP la normale 9P, e fopra
AR la normale YR. ,

Dalle eftremith B, e D della bafe fi conducano le rette BM,
¢ DN parallele ad 49, e fopra di efle cada la normale MN,
che taglia in 4 ad angoli retti la 49 ;

Io dico, che 49, MN=AR,AD = AP, AB.

Nel fegno doppio vale il fuperiore per la fig. 51, e I infe-
riore per la fig. §2; e cosi nel tratto fucceflivo.

AVVERTIMENTO.

SE 4C incontraffe 1a bafe BD di v dal punto D per rap-
porto al punto B allora fi dovrebbe immaginare la figura 52
rovefciata in maniera, che cid, che fta alla parte deftra di B,
ftaffe alla finiftra, e cid, che fta alla parte finiftra di B, ftaf-
fe alla deftra. _

DIMOSTRAZIONE,

I Due triangoli rettangoli 4PQ.AMB fono fimili; poiche per
la coftruzione B4, ¢ PQ fon paralicle ; onde I" angolo PQA
¢ uguale all’ angolo BAC, cui ¢ uguale I'angolo MBA4.
Parimente i due triangoli rettangoli ARG, AND fono fimili
anch’ efsi, mentre cflendo per la coftruzione parallele DA, ed
Tom. 11, P RY,
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R9, I angolo R4 ¢ uguale all’angolo DAC, cui ¢ uguale
I'angolo NDA. B :

Abbiam pertanto quefte due analogie: .

AY.AP:: AB.AM ; AQ.AR:: AD.AN. Dalla prima nafce
AQ, AM=AP, 4B, e dalla feconda viene 49, AN=AR, AD.

Aggiungendo per la fig. g1 la prima equazione alla fecon-
da; e fottraendo per la fig. g2 la prima equazione dalla fecon-
da, fi conofce AY,AM=+A49,AN, cioé¢ per I’ una, e per I
altra figura, 49, MN=AR, AD=+ 4P, AB. 1l che dovea
dimoftrarfi,

CoroLrLARrRIO I.

SE nella fig. 51 la A4C ¢ normale fopra la bafe BD, la me

defima BD diviene parallela, ed eguale alla retta MN, e per-

cid & luogo queft’ equazione: :
AY ,BD=— AR, AD —+ AP, AB

bella proprietd del triangolo, dalla quale deriva nella feguente

gutfa il teorema di Pittagora.

Cororrario IL (fig.51)

P ofte le cofe antedette,, fe I’ angolo- al vertice del triangolo
BAD ¢ retto; allora tanto PAD, quanto RAB faranno in di-
retto; PY farh parallela ad 4R, come pure RQ ad 4P; tal-
ché la 49 fari diagonale del rettangolo PARY.

Laonde fe di pit AP & uguale ad 4B, ed AR ad 4D; al-
lora la diagonale AQ diventa eguale alla bafe BD, ¢ in vir
1 della precedente equazione fi & queft’ altra: :

BD* = 4AD*—+ AB*.

TeoreEma XXXIL (fig.535e54)

D at vertice 4 di qualfivoglia triangolo B4D fi tiri fulla ba-
fe BD (prolungata, fe fi vuole) la retta 4C. Sulla fteffa ba-
fe BD fi coftruifca il parallelogramo BVXD, i di cui lati (di
grandezza arbitraria) fiano paralleli ad 4C. Indi fi compifca-
no gli altri due parallelogrami VBAQ ,XDAY.
lo dico, che il parallelogramo BVXD ¢ uguale alla fomma,
: : ovvero
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ovvero alla differenza dei due parailelogrami VB4 9, XD4g,
cio¢ alla fomma nel cafo della fig. 53, e alla differenza nel ca-

fo della fig. 54 : :
AVVERTIMENTO.

S E la retta AC incontrerk la bafe BD di I dal punto D per
rapporto al punto B, abbiafi qui per replicato I' avvertimento,
che & pofto dopo I enunciazione del precedente teorema.

DIMOSTRAZIONE.

| Triangoli 79X, BAD fono fimili, ed eguali, attefoché per
cagione de’ paralielogrami fi * VX=BD; V9 =BA, ed X9
= D4. Pongali pertanto da una pare il triangolo 79X, ¢
dall’ altra il triangolo B4D. Poi tolgafi dall’ una, e dall altra
parte quello fpazio, che i due triangoli fuddetti anno di co.
mune (quando I'anno), e aggiungah all’ una, e all’ altra par.
te quello {pazio, o fpazj, che'i due triangoli V9X, B4D non
contengono in ciafcuna delle due hgure B¥QXD, ¢ BAQXDB,
€ in rtal guifa fi avrh la dimoftrazipne intuitiva, e immediata

del teorema. Il che, ec.
: ESEMPIO'iI:. (fig53)

TRi. VOX=Tri.BAD. ~ =& =

Si tolga dall’ uno, e dall’ altro membro di queft’ equazione
lo fpazio” EAK comune ai due triangoli V9X,BAD, e fi ag-
glungano di qua, e di 4 i due {pazj BVE,DXK, che non fi
contengono negli accennati due triangoli, fi vedra:

T+i. VX —E AK —+ BVE =+ DXK = Tri. BAD — EAK —+

BVE «+ pxk. ,
II primo membro & uguale a Parallelog. BV A~ Parallelog.

DXQ4, e il fecondo membro & uguale a Parallelog. BVXD; a-
dunque BV.9A4— DxQa=—BVXD. Il che dovea dimofirarfi.

Esemrio II. (fig.54)

Dl’ nuovo, T, VQ\X:Tri.BAD- .
Si tolga dall’ uno , e dall’ altro membro lo fpazio ZRK co-
P2 mune
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mune ad ambi i triangoli V99X, BAD, e fi aggiungano all’
una, e all altra parte 1 due ipazj ARQ, KDX non contenuti
nei detti due triangoli: ne rilultera

Tri.V@X—VRK -+ ARQ ~ KDX = Tri. BAD — VRK

ARG ~+KDX.

Il primo membro ¢ uguale a Parallelog. DXQ A, e il fecon
do membro & uguale a Parallelog. BV.Q A — Parallelog. BVXD .
Adunque DXQ A4 = BVYA —+ BVXU, ¢ tralponendo DXQ A4
—BVQA=BVXD. 1l che dovea dimoftrarfi.

Quando nella. fig. 53 il punto A4 ¢ tra le due parallele VX,
e BX, allora non folamente lo {pazia triangolare EAK {va-
nifce, ma gli altri due fpazj triangolari BVE,DXK diventano
due trapezj contigul tra loro dalla parte di 4. .

Cost quando nella fig. 54 il punto 7 ¢ tra le due parallele
DA, ed X9, allora non folo - {vanifce lo fpazio triangolare
VRK, ma gii altri due {pazj XDK, ARS) divengono due tra-
pezj tra loro contigui daila parte di 7. :

CoroLrLaArIO I,

It b dell’ efempio II. (fig.54) pud ridurfi al.primo, pur-
che fi confideri il triangolo XV, il fuo vertice 7, ¢ la fua
bafe X9, fopra la quale ¢ coftrurto il parallelogramo XDAQ
atteloche i lati XD, ¢ Q4 di quefto parallelogramo fon parai-
leli alia retta BV, che prolungara incontra la bale X9 tra
X,e 0. . ‘

E c%aro, che lo fteflo dee valere, fe la fig. 54 fi concepi-
fce rovefciata in modo, che cid, che fta alla dettra di B {ha
alla finiftra, e cid, che fla'alla finiftra di. B fta alla deftra.

Cororrarlo IL (figis3)

LA retta AC incontri normalmente la bafe BD, e dagli an-
golt 7, ed X del parallelogramo BXD (in quefto calo rertan-
golo) fi calino {ut lati 4B, e AD del triangolo BAD le re-
ipettive perpendicolari 70, ¢ XZ ; i avrh queit e;Juazione :
VB.BD=XZ ,AD—+ V0, AB.
E le di pit ZB(XD) fara eguale alla bafe, fi otterrh
BD*=XZ,AD =+ VO, 4B. Nel
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Nel fegno doppio di quelto corollario, € del quarto corolla-
rio infralcritto il fuperiore concerne la figura 53, e I’ inferio-
re la figura s54. ‘ . .
Dal prefente corollario proviene la propofizione di Pittago-
ra nel modo, che fegue. :

Cororrario ITL (fig.53)

SE in oltre & retto I angolo A vertice del triangolo; allora i
tre triangoli rettangoli BAD,DZX, V0B fono fimili, ed egua-
li, perché fono eguali gli angoli 4BD,ZXD, facendo ciaicu-
no di efli un angolo retto con I angolo XDZ ; e gli angoli
ABD,OVB fono parimente ugnali, facendo ciafcuno di efli un
angolo retto con I'angolo ¥BO, come pure perché fono ugua-
li le tre bafi rifpettive BD, DX, BV a cagione del quadrato
BVXD.

Sara pertanto eguale il lato XZ al lato 4D, e il lato 70
al lato 4B. Perlocché ficcome nel precedente corollario fi &
trovato BD*==XZ, AD~+V0,AB; cosi ora {i conoice BD'=
AD*< 4B*, -

Cororrarto IV. (fig.53,e54)

SI concepifcano coftrutti fopra le bafi 4B, ed 4D, e com-
prefi tra le refpertive parallele 97, ¢ X due qualfivogliano
nuovi parallelogrami: Io dico, che il nuovo parallelogramo fo-
pra AB—+ il nuovo parailelogramo fopra 4D ¢ uguale al pa-
rallelogramo BVXD.

Trorema XXXIL (fig.56,e57)

S Ulla bafe di qualunque triangolo BAD fi defcriva il paral-
lelogramo BXAD; tra 1 lati di quefto 4D, ed XB anche pro-
lungati, prendafi a volonth fopra, o totro BD il punto 1, da
cui fi tirno le rerre 14, ed IX: To dico, che luisifte quefta
€quazione: :

(g) Tri.BAD =Tri.DIA~+Tri.BIX.
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DIMOSTRAZIONE.,

SI conduca la IG parallela ad XB, e ad 4D, la quale tagli
in F, ed in G le altre due parallele X4, ¢ BD.

La met} del parallelogramo parziale DAGF ¢ uguale al tris
angolo DIA4; e la meta dell’ altro parallelogramo parziale BXGF
¢ uguale al triangolo BI/X. Percié la mertx del parallelogramo
totale BXAD ¢.uguale a Tri. DIA=+Tri. BIX. Ma la ftefla me-
ta del parallelogramo BXAD ¢ uguale anche al triangolo B4D;
adunque {ufsifte I equazione (g). Il che dovea dimoftrarft.

AVVERTIMENTO.

NEi due primi infrafcritti corollarj faranno ufo i Lettori
della propria immaginazione; perché non fi ¢ voluto moltipli-

car le figure.
i ) ’ 'Y
CororrLarIO I.

SE fuori delle parallele . XB, ed 4D, anche prolungate, fi
prendera il punto 7 in modo, che la parallela XB fcorra tra
il punto I, e I'altra parallela 4D allora ¢ facie ad immagi-
nare, che il parallelogramo parziale BXGF muta fituazione, e
fta collocato alla parte oppofta divenendo in tal guifa negasss:
vo. Di pilt DAGF diviene paralielogramo totale, ¢ BXA4D di-
venta parallelogramo parziale. ' '

_Cid pofto la merh del parallelogramo totale DAGF ¢ uguale al
triangolo D14, e la metd del parallelogramo parziale' BXGF ¢
uguale al triangolo BIX. Laonde la met} dell altro parallelogra-
mo parziale BXAD eflendo ugnale alla meth del parallelogra-
mo DAGF meno la meth del parallelogramo BXGF, ¢ confe-
guentemente uguale a Tri. DIA—Tri. BIX. Ma la {tefla met del
parallelogramo Bx 4D ¢ ugnale anche al triangolo B4D ; adun-
que prefentemente & luogo queft’ equazione: :

(h) Tvi.BAD =Tvri. DI4—Tri. BIX.

Cororrario IL (‘ﬁg'. 36,e57)

S Imilmente , fe il punto 7 fi prenders fuori delle parallele
' XB,
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XB, ed AD in maniera, che la 4D fcorra tra il punto 7, e
I altra parallela XB ; allora s’ immaginerd facilmente , che il’
parallelogramo parziale DAGF farh fitvato alla parte oppofta,
e diventers zegasivo. In oltre BXGF diviene in quelto cafo
parallelogramo totale, e BX4D diventa parallelogramo parziale.

Ora la mera del parallelogramo totale BXGF, ¢ uguale al tri-
angolo BIX, e la meth del parallelogramo parziale DAGF &
uguale al triangolo DAI. Quindi a merk dell'altro parallelo-
gramo parziale BXAD eflendo uguale alla metk del parallelo-
gramo BXGF meno la met2 del parallzlogramo DAGF,é per
confeguenza eguale a Tri.BIX—Tri.DIA. Ma la ttefla mertd
del parallelogramo BXAD ¢ uguale ancora al triangolo B4D ;
adunque nel cafo prefente vale quelt’ equazione:

(1) Tri. BAD=Tri.BIX—Tr1. DIA.

Cororrarto III

Dar ifpezione dell’ equazioni (g), ed (h), e dalla confide~
razione de’ raziocinj fatti nella dimoftrazione del teorema, e
nei due corollarj antecedenti; fi raccoglie, che nell’ analifi geo-
metrica un triangolo diviene di pofirivo negativo, e verfa-vi-
ce,quando la bafe di effo triangolo muta fito rifpetto al di lui
verrice, cioé fe prima ftava alla deftra del vertice, e poi paf-
fa alla finiftra, e fe prima ftava alla finiftra del vertice, e pot
pafla alla deftra: .

Quetto accade al triangolo BIX dell’ equazione (h) _r_1fpetto
al triangolo BIX dell’ equazione (g): come purc al tn‘angolo
DAI dell’ equazione (i) rifpetro -al triangolo DAI dell’ equa-
zZlone (g), . s L

Il prefente corollario ferve per non ripetere 1 raziocinj, e
le figure. ’

CoroLrLaRIO IV,

RTﬂettendo attentamente a quanto fi efpone nel precedente
corollario, fi comprendery, che nell’ analifi geometrica un trl-
angolo divien m:};a prima di diventar negativo di pofitivo,
che era, e verfa-vice.

Sco-
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ScoLro. )
VOglio qui aggiungere un’ altra maniera di dimoftrare que.
flo teorema coi due primi fuoi corollarj, Vegganfi le figure

565 € 57- .
L. Palsi pel punto 7 la retta MN normale alle due paral-

lele XB, ed 4D prolungate: Si 2 IM=MN—IN, ed -:-XB_—..
—:- 4D. Si- moliplichi la feconda equazione per, la prima,
ne viene:

+ XB, IM= ~4D, MN — > /p, IN.

I triangolo BIX ¢ uguale a — xB, IM; il triangolo
BAD ¢ uguale a -:- AD, MN; e il triangolo DI4 ¢ uguale a
E—AD, IN. Adunque

Tri. BIX == tri. BAD —— tvi. Di4,
¢ tralponendo, ec. -

I1. Qui conviepe immaginarfi le figure, che non fono de-
lineate,

Se la parallela AN fcorrerh tra i punti I, ed M ( cafo pri-
mo ): ovvero fe la parallela XM fcorrerh tra i punti I, ed N
(cafo fecondn ) allora ¢ facile a conofcere, che IM=—IN—+
MN comprendendo ambidue i cafi in uno; mentre il fegno
{uperiore vale pel primo cafo, e ) inferiore pel fecondo. Ma
¢ fempre — XB== -~ 4D. Adunque moltiplicando I ultima
€quazione per la penultima, fi vede:

T XB, IM= = 4D, IN=t = 4D, MN,
fi 2 come nel primo articolo il triangolo Bix eguale a -;—XB,
IM; il triangolo DIA eguale a -:- 4D, IN, e il triangolo
BAD eguale a ~ 4D, MN. Laonde

Tri. BIX = #ri. DIA =t #ri. BAD
© trafponeado, ec. Le quali cole dovevano dimoftrarfi.

Co-
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CororLLarIO V. (fig.58)

S Ulla bafe di qualfivoglia triangolo BAD fi defcrivano i due
parallelogrami BDAX , € BDZA, ¢ le rette XB, ¢ ZD con-
vengano in O.

Io dico, che, fe dal -punto 7 prefo dentro I’ area del trian-
golo BoD fi condurranno le retre IX, ed 1z, fi avrd quefta
equazione:

(k) Tri.BAQ=r#ri. BID ~+ i, BIX ~ ¢ri. DIZ ,

Iar

DiMoSTRAZIONE.

PE! teorema fi anno le due feguenti equazioni -
T'ri. BAD = #ri. BIX =~ tré. DIA.
Tri.BAD =#ri. DIZ =+ #ri. Bl A4.
Quefte due equazioni agiunte producono
2414, BAD == #t$. BLA ~ tri. DIA—+ tvi. BIX = trs. DIZ, ,
¢ togliendo_una volta il triangolo B4D da ciafcun membro di
queft’ equazione refta I’ equazione (k). Il che dovea dimoftrarfi.
Quefta ¢ una leggiadra, e novella proprieta del triangolo.

AVVERTIMENTO,

N corollarj, che feguono, io fard ufo del terzo corollario;

e fecondo i cafi dovranno immaginarfi le figure ; il che non
fara difficile.

Cororrario VI (fig.58)

SE il punto I fi prende fopra la retta BD, e dentro I’ an-
golo X0z, i di cui lati fi concepifcano flefi in infinito; _ﬂ tri-
angolo BID diventa negativo , ¢ i triangoli BIX, DIZ riman-
gono pofitivi; adunque I equazione (k) fomminiftra

T#i. BAD == — tri. BID =+ tri. BIX <+ #71. DIZ ,
ovvero trafponendo

Ti. BAD ~ tri. BID = tri. BIX =+ #1i- DIZ -
Cororrario VIL (fig.58)

SE i punto I fi prende dentro I' angolo XBS, 1 di cui lati
Tom. I

fi



122 . PIiveERSE PROPRIETA?
fi concepifcano ftefi in infiniro; i triangoli B/D, e BIX diven-
tano negativi, e refta pofitivo il triangolo DIZ; adunque Ie-
quazione (k) fa canolcere

Tri. BAD = —tri. BID —=tri. BIX =+ #ri. DIZ ,
ovvero trafponendo

Tri. BAD =+ tri BID ==#ri. DI1Z ~~tri. BIX .

Cororrario VIIL (fig.58)

Seil punto I fi prende dentro I’angolo zRT, i di cui lati
fi concepifcano ftefi in infinito, i triangoli BID, e DIZ diven-
gono negativi, e il triangolo BIX rimane pofitivo ; adunque
dall’ equazione (k) fi deduce

Tri. BAD = — tri. BID = tri. BIX —=1ri.DIZ , -
ovvero trajponendo ' ,

Tri. BAD = tri. BID = tri. BIX —1ri. DIZ .

Cororrario IX. (fig.58)"

Seil punto 7 {i prende fotto la retta BO, e dentro I’ an-
golo $D@, i di cui lati fi concepifcano ftefi in infinito, 1 tri-
angoli BID, ¢ DIZ rimangono pofitivi, e diventa negativo il
triangolo B/X ; adunque dall’ equazione (k) rifulta

Tri. BAD = ¢vi. BID —=¢ri. BIX —#ri.DIZ,
“ovvero trafponendo

Tri. BAD — tri. BID == tri. DIZ —=tri. BIX :
Bella, e nuova proprieth del triangolo.

Cororrario X. (fig.58)

SE il punto I fi prende fotto la retta DO, e dentro I ango-
lo TBR, i di cui lati fi concepifcano ftefi in infinito; i tri-
angoli BID, e BIX reftano pofitivi, e il triangolo DIZ divien
negativo; adunque |’ equazione (k) moftra

Tri.BAD =rri. BID ~ tri. BIX —~tri. DIZ,
ovvero trafponendo :

Tri.BAD — tvi. BID = ¢ri. BIX —tri. DIZ ;
Altra nuova, e bella proprieta del triangolo. -
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Cororrarlo XL (fig.58,e59)

FInalmentc, fe il punto I fi prende dentro I' angolo QOR,
i di cui lati fi concepifcano ftefi in infinito ; il triangolo BID
rimane pofitivo, e diventano negativi i triangoli BIX, e DIZ;
adunque in virth dell’ equazione (k) fi vede

Tri. BAD ==#ri. BID ~—#ré, BIX =iri. DIZ ,
ovvero trafponendo

Tri. BID =#ri. BAD ~+ #ri. BIX = #ri. DIZ :
Novella proprieth del triangolo , che non cede in bellezza a
quella, che ¢ trovata nel gquinto corollario.

Cororrario XIIL (fig.60,e61)

Sulla bafe di qualfivoglia triangolo B4D fi defcriva il paral-
lelogramo BDAX, e fi uri la fua diagonale X¥D. Si prolunghi-
no le parallele XB, ¢ 4D, e dentro I angolo BDH, i di cui
lati fi concepifcano prolungati in infinito, fi prenda il punto 7.
Indi da quefto medefimo punto fi conducano ai quattro ango-
li del parallelogramo le rette IB,IX,I14, ed ID.

Io dico, che fuffifte queft’ equazione:

(1) Tri.XID=#ri. BID —+ tri. DIA.

AVVERTIMENTO.

Ser angolo Bp4 fofle ottufo, allora per evitare la molti-
plicitd delle figure , dovrebbe immaginarfi la fig. 60 rovefcia-
ta in modo, ehe cid, che fla alla deftra di B, ftaffe alla fini-
ftra, e verfa-vice. :

Nel fegno doppio il fuperiore fi riferifce alla figura 60, e
I inferiore alla figura 61, € cid in ambedue le dimoftrazioni
feguenti .

DIMOSTRAZIONE.

IN virt del parallelogramo BX4D & evidente queft’ equa-
zione s
T'ri. BAD ~ tri. BID==tri. BXD =+ #i.BID. _ \
Per I equazione ( g ) nella fig. 60, e per I equazione (i)
nella fig, 61, fi & 2 Tr.
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Tri.BAD=1tri.DIA=*tri. BIX .
Sottraggafi queft’ equazione dall’ altra, che la precede; ne
deriva
Tri. BID == ==tri. DIA~+tri. XID, .
¢ tralponendo fi perviene all’ equazione (1). Il che dovea di-
moftrarfi.

Altra Dimoftrazione (fig.60,e61)

SI conduca la retta IG parallela ai lati XB, e 4D del paral-
lelogramo BXAD, e ne rimangano tagliati in F, e in G gli
altri due lati di quello BD, ed X4 prolungati, fe occorre. Si
congiunga XF, e fi fegni colla lettera O I interfezione delle
rette XI, € BD.

Tri. XID = ¢ri. XOD =+ #ri. OID ,

Tri. XOD = ¢trs. DIA=t 1#i.OIB ; .
perché da una parte #ri. X0D ¢ ugnale alla meth del parallelo-
-gramo ADGF —t¢ri. XOF - dall’ altra parte sri. DI4 & uguale al-
la metd dello fteflo parallelogramo ADGF, e #i.0IB ¢ uguale
a #ri. XOF , eflendo ambidue uguali alla meth del parallelogramo
XBGF diminuito dal triangolo comune XBO.

Pongafi dunque nella prima delle due ultime equazioni il
valore di #ri. XOD tratto dalla feconda, e ne rifultery

Tri. XID = ¢tri. DIA =+ tri.OIB—tri. QID = tri. BID ~+iri. DIA.
1l che dovea dimoftrarfi.

Dopo il corollaric XXIV. dard una terza dimoftrazione del
corollario_prefente , e confifters nell’ efporre I’ elpreflioni anali-
tiche del triangolo XID, e del triangolo BID.

Anche nei corollarj, che feguono 1o fard ufo del terzo co-
rollario, lafciando, che i Lettori {i rapprelentino all’ immagi-
nazione le figure fecondo I efigenze de’ cafi.

CororLar10 XIIL (fig.60,e61)

SE i punto I fi prende dentro I’angolo BDX, i di cui lati
fi concepifcano prolungati in infinito, i triangoli XID, e DIA
reftano pofitivi, e il triangolo BID diventa negativo; adunque
per I equazione ORE!

Trs. XID = #ri. DIA=~tri. BID . Co-
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Cororrario XIV. (fig.60,e61)

St i punto 7 fi prende dentro I’ angolo 4DX, i di cui lati
fi concepifcana ftefi in infinito, i triangoli X/D, e BID diven-

tano negarivi, e il triangolo DIA rimane pofitivo; adunque I’
equazione (1) fa vedere

—tri. XID =tri. DIA==tri. BID ,
ovvero traiponendo
Tvi. XID = ¢ri. BID ~==tri.DIA.

128

Cororrario XV. (fig.60,e61)

SEei punto I fi prende dentro I’angolo EDH, i di cui lati
fi concepifcano ftefi in infinito ( DE ¢ la continuazione di
XD, come DQ di BD); i triangoli XID,e BID reftano pofi-
tivi, e il triangolo DIA4 divien negativo; adunque mediante I
equazione (1) apparifce

Tri. XID=¢rs. BID—=tri.DIA.

CororLrario XVI. (fig.60,e61)

SE il punto I fi prende dentro I'angolo QDE, i di cui‘ lati
fi concepifcano ftefi in infinito; i triangoli XID, ¢ DIA diven-

tano negativi, e 1 angolo BID refta pofitivo; adunque I’ equa-
zione (1) efibiice

—tri. XID == tri, BID—1+1. DI A4,
ovvero traiponendo
T+i.XID = ¢ri. DIA=—=t#ri. BID .

Cororrarto XVIL (fig.60,¢61)

F Inalmente, fe il punto / fi prende dentro I angolo #D.Q,
idicuilat § concepifcano ftefi in infinito; 1 tnangoh’XIDa
BID, e D14 divengono tutti € tre negativi; adunque I equa-
zione (1) manifefta

= ##i. XID == —mtri. BID —#+i. DIA4,
ovvero trafponendo

Tri. XID == ¢vi. BID = #+i. DIA .
come nel corollario XII., e nella preaccennata equaznonec ((,_1)’
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Cororrario XVIII (fig.61,¢62)

Moaniera di dedurve dad corollario XII il #eorema
Pitragorico.

Sti triangolo BAD rettangolo in D, fi defcriva fopra BD
I rettan golo BDAX colla fua diagonale XD, e prolungando i
ati 4D , e XB di quefto rertangolo fi coftruifca il quadrato
XAKE. Si prolunghi pofcia KE fino ad / in modo che EI
fia eguale ad 4D, e fi congiungano IX,IB, 14, ed ID.

Effendo per la coftruzione XE eguale ad X4, cioé¢ a BD,
ed EI eguale ad 4D, cio¢ ad XB, il triangolo XEI rettango-
loin E ¢ fimile, ed cguale al triangolo DBX rettangolo in
B; coficché XI—=XD=4B, ¢ I’angolo IXE ¢ uguale all’ an-
golo XDB. Percid ficcome ang. XDB—+ang. BXD ¢ uguale ad
un retto, cosi anche amg.IXE—+ang. BXD ¢ uguale ad un ret-
to, e quindi la retta IX ¢ perpendicolare fopra XD.

Ora per |’ equazione (1) abbiamo

Tri. XID=tri, BID —i.DId, vale a dire —IX,XD=+
BD,BE ~+ — 4D, IX.

Moltiplicando per 2 , e foftituendo 4B in vece di XD, e
di IX, che gli fono uguali, come pure furrogando 4D —+BD
in luogo della retta eguale IK , cio¢ di JE~+EK ; I ultima
equazione aflumera quefto afperto:

AB*=BD,BE —+ AD*—+ 4D, BD ; cio¢

AB*= AD'— BD ( AD—+BE);
ma 4D~ BE ¢é uguale ad 4K, cio¢ a BD; adunque

" AB* = AD*— BD*, '

Cororrario XIX. (fig. 61)

A Liorche 4D @ maggiore di BD, fi porra in opra il corol-
lario XIIL., e con la fteffa coftruzione, e un raziocinio fimile
all’ efpofto nel corollario antecedente fi dimofirers la propofi-
zione Pittagorica,

Co-
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Cororrario XX. ( fig. 61)

NEin ultimi due corollarj la normale X7 fcende dal punto
X, e {corre forro la diagonale XD.

Ma alzando dal punto X fopra la flefla XD una perpendi-
colare eguale ad XD, e valendofi del corollario XVII.; allora
con una coftruzione, e raziocinio fimile agli ufati nel corolla-
rio XVIIL, fi dimoftrera la medefima propofizione di Pittago-
ra: e cid quando BD ¢ maggiore di 4D.

Cororrartio XXI (fig.61)

MA quando 4D ¢ maggiore di BD, fi fara ufo del corol-
lario XIV., e con la medefima coftruzione, e con raziocinio
fimile a quello, che fi ¢ {femplicemente accennato nel prece-
dente corollario, fi dimoftrera la Pittagorica propofizione. -

Cororrario XXII. (fig.63,e64)

Altra maniera di dedurve dal corollavio XIIL | ed anche dal co-
rollayio XVIL il teorema di Pirtagora.

SU 1 bafe di qualfivoglia triangolo B4D rettangolo in D fi
coftruilca il rettangolo BDAX, e fi tiri la diagonale XD ; for-
# il punto p della quale nella figura 63, e fopra il punto
D di effa nella figura 64, feenda, e relpetrivamente fi a/zé
la retta DI perpendicolare , ed eguale inlieme alla XD. Dal
punto / fi conduca la IS parallela a BD, e tagliante in § la
4D prolungata fempre nella figura 63, ¢ prolungata. fe occorre
nclia figura 64. Finalmente dal punto 7 fi tirino le rerte
B, IX, 14.

Il triangolo ps7 rettangolo in S ¢ fimile, ed uguale al tri-
angolo DBx rettangolo in B perche 1" angolo IDS del primo
¢ uguale all’ angolo XDB del fecondo, facendo si I' uno, come
}’ altro un’ angolo retto con I angolo XD4; e perché lq due
lpotenufe 1D, ed xD fi fono fatte uguali nella coftruzione.
Percid S1=xB= 4D, ¢ DS=BD. : )

Ma pel corollario XII. (fig.63), € pel corollario XVII.
(fig. 64), fid quelt’ equazione: Trs-
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. . L

Ti, XID = Tri. BID = Tri. D14 5 vale a dire —XD,ID=
= BD,SD~ 7 4D, IS

Laonde moltiplicando per 2, e ponendo 4B tanto in vece
di XD, quanto in vece di ID, come pure BD in luogo di
§D, ed AD in cambio di IS, ne rifulta

AB*==BD*~+ AD'. 1l che, cc.

Cororrar10o XXIIIL (fig.63)

Su 1a bafe BD di qualunque triangolo B/D fi coftruifca il
parallelogramo BXAD, i di cui lati (di grandezza arbitraria)
fiano paralleli alla retta IC, che taglia BD tra B, e D; in-
di fi compifcano gli altri due parallelogrami XBIQ, 4DIY.

Io dico, che il parallelogramo BX4D ¢ uguale alla fomma
de’ due parallelogrami 4D/9, ed XBIQ.

DIMOSTRAZIONE.

S I conducano le rette 1X, ed 14.

Pel prefente teorema abbiamo:

Tri. BAD=Tri.DIA~+Tri.BIX, '
¢ confeguentemente : ’

2Tri. BAD == 2Tvi. D14 — 2Tri. BIX .

Ma (pamllelag. BXAD ¢ ugnale a 2¢ri.BAD ; parallelog. ADIQ
¢ uguale a 2¢rh. DIA; € parallelog. XBIQ & ugnale a 2sri. BIX;
adunque '

Parallelog. BXAD = parallelog. ADIQ —+ parallelog. XBIQ.

11 che dovea dimoltrarfi.

CororLarIO XXIV. (fig.65)

SE la retta IC taglia la BD ( prolungata ) di 13 da B per
rapporto a D, (cafo primo), ovvero di Ia da D per rapporto
a B (cafo fecondo); allora il punto I fark fuori delle paralle-
le XB, ed 4D verfo la finiftra nel primo cafo, e verfo la de-
ftra nel fecondo cafo. Quindi pe’ corollarj L., e II. di quefto
teorema {uffiftera I’ equazione feguente, nella quale il fegno fu-
periore ¢ pel primo cafo, e I'inferiore pel fecondo:
Tri.BAD = = tri. DIA=f #ri. BIX., Laon-
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Laonde raziocinando d’una maniera uniforme a quella, che
fi ¢ tenuta nel precedente corollario , fi dimoftrers queft’
altra equazione:
Parallelog. BXAD = =k parallelog. ADIY =f parallelog. XBIS .

Quefti due corollarj dimoftrano il teorema XXXL in tutti
i fuoi cafi.

ScovLrro.

STimo a propofito di dimoftrar nuovamente , e di una ma-
niera analitica il corollario XII. , confiderandolo come un teo-
rema affoluto.

A queft oggetto pafli pel punto I delle figure 60, ¢ 61 la
retta MN perpendicolare alle parallele XB, ed 4D prolunga-
te. E per non imbarazzare le ftefle due figure s’ immagini ti-
rata in quelle la retta DM talche fi concepifcano delcritti in-
tieramente i tre triangoli BDM,XDM, ¢ DMN.

Ne’ fegni doppj di quefta dimoftrazione il fuperiore ferve per
la figura 60, e I’ inferiore per la figura 61.

L. Effendo #ri. BDM— tri.DMN ==~ BM, MN ~~ DN.MN.

Se in vece di MN fi {oftituifce il fuo equivalente IN=t IM>
farh

Tri. BDM -+rri.DMN=—:-BM, IN= -} BM, IM -l--:—DN >
IN =+ -~ DN, IM.

Ed effendo #ri. BID =tri. BDM =+ tri. DMIN = tri. DIN = #vi.
BIM , fara, fe fi ommettono i termini, che vicendevolmente
fi diftruggono,

Tri.BID =~ BM,IN=+ - DN, IM.

I1. Immaginando, come & di fopra accennato, i due trian.
goli XDM, ¢ DMN, e furrogando nel primo articolo #ri. X‘DJW
in vece di #i.BDM, ed XM in cambio di BM, fi vedra fi-
milmente

Tri.XID=~ XM,IN=+ = DN, IM.

Ora m lnogo di XM fi ponga BM— 4D, che gli ¢ uguale
per cagione del parallelogramo XBDA, e fi otterra
TDM- 11, R (m)
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(m) Tri.XID== BM,IN—~— 4D, IN=+ —DN,IM ;
ma fi ¢ trovato nel primo articolo, che -:-BM, IN—_O--;‘~DN,
IM ¢ uguale a #i.BID; e fi fa, che ;I‘-AD,IN ¢ uguale & #ri,

DI4; adunque

Tri. XID = ¢ri. BID —+ #ri. DIA.
1l che dovea dimoftrarfi.

III. Quando nelle figure 6o, ¢ 61 il punto N cade tra D,
ed 4, allora la retta DN diventa negativa, e negativi diven-
gono anche i due triangoli DIN, ¢ DNM, del fecondo de’ qua-
li la bafe DM non ¢ qui delineata, ma fi fottintende come &
accennato.

Percid in tal cafo fi dovranno cangiare nel tenore di quefta
dimoftrazione i fegni dei fuddetti triangoli DIN, e DNM; co-
me pure dovranno mutarfi i fegni di quei termini, ne’ quali
entra la DN ; e fi dimoftrera con pari evidenza, che in que-
fto cafo ancora fuffifte la medefima equazione: .

Tri. XDI=#ri.BID~+#7i. DIA .

Il che pure dovea dimoftrarfi,

COROLLARIO.

Dar equazione (m) trovata in quefta terza dimoftrazione ,
fi dedurra felicemente il teorema di Pitragora; e cid in due
maniere fimili a quelle, che d tenute nel corollario XVIIL, e
nel corollario XXII.. La figura 61 fervirs per la prima ma-
niera, e la figura 6o fervira per la feconda. DPotranno i Let-
tori far da loro ftefli quefte deduzioni, fenzaché io le fienda.

Tutre e tre quefte dimoftrazioni del corollario XIII. fono
adattabili ai cafi de’ corollarj XIV., XV., XVIL. , e XVIL.
Purché fi abbia il debito riguardo a quei triangoli , e rettc,
che di pofitivi diventano negativi, e verfa-vice.

Ne o dato un faggio nel terzo articolo della terza dimo-
ftrazione .

QuarTa DimosTRAZIONE (fig. 66)

S rapprefentano nella figura 66 il triangolo B4D (il di cui
lato
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lato f fortintenda ) ; il parallelogramo BDA4X colla diagonale
XD, e col prolungamento DH del fuo lato 4D ; e le rette IX,
1B, 14,ID, il tutto come nelle due figure 6o, ¢ 61.

Le altre linee di quelle figure non fervono in quefta dimo»
ftrazione. Ma la figura 66 comprende di pid le rette AT , e
BV parallele alla retta DI taglianti la diagonale in T, ed in
V, e comprende ancora le rette IT, ed IV,

I. In virth del parallelogramo XB ¢ uguale ad 4T, e I'an-
golo BXV ¢ uguale all'angolo 4DT. In virth delle parallele
AT, e BV I angolo BVX & uguale all’ angolo 4TD. Laonde
i triangoli BXV', € ADT fono fimili, ed eguali, e la XV ¢
uguale alla DTy quindi la XT ¢ uguale alla pr.

II. Tri. XID =#ri.VID = #trs. X1V,

1l triangolo BID ¢ uguale al triangolo »ID, perché effi an.
no la medefima bale DI, e fono tra le ftefle parallele BV, e DJ.

Il triangolo DI4 ¢ uguale al triangolo X1V ; perché il tri-
angolo DIA & ugnale al triangolo TID (eflendo ambidue fopra
la ftefla bale DI, ¢ tra le medefime parallele AT, e DI); e
il triangolo TID ¢ uguale al triangelo XIV per I egualith del-
le loro bafi, dimoftrata nel primo articolo .

Adunque ponendo triangoli eguali in luogo d’eguali, fi &

Tri. XID = #ri. BID =+ trs. DIA, ' '

Il che dovea dimoltrarfi,

Quefta dimoftrazione femplice, ed ingegnofa ¢ di Gio: Frane
cefco mio figliuolo nel fuo trattato de’ triangoli. Egli J adatta
ancora ai cafi de’ corollarj XIV., XV., XVI., e XVII,

QuinTa DiMosTRAzZIONE (fig. 67)

LA dimoftrazione di mio figliuolo pud cangiarfi cosl.

La figura 67 & fomigliante alla 66. Vi mancano perd le due
parallele AT e B, come pure le due rette T1I, ed 7I, ma
vi & di vantaggio il paralldbgramo APRX 1tra le due paralle-
le X4, ¢ DB prolungata , i lati del quale 4P, ed XR fono
p(:itrallele alla rerta 7p. Comprende anche di pidt le rette PI,
ed RI.

-A cagione dei due parallelogrami 4DBX, ed APRX fono
R 2 tra
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tra loro eguali le rette RP, X4, ¢ BD." P?rc16 il triangolo
RIP ¢ uguale al triangolo BID. Di pi il triangolo PID ¢ u-
guale al triangolo D14, che 4 la ftefla bafe, e fta tra le due
medefime parallele 4P, ¢ DI. Laonde

Tyi.RID = tri. BID —#ri. DIA;
ma il triangolo XID ¢ uguale al triangolo RID, che i la ftef-
fa bafe, e fta tra le medefime parallele XR, ¢ DI. Adunque

Tri. XID = tri. BID ~+#1i. DIA4.
1l che dovea dimoftrarfi.

Le belle propofizioni meritano di effere dimoftrate in pill
maniere .

TeoreMma XXXIIL (fig. 68)

S1a il triangolo BAD acutangolo in 4, dal di cui vertice fi
conducano fu la bafe BD (di qua, e di la prolungata ) le
rette AC, ed AE tali, che ciafcuno degli angoli ACE, AEC
fia eguale all’ angolo del vertice B4AD; 1o dico, che

(n) AB*—+ AD*=2BD*~+BD (CB~+DE).

DiMosTRAZIONE.

P Er 12 fimilicudine delle due coppie di triangoli BD4, 4DC,
¢ DBA, ABE fufiftono quefte due proporzionalita:
BD.AD::AD.CD, cio¢ CB~+BD,
BD.AB::AB.BE, cio¢ BD~+ DE.
Dalla prima analogia fi deduce #D*=BD(CB~+BD).
Dalla feconda fi tira AB*—=BD(BD—+DE).
Aggiungendo quefte due equazioni, fi %
(o) A4B*~+ 4AD*=BD (BD—+DE—+CB~+BD),
equazione, che non differifce dall’ altra (n). Il che dovea di-
moftrarfi.

Cororrario L (fig.68)

SEit punto C cade tra B, ¢ D, oppure fe il punto E ca-
de tra B, e D, I'equazione (n) diviene

AB*~+ 4p* =2BD"—+ BD (= CB=: DE).

Nel fegno doppio il fuperiore ¢ pel primo cafo, e I’ inferio-
re pel fecondo. Co-
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Cororrario IL (fig.68)

SE il triangolo BAD ¢ ottufangolo in 4; tanto C, quanto
E cadono tra B, ¢ D, ¢ I'equazione (n) degenera nella fe-
guente:

(p) AB'~+ AD*=121BD*~BD(CB—+DE).

Cororrario IIL (fig.68)

SEil triangolo BAD ¢ acutangolo, in modo perd che I an-
golo A fia maggiore di 6o. gradi, ed anche fia maggiore di
cadauno degli angoli alla bafe; allora ambi i punti C, ed E -
cadono tra B, ¢ D, ¢ vale la ftefla equazione (p) del corol-
lario precedente.

Cororrario IV. (fig.68)

SE il triangolo BAD ¢ rettangolo in A ; allora i punti C,
ed E non folo cadono tra B, ed E, ma coincidono in Z ;
Punto, in cui la normale A4Z calata dal vertice fulla bafe, la
taglia. Percid CB~DE in quefto cafo ¢ uguale a BD, e I’

equazione (p) del fecondo corollario diviene 4B*—+ 4D* = BD?,
come trovo Pirtagora.

CororrLario V. (fig.68)
TEOREMA.

SI confideri il triangolo acutangolo B4D, come fi ¢ fatto nel
prefente teorema XXXIIL; io dico, che
(q) 4B*— 4AD* = BD*~+BD, CE.

DIMOSTRAZIONE.

E' Uguale BD 2 CE—CB—DE. Quefto valore di BD pon-
gafi nell’ equazione (o) in luego di una delle due BD , che
ftanno inclufe nella parentefi: e togliendo i termini, che fi di-

ftruggon fra loro, apparira I equazione (q). Il che dovea di-
moftrarfi .

Co- v
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Cororrarlo VI, (fig.68)

IN EI cafo del corollario I. la CB, ovvero la DE divien nega-
tiva. Quindi nel tenore delle dimoftrazioni del reorema XXXIIL,
¢ del corollario V. precedente fi mutino i fegni della CB, ov-
vero refpettivamente della DE, e I' equazione (q), cid non
oftante, rimarry la ftefla.

E refterh parimente la medefima nel cafo del corollario IIL,
in cui ambe le rette BC, e DE divengono negative. Vedrafli
la verith di queft’ afferzione, fe fi cangeranno 1 fegni delle due
medefime rette nelle dimoftrazioni del teorema XXXIIL., ¢
del quinto corollario. )

Cororrario VII. (fig.68)

M A nel cafo del fecondo corollario, cio¢ quando I" angolo al
vertice BAD ¢ ottufo; non folamente ambe le rette BC, € DE
divengono negative, perché i due punti C, ed E cadono tra
B, e D; ma di pilt diventa negativa anche la retta CE, per-
che il punto C cade tra E, e D, e il punto E cade tra B,
€ C ; laddove nel cafo del coroliario III. il punto C cadeva
tra B, ed E, ¢ il punto E cadeva tra C, ¢ D. Laonde nel-
le dimoftrazioni del teorema XXXIII., e del quinto corollario
fi cangino i fegni di tute e tre le rette BC, DE,CE, ¢ fi
confeguira -

(r) AB*— AD*=BD*—BD, EC.
Cororrario VIIL (fig.68)

NE cafo del corollario IV., ciod quando I'angolo al vertice
BAD & retto, divengono negative le rette BC, e DE; i pun
t1 C, ed E i confondono in Z , come ivi fi & accennato, €
¥ equazione (r) moftra nuovamente 4B~ 4D*=BD".

Cororrario IX. (fig.68)

QUando il triangolo BAD ¢ equilatero, il punto C cade in

B, e il punto E in D; la retta CE diviene BD; ¢ ' e

quazione (q) degenera in quett’ altra 4B*~ 4D* = 2BD" Ve
' rith
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rith chiara per fe medefima. Effa deriva anche dalf’ equazione
(n), dave in quefto cato i annullano BC, e DE.

Cororrarto X, (fig.68)

IMmaginando, che I'angolo al vertice A fia oltremodo acuto,
i lati del triangolo BAD, e la retta CE faranno di tal gran-
dezza rifpetto a BD, e che BD* diverrh quaf tralcurabile nell’

equazione (q), la quale per conleguenza potrd mutarfi in queft’
altra preffoché vera: AB'— 4D —=BC,CE.

CororLrario XI. (fig.68)
TEOREMA,

S Alvo rimanendo cid che ¢ ftato efpofto nell’ enunciazione di
quefto teorema XXXIII.; io dico, che

(s) A4B*—A4D*=BD (DE —CB).
Dlmosrnn‘z IONE.

NElla dimoftrazione del prefente teorema XXXIII fi fo-
no provate quefte due equazioni:
AD*—=BD(CB—+BD); 4AB*==BD(BD—+DE).
Sottraggafi la prima dalla feconda, e fi otterrd I equazione
(s). Il che dovea dimoftrarfi.

Cororrario XIL (fig.68)
TEOREMA.

S Alvo rimanendo cid,che ¢ ftato efpofto nell’ enunziazione di
quefto teorema XXXIII., e immaginando di pil la normale
AZ calata dal vertice 4 del triangolo acutangolo BAD {opra
la bafe BD s 1o dico, che

(t) 4B’—~4D*=BD(BZ—DZ).
DiMOSTRAZIONE.

ESsendo per la coftruzione il triangolo CAE ifofceley e la
4L perpendicolare fopra la BD; larh CZ eguale ad EZ bZI‘VIa
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CZ ¢ ugnale 2 CB—~+BZ, ficcome EZ ¢ uguale a DE~- D2z ;
adunque CB~+BZ==DE—DZ, ¢ tralponendo , DE—CB=
BZ —pz. Si f{urroghi nell’ equazione (s) in cambio di DE—
CB quefto fuo valore, ¢ fi manifetterh I’ equazione (t). Il che
dovea dimoftrarfi. )

Cororrario XIIIL (fig.68)

NE’ cafi d¢ corollarj I, IIL., e IV. le rette DE, ¢ CB di-
vengono ambe negative, ma le rette BZ, e DZ non mutano
ftato, e reftano pofitive come prima. Dunque adattando a que-
tti cafi i raziocinj fatri di fopra, fi vedrd, che I equazioni (s),
e (t) diventano refpettivamente le feguenti:
. (v) 4B’— 4D*=BD(CB—DE).

(x) AB*—AD*=BD(BZ—DZ).

Nel cafo perd del corollario IV. (cioé quando I’ angolo B4D
¢ retto) CB ¢ uguale a BZ, ¢ DE ¢ uguale a DZ,

Cororrario XIV. (fig.68)

IN virth delr equazioni (s), e (t) fi anno quefte due refpet-
tive analogie pel cafo de’ corollary XI., e XII., cio¢ pel cafo
del prefente teorema XXXIII.

BD.AB—+ AD::=*+ AB= AD.—+ DE=CB,

DB, AB—+ AD::=+ AB=f AD. =+ BZ = DZ.

Cororrario XV, (fig.68)

E 1 virny aelr equazioni (n), ed (x) fi anno quefte altre
due analogie pe’ cafi de’corollarj II., IIL, e IV., allegati nel
corollario XIII.

BD.AB—+ AD::=+ AB— AD.=*+CB=X DE,

BD.AB—4AD::*+ AB=f AD.=+ BZ 3 DZ.

N¢’ cafi efprefli nel prelente corollario, ¢ nell’ antecedente,
I ultima analogia ¢ la flefla, che I antipenultima.

Ma nel cafo del corollario IV. il fecondo confeguente dell
ultima analogia non differifce dal fecondo confeguente della pe-
aultima.

Co-
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Cororrario XVI. (fig.68)

S E il triangolo 24D ¢ acutangolo in A ;e fe I'angolo D & ot-
tufo , e il triangolo B & maggiore dell’angolo £ ; allora Dz di
venta negativa, € CB, DE, e CZ reftano pofitive. Laonde
adattando i raziocinj a quefto cangiamento, I’ equazioni (s),

e (t) fomminiftrano I’ equazioni relpettive, che feguono.
Cy) AB’——AD’:BD(DE-.—-CB;,
(2) AB'==AD*==BD(BZ—+DZ

137

CoroLrLarIOo XVII (fig.68)

Ma fe fuppofte le altre fuddette cofe I angolo B ¢ minore
dell’ angolo A, allora non folo bz divien negativa , ma tale
diventa anche BC. Percid avendo riguardo ne’ raziocinj a que-
fto cafo, I’ cquazione (t) di I' equazione (z) e I’ gquazione
(s) di queft altra:
(32) AB == AD' == BD( DE—CB).
CororrLario XVIIL (fig.68)

IN ambidue i cafi dei due precedenti corollarj, fe I’ angolo

D ¢ retto in vece di effere ottufo, fuffiffono relpettivamente le

due equazioni (y), ed (aa); ma I equazione (z) diviene
(bb) AB == AD'==BD", ‘

perché il punto Z cade in D, Dz fi annulla, e BZ diventa 8D,

Con che torna di bel nuovo ad apparire il teorema di Pittagora.

CoroLLARIO XIX,

NE’ cafi dei tre corollarj XVI., XVIIL, e XVIIL fi trarran-
no delle proporzionality dall’ equazioni (v), (z), ed (aa)‘ﬁ-
milmente a cid, che fi ¢ farto nel corollario XIV, in ordine
all’ equazioni (s), e (t).

Cororrarto XX. (fig.68)

S E il triangolo 84p & acutangolo in 4, e I' angolo B ¢ ot-
tufo, ovvero retto, s’ immagini rovefciara la figura 68 dalla de-
ftra alla finiftra, e fi ricvranno i cafi de’ corollary XVI., XVIL,

€ XVIIL in guifa, che ponendo nell’ equaziont (v)» (z)5¢
Tom., 11, S (bb),
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(bb), 4D in vece di 4B, ¢ verfa-vice 4B in vece di 4p:
BC 'in luogo di DE, ¢ DE in luogo di BC: come pure DZ in
cambio di BZ, e BZ in cambio di Dz I’ equazioni (y), (z),
(aa), e (bb) daranno refpettivamente
. () AD'-e AB'==BD(BC—=DE),

(dd) 4D'— AB'=BD(DZ~+BZ),

_(ee) AD*m AB*==BD(BC—+DE},

(ff) AD'=mAB* = BD'.

Cororrarlo XXI.

A Nche le tre equazioni , che precedono I’ ultima , daranno
analogie fimili a quelle del corollario XIV., e fimilmente de-
dotte. :

Cororrarro XXII (fig.68)

N £ cafi del corollario XX. , fe I angolo D ¢ maggiore dell
angolo acuto A4 ; allora BC, DE, e Dz rimangono pofitive;
ma BZ divien negativa. Coficché applicando i raziocinj a que-
fto cafo, I'equazioni (s), e (t) fornifcono due equazioni, le
quali fono le ftefle, che I’ equazioni (cc), e (dd) trafpofte.

Cororrario XXIII (fig.68)

N E cafi del corollario XX., fe I’angolo D ¢ minore dell’ an-
golo acuto A ; allora BC, e Dz reftano pofitive; ma BZ, e
DE divengono negative. Quindi applicando a quefto cafo i ra-
ziocinj, I equazioni (s), € (t) danno due equazioni, le quali
fono le medefime, che I’ equazioni (ec), e (dd) trafpofte.

CororLrLar10 XXIV, (fig.68)

N E cafi del corollario XX., fe angolo B ¢ retto; allora il
punto Z cade in B, la BZ fi annulla, e Dz diviene D8, La-
onde dopo aver applicati a quefto cafo i raziocinj, fi vedrh,
che I equazione (t) fomminiftra " equazione (ff) trafpofta.

O' aggiunti quefti tre ultimi corollarj, perché concordano
col corollario XX., e comprovano la giuftezza de’ miei razio-
cinj.

Co-
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CoroLLARIO XXV. (fig.68)

COnﬁderando ora i cafi del corollario L., in cui tutti e tre
glt angoli, cio¢ A del vertice, e B, e D della bafe, fono acu-
ti: ¢ in cui C cade tra B, e D (calo primo), ovvero E ca
de tra B, e D (cafo fecondo).

Allora BC (cafo primo) divien negativa, e DE refta pofiti-
va, ovvero DE (cafo fecondo) diventa negativa, e BC rimane
pofitiva. Ma BZ, € Dz reftano pofitive ncl primo cafo, e nel
fecondo. Percid applicando le fuddette modificazioni ai razioci.
nj gia fati, I’ equazione (s) del corollario XI. db queft altra:

AR == AD' ==BD(=* DE £ CB).

Ne’ fegni doppj il fuperiore ¢ pel primo cafo, e I inferiore
pel fecondo.

Ma I equazione (t) del corollario XII vale ancora per am.
bidue i cafi del corollario prefente.

TeorEMA XXXIV.

Nzl figura 31 la retta 4T s immagini normale fulla 20,
e la A0 fi trafcuri. Io dico, che gli angoli TAB, rR4D [aran-
no eguali, fe fi avrh

o= 200,

DIMOSTRAZIONE,

S E i confidera Ia dimoftrazione della prima parte del teo-
rema XIIL, fi vede, che ficcome pofta I’ eguaglianza degli an-
goli BAT, par viene I equazione (71); cos) pofta I’ equazio-
ne (71) viene I eguaglianza degli angoli BAT, D4R, ¢ cid
generalmente ; adunque ancora nella {uppofizione di AT nor-
male dee valere la itefla equazione (71 ). ‘
Pongafi in effa TB—+TR in vece di BR; TD—TR in
luogo di RD; ed AT*~+ TR’ in cambio di AR’, e fi trovers
(TB,TD~+TR,TD—TB,TR—TR") divil. per
TB,TD=(AT*~+TR*) divil. per AT".
_Si tratti queft’ equazione come una proporzionalita, ¢ fark
dividendo S 2 TR,
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TR,TD==TB,TR—TR' _ TR’
TB,TD TT AT
pofcia alternando
TR, TD—TB,TR— TR’ __:TB,TD

TR — 4r
<y TD~TB=—TR__1B,TD
CIOC TR — ATI hd

E queft’ ultima proporzionalith , trattata come un’ equazio-
ne, conduce a quella del teorema. Il che dovea dimoftrarfi.

CoroLLARIO L.

N Ella figura 31 modificata come fopra y AT rapprefenta il
raggio; TB la tangente dell’ arco, che mifura I’angolo T 4B;
e TR la tangente dell’ arco, che mifura I'angolo T4r , ¢ TD
la tangente dell’ arco, che mifura I’ angolo TAD.

Laonde fe fono date la tangente TB, e la tangente TR,
il valore di TD tangente dell’arco, che mifura I’ angolo T4D
eguale alla fomma degli angoli dati T.4B, T4R, fara quello
efpreflo nell’ equazione del teorema.

CororrarIo IL (fig.31)

DAl fuddetta equazione del teorema nafce

TB— AT (TD—TR)

AT'=TR,TD *

di modo che fe fono date la tangente TR, e la tangente TD;
il valore di TB tangente dell’ arco , che mifura la differenza
degli angoli dati T4, T4R , fark quello efpreflo nell’ ultima
equazione,

Io non avrei penfato a quefto teorema, fe, dopo inoltrata
I impreflione del trattato prefente, Gio: Francefco mio figliuo-
lo non mi avefle accennato, che dal teorema XIII (il quale
a luogo anche nel fuo trattato de’ triangoli ) poteano dedurfi
il primo lemma dello fcritto del Sig. Giovanni Bernulli infer-
to negli atti di Lipfia dell’anno 1722.; e il primo teorema
dello fcritto del Sig. Ermanno, che fta ne’ fuddetti atti dett’
anno 1706., ed ¢ la medefima propofizione.

La mia dimoftrazione ¢ diverfa dalle loro.

TEo-
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TEOREMA XXXV.

N Ella figura 31 s immagini come fopra la retta AT nor-
male fulla BD, e fi traicuri la 40: Io dico, che gli angoli

T AB, DAR faranno eguali, fe {i avra
__ AB AT AR
AD= = "TE, TR

DimosTrRAZIONE.

C onfiderando le due dimoftrazioni della feconda parte del teo-
rema XIV., fi vede in ambedue, che ficcome pofta |’ eguaglianza
degli angoli BAT, D4R, viene !’ equazione (74); cosi pofta I
equazione (74 ), viene I’ eguaglianza degli angoli BAT , D4R ;
e quefto generalmente. Adunque anche nella fuppofizione del-
la normalith di AT % da valere la medefima equazione (74).

Per I’ equazione del teorema antecedente fi &

TD [ . TD|_. AT

e ﬁ]—-mi
¢ moltiplicando per queft’ equazione I’ equazione (74), fi cone
feguifce 1=A4T, AR, AB dwvif. per 4D( AT*—TB,TR), che
porta {ubito all’ equazione del teorema prefente. Il che dovea
dimoftrarfi

CoroiLarIio L (fig.31)

I valore di 4p fecante dell’arco , che mifura I angolo T4D
eguale alla fomma degli angoli dati T4B,TAR ; ¢ quello e-
fpreflo nell’ equazione di quefto teorema, il quale ¢ lo fteflo,
che il teorema II. dello fcritto del Sig. Ermanno allegato di
fopra; ma differente ¢ la mia dimoftrazione.

CoroLrar1O IL

S1 foftituifca nell’ equazione (74) la /a5—ar in luogo di

TD, indi fi quadri, e fatte le debite operazioni fi fcoprira
AD* = AT*, AR*, 4B* divif. per (AR* AB'— AT* BR*),
Nuova formola per la fecante dell’ arco, che mifura I’ an-

golo T4D eguale alla fomma degli angoli dati T4B, T4R.

Co-
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CoroLLarIO IIL

S E ncl demominasore del fecondo membro dell’ ultima formola
per la fecante, ec., fi pone AT'—+TR’ in luogo di AR*;
AT~ BT* in vece di AB*; ¢ (BT—=+TR)" in cambio di BR’;
la fteffa ultima formola fi muterk in un’ altra equazione , di
cui prendendo la radice, fark quefta I’ equazione del teorema
prefente dedotta fenza I’ ajuto del corollario IV. del precedente.

Giacché & ripenfato al teorema XIV., e all’ equazione (74),
mi giova trarne il feguente

TeEorREMA XXXVL

DUe triangoli, che anno un angolo eguale, fono tra loro co-
me i prodotti de’ proprj lati comprendenti I’ angolo eguale.

DimosTtrAazIOWE (fig.31)

GuLi angoli tra loro eguali dei due triangoli fiano B4R, DAT:
adatrati nella figura 31 in guifa, che anche la porzione dian-
golo BAT fia eguale alla porzione di angolo DAR: come pure
AB fia uno de’ lati del primo triangolo, € 4D fia uno de’ la-
ti del fecondo triangolo. AR poi fia prolungamento, o porzio-
ne dell’ altro lato del primo triangolo, feppure non ¢ lo fteflo
lato; ed AT fia prolungamento, o porzione dell’ altro lato del
fecondo . triangolo, feppure non ¢ lo fteflo lato.

Pud dunque concepirfi, fenza fare altra figura , che il pri-
mo triangolo fia BAr, immaginando r fulla retta AR ; e che
il fecondo triangolo fia D.A4r, immaginando # fulla retta AT.

i . AR .
Laonde & chiaro, che fi avrh sri. BARZ="- tri. BAr, ¢

» AT .
18, DKI‘::-Z;tn. D4r .
: . . .. RB . . #i.BAR
Ma per I' equazione (74 ) fi % eziandio T Clo¢ —5ms
AR, AB
AT AD"
. I che dovea dimoftrarfi.

. AR . .. AT . _
vale a dire —ri. Bdr divif. per == sri.DAr =
tri. BAr __ AB,Ar
sri. DAy T AD | As

Per altro quefto teorema fi dimoftra indipendentemetite dal
XIV., ¢ brevemente cosi (fig. 69, € 70)

Adunque

Siano
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Siano i due triangoli BAD,64d, 3 da provarfi quefta propor-
onalita: 7240 — 48, 4D
Zionalita: y=d ==, 4d

DiMOSTRAZIONE,

. \ #i.BAD __AB #i. 54D __AD .

S tiri la retta D, ﬁ avth e = e T ==L S

moltiplichi la prima di quefte due proporzionalita per Ia fecon-
. #i.BAD __ AB \, AD__ AB, AD

dix, e ne rifulters ——= == ng_.—m. 1l che dovea

dimoftrarfi.

. . . AB _,AD
Se in vece delle proporzioni —, ed 2 fi prendono le refpet-

. .. . . AB,AD Ab, AD . .
tive proporzioni equivalenti ===, ed 25— la dimoftrazio-

ne fi ridurrd {peditamente all’ egualizd ordinaras

Cororrarie L

A Deflo il teorema X1V. pud effere un corollario immediato
del prelgcbmc (veggafi la fig. 31), perché apparifce fubiro g%—;—)—:f-
[.cioé 5 :% ; che & I equazione (73 ): come pure
m[cioé%]:%, che ¢ I’ equazione (74).

CorolrLaRr1O IL

S Imilmente f deduce da quefto teorema la prima parte del-
la terza propofizione del fefto libro d Euclide, vale a dire, che
fel angolo d’un triangole ¢ divifo per metd da una retta, che
taglig anche il lato oppofto; i fegmenti di gnefti lari fono pro-
porzionali agli altri corrifpondenti lati del triangolo.

Per dimoftrar quefto corollario potra fervire la figura 31,
purché in effy s’ immagini, che I'angolo BAT fia eguale adef-
fo all’angolo T4R.

Iimperciocché in virtd di quefto teorema fark
Tri. BAT . \ BT AB,AT __AB

—_ B1 _AB, AT .
Tr.TAR | C10€ TR =™ AT,AR — 4R

Sco-
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ScovLrro (fig. 31)

L' Intuito della figura 31, e queft’ ultimo corollario mi con.
ducono, mediante la confiderazione del fclo triangolo , ad un’
equazione , che ferve a {ciogliere il problema della trifezione
dell’ angolo.

L’angolo dato B4D, che % da trifecarfi, dividafi primiera-
mente in due parti eguali dalla retta 40; dal punto O di ef
fa prefo ad arbitrio fi tiri la perpendicolare OB, che incontra
in B, e in » i lati dell’ angolo 84D, e s”immagini, che fiano
condotte dal vertice A le due rette 4T, ed AR , che divi-
dano lo fteffo angolo B4D in tre parti eguali , ed incontrino
la perpendicolare nei refpettivi punti T, ed R:

E' manifefto, che gli angoli T40,R.AQ fono tra loro egua-
li, e che OB—OD; AB—AD; OT—OR ; ed AT—AR.
Percid chiamando 4B(c); OB(4); A0(a); e BT (y); faran-
no OT, ed anche OR=b—y ; TR=12(b—=y), e¢d AR =
V 94 bbbyt yy =/ i w24y =+yy, pontendo cc in luogo di
aa=tbb, che gli ¢ uguale. .

Adunque in virth dell’ ultimo corollario del prefente teore-
ma, BT'(yy) fta a TR (4bb—8by —4yy), come AB* (cc) fta
ad AR’ (cc— 2by ~+yy)- e prcndendo 1 prodotti degli eltre-
mi, e de’ medj, ec. operando a dovere, € ordinando I equa-
zione, fi trova

V== 2by’ — 3ccyy ~ Bcchy == 4rchb=o0.

Dividafi quelt’ {{luazionejyer y—12b, c fi {coprirh

(1) p=—3ccy mb 20cb=0.

CororLAarTO (fig.31)

Ser angolo dato B4D & retto, farh femiretto I’ angolo BAO;
AO0(a) farh eguale ad OB(%), e cc farz cguale a 266; di ma-
niera che I’ equazione (I) diverrk

P~ 6bby =+ 46 —=o,
e quefta ancora divifa per y—125, fa conofcere

2~k 2y m2bb o,

Alrra
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Alrra maniera (fig. 31)

S1 chiamino 3 1a 47, ¢ la fua eguale 4R ; faranno or, e
la fua eguale OR=¢/ zz —a4a- perlocche BT (b—y/n—u) fta-
ra a TR(2y/rz—us )y come AB(c) fta ad 4R (3).

Eguagliando il prodotto degli eftremi a quello de” medj bz—z
o/ 7i—aas =20y zz—as ; € trafponendo (2c¢—=4z) /57
=#z. Quadrando, indi ordinando I’ equazione , e ponendo
— cczz_ in luogo di = aexx—662%, fi confeguifce

R 403 360X = 4aacX —= 4ancc o,

Queft’ equazione divifa per ¥ =+¢, dark

=+ 363 ==44a0c Zo.

COROLLARIO.

QUando I'angolo 54D ¢ retto, az ¢ uguale a -'lcc, e I’ ulti-
ma equazione diventa

=+ 303 =20 =%o.

Laonde dividendo qui ancora per X—+¢, ne viene

RX =+ 2 ~==20c 20 s

Terza maniera (fig. 31)

St chiamino adeffo » la oT, e la OR ; faranno la 4T, ¢ la
AR=y/iTm. o

BT (bb = 2by ~4-uu) fta a TR*(4uu), come AB*(aa ~+cc)
fta ad AR* (a5~ un). - :

Si eguaglino i due prodotti degli eftremi , e dei medj, fi
operi nel debito modo, e fi otterrh )

1 e 204 e 3 bty e 20000~ aabb 0

— 32414 . .
Da queft equazione divifa per #—+&, proviene
(I1) % == 3bun — 300 = aab =o.

CororrLarIOo I (fig.31)

ALlorché ¢ retto I’ angolo 24D, la 4 ¢ uguale alla 4, el

€quazione (II) f muta in quefta:
Tom, 11, T W
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63 3bwth — 3bbu —+5° —o,
che & divifibile anch’effa per ¥ ~+64, ¢ ne viene per quozien.
te up——4bu—bb=o.

CorolrLAaRrRIO IL

F Acendo nelr equazione (II) u==x—+4, ne rifulta
%% = 3bbx == 26° =0
— 3aax —— 24a4b ,
ovvero ponendo in luogo di 46—+ aa il fuo valore c¢
x?! == 30Cx == 20ch = o0.

CoroLrLarIG IIL

INfcgna I' Algebra, che mutando i fegni de’ termini pari di
un’ equazione, le radici di effa, che erano pofirive, divengono
megative, € le radici pur di effa, che erano megarive, diventa-
no pofitive.

Or ficcome mutando il fegno del termine pari dell’ equazio-
pe (1), ne viene y*=— 3ccy — 2cch =0, che non differilce
punto dall’ equazione (II); cosi deve inferirfi, che la radice
pofitiva dell’ equazione (II), venendo prefa negativamente, &
la radice negativa dell’ equazione (I), e che le due radici ne-
gative della ftefla equazione (11), venendo prefe negativamen-
te, fono le due radici pofitive della fopraddetta equazione (1)

Annorazioni concernenti il cafo irredustibile dell equazions
cubiche .

Non ¢ fuor di propofito I’ accennare:

_Primo, che fecondo i principj dell’ Algebra ambe I’ equazio-
ni (I), e (II) anno reali le tre loro radici, perché il cubo
di cc, ciot 6, ¢ maggiore del quadrato di bce, cio¢ di bbet:
eflendo la diagonale BA(c) maggiore di BO(4), uno de’ lati
dell’ angolo retto BOA.

Secondo, che !' equazioni (I), e (I1I) rapprefentano la for-

mola generale #’*—pr=t g=—aq, allorcht ’:—; ¢ maggiore di!f ’

che ¢ il cafo dell’ equazioni cubiche chiamato irredurribile das
gli
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gli Algebrifti: rapprefentano, diffi, I’ equazioni (I), e (II) tal
formola generale , purché fuppongafi c:‘/ L,e b::—; .
Terzo, che AB(c) ¢ il diametro &’ un femicerchio, ful qua.
le adattando la corda BQ(4), fi determina I’ angolo retto BO4,
e I' angolo BAO ; e confeguentemente 1" angolo 840 duplo di
BAO. ‘ .
Quarto , che in virth delle cofe moftrate di fopra, ¢ delle
determinazioni efprefle nell’ articolo precedente, I’ angolo Bar,
cui & rapporto I' equazione (I), ¢ futtriplo di s4p(2BA0).

E che I' angolo T40 [f- TAR], cui ' equazione (II) corrifpon-

de, ¢ fuctriplo di Bdo[-:- BAD |.

Diffi, che I equazione (II) corrifponde all’ angolo T40, per-
ch¢ eflendo ftato fuppofto nel precedente fecondo corollario oT
(u) eguale ad x—BO(4), ne fegue, che » ¢ uguale ad or
(#)=—BO(b). Cosi I equazione (I) & rapporto all’ angola 24T,
perché y & vguale a 57T,

Sars dunque agevole a comprendere, come il cafo irredutti-
bile dell’ equazioni cubiche fi riferifca alla triferzione dell’ an-
golo dedotra da quefta mia maniera,

Teorema XXXVIL (fig.69)

St qualunque triangolo 4D , dal di cui angolo D fi tiri al
lato oppofto la retta s, che lo tagli a qualfivoglia angolo, e

. . oAb
le lettere f, g, 4 rapprefentino tre rette tali, che abbiafi 7
-7 B-Dz-i-; io dico, che il rettangolo 4, 4B ¢ uguale al.
rettangolo f, ap pid il rettangolo g,80.

DIMOSTRAZIONE,

£,4D___ f \, AD _4b , AD__4Ab
L= X=X B =7m
&B8D_ 4 ., BD__Bb \, BD__Bb
Las—7% X 25 =5p X 73— 78’

COﬁcché f,AD—O-g,BD:__:A&—Q-Bé
%, AB AB
T 2 Ma




148 DivERSE PROPRIETA! -

Ma AB=—Ab~+ Bb; adunque b, AB=f, AD—+g, BD. Il che
dovea dimoftrarfi.

Quefta generale proprieth de’ triangoli, per quanto mi & no-
to, non & ftata da aliri avvertita.

CoRrROLLARIO.,

IL triangolo 4DB della figura 69 s immagini ora rettangolo
in 0, e la retta D5 perpendicolare fopra 4B fi darh luogo a
queft’ altro

TEOREMA.,

LE tettere L, M, ed N efprimano altrettante figure rettili-
nee , o curvilinee tra loro fimili, defcritte, e fimilmente- po-
fte, la prima L fopra il lato D4 del fuddetto triangolo rettan-
golo 4ps , la feconda M fopra I' altro lato DB, e la terza N
fopra I ipoterufa A4B; io dico, che la figura N ¢ uguale alla
figura L pit la figura M. '

DiMosTRAZIONE.,

L A fimilitudine de’ triangoli rettangoli 4DB, 46D, BbD mo-
ftra ‘;:—2 %]:%ﬁ , € %‘;[ﬁ% ] = %—i; laonde nella prefente ipo-
teﬁ f, AD AD | AD
5

VT Zps ¢ in ragione duplicata di —,¢

i’:% , eguale a £ X ;g; ¢ in ragione duplicata di %’;. Ma per
;a fimiglianza, ec. delle due figure L, ed N, anche ﬁéin ra-
gione duplicata. di :-;g; e per la fimiglianza; ec. delle due fi-
gure M, ed N, anche é—:, ¢ in ragione duplicata di'%-l;. Adun-
que %=%‘£, ed %:%.

Si & pertanto L_;M= £ HZ:;"BD ; ed effendofi dimoftra-

to nel teorema XXXVII., che b,AB:f,'AD-q-g,BD, ne fe-
gue, che Ne=L -+ M. Il che dovea dimoftrarfi,

y eguale ad %

Altra
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Alrra dimofirazione.

O Vvero immediatamente
L __AD' _AD, AD__ Ab ., AD __ 4b
NT A — 4B/ 4B 4D 4B 4B’
M _ BD' 3Dy BD_ Bb \ ED B

N=ZF — s Nap— DN 43~ ap’
L—~+M AD =+ BD' __ Ab—+Bb
adunque —~ = — —="—p—.

E ficcome 4B=4b~+Bb, cosis N=L—+M, come pure
AB*==AD*~BD". Il che dovea dimoftrarfi.

Il teorema del prefente corollario comprende nella fua uni-
verfalith la propofizione XXXI. del fefto libro d’ Euclide.

Teorema XXXVIII (fig.71,e72)

IL feno della fomma » ovvero della differenza di due angoli
dati ¢ uguale alla fomma, ovvero refpettivamente alla diffe-
renza delle tangenti di detti angoli, moltiplicata pel quadrato
del feno totale , e divifa pel prodotto delle fecanti de’ medefi-
mi angoli.

AVVERTIMENTO.

NE]le due figure 71, e 72, DAC,BAC fono gli angoli da
ti; AC ¢ il feno totale; CF normale ful lato 4D del trian-
golo BAC, ¢ il feno dell’ angolo DAC , ficcome CE normale
ful lato 4B del triangolo BAC ¢ il feno dell’ angolo BAC ;
€ BG ¢ normale fopra 4D.

Ma quando 4C ¢ normale fopra BD , allora €D ¢ la tan-
gente dell’ angolo p4c, e CB la tangente dell’ angolo BAC.

PriMA DIMOSTRAZIONE.

SEG defcrivono fulle figure 71, € 72 tutte le linee, che an-
no luogo nelle figure 1, ¢ 2, e fi applicano ad ambedue le ﬁ
gure 71, e 72, la prima dimoftrazione del primo teorema, il
corollario di eflo, e la prima dimoftrazione del terzo teorema,
fi vedry, che I equazione (4) pud ampliarfi cosi:
. BA DAC BAC
(V) Slﬂ.-—AEQ:ﬁﬂr'ZB-i in—p

Nel
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Nel fegno doppio il fuperiore ¢ per la fig. 71, e I’ inferiore
per la fig. 72. . »

Ed eflendo anche nelle foprallegate dimoftrazioni AC il fe.
no totale, e per confeguenza ancora nel calo prefente, CF =
Jin.DAC, come pure CE=fin.BAC ; fi avr in virth dell e
quazione (V)

Siﬂ.%:%i%, vale a dire

Sin\BAD=(AC, AD,CF = AC, 4B, CE ) divif. per 4B, AD;
ma AD,CF =+ AB,CE=2i.BAD ; adunque

. 2. BAD, 4C
(VI) Sin. BAD =—Z5ap °

E tutto quefto & luogo anche quando la 4C non ¢ normale fo-

pra BD: quando poi lo ¢, allora 2#i. BAD==BD, AC ; laonde
. BD,AC’ __ (DC=tBC) AC’

Il che dovea dimoftrarfi.
Anche la feconda dimoftrazione del teorema III fi pud ap-

DPlicare alle fig. 71, e 72, ¢ trarne I equazione ampliata (V).

SeconpA DimMosTrazIONE (fig.71,e72)

-E' AD, BG = #i. BAD , ¢ dividendo per -:- AB, AD, ne viene
BG __ 2. BAD

AB™ "AB 4D
. BG in. BAD
Ora perché¢ 4C ¢ il feno totale, fi 2 E‘:fAc , e con-

.BAD .BAD T T .
{eou ﬁ"_____,zm.BA . VI
guentemente —z — == 2577 Quindi nafce I’ equazione (VI),

e tutto il rimanente procede come fopra, ec. Il che dovea
dimoftrarfi, - e

TeorEMa XXXIX. (fig.71,e72)

LA normale calata dal vertice del triangolo B4D fopra la
bafe, & uguale alla radice quadrata del prodotto de’ lati mok

tiplicato per fin. BAD, e divifo per la bafe.
DiMosTRAZIONE.,

L Equazione (VII) partorifce queft’ altra:

.,

Ac?
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HC’:’-’E-’!-,;—’I-)@—{L 5 ed eftraendo la radice quadrata, ap-
parifce
(VIIl) AC=y/#2.“D.Jn 51D
BD
Il che dovea dimoftrarfi.

Teorema XL. (fig.71,e72)
L Area del triangolo ¢ ugnale alla metd della radice quadra-

ta di quel prodotto, che rilulta dalla moltiplicazione de’ lati,
della bafe, e del feno dell’ angolo oppofto alla bafe.

DimMosTrAaZIONE.
E ssendo -:- BD, AC I area Jel triangolo BAD, fi moltiplie
chi per % BD I’ equazione (VIII), e fi otterrh:
(IX) 4r. Tri. BAD = - /45, 4D, 5D fiaB4D*
Il che dovea dimoftrarfi.
Teorema XLI (fig.71,e72) .

LA rormale calata dal vertice del triangolo fopra la bafe,
venendo moltiplicata dal raggio del cerchio circofcritto al me-
defimo triangolo, ¢ uguale alla metk del prodotto dei due la-
ti di eflo triangolo.

DiMOSTRAZIONE.
S Amo gl’ intendenti di trigonometria, che
SinBAD fta al feno totale AC, come —:- BD fta al raggio
del cerchio circofcritto al triangolo, qual raggio fi chiami R;
dimanieraché¢ fin BAD ¢ uguale ad AC;:D : « ponendo que-
fo valore di fin BAD nell’ equazione (VIII), ne rifulta AC=
‘/-‘-B;—;:ﬂ' 4C. Equazione, che trattata con defirezza, fa fco-

Prite 4C,R= = 4B, 4D. 1l che dovea dimoftrarfi.

Co-
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CoroLLARIO.
S ufiftono pertanto le due feguenti equazioni:
X) AC— AB, AD )
(X) dC= 2222,
(XI) R=

AB, 4D
24C °*

Teorema XLII (fig.71,e72)

IL feno della fomma, ovvero della differenza di due angoli
dati, ¢ uguale alla fomma, ovvero refpettivamente alla diffe-
renza delle tangenti di detti angoli, moltiplicata pel prodotto
delle fecanti degli angoli medefimi, e divifa pel quadrato del
diametro del cerchio circofcritto al triangolo BAD.

DIMOSTRAZIONE.

P Ongafi nell’ equazione (VII) il valore di A4C prefo dall’ e-
quazione (X), ¢ fatte le debite operazioni, fi fcoprirh:
. . (DC=tBC)AB,AD __AB,AD,BD
(XII1) Sm.BA?- ~RR =%
1l che dovea dimoftrarfi.

TeoreMma XLIIL (fig.71,e72)

L Area del triangolo & uguale al prodotto de’ tre lati di e&
fo, divifo pel quadruplo del raggio del cerchio circofcritto al
medefimo triangolo .

PrrMAa DIMOSTRAZIONE,
S1 foftituifca nell’ equazione (1X) il valore di fin. BAD trat-
te dall’ equazione (XII), e fi confeguira:
(XIIL) 4r.Tri. BAD= 22220020
1l che dovea dimoftrarfi.

SEconDA DIMOSTRAZIONE.,
. qe 1o 1 . 1 . 1
S1 moltiplichi I’ equazione (X) per — BD, e ne rifulters

4C, BD eguale all’ area del triangolo B4D, e infieme egua-
le
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le al fecondo membro dell’ equazione (XII ). Il che dovea
dimoftrarfi .

TeoreMa XLIV. (fig.71,e72)

N El triangolo BAD il feno dell’ angolo B4D & nguale allo
freffo triangolo BAD divifo pel raggio del cerchio, che ghi &
circofcritto. :
PriMA DIMOSTRAZIONE.

L Equazione (XIII) produce la feguente:

1= %_;L}gz%,g per la quale fi moltiplichi I’ equazione (XII),

e fi trovery:

. w Tri. BAD -
(XIV) Sm.BAD_..——R——.

Il che dovea dimoftrarfi.

SBEcoNpA DIMOSTRAZIONE,

DAll’ equazione (X) vien quefta I:%;él, per cui molti-
plicando I’ equazione (VI), fi ottiene la (XIV).
Il che dovea dimoftrarfi.

TeoreEMma XLV, (fig.71,e72) -

Continui R a fignificare il raggio del cerchio circofcritto al
triangolo BAD, e fia _
(XV ) HH=4AB",BD*j=( AB*~+BD"==AD")* il tutto divi-
fo per BD? '
Io dico, che R ¢ uguale al. prodotto dei due lati 4B, ¢ BD
del triangolo B4D, divifo tal prodotto per H. '

DiMOSTRAZIONE.,

PE: gli triangoli DAC, BAC rettangoli in C fi anno quefte
due equazioni.

AC* = AD* —BD*~+ 2BC, BD—~-BC*

(XV1) 4C*= 4B'—BC* , _

Nel fegno doppio il fuperiore ¢ per la fig. 71., eI inferiore
per la fig. 72,

Tom. I, -V Sot-
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Sottragafi I' ultima equazione dalla penultima, fi avra 4D?
— AB*—BD*+ 1BC, BD="0, € percid = BC= “2220=22"

Nell’ equazione ( XVI) moltiplicata prima per 4, fi furro-
ghi il valore di BC® prefo dall’ ultima equazione, e fatte le ne-
ceffarie operazioni, fi conofcerk:

4AC*=44B*, BD* —( 4B =+ BD*—4D" )" il tutto divi
fo per BD?,
cio¢ 44C*=HH, e percio

(XVII) 24C=H.

Softituifcafi quefto valore di 24C nell’ equazione (XI), e
fi manifefterh:

AB, AD

(xvur) R =22
Il che dovea dimoftrarfi.
Teorema XLVI (fig.71,e72)

Continui HH ad avere la fignificazione efpreffa nell’ equazio-
ne (XV).

In qualfivoglia triangolo il raggio del cerchio, che gli &
circofcritto, fta alla normale calata dal vertice fulla bafe, come
il doppio prodotto dei due lati del triangolo comprendenti I
angolo al vertice, fta ad HH.

DiMOSTRAZIONE.

L Equazione (XVIII), fi divida per I’ equazione (XVII),
indi fi moltiplichi per 2 I'uno, e I altro membro dell’ equa-
zione, che ne rifulta, e fi arriverd all’ infrafcritta:
R _ 24B,AD
A= "HH °
1l che dovea dimoftrarfi.
Trorema XLVIL (fig.71,e72)

TL feno della fomma, ovvero della differenza di due angoli
dati ¢ uguale ad HH moltiplicato per la fomma, ovvero re-
fpettivamente per la differenza delle tangenti di detti angoli,
¢ diy_ifo pel prodotto delle fecanti degli angoli medefimi.
D1-
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DiMosTRAZIONE,

S Iquadril’ equazione (XVIII) moltiplicata prima per 2, ¢ i avra

AB’, AD*
4RR=1*= HH  ?
dividafi per queft’ ultima I' equazione (XII), e nafcerk la

feguente :
. . HH, BD __HH (DC =+ BC)
(XIX) S;n.BAD_4AB’AD_. b 4D "

Il che dovea dimoftrarfi.
Teorema XLVIIL (fig.71,e72)

IN ordine a qualunque mangolo BAD fuffifte quefta equa-
zione:

(XX) Ar. #ri. B4D = —~ H, BD,
4

PRIMA DIMOSTRAZIONE,

IL valore di fin. BAD prefo dall’cquaznone (XIX) fi furroghi
nell’ equazione (IX); fi trovera I equazione (XX ). Il che
dovea dxmoﬁrarﬁ .

SEcoNDA DIMOSTRAZIONE.

POngaﬁ nell’ equazione (XIII) il valore di R defunto dal-
la (XVIII); ne deriverh parimente I' equazione (XX). Il che
dovea dimoftrarfi.

TBRZA DIMOSTRAZIONE.

Si moltiplichi per ~ BD I cquaznone (XVIL) & vcdrh—-BD

AC (cioé ar. pri. BAD) = -- H, BD. Il chedoveva dxmo-
ftrarfi.

Teorema XLIX. ( fig.71., e72.)

NEl triangolo BAD le normali tirate dalle punte degli an-
goli 4, B, e D ai refpertivi lati oppofti BD, AD, ed 4B,
fi chnammo relpettivamente normale A, normale B, e nor-
male D, V2 Colla
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Colla normale 4 come raggio fi defcriva un cerchio, fopra
il quale fi prenda I'arco, che mifura il doppio dell’angolo 4;

Colla normale Bcome raggio fi defcriva un cerchio, fopra
il quale fi prenda I’ arco, che mifura il doppio dell’ angolo B;

E colla normale D come raggio fi defcriva un cerchio, fo-
pra il quale fi prenda I’ arco, che mifura il doppio dell’ an-
golo D. ' '

Io dico, che fono tra loro eguali le corde dei tre archi fud-
detti prefi fopra i tre accennati cerchj.

PriMa DIMOSTRAZIONE.,

E' Cofa manifefa ai periti, che la corda del primo arco &
uguale al doppio feno dell’ angolo 4 ;

Che la corda del fecondo arco & uguale al doppio feno dell’
angolo B; ‘ '

E che la corda del terzo arco &uguale al doppio feno dell’
angolo D.

Ma per lo teorema XLIV. Pefpreffione dei detti tre feni ¢

la flefla; mentre tal’ efpreflione & fempre m’.fgg_: e di fat-

to il triangolo B4D non fi muta, e neppure fi murta il rag-
glo R del cerchio circofcritto al medefimo triangolo. Adun-
que fono tra loro uguali le corde dei tre archi fuddetti prefi
lopra i tre accennati cerchj. Il che doveva dimoftrarfi.

SEcoNpa DIMOSTRAZIONE.

LA ftefla conclufione fi dedurebbe , fe fi avefle riguardo al
teorema XLIL ; in virth di cui I'efpreffione dei tre antederti
feni ¢ fempre una frazione, che & per numeratore il prodotto
dei tre lati del triangolo BAD, ed % per denominatore il qua-
drato del diametro del cerchio circofcritto al fuddetto trian-
golo. Tal numeratore, e tal denominatore non variano pun-
to. Adunque, ec. Il che, ec

Teorema L. (fig.71., e72.)

CHiamando r il raggio del cerchio ifcritto nel triangolo
BAD,
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BAD; io dico, che r fta alla normale 4C, come la bafe BD
fta al perimetro del triangolo BAD.

DiMOSTRAZIONE.

P Er non imbarazzar la figura, ¢ immagini dentro il triango-
lo BAD il centro I' del cerchio in effo ifcritto. Da quetto
punto 7" fi concepifcano tirate alle punte degli angoli 4, B,
D le rette ¥4, I'B, ed ID. Egli ¢ manifefto, che il triango-
lo BAD fara divilo in tre triangoli parziali Y4B, ¥BD, YAD-:
€ immaginando in oltre le tre perpendicolari tirate dall’in-
dicato centro ¥ ai lati 4B, BD, ed 4D, ¢& altresi noto, che
ciafcuna di effe perpendicolari fara eguale al raggio del cerchio
icritto .

Tali cofe fuppofte, fi avra I’ equ.azione—:- 4B, r —+ {-JD,
‘ 2 tri. BAD
AB—AD —+BD

In luogo di #ri. BAD fi ponga -;-JC, BD; fi vedry
(XX1) r = 28 22
AB—AD—+BD

. v BD. 4
vale a dire G = S iD—rEBD Il che doveva dimoftrarfi.

r —l--:- BD ,r==al triangolo B4D ; adunque r ==

Teorema LI (fig. 71., € 72.)

Nz triangolo BAD fi chiamino N. 4; N. B; N. D le normali
tirate dalle punte degli angoli 4, B,e D ai refpettivi lati op-
pofti BD, AD, ed 4B; io dico, che & luogo queft’ equazione.

(XXIL) r 2(N. 4,BD ~+ N.B, 4D —+ N.D, 4B) divif, per
3 (4B~+AD —+BD)

DIMOSTRAZIONE,

In virth dell equazione ( XXI), e de' raziocinj fatti per
glungervi, fi anno le tre equaziont infrafcritte:

v =N.4,BD divif. per (AB—+AD=+BDY,

TI=N.B, 4D divil. per ( AR —+AD=+BD),

f ==N. D, 4B divif, per ( AB+4~AD —+BD).

Aggiungendo infieme quefte tre equazioni, e pofcia dividen-
do per 3 la loro fomma, fi arriva all’ equazione (XXII). I
che doveva dimoftrarfi. Teo-
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Teorema LIL (fig.71, e72)

S Alvo fempre il fignificato di H come nell’ equazione (XV);
io dico, che il raggio del cerchio icritto nel triangolo BAD &
uguale ad H moltiplicata per BD, ¢ divifa pel doppio del pe-
rimetro del triangolo .

DiMosTrRAZIONE.

NeEr equazione ( XXI) pongaft in luogo di AC il fuo valore
%- H tratto dall’ equazione ( XVII), e ne fortirh:
BD

— H’
(XXI) r = sy -

1l che dovea dimoftrarfi.
TeEorREMA LIIL (fig.71,e 72.)

53 doppio del prodotto formato dal raggio del cerchio circo-
fcritto al triangolo, e dal raggio del cerchio ifcritto nel trian-
golo; ¢ uguale al prodotto dei tre lati del triangolo, divifo tal
prodotto per la periferia del triangolo. '

DiMOSTRAZIONE,

S1 furroghi nell’ equazione {XXI) in vece di AC, il fuo va-

4B, AD . . .
lore === tratto dall’ equazione (X); fi confeguirk:

: —. 4B, AD,BD
‘ (X).(IV) ¥ = S R(AB—AD—ED) '
Indi ‘moltiplicando per 2 R, fi avra:
2 R.p— AB, AD, BD
ol e
AB—AD—+ BD
Il che dovea dimoftrarfi .

LCOROLLARIO.

QUindi fi vede:

— AB, AD, BD
(XXV) R= 2r (AB —+~AD—+BD) *

Teorema LIV. (fig.71,e72)
IL raggio del cerchio circofcritto al triangolo BAD fta al rag-
gio
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(glo del cerchio ifcritto in effo triangolo, come 2 4B, 4D

AB—+AD -+ BD) fta ad HH, BD.
DIMOSTRAZIONE.

Dvadaﬁ I’ equazione (XVIII) per I’ equazxone ( XXI111),
ne rifulta & = 248 AD (4B~ 4D — BD
— HH, BD .
I che dovea. dimoftrarfi.

CoROLLARIO.

A Dunque r =R, HH, B divil. per 4B 1 4B, 4D ( 4B —

. . 2r4B, AD(AB-+AD-+BD)
AD—+BD) : ed anche R = T35

TeoreMa LV. (fig.71,e72)

N &l triangolo BAD il feno dell’angolo BAD ¢ uguale al quan
drato del raggio del cerchio ifcritto nel medefimo triangolo ,
moltiplicato per lo quadrato del perimetro di effo mangolo, €
divifo pel prodotto de’ tre lati di effo criangolo.

Prima DIMOSTRAZIONE.

L Equazione ( XXV) moltiplicata per 2, e poi quadrata efibi-
fce 4 RR=4AB*, AD*, BD* divif. per rr (AB—AD—+BD)*
E dividendo per queft ultima equazione la ( XII), ne de-

riva :
(XXVI) Sin. BAD = rr (AB—+ AD—BD)* divif. per 4B,
DA, BD. 1l che dovea dimoftrarfi.

SEconNDA DIMOSTRAZIONE.
N EI' equazione (IX) in cambio di ar. #ri. BAD fi foftituifca
il fuo valore -’~ r (.AB—i-dD—rBD); fi moltiplichi pofcia per
2; indi fi quadn, e appanrh
tr ( AB—+ AD—+BD)* = AB, 4D, BD, fin. BAD:
Laonde dividendo per 4B, AD, BD, fi otterra I equazio-

ne (XXVI).

Il che dovea dimoftrarfi.
Co-




1éo DiveErse ProPrRIETYAS

COROLLARIO.

MEdiantc il fecondo membro di queft’ equazione { XXVI ),
il quale & un valor , che non varia, pud darfi una terza dimo-
frazione del teorema XLIX.

TeoreEMa LVI {fig.71, ¢ 72)

L’ Area del triangolo ¢ uguale al prodotto formato dal raggio
del cerchio circofcritto ad effo, dal quadrato del raggio del cer-
chio ifcritto in effo, e dal quadrato del perimetro di eflo triango-
lo, divifo tal prodotto per quello dei tre lati del triangolo.

DiMOSTRAZIONE.

ST furroghi nell equazione (XIV) in vece di fin. B4D il
fuo valore defunto dall’ equazione (XXVI), e poi fi moltipli-
chi per R; fi vedrh comparire I’ equazione infrafcricea :
(XXVIL) Ar ¢#ric BAD == Rrr (AB—4 AD—+ BD)* divif, per
AB, AD, BD.
1l che dovea dimoftrarfi.

TeorEeEmMaA LVIL {fig. 71, ¢ 72)

L’ Area del triangolo fta al quadrato del {uo perimetro ,
come il quadrato del raggio del cerchio ilcritto moltiplicato
pel raggio del cerchio circofcritto fta al prodotto dei tre lati
del medefimo triangolo.

DIMOSTRAZIONE,

Dar equazione {XXVII) fi deduce immediatamente :
ArTri. BAD — w R
(AB—+ AD~-BD)' ~™ 4B, AD, BD"
E queft’ equazione confiderata come proporzionalith contie-
ne il teorema. Il che dovea dimoftrarfi.

Teorema LVIIL (fig.71,e72)

SE 1.’ area de_l ;riangolo i moltiplica pel prodotto dei fuoi“
tre lati, e fi divide pel quadrato del fuo perimetro moitipli-
cato
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cato pel quadrato del raggio del cerchio iferitso ; fo dico, che
tal quoziente ¢ uguale al raggio del cerchio circoferitso nel me-
defimo triangolo.

DrMOoSTRAZIONE.

Dar equazione (XXVII) proviene I' infrafcritta :
R = 4B, AD, BD, #ri. BAD divif.pet rr ( AB~+ AD~BD)"
che include il teorema. Il che dovea dimoltratfi.

TeoreMa LIX. (fig.71,e72)

SE I area del triangolo fi moltiplica pel prodotto de’ fuoi
tre lati, e fi divide pel quadrato del fuo perimetro moltipli-
cato pel raggio del cerchio circoftritro; io dico, che la radice

quadrata di tal quoziente & uguale al raggio del cerchio iferir-
#o nel medefimo triangolo.

DiMosTRAZIONE,
L Equazione (XXVII) maneggiata a dovere conduce a quefta

1 I
¥=( AB,AD,BD,i.BAD ) 7 divi. per | R (4B~+4D~+BD)' |3
nella quale il teorema ¢ contenuto. Il che dovea dimoftrarfi.

Teorema LX. (fig.73.)

LA bafe di qualunque triangolo BAD fia divifa per mezzo
in C; io dico, che fe nella retta 4C fi prende il punto 7 ra-

le, che abbiafi ¥C = - AC, la fomma de"tre quadrati VB';
Va; VD' fary un minimo.

AVVERTIMENTO.

A Liorche il punto » (fig.73 ) cade fopra 4, o fotto C ;
quanto pit egli fi allontana da A, ovvero da C; tanto pil
crefce la fomma uB* —ud*~+uD* Cid indica, che la ftef-
fa fomma efige il minimo; perché PC & un folo valore.
Si fupporra un fimile avvertimento, fenza efprimerlo, in
ordine ai teoremi feguenti.
Tome I1. X Di-
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DIMOSTRAZIONE.

Dat punto 7 fi cali fulla bafe la normale VP; fary VB!
eguale a BC’—VC'—+2 CP, BC; fimilmente VD* fark egua-
le a DC* —+ VC* — 2CP, DC; in fine fark VA" eguale ad
AC*~+ CV*—2VC, AC. Talche :

VB'+ VD4 VA" ¢ eguale a BC*~DC* <4 4C* -+ 3VC*
—zAC, 7c. .

S’ immagini il punto % proflimo ad 7, e differenziando I'e-
quazione precedente, fi avih 6 VC, Vu = 24C, Vu—o.

1

Dividendo pofcia per 674, e trafponendo, fi ottiene PC= T
AC. 1l che doveva dimoftrarfi.

COROLLARIG.

Nz primo efempio del corollario V. del teorema VIIL 3
farto vedere,, che prendendo i punti C; G; F nel mezzod¢
refpettivi lati BD; DA ; 4B, le rette AC, BG, DF fi taglia-
no nel punto ¥ : e che C ==~ AC; VG=— BG; ed VF
=7 DF.

Adunque in vigore del prefente teorema , prendendo per
bafe il lato D4, la fomma VD —+VB*—+VA* (cioé VB*—+
VA® VD) fary un minimo rifpetto alla retta BG;

E prendendo per bafe il lato 4B; la fomma VA* —+ VD'—+
VI:’ (g}lroé VB*~+VA* —+ VD*) farx un minimo rifpetto alla
retta .

ScorL1o.
S{ dimoftra nella Statica, che il punto 7 ¢ il centro di gra-
vita del triangolo B4D.
Teorema LXI (fig.74)

Sla.il triangolo B4D, il di cui triangolo al vertice 4 non
fuperi 120. gradi, e gli angoli alla bafe B, e D fiano mi-
nori
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nori di 9o.. Sopra una retta AC tirata dal vertice fulla ba-
fe fia il punto 7 tale, che ciafcuno degli angoli BVC, DIC
fia di 6o. gradi;

Io dico, che la fomma delle tre rette VB; VA; ed VD &
un minimo. .

DiMosTRAZIONE.

S1 concepifca il punto # infinitamente vicino ad ¥, e coi
raggi Bu; D fi defcrivano gli archetti um, ed un.

Secondo i principj dell’ interiore geometria , affinché VB —~-
VA= VD fia un minimo, 2 da efsere VB~ VA~ VD —uB
— ud ~+uD, ¢ tralponendo, deve averfi m¥V — nVemuVz=,0
ciod mV et oV == uV.

Si falvera queft’ equazione , fupponendo m?” eguale ad »V;

¢ farh mPV=nV :-:- w”. Di maniera che prendendo «¥ pel

raggio, tanto m¥, quanto »¥ fard il feno dell’ angolo di 30.
gradi. Confeguentemente ciafcuno degli angoli Pum , Vun &
di 30. gradi, e ciafcuno degli angoli mVu, nVu di 6o..
Il che dovea dimoftrarfi .

CorolLLARIO |,

SE s concepifce un cerchio circof¢ritto alla piccola figura
Vmun rettangola in m, ed in #: e fe fi tira la piccola retta
mn, quefta {arh la corda d’ un arco di 120, gradi; perché
fi appoggia fopra di effa I angolo mun, che ¢ di 6o.

Similmente ciafcuna delle due piccole rette mw, ed nu é
corda d’un arco di 120. gradi; perché fopra ciafcuna di efse fi
appoggia un angolo di 60. gradi, cio¢ mVu, \nVu..

Ne fegue pertanto, che il triangoletto mun ¢ equilatero.

CoroLLarlo II,

DEfcrivaﬁ fopra la bafe BD il triangolo cquilatero_ BED 3

fi tiri da un vertice all’ altro la retta AE , che taglia in C

la bafe comune ; e s immagini, che il cerchio circofcritto al

{uddetto triangolo equilatero tagli la AC in 7. B
X 2
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E' chiaro, che ciafcuno degli angoli BYC ( BVE); DVC
(DVE) ¢ di 6o. gradi; perché il primo fi appoggia alla cor-
da BE, che é d& un angolo di 120, gradi , e il fecondo §
appoggia alla corda DE, che parimente ¢ d' un angolo di
120. gradi. Adunque in virtd del teorema VB~ VA~ VD
& un minimo.

CoroLLARIO III

C 1afeuno degli angoli BV4, DV4 & di 120. gradi ( come
¢ manifeitamente I angolo BYD ): mentre togliendo da 180,
gradi I'angolo BYVC, o I’ angolo DVC, cadauno de’quali ¢ di
60., rimangono 120. gradi.

CoroLrLarIO IV,

PRolungando la. BV fino al lato 4D in G, e la DV fino
al lato 4B in F; ciafcuno degli angoli 4VF, BVF & di 6o.
graccili; come pure ciafcuno degli angoli 4G, DrG ¢ di 6o
gradi.

Imperciocché I angolo 4pF ¢ vifibilmente eguale all’ angolo
DVC, che ¢ di 6o. gradi; e I'angolo 4¥G ¢ del pari cguale
all’ angolo BrC, che pure & di 6o.: talché gli angoli BYF,
DvG rimangono anch’efli di 6o. gradi.

CoroLrLariO V.

St luogo ad un corollario fimile a quello del teorema LX.
Attefoché in virth de’ corollarj IV., e V. del teorema pre-
fente »_prendendo per bafe il lato D4, la fomma VD-+VB—+
VA (cio¢ VB~+ Vg —+ VD) farh un minimo rilpetto alla ret-
ta BG. .
E prendendo per bafe il lato 4B, la fomma Vg —+VD—+
VB (ciot VB—+VA4~— VD) fars un minimo rifpetto alla retta DF.

Teorema LXII (ﬁg.74)

S E nel triangolo BAD, ec. come fopra, il punto ¥ prefo {ul-
la retta 4C ¢ tale, che abbiafi il minimo VB+VA-+VD;
Io dico, che fuffifte queft’ equazione:
(XXVII)
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(XXVIII) #C (BV —+VD) =BV, VD-

DIMOSTRAZIONE.

S 1 prolunghino le rette By ; DV in maniera che taglino ne’
punti H, ed L le relpettive BH, e DL parallele alla retta 4cC.

In virta di quefto parallelifmo I' angolo ¥BH, eguale all’
angolo BVC, ¢ di 6o. gradi, e per confeguenza & tale I' an-
olo ¥HB ; perché nel corollario IV, del precedente teorema fi
¢ provato, che I'angolo BVF ¢ di 6o. gradi. Laonde il trian-
golo BVH ¢ equilatero.

Similmente fi prover:, che il triangolo DVL ¢ equilatero
anch’ eflo.

In virth del medefimo parallelifmo fark Dv. vc:: DV —+vH
(B7) . HB (BV)come pure BV. VC:: BV =+ VL (VD). DL (DY)

Ciafcuna di quefte due analogie ( eguagliando il prodotro de’
medj a quello degli eftremi) efibifce I' equazione (XXVIIL.).
I che dovea dimoftrarfi.

COROLLARIO.,

LA retta AE, che unifce i vertici dei due triangoli BAD ,
BED, non pud effer normale fopra la bafe comune BD, fuor-
ché nel cafo del triangolo B4D iofcele.

Teorema LXIIL (fig.74)

Avvertimento .

St confideri adeflo il triangolo BAD in generale, come ne’ due
Precedenti teoremi; ma la retta 4C s’ immagini normale fopra la
bafe BD, e fi trafcuri il triangolo equilatero BED. o

Cid pofto, fia il punto  nella fuddetta normale 4C; 10 di-
€0, che VB —+ g — vD fark un minimo, fe fi avra I' equa-
zione ( XXVIII)

DIMOSTRAZIONE.

Pchdaﬁ come fopra il punto # infinitamente vicino ad frlf N
€
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e fi fuppongano parimente defcritti i piccoli archi circolari
um, un. . , )

I triangoli rettangoli fimili BVC, uP/m danno queft’ anglogia

e, vu
BV. VC :: VaemV = —5—"
E i triangoli retrangoli fimili DVC, € u”s danno queft’ al-

ve, Vi
tra DV. VC 2 Vu « oV = o2

Per cagiope del minimo % da eflcre mp =+ a¥, ciod
¥YC,Vu VC,Vu__ 7
“Ep oty = U

E moltiplicando per E%QV-’ ne viene I' equazione (XXVIII),
come fopra venne per algra via.

CoroLLARIO [

C Hiamifi 7c (9); BC (4); ¢ DC (8). Sath BV = ¢/;, e
e DV = /pss. Quefti valori furrogati nell' equazione
(XXVIII ) fomminiftrano :

(XXIX) f‘/m -+ y ‘/mz‘/”_..m ‘/]y-l- bbe

Quadrandg, indi caffando 1 termini, che vicendevolmente i
diftruggono, e pofcia trafponendo, apparifce

Y Jy—taa S gy b= aa bp m—y .

Di nuovo quadrando, e poi ordinando I equazione, provie-
ne quefta:

(XXX) B —+ ‘;4- (aa—bb) y6—~+ 248 bby‘-—;- atbt = o.

CoroLLaRrIO II

QUcﬂ’ equazione ¢ derivativa del quarto grado, e la difpo-
fizione de’ fegni in effa fa conofcere, che 4 tre radici negatl

ve, ed una pefitiva; di modo che non pud corrifpondere , che
ad un minfmo.

CoroLrLrLario IIT.

SE il triangolo BAD ¢ ifofcele, allora pc (5) & uguale 3’

BC (a). Percid ponendo 4 in luogo di b nell’ equazione (XXX)
efla degenera in quella, che fegue:

’8
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Y88 anS+ 22%y* — 1 Bz,

3 3
le quattro radici della quale fono yy = — ss; yy === ss;
1 .y . a
= —aa; ed = 5445 ciot y =7
Cororrario IV,

QUeﬂo valore di y fi fcoprirh pit davvicino, fe nell’ equa-
zione (XXIX) fi porr2 4 in cambio di &; attefoché detta equa-
zione fi cangerd in queft’ altra:
2 /sy —+as — yy —+aa, e dividendo per /3,55, ne rifulte-
A 2y Z= (/7 —+4a indi quadrando fi troverd 4yy=ypy—t+aa; ciot
Iy = 4aa, cC,

CororrLario V. (fig. 74.)

Manicra di dimoftrare il corollario IIl. mediante
il reotema LXI.

28
Essendo rc (#) vguale ad '71}-‘, far B eguale a 7=. Rap-
prefenti BC () il raggjo, e fi avrs queft’ analogia BV [;’,—'_3.—]
'BC(”)”BC(ﬂ)-%‘ == cofin. ang. CBV.

Laonde il quadrato del feno dell’ angolo CB¥, che ¢ ugua-
le a BC*—(cafin.ang. Bcw )?, fard -j;-aa ; vale a dire il feno
dell’angolo By ¢ uguale alla metd del raggio: percid queft’
angolo ¢ di 30 gradi, e cost I'angolo €DV, che gli ¢ ugu‘alc:

Adunque tanto I’ angolo BYC, quanto I angolo DIC, ¢ di
gr.ad'i 60; e in virth del téorema LXIL. VB—+VA—+VD ¢ un
minimo. Il che dovea dimoftrarfi.

Treorema LXIV. (fig.73)

NEl triangolo BAD la normale 49 tirata dal vertice alla
bafe, Ia taglti in 9, e tagli la ﬁeffa;Qbafe in C la retra AC,
(che fi chiami f) tirata ad arbitrio dal vertice. Si chiami
cla CQ; ¥ la VC porzione di 4C; 4 la BC; & la‘ DC; X
LBV e Dy ; Io
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To dico, che la fomma delle rette VB; VA; ¢ VD farh un
minimo, {e valerh queft’ equazione: :

(XXXI) fy(s#~x)—c(mr—b3)=fi,
DimMosTRAZIONE.
PEr 1a fimilitndine de’ triangoli 4CQ, VCP, i vede AC
(F)-CY(c)::CV(y). CP:‘}’_-.
Quindi fi ¥ BV () == ¢/as—tyy—+aay, Come pure Dy (s)

f
=y W, —1ty. E percht Ar=f—y, la fomma B+

f 3 . . \
VA-+VD, fi efprime analiticamente cosi:
‘/aa—i-”-.l-gﬂ—i-f—-{j-l-‘/bb-ﬁjy—‘z_{g-

f f
In confeguenza del minimo va differenziata queft’ equazione,
ed eguagliata a zero la differenza. Percid operando a dovere
avremo:
z [

Laonde moltiplicando per %‘, indi trafponendo troveremo
I equazione (XXXI). Il che dovea dimoftrarfi.

CoroLLartio I (fig. 73, ¢ 74).

SE 4 fi confonde con la normale A9 ; €9 (¢) fi annulla,
¢ I equazione (XXXI) divifa per f diventa y (r=3g)=1r%.
E queflo £ il teorema LXIII. precedente.

CoroLiar10 1L (fig. 73, ¢74)

SE b retea AC continunata fotto BD paffa pel vertice E del
triangolo equilatero BED, fi ¢ dimoftrato nel teorema LXI.,
che nel cafo della minims fomma VB—+vVA—+vD, I’ angolo
BYC ¢ uguale all’ altro DT ; adunque in tal cafo ( per la pri-
ma parte della terza propofizione del VL libro d’ Euclide), va-
le queft’ analogia: :
BC(a).CD(4)::B7(%).¥D(#); dimanieraché bz & ugua-
le ad 4, Ponendo nell” equazione (XXXI) as in luogo di 4%,
poi
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poi dividendo per f, effa equazione diviene di bel nuovo y
(¢r~+z)=rx . E quefto ¢ il teorema LXXIIL diverfamente
dimoftrato.

CoroLLARIO III,

POiché nel cafo dell’ antecedente corollario, 4z & uguale ad
ar; furrogando in cambio di g il fue valore o/ a5y =& 1ay

f
¢ in vece di # il fuo valore /%=, —=3%;, indi quadrando,
7 , ,

apparifce:
bbaa ~+ bb]] = = bbaa—+ aayy == ’Lﬁﬁ,

f
fi cafli bbaa, e dividafi per y, fi ottiene:
2 abbe 2 aabe
bby ~+ =

2 ab

confeguentemente fi & (as=bb)y= 3—:%-" (a=+b), e dividendo

per 2~+b T uno, e I altro membro, rifulta:

— 28b . — be
(a—b);_.’—f—‘, vale a dzrcy..ff(—:é-_-b-;.

CoroLLARIO IV,

ALlorché nel cafo dei due corollarj precedenti, il triangolo
BAD ¢ di pid ifofcele, la AC fi confonde con la normale 49,
la ¢Q (c) fi annulla, e & & uguale ad 4. ‘

_Percid in queft’ ultimo cafo I’ ultima equazione del corolla-
rio, che precede, niente fa conofcere ; perché diventa y ==

244 0 . . .
7 X =5 che ¢ un’ equazione indeterminata,
CoRroLrLARIO V.

COnvien pertanto riflettere , che nel cafo dei due corollarj
IL, e 1L T equazione (XXXI) % la bella prerogativa di po-
terfi partire in due equazioni, come dal corollario IIL. fi de-
duce . Quefte due equazioni parziali fono ¢(at==bz)=o0, ed
D (#+z2)=fiz, ciot bx=sat, ed y(+=+)="X:

Tom. II, Y Adun-
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Adunque poiché la prima dell’ ultime due equazioni parzia-
li niente % fatto conofcere nel cafo del corollario IV. prece-
dente ; dovrh farfi ufo della feconda equazione parziale, come
fi ¢ fatto nel corollario IV, dell’ antecedente teorema, e fi

troverd come ivi /:71_-.
3

TeoreEMa LXV. (ﬁg-73)

N E! triangolo B4D la bafe BD fia divifa ad arbitrio in C
dalla retta AC rirata dal vertice 4, ed in @ dalla normale
AQ calata dall’ ifteflo vertice. Dal punto arbitrario O di
quetta normale fi conduca la MN parallela alla bafe; e dal
punto § della MN fi cali fulla bafe la normale SR.

Cid pofto fi chiami pla 40; gla 09 ;  la BC; b laCD,
cla CO; 2 1aBS;rlaDS; ula A4S, ed » la CR;

To dico, che la fomma delle tre rette SB; S4; SD fard
un minimo rifpetto alla parallela MN, qualora fuffifta I' equa-
zione, che fegue:

(XXXI1) xu (2 ~+3) = u(ar—bg) ~+(kcomx)rZ.

Nel fegno doppio il fuperiore & luogo, quando il punto R
cade tra B, e 9, ¢ I inferiore quando lo fteflo punto cade

tra 9, ¢ D.

DiMOSTRAZIONE.

BS¢ ugualea,/ 7 T T ; DS Suguale a g/ m o mimraix;
ed 45¢ uguale a o/ 5 oo mr on =5 2ok -

Il minimo efige, che fia dif. SB—-dif. SA—+dif. SD==»; a-
dunque prendendo il valore di quefte tre differenze, e debita-
meinte operando, farh

[xd’x-—::- adx] - [xdx _—bdx] - [xdx-_f' cdx] — 0
1 u
fi moltiplichi per zd—': » indi fi trafponga, e fi trover:

(XXXIID) (4~ ux ~+ £2) = (b~ a5 ) =t cr% -
Da queflt’ equazione maneggiata a propofito , e trafpofta ,
viene " equazione (XXXI1). Il che dovea dimoftrarfi.

Co-
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CoroLLarIO I

SE la 4C fi confonde colla 49, fark ala BQ; b 1a DY ;
zero la CQ (¢); la RQ farh —x, e I'equazione ( XXXIII)
diverrh: v

x( = ux 1) =u(=Har=Fb3).

In quefta ipoteft i fegni fuperiori vagliono quando il punto
R cade tra B,e @, € gl inferiori, quando R cade tra @ ,e D.

CoroLrLaRIOIfig. 75, 76,' € 74)

S Iano immaginate le rette VB, ed VD.

Quando la retta MN parallela alla bale paffa pel punto »
tale , che la fomma VB—VA~+VD fia un minimo rifpetto al-
la AC; accid quefta medefima fomma fia un minimoe anche ri-
fpetto alla parallela MN, I’ equazione (XXXI), o la fua equi-
valente dee uniformarfi alla (XXXII). :

Dal punto ¥ (fig..76 ) fi cali fulla bafe la normale 76, ¢
applicando quefto cafo al prefente teorema, I’ immaginata /B
fara la z; I immaginata 7D la #; AV law ;CQla ¢; CGla
x; ed Vo farh c—x. La pC fi chiami y. ,

Si moltiplichi per ffi’. I' equazione ( XXXI) trafpofta, e fi
avra: : -

(XXXIV) PO,y (3=+7) = :’—Tyg(/:z_—‘-ar)—i-VO, -

Per la fimilitudine de’ triangoli 470, CVG vale queft’ analo-
gia CG (x). VC(y) :: Vo. AV (u); cofiché »0,y & uguale
ad xx. Adunque ponendo il primo membro dell’ equazione
(XXXIV) x4 in luogo di 70, y; € nel fecondo termine del fe-
condo membro di effa, c—=x in cambio di 70, fi confeguirk
x4 (7)== VO (bg—ar) =+ (c=—x)1%, C io¢

£ co.vo
xu(g4t) = = (bx—at) —+(c=—x) 2.
Affinché queft’ vltima equazione pofla uniformarfi alla (XXXII)

o dev’ effere $L70 —u== Av; il che ¢ affurdo vifibile , perché

in tal cafo farebbe C-;%: —;‘—Z:é’ﬁ ( per gli triangoli fimili
' Y 2 AVo,




172 DIvERSE PROPRIETA!
A0, ACQ) 5 e fi avrebbe, CQ*=AC".

Ovvero accid fia poffibile I' uniformich delle due fopraccen-
nate equazioni, 43— a¢ dev’ eflerc uguale a zero; il che effet-
tivamente fuccede nel calo del teorema LXI. (fig.74 ), come
& provato nel corollario IL. del teorema precedente.

Adunque in quefto medefimo cafo il punto 7 a2 la prero-
gativa, che VB—+VA—+VD, oltre ' efler un minimo rifpetto
alla 4C, lo ¢ ancora rifpetto alla MN, che pafla per 7, ed
¢ parallela alla bafe.

TeoreEmMa LXVL (fig.77)

To dico di pity che VB 4+ VA~ ¥D & un minimo rifpetto al-
la fuperficie del triangolo BAD.

DiMosTrRAZIONE.

COncepifcaﬁ qualunque punto f fommamente proffimo ad 7,
e fi delcriva colla mente il quadrilatero fIV’S tale, che laf§
“fia parallela alla normale 49, e le f/, ed SV fiano parallele
alla bafe BD. dnche qui converrd immaginare delle rette non
defcrisse .

I. Effendo pel teorema LXI. VB~ VA= VD un minimo ri-
fperto alla AC, detta fomma fark eguale ad /B —+ /A —ID.
E cid pe’ principj della geometria interiore .

II. Effendo pel corollario del teorema precedente /B —/A—+
ID un minimo_ rifperto alla parallela, che paffa pel punto /,
detta fomma farh eguale ad fB~+fd~+fD. E cid pe prin-
¢1pj della geometria interiore .

11, Quindi la fomma VB~ V.A~+VD & uguale alla fom-
ma fB— fA ~{D.

Ma il punto f & concepito fuori della retta 4C, e della
parallela 7S prolungata. = Adunque per gli pid volte allegati
principj dell’ interiore geometria ¥B~+VA—+VD & un mininio
rifpetto alla fuperficie del triangolo BAD: vale a dire & il mi-
w0 de’ minimi ,

Il che dovea dimoftrarfi.

Il punto f fi potea concepire anche fotto la 7§, ed
ancera a mano finiftra della rerta 4C, La
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La maniera, che o trovata per dimoftrare quefto teorema,
¢ generale, e pud applicarfi ad aluri fimili.

ScoL1o.

P Er pibs chiara intelligenza dell’ articolo I1. di quefta dimo-
ftrazione fi rifletta, che ficcome le rette da immaginarfi Bv,
e Dr formano colla retta AC gli angoli BVC, e DPC di 6o,
gradi I’ uno; cos) le rette da immaginarfi Bl, e DI formano
colla medefima AC gli angoli B/C, e DIC, che debbono re-
putarfi anch’ effi di 6o. gradi I uno, a cagione della fomma
proffimizd di I, e di ¥ . Percid competono al punto / le itef-
fe prerogative, che al punto 7, ec.

Sark pertanto in virth del teorema LXL /B —+/A—ID un
minimo rifpetto alla 4C, e pel precedente teorema LXVIL la
medefima fomma /B —+/4—/D fara un minimo anche riiperto
alla parallela /f prolungata. Adunque fecondo i principj del-
la geometria interiore Ja fomma fuddetta fari eguale ad fB—+

fA—+ D,
Teorema LXVIL (fig.73)

N El triangolo BAD 1a retta AC, tirata ad arbitrio, taghi
la bafe in C, e le denominazioni delle lince, e tutto il re-
flo fiano come nel teorema LXIV.;

Io dico, che la fomma de’ quadrati VB*; VA*; VD* fark
un minimo rifpetto alla AC, fe valert queft’ equazione :

(XXXV) fy =2 (b—a) + L .
DIMOSTRAZIONE,

LE rette BY; pr; ed 4V anno qui i medeﬁm'i valori , che
nella dimoftrazione del teorema LXIV.; e percid la fomma

VB 4+ VA4*+pD* % queft’ efpreflione:
. acy 15!7
az —+ bb -l-ﬂ—q-y,—g-i?——T—Zf)‘, ’
fia quefta differenziata, e poi eguagliata a zero; fi troverh,

6ydy ~ ‘_ffi’._i‘i{!_zfdy =0,
f f 4
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fi moltiplichi per ——, pofcia fi trafponga y e fi gxunger).
all’ equazione (XXXV) 1l che dovea dimoftrarfi.’

CoroLrLarRIO L

SE AC dmde per meth la BD, vale a dlrc fe laaé ugua.
le alla 4, I equazione ( XXXV ) moftra y = — f E quefio ¢

il teorema LX.
CoroLrLario II,

SElacé nulla, ciot fe la AC fi confonde "colla normalc
A,Q, I' equazione (XXxV) moftra di bel nuovo y _..-- f. =

.—A‘Q
TeoreMmA LXVIIL (fig.75)

Nz triangolo BAD la retta AC, tirata ad arbitrio , tagli
1a bafe in C, e le denominazioni delle linee, e tutto il refto
fiano come nel teorema LXV.

Io dico, che la fomma de’ quadrati $B*; §4*; $D* farh un
minimo rlfpetm alla parallcla MN , qualora fuflifta I equazio-
ne feguente :

(XXXVI) x= - (b—acke).

DiMOSTRAZIONE.

L E rette BS; DS; ed A4S anno qui gl iftefli valori, che nel-
la dimoftrazione del teorema LXV., Jaonde la fomma §$B* -
SA4*—+SD* fi efprime cosi:

29q =+ pp ~+aa ~+ bb —cc — Jx% = 24% == 2b% TF 2%,

Differenziando queft’ efprefsione, ed eguagliandola a zero, fi
conofce

6xdx =+ 2adx == 2bdx =F 20dx —

E dividendo per 6dx, e traiponendo y rifulta I' equazione
(xxxv1). Il che dovea dimoftrarfi.

Co-
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- CororragrIo (fig.75,¢€76)
SIano immaginate le rette VB, ed 7.

Quando la retta MN parallela alla bate paffla pel punto
tale, che la fomma VB*—+VA4 —+VD* fia un minimo riipetto
alla AC; accid quelta medefima fomma fia--un minimo anche
rifpetto alla parallela MN, I equazione ( XXXVI)y 0 la fua e-
quivalente, deve upiformarfi alla (XxxV).-

In queft’ ipotefi AC fara la f; CY la ¢; CG la x, ed VC
la . Ma per la fimiglianza de’ triangoli QC4, GCV avremo

xe

€Q (c). AC (f) :: CG (*). €V (y); adunque ‘x:;— .
Quefto valore di x furrogato nell’ equazione (XXXVI), la fa
divenire _‘:% (b=-a=tc), e¢_moltiplicando per 4:— ,
(xxxvi) =Ly g
E' vifibiley che accid tal' equazione poffa uniformarfi alla
(xxxV) , o dev’ effere -1{ =, vale a dire ff=cc ( evidente
aflurdita ); ovvero i da effere b ——a==0, cio¢ la 4C i da di-
videre per ‘metd la bafe BD.
Allora in virtdr dell’ equazione (XXXVII) y =;' f; vale a

dire 7 ¢ il centro di gravita del triangolo BAD; ed 4 la pre-
rogativa , che VB*—VA*—+VD* oltre |” efler un minimo ri-
fpetto alla 4c, lo & ancora rifpetto alla MN, che pafla per
V, ed ¢ parallela alla bafe.

Trorema LXIX. (fig. 77)

S Uppofto il corollario del teorema precedente; io dico, che
VB* —+V.A*— UD* & un minimo rifpetto alla fuperficie del trian-

golo BAD; vale a dire & il minimo A€’ minimi .
DIMOSTRAZIONE.

La pruova di quefto teorema ¢ un altro efempio del meto-

do da me tenuto nella dimoftrazione del teorema LXVSL
. er-
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Serve la flefla figura 77, e vagliono i medefimi raziocin;,
Si dee perd citare il teorema LX. in vece del LXI.; ¢ il
corollario del precedente teorema LXVIIL in cambio del co-
rollario del teorema LXV.
S’ immagineranno le medefime rette non defcnt.te, e i fo-
ftituiranno i quadrati VB*, V4%, VD': IB*, I4*, ID*:
f4° fD* in cambio delle loto refpettxve radici VB va,VD
/B, I4, ID:fB, f4, fD.
il ;he dovea dimoftrarfi,

NUO-
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NUOVA MANIERA

Di walerfi del sriangolo vestangolo per la refoluzione
' dell equazioni quadratiche, ec.

TrorEMA LXX. (fig. 78, e 79)

* dimoftrato nell’ efempio del corollario VI. del
teorema VIIL, che le rette, le quali divido-
no per med i tre -angoli di qualunque trian-
golo BAC s'incontrano tutte in un punto P.

" Ora io dico, che tirando dallo fteflo pun-
to P fopra uno de’ due lati 4B, ovvero 4AC
del triangolo BAC la normale PN, ovvero la

normale PM, la bafe BC ¢ uguale alla fomma de’ due lati

meno il doppio della funnormale 4N, ovvero meno il doppio
della funnormale AM , cio¢ BC=AB-+AC—2AN, oppure

BC=AB~+AC—1AM.

DiMOSTRAZIONE, -
Dal punto P fi cali fulla bafe BC la normale PH. Effen-
do eguali per la fuppofizione gli angoli PAN, ¢ PAM, ed
anche gli angoli in N, e in M ( perché retti), i triangoli
rettangoli PAN, e PAM fono fimili, ed eguali, mentre an
comune la bafe 4P, e percid AN=AM, ¢ PN=PJI.
~ Si proverk nella medefima guila, che CM=CH, e PM=
PH, e quindi fi vede effere PN—=PM=PH. ‘

Similmente fi dimoftra, che BN=—= BH, e PN==PH, ¢
quindi nuovamente fi vede PN—=PM=PH come fopra.

Cid pofto, BC ¢ uguale a BH—CH, ma fi ¢ provato,che
BN =BH, e che CM=CH; adunque BC :BN—+CM, e
perch¢ BN == AB— AN, ¢ CM=AC—4M, fars BC— 4B
=+ AC— AN— AM, vale a dire: '

BC = 4B —+ AC — 24N, ovvero BC—= AB—+ 4C—14M,
attefa I’ eguaglianza teft¢ provata di 4N, e di AM. 1l che
dovea dimoftrarfi.

Tomo I1. Z . Co-
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CoroLLARrIO L (fig.79)

ESfendoﬁ dimoftrata I’ eguaglianza delle normali PN, PM,e
PH, ne fegue, che defcrivendo un cerchio, che abbia il pun.
to P per centro, e cialcuna delle normali PN, PM, e PH
per raggio, queito cerchio farh ifcritto nel triangolo dato BAC.

CororLar1o IL (fig. 78, e 79)

SEi triangolo BAC ¢ rettangolo 4, allora gli angoli egua-
li PAN, e PAM fono femirettt, e ciafcuna delle due funnor-
mali AN, ed 4AM ¢ uguale al raggio PN, o fia PM, ovve-
ro PH del cerchio ifcritto nel triangolo B4C; coficché 24N,
o fia 24M @ uguale al diametro del medefimo cerchio ifcritto.

Percid ( fig. 79) in qualfivoglia triangolo rettangolo BAC la
bafe BC ¢ uguale alla fomma 4B —AC de’ lati meno il dia-
metfo del cerchio ifcritto NMH.

CororrarIo IIL

E Csnfeguentcmente il detto diametro ¢ uguale ad 4B -+
AC—BC.

Cororrario IV.(fig.79)

S_Upponendo, che il triangolo BAC fia rettangolo in A, e
chiamando per ora y il diametro fuddetto, 4 il lato 4B, 4la
bafe BC, e ¢ I' altro lato 4C, fi avrd in virtd del corollario
I quefta equazione 4 — ¢c—y=¢, la quale quadrata condur-
12 a queft’ altra:
=2 (a—c)y~taa=bb
-t 24C
—+ ¢,
ma bb==aa~cc a cagione dell’ angolo retto BAC, adunque:
WY —2(a~c)y = 20c =o. v '
Laonde il diametro del cerchio NMH ifcritto nel triangolo
rettangolo BAC, ¢ una delle due radici dell’ ultima equazione,
e ltllue:ﬂa radice ¢ uguale ad g~ c~—4 in vigore del III. co-
rollario .

Av.
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AVVERTIMENTO.

T L diametro del cerchio NMH ifcritto nel triangolo rettan-
golo BAC fara defignato in avvenire colla lettera 4.

CoRroOLLARIO V.

PE: trovare I altra radice della fopraferitta equazione , fi-
confideri, che fe d¢ unadelle due radici di effa, I’ altra radice
¢ uguale a 20—+2c—=d, come ¢ noto agl’ intendenti dell’ al-
gebra; ma fi ¢ veduto, che d—=s—+c~—4; adunque ponen-
do nella quantith 2e4=2c—4d il detto valore di 4, I altra ra-
dice fark a—c~+b.

- CoroLLARIO VI,

E sfendofi provato, che le due radici dell’ equazione

(A)pyp=—2(a=tc) y—20c=0

fono '

(B) y—a—tc=—b, ed

(C) y—a—tec~+b.

Se la 4, e la ¢ fi fuppongono ambe negative, ne fegue, che
le due radici dell' equazione feguente (Aa):
) (Aa) 2y +2(a—kc)y—2ac =0, .
in cui fi trasforma I' equazione (A) fono y=—a=—c~—b,
edy = g—c—4 , adunque le radici di quefta equazione :

(D) yy=%2 (a—c)y—20c=0,

Sono le feguenti: .

(E) p—m=ts=tc—tf=rt AB =+ AC—BC.

(F) y==*s~c+b==ABx AC~+BC.
ovvero rapprefentando fempre colla lettera 4 il diametro del
cerchio ifcritto nel triangolo rettangolo BAC ( qual diametro
pel 1IL, corollario ¢ uguale ad 4B —+.4C —BC) le due ra-
dici dell’ equazione (D) faranno:

(G) y==td.

(H) y—==d=2BC, ) )
come ¢ facile a conofcerfi dagli attenti lettori.. .

In tutto il prefente corollario VI. nel {egno doppio s u:it:n-

Z 2
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de il {uperiore, allorché nell’ equazione §A) laa,elach
fuppongono ambedue pofitive, e s’ intende il fegno inferiore ,
allorché nella ftefla equazione (A) la 4, e la ¢ fi fuppongeno
ambe negative.

AVVERTIMENTO.

C He i due valori di y efprefli nelle due equazioni (B), ¢
(C) fiano le due radici dell’ equazione (A), fi pud conofcere
moltiplicando tra loro le due infrafcritte equazioni lineari y—
g=~¢=+b—0, ¢d y —a—c—=b—=o0, mentre ne verra un’ e-
quazione , che avra pe’ fuoi termini primo, e fecondo il pri-
mo, e il fecondo termine dell’ equazione (A), ed avrh per fuo
terzo termine quefta quantith 24— 24c = cc =54, la quale in
foftanza altro non ¢, che 24c (terzo termine dell’ equazione (A))
perché as —f cc~=bb = 0. :

CoroLrario VIIL °

L Equazione (D) pud rapprefentare qualfivoglia equazipne
quadratica, che abbia quefta forma gy Fny —p=o;
Purché fuppongafi 2(s—c)=n, e 24c =p), cioé:
(1) a=+c=1 =

(K)ac=1p.
2
Si quadri ora I equazione (I), e fi avrh a7 = 2ac ~+cc=
+.#n, da cui fottrando I’ equazione (K ) moltiplicata per 4, ne
4
rifulta 4z — 2404 0= 1 118 s 2p, ed eftraendo dall’ uno, ¢

I'altro. membro la radice quadrata, & confeguifce :
(L) S=—C "¢/ 1 mn—2p.

3

_Aggiungendo ad eflo le due equazioni (I), ed (L), e pofcia

dividendo per 2, fi deduce aosziont (1), ed(L)> e
a1 n—1 V:nn—zp:l(ﬂ+MM).

.4 2 4 . .
Indi fottraendo I equazi’on:: (L) dall’ equazione (I), e po-

fcia dividendo per 2z, fi trova c=
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e ime—piS L (Bamy/m—8p ).
4 2 4 4 .

CoroiLario VIIL (fig. 78, € 79).

P Ertanto, fe fi forma un triangolo BAC rertangolo in 4,
il di cut lato maggiore, o almeno non minore 4B (a) fia egnale
ad 1 m— g/ Cm—zp, € il lato 4C (c) fia eguale ad 1 # —

2 ‘/‘i,mf-:'p y ambe le radici dell’ equazione yy =fny - p=e

faranno le efprefle nelle due equazioni (E), ed (F), ovvero
nelle due (G), ed (H). . . e

Cororrario IX. (fig.78,e79) .

Ner equazione (A) fuppongafi negativa la ¢ fola, ovvero
la 4 fola, e fi vedrh, che le due radici dell” equazione (M)
( nella, quale. in rali fuppofizioni i trasforma I’ equazione (A))
fono nelle infrafcritze equazioni (N), ed (O):

(M) pp=F2(a—c)y — 2ac =0, . ,

(N) y==(4=—c)=—b=zt(4B— AC) —BC,

(0) y==*(s—c)=+ b=zt (AB—AC) -+ BC.

Ovvero continuando-ad efprimere colla lettera d il diame-
tro del cerchio iferitto pel triangolo retrangolo BAC ( qual
diametro ¢ uguale ad a~c¢ — &), le radici dell’ equazione
(M) fono le efpreffe nelle feguenti equazioni (P), e (Q):

(P) y==+d=24C, '

(Q) y==d=x24C, -
come fi comprende agevolmente da chi v 1m,p11ega~lg dovuta
attenzione, - : T - .

In trto quefto corollario 1X: nel fegno doppio a luogo il
fuperiorc, quando nell’ equazione (A) fi fuppone negativa la
¢ lola, e luogo il fegno inferiore, quando nell’ equazione
(A) la fola & fi fuppone negativa .

CeroLLarIO X.

L Equazione (M) pud rapprefentare qualfifia equazione qua-

dratica , che abbia” quefta forma gy Fwy —p =0 qualfo l; i
UPe
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ponga 2(4=—=c)=n, e-24c = p, vale a dire: -
(R) a—c=1n :

(S)we=1p.

i , :
Ora I equazione (R) quadrata dt 44— 24c ~+cc =1 2,

1
cui aggiungendo 1’ equazione (S) moltiplicata per 4., fi “ottie.
ne 4a— 2ac=+ €<= 1 #n~ 2p, ed eftraendo da ambe le pat-

rl
ti la radice quadrata, fi 3:
(T) e =RV e T

Si aggiungano ambedve I equazioni (R), e (T), indi fi
divida per 2, e fi conofcera: .
a=ia—+ 1y 1wt = (ny/ ).

So‘ttragaﬁ’ I e&uazione (ﬁ) dall’ equazione (T), indi fi di-
vida per 2, e i trovera: A ’
c:—-_x_n—l-._!_‘/zm::_(—n—}‘/m%
4 2z 4 4 .
Cororrario XI {fig.78,e79)

LAonde fe fi defcrive un triangolo BAC rettangolo in A4,
il di cui lato maggiore, o almeno non minore 4B () fia egua-
lead 1 <+ 1 o/ Tm+zp,€ I altro lato 4C (c) fia eguale

4 4 .. , . —_
a = 1B~ 1/ Tm—+3p,; ledue radici dell’ equazione yy=¢

n]—-;:o, faranno le reg'iﬁrate nelle due éqﬁézioni (N), e
(O), ovvero melle due (P), ¢ (Q)-

Cororrar10 XIL (fig.78)

A Llorch¢ nell equazione yy ¥y ~+p=o la p & maggiore
di 122 il VII corollario moftra:,

3
] Primo sche il triangolo rettangolo BAC & immaginario, effendo
in tal cafo immaginar;j i due lati 4B (4),ed 4C(c)di effo trian-
: golo;
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golo ; poiché nel valore di ciafcuno di quefti due lati entra
la quantitk ¢/ 1an— 3p.

4
Secondo, che nientedimeno la fomma de’ medefimi lati im-
maginarj del triangolo BAC ¢ reale; mentre tal fomma ¢ feme
pre cguale a 17

Terzo, che non oftante la detta fuppoﬁzioﬁ; di p maggio-
re di 1 zm, 12 bafe BC del triangolo immaginaric BAC ¢é ta~

s
lora reale, perché in virtd del fopraccitato corollario VII. #B*
(as)=1nn—1 p=t 11/ Tin =3, €d AC*(cc)= 1mm— 1
53 3% O
p—rny/Tm—3p. E quindi 4B (as)~t 4C*(cc)== 1 nn—p,

1
4 4 _— ry
ciot BC(b)=y/Tm—p.
4
- Adunque la bafe BC fara fempre reale, qualunque volta
la p non fia maggiore di x#s, ancorché la fieffa p foffe mag-

4
giore di 17a.
8

o COROLLARIO XIII.

R 18ettendo al corollario antecedente, chiaro apparifce, che
I' equazioni mie (E ), ed (F) comprendono in fe flefle le
refpettive formole : '

y==t ﬂ—i-‘/-l—n;_—._‘p,

=iy Tm =) S
che fono lze forﬁml; comuni per la refoluzione dell’ equazione
YY) S ny~+pTo, rapprefentata dall’ equazione (D).
' ‘ Cororrario XIV.

S Iccome in vigore del corollario X. AB(t)i-A(:J(c)=
lny AB'(ﬂa): 1nn = 1 p=t 10y Inm¥p; ed AC (cc)=
2 - g = -

8 2 4 4, : 2
1R~ 1 pe— 1 5/ Tentip, donde rifulta AB’ (aa) =+ AC
z - 4

8 4 (ec)
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(cc)=1nn=+p, vale a dite BC(b)==y/Tmetp ; cds}’ con

ST S
evidente illazione fe ne deduce, che I equazioni mie (N),
ed (O) contengono in fe medefime le dug formole refpettive:

f:::';.;n--‘/ Lanetp 5
2 4
J=SF In~t g/ 1m~tp,

2 : 4 . .o
che fono le formole comuni per la refoluzione dell’ equazione
2y SFny—p==o, rapprefentata dall’ equazione (M).

CorolLar1O XV, (fig.78)

A Llorche fi % da rifolvere :equazione yy =F #y ~ p="0, il
<orollario VII. manifefta, che il lato maggiore, o almeno non mi-
nore 4B (a) del triangolo rettangolo BAC ¢ mguale alla ra-
dice maggiore, o almeno non minore dell’ equazione X =F 1,

3
#Z =+ 1 p==0, e che ['altro lato 4C (¢) & uguale all’ altra
radice della fefla ultima equazione : mentre effa equazione
fi ottiene , ponendo g in vece di 4, ovvero di ¢ ne
valori di 4B, ovvero di AC trovati nel corollario VIL , ¢
poi trafponendo, ¢ eperando a dovere. :

CoroLtarTio XVI (fig.78)

E Quando fi % da rifolvere I equazione yy = ny—p==o0, il
corollario X. fa vedere, che il lato maggiore, o almeno non
minore 4B (a) del triangolo rettangole B4C. ¢ uguale alla ra-
dice pofitiva dell’ equazione xx — 1 nx — 1 p==o, perchd el-

{a equazione rifulta , foltituendo x in vece di 4 nel valore di
AB efpofto nello fteffo corollario X., e pofcia debitamente o-
perando . ‘

Moftra del pari il corollario X., che I’ altro lato ZE(¢) del
triangolo BAC ¢ uguale alla radice pofitiva dell’ equazione u#
«t 1 nu— 1 p==o; poiché efla equazione fi confeguifce , fur-

10~
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rogando in vece di ¢ nell elpreflione di 4C trovata nel det-
to corollario X., indi facendo le dovute operazioni.

Intanto fi pud riflettere, che—c ¢ la radice negativa dell’

equazione xx=— 17¥— 1 p==o0, ¢ che —4 ¢ la radice nega-
3 3
tiva dell’ equazione #u = 1 7w 1 p==0, come ¢ facile a ri.

3 2
conofcere , e come efler deve in virtd di quel canone dell’
algebra , il quale infegna, che mutando i fegni de' termini
pari di una equazione, le radici pofitive di effa divengono ra-
dici negative della nuova equazione, e le negative della pri-
ma diventano radici pofitive dell’ altra.

CoroLrar10o XVII

Stano le due equazioni infrafcritte :

Yy ==ny ~+p=o

X = LAx~+ 1 p=o, |
e le duc radici della feconda fiano ~+a, € =+¢; io dico, che
le due radici della prima fono efprefle in quefta terza equa-
zione : '

V=8 = as ey
€ cid pe’ corollarj IV,, V., e XV,

CororrLario XVIIL
Stano le due equazioni infrafcritte:
Y —+ny— p=o
R+ L 23~ 1 p==o,
e le due radici della feconda fiano —a, e ==c io dico, che

le due radici della prima fone ecfprefle in quefta terza equa-
zione:

J=—am— S aa—kicy

E cid pe’ corollarj VI., e XV.
CoroLLaRIO XIX.

Slano le due equazioni infrafcritte:
Tomo 11, Aa b/ 4
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yy —ry—p—o

KN L X == 1 D0,

La radice pof;tiva della feconda fia ~+4, ¢ la radice nega-
tiva pur della feconda equazione fia—c; io dico, che le due
radici -della prima fono efprefle in quefta terza equazione:

Y =a—=CF ¢/ aa—kccs ~

E cid pe’ corollarj 1X., e XVI.
Cororrario XX,
S1ano le due equazioni infrafcritte :
Yty —pZo
U~k 1 Bt 1 pZ 0,

La radice pofitiva della feconda fia ~4-c, e la radice nega-
tiva pur della feconda equazione fia =4 ; io dico, che le
due radici della prima fono efprefle in quefta terza equazione:

U =V g

E cié pe corollarj IX., ¢ XVI.

AVVERTIMENTO.

Pe: piena intelligenza dei IV. corollarj, che feguono, riflet-
teranno gli eruditi lettori, che le quattro infrafcritte equazio-
ni del fecondo grado (A), (Aa), (Y), ed (&) poffono tut-
te coftruirfi in pid guife, e tali, che nel valore delle radici
di dette equazioni non apparifca la bafe BC (4) del triangolo
rettangolo BAC, né la o/ 7. 5w, che ad efla equivale, e nemme-
no vi apparifca il diametro del cerchio NMH ifcritto nel trian-
golo rettangolo BAC.

Nel libro nono delle fezioni coniche del marchefe de I"O-
fpital, e nel trattato della coftruzione dell’ equazioni di Oza-
nam, anneffo al di lui trattato delle fezioni coniche, pofsono
vederfi coftrutte I'equazioni del fecondo grado in diverfi mo-
dl-, facendo ufo de’ quali non avrebbero luogo nelle coftruzio-
ni delle quattro equazioni accennate (A), (Aa), (Y), ed
(&) n¢ la b, n¢ la /7% equivalente alla ftefsa 4, e mol-
to meno il diametro del cerchio NMH ifcritto nel triangolo

ret-
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rettangolo BAC, perché io fon I’ unico, che fiafi valuto dj
tal diametro nella rifoluzione dell’ equazioni quadratiche.

CoroLLARIO XXI (fig. 78)

ST denoti come fopra colla lettera 4 il lato maggiore,
o almeno non minore del triangolo BAC rettangolo in 4, col-
la lettera ¢ I' altro fuo lato, e colla lettera 4 la fua bafe BC.

Siano in oltre le due feguenti equazioni:

(V) un—(a=+c) s~ac=o

(A) pp=—2(a~c)y—+2a0c==0. :

To dico in primo luogo, che la bafe BC (&) del fuddetts
triangolo BAC ¢ uguale alle due radici dell’ equazione (V) mes
no la radice minore dell’ equazione (A).

Perché le due radici dell’ equazione (V) fono ~+4, e =+¢,
e pel corollario IV, la radice minore dell’ equazione (A) éa~+
c—b.

To dico in fecondo luogo, che la flefsa bafe BC ¢ uguale al-
la radice maggiore dell’ equazione (A) meno le due radici del-
la ftefsa equazione (V).

Perché pel corollario V. la radice maggiore dell’ equazione
(A) ¢ atc=tb.

Corotirario XXII,

Sleno le due infrafericee equazioni:
gw) WwW~(a~+ c(w=tac=o
Ad) yy—+2(amtc) y =+ 2ac=0. .

Io dico in primo luogo, che la bafe BC (&) del triangolo
rettangolo BAC ¢ uguale alle due radici ( ambe ’nEgatwe) .dell
cquazione (W) meno la radice maggiore (anch elsa negativa)
dell’equazione (Aa). i

Perch¢ le due radici negative dell’ equazione (W) fono —s,
e —c, e pel corollario VI. la maggiore delle due radict nega-
uve dell’ equazione (Aa) & —a=—c—5.

Io dico in fecondo luogo, che la ftefsa bafe BC ¢ uguale al-
la minore delle due radici negative dell’ equazione (Aa) meno

le due radici ( ambe ncgative ) dell’ equazione (W),
Aa2 Per-
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Perché pel corollario VI. la minore delle due radici negati-
ve dell’ equazione (Aa) € == g=——rc=+5.

CororrLarlo XXIIIL

S Iano le due equazioni:

(X)) xx+(c—a)x—ac=o0

(Y) gp=+2(c—a)y—2ac=0.

Io dico in primo luogo, che la bafe BC (4) del triangolo
rettangolo BAC ¢ uguale alla radice pofitiva dell’ equazione (Y)

. meno I’ aggregato delle due radici ( pofitiva , e negativa ) dell’
equazione (X).

Perche le due radici dell’ equazione (X) fono~+a,e—c, ¢
pel corollario 1X. la radice pofitiva dell’ equazione (Y ) ¢
Ge=c—b. :

Io dico in fecondo luogo, che la flefla bafe BC ¢ ugnale all
aggregato delle due radici dell’ equazione (X) meno la radice
negariva dell’ equazione (Y)

Perché pel corollario IX. la radice negativa dell’ equazione
(Y)¢ a—c—b.

CoroOoLLARIO XXIV,

S tano in fine le due equazioni:

(Z) 23+ (8—c)g—ac=o

(&) py =+2 (a—c) y = 240 ==o.

Io dico in primo luogo, che la bafe BC (4) del triangolo
rettangolo BAC ¢ uguale alla radice pofitiva dell’ equazione (&)
meno I'aggregato delle due radici (pofitiva, e negativa ) dell
equazione (Z).

- Perché le due radici dell’ equazione (Z) fono —c, e — 4,
¢ pelb corollario IX. la radice pofitiva dell’ equazione (&) &c ==
a—b.

To dico in fecondo luogo, che la ftefla bafe BC & uguale
all' aggregato delle due radici dell’ equazione (Z) meno la ra-
dice negativa dell' equazione (&).

- Perche pel corollario IX. la radice negativa dell’ equazione
(&) ¢ cmmagem b,

Co-
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CoroLLARIO XXV.
TsorEMaA (fig.78)

SI confideri ora la fig. 78, che rapprefenta qualunque tri-
angolo rettilineo, e i continui a chiamare ¢ il lato 4B, 4 la
bale BC, e ¢ laltrolato 4C. Si chiami in oltre # I’ una,e I
altra delle rette eguali AN, ed 4AM, che toccano il cerchio
ifcricro nel triangolo della fig. 79; r il raggio dello fteffo cer-
chio; d il fuo diametro, e p il perpendicolo, che s’ immagini
calato dalla cima 4 fulla bafe BC. Io dico, che I’ area del
triangolo BAC ¢ uguale a br—+sr, € quindi:
d(b—+r)= bp. '

DiMoSTRAZIONE.
L Area del triangolo BAC ¢ uguale a 1 BC, PH—+ 1 4B,
PN~ 1 AC,PM; adunque effendo le Tette PH; PI’V; PM
raggi del cerchio ifcrittoy 1 br—t1 ar—+ 1or=1 bp, € per
confeguente 1 br— 1 ar-l-:l_ cr—lix 2;r~i-rr:_:_1_ bp. Ma

. 2 2 3 3 - 2
in virtd del prefente LXX. teorema, 4~ ¢ — 2¢ ==, adun-
que la penultima equazione fi cangia in quefta: 1 or—+1

br—+sr =1 bp, ciod br—+sr =1 bp, ovvero foftituendo I 4

in vece di r, e moltiplicando per due d (b—+#)=14p. Il che
dovea dimoftrarfi.

CororLar10 XXVI (fig.78)

SE il triangolo BAC ¢ rettangolo in 4 , allora & luogo
queft’ equazione:
b=e—

d 2 ) ) )
Imperocché in tal cafo # ¢ uguale a 1 d, e &p ad ac, co-

ficché I equazione (bt s)=bp dimoftrata nel precedente
CO~
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corollario , diventa d(b~+xd )= s, ¢ dividendo per d, poi

: ]
trafponendo, ne deriva 4= 2¢ w1 d. -
S

€CoroLLarIo XXVIL (fig.78)
N E! triangolo rettangolo BAC fuffifte queft’ equazione :

b 2= 20c wm g,

A
Imperocché nella dimoftrazione del corollario XXV. fi ¢ ve-
uto x br = 1 ar =+ 1 cr==1 bp; adunque 1 bd~+ 1 ad -+

ed = 3 ac, si divida per:d ; e poi fi trafpo;lga ; ne *rifulte-

4 2 [
T8 b 55 2% e g .

a4
CoroLLARIO XXVIIIL {fig.78)

In qualunque triangolo rettilineo BAC vale quefl” equazione:
d=__2%r__ . .
a=t ¢ b A
Imperocché eflendofi notato nelle dimoftrazioni de’ corollary
XXV., ¢ XXVIL, che 1 or—~ 1 ar+ 1 or=1 bp, dondedr

. s 2 .
videndo per 1 (b~+a=~+c), proviene r == __ %
. 3 amd= ¢ b
ﬁbll,e, Ch@ d= 26P »
ardoiet- b -
CoroLLarRIo XXIX,

TEOREMA,

Nz triangolo BAC della fig. 78, allorché rapprefenta qual-
fivoglia triangolo 4 luogo queft’ equazione
b= s .
r—d.

; eghi & wvir

DIMOSTRAZIONE,

L corollarioc XXV. fomminiftra I equazione d (b~+)= £p;
la quale trafpofta, efibifce #d ==ép — bd, talché dividendo
per p—~d, fi %: '
b= _ta . 1l che dovea dimoftrarfi.
p—d Co-
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CoroLLARI0 XXX. (fig.78)

A Dunque nel Friangolo rettangolo B4C, la foftituzione di
1d in cambio di # moftra b= __ 44 : belliffima efpreflione

2(p—d)
del valor della bafe.
-CoroLLaRIO XXX (fig.78)

INEllo fteffo cafo del triangolo BAC rettangolo in A4 ponga-
fi ac in vece di bp, e 1 4 in luogo di # nell' equazione 4

(b=2)=bp del cprollz;rio XXV., ¢ allora fi avry d (b~

]
d) =ac; ovvero furrogando in vece di 4 il fuo valore a~+¢c —d
tratto dal IL corollario, d(a—+c— 1 d)=asc: equazione, che

191

moltiplicata per 2, e ordinata, rende queft’ altra:

(AA) dd—2(a—c) d—+ 2ac =0,
dove ponendo y in cambio di d, ritorna I equazione gy =2
(a=+c)y=+2ac==0, ch’erafi dedotta nel corollario IV.; ma ivi
mediante il teorema Pittagorico, I influffo del quale non % ve-

run luogo nel corollario prefente, e per confeguenza nell’ e-
quazione (AA).

Cororrario XXXII.

DI qui nafce una maniera analitica di trovare il rapporto,
che anno tra loro la bafe, e i lati del triangolo rettangolo,
vale a dire la fteffa propofizione Pittagorica . )
Attefoche il corollario II. 3 moftrato, che nel triangolo
rettangolo 4 —+c—~—d==4. Si quadri dunque, ¢ fi confeguird
dd—2(a—+c)d—+aa=bb
-+ 24¢
) -+ ¢
ciod trafponendo:
(BB) dd—m2 (atc)d=+20c=0
. -+ s
-+ C

— bb Da
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Da queft’ ultima equazione fottraggafi I equazione (AA) del
corollario antecedente ; rimarrd az~+cc—bb=o0, € percid bb =
aa—+cc. Il che dovea ritrovarfi

CoroLLARIO XXXIII _
Problema .

TRovare analiticamente per altra via la relazione, che 3 la
‘bafe del triangolo rertangolo ai lati di eflo.

SOLUZIONE.

PE! corollario XXX. 6 =__ 44, dalla quale equazione or-
2(p—d

dinata a dovere, viene I’ infrapfcritt)a.:

(CC) dd—+ 26d~2bp=0,
che refoluta efibifce :

d:_- — )t ‘/m .

Ma in virth del III. corollario:

d==4-+c—14; adunque paragonando i due valori di d, fi
conofce /25, == a~+c; cio¢ quadrando:

b0 ~+2bp = aa —+ 24c «+cc. Togliendo pofcia da una parte
2bp, e dall’ altra 2ac (quantith eguali tra loro ), rimane 66=
aa=+cc. 1l che dovea ritrovarfi.

CoRroOLLARIO XXXIV.

TErz0 modo analitico di fciogliere quefto problema, cio¢ di
trovare il teorema di Pittagora.

L’ equazione (CC) trovata nel precedente corollario, ¢
¢quazione (BB) efpofta nel corollario XXXII, fi aggiungona
infieme per aver queft’ altra: '

(DD )2dd—2(a—+c—b)d — 26p=0

—+ 2ac
- 44
- cc
— bb

Ora pel 1T1. corollario d = s—+c—4 ; adunque ; 2dd =12
(4+ce=b)d=2dd — 2dd. Coficché nell’ equazione ( DD)

tva-
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fyanifcono i -due- primi -termini. Nel terzo termine poi di,
effa & chiara, che =—28p—+22c=0, e quindi tutta I equazio-
ne (DD) riducefi a queﬁa 44 = cc -fbb:O;cxoe bb = a5t cc.
che dovea ritrovarfiy :

CoroLLARIO XXXV.

tagorica. e . SR
O' dimoftrato nel corollario XXVIIIL.,che in qualfivoglia trian-

golo rettilineo, d—=__26p _; di’ modo che nel triangolo ret-

. . a =~ =+b .

tangolo vale queft’ equazione d==__2e¢ _. Ma pel corollario
) ’ ’ a=tc—b

IIL, che al triangolo rettangolo % relazione, d=a—tc—b;

adunque _24c == g~ c ==4. St moltiplichi perz < ¢ —+4,
RN e 2 - E

e fi vedri eflere 24c==4a ~+ 24ac ~ cc v= bb. Dopo aver caf-

fato 2ac di qui, & di Ia, fi trafponga , e fi conlegnira b=

aa =+ cc. Il che dovea ritrovarfi.

CororLrLario XXXVI.

QUintp modo di trévéxe il teorema di Pittagora.
Pel corollario XXVIII. d=_ 267 , e riducendo a propor-

Uarto modo di trovare- analiticamente la propofizione Dit-

@t ¢ b
zione, 2p. 4 ~ ¢ =+ b :: d.b. Componendo, 2p ~+ a~tc—+5. s
~c=+b 1 d=+b.b.. Permutando wp—+a—+c—+b. d—+b i a

—+¢é=+b.'b. Dividendo, WaA~a—+c—d. d—+b:: a—+c. b.
Surrogando (in virtl del II. corollario ) nel primo termine
dell’ ultima proporzione in lnogo di a—c—4 il fuo valore 4,
e di d—+4 il fuo valore a—c, la proporzione medefima divie-
ne 2p—+b. A=c:ta—c. b. Prendendo il prodotro degli eftre-
mi, e de’ medj 2bp—+bb—ss—+20c—+cc. Ma 2p=2a4c; 3~
dunque b= aa~cc. 1l che dovea ritrovarfi. ‘

CoRroLrLarRIO XXXVIL
TEoreEMA (fig.78.)

R 1manendo fempre le denominazioni, come fopra; io dico,
Tomo 1. Bb ~ che
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che nel triangolo rettangolo % luogo quefta proporzionalita:
-(EE) (sa=t ab) : (cekeh) = ?a'—-cib) P {cmmaztb),

DiIMOSTRAZIONE. -

N El dedurre il corollario XXXV. & rimarcato, che nel trian-
golo rettangolo fi & 4~+c—=b=__ 2ax__; e confeguentemente

a6
a~+c=+b= __24c__ ;e per raccoglicre quefte due efpreflioni
8= (o b : o
inuna g=+c=£ b=  24c

a=+cTR b

Laonde fi anno quefte due proporzionalita (sa~+c =£5): c=
22:(a=+cFb), ed (a+ctb):az=2:(a-+cFb),; e va-
lendofi di quel modo di argomentare, che fi chjama dividen-
do, dalla prima di effe nalce (s =té ) : c=(a.—cztb):
(a+c=fb), e dalla feconda, (cxb) ta=(c=maztb):
(a=+c=fb). Confiderando adeflo quefte due proporzionalith ,
come equazioni, dividafi la penultima per I' ultima; e forge-
12 I'equazione, o fia proporzionstits (EE). Il che dovea di-
moftrarfi,

CoRrRoOLLARIO XXXVIVII._

Da quefta nuova, e bella propriera del triangolo rettangolo
vien I’ infrafcritta nuova anch’effa, e leggiadra, ed ¢, che nel
triangolo rettangolo fuflifte queft’ equazione:

(FF ) 4° — 440~ abb=(? = cca=—rcbb .

Il prodotto degli eftremi, e il prodotto de’ medj della pro-
porzionalits (EE), e le debite maniere di operare , moftre-
ranno la verita del prefente corollario.

CororLrLario XXXIX.
TEOREMA.

Nz triangolo rettangolo anno luogo quefte due equazioni:
(GG) bbtac=w—¢

(HH) b6 — a0 = s .

a=+c
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- DIMOSTRAZIONE,

L’ Equazione (FF) maneggiata a dovere , produce ! equazio-
ne (GG):

Da ciafcun membro della quale fottraendo 24c , fi ottiene
bb a0 = #* ==} == 2aC,

8 ——C

E il fecondo membro di queft’ ultima equazione equivale al
fecondo membro dell’ equazione (HH); perché s I uno, ¢o-
me I altro difviluppato dalla_frazione , apparifce eguale ad
aa==ac~cc. Adunque fuflifte anche I equazione (HH), 1I
che dovea dimeftrarfi.

CororLARIO XL,
TEOREMA,

S Ufliftono le due infrafcritte equazioni:
(H) bb::[aj_—;r_’]-‘.:‘[,*—tﬁ-;]

2 R e —tc
(KK) ac—1 [A‘-—r’ — [ﬂ"—H’
2L gemmg _; a~c

la prima delle quali & Iuogo nel triangolo rettangolo; ¢ la fe.
conda non ¢ alligata ad effo, ma generale,

DimMosTRAZIONE,

SI aggiungano le due equazioni (GG), ed (HH), indi fi
divida per 2, e forgery I equazione (II). ‘

Si fottragga I' equazione (HH ) dall’ equazione (GG), indi
fi divida per 2, e fortirs I equazione (KK ). Il che doves
dimoftrarfi.

CoroLLarIo XLIL
TEOREMaA.
NEI triangolo rettangolo vagliono le tre equazioni feguenti:
(LL) 6* =+ aacc= 1 [:’-—-cs] P 1 ol 2
=

(MM) 64—17/!&':‘ a’:—:’ L ke
[=]15=]

Bb 2 (NN)
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~ r["",-fc][—‘a_i] Tl T
DiMOSTRAZIONE, o '
L Equazioni (11), e (KK) debitamente maneggiate , condu.
cono all’ equazione (LL), ed (MM); la feconda dclg',c quali
viene ancora dalla moltiplicazione dell’ equazione (GG) per la
(HH). - o |

Moltiplicando poi I’ equazione (LL) per la (MM), fi fco-
pre I’ equazione (NN). Il che dovea dimoftrarfi, '

CorROLLARIO XLII

.. TEOREMA.

NEI triangolo rettangolo fuflifte queft’ equazione :
(OO) bb:_'_["—t’ ? e 1 [A=37?
44C L G Ta?[n—f-t]
DIMOSTRAZIONE.,

Si quadri I' equazione (GG), ne verra:
(bé—i—ﬂt)’:l’a;—c? L

B

Si quadri I equazione (HH), ne verrh:
(bbwmac) ':,:f_s:,._,_a] 2
. a~c )
Si fottragga la feconda di queft’ ultime due equazioni dalla
prima , e fatte le dovute operazioni, fe ne troverd un’ al-
tra, che divifa per 4ac, dary I’ equazione (OO). Il che do-

vea dimoftrarfi.
CororrLario XLIIIL
TEOREMA.

NEl triangolo rertangolo anno luogo le due equazioni fe-
guenti :
(PP) 46 =aacchbb= 1 [a—cT4tem [“;_,_c;]'*

— 4
8ac B¢ 8ac G=rc

()
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(QQ)M—aaccbb:_r_ [t_i_’_—f-i’] [f—-_ﬁ]z-«% [a’-c!] [ai-w’]:

2 a=4¢ R=—>C 8 a=c

DIMOSTRAZIONE.

D ar equaziane (LL) moltiplicata per la (0O), viene I'e-
quazione (PP). o

E dall’ equazione (MM ) moltiplicata per la (II), viene
I’ equazione (QQ). Il che dovea dimoftrarfi.

CoroLLARIO XLIV.

C Alcolando con deftrezza fi difvilupperanno dalle frazioni i
fecondi membri delle due equazioni (PP), ¢ (QQ); talché
dalla prima di effe fi vedrd nafcere:

(RR) 66—+ aacchbb=a% = 4a*cc —+ 4aac* =%,
e dalla feconda:

(SS) 08— sacchb=2a% = 24%c ~F 22ac* ~ 6,

CororLrarIo XLV,
TEo REMA.,
N=i triangolo rettangolo vagliono quefte due equazioni:
(TT) 6% — Gaacc(aa—cc— 1 bb)=2a® =+ ¢S,
2
(VV) 56— 3aaccbb =106 =+ 5,
ANNOTAZIONE,

PRngO della maniera, onde & trovate quefte, ed altre equa-
zioni cleganti de’ fopra efpofti corollarj; & di averle dedotte
fenza fupgorre il reorema di Pittagora, che anzi deriva da
ciafcuna di effe; come potrd fperimentarfi da chi vorry difvi-
luppar le frazioni, che entrano nell equazioni fuddette.

Dimoftrazione del Teorema.
Dar equazione (RR) moltiplicata per 2, proviene:
266 — 2aacchbb == 245 — 8a4ccl:+ Sﬂar“P-+ 26 e

e da quefta fottraendo I equazione (SS), rifu,lta I altra:
b8 = 3aacchh = 4% — 6a*cc —+ Gaact e c6 s

che
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che debitamente trattata, produce I equazione (‘TT); ed &
la prima parte. )

Dall’ equazione (SS) moltiplicata per 2, deriva:

266 = 2200cbb = 20% ~+ 4a*cc =+ qaact =+ 2c%
e da quefta fortraendo I equazione (0O), nafce I equazione
(VV); che & la feconda parte. Il che dovea dimoftrarfi.

CoroLLARIO XLVI,

L L Equazione (TT) fortratta dall’ equazione (VV'), fa
conofcere::
Gaacc (aa =4 cc == 1 bb )= 3aacchb =o.

2 .
Dividendo per 6aacc, fi vede as—tccw=1 bh=1 bb =0, ¢
3 2
confeguentemente b6 == aa —cc.

11. Come pure, fe I equazione (SS) fi aggiunge all’ equa-
zione (RR), e la fomma fi divide per 2, fi 4:

b8 = aB—t 34" cc 4 3200 —4®, cloe bb = aa—cc.,

HL E fe I equazione (SS) fi fottrae dall’ equazione (RR),
e la differenza (i divide per 2aacc, fi ottiene parimente bb == aa—+cc

IV. L’ equazioni (RR), ed (SS) equivagliono alle due r-
fpettive, che feguono:

B8~ aacchb == (aa —+cc )} — aacc (aa —4cc)

b8 = aacchb == ( aa =4 cc )} = aacc (23 —+cc)
ciafcuna delle quali moftra, che 46 & uguale ad so~cc; per
ch¢ quefto valore di 46 introdotto ne’ primi membri di efle,
le cangia entrambe in identiche.

CoroLLarIO XLVIL

Dividendo per £ ( che rapprefenti I’ unith arbitraria ) tanto bb
quadrato della bafe del triangolo rettangolo, quanto 4z, € ¢
quadrati de’ due lati; e poi trafponendo in due modi I’ equa-
zione (VV), ne vengono queft’ altre due:

(WW) 26 —jgasectt—1 (a®~+:%) =0

f3 f3 f
(XX) a8 3bbecan -+ 366—56) —-0
13 i 1

| F)
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la prima delle quali (WW ), (tupponendo incognita la 4 | e

indeterminate laaa, e la e« ) pud rapprefentare quell’ equazio-

f . .
ni cubiche prive del fecondo termine , che anno negativo il
terzo, e il quarto termine. .
Ma la feconda (XX), (fupponendo incognita la 4z, e inde-

terminate la 25, e la « ), pud rapprefentare quell’ equazioni

. f . L
cubiche prive del fecondo termine, che anno pofitivo il terzo,
e negativo il quarto.

ANNOTAZIONE.,

E' Cofa nota a chi ¢ verfato nell’ algebra, che mutando i
fegni delle tre radici dell’ equazione (WW), efle divengono
radici dell’ equazione cubica, che X quefta forma:

(YY) bfemjaacctt 1 (°—¢5) =o.

£ f3 B, .. .
E che mutando i fegni delle tre radici dell’ equazione (XX),
effe divengono radici dell’ equazione cubica, che & quefta forma:
(ZZ) s gobecas = 1 (V0 —c) =o.
f f f
CoroLLARIO XLVIIL

D1videndo Per 45 =4z —cc =0 I equazione (WW) , refta

_ ) F T F
il quoziente :

4 —+ 1 (as=cc) bo—+ 1 (a*——aacc—c*) o

equazione, le dicuiradici fi contengono in quefta formola: .
b T 1 (aa—ec) ok 1 (=34t = 6aacom—3c*)

2f 2f
la quale moftra, effer immaginarie dette radici ; mentre la

quantita fotto il vincolo & il quadrato #*e—24acc = ¢* (necel
fariamente pofitivo ) moltiplicato per=— 3,

Co-
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» CoroLLARIO XLIX.

D 1videndo per as — 85 =+ o =0 I equazione (XX), rima-
f f

ne il quoziente:

o +L(bb—cc)an—q-__l_(b‘-q-ccéb-i-c‘):o.

£ f . F L

Equazione, le radici della quale fono immaginarie, ed e-
fprefle nella formola, che fegue: .

s =1 (commbb)=k 1 (—=30% == Gbbecm=3c*) T

T 3

Cororrario L.

S1 dee modificar I efpreflione del corollario XLVII., ed aflerire,
che ' equazioni (WW), (XX), (YY), ¢ (ZZ) pofiono rap-
prefentare quelle fole cquaziont cubiche prive del fecondo ter-
mine, le quali anno una radice reale, e due immaginarie:

Come pure, che non fono valevoli { dette equazioni)a rap-
prefentar weramente quelle equazioni cubiche prive del fecondo
termine, le quali anno /e radici turte e tre veali. Cafo , che
chiamafi srredurribile nell’ algebra .

Quefto corollario parmi degno d’ offervazione.

ANNOTAZIONE,

P Offono paragonarfi i termini dell’ equazioni (WW), (XX),
(YY), e (ZZ) co’ termini corrifpondenti dell’ equazioni cubi-
biche ( della fteffla fpecie ) da rifolverfi: e in virth delle inde-
terminare poflono trarlene due equazioni parziali ; indi combi:
nar quefte in maniera, che fi trovi la refoluzione di derte e-
quazioni cubiche fimigliante a quella del Cardano , ec. .

I periti nell’algebra non abbifognano fopra cid di pit diffuia
fpiegazione. Efli ben comprenderanno dopo le cofe dette,
come abbiano da valerfi del triangolo rettangolo in ordine
a tale refoluzione.

APPEN-
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DE POLIGONI.

Lemma L (fig. 1)

Ta qualfivoglia (*) triangolo 4PB, la di cui
bafe 4B fia tagliata per mezzo in T dalla
retta PT, che lcende dal vertice de¢l me-
defimo triangolo. Io dico, che fuffifte I
infrafcritta equazione (1 ):

(1) » P4+ 1 PB =

2 2

AB* —+ PT*,

T
4
DIMOSTRAZIONE.

SI concepifca il triangolo .4PB ifcritto nel cerchio, fi pro-
lunghi la PT fino alla circonferenza in O, e s’ intendano ti-
rate le corde 40, OB; tirifi poicia fino alla bafe del trian-
golo la retta PS tale, che I' angolo SPB fia eguale all’ ango-
o TP4. Cid fatto, fi confideri:

I. Che il triangolo ATP ¢ fimile al triangolo OTB, e il
triangolo PTB ¢ fimile al triangolo 4TO. Abbiamo per tan-
to quefte tre proporzioni: ‘

PT. P4 :: TB. BO—PAXTE

PT

PT. PB :: AT . AOz= AT X PB
PT
Cc2 PT.

(*) Giornale de’ letterati d’Italia tom. XXXVI. pag. 230.
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PT.TB :: AT . TO = ATX T8
PT

Adunqﬁe PO =PT —+TO ——PT"~+ AT X TB.

PT

II. Che il triangolo SPB ¢ fimile al triangolo AP0, per-
che gliangoli SPB, APO fono gi eguali perla coftrezione > €
gli angohh 4BP, 4OP fono anch’ efli eguali, come appoggia-
ti fullo fteffo arco 4P, e quindi naice quefta proporzione:

PO . 40.PB.SB, ‘

Cio¢ foftituendo in vece di PO, e di 40 i loro valori tro-
vati di fopra.

PT ~+ 4TXTB.AT X P8 :: PB.SB,

T PT
donde viene la feguente equazione :

(2) SB=PB*X AT div. per (PT*—+ AT X TB).

ITI. Che il triangolo 4PS ¢ fimile al triangolo OPB, atte-
foch? gli angoli #PS , OPB fono eguali in virth della coftru-
zione, e gli angoli PAS, POB fono parimente eguali, perché
ciafcuno di effi 3 per fua mifura la meth dell’ arco PB ; laon-
de fi & queft’ altra proporzione:

PO.OB:: PA. A4S, .
ovvero ponendo in cambio di PO, e di OB i loro valori:

PT" +ATX TB.PaXTB:: P4, AS,
PT

PT
e fe ne deduce I’ equazione, che fegue:

(3) AS=PA*X TB div. per (PT* —+ AT X TB).

1V, Che effendo 4B==AS -+ SB fi ottiene I’ infrafcritta -
quazione (4), purché fi pongano in luogo di 4S, e di SB1
loro valori tratti dall’ equazioni (2), € (3).

(4) AB= (PA*XTB—~+PB* X AT )iv. per ( PT*— ATX TB).

Egli ¢ vifibile, che queit’ ultima equazione {uffifte anche,
ove la PT tagli la bale 4B in due parti difuguali, che fie-
no tra di loro in qualunque ragione. ,

Poniamo ora, che il punto T cada nel mezzo della mede-,
fima bale, e furroghiamo 1 4B in luogo di AT, e di TB‘ncll

equazione (4), e ne rifulters queft’ altra:
AB
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AB=( 1 PA* X AB~+ 1 PB* X AB)div.per (PT* ~+ 1 AB")

che divifa ‘per 4B, e poi' moltiplicata per (PI“—;-L;{B’)
produce I' equazione (1). Il che era a dimoftra:fi.

Lemma IL (fig. 2, 3,4,¢€¢5)

SE il triangolo 4PB degenera in una retta, ciod¢ fe il pun-
to P cade fopra qualunque punto della retta 4B anche pro-
lungata; io dico, che tutravia fuflifte I' equazione (1), pur-
ché¢ la medefima 4B fia divifa per mezzo in T .

Dimoftrazione pé cafi delle figure 2, ¢ 3.

NEI cafo della figura feconda fi 4:

PI'=TB—PB=1 AB~PB—1 AP~ 1 PB— PB,

ciod -PT'= 1 (PA—PB).

Nel cafo della figura terza fi vede:

PT — AT —AP—=1 AB—AP = 1 AP~+ 1 PB = AP,

wl-

X
ciot PT'=1 (—P4—+PB). ;

Pongafi per tanto nel fecondo membro dell’ equazione (1)
in vece' di 4B il fuo valore P4~ PB, e tn vece di PT il
fuo valore, che é1 (==PA=f PB), e I equazione (1) fi ri.

3
durra a un’ equazione identica. Il che dovea dimoftrari in
primo luogo.

Dimofirazione pe’ cafi delle figure 4., € 5.
N El cafo della figura quarta fi %:
AB=PB—PH
PT = PA~+ AT —PA~1+ AB=PA~1 PB=—1 P4,

3 Y

ciot PT=1 (PB—+P4)

Nel cafo 1poi della figura quinta fi a:
4B
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AB=—PA—PB : )

PT=PB—+BIr =PB~+1 AB"PB=+1 PA—1.PB,
. 2 Y

2
ciot PT=1 (PB—+P4).

3 . . : .
Laonde furrogando nel fecondo membro dell’ equazione (1)
in vece di 4B il fuo valore == PB=fx P4, ¢ in cambio diPT
il fuo valore 1+ (PB—+P4),f{i giungera di nuovo 2 un’ equa-

2
zione identica. Il che dovea fecondariamente dimoftrarfi.
TeoreEMA GENERALE.

S Ta qualfivoglia poligono, i cui lati giacciano in uno, o in
differenti piani, e fia prefo in qualunque fito dell’ univerfo
un punto a difcrezione, dal quale fi tirino delle linee rette fi-
no al vertice di tutti gli angoli dello fteflo poligono, e delle
altre rette fino alla meth di tueti i fuot. Jatt. Io dico, che
la fomma de’ quadrari di quelle linee, che giungono al ver
tice degli angoli, meno la fomma de’ quadrati di quelle linee,
che arrivano alla merh de’ lati, ¢ uguale alla fomma de’ qua-
drati de’ medefimi lati divifa per quattro.

DimosTazioNe (fig. 6)

M1 batters dimoftrare la verih di quefta propofizione nel
quadrilatero 4BCD, fupponendo, che i fuoi lati giacciano tut-
ti nel medefimo piano, e che il punto fi prenda dentro lo
fteflo quadrilatero ; mentre fi vedrd evidentemente, che la me-
. . 4 . . ?
defima dimofltrazione fi eftenderk a tutti 1 cafi del teorema.
In virtd del I lemma fi anno le quartro equazioni fe-
guenti: '
1 PA’~+1 PB*==1 AB*—+PT"
2 2 4
1 PB'—~1 PC' =1 BC’—+PT"
2 2 4
1 PC'—+ 1 PD'==1 CD’ ~+ PZ"
2 4
PD'~+1 PA'=1 DA’ —PX"
2 4

DEE)]

Ag-
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Aggiungendo quefte quattro equazioni, indi trafponendo, ri-
trovafi: . ,
('$) P4* = PB* — PC* = PD* == PT" == PY’ e PZ* e PX* ==
=1 (AB’-+J§C‘-0-CD‘-¢-DA’).

4 -
Il che dovea dimoftrarfi..
: ScoL1I o,

D At tenore di quefta” dimoftrazione fi vede, che tante fono
I' equazioni , quanti i lati del poligono. E dee notarfi an-
cora , che ‘ :

Se il punto P cadefle in uno de’ lati del poligono, anche
prolungato ( non perd nel vertice d’alcun angolo ) allora il 1L.
lemma fornirebbe una fola equazione ,.e I altre dipenderebbe-
ro dal 1. lemma. Ma fe il punto P cadefle nel verrice di
qualunque angolo del” poligono, in quefto cafo il II. lemma
fomminiftrerebbe due dell” equazioni fuddette, ed il I. lemma
darebbe le altre. La feconditaz del mio teorema apparira da’
corollarj, che feguono:

Cororrarrto L (fig.6,¢e7)

S E il poligono ¢ il triangolo ABC, allora nel quadrilatero
ABCD il lato DA ¢ nullo, e i punti X, e D fi confondono
col punte 4, di modo che ponendo nell’equazione (§) PA4*
in luogo di PD*, e di PX*, e zero in vece di DA* ne riful-
ta quelt’ altra :
(6) P4 —+PB ~+FC" — PT* e P e PZ' == 1 (AB" ~+ BC'—+CA").
.4
Cororrario IL (fig.7)

SE dipidilpunto P ¢ il centro di gravitk del triangolo 4BC,
egli ¢ gia noto, che in quefto cafo le rette PT, PY, PZ fo-
no i prolungamenti , e i fuddupli delle linee rifpettive PC,
P4, PB. Adunque foftituendo nell’ equazione (6) in luogo
delle tre lince luddette PT, Pr, PZ i loro valori 1+ PC, 1 P4, 1

T 2 2
PB, indi moltiplicando per 4 I' uno, e I' altro membro, fi
fcuopre : 3P4
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3PA <+ 3PB’ ~3PC° 2= AB" =+ BC - CA",

CorotLrario IIL (fig. 8)

SE il punto P ¢ nell’ interfecazione delle due diagonali AC,
BD del parallelogrammo A4BCD , allora PB, ¢ PD fono la
mety di BD; P4, e PC fono la meth di 4C ; PT', e PZ fo-
no la meth di 4D, ovvero di BC, e in fine PX, e P¥ fo-
no la metd di 4B, ovvero di CD; e conieguentemente mol-
tiplicando per 4 I' equazione (5), e facendo in effa le debite
foftituzioni, fi ottiene:

2AC =4 2BD" mp 24D’ v 248" =2 248" = 24D,
ovvero dividendo per 2, e trafponendo:

(7) 4C =+ BD =248’ =+ 24D

CororrarIio IV. (fig.9)

Ma e parallelogrammo 4BCD ¢ rettangolo, egli ¢ chia-
ro, che effendo in quefto cafo AC=BD, |’ equazione (7) fi
cangeri in quefta:

2BD*=24B* ~24D?,
cio¢ dividendo per 2:

BD*=AB*~+ 4D*,
che ¢ la nota proprieth del triangolo rettangolo, la quale po-
trebbe ancora dedurfi immediatamente dal I lemma.

PRO-
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PR OBLTEM A,

Che vifguarda il merodo de’ maffimiy e de’ minimi (fig. 10.)

"‘j gnomone ABDFEC (i lati del quale 4B, EF
NGB! poffono eflere wguali, o difuguali) fi concepifca
fovrappofto il rertangolo HGIK, talmente che dei
B} fuoi due lati paralleli G/, HK il primo fia la ba-
: - fe dell’ angolo /CG, e il fecondo, prolungato ,
quando bifogni, tocchi il vertice dell’ angolo BDF ; effendo
dato il Jato GH di effo rettangolo, fi dimanda la maggior
poflibile lunghezza dell’ altro fuo lato GI.

SoLUZ1oONE.

DAI punto D fia calata fopra la C4 la normale D7, e fia
prolungata HK, finch¢ tagli in §la ftefla C4 ; fi chiamino le
linee date EF=CV—=as; AB=DV— b; GH=IK =c, ele
linee variabili S =u; GI—y; adunque DS=y /%= u-
La fimiglianza de’ triangoli DVS, IKS {fomminiftra DV (4),
DS (=) i IK (¢)s IS= ¢/t <vuu, € percid ellendo
']

Cl=CV—+ VS — IS, {arh ancora in termini analitici:
Cl==a — 4~ ¢ o/ Ghmtuu

]
I triangoli fimili #SD, CIG moftrano:
VS(u). SD (y/sbran :: CI.IG (y)=Cl /55 Fm, €po-

nendo in quefta efpreffione di y il valore analiticodi CJ, fi ottiene ;

(1) y=2 ‘/bb—m-h/bb—m—i—_c;_

. .
Da quefta equazione differenziata rifulta:
dy== adu — sdu o/ [T b chdn— cdn

=i iimn b

cioé farte le debite operazioni:

dy == b (3 e b)) dt = ( bb == it Yty BB —+ vt
bun of 56— wa
Tomo IL Dd E
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E il fecondo membro di queft’ equazione uguagliato a zero,
conforme richiede il metodo de’ maflimi, e de’ minimi, moftrerh:

b(w——abb)=c(#t=—bb) /b5 < uu : ‘
ovvero ‘quadrando, e trafponendo, ec.: '

(2) (bbmmcc) ub =+ bbccu® —24b* 4 4= b* coun ~+ (aammcc) b =0

Prendanfi ad uno ad uno tutti i valori reali, e pofitivi di
u, che fi contengono nell’ equazione (2), facciafi la 7§ egua-
le a ciafcuno de’ fuddetti valori di #, e congiungendo fempre
i due punti §, D, fi alzi fopra la $D ‘dal punto § la norma-
le §P eguale ad 4, indi dal punto P fi conduca la PG paralle-
la alla SD, la quale PG taglierh la C4in I, e la CE in G.
Egli ¢ vifibile , che la G/ & uguale al lato del rettangolo GHKJ,
e che tante faranno le G/, quante fono le radici reali, e po-
fitive dell’ equazione (2). Ora io dico, che la maggiore di
quefte GI fary il lato mafsimo, che fi domanda.

Il che era a ritrovarfi. :

CoroLLARIO I.

SE i due lati del gnomone EF (), ed . 4B (&) fono tralo-
ro eguali, allora I equazione (2) fi cangia nella feguente:
(3) (aa=mce) 4bmmte aaccy*mm 205 4? =t &* ccuts = (28— ) 4% =0
la quale ¢ il prodotto dell’altre due equazioni infrafcritte:
(4) (sa=—cc) (u*=+2au° =+ 24° 4 —+ a*) —+ aa ( 3aa — 2cc) 41 =0
S ) Wt —2aU ~A-aa==0 :

CororLAarRIO II.

SE oltre 1 effere a=b, ¢ ancora ¢ minore di 4, I’ equazio-
ne (4) 4 tutti i fuoi termini afferti col fegno pofitivo, dons
de nafce , che tutte le radici reali dell’ equazione (4) fono
negative ; laonde I’ equazione (3) non % altre radici reali, €
pofitive, che le due dell’ equazione ('§), cialcuna delle quali
¢ uguale ad 4, ¢ quindi fi fa manifetto, che nel cafo di que-
flo corollario convien prendere PS=a per avere la maffima s
di cui fe fi brama I efpreflione analitica, pongafi « in vecedi
65 ¢ di u ncll equazione (1), ¢ fi aveh yz== 247 = 2¢

Cq-
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* CoroLLAaRIO III,

MA fe tutte e tre le 2, &, c fono eguali tra diloro, il ter.
7o termine dell’ equazione (4) diviene #*uu =0, ¢ trovafi u =o;
laonde foftituendo zero in vece di #, ed # in luogo di 4, e
di ¢ nell’ equazione (1), fi vede y=a

Dal che fi conofce, che prendendo la 7§ infinitamente pic-
cola, e immaginando fatta la coftruzione fpiegata nella folu-
ziotie , la bafe GI dell’ angolo ICG ¢ uguale ad 4, e il lato IC
dello fteffo angolo ¢ infinitamente piccolo.

‘Se poi in cambio di # fi prende il fuo valore 4, tratto dall’
equazione (), allora I equazione (1) fomminiftra nell’ ipote.
fi del prefente corollario il feguente valore di GI:

=204/ =2
che & minore di 4, altro valore di y tefté trovato, mediante
I’ equazione (4)-
CoroLLARIO IV,
ALlorché GH (¢) ¢uguale ad 4B (4), I equazione (2) ge-
pera | infrafcritta:

4 = 20083~ bbuts =+ (28—bb ) bb =0

Le radici della quale ; ficcome quelle dell’ equazione (4),
fi trovano mediante il cerchio, e le fezioni coniche.

CoroLLARIO V,

N El cafo del corollario IIL, vale a dire, allorché tanto 4,

quanto ¢ fono eguali ad 4 ; I" equazione (2) efprime tutto in

un tratto i due valori di #, che fono zero, ed z; attefoché

in ral fuppofizione Iequazione medefima (2)fi cangia in quefta:
a* ut—— 245 4’ — ab un =m0, cio¢ dividendo per 4%, ec, )
wn (h==a)’ =0

PRO-
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P R OB L EM A

Spestante al metodo (*) de’ maffimi , ¢ de' minimi
(fig- 115¢ 12)

3% Ap prefenti » qualunque numero razienale intiero, o
rotto, pofitivo, o negativo, ed m efprima I’ uni-
th, ovvero il numero 3, oppure il numero 4 ( tutti
poﬁtm) Sia la retta 4B tagliata per mezzo in

C dalla retta CF, che fa con effa I angolo femi-
retto ACE ; fi cerca nell’iftefla CF il punto E tale, che ti-
rate le rette 4E , BE, e calata fopra 4B la perpendicolare

ED, la quantith BE"'—AE"‘ﬁa un minimo, ovvero un maflimo.

ED™

PREPARAZIONE.

LA data 4C=CB 6 chiami a4, Iincognita CD=DE ( per
I angolo femiretto DCE , e per I’angolo retto EDC ) fi nomi-
nix; fi avih 4D ==k 4 » BD = A+, e ( pel teorema

thtagonco ) BE= (aa—+20x 2a%) 7y AE = (aa— 2%% —

2ax) 7 ,e per la condizione del problema farh (as—t2xx—+ 24%) 7

meno ( as ~ 2x¥ — zax) - divifo il tutto per x7 eguale ad
un mxmmo, ovvero ad un maflimo, e perd differenziando que-
fta quanuir, ccuagllando a zero la dxffcrenza di eﬂa, ¢ trafpo-
nendo, fi avri:
m s

—r—t —

nx dx (aa~t 2xx~ 2%x ) 3 meno mx " ds (25~+2)( aa—+
9V, e 7} e | - m

2xx — 24x) "5 eguale ad ax dx (@3=4 255 — 24x) 7 meno

— ez
mx dx (2x—a) (20~ zxx——'z./zx) Equazione, che mol-

7=t 1

tiplicata per x , e trattata nel debito modo, diviene:

dx ” ( ans
*- (*) Opufcoli Calogierd tomo XIX, pag. 369.
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Mol
# (8a = 2% ~+2ax) (42~ 2xx = 20x) "7 meno m ( 2%x —ax)
M
(aa—+2x% =+ 2ax) "3 eguale ad # (aa =+ 2x%—=24ax) (aa—+ 2%

-2 Py,
e

—2ax ) 5 meno m (2xx—ax) (82— 2xx—=2ax) ~; , don-
de nafce , fatte le dovute operazioni, queft’ altra equazione :

(A) naa— 2 (n=—=m)xx— (2n—m)ax divifo il tutto per

nas 2 (n==m) xx — (22 —m) ax eguale ad (az — 2%

Mewmnl Mew=2

o 24x ) ; divifo per (aa = 2xx— 2ax ) 3 .

Soluzione del problema, allorché m fignifica il numero 3,

ovvero I wnisd .
R 1ftettafi ora » che, fe m=13, il fecondo membro dell’equa-
1
zione (A) diventa (4a~ 2xx == 2ax) 7 divifo per (aa— 2554
I

2ax) T, e fe m=1, il fuddetto fecondo membro diviene (aa~+

—
axx=-24x) 7 divifo per (aa—¢2%x —+2ax) T, ciod (aa—+ 2xx
1

L .
~+2a%) 7 divifo per (aa—+ 2xx—2ax)7, di modo che quefta
1 1

frazione (as~+2xx =f 24x )7 divifa per (a2 —+ 2xx =% 24x) 7
corrifpondery al valore di m=—=3, quando in effa fi prenderz
ne’ fegni dubbiofi il fegno fuperiore, e fi riferiry al valore di
m=1, allorché ne’ fegni dubbiofi valera il fegno inferiore, fi
% dunque per I'uno, e per I'altro cafo:

nag= 2 (n—m)xx=( 2n—m ) ax divifo il tutto per nas—~+2

1
(n—m) xx==(2n—m) ax egualead (as— 2%x T 22x)7 divilo
1

per (aa—+2xx 2= 24x) 7, :

¢ quadrando ambedue 1 memibri, fi ottiene quelt’ equazione :
(B) nna* =+ 4n(n—m) anxx = 4 (n—m)*x* 20 (2n=—m)a’

%t 4 (n—m)(20—m)ax’~ (27— m) *aaux divifo'il tutto

per nna‘—+ 4n (B——m) aaxx =+ 4 (5—m ) x* — 221 (288 2= ) &

% =4 (n=—=m) (2n==m)ax’ =+ (2n—m) *aaxx eguale ad (aa—p

2x% = 24x ) divilo per (aa—+2xx =t 24x ) Fac
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Facciafi ora:
nnatet 4n (n—m) aaxx —+ 4 (n—m) *x* = 22 —m) *aaxx=t
an(2n—m) @x~4 (n—m) (2n~m)ax’ Tu
4G = 2XX =%
E I'equazione B fi ridurrh a quefta s—u == z=F 2ax
"4 z—taaxslaonde mol-

tiplicando in croce fi troverd :

1 —+ux =k 2axt =k 2axu T2 = 4 F 2a%r = 2axu o
cio¢ =k qaxs = 2ux =0, vale a dire # = 1 «z =o,e foflituen-
2 a2 -
do in queft’ ultima equazione in luogo di 7, di », e di i
loro valori efpreffi di fopra, e operando a dovere, finalmente
fi fcoprirh la formola generale infraferitta, ove nel fegno dub-
biofo, il fegno fuperiore ferve al cafo di m =3, eil fegno in-

feriore 2 luogo quando m =1 X
- 111a* = 2 (7= ) ( 28 ) % =t 418 emn) (2131 5*

=t n(2n—m)at~ ~ (2n=—m ) aaxx —1-4-(”"7")2"+
=tan( 2m—=—m) asax
=0 ~4n (n— m ) aaxx

CoroOLLARIO 1.

QUeﬂa formola facendo figura di un’ equazione del fecondo
grado, me fegue, che qualunque fia il valore di #, ovvero di
m ( intendendo per m [ unith, ovvero 3 ) il problema & fem-
pre lolubile mediante la geometria piana, purché I equazione
medefima non contenga radici immaginarie.

Cororrario II,

SE m=3, il fegno dubbiofo = fary pofitivo, ¢ la formola
generale produrry queft’ altra:

37 (e 1) 4% = ( 160 o 487 = 27 ) @axx =4 12 (771 wwmn St 6 ) x* =20
CororLrario III,
LA formola del II. corollario equivale a quefta:

30 (nemi)at et (43 ) (§r1 o9 ) Aaxx b 12 (nwmz ) (Bem3 ) x* 20

Co-
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' CoroLLARIO IV,

EGli ¢ manifefto a chi confidera la formola del III. corolla-
rio, che nella fuppofizione di m» =3, fe » ¢ un numero nega-
tivo, ovvero fe z ¢ uguale, o maggiore di 3, il valore di x
¢ immaginario; poiché in tutti quefti cafi i coefficienti di 4*,
di aaxx, e di x* fono tutti pofitivi, a riferva del cafo din=3,
in cui il coefliciente di x* & zero, e in quefto cafo ancora &
chiaro, che il valore'di » ¢ immaginario.

CoroLLARIO V-
SE m=1, il fegno dubbiofo = dee prenderfi per negativo,
e la formola generale fi cangia nella feguente:

7 (1 mmmn)atmmaaxx b gn(1—n)xt==0
CoroLLAaARIO VI

L’ Ifpezione della formola del V. corollario moftra, che quan-
dom=1, fe » ¢ un numero negativo, ovvero fe #¢ uguale,
ovvero maggiore deil’ unitd, il valore di » ¢ immaginario, o
rifpettivamente rinllo , perché nel cafo di » maggiore dell’ uni-
th, o di » negativo, i coeficienti di #*, di aaxx, e di ** {ono
turti negativi, e nel cafo di #z=1, fi annullano i coefficienti
di 4%, e di &%

Primo efempio di quefla foluzione nel cafo di m= 3.
Pofo, che fia m=3, ed =1, le formole del IL, e L
corollario danno quelt’ equazione — gaaxx —+ 24x* =0, e perd
in quefto cafo fi 3 x= 14 /7, ed effendo CE=x/7, fara

o ’ ‘/?
ancora CEZ=1 24/
2 ‘/—3-
Secondo efempio nel cafo di m=3.

SEm=3, ed n=2, ambedue le formole del II. , e IIIL
co rollario lomminiftrano ' equazione , che fegue:

Goa®
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Goa*—=§aax% 20, Ciot ¥==a4/5, ¢ quindi CE==x (/T =

v’s

Terzo efempio pel cafo di m=1.

Ove poi fuppongafi m=1, ed 2=1x , la formola del V.

I
. . 3 -’—
corollario diviene r 4% —=gaxx = ¥*==0, donde fi deduce x» —

1 aa eguale a zcro4, ed x==ay/7, laonde CE = »¢/7 fard e
* 2
guale ad 4.

Soluzione del problema, allorché m=4 .

QUando m fignifica 4, I' equazione (A) prende queft’ a-
{petto:

(C) noa—2 (n=—=4q)xx~2 (n—2) ax divifo il tutto per
naa =2 (n=—=g4)xx—2(n—12 ) ax eguale ad (46— 25% == 24%)
divifo per (4a =t 2% — 24x ) )
facciali f—nas -+ 2 (n—4 ) xx; go=2(n~—2)ax, e =48
~+ 2xx, € 1 equazione (C) fomminiftra f= g == z—2ax; da que-

f—g 2z~ 2ax .
fta poi moltiplicata in croce, rifulta, fatte le debite elifiont, €
trafpofizioni , 4afx = = 2g%, cioé f== =gz, e furrogando In

2ax
‘cambio di f,g, e g i loro valori, fi trova:

148 = 2nxx —— 8%% = ——pian = 206 == 270xx ~h 435
donde proviene I2xx wwquxx 3= 27204 == 244, ¢ finalmente :

(D)« oyt :

' 4/ bz
CoRroOLLARIO,

A Llorche m=y, fen=1, la » ¢ nlla, fe n=13, la ¢
infinita, e fe # ¢ minore dell’ unith, ovvero maggiore di 3
oppure fe » denota un efponente negativo, in tutti e tre qué
fti ultimi cafi la ¥ ¢ immaginaria.

Quar-
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Quarto efempio pel cafo di m =4,
Poto m=4,fen=ma, I equaiione (D) faconofcere x =
44/ 5 come appunto el primo efempio.

v

=
Quinto efempio pel cafo di m=—4.
Poto m==4, fe »=a1,! equazione (D) moftra x=s, 7,
17 —=
come nel fecondo efempio. v's
Sefto efempio pel cafo di m=4.
Pofto m=4,fe n=2, I equazione (D) moftra =4, /7,
come nel terzo efempio. :
E' curiofa I’ uniformith, che s incontra paragonando il quar-
to efempio col primo, il quinto col fecondo, e il fefto col

terzo .
Serrimo efempio pel cafo di m=4.

Potom=y,fe n=6r=t1, queft’ efpreflione di # introdotta
2rr=—t1 : )
nell’ equazione (D) fa fcoprire x = ra.

ScovL1o.

PE: indagare fe il valore di x fomminiftrato dalla foluzione
del prefente problema corrifponde adun minimo, ovvero ad un
maflimo, convien prima foftituire lo fteflo valore di x in queft’
efpreffione : - ' m

(E) (aa~F2x% =t 20%) 7 — (a2 ~F 2x6%x—2ax) 7 divifo il tut-
to per x7 ,

e poi foftituirvi in luogo di » una quantitax poco differente dal
valore di », che la loiuzione del problema k dato.

Se la quantita (E) colla feconda foftituzione divien mag-
giore , che colla prima, il valore di x fi riferifce ad un minimo,
ma fe la quantita (E) divien minore colla feconda foftituzic-
ne, che colla prima, il valore di x conviene ad un maflimo.

Tomo II, Ee PRO-



218 AL TRATTATO DE TRIANGOLI.

P R OBL E M A

Concernente il metodo de’ maffimiy e de’ minimi (fig. 13)

% 3| [a 'angolo (*) dato rettilineo FAG, e in eflo dato il
@)l cerchio C, fi cerca la tangente di quefto cerchio,
che fia la minima delle comprefe nell’ angolo dato.

PREPARAZIONE.

S1 concepifca tirata la minima tangente FG colla fg infini-
tamente vicina, le quali tocchino nel medefimo punto T il
dato cerchio confiderato come un poligono infinitilatero, e ta-
glino i lati dell’ angolo dato refpettivamente in F, G, ein f,
g, fi prolunghi il raggio CT , finché incontri in M il lato
AF, e dal vertice A4 fi cali fulla tangente FG la normale 40;
indi coi raggi TF, Tg fi defcrivano i due archi infinirefimi
FH, gl, il primo de’ quali taglia la fT in H, e il fecondola
TG in L.

Cid fatto fi confideri, che pe’ triangoli fimili fHF, FOA fi
A FH = 40, ficcome pe’ triangoli GLg, GOA parimente fimili,

Hf Fo '
%L' = 40, e per confeguenza fi ottiene quefta proporzionalith
G Go
FH . 4L:: 40, 40 : ma per la natura del minimo Hf = LG;
Hf LG FO GO

adunque % luogo queft’ altra proporzionalith FH . gL :: f15 .

_1 :: GO.FO. Ora per la fimilitudine d€ fettori TFH., TgL
[7]

fia FH.gL:: FT .Tg:: FT . TG ; adunque FT . TG ::
GO . FO; ovvero ponendo FG—FT in luogo di TG, ed
FG— FO in cambio di GO, ne viene FT' . FG—FT :: FG
~— FO . FO, € per la compofizion contraria di proporzione FT -
FG:: FG—FO. FO; adunque FT =FG—FO,e¢ tral'ponendO-'

(1) FG=FO —+ FT
Co-

(*) Opufcoli Calogierd tom. XXVII. Pag. 379
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Cororrario I.

TOgliendo FO dall'uno, e I'altro membro dell’ ultima equa-
zione, fi vede OG=FT, ¢ togliendo FT da cialcuno di det-
ti membri, fi 3 TG=FO.

Cororrarto IIL (fig.13)

PRolungando TM finché incontri in N I' altro lato 4G pto-
dotto, la fimilitudine de’ triangoli FT'M, FOA fomminiftra
FT==TM, ¢ la fimilitudine d¢’ triangoli GO4, GTN, fa cono-
FO A0

fcere 0G=40: ma per I antecedente corollario OG=FT, e

TG TN
TG=FO0; adunque FT=40, e percid TM==40 ; laonde A0
- Fo 1N 40 IN
¢ media proporzionale tra TM, e TN,

Cororrarto III

S1 ¢ trovato di fopra FT.TG::GO.FO, cio¢ FT.TG::
40 .40 ; fi a in oltre 40=MT, e 40=NT, adunque FT .

FO GO FO TF GO TG
TG:: mr. NT, € per confeguenza TG X MT==FT X NT, donde fi
TF TG TF TG
deduce 16*=Fr.
NT MT

Cororrarrto IV. (fig.13)
QUindi nafce il teorema feguente:

TEOREMA.

S 1a I'angolo dato F 4G, elafua foztotefa parimente data FG,
dai punti eftremi della quale s’ alzino fur lati dell’ angolo le
normali FK, GK, che s incontrano in K, dal qual punto {i
cali fopra la fotrotefa la perpendicolare KT, che taglia la FG
in T, e dal punto C prefo ad arbitrio fulla normale TK ( pro-
lungata indefinitamente, fe cosi {i vuole fotto, e fopra il pun-
to K), fi defcriva un cerchio col raggio CT ; io dico, lche
Ee 2 a
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la data fottotefa FG & un minimo ritperro all’ altre tangenti
del medefimo cerchio.

Imperciocché prolungando verfo A la normale XT', finche
taglt in M, e in N i due lau dell’ angolo dato (uno de’ qua-
li ¢ proiungato), fi & per la coftruzione KT = 7G', e pa-

NT

rimente KT = FT* ; adunque TG’ — FT*_, e pel corollario pre-
MT . Nr T
cedente la tangente FG ¢ un minimo. -

CoroLLARIO V.,

Skt i raggio CT diventa nullo, in modo che tutto il
cerchio fi reltringa nel punto T del contatto , egli ¢ chiaro,
che tuttavia {uflittono le cofe finora ritrovate, e la fortote3
FG ¢ la minima di tutte I’altre rette, che paffano pel pun-
to T, ¢ fono intercetre fra i lati dell’ angolo dato FAG.

CoroLLARrRIO VI,

SE la minima fottotefa FG ¢ data, e in effa il punto T,
che la divide in due parri difuguali; allora I’ angolo FAG non -
farx dato, ed avrh luogo il teorema infrafcritto, la dimoftra-
zione di cui dipende dal I. corollario.

TEOREMA.

DAra la linea retta FG divifa inegualmente in T', fi tagli
dalla di lei parte maggiore verfo I' eftremith G la porzione
GO eguale alla parte minore FT', e dal punto O fi ala1 la per-
pendicolare indefinita 04, da qualfivoglia punto della quale,
v.g. da A fi tirino le due linee AF, AG al eftremirk della
linea data; io dico, che la medefima data linea FG ¢ la mr-
nima di quante poffono paffare. pel punto T, e rimanere in-
tercette fra le linee AF, 4G prolungate verfo F, e verlo G.

SorLuzioNe I. DEL ProBLEMA (fig 14)

SUppp&e le cofe ritrovate nella preparazio\ne, e una parte
delle linee efprefle nella fig. 13., dal centro C del dato cer-
B chio
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chio fi tiri ad uno de’ lati dell’ angolo dato, v. g. ad 4F la
normale CP, la CQ parallela all’ altro lato 4G, ¢ la CR pa-
rallela alla rangente minima FG.

Sieno le lince cognite CP=4, PQ =—=b. PA= ¢, il raggio
CT=r, ¢ le lince incognite PR.._.j, e CR=x=y/ 5 ~+ aa+

I triangoli fimili RPC, RCM moltrano:

RP(}') PC( ) : RC (.!') MC= ax laODdCMT.——.“x—']

A
A cagione delle due para!elle FT, RC f A
TC (r).RF :: MC.MR :: PC (4 . CR (x), e quindi
RF=x, ed AF:AR—-RF:M*-«;-'*

I triangoli fimili CPR, MTF, AOF danno:
CP(a). PR (y):: MT (2x—=y ). FT=u—y

J L
CR (x).RP(y) :: AF (scray—rx) . FO==ay=+yy—rxy

a ax
In fine i triangoli fimili RYC, FAG fanno conofcere :
RQ(’-‘P&) RC (x) .AF (df—ﬁﬂy—-r:r FG: x (nr+nyfrx
y—+b

onde foftituendo nell’ equazione (I) in vece di FG FO, FT' i
loro valori analirici, fi fcopre queft’ altra:

x (az—l—;]——rx) SR agy=h gy ——rxy —f ax—r1y

. y—+b ax ]
¢ moltiplicando I'uno, e I’ altro membro dell’ ultima equazio-
per ax (y—+b4), ne proviene:

(1/ xx (ac—bayamrx )= (y=+6) ( acy —+ apy b axx == 1rxy )

Pongali in queft’ equazione in vece di xx il fuo valore yy
—aa, ¢ fatte le debite operazioni fi troverh la feguente:

(3 ) ay’ = 2aly =4 abcy — 2° b == 28 ¢ T2 rxyy = 2brxy = aarx
che conduce ad un’ equazione del fefto grado, per la coftru-
zione di cui mi varrei deli’ iperbola equilatera riferita al pri-
mo diametro, che ¢ uguale 24, alla quale fpetta queft’ equa-
zione yy—=xx —aa, facendo le di lei abfcifle egnah ad x, e
le di lei ordinate eguali ad y; indi colle ftefle coordinate de-
fcriverei la curva del fecondo genere, la di cui natura vien’
efprefla dall’ equazione (3). Egli ¢ vifibile, che quefte due

cur-
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curve danno colla loro intgerfezione uno , o pi valori deter-
minati di x, e di y, tra’ quali dovrd fceglierfi quello, che
fomminiftra la minor tangente , ¢ quefta fark la minima di
turte I’ altre, che fottendono I' angolo dato. 1l che dovea
farfi,
Scorto I (fig.14)

Sevr angolo dato foffe ottufo , allora il punto @ cadrebbe
di la dal punto P per rapporto al vertice 4, e la PQ (4)
di pofitiva diverrebbe negativa; di modo che nell’ equazione
(3) dovrebbero cangiarfi i fegni di quei termini, che conten-
gono la lettera 4.

Similmente, fe il punto P, in cui la normale CP incontra
il lato 4F, cadefle nel prolungamento di effo di 12 dal punto
A, in tal ¢afo la 4P (c) diverrebbe negativa, e fi mutareb-
bero i fegni di quei termini, che fono affetti dalla lettera c.

CororLarrto I (fig. 14)

T Mmaginando annullato il raggio CT (r) in maniera, che
tutto il cerchio fi reftringa nel centro C I”equazione (3) di-
verrd la feguente : ‘

(4) p*~2bpy —+ bcy —+ aab——aac=0

Il punto T del contatto cadry nel centro C, e la tangente
FG diventerh la fottotefa RS, che ¢ la retta RC prolungatd,
finché incontri in § il lato 4G ; e in virtd dell’ equazione 4
fi troverk la linea RS minima fra tutte I’ altre , che paffano
pel punto dato C, ¢ reftano intercette tra i lati dell’ angolo
dato RAG. : ’

Cororrarrio IL (fig. 14, ¢ 15)
Esca pilt I’ angolo R4S & retto , allorala QP () fi annients,

e dall' equazione (4) rifulta y’==aac, cioé RP =V/;'p'6')'<-47:
tirando pofcia dal punto C la C¥ parallela al lato 4R dell
angolo retto dato RAS,fi avrd I’angolo CS¥ eguale all’ an-
golo RCP, ¢ per confeguenza RP . PC :: CV . VS, o{vVC“’
ur-
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: 3
furrogando in cambio di RP il fuo valore y/pcysp, ciod
3 3 .
v/ PC Xov, i vedid o/ 5oyer « PC :: CV. VS ; adunque VS =
3

3 PCX ¥, e confeguentemente VS = o /PCXCV* .
VB 4
CoroLLARIO ITL (fig. 15)

DA cid proviene il teorema, che fegue:
TEOREMA,

S 1a fatto colle due rette date CP, e C¥, il rettangolo PCV A4,
i due lati del quale 4P, ed 47 fi prolunghino indefinitamen-
te di Ix da P, e di i2 da 7 perrapporto al punto 4 ; fe pel
punto C fi tirera la retta RCS, che taglia in R il lato AP,
e in S il lato AV, ed ¢ la minima di tutte quelle, che paf-
fano pel punto C, e rimangono intercette fra i fudderti lati;
io dico, che la porzione RP del lato 4R farh la prima, ela
porzione VS dell” altro lato A4S far: la feconda delle due me-
die proporzionali tra le due rette date CP, CP. :

CororLrLario IV. (fig 16)

L Equazione (4 ) fi coftruifce femplicifimamente, defcrivendo
tra i lati dell’ angolo dato, come alimptoti un’ iperbola, che
pafli pel punto dato C, e tagli in O il cerchio COAC defcrit-
to fopra il diametro C4 ; tmperocché congiungendo i due pun-
ti C, ed O con una retra, che ragli i lati fuddetti in R, e
in §, ne fegue per la nota proprieth dell’ iperbola , che la
. porzione RC ¢ uguale alla porzione OS ; ma a cagione del
cerchio I angolo 40OC ¢ retto; adunque 40 ¢ normale fopra
la RS, e confeguentemente pel I. corollario della preparazio-
ne, la RS ¢ la minima di tutte " a'tre rette, che paflano pel
punto dato C, e fortendono I'angolo dato RAS.

Corotrrario V. (fig. 15, ¢ 16)
S E I'angolo dato 4¢ retto, ciot feil parallelogrammo CVA4Q
) ¢
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¢ rectangolo, I iperbola, che paffa pel punto dato C ¢ equila-
tera, e quindi deriva una maniera elegante, e geometrica di
trovare le due medie proporzionali, e infieme la coftruzione
non geometrica dello fteflo problema praticata da Filone Bi-
zanzio, che fenza valerfi dell’ iperbola cercd meccanicamente, e
( come fuol dirfi ) zenzando, le due linee eguali RC, OS.

Quefta antica verith, che inafpettatament¢, e per nuove
ftrade qui fi prefenta, renderd pur grara agli eruditi la mia
foluzione . :

Sorvzione IL (fig. 14)

NEla precedente foluzione fi ¢ trovato FG== x (er—tayemsrs),
. . . : a ¥

adunque il logaritmo del primo membro di queft’ equazione &
uguale al logaritmo del fecondo membro, e per la nota pro-
priet2 de’ logaritmi fi ottiene:

log. FG m=/log. x ~log. (ac =t ay =myx ) == log. (y~+b)==l0g.a,
e differenziando, come fi fa nell’ efpreflioni logaritmiche, ne
viene:

dif. FG == dx ~+ ady——~rdx === dy

ﬁ x ﬂC"!‘ﬂ]—TX _y—l-b

Ma per la condizione del minimo, dif. FG =0 ; adunque an-

nullando il primo membro di queft’ equazione, e trafponendo:
dy == dx ~} adyerdx

7 b x ac =4 4y —— vx
o Aol
Ma effendo x==¢/jp—+aa, farh dw == _ydy == 4dy ;adunque
‘/,.Ij—i' aa

furrogando nell’ ultima equazione ydy , in cambio di dx, fi 3

x
dy == ydy—+ axdy=wrydy , e moltiplicando per =x
y—+b xx AKX dyXmmt XX _Iy‘
xx_Z=y = axx—rxy 5 ¢ In fine moltiplicando per ()"'*‘l’)

y—+b ac —tay—rx
(ac — ay —=rx) ne nalce:

xx (4=t ay —=yx Y22 (y =+ &) (acy =~ ayy =t axx e 2rxy)

appunto, come nell’ equazione (2) della prima foluzione. 1l
che dovea ritrovarfi.
; Sor
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SorvzionE IIL (fig.17,¢18)

S 12 76 1a minima tangente, che incontri in F, e in G i
lati dell’ angolo dato FA4G, dal centro C del dato cerchio palli
el punto T del contatto la retta CN, che tagli in M, ed in
N i due lati fuddetti, e fia anch’ effa ragliata perpendicolar-
mente in Z, e obliquamente in E dalla retta 4Z parallela al-
la tangente minima, ¢ dalla 4E normale fopra la retta C4,
che congiunge il centro C al vertice A tirifi pofcia pel me-
defimo centro C la retta BCD parallela ad 4E, che fega in
B, ein D i lati dell’ angolo dato, e dal punto A fcenda fo-
pra la FG la perpendicolare 4O, che incontra la BD in 7.,
Si facciano le linee cognite BC =m, CD ==n, Ca=p, il
raggio CT'=r, e le linee incognite CZ=wu, AZ= z. In vir-
th dell’ angolo retto CAE, e della perpendicolare 4Z , che ca.
de full’ipotenufa , faranno CE=AV=1p, AE=CV=pz, ¢
. "

pp—uw=2x, N
Per la fimilitudine de’ triangoli BVA, BCM fi avri:
BV (m=+pz) . AV (pp) :: BC (m).CM=_mpp
» “ mu~—+pz
adunque MT =MC = TC= mpp—mm—rpz , ¢ ZM=CZ —ZM
mu =+ pz :
S Mgt PR —P D IR DU MY,
quo—O-pz mu=+pz
1 triangoli fimili MZA4, MTF daranno:
MZ (}_)f_z_-_—mzz ) . 24 (() 1 MT ("’PP"’_"""’_P"Z) « TF ==
mu =+ pz. ml = p2z
IRDD e Y3t e PYZ.

pu—mz . . ) . .. .

Si noti, che in avvenire ne’ fegni ambigui il fuperiore dee
valere per la figura 17, e I'inferiore per la figura 18.

Ora per la fimiglianza de’ triangoli DVA, DCN fark:

DV (n=ppz). AV () :: DC(n). CN=_mpp _, e percid

“ > WP L
NZ=CN—CZ=rpp—muwtpmr==mz—tpuz, ¢ la fimilitudine
" f

de triangoli NAZ , A0G fark vedere :
Tomo 11, Ff NZ
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NZ (meztpwz). ZA (%) 1 AO(4—r) . OG== muu =5 puc—mnrutipre
nu = pT : nz =t pu
ovvero, il che ¢ lo fteflo, OG= prz— pur=t nuu=pmra.
u =+ ny .
Ma pel 1. corollario della prcparazigne, FT ==0G ; adunque
eguagliando i loro valori, ne rifulta:
( § ) mpp—— mru—m prz == prz —puz—bnuu=gnru
pu—mz pu—tnz
Equazione, che compete ad una curva del fecondo genere,
ficcome I’ equazione u# — X —=pp==0, la quale nafce dall’an-
golo retto CZA appartiene al cerchio, che & per fuo raggio
P> ¢ le di cui ablciffe prendono dal centro la loro origine.
Defcrivendo pertanto colle medefime coordinate #, e  quefto
cerchio, e la fopraddetta curva, le loro interfezioni daranno
la €z, o la 47 idonea allo {cioglimento del problema. Il che
dovea farfi. :

CoroLrLAaRIO I (fig. 17, €18)

Prima s che la ¢n (#) di pofitiva, com’ effa ¢ nella fig. 17,
divenga negativa, come ¢ nella fig. 18 , dee diventare infini-
ta, e cid accade, quando I’ angolo CAD ¢ retto; in quefto
cafo debbono confiderarfi come nulli tutti i rermini di quella
frazione , che coftituifce il fecondo membro dell’ equazione (5),
ne’ quali non ritrovafi la #, di maniera che lo fteffo fecondo
membro diverra:
=t g oru Ci0¢ b —=ru
Xz z
Corolrrario IL

R 1ducendo 1 equazione (5) ad um’ altra, che contenga una
fola incognita, fi giungers ad un’ equazione di fei dimenfiont;
ma fe il raggio » g nullo, e fi cerca la minima fottotefa dell’
angolo dato, che pafli pel dato punto C, allora I' equazione
(5) diviene la feguente: :

mpp === Tk nun m— puz

pu——m2z, pu‘+

dalla quale tratrata

nx
a dovere fi deduce:

e XL
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sk mnpp—+ (pp=tmn )un=(tnzm) pu?
V/ it 3
e quadrando i membri di queft’ ultima equazione, fe ne tro-
verh un’altra del fefto grado, ma priva di quefti termini, ove
I’ incognita afcende a dimenfioni imipari, la quale fark per con-
feguenza equivalente ad un’ equazione del terzo grado.

SoruzronNe IV. (fig.19)

S1a Frla tangente, che fi cerca; dal centro C del dato cer-
chio fi tiri al punto T del contatto il raggio €T, che pro-
lungato tagli in M, ed N i lati dell’ angolo dato; fopra i
quali fi calino dallo fteffo centro le due perpendicolari CP, CX
colla ¢ parallela al lato 4G, ¢ la c» paraliela al lato 4F.

Sieno le linee cognite CP=a, CX =¢, PQ=b, AQ=cCr=,
CT =r, ¢ le incognite CM=y, CN=x

I triangoli {imili MPC, MTF fanno conofcere

MP (y/yp—s) . PC(a) :: MT (y—r) . FT =a (2=1); a-

V yy—ia
dunquefi % FT' =aa(y—1)
MT gy
I triangoli fimili NXC, NTG moftrano:
NX (y/xx—z).CX(€):: NT (x=—r) . TG==e (x—); adun-
V xxeme
que TG == e¢¢ (#==r)
NT XXommset
Ma pel IIL corollario della preparazione 76" = F1° ; adun-
. . . . NT MT
que in termini analitici ee(x—r)==aa(3—1), e fatte le necef
XX w—rg y)’—ﬂﬂ

farie operazioni ne viene:
(6) xpy == 28 yxxmryy =k 43 pyx = 22y = 22% =0
ee’

Di pilt i triangoli fimili 9cM, VNC fomminiftrano:
CN(x).CV(f):: MC (y). M@= /yy—as—1b, e percid
%/ yy—sa — ¥ =fy, ¢ traiponendo, indi quadrando, e poi di
nuovo traiponendo :
(7) xxpy ={flyy == 2bfxy == (22— bb) xx =o
‘ Ff2 Si




228 APPENDICE
Si noti ora, che effendo fimili i triangoli CPQ, CXV, per-
che gli angoli in P, ¢ in X fono retti, e gli angoli in @ ,e
in 7 uguali a cagione del parallclogrammo €Q4¥7, fi 2 CP* (4a).
€Q*(aa—+bb) :: CX* (ee) . CV* (ff); laonde aa =4 bb= aaf , ¢

" I equazione (7) pud efprimerfi cosi:
(8) xxyy — flyy — 2af xx—2bfxy Zo

E' chiaro, che I interfezione delle due curve rapprefentate
dall’ equazioni (6), e (8) darebbe lo fcioglimento della que-
ftione ; turtavia denotando I’ equazione (8) una curva del ter-
zo genere, mancherebbe alla coftruzione quella femplicith, che
richiedono i geometri. Adunque tenterd di dedurre da quefta
quarta foluzione altre maniere pid femplici di coftruire il pro-
blema; ma prima accennerd I' ufo, che pud farfi del IL co-
rollario della preparazione per ottenere I’ equazione (6).

- Altra maniera di pervenive alla quarta foluzione
(fg-19)

Dat vertice 4 cada fulla tangenie FG la normale 40.
Pel 1. corollario della preparazione 0G*=Fr*=as(y—1)"

-— 4l
Pel 11. corollario della preparazione 40'=TMX TN=
=(ymr) (s—r)
Per la fimilitudine de’ triangoli NXC, 40G ottienfi:
NX* (xx—c) . XC* (e¢) :: 40* [ (=) (x=n)] *06* (2= ’)
.. . ]‘] ——raﬂ b
¢ moltiplicando per »—aa il fegqndo ‘antecedente, e il fecon-

Lo y=r
;lo confeguente di queft’ analogia , ne proviene quella , che
egue:
L xx—ee.ce ! (x=~r) (yp—2aa) . aay = gay
il prodotto degli eftremi deila quale eguagliato al prodotto de’
mezzi da I equazione (6). Nel rimanente fi continuery come
fopra fi ¢ fatro.
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9

Coftruzione del problema derivata dalla quarta
Joluzione :

Dividat per xx I equazione (7), e fi avra:
gy == fry = 28fy = b0~ a2 =0

Faccia’f“:M.Q( f)==2, ¢ lantccedente equazione diverrk:

(9) pp—z&—2bx—bb—aa=o .
che appartiene all’ iperbola equilatera riferita al fecondo dia-
metro, il quale ¢ eguale a za, eflendo y I ordinate, e z I’
abfciffe. Il valore di x ==/ foftituito nell’ equazione (6) la

% .
trasforma dopo fatte le debite operazioni in quefta:
(10) pyRom vz — saly —~ 222 ~ sofiy — sz =0,
ee

ee
che conviene ad una curva dgl fecondo genere ; adunque I'in-
terfezione di quefta coll’ iperbola equilatera dell” equazione (9)
determineri il valore della g, e della 3, proprio a rifolvere
il problema. Il che dovea farfi.

Se I angolo dato FAG ¢ acuto, conforme apparifce nella
fig. 19., allora la diftanza tra il centro dell’ iperbola equila-
tera, ed il punto, in cui 'ordinata fega il fecondo diametro di
detta iperbola, ¢ ugnale a x~+4; ma fe I'angolo dato ¢ ottu-
fo, la medefima diftanza ¢ eguale 2 x—5; e perché in que-
fto cafo la 4 diventa negativa , dec cangiarfi nell’ equazione
(9) il fegno, che precede il termine 26z ; ove poi I' angolo
FAG fia retto, la 4 fi annulla, e fvaniice.

In turei quefti tre cafi I’ apparenza litterale dell’ equazione
(10) rimane invariata. :

Scor1io Il

L’ Equazione (9) pud cangiarfi in un’altra , che fia al cer-

chio, eI equazione (10) in una, che contenga le medefime

coordinate, € fia ad una curva del fecondo genere ; imperog-

" ch¢ fupponendo y==zs, € z==ar=—ts, quefti valori diy, edi
s J

z in-
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z_ wntrodotti nelle fudderte equazioni faranno, che l. equazio-
ne (9) divenga ss — sr—aa==o , purch¢ fi operi nel de-
bito modo, e che I equazione (10) fi muti nell’ infrafcritra:

aa (atmmbs) —r (r==bs)® —-.'[:r—t-' s (ae=-bs) '*aﬁ:—rr(n’—&:):o

f e f ee

Similmente ponendo nell’ equazione yy==xx-=as, e nell e

quazione (2) ( che fervono amendue per la prima foluzione)

ar in luogo di y, ed 2z« in cambio di x, e operando col do-
5

s
vuto avvedimento, la prima di dette equazioni fi trasforma
in quefta ## ==as —ss, che ¢ al cerchio, e lafeconda diviene:
aa (aCs == a4t == aar ) 2= (a8 == bs) (65t b 421 mem 48 e 2071)
laonde fi fa manifefto, che nella prima foluzione ancora pud

coftruirfi il problema mediante I’ interfezione del cerchio, ¢
di una linea del fecondo genere.

Altra coftruzione del problema dedotta dalla quarta
Joluzione (fig. 19, ¢ 20)

S 1 moltiplichi I equazione (8) per_re_, e ne rifultera:
Xxyy

26 v t0ff e 2aff e 2 beof ==
Ly .
facciafi of ==s, ciot x =+, ed of =7, ciot y =4f , ¢ dall’ equa-

. x s ) . 1}
zione precedente , dopo averla trafpofta, nafcerh:
S w1t =t 2best ——gesT=0 -

]

o . L :

Ma fe la linea VX nella figura 19 fi chiama g, la fimiglian-
za de’ triangoli CPQ, CX¥ fa conolcere CP (). PQ (4) :: CX
(e). VX (g); adunque » =g, ¢ I' uitima equazione prende

quefta forma:
(11) s~ #2= 245t emee=0

ficcome I' equazione (6) per !’ introduzione di « in vece di ¥y

¢ di 4 in luogo di y fi cangia ( fatte che fieno le debite ope-

ra-
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razioni ) nella feguente:

(12) asss — ests — frss —+ free =+ effs — aftr==0

Delcrivafi ora ( fig. 20 ) col ragzio cX=¢ il cerchio APX4,
dal di cui centro C fi uri la lecante €7, che formi col rag-
gio CX, e colla tangente X¥ il triangolo XC¥ fimile, ed e-
guale al triangolo, che ¢ norato colle ftefle letrere nella fig.
19, onde anche nella fig. 20 laranno XV=g,e CV=f

Quefta medcfima retra €7 fia la linea dell’ ablciffe (s), e
prolungando in R la tangente XV, I' angolo ottufo CZR fia
quello, che fanno I’abiciffe coll’ ordinate (r) ; io dico, cheil
cerchio APXA ¢ il luogo dell’ equazione (11); imperocche ti-
rando parallela alla RV I’ indeterminata PO, che taglia il cer-
chio in P, e la linca dell' abicifle in O, ¢ prodotta incontra
perpendicolarmente in H il diametro 4X , fi & ¢ (f) . VX
(g) :: €O (s) . OH=g ; adunque PH=PO (¢} ~ 2.

f i
Si 4 eziandio ¢c¥ (f).Cx (¢) :: co(s) . CH=1r, e perla
7
natura del cerchio fivede CH® (eess) =+ PH' (2t — 1855~ g5 ) ==
f

Ccx* (ee), cioé trafponendo:
(ee—+28) 55~ 1t = g5t —ce==0, che per I appunto ¢ la flefla

equazione (11), mentre la f{razione litterale e—tgz & uguale all’

unith, ovvero ec— gg=ff, a cagione dell’ angolo retto Cx7.

Se dunque fulla linea dell’ abfciffe €7, e coll’ ordinate, che
facciano colle medefime abfciffe un angolo eguale all’ angolo
CVR, fi defcrivery la curva del fecondo genere, a cui con-
viene I’ equazione (12); egli ¢ evidente, che I’ interfezione
del cerchio 4PX A con quefta curva fomminiftrerd il valore di
s, e di r, e per conleguenza di x=d, e di y=4 ido-

‘ s

nea a fciorre il problema. Il che dovea farfi.

Ove I’ angolo dato FAG nella fig. 19 fia ortufo, il punto 7
dee cadere fotto X, e percid nella fig. 20 la retra €V taglie-
ra la tangente XR prolungata fotro il diametro 4R, la VX
(g) diverry negativa ( perlocché dovrd mutarfi nell’ equazione

(10)
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(11) il fegno, che afferta il termine 2 ) e I' angolo C/R -

guale 2 quello delle coordinate fark acuto. Ma fe I' angolo
dato F4G (fig.19) ¢ retro, il punto 7 tanto in quefta figura,
quanto nella fig. 20 coincide col punzo X, I'angolo delle co-
ordinate & retto, e nell’ equazione (11) fvanifce il termine 2grr,

f
In tutti e tre gli accennati cafi I'equaziong (12) conferva
il medefimo afpetto,

Scor1o IIL

Se raggio r ¢ nullo, I'equazioni (9), e (10) condurran-
no ad un’ equazione del terzo grado, ove apparira la folz in-
cognita % ; ¢ "equazioni (11), e (12) maneggiate a dovere
faranno ottenere un' equazione del fefto grado, nella quale
far2 una fola delle due incognite s, ovvero ¢, ma quett’ e
quaziong equivalers ad una del terzo grado, poich¢ in efla
non avranro luogo quei termini, che contengono |’ incognita
elevata a impari dimenfioni.

Fine dell Appendice 4l srastato de’ rriangoli,

AL-
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RIFLESSIONI
IN OCCASIONE
DELLA QUADRATURA

DEGLI SPAZ] IPERBOLICI

Di qualunque [pecie 5 colla dimofirazione
del calcolo Insegrale .

AVVERTIMENTO,

| O defidero, che il prefente fcritto fia para-
vl gonato con quello del fu sig. Varignon,
inferto nelle memorie dell’ accademia reale
di Parigi per I'anno 1706., alla pag. 15+
e feguenti dell’ edizione d’ Amfterdam .

TEOREMa.

Sleno le due infrafcritte ferie di quantith :
(P) -‘4: -B) C) D) E, F’ G) H, I’ €C.
(Q) 4, 4, cyAdsesfy gy by, ec
alle quali competono le feguenti proprieth: .
Primo, ambedue le feric coftano d un egual numero di ter-
mini, che pud effer anche infinito;
Gg 2 Se-
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Secondo, i termini della ferie (P) fono tutti pofitivi;

Terzo, i termini della ferie (Q) poffono eflere o tutti
pofitivi, o tutti negativi, ovvero poflono effere prima pofiti-
vi fino ad un termine, che ¢ zero, e poi necgativi, o in fie
ne poflono effere prima negativi fino ad un termine , che ¢
zero, e polcia pofitivi;

Quarto, la differenza di due termini proflimi della ferie
(P) ¢ fempre eguale alla differenza de’ due termini proflimi
corrifpondenti della ferie (Q);
~ Cid pofto; io dico, che qualunque termine della ferie (P)
meno qualfivoglia altro termine della medefima ferie, ¢ uguale
al termine corrifpondente della ferie (Q) meno il termine di
effa, che corrifponde all’ altro termine della ferie (P).

AVVERTIMENTO.

QUando qualche termine della ferie (P), o della ferie (Q)

o d’ ambedue , ¢ zero, il medefimo zero fi confidera co-
me un termine pofitivo, ovvero come un termine negativo,
fecondo I'indole particolare delle medefime ferie ; imperciocche
=0, ovvero =0 anro il medefimo fignificato.

DiMOoSTRAZIONE.
Pe: v ipotefi abbiamo quefte equazioni ;

A==B=—a—10

B—C=b—~—c¢

C — D=c—4d

D—E—d—e¢

E—F=e¢—f

ec. ec.

Adunque aggiungendo v. g. le due prime equazioni, fi vede
ellere A—~C=a—c¢:

Aggiungendo la feconda, la terza, ¢ la quarta equazione, fi

B—E == — ¢ : aggiungendo infiemele cinque prime cquazioni,

fi ottiene 4 —F =4 —f, € cosl, ec. Ilche dovea dimoftrarfi.

. .. Cororlrlario L ,
QUando i termini della ferie (Q) fono tutti pofitivi:
Se
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. Se i termini delle due ferie (P), e (Q) vanno decrefcendo
dal primo in poi, la differenza di due proffimi termini di ef-
fe & pofitiva ; ma fe i medefimi termini delle due ferie van-
no crejcendo dal primo in poi, la detta differenza ¢ negariva.

CoroLLAR1O Il

Quando i termini della ferie (Q) fono tutti pofitivi; e di
pilt, la differenza di doe termini proflimi delle ferie (P), e
(Q) ¢ pofitiva:

Se I'nltimo rermine della ferie (P), v. g. I¢ zero, e 'ul-
timo termine della ferie (Q)-v. g., # non ¢ zero, allora qua-
lunque termine della ferie (P) anteriore all’ ultimo, ¢ uguale
al rermine corrifpondente della ferie (Q) meno I' ultimo ter-
mine della ftefla ferie (Q), v. 8., d==a=—i, E=2¢—i

Cororrario IIL

QUando i termini della ferie (Q) fono tutti pofitivi ; e di
pit la differenza di due termini proflimi delle ferie (P), e
(Q) ¢ pofiriva.

Se gh ultimi termini delle ferie (P), e (Q) fono ambidue
-zero, allora qualunque termine della ferie (P) anteriore all
ultimo ¢ uguale al termine corrifpondente della ferie (Q), v.
gy A=a, Ez=¢

CororLrariO IV, .

QUand.o i termini delle ferie (Q) fono tutti pofitiviy e di
pid la differenza di due termini proffimi delle ferie (P), e
(Q) ¢ megariva: ' : _

Se il primo termine A della ferie (P) & zero, ¢ il primo
termine della ferie (Q) non & zero, allora mens qualunque
termine della ferie (P) ¢ uguale al primo termine della ferie
(Q) meno quel termine della medefima feric (Q), che cor-
niiponde all’ altro della ferie (P) v. g,y == E =g =g, — I =" a—i

CorotLarRIO V,

Uando i termini della ferie (P) fono tutti pofitivi, e di
pit la differenza di due termini proffimi delle ferie (P)
¢ (Q) ¢ negativa: Se
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Sc¢ i primi termini delle feric (P), e (Q):fono ambidue
zero; allora meno qualunque termine pofteriore. al . primo della
feric (P) ¢ uguale a meno il termine corrifpondente della fes
rie (Q), V. gy =—E= =, —I=w=i

CoroLLARIO VI,

QU.mdo i termini della ferie (Q) fono tutri- negativi:

Se i termini della ferie (P) vanno decrefcendo dal primo in
poi, e tutti i termini della ferie (Q) vanno ‘orgftendo nel Jo-
vo effere di megativi,y la differenza di due termini proflimi di
efse ¢ pofitiva ; A

Ma fe i termini della ferie (P) vanno crefcendo dal primo
in poi, e i termini della ferie (Q) vanno decrefcendo nel Jo
ro effere di megarivi, la detta differenza & megativa.

CogoLrrLar1o VII,

QUando i termini della ferie (Q) fono tutti negativi, e di
pitt la differenza di due termint proflimi delle’ ferie (P ),e
(Q)¢ pofiviua | 7
Se I"uitimo termine della ferie (P), v. g., I ¢ zero, e il
primo termine della ferie (Q) cioé snon & zero: allora qua-
lunque termine anteriore all ultimo termine della ferie (P)¢
uguale al termine corrifpondente della ferie (Q) meno lult:
mo termine della medefima ferie (Q), v. g, E=c=—1»
G=g—i “ ;
CororLLarto VIIL -

QUando i termini della ferie (Q) fono tutti negativi, edi
pitt la differenza di due termini proffimi delle ferie (P)»
¢(Q) ¢ pofitiva . ' _
Se I ultimo termine della ferie (P), v. g., I¢& zero, € il
primo termine della ferie (Q) ¢ zero anch’ eflo; allora il pr-
mo termine della ferie {P) ¢ uguale a meno I'ultimo rermine
della ferie (Q), cio¢ A==—+

Co-
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CoroLLAarRIO IX.

QUando i termini della ferie (Q) fono tutti negativi, ¢ di
pit la differenza di due termini proffimi delle ferie (P),
e (Q)¢ negariva

Se il primo termine A della ferie (P) ¢ zero, e I'ultimo
termine, V. 8. i della ferie (Q) non ¢ zero:

Allora meno qualunque termine pofteriore al primo termine
della ferie (P) ¢ uguale al primo termine della ferie (Q) me-
no quel termine della medefima ferie (Q), che corrilponde
al detto termine della ferie (P), v. g, —E=a=—c,=G=
a=—g

Cororrario X,

QU:mdoi termini_della ferie (Q) fono tutti negativi, e di
pit la differenza di due termini proffimi delle feric (P ),
¢ (Q) ¢ negariva
Se il primo termine A della ferie (P) ¢ zero, e I ultimo
termine della ferie (Q) € zero anch’eflo:
Allora meno I' ultimo termine, v. g., I della ferie (P) ¢ u-
guale al primo termine 4 della ferie (Q)

Cororrario XL
QUando i termini della feric (Q) fono pofitivi fino a zero,
indi negativi : :
Allora i termini della ferie (P) vanno decrefeendo, e la dif-

ferenza di due termini proflimi delle ferie (P), € (Q) ¢ p=
firiva,

CororLrario XIL
N El cafo del precedente corollario XL : fe I’ ultimo termi-
ne, v.g., I della ferie (P), & zero: .
Allora qualunque termine anteriore all’ ultimo della ferie
(,P) ¢ uguale al termine corrifpondente della feric (Q) meno
I'ultimo termine, v. g., i della medefima ferie (Q)

Co-
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CororLario XIIL

QUando i termini della ferie (Q) fono negativi fino a ze-
ro, indi pofitivi: .
Allora i termini della ferie (P) vanno crefcendo, e la dife
ferenza di due termini profsimi delle ferie (P), ¢ (Q) ¢ ne

gativa , ‘
‘ Condx.'x..un& XIV.

IN El cafo del precedente corollario XIIL, fe il primo ter-
mine A della ferie (P) é zero:

Allora meno qualunque termine pofteriore al primo della
feric (P) ¢ uguale al primo termine della ferie (Q) meno
quel termine della médefima ferie ( Q ), che corrifponde al det-
to: terming ‘della ferie (P), v. gy —E =g =gy =G =a—g

CoroLLARIO XV,

IN ambidue i cafi de precedenti corollarj XI. , e XIIL., pren-
dendo nelle ferie (P) qualunque termine anteriore a quello,
il quale corrifponde in effa al termine della ferie (Q), che
¢ zero;

Il medefimo termine anteriore della ferie (P) meno il ter-
mine, il quale corrifponde in effa al termine della ferie (Q)»
che ¢ zero, ¢ nguale al termine della ferie (Q), che corri-
fponde allo fteflo termine anteriore della ferie (P)

CoroLLARID XVI,

E Dercid fe nel cafo dell antecedente corollario XIIL. il pri-
mo termine della ferie (P) & zero:

Allora meno il termine, il quale corrifponde nella feric (P)
al termine della ferie (Q), ch'¢ zero, ¢ uguale al primo ter
mine della ferie (Q) : :

CoroLrrLarRIO XVII

In ambidue i cafi de’ precedenti corollarj XI., e XTI
Il termine della ferie (P), il quale corrifponde in effa al
ter-
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termine della ferie(Q), che ¢ zero meno qualunque terminea
fe pofteriore ¢ uguale a meno il termine della ferie (Q), che
corrifponde al detto termine pofteriore della ferie (P)

CoroLLARIO XVIII,

L, Aonde fe nel cafo del corollario XI., I’ ultimo termine, v
g, I della ferie (P) ¢ vguale a zero;

Allora, il termine della ferie (P), il quale corrifponde in
efla al termine della ferie (Q), che & zero, ¢ uguale 4 meno
P ultimo termine, v. g., ¢ della ferie (Q).

ScotL1o.

1 Logaritmi d’ una quantith variabile, v. g., di x poffono fer-
vir per efempio della ferie (Q) tanto nel calo del corollario XI.,
quanto nel cafo del corollario XIII. :

I. Imperciocché non ¢ ofcuro agl’ intendenti, che quando la
variabile ¥ ¢ maggiore dell’ unitk 2, allora Jog. » rapprefenta
infiniti termini tutti pofirivi, i quali vanno decrefcendo, fina-
tantoch¢ la » ¢ uguale all’ unitk 4:

Che quando » =4, allora /og. » ¢ uguale a zero:

E che quando la » & minore dell’ unith 4, allora Jog. » rap-
prefenta infiniti termini, che vanno crefcendo in megazione ;

Adunque la ferie rapprefentata dall’efpreffione generale /og. »
rapprefenta ancora gl infiniti termini della ferie (Q) pel cafo
del corollario XI.; purché Jog. » denoti prima i logaritmi del-
la x, quando effa & maggiore di 4, e poi della x, quando ef-
fa & uguale ad 4, indi della ¥, quando efsa ¢ minore di 4

1I. Sanno ancora gl intendenti, che in quefto medefimo ca-
fo la differenza di due termini profsimi di s\ fatra ferie, rap-
prefentata dall’ efprefsione generale Jog. », ¢ fempre ugnale a
~+odx, purché¢ fi chiami dx la differenza delle due », che ¢

relativa a due termini profsimi della ferie ; ..
Imperciocché fe i due termini profsimi non fono pofteriori a

log. a, fottraendo il termine inferiore, che & una quantitX po-

1tiva, o ¢ zero, dal termine profsimamente fuperiore , che ¢
Tom, ]I, Hh pofi-
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pofitivo, ¢ maggiore , la differenza, dovrh effere pofiriva ;

Ma fe i due termini profsimi non fono anteriori a Jog. 4,
fottraendo il termine inferiore, che ¢& negativo , e maggiore
dal termine profsimamente fuperiore, che ¢ una quantita ne-

ativa, 0 & zero, la differenza dovra efsere pofitiva.

IIK Quando poi Jog. » fignifica prima i logaritmi della »,
allorché efsa & minore di 4, indi il logaritmo della », allor-
ché ¥=a, ¢ poi i logaritmi della x, allorché efsa ¢ maggio-
re-di 2; in tal cafo ¢ chiaro per cid, che fi ¢ fpiegato nel

rimo punto, che la ferie denotata "dall’ efprefsione generale
zag. x rapprefenta gl infiniti termini della ferie (Q) pel calo
del corollario XIII.

IV. In queflo ftefso cafo la differenza di due termini prof
fimi di tal feric ¢ fempre eguale a —adx ; )

x

Imperciocche fe i due termini profsimi non fono pofteriori a
Jog. a, fottraendo il termine inferiore, che & una quantith ne-
gativa, o' ¢ zero, dal termine profsimamente fuperiore , che ¢
negativoy e maggiore , la differenza % da eflere negasiva;

Ma fe i due termini profsimi non fono anteriori a fog 45
fottraendo il termine inferiore, che & pofitivo, e maggiore, dal
“termine profsimamente fuperiore, che ¢ una quanuth pofiti
va, o ¢ zero, la differenza 3 da efsere negariva,

V. Dopo quefte premefse fi rende manifefto , che adattan-
do aagli articoli 1., e I1. di queftofcolio I'efprefsione generale 2
log. %, efsa rapprefenter gl infiniti termini della ferie (Q) pel
cafo del corollario XI. ; e la differenza di quefta ferie (Q) B
i fempre rapprefentata dall’ efprefsione pofitiva —+aadx:

VL. E che adattando agli articoli III., e IV. del prefente
fcolio I" efprefsione generale a Jog. x, efsa dinotery gl infinitt
termini della ferie (Q) relativamente al cafo del corollario XIII.Z
e la differenza di quefta ferie (Q) fark fempre defignata coll
efprefsione negativa — aadx

_ VIL Siccome in quefto teorema, e ne’ fuoi corollarj fi con-
tiene la dimoftrazione del Caleolo Integrale ; cost o ftimato 3

pro-
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propofitodi moftrarne I'ufo con applicarne alcuni ai quattro efem-
pj leguenti, i quali fono piuttofto femplici, e concernono ve-
rity conofciute : indi ne’ problemi I., e 1I pafserd alla qua-
dratura degli fpazj iperbolici di qualunque fpecie, ¢ le foluzioni,
che , dard de’ medefimi due problemi, ne faranno altrettants
efempj,

EsemMmrio L

‘Applicazione del corollario 111, del reorema alla quadrasura dells
parabola conica (fig. 1)

Per quadrare lo fpazio parabolico 4CGA , i confideri, che
concependo divifo I afse #F della parabola in parti infinita-
mente piccole, come HG, ed IH, ec. le quali fi chiamino ge-
neralmente dx, ficcome generalmente fi chiamino x le abfcif-
fe AG, AH, Al, ec.; e immaginando condorte dagl’ infiniti
punti G, H, I, ec. delle divifioni dell’ afse le perpendicolari
al medefimo GC, HB, IL, ec.che incontrano la curva in C
B, L, ec. , fi avrd una ferie (P) 4’ infiniti termini tutti po-
fitivi, il primo de’ quali fary lo {pazio 4GCA, il fecondo lo {pa-
zio AHB A , il terzo lo fpazio AIL A, ec., I’ultimo termine poi
di quefta ferie (P) fara eguale a zero, quando Iabfcifsa x &
nulla. : '

Dall’ altra parte fi offervi, che fi & un’ altra ferie (Q) d’
infiniti termini sutti pofitivi, il primo de’ quali & 2 x¢/7,al-

\ s : . . 3— Y
lorche x fignifica 4G, il fecondo ¢ fimilmente 2 xy/7x allorche
= fignifica 4H, ilterzo & pure 2 x (/77 , quando _xsd_enota Al & cost

fempre, ec.; di modo che l’ul{imo termine di quefta feconda fe-
ric (Q)¢ zero , allorche I’ abfciffa « ¢ nulla, e il numero de’ ter-
mini della medefima ferie (Q) ¢ uguale al pumero de’ rermi-
ni della ferie (P), ’

Di pid, fi fa, che chiamando p il parametro della parabola,
I' efpreflione della differenza di due termini proffimi della fe-
rie (P), cioé lo fpazio. infinitamente piccolo HGCB , ovvero
IHBL, ec. ¢ dxy/px, a mifura, che x denota 4G, ovvero

Hh 2 AH,
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‘AH, oppure 4I, ec., e che dx denota HG, ovvero IH, ec.,
ciot a milura, che le abfciffe defignate per » acquiftano I’ au-
mento infinitefimo dx -

Dovendofi riflettere, che la 4G () rifpetto alla A4H altra
# a fe proflima fa figura di x=+dx; e che la 4H (x) rifpet-
to alla 4/ altra ¥ a fe profsima fa fimilmente la figura di
x=~+dx, e cosl, ec.

E {i fa ancora, che la differenza de’ due termini proffimi
della ferie (Q) corrifpondenti a quelli della ferie (P) € ugua-
le a dxy/7x, € che c10 fempre accade;

Advnque pel corollario ITI. del teorema il primo termine
della ferie (P) ¢ uguale al primo termine della ferie (Q), va-
le a dire lo {pazio parabolico 4GCA ¢ uguale alla quantitk
2 xy/pxy nella quale » rapprefenta 4G, ,

3 .

EseMrio IL

Applicazione del covollario 11 dal teorema alla vestificazione della
parabola cubica fecondaria (fig. 2)

COncepi{'caﬁ I'affe 4F della parabola cubica fecondaria di-
vilo in parti infinitamente piccole, ciod HG, IH, ec., che fi
chiamino generalmente dx, mentre I ablciffe 4G, 4H, cc.fi
dicono generalmente x, e tirando per tutti gl infiniti punt
delle divifioni dell’ affe le rette GC, HB, IL, ec. perpendico-
lari allo fteflo afle, che taglino la curva in C, B, L, ec., avremo
una ferie (P) d’ infiniti termini tutti pofitivi, il primo de
quali & I arco 4C, il fecondo ¢ I'arco 4B, il terzo I arco
AL ec., e Pultimo termine diquefta ferie corrifpondente all’abfcif
fa, allorché ¢ nulla, ¢ zero o )
E' noto, che chiamando p il parametro della curva, la dif-
ferenza di due archi profsimi di effa, v. g, di 4C, e di AB
€ 1 dxy/pp ko -
3 =

?
Confiderando ora I’ efprefsione

3 : .
I (49T, fi avrd un’ altra ferie (Q) coftante d in-
7 fini-
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finiti termini, tutti pofitivt, il pumero de”quali & uguale al
numero de’ termini della ferie (P), purché x defigni general-
mente le porzioni AG, ovvero AH, oppure AI, ec. dell affe
AF della parabola cubica fecondaria, € dx fignichi I accrefci
mento infinitamente piccolo dx delle medefime abfcifse, ciod
fignifichi HG, IH, ec., € fi conofcera, che quando I’ affe fud-
detto fi annulla nel vertice della curva , allora I’ ultimo ter-
mine della ferie (Q) ¢ 8_p.

27

La differenza poi de’ termini profsimi della ferie (Q) corri-
fpondenti a quelli della ferie (P) fara fempre

1d%/ 555, come pure & noto;

v
Adunque pel corollario 11. del teorema il primo termine del-

la ferie (P) ¢ uguale al primo termine della ferie (Q) meno
I uitimo termine di efsa,

ciot I'arco 4C ¢ uguale a

3
ooy — 2
Ve 27
intendendo per x 1" abfcifsa 4C

Esemrio IIL (fig. 3)

Applicazione del corollario IX. del teorema alla vessificazione dell
arco inverfo NL prefo ad arbitrio nella cicloide CLNH

C Hiami6 4 1 alfe 4C di quefta cicloide , ¢ dai punti H, N, L,
fi tirino al medefimo afse le petpendicolari HA, NM, LB ;
la porzione MC dell’ afse terminata nel vertice C della curva
s immagini divifa in parti infinitamente piccole, come fareb-
bero 4B, ed Mm, e quefte menome partidi MC fi appeilino dx,
nel tempo ftefso, che le parti corritpondenti 46C, BC, MG, mC,
ec. dell’ afse 4C fi dicono » ; dai punti 6, m, ec. fi concept-
fcano elevate delle perpendicolari, le quali incontrino la cur-
va ne’ punti /, n, ec. )

E' vifibile, che turt cid fomminiftra una ferie d’ infiniti
termini tucti pofitivi, i quali vanno lempre crefcendo = il pri-

mo
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wo di quefti termini ¢ zero, il fecondo & I arco infinitefimo
Nz, ec., il penultimo & I'arco N/, e I' ultimo & I’ arco NL.

Non s ignora da’ geometri, che la differenza, la quale ¢
negariva , di due termini profsimi di queita ferie (P), v.g. I
arco infinitefimo L, ovvero nN , ec. fi efprime nel fegusnte
modo ~=dx /7 .

x

Si % in oltre una feconda ferie (Q) di egual numero di
termini tutti negativi, e quefta ¢ comprefa nell’gfprefsione ge-
nerale ~2 /o, allorché x denota MC, mC, ec., 6C, BC. I
termini di quefta ferie (Q) vanno iempre decrefeendo nel loro
efsere di negarivi, in maniera che il primo di efsi ¢ — 24/, 310y
il fecondo € —24/amC, €c., il penultimo ¢ ==2,/54C, ¢ I’
vltimo & —2¢/4,5C )

La differenza di due termini profsimi della medefima ferie
(Q) ¢ Iefprefsione negativa ——dxy/ s

x
Adunque pel corollario IX. ',del‘ﬁeorema
meno I uitimo termine della ferie (P) ¢ uguale al primo ter-
mine della ferie (Q) meno I’ ultimo termine di effla cio¢ =—arcs
NL=-—2¢y/a, MC—+2,/%, BC
e traiponendo '
arc. NLZ=2(/a, MC==14/%, BC

COROLLARY

1. SE i punto N della curva cade in H, in tal cafo MC
diviene 4C, efi % I’arco inverfo HL eguale a 24/ ~ 24/, 6C
vale a dire eguale a2 26—2¢/5,5C

. Se rimane il punto M nel fuo priftinofito, ¢ il puntoL ca-
de inC, allora BC'¢ zero, e fi & I arco inverfo NC =24/, MC

I1L. Se N cade in H, ed L in C, I'arco inticro inverio HC
della cicloide ¢ uguale a 2a.

ScoliL1o,

QUefti due ultimi corollarj potrebbero dedurfi immediata-
men-
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mente dal corollario X. del teorema , ed efferne due efemp;.

Esemrio IV. (fig.3)

Alsra applicazione del corollario IX. del teoremta alla manicra di rap-
prefensare in linee i vempi delle caduse di wn grave dagli archi
inverfi della cicloide s principiands daﬁa quicte .

S E debbono rapprefentarfi inn linee i tempi della caduta d'
un grave da qualunque arco NL della ciclode CLNH princi-
piando dalla quiete in N (intendo per qualunque arce NL una
porzione della cicloide, i di cui punti eftremi N, ed L ficno
prefi ad arbitrio nella medefima cicloide') :

I. Riflettafi primieramente s che fi 3 una ferie (P) di linee
rapprefentatrici di tempi, i termini della quale, che fono ine
finiti di numero e tutti pofitivi, vanno fempre crefcendo.

Il primo termine di efsa ferie (P), che fi riferifce al pun-
to Ndella curva, é zero; il fecondo termine ¢ la linea rappre-
fentante il tempo della caducta per I’ arco infiniteimo Nz, ec.;
il penultimo termine & la linea rapprefentante il tempo della
caduta per I'arco N/, e I" ultimo termine é la linea rappre-
fentante il tempo della caduta per tutto I' arco NL. Turn
quefti tempi principiano dalla quiete in N,

IL. Secondariamente riffettafi, che la differenza di due ter-
mini profsimi di quefta ferie (P) & la linea rapprefentante il
tempo infinitamente piccolo, che il grave impiega in cadere
per gli archi infinitelimi N#, ec., ed /L della cicloide ; in vir-
td dell’ infinita piccolezza, del qual tempo fi pud comoda-
mente immaginare, che gli archerti medefimi N, ec., ed /L
fienc percorfi con moto uniforme, e con velocith taliy ch’efse
fieno rapprefentate dalle porzioni Mm,ec. ,ed MBdella linea MC,
e cid coerentemente alla doterina del moto de’ gravi, che da
me fi fuppone abbaftanza nota a chi legge. .

1. Quindi rifleteafi in terzo luogo, che i menomi tempi
per Nn, ec., e per /L fono proporzionali a quefte refpettive
elpretsioni Nn ec,,ed _/L , ovvero alle fegnenu refpettive me-

V' Mim +/ MB

n .
ome linee Nn
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Nny zeecsy ed ILy/5 . Dovendofi avvertire,-che in Iuogo di
v Mm N3 -

E/;lporea porfi qualunque linea coftante fotto il fegno ra-
icale. '

Ma fi fa, che denotando generalmente colla lettera % I’ab-
fcifse CB, Cb, Cm , ec. , ¢ chiamando 2¢ I’ afse 4C del-
la cicloide, I efprefsiane generale de’ fuoi menomi archi inver:
fi, come Nn, ec.,ed JLe~—dxy /2 ; ed ¢ chiaro, che nomi-

‘nando 29 la MC, le rette Mm, ec., ed MB generalmente fi
defignano con 29 —x; :

Adunque le linee rapprefentanti i menomi tempi per Mm,
ec., ¢ per /L gencralmente fi dinotano con queft’ efprefsione
—dxy/ 3 /%> che equivale a queft’ altra — ze X gdx, la quale,

‘/—;‘/zq—-—x 9 ‘/qu—xx
per quanto fi ¢ fpiegato di fopra nel fecondo punto, & la dif-

- ferenza di due termini profsimi della ferie (P)

- IV. T periti del calcolo differenziale ‘ben conofcono , che im-
maginando defcritro col raggio MK (g4), metd di MC il fe-
micerchio MsC, ‘gli archi infinitefimi Rr, ec., ed sM di que-
fto fem-icerchio corrifpondenti all* abfcifse CB, Ch, ec., Cm,
CM, cio¢ alle x, e correlativi agli archi infinitefimi L/, ¢c»
¢d #N {i dinotano con quefta efprefsione pofitiva gdx_

2GX —— XX

V. Vale a dire, la differenza di due archi profgimi di que-
flo femicerchio CsM prefi pofitivamense, e tali, che il minc-
re fi detragga dal maggiore, come farebbe la differenza dell
arco pofirivo CR detratto dall’ arco pofitivo Cr, ec., e dell’ ar-
€o pofitivo Cs detratro dall’ arco intiero CM, quefta differenza,
dico , &~+gdx ;

e

D_i modo che la differenza di due archi profsimi di quefto
fqmcerchio CsM prefi negativamente , e tali che il minore de-
gli archi negarivi fi detragga dal maggiore, come farcbbe 12
differenza dj w— arc, CR detratto da —arc, Cr, ec.y € di ~=—art

Cs
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Cs detratto da == arco insicro CM, quefta differenza, dico, &
— gdx

.

P h— .

VI. E percid fi prefenta ora un’altra ferie (Q) di termini
tutti megarivi, i quali vanno decrefcendo nella loro megazione,
e fono tanti di numero, quanti i termini della predetta fe-
rie (P). : .

Il primo termine di quefta ferie (Q) & == arco inticro CsM.
moltiplicato per ¢ ;

7. . . e
11 fecondo termine &—=arco Cs moltiplicato per z¢ ec.;
. g
1l penultimo termine & = arco Cr moltiplicato per 2 ;
. . . e 1
E I’ ultimo termine & == arco CR moltiplicato per _ar

VII La differenza poi di due termini proffimi della medefi

ma ferie (Q) ¢ I efpreflione =~ 2¢ ¥ g4dx, che in vigore di
9 ¢/ 2qx=rrxx

quanto fi ¢ moftrato nel terzo pungé anche la differenza di
due termini proffimi della ferie (P)

Adunque pel corollario IX. del teorema — linea rapprefen-
tante il tempo per NL ¢ uguale a — circonferenza CsM mgl-
tiplicata per 2¢ —arc.CR moltip. per 2¢, cioé

. 1 q
—linea rapprefentante il tempo per NL ¢ uguale 2 ~marc,
MR moltip. per % , e traiponendo

. . 9 .
la linea rapprefentante il tempo per NL ¢ uguale a_z¢ X arc. MR
o 1
v CororLrario I (fig.3)
L uttima ‘equazione equivale a quefta :
(1) 1a linea rapprefentante il tempo per NL & uguale 3
2¢ X are. MR . bt .

MK
~ Mala frazione are.MR efprimendo I’ angolo MKR, e la quan-
MK

titk 2¢ effendo coftante, ne fegue, che due porzioni di una
Tom. II, 1i me-
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medefima cicloide faranno ifocrone , cioé fi percorreranno da un
grave in tempi eguali, allorché faranno eguali gli angoli, che
corrifpondono a dette porzioni cicloidali, come nella fig. 3 '
angolo MKR corrifponde alla porzione cicloidale NL ;

Imperciocche allora la linea rapprefentante il tempo della ca-
duta per una di dette porzioni cicloidali fark alla linea rap-
prefentante il tempo della caduta per I' altra porzione di ci-
cloide, come un angolo ad un angolo eguale.

Cororrarrto IL (fig.3)

SE fi confidera I'arco cicloidale NC, il di cui punto eftremo
N ¢ arbitrario, ed il punto L coincide coll” origine della ci-
cloide in C, allora il punto R del femicerchio coincide anch’
eflo col punto C, e I’ equazione (1) fi cangia in queft’altra

(2) la linea rapprefentante il tempo per NC ¢ uguale a

2¢ x ar, MsC
MK
Qui la frazione M efprime due angoli retti.

MK
Cororrarro IIL (fig. 3)

MaA fe 6 confidera I arco intiero HC, il punto N coincide
coi punto H ultimo della cicloide, il punto L col puntoC, il
femicerchio MsC diventa il femicerchio generatore ASC, il di
cui raggio é¢ 4O ; e I’ equazione (2) lomminiftra quefta
(3) la linea rappretentante il tempo per HC ¢ uguale 3
2¢ X arc. ASC
A0 .
Qui la frazione arc.45C efprime parimente due angoli rettls
40

Cororrario IV, (fig.3)

C onfrontando le due equazioni (3), e (2) diftintamente fi
vede, che la linea rapprefentante il tempo deffa caduta per
tutto I' arco HC fta alla linea rapprefentante il tempo della
cadut'fx per qualunque arco NC della ftefla cicloide, come due
angoli retti ftanno a due angoli retti, ed effendo pcl‘Cib la

pri-
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prima di effe linee eguale alla feconda, anche il primo di ef:
i tempi ¢ uguale al fecondo, purch¢ ambedue le cadute co-
mincino dalla quiete, la prima nell’ eftremo punto H della
cicloide, e la feconda nel punto arbitrario N della medefima
cicloide . .

La fteffa verith fi deduce dall’ ifpezione dell’ equazioni (3),
e (2),¢ dal riflettere, che la frazione e AS;C ¢ uguale alla
A

frazione are.M<C ; perch il femicerchio 45C verfo il fuo rag-
MK

gio 40 i la medefima proporzione, che il femicerchio M:C
verfo il proprio raggio MK

ScoLt1o.

T Precedenti corollarj II., e IIL. potrebbero tirarfi con illa-
zione immediata dal corollario X. del teorema, e fervire per
cfempj di quello.

ProsrEma L (fig.4)

LA curva FITE fia o’ iperbola tra gli afimptoti 40, 41,
che fanno I angolo retto OAI.  Sull’ afimptoto AI, che fi
concepifca prolungato all’infinito, fi prendano le abfcifle », v.
> 4B, e normali alle abfciffe fieno I' ordinate y, v. g., BT.
Sia inoltre y—= _«m+1 ( la lettera m rapprefenta qualunque nu-
x»

mero razionale pofitivo intiero, o rotto ad arbitrio, ed 4 de-
nota una quantiti coftante ): .

Deve aflegnarfi la quadratura dello fpazio BTYH comprefo
dalla porzione 7T della medefima curva, dall’ ordinate BT, ed
HY prefe ad arbitrio, e dalla porzione BH dell' afimptoto A%

_Si avverta, che nella fig. 4 i puntiO,ed ! debbono imma-
ginarfi ¢tome le eftremith di due refpettivi alimproti 40, 41,
ed i punti F, ed E come le eftremith dell’ iperbola: che da
quefti medefimi punti F, ed E debbono concepirfi calate fopra
1 fuddetti afimproti le normali FO, ed El: e che le diftanze
FO, ed EI dai due eftremi punti della curva agli afimproti fi

I 2 col-
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concepifcono come quantitk infinitefime del prim’ordine.

PriMA SoLUZIONE,

S 1 tiri I’ ordinata 4 infinitamente vicina all’ ordinata BT,
chiamifi dx la porzione Bb infinitamente piccola dell’ afle;

e il trapezo BTtb , ciot ydx eguale ad «”*'ax fark la differen-
za de’ due fpazj iperbolici ABTFO, Ab+FO. :

S’ immagini la porzione 4B dell’ affe turta divifa in parti
infinitamente piccole, che fi chiamino parimente dx, e fi co-
nofcery, daifi una ferie (P) di {pazj iperbolici , come 4BTFO,
AbtFO, ec. coftante d’ un numero infnito di termini tutti po-
fitivi, e tale, che la differenza di due termini proftimi di effa,
V. g., de’ dve fpazj ABTFO, A46:FO fara fempre rappreien-
tata dall’ efpreflione pofitiva a™ ™+ 'dx ; il penultimo termine di
detta ferie fark lo fpazio AdfFO corrifpondente all’ abfciffa in-
finitelima 4d, e all’ ordinata infinita 4f profsima all’ ultima
ordinata DF ; e I’ ultimo termine farh il rettangolo 4DFO,
che 2 per fua altezza I’ ordinata infinita DF, e per fua bafe
Y abicifla 4D infinitamente piccola del prim’ ordines

" Sioffervi ora, che I’efprefsione —4™"*" rapprefenta una ferie

(a1 )1
(Q) 'infiniti termini tutti negativi, a mifura che la x efprime I’

abiciffa variabile 4B della curva FITE, e che il primo termi-

. . - . .. R
ne di quefta ferie é=2"""" | ed dno de’ termini fufseguenti
- (mr=e=1)4B™1
\ m =X
¢ ==
(m—l)ﬂHm_‘

S1 offervi in oltre, che la differenza di due termini profsi-
mi delia ftefsa ferie (Q) & <" 'dx, ¢ che tanti fono i ter
m

x
mini della ferie (Q) tra =" e = quanti i termi-

(mee1)AB ™0 (mawe1)aH™ " ni
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nidella ferie (P) tralo pazio iperbolico ABTFO, el altro ipa
zio 1perbolico AHVFO

Si offervi in fine, che il penultimo termine della ferie (Q)
& =", e I ulimo fuo termine & —"

(1) 447 : ) (i Y2 D™ ="
tanti fono i termini di tutta la ferie (Q), quanti i termini
di tutca la ferie (P)-di {pazj iperbolict, compretovi il rettan-
golo ADFO, che fa I’ ultimo termine della ferie (P)

Dopo quefte premefle moftra il teorema, che
lo tpazio iperboiico #ABTFO, meno lo fpazio iperbolico AHYFO,
& uguale a ="+ 7T

(1) 4B™ ! () A"

lo fpazio iperboiico BIZH & uguale ad. _s" "

5 € che

cio¢

(1) 4l
a me41 .

-
(m—1)48""
1. ciie dovea ritrovarfi.

CorotrLario I

S-E I’ efponente m indicg un numero rotto minore dell’ unich,
allora 1 termini della teriec (Q), benché appajano negativi , fos
no veramente pofitivi, e fi 2

L QU Tl ] M—tnt

Spax, BTYH = s 48—« 4H

—— e

1 ~—m 1 w——s

Tenma)yy

CoroLLARIO Il

SUppoﬂo il corollario primo precedente, fe il punto H cade
in D fard lo pazio iperbolico DBTF = 4™+ 45'—m
: —_—
— " +14p' =™ ciot DBTF = s ™' 48" 3 cagione dell’
i e
infinita picciolezzadi_"™"" apt—"
b o—m

Co-
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CoRroLLARIO III

E su ppofto il corollario II. precedente , fe il punto B
cade in [ ultimo dell’ afimproto 4/, fark lo fpazio iperbo-

lico DIEF =a™*' a1'™", ¢ per confeguenza infinito
1 w113 .

CoroLLARIO IV,

NEll’ iperbola conica equilatera m efprime 1 umth, adunquc
in quefto cafo lo fpazio iperbolico BT/H= 5 il che
“AH° JAB'
niente fa conofcere
CororLrario V.

ALlorché 12 m dénota un numero intiero, o rotto maggiore
dell’ unitk,

Se il punto B cade in I ultimo dell’ afimptoto 47, lo fpa-
zio iperbolico infinitamente lungo HYEY farh eguale ad

I —_— g1 y vale a dire fary eguale femplice-
(me—1)ag™ " (m-—x)ﬂl""-x
mente ad ™' | perché la quantith infinitamente pxcco-
() aH™"
lam 7" fi neglige.
(1) a™™"3

CorOLLARIO VI, -
Ner ipotefi del corollarlo V. fe il punto H cade in D in
finitamente vicino ad 4, lo fpazio iperbolico DBTF far egua-
lead m* =~ ™' _ di modo che aggiungendo

m-—l)ADm—‘ (m-—x)AB”'"’I é
allo fpazm DBTF il rettangolo ADFO, eguale ad 4DXDF, cio

ad 4" (in vind dell’ equazione y = ™" della curva )

ap™=1 ™

lo
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lo fpazio iperbolico 4ABTFO ¢ uguale ad ™
AD™ " (1) 4 D™
- ciod ad m_a'"“ﬂ — o , oppure lem-

(m—=t) 4B "1 (mee1)4D™ " (m=m1)aB™ 1

plicemente ad _m™*'° , effendo quefta quantith infinita.
(m—e1) 1D™—1
mente maggiore di _« " *"

(mem1)aB™1
CoroLrario VII.

SUmﬁcndo la fuppofizione del corollario VI., fe il punto B
cale in [ ultimo dell’ afimproto, -I' intiero ipazio iperbolico
afimptotico AIEFO fary eguale ad_ma™=*" i

(m==1)AD™™" (mee) Al
ovvero femplicemente ad_ ms”—+?

-
(mem1)4D™ T
CororLrario VIII,
L infrafcritta equazione

(4)r =270

— s

xm

; 11kt
. . . - »
Si cangia in queft’ altra y=s

*
ciod nella feguente

(5) »=om

1
m

Di maniera che ponendo full’ altro afimptoto 40 le y (v,
8. AX) come abjciffe , ¢ immaginando le x ( v.g. XI") perpen-
dicolari ad 4O, come ordinate, la medefima iperbola della 6-

Bura 4 2 per fua equazione coftitutiva tanto I’ equazione/4)
quanto ) equazione (5). e
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Cid pofto; fe I’ efponente m ¢ maggiore dell’ unitk, ne fegue;

che I efponente 7’-”& minore dell’ unitd; e quindi la medefima

iperbola (fig.4) confiderata fecondo I’ equazione (5) in modo,
che le di let abfciffe y i prendano full’ afimptoto 4O, e le
Jue ordinate x fieno parallele all’ afimptoto 47, % i fuoi fpazj
della parte di 47 quadrabili per mezzo de¢’ corollarj L., IL, e

I1i. precedenti
Cororrario IX,

L L Efprefsione dell’ intero fpazio iperbolico afimptotico
trovata nel corollario VIL. antecedente rapprelenta quantith in-
fnize di diwverfi ordini {econdo la diverfa fignificazione dell’ e-
fponente m —1 '

IL. Il fimile dee dirfi in ordine a quegli fpazj iperbolici in-
finiti confiderati nel precedente corollario VI.

ScorL1o.

E' offervabile nelle iperbole (I equazione generale, delle qua-
li, come i ¢ detto, & y=a"* ) che quando I’ ablciffa »

m

A . . . x N . .

¢ infinitamente piccola, allora I'ordinata y ¢ una quantit} infi-
nita dell’ ordine m, e la differenza, o fia decremenro di duc
profsime y (ordinate infinite, ec.) corrifpondenti a due abfcif-
fe x infinitefime, vale a dire la differenza — dy & una quan-
tith infinita dell’ ordine =1, allorche I’ efponente m ¢ mag-
giore dell’ unit}; ella ¢ uma quantith finita, allorché m & ugua-
le all’ unith ( come accade nell’ iperbola conica equilatera )s
ed ¢ una quantith infinitamente piccola dell’ ordine 1~ m, al-
lorché m ¢ minore dell’ unitd;

Imperciocche diffcrenziando I' equazione y == ™', ne vie-

xm

NE = d}l — mﬂm_H:Jx
e
E qui fi noti, che per eflfere I'abfciffa x infinitamente pic-

cola del primo ordine (giufta I'ipotefi ), la fua differenziale
efler
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effer deve una:. quantitk infinitefima del fecond’ ordine , affin-
ché fecondo le leggi del calcolo differenziale pofla averfi la
fuddetta efpreflione di —dy:

Ora non ignorano i conolcitori, che in talcalo la dx equi-
vale ad »x (infinitefimo del fecond' ordine) divifo per la quan-
tith finita 4 ( qualunque ella fiafi ). Adunque foftituendo nell’
elpreflione di == dy in luogo di dx il fuo equivalente == , fi
vede effere mme dy == ma"F'xx , ciod —dy = ma" !

’ . T b1
equazione, che nel cafo di m minore dJell’ unitd fi rapprefen.
ta pil comodamente cos\

(6) — d}' == ma? Iy I—m

Dalché fi deduce in virtd di quanto fi & provato nel co-
rollario IX. antecedente, che fe nelle iperbole delincate nella
figura 4 fi confiderano le ordinate y parallele all’ afimptoto 40,

efprefle coll’ equazione y== +™*' (in cui m & maggiore dell’
unitd ), le ftefle ordinate, allorcht corrifpondono all' abfcifle
infinitamente piccole, fono, come fi ¢ detto, grandezze infini-
te dell’ ordine m, e le differenze —dy di due profime di effe
ordinate fono ( come pur fi ¢ derto ) quantith infinite dell’or-
dinem —1;

E che {e fi confiderano nelle medefime iperbole le ordinate x

paralelle all’ altro afimptoto 47 efprefle coll’ equazione
1

x==am " ( notata nel corollario VIIL, che precede ) ta-
1

Ym
li ordinate, quando anno relazione alle abfiffe infinitamente
piccole , fono quantith infinite dell’ ordine x , e le differenze

»
~—dx di due proflime di efle ordinare fono quantith infinira-

mente piccole deil’ ordine 1 = r ; mentre cid, che nell’ equa-
m

Tom. II. Kk

zione
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Zioie (6) fi chiama —dy, »,.ed m, qui fi aPPe]]a rcchﬂi_
vamente =—dx, gy, ed 1. , :

—~ B :

Ma fe ne'l'iperbola conica equilatera fi confiderano le ordi-
nare w parallele all' altro afimptoto A/, effe fi efprimono coll’
equazione ¥ == 4+ y di modo che fimili ordinate, quando fi ri-

ferifcono alle al:ciﬂ'c infinitamente piccole, fono quantith in-
finie del primo ordine, e le differenze —dx di due proffime
di effe ordinate fono quantith finite; poiché ponendo nell’ equa-
zione (6) —dx in luogo di —dy, y in cambio di x, e I
unith in vece di w1, fi avrh —d¥Taay? =aa.

SOLUZIONE SECONDA,.

ST confiderino come inverfi gli fpazj iperboliciy e fi avri una
ferie (P) di effi {pazj, i termint Jella quale,.che faranno tut-
ti politivi, ¢ infiniti di numero, andranno crefcendo: it primo
termine di tal ferie fary zero; il tecondo rermine fara lo fpa-
zio inverlo infinitefimo BT, ec., il penultimo terminc fark
lo fpazio BdfT', e I' ultimo termine fark lo {pazio BDFT
Si } ancora un’ altra ferie (Q) di egual numero di termi-
ni, che anch’ efsi vanno crelcendo, e tutti i termini di el
{a, che fono pofitivi, veagono rapprefentati coll’ efprefsione
="+ in virtd della quale i primo termine della fe-
——— .

(m—-x) xm—t A ‘
rie (Q) & =+a™** il fecondo termine & =%, il
(m——1)4B "1 (mmer YA "
penultimo termine & —+™ " s € I'ultimo termine ¢
(s ) 4™
T
(m—1)aD™1

La differenza ( che & wegasiva ) di due termini profsimi
tanto della ferie (P), quanto della (Q) ¢ fempre uguale 3

— g1 dx

o
Uno



Dectr Srazy
Uno de termini intermed;j della ferie (P) ¢ lo fpazio BHIT

e il termine, che nella ferie (Q) gli corrifponde & =+
(mam1)AH™"
Adunque pel corollario IV, del teorema fi 4
— Bw’. T _—4'@’"1 —4";-’.‘ )
(M=) AB™ (a1 Y AH 1
e trafponendo: )
(7) BHIT = """ —"™" ome appunto G &

(e 1Y AH™ (1ymme1 ) 4571
trovato nella prima foluzione.

COROLLARTO.

S E il punto H cade in D, fark in virtd dell’ equazione )
BDFT — :qm—t- 1 :”T::'___
(m—1)AD™" (m—x)as”’-'
e aggiungendo a quelt’ nltima equazione queft’ altra
DACOF— o ,m™*
Py
ne verrk la feguente

(me=m1)AD™" (mam1) 4B ™"
Scolvl1o0,

Da quefta feconda foluzione poffono inferirfi tutti i corol
larj, che fi fono dedotti dalla prima.

PrRoBLEMA SEcoNDoO,

QUadrare gli fpazj dell’ iperbola conica equilatera col mezzo
de’ logaritmi

PrimMA Soruziowns (fig. 4)

NEn prima foluzione del problema primo gis fi ¢ confide-
rata la feric (P) coitante d' infiniti termini tuiti pofitivi, il
Kk 2 pri-
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primo de* quali ¢ lo fpazio ABTFO, il fecondo ¢ lo fpazio
AnFO, ec., il penultimo ¢ lo fpazio 4dfFO, e I'ultima & .
il rettangolo ADFO. ) ]

Applicando cid all’iperbola conica equilatera, fi vede, che
la differenza de’ due termini profsimi della prefente ferie (D)
come farebbe il trapezo 6BT#, ec., ¢& I elprelsione generale

aadx

—

x
- Nello feolio anneflo al corollario XVIII. dél teorema fi &
moitrato efservi una ferie (Q), la quale cofta d’ infinit1 ter-
mini, ec., ciafcuno de’ quali ¢ comprefo nell’ efprefsione ge- -
nerale a4 log.x ; e che la differenza di due termini profsimi
della ferie (Q) ¢ fempre — esdx ; efsendo quefto il cafo del
= .

corollario XI. del teorema.

E poi facile a conofcere, che prendendo per x nell’ efpref-
fione a log. x le abicifse della curva, cioé le porzioni del fuo
afimptoto 41 correlative agli fpazj iperbolici, che fono i termi-
ni della ferie (P) ¢ facile, dico, a conofcere, che il numero
de’ termini della ferie (Q) ¢ uguale al numero de’ termini
della predetta ferie (P);

Adunque in virtd del teorema fi 4 lo fpazio ABTFO me-
no lo {pazio AHIFO eguale ad 4 Jog. 4B meno a log. AH,
ciod : '

(8) spsz: HBTY =2 ( log. AB — log. AH).

1l che dovea ritrovarfi.

Scoir1o(fig.3,6,e7)

PRrendendo fulr afimproto A1 I abfcifsa A9 eguale all’ units,
cio¢ ad 4, e tirando |’ ordinata QR
1. Se (fig. 5) ambidue i punti H, e B cadono tra @, ¢
I’ ultimo punro 7, il quale fi concepiice come termine dell’ a-
fimptoto infinito 41, allora nell’ equazione ( 8) — log. 4B e-
fprime una quantits pofitiva, € —Jog. 4H una quantits ne-
gativa ’
IL. Se (fig. 6 ) il punto B cade tra @, ed I, e il punto
Hira
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H tra 4, e @, allora neu’ equazione (8) =+ log. 4B fignifi-
ca una quanuta pofitiva, e —Jog. #4H denota anch’eiso una
quantith pofitiva, perché Jog. AH & negativo.

I1I. Se (fig. 7 ) ambidue 1 punti H, e B cadono tra 4, e
8, allora nell’ equazione (8) —+ Jog. AB denota una quanti-
ta negativa, ¢ — Jog. AH una quantity pofitiva.

IV. Se (fig. 5 ) il punto H cade in @, e I’ punto B cade_
tra 9, ed I, allora I equazione (8) fi cangia in quelt’ alira

Spaz, QBTR =4 (log. AB—log. 49 ) ;

e perché Jog. 49 =o, fi % in quetto cato, che ¢ un efempio:
del corollario XV. del teorema, fi 2, dico

Spaz. YBTR —a log. 4B
e quilog. AB ¢ una quantith pofitiva
V. E finalmente fe (fig. 6 ) il punto B cade in @, e il
punto H cade tra 4, e @, allora I’ equazione (8} diventa

Spaz. HQRY == a (log. AQ —log. AH ), '
che a cagione di Jog. 49 —=o equivaie a queft’ altra

Spax. HYRY = a (—log. #4H )
dove — /ng. AH ¢ una quantith pofitiva.

Quelt’ ultimo articolo & un efempio del corollario XVII.
del teorema.

- Cororiario L
E: Noto, che log. AB — log. AH ¢ eguale a log. aX4B , a-
AH

dunque ponendo nell’ equazione (8) queft’ efpreisione in luo-
go dell’ alrra, fi avrh
(9) Spax; HBTY =alog. aX4B
AH

ScovrLto (figgs,6,e7)

IL fecondo membro dell’ equazione (9) ¢ fempre una quan-
tita pofitiva;
L Tmperciocch? nel cafo degli articoli 1., L., e TII. dello
fcolio precedente 4H ¢ minore di4B, e confeguentemente X 48
: AH

¢ maggiore dell’ unita 2 .




262 IPERBOLICI,
II. Nel cafo dell’ articolo IV. del 1uddetto feolio Jog. .X,j’\

diventa Jog. 4B, ed AB & maggiore dell’ units # ’
I11. E nel calo dell’art. V. del medefimo. feolio Jog, p)(AB divie-

ne log as s ed & maggxore dell’ upith 2, Perchc AH; mmore di
AD eguale a
'~ Cororrario 1L (fig 4)

QUando il punto H cade in Dmﬁmtamente wicino ad 4,
fi deduce dall’ equazione (9)
Spaz; DBTF _dlog “X AB

coficché efsendo in que?ig cafo «X 4B un3 quantit} infinita, fa-
ra ancora infinito Jog. aX4B, e ;:x;fcguentcmente anche lo fpa-
zio DBTF =

Cororrario IIL (fig. 4)

QUando il punto B cade in I ultimo dell’ afimptoto, I'e-
quazione (9) fa conofcere
Spax, HYEI = alog a)(AI

e perché in tal cafo axAI ¢ quantith infinita, fark parimente

infinito /log. ax4l, e pcr _confegucnza anche lo fpazio HYEI
&=

CorovLrario IV. {fig:q)
QUando il punto H cade in D infinitamente vicino ad 4,
e il punto B cade in I, I’ equazione {9) moltra
Spaz, DIEF = a log. aX 4L
4D
ed efsendo in quefto cafo infinito tanto #X 41, quanto Jog. sX4L,
4ab- AD
¢ infinito anche lo fpazio DIEF.

Sco-
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Scovr1o (fig.4)
I rettangolo ADFQ ¢ uguale ad 4DXDF, ed efsendo DF= 44 ,

aD
il rectangolo ADFO ¢& uguale ad 4DXea , ciot ad as
: AaD

CoROLLARIO V.(Hg. 4}

IN vind di quefto feolio, e de’ precedenti corollarj IL., ¢
IV., lo tpizio iperbolico ABTFO ¢ uguale ad
alog, «X 4B = aa,
4D

e " intiero fpazio iperbolica 4IEFO ¢ uguale ad
a lag. aX Al —+aa

-Sebbene in ambedue quefte efprefsioni la quantith infinitz
aa pud trafcurarfi come infinitamente minore dell”altre quan-
tith, alle quali ¢ aggiunta

Conrotrtario VL (fig. 4)

SE £ vuole uno fpazio iperbolico HBTY eguale ad un lo-
};aritmo dato pofitivo s moltipiicato per 44 v. g., eguale ad 4
og. ¢; {uppongafi 4 log. ¢ == a Jog. a;(AB'

e dividendo per # I uno, e I'altro membro di queft’ equazio-
ne, e polcia liberandola dalla caratteriftica de’ logaritmi , ne
rifultera ¢ = sX48 ; laonde fi & quefta proporzionalith

AH
a.c:: AH . 4B, ed una delle due abfcifse 4H, 4B & ar-
bitraria .

SEconNpa SoLuziowE (fig. 4)

A Bbiamo una ferie (P) di fpazj iperbolici, i termini della
qua:e, che fono infinti di num:ro, e tutti pofitivi, vanno
crefcendo , il {uo primo termine & zero, il fecondo termine &
lo fpazio DdfF, ec., il penu'timo termine ¢ lo ipazio DésF,
¢ I' ultimo termine ¢ lo ipazio DBTF Ab.
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Abbiamo ancora un’altra ferie (Q) di egual numero di ter.
mini, ciafcuno de’ quali fi defigna generalmente con quefta
efprelsione 4 Jog. x, € cid in conleguenza di quanto fi ¢ {piega-
to nello {colio annefso al corollario XVIIL. del teorema ; e
quindi il primo termine di quefta ferie (Q) &

alog. AD 1l fecondo termine ¢

alog. Ad, ec., il penultimo termine &
alg. 4b, e I'ultimo termine ¢

alog. AB.

Oltre di cid uno de’ termini intermed;j della ferie (P)¢lo
fpazio DHI'F, eil termine, che gli corrifponde nella ferie (Q)
¢ alog. 4H o

Infine la differenza ( la quale ¢ megariva ) di due termini
profsimi tanto della ferie (P), quanto della ferie (Q) ¢ fempre

eguale a = 4sdx, ¢ quefto ¢ il cafo del corollario XIiI. del teo-
~ ‘

rema,
Adunque fi & pel teorema lo fpazio DHYF meno lo fpazio
DBTF eguale ad alog. 4H meno a log. AB, cio
~—Spax; HBTY = a (log. AH—log. AB )
¢ trafponendo
Spaz. HBTY = a ( log. AB — log. AH)
come nella prima {oluzione fi ¢ trovato.

ScoL1o.

1. TUti i corollarj, che dalla prima foluzione di quefto
problema fi fono dedotti, polsono dedurfi anche da queita fe-
conda foluzione.

II. Una terza foluzione del problema primo potea darfi fo-
migliante alla feconda foluzione del problema {econdo , prens
dendo la ferie (P) come fi & prefa nella feconda Joluzione del
problema fecondo , e rapprefentando generalmente la ferie (Q)
coll’ efprefsione —+."** , come fi & rapprefentata nella fe-

Mo 1 ) X T
conda foluzione dcl)problcma primo,

il E parimente fi potea dare una terza foluzione de! pro-

ble-
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blema primo, confiderando la ferie (P) come fi ¢ confidera-
ta nella feconda foluzione del problema primo, e denotando in
generale la ferie (Q) coll’ efpreflione —= 2 Jog. ».

ProBLEmMa TEerzo (fig. 8)

SIa la curva FNKSV !’ iperbola conica equilatera tra gli a-
fimptoti 40, AI, e fia dato in efla lo Ipazio MPKN com-
prefo tra le due ordinate MN, PK ;

Trovare lo fpazio RTVS eguale ad » MPKN (m, ed »

m
efprimono qualfifia numero intiero pofitivo )

SoLuzrIioNE,

S1 chiamino AM (4), 4P (c), AR (x), AT (%), e pet

1. corollario del fecondo problema fi vedrk effere MPKN =«

log. ac , ed RTVS —alog. s= ; ma per la condizione del pro-
b x

blema prefente fara
alog. ez = n alog. =, ciod
x m 6
m log. az = nlog. ac , ovvero per la nota proprieth de’ lo-
x b

garitmi
log. ax™ = log. acn,
m bn

adunque togliendo la caratteriftica de’ logaritmi, e poi dividen-
do per 2, fi otrerrh I’ equazione, che fegue
(10) g =e¢n
*m
ed una delle due abfciffe incognite x, ovvero g farh arbitra-
ria. Il che dovea ritrovarfi.

CororLrLarIO I (fig. 8)

SE tanto m, quanto # fono eguali all’unith, ciot fe RTSV
dev’ effere eguale ad MPKN, !' equazione (10) allora dir
viene z == ¢, e vale in tal cafo quefta proporzionaliti

x b
Tom. I Ll b.c



266 TIFERBOLICI,EC
buc % .-
Cororrario II (fig.g)

SEi punti R, ed § cadono refpettivamente in M, e N,
e lo fpazio RTVS, cio¢ lo fpazio MTVN dev’ effer eguale
ad 1+ MPKN ; in quefto cafo nell’ equazione (10)fi A s =1,

ed »=4, di modo che I equazione medefima (10) i cangia
in quefta 37 = ¢, donde nalce 3™ ==cbm—1, e finalmente
T
AT ()= (dm=)3,

E quindi ¢ manifefto, che la 4T ¢ la prima di tante me-
die proporzionali tra 4M (b), ed AP (c), quante unith com-
prende il numero m'=—1I.

Percid ¢ chiaro in virtd del corollario precedente, -che fe
fi prenderanno full’ alimproto A/ le abicifle eguali all’ altre
medie proporzionali , che reftano tra AM, ed 4P, ¢ fono in
numero di m — 2, quefte medefime abicifle derermineranno
tutti gli fpazj parziali eguali allo {pazio MT#N,che dividono
lo {pazio dato MPKN in tante parti, quante unitk contiene
il numero m

ProsLEMA IV. (fig.4)
L Equazione dell" iperbola FYTE fiay=4"""", e I efpo-

xm

nente m fia dato, e maggiore dell’ unith; trovare un’ altra i-
perbola coftituita tra i medefimi afimptoti normali 40, 4%
la quale fia di tal natura, che lo Ipazio inticro afimptotico
della prima iperbola data ftia allo fpazio intiero afimptotico
della feconda iperbola ricercata , come 4D’ fta ad una quans
tith finita,

4D fignifica , come fopra, una porzione infinitefima del
primo ordine dell’ afimptoto 4/, e I'efponente » denota qua-

lunque numero razionale pofitivo, intiero, o rotto, ed anche
pud
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pud denotare un numero razionale negativo , intiero, o rotro,
purché in quefto fecondo cafo m ~r fia maggiore dell’ unira.

SoLuzi1oNE,

Lo fpazio inticro afimptotico della prima iperbola data, in

virth del corollario VII. della prima foluzione del problema

. . m—t=1 . . .
primo ¢ _ms ; ¢ immaginando, che I equazio-

a— G— 3
(m=—1)AD" !
ne dell’ iperbola ricercata fiay = s**+%, lo fpazio intiero a.
x“
fimptotico di quefta feconda iperbola fars_ %" . pel ci-
(u—-l)AD“—"

tato corollario; i
Egli ¢ dunque chiaro agl’ intendenti, che il primo fpazio
ftarh al fecondo, come 4p*—* ad = m—f] a* 7+ ciot co-
A8 —la_

ADm——l - B a1} gm—t1
me AD*=" ad L[m—l] #*=™ . e quefto quarto termine
: m (g

della proporzionality ¢ una quantith finita .
Facciafi ora AD*™" =AD" , ¢ {arl s == m=r, ciot
(11) s =m~tr

come pure
(12) 2 2] HT = [==] [Z=]1
m L u—t m Lt )

Il che dovea ritrovarfi.
EsemMrPj,
I. SE la natura dell’ iperbola data ¢ y == 4, ed r dev’

3
* .

effere eguale a 2; m & uguale a 3, ed » fark eguale a 5;
perlocche , in virtd dell’ equazioni (11), € (12), la natura
dell' iperbola quefita farh y = a¢; e lo fpazio intiero afim-

xl

Ll 2 pto-
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ptotico della prima iperbola flara allo fpazio intiero afimpto-
tico della feconda come 4D* fta a 5, vale a dire co-
3
me una quantith infinitamente piccola del fecond’ ordine fta
ad una quantith finita.
13
3 ,e fi
10
x3
vuole r—= =2, allora m==10, ¢ I’ equazione (11) fommi-

II. Se I iperbola data % per fua equazione y =14

; )1
niftra ¥ =4 ; quindi I’ equazione dell' iperbola ricercata ¢
3
Z
y=as3
L2
x3
(12) 1o in cambio dim, ¢ —2 in luogo di r, fi vede, che lo

, € foftituendo nel fecondo membro dell’ equazione

3 .
fpazio intiero afimptotico dell’ iperbola data ¢ allo fpazio in-

tiero afimptotico dell’ iperbola ritrovata' come 4D~ ¢ a
_l_ia—‘, cio¢ come_1_ a _1a_, vale a dire come una quan-

“1

AD® 5
nth infinita del fecond’ ordine ¢ ad una quantlta finita .
IIL. Se I'iperbola data % quelt’ equazione y==24’ , e fi vuo-

ler= in tal cafo m=12, eI’ vequazioni (11), e (12)

i 7

fanno fcoprire, che I’ iperbola cercata 3 per equazione y== 4 2
s
x2

e che lo fpazio intiero afimptotico della prima 1perbola fta al—

I -
— ¥
3

lo fpazio intiero afimptotico della feconda come 4DT a s a?a
]
ciod come 75, fta as /e
6

Co-
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CororLARrRIO (fig. 10)

St taglino in ¥ le due iperbole FYE,ed ffe coftituite tra i
comuni afimptoti 40, 4I, i quali formano i angolo retto

04! : una di dette iperbole abbia per fua equazione y=2"""
. por
¢ I equazione dell’ altra fia y = +“™" : oltre di cid abbiano

xl‘

gli efponenti m, ed v i valori ad efli attribuiti nel prefente
problema, I’ efponente # abbia il valore trovato nella foluzio-
ne di quefto medefimo problema, efpreffo nell’ equazione (11),
e fia 4D, come fopra , una porzione infinitefima del primo
ordine dell’ afimptoto 4/ ;

Io dico, che uno degli fpazj iperbolici infiniti AHYFO, ed

AHI'fo ftars all’ altro (c10¢ quello di effi fpazj, che fpetta all’
iperbola dell’ equazione y = """ | fark a quello, che fpet-

xm

ta all’ iperbola dell’ equazione y = """ ); come 4D’ fla alla
x“

quantith finita » m—-'] Su—m
m L 1 4

Imperciocché I' uno de’ fuddetti fpazj fark equivalente ad

ma™ I y € I altro cquivalcr'a ad  # ! s € que-
(m——!)ADm_I (u=—1)AD et

flo a cagione dell’infinird de’ fuddetti fpazj, e della finitd de-
gli altri due fpazj iperbolici infinitamente diftefi HIEY, ed
HIeX y qual finitd fi riconofce dal corollario VII, della prima
foluzione del problema primo.

Scovr1o.

Le due iperbole della figura 10 s interfecano nel punto 7
che termina I’ ordinata comune HY, la quale corrifponde all’

abfcif-
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abicifa parimente comune AH eguale ad 4, ¢ la medefima
ordinata comune ¢ anch’ effa eguale ad s, come agevolmen-
te fi vede, ponendo 4 in luogo di » nelle due equazioni

m=—l — WbI
y=_s y ed y==a .
x o xn

DELL .
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guila :-a=+0 .4, e cost. farh comprefa -nell’ efprefsione genera-
le a=+mA; perchd m pud fignificar zero. © .

VI. Dico ora, che la quantith =14 & un’incomparabilmen-
re grande dell’ ordine primo, quando la ftefla =14 ¢ fempre
maggiore di qualfivoglia quantith A4 finisz, ed omogenea re-
plicata qualunque dato numero di volte, .

VII* Dico, che la quantith a==24 ¢ un’ incomparabilmente
grande dell’ ordine fecondo, quando la flefla s=—24 & fempre
maggiore di qualfivoglia quantita omogenea «—*.4 incomparabil-
menre grande dell’ ordine primo replicata qualunque dato nu-
mero di volte.

VIH. E gencralmente dico, che la quantith s—»—1.7 ¢ un’
incomparabilmense grande dell’ ordine m ~+ 1, quando la flefla
a=—"=—14 replicata qualunque numero di volte é fempre mag-
giore di qualfivoglia quantith omogenea s~—m4 incomparabil-
wense grande dell’ ordine m replicata qualunque dato numero
di vole.

IX. La quantitd finira 4 fi pud efprimere ancora in quefto
modo, a=°4, e cosi farx contenuta nell’ efprefsione generale
a—m4 ; potendo m denotar zero. -

X. Pofte le due quantitx B, ed 4, la prima delle quali B
fia incomparabilmente grande dell’ ordine primo, e la feconda 4
fia finira : {e {i concepifce una progrefsione geometrica decre-
feenre y onde efle quantith fiano 1 due primi termini; il terzo
termine fark una quantity incomparabilmente piccola dell ordine
primo ; il quarto termine farh una quantied sncomparabilmente
piccola dell’ ordine fecondo, e cosi fempre , ec. o

XL Polte due quantith 4, ed 4, la prima delle quali fia
incomparabilmense piccola dell’ ordine primo : concependo una
progrefsione geomerrica crefcenre, di cui le fuddecte quantu}
fiano i due primi termini; il terzo termine fark una quanti-
ta incomparabilmense grande deil’ ordine primo ; il quarto ter—
mine fary una quantith incomparabilmense grande dell’ ordine
fecondo | e cosi fempre, ec.

) XII. Ne foprafcritti articoli in lnogo della voce incompara-
bilmente fi porrk foftituire infinitamente | ovvero indefinisamente .

Quin-
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uindi a=*m 4 farh un’ infinirefimo dell'ordine m, ed a==m4 fara un
infiniro dell’ ordine m. Io mi valerd in appreflo di quefti termini,

XIII. Che I’ efprefsione a—+' A4 rapprelenti un snfinizefimo
dell’ ordine primo, e cosit a=+7.A4 un snfinitcfimo dell ordine m:
come pure, che I elprefsione 2= .4 defigni un infiniro dell’
ordine primo, € cost a=m 4 un infiniro dell’ ordine m ; quefto.
¢ puramente arbitrario.

XIV. I fegni fuddetti poffono chiamarfi efponenti & ordini »
io gli o affunti per la fomiglianza , che anno cogli efponenti
delle porefld ; volendo nel progreflo valermene d’ una maniera
analoga a quella , che coi medefimi efponenti delle potefid fi pratica.

Dalle feguenti afserzioni non difficili a comprendere , fi ve-
dri, che gli ¢fponenti d ordini fono afsai comodi per far co-
nofcere qual forta &’ snfinitefimi, o d infinit rifulti dal mol-
tiplicare , e dividere gl’ infinirefimi per gl infiniscfimi , gl in-
finiti per gl infiniri, e gl uni per gli altri: come anche dal
‘combinar fimilmente quelli, e quefti colle quantith fimire.

XV. Se I infinitcfimo a—+m 4 ¢ moltiplicato per I infinirefi-
mo a—+".A, il prodotto ¢ a=+m=tn 44 infinitefimo dell’ ordine
m—+n.

XVI. Se linfiniro a=—mA & moltiplicato per I'infinito a=—74,
il prodotto ¢ 4 —m—"AA: infiniro dell’ ordine m ~ n.

XVIL Se I' infinirefimo a—+mA ¢ moltiplicato per I' infinite
a—".A il prodotto ¢ a+"—1dA . infinitefimo deli’ ordine m——n,
quando m ¢ maggiore di # ; infiniro deli’ ordine # —m , quan-
do m ¢ minore di »; e quantutd fiziza , quando m & uguale
ad #.

XVIIL Se I infiniro a=~mA & moltiplicato per I infinirefimo
a4+ 4 il prodotto ¢ a—"+"AA: infinito del’ ordine m—n,
quando m ¢ maggiore di 7 ; infinitefimo dell’ ordine n—m,
quando m ¢ minore di #; ¢ quantita fimita, quando m ¢ u-
guale ad #».

XIX. Se I infiniscfimo a—+m A & divifo per I' infinirefimo
a~+n 4, il quozicnte € # -H"—'"j;j : infinirefimodell’ ordine m— 7,
quando m & maggiore di #; infiniro dell’ ordine #—m , quan-

Tom. I, Mm de




74 DeL’ INFINITESIMO , E DELL' INFINITO,
’ . . . \
do m ¢ minore di 7 ;e quantitk finita, quando m ¢ uguale ad .
XX. Se ' infiniso a=mA & divilo per I snfinito a—» 4 il
quoziente ¢ a4 infinito dell’ ordine m — 5, quando m
A

¢ maggiore di #; infinit¢fimo dell'ordine # —m, quando m ¢
minore di #; e quantith finiza , quando m ¢ uguale ad #.

XXI. Se I infinszefimo a—+m 4 & divilo per I snfinito a~n4,
il quoziente ¢ a=+m=+1 4 infinitefimo dell’ ordine m~+n.

A
XXII. Se I infinito a=m.4 ¢ divilo per I infinitefimo a=+n 4,
il quoziente & a=m—n, : infinito dell’ ordine m — n.

4

XXIII. Se negli articoli XV., e XVIIL fi farth m =o: ¢
fe poi negli articoli XV., e XVIL. fi fark » =o.

Si conofcerd prima, che dal finiro moltiplicato per I infini-
sefimo dell’ ordine # rifulta un infinirefimo dello ftefs' ordine ».

E poi fi conofcerh, che dall’ snfinitefimo dell’ ordine m mol-
tiplicato pel finiro rifulta un infinssefimo dello ftels’ ordine m.

XXIV. Se negli articoli XVI., e XVIL fi fars m=—o: ¢
fe poi negli articoli XVI., e XVIIL fi farh n=o

Si vedrd prima, che dal finiro moltiplicato per 1" infinito
dell’ ordine # nafce un infiniro dell’ ordine medefimo 7.

E fi vedrd poi, che dall’ infinizo dell’ ordine m moltiplica-
to pel finiro nalce un infinizo dell’ ordine medefimo m. .

XXV. Facendo nell’ articolo XIX. »=0: e poi nell’ arti-
colo XXIL. m =o

Si vede prima, che dall’infinizefimo dell’ ordine m divifo pel
finito proviene un infinitefimo dello fteflo ordine m . ,

E poi fi vede, che dal finiro divifo per I infinisefimo dell
ordine # proviene un infiniro dell’ ordine ». .

XXVI. Facendo nell’ articolo XX. » =o: e poi nell’ arti-
colo XXL. m =o

Si vede prima, che dall’ infiniro dell’ ordine m divifo pel
finiro proviene un infiniro dello fteffo ordine ms.

E poi fi vede, che dal finiro divifo per I infiniro dell’ ordi-
ne n proviene un infinirefimo dell’ ordine #.

PRO-
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P ROBLEMA

(*)SPETTANTE

AL CALCOLO INTEGRALE
Eftratro dalla feconds rifpofia
AL SIG. NICCOLO' BERNULLI,

Ell infrafcritta equazione (1) le lettere &, ¢, f, gy
n efprimono gualfifia numero intiero , o rotto,
pofitivo, o negativo, ed anche zero , le maggio-
ri X, e P fignificano quantita date in qualunque
modo per x, e coftanti finite ,¢ zero ancora, ficcome

le 7y e @ denotano %uantit‘a date in qualfivoglia maniera per

¥, e cottanti, ed anche zero, e la lettera & rappreienta una
quantith compofta in qualfivoglia modo di variabili, e di co-
ftanti . Trovare la fuppofizione della differenziale coftante,

che rende Integrabile la medefima equazione (1)

(1) Xidxdyrt dx":de—l-_@-i—fﬂ—,i-,Q.d]—]-glg;
dx dy @

SoLuzIoNE PriIMA.
SUppongaﬁ adz :X=Pdx, ed fdb: h=Gdy (a, ed f figni-

ficano qualunque numero intiero, o rotto, pofitivo , 0 negar
gativo, e zero ancora, allerché ¢ nullo P, ovvero @), e le
quantitk g, ed 4 faranno date almeno trafcendentemente, la
prima per x, e la fecenda per y, mentre integrando fi avrh

(2) al .x=f.Pdx—+M

(3) flob=/.Qdy—+N

.& la cararterithica de’ logaritmi, M, ed N indicano eo-
ftanti arbicraric col loro fegno ). Cid poflo I’ equazioue (1)
farh cangiata nella feguente

Mm 2 (4)

(*) Suppliment; al Giornale de’ letterati d’ Italia tom. L. pag. 180.
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(4) XVdxdyn: den = sdz. ¢ bddx — cddy — fdb — gdt>
) z ax dy A &

11 valore della majufcola C efpreflo nell’ infrafcritta equa-
zione (5) fia la differenziale coftante, che fi cerca , ove ¢
denota un efponente arbitrario, # , #, ¢, ¢ fignificano efpo-
nenti incogniti, e la maggiore A4 indica una quantith data
in qualfifia maniera per x, ¢ coftanti, e conleguentemente
anche per g

(5) C==dst dyn '8 hedlyi

§’ immagini ora queit’ equazione, ove r é un numero in-
cognito

(6) 47 = arde —4 b erddy =+ fih 4 gri
" 14 z dx dy h [£3

Si moltiplichi I equazione (4) per quefta quantith

rPdxndy—"1—1 41, in cut p, e g rappreflentano efpo-
nenn non conofciuti ancora, e ponendo nella fteffa equazione
(4) 4V : V7 in luogo del fuo valore , effa prendery queft’ aipetto

(7) rXzp Avdx =zpdxndy—n Y—1A42dV: V

Ma affinche il fecondo membro di queft’ equazione appari-
fca integrabile, fi concepifca :

(8) Vh=gprdendy—nI—1 41
(4 ¢ un efponente incognito ), e foftituendo 7% in cambio
del fuo valore nell’ equazione (7) fi avra

*Xzp A1 dx =Vk—1 U
¢ integrando o

[ Xz d1dx==1 V*

%

indi rimettendo in luogo di ## il fuo valore foprannotato fi
vedrh
(9) 7/ . Xzp A1dx=1 2P dxndy—nTr—: 44
A

Refta ora a fcuoprire il valore delle lettere #, £, p> 45
che fi trovano in quelt’ equazione Integrale, e delle #, #,¢
che anno luogo nella coftante fuppota (5). Per <1 efeguire
s integri I" equazione (6), e fi orterra

PV=l.goregl. debr g l.dper— ] bF 4 Jogr —51.C

11 logaritmo della coftante C moltiplicato pel numero in-

co-
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cognito s & la quantita cofante, che a me piace d* aggiun-
gere a queft’ ultima equazione Integrale, da cui* rigettando
1 logaritmi fi -deduce

V= A ds br d_}’" b 8" Cs
ed clevando i’ uno, e I’ altro membro di queft” ultima equa-
zione alia dignita K, € ponendo in luogo di C il fuo valore,
ottienfi

(10) Vh=zork dubketsik | dyck—rsuk | fik—bsek | ¢y gh—tisk,
Yk, Ak
eguagliando pofcia que(!o valore di 77# all” altro, che vedefi
neh CqUJZIOne(s), ciod facendo eguali gl ! tponenti relpet-
tivi deli’wao, e dell* aitro, fi deduce in primo luogo , che gli
elponentr di 4, e di @ fono nulli, e percid ritrovafi

(11) e=— fr:s

(12) i==—gr:s

Si trovano ino'tre quefti cinque valori di £

13) k=

§14) é._.n (br—i-st)

(15) h=—n:(cr—su)

gm) ,é_.-—l st

17) k=gq

;’crlocchc da.lla comparazione dell’ equazxom (16), e (17)
fi

C(18) g=—=—1:5
- Dalla comparazione dell’ equazioni (13), e (16)

(19) p=—ar:

Dalla comparazione dell’ equazioni (14), e (16)

(20) t=(—nss —br):s

Dalla comparazione dell’ equazioni (15), ¢ (16)

(21) w=(n) —cr):s

E final mente i valori di e, 7, k, q, p, ¢, u prefi dall’
equazioni (11) (12) (16) (18) (19) (zo) (21), e fofti-
tuiti neli’ equazione (9), ¢ nella coftante (5) fciolgono il
problema. 9. E. L

Si noti, che le lettere », ed s reftano indeterminate, ma
¢ non dev’ effer nulla, ed s non pud concepirfi eguale a ze-

10,
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ro, fuorché nel calo, ove I'equazione (1) ¢ Intégrabile fen-
2a 1" affunzione d' alcuna differenziale coftante.

SOLUZIONE SECONDA.
S1 moltiplichi il primo membro dell’ equazione (4) per 4z,
. s d]

ed efla affumeras quefta fembianza ' :
(22) XVdydx '=": dy =" = fib ~p v_djg-l—fj_li-i-idf_ -l-,g%?_’
b x %

Indi con un raziocinio fimiliffimo a :luello dell’ anteceden-
te foluzione, che non & necefsario di ripetere , fi troverd,
che concependo ¢ T =maris; i me—gris; RIS —1: 5
gm—I1g ; p=—frin; tm (08— —=cr) 15; 4=
(59~ n —br) : s, e facendo coftante I’ infrafcritto valore di
G (ove la E rapprefenta una quantits data in quallifia meo-
do per y, e coftanti, e confeguentemente anche per 4 )

(23) G=dy* dxu X% z¢ EO1

L’ Integrale dell’ equazione (22), cioé dell* equazione (1)
farx quella, che fegue . ,

(24) 1f Th? E1 dy= 1 bh? dxn=i dyt=—n X—3 E1

&

CoroLLarRIO I,

PEr conofcere in quali cafi I’ equazione (1) & Integrabile
fenza I’ afsunzione d alcuna differenziale coftante , facciafi nel-
la coftante (5), ¢ nelf’ equazione (10)la A==1,¢ les,
#, 4, £, i tutte eguali 2 zero, ¢la comparazione della equa-
zione ((10) cosl modificata coll’ equazione (8) fary conolcere
Y=h=fk; k=mn:bre=—n:cr=p:ar, e da quefti valori
di £ fi dedurrs e=—4; =) —1:4; pm=pna:f; di modo
che fe nell’ equazione (1) fi aveh Y=mp—frib; c=—1b, €
inoltre g==o, I’ Integrale della ftefla equazione fi orterrs fen-
za | affunzione &’ alcuna coftante, e farh P equazione (9)s
purche fi foftituifcano in luogo di 4, p, £ i'loro valori e
iprefli in quefto corollario. La lettera X fecondo quefto me-
todo refta nella fua univerfalicy. '

Co-
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CoroLrrario I,

P Arimente immaginando nella coftante (23) la E=1, e
le lettere #, #, %, ¢, 3 tutte eguali a zero, ¢ procedendo con
un’ analifi fimile a quelia dell’antecedente coroliario, fi vedrh,
che I’ equazione (22), e per confeguenza I’ equazione (1),
che ¢ la medefima, s'integra fenza I’aflunzione della coftante,
allorché i & X=g(r=1):¢ ;p= —c,e g=0, € che I In-
tegrale & I’ equazione (24), purché fi fuccta K=(1-==n):cr; -
p=f(1==n):c; E=1. La I qui ntiene la {ua generalitd.

CoroLrarI1o III

L Aonde ogni volta , che nell’ equazione (1) i3 X == g o(r==1)c »
I=h=—fib; b==—c; g=o, i due corollarj, che precedo-
no, ¢ l'equaziont (9), e (24) fomminiftrano due formole per
integrare la medclima equazione (1) fenza I’ affunzione d’al-
cuna differenziale coftante.

CoroLLaRrRIO IV,

SE nell equazione (1) &, ¢, g, # fono nel medefimo tem-
po eguali a zero, s’ annullino quefte medefime lettere nell’ e-
quazione (4), fuppongafi pofcia la coftante (5) eguale all' u-
nith, e fara per confeguenza anche A==1; indi fi offervi,
che in tali {uppofizion: I equazione ( 8) fomminiftra

Vke=zp 1~
e I’ equazione (10)

Vk :{‘"k b frk

Dallz—comparazione poi di quefte due efpreffioni di 7% ri-
fulta K=p:oa; 'mb—Ffik=}—1f4, e ponendo i valori di
K, r, 4, n nell equazione (9) fi ritrova, che ( luppoite le
due equazioni (2), e (3), nelle quali contengonfi almeno
trafcendentemente i valori di g, ¢ di ) |' equazione le-
guente

Xdx : b#f:e=Pdx—+ Qdy
3 per fua Integrale queit’ altra

S.X{P
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S.Xgpde==a 3P htfis
? Scoirro L
N On fard inutile I avvertire, che quando Pdx, ovvero 9dy
_poffono  rifolverfi in differenziali di quantith logaritmiche
moltiplicate per quantita coftanti, il valore di 3 nell’ equa-
zione (2), ovvero di & nell’ equazione (3 ) fara dato per «x,
ovvero per y, mediante un’equazione algebraica , oppure tra-
{cendentale,
Efempio dell’ equazione algebraica.

St Qdy=c>dy: (y*—eey); il fecondo membro di queft

equazione , nella quale ¢ fignifica una quanrith coftante, fi ri-

folve nelle feguenti differenziali logaritmiche
Ledy:(pmre); 1 (Fedy): (y=fe); —edyiy, di
2z 2

modo che fi & ’
$. Qdy=1l(y~te)=+1L(xy=Fe)=—l.y

Or ponendo quefto valore di S..9dy nell’ equazione (3), ¢
facendo in efla N==J.F, e poicia rtogliendo colle note ma-
miere i logaritmi, la ftefla equazione (3) in queft’ altra fi
cangia :

. bfe== F (kyy=fec)t:?, ove F & una quantita coftante

7
col fuo fegno
Scor10 IIL

C onfiderando T equazioni (1), e (4), come fe non avefse-
ro alcun rapporto all’ equazione (22), fi conofcerh, che ran-
to nell’ equazioni fuddette (1), € (4), quanto nella coftante
(3), e nell’ Integrale (9) in luoge di dx=t» e dx¢ pud lo-
fhiruirfi refpetrivamente dw=t", e dw?, purché¢ in vece di
ddx fi {urroghi ddw neil’ equazioni (1), e (4). La ftefla -
dx P

fleflione dee vale:e in ordine a dy=f, e dyv, in vece delle
quali pud furrogarfi dA=¥", dA*, purche nell’ equazioni (L)

e in 1 di 4 ngafi . ddA
(4) Hogo l'd,l pongalt 2= EsEM-
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EseEMPIoO,

U Na delle formole, che fciolgono il problema diretto in-
torno al raggio del cerchio ofculatore, fenza la fuppofizione
d’alcuna differenziale coftante, ¢ quefta

1= xdxdw’ : (adydxdw — xdwddy — sdyddw)
ove * fignifica 1l raggio dell’ evoluta , dw in queft’ efempio
indica I’ elemento della curva, ed # denota I' unith, in cafo
che I applicate » partano da un medefimo punto fiffo, ed e-
fprime zero, mentre | applicate ficno perpendicolari ali’ afse.
Tutto cid fi deduce dalla prima delle formole del raggio dell’
evoluta dimoftrate dal celebre sig. Varignon nelle memorie
dell’ accademia reale delle fcienze degli anni 1701., ¢ 1706.,
dove egli chiama g, dy, ddy, dx, ds quelle quantiti, che io
nomino refpettivamente %, dv, ddx, dy, dw.

Or moltiplicando quefta formola per

(adydxd ~ xdwddy — xdyddw) ¢, € poi dividendo quel-
la, che ne rifulta per xdydw, ritrovafi queft’ altra

(25) drdw = ads — ddw . ddy

vy x dw dy

la quale tupponendo il raggio ¢ dato in qualfifia modo per »
¢ coftanti, ¢ un’ equazione, che ferve a fciorre il problema
inverfo intorno al raggio del cerchio ofculatore , e per inte-
grarla fi ofservi, che efsa fi riduce all’ equazione (4), e al
cafo del I. corollario concependo F'== 1=yo; X=1:4,
n=—1; dxr=dwr=dw=—; ddx : dx=ddw:dw ; b=—1;
c=—b=1; 3=x; f=0, e percid I integrale dell’ equazione
(25) & I equazione (9), purché in efsa, ¢ nelle formole,
che anno ad efsa relazione, sintroducano i {uddetti valori di
Y, X, n,der, b, c, ;e facciafi Ex=1; p=4; K=1:7,
di maniera che foftituendo (dx*—-dy*)t 2 in luogo di dw nel-
la ftefsa equazione cost modificata, e maneggiandola col de-
bito avvedimento, fi ottiene

d_}’:dxf.x ‘dx :(xza -—-j, z‘dx’ f,xﬂdx>.:_
s ] 1

 Tom. II. ' Nn PRO-
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(*) Confimile al precedente fciolto in maniera diverfa
eftrarro dalla terza rifpofla
AL SIG. NICCOLO' BERNULLI.

P

A Rovar la fuppofizione della differenziale coftante,
onde integrabile fi renda queft’ equazione

(1) XPdyr : dxr=—"1==4dz . bddx — cddy = fdb ~} gd&>
dx Gy h [&3

z
Ove r fignifica qualfifia numero,.ec., P defigna una quan-
tita data in qualfivoglia forma per =, y, e coftanti; 4, 4,
f> g rapprefentano numeri arbitrarj, ma coftanti ; X,e z quan-
tita in qualfivoglia modo date per x, e coftanti, ed 4 quan-
tita data in qualunque maniera per y, e coftanti; & quan-
titd elprefsa in quaififia guifa per », y, e coftant,

AVVERTIMENTO.

QUaﬁ non differifce quefto problema dal precedente. La
foluzione,, che fono per darne, fcioglierk del pari I'altro pro-
blema fuddetto, baftando porre " in luogo di P, e far, che
T continui a denotare una quantity dara in qualfivoglia gui-
fa per y, e coftanti, fenza mefcolanza delle »

SoLUzZ1o0NE.,

O Gni attento analifta difcerne , che il fecondo membro dell’

equazione (1) equivale a queft’ efprefsione
dif. (x4 dxb dye bf &2 div. per (g2 dx? dyc bf &8)
Dimodoché I equazione (1) non ¢ diverfa dalla feguente
XPdyr: der—t == dif. (3% dxb dyc bf &3 )

div. per (z¢ dx? dyc bf &'2)

fi moltipiichi quelt’ equazione per la quantirh
At P—tz9dx" dy—

( nella quale 4 rapprefenta una quantith in qualunque modo
(*) Opufculi Calogierd Tom. XXIII. pag. 103. dara
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data per x, e cottanti, ficcome #, e ¢ elpongono numen ar-
bitrarj, ma coftanti, e zero ancora ), e nominando 7 la
quantith

x# dxb dye bf &g, fi avrh

(2) X4F qdde=d°' P=—19dx" dy==dV:V

Supponendo ora queft’ equazione

(3) 4f P=1x9dxr dy=r == Vk== g ok dxtk dyk pft & ek
ove £ efpone un numero arbitrario ma coftante, I' equazio-
ne (2) diviene

XA* 33 de= V=1 Jp
¢ integrando '

S. XAt xade=1 Vk

D
ponendo in queft’ ultima equazione in cambio di V¢ il fuo
valore 4¢ P=1 9 dxr dy=—" efpreflo nell’ equazione (3) ri-
trovafi

(4) $.XA?x9de=3x A* P12 dx" dy—

3

Finalmente dall’ equazione (3) fi deduce operando a dovere

(3) Atk P—rikgqik—a durik—b dyrik—c h—f ) —g —1

E per conteguenza il primo membro di quelt’ equazione
effendo eguale all’unith, é una quantith coftante, fuppoita la
quale rendefi integrabile I' equazione (1).

Il che dovea ritrovarfi.
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T E O R E M A

(Y CONCERNENTE

JL, CALCOLO DIFFERENZIALE
Eftrarro dalla terza rifpofla
AL SIG. NICCOLO' BERNULLI,.

w0 Enoti Dds la differenziale dell’ elemento d’ una cur-
-4 va, in cui le dy differenziali dell’ ordinate fi pren-
ol ' dono coftanti, e ids fignifichi la differenziale dell’
4 elemento ds della medefima curva, in cui le dx
differenziali delle abiciffe fi prendono coftanti; io
dico, che Dds = — dx'¥s

dy*

DiMosTrAazZIONE L

]L’ Infralcritta equazione (1) defigni il rapporto della dx al-
a ds
(1) dx=gqds
adunque
(2) dx*=gqqds
€ ds’=dy* —+ q4ds* , donde nafcono le due infralcritte equazioni
(3) & =(1—9qq) s’
(4) dr=dsy Ty o
Pongafi dx coftante, e dall equazione (1) differenziata, in-
di moltiplicata per 4 viene
(5) gdqds <+ qqids =o
Facciafi dy coltante, e dall’ equazione (4) differenziata fi 3
— gdgds — Dds (/T35 =0, € moltiplicando per o/i—g fi 3
Vi—yq
ancora
(6) —qdgds = (1 ~~qq) Dds =o

Ag-
(*) Opufcoli Calogierd tomo XXIII, pag. 86.
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Aggiungendo le due equazioni (5), € (6), trovafi
(1—4qq)Dds ~+ q73ds =0, e fatte le debite operazioni
(7) Dds =—1ggids

. , ', » .
Dividendo I’ equazione (2) per I' equazione (3) fi vede
H =
A r—igg . . .
Adunque ponendo nell’ equazione (7) in vece di _g7 il
1—gg
fuo valore, fi ortiene Dds == — dx'3ds -

dy
Il che dovea dimoftrarfi.
DimMmostTrazIONE IL

IL sig. Varignon trovd nelle memorie dell’ accademia reale
delle fcienze di Parigi per I’ anno 1701., che nella fuppofi-
zione di dx coftante chiamando R il raggio del cerchio ofcu
latore fi 2 )

R=ydyds* div. per ( dxdyds — ydxids)

Adunque dividendo il numeratore, ¢ il denominatore per
dy, lara nella fuppofizione di dx coftante

(8) R=syds* div. per [dxa’:—- ydsids

a
Trovd lo fteflo autore nel medefimo luogo , che nella fup-
pofizione di dy coftante fi ottiene
R =ydxds* div. per (dsdx* —+ ydy Dds)
Adunque dividendo il numerarore , € denominatore per gy
fark neila fuppofizione di dy coftante
(9) R=yds" div. per dxds—l-ﬂj')dt
Si paragonino le due equazioni (8), e (9), e chiaramen-
te fi vedri, che ;d:Dd::—ﬁ’;M ,» e dividendo per 24, ri-
marry dimoftrato, che Dd:=—5x’:d:, o
K

Il che dovea dimoftrarfi,

D
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DimosTRAZIONE IIL, che & geomesrica
(fig. 11, € 12)

DAI punto A, in cui § incontrano le ordinate della curva
BDF , fi tirino alla periferia di effa le tre ordinate proffime
4B, 4AD, AF, che la tagliano in B, D, F. Co raggi
AB, AD fi defcrivano i relpettivi archetti circolari BC, DE,
che tagliano inC, ed in E le dve refpettive ordinate 4D, AF.
Si concepifcano eguali i due archettt BC, DE, e fi prolun-
ghi I elemento BD della curva, fmché incontri-in G I ordi-
nata AF prolungata, fe bilogna. Co’ raggi DG, 4G fi de-
fcrivano 1 relpettivi archettr circolari GH, G/ raglianti la
curva refpettivamente in H, e in /, e fi uri I ordinata A/,
che dall’ archetto DE ( continuato fe bifogna ) rimanga ta-
gliata in K

E' manifefto, che DF ¢& la ds nel calo di dx coftante, e
che DI¢ la ds nel calo di dy coftante, ed effendo D/ =DG=BD,
e del pari vifibile, che ¢ FH =—¥ds, e che Hl ¢ =+Dds ; i
- fegni fuperiori fervono per la fig. 1,.¢ gl’ inferiori per la 2.

Ora .in virth del triangolo FGI/ retrangolo in G, e della
GH normale in H, e conieguecntemente media proporzionale
tra FH, ed HI, la FH dee ftare alla HI, come FH* fta 2
GH*, ma per la fimilitudine de’ triangoli FHG, FED % luo-
go quefta proporzionalitt FH* . GH* :: FE*(dy*). DE* (dx"),
adunque FH (=f3ds). HI(=tDds) ::dy* . dx*, e quindi

Dds == —=dx*}ds

dy*

1l che dovea dimoftrarfi

ScoLrL1o
I.

SE il punto 4 fi concepifce infinitamente lontano dalla pe-
riferia della curva , le ordinate divengono paraiclle tra loro, €

gli
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gli archetti circolari BC, DE, DK, GI degenerano in vere
menome rette perpendicolari alle ordinate refpettive 4D,
AF, Al rimanendo tuttavia nel {uo vigore quefta terza di-
moltrazione.

1L

LE duve formole del raggio del cerchio ofculatore , delle qua-
li ¢t fiam valuti nella feconda dimoltrazione, fervono ancora
per le curve, che anno I’ ordinate parallele tra loro, e per-
pendicolari ali” affe ( come a tutti ¢ noto ), purché s’ imma-
gini, che ' ordinata y divenga in effe due formole infinita,
e nelle medefime abbianfi per nulli quei termini, che in ta-
le ipotefi reftano finiti, e per conleguenza incomparabilmente

minori degli altri, che la iuppofizione della y infinita rende
infinitamente grandi. :

DimMosTrAZIONE IV.

LA natura della curva fia rapprefentata da quefta equazione
(10) dx=hdy:
adunque eflendo ds*=dy® —+dx*, la ftefsa ds* avrd i due in-
frafcricti valori
(11) ds* =dy* =+ bbdy*
(12) ds=4dx* =+ dx
5%

Differenziando 1’ equazione (r11) nella fuppofizione di dy
coftante , ne viene

(13) 2ds Dds=2hdhdy*

E differenziando I equazione (12) nell’ ipoteft di de co-
ftante ne rifulta’ '

(14) 2dsids = — 2dbdx’

A ‘

Dhividaﬁ I’ equazione (13) per I'equazione (14), e fi ot-

terre

Dds == = H*dy' | e ponendo in luogo di A* il fuo valore
Vs dx*

. ot
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#x tratto dall’ equazione (10) fi avra
&
(13) Dds === i
3ds iy
¢ infieme Ddszs—— dx'%ds ;

P
1l che dovea dimof{rarﬁ.

AVVERTIMENTO,

Nr corollarj, che feguono, Ddx rapprefentery la differen-
ziale di dx nell ipotefi di dy coftante, e 3dy rapprefenterh la
differenziale di dy nella fuppofizione di d» coftante.

CoroLrLarIO I.

SE 1 differenzia ¥ equazione (10) con fupporre d« coftante,
fi 2 h¥dy —+ dbdy =0, ciot — tidy=db, ¢ loftituendo nell

dy .
equazione (14) in cambio di df quefto fuo valore, e pofcia

dividendo per due, fi % ancora dsids = 3apdx*, furroghiamo
dyh’

ora nel fecondo membro di queft’ equazione in vece di 4 il
fuo valore 4« defunto dall’ equazione (10), e troveremo

)
d:;ds::d/;d]i e in fine
(16) sdy = drir
e

CoroirLarIO Il

SE differenzieremo 1" equazione (10) nell’ ipotefi di dy co-
ftante avremo Ddx = dhdy, e moltiplicando queft’ equazione per
I' equazione (10) avremo ancora dxDdx = hdhdy* , e collocando
quefto valore di Adbdy® nell’ equazione (13), e dividendo per
due, fi ritrova dsDds == dxDdx , donde nafce
(17) Ddx = diDar
dx

Co-
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- Cororrarro IIL
Che dimofiva il lemma del sig. Bernulli. \
L Equazione (17) divifa per I'equazione (16) fomm iniftra
Ddx == dyDds , pongafi qui il valore di Ddr prefo- dall’ equa-

Sy dx3ds . 3ds .
zione (15), e fi fcoprirh Ddx==== dx vale a dire

dy dy
Dix == wem ds3dy, € quefto ¢ il lemma del sig. Bernulli.
d

Tom. 1L Os PRO-




P R OBULEM A

Da cui. fi deduce un teorema fpettante

AL CALCOLO INTEGRALE
Efiratso dalla feconda rifpofta
AL SIG. NICCOLO' BERNULLI.

] fto, che (*) all’ equazione infrafcrit

(1d) Adds —+ Bddy —+Cddx —+ Q —o

( dove le lettere -4, B, C, @ elprimono quanti-
ta in qualunque maniera date per x, y, dx, dy , ds,
e coftanti, ed alcune di efle poffono denotare an-
che zero ) fiafi pervenuto fenza fupporre veruna differenziale
per coftante, liberare la medefima equazione dalle quantith
differenzio - differenziali.

SoLUZ1ONE.

S Uppongafi in primo lnogo dy coftante, I equazione (18)
diverrs 4ADds— CDdx ~ @ o, e ponendo in vece Ddx il fuo
valore 4:Dds fecondo I equazione (17) ne rifultera

dx
(19) ADds < CdsDdr— B —o
dx

Facciafi dipoi coftante la dx, € una tale ipotefi muterd r
equazione (18) in quefta A3ds— Bidy —+ L =o, ove pongafi
il valore di 3dy tratto dall’ equazione (16), e fi avra

A3ds — Bdsdds — & ==o

d
La @ deljl" equazione (19) effer dee fempre la fleffa , che
la © dell’ equazione ultima, percid comparando quefte due
equazioni fi vede nafcere la feguente
ADds 4 Cds Dds == Jsds -t pd;ﬂr
dx dy
fi

(*) Opufcoli Calogierd Tom. XKIII pag. 95.




1L CArLcoLo INTEGRALE, ec. agt
fi furroghi qui in vece di Dds la quantith — dr'3ds chc gli

T
¢ uguale in virtd del teorema precedente, e fi ocrerrd

e Adx*§d5 mem Cdsdx¥ds = A3ds ~4-Bds3ds
dy’ dy’ dy
moltiplicando queft’ equazione per d; s vedefi

— Adx* = Cdsdx = Ady* ~+ Bd:d/ s ¢ trafponendo fi A
—Cdsdx==A(dx*=dy* )~ Bdsdy , vale a dire

= Cdsdx = Ads* ~ Bdsdy, ¢ dividendo per ds, indi trafpo-
nendo fi fcopre

(20) Ads—+ Bdy ~4Cdx==o.
Il che dovea ritrovarfi.

 CoroLLARIO I
QUindi rifulra il feguente
: T EOREM A,

Nella pr«;poﬁa equaione [i tralafcino quei termini, che non fo
no molsiplicati per werun fecondo dmferenz;ale, fi mutino i
fecondi differenziali ne’ primiy ¢ fi avrd un' equazione diffe-
renziale del primo grado, che fard J Insegrale della propofia.

CoroLLARIO ]I,

E Gli ¢ manifefto, che nel teorema prefente comprendefi il
teorema del sig. Bernulli, imperciocché fe nell’ equazione (18)
la A4 ¢ zero, la B fignifica I' unith, la C denota

_A, ela @ efprime — B, allora fi 2 dy — Adx—=
che & I'Integrale dell’ equazione differenzio - differenziale Ber-

nulliana.
(21) ddy— Addx— B =0

Scotirjo.

1.

MEdiante la nota equazione dsdds == dxddx ~+ dyddy 5 che
Oo 2 pro-
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proviene da ds* == 4dx* 4 dy*, la noftra equazione (18 )
pud mutarfi nell’ equazione (2r1) del sig. Bernulli, ma cid
facendo, fi diminuifce di molto I eleganza dello icioglimento di

quefto problema.

IL
I Coefiicienti 4, B, C poffono alcune volte effer tali , che
I equazione (20) riefca un’ equazione identica, e niente
faccia fcoprire. ‘

DUE



DUE SOLUZIONI

Di un problema {pettante

AL CALCOLO INTEGRALE,

Da cui fi deduce lo [eioglimento del
problema propofto
DAL SIG. TAYLOR INGLESE
A turTi 1 MATEMATICI NON INGLESI, ec.
PrRoBLEMA,

=% 1a (") Pinfrafcricto trinomio H, ove m indica qual-
fivoglia potefty del binario, cioé qualfivoglia nume-
ro di quefta progreflione 2, 4, 8, 16, ec.; f
fignifica qualunque ndmero intiero pofitivo, o ne-
gativo, ed anche zero; ¢ efprime qualfifia quanti-
12 coftante pofitiva, o negativa col fuo fegno, ed anche ze-
x0; a*m rapprefenta una quantira pofitiva, e zero ancora; In-
tegrare il trinomio H fenza valerfi di quadratare fuperiori a
quelle del cerchio, e dell’ iperbola
HZ= xfdx '
e e

SoLUZIONE PRrRIMA,

Lo fcioglimento di quefto problema fark contenuto ne’ cinque
teoremi, che feguono, ¢ ne’ loro corollatj, che nme compren-
deranno turti i cafi foggetti a qualche difficolta.,

TEOREMA I

L Integrale del binomio x & dx, ove g fignifica qualunque
xx =k as
nu-
(*) Supplimenti al Giornale de’ Letterati d’ Italia Tom. III. pag. 181.
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numero intiero pofitivo, dipende dalla quadratura del cerchio,
o dell’ iperbola.

DIMOSTRAZIONE.

DIvidendo il numeratore del binomio pel denominatore, lo

fteflo binomio fi vedrh eguale a un aggregato di differenziali

femplici pit il binomio _4x _ moltiplicato da una quantirk co-
xx == ga ) :

ftante, quando il numero g ¢ pari, ovvero pid il binomio

_xdx_ moltiplicato parimente da una quantita coftante,
xx—taq

quando il numero g & impari; ma ¢ gix noto, che __ii__ di-
xx—taa
pende dalla rettificazione di un arco di cerchio, allorché il
fegno indifferente fignifica pi, e dalla defcrizione della loga-
garitmica, allorché fignifica meno , ed & noto altresY, che

xdx 4 per fuo Integrale il logaritmo di ¢ x=%es ; adun-
xx =t aa ’

que, ec. Il che era a dimoftrarfi.
CoroLLARIO 1

— ettt

x8 (xx :_"aa)
zione foprannotata, dipende dalla quadratura del cerchio, 0
dell' iperbola ; imperciocché ponendo x=_1 , il binomio fi

1.’ Integrale del binomio dx ,ove g b lafi nifica-
2 8 8

. > ] . M
trasforma in queft’ altro =y84y _, che fi fomma in vigore
’ aa( gy=t 1 ]

B 44
di quefto teorema.

CoroLLARIO 11,

* . .
L Integrale del trinomio __ x“dx | ove p denota qualfifia
i\ . xx—l-px:.h.m . s
quantitd coftante pofitiva, o negativa col fuo fegno, ed e1n-
dica qualunque numero intiero pofitivo, e pud denotare an-
che zero, dipende dalle quadrature del cerchio, e dell’ 1per
bola, poiché facendo x=w% — L p, il trinomio fi cangia In

* que-
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quefto differenziale du (4 —1 p) ¢ divil. per (uu—1 pp=taa),

. 2 . . 4 .
che in virth del prefente teorema riceve la f{ua integrazione.
CororLario IIL

L tntegrale del trinomio 4= divif. per (xx ~+ px=taz), ove
xe

P> ed e ferbano la fleffa fignificazione , dipende dalle quadra-
ture del cerchio, e dell’ iperbola ; perché ponendo x—= _ 1,
=3

zﬂﬂr
il trinomio fi trafmuta im queft” altra efpreffione

=F 4 (#=F_1p_)° divil. per [tt:,._!_lzi_!_], che s integra
as 2aa 4.¢l4L aa
mediante quefto teorema ‘

TeorReEMA IL

Nre trinomj infrafcritti 4, B, C abbiano ¢, ed 227 la fi-
gnificazione notata nell’efpofizione del problema, ed f, ed m
elprimano qualunque numero intiero, o rotto, pofitivo, o ne-

gativo, con quefto, che f pud denotare anche zero; io dico, che
A=B—<+C

A= =xfdx
L
B= xf—%-"dx divif. Per[xm—x-”—:v ‘/,—,;-_—.:_,_,m]

—_ .. - —_——
C:—xf -T;dxdmf.per[:,‘-"’.,.,,.:‘/“m_‘_hm]
2 25 M=t

Il calcolo moftrerk la veritd di quefto teorema.

CoroLrarIO I.

SE nel trinomio 4, ¢c & minore di 4a?» ( conforme ¢’ in-
tendery fempre ne' corollarj di quefto teorema) i trinomj B,
e C fono fempre reali, e in ciaicano di effi il quadruplo dell’

ultimo termine fupera fempre il quadrato del coefficiente del
fecondo termine. Co-
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CoroLrLario IL

IL trinomio # rapprefenta generalmente qualunque trinomio
reale, il di cui ultimo termine moltiplicato per quattro fu-
pera il quadrato del coefficiente del fecondo termine ; laonde,
ficcome il trinomio 4 ¢ uguale ai due trinomj B, e C, che,
per cost dire, egli genera, e che io chiamo del prim’ ordine,
in ciafcuno de’ quali il quadruplo dell’ yltimo termine fupera
il quadrato del coefficiente del fecondo termine coll’ altre cir-
coftanze, che quefto teorema efpone agli occhi degli analifti;
cost ciafcuno de’ due trinomj reali B, ¢ C confiderato fenza
la frazione coftante pofitiva, o negativa, che lo moltiplica,
¢ uguale a due trinomj reali, ch’egli genera, e che io chia-
mo del fecond’ ordine, tali, che in ognuno di effi il-quadru-
plo dell’ ultimo termine fupera il. quadrato del coefficiente del
fecondo termine, e fono fimilmente condizionati in ordine al tri-
nomio generante, come i due trinomj B, e C in ordine al
trinomio A , dal quale vengono generati. Per la ftefla ragio-
ne ciafcuno de’ trinomj del fecond’ ordine ne genera due, che
1o chiamo del terz’ ordine, e-fono dotati-delle medefime pro-
priets efpofte in quefto corollario, e cos) in infinito, dimodo-
ché ciafcun trinomio di qualunque ordine & reale, e il qua-
druplo del fuo ultimo termine fupera il quadrato del coeffi
ciente del fuo fecondo termine, ¢c, conforme fi & fpiegata,

CororLrAarIO IIL

S E m indica qualunque potefts del binario ( come s’ inten-
dert fempre ne’ feguenti corollarj) il trinomio A fark refolubi-
le in rtanti trinomj reali femplici , quante unith contiene il
numero m , e.cialcuno di quelti trinomj reali femplici fark
rapprefentato dalla teguente formola xf—wdx , ove le let-
‘g (xxEhe—tta) .
tere g4, ed 5 efprimono quantitd coftanti, ma diverfe in cia-
fcuno de* fuddetti trinomj femplici ; I’ efponente perd f—w ¢
in e’ lo fteflo,

Sco-
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ScotLrL1 o0,

S1 noti. Primo, che I'efponente w ¢ uguale a quefa ferie
m ot m ~4m~k m e, la quale ' intenda continuata, fin
2 8 16
ché l":ﬂtimo termine di efla fia eguale all’ unith. Secondo ,
che in ciafcuno de¢’ fopraddetti trinom) femplici 444 ¢ mag-
iore di 46 per la ragione addotta nel I corollario di que-
Fto teorema. Terzo, che moltiplicando infieme tutti i deno-.
minatori degl’iftefli trinomj femplici ( confiderati perd detti de-
nominatori fenza la quantita coftante, che li moltiplica ), ne
viene il denominatore del trinomio 4

Cororrario IV,

——

L' Efpreflione » = 4 divif, per (xx=kbx~t+4a); & uguale 2

q
queft’ altra o T i divil per (xx =k bx = aa ); imper-
. mq . -
ciocché la ferie w=—=m —+m <+ m , ec. ¢ compofta di termi-
L . 4 8 . ]
ni, che fono in ’prr:‘grefﬁone geometrica, ¢ I' ultimo termi.

ne di quefta progreflione ¢ I' unith; adunque (w—1) aggre-
gato degli antecedenti, fta ad /w——m"\ aggregato de’ confe-
z
guenti, come = ftaad m , cio¢ come due ad uno, donde na-
2 4
fce , operando nel debito modo, w—=m——1

CoroLrLArRIO V.,

SE f rapprefenta un numero intiero pofitivo, o negativo ,

ed anche zero, il trinomio A ¢ integrabile, pofte le fole qua-

drature del cerchio, ¢ dell iperbola, mentre fi ¢ gih moftra.

to, che il trinomio A ¢& eguale all’ aggregato di tanti trino-

mj reali femplici efprefli in quefta formola R T
mg

per (xx=kbx—+aa) quante unitd comprende il numero m,
Tom, Il Pp ¢ que-
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¢ quefta medefima formola s’ integra dipendentemente dalle
fole quadrature del cerchio, e dell’ iperbola pel II., e IIL
corollario del I. teorema.

Coroirario VI

Ualunque binomio, il di cui fecondo termine & pofitivo,
potendofi confiderare, come rapprefentato dal trinomio 4,
in cui ¢ fia eguale a zero, e quindi il quadruplo dell” ultimo
termiite di quefio trinomio , fuperando neceflartamente il qua-
drato del coefficiente del fecondo termine, ne rifulta, che la

formola _xTdx _, ove f efprime un numero intiero pofiti-

m m
X —ta
vo, 0 negativo, ed anche zero, e fommabile, mediante le fo-

le quadrature del cerchio, e dell’ iperbola.
’ Teorema IIL

S 12 1 infraferitto binomio E, ove r rapprefenta qualfifia nu-
mero di quefta progreffione 4, 8, 16, 32, ec., f indica qua-
lunque efponente, ed anche zero, ed 4 denota qualfivoglia
quantith coftante; fia inoltre I' infralcritta ferie F di binomj,
la quale intendafi continuata , finché |' efponente del prima
termine di uno di efli binomj fia == 1 r (la legge della feric

a
F apparifce chiaramente). Io dico, che il binomio E ugua-
le alla ferie F divifa per rar ‘
.E: xfdx )
X7 gt
F == 1.? 2 Ay _uz xf dx — 444xfdx— 848xfn1! —
X e g* x -t a* xt e g* * —+4°
(7] 16 xf dx 3 €C. )
———————————
16 L
11 calcolo dimoftrerh anche quefto teorema.
) CoROLLARIO. '

SE f efprime qualfivoglia numero intiero pofitivo , o nega-
tivo,
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tivo, ed anche zero, i due primi binomj della ferie F s in-
tegrano mediante il I. teorema, e il fuo I. corollario, ¢ gli
altri binomj della medefima ferie F fi fommano mediante il
VI. corollario del II. teorema; adunque il binomio E non ri.
cerca per la fua inregrazione quadrature fuperiori a quelle del
cerchio, e dell’ iperbola,

ScorLr1o.,

SE nel trinomio H del problema ¢ ¢ nulla, e il fegno. in-
differente fignifica meno, il trinomio H non differifce dal bi-
nomio E S ‘
TeEorema 1V,
S1a I infrafcritto trinomio G, ove m rapprefenta qualunque
potefths del binarios. ed. £ qualfivoglia numero intiero pofitivo,
o negativo, ed anche zero; io dico, che il trinomio fuddet-
to ¢ lommabile dipendentemente dalle fole quadrature: del cer-
chio, e dell’ iperbola, . '

G= < dx

X 24 X P

DiMosTRAZIONE,

L Integrale del trinomio G & il feguente
=+ F=mtn)f. «T e
ma"'(x"':n)") ma™ (x""'_"ﬂm)

Omna lem=z;/ _rfdr fi  pel L teorema, e fio T,

m ,__._‘m
corollario, € fe m ¢ uguale a qualunque altra potefts del bi-
nario f. «f s £ ottiene ‘pel VI corollario del 1L teore.
=™ :gm -
ma, quando =t fignifica pid, ¢ pel corollario del IIL teore-
ma, quando = fignifica meno; adunque, cc.
Il che era a dimoftrarfi.

Pp2 Tsgo-
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TEorREMA V.

NEgl' infrafcritti trinomio H, e binomj I, e K, refti alla
¢, ed alla 477 la medefima fignificazione attribuita loro nell’
efpofizione del problema, ed f, ¢d m efprimano qualunque
numero intiero, o rotto, pofitivo, o negativo, con quefto,
che f pofla fignificare anche zero: io dico, che il trinomio H
¢ uguale ai due binomj 7, ¢ K
H—" xfdx
A
xzm _‘_‘.xm :d m .
I= xfax divif, per [xm-l-_:c—l. “-_-;442"']
R 2 2
: ‘/u:-lﬁzm
C K=— xfax divifl, pcr[x"”—i-_f_c&_:‘/cc:‘..4azm]
— -

2
‘/, c = 422" E

Anche quefto teorema fi dimoftra col calcolo.

ScotrLi1o0.

Si avverta, che fe nel trinomio H il fegno indifferente fi-
gnifica pitt, allora cc denoters una quantita non min'o‘re_dl
4a*m , affinché i binomj I, ¢ K ron contengano quantitd M-
maginarie, anzi in quefto medefimo cafv cc nemmeno dev ef-
fere eguale a 4277 poiché fe cid foffe, il teorema nulla fa-
rebbe conofcere.

CoroLrLrLario L.

SE’ ¢ efprime una quantita pofitiva tale, che cc fia maggio-
re di 4427 ; e fe nel trinomio H fi prende —ps?™ in vece di
=+a?7, i fecondi termini d' ambedue i binomj I, ¢ K lono
pofitivi, e fe di pid m rapprefenta qualunque numero di qué:
fta progrelsione 4, 8, 16, 32, ec. gl iftelsi binomj fono M-
tegrabili mediante il VI. corollario del II. teorema.

Co
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CoroLLARrRIO II.

SEm efprime come fopra qualfifia numero della progrefsio-
ne 4, 8, 16, 32, ec., e fe ¢ indica una quantith negativa
tale, che cc fia maggiore di 4427, e fe in luogo di =ka*” fi
aflume —+4*7 nel trinomio H ( donde nafce, che i fecondi ter-
mini de’ binomj J, e K fono negativi ), |’ integrazione di ef+
fi binomj fi ottiene pel corollario del IIL teorema.

CoroLLARIO IIL

S E m denota parimente qualfivoglia numero della progrefsio-
ne 4, 8, 16, 32, ec. {e ¢ fignifica qualfivoglia quantith po-
fitiva, o negativa, e fe nel trinomio H in vece di —ka fi
prende —227 ( donde apparifce , che il fecondo termine del
binomio I é negativo, e il fecondo termine del binomio K &
ofitivo ) , allora il binomio / fi fomma mediante il corollario
del IIL teorema, e il binomio K mediante il V1. corollario
del 1I. teorema.

CoroLLARIO IV,

St a=o, il binomio I fi cangia in quefto differenziale fem-

plice e 7 i , € il binomio K prende .quefta fembianza

= _xfd« | onde allorch® m efprime qualunque numero di
c(x™—c)

quefta progrefsione 4, 8, 16, 32, ec.s fe ¢ denota una quan.

tita pofitiva, il binomio K s  integra pel VI. corollario del II.

teorema, € fe ¢ indica una quantith negativa, lo fteflo bino-

mio K fi fomma pel corollario IIL del teorema.
Corotirario V.

SE m= 2, i due binomj /7, ¢ K s integrano in tutti i cafi

dei I1I. primi corollary di quefto teorema, e il binomio K ¢

integra nel cafo del precedente corollario, pofte le fole qua-

drature del cerchio, ¢ dell’ iperbola , in virth del 1. teorema,
e fuo
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¢ 1uo I.corollario; adunque in tutti gli accennati cafi il trino.
mio Hnon efige quadrature ‘piti alte per la fua integrazione,

ScovL1o.

EGH ¢ chiaro, che in quefti V. teoremi, e loro corollarj fi
contiene lo fcioglimento del problema, mediante il quale re-
fta fciolto anche il problema propofto a tutti i matematici non
Inglefi dal sig. Taylor, fegretario della regia focieth d* In-
ghilterra. Ecco il problema di quefto infigne geometra : In-
tegrare mediante le fole quadraure del cerchio, e dell’ iper-

bola quefto trinomio 2 ¢—: , dove g indica qualfivo-
Z » Az

. L. e~tf2d 4mgz?? - .
glia numero intiero, o rotto pofitivo, o negativo, § qualun-
que numero intiero pofitivo,o negativo, a qualfivoglia numero di
quefta progreflione 2, 4, 8, 16, ec., ed ¢, f, g elprimono
A

quantita coftanti. Facendo pertanto z == 7, il trinomio
del sig. Taylor fi trasforma in queft’ altro - . xs’:‘dj_

2 fx? -+
™ N
moltiplicato per a , il ‘quale mon differifce dal trinomio H

. g % .
moltiplicato per una guantity coftante.
SorLuzione IL
TeoxeEMa VL

Seno i tre polinomj infrafcritti L, M, N, ove le lettere
¢y ay fy m ferbano la ftefla fignificazione affegnata loro n€¢
1L teorema. Io dico, che il polinomio L & uguale ai duc
polinomj M, N '

L= ledx (xzm _azm)
x2 oo x™ g™
m
M= 1 xf de(xmamam) div.per[x'"-ﬂ-x':' ‘/Za"' —c—l—ﬂ"']
13 N=




SPETTANTE AL CALcoLo INTEGRALE. 303

N=1 xfde(xm—am)div. pet [x”'—x':l ‘/u’”—-c ~+a" ]

Quefto teorema ancora fi dimoftra col calcolo, e fe ne de-
ducono de’ corollarj fimili a quelli del II. teorema,

CoroLLARIO I

SE nel polinomio L la ¢ ¢ tale, che cc non fia maggiore di
4a% , i polinomj M, ed N fono fempre reali, e nel deno-
minatore di ciafcuno di efli il quadrato del coefliciente del fe-
condo termine non fupera il quadruplo dell’ ultimo termine.

CoroLrari1o IL

Io polinomio L rapprefenta generalmente qualfivoglia polino-
mio reale della fua tpecie, il di cui denominatore ¢ tale, che
in effo il quadrato del coefliciente del fecondo termine non fu-
pera il quadruplo dell’ uitimo termine, e perd ficcome il po-
linomio L fi rifolve ne’ due polinomj M, ed N, a fe fimili
(fe non che fono divifi per due), e dotati della fuddetta pro-
prieta, che nel loro denominatore il quadrato del coefficiente
del fecondo termine non fupera il quadruplo dell’ ultimo ter-
mine ; cos} ciafcuno de’ polinomj M, ed N, che io chiamo
del prim’ ordine, confiderato fenza il numero 2, che lo divis
de, fi rifolve in due altri polinomj reali, che io chiamo del
fecond’ ordine, e che fono fimili ai polinomj del prim’ ordine,
dai quali vengono, per cost dire, generati; quefti polinomj
del fecond’ ordine fono anch’ effi divifi per z, regna ne’ loro
dcfmmi"atori la medefima propriet}, che il quadrato del ,coeﬁ-a
ﬁ_cxente del fecondo termine non fupera il quadruplo dell ul:
timo termine , e ciafcuno di loro genera due polinomj del terz

ordine,, che fono reali, ¢ ferbano le flefle affezioni, ec., co-

me fi ¢ baftantemente fpiegato, e cost in infinito, di manie-
1a che fe m fignifica qualfivoglia potetta “del bmariqa P"_Ofe'
guendo a rifolvere i polinomj fubalterni in altri polinomy fi-
mili inferiori, fi otterranno fimilmente tanti po'inomy fem-
plici fimili al polinomio L, ne’ quali la x non aiczx}der‘rl a

imen-
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dimenfione pil elevata della feconda, prefcindendo dalla of,
che li moltiplica ;e quefti-polinomj femplici faranno tutti reali.

ScovL1o.

OGni attento analifta vedra chiaramente: primo, che que-
fti polinomj femplici fono tanti, :{;uante unita contiene il nu-
mero m ; fecondo, che ciafcuno di efli ¢ divifo per m ; ter-
zo, che il prodotto de’ denominatori di tutti quefti polinomj
femplici { confiderati fenza il numero m, che li divide ) ¢
uguale al denominatore del polinomio L

CoroLLARIO III

I polinomio L ¢ uguale a tanti trinomj femplici moltipli-
cati per ( ¥x—aa) xf quante unita comprende il numero m

( pofto che m indichi qualfivoglia potefts del binario, come
s’ intendery fempre per I' avvenire ) ; laonde chiamando fix
I’ aggregato di tutti i trinomj femplici fuddetti, fi ayra la fe-
guente equazione
(1) xfde(xmamgtm) = 1 d(xx=maa)xf
XU ke (x W g g M m

CoroLLARIO IV.

Dividendo il numeratore delr equazione (1) pel fuo deno-
minatore , € poi trafponendo fi %
(2) —_ffdx (cxm =t 2477 ) = dx (%% =maa) xf ; —xfdx
X oy ™ g I ” ,
_ Aggiungendo !’ equazione (1) moltiplicata per ¢ all’ equd-
zione (2) moltiplicara per x=, ne rifulta
(3) —a™ xf dx(2x™=tc) = ¢ Yix (¥3==aa) »f ; =+ 1=
%3 (™ e g PP ” "
(xr—-aa) xf=m ; — S g,
¢ finalmente fottraendo I' equazione (2) moltiplicata per 2
dall’ equazione ( 3 ) moltiplicata per ¢, ne viene

aiﬂ

(4)
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(4) a2 (4% —=cc) xf ds = (cc—2a*") Lt (%t =msa) o ; =4

X2 wpox ™ g 2m ”

e Ydx (xx—aa) xfm; 4 (242 xf=mgy

”m xm

CororLarRIO V.
AGgiungendo I equazione (1) moltiplicata per ¢ all’ equa-
xw

zione (2) fi trova
(5) =a*xf de(2—tex™m ) =_c Yix (x¥~maa) x [~ ; = Ydx
XM a0 B e g2 m m
(xx=—aa)xf ; == xf dx
e fottraendo I equazione (5) moltiplicata per due dall' equa-
zione (2) moltiplicata per ¢ , ne proviene
xm
(6) (48 me—cc)xf dx = (2x™ ==c) xf~™dx; —_c i
R T "
(#x=—aa) xf=m ; w1 Vix (xx==aa) xf
m

CororrLarRIO VL

SE f indica un numero intiero pofitivo, o negativo, ed an-
che zero, i fecondi membri delle due equazioni (4), € (6)
fono integrabili fuppofte le fole quadrature del cerchio, edell’
1perbola in virtd de’ corollarj IL., ¢ IIL del I. eorema.

CoroLLAaARrRIO VIL

P Er una ragione fimilifima a quella, che fi é efpofta nel VI
corollario del 1II. teorema, la lettera ¢ pud fignificare anche
zero nel prefente teorema, e ne’ fuoi corollarj.

ScoL1o0

P onendo quefto VI. teorema, e i fuoi corollarj in luogo del
L teorema, e fuoi corollarj, ¢ procedendo come fi & fatto
nella prima foluzione, fi otticne un fecondo modo di fcioglie-

Tom, I, Qg re il
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te 1 problema elpreflo in due formole differenti, le quali for-
molc fi contengono nell’ equazioni (4) e (6).

Il teorema, che fegue, renderd forfe pi grato agl’ inten-
denti 1l mio metodo.

Teorema VII.

Nz polinomio infrafcritto O la m denoti qualunque numero
di quefta progreflione 1, 2, 4, 8, 16, ec., ¢ fignifichi qual-
fivoglia quannta pofitiva, o negativa col fuo fegno, ed anche
zero; ed 4?7 qualfivogha quantith pofitiva; con quefto perd,
che cr non fia maggiore di 4z27; P rapprefenti quefta ferie
QN1 g g M=} X2 =0 x4 gugtM=——8 56 y €Cuy la qua]c
s’ intenda continuata , finché 'ultimo termine di effa fia x 2m—2;
io dico, che il polinomio O ¢ integrabile , pofta la fola qua-
dratura del cerchio

o= Pdx

2
X"

i e 2
DiMOSTRAZIONE,

L SEm=: , che ¢ il cafo fempliciffimo, il polinomio Odi-
vertd quetto trinomio __dx __, I' Integrale, di cui ¢ uguale
x —+cx— 4"

ad un arco di cerchio, che % per fua tangente (»—+1¢)s
2

e per fuo raggio o/ 57—77, dovendo il detto arco effer divi

fo per (aa-—-_r_a:) *

4
I, Ma negli altti cafi effendo PI aggregato de’ termini di una
progreffione geometrica, il cui termine ultimo & y2m—: fi & que-
fta proporzione ( P —=y2m=—1) ciot la lomma degli anteceden-
ti fta a (P—am—2) cioé alla fomma de confeguenti, come
a*—! primo antecedente fta ad a2"=—4 4 primo confeguen:
te, ciod come 4z ad xx, € quindi fatte le dovute operazion

rirovali P== " —4"" . laonde il polinomio O ¢ uguale 3

XX wme g

queft’
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queft’ altra’ efpreflione _dx (x*”—4")div. per( 2™ —pcxm —.41m)
. XX v 28 N
e confeguentemente in virtl del III,corollario del V1. teorema lo
fteflo polinomio O ¢ uguale a quefta formola rix, cioé all’ ag-

m
gregato di tanti trinomj reali femplici, quante unith contiene
il numero m, ciafcuno d¢’ quali rinomj femplici pud efpri-
merfi cosi
dx y ¢ quefto differenziale §' integra mediante la

m (X' =hhx=+s")
rettificazione d’ un arco circolare, come fi ¢ veduto nel pri-
mo punto di quefta dimoftrazione. Adunque, ec.

Il che era a dimoftrarfi,

ScolLr1oO.

I Termini della ferie P fono tanti, quante nnith contiene il
numero m, e per confeguenza il polinomio O ¢ uguale a tan-
ti crinomj femplici divifi per m quanti termini contiene la
ferie P. ' '

Se c==+24, ed m=—1, il polinomio O diviene __dx

(x=%a)?
efpreflione affolutamente integrabile. Quefta medefima riﬂ)ef-
fione & luogo ne’ trinomj regiftrati nel II., e IIL corollario
del L teorema, quando g=o; p==t24, ¢ I'ultimo termine
dei detti trinomj ¢& pofitivo.

Se c=-——244, ed' m=2, il polinomio O ritrovafi eguale 2
due trinomj femplici affolutamente integrabili; e fe m efpri-
me qualunque numero di quefta progreflione 45 8, 16, 32,
€., € c==——247, il polinomio O ¢ ugnale a un aggregaro
d{ trinomj femplici, due de’ quali fono affolutamente integra-
bili, e gli altri s integrano mediante la rectificazione d’ un
arco circolare .

Qq 2 SOLU-



SOLUZIONE
DI DUE PROBLEMI MECCANICI.

Ell’ anno 1713. un letterato incognito, che prefe
il finto nome di Prese Seudiapefi Canonico Perugino,
fece fpargere in un foglio volante impreflo i due fe-
guenti problemi meccanici, ch’ egli proponeva ai
matematici d’ [ralia. ,

ProBrLEMA I

DUc muri verticali convengono in un angolo rettilineo, al
quale fi fottotendono piti-travicelli contigui d’ uguale groflez-
za, tra di loro paralleli, formandovi come un piano orizzon-
tale: fi vorrebbe fopra di quefto piano alzare una parete, con
cui feparata veniffe dal refto una porzione della ftanza, che
dai muri fuddetti ¢ comprefa; ma perché alzando efla parete
fopra una linea retta, o foffe quefta parallela ad uno de’mu-
ri, o concorrefle con entrambi, & manifefto, che non la reg-
gerebbero tutti i travicelli con egual refiftenza: io domando,
che mi fi difegni una tal curva nel dato piano orizzontale,
fecondo il contorno, di cui alzando ad una pari altezza la de-
fiderata parete, ritrovi ne’ foggetti correnti da per tutto un’
egual refifienza : non oftante I’ effer quefti quanto fi voglia
pit lunghi, fecondo che pid fi fcoftano dall’ angolo, 2 cwt
fono fottotefi.

ProBrLEMA II.

T Rovare due prifmi d’ egvale lunghezza, e della flefla ma-
teria, le bafi de’ quali poffano effer ifcritte in un medefimo
rettangolo, ma abbiano tra di loro ( ficcome la mole, ed il
pefo d” ambi i folidi ) una dara ragione: e con tutro cid fie-
no quefti prifmi d’ ugual refiftenza, o s’ intendano ambiduc
fitti nel muro, o nell’ eftremitk loro vengano a due foftegnt

appoggiati .
So-
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 Soluzione del I. Problema (fig- 13)

Sta PQS I angolo rettilineo, in cui convengang i due mu-

ri verticali , ¢ I indeterminata PR rapprefenti la pofizione, e

lunghezza di qualfivoglia travicello : fi prenda fopra uno de’

lati v. g. OP la retra arbitraria 9T, che i chiami 4, e pel

punto T fi tiri parallela a PR la TS, che fi chiami f. La

QP chiamifi x, e conleguentemente PR fard fx . La letiera’
5

r efprima la refiftenza de’ travicelli in qualunque punto, v. g.
in O. La groffezza coftante de’ travicelli fi rapprefenti col
rettangolo 4k, di cui 4 fignifichi I altezza, e 4 la bafe. |

Cid pofto, confiderando attentamente I' articolo XXVI. del-
lo fcritro del sig. Varignon fopra la refiftenza de’ folidi infer-
to nelle memorie dell’accademia reale delle fcienze di Parigi per:
I'anno 1702., e facendo nella formola in detto articolo con-
tenuta le debite foftituzioni; fi avrk '

(1) r=akX PRX 1 a div. per POXOR

La diftanza del centro di gravith del rettangolo 4 all’ af-

fe & equilibrio ( come il sig. Varignon lo chiama ) & qui La.
2

Ora I’ indeterminata PO dicafi y , e fi efprima analitica-
mente " equazione (1), la quale diverra

7= 1 sakfx div. per fry—byy

2
Affinche la refiftenza fia fempre la ftefla, pongafi 1 Ac in

luogo di r (¢ rapprefenta una retta arbitraria, ma coftante).
Indi fatte le dovute operazioni, fi dedurra
( 2) Xy = byy - aax
FooE o ,
fhe ¢ un lnogo all’ iperbola apolloniana, il quale fi coftrui-
¢e cosi:

DS chiamifi g, prendafi ful lato QP la_ porzione QV=x
::Tb’ dal pumogV fi tri I'indeterminata 7/ parallela a YR,

e ful



310 SoLUzIoOoNE
e fulla ftefla 77 fi pigl la porzione VK :_y;' » pofcia dal

L4
unto K fi meni la retta KX indeterminata, e pasallela a 9T
e fulla 77 prendafi I' altra porzione K/ eguale a 5, ciot a g,
Cid fatto fi tiri dal punto /la IM parallela a QT , e piglian-
do la porzione IM = 4% , defcrivafi tra gli afimptoti K/, e

ocff
KX un' iperbola, che pafli pel punto M ; io dico effer quefta
la curva ricercata. -
11 che dovea ritrovarfi,

Dimoftrazione di quefta coftruzione (fig. 13)
S 1 tirino le due rette OG, ed OL, la prima delle quali fi2
parallela a YR, etaglila 9P in G, ¢ la KX in H; la fe-
conda poi fia parallela a 9P, ¢ tagli Ja V7 in F, e la TS
. :
La fimiglianza de’ triangoli TSQ 4 ed OPG fomminiftra que-
fte due analogie

TS (f) - Q5 (g) :: OP (y) » OG=%
TS (f). TQ (6) :: OP () . PG= 1}y
. . f
Si avrs dunque VG ( ciot FO) = QP (x) — QF [ﬂ’f’.’]
: ) E ¢
—GP [y
7 ,
come pure OH=O0G[ g7 | == VK [ aag.
Ly
Co!‘xcché I' efpreflione analitica del‘frcttangolo FOXO0G fark
( togliendo cid, che vicendevolmente fi diftrugge )
£9 — by — aagx — ol
f F of I

ff .
Ora per la natura dell’ iperbola MO tra gli afimptoti KI,
KX, il rettangolo /MXIK [cio:‘: a% )(g] ¢ ugnale al rettan-
cof.

golo FOXOG ; adunque fi ottiene queft’ equazione

i@: EX) e BRYY amme aagx et a_‘bg_

«f  °F F T
Tol-
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"Tolgafi dall’ uno, ¢ dali aitro membro c1d , che vi ¢ di
comune, € dividafi per £ cid, che rimane, indi fi trafponga, :

e fi vedrd nafcere I’ equazione (2).
Il che dovea dimoftrarfi.

CoroLLARrRIO L

E: vifibile, che a cagione dell arbirraria ¢ pnd farfi in maniera
che una delle cinque retie QV, VK, 90, DM, IM fia e- .
guale ad una rerta du:a.

CororLAaRr1O IL ’
SEq vuole, che la IM fia eguale alla KI, fuppongafi IM
% J=KI e ne vertd ¢ == a7 :
{51 (&), TV'E

Ma fe oltre di cid I angolo QTS ¢ uguglc all’angolo YST,
effendo in tal cafo QT (g) =YS (b), larth c= as.
f

Cororrarto III

IN virth della medefima arbitraria ¢ pud farfi ancora in mo-
do, che la curva paffi per un punto dato dentro I’angolo P@R,
purché non cada fopra i lati; atteloché in quefto calo ranto
la %, quanto la y faranno determinate, e mediante I’ equa-
zione (2) fi determinerh il valore idoneo della retta ¢

CoroLLAR1G IV,

PEf conofcere il valore di 4P (x), allorché la PO (y) di-
vien tangente della curva MO ; dall’ equazione (2) traipofta,
¢ divifa per & traggafi la feguente

f

Y= Lyt faax =0
b be
che % le due radici infrafcricte

FJ= fx =k Fxx — abfanx
Ay v e

Accid



313 - SeLuUuzrIONE

Accid quefte due radici fiano tra di loro eguali, vale a di.
re, accid la PO (y) fia tangente della curva MO ; fi egua-
gli a zero I’ efpreflione, che fta fotto il fegno radicale, e fi
avry flxx == 4ffaex, cioé x == 4ea , che ¢ il valore ricercato.

fe
di QP (x).
Quefto valore di » furrogato nell’ antipenultima equazione,
fars conofcere TL, cioé PO (y) =1, allorché la PO di
(2

vien tangente della curva MO.
Soluzione del II. Problema ( fig. 14, ¢ 15)

NN El rettangolo BDFH ( fig. 14 ) ambidue i lati BH,e BD
fiano arbitrar), e fuppongafi ifcritto in effo il retrangolo ACEG
bafe quefita di uno de’ prifmi.

Nell’ altro rettangolo, pure arbitrario, JLMN ( fig. 15 ) ifcri-
vafi il parallelogrammo VX¥Z tale, che LVfia la meta di I,
ed LX fia la metd di LM.

Quefto parallelogrammo VX¥Z fia la bafe dell’ altro prifma;
¢ il primo di quefti prifmi flia al fecondo, come f fta a g.

Rifletrafi, che da quanto dimofira il sig. Varignon nel ci-
tato fuo fcritto, ¢ facendo in quefto calo ancora le foftituzio-
zi dovute, fi raccoglie, che la refiffenzs del primo prifma »
il quale & per bafe il rettangolo ACEG fta alla refiffenzs del
fecondo prifma, che 2 per bafe il parallelogrammo VXIZ, co-
me ACEG X 1 CEfta ad VXYZX 1 IL; e che tale propor

2 2
zionalith fufsifte, o s’ intendano ambidue i prifmi ftti orizzon-
talmente in un muro , o nell’ eftremith loro vengano a duc
foftegni appoggiati . Imperciocché la lunghezza torale arbi-
traria, ¢ le lunghezze parziali, ec. fi fuppongono eguali 18
entrambi, ¢ le rette 1 CE, e 1 IL fono le diftanze del cen-

tro di gravith del retrangolo ACEG, e del parallelogrammo
VXYZ ai relpettivi afji & equilibrio.
Supponiamo pertanto queft’ equazione

(3)
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(3) ACEG")(_!_CE:VXJ’ZX_L IL
3

P 2

che foddisfarebbe ad una delle condizioni del problema, fe il
rettangolo arbitrario JLMN ( fig. 15 ) fofle lo fteflo, che il ret
tangolo BDFH ( fig. 14 ).

Ma perché dall’ altra condizione di effo problema nafce
queft’ analogia:

ACEG . VXIZ :: f. g, e confeguentemente VXIZ =
£ ACEG: percid ponendo quefto valore di 7XIZ nell’ equa-

zione (3), fi trova
CE (ed anche AG)':;‘ IL=pg , fe p fignifica IL
f

ed effendo come fopra
£ ACEG (cio¢ g AC XCE ) =VXIYZ, vale a dire gz ACXIL
¥

f
= r ILX LM trovafi ancora
AC= f LM=4f , fe q fignifica LM

2, 2,

Ora fi ?onﬁderi (g‘ﬁg. 14), che i triangoli C4B, ECD , GAH
fono fimili, mentre gli angoli in H, in B,in D, in 4, ed in
C fono retri per I' ipotefi, ¢ primieramente I angolo BAC ¢
uguale all’ angolo DCE, perché tanto I uno, quanto I altro
di efsi fa un angalo retto infieme coll’ angolo BCA ; di mo-
do che anche I’ angolo BC4, ¢ uguale alll’ angolo DEC, a-
dunque il triangolo C4B ¢ fimile al triangolo ECD:

Secondariamente I’ angolo BCA ¢ uguale all’ angolo HAG ,
perché ) I uno, come I altro fa un angolo retto infieme coll’
angolo HAG, talché anche I’ angolo B4C ¢ uguale all’ ango-
lo HG4 ; adunque il triangolo C4B ¢ fimile al triangolo GAH.

Chiamando pertanto # I incognita AB ( fig. 14 )’, ez Ial
tra incognita BC, come pure 4 il lato BH, ¢ 4 I altro lato
BD del rertangolo BDFH ; la fimilitudine de’ fudderti trian-
goli CAB, ECD, GAH fornifce le due feguenti analogie °

AC . #)::CE T8 . CD= 28

[ @) 08 1] 0=

Tom. 11, Rr 4C
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/zc[%].ac(@:.dc[%]. _,%""{

Laonde fi fcoprono quefte due equazioni
BD (b)=BC (3)—+CD [Lgm]
o’

BH (s) = 4B (u) =+ H4 I'_zg;]

dalla prima delle quali viene
z-: b— 2p8’u

pomcal

e dalla feconda ben maneggiata
= (a—u) qf* div. per 2pg*
Si confrontino quefti due valori di ¥, ¢ operando a dove-
re fi troverd
appg* u—qqf ¢ w=12bpef’ g —aqqf*
donde nafce
u= (2hpg’ —aqf’) qf* div. per (4ppg* —94f*)
¢ confeguentemente
(4) w=(2bpg* —aqf*) gf* div. per (2pg’—qf*) (208’ +4f")
Trovato quefto valore di BA (%), dal punto 4 (fig. 14 )
col raggio AC = of defcrivafi un arco di cerchio, che dovrd

2,
tagliare in C il lato BD del rettangolo BDFH ; ¢ dai punti C,ed
A coi raggi CE , ed AG ambidue uguali a ps fi defcrivano due ar-

chi di cerchio , che dovranno tagliare in G,ed in E refpettivamen-
te i lati HF , e DF del medefimo rettangolo BDFH: men-
tre cos! avvenendo, il rettangolo ACEG rimarrcbbe ifcntto
nel’ alero BDFH, e farebbe {ciolto il problema, fe il retran-
gc;ilo ILMN (fig.13 ) fofle lo fteflo, che il rettangolo BDFH
. 14).
( I§h il fuddetto rettangolo indeterminato J/LMN in due ma-
niere pud effer lo fteflo che il retrangolo BUDFH:
Primieramente ‘c IL (p) & uguale a BH (4), ed IN (4)
¢ uguale a BD (4). :
Secondariamente fe IL (p) ¢ uguale a BD (4), ed IN ()
¢ uguale a BH (a).
In virtd delia prima maniera pongali nell’ equazione (_4)‘
in
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in luogo di p, € b, in vece di ¢; fi vedr effere
(3)s==(28'—f?) abbf* div. per (245’ —5f*) (2ag'~+5f?)
AC farh eguale a 4f , ¢ CE farh egaale ad « .

In virth della feconda maniera fi furroghi ﬁ]ell’ equazione
(4) & in cambio di p, ed 4 in luogo di g, e ne ritulterh

(6) w=( zbbg’—aaf’)af’ div, per (zbg’—af’) (zbg3+af’)
AC faraeguale ad of , ¢ CE far} eguale a2 4. ,

. u%E e f . e g
Quefta doppia foluzione ¢ diverfa dalle tre, che jo diedi del
medefimo problema nel tomo XV. del giornale de’ letterati d°
Iralia. Effa ¢ piy femplice, e pill univerfale.

CororLLar1O L [fig.14]

SEil rettangolo BDFH ¢ un quadrato, foftitnifcafi 4 in
vece di 4 in ambedue 1’ equazioni (5), € (6), ¢ dall’ una,
¢ dall’ altra rifulter Ja feguente

w=(2g'—f") af* div. per (2¢’—f") (38’ —+f°)
vale a dire quefla equazione elegante

(7) v=_a o

. 20—
CororrLario TL ffig.14]

I\I Ella fteffa fuppofizione di BDFH quadrato, in confeguen-
za del?® equazione (7) viene quefta proporzionalich :

a, ciot HB, fta ad u, ciot ad 4B, come 2g°=+f* fla ad
£ ; laonde per quel modo di argementare, che dal Clavio
appellali divifion 'ds ragione, 2=, ‘cio¢. HA= 2’

» AB f?
AVVERTIMENTO.,

Nel tomo XIX. del giornale  de’ letterati & Iralia pag. 438.
Ji legge I infraferisso problema propoflo dall ausore .

PRoBLEMA,

SIa data una parabola biquadrarica primaria, che X per e
‘ Rr 2 qua-
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quazione coftitutiva »*=y, e fia dara ancora una porzione
-8i effa; dimando, che fi affegni un’ altra porzione nella me-
defima curva tale, che la differenza delle "porzioni fudderte
fia rettificabile .

Se i geometri fi degneranno riflettere a quanto fcrive Uine
9omparabilc sig. Giovanni Bernulli negli atti di Lipfia dell’ an-
no 1698. alla pag. 4635. dopo la linea 5., non gindicheranno
quelto problema affatto indegno della loro attenzione.

Sono dunque pregati a darne fuori lo fcioglimento infieme
coll’ analifi, e a determinare una certa limitazione , che il
prob'ema richiede . : ‘

Non effendo comparfa weruna f[oluzione di queflo problema, I
aurore pubblicd nel tomo XXII deb fuddetso giornale pag. 229. il
Jeguense [chediafma

NUO-



NUOVO METODO

Per rervificare la differenza di due archi ((uno de’
quali & davo ) in infinite [pecie

DI PARABOLE IRRETTIFICABILI:

Colla foluzione del problema propofto nel XIX. tomo
del giornale de’ lerterati d'Italiaj e colla maniera
di tagliare per mera il quadraate

DELLA CURVA LEMNISCATA,

AVVERTIMENT O.

Er dar gindizio (*) di quefto metodo, pud vederfi
M cid, che dice il fommo geometra sig. Giovanni
Bernulli negli atti di Lipfia dell’ anno 16y8. aila

pag. 46s.
Levma L (fig.16, ¢ 17)
Stan parabola O4B di tal natura, che fi abbia

m=—2

—

* ? =m=:y (m elprime qualfivoglia efponente, » figniv

: .
fica I abfciffe | e # le ordinate, che fono perpendicolari alle
medefime ablciffe ; e parallele alla retra OZ, che pafla pel
vertice ) , abbiafi ancora OF =, Of =z ; indi fi unno le
Ord{nare FA, fa; dico. che .

Jfo_dx_ ~+f _d_ & uguale alla fomma dei due archi

—_—
T —

v 1”'_—“ ‘/:;' -1
04, ed Os moluplicata per m~+3, meno la fomma delle due

m
tangenti 4/, ed «u moltiplicata per 2 .
m
Di.

(*) Giornale de” letterati d’ ltalia tomo XX. pag. 229.
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DIMOSTRAZIONE

T L fecondo membro dell’ equazione efprefla qui fopra fi rifol-
ve nella feguente quantita complefla, il di cui differenziale
¢ lo fleflo, che il differenziale del primo membro della fuddetra
equazione, come ciafcuno potrd fperimentare da {e medefimo

3 fodw g/ r; MENO 2 x oz ey 3 P W=z fdZ

m L m
v zm 4 1; MENO 2 g/ zm 41, Dunque, ec. Q. E. D
— :

Lemma IL PrRoBLEMATICO,

Sommare il binomio xem dx (x7~1) ~1 in maniera, che
nell Integrale di effo altro di curvo non fi contenga, fuorché
quefta efprefsione f. dx (xm—41) f~! afferta da quantirz co-
ftanti, e il refto cofti di fole elpreffioni rertilinee, la lertera
¢ denota qualfivoglia numero intiero pofitivo, o negativo, ed
f qualfivoglia efpongnte.

PrREPARAZIONE,

PRima di tentare lo fcioglimento della prefente queﬁione(la
quale potrebbe rifolverfi anche pit generalmente ) fara bene.
avvertre, che la differenza di x*=+97 (emepr)f, in cut fy
€ ¢ efprimono qualunque efponente, & uguale alla feguent®
quantita complelsa ( T—pm ) xm; pid{1 —~+om—+fm)
xem—+m il tutto moltiplicato per dx (xm 41 ) f=1 :

SoLUZIONE.

COnccpifcaﬁ , che quefta quantith complefsa Gx 4%
(%7 —1)f=—1; pid dx (*m—1 )/, la quale per magglor
brevitd fi chiami R, abbia per {uo Integrale l‘infrafcritta'k-
rie @ continuata dall’ una, e dall’ altra parte, quanto bilo-
gna, avvertendo, che in effa gli elponenti di » {ono in pro-
greflione aritmetica, e che G, 4, 4, B, ec. fono coftantt
indeterminate.

(L) bxt=—m— dx —+xBi=+m_ il tutro moltiplicazo per

xm
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(*m~+1)f la medefima ferie @ differenziata produce in vir-
tit di quanto fi & detto nella preparazione U infralcrirta ferie
P, in cui gli efponenti di » fono anch’ efli in progreflione a-
ritmetica ; quefta feric P ¢ compofta nel calo noftro dei quat-
tro leguenti termini, ma pud faciliimamente continuarfi in
infinito dall” una, e I altra parte, conforme la ferie @

(P) Primo termine (1 —m ) bx—m; fecondo termine Ax° ;
Pid (1—m —fm) bxo ; terzo termine (I —fm) Aem ; pid
(1—m) Bxm; quarto termine (I —+m—+fm) Bx?m. Tuatti
quefti termini, € gli altri, quando vi fieno , debbono efsere
moltiplicati per dx (xm—p1 ) /="

S’ eguagli ora la quantita complefsa R alla feric P, im-
maginando i due termini della prima eguali a quei due
termini della feconda, che fono dotati de’ medefimi efpo-
penti ; gli altri termint della ferie P fi facciano e-guali 2
zero, ¢ in quelta forma retteranno determinati tuttl i co-
cfficienti G, &, A4, B, ec. La ferie @ coftert &’ un nu-
mero finito di termini,e {i avralaferie P=R, onde integran-
do , traiponendo, e dividendo per G ne rifulterk fi x dw
(xm—p1)f—t eguale alla ferie @ divifa per G, meno /- dx
(%71 )f~r divifa anch’efsa per G. . E. L

‘DEFINIZIONI. .

LA ferie @ fark per I avvenire efprefsa colla lettera maju-
fcola X:OF (%), ed OH (r) fono due ablcifse date, o arbi-
trarie: Of (z) & un’ ablcitsa, il cui valore ¢ dato a!gcbral-
camente per x, e coftanti, ed O4 (#) & un”alira abfcifsa da-
ta per ¢, come appunto g ¢ data per ¥

Una ferie data per x, O per r, ovvero per @, come la
ferie @ ¢ data per x, fi ciprimery refpettivamente colle tre al-
tre lettere majuicole Z, T, ¥V )

Egli ¢ dunque manifefto, ch’ efsendo date le- abfcifse », e
# coll’ efprelsione algebraica di z , & dara ancora I’ efprefsione
algebraica di u, e che avendofi X, fi anno eziandio Z, T, V.

Un polinomio fi dirh trasformaro in un altro polinomio ne-
gatvamente finile, quando moltiplicando il primo col fegno

pofi-
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pofitivo, e I altro col tegno negatvo, fi ritrova, ché 1" uno
¢ dato per la fua variabile, come I’ altro per la propria , ver-
bigrazia, fe il binomio x° dx ¢ cangiato” in quefto altro

oV ,
— o™ dx egli fi dirh trasformato in un altro binomio ne-
V2
gativamente fimile ,

"Cororrarrto L (fig. 16, ¢ 17)

SE nella parabola 04B I' abfciffa Of (z) & di tal natura,

che effa decrefca al crefcere di ¥ , e che per fuo mezzo il bi-

nomio x” dx fia trasformato in un altro negativamente fimi-
M g

le, I ayra quefta equazione x dv —+ z" dx =0 Prenda-

) VEm et P D -
fi ora mediante il fecondo lemma I’ Integrale di .amc.nduc !
termini della fteffa equazione, ponendo 1 in cambio di f nel-

A
le ferie @, ¢ P, indi moltiplicando per G, e trafponendo, f
wovera la feguente elpreflione coftante ) -
Jo_4x_ ~+[ _dz_ ; meno X; meno Z. Indi ponga
VAP =1 V'3 =1 ) .
fi, in luogo de¢’ primi due termini di quefta efprefsione il lo-
ro valore ritrovato nel primo lemma, e dividendo per 1;”_"_’5

fi fcopriry, che .
La fomma di due archi 04, ed Os; merio__'_»_(x"*‘z)’

met2
meno la fomma delle due tangenti 47, ed as moltiplicata pef

2 ¢ una quantith coftante
m—+2

Per la ftefla ragione facendo OH=r¢, ed afsumendo Oh=H
fi vedrd, che la (omma de’ due archi OB, ed Qb ; meno _-5_1

(T=+7); meno la fomma delle due tangenti BZ, ¢ 63 mol-
tiplicata per _2 _ & parimente una quantita coftante. Lum

m—t2
que
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que fottraendo la prima delle ultime quantith coftanti “dalla
feconda, fi fcopre, che

L' arco 4B meno l'arco ab ¢ uguale ad_m _ (Vep T X e

m—i2z
Z); pid la fomma delle due tangenti eftreme BZ, e bz mol-
tiplicara per _2_; meno la fomma delle due tangenti medie

—— ¥

m=42
AV, ed au moltiplicata per _=z_
m—+2

CoroLrarto IL

MA fe per mezzo di z il binomio x™ dx (/xm —1 venifse
trasformato in un altro negativamente fimile, allora ponendo
nella ferie @, e P 3 in luogo di f fi troverh in fimigliante

2
maniera, che la fomma de’ due archi 04, ed Os; meno X;
meno Z ¢ una quantitd coftante, e fi vedrh finalmente, ope-
rando come fi é fatto nel precedente corollario, che
L’ arco 4B, meno I' arco ab ¢ uguale a T—+V—X—7Z

TEOREMA.

Siail polinomio (7) x»=tdx (x7 —p)*=1, nel quale
E?
E=/x" — 2Jpxen — Ipp , dico, che fe fi prenderd
~+ g -+llpq
~tir .
(1) %" =r—pxn—pp, il polinomio 7 fark trasformato in
27—t p ' .
un altro negativamente fimile. Le lettere £, p, ¢, r figni-
ﬁ_cano qualfivoglia quantithy coftante , ed anche zero a riferva
di 7, che non pud efsere nulla, e le lettere #, ed 4 efprimo-
o qualunque efponente polsibile .

SUPpongaﬁ DIMOSTRAZIONE. ‘ ‘
(2) %7 =35—p, e operando a dovere il polinomio 7fi muterl in

queft'altro t sh=—1 ds div. per (/s* —+lgs—+ Jr)% , prendafi polcia
Tom. IL. : Se (3)
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(3) s==_1, e fate le debite operazioni ne rifultery
TP . AV C
sh=—t ds == rbx ™1 dx, che riducefi a queft” altra e-
(R7=+p)+ -
fprefsione equivalente —rbx =t dx (z,"—l’-p)é"—' divifo per
(zn=+p)*; troverafst ancora /s* —+ /gs —+ /r eguale a qucfta
quantita complefsa /r =+ lgr — [+ Danque riducendo il
o R =+p (X7 =p)
tutto ad unafuccinta efprefsione , e comparando le due equazio-
ni(2), €(3), fi conofcerd chiarameute, che fe fi artribuiice
a g7 il fuo valore efprefso nell” equazione (1) il polinomior
fary trasformato in un altro negativamente fimile. :

CoroiLrarI1o I [fig. 16-, e 17]

S E nel polinomio ¥, e nell” equazione (1) fi ﬁxppone'p:a;
l=1;g—=o0; h==—1; w= __z _ { crapprelenta, come

2 —[——4( .
fopra, qualunque numero intiero, pofitivo, o negativo, anz
ne’ corollarj fulseguenti potra rapprefentare anche zero ) fi ot-

4¢
tiene = 1 4 e il feguente binomio, cioé x—1==4 dx 5 mol-
X
4

tiplicato per la radice della quantith complefsa e
fara trasformato in un altro negativamente fimile, di modo
che confrontando quefto corollario col II. corollario del 1L
lemma; i Y m=_4 4 ¢ la parabola OAB & per fua <qud
1e—ys Sy .
zione xi—4 — ((1—ac\y
e o y

Cownorraxio IL [fig. 16, ¢ 17]

M A fe (falve tutte le altre fuppofizioni dell’ antecedente ¢
rollario ) 4= 1 ; n=_z_; allora il feguente binomio, €19¢
2 | g—y .
4¢
*1=—4 divifo per la radice di quefta quantith complefla
4
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4
x1—4° ~1 {i trasforma in un altro negativamente fimile, ¢
il prefente corollario comparato col I. corollario del II. lem-
ma fomminiftra m==_4 _, e I’ equazione della parabola 04B

3—4¢ 1—4s
& xi—a= ;—4:]/; dovendofi avvertire, che x =1, co-
Lt 1 x
me fopra.

Cororrario IIL
La femplice fuppofizione di /=1 cangia jl polinomio 7 in

2
queft’ altro polinomio #, che per confeguenza fi trasforma ,
mediante il teorema, in un altro negativamente fimile.
(W) xn=1 dx div, per la radice della quantita complelsa
Ix37 = 3lpx 27 4 3lppan ~ Ip3 ’ )
stlg  —+2lgp —+lgpp
—+ Ir -t lrp

Cororrario IV, (fig.16, ¢ 17)

E' Manifefto, che il quadrinomio # rapprefenta qualfivo.
glia quadrinomio della fua fpecie a cagione delle coftanti in-
determinate , che egli contiene , e perd facendo »= _1_;

—)
I=1; shptlg=o; 3lpp—+ 2lgp —+lr=o0; Ip’ —+ lgpp—+Irp=1,
ne rilulta r=3; p=1, e per confeguenza I’ equazione (1)

moftra, che z 1—3¢ ¢ uguale alla quantita complefsa 2 == T3¢
, ! ,

divifa per la quantita complefsa xT—3cmp1, e it feguente bi-

3¢
nomio, cio¢ x1—3¢ divifo per la radice della quantita com-

3 , , :
Plefsa x1—3c—+ 1 viene trasformato in un altro negativamente fi-
mile ; laonde la comparazione di queito corol. cal I. corol. del 1L,

lemma determina m=_3 , e di per equazione della parabo-
l—}“

S{ 2 la
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§ —6¢ I
la 04B x3—6=/5—6\ y. Il valore di z1—3¢ efprefso

2 =—bc
qui fopra fa vedere, che OF , ed OH debbono efsere mag-
giori di 1 elevato alla potefta 3c—1, quando ¢ efprime un

2
numero pofitivo, ma che non debbono efsere maggiori di 2

elevato alla potefta 1—=3c, quando ¢ rapprelenta un numero
negativo, o pur zero.

CoroLLaRrIO V. (fig. 16, ¢ 17)

I Afciando nel quadrinomio # turte le fuppofizioni del co-
rollario precedente a riferva di #, che deve ora fupporfi
2
=—_2 , I'equazione (1) fa feoprire, che z'—6¢ & ugua-
1—6¢ 2
le alla quantita complefsa x1—¢c —1 divifa per la quantira
2

complefsa 2 —x1—¢¢ ; fi trova eziandio, che il feguente bi-
: : 360
- . . — . . . b}
fomio ; ciot xX = 6éc gy divifo ‘per la radice della quantita
—
complefsa x!=6c—1, ovvero queft’ altro binomia equivalen-
6¢c
te, ciod x1—0¢ dx divifo per la radice della quantira com-
]
plefsa x1—6c—1, fi trasforma in un altro binomio negativa-
mente fimile. Quindi &, che il confronto del prefente co-
6 )

rollario col I. corollario del Ii. lemma fomminiftra m=,_,8’
1

¢ ne fiegue, che I' equazione della parabola O4B ¢

{ = b¢ = :

asi—6r=(4—6:\y. 1l valoredi 3'=—6¢ notato qui fopra di-
1 e ¢

moftra, che OF, ed OH non debbono efser maggiori di 2

elevato alla dignith 6 — 1, quando ¢ efprime un numero po
2

fiti-
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firivo , ma che debbono efler maggiori di 1 elevato alla dj-
2

gnith 1 — 6¢, quando ¢ ¢ un numero negativo, o pur zero,
: ,

Cororrario VI. GENERALE.

EGli ¢ ora vifibile, che i precedenti corollarj 1., IL., IV.,
e V. rettificano la differenza di due archi ( uno de’ quah &
dato ) in quattro infinitk di fpecie di parabele irrettificabili;
imperciocché 1 valori di z efprefli ne’ corollarj tuddetti fono
talt’, che al crelcere di x, la ftefla z decreice, e 1 farti fi
trova fempre 3 cguale a una frazione, in cui I' aumento di
x o lalcia invariato il numeratore, e fa crelcere 1l denomina-
tore, o fe fa crelcere il numeratore, aumenta affai pili il de-
nominatore , oppure diminuifce il numeratore, ed accrefce il

denominatore , come potranno i lettori accertarfi da fe me-
defimi .

ScotiL1o.

IN E’ feguenti efempj, che fono i pid femplici , f avverta , che
la lettera 4 rapprefenta I' unith arbitraria, la quale ferve a
rendere le dimenfioni uniformi. La brevith, che voglio offer-
vare, non mi permette di efporre molte verita, che nafcono
da quefti principj; tra le quali i comprendono alcune altre
maniere dt giongere a quefte rettificazioni, ne dedurrd fola-
meante la foluzione dell’ infrafcritto problema concernente la
curva lemnifcata famofa pel fuo ufo nella coftruzione delle
curve elaftica, e ifocrona paracentrica.

Efempio 1. pel L corollario del teorema
(g 17)

SE £=1, allora m=— & , e I' equazione della parabola e

3 s —
*s=3pcityi=nsanxt; x= s ; XTXAV 3 Y uzm
5 243 *

AV?
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4, ¢ fi & I'arco 4B meno I arco 4 eguale a 82" » pih &' ;
oF OH' oF
meno 4V° > meno 4’
OF of*
Efempio II. pel II. corollario del zeorema
(fig-16)

SEc=o 5 allora m=4 ; I equazione della parabola ¢ x*=3asy;
R=_4a; X==o, e fi 3 I'arco 4B meno |' arco 4b eguale al

X
terzo delle due tangenti eftreme BZ, e bz ; meno il terzo
deile due tangenti medie 47, ed au.

Efempio 111, ‘pel II. corollario del treorema
(fige 17)

SEc=1,alla m=—34; I equazione della parabola ¢

! 3 —
—_— . : -—4
x 3 =1 g, ciot p =27aux; 3= ; X =« x T oI

x
= 47,3 e fi 41" arco 4B meno I’ arco ab eguale alle due tan-
genti eftreme BZ, e b3; meno le due tangenti medie 47,
ed au., '
: CoROLLARTI®O.

1.’ Efpreflione analitica della fomma delle due tangenti 47
ed au equivale a x | x—"%‘-p 1]':' =4, fe i pone 1 in luo-
. pdd -

3 . _4 3
go di 2, ed equivale ancora a ([{ ?-H]T:_{:ﬂa fe f
o
pone I in luogo di x, ec.
z

Efempio IV. pel IV. corollario del teorems
(fg-16)

SE e=0; allora m= 3; I equazione della parabola &
‘ .
TSy, €0 &Pz 25 @) yp; R 2aamax 3 Xm0, € i il
L ) . X=ta
arco
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arco AB meno I’ arco ab eguale a due quinti delle due tan-
genti eltreme BZ , e bz; meno due quinti delle due tangen-
ti medic AV, ed au.

L’ ablcific OF , ed O non debbono effere maggiori di 24,

Efempio V. pel corollario V. del teorema
(fig-17) '

SE c=1, allora m=—6; I' equazione della parabola &

2 5 z
T =2y, clod pim=3125 2% %"; 37 ¢ uvguale alla quantitk

5 2 2z 32
complefsa 245 —x 5 moltiplicata per _2 ; X=
2 2
x5y ~a —;
— ,
*V x T ar==4V, e fik 'arco 4B meno I' arco 4 egua-

le alle due tangenti eftreme BZ, e bz ; meno le due tangen-
ti medie AV, ed au.

Le ablcifse OF, ¢ OH non debbono efser maggiori di
4 v
Efempio VI pel corollario V. del teovema , che [cioglie il proble-

ma da me propofio nel XIX. romo del giornale de
leeserati d Iralia (fig. 16 )

SEc=s s allora m =6, |' equazione della parabola ¢
W =4a'y; x—=a /v am; X=0, ¢ fi 21"arco 4B meno
I arco a6 eguale al qu;xrx;“c;clle due tangenti eftreme BZ, e

X; meno il quarto delle due rangenti medie 4V, ed au.
Le abfcifse OF , ¢ OH debbono efser maggiori di 4 ‘/_x"_'
3

Efempio VI pel 1V. corollario del teorema che [eioglie
diverfamente lo fieffo problema ( fig- 17)

SE e=1 alloram=— 3 ; I'equazione della parabola ¢
3
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x 7 =1 5, ciod gt == 2564% x; = _ax~+ 2ay/ax—+ae
L3 41—4‘/:*1
434
-2 - )
X—x x t=1=AV, e fi a I"arco AB meno I'arco 4b

eguale alle due tangenti eftreme BZ, e b3 ; meno le due
tangenti medie AV, ed an.

Le ablcifle OF , cd OH debbono effer maggiori di 1 4

Iy

ProsreEma (fig. 18)

S TIa I"arco CLPA la quarta parte della periferia della curva
lemnifcata, che 3 per {ua equazione xx ~ gy =a ¢/ x—2y
. (prendendo x per I'abiciffe, e y per I ordinate, che fono ad
efle normali ) dividere per mezzo I’ arco fuddetto CLPA

SOoOLUZIONE.

F Acciati
(4) x=¢/g=+au> ¢ fiavih y= /7”2, ¢ in confe-
guenza I elemento dell’ arco CL fark _dg  ; {uppongafi dun-
/ 4 a
que nel quadrinomio w;g—=x;n=1; lm==—2;3lp +/g=0
3hpp =+ 2gp—+ Ir =2 ; Ip* ~+ lgpp ~+ Irp =:, e fi ottersd
r==12aa, € p=a, é quefti valori introdotti nell’ cquazione

(1), dove fi dee porre ancora g in cambio di x, farann®
vedere, che facendo

(3) x=s—5, fiavih _dg = _—t
£—+4 ‘/:,gs_,__‘,g s repynt o = 2z
&’ 1 a3 &

in virth del teorema; ma gid fi & veduto, che il primo mem-
bro
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bro di quefta ultima equazione efprime I’ elemento dell” arco
diretto CL, purch¢ I’ abfcifsa CV fia ==x, ¢ la lettera g ab-
bia il valore pofitivo, che fi deduce dall’ equazione (4). Di
pit il fecondo membro di quefta ultima equazione rapprefen-
ta I’ elemento dell’ arco inverfo P4, purché chiamando w |
abfcifsa CM fi abbia

(6) w=¢/m=—+zz, dunque I' arco diretto CL ¢ uguale all’
arco inverfo P4,

Da tutto quefto deducefi una nuova maniera di adoperare
la curva lemnifcata nella coftruzione delle celebri curve ela-
ftica, e ifocrona paracentrica. Per meglio aflicurarfi dell’ e-
fartezza di quefto raziocinio, {i ofservi, che quando CV (x)
o, allora |’ equazione (4) moftra, che g==o, e ponendo
zero in vece di g nell’ equazione (§) ritrovafi x =4, e que-
fto valore di z foftituito nell’ equazione ( 6 )" fomminiftra
W"a /7, come appunto deve efsere, mentre dall’ equazio-
ne della curva fi deduce; che I’ afse CA=a /7.

Cio_fuppofto fingafi fatto quello, che il problema richiede,
e fia ' ordinata ST quella, che raglia per mezzo I arco in-
ticro CLPA ; dunque efsendo in quefto cafo I' arco diretto
CT eguale all’ arco inverfo T4, i due punti 7, ed M coin-
cidono in §, ¢ CV () diviene eguale a CM (w), e confe-
guentemente g diventa anch’efsa eguale a -z per cqgione dell’
equazioni (4), e (6); laonde ponendo nell’ equazione (5) g
In cambio di z ritrovafi _

(‘7) 88—+ 2ag=aa, donde fi deduce sg=-—as~aay/2 ;
ordinando poi I"equazione (4)fi & gg—+ag ===, e fottraen-
do queft’ ultima equazione dall’ equazione (7) ne rifulra
4 =as— xx , comparando finalmente i due valori di ag fi

feuopre CS (#)=4,/1 /7 ; € perd calando dal punto C

dell’ afse la normale CQ ad efso cguale prolunghifi quefta

dall' altra parte di € fino ad O in modo, che QO fia egua-

le all’ ipotenufa 94, prendafi pofcia CR =1 97, e ful
2

diametro OR defcrivafi il femicerchio OSR , che taglia I’ af-
Tom. II. - Tt fe
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fe nel punto §, dico, che I’ ordinata ST divide per mezzo

I arco intiero CLP4. Q. E. L '

~ Si noti, che pofsono ritrovarfi due altri valori di g capa-

ci di trasformare il binomio _ de in un altro negati-
&3 a

vamente fimile, ma quefti valori fono inutili per lo fcioglimen-

to del prefente problema , cony’ ¢ facile a dimoftrarfi,

- GIUN-
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G I UNT A
AL PRECEDENTE SCHEDIASMA

Sopra la maniera di rerrificare la di }ﬂ'eren{a di due archi in
infinize [pecie di curve paraboliche jrvestificabili,

L£oN UNA NUOVA PROPRIETA®

DELLA PARABOLA I’ ARCHIMEDE,c.

AVVERTIMENTO,

== Utto (*) quello, che jo dico nel prefente feritto,
¥ relazione all’ altro, che I' 3 precednto, ed &
neceffario di averlo fotto gli occhi per intendere
M) cid, che fegue. ' '

Pongali nel quadrinomio # ( regiftrato nel III. corollario
del teorema ), e nell’ altro quadrinomio a lui negativamente
fimile — 4 in vece di x7, e _*_in luogo di 7, facciali

x
polcia J = — 1 ; 3lp ~ Jg =1, il coefficiente dei terzi ter-

.. 4 R . o . ST
mini delle quantitk fotto il vincolo, e gli ultimi termini di
effe eguali a zero; e fi trovers p==— 4; r==16; I equa-
zione (1) del teorema fi cangerdin queftaltra b= 1 /i 55,

2
¢ col fuo mezzo fi otterrh in virth del teorema queft’ equa-
. _ C 32
zione differenziale 4 = 246 . Suppongafi ora r==sx2-+1,
Vst ‘//)-/":—_'_

-t 4 . .
¢ b=mzw—=+i— 1 ¢fivedrs, che mediante queft’ equazione
2 . . . .

2

_*
(8)zze—+1 -+ 1 =3_‘/,;;“_',T{ =+ 1 fi falverd queft’ altra
2 2

Tt 2 equa-
(*) Giornale d¢’ Letterati &' Italia tom. XXIV, pag. 363.
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equazione differenziale, che per maggiore comodita della ftam-
—_—20

pa io efprimerd nella feguente maniera x 2=+ dx divifo per

P —DC z
‘/x‘—”*-‘+[; meno 2z *—+1dz divifo per ‘/{u_,.“}_*_[ fo-

no eguali a zero. -
L’ ulrima equazione integrata, € maneggiata col metodo

del I., e IL lemma conduce a quefta nuova equazione (9)

( vedafi la fig. 19 ).
(9) L’ arco O4; meno due archi Oz; meno _m_ X, me-

me=i=2

no 247 ; pit mZ ; pit sa fono eguali a zero.

me2 me—tz M2

Dovendofi concepire, che m=__1__, eche ¢ efprime qual-

201 3

fivoglia numero intero, pofitivo, ed anche zero, e non mai
negativo .

S’ immagini eziandio, che la curva O4s fia una parabola di
‘ . 202
~quelt’ equazione x 2=+t = [_31-1-3] y; che la retta OV pa-

2041

“rallela alle ordinate pafli pel vertice O, e che le rette AV,
ay fiano tangenti ne punti refpettivi 4, ed 4. Finalmente
fi noti, che intanto il fecondo membro dell’ equazione (9)
¢ zero, in quanto I’ equagione ( 8) moftra, che I annulla-
mento di » annulla anche z, ec.

EsegMPriIo.

SE ¢=o, la curva Os4 & la parabola d’ Archimedc,-chc 4
Per equazione xx==24y; in quefto cafo la lertera majuicol2
X efprime zero, e dall’ equazioni (8); e (9) fi deduce, che
prendendo I’ arco 04 determinato dall’ abfciffa arbitraria x, €
in effo I’ arco Os determinato dall’ abfcifa OR ()=
‘/ olea 1o vaay ovvero dall’ ordinata 4R = — 12 —+ 1

2 2 4
o xx—+aa [ ottiene *

Arco
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Arco 04— 2 arco Oa— 1 AV < au=o

2
Ma la tangente a == * ¢/2z —+aa ¢ uguale alla metd del?

ablcifsa OT (x), come fi prova foftituendo il valore di zin
»; di pilt egli ¢ chiaro, che il punto § divide per mezzola
tangente AV, e I abicifa OT, ¢ finalmente affumendo la
porzione OM dell’ abiciffa eguale all’ ottava parte del para-
metro, cio¢ alla metd della diftanza dall’ umbilico al vertice
della curva, e conducendo I indefinita MN parallela ad OV,
trovafi, che la porzione NV della tangente 4V comprefa tra
quelte parallele meno la coftante OM ¢ uguale all’ ordinara
aR. Reita dunque dimoftrato il feguente teorema, che con-
tiene una nuova, ¢ bella propricty di quefta in ogni tempo
famolifima- curva.

TEOREMA.

Dhrvidafi qualunque arco OA di quefta parabola nel punto »
in maniera, che I’ abfciffa 2R fia eguale alla porzione NV
della tangente del detto arco meno la coftante OM ; io dico,
che la porzione As dell’ arco intiero 40 meno I’ altra por-
zione di eflo 40 ¢ uguale alla meth della tangente AV meno
la metd dell abfciffa OT

ScolL1o0.

L Arco s menol'arcos0 8 dunque eguale ad A§—ST, ovve-
To a SV—50, ¢ tutre queft’ elpreflioni equivagliono a queft
altra 1 AV — 4u; ma chi defidera elpreflo in z il valore

2

della differenza: degli archi fuddetti, lo ritrovers eguale alla
feguente quantit 2% /T vasy Che equivale a queft’ altra

3

BX v, ‘
[o2:%] L. .
Egli ¢ vifibile, che quefto teorema fomminiftra la genul-
=m foluzione d’ alcuni problemi fopra la rettificazione della

differenza di certi archi della parabola Archimedea, i quali
pro-
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problemi debbono efsere confiderati come pianis di modo che
peccarebbe in geomerria fecondo la frafe del Cartefio, chi ten-
tafse di fciorli coil' ajuto dell” iperbola.

ALTro EseEmMrio,

SE c=1, allora la curvaOad ¢ la terza parabola del quar-
to grado, detta ancora cubico - biquadratica, ed % per equa-
4 -
zione x3 =4 y, cio¢ x*==64 5’ ; in quefto cafo la lettera
. 3 7 . 1
majufcola X ¢ uguale alla tangente 47 moluiplicata per _ 3 _
2
-
2% 3
¢ I' equazione (8), e (9) fanno fcoprire, che afsumendo I’
ablcilsa OR (z) eguale a quefta quantita complefsa = 1 — 1,
2 2

——

‘/x-; ~ 1 elevata alla dignith, che % per efponente 2 , ¢
2

tirando I’ ordinata Ra, allora fi avra.

L’ arco O4; meno I’ arco Oz eguale alla tangente 47 mol-
tiplicara per la quantitk complefsa _3 =+ 2 ; meno la tan-
. ==

8x3
gente ax moltiplicata per la quantith complefsa _3 _—+ 2
2

—

3

To non voglio allungare il prefente fchediafma con dedurre
dal mio metodo quelle curve geometriche di genere differente
dal parabolico, alle quali compete la medefima propricta di
elsere irrettificabili, e di avere degli archi, la di cui diffe-
renza fia capace di un’ efatca rettificazione; ma prima di fi-
nire moftrerd brevemente, come pofsa trasformarfi il binomio
. bm—'dh in queft altro 2 "' dx

= pege S

C3 wemmfp3m . ci_'.hgn
v V3 +z

Sup-
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Suppongafli nel quadrinomio #7, e nell’ equazione (1) del
teorema generale x? = 4", e concepilcafi /= 1; i coef-
ficienti del fecondo, ¢ terzo termine della quantira forro il
vincolo eguali a zero, e il quarto termine di efsa eguale a ¢?,
mentre in quefti cafi I” equazione fuddetta (1) diverrd

? =12c—ch™, e fi otterra I intento.

c—hm

Cid ferve a coftruire il primo de” due antecedenti binomyj,
e gli altri infiniti, che ne dipendono mediante la rettificazio-
ne di un’ infinitd di fpecie di curve paraboliche.

Esewmrio.
SEd fuppone m—n—-——2; c¢= 1 , ¢ fi prende
Z

4
x=t ‘/z;-_—;,;, il binomio 44 f{i trasformer in queft’

py7=vry beat
be
altro dz_ , che fi coftruifce fempliciffimamente, mediante

36

I eftenfione della prima parabolz del guarto grado, la quale
merita per confeguenza di aver luogo tra quelle curve, chg
feguitano immediatamente la circolare, e la parabola Archi-
medea nella coftruzione ‘delle meccaniche.




"T EO R E M A

Da cui fi deduce una nuova mifura

DEGLI ARCHI ELITTICI, IPERBOLICI,
E CICLOIDALI,

TEOREMA.

JE’ due (*) polinom; infrafcritti X, e Z, ¢ nell’e-
quazione (1) le lettere 4, /, f, g rapprefentino
qualfivoglia quantirk coftante.

Io dico in primo luogo, che fe nell’ equazione
(1) I efponente s fignifica I’ unith pofitiva, I’in-
tegrale dell’ aggregato d¢’ due polinomj X ~+ Z ¢ uguale 2

[y hxx

vt -

Io dico in fecondo luogo , che fe nella medefima e-
quazione (1) I elponente s efprime I’ unitd negativa, allora
Yintegrale di X = Z ¢ uguale a x3y/ =%

v i

(X) dx‘/bu—o-i
v frx—tg
(z) ‘B.;/ bra—+
V/faatg
(1) foxnzg ~ flax —+ flzz —+ g = o
Dimoftrazione della prima parre del teorema.
Dar equazione ( 1) nafce la feguente
(2) =y =y

vV fhxx—+f} .
di

(*) Giornale de® Letterati & Italia tom. XXVI. pag. 266.
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¢ di pid dalla medefima equazione (1) fi deduce un valore
di x tale, che la medefima x & data per z, come appunto
z nell’ equazione (2) & data per ». Laonde introducendo
% nel polinomio X', e x nel polinomio Z fi &

(3) X+Z=dxy/ 7 —+dxy/—1

Ma I equazione (1) differenziata, e poi divifa per 2fxz.
fa conofcere :

bzdx —+ hxdx ~+ ldx = 1z =o

cio¢ trafponendo, e dividendo per /=7I

dx /=i~ dzy/ 1 == — bzdx — hxdz
T 7S R Ve IRV

dunque foftituendo il fecondo membro di queft’ ultima equa-
zione in -huogo del primo di efla nell’ equazione ( 3),e polcia
integrando fi ottiene

(4) [ XH[Z === bz .

——

=y
Il che dovea dimoftrarfi, f fignifica fomma, ovverc inte.
grale.

Dimoftrazjone della feconda parre del teorema .

P Onendo 1 unith negativa in vece di s nell’ equazione (1),
e facendo le debite operazioni ritrovafi

(5) (:t/—!/”‘x'—g‘

v Fox =+ gh '

vedefi ancora, che x ¢ data per %, come z nell’ antegedentg
equazione (3) ¢ data per », di modo che I introdpz'lone di
% nel polinomio X, e di » nel polinomio Z fomminiftra

X+ Z = 3dx o) ) = xdx /=

: vE Vs
¢ integrando ~

(6) fXtfZ=xxy/ 3"

. N v z
Il che dovea dimoftratfi. : .
Tom. II, Vv Ap-
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Applicazione della prima parse del scorema alF eliffe
(fig- 20)

UNo degli affi dell’ eliffe AGHI, ful quale fi vogliono pren-
dere I abfciffe, v. g. I afle /G fi nomini (24), 1l fuo para.
metro (p), e x I'abfciffa variabile CD, che 4 per origine il
centro C. E noto agl' intendenti della geometria_interiore ,
che fe per abbreviare fi fuppone 4= p——24, I elemento dell
arco 4B corrifpondente all’ abfciffa CD ¢ )

d5y/ hax— 247

Vi — 2axx 2

Suppongafi dunque quefto polinomio eguale al polinomio ge-
nerale X, e fi avra J==24°; fom—24; g =124’ iquali valori
furrogati nell’ equazioni (2), e (4) fanno:conofcere,. che
prendendo I altra abfciffa CF (g) di tal patura, che fia

X= ¢/ 155 — zaxx : :

o T 2w

fia :
Arc. AB—tarc. AF == b - K
24a -

Per trovare il valore della coftante K fi offervi, che quan-
do x==0¢ allora I’ arco 4B ¢ nullo, come anche I' elpreffione
rettilinea 4xz, ma in queflo cafo 1" arco AF diviene uguale

244 )

all’ arco intiero 4G, dunque K ¢ uguale a quefto medefimo
arco, e perd trafponendo V'ultima equazione,e foftituendo |
arco GF negativo in cambio di arc, AF —arc. 4G finalmen-

te fi {copre ,
Arc. AB = arc, GF == — bxx

248

Applicazione della feconda parre del reorema - all iperbola
(figo2r)

IL primo affe H4 dell'iperbola 4BF fi chiami (24), il fuo
parametro (p), e (x) I' abfciffa variabile CD, che nafce dal
. cen
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centro C, fuppongafi ancora s==p — 24; fanno i comofcitori
the I elemento dell’ arco 4B, il quale corrifponde all’ abfcif:
fa CD, ¢ ’ .

Cdxy/ 20

V/ 2axx 2
. E quefto polinomio effendo uguagliato al polinomio genera-
le X, moftra, chel=—24’; f=24; g=as24*, i quati va-
lori pofti nell’ equazioni (5), e (§) fanno vedere , che afsu.
mendo [’ altra abfcifsa CE (z) tale, che fi abbia

=4y hx—ia

o/ bxx—han
Si ottiene
(7).Arc. AB=t+arc. AF =3/ T =+ K

- 4y 24
" Si noti, che g decrefce al crefcere di x, come ciafeunsd
potrs da fe medefimo afficurarfi.

Chiamifi ora (#) I abfcifsa Cd, ed (#) I' altra abfcifsa Ce
in modo perd, che « fia data per 7, come g per x, e per
la ftefsa ragione fi avra

Arc, Ab—+ arc. Af =ruy/ b —+K

a 24 .
- Dunque fottracndo queft’ ultima equazione dall’ equazione
(7) in fine {i {coprirk
- Arc, Ff —=arc. Bb=uzy/ T =ty 5

2
Egli & vifibile, che uno dei duc archi Ff, Bb ¢ arbitrario,

Applicazione della prima parse del seorema alle cicloids
( fig 22, € 23 )

LA cicloide 4BFG ¢ generata dal cerchio NTR: sotato full’
arco circolare RS¥, e il punto 4y che Ja defcrive, ¢ p_rcﬁ)
fulla circonferenza del cerchio generatore, ovvero fuori di ef-
fa; la femiperiferia circolare AICH 3 defcritta dal centro K

comune al cerchio generatore, e dal raggio K4 ; 4B ¢ un
Vv 2 arco
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arco variabile della cicloide , e Bf ¢ un arco circolare defcrit-
to dal centro O comune al cerchio, che ¢ bafe, e dal rag-
gio variabile OB; I’ arco fuddetto B/ taglia il femicerchio
AICH nel punto /, da cui difcende ful diametro 4H la per-
pendicolare ID. :

Chiamifi ora OB (4), KA (a), KN (¢), I’ abfcisa 4D
del femicerchio 4IOH fi nomini (#), e per maggior brevits
fuppongafi a—c=gq. Il celebre sig. Nicole nel {uo Schediafma
inferito nelle memorie dell’ accademia delle fcienze di Parigi
dell’ anno 1708. moftra, che I’ elemento dell’ arco cicloidale
AB ¢ uguale al polinomio feguente

dt o/ g7—: moltiplicato per b=+ .,

i i —-

V 2at—tt

Cio pofto chiamifi » la corda A7, e fi avth re=xx ;¢
173
dr= xdx ; dunque I’ elemento deli’ arco cicloidale 4B fard

a
eguale al polinomio, che fegue
dxy/ agg—cxx moltiplicato per 26—z
i il ———
47— axx . :
. i . . .
Concepifcali pertanto quef ultimo polinomio eguale al po-
linomio generale X moltiplicato per 2642 , fi troverk b ==—r¢;

l=uaqq: f=—a; g=44*, di modo che foftituendo queti
valori nell’ equazioni (2), e (4), e procedendo, come fi ¢
fatto nell’ elifse, fi vedrd parimente, che fe fi prende I’ altra
corda AC, la quale fi chiami z tale, che abbiafi

= aﬂ;,;’_‘?_,» ; f o

E fe dal centro O col raggio OC defcrivefi I arco circola-
re CF, che fega la cicloide nel punto F, {i avra

Arc. AB—=—arc. GF = 2exm e 200x7

aq abg

CoRrROLLAR]

1. QUando a==c; allora gr=24, ¢ z ¢ fempre nguale al
dia-
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diametro 4H==24 , di maniera che I’ arco GF ¢ nullo, e
per confeguenza '

Arc. AB = 2x ~ zax

5
II. Ma quando 4 ¢ infinita, allora I’ arco RS? cangiafi in
una linea retta, e fi ortiene :
Arc. 'AB —afc. GF = _zoxz
aa=4ac
IIL. Se oltre queft ultima fuppofizione a==c, la curva 4BFG

¢ la cicloide ordinaria, e ritrovafi
Arc. AB=1x,

Alro teorema , che [erve per mifurave differentemente

gli archi dell’ iperbola.
TEOREMA. ..

Steno come fopra i due polinomj X, ¢ Z; io dico, che fe
fi prendery =1,/ 77 , 'integrale di X—+Z fard 1 o/ fix 4 ¢
= f

-

Vh—+ 1

xXx
DIMOSTRAZIONE,

INtfoﬂtlcendo nel pb]ihomio Z in luogo di z, e dz i loro
valori in x, e dxy e operando nel debito modo, fi avrh

Z=—ldx\/Fxmg

fxx\/bxx—i-‘l_ - . o, . .
Perloccht X —+Z fary eguale al diffefenziale di 1 ¢/fatg
T f
V=)
Dunque, ec. @. E. D.
Applicazione all iperbola.

Ctiamig (26) il fecondo affe dell’ iperbola, e (q) il fuo

Parametro, prendafi ful medefimo fecondo afse pro'ungato

qualunque abfcifsa x; egli ¢ gid noto, che I arco corrdllpon-
en-
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dente a detra abfcifsa d per fuo elemento
dx v gxx =+ 2bxx = 26
y 2bxx—+ 2b
Dunque uguagliando quefto polinomio al polinomio genera.
le X, fi trovera h=q~+2b; |=g=2"; f==2b, ¢ fi ve
drh, che I' abfcifsa 3 =6b, 7 determina un fecondo arco

x‘/—'l__?:—;
: 2
della medefima iperbola tale, che la fomma di quefti due ar-
chi ¢ uguale alla fottofcritta quantitd variabile pi, o meno
una quantith coftante

‘/xx-—l-b ‘/lq—'-b -+ 5
b 2 xx

Nel refto fi procederh, come fopra, ec.

METO-
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M E T O D O
PER MISURARE
LA LEMNISCATA.

ScHEDIAsSMA L

Due fommi geometri sig. Giacomo, e sig. Giovan-
ni fratelli Bernulli anno renduta celebre la lemni-
fcata, fervendofi de’ fuoi archi per coftrnire I ifo-
crona paracentrica, come pud vederfi negli atei
di Lipfia dell’ anno 1694.. Eglié vifibile , che mifu-

rando la lemmfcata mediante qualche altra curva di lei pid fem.
plice, fi ottiene una coltruzione pilt perferta non folo dell”ifo-
crona paracentrica, ma ancora delle altre infinite curve, che
per efsere coftruite pofsono dipendere dalla lemnifcata; e pe-
rd mi lufingo, che non fieno per difpiacere agl’ intendenti le
mifure di quefta curva da me Icoperte, le quali efporrd fuc-
ceflivamente in due fchediafmi.

Suppofizioni note agl intendensi del calcolo
infinirefimale

Sta la lemnifcata CQACFC (fig. 24 ), il cui femiafse CA=s;
fi fa, che prendendo nel centro C I origine dell abfcifse (),
¢ chiamando (y) le ordinate, che fono all’afse normali, la
natura della lemnifcata- s’ elprime con queft’ equazione
X~y ay m—yy . .
Si fa ancora, che fe fi chiama z la corda indeterminata
CO=, w5, fi & I' arco diretto CQ=/: asd= , ¢ I arco

. Vit =z
wverfo @ 4=arc. CA —arc.CQ ==f —aadz
pe
Sia I elifsc ADFNA (fig. 24 ), il cui femiafse minore

. CF
(*) Giornale de’ letterati d’Italia tomo XXIX. pag. 258.
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CF=ua, ¢ il femiafle maggiore CD =4 /7 ;, chiamafi z |
abfciffla indeterminata CH,/che & I' origine del :centro C defl
elifie, ed é uguale alla corda CQ della lemnifata , e “tirifi
I' ordinata HI parallela all’ afse maggiore; ¢ gia noto, che I’
arco diretto D/ di quelt’ eliffe. 2 per {ua efpreflione
[ d% /aa—+zz, € che | arco inverlo IF=arc.DF—3arc.DI=
i — 2z
[ —dz etz
R V7 L ;
Sia finalmente I" iperbola equilatera LMP ( fig. 25), il cuil
femiafse SM=—a. S1 nomini ¢z I" applicata indeterminata §O,
che partendo dal centro § taglia I' arco MO:fi fa g che que-
flo medefimo arco s ¢iprime cost fo erde
Vir—d
TeoreEMAa L

S feno le due infrafcritte equazioni (1), e (2). Io dico,
che pofta la prima di effe, {uflifte anche I’ altra
(1) t=ay/wtw

Gty T .
(2) f 22 = [dxymmm—+ [ odt — =
La verith di quefto teorema fi dimoftra differenziando, €
foftituendo in luogo di #, e di 4# i loro valori in g, € az.
tratti dall’ equazione (1).

CoroLLARIO (fig. 24, € 25)

SE nella lemnifcata la corda CQ=x, e nell eliffe I’ abfcif-
fa CH ¢ anch’ efsa =z, e nell’ iperbola equilatera LMP I'ap-
plicata centrale SO=r; affegnando a 7 il fuo valore efpreiso
nell’ equazione (1), e ponendo nell’ equazione (2) gli archi
delle curve in vece delle loro elpreffioni gix dichiarate nelle
{uppofizioni fuperiori s’ ottiene

(3) Arc.CQ=arc.DI—arc. MO = =
‘ Sco-
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ScoLi1o0 1,

SUpponendo =0, gli archi diretti CQ della lemnifcata, ¢
DI dell’ elifse fono eguali a zero ; & nullo ancora I’arco iper-
bolico MO, poiché in virth dell’ equazione (1) I'annuilamen-
to di g rende SO (#) === SM; s annienta eziandio I e-
{preflione rettilinea, e tutto cid ¢ un cerro indizio, che I e«
quazione (3) ¢ complera, e non abbifogna dell’ aggiunta, o
fortrazione d’ alcuna quantith coftante. Ma facendo z=s,
allora I’ arco diretto della lemnifcata diventa eguale all’ arco
C94, e I'arco elittico DI all’ arco DIF ; ma per |’ equazio-
ne (1) I applicata centrale SO (#) dell’ iperbola diviene in
quefto cafo infinita, rendendo infinito anche I arco iperbolico
MO, e perd fembra impofiibile di giungere a conofcere per
quefta ftrada ‘il valore del quadrante della lemnifcara efprefso
in quantith finite, e per conleguenza la mifura di quefta cur-
va non pud dirfi ancora perfettamente fcoperta.

Teorema Il

Steno le due equazioni infrafcritte (4), € (5); io dico,che
pofta la prima di else fuflifte anche I' altra

(4) r= 4
%
(5)fimm auds = fimdg /7o —+ [ 1 =% ST
V4t ezt . ‘/;‘—_—_—;; vt ¢

. La differenziazione, e la foftituzione de’ valori di r, e dr
m 2, € d3 dedotti dall’equazione (4 ) dimoftrano queito teorema.

CororLLario L {fig. 24, ¢ 25)

FAcciaﬁ, come fopra, nella lemnifcata la corda CQ =2,
nell’ elifse I' abicifsa CH anch’ efsa =z, e nell' iperbola I
applicara centrale SL=r, attribuendo ad r il fuo valore no-
tato nell’ equazione (4), ¢ furrogando nell’ equazione (5) gli
archi delle curve in vece delle loro efpreffioni, conforme fi
¢ fatro nel corollario del 1. teorema, ritrovafi

Tom, II Xx (6)
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(6) Arc. @A =arc. [F—arc. ML—1 /& =
’ %

Scotr1o I

LA fuppofizione di 3 == # rende nulli gli archi inverfi 94
della lemnifcata, ed IF dell’ elifse; annulla ancora I efprefiio-
ne rettilinea, e I arco iperbolico ML, attefo che in vigore
deli’ equazione (4) I"applicata centrale dell’ iperbola SL (r)
diviene uguale al femialse SM (a), dunque I' equazione ()
¢ completa. Ma la fuppofizione di x==o0y prolunga in infi-
nito I'applicata centrale dell’iperbola, e Iarco, di efsa, nello
ftefso tempo, che fa divenire gli archi inverfi della lemnifca.
ta, e dell’ elilse uguali rifpettivamente ai quadranti 4C9Q,
FID ; ed ecco rinafcere il medefimo inconveniente efpofto nel
fine del 1. fcolio; ma quefta difficolth refterd fuperata dal co-
rollario, che fegue. Intanto fi noti; primo, che tirando nell’
iperbola la OP parallela al fecondo afse, I' arco LMP ¢ ugua-
le ai due archi MO, ML. Secondo, che afsegnando a ¢ il
fuo valore efprefso nell’ equazione ( 1) quefta quantith com-
plefsa = ~+ 1 /757 equivale a queftaltra quantith pid fem.

a z -
plice a_y come fi efperimenterh col calcolo.
= :

CororLAr1O IL [fig. 24, ¢ 23]

AGgiungendo le due equazioni (3), e (6), e fervendoli
dei due avvertimenti notati nel fine del precedente fcolio, fi
fcuopre arc, CQ A —arc. DIF — arc. LMP — 4_; ¢ finalmen-

2
te moluplicando per 4 queft’ ultima equazione , ritrova-
fiy che I intera periferia della lemnifcata ¢ uguale all’ intera
periferia dell elifse circofcritta ADFNA, pid il quadruplo dell’
arco LMP dell’ iperbola equilatera meno 4«2, ch’ ¢ una nuo-
Z

va, ed egregia proprieth di quefte curve.

‘TEo-
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TeEorREMA IIL

Steno le due equazioni infrafcritte (7), e (8); io dico ,
che pofta la prima di efse, fuflifte anche I’ altra

(7) 8= ay/a=n

‘/ (s 2 %4
(8)/: aadzy .—i[—, aadn
@—gt ‘/ PO

Quefto teorema fi dimoftra, come gli altri due, che lo
precedono, differenziando, e facendo le debite foftituzioni trat-
te dall’ equaziene (7).

Corovrtarrto L [fig.24]

PRendati nella lemnifcata la corda CQ =z, e I altra cor-
da CE=u, attribuilcafi ad » il fuo valore efprefso nell’ e-
quazione (7), fi foftituifcano nell’ equazione (8) gli archi
diretto, ed inverfo della curva in luogo delle loro efprefsio-
ni, e fi trovera arc, CQ ==arc. EA.
Scor1po IIL [fig. 24]

SE =0 larco.diretto CQ ¢ nullo, e in virth dell’ equa.
zione (7) ' annullamento di g rende CE (#)=a, di mo-
do che "arco inverfo E4 ¢ nullo anch’ efso ; il che fa co-
nofcere y che I’ equazione notata nel fine del preccdcn{e co-
rollario ¢ complera . Quefla infigne proprieta QClla l;mmfcata
¢ ttata da me fcoperta, ed elpofta in mamera'd.xvc,r[a pel
mio metodo per rettificare la differenza degli archi in infinite
fpecie di parabole irrettificabili,

Cororrario IL [fig. 24]

TRovando, come qui fopra d infegnato di fare, I arco in-
verlo EA eguale all’ arco diretto CQ, potra_ mifurarfi que-
flo medefimo arco CQ mediante il I. corollario del 11. teore-
ma, e viceyerfa trovando I’ arco diretto CQ eguale all’ arco
inverfo EA4, potra effere mifurato quefto medefimo arco EA
per mezzo del corollario del I. teorema. Co-
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CoroLLARIO IIL

PRoBLEMA.

TAgliare per mezzo il quadrante della lemnifcata (fig. 24)

Se la corda CQ () della lemnifcata ¢ uguale all altra
corda CE (u) di effa, e fe nel tempo flefso » % il fuo va.
lore notato nell’ equazione (7), allora z=w= 147 5,
. v aatza
donde rifulta fatte le debite operazioni

z_:u:\/azz‘/?—zm )
¢ perd attribuendo a z queft’ ultimo valore, i due punti del-
la lemnifcata @, ed E coincideranno in B, in maniera che
P arco diretto CB farh cguale all’ arco inverfo BA, e la cor-
da CB = =g rtaglierd per mezzo il quadrante della lemni
fcata. Il che dovea ritrovarfi .

GIUN-
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G I U N T E
A QUESTO PRIMO SCHEDIASMA

Sopra la mifura
DELLA LEMNISCATA.
Teorema I (fig.26)

g Ofto (*) il quadrante della lemnifcata CGA, dat

cui punto eftremo A fi alzi la normale 45, la
quale fia incontrata in R, e in [/ dalle due cor-
de CG, CE prolungate; io dico in primo luogo,
che fe la corda CE ¢ ugnale alla porzione 4R
della normale tagliata dal’’altra corda CG, I’ arco inverfo EA
della curva ¢ uguale all’ arco diretto CG. Io dico in fecondo
luogo , che la corda CG & uguale alla porzione 4I della nor-
male tagliata dall’ altra corda CE.

Dimoftrazione della prima parte.

Dai due punti G, E della lemnifcata fi tirino le ordinate

GM, EN (y) perpendicolari all’ afse (4), ful qualc fieno le

abfcifse corrifpondenti CM, CN (%) ; indi fi confideri, che

I’ equazione di quefta curva & xx —gy=ay/ sy, € che

nominando () la corda CG=¢/ xx—+y, fi @ ancora =4

Vs, € calcolando a dovere fi ottiene »= : 4/ bz ed
a4/

Y=Y wzz

II‘/ 2 ..
, Ma la fimiglianza e’ triangoli CMG, CAR fomminiftra
AR =caxom ,
CM
Adun-

(*) Giornale de® Letterati & Italia tom. XXXIV. pag. 157
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Adunque ponendo in luogo di CA, GM, CM il loro va-
lore analitico; fi 4, fatra la debita riduzione, AR==4ay iz 7%z,
vV aa— 2z
e percid efsendo la corda CE = 4R, fi avra ( in virth di
quanto & moftrato nel L. fchediafma fopra la lemnifcata, ciod
nel 1. corollario del IIL teorema ) fi avry, dico, I' arco in-
verfo EA eguale all’ arco diretto CG.
Il che era in primo luogo da dimoftrare.

Dimofirazione della [econda parte .
Poiche cE (#)==ay/aa—=zz , fars ancora facendo le dovu-

i V an—+zz )
te operazioni, CG (%) == sy /ss—u » i1 modo , che pofta la
cattin
corda €G di quefto valore, I arco diretto CG fara eguale all
arco inverfo EA, e vicendevolmente pofto I"arco inverlo EA
eguale all’ arco diretto C€G, la corda CG fark del valore fud-
detto. Ora fi vedrd come nella dimoftrazione della prima
parte, che I abfciffa CN=#¢/ wa—+u, € I ordinata NE =
V)

ﬂ‘/:a-—uu .
e e o .

Si proveri eziandio per la fimilitudine de’ triangoli CNE,
CAI, che Al = CAXEN = ay/as—uws . Adunque la corda

CN

e :
CG (z) ¢ nguale ad 4I. Cid che in fecondo luogo doveafi
provare .

CoroLrLLarRIO I,

SE 12 corda cB tagliers per mezzo in B il quadrante della
lemnifcata, taglierh ancora in L la n®male A4S, in manicra
che l@ porzione AL di efla normale farx eguale alla quda
CB; mmperciocché in quefto cafo i due puntt E, G coincide-
ranno
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ranno in B, le due rette €I, CR i confonderanno nella ret.
ta CL, € i due punti /, R s uniranno in L.

CoroLLARIO IL

A Dunque fe la AL fark eguale a quefto valore o/aay s —as
(che ¢ per I' appunto il valore della corda CB proprio a ta-
gliare per mezzo il quadrante della lemnifcata , conforme &
moftrato nel I. {chediafma fuddetto, cioé nel IIL. corollario
del IMI. teorema ) conducendo dal punto L al centro C la
retta CL, quefta feghery per mezzo in B il medefimo qua-
drante.

Teorema IL [fig.27]

SE la normale 45 ¢ uguale al femiafle C4 della lemnifcata,
ed ¢ urata " ipotenufa €5, indi & divifo per mezzo I ange-
lo femiretto 4Cs dalla retta CH, che incontra la normale in
H; io dico, che prendendo la 4L media proporzionale tra
la 4H, e la A4S, e conducendo dal punto L al centro C del
la curva la retta LC; quefta feghers per mezzo in B il qua-
drante della lemniicata.

DiIMOSTRAZIONE.

ESfen,do la A4S = 4C = a, I'ipotenufa CS fark =4 /T,
ed effendo I angolo 4cCs divifo per meth dalla retta 4H, che
incontra la fua bafe 4S in H, fi avri quefta proporzione
AH . HS (a=—AH) :: AC (2) . CS (ag/7 ), donde fi
deduce fatre le debite operazioni AH= _ « , ma la 4L

1=y T

PUNtO _« = (/7 T m, come apparifce moltiplicando r
Visyr S

uno, e I alcro membro di queft’ ultima equazione per /1=y

poiché ne viene 4=y /7a—ss==4 ; adunque pel 1I. corollario

del precedente teorema la retra LC taglia per mezzo in B il

qua-

1—6-‘/ 2
media proporzionale tra 4H [ ], ed 45 () ¢ ap-
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quadrante della lemnifcara. Cid, che bilognava dimoftrare.

ScoL!I O

F Acile ¢ da dimoftrarfi (fig. 27), che il lato s dell’ ango-
lo femiretto ACS tocca nel centro € la lemnifcata, e che 13
normale A4S la tocca anch’ effa nell’ eftremith del quadrante.
Se il punto G ( fig. 26 ) cadefle tra il punto eftremo 4, ¢
il punto medio B, allora il punto corrifpondente E cadrebbe
tra il centro € , ¢ il punto medio B, e valerebbero i me-
defimi raziocinj efpofti nella dimoftrazione del I. teorema.

ProBreEma L (fig. 28)

T Rovare il punto, in cui il quadrante della lcmmfcata. ¢
tagliato dalia maggiore dell’ ordinate.

SoLUzi1oNE.

Sta I'ordinata HT (}/) un maflimo ; adunque dy =o;
Me y=zv s e dy= { ““'—Z'Lz) Eguaghan-
;:;—f a7 V sa =2z
do pertanto quefto valore di dy a zero, fi & 233 =as ", ¢
quindi CT (g) = _« . Cid, che era da trovare.
y 2

CoroirrarRIO L

SUrrogando in vece di z il fuo valore _« ne valori di

V2
CH("') =Ry awr=> ¢ di HT (r) =z ‘/m—zzaﬁh
2 awz
CH (x) =ay T 5 ed HT ()= _a__, ¢ per confeguenza
2‘/'— 2‘/:
la maggiore delle ordinate HT ¢ {uddupla dclla, corda , che
le corrilponde .

Co-
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CororLLario IL

ADuuque prolungando la TH maggiore delle ordinate fino
al punto § dell’ altro quadrante inferiore CSH della lemnifca.
ta, che ¢ fimile, ed eguale al quadrante fuperiore CT 4 ( co-
me agevolmente fi pud provare ), e tirando l'altra corda in-
feriore CS eguale alla corda fuperiore CT, il triangolo CTS
fark equilatero.

Corotrrarto IIL

E pery 1 angolo T'CH fark di 30. gradi, poiché egli ¢ fud-
duplo dell’ angolo TCS, che ¢ di gradi 6o, donde nafce una
nuova maniera di {ciorre quefto problema.

ProsLeEmMaA IL (fig. 28)
T irare 1a tangente a qualfivoglia punto della lemnifcata.
SoLUZzZIONE,

IL punto T rapprefenti qualunque punto della lemnifcata:
fi alzt dal centro C fulla corda CT la normale CP, che fia
taghata in P dalla tangente TP : indi immaginando la corda
Cr infinitamente vicina all’ altra €T, e fegata in O dall'ar-
chetto TO, che dal centro C col raggio CT ¢ defcritto : fi confide- .
ri, che i due triangoli rettangoli +OT , TCP fono fimili, talche

fi & la proporzione 0 (dz) . *T ( ""‘"z_> 1 TC(R) . TP
‘/ .

n4 — 24

= _4ax_ ; laonde la fottangente CP = /TP —1C fark

Ve
% . Il che era da fare.

P—

_COROLLARTIO,

LA fimiglianza de’ due triangoli rettangoli fuddetti fommi-
niltra queft’ altra analogia €T . CP <.i_.. )“’0(‘12)' or.
V 4

a*—z

Tom. I1. Yy E
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E quindi €T X OT prodotto degli eftremi & uguale a cPX 10
— _z*d= prodotto de’ mezzi, di modo che I' area del picco-
V=5 .
lo triangolo TCO , che & uguale alla meth del rettangolo
cT X oT ¢ fuddupla dell’altro retrangolo CP X 10, ed ¢ vgua-
lc a z’dz

2yt
ProerLEMA IIL (fig.28)

E sibire 1a quadratura generale della lemnifcata.
SoLvuzionNE.

QUalﬁvoglia fegmento diretto della lemnifcata fia rappre-
fentato dal fegmento ¢TC, I’ elemento del quale & il pic-
colo triangolo TCO, adunque pel precedente corollario quelto
fegmento CTC =f. 2 dz == K~ 1 /&—72*
2/ T 4
La K & una quantith coftante, che cosi fi determina. All
annientarfi di CT (z) ¢ annulla anche il fegmento cTC, el

ultima equazione fi trasforma in queft’ altra o = K — 1 #4,
: 4

e perd K = 144, e il fegmento diretto CTC==1as—1

" 4

—_— 4
v #=z*. 1l che fi doveva fare.
CoroOLLARIO L

A Liorche il punto T cade in 4, la corda €T (%) diven-
ta il femiafle 4C (a), e il legmento diviene I’ intero qua-
drante, il di cui valore ¢ 1 ss. Adunque lo fpazio curvo

4 . . .
CTASC, contenuto dal quadrante fuperiore, e dall’ inferiore,
¢ 1 as, e le due figure congiunte racchiufe da tutta la peri-

2
feria della lemnifcata formano uno {pazio eguale al quadrato
aa del femiafle .

Co-
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CoroLLARIO I,

IL fegmento inverfo CTACT ¢ uguale 2 1 o/ T—3.
4

Scotrr1o.

Pubd dimoftrarfi con tutea facilith mediante I equazione
xx~yy = ay/xx— yy della lemnifcata, che quefta curva geo-
metrica torna in fe medefima, ¢ forma una figura propria-
mente chiufa, coftituita da quattro quadrant fimili , ed e-
guali; onde non fo come pofla generalmente fufliftere I' opi-
nione del celebre Tlchirnaufio, che % creduto , effere incapa-
ci di quadratura indefinita tutte quelle curve, dalle quali fi
gura chiufa fi forma. Leggafi cid, che di tale opinione fi
accenna negli atti di Lipfia dell’anno 1695. pag. 490.,e dell’
anno 1691. pag. 437. Che poi lalemnifcata torni in fe medefi-
ma, cio¢ formi figura chiufa, anche il sig. Jacopo Bernulli
lo riconobbe , come pud vederfi negli arti di Lipfia dell” anno
1694. pag. 338., e dell’ anno 169s5. pag. s45.. Ci fono an-
cora altre curve di un contorno fimile a quello della lemni-
fcata, e gencralmente quadrabili. ‘

ME-

Yyz2
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M E T O D O
PER MISURARE
LA LEMNISCATA.
| | S‘CHBD'IA'S.I;A‘].:.I.
Trornema L

=gyl Teno (*) le due infrafcritte equazioni (1), e (2),
B%l io dico, che pofta la prima di efle, {uflifte anche
¥ altra ) ‘
(I) x*x=1 ‘/Iﬁ‘/ 1 -t
z
(2) =kdz = dxy/5
‘/;::7' ‘/x—oéx?

DiMmosTRAZIONE.

L Equazione (1) differenziata fomminiftra un valore di 4
ch’ eflendo ridotto ad una femplice efpreflione fa conofcere

dx = =+dz moltip. per ‘/-13‘/1__;4'
T—

Dalla medefima equazione (1) fi deduce ancora la feguente
e,
I o Ttxt= 1 ‘/I—g-‘/ 1 —t
— 2z

2 _
_E dividendo la penultima equazione per queff’ ultima fi
glunge all’ equazione (2).
Il che dovea dimoftrarfi.
TrorREMA 11
Siteno 1c due equazioni infrafcritte (3), e (4); io dico,

- che
(*) Giornale de® letterati &’ Italin tomo XXX. pag. 87.
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pofta l2 prima di effe tuiute anche I' altra
(3) "-—t/‘-!-’
Vit
(4) Fdz = dx /5
vi=z i

357

DIMOSTRAZIONE,

lefcrenziando I’ equazione (3), e operando nel debito mo-
do, fi2

dx= =4z moltip. per _1 _
‘/I—ZZ 1=z
Inoltre la ftefla equazione (3) moftra
R N A
z 1 —+ z

E dividendo la penuluma equazione per queft’ ultima, fi
ottiene ' equazione (4)

1l che dovea dimoftrarfi.
Teorema IIL

S 1eno le due equazioni_infrafcritte ($) ¢ (6); io dico,
che pofta la prima dj effe, fuflifte anche 1" altra
(5) x = "_}/z
1—ut
(6) v = 1 _X_d
Vies® 7

DIMOSTRAZIONE,

Dar equazione (5) differenziata, ¢ maneggiata 2 doverg
niulea

Ax, = dv molup. per 1=+«

‘/ T I—wt
¢ dalla fuddetra equazione (5) fi dcduce
‘/1* xt = 1+ -+t
Py

Divie -
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1s1ividendo polcia la penultima equazione per queft’ ultima,
fi. arriva all’ equazione (6). ’
Il che dovea dimoftrarfi.

TeoREMA IV,

Steno le due infraferitee equazioni (7), ¢ (8); io dico,
che pofta Ia prima.di effe; fuflifte anche I’ altra
(7) *= 1 /i =0
1V ’
(8) —_—dt = _r x dx
Vit g1 g

DiMOosSTRAZIONE.

D 1fferenziando 1 equazione (7 ), e riducendo il valore di dx ad
una comoda efpreflione, ritrovall '
dx o7 ——d moltip. per 1=+
= e
La flefla equazione (7) fa vedere

2¢/ 1 4 o= It

e . . : '
. E la penultima equazione divifa per queft’ ultima rende
equazione ( 8:).

Il che dovea dimoftrarfi.

Scor10l

PEg far ufo di quefti teoremi fi noti :
Primo, che f_dz _ rapprefenta I’ arco diretto CS della le-

. vi—* .
mnifcata ( fig. 29 ) foftenuto dalla corda CS = g, purché il
femiafe CL di quefta curva fia eguale all’ unich.

Secondo, che fi—d= elprime 1 arco inverfo SL della me-

11—zt .
defima curva, che corrifponde alla fuddetta corda CS (%)
Terzo, che [ dx = = 3 [idsy/ip5 — 1 /T=tm, cOMC
Vi .

fi prova col calcolo o Quar-
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--Quarto, che [ dx /T clprime | arco 49 ( fig. 30 )
della parabola cubica primaria corrifpondente all’abiciffa AF =,
purché prendendo # per I unith, il parametro di quefta pa-
rabola [ia #/7, € le ordinate ficno normali all’ abfciffa

Quinto, che »y/ 7 3+ denota la porziene @7V della tan-
gente ( fig. 30) comprefa tra I ordinata FQ, ¢ la rerta in-
definita 4V, che dalla origine 4 della parabola fcorre paral-
lela alle ordinate

Sefto, che per confeguenza fi avrh

J 4 = 3 arc. AQ—1 QV

3 2

1=t

Efempj per moftrare il modo di applicare alla geomerria

i precedenss seoremi . :
Efempio 1. pel 1. teorems (fig. 295 ¢ 30)

NEr equazione (1) il fegno arbitrario =¢ fignifichi il fe-
gno negativo, s’ integri | equazione (2) mediante il preceden-
te fcolio, ¢ [i troverk
Arc. CS = _3 _arc. A9 — 1 9V
v v
Annullando 4F (), s’ annienta anche CS (%), € perd
queft’ equazione é compieta.

Efempio I pel L. teorema (fig. 295 ¢ 30)

NeEr equazione ( 3) il fegno = rapprefenta il fegno ne-
gativo, s integri I’ cquazione (4), € fi fcoprird,

Arc. SL= 2 _arc. AQ — 1_QV

z ' 2 .

La fuppoﬁxone di CS (z) =1, che annienta I arco inver-
fo SL, rende 4F (x) =0, e perd quelt’ equazione ¢ com-
pleta.

Scorio IL

Nwu progreffo di queflo ferirto io non proverd pili, che I
€qdazioni jono complete, dovendo baftare ai lettori il 31eto-
0,



360 METODO PER MISURARE
do, con cui mi fono regolato in quefti due efempj per accer.
tarfi da loro medefimi deila pienezza dell’ equazioni feguenti;
efsi potranno ancora fervirfi dei quattro antecedenti teoremi
per trarne altre maniere di mifurare la lemnifcata mediante
I gftenfione della parabola cubica primaria, non ommettendo
perd, dov’ ¢ d’ uopo, la fortrazione, ol aggiunta della quan-
titx coftante propria a render complete I’ equazioni.

Potranno in oltre dedurre da quefti teoremi delle verith af.
fatto nuove , concernenti la comparazione degli archi della
fuddetta parabola, ec. -

Io mi contenterd di accennare, che ficcome la mifura del-
la parabola cubica primaria dipende in pi maniere dell’ e-
ftenfione della lemnifcara in virth dei quattro antecedenti teo-
remi, € la mifura della lemnifcata dipende dall’ eftenfione dell
iperbola equilatera, ¢ d’ una fpecie d’ eliffe unitamente , con-
forme & fcoperto nel I. fchediafma, ne fegue, che la mifura
della parabola cubica primaria dipende in pid maniere dall'e
ftenlione delle due fuddette fezioni coniche unitamente . Queft’
invenzione non potra non piacere a chi avra confiderato.cid , che
fi legge negli atti di Lipfia dell’ anno 1695. pag. 64.,-€ pag
184. verfo i} fine. '

TeEorReEMA V.

S teno le due equazioni jnfrafcritté (9), e (10} io dico,
che pofta la prima di effe fufsifte anche I’ altra

-

() wys=1¢/1—¢im7
Vi F

(IO) __:1_:___: 2du

v T2zt "¢ 1—ut
DimMosTRAZIONE,

POnendo nell’ equazione (1) del I. teorema in vece di =F
il fegno negativo, e in cambio di » il fuo valore wy/ 3 0O

1 ——l‘
tato
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tato nell’ equazione (5) del IIL teorema, fi % I equazione
(9), indi furrogando nell’ equazione (2) del I. teorema in
luogo di dxy/7 il fuo valore _2du_, che nafce dalla fuppo-

Vix" Vi—ut
fizione fatta di » (come fi vede, moltiplicando per 2 I'equa-
zione (6 ) del IIL teorema ) me vicne I equazione (10).
Il che dovea dimoftrarfi.

CororLranrro L (fig.29)

CHiamiﬁ 2 la corda CS della lemnifcata, ed # I' altra cor-
da CI, e integrando I’ equazione ( 10), fi troverd

Arc. C§=12 arc. CI

Laonde confiderando la lettera x come cognita nell' equa.
zione (9), fe ne trarrh il valore della corda CI (%), che ta-
glia per mezzo [’ arco diretto CS.

Corotirario IL (fig. 29)

Dar equazione (9) nafce queft’altra
(11) 3= 22 g/ 1=
TR
E quefto valore di z & tale, che chiamando u la corda CI
confiderata come cognita, e facendo I altra corda CS eguale
al fecondo membro dell’ equazione (11) I’ arco diretto CS &
doppio dell’ altro arco diretto CI.

TroreEma VI

Steno le due equazioni infrafcritte (12), ¢ (13); io dico,
che pofta la prima di effe, fuffifte anche I altra

(12) 2 yrr=1 V1=vi=?

¥/ 2 z
(13) _de == 2dr

vi—=z ‘/_x-:!

Tom. IL Zz Dr-
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DiMosTRAZIONE,

P Onendo nelt equazione (1) del I. teorema in vece di =
il fegno negativo, e in cambio di » il fuo valore 7%
‘ fvy
notato nell’ equazione (7) del 1V. teorema, fi & 1" equazione
(12). Softituendo poi nell’ equazione (2) del I. teorema in
luogo di dxy/7 il {uo valore —z2d: , che deriva dalla fup.
s Vi
pofizione fatta di » ( come apparifce moltiplicando per 2 I
equazione ( 8) del IV.teorema) s ottiene I’ equazione (13)s
Il che dovea dimoftrarfi,

Corortarro I (fig.29)

St nomini % la corda CS della lemnifcata, e (#) I altra
corda CH, e ne tifultert arc. CS = 2 arc. HL.

Cororrarto II (fig.29)

O Rdinando I equazione (12), e ponendo in effa # in can.
bio di z, ed r in vece di #, fi giunge a queft’ altra
(14) n==2r /7= .
T s
Di modo che nominando # la corda CO, e affumendo !’ al
tra corda C/ (#) eguale al fecondo membro dell’ equazione
(14) I’ arco diretto C/ farh doppio dell’ arco inverlo OL

Prosrzma L
T Agliare in tre parti eguali il quadrante delle lemnifcaras

SorLuztonNE (fig.29,¢ 31)

IN virtd del reorema VI., e fuo I. cotollario I’ arco diretto
CS ( fig. 29 ) farh doppio dell’ arco inverfo HL , purché chia-
mando-# la corda CH, e g I’ altra corda CS fi abbia I’ equa-
zione (12 ), Suppongafi ora, che i due punti §, e H coine
cidano
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cidano in T, e quefta fuppofizione render CS(z) =CH (+),
e I' arco diretto CT ( fig. 31) farh doppio dell’ arco inverio
TL, che diverrh la terza parte del quadrante. :

Ma fupponendo #=z_ nell’ equazione ( 12), e po fcia ordi
nandola nel debito modo, ec., fi ottiene

4
x=y —3+2¢3
Laonde attribuendo alla corda €T (fig. 31 ) quefto valore
di z, e pigliando I' arco diretto CI eguale all’ arco inverfo
TL mediante il III. teorema del I. f{chediafma, fi avra lo
fcioglimento del problema.
Il che dovea ritrovarfi.

PrRosLEMA IL

T Agliare in cinque parti eguali il quadrante della lemni-
fcata.
SoLuzione (fig.29, e 31)

C Hiamifi » la corda c1(fig. 29) della lemnifcata, e z I'al-
tra corda Cf, facciali x == 2u ¢/ 1=+, € I arco ¢s fara dop-

=+
pio dell’ arco €I pel fecondo corollario del V. teorema. Si
nomini pofcia r la corda co ( fig. 29); fuppongafi la corda CI
()= 2r 7+, ¢ I arco diretto €7 fark doppio dell’ arco
T

inverfo OL pel I corollario del VI. teorema; dunque I"arco

diretto €S fary quadruplo dell’ arco inverfo OL. .
_Suppongafi ora cs (3) =CO (r)y i punti S, ed O coin-
cideranno in T , I arco TL ( fig. 32 ) far2 un quinto del qua-
drante, I'arco 1= 2arc. TL_conterra due quinti del!o ﬂef:
fo quadrante, ¢ I’ arco JIT = arc. CI ne conterry gli aluri

due quinri. N
Prendafi pofcia mediante il ITI. teorema del' I. fchednafme
{ arco inverio EL ( fig. 32) eguale all’ arco diretro CI, ¢ I
arco diretto CB eguale all’ arco inverfo TL, ¢ 1 punti B, 4

Zz 2 ’
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E, T taglieranno il quadrante in cinque parti eguali.
" Refta loloa trovare il valore precifo della corda €T ( fig. 32)
eguale nello fteffo tempo a 2, € a r, e queito fi troverh fo-
ftituendo nell’ equazione (14 ) in luogo di r la lettera g,
mentre i avrh . ,

(15) s == 23/T—2

Tz

E ponendo quetto valore di % nell’ equazione (11) fi giun-
gerd a un’ alira equazione, la quale non conterrd altr’ 1co-
ghita, che la lettera z, ¢ dovra reputarfi un’ equazione dell
ottavo grado, poich¢ fe in effa fi fupporrd z* = 4, ne ritul
terd una nuova equazione appunto dell’ ottavo grado; il cal-
colo fara pitt lungo, che difficile , purché non fi trafcurine
quelle maniere di facilitarlo, che fono ben note ai periti a-
nalifti, ¢ perd ftimo fuperfluo di ftenderlo in queflo fcritto.
Avvertird folamente, che nell’ equazione efprefliva del valore
di z* la medefima quantith di g* avrh due valori veri mino-
ri di 4*; il maggiore di quefti due valori efprimerk il qua-
dratoquadrato dit €T (z), e il minore di efli elprimera il

..quadratoquadrato diCI () ;imperciocché fe nell’ equazione ( 15)
fi porrd in vece di g il fuo valore in u tratto dall’ equazione (11),
fi troverh un’ equazione affarto fimile a quella, ch’ efprime
il valore di z*, ec.

Il che dovea ritrovarfi.

1l fu sig. marchefe de I’ Hofpital nel fuo eccellente trattato
delle fezioni coniche lib. ¢. prop. 9. infegna un modo di co-
ftruire I' equazioni dell’ ottavo grado.

TeorEMa VIL
SIcno le due equazioni infrafcritte (16), ¢ (17); io dico,
che pofta la prima di effe fuflifte anche I’ aitra

(16) w7 =2

Vit iz
(17) —dz = _2du
Vit iead
11 che dovea dimoftrarfi. Dr-
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DIMOSTRAZIONE.

N EIl' equazione (3) del fecondo teorema il fegno =¢ rap.
prefenti il fegno negativo, e in vece di » vi fi ponga il fuo
valore # /7 notato ncil’ equazione (5) del Il tcorema, ¢ fi
N
avrh |’ equazione (16). Si furroghi poi nell’ equazione (4)
del 1L teorema in Juogo di dx¢ 7 il fuo valore _24s , che
T visF

proviene dalla fuppofizione fatta di x ( come moftra I’ equa-
zione (6) del III. teorema moltiplicata per 2 ), e fi avrh
all’ equazione (17)..

1l che dovea dimoftrarfi.

CoroLLaRrRIO [fig. 29]

CHiamando % la corda CS della lemnifcata, ed # I altra
corda CI, e polcia integrando I equazione ( 17 ), fi ottiene
Arc. SL =2 arc.CI
Purché », e z abbiano il valore, che fi deduce dall'equa-
zione (16 ).

ProsLEMA IIL (fig. 33)

St divifo per mezzo in M il quadrante della lemnifcata ;o
fia dato I’ arco diretto CB minore della metd del quadrante :
trovare | arco intermedio M/ eguale all’arco diretto dato CB.

SoLUZIONE,

L PRendaﬁ, mediante il teorema VIL , e fio corollario, I'
arco inverfo EL doppio deii’ arco diretto dato CB. IL. Pren-
dafi, mediante il teorema V., ¢ fuo I corollario, I arco di
retto C/I fudduplo dell’ arco direrro CE. Egli ¢ vifibile, che

l2 fomma degli archi CB =+ ¢I ¢flendo eguale alla meﬁ; della
om-
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fomma degli archi CE =+ EL, fara per conleguenza eguale al.
la meth del quadrante; dunque arc. CB ~+ arc. CI=arc. CM,
e togliendo dall' uno, e I aliro membro di quefta equazione
I'arco comune CI, refta arc, CB = arc. MI,

Il che dovea dimoftrarfi,

Cororrarto [fig.33]

PRendaﬁ mediante il III, teorema del L fchediafma I arca.
inverlo FL eguale all’ arco dirctto CI, ¢ fi avrd I arco
Mf — atc. MI = arc. CB

‘TEOREMA VIIL

SIeno le due equazioni infrafcritte (18), e (19); io dico,
che pofta la prima di efle fufliite anche I altra
(18) L vi—r =i
(19) —& =— 2t
v yi—"

DiMmosSTRAZIONE,

NEll’ equazione ( 3) del IL teorema il fegno =¢ rapprefen-
ti il fegno negativo, e in vece di x vi fi ponga il {uo valore
Ty 7= elpreflo nell’ equazione (7) del IV, ,teorema,cﬁ
ryE .
avrd I’ equazione (18). Softituifcafi pofcia nell’ equazion
(4) del 1L teorema in cambio di dx v7_ilfuo walorer—}ji ’

i vi=r
che rifulta dalla fuppofizione fatra di x ( conforme dimoftra
I' equazione (8) del IV. teorema moltiplicata per 2 ), € fi
giungerd all’ equazione (I19).

Co-
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CoroLLARrIO [fig.29]

IN Ominando 2 la corda €S della lemnifcata, e (#) I' altra
corda CH, attribuendo a %, e a # i loro debiti valori de-
dotti dall’ equazione ( 18), e integrando I equazione (19)
fcuopre I arco inverfo SL eguale al doppio dell’ arco inverio HL,

Scorro IIL
DA teoremi V., VI, VIL e VIIL, ¢ foro corollar] potrata
no dedurre i lettori det modi di tagliare per mezzo il qua-
drante della lemnifcata affatto uniformi alla maniera di cid
fare da me fcoperta nel I. fchediafima, e quefto fervird per
prova della giuftezz4, e fecondita del mio metodo,

Prostema IV

Poto, che il quadrante della lemnifcata fia tagliato in un da-
to numero di parti eguali, fuddividere in due porzioni paris
menti uguali ciaicuna di detre parti.

SoLuzioéNE:

PeEr maggiot chiarezza, e brevith fi chiamino archi diretti
impari quegli archi direrti della lemnifcata, che contengono
un numero impari delle parti eguali di effa. In virth del I.
corollario del V. reorema fi prendano gli archi diretti fuddu-
pli di turei gh archi direzti impari; indi pel 1. corollario del
IIL teorema del 1. ichedialms fi trovino gli archi inverfi e-
guali a tutti quefti archi diretti fuddupliy e fi otterry I in-
tento. Il che dovea ritrovarfi.

Scorto IV,
DAl virt. teoremn poerai1y delarre i lettori un’ altra ma-

miera fimile di fcioire quelto problema , che jo per brevia
traialcio . .

Co-
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COROLLARTIO.

P Oiché nel I fchediafma & infegnato il modo di tagliare il
quadrante della lemnifcata in due parti eguali, ¢ nel L, ¢
II. problema del prefente fcritto & trovata la maniera di fe-
gare il medefimo quadrante in tre, e cinque parti eguali; ne
fegue in vigore dello fcioglimento di quefto problema , che il
quadrante della lemnifcata potrd dividerfi algebraicamente in
tante parti eguali, quanti numeri fi contengono in quefte tre
formole , cioé :

2 X 2m; 3X2m; 5X2m, nelle quali I' efponente m fi-
gnifica qualunque numero intiero pofitivo,

E quelta ¢ una nuova, e fingolare propriets della mia
Gurva.

METO-




M E T O D O

per trovare nuove mifure degli archi

DELLA PARABOLA CUBICA’
PRIMARIA. |

AVVERTIMENTO.

meen Ovrd (%) chi legge confiderare cid, che io fon qui
q per dire , come una continuazione del mio II.
fchediafma fopra la lemnifcata, il quale anche fi
terry fotto gli occhi per ben comprendere - cid'y
che fegue.

TzonzMA IX.

S Ieno le due equazioni feguenti (20), e (21): io dico,
che pofta la prima di efle, anche I’ altra fuffifte
(20) r=(y/T+x Fx¢/7 ) divil.per (o/ T =k x¢/7)
(21) &+ & =o
Vied i
DiMoSTRAZIONE.

IN vireh del 11, teorema , pofta ' infrafcritta equazione (22),
fi & I altra equazione (23) parimente infrafcritta , come 1
vede quadrando I' equazione ( 3), dividendo I’ equazione (4)
Pery/ 3, ¢ ponendo nell’ equazioni (3), € (4)#in luogo dix
(22) r= (1= %) div. per (1=£3)
(23) ¢ 4 = a_
24/ 1zt V14t .

In Olt‘é [‘:l T t:grema, data la feguente equazione (24 ),
che ¢ la fteffa, che I’ equazione prima, fi I’ altra equazione
(25), come appare dividendo per /7 I’ equazione feconda

Tom. I1. Aaa (24)

(*) Giornale de’ Letcerati d Italia tom. XXXIIL pag. 148,
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‘1

L (34) =13/ i) 7 dive per g,

(25 ) wtdr o - dx

Vivied Yiaws
Ma I’ equazione (24) genera queft’ altra
R=rvy S
Vies - . '

E perd loftitnendo nell’ equazione (22) quefto valore di 7.
fi troverh I’ equazione (20 ), e aggiungendo I’ equazione (25)
all” equazione (23), fi avra I’ equazione (21): ci1d, che era
da ‘dimoitrare . ’

Scorro V.

Uando nel fegno ambiguo dell’ equazione (24 ) prevale il

fegno fuperiore , allora la quantith » ¢ minore dell’ uni-
th, o almeno non maggiore di effa; ma quando nella derta
equazione (24 ) in vece del fegno dubbiofo fi prende il fegno
tnferiore, allora la » ¢ maggiore dell' unith, o almeno non
minore , come fa vedere la ftefla equazione (24), ove la 3¢
minore , 0 almeno non maggiore dell’ unita , e conleguentemente
la x, ch’ entra nel fecondo membro dell' equazione (20) ¢
minore dell’ unitk, o almeno non maggiore, allorché in det-
ta equazione (20) in vece del fegno ambiguo regna il fupe-
riore, ¢ la medefima » ¢ maggiore dell’unith, o almeno non
minore , quando nel fegno dubbiofo dell’ equazione (20) fi
allume ! inferiore

CoroLLARTIO.

C i delidera avere il valore di * in ¢ idoneo a falvare r
equazione (21), tragga dall’equazione.(22) il valore di Z 18
¥, cloc ) ’ :

= (=tr1=F ) div. per (1 =) .

E quefto valore di z furrogato nell’ equazione (24) dara
la' feguente '

(26) = [(x )’ F 2 /T ] ':'div. yer(:rr'w)

' TEeo-
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Teoxrema X.

S1eno le due infraferitee equazioni (27), ¢ (28); io dico,
che pofta la prima di efle, fuflite anche I’ altra
(27) t=1x

x
(28) 2 —+_d =
Viertt o1t
DiMmosTRAZIONE,

B Enché il folo calcolo provi femplicifimamente la veritk
di quefta propofizione, che io git trovai con una maniera
nuova, e affatto diverfa nel mio metodo per rettificare la dif-
ferenza degli archi in infinite fpecie di parabole irrettificabili,
tuttavia , affinché maggiormente fi conofca la fecondith de’
principj, che O ftabiliti nel mio II. fchediafma fopra la lem-
nifcata , dimoftrerd il teorema nella maniera, che fegue.
Moftra il III. teorema, che pofta la feguente equazione
{29), che & la ftefla, che I’ equazione (), fi 2 I’ altra equa-
-zione (30), come fi conofce moltiplicando per /7 I' equa-
zione (6)
(29) x= uy/7
Tt
(30) duy/7 = dx
T i :
Di pid fa vedere il IV. teorema, che, data I infrafcritta
equazione (31), fi a I’ altra equazione (132), come appari-
fce ponendo nell” equazioni (7), ¢ (8) win vece di #, e ¢
in cambio di x, e moltiplicando |" equazione (8) per /3

(31) e = /7500

e/ 2
(32) — duy/7 = dr
‘/K —~ ‘/:*—ﬁ ’ .
Ora I equazione (29) moltiplicata per I' equazione (31)
Aaaz2 pro-
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produce I’ equazione s»==1, da cui naice I’ equazione (27),
e I equazione (30) aggiunta all’ equazione (32) genera I'e-
quazione (28): refta dunque ftabilito il teorema : cid, che
bilognava dimoftrare. »

CoOROLLARTIO.

Esli ¢ evidente, che per avere un valore di x in ¢, che
falvi I’ equazione (28), fi dee prenderc quella, che fegue
(33) »=1 :
H
TeoreEma XL

S Teno le due infrafcritte equazioni (34), € (35); io dico,
pofta la prima di effe, fuffifte anche I’ altra

(34) #=(y/Tox=kxy/7) div. per (/T4 Fx¢/7)

(35) —d ~+_dx =o
Viar o ia

DiIMosTRAZIONE,

POnggﬁ nelle due equazioni (20), e (21) del IX. teore-
ma  in vece di 7, ¢ nella fuddetta equazione ( 21) in luo-

go di dr fi furroghi il differenziale di 1 , ciot — - . In

s 114
fomma facciafi, che nelle due equazioni fopraccennate (20),
e (21) la variabile # fi cangi nella variabile 1 , e fi avranno

. 1
le due equazioni (34), e (35); il che doveafi dimoftrare.
SecoL10 VI

In confeguenza di quanto d detto nello fcolio V. replico ora
che, fe nel fecondo membro dell’ equazione (34 ) domina in
vece del legno ambiguo il fegno fuperiore., allora la » & mi
nore dell’ unitd, o almeno non maggiore di effa, e fc nel det-
to fecondo membro dell’ equazione (34) regna in luogo de

fegno dubbiofo il fegno inferiore ; allora la x & maggiore dell’
unitd, o almeno non minore. Que-
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Quefto fcolio, ¢ 1’ aitro, che lo precede, non debbono tra-
fcurarfi da chi vorrs applicare alla geometria i tre antece-
denti teoremi.

CoRrROLLARTIO.

- SE fi vuolé il valore di  in #, atto a falvare ' equazione
(35 ) > pongafi nell’ equazione (26 ) del corollario del IX. teo-
rema 1 in luogo di #, e fi avrad queft’ altra equazione

t

(36) x:[(x-—pn)' = TV —i-u’] T div. per =k#F1

Applicazione di quefle weritd alla parabola cubica primaria;
weggafi la figura 34.
In vigore di quefti tre teoremi, e loro corollarj fi anno de’
valori di s in %, e di » in 7 atti a falvare quelt’ equazione
L N ‘
Vit o .
1a quale integrata, e poi divifa per : fomminiftra quefta quan-
. 3 .
tith coftante
(37) = fidr /75— [l /T TR 1 b/ Tt L 5/ Tt

Ma perché fde i efprime I’ azco AM corrial'pondente
all abfciffa indeterminata AX (=) della parabola cubica pri-
maria AMN, che % per fua natura »’==3y, prendendo per
7 Uordinata MX perpendicolare all’ abfcifsa; e perché ancora
2 *y/T—rx rapprelenta la tangente MR dell’ arco arbitrario

3
4AM ; ne fegue, che la coftante (37) equivale a queft’ altra
quantitd parimente co%tante

(38) =tarc, AN~+arc. AM=x NS— MR _
dove I"arco 4N, e la tangente NS appartengono all’ abfcifla
AT (r), il cui valore ¢ dererminato dall’ equazione (20),
(27')33 (34). Se poi fi vorra, che I’ abfcilss 4T fia arbi-
traria unitamente coll’ arco 4N, ¢ la tangente NS, che gli

S corri
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corriipondono ; allora I arco 4M, ¢ la fua tangente MR cor-
rifponderanno all’ abfciffa AX («), il valore della quale fanh
determinato dall’ equazioni (26), (33), ¢ (36). Dovendofi
avvertire, che le due equazioni (34), e (36) con cid, che
fi ¢ notato nel VL {colio, anno luogo , allorché pelle quantith
coftanti (37 ), ovvero (38) in cambio del fegno ambiguo fi
prende [ inferiore .,

ScorLtrto VIL

DOpo i lumi, che & dati nel mio nuovo metodo per mifu.
rare gli archi d’ infinite fpecie di parabole irrettificabili y non
troveranno i lettori alcuna difficolta in fare il debito ufo del-
la quantith coftante (38) per avere nuove mifure degli archi
della parabola cubica primaria; potranno anche ftendere queft
invenzione a tutte quelle infinite fpecie di parabole, la retu:
ficazione delle quali dipende dall' eftenfione della cubica pri
maria; e per ricevere pid favorevolmente quefta mia produ-
zione, fi degneranno far nuovo riflefso a quello, che dice negli
atti di Lipfia dell’ anno 1698. alla pag. 465. I’ eminente geo-
_metra sig. Giovanni Bernulli.

METO-
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M E T O D O
PER TROVARE QUELLE CURVE,

Nelle quali T angolo fatto dalle corde ( che partono turee da
un punto ), ¢ dall affe fla all angolo fatto dalle nor-
mali alla curva, ¢ dal medefimo affe in dara
ragione di numero a numero .

ScHEDPDIASMA L
TeorR Ema [fig.35, ¢ 36]

M A curva (*) #T A4 rapprefenti qualunque curva, le
di cui corde partano dal punto C, ¢ CA fia I'af
fe (cio¢ la corda, che fi confonde colla normale
alla curva ) ; fi concepifcano condotte le due cor-
de CT', Cr infinitamente vicine , e dal centro C
col raggio CT fia defcritto I’ archetto TO, che taglia in O
la C¢ ( prolungata quando bifogni ), e dai punti T, e ¢ fieno
tirate le due normali alla curva TR, e #R, che fi taglino
in R ; io dico, che I' angolo TCA farto dalla corda, c dall
afle equivale a f. 10, e I’ angolo T1A4 fatto dalla normale, ¢
c

T
dall’ affe equivale a fo T¢
. T TR

DiMmosTRAZIONE.

L Angolo TCO ¢ il differenziale dell’ angolo TCA, e Y ans
golo TRr ¢ il Jdifferenziale dell’ angolo T14 ; imperciocché
f—onducendo dal punto i la retta is parallela_alla normale TR,.
il piccolo angolo sir eguale all’ angolo TR ¢ la differenza de
due angoli ri4, sid, il fecondo de’ quali & uguale all’ angolo
TI4A. Ma £ {a, che I’ angolo equivale al fuo arco d‘wr(o peb
fuo raggio ; adunque eflendo diff. TCA::_"I:%, fark integran-

. : do
(*) O pufcoli Calogierd tom. I11. pag. 1.
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3
do TCA=/.TO0, ed avendofi diff. T4 = T:,{i avrd eziandio
‘ CT TR
TI4 = [. 1 ; il che dovea dimoftrarfi.
TR

Refta a moftrarfi, che i primi membri di quefte due equa.
zioni integrali fieno completi, e cid non ¢ difficile a chi con-

fidera, che quando il puntoT cade in 4, allora £ TO,¢f. T,
CT =~ TR

cio¢ le due fomme di tucti gli elementi dell’ angolo TCO, ¢
di tutti gli elementi dell’ angolo T4, che anno luogo tra i
punti T, ed 4, ambidue, dico, quefte fomme fono eguali
a zero.

ProsrLeMA (fig. 35, ¢ 36)

TRovare I’ equazione differenziale delle curve, nelle quali I
angolo TI4 fta all’ angolo TCA in ragione di m ad » (m,
ed # efprimono qualfivoglia numero razionale pofitivo ).

SoLuz1iowE,

S1 noti primieramente, che fe m non & maggiore di n, il
problema ¢ folubile folamente nel cafo della feconda figura,
ma fe m ¢ maggiore di #, lo fleflo problema ammette due
foluzioni , una nel cafo della prima figura, e I’ altra nel ca
fo della feconda.

Si noti in fecondo luogo, che la formola corrifpondente al
valore di TR raggio del cerchio ofculatore nel cafo della cur-
va concava verfo il punto C, come nella prima figura, dee
prenderfi negativamente per ottenere il valore pofirivo dello
fteflo raggio TR, allorche la curva & convefsa verfo il punto
C, come nella feconda figura. '

- Cid pofto ¢ immagini {ciolto il problema, e che nelle fig. 3%
€36 fi abbia TIA=m TCA ; adunque in virth del teorem3
n

£ avr ancora f. Tr==m [.T0 , cio¢ differenziando
TR B cT
(1) T: = nTo
TR “»CT

Chia-
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Chiamafi ora Cr (), #0 (:td-%), ( ciot —+ dz_ nella fig,
35, ¢ — dz nella fig. 36 ), TO (dx) , Tz (ds), e il
valore del raggio TR dell’ evoluta, fenza fupporre alcuna dif-
ferenziale coftante, fark

=+ 2dzds’ : (dxdxds ~ dsddx —zdxdds )
in modo che il fegno dubbiofo dev’ effere pofitivo nel cafo
deila figura 35, e negativo nel cafo della fig. 36. Tut-
to cid fi deduce dalla” feconda annotazione fatta in principio
di quefto - {cioglimento, e dalla prima formola gencrale del
raggio dell’ evoluta efibita dal celebre sig. Varignon nelle me-
morie dell’ accademia reale delle fcienze di Parigi dell’ anno
1701., ove chiamanfi #, y , dy quelle quantith, che qui fi
denominano refpettivamente TR, 3, d%.

Poiiendo ora il valore di TR, e le denominazioni di
Tr, TO, CT nell’ equazione (1) ne rifulta operando a dos
vere

dxdxds = 3dsddx —zdxdds ==t m dxdzds

n
e trafponendo, e pofcia dividendo per dwds, fi ottiene
(Fm—1)dz —dix — dd =0
n k4 dx ds
e quindi integrando , ritrovafi
hrre—1 ) -1
bx Wy =ldx; =lds=l.a T
( & ¢ una quantith coftante arbitraria ) ) .
Ora queft’ ultima equazione liberata dai logaritmi fommi-
niftra la feguente
e D ] ‘:!:.»i—x

(2)‘( o ds=—a 7

dax
la quale quadrata, e maneggiata nel debito modo, dopo aver
furrogato in effa dx® = dg’ in cambio di ds*, moftra final-
mente ]
' me—] =+ 2z Eam e\
(3)de=z 5 dz:(a 5 =g = )
Il che era a ritrovarfi.

Tom, II Bbb Co-
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CoroLLARIO 1.

S Oftituendo nell’ equazione (z) /77— 27 in vece di dx,
quadrando, e facendo le debite operazioni, fi ritroval

=t 13 a e T PO =+om—z —
(4) ds=a & dg: (a - = ) z
Cororrario I [fig. 35, ¢ 367

F Acendo nelle (fig. 35,e 36 ) I angolo retto TCN, la nor-
male TN farh CTXTr == zd: , a cagione della fimiglianza de’
0

T x
due triangoli OTr, CTN, qual fimiglianza & facile 2 moftrar-

. ok —]
fi: laonde effendo in virth dell’ equazione (2) 4 =4 &% ,
! ax el
X =
farh ancora
=t 11 e X
(35) TN=as
“'_.'m——I
r ]

Corocrranio III (fig. 35, ¢ 36}
Dar equazione (1) fi deduce TR==1» CTX T¢r==1 TN,¢

- m TO m
perd ponendo in luogo di TN il fuo valore efprefso nell’ equa-
zione (5), fi fcopre

b 7 -1
(6) TR=nra 7
» —tme—z
X =
Cororrario IV, {fg 35)
NEUa lemnifcata il punto C ¢& il centro, e il punto X co-
Incide con C, CA (a) ¢ I'affe, e I equazione a quefta curva ¢
© A= ssdz_, che ¢ un cafo dell’ equazione gencrale (4):

3
Laon-
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Laonde per trovare il rapporto dell’ angolo T4 all’ angolo
TCA, facciafi pofitivo il fegno dubbiofo, e fuppongafi

—t 2 —1 -
X w7 =x4efi vedtham —2=4, ciot m =3
Adunque nella lemnifcata r angolo TIA & tr,;plo dell’ ango-
lo TCA. Softituifcafi ora nell’ equazioni (s), e (6) queito
valore di m con fupporre pofitivo il fegno dubbiofo, ¢ fi vedr:
n
" TN= e, e TRZ= 14s
z 3%

Cororrario V. {fig. 36)

SE fi vuole una curva, che rivolti la fua conveffix al pun-
to C, e goda quefta medefima proprietd di T/4 = 3TCA,
affumafi per negativo il fegno dubbiofo dell’ equazione ( 3),
e in effa fi furroghi 3 in cambio di m , dal che rifultery

dw=z—4dy , ciot dx=4* dz_per I equazione differenzia-.

‘/,,_s_ —3 ﬁs — 48

le della. curva.

Cororrario VL (fig.36)

SE bramafi nna curva nel cafo della fig. 36 ove ! angolo
TiAd fia eguale all’ angolo TC4, prendafi nell’ equazione (4)
per negativo il fegno dubbiofo, & facciafi in ela m=—1,eh

vedrk
ds=a=—24dz , ciot ds =z zdZ , €quazione , che compe-

‘/a —4 3 —% ‘/z_.‘— a*
te all’ iperbola Apolloniana equilatera, il di cui centro ¢ in
C, e il femiaffe —a. L’equazioni generali (5), ¢ (6) da-
ranno in quefto cafo TN =2 , ¢ TR= =, ¢loc la nor-

- /3 as
male eguale al raggio del cerchio ofculatore, ¢ fi avrh anco-

R CTr=TI.
Bbb 2 Co-
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Cororrario VIL [ fig 35]

NE cerchio il punto C ¢ il principio del diametro, o fia
afle CA (a),e il punto K cade in C, I’ equazione del cer
chio ¢ quefta - ' :

ds= _#sdz_, che paragonata coll’ equazione generale (4),

aa—Z -
ove il fcgno dubbiofo dev’effere pofitivo, fomminiftra.
2m =2
X w =7, ciot m—2=2, ed m=2; adunque TI4

¢ doppio di TCA; I’ equazioni poi (5), ¢ (6) moftrano
TN =4, ¢ TR=_12, tutte verita notiffime, che comprova-
2z

no la giuftezza del mio metodo .,
Cororrarto VIIL (fig. 36)

SE fi defidera una curva, che fia convefsa verfo C , ed ab-
bia I’ angole T14 doppio dell’ angolo TC 4, facciafi nell’ equa-
zione (3 ) negativo il fegno dubbiofo, e vi fi ponga z.in luo-
go di 7, e quindi fi fcoprirz dx= z—3 dzx_, cio¢

2 —_—

7= _{:6

dv== &' dx_per I’ equazione differenziale della curva ri-

Vi

chiefta . L
Cororrario IX. (fig.36)

MA fe fi cerca uma curva, che abbia I angolo T14 fuddu-
plo dell’ angolo TC4, quefta fark neceflariamente convefla
verfo C, e facendo negativo il fegno dubbiofo dell’ equazione

(3) ¢ ponendovi 1 in vece di m , ne deriva queft’ altra
E S n

o
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—3
dx ==z 7 d3, ciod dx= adzy/7 , che ¢ I equazione dif-

R
ferenziale della curva defiderata.

Potrh quefto mio metodo applicarfi a quanti efempj parti.
colari fi vorrd. Eglié fuperfluo I avvertire, che nel VI co-
rollario la voce femsaffe fignifica la metk di quella linea, che
1 geometri intendono comunemente per I'affe dell’ iperbola e-
quilatera, e che nella figura 36 gli angoli fatti dalle normali
alla curva coll’ affe fi fanno coll’ affe C4 prolungato.

MANIE:
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M A NIER A

Di coftruire, ed efprimere con equazione
algebraica

'L E C U R V E

Nelle quali ' angolo fatro dalle corde ( che partono tuste da un
punto ), ¢ dall affe fla all angolo farto dalle mormali
alla curva, ¢ dal medefimo alfe in dara ra-
gione di numero a numero .

ScuHEDIAsSMA IL

Che dee riguardarfi come una continuaxione del I.

==n1a la curva (*) 4H dotata della fuddetta propricta
Bl (fig. 37, ¢ 38), fia C il fuo centro, ¢ CA (2)

I affe, fia. CH (%) la corda, ¢ CV, VH le coor-
dinate, defcrivafi col raggio C4 il quadrante cir-
colare BYA, di cui le rette 95, P/ feno le ap-
plicate , fitiri la corda C# della curva infinitamente vicina all
altra corda CH, le quali corde ( prolungate quando l_ufqgm)
tagliano il quadrante refpettivamente in ¢, € in @, indi col-
la corda CH come raggio coricepifcafi defcritto il piccolo arco
HN, che taglia in N la corda Ch. .

Suppofte quefte cofe, egli'é chiaro, che I' archetto Q9=
« XHN, ovvero ponendo in cambio di HN il fuo valore

z:m—! =t om—2 A; I .
2 7 dx:\1=zx & 2, (qui fi noti, che per mi
nor imbarazzo del calcolo la retta  C4 (4) fi concepirz per r
avvenire eguale all’ unith ), il fuo valore, dico, fcoperto n€

equazione (3) del I. fchediafma, fi 2

(7)

(*) Opufcoli Calogiera tom. IIL. pag. 15.
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: ) —tm— 22_'1—-—2 X

(7) Y9==%1 & dz_:(x-—z!_ n )z :

Dovendofi avvertire, che il valore di Qg nel cafo della
curva concava verfo C (fig. 37 ) & negativo, perché eflendo
in quefto cafo x fempre minore di 4, ciod dell” unith aflunta
(fuorch¢ quando la corda fi confonde coll’ affe } come appari.
fce dal denominatore del valore di 9g, la medefima g decre-
fce al crefcere dell' arco 49, del quale 9g ¢ I elemento,
Pe} contrario nel cafo della curva convefsa verfo C ( fig. 38)
la z ¢ fempre maggiore dell’ unitk affunta, cioé di « ( fuor-
ché quando il punto M cade in 4 ) conforme moftra il de-
nominatore dell’ efpreffione di Qg, e percid z crefce all’ au-
mentarfi dell’ arco 4@, il differenziale di cui, cio¢ Qg rap-
prelentato in 3, € dz ¢ per confeguenza pofitivo. Facciaft ora

1:f cE2me=z

(8) x= (1—u)** (F2

donde nafce
Home—z] I

@) w=[im2"5 7

,, 2
e I equazione (7) fi trasformery in queft’ altra
(IO} Ly =du: n31 V le—un

( Ritengafi ora in mente cid, che io feci avvertire nel L.
fchediafma intorno alla fignificazione del fegno dubbiofo, nel
quale deve aver luogo il fuperiore, allorche la curva é cons
cava verfo C, e I’ inferiore quando effa rivolge al punto C
la fua conveffita): ma du : o/T—u clprime I arco circolare
AP, che 4 per fuo feno I ordinata PI (%), onde I’ equazio-
zione ( 10) integrara fomminiftra queft’ altra

(IIS Arc. A4Q —arc. AP : [_'1::!]

ficcome 1’ equazione (8) fa conofcere

(12) cH (=(c) " [F577]

Imperciocché CI == (1= )3
mperciocc he (1w=—un )3 Adune
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Adunque prendendo ful quadrante I abicifsa arbitraria CJ
(/17— ), alla quale corrifpondono I' ordinata PI (u), ¢ I’
arco 4P, indi aflumendo la feconda ordinata &S, che ¢ il
feno dell’ arco 49 rale, ch’ egli fiia all’ arco 4P come I’ u-
nita fla al numero m = 1, e polcia pigliando ful raggio CY,

b :
che termina I' arco 49, la CH (3) eguale al fuo valore e-
fprefio nell’ equazione (12), il punto H apparterra alla cur-
va AH. ,

Si noti, che la fuppofizione di P/ (x) eguale ad 2, ciod
all’ unith afsunta, rende I' arco 4P eguale all’ intiero qua-
drante, donde fi deduce, che il quadrante fta all’ arco 4D
determinato dalla pofizione della corda corrifpondente della
curva, ¢ dall’ afse come » =p1 fta all’ unita; ma I' equazio-

ne (9) efpone, che quando » = 2=1, la corda g ¢ nulla
nel cafo della curva concava verfo C , ed ¢ infinita nel calo
della curva convefsa verfo € , adunque nel primo cafo (fig.
37 ) la retta CD tocca la curva nel primo fuo punto C , €
nel fecondo cafo (fig. 38) la retta CD prolungata ¢ I afim-
ptoto della curva, ciod la tangente della curva nell’ eftremo
punto di lei infinitamente diftante , pofto che il fuo quadran-
te ftia all’ arco 4D come il numero m =p1 ¢ all’ unith.

n
~ Per afficurarfi, che I equazione (11) ¢ completa , fi con-
fideri, che quando la corda z fi confonde coll’ afse , cioé quan-
do x=a=1, I'arco 49 ¢ zero, ma quando x=4a=1,
la PI (#) ¢ nulla per I’ equazione (9 ), adunque allorche
49=0, anche I''arco 4P, che & per fuo leno Pl ¢
nullo, il che moftra efser completa I’ equazione (11).

Per poi trovare I’ equazione algebraica di quefte curve, fi
chiamino CV (x), ed VH (y), e per la fimilitudine de¢’ trian-
‘goli YCS, HCV, e per la {uppofizione di s== 1, fi avrd

(13) py=z3 X 95*
ed efsendo CP* (%x) =CH = VC =2z ~=yy, fark ancorad

(14) xx =2z (1—Q5*)

Ora
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Ora perché I arco 49 ¢ alf’ arco 4P come numero a nu-
mero, ' ordinata @ pud fempre averfi elprefsa in C4 (1),
e in PI (), ma (%) per I' equazione (9) ¢ data in C4
(1), ¢ in g; adunque nell’ equazioni (13), & (14) le x,
¢ le y faranno fempre date inCA (1), e in 3, ed elsendo inol-
tre ==y /xx~+z, Ne legue, che nell’ equazioni [13], e[14]
non entreranno altre lertere, che le », s ed #, intendendo
fempre s =CA =1

Non farh fuori di propofito- I' addurre i feguenti efempj pel
modo di trovare !’ equazioni algebraic_hc di quefte curve rife-
rite all'afse C 4,

Esemrero L (fig.37)

SE fi brama la curva, la di cui normale facgiz coll’ afse
un angolo, che fia doppio dell’ angolo, che la corda fa col
medefimo afse, m fara== 2, la curva fark concava verfo G, e

n
I' equazioni (9), e (11) fi trasformeranno refpettivamente in
quefl’ altre ,

#= 1

Arc. AQ =arc. AP

Ma in quefto cafo @§=PI (#)=\/v—= ; adunque ponen-
do quefto valore di WS nell’ equazione (14) fi avra xx=2*,
cioé ¥Z=X ==xx —+ yy , ovvero tralponendo, €c. , yy == ax ——x¥y
equazione, che compete al femicerchio, che ¥ per fuo dia-
metro Cﬂ (a)_ .

Esemrro IL (fig.37,38)

SE fi vuole la curva concava verfo ¢, la di cui normale
faccia coll ajse un angolo triplo di quello, che fa la corda:
coll’ affe, ovvero fi defidera la curva convefla verfo C, la di
cui normale faccia coll’ affe un angolo eguale a quello,
che fa la corda coll’ affe , fark . =3 nel primo cafo, ed

2 =1 nel fecondo, ¢ in ambi qx:eﬁi cafi I' equazioni (9 ),

ed (11) fi cangeranno nelle feguenti
Tom. 11, Cce (13)
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(15)¥ = ‘/x—(_z"' '
(16) Arc. 49 = arc. 4P

Ora fupponendo @§* = (1==¢/1—wm): 2 fi falva I' equa.
zione (16 ), e ponendo il valore di  tratto dali’ equazione
(15) nell'efpreflione di @5* fi' vede @5* :[ 1=z~ z_] 12
adunque foftituendo queft’ultimo valore di @$* nell’ equazio-
ni (13), e (14), fi trova '

—_— =tai=+27 |

() p=[zr="""] 2

(18) xx= [:{g_—'l- {22*2] 2

Sottraendo per tanto I' equazione (17 ) dall’ equazione (18),
indi eftraendo la radice quadrata dai due membri dell’ equa-
zione, che ne rifulta, fi 3

[US— ol
Vxx—]]-_:z.

coficché furrogando in vece di z il fuo valore /=y, €
fupplendo coll’ unith arbitraria (2) alla legge degli omogenel,
fi vede primieramente, che nel primo cafo della curva con-
cava verfo C, in cui I' angolo fatto dalla normale coll’ affe &
triplo dell’ angolo fatto dalla corda coll’afse, la curva & que’
equazione

xx =y = a o/ gy
che compete alla lemnifcata, di cui CA4 (a) & I' afse.

Secondariamente fi fcopre, che nel fecondo cafo della curva
convefsa verfo C, in cui I angolo fatto dalla normale, e dall
afse ¢ uguale all’ angolo, che la corda fa col medefimo als
la curva & di quefta equazione dotata

Vox—yy =1, cioé gy == xx —=sa, ch’ efprime la naturd
dell’ ip erbola equilatera, il di cui femiafse ¢ CA4 (4).

Esemrro IIL (fig. 37,¢38)
SE fi cerca la curva concava verfo C, nella quale I’ angolo

fatto dalla normale coll’afse fia quintuplo dell’ angolo, chle fa
, 2
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la corda coll’ afse, ovvero fi brama la curva convefsa verfo
C, nella quale I' angolo fatto dalla normale coll’ afse fia tri-
plo dell’ angolo, che fa la corda coll’ afse, fi aviy m =3

»
nel primo cafo, ed » =3 nel fecondo, di modo che in am-

bedue di quefti cafi fi vedranno I’ equazioni (9), e (z1)can.
giarfi in quelle, che feguono

(19) v=¢/ 1 —z=*
(20) Arc. AQ =1 arc. AP
ma perché la fuppoﬁ;ione di
g 'Qs’z[‘/';—(x-ﬁ-‘/x—-ﬁf-)':']: 2%
falva I equazione (30) , ne fegue, che furrogando in quefta

cfpreflione di ©S* in luogo di # il fuo valore notato nell’ e-
quazione (19), fi otticne

o =( T —y/Ta 22 ) 2y

e quefto ultimo valore di @S> pofto nell’ equazioni (13), e
(14) fomminiftra le due infrafcritte

(21) ”_-_-[u‘/':-« ‘/l-fz:f'] t2y/7

(22) wx= [(Z../T—FK(‘/ 1+ 2 "*“} t 2T
Ora I' equazione (21) fotratta dall’ equazione (22) di ' la
feguente :

s—gy=[ ¢V rexF] 07

fhe prima moltiplicata per ¢/7 , ¢ pofcia quadrata fa cono
cere _

2 (XM—’,)’:{‘—'-{:4+4 R .
¢ percid foitituendo in cambio di zz il fuo vilore xx gy,
¢ facendo le necefsarie operazioni, ritrovafi in primo luogo,
che nel primo cafo della curva concava verfo C dotata di

Cee 2 que-
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quelta propneth, che I' angoio deita normae coll afse fia
quintuplo dell’ angolo fatto dalla‘corda coll’ alse, la carva %

quefta natura

(~x+//)‘-a‘(x‘—6”rf—f-f‘)

In tecondo luogo fi fcopre, che nel fccondo cafo della cur
va convelsa verfo ¢ di tal’ indole, che I’ angoio deila norma-
le coll’ afse fia triplo dell’ angolo, che la corda fa coll’ aise,
la curva gode quelt’ equazione }

5%t~ pr=6xxyy —t+at
la quale non ¢ pid compofta di quella della lemnifcara , chc,
ficcome O moftrato di fopra, ferba la medcfima proprieta di
avere 1" angolo fatto dalla normale colt’ affe triplo delt’ angor
lo, che fala corda coll” afse .

Dall’ equazione (4) notata nel I. fchediafma apparifce , che
nel primo de’ due cafi di quefto 111 elempio I’ elemento del-
la curva ¢ I infrafcricto 4% dz , ¢ nel fecondo di quefhi due

ﬂg—z
cafi I' clemento della curva & il feguente z* dx
e —
z g

CoroiiARrRIO [fig.37]

A Liorche nelle curve concave verfo il punto € I’ ordinata
VH ¢ la maflima, la ftefla ordinata fi confonde colla norma-
le, eI’ angolo retto HVA fatto dalla’ medefima normale, €

dall’ affe fta all’ angolo HCA fatto dalla corda, e dali’affe, co-
me il numero m fta all’ unith; coficch tirando la corda CH)

che faccia I’ angolo HCA= » BCA, efa determinerh nella

penfena della curva il punto "H , dal quale tirando I ordinata
HV, quefta farh maggiore di tutte I’ alire.

Esen-
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~EsemMmerio (fig.39)
O Gix moftrato’, che nella lemnifcata m = 3 ; adunque la

. n
corda CH, che forma coll’ afse I angolo HCA eguale ad un
terzo dell’ angolo retto, ciot di 30 gradi , determmna I’ ordi
nara mallima HV.

Quindi-naice, chie prolungando I' erdinata maflima HV fino
al punto O del quadrante inferiore COA della lemnitcata , che
¢ funile, ed eguale al quadrante {uperiore CH4, come ¢ fa-
cile a provarfi , e tirando I' altra corda inferiore CO, ch’
¢ vguale alla corda luperiore CH, ¢ forma col afse I an-
golo 0C4 = HCA, fi avrd I' angolo HCO di 60 gradi, e
farh eguale a ciaicuno de’ due angoli CHO. COH , di modo
che il triangolo HCO lark equilatero, e I' ordinata maffima
HV fart {uddupla deila corda CH, che gl corrifpon-
de, e perd foitituendo 1 z in luogo di y nell’ equazione (17),

2
¢ facendo valere in efsa nel fegno dubbiofo il fegno fuperio.
re, indi operando nel debito modo fi troverh efsere
= _1 =_a_, ciot la corda della lemniicata, che de-
v: o yT
termina la maggiore dell’ ordinata fark eguale a ¢4 , la flel

. v
fa ordinata maffima farh = _1 _ C4, e !’ ablciisa corrifpon.

—

. 2¢/ 2
dente CV =/ CH—Hy far2 C4y7 .
2¢/7

CON-



CONTINUAZIONE

DEL IL SCHEDIASMA_
Sopra I'invenzione
DI QUELLE CURVE,

Nelle quali P angolo fatro dalle corde (che partono turze da
un punto ), ¢ dall’ afse fia all’ angolo fatro dalle nor-
mali abla curva y ¢ dalP affe in data ragione

di numero & nwmero.

Scuepiasma IIL ParTs I :

Fa On fempre (*) avviene ; che nel cafo-della-fig. 37
Bl del IL fchedialma I’ arco 49 fia minore. dell’ ar-
co AP ; imperciocché il cafo generale della fig. 37
fuddetta ne comprende ‘infiniti, e’ quali il punto
& cade di 13 dal punto P per rapporto al punto
A: io ne porterd un folo efempio, e I efaminerd in maniera
che darh Jume per gli altri. ‘ ' ’

" Eseurio (figgo)

SE 6 chiede 1 natura della curva, -le -di cui normali fan-
no coll’ afse un angolo, ehe fta all’ angolo farto dalle corde
coll’ afse come 3a2, allora m=3, e I' equazioni (9)> €

(11) fomminifirano quefte altre, purché gel fegno dubbiofo i
faccia valere il fuperiore

() v=y/i—r =y a—uz

(24) Arc. A9 =12 arc. 4P

Facendo poi 9§ ==quu (1—uu), fi falva I equazione (24)
¢ furrogando nell’ efprefsione di @S* il valore di w in g -+t

to
{*) Opufcoli Calogiera tom. VII, pag. 3,
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to.dall” equazione (23), fi vede @5* = 43 (1—~2), laonde
fofticuendo nell’ equazioni (13), € (14 ) queft’ ultimo valore
di @§*, ritrovafi

(25) py =42 —4z¢

(26) ®x=zx —4%’ =+ 43
¢ ponendo in cambio di zg il fuo valore xx~ sy nell’ equa.
zione (25) fi otterry

3

(27) =4 (2x=tpy) 7= —4 (et =yy)*

Allorché I’ ordinata FH & la maffima, fary in vired del
corollario regiftrato verfo il fine del 1L fchediatma, fara, di-
co, I'angolo HCA== 2 BCA, cio¢ fara di 6o gradi, e per con-

3
feguenza I'angolo BCH fard di gradi 30

Quando la corda (z) ¢ nulla, I' equazione (26) fa vedere,
che anche I abicifsaCr (%) ¢ nulla, el equazione (23) molira,
che la PI (#) ¢ == 1==4=BC, ¢ ficcome in quelto cafo I’
arco AP diviene il quadrante 4B, cost per I equazione (24)
Iarco 49 diventa 1l femicerchio 4BD ; adunque I’ alse c4
tocca la curva in C primo de’ fuai punti.

Per fapere, dove I’ ordinata Yww corrilpondente all’ ablcifsa
Cw negativa {i confonde colla tangente della curva, fi confi-
deri, che I' angolo yc4 farto dalla corda rC, e dall’ afse &
uguale a due terzi deil’ angolo fatzo dalla normale alla curva
tirata dal punto y infinitamente vicino al punto 7', ma que-
fta normale fa coll’ afse un angolo equivalente a due angoli
retti, poiché incontra I’ afse in un punto infinitamente lontra-
no dal punto €, e fa col medefimo afse verfo la parte di ¢
un angolo infinitamente piccolo ; adunque I' angolo rc4 ¢ u-
guale a due terzi di due angoli retti, e perd ¢ di 120 gra-
di, e I' angolo rcB ¢ di 30 gradi, come I angolo BCH, che
determina I’ ordinata mafsima. Lo

L’ equazicne ( 27) moftra, che i quattro quadranti della
curva, cio? CYHA , CKED,CFXD, CX4 fono fimili; ed eguali, e
quindi i vede, che, ficcome la corda CH ( che ora fi con-
cepifce formar ' angolo HCB di 30 gradi) determina nel

qua.-
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quadrante CYHA I' ordinata VH, che fi confonde colla not.:
male alla curva, cosi nell’ altro quadrante CKED la corda CE,
che fa I’ angolo ECB di 30 gradi determina ! ordinata maf-
fima RE,cio¢ quella, che ficonfonde colla normale alfa cur-
va, e ficcome nel quadrante CYHA la corda CI', che fa I
angolo ZCB di 30 gradi determina | ordinata 7w, che fi con-
fonde colla tangente, cosi nell altro quadrante CKED la cor-
da CK, che forma I’angolo KCB di 30 gradi, determina I
ordinata K&, che fi confonde colla tangente. : ’

Segue da tutto queftp: Prlmo, che 1 triangoli ECH, ed
YCK fono equilateri a cagione dell’ angolo comune ECH di
6o gradi, e dell’ egualith de’ loro lati: Secondo, che I'am-
piezza della foglia GICKG della curva ¢ determinata dalla
retta YK bale del triangolo equilatero 7CK: Terzo , che le
abiciffe C&, CV fono la meta delle loro corde refpettive CK,
CH, le quali corde fono i lati refpettivi de¢’ due triangoli e-
quilareri . 7

E perd chi defidera fapere i precifi valori delle fuddette due
corde CH, CK, ponga nell’ equazione (2¢) 1 z in luogo di,

2

x, e ne rifulterh queft equazione 1 IXTIR—4}—+ 4%}, ciot
X —3 =+ 3 =o, donde fi dcdugono due valori di g, cioé.
CH (():Za, e CK (z) =14, e quindi fi fa manifefto;
Primieramen:c, che C7 (=) ::4; CH=34,ed VH (y)=
VCH —Ccr* =3047 Secondarziamente, ghe co (x)..;‘:_;_
CK= Cw:g_,i che UK (y) = wl == (/Tk —=C&" =
teyy.

8Chi poi defidera il valore della CG ( fig. 40), che & per-
pendicolare all’ affe, e incontra i due quadrant CYHA , CKED

in quello ftefflo punto , nel quale vicendevolmente fi tagliano,

ciot il valore di quell’ ordinata, che fi confonde colla corda,
far-
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furroghi z 10 vece di y nell’ equazione (25), e la cangera ia
qucfta 2, =4-Z.; —4'(4 > Ciod T = T - 3 =0, donde re-

. 4
fulta x=1 , ciod la corda CG=1s=1CAa=1 CB.
2 2 2 2
Non voglio qui tralafciar d’ accennare, che ponendo 3 in

luogo di =t = nell’ equazioni (5), e (6) del L fchedia;ma,

fi avrh ( fig. 41) 1a normiale HN della curva, che & I' ipote-
nufa dell’ angolo retto HCN, fi avrk, dico, AN= ¢/ z, ed
il raggio HR del cerchio ofculatore == 1 ¢/z; : dovendofi av-

vertire , che nell’ equazioni {§), e (6 )3 del fuddetto I.{che-
diaima fono chiamate TN, e TR quelle quantith, che qui i
chiamano refpettivamente HN , ed HR. Concependo ora con-
dotta la tangente HK (fig. 41), che tocca la curva nel pun-
to H, e taglia in K la funnormale CN prolungata , fi avrd
quefta proporzione CN . CH (3) :: CH(X) . CK= _Ci?N_; ma

CN = /TN —cH* = ¢/ m—2z , adunque la fotrangente
CK = R_= L = » € perd la tangente HK = (/CK~CH
Vrm—miz ¢/ aae—az
-_ %
V dammaiz
Si noti { fig.42), che prendendo la corda indeterminata
CH i z), che tagiia 1a curva nel punto H fituato tra il cen-
tro C, e il punto 7 determinato di fopra, da cui fcende quell
ordinata, che fi confonde colla tangente della curva , fi avra
I' angoio HCA eguale a due terzi di due angol’l rewti pitt due
terzi dell’ angolo R/A, che fa la normale coll’ alse prolunga-
to di 4 dal centro C : poich¢ HCA = YCA-+ ¥CH, ma gia
fi & moftrato #CA4 eguale adue terzi di due angoi rettl, ed
FCH & ugunale a due terzi della lomma di tarti gli angoli
minimi, che fanno turti i raggi dell’ evoiuta tra 1 punti r,
ed H prefi a due a due. e infinitamente fra loro vicini; in gtlf
tre I' angolo RIA & uguale alla ttefla fomma di turn queiti
Tom. 1. Ddd mi-
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minini angoli, artefoché tirando il raggio dell’ evoluta R4 in.
_finitamente vicino all’ altro raggio RH, e conducendo dal pun.
'to i, dove R/ raglia I’ affe 4C prolungato, la is parallela all
altro raggio RH, il piccolo angolo Ris differenziale dell” an-
golo RIA & uguale al piccolo angolo HRA, che ¢ I’ elemento
“della fomma di wrti gli angoli infinitamente piccoli , che for-
‘mano, come fi ¢ detto, tutti i raggi dell’ evoluta tra i pun:
ti 7y ed H, e perd fi vede HCA = ¥CA—+ YCH=1Cd4 ~+
2 RIA4, ciot I angolo HCA ¢ uguale a due tefzi di due am

éoli retti pilt due terzi dell’ angolo RIA . .

_ Sebbene ( fig. 40 ) la curva di quefto efempio & geomerrica,

ritorna in fe flefla, e chiude [pazio, nientedimeno effa & ressi-

ficabile , conciofiaché ponendo nell’ equazione (4) del I. fche

diafma 3 in cambio di =t m , fi avrh ds=dz (/7 per I e
B n

Via—=z
{preflione dell’ elemento di quefta curva; laonde integrando,
e aggiungendo la coftante propria, fi & I’ arco indeterininato
CYH della curva eguale a2 20 =—2 ¢/ 2a—az. :
Allorché I arco indeterminato CYH della curva diviene 1
intiero quadrante di efsa, la z diviene =4, ¢ il valore de
quadrante ¢ 24 ; di modo che il valore de’ due quadranti e-
guali CYHA, CX4 ¢ uguale 4 44, e turta la periferia della
curva vale 84, '
L’ arco poi CIG della medefima curva, it quale & la metd
del contorno della foglia. GYCKG, ed ¢ determinato dalla cor-
da CG, che fi ¢ di fopra trovata eguale a 1 4, 3 per fuo

. ( z :
valore quefta quantith 26~=4,/7 , e tutto il contorno della
foglia GI'CKG ¢ ugnale a. 40 — 247 , onde tutto il giro
GAXDG della curva, ciod I intera periferia, meno i contor-
ni delle due foglie fimili, ed eguali, vale 84.~= ( 84=—=43¢/7 )
=444/7 . ’

CON-
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CONTINUAZIONE
| DEL I1. SCHEDIASMA
.Sopra I' invenzione '
DI QUELLE CURVE,

* Nelle quali I angolo fateo dalle corde (che partono ruste da
un punto) y ¢ dall’ affe fta all angolo fatro dalle norma-
i alla curvay ¢ dall’ affe in data vagione
di numero a numero. il <

ScuHeEDIASMA IIL PawrTEe Il

Segue (*) I efame della curva, che fi & propofla per efempio
nella prima parte di queflo 1L [fchediafma .

== E fi eftrae la radice quadrata dall’ uno, e I'altro
]l membro dell' equazione (26) notata nella prima
parte di quefto fchediafma, fi trova la feguente
(28) =z —1222 :
cioé — x quando a4y ¢ maggiore di 277, € =%y
allorche 4z ¢ minore di 22, coficché: dall’equazione (28) na-
fcono quette altre due :
(29) R— 3 g+1 x=0
2 z
(30) =1 2z —1 x=0
2 2 -
corrifpondendo 1’ equazione (29) al cafo di 2 minore di 14
2

¢ I equazione (30) al cafo di X maggiore di ! a.

2
. Rifletrafi ora, che rifolvendo I equazione (29) ritrovafi I
infrafcricra

. Ddd 2 . (31)
(*) Opufcoli Calogierd tom. VIL pag. 53.
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A31) A= e,

4 &, .. . .
ove la 2 a due valori pofitivi, purché » non fia maggiore di
14, e rifolvendo I’ equazione (30), ne rifulta queft altra
8x=_1azk! /w8, ove X 4 un folo valore politivo,

4 4 _
ciod 14—/ aa—+8ax, € fi vedrd (fig.43 ). Primo, che ncl-

4 : :

la porzione CNOG della’ curva , cioé nella metd del contorno

deila foglia, ad ogni valore di cM (=) corrifpandonc due cor-

de, cio¢ CN, CO, purcht CM (x) fia minore di ! a4, men-
8

tre allorché x=1 4, la CN, e la co fi confondono in una.
g

Secondo, che nella porzione GHA della curva ad ogni valore
di cM (x) corrilfponde un’ altra corda €T, la quale ¢ fem-
pre maggiore di 1 4, fuorché¢ nel cafo di x=o, poich¢ allo-

2
ra la corda fi confonde coll’ ordinata €G, e diviene uguale 2
1a, come per altra via fi ¢ trovato nella prima parte di

2 N
quefto fchedialma. Terzo, che nella porzione CNOG della
curva la fomma delle due corde CN, €O éuguale a 1 a=CG,

n 2
conforme fa conofcere la fola ifpezione dell” equazione (31),
ove la fomma delle due radici vere dell’ equazione (29) fi
vede effere eguale a 4

2z
- Ma quefta curva ( fig.43) & dotata di un’ altra bella pro-
priet, ed &, che tirando qualunque corda CH alla porzione
GHA, la medefima CH taglia in N I altra porzione GONC
detla curva in maniera, che la fomma delle due corde CN,
CH, le quali fono fulla fteffa retta linea, la fomma, dico, d,_‘
CN, CH ¢ ugugle a €4 (4).. Eccone la dimoftrazione. S
calino le ordinate NM, HYV, e per la fimiglianza de’ triango-
i HCV', NCM, fi avri quefta proporzione CH . €V :: CN-
CMZ=CVXCN,

\ CH _ .
Ponendo per tanto nell” equazione (30) CH in Inogo di %,

e CV in vece di x, fi ottiene 2
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(32) CH*=— 1 aCH—1aCV =0 ,

2 2z
fimilmente foftituendo nell” equazione ( 29 ) CN in cambio di
%y € SV XCN valore di CM in luogo di », fi 2
CH

CN'—1aCN—+ 1 aCVXEN =g, cio¢ riducendo il tutto 2
2 z CH

comun denominatore, e pofcia dividendo per CN.
CH
CNXCH=—1aCH—+1aCV =0

2 2

e aggiungendo queft’ ultima equazione all’equazione (32), ne
deriva CH® +CNXCH—aCH=—o0, ¢ dividendo per CH, ¢
trafponendo, finalmente fi {copre CH—+ CN=2s==C4.

Il che dovea dimoftra:fi.

Quindi nafce, che defcrivendo col raggio CG =1 4 il cer~
) z

chio GEP, quefto taglierh Ia corda arbitraria CH in E in mo-
do, che I’ altra corda €N, la CE, e la fuddetta corda CH fa-
ranno in proporzione aritmetica continua, e confeguentemente
la NH differenza delle due corde CN, CH fark divifa per mez-
zo in E.

Poiché (fig.43), i 3 cI~+CO =2, fi avrk ancora CI+CH~+CO
~+CN=24, ma fi ¢ gik trovato CO—+ CN=14; adunque

z

CI+CH=3a4

. 2
"Di pit ¢+ CH=0I—+ NH—~+CO—CN; e percid Ol+NH
=C/~+4+CH—CO-—CN=—3 a—1 a; adunque O+ NH=a
2 2

Finalmente C/+C0=4, ¢ quindiOI+zCO:e,cd Of=a=2CO0,
ma a== 2CO— 2CN, adunque O/=2CN - ¢ fimilmente CH—+ (_JN
=4 e quindi NH= s = 2CN= 200 —+ 2CN— 1CN, ciod
NH=2:C0. L

I due punti N, ed O, dai quali dipendono glt aleri due
punti H, ed I debbono concepirfi determinatt dalle due or-
dinate MN, MO corrifpondenti ambedue alla medcfima ab-

fciffa
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fcifa arbitraria CM, in maniera perd, che CM non fia mag.
giore di x!_a . .

Per ortenere la mifura dello fpazio da quefta curva com.
prefo fi confideri (fig.44 ), che I’ archetto circolare infinita-
mente piccolo HO moltiplicato per la meth della corda inde-
terminata CH () ¢ il-valore del piccolo triangolo HCh , che
2 per uno de’fuoi lati la corda Ch infinitamente vicina alla CH,
€ per confeguenza 1 xHO ¢ il differenziale del fegmento CHC

z
della curva, ma applicando a quefto cafo I' equazione ( 3) del
I, Ichediafma, cio¢ ponendo 3 in luogo di = =, e conce-

2 n -, )
pendo I archetto TO della (fig. 35) eguale all’ archetto HO.
della fig. 44, poiché differifcono tra di loro di una quantitk

I
incomparabilmente minore , fi vede HO =275 4z ( ¢ facile 2

. ‘/‘4—-z
conofcere,, che dx nella fuddetta equazione (3) del L fche-.
diafma non indica punto I elemento dell’ abiciffa ) ; adunque.

1 xHO= difi. CHC=x z+ dz; ma fi &
o 3 ‘ e
(33) fL25 dR=[ 3a30dz =31/ mmrzem 1 X/ 0"
Py Mym— B 4
conforme la diferenziazione fara vedere, e percid il fegmen-

to inderminato, CHC della curva % per fuo valore il fecondo
membro di queft’ equazione (33).

Ora _344dz__ elprime il piccolo fettore CRy (:,‘_ CRXR')

16 ‘/';z_—zz
del cerchio MNT QF defcritto col raggio CR = 1 /7 im-

2 ‘/';
. ) . 1
perciocche i3CH () - HO[%.7 43 :: CR ["ﬂ‘/? Re=
‘ ™ = S s ’

14




SONO IN-DATA RAGIONE DI NUMERO A NUMERO

3 adzy/30; adunque Jo__3asd2. - & uguale al fetto'r?ci:‘-
2‘/2 : —z:;; 16 ¢/ az—zx K
colare CNR y € confeouemememe m virth  dell cquazxone
(33). fi trova

(34.) CHC —CNR — 3 a‘/az——zz —_—1 (‘/ﬂz—-zz

e quindi allorche Z_._.a'._'—CA' lo fpazw dell’ intero quadram
‘te CHF A della curva ¢ uguale allo fpazio dell’ intiero femi-
cerchio NMQ, e tutto it giro CHFATC ¢ uguale a tutto il
cerchio NMYTN, laonde la lunula efteriore CHFNTC & u-
guale alla lunula interiore FQT AF
Dall’ equazione (34) trafpoita nafce que{’c altra '
(35) CNR—CHC= CNRHC._an Wt N S Ve
4
Ja quale moftra la quadratura dello fpazio- della lunula efte.

riore comprefo dall’ arco NR del cerchio, dall’ arco CH dclla
curva, e dalle rette CN, HR.

Se il punto H cade in G in modo, che la corda CG fia
-quella , che loggiace alla meth della foglia della curva, fark
-CG ()= .L a, I'arco cxrcolarc NM fari il quadrante del cer-

chio, e per l equazione (33) lo fpazio CNMGHC fara:r 1_asy

di maniera che ( fig. 43 ) I'area del cerchio NMAP. deferitto
col raggio CN—- 1 a‘/g venendo diminuita dello fpazio com-

-_

bprefo dalle due foglie CHGVC ChguC fimili, ed eguali va-

le aa.

Per avere il valore ( fig. 44) dell’ intiera femilunula cﬁe-

riore bafta porre nell’ equazione (33) in lnogo della corda
il valore del raggio CI' =1ay3,¢fi troverh

2 ‘/z
(36) CNMFHC'— (6a-+n‘/6 ) (44a‘/¢, —sz)
QJeﬁo valore di CNMFHC per I avvenire & chiamert RR
per
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per evitare la proliflity del caicolo; adunjue 1l trilineo RFH
della lunula efteriore, il quale corrifpoade alla corda inde
terminata CH () ¢ uguale a quelta quancitk

RR — .;_‘ Va—g =L Xy m—z

Se poi fi vuole la mif4ura. del trilineo DFE della lunula in.
teriore 9FATY terminato dall’ arco DF del cerchio, dall’
arco FE della curva, e dalla corda indeterminata CE (%),
che taglia il cerchio in D, riflettali, che fi % queft’ €quazione

(37) DFE =CHFEC —~CNMFDC — CNMFHC ,

Ma il fegmento CHFEC della curva appoggiato fulla corda
TE (g) invigore dell’ equazione (34) ¢ uguale a CNMFDC —
’;I;— Vot — 1 X /an—ezz, £ la lunula efteriore CNMFHC fi

¢ rrovata nell’ :quazione (36) egnale ad RR ; adunque fofti-
tuendo nell’ equazione (37 ) n cambio delie fuddette quanti-
th i loro valori, fi ottiene

DFE=RR —‘%,/7{-:2;—; "

¢ fi vede con piacere. che I efp‘r‘eﬂioni analitiche de’ due tri-
linei indetermjnati RFH, DFE lono fimili. Quando il pun-
to E cade in 4, la corda xdiviecne==s, e la quantira /sz—zz
@ nulla, e perd la femilunula interiore QFATQ ¢ anch’ el
fa eguale ad RR. '

. Conliderando ora ( fig.46) la lunula CNGAXBC formata
intieramente dalla curva fenza alcuna miftura di cerchio, of-
fervo, che il trapezio NHin = NHOS differenza de’ due fetto-
5i fimili dnfinitamente piccoli CHO, CNS & I elemento del trt-
lineo NGH, che corrifponde alle due corde indeterminate CH
CN (ambe le quai fono fulla medeGma retra linea ) ed a per
ongine il punto G determinato dalla corda CG=_14.

2
Chiamo per tanto z la corda CH, ed effendo per la pro-
pricth della curva da me trovata di fopra CH— CN=C4
(2),ottengo CN==a—zx: la fimiglianza de’ piccoir fettoris
moftra di piy

CH
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CH (z) « CN (a=—g) :: HO (25 d3\.NS=dzx(a—3)

a=a/ ¢

e confeguentemente fi vede NHOS == 1 CH XHO — : CNXNS=
3 2

; -
1 X7 dx—1 dx (a—3)*, ciod
_;S,z £q < Q — _g.l ’
Ve—2z 02—z }
NHOS == _4xdz _~=1 ad=_, onde intcgrando coll’ addizione
Viaremzz 2 S az—zz

della debita coftante, ritrovafi .
NGH = ! da==a ¢/ sz

Allorche il punto H cade in 4 la corda x diviene ==«, ¢

fi vede la femilunula CNGA=1 as, ¢ I inticra lunula
2

CNGAXBC =az==CA"

Refta ora, che fi efibifca un’ equazione di quefta curva
meno implicata dell’ equazione (25) regiltrata nella prima
parte di quefto fchediafma. '

Per cid efeguire trafpongafi ' equazione (28), e poi fi di-
vida per 2, € ne rifulters zzx =k 1 ax == 1 ax, OVvero qua-

2 2
drando 2% =k axxx =+ T auxx=1 2z ’

Pongafi ora yy =+ wx in vece di %%, € ordinande I’ equa.
zione, che ne deriva, fi otterrh la feguente
(38) p* =+ 2expp ™+ 24 =0
=+ axyy =hax®
—_layy

4 . ) Do
la quale confiderata coms un’ equazione del fecondo grado, ¢
riloluta , produce queft’ altra
(39) pp=rasFLaxe—xxn L ay/aaF 8ax
8 2 . 8

dove il fegno v» rapprefenta ~+, ovvero — ad arbitrio, con
quefto perd, che quando nelle due equazioni (38), e (39)
Tom. II. Ece in
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in luogo del fegno dubbiofo fi fa valere il fuperiore, ed x non
¢ maggiore di t 4, allora I’ equazione (39) elprime le due
3

radici vere dell’ equazione (38), il di cui ultimo termine in
queito cafo ¢ pofitive. Ma quando nelle due equazioni (38),
e (39) in vece del fegno ambiguo fi afflume il fegno inferio-
re, allora |’ equazione (38) % una radice vera, ed una fal-
fa, poich¢ in quefta ipotefi il fuo ultimo termine ¢ negativo;
laonde I’ cquazione (39) elprime in queflo calo la radice po-
fitiva dell’ equazione (38), fe il fegno v fignifica ~+, ¢ rap-
prefenta la radice negativa, fe ¢ frgnifica — ; di modo che
in queft’ ultima fignificazione tanto il valore di.—y, quanto
il valore di =y, ambe radici dell’ equazione ( 39) ¢ imma-
ginario . :

Le due ultime equazioni moftrano, che la curva da me
finora efaminata & la Cicloide geomerrica primaria, la metd
della quale fi genera (fig.47 ) del cerchio CTNK, il di cui
diametro ¢ uguale a t 4, allorché detto cerchio fi ruora ful

3
cerchio egnale CPDM ftando immobile il fecondo cerchio, €
I altra meth ¢ generata dalla rorazione di quefto fecondo cer-
chio CPDM ful primo cerchio CTNK immobile. Nel pri-
mo cafo il punto C del cerchio CTNK, e nel fecondo cafo
il punto C del cerchio CPDM fono i punti, che defcrivono
la curva .

OSSER-
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OSSERV AZIONI

SGPRA IL 1L, E JII. ESEMPIO DEL
11. SCHEDIASMA ,

In cui fi & data la coftruzione algebraica
DI QUELLE CURVE,

Nella quali b angolo farto dalle corde o ¢ dall affe fia alf
angolo fatro dalle normali alla curva, ¢ dall’ affe in
ragione coftante di numero a numero .

Offervazione L fopra i} IL cfempio.,
AVVERTIMENTO,

k] Elle fig. 48, e 49 (*) I'arco AKB ¢ il quadrante
¥l di un cerchio, il di cui raggio C4 (a)=1; I
archetto Q¢ ¢ I elemento dell’ arco 49 , il di
cui feno ¢ 95, ficcome PI () ¢ il feno dell’
arco AP, e KT jl feno dell’ arco 4K, il quale dee
riputarfi coftante; i due lati C¥V (*), e PH (y) del trian-
golo CVH rettangolo in ¥ fono le coordinate, £ la bale CH
(%) ¢ la corda della curva KH :
Cid pofto. Se fi prenderd QS* =1+, fi avra Qg =1

2 2
—d«_ e fi falverh non I equazione (16) del IL fchediaima
YV i—un :
ma bensy queft® altra
(A) Arc.AQ — arc. coft. AK = t arc. AP

2
Dovendofi avvertire, che I'arco coftante 4K ¢ femiretto,
conforme moftra la fuppofizione di P/ (w) eguale a zero, la
Eee 2 fo-

¢*) Opukoli Calogicrd tom. X. pag. 1.
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quate rende @S =KT =t ; di modo che furrogando nella
: vz :
foprannotata efpreflione di QS* in vece di » il fuo valore ‘in
% prefo dall’ equazione (1) del II. fchediaima, fi troverh

Q5 =\1 —-z_‘/:{-"—""r> T2
e la foftituzione di queft’ ultimo valore di @$* nell’ equazio-
n (13), ¢ (14) del IL fchediafma, farh tcoprire

(B) =2z (1+¢/T—2H) : 2
(C) xx=zg [I—-/T—E:’ -

fi moltiplichino infieme !’ equazioni B, ¢ C, e ne verra
wapy = (xE4): 4
ovvero eftraendo la radice quadrata
(D) ==z (=) 2 ) .
Ora egli ¢ chiaro, che quando nel fegno ambiguo fi fara
valere I inferiore , I equazione D fi rilolverd in queft’ altra
xy =1, cio¢ ( falvando coll’ unitx arbitraria (4) la legge de-

2
gli omogenei ) xy== 1 44, il che fa fubito conofcere, che la

2
curva KC della fig. 49 ¢ un’ iperbola equilatera tra gli afim-
ptott CB, CA, il cui femiafle CK =«
Se poi nel fegno dubbiofo fi prendera il fuperiore, allora I
equazione D fi cangerd nella feguente xp== =* , ove ponendo

2

in vece di zz il fuo valore xx =+ py, moltiplicando per
2, ed eguagliando le dimenfioni colla coftante (a4 ), malcer
queflta nuova equazione

(E) 2aaxy=x*—4 250xpy =+ y*
la quale efprime la ratura della curva KC delineata nella fig.
4.8 + Che poi I' equazione (E) appartenga alla lemnilcata, {t
dimoftra analiticamente cosi:

Nella fig. 48 chiamifi p la HR perpendicolare fulla CK ()5

€ g la CR, indi riflettafi, che in virth dell’ angolo {emiret-
.10
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to OCV, ¢ de triangoli fimili HOR , cov, fi 2 la oV=CV==x,¢
fi % eziandio la OR =HR =p ; adunque CO...x v,
HO—-P‘/‘ . € conleguentemente

(F) CR—q"P—f-.L‘/a

(G) CV=y)=x~+py 2

Ma dall’ equazione (F) fi deduce

(1) x=(q—p) :
adunque ponendo queﬁo valore di » nell equazione (G), ne
deriva

(L) y= (gq=+p) :
e hnalmente lu{htuendo nell equazione (E) in luogo di x,e
di y i loro valori notati nell'equazioni (1), ed (L) , ttova-
fi fatte le dovute operazioni

aa (99— pp) = q*~+ 2ppqq —+ p*, ovvero eftraendo la radi-
ce quadrata

a4/ 1q—p=qq —+ pp

E queft’ ultima equazione compete , come gia fi fa, alla
lemnifcata .

Il che dovea dimoftrarft .

La maniera uniforme di coftruire algebraicamente i due bi-
momj _z%9x__, ed _ssdz_, che rifulta da quefta offervazione &

V—at vV a—z'

nuova , e un metodo fimile potrh fervire in fimiglianti cafi
per variare le coftruzioni algebraiche, conforme apparirh an-
che dalla feconda oflervazione , che fegue.

Offervazione 1I. fopra il Il efempio.

AVVERTIMENTO.

L’ Avvertimento dato nel principio dell’ offervazione prima
dee valere anche in quefta leconda offervazione, che riguar-
derh le medefime fig. 48, ¢ 49

Prendafi

QS'=(y/7 +y/iH4) 273

€ que-
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¢ quefto valore di WS dard Yg=__14« _, ma in vece di
. . 44/ V=——uts
falvare I' equazione (20) del 1L ichediaima, falvera la fe.
guente

(M) Arc. 4Q — arc. coft. AK = 1 arc. AP

ry

Si noti, che qui I’ arco coftante 4K ¢ di gradi 67, ¢ mez-
z0, imperciocche fupponendo P/ (s ) ==0, QS diviene egua-
leaKT:[_:_—i-__g__ '}:L‘/z—f‘/?, e perd ef
‘ 2 2‘/? 2
fendo CK=CA=1, il cofeno CT farh == 1, ‘/2—‘/7 )y M3

2

_quefto valore di CT ¢ la meth del lato dell’ otrogono ifcrit-
to nel cerchio, che % il {no raggio eguale all’ nnith (come ¢
gi2 noto), e lo ftefflo cofeno CT ¢ il feno dell’ angolo BCK;
.adunque 1" arco BK ¢ la meth dell’ arco {oftenuto dal laro
dell’ ottogono , e per confeguenza I' arco BK ¢ la meta diun
arco di 43 gradi, cio¢ I'arco BK ¢ di gradi 22, e mezzo;
_adunque [’ arco coftante 4K ¢ di 67 gradi, e mezzo.

Ponendo ora nel valore di Y$” regiftrato qui fopra in cam-

bio di w la fua efpreflione in z prela dall’ equazione (19)
del 1I. {chedialma, fi ottiene -

—————— 1
.QS’:(V? -+ [1 -{-‘/‘—K'—"‘]?> S 2V
Indi foltituendo queft’ ultimo valore di 95* nell’ equazioni
(13), e (14) del 1I. fchedialma, ritrovafi

(N) p=w[y7+ [14y/15] 1] ayr
) = [y 7=l o/ T 1] a7
- I equazione O moltiplicata per I’ equazione N fa conolcere
wor= g (1—y/ =
ciot eftraendo la radice quadrara

(P)
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(P) ,,,__ [ 1....‘/1— ]"

r equazione 0 1ottratta dall’ equazione N moftra.
(Q y—ww=_22_ [I-H/I—K— B
moltiplicando infieme le due equazioni P, @ ne rifulta A
o (g =) = 2 (x2) 3

cio&
(R) prmstym 2 sz2s

E quindi fi vede, che fe nel fegno dubbiofo vale il fupc—
nore, r equaznone (R) diventa queft’ altra

yxm—xly= z“

in cui fofhtuendo in cambio di 2% il fuo valore yy — xx, ¢
fupplcndo coll’ unitk (4) alla legge degli omogenei, fi fcopre

s x—xj_ (py~=xx)*:4
¢ quelt’ equazione rapprefenta l indole della curva KH efpref-
fa nella fig. 48.

Ma fe nel fegno ambiguo regna I’ inferiore, in quefto cafo
I’ equazione (R) ridotta colla coftante (4) all’ cguagl:anza del-
le dimenfioni prende quefta fembianza

Plx—xiy= 1 4*

E qucﬂa er cquazwnc della curva appartenente alla fig. 49.
Egl ¢ vifibile, che da quefta feconda offcrvaznone, naice
un altro modo uniforme di coftruire algebraicamente i due bi-
nomj ___#dx__, _ 2*dz __ diverfo da quello, che d fco-

VAT (S

perto nel terzo efempio del 1L fchediafma.

OSSER-
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OSSERVAZIONI

SOPRA LA DESCRIZIONE

DELLA CICLOIDE GEOMETRICA
: PRIMARIA,

Che ferve d’ efempio nel III, fchediafma circa
la maniera di coftruire

QUELLE CURVE,

Nelle quali I angolo fasto dalle corde, ¢ dall' affe fta all angolo
fareo daﬁe normali alla curva, e dal medefimo affe
in ragione coffante di numero a numero .

OsseErRvazioNE]L

AVVERTIMENTO,

E=gs ) Elle fig. 50, e 51 (") la curva cHg & il quadran-
p ¥l te della cicloide geometrica primaria contenuto
oo L1 - dentro il femicerchio DBA, che % per fuo rag-
=ai)] gio la CA=as=1, PI ¢ il feno dell’ arco ar

bitrario 4P ; @S ¢ il feno dell’ arco A4Q doppio
dell’ arco fuddetto 4P, ed FT ¢ il feno dell’ arco AF mer

del quadrante circolare BF 4, di modo c¢he FT = ..‘___.CA
. Vv 32

s

—_—_1 a= 1
—— —_——

v 3 vz

O' moftrato nella I. parte del TIL fchediafma, che nel ca-
fo della fig. 50 , chiamando PI (%), e facendo QS':.‘4uu(l-—“”)v
ciot 9S =24 T, fi 31" arco 49 doppio dell’ arco AP,
perché in quefta fuppofizione, fi % I' archetto elementare

29
(*) Opufooli Calogierd tom. X. pag. 13,
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Qqg= _2d , e cid lufliite, allorche il feno PI (u) ¢ mi-
v Vit

nore, o almeno non maggiore del feno FT [ I 7, manel
v’z

calo della fig. 51, ove PI (u) € maggiore, o almeno non
minore di FT [___r___], i 2 Qg==— _2d« , come appari-
vz

(vt ]
fce a chi confidera, che appellando @S (4), fi trova db = 2
(I—-uu) 4« __ nello fteflo tempo, che 1l fuddetto valore di
‘/-———-;:,u; o
b, fomminiftra o/ T =55 T= ¢/ T gun —t 20t —= =k (T —2un), ove
nel fegno ambiguo 2 luogo il fuperiore, allorché » ¢ minore,
o almeno non maggiore di _t , e vi i luogo il fegno infe-

vz
riore , quando # € maggiore, o almeno non minore di _r _; a-
v 7
dunque nel cafo della fig. 50, fi ¥ Qg==_ 2ds__, ¢ nel ca

. V 1——un
fo della fig. 51, fi % Yg=e= 2ds

Vv 1=

Laonde rimane a dimoftrare, che I’ arco 49 ¢ doppio dell'
arco AP anche nel cafo della fig. 51, a quelto efferto fi of-
fervi, che in quefto cafo integrando I' equazione differenziale
Qg==— __«__, fi ottiene

Vi—a

(S) Arc. DQ = 2 arc. BP
equazione compicta, imperciocché la fuppofizione di PI ()
= 1=a,ciot dell’ arco 4P eguale al quadrante circolare BFD
annulla nel medeimo tempo I’ arco BP, e I'arco D@, men-
tre rende =24/ T—m=0, ¢ percid fottraendo I equa-
zione (S) da queft’ altra equazione arc. DBA=12arc. B4, fi
vede arc. DBA ——arc. D@ =2 arc. B4 — 2 arc. BP, cio¢

Arc. 49 = 2 arc. AP ‘

Il che cra a dimoftrarfi.

Da rtutto quefto fi deduce, che per defcrivere (fig. 50,¢ 51)

Tom, II. Fff la
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la cicloide geometrica primaria CHA dee aflumerfi nel qua-
drante 4B I arc. arbitrario AP, indi [’ arc., AQ doppio dello fteffo
arco AP, e dopo aver tirato il raggio C9, dee prenderfi in effo la
porzione CH eguale al valore di g_tratro dall” equazione (23) del
la prima parte del IIL fchedialma, che & quetta v = /7=
=y s —<az, dee prenderfi, dico, CH (3) = a— ux_, cioé

a
CH=CA— PI' e il punto H fard alla cicloide geometrica
c4
primaria .

Alrra offervazione fopra la defcrizione della cichide

geometrica primaria .
AVVERTIMENT O.

N Ele fig. 52, e 53 la curva CNGHA ¢ il quadrante della
cicloide geometrica primaria, contenuto dentro il quadrante
A0 di un cerchio, che a per fuo femidiametro CA=rs= all’
unita affunta; il quadrante circolare RKP 4 per fuo raggio
la linea arbitraria CR maggiore 5, ovvero minore della retra
CG, la quale ¢ uguale alla meth dell’ unith affunta CA (4);
e la retta KS ¢ il feno dell’ arco circolare arbitrario KR pre-
fo nel quadrante RKP.

Se nell’ equazione (29 ) della feconda parte del IIL. fche-
diafma in vece di » fi pone I abfciffa CM, e in vece di g,
fi pone la corda CN minore, o almeno non maggiore di CG

[j_ﬂ], e fe nell’ equazione (30) della medefima feconda par-

te del IIL. fchediafina in lnogo di » fi foftituifce I’ abfcifla

CV, e in luogo di z fi foftituifce la corda CH maggiore, ©

almeno non minore di CG [_1_4], e fnalmente f¢ in ambe-
2

due T equazioni (29), e (30) della flefla feconda parte del
L. fehedialma fi fupplifce coll’ unith affunta CA () alla leg-
ge degli omogenei, fi anno le due infrafcritte equazioni
(T) CN*— 2 CAXCN~—+1 CAXCM =0
a 2

(V)
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(V) CH*— 31 CAXCH— 1 CAXCV=10
2 F
Ma la fimilitudine dei tre triangoli CKS, CHV' CNM fom-
miniftra CM == KSXCN, e cy'== KSXCH , perloché¢ furrogando
CK CK

nell’ equazioni T, ed ¥ quefti valeri di cM, ¢ ¢V, ne ven-
gono queft’ altre
(X) CN* =1 CAXCN— 1 CAXKSXCN=o
CK

2 2

(Y) CH — 1 CAXCH— 1 CAXKSXCH = o
2 2 CK

Ora !’ equaziope X divifa per CN, ¢ trafpofta, fa vedere-

(Z) CN=1 CA—1 CAXKS
z 2 CK.
fimilmente I’ equazione 7" divifa per CH, ¢ trafpofta f3 vedere-
(H) CH=1 CA~+1 CAXKS
2 z CK

Adunque prendendo nel quadrante RKP [fig.52] I"arco ar-
bitrario RK, e ful diametro CK ( prolungato quando bifo-
gni ) le due porzioni CN, CH eguali ai loro valori efprefi
nell’ equazioni Z, ed H, ambedue i punti N, ed H faranno
alla cicloide geometrica primaria.

Si noti primieramente, che aggiungendo le due equazioni
Z,edH,fih CN+CH=CA=a, conforme & trovato in
altra maniera nella feconda parte del ITI. fchediafma.

Si noti in fecondo luogo (fig. 53 ), che fe il raggio RC del
quadrante RKP ¢ uguale alla ¢G=1 c4=_1 4, la foftitu-

z ?

zione di CK=CG in cambio di X C4in ambe !’ equazioni Z,

2
ed H, ¢ la trafpofizione faranno conofcere
KS =CK—CN=KN
KS =CH=—CK=KH
' ; Fff 2 E
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E quindi naice una maniera affai fpedita di defcrivere per
punti la cicloide geometrica primaria, ed ¢ la feguente ( fig,
53 ), col raggio CG=1 CA=1 & defcrivafi il quadrante cir.

2 2
colare GKP, e in eflo prendafi ad arbitrio il punto K, pro-
lunghifi il femidiametro CK, e dall’una , e I altra parte del
punto K fi taglino {ul medefimo femidiametro CK prolungata
le due porziom KN, KH, eguali ambedue al feno KS dell’
arco GK ; io dico, che i punti- N, ¢d H fono alla cicloide
geometrica primacia.

OSSER-
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OSSERVAZIONE

Sopra una nuova maniera di deferivere
LA LEMNISCATA

( Figms 54)

%% Ella mia prima (*) offervazione fopra il Il efem-
pio del IL. fchediafma & trovato, che fupponendo
retto I’ angolo RCP, il quale comprende i due
quadranti CHK , KTC deila lemnifcata , chiaman-
do z la corda arbitraria CH di quefta curva, ed
% la CK maffima delle fue corde, e nominando ancora » I’
abfcifa CV', ed y I'ordinata VH, d trovato, dico, chela natu-
ra della lemnifcata ¢ rapprefentata in queft’ equazione xy == =*,

2
ciod
(&) 2aaxp =
Pofto ora, che il quadrante circolare RMP fia defcritto col
raggio CR =2/, ¢ che MS fia il feno dell’ arco RM ta-
gliato dalla corda CH prolungata della curva, ne fegue, che
la ftefla corda CH ¢ media proporzionale tra il feno MS, e il
cofeno SC ; imperciocche la fimiglianza de’ due triangoli HC7,
CMS mofira quefte due analogic
CH (%) . CV (%) :: CM (y/2m) . MS
CH () .VH (y) :: CM (¢/7aa) . SC
dalle quali rilulta x=zXMS, ed y==zX5C, e quefti valori di
y/ 2as Vzan
% 5 ed y furrogari nell’ equazione (&)la trasformano in queft’
altra zz X MS X SC=x*, che divifa per zz, fa conofcere
MSYXSC=1zx=CH*; il che dovea dimoftrarfi ; e quefta
propriety fomminiftra un nuovo modo, ed elegante di defcrive-
re per punti la lemnifcata.
Sco-
(*) Opuicoli Calogierd tom. X. pag. 22,



414 Deiie CuRvVE, OVE GLI ANGOLI, €C,
Scovtri1o.

Che contiene un' altra offervazione fopra la maniers
di deferivere la lemnifcata.

COn artificio fimile potranno ritrovarfi aleri modi di deferi-
vere per punti I’ altre curve, nelle quali I'angolo fatto dalle
corde ( che tendono tutte ad un punto ), e dall’ affe fta all’
angolo fatto dalle normali alla curva, e dall’ affe in ragione
coftante di numero a numero; ¢ lo fteflo artifizio potra ften-
derfi a tutte le curve, che riguardono un punto fiffo, ¢ del-
le quali fi 3 I' equazione efprefla in 2, », y, e coftanti; ba-
ftera, che io ne porti un altro efempio femplicifimo nella
lemnifcata, al qual effetto fi confideri la fig. 55.

O' gia moftrato nel II. efempio del il. {chediafma, che fa-
cendo femiretto I’ angolo DCA, il quale comprende il qua-
drante CHA della lemnifcata, e nominando refpettivamente g,
x, ed y la corda CH, I’ abfciffa ¢/, e |' ordinata VH della
curva, I’ equazione fua coftitutiva farh /T, =2 » Ci(_)é
quadrando, ¢ fupplende alla legge degli omogenei col raggio
CM (a) del quadrante circolare RDMA (il qual raggio qui
dee prenderfi per I' unith ), fi avrd g (sx = yy ) =2*; lo-
ftituendo pofcia in queft’ ultima equazione in luogo di x, €
di y, i loro valori refpettivi zX M5, e 2X5C dedotti dalla fi-

militudine de’ triangoli HCY, CMS, ne proviene xz (MS*—SC)
=z*, ovvero MS*— SC* = CH?, donde deriva queft’ analo-
gia MS — SC.CH:: CH. MS—SC ; adunque la corda CH del-
la lemnifcata nella fig. 55 & media proporzionale tra la lom-
ma, e la differenza del feno, e del cofeno dell’ arco RM non
minore dell’ arco RD, qual arco RM ¢ tagliato nel quadran-
te circolare RDMA dalla medefima corda CH prolungata.

QUA-



QUADRATURA
DELLA CURV A,

Che & I evolura del quadrante della lemnifeara, ee.

(fig- 56)
SurrosIzionNTI,

AA curva PRE, che ¢ I evoluta del quadrante
della lemnifcata, ¢ facile a defcriverfi in virth
del IV. corollario del teorema inferto nel mio
{chediafma, che & per titolo: Merodo per trovar
quelle curve , nelle quali I' angolo fareo dalle cor-
de ( che partono rurte da un punro ) e dill affc fla all’ angolo
farro dalle normali slla curva, e dal medefimo affe in dasa ra-
gione di numero a mumero. Mentre vi fi & provato, che tiran-
do al quadrante della lemnifcata la corda arbitraria CT (z),
¢ la TInormale alla curva medefima; I’ angolo Ti4 ¢ tri-
plo dell’ angolo TCA4 ; come pure, che il raggio TR del cer-
chio ofculatore in T ¢ uguale a €4 == s
cT 3
IL Si tiri pertanto la retta CO;, che i"accia coll’ affe CA4
(2) I'angolo OCA triplo dell’ angolo TCA, dal punto T fi
conduca la TR parallela a €O, e prendafi in efla la TR e-
guale ad s egli ¢ ora manifefto, che il punto R ¢ uno de’

3z
punti dell’ evolura PRE.

III. Laonde eflendofi accennato nello fcolio anneflo al teo-
rema IL delle givnee al mio L fchediafma fopra la lemnifcara,
che I"angolo PCA formato dalla C¥ tangente della fiefla cur-
va al punto C ¢ un angolo femiretto, mne fegue , che fe la
retta HC fa coll’ affe C4 I"angolo HC.4 triplo del femiretto,

la fteffa retra HC prolungata in infinito ¢ I afimptoto dell’ e-
voluta PRE.

Im-
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Inperciocché 1l raggio CE del cerchio ofculatore in C ef-
fendo come fopra, == 4« , ¢ la TC effendo in tal cafo infi-

3z
nitamente piccola, detto raggio CE tocca I’ evoluta PRE ad
una diftanza infinita .
" IV. Quando poi il punto T cade proffimo ad 4, la corda
CT (z) diviene equivalente a CA (a2), e st efsa corda CT,
come la normale TI fi confondono quali coll’ affe C4. Allo-
ra facends 4P = 1 4, il raggio del cerchio ofculatore nel

; 3
punto proflimo ad 4 diventa eguale ad 4P, ¢d il punto P¢
comune all’ affe C4, e all’ evoluta.

Teorewma L (fig.56)

Continui la medefima fignificazione delle lettere x, ed .
To dico, che lo fpazio curvilineo RTAPR ¢ uguale alla
feguente efpreflione

(F) 2 log. ( I—V:-w) ~+ _as log. [x —b‘/:?]
4 PR 24 -

DiMOSTRAZIONE,
L’ Elemento a6l arco CT4 della lemnifcata & _s#42 pel

at—zt
corollario citato nel I. articolo delle fuppofizioni, e queft’ e-
lemento moltiplicato per la metk del raggio TR dell’evoluta,
fomminiftra _«* 4z | che I’ elemento dello fpazio curvilineo
6/ szt
RTAPR. Adunque per dimoftrare il teorema dovrh provar-
fi, che I’ efpreflione (F) venendo differenziata , efibifce la dif-
ferenziale _ a*dz
L SV ‘
Si differenzi il primo termine dell’ efpreffione (F ), ¢ i
avra, operando colla debita avvedutezza
G) ¥ dz div. per [1—‘/*;‘_7.
128 /1 2#

o
a
[

Cost
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Cost pure fi differenzi il fecondo termine dell' efprefiione
(F), u operi dettramente, e fi otterrd

(H) z ,r:_: div. per [ I ¢/i=%

1244 ¢/ 1—:F &

a*

Si aggiungano infieme le due efpreflioni parziali (G), ed
(H), dopo averie ridotte ad un medefimo denominatore, ¢ fat-
te le operazioni proprie ne verrk

2 dz -t 2 dz , il tutto divifo per =z*
1246y /T=7 e/ T2 “
P -
vale a dire

¥de 4 _z'dz__ il tutto moltiplicato per .
12/t 12/ o =t
1l che fi riduce ad  +*4z - atdy
1224/ Tt 1234/ 450
Ciod _«'dz_. E quindi, ec. Il che dovea dimoftrarfi
6y/# =2

CororrLarrio L (fig.56)

A Liorcht il punto T cade in 4, la CT () diventa a; il
punto R cade in P ( perché il raggio dell’ evoluta diviene 1 4,

3

e fi confonde con P4); e lo fpazio curvilinco RTAPR fi
annulla .

Dall’ altra parte I' efpreflione (F) diventa as_log. 1~ ez

24 24
log. 1. Malog. 1 & uguale a zero; adunque anche I efpref-
fione (F) in tal calo ¢ nulla.

Donde fi deduce, che la flefla equazione (F) & un’integra-
le completa.

Cororrario IL (fig.56)

QUando il punto T cade in C, allora CT (z) ¢ nulla, e

I elpreflione ( F) diviene _as_log. o =+ «s_log. 2. Ma
24 24

Tom, 1I, , Ggg log.
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log. 0 ¢ una quantied infinita, adunque I intiero fpazio curvi.
lineco ECTAPE ¢ un infinitamente grande.

Coroirario I1L {fig.56]

IL teorema poteva enunciarfi cosi:
. Lo Ipazio curvilineo RTAPR ¢ uguale al prodotto di =
24

]
e del logaritmo di quefta quantith
[1—‘/,‘:_7_] div. per [ I/ Tzt

—
“ at

Imperciocché fanno i conofcitori, che quefta efpreflione ¢
uguale all’ elpreflione (F)

Cororrar1o IV. {fig, 576)

L E(préfsione del precedente corollario nel cafo di x=adi-
venta s log. 1

24
E nel cafo di g =0, efla diventa ss_log. o

24 2
Quindi s’ inferifcono confeguenze fimili a quelle, che fi fo-
no dedotte ne’ corollarj L., e 1L

LeEMM A‘(ﬁg. 56 )
Lo fpazio TI4 del quadrante della lemnifcata ¢ uguale ad
Ly gty = tri. CT1
4 ‘

‘DIMOSTRAZIONE.

NE m corollario del prob!ema 1L delle giunte al m;o'l.
Jebedsafma fopra la lemnifcata, & moftrato, che il fegmento in-
verfo CTAC di quefta curva & uguale ad 1 /F—z ; adun-

que lo fpazio curvilineo T14 ¢ uguale adf./a-—v; — trie
CTI. 1l che dovea dimoftrarfi. #

Teo-
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TeorEMaA IL (fig.56)

LO fpazio curvilineo PRI ¢ ugnale all’ efprefsione infra:
{critta | |

I aa g I e —zt] = 2a O ol = PV semy i
_( ) = og[ Vi—2z %] 22 log [ w—-_}]

ot trie CTL— I ezt
4

DIMOSTRAZIONE.

Lo fpazio curvilineo PRI ¢ uguale allo fpazio curvilineo
RTAPR, meno lo {pazio curvilineco T/A4.

Si pongano in luogo di quefti due ultimi fpazj curvilinei le
loro elprefsioni tratte refpettivamente dal 1. teorema, e dal
precedente lemma, e ne rilultery I’ efprefsione (I). 1l che
dovea dimoftrarfi. i

CorROLLARIO.

A Simiglianza del IIL corollario del teorema I. il teorema
prefente potrebbe enunciarli cosi:
Lo fpazio curvilineo PRI ¢ uguale al triangolo CTJ, me-
no 1 /@ %%, pid il prodotto di e« , e del logaritmo di
4 24
quelta quantith [ 1= /7= 7 div. per [ 1 ¢/ T—72*
‘ q [—vi= ] dwe [ v 7]

Scor1o I [fig.56,¢57]

C Hi voleffe tentar di efprimere per mezzo dell’ abfciffa CN,
¢ dell’ applicata RN ( coordinase orogonali ) la natura della
curva PRE, che ¢ I' evoluta della lemnifcata; confideri, che
chiamando » la CM, ed y la TM, coordinate orsogonali del
quadranre CT 4 deila lemnifcata; la retta OM foreamgente di
ella lemnifcata & = yiy , e la retta TO normale della lemni-
dx .
fcata medefima ¢ = o —~dar+ In olire il ragglo TR
- dx

Ggg 2 'dcll’



430 MANIERA B! QUADRARE
dell’ evoluta PRE fi ¢ trovato eguale ad s . Adun
3¢ xx—*yy

que per la fimiglianza de’ triangoli TOM, RON, fi avranno
le due proporzionalita, che feguono

TO _}__;/dx‘-'-d]‘) ftaaTM(y), comeTR [___u__]

ax 3¢/ xxezy
fta ad RN=+TM (y) .
e | d. om
TO [_j’;_‘/dx-’-dj ] fta ad O [yd:_], come
TR [_2s___ ] fta ad MN
3\_/xx—0-]] . .
Dalla prima proporzionalith fi deduce
RN+ TM (y)=aadx div. per 3¢/ 5xwr gyy/dx~+dy'
e confeguentemente

(1) RN=—y; —+az2dx div. per 3¢/ omapyy/ 35 4 dy°

Dalla feconda proporzionalith, viene

(2) MN=uaady div. Per 3¢/ sxmtyy ¢/ dx —+dy’

Ma [’ abfciffa CN dell’ evoluta PRE ¢ uguale ad x=kMN;
adunque

(3) CN=x; =*aady div. per 3¢/ 5oy, ax—+dy'

1l fegno ambiguo =+ & pofitivo nel caio della fig. $7> ed
& negativo nel cafo della fig. 58,

Ora mediante |’ equazione della lemnifcata, che € xx =+
=aym=; i pud trovare in x il valore di y, il valore
di __4x__,eilvaioredi 4 ; laonde in virth dell equazione
Vi —+.3 v di—dy’

(1) V' ordirata RN dell’ evolura ¢ una funzione di », il che fi e
fprima cosl : KN=F .x. fimilmente in virch dell’equazione
(3) I' abiciffa CN della fiefsa evoluta & un’ altra funzione di
*, il che fi elprima cosi: CN=F.X

Adunque verfa - vice x farh una funzione di RN, vale 2
dire == F.RN; e Ja medefima x farh una funzione di CN,
vale a direx—=F .CN; di modo che fi avth.RN:F-CN.-

Quindi fe dall’ equazione RN=F .x poteffe dedurh efplic~
rame nse 1 altra x =F .RN; e dall' equazione CN=F . X po-

telse
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tefse del pari cavarli ¢fpliciramense |’ altra x = F.CN; allora
I equazione F.RN = F.CN non conterrebbe, che le coordi-
mare RN, ¢ CN dcll’ evoluta PRE, e loro potefth, infieme
con de’ numeri, ¢ colla coftante 4, e fue potefth; coficche

detta equazione efprimerebbe la natura della curva PRE me-
diante le fue coordinare orsogonali .

Scor.xoll.[ﬁ;g.s7,e38]

AlLcune ordinate RN dell’ evoluta PRE efsendo prolungate,
quando occorre (il che avviene nella fig. §8 ) incontrano in
due punti la ftefsa PRE, e cid in infiniti cafi, ma in uno,
I’ ordinata RN folamente tocca | evoluta fuddetta .

Allora egli ¢ vifibile, che I' ordinata RN coincide col rag-
gio TR del cerchio ofculatore ; che i punti M, ed N coin-
cidono anch’ effi, annuliandofi la retta MN, il di cui valore

fi elprime nell’ equazione (2); e che per confeguenza dy
diviene zero.

Per trovar dunque il valore di CM (x) corrifpondente 2
quefto cafo, fi differenzi I infrafcritta equazione (4) ; che &
quella della lemnifcata, trafcurando i termini affetti dalla dy.
(4) sy =agm,

I avia per tanto 2xdx = _axdx ; equazione, che debitamen-

vV xx=jp
te trattata, efibifce

(5) ¥~y = a«

Quefto valore di 4xx — yy furrogato nell’ equazione (4)
fomminiftra

(6) Xe~tpy= 1 aa

2
¢ queft’ ultima equazione aggiunta alla penultima, fa vedere
% == 3 aa, donde fi deduce

CM‘(x):L,, W

Se I equazione (5) fi fottrae dall’ equazione (6), ne rifulta
2y
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2yy—=— I az, e conieguentemente

4
TM (y) =_s_
22 :
Laonde fara in tal cafo CT (3) == ‘/_;:'E'-T;,_=L, eil
A 8 . 8 7
raggio TR dell’ evoluta, ch’ & uguale ad « , farh eguale
20 T

ad ay/7

Anzi dovendo nella ‘prefente ipotefi efser retto 1" -angolo
TOA, ed efser triplo dell’ angolo TCA ( pel corollario citato
nel L. articolo delle fuppofizioni ) ; né fegue, che in quefta
medefima ipoteli I' angolo luddetto’ TCA dovrh efsere di 30
gradi, terzo di go. : ' ' :

Delle ultime quattro verit:, quefta, € le due prime fono
ftate da me trovate in altra maniera nelle giunte al mio L
fcbediafma fopra la lemnifcata ; ciod nel I. problema, € ne
{uoi corollary L., e IIL

Scoirro IIL

DAl L. teorema mafce la maniera d integrare ( fuppofta 1a
‘defcrizione della logaritmica ) la differenziale _ < 4=
prm—
Ma [ integrazione di queft’ altra differenziale __<’ 9%
Z.l / zd_.(
i riduce alla rettificazione d” un arco. circolare.
Imperciocché fi fa, che I infrafcritta efprefsione
(K) L [ ad
2 fl-"-;; .l
rapprefenta la meth di un arco di cerchio, del quale # &1
Taggio, ¢  la tangente.
Supponendo dunque z==1 ¢/ %—s, fi vede, che
s
Beraa= 2, e di=_ 20 %

-

“s Ve

1 qua-
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i quali refpettivi vaiori 1urro°at1 ned eipreisione (K), la can
giano in queita: fi _a* de_
E RV

ScoLri1o IV

Da cui deduco un a'tro modo di- dimoftrare
il 1. reorema.

PEI: integrare quefta diffcrenziale o' 4z, riflettafi, che fufe

oz
fite I’ equazlone infrafcricea :

(7) f—"' aadu == & log ["—"] -+ = log [l—l—k]

Bisw=mibb

Perché il fecondo membro di efsa, venendo differenziato 4
moftra

—d == dw cioé — gadu -
4[1-—-4:_-] 4[1-1-:] 2 (aq~wmis)
conforme il calcola farh conofcere.
Suppongafi adefso ¥ =1 /F5a
efi avid dum= 2% dz

a ‘/u"“ +

come anche as—un == K

¢ operando a dovere, fi vedrh che tutti quefh refpettivi vas
lori fottituici nelr® equazione (7) la trasformano nell altra,
che legue :

JSo_a 4 & ugnale a queft’ efprefsxonc

z.t/“ = —1
= l°3 [l—';/. ]-I-'log [1—!-‘./-“—‘]

E“h ¢ vifibile , che afsumcndo il fegno fuperiore n¢’ fegm
4°PP1 di quefta equazione, e molnphuando‘a per 2 , fi com
I

feguilce 12 dnmoﬁrazxone del I, tcorcma. g
co-
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v S corLio V.
Cbhe rende pike generale il Il feolio.

L A lettera + efpnma qualunque numero mncro, © rotto,
poﬁnvo, 0 negativo.
L’ integrazione del binomio _<dz fi riduce all integrale

(‘/( —I

femplxce 2 j' d: ;5 ove fuppongafi » = ‘/ R —=I
Impercmcché allora fary
B 1527, e dt= 1 yr—tdy
A . PY - .

-t

Z.V —
Laonde dividendo I’ ultima cquazione per la penultima mol-
tiplicata per r , fi vede

Scorro VI
Che rende pi% gemerale il IV, feolio

S Im'lmente I mtegrazmne del binomio dz‘ ﬁ riduce all’

; R ‘/l—l-'{
integrale femplice, che fegue -l
(8) 2 f= =1 log (1==¥) =+ log. (1-+¥)
r l—.“ﬂ '
Imperciocchd la fuppoﬁzxone di = ‘/ 1=g", fa cono
fcere
(9) 1mmmu=ztzr, du._..;. Lrgre—t dz.

\/l-r& Co-
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Coficché dividendo I ultima equazione per la penultima mol-
tiplicata per — v, fi confeguifce
2

— = _d
v (1om=nn)
2y 1z

Scaorro VIL
Che & relazione agli feolj VI, ¢ IV.
A Llorcht nel fegno doppio del binomio __4z _ % luogo I
¢/ 1%’

inferiore , moftra I' equazione (9), che # & maggiore dell’ u-
nith. Quindi il primo termine del fecondo membro dell” ¢-

quazione (8), vale a dire 1 log. (1—=«), non ¢ a propofi-

r
to; mentre non fi di logaritmo delle quantitk negative , co-
me nel prefente cafo ¢ (1 —=14u).
In quefto calo dunque I integrazione del binomio ___dx

&\/ == 4

fi riduce all’ integrale femplice feguente

2 [ _dx_ eguale ad 1 log. (w==1)~ X log. (s~+1)"""

r .
Simile cangiamento dee valere anche in ordine allo fcolio
IV.; poich¢ quando nel fegno doppio del binomio ___ 4
- YWz
regnerd I inferiore , I’ integrazione di efso binomio fi ridurel
all’ incegrale femplice @ f. ssdu_, che & uguale ad’

£ log. [:—1]_'.::[03.“(“;——‘;1)—{, ciot ad .
log: [~ x5 /77 =+ 2 log. [roriv™]"
P 4 ’ .

L NS

Tow, 17, Hhh DUE




DUE TEOREMI;

DA’ QUALI SI DEDUCE
LA RESOLUZIONE ANALITICA

D’ infinite fpecic d” equazioni, fempre pid
compofte 1 infinito,

E LA SEZIONE INDEFINITA DEGLI
ARCHI CIRCOLARI,

medianti alcune  formole generali, ¢ finite.

TEoREMA I

’ = Teno (") le duc equazioni infrafcitte (1), ¢ (2), nelle
| quali < denota qualunque efponente; io dico, che
pofta una di efle, fufsifte anche I altra
( I ) 2y = (x—"‘/xx—t- a') —9-(#—-‘/ u—ﬂ)

© ¥ el

( ) fo“—(j-ﬁV]]-—u') —l'(j—‘/]y—-u)

DIMOSTRAZIONE.

S1 quadri I’ equazione (1), e fi avrh

499C =1 = (b o ) b () M 2054
¢ togliendo dall’ una, e I altra parte 4¢2¢ .

46502 yy—c)= (s i) 4 ()
e tirando la radice quadrata

( 3 ) 2¢ =1 ‘/]J—cc_ (x —+|/xx—cc)‘ = (x—/xx-z-‘f)
1

(™) Opufcoli Calogiesd tom. XVIIL pag. 173,
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(il fegdo fuperiore dee valere quanda # fignifica un- ¢fponen-
te pofitivo, € il fegno inferiore, quando 4 denota un eiponen-
te negativo, accid il fecondo membra dell’ equazione ( 3) fia
pofitivo ). o y

Aggiungendo nel primo cafo I' equazione (3) all’ equazione
(1), e fortraendola da efla nel fecondo cafo, ne deriva

(4) 2=t (YR p—w) =2 (2=t —=8)*
donde nafce fatte le debite operazioni

[ D ] ! 1

(s)ce (s=+ym=w)=(0Fvy—==):*

Sottraendo pofcia nel primo cafo I'equazione (3) dall’ equa-
zione (1), e aggiungendola alla medefima nel fecondo , ritrovaf

(6) 2=t (yF o/ fymee) = 2 (%S amec) #
quindi rifulta

1 ) 4

cam=t (-""—'.;/xx-—u)=(}’=0- ‘/Jy—cc)" i
e queft’ equazione aggiunta all’ equazione () produce in am-
bedue i cafi I' equazione ﬁz)

E' vifibile, che collo ftefso metodo dall' equazione (2) fi
perverra fimilmente all’ equazione (1). Adunque, ec.

Il che era a dimoftrare.

CorRoLLARTIO,

Pota qualfivoglia delle due equazioni (1), e (2) notate di
fopra, fi falva | infrafcritra equazione differenziale (7), ove
il fegno fuperiore % luogo, quando 4 fignifica un efponente po-
fitivo > € I' inferiore, quando la flefsa & denota un efponente
negativo .

(7) = & = _aix

Vipy—ie v xx—i , L

Imperciocche differcnziando I equazione (4) (in cui il fe-
gno fuperiore ferve pel primo degli accennati cafi, e. I' infe-
nore pel fecondo ), fi ortiene R S

w8~ (dy+ __ydy )= 24 (dx—+ )R G V=)

x dx
. v y—ct V xx—ct ) ,
*quazione , che maneggiata a dovere, fi riduce a queft’ altra.
Hhh 2 =t ady
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=t 3y et (pohyp—e) = _redx (xby/min)e
la quale div. per la ftelfa equazione (4) laicia per I’ appunto[’e-

quazione (7).
Il medefimo fi potrebbe dimoftrare anche per mezzo dell’

equazione (6), ¢ potrebbe eziandio dedurfi dall’ equazione
(2) teguendo gl iftefsi veltigj.

Applicazione di queflo seorema alla vefoluzione dell
cquazioni cubiche .

QUalﬁvoglia equazione cubica pud liberarfi dal fuo fecondo
termine,, e ridurfi a quefta formola generale

%} = px =g o0 :
ove p, e g lignificano qualfifia quantith cognita col fuo fe-
gno. Ora fe nell’ equazioni (1), ¢ (2) in luogo di & fi por-
ra il numero 3, ¢ fi faranno le dovute operazioni, fi trove-
ranno quefte due equazioni

(8) 2pec = (%=t ¢/m—cc)? b (wsmey/Txmce)’

— 1 L
, (9):::_:_[;&-!-‘/”'04—:5] 3 -1-_:_[;;:— ‘/fjt‘#-—-t‘] 3

Ma I’ equazione (8) fviluppata, e ordinata produce queft
altra

%7 30X = 1 gocT=0
4 4
la quale paragonara termine a termine colla formola generale

dell’ equazioni cubiche fa conofcere ccz==——47 , € yoc ==—41;

v 3 : 5
adunque furrogando nell’ equazione (9) in cambio di cc, ¢di
yee i loro valoeri, fi avra

—_—— ! - —_—\1
x:(— t g/ Lot 10" )“'-l(--' 9—y/: 91-“P')3
- — - 3 — - —_
2 n 27 2 . 37
Il che era a ritrovarfi. .

ScoLrL10 Y,

Potrebbess da quefo teorema dedurre direttamente la refo-
luzio-
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luzione "dell’ equazioni cubiche complete, e per cid fare baite.
rebbe foftituire nell’ equazioni (8), ¢ (g)

Z—+¢ in vece di », ec.

Applicazione di queflo medefimo teorema alla vefoluzione
dell’ equazioni quadrate

LA formola generale dell’ equazioni quadrate ¢ quefta
R+ —~+p =0
in cui #, e p rapprefentano qualfivoglia quantith nota col fuo
fegno, facciafi g =xx, ¢ la formola prenders quefia {embianza
(10) x* - axx~p o : .
L’ efponente » dell’ equazioni (1), ¢ (2) fignifichi 4, ¢ fi
otterrl
(11) o = (/e )+ (x—y/ =) *
I P I
(12)e=1 [ﬂ’-ﬂ/ mi -+ [ﬂ’—!/ yyel— ‘8] .
2 2
fi fviluppi, e fi ordini I’ equazione (11), e ne rifulters
xte—coxx—t 1 (*—ypc’) =0
)

Comparando pertanto i termini di queft’ ultima equazione
con quelli dell’ equazione (10), fi vedrk cc ===, ed X

(et —yc*Y=p, ciod yc*=nn—8p

I valori di cc, e di ge* pofti nell’ equazione (12) fanno
{coprire una nuova formola per la refoluzione dell’ equazione
(10); ma per averne vn’altra pid femplice, fi quadri I equa-
zione (12), e fi troverh

- — —_=
(1) w=r [ser+y/ 11‘6“‘8]3: -1 [ﬁ’-—l/ Iﬂ‘"‘s] :
b * *
¢ trafponendo, indi quadrando di bel nuovo
(exr—1 cc)*=1pct 41 c*

2 8
eftraendo di qua, e di 12 la radice quadrata, ¢ poi tralponendo
1 ==Lk /¢
(14) xx....{___;cc ‘/_é_,g!-c-_s_c La
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La foftituzione di —» in luogo di cc, € di #™==8p in ve.
ce di yc® nell’ ultima equazione moftrera

==Lty Tm—?

2 4
Il che era a ritrovare,
Scorro IL
| A

B Ench¢ la formola, che nafce dall’ equazione (12) per fa
reloluzione dell’ equazione (10 ) fia pid compofta: dell altre due
formole, che derivano dall’ equazioni (13), e ( 14); tottavia
non pud non piacere all’ intelletto I’ elegante uniformitd, che
regna nell’ equazioni (9), e (12), la prima delle quali con-
tiene la refoluzione dell’ equazioni cubiche mancanti del fe-
condo termine, ¢ la feconda dell’ equazioni biquadratiche pri-
ve del fecondo, € quarto termine. =

IL .

Egli & vifibile, che con la ftefla uniformiti poffono rifolverfi al-
gebraicamente varie fpecie d’ equazioni, fempre pid compofte
in infinito, fecondoché neil’ equazione (1) 1’ elponente # rap-
prefenta un numero intiero pofitivo, o negativo, fempre mag:
giore in infinito.

Teorema I

Steno le due equazioni infrafcritte (13), e (16), nelle qua-
li 4 fignifica come fopra qualunque efponente; io dico, che
pofta una di effe, fufsifte anche I’ altra :
(15) 22— =2k (5 o/t “ 5 (—x by TTR)
T amem] : I -

(16) 2%¢% == (}"T"‘/}]—Hf)‘“— :'-("“f""/”"m):
AVVERTIMENTO.

SE 6 vorrd, che i fecondi membri dell’ equazioni (15}, ¢
(16) fieno quantira pofitive, fi dovr affumere il fegno fu-
periore , quando « fignifica un efponente pofitivo, e I infe-
xiore quando U efponente fignificato dalla 4 ¢ negativo.

Di-
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‘Drlx\i(o.s"'r‘n.girox:.
1.’ Fquazione (15) quadrata di - ,
(17) 4}']‘-“—2 - ( x""‘/"!-"“)“-"(— ¥ ""Vxx—o-u')“'
— 20 24
aggiungafi a ciafcuna parte 4624, indi eftraggafi la radice qua.
drata da ambedue 1 membr1 della nuova equazione, che ne
rifulta, e i vedra _
(18) 2 i T = (v e ) ¢ (= ),
queft’ ultima equazione aggiunta all’ equazione ( 15) moftra
(congiungendo ambedue i cafi in una fola efpreisione )
(19) 2 = (e ) T2 (ke mra)®
ovvero operando convenicntemente

[ s T

(20) co (e o)==+ 7=0)7

a

Sottraggafi ora i" equazione (15) dall’ equazione (18), ed
avremo

() 2=t (—y ) =2 (T o w )
cioe operando colla dovuta avvedutezza -

J——l 4

(22)c*  (Fesymma)=(—y—+vpae)s

In five I' equazione (22) lottratta dall’ equazione (20 ) nel
cafo del fegno luperiore, ¢ I equazione (20) fottratra dall e
quazione (22) nel calo del fegno inferiore, renderanno 1’ e
quazione ( 16). , : e

In fimigliante ‘'maniera dall’ equazione (16)  arriverd all’
equazione (15), come & chiaro a chi confidera la cola at-
tentamente ; adunque, ec. : ‘

Il che dovea dimoftrarfi.

ScoLr1o ITL

1.
Cola medefima eleganza, con cui fi & trovata la refoluzio-
Ne algebraica dell’ equazioni cubiche mediante il I. teorema,
! trovery anche per mezzo di quefto L., e cid, facendo va-
re ad arbitrio il Jegno fuperiore, ovvero I infcriorcddelle ‘
ue
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duc equazioni (15), € (16), in virth delle quali f rifolve.
ranno eziandio molte altre {pezie d’ equazioni pi compofte in
~ infinito, purché & indichi un numero intiero pofitivo, o ne.
gativo. Dee perd avvertirfi, che fe quefto numero intiero
fary pari,converrd ridurre I’ equazione (15) all’ equazione (17)
per evitare la quantith radicale /%= e

II.

Potsh conferirfi quello, che brevemente accenno nel prefen-
te, e nell’antecedente fcolio, con cid, che fi legge negli at-
ti di Lipfia dell’ anno 1709. alle pagine 134., 133., € 136,
le quali io non aveva confiderate, allorché trovai quefti due
teoremi ; anzi credo, che il sig. Moivre,, autore di quell’ ar
ticolo degli atti fuddetti, fia giunto per differente ftrada allz
fua invenzione, che oltre non effere dimoftrata, & racchiufa
tra’ limiti affai pit angufti, che non & la mia, né par ver-
fimile, ch’ egli i fofle valuto d’ una ferie infinita per efpor-
re I’ equazioni, di cui da la refoluzione, fe aveffe conofciuta
la rgapiera di rapprefentarle pid perfettamente con efprefsio-
ne finita.

IIL

T Anto r equazione (2) del I teorema, quanto I’ equazione
(16) del IL diverranno pid adattabili alla pratica, ¢ in un
certo modo pilt femplici, fe nell' equazione (2) fi foftituird

_«_ in luogo del fuo eguale y—¢/,, =5, ovvero .
Y e Vo 4 maid
in cambio di y /5%, ¢ fe nell’ equazione (16) 1n Ve
e di —y /5y fi porrh il fuo equivalente __cc > OF

Iy e

pur’e -+:v/ in luogo di y—+¢/ 5o
p— M

” Corotrrario L
Ponra qualfivoglia delle due foprafcritte equazioni (15)s ¢
(16) fi falva la feguente equazione differenziale (23), in cul
il fegno fuperiore vale, allorché I' cfponente denotato da #

Poﬁ-
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pofitivo ;' ¢ I' inferiore, quando & & negativo.
T (33) _dr = ek

Y )7-1-& J xxtec )
" Conciotsiacché I' equazione (19) differenziata produce quel.
la, che fegue '

w00t (dy—+ 2y ) =2e(Fdab 2l ) (S ooy

Ve v i

la quale trattara nel debito mrodo fa conofcere

sy eyt ) S _sede (b )

v o+ , o e

“Dividafi queft’ equazione per la medefima equazione (19),
e reftery I’ equazione (23).

Anche differenziando I equazione (21), ovvero valendofi
direttamente dell’ "equazione (16} & dimoftrerebbe la verich
di quefto corollario . .

Corocrrarto Il

Pota qualfivoglia delle due equazioni infrafcritte (24), € (25)
fi talva Ialtra equazione differenziale (26), ove il fegno fu-
pertore dee fervire, quando 4 rapprefenta un efponente pofiti-
vo, ¢ I'inferiore, quandolo rapprefenta negativo.
(24) 23y —i=ztly smammby, 1) T (g i = /1)
I
(25) 2y D= fimnatzy ) Sy iRy )T
(26) 2 =t i .
’ Pcn\:hé foftituendo pélle tre equazioni (15), (16), 5(2_3)
" uen in vece di £, xy/ =1 in luogo di g, edwy/ =7 In
cambio di x , e di pid dividerido per o/—i I equazione , che
rilulea dali® equazione (23) cost modificata, ne naicono le e
£quazioni foprannorate (24), (25), ¢ (26).
Cororraxzxolll
Pomar equazione (24 ) notata nel corollario antecedente ,
fuifittono anche le feguenti equazioni (27), € (28)
(27) =433z (o /Tttty 1) My (3 Tt g/ =1 ) 2 ot
Tom. LI, lii (28)
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(28) 2/ i (Tt W g/ 1 ) (o) it o/ T )4

Atteloché la furrogazione deli’ unitd in vece di ¢, e di
#y/ —: in vece di #, come pure di Ty/=7 in luogo di g
nelle due equazioni (17), e (18). efpoite nella dimoitraziene
del teorema produce I’ equazioni (27), ¢ (28).

‘$corLto IV,
1.

A Sfumendo nell’ equazioni: ( 24 ), (23),¢ ( 26) il fegrio

inferiore,, e ponendo in effe —¢ in luogo di 4, fi avrh

— r——p
Ry === (1 mmtbuy /=) (1)
¢ciot farte le convenienti operazioni ‘
2y T (o by =1 )¢ (g Tt )
come appunto fe nell’ equazione (24) fi fofle fatto valere il
“fegno fuperiore, ¢ fe fi fofle prefa la ¢ pofitiva in luogo del-
la a. Si avrh finalmente '

=" P osn]

I mE— TR T TR
ciod - , , o

, 1 « e
) ?V==(| /l__u_‘.z‘/:-‘)?-h(“h—zz—z‘/—l) .
¢ il fine fara
‘ dz = edu
Vi Vi :

Il fimile accaderk nelle tre equazioni (1), (2),¢ (7)€
nelle tre equazioni (13), (16), e (23), conforme ciaicuno
potrd da fe medefimo nconofcere, -

11

Se nell’ equazione (24) fi fupporrh w==o, fi vedrh efferé
‘anche ¥ =0, ¢ parimente nell’ equazione (25) I' annullamen-
to di g annienterd anche 4.

Appli-
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J'I’A‘PJ'.‘”Z:.“""‘» di due yltimi coroflarj del II. teorema  alla mulsi.
Jexione degli archi circolari (fig. 59 )

L’ Equazione (26) prefa col fegno fuperiore, ¢ integrata
fomminiftra o ' : :

o = af _ds

‘/1—zz ¢ 1

cio¢ (chiamando refpettivamente #, ¢ x le due corde 4B,
AC del cerchio ABCD, il di cui diametro 4D fi prende per
Punitd ) ik, conforme ¢ noto ai periti del calcolo differenziale

Arc. AC = a arc. 4B

Divien dunque manifefto, che fe alla 4B (») fi attribui-
fce il valore, che: fi efprime dall’ equazione (24) del I co-
rollario, prefa col fegno fuperiore, I' arco AC farz tagliato
in B talmente, che | arco 4B flark all’ arco 4C, come I’ u-
nitk ad 4.

Ma fe 2 denota un numero intiero pofitivo, & evidente ad
ogni attento analifta, che I' equazione (24) fviluppata ne da
un’ altra divifibile per la quantity immaginaria o/ —t, € per
conleguenza reale: adunque rimane fciolto il problema me-
diante una formola generale, ¢ finita; ove fi noti, che quan-
do 4 ¢ un numero pofitivo pari, il fecondo membro dell’ e-
quazione, che naice dalla formola (24) difciolta dal vincolo
a, fard affetto in tutre le fue parti dalla quantith o/ 75

Una feconda formola non meno elegante fomminiftra I’ e-
quazione (28), che fviluppata anch’effa, lalcia un’equazione
priva dell’ immaginaria quantitd /=1, e tale, che il {uo
lecondo membro coftery di termini tutti moltiplicati per I'e-
fpreflione radicale /i = ogni volta, che I’ clponente a fa-
T3 un numero pofizive impari.

D1 pit mediante I’ "eqzmzione (27), G ottiene una terza
formoia, che venendo diftefa , rimane libera anch’ effa dall
lmmaginario, e non & affetra giammai dalla /7%, fia pu-
Ie a4 un numero intiero pofitivo pari, o impari.

In fine | equazione (25) ridotta in ferie col noto metodo,

Lii 2 efi-
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efibifce il valore di # elpreflo in termini tutti divifibili, per
v/—1, e confeguentemente tutti reali, benché I’ efponente 1-

a
fignifichi qualunque numero rotto, o fordo, dovendofi avver-
tire, che fe I fara una quantity pofitiva, dovra valere nell

equazione (25) il fegno fuperiore, ma fe & “far¥ una quanti-

prl
t2 negariva, dovrh prenderfi in efla equazione il fegno inferiore.

Quefta quarta formola generaliffima ¢ finita' ‘fecondo I e
fpreffione , ma fviluppata, che fia, cofta d’ infiniti termini,
purche la frazione litterale X non denoti un numero intiere

a EE .
pofitivo, mentre in tal cafo fi rompe il filo infinito. della fe-
rie, che retta eguale all’ aggregato di un numero finito di
termint . C : P :

Ed ecco fciolto in pit maniere il celebre problema della
multifezione degli archi circolari mediante wna formola gene-
rale, e finita. - ,

SeorL1o0 V.,
1.

PEr rendere pit brevi I' efpreflioni delle fuddette formole
potrebbe foftituirli BD corda del complemento dell’ arco 4B in
luogo di y/T—ux,e CD corda del complemento dell” arco 4C
“in vece di ¢/ T—zz.

11 (fig.60)

Le medefime formole fervono ancora, quando le lettere Xy
ed » fignificano i feni retti CN, BM degli archi refpetuvt
AC y AB minori del quadrante, e I' unith efprime il raggto
del cerchio 4BCD ; imperciocché fanno gl intendenti, che allora

Arc, AC =/ _d=_ , ed arc. AB==[. _du__ .

1 ———2Z I o 44

In tale fuppo‘ﬁ/zione, per far pilt brevi ‘l/c formole , potrd fur-

rogarfi KN in cambio di o/i=—zz, € KM in vece di o/1—u"
CON-
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CONTINUAZION
" DELLO SCHEDIASMA,

Che & per virolo due Teoremiy da quali fi deduce la refo-
luzione andlitica & infinise [pecie d' equazioni [empre
pis -compofle in_infiniro, ¢ la [exione inddfinita
degls archi circolari .

AvvERTIMENTO (fig.59, e 60)

—Z% ) Ell' equazione (*) de’due teoremi, e in quelle, che

JEIl da efle dipendono , efpofte nella prima parte di
- quefto {chediafma, fi porra I unitk in vece di c,
)l e queft’ unith fara il diametro 4D, fe fi & riguar-
do alla fig. 59, ma fe fi & relazione alla fig. 6o,
fard il raggio KA.

Nelle fteffe equazioni, ove i fegni fono ambigui, fi pren-
derd fempre il fuperiore, e la lettera 4 fignificherh fempre
un efponente pofitivo. '

Applicazione- del 1. reorema alla multifexzione
degli archi circolari (fig. 59 )

N E! corollario del 1. teorema 3 dimoftrato, che pofta I ee
quazione (1) vale I equazione (7 ); ora queft’ ultima confi-
derata, f{econdo I'avvertimento, col fegno fuperiore, edivifa per
=+ = diviene

(29) =¢ _dy == =tadx

. Viey viTm
e integrando

(30) fith =af ax

1 — XX "

Il Pfi‘r:o me}%abro -d‘i/(l]ueﬂ' ultima equazione efprime 1 arc,
AC foitenuro dalla corda AC (7 ), quando fi fa valere in e
fa equazione il fegno fuperiore, ma quando V' 2 luogo 1" 1n-

- . . ferio-

(*) Opufcoli Calogierd tom. XVIIL pag. 30%
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feriore, il detto primo membro rappretenta I' arco inverfo
CD corrifpondente alla corda CO = /T3, .

1l fecondo membro della ftefla equazione (30) valendo il
fegno di fopra, denota I' arco 4B appoggiato fulla corda 4B
(x), e valendo il fegno di fotto, fignifica I arco inverlo BD,
che fifofticne fulla corda BD=—(/T—3xx, ¢ percid pofta I’ equa-
zione (1), che fi riduce a quefta

(31) y=(x=+y/ i)+ (%= T 1)?

{i octerra arc. AC == a4 arc. 4B, quando 4 denota un numero
intiero pofirivo pari, o impari, men:re, allora fe x o, an-
che y = o, e 1l fecondo membro dell’ equazione (31) fvilup-
pato refta libero dalla quantith immaginaria ¢/, per ca-
gione dell’ efponente intiero, e pofitivo 4.

"~ Ma per far s1, che neli’ equazione (30) regni il fegno in-
feriorey cioé, che fi abbia arc. inver(. BD = a arc. inverl.CD,
mi fervo della ftefla equazione (31), con quefta lola varia-
zione, che ora faccio AB—=y,e AC==x, ¢ veggo, che {uppo-
nendo la corda AC [x] eguale all’ unitd, anche I alira 4B
(r) diviene eguale all’ unith, e fi annullano entrambi gli ar-
chi inverfi CD, BD; egli ¢ dunque manifelto, che la for-
mola (31) confiderata in quefla feconda manicra fcioglie efat-
tamente il problema, allorché I' efponente 4 fignifica qua fi-
fia numero pofitivo intiero pari, o impari. Anzi quando & W-
dica qualfivoglia frazione razionale pofitiva, il tecondo mewm-
bro dell’ equazione (31) pud murtarfi in una ferie & infinia
termini tarti privi della o xx—t .

ScoLto VI{fig.60)

PEr cid, che {i ¢ detro nel fecondo punto del V. fcolio, fa-
™ facile di applicare 1" equazione, o fia formola (31) agl ar
chi diretti AC, 4B, ed agli archi inverfi BD, CD del qua-
drante circolare 4BCD .

Manic-
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Maniera di dedurre da quefti principj la seoria del sig. Giovanni
Bernulli fopra la moltifexione dell angolo per mezzn delle
sangenti pubblicara negli arti di Lipfia dell anno
1712 (fig. 594 ¢ 60)

Duidai prima I’ equ’azione (1) per I equazione (3), e poi
I’ equazione (3) per | equazione (1), e {i troveranno le duc,
che fegueno

2= (xSt ) (== —1 )# divif, per
V=t ‘ .
("‘“‘/zx—x)‘— (.x—‘/xx-—-l )’

Vit = (¥ ¢/ ) — (#—y/%x )* divil. per

K
(”‘*"/xx——!)‘-l-(’—‘/;:—-x)‘
cialcuna delle quali 2 per confeguenza conneflione eflenziale
coli’ eqnazione (29), e la falva. Ma trattando col dovuto
accorgimento quefte due equazioni, dallz prima di efﬁ? ritulta
(B2pv= =[rg=+2]+ [zv=—1] div. per

Vis vies_o  _vica
¥/ =1~ 1 J"— [’x‘/-—x-—lJ
Vi—ax - T X%

e dalla feconda e

(33)y x-m/::[x./.:-,q ]S ] diveper

7 f v 1=
[{‘_/53-*:]'-;- [x"/".._—.—-x ]-
Lo xx ‘/x:—x;

E’ ora facile a conofcere (fig. 59, ¢ 60), che chigm_andq
refpettivamente 7, ed x le corde, o i fens degli archi diretts
relpettivi 4C, 4B, la tangente AG farx=_s _, e la tan-

Vi—y .
gente AF fary == x_, ficcome la tangente DH dell’ arco in-
verfo CD , fary _—_—‘f/l_,‘:_":ﬁ;';, adunque foftituendo nell’ equa-

7 zione
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zioni (32), e (33) quefte tangenti in luogo de’ loro

valori,
fi fcuopre oo

(34) 4G/ =X =(AF oy =7 ~+1)* ~+(AF /= ==1)# div. per

(AF = —+1)o—(AF yy =i==1)4 > =~ =

(35) DHy/ =(A4F oy =5 1) = (AF /=3 ==1)# div. per

(AF St 1)*= (AF /3 —1)° K
. L' una, eI altra di quelte equazioni fviluppata, che fia
¢ divifibile per /=7, ogni volta, che 4 denoti un numero
intiero pofitivo, ma la prima 3 luogo’y quando 4 & un nume-
ro impari, ¢ la feconda quando & pari, e ciafcuna nel fuo ca-
fo fa trovare : '

Arc. AC=a arc. AB « '

L’ equazione ( 34) moftra, che quando la ‘tangente AF ¢
nulla, s annienta anche la tangente 4G con ambedue- gli ar-
<hi AC, AB; e I equazione (35) fa vedere, che all’annien-
tarfi della tangente 4F, 1la tangente DH dell’ arco inverfo
DC diventa infinita ; laonde s’ annullano in tal cafo i due ar-
chi diretti 4B, AC,el’arco inverfo DC diviene egnale al le-
micerchio nella fig. 9., ¢ al quadrante nella 0.

JLa regola per la mulcifezione dell’ angolo, che il sig. Gio-
vanni Bernullt % data negli arti di Lipfia dell’ anno 1713.10
fine della pag. 276., e in principio della pag. 277., € peript-
cuamente comprela nell’ equazieni (34), € (35)- '

Di pit I" equazione (24), the appartiene al tcorema I
prefa a tenore deil’ avvertimento col fegno fuperiore dividafi
per I" equazione (28), £ ne nafcérh nna, che maneggiata con
perizia dary quelt’ alua S

(36) Ry —=[ 1wy 7 ]_é_[l.—'y‘/:;]' divil. per

Vicm & 31— 7
(212

Or ﬁécome nelle fig. 59, ¢ 60 alla lcorda", o al /2:50 (2)
dell’ arco 4C COﬂ'“POﬂdC la iangcnm AG— = _, conforme

Vi & age
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¢ agevole a provare, e alla corda, o al femo () dell arco

AB la tangente AF == _«__, cost I’ equazione ( 36) fommi-

Vi
piftra quella, che fegue

(37) 4G s = =(1~+AF /=3 )2 ~=(1~—AF, /=3 )4 divil, per
(1=+4F /) o (1—4dF (/53)°
tale, che per effla fi ortiene I’ arco 4B all’ arco 4C come I
unitx ad 4, fia pure a qualunque elponente pofitivo anche
rotto, e fordo, poiché¢ ' equazione (37) fviluppata, fe 4 € un
numero intiero pofitivo psri, o impari, ovvero ridotta in fe-
ric fe 4 defigna qualunque altro indice pofitivo rotro, o irra-
ionale , la medefima equazione diventa fempre divifibile per
v =i, ¢ fe in efla i annulla 4F, anche 4G reita o, ¢
s’ annientano ambi gli archi 4B, AC.

Nell’ equazione (37) elegantemente fi racchiude la regola, che il
sig. Lagnl provd per fola induzione, ed elpreffe in ferie co-
ftante d'infiniti termini nelle memorie deli’accademia reale delle
fcienze di Parigi dell’ anno 170s., e che il sig. Gio: Bernuili efpole
parimente in ferie neglt aru di Lipfia dell” anno 1712, alle
Pag. 329.5 e 330., fenza penfare ( conforme egli attetta ne'
fuddetti atti dell’ anno 1722. pag. 370.), che la medelima
ferie fofle giy ftata da altri efibita.

Il fimile ¢ accaduro a me in ordine alla formola generale,
e finita, che moltrerd qui appreffo per la fezione ndefinita
dell’ angolo, mediante le fecanti, io la trovai gix con altro
metodo fenza penfare a quella ferie infinita concernente le
fecanti, che lo fleffo sig. Lagni pubblicd nelle citate memorie
dell’ anno 1705., avendola egli provara per via di pura in-
duzione. Ecco la manicra di dedurre dal pretente metodo la
mia formola. Vegganfi le fig. 59., € 60.

’ . -
L’ equazione (28) del II. teorema, purché fia maneggiata
con avvedutezza, riducefi facilmente all’ infrafcritta

(33)‘/__:1:1;: ('x::w) % div.pcr[ I+ u‘x/_._“‘J ‘-+[ :—;‘Ti] s
In virty di

queft’ equazione chiamando z la corda. o il

Tom. 11, [eno
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feno dell’ arco AC, ed # la corda, o il feno dell’ arco 4B, fi
2 arc. AC =4 arc. AB ; ma la fecante DG ( fig. 59 ), ovvero
KG (fig. 60) dell’ arco AC fi vede facilmente effere = _* _,

Vii—2z
ficcome la fecante DF (fig. 59 ), ovvero KF ( fig.60) dell
arco 4B ¢ uguale ad _1_; ed eflendo _«_ == AF, fara altre-

Lo uet \/l—un
st _« eguale alla o5F—7 nella fig. 59, ¢ alla xF—

Vi—in
nella 60; adunque fe fi nomina DG, ovvero KG (g), eDF,
ovvero KF (f), fi avih 1_=—=g,; « =y/fF=1, el equa-
vV 1—22 V=

zione ( 38) diverra

(39) g=af* divif: er ( 1~ (/=7 )* =+ (1—¢/TF )"
ove fi oflervi, che fe 'efponente 4 ¢ un numero intiero po-
fitivo I' equazione (39) difpiegata non contiene la quantitk
immaginaria o /T—F, € percid {cioglie perfettamente il pro-
blema. Se poi 4 denoterd qualunque frazione pofitiva razio-
nale , potrd il fecondo membro della detta equazione (39)
trasformarfi in una ferie, che fara fimilmente libera dalla
vV iZF-

Si ojfffervi ancora , che quando la fecante DF, ovvero KF (f)
¢ uguale all’ unita, anche la fecante DG, ovvero KG fara e-
guale alla flefsa unith, e gli archi 4B, AC refteranno annul-
lati ambedue, come dee veramente accadere.

Scori1o VII

P Er ben concepire cid, che fi ¢ detto nella prima parte di
quefto fchediafma, che I equazione (25) ridotta in ferie d
la fezione indefinita deli’ angolo anche nel cafo di 1 eguale ad

a
un clponente fordo, e cid, che di fopra fi dice dell’ equazio-
ne (37), che fcioglic anch’ effa lo fteflo problema; benché #
fignifichi un efponente irrazionale; fi confideri, che I equa-
zione (25) equivale alla feguente, ove ¢ elprime I unit al-
funra. 26
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1
2y /—1== =t ‘/1-0-51-0-_5 v\ =5 ‘/l—_fzi_ii/—l -
¢ cc € cc €
) . . . .
e che I equazione (37) ¢ la medefima, che I infrafcritta, in
‘cui ¢ 2 la ftefla fignificazione

x_f_G_‘/:'i.:(l-l-ff‘/—x - <I—JF‘/:)' divif. per
¢ € ¢

[:-&-AF‘/:}}‘ -+ [x—ff‘/:x] ‘

Imperciocche potrd fempre farfi in modo, che 1 nella pri-

a
ma di quefte ultime equazioni, ed # nella feconda fieno uni-
camente ne’ coefficienti de’ termini della ferie, e non abbiano
luogo negl’ indici di detti termini.

Cid che fi ¢ offervato in ordine all’ equazione (25), % fi-
milmente luogo anche per rapporto all’ equazione (24 ), nella
quale I’ indice « pud fignificare anche un numero rotto, e un
efponente irrazionale, ¢ cid non oftante il fecondo membro
della fefla equazione (24) pud ridurfi in ferie infinita, che
efibifca il valore di z eipreflo in termini non afferti di quan-
tith immaginarie, perche tutti divifibili per (=7,

Potrei dedurre da quefti miei principj altre formole genera-
li, e finite per la ‘moltifezione degli archi circolari, ma non

amo di pid allungare il prefente feritto.

Kkk 2 FOR-



444

FORMOLA GENERALE
D;Li: EQU QN;;T:)CANI

DEL QUARTO, DEL TERZO., E DEL
SECONDO GRADO,

Derivata dal mesodo di vifolvere T equazioni del quarto grado
inferso nel 1. wol, alla pag. 470.

' Aver’ io dedotte nel precedente fchediafma le refo-
f '~ lozioni analitiche dell’ equazioni del terzo, ¢ del
fecondo grado, mi & dato motivo di ftendere il
g prefente, e il feguente {chedialma.
Nelt’ mfrafcrxtta equazione (1) le lettere #z, p, g, r di-
notino qualﬁvoglla quantith coftante col fuo fegno.
(1) %* =t nx’ =k pxx— gx =710
Si concepifca I' equazione identica, che fegue
xx—n x4 1 (f4+z—+p )]"‘x"’-—l—nx'

[-+;m.+(f-|-z—l-»)]xx-f-n(f-g.z.q.p)x-l-
f 3 f
__[f—l- -+ 7 ]’, nella quale f, e x ﬁgmﬁcano quantits

mdetcrmmate
Da queft’ equazione fottraggafi I’ equaz[onc (1), fi avra
(2)[xx—|-ﬂx—l-!(f-o-z—o-p) = rm-q-(f-o-z—o-f’)-—'
f f 3
Plm[o(f—+z —H)—-q]r-* C(ftz £y =t
¥

f
Tirando da ambe le parti la radice quadrata, ﬁ trova
(3) xx-!-nx_*. I (f.q. T4 p )_—Fx[nn_‘.(f—f; —'l'P)
¥ 4

1

""P]""‘ /f-l- —i-P) -—r]
PUICh_f: fi fupponga [(f
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1
[:(f_'_:f_,_%)*_r];::::_[(f-o-}_f_—o-_p?)—-q] div. per ‘

I'z_'z-*(f"'i-*i)—P]T |
4 3 ) :
Queft’ equazione quadrata, € maneggiata a dovere produce ‘

(4) (f*z=+2) —p(f+2—+2) = (sgmr)(f+2 —+2) |
f 3 f 3 f 3
-e-pr—ggg—-qq:a ‘

. 4 .
Equazione, che trattata nel debito modo conduce a queft’ ‘
altra

(f+2) [ —p+ng—r(frz) == mp—s zp—m |
- "3 f 7 3 3 4 ‘

— —-—0
Se fi foftitnifce in queft’ ultima equazione in vece di (f~+ z )?
7
ilfuovalore fl~+33 f=+3 2z =+ 2, ciod fl=+3z (f+z )=+2, fi ‘
) f F f £
giunge a queft’ altra ‘
[3{—_)1—&-nq—r](f—+i)—c-f’ -+ 2 -+[ggg—_z_p‘_—9-_32
3 f £ 3 7 3
- '.‘.;”-' —q9]|=° ‘
Supponendo eguale a zero il primo termine di queft’ equa-
zione, cio¢ la quantith, che moltiplica (f—+2), fi ottiene
f

() x=(2p ==ng~+r) div. per 3

indi fi vede efzfere

S fomp — e zp — o —gq | =0

£ 3 27 3 4 )

Facendo ora per maggior brevith del calcolo cguale a K'l
efpreflione racchiufa tra le due parentefi nell’ ultima equazio-
ne ; lafciando z in luogo del fuo valore trovato nell’ equazio-
ne (4), e polcia moltiplicando per f° ; fi {cuopre

(6) fe+KfP zi=0

Equazione derivativa del fecondo grado, che rifoluta fommi-

niftra il valore noto di f?, e per confeguenza di f.
firep 8 f AVVER-
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AVVERTIMENTO,

N E’ corollarj, che feguono, fi lafceranno le lettere f, e
in luogo de’ loro valori trovati nell’ equazioni (5), e (6).

CoroilLARIO L

Refoluziome dell equazioni del fecondo grado mediante
la formola (3).

P Er applicare la formola (3) alla refoluzione dell’ equazioni
del fecondo grado, fi confideri, che facendo nell’ equazione
(1) eguali a zero tanto r, quanto ¢, la ftefla equazione di-
verrd la feguente, che ¢ del fecondo grado.

xx = nx—=+p0

Ma fupponendo nell’ equazione (4) eguali a zero lar, cla
g5 fi vede fubito , che f—o-_g-o-ﬁ]zo. Adunque annul-

f
lando nella formola (3) tanto [ff-l-_z_—'-i], quanto r, €4,
f 3d

efla formola diventa ,
X~k nx Tmh oy —py ciod

2 Py
"':—:’_:‘/nn-—-p
2 4

CoroLLARIO 11,

Refoluzione dell eiw}z_ionil de(] :)er@ grado mediante
a formola (3).

- PEr applicare 1a formola (3) alla refoluzione dell’ equaziont
del terzo grado, fi rifletta, che fupponendo la r nulla nell’e
quazione (1), effa equazione diventerk [ infrafcritta, che ¢
del terzo grado.

= nxx +px—tg o

E fe nel fegno doppio fi prendery il fuperiore ,la formola (3)
aflumerk queft’ afpetto '

I
xx-.-g:x[gz_,.(f-o-i-o-_g_)_P]T’ ciod
2 4 ro3

(7)
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1
(7) x===2 *[o+Urz=2)—p]7.
2 4 3

Cororrarz1o IIL.

SE in oltre fi fa valere il fegno inferiore nel fegno doppio
della formola (3), € fi opera debitamente, ne rifultery
$ b b (fobe Z b p ) e [ W e (ot 2 e p ) T
z f 3 [ 4 (f f ?) P]

Equazione, che conticne le altre due radici della fopranno-
tata equazione cubica.

CoroLLARIO IV,

Refoluzione dell’ equazioni del quarso grade mediante
la formola (3).

QUeﬁa formola in virth del fuo doppio fegno racchinde le
quattro radici dell’ equazione (1), che ¢ del quarto grado.
E per aver ciafcuna di dette radici, bafta rifolvere due volte
la fteffa formola , o fia equazione (3), ciod la prima volta facen-
do in effa valere il fegno fuperiore nel fegno doppio, ¢ la feconda
volta , prendendo il legno inferiore nel medefimo doppio fegno.

CorolLLAaRrRIO V.

In cui fi confiderano pik particolarmente T equazioni
del serzo grado prive del [econdo rermine.

A Nnullando nell’ equazione (7) la letteri », e riducendo
il fecondo membro di effa a pitt breve efpreflione, rifulta per
I' equazioni del terzo grado prive del fecondo termine.

f=yFEIi=w

f 3
ma nel prelente cafo di »==o I equazione (§) moftra 3=#2;
: 9

adunque fi & quefta formola

(8) s=vimm—n

of 3 ed
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ed eftraendo la radice quadrata del fecondo membro, nafce
queft” altra
(9) »=v7—_L.
WF

CorolLLario VI,

Segue la confiderazione dell equazioni cubiche mancanti
del fecondo termine .

S 1 ¢ fuppofto di fopra nella refoluzione generale
K= g — 2+ 22 — o =49

3 73 4
coficché quando 7, ed r fono nulle, come nel cafo prefente,
fid

K=—2—gq

27 -
Softituendo pertanto nell’ equazione (6) quefto valore di K,
ed anche il valore di z efpreffo nel precedente corollario, det-
ta equazione (6) diventa
fo—=[zz=ag]fr+ 2L =o
.27 . 9.9.9 .
Equazione, che rifoluta, ¢ deftramente maneggiata fommi-

niftra: .

(IO) f= [ﬂ*ﬂ_—kq‘/ﬂ*qq]-;
27 2 -y
I‘ntrod,ucaﬁ nell’ equazioni (8), e (9) quefto valore di f,
€ si dall’ una, come dall’ altra’ di efle” refteranno analitica-

mente refolute I’ equazioni del terzo grado, che non anno il
fecondo termine .

CoroLrrari1o VIIL
Continua la medefima confiderazione .

St eftragga la radice quadrata dall’ equazione (10) median-

te il noto metodo di eftrarre tali radici dai binomj, e fi con-
feguiry:

vT
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g ‘
=l T e,
SR -~
Di modo che quefto valare di /7 pofto nell’ equazione (9)
rifolvery anch’ eflo I' equazioni cubiche deficienti del fecondo

termine. X
. E perché = p: 4 ciot = p_div. per [1.':':&{:2-_!"" _11] 3
2 ; A

¢ vguale a —— 4 —_'-‘/‘;,T..,—,';. 7, come la.prova del cal-
? Y

colo rende manifefto; ne fegue, che la formola detta del Car-

dano naice felicemente dalle mie formole (7), (8), ¢ (9),

¢ comprova la giuftezza, ¢ bellezza di quetto metodo.

Tom. IL Ll SOLU.
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SOLUZIONE
- DI QUATTRO PROBLEMI ANALITICI
" Da quali fi deduce con mesodo uniforme '

LA RESOLUZIONE DELL' EQUAZIONI

DEL SECONDO, DEL TERZO, E DEL
_ QUARTO GRADO.

PRrR oL EMAL

El quadrato di (a—iib-+c) difcernere cid, che mol-
tiplica (a—+b—+c), ¢ cd:che pud chiamarfi I o-
mogeneo di comparazione .

SoLUZIONE.

(a~+b—c)* ¢ eguale a queft’ efpreflione

(sa=+b)"~+2c(a~=b) —+cc, ed anche a quefta

(a=+b)* =+ 2c(a=thetc)=cc, vale a dire fi

(1) (s b~c)* =2c(a~tb~c)—taa ~bb— 2ab—ct
¢ finalmente

(2) (a~+b—+c)* =(a~+2c) (a =+ b=t c) —+bo—tab=—co—ac
perché aa~tbb—t24b ¢ uguale ad a(a+b—+c)—+ab—oac.

Il che dovea ritrovarfi.

CoroLLARIO I,

L Equazione (1) moltiplicata per 4¢ (a=+b—+c) da

4c (a=rb~—+c ) =8cc(a =+ b ~+ ) * =+ (4aac — 4bbc—+8abe—
4°) (a—+borc)
e aggiungendo di qua, e di i (qab=-6cc) (a—t-b=tc) *—+ (45—
8abc) (a~+b—+c) ne proviene quelt’ equazione

4¢ (a~b~tc)? — (4ab—=6cc) (a~tb—pc)® =+ (45° = 8abc)
(a—+b~c)
cguale a quefta quantith

(3) (2cc4ab) (a=+btc)’—+(4aa0=+4bbc) (a=vb=tc)

Co-
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Conr oL'vr.A_,n;,l o IL

TEOREMA.

L E lettere 5, ed m dinotino qualunque numéro intiero po-
fitivo, o negativo, ed m pofla denotare anche zero,

Le lettere ¢, 4, B, ¢ G efprimano grandezze razionali,
¢ ¢ poffla efprimere anche zero.

Sia f=y/G; a=Af*, ¢ b=Bfem—F

To dico, che nel fecondo membro dell’ equazione (1) cid,
che pud chiamarfi I’ omogeneo di comparazione, fark una gran—
dezza razionale.

DiMmosTrRAZIONTE,

NE! fecondo membro dell equazione (1) cid che pud chis-
matfi omogeneo di comparazione, vale a dire zu—+bb+ 2ab—cc
fary eguale ad AAf* =+ BBf*(m=—b)2 ABf*m ——cc. Adunque
¢ dimoltrato il tcorema.

ESEMDP ).
1. SE b=1, ed m=o, farh r-Af, e b"n

II. Se h=1, ed m=1, fark a=4f, ¢ b—Bf
1L Se b=z, ed m=1, larh a=4ff, ¢ b=B.

ProBLEMA IL

IN'El cubo di (atbtc) difcernere cid, che moltiplica (a—+b+)",
ctd che moltiplica (a=+b—+), ¢ cid che pud chiamarfi I' omo-
geneo di comparazione ,

SoLuzrIonNwE. :
(a—+h—c)? & uguale a queﬁ’ efprcﬁlonc (a=+b)? =+ 3c(asb)*
=+ 30 (a=+b) =+ ¢}
ed anche quelt’ altra
(a~+b)3=+ 3¢ (a=+b)*~+{Gromm3er) (Mb)—+ 300300 c?
la quale fi riduce all’ infraicritta

Lll 2 (4)
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(4) (a=+b)? =+ 3¢ (a=+b=tc) == 3cc (a4+b) — 26}
perché (a—+b)*—+2c (a=+8)—+cc & uguale ad (a=+b=c)®
Ma (a—+5)} & uguale .ad"a’s+ 3baa 36ba—+4* , ciod ad a'—+4?
=+ 30b (a=+b ), Adunque I’ elpreflione (4) fi matain quepta,
(s) 3c(a+b—c)* =+ (3ab=3cc) (a+b) =+ &° ~b}mm2c®
- Ora ( 3ab—3¢cc ) (a=+b ) = 3aab— 3abb == 3acc ~— 3bcc = (345
m3cc) (a—+b=tc) == 3abc—=+3¢%, come fi trova dividendo per
4=+ b—+c il membro fecondo di queft’ equazione doppia; a-
dunque furrogando nell’ efpreflione () il fécondo valore di
(346 — 3¢cc) (a=+b—+c) , fi confeguilce )
3¢ (a—+b—+c)* — (380~ 3cc ) (a+btc ) =+a’=+b7 pcdmm3abc
e confeguentemente abbiamo e ‘
(6) (a=+b—c)’ m3c(a—tbtc) =+ ( 3ab3cc) (a—tb=tc }+a’
=t btee? == 3abc o ’
11 che dovea ritrovarfi.

COROLLARTI O,
TEOREMA,

LLE lettere 5, ed m dinotino qualunque numero intiero po-
fitivo, o negativo; ed m.poffa denotare anche zero.
Le lettere ¢, 4, B, e G ciprimano grandezze razionali ; ¢

¢ poffa efprimere anche zero. -
B . . ok T
Sia f=/G ; a=Aft, e b=Bfmn~s
To dico, che nel fecondo menibro dell’ equazione (6) il

rocfliciente di (a=+b—+c), ed anche cidy che pud chiamarfi
¥ omogeneo.di comparazione, faranfio.grandezze razionali.
DimosTrRAzIONE.

In primo luogo 34— 3cc coefficiente di (a—+b=+c) fara &
guale a 3A4Bf3"e—3cc . B

In fecondo luogo 4* —+ 4> =+ ¢* — 3abc, che pud chiamarfi r
omogeneo di comparazione, fari eguale ad A’jg/)*B’f’(;m‘—b)
=+ ¢} = 34Bf3", Adunque ¢ dimoeftrato il teorema.

EsgM-
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EseEmMepjg.
L SE‘b:t, ed m=o, farth a=4f, e b =3
IL Se =1, ed m=1, farh a=4f, ¢ b:Bﬁ.
ProsrLreEma IIL

NrEi quadrato - quadrato di a—+& —+c¢ difcernere c¢id, che mol-
tiplica (a—=b—+c)*, cid, che moltiplica (a~+b—c)*, c1d, che
maltiplica (a=+4—c), ¢ cid, che pud chiamarfi I' omogeneo
di comparazione .

SoLvuzjioNE,.

(a<pbxc)* & uguale a queft’ efpreffione

(a=t) * mric (a=4b)” w6 (a—b) b4’ (a—45) c*
che equivale a quetta

(atb)* 44c (ampl)’ (1200 == Gec) (amtd) * 4 (126'==8¢?) (2=+5)
b4t — 3¢t
¢ per conleguente a queft’ altra
(7)) (b} o 40 (ambboac) —Gicc (amsd) —807 (4 —3c*
perche (s—+b)' =3¢ (a=46)"—+3cc (a=b) ¢ & ugvale ad (c-abepc)?

Di pii I erprefsione (7) € uguale alla feguente

(8) (a—b)* =+ 4c (a—vb—rc)? —Gcc (amtbmc) * 40 (a~4b) wp 3¢*
perche (a=+b)*~+2c (a4b) —cc & uguale ad (s~+b—c)®

In o'tre (a—b)* ¢ uguale ad a*—pgbs’+6bbaa—+4b’a—wt? , ciod
(a=+b)* ¢ uguaie a quelta quantith

4ab (ampbpr )’ —8abc (a=Fb) —4abecaya® —pbt—2aabb

Adunque ponendo tal valore di (e=+4)* nell’ efprefsione (8),
efla diviene

(9) 4c(ab=tc) s ( gab——b6cc) (amtbsc)’— (43==8abc) (a=bb)
“Ha* <+b* == 200bb~+ 3¢* —4abec , € queft’ efprefsione & uguale ad
(a-’-li-o-c)‘ . :

Ma (4¢°=8abc) (ab)==gqac’ oy 40’ —Baabe—=B8abbe==(4¢*~8abc)
(a—%bmtc)— 4c*+8abcc , come fi trova dividendo per a—b—se
il membro iecondo di queR’ equazione doppia; adunque fottic

’ tuen-
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tuendo nell” efprefsione (9) il fecondo valore di (4¢* == 8abc)
(a-+b6) y effa diviene

4¢ (amphm)’—+ (4ab—Gcc) (@mtbtC)r (46> =B abc) (ampbotec)—ta*
=+ f* e 200bb — ¢t 4 gabec
¢ fufsifte queft’ equazione

(10) (ambbmpc)* = 46 (mphtc)’ —+ (4ab—bcc) (amvbotc) e (40°
—8abc) (ampbmpe) 8 pbg==2a0bbmet s 4abcc

Il che dovea ritrovarfi. '

COROLLARIO.
TEOREMA.

LE lettere b, ed m dinotino qualunque numero intiero,
pofitivo, o negativo, ed m poffa denotare anche zero.

Le lettere ¢y 4, B, ¢ G cfprimano grandezze razionali,e
¢ poffa efprimere anche zero.

Sia fz‘/é"‘; a==Af | e b= Bfamn—b

Io dico, che nel fecondo membro dell’ equazione (10) il
coefficiente di (a=+54—+c)*, il coefficiente di (4 —b=+c), ed
anche cid, che pud chiamarfi I' omogeneo di comparazione,
faranno grandezze razionali. ,

DiMosTRAZIONE,

IN primo luogo 4ab—6cc coefficiente di (a-.,b—a-t)' fark ¢
guale a 44Bf+» —6cc.
In fecondo luogo 4c* —8abe cocfficiente di (o=t b =4c) fark
eguale a 4c'— 8 A4Bcfam : .
In terzo 10080 2%~ b* == 24ahb —=r* — 4abec , che pud chia-
marfi I’ omogeneo di comparazione, farh eguale ad )
A* f4h — B* f* 4m—b) mm o oy 4 ABccf4m,  Adunque ¢ di-
moftrato il teorema. :

EseEmMr]y,
LSE #=1,ed m=o, farh a==4f, ¢ b= B

Il Se h=1, ed m=1, fark s=4f, ¢ Zr:éf’ :
1L
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IIL. Se b==—3, ed m=—2, fars v= 4, e b=Bf°.
j'i

ProBLEMA IV,

NEl quadrato - quadrato di (a—6—c) difcernere cid , che
moltiplica (2—4b—¢)*, ¢id che moltipiica (a—+b—pc), € cid
che pud chiamarfi I omogeneo di comparazione.

PRIMA SoLUZIONE.

N Ell' équazione (10) pongafi in vece di 4c(amibyc)’~ (44b
—6cc) (apbpc)* —+ (4c'—~8abc) (a—pbpc) 1l 10 valore (2cc—y4ab)
(a—wb—4c) * —+ (4aac~+4bbc ) [a—+b—++] trovaro nel’ equazione (3 ),
e fi fcuoprira quelt’ altra equazione

(11) [awbr] = [2cc4445) [a—bap]* 4 [4aaCap4bbc] [ampbmic]
=gttt et —24abbtqabcc .

Il che dovea ritrovarfi.

SECONDA SOLUZTIONE,

SE nel fecondo membro dell’ equazione (10) s introdurrh in
cambio di 4[7—b—]* 1l fuo equivalente [gac—4bc—4cc](a—+b—c)",
detto tecondo membro fi efprimerk neila leguente guita

(H) (4abmp20c—44ac~4bc—40C) (a+bmpc)* —+ (4¢% == 8abc) [a—+b
=)t g bt —ct—200bb —+4abce
attctoché gecm—Gec=—20c=2cc~4cc

Cid bafterebbe per lo [cioglimento del problema. Tutta.
via perché si fatta foluzione non larebbe a propofito per I u-
fo, che intendo di firne; io confidero, che

(4ac—+4bcmegcc)[ab—c]® & uguale a queft’ efpreffione [ 4aac
~+4bboas Babo— 4] (a b —+0) 5 € tal valore di [4ac—+ qbc — 4cc]
(a=+b—+¢)* foftitnito nella quantith (H), la fa divenire il
fecondo ‘membro dell’ equazione (11).

Il che dovea dimoftrarfi.

Terza SeLUZIONE,

(a=b—c)* ¢ uguale alla feguente efpreflione
[etb1* v 4[4 b]? mp (200 = 400) [atb] + 4 [a=4b] = 2¢*
—ct, - 4 :

ed
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ed anche all’infrafcritta :

(12) (a~+b)* —+4c[a—+b]? ~+2cc (a=bt) " pqoc[a—b] b —egt
perché (2—+b)* —+2c [a—+b) —ecc & uguale ad [s—+b—c]*

Ma (a—+6]* ¢ uguale ad a*~+4ba°~6bbas —+4ab’—+b* , ciot
(a—+6) *==4ab (a—+b)" —+ 8abc [ a=+b) ~+ 4abcc—24abb —8abc [a—+b]
—qabec—at=c* ; e quindi .

(a—+b)* == 4ab(a—+b—+c)* —Babe (a=+b)—4abce—ta*~+b*—2aabbc
per la ftefla ragione, che 0 motivata immediatamente dopo I
etpreflione (12). Laonde furrogando quefto valore di (a=+5)*
nella medefima efpreflione (12), efla prenderd quelta fembianza

(13) (2cc—+4ab) (a—+b=c)* =+4c (a—+b )? ~4cc (a =+ b)* — Babe
(a=tb) —a* —+b* —c* — 2aabb—4abcc , e queft’ efprefsione fark e-
guale ad (s~+b—c)*. E perché 4e (a=+b)*® ==(4ac—+4bc)(a=+b)",
ne fegue, che I efprefsione (13) equivale a queft’altra

(14) (2cc—+4ab) [a—+b=+c]"=+[4c0+4ac~+4bcKamtb) —8abe (a=+b)
—+ 0t b* = ¢* = 2a0bb — 4abcc
dove ponendo in cambio di (a#~+5)* il fuo valore aa—+2ab~+bby
e in luogo di —8abc (a~+4) il fuo valore — 8asbc — 8ablc, fi
vedra, che (4ecpqac—sqbc) (awb)? = 8abe(awph)— gabec & ngua-
le a queft’ efprefsione

484CC — 40bCC 4 4bee ~4 4% ¢ =+ 4abbc ~+ 4aabe - 45° ¢

Adunque farta la debita foftituzione, I etpreisione (14) fi
cangia in quelta

(15) (2rc— 4ab ) (a+b=tc) * —+ a* =+ b*— *emm2aabbt 40 (& =+ B
=+a2a¢ = abb ~+ bbc —+ aab ~+ abc )
dividendo adeffo per 4 44 —+c la quantita M infrafcritta

(M) &’ 4+ b6° < aac =+ abb —+ bbc —+ aab = abc
ne viene il quoziente aa — bb ~+_abe

. . a=-bt-c
coficche la quantith (M) equivale a quefta

(aa=bb) (a~+b—c) = abr , che foftitmita in luogo della fud-
derta quantith (M) nell’ efpreisione ( 15), efibiice I infraicritt2
(20 ~+ 4ab) (a=tb—c)* =+ (4aac—4bbc) (a=tbmtc)=ra=tb* it
2aab —+ gabcc
€ per confeguenza fuflifte I’ equazione (11) trovara nell’ altra
foluzione di quciio medefimo problema . Il che dovea rurovcarﬁ-
O
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Meritava quefto problema, che ne fofle dedotta la foluzio-
ne da principj immediati, ed evidenti.

COROLLARIO.
TEOREMA.

LE lettere b, m, ed » dinotino qualunque pumero intiero
pofitivo, o negativo; ed m, ed » poffano denotare anche zero.
Le lettere 4, B, C, ¢ G efprimano grandezze razienali.

3
Sia f=y/C ; a= Af?; b=Bfam—h, ¢ ¢ =Cfor—14
Io dico, che nel fecondo membro dell’ equazione (11) il
coefficiente di (a~tb~+c)?, il coefficiente di (s—+b—c), ed an.
che c1d, che pud chiamarfi I'omogeneo di comparazione, fa-
ranno grandezze razionali.

DIMOSTRAZIONE.,

In primo luogo 2cc—4ab coefficiente di (a~+6~+c¢)* fara
eguale a 2CCfa(rn—b) g ABfam |

In fecondo luogo 4aac —+4bbe coefficiente di (a=+b~+c), fa-
1h eguale a 444Cf47 = 4BBCf4(m=+n—h)

In terzo luogo &*— b* — c*—= 24abb —+ 4abec, che pud chia-
marfi I’ omogenco ,di comparazione, fark

A* f4h . B* fa(4m=t) = C*ft(4p==35) 2 4 ABBf?m
-+4 dBCCf 4(m—t22—"b)

Adunque ¢ dimoftrato il teorema.

EseEmMrP].

I. SE b=1; m—1;n=1; fataa=Af; b=Bf*, e

c=Cf.
I Se h=1; m=—o; ed n=o; farh a==df; b=B ; ¢
c=c. d
if

1L Se b=1; m=o; ed n==1; farh a=Af; =3 ; ¢
7
c=Cf. -
Tom. 1L Mmm IV,
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IV. Se b=1 ; m==—1, ed n=—1; lara a==4f; b= 8.
F'
ee—=C¢C,
T*

V. Se b==—1; m=1, ed n=—1; fara a=4 ; b=Bf;

~

ec=C.

£
Refoluzione dell’ equazioni del fecondo grado dedosta
' dalla foluxsone del problema I

(16) xx=nx —+
efprime ogni equazione del fecondo grado, perché #, e p rap-
prefentano quantita date coi loro fegni. Si fupponga pertan-
to x==a—+b-+c; ¢ paragonando termine a termine I’ equazio-
ni (2), e (16), fi avranno le due feguenti

(17) a=+2c=1n

(18) bb—+ab——cc—=ac=

Dalla prima di eflfe s’ inferifce

(19) c=r—2
2

percid —cc—ac & uguale ad s—mn , e quefto valore pofto in

4
vece di —=cc—ac nell’ equazione (18) fomminiftra 66—+ ab—+
ss—m =p, vale a dire bb~+abp—+ aa =m—+p,ed eftraendo da

4 , . 4 4
ambe le parti la radice quadrata, fi conofce
b8 = Jn cioé
- ‘/..; P>
(20) b=—2 = /0n 4
- EYmp

. . 4, . .
Qui fi noti, che la 4 rimane indeterminata. i ,
Adunque effendofi fuppofta x==a—+b—+¢, lark in virth dell

equazioni (19), e (20)

x:a—+(—_§_ —_F‘/rm-o-‘p>—o-[n._.--], clog
z Py 2 2

Sco-
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ScotL1o. '

ANche 1 equazione (1) darebbe la refoluzione dell’ equazio-
ni del fecondo grado, perché paragonata termine a termine
coll’ equazione ( 16) moftrerebbe 2c=#, cioé c=1» , ed

aa=+bb—+2ab—cc=p, vale a dire (a—t—lz)":cc-‘i-p:z_n_n ~+p.

Coficché eftraendo la radice quadrata{ fi avrebbe *

a=+b==t ‘/ﬁ—i-p‘ E quindi efsendo ftata fuppofta =4
4

~+b—c, fi vedrebbe come prima x=1—_i-‘/2 —+p .
2 4

Refoluzione dell eqha(iom' del terzo grado dedorta
dalla foluzione del problema 1.

S 1a I infrafcritta equazione cubica, nella quale , Py q e
{primono quantitd date coi loro fegni
(21) X¥*=nxx —+px—+¢q ;
~ Si lupponga x =a~+b—+c, e paragonando termine a ter-
mine | equazioni (6 ), e(21), fi avranno quefte tre equazioni
(22) 3c=n ’
(23) 34b—3cc=p
B b+ —3dbe=¢q
Ponendo in queft’ ultima equazione il wvalore di 326 tratto
dall’ equazione (23), e trafponendo, fi % 4’— §’— 20— pr—
g=o, indt foftituendo qui in vece di ¢ il fuo valore 7 prefo
rol

dall’ equazione (22), fi confeguifce
(24) @+ =27 —pr—g =0
7 3 .
Ma dall' equazione (23) fi deduce b=71 [&—l—u ], cio¢
e L3
ponendo in cambio di cc il fuo valore 72

C3) =312 ’

Mmm 2 Der-
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Percid furrogando nell’ equazione (24) quefto valore di 4,
ne viene
Bt I[Pt [ amtn et g ==
TSI TETET!
E moltiplicando per 4*, ritrovafi
(26) a‘—[z_n’-sg»_- —+q ]a’-i- g_-!.-:'g] $==o
7 3 3 9
equazione derivativa del fecondo grado. Efsendo dunque la &
ftara fuppofta eguale ad a=kb=+c, fara in virtd dell’ equazio-
ni (22}, e (23)
XIS kgt 1 [1-1- i )
3 sL3 9
In luogo di 4 s intenda qui il fuo valore efprefso nell’ equa-
zione (26).

Refoluzione dell equazioni del quarto grado

PREPARAZIONE.,

(27) "“=””""pxx-|.qx-c-r
rapprefenta tutte I equazioni del quarto grado, perché =, p,
9, ed r fignificano quantith date coi loro fegni. '
All’ uno, e all’ altro membro dell’ equazione (27) aggiun-
gali = 5x’ =+ 207 xxmmmnix = 0t
8 16 256
¢ la detta equazione prendery quefta fembianza

[=2]'= o] [ oo
4 8 16 256

Si ponga in queft’ equazione in vece di [P-'-i;gg] xx il fuo

cquivalen[e P-i-g"”] Xmee 71 7] 2 e pt3m7 [nx.—nn], € ope-
3 [ T] [ 8] T a6
rando a dovere, fi vedrd
2 T e o
4 8 4 ry -8-_] 256
gl_* r
16
S'introduca in queft’ ultima equazione in luogo di

(mp
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(_"_E -"7-'-13) s il fuo equivalente :

2 8
(np—bq-‘-n’) [x—n J—O-nnp—l-nq—l- » , e farte le debite
2 4 32

operazioni appanrh queﬁ altra

GO 0) (31 3 )

X w—pp -t ;n -t nnp =4 ng -ty
= %6 16 3
che equivale all’ equazione (27).

Secgue la refoluzione dell’ equazioni del quarto grado.

PEr maggiore fpeditezza del calcolo facciafi
(29) P=p~— 3m
8

(30) =p—+g=r
(z[) R = 3:1 —i-m:p—i-nq —

¢ I equazione (28) far!z

32) [ ]‘—P[x-—n ‘*Q[x—n]-ﬁ.&
N
Suppongafi & e n =g~ b —+c, ¢ I equazioni (11), e(32)

paragonate tra lorg termine a termine , fomminiftreranno le
tre equazioni, che feguono

(33) acc—~+ gqas =P

(34) gaac —+ 46 = Q

(35) a*=2a0bb =4 p* —c*~44bcc =R

Dull’ equazione (33), nafce queft’ altra

( 36) ‘b— P o «

r equaz:one (35) trafpofta produce
8% e 203b5 4+ 4 == R e ¢* = 4abcc
¢ introducendo nel fecondo membro il valore di 4 defunto
.dal equazione (36), fi arriva a queﬂa
Y e 280855 = 54 R— Pec = 3"

“_
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da cui eftraendo la radice quadrata, fi vede

(37) aa=—b6 ==t/ R—Pect 3¢

Dall’ equazione (34 ) deriva

(38) aatts=2

Aggiungendo I c‘guazioni (37), € (38), € poi dividendo

per 2, ritrovafi
(39) aa=Qk 1 R—Famtse
8

Sottraendo I’ cquzazione (37) dall’ equazione (38), e poi
dividendo per 2, fi conofce

(40) 66=Q =F 1 o/ R Peorie*
g

¢ k]
_Moltiplicando I’ equazione (39) per I equazione (44), fi
giunge a quefta
(41) aabh= 0Q = R = Pex—;3"
J6acc & 4 4
Quadrando 1" equazione (36), fi
83bb == PP —— Pct = ¢*
s .
e quefti due walori di sabt paragonati infieme danno, dopo
aver farte le debite operazioni
(42) C‘—{"_{—i—[ff-&-f_ oc—+ 00 =0
2 16 4 64 .
‘Eﬂraggaﬁ ora la radice quadrata dall’equazione (41), mol-
tiplicata prima per 4, ne verrh
(43) 2ab== _.gg;_l-i.—:l’:c —;7’
s X Xfee P
S aggiungano | equazioni (38), ¢ (43), fi vedra
A4~ bb = 2 2b = 20—+ _‘/—&—R—hf’tc—?,o
. . 4¢ 16¢c .
Si eftragga la radice da queft’ ultima equazione, fi trover:
1

c 16¢c
E perché abbiam fuppofto % = » =g et —+¢, avremo
4

atb=—=(0 ‘/W:z?’) 3

(44)
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) 4
(44)em=r ozt (@t  /DO—FrPe—30 ) ¥
: 4 4c 16ce
In luogo di ¢ intendafi qui il fuo valore, che s’ inferifce
dall’ equazione (42).
La novita, e bellezza della formola (44 ) ci ricompenfa del-
la lunghezza del calcolo, che ad effa ci 3 condotto.

Seconda manicra di rifolvere I equazioni
del quarto grads .

P Er 1 equazione (36), fi &
(43) 2ab=2P—cc

2
Aggiungendo prima I’ equazioni (45), e (38), e poi fot-
traendo I’ equazione (45) dall’ equazione (38), fi trovano que-
fte due refpettive equazioni
(46) aa—+ 2ab+b66=0 ~ P —cc

2

4‘.‘
(47) aa —2ab—+ bb =L — P —pocc

4¢ 2
dalle quali eftraendo la radice quadrata, fi anno queft’ altre due
8 -+ p=—t Q=+P—cc
(48) 4 ‘/ b

(4_9) 4 —p==t ‘/g—f—bc:

- , Y a2 S

Moltiplicando I equazione (48) per I equazione (49), tro-
veremo

(50) as—tp= /OO —PP—+Pec—:*

‘/;650 4

¢ quadrando, conofceremo

a*—2aabb—p* =0 Q— PP = Pec—c*

16¢c 4 > .

Quefto valore di 4% — 24466 —5* pofto nell” equazione (35),
la trasforma nella feguente

09 — PP Pec — 2c* — gabec == R

16¢cc 4

¢ trafponendo, fi vede
4abee
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4abcc=R PP — QQ == Pcc— 2¢*
16¢¢
ma moltiph’canso per cc I' equazione (33), indi trafponendo,
fi ottiene
aabcc = Pcc—2c*
" Laonde il confronto di quefti due valori di 4ebcc moftra
R = PP — Q0 e P¢¢ e 2c* = Poc — 2¢*
16cc
e queft’ gquazione trafpofta, indi ordinata, reflituifce I’ equa.
zione (42).
Confiderando adeffo I’ equazione (48), e la fuppofizione ,
che fi ¢ fatta di ¥ — n =a—+b~c, ne fegue
4

=P, JOFT—c
(s1) Lok /=P

ks 2 .
Quefta formola comprende quella, che fu trovata in tem-
po del Cardano con merodo affai diverfo.

ScotrL1o.

IN ciafcuna delle due formole (44),e(s1), Iefpreflione del
valore di » equivale a quattro valori delia medefima »; per-
che fi contiene in effe il fegno doppio; e perché la ¢ pud rap-
prefentare ad arbitrio una quantit negativa, o pofitiva, cio¢
la radice pofitiva, o negativa di ¢.

Cororrario I
SEs vogliono i valori di «, e di 4, fi aggiungano le due
equazioni (48), ¢ (49), e poi fi divida per 2, ¢ fi conofcers
(52) a=—k1 Qe Pemecc =k 1 Q ==P=tcc
- v/ V2

4¢ .
fi fottragga pofcia I equazione (49) dall’ equazione (48), -
di i divida per 2, e fi avrh

(53) b==t1  JOFP—w= 1 /=P e
2 ‘/44' 2 2 ‘/44' 2
Quefte due formole fono nuove, ed eleganti. Anno anche
il pregio di generare 1" altre due del IV, corollario .
Co-
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Cororrario Il

D Al equazione (36) fi trae
(54) b:[”—ﬂJ div. per 4

ed anche
(55) a= [P—cr] div. per &

Percid quando fi ¢ dedotto dall' equazione (52), ovvero
dall’ equazxone (53) il valore di 2, ovvero di 4, !’ efpreflio-
ne piu femplice dell’ altra di quefte due quanmh fi nra re.
fpettivameute dall’ equazione (54), ovvero dall’ equazione (55).

CoroLLARTIOTIIL

QUmdn nafcono le quattro nuove formole infrafcritre
=n—bc—ta—+b

.:"—i-c-i-a-i-"?—"] div. per #
x._z-l-c-l-é—l-[l’—u‘] div, per &
x:é-i-c-c-[P—w] div. per 4 ; —l-[P—v:]dxvpert.

ScolL1lo.

T valori di 2, ¢ di 4 poffono defumerfi dall’ equazioni (52},
(53), (39), € (40), in ordine alle quali, ¢ in ordine alle
quattro formole del corollario prefente, dee valere la rifleflio-
ne, che fi ¢ fatta nello fcolio, che precede il L. corollario fo-
pra il poterfi rapprefentare dalla ¢ una quantita pofitiva, o
negativa ad arbitrio.

Una fomigliante annotazione dovra valere anche in ordi-
ne all’ equazioni (56), (57), (59), (60), (61), (62),¢ (63)

CoroLLARIO IV,

QUadrando I' equazioni (52), ¢ (53), apparifcono le dug
refpettive

Tom. I Nan (56)
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(36) aa=Q—+ 1 (/22— P—u]=

téec

(57) bb__Q—l ‘/_g—[P—cc]

16¢¢

Scox.!o.

L A formola (56) fi trova ancora aggrungcndo I cquazmm
(38), € (50), e poi dividendo la loro fomma per 2.

Alla formola (57) fi giunge ancora fortraendo 1" equazione
(50) dall’ equazione (38), e poi dividendo per 2 la loro dif-
ferenza .

Terza maniera di vifolvere ' equazioni del
quarto grado .

L Equaznone (33) ben confiderata, equivale.a quefta
‘ (aﬂ-}-bb)’ —(cc—2ab)* =R

Ponendo in cambio di 245 il fuo valore defunto dall’ equa-
zione (36), € poi trafponendo, nafce

(aﬂ-l-[lb)z_R—t-[zcc—P] ‘

Eftraggafi la radice quadrata, e fi manifefters
£38)aa—+bb = ‘/R—P(zcc— P )

Queﬂ’ cquazione paragonata coll equazione (38), fa vedere

‘/R—i-[zcc— P]

Equazmnc, che quadrata, e ‘poi ordinata nel debito modo
rende I' equazione (42).

Aggiungafi all’ equazione (58 ) I’ equazione (36) molripli-
cata prima per 2, € ne verra

4a—+bb — 22b == P —cc ‘/R—*'(ch— P )
2

ed eftraendo da queft’ equazione la radice quadra.ta, avremo’

a=rb
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4-—0-17 :'_"[P —cc—q-‘/R-f-/zcc—P) ]

¢ per la fuppofizione fatta di w=——r —a4 -..b—+c, troveremo
4

B T
(59) x=1-+c_j[£—cc4‘/ﬂ—r(zcc— 2)’ _T
Anchc quefta formola ¢ rimarcabile per la fua bellezza, ¢
novita .
CoroLrario L

S E fi vogliono altre formole pel valore di 4, ¢ di &, eccolc;‘
L’ equazioni (37), e (38) aggiunte efibifcono, dividerdo

la fomma per 2.
'(60) 44 =1 o/ RemPP—+Peomoget =k 1 o/ R—Poot 35
: - ~ "

e I equazione ( 37) fottratta dall’ equazione (58), manifefta,
dividendo la differenza per 2
(61 ) b= X ‘/R—fi’—#-}’:c—q.c* purnil ‘/R-ch;—k; ct
" CoroLrLario IL.

* Due. alrre formols pel walore di a, ¢ di b.

A Ggiunte T equazioni (50), € (38) , e divifa per 2 la
fomma di effe , proviene

(62) aa=2 ‘/R-i-(zcc—-};) -+ 1 ‘/QQ_(“__}:):

léu‘

Sottratta I' equazione (507 dall’ equazione (58), e divifa
i:er 2 la loro dlﬂ'crenza, rifulta

63) bb= ‘/R—-l-(?.cc—-”) —_—1 D"—(CC_P)

16¢¢
ScoL1o.
ORa fi &a Iuogo allo fcioglimento del problema infrafcritto.

o lo feci pervenire, foppnmendo il mio nome, ai dotti
Nnn 2 aunto-
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autori degli atai di Lipfia, ai quali piacque inferirlo negli at-
ti medclimi anmo 1749. mefe d Otwobre, pag. 627., ¢ mentre
fcrivo, non fo ancora, fe, € come, da altr1 fia ftato fcioito.

PROBLEMA.

S 1a I' equazione del quarto grado mancante del fecondo termine

# T prx =k gx =1
nella quale p, g, ed r dinotino quantith date coi loro fegni.

Si dimanda , che {i trasformi detta equazione in queft’ al-
tra pure del quarto grado, ma dotata del fecondo termine

x* = fx? —o-gxx-f-bx—o-r
tale, che I incognita x fia la fteffa nella prima, e nella fe.
conda equazione, e fia parimente lo fteflo in ambedue Iequa-
zioni I’ omogeneo di comparazione r .

I coefficienti poi della feconda equazione, ciot f, g, ed 5
fiano determinati per mezzo de’ coefficienti p, e ¢ della prima
equazione, e per mezzo ancora del comune omogenco di com-
parazione r.

SoLruvzionNE.
SUppongaﬁ *=a=+b-+c, e I’ equazione x*==pxx ¥~
fi paragoni termine a termine coll’ equazione (11), che ¢ del
quarto grado, ed & priva anéh’ effa del fecondo termine.

Da quefto paragone fi traggano i valori di'a, di &, €dic,
come fi & fatro in quefto {chedialma, cioé nella prima, o
‘nella feconda, o nella terza maniera di rifolvere I' equaziont
del quarto grado, e ne’ loro corollarj,

Suppongafi perd la # uguale a zero, talché nell’ equazione
(29) abbiali P = p, nell’ equazione (30) abbiafi @ =7, ¢
nel’ equazione (31) abbiafi R=r, e cos) in rurte le formo-
le efprimenti i valori di 4, di &, dic, delle quali fi farulo.

Indi ritenendo la fuppofizione di » =a=b-pc, fi pongano
i fuddetti valori di #, di &, e di ¢ nell’ equazione (10) pure
del quarto grado, la quale & dotata del fecondo termine, ed
ancora A per ultimo fuo termine I ultimo dell’ equazione (1 1)
gid fatto eguale ad . :

Egli ¢ vifibile, che in quefla guifa rimarra f(ciolto il pro-
blema. Il che dovea farfi, AL-




ALTRO METODO

PER LA SEZIONE INDEFINITA
DEGLI ARCHI CIRCOLARI

Senza il fuffidio delle f{erie.
AVVERTIMENTO.

El mefe di Giugno dell anmo 1719. 4 o poco dops ,

mandai ( fecondo # mio confuero ) all accademia degls

S Bl Arcadi in Roma il prefente [chediajma, e gli aliri

bt l due, che lo feguomo immediasamente ; i gquali inclufi

in tre diverfi- pieghi fegnati al di fuori il primo col-

la lettera F o il fecondo colla lertera G il tero colla lestera H,

¢ twiti ¢ tre conrvaffegnati cal _mio mamz paftorale di Floriito

Gnaufenio . GI ifteffi Jchediafmi alcuni anni avanti evano Sflasi
dz me prodosti .

TeEorEMA I

T L binomio mdr =% % per fuo integrale
b -iF

J.(1=+#,=7)". Avvertendo, che m efprime qualfivoglia

S A
efponente pofsibile , ed /. fignifica logaritmo.

DIMOSTRAZIONE,

Io foprannotato logaritmo fi rifolve nelle due feguenti quan-
tith m L (34rs/T0) —mlo /T30 le quali differenziate,
fomminiftrano mdr (/=1 — mrds , cioé ( riducendo quefte due
. I-l-r‘/::; Jaetett
frazioni ad uno fteflo denominatore, il che fi ottiene con
moltiplicare per 1—¢,,=5 il pumeratore , e il denominatore
della prima ) mdr s 53 —=midr o= oy 5 == mrdt =mds 3
Y 11t =S
Dunque, ec. Il che dovea dimoftrarfi, Dun-
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TeEorREMA IL

L Integrale dello fteffo binomio mds =% ”é'[.(l_'_”\) z
. 1=t (t_"/:_l)u
DIMOSTRAZIONE. '

QUeﬁo logaritmo equivale alle due efprefsioni, che feguono

ml/ion—ml(1—ty/7), ¢ differenziandole fi 4 mras~+
: : 1e=tets

mdt /T, ovvero (‘moltiplicando per 1=+#,/; il numeratore,

1—r¢y/ = )

e il denominatore della feconda di quefte due frazioni) medr —

1 1

mdry/—3 ~+ medry/i¢/—1=mdt /1. Dunque,ec, Il
12 L a=nm L=kt

che dovea dimoftrarfi .

PROBLEMA.

TRovarc fenza 1l fuflidio delle ferie un wvalore reale di » ta-
le, che falvi U infrafcritta equazione (1), ove # efprime qua-

lunque numero pofitivo, € p qualfivogla quantit2 coltante «
([) S.pdy==nS. pdx
I=tyy 3=+xx

SoLuz1ioNE.

S moltiplichi per /= I'uno e I altro membro dell’ equa-

zione (1) diﬁ'crcnzia{ﬁ, e ne rifulterd queft’ altra
() dpy/ = = pdry=
1=y 1 = xx ’
che integrata mediante il 1. teorema, fa conofcere
L(I=py= )= L(14x /)", ciot

Vi (1=+xx)3
Ity /7= (14x/=7)" 5, OVVErO
Vi (1~txx) E‘-

(3)
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(3) (1) 3 (1bpy/ =7 )= (T b o 5

‘/1—0-
La medcﬁma equazione (z) mtegrata per mezzo del IL

teorema moftra /. ‘/x-o-y,-—l( T~4xx) 2 T, donde fi deduce
il e

Vi _Q."y:(I—Q-X'ﬂ 2
I—p, =1 (1—xy ZZ7)", e fatte le debite oper azioni fi %
n

(4) (I—q-xx ?(I—f‘/:f):(l—x‘/:—f)ﬂ
V 1=ty i
Aggmngaﬁ ora queft” equazione (4) all’ equazione (3), e
fi troverh quefta prima formola.

Formola prima.
”
2(1=xx) * = (I 25 )" 4+ (1=~ 5/ =7)"
Vi—yy
nella quale ¢ mamfcﬂo, che fvanifcono tutti i termini affetti
dalla quantith immaginaria o« =7 . Il che dovea ritrovarfi.

AVVERTIMENTO.

IN ordine 2 queﬁa prima formola, ¢ alle feguenti, quande
fi dice, che {vanifcono in effe i rermini affetti dalla quanmb.
immaginaria , ovvero, che la fteffa 1mmagmar1a quantita da
elle fi fcaccia, o in effe fi diftrugge; s intende, che cid fegua
fviluppati, che fieno i fecondi membri di quelle equazioni, le
quali coftituilcono le medefime formole.

Sottraggafi pofcia I’ equazione (4 ) dall’ equazxone (3), efi
feuoprirhy queft’ altra formola.

For
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Formola feconda .
. .

25/ 3 (1=kxx) T (1ot =7 )" = (Lt S T )

Vit

Egli ¢ vifibile, che da quefta feconda formola fi fcaccia la
quantith immaginaria dividendo per =7 tuttl i termini di
effa. 1l che dovea ritrovarfi,

Per ottenere una terza formola fi quadri I' equazione della
prima, ovvero della feconda formola, ¢ operando nelle debite
maniere, fi avri

Formola terza.

2(1=v¥) (1=pxx) " = (12 )/ 21 ) 17 g (I==x /7 ) 18

Il ch dovea ritrovarfi .

E finalmenre dividendo I' equazione della feconda formola
per I equazione della prima, fi giungerd alla quarta formola,
che fegue

Formola quarza.

Y =i=(1=x o/ =7)7 —(1—x /= )" il tutro divifo per

(1=+xy =7)" =+ (1=—x¢/=7)".

Il che dovea ritrovarfi. .

Anche in quefte due ultime formole evidentemente appati-
fce la diftruzione deila quantith iinmagicaria .

CororLario 1. (fig. 61)

A Pplicazione di quefte verith analitiche alla geometria.
Sieno ora nel quadrante circolare AC i due archi 4F , 4G;

il raggio 4B fia = 1; la tangente AE dell’ arco maggiore

AG fi chiami y, ¢ la tangente 4D dell’ arco minore AF fi

nomini *. E' gi noto agl intendenti, che I elpreflione ana-

litica dell’ arco maggiore 4G ¢ S.4r , ¢ che I elpreflione dell

T4
arco minere 4F & 5.dx, e perd in virtd dell equazione (1)
I=$xx

ove



Girr ArcuI CIRCOLART,
ove p==1, le mic quartro formole regiftrate di fopra fervono
per la lezione indefinita dell’arco 4G fenza I a,uto delle terie,

Scori10 1.

ST nori primieramente , che i due integrali di mdty/ =3 da
l—t-n
me ritrovati, ed efpofh nel I, e IL teorema, fono completi,

allorché 5. 4r elprime I'arco di cerchio, la di cui tangente &
. l-+rt
#; poiché ficcome all’ annientarfi di # fi annulla queft’ arco di

cerchio, cost ciafcuno de” miei due mtegrah nel calo di #=o
diventa il logaritmo dell’ unita, che ¢ zero,

Si offervi in fecondo luogo , che dalla miaquarta formola nafce
evidentemente la ferie, che il sig, Giovanni Bernulli regiftrd
negli atti di Lipfia dell’ anno 1712, alle pagine 329., e 330.:
¢ quelto ¢ una prova fenfibile della giuftezza del mio metodo.

CoroLLARIO I].

SEGfar yz‘/ﬁ: y € X= ‘/{“— 1, intendendo

a!# ate

per ¢ qualunque efponente, € per & una quantita coftante; I
equazione (1), diverra

(5) _S.pedn  =n_Spedz
u %2 | R /¥ =1
‘/;,—," ‘/ﬂ 2

¢ la formola fi cangerh in queft’ altra, che & fempliciima.
Formola quinta .

24¢ {""— I~ ‘/l—(i‘) [!—-‘/I—z}"]

a4yt
¢ quefta medefima formola quadrata, e trattata nel debito mo-
do, produce quella, che fegue

Tom. 1. ' Ooco For.
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“Formola fefta.

———— = 2 e 12
02 2C e = I""‘/"""(zf] ~'.:,__[1_.‘/1.....z‘u]Ju
%28 a3 ax = -

il tutto moltiplicato per a2
—
27 ¥ .

Si vede manifeftamente, che in quefte due ultime formole
fi diftruggono tutti quei termini, che contengono la quantitk
‘/ 1=z elevata a potefta impari.

Tae

Cororrario IIL {fig. 61)

SEa uguale al raggio 4B ; # alla fecante BE dell’arco mag-
giore 4G ; z alla fecante BD dell’ arco minore AF, ¢ le in
oltre p—a; c=1; allora I’ equazione ('5) diventa

(6) Arc.AG=narc. AF
e ponendo nelle formole quinta, e fefta I’ unith pofitiva in cam-
bio deli’ efponente ¢, fi anno due nuove formole per la fezio-
- ne indefinita dei’ arco, mediante la fecante.

Corovrrario 1V. [fig 61 ]

SEae uguale al raggio 4B ; u alla BH feno del complemen-
to deli’ arco maggiore 4G ; e z alla Bl feno del complemento
dell’ arco minore AF : e fe di pitt p==a; c==~—1, I’ equazione
(s) fi muta nell’ equazione (6), e furrogando nelle formole
quinta, e fefta in vece dell’ etponente ¢ I’ unith negativa, fi an-
no due nuove formole per la fezione indefinita deli’arco, me-
diante il feno del complemento.

CoroLLaRrIO V. [ fig. 62]

SE ¢ uguale al diametro 4D; u alla DG corda del com-
plemeato al femicerchio dell’arco maggiore 4G ; e z_ alla DF
corda del complemento al fenicerchio -dell’ arco minore AF ;
e fe ancorap=us, e c= =1 ; I"equazionc (5) fi cangia nell
eq uazione (6), e foitituendo nelie formole quinta, e feftan
vece
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vece dell’ efponente ¢ I unitd negativa, fi anno due nuove for-
mole per la fezione indefinita dell’ arco mediante la corda del
complemento al femicerchio.

Quefte due nuove formole non differiranno da quelle dell’
antecedente corollario, fuorché nella fignificazione della let-

tera 4. _
Cororrarto VL (fig. 62)

SEa¢ uguale al diametro 4D ; « alla DN ablciffy del com-
plemento al femicerchio dell’ arco maggiore 4G ; e z alla DM
abfciffa del complemento al femicerchio dell’” arco minore 4F ; e
fe inoltre p==a, ¢ c===—1; allora I'equazione (5)fi muta

2
nell’ equazione (6), ¢ ponendo nelle formole quinta, e fefta,
= 1 in cambio di ¢, fi anno due nuove formole per la fezio-

ne indefinita dell’ arco mediante I’ abfcifsa del complemento
al {emicerchio.

Di quefte due nuove formole avrd luogo nella pratica quel-
la, che nafce dalla formola fefta.

Coroirario VIL [fig. 61,e 62]

IN e le fuppofizioni de’ corollary 1., IIL, IV., V., ¢
VL. ; allorche T arco 4G diviene eguale al quadrante, o al fe-
micerchio, i due primi membri dell’ equazioni, che coftitui-
fcono le due formole prima, e quinta, s’ annientano, e i fe-
condi membri delle fteffe equazioni divenendo anch’efli in tal
calo eguali a zero, producono delle nuove formole per la fezio-
ne indefinita del quadrante, o del femicerchio.

Scor10 1L

C Hi defidera altre nuove formole per la fezione indefinira
dell’ arco mediante il {uo feno retto, la fua corda, o la lua
abiciffa, porrd facilifimamente dedurle dai corollary LV., V.,
€ VL, fenza ch’ io maggiormente allunghi quelto fcritto coll’
efpofizione di efse.

Qoo 2 MANIE-
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M A NTEIRA

Di far fervire alla geometria

ALCUNE DIGNITA' IMMAGINARIE

Nella foluzione di dne problemi, ne’ quali fi cerca il modo di ri-
trovare per approflimazione primieramente un fettore circolare, che
fia eguale a un dato fpazio comprefo tra I’ iperbola equilatera, I’
alimproto, e due ordinate al medefimo afimptoto; fecondariamente
un fimile fpazio iperbolico eguale a un dato fettore di cerchio: il
tutto fenza prevalerfi del metodo chiamato dagli analifti 7F sitorne
delle ferie,

Avia Pieridum peragro loca nullius ante

Trita falo.
Luer. lib. 3.

Scueprasma L
AVVERTIMENTO.

Llorche nel prefente fchediafma, e nel feguente io
cito il mio metodo per la fezione indefinita degli
archi circolari, intendo di quello, che immedia-
tamente precede quefti due fchediafmi. '

TEoOREMA L

Ner infrafcritta ferie E continuata in infinito colla medefi-
ma legge, che chiaramente apparifce, la letrera » rapprelen-
ti qualunque numero razionale intiero, o rotto, pofitivo, ©
negativo, e la » denoti qualfivoglia quantita pofitiva , 0 né
gativa; io dico, che (1=+x)"—=E
E1~ 2 omtnge—t X %5 ~+n n—1 . n—=2 Xx7 , ec.
1 1.2 1.2.3

DIMOSTRA210NE,

. PEEY . . » \J
SI confideri la quantita » cowme variabile, e il calcolo, el
avvedutezza di chi lo maneggia, faran conofcere, che
= dif. E XT=x; adunque 7dx==ditF , ¢ integrando

adx -

1eex E nl
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nl.1=+x=l E, ovvero /. (1—+x )7 =/ E, e confeguentemen-
te liberando queft’ ultima equazione dalla carasteriftica de’ lo.
garitmi, (§—x )" = E. Il che dovea dimoftrarfi.

CororLLARIO L.

Eali & vifibile, che fe I efponente 7 efprimeffe non folo une,
ma due, tre, quattro, anzi infinitr numert razionali intieri,
o rotti uniti infieme ad arbitrio coi fegni negativo, o pofiti-
vo, fufflifterebbe tuttavia I’ equazione (1—+x )" =E.

CororLarIQ IIL
La quantith (a=tb)7 & vguale a queft’ altra 27X T=£3"
adunque ponendo =t 4 in luogo di  nella feric E moki;lica-
ta per 47, fi & unma ferie , che & uguale alla quantith (a=tf)»
ScoLsio L

Da quefto corollario potranno dedurre i conofcitori la formro-
la generale per elevare alla dignita » una ferie di molti, ed
anche d’ infinitt termini.

TeorEMA IL

I Numeri irrazionali femplici, e immaginarj femplici, intie-
ri, o rotti , pofitivi, o negativi, poflono concepirfi come fe-
rie compolte d” infiniti termini.

DiMOSTRAZIONE.

SEc fignifica qualunque numero intiero pofitivo, p qualfivo-
glia numero razionale pofitivo, o negativo, Intiero,0 rotto, ed

~ . . . . . Y
# qualunque frazione razionale pofitiva, o negativa; egh &

[EEE—————Y Y

—1
evidente , che quefta quantith ¢X 1—+pc 5 pud efprimere
qualunque numro irrazionale femplice, o immaginario femplice,
intiero, o rotto: ma moltiplicando per ¢ la feric infinita E
‘ del
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— | .

del L. teorema, e ponendo in effa pc 7 in vece di x, fi avrhy

una ferie compofta d’ infiniti termini razionali eguale alla {ud-
’ n

—1

detta quantith ¢ X 1=+pc 7 .  Adunque, ec. Il che dovea
dimoftrarfi. :
EsEMPIO,

et e s 1)

S 4

SE e=1; p==t2; a=1, fi avih cX1+pcn =¢/1=2,

2
e furrogando 1 in luogo di #, ¢ =2 in vece di » nella ferie

1
2
E , ne rifulterh U infrafcritta ferie R, che farh eguale a /7,
allorche il fegno dubbiofo ¢ pofizivo, e firk eguale a /=7,
quando il medefimo {egno ¢ negativo

R=1zbt— 1=kt —5 b 7 —21 k33 —ms2phois, cC

2 2 8 8 16 16 128 128

Qualunque paradoflo fi deduca dalla ferie R, bafta al mio
intento, che da efla quadrata ( icolio I.) venga 1 k2, come
fi vedrh, dando ai termini della ferie R la foggia di quelli
delia ferie E. Egli ¢ vifibile, che fe RR=1=t2, anche
CoroLLAR!O.

A'Nche i numeri in qualfivoglia modo compofti &’ irraziong-
li, d’ immaginarj, e di razionali, poffono concepirfi come fe-
rie, le quali coftino ¢ infiniti termini razionali, Un efempio
femplice, ¢ facile diluciderh la verith di quefta afferzione.

| 4

Sia il numero [_}_—}-‘/?_‘;-4-‘/';' J 3 ,fi vede,che la quan-
. . . s . . )
tith forto il vincolo fi riduce mediante quefto teorema ad una

ferie compofta d’ infiniti termini razionali: or quelta mcdcﬁma,
ferie infinita elevata (fcolio L. ) alla dignith 1 , produrra-un

- - - ERE) e . - .3 M
alt;a ferie compofta d’infiniti termini razionali , e queft’ ultima
ferie fara 1l valore del numero propofto, e fark elevabile anch’effa
a qualunque dignith ‘mediante il metodo accennato nel 1. feolio.

: Chia-
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Chiaramente apparifce, che il fimile fuccede in turtt gli
altri numeri compofti in qualunque maniera d’ irrazionali, d’
immaginarj, e di razionali.

Scorr1o0 IL

ST noti, che quantunque # fignificaffe un numero compoflo

in qualfivoglia modo di numeri irrazionali, immaginarj, ¢ ra-

zionali , nientedimeno fi avrebbe fempre n/. 1—+x==/ (1—+x)»

Conciofiaché confiderando il numero # come una lerie com-

pofta & infiniti termini razionali, e differenziando, fi trova ,

che I' elemento di # /. 1—+x & == ndx, e che | elemento di
Leep-x

Vs §
L{z=x)r ¢ =mnX1—+x  Xdx divifo per (1-+x)7, ciod
anch’ effo = »dx .
1 =tx
TeoremMa IIL

Poto che nella ferie E del I. teorema, e nella quantith
(1—+x)7, la lettera # denoti un numero compofto in qualun-
que maniera di numeri irrazionalt, immaginarj, e razionali;
io dico, che (1=+x)"=E.

DIMOSTRAZIONE.

P E! 11. teorema, e fuo corollario I efponente # pud conce-
pirfli come una feric compofta d infiniti termini razionali ; dune
que pel I -corollario del I. teorema (1—+x)"=E. 1l che
dovea dimoftrarfi.

CoroLrLAaArRTO I

A Trribuendo ad #- il fignificato efpofto ne’ titoli del L., e

del 1L teorema, la.quantity compleffa (1=+x)7 — (1—+%) =" dx;-
vila per 2 ¢ uguale a turti quei termuni della ferie E, ne

quali il numero #, o non fi trova, o fi trova elevaro a po-
tefth pari . ' ‘

Chiara ne ¢ la ragione, poiche ponendo =7 in vece din

nella ferie E, fi avra un alura ferie Fy ¢ fi avra ancora E~+F
egua-
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eguaie al doppio di tuta 1 termuni della terie E, ne’ quali i
nuaio 7, o non fi trova, o fi trova elevato a potefts pari,

EseEmMrPTIo,
— —_—/

La quantith complefla (1—+x) ~+ (1=4x) di.
vila per 2, ¢ uguale all’ infrafcritta ferie G, ove tutti i ter-
mini fono reali

C=1—1xx—t1 x’—s x*+1 xS—19x6 | cc.

2 2 12 2 72

Il modo di continuare in infinito la feric G evidentemente

apparifce da queflo corollario.

CoroLLARIO I

La quantith compleffa (I =5 )7 == (1~+x)=== divifa per 22
¢ uguale alla fomma divifa per » di turti quei termini della
ferie E, ne’ quali il numero » fi trova inalzato a potefth im-
pari; imperciocché furrogando » megativo in cambio di 7 po-
fitive nella ferie E, fi avrh un’ altra ferie F, e la drffcfenz:
di quefte due ferie, ciot E—~F farh eguale al doppio di tut-
ti quei termini della ferie E, ne’ quali il numero # {i trova
inalzato a potefta impari.

EsegMrio.

w——

V=i -y —!
L A quantith complefla (14 x) —(1=x) dwvifa per
2¢/=7, ¢ uguale alla feguente ferie H, ove tutto & reale
H:x-—_}_xx-i-_!_x’—:_x’-}-ix" 5y €Ce
2 [3 12’ 8 ’ .
Quefto corollario moftra chiaramente il medo di continuare
in infinito la ferie H.

PrRosLEMA L

TROv§rc per approflimazione , ma fenza fervirfi del ritorno
delle ferie, un fettore di cerchio eguale a un dato {pazio com-

prefo tra Iiperbola equilatera, 1" afimptoto, ¢ due ordinate
del medefimo afimptoto. So-
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SorLuzioNE (fig. 63, ¢ 64)

S1a (fg. 63) tra gli afimptoti 4X, 41 [ iperbola equilate
ra 9BGI, il di cui vertice ¢ in B, ¢ la di cui potenza
ACYXCB=AC*=1; fia in oltre nella ftefla fig. 63 dal cen-
tro C col raggio CA defcritto il cerchio ABD eguale all’ altro
cerchio TOMH della fig. 64. Egli & chiaro, ch’ io {cioglierd
il problema, fe troverd per approfsimazione, e fenza fervirmi
del virorno delle ferie, il fettore TKO ( fig. 64) eguale allo
fpazio iperbolico dato CBGF ( fig.63 ), il quale fpazio ¢ mi-
nore del quarto di cerchio CBD; mentre fe lo fpazio iperbo-
lico dato fofle maggiore del detto quarto di cerchio, come v.
g. ¢ lo fpazio CBIY, giy fi fa dividere quefto medefimo fpazio in
un numero di parti eguali tale, che una di efse fia, come ¢ lo
{pazio CBGF, minore del quadrante CBD : onde moltiplicando pel
numero di quefte parti eguali il fettore TKO, che ¢ uguale al-
lo {pazio CBGF, fi avra un fettore circolare, ovvero un mul-
tiplo del fettore TKO, che farh eguale allo fpazio CBIr: ed
¢ manifefto , che qualunque multiplo di un fettor circolare pud
fempre ridurfi ad un fettor femplice, aflumendo nella debita
maniera il raggio di quel cerchio, cui dee appartenere il fettor
femplice, che & da eguagliare il multiplo del dato fettore.
Quando poi lo fpazio dato fofle lo fpazio inverfo CBQP, o in
fe comprendeffe quefto fpazio , come farebbe, fe lo fpazio da-
to fofle PYGF ; egli ¢ parimente noto il modo di trovare uno
fpazio diretto CBFG eguale allo fpazio inverfo dato CBYP,
ovvero uno fpazio diretto CBII eguale al dato {pazio PYGF ;
laonde quelti due cafi riduconfi all’ altro notato di fopra.

Cid pofto, confidero il problema come {ciolto, e fuppongo
(fig. 63, ¢ 64) TKO=CBGF; adunque facendo- il raggio
TK=CB=4C=1, |’ ablciffla CF ==x, la tangente TR dell’
arco TN fudduplo dell’ arco TO, la tangente, dico, TR=1,
differenziando 1" equazione 2TKN=TKO=CBGF, ed elpn-
mendo in termini analitici quella, che ne deriva, ottengo

_dr_==_dx_, e moltiplicando I'uno, e 'altro membro per

1=4i2 1=bx .

Tom, IL Ppp qua-
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/=1, ritrovo

(1) dey/ ¥ =dey/

P N1 1 = x
Rifletto pofcia, che I integrale del fecondo membro dell’ e-

—_—
e §

quazione (1) & o/ =7, L1—=+x=/(1—+x) , percid, che
o0 dimoftrato nel IL. fcolio, e che I’ integrale del primo mem-
bro della ftefla equazione (1) in vigore dei due teoremi da
me dimoftrati nel mio metodo per la fezione indefinita degli

archi circolari, I’ integrale, dico, del primo membro ¢
Li—ty/ =7, ed ¢ anche /.o T=7; quindi integrando I’

V141 I —-t‘/:;
: L — V=
equazione (1) ritrovo in primoluogo L1—+t/ =v=/.(1-+x) ,
. ¢ L=t
cioé

—]
(2) 142/ =i=(1=4x)
Vi ]
Lo V=
¢ ritrovo in fecondo luogo /o T =/ (1)
I—ty/=1
. 1 I —1

¢loe o/TFn=(1-+x) , ovvero

I—t,/ "k

4

(3) I--jr‘/:=(1—+x)-_ =

‘/1 -t 2

i ‘/lb—i-r:
Si noti, che il fecondo membro di queft’ equazione & ugua-

le al doppio delle ferie G in virth del I. corollario del TIL
tecorema . Indi
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Indi fottraendo I equazione (3) dall’ equazione (2) ottengo
N
(5) 2/ =i=(1+x) —(1-+x)
e

Si noti eziandio, che il fecondo membro di queft’ equazio-
ne ¢ uguale alla ferie H moltiplicata per 2¢/=1, come cofta
dal IL corollario del III teorema .

Chiamando ora # la fecante KR=, /1= (fig. 64), po-
nendo # in luogo di /77 nell’ equazione (4), ¢ operando
a dovere , ritrovo quefta prima formola.

Formola prima per la fecante .

—1
w==2 divifo. per quefta quantita complefla (1-+x)
— —

~+(1~+x)
ovvero

y=— 1

Jerie G

E in virtt di quefto valore di KR (), il doppio del fet-
tore TKN, cio¢ il fettore TKO, farh eguale allo ipazio iper-
bolico CBGF . 1l che dovex ritrovarfi.

Corollario della prima formola.
SE la ferie G fi eleverd alla potefts —1 ( fcolio L) fi troves

u=G =1 T ex—1 x'—2 x*, ec.
2 2 3
Continuando pofcia il filo della foluzione, ¢ nominando ( fig.
64) 4 il coleno KL=_1 ; dividendo I’ equazione (4) per 2,
VL -+
¢ in effa foftituendo 4 in vece di __1__, ottengo queft’altra for-
V1 ~sr

mola pel cofeno dell’ angolo TKN, tale che il fectore TKO=
2TKN, fara = CBGF .

Ppp 2 For.
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Formola feconda pel cofeno .

—] w—

5:(1-§-x)‘/-|-(1-|-x) » il tutto divifo per 2
evvero

b—TferieG. 1l che dovea ritrovarfi.

Dividendo in fine I’ equazione (5) per I’ equazione (4), ¢
dividendo ancora per o/ —1 I equazione, che ne rifulta, ri-
trovo quefta terza formola per la tangente dell’ arco TN, tale
che TKO=2TKN farh eguale a CBGF.

Formola serza per la tangente .

cmm———

— —

v [
r=(1~+x) =—(17+x) » il tutto divifo per la quantits
o—'} — — L
compleffa /1 (1+x)  —+¢/=7 (1-+x)
ovvero
t=ferieH
Jerie G
Corollario della terza formola .

SE la ferie G < inalzera alla potefts — 1 (fcolio I. ) fi troverz
t=HYX G  mxe— 1 axe 2 %73 5%, eC,
3 3 4

Scor10 111

L E tre formole regiftrate di fopra anno quefto di particola-
re, che quantunque coftino di quantith elevate a potefta im-
maginarie,, ¢ la terza di effe contenga di pid la y/=1 elleno
nientedimeno rapprefentano delle ferie infinite, ove tutto €
reale , € le rapprefentano fotto efprefsioni finite, ¢ fuccinte.
O' dunque motivo di fperare, che quefta mia invenzione giun-
gerh affatto nuova agli analifti, poiché per quanto € 2 me no-
t0, niuno di efsi & mai dato fegno di credere, che fi potelle
far ufo delle quantith inalzate @ dignith immaginarie.

Abbiafi qui riguardo alf avvertimenso premeffo allo [chediafma
antecedense MANIE-
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MANIERA

Di far fervire alla Geometria

ALCUNE DIGNITA' IMMAGINARIE, ec.

ScuHEDIAsMA IL

........... fwuat integros accedere fontes,
Atque bawrire : fjuvarque novos decerpere flores.
Lucr. lib, 4.
Abbiafi velazione all' avvertimento inferto nella pag.
469. di queflo volume .

Teorema 1V,

=% ¢ Ofto che m rapprefenti un numero dato in qualfivo-
Pl glia maniera per numeri irrazionali, immaginarj,

e razionali, e 4 denoti qualunque numero razio-
nale intiero, o rotto, pofitivo, o negativo ; io di-
co, che quefta quannth (1—=tm)m X (1 =422) tm & uguale all’
infrafcritta ferie [ moltlphcata per I’ altra infrafcritta ferie K
I=1—mme— 1 m* X (m—l)tt—_;_m")((m—-l m—2)#,ec

2

K=1-+bmtt—+1 bmX(bm—1)*~+1 bm¥ (bm—1.bm—2)16 , cc.

2 6
DIMOSTRAZIONE,

S I furroghi = in luogo di #, € —sm in cambio di # nella
ferie E reglﬁrata nel 1. fchediafma, e in virth del IIL teore-
ma fi otterrh la ferie 7. Pongafi ancora &m in vece di #n, e
st in luogo di # nella medefima ferie E, e ne nafcera la ferie
K, coficche il prodotto /X K farh eguale all’ altra ferie infra-
fcritta L

L=—1—mmit=t 1 (m*—m = 26m) s+ :_ (—m 8 —+3m° =21 e

2

6m*b)s* | ec. Il che dovea dimoftrarfi.

Quefto teorema potrebbe propor(i anche pilt generalmente,
ma bafta al mio intento di averlo cosi propofto. Co-
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CoroLEARIO].

LA quantits (x—sm)=—m X (1=42:)—4m fi rifolve in una fe.
rie infinita (ch’io chiamerd O) eguale alla fomma di turti
quei termini della ferie L col loro fegno, ne’ quali m, o non
ft trova, o fi trova elevata a potefta pari, meno la fomma di
tutei quei termini della medefima ferie L col loro fegno ,
ne’ quali m ¢ elevata a potelth impari. Queft’ afferzione fi fa
manifefta a chi foftitvifce la m negativa in luogo della m po-
fitiva nelle tre feric I, K, L, ¢ nella quantity
(1=—#m)™ X (1—+#£)%7 notara nel teorema

CororLrario Il

E cConfeguentemente quefta quantith compleffa
(1mmtm) ™ X (1=22) 0 (1rzm)=—m X(122) =t ciot la
fomma delle due ferie L, ed O ¢ uguale all’infrafcritta ferie P,
che contiene il doppio di tutti quei termini della ferie L, ne’
quali il numero m, o non fi trova, o fi trova elevato a po-
tefth pari
= 2——2mmr—tm*tr— 1 (mé~2m*) ¢, ec.

. . . 3 ) .
La dimoftrazione di quelto teorema, e il fuo L corollario,
moftrano il modo di continuare in infinito quefta feric P.

EsemMrio.
QUcﬂa quantith c‘omp]eﬂ;a particolare

‘/.—-[' i -—_‘_ / -—‘/-—-T ,E.‘/""
(1—=1/=)  X(—rr) 2 (1-42/=5) K(1=+rt) ?
¢ un cafo dell’ altra quantith complefla generale regiﬁrata_iel
principio di quefto coroliario, purché fi fupponga m=4y/—1,
€ b—==—=1 . Laonde foftituendo in luogo di m, e di b quetti

—]

Joro valori nella ferie P, ne rifultery I altra infrafcritta ferie
L, che farh eguale alla fopraddetta quantith compleffa particolare
Q=22 rr—1 =714 e,
3 12

Pro-
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_PrRoBLEMA IL

T Rovare per approflimazione, ma fenza fervirfi del ritorno
delle ferie, uno ipazio comprefo tra I’ iperbola ecquilatera, I’
afimptoto, e due ordinate al medefimo afimptoto, che fia e-
guale a un dato fettore di cerchio.

SoLruzroneg L

R Iﬂettaﬁ a quanto io difsi nel I. fchediafma, e fi confideri-
no le due figure, che fervono per effo : intendendo tuttavia
per = I'ablciffla CF dell’ 1perbola equilatera (fig.63), ¢ per #
la tangente data TR dell’arco circolare TN (fig.64),il quale
arco TN ¢ fudduplo dell’ arco TO del fettore dato TKO ; e
fi vedra, che il problema fi riduce a trarre un valore per ap-
proflimazione di x in # da quefta equazione ._dx = _ 4 ,il

—i- I—'-rt
primo membro della quale ¢ I’ elemento della zona iperbolica

ricercata CBGF , e il fecondo & I’ elemento del fettore circo-
lare dato TKO, che ¢ uguale al doppio: del fetrore TKN: in
modo perd, che per trovare quefto valore di" » in # non fi
ricorra al metodo chiamato dagh analifti # rirorno delle ferie.

Ora io offervo, che _d: ¢ ugualea queﬁ’ altra efprefsio-
P T

ne —‘/.._; Xdr‘/__; , che integrata fommlmﬂra
11—t
S. -—-‘/: X 4 ‘/"——;’x, cxoé
1—|~tr l'—f‘/.._;
‘/:l‘ . _.3. —
(6) S._2 _L(I-—f‘/:;) X(x=s) 2
La meci;ﬁ;;na efprefsxone 4 _ integrata in un altro modo
b 21
fomminiftra
S, _a ""‘—-‘/,_IXI(I—I-I“/:;), ciod

‘/1-4-" |
@)
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——
—

1Sl —
(7) Sa =I(1=4er)7 X (1), =)
1=422
1l fondamento di quefte due integrazioni é ftato da me di-
moftrato abbaftanza parte nel I. fchedialma, ¢ parte nel mio
metodo per la fezione indefinita degli archi circolari.
Integrando pertanto I' equazione _dx = dr , e integran-
. 1=tx _I—H.r .
dola in due modi, fi troveranno due equazioni, che liberate

dalla caratteriftica de’ logaritmi, produranno queft’ altre due

—T — .

T4 x=(1=ty/=5)  X(4#)

— — 1 I 1
— -—
2

I = x=(1=~1/=) X (1=+2)
¢ dall’ addizione di quefte due ultime equazioni rifulterh I’ in-
frafcritta quarta formola

Formola guarsa.

22 =(1—rty /) K(1=4#2) 2 = (I=41/=T)

1 c—
K1)z
ovvero pel IL corollario del I. teorema , ¢ I’efempio i vi anneflo

2~ 22 22ttt 1 = 7 5%, e,
c oy e 3 12
cio¢ dividendo I' uno, e I’ altro membro per 2
IT=+xT Ittt 1 sre=1 P em 7 1%, cc.
.2 6 24
11 che dovea ritrovarfi.

w—

TEOREMA V.

S E m rapprefenta un numero compofto in qualunque modo
di numeri irrazionali, immaginarj, ¢ razionali, e & efprime
qualfivoglia numero razionale intiero, o rotto , pofitivo, 0 ne-
gativo; io dico, che quefta quantith (1=+2bm)m X (1—rbm)="
€ uguale al quadrato della fomma di tucti quei termini ( pre-
fi col loro fegno), i quali nell’ infrafcritea ferie infinita R0
non
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non contengono il numero m, o lo contengono elevato a po-
tefty pari, meno il quadrato della fomma di tutti quei termi-
ni ( prefi col loro fegno) i quali nella medefima ferie R con-
tengono il numero m elevato a potefth impari.
R t—tbmmr =t 1 bbX(m*=m® ) ti=t 1 b X (6 =3t 2m*)s?,
2 3

ec.
DIiMOSTRAZIONE.

La quantith (1 —+z6m)m & uguale alla ferie R, come fi ve-
de,ponendo nella ferie E regiftrata nel I. fchediafma 2 in luo-
go di », e rbm in vece di x. L’altra quantitd (1—sbm)—"
fi rifolve ( come ¢ chiaro agl’ intendenti del calcolo ) in un’
altra ferie, ch’ io chiamerd § eguale alla fomma di tutti quei
termini col loro fegno della ferie R, ne’ quali m, o non fi
trova, o fi trova inalzato a potefth pari (la qual fomma fi
nomini 4 ) meno la fomma di tutti quei termini col loro fe-
gno della ferie R, ne’ quali m & elevato a potefth impari (la
qual fomma fi chiami B). Adunque fi avih R—=A4—+B; ed
S==A—B; ¢ per confeguenza la quantith(1—+2bm) "X ( 1=~tbm)—m
che ¢ uguale al prodotto RXS, ¢ ancora eguale a queft’al-
tra efpreflione 44— BB. 1l che dovea dimoftrarfi.

La ferie E moftra il modo di continuare in infinito la ferie R.

CoroLLARIO L

EGli ¢ evidente, che nel prodotto delle due ferie R, ed
S, cio¢ in 44— BB, il numero 7 non pud trovarfi elevato
a potefts impari.

Cororrario I1I., ed Esemrio.

B ]

Ly —Ly=
La quantith particolare (1-=ty/=1)2  X(1~+1/23) 2
¢ un cafo della quantith generale notata nel tirolo di quefto
V. teorema, e per reftarne convinto, bafta figurarfi m=1 /75,
2

e b———2. Surrogando pertanto in vece di m, e di 4 que-
fti valori nella ferie R, fi avrh '

Tom. 11, Qqq A=
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A=1~1 = I 1= _7 *= 438, cC.
z 8 48 384
e fi avrh ancora
B= #1041y i—3 %0, e
8

32

Quinsi ¢, che la quantith particolare foprannotata fark
—=AA44—BB.

E qui fi rimarchi, che in queft’ efempio la quantita —BB,
che fembra un quadrato negativamente prelo, ¢ in realth e-
guale ad un quadrato pofitive ; attefoché tutti i termini, che
compongono la ferie infinita B fono moltiplicati per (/.

CoroLLARIO TII.

1y —1
D 1videndo per 1=ty /=) il numeratore, e il de-
nominatore di quella frazione, il logaritmo della quale fa il
fecondo membro dell’ equazione (6), notata nella L. foluzione
Ly/=—1
del II. problema, e dividendo per (I~+#¢/—1)2 il nu-
meratore, ¢ il denominatore di quella frazione, il di cui lo-
garitmo fa il fecondo membro dell’ equazione (7), fia fempre
L/ 1 —1¢/—1
S._dt_=log. (1=t,/"7)7 X(a=ry/=7) 2
1—+z2¢
e in virtd del corollario precedente, fi % ancora
(8) 8. _d _=—log. (A4 —BB)
I =1z

Quefte due ultime equazioni manifeftano una nuova, € bel-
lifima proprietd del cerchio, ciafcun arco del di cui quadran-
te & per fuo elemento _dr _, quando la # denota la tangente

I—prs
dell’ arco medefimo.

ScoLr1o0 IV,

SE I'arco di cerchio fofle eguale al quadrante, allora la ¢

diverrebbe infinita, e per avere il logaritmo eguale al qua-

drante nulla giovarebbe I equazione (8). In quefto calo fi
divi-
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divida per mezzo lo fteflo quadrante, e la tangente dell’ arco
fudduplo di effo fark eguale all’ unity; pongafi pofcia 1 in luo-
go di ¢ nel fecondo membro dell' equazions (8), e fi avrh il
logaritmo eguale all’ arco fudduplo del quadrante, e farh log.
(44 — BB). Quindi fi aveh lo fteflo quadrante = 2 /.
(A4 ~=BB)=log.(A4—BB)*

CoroLLARIO IV,
Alsra foluzione del 1. problema (fig. 63, e 64)

INtendai come nella I. foluzione per x I abfciffa CF dell’ i-
perbola equilatera della fig. 63, e per # la tangente TR dell’
arco circolare TN ( fig. 64 ) fudduplo dell’ arco TO del dato
fercore TKO, ¢ fi giungers come nella I. foluzione a queft e-

quazione _dx ==_4 , la quale integrata dark in virth dell’
I~ x 1=1s

antecedente corollario

Lv= =Iv=T
Ltekx=l(1—~t,/=7): X(a=e/=3)
donde nafce quefta quinta formola

Formola quinta .
¢y =1 o —1y/=r
1 x=(1=r¢/=7)2 X(a+ty/=3) 3
ciod
1+x=AAd—BB
ScoLrro V.
Ui fi abbia per replicato in vantaggio della quarta, e quin-

ta formola cid, che & detto nel IIL. {colio del I. {chediaima
a favore della prima, feconda, ¢ terza formola.

Qqq 2 SO-



SOLUZIONE

DI TRE PROBLEMI
CONCERNENTI

IL CALCOLO INTEGRALE,e¢c.

PrRoerema L

=a)] Ieno i due binomj infrafcritti 4, e B (ove la let-
8l tera » elprime qualunque efponente, ¢ fignifica
I’ unith pofitiva, ovvero negativa , ed anche =,/ =,
a rapprefenta qualfivoglia quantitk coftante col {uo
fegno ). Rendere integrabile il binomio 4 fuppo-
fta I integrazione del binomio B

(A) dx[x"-l-c]':?
(B) &=
‘/y—i-cc

Sorvzione.

Steno I infraferitte equazioni (1), e (2); io dico, che fuffi-
fle I' altra equazione (3). Il che dovea ritrovarfi.
1

(1) z= 4:*‘[;"—”]'5

(2) g=_x_ 1
2X 47
€3) d:t'(_f"-i-c)’;:i egdz___ =+ qdz
‘/_z_"—l-cc

DIMOSTRAZIONE,

DI equazione (1) nafcono 1" equazioni feguenti )
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(4) x"-{-f:_’_f:t I V{h.—'.cc
Z 2 3 e

-— Yetors | P fy—
=

(s) = ki A NI ndiv. Per 47

Dall' equazione (4) differenziata rifulta queft’ altra
(6) xm=—=rdx =k 3"—1dx

4 ‘/__{" —+cc

E finalmente da queft’ ultima equazione moltiplicata pel
prodotto delle due equazioni (4), e (5) fi genera I equa-
zione (3). Il che dovea dimoftrarfi.

CoroiLrariOo L

SE fi dividery il fecondo membro dell’ equazione ( 3) per
X, € il primo membro pel valore di z tratto dall’ equazione
(1), fi avra trafponendo

Ut ok 1 bk
I X z

VT 4
L

1
Equazione, che moltiplicata per 47 riducefi a queft’ altra

(7) ¢dz mekdx Zp 1 odz
= ¥ 3z
2{‘/{"—1-04'

P .

Scor1o L

S Upponendo 2= ‘/ z" ~+cc la differenziale __ 4z ; che
“ Z b & 223
entra nell’ equazione (7) diviene 2d¢ divil. per # (#r==cc)<

CoroLrLario IL

CHiamifi « il primo valore di », che fi trae dall' equazio-
' ne
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ne (4) fupponendo in effa pofitivo il fegno ambiguo =+, Si
nomini poicia r il fecondo valore di x, che fi deduce dalla
medefima equazione (4), facendo in efla negativo il detto
fegno dubbiofo =t, e fi otterrd in virth del corollario prece-
dente
edz = d - c_i_z
=T
cdz ‘ ——ar -
r
2(‘/ =t

€ aggiu::gendo quefte due equazioni, fi avry
(O =& —u

Ry/THe
rd

o~
aly

CororrLarrto IIL
LA differenziale 4= diverh de 5 allorché » ——2, ma

;(‘/i"-o-cc ‘/cczg‘-'i-_'_
4
diventera __dz__ : quando fi avrk 71
‘/ X+ 2 ‘
"

: CorOLLARo IV.
Dar equazione (4) rifulta queft’ altra

=z ‘/{"ﬂ-cc —=x"=t1c
o S XL
. . - a 2 . .
e moltiplicando per queft’ ultima equaziene I' equazione (7)
trafpofta, e moltiplicata per 4, fi ottiene
(9) ¢ ‘/{"—i-cc—_i- rde 22 =k 41 dx b 2cdx
2 - 2 e e _x-

Co-
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CoroLLARIO V,
Che retsifica la logaritmica .
SE nell’ equazione (9) la lettera  efprime il due pofitiva ,

ed 4 I' unita pofitiva, la differenziale 4z ‘/{" ~+cc & 1 ele-
= 7
mento della logaritmica, purché ¢ fignifichi " unith pofitiva,
ovvero negativa; I’ altra differenziale x7—:t dx & !integrabile,
e il refto dell’ equazione (9) s integra mediante la delcrizio-
ne della fteffa logaritmica. Laonde chiaramente fi vede, che
quefta celebre curva non & d’uopo, che della defcrizione di
fe medefima per effere efatrtamente rettificata.

Scorro Il

Nonfad uopo efporre le particolarith pitt diftinte di que-

fta rettificazione , perché gl” intendenti non vi troveranno altra

difficolta di momento. Mi contenterd pertanto d’ avvertire :

che nell’ efpreflione . 4z /227 deli’ arco della logaritmica la
z

% denota I applicata :

Che I arco fuddetto o prendafi da una parte, ovvero dall’
altra di quell’ applicata, che ¢ uguale all’ unith, deve effer
nullo allorché z==1.

E che per confeguenza in quefto cafo il valore analitico di
un tal’ arco dev’ eguagliarfi a zero; il che ferve per determi-
nar la coftante.

In fine avvertird, che I integrazioni dell’ equazioni (7) ,
(8), ¢ (9) riufciranno pilt eleganti, fe i duc logaritmi, che
entrano In dette integrazioni, fi riduranno colle note regole
ad un folo logaritmo.

CororrLario VI

Poto c==t1 il binomio (B) ¢ uguale a queft’ altra efpref-
fione, cio? (z—n) d(‘/i" =+ I meno diff. 2z ‘/5_"-#1 ’
n @ n L

con-
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conforme il calcolo fark conofcere, ma quando 4 ¢ una quan-

tita pofitiva, la differenziale dx ‘/ z7=+1 ¢ I' clemento di

quelle curve geometriche, I3 natura delle quali fi efprime con
queft’ equazione
n—+2
SRR P

2

(b fignifica nna quantitk coftante ad arbitrio ). Adunque
foltituendo nell’ equazione (3) in wece di ¢ I unith negativa,
o pofitiva, e in vece del binomio B il fuo valore efpreffo nel
principio di quefto corollario fi fcopre il modo d' integrare
il binomio 4 mediante la rettificazione di curve geometriche,
purche in eflo la lettera 4 denoti una quantitd pofitiva, € ¢
fignifichi I unith pofitiva, o negativa.

CoroLLarR10 VIL

SEr equazione (6) fi moltiplicher per I equazione (5)»
produrry queft’ altra

(10) dx[x"-i- c]_x;-x= = dz
v 1 —
4_"-‘/5"—0-a:

a
ProesarLreEma 1L

Steno i due binomj infrafcritti C, ¢ D (ove le lettere #,
¢, n fignificano lo fteflo, che nel I. problema, e la lettera
p denota qualfivoglia quantith coftante col fuo fegno ; rende-

re integrabile il binomio C fuppofta I' integrazione del bino-
mio D

(C) &« 1
X% c] 3

3

(D) _d=_
Cometg @

? So-
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SOoOLUZIONE.

ADopnﬁ qucﬁ’ equazione
(11) »=_»_ , moltip. per (ac) "
[FF
.

e fi avra

: L
(12),‘":"‘.6]::‘1:. moltip. per [_:_;:_] n

Il che dovea ntrovarﬁ.
DiMOSTRAZIONE,
L Equazione (11) differenziata produce

T
(13) dx = __cds _ moltip. per [_‘_f]";
[c—-u" L=+ ?
P ”
Dalla ftefla equazione (11), deriva
(14) ¥7=+c=_cc

C—u?

b4
e dividendo I equazione (13) per I equazione (14) elevata

alla potefth 1 fi arriva all’ equaziene (12),

1l che dovca dimoftrarfi .

COROLLARTIO.

MOltiplicando I’ equazione (13) per I' equazione (14) ele-

vata alla potefta * —r fi trova la feguente
n
T ammme

(15) dx [:”-I-C]T = _du_ molnp per [a:']

¢ C——ﬂ"
i )

P
Tom. 1l Rrr

Pro-



498 SoLUZIONE DI TRE PROBLEMI
ProsLEMA IIL

S 1eno i due binomj B, ed E ( ne quali le lettere &, ¢, #,
p anno la fteffa fignificazione efpofta di fopra ); rendere inte.
grabile il binomio E fuppofta I’ integrazione del binomio B

(B) _4=_
‘/("—l-cc
(E) 2«
(5)s
P ”
P Ongafi I’ equazione infrafcritta
(16) _cc = _lc“_"_f_‘/z_"—i-cc

Commnyy 3 2 2 , a

SoLUZIONE,

—

a
e fi avra queft’ altra
I

(17) _du , ==k _cde_ divif. per [fj_’]?
= - et b4 .
(=] vew T

p Z

Il che dovea ritrovarfi.
DIMOSTRAZIONE.,

IL corollario VI. del I. problema fa conofcere, che pofta I
equazione (4) fi & I equazione (10). Il corollario del IL
problema moftra, che data ' equazioie (14) fi ottiene I e-
quazione (13). Dunque ponendo nell’ equazione (4) il va-
lore di x7~tc tratto dall’ equazione (14) fi vedrh naicere I

equazione (16), e foltituendo nell’ equazione (10) il valore
di dx x”—l—c] 1—1 dedotto dall’ equazione (15), indi mol-

a n

tiplic ando per ¢ I’ equazione, che ne rifulta, fi giun-

(]

a[—-

gerx
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gera all’ equazione (17). Il che dovea dimoftrarfi.

CorRoOLLARIO I

Dar equazione (16) proviene la fegucntc
18) x=#[ 4« [ < divil. per [cmmyny =
(18) x=a[ae | 5 per [ ]

CoOROLLARIO II.
SE n=4; p=1; s=1; c=1; allora il binomio E=_a N
a4 L . ¢ 1t
¢ il binomio B= _dz__ —
V21
Cororrari1olll
MA fe n=4; pm—1; a=—1; ¢=1, allora £ % il bi-
nomio E—=_4# , e¢ binomio B=_4dz _
V1 vVi—z
Scor10 IIL

D Ai tre precedenti corollarj anno origine il L, e il 111,
teorema del mio II. fchediafma fopra la curva lemnifcata,

CoroLrLaRIO IV,

SEn=2;a 1; p=—1; ¢=I. In queflo cafo il bino-
mio E= d" y € ll binomio B—= 4z _
lm-’-l ‘/A—-zz

CoroLLARITIO V.

D AP equazione (17) divifa per I equazione (18) prefa al
rovelcio & origine I infrafcritta
dw "o adz

— e —

Rz

Rir 2 Co-
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CoroLLARIO VL
LA differenziale _d4z _ diventa _dz , quando #====2, ma
q‘/s:”—l-cc ‘/cczz.—i-_
diviene _dz _, allorché n=S-——1, COme ‘appunto fi & notato
Y ag

nel IIL. corollario del I. problema.

Cororrar1o VIIL

LA differenziale 42 ‘/ g =kce & ugnale a queft’ altra diffe-

= a

renziale x7—1dy ~+ ccdx , il fecondo termine della quale fi

27 —ree X7 —eC
:‘/_? —+cc z‘/g;

riduce ad una differenziale di logaritmo mediante il V. Forol—
lario di quefto problema, € il primo termine ¢ integrabile.

CoroLLARIO VIII

Che moftra un’ altra. maniera di rettificare
la logaritmica .

_A Dunque fupponendo nel precedente corollario n=2; #=1;
e==t1, edi pid nell’equazione (18) p===t 1 conforme pare-
rh a propofito, fi avra un altro modo di rertificare la logarit-
mica, {uppofta perd la defcrizione di effa.

CoroLLAarRtO IX.

QUando nel binomio B la lettera 4 denota una quantird po-
fitiva, quefto medefimo binomio potrh integrarfi fuppoita
la reutificazione di curve geometriche, come fi & fpiegato nel
V. corollario del I. problema, e perd I integrazione del bino-
mio E fi riduce alla rettificazione delle medefime curve.

Po-
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Potrebbero dedurfi da quefti principj altre verita.

ScoL1o IV,

L. A maniera, che & tenuta in formar la dimoftrazione del
fcioglimento del III. problema, ¢ comprefa nell’ infrafcritto
teorema generale facilifimo a dimoftrarfi. :

TEOREMA.

L E lettere 4,B, C, D, E, F dinotino grandezze di qua-
lunque genere, e fi abbiano le feguenti tre coppie d' equazioni

Prima coppia.
Seconda coppia .

Terza coppia.
(23) E=B
(24) F=D -
To dico, che fufliftendo due di quefte coppie, fuflite anche
I altra.
DimMOsSTRAZIONE,

SEn prima, e la feconda coppia fuffiftono, dall’ equazioni
(19), e (21) nafce I' equazione (23), e dall’ equazioni (20),
€ (22) I equazione (24).

Se la prima, e la terza coppia fuffiftono , dall’cquazioni (19),
¢ (23) proviene I' equazione (21), e dalle equazioni (20), ¢
(24) I equazione (22).

In fine, fe la feconda, e la terza coppia fufsiftono, dall’
equazioni (21), e (23) rifulta I’ equazione (19), e dall’ e-
quazioni (22), e (24) I equazione (20). 1l che, ec.

Se i membri di tutte, ovvero di alcune delle fei fopran-
notate equazioni, foffero trafpofti in maniera, che il primo
diveniffe feconlo, € veria - vice ; egli ¢ vifibile, che il teore-
ma non ricevercbbe alterazione veruna. Co-
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CoRrRoOLLARIDO,
L’ Efprefsioni X, ed Fx rapprefentino funzioni arbitrarie
della variabile x ;

E cosi Z, e Kz della variabile z; come pure 7, ed Mu
della variabile »

Sieno in oltre le tre infrafcritte coppie d’ equazioni

Prima cpppia .
Fx=Kz
Xdx =Za’<

Seconda coppia.
Fx=Msu
Xdx="Vidy

Terza coppia.
Mu=Kgz
Viw=2Zdz

Due di quefte coppie, che fufsiftano, anche I'altra fufsifte.

Non ¢ punto neceflario , che le tre funzioni X di x, Z di
2 ed 7 di # fieno fimili tra loro. Intendafi lo fteffo in or-
dine alle funzioni Fx, Kz, ed Mu.

ScoLrL1o0 V.

A Sfai prima dell’ anno 1718. io fciolfi quefti tre proble.
mi, e neil’ anno fuddetto, o poco dopo, ne tralmifi all’ acca-
demia d arcadia in Roma le foluzioni coi loro corollarj. Le
inclufi in un piego fegnato al di fuori colla lettera €, € col
mio nome pattorale.

1l sig. Giovanni Bernulli nell’ edizione delle fue opere fatta
I anno 1742., tomo 1V., pag. 57. riduce quefta formola

1

dx ( cioé dx 1
n % [ ax b=—n=tbh |7
‘/ axp =~ bxn [ ]

a queft altra z7—2dx_moltip. per _=»

—_—

K."—' b p—n
1
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1l fimile nalce dal fecondo de’ problemi prefenti in quefto modo
- Nell equazioni (11), e (1z) pongafi »— in luogo di =,

¢ =—mdt in vece dx dx. Fatte le debite operazioni I' equazio-
rm-’-l

ne (1r) dwerrh

(23) 7= [c—u” ] » divif. per # [ac]

el equazxone (Iz) apparira

l

I =——_4%__ molt. per ¢ [ ]
m cp

(26) __°
t[ -+ct ] o—4"

?
Se oltre di cid nell’ equazioni (25), € (26) fi furroga 1

r
in cambio di w, e —dr in vete di duw, e fi opera nella do-

vuta maniera, dall’ equazxone (23) ﬁ avra

p— [am_..l] dmf per [:c]n , ¢ I equazione (26)

dary _d , =" dr molt. per ° ( )
t [_1_-4-1.'}”’” ]’; o 1 p
a

—

METO-
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M E T O D O
’ PER TROVARE NUOVE MISURE

DEGLI ARCHI DELL’ IPERBOLA
EQUILATERA.

TeEorREMA L

= ]Jeno le. due equazioni infrafcritte (1), e (2); io
dico, che poita la prima di efle fuflifte anche I'
alrra

(3) 2x= _2em_

P

xxdx "= e pudu —4 diff. .
N B v =

DIMOSTRAZIONE.

D Alr equazione (1) naicono le due feguenti

(3) == =»_
Vv 2 Vi ———1

(4) i =i
Dall’ equazione (3) differenziata fi deduce
dx__ = e du molt. per l—f-@:

o >
v = = .
e queft’ vltima equazione molriplicata prima per r equazione
(1), e polcia divifa per I equazione (4) genera queit altra
(5) o xxdx == dy ~
vVIiviat (wi—1)i+L
Ma il calcolo fa conofcere, che == _z2udu_ equivale a queft

(1)1

2
altra quantith — _wsds_ ~+ diff. _#_, la quale furrogata in luo-

4t ——T u'—1
go del fuo valore nel fecondo membro dell’ equazione (,5)
ren-
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rende I equazione (2). Dunque, ec. Il che dovea dimoftrar(i.

TeEorReMA II

S Ieno le due infraferitte equazioni (6), e (7); io dico, che
pofta la prima di efle fuffite anche I altra
(6) ==,/ w3
(7) xxdx /7 =ds = 2ede
V x—1 V=i

DiIMOSTRAZIONE.,

L’ Equazione (6) moftra

Vi1 =t

x¢/7

La ftefla equazione (6) differenziata db

xdx = tdt = e

Vit—1

Adunque dividendo queft’ ultima equazione per la penulti-

ma , fiarriva all’ equazione (7). Il che dovea dimoftrarfi.

TeEorEMA IIL

SIeno le due equazioni infrafcritte (8), e (9). Io dico, che
pofta la prima di effe I’ altra ancora fuffifte

(8) vty/iF=1=_2m

W1
(9) rdezt sods =— wads_ —tdiff. o7,
2 2‘/}’: V/pﬂ-—x_ ‘/M'—-I

DIiIMOSTRAZIONE,

POngaﬁ nell’ equazione (1) del I. tcorema in luogo di x« il
fuo valore ##=+ /7= efpreflo nell’ equazione (6) del II. teo-
rema, e fi avra I equazione (8), indi fi lurroghi nell’ equa-
zione (2) del L teorema in vece di _xdx il fuo valore
' V7V
xds=t 11 | che nafce dalla fuppofizione fatta dixx==
* 2 Vit

Tom. Il SI{f #
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st =£,/7—7 ( come moftra I" equazione (7) del II. teorema
diviia per 2 ), e fi giungerd all' equazione (9). Il che do-
vea dimoftrarfi.
TEoREMAIV,

Steno le due equazioni infrafcritte (10), e (1r); io dico,
che pofta la prima di effe fufsifte anche I altra

(10) t=y/ 7241

v zz—1 .
(11) rde =— zdz —+diff Ry =1
Iz

DIMOSTRAZIONE.

D AIl equazione (10) proviene la feguente
¢t = z2z—1 molt. per ¢/ zz—1 '
‘/,4 —I 2z ‘/z_,z =
_Dalla medefima equazione (10) quadrata, e poi differen-
ziata deriva
#di = == 224z
G
equazione, che moltiplicata per quella, che immediatamente
la precede, fa vedere
"i_ = dz it molt. per ¢/zz=¢1
vt (1) 7
Ma queft’ ultima equazione é la medefima, che r equazio-
ne (11), conforme fi vede ponendo nel fecondo mewbro dell
equazione (11) in luogo di diff. z, /7= il fuo equivalente,
. VvV z22—1 , .
cioé =—dzy T ~ _zzdz_, Adunque data I’ equazione

('{(_-—1) =t (VST

2
(10) fi 3 I equazione (11). Il che dovea dimoftrarfi.

Scotrr1o L [fig 65]

S E nell’ iperbola equilatera HOS, il di cui centro & in C
I’ abfcif-
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I abfciffa centrale CO, che pafla pel vertice fi fuppone cgua-
le ali’ unith, e I’ altra abfcifla centrale indeterminata CZ fi
chiama z, egli ¢ gia noto, che i zwdz _ elprime I’ arco i-
V=1

perbolico ZO; laonde potranno g’ intendenti fervirfi in pid
maniere del IIL, e del IV, teorema per ifcoprire nuove mi-
fure degli archi dell’ iperbola equilatera, non dovranno perd
tralafciare, dove fara d’ wopo, I' aggiunta, o la fottrazione
delle debite quantitd coftanti, ec. lo mi contenterd di darne
un folo efempio nel progreflo di quefto fcrirto.

Teorema V.

Steno le due feguenti equazioni (12), e (13); io dico, che
pofta la prima I’ altra fuisifte
(12) 2t = 2

2L W1
(13)diff. /mommi— e +diffl 3y /T = 2de 4 diff. 22
vV =t V2t V21 Vi V=t

DiMOSTRAZIONE,

FA.cciaﬁ pofitivo il fegno dubbiofo nell’ equazione (8) del

III. teorema, e pongafi in efla in cambio di # il fuo valore
o/z+1 prelo dall’ equazione (10) del IV. teorema, e fi
Vz—1 -

otterrd | equazione (12); foftituifcafi pofcia nell’ equazione (9)

del 1if, teorema in vecedi _tdr_il fuo valore, cioé — 22dz_ =

— e
diff. z,/77= 7, che rifulra dalla fuppofizione fatta di ¢, come

V=1 - .
fa vedere U equazione (11) del IV. teorema, indi furrogando

pella fudderta equazione (9) del IIL teorema in vece di ¢
il fuo equivalente diff. o727, come appare dalla medefima

Vi
fuppofizione di #, ¢ finalmente moltiplicando per (2) I’ equa-
Sif 2 zione




508 NUOVE MISURE DEGLI ARCHI
zione (9) cost preparata, fi trova I' equazione (13).
Il che dovea dimoftrarfi. ,

CoroLLARIO L

D AIl equazione ( 13) integrata , ¢ poi trafpofta fi tira
quelft’ altra
(14) [ xzAZ—=2 [ uudy =(z_—|-1)££— 243
v 21 Vi1 V=1 u—1

CoroLLARIO IIL

D AP equazione (12) nafcono le due feguenti

(13) su=(x~1—+¢/ mz=+s) divil. per (x—+1)

24 E=¢/7 ¢ 7—1

G Lo
e queft ultima equazione moltiplicata per I’ equazione (15)
moftra : "

N Ve K TV

G = G

CoroLLARIO IIL
POncndo quefto valore di _ 2« _ nel fecondo membro dell’

equazione (14), ¢ riducendc:/ ad una femplice efprefsione il
medefimo fecondo membro fi ottiene finalmente —
(16) [ zzde — 2 [t wde= (/=T —y/7 ) molt. pery/o
Vz—i Vi1 i

" CororLrarIO IV. (fig. 65)

SE ner iperbola equilatera HOS fi prende I arco arbitrario
OZ determinato dall’ abfciffa centrale CZ=z, fi & quefto me-
defimo arco OZ=/. z=dz , e fe nell iftefsa curva fi prende I

, V2 —1
aler arco YOS determinato dalle due abfciffe centrali CV, CS
eguali tra loro, ¢ defignate colla lettera # fi & il detto arco

vos
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VOS=12f s, ¢ fein fine fi foftituifcono nel primo membro
el
dell’ equazione (16) gli archi accennati in luago de’ loro valori, e
di pid fi fuppone I' abfciffa centrale CV (#) eguale al valore
di #, che fi deduce dall' equazione (15), allora fi fcopre
(17) Arc.0OZ —=arc. YOS = (yszx~+1— ¢ %7 ) molt. pery 77
Scorro IL v
L Equazione. (15) moftra, che quando CZ (z)==1, allora
CV (u)=1, e per confeguenza tanto I' arco OZ, quanto I’
arco YOS fono nulli in quefto cafo; ma la ftefsa fuppofizione
di =1 annienta anche il fecondo membro dell’ equazione
(17); adunque quefta medefima equazione ¢ completa.

11 fécondo membro dell’ equazione (15) fa vedere agl’ in-
tendenti .

Primo, che g & maggiore di #, e che per confeguenza I’
arc. arbitrario OZ ¢ fempre maggiore dell’ altr’ arc. corelativo O7,

Secondo, che # crefce al-crefcere di z, poich¢ amendue
quefte quantith 2—1, € 2z S aumentano all’ aumentarfi

Zz=1 —ar
di z; quindi ad un arco arbitrario maggiore di OZ corrifpon.
de un altr arco correlativo maggiore di OV,

Terzo, che quantunque quefto medefimo arco OV crefca al
crefcere dell’ arco OZ, egli crefce perd si lentamente , che
quando I’ arco arbitrario OZ ¢ infinito, I'arco corrifpondente
OV ¢ finito. Per reftar convinto di quefta verita , fuppongafi
nell’ equazione (13) la g infinita, e fi avrd in virth di quefta
fuppofizione un ==(z =4/ 72z ) div. per T, ciod un =1 /7 ;
dimodoché in quefto cafo!” abfcifsa centrale C# (%) diverra I

abfcifsa CH= ‘/ I~ ¢/7 5 ¢! arco corrifpondente all’ arco

infinito farh I’ arco OH,




510

M E T O D O

PER MISURARE GLI ARCHI
DI QUELLA ELISSE CONICA,

I di cui affe maggiore & medio proporionale tra I affe mi-
nore y ¢ 1l doppio del medefimo affe minore .

TEorREMA L
no I infrafcritte equazioni (1), (z) (3)s (4)> (5)»
(6)s (7)y (8), € (9); io dico, che pofta la prima
di efsc tutte I’ altre lutsiftono
() mw=y7¢/ 12 /ig— 1 (12ty/i7)
: _— z%

2z
(2) 1 (I:_l"/'l_g):r-u‘
254

(3) I (I—i-‘/x—z)—_._r

(4) a—-z“,/,_.‘
T 1w
(s) V:—--.*::i‘(l—-tfu‘—o-us)
G+d')*
(6) I""‘/l—z"-z(l-—u‘)"
1-+u
(7) '(x-l-‘/l )_(,_“4)m
u(1~+au)
(8) 3—(1—#‘/1—2’)—' qu’
(1—+u*) g T—w

(9) wv= o7 -—‘/l—l-‘/l__z

‘/1:-71/ 1=z ‘/-1—_:—-‘——‘/:;
Dimoftrazione della prima parte.
TRafponendo nell’ equazione (1) la quantith 1 (1=ky/T2)

zz
fid
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fi uu—i—' (1z2/1==) =¢? ‘/m y € poi qua-
drando ﬁ ottiene #*—~ 2 (1 =h/ =) uu 2 (1 =+, 7)
—_— 2 (1-4-‘/:_24), cio¢ togliendo dall' una, e I’ altrs
parte la quantlth comune 2 (1=ty/iz=x), indi trafponendo,
2 (1) uu= I—zu", e dividendo per 24u fi giunge
:Tl’ equazione (2). E cid doveva dimoftrarfi in primo luogo.

Dimoftrazione della [econda parte.

)

T L calcolo fary conofcere yche 1=+ /i ¢ uguale a2z _;

22  g=ryd !—-z
ponendo pertanto quefta feconda efpreflione in luogo della pri-
ma nell’ equazione (2), fiavrh _zz__ =1—«, ¢ rovefcian-

I —f-‘/x -—F uu
do queft’ ultima equazione , fi trovers I’ equazione (3).
¢cid dovea dimoftrarfi in fecondo luogo.

Dimoftrazione della terza parte .

S1 agglungano le due equazioni (2), e (3), ¢ ne verrh '

2 o= 20k, cio¢ , riducendo 1l fecondo membro di
zz Zuu Tt
queft’ equazione ad uno ftefflo denominatore, 2 = (1—u')'—+s",
zuu(x—u')
vale a dire z =(0—+«9", e dividendo per 2 queﬂ:’ ultima e-
zz zuu((——-u‘)'

quazione, indi rovelciando quella, che ne proviene, fi ot-
terry quefl altra

(10) {{:4“(1—-:4’)

(1~+ )

Le radici dei due mcmbrl della quale daranno I’ equazione

(4). E c1d dovea dimoftrarfi in terzo [uogo.

Sco-
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ScoLio L

ST noti, che I efpreflione di z in # efpofta nell’ equazione
(4) conferva fempre la medefima fembianza in ordine ad am-
bedue i valori di u#, che fono rapprefentati dall’ equazione
(1) in virth del fegno doppio.

Dimoftrazgione della quarta parte .

SOttraendo I’ equazione (3) dall’ equazione (2), abbiamo la
feguente =+ 3 (/1—z'==r—a'=— 3w _, e riducendo il fecon-
z% 2us 1—ut
do membro di quefta ad un medefimo denominatore , e pofcia
dividendo per due I’ uno, ¢ I altro membro della rifultante,
troviamo =k 1 /7= (1—u*)*—44*, ma il fecondo mem-
o qun (1 —u*)
bro di queft’ equazione equivale ad 1—6u*—u8 ; adunque
qun (1 —ut)
1 i=F=ck (1—6u*—+u8), e queft’ ultima equazione mol-
2z # (1=——ut
tiplicata per I equazione (10), che & regiftrata nella dimo-
ftrazione della terza parte, fomminiftra " equazione (5). E
cid dovea dimoftrarfi in quarto luogo.

Dimoftrazione dellz quinta parte.

Darv equazione (2) moltiplicata per 1’ equazione (10) ri-
fulta I' equazione (6). Il che dovea dimoftrarfi in quinto
luogo . :
Dimoftrazione della fefta parte .

L Equazione (2) moltiplicata per I' equazione (4) conduce
all’ equazione (7). Il che dovea dimoftrarfi in fefto luogo.

Dimofirazione della festima parse .

MOltiplicando U' equazione (3) per I' equazione (4), N¢
naice I'equazione (8). Ilche dovea dimoftrarfi in lettimo luogo-
Ds-
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D:moﬁrazgane dell ostavs parte.

IL calcolo fa vedere, che 1 ‘/1 =+ it ¢ ugmale 3

z . ymal equazmne (1) equivale a queft’ altra

‘/ 13 ‘/1——1 .
uu_( ~ l-‘—-";/x?z*—.‘_ I—"t/l X L
z . . B z z
‘/ 1= y/i—=; adunque ponendo in queft' ultima equazio-

ne in luogo dell’ efprefsione !, ‘/ 12k T3 la fua equi-

valente _%_. - , ne nfultcrh lequazxonc (9). E cid dovea

—

‘/ Ii‘/!-—z

dimoftrarfi in ottavo, ed ultimo luogo.
Cororiario L

SE nell’ equazione (1), e per.confeguenza nell’ equazioni (6),
e (9), fi fa valere nel fegno doppio il fegno fuperiore ; io dico,
che quando la 3 & uguale a zero, anche la » ¢ ugnale a zero.
Cid fi dimoftra annullando nell’ equazione (6), mentre al-
lora fi 3 222 (x-—-n ) adanque nel cafo di =0, anches==0

Si dimoftra lo ﬂeﬂb annullando 2 nell’ equazione (9 ), poiché
da queft’ ipotefi nalce #=¢/7 —(/7 , ma un infinito me-
no lo fleflo infinito & uguale a zcrﬁ'; adunque nella fuppofizio-
ne di =0, ancora w=o. La fteffa cofa fi moftra median-
te I’ equazione (1).

Cororrario IL

SE nell’ equazmne (1), ¢ confeguentementc nell’ cquazmne
(6), € (9) fi fa valere nel fegno doppio il fegno- inferiore ; io
Tom. Il Trte dico,




$14 Nuove MISURE DEGLI ARGHI. .
dico, che quando z ¢ uguale a zero, # ¢ uguale all' unith,
Quefto fi moftrera annientando z, nell’ equazione (6), che in
tal cafo dara o—=2(1—x*)"; adunque in quefto medefimo cafo

: (1=u*) . . :
u=1. _

La medefima cofa fi moftrers mediante I’ equazione (9), la
quale fupponendo z eguale a zero, fi cangia mella feguente
wu=¢ 7 ; adunque in quefta fuppofizione s =1.
CoroLrLAaRrIO IIL
SE ner equazione (1), e per confeguenza nell’ equazione
(6) in vece del fegno doppio fi prende il fuperiore;' 10 dico,

che la mafsima » ¢ vguale a ¢/, /7 —1

Imperciocché confiderando I’ equazione (6), e prendendoin
effa il fegno fuperiore , fi vedra, che il fuo fecqndo‘membro,
vale a dire 2 (1—«")' decrefee al crefcere della %, la quale ¢la

=wy o
fteffa colla # dell’ equazione (1) ; adunque quando la quantitd
2(=)* & un minimo , allora -la # & un’' maffimo .

(1=+u%)? ) . RN

Cid pofto, fi rifletta; che il primo membro della medefima
equazione (6), Cio¢ 1 —,/T=+ & unminimo, quando /T —z'
¢ uguale a zero; adunque allorché (/f=m==0 ( cio¢ quando
== 1) la quantith 20—y, ch’ & uguale ad 1 /7 —« fa-

' (1 —+47) .

1y un minimo, e conleguentemente per la riflefsione fatta di

fopra, nel calo di /7 =70, la » far un maffimo , ma
facendo /=5 =0, I’ equazione (9) diviene =/ z —I,

donde nafce s = ‘/ v/7 =1; adunque fe nel fegno doppio

dell' equazione (1) vale il fuperiore, la mafsima » ¢ uguale 2

Vi1 A | |
CororrLARIO IV,
SE ner equazione (1), ¢ confeguentemente nell’ equazione

(6)
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(6) in vece del fegno doppio fi prende I inferiore ; io dico,

che la minima » & ugualea ‘/ ;7";:

Poiché fe fi confidera I’ equazione (6), ¢ {i prende in efl2
il fegno inferiore, fi renderh manifefto, che il fuo fecondo

membro 2 1=«"* crefee al decrefcere della », la quale ¢ Ia
(L1=tut)® . .

ftefla, che la » dell’ equazione (1); dimodoché, quando la

quantith 2(1=—«*)* & un maffimo, allora la # & un minimo,
(1=tut)* .

Riflettafi pertanto, che il primo membro della flefla equa-
zione (6), ciod 1—y /7% € un maffimo, quando /1 —z &
zero, ¢ quindi farh chiaro, che quando (/I =x*=o, ciot al-
lorché¢ x==1, la quantith 2 (=", ch’ ¢ ugnalead 1—y /7,

Gy
dev’ effere un maffimo ; adunque per cid, che fi ¢ confiderato
di fopra, nella fuppofizione di /T—x*==0 la » dovri effere un
minimo , ma fupponendo ¢/iZ=z*=0, |’ equazione (1) diventa

wi=y/ T—1, ciot fiau=¢/ /7 —1; adunque fe nel fe-
gno doppio dell’ equazione (1) fi fa valere I inferiore , la mi-
nima & vguale ay/ /7 —1

CoroLLAaRrRIO V.

SE ne fegno doppio dell’ equazione (1), e confeguentemen.
te dell’ equazione (6), vale il fuperiore, la minima ¢ ugua-
le a zero.

Imperciocche il fecondo membro dell’ equazione (6) crefee
al decrefcere di », ma lo fteflo fecondo membro crefce al de-
crefcere di z ; adunque al decremento di g corrifponde il de-
cremento di #, ¢ quindi alla minima z corrilponde la minima
#; ma la minima Z ¢ uguale a zero, ¢ pel corollario 1., alla
z==o corrifponde la ¥=o ; adunque nella fuppofizione di que-
flo corollario la minima » ¢ uguale a zero.

Tt 2 Co-




s16 Nuovs MISURE DEGLY Ancut
' CoroLLarIO VL

SE nel fegno doppio dell’ equazione (), e confeguentemente
dell’ equazione (6) vale I' inferiore, la malsima u ¢ uguale all
unith. Imperciocché il fecondo membro dell’ equazione (6)
erefee al decrefcere di #, e il medefimo fecondo membro de-
erefre al decrefcere di 3, di maniera che al decremento di % cor-
ruponde I aumenro di w, ¢ per conleguenza alla minima 2 cor-
ritponde la maffimau, mala minima g, ¢ uguale a zero, e pel
corollario II. aiia 3 ==o corrifponde la #» ==1; adunque nell’ i-
potefi del corollario prefente la mafsima # ¢ uguale all’ unita.

Scorro IL

Eaii ¢ evidente, che la mafsima z ¢ ugnale all’ unitd in am-
bedue i cafi rapprefentati dal {egno doppio nell’ equazione (1);
poich¢ fe la z foffe maggiore dell’ unith, la quantith (/75
che in ambeduc i fuddetti cafi entra nell’ equazione (1) fa-
rebbe immaginaria .
' Teorema IL

SIeno la retrofcritta equazione (1), e I infrafcritta equa-
zione ; io dico, che pofta quella, fuffifte quefta
(11) _dz = adu

Vit 1=yt

DIiIMOSTRAZIONE.

Porar equazione (1) fufsifte I’ equazione (4) per la terza

parte del I.teorema, e I'equazione (4) differenziata produce
dx==2duy ii——gutdu — 8wt TR

ot (e ()

riducendo il fecondo membro di queft’ equazione a uno fteflo

denominatore, dopo fatte le debite operazioni ne viene queft’

altra 4z = 2d» moltiplicato per (1—6x*~4+48), la quale divifa

, Vit (1—+ut)y
per ' equazione (5) db I' equazione (11); adunque pofta I
equa-
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equazione. (1), luflifte I’ equazione (11 ). Il che dovea di-
moltrarfi,

Scor1o IIL

QUeﬂo teorema comprende i teoremi V., ¢ VI del mio
IL. ichediafma in ordine alla mifura della lemnifcata, i quali
teoremi V., e VI fono nel prefente un poco differentemente
enunciati, e diverfamente dimoftrati.

TeorEeEmMaA IIL

Steno 1 equazione retrofcritta (1), e I infrafcritta equazio-
ne (12). lo dico, che pofta quella, fuffite quefta
(12) fdxyimm—2f Fduy/iFu=F1 1/ =)
Vi v T z
=+

“
DIMOSTRAZIONE.

St moltiplichi I’ equazione (11) del teorema IIL per I’ equa-
zione (2 ) del teorema I., e fi trover _dz = 4 =

Ry Tzt %
=t du ST, cio€

Hu
(13) 4z —+diffipr == de /i35
Y/ =2 2 -

Ma _dz_¢ugualea diffi — 1 /17" == z2dz Je=k du o /Tmut
Ry 1=t z Vi—t
—diff. of 1 /1= =F 2udu , conforme fi vede differenziando
r Vi _

i fecondi membri di quefte due ultime equazioni ; adunque

furrogando nell’ equazione (13) quefti valori di _dz_, e di
. . Xy 1=zt

=+ du o7, fi giungerh alla feguente

. uu . . ——
Cdiff -1 T 22—+ diff 3 A 1 TS
Z ‘/x—z’ k4 “

;_.F Sundy
Vi@t , ¢ tra-
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¢ tralponendo fi trovera, purché fi operi deftramente
(14) zzdz =F _pawds =2 diff. 1 (12by /T30 2k diff 1 757
Vied Vit z . «
Si confideri ora, che pofta I equazione (1), fi % pel IL
teorema _dz =zk 24, cloé dz IF _2dk o
imT Jiee JieT? vies
Se queft’ ultima equazione fi aggiunge all’ equazione (14),
¢ ad effa fi adatta, {i otterra debitamente operando
(15) deQben) TF 2 duCutun) =R diffl 1 (12by/ 7—et) =k diff
Vi—z' Vi—w %
it
Scrivanfi nell’ equazione (15) in vece delle due efpreffioni
dx (1=+z2) | e du(—uw), I altre due efpreflioni dz¢/i=7,¢
V12t ¢ 1—ut V 1—1z
du i ad effe refpettivamente eguali, e fi troverh queft
V- ua
altra equazione .
43 /T F 2du o/ imr = IF diff (1 =k i) 2 diff
vi—= e “
Lyi—dt
" .
la quale integrata dark I’ equazione (12). Adunque pofta I
equazione (1), fuflifte I' equazione (12). Il che dovea di-
moftrarfi. :

CoroLrLLARTIO I

POnendo nel fecondo membro dell’ equazione (12) in cam-

bio di 1 (1=ty/i=7) I elpreflione (1—u*)/i—w, che gli
* ¥ (1—u*)

equivale in virth dell’ equazione (7) del L tcorema , il fe-

¢ondo membro fuddetto dell’ equazione (12) diviene

F(1—ut) /15 =+ 1 /i, ma quefta quantitd ridosta

H(1—+u*) :

ad un medefimo denominatore , ¢ mancggiata nel debito modo ¢

ugua-
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uguale a quelt’ altra = 24* /i 57 ; adunque foftituendo nell’
I~ ut .
equazione (12) quefto valore del fuo fecondo membro, fi ve-
de, che pofta I’ equazione (1), fufsifte la feguente
(16) [ d v/ Ta—2fkdu /i n =kt i

vV 1—2z V1 s 144t
Coxo;.ﬁx.uuo IL

SUrrogando nel fcﬁondo membro dell’ equazione (16) in
luogo di 24/ 7= la g, che gli equivale in vigore dell’ ¢-

1—ut
quazione (4) del I. teorema, fi vedrh, che pofta I' equazione
(1), fufsifte queft’ altra
(17) j: dz.\/l__—tzf."" Zﬁidﬂ‘/xrm, = =tzun
.‘/1“‘22 V1 uu

CoroLLaAaRrRTIOIIL

SEparando nell’ equazioni (12), (16), e (17) i cafi, che
naicono dal fegno doppio, e lafciando st in elfle, come nell e-
quazione (1) alla lettera » il fuo fignificato, allorche¢ fi fa
valere il fegno fuperiore, ma ponendo in efle la lettera r in
vece di #, allorch¢ fi fa valere il fegno inferiore , i renderhy
manifefto , che dalle medefime equazioni (12), (16}, e (17)
rifulteranno le fei equazioni infrafcritte (18),(19), (20), (21),
(22), ¢ (23) L

(18) LAz /iTm—2fedu /T = L T = (1= /1)

- % z

.
e ——

» Vi VT
(19) [ 838/ iz =2 —dty/iSm =1 (1= /T)— L /i

— — z s

>z Lo g2
(20)f-dzyv/ T =2/ dug’:‘-‘_o-‘ﬁ —

Vi—rz i I—+u*
(21) [ dzy iTm—tf—dty T — 28 T
Wir— Vi 1+t

(22)
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— —
(22) fodz i a2 [ Ay /T T Xk

Vi—zz V 1e—s
(23) fdz /i iz 2f == di i TS =208
Viez Vien

In modo, che I' equazioni (18), (ze),é (22) fufsiftono, po-
fta queft’ equazione

(24) uu:ﬁ‘/l—f-‘/;_,.:?——i (14 T=7)

¢ I" equazioni (zlzp) s (21), ¢ (23) zfzufsiﬂ;ono pofta queft’ altra
equazione :

(29) n=y3 V/imyim =L ()
z% v

Scotr10lV,

St noti primieramente , che I' equazioni (24), e ( 25) rap-
prefentano feparatamente i due cafi, che in fe racchiude I e
quazione (1) del I teorema in virth del fegno doppio, chein
effa 3 luogo. Si noti fecondariamente, che pofta I’ equazione
(24) 6% . 3 ‘
(26) x=2wy/ 1t
' I~+ut
¢ pofta I equazione (25) fi &
(27) x= 2y T=7
Izt
Tutto quefto in vigore dell’ equazione (4) del I. teorema.
Si noti in terzo luogo, che pofta I' equazione (24) fulsifte
quefta :
(28) /i =1 =—6u* 48
(1=+ut)*
¢ pofta I' equazione (25) fufsifte queft’ altra
(29) == (1 —6¢* —+18)
T (i)
Tutto cid in virtd dell’ equazione (§) del I teorema.
' Pro-
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PROBLEMA,

Potte le due equazioni foprafcritte (24), e (25), trovare il
valore di # in #, e il valore di 7 in «.

~ Soluzione della pnma parse .
SE nella quantitd 1 ‘/ I =y or i fi foftituirk il valore di

¢/ 1=z in ¢ tratto dau’ equazione (29), e il valore di zz in
¢ tratto dall’ equazione (27) fi fcoprira

‘/1 -+ = = ‘/1-(1—61‘-4-:3) divifa per

(1+#%)*
4;;(1—:"), ma il fecondo membro di queit’ equazione dee
(1=+#%)*
ftramente trattato riducefi a quefta efprefsione _1~+¢* ; a-
V()
dunque fi
(30) * ‘/1_..‘/1_2 = 1~:*
VT (1=

In oltre, fe nella quantith __(1-1-‘/1_:4) fi furrogane

i valori di Vi € di 2z prcf, come fopra dalle refpet-
tive equazioni (29), e (27), fi conofce effere s (l—l-‘/l_.z4)
=1 — (1—6~:2) il tutto divifo per 4¢ (I—-t‘) , e ficco-

(1-#*)* ' (l-i-r“)
me il fecondo membro di queft’ equazione maneggiato a do-
vere fi cangia in queft’ elprefsione _2#_, cost 4 luogo I' e-
4

quazione feguente =
(31) L (mh/i2)= 2o
Si pongano ora nell’ equazl.o—n; (24) in cambio di
1/1""t/x—z yedi 1 (I+y/T=7%) i loro valori
Tam. IL Vvv dedot-
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dedotti dalle refpetrive equazioni (30), e (31), ¢ fi avra

up = 1=+ — ¢ - ma il fecondo membro di queft’ e-
T —t P

quazione cquivale ad (—)", cio¢ ad 1—r ; adunque w4 =
Tz 1=
1—rt  donde nafce finalmente

o 274
(32) s=¢/ T =¥
VT
E quefta ¢ fa foluzione della prima parte.

Solnxione della feconda parie .

Per ifciogliere la feconda parte del problema fi feguiranno i
medcfimi veftigj della foluzione della prima parte, e in vece
dell’ equazioni (24), (27), e (29) fi adopreranno le refpettive
equazioni (25), (26), € (28), in virth delle quali fi troverd
fimilmente
2 ‘/1—‘/1'ZZ5= I—+ut, e _L(I-—‘/l‘:_;'q)z_zyr,
2% —_ & %z Teemts
2 (1—w%) )
¢ furrogando i fecondi membri di quefte due ultime equazioni in

luogo de’ primi nell equazione (23){i troverd zr== 1 =+ s — 2
Tyt 1t

ciod 7 == (t—m) z=1—uu , ¢ in fine

. 1 o it \—un

(33) t-:‘/l—-uu
: V1 uu

Dimodoche fa ¢ ¢ data per u, come la u per 7.

La medefima equazione (33 ) pud dedurfi immediatamente,
¢ con facilita dall’ equazione (32). E quefta ¢ la foluzione
della feconda parte del problema.

CoRrROLLARIO I,

L Equaziene (32) % rapporto all’ equazione (24), ¢ I' &

quazione (33) & rapporto all’ equazione (25); adunque ine-

rendo a cid, che fi ¢ notato nel primo articolo dello fcolio
1V,
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IV. I"equazioni (32), e (33) efprimono feparatamente 1 duc
cafi, che I' equazione (1) del I. teorema comprende in fe
medefima in virtd del fuo doppio fegno.

CoroLLARIO IL

P ofa una delle due equazioni (32), e (33) io dico, che
fufsifte I equazione infralcritta
o m— 1t 2 == [ It sgp woeme Lo g* (VL g
34)f—drv e T
Vi Vi—wm I I—ut

I
Imperciocché pofte le due equazioni (24), e (23) fuffifto-
no le duc equazioni (20), e (21) pel corollario I[IL. del
teorema III., ma fotrtraendo I’ equazione (21) dall’ equazione
(20), e dividendo per 2 quella, che ne proviene, fi trova
I equazione (34); adunque pofte le due equazioni (24),¢ (z5)
fuffifte I’ equazione (34).

In oltre pel I corollario antecedente, I equazione (32) %
rapporto all’ equazione (24), e I’ equazione (33) % rapporto
all’ equazione (25); adunque pofte le due equazioni (32), e
(33) fuflifte. I equazione (34).pel primo articolo di quefto co-
rollario. I1L

In fine fi dimoftra agevolmente col calcolo, che, pofta I'e-
quazione (32), fuflifte I equazione (33), e verfa-vice, pofta
I equazione (33), lufsifte I' equazione (32); adunque pofta
‘una delle due equazioni (32), € (33), lono polte ambedue ,
e confegucntemente pel fecondo aruicolo del prelente corolla-
rio, pofta una delle due equazioni (32), € (33), fufsifte I'e-
quazione (34). Il che dovea dimoitrarfi.

CoroLLario IIL

Potta una delle due equazioni (32), € (33); io dico, che
fulsifte queft’ altra
(35) Sttt n—[duy/ i = ur
Vi—n i Im-
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Imperciocche, fe nel fecondo membro dell’ equazione (34)
fi foftituifce 1  in luogo di ® /7=, ¢ parimente 1% in
by 2

2 I-'-“.
cambio di #¢/7—7 (mentre le due equazioni (26), e (27),
I

regiftrate nel 1V. fcolio, permettono quefte foftituzioni ), fi
vedra effere il fecondo membro dell' equazione (34), cio¢ la
quantith #* /1 =4’ o /1—u* cguale all elprefsione 1 z (sr~+uu);
1~ 1—u* :
ma ponendo in vece di x, € di ## i loro valori in » prefi
dall’ equazioni refpettive (26), e (33), e operando nella do-
vuta maniera fary 3z (#=bu8) = sy /i = uy/i—my €
* I —-un ‘/l —+ s
furrogando in cambio di o/7—=u il fuo valore # tratto dall'e-

quazione (33), fard eziandio x x (#£—+uu), cioé Py/T=7
* 1+
— #? /1 cguale ad wr; pongafi pertanto nell’ equazione

1t :
(34) #r in luogo del fecondo membro di effa, ¢ ne verra I
equazione (35). Il che dovea dimoftrarfi.
Se nell’ efprefsione x z (##~uu) fi follero foftituiti in vece

2
di z, ¢ di us i loro valori in ¢ tratti dall’ equazioni refpettive
(27), € (32), fi farebbe fimilmente trovato 1 g (ss—tun)=ru.
2

CoroLrLLARIO IV,

SE ner equazione (35) in luogo di dr, z¢, ¢ fi foftitvirk

refpettivamente du, uu, %, e verla-vice in luogo di du , us+ %

fi furrogherd dr, £, #, ne rifulterd I’ equazione feguente (36),

la quale fufsifte, pofta una delle due equazioni (32), ¢ (33)
(36) fo—duy/i—f.dr T =tu

‘/l—lm Vx'_.—;g
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Imperciocché i fecondi membri d’ ambedue I' equazioni (35
¢ (36) fono manifeftamente egnali ; e differenziando i primi
membri delle fuddette due equazioni (35), € (36), fi vede,
che i loro differenziali fono cguali; adunque #nregrando, an-
che i primi membri delle medefime equazioni fono eguali, e
confeguentemente ' equazione (36) iuisitte, pofta una delle
due equazioni (32), e (33), poiché pofta una di quefte me-
defime cquazioni (32), e (33), fi ¢ dimoftrato fufsiftere I’ e-
equazione (35) nei precedente corollario.

ScoLrL1e0 V.

NeEr integrazione di quefto corollario, e in tutte I inte-
grali affratse, che o date, e dard in quefto fcritto, O trala-
fciato', e tralafcerd I' aggiunta della coltante affrarra, rifer-
bandomi di moftrare nell’ applicazione di quefta teoria alla mia
Eliffe , che le integrazioni {uddette fono complete, e che per
conleguenza non abbifognano dell’ aggiunta di veruna coftante.

TEoRrREMAIV.

S 1a 1a retrofcritta equazione (1), e I infrafcritta equazione
(37); io dico, che polta quella {ufsifte quefta
(37) flrviga—2fFdyviTa=t1 (1IFyi)

== z
v 1—22 V L—un

DIMOSTRAZIONE,

M Ottiplicando I equazione (11) del teorema II per I'e-
quazione (3) del teorema I. fi vede
dz Tp dz=chk _guds | ciog
Ryime  ® (1—w)yima
(38) dz —t-diff.j:_ =t 4uudu

Ry 1—2 . (1=—4') /T8
ed effendo 92 =diff—1 (/75— 22dz ye=b _quuds
Ry i=7 z vzt (1=ut) /i

= diff,
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= diff. =& 2w ¢ 2swds_, conforme moftrers la differenzia.
VIEE Vi
zione,, ne legue, che fe fi pongono nell’ equazione (38) i fud-
detti valori di dz e di =t 4mwds | fi avrh
Ry 1=z (I=—ut) T
diffi =1 /T3 — _z2d2 — diff. =k 1 =diffizt 2 S _2eds
z Vi—z = VI=d it
laonde trafponendo, ¢ calcolando con deftrezza, fi vedrh eflere
(39) zdz ¢ zad = obdiff 1 (15730 diff 2
‘/l—:‘;} ‘/;u‘ . z ‘/‘l-:l;;
Cid pofto convien riflettere, che in virtd del II. teorema
abbiamo dz_—=—+ :du, vale a dire 4z =f 2 To
VieT ViR VIE YV I=a A
-dimodoch¢ queft’ uitima €quazione aggiunta, e adattata all’e-
quazione (39) fomminiftra dopo fatte le dovute operazioni
(40) d2(1+w2) of 2du G+ w) ==k diff. 1 (15 /i—=7 ) S diffs
Vie=z* Vit *
2u}
Vi—at
In cambio delle due efpreflioni dy (1=+22), e du (1tu) fi

Vit K

fcrivans refpettivamente nell’ equazione (40) queft’ altre due

elpreflioni dz o/immzs € d%(/i=rm, che fono ad effe eguali

Vie=z V1

¢ la medefima equazione (40) prenderh queft’ afpetto

dzy/ =% IF 2du i =hdifh 1 (1=, T ) SR ifl 2
VvV i—2z VAP £ X =

Ma da queft’ultima equazione integrata nafce |’ equazione (37)

adunque pofta I’ equazione (1), fufifie I’ equazione (37)- I

che dovea dimoftrarfi.

CoroLLARIO I,

S1 Goftitifea nell’ equazione (37) in vece di 1 (1:‘{-‘/1—5)

k4
T efpreflione 4 ad effa eguale per I’ equazione (8), il fe-
(1=+t) iz condo
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condo membro della fteffa equazione (37) diverrh = _aw’
(1) T
=F 2, quantitd, che ridotta ad un medefimo denominatore,
v i—s
e maneggiata con deftrezza , equivale a =t 24’ /757, €
I —+ut
quindi furrogando nell’ equazione (37) quefto valore del fuo fe-
condo membro, fi vede ritultar di nuovo I' equazione (16)
del I. corollario del III. teorema, fuppofta la fufsiftenza dell’
equazione (1).

Corotrrario IL

OPerando, come fié fatto nel corollario I1. del IT1. teorema,
fi giungerd di nuovo all’ equazione (17) dello fteflo corollario
11. del teorema HI., fuppofta la fufsiftenza dell” equazione (1).

CoroLrtrartiolllL

S Imilmenre operando, come fi ¢ fatto nel corollario III. del
IIL. tcorema, e facendo le medefime denominazieni, fi tro-
veranno di nuovo I equazioni (20), (21), (22), € (23), del-
lo fteflo corollario III. del teorema Iil., fuppoita 13 futsiften-
za dell’ equazione (1).

CoroLLARIO 1V,

ADunque fi troveranno anche I equazioni (34), (33), e
(36) d¢ corollarj IL., IIL., e IV. del problema mdxpendente-
mente dal teorema lII purché fi proceda come fi ¢ fatto
ne’ fuddetti corollar) del problema

CorotirrLario V.

SEparando nell’ equazioni (1), e (37) i cafi, che nafcono
dal fegno doppio, e laiciando nelle riedefime equazioni alla
lettera w il fuo fignificato, quando fi fa valere il fegno fupe-
riore , MA ponendo in effle la lettera # in cambio di #, quan.
do fi fa valere il fegno inferiore ; dall’ equazione (1) verran-
no le due equazioni (24), ¢ (23), come appunto nel corolla-
rio
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rio 11I. del IIL. teorema, e in virtd del teorema prefente fi
conofcery , che pofta I’ equazione (24)fufsifte quella, che fegue

(41) fdRy/iTm—1 dy/im = L (i 2
;/x—zz ‘/ f ——— z ‘/l—u’

¢ che pofta I' equazione (25), fufsifte I infrafcritta
(42))- by — Aot = 28— 1 (14 )
Vi—zz Vi = °

CoroLLARTIO VL

SOttraggaﬁ ora I equazione (19) del corollario III. del IIL
teorema dall’ equazione (41) del corollario precedente, indi
fi divida per 2 I equazionc, che ne deriva, ¢ fi avrd la fe-
guente
(43) f—dr/TTa—f AU/ T =_" i &
— T u -
V1= o Tmtise 1 —ut
Sottraggafi in oltre I equazione (42) dell’ antecedente corol-
lario dell’ equazione (18) del corollario IIL. del III. teorema,
dividafi pofcia per 2 Iequazione, che ne viene, e fi trovers
queft’ altra
=ty T[S i = it =
(44) / dx:‘: /- ‘V;IT-‘:-'" Lyi =
Cid fatto, fi confideri, che ciafcuna dclle due equaziont
(43), e (44) fufsifte fuppofta la fufsiftenza delle due equa-
ziont (24), € (23), le quali fono rapprefentate refpettiva-
mente dalle due equazioni (32), e (33) del problema, a te-
nore del corollario 1. di effo problema; adunque raziocinando,
come fi ¢ fatto nel corollario II. del problema medefimo, fi
dimoftrerh, che pofta ciafcuna delle due equazioni (32),¢(33)
fufsifte " equazione (43), e fulsifte I’ equazione (44)-

CororrLariOo VII,

SE nela quantith 1 /77, ch’ entra nel fecondo membre

» .
dell’ equazione (43), fi porrd in luogo di # il fuo valore 18
% delunto dall’ equazione (33) del problema, fi avrk

—
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L SJi=F=uy i—+m= »_ ; colicché foftituendo nel fe-

B ¥ (I_i_uu)‘/;—:;“/‘__“‘v
condo membro dell’ equazione (43) in vece di 1 =% il

2t
fuo valore _« , lo fleflo fecondo membro fark s — o

vi=w View i
= (—w) Tuy T —u =ury ¢ 13 fudderta equazione (43)
v i—a VvV 1—tus

fi muterh nell’ equazione (35) del corollario IIT.del problema.
Anche 1 equazione (44 ) fi cangia nella medefima equazio-

ne (35), fe nella quanuta _t o /7—=m, ch’ entra ncl fecondo
24

membro dell’ equazione (44) fi pone in vece di # il {uo va-

lore in ¢ prefo dall’ equazione (32) del problema, mentre da

quefta foftiruzione fi dedurrh fimilmente
i = ey Tn=_t_, equefto valore di _1 /75

b (1=41t) g imw V' f— e

furrogato nel fecondo membro dell’ equazione (44) farh, che
lo fteflo fecondo membro divenga _*_ — # = s (1—)

Vit ¢/ 1=t Vo=

—ty 1= =

Vit .
Scorro VI

L’ Equazione (35) del corollario III. del problema, che &
trovata col prelente metodo in quattro differenti maniere , na-
fce ancora da un altro mio metodo inferto nel prelente volu-
me pag. 338.. Queflo confento di verita moftra vieppit la
giultezza de’ medefimi metodi, e fa conofcere fenfibilmente la
fecondith dell’ Analifi.

Applicazione di quefta seoria alla mia eliffe
(fig:66)
SuProsiIzIoONI,

S1a come in quefta figura I eliffe conica ABED, il di cui
Tom. 11, Xxx femi-
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femiafle minore CE=1, ¢ il fenaffe maggiore €B=,,7 : I
abicifse indeterminate CVy CZ, CT', che anno origine dal
centro C, fi chiamino refpettivamente #, 3, #; & noto agl’ in-
tendenti del calcolo infinitefimale, che I’ arco diretto BL cor-
ritpondente all’ ablcifsa C¥ (4) % per {ua efprefsione f. dug/ =7,
che U altro arco diretto BY corrifpondente all’ abfcifsa (‘I/Z ()
fi eiprime in quelta guifa f.dZ /1 =2z, € che I' arco inverio

Vi
ES corrifpondente all’ abfcifla CT (:)zzequiva!c a queft’ efpref:
ﬁoneﬁ—dr‘/n__-o-nu :

[—
[

L e pf : B
Dimodoché tirando la retta LN parallela all’ afle minore,
la quale taglia in N il quadrante 4B dell’ elifse; e prolungan-
do I' ordinata ST finché tagii in M il quadrante ED, I arco
LBN, ch’ ¢ uguale al doppio dell’ arco diretto BL dovrk efpri-
merfi in quefta guifa 2/, dw /T, ¢ I' arco SEM, ch' ¢

T e gyt 5 c .

uguale al doppio dell' arco inverfo ES, fi denoterh cosi

2fim=dty/ T s e '
V't —

E' parimente noto, che I'arco diresso BS corrilpondente all
abfcifla CT' (#) 4 per fua clprefsione f. dry/ T n, € che !

P
arco inverfo EL corrifpondente all’ abfciffa ‘EV (#) fi denota
in quefto modo f=du ¢/ 5

Vll—uu

!’remeﬁ'e quefte fuppofizioni appartenenti alla geometria in-
teriore paffq a milurare . gli archi della mia eliffle nelle tre
feguenti maniere .

Prima mifura.

NE elie 48ED prendafi I abfcifa CV eguale al valore
di
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di w tratto dall’ equazione (24), e I abiciffa CZ eguale -al va-
lore di g elprefflo nell’ equazione (26) ; fi ponga nell’ equa-
Zioni (20), € (22) I'arco B! in luogo di fidzy/ 75z, el ar-

) . — Vi—
co LBN in luogo di 2f. duy/ "= ; le fuddette equazzi:ni (20),
o —a
¢ (22) diverranno refpettivamente le due feguenti
(43) Arc. Bl—arc. LBN= 2’ /i ¥
I~+u*
(46) Arc, Bl —arc. LEN = zuu

Scor10 VIIL
L

Uando !’ abfciffa CZ (z) ¢ nulla, fi annully anche I’ ab-
fcifa CV (u), e cid pel corollario I. del I. reorema ;
laonde fe I' arco B ¢ nullo, anche I' arco LBN fara nullo ,
come pure ambedue i fecondi membri dell’ equazioni (45),¢
(46), le quali in confeguenza lono complete ,

11

La maggiore delle abfcifle CV rapprefentate colla lettera u
corrifponde all’ abfcifsa CZ (z) =1, ¢ allora il punto Z ca-
de in E, e I abicifla CZ divienc il femiafse minore ; in que-
fto medefimo cafo il punto Z¢ade in K, in modo che I’ abfcifsa

maffima CK & uguale a ‘/ /T 1 ; queflo pel corollario

III. del I. teorema,
IIL

Una delle due abfcifse CZ (), ovvero CV" (u) pud efse-
re arbitraria, purché la C7 non fuperi la CK. :

Seconda mifura .

IN EI clifse ABED facciafi I abfcifsa CT' eguale al valore di
' Xxx 2 ¥ de-
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¢ detunto dall’ equazione (23), e I abfcifsa CZ egnale al
valore di g rappretentato neli’ equazione (27);_s’mtroducano
nell’ equazioni (21), e (23) I arco Blin vece di fidz /i,

Vi—zz
e I'arco SEM in vece di 2f —dr /75 ; le medefime equa-

VT
zioni (21), e (23) fi muteranno nelle due refpettive, che fe-
uono
(47) Arc. Bl—arc.SEM=———28% /7%

——
i—+*

(48) Arc. Bl—arc.SEM === 2zz¢
ScoL10 VIIIL

Il
Q_Uando I’ abfcifsa CZ (3) =o, I"abfeifsa CT (#)=1 pel
corollario 11. del I. teorema, e percid fe I'arco BI ¢ nul-
lo, anche I' arco SEM ¢ nullo; fono parimente nulli in tal

cafo i fecondi membri delle due equazioni (47), ¢ (48), €
confegnentemente quefte fono complete .

1L

La minore dell’ abfcifse CT cfprefsé colla lettera ¢ corri-
fponde all’ abfcifsa CZ (3) =1, e allora il punto Z cadein E;
in quefto ifteffo cafo il punto T cade in K in maniera ,che 1’ ab-

fcifsa minima CK & ugnale a ‘/ s —1; e cid pel corolla-
rio IV, del 1. teorema.
IIL

_Una delle due abfcifse CZ (z), e CT (¢) pud efsere ar-
bitraria, purch¢ la CT (¢) non fia minore di CK.

Ter-
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Terza mifura.

N Ell’ elifse #4BED fia I abfcnfsa CV=wu,elablcifsaCT=¢
in modo, che {¢ CV (u) ¢ arbitraria, la CT fia uguale al
valore di # elprelso nell’ equazione (33), e fe CT (z ) ¢ ar-
bitraria, la CV fia eguale al valore di # elprefso nell’ equa-
zione (32), fi furroghi nell equazioni (34), (35) (43)s¢
(44) I arco diretto BL in cambio di A du‘/l sy € I arco
V 1==uas
inverfo ES in luogo di jI-—dt./;_-ﬁ?, e le fuddette equa.

l—-tt

zioni (34), (33)> (43)> € (44) fi cangeranno refpettivamente
nelle quattro infrafcritte

(49) Arc.ES —arc. BL_r"/l_.* -!-u"/l—-m
Ttr* I=fu*

(s0) Arc. ES —arc. BL=—uz
(s1) Arc. ES —arc. BL== 1 ‘/x-:* u?

. ‘/l_“&
(s52) Arc. ES —arc. BL"'- RV =T
25 ‘/i;,o

Scor10 IX,

L’ Equazxone (32) moftra, che {e laCV(u) & zero, €T
(#) & vguale all’ unith, e quindi allorché I arco diretto BL
¢ nullo, ¢ tale anche I arco inverfo ES; in quefto calo fono
manifeftamente nulli i fecondi membri dell equazioni ( 49)»
(50), € (51), ed ¢ nullo anche il fecondo membro dell’ e-
quazione (52), ch’ equivale ad wr, come fi ¢ moftrato nel
corollario VII. del IV. teorema ; adunque le quattro equazio-

ni (49), (59)s (51)» € (52) fono tutte complete

Seo-
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Scerro X.
L

INtroducendo nell’ equazione (36) del corollario IV. del pro-
blema in vece di f dr T I arco diretto BS corrifpondente

———

V1=t

all’ abfeifsa CT (r), € in cambio di fi—=duy 755 T arco in-

verfo EL corrifpondente all’ abfcifsa C/ (#), la detta equa-
zione (36) diventa queft’ altra

(33) Arc. EL — arc. BS =1 .
la quale ¢ completa, poiché I' equazione (33) fa conofcere,
che quando la CT (z) =0, la CV (u) =1, dimodoché,
quando I’ arco diretto BS ¢ nullo, fi annienta anche I arco
inverfo EL, ¢ in quefto cafo ¢ nullo anche #x.

Or ficcome fi ¢ dimoftrato nel corollarto II. del problema,
¢ nel corollario VII. de¢l IV. teorema , che le tre efprefsioni
feguenti o/ TSty STt 5 Ay = 1) e 1

I T vi—st B

—_# fono egualiad w#, cos fufsiftono ancora l¢ tre equazio-
Vi
ni, che feguono

(54) Arc. ELwmarc. BS =2 1= =+ 4° o/ Tt

1—7* I—+u*
(35) ArC. EL==BS == *_¢/i—7r= &'
ar vi—s

(36) Arc. EL—arc. BS = t /i =~ ¢
28 1 -——-;"
le quali fono complete, come I' equazione (53).

1L

Le tre ultime equazioni (s4), (53), e (s6) potrebbero de-
durfi immediatamente dall’ equa;ioni r::fpeftsivz I(,34), (43)> ¢

(44)
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(44) con modo fimile a quello, che fi & tenuto per dedurre

dall’ equazione (35) 1" equazione [ 36] regiftrata nel corollario
IV. del problema.

E in efferti, fe nel fecondo membro dell' equazione [34]
in luogo di # fi ponew, e in luogo di ufi pones, il wedcfimo
fecondo membro conferva la fua priftina efpreflione , e quan.
tith. Se poi ne’ tecondi membri dell’ equazioni (43), e (44)
fi foftituirk » 1n cambio di #, e 7 in cambio di #, fi vedra,
che it fecondo membro dell’ equazione (43) fi cangia nel fe-
condo membro deli’equazione (44, € verla-vice il {fecondo membro
dell’ equazione (44) fi muta nel tecoudo membro dell” equazione
(43), ma non oftante quelta vicendevole tratmutazione de’ fecondi
membri dell’ equazioni fuddette (43), € (44) i medefimi fe-
condi membri non cangiano punto di valore , poiché nel co-
rollario VII. det IV. teorema fono ftati efli provati eguali tra
loro, effendofi ivi moitrato, che cialcuno di quelli ¢ uguale
ad w.

ScorL1o X1

I'

S 1 noti, che in virtd del corollario 111, del III. teorema,
¢ del corollario III. del I. teorema, | abiciffa C¥ (#) non

pud effere maggiore di ‘/ ;7?::

Si noti altrest, che pel corollario III. del 1II, teorema, e
pel corollario’ IV. del I. teorema I’ abfciffa CT (#) non pud

efser minore di ¢/ /T

1L

Adunque nelle quattro equazioni (53), (54), (55), € (56)
I arco diretto, ciot ' arco BS, che A relazione all” ablcifsa

CT (+), principia al punto R deli’ elifle determinato dall’ ab-
fciffa CK::‘/ o/ T—1, € pud ftenderfi fino al punto E eftre-
mith
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mik del fecondo afse, ma I arco mwrfa, cioe I’ arco EL,
che fi riferifce all' abfcifsa CF (%), principia al fuddetto pun.
to R, e pud ftenderfi ﬁno al punto B, eftremitd del primo
afse.
I'TL

Tutto all’ oppofto accade nelle quattro equazxom (45), (50),
(1), e (52), nelle quali, per quanto fi ¢ notato nel primo
articolo di quelto fcolio, 1’ arco d/retro, ciot 1" arco BL cor-
relativo all’ abicifsa CV (#), principia al punto B, ¢ non pub
ftenderfi oltre il mentovato punto R, e ' arco mwrfo, cio¢
arco ES correlativo all’ ablcifsa CT (#), principia al pun-
o E, e non pnd ftenderfi oltre il punto R.

_I, V-. -

Egli ¢ perd vero, che nel{’ equazioni (53), (54), (33), ¢
(56) .togliendo dull’ arco irz'u"r/b EL, e dall’ arco diretro BS
I' arco 1intermedio LS, ck ¢ comune ad ambedue, le quat-
tro f{uddette equazioni fi rlducono all’ equazioni (49), (50),

(51)5 € (52). o
F I N E.
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