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CAT-ALOGO 
DEGLI SCRITTI 

CONTENUTI I N QUESTO SECONDO TOMO • 

Si è giurJie,ato a propojito di qui replicare queflo Catalog11, aflinchJ 
i /mori non fieno obb/ignti 4 çerçar/o nel primo Tomo. 

D Iverfe proprietà de' Triangoli Rettilinei dimoflrate png. r. 
Problema concernente il calcolo differenziale relativo al Trattato 

de' Triangoli 89. 
Continuazione del Trattato de' Triangoli rettilinei ror. 
Nuova Maniera di valerli del triangolo Rettangolo per la refoluzio. 

ne dell' Equazioni quadratiche, ec. ec. 177· 
Nuova, e generale proprietà de' Poligoni 2.03. 

Problema, che. rifguarda il Metodo de' Maffimi, e de' Minimi relativo 
al Trattato de' Triangoli . 1.09. 

Problema fpettante al Metodo de' Maffimi, e de' Minimi relativo d 
Trattato de' Triangoli 1. u. 

Problema concernente il Metodo de' Maffimi , e de' Minimi relati. 
v o al Trattato de' Triangoli 1. I 8. 

Rifleffioni in occafione della quadratura degli Spazi Iperbolici di qua. 
· lunque fpecie; con la dimofirazione del Calcolo Integrale :Z.3~· 
Dell' lnfinitelimo, e dell' Infinito 2.71. 
Problema fpettante al Calcolo Integrale, ec. 2.7)· 
Problema conlimile al precedente fciolto in maniera diverfa, ec. :z.8z., 
Teorema concernente il Calcolo differenziale, ec. 2.84. 
Problema, da cui li deduce un Teorema fpettante al Calcolo integra-

le , ec. 2.90. 
Due foluzi(!ni ·di un Problema fpettante al Calcolo int~grale, da cui 

li deduce lb fcioglimento del Problema pro pollo dal srg. Taylor In· 
glefe a tutt' i Matematici non-Inglefi , ec. 2.93• 

Soluzione di due Problemi meccanici 308. 
Nuovo Metodo per rettificare la differenza di due Archi ( uno dc' 

Tom. 11. a 3 qua-



v r. 
· quali è dato ) in in6nite fpecie di Parabole irretti6calìili ; con la 

foluzione del Problema propollo dall' Autore nel Tomo XIX. del 
Giornale de' Letterati d' Italia , e con la maniera di tagliare per 
metà il quadrante della ~urva Lemnifcata . 317. 

Giunta al preced~nte Sched1afma con una nuova __ propnetà della Pa-
rabola d' Arch1mede, ec. . 33 r. 

Teorema da cui fi deduce una nuova mifura degli Archi Elitcici , 
I perboÌici , e Cicloidali · 3 3 6. 

Metodo per mifu:are la L~mnifcata. Sche.diafma I. . 343· 
Giunte a quello pnmo Sched1afma fopra la m1fura della Lem01fcata 349• 
Metodo per mifurare la Lemnifcata. Schediafma II. ~56. 
Metodo per trovare nuove mifure degli Archi della Parabola cubica 

primaria ~69. 
Metodo per trovare quelle Curve, nelle quali l' angolo fatto d,tlle 

corde (che partono tutte da un punto ) , e dall' Atfe lh all'a n go
lo fatto dalle normali alla Curva , e dal medclimo Alfe in data 
ragione di numero a numero. Schediafma I. ~7S• 

Maniera di collruire, ed efprimere con equazione algebraica le Cur
ve, nelle quali l' ailgolo fatto dalle corde, cc. Ila all' angolo fatto 
dalle normali, ec. in ragione di numero a numero. Schediafma 
n. ' ec. 382.. 

Continuazione del fecondo Schediafma fopra l' invenzione di ~uelle 
Curve , nelle quali l' angolo fatto dalle corde , cc. ec. SchedJafnsa 
lll., Parte prima 390. 

Continuazione del fecondo Schediafma fopra l' invenzione di 9.uelle 
Curve, nelle quali l'angolo fatto dalle corde, cc. cc. Sched1afma 
III., Parte feconda 395· 

Olfervazioni fopra il fecondo, e terzo efempio del fecondo Schedia
fma, in cui lì è data la collruzione algebraica di 'iuelle Curve:, 
nelle quali l' angolo fatto dalle corde , ec. ec. 40~. 

Olfervazioni fopra la defcrizione della Cicloide geometrica primaria , 
che ferve d' efempio nel terzo Schediafma cirq la m.1niera di co
flruire quelle Curve , nelle quali l' angolo fatto dalle corde: , e c. ec. 408. 

Olfervazione fopra una nuova manieu di defcrivere laLemnifcata 413• 
Quadratura della Curva , ch' è l' Evohlta del quadrante della Le-

mnifcata, e c. 41 S• 
Due Teoremi, da' quali fi deduce la Refoluzione analitica d' infinite 

~pecie d" Equazioni fempre più (;Om~Jolle in infinito, e la fezione 
mdelìnita degli archi circolari medianti alcune formole generali , 
e finite · 41.6. 

Continuazione di quello Schediafrna, ec. 4~7· 
Foimola generale per la Refoluzione analit4ca dell' Equazioni del 

quar-



vrr. 
quarto , del terto, e del fecondo grado [ derivata dal metodo di 
rifai vere l' equauoni del quarto grado inferto nel primo Tomo al
la pag. 470. J 444• 

Soluzione di quattro Problemi analitici , da' quali li deduce con me
todo uniforme la Refoluzione delle Equazioni del fecondo , del 
terzo, e del quarto grado. Vi è la Soluzione del Problema propo
fio negli Atti di Liplì~ An~o I7·l:9· mefe_ d' Ott?b~e. • 4)4-

Altro Metodo per la Seztone tndefìmta degh Archt ctrcolan fenza il 
fu~dio ~elle Serie. . . . . . 469. 

Mamera dr far fervm~: alla Geometna alcune D1gn1tà tmmagmario 
nella foluzione di due Problemi, ne' quali fi cerca il modo di ri
trovare per approffimazione prìmÌ(ram(nf~ un fettore circolare, che 
fia eguale a un dato ~pazio comprefo tra l' lpcrbola equilatera , l' 
afimproro , e due ordrnate al medc:lìmo afimptoto; J~condariam~nr~ 
un fimile fpazio ipcrbolico eguale a un dato fettore di cerchio: il 
tutto fenza prevalc:rfi del metodo chiamato dagli Analifii il ritor
no d~lle ferie. Schediafma I. 476. 

Maniera di far fer.vire alla Geometria alcune Dignità imntaginarie,. 
ec. Schediafma II. . 48). 

Soluzione di tre Problemi concernenti il calcolo integrai~ ec. 491.. 
Metodo per trovare nuove.mifuredegli Archi dell' Iperbola equifatera )04• 
Metodo per mifurare gli archi di quella Eliffe conica, ti di cui a !Te 

maggiore è medio proporuonale tra l' affe minore, e il doppio del 
medetìmo afTe minore ' sto. 

AV. 



VIII. 

AVVERTIMENTO 
AL LEGATORE. · 

L E T avole delle figure apparunenti al Tt·attato 
de' Triangoli fono fette: la prima dee col/ocar

fi appreffo la pag. 2oo. del prefente Tomo; f altre 
fei debbono andare immediatamente con effa fecondo 
il loro ordine. 
. Le T avole delle figure appartenenti all' Appendi

ce dd fuddetto Trattato fono due: la prima à da col
locarfi apprerJo la pag. 2J2· di quefto Tomo, e f al-
tra la du feguire immediatamente. · · 

Le T avole delle figure ·appartenenti agli J' chedia
fmi fono fette: la prima farà collocata appreffo la pag • 
.536. di quefto ifleffo Tomo; l'altre la feguiranno fe· 
condo r ordine loro. 

Le T avole poi tutu tkbbono effer pofte in maniera 
t be fi fpiegbino fuori del Libro. 

P RE-



IX. 

P R 'E F .A Z I o· N E 
AL TRATTATO DE' TRIANGOLI. 

?-""'~~=.;~ Nn o i Triangoli rmilinei s) belle .1/j]èz.!oni, eh me

l ~ j •"Jf'::'~·i ritano di ejfer confiderate dai Geommi più di quellu 

~:~~~~\.~1 _ _-.; abbitm fallo finora. S og liano e .fii aj]nticarfi imorno al

~~~~~~ le Curve, e lodevolmente_; ma intanto poco promovo-

no la coltura, dirò cos}, della Linea retta, che in un 

-mio modo puiJ chiamar/i la più femplice delle Curve paraboliche: quafi

chè la m.1gg io;r femplicità d'un oggmo lo rendejfe men degno della loro 111-

Unz.jone _; e come ft.la facilità di defcrivere la Retta medefima fcema.J!e i di 

lei pregj .; la dove pref!o ogni equo eflimatore piuttoflo dovrebbe ac

crefcnli. -Mi è pert.mto piaciuto di raccorre, e dimojlr11re diverft pro

prietà de'juddetri Triangoli, e tal voha di efibirne !Ielle nuow di mia 

invenzjone: lo che ·potrà ric011o[cere chi o/Javerà non Jolo i Teoremi 

infrafcritti, . ma i Co rollmj , c/;e da quelli largamente ji jpargono; men

tre per lo più ò ftelte Propofizjoni generali, e f econde: elleno tanto 

lo fono, che da una g ran parte di loro ji vede naftere il f nmofo Teo

rema· di Pi11.1gora. O' ancora i/luflrate con no've/le , e v arie Dimo

ftraz.joni le antiche Verità, perfuafo, che molto perfez.joni f Intellmo 

Geometrico il tentare , e ]coprire le vie diffirenti , che conducono ad 

fina fle.J!a meta. Per altro io non intendo col prefente faggio, che di 

eccitare [piriti più penetranti, e felici ad intrapre-ndere con fucce.J!o mi

g liore fimi/ f atica. Ove ciò accada, mi flimerò ricompenjato ampi amen• 

te de/J' opera, che in produrre queflo picculo TrtziiiiiD ò ìmpiegnta • 

IN-



x. 

I N D I c E 
Per trovare in queHo Trattato de' Triangoli 

il luogo de' Teoremi. 

Teorema I. 1118· l. Teorema XXXV. 14'· 
Teorema Il. z. Teorema XXXVI. 14%· 

··Teorema I II. 3· Teorema XXXVII. 147· 
Teorema IV. 6 . Teorema XXXVIII, l4Y· 
Teorema V. 7· Teorema XXXIX. rso. 
Teorema VI. 1J. Teorema XL. 1St• 
Teorema VII. :s. Teorema XLI. IS r. 
Teorema VIII. z6. 

l 
Teorema XLU. ISZ· 

Teorema IX. j%. 
Teorema XLIII. l SI• 
Teorema XLIV. 

Teorema X. 37· Teorema XLV. 
ISJ• 

Teorema XI. 40· Teorema XLVI. 
JS). 

Teorema XU. IS4• 
4%· 

J 
Teorema XLVII. JS4-

Teorema XIII. ~· Teorema XLVIH, ISS• 
Teorema XIV. 48. 

l 
Teorema XLIX, ISS• 

Teorema XV. :!''· Teorema L. ss6. 
Teorema XV f. 54- Teorema LI. IS7• 
Teorema X VII. 55· Teorem• Llf. ssB. 
Teorema XVIII. 59· 

Teorema LIU. ssB. 
Teorema XIX. 6z. Teorema LIV. ss8. 
Teorema XX. 69. 

Teorema LV. IS9• 
Teorema XXl. 75· 

Teorema LVI, J6o. 

Teorema XXIC. 
Teorema LVII. J6o. 

77· Teorema l.VIII. J6o. Teorema XXIII. 8z. Teorema LIX. J/1r. 
Teorema XXIV. 87· Teorema LX. s6r. 
Teorema XXV. 93· Teorema LXI. s6a. 
Teorema XXVI. IO l · Teorema LXII. J64• 
Teorema XXVII. 1o6. Teorema LXIII, •6s. 
Teorema XXVIII. 107· Teorema LXIV. 167. 
Teorema XXIX, 111· 

Teorema LXV. 170· 
Teorema XXX. liJ· Teorema LXVf. l7lo 
Teorema XXXf. Teorema LXVII. 173· 
Teorema XXXII. 

114· Teorrma LXV!U, 174· ll7• Teorem.o LXIX. 
Teorema XXXIII. IIJ:t· Teorema LXX. 

I7S• 

Teorema XXXIV. 139· 
177• 

IN. 
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x r. 

N D I c E 
Per trovare in quello Trattato de' Triangoli 

gli Scolj, ed i Problemi. 

Si avvtrtt, che non fi accennanu in 'flltjl' indice gli Scolj compre [t nel
Iii ContinuazJont di quejlu medejimo Trattato de' Trian~oli, perchl 
effi Sco/} non fono numerati, ma citati relativamtnìe Ai TtfWtmi, ed 
11i loro Corollarj, ai quali Ji trov11no annejji. 

Scoli o I. pag. 1 9. 
Scoli o I f. 1. r. 
Scolio I lf. 1.4. 
Scolio 1 V. 3 4· 
Scolio V. 44· 
Scoli o V I. so. · 
Scolio VII. S9· 
Scolio V l II. 64. 
Scolio IX. 66. 
Scolio X. · '}6. 
Scolio X I 85. 
Scoli o XH. 9 r • 
Problema pag. 89., e pag. 94· 
Altro Problema 8 9·· 

Errori 



n r. 
Ermi, accorfi nella flampa del fecondo Tot111, 

, ed aggiunta lia farvi/i, cioè: 

Nella: pagina ~· avanti l' eounciàzione del III. teorema ft aggiungano quelle 
parole; 

Av 'vERTIMENTo. 

L• Infrafcritta équazione ( 4) farà ampliata nella prima dimo
firazione del teorema XXX V Il l. 

Pag. li n. Errore Correzione , 

7Z· IZ,·I~, in E dalla in E, ed n G dalla 

PS· S· b_!_ !Jn-+l 
n-+I 

159· s: .AB :AB, li D( IIB, IID( 
171. 2.4- •l pnmo .nel pnmo 
172., n. Corollario del Corolla no I r. del 
176 ~'+ Corollario del Corollario Il. del 
s77. , ' 2.7,. in fronti Ttou:IIIU. PROIUIII14 

~14· lp. p q .1! 
7 f 

4"+ 11. KC KH 
4i~· i4o nell'altra atlla prima 

DIVER~ 
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DIVERSE PROPRIET A\ 
' ' 

DEI TRIANGOLJ .. RE.TTILINEI . - ' ., . \ . . . 

DIMOSTRATE . . . 

TEOREMA l. (fig. I., e l.),e(fig. 3.,e4.) 

Ia qualunque angolo rettilineo BAD divifo 
in due BAC , DAC dalla retta AC , che 
taglia in C la fortotefa BD; io dico , che 

( ) !f:..!!.!.E._ _ BD fin BAC 
I AC - BC,AD ' 

AvvERTIMENTo. 

l N quefl:o teorema , e nei ·due ièguenti io prenderb fempre 
.dC pel raggio • . , · 

PRIMA DrMoSTRAZIONE (fig. I, e 1.) 

D Al punto C fi conduca la Cl paral1~la al .iato AD, Ia qua
le tagli in I il lato AB, e la CK paraEela al lato AB , che 
tagli in K il lato 'AD. Dallo fieffo punto C fi calino le r,or
mali CE, CF fu i retpettivi lati AB, AD prolungati, quando 
bifogni. . . . · : 

Effe n do AC il raggio, fiarà C/ a CE (fin BAC), come AC 
fi . fin BIJD fin BI/C 

a n BIG (fin BAD) ; e peCCI~ --;«; =-Ci · Ma a ca-
·Tom, II. A gtone 



~- D l v l! Il s l! p Jl o p R. l! T A' 

gione delle parallele Cl, AD far~ BD • .AD:: BC. CI: A~~se , 
e quefto valore di Cl pofto nell' equazione precedente la tra
sforma nell' equazione ( 1 ). Il che, ec. 

SECONDA DINOSTR_AZIONE (fig. 3, e 4) 

D Al punto C lì tirino le perpendicolari CE, CF fu i refpet
tivi lati AB, AD del triangolo BAD , e dal punto B la per .. 
pendicolare BG fui lato AD prolungato fe bilogna. 

A cagione della comune altezza il triangolo BAD fia al 
triangolo BAC, come BD a BC, ovvero pooendo in luogo dei 

triangoli i loro v.dori;!..AD,BG • .;AB,CE::BD.CB, e per 
~ BG 

confeguenz.1 AD, BG, CB= AB, CE, BD, ed anche AB = 
BD,CE hè 'l . è AC fi à IIG fì•BAD 
BC,AD' Pere 1 ragg1o .n' , 1 AB= -AC , e CE= 
fin B.AC, i quali valori foftituiti nell' equazione , che li pre
cede, la murano nell'equazione ( 1 ). Il che, ec. 

COROLLARIO. 

D All' ifpezione delle figure I , e 2 , come pure dalle figure 
3, e 4, e dal tenore de' raziocinj fatti fopra di effe, fi rende 
manifefto, che 

( z) fi:_~ _BD/inDAC 
AC - JX:,AB • 

T E O R E M A Il. (fig. I , e l), e (fig. 3 , e 4) 

P O fio ciò, che fi è ef prelfo neir enunciazione del primo teo. 
rema, io dico, che 

( 3) /inBAC -~ 
jìnDAC- DC,IfB • 

PUMA DIMOSTRAZIONE. 

L A comparazione dell' equaziotli ( 1) e ( z) dà quella : 
!_D fin BAC- BD fin DAC . ~ , . 
iic;AiJ- DC, 118 , che conduce Vlfibllmente all equaziOne 

(,3) di modo che .qnefio ~econdo teorema può reputarfi in vir
tu della prefente d1mo1haz10ne come un corollario del primo. 

SE· 



DEI TJ.IANGOLI llETTILI'NEI. 3 

SEcoNDA DIMOSTaAZIONB (fig. 1, e 1) 

J Triangoli CEI, CFK fono fìmili, perchè gli angoli in E, 
e in F l ono retti; e gli angoli in l, e in K oppofl:i nel pa· 
rallelogramo CJAK (o i loro complementi a due retti) fono 
eguali. Adunque CE (JinBAC).CF( lìnD.AC) : :CI.CK. Ma 

BC AD 
per le parallele CI, AD, la CI= ;D , e per le parallele CK, 
BA, la CK= ~;8 ; i quali valori di Cl ,.CK furrogati nel-

l · fi jì BC AD la precedente ana ogta , mo rano m BAC .fin DAC:: -ii> . 
DC AB d' 'd d J' d . ' r . r. . --Jiv-; e IVl en o g 1 antece enti pe con.eguentt u ottiene 

l'equazione ( 3). Il che, ec. 

TERZA DIMOSTRAZIONE (fig. 3, e 4) 

L• Altezza de' triangoli BAC, D.AC effendo comune, effi fono 
come le loro bafì BC, CD; vale a dire 

!. AB,CE(finBAC) • .!... AD, CF (finDAC): :BC. CD; cioè 
:& a 

AB , fi11BAC BC l. {' d l' l' l b 
AD , fi, DAC ="iié' e mo ttp 1can o uno, e a tro mem ro per 

~~ , ne rifulta l' equazione ( 3) . Il che, ec. 

CoROLLARIO. 

SE la retta AC divide per metll l' angolo B_.AD, allora A 
BAC =fin DAC , e l' equazione ( 3) fa conolcere AB. AD:: 
BC.CD. Ma fe AB • .AD::BC.CD. allora AB,CD=AD,BC, 
e per l'equazione (3) finBAC-finDAC, cio~ la AC divide 
per metà l'angolo BAD. 

Quefl:o corollario è la propofizione terza del VI. libro di 
Euclide. 

TEOI!ENA III. (fig. 1, e 1), e (fig. 3, e 4) 

P Ofie le cofe enunciate nel titolo del primo teorema; io di
co, che 

( ) fi>~ BAD _fin BAC fin DAC 
4 --;c - -"'A.cf ~ -'7i8· 

A 1 PRI· 



4 DrvER.SE PR.OPtll!.TA' 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

S Urrogando nell'equazione (I) BC-t-CD in luogo di B D; 
fi avrà 

( ) fi•B.I/D _jinBAC CD/inBAC 
5 ,_. AC - -AD -+ BC, AD • 

, . ( ) d d fi . ·r n CD fin BAC Dali equaztone 3 e uce 1 manue!Lamente """7fc, AD = 
1':..~ , Pertanto 1' equazione ( 5 ) è la !l:effa, che l' equazione 

rl B 

(4). Il che, ec. 

SECONDA DIMOSTRAZIONE (fig. 3, e 4) 

E Gli è evidente, che il triangolo BAD è uguale alla fomma. 
dei due triangoli BAC, DAC: e perciò;_ AD, BG = .:. AB, CE 

. ~ ~ 

(jìnBAC)-+~AD,CF(finDAC), e moltiplicando per AB:AD 

BG _jinBAG jinD.I/C p h' 'l . è , BG 
AB - -AD -+ -Ai". ere e 1 raggto AC , e ancora Ai' 

fin BAD Ad r. r. 'Il 1• . ( h = -fie. unque tUtSllle equaztone 4). Il c e, ec. 

C OR O L L A R I O J. (fig. 3 ) 

SE ambidue gli angoli BAD, BCA fono retti, fi rifletta, che 
fin BAD è uguale al raggio AC, ed effendo fin BAC =C E, e 
fin DAc =CF, l'equazione ( 4) fi trahnuta nell' jnfrakritta: 

( 6 ) AC _CE CF 
:4C-Al5-+:AB, . 

e perchè in quefia ipotefi cE è parallela ad AD, fì vede ~~ 
- BC AB' . d' . l BD 
- BD = BD', a cag10ne 1 AB media proporziona e tra Be, . 

Similmente, in quefia. fuppofizione CF è parallela ad AB , 
di maniera che ~=cD_~, mentre AD è media pro})Of· 

llB BD- BD' 
zionale tra CD, BD. Adunque l'equazione ( 6) diventa ~ 
- AB' AD' AB'-+ AD' AC 
- BD'-+ BD' = BD' , e confeguentemente BD' =AB'-+ 
AD'. Che è la celebre propofizione Pittagorica. 

Co-



J1EI TitiANCOLr R.ETTILINtr. s 
C O R O L L A R I O I I. (fig. 3 ) 

L A ltelfa Pittagorica propolìzione pu?J dedurli dal prefente 
teorema, o piurtolto d.t! p··imo in quefl:' altro modo:. S.ia BeA 
un trian go~o d.Jto rettango,o tn C; dall' eftremirà .;/ dè'lla iua 
h.1le conducafi la nomule AD, che tagli in D il lato Be pro
lungato, e formi il trian~ >o rctta1go'o BAD divilè> dalla ret· 
ta Ac in due triangJ ii B d C D. '.iC. Dee dunque 11alere l'e
<JUazionc ( 5) ; e conlcguenre.nentc arfumendo come fopra la 
AC in r.tggio, può !oH• ru1rfi 1n efi:t equazione la Ac per fin 

AC CE 
B/JD, e la CE per fin BAc, dal che ne verrà -c= ;w -1-
CD , cE A 

8c;Ai) • CE BC 
Si è veduto nel precedente corollario, che -7;-=Bn; dun-

AC BC CD, BC BC'-+CD, BC A , l que -- - -+ ----- -- - -- Ora CD BC e ugua e 
AC-BD BC,HD- BC , BD ' ' 

ad Ac•, perchè AC è media proporzionale tra CD, BC; e BC, 
BD è uguale ad AB', per eflère AB media proporzionale tra 

BC , BD. Pertanto l' ultima equazione ft riduce a quefl:a ~~ = 
B C' -+AC' 

AB' , e quindi AB'=BC'-+AC'. 

C O R O L L A R I O I I l. (fig. 3) 

SE l' angolo B/JC è uguale all'angolo DAC, e di più ]a re t· 
ta AC cade perpendicolarmente fopra la 1ottotefa BD, è chia
.ro, che BC=CD, ed AB=AD; talchè dall ' equazione ( 4) 
deriva la Jeguente: 

( 7 ) t:..!!.!!!_ _ 2AC _ !!! 
fin HAC - AB - AC ' 

perchè AB . .Ifc::AC.AE. Ma AE è il cofeno dell'angoloBAC; 
dunqu,e l'equazione ( 7) in fe r~cchiude r infrafcritto teore!na. 

Il leno di qualunque .. angolo BAC dato, fla ~l feno dcll an
golo duplo, come il raggio fla al duplo del cofeno dell' ango
lo dato. 

Quello medefimo corollario nafce immediatamente anche dal 
primo teorema poichè elfendo nella prefen te iuppofizione BD 
== l.BC, dall' e~uazione ( 1) vie n fubito l' equazione· ( 7) · 

A v-
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AvvBllTIMENTo. 

N El primo fcoli<;> , che farli. anndfo alla nona dimoflta:zione 
del fello teorema, io dimollrerò differentemente i tre prece
denti teoremi, cioè primo, fecondo, e terzo. 

Nell'atto, che io dimollrava quelli tre medeumi teoremi , 
Gio: Francefco mio figliuolo nel h1o trattato de' triangoli, che 
fra va componendo, dimoftrò in differenti -modi il fecondo, e 
jl terzo di effi , deducendone delle confc:guenze , fenza elferc_ 
punto informato di quelle, che io ne deduceva. 

TEoREMA xv. (fig. s) 
S la qualunque angolo BAD, e due fotcotefe arbitrarie di ef. 
fo BD,PR fi taglino in C; io dico in primo luogo, che 

( S) AB_ BD x CR 
. "AP-TR CD' 

lo dico in fec.ondo luogo , che 
( ) AR_RPXCB 

9 ;w- iiB Cl> • 

DIMOSTRAZIONE. 

~I tiri dal vertice A dell'angolo dato al punto C d' interfe~ 
Zlone la retta AC. 

Dall'equazione ( 2) fi deduce fl"PAR - _!.!_ e ancora 
./_11BAD(PAR) _ BD AC/ìnRA_C-CR,AP' 
Acj; ... DAC(RAC) -~· Il confronto dt quelle due equazioni 
mamfella l' equazione ( 8). Il che, ec. 

Similmente dall'equazione (x) fi deduce fi, BtfD -_!!!_ 
d h /ì11PAR( BAD) PR AC]i,BAC- CB,AD 

e anc e - Il c fi ont d' ll d . . ACflnPAC,(.BAc)-"C'P7AR' on r o 1 que e ue 
equaztom moitra l equazione ( 9). Il che, ec. 

CoROLLARio. 

L· Equazione ( 8) moltiplicata per l' equazione (9) fa cono. 
fcere ~l! X~-~ X~-~ · 

4.P AD-OD CP • 

TEO• 
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TEOREMA v. (fig.6) 

NEll' interno dell· area di qualunque triangol9 rettilineo BAR 
prendafi ad arbitrio il punto C , per cui paffino le linee AO, 
BD, RP tirate dai vertici degli angoli A, B, R ai lati oppo
fti, i quali ne rimangono tagliati in O,D,P; io dico, che 

CR CD CO 
(IO) u= iJD -t- Ao • 

DIMOSTRAZiONE. 

A l'plicando a quefio teorema il precedente, l'equazione (8) 
rovetciata fa conofcere 

( .) AP CD,RP 
I I -AB = CR, BD • 

Si confiJeri potCia 1• angolo .AB'R. , le di cui fottotefe AO, 
PR fi tagliano nel punto C, e fi comprenderà , che in vinù 

dello fielfo teorema IV. !; = ;~ X ~~ , donde viene 

( Il)~-~ 
AB - CR., 110 • 

Si ap.g1ungano l'equazioni (x I), e ( u ), e ne rifulter\ que· 
n. AP-+PB CD RP CO RP • do l'la, ·. 
na: -AB- = è-R:BD -t- cR:Ao, che maneggtata a vereu 
AB CD,AO,RP-t-CO,RP,BD c. fi c. CR 
Te = CR, AO, BD ···, e per con.eguenza 1 1copre , 
AO,BD=cD,AO,RP-t-CO,RP,BD, e quindi 

( 13) ~~- CD ,~o_-+c~, equazione, che equivale ai!' e. 
/I.P- AO,BD 

quazione (I o). Il che, ec. 

C O R O L L A R I O J. (fig. 6) 

J Mmaginando, che la fuperficie triangolare BAR s' a~giri i~ 
torno al punto immobile c, in maniera che la linea CA fuc
ceda nel firo della linea CR, egli è vifibile, che fuffifierà la fe. 
guente equazione: 

( lf) ~~=~;-t-~~. 
~d è fimilmente chiaro, che continuando la fuddetta fuper• 

ficte triangolare il fuo giro intorno al punto C immobile, in 
modo 
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;nodo che la linea CB fubentri nel luogo della lmea CR , va
lerà l'equazione infrafcritta : 

CB CO CP 
( 1 5) BD = AO -1- j(p• 

C o R o L L A R I O Il. (fig. 6) 

A Ggiungendo infieme le tre equazioni ( I o), ( I4), e ( I 5 ), 
fe ne forma quella, che fegue: 

CR Ctf CB zCP >CO 2-CD 
RP -1- AO -+ED = -RP -+ AO--+ BD- j 

e quella è una nuova, e belliiftma proprietà del triangolo. 

c o R o L L A R l o I I I. 

D I videndo l' equazione (I I) per l' equazione ( 12.) ne pro· 
v1ene: 

( ) AP- CD,AO 
16 PB- CO,B.D • 

CoRoLLARio IV. 

P O n endo nell'equazioni ( 1 I), e ( I 2.) il valore eH ~= tratto 

dall' equazione ( I 3) fì confeguir~ f<ltte le neceffarie operazioni 
( ) AP f'D , AO 

I 7 AB =cv, .nù-+ ~.;u--;;7J 
( I8) BP- CO ,BD 

7Ui- CO, BD-+ CD. AO ' 

e quefte due equazioni rovefciate , e debitamente trattate , 
daranno 

( ) AB CO , BD 
I9 Ili= I -+ ci>-;AO 

( ) AB CD,AO · 
20 BP = I -+ Ci5B7J • , 

C OR O L L A R l O V, (fig. 6 ) 

S !a dato il triangolo ACB rettangolo in C, e fopra la fua 
baie ./IB fia calata la normale CP, la quale fi prolunghi t]nan
to fi vuole in R. Si tirino dal punto R alle efiremità dd l,1. 
baie le rette RA, RB: il lato BC del trian,.olo fì continui 
finchè tagli !a .dR in D, e l'altro lato AC fi continui anch' 

e iso 
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cfso finchè tagli la BR in O ; io dico , che fufftf!:ono le cm~ 
que feguenti equazioni : 

AC' CD,AO 
(2I) li(?= CO,BD 

AC' CD.AO 
( 22 ) Aiì·;- ="C'ii;'Ao~co, BD 

BC' CO BD 

( 2 3) -:&" = co~ilv~co, AO 
AB'_ CO,BD 

( 24) AC' -I-+ CD,AO 
AB' CD,AO 

( 2 )) se'= I-t- CO,BD 

Si fof!:ituifcano nell'equazioni (16), (17), 18), (19), e 
{ 20) in luogo di AP, e di BP i loro relpettivi noti valori 
.lfC' BC' . ' d' f!: 'l r ll . -:iii , e 'Te, e nmarra Imo rato I pretente coro ano. 

CoROLLA&Io VL (~.6) 

L• Addizione delle due equazioni ( 2 2), e ( 2 3) conduce all' 
. fì L . .AC' -Bc' cv Ao-ce BD d . 'd 
m ra entra: AB' =ev:Ao-co:BD' a cu1 ev1 entemente 
apparifce AC'-+ BC' =AB'. Nuova, e leggiadra dimoftrazio
ne del teorema Piuagorico • 

C o R o L L A R I o V IJ. (fig. 6) 

I v l . .l: co BD d' CD,AO lì d Il' . ( ) a on lW éi;,Ao' e 1 co;BD pre 1 a equaziOne . 21 , e 
poft.i nelle relpettiv.e equazioni ( 24) e ( 25) , le cangiano in 

AB' .BC' AC' - BC' 
-quefte due: Ac' =I-+ "".Ac' =---;I~ 
AB' .AC' BC'-AC' · . . , 
Be'= 1-+ "Be' = BC' ? ctafcuna delle quah contiene un al-
tra nuova , ed elegante dimof!:razione dello fteffo teorema Pit
tagorico: imperci0cchè da ognuna di .efs.e vilìbilmente lì dedu
-ce, che AB' è uguale ad .IIC' -t-BC'. 

A V V E R T I M E N T O (fig. 7 , e 8 ) 

N Eli' infrafcritto corollario VIII. , e negli altri fufseguenti , 
che ne di,pendono, la lettera y denota l'unità pofi ti va , o ne
gativa fecondo che lo .e:lìge la iìtuazione del punto P rifpctto 

Tom. II. B ai 
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ai punti .A, e K. Sicc?m~ la ~ fignifica l' unità po.fitiva. '· o 
negativa fecondo che nchtede tl fito del punto P m ordme 
ai punti B, ed S. 

C o R o L L A R I o V I II. (fig. 7 , e 8 ) 

S la dato qualunque triangolo rettilineo ACB, la di cui bafe. 
è AB, e da gualfivoglia punto P entro di e ba fì tiri al vertice 
C del triangolo la retta PC prolungata ad arbitrio di là da C, 
verbi grazia fino al punto R. Dallo fteffo punto R fi ,condu· 
cano all' eHremità della baie le rette RA, RB , le quali ri· 
mangano tagliate in D, e in O dai refpettivi. prolungamenti 
dei lati BC, AC. Indi del vertice c fiano tirate alla baie (pro
lungata, le bit ogni) le due rette CK, es, tali, che l'angolo 
ACK fia eguale all'angolo ABC, e l'angolo BCS' fia eguale all' 
angolo BAC. Io dico, che le due feguenti equazioni iuffiltono 

( ) AB' _ CO, BD 
26 AC' -+-yAB, KP - I -+ Ci), Ai) 

( ) AB' _ CD,/10 
27 BC' -+~AB SP- I -+ co BD • 

Sarà facile al l~ttore di fuppli~ quelle ·figure, che dovrebbe· 
ro aver rapporto agli altri cafi di q uefto corollario. 

DIMOSTRAZIONE~ 

AP=AK -+tKP, e BP=BS-+zSP. Ma la fimiglianza dei 
triangoli ACB, AKC, CS'B fornifce quelle due proporzioni AB. 

AC::AC.AK= ~c;; AB.BC::Bc.BS= ~~· , i quali valori 
di AK, e di BS collocati nelle foprafcritte elpreffioni di AP, 
e di BP fomminiftrano AP- AC'-+-yAB,KP • BP-~B,SP. 

- AB ' - AB , 
e finalmente quefti valori di AP, e di BP polli nell' equazio
ni ( 19) , e ( 20) producono l' equazioni ( 26) , e ( 27). Il 
che, ec. 

C OR O L L ARI O l X. (fig. 7, e 8) 

~·Immagini, che il punto P cada infinitamente vicino a B, 
il punto R caddt proffimo a D, la CO farà infinitamente pic

cola 
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cola, e la KP equivalerà a KB, coficchè l' equazione ( 26) di-

' AB' 
v erra AC'-+ yAB ,.ziK: = 1 , ovvero 

( 28) AB'= AC'-+ yAB ,BK. 
Ed è vifibile, che le AB è maggiore di AC, I a )' farà -+ I · 

ma i e la itelfa .dB farà. minore di AC, la )' farà - I • ' 

C O R O L L A R I O X. 

SI à per la c;ftruzione BC'=AB, BS: laonde aggiungendo al 
fecondo membro dell' equazione ( 28) quel1' efpreflìone BC'
AB,BS, elfa rimarrà equazione come prima, e debitamente 
operando apparirà 

( 29) AB'= AC'-+ BC'-+ AB (yBK- BS). 
La y conferva qui la fua fìgnificazione accennata nel fine 

del precedente corollario. 

C O R O L L A R l O X J. (fig. 7 , e 8) 

S· Immagini ora, che il punto P cada proffimo ad .A, il pun
to R cadrà infinitamente vicino ad O, la CD iarà infinitamen
te piccola, e la SP farà equivalente ad SA. Perciò l' equazio
ne ( 27) muteraffi nella feguente: 

AB' • 
~;::;:B7f= I, CIOè 

( 30) AB'=BC'-+z...AB,AS: 
cd è evidente, che z... dee fignificare -+ 1 quando .AB è mag
giore di BC, e dee denotare -I, quando la ftelfa AB è mino
l'e di BC. 

C oR o L L ARI O X II. 

PEr la coftruzione AC' è uguale ad AB, AK J. quindi J' ag
giungere AC' aliecondo membro dell'equazione ( 30), e il de
tr.une AB ,AK nel medefimo tempo, non turba la fteffa equa
zione , che nel debito modo trattata prende quefia fembianza : 

( 31) AB' =BC'-+AC'-+AB(z....AS-AK), 
e la z... qui mantiene il fuo .fignificato efpofto in fine del co
rollario antecedente. 

B 2 Co- • 



1:%. DJ V E Jt SE p 1l O P ll I E T A• 

C oR o L L ARI O X Il I. (fig. 7, e 8) 

SI aggiungano l'equazioni ( 28 ), e ( 30 ), c poi dividaG per t 
quella, che ne rifulra, e fi trover~ 

(32) .AB'=7Ae'-+~Be'-++AB(JBK-+ ~.AS). 
LI)', e la z ferbano in quefi' ultima equazione i loro G

gnifi.;ati et preff1 nel fine dei corollarj IX., e XI. 

C OR O L L ARI O X l V. (fig. 7) 

SE l'angolo· AeB è retto, la AB è maggiore di Ae, ed an
che di Be: perlocchè fecondo le offervazwni fatte m fine dei 
corollari IX., e XI. tanto la .J', quanto la z elprimono 1' uni
tà pofi riva. 

Di più è chiaro, che in quefia ipordì i punti K, ed S co
incidano. Confeguentemente yBK-BS=o, e zAS-AK=o; 
adunque ambedue l'equazioni ( 29), e ( 3 I) manifellano AB~ 
=AC'-+ Be•, vale a dire s'accordano entrambe a dimoftrare 
la propofizione Pittagorica. 

CoROLLARI O XV. ( fig:7) 

SI applichi l'equazione ( 3 2) all' iporefi di AeB retto; la J', 
e la z lìgmficheranno parimente l'unirà pofitiva , e la coinci
denza de' punti K, ed S renderà yBK-+ zdS= BK -+AK= 
BS-+ AS=AB, e la fieffa equazione ( 32) diverrà AB1 = 
7AC'-+7Bc•-+7AB'. Togliendo pertanto 7ABdall'una,e 
l'altra parte , indi moltiplicando per 2 , otterraffi AB'= AC' 
-+ Be•. Novella maniera di dimoHrare la Pittagorica propofi
zwne. 

C OR O L L ARI O X V l. (fig. 7, e 8) 

P Ongafi nel fecondo membro dell'equazione ( 28) in cambio 

di AB il fu o valore ~~, , che nafce dalla cofiruzione, e ne verrà 

( 33) AB=AC'-+)BK~SBC' . 

. La J' qui ritiene il fuo fìgnificato come nel fine del corolla-
no IX. Co-
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C o R O L L A R I O X V II. (fig. 7 , e 8 ) 

SImilmente fi ponga nel fecondo membro dell'equazione ( 30) 
in vece di AB la fua efprelftone ~~· proveniente dalla co!tru
zione, e fi vedrà effe re 

( 34) AB'= BC' -+ -zAs~:c· • 

La z conferva qui la iua fignificazione notata Ìn fine del 
corollario XI. 

C o R o L L A R I o X V l II. (fig. 7 ) 

A Llorchè l'angolo .IICB è retto, la y, e la z dinotano am
bedue l' unita poCìriva, ier.ondo quello , che fi è avvertito in 
fine dei corollarj IX. , e X[. : e coincidendo in quella ipotefì 
i punti K, ed S, ne tegue, che BK=BS, e che AS=AK; 
di modo che ambe l'equazioni ( 33 ), ( 34 ) divengono AB'= 
AC' -+ BC' , c: per confeguenza dimoJtrano la propofizione 
Pittagorica. 

T E o R E M A V I. ( fig. 9 , e I o) 

Qualunque fottotefa BD dell' angolo dato BAD fia tagliata 
in C dalla retta .IIC, che divide in due parti eguali l' an

golo dato; io dico, che 
( 35) AB, AD= ne ,CD-+.IIC'. 

n 1M osTRA zIo N E r. 
D Al punto C lì tiri al lato AB la retta es , che faccia l' 
angolo BCS eguale a BAC, e conteguentemenre l' angolo BSC 
eguale a BC.II. . 

Si confideri , che in virtÌt del corollario XV. del teorema 
precedente, e dell'equazione ( 30) fi à 
AB'=nC' -+AB,AS; cioè 

( 36) AB'-BC' =AB,AS; 
mentre per quello, che fi è notato in fine di detto corollario, 
la z nell' equazione ( 30) denota l' unita pofìriva ; effendo in 
ambedue le figure 9, e 1 o l'angolo ACB maggwre dell' ango-

lo 
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lo C.IID, cioè dell' angoio eguale CAB, ed effendo per confe
guenza IIB maggiore di BC. 

Si rifletta eztandio , che l' angolo S .IIC è uguale all' angolo 
CAD, e l' angolo CSA è il complemento a due retti deli' an
golo BSC, eguale per la cofiruzione all'angolo BCA, il com
plemento del quale a due retti è l'angolo DCA, .:ui per con
tegnenza è uguale l'angolo iudd:uo_ CS/1 •. 

Dalla fomiglianza pertanto det mangoh SAC, CAD {i dedu-

ce AD. AC:: AC. AS = ~~~ , e quefio valore di AS introdotto 

nell'equazione ( 36) rende AB'- 118~~c· =BC'. 

In oltre pel corollario del fecondo teorema abbiamo AB. 

AD::BC.CD, vale a dire ~~=~f., e dividendo per quefi'ul

tima equazione la penultima, ne proviene AD,AB-AC'= 
CD,BC, che trafponendoAC', dà l'equazione (3S)· Il che,ec. 

D I MOSTRA ZIO N E I l. (fig. 9, e I O) 

SI conduca dal punto C al lato AB la retta CK , ché fac-
cia l'angolo ACK eguale ad ABC. · 

Per la fimilitudine dei triango li BAC, CAK , la retta AK 

è uguale ad ~~·; e per la fimilitudine già dimofirata dei trian-
AC' 

goli SAC, CAD, la retta AS è uguale ad AD ; e per confe-
AK AD CD . . ' d l ' l' d l' l' guenza 'Af=;;;= -Bc' m vmu e l eguag 1anza eg 1 ango 1 

BAC, CAD, e del corollario del fecondo teorema. 
Facciafi nell'equazione ( 34) la z=-+ 1 (come~ provato, 

che deve effe re), e la fieffa equazione ( 34) dividafi per ~~: 
ne verrà pertanto ~K,-,AB' =~,BC'-+AC'. Nel primo mem-

... AS 
bro di quell'ultima equazione fi ponga in vece di ~~ il fuo 

l .li D r n· · · r. l r . AK va ore 78, e IOilltutlcan ne 1econdo membro m cambio di -
f J · CD n 

a tro fuo valore Be' e la medelìma ultima equazione fi can-

gerà nell'equazione ( 3 5). Il che, ec. 

Dr-
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D 1M osTRA zIo N E II I. (fig. 9, e 10) 

D Al punto C fi tiri al lato AD la retta CT in modo che 
faccia l' angolo DCT eguale all'angolo DAC. 

Il triangolo DCT è fimile al tnangolo DAC, e però TD. 
CD:: CD. AD J. ma il corollario del teorema II. mollra CD. 

AD::BC.AB; adunque TD.CD::BC.AB, e TD=~. 
AB 

Il triangolo ATC è fìmile al . triangolo ACB; attefochè gli 
angoli TAC, CAB fono per la iuppofizione eguali, e l' angolo 
ATC è il complemento a due retti dall' angolo DTC, come 
l' angoìo ACB è il complemento a due retti dell' angolo DCA 
egua:e in virtù della coll:ruzione all' angolo DTC ; adunque 

AT.AC::AC.AB, cioè AT=~c;. 
Ora AD=AT-+TD, e ponendo in vece di AT, e di TD 

. l l . Il' . (j c D AC' BC CD 
1 oro va on te1Le trovau , 1 1copre A = AB -+ -::fo- ; e 
mohiplicando per AB, immediatamente apparifce l' equazione 
( 3 5) • Il che , ec. 

D I M O S T R A ZIO N E l V. (fig. I)) 

I. 

S la formato il parallelogramo ACBG, e dal punto .A tirata 
al luo lato BC prolungato Ja rerta AF , che faccia l' angolo 
F AB eguale all'angolo ACD. 

Elfcndo anche l' angolo ABF eguale al fuo alterno BAC, 
che per l' ipotefì è uguale all' anpolo CAJ?, farà ,il triangol~ 
F AB fimile al triangolo DCA, e 1 angolo 10 F fara eguale ali 
angolo ADC. Avremo pertanto AC.AD::AB.FB=AB~~D. 

I I. 

L'angolo AF B fì è gi~ provato eguale alT angolo ADC, e l' 
angolo FGA a cagione del paraLelogramo c . uguale ad ACD J. 

dunque i triangoli AGF DCA tono !ìmil'; qlllndt AC ·CD:: AG 
CD ' BC CD 

(BC).FG=Bc~c , ed FB=FG~GB(AC)= --;rç-+AC. 
III. 
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I I I. 

Si paragonino i due valori di F B trovati nei due precede n-
. l' fi r • à AB, AD BC,CD ~c l l ti aruco 1, e 1 contegmr AG =---;;c- -+.a' , e a m o -

tiplicazione per AC porterà. immediatamente all" equazione 
( 3 5) • n che ' ec. 

D I M O S T R A Z I O N E V. (fig. I j ) 

N Ella figura r s non fi conlìderi pitt la retta AG, ma fi pro
lunghi la AF fìnchè ragli in E la fottoteia BD prolungata, 
fe biiogna. 

Nella quarta dimo!lrazione fi è mofirato l'angolo in F egua
le all' angolo ADC , ma per le parallele F B, AC lo H elfo an
~olo in F=CAE~· adnnque CAE=ADC,_ e il triangolo DCA 
e fimile al triangolo ACE ~· confeguenremente CD. CA:: CA. 
C'E -'!_f!_' . BE-BC ~-l!_C,CD-+-AC' 

-cD~ e - -+CD- CD ' 

L'angolo in F (conforme ò gi~ efprelfo) è uguale all' ango
lo ADC. Per le parallele l'angolo F BE= ACD; adunque lo
no fimi li i triangoli F BE. DCA, ed à luogo quefl:a proporzio-

1., FB[AB snJ BE[Bc. cn-+-1c'J CD Aie . . d 1 n a lta --;fc . . cD : : • n• ; 1n vtgor e -

la quale uguagliando il prodotto degli efl:remi a quello dc' mez
zi, fi vede nalcere l' equazione ( 3 5 ).. Il che, ec. 

DIMOSTRAZION E VI. (fig. 16) 

~I conduca dal punto A alla fottotefa BD ( prolungata fe fia 
d uopo) la retta AE, che faccia l' angolo EAC = ADC. 

Il triangolo DCA è fimile al triangolo ACE, e l'angolo AEC 
= DAC = BAC. Si à perciò, come nella q uinca dtmoltrazwne, 
CE= AC' BE- BC CD-+-AC' 

CD ' e - CD 

Col raggio BE dal centro B defcriva{ì un arco di cerchio , 
che tagli in H la retta AE prolungata; e l' angolo AEC ( e
guale come ò provato all'angolo CAD, e confeguentemer. te all' 
angolo BAC) farà eguale all'angolo in H: ma l'angolo BAH è 

ugua-
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uguale all'angolo ACE, perchè il primo di effi angoli è ugua
le ad ABC-+ AEC ( BAC), e il fecondo è uguale ad ABC-+ 
BAC; adunque i triangoli HBA, ADC fono lìmili, e vale que-
fia proporzionalità AD.CD::BH [Bc,c:D-+-AC'J.BA; e molti

plicando gli e fire mi, ed i mezzi> fi arri va fubito ;1!1' equazio
ne ( 3 5 ) • Il che , ec. 

D l MosTRA zIo N E v II. (fig. 16) 

N Ella figura 16 non lì confideri più nè la retta BH, nè la 
retta AH. 

L'angolo BAE è uguale aW angolo BCA, perchè BAE= 
BAC-+CAE, e BCA=CEA(BAC)-+CAE• Laonde per l' ana
logia generalmente conolcinra , che paifa tra i feni degli an
goli, e i lati oppolti ai meddìmi angoli, lì avrà 

finBAE(finBCA) BE 
finAfc(fin-DI'c)= AB; 

attefochè neila fefla dimoflrazione l' angolo AEC fi è moftrato 
eguale all' angolo DAC. 

Si avrà parimenre 
fin DCA (fin l'! CA) AD 

fi11 iJfiC = ciJ ; 
dividendo la penultima equazione per l'ultima , fi vede I = 
BF ,CD BC r.iJ...,..AC' 
AB,AD; adunque AB,AD=BE,cv= CD X cD: e~ 
q uazione, che equi vale alla ( 3 5). Il che, ec. 

D I M o s T R A z I o N E v I I I. (fig. l 5 ) 

P Iacemi d' inferire dd terzo teorern.l la dimo'trazione dd 
prelente; lì ripìgli la fi3ura 15, ~ ft Rrohng:ti v~rlo F.,illa
to AD del triangolo BAD , ne nmarra tag t.lto m ~ 11 lato 
BG pro!ungato dd parallelogramo ACBG. 
, .ora per le parallele fì à l'angolo 1J!i(B=DAC=BI1C (~e~ 

l tpordì ); e per le medelìme parallete lì a BAC =.AB!i!._; wlì..:cl1>! 
B~._D =AB~.: e perciò A~ =AB, come pure fi!..U =AB-+ AD. 

Cot raaoio BD dal centro B lì defcnva un arco dt cerchw, 
che tagli bfn V la DA prolungara. Gli angoli in D , e 111 V 

Tom, 11. - C i.t-
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faranno e(luali · ma nella quarta dimoftrazione fi è veduto, che 
l' angolo t>~n F è uguale ~Il' ango_lo _in_ D , ~ perciò_ gli. angoli 
in F, e m V fono eguah. Qumdt tmmagmando tl tnangolo 
BAF ifcritto in un cerchio, il punto V farà nella circonferen-

za di e{fo cerchio· e 2.. BV= 2.. BD è il feno dell'angolo BAV, , z 2 

come anche del fuo complemento BAD, e 7 AF è il feno dell' 
angolo ABG, e del fuo eguale BAC. 

Ciò pollo; dall'equazione ( 4), maneggiata avvedutamente, 
X fin BAC d d I fi deduce AB, AD= AB -1- AD AC fin BAD , o ve pone n o -; 

AF in vece di fin BAC, 7 BD in cambio di fin BAD, e fi!...D in 
luogo di AB-+ AD, fi fcopre .AB, AD= !! . .P':~' AF , 

Per la fimilitudine de' triangoli DQ.B, DAC, fi vede 
.Q_D_tif!...(AB). d .AB .AD-AB,AC,AF. 
BD - --~ ~ a unque , - AG , 

ma i triangoli FG.A, F AB fono fimi li ; poichè per la coftru
zione ( veggafì la dimollrazione IV.) F .AB è uguale ad ACD , 

cni pel parallelogramo è uguale FG.A; dunque ~~ è uguale 
ad :! ; qual efpreffione di ~~ introdotta nell'ultima equazione 
fomminiftra AB,AD=Ac,FB; e perciò foftituendo per FB 

il fuo valore Be' CD -1- AC, efpofto nel fecondo articolo della 
AC 

quarta dimofirazione, apparifce l'equazione ( 3 5). Il che, ec. 

D I MoSTRA ZIo N E l X. (fig. I 5) 

ANche dal primo teorema dedurrò la dimofhazione di que
fio fefto teorema nel ieguente modo: 

Dall'equazione ( I) trattata a dovere fi forma q ueft' al tra : 
fin BAD ACfin BAC . 1 ---nn-= AD se'. In luogo d1 finBAD fi metta -BD, 

e in luogo di fi; BAC pongafi 7 AF (fecondo ciò che f; è ve
d~to nell'.antecedente ottava dimoftrazione ); come pure in vece 
d1 BC fcnvafì .AG. L'ultima equazione fi cangerà in quella: 
~=~. AD,AG · 

In 
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In luogo di ~~ (per le cofe efpofte nella dimoftrazione pre-
d ) fi ~ h' FB fi ~ · , AC FB . è ce e n te 1 'urrog 1 AB , e 1 con,egmnt I = AB :AD, C lo AB, 

AD= AC, F B; e continuando come fopra , fi giungerà pron
tamente all'equazione ( 35 ). Il che, ec. 

sco L I o I. 

I. 

J L teorema prefente pu~ dimoftrarfi mediante il terzo teore
ma, e ridurne la prova alla nona dimofirazione così : 

S. ft ),. d Il' ' ( ) · · b' d' finD/lC 'l fì o ltuen o ne equazwne 4 m cam 10 1 ~ 1 uo 

1 CD,finB/lC fi . finBAD_finH/lC CD{tnBAC 
va ore . AD, se 1 otuene ----;c- -;ID-+ Be, AD , vale a 
~· finBAD _ BC-+CD XfìnB/lC E · · . 
utre "AC- BC,AD • quaz10ne, che non dlffenfce 
dall' equazione ( 1) impiegata nella nona dimofirazione, per
dlè BC-+ CD è lo fie!fo, che BD. 

l I. 

Valendofi del princtpto, .onde dipende la dimofirazione IX., 
fi potrebbero dimoftrare elegantemente il I., il II. , e il III. 
teorema nella maniera infraferitta. 

S'intenda (.fig. 19) cjrcokritro il cerchio al triangolo B.~tD, 
continuata la rc:tta AC fino a tagliare detto cerchio in M, e 
tirate le corde .BM,DM. 

La fimiglianza dei triangoli MBC ,DAC, faciliffima a dimo-
fi BC AC . , /lC BM ~ fi rarfì , dà - =-, cwe I :;:: -c' D • Laonde 1e 1 pone ::t 

BM AD . 8 ,A 
fin BAC in cambio della corda BM, che gli è uguale ( confor-

• , zAC fin B!IC M %jìn 8/lD 
me e noto), fi a l= • a BD = 1, come pa-. . BC, AD 

. ' zfin BllD '1.ACfi~ BAC d b' .. nmente e noto· Adunque -=---~--,e e ttamen-• BD BC, AD 

te operando ~- BD f':}.!!.!S!.,, che è il primo teorema. 
AC - BC,AD 

E!fendo la corda DM eguale a z .fin DAC, fe !ì farà ufo del
la manifefia fimiolianza de' trianooli MDC,BAC, e fi procede-

~ b ' C z ra 
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.. d . jìnBAD _BD/inDAC 

rà nella fielfa gulia, fi avrà el pan -.~~c - Be, AB o 

l I I. (fig. I9) 

La fomiglianza dei fuddetti triangoli MDC, BAC fa fimi!-
. AB DM . AC DM l 

mente conolcere .AC =cv , vale a dtre I= cD' 8 • Ma ne 
. . fi r l' r. ' '~ AC, BM fecondo articolo dt que o 1Co 10 u e trovato 1 - è'GD ; a-

. . d . . d , BM_BC ,AD 
dunque tl confronto dt quefic ue equaztont ara DM- Dc, ,,8 • 

Pongalì 2 fin BAC in luogo di BM, che gli è uguale , e 2 fin 
. , l M {" ' fr, BAC - BC. AD . h \ 

DAC m vece dell egua e D , c ara frnDA.c- DC, AB, c c e 
il fecondo teorema. 

I V. (fig. 19) 

Pe' triangoli fimi! i MBC , DAC lì à AD • AC : : BM. BC ::: 

AcA;M: E pc' triangoli fimili MDC,BAC fi à AB.AC::DM 

.cn- AC,.E!::!_, AdunqueBD=Bc-+cn=Ac,_~-+~E.!:!. 
- AB AD AB 

Sollituendo ora 2 fin BAD in vece di BD; 2 fin BAC in <..a m· 
bio di BM 1" e 2 fin DAC in luogo di DM, vale a dire quan
tità c;uali ad eguali, r ultima equazione diventa 

fi B AD v1Cfi 2AC r. d' 'd d r 
2 n .n.. =Ai) tnBAC-+-;;s1 m DAC;e tVl en o per-;AC, 

frnBifD fin BAC finDtC: ' ·1 --;;c= -- AD. -+AB o Che e 1 terzo teorema. 

D I M o s T R A ZIO N E X. (fig. I 9 ) 

D Arò un' altra dimofirazione di quello teorema mediante il 
terzo. 

Nell'equazione ( 4) in cambio di fin BAD, di fin BAC, c 
di fin DAC lì furroghino refpettivamente.!. BD,.!. BM e.!. DM, 

~ 2 , z 
h r l' d ffi r . ' BD 8'11 DM ~ c e w no e gua 1 a e 1 JCni, e ne proverra ---=--+ . - cioe 

4C AD AB ' 

BD ( BC -+ CD ) = AC~ZM -+- Ac ·DM • Ma nel q n arto ar-
. AB 

ttcolo del precedente fcolio lì è mofirato CD- AC · DM • d un-
- AB 1 

que 



DEr TR.IANCOLr RETTILINEI~ ,.1 

que BC-+ CD= ~j;M -+CD j vale a dire BC = A~·: M ; 
il che fi era già provato nel quarto articolo dello fcolio ante- · 
cedente colla lola confìderazione del cerchio della figura 19. 

BC Af: 
Sarà pertanto iiM =::W . 

Ora i triangoli BMA, CMB e!l'end<> umili ( perchè gli an
goli BAM,DBM fono eguali come infìflenti agli archi BM,DM 
eguali per l' ipotelì, e l'angolo in M è comune); elfendo, di-

lì "J" ffi · 1· r l AB , l BC co, t m t 1 e t trtango 1, ne 1egue, c 1e AM e ugua e a B.\11: per-
ciò fe lì porrà la prima di quefte due frazioni in vece della 
fì d ' j' J . . {j ' AB AC d h eco n a ne t u ttma equazwne, 1 a vra AM =AD, e anc e 
AB, AD= AC, AM=AC1 -+ AC, CM. 

Infine i triangoli lìmili CAB,CDMdanno t1C.BC::CD.CM, 
e quindi AC,CM=BC,CD; adunque AB,AD=AC'-+AC, 
CM=AC'-+BC,CD. Che è l'equazione (35). Il che, ec. 

ScoLlO II. 

I. 
SEnza far ufo del teoremO). III. , l' equazione foprafcritta 

~;1 =~~ viene dall' ifpezione del cerchio della ·figura 19: im
per~iocchè i triangoli BAM, CAD fimi! i, a cagione degli an
goli BAM,CAD eguali per l' ipotefì, e degli angoli AMB,ADM 
eguali , perchè infillono al medefìmo arco AB ; i trian~oli, 
dico, fimili BAM,CAD !omminillrano AB.A11'I: :AC.;JD. 

I I . 

. Il mio figliuolo Gio: Francefco nel fuo t~attato ~e' Tri~ngo-
11 à trovata indipendentemente da me una dtmoflraztone dt que
fio teorema VI., fenza aver riguardo al terzo teorema,. c con
fiderando folamente il cerchio della figura 19 ; qual dtmoftra
z~one è fimiliilima a quella, che fi deduce dal primo articolo 
dt quefto fecondo !eolio. 

DI· 
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D I MosTRA z l o N E x I. (fig. 19) 

TRarrò dal teorema III. anche quella dimollrazione • 
Confiderando primieramente il triangolo BA_D , e collocan. 

do nell' equazione ( 4) in vece di fin BAC, e d1 fin DAC (che 

fono eguali per l' ipotefi) il loro equivalente ~ BM, ne deriva, 

purchè fi operi convenientemente. 
finBifD _I BMX AB-+ AD 
~--; AB,Al) 

Conlìderando fecondarjamente il triangolo BMD, fi avr~ pc:l 
terzo teorema 

jinBMD_fìnBMC flnDMC 
~c· -~-+-MB' 
M~rrafi in quella equazione fin BAD in cambio di fin BMD, 

l'erchè l'angolo BMD è complemento a due retti dell' angolo 

.BAD: Vi fi metta eziandio 7AB in luogo di finBMC; 7 AD 
in luogo di fin DMC, come pure MB in vece di MD , che 
per l' ipotefi gli è uguale, e ne riiulterl!. 

fin BAD _ l . X A'B'=.. AD 
~Mc- -'; MB . 

Quelt' ultima equazione {i divida per l'altra regifirata di fo. 
"l d" · · . finB IID d, AC AB,BD Pra, 1 . 1 CUI pnmo membro è --, e fi ve ra - = --....-. . · . , .tJG . MC BM 

vale a dire AB BD-ACX BM 
· ' · - CM ' 

Ora !a lìmilitudine de' triangoli BMA,CMB provata nella 
d . d" a · · BM' ec1ma Imoaraz10ne fa cono !cere CM. B1t,1:: BM. AM = ·cM ' 

e però fofiituendo .nell' equazione penultima in luogo di ~Jti 
il fuo valo.re AM, fi arriverà a quell'altra AB ,AD ==.AC ,AM; 
e nel relto fi procederà come nella dimolhazione X. Il che, ec. 

D I M O S T R A Z I O N E X Il. (fig. 20) 

SUl lato AB prolungato (quando occorra) fi pigli la Ar e· 
guale all'altro lato AD; dal pu.nto r al punto C conducafi la 
retta re; e dallo fleffo punto r fi tiri alla AC prolungata la 

retta 
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retta 1"S, tale, che faccia l'angolo crs eguale all'angolo BAC, 
e C fia tra A, ed S. 

E!fendo l'angolo CAD per l' ipotefi eguale all'angolo CAr, 
il lato AC comune, ed eguali i lati AD, AY; il triangolo GAY 
fovrappofio al triangolo CAD fi addatterà intieramente ad ef
fo, di modo che l'angolo l'CS farà eguale all'angolo DCS, e 
confeguentemcnte all'angolo ACB • 

In oltre l'angolo CAB è per la cofiruzione eguale all' ango
lo Cf'S, fon dunque fìmili i triangoli CAB, Crs, e l' angolo 
ABC è uguale all'angolo in S. Perciò AC. CB: : Cr( CD). CS 
_Bc,cD dAS-""C ~. 
- AC ' e -.n' -+ AC 

Di nuovo; fono fimili anche i triangoli CAB, r AS, perchè 
anno l' angolo CAB comune , e l' angolo ABC fi è provato 
eguale all'angolo in S ~· adunqueAC .AB: :Ar(AD).AS (AC-+ 
BC ,CD ) d l "l d d l" fi . d ' . -Ac- ~· e pren enl o 1 pro otto eg 1 e re m t, e e mezzt, 

fi fcopre AB,AD=AC'-+BC,CD. Che è l'equazione (3S)• 
Il che, ec. 

Se il lato AB fo!fe maggiore dell' altro _lato AD, allora il 
punto r cadrebbe tra A, e B: e in tale tpotefi la meddìma 
cofiruzione fi continuerebbe, fi farebbero gl' i!lcfft raziocinj, e 
fi giungerebbe alla medefima confeguenza. 

CoROLLARIO I. del VI. Teorema (fig. II, e 12) 

SIa il triangolo ACB, la cui bafe è AB, dal punto A, e
fhemità del iuo lato CA, fi cali full' altro lato BC ( prolun
gato le fia d' uopo) la perpendicolare AR, che taglia in R lo 
fieffo lato BC ~· io dico, che 

( 37) AB,= //C2 -+Be•-+ 2CR,BC • 
N e' legni doppi di qutlto corollario, il fu peri ore dee riferir

lì al calo della figura 1 1, e l'inferiore al calo della figura I 2. 

Sul lato BC prolungato fi tiri dal punto A la rett~ AN, 
che lo tacrli in N e faccia l' ancrolo RAN eguale ali angolo 
RAB, ed anche Ìa retta AM, the lo tagli in M, e faccia l' 
angolo RAM eguale all' angolo RAC j iu.llìfieranno pel prefen
te teorema quelte due equazioni: 
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( 38) AB,AN=BR,RN-+AR' 

AC,AM=cR,RM-+AR' 
la feconda delle quali lottratta dalla prima efibifce 

AB,AN-AC,AM=BR, RN-CR,RM 
cioè per la manlfètfa eguaglianza di AN, ed AB , di AM, 
ed AC, di RN, e BR, e di RM, e CR 

AB•-Ac'=BR'-CR' 
e qudta eq uazione , ponendo in luogo di BR' il fuo valore 
Be• :± 2CR BC-+ CR', fi muta nella 1eguente: 

AB'- AC' = BC' :± 2CR, BC , la quale ( ove fi trafponga 
AC') fomminiHra l' equat.JOne ( 37). 

CoROLLARIO II. del VI. Teorema (fig. II, e Il-) 

S E l'angolo C IIR è infinitamente piccolo , vale a dire fe il 
}'llnto R cade pro lhmo al punto C, cio~ ie l'angolo ACB ditfe
ntce infinitamente poco d..tlt' angolo retto, la quantità =t 2CR, 
BC come infinitamente pi-: .:ola, è tra!curabtle , e conleguen:e
mente l'~quazi.:me (37) fa vedere AB'=AC'-+BC'. Laon· 
de tl pr.:-:e•knte corvtlario comprende, e dimo!ha in un trat· 
tp le ctkbri propolìzioni XII., e Xlll. del lecondo libro d'Eu· 
c\id~ ( òe co tl' ajuto della XLVII. del primo i vi lì dimoflra
no) , e in!ìeme l.1 ltdia propolìzione XL V II. , cioè il teorema 
Pmagorico. 

sco L I o I I I. 

J L medefimo teorema Pittagorico deriva immediatamente an
che dall'equazione ( 38), poichè fofiituendo in effa la AB in 
vece della lua eguale AN, e la BR in cambio della fua egua· 
le RN, lì vede lubito AB'=BR'-+AR'. 

Francdco Schooten nd iuo Trattato de concinnandis Demon
fhationibus, ec. in due maniere dimottra il prelente ietto teo
rema. Ma la fua prima d1mothazione luppone la XIII. del le· 
condo libro d' En..:lidc, .e la lec.:onda fuppone la XLVII. del 
pnmo, vale a d tre la Pmagonca, che entra in tutte le pro
ve ( da me finora vdute) delle propolìzioni XII., e XIII. del 
fecondo libro del prelodato Euclide. 

Il 
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Il medefimo Schooten dice nel citato luogo di fiver dimo
firato diverfamente quefio teorema nel fuo libro intitolato: 
Exercitationer Mathematic~; ma tale dimofirazione da noi non 
è fiata veduta , e neppure le altre , ch' egli dice effere fiate 
efibite da altri di quello belliffimo teorema. 

T E o Il E M A V Il. (fig. I 3 , e 14) 

S la qualunque angolo BAR divifo in due BAC ,DAC dalla 
retta AO. Dal punto arbitrario B del lato AB fi tirino le due 
rette BO, BR, le quali taglino refpettivamente la retta AO 
in C, e in O, e il lato dR in D, c: in Rj io dico in pri· 
m o luogo, che 

( ) AO_BD,OR. 
39 Ac-BR;Dé 

io dico in fecondo lllogo, che 
( ) BC BO,AR 

40 CD=oR,AD' 

DIMOSTllAZIONE. 

PEI · t fi à jì11BAD BDfinDAC l 11 ffi pnmo eorema 1 ---;c= DC. 118 , e per o ne o 
t lì à · d. fin BAR ( BAD) BR fin RAO ( D,fC ) 
eorema 1 cztan 10 --.:;40--= OR, AB • 

Dividendo la prima di qnefte due equazioni per la fecol'lda 
ne viene l'equazione ( 39). E quefia è la prima parte. 

p l finBAC _ BC,AD d h fivBAO(BAC?J. 
e fecondo teorema fi, DAC - CD, 118 , e an c e fin RAO ( DAC) = 080•AR. Adunque IJC,AD = BO, A~: equazione-, che tofio 
R,AB CD,AB OR,A 

conduce all'equazione ( 40), e quefia è la feconda parte. 

C oR O L L ARI O l. (fig. I 3, e ( 14) 

A Sfumendo l'equazione (40), e componendo fi confeguifce 
BD _BO, AR-+OR,AD 
(;jj'- OR, AD- • 

C O l. o L L A R I O II. (fig. 6) 

N Eli' interno dell' area del triangolo BAR prendafi ad arbi
trio il punto C, per cui paffino le rette AO, BD,RP tir~te 

Tom. II. D dat 
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dai vertici degli angoli . re[p~ttivi .Il, B ,~ a~ lati oppofti, 1 

quali ne rimangano taghau m O,D,P J. 10 d1co, che 
( I) BD _ RP x ~ . · . 
4 ·w-PC" OR J .AO BD OR AO 

imperciocchè pel prefente teorema Ac =·BR: DC, ed anche -;c 
- RP • 08 · due equazioni, che parag,onate inlìeme danno l' e-
- RB PC. '"' . 

quazio~e ( 41). 

C oR o L L ARI o I II. (fig. 13, e 14) 

SE la retta .AO divide per metà l'angolo BAR, e nello fl:et: 
fo tempo AD è uguale ad AB, egli è manife!lo, che ancora 
BC è uguale a CD, e BD a zCD. Perciò l'equazione ( J9) 
d. . AO 20R • d' {id d n• · · !VIene Ac =BR J. e qum 1 con 1 eran o quea equazwne a gm-

fa di proporziona!ità, fi avrà per quel modo di argomentare, 
che chiamalì generalmente converfion Ji ragione (e ciò quando 
il punto O è di là da C rifpetto ad .A); ovvero per quel mo
do di argomentare, che il Padre Clavio chiama divifion con
traria di ragione (e quefl:o quando il punto O è tra A, e C), 
fi avrà, dico, -

..110. (-+ /10 =+ AC) : : zOR. ( :± zOR =+BR) • 
ov.vero fa.cendo valere ne' fegni ambigui il fuperiore, ed è pel 
pnmo calo, .AO. oc:: z.OR. OR-BO. Ma prendendo nei fe· 
gni dubbiofi l' inferiore, ed è pel fecondo ca{o . 

..1/0.oc:: 20R.BO-OR. 
Q.uefto corollario, confiderato. in ordine al primo cafo, for

ma una propofizione, che Schooten prova diverfamente nel ci
tato luogo, e l' adopra nella fua prima dimofl:razione dell' an
tecedente feflo teorema. 

TE. oR E 11 A V I II. (fig. 13, e 14) 

SI~ l' angolo BAR, e tutto il rimanente efpoflo nell' enun
CiaziOne del teorema precedente. lo dico, che 

( l) CO_ BO,DR 
4 .d.C-BR 1 D.d. • 

DI-
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DIMOSTRAZfONR. 

POnendo nell'equazione ( 39) in luogo di BD il fuo equi va. 
l d · AO_ BC,OR Olt s· \. · l h ente BC-+CD, ne enva .AC- CD, BR -+Bi..' 1" Ut o tre , 

equazione manifefl:a ~~=~: laonde fottraen~ una di quefl:e 
d l · · · d Il l fi · -AO:::;Ac ue u urne equaz10m a • a tra , 1 otttene -:--:.': Ac = :t: 
BC,Oit-+OR_BR l d" CO--+BC,OR _BO 
Ci};Bi. _ Bi-+ Blt; va e a 1re ;c _ _ CD, Bi-+ Bi. 

Il fuperiore de' fegni ambigui ferve quando c è tra .A, ed 
O, e l'inferiore h. luogo quando c è di lll da O in ordine ad A. 

Sofl:ituifcafi nella precedente equazione in vece di ~~ il 
fuo valore prefo dall' equazione ( 40), e fi troverà 

CO _ -+ BO, AR _ BO l di CO_ BO (-+ AR:::; AD) 
Tc--BF:,Tv-+iiR' vae a re Aé---iR,AD--

Equazione, che non è diverfa dall'equazione (41). Il che, ec. 

AVVERTIMENTO. 

l N tutti i corollarj del prefente teorema fi confidera (fig. ~) 
il triangolo BAR col punto c prefo ad arbitrio nell' area in· 
teriore di elfo, e le rette AC, BC, RC tirate da detto punto C 
agli angoli .A,B,R, le quali prolungate tagliano in O,D,P 
i refpettivi lati del triangolo. 

C O R O L L A RI O 1. (fig. 6) 

C Il> pofi o, io dico, che 
( ) BO PB,DA 
43 --·- -· 

. . RO~ PA,DR 11 CO BO,DR 
trnperc10cche pel prefente teorema non folo Tc= iR.7o7f; ma 
ancora 

( ) CO -RO,PB 
44 ~-u;A,· . 

c la cornparazion~ dei due valori di ~~ efpofti nel' equazio-

ni (•P· ), e ( 44) conduce all' equazione ( 43) • 

D 2 Co. 
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C O R O L L A R I O Il. (fig. 6) 

D All' equazioni ( 42 , e ( 44) rifultano 
( ) CO-BO, DR, AC 
45 - BR,DA ' 

) C RO,PB,AC 
(46 0= RB,P/1. ' 

C O R o L L A R I O Il I. (fig. 6) 

COncependo, che la fuperficie triangola~e B.AC fi rivolg_a in~ 
torno il punto fiffo C in modo, che la Imea CD fubentn nel 
fito della linea CO , è mànifefio , che avran luogo le due in
frafcritte equazioni : 

( ) CD- RD,PA,BC 
47 - RA,PB ' 

( 8) CD- AD,OR,BC 
4 .,.... AR,OB ' 

CoROLLA Rio IV. (fig. 6) 

COntinui fimi! mente l' area triangolare il fu o giro intorno al 
punto fi!fo C in maniera , che la 11nea CP fucceqa nel luogo 
della linea CO , e lì avranno del pari le due equazioni , . che 
feguono: 

(49) CP- AP,OB,RC 
- AB,OR ' 

(so) Cp-BP,DA,RC 
.,.... BA,DR • 

COROLLARIO V. (fig. 6) 

I. 
~ ~r ridurre tu~to querio a formale analitiche' e alle più fem, 
pllCl, rapprefenuno f,g qualunque numero pofitivo intiero, o 
rotto, e ancora qualfivoglia proporzione. Sia 

( ) PA f -~ PB I 
SI Pii =7, e percl Pii =r' 

e fia 

( S l) ~; = f , e quindi ~~ = ~ . 
L' efpref. 
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L' r. ffi . d" PB d" DA Il ' • • e1pre 1om 1 PA, e 1 DR pone nell equaztom ( 43) danno 

( ) OB _ g r OR f 
53 o;:-7' e con1eguentemente 08=-· 

Si à dunque pel modo di argomentare, c1e il P. Clavio 
h. ,t: . . J• • PA AP f c tama compo1 1z.!On contrarla u1 rag1on~, P = - - _ · 

A-+PB .AB-_f-+r J 

PB - PB - I • DA _ AD - g • DR ..::.:, -
' PB-+PA -u-{-+I J DA-+DR AR -g:::;; J Di{-+-z>A-
RD- I 08 _ BO _ g • OR _ RO _ f 
R:f -g:+i; os-+oR BR -f-+g J OR:=+OJi- RB -r-c· 

Ponendo pertanto nell'equazione ( 45) 1-L per 8R0 , ed ~ 
-+g B g 

DR , . ( ) f RO d 1 PB per DA, e così n eli e q uaztone 46 r:::;g per RB, e 7 per PA , 
ambe effe equazioni faranno egualmente conofcere 

(54) C0=1_;_ AC. 
-+t I RD f 

Introducendo nell'equazione ( 47) g-::;:7 per RA , ed 7 per 

~; ; e fimilmen te nell' equazione ( 48) g!. 1 per ~~ , ed L 
OR 1' l' I d" d . . dà g per OiJ, sì una, come a tra 1 et te equaz10m 

( 5 5) CD= f!!E. • 
g-+- 1 f AP 

Finalmente collocando nell'equazione ( 49) ;::;:; per AB' e 
g OB Il' . ( ) I BP 7 per OR; come pure ne equaztone 50 f-+ 1 per BA , 

e 1 per Z: , ambedue le ftelfe equazioni moftrano del pari. 
(56) CP=1~. -+o l 

EsEMPIO r. (6g.6) 

SE lì vuole, che C fia il centro di gravid1. del triangolo BAR 
fi confideri, che detto centro dee trovarfi nell'interiezione del
le due rette; v. g. AO,BD che dividono per .metll il t~iang<>: 
lo , e confeguentemente tagliano per mezzo tn O, e m C 1 

refpettivi lati oppofti. Adunque per l' equa~ione (53), la f è 
'llguale alla g, e nell' equazione (52) la g e uguale aH umtà, 
cui per con1eguenza è uguale anche la /,; e quindi il lato AB 

è ta-
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è tagliato anch' effo . per metà dalia r::tta RP. In v u~ù po1 
delle tre equazioni (54) (55), e (56) lì trova CO=-;AC, 

CD=~ BC, e CP=!.. RC. 
a a 

Es E M p l o II. (fig. 6) 

L A m denoti qualfivoglia numero pofitivo inriero , o rotto, 
e ancora qualunque proporzione. Sia la bafe BR del triango
lo BAR divHa per meu.ò in O dalla retta AO, e fia CO::: 

!..Ac. 
m 

Per l'equazione (53), e per l' ipotefi j-g; per l' equazio-

ne (54), e pèrl'ipotefi C0=1:..8AC=&AC=~AC. Adun
que f=g=fm. Q.uefio valore di f, e di g introdotto nell' 
~quazioni (sr) (51) (SS), e (56) fa fcoprire ~;=.;m, e 

. D.4 r h mBC mRC panmente -;:--R =-m, come anc e CD=--, e CP=-::::;::-
.., a m-t-a • m-.-z 

C O R. O L L A R I O V I. (fig. IS). 

DAlle fette equazioni (43) (45) (46) (47) (48) (49), e 
(so) nafcono relpettivamenre quelle al tre fett~, cioè 

RO PB DA AC BO 4>R AC RO PB 
l = BO x PA x DR ,· I= co x Bi x DA ; I =co x BR x PA ; 
~-~xwx~ - -~x~x~· -~x0 x~· - CD RA PB ' I-CD R.tl OB' I-CP ;;Jj OR ' 

l- RC X PB X DA 'l . b d 11 l' ' l' . '-- c;p . AB . -bR, t pnmo mem ro e c qua 1 e umta, 
e il fecondo membro è una .proporzione compofta di tre pro
porzioni, di maniera che conotCendo in ciafcuna delle fette ul
time equazioni due delle tre proporzioni componenti, fi cono
Cee anche l' altra • 

EsEMPIO per l'equazione (43) (fig.6) 

L E rette 40,RP dividano pe.r medl gli angoli refpettivi .A, 
ed ~ ?el tr~angolo . BAR., taghando in O, e in p i lati op· 
pofi1 a1 de tu angoh. Sarà pel corollario del fecondo teoreml 

R. O 
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RO AR PB RB , . w=AB' e Pti=R.-A' Se fi mettono nell equaztone (43), o nel-
l f d . . RO x PB x DA . d . l . d" RO d" a ua envauva I= Bo Pit iiR 1 ettJ va on 1 Bo' e t 

PB • AR RB DA r DA BA 
JiA, ne vtene I= AB X RA X DR' e comeguentementc DR= BR • 
laonde pel citato corollano dd fecondo teorema , anche l'al
tro angolo B è divilo in due pani eguali dalla retta, che paf. 
fa per B, e pel punto ç, in cui s' interlecano dentro il trian
golo le prime due rette AO,RP dividenti gli angoli A, ed R 
per metà. 

C o R O L L A R I O V II. ( fig. 6) 

Esprimano ora H, ed L qualunque numero polìtivo intiero, 
. AC H BC 

o rotto, ed anche qualunque proporzione. Sta Co = 1 , e CD 
_L 

-~l;' equazione (54) nafcerà f =7'..1. = ~, ficco me dall' equa

zione (55) 871 =7· Facendo il debito ufo di quefie due ul-
. . . \. ( [PA]_H-+t. t [DAJ_HL-1 

ttme equazioni, fi trovera 1 PB - L.:...:.7, 1 DR - r:;T , 

e .!. [?.!! J = ~. Finalmente i due 1copeni valori di f, e 
i OR H-+1 RC [-+t 

di g introdotti nell' equazione (56) manifefteranno Ci>= 7 
_ H-+L-+: · 

S. HL- r •. d' r . • ' AC : L . è 
14 per cag10n e1em p10 H= 2 , CIOe CO =l , = 2, CIO 

~~ =.:., come nel cafo , in cui C è il centro di gravi t~ del 

triang~lo BAR. Allora farà f [Fs J =::::::: = 7; !adt ~ [~] 
4-1 I r à ~ [08] 4-r l · fi r • RC -

::::-- ::::- • 1ar - - =--=-, e m ne .ara cp-
· 2-+r 1 ' f OR 2-+t t 

:-+z-+z z , 1 · r · 
4 _, :::: 7 : Come fie provato ne pnmo e1emp1o. 

C oR o L L A R I o V Il l. (fig. 6) . 

D I notino adeffo M, ed N quaUìvoglia nume~o pofitivo in· 
ti ero, o rotto. ed ancora qualfi voglia proporzione • Sia ~ = 
.M R :: N 
'ì' ed Ci> =7· 

L'equa-
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f-+g M l' . (6) L' equazione (54-) dà ~= 7 , e equaztone S mo-

fira !_-:+-_!. =!!.. Dalle ultime due equazioni maneggiate a do-

~ f[PA]-~, .i.[~]:-~ e .i.[9!]= vere nafce '7 n . - N-+ 1 , 1 DR - N-+x, f OR 

~, Introducendo pofcia i valori di f, e di g nell' equa-
~N-1 BC g-+t M-+N-+z 
zrone ( 5 5), fi fcuopre CD= T= MN _ , ' 

C oR O L L A R l o I X. (fig. 6) 

J N fine P, e Q_ rapprefentino quaHìfia nume~o pofitivo in
tiero , o rotto , ed anche quaHìvoglia proporzrone. Abbiafi 
BC _ P d RC _ .Q. 
cv-7' e C"P-7· 

L' equazione ( 55) fomminillra r;r =P, e l'equazione (56), 
f-+r = ~, Le ultime due equazioni ne' debiti modi trattate 

g f[Ptf] .Q-+r g [DAJ P-+t K 
fanno conofcere 7 Ps = ~ j 7 DR = PI['"I ' e 7 
[~]=l':~. Indi iurrogando l' efpreffioni di f, e di g nell' 

· ~ ) . AC f-+g P-+.Q-+z 
eq uaztone (54 , ntrovafi co = -1- = P~_ 1 

TEoREMA IX. (fig. 17,e 18) 

D Al punto X , che taglia per mezzo la bafe BR del trian
golo BCR fìa tirata al vertice C la retta XC j io dico, che 

(57) BR' = zCB'-+ zCR'-4CX'. 
Si noti, che ne' fegni doppj, i quali entreranno nella dimo

ftrazione di quefto teorema , il fuperiore ferve pel cafo della 
figura . 17, e l'inferiore pel cafo della figura I 8 • 

DIMOSTRAZIONE. 

D Al vertice C fi cali fulla bafe BR la normale CH. 
Pel . pr~mo corollario del teorema VI. fuffiftono quefte ~ue 

equaztom : 
CB'= C X' -+ BX' -+ zXH, BX 
CR' = CX'-+ RX' =+= zXH, RX 

le quali aggiunte dannG 
CB' 
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CB'-+ CR' = 1.CX'-+ BX'-+ RX' :± 1.XHX BX-RX · 

ma perchè giulia l' ipotefi tanto la BX, quanto la RX è ugua-

le a 7 BR, l'ultima equazione fi riduce a queft' altra: 

cB•-+ CR' = 1.CX'-+ 7 BR •, che moltiplicata per z, indi 

trafpofta forma l' equazione (57). n che , ec. 

C O R O L L J\ R I O l, (fig. 6) 

J L centro di gravità di qualfivoglia triangolo BAR fìa C, per 
cui dai vertici degli angoli B,R,4 fi tirino le rette BD, RP, 
AO, che tagliano i. tre refpettivi lati in D,P, ed O; io dico, c;he 

( sS) BR'-+RA' -+AB'= 3CB•-+ 3CR'-+ 3CA'; 
imperciocchè ò già provato di fopra, che i punti O, D, e P 
dividono per mezzo i lati refpetti vi BR , RA, dB ; laonde pel 
teorema prefente abbiamo le tre infrafcritte ~quazioni: 

BR'= zCB'-+ zCR' -4CO' 
R./1' = 1.CR'-+ zCA" -4CD' 
AB'= 2CA"-+ zcB•-4CP' 

4ialle quali aggiunte rifulta 

BR •-+ RA•-+ AB• = 4- X CB'- cv•-+ 4 X CR'-CP' -+4-
XCA'-CO'. 

O' anche dimoftrato di fopra, che le rette CD, CP, e CO 
fono LL meù delle rei petti ve rette CB, CR, e CA, e conle
guentemente fi fa manifefto, che l' ultima equazione equivale 
all'equazione (58). Il che, ec. 

CoROLLARIO II. (fig. li) 
S la il cerchio PZRZ, e nel fuo diametro PR, o nel prolun
gamenro di elfo fi prendano i due punti A,B ad arbitrio, pur
chè difhno egualmente dal centro C; io dico, che le dagl'_ iHef.. 
fi due punti fi condurranno a qualunque punto Z della Circon
ferenza le rette AZ, e BZ, la io m ma de' quadrati di effe la
rà una quanti tà collante. 

lmperciocch~ per quello teorema AB'=z/JZ'-+ zBZ'-4CZ' 
cioè ponendo PR' in vece di 4CZ', e debitamente operd.ndo 

Tom. 11. E ( S9) 
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( S9) ~.AB'-+-i-PR'=.AZ'-t-BZ', 
ed e!fcndo c'oftante il primo membro di quefi' equazione) ld a 
anche il fecondo. 

Co 1t OLLA R 10 III. (fig. %1) 

J Mmaginando, che il punto A cada in P, e il punto B in 
R; allora l'equazione,~ S9) moftra ~R • = PZ'-+ RZ'. Ma 
nella prefente ipotdì e chtaro, che l angolo AZB è retto, ed 
è chiaro altresì, che circofcrivendo ad un triangolo rettangolo 
il cerchio, la bafe di quello è il diametro di quello: adunque 
rimane dimoftrato d' una nuova maniera il teorema Pittagori
co, e quella dimoftrazione è legittima, perchè la fteffa Pma
gorica propofizione non è fiata ufata da me per giungere alla 
dimoftrazione di quefto teorema, e del fuo fecondo corollario. 

CoROLLARIO IV. (fig. 22) 

SE il triangolo BCR lì conlìdera come la metà del paralielo
gramo BCRH tanto BX, quanto XR fono metà della diagona
le BR, e ex è metà dell'altra diagonale CH; perci~ nell' e
quazione ( S7) fi furroghi CH' in cambio di 4CX', e trafpo
nendo vedraffi 

( 6o) BR'-+CH'=2CB1 -f- 2CR2 , 

che è il teorema del Sig. Lagnì inferto nelle Memorie dell' ac
cademia delle fcienze di Parigi per l' anno •zo6.; ma i vi di
moftrato mediante la propofizione Pittagorica • 

CoROLLARIO V. (fig. 22) 

E• vifibile, che fe il parallelogramo BCRH farà rettanaolo, la 
d~agonale CH. larà e~uale all' ~!tra B~, e 1' equazione (~o) di
vda per ::. ~h verrà BR • =CB -+ CR : altra deduzione del Pit
tagorico teorema. 

SCo L I o I V. 

I. 

Q Uefio IX. teorema , ed anche il teorema VI. faranno co
follarj 
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rollarj del feguente teorema X., ma prima giudico a propofito 
d' inferire dal teorema III. la famofa proprietà del Quadrilatero 
ifcritto nel cerchio, la quale nella tua univerfalità comprende 
quella del triangolo rettangolo trovata da Pittagora, 

Sia (fig. 23) B.AMD qucfio quadrilatero, colle fue diagonali 
BD, ed .AM, dee provarfi, che . 

( 61) BD,AM=MD,.AB-+BM,.AD. 
Dal punto A fi cali iulla diagonale BD la retta .Aft<_, che 

faccia l'angolo B.A!f!. eguale all'angolo DAM, e conieguente
mente l'angolo DAfi!.. eguale all'angolo BAM. 

Elfendo anche l' angolo AB!i!_ eguale all' angolo .AMD , i 
triangoli .Afij_B ,.AMD fono fimili, e l'angolo Afi!..B eguale all' 
Alngolo .ADM. 

Il teorema III. fomminifira 
( 62) fin~AD=fi"e:J?z (fin M.AD) -+fin~.Q.(finBAM) 

ovvero intro~ucendo in vece di fin BAD , di fin MAD , e di 
fin BAM i refpettivi loro valori .!.. BD,.!.. MD, e .!.. BM ~· ~~ 

MD BM . . :z l :z " = AD -+ 7iii , e molti phcando per AD, AB, 

BD' AB' AD -MD .AB _._BM .AD · 
A.Q. - ' -. ' ~ 

ma per la fimiglianza de' triangoli .AB !i!_, .AMD, li à .Afi • .A/3: : 
AB AD . 

AD . .AM= A'.e_ , e ponendo nel pnmo membro della pe-
nultima equazione .AM in cambio di quefio fuo valore, ne ri-_ 
fui tà. l' éq uazione ( 6 r ) • Il che, e c. 

I I. 

Ove t• angolo BAD fia retto, ed un~ dei d~e angoli A13M, 
ADM fìa parimente retto, ambe le dtagonah BD, .AM fono 
àiametri del cerchio , e perciò tutti e quattro gli angoli del 
quadrilatero B.ADM fono retti , ed elfo è un parallelogramo 
rettangolo; laonde le due corde oppolle BM, ed .AD fono tra 
loro eguali , come pure le altre due corde oppofl:e MD , ed 
AB. In quefia fuppofìzione la .Afi!.. è normale a BD ,· perchè 
nel primo articolo fi è provato l' angolo .Afi!.. B eguale all' an-
golo ADM. E z. Si 
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Si fofiituifcano ora nell' equazione ( 61) in cambio di .AM, 
di MD, e Ji BM le relpeuive rette eguali BD,AB, ed AD, 
e {ì avrà BD• =AB•-+ AD', che è la propofizione Pittagorica. 

La ftdfa propofizione può ·dedurfì ancora così: 
In quefla luppofìzione D.AM=AD!i!_ per l' egualità delle cor

de MD, ed AB; adunque BA/i!_, che per la cofhuzione è u~ 
guale a DAM, farà eguale all'angolo AD!f2... 
· Così per l' eguaglianza delle corde BM, ed .AD l' angolo 
BAM nell' ipotefì prefente è uguale all' angolo AB !i!_; ma D 11!i2_ 
in virtù della coftruzione è uguale a BAM, adunque DA§!_ è 
uguale ad AB~; quindi nella fuppofìzione dell' angolo BAD 
retto l'equazione ( 62) può rapprelentarfì in quefta guifa: 

!!::.!!.!!}_- fin BAg,_ (fin AD r.J \ fin DA{!. (fi AB GJ) 
A.Q.- AD 1 ~-+ AB m ""-. 

· r l r_ • Il' l · BD AB AD e ruo veru m que1L a tra equazione zA.Q_ =;;w -1-7:ijjj; 

·ma per la fimiglianza de' triangoli A!i!._B, AMD moflrata nel 
primo articolo Afi2.._.AB::AD.AM(BD) adunque 2BD,A!f2.:. 
zAB, AD; e moitiplicando la penultima equazione per queft' 
ultima, fì ottiene BD.=AB•-rAD', 

I I I. 

Ecco un' altra maniera di valerfi del teorema IIf. per di
moftrare la proprietà luddetta del quadrilatero ifcritto nel cer
chio (fig. 23) 

Sia la corda MD prolungata di là da D, fi tiri la retta AJ! 
che la tagli in V, e faccia l' angolo DAV eguale all' angolo 
BAM, e confeguentemente MAV=B/ID. 

Frattanto fì noti, che clfendo in oltre l' angolo AMD egua
le all'angolo ABD, i due triangoli M/IV, B/ID fono fimili. 
Si applichi adelfo il teorema III. al triangolo M.AV., e fi trover:1 
~ _ finMAD finVAD (fi BAM) 

AD - AV -t- AM m ' 
Si pongano 2. MV, 2. MD, e 2. BM in luogo de' reC,pettivi 

2 1 1 

fin MAV, fin MAD, e fin BAM, e ne verrà BD =M_!! -1- BM , 
. . AD AV AM 

e moluphcando l'uno, e l' altro membro per .AM, .AD~ · far~ 
AM, 
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D . .l!vlD,AM,AD BM AD M l fi 'l' d' .AM, B · = · · · ·A.v---+ , . a per a t m t t tu me: 

de' triangoli 1VIAV,BAD provata nd principio di quefio arti• 

colo AV.AM: :AD.AB= AMA'tD; adunque le fi lurroga nel 

fecondo membro dell' ultima equazione la AB in vece del fuo 
valore elprdfo nell' ultima, fi confeguifce l' equazione ( 6r). 
Il che, ec. 

T E O R E M A X. (fig. 2 3 ) 

L A bafe BD del triangolo BAD fia tagliata in O dalla retta 
AO, che divide l' angoio del vertice A in due pam ; 10 di1 

co, che 
( 63) AO' -+BO, OD= AB' OD -:n AD' ,BO 

DIMOSTRAZIONE, 

I. 
A L triangolo BAD fia circofcritto il cerchio BADM, che 
dalla retta AO prolungata fia tagliato in M. Dallo ttelfo pun
to M fi tirino alle eltremità della bafe le corde MB, ed MD, 
la feconda delle quali prolungata di là da D fia tagliata in V 
dalla retta AV, che col lato AD fa l' angolo DAV eguale all' 
angolo BAO. 

I I. 

La nota fimiglianza de' triangoli AOD, BOM fa conofcere 
· BO . OD 
AO.oD::BO.OM=-·-, come pure AO.AD :: BO.BM= 
f!!!,AE_ AO . 

.li O 
La lìmiglianza egualmente nota de' triangoli .AOB,DOM mo-

fi "' AB, DO ra .n.O. AB : : o D . MD= --::w- • 
E la fimiglianza de' triangoli BAD, M.AV notata nell'artico

lo I II. del precedente tcolio fa vedere BD. AB:: MV( MD-+ 
DY). AM; adunque 

(64) BD,AM=AB,MD-+.AB,DV. 
1\jel meddìmo terzo articolo dello fcolio antecedente fi .~ 

nota-
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notata ancora la fimilttudme de tnangoh BAM, DAPj fercu\ 

[ BO,AD]·· _A~ AB. BM -:;w- .. .IID. DV- AB' AO • 

I I I. 

Si fofiituifca nell'equazione ( 64) in vece di AM il fuo va.-
[ BO OD] . d' .1 r. l 118 ,OD lore AO-+OM To ; m vece 1 MD 1 1UO va ore -;ro- , 

e in vece di DV il fuo valore tefiè regifirato , e ne rifulterà 
la feguente: 

BDXAO oo:oD_~-+~ . 
:+ AO - AO AO 

che moltiplicata per ;~ diviene l' equazione ( 6 3). Il che, ec. 

C O R o L L A R I O J, (fig. 23 ) 

C Onlìderando l' equazione ( 64) alla quale fpeditamente fon 
pervenuto, e collocando in effa per AB, DV il tuo valore .IID, 
~M prefo dalla proporzionalità legnata in fine del fecondo ar. 
t1colo della dimofirazione, fi vede iubito BD, AM= AB, MD 
-+ AD, BM ; con che rcfia templiciffimamente dimofirata la 
proprietà del quadrilatero ilcritto nel cerchio , la quale ò di· 
verfamente, e in due modi provata nell' antecedente tèolio. 

CoROLLARIO II. (fig. 23) 

SE il triangolo B/ID è ifocele, l'equazione (63) diventa 

..IIO'-t-BO,oD=~5XoD-+BO, vale a dire AO'-t-BO, 
OD=AB'. 

. , C O R O L L A R I O Il l. (fig. 15) 

~la B4D qualunque triangolo , . che abbia i lati .AB, ed AO 
(hfuguah; dal punto A come centro , e col raggio AD eguale 
al I?~ggiore . de' lati AB , fi deferiva un arco di cerchio, che 
tagli 1n D la bafe BO prolungata ; io dico, che 

(65) ..1/B'=AO' -+BO,OD. 
Q.uefto corollario nalce evidentemente dali' altro, che lo pre· 

cede; attefochè il triangolo BAD è iioce!e per la coftruzione, 
e la 
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e la retta AO , che dtv!de m due partt l' angolo BAD taglia 
in O la BD bafe del tnangolo BAD • 

C OR O L L A R l O I V. (fig. 2. S) 

SE il triangolo B.AO è rettangolo in O, è manifello, elle qD. 
è uguale a BO, e quindi l'equazione ( 6 s) fi cangia in quella: 

.AB'=A.O'-+BO\ e prova di bel nuovo il Pittagorico teo
rema. · 

C OR O L L A R I O V, (fig. 2 3) 

S E la bafe BD del triangolo BAD è tagliata per mezzo in O, 

ponga lì nell'equazione ( 6 3) 7 BD in cambio di BO, e di OD, 

e lì trasformerà in quella: A01-+~BD'=~AB'-+.!...AD', cioè 
4 z 2 

BD'=zAB'-+2.AD'-4AO'; e quello è il teorema IX. 

C O R O L L A R I O V f. (fig. 2. 3 ) 

S E BO. OD • ed .AO fono tutte e tre eguali, è chiaro, che 
il Lri,mgoio BAD è rettangolo in A.. Si 1urroghi pertanto nell' 

equazione ( 6 3) in vece di AO' il fuo eguale !... BD\ e in ve-
4 

ce di BO, e di OD il loro eguale .!. BD, e ne proverrh. ~ 
BD ----- 2 4 

BD' =-;w X AB'-+ AD\ vale a dire 
BD'=AB'-+AD'. Novella prova della propofizione Pitta

goru.;.a • 
C oR o L L ARI O V II. (fig. 23) 

SE la retta . .AO divide per metà l' angolo BAD ~ ~Il ora pel 
corollario del lecondo reorema AB. AD:: BO. OD, c1oe AB, OD 
=AD, BO; coficchè l'equazione ( 6 3) detlramente maneggiata 
fì muta nell' infralcrirta: 
AO'-+BO.on- AB,AD RO-+ArJ,AD on =~XBO-t-oD, 

' - BO BD 
cioè 

.AO'-+BO,oD=AB,AD. Che è il teorema VI. 

Co-
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C oR o L L ARI O V l II. (fig. 24) 

D A qualunque punto pre!ò nella bafe del t~iang?lo BAD lì 
tinno ai lati le rette OR , ed OS, che form1no d parallelo
gramo· ORAS , e al vertice A la retta OA., che iarà la dia
gonale del parallelogramo; io dico, che 

( 66) AO'\BO,OD=A_B_ ,O~-+ AJ?, <?R • . 
Imperciocche per la fimtluudme de mangoll BDA, BOR lì à 

OD 01" BO OR Il' l , · d' OD d' Bi>=,;;;, come pure BD =AD' e quen1 va on 1 BD , e 1 

=~ pofi i nel fecondo membro dell' equazione ( 6 3) la cangiano 

nell'equazione ( 66). . 

T E o R E M A X I. (fig. 26 ) 

J L triangolo BAD fia fcritto nel cerchio BADM, e il fuo 
angolo A lìa diviio per mezzo della retta AM, che tagli la 

. baie in o, e la periferia in M, dal qual punto fian tirare le 
corde MB, ed MD; io dico, che il valore della retta A.M può 
efprimerlì in tre maniere fecondo le tre infrafcritte equazioni: 

(67) AM= ~b XAB-+AD= ~~X AB-:+ AD. 

(68) AM= A:·:D. 
( 6 9) AM = !!:_~=..E!:!_ • 

OM OM 

Dìmoflraziane della prima parte. 

D Elle diverfe pro\•e, che dar lì po!fono di. quell:a prima par· 
te, piace mi efporre la feguente: 

Nell' articolo III. del quarto fcolio, valendo mi del terzo teo-

temà, e <lella figura 23, fon giunto a quella equazione ~::::: 
MD BM . . A 
;w-+ AM; adunque nella pr~:fente 1porefi, m cui MD=BM, 

come pure Ang. DAV=Ang. BAM =Ang. MI!D, fi à ~:::::: 
BMX AM-+-AV l. . AM AD 

.w,AM- , e mo uphcando per BD , ne viene AM~ 

BM · 
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~M .11M AD-+.IlD · • . 
BD X ---::fv • Ma nello fielfo articolo Ili. del quarto fco-
lio fi è dimoftrato, che .AB=AMi:~; adunqne· ponendo AB 
in luogo del fuo valore nella penultima equazione, fi ottiene 
l' equazione ( 67). E '<:{Uelta è la prima pane. 

Dimojlra':(jone della feconda parte (fig. 26) 

J N virtb del te'ore ma VI: 
.dO'-+BO,OD=.AB,.AD, cioè 
An. BO,OD IIB,AD d J1 l" • l" d • • li .av-+---:40 = .IlO ; ma a a um1g 1anza e tnango 

, BO OD 
'.AOB,DOM fi deduce DM;:: 11'0 ; adunque 

AD-t-DM, cioè .AM, ~ 11~(JÀ~ • E quella è la feconda parte. 
Q.uefta medefima feconda Nrte del teorema prefente farà il 

primo corollario del feguente teorema. 

Dimojlrazjone della 1erza pPte (fig. 26) 

I N virtù del fec"ndo corollario del teorema X.: 
MO.-+BO,OD=MB', cioè 
ÒM-+ Bd~~D = ~~ #. ma i triangoli AOB, DOM fan cono-

fie, An-BO, OD d ere .av _ OM- #. a unque 

OM-+.AO, cioè .AM, = ~~. E quella è la terza parte • 

.C O R O L L A R l O l. ( fig. 26) 

SE farà ifcritto .,el cerchio il triangolo equilatero BMD, e 
dal punto M lì tirerà a qualunque punto della circonferenza, 
v. g. ad .A la retta MA ; io dico , che la retta AM farn e
~uale alla fomma. delle due rette AB, ed AD; 
. l~perciocchè in quefto caio _l' .angolo A del triangolo BAD 
tfs::rmo nel cerchio BADM è divifo per mezzo della rerta AM; 
dfendo eguali le corde MB, ed MD· Adunque à luogo l'equa
zione ( 67) la quale nell' ipotefi prefente (in cui BM è ugua
le a BD) fi muta in quefta: 

AM =AB-+ AD. 
Tom, II. . F Co-
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Col!oLLARIO II. (fig. z6) 

N Ella fuppofizione di quello teorema fuffille quella equazione: 
(7o) AM':=4B,AD-f-:MB'; , . . • 

imperciocchè aggtungendo , mfiem~ l equaztone (6~) molt~plt
cata prima per AO, e l equaziOne ( 6 9) molupbcata pnma 
per OM, fi ~ 

AM,A0-+AM,OM=AB,AD-+BMXMD;. . 
ma il primo membro di quell' equazione è uguale ad.AM', ed 
MB,MD è uguale a BM'; adunque l'equazione (7o) è fuffi. 
Hente. 

CoROLLARio III. (fig. z6) · 

C Onfiderando ora il cafo, in cui la retta AM è diametro del 
cerchio BADM, ed infieme ipotenufa del triangolo dato ADM 
rettangolo in D, ifcritto nel medefimo cerchio BADM; pren
dalì la corda AB eguale alla corda AD , e la corda BM iarà 
necelfariamente eguale alla corda DM, perchè il diametro di
vide la circonferenza in due parti ADM, ABM eguali ; adun
que l' angolo A del triangolo BADM è divilo per mezzo , e 
quindi. à luogo l'equazione ( 70). Si fofl:ituifca in elfa AD in 
vece di AB, e DM in vece di MB, e lì muterà in _quefl:' altra: 

AM' =DA'-+ DM' , che è una dimoflrazione novella della 
Pittagorica propofizione • 

TEOREMA XII. (fig.27.,e1.8) 

S la il triangolo BAD ifcritto nel cerchio BADM , la di cui 
periferia rimanga tagliata in N dalla retta AN, ficco me la ba
ie del triangolo ( prolungata ove bifogni ) refli tagliata in r 
dalla retta AV in maniera che gli angoli BdV, DAN fiano 
eguali; io dico, che 

AV,AN=AB,AD. 

• DIMOSTRAZIONE. 

Tirand?_la corda Af!, fi v~de, che i triangoli .ABV,AND 
fono fumh, mentre gh angoh BAV, DAN tono eguali .per l' 

lpO• 
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1potefi, e gh angoh .ABV, .AN D nella figura 27 fono eguali , 
perchè infifiono al medefimo arco AD, come pure fono eguali 
nella figura 28 , perchè in effa fon complementi a due retti 
dello Heffo angolo .ABD. 

Adunque fi à .AV.AB: :AD. AN, e per confeguenza .//.V, 
.AN=AB,.AD. Il che, ec. 

Egli è manifefto, che fe nelle figure 27, e 2 8 le corde .//.N 
fi prendeffero alla finillra, e le rette .AY alla deftra , fuffifte
rebbe iempre il teorema. 

CoROLLARio I. (fig.27,e28) 

S E le rette .AV, ed .AN coincideranno in AM, l' angolo BAD 
fark divito per mezzo dalla fteffa retta .IlM, il punto V cadrà 
in O, punto d'interiezione di BD, e di AM, e fi avrk AO, 

AM=AB,A.D, cioè AM=A~;v. Che è la feconda parte 
del teorema precedente. 

COROLLARIO II. (fig. 27) 

N El cafo del corollario, che . precede, fi à vifibilmente 
..//.0'-+ AO, OM= AB, AD 

e perchè la fimilitudine de' triangoli AOB,DOM fornifce /10. 
OB::DO.OM, cioè .AO,OM=BO,OD.; ne iegue, che 

AO'-+ BO, OD.= AB, AD. 
Che è il ietto teorema. 

COROLLARIO III. (fig.27) 

S E la retta AV è normale fopra la bafe BD del triangol() 
BAD , il prodotto della fielfa .AV, e del diametro del cerchio 
circolcricto BADM è uguale al prodotto de' lati del fuddetto 
triangolo. 

Imperciocchè immaginando, che AN fia il diametro, l'an: 
golo ADN del triangolo .ADN farà retto, e ~efCIÒ eguale all, 
angolo .//.VB del triangolo .ABV. In . oltre l angolo AND e 
ugnale all' angolo ./I.BD infiil:endo ambtdue allo fteffo arco AD; 
e confegu entemente an~he il terzo angolo D./IN del triangolo 

F l AND 
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AND è uguale al terzo angolo BAV del triangolo ABP. La· 
onde pel prefentc teorema AV,AN= AB,AD. 

C o R O L L A R I O l V. (fig. 26) 

S Ja il quadrilatero BADM i(critto al c~rchio ' · e ~an tirate 
le diagonali AM, e BD , che fi fegano m O j 10 dtco , che 

IIB,AD _AO • . 
MiJMij-()M, 

imper~iocchè AO {la ·ad OM, come la normale tirata da A 
fopra BD Ha alla normale tirata da M_ fopra la fieffa BD: .va
le a dire .AO fta ad OM, come la pnma normale moltiphca
ta nel diametro del cerchio fta alla teconda normale moltipli
cata nel medefimo diametro. Ma pel corollario antecedente il 
primo di quelli due prodotti è uguale ad AB, AD, e il fecon
do è pari mente uguale ad MB, MD_; adunque .AO fta ad OM, 
come AB,AD fta ad MB, MD. 

COROLLARIO V. (fig. 27,e z8) 

J L prodotto AV,AN è uguale a qualunque altro prodotto fi-
milmente prefo; _ _ 

I m perciocchè ciafcuno di tali prodotti è uguale ad AB, I!D. 
Può quefta verità enunciarfi _ ancora così: _ 
Il prodotto AY AN è uguale ad una quantità coftante. 

$C O L I O V. 

NOn far~ fuor di propoGto, che io dimoftri d'una maniera 
particolare queft' ultimo corollario, e ne faccia un teorema a 
parte. 

T E o R ~ M A • (fig. 19 , e 30) 

L' .Angolo A del triangolo BAD ifcritto al cerchio BADM Ga 
d1~1fo per m~zzo dalla retta AM, che taglia in O la baie dd 
tnangolo, e m M la circonferenza. Le rette AV ed AN for
~ino gli ango~i eguali MAV, MAN; la prima di 7 dse tagli la 
CJrc~nferenza m S , e la baie m J7, e la feconda taali in N 
~a cuconferenza medefì_ma ; io dico , che il prodotto AV, AN 
e uguale ad una quantità çoftante. DI- · 
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DIMOSTRAZIONE. 

SIano concepite come variabili la .AV ( la quale li chiami 
~J, e la .AN ( la quale fi chiami J' ). Siano immaginati de
fcritti gli angoli MAu , ed MAn eguali tra loro , e tali che 
la retta .Au fia infinitamente vicina alla .AV, e la retta An 
fia infinitamente vicina alla AN: indi coi raggi A11 , ed A" 
fi deferì vano i due refpettivi archetti uT, ed NR. 

Si confideri, che i triangoli VT•, 11RN fono fimili; imper
ciocchè gli angoli in T, e in R fono retti , e gli angoli in 
V, ed in n eguali: mentre l' angolo in n à per fua miiura 

.; are. AN, e l' angolo in V à per fua mifura ~ are. AD 

=!: !. are. SB, cioè !. are. AD=!: !. are. N D, attefe le fup-
~ 2 1 

pofiz10ni di MAB=MAD, e di MAV=MAN (il fegno fu
periore è per la figura 1.9, e l' inferiore per la figura 30 ) fi 
à pertanto : 1'. J 

VT(dz). Tu::Rn( -dy).RN=- ~~ '-', 
e fi pre.nde - dy pere h è al crefcere della :t la J' decrefce. 
Si conlìderi in oltre, che l' angolo infinitefimo V Au è uguale 
all' angolo infinitefimo nAN ; perchè elfendo per l' ipotefì 
MAV=MAN, e per la cofiruzione M.Au=MAn, ne fiegue, 
che MAV- MAu ( cioè V .Au ) è uguale ad MAN- M.~1n 

t cioè ad n .AN). Ma l' efprefsione analitica di p .Au ~ A .. T~~)' e r 
r. · ffi l' . d' N l. J?.N d Tu RN fc crpre tone ana mca 1 nA c; 'Aiii(J); a unque 7 =-;- , e e 

ft pone in vece di RN il fuo valore - T:, d.7 trovato di fo-
r. à Tu ~ • ' f . J" d. ~ ~,1th:. 1' pra, n - =- ; c10e mo up Jcan o per -T , uno, 

~ ,. u 
e l'altro membro dell' equazione ultima , fi confeguifce ydz 
=- ':{!if, e trafponendo, ritrovafi zd.r-+ Jdz..= o. Equazio
ne, che integrata, fa fcoprire v ( c10è .AV, AN) eguale ad 
una quantità coftante. Il che, ec. 

CoRoLLARIO I. (fig.l9,e3o) 

SE la .AP ( :ù cade in AB, la .AN (y) in v m~ dell' ipGte• 

- ' 
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fi di MAP= MAN, cadrà in AD j laonde la qua~t~tà co
ftante potrà elfere il rettangolo AB, AD. E quefto e il t~· 
rema duodecimo precedente. · ·· 

C OR o L L ARI O II. (fig. Z9, e 30) 

S E la .AP ( z.) cade proffima ad AM, la AN (t) per la fief. 
fa ipotefi di MAV= M.AN, cadrà anch' effa. proffima ad AM, 
e la quantità coftante potrà elfere ancora d rettangolo AO, 
AM= 'U' =AB, AD. E quefto è il fecondo corollario del 
teorema XIL 

c o R o L L A R I o I II. ( fig. 29 ) 

S E la .AV cadrà proffima alla normale , che dal ·punto · A 
s' intende fcendere iopra BD , allora la AN cadrà proffima al 
diametro del cerchio BADMj 

Imperciocchè in quefta fuppofiziorìe è facile a comprende
re, che la VT diviene infinitefima del fecondo grado, ed ef
fendofi provato nella dimoftrazione del teorema, che VT. Tu 
: : Rn. RN, ancora Rn farà un' infinitefima deL fecondo grado; 
e confeguentemente l~ . ..AN dovrà cadere proffima al diametro, 
nel qual folo cafo la Rn diventa infinitefima del fecondo grado· 

Quindi il prodotto della preaccennata normale moltiplicata 
nel diametro potrà elferc la quantit'à coftante. Per lo che il 
medefìmo prodotto farà eguale a zr, ed anche ad AB, .AD • 
E quefto è il corollario III. del XII. teorema. 

Dalle dimofirazioni de' Jue teoremi .infrafcritti apparirà viep
più l' ufo de' teoremi I., e II. 

T Bo R E M A x II I. (fig. 3 I ) 

D Al vertice A del triangolo BAD fcendano le due rette .AT, 
cd AR. , che taglino la bafe in T , ed in R , e formino gli 
angoli BAT, DAR. eguali j io dico in primo luogo, che 

(71)~-~ DT TB- AT' 
io dico in fecondo luogo, che 

( 7l) ~.!!_,BT _AB' 
TD,DR.- AD'• 

Di-
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· Dimoftra'.{jone della prima parte. 
P El teorema primo : 

fin BAR BRfinBAT 

---::IT'" = BT, llR 
e pel corollario del teorema primo: 

finTAD_TDfinDAR 
Ai["- DR,AT • 

La prima di quefte due equazioni divifa per la feconda 
fomminiflra: 

AR BR, DR, AT 
AT BT, TD, AR' 

mentre l'angolo BAR è uguale all' angolo T AD , e l' angolo · 
B I1T è uguale all'angolo DAR: dall'ultima equazione poi na
fce chiaramente l'equazione (71 ); e quefta è la prima pane. 

Dimoflra~one della feconda parte. 
P El teorema fecondo : 

fin BAR_BR, AD 
fin DAR- DR,Aii 

e per lo fteffo teorema fecondo : 
fi>~BAT . --.. BT,AD 
fin T AD. - D-:r;Aii • 
La prima di quefte due equazioni venendo moltiplicata dal. 

la feconda moftra: 
~-~,AD' 

-DR DT AB' ' 
perchè gli' angoli BAR, T AD fono eguali, come pure gli an
goli BAT, DAR; e l' ultima equazione conduce 1ubito all'e
quazione (72 ). Che è Ja feconda parte. 

C O R O L L A R I O ( fig. 3 I ) 

S ~ il triangolo BAD è divifo per medi. dalla rett~ ~' che 
tagha la baie in O, e fe le rette AT, ed AR comctderanno 
nella retta AO ~· i punti T , ed R fi confonderanno in O, la 
BR, e la BT diverranno BO, e la DR, e la DT faranno 
00; coftcch~ 1' equazione ( 7 2) fi trafmuterà nell' infrafcritta 
BO' _AB' BO AB w-m, e fi avrà Qìj=di)· 
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TEOll!MA XIV. (fig. 3I) 

FErmo rimanendo ci~, che fi è enunciato nel titolo dèl teo
rema antecedente; io dico in rrimo luogo, c;he 

) Rl) _ AR,AD. 
(73 TB- AT,AB, 

io dico in fecondo luogo, che 
) RB _ AR, AB 

(74 w- .tfT, AD- • 

Dimoftrll'.ljone della primll p11r11. 

P El teorema primo ; 
fi, BAD _ BD fin BAT 
---:ff"- -iJt--;iiJf'"' 

e pel corollario del teorema. primo: 
jm BAD _ BD fin DAR 

-;ijf- DR,AB ' 
fe la prima di quefl:e equazioni fi divide per la feconda, ne 
viene: 

( ) .tfR_ DR,AB 
75 AT- BT, AD' 

clfendo eguali gli angoli B./IT, DAR; e t• ultima equazione 
porta immediatamente all' equazione ( 73 ) • Che "è la prima 
parte. 

DiT(loflrazJone della feconda parte. 

P El .. ~eorema primo: 
fooBIID _BDfinBAR 
Ajì- BR,AD' 

e pel corollario del teorema prtmo: 
pBIID _ BDfinDAT 

AT - DT,AB ' 
l'equazione feconda divifa per la prima d!l: 

(76) ~-~!.!!.. 
AT- DT AB' 

attefochè gli angoli DAR, B./IT fono eguali· e dàll' ul,tima 
equazione fi paffa. vifibilmente all'equazione' ( 74). Che è 
la feconda parte • 
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Altra prova di quello TsoREMA (fig. 3 I) 

Dimoflra~on~ della prim11 pari~, 

P El teorema fecondo : · 
finBAT _BT,AR 
"]in RAT-'- RT, AB' 

e pel meddìmo fecondo teorema: 
fmTAR_RT, AD 
fin DAR- i5R-;TT ' 

moltiplicando l'equazioni prima, e feconda, fi vede 
_ BT, AR, AD 

l - .ùR, AT, AB ' 
perchè gli angoli DAR, BAT fono eguali ; e dalr ultima c:, 
quazione nafce t equazione ( 7 3 ) • Che è la prima parte. 

Dimoflra~one della J~conda pari~. 

P El teorema primo: 
· fin TAD _ TDfinTAR 
-AR- TR,AD , 

e pel corollario del. teorema primo: 
fin BAR_ BR /ìn RAT . 
--;ff"- Rr, AB ' 

dalla feconda di quelle equazioni divifa per la prima fi con· 
feguifce: 
. . AR_ BR, AD 
;rr-~, 

p~r effer eguali gli angoli T AD, BAR~· e dall' ultima equa· 
z~one, che non differilce dall'equazione ( 76 ), rifulta l'equa
Zione ( 7 4 ) • Che è la feconda pane. 

CoROLLA RIO I. 

J L teorema precedente potrebb' effere un corollario del teo
r~ma prefente; imperciocchè, moltip.licando tra loro . r. equazio; 
m ( 73), ( 7 4), fi arri va ali equazwne ( 7 I); e dlVldenda l 
cq uazione (7 4) per l'equazione ( 7 3), fi ottiene l'equazione (7 1) • 

Tom. 11. G Sco. 
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ScoLI o VI. 

I. 

V Erfa-vìce, il teorema prefente può elfer egli ftelfo corolla
rio del precedente; perchè 1• equazione ( 7 I) div ifa per -l'equa
zi ~·ne ( 71.) fa vedere: 

RD:=AR'.AD:, e l'equazioni (7.1), e (iz) fra loro molti· 
.TB tJT',IIB RB' _ AR',AB' - . 

pltcate, mamfctlano TD'- AT' AIS'. 
Egli è vifibile, che prendendo le radici de· membri dell' ul

time due equazioni' fi confeguikono refpettivamente requa
zioni ( 7 3 ) , e ( 7 4- ) • 

II. 

La trafmutazione degli ultimi due teoremi in corollario uno 
dell'altro, pu~ legittimamente fadì nel metodo da me . tenuto; 
perchè le mie dimo{hazioni di elfi teoremi non anno tra loro 
conneffion tale, che potfa nafccrne l~tizjon di pri11àpiu. 

I II. 

Potrebbe dedurli il teorema antecedente anche dan• equazio
ni (75 ), e (76); conciofiachè moltiplicate tra loro moHrano 
}'equazione ( 7 I), e 1' equazione ( 76) divi fa per l' equazione 
( 7 5) fa conofcere la feguenre: 

- BR,BT,AD' l è Il . .Il d" 
I- DR,DT,AB', C1e app\mto que a ntrovata. ne a 1• 

mofiraz_ione della feco~da parte del precedente teorema, e por
ta mamfefiamente ali equazione ( 7 2). 

c o R o L L A R l o I I. 

N Ella fuppofizione del corollario del teorema antecedente, 

l'equazione (73) diviene ~~=~~' perchè .dR diventa egua
le ad AT. 

Similmente l' equazione (74-) diviene !!.!!. -!.!! · adunque 
0/J- .llD ' 

da 
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da ambrdue l equaz10m ( 7 3), e ( 7 4) apparitce , che efftndo 
l' angolo A dd triangolo BAD divilo pt:r mezzo dalla retta 
AO , che taglia la baie in O; le parti della fieffa bafe flan
no tra loro, come i corrifpondenti lati del triangolo, Che è 
Ia prima parte della propofizione terza del le fio libro d' Eu eli de. 

T E oR E M A x v. ( fig. 1.6) 

A L triangolo BAD fia circofcritto jl cerchio BADM, l'an
golo A del triangolo fia diviio per mezzo dalla retta AM, 
che tagli la baie in O, e la periferia in M, dal qual punto 
lian tirate le corde MB, ed MD J. io dico, che fufsi{!e quefta. 
equazione: 

(77) AB, AD=.dO'-t-BM'-OM', 
ovvero: 

(78) .dB, AD=AO'-+DM'-OM', 
perchè fecondo l' ipotefi le corde BM, e DM fono eguali. 

DIMOSTRAZIONE. 

P El teorema fefio: 
BO, OD=AB, AD- ..dO', 

e pel II. corollario del teorema X.: 
BO, OD=BM~(DM')-OM'; 

adunque comparando quelli due valori di BO, OD, e operan
do debitamente, fi ottiene quell:' equazione: 

AB, AD=AO'-t-BM'(DM')-OM', 
la quale .include .am~e l'equaziOni (77), e (78). Il che, ec. 

C O R o L L A R I O l. ( fig. 26) 

S E l' angolo B.dD è retto, fufsill:e quell' equazione: 
(79) (AB-t-AD)'= lBD'-+llf0'-20M'. 

DIMOSTRAZIONE. 

AGgiungendo le due equazioni ( 77), e ( 78 ), ritrovafi: 
(8o) 1.AB, AD=zAO'-t-BM'-+DM'-zO~\ , . 

~a nella fuppolìzione prelente la baie BD del tnangolo e ti 
diametro del cerchio circolcritto; adunque pel corollano H. del 
teorema IX., fi à . queft' equazione: G z .dB' 
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AB2 -+- .AD• = BM'-+ DM', 
che agoiunta all'equazione ( So), fomminiflra: . ·. 
AB'~ AD' -t-z.AB, AD= z.t10'-+ z.BM'-+ l DM~ 20M\ 

ovvero ponendo ( AB-+ AD )_' fn luogo del pnmo me m br? 
dell' ultima equazrone, ~:he gl1 e uguale, ~:ome moilra lpedl
tamen re il ~:alcol o: 

( 8 r) (AB-+- AD )'= 1AO'-+ 1.BM'-+ 1DM'-10M', 
fe ora lì wncepike, ~:h e il punto A cada infinuamt:nte vicino 
a B, la AB laià infinitamente piccola, e però tralcurabi ìe, e 
così la AO, ma la AD diverrà equivalente alla BD, e la OM 
alla wrda BM, e per conle~uenza aila corda DM ; cofkchè 
dall'equazione (79 ), proverrà: 

(8z) BD'=lBM'=zDM', 
e quindi fofiituendo lBD' m vece di quello fuo valore nell'e
quazione ( 8 I), apparirà l' equazivne ( 79). Il che, ec. 

Nella dimollrazione di quello corollario io non ò voluto fup
porre il teorema Pittagorico, che avrebbe refa più breve, ma 
meno addattara al mio intento, ed anche meno ingegnofa, la 
fieffa dimoflrazione • . : 

C OR O L L ARI O II. (fig. 1.6) 

R I m an endo il tutto come nell'enunciazione del . teorema: fe 
il triangolo BAD ·è rettangolo in A; io . dico, chè 

(83) AB, .An= 7: BD'-+AO'-OM', 

pongalì nelle due equazioni ( 77) ,· e ( 7 8) in vece di BM', c: 

refpettivamente di DM' il fuo valore ~ BD' prefo dall' c

çuazione ( 81.), e fi vedrà provenire da entrambe l' equazio-
ne ( 8 3). · 

. c o P. o L L A Il I o I II. ( fig. 26 ) 

P Otle le cofe fuddette: fe il triangolo BAD è rettangolo in 
A; io dico, che 

( 84 ) ( :±AR=+ AD)'= 20M'-lAO', 
fomagg,dì l' eçuazione ( So) moltiplicata per 1. dall' equazio
~e ( 8 I ) , e ne nalcerà: 

.(AB 
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( AB-+AD /-4AB, AD-=. zoM' -2AO', 

-ma il calcolo fa veder fa~1lineme, che ii primo membro di 
quefi' ultima equazione è uguale ad AB'-+AD'- zAB, AD, 
cioè ad (:±AB=+AD)'; adunque l'equazione l84) 1u1s1fie. 

CoROLLARio IV. (fig. z6) 

-E Perci~ fe il triangolo B.dD è rettangolo in A, la differen
za de' due lati AB, e AD è media proporzionale tra il dop

. pio di AM., e la differenza delle due pani di AlVI, cioè Ji 
OM, ed .AO; il che fiegue dall' .cquazi~nc (84). Ne'corolla
ri di quello teoFema fì contengono nuove , e be!le proprietà 
del triangolo rettangolo , dimoltrate ienza 1a propofizione Pit
tagonca. 

ç OR O L L A R l O V. (fig. 26) 

S E il triangolo BAD è rettan~olo in A, l' addizione d' am· 
ber equazioni ( 79 ), e ( 94), dà: 

.(AB-+ AD)'-+( :±AB.,....AD )'=2BD1 , 

ma tvihppando il pnmo m~mbro di quell'equazione, ne vie
ne zAB'-+ zAD' ; adunque zAB'-+ zAD' = zBD', cioè AB\ 
~AD'=BD' . 

C O R O L L A RIO V I. ( fig. 26 ) 

N Ella fuppofizione del triangolo BAD rettangolo in A, fot
traggafi l' equazione ( 83) moltiplicata per 2 dall'equazione 
(79 ), e ne rifulterà: · 

(AB-t-AD )' -zAB, AD=Bo', 
prenJalì alla difiefa il quadrato d1 AB -+AD, e l'ultima e
quazione div<:nterà AB'-+ AD'= BD'. 

C O R o L L A R l O V Il. ( fig. 26 ) 

SUpponendo, come fopra, il triangolo BAD rettangolo in 
J!' a~giungalì l' equazione ( 8 3) moltiplicata per 2 all' equa
Zione (84), e fi avrà: 

( :±AB=+ AD )' -+ 2AB, AD= BD', 
fe fi lviluppa in queft' ultima equazione il quadrato di :±AB:; 
AD, fi otti~ne quelt' aitra: AB' 
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AB'-+- AD1 = BD'. 
. Ed ecco dimoftrata di nuovo in ciafcuno de' tre ultimi ~ co
tollarj la Pittagorica . propofizione. 

TEOREMA XVI. (fig. 32) 

SU la data retta AC divi fa in E , prendafi la porzione CS 
eguale alla porzione AE; dal punto S fì alzi u~a pèrpendic<: 
lare indefinita SD, e da qualunque punto D d1 quefta fi n
rino alle due eitremità della linea data le rette DA,. e DC; 
io dico, che la data retta AC è la· minima di·, quante polfo
no paffare pd punto E, e rimaner inrercette fra. i lati del 
triangolo ADC prolungati verfo A, e verfo C. 

DIMOSTRAZIONE. 

I Principj della geometria interio~e forniranno una fpedita di-
mofirazione di quello teorema. , 

Paffi pel punto dato E la fottotefa P~ infinitamente vici
na alla linea data AC, e co' raggi EP, ed EC fi dekrivan<» 
i piccioli archi PG, e CF. 

S \. EP c c Ee, PG · ara pertanto .PG::E . F=-. 
. EP . . 

Dai triangoli fimi li DSA, PGA nafce que~a proporzionalità 

DS.SA::PG.GA, e perciò GA=~. 
DS · 

I triangoli fimili DSC, CF~ danno luogo a quefi' altra pro-
porzionalità DS .SC:: CF [ re~; J. F~, donde procede F !2::-
se, re, PG _se. re, PG 

DS,EP - -J)D/1• .. . 

Ma per la coRruzione SC=EA, ed EC=SA; adunque 

F.!i(= SA~:o =GA. Laonde la fottotefa proffima Pft, che 

paffa pel punto dato E è uguale alla data AC, e confegnente· 
mente la Heffa AC è un minimo. Il che dovea dimoitr'artì. 

· CoRo L L A R 1 o (fig. 32) 

SE il pun~o E div~de per mezzo la data retta AC, il pun• 
to S cade In E; , e d tnangolo ADC è iiocele. Quindi ritulta 
quefio: TEo-
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TEOREMA. 

L A bafe di qualunque triangolo ifocele è la minima di tut

te le tottotele. che palfano pel punto di mezzo della mede lì
ma baie , e tono intercetu: fra i lati prolungati dal canto 
cklla bale • ' 

T E oR E M A x v II. (fig. 33 ) 

P El punto E dentro l' angolo retto .ADe pafsi la fottotefa · 
.AC, che tìa la minima di quante poffono palfare pel detto 
punto E. Da queito meddìmo punto fi tirino ai lati le per
pendicolari EM, ed EN; io dico, che M.A è la prima, ed 
NC la feconda delle due medie proporzionali tra EM, edEN. 

PRIMA DIMOSTRAZIONE, 

D Al vertice dell' angolo retto fi cali fu la fottotefa ..AC la 
normale DS, e olfervando lempre, che in virtù dell' iporeti di 
..AC minima, e del teorema precedente la se è uguale alla 
AE, e la SA alla Ee, {ì avranno le leguenti proporzionalità. 

Pel triangolo .ADC retto in D , e per la DS normale lopra 
la baie .AS: 

.AS • DS : : DS. se ( AE ) ; 
· Df' AS DS' 

perct~ .A E= = -'··.-, 
, . A~ . !IS [)S FM 

ma pe tnangoh fimth DSA, EMA; s = ;;u; adunque AE = 
AS., EM' EC , EM' .A 

~= MA1 

Per la ftmilirudine de' triangoli EAM, CEN.: 
.AE [ EC. EM' ] • EM: : E e. Ne= E•A4'' 

MA' ,,.., 

[ EC, EM'] MA' .AE ~r- .MA::Ee.EN=r;t· 
. E la fola ilpezione de' valori di NC, e di EN mollra, .che 

fono in · proporzione geometrica continu.a quelle quattro ltnee 
. MA' MA1 

EM; MA; Ne; EN, vale a due EM; . MA~· iM; EM' ~ 
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SECONDA DIMOSTRAZIONE (fig. 33) 

DUe cofe intendo di provare: 
Primo, che · MA è media proporzionale tra EM, ed NC' 

cioè che MA'= EM, NC. 
Secondo, che NC è media proporzionale tra MA, . ed. EN, 

cioè, che NC'=MA, EN. 
Ora per la fimilitudine dei tre triangoli lfME, ASD, e CEN, 

per la normale DS , che dal vertice dd!' angolo retto D ca
de fulla baie AC, e per effere AS=EC, ed SC=AE, abb1amo: 

M/f' .EM':: I!S'.SD' :: I!S.SC: :EC .AE: :NC .EM::EM, NC. 
EM' ; adunque MA'. EM':: EM, NC. EM', e conlt:gututemen-
te Mlf'=EM,NC. . 

Che è la prima parte della dimofirazione. 
All' ifldfa maniera, per la fimiglianza dei tre triangoli CNE), 

CSD, ed EMI!, per la normaliràd1 DS, ec., e per l' eguaglt.mu 
di es con El!, e di SA con EC avremo: 

NC'.EN' :: CS'.SD': :CS.S4::EA. EC:: Mlf. EN:: MA, EN. 
EN'; adunque NC'.EN': :MA, EN.EN', e per conieguenza 
NC'=MA,EN. 

Che è la ieconda parre della dimofirazione. 

TERZA DIMOSTRAZIONE (fig. 33) 

NC, Mlf.EM, MA::NC.EM:: EC. AE:: AS..SC: :4S 1 • SD':: 
MA' . EM'; adunque NC, MA. EM, MA: :MA'. EM', e permu: 
tando NC , MA. MA':: EM, MA. EM'. Di vide n do per MA l 

primi due termini, e per EMi due ultimi di quell'analogia; relta: 
NC.MA::MA.EM. 
Ma EN. NC: : MA. EM; adunque 
EN. NC: : NC. MA:: MA. EM. 
Dal che apparifce eff~:re MA la prima, ed NC la feconda 

delle due medie proporzionali tra EM, ed EN. Il che do
v·èa dimoftrarfi. 

Altra Maniera. 

N Ella ferie di proporzioni, che cofiituifcono quefta dimo· 
fira-
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zione fi all'umano le proporzioni terza , ed ultima , e fe ne 
r · n.• • NC MA' 
1ormt queu equaztone: EM= ili'' 

Riftettafi, che ~ è uguale ad ~ X 1M, e che ~~~ (; u. 
MA MA Ad NC x MA- MA M.4 . 

guale ad ÈM X -n:;· unque MA -m- EM X;;;;; e d t· 

'd d MA l' l' al b . NC MA vt en o per EM uno, e tro me m ro, nmane r;:;;; = EM • 
Il rell:o come qui fopra. 

Q. U A R. T A D I M O S T R A Z I O N E (fig. 33 ) 

FArò ufo in quella quarta dimollrazione del fecondo teore-
. . , d' . fmADS _AS,DC _ AS x DC 

ma, 111 vutu l CUl fi• CDs- :s:c;D:4- se DA. 
Prendendo AC pel raggio, fin ADS è uguale a DA, perchè 

l' angolo ADS è uguale all' angolo DCS, facendo sì quello, co
me quello un angolo retto con l'angolo CDS. 

Sin CDS è uguale a CD, perchè l'angolo CDS è uguale all' 
angolo DAS, mencre sì l'uno, come l'altro fa un angolo ret· 
to con l' angolo ADS. 

P .Ò fin ADS , l DA l d · r.. 
~rct fi~CiJS e ugu.t e a Ix5 , e a prece ente equaz10ne 11 

· DA AS DC SC DC' 
muta m quell:a: .DC= se X DA' e per confeguenza ;s= w. 

Avendoli SC(AE).AS(EC)::EM.NC, e DC.DA: :EM. 
SC EM DC' EM' 

MA, fi avrà .As eguale ad N'è ; e D7 eguale ad M7 ; taJ. 

hè l• I . . . l. EM EM' . ' EM x MA 
c u urna equaztone dtventer" Ne= M.i, ctoe MA NC = 
EM X fM d' 'd d d Il' l' l EM MA MA' e tvt en o a una, e a tra parte per .M.f , ne 

verrà~~-~ 
MA-NC' 

Oltre di ciò~-~. Adunque fono eguali quelle tre pro
MA-EN 

porzioni ~.MA-~ e confeguentemente la Ml.l è la prima, 
MA' NC 'EN' 

e la NC la feconda delle due medie proporzionali tra EM, ea 
EN. 11 che dovea dimollrarfi. 

Tom. 11. H QurN-
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S I concepifca tirata .nella fi&ura 3 3 la ret~a DE_. 
. ~l triangolo EDC fia al mangolo .dDE m rag1on compofia 

di ~, e di ~, perchè il valore del primo triangolo è .!.DC, 
DA EM 1 a 

EN, e il valore del fecondo è -; D.d, EM. 
Di più il triangolo EDC fia al triangolo .dDE in ragion 

compofta di ~, e di ~' perchè il valore del primo è + EC, 
DS, cioè .! AS, DS, e il valore del fecondo è ..!.. .dE, DS, cioè 
l :z a 
-SC,DS. 
:z • DC EN DS IIS DC EM 

S1 à pertanto - X - =- X-. Ma - è u11uale ad ·-- , 
DA EM SC DS DII o MA 

come pure fa ad ~' ed~ ad ~~.Adunque fofiituendo nell' 

.\lltima equazione proporzioni eguali ad eguali, rirrovafi !~X 
EN EN x MA MA x EN .E d" "d d }' }' l TM=N<J E"M=;:;c EM • 1v1 en o uno, e a tro mem-
b EN • fi d FM MA p "). ro per EM proporztone comune, 1 ve e .MA= · ~ve-. en;1u 

EM MA . NC Il h d d" fi. j;1A =Ne =m · c e ovea 1moftrar 1 . 
SE S T A D I M O S T R A Z l O N E , (fig. 33 ) 

PR· · AE se se DS 
umeramente Ec ;::::: As = .Ds X As • 

Secondariamente~ =M"=~ X !"C· adunque~ X~= 
EC EN NC EN' DS AS 

MA x NC d" "d d SC , , . DS -Nè EN' e lVI en o per DS l una, e l altra parte , :;s-
MA NC DS 
"NCXwXse:· 

I d· DS d" DS {i • r. • • • l · n VeCe l As , e l SC l pongano 1 .felpettlVl eqmva (Otl 

:IM d EN l' l · . . EM Mrl NC x MA' e Ne, e u ttma equaz1one diVerrà MA =Ne X EN 
EN . è EM Mtf EM 
iiè ; Cto r;u ~"Ne, e confeguentemen te farà come fopra MA 

M.i Ne 
- Ne"= m· Il che dovea dimoftrarfi. 

Sco-
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Sco L I o VII. · 

Quello teorema contiene una bella proprietà dell'angolo ret-
to. Io la trovai molti anni fono , valendomi di un meto

do diverto dal preieute, e la manifcftai al P. Abate D. Guide 
Grandi inficme con lo fcioglimento di un problema generale, 
che à qualche . relazione a quefta materia , e iarà da me infe
ri t o nel fine di quello trattato de' triangoli. 

C OR O L L ARI O (fig. 33) 

N Ella fuppofizione dell' angolo D retto. 
Quando la fottotefa AC è un minimo , anche il quadrato 

di eiTa è un minimo. Ma il quadrato della medefima fortore
fa AC è uguale alla fomma de' quadrati de'lati , cioè a DA' 
-+DC'; adunque qnando la fottotefa AC è un minimo, la 
detta fomma de' quadrati de'lati è un minimo. Ma quando la 
fottotefa AC è un minimo, MA è la prima, ed NC la fe
conda delle due medie proporzionali tra EM, ed EN; adun
que quando DA'-+ DC' è un minimo , MA è la prima, ed 
NC la Jeconda delle due medie proporzionali tra EM, ed EN. 

T E o R E M A x v II J. ( fig. 3 I ) 

R Ivolgafi qualfivoglia angolo BAR intorno il proprio verti
ce A, e i fuoi lati AB, ed AR taglino dalla fottopofia retta 
BO (di qua , e di là prolungata) la porzione BR ~· io dico, 
che la minima di tali porzioni iarà quando i lati AB, ed AR 
diverranno eguali. 

Si dimofirerà quefto teorema fpeditamente co' principj dell' 
interiore geometria nelle leguenti guife. Al qual effetto s' im
magini , che l' anaolo BAR nel tuo rivolgimento faccia gli 
angoli BAT, DAR'O infinitamente piccioli. Saranno quefti fra 
loro eguali , coficchè avranno luogo l' equazioni ( ? I ) ( 71) 
(73 ), e (74-) le quali competono ai ~eoremi .XIII., e XIV., 
e cJa1cuna di effe iomminifirerà una d1mofirazwne del prefen
te teorema. 

H z Pu-
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PRIMA DIMOSTRAZIONE (fig. 31) 

DOvendo a cagion del minimo la BR effer e~uale alla TD, 
. e confeguentemenre la differenza infinitefima BT all'altra d,tf· 

( ) d. . AR 
ferenza infinirelìma RD; l' equazione 7 I tvtene I= ·AT' ' 

cioè AT1 =AR' ovvero AT=AR, ma AB proffima ad AT 
gli è uguale, du~que AB . AR, vale a dire il triangolo BAR 
è iioicele. Il che dovea dtmofirarfi. . 

SECONDA DIMOSTRAZIONE (fig. 3 I ) 

PEr l'accennata egualità di BR, e TD, come pure di BT, 
ed RD, l'equazione ( 7 2) diventa 

AB' AB' h' "D d·rr ·r. · fi · d 1 = AD' =& , pere e .n. wen1ce m mtamente poco a 

AR. Adunque AR1 =AB', cio~ AR=.AB. Il che dovea di
mofiradì. 

TERZA DIMOSTRAZIONE (fig. 3 I ) 

SEcondo l' dìgenza del minimo, RD, e TB fono eguali; la· 
onde l' equazione ( 73) fi muta in quefta 1 =AR • ADB ; ma l' 

AT.A 
infinita efiguità degli angoli RAD, T AB rende AR eguale ad 
AD , e AT eguale ad AB ; adunque l' ultima equazione da 
x= ~~: , vale a dire AB= AR. Il che dove a dimofl:rarfì. 

QUARTA DIMOSTRAZIONE (fig. 31) 

R !chiedendo la natura del minimo, che BR fia eguale a TD, 
l'equazione ( 74) fi trasforma nella feguente I=~, che 

AD AB AT,AD . 
d3 luogo a queft' altra AR = AT. Perlocchè nei due uiangoh 

~A~, DAR ~9uiangoli nel loro vertice . .11, fono proporzionali 
1 lati refp~ttiVl , che c?m~rendo_no_ gh an!!,oli eguali in A. 
Adun.que 1 due medelì,mt tnan~oh iono fimili , e quindi l' an
golo m B è uguale a !l angolo 111 D. Laonde il triane.olo AOB 
re~tangolo in O (poichè .110 è normale fopra BD) è fimile al 
tnangolo AOD rettangolo anch' elfo in O. Adunq~ote i fuddet· 

ti 
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·ti triangoli rettangoli fimi li, che anno comune il lato AO, r~ 
no eguali, ed . eguali anche le balì AB, ed AD; ma AD per 
la più volte efpreffa ragione potendo reputarfi eguale ad AR, 
ne 1egue, che AB=AR. Il che dovea dimoiharfi. 

QuiNTA DII\iOSTRAZIONE (fig. 34) 

L A figura 34- è la fieffa, che la figura 31 , con quello folo 
di più , che dai punti T , ed R fono calate le normali TV, 
ed R!i!_ fulle re! petti ve rette AB, ed AD. 

I. 

l triangoli rettangoli fimili AOB, TVB danno AO. AB:: VT. 
BT, cio~ · 

(85) BT=~· 
AO 

I triangoli rettangoli fimili AOD, R!i!._D danno AO.AD:: 
R r.> .RD= A!!_,~.Q_ 
~ AO ' 

l triangoli rettangoli fimili AVT, Afi!._R danno AT. VT:: 
AR.R!i!_=VT~;R, e quefio valore di Rfi!. pofio nell' efpref
fione di RD fa apparire 

( 86) RD=AD,AR,VT 
· AO,AT ' 

II. 

~i nora non ò fu p pollo, che gli angoli BAT, DAR fiano in
fìmram t:nte piccoli, ma foltanto eguali ; la luppofizione adun
que dell' infinita picciolezza di eflì an2oli renderà AD eguale 
ad AR , e AT eguale ad AB: talmente che ~ ~ valore di RD 

efpn:ffo nell' equazione ( 86) di verrà RD= '!_R~. 
AO,AB 

Acciò la differe-nza RD fia eguale alla differenza BT, [ equa-
zi (8 )] d fi' l · AR',VT AB,VT o ne S e e valere que a rra equaztone: -;o:A"B = A'O 
vale a dire AR!=AB', cioè AR=AB. Il che dovea dimo
fl:rar!ì, 

Co-
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C O Il O L L A Il I O ( fig. 34 ) , 

SIccome nel primo articolo di quefta quinta di~ollrazione ~~ 
fon pervenuto all' equazioni ( 8 5), e ( S6) _t~ p ponendo ~a fo~a 
eguaglianza degli angoli B.AT, DAR, e Jafctandone arbttrarta 
la grandezza, vale a dire finita, o infinitefima; cos't la fecon
da di dette equazioni divifa per la prima, ne porge una_, che 
è la fieffa con l' equazione ( 73) del teorema XI V, , k il me. 
defimo fignificato, ed egualmente fi eftende. 

T E o Il E M A x I x. ( fig. 3 5 ) 

SE dalle efiremità B, ed R della bafe di qualunque triango. 
lo BAR fi tirano ai refpettivi lati le rette BD, RP , che lì 
tagliano in C, e fanno co' medefimi lati gli angoli eguali BDR, 
RPB, e fe dal vertice .A del triangolo, pel punto d' interie
zione C, fi conduce la retta .AO, che incontra la bafe in O: 
io dico, che fuffiftono quelle due equazioni: 

( 8) BO_~ 
7 OR-RA,RD. 

( 88 ) ~_(! __ CP,DA 
OR-CD,PA' 

Dimoflrazjon~ della prima parte. r Triango~i ADE_, .APR fon? fimili , perchè anno eguali per 
l tpotefi gh angoh m D·, e tn P, e comune l' angolo in .A. 
p · ~ BA _ RA BA, AP . . • 

erct ;w- Ai> , e iU;'AD =I; adunque moluplicando pel prt· 
mo membro di queft' ultima equazione il fecondo membro dell' 
equazione ( 43), la quale è ~ = PR • DII , il valore di !'? ri· 

• RO PA, i>R RO 
~an e ti meddìmo, e trovafi l'equazione ( 87 ) • Il che dovea 
dtmofirarfi • 

Dimoflrazjone della feconda parte, 

L A fopraccennata equazione ( 43) equivale alla feguente: 
(89) ~ _PB PC DA DC 

OR -PC x PÀ x DC x DR ; 
m~ la fuppofta egualità degli angoli in D, e in p rende fimi- · 

li 
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h 1 tnangoh CDR, CP B, atte fa l eguaglianza degh angoli al 

nrtice C; adunque ~~ = ~ , e quefto valore di ~~ pofto nell' 
. ( 8 ) l 'd tl'. c: c: • Jl() PC DA equaz10ne 9 a n uce a mtra1cntta -=-X-, che e-

OR PA DC 
quivale all'equazione { 88 ). Il che dovea 1econdariameme di
moiharfi. 

C O R O L L A R l O l. ( fig. 3) ) 

SE il triangolo BAR è acutangolo, e le le rette BD, ed RP 
fono perpendicolari topra i lati refpettivi AR, ed AB, tuà. 
quefto un calo del teorema , perchè gli angoli in P , e in D 
tono egua!i, effe n do retti. 

S'immagini ora tirata pel punto O la retta uz, che fia nor-. 
male fulla retta AO, e incontri in u la BD prolungata, [e, 
lilifogna, e in z la PR, prolungata, quando occorra. 

I triangoli CPA, COz Jaranno fimili, perchè anno gli ango
li al vertice C eguali , e parimente i triangoli CDA, COu fa
ranno fimili a cagione dell' egualltà degli angoli al venice C; 

laonde la prima coppia di triangoli darà ~~ = ~~ , e la fe
conda coppia di triangoli darà ~ = g~. Perciò furrogando nell' 

' ( 88) · l · d' PC d' DA à BO Ou equaztone 1 va on 1 PA'' e 1 Dc, ne verr OR. =o, 
BO OR ~ 

e permutando - =- . o.. o~ 

E' cofpicuo, che queft' ultima proporzione non può fuffille
r~,, fuorchè quando i t punto u cade in B, e i t punto z in R, 
ctoe quando la retta uz fi confonde con la retta BR. Avve-
gnachè è faciliffimo a dimoftrar-lì, che la proporzione t-? è di 

n1aggior inegualirà, e la proporzione di }~ è di minore ine
gualità, allorchè il punto u cade tra D, e B, e conieguente
mente il punto z cade oltre R per rapporto a P: come pu-
re , che la proporzione '!J è di minore inegualit~ , e la pro;. 

Ou 
porzione !!_O è di maoaiore inegual'it~' quando il punto u cade 

0 <: b i:> 

oltre B relativamente a D, c per confegucn:u il punto Z ca-
de tra p, ,ed R. Ad un-
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Adunque la retta .AO è oorrnale fopra la BR , la quale fì 
è provata effere la m~defima, c~1e la retta u~. . 

Rimane pertanto dtmoftrato m queflo coroUano il feguente 

TEOllEMA. 

SE da tutti e tre gli angoli di un triangolo acutangolo fi ti· 
rimo delle perpendicolari ai lati, ellc:no fi taglieranno nel me· 
defiino punto dentro il triangolo. 

CoROLLAIUo II. (fig. 31) 

A Llorchè gli angoli in P , e in D fono retti , la fimiglian

za dei triangoli BPC, BD.A fomminiftra ~ = Z~ , e quello 
valore di Fc pofio nell' equazione ( 89 ), la trasforma (debita· 
mente efprimendo) nell' infrafcrit~a: 

) BO_ BD,PC 
(90 OR -"DR,PA. • 

c o R. o L L A Il I o I II. (fig. 3 5) 

N Ella medefima fuppofizione degli angoli in P, e D retti, 
i triangoli fi m ili RDC, RP .A danno ~c-~ , il qual valore 

DR-RP 
di ~~ follituito nell'equazione ( 89) fa conokere, valendofi di 
opportuna ef preffione, 

(91) 6i = ~·~-. 
' 

C O R O L L A R I o I V. ( fig. 3 5 ) 

L• Equazioni ( 88), e ( 90), comparate infieme ,· moll:ran<» 
CP,Dif _ BD,PC l d" . DA BD , . . 8) 
ciJ ',P"A- DR,PA ' va e a tre cv=DR' e l equaztOnt (8 ' 
e ( 9 I ) , fra loro paragonate, eftbifcono CP' DA. - ~ cioè 
CP _PB CD,PA- RP,DC' 
p) -u. 

s c o L I o v II I. 

E Così appunto dev' effe re) perchè dai triangoli umili .ADB·, 
CDR 
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· ' · • l' D<f'....:_CD. •.· DA · B{) 
CDR natce BiS- DR' e permutando cD:;::; DR , comi! 
Medcfimamente dai triangoli lì m ili CPB, .4PR.. vi~ne 
PA d CP PB . r . 
7fp, e permutan o Pit = RP, pur come 1opra. 

&s· 
fopra. 
CP_ 
Pii-

Che poi ·fian fimili i triangoli ADB, CDR. tra loro, e i tri
angoli CPB,APR tra loro, fi fa manife!l:o, confiderando pri
rnieramenre, che il triangolo ADB è fimile al triangolo ./JPR, 
e quello al angolo CDR: Secondariamente , che il triangolo 
CPB è fimile al triangolo ADB, e quello al triangolo APR. 

c oR o L L A RIO v. (fig. 3S) 

J L corifr~nto delle due equazioni (91 ), e (90) fornifce q!!e~ 
ll PB,DA BD PC l l d l · 1· d" · ' a: RP-;DC . DR ·. PA, a qua e vene n <> m o up tcata 1 qua, e 
d· J' Dc . DR fi . BP, DR PC, 00 

1 a per DA;til5' 1 trasforma 10 quell'altra: ~=PA;l)A. 
Laonde nella prefente ipotefì degli angoli· in P, e in D retti, 
fufiifte quefta proporzionalit~: AP, AD fta a CP, CD, come 
BD,RP a BP,RD. 

<;oaoLÌ.A tuo VI. (fig. 35) 

S _E il triangolo acutangolo BAR è ifofcele, e gli an?,oli in P, 
e tn D rettt; AP=AD · CP=CD; BD=RP; BP=RD. 
Quindi dalla proporzion:lirà regiltrara · in fine del precedente 

. · · AP' BD' · AD' RP' 
corollar·to nalcono quelle altre due: -Pc' =BY' ed "Jj(7"= RD' ,. 
cioè 1!- ~ d ~.D-~ 

PC- BP ' e. DC- RD ' 

CoROLLARIO VII. (fig. 35) 

I. 

QUando poi oltre l' effer ifofcele il triangolo BAR, g1i a~-
goli RPB, BDR fono in qualunque modo fr~ loro eguali, 

allora fi ripigli j' equazione ( 88), e lì confidert, che elfcndo 
(come tcllè fi è accennato) P A= DA, e CP =CD, la fie !fa 

equazione ( 8 8) divenra ~~ = 1 , cioè BO= OR ; ed _e{fend() 
Tom,' JJ. 1 ancora 
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ancora i .]ati AB, e BO .intorno l' angolo ABO refpectivamen
te eguali ai lati AR , ed ~O intorn_? l' angolo .ARO , comé 
pure eguali per la ru~pofizlOne queftt due ~~goh ' ne f~gue ' 
che i triangoli parztah .ABO, ARO fono fimth, ed . eguah ; la• 
onde l' angolo AOB è uguale all' angolo A.OR, e conteguente
mente la retta AO, che paffa pel punto d' interiezione C, ,è 
normale fulla bafe del triangolo BAR. 

l I. 

La medeGma cofa pu~ dedurfi dall' equazione ( 87) attefo
chè per la fuppofìzione del triangolo BAR ifofcele BA= RA, 

e BP=RD. Adunque l'equazione (87) diviene ~:::=1, e il 
rimanente procede come nel primo articolo. 

S c o LI o l X. (fig. 3 5 ) 

I. 
L A di moftrazione di quel teorema, che ò efpofto nel primo 
corollario, ferve a far conofcere la fertilità de' miei principj·. 

Un'altra dim9ftrazione dello fteffo teorema fi trae dalla pro-
. li à. DA BD d \l' l CP . PB d d porz10na t CD= DR, ovvero a a tra PA = RP , . e o t te a~ 

bedue nel corollario IV. , e diverfamente provate nell' ottavò 
fcolio. Imperciocchè, effe n do proporzionali i lati, che abbrac
ciano gli angoli retti CD .Il, BDR', fono fimili i triangoli CDA, 
BDR, e perci~ eguali gli angoli D.llC, DBR , o fia OBC : la~ 
onde i triangoli D .l/C, OBC, che m oltre anno eguali gli an• 
goli al vertice C, iono fimili anch' effi. Adunque l'angolo 
COB è retto come l' angolo CD./l. Il che dovea dimoftrarfi. 

Una fimile prova darebbe l' filtra proporzional~tà: 
~-~ 
PA-RP' 

l I. 

Pu?> dimoftrarfi il teorema medefimo anche fenza contidera· 
re le proporzioni, nella guifa infrakritta. 
. Si deferiva (fig. 36) ful diametro BR il cerchio BIRL, che 

taglia 
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taglia in l, e in L la 40 prolungata: egli è ·chiaro, che que
fto cerchio pafferll pe' punti P, è D a cagione degli angoli ret
ti in P, e in D; Sì tiri la corda PD, e s'immagini defcrit
to fui diametro AC un cerchio minore, che per la medefima. 
cagione dovrà paifarc: per gli fteflì punti P, e D. 

Ora l" angolo P AC è uguale all'angolo P DC, perchè ambi
due fi appoggiano alla corda PC del cerchio minore immagi
nat'O. Ma fi ia per gli elementi di geometria , che l' angolo 
P AC ,. o fia P AL , à per fua mifura la metà dell' arco BL , 
meno la metà dell' arco P l nel cerchio maggiore, e che l'an
golo P DC, o fia P DB, à per fu a mifura la metà dell'arco BP, 
vale a dtre· la metlt dell'arco BI meno la metà dell' arco PJ. 
' d l l l l A 1mque -Arc.BL--Arc.PI=-Arc.BI--Arc.PIJ·econ-

a a z a 
feguememente 1' arco BL è uguale all'arco BI. Talmcntechè 
la retta RB , 'the effendo il diametro del cerchio maggiore, 
farfa pel cent.ro, divide per · mezzo l'arco IBL dello llelfo cer
chio, e quindi per gli elementi di geometria è manifel~o, che 
la medefima RB è perpendicolare fopra la AO , e viceverfa • 
Il che dovea dtmofrrarfi • 

I I I. 
Ovvero così , (fig. 36) 
St è provato in quell' ultima dimofirazione, che l' angol() 

PAC, o fia BAO è uguale all'angolo PDC, o fia PDB; ma 
quell'angolo PDB è uguale all'angolo PRB, perchè fi appog
giano entrambt all'arco PB, adunque l'angolo BAO è uguale 
all' angolo PRB: laonde avendo i due triangoli BAO,PRB co• 
mune l'angolo in B, ed eguali gli angoli in A, e in R., an
no eguali ancora gli angoli in P, e in O: ma ~· angolo in P 
è retto per l' ipotefi · adunque anche l' angolo tn O. Il che 
dovea dimollrarfi. ' 

I V. 
Oppure in quell'altro modo (fig. 37) 
Sul diametro AC delcri vafi il cerchio CP AD , che dee paf

f~re. pe' punti p, e D, come ò provato nel lecondo ar~icolo ~ 
S1 urino le due rette PD, e PM, la feconda delle quah tagh 

I 1. per-
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perpendicolarmente in N la retta AC •. C:'?nfta per gli dem·enti 
(li aeometria, che 1• arco PCM. farà dtviio per · mezzo 10 . C; 
colì~chè l' angolo MPC farà eguale all' angolo .p DC, infittendo 
ambi fopra gli archi eguali CM, e CP. O provato nel terzo 
articolo, che l' angolo PDC, o fia PDB è uguale all' angolo 
pR..B; adunque l'angolo MPC, o fia MPR è uguale all' ango
lo alterno PRB, e perciò le rette P M, e BR fono paralie.le. 
Ma p.:r la cotlruzione la retta AO è. normale fu la P M; .a~ 
dunque lo è anche iu la BR. Jl. che dovea . dimoilratfì •. . 

DEFINIZIONE. 
. . 

TRa i parallelogrami ifcrittì in un triangolo, chiamo fimi!~ 
mente polli quelli, i lati de'quali, incontranti la baie di det.• 
t o triangolo, fon paralleli tra loro. 

T E OR E M A X X. ( fig. 39 num. l , e Z ) 

N El triangolo dato BAC fia ifcritto il parallelograrrio EGHF, 
ule che il iuo lato EG tagli per mezzo in E, ed in G ì lari 
del meclefìmo triangolo; io dico, che il parallelografuo EGHF 
è il maffimo de' parallelo grami i!àitti, e · fimilmente poili nèl 
triangolo dato. 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. (fig. 39 n~m. l) 

D Al vertice A fi tiri fu la bafe del triangolo dato la retta 
AD parallela ad EF. S' ifcriva nello fiello triangolo il paral
lelogramo eghf prolsimo all' altro EGHF, e fìmilmenre po!l:o; 
ii l egnino i punti m, O, ed V, ne' quali i lari del detto pa~ 
ralldogramo eghf ragliano refpetrivamente le rette AD ., ed 
EG j e fì fegm anche il punto M, in cui EG fega per mez
zo la AD. 

Secondo i principi della geometria interiore farà provato il 
~eorema, qualora Il provi, che Il parallelogramo profsimo cg,f;f, 
c ug uale ad EGHF. 

Il triangolo eOE è fimile al triangolo AME, ficcome il trian· 
go!o gT'G al triangolo .AMG,· quindi abbiamo eO.AM( OJ.):: 
OE ·ME ( MO); adunque per la propofizione XIV. del VI. li

bro 
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bro d' Euclide il picwio parallelogramo eOMm è uguale al pic
colo parallelogramo OEFf; e aggiungendo ad entrambi il pa
rallelogramo OfDM, fi vede effere il parallelogramo efDm e
guale al parallelogramo EFDM. 

E' manifel~o , · che fìmiitUente fi proverà l' eguaglianza de' 
due paralielogrami gbD m, e GHD M: laonde aggiungendo re• 
fpettivamente _ai due parallelogrami eguali tra loro efDm, ed 
EFDM i due paralldogrami eguali tra loro gbDm, e GHDM; 
rimane provata l' eguamà de' due parallelogramr prolsimi egbf, 
EGHF; adunque, ec. Il che dovea dimoltrarfì. 

SF.CONDA. DrMOSTRAZIONE (fig. 39 num. 1.) 
D Alla cima A del dato triangolo h cali lu la bafe la norma
le AN, che inwmra la e,{, la EG, e la baie BC ( prolunga
ta, le fia d'uopo) in l, in L, e in N relpettivamence. Il 
parallelogramo poi egbf rapprdenti adelfo qualfivoglia paral
lclogramo itcritto nd triango:o dato BAC, e fimilmeme po· 
fio in ordine al pirallelogramo EGHF. 

I due rria:13o\i li mdi ALE, Aie, e gli altri due triangoli_ 
fimili AGE, Ag~ , mofhano: 

AL.AI::AE .A.: : :EG.eg; adunque AL [ 7 AN] fia ad 

Al [ 7 AN =t= LI J, come EG ~ 7 BC J ad eg ,· colìcche la 

fieffa eg = ~ BC =t= B~~~LI • N d legno doppio fi prenderà il 
fuperiorc, quando l e tra L, ed A, e lì prenderà l'inferiore, 
quando l e tra L, ed N. 

Ma NL =!..AN -::l; L!; adunque eg, N1 è uguale ad~ BC, 
2 l 4 

AN=+!... BC, LI=± 2. BC, LI- Be'!- L '!; vale a dire il pa-
1 • ,,N l BCXLl'f 

rallelograino egbf ~ fempre eguale ad 4 BC ,AN- -;r;~: 
laddove il paraì!elo!!,ramo EGHF è uguale ad EG, LN, cioè ad 
I ~ 

4 BC, AN. Adunque lo {le(fo parallelogramo EGHF è il maf-

fìmo degl' ilcritti, e lìmilmente polli nel triangolo dato BAC. 
Il che dovea dimofir Jrlì . 

Darò due altre dJmofirazioni di quello teorema dopo il fuo 
VII. corollario • Co. 
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CoROL.LARIO I. 

D A ambedue quelle dimofirazioni , ed anche pi~ vifibilmen
te dalla feconda, fi deduce, che il dato triangolo BAC è du
plo del parallelogramo EGFH maffimo degl' ikritti ., c fimil
mente polh in effo triangolo. 

Co R o L L ARI o I I. (fig. 39 num. 1.) 

SIano due parallelogrami i ferirti nel dato triangolo BAC, ta
li, che il lato di uno di effi (prolungato, fe bitogna) tagli la 
normale AN fopra il di lei punto medio L, e un Iato dell'al
tro parallelogramo ( prolungato , ove occorra ) tagli la lleffa. 
normale fotto il medefimo punto L, in modo che i detti lati 
de' due parallelogrami diftino egualmente dal punto L; ,io di
co, che ambi due gli accennati parallelogrami fono eguali. 

· Imperciocchè l' elpreffione di cialcuno di efsi , che fi vede 

nella feconda dimollrazione del teorema è~ BC, AN- Bc;:'1 ; 
ed LI qui rapprefenta le diftanze eguali iudderte fouo , e fo
pra il punto L. 

C o R. o L L A R r o ·1 I I. ( fig. ~9 num. I , e 7. ) 

SE dal vertice A del triangolo dato BAC s' immagina tira
ta di qua, e di là una parallela mfinita alla bafe BC, e fe 
alla retta EG ft circokrive qualunque altro triangolo, che ab
bia il vertice in qualftvoglia punto della parallela immagina· 
ta , e la bafe nella retta BC prolungata ; il parallelogramo 
EGHF farà eguale al parallelogramo malsimo, ec. ifcritw nel 
fecondo triangolo immaginato. 

Imperciocchè in vinù dell' immaginata parallela la EG ra
glierà per mezzo anche i lati di detto fecondo trianoolo, e il 
parallelogramo malsimo, ec. ilcritto in elfo avrà l~ EG per 
uno de' luoi lati, e la iua baie iarà nella BC prolungata, · 

CoROLLARio IV. (fig.J9num.I,el) 

l L triangolo dato BAC farà eguale al nuovo triangolo im· 
maginato • Im-
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Imperciocchè pel l. corollano il triangolo BAC è duplo deL 
parallelogramo EGHF. Per lo fielfo corollario il triangolo im
maginato è duplo del parallelogramo mafsimo , ec., cui è cir
colcritto ; e a quefio parallelegramo malsimo è uguale il fud
detto parallelogramo EGHF pel precedente corollario. 

Tal verità fì conofce ancora , riflettendo che le balì tanto 
dell' uno , quanro dell' altro triangolo fono doppie della r~tta 
EG; perchè · quella divide ·per mezzo i refpettivi lati de! due 
triangoli; i quali triangoli tono tra due parallele. · 

C OR O L L A R I O V. ( fig. 39 num. l, e l) 

D Al vertice .A del triangolo dato BAC fi concepifca, come 
fopra, condotta una parallela infinita alla bafe BC J. io dico, 
che tutti quei triangoli circofcritti alla retta EG, i quali an:. 
no le loro bafì nella retta BC prolungata, e non anno il lo
ro vertice nella parallela immaginata, ma l'anno fotto, o fo
pra di elfa ili qua:fivoglia punto del medefìmo . piano; quei 
triangoli, dico, fono tutti maggiori del trìangolo dato . 

lmperciocchè non elfendo i lati di tali triangoli tagliati per 
mezzo dalla retta EG, apparile e in virtù dd teorema, e del 
III. corollario , che nè il parallelogramo EGHF, nè qualun
que parallelogramo, che abbia la retta EG per uno de' {uoi 
~ati, e la {ua baie nella retta BC prolungata ; polfono elfere 
1l parallelogramo ma{simo, ec. i!C:ritto in veruno de' fuddetti 
nuovi triangoli, che tono circofcritti alla retta EC, che · an
no le loro bafi nella retta BC prolungata , e che non anno 
il vertice nella parallela immaginata. 

Adunque i parallelo grami mafsimi , ec., che s' ifcrive~nno 
ne' medefimi m10vi triangoli condizionati come fopra, e c1rco. 
fcritti alla retta EG, !iuanno maggiori dd parallelogramo 
EGHF, e di qualunque parallel~gramo_ ~ che abbia la retta 
EG per uno de' fuoi lati, e la iua baie nella retta BC pro
lungata. 
. ~a pel I. corollario gl' ifiefsi nuovi triangoli, che ii con
cepifcono circofcritti alla retta EG, che anno le loro bafi nel
la retta BC . prolungata , e che non anno il vertice nella pa. 

ral-
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raÙela immaginata ; gl' iftelsi triangoli , dico, fono _dupli de' 
parallelogrami mafsimi, ~c., che s' ifçriveranrie) in elst. E pel 
medefìmo pril}lo corollario il triangolo dato BAC è duplo del. 
parallelogramo EGHF, e confeguentt:mente di qualunque parai. 
lelogramo, che abbi<~. la ret~a f!G per un? de' fuoi lati, e la. 
{ua bafe pella retta BC prolungata, 

Adunque ciafcuno de' iuddetti nuovi triangoli condizionati 
come (opra, e circofçrit~i all'l retta ~G, ç maggiore del tri· 
angolo dato IJ4C, 

C O R. O L L A R I O V l. ( fig. 39 num. r, e Z) 

TEOREMA. 

I Lati del . triangolo dato BAC fiano divifi per mezzo in E · 
dalla retta EG parellela alla baie BC. 

Si concepifca una retta mobile nello fteffo piano intorno al 
ve-nice, o fia polo, A, e infinita dall' una, e dalt' altra parte; 

lo dico, che il triangolo dato BAC è il miuimo di rutti i 
triangoli, che fono circolcritti alla retta EG, che anno le lo
ro b~fì full a rt:tta BC prolungata , e che anno .. l loro vertid 
in qualunque punto della retta mobile ; fia pur effa in qual~ 
n voglia ftto, purchè non fìa parallela a ila retta BC. 

Quello teorema è un' immediata, e chiaritsima confeguenza 
del corollario precedente . . 

E' facile a cono !cere, che gli ultimi due corollarj non con
cernono quei triangoli , i quali anno i loro vertici nella retra 
EG prolungata di qua, e .di la in · infinito, ovvero fotto di e[a " 

C OR O L L A RIO V l l. ( fig. 39 num. I ) 

J L dato triangolo BAC, nel quale è lcritto il parallelogramo 
EGHF matsimo, ec., è il mimmo de' triangoli circotcritti al 
detto parellelogramo mafsimo, e tali, che abbiano il loro ver· 
tice fulla retta AD prolungata. di là dal punto A, ovvero fÌil· 
la porzione AM di e!fa. · 

Quello corollario deriv.a. proffimamente dal corollario V.· ed· 
è un cafo d(:l teorema ~lpolto nell'antecedente corolJ,mo. ' .. 

. TERZA 
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TERZA DIMOSTRAZIONE del Teorema XX. 
(fig. 39 num. I ) 

SI a il tutto come nella figura fuddetta, e di più li conduca. 
la eP parallela al lato .AC, e incontrante in P la EG. Indi 
facciafi paffare pel punto P la SQ_ parallela ad EF, e incon· 
trante la eg in S, e la bafe BC in ~. 

Il parallelogramo eghf cofl:a dei due parziali OVhf finito, eJ 
egVO infinite fimo; e così il parallelogramo EGHF cofl:a dei due 
parziali PGHfi!_finito, ed EP!i2_F injìnitefimo. l due parallelo
grami parziali finiti OVhf, e PGHQ.. !ono tra loro eguali, per
chè in virtù delle parallele anno eguali le altezze, ed eguali 
le latitudini. Rimane pertanto a <!imofhare l" egualità dei due 
parallelogrami parziali inftnitefimi egVO, ed EP fi2....F ; e allora 
fecondo gli allegati principj dell' interiore geometria farà pro
vata la maggioranza del parallelogramo EGHF in ordine a tut
ti i fuoi fimili, ec. 

La fimilitudine dei due triangoli cOE, .AME, e quella de
gli altri due eEP, .AEG fanno conofcere 

cO • .AM::eE.AE::EP.EG; e perciò 
c0 (SP) • .AM(Pfi2._)::EP.EG( PV). Onde per la propolìzio

ne XIV. del VI. d'Euclide il parallelogramo inftnitefimo SPVg 
(cioè l' altro equivalente cgVO) è uguale al parallelogramo 
EP fi2....F. Adunque, ec. Il che dove a dimofl:rarfi. 

PREPARAZIONE per la IV. Dimofl:razione (fig. 39 n. I) 

SI noti , che quando uno d/ lati del paralltlogramo EGHF 
è parallelo ad uno de' lati del triangolo dato B.AC (v. g. EF 
ad .AC), che è il cafo te m pliciffimo; allora la terza dimofira
zione, e la prima divengono una medelìma: perchè in tal ca
fa il punto P cade in O, la retta 1i?J fi confonde colla ef, e 
la retta .AD col lato .AC del triangolo dato. Di maniera che 
nella dimofl:razione di quefl:o calo non vi farà bifogno che del
la fimilitudine d' una fola coppia di triangoli; ~ balta la P.ri
ma parte della prima dimoltrazione per provare tl teorema tn• 

te rame n te nel cafo rnede!ìmo. 
Tom. II. K QuARTA 
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QuARTA DIMOSTRAzioNE del Teorema XX. 
(fig. 39 num. 3) 

N El triangolo dato BAC s' ifcriva come nella figura 39 num. 
I il parallelogramo egbf proffimo, e !ìmilmente pofio all'altro 
EGHF. Si conduca una parallela ad uno de' lati del triango
lo, v. g. ad AC (e fìa la retta ET) la quale com pia il pa
rallelogramo ifcritto EGCT; proffimo a queito , e pofi o fimil
meme a lui, ifcrivafi il parallelogramo egCt. 

Facilmente lì proverà, conforme tetlè ò notato, che i due 
parallelogrami proffimi, e fimilmenre pofii tra loro egCt, EGCT, 
fono eguali. Ma il parallelogramo egCt è uguale al parallelogramo 
egbf, e il parallelogramo EGCT è uguale al parallelogramo EGHF; 
onde i due parallelogrami proffimi, e fimilmenre pofii tra loro 
egbf, ed EGHF, fono anch' effi eguali. Adunque iecondo i più 
volte allegati principj tanto il parallelogramo EGCT, quanto il 
parallelogramo EGHF fono mafsimi tra i loro !i m ili. Il che dò
ve a dimofirarfi. 

Rijlejfione [apra la generalità delle dimoflrazJ~ni da me date 
di queflo teorema. (fig. 39 num. I ) 

E Sfendo arbitrarie le definizioni de' nomi , potrebbe il paral
lelogramo EGHP chiamarfì ifCritto nel triangolo BAC , anche 
quando i fuoi lati EF, GH (o uno, o tutti e due) incontrano 
la baie BC prolungata oltre B, ovvero oltre C • E a quetla 
più larga definizione fiar fì dovrebbe , fe fì voleffe ifcrivere il 
rettangolo mafsimo in qualfìvoglia triangolo, 

Tal definizione dunque fuppofia, le dimofirazioni feconda, 
terza, e quarta , fenza e!fere punto alterate , provano il teo· 
rema XX., ancora concepito tecondo quefio lento di magoio
re generalità. Non così la prima dimoflrazione , la quale do· 
vrebbe modificarfì nella fegu-ente guifa: (fig. 39 num. 1 ) 

Quando la parallela AV cade tra B, e c , vale la ftelfa 
prima dimoftrazi~ne, ~ome lì è regi H rata di fopra. 

Ma nt::l cafo, m cm la parall~la .AD cade lulla BC prolun· 
gata ve rio C; fotrraendo rei petu vamente dai due parallelog_ra· 

ffil 
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mi eguali efDm, ed EFDM i due parallelogrami eguali ghDm, 
e GHDM, rimarrà dimoihata l'eguaglianza dei due parallelo-
grami eghf, ed EGHF. · 

E nel cafo , in cui la parallela AD cade fulla BC prolun
gata verfo B ; fe lì fottraggono refpettivamente dai due pa
rallelogrami eguali ghDm , e GHDM i due parallelogrami e
guali efDm, ed EF DM, lì dimollrerà parimente l' egualità dei 
due parallelogrami eghf, ed EGHF. 

Sono facili a fupplirlì le figure pe' due ultimi cafi. 

T E O R E M A X X l. (fig. 40) 

ESprima n qualunque numero intiero , o rotto , polìtivo, o 
negativo. 

Di tutti i triangoli (v. g. X, ed r) , che anno eguali gli 
angoli al vertice , e le bafi eguali ; io dico , che all' ilotCele 
compete la ma!sima , ovvero la minima iomma delle potefi~ 
n de' lati. 

AvvERTIMENTO. 

N El feguente fcolio fi efporrà un cafo, che deve eccettuarti 
da quello teorema • 

DIMOSTRAZIONE (fig.4o,e41) 

SI concepifca, che il cerchio BACE (fig. 41) fìa quello, cui 
fono ifCritti i triangoli X, ed r, ec. i quali abbiano pc:r bafè 
comune la corda BC, e s'immagini quel lato ./la infinitamen
te piccolo dd -poligono infinitilatero , che · è la medefima co fa 
col cerchio BACE, s' immagini, dico, quet lato Aa infinitelì
mo, che è parallelo alla corda BC. Si tirino le rette BA, e 
Ba; CA, e Ca. I triangoli BIIC, BaC d~lla figur~ 41 (che 
anno la loro bafe, e il loro angolo al vemce egualt alla bafe, 
e all'angolo al vertice de' triangoli x' ed r della figura 40 ) 
fono infinitamente vicini : adunque in virtù de' principi della 
geometria interiore farà provato, che ri~l triangolo BAC ( .fi~. 
41) la quantità ABn-+ AGo è un mafstmo, ovvero un mini· 
mo, fe lì proverà, che aB• ::+ aC" è uguale ad AB" -+ AC" ~· 

K z men-
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mentre allora la dtfferenziale infinitclìma di AB" -+ Ac• far~ 
nulla, come elìggono i fudderti pri~cipj dell' interiore ~e? me· 
tria, acciò AB" -t-AC" lìa un malstmo-, ovvero un muumo. 
Ora ciò lì dimollra lpeditamenre nell' infrafcritta maniera: 

Imperciocchè (fig. 41) elfendo parallele per la cofi:ruzione 
le corde Aa, e BC, l'arco AB è uguale all'arco aC, e con
feguentemente la corda AB (uno de' lati del triangolo BAC) 
è uguale alla corda a C (uno de' lati del triangolo BaC). 

Di più l'arco AC (cioè l' arco Aa-+ Are. aC) è uguale all' 
arco aB (cioè all'Are. aA-+Are. AB): adunque la corda AC 
(altro lato del triangolo B//C) è uguale alla corda aB (altro 
lato del triangolo BaC). 

Si à pertanto quell' equazione : 
AB" -+ AC" = aB" -+ aC" , 

poichè efsendolì dimofirato AB eguale ad aC, ne fegue, che 
. aC" (uguale ad AB" j ed elfendofì dimofi:raro, che //C è ugua

le ad aB, pari mente ne fegue, che aB" è uguale ad AC" • Re
fia dunque provato, che nel triangolo BAC la quantità AB" 
-+ AC" è un mafsimo, ovvero un minimo. 

In fine è vifìbile (fig. 41 ) , che lo fielfo triangolo B//C è 
ifofcele , perchè tanto l' angolo ABC , quanto l' angolo ACB 
polfono reputarfi aver per mifura la metà della metà dell' ar· 
co BAC .i adunque il teorema è imieramente dimoftrato. 

SCO L I O X. 

SE l'cf ponente n lìgnifica 2, e nel tempo fidfo la corda BC 
fì confonde col dtamerro , allora l' angolo al vertice de' trian
goli X, ed r, ec: iterirti nel cerchio BACE , è retto ; ed è 
noto , che la fomma delle potcltà 2 dei lati , cioè la fomma 
dei loro quadrati è uguale in tutti i fuddetti trianooli. In 
quefi:o calo adunque non à luogo il teorema. ò 

CoRO L L ARI O l. (fig. fl) 

SE n rapprefenta l'unità pofìtiva, la fomma AB-+.1/C è un 
mafsimo. I mperciocchè conlìderando la corda CI infinttamen· 
te vicina alla corda CB: il triangolo BIC farà uno di quelli 

rap-
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prefentati dai triangoli X, ed r della fig. 40 , e la quantità 
JB-+ IC farà evidentemente minore di AB-+ AC; adunque la 
medefima fomma di AB-+ AC è un mafsimo. 

C OR O L L ARI o Il. (fig. 41) 

Quando n denota qualunque èfponente negativo intiero, o 
rotto, la lomma AB"-+ AC" è un minimo. Imperciocchè al
lora IB" -+ IC" è una quantità infinita , e!fendo in tali cafi 
JB• infinito ; adunque AB" -t-AC" in tale fignificazione di n 
è un minimo. 

CoROLLARIO III. (fig.4r) 

A Llorchè 11 efprime l' unità pofi ti va, AB-+ AC è un maf. 
fimo; adunque anche AB-+AC-+BC è un malsimo, mentre 
la bafe BC è uguale per la fuppofìzione in tutti i triangoli rap
prefantati dalla figura 40. 

E' facile ancora a conofcere, che di tutti quanti i triango
li , i quali poffono ifCriverfi nel cerchio BACE, ed aver per 
bafe la corda BC, il triangolo BAC à l'area ma fs i ma. Adun
que di tutti i triangoli, che anno la bafe eguale , e l' angolo 
al vertice eguale , quello , che è ifokele à la maggior area, 
e il maggior contorno . 

T E o RE M A x x I I. ( fig. 42 ) 

~ N tutti i triangoli BAC, che anno l' ifieffa bafe BC fì pof
i ono confìderar tre cole, cioè l' angolo al vertice A, l'area, 
e la lomma delle potellà n de' lati , vale a dire AB" -+ AC11 _ 

( la n rapprefenta come fopra qualunque elponente pofitivo, 
o negativo); io dico pertanto, che fe una di quelle tre cofe 
è collante, e l'ah re due variabili , le medefìme due altre co
fe l ono un m affi m o, ovvero un minimo nel triangolo i{ofccle, 
che à la fleffa baie BC. 

Prima di venire alla dimofirazione potrà notarfi, che la 
fomma degli angoli B-+ C alla baie à tal conneffione con l' 
angolo al venice A, che le quello è collante, ovvero un 
malsimo, oppure un minimo, quella è refpettivamente cof!an-
te , ovvero un minimo, oppure un maffimo. Dr-
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DIMOSTRAZIONE (fig. 42, e 41) 

SU la bafe BC (fig. 42) s'immagini dalla parte finiftra ver. 
fo B una ferie di tutti i triangoli BAC, ne' quali è cofiante 
una delle tre cole elpreffe nel titolo del teorema. Quefia fe
rie proceda da finifira a defira , e i triangoli, che la com
pongono, fiano dilpolti in modo, che le quantitll variabili, le 
quali ad efsi anno rapporto, pafsino gradatamente dal più al 
meno' o dal meno al più con aumentazioni ' o diminuzioni 
infinitefìme. 

S:.t la fieffa bafe BC dalla parte defira verfo C s' immagi
ni una fimigliante ferie de' meddìmi triangoli, la quale pro
ceda da defira a finiltra, ma i triangoli vi fiiano fituati in 
modo inverfo, come fi rapprefenta nella figura 42, dove il 
triangolo BaC è fimile, ed eguale al triangolo BIIC, ma è 
fituato inverlàmente. Cofìcchè il triangolo BAC larà da me 
chiamato triangolo diretto, e il triangolo B r.C, triangolo inverfo. 

Concepikalì ora, che ambe le ferie fìni!lra , e deflra fiano 
continuate, finchè s' incontrino, e che queile due ferie . par
ziali formino una ferie totale, il di cui principio fia vedo B, 
e il fine verfo C: E' chiaro, che nel mezzo della ferie totale 
fi troveranno due triangoli tra loro infinitamente vicini , uno 
de' quali a finifira farà diretto, e l' altro a d et ha larà inver
fo, come ton quelli ifcritti nel cerchio della figura 41 , ai 
quali abbiafi prelentemente riguardo. 

E' altresì chiaro ( fig. 41 ) ; 
Primo, che gli angoli al vertice A, ed a de' due triangoli 

prolsimi BAC, e BnC fono eguali. 
Secondo, che fono eguali anche le loro aree, poichè per la 

fuppofìzione l' angolo inverlo aCB è fimile, ed uguale al di
retto ABC. 

'terzo ( e per la fieffa ragione ) , che il lato AB del trian
golo diretto è uguale al lato aC dell' inverfo e l' altro lato 
AC del primo è uguale all'altro lato aB del fecondo: talmen
techè AB"-+ AC" è uguale ad aC" -+aB" o fia ad aB" -+aC" 

Laonde ne' due triangoli proiftmi della' ferie inriera, BAC, 

BaC 
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BaC(fig.41) la differenza degli angoli al venice, cioè A-a· 
la differenza dell' aree, cioè BAC- BaC; e la differenza deÌ
le fomme delle potellà. de' lati , ·cioè ( AB" -+ AC" ) - (aB" 
-+- aC") tutte e tre, dico, quelle differenze fono eguali a zero. 

E perciò in virtù de' principi dell' interiore geometria ( fig • 
. p ) , fe ne' triangoli BAC, che anno la medefima bafe una di 
quelle tre cofe: angolo al vertice A, area del triangolo, ed 
AB"-+AC", è collante, e 1' altre due variabili, ne fìegue, 
che nel triangolo BAC della figura 41 l' altre due cofe fono 
un mafsimo, ovvero un minimo. 

In oltre nell' ill:effo triangolo BAC della figura 41 l'angolo 
ABC è uguale all'angolo aCB del triangolo profsimo BaC, che 
è inverto, e quello medelìmo angolo aCB può fupporfi eguale 
all' altro angolo ACB del triangolo BAC a cagione dell' infini
ta tenuità dell'angolo aCA. Adunque il triangolo BAC della 
figura 41 può reputarfì itofcele; e quindi rimane intieramen
te dimo!hato il teorema. 

C O R O L L A R I O l. 

I L teorema precedente è comprefo nel . prefente , con quello 
di più, che di tutti i triangoli, i quali anno eguale la bafe, 
ed eguale l' angolo al vertice, quello, ch' è iiokele , non fo
lo à la mafsima, ovvero la minima fomma delle potetlà n 
de' lati , ma di più la fua area à la prerogativa di effere un 
mafsimo, o un minimo, come nel corollario III. dell' antece
dente teorema fi è provato effere in un cafo particolare del teore
ma medefìmo. 

c oR o L L ARI o II. 

I. 

S Ia il triangolo ifofcele BAC ( fig; 41 ) , e dal fuo vertice 
A s' immagini condotta la para_llela _ali~ fu~ baie BC ~ la qual 
parallela {ì Ile n da di qua, e d t là m mfi?Ho. lo dtco ~ ~he 
d meJefimo triangolo ifofcele à la m_~fs1ma, o la mtmr.na 
fo~ ma delle poteftà n de' lati, e il mals1mo angolo al ~eruce 
n! petto a tutti i trianooli che anno la fietfa baie BC, e tl loro 

o ' 
vertice nella preaccenna ta parallela. n. 
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I r. 
Imperciocchè tutti quefl:i triangoli anno la loro area collan

te, cioè in tutti eguale per cagione delle parallele, tra le qua
li l ono com p refi • 

Se poi li conlìdera uno di quelli triangoli, il di cui vertice 
incontri la parallela infinitamente !ungi dal punto A; è cer
to, che la 1om ma delle potellà n de' lati di quello triangolo 
farà una quantità infinita , allorchè la n fìgnifìca qualunque 
efponente pofìtivo; ma tarà una quantità infinitefima quando la 
n rappreknta un efponeme negativo; adunque la {omma delle 
poteità n de' lati del triangolo ifofCele, cioè ABn-+ ACn (fig. 
41 ) nel primo cafo è un m in imo, e nel fecondo è un m affi m o. 

I I I. 

Quel triangolo infinitamente difl:efo tralle due parallele, che 
fi è confiderato nel fecondo articolo, à il fu o angolo al verti· 
ce infinitamente piccolo; adunque l' angolo al vertice A del 
triangolo iiofcele BAC (fig. 41) è fempre un maffimo o deno· 
ti la n un elponente pofitivo, o lo elprima negativo. 

c o R o L L A R l o I I I. 

TEOREMA. 

D I tutti i triangoli ifoperimetri , che anno l' ifl:elfa bafe , l' 
Ìlolcele à r area ma{flma' ed à maffimo l' angolo al vertice. 

Queflo teorema è un calo fpeciale di un caio generale del 
teorema XXII. 

Imperciocchè in virtù di elfo genera! teorema, quando è co· 
llame la fomma delle potefià n dei lati , ec. il triangolo ifo
fce le BAC (fig. 41) à l' area maffima, ovvero minima, e l' 
angolo. ~l tuo ve~tice A è un mafsimo, o un minimo rifpetto 
a tut n 1 mangol1, che anno la fie!fa bafe BC. Perciò , fe n 
fignifica l' u~ità. pofit~va, . ~ la fo~ma de' lati è uguale in tut: 
tt 1 luddetu tnangolt, elst tono tloperimetri , e l' ifofcele à l 
area malsima, e l'angolo al vertice, mafsimo. 

Si 
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Si noti, che il luogo de' V(:rtici di tutti i triangoli del teo

rema fpeciale efpofl:o nel precedente corollario è un eliffe, i 
fuochi della quale fono i due punti efiremi dc:lla bafe comu
ne di tutti i fudde~ti triangPli. 

C OR O L L ARI O l V. 

D Al tenore della dimofl:razione di quefl:o teorema XXII. ap
parirà agl' intendenti , che ie delle tre cofe efprelfe nel titolo 
di elfo teorema non folo una , ma due foffero collanti , e la 
refidua variabile; allora quefl:a variabile fan:bbe un maffimo, 
ovvero un minimo nel triangolo ifofcele • 

EsEMPio. 

l L cafo efpreffo nel decimo fcolio pu~ effere un efempio di 
quello coroUario; imperciocchè in tutti i triangoli, che anno 
per baie comune il diametro del cerchio , ed anno il venice 
nella circonferenza, l'angolo al vertice è uguale, perchè Jem
pre retto, ed è parimente eguale la fomma de' quadrati de' 
lari in virtù della propofizione Pittagorica da me in tante ma
niere dimofl:rata in quello trattato. Di modo che ora l'el po
nente n fignifica -+ :1 • Abbiamo pertanto cofl:anti due delle 
tre cole efpreffe nel titolo di quefl:o teorema XXII.; la refi. 
dua, cioè l'area de' triangoli è variabile. Adunque in vigore 
del corollario prelente, fra tutti quefl:i triangoli rettangoli , 
quello , che è itofcele, ~ l' area m alli ma. 

DEFINIZIONE. 

CHiamo funzione fimiiare di due variabili u, e z qualunque 
funzione, dove entrano u, z, e cofl:anti, in maniera che po
nendo z in luogo di u , ed u in luogo di z, la funzione ri-
tiene il medefìmo afpetto. .. p 

v. g. !X au"-+ az"-+ hu' z.! -+ g x bt11 -+ bzt-+ eu' -< farà 
una delle funzioni fimilari di u, e di z. Le lettere m, n,,p, 
tJ' ".' t rapprefentano qualunque efponente inti: ro , o rotto, 
pofìuvo, o negativo, ed 11 , b, c, f, g , h figmficano qualfi
voglia quantitlt. cofiante col fuo fegno, ed anche zero. 

Tom. II. L Co-
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CoROLLARio. 

E· Cofpicuo, che le funzioni fimilari di u, e :t fono infinite. 

TEOREMA XXIII. (fig.42.) 

J N tutti i triangoli BAC, che anno la ftelfa bafe EC, con
lìcleiar fi poffono infinite cote, ~ioè l' angolo al vertice A, l' 
area, e le infinite lpecie delle funzioni fimilari di AB, ed AC. 
Ora io dico , che le una di tutte le fopraddette infinite cofe 
è collante, e le altre fon variabili, cialcuna di tutte le altre 
cole è un maffimo, ovvero un minimo nel triangolo itokele, 
che à la ftelfa baie BC. 

D I MOSTRA ZIO N E (fig. 42, e 41) 

L A dimoftrazione di quello teorema è fimiliffima a quella 
dell' antecedente. 

Imperciocchè immaginando, come iv i fi è fatto, dalla par· 
te finiflra 'verfo B una ferie di tutti i triangoli BAC, ne' qua
li: è collante una delle infinite cofe efprelfe nel titolo del teo· 
rema, e immaginando dalla parte defira ve rio C una ferie di 
tutti i medefimi triangoli, ma inverfi. Procedano quefie ferie 
parziali una contro l'altra, e fiano continuate, finchè s' incon• 
trino ; indi concepifcafi la ferie totale cofiituita dalle due fe· 
rie parziali defcritte. Il tutto in Iom ma, come ò difiintamen
te fpiegato, dimofirando il teorema XXII. 

Con pari chia'rezza dunque fi cono!cerà, che in mezzo di 
quefia ferie totale fà.ran fituari i due triangoli infinitamente 
vicini BAC, BaC efpreffi nella figura 41, il primo de' quali è 
il diretto, e il fecondo l' inverto. 

Nell'accennata dimo(lrazione del precedente teorema ò già 
provato, che la differenza dell'aree dei due triangoli profsimi 
BAC, BaC (fig. 4 r) è nulla. E che è nulla eziandio la diffe
renza degli angoli al vertice degl' ifielsi due triannoli. Di più 
farà evidente ad ogni attento Geometra, che nulla è la diffe
renz~ di ciafcuna fpecie delle funzioni fimilari di AB, ed AC 
( abbrafi riguardo alla fig. •P) , e di aB , ed aC, mentre nei 

due 
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~ue triangoli BAC, BaC fimili, ed eguali per l' ipotefi, il la
to AB del diretto è uguale al lato t~C dell'inverto, e l' altro 
raro .//C di quello è uguale all'altro lato aB di quell:o: di mo
do che foll:iruendo in ciafcuna fpecie delle funzioni fìmilari di 
AB, ed .//C, la nC in luogo della AB, e la nB in luogo del
la AC, ciafcuna di effe funzioni fimilari ferba il medelìmo va-
lore di prima; . 

Adunque pe' più volte allegati principj dell'interiore geome
tria : iè di tutte le infinite cofe accennate nel titolo di quell:o 
teorema una è coll:anre, e le altre fono variabili; ciafcuna di 
tutte le altre cofe è un mafsimo, ovvero un minimo nel tri
angolo BAC della figura 4 r • 

In fine ò provato nella dimoftrazione del teorema preceden
te, che il triangolo BAC della figura 41 è ifofcele . Adun'lue 
il prefente teorema è provato intieramente. 

CoROLLARIO I. 

L• Antecedente teorema è contenuto nell' immenfa ampiezza 
ài quell:o; perchè AB• -t- .AC• è una fpecie delle infinite fun
zioni fimilari di AB, e di .AC. 

CoROLLARIO II. 

SE conlìderar fi voleffero in particolare diverfe fpecie delle 
funzioni fimilari di AB , ed .AC potrebbero dedurfì de' corol
larj ad imitazione di quelli , che ò dedotti dal teorema pre-
cedente. . 

c oR o L L A R I o II I. 

CHiamando ./fu, ed Az due quallìvogliano funzioni unifor
mi di u, e di ' ' cioè tali, che nell' etp:efsione algebr,aica de
notata da Az... entrino le z, e le coftantt, come per l appun
to nell' efprefsione algebraica denotata dalla Au entrano le u, 
e le medefìme coftanti. 

E fimi! mente chiamando Bu, e Bz...; Cu, e Cz... ,· Eu, ed 
~z, ec. altrettante coppie di qualfivogliano fun~ioni u~iformi 
<h u, e di z, la. feguente formola per cagton d efempto 

L l /X 
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__.. - .. -· - · , JX aAu-+ aA;z-+ hBu X B;z-+ g X bCu-+ bC;z-+ c Eu-+ tEz._ 
è una delle funzioni fimi! ari di u, e di ;z, e così in infinito, 

Laonde tal formola è foggetta al prefente teorema, purchè 
]a u fignifichi le .AB, ed aB, e la ;z efprima le AC, ed aC 
delle figure 41, e 42 ·' e fi ri~etta in. virtù. di quanto ò fpie
gato di lopra, che nfpetto a1 due tnangoh della figura 41 , 
la aC ( ;z) può fofiituirfi nella funzione fimilare in vece della 
.AB ( u) , e la aB ( u) può in effa funzion fimilare furrogarlì 
in cambio di .AC ( ~.) fenza alterare il valore della funzione 
medefìma nel cafo dei due triangoli della figura 41, pofciachè 
nello fieffo calo aC ( ;z) è uguale ad .AB ( u) , ed aB ( u) è u
guale ad AC ( ;z). 

Nell'ultima formola gli efponenti m, ed n, e i coefficienti 
,, b, c, f, g, h confervano il fignificato, che anno nell'al
tra formala regifirata di fopra , come un efempio della defi
nizione. 

c o R o L L A R l o I v. 

M Edefimamente , e per fomiglianti ragioni , polfono aver 
luogo nelle funzioni fimilari ioggette al teorema prefente an
che le coppie di qualfivogliano funzioni trafcendenti , ma tra 
loro uniformi di u, e di ;z, come per efempio farebbero S. Pdu, 
e S .Zd;z. Le lettere majukole V, e Z rapprefentano quaHì
fJ.ano funzioni uniformi, la prima di u, e la feconda di ;z. 

S. Vdu adunque denota l' area d' una curva, la di cui ordi
nata è V, ed u l' abfcilfa, come pure S .Zdz.. efprime egual
mente l'area della medefima curva, la quale à Z per ordina
,ta, e ;z per abfciffa. 
: Le u fi prendano (fig. 42) dalla parte di B, dove anno l' 
origine c?ntinuando a prenderl_e da B verfo C, e le 'Z fi pre~
dano fim!lmente dalla parte dt C dove anno l' oriaine conn· b , 
nuando a prenderle da C verfo B. 

Ora nei d ne triangol~ della figura 41, aC( ;z) =AB( u ), e~ 
~tB ( u) = .AC( ;z). PerciÒ nel medefimo cafo dei due triangoh 
clelia figura 41, potrà furrogarfi la aC ( ;z) in vece di AB ( u) 

n eU' 
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nell' efprefsione dell'ordinata v, e dell' abfciisa u: così anche 
potrà lolbtuirfi aB C,u) i~ luogo ~i .dC ( z) o nell' e!"prefsione dell' 
ordinata Z, e dell ablciiTa :z, !enza che m detto calo fi mu
ti il valore Ji S.Vdu-rS.Zdz, ovvero di S.VduXS.Zdz. 
Imperciocchè rilpetto al prclente caio dei due triangoli ddla 
fig. 4 I, fi dee confiderare, che nella ferie totale compofla di trian
goli direui, ed inverfi !piegata di Jopra, precedono la aC tan
te z, principiando dalla parre di C, e ieguendo verfo B, quan
te u precedono la AB, cominciando dalla parte di B, e pro
feguendo ver!o C; come pure, che cia!cuna delle z preceden
ti la aC è uguale a cialcuna delle u , che precedono la AB, 
e ad effe z corrifpondono : di maniera che l' area curvilinea 
rapprefentata da S . Vdu fi trasforma nell' area curvilinea rap
prelentata da S. Zdz. 

Pari mente (fig. 41 ) debbono nelfa ferie totale precedere la 
nB tallte u, cominciando dalla parte di B, e continuando ver
fo C, quante z precedono la .AC principiando dalla parte di 
C, e continuando verfo B; e cialcuna delle u , che pre.::edo
no la aB , è uguale a ciakuna delle z corrifpondemi ad effe 
11, e precedenti la ..1/C: colìcchè l' area curvilinea efpreffa da 
S .Zdz fi trasforma nell'area curvilinea efpreffa da S. Vdu. 

Quindi fì fa mamfdlo , che per qualunque numero di cop
pie delle funzioni trafcendemi, e uniformi di u, e di :z, che 
entrar poffono nella funzion fimilare delle fieffe u , e :z, eifa 
funzion fìmilare rimane inalterata nel più volte mentovato ca
fo della figura • .p • 

sco L I o x I. 
I. 

N EU' eièmpio del quarto corollario anteceJcnte in vece di 
S. Vdu può afsumerfi S. Vdu;±K, e in vece di S .Zdz pu~ 
aisumerli S. Zd~:± ~· o , o o 

Le lettere K , e ~ fìgnificano qua~tJta c~ftantl eguah, ~ 
pu~ avvenire, che le medefìme coftann eguah K, e J'iL efpn
man o aree curvilinee infinite. 

I I. 
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I I. 

Il logaritmo di u' e il logaritmo di ~ fono comprdi nen· 

efempio dello ftefso corollario IV., perchè log. u =S.~, e log. 

~=s·7i calchè in quefto cafo 1"=~, e Z=~· 
1 I r. 

Po!fono concepirli infinite fpecie di funzioni trafcendenti, e 
uniformi della u, e della z, il trajccndcn1ijmo (dir~ così ) del
le quali fia iempre più compofto in modo, che effe potrebbe
ro appellarfi Joprarrafècndcnti v. g. S. Mdu X Vdu, e S .Ndz..X 
Zdz; ovvero S • F du X S • Mdu X Vdu , e S. Gdz X S • Nth,, X 
Zdz.., ec., ec. 

M, ed N fono funzioni uniformi di u, e refpettivamente 
di z.., e così F, e G, ec., ec. 

E' facile a comprenderli , . che la dimofìrazione efpoll:a nel 
corollario IV. fi ellende anche alle coppie di tali funzioni f()o 
pratrafccndcnri, e uniformi di u, .e di z.., le quali polfono aver 
iuogo nelle funzioni fimilari foggette al teorema XXIII. 

I V. 
E' altresì agevole a conofcerfi , che le funzioni trafcenden~ 

ti , o [oprntrajècndcnti di u, e di z polfono elfer collocate nel
la funzion fimilare delle ll:effe u, e z anche fotto efponenti 
intieri, o rotti, pofitivi, o negativi, c ftarvi inclufe entro il 
vincolo dell' efponente, e fuori, fole, o frammilchiate ( per 
mezzo de' fegni dell' addizione, o della fottrazione, delta mol
tiplicazione, o della divifione ) con altre funzioni algebraiche 
uniformi di u , e di z, e con altre funzioni trafcendenti , o 
fopratrafccndcnri delle medefime u, e z..; purchè rimanga ille
fa l' elf~:nza della funzion fimilare, vale a dire, pure h è ponen
do in elfa z, e dz.. in cambio di u, e di du, e veria·vice u, 
e .du in luogo di z.., e di dz.., non fi muti l' afpetto della 
fteffa funzion fimilare. 

v. 
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Ci~ che fi è fpiegato finora ballerà per dare un faggio ai 
~ttori della generalità. del ·teorema XXI l I.. Io con piacere ~ 
ritrovati, e dimollrati sì effo, come gli altri due, ond' è im
mediatamente preceduto , non lo lo per la loro e:lenfione, e 
bellezza, ma an.:ora pel metodo fingolare, che ~ tenuto, in 
vtrtù di cui la cognizione di dette verità fi rende quafi intuiti
va agl' intendenti. 

T E o R E M A x x I v. 
D I tutti i triangoli ifcritti nel medelìmo cerchio, r equila'" 
tcro à il maffimo contorno, e l'area malflma. 

Di tutti i triangoli , che fono fra loro di egual contorno, 
l' equilatero à l' area malsima. 

Dimoflraz.ione della prima parte • 

I. 
l Triangali ifcritti nel medelìmo cerchio non anno collante 
il loro contorno, nè collante l' area loro; e tra elfi ve ne fon 
di quelli , che anno il contorno infinitamente piccolo; come 
pur di quelli, che anno l' area infinitamente piccola. Adun
que fra i triangoli ilcritti nel medefimo cerchio vi è qualche 
triangolo, che à il malsimo contorno, e vi è ancora qualche 
triangolo, che à l' area mafsima. 

I I. 
In ciafcuno di tutti quanti i triangoli non-equilateri , che 

fono ilcritti nel medelìmo cerchio, lì può conf1derar come ba
fe un lato in modo , che gli altri due lati di elfo non fiano 
eguali tra loro. E quindi in virtù del II I. co~llario del teo
rema XXI. , fi può 1Jcrivere nello tt~ffo _cerch1o, . e fopra _la 
medelìma baie di cialcuno de' fuddetu tnangoh ( m tal gutfa 
confiderati ) un triangolo, che abbia maggior contorno; come 
pure un triangolo, che abbia maggior area. . 
. E in effetti, il triangolo ifokeie deler~~to. fu la bafe 11leffa 

dt ognuno deoli accennati mangoli, ed 1lcntto nel medefimo 
'erchio, à l' ~n<~., e l' altra di quelle maggioranze • 

Per-
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Perciò di tutti quanti i triangoli non-equilateri, che fono 
ferini nel medefime cerchio, niuno è il triangolo del mafsi
mo çon torno, e niuno è il triangolo dell' a. rea mafsima. 

1 r r. 
Adunque dovendo eiTervi , pel primo articolo , fra i trian

goli nel medefimo cerchio ifcritti, qualche triangolo, che ab
bia il malsimo contorno, e qualche triangolo, che abbia l'a
rea mafsima ; al triangolo equilatero iicritto nel medefimo 
cerchio competono amendue quell'e prerogative. Il che dovea 
primieramente dimofirarfi. 

Dimojlra'ljone della Jecsnda parte fimile a quella 
- della prima. 

I. 

I Triangoli tra loro ifoperimetri, vale a dire di egual con
torno, non anno l' area coll'ante; e tra efsi ve ne fono, che 
anno l' area infinitamente piccola. Adunque fra i triangoli, 
che fono tra loro di egual contorno, qualche triangolo vi è, 
che à l' .area. mafsima • 

l I. 
In ciafcuno di tutti i triangoli non· equilateri, che fon tra 

loro di egual contorno , prendafi per baie un lato in manie
ra, che gli altri due lati di elfo non fiano tra loro eguali. 
Egli è vifibile pel IV. corollario dd teorema XXII., che ri
fpett-o ad ognuno de' triangoli. così confiderati , può alfegnarli 
un triangolo di egual conwrno , che abbia l' area maggiore: 
E tale è il triangolo i1oicele .dekritto iulla baiè ittelfa de' 
fuddetti triangoli. . . 

I I l. 
,Adunque de' triangoli non· equilateri di egual contorno, n in

no à l' area mafiima. Refi a pertanto il folo triangolo equila
tero, cui fra i_ triangoli di eg~al contorno polfa c~mpetere s~ 
fatta prerogativa. Adunque m . vigore del primo articolo gh 
compete. Il che dovea 1econdanamente dimoftrarfi. 

Vengo 
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Vengo ora al Problema, che ~ accennato 

nel fettimo fcolio. 

p Il O B L B l4 .\ (fig. 43) 

Ato quaUìvoglia angolo rettilineo D, e tirata. da 
qualunque punto M di uno de' fuoi lati DA la ret
ta ME parallela all' altro lato DC, trovare la 
curva v. g. MGg , di cui le ab!Cilfe abbiano per 
origine il punto M , le ordinate v. g. HG fiano 

paralelle a DA, e le tangenti · v. g. GC feghino i lati DA, 
DC, e la ME in maniera , che di tutte le rette, le qua. 
li polfono pallare pcl punto E , la fottotefa 4C porzione del
la tangente GC tagli la minima , o la malijma fomma delle 
poceltà n de' lati, cioè in maniera che DA" -+ DC" fia un mi
nimo, ovvero un maffimo . 

La lettera n fignifica qu;tlfivoglia. numero intiero, o rotto, 
p.ofìtivo, o negativo, a rilerva dell'unità negativa, 

AvvERTIMENTO. 

P Rima di tentar la foluzione di quello problema, convien 
fciorre il feguence. 

Altro Problema, che for'Ue di prepnrn~one 
(fig. 31!) 

S Uppofio il medeftmo lignifìcatQ di n.· Dato quallìvoglia an
golo D, e dentro elfo il punto E, tirare la lotrorefa AC ca
le, che paffi pel detto p un co E, e tagli i la ti DA, e DC in 
modo, <>hc D.4" -+DC" fia un minimo, ovvero un rualsimo. 

SoLUZIONE. 

SUppongo, che la retta AC foddisfaccia alla quefiione , ti m 
la parallela ME al lato DC, e chiamo 

Md ( z...), ME (h), ed MD (c). 
Tom. II. M La 
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La fimilitudine de' triangoli AME, ADC mi dà 

AM(z).ME(h ): :AD('z-+c).Dc=7 X z-+c: 
Dunque l' efprefsione del minimo è quefta: 

z-+ /-+; X z-+ c·, che differenziata, ed eguagliata a zero 
z _,._. . . __,_ .. -. h" _, 

produce ndz..Xz-+ c -+ nàzX z-+ c X • -nàzX z-+ c 
x~ - ~ 
~·-+• _o. _,._, 

Dividendo queft' equazione per ndz..X z-+ c ne rifulta I-+ 
h" 1:" • - -.-x z-+c=o, :t, %. ...... , 

e moltiplicando per zn-+ 1, abbiamo 
zn-t-l-+ !Jn 'Z- h" z-ch 71 =o, 

n-+t 
donde fi deduce z=vtTn'", vale a dire 

n 1 n 1 

z=b;::;l c;::+;' ovvero z=h;;::::t:i q, ponendo q=c"-+l 
Il che dovea ritrovarfì. 

. . , COROLLARIO I. (fig. 38) 
SE n efprime ·un numero intiero pòfìtivo, la linea ricercata 
MA( z) è la prima di tante medie proporzionali tra ME (h) 
ed MD(c) quante unità contiene il numero n. 

C O R O L L A R I O l l. (fig. 3 8 ) 

P Orta la fignificazione dell' efponente n efp~elfa nel preceden· 
te corollario, fì conduca la EN parallela al Jato DC, la qua
le tagli in N l'altro Jato DC; io dico, che Ja retta NC è la 
prima di tante medie proporzionali tra MD, o fia EN( c), ed 
ME (b), quante unirà contiene il numero n. 

lmperciocchè per la fimiglianza de' triangoli AME; ENC 
n-+.1 

lì ottiene AM( vz-;;c). ME (b):: EN (c ).Ne= hc div. per 
n-+t n-+t n-l 
v~, ma be div. per v;;;;-;-- è nguale a V h·-·,·-+· div. per 

n-+1 n-+1 

v~, e quella quantità equivale a v't''h' · adunque NC= 
n-+1 , 

v ~·-h- · Sco-
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ScoLlo XII. 

I. 

P Fr difcernere quando la fomma DAn-+ DC" fia un m1mmo, 
ovvero un malsimo, fa d' uopo confiderare , che l' infrafcritta 
quantità 

_n-I __.n-t h" --n b" 

(V) ndzXz-+-c -+ndz..Xz-+c X;.-ndzXz-+c z~~ 
è l' efprefsione della .differenziale infinitelìma di D An ( z -+-c )• 

-+DC" [ ~ X~ J ; .e che l' efprefsione (V) .fì riduce all' 
infrafcritta (X) quando .n è negativa, cioè quando n =-m. 

~-m-I . -.......,......-m-1 ·. ,. 
(X) -mdzX z-+c -mdt,..Xz -+c X~ .. ---m ~·"'-• 

-+mdzX 'Z -+c XJ.,;;-

1 I. 

S'immagini, che AM( z) fia infinitamente dì gua~ e quan
do n è pofitiva la quantità (V) .diverrà -nc"dz.2!:_, perchè ,.. ..... 
~utte le altre quantità, .che entrano nell' efprefsione (V) fonò 
mcomparabilmente minori di quella, la quale per efsc:re ne
gativa, paleta, che le iomme variabili DAn-+ DC" procedono 
decrefcendo; e perchè in un .cafo fCoperto nella foluzione del 
problema la differenza della 1om ma DA n-+ DC" è nulla , le 
ne detume l'indizio, che nello fteiso .calo la medefima lomina 
è un minimo. 

l I I. 

~Il' i!lefso modo, applicando la fuppofizione di AM ( z) in
fimtamente piccola all' elprefsione di ( X), quando la m è mag
giOre dell' unità, elsa etprefsione di venta -mdzXc-m-•; 
attefochè tutte le altre quantità dell' efprefsione di ( X) fono co
me nulle rilpetto a quella, la quale , come negau va , moflra, 
che le lomme variabili DA-"'-+Dc-m procedono anche m 
queita ipotefi decrc!Cendo, Iaonde elsendolì nel fciog\imento del 

M 2 pro-
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problema trovato il cafo, che la differenza della fomma DA-m 
-+Dc-m è uguale a zero, quello è il contrafsegno, che 
nel cafo medelìmo la ftetsa fomma è un minimo. 

I V. 

Ma quando la m è minore dell' unitll , la fuppofizione di 
'AM ( z) in6nitefìma cangia l' efprefsione (X) nella feguente 

mdzx,-·•x-,.•-• ·h' ' l · . · à d Il' -+ h·;, ; pmc e tutte l a tre quanm e e-
fprefsione (X) fi annullano rifpetto a quella, la quale perciò 
fa conoicere, che le fomme variabili D4-m-+Dc-m van
no in quella fuppofizione crefcendo, e pen:hè med1ante la fo
luzion del problema già fi è trovato il calo, in cui la differen
za di DA-m-+ Dc-m è nulla, ci~ indica, che nello Jlefso 
cafo la medefima fomma è un mafsimo. 

v . . 
Nell' ipotelì di n polìtiva può conofcerlì con più fpedita ma

niera, che la fomma DA"-+ Dcn è un minimo; attefochè 
quando il punto A è profsimo al punto M la quantità DA~ 
-+ ocn diviene equivalente a DM n-+ Dc n, vale a dìre infini
tamente grande a cagione della DC, che allora diventa infinita. 

C O R O L L A R I O Il J. (fig. 3 8 ) 

SE n fignifica I' AM farà vh7, e la NC farà parimente 
v7h, vale a dire AM = NC , e per cagione de' triangoli fi. 
m ili AME, ENC, farà AE = EC . 

CoROLLARIO IV. (fig. 38) 

S J J 
E n denota 2 , la AM farà vffi, e la NC farà V(7h; 

vale a dire AM farà la prima , ed NC la feconda delle due 
medie proporzionali tra ME (b), ed EN, o fia MD (c) · pol· 
chè le quattro rette infrafcritte . J 

J J 
M~ (h ).AM(vhhc""): :N~(v7;;;").EN(c) 

fono m proporziOne geometnca continua. 
Le 
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Le verità di quefto, e del precedente corollario nafcono im. 

mediaramente dai corollarj l. , e II. lenza nuova ifpezione &' 
efprefsioni litterali. 

C oR o L L A Ili o V. (fig. B , e 3 8) 

QUando l' angolo dato D è retto, aìla minima fomma de' 
quadrati de' lati, cioè a DA' -+ DC' minimo, corrifponde 

il minimo quadrato .A.C' della fottotela , che palfa pel punro 
E dato dentro Tangoto medetìmo, e confeguente.mente a DA' 
-+DC' minimo corrifponde la minima fottotefa .A.C ) che paffi 
pel punto E. 

Adunque la minima fottotefa , che pafsi pel punto E dato 
dentro l'angolo retto D taglia in .A, e in C i due lati di ef
fo in guifa, che AM è la prima, ed NC la feconda delle due 
medie proporzionali tra ME, ed EN, o fia MD. 

E quefia è un'altra dimoftrazione del teorema XVII. 

TEoREMA XXV. (fig . .f3) 

SAl va la fignificazione dell' efponente n efpreffa nel problema 
antecedente. 

Sia dentro l'angolo dato ADC il punto E, per cui f1 con. 
cepika paffare la retta .A.C legante in .A, e in C i lati dell' 
angolo dato , e tale, che .AE ftia ad EC, come DC n fia a 
D.An; io dico, che la lomma D.A.n-rncn è uu minimo, ov
vero un mafsimo. 

DIMOSTRAZIONE. 

P Oichè fi ~ queft' equazione 
(Z) ~-·ne• 

EC -DA" 

fe in luogo di ~~ fi pone il fuo valore ~~, e in luogo di ~~ 
il fuo valore ~~ ( i quali valori fi traggono dalla lìmiglianza 
de' triangoli .A.ME, ADC) l'equazione fuddetta prende quefta 
fembianza : 

AM _MF• 
M.o·-~, 

e perè 



..... , 
e però AM"-+ 1 =MDXME", e quindi AM=vMD,XM'r., 

n-+I 
cioè z-v7h". Adunque per quello , che fi è trovato nel 
fcioglimento del problema, DA n-+ DC" è un ltlinimo, ovvero 
un mafsimo. Il che dovea dimoftrarfi. 

c o R o L L A R l o I. 

SE la n foffe negativa, .cioè fe foffe n= -m, in virtù dell' 
eq uazioue ( Z) f. avrebbe 

AE DA"' 
(Y) .Ec=~' 

e la fomma D./1-"'-+Dc-m farebbe un minimo, ovvero un 
mafsimo. c o R o L L A R I o I I. 

SE nell'equazione {Z) la n è pofitiva, Ia quantità DA"-+ 
DC" è un minimo. Se nell'equazione ( Y) la m è maggiore 
dell'unità, D./1-"'-+Dc-m è un minimo~ 

Ma è un mafsimo, ie nell' iftefsa .eq uazion.e ( Y) la m è mi
nore dell'unità. 

L' intelligenza di quello corollario dipende dalle offervazioni 
fatte ntllo kolio XII. 

SoluzJone del problema principale (fig. 43) 

P Affando allo fcioglimento del problema principale , io con· 
tinuerò a chiamare AM ( z.,.), ME (h) , ed MD (c) J. fupporrò 

~ 

ancora q= C11-+ [' e il problema fi ridurrà a trovare una cur
va , v. g. MGg tale , che ciafè:una deJle tue tangenti , v. g. 

l 
·n-t-1 --

GC tagliAM eguale a qvr;:;F, cioè tale, che fia z...=c 19 -+- 1 

" " 
Xh"-+r=qXh"-+1 

Ora abbiamo la futtangente !f." eguale ad h-+x, donde nafce 
(A) '!!.= _:!__"_ . ~ 

y h-+x 
Per la fimilitudine de' triangoli EM./1, EHG avremo EM 

(b) 
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(h).MA(zJ o fia qh ".-+' ::EH(b~x).HG(y), e per-
qh n --

«=ÌÒ )' := h n -=+"i X h -t- x, oppure: 

(B) y=qhn-+I X h-t-x. 
Adunque avremo eziandio: 

Lon.y = log.qh ~ X h-t-x; 
t:> n-+1 

e conleguentemente: 
-r 

Log.y= log. q n -+r log. h -t-log. h-t-x; 
differenziando queft' ultima equazione, fi à: 

dy _ -I X dh dh. dx 
-;-n-~ h -t- h-+x -t- h-+ x • 
E quell:o valore di 2 paragonato con quello dell' equaz;one 

. y 
(A ) produce la fcguente: 

-I dh dh dx dx 
n-=+=l X h-+ ~x-+ 'h-;';=-;;:::;; ' 

cioè togliendo dall' una, e l' altra parte h:.:.x , e dividendo 
per Jb l'uno, e l'altro membro: 

-t l t o r. ft 
;.:t::i X h -t- h-+x =o, equazwne, che tra1po a, e trattata 

a dovere partoriJce queft' altra: 
h-t-x=nb-t-h, vale a dire: 

(C) h=!.. 
n 

Da quefta equazione derivano le due infrafcritte: 
_,. -r 

b"-+I =n~ X,..;;:;;, ed h-t-x=~ X x, 
n-l " 

i quali valori di h ,;::;; , e di h-+ x furrogati nell' equazione 
(B) danno: 

- I J •\ 
)'=n-+ I X n-'-+- XqX x 1--, cwe: 

n-+1 n-+I 
_,. n 

J'= ;;-:::;-; X n;;:::;;- X q X x -;;::H, oppure con efpreffione piY 
femplice: (D) 



n 

(D) 1= ;::;-Ix q x [~];;=H. 
Queft' equazione efprime la natura della curva , quando l' 

efponenre n è po!itivo, ma allorchè è negativo , vale a dire 
quando n::;:::- m, ·dee confideradì l'equazione (C), e olferva
re , che le abtèiffe ("') poffono di venir negative, e prenderfi 
fulla linea ME prolungata; la ME però dovendo coniervare 
la {ua fituazione, e ftenderfi fempre verfo una banda, il va
lore di ME (b) fempre à da effere pofitivo nell'equazione (C); 
adunque allorchè n::;:::- m, è forza, che la x fia negativa 

anch' effa, acciò il valore di b fia ;; , cioè pofitivo. 

Perciò quando n::;:::- m , la curva ricercata avrà da dl:ender
fi tlentro l'angolo DME, ovvero dentro l' angolo AME. 

Si noti adelfo, che quando effa curva lì eftende dentro l' an• 
gol o DME, non fola le fu e ablciffe .(x), ma anche le fu e or
dinate (.t) fono negati ve, perchè in quefto calo le .t fi eften
dono dalla parte cppofta alla HG, ordina t a dalla qmra MGg. 

Q_uando poi Ja curva richieHa fi eftenJe dentro l' angolo 
AME, le tue ordinate (.t) faranno pofi t i ve, mentre fi -~Hen
deranno dalla ·fteffa banda di HG. 

Si noti in fine, che in tutti quanti i cali ~ è fempre una 

-quantità pofi t i va, attefochè nel .cafo di n po.fitiva, la x pure 
è pofitiva, e nel calo di n==-m , la x è negativa, confOr· 

me fi è già ofserva-to, e fi à ~::::::!.. 
. _,n m 

Dopo tutto quefto comprenderanno gl' intendenti, che po· 
ne n do -m in v~ce di n nell'equazione (D), elsa prende que· 
fia forma: _::::::!__ 

{E) =f.)' ~XqX [.;]I-m • 
Nel fegno doppio il fupenore è pel cafo, in cui la curva li 

eftende dentro l' angolo DME, e l' inferiore pel calo, in cui la 
curva fi eftende dentro 1' angolo AME. · · -

Dunque nel primo di quelli due cafi dell' equazione (E) na
fte quefta ~ 

{'F) 
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m ..,..__ 

.. (F) /;::m:_ I X q X [.;]m_, , 
che ferve quando m è maggiore dell' unità. 

E nel fecondo 4i effi gue calì dall' equazion~ (E) deriva 
quell' altra : ...=.=_ 

(G) J'-~ Xq X [,;;) 1 -m , 

ehe ferve quando m è minore Jell' unità.~ 
- Prendendo in vece di q il fuo valore c"-+' è manifefto: 

Primo , che fe fi alzano alla poteftà n-+ I i due membri 
dell' equazione (D), ne viene 

I --, ..... r 
(H) .r'*'=;;;Xn-+I XcXx". 
Secondo, che elevando alla poteftà m- I i due membri dell' 

equazione (F), fi à 
) 1 ---m-x r 

(I f m- l= ;;;-.,X m- I X -; xm • 
Terzo, che erigendo alla poteftà I -m i due membri dell' 

equazione (G) , fi confeguilce 
-l-m 

.J' '-m=mmX 1-m Xc Xx-m, ovvero 

(K) .J' 1 -mxm=mmX}::;'-mXc. 
E' altresì manifell:o: 

Primo , che l' equazione (H) è pel cafo di n polìtiva , e 
ra pprefenra una fpccie di linea parabolica, che lì eftende dea
tro l'angolo HMA. 

Secondo, ~h e l'equazione (I) è pel cafo Ji n negativa, al
lorch.è n=-m, ed m è maggiore dell'unirà. E la ftelfa e
quaziOne (I) rapprelenta anch' elfa una curva del genere pa
raboiJco, che per0 {j eftende dentro l'an gol? DME •. 

Terzo, che l'equazione (K) è pel calo dt n negauva, quan
do n=-m, ed m è minore dell'unità. 

E la medefìma equazione (K ) rapprefenta una fpecie di li
ne~ ip~rboli:.a, la quale fi eflende dentro l' angolo ./!ME, eJ 
à t latt di ello per afimptoti. . 

Ecco dunque pienamente rifoluto tl problema principale. 
Tom. II. N Co-
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CoROLLARIO I. 

PEr l' off'ervazione. fatta nel fecondo, e quinto articolo dello 
fcolio XII., la curva parabolica dell'equazione (H) (fuppofl:o l' 
efponeme n polìtivo) taglia colle fue tangenti la minima fom
ma D""fn-+ DC n. 

Per l' offervazione del terzo articolo dello fleffo fcolio, la cur
va parabol1ca dell' equazione (I) ( fuppofto m maggiore deU' 
unità) taglia colle fue tangenti la minima fomma DA_ .. -+ 
DC-m. 

E finalmente per l"' offervazione del quarto articolo del me
defimo fcolio XII. la curva iperbolica dell'equazione ( K) (fu p
pofi o m minore dell' unità) taglia colle fue tangenti la mafiì
ma iomma D.ll _.,-+ DC -m. 

EsEM-PIO I. (fig.43) 

SE n= I, l'equazione (H) diviene y' = 4cx, ed è alla pa
rabola conica, che fì efiende dentro l'angolo HM.Il, le tangen
ti llella quale tagliano la minima fomma de' lati DA, e DC 
dell' angolo dato D, cioè il minimo DA"-+ DC. 

ESEMPIO II. (fig.43) 

SE n=-2, la m farà eguale a 2, e l'equazione (I) di

verrll.J'=;Xx\ vale a dire x'=4sr~· che parimente è alla 

parabola conica, la quale fì efiende dentro l'angolo DME, e 
le di cui tangenti tagliano la minima fomma delle potefià -l 

de'lati DA, e DC dell'angolo dato D, cioè il minimo D~' -+ niJ · 
In quefti due efem pj Ii contengono due belle proprietà deJ.. 

la parabola Apolloniana. 

Es E M P I o I I I. (fig. 43) 

SE n=-~, vale a dire fe m= 7 , l' equazione ( K ) di

venta v'.1x= 7c, OVVerO )'X=~ CC) ed è aJl' Ìperbo}a COOÌ• 

c;a, la quale à per afimptoti i lati dell' an gol~ AME, e le fue 
tan· 
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tangenti tagliano la maffima fomma delle poteftà -7 de' lati 

D.A, e DC dell'angolo dato D, cioè il.maffimo · .!.. - !. 
vru v'DC· 

:E quefia è una bella proprietà dell' iperbola A polloniana, 

:EsEMPIO IV. (fig.43) 
. I 

S E n= !. , l' equazione (H) fa conofcere )' 1. = !. ex 7 , cioè 
:1 z z 

y' =!.. ccx, che appartiene alla parabola cubica primaria, le di 

cui tingenti tagliano la minima fomm:i ri:lelle potefià ..; de' la

ti , vale a dire V DA -fo VDC è Un minimo ) e la curva fi 
efiende dentro l' angolo RMA. 

EsEMPIO V. (fig.43) 
li 

SEn=-!., cioè fe m=!., l'equazione {K) mofira.tT ~ 
J 3 3 = · / !. Xc, vale a dire y}'x = ~', che fpetta all' iperbola v ~ ' ~ ' 

folida, la quale per confeguenza è dotata della proprietà, che le 

fu e tangenti. tagliano la m affi ma fomma. delle poreftà-~ de'lati, 
• ' l ....... ·t '\ ) 

eme . /3 -::- . / ~- e un maffimo. E la curva ·~ per afim-
v DA v DC · 

ptoti i lati dell'angolo .liME. 

EsEMPIO VI. (fig.43) 

SE n=-.:., vale a dire fe m= !.. , !'equazione ( K) efibi. 
l z 3 l ) 

- - --. 4&' 
fce .f 3 x ~ = y .± X c, .cioè yxx =;;, , appartenente all' 

iperbola folida , le ~~ngenti .della quale tagliano la mafsima 

fomma delle potell:à -.! de' lati, vale a dire 
l ~ 

3 - • 1 ' r· • / --D·--.- • /_._, --- e nn maJsJmo. 
v A v DC' 
Potranno i lettori dedurre dall' equazioni (H), (l) , e ( K) 

quanti elempj vorranno. 
N1 Co-



· ·100 D I 'V E Il S E P Il O P Il l lt T .A' 

C O R O L L A R I O [f. 

Quando n:-1- I, cioè quando m=t-t-I, l'equazione 
(I) maneggiata a dovere dà 

. -J-t-1 

;et-+ I=~ Xt-+ I Xc.1' 
per la curva parabolica, che fi eftende dentro l'angolo DME, 

alla quale corrifponde il minimo DA:_, -+ DC•~• . 

c o R o I. L A R I o II I. ( fig: ·43) 

E Quando n=t- I, cioè quando m= I -t, l' equazione 
(K) fomminiftra 

-1-1 

;ct-+-ty'=t' X I-t Xc 
per la curva iperbolica , che à per afimptoti i due lati dell' 
angolo .AME, alla quale corrifponde il mafsimo 

DA1 - 1 -t-DC'- 1 • 

· Dee notarfi, che nel fecondo corollario la t efprime qua• 
lunque numero pofi ti v o intiero, o rotto. 

Ma nel terzo corollario la 1 rapprefenta qualfivoglia nume
ro rotto pofitivo, e minore dell'unità. 

CON-
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CONTINUAZIONE 
Del trattato de' Triangoli rettilinei. 

DAE è ugua:e 

TEOREMA XXVI. (fig. 44) 

T a dato qualunque triangolo BAC, e fui lati 
BA, ed AC di elfo fieno formati i refpetti
vi parallelogrami equilateri fimili BADH, e 
CAEG, talmente difpofli, .che i loro angoli 
alla comune cima A non fiano ambidue acu
ti, n è ambidue ottufi ; congiungafì pofcia la 
retta DE ; io dico , che il nuovo triangolo 

al dato triangolo BAC. 

DIMOSTRAZIONE, 

S· Immagini, che il triangolo DAE fì rivolga intorno il punto 
A, finchè uno de' lati di ello v. g. AE fi adatti ad uno de' lati 
del triangolo dato B.t1C v. g. al lato AC; egli è vifibile, che l' 
altro lato DA del triangolo DAE fi adatterrà alla continuazione 
del lato BA del dato triangolo BAC; attefocchè l' angolo DAE 
è il complemento a due retti dell'angolo BAC; come apparifce a 
chi riflette, che effendo an g. BAC-+- an g. BAD-+ an g. DAE -+ 
4ng. EAC eguali a quattro retti, ed effcndo in oltre fimi! i i due 
p~rallelograrni equilateri BD, ed AG, e difpotli come nell' cfpofi
z_IOne del teorema, fi anno ang:BAD-+ang.HBA(EAC) egua
li .a due retti, coficchè fottraendo quella feconda equazione dalla 
pnrna, rimangono ang. BAC-+ an g. DAE eguale a due rc:rti. 
. Pert~nto il triangolo DAE , giunto ~he fia nella pofiz10ne 
trnmagmata, diverrà il triangolo CAF, 1l quale per conleguen
te avrà il fuo lato AF eouale al lato BA del triangolo dato BAC. 

Confiderando ora le brette eguali BA, ed AF come balì de' 
rc:fpettivi triangoli BAC, e CAF, è manifefia l' eguaglianza 
d1 q_uefii rnedelìmi due triangoli , a' quali compet_ono balì e
guah, e una fielfa perpendicolare dal comun vert1ce C. 

La-
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Laonde è manifelta del pari l' eguaglianza dei due triango
li BAC, e DI!E. Il che doveva dimoH:rarCi. 

Senza immaginarfi il rivolgimento del triangolo DAE intor
no al punto A, balta prolungare , e raddop"piare uno de' lati 
del triangolo dato BAC, v. g. il lato AB , prendendo lul 
prolungamento di elfo la AF eguale alla AB, e confeguente
mente alla AD, e poi congiungere la retta CF. 

Imperciocchè fi proverà in fimi! guila , che l' angolo CAF 
è uguale all'angolo DAE, vale a dire , che ciafcuno di q ue
fti due angoli è il complemenro a due retti dell'angolo BAC, 
e quindi che i due triangoli D/lE, CAF fono fimili, ed egauli. 

Si proverà pur come fopra che il triangolo CAF è uguale 
al triangolo dato BAC; adunque, ec. 

C OR O L L A R I O I. ( fig. 44 ) 

JL triangolo ~ato BAC è il triangolo CAF, vale a dire il 
trtangolo D/lE fono metadi di due refpettivi parallelogrami 
ftmili, cd eguali. 

CoRoLLARio II. ( fig.4'5) 

SE fi forma anche fulla bafe BC del triangolo dato BAC 
il terzo parallelogramo equilatero BCIL ·fimile agli altri due 
parallelogrami equilateri ( tra loro fimili ) BD, ed AG, e di
tpofto come efli, cioè in modo che gli angoli alla comune 
cima C non fiano nè ambidue acuti , nè ambidue ottufi, e 
parimente non fiano ambidue acuti, nè ambtdue ottufi gli an
goli alla comune cima B; e le .di più fi congiungono le ret
te G/, ed LH; egli è chiaro, che il iaro AB Jel triangolo 
dato BAC farà figura di baie rilpetto ai due lati A. C, e CB 
dello fteflò triangolo dato, e rilpetto ai due paraHelogrami e
quilateri fimili AG, e BI, ed è egualmente chiam , che il 
l~to AC ~el triangolo dato BI!C farà ~gura di bafe riipetto 
a1 due lau AB, e BC del medefimo tnangolo dato, e rilpec- .. 
to ai due parallelogrami equilateri fimili CL, e BD. 

Si vedrà dunque manifeftamente , che ciafcuno de' nuovi 
triangoli GCI, ed LBH è uguale al triangolo dato BAC. Per 

lo 
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. lo che tutti e quattro i triangoli BAC, DAE, GCI, ed LBH 
fono eguali tra loro • 

c o R o L L A R I o I I I. 

QUando i parallelogrami equilateri fimili BADH , e CAEG 
della fig. 44 fono rettangoli, cioè quando efsi iono due qua

drati, · è evidente, che i loro ~ngoli alla comune cima A non 
fono nè ambidue acuti, nè ambidue ottufi , vale a dire ang. 
BAD-+ ang. C.AE lono eguali a due •etti , e confeguentemen
te anche in quello cafo il triangolo DAE è uguale al dato tri
angolo BAC in virtù dd teorema. 

CoROLLARio IV. 

E Quando ciafcuno dei tre parallelogrami equilateri limili 
BD, AG, e C/ della fig. 45 !ono tre quadrati , in quello 
calo ancora i quattro triangoli BAC, DAE, GCI, ed LBH del· 
la fieisa figura fono tra loro eguali in virtù del II. corollario. 

CoROLLARIO V. (fig.4'5) 

I. 

A Uorchè il triangolo dato BAC è rettangolo in A, e i pa
~allelogrami equilateri lìmili BD, AG, CL tono tre quadrati, 
l quattro triangoli BAC, DAE, GCJ, e LBH p refi infieme fo
no eguali a zAB X IIC; perchè elfendo efsi eguali tra loro, i 
due ultimi triangoli !ono eguali ai due primi, che prelì inlìe
me equtvagliono vifibilmente al rettangolo ABX AC • 

I J. 

Se dall' efagono LHDEGIL lì toglie il quadrato BCIL, la fi. 
gura otto-latera BLHDEGICB, che rimane , è uguale al qua
drato (&B-+AC)'. 

Attefochè tal figura confta di AB'-+AC'-+BIIC-+ DAE-t
GCI-t-LBH vale a dire (a cagione dell'articolo precedente) 
' ' )' e uguale ad AB'-+ AC'-+- zAB X AC = (AB~ AC • 

Ili. 
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I I I. 

Se li prolungano (fig.+~) le rette !fD, GE, HB, ~ GC, fin. 
chè s' incontrino nei refpetrivi punti N, e P, è chiaro , che 
k co·mpiranno i rertan~oli ADNE, .ABPC tra loro eguali, e fi 
formerà il quadrato HNGP eguale al quadrato (.AB-+- .AC )', 
e in virtÙ èel precedente articolo alla figura Ottolatera. l.JYJ 
H;ICBL. 

l v. 
Se fl prolunga il lato AB del triangolo rettangolo dato, fin

chè BM fia eguale alì' altro lato .!IC; e tè ft prolunga fimil
menre il lato AC di elfo triangoio. finchè ca fia eguale all'al
tro lato AB: Se oltre di ciò lì congiungono le rette ML, 01, 
e lì prolungano, finchè s' incoutrino in K; è facile a <:()11ofce
re : Che ciafcuno dei tre triangoli LBM, ICO , ILK è ftmile , 
ed eguale al triangolo dato B.IIC ; cofì<:chè la lomma di que
fti quattro triangoli è uguale a 2AB X BC; perchè nel triango
L> LBM l' angolo in B, complemento a due retti dell'angolo 
.ABC, è uguale all'angolo ACB , e le refpettive bafi LB, BC, 
ficcome per la coflruzione i reipettivi lati MB, AC, fono eguali. 

Parimeme nel triangolo ICO l'angolo in C, complemento a 
~ue retti dell'angolo ACB, è uguale all' angolo ABC, e f~mo 
eguali le re! petti ve baCi JC, BC, e i lati refpetti vi CO , .AB per 
la cofiruzione. 

lu fine nel triangolo LIK l' angolo in L, complemento a 
dùe retti àell' angolo MLB ( ABC), è uguale all' angolo ACB; 
come pure l' angolo in I, complemento a due retti dell' ango
lo OIC ( .!ICB), è uguale all' angolo ABC, e la baie LI è ugua· 
la alla baie BC ; 

Laonde il quadrilatero MAOK à retti tutti i fuoi angoli in 
M, in A, in O, e in K ; e qumdi i luoi lati lon paralleli 
tra loro; ed effendo di più il lato AM eguale al lato AO, cioè 
ambidue eguali ad AB-+- AC per la coflruzione, detto quadri
latero è un quadrato eguale al quadrato (AB -+AC)'. 

v. 



DEI Tllt.\MGOLI RF;TTILI!'rEI. ros 

v. 
Perciò anche il quadrato MAOK è uguale alla figura otto

latera LHDEGICBL per l'articolo II., ficcome ~ uguale all'al
tro quadrato HNGP per l'articolo UI. 

C O R O L L A R l O V l. ( fig. 46) 

L• Efagono LHDEGIL è uguale ad AB •-+- AC 1 -+- (AB-+- AC)'; 
Imperciocchè que!t' efagono è uguale alla figura ottolatera 

LHDEGJCBL più il quadrato BCJL; ma la detta figura otto
latera è uguale al quadrato HNGP per l'articolo III. del co
rollario precedente, e il quadrato BCJL è uguale al quadrato 
MAOK meno i quattro triangoli BML, LKI, JOC, CAB: adun
que l' eJagono LHDEGIL è uguale al quadrato HNGP più il 
quadrato MAOK meno i quattro triangoli BML, LKJ, JOC, 
CAB; eJ dfendo la fomma di quefl:i quattro triangoli eguale 
a .,c AB (cioè a zAB X AC) pel quarto articolo del corollario V., 
farà. eziandio 

LHDEGIL =HNGP-+- MAOK- zAB X AC 
ponendo pertanto in quefl:' equazione la quantità AB 1 -+- AC' 
-+- ADNE-+- ABPC (vale a dire AB •-+- AC: -+ 2AB X AC ) in 
vece di HNGP, cui equivale , ne rifulterà LHDEGIL = AB• 
-+- AC • -t- MAOK , cioè 

L' elagono LHDEGIL = AB• -t-AC: -+(.;1B-t-AC)•. 
Il che dovea dimoltrarfi. 

CoROLLA uo VII. (fig.46) 

NuiYVa modo di dimojlrarc il teorema di Pitfdgortt. 

J L quadrato della bafe BC del triangolo rettangolo dato è 
uguale all' elagono LHDEGIL meno la figura ott~larera LHD 
EGlCBL. Si è veduto nel fecondo articolo del quinto corolla
rio, che figura LHDEGICBL = ( AB-+AC )' . Dettraggafì quell' 
equazione dall' umma del corollario antecedente, e fì avrà. 

Il quadrato BCIL=AB•-rAc:. 

Tom. II. o Co-
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c oR o L L A RIo v I II. (fig. 46) 

O P pure in queft' altro modo. 
Per l' articolo V. del corollario V. il quadrato MAOK è u

guale al quadrato HNGP. Ma il quadrato MAOK è uguale 
al quadrato BCIL-+ 4BAC pel quarto articolo del corollario V., 
e il quadrato HNGP è uguale ad AB'-+AC'-+4BAC, come è 
vifìbile; adunque 

BCIL-+4RAC=AB' -+-AC'-+4BAC, 
vale a due BC' =AB'-+ AC'. 

C oR O L L ARI O l X. (fig. 4()) 

Ovvero così 
BCIL = MAOK -4BAC = MAOK- 2AB X AC, 

fi Jurroghi in cambio di MAOK i! fu o valore (AB-+ AC )' pel 
quarto articolo del corollario V., e {i vedrà 

BCIL= ( AB-+AC)'-2AB X .I!C; 
equazione, che fvilluppata fomminillra 

BCIL = AB•-+ 2AB X AC-+ .11c•- 2AB X AC, 
vale a dire Bc·=AB'-+.I!C'. 

T E o RE M A X X V II. (fig. 47) 

S la il triangolo BAC rettangolo in A, e dal vertice di etTo 
cada fopra la bafe BC la normale AD ~· io dico , che fu1Ttl1e 
quefta proporzionalita. 

L'area del triangolo BAC fta ai tre quadrati de' lati, come 
la normale AD al quadruplo della balè BC. 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

E' Vifibile la giuftezza di quell'equazione: 
BC X AD 2BC' X AD 'ò {i à l • . 
~=~-c-. Perct 1 · a proporzwnahtà feguente: 
BC X AD • 
-;-- . 1.BC ::AD. 4BC; 

ma BC X AD ' J Il' d l . ~ e ugua e a area e triangolo BAC, e per l'an-

golo retto A fì à 7.BC' = BC.-+AB' -+ AC' ; adunque collocan· 
do 
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do nell'ultima proporzionalità in luogo dei due primi termmi 
le due fuddette corrilpondenti efpreflìoni, fi conleguifce que!l:' 
altra analogia. 

L'area del triangolo BIIC fia a BC'-+ .AB'-+ AC', come IID 
fia a 4BC. Il che dovea dimofirarfi. 

SEcoNDA DrMOSTRAZIONE. 

E Sfendo .AB media proporzionale tra BC, e BD , ed IIC fi
mi l mente tra BC, e DC; AB' è uguale a BC X BD, ed AC' 
è uguale a BC X DC; coficchè i tre q uadrari de' lari del trian
goio BIIC fono eguali a BC(BC-+BD-+DC), . cioè a BC X 2-BC, 

ed anche a 48c ~ BC: e quindi l'area del triangolo BIIC, va-

le a dire AD ~-Be ila alla fomma dei tre quadrati de'lati, co

me AD fta a 4BC. Il che dovea dimofirarfi. 

ANNOTAZIONE. 

CHi vorrà riflettere al tenore di que!l:a feconda dimoftrazio
ne, conoicerà, che effa non fuppone, come la prima, la p re
via notizia del teorema Pittagorico; ma piuttolto conduce al
la prova del teorema medelìmo. 

TEOREMA XXVIII. (fig.48) 

SIa il triangolo BIIC rettangolo in C , e dal fuo vertice A 
fi conduca la retta AD al lato oppofio BC prolungato , quan
do fia d' uopo , dall' una, e l' altra parte d1 C; io dico, che 
la fomma dei due quadrati AB', e DC' è uguale alla fomma 
dei due quadrati AD', e BC'. 

pRIMA D I MOSTRA ZIO N E (fig. 49) 

SUl lato BC prolungato di là da C fì prendano ad arbitrio 
i due punti b e d a' quali dal vertice A fi conducano le ret
te Ab, Ad. C~lla r~tta AM fi tagli per mezzo l'angolo BAb, 
e colla retta AN fi ragli per mezzo l' angolo D Ad· 

Ciò fatto lì conlìdc:ri, che il teorema VI. mofira 
AB X .Ab= BM X Mb-+ .AM', ed anche 

O 2 DN 
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DNX N d -t- AN'= AV X Ad~· l' addizione deliF quali equa-
zioni fa vedere . 

(a) ABXAb-t-DNXNd-t-AN'=AIJ.XAd-t-BMXMb-+AM'. 
S'immagini ora, che C fia tanto dl(tante da B, quanto da 

b, e da D q•Janto da d. Allora i punti M, ed N coincideran
no m c, la rerta Ab farà eguale ad AB, e la retta Ad ad .AD, 
tale h è r quazione (a) di verrà 

AB' -+ DC'-+ AC' = AD'-+BC'-t- Ac•, 
cioè tog! 1endo AC' dall' una, e l'al tra parte, 

AB•-tnc'=.AD'-+BC'. Il che dovea dimofirarG. 

S E C O N D A D I M O S T R A Z I O N E (fig. 49) 

SI confìdcri qui. la fielfa figura ·, che à fervito per la prima 
dimollrazione, con quello folo divario, che le rette AM,AN 
in vece di tagliar per mezzo gli angoli refpettivi BAb, DAd, 
ora dividono per metà le refpetti ve rette Bb, Dd. 

Pel teorema IX., o fia pel corollario V. del teorema X. fi 
conofèe Dd'=2.AD'-+2Ad'-4AN'. 

Similmente in vigore di ciafcuna delle citate propofizioni lì 
vede eziandio Bb' = 2AB'-+ 2Ab'-4AM'; e fottraendo quefì:' 
ultima equazione dalla penultima lì trova 

(b)n.I'-Bb'=1.AD'-+2Ad'-2AB'-2Ab'-4AN'-+4AM'. 
Immaginando adeflà, che c tanto difl:i da b, quanto da B, 

e tanto da d, quanto da D ; ambidue i punti N, ed M lì 
confondono in c, fi :t DJ' =4DC', e Bb' =4BC'; làno tra 
loro eguali le due rette Ad, AD, come pure rra loro le altre 
due Ab,AB, e l'equazione (b) diventa . · . 

4DC'-4BC' =4AD'-4AB>,· laonde dividendo per 4, e tra
fponendo lì rileva AB'-+ DC'= AD'-+ BC'. Il che dovea di
mollradì. 

T E R z A D I MosTRA zIo N E (fig. 48) 

AC' à due valori, cioè AB'-BC', ed AD'-DC' · adun-
' que AB'-BC'=AC'-DC', e per trafpofìzione AB'-+DCz 

=AD':-t-BC1 • Il che dovca dimoHrarlì. 
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QUART A D I MOSTRA ZIo N E (fig. 48) 

AC'-rBC'-rDC' =AC'-.+DC'-rBC' è un'equazione iden
tica. Nel primo membro di elfa pongafì AB' in cambio di 
AC'-+ BC', e nel ·fecondo membro lì collochi AD' in luogo 
di AC'-+ DC', e apparirà di nuovo 

AB'-+ DC'= AD' -+ BC\ Il che dovea dimoflrarfì. 

ANNOTAZIONE. 

SE la retta AD taglialfe la bafe BC tra B, e C, oppure di 
là da C per rapporto a B; fì comprende facilmente, che in 
tali cafì luffillerebbero fempre il teorema prefente, e le quat
tro dimoil:razioni di elfo • 

CoROLLARio I. 

O ve lì abbia riguardo alla prima, e alla feconda dimollra
zione di q ueil:o teorema, prefcindendo dalle al tre due , e chia
ro, che n è elfo teorema, n è il feguente fecondo corollario fup
pongono la previa notizia del teorema di Pittagora ; perchè 
non la fuppongono punto le dimoil:razioni da mc date del teo
rema VI., di cui è un corollario l' equazione (a). Nemmen 
fuppongono detto Pittagorico teorema le dimoflrazioni mie de' 
teoremi IX., e X., e del corollario V. di detto teorema X., 
del qual corollario V. l'equazione ( b) è pure un corollario • 
. Perciò ( fig. 49 ) fe s' immagiua , che il punto D cada infi

nttamcnte vicino al punto c , l' equazione del prefente teore
ma, la quale è AB' -+DC'=AD'-+BC', diviene AB'=AC,' 
-+ BC'. Imperciocchè efièndo D proffimo a C, lì trafcura DC~ 
come un infinite/imo e AD' diventa eguale ad AC' . Qumdt 
la motivata Pittagori~a propcfìzione è un corolla~io del teore
ma prelenre , in quanto egli è provato colla pnma , o colla 
feconda dimoil:razione. 

CoROLLARIO II. (fig.so) 

S la qualunque triangolo BAC , e da uno de' fuoi angoli alla 
baie , v. g. da B , fi tiri a! Jato oppolto la normale BD ; fu 

que-
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queita normale fi prenda il punto O tra B, e D, avvera di 
là da B per rapporto a D, oppure di là da D per rapporto a 
B , e fi conducano dal punto O agli angoli in .A, e in C le 
rette OA, OC. 

In oltre rapprefenti ognuna delle due lettere m, ed n qua
lunque numero inriero, o rotto, pofìrivo, o negativo; io di-
co, che fuffi!te quefl' equazione, o fìa formo! a: · 

(c) mAB'-+nBC'-+(m-+n)OD'=mAO'-+nCO'-+(m-+n)BD'; 
impercioGchè in vinù del prelente teorema fi à 

mAB'-+mOD'=mAO'-+mBD', ed anche nCB'-+nOD' = 
nCO'-+nBD': e dall'aggiunta di quefte due equazioni vien co
ll:ituita la ioprakritta formala. 

AvvERTIMENTo. 

D E e · notarlì, che fe la fignificazione particolare, che fi folfe 
già data alla lettera m, fi dalfe poi alla lettera n, e vcrlavice la 
ftgnificazione particolare, che fi folfe data ad n, fi daffe ad m; 
allora farebbe per l' appunto come fe la formola (c) fi mutaf-
fe in quefi' altra, che è vera anch' effa: · 

mBC'-+ n AB'-+ (m -+n )OD' =mCO'-+ nAO'-+ (m-+ n) BD', 
ài maniera che nell' accennato baratto delle fìgnificazioni di m, 
e di n le rerre .AB,BC ,.AO, CO diverrebbero relpettivamente 
le rette CB,AB,CO,.AO. 

Piacemi di .addurre i feguenti efempj ài quello fecondo co
rollario per la loro eleganza. 

I sE M PIo I. 

SE m= I, ed n= I, la formala (c) diventa 
.AB"-+BC'-t- 20D"=.AO'-t-OC'-+2BD'. 

EsEMPI .o II. 

SE m=-+ I, ed n==t= 1, la formala (c) mofira 
:± AB' =t= BC' = :± .AO' =f. CO', e tra(ponendo , e poi divi

iendo per :± I . 

AB'-+OC' =BC'-t-OA' . 
. Barattando le fignificazìoni di m, e di n, farà per l' avver-

timento BC' 
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BC'-+OA'=AB'-+OC', equazione non diverfa da quella, 
che la precede. 

EsEMPio III. 

SE m= 2, ed n= I, la formola (c) diviene 
( J) BC'-+ zBA'-+. 30D' =OC'-+ zOA'-+ 3BD'. 
Bar,mando le fignifì.:azioni di m, e di n, iarà per l' avver

timento 
BA'-+ zBC'-+ 30D'=OA'-+ 20C'-+ jBD'. 

Es EM rIo I V. 

SE m=-+ 3, ed n==+ 1, abbiamo in virtù della. formala (c) 
-+ 3BA' =i= BC' :± 20D' =-+ 3AO' =+ OC' :± zBD', 

e trai ponendo, e poi dividendo per -+ 1 

OC'-+ 20D'-+ 3BA' =BC'-+ 2BD'-+ 30A'. 
Barattando le fignificazioni di m, e di n, farà per l' avver

timento 
OA'-+ 20D'-+ jBC'=BA'-+ 2BD'-+ 30B'. 

EsEMPIO V. 

SE m=:± 3, ed n==+ 2, la formala (c) manifefta 
:± 3BA'=+ 2BC'-+on'=:± jOA'=+ 20C':±BD', 

e tra! ponendo, e poi dividendo per :± 2 

OD'-+20C'-+ JBA'=BD'-+ 2BC'-+ 3011' • 
. Barattando le fignificazioni di m, e di n, farà per l' avver

timento 
OD'-+ 20A'-r 3BC'=BD'-+2BA'-+ JOC'. 

T E o R E M A x x I x. ( fig. so ) 
S I~ il triangolo ifofcele BAC, e da uno de' fuoi angoli e
~uati, v. g. da B, fìa tirata al lato oppoflo la normale BDj 
10 d!co, che i tre quadrati de' Iat~ del tri~ngolo BAC 1_ono e
guali a~ una voi ra il q nadrato d1 DC, p1_ù due volte 11 qua
drato dt D/1, più tre volte il quadrato d1 DB • 

PRl-
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PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

A Cagione dell'angolo retto in D lì à zAB'= zDd'-+- zDB'; 
cioè per l' egual ira de' due lati AB, ed AC fi à .dB'-+- AC' 
= zDA'-+ zDB'. 

Similmente BC' =DC'-+ DB'; e l'addizione di quefte du~ 
~uazioni fa conofcere: 

(e) ./IB' -+ AC' -+- BC' =DC' -t- ').DA'-+- 3DB'. 
Il che dovea dimoftrarfi. 

SECONDA DIMOSTRAZIONE ( fig. so ) 
D A qualunque punto O della retta BD prolungata oltre B, 
e oltre D, fi conducano ai due angoli in A, e in C le rette 
OA, ed OC. Pongafi nell' equazione (d) del corollario prece
dente AB'-+ .AC' in luogo di zAB', e fi troverà effere. 

{f) AB'-+ AC'-+ BC'-+ 30D' =CO'-+ zAO'-+ 3DB', 
furrogando qui DC'-+ OD' in vece di CO' , e zOD'-+ zDA' 
in cambio di zAO', fi otriene: 

AB'-+ AC'-+ BC'-+ 30D' = 30D'-+ DC'-+ zDA1 -+ 3DB 1 , 

e togliendo 30D~ dall' una , e l' altra parte, rimane l' equa-
zione (e ) . Il che dovea dimofl:rarfi. ~ 

TERZA DIMOSTRAZIONE ( fig. SO ) 

S' Immagini, che il punto O cada infinitamente vicino al 
punto D, allora JOD', come quamità infinitamente piccola fi 
potrà togliere dall' equazione ( f), dove fi porrà ancora DC 1 

in vece del fuo equivalente OC~, come pure DA' in luogo 
di OA•, cui equivale, e cos) l'equazione (f) dtverrà l'equa
zione (e ) . Il che dovea dimollrarlì. 

Quando nel triangolo ifoteele BAC l' angolo in A è ottU· 
fo, il punto A cade tra D, e C; nientedimeno è agevole a 
conofcedì, che in tal caio rimangono lenza alterazione q_llefl:o 
teorema, e le fu e tre dimoflrazioni. 

ANNOTAZIONE, 

P Refcindendo dalla terza, e quarta dimollrazione del prece
den-
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dente teorema, . e attendendo .alla pnflla, o alla feconda · delle 
fue dimoftrazio~i: come pure prefCindendo dalla prima, e fe
conda dimoftraztone. del teore~a preiente, quello medefimo 
·prefente teorema, m quanto e provar~ ~on la fua dimo!lra
zione terza , non fuppone punto la notlZla della propofizione 
Pittagorica • 

E oli in , virtù della fua feconda, e terza dimoftrazione è 
un ~rollario del fecondo corollario del teorema antecedente. 

TEOREMA XXX. (fig. 5z,es2) 

D Al vertice A di qualunque triangolo BAD fì· alzino fui la
ti AB, e AD le due normali indefinite AP, ed AR , e fi ti
ri fuUa bafe BD (prolungata -fe .lì vuole) la retta AC. 

Da qualunque punto !i!_ di quefta retta, fituato di là da A 
per rapporto a C, fi cali fopra AP la normale !f!.P, e fopra 
AR la normale .fi!._R • 

Dalle ellremità B, e D della bafe fi conducano le rette BM, 
e DN parallele ad Afi!.., e fopra di elfe cada la normale MN, 
che taglia in .4 ad angoli retti la A!i!._; 

lo dico, che Afi2_, MN = AR, AD-+ AP, AB. 
Nel fegno doppio vale il fuperiore per la fig. sI , e l' infe

riore per la fig. •p; e così nel tratto fuccellìvo. 

AvvERTIMENTo. 

S E AC incontraffe la bafe. BD di là dal punto D per rap
porto al punto B; allora fi dovrebbe immaginare la figura 52 
rovefciara in maniera, che ciò, çhe fta alla parte deftra di B, 
fialfe alla finiflra, e ciò, che fta alla pane finillra di B, ftaf
fe alla dt:ftra. 

DIMOSTRAZIONE. 

l Due triangoli rettangoli AP !f!.· AMB fono lim!li; poich~ per 
la coftruzione BA, e p !i!._ fon parallele ; onde l angolo P fiL A 
è uguale all'angolo BAC, cui è uguale l' angolo MBA · .. 

Parimente i due trianooli rettangoli AR!f!., AND i ono fim1lt 
anch' efsi, mentre elle n dg per la collruzione parallele DA, ed 

Tom, JJ. P Rfi!..., 
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R§!_, i' angolo R~.A è uguale all'angolo DAC, cui ~· ug.uale 
l'angolo ND.A. · · · 

Abbiam pertanto quelle due analogie: 
Afid...: AP:: AB. AM; A !i?_. AR:: AD. AN. Dalla prima nafce 

Afi!.,AM=AP,AB, e dalla feconda viene Afi!..,AN=AR,AD. 
Aggiungeudo per la fig. 5 I la prima equazione alla fecon

da; e fottraendo per la fig. 52 la prima equazione dalla fecon
da, fi conofce A.§!_, .A M-+ A Q., AN, cioè per l' una, e per l' 
altra figura, Afi!., MN=.dR,AD=±.AP, AB. Il che dovea 
dimoflrarfi. 

c o R o L L A R I o I. 

SÉ nella fig. 51 la AC è normale fopra la bafe BD, la me
ùelìma BD diviene parallela, ed eguale alla retta MN, e per
ciò ~ luogo <JUefi' equazione: · 

Ai(, BD = AR, AD -+ .AP, AB 
bella proprietà del triangolo, dalla quale deriva nella feguente 
guila il teorema di Pittagora. 

C OR O L L A R I o Il. (fig. SI ) 

P Ofie le cofe antedette, fe l' angolo al v~rrice del triangolo 
BAD è retto; allora tanto P AD, quanto R.AB faranno in di• 
retto; P~ farà parallela ad AR, come pure Rfi?._ ad AP; tal
c h è Ja A~ farà diagonale del rettangolo P ARfi!... 

Laonde i e di più AP è uguale ad .AB, ed AR ad .AD; al
lora la diagonale Afi!.._ diventa eguale alla baie ·BD, e in vir
tù della precedente equazione fi à queft' altra: 

Bo• =AD,-+ AB,. 

T E O R E M A X X X I. (fig. S3 , e S4) 

D Al vertice A di qualfivoglia triangolo BAD fi tiri fulla ba· 
~e BD (prolungata, le fi vuole) la retta AC. Sulla fielfa ba· 
Je BD fi co!lruifca il parallelogramo BVXD, i di cui ·lati (di 
grand~zza ~rbitraria ) fiano paralleli ad AC. Indi fi compi!ca• 
no gh .altn due parallelogrami VBAfi?._, XDA!i!_. 

lo du;o, che il parallelogramo BVXD è uguale alla fomma, 
ovvero 
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ev~ero alla differenza dei due parallelogrami VBA!f!_, xDA!i!._, 
cioe alla fomma nel cafo della fig. S3, e alla dtfferenza nel ca
fo della .fig. 5+ • 

AvvERTIMENTo. 

SE la retta .AC incontr~rà la. ~afe BD d~ là d~l punto D per 
rapporto al punto B, abbrafi qur per repltcato l a vvertimenco 
che ~ pofto dopo l'enunciazione del precedente teorema. ' 

D I M o .s TRAzIoNE. 

I Triangoli V !i!_ X, BAD fono umili' ed eguali' attefochè per 
cagione de' parauelogrami fi à VX=BD; V!f2..=BA, ed Xli!_ 
=DA. Pongalì pertanto da una pane il triango!o V!f2..X, e 
dall' a:! tra il triangolo BAD; Poi tolgafi . dall' una, e dall' altra 
parte quello fpazio, che i due triangoli fuddetti anno dj co. 
mune ( quamftrl' anno), e aggiungafi aH' una, e ali" altra par. 
te quello fpazio, o tpazj, che •i dl!C: triangoli·V!i!._X, BAD non 
contengono in ciafcuna delle due figure BVQXD, e BAQXDB, 
e in tal guila fi avrà la dimoftrazi9ne intuiti va, e immediata 
del teorema. Il che, ec. 

Es E M p IO ·, I. ( fig; 53) 

TRi.V!i(X=Tri.BAD. : :' ' · - . , 
Si tolga dall' uno, e dall'altro membro di quell' equazione 

l~ fpazio EAK comune ai due triangoli V fil._ X, BAD, e lì ag
gmngano di qua, e d:i là i due fpazj BVE, DXK, che non fi 
contengono negli accennati due triangoli, fi vedra: 

Tri. Vfi!._X-EAK-+- BVE-+DXK= Tri. BAD -EAK-+ 
BVE-t-DXK. 

Il primo. membro è uguale~ Parallclog.BV!i}A-+Parallelog~ 
DXQA, e ti fecondo membro e uguale a Paraìlelog. Bf/XD; a
dunque BV!i(A-+DXQA=BVXD· Il che dovea dimolharfi. 

Es E M p I o II. (fig. 5+) 

D~ nuovo, Tri. VfZX=Tri.BAD· _ 
St tolga dall'uno , e dall'altro membro lo fpazw VRK co-

p z mune 
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mune ad ambi i triangoli V§LX, BAD, e fì aggiungano all' 
una e all' altra parre i due tpazj .ARfi!.., KDX non contenuti 
nei 'detti due triangoli: ne rilulterà 
Tri.Vfi2_X-VRK-+ARf~.:~+KDX~Tri.BAD- VRK-+ 

.AR!i!_-+ KDX. 
Il primo membro è uguale a Parallelog.DX~A, e il fecon

do membro è uguale a Parallelog. BV!i!_A -+Parallelog. BVXD. 
Adunque DXf2..!1 = BVfi2..A-+ BVX/.J, e tralponmdo · DXfi2... d 
-BV!i!_A=BVXD. Il che dovea d1moitradì. 

Quando nella fig. 53 il punto A è tra le due parallele VX, 
e BX, allora non tolamente lo fpazio triangolare E4K fva
nike, ma gli altri due lpazj triangolari BVE ,DXK diventano 
due trapezj contigui tra loro dalla parte di A. 

Così quando nella fig. 54 il punto V è tra le due parallele 
DA, ed Xfi!._, allora non iolo · fvanifce lo fpazio triangolare 
VRK, ma gii altri due lpazj XDK,.AR!i2_.divengono due tra· 
pezj tra loro contigui dalla parte di V. 

C O R O L L À R I O I. 

J L cafo dell'efempio Il. (.fig. 54) pu~ ridurfi al primo, pur
chè fi confideri il triangolo XV fiL, il fuo vertice V, e la fua 
bafe Xfi(.., _ fop:a la quale è cof_trutto il paralleiogramo~D.A~; 
attefoche 1 lau XD, e fiL A d1 q uefl:o parallelogram.o ton paral
leli alia retta BV, che prolungata incontra la bafe XIi!_ tra 
X, e !i!_. .. 

E' ch1aro, che lo lleffo dee valere, fe la fig. 54 lì concepi
fce roveiciata in modo, che ciò, che ita alla de !tra di B Hia 
alla finittra, e ciò, che Ha· alla finillra di . B fba alla defira . 

C oR O L L A R l O Il. ( fig: $3) 

L A retta AC incontri normalmente la bafe BD, e dagli an· 
go ii v, ed X del parallelogramo VBXD (m quello calo rettan
go lo ) lì calino fui lati AB , e AD del triangolo BAD le re-
1pettive perpendicolari VO, e XZ; fi avrà quelt' quazione: 
17B,BD=XZ ,AD-+ VO,AB. 

E ~e di pitl VB ( XD) farà eguale alla bafe, fi otterrà 
BD-=XZ,AD:;±VO,AB. Nel 
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Nel fegno doppio di quello corollario, e del quarto corolla

rio infra!Critto il iuperiore concerne la figura s 3 , e l' inferio
re la figura S4 • 

Dal prefente corollario proviene la propofizione di Pittago
ra nel modo, che fegue • 

C O R O L L A R l O Il l. (fig. '5 '5) 

S E in oltre è retto l' angolo A venice del triangolo; allora i 
tre triangoli rettangoli BAD,DZX,VOB fono fimili, ed egua
li, perchè fono eguali gli angoli ABD, ZXD, facendo ciaicu
no di eflì un angolo retto con l' angolo XDZ ; e gli angoli 
.ABD,OVB fono pa·rimente uguali, facendo ciakuno di dii un 
angolo retto con l'angolo VBO, come pure perchè fono ugua~ 
li le tre bafi rilpettive BD, DX, BV a cagione del quadrato 
BVXD. 

Sarà pertanto eguale il lato XZ al lato AD, e il lato VO 
al lato AB. Perlocchè lìccome n'el precedente corollario lì è 
trovato BD' = XZ, AD-+ VO, .J1B; così ora fi cono1ce BD'= 
AD'-+AB'. 

C oR o L L ARI o I V. (fig. H, e '54) 

SI concepifcano coflrutti fopra le bafi AB, ed AD , e com
prefì tra le refpettive parallele ~' e fi!.._X due qualfìvogliano 
nuovi parallelogrami: Io dico, che il nuovo parallelogramo 10-
pra AB =t il nuovo parallelogramo lopra AD è uguale al pa
rallelogramo BVXD. 

TEoREMA xxxrr. (fig.s6,es7} 

SUlla baie di qualunque triangolo BAD fi deferiva il parai
lelogramo BKAD· tra i lati di quefio AD, ed XB anche pro
lungau, prend .. dì 'a volontà iopra, o louo BD il punto l, da 
cui fi tirino le rette lA, ed /X: Io dico, che iulsifie quefia 
equazione: 

(g) Tri. BAD= Tri.DJA-+ Tri.BJX. 
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DIMOSTRAZIONE. 

SI conduca la JG parallela ad XB, e ad .AD, la quale tagli 
in P., ed in G le altre due parallele X./.1, e BD. 

La metà del parallelogramo parziale D.AGF è uguale al tri• 
angolo DIA; e la meta dell'altro parallclogramo parziale BXGF 
è uguale al triangolo BIX. Perci• la metà del parallelogramo 
totale BX.AD è. uguale a T1·i. DIII+ Tri. BIX. Ma la fieffa me
tà del parallelogramo BXIID è uguale anche al triangolo B.AD; 
adunque fufsifie l'equazione (g). Il che dovea dimo!lradì. 

AvvERTIMENTO. 

NEi due primi infrafcritti corollarj faranno ufo i Lettori 
della propr'ia immaginazione; perchè non fi è voluto moltipli
car le figure. 
' • C O R O L L A R I O l. 

S E fuori delle parallele XB , ed .AD , anche prolungate , fi 
prenderà il punto I in modo , che la parallela XB tcorra tra 
il punto I, e l' al.tra parallela .,(lp;. allora è faci~e ad immagi
nare, che il parallèlogramo ,parziale BXGF muta fituazione' e· 
fia collocaiò alla parte oppolfa divenendo in tal guifa negaiÌ•' 
w. Di. più DIIGF diviene parallelog•amo totale, e BXIID di-
venta parallelogtamo parziale. · · 

Ciò poHo la metà del pàrallelogramo totale D.AGF è uguale al 
triangolo DIII, e la metà del parallelogramo pa·rziale BXGF è 
uguale al triangolo BIX. Laonde la. metà deU: a.ltro parallelogra
mo parziale BX.AD elfendo ugnale alla metà del parallelogra
rilo DAGF meno la metà del ·parallelogramo BXGF , è conle
guentetnente uguale aTri. DIII_;_ Tri.BIX. Ma la fteffa metà del 
parallelogramo BXAD è uguale anche al triangolo B.AD; adun
que preff:ntemente à luogo <JUefi' equazione: 

(h) Tri.B.AD=Tri.DIA-Tri.BIX. 

C OR O L L ARI O II. (fig. 56, e 57) 

S lmilmente , fe il punto l fi prenderà fuori delle parallele 
XB, 
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XB, ed AD in mamera, che la ./!D [corra tra il punto I, e 
l' altra parallela XB ; allora s' immaginerà facilmente, che il' 
parallelogramo parziale D.I!GF farà firuato alla parte oppofta, 
e diventerà negativo. In oltre BXGF diviene in quetto cafo 
parallelogramo totale, e BX.I!D diventa para!le!ogramo parziale. 

Ora la met~ del paratlelogramo totale BXGF, è uguale al tri
angolo BIX, e la metà del parallelogramo parziale D.I!GF è 
uguale al triangolo DAI. Quindi ia merà dell'altro parallelo
gramo parziale BX.I!D elfendo uguale alla met~ del parallelo
gramo BXGF meno la metà del paralldogramo D.I!GF. è per 
conleguenza eguale a Tri.BJX-,.Tri.DJA. Ma la ltelfa metà 
del parallelogramo BX.I!D è uguale ancora al triangolo B.I!D; 
adunque nel ca1o · prelente vale queft' equazione: 

(i) Tri.BAP=Tri.BIX-Tri.DIA. 

c oR o L L ARI o II I. 

D All' ifpezione dell'equazioni (g ) , ed (h) , e dalla confide. 
razione de' raziocinj fatti nella dimoftrazione del teorema, e 
nei due corollarj antecedenti; fi raccoglie, che nell' anàlifi geo
metrica un triangolo diviene di pofirivo negativo, e verla-vi
ce, quando la baie di elfo triangolo muta fito rifpetto al di lui 
venice, cioè fe prima fiava alla ddha del venice, e poi paf
fa alla finifira, e k prima fi:ava alla finifira del vertice, e poi 
palfa alla dcfira: 

Quello accade al triangolo BJX dell' equazione (h) ~ifpetto 
al tn:mgolo BJX dell' equazione (g) : come pure a:l mangolo 
DAI dell' equazione (i) riipetto al triangolo DAl dell' eq~ 
zwne ( g) , · · . 

Il prèiente corollario ferve per non ripetere i raziocinj, e 
le figure. 

C OR O L L A R l O 1 V, 

R Tflettendo attentamente a quanto fi efpone Jtel .. pre~e;lent~ 
corollario, fi comprenderà, che nell' anahlì ge?metr~ca un. tr~
angolo J ivien nullo prima di diventar negauvo d1 polìuvo, 
che era, e verla-vice. 

Sco-
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SCO L IO, 

VOglio qui aggiungere un' altra maniera di dimoftrare que
fio teorema coi due primi fuoi corollarj. Vegganfi le figure 
56., e 57· 

I. Pafsi pe! punto I la retta MN normale alle due paral-

lele XB, ed AD prolungate: Si h IM:=;MN-IN, ed ~xa= 
7 AD. Si moltiplichi la feconda equazione per.la prima, 

ne vtene: 

..!.. XB, IM= !....AD, MN- !....AD, IN. :z z z 
11 triangolo BIX è uguale a 7 XB , IM; il triangolo 

DAD è uguale a !.... .AD, MN; e il triangolo Dld è uguale a 
I Z 

-;AD, IN . . Adunque 

Tri. BIX= tri. BAD- tri. DIII, 
~ trafponendo, ec. · 

Il. Qui conviene immaginarti le figure, che non fono de-
lineate. · · 
. Se la parallèla AN fcorrerà tra i punti I, ed M ( cafo pri
tntJ ): ovvero Je la parallela XM fcorrerà tra i punti I, ed N 
( cafo focondb ) allora è facile a conofcere , che IM = IN:± 
MN comprendendo arnbidue i cafì in uno ; mentre il fegno 
fuperiore vale pel primo calo, e l' inferiore pel fecondo. Ma 
è femprc .;, XB = 7 .AD. Adunque moltiplicando l' ultima 

equazione per la penultima, fì vede: 
I l l ' 

. -;,- XB, IM= ;-.AD, IN:±-; AD, MN, 
6 à come nel primo articolo il triangolo BIX eguale a -i- XB, 

/M; il triangolo DIA eguale a ~ AD , IN , e il. triangolo 

BAD egnale a 7 .AD, MN. Laonde 

Tri. BIX = tri. DIA:± tri. BAD, 
e trafponendo, ec. Le quali cole dovevano dimofirarfi. 

Co· 
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C O Il O L L A R. I O V, (fig. 58 ) 

SUlla bafe di quaHìvoglia triangolo BAD fi deferivano i due 
parallelogrami BDAX, e BDZA, e le rette XB, e ZD con
vengano in O. 

Io dico, che, fe dal ·punto I prefo dentro l' area del trian
golo BOD fi condurranno le rette IX , ed IZ , lì avrà que!l:a 
equazione: · 

( k) Tri. BA.ll= tri. BID-+ tri. BIX-+ tri. DIZ, 

DIMOSTRAZIONE. 

P El teorema fi anno le due feguenti equazioni:
T ri. BAD = tri. BIX-+ tri. DIA. 
T ri. BAD = tri. DIZ-+ tri. BIA. 

Quefte due equazioni agiunte producono 
2 tri. BAD = tri. BlA-+ tri. DIA-+ tri. BIX-+ tri. DIZ, 

e togliendo . una volta il triangolo BAD da ciafcun membro di 
queft' equazione refta l'equazione ( k). Il che dovea dimo!l:rarfi ~ 

Quefta è una leggiadra, e novella proprietà del triangolo. 

AvvERTIMENTo. 

N E' corollarj, che feguono, io far~ ufo del terzo corollario; 
e fecondo i cafi dovranno immaginarfi le figure ; il che non 
farà difficile. 

C OR o L L ARI O V I. (fig. 58) 

SE il punto I fi prende Jopra la retta BD, e dentro l' an
golo XOZ, i di cui lati fi concepifcano fiefi in infinito; il tri
angolo BID diventa negativo, e i triangoli B~X, DIZ riman
gono .pofi ti vi; adunque l'equazione ( k ). fommmdlra 

T r1. BAD =- tri. BID-+ tri. BIX-+ trJ. DIZ, 
ovvero trafponendo 

Tri.BAD-+tri.BID=tri.BJX-+tri.DIZ • 

C oR o L L ARI O V !I. (fig. 58) 

SE il punto I .lì prende dentro l' angolo XBS, i di cui lati 
Tom. JJ, Q fì 
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fi concepifcano fieli in infinito; i triangoli BID, e BIX di ven
tano negativi, e refta polìtivo il triangolo DJZ; adunque l'e
quazione ( k) fa cono{cere 

Tri.BAD =-rri. BID-tri. BIX -fo tri. DIZ, 
ovvero trafponendo 

Tri.BAD-+tri BID=tri.DJZ-tri.BIX. 

c o R o L L A R. I o v I II. (fig. 58) 

S E il punto l fi prende dentro 1' angolo Z:QT, i di cui lati 
fi concepikano fiefi in infinito, i triangoli BID, e DIZ diven
gono negativi , e il triangolo BIX rimane pofitivo ; adunque 
dall'equazione ( k) fi deduce 

Tri. BAD =- tri. BID-+ tri. BIX ~tri. DJ~ 2 -

ovvero trafponendo 
Tri.BAD-+tri.BID= tri.BJX-tri.DJZ. 

CoR'OLLARIO IX. (fig. s8) . 

SE il punto l fi prende fotto la retta BO, e dentro l' an
golo SDfi!..., i di cui lari fi concepikano fiefi in infinito, i tri
angoli BJD, e DJZ rimangono pofitivi, e diventa negativo il 
triangolo BIX; adunque dall' equazione ( k) rifulra 

Tri. BAD = rri. BID -tri. BJX-+ tri. DIZ, 
· ovvero trafponendo 

Tri. BAD- tri. BJD = tri. D/Z- tri. BJX: 
Bella, e nuova proprietà del triangolo. 

C OR O L L A R l O X. (fig.) 8) 

SE il punto I fi prende fotto la retta DO, e dentro l' ango
lo TBR , i di cui lati fi concepifcano fidi in infinito ; i tri
angoli BID, e BIX reilano pofirivi, e il triangolo DJZ divien 
negativo; adunque l'equazione ( k) mofira 

Tri. B.t1D = rri. BID-+ tri. BJX-tri. DIZ, 
()V vero traf ponendo 

Tri. BAD- tri. BID = tri. BIX- tri. DJZ: 
Altra nuova, e bella proprietà del t riangolo. 

Co-
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C O R. o L L A ll I O X I. (fig. 58, e 59 ) 

FInalmente, fe il punto I fi prende dentro l' angolo !f(_OR, 
i di cui lati fi concepifcano ftelì in infinito ; il triangolo BID 
rimane pofitivo, e diventano J}egativi i triangoli BIX, e DJZ · 
adunque in virtù dell' equazione ( k) fi vede ~ 

Tri. BAD =tri. BID -tri. BJX -tri. DIZ, 
ovvero trafponendo 

Tri. BID = tri. BAD -t-tri. BlX -t- tri. DIZ: 
Novella proprietà del triangolo , che non cede in bellezza a: 
quella, che ò trovata nel quinto corollario. 

CoROLLARio XII. (fig.6o,e6r) 

SUlla bafe di qualfivoglia triàngolo BAD fi deferiva il paral
lelogramo BDAX, e fi tiri la fu a diagonale XD. Si prolunghi
no le parallele XB, e AD, e dentro l' angolo BDH, i di cui 
lati fi concepifcano prolungati in infinito, lì prenda il punto I. 
Indi da quello medefimo punto lì conducano ai quattro ango
li del parallelogra m o le rette IB, IX, lA, ed ID. 

Io dico, che fufiifte queft' equazione: 
(l) Tri.xJD=tri.BID-t-tri. DJA. 

AvvERTIMENTo. 

SE l' angolo BDA fotfe ottufo , allora per evitare la molti
plicità delle figure, dovrebbe immaginarfi la fig. 6o rovefcia
ta in modo, 'he ci~, che fia alla deflra di B, fiaffe alla lìni
fira, e verfa- vice. 

Nel fegr10 doppio il fuperiore fi riferifce alla figura 6o, e 
l' inferiore alla figura 6 r , e ciò in ambedue le di moli: razioni 
feguenti. 

Dr MOSTRAZION E,' 

I N virtù del parallelogramo BXAD è evidente quell' equa
zione: 

Tri. BAD-t-tri. BID= tri.BXD-t-tri.BJD. 
Per l' equazione ( g ) nella fig. 6o , e per l'equazione (i} 

nella fig. 6r, fi à Q z Trr, 
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Tri. BAD= tri. DIA =t tri. BIX. 
Sottraggafi quefi' equazione dall' altra , che la precede; ne 

deriva 
T ri. RID =-tri. DIA-+ tri. XID, 

e tra! ponendo fi per v iene all' equazione (l). Il che dove a di. 
mofirarfi. 

Altra Dimoflraz.jone (fig. 6o, e 6r) 

SI conduca la retta JG parallela ai lati XB, e AD del paral
lelogramo BXAD, e ne rimangano taglia n in F ~ e in G gli 
altri due lati di quello BD, ed XA prolungati, fe occorre. Si 
congiunga XF, e fi legni colla lettera O 1' interfezione delle 
-rette XI, e BD. 

Tri. XID = tri. XOD-+ tri. OID, 
Tri. xon=tri.DIA::± tri.OJB; 

perchè da una parte tri. XOD è uguale alla met~ del parallelo
gramo ADGF:±tri.XOF: dall' altra parte tri. DIA è uguale Al· 
la metà dello lleffo parallelogramo ADGF, e tri. OIB è uguale 
a tri. XOF, effendo ambidue uguali alla metà del parallelogramo 
XBGF diminuito dal triangolo comune XBO. . 

Pongafi dunque nella prima delle due ultime equazioni il 
valore di tri. XOD tratto dalla feconda, e ne rifulterà 

Tri. XID = tri. DIA-+ tri. OlB-+tri. QID = tri. BID-+ tri. DIA· 
Il che dovea dimoflrarlì. 

Dopo il corollario XXIV. darò una terza dimofirazione del 
corollario. prelente , e confifterà nell' efporre l' efpreiftoni anali
tiche del triangolo XID, e dd triangolo BID. . 

Anche nei corollarj, che leguono · io farò ulò del terzo co
rollario, la!Ciando , che i Lettori fi rapprelentino all' immagi· 
nazione le figure fecondo l' elìgenze de' calì. 

CoRoLLARIO XIII. (fig.6o,e6r) 

SE il punto l fi prende dentrQ l' angòlo BDX ~ i di cui lati 
fi concepifcano prolungati in infinito, i triangoli X/D, e DIA 
refiano polìtivi, e i1 triangolo BJD diventa negativo · adunque 
per l'equazione (l) fì à , 

Tri. XID=tri.DIA-tri.BJD. Co· 
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C OR O L L A R l O X l V. (fig. 6o, e 6 i) 

SE il punto l fi prende dentro l' angolo ADX, i di cui lati 
fi concep:fcano ltelì in infinito, i triangoli XID, e BID diven
tano negar i vi, e il triangolo DIA rimane pofitivo; adunque l' 
equazione (l) fa vedere 

- tri. XID = tri. DIA -tri. BID, 
ovvero tralponendo 

Tri.XID=tri.BID-tri.DIA. 

CoROLLARio XV. (fig.6o,e6I) 

SE il punto l lì prende dentro l'angolo EDH, i di cui lati 
fi conccpilcano ftelì in infinito ( DE è la continuazione di 
XD, come D!f!._ di BD); i triangoli XID,e BID reftano pofi
tivi, e il triangolo DIA divien negativo; adunque mediante l' 
equazione (l) apparifce 

Tri.JUD=m.BID-tri.DIA. 

CoROLLARIO XVI. (fig.6o,e6z) 

SE il punto l fi prende dentro l'angolo fi!!JE, i di cui lati 
fi concepifcano fiefi in infinito; i triangoli X/D, e DIA diven
t~no negativi, e l'angolo BID refia pofi rivo; adunque l'equa
zwne (l) efibilce 

-tri.XID=tri.BID-tri.DIA, 
ovvero tralponendo 

Tri,XID=tri.DIA-tri.BID. 

CoROLLARIO XVII. (6g.6o,e6I) r ~nal~ente, fe il punto I lì pr~nd~ de~tro _l' a_ngolo. ADfi2.., 
1 d t eu t lati fi concepi!Cano tlefi m mfim~o; 1 tnangoh, XID~ 
B_ID, e DIA divengono tutti e tre negatiVI; adunque l equa
zwne (l) manifefia 

-tri. XID = -tri. BID-tri. DIA, 
ovvero trafponendo 

T ri. XID = tri. BID-+ tri. DIA 
come nel corollario XII., e nella preaccennata equazione (l)~ 

Co-
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CoRoLLARio XVIII. (fig.6J,e6~) 

Maniera di dedurre dal corollario XJJ, il teorem~J 
Pittagorico. 

S Ia il triangolo BAD rettangolo in D , lì deferiva fopra BD 
l retta n go lo BDAX colla fua diagonale XD, e prolungando i 
ati AD , e XB di queflo rettangolo lì coftruifca il quadrato 
XAKE. Si prolunghi pofcia KE fino ad I in modo che El 
fia eguale ad AD, e fi congiungano IX, IB, lA, ed ID. 

Elfendo per la cofiruzione XE eguale ad XA, cioè a BD, 
ed El eguale ad AD, cioè ad XB, ii triangolo XEl rettango. 
lo in E è fimile , ed eguale al triangolo DBX rettangolo in 
B; coficchè XI= XD =AB, e l'angolo IXE è uguale all'an
golo XDB. Perciò ficcome ang.XDB-+ang. BXD è uguale ad 
un retto, così anche ang.IXE-+ an g. BXD è uguale ad un re t• 
to, e quindi la retta IX è perpendicolare fopra XD. 

Ora per l'equazione (l) abbiamo 

TI-i. XID = tri. BID-+ tri. DI A, vale a dir~ .;. IX, XD = 7 
ED, BE-+ !. AD, IK. 

2 

Moltiplicando per l , e foftituendo AB in vece di XD, e 
di IX, che gli fono uguali, come pure furrogando AD-t-BD 
in luogo della retta eguale IK , cioè di lE-+ EK ~· l' ultima 
equazione alfumerà queflo afpetto: 

AB'= BD, BE-+ AD'-+ AD, BD; cioè 
AB'= AD'-+ BD (AD-t-BE); 

ma AD-rEE è uguale ad AK, cioè a BD; adunque 
· AB'=AD'-t-BD'. . 

C O R o L L A R. l O X l X. ( fig. 6 I ) 

A_ Llorchè AD è maggiore di Bp, fi porrà in opra il corol
lano XIII., e con la flelfa coftruzwne, e un ra~iocinio fimile 
a~l' efpo~o ne~ corollario antecedente lì dimoftrerà la propofi· 
ztone Pmagonca. 

Co-
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C O R O L L A R l O X X. ( fig. 6 I ) 

N Egli ultimi due corollarj la normale XI fcende dal punto 
X, e [corre fotto la diagonale XD. 

Ma alzando dal punto X fopra la ftelfa XD una perpendi
colare eguale ad XD, e valendofi del corollario XVII.; allora 
con una coftruzione, e raziocinio fimile agli ula ti nel corolla
rio XVIII., fi dimoftrerà la medefima propofizione di Pìttago
ra: e ciò quando BD è maggiore di AD. 

C O R O L L A R I O X X!. ( fig. 6 I ) 

M A quando AD è maggiore di BD, fi far'a ufo del corol
lario XIV., e con la medefima cofi:ruzione, e con raziocinio 
fimile a quello, che fi è iemplicemente acèennato nel prece
dente corollario, fi dimollrerà la Pmagorica propofizione. . 

C o R o L L A R l o X X J l. ( fig. 6 3, e 64 ) 

Altra maniera di dedurre dal corollario XII. , ed ancht: dal co-
rollario XVii. il teorema !'i Pittagora. 

SU la bafe di quallìvoglia tri~ngolo B/ID rettangolo in D fi 
coftruilca il rettangolo BD/IX; e G tiri la diagonale XD; fot
to il punto D della quale nella figura 6 3 , e Jopra il punto 
D di elfa nella llgura 64, fccnda, e relpetrivamente fi al'{! 
la retta ·DI perpendicolare , ed eguale in Geme alla XD. Dal 
punto I fi conduca la JS parallela a BD, e tagliante in S la 
AD prolungata fcmpre nella figura · 6 3, e prolungata ·fo occorre 
nelia figura 64 . Finalmente dal punto l lì tmno le rette 
IB, IX, lA. 

Il triangolo DSI rettangolo in S ~ fi,mile, ed uguale al . tri
angolo DBX rettangolo in B; perche l angolo IDS del pnmo 
è uguah: all' anoolo XDB del fecondo, facendo sì l'uno, come 
~· altro un' angolo retto con l' angolo XD/1; e perchè le. due 
lpotenufe ID, ed XD lì fono fatte uguali nella coHruztone. 
Perciò SI=xB=/ID, e DS=BD. 

Ma pel corollario XII. (-fig. 6 3) , e pel corollario xyn. 
(fig. 64), fi à qudf equazione: TrJ· 
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Tt·i. XID = Tri. BID -t- Tri. DIA,. vale a dire !.... XD, ID'=. :z. 
t t 
-BD,SD-+- AD, JS, 
:1 2. 

Laonde moltiplicando per 2, e ponendo AB tanto in vece 
di XD, quanto in vece di ID, come pure BD in luogo di 
SD, ed AD in cambio di IS, ne rifulta 

AB•=BD'-+AD'. Il che, ec. 

CoROLLARIO XXIII. (fig. 65) 

SU la bafe BD di qualunque triangolo BID fi cofiruifca il 
parallelogramo BXAD, i di cui lati (di grandezza arbitraria) 
fiano paralleli alla retta JC, che taglia BD tra B, e D; in
di fi compifcano gli altri due parallelogrami XBIQ, ADI~.: 

Io dico, che il parallelo gramo BXAD è uguale alla fomma 
de' due parallelogrami .ADIJi2..., ed XBIQ_. 

DIMOSTRAZIONE. 

SI conducano le rette IX, ed I.l/. 
Pel prefente teorema abbiamo: 
Tri. B.AD=Tri.Dl./1-+ Tri.BIX, 

e confeguentemente : 
1.Trì. B.AD = 1.Tri. DIA-+ 2Tri. BJX, 
Ma parallelo g. BXAD è uguale a 1. tri. BAD j parallelo g • .1/Dlfl.. 

è uguale a ztri. Dl.llj e parallelog. XBIQ è uguale a 'ltri.BJXj 
adunque 

ParaiMog. BXAD = parallelog • .1/DIQ-+ parallelog. XBIQ· 
1,1 che dovea dimoftrarfi. 

C OR o L L A R l O X X I V: (fig. 6 5) 

S E la retta JC taglia la BD ( prolungata ) di là da B per 
rapporto a D, ( cafo primo)_, ovvero di là da D per rapporto 
a B ( cafo fecondo); allora li punto l farà fuori delle paralle
le XB, ed .AD verfo la finifira nel primo cafo, e verfo la de· 
ftra nel fecondo cafo. Quindi pe' corollarj I., e II. di quell:o 
teorema fuffill:crà l'equazione feguente, nella quale il fegno fu· 
perio~e è pel primo _cafo, e l' i?feriore pel fecondo: 

TnBAD=::± rt~.DIA=;.m.BJX. . Laon· 
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Laonde raziocinando d' una maniera uniforme a quella, che 

fi è tenuta nel precedente corollario , fi dimoftrerà queft' 
altra equazione: 

Para/1~/og. BXAD=.-+ parallelo g. 4Dlfi!_::::;: parallelog. XBIQ_. 
~telh due corollarJ dtmoftrano 1l teorema XXXI. in tutti 

i fuoi cafi. 
Scotro. 

STimo a propofìto di dimoftrar nuovamente , e di una ma
niera analitica il corollario XII. , confideranùolo come un teo
rema affoluto. 

A queH' oggetto paffi pel punto l delle figure 6o , e 6 r la 
retta MN perpendicolare alle parallele XB, ed AD prolunga
te . E per non imbarazzare le !leffe due figure s' immagim ti
rata in quelle la retta DM; talchè fi concepi!Cano deferitti in
tieramente i tre triangoli BDM, XDM, e DMN. 

Ne' fegni doppj di quella dimollrazione il tuperiore ferve per 
la figura 6o, e l'inferiore per la figura 6r • 

I. Effendo tri.BDM-+tri. DMN=!...BM,MN-+~DN,MN. 
z • 

Se in vece- di MN fi follituifce il fuo equivalente IN;± JM, 
farà 

Tri.BDM -+tri.DMN:~BM, IN=±.!...BM, JM -+.!.DN, 
z • a 

IN;± ~DN,IM. 
z 

Ed effe n do tri. BID = tri. BDM-+ tri. DMN- tri. D/N=;. tri. 
BIM , farà , {e fi ammettono i termini, che vicendevolmente 
ft dillruggono, 

Tri.BID=7BM,IN:± 7DN,IM. 
II. Immaginando, come ò di fopra accennato, i due trian

goli XDM, ~ UMN, e turrogando nel primo articolo tri. XDM 
in vece di tri.BDM, ed XM in cambio di BM, fi vedrà fi
milmeme 

Tri.XID=7 XM,IN:± 7 DN,IM. 
Ora in luogo di XM fi ponga BM -+AD, che gli è uguale 

per c.1gione del pàrallclogramo XBDA, e fì otterrà 
Tom, 11. R (m) 
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( m) Tri.XID=!...BM,IN-+!..AD, IN-+ "-DN,IM~· 
• • 2. 

ma fi è trovato nel primo articolo, che !... BM, IN:::!:!.. DN, • • 
JM è uguale a tri. BID ~· e fi fa, che + AD, IN è uguale à tri. 
DIA; adunque 

Tri.xiD=tri. BID-+ tri. DIA. 
Il che dovea dimoHrarfi. 

III. Quando nelle figure 6o, e 6r il punto N cade tra D, 
ed A, allora la retta DN diventa negativa, e negativi diven
gono anche i due triangoli DIN, e DNM, del fecondo de' qua
li la bafe DM non è qui delineata, ma fi fottintende come ò 
accennato. 

Perciò in tal cafo fi dovranno cangiare nel tenore di quefla 
dimoHrazione i fegni dei fuddetti triangoli DIN, e DNM; co
me pure dovranno mutarfi i fegni di quei termini, ne' quali 
entra la DN; e fi dimoflrerà con pari evidenza , che in que
fio cafo ancora fuffifle la medefima equazione: 

Tri. XDI= tri. BID-+ tri. DIA. 
Il che pure dovea dimofl:radì,. 

CoROLLARIO. 

D All' equazione (m) trovata in quefl:a terza dimofl:razione , 
fi dedurra felicemente il teorema di Pitragora ; e ciò in due: 
maniere fimili a quelle, che ò tenute nel corollario XVIII., e 
n~! corollario XXII.. La figura 61 fervirà per la prima ma
mera, e la figura 6o fervirà per la feconda. Potranno i Le t· 
tori far da loro fieffi quefl:e deduzioni , fenzachè io le ficnda. 

Tutre e tre quelle dimofirazioni del corollario XIII. fono 
adattabili ai cafi de' corollarj XIV. , XV. , XVI. , e XVII .• 
Purchè fi abbia il debito riguardo a quei triangoli ., e rette , 
che di pofìtivi diventano negativi, e verfa-vice. 

Ne ò dato un faggio nel terzo articolo della terza dimo
firazione. 

QUART A D I MOSTRA ZIo N E (fig. 66) 

S I rapprefentano nella figura 66 il triangolo BAD (il di cui 
lato 
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lato fi fottmtenda); Il parallelogramo BD.IIX colla ·diagonale 
XD, e col prolungamento DH del tuo lato .IID · e le rette JX, 
JB,IA,ID, il tutto come nelle due figure 6o: e 61. 

Le altre linee di quelle figure non lervono in <}Ucfia dimo. 
firazione. Ma la figura 66 comprende di più le rette .AT , e 
BV parallele alla retta DI taglianti la diagonale in T , ed in 
v, e comprende ancora le rette JT, ed IV. 

I. In virtù del parallelogramo XB è uguale ad .I1T, e l' an• 
golo BXV è uguale all' angolo /IDT. In virrù delle parallele 
AT, e BV l'angolo BVX è uguale all'angolo .IITD. Laonde 
i triangoli BXV, e .1/DT fono fimi! i , ed eguali , e la XV è 
uguale alla DT; quindi la XT è uguale ;tlla DV. 

II. Tri. XID = tri. VID-+ tri. XIV,' 
Il triangolo BID è uguale al triangolo VJD, perchè effi an. 

no la meddìma bale DI, e tono era le ftelfe parodie le BV, e DI· 
Il trian!!-olo DIA è uguale al triangolo XIV; perchè il tri

angolo DI./1 è uguale al triangolo TID ( e{fendo ambidue fopra 
la ileffa baie DI, e tra le medefìme parallele .,AT, e DI) ; e 
il triangolo TID è uguale al triangolo XIV per i' egualu~ del
le loro bafì, dm10fhata nel primo articolo. 

Adunque ponendo triangoli eguali in luogo d'eguali, fi -k 
y,.;, XID- rri. BID-+ tri.J)IA. . . 

Il che dovea dimoltradì, 
Quella d1mollrazione femplice, ed ingcgnofa è di Gio: Fran. 

celco mio figliuolo nel iuo trattato de' triangoli. Egli !'adatta 
ancora ai caCi de' corollarj XIV., XV., XVI., e XVII. 

QuI N T A D U.t o s TJU z J o Ili E (fig. 67) 

L A dimollrazione di mio figliuolo pu<'> çangiarfi così. 
La figura 67 è fomiglianre alla 66. Vi mancano per<'> le due 

parallele AT, e BV, come pure le due rette TI, ~d VI, ma 
vi è di vantaggio il paralldògramo ./lPRX tra le due paralle
le XA, e DB prolungata , i lati del quale AP, ed XR fono 
parallele alla retta ID, Comprende anche di più le rette Pl, 
ed R/. · 

· A cagione dei due parallelogrami ADBX, ed APRX fono 
R 2 t~ 
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tra loro eguali le rette RP, XA, ~ Bf! ·. P~rctò tl trtangolo 
RIP è uouale al triangolo BID. D1 pm Il tnangolo PID è u
ouale al ~rianoolo DIA, che à la fiellà bafe , e fia tra le due 
t:> 1) 

medefime parallele AP, e DI. Laonde 
Tri. RID = tri. BID-+ tri. DIA; 

ma il triangolo XID è uguale al triangolo RID, che à la fief.. 
fa bafe, e fia tra le medefime parallele XR, e DI. Adunque 

Tri. XID = tri. BID -+tri. DIII. 
Il che dovea dimoll:rarlì. 

L~ belle propofizioni meritano di elfere dimoftrate m più 
mamere. 

T E oR E M A x x x I II. ( fig. 68 ) 

S la il triangolo BAD acutangolo in A, dal di cui vertice lì 
conducano fu la bafe BD (di qua, e di là prolungata ) le 
rette AC, ed AE tali, che ciafcuno degli angoli ACE, .A EC 
fta eguale all' angolo del vertice BAD; io dico, che 

(n) AB'-+AD'=2BD'-+BD (CB-t-DE). 

DIMOSTRAZIONE. 

PEr la ftmilitudine delle due coppie di triangoli BD/1, ADC, 
e DB/1, ABE fuffillono quelle due proporzionalità: 

BD.AD::AD.CD, cioè CB-+BD, 
BD . .AB::AB.BE, cioè BD-+DE. 
Dalla prima analogia fi deduce AD'= BD (CB-+ BD). 
Dalla feconda lì tira AB'= BD ( BD-+ DE). 
Aggiungendo quelle due equazioni, lì à 
(o ) AB'-+AD'=BD(BD-+DE-t-CB-t-BD); 

equazione, che non differifce dall' altra (n). Il che dovea di·. 
mollrarfi. 

C O R O L L ARI O I. (fig. 68) 

S E il p un t o C cade tra B, e D, oppure fe il p un t o E ca
de tra B, e D, l'equazione (n) diviene 

AB'-+ AD'= 2BD'-+BD(=t.CB:±DE). 
Nel fegno doppio il fuperiore è pel primo cafo, e l' inferio· 

re pel fecondo. Co-
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CoRO L L A RIO Il. (fig. 6g) 

S E il triangolo BAD è ottufangolo in A; tanto C, quanto 
E cadono tra B , e D, e l' equazione (n) degenera nella fe
guenre: 

(p) AB'-rAD'=lBD'-BD(CB-rDE). 

CoROLLARio III. (fig.68) 

SE il triangolo BAD è acutangolo, in modo però che l'an
golo A fia maggiore di 6o. gradi , ed anche fia maggiore di 
cadauno degli angoli alla bafe; allora ambi i punti C , ed E 
cadono tra B, e D , e vale la fieffa equazione (p) del corol
lario precedente. 

CoROLLARIO IV. (fig.68) 

SE il triangolo BAD è rettangolo in A~· allora i punti C, 
ed E non fola cadono tra B , ed E , ma coincidono in Z ; 
punto, in cui la normale AZ calata dal vertice fulla bafe, la 
taglia. Perciò CB-+ DE in quefi:o cafo è uguale a BD , e l' 
equazione (p) del fecondo corollario diviene AB'::+ AD' =ED', 
come trovò Pittagora. 

C O R O L L A RIO V. (fig. 68) 

TEOREMA. 

S I confideri il triangolo acutangolo BAD, come fi è fatro nel 
prefente teorema XXXHI.; io dico, che 

(q) AB'-+AD' =BD'-rBD, CE. 

D I M o ST R A z I o N E. 

E· Uguale BD a CE-CB-DE. Quefi:o valore di BD pon
gafi nell' equazione ( 0 ) in Juego di una delle due BD , che 
fianno inclufe nella parentefi: e togliendo i termini, che fi d~
fi:ruggon fra loro, apparirà l' equazione (q). Il che dovea dt
mofi:rarfi. 

Co-
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C O R O L L A R I O V J. (fig. 68) 

N El cafo del corollario I. la CB, ovvero la DE divien nega· 
ti va. Quindi nel tenore delle dimollrazioni del teorema XXXIII., 
e del corollario V. precedente fi mutino i fegni della CB, ov· 
vero refpettivamenre della DE, e l' equazione (q), ciò non 
ofianre, rimarrà la fteffa. 

E refier.à parimente la medefìma nel cafo del corollario III., 
in cui ambe le rette BC, e DE divengono negative. Vedraffi 
la verità di quefr a!fserzione, fe lì cangeranno i legni delle due 
medefime rette nelle dimollrazioni del teorema XXXIII., e 
.del quinto corollario • 

. COROLLARIO VII. (fig.68) 

M A nel cafo del fecondo corollario, cioè quando 1• angolo al 
venice BAD è otrufo; non lolamente ambe le rette BC, e DE 
.divengono negative, perchè i due punti C , ed E cadono tra 
B, e D; ma di più diventa negativa ant:he la retta CE, per· 
eh è il punto C cade tra E, e D, e il punto E cade tra B, 
.e C ; laddove nel cafo del coroliario III. il punto C cadeva 
tra B, ed E, .e il punto E cadeva tra C, e D. Laonde nel
le dimoftrazioni del teorema XXXIII., e del quinto corollario 
fi cangino .i fegni di tutte e tre le rette BC, DE, CE , e fi 
conleguirà ' 

(r) AB'-+AD'=BD'-BD,EC. 

COROLLARIO VIII. (fig.6S) 

N El .cafo .del .corollario IV., cioè quando l'angolo al vertice 
BAD è retto, divengono negative le rette BC, e DE; i pun· 
ti C, ed E fi confondono io Z, come ivi fi è accennato, e 
.l'equazione (r) moftra nuovamente AB'-+AD'=BD'. 

C O R O L L A R l O l X. (fig. 68) 

Quando il triangolo BAD è equilatero, il punto C cade in 
B, e il punto E in D; la retta CE di viene BD · e l' e· 

quazione (q) degenera i~ q uelt' aitra AB' -t AD'= 1.BD'. Ve· . . \ 

rua 
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rit~ chiara per fe medefìma. E!fa dai va anche dall'equazione 
(n), dove in q uefio c alo fi annullano BC, e DE, 

C O R O L L ARI O X. (fig. 68) 

IMmaginando, che l'angolo al vertice A fia oltremodo acuto, 
i lati del triangolo BAD, e la retta CE faranno di tal gran
dezza rifpetto a BD, e che BD' diverrà quafi tralèurabile nell' 
equazione (q), la quale per confeguenza potrà mutarfi in quell' 
altra prejfochè vera: AB'-+AD'=BC, CE. 

C O R O L L A R I o X I. (fig. 68) 

TEOREMA. 

SAlvo rimanendo ciò che è fiato efpofto nell'enunciazione di 
quefl:o teorema XXXIII.; io dico, che 

(s) AB'-AD'=BD(DE-CB). 

DIMOSTRAZIONE. 

N Ella dimofirazione del prefe~te teorema XXXIII. fi r~ 
no provate quefle due equazioni: 

AD'=BD(CB-+BD); AB'=BD(BD-+DE). 
Sottraggafi la prima dalla teconda, e fi otterrà l' equaziqnc 

( s) • Il che dovea diJ11ofl:rarfì. 

C OR O L L ARI O X II. (fig. 68) 

TEOREMA. 

S Alvo rimanendo ciò, che è fiato efpollo nell' enunziazione di 
qucfl:o teorema XXXIII., e immaginando di più la normale 
AZ calata dal vertice A del triangolo acutangolo BAD fopra 
la bafe BD; io dico, che 

(t) AB1-AD'=BD(BZ-Dz). 

DIMOSTRAZIONE. 

ESsendo per la cofl:ruzione il triangolo CAE ifofcele , e la 
AZ perpendicolare fopra la BD; farà CZ eguale ad EZ c;:a 
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CZ è uguale a CB-+ BZ, fìccon1e EZ è uguale a DE-+ DZ; 
adunque CB-+BZ=DE-+DZ, e trafponendo, DE-CB= 
BZ-DZ. Si furroghi nell'equazione ( s) in cambio di DE
CB quello fuo valore, e fi manifetl:erà l'equazione (t). Il che 
dovea dimoftrarfi • -

c oR o L L ARI o x I I I. (fig. 68) 

N E' ca lì de' corollarj II., III., e IV. le rette DE, e CB di· 
vengono ambe negative, ma le rette BZ, e DZ non murano 
fiato, e reitano pofìti ve come prima. Dunque adattando a que
fii cafì i raziocinj fatti di {opra, {ì vedrà, che l'equazioni (s), 
e (t) diventano refpettivamente le teguenti: 

(u) AB1-/ID1 =BD ( CB-DE). 
(x) AB'-/ID'=BD (BZ-Dz). 
Nel cafo per~ del corollario IV. ( cioè quando l'angolo BAD 

è retto) CB è uguale a BZ, e DE è uguale a DZ. 

C oR o L L A R I o X I V. (fig. 68) 

JN virtù dell'equazioni ( s), e (t) fi anno quefie due refpet
tive analogie pel cafo de' corollarj XI. , e XII., cioè pel cafo 
del prefente teorema XXXIII. 

BD.AB-+/ID: :-+ AB=t:AD.-+ DE ==i= CB, 
DB.AB~AD::::±AB=t:AD .-+ BZ =t: DZ. 

CPROLLARIO XV. (fig.68) 

E In virtù dell' equazioni ( u) , ed (x) fi anno q ne fie alrre 
due analogie pe' cafi de' corollarj II., III., e IV., allegati nel 
corollario XIII. 

BD.AB-+AD::-+AB=i=AD.-+CB=+DE, 
BD. AB-+ AD::::::!:: AB =t: AD.::::!:: BZ-+ DZ. 
Ne' cafi ef'preffi nel prei<:n te corollario , e nell' antecedente, 

l' ultima analogia è la fieffa, che l' anripenulrima. 
Ma nel calo del corollario IV. il lecondo conleguente dell' 

ultima analogia non differi!Ce dal fecondo conleguente della pe· 
nultima. 

Co· 
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C O Il O L L A R I O X V l, (fig. 6"8 ) 

S E il triangolo BAD è acutangolo in A; e fe l'angolo D è ot
tufo, e il triangolo B è maggiore dell'angolo A; allora DZ di· 
venta negativa, e CB, DE, e CZ rellano pofìrive. Laonde 
adattando i raziocinj a quello cangiamento , l' eqllazioni ( ~), 
e (t) Jomminifirano l'equazioni refpettive, che feguono. 

(y) AB'-AD'=BD(DE-CB), 
(1) AB'-AD'=BD(BZ-+DZ}. 

C O B. o L L ARI o X V II, (fig. 68) 

M A fe fuppofie le altre fuddette cofe l' angolo B è minore 
dell'angolo A, allora non iolo DZ divien negativa , ma tale 
diventa anche BC. Perci<) avendo riguardo ne' raziocinj a que
fio cafo, l'equazione (t) dà l' equazione ( z) e l' !!CJUa:~;ionc 
( s) dà queft' altra: 

(aa) AB'-AD'=BD(DE-+CB). 

C O R O L L A Il I O X V Il r: .(fig. 68) 

I N ambidue i cafi dei due precedenti corollarj , fe l' angolo 
D è retto in vece di elfere ottulo, fuflìitono refpetti va mente le 
due equazioni ( y), ed ( aa); ma l'equazione ( z) diviene 

(bb) AB'-AD'=BD', -

perchè il punto Z cade in D, DZ fi annulla, e BZ diventa BD, 

Con che torna di bel nuovo ad apparire il teorema di Pittagora. 

CoROLLARIO XIX. 

N r cafi dei tre corollarj XVI., XVII., e XVIII. fi trarran
no delle proporzionalità dall' equazioni ( y),. (E) , ed. (a a). fi
mi! mente a ciò, che fi è fatto nel corollano XIV. m ordme 
ali' equazioni ( s ) , e ( t ) • 

C oR o L L A R. l O X X. (fig. 68) 

SE il triangolo BllD è acutangolo in A, e i' angolo B è or
tufo, ovvero retto s'immagini rovt:fciata la figura 68 dalla de
Il:ra alla fìnifrra e' lì riavrann() i cafì de' corollarj XVI., XVII., 
e XVIII. in g~ifa, che ponendo nell' e'luazioni (y), (z), e 

.Tom, II. S (bb), 
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( bti') , AD in vece di AB , . e verfa- v~Ge AB in vece di A~.· 
BC in luogo di DE, e DE m luogo d1 BC: come pure DZ tn 
cambio di BZ, e BZ in cambio di DZ; l' equazioni ( y), ( z ), 
(a a), e ( bb) daranno refpettivamentc 
. (c~) AD'-AB'=BD(BC-DE:), 

(dd) AD'-AB'=BD(DZ-+BZ), 
_ (te) AD'-AB'=BD(BC-+DE), 

( ff) AD'-'AB' ;:::BD'. 

c o R o L L A R I o xx I. 
A Nche le tre equazioni , che precedono l' ultima , daranno 
analogie fìmili a quelle del corollario XIV. , e fimilmente de
dotte. 

CoROLLARIO XXII. (fig.68) 

N E' cali del corollario XX. , fe l' angolo D è maggiore dell' 
angolo acuto A; allora BC, DE, e Dz rimangono pofitive ; 
ma BZ divien negativa. Coficchè applicando i raziocinj a que
fio cafo, l'equazioni ( s ), e (t) fornifcono due equazioni, le 
quali fono le fieffe, che l'equazioni (cc), e (dd) trafpofl:e. 

CoRo L LA Rio XXI II. (fig. 68) 

N E' cali del corollario XX., fe l'angolo D è minore dell'an
golo acuto A; allora BC, e DZ refl:ano pofitive; ma BZ , e 

- DE divengono negative. Quindi applicando a quefl:o cafo i ra
ziocinj, l'equazioni (s), e (t) danno due equazioni, le quali 
fono le medefime, che l'equazioni ( ee), e (dd) trafpo!le. 

CoROLLARIO XXIV. (fig.68) 

N E' cafi del corollario XX., fe l'angolo B è retto ; allora il 
punro Z cade in B, la BZ fi annulla, e Dz diviene DB. La~ 
onde dopo aver applicati a quefio cafo i raziocinj, fi vedrà, 
che l' equazione (t) fomminifl:ra l' equazione ( ff) trafpofl:a. 

O' aggiunti quefii tre ultimi corollarj, perchè concordano 
c? l. corollario XX. , e com provano la giufl:ezza de' miei razio· 
Cli1J , 

Co-
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C O R O L L A Jt l O X X V. (fig. 68) 

C Onfìderando ora i cali del corollario I. , in cui tutti e tre 
gh an~oli, .cioè A del vertice, e B, e D .della bafe, tono acu
ti: e m cu1 C cade tra B, e D (calo pnmo) , ovvero E ca,.. 
de tra B , e D ( cafo fecondo). 

Allora BC ( cafo primo) divien negativa, e DE refta poli ti
va, ovvero DE ( cafo fecondo) diventa negativa, e BC rimane 
pofi ti va. Ma BZ, e. Dz reitano poli ti ve nel primo cafo, e nel 
fecondo. Perciò appltcando le 1uddette modificazioni ai razioci
Jlj già fatti, l'equazione ( s) del corollario XI. dà qnefi' altra: 

AB'-AD' =BD( :;±DE ::t CB). 

Ne' fegni doppj il fuperiore è pel primo cafo, e l' inferiore 
pel fecondo. 

Ma l' equazione (t) del corollario XII. vale ancora per am. 
bidue i cafi del corollario prefente • · 

T E (') Il E M A x x x I v. 
N Ella figura 3 I la retta AT s' immagini normale fu Ila BD, 

e la AO fi rrafcuri. Io dico, che gli angoli T ./I.B, RAD Iaran
no eguali , fe fi avrà 

TD- AT' ( "!!._:-+ TR_) 
- AT'-TB,TR • 

DIMOSTI\AZIONE. 

S E fi conGdera la dimofirazione della prima parte del teo
rema XIII., fi vede, che ficcome pofta l'eguaglianza deg!i an
goli BAT, DAR viene l' equazione ( 71); cos) polla l' equazio
ne ( 7 I ) viene r eguaglianza degli angoli BAT' DAR , e ci~ 
generalmente ; adunque ancora nella fuppofizione di AT nor· 
male dee valere la ftelfa equazione ( 7 I ) • . 

Pongafi in elfa TB-t-TR in vece di BR; TD--TR lll 

luogo di RD · ed AT'-+- TR' in cambio di AR', e fi troverà 
(TB,TD_:..TR,TD-TB,TR-TR') divil~ per 
TB, TD= (AT'-+ TR') divif. per AT'. . . 
Si tratti quell' equazione come una proporZtonaluà, e far~ 

dividendo S 1 T R, 
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TR,TD-TB,TR-TR' _TR' 

TB,TD --E' 
pofcia alternando 

TR,TD-TB,TR-TR' - '!!!.!!!!, 
fii• - ..a" ' 

. è TD-TB-TR TB,TD 
CIO TR --;rro- • 

E queft' ultima proporzionalit~, trattata come un' equazio
ne, conduce a quella del teorema. Il che dovea dimoftradì. 

C o R. O L L A R. I O l. 

N Ella figura 3 I modificata come fopra , AT rapprefenta il 
raggio; TB la tangente dell' arco, che mifura l'angolo T AB; 
e TR la tangente dell'arco, che mifura l'angolo TAR , e TD 
la tangente dell'arco, che mifura l'angolo T AD. 

Laonde fe fono date la tangente TB , e la tangente TR, 
il valore di TD tangente dell'arco, che mifura l' angolo TAD 

eguale alla fomma degli angoli dati T AB, TAR, fara quello 
efpre1fo nell'equazione del teorema. 

c o R. o L L A R. I o II. ( fig. 3 t ) 

D Alla fuddetta equazione del teorema nafce 
TB- AT' (TD-TR). 

- AT'-+-TR TD , 
di modo che fe fo~o date la tangente TR, e la tangente TD; 

il valore di TB tangente dell' arco , che mifura la difièrenza 
degli angoli dati TAD, T .dR, farà quello efpre!fo nell' ultima 
equazione. 

Io non avrei penfato a quefto teorema , fe , dopo inoltrata 
I' imprefiione del trattato prefente, Gio: Francefco mio figliuo
lo non mi aveffe accennato, che dal teorema XIII. (il quale 
à luogo anche nel fuo trattato de' triangoli) poteano dedurli 
il primo lemma dello fcritto del Sig. Giovanni Bernulli infer
to negli atti di Lipfia dell' anno 1722. ; e il primo teorema 
dello fCritto del Sig. Ermanno , che fta ne' fuddetti atti dell' 
anno 1706., ed è la medefima propofizione. 

La mia dimoftrazione è di veda dalle loro. 

TEO· 
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T E o R. E M A x x x v. 
N Ella figura 31 s' immagini come fopra la retta AT nor
male fulla BD , e fi tra l curi la AO: Io dico , che gli angoli 
T AB, DAR faranno eguali, fe fi avrà 

AB,AT,AR 
AD= JiT'-TB,TR ' 

DIMOSTR.AZJON!:, 

C Onfìderando le due dimofirazioni della feconda parte del teo. 
rema XIV., fi vede in ambedue, che ficcarne polla l'eguaglianza 
òegli angoli BAT, DAR, viene l'equazione ( 7 4); così polla l' 
equazione ( 7 4), viene l'eguaglianza degli angoli BAT, DAR : 
e quello generalmente. Adunque anche nella fuppofìzione del
la normalità di AT à da valere la medefima equazione (74). 

Per l' equazione del teorema antecedente fì à 
TD [ . · , TD] AT' 

W...:;:-TR cwe BR = AT'-TB, TR; 
e moltiplicando per quell'equazione l' el!uazione (74), fi con~ 
feguifce I=AT,AR,AB divif. per AD(AT'-TB,TR), che 
porta fubito all'equazione del teorema prefente. n che dovea 
dimoftrarfi • 

C O R. O L L A R I O I. (fig. 3 I) 

I L val.ore di AD fecante dell'arco, che mifura l' angolo TAD 

eguale alla fomma degli angoli dati T AB, TAR; è quello e
fpre~o nell'equazione di quello teorema, il quale è lo lleffo, 
che 1! teorema 11. dello kritto del Sig. Ermanno allegato di 
fopra; ma differente è la mia dimollrazione. 

c o R o L L A R l o I I. 

S l ~olli_tuifca nell'equazione ( 7 4 )_ la v AD':-~T' in lu?go di 
TD, md1 fi quadri e fatte le debtte operazwnt fì fcopmà 

..1/D'=AT', AR', AB' divif. per (AR\ AB'-A_T", B~'). 
Nuova formola per la fecante dell' arco, che mtfura l an

golo TAD eguale alla fomma degli angoli dati T AB, TAR. 

Co-
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c o !t o L L A R I o II I. 

SE nel JenominatDre del fecondo membro dell" ultima formòla 
per la fecante, ec., li pone AT'-+TR' in luogo di .AR'; 
.AT'-+-BT' in vece di AB•; e (BT-+ TR)' in cambio di BR'; 
la fiefi'a ultima formala fi muterà in un' altra equazione, di 
&ui prendendo la . radice, faò quefia l' equazione del teorema 
prefente dedotta fenza l" ajuto del corollario IV. del precedente. 

Giacchè ò ripenfato al reo rema XI V., e all'equazione (7+1 
mi giova trame il feguente 

TEOI'lEMA XXXVL 

Due triangoli, che anno un angolo eguale, fono tra loro co
me i prodotti de' proprj lati comprendenti l'angolo eguale. 

D l M o s T R. A z I o N E ( fig. 31 ) 

GLi angoli tra loro eguali dei due triangoli fiano BAR, DAT: 
adattati nella figura 31 in guifa, che anche la porzione ùi an· 
golo B.AT fia eguale alla porzione di angolo DAR: come pure 
AB fia uno de' lati d~ l primo triangolo, e AD fia uno de' la· 
ti .dd fecondo triangolo. AR poi fia prolungamento, o porzio
~ dell'altro lato del primo triangolo, feppure non è lo ll:dTo 
lato; ed AT fia prolungamento, o porzione dell'altro lato del 
fecondo . triangolo, feppure non è lo fieffo lato. 

Può dunque concepirli, fenza fare altra figura, che il pri· 
mo triangolo fìa BAr, immaginando r fulla retta AR; e che 
il fecondo triangolo fìa DAt, immaginando t lulla retta AT. 

Laonde è chiaro, che fi avrà. tri. BAR= ~~ tri. BAr, e 
• AT . 

/rl. DAT =- trl. DAt • 

M Al! . ( ) r. \. • d. RB • , tri. BJIR a per equaz10ne 74 u " eztan 10 TD' cto~ -;;;:n;if' 
l d. AR . BA d. ·r. AT • D A AR,AB Va e a Ire -trt. .nr IVl . per -A trl, nt= · T--··· · • 

Ar t A , AD 
Ad tri. Btfr AB , Ar Il h d d. fi fì unque ~ = A'iT,'At. c e ovea tmo rar 1. 

Per altro quefl:o teorema fi dimofira indipend~ntemente dal 
XIV., e brevemente così (fig.69,e7o) 

Siano 
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Siano i due triangoli BAD, bAd, à da provarft quella propor

. l', tri. BAD _AB,AD 
z10na 1ta: -;;r.T.iJ - Ab, Ad • 

DtMO .STRAZlONE. 

S . . l fi , tri, BAD AB ,,;, hAD AD S' 
I tm a retta hD, 1 avra tri.hAD =Ar, e ~=Ai· 1 

moltiplichi la prima di quefte due proporzionalità per la fecon-
ifi l tri.BAD_ AB x AD_AB, AD l d 

da, e ne r u terà ~ --;;&' AJ - Ab";:iJ. l che ovea 
dimoftrarfì • 

Se in vece delle proporzioni ~~, ed "ff fi prendono le refpet-
. · . . l . AB AD d Ab, AD l d' n · t1ve proporztont eqmva enti Ab: AD , e "7ib;iiJ'' a tmonrazto-

ne fi ridurrà fpeditamente all' cgualitJ ordimms. 

COROLLARI. I. 

A Deffo il teorema XIV. può effere un corollario immediato 
del prefente ( veggafì la fig. 3 I) , perchè apparifce fubito "~· DAF 

[ RD] AR AD trr. BA 
cioè .Tjj = AT 'AB ; che è l' equazione ( 7 3 ) : come pure 

tri.BAR[ . 1 RB]' AR AB , l' . ( ) 
~ cwew = AT:AD, che e equaz10ne 74 • 

C o R O L L A R I O Il. 

S Imilmente fi deduce da quello teorema la prima parte dei
la terza propofizione del fello libro J• Euclide, vale a dire, che 
fe l'angolo d'un triangolo è divifo per metà da una retta, che 
taglia anche il l aro o p pollo; i fegmenti di qnelli lati fono pro
porzionali agli altri corrifpondenti lati del triangolo. 

Per dimoftrar quefio corollario potrà fervire la figura 31 , 
purchè in eifa s'immagini che l'angolo BAT fia eguale aJef-
fo all'angolo TAR. ' 

lmperciocchè in virtù di quefio teorema far~ 
Tri.BAT [ • 1 BT] AB AT AB 
Tri. TAR C!Oe TR = AT; AR- = AR • 

Sco-
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5 C O L I O (fig. 31) 

L· J ntuito della figura 3 I , e queft' ultimo corollario mi con
ducono, mediante la confiòerazione del folo triangolo, ad un' 
equazione , che lèrve a {ciogliere il problema della trifezione 
dell' angolo. 

L'angolo dato BAD, che h da trifecarlì, dividalì primiera
mente in due parti eguali dalla retta AO; dal punto O di ef
fa prefo ad arbitrio fi tiri la perpendicolare 08, che incontra 
in B, e in D i lati dell'angolo BAD, e s'immagini, che fiano 
condotte dal vertice A l~ due rette 4T, ed .AR , che divi
dano lo fteffo angolo BAD in tre parti eguali , ed incontrino 
la perpendicolare l'lei refpettivi punti T, ed R : 

E' mamfefto, che gli angoli T AO,RAO fono tra loro egua
li, e che OB=OD; AB=AD; OT=OR; ed AT=AR. 
Perciò chiamando AB (c); OB (b); AO (a); e BT (y) ; fàran
no OT , ed anche OR= b-y ; TR = ~ (b-.. y) , ed .AR = 
yaa-+bb-2hy-+yy = ._/;;::.:.;:.61 -+)y--;-ponendo cc jn luogo di 
an,..... bb, che gli è uguale • 

ADunque in virtù dell' ultimo corollario del prefente teore
ma, BT'(yy) fta a TR'(fbb-~by-+-f}'}'), come .AB' (cc) fta 
ad AR' ( èc- 1.by-+-yy): e prendendo i prodotti degli elhe
mi, e de' medj , ec. opçrando a dovere, e ordinando l' equa
zione, fi trova 

r-1.by3 - 3CC)'f-l- 8ccby-4ccbb=o• 
Dividafi queft' equazione per y -z.b, e ft fcoprirà 
(l) )'3 - 3ccy-+ 1.ccb=o. 

COROLLAiliO {fig.31} 

S E l'angolo dato BAD è retto, farà femiretto l'angolo BAO; 
.A_O (a) finà eguale ad OB (b), e cc farà. eguaie a 1.bb; di mil· 
ntera che l'equazione (I) diverrà 

y 3 -6bbj-+4bl =o, 
e quefta ancora d~vifa per y-1.b, fa conofcere 

)')' -+ lb,)'- 7.bb = o • 
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Altra maniera (fig. 3 I ) 

S I chiamino :z la AT .z.._0 fua eguale AR ; faranno (T[', e 
la fua eguale OR=v :t't_.,.,: perlocchè BT( b-v~) fia· 
rà a TR ( 2 v :t~), come .IIB (c) fia ad .AR ( :z) o 

Eguagliando il prodotto degli eUremi a quello de' medj bz......:..:z 
y;;;=;;;- = 2 c v,;-=;.;; e trafponendo ( 2 c -t- :z) vz:~ = bz.... Quadranào , indi ordinando l' equazione , e ponendo 
- ccz...z... in luogo di - aaz...z...-bbz...:z, lì confeguifce 

z._4-+ 4C~ J-+ 3 C':z!{,- 4/laC!{,-411acc = O o . 

Queft' equazione divifa per z...-+ c, darà 
~-+ 3cz...z...-411ac=o. 

COROLLARIO, 

QUando l'angolo BAD è retto, aa è ugua:le a -f cc, e l' ulti

ma equazione diventa 
~-+ 3cz...z...-2c3 ==oo 
Laonde dividendo qui ancora per :t-+c, ne viene 
!{,'{_-+ 2CZ,_- Z.CC =O , 

Ter'{!J maniera (fig. 31) 

SI chiamino adeffo u la or, e la OR; faranno la AT, e la 
.AR =V"-;::;-;,; . . . . 

BT' ( bb- 2bu -+ uu) fia a TR.' ( 4uu ) , come .AB' ( aa-+ cc) 
fia ad AR • ( aa -+ uu) • -

Si eguaglino i due prodotti degli ellremi , e dei medj ; fi 
operi nel debito modo, e lì otterrà 

U4 - 2bu3 - 3bbuu- '],aabu-+ aabb =o 
-Jaauu. 

Da quefi' equazione div ifa per u-+ b, proviene 
(II) u3 - 3buu- 3aau-+aab=oo . 

COROLLARIO J, (fig.31) 

A Llorchè è retto l' angolo BAD, la a è uguale alla b, e l' 
equazione (II) ~ muta in quefia: 

Tom. II. 'f u3-
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u3- 3huu- 3hbu -f- b3 =o, 
che è divifibile anch' elfa per u -f- b , e ne viene per quozien-
te 1111-4h•-+ hb=o. 

c o Il o L L A a I o I r. 
fAcendo nell'equazione (II) u=x-+b, ne rifulta 

x 3 - 3bbx- 1.b3 =o 
- 31111X- 'lllllb ) 

ovvero ponendo in luogo di bb-+ 1111 il fuo valore et 
x 3 - 3ccx- zccb =o. 

c o Il o L L A Il I o I I I. 

J Nfegna l'Algebra, che mutando i fegni de' termini pari di 
un'equazione, le radici di elfa, che erano pojitive, divengono 
neg11tive, e le radici pur di elfa, che erano negative, diventa
no pojitive. 

Or ficcome murando il fegno del termine pari dell' equazio
ne ( I ) , ne viene .f3 - 3CC.f - zccb = o , che non differifce 
punto dall' equazione (II) ; così deve inferirfi, che la radice 
pofi t i va dell' equazione (II ) , venendo prefa negativame!l~e, l: 
la ~adice negativa dell'equazione (I ) , e che le due ra?tct ne
gauve della fieffa equazione (II), venendo prefe neg~uvamen
te, fono le due radici poli ti ve della fopraddetta equaztone (I )• 

.Annotazioni concernenti il cafo in·eduttibile dell' equazioni 
cubiche, 

NOn .è fuor di propofito I' accennare: 
Primo, che fecondo i -principj dell' Algebra ambe l' equazio

ni (I ) , e (II) anno reali le tre loro radici , perchè il cubo 
di cc, cioè c6 , è maggiore del quadrato di bee, cioè di bbc4 : 

e !fendo la diagonale BA (c) maggiore di BO (b) , uno de' lati 
dell' angolo retto BOA. 

Secondo, che l' equazioni (I), e (II) rapprefentano la for· 
mola generale t 3- pt :±q= o, allorchè e:_ è maggiore di !! , 

Z7 4 
che è il cafo dell' equazioni cubiche chiamato imduttibile da· 

gli 
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gli Algebri!li: rapprefentano, diffi, l'equazioni (I), e (II) tal 

formola generale, purchè fuppongafi c=~ /l...-; e b= li. v ~ •p 
Terzo, che AB (c) è il diametro d' un femicerchio, fui qua. 

le adattando la corda BO (b), fi determina l'angolo retto BOA, 
e l' angolo BAO; e confeguentemente l'angolo BII.D duplo di 
BAO. 

Quarto ' che in virtù delle cofe mofirate di fopra ' c delle 
determinazioni efprelfe nell'articolo precedente, l' angolo BII.T, 
cui à rapporto l' equazione (I), è fimriplo di BAD ( 2BAO). 

E che l' angolo uo [~TAR], cui l' equazione (II j corrifpon-

de, è futtriplo di BAO[ 7 BII.D]. 

Diffi, che l'equazione (II) corrifponde all'angolo TAO, per
chè elfendo fiato fuppofto nel precedente fecondo corollario OT 

( u) eguale ad x-+ BO (b) , ne fegue, che x è uguale ad OT 

( u)-BO (b). Così l' equazione (I) à rapporto all'angolo BII.T, 

perchè f è uguale a BT. 

Sarà dunque agevole a comprendere, come il cafo irredutti
bile dell' equazioni cubiche fi riferifca alla triferzione dell' an
golo dedotta da quefia mia maniera. 

T E o R E M A X X X V II, (fig. 69) 

S la qualunque triangolo .ADB , dal di cui angolo D li tm al 
lato oppofio la retta Dh, che lo tagli a qualfivoglia angolo , e 

le lettere f, g, h rapprefentino tre rette tali , che abbiafi A~ = f J. it == f; io dico, che il rettangolo h, AB è uguale ·al 

rettangolo f, AD più il rettangolo g, BD. 

DIMOSTRAZIONE, 

[,AD_ f .AD .Ab .AD Ab 
h,As-J; X A8 =;;.,X A"s=:As' 
g,BD _ g BD 1Jb BD_Bb 
h,AB-h x AB=BD x AB-AB' 
cofic h' [,AD-+g,BD_~ 

1 C e h,AB - AB ' 
T 2 Ma 
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Ma AB=Ab-+Bb; adunque b, AB f,AD-+g, BD, Il che 
dovea dimofl:rarlì. 

Quefl:a generale proprietlt de' triangoli, per quanto mi è no. 
to, non è fiata da altri avvertita • 

Co:aoLLAil I o. 

J L triangolo ADB della figura 69 s' immagini ora rettangolo 
~n n, e la retta Db perpendicolare fopra AB; fi darà luogo a 
quefl:' alt.ro · 

TEOilEMA. 

L E lettere L, M, ed N efprimano altrettante figure rettili
nee , o curvilinee tra loro fimili , defcritte, e fimilmente po
fie, la prima L fopra il lato DA del fuddetto triangolo rettan
golo ADB ' la feconda M fopra r altro lato DB, e là terza N 
fopra l' ipotePulà AB; io dico, che. la figura N è uguale alla 
figura L più la figura M. · 

D I MOSTRA Z I O .N E. 

L A lìmilitudine de' triangoli rettangoli ADB, Ab D, BbD mo-
.fi Ab [ f J AD Bb r ·!( J BD d Il r · ra -AD -b = - , e - l- = - ,· laon e ne a pretente lpo-AB BD h BA · 

tefi {: :~ , egu!lle ad ~ X ~~; è in ragione duplicata di 7~, e 
~,, eD 1 , BD , . . d 1. d. sD M 
h, AB , egua e a 'h X ;;8 ; e m rag1one up 1cata 1 AB' a per 
la fimìglianza, ec. delle due fioure L, ed N, anche !:. è in ra-
. D b N 
gione duplicata, di ~ ; e per la fimiglianza ' ec. delle due fi. 

gure M, ed N, anche ~ è in ragione dupliCata di 7a· Adun-

que !:. =f, AD d ~ -~ 
N h, AB' e N- h ,AB • 

S. à L-M f, 4D-f!,,BD d tr d fi d" 11 1 pertanto -:;:J" = h , AB ; e euen o 1 1moura-
to nel teorema XXXVII., che h,AB=f,:AD-+g,BD, ne fe
gue, che N=L-+M. Il che dovea dimoflrarfi. 

Altra 
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Altra dimoflraz.ionc. 

Q V vero immediatamente 
L_ AD' _AD x AD_Ab x AD_ Ab 
N-- AB' -;;n AB-AD AB-AB' 
M BD' BD BD Bh no · ' Bb 
iii= AB' = AB x AB= BD x An= AB; 

L-+M AD'-+ BD' Ab-+ Bb 
adunque -N-= ---;~8-.--=78. 

E ficco me AB= Ab -t- Bb , così N= L -t- M, come puh 
AB'=AD' -t-BD'. Il che dovea dimofirarfi. 

Il teorema del prefente corollario comprende nella fua uni
verfalità la propofizione XXXI. del fefio libro d' Euclide • 

TEOREMA XXXVIII (fig.71,e72) 

I L feno della fomma , ovvero della differenza di due angoli 
dati è uguale alla fomma , ovvero refpettivamente alla diffe· 
renza delle tangenti di detti angoli, moltiplicata pel quadrato 
de~ feno ~orale, e divifa pel prodotto delle fecanti de' medefì
mt angoli. 

AvvERTIMENTO. 

N'Elle due figur~ 7 I, e 7 2, DAC, BAC fono gli angoli da-. 
t1; AC è il ièno totale · CF normale fui lato AD del trian
golo BAC, è il feno deÌl' angolo DAC , fìccome CE normale 
iul lato AB del triangolo BAC è il feno dell' angolo BAC; 
e BG è normale fopra AD. 

Ma quando AC è normale fopra BD , allora CD è la tan
gente dell' angolo D/!C , e CB la tangente dell' angolo BAC • 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

SE fi deferivano fulle figure 7 I, e 72 tutte le linee, che an
no luogo nelle figure 1 , e 2 , e fì applicano a_d ambedue le ~
gure 7 ~ , e. 7 2, la prima dimofirazione_ del pnmo teorema' Il 
corolla no dt eiTo, e la prima dimofirazto~e del ~erzo teorema, 
fi vedrà, che l'equazione ( 4- ) può ampltadì cost: 

( V) S' BAD DAC BAC 
111. AC Jìn. ·AB=±Jìn.--;w• 

Nel 
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Nel fegno doppio il fuperiore è per la fig. 7 I, e l'inferiore 

per la fig. 72. · 
Ed efTendo anche nelle foprallegate dimoftrazioni AC il fe. 

no totale, e per confeguenza ancora nel cafo prefente, CF= 
fin.DAC, come pure CE fin.BAC; fi avrà in virtù dell'e
quazione (V) 

S' BAD_CF-+ CE l d' m.Tc-A'B-Ab' va e a tre 
· SimBAD=(AC,AD,CF-+AC,AB,CE) divif. per .AB, AD,· 
ma AD, CF:± AB, CE= z tri. BAD ~· adunque 

( VI) s· B "'D _2rri. BAD,.Ac 
m. n. - AB,AD • 

E tutto quello à luogo anche quando la AC non è normale fo. 
pra BD: quando poi lo è, allora uri. BAD = BD, AC ~· laonde 

( VII) s· B v- BD,.Ac' ~::±Bc)"c' 
m • .l/ - AB,AD- AJJ,AD 

Il che dovea dimoftrarfi • 
Anche la feconda dimol1razione del teorema III. fi pu~ ap

plicare alle fig. 7 I, e 72, e trarne l'equazione ampliata (V). 

SECONDA DIMOSTRAZIONE (fig.71,e72) 

~ AD, BG = tri. BAD , e dividendo per ..; AB, AD, ne viene 

~=~ 
.IIB AB' AD • • BG fi B D 

Ora perchè AC è il feno totale , fi à AB = rn~c" , e con· 

feguentemente ~'!E.=~. Quindi nake l'equazione (VI), 
.IIC AB,AD 

e tutto il rimanente procede come fopra , ec. Il che dovea 
dimofirarfi. e> · 

T E o R E M A X X X I X. (fig. 7 I , e 72) 

L A normale calata dal vertice del triangolo BAD fopra la 
bafe , è uguale alla radice quadrata del prodotto de' lati mol· 
tiplicato per fin. BAD, e divifo per la bafe. 

DIMOSTRAZIONE, 

L· Equazione (VII) partorifce queft' altra: 
AC' 
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. IIB AD /in BAD d 11 d d" :AC' = ' _.'n ; e euraen o la ra tce quadrata, a p· 

parifce 

(VIII) .AC= VAB~~D,/in.BAD • 
Il che dovea dimoftrarfi. 

TEOREMA XL (fig.7I,e71.) 

L' Area del triangolo è uguale alla metll della radice quadra
ta di quel prodotto, che ri1ì.Jlta dalla moltiplicazione de' lati, 
della bafe, e del feno dell'angolo oppofto alla bafe. 

DIMOSTRAZIONE. 

ESsendo ..; BD, .AC l'area Jel triangolo B.AD, fi moltipli. 

chi per ~ BD l' equazione (VIII), e lì otterrà: 

(IX) .Ar. Tri. BAD =~v'AB, IlO, BD/ù•BAD• ' 

Il che dovea dimoftrarfi • 

TEOREMA XLI. (fig. 7I,e71.). 

LA normale calata dal vertice del triangolo fopra la bafe, 
venendo moltiplicata dal raggio del cerchio circofcritto al me
defimo triangolo, è uguale alla metà del prodotto dei due l.a
ti di elfo triangolo. 

DIMOSTRAZIONE. 

S Anno gl' intendenti di trigopometria, che 

Sin BAD fta al feno totale .AC, come .!. BD Ila al raggio 
~ 

del cerchio circofcritto al triangolo, qual raggio lì chiami R; 
d. . AC BD d 
tmamerachè fin BAD è uguale ad ----:fR : • ponen o que-

fto valore difinB.AD nell'equazione (VIII), ne rifulta AC= 

V AB,AD, dC. Equazione che trattatà con deftrezza, fa fco-
~R ' 

prire AC, R = !... AB, AD. Il che dovea dimofirarfi • · 
2 

Co. 
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CoROLLARIO. 

S Uffifi:ono· pertanto le due feguenti equazioni: 

(X) AC= A~,:D, 

(XI) R = A:~~D. 
TEOllEMA XLII. (fig.7I, e7l) 

J L feno della fomma , ovvero della differenza di due angoli 
dati, è uguale alla fomma, ovvero refpettivamente alla diffe
renza delle tangenti di detti angoli, moltiplicata pel prodotto 
delle fecanti degli angoli medefimi, e div ifa pel quadrato del 
diametro del cerchio circofcritto al triangolo BAD. 

DIMOSTRAZIONI!:. 

P Ongafi nell'equazione (VII) il valore di AC prefo dall' e
quazione (X), e fatte le debite operazioni, fi fcoprirà: 

(XII) S o BAD- (IJC-+BC)AB,AD _AB,AD, BD 
m. - 4.RR. - 4RR. • 

Il che dovea dimofi:rarlì • 

T E o R E M A X L I II. ( fig. 7 r , e 71 ) 

L' Area del triangolo è uguale al prodotto de' tre Iati di el
fo, divifo pel quadruplo del raggio del cerchio circofcritto al 
medefimo triangolo • 

PIUMA DIMOSTRAZIONE. 

S l fofi:ituifca nell'equazione (IX) il valore di fin. B..1D tra t• 
to dall' equazione (Xli), e fi confeguirà: 

(XIII) .llr.Tri.BAD=AB, ~~· BD. 

Il che dovea dimofl:radì. 

SECONDA DIMOSTRAZIONE. 

S l moltiplichi l' equazione (X) per !.. BD, e ne rifulterà !-
2. 2. 

AC, BD eguale all' area del triangolo B/ID, e in fie me egua
le 
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Je · al fecondo membro dell'equazione (XIII). Il ci.e dovea 
dimoftrarfi • 

TEOREMA XLIV. (fig.71,e72) 

N El triangolo BAD il feno dell' angolo BAD è uguale allo 
fieffo triangolo BAD divifo pel raggio del çerchio, çhe gli è 
circofcritto. 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

L• Equazione (XIII ) produce la feguente: 
4 tri. BAD R l l fi l . l. hi l' . (XII) 

I = AB, AD, Ìw per a qua e 1 mo ti p tc equazwne , 
e {ì troverà: 

(XIV) Sin.BAD= Tri.:AD. 

Il che dovea dimoftrarfi. 

SECONDA DIMOSTRAZIONE. 

DAll' . (X) . . 11 . AB,AD , J. equaztone vten quena r =~AC' per cm mo n-

plicando l' equazione (VI), fi ottiene la (XIV). 
Il che dove a. dimofl:rarlì. 

TEOREMA XLV. (fig.71,e72) 

COntinui R a fignificare il raggio del cerchio circofcritto a\ 
triangolo BAD, e Iia 

(XV) Hif=4AB',BD',-(AB'-+BD'-Al)')' il tutto divi
fa per BD' 

Io dico, che R è uguale al. prodotto dei due lati AB, e BD 
del triangolo BAD, divifo tal prodotto per H. · 

DIMOSTRAZIONE. 

PEr gli triangoli DAC, BAC rettangoli in C fi. anno quefl:e 
due equazioni. 

AC• =AD'-BD'=± zBC,BD-BC' 
(XVI) AC'=AB'-BC' 
Nel fegno doppio il iuperiore è per la fig. 7r., e l'inferiore 

per la fig. 72. 
Tom. 1/. V Sot• 
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Sottragafi l'ultima equazione dalla penultima, li avrà AD~ 

1 D' BC BD ., -+BC AB' -+-BD'-AD' -AB -B ::±2 , =o,epercw_ =~-D--.· 

Nell' equazione (XVI) moltiplicata prima per 4, fi furr~ 
ghi il valore di BC' prefo dall' ultima equazione, e fatte le ne
ceffarie operazioni, fì conofcerà: 

4AC' = 4AB', BD'-(AB'-+ BD•- AD' ) ' il tutto divi
fa per BD', 
cioè 4AC' =RH, e perciò 

(XVII ) 2AC=R· 
Soflituifcalì quelto valore di 2AC nell'equazione (XI), • 

li manifelterà : 
(XVIII) R=AB;:D. 

Il che dovea dimoftrarfi. 

TEOREMA XLVI. (fig.7I,e72) 

COntinui RH ad avere la lignificazione efpreffa nell' cquazi~ 
ne (XV). 

In quaHìvoglia triangolo il raggio del cerchio, che gli è 
circofcritto, fta alla normale calata dal vertice fu Ila bafe, come 
il doppio prodotto dei due lati del triangolo comprendenti l' 
~ngolo al vertice, fta ad RH. 

DIMOSTRAZIONE. 

L• Equazione (XVIII), fi divida per l'equazione (XVII), 
indi {ì moltiplichi per 2 l' uno' e r altr'o membro dell'equa
zione, che ne rifulta, e fi arriverà all' infrafcritta: 

R- 2AB,AD 
:Ac-HH'· 
Il che dovea dimoftrarfi. 

TEoREMA XLVII. (fig.7r,e72) 

l L feno della fomma , ovvero della differenza di due angoli 
dati è uguale ad RH moltiplicato per la fomma, ovvero re
fpet .ti~amente per la differenza delle tangenti di detti angoli, 
e dlVlfo pel prodotto delle fecanti degli angoli medefìmi. 

DI-
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DIMOSTRAZlONE, 

S I quadri l'equazione (XVIII) moltiplicata prima per;, e fi avrà 
R R-4AB',AD' 

4 - HH ' 
dividafi per quefl:' ultima l'equazione (XII), e nafcer?l. la 
feguente: 

. (XIX) s· B..ttD- HH, BD _HH c ve- Be) 
m. - 4 AB, AD - 4 AB, AD ' 

Il che dovea dimofir.lrfi. 

TÈoREMA XLVIII. (fig.71,e71.) 

I N ordine a qualunque triangolo BAD fuiftfte quella equa. 
zione: · 

(XX) Ar. tri. BAD =!. H, BD. 
+ 

PRIMA DIMOSTRAZIONE, 

I L valore di fin. BAD prefo dall'equazione (XIX) fi furroghi 
nell' eq nazione (IX) ; fi troverà. l' eg nazione (XX ) • li che 
dovea dimofirarfi • 

SECONDA DIMOSTRAZIONE. 

P Ongalì nell' equazione (XIII ) il valore di R defunto dal
la (XVIII); ne ùeriverll parimente l' equazione (XX). Il che 
dovea dimoftrarfi. 

' TERZA _DlMOSTll/.ZIONE. 

SI moltiplichi per~ BD 1' equazione (XVII.) li vedrà .fBD, 
AC ( cioè ar. tri. BAD ) = :,_ H, BD. Il che doveva dimo-
ftrarfi. · 4 

T E o R E M A XLIX. ( fig. 71., e 71. ) 

N El triangolo BAD le normali tirate dalle punte degli an
goli ..t1, B, e D ai refpettivi lati oppofti BD, AD, ed AB, 
fi chiamino refpettivamente normale ..t1, norma!e B, e nor· 
male D. V :z. Colla 
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Colla normale .A come raggio fi deferiva un cerchio, fopra 

il quale fi prenda l'arco, che mifura il doppio dell'angolo .A; 
Colla normale B come raggio fi deferiva un cerchio , fopra 

il quale fi prenda l'arco, che mifura il doppio dell'angolo B; 
E colla normale D come raggio fi dekriva un cerchio, fo

pra il quale fi prenda l' arco, che mi{ura il doppio dell' an
golo D. 

Io dico, che fono tra loro eguali le corde dei tre archi fud. 
detti prcfi fopra i tre accennati cerchj. 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

E' Cofa manife1la ai periti, che la corda del primo arco è 
uguale al doppio feno dell' angolo A j . 

Che la corda del fecondo arco è uguale al doppio feno dell' 
angolo B; 

E che la corda del terzo arco è uguale al ~oppio feno dell' 
angolo D. 

Ma per Io teorema XLIV. l' efpreffione dei detti tre feni è 
la fl:elfa·; mentre tal' efpreffione è fempre tri. B:D : e Ji fat

to il triangolo BAD non fi muta, e neppure fi muta il rag
gio R. del cerchio circofcritto al medeftmo triangolo. Adun
t].Ue fo_no tra loro uguali le corde dei tre archi fuddetti prefi 
iopra 1 tre accennati cerchj. Il che doveva dimofl:rarfi. 

SECONDA DIMOSTRAZIONE. 

L A fieffa conclufione fi dedurebbe , fe fi aveffe riguardo al 
teorema XLII. ; in virtù di cui l' efpreffione dei tre antedetti 
fe~i è fempre una frazione, che à per numeratore il prodott<:? 
det tre lati del triangolo BAD, ed à per denominatore il qua· 
drato del diametro del cerchio circofcritto al fuddetto trian· 
golo. Tal numeratore, e tal denominatore non v;uiano pun
to. Adunque, ec. Il che, ec 

TEOREMA L. (fig. 71., e 72.) 

CHiamando r il raggio del cerchio ifcritto nel triangolo 
BAD, 
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BAD; io dico , che r fi:a alla normale AC, come la bafe BD 
fi:a al perimetro del triangolo BAD. 

DIMOSTRAZIONE. 

PEr non imbarazzar la figura, s'immagini dentro il triango-. 
lo BAD il centro r del cerchio in elfo ifcrirto. Da. queft() 
punto T lì concepif.;ano tirate alle punte degli angoli A, B, 
D le rette r A, TB, ed ID. F gli è manifeflo, che il triango
lo BAD iarà divi lo in tre triangoli parziali r AB, TBD, T AD·: 
(: immaginando in oltre le tre perpendicolari tirate dall'in
dicato centro r ai Iati AB, BD, ed AD, è altresì noto, che 
ciak.una di elfe perpendicolari tarà eguale al raggio del cerchio 
ifcritto • 

Tali cofe fuppoffe , lì ~vrà l' equazione ~ AB,. r -+ 7 AD, 
1 • d :1 tri. BAD 

r -+ 7 BD, r =al tnangolo BAD; a unque r =AB-+ AD -+BD 

In luogo di rri. BAD fi ponga ~ AC, BD ,j fi vedrà 

( XXI ) r = AC' B!!__ 
AB-+AD-+BD' 

vale a dire ~c = ~/.!~D-+ BD Il che doveva dimoll:rarfi. 

T E o R E M A L I. ( fig. 71. , e 7:2.. ) 

N El trlàngolo BAD lì chiamino N. A; N. B; N. D le normali 
tirate dalle punte degli angoli A, B, e D ai refpettivr lati op
polb BD, AD, ed AB; io dico, che à. luogo quefl:' equazione. 

(XXII)r-;-(N.A,BD-+N.B, AD-+N.D,AB) divif. per 
3 (AB-+flD-+BD) 

DIMOSTRAZiòN:E:o 

. In virtù dell' equazione (XXI), e de' raziocinj fatti per 
g1u ngervi, lì anno le tre equazioni infrafcritte: 

r =N.A,BD divif. per (AB-+AD-+BD}, •= N. B,AD divi(. per (AB-+AD-+BD'), 
•=N.D,AB divif. ptr (AB-AD-+BD). 
Aggiungendo infìeme quefl:e tre equàzioni, e potei a dividen

do per 3 la. loro fomma, fi arriva all' equazione (XXII). n 
che doveva dimofl:rarfi. T w-
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S Alvo fempre il Iìgnificato di H come nell' equazione (XV); 
io dico, che il raggio del cerchio ifcrirto nel triangolo BAD è 
uguale ad H moltiplicata per BD, e div ifa pel doppio del pe
rimetro del triangolo. 

DlMOSTRAZIONB. 

N !11' equazione (XXI) pongafì in luogo di AC il fuo valore 

.!.. H tratto dall'equazione (XVII), e ne fortirll.: 
a H BD 

(XXIII) r = 2(AB .;AD-+BD) • 

11 che dovea dimollrar.fi • 

-rE oR E M A L I I L (fig. 71, e 72 .. ) 

J L doppio del prodotto formato dal raggio del cerchio circo-· 
fcritto al triangolo, e dal raggio del .cerchio iièritto nel trian
golo; è uguale al prodotto dei tre lati del triangolo, divifo tal 
prodotto per la .Periferia del .triangolo. 

DIMOSTR .AZIONB. 

S I furroghi nelr equazione {XXI) in vece di AC, il fuo va

lore A~·:D tratto dall'equazione (X); fi confeguirll.: 
( XXIV) - .AB, AD, BD 

.r- :R(AB-+AD-t-BD) • 
Indi moltiplicando per 2 R, 6 avrà: 
2 R - AB, AD, BD ,r_ AB-+AD-+ BD • 

ll che dovea dimofharfì • 

QUindi fi vede: 
COROLLARI <t. 

(XXV) R _ . AB , AD, BD 
- .2r (AB -fo/JD-+BD) • 

T.EoREMA LIV. (fig.7r,e72) 

l L raggio del cerchio circofcritto al triangolo BAD fia al . rag~ 
gto 
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gio del cerchio ifcritto in elfo triangolo , come 1. AB , AD 
( AB-+AD-t-BD) fta ad HH, BD. 

DIMOSTR.AZ~ONE. 

D Ividafi l'equazione (XVIII) per l' equazione (XXIII) , 
'[il R -•AB,AD(AB-t-AD-t-BD) ne n u ta -;:- _ HH, 80 • 

Il che dovea dimofirarfi. 

CoROLLARIO. 

A Dunque r = R, HH, B divi[. per AB 2 AB, AD ( .4B-+.-
AD-'-BD) d h R _ >r,AB,AD(/18-t-AD-t-BD) 

-. : e an c e - HH, BD • 

T E o R E M A L V. ( fig. 7 r , e 7 z ) 
N El triangolo BAD il feno dell'angolo BAD è uguale al qua.. 
drato del raggio dei cerchio i!eritto nel medefimo triangolo , 
moltiplicato per lo quadrato del perimetro di elfo triangolo, e 
di vito pel prodotto de' tre lati di · elfo triangolo. 

PRIMA DIMOSTRAZIONE. 

L· Equazione (XXV) moltiplicata per :z., e poi quadrata efibi
ièe 4 RR=AB', AD', BD1 divif. per rr (AB-+AD-;.BD)' 

E dividendo per quefi' ultima equazione la (XII), ne· de
riva : 

(XXVI) Sin. RAD = rr ( AB-+ AD-+ BD) • divif. per AB, 
DA, BD. Il che dovea dil?ofiradì. 

SECONDA DIMOSTRAZIONE. 

NEll' equazioné (IX) in cambio di ar. tri. BAD lì fofiituifca 

il iuo valore 7 r (AB-+ AD-+ im) ; lì moltiplichi pofcia per 

2 ; indi 1ì quadri, e apparirà: 
rr (AB-+ AD-+BD )' =AB, AD, BD, fin.BAD: 
Laonde dividendo per AB, AD, BD, fi otterrà l' equazio

n~ (XXVI). 
Il che dovea dimofiradì. 

Co-
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CoROLLARIO. 

MEdiante il fecondo membro di quell' equazione (XXVI ) , 
il quale à un valor , che non varia , può darfi una terza dimo
llrazione del teorema XLIX. 

TEOREMA LVI. (fig.7r, e 72.) 

L• Area del triangolo è uguale al prodotto formato dal raggio 
del cerchio circolèritto iJd elfo, dal quadrato del raggio del cer
chio ifcritto in elfo, c dal quadrato del perimetr.o di elfo triango
lo, divifo tal prodotto per quello dei tre lati del triangolo. 

DIMOSTRAZIONE. 

SI furmghi nell' equazione (XIV) _in vece di fin. BAD il 
fuo valore defunto dall'equazione (XXVI), e poi li moltipli
chi per R j lì vedrà comparire l'equazione infraieritta: 

(XXVII) Artri. BAD=Rrr(.AB-t:-.AD~BD)' divif.per 
AB, AD, BD. 

Il c~e dove a dimoilrarfi. 

T E o R E M A L V II. (fig. 71 , e 72. ) 

L• Area del triangolo ila al quadrato del fuo _perimetro , 
c-ome il quadrato del raggio del cerchio i{critto moltiplicat~ 
pel raggio del cerchio circofcritto tta al prodotto dei tre lau 
del meddìmo triangolo • 

DIMOSTRA -ZIONE. 

D All' equazione (XXVII) fi deduce immediatamente! 
Ar.Tri. BAD rr R 

(AB-+-AD-+.BD)' =AB, AD, BD' 
E quell' equazione confiderata come proporzionalità contie

ne il teorema. Il che dovea dimollrarfì . 

TEOREMA LVIII. (fig.71,e72) 

S E l~ area del triangolo fi moltiplica pel prodotto dei fuoi' 
tre lau, e lì divide pel quadrato del fuo perimetro moltipli

cato 
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cato pel quadrato del raggio del cerchio ifcrim; io dico , che 
tal quoziente è uguale al raggio del cerchio circofcritto nel me
defimo triangolo. 

DIMOSTllAZlONE. 

D All' equazione (XXVII) proviene l' infrafcritta: 
R=AB, AD, BD, tri. BAD divi[.perrr(AB-+AD-+BDt' 

che include il teorema. Il che dovea dimofirarfi, 

TEOREMA LIX. (fig.7r,e72) 

SE l' area del triangolo fi moltiplica pel prodotto de' fuoi 
tre lati, e lì divide pel quadrato del fuo perimetro moltipli
cato pel raggio del cerchio circofcritto; io dico , che la radice 
quadrata di tal quoziente è uguale al raggio del cerchio ifcrir
to nel medefimo triangolo, 

DIMOSTRAZIONE, 

L' Equazione (XXVII) maneggiata a dovere conduce a quefia 

r=(AB,AD,BD,tri.BAD) + divif. per [ R (AB-+AD-+BD)']~ 
nella quale il teorema è contenuto. Il che dovea dimoftrarfi •. 

T E o R E M A L x. ( fig. 73· ) 

~A b~fe ~i qualunque triangolo BAD fia divi~a per mez!O 
m C; 10 dtco , che fe nella retta LI.C fi prende ti punto V ta-

le, che abbiafi VC = .!.. .AC, la fomma de' tre quadrati VB'; 
~ ' 

V A'; VD' farà un minimo. 

AvvERTIMENTO. 

A Llorchè il punto u (fig. 7 3 ) cade fopra A, o fotto c.; 
quanto più egli fi allontana da A, ovvero da C; tanto ptù 
crefce la fomma uB' -+ uA'-+ uD'. .Ciò indica, che la ftef· 
fa fomma efioe il minimo · perchè JlC à un folo valore • 

Si fupporràb un fimile ~vvertimento, fenza efprimerlo, tn 
ordine ai teoremi ièguenti • 

Tomo JI. X DI· 
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DIMOSTRAZIONE. 

D Al punto 17 fi cali fulla bafe la normale l7P ; far~ l7B1 

eguale a BC'-+ VC'-+ 2 CP, BC; fimilmente VD' farà egua
le a DC' -+ VC' - 2 CP, DC ; in fine farà 17 A' eguale ad 
.dC'-+ CV'- 2VC, .dC. Talchè 

VB'-+ VD'-+ V A' è eguale a BC' -+DC' -+AC'-+ 3'I1C' 
-2AC, ve. 

s· immagini il punto u proffimo ad v' e differenziando l'e
quazione precedente, fi avrà 6 VC, Vu- 2AC, Vu=o. 

Dividendo pofcia per 6Vu, e trafponendo, fi ottiene VG= f 
AC • Il che doveva dimofirarfi • 

CoROLLARio. 

N El primo efempio del corollario V. del teorema VIII. ò 
farro ~e?ere, che prendendo i punti C; G; F nel mezzo de' 
refpetttvt lati BD; DA; AB, le rette AC, BG, DF fi taglia-

no nel punto l7: e che ve=:!. AC · VG= 2. BG; ed VF 
- r DF 3 , 3 · -7 . 

A~unque in vigore del prefente teorema , prendendo per 
hafe Il lato DA, la fomma VD' -1- VB •-+ V A' (cioè VB •-+ 
V A • -+ VD') farà un minimo rifpetto alla retta BG; 

E prendendo per Qafe il lato AB; la fomma VA •-+ VD'-+ 
PB' (cioè VB' -t-VA' -1- VD') iiuà un minimo rifpctto alla 
retta DF, 

ScoLI o. 

S I dimoftra nella Statica, che il punto V è il centro di gra
vità del triangolo BAD. 

T E oR E M A L x I. ( fig. 7 4) 

S la. il triangolo BAD , il di cui triangolo al vertice A non 
fupen Ilo. gradi , e gli angoli alla bafe B , e D fiano mi-

nori 
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nort di 90.. Sopra una retta AC urata dal veruce fulla ba· 
fe fia il punto V tale , che ciafcuno degli angoli BVC DVC 
fta di 6o. gradi; ' 

Io dic(), che la fomma delle tre rette VB; VA; ed YD ~ 
un minimo. 

DIMOSTRAZIONE. 

SI concepif<4l il punto u infinitamente vicino ad P, e coi 
raggi Bu; Du fi deferivano gli archetti um, ed un. 

Seconelo i pri-ncipj dell' interiore geometria , affinchè VB -t
VA-t-VD fia un minimo, à da efsere VB-t-VA-t-VD=uB 
-t-uA-+uD, e trafponendo, deve averfi mV-t-nV-uV=,o 
cioè mV-+ nV= uV. 

Si falverà queft' equazione , fupponendo mV eguale ad nV; 

e farà mV=nV=7 uV. Di maniera. che prendendo uV pel 

raggio, tanto m V, quanto nV farà il feno dell' angolo di 30. 
gradi. Confeguentemente ciafcuno degli angoli Vum , Vun è 
di 30. gradi, e ciafcuno degli angoli mVu, tzVu di 6o., 
Il che dovea dimoftrarfi • · 

c oR o LL ARI o I, 

S E fi concepifce un cerchio circofcritto alla piccola figura 
Vmun rettangola in m, ed in n : e fe fi tira la piccola retta 
mn, quefta farà la corda d' un arco di I :zo. gràdi ; perchè 
fi appoggia fopra di effa l' angolo mun, che è di 6o. 

Similmente ciafcuna delle due piccole rette mu, ed nu ~ 
corda d'un arco di no. gradi; perchè foprà ciafcuna di eiSe il 
appoggia un angolo di 6o. gradi , cioè mVu, nVu • . 

Ne fegue pertanto, che il triangoletto mun è eqmlatcro • 

c o Il o u A Il l o II. 

D.~fcrivafi fopra la bafe BD il triangolo equilatero. B~D; 
fi tm da un vertice all' altro la retta AE , che tag!ta m C 
la bafe comune . e s' immagini, che il cerchio circofcritto al 
fuddetto triangoÌo equilatero tagli la .//C in V • 

X l E' 
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E' chiaro , che ciafcuno degli angoli BPC ( BVE ) ; IJPC 

( DVE) è di 6o. gradi; perchè il primo fi appoggia alla cor
da BE , che è d' un angolo di 120. gradi , e il fecondo s' 
appoggia alla corda DE , che parimente è d' un angolo di 
1 20. gradi. Adunque in virtù del teorema PB -t 17 A-+ VD 
è un minimo. 

c o R. o L L A IU o I II. 

C Iafcuno degli angoli BV A, DV A è di no. gradi ( come 
è manifeJlamente l' angolo BVD) : mentre togliendo da I 8o. 
gradi l'angolo BVC , o l' angolo DVC, cadauno de' quali è d~ 
6o. , rimangono I 20. gradi. 

c o R. o L L A Il I o I v. 
PRolungando la BV fino al lato AD in G, e la DV fino 
al lato .IIB in F; ciafcuno degli angoli .IIVF, BVF è di 6o. 
gr ad~; come pure ciafcuno degli angoli AVG, DVG è di 6o. 
grad1. 

Imperciocchè l' angolo Al/P è vifibilmente eguale all'angolo 
DVC, che è di 6o. gradì; e l'angolo Afi'G è del pari eguale 
all' angolo BVC, che pure è di 6o. : talchè gli angoli BVF, 
DVG rimangono anch' effi di 6o. gradi. 

C OR O L L ARI O V, 

S I dà luogo ad un 1 corollario fimile a quello del teorema LX. 
Attefochè in virtù de' corollarj IV., e V. del teorema pre

fente , prendendo per bafe il lato DA, la fomma VD-+VB-+ 
V Il (cioè 1/B -t VII-t l'D) farà un minimo rilpetto alla ret
ta BG. 

E ~rendendo per bafe il lato .AB , la fomma V A-+ VD-+ 
"VB ( c10è VB-tVA-+VD) farà un minimo rifpetto alla rettaDF· 

TEoREMA LXII. (fig.74) 

S E nel triangolo BAD, ec. come [opra, il punto V prefo fui· 
la retta AC è tale , che abbia lì il minimo VB -t V A -t VD · 

lo dico, che fuflifte queft' equazione: ' 
(XXVIII) 
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(XXVIII) P'C ( BV-+ VD) = BV, VD. 

DIMOSTRAZIONE. 

SI prolunghino le rette BV; DV in maniera che taglino ne' 
punti H, ed L le refpettive BH, e DL parallele alla retta AC:. 

In virtù di quello parallelifmo l' angolo VBH, eguale all' 
angolo BVe, è di 6o. gradi, e per confeguenza è tale l'an
~ o lo VHB ; perchè nel corollario IV. del precedente teorema fi 
e provato, che l'angolo BVF è di 6o. gradi. Laonde il. trian
golo BVH è equilatero. 

Similmente fi proverà , che il triangolo DVL è equilatero 
anch' effo. 

In virtù del medefimo parallelifmo farà DV. ve : : DV-+ VH 
(BV): HB (BV)come pure BV. Ve:: BV-+ VL (VD ) . DL (DV) 

Ciafcuna di quefie due analogie ( eguagliando il prodotto de• 
medj a quello degli efiremi) efibifce l' equazione (XXVIII.) • 
li che dove a dimofirarfì • 

COllOLLAllTO. 

L A retta AE, che unifce i vertici dei due triangoli BAD , 
BED, non può effer normale fopra la bafe comune BD, fuor
chè nel cafo del triangolo BAD ifofcele. 

T E o R E M A L x I II. ( fig. 7 4 ) 

Avvertimento • 

SI confi~eri adelfo il triangolo BA~ .in gen~~aTe, come ne' due 
precedenu teoremi · ma la retta Ae s tmmagmt normale fopra la 
bafe BD, e fi trai~uri il triangolo equilatero BED. . . 

Ciò pofio, fra il punto V nèlla fuddetta: normale Ae; 10 dt
co, che VB-+ VA-+ VD farà un minimo, fe G. avrà l' equa
zione (XXVIII) 

D!MOSTRA:t!ONE. 

P Renda{i come fopra il punto u infinitamente vicino ad V ; 
dì 
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e fi fuppongano parimente defcritti i piccoli archi circolari 
um; un. 

I triangoli rettangoli fimili BPC, uPm danno queft' analogia 
ve, Vu 

BP. PC :: Pu. mP= --;;;-' 
E i triangoli rettangoli fimili DPC, e uPn danno queft' al. 

ve, Vu 
tra pp. PC :: Pu. ,p= --yw-. 

Par çagioJJe del minimo .~ da elfere mP -t ,p, cioè 
yç, Vu VC, Vu_ r.r --:sv--+-nv- YUo 

E moltiplicando per BV;unv, ne viene I• equazione (XXVIII), 
come fopra venne per altra via. 

G o R. o L L A I.U o I. 

CHiamiti PC (t); BC (a)~· e DC(b). Sad1BP= yyy-+.u 
e DV = y;y:::;:b6. Quell:i Y;llori furrogati nell' equazione 
(XXVIII) iomminiftrano: 

c xx• x) Y y~_,., .... , ... -+ Y v;;:::+bb =v;;-:;-::; v"" .... bb· 
Q_uaqrand9 ~ jndi caffando i termini, che vicendevoh~ente G 

difttuggono, e pofcia trafponendo, appariice 
"YY v YJ .... 44 v:;;-:::;:hb = aa .bb - y 4 • 

Di nuovo quadrando, e poi ordinando l' eq uazio:ne, pro vie· 
ne quella: 

(X.~X) r -+ f ( att-+ bb) }' 6-+ 1. #/J bbt 4 - f a 4 b 4 = D. 

C O R O L L .A R I O Il. 

QI.Jefl:' equa~ione è derivativa del quarto grado, e la difp~ 
tizione de• fegni in elfa fa conofcere , che à tre radici negau· 
ve, ed una p&fitiva; di modo che non può corrifpondere, che 
ad un mini m() • 

c o R o L L A Il I o I I I . 

S E il triangolo BAD è ifofcele, allora DC ( b ) è uguale a 
BC (a) • Perciò ponendo a in luogo di b nell' equazione (XXX) 
effa degenera in quella, che fegue: 
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...,8-f- 8 anfl6 -+ la 4y 4 - r" a8 =o · 
., -J' - ) 

3 3 
le quattro radici della quale fono J'.J' =- aa J• YJ':- a11; 

d I • ' Il 
J'Y =- aa; e .J'J'=- aa, ctoe y = .,-

3 y 3 

c o !t o L L A !t I o I v. 
Q Uell:o valore di)' fi fcoprirà più davvicino, fe nell' equa
zione (XXIX) fi porrà a in cambio di b; attefoch~ detta equa
zione fì cangerà in queft' altra: 
l.fv;;:::;;,.=rJ'-+aa, e dividendo per v;;::;;.;, ne rifulte
rà 2)' =v;;::;:, indi quadrando fi troverà 4!)' ;ry-+aa; cioè 
3fl = aa, ec. 

CoRoLLARIO V. (fig. 7+) 

M11nicra tii dimoflrarc il corollario III. mediante 
il teofema LXI. 

E 11 ZII 

Ssendo VC (y) uguale ad .,--, farà BV eguale a v7. Rap-

prefenti BC (a) il~~~~gio, e h avrà queft' analogia BV [ ;;.. ] 

.Bc(a) : :BC (a).-;-~ =cofin. ang. CBV. 

Laonde il quadrato del feno dell' angolo CBV, che è ugua

le a BC'-(cafin.ang.BCV)\ farà !..aa; vale a dire il fen() 

dell'angolo CBV è uguale alla met~ del raggio: perciò queft' 
angolo ~ di 30 gradi, e così i' angolo CDV, che gli è ug~ale ~ 

A~unque tanto l' angolo BVC, quanto l'angolo DVC, ; d1 
gradt 6o · e in virtù del teorema LXI. VB-+V.II-+VD e un . . . 
mmsmo. Il che dovea dimoftradì • 

TTEOitEMA LXIV. (fig.73) 

N El trianaolo B.IID la normale A§2.. tirata dal vertice alla 
baie, la tasfi !n .@_, e tagli la ~e~a baie in ~ la r:rta :tC? 
( che fi ch1am1 f) tirata ad arbnno dal veruce. S1 chtaml 
c la C !i!_; J' la VC porzione di AC J. a la BC i b la. DC i ~ 
la BV; e t la DV · 

J Io 
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Io dico, che la fom.ma. delle rette VB; V.4; e YD farà un 
minimo, fe valerà quell' equazione: 

( XXXI ) fj ( t-+- :tJ -+c ( at-bz;..)-ft~· 
DIMOSTRAZIONE. 

PEr la fimilitudine de' triangoli dCfi• VCP, ti vede .dC 
(f).C!f!..(c)::CV(J')· CP='f· -· 

Quindi fi 'à BV(:z) =v'"'*-'-''*""-'' ceme pure DV(t) 
T 

=vbb-+yy-%hcy• E perchè AV-f-J', la fomma VB-+ 
T 

VA-H'D, fi efprime analiticamente così: 
v"" '* yy '* ~-i- f -}'-+ v 66 _,.:-:;_;. - :!2 . 

f f 
In confeguenza del minimo va differenziata quell:' equazione, 

ed eguagliata a zero la differenza.. P.erciò operando a dovere 
avremo: 

fydy-+ .tcdy _ JJ' -+ fydy- kdy = .(J • 

r~ r~ 

Laonde moltiplicando per ~~ , indi trafponendo troveremo 

l' equazione (XXXI). Il che ~o ve a dimofuarfi. 

CoR.OLLAR.Io I. (fig.73,c74). 

SE AC li confonde con la normale A!i(; CQ (c) fi annulla, 
e l' equazione (XXXI ) divi fa per f diventa J' (t-+ :z) = t:z· 
E quefto è il teorema LXIII. precedente. 

c ., R o L L A R I o I I. .(fig. 73 ' c 74) 

SE là retta AC continuata fotto BD paffa pel vertice E del 
triangolo equilatero BED, fi è dimoftrato nel teorema LXI., 
che nel cafo della minima fomma VB-+ V A-+ VD , l' angolo 
BVC è uguale all' altro Df/C; adunque in tal cafo ( per la pri
ma parte della terza propoftzione del VL libro d'Euclide), va
le q uefl:' analogia~ 

BC (a). CD (b): : BP( :z). PD (t); dimanierachè v:z è ugua• 
le ad at. J?onendo nell' equazione (XXXI) al in luogo di ~'Zt 

pol 
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poi dividendo per f, elfa equazione diviene di bel nuovo }' 
( t-+z) = ~. E quello è il teorema LXXII. diverfamente 
dimollrato • 

c o R. o L L A R. l o II I. 

P Oichè nel cafo dell• antecedente corollario, bz è uguale ad 
at; furrogando in cambio di z il fuo valore v'"' '* yy '* 2açy 

T' 
e in vece di 1 il fuo valore v U .... Y.1- a bçy, indi quadrando, 

T 
apparifce: 

bb H S 11/,~ bb 21111/,ç 
a a-+ QrJ)'f-+ - 1- = 1111-+ IlA f)' - I' 

fi caffi b!Jaa, e dividafi per J', fi ottiene : 
bb 2 .bbc 2 11116& 

'>'-+T= aaJ'- F' 
confeguentemente fi à ( aa-bb )1: "t ( a-+b ), e dividendo-

per a-t-b l'uno, e l'altro membro, rifulta: 
( b) '2Rbç l , 211hc 
a- )'=T, va e a dtre J' = 1~. 

Co a o LLA uo IV. 

A Llorchè nel cafo dei due corollarj precedenti, il triangolo 
BAD è di più ifofcele, la AC fi confonde con la normale .Afi;, 
la C.Q. (c) fi annulla, e b è uguale ad a. · 

Perciò in quell' ultimo cafo l' ultima equazione del corolla,.. 
rio , che precede , niente fa conofcere ; perchè diventa )' = 
·7 X ~, che è un' equazione indeterminata. 

C O R O L L A B. I O V. 

C Onvien pertanto riflettere , che nel cafo dei du~ cor?llarj 
II., e lll. l' equazion:: (XXXI) à la bella preroganva dt po
terfì partire in due equazioni, come dal corollano III. fi de
duce. Quelle due equazioni parz-iali fono c(at-bz)=rJ, ed 
/J'( t-+- z.J=ftz, 'cioè bz=:at, ed J'( t-+-z)=tz. 

TrJm. 11. Y Adun-
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Adunque poichè la prima dell'ultime due equ~zioni parzia
li niente à fatto conofcere nel cafo de.l cor.ol!;uio IV. prece
dente; dovrà farfi ufo della feconda equazione parziale, come 
fì è farro nel corollario IV. dell' antecedente teorema , e fi 

troverà COme lV l )'=V~, 

T E o R ·E M A L x v. ( fig. 7 s ) 
N El triangolo BAD la bafe BD fia div ifa ad arbitrio in C 
dalla retta AC tirata dal vertice A, ed in ~ dalla norm:t!e 
Afi!.. calata dall' ifielfo vertice. Dal punto arbitrario O di 
quelta normale lì conduca la MN parallela alla baie; e dal 
punto S della MN fi cali fulla bafe la normale SR. 

Ciò pofto fi chiami p la ..110; q la Ofi!..; a' la BC; b la CD; 
c la Cfi!..; z la BS ; t la DS; u la ..IJS, ed ~ la CR; 

Io dico , cl1e la fomma delle tre rette SB; S..ll; SD farà 
u? minimo riJpetto alla parallela MN, qualora fuffifta l' equa
zwne, che fegue: 

(XXXII) xu (t-+z)=u(àt~bz) -+(-+c~~);z. 
Nel fegno doppio il fuperiore à luogo, quando il punto R 

cade tra B, e fi!.., e l' inferiore quando Io fieJfo punto cade 
tra~ e D. 

DIMOSTitAZIONE. 

BS è uguale a v 'l'f-+aa-+xx-+ux; DSè uguale ay'qq-+bb-+xx-;:bx; 
ed ASè uguale · a v pp-+cc-+ xz-+ •ex. 

Il minimo efìge, che fia dif SB-+ dif. SA-+ dif. SD = o; a
dunque prendendo il valore di quelte tre differenze, e debita
mente operando , farà 

[xdx: adx]-+ [~-;-hdx]-+ [ xdx=;cdx] =o, 
fi moltiplichi per~; , indi fi trafponga, e fi troverà: 

(XXXIII) >:(tu-+ u:z-+ tz) = u( b:z- ttt) :±ct:z . 
. Da ~ueft' ~q uazione maneggiata a propofiro , e trafpofl:a , 

Ttene l equazwne (XXXII). Il che dovea dimoflrarfi. 

Co-
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COROLLARIO l. 

SE la AC fi confonde colla Af<__, farà; a la B.!i2_; h la D.!i2._; 
zero la C~ (c); la R.@_ farà -x, e l equazione ( XXXlll) 
diverrà: · 

x( tu-+ u:z-+t:z) =u(:±at::::j:b:z). 
In quella ìpotefì i fegni fuperiori vagliano quando il punto 

R cade tra B, e .!i2.,, e gl'inferiori, quando R cade tra ~,e D. 

C OR O L L ARI O IJ(fìg. 75, 76, e 74) 

S Iano immaginate le rette VB, ed VD. 
Quando la retta MN paratlela alla bafe palfa pel punto V 

tale, che la fomma VB-+VA-+VD fia un minimo riipetto al
la AC; acciò quefl:a medefima fomma fia un minimo anche ri
fpetto alla parallela MN, l'equazione (XXXI)> o la fua equi-
valente dee uniformarfi alla (XXXII). . 

Dal punto V ( fig. ·76) fi cali falla bafe la normale VG, e 
applicando queflo calo al prefente teorema, l' immaginata VB 
farà la :z; l' immaginata VD la t; AV la u ; Cf<_ la c; CG la 
x; ed vo farà c -x. La ve fi chiami J'. . 

Si moltiplichi per ~o l' equazione (XXXI) trafpofla, e fi 
avrà: 

(XXXIV) VO,y ( :z-+t) . ç,:o ( bz--.at)-+ P'O, t:z. 
Per la fimilitudine de' triangoli AVO 1 eVG vale quefl:' analo. 

gia eG (x). ve (y) : : vo. AV ( u) ; cofichè vo,y è uguale 
ad xu. Adunque ponendo il primo membro. dell' equazione 
(XXXIV) xu in luogo di VO, j; e nel . fec~ndo termine _del .fe
condo membro di e !fa, c- x in cambw dt VO, fi conlegUtrl& 

xu ( :z-+t )=!. VO ( b:z -nt) -+ (c-x) t:z, cioè 
f C.Q_ VO 

xu( z+-t) =-;ic (b:z-llt)-+ (c-x) t:z. 
Affinchè quefl' ultima equazione pofta uniformarfi alla (XXXII) 

o dev' elfere c.Q_,vo = u = p; il che è alfurdo vili bile , perchè 

in tal cafo far:bbe ~~= ~~=:~ ( per gli triangoli umili 
y z AVO, 
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Afi'O , ACQ_) , e fi avrebbe, C !i!_' = AC • • 

Ovvero acciò fia poffibile l' uniformità delle due fopraccen
rtate equazioni, bz-at dev' effere uguale a zero; il che effet
tivamente luccede nel calo del teorema LXI. (fig. 74), come 
ò provato nel corollario II. del teorema precedente • 

Adunque in quell:o medefimo cafo il punto V à la prero
gativa, che VB-+VA-+VD, oltre l' eifer un minimo rifpetto 
alla AC , lo è ancora rilpetto alla MN, che paifa per V, ed 
è parallela alla baie • 

T E o R E M A L x v I. (fig. 77 ) 

I O dico di più , che VB -+V A-+ VD è un minimo rifpetto al
la fuperficie Jel triangolo BAD. 

DIMOSTR.A:Z:IONE. 

C Oncepifcafi qualunque punto f fommamente profiimo ad v, 
e n de!Criva colla mente il quadrilatero f/VS tale, che la fS 
fia parallela alla normale A !i!_, e le fJ, ed SV fiano parallele 
alla bafe BD. Anche qui converrà immaginare delle rette non 
dcfcrim. 

I. Effendo pel teorema LXI. VB-+ V A-+ VD un minimo ri
fpetto alla AC, detta fomma farà eguale ad JB -+ JA-+ JD. 
E ciò pe' principj della geometria interiore • 

II. Effendo pel corollario del teorema precedente IB-+ lA-+ 
ID un minimo rifpetto alla parallela, che paffa pel punto l, 
d~t~a fomma farà eguale ad fB-+fA-+fD. E ciò pe' prin
'IPJ della geometria interiore. 

III, Quindi la fomma VB-+VA-+VD è uguale alla fom
ma fB-+fA-+fD. 

Ma il punto f è concepito fuori della retta AC , e della 
pa_ral~e~a VS prolungata. Adunque per gli più volte allegati 
p_nnctpJ dell' interiore geometria VB-+ V A-+ VD è un minimo 
rt~petto alla fuperficie del triangolo BAD: vale a dire è il mi
mmo dc' minimi , 

Il che dovea dimofl:rarfi. 
Il punto f fi potea concepire anche fotto la VS , ed 

ancora a mano finiftra della retta AC. La 
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La maniera, che ò trovata per dimo!trare q_uefto teorema, 

è generale , e può applicarfi ad altri fimili. 

ScoLto. 

PEr più chiara intelligenza dell' articolo II. di quella dimo
ftrazione fi rifletta, che ficcome le rette da immagin11rfi BV) 
e DV formano colla retta AC gli angoli BVC, e DVC di 6o. 
gradi l' uno ; così le rette da immaginarfi BI, e D/ formano 
colla medefima AC gli angoli BIG, e DJC, che debbono re
purarfi anch' ellì di 6o. gradi l' uno, a cagione della jòmma 
proj]imitJ di l, e di l/ • Perciò competono al punto l le ite(: 
fe prerogative, che al punto l/, ec. 

Sarà pertanto in virtù del teorema LXI. JB -+!A-+ ID un 
minimo rilpetto alla AC, e pel precedente teorema LXVI. la 
medefima fomma IB -+IA-+ID iarà un minimiJ anche rilpctto 
alla parallela lf prolungata. Adunque fèconJo i principj del
la geometria. interiore la fomma fuddetta fiud eguale adfB-+ 
fA-+fD. 

Ts o R. E M A L X V II. (fig. 7 3) 

N El triangolo BAD la retta AC, tirata ad arbitrio, tagli 
la bafe in C , e le denominazioni delle linee , e tutto il re
fio fiano come nel teorema LXIV.; 

Io dico, che la fomma de' quadrati VB'; V A'; VD' far~ 
un minim() rifpetto alla AC, fe valerà queft' equazione: 

{XXXV) ff =~(h-a) -+l.. 
3 3 

DIMOSTRAZIONB. 

L E rette BV. DI/. ed AV anno qui i medefimi valori, eh~ 
nella dimofirazione del teorema LXlV.; e perciò la fomma 
VB'-+ VA' -+VD' à quell' elpreliione: . 

Lb Jf. 1ary 1ér~ , ;. 
1111-+o -+ -+ 3.f.f-+[-T~ 2Jh 

lìa quella differenziata, e poi eguagltata a zero ; fi trover\ , 
6rd"-'- u cdz lbrtly ,o -o 

"J-.- f -,-'1.;11)'- ' 
fi 
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fi moltiplichi per ly , pofcia fi trafponga , e fi giungerà 

all' equazione (XXXV) . Il che dovea dimofirarfi • · 

c o R o L L A R I o I. 

SE ./JC divide per metà la BD, vale a dire fe la a è ugua

le a !la b , l' equazione ( XXXV ) mofira )' = ;.. f. E qùefio è 
3 . 

il teorema LX. · 
CoaoLLARlO II. 

S E la c è nulla , cioè fe la AC lì confonde · colla normale 

Afi!_, l'equazione (xxxv) mofira di bel nuovo..r =~f. 
,.:_ AR_. 
3 T E oR E M A Lxvur. c fig. 7 s) 
N El triangolo BAD la retta AC, tirata ad arbitrio , tagli 
la bafe in C, e le denominazioni delle .linee , e tutto il re!l:o 
fiano .come nel teorema LXV. 

Io dico, che la fomma de' quadrati SB'; SA'; SD' farà un 
minimo rifpett.o .alla parallela MN, qualora fuffifia l' equazio-
ne feguente : · 

(XXXVI) x=f (b-a:±c). 

D I M o s 'T R A z l o N E • 

L E rette BS; DS; ed AS anno qui gl' ifieffi valori, che nel
la dimofirazione del teorema LXV. , 1aonde ' la fomma SB'-+ 
SA'-+SD' lì efprime così: 

2qq -+pp-+aa-+bb-+cc-+ 3xx-+1.ax- 1.bx:::;: 1.cx, 
Differenziando q uefi' efprefsione, ed eguagliandola a zero, li 

conofce 
6xdx ~ zadx- zbdx:::;: 'led x =o, 
E dividendo per 6dx, e trafponendo , rifulta l' 'equazione 

(XXXVI) • Il che dovea dimo!l:rarfi. 

Co· 
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CoRO.LLA&Io (fig~7:5, e 76) 

SIano immaginate le rette VB, ed 't'D. 
Quando la retta MN parallela alla baie paffa pel punta v 

tale , che la fomma ITB'-+ VA'-+ VD' fia un minimo rilpetto 
alla AC; acciò quella mcdefirna: fomma fia· · un minimo anche 
rifpetto- alla parallela MN, !•equazione ( xxxvi-), o la fua e-
quivalente, deve uniformarfi alla (xxxv). . • 

In quell' ipotdi AC farà la f; C~_Ia c; CG la x, ed ve 
la .J'. Ma per la Iimiglianza de' triangoli !!_C./l, GCV avremo 

C!!_ ( c) • .IIC (f) :: CG (-"')· CV (J); adunque ' x =J . 
Quefl:o valore di x furrogato nell'equazione (XXXVI), la fa 

divenire!:=~ (b-a :±c.), e .,. Jl1oltiplìcando per ~- , 
j ~ .. .... Jf ' . . I . . 

(XXXVII) fy=.;;(b-a)-+-;:ff· · . . 
E' vifibile,. che acciò tal' eq\lazione polli uniformarli alia 

(XXXV) , o dev' effe re .ff =c, vale a dire· ff = cc ( evidente 
f 

~ffurdità.); .ovvero à da effere b -a =o., cioè la .IIC à da di
videre per 111letà la bafe BD. 

Allora in virtù delr equazione (XXXVII) y = 2. f; vale a 
d. 3 

Ire V è il centro di gravità del' triangolo BAD; ed ·à la pre-
rogativa , che VB'-+ V A'-+ VD' oltre l' effer un minimo ri
f petto alla .IIC, lo è ancora rifpetto alla MN, che paffa per 
V , ed è parallela alla baie • 

T E o R E M A L x l x. (fig. 77) 

S Uppofl:o il corollario del teorema precedente; i? dico, ~he 
VB' -+V A'-+ VD' è un minimo rifpetto alla fuperficre del trian
golo BAD; vale a dire è il minimo de· minimi • 

DIMOSTRAZIONE. 

L A pruova di quello teorema è un altro efempio del meto
do da me tenuto nella dimofl:razione del teorema LXVI. 

Ser-
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Serve la ftelfa figura 77, e vagliono i medefimi razrocmJ. 
Si dee però citare il teorema LX. in vece del LXI. ; c il 

corollario del precedente teorema. LXVUI. in cambio del co. 
rollario del teorema LXV. . 

S'immagineranno le medefime rette non defcritte, ~ fi fo. 
ftituiranno i qu,adrati VB', VA', VD': IB', /A', ID': fB', 
fA', fD' in cambio dd le loro ref petti ve radi q VB , V A J VD: 
JB, lA, ID:fB, fA, fD. 

11 ~he dpve~ dimoftrarfi • 

NUO-
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NUOVA MANIERA, 
Di valerfi del triangolo rettangolo per la refoluzjone 

deJJ' equa'{joni quadrntiche, ec. 

T :E O a E M A L X X. (fig. 78, e 79) 

'· dimoftrato nell' efempio del corollario VI. del 
teorenìa VIII., che le rette, le quali divido
no per metà i tre . ·angoli di qualunque trian
golo B..I!C s'incontrano tmte in un punto P . 
. Ora io dico, , che tirando dallo fteffo pun

to P fopra ·uno de' due lati AB , ovvero 1/C 
del triangolo BAC la normale PN, ovvero la 

normale PM, la b~fe BC .è uguale alla fori1ma. de' due Iati 
meno il doppio della funnormale AN, ovvero meno il doppio 
della funnormale ..11M, cioè BC=AB-+AC- zAN, oppure 
BC =AB-+ AC- 1.AM. . 

DIMOSTRAZIONE, .. 

rD Al punto P fi cali . fulla bafe BC la normale PH. Effen
do eguali per la fuppofizione gli angòli P AN, e P ..11M, ed 
anche gli angoli in N, e in M ( perchè retti) , i triangoli 
rettangoli PAN, e P ..11M [ono fimilÌ, ed eguali, mentre an 
comune la balè AP, e perci~ ..I!N=·AM, e PN=PM. 

Si proverà nella medeftma gui!a, che CM= CH, e P M= 
PH, e quindi fi vede effere PN=PM=PH; · · 

Similmente tì dimoftra, che BN= BH, e PN:::Z -PH, e 
quindi nuovamente fi vede PN= PM=PH come fopra. 

Ciò pollo, BC è uguale a BH-+ CH, ma lì è provato, che 
BN=BH, e che CM=CH; adunque BC = BN-+CM, e 
pere h è BN =AB- AN, e CM= AC -AM, iarà BC =AB 
~AC-..I!N-AM, vale a dire: · 

BC =AB-+ AC- zAN, ovvero BC= AB-+ AC -1.AM; 
artefa l' eguaglianza tellè provata dì AN, e d t AM • Il che 
dovea dimo!lrarfi. 

Tomo II. Z Co-



c o R o L L A R I o I. (fig. 79) 

E Sfendoli dimoftrata l'eguaglianza delle normali PN, PM, e 
PII, ne fegue, che defcrivendo un cerchio, che abbia il pun
to P per cenrro, e ciakuna delle normali PN, PM, e PH 
per raggio, qudlo cerchio farà ifcritto nel triangolo dato BAC. 

C o R o L L A R 1 o II. (fig. 78 , e 79) 

S E il triangolo BAC è rettangolo À, allora gli ~n gol i eg~a~ 
li P AN, e P AM fono femiretti, e ciafcuna delle due funnor
mali AN, ed AM è uguale al raggio PN, o fia PM, ovve
ro PH d::l cerchio ifcritto nel triangolo B.dC; coficchè 1.AN, 
o lì a 2AM è uguale al diametro del medefimo cerchio i!èr; tto. 

Perciò ( fig. 79) in qualfivoglia triangolo rettangolo BAC la 
bafe BC è uguale alla fom ma AB-+ .11C de' lati meno_ il dia-. 
metfo del cerchio ifcritto NMH. 

c o R o L L A R 1 o I r r. 
E Òmfeguentemente il detto diametro è uguale ad AB -+ 
.AC-BC. 

COilOLLAR IO IV. (fig.79) 

S .Upponendo, che il triangolo BAC fia rett~ngolo in A, e 
ch1amando per ora f il diametro fuddetto, a Il lato AB, b la 
bafe BC, e c l'altro lato AC, fi avrà in virtù del corollario 
II. quella equazione a-+ c-y = b, la quale quadrata condur
rà a quell' altra: 

}'}'-'1. (a-+ c )y-+ aa=!Jb 
-+ '1.t1C 
-+ cc, 

ma bb=aa-+cc a cagione dell'angolo retto BAC, ad1mque: 
}'}' - '1. (a-+ c)}' -+ '1.ac =o. . 
Laonde il diametro del cerchio NMH ifcritto nel triangolo 

rettangolo BAC, è una delle due radici dell'ultima equazione, 
e quefta radice è uguale ad a-+ c-b in vigore del III. co· 
rollario. · 

A v-
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AvvERTIMENTo. 

}L diametro del cerchio NMH ifcritto nel triangolo 
golo BAC farà defignato in avvenire colla lettera tJ. 

CoROl.LAR.Io V. 

·-179 

retta n-

PEr trovare l' altra radice della foprafcritta equazione , fi 
confideri, eh~ fe d è una delle due radtci di elfa, l'altra radice
è. uguale a la -t-u- d, come è noto agl' intendenti dell' al
gebra; ma fiè veduto, che d=a-+c-b; adunque ponen
do nella quantità 111 +-le-d il detto valore di J, l' altra ra
dice farà a~ c-+ b. 

c o R o L. L A RI o v I. 
E ·srendofi provato, che le due radici dell'equazione 

(A) .f.f - l (a-+- c ) .f-:+ lac =o 
fono 

(.B) _y= a-t-c-b, ed 
(C) _y=a-+c-+b. 
Se la a, e la c fi fuppongono ambe negative, ne fegue, che 

le due radici dell' equazione feguente ( Aa) ~ 
. (A~) .f.f -+ 2 ( a-+ c) .f-+ lac = o , 
m cm fi trasforma l' eq nazione (A) fono y = - a-c-b , 
ed .t=- a-c-+b , adunque le radici di quella equazione: 

(D) .f.f =+l (a -+c) .f -+ lac =o, _ 
Sono le feguenti: -

(E) .t=:±a:±c-b==±AB:±.AC~BC. 
(F) .t= :±a:±c-+b =:±.AB::±: AC.-+BC. 

ovvero rapprcfentando fempre colla lettera d il diam~tro del 
cerchio i!è:ritto nel triangolo rettangolo BAC ( qual drametro 
pel III. corollario è uauale ad .AB-+AC-BC) le due ra-
dici dell'equazione (D) faranno: ; 

(G).t=:±J. 
(H) .t =:±d-+ 1BC, . 

come è facile a conotcerlì daoli attenti letton · 
In tutto il prefente corolla~io VI. nel fegno doppio s' inten· 

Z z de 
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de il fuperiore, allorchè nell' equazione (A) la a , e la c fi 
fuppongono ambedue pofi~ive, e s'intende il. fegno inferior7 , 
allorchè nella ftelfa equaziOne (A) la 11, e la c fi fuppongon<l 
ambe negative. · 

AvvERTIMENTO. 

C He i due valori di )l efpreffi nelle due equazioni (B), e 
( C) fiano le due radici dell equazione ( A), fi pu~ conofcere 
moltiplicando tra loro le due infrakritte equazioni lineari J''
a-c-t-b:=o, ed y-a-c-b:=o, mentre ne verrà un'e-· 
q nazione , che avrà pe' fl.10i termini primo, e fecondo il pri~ 
mo, e il fecondo termine dell'equazione (A), ed avrà per fuo 
terzo termine quefta quantità 1111-+ 2nc-+ cc-bb, la quale in 
foftanza altro non è, che 211c (terzo termine dell'equazione (A)) 
perchè 1111-+ cc-bb =o. 

c oR o L L'ARI o v I I. -

L• Equazion~ (D) pu~ rapprefentare qualfivoglia equazipne 
quadratica, che abbia quefta forma J'JI =+ n.t-+ p= o; 

Purchè fuppongafi 2 (a-+ c) := n, e :z.ac =p, cioè: 
(I) a-+c= 1 n 

.. 
(K)ac:=.!.P· .. 
Si quadri ora l"equazione (I), e {i avrà na-+ uc-+cc= 

!.. nn, da cui fottrando l'equazione ( K) moltiplicata per 4, ne 
4 

rifulta 1111- 2ac-+ cc= • nn ..... :z.l, - ·éa ettraerido dall' uno, e - r' 1 

I'altt;a_ membro la radic~ quadrata, Lì confeguifc~ : 
(L) o~~-c =v.:.,., _,P. 

. 4 
. ~ggJUngendo ad elfo le due equazioni (I), ed (L), e pofci:l. 

dtv1dendo per :z., fi deduce 
Il =.! n-+.! V.! nn- 2p ==.!. ( n-+ v.,;;;-::gp) , 

. 4 .. 4 4 - ' 

. Ind~ _fottraendo l'equazione (L) dall'equazione (I), e po-
fcta d tvtdendo per 2, fi trova c= 
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e =..!. n -.!.V!,""' - "'P== .!. ( n -v""- Sp ) • 
4 • 4 4 

C o R o L L A R. 1 o V II I. (fig. 78, e 7J) . 

P Ertanto, fe fì forma un triangolo BAC rettangolo in A, 
il di cui lato maggiore, o almeno non minore AB (a) fia eguale 
ad !... n-+ !..V.! nn-2p, e il lato dC (c) fìa· eguale ad .!. n -

4 . • . 4 4 

;!. t.(.:"" _ i p, ambe le radici dell' equazione .f)'=; n)' -+p=~ 
• 4 
faranno le efpreffe nelle due equazioni (E), ed (F), · ovvero 
nelle due (G), ed (H). 

Co.RoLLARIO IX. (6g.78,e79) 

N EU' equazione (A) fuppongafì negativa la c fola, . ovvero 
la a fola , e fi vedrà, che le due · radici dell' equazione (M) 
( nella, <}:naie. in taJi (uppoflzirJni 1ì trasforma l' eqil<j.zione (A)) 
fono nelle intralèritte 'equazioni (N), ed (0): 

(M) J'J'=+2(a--:c)y- zac=o, . . 
(N) y=:± (a-c)-b=-+(AB-dC) -BC, 
(O) J' = :± (a- c) -+ b =-+ ( AB-dC) -+ BC. 
Ovvero cdntinuanào ad efprimete colla' lettera J il diame-

t~o , fld c~rc,qio it.Crit~o p el triangolo rettangolo BAC ( qual 
d!~!Jicuo è uguale . ad a~ c -b) , le radici dell' equazione 
(M) fono le ef prdfc nelle feguenti equazioni (P), e (Q) : 

(P)y=:±d:::;.2AC, . 
(Q} J' = :::;. d=:± zAC, 

come [~ comprende agevolmente da chi :v' im,P_iega . l_~ do_vuta 
artenztone. · · J • ' " " ' ·- · 

In. tutto quefto corollario lX• nel fegno doppio à lu?go il 
fu penare, quando nell' equazione (A) fì fuppone ,neganv~ la 
c fola, e à luogo il fegno inferiore, quando nell equaz1one 
(A) la fola a fi fuppone negativa • 

C e R. O L L A 1t l O X. 

L· ~quazione (M) può rapprefentare qualfìfì:_:quazione qua
dratica, che abbia quefta forma)')' =t-nJ -p _o, qualora ii 

fu p-
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ponga z( a-c ):;::n, e- -'2-ac::;::p,. valè a dire:_ . 

(R) a-c=~ n 
:z 

(S)ac==~P· 
:z 

Ora l' equazione ( R) quadrata dà 11a- '1./IC -+ cc =!.nn , 
' - . 4 

cui aggiungendo l' equazione { S) moltiplicata per 4, fi ottie-
ne Aa-t-zac.-;+cc::;::...:nn-t-lp, ed eil:raendo da ambe le ·pat· 

-4 ' 

ti la radice -quadrata, fi à :. 
(T) a-+ C= V:_ nn-+ 1p • 

-4 

Si aggiungano ambedue l' equazioni (R), c {T), indi fi 
divida per .:r. , e lì conofcerà; . 
4 -_:_n ..... -~ V!.nn-+1p =..:. (:n vnn-+8p ). 

4 .. -4 ·-4 

Sottragafì l'equazione .( R) dall' .equazione (T) , indi fi di-
vida per 1. , .e lì troverà : . 

c:;::-_!, n-+ _ _:_ V~ nn-+.1.p::;:: _!. (-n..:.t. 1/"nn-+ 8p). 
4 1. .4 4 

CoROLLARIO XI. (fig.7S,e79) 

LAonde fe ft defcrive un triangolo .BAC rettangolo in A, 
il di cui lato maggiore, o almeno nòn minore AB (a) fia egua
le ad L n -+ .!.. v!. nn-+•p , e l' altro lato AC (c) fia eguale 

4 .• .• 

a - _:_ n -t- .!.. V::...!.-""-.... -,-P J. le due radici dell'equazione Jl.f :::t= 
4 .1. 4 ~ . ·. - ~· · n.r-p=o, faranno le regiftrate nelle due equazioni (N), ed 

{O), <!vvero :nelle .due (P), e {Q). . · 

C oR o L L A R 1 O X I!. (fig. 78) 

A Llorchè nell' equazione )'.f :::t= ny -+p= o la p è maggiore 
dì .!.. nn il VII. corollario moflra :, ' 

a 
Primo,che il triangolo rettangolo BAC è immaginario, elfendo 

in tal calo immaginarj i due lati AB (a), ed .AC (c) di elfo trian· 
golo; 
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golQ ; poichè nel valore di ciafcuno di quefl:i due lati entra 
la quantit'll v..! nn- zp· 

4 

Secondo, che nientedimeno la fomma de' medefìmi lati im-
maginarj del triangolo BAC è reale; mt:ntre tal fomma è fem· 
pre eguale a !_n. 

~ 

Terzo, che non oftante la detta fuppolìzione di p maggio
re di , ~nn, ·la bafe BC del triangolo immaginario BAC è ta

a 
lora reale, perchè in virtù del fopraccitato corollario VII. AB2 

( aa) =,:.nn-~ p-+- !.. n v!:. nn =;p, ed AC' (cc)= !.. nn- !.. 
8 2 ' 4 4 8 _2 

p~ -;_n v'!.."":;;:;;. E quindi AB'(aa )-t-AC'(cc)-!.. nn-p, 
: 4 4 ~ 

cioè BC (b) =v :_nn-p. 
4 • 

-_ Adunque la bafe BC fara fempre reale, qualunque volta 
la p non fia maggiore di !.. m1, ancorchè la ile/fa p folft: mag-

- 4 

giore . di !.. nn. 
8 

c o Il o L L A Il 1 o x I I I. 
R l flettendo al corollario antecedente, chiaro apparifce, che 
l' equazioni mie (E),. ed (F) comprendono in fe ftelfe le 
refpettive formole: 

.f = :±.:. n....;..v ~nn=;, 
- z 4 
.f = :± I n-t-v"I"";;=f, 

che fono ~ for~ol: c-omuni per la refoluzionec dell'equazione 
.f.f=f.ny-t-p=o, rapprefentata dall'equazione (D). 

co·RoLLAit.IO XIV. 

SIccome in vigore del corollario X. AB (")i-A~ (c): 
!_n; AB'(na)=rnn-t-~p-t-;_nv'!."•-+-•p; cdAC (cc)-
2 8 z 4 4 . . • 
!.. nn -t- !..P-!.... n V 1 nn-+ •p , donde rifulta ./JB' ( aa)-+- AC 
8 . · 2 4 4 (cc) 
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(cc)= r nn-+ p, vale a dire BC( b)=:;:: V~ ~; còsl: ton 
4 4 ': 

evidente illazione fe ne deduce, che l'equazioni mie (N), 
ed (O) contengono in fe medolìme le du~ formo!e refpettive: 

}'::==f.!,. n-V,!. nn o+ p , 
:t 4 }' = =+= .!. n ..... V z;;;;::+p, 
:l 4 

che fono le formole com.uni per la :refoluzione dell' eqttazione 
J'.t=+n_J'-p=o, rapprefentata dall'equazione (M). -

CoitoLLAttio XV. (fig~78) 

'A Llorchè lì :à da. rifolvere l' ~quazione J'Y =+H}' -+p ~o; il 
corollario VII. manifella, che il lato maggiore, o almeno non mi
non: AB ( .a) del triangolo rettangolo BAC è .ugttale aH a ra
dice ma_ggior.e, o almeno non minore dell' equazione :{.Z=i=.!. 

• 
"Z-+ ,;_p =o, e che l'altro lato .AC (c) è uguale all'altra. 

• 
radice della fteffa ultima equazione : mentre effa equazione 
:lì ottiene , ponendo ~ in vece di a, ovvero ·dì c ne' 
valori di AB, ovvero di AC trovati nel corollario VIL , e 
poi trafponendo, <: operando a dovere. 

-COR.OLLAR.10 XV1. ('fig.78} 

E Quando fi à da rifol vere l' equazione }'}' =+ o/-p= o, il 
corollario X. fa vedere, che il lato maggiore, o almeno non 
minore AB (a) del triangolo rettangole BAQ. è -uguale aUa ra
dice polìtiva .dell'equazione x;,c-.!.n~-!.P=o, perchè ef-

• . 
fa equazione rifulta , foflituendo :~e in vece di a nel valore di 
AB efpofio nelLo fleffo corollario X., e pofcia debitamente o
perando. · _ 
· _Moftra del pari il cotollarÈÒ X., che l'altro lato .de-(c} del 
tnangolo BAC è-uguale aHa r.adi{;e pofitiva dell'equazione uu 
~ 2. nu-.!. p=o; poichè effa equa:z.ione fi conieguifce, fur-

a • 

ro-
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rogando u in vece di c nell' efpreffione di AC trovata nel det
to corollario X., indi facendo le dovute operazioni . 

Intanto {i può riflettere, che-c è la radice n<:gativa dell' 
equazione xx- I nx- I p=o, e che -a è la radice neaa. 

- - o & & 

ti va dell' equazione uu -1-.!.. nu- ~p =o, come è facile a r i· 
• • 

conofcere , e come e!fer deve in virtù di quel canone de Il' 
algebra , il quale infegna, che murando i fegni de' termini 
pari di una equazione, le radici pofi rive di effa divengono r~
dici negative della nuova equazione, e le negative della pri
ma diventano radici pofitive dell' altra. 

c o R. o L L A R. I o x v II. 
S l ano le due equazioni infrafcritte: 

)'t-nt-+ p=o 
:zz- 2..nz-+ :._p=o, 

• • 
e le due radici della feconda fiano -+a, e -+c; io dico, che 
l~ due radici della prima fono efpre!fe in quefta terza equa
.zwne: 

.f=a -+c=+ v~. 
e ciò pe' corollarj IV. /V., e XV. 

c o R. o L L A R. I o x v I II. 

SIano le due equazioni infrafcritte: 
f..Y -+n)'-+ p=o 
:zz-+ .!..nz-+ .!..P=o, 

e le due 'radici d~Ila feconda fiano -a, e -c; io dico, che 
l~ due radici della prima fono efpreffe in quefl:a terza equa
ZIOne: 

t=-a-c=+v~' 
E ciò pe' corollarj VI. , e XV. 

c o R. o L L A R. I o x I x. 
STano le due eqnazioni infrafcrirte: 

Tomo II. A a 
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n·-n,-p:o 
xx-.!. nx- .!.P=o. 

• • 
La radice pofi ti va delia feconda fia -t- 11, e la radice nega· 

ti va pur della feconda equazione fia- c; io dico, che le due 
radici della prima fono efpreffe in quefta terza equazione: 

f =a-c=+v~· 
·E ciò pe' corollarj IX. , e XVI. 

CoRoLLARIO XX. 
S !ano le due equazioni infrafcritte : 

)')'-+n)'-p= o 
uu -+ .!... nu - :_p = o. 

• • 
La radice pofi ti va della feconda fia -t- c, e la radice nega· 

tiva pur della feconda equazione fia -a ; io dico , che le 
due radici della prima fono efprelfe in quefta terza equazione: 

J' = c -a =+v:;;:::;;; . 
E ciò pe' corollarj IX., e XVI. 

AvvERTIMENTO. 

PEr piena intelligenza dei IV. corollarj, che feguono, riflet
teranno gli eruditi lettori, che le quattro infrafcritte equazio
ni del fecondo grado (A) , ( Aa) , ( Y), ed ( & ) poiTono t~ t: 
t~ cofiruirfi in più guife, e tali, che nel valore delle rad1c1 
dt dette equazioni non apparifca Ja bafe BC (b) del triangolo 
retta~golo B.//C, nè la V;;;::;_-;;, che ad elfa equivale, e nem_me
no vt apparifca il diametro del cerchio NMH ifcrittO nel tnan· 
golo rettangolo BAC. 

Nel libro nono delle fezioni coniche del marchefe de l'O. 
fpital, e nel trattato della cofiruzione dell' equazioni di Oza
nam, anne!To al di lui trattato delle fezioni coniche, pofsono 
v~derfi cofirutte l'equazioni del fecondo grado in diverfì mo
d~, facendo ufo de' quali non avrebbero luogo nelle coftruzio
m delle quattro equazioni accennate (A), ( Aa), ( Y), ed 
( & ) nè la b' n è la v~ equivalente alla ftefsa b' e mol
to meno il diametro del cerchio NMH ifcritto nel triangolo 

re t· 
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rettangolo BAC, perchè io fon l' unico , che fialì valuto di 
tal diametro nella ritoluzione dell'equazioni quadratiche. 

C o a o L L A a I o X X l. ( fig. 78) 

S I denoti come fopra colla lettera 4 il lato maggiore 9 

o almeno non minore del triangolo BAC rettangolo in A, col. 
la lettera c 1' altro fuo lato, e colla lettera b la fua bafe BC. 

Siano in oltre le due feguenti equazioni: 
(V) uu-(a-+c) u-+ac=a 
(A) }'.f- l (a-+ c))'-+ lac =o. 
Io dico in primo luogo, che la bafe BC (b) del fuddettt) 

triangolo BAC è uguale alle due radici dell'equazione (V) me. 
no la radice minore dell' equazione (A). 

Perchè le due radici dell'equazione (V) fono -+4, e -+c, 
e pel corollario IV. la radice minore dell'equazione (A) è a . ..., 
c-b. 

Io dico in fecondo luogo, che la ftefsa bafe BC è uguale al· 
la radice maggiore dell'equazione (A) meno le due radici del. 
la ftefsa equazione (V). 

Perchè pel corollario V. la radice maggiore dell' equazione 
(A) è a~c-+b. 

C o a o L L A Jt I o X X II, 

S leno le due infrafcritte equazioni: 
(W) WW-+(a-+ c(w-+ac=o 
( Aa ~ .r.r.-+ l ( a-+c) )'-+ zac =a. . 
Io dzco m primo luogo, che la bafe BC (b) del trzangolct 

retta~golo BAC è uguale alle due rad~ci ( ambe ;ne~arive) .dell' 
equaztone (W) meno la radice maggzore ( anch elsa neganva) 
dell'equazione ( Aa). . 

Perchè le due radici negative de!l' equaztone (W) ~o~o-~, 
e.- c , ~ pel corollario VI. la maggzore delle due radiCI nega. 
ttve de!.l e~uazione (Aa) è -a-c-b. 

Io d1co m fecondo luogo, che la flefsa baf~ BC è uguale al
la minore delle due radici negative dell' equaziOne ( Aa) men<» 
le due radici (ambe negative) dell'equazione (W). 

Aa z Per· 
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Perchè pel corollario VI. la minore delle due radici negati· 

ve dell' equazione ( Aa) è -a- c -+b. 

CoRoLLA RIO XXIII. 

S Iano le due equazioni : 
(X ) xx-+- ( c-a) x-ac =o 
(Y) yy-+ 2. (c-a )y-zac=o. 
lo dico in primo luogo , che la bafe BC (b) del triangolo 

rettangolo BAC è uguale alla radice pofitiva dell'equazione (Y) 
. meno l'aggregato delle due radici ( pofitiva, e negativa ) dell' 

equazione (X). 
Perchè i e due radici dell' equazione (X) fono -+a, e -c, e 

pel corollario IX. la radice pofitiva dell' equazione ( Y) è 
a-c-b. 

Io dico in fecondo luogo, che la fielra bafe BC è uguale all' 
aggregato delle due radici dell' equazione (X) meno la radice 
negativa dell' equazione ( y) 

Perchè pel corollario IX. la radice negativa dell' equazion~ 
(Y) è a-c-b. 

COROLLAitiO XXIV, 

S Iano in fine le due equazioni: 
(Z) z~-+ (a-eh. -ac=o 
(&) }')' --t-2 (a-c )y- zac=o. 
Io dico in primo luogo, che la bafe BC (b) del triangolo 

rettangolo BAC è uguale alla radice pofitiva dell' equazione (&) 
meno l'aggregato delle due ra.dici (pofi ti va, e negativa) dell' 
equazione ( Z) • 

Perchè le due radici dell' equazione ( Z) fono -+c, e - iJ, 

e pel corollario IX. la radice pofitiva dell'equazione ( &) èc-
11-t-b. 

Io dico in fecondo luogo, che la fieffa bafe BC è uguale 
a~l' aggrtgato delle due radici dell' equazione ( Z) meno la ra.
dtce negativa dell' equazione ( & ) • 

Perchè pel corollario IX. la radice negativa dell' equazione 
(&)è c-a-b. 

Co-
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C O R O L L A R I O X X V. 

T E oR E M A ( fig. 7 8 ) 

SI conGderi ora la fig. 78, che rapprefenta qualunque tri
angolo rettilineo, e fì continui a chiamare a il lato AB, b la 
baie BC, e c l'altro lato AC. Si chiami in oltre t l' una, e l' 
altra delle rette eguali AN, ed AM, che toccano il cerchio 
ikritto nel triangolo della fig. 7 9; r il raggio dello fte!fo cer
chio; J il fuo dtametro, e p il perpendicolo, che s'immagini 
calato dalla cima A fu Ila bafe BC. Io dico, che l'area del 
triangolo BAC è uguale a br-+tr, e quindi: 

d ( b -+t)== bp. . 

DIMOSTRAZIO N E, 

L' Area del triangolo BAC è uguale a 2. BC, PH-+ .!.. AB , 
• • 

PN-+2,. AC,P!"f~· adunque effendo le rette PH; PN; PM 
• 

raggi del cerchio ifcritto, .!.. br-+~ ar-+ .:_ cr = .:_ bp , è per 
~ 1 ~ ' 

confeguente .!.. br-+ .!.. ar-+ .:_ cr- .:_ X ur -+ tr = .:_ bp. Ma 
J. 1 z J. . 1. 

in virtù del prefente LXX. teorema, a:; c - 2t = b, adun
que la penultima equazione lì cangia in q uefta : .:_ br-+.!.. 

• • 
br-+ tr = 2.. bp , cioè br-+ tr =.!.. bp , ovvero foftituenJo 2. d 

• • • 
in vece di r , e moltiplicando per due d ( b-+t) = bp. Il che 
dovea dimoftrarfi. 

COROLLARIO XXVI. (lig.78) 

S E il triangolo BAC è rettangolo in A , allora à luogo 
quefl:' equazione: 

b== RC- l J, 
7 2 . 

Imperocchè in tal cafo t è uguale a .:_ d, e bp ad ac, co-
• 

fìcchè l' equazione d (b ....... 1 ) = bp dimofirata nel precedente 
co-
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corollario , diveRta J ( b -+.:. J ) = 11c, e , dividendo per ti, poi 

& 

traf ponendo , ne der i va b = :; -.:. ti. 
' . d & 

C eu O L LA R I o X X V I I. (fig. 78) 

N El triangolo rettangolo BAC fuflifie quefi' equazione: 
b = za.c ---.a~c _ _/ 

7 
Imperocchè nella dimofirazione del corollario XXV. fi è ve-

<luto .:_ br ..,... .:_ ar -+ .:_ cr = .;_ bp ; adunque .:_ bd-+ .:. ad .... 
1. 1 a 1 4 • 

!. cd = !. ac .• Si divida per.!. ti, e poi fi trafponga; ne rifulte-
.. a " rà _b;::;::. ~ ---4 ...... r. 

Il 
.(:p R .O LLA ltl o X XV Il I. (fig. ,-8} 

l N «JUa1lH'It'{U~ ~.riangolo rettilineo BAC vale quell' equazione~ 
J= %hp 

...... ç ..... z; 
lmperocchè t!fendofi notato nelle dimofirazioni de' corollari 

XXV., e XlVII. , che ,!.. br -+ .:. ar-+ ;_ cr = .:. bp , donde di-
• · ~. & ~ 

viden<lo per L ( b .... a .... c), proviene r = hp ; egli ~ vt-
• a-+ç-+b 

f1bile , çhc d :::;:: __:!!_ • 
-+c-+b 

c o R o L L A R l o x x I x. 
TEO Il EMA. 

N El triangolo BAC della fig. 7 8 , allorchè rapprefenta qual· 
fivoglia triangolo à luogo queft' equazione 

11= ttl • . ;=;i. 
DJ MOSTRA ZIO NE. 

I L corollario xxv. fomminiftra r equazione ti (b .... ,)= bp, 
la quale trafpofta, efibifce td = bp - bd, talchè dividendo 
per p-ti, fi \ : 

b = ...!!_ • Il che dovea dimofiradì • 
p-a c~ 
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C O R O L L A R I O X X X. (fig. 7 8 ) 

A Dunque nel triangolo rettangolo B4C, la foftituzione di 
.!. d in cambio di t moftra b = --!!.:!..._: belliffima efpreiflon<J 
a ~(p-d) 
del valor della hafe. 

C o R. o L L A R. l O X X X l. (fig. 78 ) 

N Ello fteffo cafo del triangolo BAC rettangolo in A ponga· 
fi ac in vece di bp, e .:, d in luogo di t nell' equazione tJ 

a 

( b-+t) = bp del C?rollario XXV., è allora fi avrà d ( b-+,;, 
• 

d)= ac J. ovvero furrogando in vece di b il fuo valore a-+c -d 
tra t co dal II. corollario, d ( a-+c- ,;, d)= ac: equazione, che 

• 
moltiplicata per 2, e ordinata, rende quefi· altra: 

(AA) dd-2 (a-+c) d-+ :zac=o, 
dove ponendo J' in cambio di d, ritorna 1• equazione J'.J' -:t 
(a-+c)f-+2ac=o, ch'erafi dedotta nel corollario IV.; ma ivi 
mediante il teorema Pictagorico, r infiuffo del quale non à ve· 
run luogo nel corollario prefente, e per confeguenza nell' e· 
quazione ( AA). 

CoROLLA RIO XXXII. 

DI qui nafce una maniera analitica di trovare il rapportot 
che anno tra loro la bafe, e i lati del triangolo rettangolo, 
vale a dire la fieffa propofìzione Pittagorica • . 

Attefo chè il corollario II. à mollrato, che nel trtangolo 
rettangolo a-+ c_ d= b. Si quadri dunque, e fi confeguir~ 
Jd-2 (a-+c)d-+aa=bb 

-+ 2ac 
-+ cc 

cioè trafponendo: 
(BB) dd-z(a-+c)d-+2ac=o 

-+ cc 
- bù Da 



,,2. PtVEJUE P.ll<UR.IETA~ 
Da quefi' ~ltima equa~ione foma~gafi l' equazione (~A) del 

corollario antecedente; nmarrà 11a-+-cc-bb=o, e pe{CIÒ bb = 
1111 -t- ~c, ll che dovea ritrovarfi 

CoROLLA R r o XXXIII. 

Problema. 

TRovare analiticamente per altra via la rel~zione, <:he h la 
bafe del triangolo renangolo ai lati di elfo . 

SoLuzioNE. 

P Et corollario XXX. b = ad , dalla quale .equazione or. 
:(p-d) 

òinata a dovere , viene l' infraferitta: 
(CC) dd-t- i.bd-z.bp=o, 

che refoluta efibifce: 
d=-b-+- v b6 -t- zhp • 
Ma in virtù del III. corollario: 
d= 11 -+- c-b ; adunque paragonando i due valori di d, fi 

conofce vhh-+zbp=a-+-c; cioè quadrando: 
bb -+ z.bp = 1111 -+- '1.11c -+- cc. Togliendo pofcia da una parte 

1.bp, e dall' altra z.ac (quantità eguali tra loro), rimane bb:::, 
1111 -+cc. Il che dovea ritrovarfi. 

CoROLLARIO XXXIV. 

TErzo modo analitico di fciogliere quello problema, cioè di 
trovare il teorema di Pittagora. 

L' equazione (CC) trovata nel precedente corollario, e l' 
~quazione ( BB) efpoO:a nel corollario .XXXII. fi aggiungonQ 
mfteme per aver queO:' altra: 

(DD) 1dd-z. (a-+c-b) d- zbp=o 
-+ zac 
-+ 1111 
-+ cc 
- bb 

Ora pel ITI. corollario à = 11-+-c-b; adunque; zdà-1.. 
(a -+c-b) d;;:::. 1àd- zdd. Coficchè nell' equazione ( OD) 

iv il· 
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fvanifcono. L due pnnu -tc:rmtnt, Nel t~rz~ terrnt~e po1 _di , 
elfa è chiara, che :-:-2bp-+2ffC.=o,:_e_ qumdt_ tutta l equ4Zto. 
ne (DD) riducefi a quell:a. _aa-t cc7bb::;:,o;c10èbb=aa-;+cc. 
che dovea rìtrovarfi; · · 

C_~RO~LARIO XXXV. 

Q t! arto mo~o di trovare analiticamen~e la propofizione Pit· 
tagonca. ·· . · · · _ -- · 

O' dimoO:rato nel corollario XXVIII., che .. in qualfivoglia trian-. 
gol o rettilineo, d=_:!:!.__; di' modo che nel triangolo re t· 
- . "-+c-+b 

tangolo vale quell' equàzione d= _2~ • Ma pel corollario_ 
· · · "-+c-+b 

III., che al triangolo rettangolo à relazione, d= a-+ c-b; 
adunque ·2;,• -a-+. c- b. Si moltiplichi per a-+ c -+.b, 

- ~ .............. ·b .. 
e fi . vedrà . -elfere 'JJZc = 11a -+ 1.ac -+ cc ,.,... _bb. Dopo aver caf. 
fato 1.ac di q ull, è di là , fi traf ponga , e fi conieguit à bb = 
tllt-1- cc • . Il che dovea ritrÒvarfi • 

C o R. o L L A R. l o X X X V l. 

Quinto modo di tr~v~re il teorema di Pittagora. 
Pel corollario XXVIII. d ~_;t!__, e riducendo a propor· 

R-t-c-t-b 
zione, zp. a-+ c-+ b:: d. b. Componendo, zp-+ a-t-c-+ b. a 
-+ c-+b :: à-+~: b. - Permutando 2p-+-a-+c-+-b. d-t-b :: a 
-+'é·-+b.' b. D1v1dendo, 1.p-a-+c-d. d-+b :: a-+c. b. 
Surrogà~do ( in virtù del II. còrollario ) nel· primo termine 
dell' ulttma proporzione in luocro di a-+c-d il fuo valore b, 
e di d-+ b il fuo valore a-+ c ,0 la proporzione medefima di vie
ne zp-+ b • a-+- c : : a-+- c. b. Prendendo il prodotto degli eflre
mi , e de' medj zbp-+ bb = aa-+ 1.ac-+ cc. Ma 1.bp = 1.11c j a· 
dunque bb = aa ..... cc. Il che dovea ritrovarfi. 

c o R o i L A R I o XXXVII. 

T E OR E M A ( fig. 78. ) 

RImanendo fempre le denominazioni, come fopra; io dico, 
Tomo IL B b che 
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che nel triangolo rettangolo à luo~o quella proporzionalità: 
(EE) (atd;.ab): (cc:±cb)= (~--c:±b) , : (c-a-+b). 

D I MosTRA zIo N'E. 

N El dedurre il corollario XXXV. ò rimarcato, che nel trian
golo rettangolo fi à a-+-c-b=_·~; e confegucntemente 

· a-t-c-t- b 
JZ ..... c-+-b=~-~· e per raccogliere quefie due efpreffioni 

a-+ c-b 
in una a-+- c-+ b = 2.ac • 

- ;::;-c-+b 

Laonde fi anno quelle due proporzionalità (a-+- c :±b) : c= 
2a : ( a-+ c-+ b ) , e~ ( 11 -+ c :± b ) : 11 = 2e : ( a -+ c =+ b ) ,· e v a
lendofi di quel modo di argomentare , che fi ,chjama dividen
do, dalla prima di effe nafè:e ( a:± b ) : c = (.a - c -+ b ): 
( a ..... c =+b), e dalla feconda , ( c :± b ) : a = ( c - 11 :± b ) : 
(a ..... c=t:b). Conftderando adelfo quelle ·due proporzionalità, 
come equazioni, dividafi la penultima per l' ultima; e forge· 
rà l' equazione , o fia proporziontrlftà ( EE). Il che dovea di
mollrarfi. 

CoROLLARIO XXXVIII. 

DA quella nuova, e bella proprietà del triangolo rettangolo 
vien l' infrafcritta nuova anch'e Ifa, e leggiadra, ed è, che nel 
triangolo rettangolo fuffille queft' equazione: 

(FF) aJ -aac-abb=cJ-cca-cbb. 
Il prodotto degli efl:remi , e il prodotto de' medi della pro· 

porzionalirà ( EE), e le debite maniere di operare , mqitre· 
ranno la verità del prefente corollario. 

COROLLA RIO XXXIX. 

TEOREMA. 

N El triangolo rettangolo anno luogo quelle due equazioni: 
( GG) bb-+ac=a'- c' 

R-C 

(HH) bb-ac=a''+c' . ....... , 
Dr· 
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ÒIMO .STRA~IONE, 
.. 

L'Equazione (FF ) . maneggiata a dovere, produce l' equazio.; 
ne (GG): . . 

Da ciafcun membro della quale fottraendo 111c , lì otttene 
bb-11c=~-z.ac. 

Iii-t: 

E il fecondo membro di queft' ultima equazione equivale al 
fecondo mt:Jnbro "dell' equazione ( HH); perchè sì l' uno, ço. 
me l' altro, difv.i1uppato dalla .frazione , apparifco eguale ad 
11a-ac-t-cc. Adunque fuffifie anche l' e'luazione(HH), Il 
che dovea dimeftrarfi. 

c o R. o L L A R I o x L. 

TEOREMA, 

S Uffiftono le due infrafcritte equazioni: 

(II) bb = .2, ["'-c'] -i- !. ['"~~'] 
1 11-c 1. 11-f-C 

( KK) 11c = .!.. [~] - ..!, ["''"'!::'] 
z a- c ~ •-+-c 

la prima delle quali à luogo nel triangolo rettangolo· e la fe .. 
conda non è a!liga~a ad elfo , ma generale, ' 

DIMOSTRA:!:IONE, 

S I aggiungano le due equazioni ( GG) , ed ( HH), indi fi 
divi~a per l, e forger~ l' e_quazione (II). 

S~ ~ottragga l' equaz~one ,C f{H) dall'equazione ( GG), indi 
fi_ dtvtda per :z, e forurà l equazione ( KK). Il che dovea 
dtmoftrarfi • 

c o R o L L A R I o x L I. 

TEOREMA• 

N El triangolo rettangolo vagliono le tre equazioni fcguenti: 
( LL) b 4 -i- aacc=..!.. c~~~] • -i- ..'.. [~'] z 

2. Il-C Z ..-;-+ç 

(MM) b 4 -aacc=[~J [~] 
•-c 4-+-c 

Bb z (NN) 
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L' Equazioni (-II) , e ( KK) debitamente maneggiate, condu
cono all ' equazione (L~), . ed ç MM ) ; , la fec?nda delle quali 
viene ancora d.1lla mo•tJphcaZlone del! e~uaz10ne ( GG) per la 
(HH). ·· 

Moltiplicando poi l'equazione (LL) per la (MM), fi fco
pre l' equazione (NN). Il che dovea dimoftrarfi, 

c o R o L L A R I o x L II. 

,. TE.OREMA. 

N El triangolo rettangolo fuffill:e quell:' equazione: 
(00) bb=_z [~]' -_z [~]' 

4"' ,_, ...... •-+-t 

DIMOSTRAZIONE. 

SI quadri l' equazione ( GG) , ne verrà: 
( bb -f- PC) > = r~J ' , 

•-c 
Si quadri l' equazione ( HH) , ne verrà: 
( bb-ac) • = [:!__-+:..: . .'] • 

li-t-C 

Si fottragga la feconda di quell:' ultime due equazioni dalla 
prima , e fatte le dovute operazioni, fe ne troverà un' al
tra , che divi fa per 40c, darà l' equazione ( 00). Il che do
vea dìmoftrarfi • 

c o R o L L A R I o x L III. 

TEOREMA. 

N El triangolo rettangolo anno luogo le due . equazioni fe
guenti : 

( PP) b6 -::r aa cc bb= _!_ [~] +-.!.. [~] + 
811C 11-ç g,.ç 11-t-c 

(QQ) 
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(QQ)b6-aaccbb=!. ["'--!~] [~] 1 -+!. ["'-c'] ["':t"'']' 
% a-t-c a-c 4 JJ-c a-t-c 

DIMOSTRAZIONE. 

D All' equaziane ( LL) moltiplicata per la (00 ), viene l'e-
q uazione ( PP) · . . . 

E dall' equazione ( MM) molttphcata per la (II) , VIene 
l' equazione ( QQ). Il che dovea d1mollrarfì. 

CoROLLARIO XLIV. 

CAlcolando con dèllrezza fi difvilupperanno dalle frazioni i 
fecondi membri delle due equazioni ( PP), e ( QQ); talchè 
dalla prima di effe fi vedrà nafcere: 

(RR) b6 -t- aaccbb=a6 -t- 4a4CC-t-4-f1ac4 -+ c6 , 
e dalla feconda : 

. ( SS) b6- aaccbb=a6 -t- 1.a4cc-t- 1.aac4 -+·c6• 

CoROLLARio XLV. 

TEoREMA. 

N El triangolo rettangolo vagliano quelle due equazwm: 
{TT) b6 -6aacc(aa-+cc-!_bb)=.a'-+c6, 

1 

(VV) b6 - 3aaccbb=a6-+c6, 

ANNOTAZIONE. 

P Regio della maniera, onde ò trovate quefle, ed altre equa
zioni eleganti de' fopra efpolli corollarj ; è di averle dedotte 
fenza fupporre il teorema di Pittagora , che anzi deriva da 
ciaiCuna di effe; come potrà fperimentar!ì da chi vorrà difvi
luppar le frazioni, che entrano nell'equazioni fuddette. 

Dimoflrazjone del Teorema. 

D All' equazione ( RR) moltiplicata per 2, proviene: 
2b 6 -+ 2aaccbb = l a 6 -+ 8a4cc-+ 8aac4 -t- 2e 6, 

e da quella fotrracndo l'equazione ( SS), rifulta l'altra : 
b 6 -::+- 3aaccbb = a6-+ 6a"cc-+ 6aac4 ~ c6, 
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che debitamente trattata , produce l' equazione (TT) ; .ed è 
la prima parte. . . . 

Dall' equazione ( SS) molnphcata per 2, denva: 
2b 6 - Uldccbb = 2a 6 -+ 4a4cc -t- 44ac4 -+ 2e 6 , . 

e da quefia fottraendo l' equazione ( 00), i1afce l' equazione 
( VV); che è la feconda parte. Il che dovea dimoftrarfi. 

c o Il o L L .ARI o x L v I. 
r. L· Equazione ( TT) fottratta dall' equazione ( vv)) fa 
conofcere: 

6nacc ( na-+ cc-.:_ bb)- 3naccbb =a. 
~ 

Dividendo per 6aacc, lì vede an-tec-;_ bb-.!. bb =o, e 
' ' confeguentemente bb =a a -+cc. 

I t Come pure , fe l' equazione ( SS) lì J.ggiunge all'equa
zione ( RR), e la fomma fi divide per 2 , fi à : 

b6 = a6-+ 3a4 cc-+ 3nnc4-+ c6, cioè bb =a a-+ cc, 
lll. E fe 1' equazione (SS) fi fottrae dall'equazione (RR), 

e la differ:nza {i divide per 2aacc, fi ottiene parimente bb = ~a-+c~. 
IV. L'equazioni (RR), ed (SS) equivagliono alle due n· 

fpettive, che feguono~ 
};6-+ aaccbb = (a a-t-cc )3 -+ ance (a a-+ cc) 
b6 -aaccbb=( aa-+cc ) 3 -ance ( aa -+cc) 

ciafcuna delle quali moftra , che bb è uguale ad a a-+- cc; per
eh è quefto valore di bb introdotto ne' primi membri di effe l 
le cangia entrambe ,in identiche. 

c o R o L L A Il I o x L v I I. 
Dr vidend.o per f ( che rapprefenti l'unirà arbitraria) tanto br 
quadrato della h afe del triangolo rettangolo, quanto a a, e cc 
quadrati de' due lati; e poi rrafponendo in due modi l' equa· 
zione ( VV), ne vengono quell:' al tre due: 

(WW) !:_6-3aaccbb-;_ (a6 -t-c6 )=o 
h f~ f3 

(XX) ~-+ 3hbccaa-+.!. ( c6-b6 ) =o 
fJ {3 {J 

ta 
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la prima delle quali ( W'!'l), ( iupponendo incognita la ~ , e 

indeterminate la'"', e la :.:_ ) può rapprefentare quell' eqtazio-
~ f 

ni cubiche prive fdel fecondo termine , che anno negativo il 
terzo e il quarto termme. 

M; la feconda (XX), ( fupponendo incognita la ~, e inde
f 

terminate la bb, e la ::_), può rapprefentare quell' equazioni 
- f 

cubiche priv/ del fecondo termine, che anno poGtivo il terzo, 
e negativo il quarto. 

ANNOTAZIONE. 

E· Cofa nota a chi è verfato nell' algebra, che mutando i 
fegni delle tre radici dell' equazione ( WW) , effe di vengono 
radici dell'equazione cubica, che à. quefla forma: 

(YY) !;1-~-+ ;_ (a6 -:-t-c6 ) =o. 
fj h [3 

E che mutando i fegni delle tre radici dell' equazione (XX), 
effe divengono radici dell'equazione cubica, che à. quefia forma: 

(ZZ) ..:'..6-+ ~bh~~-+ .:_ ( b6-c6)= o. 
il !3 [3 

c o R o L L A R l o x L v II I. 

D I v id endo per hh - 1111 - cç =o I' equazione ( WW) , rella 
7 7 7 

il quoziente: 
~ -t- .:_ (a a -+ cc) bb -+ .:_ ( a4 -a a cc -t- c4) = 0 

ff jf jf 
equazione, le di cui radici fì contengono in quefia formola: r 

~ =- .:_ ( aa-+cc) :± ;_ (- 3a4 -t-6aacc- 3c4 ) ~ 
{ z{ zf 

la quale mofl:ra, effer immaginarie dette radici · mentre la 
quantità fotto ~l vincolo è il quadrato a4-z.aacc.+c4 (necef· 
fanamente polìuvo) moltiplicato per- 3. 

Co-
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~ c o R o L L A R I o x L I x. 
D I videndo per ad - b6 -+ cc =o l' eqHazione (xx) ) rima-

T T 7 
ne il quoziente! 

R•-+ I (bb-cc)aa-+ 1 (b4 -+ccbb-+cg)=o. 
7 ff 7 
Equazione, le radici della quale fono immaginarie, ed e-

fpreffe nella formala , che fcgue: 1 

RR = I (cc-bb )::± 1 (- 3b4 -6bbcc- 3c+)-; 
7 ;;· 7r 

COROLLARIO L, 

S I dee modificar l' efpreffione del corollario XLVII., ed alferire, 
che 1' equaz_ioni ( WW) , (XX), ( YY), e ( ZZ) poffono rap
prefèntare quelle fole equazioni cubiche prive del fecondo ter
mine, le quali anno una radice reale, e due immaginarie: 

Come pure, che non fono valevoli (dette equazioni) a rap· 
prefentar veramente quelle equazioni cubiche prive del fecondo 
termine, le quali anno le radici tutte e tre reali. Cafo , che 
chiamafì irreduttibile nell' algebra. 

Quello corollario parmi degno d' offervazione. 

ANNOTAZIONE. 

P Offono paragonarfi i termini dell'equazioni (WW), (XX), 
(YY), e (ZZ) co' termini corrifpondenti deH' equazioni cubi
biche ( della fiefL'l fpecie) da rifolverfì: e in virtù delle ind~
terminate poffono trariene due equazjoni parziali ; indi comb1· 
nar quelle in maniera, che fi trovi la refoluzione di derte e
quazioni cubiche fimigliante a quella del Cardano, ec. 

I periti nell'algebra non ahbiiognano fopra ciò di pil'l diffufa 
fpiegazione. Elft ben comprenderanno .dopo le cofe dette, 
come abbiano da valerfi. del triangolo rettangolo in ordine 
a taie refoluzione. 

APPEN-
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APPENDICE 

NUOVA, E GENERALE PROPRIETA' 

DE' POLIGONI. 
L E M M A I. (fig. I ) 

Ia quallivoglia (" ) triangolo APB, la di cui 
baie AB fia tagliata per mezzo in T dalla 
retta PT, che !Cende dal venice del me
ddìmo triangolo. Io dico , che fuff1fie l' 
infrafcritta equazione ( I ) : 

( 1 ) 2.. P A'-+- 2.. P B' = 2.. AB' -+ PT'. 
~ ~ + 

DIMOSTRAZIONE. 

SI concepifca il triangolo APB ifcritto nel cerchio, fì pro
lunghi la PT fino alla circonferenza in O, e s' intendano ti
rare le corde AO, OB; tirifi polcia fino alla bafc del trian
golo la retta PS tale, che l'angolo SPB fia eguale all' ango
lo TP A. Ciò fatto, fi confideri: 

I. Che il triangolo ATP è fìmile al triangolo OTB, e il 
triangolo PTB è lìmile al triangolo ATO. Abbiamo per tan
to quefle tre proporzioni: 

PT. PA:: TB. BO=PAXTB -ftr 
PT. PB :: AT.AO=ATX P8 

PT 
Cc 2 PT. 

( •) Giornale dc' lcmrati d'Italia tom. XXXVI. pag. >]o. 
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PT. TB AT. TO =ATXTB 
-py--

Adunque PO=PT-t-TO=PT'-+AT XTB. 
PT 

II. Che il triangolo SPB è fimile al triangolo APO, per
chè gli angoli SPB, APO !ono già eguali per 1.1 cofirnione '·e 
gli angoll ABP, 110P {ono anch' efli egu.! li, come a})poggta
ti full o fldfo arco AP , e quindi nake q neil:a proporzione: 

PO .AO.PB.SB, 
Cioè foftimendo in vece di PO , e di AO i loro valori tro

vati di fopra. 
PT' -+ 4TXTB. AT x PB :: PB. SB, 

l'T PT 
donde viene la feguente equazione : 

(2) SB=PB' XATdiv. per (PT'-t-ATXTB). 
III. Che il triangolo APS è fimile al triangolo OPB, atte

fochè gli angoli APS , OPB fono eguali in virtù della coftru
zione, e gli angoli P AS, POB fono pari mente eguali, perchè 
ciafcuno di efft à per fua mifura la metà dell' arco PB; laon· 
de !ì à quefr' altra proporzione: 

PO.OB:: PA. AS, 
ovvero ponendo in cambio di PO, e di OB i loro valori: 

PT' -+ AT x T B • PA x T B : : p A. AS ' 
PT PT 

e fe ne deduce l'equazione , che fcgue : 
(3) AS=PA'XTB div. per(PT'-+ATXTB). 
IV. Che elfendo AB= AS-+ S B !ì ottiene l' infrafcritta e

quazione ( 4) , purchè fi pongano in luogo di AS, e di SB i 
loro valori tratti dall'equazioni ( 2), e ( 3). 

(4) AB= (PA'XTB-+PB' XAT)div. per (PT'-t-ATX TB). 
Egli è vì!ìbile, che queìl' ultima equazione {ullìil:e anche, 

ove la PT tagli la baie AB in due parti difuguali , che fie-
no tra di loro in qualunque ragione. . 

Poniamo om, che il punto T cada nel mezzo della mede: 
fima baie, e furroghiamo !. AB in luogo di AT, e di T B ndl 

• 
equazione ( 4), e ne rifulterà quefi:' altra: 

AB 
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AB:(_: PA' X AB-+!.. PB' X AB) div. per ( PT'-+-!.. AB•) 

• • + 
che div ifa per AB, e poi moltiplicata per (P r•-+-!.. AB •) 

• produce l' equazione (I). Il che era a dimo!lradì. 

LEMMA II. (fig. 2, 3, 4' es) 

SE il triangolo APB degenera in una retta, cioè fe il pun
to P cade fopra qu,tlunque punto della retta AB anche pro
lung:Ha; io dio, che tuttavia fuffifie l'equazione (I), pur
chè la mcdefìma AB fia divifa per mezzo in T. 

Dimojl:razjone pe' cafi delle figure 2, e 3 • 

N El ca fo della figura feconda fi à: 
PT= TB-PB=!..AB-PB=!_AP-+ !,.PB-PB, 

• • • 
cioè ·PT=!.. (PA-PB) • 

• 
Nel cafo della figura terza lì vede: 
PT =AT-AP=!..AB-.11P=.!. AP-+ !_PB -AP, 

• • a 
cioè PT =!.. (-P A-+ PB) • 

• 
Pongafi per tanto nel fecondo membro dell' equazione ( 1 ) 

in véte ·di AB il fu o valore P A-+- PB , e 1n vece di PT il 
fuo valore, che è!.. (:±P A:::ç. PB), e l' equazione (I) fi n • 

• 
durrà a un' equazione identica. Il che dovea dimofirarfi m 
primo luogo • 

Dimoflraz.jone pe' cafi delle figure 4 , e S• 

N El cafo della figura quarta fi ~ : 
AB=PB-PA 
PT=PA-+oAT=PA-+o :_AB=PA-+ :...PB-!_PA, 

cioè PT=!.. (PB-+-PA) 
• a • 

1 

Nel cafo poi della figura quinta lì à : 
AB 
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AB=PA-PB 
PT=PB-t-BT =PB-+.!.. AB=PB-t-!.. P./1- ;_)'B, 

~ a 

cioè PT=;;_ (PB-t-PA) • 
• 

Laonde furrogando nel fecondo membro dell' equazione ( r) 
in vece di AB il ii.w valore -+ PB-+ P A, e in cambio di PT 
il fuo valore;_ (PB-t-PA),fì giungera di nuovo ,a un'equa-

• 
zione identica. Il che dovea fecondariamente dimofirarfì. 

TEOREMA GENERALE. 

S Ia qualfivoglia poligono, i cui lati giacciano in uno , o in 
differenti piani, e fìa prefo in qualunque fito dell' univerfo 
un punto a dikrezione, dal quale fì tirino delle linee rette fi
no al vertice di tutti gli angoli dello fieffo poligono, e delle 
altre rette fino alla metà di tutti i fuoi . lati. Io dico, che 
la Iom ma de' quadrati di quelle linee, che giungono al ver
tice degli angoli, meno la fomma de' quadrati di quelle linee, 
che arrivano alla metà de' lati, è uguale alla fomma de' qua· 
drati de' medefìmi lati divifa per quattro. _ 

D IM o s T Az I o N E ( fig. 6 ) 

M I ballerà dirnoflrare la verità di quella propolìzio~e nel 
quadrilatero ABCD, fupponendo, che i fuoi lati giacciano tut
ti nel medefìmo piano , e che il punto fi prenda dentro lo 
fieffo quadrilatero ; mentre fi vedrà evidentemente, che la me
defìma dimoll:razione lì ellendcrà a tutti i c alì del teorema· 

In virtù del I. lemma fi anno le quattro equazioni fe· 
guenti: 

I PA' -I PB' =I AB' -PT' 
~ z 4 
I PB' -1 PC' =l BC'-PT' 
z -,. 4 
t PC'- 1 PD' = 1 CD' -PZ' 
z z 4 
;_PD' -;_PA.' = I DA.' -PX' 
~ z 4 

Ag-



A L T R A .. ~T A T O D E' T R l A N O o L r • l07 

Aggiungendo quefl:e quattro equaz.ioni, indi trafponendo, ri
trovafì: 

( 5) P!J'-+PB'-+PC'-t-PD'-PT'-Pt'-PZ'-PX'= = ~ ( AB'- BC' ~CD'-+ DA'}. 

4 ' 
-Il che dovea dimofl:rarG •. 

ScoLlo. 

D Al tenore di· quefl:a dimothazione li vede, che tante fono 
l' equazioni ; quanti i lati del poligono. E dee notarfi an
cora, che 

Se il punto P cadelfe in uno de' lati del poligono, anche 
prolungato ( non però nel vertice d'alcun angolo) àllora il li. 
lemma fornirebbe una fola equazione, -e l'altre dipenderebbe
ro dal I. lemma . . M:a . fe jl punto p cadelfe nel vertice di 
qualunque angolo del · poligonO~ in quefto · cafo il II. lemma 
iomminiftrerebbe due dell'equazioni fuddette, ed il I. lemma 
darebbe le altre. La fecondità del mio teorema apparirà da' 
corollarj , che feguono : 

C OR O L L A R l O l. { fig. 6.t e 7) 

S E il poligono è il triangolo ABC, allora nel quadrilatero 
ABCD il lato DA 'è nullo, e · i puiui X, e D lì confondono 
col punto . .1, di modo che ponerido nell'equazione ( 5) P A • 
in luogo di PD', e di PX', e z.ero in vece di DA' ne riful
ta quelt' altra : 

( 6) PA'-t-PB'-+PC' -PT'-Pt'-PZ'= ~(AB'-t-BC'-t-CA'). 
4 ' 

C O R O L L A R l O l l. ( fig. 7 ) 

SE di più il punto P è il centro di gravità del triangolo ABC, 
egli è già. noto , che in quello cafo le rette PT, P f', PZ fo
no i prolungamenti , e i fuddupli delle linee rifpettive PC, 
P A, PB. Adunque fofiituendo nell' equazione ( 6) in luogo 
delle tre linee !'uddette PT, P f', PZ i loro valori..:. PC, ;_P A, !... 

l • • 

PB, indi moltiplicando per 4 l'uno, e l' altro membr-o, fi 
fcuopre: 3P A' 
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~PA' -+3PB' -+3PC' =AB' -+BC' -+ CA' . 

c o R o L L A R I o I II. ( fig. 8 ) 

SE il punto P è nell' interfecazione delle due diagonali AC, 
BD del parallelogrammo ABCD , allora PB, e PD fono la 
metà di BD; P A, e PC fono la metà di AC; Pr , e PZ fo
no la metà di AD, ovvero dì BC, e in fine PX, e p r fo
no la metà di AB, ovvero di CD; e conleguenremente mol
tiplicando per 4 r equazione ( 5) ) e facçndo in c!fa le debite 
follituzioni, lì ottiene: 

2AC' -+ >BD' ......,. zAD' ,-- zAB' :=>AB' -+ >AD' • 

ovvero dividendo per 2, e trafponendo: 
( 7 ) AC'-+ BD' = 2AB' -+ zAD' 

C O R O L L A R l O l V. ( fig. 1 ) 

M A fe il parallelogrammo ABCD è rettangolo, egli è chia
f(), che effendo in quello caio AC==BD, 1' equazione ( 7) fi 
cangerà in quella: 

2BD' = 1.AB' -+ 1.AD", 
cioè dividendo per 2 : 

BD• =AB'-+ AD', 
che è la nota proprietà del triangolo rettangolo, la quale po
trebbe am;ora dedurli immediatamente dal l. lemma. 

pRO-
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p R o B L E M A, 
Che rifguarda il metodo de' maj]ìmi, e de' minimi (fig. 10.) 

l gnomone .ABDFEC (i Iati del quale .AB, EF 
poifono effere uguali , o difuguali) lì concepifca 
tovrappofio il rettangolo HGIK, talmente che dei 
fuoi due lati paralleli GI, HK il primo fìa la ba. 
fe dell' angolo ICG, e il fecondo , prolungato , 

quando bifogni, tocchi il vertice dell' angolo BDF ; effendo 
dato il lato GH di elfo rettangolo , fì dimanda la maggior 
poffibile lunghezza dell' altro fuo lato GI. 

$ O L U Z l O N H. 

D Al punto D fìa calata fopra la CA la normale DV, e lìa 
prolungata HK, finchè tagli in S la fielfa CA; fi chiamino le 
linee date EF=CV=a; AB=DV=b;GH=IK=c, e le 
linee variabili VS = u; GI=J'; adunque DS:::::;y-;;::;:;;;,. 

La fimiglianza de' triangoli DVS, IKS fomminifira DV (b), 
DS(v~) :: JK (c). IS=!_vbb..t-uu, e perciò elfendo 

• 
CI= CV-+ VS -IS, farà ancora in termini analitici: 
CI=a-+u-.:..v~ 

• I triangoli fimili VSD, CIG mo{hano: 
vs (u). SD (v~ :: CI.IG (J') =ciy~, epo-

u 

n endo in quefia efpreffione di J' il valore analitico di C l, fi ottiene; 
(I ) J'= ~ y6b-t-uu -t- ybb-t-uu- .!!_- .:.'.'_ 

• u • 

Da quefia equazione differenziata rifulta: 
dJ'= ~ - adu ybr.:;;;. -+.::.:!.:!_-+cbdu-:.:!!. 

vu:+.: uu ybb:;';u ~~~ " 
cioè fatte le debite operazioni: 

dy=b(u1 -abb) du-+t( bb-11u )duy bb-+- "" 

""" y bb -+- "" 
Tomo II. Dd E 
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E il fecondo membro di queil:' equazione uguagliato a zero, 
conforme richiede il metodo de' m affi mi·, e de' minimi, moil:rerà : 

b( ul -abb) =c( uu-bb) v~ 
ovvero ·quadrando, e trafponendo, ec.: . , 

( 2) ( bb-cc)u6 -+bbccu4 - 2ab4 u3 +-b4 ccuu-+ (aa-cc) b6=o 
Prendanlì ad uno ad uno tutti i valori reali , e pofìtivi di 

u, che lì contengono nell'equazione ( 2), facciali la VS egua
le a ciafcuno de' fuddetti valorì di u , e congiungendo fempre 
i due punti S, D, lì alzi fopra la SD dal punto S la norma
le SP eguale ad a, indi dal punto P lì conduca la PG paralle
la alla SD, la quale PG taglierà la CA in l, e la CE in G, 
Egli è vifìbile , che la G/ è uguale al lato del rettangolo GHKI, 
e che tante faranno le G/, quante fono le radici · reali, e po, 
fitive dell' equazione ( 2). Ora io dico , che la maggiore di 
quefl:e G/ farà il lato mafsimo, che fi domanda. 

Il che era a ritrovarfi • 

CoROLLARIO I. 

SE i due lati del gnomone EF (a) , ed AB (b) fono tra lo
ro eguali, allora l'equazione ( 2) lì cangia nella feguente: 

( 3) ( aa-cc) u6-+ aaccu4..,- 2a5 u3 -+ a 4 ccuu "+ ( aa- cc) a6 =D 

la quale è il prodotto dell'altre due equazioni infrafcritte: 
( 4) ( aa-cc) ( u4 -+ 2au 3 -+ 2a 3 u-+ a4) -+nn ( 3aà- zcc) uu=:o 
( S ) uu - 1.1ru-+ an= o 

CoROLLARIO II. 

SE oltre l' effere a=b, è ancora c minore di a, · l' equazio· 
ne ( 4) à tutti i fuoi termini affetti col fegno pofitivo, don• 
de nalce , che tutte le radici reali deiJ' equazione ( 4) fono 
negati ve; laonde l'equazione ( 3 ) non à altre radici reali, e 
pofi ti ve, che le due dell'equazione ( ) ) , cia!Cuna delle quali 
è uguale ad a, e quindi lì fa manifetlo, che nel calo di que· 
fi? coro~ lario convien prendere VS =a per avere la maffima f~ 
d t cu1 .le fi brama l' efpreffwne analitica, pongalì a in vece dt 
b, e d1 u ndl' equazione (I), e fi avrà .t= ~av7- 1.c 
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c o R o I, L A R I o I II. 

M A fe tutte e tre le a~ b, c fono eguali tra di loro, il ter. 
zo termine d eU' equazione ( 4') diviene a4 uu =o, e trovafi u ::;o· 
Jaonde foftituendo zero in vece di u , ed a in luogo di b, ~ 
di c nell' equazione (I), fi vede J' =a 

Dal che li conofce, che prendendo Ja VS infinitamente pie~ 
cola, e immaginando fatta la coflruzione fpiegata nella folu~ 
ziorie , la bafe G/ dell' -angolo JCG è uguale ad a, e il lato IC 
dello fte!fo angolo è infinitamente piccolo. 

-Se poi in cambio di u li prende il fuo valore "' tratto dall' 
equazione ( 5), allora l'equazione ( I) fomminifi:ra nell' ipote. 
fi del pre!ente corollario. il feguente valore di Gl: 

y=z.av7 -z.a 
che è minore di a, altro valore di )' teflè trovato, mediante 
l' equazione ( 4) • ': 

. C OR O L L A R I O l V. 

A Llorchè GH (c) è uguale ad AB (b), l'equazione ( 1. ) ge· 
nera l' infrafcritta : 

114-zau3 -+bbuu-+( aa-bb )bb =o 
Le radici della quale ; ficco me quelle dell' equazione (t), 

fi trovano mediante il cerchio , e le fez ioni coniche. 

C O R O L L A R I O V. 

N El çafo del corollario III., vale a dire, allorch~ tanto b, 
quanto c fono eguali ~d _a; l'equazione ( 2) cfprime tutto in 
un tratto i due valon dt u, che fono zero, ed a; attdochè 
in tal fuppofizione l'equazione medefima ( 2) fi cangia in quefl:a: 
a4u4-za5 u 3 ~a6uu;o, cioè dividendo per a4 , eç, 

uu (u -a) 1 ;:o 

Dd~ l?RO· 
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R o B L E M 
Spettante al metodo ( *) dc' mn.Jfimi , e de' minimi 

(fig. II , e n ) 

A 

mAp prefenti n qualunque numero razionale intiero, o 
rotto, pofitivo, o negativo, ed m efprima l' uni
tl!., ovvero il numero 3, oppure il numero 4 ( tutti 
pofi ti vi). Sia la retta AB tagliata per mezzo in 
C dalla retta CF, che fa con elfa l' angolo femi. 

retto ACE; fi cerca nell' iftelfa CF il punto E tale, che ti
rate le rette AE , BE, e calata fopra AB la. perpendicolare 
?D, la quantità. BEm-AE"' fia un minimo, ovvero un mafiìmo. 

ED" 

p RE P A R A Z l O N E. 

LA data AC=CB fi chiami "' l'incognita CD=.DE .(per 
l'angolo femiretto DCE, e per l'angolo re.tto EDC) {ì nomi
ni x; {ì avrà AD=:± a-+ x, BD =a-+ x, e ( ~el teorema 

l 

Pittagorico ) BE= ( aa-+ 2xx-+ 2ax) 7, AE = (a a-+ 2xx -
I m 

2ax) 7, e per la condizione del problema farà ( aa-+ lxx-+ 2ax) ; 
m 

meno ( aa -+ lxx - 2ax) 7 divifo il tutto per x" eguale ad 
un minimo, ovvero ad un mailìrrio, e però differenziando que
fia quanrirà, eguagliando a zero la differenza di ella, e trafpo-
nendo, fì avrà: · ' 

!m . . , . 

nx-n- 1dx (aa-+2xx-f-lxx )7 meno mx-ndx(2x-+a)(aa-+ 
m-z -n-1 ... - m 

2XX-+ 1.tiX) - .. - eguale ad nX dx (aa-+ 2XX- ltzX) %' rrlCI10 
-n ·m-: 

mx dx (2x-a) (aa-+2xx-2ax) - 2 -. 'Equazione,chemo!
n-+• 

tiplicata per ~ e trattata ncl 
d x 

' · ( ') Opufçoli Calogier1L tomo XIX. pag. 369, 

d-:bito modo, diviene: 

n(aa 



AL TRATTATO DE' TaiANGOLI. :u3 
m-1. 

n ( aa-+ lxx-+ lax) ( aa-+- lxx-+ zax) - .. - meno m ( lxx-+-ax) 
m-z 

( aa-+ zxx -+ 1.ax) -. -eguale ad n ( a a-+- zxx-1.ax) (n a-+ 1.xx 
m-l m-: 

-ux)--;- meno m ( 7.xx-nx) (na-+7.xx- z.ax) ~'don
de nafce , fatte le dovute operazioni, quell' altra equazione : 

(A) naa-t-7.(n-m)xx-t-(7.n-m)ax divifo il tutto per 
naa-+ 2 ( n- m) xx- ( 1.n -m) ax eguale ad (nn -t- zxx 

m-2 m-z 
·- lax )-.-divifo per ( na -t- lxx-t- znx) --;-. 

Solu-{jone del problema, allorchè m fignificn il numero 3, 
O'IJVero i' unità • 

R lflettaft ora, che, fe m= 3, il fecondo membro dell'equa-
I 

zione (A) diventa ( aa -t- lxx- zax) 7 divifo per ( aa-t- zxx-to 
l . 

"J.n~t) 7, e fe m= 1, il fuddetto fecondo membro diviene ( aa-+ 
- I -I 

l NN- zax) 7 divifo per ( aa-+ zxx-+ zax) 7, cioè (nn-+ zxx 
I I 

-+ lax) 7 divifo per (nn-+ 2xx- zax) 7, di modo che qlfefi:a 
I I 

frazione ( aa-+ zxx =+= zmc) 7 divifa per ( na -+ 2xx -+ zax) 7 
corrilponderà al valore di m= 3 , quando in e Ifa lì prenderà 
ne' fegni dubbiofì il fegno fupe.riore, e lì riferirà al valore di 
m= I, allorchè ne' fegni dubbiofì valerà il fegno inferiore, lì 
à dunque per l' uno , e per l' altro cafo : 

naa-+ 2 ( n- m ) xx-+ ( 2n -m) ax divifo il tutto per nna-+'1. 
I 

(n-m)xx- ( zn-m)nx egualead ( aa-+ zxx=+=zax) 7 divifo 
l 

per (an-+ zxx +- 2ax) 7 , 
e quadrando ambedue i membri, lì ottiene quefl' equazione: 

( B) nnrz4 -+ 4n( n - m ) aaxx-+4 ( n-m) 'x4 -l-2n (zn-m)a3 
:x-+ 4 ( n~m ) ( 2n-m ) ax3-+ ( 2n- m ) ' iraux divifo 'il tutto 
per m~a4-+ 4n ( r1-m ) naxx -+4 ( n7m ) 'x~- zn (zn- m) aJ 
x-4(n - m) ( 21~-m ) n.-: 3 -i- ( zn -m ) 2tiOXX eguale aJ (aa-f-
2xX-+ 2ax ) di v ilo per ( nn-t- 2xx :±: znx) Fa" 
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Facciali ora: 
nna4-l- 4n (n-m )aaxx-+ 4( 11-m) •x4 -+( z.n-m) "naxx:t 

:z.n( ].n- m) a1x-++ (n-m) ( z.n-m) ""'1 ;:;u 
aa -+z.xx= z 
E l'equazione B lì ridurr'à a quella t -...u = :t!:pax 

-;::;. z=:!;oax, laonde mol-
tiplican~.lo in croce lì troverà : 

tz -+uz-+ 2axt -+ z.axu -:-tz- uz :::t= 2axt-+ zaxu 
cioè -+ 4axt-+ z.uz=o, vale a dire t ::t..:_~ =o, e follituen-

• .... 
do in quefi' ultima equazione in luogo di t , di u, e di z i 
loro valori efprellì di fopra, e operando a dovere, finalmente 
fi fcoprirà la formo la generale infrafcritta, ove nel fegno dub
biolo, il fegno fu peri ore ferve al calò di m = 3 , e il tegno in· 
feriore ·à luogo quando m = r . · · 

-+nna4 :± z. (n-m)( Z.H-m) aaxx:±4(n-m)(z.n-m)x• 
-+n(2n ..... m)a4,+ -+ ( z.n-m )'amor -+4( n-m)'x• 

:± 2n ( 2n-m) aaax 
=o -+4n (n- m) aaxx 

CoR.OLL~R.IO l. 

Quella formala facendo figura di un' equazione del fecond~ 
grado, ne iegue, .che qualunque fta il valore di n, ovvero d1 
m ( intendendo per m 1' unità, ovvero 3 ) il problema è ~em· 
rre iolubile mediante la geometria piana' purchè l'equazione 
J11edefima non contenga r;1dici immaginarie. 

c o R o L J.. A R I o II. 

SE m-3, il fegno du!>biofo :±farà. po!ìtivo, e la formola 
generale produrrà quefi:' altra: 

3n( n..,.l) ,.•-....( 16nn-.- 48n-... •7) '"'""-+•• (nn- 511-+6) x•=• 

c o R o L L A R I o I I I. 

L A formola del II. corollario equivale a quella: 
3ll(n-~ )a•oo+(4n- 3 )(4"-9 )Aaxx'*u (n-• )( •-3) x•==• 

Co-
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c oR o L L A R l o I v. 
E Gli è manifefl:o a chi conlidera la formola del III. corolla
rio , che nella fuppofizione di m= 3, fe n è un numero nega
tivo, ovvero fe n ~ uguale, o maggiore di 3 , il valore di x 
è immaginario; poichè in tutti quefl:i cafi i coefficienti di a4, 
di aaxx, e di x4 fono tutti pofi ti vi, a rilèrva del calo di n=j, 
in cui il coefficiente di x 4 è zero, e in quello caio ancora è 
chiaro , che il valore di x è immaginario. 

C o R o L L A R I o V-

s E m= I, il fcgno dubbio! o :± dee prenderfi per negativo, 
e la formala generale lì cangia nella feguente : 

n ( 1 -n ) a• - aaxx-+ 4" ( I - n ) x• =o 
c oR o L L ARI o VI. 

L• Ifpezione della formala del V. corollario mofl:ra, che quan
do m= I, fe n è un numero negativo, ovvero fe n è uguale, 
ovvero maggiore dell' unirà, il valore di :~t è immaginario, o 
rifpettivamente rinllo , perchè nel cafo di n maggiore dell'uni
ù, o di n negativo, i coefficienti di n4 , di nn xx, e di x'~ fono 
tutti negativi, e nel calo di n= I, fi annullano i coefficienti 
di a'1 , e di x4 • 

Primo cfempio di qttejla Joluzjone nel cafo di m= 3. 

P Ofl:o, che lìa m= 3,. ed n= I,- le formole del II., e III. 
corollario danno quell' equazione - saaxx-+ 24:Jt4 =o, e però 
in q ueflo cafo lì à x=;._ a v5, ed effendo CE= x y'7, farà 

ancora CE=.:, a v5 
v3 

y'6 

Secondo efcmpio nel cafo di m= 3. 

SE m=3, ed n=z, ambedue le formale del li., e III. 
co rollarìo lomminifl:rano l' equazione, che legue: 

6oa" 
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6oa4 - saaxx:o, cioè ~t= a ,/6 , e quindi CE::~ v7= 
vs 

T er:zy eftmpio pel cafo di m = I • 

O V e po1 fuppongafi m= 1 , ed n ;::::: .:_ , la formola del V • 
• 

corollario diviene!. a4 -aau-+ x4 ;:::::o, donde fi deduce ""'-
4 

,;_ na eguale a zero, ed x;::::: a v~, laonde CE: x v7 farà e-

guale ad a. 
Soluzione del problema, allorchè m=+. 

QUando m fignifiça 4, I' equazione (A) prende quefl• a· 
fpetto: 

(C) naa-+ 2 ( n-4) xx-+ 2 ( n-z) nx divifo il tutto per 
naa-+ 2 ( n-4)xx- 2 (n-z) ax eguale ad (aa- 2xx-1.ax) 
!li vifo per (an-+ zxx- 2ax) 
façciafi f= naa-+ 2 (n -4) xx; g;::::-z (n- 2) ax, e z..= 1111 

-+ zxx , e"1' equazione (C) iomminill:ra f - g = ~; da que-
f-g Z -laX , 

fia poi moltiplicata in croce, rifulta, fatte le debite elifiom,. e 
trafpofizioni, 411[x;:::::- zgz.., cioè f= =.E, e furrogando 1.0 

ZII X 

cambio di f, g, e '\ i loro valori , fi trova: 
naa-+ 2nxx- 8xx = -nGa-+ 2aa- znxx-+ 4"'~~' 

donde proviene 1 2xx -4uxx= 2naa- 2aa, e finalmente: 
(D) x =avn-x. 

C OR O L L A R r O, 

A Llorchè m:::::4, fe n= I, la x è nulla, fe n: 3, ]a x è 
infinita, e fe n è minore dell'unità, ovvero maggiore di 3 , 
oppure fe n denota un efponente negativo, in tutti e tre que· 
fii ultimi cafi la x è immaginaria • 

!i!_uar· 
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!f!..uarto c [empio pc l cafo di m = 4, 

P O fio m = 4, fe n = :z, l'equazione (D) fa conofcere x= 
17 

..: a v5' come appunto nel primo efempio • 
.. v'i 

fèinto c [empio pc l cafo di m= 4. 

Pofio m=4, fe n=~,l'equazione(D) mofirax=av6, 
17 -..:::;--

come nel fecondo efem pio. V 5 

Scflo cfcmpio pc l cafo di m= 4. 
p O fio m= 4' i e n = 2 ' l' equazione ( D) mofira Il= a vZ, 

.. 
come nel terzo efempio. 

E' cur~ofa l' un~formit.à, c~e s'incontra paragonando il quar
to efe mp10 col pnmo, 1l qumto col fecondo, e il fefio col 
terzo. 

Settimo cfcmpio pc! cafo di m=4· 

P Oflo m =4, fe n=~, quefi' efpreffione di n introdotta. 
2rr-t- 1 

nell' equazione (D) fa fcoprire x = ra. 

ScoLI O. 

PEr indagare fe il valore di 11 fomminiflrato dalla foluzione 
del prefente problema corrifponde ad un minimo, ovvero ad un 
mafftmo, convien prima foflituire lo fidfo valore di x in quefl:~ 
efprelfwne : m m 

(E) (aa-+2xx-t-2aK)7- (aa -i-2xx-2ax)7divifo il tut-
to per x", · 
e poi fofiituirvi in luogo di x una quantità poco differente dal 
valore di x, che la loluzione del problema à dato. 

Se la quantità (E) colla feconda fo ltituzione divien mag
giore, che colla prima, il valore di x fi riferifce ad un minimo, 
ma fe la quantità (E) divien minore colla feconda foftituzio
ne, che colla prima, il valore di x conviene ad un mafftmo. 

Tomo II. Ee PRO-
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p R o B L E M A 
Concernente il metodo de' majfimi, c de' minimi (fig. 13) 

. ""'"""'""""""'' la l'angolo ( ") dato rettilineo F AG, e in elfo dato il 
cerchio C, lì cerca la tangente di quefl:o cerchio, 
che lìa la minima delle comprefe nell'angolo dato. 

PREPARAZIONE, 

S I concepifca tirata la minima tangente FG colla fg infini
tamente vicina, le quali tocchino nel medefimo punto T il 
(}aro cerchio confiderato come un poligono infinitilatero, eta· 
gli no i lati dell' angolo dato refpettivamente in F, G, e in f, 
g ; lì prolunghi il raggio CT , finchè incontri in M il lato 
.AF, e dal vertice .A lì cali fulla tangente FG la normale AO; 
indi coi raggi TF, Tg lì deferivano i due archi infinitelìmi 
FH, gl, il primo de' quali taglia la fT in H, e il fecondo la 
TG in L. 

Ciò fatto lì conlìderi 1 che pe' triangoli lìmili fHF, FOA fi 
à!.!!. = Ao, ficcome pe' triangoli GLg, GOA parimente fimili, 

Hf FO 

gL = AO, e per confeguenza {i ottiene que!la proporzionalità 
LG CO 

!li:. gL :: ~ • ~~: ma per la natura del minimo Hf:= LG; 
H! LG FO GO 

adunque ~ luogo quefl:' altra proporzionalit~ FH . t,L : : _;_ • 
' FO 

_r_ :: GO. FO. Ora per la fimilitudine de' fettori TFH, TgL 
GO 
fi à FH. gL :: FT. Tg :: FT • 'fG; adunque FT . TG : : 
GO . FO ; ovvero ponendo FG- FT in luogo di TG , ed 
FG- FO in cambio di GO, ne viene FT. FG-FT :: FG 
- FO • FO, e per la compofizjon contraria di proporz.jone FT · 
FG: : FG- FO. FO; adunque FT = FG-FO, e trafponendo; 

(x) FG=FO-+FT 
Co-

( •) Opufcoli Calogierà tom. XXVII. pag. ~79· 
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c o R o L L A R l o I. 

TOgliendo FO dall'uno, e I' altro membro dell' ultima equa
zione, fi vede OG= FT, e togliendo FT da ciafcuno di dee
ti membri, lì à TG=FO. 

C o R. o L L A R I O I I. ( fig. I 3 ) 

PRolungando. TM. fine h~ i~contr~ in N l' altro lato .AG pro
dotto, la fimd1tudme de tnangoh FTM, FO.A fomminiflra 
F;!.?=T.!!, e la fimilitudine de' triangoli GOA, GTN, fa cono-
Fa AO 

fcere ~-~: ma per l'antecedente corollario OG=FT, e 
TG TN 

TG=FO; adunque ~=~, e perci~ ™=1E; laonde ..110 
FO TN AO TN 

è media proporzionale tra TM, e TN. 

c o R o L L A R I o I II. 

Sr è trovato di fopra FT. TG:: GO. FO, cioè FT. TG:: 
AO . Ao; fi à in oltre Ao=MT, e AO=NT, adunque FT. 
Fa Co Fa TF Go TG 

TG : : MT . NT, e per confeguenza TG x MT = FT x NT, donde {i 
IT TG TF --m-

deduce TG'= FT'. 

Nf MF 
C O Il o L L A R l O l V, ( fig. I 3 ) 

QUindi nafce il teorema feguente: 

TEOREMA. 

SIa l'angolo dato F.AG, eia fua lòaotefa pari mente data FG, 
dai punti efiremi della quale s' alzino lui lati dell' angolo le 
normali FK, GK, che s' incontrano in K, dal qual punto lì 
cali topra la fottotefa la perpendicolare KT, che taglia la FG 
in T, e dal punto C prelo ad arbiuio fulla normale TK (pro
lungata indefinitamente, le così fi vt:ole torto, e fopra il pun
to K), fi deferiva un cerchio col raggio CT; io dico , che 

Ee z. la 
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la data fottotefa. FG è un minimo rilpetto all' altre tangenti 
del medefìmo cerchio. · 

Imperciocchè prolungando verfo A . la norm;tle KT, finchè 
t a gl1 in M, e in N i due lati dell'angolo dato (uno de' qu~ 
li è pro lungato) , fi à per la collruzione KT =.!:C:~., e pa· 

NT 

rimente KT = FT' ; adunque~= F!._, e pel corollario pre-
MT NT MT 

ceJente la tangente FG è un minimo • 

C O R O L L A R I O V. 

SE il raggio CT diventa nullo, in modo . che tutto il 
cerchio fi rdlringa nel punto T del contatto , egl i è chiaro, 
che tuttavia fuffiltono le cofe finora ritrovate, ·e la fottoteft 
FG è la minima di tutte l'altre rette, che paffano pel pun: 
to T, e fono intercette fra i lati dell'angolo dato F 4G. 

C O R O L L A R I O V J, 

SE la minima fottotefa FG è data, e in elfa il punto T, 
che la divide in due parti diiuguali ; allora l' angolo F AG non -
farà dato, ed avrà luogo il teorema infrafcritto, la dimoflra· 
zione di cui dipende dal I. corollario. 

T E oR E M A. 

DAta la linea retta FG div ifa inegualmente in T, fi tagli 
dalla di lei parte maggiore verfo l' eflremità G la porzione 
GO eguale alla parte minore FT, e dal punto O fi alzi la per; 
pendi colare inddìnira OA, da quallìvoglia punto ddla quale, 
v. g. da A fi tirino le due linee .AF, AG all' ellremità ddl_a 
linea data; io dico, che la medefìma data linea FG è la !lll· 

nima di quante poffono paffare pel punto T, e rimanere in· 
tercette fra le linee AF, .AG prolungare verlo F, e verio G. 

SO L U Z I O N E J. D E L p R O 8 L E M A (fig. I 4) 
S \ ; 

Uppofie le cofe ritrovate nella preparazione, e una parte 
ddle linee efprdfe nella fig. I 3·, dal centro C del dato cer· 

chio 
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chio fi tiri ad uno de' lati dell' angolo dato, v. g. ad AF la 
normale CP, la CQ. parallela all' altro lato AG, e la CR pa
rallela alla tangente minima FG. 

Sicno le linee cognire CP=a, P !i?.,= b, PA= c; il raggio 
CT=r, e le linee incognite PR-y, e CR=x=v;;-=:;-;;.• 

I triangoli lì m ili RPC, RCM mo!tr.mo: 
RP(y).PC(a) :: RC(x). MC=:::_;laondeMT=~ 

y y 
A cagione delle due para! elle FT, RC lì à: 
TG ( r) . RF : : MC . MR : : PC (a ) • CR (x), e quindi 

RF=.!!..., ed AF=AR-RF=ac-+- ay-rx 
4 4 

l tri.lngoli lìmili CPR, MTF, AOF Janno: 
CP (a). PR (y):: MT (~-=..2J. FT=~x '! 

y .. 
CR (x) • RP (y) : : AF ( •c-+-ay-rx) • FO = arr+· 'YY-'"Y 

Il 4X 

In fine i triangoli umili Rfi!.._C, P /IG fanno conofcere : 
Rfjj_(J'-t-b), RC (x) : : AF ( •c-+-ay-<x ) , FG= ..!__ ( ar-+cty~rx) 

a a y-+b 
onde fofl:iruendo nell' equazione (I) in vece di FG, FO, FT i 
luro valori analitici , fi !copre quell' altra : 

.!._ (•c-+-•y-rx) = '"!-+-·"J)I-I'XJ' -1-=:! 
• y-+-b ax • 

e moltiplicando l'uno, e r altro membro dell' ultima equazio
per ax (J'-+ b), ne proviene: 

( z) xx ( ac-+-.•y- rx )=(r+6 )( "'.1-+-nyy-+axr- Z'<J') 

Pongalì in quelt' equazione in vece di xx il fuo valore J'.Y 
-+an, e fatte le debite operazioni li troverà la feguentc: 

( 3 ) •y' -+ zaly' -+- •hc7 -+-• ' b -•'•=rryy-+- zbrrt- aarx 

che conduce ad un' equazione del fello grado, per la collru
zione di cui mi varrei deli' iperbola equilatera riferita al pri
mo diametro, che è uguale za, alla quale fpetta quell' equa
zione .J'.J'= xx- aa, facendo le di lei abfcilfe eguali ad x, e 
l e di lei ordinate eguali ad .J'; indi colle Il effe coordinate de
{ criverci la curva del iècondo ?,e nere , la di cui natura vien' 
efpreffa dall'equazione ( 3) , .Egli è vifibile, che quefle <lue 

cur-
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curve danno colla loro inr&rfezione uno , o più valori de ter
minati di x, e di )', tra' quali dovr'1l. fceglierfi quello, che 
fomminillra la minor tangente , e quefl:a far'1l. la minima di 
tune l' altre , che fottendono l' angolo dlto • Il che dovea 
farfi, 

S C O L l O I. ( fig. 14-) 

SE l' angolo dato foffe ottufo , allora il punto ~ cadrebbe 
di 1'1!. dal punto P per rapporto al vertice A, e la P Ii!_ (b) 
di pofitiva diverrebbe neg'ltiva; di modo che nell' equazione 
( 3) dovrebbero cangiar!ì i fegni di quei termini , che conten· 
go no la lettera b. 

Similmente, fe il punto P, in cui la normale CP incontra 
il lato AF, cadeffe nel prolungamento di elfo di là dal punto 
A, in tal èafo la AP (c) diverrebbe negativa, e fi mutareb
bero i fegni di quei termini, che fono affetti dalla lettera c. 

c: o lt o L L A l\. I o I. ( fig. 14) 

J Mn,aginando annullato il raggio CT ( r) in maniera, c~e 
rutto il cerchio fi refiringa nel centro C l' equazione ( 3 ) dt· 
verrà la tèguente ; 

( 4-) )' 3 -t- 2bj')' -+ be)' -+ aah-aac =o 
Il pur1to T del coJ~tatto cadr4 nel centro C, e la tangente 

:FG diventerà la fottotefa RS, che è la retta RC prolungata, 
finchè incontri in S il lato AG J. e in virtù dell'equazione (4) 
~ troverà la linea RS minima fra t.utte l'altre , che paffano 
rpel punto dato c J ç reflano intercerte tra i lati dell' angolo 
dato RAG. . . 

C o a o L L A R I o I I. ( fig. 14 , e 1 s ) 
E Se di più l' angoloR.AS è retto, allora la fi!.!' (b) fi annienta, 

~ -
e dall' equazione (4) rifulta f 3 = f!t1C, cioè RP =v PC X A~ 
tirando pofcia dal punto C la CV parallela al lato AR detl 
angolo iettQ da t Q RAS, fi avrà l• angolo CSV eguale all' an
golo RCP , e per confeguenza RP • PC : : CV , V$, ovvero 
. - fu~ 
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J 

furrogando in cambio di RP il fuo valore VPC'XAP, cioè 
J ~ 

y'Pc xcv, fi vedrà v~. PC :: CV. VS; adunque VS = 
~ 

3 PC X cv._, e confeguentemente VS = v PC X c v• • 
v "P~ 

c o R. o LL A R. l o I II. (fig. rs ) 

D A ciò proviene il teorema , che fegue: 

TÉOREMA. 

S la fatto colle due rette date CP, e CV, il rettangolo PCV A, 
i due lati del quale AP, ed AV fi prolunghino inddinitamcn
te di là da P , e di ìà da V per rapporto al punto A; le pel 
punto C fi tirerà la rena RCS, che taglia in R il lato AP, 
e in S il lato AV, ed è la minima di tutte quelle, che paf
fano pel punto C, e rimangono intercette fra i fudderti lari; 
io dico, che la- porzione RP del lato AR làrà la pr[ma, e la 
porzione VS dell' altro lato AS farà ia feconda delle due me
die proporzionali tra le due rette date CP, CV. 

COROLLARIO IV. (fig.I6) 

L'Equazione (4) fi coftruifce femplicillimamente, defcrivendo 
tra i lari dell'angolo dato, come alìmptori un' iperbola, che 
paffi pel punto dato C, e tagli in O il cerchio COAC defcrit
to lopra il diametro CA; ~mperocchè congiungendo i due pun
ti C, ed O con una retta , che ragli i Iati luddetti in R , e 
in S , ne fegue per la nora proprietà dell' iperbola , che la 

. porzione RC è uguale alla porzione OS; ma a cagione del 
cerchio l' angolo A OC è retto ; adunque AO è normale fopra 
la RS, e -confeguenremente pel I. corollario della preparazio
ne, la RS è la minima di tutte l' a'tre rette, che pa!fano pel 
punto dato C, e lottendono l'angolo dato RAS •.. 

CoROLLARIO V. (fig. r:;, e t6) 

S E l'angolo dato A è retto, cioè le il paralielogrammo CV Afi!.. 
. è 
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è rettangolo, l' iperbola, che palfa pel punto dato C è equila
tera, e quindi deriva una maniera elegante, e geometrica di 
trovare le due medie proporzionali , e infieme la colhuzione 
non geometrica dello ftdfo problema praticata da Filone Bi
zanzio, che. lenza valerfi de!!' iperbola cercò meccanicamente, e 
( come fuol di dì ) tentando, le due linee eguali RC, OS. 

Quefia antica veritl!., che inafpettatamen~ç , e per nuove 
ftradc qui fì prdenta, ·renderà p1ù grata agli eruditi la mia 
foluzione. 

S O L U Z I O N E II. ( fig. If) 

N Ella precedente foluzione fì è trovato PG=..!.. (#r-+.ry-r"); 
a y-+b 

adunque il logaritmo del primo membro di queft' equazione è 
uguale al logaritmo del fecondo membro, e per la nota pro
prietà de' logaritmi fi ottiene: 

log. FG=Iog. x,.....log. ( ac,.....ay-rx) -log. (y-+-b )-log.a, 

e differenziando, come fì fa nell' efpreffioni logaritmiche, ne 
viene: 

Jif. FG = àJt -+aày-ràx- ày 
FG 7 ac-+•y-rx y-+b 

Ma per la condizione del minimo, dif. FG =o; adunque an
nullando il primo membro di quel!:' equazione, e trafponendo: 

Jy :;: dx -4- ady-rdx 
y-+ b 7 tic -+ "Y.;_ rx 
Ma elfendo "'=v~, farà J, = _z_dL. = 7 dy ;adunque 

v;;=+:: x 

furrogando nell' ultima equazione yJy , in cambio di J,, fi à: 
x 

_2_=ydy-+ axdy-.!!dy 'e moltiplicando per .::!.. 
y-+ b xx ACX-t-uyx-rxJt ày 
~=.f-+ ~::-....::2.., e in fine moltiplicando per (y-t-b) 
j-+b ac-+ay-rx 

(ne-+ ay .... r,) ne nafce: · 
xx(t~<-f-11)'-rx )=(J-+- b) ( 11<)' -+ayy-+axx- mry) 

appunto, come nell' equazione ( 2) della prima foluzione. Il 
çhe dovea ritrovarfi. 

So-
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S O L U z I O N E Il J. (fig. 17, C I S) 

S Ia PG la minima tangente, che incontri in p , e in G i 
lati dell'angolo dato FAG, dal centro C del dato cerchio pa!li 
pel punto T del contano la retta CN, che tagli in M, ed ill 
N i due lati fuddetti , e lìa anch' elfo~. tagliata perpendicolar
mente in Z, e obliquamente in E dalla retta AZ. parallela al
la tangente minima, e dalla AE normale iopra la retta CA, 
che congiunge il centro c al vertice A; tiriiì poièia pel me
defimo centro C la retta BCD parallela ad ..1/E, che iega in 
B, e in D i lati dell'angolo dato, e dal punto A iCenda !0-
pra la FG la perpendicolare AO, che incontra la BD in V. 

Si facciano le linee cognire BC =m, CD =:n, Cll=p, il 
raggio cr=r, e le linee incognite CZ=u, .AZ;= z. In vir
t~ dell'angolo retto CAE, e della perpeudicolare AZ, che ca
de full' ipotenufa, faranno CE=.AV=!!..., ..AE=CV=p-.:, c 

• 
pp-uu=zz 

Per la fimilitudine de' triangoli BV .A, BCM lì avrà: 
BV(m-t-P-.:) • ..AV(f:EJ :: BC(m).CM= mpp 

u u m•-+-p-.: 
adunque MT=Mc-Tc= ~~'e ZM=cz-ZM 

mu-t-p>: 
=.,.,.....pm:-mpp =p,.-.:-rm::t 

mu-t-pz mu-t-p-.: 
I triangoli fimili .MZA, MTF daranno : 

MZ (puz "'"'~) • ZA ( z) :: MT ( mpp~m•,.-e,~) • TF = 
~ ..... ~ --+-p.: 

"'Pf-m""-1"~ 

~" ;;r: che in avvenire ne' fegni ambigui il fuperiore dea 
valere per la figura 17, e l'inferiore per la figura 18. 

Ora per la ftmiglianza de' triangoli DV A, DCN far!!: 
DV (n=+ E.) . AV (o..) ::DC (n). CN= ...:!.f.!._, e perciò 

u • ~~~ 

'NZ=CN-CZ="fP-nu•-:+p""'=""'"'-"'"'' c la fimilitudine 
'"'-+/!?. ""~fo: 

de' triangoli N.IJZ, AOG tarà vedere .: 

Tomo II. F f NZ 
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NZ(~I'"")· ZA(z) :; .AO(u-r). OG= ~-+.e~Mt-n .... ~ 
~~~ . ~~~ 

ovvero, il eh~ è la fieffo, OG=prz-pu.,-+nuu~"""• 
pu~m: 

Ma pel I. corollario della preparazione , rr= OG J. adunque 
eguagliando i loro valori, ne riiulta: 

( S) mpp- mru- prz. = prz. -puz.""!""""~""' 
}14-mZ. P"~nz. 

Equazione, che compete ad una curva del fecondo genere, 
fìccome l'equazione uu-+z.z-pp=o, la quale nafce dall'an· 
golo retto CZ/1 appartiene al cerchio, che à per iuo raggio 
p, e le di cui abfciffe prendono dal centro la loro origine. 
Defcrivendo pertanto colle medefime coordinate u, e z quello 
cerchio , e la lopraddetta curva , le loro interiezioni daranno 
la CZ, o la //Z idonea allo fcioglimento del problema. Il che 
dovea farli . 

C O Il O L L ARI O l. {fig. 17, 08) 

PRima, che la cn (n) di pofi ti va, com' effa è nella fig. 17, 
divenga negativa, come è nella fig. 18 , dee diventare infini
ta, e ciò accade, quando l' angolo CAD è retto; in quello 
calo debbono confiderarfi come m.ùli tutti i termini di quella 
frazione, che cofiituifce il fecondo membro dell'equazione (5), 
ne' quali non ritrovafi la n, di maniera che lo fieffo fecondo 
membro diverrà.: 

:±nuu::::;:nru, cioè uu-ru 
=tn~ z 

c oR o L L A R I o I I. 

RIducendo l' equazione ( 5) ad un' altra, che contenga un~ 
:!ala incognita, fi giungerà ad un' equazione di fei dimenfiom; 
ma fe il raggio r è nullo , e fi cerca la · minima fottotefa dell' 
angolo dato, che paffl pel dato punto c , allora l' equazione 
( s) diviene la feguente : 

mpp = =!:: nuu -1"''J! 
p;;=.~ /"' -+;;;"" 

dalla quale trattata a dovere fi deduce: 
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::!: mnpp-+ (p p:± m n) uu = ( ~-::~) puJ 

d d · · b · d' v:,;;=;;, · r e qua ran o 1 mem n 1 quelL ultima equazione, 1e ne tro-
verà un'altra del fefto grado, ma priva di quelli termini, o ve 
l' incognita afcende a dimenfioni impari, la quale farà per con
feguenza equivalente ad un'equazione del terzo grado. 

SoLUZIONE IV. (fig. 19) . 

S la FT la tangente, che fi cerca ; dal centro C del dato cer
chio fi tiri al punto T del contatto il raggio CT , che pro
lungato tagli in M, ed N i lati dell' angolo dato ; fopra i 
quali fi calino dallo fteffo centro le due perpendicolari CP, CX 
colla CQ.. parallela al lato AG, e la CV parallela al lato AF, 

Sieno le linee cognite CP=a, cx==c, PQ_==b, ..41i!_=cr; f, 
CT=r, e le incognite CM=y, CN=x 

I triangoli fimili MPC, MTF fanno conofcere 
MP (v'YJ-"") . PC (a) :: MT(.)'-r). FT '::a ( !::=..!); a. 

dunque fi ~..!!: =aa(y- r) 
v-;;=;;;. 

MC yy-a11 
I triangoli fimi li NXC, NTG moftrano: 
NX (v~).çx(c) :: NT (x-r). r.ç=e<x-r); adun

que TG'=cc~ 
y-;;.;:;; 

NT xx_,, 
Ma pel III. corollario della preparazione~=~; adun-

NT MT 
que in termini analitici ee(x-r)= aa(j - _r) , e fatte le necef-

farie operazioni ne viene: 
xx-et .YY-"" 

(6) -"')'}'-.:,:. yxx-r)')'-+ ~ r-xx-+Aa}'-aax =o 
et ,, 

Di pià i triangoli fimili R_CM, VNC fomminillrano: 
CN(>r). CV(j) ::MC (y). Mfi!..= y-;;=;:,-b, e percill 

X' v»_::;; -xb = fr, e trai ponendo ' indi quadrando ' c poi di 
nuovo rralponendo : 

(7) XX)'j'-Jfj.J-2bfx.t-(aa-+bb) xx=o 

Ff2 Si 
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Si noti ora, che èlfendo fimili i triangoli CPfl., c xv, per
chè gli angoli in P, e in X fono retti , e gli angoli in ~'e 
in V uguali a cagione del parallelogrammo Cfl.AP, fi à CP' (aa). 
CQ.'(na-+bb) :: ex• (et'). CV' (ff); laonde aa-t-bb=3_, c , 
l'equazione ( 7) può efprimerfi così: 

( 8) XX)')'-Bf.J'- aaff XX- ?.bfx.J' =O 
u 

E' chiaro, che l' interfezione delle due curve rapprefentate 
dalr equazioni ( 6), e ( 8) darebbe lo fcioglimento della que
ftione ; tuttavia denotando l'equazione ( 8) una curva del ter
zo genere, mancherebbe alla coftruzione quella iemplicità, che 
richiedono i geometri. Adunque tenterò di dtdurre da quefia 
quarta loluzione altre maniere più femplici di coftruire il pro
blema ; ma prima accennerò l' ufo , che può farli del II. co
rollario della preparazione per ottenere l'equazione ( 6) . 

. . Altra maniera di pervenire alla quarta foiHz:jone 
(fig. 19 ) 

D Al vertice A cada fulla tangente FG la normale .AO. 
Pel I. corollario della preparazione OG'= FT'= aa(y-.!1 • 

· yy-ail 
Pel II. corollario della preparazione AO'=TMX TN= 
=C.r-r )(x-r) 
Per la fimilitudine de' triangoli NXC, AOG ottienlì: 

. Nx·.(x~-ee). xc'(ee) ::~o· [Cr-r) (__,.)] •oc•cn;c~-;; ;) 
e moluphcando . per ~ 1l . fecondo antecedente , e il iecon

Y-• . ::· 
~o confeguente di quefi' analogia , ne proviene quella , che 
tegue: 

xx-ee. ee:: (x-r) (.r.J-aa). All.f-aar 
il pr~dò~to. degli .ell:r~mi della qu~le eguagliato al prodotto de' 
mezz1 da l equazione ( 6). Nel nmaneme fi continuerà come 
fopra fi è fatto. 

Co· 
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Cojlruz.jone del problema derivata dalla quarta 
Joluz.jonc 

D I vidafi per x~ l' equazione ( 7), e fi avrà: 
J'}'-i!z- ~bb- bo-aa =o 

:ve " 
FacciafiM~.(!Y)=:z, e l'antecedente equazione diverr~: 

" ( 9 ) J'.i-zz- 2bz.._-bb-tta=" 
che appartiene all' iperbola equilatera riferita al fecondo dia
metro, il quale è eguale a 2a , effendo }' I' ordì nate, e z l' 
abfèiffe. Il valore di x = fy foftituito nell' equazione ( 6) la 

:>: • 

trasforma dopo fatte le . debite operazioni in quefta.: 
( 10) }'}'Z-!'E;-~-+ ~-+ •afry -aaz~o, 

f u f ,. 
che conviene ad una curva del fecondo genere; adunque l'in
terfezione di qnefia coli' iperbola equilatera dell'equazione (9) 
determinerà il valore della f , e della =\.., proprio a rifol vere 
il problema • Il che dovea farti. 

Se l' angolo dato FAG è acuto, conforme :tpparifce nella 
fig. 19. , allora la diftanza tra il centro dell' iperbola equila
tera, ed il punro, in cui l'ordinata !èga il fecondo diametro di 
. detta iperbola, è uguale a ~-+ b; ma fe l' angolo da t o è o t tu
fo, la medefima diftanza è eguale a z.. -b ; e perchè in que
llo cafo la b dinnta negativa , dee cangiarli nell' equazione 
(9) il fegno, che precede il termine 2bz._; ovc poi 1' angolo 
FAGlia retto, la b lì annulla, e fvaniiCc. 

In tutti quefli tre cafi l' apparenza litteràle dell'equazione 
( 10) rimane invariata. 

s c o L I o I l. 

L• Equazione (9) pu~ cangiarfi in un· altra , che lia al cer. 
chio, e l'equazione ( ro) in una, che contenga le medefime 
.coordinate, e fia aJ una curva del fecondo genere; imperac-

. chè fupponendo )' = ~ , e z.. =!!_-=l:;, quefii valori di}', e di 
l 

z..in-
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z 1nrrodottl nelle fuddette equaz1om faranno, che l. equazto· 
11C (9) divenga SS-; tf-~a =O , purchè . fi OJ?~n neJ. de
bito modo, e che l equazwne (IO) ft muu nell mfrafcntta: 

"" ( 11t-bs)- r (ill-61) • -•"fi ~ s (•t-+61) '-+• '/rst-rs( llt-Ìu) =Q r -.;-- r -;;-
similmente ponendo nell' equazione yy=xx-aa' e nell' e

quazione ( 2) ( che fervono amendue per la prima foluzioue) 
,, in luogo di y, ed "" in cambio di x , e operaRdo col do-- -l • . 

vuto avvedimento, la prima di dette equazioni fi trasforma 
in quella tt=aa-ss, che è al cerchio, e la feconda diviene: 

"" ( acs -•at-aar )=(at-bs) ( tst-+•tt-at- 21lrt) 

laonde fi fa manifeflo, che nella prima foluzione ancora pu~ 
collruirfi il problema mediante r interfezione del cerchio ' e 
di una linea del fecondo genere • 

Altra cojlruz.jo11e del problema dedott4 dalla quarta 
foluz.jone (fig. 19 , e 1.0) 

SI moltiplichi r equazione ( 8) per...!!._, e ne rifulterll: 

ee- tt/F - .::J!- 2 ':::[ = 11 
""'YJI 

xx yy xy 

facciafi :f. =s, cioè x=![, ed 1. =t, ciocrj =1., e dall'equa· 
l< l 7 l 

zione precedente, dopo averla. trafpofla, nafcerà: 
ss-.+ tt-+ :.!::::_ -ees=o 

4 . 
Ma fe la linea VX nella fioura. 19 {i chiama g, la fimiglian· 

za de' triangoli CPQ_, CXV fa ~ono l cere CP ("') • P !i!_ (h) :: CX. 
(e) • VX (g) ; adunque !:. = g, e l' uitima equazwne prende 

Il 

quella forma : 
(II) ss-+tt-+ zgst -ee=o 

-f-
ficcome l' equazione ( 6) per l' in traduzione di :.! ·in vece di :1t' 

s 
• di :!. in luogo di y fi cangia ( fatte che fieno le debite ope· 

• ra· 
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razioni ) nella fegueme : 
:Z.Jl 

(I 2) aHI - estt - frss -+ fm-+ effs- nftt =o 
Dd c rivali ora ( fig. 10 ) col raggio C X= e il cerchio .APXA, 

dal di cui centro C lì uri la lecante CV, che formi col rag
gio ex, e colla tangente Xf/ il triangolo XCV fimile , ed e
guale al triangolo, che è norato colle Hefii: lettere nella fig. 
19, onde anche nella fig. 1.0 laranno XV-g, e CV=f 

Quella medt:lìma retta CV fìa la linea dt:ll' abiCilfe ( s) , e 
prolungando in R la tan~enre Xf/, l' angolo ottufo CVR lìa 
quello, che fanno l' abic1lfe coll'ordinare (t ) ; io dico, che il 
cerchio APXA è il luogo dell' equazione (I 1); imperocchè ti
rando pa~allela atla Rf/ i' indeterminata PO, che taglia il cer
chio in P, e la linea dell' abfcilfe in O, e prodotta incontra 
perpendicolarmente in H il dian.ecro AX, fì à CV (f) . VX 
(z) :: co (s). OH=~; adunque PH=PO (t)-+::.. 

f f 
Si à eziandio cv (f) . ex (e) : : co ( s) • eH=:.!., e per la 

f 
natura del cerchio fivede CH'(!!.!!)-+PH'(tt-+~-+!!!!.)= 

ff f ff 
ex' (ce)' cioè trafponendo: 

( ~gg )ss-+ 11-+ ~ -ee=o, che per l'appunto è la fielfa 
ff f 

equazione (I 1 ), mentre la frazione litterale ~~ è uguale all' 

unità, ovvero ce-+ gg jf, a cagione dell' a{golo retto cxv. 
Se dunque fulla linea dell' abfciffe CV, e coll'ordinate, che 

facciano colle medelìme ab!Ciffe un angolo eguale all' angolo 
CVR, fi defcriverà la curva del fecondo genere , a cui con
viene l' equazione (I 2); egli è evidente, che l' interfezione 
del cerchio APXI'l con quet1a curva fomminifirerà il valore di 
s , e di t , e per conieguenza di x =:f.. , e di 1 = :f.. ido-

' i l 

nea a fciorre il problema . Il che dovea fadì • 
Ove l'angolo dato FAG nella fig. I9 lìa ottufo, il punto 't' 

dee cadere lotto X, e perciò nella fig. 20 la retta CV taglie
rà la tangente XR prolungata fotto il diametro AR, la f/X 
(g) diverrà negativa ( perlocchè dovrà mutarfi nell'equazione 

(Il) 
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( 11 ) il fegno , che affena il termine zgtr ) e l' angolo Cf/R e_, 

l 
guale a quello delle coordinate far~ .acuto. Ma fe l' angolo 
dato F.4G (fig. 19) è rmo, il punto V ~anto in quefl:a figura, 
quanto nella fig. z.o coincidt: col punJo X, l'angolo delle co
ordinate è retto, e n~:ll' .equazione ( u) f vanifç~ il termine !!!!.· 

l 
In tutti e tre gli acc~nnati s::afi l'equazione ( .f ~) conferva 

il mr:defimo afpetto. · 

ScoLlO III. 

SE il raggio r è nullo, l'equazioni ( 9), e (Io) condurran
no ad un'equazione del terz.o grado, ove apparirà la Jol;t in
cognita z; .e l'equazioni (l I) , e ( 12) maneggiate a d"overe 
faranno otrener.e un' equazione del feflo grado, nella quale 
farà una fola delle due incognite s, ovvero t, ma quell' e
quazione equivaler~ ad una del terzo grado, poichè in effa 
non avranno luogo quei termini, che contengono 1' incognita 
elevata a impari dimenfioni. 

Fi.e tMf .llppmdicç 111 trattato Je• triangoli, 

AL-
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DEc: tr~ SPAzr 

RIFLESSIONI 
IN OCCASIONE 

DELLA Q..UADRATURA 

DEGLI SPAZJ IPERBOLICI 
Di qfla/unque Jpecie , colla dimoflraz:jon~ 

del calcolo Integrale • · 

.i\.VVERTIMENTp, · 

O defidero., che il prefente fcritto fi<l para. 
gonato con quello del fu .sig. Varignon, 
inferto nelle inemorie dell' accademia reale 
di Parigi per l'anno 1706." , alla pag. 1 h 
e feguemi dell' edizione d' Amfterdam • 

T E o R. E M A. 

S leno le due infrafcritte ferie di quantità : 
( P) .A , ,B , C , D, E , F , G , H , I, ec. 
( Q) a, b, c , d, e , f, g , h , i , ec. 

alle quali competono le feguenti pròprietà: 
Primo, ambedue le ferie co!lano d'un egual numero di ter· 

mini, che può effer anche infinito; 
Gg 2 s~ 
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Secondo, .i termini della ferie (P) fono tutti poti rivi; 
Terzo, i termini della ferie (Q) polfono effe re o tutti 

pofirivi, o tutti ne~ativi, ov~ero polfono ~lfere ~ri.ma ~ofiri
vi fino ad un termme, che e zero, e pot negauvt, o 10 fi. 
ne polfono elfere prima negativi fino ad un termine , che è 
zero, e polèia pofìtivi; 

Quarro, la diffc:renza di due termini proffimi della ferie 
(P) è fem pre eguale alla differenza de' due termini proffimi 
corrifpondenti della ferie ( Q); 
· Ci~ pollo; io · dico, che qualunque termine della ferie (P) 
meno qualfivoglia altro termine della medefima ferie, è uguale 
al termine corrifpondente della ferie (Q) meno il termine di 
elfa, che corrifponde all' altro termine della ferie (P). 

AvvE.R.TIME.NTO. 

QUando qualche termine della ferie (P), o della ferie (Q), 
o d' ambedue , è ztro, il medefimo zero .fi confidera co

me un termine pofirivo, ovvero come un termine negativo, 
fecondo l'indole particolare delle medefime ferie; imperciocch~ 
.:-+o , ovvero -o anno il medefimo fignificato, 

DIMOSTRAZIONE. 

PEr l' ipotefi abbiamo quehe equazioni ; 
A-B=a-b 
B-C=b-c 
C..,...D:::;c-J 
D.;_E=J-e 
E-F=e-f 

ec. ec. 
Adunque aggiungendo v. g. le due prime equazioni, fi vede 

elfere A- C = a - c : 
Aggiungendo la fe,conda , la terza, e la quarta equazione, fi 

à B--:E = b-e: aggiungendo infieme le cinque prime equazioni, 
fi otuene A-F = a - f, e così , e c. Il che dovea dimoftrarfi • 

("'\ , c o R o L L A R I o I. 
"-'. U an do i termini della ferie (Q) fono tutti pofi ti vi : 

Se 
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Se i: termini ·delle due ieri e (P), e (Q) vanno Jecrcjcend() 

dal primo in . poi, la ?ifferenza _di due_ ~roffimi termini_ di ef. 
{e è pofitiva ; ma fe 1 _mede~ml termtm delle due, lene ~an• 
no crejecndo dal pnmo m pot , la. detta dtfferenza e negat1va • 

C oR O L L A R. I o Il. 

Q Uanào i termmr della ferie (Q) fono tutti pofìtivi; e di 
più·, la diffen:nza di due termini profiìmi delle ierie (P), e 
(Q) è pofitiva : 

Se l' ultimo termine della ferie (P), v. g. I è zero, e l' ul
timo termine della lerie ( Q)··v. g., i non è zero, allora qua
lunque termine della terie ( P) anteriore all'ultimo, è uguale 
al termine corrilpondente della ferie (Q) meno l' ultimo ter
mine della. fteffa. ferie (Q), v. g., A=a-i, E=:.e-i 

COROLLARIO III. 

QUando i termini della ferie (Q) forio tutti pofi ti vi ; e di 
più la differenza di due termini proffimi delle ferie (P) , e 
(Q) è pofi riva . 

Se gli ultimi. termini delle ferie (P), e (Q) fono ambidue 
.zero, allora qualunque termine della ferie (P) anteriore all' 
ultimo è uguale al· termine corrilpondente della ferie (Q), v. 
g., .ll=a, E=c 

C O R. O L L A ll l O l V, . 

Quand_o i termini delle ferie (Q) fono tutti politivi 1 e di 
ptù la, dtfferenza di due termin+ proffimi delle ferie (P) , e 
(Q) e negativa: . 

Se_ il prinio termine A della ferie (P) è zero, e il primo 
term~ne della ferie (Q) non è zero , allora meno qualunque 
termme della lerie (P) è uguale al primo termine della ferie 
(q,) meno quel termine della medefima ferie (Q) , che cor
nlponde all'altro della ferie (P) v. g., -E=a--e, -:-I= a-; 

C O R O t L A R. I O V, 

Q Dando i termini della ferie (P) fono tutti poli ti vi, e di 
più la differenza di due termini proffimi delle ferie (P), 

e (Q) è negativa: Se 
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~t: i primi termini delle ferie (P) , e (Q:) ::fono ambidue 

zero· allora meno qualunque termine pofieriore. al ·primo ddla.. 
lcrie ' (P) è uguale a mcnfJ il termine couifpondente della fe~ 
rie (Q), v. g., -E=-e,-1=-i 

C o Il o L L A Il l O V 1. 

Qya_ndo i _te_rmini dell_a ferie (Q) fono rutti.· negativi.: . 
~e 1 term tnt della fene ( P) vanno tir:cr4]èendo dal pnmo nt 

poi, e tutti i termini ddla ferie (Q) vanno ct"cfccndo ne! :.lo
ro ej]ère di negativi, la differenza di due termini profiimi di 
dse è pojìtiva ; · 

Ma le i termini della ferie (P) vanno crefcenrlo dal primo 
in poi, e i termini della ferie (Q) vanno rlecrefcendfJ nel l0o 
ro cf!rre di negativi , la detta diffen:nza è . negativa. 

Co~oLLAR.IO VII, 

QUando i termini della ferie (Q) fono tutti negativi, e di 
più la differenza di due termini proffimi delle .. ferie (P ),e 

(Q) è pojìtiva : · . . 
Se l' ultimo fermi ne della ferie (P) , v;· g. , I è zero, e t l 

primo termine della ferie (Q) cioè n non è zeto : allora qua
lunque termine anteriore all'ultimo termine della ferie (P) _è 
uguale al termine corrifpondente della ferie (Q) meno l'ult_l
mo termine della medelìma ferie (Q.), v. g., E= e-'' 
G=g-i ' 

c o Il o L L A lt I o v l II. 

QUando i termini della ferie (Q) fono tutti negativi , e di 
più la differenza di due termini profftmi delle ferie (P), 

e~è~~. · . 
Se l' ultimo 'termine della ferie (P) , v. g., I è zero, e ~l 

primo termine della ferie (Q) è zero .anch'elfo· allora . il pn· 
mo termine della ferie ( P ) è uguale a m:110 l' ;!timo termine 
della ferie (Q.), cio~ A= -i 

Ca. 
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c o Il o L L A Il l o I x. 
~39 

Quando i termini della ferie (Q) fono tutti negativi, e di 
p1 ~1 la differenza. di due termini proffimi delle ferie (P), 

e (Q) è negativa . . . 
Se il pruno termme .A della fene (P) è zero, e l' ulumo 

termine, v. g., i della ferie (Q) non è zero: 
Allora meno qualunque termine pofleriore al primo termine 

della ferie (P) è uguale al primq termine della ferie (Q) me
no quel termine della medefima ferie (Q), che corri l ponde 
al detto termine della ferie (P), v.g.,-E=Il-e,-G= 
~~-~ 

CollOLLAllJO X, 

QU1ndo -i termini della ferie (Q) fono tutti negativi, e di 
più la differenza di due termini proffimi delle ferie (P), 

e (Q) è mgativa 
Se il primo termine .A della ferie (P) è zero, e l' ultimo 

termine della ferie (Q) è zero anch' elfo : 
Allora meno l' ultimo termine, v. g., l della ferie (P) è; U• 

guale al primo termine a della ferie (Q) 

c o Il o L L A Il. l o x I. 
Quando i termini della ferie (Q) fono pofitivi fino a zero, 

indi negativi: . 
Allora _i termini della ferie (P) vanno àcrreftendo, e la dif

fer_enza d1 due termini proffimi delle ferie (P), e (Q) è po
fiwua. 

COilOLLAI.IO XII. 

N El cafo del precedente corollario XI.: fe l'ultimo termi
ne, v. g., l della ferie (P), è zero: . 

Allor:t qualunque termine anteriore all' ultimo della fene 
(P ) è uguale al termine corrifpondente della ferie (Q) meno 
l' ultimo termine, v. g., i della medefima ferie (Q) 

Co-
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CoROLLARIO XII[, 

Quando i termini della ferie (Q) fono negativi fino a ze. 
ro, indi polìtivi: . 

Allora i termini della ferie (P) vanno crefcentlo , e la dif. 
ferenza di due termini profsimi delle ièril: (P) , c ( Q) è M• 

gatÌVII, 

C O R O Ù A R. I O X [V. 

N El cafo del precedente corollario XIII., fe il primo ter· 
mine .A della ferie (P) è z.ero : 

Allora meno qualunque termine pofteri'ore al primo della 
ferie (P) è uguale al primo termi~e della ferie (Q) meno 
quel termine della mèdefima fc:rie (Q), che corrifponde al det· 
to · rer:riline della ferie (P), v.g.,-E=a-e,..:..G=:,-g 

COllOLLAR.IO xv. 
l N ambìdue i cafi de' precedenti corollarj XI., e XIII., pren
dendo nelle ferie (P) qualunque termine anteriore a quello, 
il quale corrifponde in effa. al termine della ferie (Q), che 
è zero; . 

Il medefimo termine anteriore della ferie (P) meno il ter
mine, il quale corrifponde in etfa al termine della ferie (Q)., 
che è ze,rp, è uguale al termine della ferie (Q), che com· 
fponde allo fielfo teqnine anteriore della ferie (P) 

c o R. o L L A R I o x v I. 
E Perci~ fe nel cafo delr antecedente coroliarìo XIII. il pri· 
mo termine della ferie (P) è. zero : 

Allora meno il termine, il quaie corrifpcmde nella ferie (P) 
al termine della ferie (Q) , ch'è zero, è uguale al primo ter· 
mine della ferie ( Q) . 

c o R. o L L A ll I o x v II. 

J N ambi~ue i cafi d7' precede~ti corollarj XI., e Xlii. 
I! termme ~ella f~ne (P) , il quale corrifpon~e in c:lfa al 

ter· 
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termine dellà ferie (Q), che è zero meno qualunque termine a 
fe pofteriore è uguale a m~no il ter~ine della f~rie (Q.) , che 
~orrifponde al detto termme poftenore della fenc (P) 

c o lt o L L A jl. l o x v II I. 
L Aondc fe nel cafo del corollario XI. , l' ultimo termine, v. 
g. , l della ferie ( P ) è uguale a zero ; 

Allora, il termine della ferie (P), il quale corrifponde in 
effa al termine della fei"ie (Q) , che è zero , è uguale a mmo 
l' ultimo termine, v. g., ; della ferie (Q.). 

ScoLro." 

J Logaritmi d' una quantità variabile, v. g., di :-r poffono fer
vir per efempio della ierie (Q) tanto nel calo del corollario XI., 
quanto nel cafo del corollario XIII.: 

I. Imperciocchè non è ofcuro agl'intendenti, èhe quando la 
variabile x è maggiore dell' unità a, allora log. :-r rapprefenta 
infiniti termini tutti pofitivi , i quali vanno decrefcendo, fina-
tantochè la x è uguale . all' unit'tt a: · 

Che quando x= a, allora log. x è uguale a zero: 
E che quando la x è minore dell'unità a, allora log. x rap

prefenta infiniti termini, che vanno crefcendo in ncga':ljone; 
Adunque la ferie rapprefentata dall' efprellìone generale log. x 

rapprefema ancora gl' infiniti termini della ferie (Q) pcl cafo 
del corollario XI.; purchè ]og. x denoti prima i logaritmi del
la x, quando effa è maggiore di 11, e poi della x, quando cf
fa è uguale ad a, indi della x, quando efsa è minore di a 

II. S~nno ancora gl' intendenti, che in quello medelìmo ca
fa la differenza di due termini profsimi di sì fate a ferie , ra p
prefentata dall' t:fprefsione generale log. x, è fempre uguale a 
~ ~, pure h è fi chiami d x la differenza delle due Jt, che è 

x 

relativa a due termini profsimi della ferie ; . . , 
lmperciocchè ie i due termini prolsimi non fono pofie:wn .a 

log_. a, fottraendo il termine inferiore, che è una qua nutlr Pc>; 
fin va, o è zero, dal termine profsimamente fuperiore , che e 

Tom. II. Hh pofi· 



2.42o l P E Il ·• o 1. J c r , ee. 
pofitivo, e maggiore, la differenza. dovrà effere pojitiva J. 

Ma fe i due termini profsimi non fono anteriori a log. 11, 

fottraendo il termine inferiore, che è negativo , e maggiore 
dal termine profsimamente fuperiore, che è una quantità ne
gati va , o è zero , la differenza dovrà efsere pojìtiva. 

III-, Quando poi log. :Jt fignifica prima i logaritmi della :~t , 
allorcijè efsa è minore di ", indi il logaritmo della x 1 allor
chè :(= 11, e poi i lo~aritmi della x, allorchè .efsa è maggio· 
re:ài 11; in tal cafo e chiaro per ciò, che fi è [piegato nel 
primo punto, che la ferie denotata ·dall' efprefsione generale 
log. x rapprefenta gl• infiniti termini della ferie ( Q) pel cafo 
del corollario XIII. 

IV. In quello ftefso cafo la differenza di due termini prof. 
fimi di tal ferie è. fempre eguale a -~ J. 

" lmperciocchè fe i due termini profsimi non fono pofteriori a 
log. 11, fottraendo il termine inferiore, che è una quantità ne· 
gativa, o è zero, dal termine profsimamente fuperiore, che è 
negativo, e maggiore, la differenza à da elfere negativa; 

Ma fe i due termini profsimi non fono anteriori a log a , 
fottraendo il termine inferiore, che è pofirivo, e maggiore, da.l 
termine profsimamenre fuperiore, che è una quantità pofitt· 
va , o è zero , la differenza à da efsere negativa. 

V. Dopo quelle premelse fi rende manifello , che adattan· 
do a agli articoli I., e II. di quello [eolio l' efprefsione generale a 
lo g. x, efsa ra pprefenterà gl' infiniti termini della ferie (Q) pel 
cafo del corollario XI. ; e la differenza ùi q uetla ferie (Q) fa· 
rà fempre rapprefentata dall' efprefsione pofitiv'1- -+~= 

" VI. E che adattando agli articoli III., e IV. del prefen.r: 
fcolio l' efprefsione generale a log. :Jt, efsa dinoterll gl' infintn 
termini della ferie (Q) relativamente al cafo del corollario XIII·~ 
e la differenza di quella ferie (Q) farà fempre defignata coli 
efprefsione negativa-~ 

" . VII. Siccome in quello teorema, e ne' fuoi corollarj fi con· 
tiene la dimofirazione del Calcolo Inugrale J. così ò fiimato a 

pro-
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pro polito di moflrarn.e l'ufo c~n applicarne a.lc.uni ai quattro elem~ 
pj fcguenti., i qu~h . fon~ pmttolt~ fcmpl1c1, e concernono ve
rità conoictute: md1 ne problemt I., e II. pa{ser~ alla qua
dratura degli fpazj iperbolici di qualunque fpecie, e le foluzioni, 
che , darò de' meJdìmi due l'roblemi, ne faranno altrettanti 
efempj. 

E s E M p I G I. 

'Applicazione del corollario III. del teorema 11lla quadrlltura tlell11 
parabola conica (fig. l ) 

PEr quadrare lo fpazio parabolico ACGA, li confideri , che 
concependo divifo r afse AF della parabola in . parti infinita· 
mente pkcole, come HG, ed lH, ec. le quali li chiamino ge
neralmente dx, ficcome generalmente li chiamino x le abfcif:. 
fe AG, AH, Al, ec.; e immaginando condtme dagl' infiniti 
punti G, H, l, ec. delle divifìoni dell' ;tfse le perpendicolari 
al medelimo GC, HB, IL, ec. çhe incontrano la curva in C 
B, L, ec. , li avrà una ferie (P) d' infiniti termini tutti po
fitivi, il primo de' qualifarà lo fpazioAGCA, il fecondo lo fpa
zio AHBA, il terzo lo .fpazio.AlLA, ec., l'ultimo termine poi 
di q uefia ieri e (P) farà eguale .a ·.;zero, quam:lo l' abfcifsa x è 
nulla. · 

Dall' altra· parte fi o !fervi, çhe fi à un' altra ferie (Q) d' 
infiniti termini tutti pofitivi, il rrimo de' quali è..:. xv;;, al-

. . . j 

lorchè x fignific!l AG, il fecondo è ftmilmente,;. .%'VpX) allorchè 

x fignifica AH, il terzo è pure~ xvp;, quando /denota .AI, è cos\ 

fempre, ec.; di modo che l'u&imo termine di quella feconda fe
rie (Q) è zero~ allorchè l' abfciffa x è nulla, e il numero de' ter
n~ini ddla !'leddìma ferie (Q) è uguale al numero de' termi-
111 della fene (P), · 

Di più , fi fa, che chiamando p il parametro della parabola, 
l~ efpreffione della differenza di due termini proHìmi della fe
rie (P), cioè lo fpazio , infinitamente piccolo HGCB, ovvero 
lHBL, ec. è d x v P., a mifi.tra, che x denota AG, ovvero 

Hh z. AH, 
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AH, oppure AI, ec. , e che dx denota HG , ovvero JH, ec.t 
cioè a milura, che le abfciffe defignate per x acquiflano l' au
mento infinirefìmo dx: 

Dovendofì rifie1tere, che la .1/G (x) rifpetto alla AH altra 
x a fe proffima fa figura di x-+ d x j e che la .1/H (x) rifpet
to alla Al altra x a fe profsima fa fimilmente la figura di 
x-+ d x, e co>Ì , ec. 

E fi fa ancora, che la differenza de' due termini proffimi 
della ferie (Q) corrifpondenti a quelli della ferie (P) è ugua
le a dx v;; ' e che ciò fempre accade ; 

Adunque pel corollario III. del teorema il primo termine 
della ieri e (P) è uguale al primo termine della ferie (Q) , va
le a dire lo fpazio parabolico .IIGCA è uguale alla quantità 
.!. x v !x, nella quale x rapprefenta AG. 
3 

E s E M l' I o II. 

Applicazione del corollario II. dal teorema alla rettijicaz.J.onc del/r. 
parabola cubica focondaria (fig. l ) 

C Oncepifcafi l' affe AF della parabola cubica fecondaria di
v ilo in parti infinitamente piccole, cioè HG, IH, ec., che lì 
chiamino generalmente dx, mentre l' ab!Ciffe AG, AH, ec. ~ 
dicono generalmente x, e tirando· per tutti gl'· infiniti pu_nn 
delle divifioni dell' affe le rette GC, HB, IL, ec. perpendtco
lari allo flèffo affe , che taglino la curva in C, B, L, ec., avrem~ 
una terie (P) d' infiniti termini tutti pofi ti vi, il primo de 
quali è l' arco AC , il fecondo è l' arco AB, il terzo l' ar~o 
AL ec., e l'ultimo termine di quefia ferie corrifpondente all'abfctf. 
fa, allorchè è nulla, è zero · 

E' noto, che chiamando p il parametro della curva, la dif
ferem:a di due archi prolsimi di effa, v. g. di .llC, e di .AB 
è 1 dx V 4P -+ 9'x - --

2 v? 
ConfìJerando ora l' efprefsione 

fi avrà un' altra ferie. (Q.) coflante d' in· 
fini· 
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finiti termtnl, tutti poiitivi, il numero de' quali è uguale al 
numero de' termini della ferie (P), purchè x delìgni general
mente le porzioni AG, ovvero AH, oppure Al, ec. dell'alfe 
AF della parabola cubica lecondaria, e dx lìgnichi l' accrdci
mento infinitamente piccolo dx delle meddìme abfci!se, cioè 
fignifichi HG , JH, ec. , e fi conoli:erà , che quando l' alfe fud
detto {ì annulla nel vertice della curva , allora l' ultimo ter
mine della ferie (Q) è !_p. 

27 
La differenza poi de' termini profsimi della ferie (Q) corri

fpondenti a quelli della ferie (P) farà iempre 
2.. dx v .v:=;;' come pure è noto; 
:l - -=-

VP 
Adunque pel corollario II. del teorema il primo termine del-

la ferie (P) è uguale al primo termine della iàie (Q) meno 
l' ultimo termine di elsa, 
cio~ l' arco AC è uguale a 

I ~ 

27"( 4P-+9x)7-,!2 
v"P 27 

intendendo per x l' abfcifsa AC 

E s E M p I o I II. ( fig. 3 ) 

Applicazione del corollario IX. del teorema alla rettifita':{]onc dc/f 
arco inverfo NL prefo ad arbitrio nella cicloide CLNH 

C Hiamilì a l' alfe AC di quell:a cicloide, e dai punti H, N, L, 
fi tirino al medefimò afse le perpendicolari H tf, J:VM, LB ; 
la porzione MC dell' afse terminata nel vertice C delta curva 
s'immagini divifa in parti infinifà1nente piccole, come. fareb
bero bB, ed Mm, e quelle meno me pa:rtidi MC !i appellino dx, 
nel tempo ftefso, che le partì corritpondenti bC, BC, MC, mG_, 
ec. dell' afsé AC G dìcono ·x ; dai punti b, m, ec. fi concept
fcano elevate delle perpendicolari, le quali incontrino la cur
va ne' pumi J, n, ec. 

E ' vifibile, che ruttò ci~ fomminiftra una ferie d' infiniti 
termini tutti polìtivi, i quali vanno 1empre crcfcendo :- il pri· 

m o 
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wo di quelli termini è zero, il fecondo è l' arco infinitefimo 
Nn, ec., il penult.i?Io è l' a~co Nl, e l' pldmo è l' arco NL: 

Non s' ignora da geomcm, ç!J~ 1~ qtfferenza , la quale e 
negativa, di due termini proisimi !1i q uetta ferie (P), v. g. l' 
arco infinitefimo U, ovvero nN , ec. fi efprime nel fegu::nce 
modo -t/x v-;; . ·-

Si ~ irY~Ìtr~ una feconda ferie (Q) di egual numero di 
t~rmmt tutti neganvt, e quell:a è compn;:iil nell' ~fprefsione ge
Jlerale - ;1. v;;;, allorchè x denota .MC , mC , ec. , bC , BC. I 
termini di quella ferie (Q) vanno iempre decrçfcçndo nel loro 
.efsere di nega1ivi, in maniera che il primo di eisi è _. 1. v ;;MC, 
jl fecondo è - 2 V a, mç, ec. , il penuJtimp ~ -'l V "• 6C) e l' 
ul.timo è -'ly';:IiC 

La differenza di due termini profsimi deUé!o medefima ferie 
(Q.) è r efprelsione negatÌ'IJa -.-dxv-; 

·v; 
Adunque pel ~orollario IX. ,del ~eorema 

meno 1' uicimo termine della ferie (P) è uguale al primo ter· 
mine della ferie (Q) meno l' l,ll~imo termine di effa cioè _.ar(. 
NL=..,....'lV"• MC-+2v-:;-;-BG 
e tralponendo . 

_liTe. NL='lv;-;-;:iP-'lv•· Be 

ç .OR.OLLARJ 

I. SE il punto N della ~urva cade .in H, in tal cafo MC 
diviene AC, e fi à l'arco inverto .lf.L eguale a 2 v;,;- 2 y-;;ié 
vale a d tre eguale a 'la- 1. V"• ,Bç · 

. II. Se rimane il punto M nel fuo priflino fito, e il punto L ca
de in C, allora BC è zero , e fi ~ l' àrco in ve riò NC = 1. y' ,;Mc 

III. Se N cade in H, ed .L in C, l'arco intiero invc:rio HC 
della ~icloide è uguale a ;1-a. 

Scotxo. 

Q Uefti due ultimi c:orollarj potrebbero dedurli immediata· 
me n-
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mente dal corollario X. del teorema ~ ed e!ferne 

E s E M p I o I v. ( fig. 3 ) 

~41 
due efempj. 

'./Jhra 11pplicat]one del corollario IX. del teomrta alla maniera di rap
prefenta~e in linee i t~m~i delle_ ca1u~e di un grave . dt~gli archi 

mvtr.fi ticlla c1Cio1de 1 prme~ptando dalla quwe. 

SE debbonò rappr&ntarfi in linee i tempi deH:t caduta d' 
un grave da qualunque arco NL della cicloide CLNH princi
piando dalla quiete in N (intendo per qualunque arco NL una 
porzione della cicloide, i di cui punti eflremi N, ed L fieno 
prefi ad arbitrio nella medefima cicloide) : . 

I. Riflettafi primieramente, che fi à una ferie (P) di linee 
rapprefentatrici di tempi, i termini della quale , che {()no in
finiti di numero e tutti pofi ti vi, vanno fempre crefcendo, 

Il primo termine di efsa ferie (P), che fi riferifì::e al pun
to N della curva, è zero; il fecondo termine è la linea rappre .. 
fentante il tempo della: caduca per l'arco infinitefimo Nn, ec.; 
il penultimo termine è la linea rapprefenrame il tempo della 
caduta per l' arco N!, e l'ultimo termine è la linea rappre• 
fentante il tempo della caduta per tutto l' arco NL. Tutti 
quelli tempi principiano dalla quiete in N. 

II. Secondariamente rifletraG 1 che la differenza di due ter
mini profsimi di quella ferie (P) è la linea rapprefentante il 
tempo infinitamente piccolo, che il grave impiega in cadere 
per gli archi infinitelimi Nn, ec., ed IL della cicloide; in vir
tù dell'. infinita piccolezza, del qual tempo lì pu~ comoda
mente Immaginare, che gli archetti medefimi Nn, ec., ed IL 
fieno percorli con moto uniforme , e con velocirà tali , ch' efse 
fieno rapprefentate dalle porzioni Mm, ec., ed MB della linea MC, 
e ciò coerentemente alla dottrina del moto de' gravi, che da 
me li fuppone abballanza nota a chi legge. · . 

IIT. Quindi riflettafi in terzo luogo, che i menomi te~pt 
per Nn, ec., e per IL fono proporzionali a quelle refpettlve 
elpretsioni ~- ec., ed ..!l:.., ovvero alle feguemi refpettive me

y'Mm vMii 
nome linee Nn 



z48 I . ' E R. B o L r c 1 , ec. . 
Nnv-;:;ù., ed ILt(._;:;. Dovendoli avvertire, .che in:lùogo Ji 
V-M;;; y'Mo 
y-;; potea porlì qualunque linea coftante fotto il fegno ra· 
dicale. 

Ma ii fa, che denotando generalmente colla lettera ,t' l'ab
fcifse CB , Cb , Cm , ec. , e chiamando 1./l' l' afSe .AC del
la cicloide , !' efprclsione generale de' fuoi menomi archi inver~ 
fi, come Nn, ec., ed IL è -.d:~r v;:; i ed . è chiaro, che nomi. 

v-; 
· nando 2q la MC, le rette Mm, ec., cd MB generalmente li 

ddìgnano con 2q -x; 
Adunque le linee rapprefentanti i menomi tempi per Mm, 

ec., e per IL gencralm<lnte fi dinotano con quefi' efprefsione 
-dxy-;; v;:;, che equivale a quefi' altra-.::.. xqa.r, la quale, 

• /- ·. / - iJ • /;;:=7x v x v zq-x V 

per quan~o fi è fpiegato di fopra nel fecondo punto, è la dif-
. feren:l:a d t due termini profsimi della ferie (P) . . 
· IV. I periti del calcolo differenziale ·ben conofcono , che tm· 
m~ginan.clo defcrino col raggio MK (q) , metà di MC. il fe
mtcerchJo MsC, gli archi infinitefimi Rr, ec. , ed sM dt que
fio femicerchio corrifpondenti all' abfcifse CB, Cb, ec., Cm' 
CM, cioè ~Ile x, e correlativi agli archi infinite/imi LI, ec., 
ed nN fi dmotan() con quefia efprefsione pofi ti va ..:f!!_ 

Vz'ix-xx 
V. Vale a dire, la differenza di due archi profsimi di ~ue-

fio fem.icerchio CsM prefi pofitivamente, e tali, che il mtnO: 
re fi detragga dal maggiore , come farebbe la differenza dell 
~reo pojitivo CR detratto dall' arco pojìtivo Cr, ec., e dell' ar· 
c~ pojìtivo Cs detratto dall'arco intiero CM, quella differenza, 
d1co, è~; 

v~ 
~i modo che la differenza di due archi profsimi di qnefto 

fe~mcerc?io CsM prefi negati-vamente, e tali che il minore de
g~t archt negativi fì. detragga dal maggiore , come tarebbe la. 
differenza di -are. CR detratto da -are. Cr, ec., e di -cfsrc. 
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Cs detratto da _...arco mt1ero CM, queft~ dlff'eren za, dtco, è 
-qd>t 

v~qx xx 
VI. E perci~ fi prefenta ora un' altra ferie (Q) di termini 

tutti negati"!i,. i quali vanno d~cr~fcendo .n~lla loro negazJon:., 
c fono tanu d1 numero, quanu . 1 termmt della pred~:na te-
rie (P)· .· 

Il primo termine di quefta ferie (Q) è -arco intiero CsM. 
moltiplicato per _!!.; 

'l 
Il fec()ndo termine è-arco Cs moltiplicato per -~ ec.; 

'l 
Il penultimo termine è -arco Cr moltiplicato per...:!.; 

. 9 
E l' ultimo termine è -arco CR moltiplicato per..!:.. 
' 'l VII. La differenza poi di due termini proffimi della medefi. 

ma ferie (Q) è l' efpreffione - ..::_ X qdx , che in vigore di 
. '~V~ 

quanto fi è mofirato nel terzo punto è anche la differenza di 
due termini profftmi della ferie (P) 

Adunque pel corollario IX. del teorema -linea rapprefen· 
tanre il tempo per NL è uguale a - circonferenza CsM mql. 
tiplicata per..!!.. -rare. CR molti p. per..!!, c1oè 

l . 'l 'l 
- mea rapprefentante il tempo per NL è ugualcr a -are. 

MR moltip. per ~ , e trafponendo 

la linea rapprefènt~nte il tempo per NL è uguale a..,;:. X are. MR. 
f 

C O R O L L A R. I o I. ( fig. 3 ) 

L• Ultima equazione equivale a quella 
( I) la linea rappre1entante il tempo per NL è uguale a 

leX~~; • . 
MK . 

Ma la frazione~ efprimendo l'angolo MKR, e la quan
MK 

tità le elfendo collante, ne fegue, che due porzioni di una 
To.m. II. I i me-
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mectdìma cicloide faranno ifocrone, cioè fì percorreranno da un 
grave in tempi eguali, allorchè (aranno eguali gli an gol i, che 
corrilpondono a dette porzioni cicloidali, come nella fig. 3 l' 
angolo MKR corrifponde alla porzione cicloidale NL; 

Imperciocchè allora la linea rapprelentante il tempo della ca
duta per una di dette porzioni cicloidali farà alla linea rap
prefentante il tempo della caduta per l' altra porzione di ci
cloide, come un angolo ad un angolo eguale. 

CoROLLARIO II. (fig. 3) 

SE fi confidera l'arco cicloidale NC, il di cui punto eflremo 
N è arbitrario, ed il punto L coincide coli,_ origine della ci
cloide in C, allora il punto R del 1emicerchio coim.ide anch' 
elfo col punto C, e l' equazione ( 1) fi cangia in quell'altra 

( 2) la linea rapprefentante il tempo per NC è uguale a 
:le X'"· MsC 

~,r 
Qui la frazione ~ efprime due angoli rettL. 

MK 

c o R o L L A R I o II I. ( fig. 3 ) 

M A fe fi confidera l' arco intiero HC, il punto N coincid~ 
col punto H ultimo della cicloide, il punto L col punto C, 1! 
femicerch1o MsC diventa il femicerchio generatore ASC, il d1 
cui raggio è AO; e l'equazione ( 2) lomminifira quelta 

( 3) la lineà rapprelentante il tempo per HC è uguale a 
2eX~ 

AO 

Qui la frazione~ efprime parimente due angoli retti. 
~o 

CoROLLARIO IV. (fig.3) 

C Onfronrando le due equazioni ( 3), e ( 2) diflintamente li 
vede, che la linea rapprelentante il tempo delTa caduta per 
tutto l' arco HC fra alla linea rapprefentante il tempo della 
caduta per qualunque arco NC della fieffa cicloide come due 
angoli retti flanno a due angoli retti , ed effendo perci~ la 

p n· 
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prima di effe linee eguale alla feconda, anche il primo di ef. 
fi tempi è ugual~ al fecondo? purchè, ambedue le cadute co
mincino dalla qutete, la pnma nell ellremo punto H della 
cicloide, e la feconda nel punto arbitrario N della medelima 
cicloide. , 

La fieffa veritll. fi deduce dall' ifpezione dell' equazioni ( 3 ), 
c ( 1) , e dal riflettere , che la frazione ~~re. ASC è uguale alla 

~ 
frazione ~~; perchè il femicerchio ASC verfo il fuo rag

MK 
gio AO lL la medelima proporzione, che il femicerchio MsC 
verfo il proprio raggio MK 

ScoLlO. 

l Precedenti corollarj II., e III. potrebbero tirarli con illa
zione immediata dal corollario X. del teorema, e fervire per 
efempj di quello. 

PRoBLEMA I. (fig. 4) 

LA curva FITE fia un' iperbola tra gli alimptoti AO, Al, 
che fanno l' angolo retto OAl. Sull' alimptoto Al, che fi 
concepilca prolungato all'infinito, fi prendano le ab!Ciffe x, v. 
g. , AB , e normali alle abfciffe fieno l' ordinate y, v. g., BT. 
Sia in oltre J'= ~1 (la lettera m rapprefenra qualunque nu-

x• 
mero razionale pofitivo intiero, o rotto ad arbitrio, ed 11 de
nota una quantità cofiante ) : 

Deve affegnarfi la quadratura dello fpazio BTW comprefo 
dalla porz1one IT della medefima curva, dall' ordmate BT, ed 
Hr .prete ad arbitrio, e dalla porzione BH dell' afìmpto.to Al • 

. St avverta, che nella fig. 4 i punti o_, ~d l debb~no tmma
gmarfi tome le efiremità di due refpetttvt alìmprott AO, AL, 
eJ i punti F, ed E come le efiremità dell' iperbola: che da 
~uelli medefìmi punti F, ed E debbono concepirli calate fopra 
1 fuddetti afimptoti le normali FO, ed El: e eh~ le dtlla~ze 
FO, ed El dai due efiremi punti della curva aglt afìtnptott li 

li 1 cou-
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concepifcono come quantità infinitefime del prim' bràine. 

PRIMA SoLUZIONE. 

S I tiri l' ordinata ht infinitamente vicina aH' ordinata BT, 
chiamifi dx la porzione Bb infinitamente piccola dell' alfe ; 

e il trapezo BTih , cioè J'dx eguale ad ~ farà la differen-

x'" 
:za de' due fpazj iperbolici .ABTFO, AhtFO. 

S'immagini la porzione AB dell' alfe tutta divifa in parti 
infinitamente piccole, che fi chiamino pari mente dx, e· lì co
Jlolcerà, da dì una Ieri e (P) di lpazj iperbo!ici, come ABTFO, 
AbtFO, ec. cofi:ante d' un numero infinito di termini tutti po
fi ti vi, e tale, che la differenza di due termini proiiimi di elfa, 
v. g., de' due lpazj ABTFO, AbtFO farà iempre rapprelen-

Ùta dall' efpreffione pojitiVtl 4 m-+ 1dx j il penultimO termine di 
m x 

detta ferie farà lo fpazio .AdfFO corrifpondente all' abfciffa in
fìnirefima .Ad, e all' ordinata infinita df prolsima all' ultima 
ordinata DF ; e l' ultimo termine farà il rettangolo ADFO, 
che à per lua altezza l' ordinata infinita DF, e per fua bafe 
l' abkilfa AD infinitamente piccola del prim' ordine~ 

Si o!Tervi ora, che l' elprefsione _.,m-+~ rapprefenta una ferie 
(m-l)xm-l 

(Q) d'infiniti termini tutti negativi, a mifura che_ la x efprime ~· 
ablcifTa variabile AB della curva FrTE, e che t! primo termt-

lle di quefia ferie è-·m~l , ed uno de' termini fufseguenti 
. (-l)ABm-J 

' m-+t e_., 
(m-I)AHm-l 

St o!fervi in oltre, che la differenza di due termm1 pro fs i-
mi della fiefsa ferie (Q) è "m-I Jx, e che tanti fono i ter· 

mini della ferie (Q) tra -"-l , e _, m-+l quanti l termi-
. (m-l)dBm-l (m-l)A~- 1 ni 
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ni della (erie (P) tra lo tpazio iperbolico ABTFO, e l'altro tpa
zio ip(!rb>lico /:/HrFo 

Si offervi in fine, che il penultimo termine della ferie (Q) 
è -:=_, ... -+~ . , e l'ultimo fuo termine è -~m-+t ; e che 

(•-•) ~dm-t (m- . )AD"'-1 

tanti iono i termini di tutta la ferie (Q) , quaRti i termini 
di tutta la ferie (P)- di fpnj iptrbolici ~ compretovi il rettan
golo ADFO, che fa l' ultimo termmt della lerie (P) 

Dopo qudte premeffe mot1ra .11 teorema, che 
lo fpazio iperboiico ABTFO, meno lo lpazio iperbolico .AHrFO, 
, l m-+1 m-+t ' è 
e ugua e a ="-_-+ " cw 

(m-t)ABm-+l (m-t)Afl"-1 

lo fpazio iperboiico Br: rH è uguale ad . Il m-+I 

(m-t)4Bm-l 
11 che dovea ritrovarlì • 

CoaoLL~RIO T. 

SE t•efponente m indica un numero rotto minore dell' unit~, 
allora i renmni della terie (Q), b.:nchè appajano negatiVl, (o. 
no veramente pofi rivi, e lì à 

Jn-t-I 1-m m-+l 1-111 

Spa':{; BTrH = ~B---~~ 
1-m 1-m 

. ) 

c o R o L L A R I o II. 

S Uppoflo il corollario primo precedente, fe il punto H cade 

in D farà lo lpazio iperbolico DBTF = ., .. -+1 AB 1-m 

- ~Il.' -m cioè DBTF =:::_:~~-m, a cagione dell' 
~-~ t-• 

infinita piccioleuadi c m-+ r .. o•-m l--
Co-
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c o Il o L L A RI o l II. 

E Suppoflo il corollario II. precedente , · fe il punto B 
cade in I ultimo dell' afimptoto AI, farà lo fpazio iperbo-

lico DJEF =" m- r Al J-w, e per confeguenza infinito ,_, 
C OR O L L)\ RIO l V, 

NEll' iperbola conica equilatera m efprime r unità, adunqu~ 
in quefio cafo lo fpazio iperbolico BTrH= "' - •• ; il che 

-;;;;;:' éTsO 
niente fa conofcere 

C OR O L L A R I O V, 

A Llorchè la m denota un numero intiero, o rotto maggiore 
dell' unità, 

Se il punto B cade in I ultimo dell' afimptoto .Al, lo fpa· 
zio iperbolico infinitamente lungo HrEr farà eguale ad 

L~ - •"'-' , vale a dire farlt eguale femplice· 
(m-I)AHm-r (m-I)J!lm-r ' 

mente ad~~ , perchè la quantitll infinitamente picco
(m-r)AH"'-1 

la- 11m-+-I fi neglige o 

c o R o L L A R I o v I. . 

N EU' ipotefi del corollario V. _fe _il pun:o H cade ~n D in· 
finitamente vicino ad .A, lo fpaz1o tperbohco DBTF iarà egua· 

le ad "m-+I ~.=:.- di modo che aggiungendo 
r )AB"'-r (m- t )Alf'- (m-1 . 

allo fpazio DBTF il rettangolo ADFO, eguale ad .ADXDF, cJOè 

ad •"'-+-1 ( in virtù dell' eq_ua:tione f =~della curva ) 

lo 
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Jo fpa:z:io iperbolico ABTFO è uguale ad.!-~ -+•_~ 
JfD"'-1(m-1)ADm-J 

- 11 m-+I , Oppure fenl• m-+ l - ·1 
{m-')t1Bm-l (m-I)AD-1 (m-•)AB"'-I 

plicememe ad ,,.m-+• · , dfendo quella quantità infinita. --(m-•)4Dm-r 

mente maggiore di ~~~
(m-r)AB"'-1 

C O R O L L A R [ O V II. 

Suffiflcndo .la fuppolìzione del corollario vr.' fe il punto B 
c:aJe m l ulu.n o dell' afimptoro , -l' inriero lpa:z:io iperbohco 
afimptotico AIEFO farli eguale ad ,,"'-+ 1 - ,m-+' _, 

(m-s)AD"'-' (m-•)Al-1 

ovvero femplicemente ad ,.m-+r 

(m-r)AD"'-1 

c o Il o L L A Il I o v I II. 
L' infrafcritta equazione 

(4) .f = ~::.: 
x"' 

J J-f.l -Si cangia in queft' altra J':.~ 

cioè nella feguente 
...!.. -+• 

( s) 

:/1 

,,. 
Di maniera che ponendo full' altro afìmptoto .AD te J' (v .. 

~· AX ) come abfi.;_ffc, c immaginando le ~ ( v. g. XT) perpen
dicolari ad AO, come ordinate, la meaefima iperbola della fi. 
gura 4 à per t"uà equazione cofiitutiva tanto l' equazione r 4), 
quanto l'equazione (5)• Ci~ 
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Ciò pofto ; fe l'el ponente m è maggiore: dell' unità, ne fegue; 

che l' efponente.; è minore dell' unità; e quindi la medefi ma 

iperbola ( fig. 4- ) confiderata fecondo l' equazione ( 5) in modo, 
che le di lei abfcijfe y fi prendano full' afimptoto AO , e le 
Jue ordinate x fieno parallele all' afimptoto ,4/, l!. i fuoi fpazj 
della parte di Al quadrabili per mezzo dl corollarj I., II., e 
III. precedenti 

CoROLLARIO IX. 

I. L· Efprefsione dell' intero fpazio iperbolico alimptotico 
trovata nel corollario VII. antecedente rapprelenra quantità in
finite di diverfi ordini fecondo la divcrfa. fignificazione dell' e
fponente m- l 

Il. Il fimile dee dirfi in ordine a quegli fpazj iperbolici in
Jiniti confidcrati nel precedente corollario VI. 

Scotro. 

E' Olfervabile nelle ipcrbole ( l' equazione generale, delle qua
Ii, come fi è detto, è }' = a ~m_.., ) che quando l' abfcilfa " 

è infinitamente piccola' allora r ordinata J' è una quantità infi
nita dell' ordine m, e la diffc:renza , o fia decremento di due 
prolsime }' (ordinate infinite, ec.) corrifpondenti a due abfcif
fe x infinitelìme, vale a dire la differenza - dy è una quan
tirà infinita dell'ordine m- r , allorchè l' efponente m è mag
giore dell'unità; ella è uHa quantità finita, allorchè m è ugua~ 
le all' unità ( come accade nell' iperbo!a conica equilatera), 
ed è una quantità infinitamente piccola dell'ordine 1 -m, al
lorchè m è minore dell' unirà; 

Impérciocchè differenziando l' equazione J' = "m~, ne vie-

ne-df =ma m-+-t Jx 

x»J-+ol 

x"' 

E qui fi neri, che per effere l' ablcilfa x infinitamente pic
'ola. del primo ordine ( giufia 1' ìpotelì ) , la iua differenziale 

elfer 
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!=[et de,ve un4, quantità infinitefima del fecond' ordine, affin
chè fecondo le leggi del calcolo differenziale poffa averfi la 
fuddetta elpreffione di -dj' : 

Ora non ignorano i conofcitori , che in tal cafo la Jx equi
vale ad :u ( infinitefimo del fecond' ordine) divifo per la quan
tità finita h ( qualunque ella fiafi ). Adunque foflituendo nell' 
efpreffione di - d)' in luogo di dx il fuo equivalente .!!. , fi 

. 6 

vede effere - dj' = ,,.m-+~, cioè -d.t = ,;,~ 
. hxm-+l hxm-l 

equazione, che nel cafo di m minore Jell' unità fi rapprefen
ta più comodamente coù 

(6) -ti)'= ,.,.m-+I ,.r-m 
b 

Dalchè lì deduce in virtù di quanto fi è provato nel co
rollario IX. antc:cedente, che fe nelle iperbole delineate nella 
figura 4 lì confiderano le ordinate)' parallele all' afimptoto AO, 

efpreffe coll' equazione 1 = ..=..::::.: ( in cui m è maggiore dell' 
,.m 

unità ) , le fielfe ordinate, allorchè corrifpondono all' abfcilfe 
infinitamente piccole, fono, come lì è detto, grandezze infini
te dell' ordine m, e le differenze - dy di due proff1me di elfe 
ordinate tono ( come pur lì è detto ) quantità infinite dell'or
dine m-1; 

E che ie fi confiderano nelle medefime iperbole le ordinate x 
paralelle all' altro afìmptoto .Al efprefiè coll' equazione 

t 
- -t-1 

x-" m ( notata nel corollario VIII. , che precede ) ta-
r 

.Y';;; 

li ordinate, quando anno relazione alle abfcilfe infinitamente 
piccole, fono quantità infinite dell' ordine.:_ , e le differenze 

m 
- dx di due proffime di effe ordinare fono quantità infinita
niente piccole dei!' ordine I -.!.. ; mentre ciò, che ndl' equa. 

"' 
Tom. II. Kk zio ne 
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zio:' c ( 6) li chiama -d)', x 7 ed m 7 qui fi a_ppella. refpetti
v~mcnte - dx, }'., ed .!_ • 

m --
Ma fe ne11' iperhola conica equilatera li conliderano le ordi

n:t~e x para l ~c !e all'altro afìmptoto AI 1 effe fi elprimono coll' 
ec1uazwne x= ::.::_, di modo che fimili ordinate, quando lì ri· 

y -
fc:: rif.:ono alle ab,ciffe infinitamente piccole, fono quantità in-
finil e dd primoordine, e le differenze -dx 4i due pro·flime 
di effe ordinate fono quanrirà finire; poichè ponendo nell'equa
zione ( 6) - dx in luogo di - dJ' , )' in cambio di x , e l' 
UIHÙ in vece di m, fi avrà -dx= na.t• =aa. 

SoLUZio~E Sr:co~oA. 

SI conliderino come inverG gli fpazi iperbolici, e li avrà una 
ferie (P) di effi fpazj, i termini Jdla quale- ,.che faranno tut· 
ti poli ci vi, e infiniti di numero, andranno crefcendo: il primo 
termine di tal ferie farà uro; illecoido termine tàrà lo ipa
zio inverlo infinnelìmo BbrT, ec., it pemllrimo termine far!l 
lo fpazio BdjT, e I' ultimo termine farà. lo fpazio BDFT . 

Si à ancora un' altra lerie (Q) di egual numero di termi
ni, che anch' efsi vanno crelcendo, e rmti i termini di ef. 
fa, che fono polìrivi, vengono rappretenrari coll' elprelsionè 

-am-+1 , in virtù della quale il primo termine della fe· -(m-l) "m-1 
. (Q) • m-t-t j • < m-+-t . . 1.1 r1e e~- , il feconuo termme e ~--- , · 

(m-<) .48"'-f (m-I)Ab"'- 1 

penultimo termine è -+- am-+-t , e r ultimo terrnine è 
(m-1)Ad"'-1 

(m-t) ilD"'-1 

La diffaenza ( che è ne_f!,ativa ) di due termini profsimi 
tanto della ferie (P), quanto della (Q) è iempre uguale a 
-•m-+tJx 

Uno 
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Uno de' termini intermedj della lerie (P) è lo fpazio BH1T, 

e il termine , che nella ferie (Q) gli corrifponde è -+.'"-+' 
. (m-I)AHm-r 

Adunque pel corollario IV.: del teorema fi ~ 
- BHrT --Am.-+1 -am.-+1 

. ----- , 
(m-1)AB"'-1 {m-1)AH711-t 

e trafponendo .: · 
(7) B.HrT= . . ~. "m-+J -/"-+J 6 ~ --r ----~ome appunto 1 è 

{rn-r)AH"'-1 (m-r)ABrn-t 
trovato nella prima. loluzione. 

C O Il O L L A R. I o. 

S E il punto H cade in JJ, far!l .in virtù ~eU' tquazionc (7) 

-- .__.--
(m-r)IIDm- 1 (-I)IIBm-l 

e aggiungendo a quell' _ultima ~quazione queft' altra 
DAOF= .-+ 4 m-+r 

Al)-~ 

ne verrà la feguente 

B.IJOFT = ,::::-+~ _n,_..J 

(m-t)AD"'-1.tm-r)AB"'-1 

Sco .LlO• 

D A quefta feconda foluzione polfono .inferirlì tutti coroJ. 
larj, che lì fono dedotti dalla prima. 

PROBLEMA SECONDO, 

QUadrare gli fpazj dell' iperbola 'onica .equilatera col mezzo 
de' logaritmi 

p R I M A SO L U Z I O N B ( fig. 4 ) 

N Ella prima foluzione ~el problema prima già 
rata la ferie (P) collante d' infiniti termini tu ai 

Kk 1 

lì è confide
pofitivi _, il 

p n-



2.6o I ., t 1t 11 ò t r e 1 , et. _ _ .. 
primo de' qua~ i è lo trazio ABT_ FO_, il lecondo è, lo fpazio 
AbtFO, ec., 1! penulumo è lo lpaz10 AdjFO, e l ultima. è .· 
il rettangolo ADFO., . . . 

Applicando c1Ò ali 1perbola comca eqmlatera, fi vede, che 
la dtfferenza de' due termini pro fs imi della prefeute ferie (p) 
come farebbe il trapezo bBTt, ec., è l' ,efprefsione generale 

" Nello fcolio annelfo al corollario XVIII. dèl teorema fi è 
moitrato elservi una ferie (Q), la quale colta d' infìnitt ter
mini, ec., ciafcuno de' quali è comprefo nell' efprelsione ge- · 
nerale a log. >t ; e che la differenza di due termini profsimi 
della lerie (Q) è fempre -+ ~ J. efsendo quefto il cafo del 

" corollario XI. del teorema. 
E" poi facile a conoiCere, che prendendo per >f nell' efpref

ftone a log. x le ab!Cifse della curva , cioè le porzioni del fuo 
alìmptoto Al correladve agli fpazj ipcrbolici, che tono i termi
ni della ferie (P) è facile, dico, a conofcere, che il numero 
de' termini della ferie (Q) è uguale al numero de' termini 
dd la predetta lerie (P) ; . 

Adunque in virtù del teorema fi ?l lo fpazio ABTFO me
no Io fpazio AHrFO eguale ad 11 log. AB meno 11 lof!,. //H , . \ . 
cwe: 

( 8 ) spaz.: HBTr= a ( lo g. AB -log. AH). 
Il che dovea ritrovarfi. 

S c o L J o ( 6g. S , . 6, e 7 ) 

PRendendo full' afimptoto Al l' abfcifsa AfiL eguale all'unir~, 
cioè ad a, e tirando l'ordinata fi<R 

I. Se ( fig. '5 ) ambidue i punti H, e B cadono tra .@_, e 
l'ultimo punto l, il quale lì concepiiCe come termine dell' a· 
fi m prato infinito Al, allora nell'equazione ( 8) -+ log. AB e
ipnme una quantità pofitiva, e -log. AH una quantità ne-
ga uva · 

II. Se (fig. 6 ) il punto B cade tra ~, ed l, e il punta . 
H tra. 
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H tra .A, e ~. allora ne11' equ.tzione ( 8) -+ log. AB lìgnifi
ca una quant~tà polìtiva, e -log. AH denota anch' eiso una 
quantità polìtiva, p.:rchè log. AH è negativo. 

III. Se (fig. 7) ambidue i punti H , e B cadono tra A, e 
!i!_, altora nell' equazione ( 8)-+ log. AB d.:nota una quanti
tà negativa, e -lag. AH una quantità polìtiva. 

l V. Se ( fig. s ) il punto H cade in !i!_, e l' punto B cad~ _ 
tra Q_, ed I, allora l' equazione ( 8) fi cangia in queli' altra · 

Spaz.... §2BTR =a ( log. AB_:_ log. Afi!_); 
e perchè 7og. AQ.=o, fi à in qu~llo calo, che è un efempio': 
del corollario xv. del teorema' fi a, dico 

Spaz.: .§!_RTR =a log. AB 
e qui lag. AB è una quantità pofitiva 
·· V. E finalmente fe (fig. 6) il punto B cade in fi2_, e il 

punto H cade tra .A , e fi2_, allora J' equazione ( 8~) d1wnta. 
Spaz.:H~r= a(log . .A!f2._-lag . .AH), · 

che a cagione di Ing. A !i!._= o equi vale a q ueft' altra 
Spaz H§!_Rr= a ( -log . .AH ) 

dove -Ing. AH è una quantità polìtiva. 
Qpett' ultimo articolo è un eiempio del corollario XVII. 

del teorema. 

C OR o L L A R l .O l. 

E\ Noto , eh~ lo g. AB- lo g. AH è eguale a lo g. ~ , a

dunque ponendo nell'equazione ( 8) 
go dell' alrra , lì avrà 

(9) Spaz HBTr=alag. 4')(~ 
AH 

AH 

quell' efpre1sione in luo-

S C O L I O ( fig. 5 , 6 , e 7 ) 

J L fecondo membro dell'equazione ( 9) è fempre una quan
ti tà pofitiva; 

l. lrnperciocch l nel cafo degli articoli I., H., e n r. dello 
fcolio precedente AH è minore di AB, e con!eguentemcnte "y ~ 

' AH 
è maggiore ddl' unità a 

II. 
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II. Nel cafo dell' articolo I V. del Juddetto {èolio lo g. •X ~· 

. AH 
diventa log. AB, ed AB è maggiore dell' unità ts• 

III. E nel ~-.lo dell'art. V. delmedelimo fcolio.kg.I'X~· di vie
AH . 

ne log .!!_ , ed 
IJH 

è maggior(! dell' ~llità .a, l'erchè /f}{ è JDinore di 

,.AJe. eguale 11-

ç o Il o L L A Il ,I o II. { fig. 4 ) ' 

Quando il punto H c;td~ in lJ infinitamente vicino ad 4, 
fi deduce dall'equazione (9) 

Spaz,.; DBTF =alog.pl!_ 
Al) 

coficçhè dsendo in quefro (:afo .~ un<J quantit~ ~infinita, fa
.liD 

rà ancora infinito lo g. ·!X AB, ~ ~::onicguentement~ anche lo fpa-
AD . 

zio .DBTF 

Co ·rtOJ.L .A'lliO III. (fig.4) 

Quando il punto B cade in I ultimo dell' afimptoto, 1' e
q uaziçme ( 9) fa .conof.cere 

Spaz.: }lrEJ=.a log. aXAl 
• IJB 

e perchè in .tal cafo ~ è quantità ìnfinita, farà parimente 
AB 

infinito /o g .. •X AI, e per ,confeguenza ~n che lo fpazio HJ'El 
• ,.IJB . 

Co IlO LLA tt r o !V. (fig.·4) 

Quando il punto H cade in D infinitamente vicino ad A, 
e il punto B cade in I, l' .equazione (9) mofrra 

Spa-z. DIEF =a log. ~X~.! 
IJD 

ed .efsendo in quell:o cafo infinito tanto ~XAI, quanto log. _ .. x~, 
AD AD 

è infinito anche lo fpazio DIEF. 

Sco-



S c o L . l o ( fig. 4 ) 

I L rettangolo ADFO è uguale acl ADXDF, ed efsendo DF= !!_, 
AD 

il renan3olo ADFO è uguale ad ADX•a, cioè ad aa 
AD 

C O Il O L L A R. l O V. ( fig. 4 ) 

J N virtù. di qudto fcolio 1 e· de' precc:denti corollarj II., e 
Iv., lo lp:1zio iperboiico ABTFO è uguale ad 

11 lo g. a X.!!!-+ aa , 
AD 

e l' inriero fpazio iperbolico A!EFO è uguale ad. 
Il lo g. a X il! -+ a a 

A7J 
. Sebbene in ambedue quelle efprefsioni la qu.tntit!t infinita 

1111 può traCcurarfì come infinitamente minore deH' altre qu<ln• 
tirà, alle quali è aggiunta. 

CottOLLARIO VI.(fig.4) 

S E li vuole uno fpa2io iperbolico HBTr eguale ad un lo. 
garitmo d aro polìtivo, moltiplicato per 11, v. g., eguale ad a 
log. c; fupponga!ì 11 log. c = 11 lag. ::!:.!..!!.. 

/JH 
e dividendo per a l'uno, e l'altro membro di quell' equazio
ne, e polcia liberandola dalla caratterillica de' logaritmi , ne 
riiùlterà c= "X AB_; laonde fi à quella proporzìonalità 

AH 
11 • c : : AH . AB, ·ed una delle due abfcifse AH, AB è ar· 

bitraria • 

S E C O N D A S O L U :t l O N E { fig. 4 ) 

A Rbiamo una ferie (P) di fpazj iperbolici, i termini della 
qu,ù, che fono infintti di num:ro, e tutti po!itivi, vanno 
crefcenda, il (uo primo termine è zero, il fecondo termme è 
lo fpazio DdfF, ec. , il penu'timo termine è lo ipa2:io Db;F, 
c l' ultimo termine è lo lpazio DBTF 

Ab-
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Abbiamo ancora un'altra ferie (Q) di egual numero di ter. 

mini, ciafcuno de' quali lì defigna generalmeme con quella 
efprefsione P log. x, e ciò in conk:guenza di quanto lì è t piega· 
to nello kolio annefso <d corollario XVIII. del teorenu ; e 
qumdi il primo termine di quefl:a ferìe (Q.) è 

P log . .AD, il fecondo termine è 
P la g . .Ad, ec., il penultimo termine è 
n lo g . .Ab, e l' ultimo termine è 
a log. AB. 
Oltre di ci?> uno de' termini intermedj della ferie (P) è Io 

fpazio DHTF, e il termine, che gli corrifponde nella ierie (Q) 
è a log . .AH 

Infine la differenza ( la quale è negativa ) di due termini 
profsimi tanto della ferie (P), quanto della ferie (Q) è fempre 
eguale a - ~, e q uetlo è il caio del corollario X Ili. del teo· 

" rema. 
Adunque lì à pel teorema lo fpazio D'Hf'F meno lo fpazio 

DBTF eguaìe ad a log. AH meno a log. AB, cioè 
- Spaz.:. HBTr =P ( log. AH -log • .AB) 

e tralponendo 
Spaz.:. HBTf'= a ( log • .AB-log. AH) 

come nella prima ioluzione fi è trovato. 

S C O L I O, 

I. TUtti i corollari, che dalla prima foluzione di queflo 
problema fi fono dedotti, pofsono dedurfì anche da que!L1. le· 
conda foluzione. 

II. Una terza foluzione del problema primo potea darli fo· 
migliante alla feconda foluzione del problema iè:condo , pren· 
dendo la ferie (P) come fi è prefa nella feconda loluzione del 
problema fecondo , e rapprefentando generalmente la terie (Q} 
coll' efprefsione ....... ,...... , come fi è rapprefentata nella fe· 

(m-t)X'"-1 

conda foluzione del problema primo • 
l.1I. E parimente fi potea dare una terza foluzione del pro

ble· 
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blema primo, confide.rando la ferie (P ) ~ome lì è conlìdera
ta nella feconda foluzwne del problema pnmo, e denotando in 
generale la ferie (Q) coll' efprellìone - a lo g. x. 

p R O B L E M A T E R Z O ( fig. 8 ) 

S la la curva FNKSV l' iperbola conica equilatera tra gli a
fimptoti AO, .111, e fia dato in elfa lo lpazio MPKN com
preti> tra le due o~dinate MN, PK J. 

Trovare lo fpazw RTVS eguale ad ?:.. MPKN ( m, et~ n 
m 

efprimono qual!ìfia numero intiero pofitivo) 

S O L U Z I O N E. 

S I chiamino AM (b) , ./lP (c) , AR (x) , AT ( z) , e pe~ 
I. corollario del fecondo problema fi vedrà elfere MPKN = 11 

lo g . .!!:.. , ed RTVS =a log. ~; ma per la condiziorn: del pro-
b " 

blema prefente far~ 
a Jog. ~ = !!_ a log . .!!._, cioè 

x m b 
m log. ~. = n log . .!.f., ovvero per la nota proprietà de' lo-

" " garitmi 
lo g. az m= lo g. ac" 

-;;; Tn 
adunque togliendo la caratteriftica de'logaritmi, e poi dividen
do per a , fi otterrà l'equazione, che fegue 

(Io)zm=cn 
-;;;; v 

ed una delle due abfcilfe incognite x, ovvero z farà arbitra
ria. Il che dovea ritrovarfi. 

c o 1t o L L A 1l I o I. ( fig. 8 ) 

SE tanto m, quanto n fono eguali all' unit~, cioè fe RTSV 
d~ v· elfere eguale ad MPKN, l' equazione ( 10) allora di
VIene ..:. = _:, e vale in tal cafo quella proporzionalità. 

" j 
Tom. II. Ll b. c 
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b.c .. !/t. z . 

c o R o L L A R J o I I. ( fig. 9 ) 

SE i punti R, ed S cadono refpettivamente in M, e N, 
e lo fpazio RTVS, cioè lo fpazio MTVN dev' effer eguale 
ad:._ MPKN; in quefl:o calo nell' equazione (io), fi à n= z; 

m . 

ed x= b, di modo che I' equazione medefima Uo) lì cangia 
in quelta zm =c' donde nalce zm =cbm-•é,",e finalmente 

bm b 
I 

AT (z) = (cbm-x)-;;; 

E quindi è manifefl:o, che la AT è la prima di tante me
die pro.porzionali tra AM (b), ed AP (c), ·quante imita com
prende ii numero m- I • 

Perciò è chiaro in virtù del · corollario precedente, ·Che fe 
fi prenderanno full' afimptoto Al le abfciffe eguali all' altre 
medie proporzionali , che refl:ano tra AM, ed AP, e fono in 
numero di m- 2, quefle medefime -abfciffe determineranno 
tutti gl~ fpazj parziali eguali allo fpazio MTVN, c~e divid?no 
lo Jpazw dato MPKN in tante parti, quànte umrlr conuene 
il numero m 

PRoBLEMA IV. (fig. 4) 

L• Equazione dell' iperbola FITE fia y= a m-+•, e l' efpo-- ,- , 
xm . 

nenre m fia dato, e maggiore dell' unità; t-rovare un' altra i
per boia cofl:ituita tra i medefìmi afìmptoti normali ~10, Al, 
la quale fia di tal natura, che lo lpazio intiero alimptotico 
della prima iperbola data fl:ia allo lpazio intiero afimptotico 
della teconJa iperbola ricercata, come AD• Ha ad una quJ.n• 
tità finita. 

AD fignifica , come fopra, una porzione infinitefima del 
primo ordine dell' afimptoto Al, e I' efponente r denota qua
lunque numero razionale pofitivo, intiero, o rotto, ed anche 

può 
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pu~ denotare un numero razionale negativo , mtiero, o rotro, 
purchè in quefio fecondo cafo m -t- r fia maggiore dell' unirà. 

S O L U Z l O N E, 

Lo fpazio intiero afimptotico della prima. iperhola data, Ìl\ 
virtù del corollario VII. della prima foluz ione del problema 

primo ·è ~.:.__ ; e immaginando , che l' equazio-
(m-r)lfDm-r 

ne dell' iperbola ricercata fia J' = "~ lo fpazio in ti ero a· 
x• 

fimptotico di quefta feconda iperbola farà ,..,.,..r , pel ci-
<•-l)AD"-' 

tato corollario; 
Egli è dunque chiaro agl' intendemi, che il primo fpazio 

fiarà al fecondo , come AD •- ' ad ,:_ [~] ",. .... , ; cioè co-
ADm-• , •-t am-t 

.me AD"-m ad !. [~] ""-m, e qu(:fio quarto termine 
m u-I 

della proporzionalità è una quantità finita, . 
Facciafi ora ./!D"-m = AD•, e farà 11- m::::.r, cioè 
(u) u:m-+r 

come pure 

(u)!.['!'__t] •"-m= [~] .[-==-.].11'. 
m ,_l m m-t-r-J 

Il che dovea ritrovarfi, 

EsEMPJ. 

I. S E la natura dell' iperbola data è J' = a•, ed r dev' 
7 

effe re eguale a 2. ; m è uguale_ a. 3 , ed u farà eguaJe a S ; 
perlocchè, in virtù dell' equaztom ( 11), e (n~, _la natura 
dell' iperbola quefita farà .1 =::..!, ; e lo fpaz10 muero afì1n· 

•' 
L l 1 p t o· 
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ptotico della prima iperbola Harà allo fpazio intiero atiròpto. 
tico della feconda come AD • fia a ~ , vale a dire co. 

6 

me una quantità infinitamente piccola del fecond' ordine fia 
ad una quantità finita. 

tt 
II. Se l' iperbola data à per fua equazione f- n ~ , e fi 

IO 

x ~ 

vuole r = - l , allora m = ~, e l' equazione ( I I ) fommi
~ 

nillra u =.i ; quindi l' equazione dell' iperbola ricercata è 
i 

1. 
f ~, e follituendo nel fecondo membro dell' equazione 

x~ 

(I l) ~ in cambio di m, e -2 in luogo di r, fi vede, che lo 
3 

fpazio intiero afimptotico dell' iperbola Jata è allo fpazio i~V 

tiero afimptotico dell' iperbola ritrovata- come AD-z è a 
!!a-z, cioè .come_r_ a .2..L, vale a dire come una quan• . 

~ à · fi · d l !i ADd' d.s•' ' d · à fi · tu 10 mta e econ 'or me e a una quanut ntta. 
III. Se l' iperbola data à quen' equazione J' = ~, e fi vuo-

"" 
le r =..!.. ; in tal cafo m = ~ , e l' equazioni ( I 1 ) , e ( 1 2 ) 

a 
? 

fanno (coprire, che l' iperbola cercata à per equazione f := "7' 
L.. 

xz 
c che lo fpazio intiero afimptotico della prima iperbola Ila al-

lo fpazio intiero afimptotico della feconda 

cioè come V'AD, fia a 1. v-; 
• 

I I 

comeAD7 a~ a 7, 
6 

Co· 
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C O R. O L LA R. I O (fig. IO ) . 

SI taglino in r le _due iperbole FrE, edfre coflituice tra i 
comuni afimptoci AO, Al, i quali formano i' angolo retto 

0./11: una di dette i perbole abbia per fua equazione J' = a m-+•' 
x m 

e l' equazione dell' altra fia J' = .,u-+• : oltre di ciò abbiano 
x" 

gli efponenti m, ed r i valori ad effi attribuiti nel prefente 
problema, l' efponente u abbia il valore trovato nella foluzio
ne di q ueflo meddìmo problema, elprelfo nell'equazione (II), 
e fìa AD , come fopra , una porzione infinirefima del primo 
ordine dell' alìmptoto Al; 

Io dico, che uno degli fpazj iperbolici infiniti AHrFO, ed 
'AHrfo flarà all' altro (cioè quello di effi fpazj, che fpetta all' 
iperbola dell'equazione J' = nm-+J ) fiarà a quello) che fpet-

ta all' iperbola· dell' equazione J' =a u-+• ); come AD• fia alla 
x" 

quanti t l!. finita.!!. [ !!:'-=.!..] ,u-m j 
"' u-.t 

Imperciocchè l' uno de' fuddetti fpazj farà equivalente ad 
mam-+ 1 , e l' altro equivalerà ad ,.,"-+ 1 J. e que• 

fio a cagione dell' infinitJ de' fuddetti fpazj, e della finitJ de
gli altri due fpazj iperbolici infinitamenre difleft HlEr, ed 
Hier, qual finirJ fì riconofce dal corollario VII. della prima 
foluzione del problema primo. 

SCOLlO. 

L E due iperbole della figura IO s' interfecano nel punto r, 
che termina l'ordinata comune Hl', la quale corrifponde all' 

abfcif· 
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ablciffa parimente ~omune AH eguale ad 11 , e la medefima 
ordinata comune . è anch' effa eguale ad ", come agevolmen~ 
te fi vede, ponendo a in luogo di x nelle due equaz.ioni 

m~l ~~ 
t=..!..-, edJ=!..-· 

;rm x• 

DELL' 



DELL' INFINITESIMO' 
E 

DELL' INFINITO. 
Si ~ Jìimato a propofito d' infcrire in quefto luogo un breve ferir. 

to concernente la nozione geometrica de/t' lNFINITESI MO, e 
Jelt' INFlNITO, m.1ndato dall'autore J• anno 1736. al dotto, 
e degno prelato monfig. Niccola ..llntomlli, a richie.fla dr:/ fu 
monfig. Giovanni Ernejlo d' Harracb , che po.Jlèdeva, e favo
riva le buone lettere • 

I. Hiamo quantità finite quelle, onde pofso• 
no concepirlì i limiti. 

La voce finito è abba!l:anza nota • Le 
quantità, che fono oggetti de' noflri fen
lì, fom minillrano degli efem pj atti a f pie· 
garne il lìgnifìcato. 

II. Dico, che la quantità a-+1 A è un incomparabilmmte pic
colo dell'ordine primo, quando la lldfa a-+' A replicata qua
lunque dato numero di volte è fempre minore di quallìvoglia 
quantità ..Il finita, ed · omogenea. 

III. Dico , che la quantità a-+1..1f è un' incomparabilmente 
piccolo dell' ordine fecondo, quando la fidsa a-+1 ..Il replicata 
qualunque dato numero di volte è femprc minore di qualli
voglia quantità omogenea a-+• ..Il incomparabilmente piccola dell' 
ordine primo. 

IV. E generalmente dico, che la quantità a -+m-+r A è un' 
incomparabilmente piccolo dell'ordine m-+ I , quando la fief
fa a-+m-+r ..Il repli,~ata qualunque dato numero di volte è fem
pre minore di quallìvoglia quantità. omogenea a-+mA incom
parabilmente pi·;;cola deli' ordine m. 

V. La quantità finita A lì può denotare ancora in quella 
guifa 
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guila :~ a-+• ~1, o ~ì. . fat'à <:OJ?prefa nell' .efprefsione genera• 
le a -+m A; percbè m pu~ fign!~ar zero o · . , . . . . . •. ' 

VI. Dico ora, che la quanma a-1A è un mcomparab,/men
te orandc dell' ordine primo, quando la fielfa a-1A è fempre 
ma~giore di qualfivoglia quantità A fini/il, ed. omogenea re-
plicàra qualunque dato . num_ero di volte. • .. 

VII· Dico, che la quantità a-~A è un' incomparabilmente 
grande dell' ordine fecondo, qtiando 1a fu:lfa a-•A è fempre 
maggiore di qualfivoglia quantità omogenea a-1A incomparllbil
meme grande dell' ordine primo replicata qualunque dato nu
m.ero eli volte o 

VIIi. E gen~ralmente dico, che la quantità 4--1.11 è un' 
incomparabilmente grande dell' ordine m -t- 1 , ·quando la fieffa 
a-n•- 1A replicata qualunque numero di volte è fempre mag
giore eli qnalfivoglia quantità omogenea a-mA i~KV~mparabil
wt:ntt: grande .dell'ordine m replicata qu.1lunque dato numero 
di volte o 

IX. La quantità finita A fi può efprimere ancora in quefto 
modo, a-•A, e così farà contenuta nell' efprefsione generale 
a-mA; potendo m denotar zero. ' 

X. Pofie le due quantità B, ed 11, la prima delle quali B 
fìa incomparabilmente grande dell' ordine primo , e la feconcl.a .Il 
fia finita: fe fi concepifce una progrefsione geometrica dccre· 
fcente, onde efiè quantità fiano i due primi termini ; il te~zo 
termine farà una quantità incomparabilmente piccola de!r ordme 
primo; il quarto termine farà una quantitll incomparabilmentt: 
piccola dell' ordine fecondo, e così fempre , ec. . 

XI. Pofle due quantità b, ed A, la prima delle qua!t 6a 
'incomparabilmente piccola dell' ordine primo : concependo u~1a 
progrefsione geometrica crefcente, di cui le fuddette quanw_à 
fiano i due primi termini; il terzo termine farà una qu.lntl· 
tà incomparabilmeRte grande dell' ordine primo; il quarto ter
mine farà una quantità incomparabilmeTUe grande dell' ordine 
fecatJdc , e così fempre, eco 

. Xli. Ne' loprafc~itt! ar~icoli_ in luogo della voce incompar4· 
b1lrncntt: fi potrà folhtu1re mfimtameme, ovvero indefinitamente o 

Qui n· 
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Quindi a-+m A farà un'infinite fimo dell'ordine m, ed a -m A farà un 
infinito dell'ordine m. Io mi valerò in appreffo di quefl:i termini. 
. XIII. Che .l' efprefsione a-+' A rapprelenti un infinite fimo 
dell' ordine primo, e così a-+m A un infinitejimo dell'ordine m: 
come pure, che l' elprefsione a-1 A defigni un infinito dell' 
ordine primo, e così a-m A un infinito deli' ordine m; quefl:o 
è pilramcnte arbitrario. 

XIV. I fegni fuddetti polfono chiamarfì efponenti d' ordini.: 
io gli ò alfunti per la fomiglianza , che anno cogli efponmti 
Jelle poteflJ; volendo nel progrelfo valermene d' una maniera. 
analoga a quella, che coi medefìmi e/ponenti delle potejlJ fì pratica. 

Dalle feguenti afserzioni non difficili a comprendere, fi ve
drà, che gli efponenti d' ordini fono afsai comodi per far co
nofcere qual forta d' infinite/imi, o d' infi,1iti rifulti dal mol
tiplicare, e dividere gl' infinirefimi per gl' infinitejìmi, gl' in
finiti per gl' infiniti , e gli uni per gli altri : come anche dal 
combinar fimi! mente quelli, e quefl:i colle quantità finite. 

XV. Se l' infinite fimo a-+m A è moltiplicato per l' infinirefi
mo a-+nA, il prodotto è a-+m-+nAA: injìnitefimo dell'ordine 
m-fon. 

XVI. Se l'infinito a-mA è moltiplicato per l'infinito a-nA, 
il prodotto è a -m-n AA; infinito dell'ordine m -+- n. 

X V II. Se l' infinitejìmo a -+m A è m o l tip!icato per l' injìnit11 
~~-n A, il prodotto è a-+m-n t! A; infinitejimo d eli' ordine m-11, 
quando m è maggiore di .n; infimto dell'ordine n-m, quan
do m è minore di n; e quantità finita , quando m è uguale 
ad n. 

XVIII. Se l' infit~ito a-mA è moltiplicato per l' infinitejimo 
11-+nA, il prodotto è a-•n-+nAA; infinito dell'ordine m -n, 
quando m è maggiore di n ; infinite fimo dell' ordine n -m , 
quando m è minore di n; e quantità finita, quando m è u
guale ad n. 

XIX. Se l' infinite fimo a -+m A è divifo per l' infinitejimo 
11-+n A, il quoziente è a -+m-n Il: infiniufimo dell'ordine m- n, 

A 

quando m è maggiore di n; infinito dell' ot4ine ~~-m, quan-
Tom. Il. Mm dQ 
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c1o ~è minore d1 n; e quantità finita, quando m è uguale ad n. 
XX. Se l' infinito a-mA è divifo per l' infinito a-n .Il il 

quoziente è a -m-+-n.!!...: infinito dell' ordine m- n, quando m 
.4 

. è maggiore di n; infinitefimo dell'ordine n- m, quando m è 
minore di n; e quantità finita, quando m è uguale ad n. 

XXI. Se l' infinitejimo a -+-m A è divi lo per l' infinito a-nA, 
il quoziente è a-+-m-+-:.=_: infinitefimo dell' ordine m-+ n • 

.4 
XXII. Se l' infinito a-m.IJ è divifo perl' in.finitefimo a-+-n.IJ, 

il quoziente è a-m-~: infinito dell'ordine m-+ n. 
A 

XXIII. Se negli articoli XV., e XVIII. li farli. m= o: e 
fe poi negli articoli XV., e XVII. li farà. n= o. 

Si conofcerà prima, che dal finito moltiplicato per l' infini
tefìmo dell' ordine n rifulta un infinitefimo dello ftefs' ordine n. 

E poi li conofcerà, che dall' infinitefimo dell' ordine m mol
tiplicato pel finito rifulta un infinitefimo dello ftefs' ordine m. 

XXIV. Se negli articoli XVI., e XVII. li farà m= o: e 
fe poi negli articoli XVI., e XVIII. li farà n= o 

Si vedrà prima, che dal finito moltiplicato per l' infinito 
dell' ordine H nafce un infinito dell' ordine medefìmo n. 

E fì vedrà poi, che dall' infinito dell' ordine m moltiplica· 
to pel finito nafce un infinito dell' ordine medefìmo m. o 

XXV. Facendo nell' articolo XIX. n= o: e poi nell' artt· 
colo XXII. m =o 

Si vede prima, che dall' infinitefimo dell'ordine m divifo pel 
finito proviene un inGnitefimo dello llelfo ordine m. 

E 6 'J" • r. dell' poi 1 vede, che dal finito divifo per l' infinite1 1mO 
ordine n proviene Yn infinito dell' ordine n. o 

XX V l. Facendo nell'articolo XX. n =o : e poi nell' artl· 
colo XXI. m = o 

Si vede prima , che dal!• infinito dell' ordine m divifo pel 
finitQ proviene un infinito dello fteffo ordine m. 

E p()i ~ vede, ~be ~al finito ~ivifo per l'infinito dell• ordi
ne n prov1ene un mfinm:fimo dell orJine n • 

PRO· 
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C') S l' E T T A N T E 

AL CALCOLO INTEGRALE 
Eflratto dalla feconda rifpoj111 

AL SIG. NICCOLO' BERNULLI • 

• 

Ell' infraf.critta equazione ( 1) le lettere b, c, f, ~· 
n efprimono quallìija numero intiero , o rotto, 
pofitivo, o negativo, ed anche zero , le maggio
ri X, e P fignificano quantità dare in qualunque 
modo per x, e cofi-anti finir~ , e zer.o ancora, ficçome 

le r, e fi!._ denotano quamirà date in quaHivoglia maniera per 
J', e collanti, ed anche zero, e la lettera & rapprelenra una 
quantità compofi-a in qualfivoglia modo di variabili, e di ca
ftanri . Twvare la fuppofizi.Qne della differenziale collant~ 1 
che rende Integrabile la medelima equazione ( 1) 

( 1) XIdxdyn ~ Jxn = Pdx -t-.!:.:!:!:.-+::!.:!.!.. -t- fiLdJ'-+ l.""!'. 
"" til ·~ 

SoLUZIONE PRIMA. 

S Uppongafi adz: z..=Pdx, ed fdh: h=/i!.!J' (a, ed f figni .. 
ficano qualunque numero inriero, o rotto, po!ìtivo , o nega.. 
.gativo, e zero ancora, a!lorchè è nullo P, ovvero fi!._) , e le 
quantità z.., ed h faranno dare almeno trafcendcnreni~:nte, la. 
prima per x, e la fecenda per j', mentre integrando fi avrà 

(2) al.z..=I·Pdx-rM 
( 3 ) [t. b =I. ~J' -+ N 

( l. è la caraneriìbca de' logaritmi, M, ed N indicano co
fianti arbirrarit: col loro fe-gno ) • Ciò pollo l' cquazioue ( 1) 
farà cangiata nella feguente 

Mm l (4) 
( •) Suppliment: al Giornale dc' letterati cl' Italia tom. L pag. 18o. 
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( 4 ) xr d" dr : Jx-" = :::!:.:, -+ !::!.:!.::. -+::!:!!.. -+ Jd" -+ t"& 
. z ax d.J h & 

Il valore della majufcola C efpreffo nell' infraiCritta equa
zione ( s) lìa la differenziale coHante, che fi cerca , o ve 1 
denota un efponc::nre arbitrario, r , . u, e, i lìgnificano efpo
nenti incogniti, e la PJaggiore A indica una quanrirà dara 
in qua!lìlìa maniera per x, e cotlanri, e conleguentemente 
anche per :z. 

( S) C= dx' dy" r• b•A&i 
S' imm..1g.ini ora quell' equazione, ove r è un numero m

cognno 
( 6) .:!!_ = ~ -+ ~-+ crddy-+ J.:.:!! -+ r-~ 

V ::: dx dy h & 
Si moltiplichi 1' e'l uazionc:: ( 4) per quella quantità 
rzP dx" dy _, T-• A 'l, in cui p, e q rapprefentano efpo

llenti non conofciuti ancora, e ponendo nella fielfa equazione 
( 4) dJ?: V in luogo del fuo valore , elfa prenderà quefi' alpetro 

(7) rXz_PA'l dx = :z.Pdxn dy-" T- 1A'l dV: V 
Ma affinchè il fecondo membro di quefi' equazione al'pari-

fca integrabile , lì concepifca · • 
( 8) Vk = :z.P dxn d.1 -n r-• ..11'1 

( ~ è un efponente incognito ) , e foflituendo Vk in cambio 
del fuo valore nell' equazione ( 7) fi avrà 

rXzP ..1/'1 dx=Vk-x JV 
e integrando · · -

rf. X:z.'P A 'l dx= 1 VIe 
T 

indi rimettendo in luogo di VIe il fuo valore foprannotato lì 
vedrà 

(9) rf. X:z.P Af dx=..!_ :z.P dxn dy-n T-• A'l 
A 

Re!la ora a fcuoprire il valore delle lettere r, k, p , q , 
che fi trovano in qnell:' equazione Inregraie, e delle t, u, e, i, 
che anno luogo nella collante fuppofta ( s). Per c1Ò efeguire 
s' integri l' equazione ( 6) , e fi otterrà 

J. V =l. :z. '"-+l. dxb'-+ l.dycr-+ l. bfr-+ /&tr -+s l. C 
Il logaritmo della coftante C moltipliçato pel numero m· 

CO· 
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çognito s è la quantità coìtante , che a me piace d' aggiun• , 
gere a quelt' ultima equazione Integrale, da cui" rigettanda. 
i logaritmi lì deduce 

V= Z...'" dxhr Jycr hfr &1' Cr 
ed elev.~ndo i~ uno, e l' altro membro di quef1' ultima equa
zione .Ìlìa dignità K, e ponendo in luogo dt C il fuo valore, 
ottie .. ft · 

(l 0) V~= z._a;.l > t/11 brlf-t.st~ ) J)' crk ........ suft > b {rJ. ........ reJ. l & grk. ........ :'r.f > 
rM, Asl< 

eguagliando pofcia quello valore di Vlt all' altro , che veddì 
nell'equazione ( 8), ~.:ioè fac·e ndo eguali gli elpon.:nti rei pet
ti vi dell' !1 110, e dell' aitro, lì deduce in pnmo i"ogo , che gli 
elpom:nu di h ·~ e di & !ono nuHi, e perctò ritn.;,vafì 

(II) e=~Jr:s 
(12) i =-gr:s 
Si trovano inoltre quefl:i cinque valori di .+ 
(13) k=p:ar 
( 14 ) k = n : ( hr -1- St ) 

(zs) k=-n:(cr-t-su) 
( 16) k = ·-l :SI 

(17) k=q:s 
Perlocchè dalla comparazione dd!' equazioni ( 16), e ( 17) 

li à 
(x8) q=-z :9 

Dalla comparazione dell'equazioni ( 13), e ( 16) 
(19) p=-ar:jf 
Dalla comparazione dell' equazioni ( 14), e ( 16) 
( 20) t= (- m9 -hr) : s 
Dalla comparazione dell'equazioni (I$), e ( z6) 
(21) u=(nsJ -cr):s 
E finalmente i valori di e, ; , k, q, p , t, u preG dall' 

equazioni ( II ) ( I 2) ( I 6) ( 1 8) ( I 9 ) ( 20) ( 21 ) , e fofti
tuiti neli' equazione (9), e nella coftante ( 5) !Ciolgono il 
problema. ~ E. I. 

Si noci, cl1e le lettere r, ed s reflano indeterminate, ma 
r non dev! elfer nulla, ed s non può concepirli eguale a ze-. 

ro, 
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ro, fuorchè nel cafo, ove l' equa~ione ( 1) è Integra bile fen
z& l' affimzione d' alcuna differenziale collante. 

SotuzroNE SECONDA. 

S I moltiplichi il primo membro deu· equazione ( 4) pèr!.!., 

ed elfa a/fumerà quefl:a fembianza 
dJ 

( :u.) xrdydx ,_,~ Jyi-n == ftlh ..... c<itll-+~-t- ~-=- -+~rl& 
h dJ dx ;t; O' 

Indi con un raziocinio limiliffimo a quello dell' anreceden· 
te foluzione , che non è necefsario di ri-petere , fi troverà , 
che concependo e =- ar : r; i =-gr : r; k = - I : ri ; 

q = - l : .s ; p = - fr : S9; t== ( nS9 - Sf - CÌ' ) : r ; u :::: 
(.r3 - nss -br) : s, e facendo collante l' infrafcritto valore di 
G ( ove la E rapprefenta una quantità data in qualfifia mo
do per y, e collanti, e confeguentemenre anche per b ) 

( 2 3 ) G = dy t d x u xs z..e E&' 
L• Integrale dell' .equazione ( 2 2), cioè dell' equazione . (l) 

Carà quella, che fegue 
{24-) rf. T.hP E<J PJ' :=_!_hP dxn-1 dy'-" X-l E1 

. .k 

CO.ROLLAlUO I. 

PEr conofcere in quali ca!ì t• equazione (il) è Integrabile 
fenza t afsunzione d' alcuna differenziale collante, facciafi nel
la collante ( 5), e neJl• tqua~ione ( ro) la A=. J , e le e , 
1, .u, e, i tutte eguali a zero, e la comparazione della equa
zione ( r.o) così modificata coll' equazione ( 8) farà conofcere 
~= b...-frlt.; .k =n: br:=.- n: cr -:p: nr , e .da quelli. valori 
t}t ~ fi dedurrà c=- b; r= b -fn : h~· p =na: b; dt modo 
che fe nell'equazione (x) fi avrà T=b-fn:b · c=-b, e 
ip.oltr.e g=o, l'Integrale della fieffa ectuazione fi otterrà fen~ 
za l' alfunzio~e .d' alcu~a collant.e., e farà l' e-quazione ( 9), 
J:>Urchè. fi iofhtutfcano m luogo dt A, p , lt i Iom valon e
ipreffi m quello .corollario. La leccera X fecondo quello me· 
todo refia nella fua univerfalicà, · 

Co. 
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c oR o L L A R l o II. 

P Ari mente immaginando nella collante ( 2 3) la E= I , e 
le lettere ' , t, u, e, i tut_te eguali a zero, e procedendo con 
un' analifi fimile a quella dell'antecedente coroliario, fi vedrà, 
che l' equazione ( 21), e per confeguenza l' equazione ( l ) , 

che è la n.edelìma, s'integra fenza l' afTunzione della collante, 
allorchè {i à, X='"(n-<):•;b=-c,eg=o, e che l' In• 
tegrale è l' equaz1one ( 14), purch/: fi faccia K =CI -n): cr; 
p-.;f(I-n):.c;E=I. La T qui ntiene la iua generalitll. 

C o a o L L A a 1 o II I. 

L Aonde O?;ni volta' che nell' eq~azione (I) lì à _X= za(n-J):c; 
l=h-fn:b; b=-c; g=o, 1 due corollaq, che precedo
no , e l' equ.1z10ni ( 9), e ( 14) fonuniniftrano due formo le per 
integrare la medelìma equazione (I) 1enza 1' a1funzione d'al
tuna differenziale collante. 

C OR O L L ARI O 1 V, 

SE nell' equazione (I) b, c, g, n fono nel medelìmo tem
po eguali a zero, s' annullino quefte medefime lettere nell' e
quazione ( 4), fuppongafi pofcia la coftanre ( 5) eguale all' u
ni t'h, e larà per con!eguenza anche /J = I ; indi lì ofTervi, 
che in tali fuppofi:zioni l' equaz.ione ( 8) lomminiftra 

v~ =z..P r-• 
C l' equaziOne (IO) 

V" =z"'" hlrr. 
Da.J.hrt:om.parazione poi di quefte due efpreffioni di Vlt ri

fulta K =p:~; l'= h-frlt = b- rf=", e ponendo i valori di 
K, r, /J, n hell' equazione ( 9) 6 ritrova, che ( iuppotte le 
due equazioni (l) , e ( 3), nelle quali contengonlì almeno 
trakendememente i vaiori di z, e di h ) l' equazione le· 
guenre 

Xdit: h!f=•=Pdx-+!i!_dt' 
à per lua Integrale qudt' altra 

S.X'{_t 
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S .Xz.._P dx=~ zP hPf: 11 

p 
SCOLlO I. 

NOn farà inutile l' avvertire, che qUando Pdx, ovvero ~.f 
_ polfono rifolverlì in differenziali di quantit~ logaritrn1che 
moltiplicate per quantità collanti, il valore di z.. nell' equa
zione ( 2), ovvero di b nell'equazione ( 3 ) farà dato per x, 
ovvero per y, mediante un'equazione algehraica, oppure tra
fcendentale. 

Efempio delf equazione alg11braica. 

S la ~d.f=113 dr (.f3 -eey); il fecondo membro di quefl:' 
equazione, nella quale e fìgnifìca una quantità collante, lì ri
folve nelle feguenti differenziali logaritmiche 

!. ed)': (y -+e L· -+ ~ ( :± ed_y): ( :±.Y =+e); -ed_y :_y, di 
: 3 

modo che lì à 
S. fi!..d.f= ~l. (.Y-+e)-+ .!_l.(:±)'=+ c) -l . .f 

1 a 
Or ponendo quello valore di S . .@!.Y nell' equazione ( 3 ) , e 

facendo in elfa N= l. F, e pofcia cogliendo colle note ma
'11Ìere i logaritmi , la ftelfa equazione ( 3) in quefl:' altra li 
cangia 

hl=:;:!_ ( :±)')' =+ eç) r ::, o ve F è una quantita co !tante 
7 

col fuo iegno 
s c o L I o I r. 

C Onlìderando r equazioni (I), e ( 4), come fe non avef~e
ro alcun rapporto all' equazione ( 22), fi conofcerà, che tan· 
to nell' equazioni fuddette (I ) , e ( 4), quanto nella coflan~e 
( 5), e nell' Integrale (9) in luogo di dx ::!:n, e dx t ,può f<>:
fiituirfì refpettivamente d'l:v:±n, e dw•, purchè in vece ~~ 
.!;!! lì furroghi ~ nell' equazioni (I), e ( 4). La fl:elfa n-

dx dw 

fleffione dee valere in ordine a df=t·", e J_yu, in vece delle 
quali P.u?> furrogarfì J~::.:±n, d t;. u , purchè nell' equazioni (I), 
e ( 4) tn luogo di ddy pongalì ;!:!A 

d,1 JA EsEM· 



AL CALCOLO lNTECilALJ!. 

EsEMPio. 

UNa delle formale, che fciolgono il problema diretto inw 
torno al raggio del cerchio ofcularore, lenza la fuppofizione 
d'alcuna differenziale coftante, è quefta 

•= xdxdw' : ( adydxdw-+ xdwddy ....- xdyddw) 
ove • fignifìca il raggio dell' evoluta , dw in quell' efempio 
indica l' elemento della curva, ed a denota l' unità , in cafo 
che l' applicate x parrano da un medefimo punto filfo, ed e
fprime zero, mentre l'applicate fieno perpendicolari ali' alse. 
Tutto ci?> fi deduce dalla prima delle formale del raggio delr 
evoluta dirnoftrate dal celebre sig. Varignon nelle memorie 
dell' accademia reale delle tèienze degli anni I70 I., e I7o6., 
dove egli chiama y, dy, ddy, dx, ds quelle quantità, che io 
nomino refpettivamente x, dx, ddx, dy, dw. 

Or moltiplicando quefta formala per 
(adydxdwo+xdwddy-xdyddw):•, e poi dividendo quel

la; èhe ne rifulta per xdydw, ritrovafi quefl:' altra 
( 1. 5 ) drdw = ~ - ddw-+ dd.1 

ei j x dw dj 
la quale lupponendo il raggio • dato in qualfifia modo per x
e collanti, è un' equazione , che ferve a fciorre il problema 
inverto intorno al raggio del cerchio ofculatore , e per inte w 
grarla fi o l servi, che elsa fi riduce all' equazione ( 4), e al 
cafo del I. corollario concependo r= I = y•; X= I : • ; 

n=- t; Jxn=d'!vn=Jw- 1 ;ddx: dx=ddw:dw; b=-x; 
c=-h= l; z=x; J=o, e perciò l'integrale dell'equazione 
( 1. 5 ) è l' equazione ( 9) , purchè in efsa , e nelle formale, 
che anno ad elsa relazione, s'introducano i fuddetti valori di 
r, x, n, Jxn, h, c, z; e facciafi E=r; p=a; K= I :r, 
di maniera che loflituendo ( dx'-+ df 1

) 1 : 1 in luogo di d·w nelw 
la fielsa equazione così modificata, e maneggiandola col de
bito avvedime.nto, fi Ottiene 

dy=dxJ.~:(x1"-J.~,f·~)7 
l • • 

Tom.Jl. Nn PRO-



p R o B L E M 
( *) Conjìmile al precedente fciolro in maniera diverfa 

eflratto dalla terza rifpofta 

AL SIG. NICCOLO' BERNULLI • 

A 

- R.ovar la fuppolizione della differenziale coll:ante, 
onde integrabile fi renda quell:' equazione 
(1) XPdy•: dx•-1 =~-+.!::!:!!..-+ cildy-+ fdh-+ gd& 

'l: dx r.y h & 
O ve r fìgnifica quallìlìa numero,. ec. , P defigna una quan

tità data in qualfìvoglia forma per x, }', e coftanri; a, b, 
f, g rapprefentano numeri arbitrarj, ma coftanti; X, e z quan
tità in quallìvoglia modo date per x , e collanti, ed h quan
t!ta dara in qualunque maniera per }', e collanti; & quan• 
tttà elpreisa in quailìlìa guifa per x, J', e coftanri. 

AvvERTIMENTO. 

Q Ualì non differifce quefto problema dal precedente. La 
foluzione, che fono per darne, fcioglierà del pari l'altro pro
blema ludderro' ballando porre r in luogo di p' e far' cl: e 
r continui a denotare una quantità data in qualfivoglia gm
fa per J', e coftanti, lenza mefcolanza delle x 

S O L U Z I O N E, 

OGni attento analifia difcerne, che il fecondo membro dell' 
equazione ( I ) equivale a queft' efprefsione 

dif. (z" dxb dyc hf&g) div. per ( z" dxh d_yc hf &g) 
Dtmodc;,chè l'equazione ( r) non è diverfa dalla feguente 
XPd)": dx•-t = dif. ( z" dxh dr c hf &g ) 

div per c~:' dxh dyc hf &g) 
fi molriplt..;hi que!t' equazione per la quantità 

A' P-1 z'l dxr dJ'-• 
( nella quale A rapprefenta una quantità in qualunque modo 

data 
( •) Opufculi Ca.logier~ Tom. XXIII. pag. 103, 
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data per x, e cottanti, ficco me t, e q el pongono numen ar
bitrarj , ma collanti , e zero ancora ) , e nominando V la 
quanti t~ 

z" Jxh Jyc hf érg, lì avr\ 
(2) XA' z'l.ax=A' p-rzq Jxr dy-dV: V 
Supponendo ora queft' equazione 
( 3) A• p-r z' dx• dy-r = Vk= z""' Jxhlt. Jyck hfk &glr 

ove k elpone un numero arbitrario ma coftame, l' equazio
ne ( 2) diviene 

XA• Z' dx= Vl<-1 dV 
e integrando · 

S. XA' z'l dx::: r Vft. 
-; 

ponendo in queft' ultima equazione in cambio di Vlr il fuo 
valore A' P-1 Z'l dx• J)'-r efprdfo nell' equazione ( 3) ri
trovafi 

(.:+) S .XA' Z'l dx=.!. A' p-r z'l. dxr dy-r 
Il 

Finalmente dall'equazione ( 3) fi deduce operando a dovere 
( S) ,At:lt p-t:ltzq :lt-" Jxr:lt-6 Jyr:lc-c b-f&-g=x 
E per con\.eguenza il primo membro di quett' equazione 

c!fendo e~uale all'unità, è una quanti t~ collante , iu ppolta la 
quale rendelì integrabile l' equazione (I). 

11 che dovea ritrovarfi. 

Nn% TEO-



T E o R E M A 
(*) C O N C E R N E N T E 

IL CALCOLO DIFFERENZIALE 
Ejlwto dalla '"'-a rifpofl-' 

AL SIG. NICCOLO' BERNULLI. m Enoti Dds la differenziale dell' elemento d' una cur
va, in cui le dy differenziali dell'ordinate lì pren

' dono co!l:anti , e 1ds fignifichi la differenziale dell' 
elemento ds della medefima curva , in cui le dx 
differenziali delle abiciffe fi prendono coll:anti; io 

dico, che Dds =- dx'!ds 
df 

D I M o s T B. A z I o N E I. 

L' Infrafcritta equazione (I) defigni il rapporto della t/11 al
la ds 

(I) d~t=qds 
adunque 

( 2) dx' = qqds" 
e as• = dy'-+ qqds'' donde nafcono le due infrafcritte equazioni 

( 3 ) dy' = ( I -q q) ds' 
(4) dy=dsv~f' 
Pongafi dx cofiante, e dall'equazione (I) differenziata, in-

di moltiplicata per q viene 
( S) qdqds -+ qqids =o 
F acciafi dy coltanre , e dall' equazione ( 4) differenziata fi à 
-fdqd,-+Ddsv-;=n=o, e moltiplicando per vi'=i';o fi à 
v't-qq 

ancora 
( 6) - qdqds -+ ( I -q q ) Dds =o 

Ag· 
C) Opufcoli Calogicrl tomo XXIII. pag. 86. 
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Aggiungendo le due equazioni ( 5), e ( 6), trovafi 
( 1 ~ qq) Dds -t- qq;ds =o, e fatte le debite operazioni 
( 7) Dds = -qqldz 

1-qq 
Dividendo l' equazione ( z) per l' equazione ( 3) fi vede 
~=_'!'!_ . 
Jy' 1-qq 
Adunque ponendo nell' equazione (7) in vece di _!JL. il 

fuo valore, lì ottiene Dds =-~ 
dJ' 

Il che dovea dimolharfi. 

D I M o s T R A z I o N E I I. 

I--,q 

J L sig. Varignon trovò nelle memorie dell' accademia reale 
delle fcienze di Parigi per l'anno 170I., che nella fuppofi
zione di tlx coitante chiamando R il raggio del cerchio ofcu.. 
latore fi à 

R -?dyds' div. per ( dxd7ds-ydxlds) 
Adunque dividendo il numeratore, e il denominatore per 

J.f, larà nella luppofizione di Jx collante 
( 8) R -yds' div. per [ dxds- zd;;ds ] 

Trovò lo lle!T'o autore nel medefimo luogo , che nella fup
pofìzione di dJ' collante fi ottiene 

R )'dxds' div. per ( dsdx' -f-.fdf Dds) 
Adunque dividendo il numerarore , e denominatore per d11 

farà nella luppofizione di dy collante 
( 9 ) R = )'ds• di v. per [ dxds -f- _,-~~~"'] . 

Si paragonino le due equazioni ( 8), e ( 9), e chiaramen. 
te fi vedrà, che 7dJDJs=-~, e dividendo per rlz, ri-

Jx dJ ~ 
marrll dimo!l:rato, che Dds=-Jx'U1, 

7 
Il che. dovea dimoftrarfi • 

Dz-
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( fig. II , e 12 ) 

D Al punto A, in . cui /incontrano le ordinate 'della curva 
BDF, fi tirino alla periferia di effa le tre ordinate proffime 
AB, AD:, AF , che la tagliano in B, D, F • Co' raggi 
AB, AD fi deferivano i relpettivi archetti circolari BC, DE, 
che ragliano in C, ed in E le due reipettive ordinare AD, AF. 
Si concepifcano eguali i due archet.ti BC, DE, e . fi prolun· 
ghi l' elemento BD della curva, frnchè incontri· in G l' ordi
nata AF prolungata, fe bilogna. Co' raggi DG, AG fi de
ferivano i refpettivi archetti circolari GH, Gl raglianti la 
curva refpei:tivamente in H, e in l, e fi tiri l' ordinata AI, 
che dall' archetto DE ( continuato te biiogna ) rimanga ta· 
gliata in K · 

E' manifetlo , che DF è la ds nel cafo di dx coftante , e 
che DI è la ds nel caio di dy collante, ed effendo DI= DG-BD, 
e del pari vifi.bile , che è F H :::t: •ds , e che Hl è :± Dds ; i 
fegni fuperiori fervono per la fig. 1 , •·e gl' inferiori per la 2. 

Ora .in virtù del triangolo · .FGI rettangolo in G , e della 
GH normale in H, e conleguenremente media proporzionale 
tra FH, ed Hl, la FH dee ltare alla Hl, come FH' Ha a 
GH', ma per la fimilitudine de' triangoli FHG, FED .à luo
go quefta proporzionalità FH' . GH' :: FE' ( dy'). DE' (d~t'), 
adunque FH (=+ zds). Hl ( :±.Dds) :: dy'. dx', e quindi 

Dds = -J,t:'~ds 
dy' 

Il che dovea dimofirarfi 

ScoLI o 

I. 

SE il punto A fi concepifce infinitamente lontano dalla pt:· 
rifena della curva , le ordinate divengono paraìelle tra loro, e 

gli 
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gli archetti circolari BC, DE, DK, Gf degenerano m vere 
menome rette perp_endicolari alle ordinate reipettive AD, 
AF, Al rimanendo tuttavia nel tuo vigore quella terza di
moHrazione. 

I I. 

LE due formole del raggio del cerchio ofculatore ;delle q:ua
li ci fiam valuti nella feconda dimo[trazione, iervono ancora 
per le curve, che anno l' ordinate parallele tra loro ~ e per
pendicolari alt' alfe ( come a tutti è noto ) , purchè s' imma
gini, che l'ordinata y divenga in elfe due formcile infinita, 
e nelle medefime abbianfi per nulli quei termini, che in ta
le ipotefi reflano finiti, e per conleguenza incomparabilmente 
minori degli altri, che la iuppofizione della J' infinita rende 
infinitamente grandi. 

D I MosTRA zIo N E IV. 

LA ·natura della curva fia rapprefentata da quefta equazione 
(IO) dx= hd.f· , 

adunque elfendo as·=d.t' -+dx') la fiefsa ds' avrà i due in
fraferitti valori 

( I I ) ds' = d.t' -i- h!Jd.J'' 
(I 2) ds' =dx' -+:i.!_ 

/;h 

Differenziando I' equazione (I 1) nella fuppofizione di dJ' 
collante , ne viene 

( I 3) 2ds Dds= 2hdhdy' 
E differenziando l' equazione ( I 2) nell' ipotefi di d~t co

fiante ne rilutta ' 
( I4) 2ds~ds=- •d'::!!. 

h' ' 
DiviJafi l' equazione ( 13) per l'equazione (14), e fi ot

terrà 
D:!:_= - h' dy' , e ponendo in luogo di h4 il fuo valore 
i dr dx' 
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~ tratto dall' equazione (x o) fi avrà 
t~.~• 

(z5) ~=-~ 
lth d:/ 

e inlieme Dtis=- rlx'~d, ,~ 
dT 

Il che dovea dimofirarfi. 

AvvERTJHENTo. 

N E' corollarj, che feguono, Dtix rapprefenterll la differen· 
ziale di d~t nell' ipotefi di dy collante, e ftiy rapprefenterà la 
differenziale di dy nella fuppofizione di d ~t collante. 

c o ll o L L A R l o I. 

SE fi differenzia l'equazione ( 10) con fupporre d~t collante, 
fi à /:;IJy -+ tih6y = o , cioè - hidy =d h , e 1oftituendo nell' 

equazione ( 14) in cambio di ah ~:efto fuo valore' e pofcia 
dividendo per due , fi à ancora ds;ds = ~tiydx' , turroghiamo 

dy!>' . 

ora nel fecondo membro di quell' equazione in vece di h' 1l 
fuo valore ~ defunto dall' equazione (Io), e troveremo 

d' 

ds.,ds = dy-;d}, e in fine 
( x6) ;ay=~ 

dy 

c o " o L L A R l o I I. 

SE differenzieremo l' equazione ( IO) nell' ipotefi di ti)' co
llante avremo Ddx= dhdy, e moltiplicando quell'equazione per 
1' equazione (Io) avremo ancora dxDdx = hdhdy•, e collocando 
quefio valore di hdhdy• nell' equazione ( 13), e dividendo per 
due, fi ritrova tisDds = tixDdx, donde naiCe 

( 17) Dtix = dsDds 
~ 

Co· 
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c o R. o L L A R. I o I Il. 

C h~ dimoflra il lemma del sig. B~rnulli. 
-

L'Equazione (17) divifa per l'equazione (16) fomminifl:ra 
E!!.= JyDiJi, pongafi qui il valore di Dtit prefo - dall' equa· 
idy dx~·J, ~d1 -

zione ( 1 5) , e fi fcoprirà ~::;:- :!!._ vale a dire 
ldy Jy 

Ddx =-Ma:~ , e qu~fio è il lemma ~el sig. Bernulli. 
ti:~ 

Tom. Il. O o PR~ 



p R o B L E M A 
Da cui . lì deduce un teorema fpettante 

AL CALCOLO INTEGRALE 
Eflram dalla focondtt rifpofla 

AL SIG. NICCOLO' BERNULLI • m:)fl:o, che (*) all'equazione iofrafcri~ 
(Ili) Adds-+Bddy-+Cddx-+~ =o . 

(dove le lettere ·A, B, C, ~ elprimono quanti
tà in qualunque maniera date per x, J', d >t, dy , ds, 
e cotlami, ed alcune di effe poffono denotare an

che zero ) fiafi pervenuto fenza fupporre veruna differenziale 
per cofl:ante, liberare la medefinm equazione dalle quantità 
differenzi~- differenziali • 

SoLUZIONE. 

S Uppongafi in primo luogo d_y cofl:ante, l' equazione (I 8) 
diverràADds-+CDdx-+!i!_=o, e ponendo in vece Ddx il fuo 
valore ~DJ! fecondo l' equazwne ( 17) ne ritulterà 

d x 
( 19) ADds-+c..:!.:.E:!.:.-+~=a 

h l' Facciafi dipoi cofl:ante la (/x, e una tale ipotefi muterà 
equazione ( 1 8) in quefl:a AJds-+ B1dy-+ !i!_= o, o ve ponga lì 
il valore di ;dy tratto dall' equaziOne ( 16), e lì avrà 

A;ds-+ ~ -+ !i!_= o 
dy 

La !i!_. dell' equazione ( 19) effer dee fempre la fl:elfa , che 
la ~ dell' equazione ultima, perciò comparando quefie due 
equazioni {i vede nakere la fe~uente 

.ADds -+ Cds Dds = A1ds -+ Bds l ds --;;--- ·-i;-

( •) Opufcoli CJ.!ogierl Tom. X .\III. pag. 9S· 
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{ì furroghi qui in vece di Dds la quantità -!!:!:!!, che gli 

Jy' 
è uguale in virtù del teorema precedente, e li otterrà 

- AJ,nJs - CJsJxids :A~ds o+Bàsids 
JT ~ -;;-

moltiplicando queft' equazione per Jy', vedelì 
Jds 

-.Adx' -CdsJx=Ad.t'--+ Bdsd.f, e trafponen4o fi ~ 
-Cdsdx=.A(tlx'-+-dy')-+Bdsdy, vale a dire 
- Ctlsdx = Ads'-+- Bdst!f, c dividendo per Js, indi trafpo· 

nendo fi fcopre 
( 20) Ads-+Bd.to+Cdx=o. 
Il che dovea ritrovarfi. 

C O Il O foLA lÌ. l Q J, 

QUindi rifulta il feguentc 

T :E .O ll E M )., 

Nella propofla equa:(jone fi tralafcino quei termini , che non f~ 
no mof1iplicati per verun fecondo .JijforenzJale , Ji mutino ; 
fecondi differenz.!ali ne' primi , e fi .avrJ un' equaz.!one Jilfe
rcnz.iale del primo t.raào, che farJ j' Integrale della propofla. 

C O R O L L A R l O J f, 

E Gli è manifefto, che nel :teorema prefente comprendefi il 
teorema del sig. Bernulli, imperciocchè Je nell'equazione (I 8) 
la A è zero, la B fignifica l' unità, la C denota 

-A, e la fiL efprime -B, allora fi à dy-Adx=o 
che è l'Integrale dell' equazione differenzio- differenziale Ber
nulliana. 

(21) dd.t-Addx-B=o 

ScoLJO, 

l. 

MEdiante la nota equazione dsdds = dxddx ~ à.tddy , che 
Oo 2 pro-
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provtene da ds' = ti~t' -+ dy' , la nofira equazione ( r 8 ) 
può mutadi nell' equazione . ( 21) del sig. Bernulli, ma ciò 
facendo, li diminuifce di molto l'eleganza dello 1cioglimento di 
quello problema. 

l J. 

I Coefficienti A, B, C .rotrono alcune volte elfer tali , che 
l' equazione ( 20) rieJèa un' equazione identica, e . niente 
facc1a fcoprire • 

DUE 



DUE SOLUZIONI 
Di un problema fpettante 

AL CALCOLO INTEGRALE, 
Da cui fi deduce lrJ Jcioglimento del 

problema propojio 

D A L S I G. T A Y L O R I N G L ES E 

A TUTTI 1 MATEMATICI NON INGLESI, ec. 

PROBLEMA. 

la. (") .I' infrafcrirto tr!nomio J:!, ,. ove m ·indica qual
fivoglJa potefià del bmano, cwe quallìvogha nume
ro di quefia progreffione 2, 4, 8 , 16, ec. ; f 
lìgnifìca qualunque numero intiero poli rivo, ò ne
gativo, ed anche zero; c efprime quaUìfia quanti-

t~ collante pofi ti va, o negativa col fuo fegno, ed anche ze
ro; a 2m rapprefenta una quantità polìtiva, e zero ancora; In
tegrare il rriqomio H lenza valerfi di quadrature fuperiori a 
quelle del cerchio, e dell' iperbola . 

H= "fd" 
x•m -+cxm :±a"'! 

SoLUZIONE PRIMA. 

Lo fcioglimento di quello problema farà contenuto ne' cinque 
teoremi, che feguono, e ne' loro corollatj, che ne compren
deranno tutti i cafì !oggetti a qualche difficoltà, 

T E. o R E M A I. 

L' Integr;le del binomio x 8 dx , ove g fignifica qualunque 
xx::± •• 

nu-
( •) Supplimenti al Giomalc de' Letterati d'Italia Tom. III. pag. r8r. 
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numero intiero pofitivo, dipende dalla quadratura del cerchio, 
o dell' iperbola. 

DIMOSTRAZIONE. 

D I v id endo il numeratore del binomio pel denominatore, lo 
fielfo binomio lì vedrà eguale .a un aggregato di differenziali 
femplici più il binomio~ moltiplicato da una quantità co. 

_xx.=!: li" 

fiante, quando il numero g è pari , ovvero più il binomio 
~~ moltiplicato yarimenre .da una quantità coftante, 
.xx:±aa 

quando il numero f, è impari; .ma è già noto, che ~':.-- di-
xx:a" 

I'ende dalla rettificazione .di .un .arco di cerchio , .allorchè il 
1egno indifferente fignifica più , c dalla defcrizione clelia loga
,garirmica, .allorchè fignifica meno , ed è noto alttesY, che 
~ à per Juo Integrale il logaritmo di v;;;:r,;;; adun· 
.xx=tJJA 

sue ' cc. .Il che era .a dimoftrarfi. 

C O R O L L A R I O .J, 

L' Integrale del .binomio____..:!! __ ., .ove g . à la fignifica~ 
.x8 ( ~,.. -+aa) 

zione foprannotata, .dipende dalla quadratura del . cerchio, o 
dell' ipcrbola; imperciocchè ponendo x=_!_, il binomio fi 

.Y • 
trasforma .in queft' altro ::±.18 Jy , che fi fomma in v1gore 

. •a(yy::t .2-J 
. .JIA 

di quello .teorema. 

<C O l'l O L L A R I O Jl, 

L' Integrale del trinomio " • J" , ove p denota qualfifia 
xx-+px::±a• -

q~antità coftante pofi riva., ~ negativa col Juo fegno, ed e in· 
d1ca qualunque numero mtlero pofi rivo, .e può denota~e . <Jil· 

che zero -, dtpende dalle quadracure del cenhio e dell 1per· 
bola, poichè facendo ~ = u-.!. p , il trino mio' fi cangia in 

z que-
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quefto differenwle du ( u-.!.. p) • divi\~ per ( uu-.!.. pp=±aa), 

a 4 
che in virtù del preleme teorema riceve la fua integrazione. 

COROLLARIO III. 

L'Integrale dd trinomio Jx divil~ per (x"-+px:±aa), ove 
" .. 

p, ed e {erba no la fieffa fìgn•ficaziòne? dipende dalle quadra
ture del cerchio, e dell' 1perbola ;. perchè ponendo x= __ ,_, 

t -..:e.... 
21l.O 

il trinomio fi trafmuta irr queft• altra efpreffione 
=+:!:... ( t=f: 21_) • divit per [ tt =+= 2!:J:. :± _:_], che s' integra 

~ . ~ ~ H 

mediante quello teorema 

T s o R E M A 1 r. 
N E' trinomj infrafcritti A, B, C abbiano c, ed a 2"' la fi
gmficazione notata nel( efpofìzione del pro~lema .. ed f, ed rn 
elprìmano qualunque numero intiero, o rotto, pofìtivo, o ne
gativo, con quello, chef può denotare anche zero; io d1co, che 

A=B-+C 
.11= x f dx-

xlm -+ex"' -+a2m 

B = xr-::;ax- divif. per [ x-nr -x 7 y 2•"' _,_ ..... ] 

2y'~ ' -

c=-x- r-~~ divif. per [x ... -+x- 7 v 2•"'-r-t-,l"] 
2't,l':t.o~,r'-c 

Il calcol9 mo!lrerà la verità di quefto teorema. 

COROLLARIO I. 

SE nel trino mio A, cc è minore di 4a "" ( conforme s' in
tenderà. fempre ne' corollarj dt q·.1dlo teorema) i trinomj B, 
e C lo no fempre reali, e in cialcuno d• e !lì il quadruplo dell' 
ultimo termine fupera fempre il quadrato del coefficiente del 
fecondo termine, Ca.. 
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C O R O L L A Jl I O l l. 

I L trinomio .A'rapprefenta generalmente qualunque trinomio 
reale, il di cui ultimo termine moltiplicato per quattro fu. 
pera il quadrato del coeffi;;iente del fecondo termine ; laonde, 
ficcome il trinomio A è uguale ai due trinomj B, e C, che, 
per così dire , egli genera, e . che io chiamo del prim'ordine, 
in ciafcuno de' quali il quadruplo dell' ultimo termine fupera 
il quadrato del coefficiente del fecondo termine coll'altre cir· 
cortanze, che quello teorema efpone agli occhi degli analill:i; 
così ciafcuno de' due trinomj reali B, e C confiderato fenza 
la frazione coftante pofitiva, o negativa, che lo moltiplica, 
è uguale a due trinomj reali, ch' egli genera, e che io chia
mo del fecond' ordine, tali , che in ognuno di effi il -·quadru• 
pio dell' ultimo termine fupera . il quadrato del coefficiente del 
1econdo termine, e fono fimilmente condizionati in ordine al tri
nomio generante, come i due trinomj B, e C in ordine al 
trinomio A, dal quale vengono generati. Per la ll:elfa ragio
ne ciafcuno de' trinom; del fecond' ordine ne genera due, che 
io chiamo del terz' ordine, e --iooo do~ati -delle medefime pro
prietà elpofie in quell:o corollario, e così in infinito, dimoJo
chè cia!Cun trino mio di qualunque ordine è reale , e il qua· 
<lruplo del fuo ultimo termine fupera il quadrato del coeffi. 
cien~e dci fuo fecondo termine, ec, confonne fi è f,Piegato • 

CoRoLLAR.IO IIL 

S E m indica qualunque potefià del binario ( come s' inte~· 
derà lempre ne' feguenti corollarj) il trinomio A' farn re_folub~
le in tanti trinomj reali lemplici , quante unità conuene tl 
numero m, e . ci~lèuno di quetl:i trinomj reali femplici farà 
rapprefentato dalla. ieguente formola xf-,., dx , o ve le let-

~::th,._ .... } . 
tere q, ed b efprimono quantità co!l:anri, ma diverfe in eta· 
fcuno dr' fuddetti trinomj templici; l' efponente però J-w è 
in tlltt: lo H elfo. 

Sco-
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S C O L l o. 

SI noti. Primo, che l' efponente w ~ uguale a quefta ferie 
~-+ ~-+ ~-+ ~, ec., la q~le s' intenda continuata, fin-
2 4 8 16 

chè l' ultimo termine di effa fia eguale all' unità. Secondo , 
che in ciafcuno de' fopraddetti trinomj femplici -44" è mag
giore di hh per la ragtone addotta nel II. corollario di que
fio reorema. Terzo , che moltiplicando infieme tutti i deno-. 
minatori degl' ifieffi trinomj femplici ( conlìderati per~ detti de
nominatori lenza la quantità cofiante, che li moltiplica), ne 
viene il denominatore del trinomio .d 

co .. OLL.t.lliO IV. 

L' Efpreffione ,J-t. Jx divif. per( xx:±hx-t-4a); è uguale a ,,,, . 

queft' altra ,J-m-+• Jx diviL per (xx=:!: h:~~ -f-4a); imper,, 
ciocchè la ferie w=~-+!!!..-+~, ec. t: compofta di termi-

. 2 . 4 8 

n i, ~he fono in _progrèffione, g~metrica, e l' ultimo termi
ne dt quefia progreffione è l unttà ; adunque (,.- r ) aggre
gato degli antectdenti; R:a ad c•-.;) aggregato de' confe-

guenti , come~ fta ad ~' cioè come due ad unò' donde na. 
2 4 

fce, operando nel debito modo, w= m- 1 

CollOLLAllio V. 

SE f rapprefenta un numero intiero pofitivo, o negativo , 
ed anche zero, il trinomio .d è integrabile , pofte le fole qua,. 
drature del cerchio, e dell' iperbola, mentre fì è già mottra
to, che il trinomio A è eguale all' aggregato di tanti trino-
mj reali femplici efpreffi in quella formola J-m-+<J" divi[. 

mq 

per (xx-+ hx-+ 44) quante unità comprende il numero m, 
Tom. Il. P p e que-



~98 DuE SoJ.u:p.«>NJ DI UN PROBLEMA 

e quella medefima formola s' integra dipendentemente dalle 
fole quadrature del cerchio, e dell' iperbola pel II., e III. 
torollario del I. teorema • 

COROLLAR.JO VI. 

QUalunque binomio, il di cui fecondo termine è pofitivo, 
potendofi confiderare, come rapprefenrato dal trinomio ..11, 

in cui c lia eguale a zero, e quindi il quadruplo dell' ultimo 
termine di qudto trinomio, fuperando necelfariamente il qua
drato del coefficiente del fecondo termine, ne rifulta, che la 

formola x 1 dx , o ve j efprime un numero intiero polìti-
xxm _..,un 

v o, o nega ti v o, ed anche zero , e fommabile, media n te le fo
le quadrature del cerchio, e dell' iperbola. 

T E o R E M A I I I. 

S la l' infrafcritto binomio E, ove r rapprefenta quallìfia nu· 
mero di quella progrelnone 4, 8., 16, p, ec.,findica qua
lunque efponente, ed anche zero, ed a denota quallìvoglia 
quantìt~ collante; lia inoltre l' infrafcritta ferie F di binomj, 
la quale intendali continuata , finchè t efponente del primd 
termine di uno di effi binomj lia • .!. r ( la legge della ferie .. 
F apparifce chiaramente). Io dico, che il binomio E ugua
le alla ferie F di v ifa per ra r 

E= ,J "" 
xr-ar 

F = "" 2 x f Jx - 2a2 ,f Jx ,4..4 x.f d>t- Sa 8 ,J dx 

X 3 -a, 
I"6a 16 xf alt ) eC, 

x'' -f-a'' 
Il calcolo dimoftrerà anche quefto teorema, 

C O lt O L L A R. l o. 

SE f efprime qualfivoglia numero inriero pofìtiv<> , o nega· 
tivo, 
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tivo, ed anche zero, i due pritni binomj della ferie F s' in
tegran~ me.diante il I. teorema·' e il fu? I. corollario., e gli 
altri bmomJ della medefima fene F lì {ommano medtante il 
VI. corollario del II. teorema ; adunque il binomio E non ri. 
cerca per la fua integrazione quadrature {uperiori a quelle del 
cerchio, e dell' iperbola. 

SCOLro, 

S E nel trinomio H del problema c è nulla , e il fegno ,_ in. 
differente fignifica meno, il trinomio }l non differifce dal bi~ 
nomio E 

T E o R. ' E M A l v. 
S la l' infrafcritto trinomio G, ove m rapprefenta -~ualunqul:' 
poteflà . dél binari~ ed,f..qu!!-lfi voglia numero intiem potìtwo, 
o negativo, ed anche ';iero; io. dico' che il trinomio ' flldder
to è lommabile dipendentemente dalle fole quadratute> dd cer-
chio, e dell' iperbola, · 

G= ,JJx . 

:x'"' ;:± ••"' ,.m -t- Il •m 

J) Itd,Ò_s ·T Il. AZ [O N B. 

L• Integrale del trinomio G è il feguente 

:±xf-t-r =+ (f-m-+l)f ,J tlx 

m•m( xm~.t 'm) "'"m (xm=t~~m) 

Ora fe m= 2; f. xf Jx fi à pel I. teòrema , e i'u'o' Y. 
)l m . =::t•'"' 

corollario, e fe m è uguale a qualunque altra poteflà del W. 
nario f. " f Jx fi ottiene pel VI. corollario del l(, teo~e-

xm :f:a"' 

ma, quando :± fignifica più, e pel corollario del 111. teore
ma, quando :± lìgnifica meno ; adunque, cc. 

Il che era a dimofuarfi • 

Pp 2 Tso-
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T E o Il E M A y, 

NEgl' infrafcritti trinomio H, e binomj I, e K, re !li alla 
c, ed alla a3m la medefìma fignificazione attribuita loro nell' 
efpolìzione del problema, ed f, ed m efprimano qualunque 
numero inriero, o rotto, pofitivo , o negativo, con quefto , 
che f poffa fignificare anche zero : io dico, che il trino mio H 
è uguale ai due binomj l, e K 

H= ,Jdx 

Anche q uefio teorema fi dimoftra col calcolo, 

S c o L 1 ·o. 

S I avverta, che fe nel trino mio H Jl. fegno i~differente fi~ 
gnifica più, allora cc denoterà una quantità non minore d1 
4a•m , affinchè i binomj l, e K rion contengano quantità im
maginarie, anzi in queHo medefìrno caf~ cc nemmeno dev' ef
fere eguale a 411•m; poichè fe ciò foffe, il teorema nulla fa
reb,bo conofcere • 

c o Il o L L A Il I o I. ' 

S :E_'c <:fprime una quantità J:lofitiva tale, che cc fia maggio: 
re d t 4a •m ; e fe nel trino mio H fi prende -+a•m in vece dt 
=!:a •m, i fecondi termini d' ambedue i binomj I, e K tono 
pofìtivi, e fe di più >n rapprelenta qualunque numero di que· 
fia progrefsione 4, 8, 16, 32, ec. gl' iHelsi binomj iono m· 
tegrabili mediante il VI. corollario del Il. teorema, 

Co-
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c o R o L L A R l o II. 

S E m efprime come fopra quallì!ìa numero della progrefsio
ne 4, 8, 16, 32, ec., e fe c indica una quantità negativa 
tale, che cc fia maggiore di 4-'J zm , e fe in luogo di :±a zm lì 
affume -+a •m nel trinomio H ( donde nafce, che i fecondi ter
mini de' bino m; I, e K fono negativi), l' integrazione di et: 
fi binomj lì otriene pel corollario del III. teorema. 

c o R o L L A R l o I I I. 

SE m denota parimente qualfivoglia numero della progrefsio
ne 4, 8, 16, 32, ec. fe c fignifìca qualfivoglia quantità po
fi riva, o negativa, e fe nel trinomio H in vece di :±a •m lì 
prende -a •m ( donde apparifce , che il fecondo termine del 
binomio l è negativo, e il fecondo termine del binomio K è 
pofitivo ) , allora il binomio l lì fomma mediante il corollario 
del III. teorema, e il binomio K mediante il VI. corollario 
del n. teorema. 

C oR O L L A R l O I V. 

SE a=l), il binomio l fi cangia in quefio differenziale fem

plice rtf-m Jx , e il binomio K prende .quefla fembianza 

- _::!_i:._, onde allorchè m efprime qualunque numero di 
c( """'-+c) 

quefia progrefsione 4 , 8 , 16, 3 2, ec. , fe c denota una quan
tità pofitiva, il binomio K s'integra pel VI. corollario del II. 
teorema, e fe c · indica una quantitll negativa, lo fl:effo bino
mio K fi fomma pel corollario III. del teorema. 

CoRoLLAR 10 V. 

SE m= 2, i due bino m; I, e K s' integrano in tu tu 1 cali 
dei Ili. primi corollarj di quelto teorema, e il binomio K s' 
integra nel cafo del precedente corollario , pofle le !ole qua
drature del cerchio, e dell' iperbola , in virtù del I. teorema, 

e fuo 
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e !uo I. corollario; adunque in tutti gli -accennati cali il trino
mio H non efìge quadrature 'più alte per Ja tua integrazione. 

S C O L I o. 

E Gli ~ chiaro, che in quelli V. teoremi, e loro corollari li 
contiene lo fcioglimento del problema, mediante il quale re
fia fciolto anche il problema propollo a tutti i matematici non 
Inglcli dal sig. Taylor, fegr~tario della regia focietà d' In
ghilterra. Ecco il problema di quello inlìgne geometra : In
tegrare mediante le fole quadra~ure del cerchio, e dell' ipe r
bola quello trìnoruio ! q-I , dove q indica qualfivo-

z1o. d:r. 

•-+-J:r.'f -f-g :r. Z'f --
glia numero intiero, o rotto pofi .tivo, o negativo, ~ - qualun. 
que numero intiero pofitivo, o negativo, .,.. qualfi voglia numero di 
q uefta progreffione ~ , 4, 8, .I 6, ec. , ed e , f, g ef primono 

·J,. 

quantità collanti. :Facendo pertanto ~=x --;, il trino mio 
.J l . T l r. r ·. ll' l ; -I ue s1g. ay or u .tras1orma )~ que ;pro '" . " _ d~ 

·" .,. --+ r x " -+.! 
g 8 

~oltipliçato per ~, il quale liOn .differifce .dal trinomio H 

l . r· 'fg 
mo up )cato per llna ,quantità ~ollante. 

so L u z l o N E I I. 

TEOR E M A VI. 

S leno i tre poÙriomj infrafcritti L, M, N, ove le lettere 
c, a, f, m ierbano la fteffa fignificazione a!fegnata !or~ nel 
II. teorema. Io dico, che il polinomio L è uguale a1 due 
polino m j M, N 

L= ·,f dx (xzm -a zm) 
"2m -t-çxm -+ 11 2m 

M=.!.. :d tix(xm-am) div.per[xm7x~ v:.=:c-1-am] 
• 
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N=!._ :ddx(x"'-am)div. per[xm-x7 V 111m-c-+ 11m] 
• 

Quello teorema ancora fi dimoftra col calcolo , e fe ne de
Jucono de' corollarj fimili a quelli del II. teorema. 

c o !t o L L A !t I o I. 

S E nel polinomio L la c è tale, che cc non fia maggiore di 
4a •m , i polinomj M, ed N fono fempre reali, e nel deno
minatore di ciafcuno di effi il quadrato del coefficiente del fe
condo termine non fupera il quadruplo dell' ultimo termine. 

CoROLLARIO II. 

J L polinomio L rapprefenta generalmente quallì.voglia polino
mio reale della fua l pecie, il di cui denominatore è tale, che 
in elfo il quadrato del cOefficiente del fecondo termine non fu- ' 
pera il quadruplo dell' ultimo termine, e però ficcarne il ro
linomio L fi rifolve ne' due polinornj M, ed N, a fe fimili 
( le non che fono divifi per due), e dotati della fuddetta pro
prittà, che nel loro denominatOre il quadrato del còefficiente 
del fe~.:ondo termine non fupera il quadruplo dell' ultimo ter
mine; così ciafCuno de' polinomj M, ed N, che io chiamo 
del prim' ordine, conlìderato fenza il numero 2, che lo divi• 
de, fi rifolve in due altri polinomj reali, che io chiamo del 
fecond' ordine, e che fono fìmili ai polinomj del prim'ordine, 
dai quali . vengono, per così dire, generati ; quelli polinomj 
del fecond' ordine fono anch' effi divifì per 2, regna ne' loro 
de?omin;ltori la medelìma proprietà, che. il qu~drato del ~oef-
fictente del fecondo termine non lupera 1l quadruplo del! ul
tim? termine, e ciafcuno di loro genera due polinomj del terz' 
ordme , che fono reali , e ferbauo le ftelfe affez10m , ec. , ~o
me fi è baftantemente t'piegato, e così in. infini~o, _di nume
ra che fe m lìgnifica qualfivoglia porellà del b!nan~, p~ofe
gu.e.ndo a rifolvere i polinomj fubalterni in a.lcn f.ohno_mJ fi .. 
mllr mfcriori ·fi otterranno fimtlmentc tantt po.womJ iem
plù;i fimili al' polinomio L, ne' quali la " non aleenderà a.. 

d1men-
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dimenfione più elevata della feconda, prefcindendo dalla 11f, 
che li moltiplica ;.e qudl:i -polinomj femplici faranno tutti reali. 

S C O L I o. 

OGni attento analifl:a vedrà chiaramente: primo, che que
fii polinomj femplici fono tanti, quante unità contiene il nu
mero m ; fecondo, che ciafcuno di effi è divifo per m ; ter
zo, che il prodotto de' denominatori di tutti qu_efl:i polinomj 
femplici ( confiderati fenza il numero m, che li divide ) è 
uguale al denominatore del polinomio L 

c o R o L L A R I o I I I. 

1 L polinomio L è uguale a tanti trinomj femplici moltipli· 
cati per ( HN-aa).!J quante unità comprende il numero m ... 
( pofio che m indichi qualfivoglia potefilJ. del binario, come 
s' intenderà fempre per r avvenire ) ; laonde chiamando Trix 
l'aggregato <li tutti i trinomj femplici fuddetti, fi avrà la fe· 
guente equazione 

( 1) ~~Cf dx(x1m_a,.m)=.!.,._dx(xx-aa)xf 
m 

C .O R O L L A R. I o l V. 

Dividendo il numeratore dell' equazione (I) pel fuo deno
minatore, e poi trafponendo fi à 

(l) -xfd'!_(cx"'-+za1m)=TJx (xx-aa) xf;-xfJx 
x 1m -+ex m -+a 1m m 

Aggiungendo l' el!uazione ( 1) moltiplicata per c all' equa· 
zione ( 2) moltiplicata per N m , ne rifulta 

(3) -a2m xftlx('J.Nm-+c)=_;_rdlt (N:t-aa) 11f j-+~ 
m x1m -+cxm -+a%"' 

(.u-aa) "f-+m; -xf-+md:~ 
e finalmente fottraendo l' equazione ( 1) moltiplicata per za'"' 
dall' equazione ( 3 ) moltiplicata per c, ne viene 
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(4-) n 2"'(4A 2"'-cc) !;({ àx=(~'"')f'rJ,ç (!J(X-1111) 11!;-+ 
x'"' -+ex"' -+Il'"' m 

_:__rdx ( x!lt-afl) !;([-+m;-+ (~-c) Kf-t-mJ11 
m 

C O R O L L A R t O V. 

AGgiungendo l' equazione ( 1) moltiplicata per _;_ all' equa. 
x m 

zìone ( 2) fi trova 
( S) -a•m!J({ dx( 2-f-cK-m) =.!.f'rlx (KK-aa)Kf-m ;-+~ 

"'"' -+cx"'-+a•m 
( :tJt-fl/1) 1({; - :d rl~t 

m m 

e fottraendo l' equazione ( s) moltiplicata per due 
zione ( 2) moltiplicata per.!..., ne proviene 

""' ( 6) (4"'"'-cc)~tf rlx- ( 2.11"'- c) xf-m r/11; 
x •m -+cxm -f-11 :m 
( xx-1111) xf-m; - ~ f'tlx ( Kx-1111) xf ,. 

c o R o L L A R I o v I. 

dall' equa-

-c Ydx ... 

SE f indica un numero intiero polìtivo, o negativo, ed an
che z_ero, i fecondi membri delle due equzioni ( 4) , e ( 6) 
fono mtegrabili fuppotle le fole quadrature del cerchio, e dell' 
rperbola in virtù de' corollarj II. , e III. del I. :eorema. 

c o R o L L A R I o v I I. 
PEr una ragione fimiliffima a quella, che fi è efpofl:a nel VI. 
corollario del II. teorema , la lettera c può fignificare anche 
2:ero nel prefen te teorema , e ne' fu o i corollarj. 

Scotto 

POnendo quello VI. teorema, e . i fuoi corollari in lu~go del 
Ii. teorema , e fuoi corollarj , e procedendo come ~ e . fa r.ro 
nella prima foluzione, fi gttiene un fecondo modo d1 fciOghe-

_Tom. 11. Q q re il 
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re 11 probh:ma elprelfo in due formale d1fferenti, le quali for
mal e fi contengono nell' equazioni ( 4-) e ( 6). 

Il teorema, che fegue, renderà forte più grato agl' inten
denti il rn1o metodo . 

T E o R E M A v I I. 
N El polinomio infrafcritto O la m denoti qualunque numero 
di quefi:a progreflìone r, 2, 4-, 8, 16, ec., c fignifichi qual
fìvoglia qu.Jnratà pofitiva, o negativa col tuo fegno, ed anche 
zero; ed a 1"' qualfivoglia quanutà pofitiva; con qudlo ptrò, 
che cr non fia maggiore eli 4-a 1"'; P rapprelenti quefi:a lerie 
p l n•-Z -+a 1m--l XX-+nlm-6 X 4 -+a %m-8 X 6 ) eC, , la qUale 
s' intenda continuata, fìnchè l'ultimo termine di elfa fìa x •m-z; 
io d11.:o, che il polinomio O è integrabile , pofi:a la fola qua
dra tura del cerchio 

O= Pdx ---
DIMOSTRAZIONE. 

I. SE m= t , che è il cafo fempliciffimo, il polinomio O di
ven à quetto trinomio d x , l' Integrale, di cui è uguale 

x -t-cx-+11' 
ad un arco di cerchio , che à per fua tangente (:t-+ 2.. c)' 

2 

e per fuo raggio v· RR _.:_cc, dov,endo il detto arco elfer divi· 

fo per ( aa- 2. cc ) 
4 

4 

II. Ma negli altri cafi elfendo P 1' aggregato de' termini di una 
progrellione geometrie.~, il cui termine ultimo è , ,.,_, fi à que· 
1~a proporzione ( P-:~•m-•) cio~ la lo.nma degli anteceden
ti tta a (P-n,.,_,) cioè alla fomma de' confeguenti, come 
"'"'-1 primo antecedente fia ad 11 ••-4 Kx primo confeguen: 
te, cioè come aa ad u, e quindi fatte le dovute operazionJ 
ritro vaG P= j,2 -/m ; laonde il polino mio O è uguale a 

~x-•• 

queft' 
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q uefi' altra' efpreffione "" ( ::::..::-~::2 div. per( N •m -+c.- m -t-a'"') 

JCK-114 

e confeguentemente in virtù del Ill.corollario del VI. teorema lo 
fielfo polinomio O è uguale a quella tòrmola !i:,, cioè all' ag. 

m 
gregato di tanti trinomj reali femplici, quante unità contiene 
il numero m, ciafcuno de' quali ~rinomj kmplici può efpri
medì così 

"" , e quello differenziale :>' integra mediante la 
m (x' ;:±hK-t-M' } 

rettificaz10ne d' un arco circolare, come fi è veduto nel pri
mo punto di quefia dimollrazione, .Adunque, ec. 

Il che era a dimofirarfi, 

Scotto. 

I Termini della ferie P fono tanti, quante unità contiene il 
numero m , e per confeguenza il polinomio O è uguale a tan
ti trinomj femplici divifi per m · quanti termini contiene la. 
ferie P. · . 

Se c=::tza, ed m= I, il polinomio O diviene-~-
. . (•::±•)' 

efpreffione affolutamente integrabile. Quefia medefìma riflef
fione à luogo ne' trinomj regittrari nel II., e III. corollario 
de~ I. te? rema, quando g =o; p=-+ ::ta, e l'ultimo termine 
dei detti trinomj è pofi tivo. 

Se c=- ;zaa, ed m= 2, il polinomio O ritrovati eguale a. 
due trinomj femplici affolutamente integrabili; e fe m efpri
me qualunque numero di quefia progrefiione 4,. 8, 16, 32, 
e~., ~ c=- 2a m , il polinomio O è uguale a un ag.gregato 
d~ .tnnomj lemplici, due de' .quali fono alfoluramente mtepra
hllt , e gli altri s' integrano mediante la remficazwne d un 
arco circolare • 

Q.q 2 SOLU· 
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s o L u z IONE 
DI DUE PROBLEMI MECCANICI. 

Eli' anno 171 3• un letterato incognito, che prefe 
il finto nome di Prete Studiapefi Canonico Pcrugino, 
fece fpargere in un foglio volante impreffo i due fe
guenri problemi meccanici, ch' egli proponeva ai 
matematici d' Italia. 

PROBLEMA I. 

DUe muri verticali convengono in un angolo rettilineo, al 
C} uale fi fottotendono più tra vicelli contigui d' uguale groffez
za , tra di loro paralleli, formandovi .come un piano orizzon
tale : fi vorrebbe fopra di quefio piano alzare una parete, con 
cui feparara veniffe dal refio una porziòne della fianza , che 
dai muri fuddetti è comprefa ; ma perchè alzando effa parere 
fopra una linea retta, o foffe quefia parallela ad uno de' mu
ri , o concorreffe con entrambi , è manifefio , che non la reg· 
gerebbero tutti i travicelli con egual refifienza: io domando, 
che mi fi difegni una tal curva nel dato piano ori~zon tale, 
fecondo il contorno, dicui alzando ad una pari altezza la de
fiderara parete, ritrovi ne' foggetti correnti da per rutto u~· 
egual refifienza : non atlante l' effer quelli quanto fi vogli~ 
più lunghi' fecondo che riù fi fçoftano dall' angolo , a cm 
fono fottotefi • 

p Il o B L E M A I I. 

TRovare due prifmi d' eguale lunghezza, e della fieffa ma
teria, le bafi de' quali poffano cffer ifcritre in un meddìm? 
rettangolo, ma abbiano tra di loro ( ficcarne la mole, ed tl 
pelo d' ambì i folidi) una data ragione : e con tutto ciò fie· 
no. quefii prifmi d' u9ual refifienza, o s' intendano ambidu: 
firu ne~ ~uro, o nell eftremirà loro vengano a due !oltegnt 
appoggtau. 

So-
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( 

Solw:{jone del I. Problema (fig• I 3 ) 

S [a P JR§ l'angolo rettilineo, in cui convengano i due mu
ri verticali , c l'indeterminata PR rapprefenti la pofìzione, e
lunghezza di qualfìvoglia travicello : fi prenda fopra uno dc' , 
lati v. g. §!!' la retta arbitraria fi(T, che M chiami b, e pel 
punto T fi t iri parallela a PR la TS, che lì chiami f. La 
fì? chiamifi x, e confeguememente PR farà fx • La lettera' 

-b-

r efprima la relìllenza de' travicelli in qualunque punto, v. g. 
in O. La groffezza collante de' travicelli fi rapprefenti col 
rettangolo ak, di cui a lìgnifìchi l' altezza, e le la bafe. , 

Ci~ pofl:o, confiderando attentamente l' articolo XXVI. del
lo fcriuo del sig. Varignoit fopra la refifienza dè folidi ·inlèr
to nelle memorie dell'accademia reale delle fcienze di Parigi · per 
l'anno 1702., e facendo nella formola in detto articolo con
tenuta le debite {ofiitutioni; lì avrà 

(I) r=akXPRX!.a div. per POXOR 
2 

L~ diflanz~ del centro di gravità del rettangolo ak a~l' af. 
fe d eqUJIJbno (come il sig. Varignon lo chiama) è qu1 ~a. 

~ 

Ora l' indeterminata PO dicafi f , e li efprima analitica
mente l'equazione ( I ) , la quale diverrà 

r =!... aakjx di v. per Jxy- bt)' 
2 

Affinchè la reflllenza lia fem p re la lletfa , ponga li .!. ..fc in 
• 

luogo di r (c rapprefcnta una retta arbitraria, ma collante). 
Indi fatte le dovute operazioni, fi dedurrà 
( 2) Xf = byy -+ • dx 

h T --;- 11 • 
c e è un luogo all' iperbola apolloniana, il quale li COJlCUl· 

fce così: 
~S chiamifì g, prendafi fui lato fi!!' la porzione ~= 
~ , dal punto V fi tiri l'indeterminata P/ parallela a §!..R, 

rf 

e fui-
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e 1ulla fielfa P/ fi pigli la porzione PK = ~·K ; pofcia dal 
. t{ 

punto K fi meni la retta KX indeterminata, e pa~allela a ~T, 
e fulla Pl pn:ndafi l' altra porzione Kl eguale a fi!....S, cioè a g. 
Ciò fatto lì tiri dal punto I la /M parallela a !i!_T, e piglian
do la porzione /M=!!:_, defè:rivafi tra gli afimptoti KI, e 

njf 
KX un' ìperbola, che pa!Ii pel punto M; io dico. elfer quefia 
la curva ricercata. · 

Il çhe ~ovea ritrovar{!, 

Dimoflrazjone .di qucflp coflruz.jone (fig. r 3 ) 

S I tirino le due rette OG, ed OL, la prima delle quali fsa 
paralkla a ~, .e tagli la fi!!' in G, e la KX in H; la le· 
conda poi fìa parallela a fi!..P , e tagli la n in F , e la TS 
in J.., .. 

La fimiglianza de' triangoli TS!i!_, ed OPG fomminifira que· 
jle due analogie -

T$ (f). fi!..S (g):: OP (.r). OG=JL 
. . . f 

TS (f) . 7 !i( ( b ) : : OP (y) • PG = 6y 

.Si avrll. ~unque PG ( cioè FO) = JR.!~~~)- fiY [~] 
. . çf 

-GP [j] 
,come J?ure OH= OG[ .C. J - VK [ ~ J 

Coficchè_ l' efpreffion/ analitica de{rettangolo FOXOG fark 
( togliendo ciò , -che Yicend~vplmente fi diilrugge) 

gxy - .bgyy - aagx -fo a'hg 

T T if !tff 

Ora per la natura dell' iperbola MO tra ~li afimptoti Kl' 
KX, il rettangolo IMXI.K [cioè ;'b Xg J e uguale al rettan-

golo FO X OG; adunque fi ottiene ~ueft' equazione 

•.'hg = gxy - l>JtY1 - '"'t"' -+- a'bg 
•'i' l T 7 . crfl 

'fol-
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_ Tolgafi dall' uno, e d.1lt a•tro membro ciò ,- cb.e- vi è di -

tomun'e , e di v id.dì per L ciò, che rimane , indi-fì, traf ponga, • 
f 

e fi vedrà nafcere l'equazione ( 2 ). 

Il che dovea dimolìradì • 

C o a o L L A R. 1 o I. 

E' Vifibile, che a C3f'. Ìone ddt arhirraria c pnò farfi in maniera ' 
che una delle cinq~1e- r~ttt: fi!!', 17K 7 !i!_D, DM, IM fia e- _ 
guale ad una retta da:a. 

c o R o L L A R. l o II. 

SE fi vuole, che la IM fia eguale alla KI, fuppongafi J'M 
f ~] = Kl (g) , e ne verrà c = -~ . /"t -
t ccff f V 8 

Ma fe oltre di ciò l' angolo f!Z!'S è uguale all'angolo fi!..ST, 
dfendo in tal caio fi!..T(g)=!i!J(b), larà c=~ 

f 

c o R o L L A tt r o 1 1 r. 
IN virtù della rnedelima arbitraria c può f'arfi ancora in mo
do, che la curva paff1 per un punto dato derHro i' angolo P fi!..R, 
purchè non cada iopra i lari ; attelochè in quello èalo tanro 
l~ x, quanto la j' taranno determinate, e mediante l' equa
ZIOne ( 2) Cr determinerà il valore idoneo della retta c 

C o Il O L L A 1l l ò Ì V, 

PEr conofcere il valore di AP (x) , allorchè la PO (!) di
vien tangente della èurva MO; dall'equazione ( z) tra! polla, 
e divifa per !_. traggafi la teguente 

f 
J'f- J. ~}'-+ f•wt = O 

b bt 

che à le due radici infrafcritte 

f = fx_ ::!: _!_ • / ffxx;_ ~ 
2b 2b v , 

A cci~ 
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Acciò quelle due ,radici fiano tra di loro eguali , vale a di
re, acciò la PO (y) fia tangente della curva MO; fi egua. 
gli a zero l' efpreflìone , che Ila fotto il fegno radicale, e li 
avrà Bxx = 4hf""", cioè x= 4h"" , che è il valore ricercato 

e f• 
di ~(x). 

Quelto valore di x furrogato nell' antipenultima equazione, 
farà conofcere TL, cioè PO (y) = ~, allorchè la PO di-

• 
vien tangente della curva MO • 

Soluzione del II. Problema (fig. 14, e r 5 ) 

N El rettangolo BDFH ( fig. 14 ) ambidue i lati BH, e BD 
fiano arbitrarj, e fuppongafi ifcritto in effo il rettangolo ACEG 
bafe quefita di uno de' prifmi. 

Nell'altro rettangolo, pure arbitrario, ILMN (fig. I 5 ) ifcri
vafi il parallelogrammo vxrz tale, che LVfia la metà di IL, 
ed LX fia la metà di LM. 

Quefto parallelogrammo vxrz lia la bafe dell' altro prifma; 
e il primo di quefti prifmi fiia al fecondo , come f lla a g.· 

Rifiettafi ~ che da quanto dimofira il sig. Varignon ~el ~~
tato fuo fermo , e facendo in quello cafo ancora le fofinuzzo
zi dovute , fi raccoglie, che la refiflenz...a del primo prifma , 
il quale à per bafe il rettangolo ACEG fia alla refiftenzy del 
fecondo prÌJÌna, che à per bafe il parallelogrammo VXfZ' CO· 

me ACEG X .!. CE fia ad Vxrz X .!,.IL; e che tale propor· 
z z 

zionalità fufsifie, o s' intendano ambidue i prifmi fitti orizzon· 
talmente in un muro , o nell' eftremità loro vengano a du~ 
1ò!legni appoggiati . Imperciocchè la lunghezza totale ~r~z
traria, e le lunghezze parziali, ec. fi fuppongono eguah 1n 
entrambi, e le rette.!.. CE, e .!. IL fono le diftanze del cen· 

• • 
tro di gravità del rett .tn~olo ACEG, e del parallelogrammo 
rxrz ai refpettivi aJ.Ji d' equilibrio. 

Supponiamo pertanto queft' e'luazione 
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( 3 ) ACEG)(.!.. CE = VXlZ X.!.. IL 
~ . & z 

che foddisfarebbe ad una delle condizioni del problema, fe il 
rettangolo arbitrario JLMN (fig. I S) folfe Io fielfo, che il ret· 
tangolo BDFH (fig. 14 ). 

Ma ;perchè dall' altra condizione di elfo problema nafce 
quell' analogia: 

ACEG • VXrz :: f. g , e confeguentemente VXrz = 
.! ACEG: perciò ponendo quello valore di vxrz nell' equa
l 
zio ne ( 3) , fì trova 

CE ( ed anche AG) =L IL= .fL, fe p fignifica IL 
F f 

ed elfendo come fopra 
.! ACEG (cioè.! AC XCE) = VXfZ, vale a dire g_ ACXIL 
F f l" = .!.. IL X LM; trovafì ancora 
~ 

.dC= .ff_LM= qff, fe q fìgnifica LM 
281 2gg 

Ora fi confideri (fig. 14), che i triangoli CAB, ECD, GAH 
fon? fìmili, menrre gli angoli in H, in B, in D, in A, ed in 
C lono retti per I' ipotefi, e primieramente l' angolo B !IC è 
uguale all'angolo DCE, perchè tanto l' uno, quanto l' altro 
di efsi fa un angolo retto infìeme coll'angolo BCA; di mo
do che anche l' anoolo BCA, è uguale aHI' angolo DEC, a
dunque il triangol~ CAB è fìmile al triangolo ECD: 

Secondariamente 1' angolo BCA è uguale aH' angolo HdG , 
perchè sì l' uno, come l' altro fa un angolo retto infieme coll' 
angolo HAG, ralchè anche 1' angolo BAC è ugu.1le a !l' ango
lo H~A; adunque il triangolo C riJ! è fimile al triangolo G1H. 

Ch1amando pertanro u l' incogmta AB ( fig. 14 ) , e :z l al
tra incognita BC, come pure n il lato BH, e b l' altro lato 
BD del rettangolo BDFH; la fimi!itudine de' ~uddetti _man
goh CAB, ECD, GAH fornifce le due feguenu analogte 

AC [ -!f J , AB ( u) : : CE [ J-J 
Tom. II. Rr 

CD= .Y!'u 
q{' ~ 

AC 
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.AC [L] . BC (z) :: AG [.!L] . HA;::.!!.d 
~gg f tf' 

Laonde fi fcoprono quefte due equazioni 
BD (b) = BC ( z) -+ CD [~pg'u] 

'lf ' 
BH (a) = AB ( u) -+ HA f=~P] 

dalla prima delle quali viene 
z= b- '-PII'u qrr · 

e dalla feconda ben maneggiata 
z= ( a-u) qf' div. per z.pg' 
Si confrontino quelli due valori di z.., e operando a dove

re fi troverà 
4ppg' u-qqf' u=lbpqf1 g1 -aqqf' 

donde nafce 
u = ( 26pg' -aqp) qp di v. per ( 4PP!! - qqf' ) 

e confeguentememe 
( 4) u=( 2bpg1-aqp) qp div. per( 2pg1-q[') ( 2pg'-+qf) 
Trovato quetto valore di BA ( u), dal punto A (fig. 14). 

col raggio AC= 'lif defcrivafi un arco di cerchio, che dovrà 

tagliare in C il lat~~D del rettangoloBDFH; e c:lai punti C, ed 
.A coi raggi CE, ed AG ambidue uguali a lJ_ fi deferivano due ar• 

f 
chi di cerchio, che dovranno tagliare in G, ed in E refpettivamen· 
te i lati HF, e DF del medefimo rettangolo BDFH: . men· 
tre cos\ avvenendo, il rettangolo IICEG rimarn:bbe dcntto 
nel/ altro BDFH, e (arebbe fC iolto -il proble m.1, le il retran-:. 
golo ILMN ( fig. 15 ) fo!fe lo fteffo, che il rettangolo BDFII 
( fig. 14) • 

Ma d fuddetto rettangolo indeterminato ILMN in due ma· 
niere può effer lo Heffo che il rettangolo BlJFH: 

Primieramcnre !e IL (p) è uguale a BH (a) , ed IN ('l) 
è ugùale a BD ( b ) . · 

Secondariamente le IL ( p) è uguale a BD (b), ed IN (q) 
è uguale. a BH (a) . 

In virtù delia prima maniera ponga lì nell' equazione ( ~) " 
IO 
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in luogo dt p , e b , 111 vece dt q ; fi vedrà elfere 

(s)u=(zg1-fl) abbf div. per (z.ag1-bp) (z.ag'-+bf!) 
.AC iarà eguale a !l.., e CE farà eguale ad :!... • 

1gz l 
In virtù della feconda maniera fi furroghi nell' equazione 

(4) b in cambio di p, ed a in luogo di q, e ne rilulterà 
( 6) ., = ( z.6bg 3-nap) n{1 div •. per ( 1.bg'-ap) ( z.bg3 -t-nf') 

.AC iarà eguale ad aff , e CE farà eguale a bg • . 
1&a l 

Quella doppia foluzione è diverfa dalle tre, che io diedi del 
medelimo problema nel tomo XV. del giornale de' letterati d' 
l.talia. Elfa è più femplice, e più univer!ille. 

CoaoLLA~Io J. [fìg.r4] 

SE il rettangolo BDFH è un quadrato, folli tuifcaiì a m 
vece di b in ambedue l' equal!ioni ( 5), e ( 6), e dall' una, 
e dall' altra rifulterà la fegueme 

u=(zt-P) llj 3 div. per (zg'-f')(7.g 1 -+/') 
vale a dire quella equazione elegante 

(7) u= 4' ' · 
. 1&'*1' 

CollO~L.ARJo II. '{fig.t4] 

I\J El.la fleffa fuppofizione di BDFH quadrato, in confeguen
za deli' equazione ( 7) viene quella proporziònalitll ; 

a, cioè HB , Ha ad 11 , cioè ad AB t . come zg1 -t-P fia ad 
P; laonde per quel modo di argQmeptare, che dal Clavio 
appellafi divifion di ragionç, ~, 1cioè . _!0. = ~ 

,. .II.B /' 

A V V E R. T J M E N T o • 

.Nel tomo XIX. del giornale de' lmerati d' ]tolia pag. 438. 
fi legge J' infrafcrino problema propoflo dall' nutore • 

PROBLEMA. 

S la data una parabola biquadratica primaria, che ~ per e-
Rr 1 qu~ 
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quaztone ~oflituriva x4 :y, e ~a ~ara ancora. una porzione 
·tli dfa; dtmando, che fi atfegm un altra PQrztone nella · me
defima curva rale, che la differenza delle ' porzioni fuddette 
fia rertifìcabile • 

Se i geometri fi degneranno riflettere a quanto fcrive l'in
comparabile sig. Giovanni Bernulli negli arti di Lipfil dell'an
rio 1698. alla pag. 465. dopo la linea 5· ,- non giudicheranno 
que1to problema affatto indegno della loro attenziOne. 

Sono dunque pregati a darne fuori . lo ièioglimen~o infieme 
coll' analifi , e a determinare una certa limitazione , che il 
prob'ema richiede. · 

Non ejfendo campar fa verunn Joluz.jone di queflo problema , f 
autore pubblic~ nel tomo XX/I. del fuddettQ. giornale pag. 1.1.9. il 
feguente fcbediafma • 

NUO· 
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NUOVO METODO 
Per rettificare la dijfermz..;r di due nrrhi ( uno de' 

quali ~ dato) in infir~ite fpecie 

DI PARABOLE IRRETTIFICABILI: 

Colla folùzione .del problema propollo nel XIX. tomo 
dd giornale de' letterati d'Italia; e colla .naniera 

di tagliare per metà il quadrante 

DELLA CURVA LEMNISCATA. 

A v v E R T I M E N T o. mF.r dar giudizio . ( *) di quell:o metodo , può ve~erlì 
ciò, che dic. e il lommo geometra sig. Gwvanni 
Bernulli negli atti di Lipfìa dell' anno 16.98. aila 
pag. 465. ·· 

L E M 'M A f. ( fig. 16, e 17) 

S la la parabola OAB di tal natura, che fi abbia 
m-+-z 

x 2 =~y (m efprime quallìvoglia efponente, x lìgni.-
_.z . 

fica l' abfcilfe ~ e j le ordinate, che fono perpendicolari alle 
med~lìme abkilfe; e parallele alla retra OZ , ~he palfa pel 
vemce ) , abbiafi ancora OF =x, Of = z; mdt fi t m no le 
ordinate F ..11, fa · dico . che 

j: -2.._ -+ j: , Jz. ~ uguale alla fomma dei due archi 
v~ v .... ;:_.., 

OA, e,i Oa moluplic.tta per ~.-!, meno la fomma delle due 
m 

tangenti AV, ed ti M moltiplicata per 2.,. • 
m 

DI· 
( •) Giornale de' letterati cl' Italia tomo XX. pag. a9. 
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DIMOSTilAZIONE . 

I L fecondo membro dell' equazione efpreffa 'qui fopra -lì rifof. 
ve nella leguente quanti.tà compleffa, il di cui differenziale 
è lo fieffo , che il differenziale del primo membro della fuddetra 
equazione, come cia!Cuno potrà fperimentare . da le medefìmo 
~.f. tJ, v';;..-+1; meno..:. x. v ' ,.m..:..l ; più ~f. az. 

m _m m 

v;;;;:::;-;; meno..:. Z..v :t"'-+ IO Dunque:, ec •.. ~ E. D. 
m 

L E M M A I I. pRoBLEMA T l c o. 

Sommare il binomio x Cm Jx (""m -+l ) f-1 in maniera' che 
nell' Integrale di elfo altro di curvo non fi contenga, fuorchè 
quefla elpre!sione f. tix ( ,..m-+I) f- 1 affetta da quantità co· 
fianti, e il refio cofii di fole etprellìoni retti linee'· la_lettera 
c denota qualfivoglia numero intiero poli civo, o negativo, ed 
f qualfivoglia efponeme. 

p RE l'A R A Z I O N E .•. 

PRima di :tentare lo fciogliments> · dell~ p~eCente quefiione (la 
quale potrebbe riiol verfi anche più generalmente ) tarà. bene, 
avv.enire, che la differenza di xx·-+,, (xm-+I)f, in cutf, 
e , efprimono qualunque efponente, è uguale alla leguente 
quantità complelsa ( 1 -+, m ) .x' m ; più.f I -+'P m-+ f Tfl ) 

x'Pm-+m_ il tutto moltiplicato per Jx (x m-+ 1) f- 1 

SoLUZIONE. 

ConcepifcaG , che quella quantità c:omplefsa Gxcm .d" 
(x m.-+ I ) f ~\più t/x (_x m-+ 1 )f-1 , la quale per magg1or 
brevHà fi ch1am1 R, abbta per iuo Inte~rale l' infrafcncra le· 
rie ~- continuata dall' una, e dall' altra~ parte, quanto bilo- . 
gna, avvertendo, ~hc in e!fa gli efponenti di x tono in pro:-. 
We!Iìone . aritmetica , e: che G, h, .A .y B, ea. Jono colbnu 
1nderermmate. 
(~) b .... 1 -m-+.A~-+xB 1 '*m, il tutto moltiplicato per 

(-"'m 
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(~m-+ I ) f l~ medelìma lerie ~ dilferen1;iata produce in vi r. 
tù di quanto fi è detto nella preparazione l' infralèritta ferie 
P, in cui gli efponenti di x · fono anch' effi in progrelf10ne a
ritmetica; quella tèrie P è compolh net cafo noll:ro dei qua t· 
tro leguenti termini, ma può faciliffimamente continuarfi in 
infinito dall" una, e l' altra parre, conforme la ferie 1i!:_ 

(P) Primo termine (1-m) b~-m; fecondo termine A~•; 
più (I -m -+fm) bx•; terzo termine (I -+fm) Ax"'; più 
( I-+m) Bxm ; · quarto termine ( '( -+m-+fm) Bx~m. Tutti 
quell:i termini,, e gli altri, quando vi fieno , debbono efserc 
moltiplicati per dx (x"'-+ I )f-1 

S' eguagli ora la quantità complefsa R alla ferie P, im
maginando i due termini della prima eguali a quei due 
termini della feconda, che tono dorati de' medefimi efpo
nemi ; gli altri termini della ferie P fi facciano e-guali a 
zero, e in quella forma relteranno determinati tutti i co
efficienti G, b, ·A, B , ec. La ferie ~ coll:erà d' un nu. 
mero finito di termini, e (i avrà la ferie P=R, onJe integran
do, tralponendo, e dividendo per G ne rifulrerà f ~'"' dx 
( x m-+ I) f- 1 eguale alla lerìe ~ divifa per G, meno f. d• 
( xm-t- 1 )f-1 divila anch'elsa per G. ~E. J. 

DEFINIZIONI. 

L A ferie ~ farli per l'avvenire efprefsa colla lettCTa. maj~
fcola X: OF (x), ed OH (t) fono due ablèifse date, o arbi
trarie: Of ( z) è un' ablcilsa, il cui valore è dato algebrai· 
camtnte per x, e collanti, . ed.Oh. ( u) è un· altra abfcilsa da
ta per t, come appunto z è data per x 

Una t,erie data per z, o per t, ov~ero per u, come la 
fene ~e data per x, fi etprimerà refpemvamente colle tre al-
tre lettere majulcole Z, T, V . 

Egli è dunque manlfell:o, ch' efsendo date le abfctfse ~, e 
t coll' efprelsione algebraica d.i ·:z, è d.ua ancora 1: efprefswne 
algebraica di u e che avendoli X, fi anno ezlandw Z, T, V. 

Un polinomi~ fi dirà trasformato in un altro polinomio ne
gauvamente fin1ile, quando moltiplicando il primo col legno 

pofi-
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potìuvo, e l' alrro col legno neganvo, fi ritrova, 'chè i' lirio · 
è dato per la tua variabile, come l' altro per la propria, ver
bigrazia, fe il binomio x'"' d~ è cangiato·' in quello altro 

.v x"'-+' - z- dz egli fi dirà trasformato in un altro binomio ne· 

V z m -+I 
gativamente fimile, 

· Coa.oLLAR.Io I. (fig. t6, e 17) 

S E nella parabola OAB l' abfcilfa OJ ( z..) è di tal natura , 
che effa decrefca al crelcere di x , e che per fuo mezzo il bi
nomio::..:..:::...:! fia trasformato in un altro negativamente fimi· 

v;,;;-:;; 
le, fi avrà quefi~ equazione x'"' d1e -+ z'"' dz =o Prenda-

V""'-+I V~"' -+I ~ . 
fi ora mediante il fecondo lemma l' Integrale di amendue 1 

termini della lleffa equazione, ponendo ;. in cambio di f nel-

k fcri~ ~, e P, indi moltiplicando per 1G, ·e trafponendo, lì 
..,verà la feguen re elprefiione collante 

f. _:!:.._ -+ f. --!!!:_ ; meno X; meno Z • Indi ponga· 
v;,;;:;; v'-"'-+' . .. 

fi, in luogo de' primi due termini di quella efprefsione, 1llo. 
ro valore ritrovato nel primo lemma , e div1dendo per ::=:;' 

m . . 

ft fcoprir4 , che . 
La . io m ma di . due archi OA; ed Oa; meno ~ ( X-+Z); 

m-+t 
meno la fomma delle due tangenti AV, ed au moltiplicata per 
_1_ è una quantità collante 
m-+1 

Per la lleffa ragione facendo OH= t, ed .afsumendo Oh::: u, 
fi vedr~ , che la iomma de' due archi OB, ed Ob; meno..!!.--

, ,-t-1 

( T-+ V) ; meno la fomma delle due tangenti BZ, e bz mol
tiplicata per 1 è parimente una quantità collante. Dun· 

quc 
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que fottraen~o la prima delle ultime quantùà collanti dalla 
ieconda , lì leo p re , che 

L'arco AB meno l'arco ab è uguale ad~ (V-+ T- x-
m-+• 

Z); più la fomma delle due tangenti eftreme BZ, e bz mol
tiplicata per _:_; meno la fomma delle due tangenti medie 

m-+~ 

AV, ed 1111 moltiplicata per ~ 
m-+z 

CoROLLA R 10 II. 
M A fe per mezzo di '{.il binomio x cm dx v;;;:-:;:-; venifse 
trasformato in un altro negativamente lì m ile, allora ponendo 
nella ferie ~' e P l. in luogo di f fi troverà in fimigliante 

~ 

maniera, che la fomma de' due archi OA, ed Oa ; meno X; 
meno Z è una quantità collante, e fi vedrà finalmente, ope
rando come lì è fatto nel precedente corollario, che 

L' arco .AB , meno l' arco ab è uguale a T-+ V-X-Z 

T E O R E M A. 

S la il polinomio (r) xn-I dx (x"' -+p )h-I , nel quale 
Eh 

E= lx 1n-+ 2lpx n -+ lp p , dico, che fe li prenderà 
-+ lq -+ lpq 

-+ lr 
( l ) '{.n = r-p x n -p p' il poli nomi o r farà trasformato in 

x n-+ p . . 
un altro nega ti va mente fimi! e. Le lettere l, p, q, r .figm
fìcano qualfivoglia quantità collante, ed anche zero a nferva 
di l, che non può efsere nulla, e le lettere n, ed b d primo
no qualunque elponente potsibile. 

S U li D ·r M o s T 11. A z 1 o N l!. · 
pponga 1 • 

( 2) x n =-s-p, e operan·do a dovere il polinomio rlì muterà ~n 
quell'altro~ sh-1 ds div. per (l s'-+ lqs-+ lr) h , prendalì polcJa 

(3) 
n 

Tom. I/. Sf 
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( 3) s= _:. , e fatte le debite operazioni ne rilùlter\ 
Z n -+p . 

.!. s h-1 ds =-· rbz n-t dz, che riclucefi a quefl:• . alua e-
" ( '{." -f- p) h-I · . 

fprefsione equivalente -rhz n-t dz ( 'Z n-+ p) 6-t dì vifo per 
( z n -f-p) ~h; troverafsi ancora /s'-+ lqs -+ lr eguale a q ud b 
quantità complefsa /r· -+ lqr -+ lrr • Dunque riducendo il --.--

Z:' -+p (z"-PY 
tutto ad una-fuccinta: efprefsione, e com'parando le due equazio
ni ( :1) ,. e ( J), fi conolcerà chiara m eme 1 che fe fi attribuilcrè 
a z.._• ii fuo valore efprefso nell'equazione (l) il polino mio r 
fiull. trasformato in un altro negat~vamente fimile. 

Co It.o Ll. Alt~ o r. [fig. t6' e 17] 

SE nel polinomio r, e nell'equazione ( I) lì fùpporte p=o; 
l= 1; q= o; h=-~; n=~ (C' rapprelenta, come 

~ _,_4 ,.. 
fopra, qualunque numero· intiero, pofitivo, o negativo, anzi 
ne' corollarj fu!S<:guenti pcmà ra pprefentare anche zero ) fi or-

. ~ 

tiene z=!. 1 è' il feguente binomio t cioè x~~ .Jx' mol-

" -~-
tiplicato per la radice de !fa quanti rh complefsa x-'-.-4~ -+ 1 

farà trasformato in un altro negari.vamçnte fimile ,. d1 modo 
che confrontando quello corollario col II. çorollario del II. 
lemma 1 fi à m=-±-... 1 è la parabola . OAB à per fua equa-

l-4" -•-4" 
zione Jl l-4" = c~) " 

-1-4C 

C o a o L i. A Il l o l I. [fig. 16, e 17 J 
M A fe ( falve tutte le altre fuppofizioni dell' antecedente ~o
rollario) h= 2..; n= .2-; allora. il ieguente binomio, CIOC 

:a 1--4c 
4t 

x~ divifo per la raJice di quella quanti di cornpleffa 
+ 
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_L 
~ I-4'"-+- r fi trasforma in un altro negativamente fimi le, c 
il prefenre corollario comparato col I. corollario del II. lem
ma fomminiftra m= _4_, e 1' equazione della parabola OAB 

1-4'" 1-4'" 

. è ,..-.=:~ = (i=±:] J' ; .dov!!ndoli avvertire , che z = ~ , co-
~-~ ~ 

me fopra. 

c .o R. o L L A R l o ll I. 

_L A femplice fuppofìzione di h=.!_ _cangia j! polinomio r in 
1 

queft' altro polinomio W, che per ·confegu~nza li trasforma , 
mediante il .teorema, .in un altro .negativ<~.lilente fimile. 

(W) ,.-n-1 dx div .. pe.r 1a ;radjq: .della ·l}uantità complefsa. 
lx )n -+ 3/px :n-+ 3/ppx• .-+lp 3 • 

:+ lq -+ 2lqp -+ lqpp 
-+ lr -+ lrp 

.CoRoLLAR.Io IV. (fig.t6, e 17) 

E' Manifetlo, .che j[ .quadrinomio .w rapprefenta qualfìvl)<. 
glia quadrinomio della fua fpecie a cagione delle cofianti in
determmate , che .egli .contiene , .e però facendo n = -~-; 

I-3e 
l= I; 3/p -+lq=o; 3/pp-+ 2/qp..-+-lr=o; lp 3 -+ lqpp,--+lrp=r, 
ne ri!ulta .r = .3 ; p= .I , e per confeguenza l' equazione ( I) 

l l 

motlra, .che:;;, 1~, .è .uguale alla .quantità complefsa l-x l-Ii 
l 

div ifa per la quantità complefsa x~-+- I, e il feguente bi
·3' 

nomio, cioè x~' ,divifo per la radice della quantità com-
3 .. 

p! elsa x ~3'-+ 1 viene trasformato in un altro negativamente li
mi le; laonde Ja comparazione .di queilo coro!. cQI,L coro!. dd II._ 
lemma !!~:termina m --l_ , e dà per equazione della parabo-

'-F 

Sf z la 
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5-6• r 

la OAB x~ =es-6•) J'. Il valore di z t=i• efprefso 
z-6c 

qui fopra fa vedere, che OF, ed OH debbono efsere mag
giori di .!.. elevato alla poteftà 3c- I , quanJo c efprirnc un 

2 

numero pofitivo, ma che non debbono efsere maggiori di z 
elevato alla potefta 1-3c, quando C rapprelenta un numero 
negativo, o pur zero. 

CoaoLLAR.IO V. (lìg. 16, e 17) 

L Afciando nel quadrinomio W tutte le fuppolìzioni del co
rollario precedente a riferva di n , che deve ora fupporli 

2 

=--·-,l'equazione (z) fa fcoprire, che zt-6< è ugua-
t-6< 2 

le alla quantità complefsa x~•-+ I divifa per la quantità 
2 

com plefsa 1 -x~. ; fi trova eziandio , che il feguente bi-
. -)-t-6< 

iìomio ; cioè x~ d11 divifo ·per la radice della quantità. 
-6 

.:omplefsa x~-+ 1, ovvero quell' altro binomia equivalen· 
6c 

te, cioè x i::bc dx divifo per la radice della quantità com-
6 

plefsa x 1 ... 6•-+ I, fi trasforma in un altro binomio negativa
mente fimile. Quindi è, che il confronto del prefente co
rollario col I. corollario del I l. lemma fomminifira m==~' 

1-6r 

e ne fiegue, che l' equazione della parabola OAB è 
~-6c · z 

~·L-6c=ce6c)f• Il Valore di zt-6c notatO qui fopra di· 
t-IJc 

mo!lra , che OF, ed OH non debbono efser maggiori di 1 

elevato alla dignit!l. ~, quando c efprime un numero po-
:a 

fiti-



NELL'E PA.IlA~OL'E lRil'ETTIFICA!IILr 37.5' 
ftrivo , ma che debbono effer maggiori di .!. elevato alla di-

1 

gnità !._- 6c, quando c è un numero negativo, o pur zero. 

CoROLLARIO VI. GENERALE. 

E Gli è ora vifibile, che i precedenti corollarj I. , II., IV., 
e V. rettificano la differenza di due archi ( uno de' quah è 
dato ) in quattro infiuirà di fpecie di parabcle irrettificabili; 
imperciocchè i valori di z dpreffi ne' corol lari luddetti !ono 
tali' , che al cre!Cere di x, la fleffa z decreiCe , e in fatti lì 
trova fempre z eguale a una frazione, in cui l' aumento di 
x o lafcia invariato il numeratore, e fa crefcere il denomina
tore, o le fa crelcere il nnmeratore, aumenta affai più il de
nominatore, oppure diminuifce il numeratore, ed accreke il 
denominatore , come potranno i lettori accertarlì da te me
defimi. 

ScoLIO. 

N E' feguenti efempj 1 che fono i più femplici, li avverta, che 
la lettera a rapprefenra l' unirà arbitraria, la quale ferve a 
rendere le dimenfìoni uniformi. La brevità, che voglio offer
vare, non mi permette di efporre molte verità, che nakono 
da quelli principj; tra le quali lì comprendono alcune altre 
mantere di giungere a quelle rettificazioni, ne dedurrò fola· 
meme la foluzione dell' infrafcritto problema concernente la 
curva lemnifcata famofa pel fu o ufo n dia · cofiruzione delle 
curve elafiica , e ifocrona paracenrrica . 

Efompio I. pel l. corollario del ttorema 
(fig. 17) 

SE c= I , allora m=- 4 , e l' equazione della parabola ·~ 
.i s .r-=4 

lt ~ =l,J',CÌOèj'S=~aiJXJ i·~.:==~; x=x v 11 S -fol= 

s 243 " 
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.AV' , e fi à l' arco AB meno l' arco .ab eguale .a ~ ; più h'; 
OF' OH' Olt' 
meno AV' ; meno _ .. ,.~ 

OF' O[' 

Eftmpio }/, pcl II. corollario del :tcorrnu 
. (fig. 16) 

SE c=o, allora m=4; !'..equazione dell:J.l'arabola .è .x'=3fl")';: 
z= ~; X=o, e fi .à l' .arco AB meno f arco .ab eguale al 

x 
terzo delle .due tangenti .efi:reme BZ, e hz.; meno il terzo 
delle due .tangenti medie .AV, (!d au. 

Efempio .111. pc! II. corollario dc! ;eoremA 
. (fig. 17 ) 

SE c= I , ,allora m=-~ ; l' .equazione .della parabola è 
l . , . 

x ""i=!.}', cioè.J'J=27aax;z.=~; X:=. :x Vx -T-+-1 
3 x = AV, e lì ~ l' arco AB meno l'arco ab .eguale ,alle due tan-

genti ell:reme BZ, .e bz.; meno le due .tangenti medie Al', 
ed au. · 

,C ,O 1l :0 .L L A Il l () , 

L' .Efpreffione .analitica .della fomma .delle ,due tangenti Al', 

[ --4 J ~ . 
ed au equivale a x . x 7-+ 1 7 :~ .AV' , Je lì pone !. w luo-

OF' x 

[ -4 ] , 
go di z., ed equivale ,ancora .a z z 3 -f-I 7 = ~, fe fi 

Oj • 

pone !, in luogo di x, ec. 
% 

Ejempio IV. pel IV. corollario del .teorema 
(fig. x6) 

S E c =o; allora m= 3; i' equazione .della parabola è 
1 

~t'i' ;::::: .!. 7, cioè xS = .=1. aJ J'J'; z= ~"":""..!!. ; X;::::o) e fi ~ l' 
& 4 x-+-• 

arco 
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arco AB meno l'arco ab eguale a due quìntì delle due tan. 
genti e!heme BZ , e bz; meno due qui n ti delle due tana en-
ti medie AV, ed au • r;, 

L' abki!fe OF , ed Ob non debbono effe re maggiori di ?.a. 

Efempi(} V. pef corollario V. del teoremtt 
(fig. 17) . 

SE c= I 1 allora m = ~; l' equazione della parabola è 
~ 5 % 

x 5 = ::._)', cio;. yf = >_:._•1 a3 x T; :z:5 è uguale alla quantità: 
s 2 2' l' 

complefsa 2a 5 -x 5 moltiplicata per " X;:;:: 

• / -6 
x V x 5 -+t= AV, e li à r arca AB mena r arco ab egua
le alle due tangenti etlreme BZ, e bz; meno le due tangen
ti medie AV 1 ed au • 

Le abfcilse OF 7 e OH non debbono efser maggiori di 
"'A v7 

E[empio VI. pel corollari(} V. d'el teorema, che [ciog!ie il proble
ma da me propojla ne! XIX. tomo del giornalt: de' 

fCHerati a Itafill (fig. 16 ) 

S E c = o , allora m = 6, r equazione della l'arabola è 
x4 =4a1 f; z=a V~; X=(}, e lì l!.J•arco AB meno 

l'arco ab eguale al qu~xr•;;''delle due tangenti ellreme BZ, e 
~z; meno il quarto delle due tangenti medie AV, ed au. 

Le abfcifse OF, e OH debbono efser maggiori di a v.Z 
~ 

Efompio VII. pel IV. corollario del teorema, che Jciog/iç 
Jiver[11mcnte lo Jltjfo problema (fig. 17) 

SE c=: 1 allora m=-l. ; l'equazione ddla parabola è 
li 
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l 

x 4 = l y , cioè y• = z:;6aJ x; :t= ax-+ .,.,:;; -~~· 
- { +X-4v"x-+• 
4' 4 

X "' V "--;. ..... , = .AV , e lì à l' arco .AB meno l' arco ab 
eguale alle due tangenti efireme BZ, e bz; meno le due 
tangenti medie .AV, ed au • 

Le ablciflè OF , cd OH debbono elfer maggiori di ,!_a 
4 

PROBLEMA (fig. 18) 

S I a l' arco CLP .A la quarta parte della periferia della curva 
lemni!cata , che à per tua equazione xx -+f)'= a v ;;;;:=w 
(prendendo x per l' abJcilfe, e J' per l' ordina~e, che fono ad 
ef!è normali) dividere per mezzo l' arco fuddetto CLP ./l 

SoLUZIONE. 

F Acciafi 
( 4) x= v;;:::;:-;, e fi avrà )'=v:&=:;' e in confe

guenza l' elemento dell' arco CL larà -!!L_; fuppongafi d un-

. /-•g' -+•g 
y AJ Il 

/ 

que nel quadrinomio w ;g=x; 11= 1 j l:-~; 3/p -+lq=o 
Al 

3lpp -+ 2/qp -+ lr =.! j /p 3 -+ lqpp -+ lrp = 0 , e fi otterrà 

r=ua, e p=a,; quelli valori introdotti nell'equazione 
( 1 ) , dove fi dee porre ancora g in cambio dì x , faranno 
vedete, che facendo 

(s.) ~= ~' fi avrà ..!!L --
g-+11 ./-·i'-~./-..:.::.-~ 

v .J • y .,; . Il 

in virtù del teorema; ma già fi è veduto, che il primo mem
bro 
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bro ~i quella ultima equazione efprime l' elemento dell' arco 
dirétto CL, purchè l' abfcifsa CV lìa =x, e la lettera g ab
bia il valore pofi ti v o , che lì deduce dall' equazione ( 4). Di 
più il fecondo !llembro di quefta ultima equazione rapprefen• 
ta l' elemento dell' arco inverfo P A, purchè chiamando w l' 
abfcifsa CM fì abbia 

( 6) w=v~, dunque l'arco diretto CL è uguale ali" 
arco inverfo P A. 

Da tutto quefto deducelì una nuova maniera di adoperare 
la curva lemnifcata nella cofiruzione delle celebri curve ela
fiica , e ifocrona paracemrica. Per meglio aflìcurarlì dell' e
fattezza di quefto raziocinio, lì ofservi, che quando CV (x) 
=o, allora l' equazione ( 4) moftra , che g =o , e ponendo 
zero in vece. di g ' ne~!' ~quazio~e ( 5) .rirr~vafi ~. a, ~ 9 ue
fio valore dt z fofhtuuo nell equaztone ( 6)' fç>~nmtntftra 
w= a v'i'"' come appunto deve efsere' mentre da41' equazio
ne della curva fì deduce · che l' afse CA= a v"i'. 

Ciò. fuppofto fingalì fa~to quello, che il problema richiede, 
e_ fia l' ordinata ST quella, che taglia per mezzo l' are? in
tJero CLP A; dunque efsendo in quefl:o cafo l' arco d t retto 
G_T eg~ale all' arco inverfo T A, i due punti V, ed M coin
Cidono m S, e CV (x) diviene eguale a CM (w), e confe
guentementc $ diventa anch' efsa eguale a ·:z per cagione dell' 
~quazioni ( 4), e ( 6); laonde ponendo nell'equazione ( 5) g 
m cambio di z ritrovalì 

(7) gg-t- lag=aa, donde fi deduce ag=-aa-+aav7'; 
ordtnando poi l'equazione '(.f.)fi à gg-+ag=xx, e fot~raen· 
do quell' ultima equazione dall' equaz.ione ( 7) ?e . nfulta 
ag =an- >.·x, comparando finalmente 1 due val o n d t ag fi 
fcuopre es (x)=av'-'v-;; e però calando dal punto c 

de!l' alse la normale C.§l_ ad efso eguale prolunghifi quella 
dal! altra parte di C fino ad O in modo, che §!.0 fia egua
le all' ipotenufa fi!...A, prendafi pofcia CR =! §!:?, e ful 

2 

diametro OR defcrivalì il femicerchlo OSR, che taglia l' af. 
Tom. IL Tt fe 
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fe nel pumo S, dico, eh~: 1' ordinata. ST divide per mezzo 
1'. arco intiero CLPA. fi!.: E. I. · 
· Si noti, che pofsono ritrovarfi due altri valori di z capa-

ci di trasformare il binomio ~-- in un altro nc:gati-
- /-lg'-~ 
V al 11 

van~enre fimile, ma quefii valori fono inutili per lo fcioglimen
to del prefeme problema , com' è facile a dimofiradi .-

.. GIUN· 
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G I u N T A 
AL PRECEDENTE SCHEDIASMA 

Sopra la mttniera di rettificttre la di ffèrenz._11 di due tJrchi i11 
infinite Jpccic di curve parabol:cbe irrmificabili, 

CpN :UNA NUO:VA .PJtOPRIETA' 

DELLA PARABOLA D' ARCHIMEDE,ec. 
A v v E R T I M E N T .o. 

~~~!§! Utto (") quello, che io dico n d prefente fcritto, 
-à: relazione .all' .altro, .che l' à preceduto, ed è 
necelfario .di averlo fotto gli pcchi per intendere 
.ciò, che fegur:. · · 

nel quadrinomio .w ( regifirato nel JII, corollario 
.del teorema ) , e nell' altro quadrinomio a lui negativamcnt,e 
fimile -.i in vece .di x n, e _•_ in luogo .di ~n, facciali 

; ph 
pofcia l=-. .!.. ; 3/p -t- /9 =.x, il çodficiente dei terzi ter-

mini delle qua~tità fotto .il vincolo, .e gli ultimi termini di 
effe eguali a zero; e fi troverà p=- 4; .r = 16; l'equa
zione ( I ) del .teorema fi ,cangerà in 9. ue11' altra b =..!. y;-::;:1, 

z 

e col fuo mezzo fi otterrà in virtù del .teorema quell' equa-
z 

zione differenziale .!!!.__ = -~zdh ~ Suppong~ij .o~a l= x u=;i, 

v;;:;:; v hh -.:.. 

.e h =:~;c~ •-+ . .!. , ·e fi vedrà, ç4he mediante q uefl' equazione 
z 

(8)z:.•_:':+;..=;_V ";~~ -+-• fi falverà quell'altra 
z .. 

Tt 2 equa-
-( •) Giornale dc' Letterati d'Italia tom. XXIV. pag. 36;. 
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equazione differenziale, che per maggiore comodità della fiam-
-2c 

pa io efprimerò nella feguente maniera x~ dx divifo per 
~/ XC ~ ~/ 2 

Y x ;;:;T" -t-I; meno 2z...2 <-+-Idz.. divifo per Y 'Z ><-+-I-t-I fo· 
no eguali a zero. 

L' ultima equazione integrata, e maneggiata col metodo 
del I., e II. lemma conduce a quefl:a nuova equazione ( 9) 
( vedalì la fig. 19 ) • 

(9) L' arco O.A; meno due archi Oa; meno _!!!...X; me-
m-+-2 

no ~-; più ~; più ~ fono eguali a zero • 
m-+:z m-+z. m-+:r. 

Dovendofi concepire, che m=-~_, e che c efprime qual
>e-t-I 

fivoglia numero intero, pofitivo, ed anche zero, e non mai 
negauvo. 

S'immagini eziandio, che la curva 0.//a fia una parabola di 
2<-t-2 

, quell' equazione x"..:;:; = [!:..~] J'; che la retta OV pa-
2<-t- l 

' !allela alle ordinate paffi pel vertice O, e che le rette ./IV, 
11u fiano tangenti ne' punti refpettivi A, ed a. Finalmente 
fi noti, che intanto il fecondo membro dell' equazione ( 9) 
è zero, in quanto l' equa1)ione ( 8) moHra, che l' annulla
mento di x annulla anche z..., ec. 

EsEMPio. 

SE c=o, la curva Oa./1 è la parabola d' Archimede, che lt 
per eq~azione xx= uy; in quefl:o cafo la lettera majuicola 
X efpnme zero, e dall'equazioni (8); e (9) fi deduce, che 
prendendo l'arco OA determinato dall' abfciffa arbitraria x, e 
in effo l' arco Oa determinato dall' abfciffa OR ( :{ ) = 
,.!~ -+-..!!y"xx-t-.... , ovvero dall' ordinata 11R:::- l" -+ 1 

' 2. 2 4 4 
v;;:::;;.; fi ottiene 

Arco 
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Arèo OA- 2 arco Oa- 2.., AV-+au=o 
2 

Ma la tangente au =,.:. v"';::;::-:: è uguale alla metà dell' 
Il 

abfcifsa OT (x), come lì prova foflituendo il valore di zin 
x; di più egli e chiaro, che il punto s divide per mezzo la 
tangente /IV, e l' abtciffa OT, e finalmc:me affumendo la 
porzione OM dell' abkiffa eguale all' ottava parte dd para
metro, cioè alla met~ ddla diltJnza dall' umbilrco al vertice 
della curva , e conduceJ'Ido l' indtf1nira MN parallela ad OV ,
trova lì, che la porzione NV della tangente AV com prela tra 
qudte parallele meno la cofianre OM è uguale all' ordinata 
tJR . Rdta dunque dimofhato il feguente teorema, che con
tiene una nuova, e bella proprietà di qudta in ogni tempo 
famo!ìfiìma- curva. 

TEoREMA. 

Dr vidafi qualunque arco OA di quefia parabola nel_ punto 11 

in maniera , che l' abfcilfa aR fia eguale alla porzwne NV 
della tangente del detto arco meno la cofianre OM; io dico, 
che la porzione /la dell' arco intiero ./10 meno l' alrra por
zione di elfo aO è uguale alla metà della tangente AV meno 
la metà dell' abfèilfa OT 

Scotto. 

L• Arco Aa meno l'arco a O è dunque eguale ad AS-ST, ovve
ro aSV-SO, e tutte queft' etpreflìoni equiv~glion~aqueft' 
alrra ..:_ AV- au; ma chi defidera elpreffo m z li valore 

2 

della differenza . degli archi fuddetti, lo ritroverà eguale alla 
feguente quantità ~v-;;:;;;;) che equivale a queft' altra 

•• 
~~. 

OM 
Egli è vilìbile, che quello teorema (ommin~ftra .la genui. 

• na loluzione d' alcuni problemi topra la ret.uficaz10ne della 
d1fferenza di ceni archi della parabola Arclumedea, i quali 

pro-
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problemi debbono d 'sere confiderati come piani s di modo che 
peccan~bbe in geometria fecondo la frafe del Cartefio, chi ten
talse di fciorli coll' ajuto dell' iperbola. 

A L T R o E s E M [>I o. 

SE c= I , allora la curva Oa./1 è la terza parabola del quar
to grado, detta ancora cubico- biquadratica, ed à per equa-

4 

zione ~"'"i =,±y, .cioè x4 =64)'1 ,·in .quello cafo la lettera 
~ 27 

majufcola X(; uguale .alla _tangente ,dV Jnoltiplicata per _L 
l _, 

2X 3 

e l~ equazione ( 8), e ( 9) fanno {coprire, .che afsumendo l' 
abfcilsa OR ( z ) eguale a que!ta quantità .s;omplefsa-.!.-+.!. . ~ 

V x -1 .:-: .elevata .alla dignità, .che -à per .efponente 1. , e 

" tirando J• .ordinata Ra, _allora .fi avrà. 
L' arco OA · meno l' arco Oa eguale .alla ungente AV mol

tiplicata per~~ quantità comple!sa _ _L-+- 2. ; meno la tan-
. 2 4 

8xT 
;gente au _moltiplicata _per la quantità complefsa -L-+ 1. 

l l --4:Z' 
lo non voglio .allungare il prefente {chediafma .con dedurre 

òal mio metoJo quelle curve geometriche .di genere .different~ 
dal parabolico, alle quali .compete la meddìm·a proprietà d1 
efsere irrettificabili, .e di .avere .degli .archi, la di cui dtffe· 
renza fia .capace di un· elatta rettifu:a.zi.oue :; ma prima d1 fi. 
n ire mofl.r.erò brevemente, .com.e potsa trasformar lì il binomiO 

b m-l Jb in queft' altro n :z n-l.!!!: 
m 

Su p-
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Suppongafi nel quadrinomio w,, e nell' _ equazione (I) del 

teorema generale x n= -hm , e con(ept!cafi l= l ; i coef
ficienti del lecondo, e terzo termine della qu ,.ntirà fotto il 
vincolo eguali a zero, e il quarto termine di elsa eguale a c3, 

mentre in quelli cafì r equazione fuJdètta ( I) diverrà 
=z ~ = 2CC-+ eh m , e fi Otterrà. l' intento • 

- -;=t;;; 
Ciò ferve a cotlruire il primo de' due antecedt;nti binomf, 

e gli altri infiniti, che ne dipendono medianre la rettificazio· 
ne di un' infinità di fpecie di curve paraboliche. 

EsEMPio. 

SE li fuppone m=n=-z; c= r· , e fi prende 
6b 

:z=b ~ / hb hb, il binomio _ db fi trasformerà i11 quetl• 
V zhb-+hb V~-+ 1 

b• 
altro ti% , che fi co!l:ruifce fCmpliciffimamente,. mediante 

~ /Z'-+r 

" b' 
l' efienlìone. della prima parabola: dei quarto grado, la: quale 
merita per confegu~nza. di aver luogo tra quelle curve, che 
feguitano immediatamente la circolare, e la parabola An;hi
medea nella cofiruzione ''delle meccaniche. 

TE O-



T E o R E M A 
Da cui fi deduce una nuova mifura 

DEGLI ARCHI ELTTTfCI, IPER.BOLICI, 
E CICLOIDALI. 

TEOREMA • 

• 

E' due (") polinomj infrafcrini X, e Z, e nell'e
quazione (I) le lettere h, l, f, g rapprefentino 
qualfivoglia quantità coflante. 

Io dico in primo luogo 1 che fe nell'equazione 
( 1) l' efponenre s ftgnifica l' unità pofttiva, l'in

tegrale dell' a_ggregato <,le' du,e polinomj X -+ Z è uguale a 
_ hxt · · 

s/{7 
Io dico in fecondo luogo , che fe nella medeftma e

quazione ( 1) l' el ponente s efprime l' unità negativa, allora 
l' iM~_grale .di X-+ Z è uguale a x zv ~ 

( X ) dxvr;;::::;r 

V fxx-+-g 
(Z) azvh~.,_ .... t 

vfzz-+-g 
--s --s --• _, 

vi 

{ I ) fhxxz..z..-+ flxx -+ flz..z..-+ gl =o 
Dimojlrazjone al/Ila prima parte del teorema. 

D All' equazione ( I ) nafce la feguente 
c 2) z..= v =i~ 

V f hxx-+-fl 

( •) Gi0111ale de' Letterati d' Italia tom. XXVI. pag. 266. 

di 
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e Ji più · dal~él medelìma equazione ( 1) fi deduce un valore 
di x tale, che la medefìma ~ è data per z, come appunto 
z nell' equazione ( 2) è data p·er x. Laonde introducendo z nèl polinomlo ~, e x nel polinomio Z fi à 

( 3 ) x-rZ=dxv=i -+dzv-' 
Zv'f x v f 

Ma l' equazione (I) differenziata, e poi div ifa per zf xz 
fa conofcere 

hz!x -+ hxdz -r ~ -+ ldz = o 
z x 

cioè trafponendo' e dividendo per v=?t 
dx v '-t dz..v · '=-hzd::_- hxdz.. 
~v'T xvT v:=Ji v-7t 

dunque fofiituendo il fecondo membro di queft' ultima equa
zione in rnogo dd primo di effa nell'equazione ( 3), e pofcia 
integrando fi otriene 

(4) j.X-rf.Z=-~· 
. v:::fi 

Il che dovea dimoflrarfì, .f. fìgnifica fomma , . ovvero inte· 
graie. 

Dimoflrazjone della feconda ·pam del feorema • 

POnendo l'unità nega.tiva in vece di s nell'equazione (I), 
e facendo le debite operazioni ritrovafì 

( 5 ) Z =v' -glm-.~1 
V f'hxx-+ gh 

vedefì ancora, che x è data per z.., come 'Z nclr antecedent~ 
equazione ( 5) è data per x, di modo che , l' introd~lz.wne da 
'Z nel polinomio X, e di x nel polinomio Z fommmdha · 

x -r z = zjx v =h -r xdzv ::i,; 
~ g- vi 

e integrando 
(6) f. X-+f.Z=xzv"':::::h· 

... v'-g-
Il che dovea dimoftrarfi. 
.Tom. II. Vv A p-
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.Applic11z.jone dcii~ prima parte · dCI teoremà Tllf elijfo 
{_fig. lO) _ · 

UNo degli affi dell' elilfe .AGHI, fui qu4le li vogliono pren
dere l' abfcilfe, v. g. l' alfe JG fi nomini ( la) , il fuo para
metro (p) , e ~ l' abfcilfa variabile CD, che à per origine il 
~:entro C • . E noto agl' intendenti della geometria interiore, 
che fe per ab_breviare ft fuppone_ b =P-;- za, ·r elem~nto dell' 
arco AB comfpondente all abfc1.ffa CD e · · 

d)( V hxx- :a' 

v %AJ- 2.A'XX 

Suppongaft dunque· quello polinomio eguale al polinomio ge· 
nerale X, e fi avrà l= la1 ; f--u ; g = lf\ i quali . valori . 
furrogati nell' equazioni ( 2.) , e ( 4) fanno · conofcere-, , che 
prendendo l' altra abfciffa CF ( ~) di tal natura, che ,fia . 

z= ti v~.,;_ %axx 

fi à 
Are • .AB -+ are. AF =- !~ -+ K 

244 

Per trovare il valore della cofl-antc: K li offervi , che quan
do ~=o allora l' arco AB è nullo, come anche l' elpreffione 
rettilinea ~, ma in quello cafo l' arco .AF di viene .uguale 

%44 

all' arco intiero AG, dunque K ' ~ uguale a quefio meddìmo 
arco, e per?> trafponendo l'ultima eqLiazione, e foftituendo l' 
arco GF negativo in cambio di are. AF- are • .r!G finalmen~ 
te fi !Copre 

Are. AB,_ are. GF =-~ 
:a• 

.Applicazjone della feconda p11m del teorema · 11!1' ipcrhola 
( fig. l I ) . . . , . " : 

IL primo alfe HA dell' iperbola ABF fi chiami ( 1a ). , il fuo 
parametro (p), e (x) l' abfcilfa variabile CD, cbé nafce dal 

ce n; 
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cèntro C, fuppongafi ancora b=p-+ la; fanno i COftofcitori 
che l' elemento dell'arco AB, il quale corrifponde all' abfcif. 
fa CD, è 

dx t/-h-xx---2-a' 
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arco variabile della cicloide , e BI è un arco circolare defcrit. 
to dal centro O comune. al cerchio, che è bafe, e dal rag
gio var;abile OB; l' arco fuddetto BI taglia il femicerchio 
AICH nel punto I, da cui difcende ful diametro AH la per
pendicolare ID. 

Chiami lì ora OB ( b), KA (a), KN (c), l' abfcifsa AD 
Jel femicerchio AIOH fi nomini (t), e per maggior brevità 
fuppongafì a -t-c= q. Il celebre sig. N i cole nel fuo Schediafma 
inlerito nelle memorie dell' accademia delle fcienze di Parigi 
deli' anno 1708. mofira, che l' elemento dell' arco cicloidale 
AB è uguale al polinomio feguente 

dt ._/ "~~' moltiplicato per .!:::::!::.._. 
b 

y''lat~-~~ 

Ciò pollo chiamifi x la corda AI, e fi avrà t=.:.=...; e 
%# 

Jt = .~; dunque l' elemento dell' arco cicloidale AB farà 
a 

eguale al polinomio , che fegue 
axv aqq-cxx moltiplicato per ob-+•c 

b V 4a 1-axx . 

Concepifca!ì pertanto quell~ ultill)o polinomio eguale al, po
linornio generale X moltiplicato per~, fi troverà h=-c; 

' h 
l=aqq; f=-a; g=4aJ, di modo che foflituendo quefli 
valori nell' equazioni ( 2 ) , e ( 4), e procedendo, come fi è 
fatto nell' elifse ' lì vedrà parimente' che fe fi prende r altra 
corda AC, la .quale lì chiami :z ta.le, che abbiafì 

:Z = a q V~---;; , 

V, auqq-acxx 
E fe dal centro O col raggio OC defcrivefi l' arco circola

re CF., che fega la cicloide nel punto F, lì avrà 
Are. AB-are. GF= 2CXO: -f- ocexo: 

-;;;- 7bq 

CoROLLARJ 

I. Quando a=c; allora q=:.za, e:zè fempre ugualeal 
dia· 
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diametro AH= la , di maniera che l' arco GF è nullo , e 
per confeguenza 

Are. AB= lx -+ zax 
h 

li. Ma quando b è infinita, allora l'arco RSV cangiafi in 
una linea retta, e fi ottiene 

Are. AB ·- ate. GF = zm; - .-. . -. 
llll""'+'ac 

III. Se oltre quefl'ultima luppofizione a=c, la curvaABFG 
è la cicloide ordinaria, e · ritrovaiì 

Are. AB=lx. 

Altro teorema, che forvc per mifurar~ dijferentemmte 
gli archi dell' iperbòla. 

T E o R E M A • ' _,' 

Sreno come fopra i due polinomj X, e Z; io dico, che fe 
ft prenderà z= I v7, l'integrale di X:+Z farà!_ v-rx;-::;:g 

xv fh- f 
V'h-+ l 

xx 

DrM'oSTRAziONE . 

J Ntroducendo nel polinomio Z in luogo di z, e dz i loro 
valori in x, e dx1 e operando nel debito modo, lì avrà 

Z=-ldxvfxx-;+g 

/xx y'bxx-+1 ,_ ·. 
Per!occhè X-+ Z farà . eguale 

vb:;:t 
~x 

Dunque , ec. fi2: E. D. 

/ 

al diffeténziale di 2. vfx,.-+-z 
f 

Appliraz.Jone alf iperbola. 

C Hiamilì ( 1b) il fecondo afTe dell' ipcrbola, e (q~ il fuo 
parametro, prendafi lui medefì m o lecondo afse pro un gato 
qualunque abicifsa x; egli è già noto, che l' arco corril'pon-

den-
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dente a detta abkifsa à per fuo elemento 

dx ~/ 'fXX-+- zbxx-+- zb' 

V zbxx -+- ob; 

Dunque uguagliando quello polinomio al polinomio genera. 
le X, fi troverà h=q-t-2b; l=g=2bl;j-lb, e fi ve
dr~' che l' abfcifsa z = bb vb" determina un fecondo arco 

-""V.!.;-::+:7 
:& 

<!ella medelìma iperbola tale, che l~ fomma di quefii due ar
chi è uguale alla fottofcritta .quantità variabile più, .o meno 
una quantità collante 

~ / xx-+- b • /.!_-q -+----,b,...-t--b'""' 
y b y " xx 

Nel refio fi procederà., <;ome fopra, e,. 

METO· 
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E T ,Q D 
PER MISURARE 

LA L E M N ISCA T A. 
$ C H E D I A S M A l. 

Due fommi geometri sig. Giacomo, e sig. Giovan
ni fratdli Bernulli anno renduta celebre la Iemni
fcata' fervendolì de' fuoi archi per co!huire r ifo
crona paracentrica, come può vederfì negli atti 
di Lipfia dell' anno 1694-.. Egli è vifibile 7 che mifu

rando la lemnifcata mediante qualche altra curva di lei più fem. 
p! ice , fi ottiene una coflruzione più perfetta non folo dell' ifo
crona paracentrica, ma ancora delle altre in fi nite curve, che 
per efsere coflruite pofsono dipendere dalla lemnifcata ; e pe
rò mi lufingo, che · non fieno per difpiacere agl'intendenti le 
mi fu re di quefia curva da me !coperte, le quali efporrò fuc
ceffi vamcnte in due fchediafmi. 

Suppo.flzJoni noti! agr intendenti del calcolo 
inftnitefimale 

S la la lemnifcata, C~/ICFC ( Éig. 24.), .i t'cui femjafs~ f!A.-~ 
fi fa , che prendendo nel centro C 1 ortgme del! abfc1fse (x), 
e eh iamando (y) le ordinate, che fono all' afsc n~rmali , la 
natura della, lemnifcara·· s' efprime con quefl' equazwne 

x~ -f-)'f =d v;;=.» . . . 
St fa ancora, che {e li chiama z la corda mdetermmata 

C~=vxx-+yy, fi à l'arco diretto CQ.; f. aadz:. , e l' arco 
v~ 

inverfo f<.A=arc. CA-arc.C~ J.-~ 
v;.-~ 

Sia l' elifse ADFNA (fig. 24), il cui femiafse mm0re 
CF 

( •) Giorna.le de' letterati d'Italia tomo XXIX. pag, zs8. 
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CF = a, e il femialfe maggiore CD= a v ·-; ;, .. çhiamalì .,:z r 
abfdiffa indet~rminata CH ?;' che ~ l' origint: del >centro C ideft' 
eliffe, ed è uguale alla corda Cfi!__ dèlla lemni!'cai:'a , e "fi~ilì 
l' ordinata Hl parallela all' atsè .maggiore; è già noto, che l' 
arco diretto DI di quert' eliffe_ ~ p_er lua efpreflìone 

f. dz..v;;;-=;::;:;_, e che l'arco. · inV-erfo IF~rc.DF-a~c.Dl-

V""-zz 
f.-dz..v-;;;:::;::;;_ 

v~ , 
Sia finalmeme J• iperbola equilatera LMP (fig. 25), il cui' 

femiafse SM= a. Si nomini t l'applicata indeterminata SO, 
che partendo dal centro _S taglia l' arco MO; lì fa :0 che que
fro medelìmo arco s' clprime co~ì f. .!.!..!!!.. 

v··...:;;< 
T E o R E M A I. 

S leno le due infrafcritte equazioni ( r) , e ( 2). Io dico, 
che pofi a la prima di effe, 4ufiìfie anche l' altra 

(1) t =a v~-.::~z 
v~ 

( 2 ) f. -~}:._ = f. dz..v~-+ f. .!!.!_:_ - zt 
./,, _ ,. - ./~ Il v "" vaa-zz v -li 

La verità di que!l-o teorema fi dimofira differenziando,_ e 
fofiituendo in luogo di t, e di dt i. loro valori in z.., e dz .. 
tratti dall' equazione ( 1). 

COROLLARIO (fig. 1.4, e :!.S} 

SE nella lemnifcata la corda C !i!_= z.., e ne II' elitre l' abfcif
fa CH è anch' efsa =z, e nell' iperbola equilatera LMP l'ap
plicata centrale SO=t; alfegnando a t il fuo valore efprels~ 
nell' equazione ( r), e ponendo nell' equazione ( 2) gli arch1 
delle curve in vece delle loro etpreffioni già dichiarate nelle 
fuppofizioni fuperiori s' ottiene 

( 3 ) Are. C~= are. Di-+ are. MO = ..:.:.. 
Sco-
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s c o L I o I. 

Supponendo z= ()' gli archi diretti C !i!_ della lemnifcata, e 
DI dell' elifse iono eguali a zero; è nullo ancora l'arco i per. 
bolico MO, poichè in virrù dell' equazione ( r) l' annullamen
to di z rende SO (t) =a= SM; s' annienta eziandio i' e
fpreffwne rettilinea, e tutto ciò è un cerro indizi(), che l' e
quazione ( 3) è complera, e non abbifogna dell' aggiunta, o 
fottrazione d' alcuna quantità coil-anre. Ma facendo z= a , 
allora l'arco diretto della lemnifcata diventa eguale all' arco 
C§!_ A, e l'arco elittico DI all' arco DIF; ma per l' equazio
ne ( I ) l' applicata centrale SO (t) dell' iper~ola diviene in 
quello cafo infinita, rendendo infinità anche l'arco iperbolico 
MO, e però fèmbra impoflìbile di giungere a conoiCerc per 
quella llrada il valore del quadrante della lemnifcata efprefs() 
in quantità finite, e per conleguenza la mifura di quella cur. 
va non può dirlì ancora perfettamente [coperta. 

TEOREP4A II, 

S leno le due equazioni infrafcritte ( 4), e ( 5); io dico, che 
polla la prima di else iuffifle anche l' altra 

(4) r=~ 
:t 

C s)J.- R~ =f.-Jzv;;::;:-;;-+-f. .r:.~r_-!. v,..-~· -- - · - -~ v-.. ·-~· v=.=;; V'r·-~· 
La differenziazione, e la follituzione de' valori di r , e dr 

in :t1 e d~ dedotti dall'equazione (4) dimoflranoqueito teorema. 

C O R o L L A R l O I. ( fig. 2.4 , C 2.) ) 

FAccia/i, come fopra, nella lemnifcata la corda C §L= z; 
nell' el il se r abfcifsa CH anch' efsa = z, e nell' ipèrbola l' 
applicata centralè SL= r, attribuendo ad r il fuo valore no
tato nell' equazione ( 4), e furrogand.o nell' equazione ( 5) gli 
archi delle curve in vece delle loro efpreflìoni, conforme li 
è fatto nel corollario del l. teorema, ritrovalì 

Tom; il. Xx (6) 
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( 6) Arc.!R_A=arc.JF-+arc.ML-.!. v~ 
- li; 

s c o L I o l I. 

L A fuppoGzione di :z = a rende nulli gli archi in vedi §l_ A 
ddla lemnifcata, ed JF dell' elifse; annulla ancora l' efprellio
ne rerr i: inea, e l' arco iperbolico ML, attelo che in vigore 
del i' q uazione ( 4) l'applicata cemrale dell' iperbola SL ( r) 
di vi~: ne uguaie al femialse SM (a), dunque l' equazione ( s) 
è completa. Ma la fuppofìzione di :z= o,: prolunga in infi
nito l'applicata centrale dell'iperbola' e r arco, di efsa, nello 
fiefso tempo, che fa divenire gli archi inverlì della lemnifca
ta, e dell' elitse uguali rifpettivamente ai quadranti AC.fi!.., 
FID; ed ecco rinatèere il medefimo inconveniente ef'poflo nel 
6ne del I. fcolio; ma quefla difficoltà rellerà fuperata dal co
rollario, che fegue. Intanto fi noti; primo, che tirando nell' 
iperbola la OP parallela al fecondo a{sc, l' arco LMP è ugua· 
le ai due archi MO, ML. Secondo, che afsegnando a t il 
fuo valore efprefso nèll' equazione ( 1 ) quefia quantità com
plefsa ..::.. -+!. v~ equivale a que(l;' altra quantità più tem• 

Il z 
plice ...!!.. , come fi efperimenterà col calcolo. 

C O lt O L L A R. I O Il. ( fig. :2.4 , e :2. S) 

AGgiungendo le due equazioni ( 3), e ( 6), e fervendofi 
dei due avvertimenti nòtati nel fine del precedente fcolio , fì 
fcuopre are. Cfi2.. A= are. DIF-+ are. LMP- .!'.!__; e finalmen· 

z 
te moltiplicando per 4 que(l;' ultima equazione , ritrova· 
fi, che l' intera periferia della lemnifcata è uguale all' intera 
periferia dell' elifse circofcritta ADFNA, più il quadruplo dell' 
arco LMP dell' iperbola equilatera meno ~, ch' è una nuo-

z 
va, ed egregia l>ropriet~ di quelle curve. 



LA. LEMNISCATA, 

T E o R E M A 11 I. 

Siena le due equazioni infrafcritte (7), e ( 8) i 
che pofta la prima di efse, fufiifte anche l'altra 

(7) u =n v;;;:=;; 
v~ 

( 8) J. aad~ =J.-.!!~ 
v~·-~· ; va•-u• 
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10 dico, 

Quefto teorema li dimoftra, come gli altri due, che lo 
prect:dono, differenziando, e facendo le debite foftituzioni trat
te dall' e q uaziMe ( 7). 

C O R O L L A R l O J, [fig. 2.4) 

PRendafi nella lemnifcata la corda C §L= z, e l' altra cor-. 
da CE= u, attribui !Cali ad u il fuo valore efprefso nell' e.. 
quazione (7), fi · foftiwi!Cano nell' equazione ( 8) gli archi 
d~retto, ed inverio della curva in luogo delle loro efprefsio
JU, e fi troverà are. c~= are. EA. 

SCOLI O JI!, (fìg.24) 

SE z= o J• arco ·direhò C~~ n ti Ilo, e in virtù dell' equa. 
zione ( 7 ) l' annullamento di z rende CE ( u) =a, di ma· 
do che l' arco inverfo EA è nullo anch' efso ; ·il "che fa co· 
nofcere, che f equazione notata nel fine del precedente CO• 

~ollario è completa. Quella infìgne proprietà ~ella l_emnifcata 
e .Jtara da me fcoperta, ed elpofta m mamera. d.tve;fa ~el 
mto metodo per rettificare la differenza degli archt m mfinae 
fpecie di parabole irrettifìcabili • 

CoROLLARIO I I. [fig. 2.4] 

TRovando, come qui fopra ò infegnato d! far~, l' arco -in
verlo EA eguale all' arco diretto. C fiL, potra. mdurarlì q ue
fto medefimo arco C§!_ mediante 1l I. corollano del II. teore
ma, e viceverla trovando l' arco diretto C§!_ eguale all' arco 
inverfo EA, potrà effere mifurato quefto medelìmo arco EA 
per mezzo del corollario del I. teorema. Co-
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c o R. o L L A R I o I II. 

pROBLEMA, 

TAgliare per mezzo il quadrante della lemnifcata (fig. 24) 
Se la cord.1 Cfi!._ ( z) della lemnitcara è uguale all' al tra 

cord.t CE ( u) di clfa, e fe nel tempo fiefso u à il fuo va. 
}ore notato nell' equazione ( 7)) allora z= H= a V~;=;; , 

don d e rif ulta fa t te le de bi re operazioni 
v~ 

z= u =v nav7-aa 
e però attribuendo a z quefi' ultimo valore, i due punti del. 
la lemnifcata li!_, ed E coincideranno in B , in maniera che 
l'arco diretto CB farà eguale all' arco inverfo BA, e la cor
da CB= u =z raglierà per mezzo il quadrante della lemni
fcata. Il che do\'ea ritrovarfi • 

GIUN· 
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G I u N T E 
A QUESTO PRIMO SCHEDIASMA. 

Sopra /11 mifurll 

DELLA L E M N I S C A T A.· 

T E o. R E M A I. ( fig. 26 ) 

Oflo ( *) il quadrante della lemnifcata CGA, dal 
cui punto efln:mo A fi alzi la normale AS , la 
quale fia incontrata in R, e in l dalle due cor
de CG, CE prolungate; io dico iri primo luogo, 
che fe la corda CE è uguale alla porzione AR 

della normale tagliata dall'al tra corda CG, l'arco inverfo EA 
della curva è uguale all' arco diretto CG. Io dico in fecondo 
luogo , che la corda CG è uguale alla porzione Al della nor
male tagliata dall' altra corda CE. 

Dimoflra'{jonc · della prima parte. 

D Ai due punti G , E della lemnifcata lì tirino Ie ordina• 
GM, EN (y) perpendicolari all' alse (a), fui quale fieno le 
abfcifse corritpondenri CM, CN (x) ; indi li conlìderi , che 
l' equazione di quefia curva è xx-+ fJ' =a v;;:=;; , e che 
norninando ( :z) la corda CG=v-~, fi a ancora :z:z=" 
v~; ·-; , e calcolando a dovere fi ottiene x ~ RR~z , ed 

ay-;" 

av7 
, Ma la fìmiglianza je' triangoli CMG, CAR fomminifira 
.IR= CAX GT\1 • 

CM 
Ad un-

( •) Giornale de' Letterati d'Italia tom. XXXIV. pag. sr,. 
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Adunque ponendo in luogo di CA, GM, CM il loro va. 
lore analitico; [, à, fatta la d~bita riduzione, AR=av;;;;:::: ... :-;,, 

VaiZ~Zt 
e perciò efsendo la carda CE= AR, fi avrh ( in virtù di 
quanto ò moftrato nel I. fchediafina fopra la Jemnifcata, cioè 
nel I. corollario del III. teorema) fi avrà, dico, l' arco in. 
verfo EA eguale all' arco di retro CG. 

Il che era in primo luogo da di moftrare. 

Dimoflrazjone della foconàa p111"tt: • 

Poichè CE (u)=av~, farà ancora facendo le dovu-

v·;a-+z~ 

te OJ?erazioni , CG ( z) = p V==-:; , in modo , che polla la 

vau-t-uu 

corda CG di quello valore, l' ,arco diretto CG farà eguale all' 
arco inverfo EA, e vicendevolmente pot1o l'arco invèrlo EA 
eouale all' arco dir~tto CG, la corda CG farà ùel valore lud
d~tto. Ora fi vedrà come nella dimoflra:zione della prima 
pane, che l' abfcilfa CN = 11 v aa-+- uu, e l' ordinata NE::: 

·v~. 
~ 
A&/::. 

fly7 

Si proverà eziandio per la flmilirudine 
CA!, che AI= cA X EN = ay;.;::.-;;; . 

CN 

dc' triangoli CNE, 
Adunque la corda 

v:;;:.....;~-

cG ( :z.) ~ uguale ad di. Ciò che in fecondo luogo doveafi 
provare. 

C O R O L L A R l O 1. 

SE la corda CB taglierà per mezzo in B il quadrante d.eilil 
lemnifcata, taglierà ancora in L la n~male AS, in manrera 
che l~ porzione AL di elfa normale farà eguale alla c~rda 
CB; 1mperciocchè in quello calo i due punti E, G coinc1de· 

ranno 
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ranno in B, le due rette CI, CR lì confonderanno nella ret
ta CL, c i due punti l, R s' uniranno in L. 

c o R. o L L A R l o I I . 

A Dunque fe la AL farà eguale a quello valore V"•v • -a• 
(che è per l' appunto il valore della corda CB proprio a ta
gliare per mezzo il quadrante della lemnifcata , conforme ò 
molhato nel I. fchediafma luddetto, cioè nel III. corollario 
del III. teorema ) conducendo dal punto L al centro C la 
retta CL, que!ta fegherà per mezzo in B il mc:defimo qua
drante. 

T E o R E M A I I. [fig. 27 ] 

SE la normale .AS è uguale al femialfe CA della lemnifcata, 
ed è tirata l' ipotenufa es' indi è divifo per mezzo 1' ango
lo lemiretto ACS dalla retta CH, che incontra la normale in 
H; io dico , che prendendo la AL media proporzionale tra 
la AH, e la .AS, e conducendo dal punto L al centro C del
la curva la retta LC; quella fegherà per mezzo in B il qua
drante della lemnilcata. 

DIMOSTRAZIONE. 

E Sfeqdo la .AS = AC = d' l' ipotenufa es farà = A v7 ' 
~d efftndo l' angolo ACS divifo per metà dalla retta AH, che 
mconrra la lua baie .AS in H, fi avrà quella proporzione 

AH . HS (a-AH) :: AC (A) • CS (a v7 ) , donde fi 
deduce fatte le debite operazioni .AH::: -"-, ma la AL 

1-+·y""; 
media proporzionale tra AH [-•---=-] , ed .AS (A ) è ap

t-+v• 
punto ~;::::v'"' v"i""- aa' come apparifce moltiplicando l' 
v~=; . , . --

un.o' e l' altro membro di queff ultima equazione per vt-+v~ 
p01chè ne viene a=v;,;;=;;:;=a; adunque pel II. co;ollan~ 
del precedente teorema la retta LC taglia per mezzo 111 B tl 

qua-
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quadrante della lemniiCata. Ciò, (;he biiognav.i diinotlrare ~ 

5 C O L I O. 

FAcile è da dimoftrarfi (fig. 27), che il lato es dell' ango. 
lo fe.{lliretto ./ICS tocca nel centro C la lemnifcata, e che la . 
normàre .AS la tocca anch' elfa nell' efiremità del quadrante. 

Se il punto G ( fig. 26 ) cadelfe tra il punto ellremo A, e 
il punto medio B, allora il punto corrifpondente E cadrebbe 
tra il centro C. , e il punto medio B , e valerebbero i me. 
ddimi raziocinJ efpofii nella dimoftrazione del I. teorema. 

p R O B L E M A J. (fig. z.8) 

TRovare il punto, in cui il quadrante della lemnifcata è 
tagiiaro dalia maggiore dell' ordinate. 

S .O L lJ z l o lliJ E. 

STa l'ordinata HT (y) un mallìmo; adunque dy =o; 
Ma }' = ZV~a- z:o e dy = d'Z_ c "" -=~~ ) . Eguaglian-

ay' 2 av·, v~a-z:>: 
do pertanto quello valore di d)' a zero, fi à zzz= aa ' e 
quindi CT ( :ù = -"'-. Ciò, che era da trovare. 

v7 
CoitotLARI.O L 

S Urrogando in vece di z il fuo valore "' ne' valori di 
v7 

CH ( x) = z V~, e di HT (y) = :z v',;;:::::-;, fi à 
ny-7 av7 

CH ( x ) =a v "i" , ed HI' (y) = ~- , e per confeguenza 
2y'7 2v7 

la maggiore delle ordinate Hf è fuddupla deHa corda , che 
le corriiponde . 

Co-
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C O R O L L A R l O 11. 

A Dunque prolungando la TH maggiore delle ordinate fino 
al punto S dell' altro quadrante inferiore CSH della lemnifca
ta, che è fimile, ed eguale al quadrante fuperiore CT A ( co
me agevolmente fi può provare), e tirando l'altra corda in
feriore CS eguale alla corda fuperiore CT, il trian gola CTS 
farà equilatero. 

c o R o L L A R l o I I I. 

E Però l' angolo TCH farà di 30. gradi, poichè egli è fud
duplo dell'angolo TCS, che è di gradi 6o, donde nake una 
riuova maniera di fciorre quell:o problema. 

P R O B L E M A l l. ( fig. :t8 ) 

T !rare la tangente a qual!ìvoglia punto della lemnifcata. 

S O L U Z l O N E. 

J L punto T rapprefenti qualunque punto della lemnifcata: 
fi alzi dal centro C fulla corda CT la normale CP, che fia 
tagl!ata . in P dalla tangente TP: indi immagin~ndo la c~rda. 
Ct mfinttamenre vicina all' altra CT, e fegata m O dall ar
chetto TO, che dal centro c col raggio CT è defcritto: fì confìdc- . 
ri ~ che i due triangoli rettangoli tÒT, T,CP fono fìmili, talchè 
fi a la proporzione tO ( dz) • tT ( ,.ad"-) :: TC(z). TP 

v~,-•-z• 

~~:_ ; laonde la fottangente CP = v TP'- re' far~ 
· V~ 

-- Il che era da fare • 
v-:;c..~ 

CoROLLARIO. 

L A fimiglianza de' due triangoli rerta?goli fuddetti fommi
niitra que!l:' altra analogia CT. CP ( z~ -):: tO(dz.) . OT. 

v A+-2;+ 

Tom. II. Yy ~ 
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E quindi CT X OT prodotto degli ettrem1 è uguale a e'! X 10 
= z' do: prodotto de' mezzi , di modo che l' area del pic ~o: o
v' A•- 'l:+ 

lo triangolo reo , che è uguale alla metà del rettan~.olo 
CT X OT è fuddupla dell'altro rettango4> CP X tO , ed è ugua~ 
le a~ 

2y'M•-:tt • 
p R o B L E M A I I I . ( fig. 28) 

ESibire la quadra tura generale della lemnifcata. 

SOLUZ . IONE. 

Qual!ivoglia fegtnento diretto della lemnifcata fia rappre
lentato dal fegmemo ere, l' elemento del quale è il pic

colo triangolo TCO, adunque pel precedef!te corollario quello 
1egmento ere=;: ~= K-~v"'-'l:' 

2y"~ 4 
La K è una quantità collante, che così fi determina • All' 

annientarfi di CT ( z) s' annulla anche il legmento ere, e l' 
ultima equazione fi trasforma in queft' altra o= K- .!. na' 

~ però K = !... 1111, e il {egmento diretto 
4 v ·•-l!;•. Il che fi doveva fare. 

C O R O L L A R l O J. 

4 
ere= l aa-!. 

4 4 

A Llorchè il punto T cade in .A, la corda CT (z) diven
ta il 1emialfe Ae (a), e il legmenro diviene l'intero qua
drante, il di cui valore è ~ aa. .Adunque lo fpazio curvo 

... 
C'T Ase, contenuto dal quadrante fuperiore, e dall' inferiore.' 
è .:_aa, e le due figure congiunte racchiufe da tutta la pen-

• 
feria della lemnifcata formano uno fpaz.io eauale al quadrato 
11a del lemialfe • ò 

Co-
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C OR O L L A R I O 1f. 

I L fegmento inverfo CT ACT è uguale a !. v~. 
4 

Sco L Io. 

3H 

P~ dimollrarfi con tutta facilità mediante l' equazione 
KX-+ .f.f =a v ;;-;=n defJa Jemnifcata, che quefia CUrVa geo
metrica torna in fe medcfima, e forma una figura propria
mente chiufa, cofiituita da quattro quadranti fimili , ed e
guali; onde non fa come poffa generalmente fuffiilere l' opi
nione del celebre Tfchirnaulio, che à creduto , effere incapa
ci di quadratura indefinita tutte quelle curve, dalle quali fi
gura chiufa fi forma. Leggafì ciò , che di tale opinione fi 
accenna negli atti di Liplia dell'anno 1695· pag. 490., e dell' 
anno 1691. pag. 437· Che poi la lemnifcara torni in le medelì
ma, cioè formi figura chiufa, anche il sig. Jacopo Bernulli 
lo riconobbe, come può vederfì negli. atti di Lipfia dell'anno 
1694. pag. 338., e dell'anno 1695· pag. 545.. Ci fono an
cora altre curve di un contorno fìmile a quello della lemni
fcata, e generalmente quadrabili. 

Yy 1 ME-
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o D o 

PER MISURARE 

LA L E M N I S C A T A. 

$ C H E D I ·A S M Il l l; 

TEORfiMA I. 

leno ( *) le due infrafcrit~e egu~i'.IOrii {I), e ( z )~ 
io dico, che pofia la pnma dt effe , iufiìfie . anche 
l' altra .. · 

. 

( l ) x =!. v l =+ v l - ~· . 

't 

( z) -+dz = dx~/7 
v~-~· v,.....-,.. 

DIMOST&AZfONE • . 

L'Equazione ( 1) differenziata fomminillra un valore di dx, 
ch' elfendo ridotto ad una femplice efprellìone fa conofcere 

dx= :±d'{ moltip. per VI-t-v'~-~· 
zzv~~· 

Dalla medefima equazione (I ) li deduce ancora la feguente 

1 v--;-:;;; = l v x -1- ve=;: - -v7 :t't 

E dividendo la penultima equazione per queft' ultima fi 
giunge all' equazione ( :z:). 

Il che dovea dimoflrarfi • 
T E o .. E 14 A I J. 

S leno le due equazioni infrafcritte ( 3) , e ( 4) ; io dico , 
che 

( •) Gioraalc cl c' letterati Il' Italia tomo XXX. pa~. s7. 
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pofla la prima di effe iuilitte anche l' altra 

( 3) x= v~·-'t 
v'~ 

( 4 ) -+ d 'Z = d:JC v'-; 
v~-~· v~ 

D 1M o sTa Az r o N s. 

DIfferenziando l' equazione ( 3), e operando nel debito mo· 
do, fi à 

dx = ::;: d_:_ molti p. per -~-
y-1::.~ l :±o: 

Inoltre la fletTa equazione ( 3) moftra 
-2--- .v~ =~v~ v7 · • :±o: 
E dividendo la penuluma equazione _per queft' ultima'· fi 

ottiene l' equazione ( 4) 
ll che dovea dimoftrarfi • 

TEOREMA III. 

S leno lç dl!e equazioni infrafcritte ( s ) , e ( 6); io dico , 
che pofta la prima di effe, iuflifie anche l' altra 

c 5) ""= u v7 
v'~ 

( 6) _iu_ = _2_ X ~~ 
y-1=- .. • y-7 v•-+x• 

DlMOSTRAZ[ONB, . 

D All' equazione ( 5) differenziata, e maneggiata a dovert 
rilulta 

.!!.!_ = _d!!_ molup. per ~~ 
v7 v'~__:-;;< l -u• 

e dalla fudderra equazione ( s) fi deduce 
vi:;";.=~ 1-··· Divi,. · 
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D1videndo .polcia . la .penultima equazione per queft' ultim«, 
fi . arri va all' eq UJzion:;: ( 6 ) • · 

Il che dovea dimofirarfi • 

T E o R. E M A l v. 
Sreno le due infrafcritte equazioni (7), e (8); io dico, 
che pofia la prima . di effe;· tuffille anche l' altra 

(7) x=_,. Vt-t• 
rv-;

(8) -dt 

v'~ 
r X dr 

V;- y't-+x"(' 

DIMOSTRAZIONE. 

DIfferenziando I' equazione ( 7), e riducendo il valore di Jx ad 
~o~na , comoda efpre.ffiqne,, ritrovafi 

tijC v7 =-::::..:!!_ molti p. per .!.:!:!: 
v'~ ti 

La fteffa equazione ( 7) fa vedère 
zy--;-,.::;-;. = ,-+,•. 

t t 
E Ia. penultima . equazione divifa per queft' ultima, rende l' 

equazione ( 8•). 
Il che dovea dimoftrarfi • 

ScotJoi. 

PEr far ufo di quefii teoremi · ti noti ·· . 
Primo, che f.~ rapprefenta l'arco diretto CS della le· 

vH+ ... 
mnifcata ( fig. 29 ) fofienuto dalla corda es= :t' purch~ il 
femia!fe CL di quefia curva fia eguale all' unità • 

Secondo, che f.~ elprime i' arco invetfo SL della me· 
~ · _ 

defima curva, che corrifponde alla fuddetta corda es (:t) 
Terzo, che f...:!!...:.= .Lf.Jxv~ .... --;. --~·t/i·:;-;., come 

V1-+x+ z & 

fi .prova col calcolo Quar· 
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_ . . Quarto' ·che· f. dx v-;-:;-;. el'prime l' arco ..d!f!.. ( fig. 30 ) 
della parabola cubit;a primaria corrifpondente all' ablc!lfa dF=~; 
purchè prendendo a per l' unità, il parametro di quefia pa
rabola lìa avT, e le ordinare fieno nor~ali all' abfètlfa 

Q:linto' che xv~ denota la porz'i(}lle i!.? della tan
gente ( fig. 30) comprda tra l' ordinata F !i!_, e la retta in~ 
·definita AV, che dalla origine A della parabola !Corre parai.: 
lela alle ordinate 

Sefto, che per confeguenza fi avr~ 

f. ..!!:!- = .l. are. A!i(-!. fi!Y 
Vi-+xl a ~ 

Efempj per moflrare il modo di applicart alla geometria 
i precedenti teoremi • . · 

Efompio I. pei I. teorema (fig. 29' , e 30) 

N E'Il' equazione ( 1) il fegno arbitrario =+ fignilichi il fe. 
gno negativo, s' integri l'equazione (l) mediante il preceden
te fcolio , e fi troverll 

Are. CS =-L are • .d !i!._- _,_ @" 
v7 v7 

Annullando AF (x), s' annienta anche es ( ~), e perb 
CJ_ueft' equazione è com p i eta, 

Efempio II. pr:l II. teorema (fig. 29 , e 30) . 

N _Ell' equazione ( 3) il fegno =+ rapprefen.ra il fegno ne~ 
gauvo, s' integri l' equazione ( 4), e fi fcopmà, 

Are. SL = -~- are • ..t! Q- _1_ f2.! 
v7 v7 . t' . 

La fuppofìztone di es ( z) = I ' che an? tenta . arco, mver-. 
fo SL, r~:nde AF (x) = 0 , e però queft equaz1one e com
p ieta. 

s~oLlO II. 

N El progrelfo di quello fcrirto io non pr~verò pi.ù '· che r 
e'Ì~azwni iono complete, dovendo baltare a1 lctton 1l meto

do, 



~60 M E T O D O P E lt 'M, l SU lt A lt E 

do, con cui mi tono regolato in quelli due efempj per atcer. 
tarli da loro medefìmi della pienezza dell'equazioni teguenti; 
efsi potranno ancora ièrvirfi dei quattro antecedenti teoremi 
per trarne altre maniere di mifurare la lemnili.:ata mediante 
l' çfienfìone della parabola cubica primaria, non ammettendo 
però, dov' è d' uopo , la fottrazione ; o l'aggiunta della quan· 
tìtà collante propria a render complete l'equazioni. 

Potranno in oltre dedurre da quelli teoremi delle verlt'à af. 
fatto nuove , concernenti Ia comparazione degli archi 'della 
fuddetta parabola , ec. 

Io mi contenterò di accennare, che lìccome la mifura del
la parabola cu~ica primaria dipende in più maniere dell' e· 
fienlìone della lemnifcata in virtù dei quattrò' antecedenti teo
remi, .e la mifura della lemnifcata dipende dall' efienfione dell' 
iperbola equilatera, c d' una fpecie d' eliffe unitamente , con
forme ò li.:operto nel I. fchediafma, ne fegue, che la mif~~a 
della parabola cubica primaria dipende in più maniere dall''e· 
fienlìone delle due iuddette ièzioni coniche unitamente. Queft~ 
invenzione non potrà non piacere a chi avrà confìderato.ciò, che 
fi legge negli atti di Lip.lìa deW anno 1695. pag~6Jj--., - epag. 
I 84. verip il fine • · 

T E o R E M A v. 
S Ien(} -le due equazioni infrafcrjtte (9 ) , e .{l ,o:)' 10 dico' 
the pofia la prima di effe fufsifte anche 1• altra 

( 9) uv-;=!, V 1 -v!:;•. 
v'l-;+ 2: 

(IO) d2: = 2du 

V l-%· ·.vi-u"' 
DIMOSTRAZIONE, 

:J? Onendo nell' equazion~ ( 1 ) del t ~eorema in vece di =+ 
il (egno negativo' e in cambio di x il fuo valore Il v"i' IJ{}o - -=--=. V t-• 

tato 
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tato nell equazione ( 5 ) del III. teorem;l, fi ~ l' equazione 
( 9), indi furrogando nell' equazione ( 2) del I. teorema in 
luogo di dxv"'; il fuo valore -~- , che nafce dalla fuppo-

t/1-+x• t/~ 
ftzione fatta di x ( come 6 vede, moltiplicando per 2 l'equa
zione ( 6) del III. teorema) n~ vi~:ne l'equazione ( zo ). 

Il che dovea dimoftradì • 

c o Il o L LA lll o I. ( fig. "9 ) 

CHiamifi ~ la corda es della lemnifcata' ed u l' altra cor
cla CI, e integrando l' equazione ( IO), fi troverà 

Are. CS = 2 are. CI 
Laonde confiderando la lettera ~ come cognita nell' equa. 

:zione ( 9) , fe ne trarrà il valore della corda Cl ( u) , che ta. 
glia per mezzo l' arco diretto es. 

CoaoLLAlliO li· (fig. '-9) 

D All' equazione ( 9) nafce quefi' altra 
(I I) ~= 2U t/t:::";. 

1 ......... 

E quefto valore Ji :t è tale, che chiamando u la corda CI 
C:onfiderata come cognita' e facendo l' altra corda es eguale 
al fecondo membro dell' equazione (u) l'arco diretto es è 
doppio dell' altro arco diretto C/. 

TEOR.EMA VI. 

S leno le due equazioni infrafcri t te ( I 2 ) , e ( r 3 ) ; io dico, 
che pofta la prima di effe, fuffifte anche l' altrélo 

( u) _r_ t/i"-,• =!. V x -vl-~+ 
'V-; z 

(13) __!~ =- ut 
t/1-::.. i+ v l- ,. 

Tom, Il. DI· 
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DtMOS1'ltAZiòN~. 

p Onendo nell' equazione ( I ) del r. teorema in vece di ::; 
il iegno negativo, e in cambio di x il fuo valore_,_ v;-=;. 

tv7 
notato nell' equazione ( 7) del lV. teorema, li à l' equazione 
( 12). Soltituendo poi nell' equazione ( 2) del I. teorema, in 
luogo di . J,... v'7 il iuo valore ~ ' che d~riva Jalla tu p-·- ./-. v 1........ . v,_, 
pofizione fatta di x ( Come apparifce moltiplicando per 2 r 
equazione ( 8) del IV. teorema) s'attiene l'equazione (I 3 )• 

Il che dovea dimoftradi , 

C O R. O L L A ! I O l. ( 6g. 19 ) 

s t nomini ~ la corda es della lemnifcata' e (t) l' altra 
corda CH, e ne ri1ulterll are. CS = 2 are. HL. 

C O R. o l. l. A B. 1 O l l. ( ng. 19 ) 

Q Rdin;ndo l' equazione ( I 1) , e ponendo in elfa u in cant• 
bio di ~, ed r in vece di t, fi giunge a queH' altra 

(14) u=2rv~·. 1_,. 
Di modo che nominando r- la corda CO, e afi'um endo l' al· 

tra corda Cl ( u ) eguale al fecondo membro dell' equazione 
( 14) l' arco diretto Cl far~ doppio dell' arco inverto OL 

P a o B L l! M /t. l. 

TAgliare in tre parti eguali H quadrante della lemnifcara-. 

S O L U Z t O N E ( fig. '19 , e 3 I ) 

1 N virtù del teorema VI. , e fuo 1. corollario I' arco direrro 
CS ( fig. 29 ) far~ doppio dell' arco inverfo HL , purchè chia· 
mando· t la corda CH, e z l'altra corda CS fi abbia l'equa· 
~ìone ( 12). Suppongafi ora, che i due punti S, e H coin• 

ci d ano 
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ctd~no m T, e quella fuppofizwne render~ CS'( ~J :CH ( 1 ), 

e l arco dtretto CT ( fig. 3 r ) farà doppto de !l arco inverio 
TL, che diverrà la terza parre del quadrante. · 

Ma fupponendo t= z nell' equazione ( Il ) , c po fcia ordì. 
nandola nel debito modo, ec. , ti ottiene 

4 

~=v- 3 -t- l v~ 
Laonde attribuendo alla corda CT ( fig. 31 ) quello valore 

di z, e pigliando l' arco diretto CI eguale all' arco inverfo 
TL mediante il III. teorema del I. ichediafma, fi avrà lo 
fcioglimento del problema. 

Il che dovea ritrovadì • 

p l\ p 8 l. E M A I I. 

TAgliare in cinque Farti eguali il quadrante della lemni
fcata. 

S O L U Z I O N E (fig. 1.9 , e 31 ) 

C Hiamilì u la corda Cl (fig. 1.9 ) della lemnifcata, e z l'al
tra corda es, faccia!ì z= zu v;-;;;' e l' arco es farà dop~ 

J"· ::.:.-~·-
pio dell' arco Cl pel fecondo corollario del V. teorema. Si 
nomini potCia r la corda co ( fig. 1.9); fuppongafi la corda CI 
( u) = zr v=:;+, e 1' arco diretto Cl farà doppio dell' arco 

1-+r' 
inverfo OL pel II. corollario del VI. teorema; dunque l'arco 
diretto es larà quadruplo dell' arco inverfo Of: • . 

. Suppongafi ora es (:z) -co ( r), i punu s_, ed O com
c•deranno in T, l'arco TL ( fig. 32) farà un qmnto del qua
drante, l'arco CI= 2 are. TL.conrerrà due quinti dello fief
fo quadrante, e l' arco IT = are. Cl ne conterrà gli altri 
due quinti. . 
, Prendatì pofcia mediante il III. teo;ema del_ I. fchedtafm~ 
1 arco inverlo EL ( fig. 31.) eguale alt arco d1~erto Cl. e l 
àrco diretto CB eguale all' arco inverfo TL, e 1 punti B, I, 

Zz 1 E, 
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E; T taglieranno il quadrante in cinque parti eguali , 
Re!ta lolo a trovare il valore precifo della corda CT ( fig. 31) 

eguale nello llelfo tempo a :z, e a r, e quello fi troverà lo
fiituendo nell' equazione ( 14) in luogo di r la lettera :z, 
mentre fi avrà 

c 15) u = l:zvr-...::? 
t ..... :<::+ 

E ponendo quetto valore di u nell'equazione ( I I ) li giun
gerà a un'altra equazione, la quale non conterrà altr' llh.o

gnita, che la lettera :z, e dovrà reputarfi un' equazione dell' 
ottavo grado, poichè le in elfa fi fupporrà :z4 =h, ne ritul
terà una nuova equazione appunto · dell' ottavo grado; il cal
colo {arà più lungo, che difficile , purchè non fi trafcurino 
quelle maniere di facilitarlo, che fono ben note ai periti a
nalilh , e però ftimo fuperfluo di ftenderlo in quefio icritto. 
Avvertirò folamente, che nell'equazione efpreffiva del valore 
di :z• la medelìma quantità di :z• avrà due valori veri mino
ri di 114 ; il maggiore di quefti due valori efprimerà il qua

dratoquadrato di CT ( :z), e il minore di effi elprimerà il 
.. quadratoquadrato di Cl (u) ,·imperciocchè fe nell'equazione (I 5) 
fi porrà in vece di :z illuo valore in u tratto dall'equazione (I I), 
fi troverà un' equazione affatto fimile a quella, ch' c:fprime 
il valore di :z•, ec. 

Il che dovea ritrovarli • 
Il fu sig. marchefe de l' Hofpital nel fuo eccellente trattato 

delle fezioni coniche lib. 9· prop. 9· infegna · un modo di co
firuire l' equazjori dell' ottavo grado. 

T E o ll E M A v I I. 
S leno le due _equaz~oni infrafcritte ( 16), e ( 17); io dico, 
<:he pofia la pnma d1 eff'e fuffifie anche l' altra 

< 16) "v-;== v'~ 
v~-·· vi-+::: 

( 17) -·'1! - .... 
v~-v't-.. • 

11 che dovea dimofirarfi. Dr-
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DIMOSTRÀZIONE. 

Ì\T Eli' equazione ( 3) dd fecondo teorema il fegno =+ rap
prc:lenti il legno negativo, e in vece dì x vi lì ponga il iuo 
valore u t./; notato n eH' equazione ( S ) del Ili. teorema, c fi 

vi=.;+ 
avrll l'equazione ( 16). Si furroghi poi nell'equazione ( 4) 
del II. teorema in luogo di dx v7 il fuo valore ....!:!.". __ , che 

v l ..... ,.. v i--;;;;:;+ 

proviene dalla fuppolizione fatta di x ( come mofira l' equa
zione ( 6) del III. teorema moltiplicata per l ) , e fi avrà 
all' equazione ( 17) . . 

Il che dovea dimofirarfi. 

C O R O L L A Il l O ( fig. 2.9 ) 

C Hiamando ~ la corda CS della lemnifcata, ed u l' altra 
corda Cl, e polcia integrando l'equazione ( 17 ), fi ottiene 

Are. SL = 2 are. CI 
. Purchè u, e ' abbiano il valore, che fi deduce dall'equa

Zione ( 16 ). 

P R o B L E M A I I I. ( fig. 3 3 ) 

SIa divifo per mezzo in M il quadrante della Jemnifcara ;• 
fì.1 dato J' arw din:tto CB minore della met?l del quadrante : 
trovare J' arco intermedio MI eguale all'arco diretto dato CB. 

SoLUZJO'Ifl!, 

I. P Rendali 1 mediante il teorema VII. , e fuo corollaTio, l' 
~reo inver_to EL doppio deli' arco ~·retto dato C,B. , II. Pre~
dali, mediante 1l teorema V., e fuo I. corollano, l arco di
retto CI fudduplo dell' arco diretto CE. Egli è viftbile, che 
la fomm.1 degli archi CB -t- Cl eifendo eguale alla metà della 

fom-
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fomma degli arclu CE-+- EL , farà per copleguenza eguate al. 
la metà del quadrante; dunque ar.:. CB-+ are. CI= are. CM~ 
e togliendo dall' uno , e l' altro membro di quella equazione 
l'arco comune Cl, rella are. CB= are. MI, 

Il che dovea dimo!lrarfi , 

C O R. o l,. l,. A R. l O ( fig~ j3 ) 

p Rendafi mediante il I II. . teorema . del . I. fchediafma l' arco 
in vedo FL egua!e all'arco diretto Cl, e fi avrk l'arco 

Mf= are. MI= are. CIJ 

T E o "'- E M A v I l I. 
' ' 

S leno le due equazioni jpfra(critte ( 18) , e ( r 9) ; io dico, 
che polla la prima di effe fuffifl!! ;mche l' altra · 

(18) _r_v~ ;:=v~ 
ty7 y't::t:":~: 

(19) -J~ =- 2!!._ 
= . -~ v~-;· y-~-~ 

D I M o s T ll A % I o N z. 

NEll' equazione ( 3) pel II. teorema il fegno ;:; rapprefen· 
ti il fegno negativo, e in vece di x vi lì ponga il fuo valore 

I v 1 _, • elpreffo .nelf ~q uazione ( 7 ) ~el I V, .teorema , e li -- - · · ' 

rv~ . . 
avrà l' equazione ( 18). Sollituifcafi ppfcia nell' equaz1ont 
( +) del II. teorema in cambio .di d x v'7. il fu9 yalore- ;!:_ ' - ,:;;;:;;;;,;;::;:;:- _ _.. 

.V'-+x• V'-' 
che rifulta dalla fuppofizione fatt.a ,di x '( conforme dlmoflra 
l' equazione ( 8 ) del IV. teorema .moltiplicata per :z ) , e 6. 
giungerà all' equazione ( 19). 

Co-
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C o Il. O L L A IU O ( fig. ~ 9 J 
Nominando ~la corda es della letrtnifcata, e (t) l' altra 
corda CH, attribuendo a z , e a .t i loro debiri valori de· 
dotri dall'equazione ( 18), e integrando l'equazione C 19' G. 
fcuopre l' arco inverfo SL eguale al doppio dell'arco i11verlo HL. 

· ScoLiofti. 

D Ai teorèmi V., VI.1VH.; e V [I{., e foro corollarj potrart• 
no dedurre i lettori dei modi di tagliare per mezzo il . qua• 
drante della lemni!èata Mf.ttto uniformi alla maniera di ciò 
fare da me . fcoperra. nel I. fchediafma.; e quefto fervir~ per 
prova della giu!kzza ; c fecondità del mio metodo, 

p R o B t. E M A I v. 
P Ofto, che il quadrante della lemnifcata fia tagliato in un da
to numero di parti eguali; fuddividere in due porzioni pari• 
menti uguali ciaicuna di dette parti , 

S O L t1 z t ò N É• 

PEr maggior chiarezta, e breviù li chiaminò archi diretti 
impari quegJì archi direrti della lemnifcata, che contengorto 
un numcto impari delle parti eguali di effa. In virtù del t. 
corollario del V. teorema fi prendartO gli archi diretti fuddu· 
pli di tutti gli archi dire:ri. im~ari; i_ndi p~! l. è?r~llario del 
III. teorema del t. tcheJ1alm.t h trovtno gli arch1 mverfi e
guali a tutti qudli archi diretti fuddupli, e 1i otterrà l' in· 
tenro. 11 che dovea titrovadì • 

S c ò t 1 o IV, 

D :\l VItT. teOte'l11 tnrnHJ d'.!lirre i lettori un'altra ma· 
n~<:ra fLnile di fctoae qJdb problema , che io per brevità 
tralall;io. 

Co-
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C O lt O L L A R. l o. 

P Oichè nel I. fchediafma ~ infegnato il modo di tagliare il 
quadrante della lcmnifcara in due parti eguali , e nel I., c 
II. problema del prefente fcritto ò trovata la maniera di fe. 
gare il medefimo quadrante io tre, e ~inque parti eguali; ne 
iegue in vigore dello fcioglimento di quello problema , che il 
quadrante della lemnifcata potr~ dividerti algebraicamentc in 
tante parti eguali, quanti numeri fi contengono in quelle tre 
formale , cioè : 

2 X zm; 3 X zm; S X'""'' nelle quali l' efponente m fi. 
gni6ca qualunque numero intiero pofi rivo. 

E quella è una nuov~ , e fingolare proprietk della mia 
c;urva. 

ME T O. 



M E T o D o 
per tr()'f)llrt: nUO'Ut: mifure tJ~gli arc!Ji 

DELLA PARABOLA CU BI"C:A_< 
PRIMARIA. 

A V V E R. T I M E ' N T o, 

mOvr~ C') chi legge confiderare ci~, che io fori ., qui 
per dire , come una condnuazione del mio lf. 
iChediafma fopra la lemnifcata , il qua. le anche fi.t 
terrà fotto gli occhi per ben com prendere · ci~ '~ 
che fegue. -

T E o R. E 1\( A I x. 

S leno le due equazioni feguenti ( 20), e ( 2 I ) : io dico , 
che pofta la prima di effe, anche l' altra fuffifte 

( 20) tt =< vx:+:7' =+ >r v7) divif. per ( vT-+x' :±x v7) 
(2l)_J_,_-+__!!!_:=o . 

vi'":j:"ji v~ 
DIMOSTRAZIONE, 

J N virtù del II. teòrema, polla l' ìnfrafcrìtta equazione (22), 
fì à l'altra equazione ( 23) parimen~e. infrafc~itta , . come fi 
vede quadrando I' equazione ( 3 ) , dlVldendo l e9uazwne ( ~) 
per v'"i", e ponendo nell' equazioni ( 3), e (f) t IO luogo d1 IC 

( n) tt = (I=+~) div. per ( I::!:~) 
( 2 3 ) =+ t}, = Jt 

v"i"v,...:.."'· v-, .. ..,. 
In oltre pel I. teorema, data la feguente equaJione ( ~+ ), 

che è la fieffa, che r. equazione ' prim:_, f' li. l'a! tra equaztone 
( 25), come appare d1videndo per v~ l equaziOne feconda 

Tom. II. Aaa ( 24-) 

( •) Giornale de' Letterati d'Italia tom. XXXIII. pag. 14-8. 



S70 NuoNE MISUR.E r>EGU AllCH:Ì 
. l 

(H) ~=·c~=+V'i~ )7 div. per, 
(lS) '-+4t _ = ~"-

V•V~+ ~ 
Ma l'equazione ( 14) genera queft' altra 
~. ~v.-i_': . 

v~-;; . . - , ~ 
E per~ loftituendo nell' · equazione (n) quefto valore d i :t 

1ì troverà l' equazione ( .10), e aggiungendo t'equazione ( :zs) 
ali' equazione ( 13), ft avrà l' equazione (li) : c1~, che era 
da •dimoitrare. 

i ' S C O L '1 O V. 

Quando nel fegno ambiguo dell'equazione ( 2-4) prevale il 
fegno fuperiore, allora la quantità ~ è minore dell' uni

tà , o almeno non maggiore di _effa ; ma quando nella detta 
equazione ( 14) in vece del fe'gno dubbiolò lì prende il fegno 
inferiore, allora la >r è maggiore dell' unità, o almeno non 
~Ìnore, COme fa vedere Ja iteffa e,quazione ( 14) , OYe la ~è 
.minore' o almeno non maggiore detr unita' e conleguentemenr~ 
la ~, ch' entra nel fecondo n~embro dell' equaztone ( 20) e 
minore dell' unit'll , o almeno non maggiore , allorch'è in det· 
ta equazione ( 10) in vece del fegno ambiguo regna il fupe· 
riore, e la medelima ~ è maggiore· dell'unità, o almeno non 
minore , quando nel fegno dubbiofo dell' equazione ( 20) fi 
alfume l' inferiore. . 

CollOLLAìtJO. 

C Hi delidera avere il valore di ~ .in t idoneo a falvare l' 
equazione ( 1 I ) , tragga dal!' equazione ( 1:2.) il valore di :( iD 
t, cioè . - · '= (-+ 1 =+tt) div. per ( l-+tt) ' • 

E quello valore di ' furrogato nell' equazione ( 14-) dara 
la· feguente 

( 16) x= [ (I -+tri =+ u v ~ .... :u• J 7 div. per(:±I:+tt) 
TEo-
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T E o .. E M A x. 
S leno le due infrafcritre equazioni ( 17), e ( 18) · io dico, 
che pofla la prtma di effe , fufiifle anche l' altra ' 

(17) 1=.!. 
x 

( 18) _:!;_ -+ ..!!_ =. 
y'l.::;;+ .,;x:;-;. 

D 1 M o a T 1t. A z r o N a. 

B Enchè il folo calcolo 'provi fempliciffimamente la verirk 
di quefla propofizione, che io già trovai con una maniera 
nuova, e affatto diverfa nel mio metodo per rettificare la dif
ferenza degli archi, in infinite fpecie . di parabole irrettificabili, 
tuttavia , affinchè maggiormente li conòfca la Jecbndit~ de' 
principj, che ~ flabiliti nel mio II . . fchediafma fopra la lem
nifcata , dimoflrer~ il teorema nella maniera , che fègue • 

Moftra il III. teorema, che pofia la feguente equazione 
( 1.9) , che è la fteffa, che l'equazione ( ~), fi à l'altra equa
. ~ione ( 30), come fi cono(ce moltiplicando per v"i" l' equa
zione ( 6) 

(19) ~= uv7 
y~-;;1 

( 30) àuv7 = _!:_ 
vi-u+ .,tH-x• . . 

Di più fa vedere il IV. teorema, che, data I• infraJcr:rra 
tquazione ( 3 r), fi à l' altra equazione ( 32), come appari
Cee ponendo nell'equazioni (7), e (8) u in vece di 1, e t 
in cambio di ~' e moltiplicando l' equazione (g) per v'i" 

c 3 , ) 1 = vT"-=:;;+ 
uv'7 

(3z)-Juv7= J1 
___..,. ~. 

v~ v~ 
Ora l' equazione (.19) moltiplicata per 

Aaa z 
l' equazione ( 3 I } 

pro-
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produce l' equazione tx= I, da cui nal~e l' equazione ( 27 ), 
e t'equazione ( 30) aggiunta all' equazione ( 32) genera l'e
,quazione ( 28) : retla dunque . ftabihto il reorema : ciò, clte 
bitognava dimofirare. 

C O Il O L L A R. l O. 

E Gli è evidente, che per avere un valore ··di :c in r, che 
{alvi l' equazione ( 28), fi dee prendere quella, che fegue 

(B) x=.!. , 
TEOllEl\IA XI. 

S leno le due infrafcritte equazioni ( 34), e ( 35); io dico, 
pofta la prima di effe, fuffifie anche l' altra 

( 34) lt = ( ,/;·::;-;. :± 1t va) div. per ( vx::;:;t' =+ 1t v'i) 

(35) -...:!:.... -+~ =o 
v'i:;;+ v 1_;:;; 

D l M o s 1' Il A z l O N E. 

Pongali nelle due equazioni ( 20) , e ( 2 r) dèl IX. teore· 
ma .!. in vece di r, e nella fuddetta equazione ( 21) in luo-, 
go di tlt lì furroghi il differenziale di .!. , ciòè -l!- . In 

' z ' Il 

fom ma facciali , che nelle due equazioni fopraccennare ( zo ) ' 
e ( 21) la variabile t ti cangi nella variabile .!. , e fi avranno 

f 

le due equazioni ( 34-), e ( 3 5) ; il che :dovealì dimoftrare • 

S C O L J O V l. 

J N confeguenza di quanto ?> detto nello fcolio V. replico or.a, 
che, fè nel lecondo membro dell' equazione ( 34) domina ~~ 
vece del legno ambiguo il fegno fuperiore, allora la x è mi· 
nore dell' unirà, o almeno non maggiore di elfa, e lè nel det
to fecondo membro dell' equazione ( 34) reona in luogo del 
fe&no dubbiofo il fegno inferiore; allora la xb è maggiore dell' 
un1tà , o almeno non minore • Que· 
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Quello fcolio, e l'altro, che lo precede, non debbono tra

fcuradì da chi vorrà applicare alla geometria i tre antece
denci teoremi • 

C o R. O L L A ll l O. 

SE fi vuoll il valore di x in t , atto a falvare l' equazione: 
( 35) , pongafi nell' equazione ( 26) del corollario. del IX. teo
rema !_ in luogo di t, e fi avrà queft' altra equazione 

l 

( 36) X= [ (I -Hl) • =t= :Zt y'-;-:::;7,+ J -i- div. per :± tt ::p 

Applicaz.jone di quefle veritJ alla parabola cubica primaria; 
veggaji la figura 34• 

J N vigore di quefli tre teoremi , e loro corollari fi anno de' 
valori di t in x, e di x in t atti a falvare quett' equazione 

:± .!!!_ ~ .!..~ =o . 
v~•v-;-:;;. 

la quale integrata, e poi div ifa per i fomminiflra quefia quan

tità collante 
a 

( 37) :±f.dtv~ -+J.dxv•-+x•:::ç.:_ t~- 2.. xv;::;;+ 

!"fa ~erchè f. dx v•-+x• efprime l' ·a:co .11M corri~pondent.e 
all ~bfctffa mdeterminara AX (x) della parabola cub1ca pn
mariil AMN, che li per fua natura ltJ = 3.1, prendend? per 
1' l' ordinata MX perpendicolare all' abfcifsa; ~ perchè ~nco~a 
l. xv;-:;;+ rappre!enta la tangente MR del! arco arbmano 
3 
.AM; ne fegue, che la collante ( 37) èquivale a queft' altra 
C]uantità parimente co'lanre 

( 38) :±are . .1/N-+ are. AM=+- NS- MR 
dove l' arco AN, e la tangente N~ appartengono all' abfcilfa 
AT (t), il cui valore è de'terminato dall' equazione ( :zo), 
( 27), e ( 34 ) . Se poi fi vorrà, che l' abfcifu AT fia arbi: 
trana unita mente coll'arco .AN, e la tangente NS, che _gll 

corn· 
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corrilpondono; allora l'arco AM, e la tua. tangente MR cor. 
rilponderanno all' abfcilfa AX ( ~), il valore della quale fan 
determinato dall' equazioni ( 1.6), ( 3 3), e ( 36). Dovendofi 
avvertire, che le due equazioni (34), e ( 36) con ci~, che 
fì è notato nel VI. tColio, anno luogo , allorchè nelle quantit~ 
collanti ( 37), ovvero ( 38) in cambio del fegno ambigùo lì 
prende l' inferiore • 

ScoLro VIL 

Dopo i lumi, che ~ dati nel mict nuovo metodo per mifu. 
rare gli archi d' infinite fpecie di parabole irrettificabili , non 
troveranno i lettori alcuna difficoltà in fare il debito ufo del
la quantità collante ( 38) per avere nuove mifure degli archi 
della parabola cubica primaria; potranno anche {tendere quell' 
invenzione a tutte quelle infinite fpecie di parabole, la rett!· 
ficazione delle quali dipende dall' eftenfionc della cubica pn· 
maria; e per ricevere più favorevolmente quefia mia produ: 
zio ne, fi degneranno far nuovo rifl.efso a quello, che dice negh 
atti di Lipfia dell'anno 1698. alla pag. #S· l'eminente geo-

. mecra sig. Giovanni Bernulli • 

METO· 



~7S 

M T o o 
PER TROVARE QUELLE CURVE , 

Nelle quali f angolo fattiJ dnl/ç c~rde ( che parton" tutti! J11 
1m punto ) , e dnlf affi fta all' angolo fatto dal/ç nor

mali alla curva, e dal medt:Jìmo njfo in datti 
ragione di numero n mtmero • 

S C H E D l A S M A J. 

T E o a. E M A [fig. 3 s , e 36 ] 

A .curva (") t T A rapprefenti qualunque curva, le 
di cui corde parrano dal punto C, e CA lìa 1' af. 
fe ( cioè la corda, che fi confonde colla normale 
alla curva ) ; fi concepifCano condorte le due cor
de CT, Ct infinitamente v.icine, e dal centro C 

col raggio CT lìa defcritto l' archetto TO , che taglia in O 
l~ C t ( prolunga ra quando bi fogni ) , e dai punti T, e t fieno 
tirare le due normali alla curva TR, e t R , che fi taglino 
in R ; io dico, che l' an Rolo TCA fatto dalla corda, e dall' 
alfe equivale a f.TO_, e l'angolo TIA fatto dalla normale, c 

CT 
dall' alfe equivale a f. 2:!_ 

TR 
l " ' 

D I M o s T • .a: z 1 o 'lf 1!. 

L' Angolo TCO è il difft:re.nziale dell' an~olo TCA, e l' an
golo TRt è il llifferenziale ddl' angolo TIA; imperciocchè 
~nd_ucendo dal punto i la rett,a is pàrallela . alla normale TRt 
il piccolo ango'o sit eguale ali angolo TRt è la dtfferenza de 
due angoli tiA, siA, il fecondo de' quali. è uguale al( angolo 
TIA. Ma tì la, che l'angolo equivale al fuo arco ~1VIIo pel 
fuo raggio· adunque elfendo diff. TCA = ..I2_, farà mtegran-

' CT 
do 

( •) O pufcoli Calogicrl toln~ III. pag. 1 . 
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do TC.A=f.!!!., eJ avendofi diff. T/A=~,fiavrk eziandig. 

.. CT TR 
T lA =f. .:!i_; il che dovea dimolharfi • 

TR 
Refia a moflrarfi, che i primi membri di quefle due equa

ziopi integrali fieno completi, e ci~ non è difficile a chi con
fidera, che quando il punto T cade in .A, allora f.To, e f..:!'!.., 

CT TR 
cioè le due fomme di tutti gli elementi dell' angolo TCO, e 
dì tutti gli elementi dell' angolo T lA, che anno luogo tra i 
punti T, ed .A, ambidue, dico, quefle fomme fono eguali 
a zero. 

p R O B L E M A ( fig. 3) , e 36 ) 

TRovare 1' equazione differenziale delle curve, nelle qual! l' 
angolo T l .A fia all' angolo TC.A in ragione di m ad n (m, 
ed n efprimono quaHìvoglia numero razionale pofitivo). 

S O L U Z l O N E, 

SI noti primieramente, che fe m non è maggiore di n, il 
problema è folubile folamente nel cafo della feconda figura , 
ma fe m è maggiore di n, lo fielfo problema ammette due 
iOluzioni , una nel cafo della prima figura, e l' altra nel ca
fo della feconda • 

Si noti in fecondo luogo, che la formola corrifpondente al 
valore di TR raggio del cerchio ofculatore nel calo della cur~ 
va concava verfo il punto C, come nella prima figura, dee 
prenderfi .negativamente per ottenere il valore: pofirivo dello 
fielfo raggio TR, allorchè la curva è convefsa verio il punto 
C, come nella feconda figura. · 
· Ci~ pofto s'immagini fciolto il problema, e che nelle fig. 35• 
e 36 fi abbia T l d=!! TCA; adunque in virtù del teorema 

" li avr~ ancora f. Tt =.,: f.!_~ , cioè differenziand() 
TR • CT 

( 1) Tt = mTO n -;;c:r 
Chi a· 



!ONO lN DATA- llAClONE Dl NUMI!ItO A NUM!R.O, 377 
Chiamali ora C t ( ~) , tO ( :±d:~), ( cioè -+ dz... nella fig. 

35 , e - dz nella fig. 36 ) , TO ( dx) , T t ( ds) , e il 
valore del raggio TR dell'evoluta, fenza fupporre alcuna dif. 
ferenziale colta n te, farà -

::±: zdzds': ( dxdzjs-+ zdsddx--zdxdds) 
in modo che il legno dubbiofo dev~ elfere politivo nel cafo 
della figura 35, e negativo nd cafo della fig. 36. Tut
to ciò fi deduce dalla · teconda annotazione fatta in principio 
di quello - fCioglimento' e dalla prima formala generale del 
raggio dell' evo1uta dìbita dal celebre sig. Varignon nelle me
morie dell' accademia reale delle fcienze di Parigi dell' anno 
1701., ove ' chiamanfi n, y, dy quelle quantità, che qui fi 
denominano refpettivamente TR, ~, dz. 

Ponendo ·ora il valore di TR , e le denominazioni di 
Tt, TO, CT nell' equazione ( 1 ) ne rifulta o2erando a do• 
vere 

dxd-zds-+ -zdsddx- -zdxdds = ::±: ~ dxdzds 
n 

e trafponendo, e pofcia dividendo per z..dxds, fi ottiene 
( :± m - 1 ) dz. - dd x -+ dtls = O 

~ 7 7x -;r; 
e quindi integrando, ritrovafi . 

~m-1 ~m-1 

l. z --; ; -l.dx; -+I.Js:/.11-, 
( a è una quantità collante arbitraria ) 

Ora quell' ultima equazione liberata dai lpgaritmi fommi, 
nifira la teguente 

:::tm-1 ---+~-J 

( 2. ) ' -_-; ds = a 1J 

d x 
la quale quadrata, e maneggiata nel debito modo, dopo aver 
furrogato in elfa Jx' -+ dz • .' in cambio di ds' , mofira final· 
mente l 

' -+m-l ( -+zm-; :±•m-•)-
( 3 ) d x = 'Z-7 dz: a --;; - 'Z -;;- • 
Il che era a ritrovarfi • 

Tom. 1/. Bbb Co· 
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C O R. O L L A R. I O {, 

S Ofiituendo nell' equazione ( z ) v Js' - J,..' in vece di tlx, 
11uadrando, e facendo le de bi te operazioni, 6 ritrova 1 

-m-r c -%m-z -%m-J;) _ 
(-4) tls=d--;; dz..: 11 --; -z.. -,.. a 

ColtOI.LAR.IO II. (fig. 3ft e a6l 

FAcendo nelle (fig. JS, e 36) l' angolo retto TCN, Ja nor
male TN farà ~)(Tt = 3!!!., a cagione della fimiglianza de' 

TO dx 
due triangoli OTt, CTN, quallimiglianza è facile a moflrar-

::tm-1 
fi.: iaonde elfendo in virnì dell' equazione ( z) .!!. =a -;- , 

"" ::tm-1 z.. ;-
farà ancora _,_, 

(5) TN=a--; 
;:tm-1 

z.. -; 

CoaoLLAlliO III. (fig. 3S, e 36) 

D All' equazione (I) li deduce TR =!!.. cr )( Tt =.! TN, e 
m TO m 

per~ ponendo in luogo di TN il fuo valore efprefso nell'equa· 
zio ne ( 5 ), fi fcopre · 

:±m-t 
_(6) TR:!!. a ';' 

m :!:m-~ 
z.. ;; 

C o 1t o L L A R I o I V. ( fig. 3S ) 

N Ella lemnifcata il punto C è il centro, e il punto K co~ 
tncide con C, C .Il (a) è l'alfe, e l' equazione a quella curva e 

tls = ~, che è un calo dell' ef:J.Ua~ione generale ( +) : 
y,.~7 
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Laonde per trovare il rapporto dell' angolo T Ii! all' angolo 

TCA, facciali pofitivo il fegno dubbiofo, e fuppongafi 
-+:m-: 

' , =z..•, efi vedrà~-2=4-, cioè!!=3 
n . " 

Adunque nella lemnifcata l'angolo TIA è triplo dell' ango~ 
lo TCA. Sollituifcalì ora nell' equazioni ( S) , e ( 6) quello 
valore di !!!. con fupporre pofitivo il fegno dubbiofo, e fi vedrà 

11 

TN::!!.., e TR =!.!! 
z 3'l: 

C O Il O 1.L A Jl I O V. ( fig. 36 ) 

SE lì vuole una curva, che rivolti la fua convelfuà al pun
to C, e goda quella medefima proprietà di TI.A= 3TC.A., 
affumafi per negativo il fegno dubbiofo dell' equazione ( 3), 
e in e!fa fi furroghi 3 jn çambio di ::, , dal che rifulterà 

.11 

dx=z...-4 àz, cioè Jx = a4 dz per l'equazione differenzia~ 

t/a-8-z...-8 y' z...8 -a8 

le della curva • 
C o Il o L U R. I P V I. ( fig. 36 ) 

S E bramali una curva nel cafo della fig. 36 ove 1' angolo 
T lA lì a eguale all'angolo TCA, prendalì nell' equazione ( 4) 
per negativo il fegno dubbiofo, t: facciali in effa ::.=I, ·e ti 

" vedrà 
ds=a-: dz, .cioè Js = z..z...d z..., equazione , che compe· 

ya-4-z...-4 yz..•-a• 
te all' iperbola Apolloniana equilatera, il ~i cui centro è ia 
C, e il femiaffe =a. L'equazioni generah ( S),. e. ( 6) da
ranno in quello .caio TN = ..::._ , e TR =-=.!_, c1oe la nor-

A• A. 

male eguale al raggio del cerchio ofculatore, e fi avr'à anco
ra_CT=: TI. 

Bbb z Co-
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coaoLLARio vu. (fig. 3s] 

N El cerchio il punto C è il principio _del diametro, o lia 
alfe CA (a), e il punto K cade in C, l' equaz10ne del è;cr. 
chio è quefta . 

tls= _·~d"' , che paragonata coll' equazione gener;lle ( 4), 
v~;~~ 

~ve il f~:p_no dubbiofo dev' effere politivo, fom~inilha .. 
2.m-% 

z-;;- =z', cioè ~ -z= 2, ed ::=z; adunque TI .. 1 .. ... 
è doppio di TCA; l' equazioni poi ( 5) , e ( 6) moftrano 
TN =a, e TR =.!_a , tutte verità notiffime, che comprova· 

:z 

no la giull:ezza del mio metodo • 

c o R o L L ARI o v II I. (fig. 36) 

SE 'u delìdera una curva, che fia convefsa verfo . C , ed ab.. 
b1a l' angolo T IA doppio dell' angolo TC A, facciali nell' equa· 
zio ne ( 3 ) negativo il fegno dubbiofo, e vi fi ponga 2 cin luo
go di .:! ) e quindi fi [coprirà. tlx= z-3 tlz, cioè 

• ya--6-..,.z--6 
tJ, ::::: a3 dz per l' equazione differenziale della curva ri· 

vz6-a6 
chiefta • 

C O R o L L A RIO l X. ( fig. 36 ) 

M A ~e G cerca una curva, c~e abbia l'angolo TIA fuddu
plo dell angolo TCA, quell:a tar~ nec;effariamente convelfa 
verfo C, e facendo negati v o il legno dubbiofo dell'equazione 
( 3), e ponendovi 2. in vece di !! , ne deriva quell'altra ...i .. 
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-~ 
'Jx = z 7 dz, cioè dx = adzv-: ' che è l' equazione dif. 

v~~-~-:eJ y~-aJ 
ferenziale della curva ddìderata. 

Potr11 quello mio mecodo applicarli a quanti efempj parti· 
colari fi vorr11. Egli è fnperfluo l'avvertire, che 11el VI. co. 
rollario la voce Jemiaj[e fignifica la metà di quella linea, che 
i geometri intendono comunemente per l'alfe dell' iperhola e
quilatera, e che nella figura 36' gli angoli fatti dalle normali 
alla curva coll' affe fi fanno coll' alfe CA prolungato • 

MANIE~ 



M 

L 

A N I E R 
Di coflruire, ed efprimere con equazione 

algebraica 

E c u R v E, 

A 

Naie quali J' angolo fatto dalle corde ( che partono tutte da rm 
punto), e dall' aJJe fla 11ll' angolo fatto dalle normali 

alla curu11, e dal mede fimo affi in daia rA-
gione di numero a numero • 

SCHBDIASMA II. 

Che dee riguardarfi come t~na continua':{jone del I. 

8iiiiiilllrilla la curva (" ) AH dotata della fuddetta proprietà 
(fig. 37, e 38 ), fia C il fuo centro, e C.A(a) 
l' alfe , fia CH ( z) la corda , e CV, VH le co~r
<linate, <lefcrivafi col raggio CA il quadrante cir
colare Bfid_A, di cui le rette ~S, P! fieno le ap

plicate , fi tiri la corda Ch della curva infinitamente vi~ina ~li' 
altra corda CH, le quali corde ( prolungate quando bif~gm) 
tagliano il quadrante refpettiv,Pllente in q , e in fiL, ind1 col· 
la corda CH come raggio <:oncepifcafi .dekritto il piccolo arco 
HN, che taglia in N la corda Cb • . 

Suppofl:e quefl:e cofe , egli · è chiaro; che l' archetto fi2_q = 
.!... X HN , ovvero ponendo in cambio <li RN _il fuo valore 

:1: 

::±m-1 ( ::±1m -1 ) .!. , 
~ -; dz. : 1 -z -;; " , (qui li noti, che per mi-
nor imbarazzo <lei calcolo la retta,... CA (a) fì concepirà per 1: 
avvenire eguale all' unità ) , il fuo valore, dico, fcoperto nell 
equazione ( 3) del I. ichediafma, fi à 

('t) Opufcoll Calocierl tom. III. pac. rs. 
(7) 
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, :±m-z ( :±zm-z) 1 

( 7) ~ = =+ z -;; dz: I - :{, 7 -; . 
Dovendoli avvertire, che il valore di fi?..q nel cafo della 

curva concava verfo C ( fig. 37 ) è negativo , perchè elfendo 
in quefto calò z fempre minore di a, cioè dell' unir!!. alfunta 
( fuorchè quando la corda fi confonde coll' alfe ) come appari· 
ice dal denominatore del valore di ~, la medefìma z decre· 
fce al crete ere dell' arco A !i!_, del quale !i!_q è l' elemento. 
Pe.l contrario nel cafo della curva convefsa verfo C (fig. 38) 
la z è fempre maggiore dell'unità alfunta, cioè di a ( fuor· 
chè quando il punto H cade in ./1 ) conforme moftra il de· 
nominatore dell' efpreffione di !i!_q, e perciò z crefce all' au
memarfì dell' arco A §l, il differenziale di cui, cioè !i!_q rap· 
prelentato in z, e dz è per confeguenza pofìtivo, Facciafi ora 

( 8 ) ( ) I : (-+ >m-%) z= I -uu 7 
donde nafce 

(9) U = [I- 'Z :±•=-:].; 
e l' equazione ( 7) fi trasformer!l in queft' altra 

(Io) ~q=du: [~~~ J y't-,.. 

( Ritengali ora in mente ci~, che io feci avvertire nel l. 
fchediafma intorno alla fignificazione del fegno dubbiofo, nel 
quale deve aver luogo il fuperiore, allorchè la curva è con. 
cava verfo C, e l' mferiore quando elfa rivol~e al punto C 
la fua conveffità): ma du : V'-"" efprime l arco circolare 
AP, che à per fuo feno l'ordinata P l ( u), onde l' equazio
zione ( Io) integrata fomminiftra queft' altra 

( I I ) Are. A !i!_= are. AP : [ ~ ::;r ] 

liccome l' equazione ( 8 ) fa conofcere 

{u) .CH (z)=(Cl) 1 : [-+.;-'] 
l 

Imperciocchè Cl= (I -uu )"i' 
l : ' Ad un· 
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Adunque prendendo ful quadrante l' ablcifsa arbitraria Cl 

(v~), alla quale corrifpondono l' ordinata PI ( u), e l' 
arco AP, indi alfumendo la 1econda ordinata !i!_S, che è il 
feno dell' arco A !i?_ tale, ch' egli ftia all' arco AP come l' U· 

nità fia al numero =. =+ I , e pofcia pigliando fu! raggio C.fi6 
n 

che termina l' arco .Afi!.., la CH (:Q eguale al fuo valore e
fpreiio nell' equazione ( 12), il punto· H apparterrà alla cur
va AH. 

Si noti, che la fuppolizione di P! ( u) eguale ad 11, cioè 
all' unità afsunta, rende l' arco AP eguale all' inriero qua
drante , donde fi deduce , che il quadrante fia all' arco AD 
determinato dalla pofizione della corda corrifpondenre dd!~ 
curva, e dall' afse come.!!! =+ 1 fia all' unità; ma l' equazio-, 
ne ( 9) efpone, che quando u =a= I , la corda z è nulla 
nel cafo della curva concava verfo c , ed è infinita nel calo 
della curva convelsa verlo c , adunque nel primo cafo (fig. 
37 ) la retta CD tocca la curva nel primo fuo pu!lto C , e 
nel fecondo calò (fig. 38) la retta CD prolungata è l' alim
ptoto della curva, cioè la tangente della curva nell' ellremo 
punto di lei infinitamente diftante , pofto che il fuo quadran· 
te fiia all' arco AD come il numero !! =+ I è all' unità. . 

" Per afficurarfi , che l' equazione ( I I ) è completa , fi con-
lideri, che quando la corda z fi confonde coll' alse, cioè quan· 
do z= 11 = I ' l' arco Ali?_ è zero ' ma quando z= a= I ~ 
la P! ( u) è nulla per l' equazione ( 9) , adunque allorche 
.l! !i?_= o, anche l' arco AP , che à per tuo ieno P1, ~ 
nullo, il che moftra dser completa l'equazione ( 1 I) • 

. Per. poi trovare l' equazione algebraica di quelle curve., fi 
chtammo CV (x), ed VH (_y), e per la fimili~udine de' rnan· 

· goli .ftCS, HCV, e per U. iuppofizione di a= 1, fi avrà 
( 13) J'J' = z:zX ~s· 

ed el~endo CV' (xx) =CH' - ve• = zz-J')', farà ancora 
( 14) xx;:::; zz ( I - fi'-S' ) 

Ora 
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Ora perchè L' arco A~ è all' arco AP come numero a-nu

mero, l' ordinata .ti!§ può fempre avcrfi efprefsa in CA ( 1 ) , 

e in PI ( u), ma ( u) per l' equazipne (9) è data in CA 
( x ) , e in z; adunque nell' equazioni (I 3) , c ( 14) le x, 
e le y faranno lempre date in CA (l) , e in z, ed efsendo inol
tre z=y--;;::;n, ne fegue, che nell' equa?;ioni (13), e(14] 
non entreranno altre lenere, çh~ le ~r, ! , ed. ", intendendo 
fempre a:::;: CA= l _ 

Non farà fuori di propofìto· l' addurre i feguenti efempj pel 
moJo di trovare l' eguazioni ~lge~raic)le di 'J_uefte curve rife
rite all' afse CA, 

E s E M p I o I. ( fig. 37 ) 

S E ft brama la curva, la di cui 11\)rmale facçi~ coll' afse 
un angolo, che fia doppio dell' angolo, che la corda fa col 
medefìmo afse, :: farà= l , la curva far~ conc;ava verfo C, e 

n 
l' equazioni (9), e (p) {i trasformeranno refpettivamente in 
quefl• altre 
u=v~ 
Are. A.fi!_ =are. AP 
Ma in queflocafo~S=Pl(u)=v~; adunque ponen

è? ,quefio valore di ~S nell'equazione ( 14) fi a,vrà xx:::z4 , 

cwe x=zz=xx-+ )'.f, ovvero tralponendo, ec. ,y.f= ax-xx, 
equazione, che compete al femicerchio, che à per fuo dia
metro CA (n). 

E s E M l' I o I I. ( fig. 37 ' 3 8) 

SE fì vuole la curva concava verfo c , la di cui normale 
faccia coll' alse un angolo triplo di quello , che fa la corda 
coll' affe, ovvero fi defidera la curva conveffa verlo C, la di 
cui normale faccia coll' affe un angolo eguale a quello, 
che fa la corda coll' affe , farà "' = 3 nel primo cafo, ed -, 
.!!,. =I nel fecondo, e in ambi quefli cafi l' equazioni (9 ) 2 

n 

ed ( 1 I ) fi cangeranno nelle feguenti 
Tam, II. Ccc 
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(xs)u= Vr-z:::!:" 
( I 6 ) Are. A~= .!. are. AP 

1 

Ora fupponendo .@_s'= (r~v~): 1 fi falva l'equa. 
z.ione ( 16), e ponendo il valore di u tratto dall' eq•uzione 

( rs) nell' efp'reffione di~· 6 vede ~s· = [ 1 -z ::t • J : z; 
adunque foilituendo queft' ultimq ya,lo~e , di !f2...S' ndl' eq uc~zio-
ni (Il), e ( 1-4), 6 trova · 

( 17 ) t.J' = [ zz- z:::!: l ...... l] : 1 

(x8) xx= [ zz-+z-+:-+:]: l 

Sottraendo per tanto l' equazione .( 17) dall'equazione ( 1 S), 
indi eflraendo la radice quadrata dai due membri dell' equa· 
zione' che ne rifulta' 6 à 

- :::!;1-+I vxx-yy=z 
coficchè furrogando in vece di ~ il fuo valore V""-+ yy, e 
fupplendo coll' unità arbitraria (a) alla legge degli omogenei, 
fi vede primieramente, che nel primo calo della curva con
cava verfo C, in cui l' angolo fatto dalla normale coll' alfe è 
triplo dell' angolo fatto dalla corda coll' afse, la curva à quefl:'· 
equazione 

xx-+ .f)'= a v~ 
che compere alla lemnifcata, di cui CA (a) è l' afse. 

Secondariamente fi fcopre , che nel fecondo ca(o della curva 
convefsa verfo C, in cui l' angolo fatto Jalla normale, e dall: 
afse è uguale all' ang-olo , che la corda fa col mede6mo alse, 
la curva è di quefl:a equazione dotata 

V;;=;;= I 1 cioè }'}'=xx- aa 1 ch' efprime la natura 
dell' i p erbola equilatera, il di cui femiafse è CA (a). 

E s E M P 1 o I I I. ( fig. 37, e 3 8 ) 

SE G cerca la curva concàva verfo C, nella quale l' .angolo 
fatto dalla normale coll' afse fia quintuplo dell' angolo, che fa 

la 
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Ja corda coll' afse, ovvero fi brama la curva convefsa verfo 
C, nella quale l' angolo fatto :dalla normale coll' afse fia tri
plo dell' angolo, che fa la corda coll' afse, fi avrà ~ =:; 

" nel primo cafo , · ed _.!!.. = 3 nel fecondo, di modo che in a m-
n 

bedue di quelli ca lì ft vedranno l' equazioni ( 9), e (II) can-
giarfi in quelle, che · feguono . 

(19) u= V I -~:± 8 

( :zo ) Are • .l/fil= .!. are • .1/P 
4 

ma perchè la fuppofizione di 

. ·~· = [v7- <x .... vt.+;,; )~ J : z v7 
fa.! va l' equazione ( zo) , ne fegue, che furrogando in q11efta 
efpreffione di fi2...S' in luogo di u il fuo valore notato nell' e· 
quazione ( 19), fi ottiene 

~· = (v7-V-x -.... -z-...... .,....4 )": iv7 

e quello ultimo valore di fj)S' pofio nell'equazioni (I 3), e 
( 14) lomminiftra le ·due infrafcritte 

(li) .f.f=[ ~~v7 -~~ v-( .... -~.....,::t-.~J : zv"; 

( n ) .~x= [ ~t.v7 -t-~~v 1 _.. ~ =4] ! ì~v-r . 
Ora l'equazione ( u) fottrai:ta dall' equaz'ione (n) dà la 

feguente · . 

!A'X- .f.f = [ ~:t v I -fo :t::t4 J : y'';' 

che prima moltiplica.ta pèr v-: , e pofcia quadrata fa con().; 
fcere 

2. ( XX-.f.f) '=,4-t-~:±4:-+4 , . . ' ! 

e pere i~ lo itituendo in cambio di t.' il · fuo valore xx-+}'}', 
e facendo le necefsarie operazioni, ritrovafi in primo luogo! 
che nel primo cat<> della curva concava verfo C dotata da 

Ccc z que-
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qu(;tta proprietà ,. che i' 'angoio ddta normale . coll' af~e li a 
quintnplo dell' angolo 'fatto dalla ' .Corda coll' alse, la curva à 
quella natura · 

(xx-+-f)') 4= a4 ( x4 -:- 6xx Y.f-+-)' 4) . 

In lecondo luogo li !copre, che nel fecondo cafo della cur
va conve!Sa verlo C di tal' indole, che 1' ango!o della norma
le coll' afse fia triplo dell' angolo, .che la cord.i fa coll' atse, 
la curva gode que!t' equazione 

x4 -+-.f4 = 6xx f)' -+a 4 

la quale non è più com polla di quella della lemnif~<:ata, che, 
fìccome ò mollrato di lopra, {erba la meddìm.1 proprietà di 
avere l' angolo fatto dalla normàle coll' alfe triplo ddt' anga;. 
lo , che fa la cor4a coll' alse • .. . 

Dall'equazione (4) ngtata nel Ì. ' fcllediafma apparifce, che 
nel primo de' due cafi di quello III. etempio l'elemento del
la curva è J' infrafcritro a 4 d~ , e nel fecondo di quelb due 

~/ 8-8 
V a--~ 

cafi l'elemento della curva è il feguente ' :t4 d:t 

v~8-a8 
C o R. o L LA R.I O ( fig. 37 J 

A Llorchè nelle curve concave verfo il punto c l'ordinata 
'VH è la maffima, la fielfa ordinata fi confonde colla norma· 
le, e l' angolo retro HVA fatto dalla : medefima normale, e 
dall' alfe fia all' angolo HCA fatto dalla corÙJ., e dall'alfe, co
me il numero !! fia all' unir~ ; coficchè tirando la corda eH, 

• 
che faccia l' angolo HCA =:.. lJCA, efsa determiner~ nella 

periferia del! a curva il punto m H, dal quale tirando l' ordinata 
HV, quefia farà maggiore di tutte 1' altre , 

EsEY· 
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.. ,. E s B M p l o ,C fig. 39 ) 

Q· \.i~ mofl:rato', che nella Iemni!Cata ~ = 3 ; adunque la 
n 

corda CH, che forma coll' afse l' angolo HCA e!!ua!e ad un 
terzo dd l' angolo retto, cioè di 30 gradi , dettr 1mna l' ordi. 
nata m.i!Iìma HV. 

Quindi ' natce ,_·che prolunganqo l'ordinata mallìma HVfino 
al punto O del quadrante inferiore COA dèlla lemnitcara, che 
è lì mi le, ed e!!;uale .al quadrante tuperior.: CHA, come è fa
cile a provarlì , e tirando l' altra corda intàiorc: CO, ch' 
è uguale alla corda fuperiore CH , c forma co!i' alse l' an. 
golo OCA= HCA, . {ì · avr~ l' angolo HCO di 6o gradi , e 
far~ eguale a ciatcuno de' due angoli CHO . COH , di modo 
che il triangolo HCO larà equilatero, e l' ord1nara maff1ma 
HV tar~ 1uddupla deila corda CH , che gh corrilpon. 
de , e però loltituendo .!._ z in luogo di .f ne: W equazione (x 7 ), 

z 

c. facendo valere in efsa nel fegno dubbiofo il fegno fuperio
re , indi operando nel debito . modo lì troverà el sere 

z = _.!.,_ = ..:_, cioè la corda della lemnilcata, che de
v7 - v7 · 

termina la maggiore dell' ordinata farà eguale a ci , la flef. 
Vz 

fa ordinata m affi ma .farà =-· -~_CA, e l' abfcilsa corrifpon· 
_ zv7 

dente CV=vcH' -Hv' farà c.Av7 · 

CON-



rio 

CONTINUAZIONE 
DEL II. SCHEDIASMA 

Sopra l'invenzione 

D l QUEL LE 'CUR V· E, 
' ' l } • • 

Nelle quali f angolo J~ttto dalle corde ( che partono tum dd 
un punto ) ' e dall' a fie fla all' angolo fatto dalle nor- . 

mali alla curtia , e Ja(l' aJiè in data ragiorle 
' di nùmm Il ~umero • . . . . 

s c H E D I A s M A l I L . p A Il T li I •. 

O n fempre (*} avviene~ che nel cafo deUa :: fig. 37 
del II. f~hc;dial'?la l', a~co A~.)ìa. , ~i no re . del(ar~ 
co AP; tmperc10cche rl cafo generale ~ella fig. 31 
fuddetta ne coinP'rende 'infiniti' n~'_qùali il punto 
Q. cade di !.h dal punto P per· rapporto at ·· pu.mo 

'A: io ne porterò un folo efempio, e !' e{aminerll in ma~1er.a 
che darà lume per gli altri • · · 

· E s & t.f P I _o (fig. 40 ) · 

SE fi chiede la natura ~ella curva, ~le di ·cui nonn~li .fan
no coll' afse un angolo; ehe fia au·· ang~l~ fatto 'èlalie corde 
coll' a fs e come 3 a 1 , allora !!!. · = 1.. , e l' equazioni ( 9 ) , e 

(II ) fom minifirano quefie alt;e, ;urchè Jilei fegno dubbiofo ii 
faccia valere il luperiore 

(7.3) u=v~=v~ 
( lf) Are. A Q_= l are. AP 
Facendo poi ~S'=+uu (1 -uu ), fi falva l'equazione (1.4), 

e furrogando nel! elpretsione di !f_S' il valore dì u in z..uat· 
t O 
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to,. dall" c:quazione ( 23), fi vede ~_s> = 4:Z ( 1 -z), laonde 
fofti ruendo nell' equazioni ( 13), e ( 14) queft' ultimo valore 
d1 fi2..S', rirrovalì 

( zs l y_r = 4-zl -4z4 

( 26) xx= Z:Z -4:z' -+ 4~.4 
e ponendo in cambio di :z:z il fuo valore xx-+ J'J' nell'equa. 
zione ( 25) fi otterrà 

J 
( 27) iJ'=4 ( ,..,..-+ J'Y) 7 -4 ( ,..!f-+ f.f) • 
Allorchè l' ordinata f/H è la mallìma , larh in virtù del 

corollario regillraro verlo il fine del Il. fchedi alma, !a1à, di
co, l'angolo HCA=;. BCA, cioè iarà di 6o gradi, e per con-

3 
feguenza l'angolo BCH farà di gradi 30 

Quando la corda ( :z) è nulla, l' equazione (26) fa vedere, 
che anche l' ablcifsa Cf/ (~t) è nulla, e l'equazione ( 2 3) mottra, 
che la P! ( u) è = 1 =a= BC, e ficcome in quetto cafo l' 
arco AP diviene il quadrante AB , così per l'equazione ( 24) 
l' arco Afi2.. diventa ti lemicerchio ABD; adunque l' aise CA 
tocca la curva in C primo de' iuoi punti. 

Per fa pere, dove l' ordinata rw corritpondente all' abfcifsa. 
Cw negativa fi confonde colla tangente della curva, fi conlì
deri, che l' angolo re A fatto dalla còrda re , e dall' al se è 
uguale a due t~erzi dell' angolo fat:o dalla normale alla curva 
tirata dal punto f infinitamente vicino al punto r, ma que
fia normale fa coll' afse un angolo equivalente a due angoli 
retti, poichè incontra l' afse in un punto infinitamente lonta
no dal punto c , e fa col medefimo afse verfo la parte di C> 
un angolo infinitamente piccolo; adunque l'angolo reA è u
guale a due terzi di due angoli retti, e però è di I 20 gra
di, e l'angolo rcB è di 30 gradi, come l'angolo BCH, che 
determina l' ordinata mafsima. 

L' equazi0ne ( 27) moftra, che i quattro .t{uadranti della 
curva, cioè CYHA, CKED, CFXD, CX/1 fono lì m t h, ed eguali, c 
quindi fi. vede , che , ficcome la corda CH. ( che ora .lì con-
6:epilce formar l' angolo HCB di 30 ~radi ) determma nd 

qua-
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quadrante c rH// l' ordinata T/H, che fi confonde colla nor. ' 
male alla curva, così nell' altro quadrante CKED la corda CE, 
che fa l' angolo ECB di 30 gradi determina l' ordinata maf. 
fima RE, cioè quella, che fi confonde colla normale alta cur
va, e lìccome nel quadrante Clli./1 la corda Cr, che fa l' 
angolo TCB di 30 gradi determina l' ordinata rw, che fi con
fonde colla tangente, così n di' altro quadrante CKE/) la cor
da CK , che forma l'angolo KGB di 30 gradi, determina. l' 
.ordinata K&, çhe fi confond~ colla tanpen~e • , · 

Segue da tutto <.lue(l:p: J?nmp, che i tnangoh ECH, ed 
1CK fono equilateri a cagione dçll' angolo comune ECH di 
6o gradi, e dell' egua\irà de' loro lati: Secondo, che l' am. 
piezza della foglia G(CKG della curv~ è determinata dalla 
retta rK ba!(: del triangolo equilatero l'Cl(, : Terzo , che le 
abfcilfe C&, CV fono la metà delle loro corde refpettive CK, 
CH, le quali corde fono i lati refpettivi de' due triangoli ·e. 
quilateri. 

E però chi delìdera fa pere i precili valori delle fuddette due 
corde CH, CK, ponga J~ell' equazione ( z~) .!. ~in luogo di 

:> 

IIC' e ne rifulterll. queft' equazione .!.. z~-~~-4:ç-+ 4Z4 ' cioè 
4 z:z- z-+ _L = o , donde fi deducono due valori . di z, cioè , 

16 
CH ( z) = 1. a, e CK (d :::;: .!.. a, e quindi fi fa manifefto; 

4 4 
primieramente, che CV (x) =.!.. CH = 1!., ed PH (1) = 

:> 8 
VCH,' -cv·= 3a v7 : Second.uiamente' che C& (x):::;:!_ 

8 :> 

CK=Cw=!_!, e che &K (y) =wr=vcK'-cèl'':: 
8 

.!.avT· 
8 

Chi poi delidera il valore della CG ( fig. · 40 ) , che è per~ 
pendicolare all'alfe, e incontra i due 'quadranti CfHA, CK ED 
in quello ftelfo punto , nel quale vicendevolmente fì tagliano, 
c;igè il valore di quell' ordinata, che fi confonde colla corda, 

tùr· 
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furrogh1 z m vece di.f ndl equazione ( 15), e la canoerà ia 

ft - l 4 . \ :;:, 
que a zz - 4-~ - 4-:t , Cioe ~~- ~ -+- .!.. = o , donde: re· 

fulta ~=.!.,cioè la cerda CG=.!.a=.!.~A=.!. CB. 
~ & ~ & 

Non voglio qui tralafciar d' accennare , che ponendo 1.. in 

luogo d1 :± _.!!. nell'equazioni ( 5 ) , e ( 6) del I. fchediafma, .. 
fa avrà (,fig. 4-1) la normale HN della curva, che è l' ipote· 
~ula d~ll angolo retto HCN, ft avr~, dico, HN = y-;;_, ed 
tl raggio RR del cerchio ofculatore =..!. y-;;! dovendofi a v. 

vertire, che neil' equazioni ( 5), e ( 6) del fuddetto I. fchc
dialma iono chiamate TN, e TR quelle quantit~, che qui Ji 
ch1amano relpettivamente .HN, ed RR. Concependo ora con
dotta la tangente HK ( fig. 4-1 ) , che tocca la curva nel pun. 
to H, e taglia in K la funnormale CN prolun~ata , ft avrà 
quella proporzione CN. CH ( ~) : : CH ( '{.) • CK = ~; ma 

. CN 
CN = t/HN -CH'= V'"%-~~ , adunque la fottàng.entc 
CK = ~'- = '-V;;. , e perb la tangente HK = y'cJC-+Cii= 
-· ~ > -- --· 
.v~.,~ 

Si noti ( fig. 42 ) , che prendendo la corda inderw:ninata 
CH ( '{.), .che taglia la curva nel punto R fituato tra Il cen
tro c' e il punt'O r determinato di fopra' .da cui fcende quell' 
ordinata che fi confoude colla tangente .della curva ., fi avrà 
l' angolo' HCA egua1e a due terzi di due angoli retti più d ne 
terzi dell'angolo RIA, che fa la normale coll' .tfse prolung~
to di là dal centro C : poichè HC.A = l'CA-+- YCH, m~ gt~ 
fi è motlraro reA eguale a due .r~rz1 dt ,du~ ang~t1 r~ttl, e~ 
I'CH è uguale .a due terzi della Iom ma dt tutti _ gh angola 
minimi ' che fanno tutti i raggi .dtll' evo; uta tra . l. ~un~· r, 
ed H prefi a due .a due, e in6.11it.1mente tra loro vtcmi; m ol~ 
tre l' an~olo R./A è uguale alla ttelfa tomma dt tutti quelb. 

Tom, il. Ddd m1-
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mmuni angoli., arrefochè tirando il raggio dell'evoluta Rh in• 

. finit-amente vicino all' .altro raggio RH, e conducendo dal pun
. ro i , dove . Rb taglia l' affe A.C prolungatp , la is parallela all' 
altro raggio RH; il piccolo angolo Rii differenziale de il' an
golo- RJA è . uguale al piccolo angolo · HRb , che è 1' elemento 

. della lomma di tutti gli angoli infinitamente piccoli, che for
mano, come fi è detto, tutti i raggi dell' evoluta ~ra i pum 
ti T, ed H, e però fi ve~le. HCA .=rCA-+rcH=TCd-+ 
· i. RIA, · cioè l' angolo · HCA è uguale à d ne terzi di due ail" 
3' . 
goli retti più due terzi dell' angolo RIA • . 
, Sebbene ( fig. 40 ) la curva di quello efempio è geometrica, 

ritorna in Je flej]à, e chiude Jp~z..io, nientedimeno elfa è retti· 
ficabile, conciofìachè ponendo nell' equazione ( 4) del I. fche• 
dialina 1.. in cambio di :± ~ , fi avrà ds = dz..v--;; per l' e-

n 
Va-~ 

fpreffione dell' elemento di quella curva; laonde integrando; 
e aggiungendo la collante propria' fi à l' arco indeterminato 
CTH della curva eguale a 1.a- 2 v~· · 

Allorchè l' arco indeterminato crH deìla curva diviene 11 

intiero quadrante di efS~, la z.. diviene = 11 , e il valore def 
quadrante è 1.a; di modo che il valore 'de' due quadranti e7 
guaii CTHA, CXA è uguale a 411, e tutta la periferia delhi' 
curva vale 8a. 

L' arco poi CTG della medefima ci1rva, .il quale è la met!t 
del contorno della foglia GrGKG, ed è determinato dalla cor· 
da CG, che fi è di fopra trovata eguale a 2. a , à per fuo 
~ ; ' 2. 

valore quella quantit'll. 1.a -a v"i" ' e tutto il contorno de!la 
foglia GrCKG è uguale a . 40 - 1.a v7 , onde tutto il g1ro 
GAXDG della curva, cioè l' intera periferia, meno i con wr
ni delle due foglie fìmili' ed eguali' vale 8a...- ( Sa -4a v-;) 
=4"V:7. 

CON· · 
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DEL II. SCHE_DIASMA 

. Sopra· l' i n v e n zio n e 

DI Q_UELLE CURVE, 

Nelle quali l' angolo fano dalle corde ( che partono tutte da 
un punto) , e dall' affi fla alf angolo fatto dalle norma-

li pJfa curva , e da/J' affi in data ragione 
di numero a numr:ro • . 1,, h :; ~. 

s c H E D l A s M A III. p A R T E II. 

Segue ( • ) l' efame della curva, che fl ~ p. ropofla per efempiD 
nella prima parte di queflo Ili. Jchediafma. 

E fì efirae . la. rad.ice · quadrata dall' uno, e l' altro 
membro dell' equazione ( 26) notata nella prima. 
parte di quello fchediafma, fì trova la feguente 

. ( 28) ::t x= t.- 2t.t. . . . 
cioè -+-x quando a:z è maggiore di 2t.:z, e -x; 

allorchè a:z è minore di 2t.t., coficchè d~ll' equazione ( 2&) na-
fcono que!te altre due . . 

( 29 ) t.:z- .!.. t.-+ L x =' 
~ z 

( 30) t.t.- 2. t.-..!. x= o 
1 ~ 

corrilpondendo 1' equazione ( 29) al cafo di t. minore di ..!. a, 
z 

e l'equazione (3tr) al cafo di :( maggiore di ~a· 
~ 

Rifietrafi ora, che rilòlvendo l'equazione ( 29) ritrovafi l' 
infra!Critta 

. Ddd 1 

(•) Opufcoli c~Iogierl tom. VJI. pag. IJ. 
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l 31 ) " = .!.. :± .!. v ;.;=:s:;; , 

4 ... . 

ove la '- à due valori politivi, purché ~ non fia maggiore di 
.!. a, e rito! vendo l' equazione ( 30) , ne rifulta qudt' altra. 
8 ~=,!.a:±.!.. v ,,,.+s.;;; ove ~ à un folo valore pofìcivo, 

4 4 ' 
cioè .!.. a-+ v-'-,.,.-.... ---,.8 .. -x, e fi vedr~ ( fig. 4l ) • Primo , che nel-

+ . L 
la porzione CNOG tlella ' curVOJ , Cioè n dia ' medi · del contorno 
della foglia, ad ogni valore di CM (x) corrifpondono due cor
de, cioè CN, CO, purchè CM (x) fia minore di .!.. a, men· 

8 
tre allorchè x=!... a, la CN, e la co fi confondono in una. 

8 
Secondo, che nella porzione GH..d delia curva ad ogni valore 
di CM (x) corrifponde un• alrra corda CT, la quale è fem
pre maggiore di .!.. a, fuorche nel cafo di x= o, poichè allo-

z 
ra la corda ft confonde coll' ordinata CG, e diviene uguale a 
.!.. a , come per altra via .fi è trovato nella prima parte di 
2 

qneflo fchediafma. Terzo , che nella porzione CNOG della 
curva la !o m ma Qelle due corde CN, CO è uguale a .!. a= CG, 

. '· ,, z 
conforme fa conofcere la fola ifpezione dell'equazione (P), 
ove la fomma delle due radici vere dell' equazione ( Z9) fi 
vede elfere eguale a ..!.. a 

2 

. Ma quella curva ( fig. 43) è dofata di un' altra bella _Pro
prietà, ed è , . che tirando qualunque corda CH alla porz10ne 
GHA, la meòefima CH taglia in N l' ahra porzione GONC 
deHa çurva _in maniera, c~e la fomma delle due cor~e CN! 
CH, le quali fono fulla fielfa retta linea, la fomma, dtco, dt 
CN, CH è ugu;tl" a CA (a). _ Eccone la dimoftrazione • Si 
~alino le ordinate NM, HV, e per la lìmiglìanza de' triango
li HCV, NCM, fi avr~ quella proporzione CH • CV : : CN • 
CM=CVXCN, 

C'il 
Ponendo per tanto nell' equàzione ( 30) cH in luogo di ~, 

e CV in vece di x, fì ottieAc ( 31) . 
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- (31) CH'-~aCH-,!_aCV=o 

:t :t 

fimilmente foftitucndo nell'equazione ( 29 ) CN. in cambio di 
z, e cv x CN valore di CM in luogo di :~r, fi k 

CH 

CN'- !_a CN-+ ,!_a~= u, cioè riducendo il tutto a 
z. :t CH. 

comun denominatore, e pofcia dividendo per !!!!_ 
CH 

CNX CH-,!_aCH-+_:acv=o 
z. z. 

e aggiungendo quen· ultima equazione an· equazione ( 32 ), ne 
deriva CH'-+CNXCH-acH=o, e dividendo per eH, c 
trafponendo, finalmenre {ì fcopre CH-+CN=a=cA. 

Il che dovea dimofiradi. 
Quindi nafce, che defcrivenda col raggio CG =!,a ii cer-

z 

chio GEP ~ queflo taglierà la corda arbitraria CH in E in mo
do , che l' altra corda CN, la CE, e la fuddetta corda CH la
ranno in proporzione aritmetica continua , e confeguentemente 
la NH differenza delle due corde CN, CH {~uà div ifa per me~ 
zo in E. · · 

Poichè (fig.43), 6 à CI-+CO=a, G avr~ ancora CI-+CH-+CO 
-+ CN= 1.a, ma fi è già trovato CO-+ CN=.!.... a; adunq.uc 

:t 

CI-+CH=l_a 
.. . . z. 

. Di più CI-+CH=OI-t-NH-t-CO-t-CN,e perci?>Ol-t-NH 
=::.CI-+CH-CO-CN=l.a-:_a; adunque 01-t-NH=a 

:t :t 

Finalmente CI-t-CO::::O, e quindi O/-t-zC0=11,ed OI a=zCO~ 
ma a= zCÒ-t- 1.CN, adunque 0/=zCN: e frmilmente CH-+ C? N 
=a e quindi NH= a ._ zCN = zCO-+ 1.CN- 'Z.CN, ~~oè 
NH=zco. · . 

I due punti N, ed O, dai quali dipendono gli altri due 
P~nti H~. ed I debbono concepirli derèrminau dalle due or
dtnate MN, MO · corrifpondc:nti ambedue alla meddìma ab

fcifià 
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fcilla arbitraria CM, 1n manierà però, che CM non fta mag
giore di x a. 

!" 
Per ottenere la mifura dello fpazio da quella curva com· 

pre!o fi confìJeri (fig. 44), che 1' archetto circolare intinira
mente piccolo HO moltiplicato per la metà della corda inde
terminata CH ( z) è il valore del piccolo triangolo HCh, che 
à per uno de' fuoi lati la corda Ch infinitamente vicina alla CH, 
e per confeguenza ~ z.HO è il differenziale dellegmento CliC 

% 

della curva, ma applicando a queflo cafo I' equazione ( 3) del 
l, fchediafma , cioè ponendo 1. in luogo di :t !:_, e conce-

1 n . . . 

pendo l' archetto TO della ( fig. 3 5 ) eguale all' archetto HO. 
della fig. 44, poichè differifcono rra di loro dt una quanmà 

l 

iRComparabilmente minore, fi vede HO= z.:;_~Z ( è facile a 
y-,.:.;:.z 

conofcere , che dx nella fuddetta equazione ( 3 ) del l. fche· 
qjafma non indica punto l' elemento dell' ablcilfa ) ; adunque. 

~ 

!.. zHO = diff. CHC = ;._ z-; dz. ; ma fi à 
~ 2. ---=::;... 

v~-:;:; 
~ 

( 33) ~~ z.."'; dz=J. ~ltlld?. -l!.. v=-!. zv~ 
%v~ 16v~ s + 

con~orme ~a differenziazione fara vedere, e perciò il fegmen
to mdermmato. CHC della curva à per fuo valore il fecondo . 
n1embro di queft' equazione ( 3 3). 

Ora 3 uJ:.-: efprime il piccolo fettore CRr c-:._ CRXRr) 
I6v'•z-:t.z % 

del cerchio MNT!i!_F defcritto col raggio CR::::: , ~tt/7; im· --2 v'i" 
1 

perciocchè fi à CH ( :Ù . HO [ 'Z-; dz] : : CR [ 7 a vi.] · Rr:::. 
. VA->; vz 

l Il 
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' 2- /1 dzv7•; adunque f. ~ aAd"- ' ,. è uguale al iettore dr• 
2y'7 V'at-:<::t 16 V":t-~:<; · 
colare CNR , e confeguentemente in virtù dell' equazione 
( 33) \ fi rrova · · -

(H) CHC =CNR-l.av~-:-2-ZV~ 
- 8 4 
e quindi allorchè z...=a=C.A, lo fpazio dell' intero quadrati
te CHFA della curva è uguale allo lpazio dell' intiero !emi
cerchio NM!i!._, e tutto il giro CHF.ATC ' è uguale a tmto il 
cerchio N M§[!' N, laonde la lunula elleriore CHFNTC ·è U
guale alla lunula interiore F§!_T ./!F 

Dall' equazione ( 34 ) trafpolta na!Ce queft• altra 
( 35) CNR-CHC= CNRHC =l! v .. ,.~~.!._ z...v= 

8 4 

.la quale moftra la quadratura dello fpazio - della lunula efte
riore comprelo dall' arco NR del cerchio, dall' arco CH della 
curva, e dalle rette CN, HR. 

Se il punto H cade in G in modo, che la corda CG lia 
·quella , che foggiace alla metà della foglia della curva, farà 
· CG ( z...) =.!.a , l' arco circolare NM farà il quadrante del cer-

% 

chio, e per l'equazione ( 35) lo fpazio CNMGHC farà-2._44, 
4 .. 

di maniera che (fio. 45 ) l'area del cerchio NMAP defcritro 
cot raggio CN = 2. ~ y-7 venendo diminuita dello ipazio com.. --::::' 

prefo dalle due fogli~ bHGVC , ChguC li m ili , ed eguali va· 
·le aa. · 

Per avere il valore ( fig. 4+) dell' inciera femilunula efie
~iore balla porre nell' equazione (ls) in luogo della. corda ~ 
11 valore del raggio CF = I a v 3 , e lì troverà 

:z v% 
I 

( 36) CN~FHC= .2... ( 6a-+ 11y'6) (4Aav6- 6aa) 7 
64 . . 

Q:Jefto valore di CNMFHC per l'avvenire fi ~hiamerà RR. 
per 
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per evitare la prolillit~ del calcolo; adun.J.U<! 11 trilineo RPH 
della lunula efteriore, il quale corrilponde alla corda inde
terminata CH ( ~) è uguale a quella quantità 
RR-~v~-.!.'\.V~ 

8 4 
Se poi fi vuole la mifura del triti neo DF E della lunula in-

teriore fi?..F AT !i!._ terminato dall' arco DF del cerchio , dall' 
arco F E della curva, e dalla cord.t inJeterminata CE ( z) , 
<;he taglia il 1:erchio in D, rifienali, che fi à quell' equaZIOilf: 

(37) DFE=CHFEC-CNMFDC~CNMFHC . 
~a il fegmento CHFEC della curva appoggiato fulla corda 

-cE ( z) in vigore dell'equazione (H) è uguale a CN MFDC
.!!. y'~..=;~-.!. zv~, c la l un ula efteriore CNMFHC fi 

8 . ·+ 
ç trovata nell' equazione ( 36) eguale ad RR; adunque foll:i-
tuendo nell' equazione ( 37) i;n cambio delle fuddette quanti· 
tà i loro valori , fi ottiene 

DFE .= RR -}!..V;-~-.!. zv~ 
:8 4 • 

c fi vede con piacere. che l' efpreffioni analitiche de' due tr~:-
linei indeterminati RFH, DF E l ono fimi li. Quando il pun.: 
to E cade in A, la corda zdiviene= a, e la quantirà v .. ~-z~ 
è nulla , .e però Ja 1emilunula jnteriore fi!..F .AT !P_ è anch' et· 
fa eguaie ad RR ~ 

ConG.derando ora ( fig. 46) la l un ula CNG.AXBC formata 
intieramenre dalla curva fenza alcuna miftura di cerchio, of· 
fervo, che il trapezio NH/m =NHOS differenza de' due IC:tr~
r_i fimilt tinfinitam.ente ptccoli -CHO, .CNS è f elemento òel trl· 

hneo NGH, .che corrilpondc .alle due corde :indl!termtnJt<" CH, 
CN ( ambe le qua:i fono fulla meddìma retta line<t) ed à per 
Qngine il punto G determinato dalla cord.t .CG = .!.• • 

"' Chiamo per .tanto ~ la corda CH, ed clfendo per la pro-
prietà della curva da me .trovata di lopra CH -f- CN :=CA 
(a) , ottengo CN;::: 11- ~: la fimigiianza. de' pi~.;oit iettQn t 
moftra di flÙ 

CH 
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• ~ l •. 

CH ( z) • CN (a-~) : : 110 ( ~ 7 ~~). NS= dz(~ 
t/a-'1: V • z -z::: 

e confeguentemente fi vede NHOS =.!.. CH XHO-.!.. CNXNs= 
~ J 

; J ( )t . ' .!., ~'7 d'{_-.!., Z ~--.3,_ , CIO<: 

'"v~ ,. vn~ 
NHOS = ~-.!.. ..!!::._; on<le integrando coll' addi~:ione 
v~ · '"v~ 

della debita coitante, ritrovafi . 
NGH=.!..aa-av~ 

z 

Allorchè il punto H cade in A la corda z diviene =a, e 
fi vede la ièmilunula CNG.t( =! IJ4, e l' intiera lunula 

z 
CNGAXBC = 1111 =CA' 
Reita ora , che fi elibìfca un' equazione di quella curva 

meno implicata dell' equazione ( 25) regilhata nella prima 
parte di quefto fchediafma. 

Per ciò efeguire trafpongafi l' equazione ( 28), e poi lì di· 
vida per 2, e ne rifulterà zz::t.!. ax = .!.. az, ovvero qua· 

z z 
~rando z..4 ::t axzz.. -+! amcx =.!. "ZZ 

4 4 
Pongafi ora J'J' -+ xx in vece di zz, e ordinandQ l' equa. 

zione, che ne deriva, lì otterrà la feguence 
( 3 8 ) )'4 -f. 2XX}'f '-4- .lf + = D 

:± axyy ::t ax5 

-.!..411ff 

la quale confid~rata come un' equazione del fecondo grado, e 
rifoluta , produce quell' altra 

( 39 ) }'}' = .!. aa -+- .!_· ax-xx "" .!. a V"'" -+ 8 "" 
8 :l . , 8 

dove il fegno"" rapprefenta -i-, ovvero- ad arbitrio, con 
quefto però, che quando nelle due equazioni ( 3 8 ) , e ( 39 ) 

Tom. //,_ Eee tn 



402. DELL'E C111tVE, evE oLI ANGOLI , cc. 
in luogo del legno dubbiolo fi fa valere il fuperiore > ed N non 
è maggiore di !.. a, allora l' equazione ( 39) efprime le due 

8 
radici vere dell' equazione ( 3 8) , il di cui ultimo termine in 
queilo calo è pofitivo. Ma quando nelle due equazioni ( 38), 
e ( 39) in vece del fegno ambiguo fi alfume il fegno inferio. 
re, allora l' equazione ( 3 8) à una radice vera , ed una fai
fa, pùichè in quefta ipotefi il fuo ultimo termine è negativo; 
Jaonde l' equazione ( 39) efprime in quello cafo la radice po
fi ci va dell' equazione ( 38), fe il fegno ""' fignifica -+, e rap
prelenta la radice negativa, fe ""' fignifica - ; di modo che 
in q ue!l' ultima fignificazione tanto il vai ore di . -+ J', quanto 
il valore di - J', ambe radici de H' equazione ( 39) è imma
ginario. 

Le due ultime equazioni mollrano, che la curva da me 
finora efaminata è la Cicloide g~metrica primarilt, la metà 
della quale fi genera ( fig. 47 ) del cerchio CTNK, il di cui 
diametro è uguale a .!.. a, allorchè detto cerchio fi ruota iul .. 
cerchio eguale CPDM ftando immobile il fecondo cerchio , e 
l' altra metà è generata dalla rotazione di quefto fecondo cer
chio CPDM ful primo cerchio CTNK immobile. Nel pri
mo cafo il punto C del cere hia CTNK, e nel fecondo cafo 
il punto C del cerchio CPDM fono i punti, che deicrivono 
la curva • 

OSSER:-
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OSSERVAZIONI 
SOl'RA IL Il., E liJ. ESEMPIO DEL 

II. SCHEDIASMA, 

In cui fi è data la coflru-rJonç algrbraica 

DI . Q..UELLE CURVE, 

Nç//a quali l' Angolo fatto dalle cordç , ç dalf affç fla alf 
ant.olo fatto dttl!e normali 111/11 curva , ç dalf" affi ;, 

rat.ione coflanu di numero 11 numero • 

Ojforva-rJone I. Jopra il II. çfomp~. 

AvvERTIMENTo • 

• 

Elle fi~. 48, e 49 (*) l'arco AKB è il ctuadrante 
di un cerchio , il di cui raggio CA (a)= 1 ; l' 
ar:hetto ~q è 1' demento dell' arco _A~, il d~ 
cu1 feno e fi!..S, Jìccome PI ( u) è 1l leno dell 

arco AP, e KT jl leno dell' arco AK , il quale dee 
riputarfì collante; j .due lati CV ( ~), e I7H (J') del trian· 
goto CVH rettangolo in V fono le coordinate , c la baJe CH 
( ~) è la corda della curva J{H · 

Ciò pollo. Se fi prenderà fi!..S' =~, fi avrà fi!.q =!. 
: z 

-!!.._, e lì falverà non l'equazione ( 16) del li. fchediaima 

V' •-k· 
ma bensì queW altra 

(A) Are. Ali!.,- .are. ,oft • ./IK = !. are. AP 
1 

Dovendoli avvertire, che l'arco collante .AK è femiretto, 
conforme mofira la iuppofizione di P l ( u) eguale a zero, la 

Eee ~ 10. 

(•) OpuiColi Calo&ierà 1om. X. pa&:. r. 
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quale rende !f!.S = KT = _•_ ; di moJo che turrogando nella 

v7 
foprannotara cfprdiione di !f!..S' in vece di u il fuo valore in 
:z prela d.llJ' equazione ( 1 5) dd II. tèhediatma , fi troverà 

.e._r· = (• -:zV'i"=z-+4) : 2 

e la foflituzione di quefi' ultimo valore di Jir' nell' equazio
Jli ( 13), e ( 14) del II. lchedJafma, farà l\;oprire 

( R ) J')' = Z'Z (I -f- v l - z :::t4) : 2 

(C) xx=zz [r- V x-z::t4]: 2. 

fi moltiplichino inlìeme l'equazioni B, e C, e ne verrà. 
XXJ'J' = 'Z4 ( z ::t:4 ) : 4 

ovvero eftraendo la radice quadrata 
(D) X)'= Z'Z ( z :::tz ) : 2 
Ora egli è chiaro, che quando nel fegno ambiguo fi f.uà 

\lalere l' inferiore , l' equazione D fi ritolverll in qucfi' altra 
~J' =.!.. , cioè ( falvando coll' unità arbitraria (a) la leg~e de• 

7. 

gli omogenei ) X)'=;.. na, il che fa fubito conofcere, che la 
7. 

cur~a KC della fig. 49 è un' ipcrbola equilatera tra gli afim
_ptotl CB, CA, il cui femiarfe CK =n 

Se poi nel fegno dubbiofo {ì prenderà il fuperiore, allora l' 
equazione D {ì canger~ nella feguenre ".! = ::_, o ve ponendo 

7. 

in vece di :t:t il fuo valore xx -+ J'J' , moltiplicando _ per 
2 , ed eguagliando le dimenfioni colla co!lante (a) , nalcerà 
quefl:a nuova equazione 

(E) 2nnxy=x4 -f- 2XXf)' -f-y 4 

la quale efprime la t~atura della curva KC delineata nella fig. 
+8 · Che poi l' equazione (E) appartenga alla lemnifcata, fi 
dtmofl:ra analiticamente così: 

N ella fig. 48 chiamili p la HR perpendicolare fulla CK (n)' 
e q la CR , indi riflettafi, che in virtù dell' angolo i e m ire t· 

.to 
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to ocv, e de' triangoli fimili fiOR, COV, fi à la OV=CV x, e 
fi à tziandio la OR= HR =p J. adunque CO= :x· V;-, ed 
Ho=pv-;: • e conlegucmemente 

(F) CR=q=p-+>-·v-;: 
(G) Cf=y=x-+pv'7 
Ma dall'equazione (F), fi deduce 
(I) x= (q-p): v7 

adunque ponendo quefio valore di x nell'equazione (G"), ne 
deriva 

(L) 1 = c q-+ p) = v7 
e finalmente toltituendo nell'equazione (E) in luogo di x, e 
di 1 i loro valori notati nell'equazioni (I), ed (L) , trova.. 
li fatte le dovute operazioni 

n a (q q-p p)= q+-+ zppqq-+ p4 , ovvero eftracndo la radi· 
ce quadrata 

ny"'f'f r!=qq-+ PP 
E quelt' ultima equazione compete , come già fi fa, alta 

lemnikata. 
Il che dovea dimofirarlr • 
La maniera uniforme di coftruire algebraicamente i due bi

.Romj _:::_1-._, ed ~' che rifulta da quefta olTervazione è 

nuova , e un metodo lìmile potrà fervire in lìmiglianti cali 
per variare le cofiruzioni algebraiche, conforme apparirà an• 
che dalla feconda ofiervazione , che fegue • 

0./forvnz.jone II. Jopra il III. efompio • 

Avv E RTIMENTo. 

L' Avvertimento daro nel principio dell' olTervazione prima 
dee valere an c h e in quefia leconda olfervazione, che riguar· 
derà le medefime fig. 48, e 49 

Prenda lì 
!i!§'= (v'7 -+-v~): lv"'; 

eque· 
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c q uefio valore di ~S darà fi!..q =-• _tiu __ , ma m vece di 

+v•-u• 
falvarc l' equazione ( zo) del II. fched1alma, falverà la fe. 
guenre 

( M ) Are . .A!i2_- are. coft • .AK = ;_ are. AP 
4 

Si nori, che qui l' arco coflanre AK è di gradi 67 , e mez-
zo, imperciocchè fupponendo P l ( u) =o, ftS div1ene egua-

le a KT = [ ;_ -+ ~ J 7 = ;_ V 7. -+ v ~ , e per~ ef-
~ zv ~ ~ 

fendo CK = CA= 1 , il cofeno CT farà = ;_ V z-y--; , ma 
. ;& 

. queflo valore di cr è la metà del lato dell' otrogono ifcrit
to nel cerchio, che à il tuo raggio eguale all' unità (come è 
già noto), e lo fidfo cofeno CT è il leno dell' angolo BCK,· 
_adunque l' arco BK è la metà .dell' arco tofrenuto dal !aro 
deli' orrogono , e per conleguenza l' arco BK è la metà di un 
arco di .of.S gradi, cioè l'arco BK è di gradi 1.1. , e mezzo; 

_adunque l' arco cofiante AK è di 67 gradi, e mezzo. 
Ponendo ora nel valore di ~s· regifirato ~ui Jopra in carn· 

bio di u la iua efpreffione in ~ prela .dall equazione ( 19) 
del II. fchedialma, fi ottiene . · 

. ~s·=(v7-+ [I -+V1-z::±s]7): z.,/7 . 
Indi fotìiruendo qucft' ultimo valore di §(§' nell' .equazioni 

( 13) , e ( 14) del II. fchedialma, ritrovalì 

(N) tJ'=zz[v7-+ [I-+ V1~::±s J 7 J : zv'i" 

(O) xx=zz(v-;-LI-t-t/ •-z:±s]7] :zv7 
l' equazione O moltiplicata per l' equazione N fa conotcere 

"xtJ'=~ ( x-vx-~::±s) 
8 

cioè eftraendo la radice quadrata 
(P} 
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(p) X)'=_!;.__ [ l - v l -=t ::±8 J .;. 
. zv7 
l' equazione O iottratta dall' equazione N mofira 

(Q) )')' -n= 't~ [I -+ V l - :{_ -+S J 7 
"'" moltiplicando infieme le due equazioni P, !i?._ ne rifulta 

~.~ (.r.r-xx) = ~( z::±8) 7 
4 

cioè 
( R) .Jt-xJ'=.!.. z4:±+ 

4 
E quindi fi vede, che fe nel fegno dubbiofo vale il fupc-

riore, l' equazione ( R) diventa quefi' altra 
J'JX- X3)'- :{_8 

+ 
in cui fofiituendo in cambio di :z~ il fuo valore J'J' -+xx, e 
fupplendo colr unità ( 11) alla legge degli omogenei, fi fcopre 

.r3x-x3.r= (_r}'-+xx) +: ~4 

e quefi' equazione rapprefenta l'indole della curva KH efpref. 
fa nella fig. 48 • 

Ma le nel legno ambiguo regna l' inferiore, in queRo cafo 
l'equazione ( R) ridotta colla- collante ( 11) all'eguaglianza licl· 
le dimenfioni prende quefta fembianza 

_r 3x-x3)' =.!. a4 

" E quefia è l' equazione della curva appartenente alla 6g. 4-9· 
Egli è vitìbile , che da quefia feconda offervazione, nald: 

un altro modo uniforme di cofiruire algebraicamente i due bi. 
nom j .• d-r. , ~ ~ diverfo da quello, che ~ fc~ 

vas-zs Vzs- 11 s 
perto nel terzo efempio del II. fchediafma • 

OSSER-
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OSSERVAZIONI 
SOPR.A LA DESCRIZIONE 

DELLA CICLOIDE GEOMETRICA 
PRIMARIA, 

Che ferve d' efempio nel III. fchediafma circa 
la maniera di cofiruire 

Q_UELLE C U R V E, 

Mllc quali l'angolo fatto dalle corde, e dall' affi fla all' 1111f,Olo 
fano dalle normali alla cHrva , e dal medefimo ll}fo 

in ragione coflnnJe di numero n numero, 

OssERVA~lOJ'lEl. 

AvvERTIMENTO. a Elle fig. so , e 'SI ( * ) la curva CH/1 è il quadran
te della cicloide geometrica p. rimaria contenuto 

· dentro il femicen:hio DEA, che à per luo rag
gio la CA= n = I , P/ è il {eno dell' arco a_r
bitrario AP ; !iLS è il leno dell' arco A~ dopp•? 

_dell'arco fudderto AP, ed FT è il leno dell' arco AF mcra 
del quadrante circolare BF A, dì modo çhe FT = _!._.CA . v7 
.;:: _1_ n=_:._ 

v'"i' v'7 
O' mollraro nella I. parte del III. fchediafma , che nel ca· 

fo della fig. so, chiamando P/ ( u), e facendo!i2...S 1 4uu( 1-uu), 
cioè !i!_S = 2u v=;,., {ì à i' arco A!i!.._ doppiO ddl' arco AP, 
perchè in quefia fuppofizione, fi à 1' archetto elemeJ)tare 

!i_ q 
('t) OJiufooli Calo,ieri tom. X. pag. r3. 
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i( q= ~ , e ciò iullilte, allon;hè il feno P I ( u ) è mi-
V 1...:..-;,; 

nore , o al m~:: no non maggiore del feno FT L/r7 J, ma nel 

cafo della fig. 5 I, ave P! ( u) è maggiore , o almeno non 
minore di FT [ ~] , fi à fiLq = - 1du __ , come appari-

V 1 Vr-uu 

fce a chi conlidera, che appellando flS (b), fi trova db = 2 

( 1 - uu ) ...:!::_ nello fieffo tempo , che il fuddetto valore di 
v~ . 

h' fomminifira v~= Vl-4J<U-+4U' ==t (I- 2UU ) , ave 
nel fegno ambiguo à luogo il fuperiore, allorchè u è minore, 
o almeno non maggiore di _1 , e vi à luogo il fegno infe-

v7 
riore , quando u è maggiore, o almeno non minore di ..!,._; a-

v7 
dunque nel cafo della fig. so, fi ~ !i2._q = 1 du · , e nel ca• 

v-x=;;; 
fo della fig. 5 I , fi à ~q = - _i!_u__ 

v;:::;;;; 
Laonde rimane a dimoftrare, che l' arco A !i!_ è doppio d eU' 

:J,rco AP anche nel cafo della fig. sI , a quello effetto fi o t
fervi, che in quello cafo integrando l' equazione difft:renziale 
~q =- -1·d_u -, fi ottiene 

v;=;;;; 
(S) Are. Dfi!__ = 2 are. BP · 

equazione compieta, imperciocchè la fuppofìzione di P! ( u) = I =a, cioè dell' arco AP eguale al quadrante circolare BFD 
annulla nel medelìmo tempo l' arco BP, e l'arco D§!__, men. 
tre rende !J!..S = 2u v--;-.=-;;;;= o, e perciò fottraendo J' equa
zione ( S) da quet1' altra equazione are. DBA = 2 are. BA, fi 
vede are. DB Il- are. D~ 2 are. BA- l are. BP, cioè 

Are. A§2___ = 2 are. AP · 
Il che ~::ra a dimoftrarfi. 
Da tutto quello fi deduce, che per defcrivere ( fig. so, e sI ) 
Tom. II. F ff la 
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la cicloide geometrica primarta CHA dee affumedì nel qua
drante AB l'are. arbitrario AP, indi l'are. A.~ .. doppio dello fie!fo 
arco AP, e dopo aver tirato il raggto Cii(, dee prenderfì in elfo la 
porzione CH eguale al valore di z tratto dall' equazione ( 2 3) del
la prima parte del III. fchedialma, che è quelta u = vi=i 
=v:;;-~, dee prenderlì , dtco, CH ( z) = a-..!!!!_, cioè 

ti 

eH= CA-.!.!:._, e il punto H farà alla cicloide geometrica 
CA 

primaria. 

Altra ojforvaz.jone [opra la defcriz.jom: della cicloide 
geometrica primaria • 

A V V E R. T l M E N T o. 

N Elle fig. 52, e 53 la curva CNGHA è il quadrante della 
cicloide geometrica primaria, contenuto dentro il quadrante 
AO di un cerchio, che à per fuo temidiametro CA=a= all' 
uni t~ affuma; il quadrante circolare RKP à per tuo raggio 
la lmea arbitraria CR maggiore , ovvero minore della retta 
CG, la quale è uguale alla metà dell' unità affunra CA (a ); 
e la retta KS è il feno dell' arco circolare arbitrario KR pre
fo nel quadrante RKP. 

Se nell' equazione ( 29 ) della feconda parte Jel III. fche
diafma in vece di x fi pone l' abfciffa CM, e in vece di z 
fi pone la corda CN minore, o almeno non maggiore di CG 
[ 7 a], e fe nell' equazione ( 30) della meddìma leconda par-

te del III. fchediaftnà in luogo di 1e fi foftituifce l' abfciffa 
CV, e in luogo di z fi lofl:ituike la corda CH maggiore, o 
almefto non minore di CG [ 7 a] , e finalmente le in ambe· 

due l' equazioni ( ~9), e ( 30 ) della fteffa feconda parte del 
III. fehediarma fi tupplilce coll'unità alfunta CA (a) alla leg· 
ge degli omogenei, lì anno le due infrafcritte equazioni 

(T) CN'-2_ CAXCN-t-!_CAXCM=o 
:1. ... 

(V) 
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(V) CH'-:_CAXCH-.:_CAXCV=o 

M'a la fimilitudine dei tre triangoli CKS, CHV, CNM fom
minifl:ra CM= KSXCN, e CV=~, perlochè furrogando 

CK CK 

nell• equazioni . T, ed V quefli valori di CM, e CV, ne ven
gono quell' altre 

(X) CN'-!... CIIXCN-+- :_ CAXKSXCN-~~ 
~ ~ CK 

( y) CH'-:.. CIIXCH-..:. CAXKSXCH = (J 

z ~ CK 

Ora l' equazione ;x divifa per CN, e trafpofla, fa vedere · 

(Z) CN=:_cii-!... ~ 
z a CK .. 

fimilmente l' equazione 1' divi fa per CH, e trafpofia fa vedere · 
(H) CH=.!. CII-+-,!. CAXKS 

s . z CK 

Adunque prendendo nel quadrante RKP [fig. '52] l'arco ar. 
bitrario RK , e ful diametro CK ( prolungato quando bilO. 
gni ) le due porzioni CN, CH eguali ai loro valori efprelft 
nell' equazioni Z, ed H, ambedue i punti N, ed. H faranno 
alla cicloide geometrica primaria. 

Si noti prirnierameme, che aggiungendo le due equazioni 
z, ed H, lì à CN-+CH=CII=a, conforme ò trovato in 
altra maniera nella feconda parte del III. fchediafma. 

Si noti in fecondo luogo ( fig. 53 ) , che fe il raggio RC del 
quadrante RKP è uguale alla CG =!... CII=.!.. a , la ioftitu. 

s • 

zione di CK= CG in cambio di .!. CA in ambe l'equazioni z, 
z 

ed H, e la trafpofizione faranno conofcere 

KS=cK-CN= KN 
KS ;;::: CH- CK ;:: KH 

Fff z E 
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E quindi nalce una maniera alfai fpedita di ·defcrivere per 

punti la cicloide geometrica primaria , ed è la ieguenre ( fig. 
s 3 ) , col raggio CG = .:_ C A= ;_, 11 defcri vali il quadrante cir-

z 2 

colare GKP, _e in elfo prendafi ad arbitrio il punto K, pro. 
lunghi{ì il temidiamerro CK, e dall' una., e l' altra parre del 
punto K fi taglino ful medelìmo femidiametrò CK prolungato 
le due porzioni KN, KH, eguali ambedue al feno KS dell' 
arco GK j io dico, che i punti N, ed H fono alla cicloid~ 
geometrica primaria , 

OSSER· 
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OSSERVAZIONE 
Sopra una ~uova maniera di defni vere 

LA LEMNISCATA 

( Figura H) 

Ella mia prima ( *) olfervazione fopra il I f. efem
pio del II. lchediafma ò trovato, che lùppont:ndo 
retto l' angolo RCP, il quale comprende i due 
quadranti CHK, KTC della lemnilèata , chiaman
do :z la corda arbirraria CH di quefia curva, ed 

à la CK mafftma delle fue corde, e nominando ancora , l' 
abfcilfa CV, ed y l'ordinata VH, ò trovato, dico, c;he la natu
ra della lemnifcata è rapprefentata in quell'equazione XJ' = _::, 

~ 
o • 

c1oe 
( & ) 21111Xj = z._4 

Po1to ora, che il quaclrant€ circolare RMP Ga defcritto col 
raggio CR =v;::;;, e che MS fia il feno dell' arco RM ta
gliato dalla corda CH prolungata della curva, ne fegue , che 
la fielfa corda CH è media proporzionale :ra il feno MS, e il 
cofeno SC; imperciocchè la fimiglianza de' due triangoli HCV, 
CMS moflra quelle due analogie 

CH ( :z) . CV (x) :: CM (V-;;;) . MS 
CH (:z). VH (/)::CM (vw). SC 

dalle quali rilulta x= z.XM~, ed y= z.X.\'c, e quell'i valori di 
y7a:: v';;.; 

x , ed 1 furrogati nell equazione ( & ) la trasformano in quefl:' 
altra :z:zX MS X SC=:z 4 , che div ifa per ::{.::{., fa conofcere 

MSXSC = :zz..= CH,; il che dovca dimoltrarfi ; e quella 
propriet"11 fornmini!ha un nuovo modo) ed elegante di deJCrive
re per punti la lemnifcata. 

Sco-
('•) Opufcoli Calogicrl tom. X. pa,. n. 
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SCOLI O. 

Cht: conticnt: un' altra oJ!crvazjont: Jopra la maniera 
Ji Jejcrivcrc la lcmnifcata. 

COn artificio umile potranno ritrovarfi altri modi di deferì
vere per punti l'altre curve, nelle quali l'angolo fatto dalle 
corde ( che tendono tutte ad un punto ) , e dall' alfe Ila all' 
angolo fatto dalle normali alla curva, e dall' alfe in ragione 
collante di numero a numero; e lo fteffo artifizio potrà llen
dedì a tutte le curve, che riguardono un punto filfo, e del
le quali fi à l'equazione efprelfa in ~' ~, J', e collanti; ba
fierà, che io ne porti un altro efempio kmpli.ciffimo nella 
lemnifcata, al qual effetto fi confìJeri la fig. S S • 

O' gia mollrato nel II. efempio del II. khediafma, che fa
cendo femiretto l' angolo DCA, il quale comprende il qua
drante CH/1 della lemnifcata, e nominando refpettivamente z, 
x, ed J' la corda CH, l' abfcilfa CP, e l' ordinata VH della 
curva, l'equazione fua collitutiva farà vxx-.r.r="'~' ci~è 
quadrando, e fupplendo alla legge degli omogenei col ~agg1~ 
CM (a). del quadrante circolare RDMA ( ii qual raggw qm 
dee prenderfi per r unità)' fi avr~ aa (xx-J'J') = ~4 ; lo
fiituendo pofcia in quell' ultima equazione in luogo di x, e 
di 7, i loro valori refpettivi zX .MS', e .!2Uf ~edotti dalla ft-

" Il 

m ili t udine de' triangoli HCV, CMS, ne proviene ~Z ( MS'-SC') = -z•, ovvero MS'- SC' = CH ~ , donde deriva qudt' analo
gia MS-+ SC.CH: : CH. MS-se ; adunque la cordA CH del
la lemnifcata nella fig. 5 s è media proporzionale tra la Iom
ma, e la differenza dd leno, e del cofeno dell' arco RM non 
minore dell'arco RD, qual arco RM è tagliato nel quadrall• 
le circolare RDM.d dalla medefima. corda CH prolungata~ 

Q.UA-



QUADRATURA 
D E L L A C U R V A, 

Che è f evoluta del quadrante dd!a lemnifcntll, r~. 
(fig. )6) 

Surl'osrzroNr. 

I. ~, · . ; , A curva PRE, che è l' evoluta del quadrante 
· . .oito."t delta lemni!Cata, è facile a defcriverfì in virtù 
. . · del IV. corollano dd teorema inferto nel mie> 

··~ . khedialma, che à per tirolo: Il-ferodo per trovar 
quelle curve, nelle quali l' an>5alo fatto dalle cor

de ( che partono tutte da un punto ) e dall' nffi Jla all' angolo 
fatto dalle normali alla curva, e dal medcfimo affi in dilla ra
gione d1 numero a numero. Mentre vi fi è provato, che tiran
do al quadr,\nte della Iemnilcata la corda arbitr'aria CT ( z), 
e la TI normale alla curva medelìma; l' angolo TIA è tri
plo dell'angolo TCA ,· come pure, che il raggio TR del cer· 
chio ofculatore in T è uguale a ~ = ~ 

~CT ~-::: 

II. Si tiri pertanto la retta CO, che faccia coll' alfe CA 
(a) l' angolo OCA triplo dell' angolo TCA, dal punto T lì 
conduca la TR parallela a CO, e prendafi in e!fa la TR e
guale ad ~ ; egli è ora manifefio, che il punto R è uno dc:• 

~~ 

punti dell' evoluta PRE , 
III. Laonde effcndofì accennato nello fcolio anneffo al teo

rema l l. delle giunte al mio I. jèhediajtrlll Jopra la lemnifcatll, 
che l' angolo 17CA formato dalla CV taugente della fidia cur
va al punto C è un angolo iemirerro, . ne fegue , che .fe la 
retta HG fa coll' affe CA l'angolo HC.A triplo del fem1retro, 
la Heffa retra RC prolungata in infinito è l' alìmptoto dell' e
voluta PRE. 

I m-
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l n perciocchè il raggw CE del cerchio olculatore in C ef. 
fendo come fopra, = ~, e la TG effendo in tal cafo infi. 

3~ 

nitamente piccola, detto raggio CE tGcca l' evoluta PRE ad 
una difianza infinita. 
• IV. Quando poi il punto T cade proffimo ad A, la corda 
CT ( :z) diviene equivalente a CA (a) , e sì efsa corda CT, 
come la normale TI fi confondono quafi coli' alfe CA. Allo
ra facendd AP =.!.a, il raggio del cerchio ofculatorc nel 

3 
punto prollimo ad A diventa eguale ad .4P, ed jl punto P è 
CQmune a.ll' alfe CA, e all' evoluta • 

T B o R E M A l. ( fig. S6) 

Continui la medelìma lìgnificazione delle lettere ~' ed ". 
Io dico, che lo fpazio curvihneo RT APR è uguale alla 

feguen te efpreffione 

(F) ~log.cr-v~ z•) -+~log.[r-+v~]-' 
14 a• 14 7 

DIMOSTRAZIONE, 

L· Elemento dell' arco CT A <iella lemnifcata è " 114 o: pel 

v"·.=? 
corollario citato nel I. articolo delle fuppojh.Joni, e quell' e· 
lemento moltiplicato per la metà del raggio TR dell'evoluta, 
fo.mminifha ·• Jz , che l'elemento dello fpa.zio curvilineo 

6zv .. •-:o:• 
RT APR. Adunque per dimofl:rare il teorema dovrà prova.r
fi, che l' efprelfwne (F) venendo differenziata, dìbifce la dtf
ferenziale .• à>:. 

6zv.·->:.· 
Si differenzi il primo termine dell' efpreffione ( F ) , e fi 

avrà, operando colla debita avvedutezza 
(G) z' d-z div. per [I-vi-:...--;<] 

llaa vx-z• 7" 
-;;;-

Cos) 
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Cos\ pure fi differenzi il lecondo termine dell' 
(F ) , tì operi dt:ttramente, e fi otterrà 

4'7 
efpreffione 

(H) z' d:_ div. per [I -t-v'x z• J 
I 21ll1 V i-c' 4 + 

~ 
Si aggiungano infieme le due efpreffioni parziali (G), ed 

(H), dopo averle ridotte ad un meddìn10 denominatore, e fat
te le operazioni proprie ne verr~ 

z' d'l! ~ '1!3 th , il tutto divifo per t• 

12.1111 v t=:? 12.1111 V I-'<' 7 
-:;; ;; 

vale a dire 
_z_'_<h __ il tutto moltiplicato per ~ 

Il v' .. •-z• I2v'4 •-z• ~· 
Il che fi riduce ad .. • d?; -+ _,._. _,.,. ___ 

I 2:zv' ,.•- z• l 2V •• _ ,_. 
cioè ~~ • E quind1, ec. Il che dovea. dimollrarfi 

6:zv.•-,é 

c o Il o L L A Il r o 1. ( fig. s6 ) 

A Llorchè il punto T cade in A' la CT ( z) diventa Il; i\ 
punto R cade in P ( perchè il raggio dell' evoluta. di viene,:. a, 

~ 

P A); e lo fpazio curviline<t RT .APR li e {i confonde con 
annulla. . 

Dall'altra parte l' ef preffione (F) d i ve n ta. ~ lo g. I -+ ~ 
~4 24 

log. I • Ma log. 1 è uauale a zero· adunque anche l' ef:pref. r. .., o , 
&Ione ( F ) in tal calo è nulla. 

Donde fi deduce, che la llelfa equazione (F) è un' integra
le completa • 

C O R O L L A lU O Il •. (fig. 56 ) 

QUando il punto T cade in C, allora CT { z) è nulla , e 
l' elpreffione (F) diviene ~ log. o-:+~ log. 2. Ma 

S4 24 
Tom, n. G g g log. 
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l<:~g. o è una· quantit~ infinita, adunque l' intiero fpazio curvi. 
lineo ECT .dPE è un infinitamente grande. 

CoaoLLARio III. (fig.s6] 

J L teorema poteva enunciarlì così: 
. Lo Jpazio curvilineo RT .APR è uguale al prodotto di .!_•_, 

e del logaritmo di quella quantità 

[ r-vl - ~ J div. per [I -t-v, :: J 
lmpercìocchè fanno i conofcitori, che quell:a 

uguali: ali' tlpreflione (F) 

coRoLLARio IV. (fig. s6) · 

•+ 

efpreffione è 

L' Efprefsione del precedente corollario ,~~1 cafo di :t= 11 di
venra ~ log. I 

•+ 
E nel cafo di z= o, eff'a diventa ..!!. Iog • .! 

24 • 
Quindi s' inferifcono confeguenze fimili a quelle, che lì fo

no dedotte ne' corollarj I., e II. 

L E M M A (fig. 56 ) 

L O fpazio TIA del quadrante della lemnifcata è uguale ad 
.!.v .. ·-~·; - tri. eT 1 
4 

.DIMOSTRAZIONE _, 

N ~l II. corollario del problema III. delle giunte al mio./. 
ftheduifma Jopra la lemnifcatll, ò mollrato, che il fegmento IO· 

verfo CT .AC di quella curva è uguale ad 2. V ... _~· J·, ad un~ 
. 4 -

que lo fpazio curvilineo TJA è uguale ad 2. v~;- trl• 
. 4 . 

CTJ. Il che dovea dimoftrarfi. 
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T E o Il E M A I 1. ( fig. S6 ) 

Lo fpazio curvilineo PRI è uguale alt efprefsioae infrà• 
1critta 

(l) ~log.[I-y't ,.•J-+,!!_log.[I-+y"~J-1 
' ~4 ... ~.. ... 

-+ tri. CTI-~v~ . .. 
DIMOSTRAZIONE, 

Lo fpazio curvilineo PRI è uguale allo fpazio curvilinee 
RTAPR, meno lo tpazio curvilineo TIA. 

Si pongano in luogo di quelli due ultimi fpazj curvilinei le 
loro elprelsioni tratte refpettivamente dal I. teorema, e dal 
precedente lemma, e ne rifulterà l' efprcfsione {I}. Il che 
dovea dimoftrarfi • · -

C O Il O L L A. Il l Oo 

A Simiglianza del III. corollario del teorema l. il teorema 
prefenre potrebbe enunciarli così : 

Lo lp~io curvilin~o - PRI è uguale al triangolo CT_J, me: 
no ..!. v a•-0; più il prodotto di..:!., e del logantmo d1 

.. 24 

quelta quantità [ I-v1 ::] div. per [I -+v 1 ?•} 
s c o L [ o I. ( fig. s6' e S7 ] 

CHi voleffe tentar di efprimere per mezzo dell' abfcilfa CN, 
e dell' applicata RN ( coordinate ortogonali ) la natura_ della 
curva PRE, che è l' evoluta della lc:mnifcata; conlìden, che 
chiamando x la C.ll-1, ed )' la TM, coordinate ortogonali de! 
quadranre CT .A dei la lemnifcata · la retta OM fommgcnte d1 
c!fa lemuikata è = ytly e la re'rta TO normale della lemni· -· -' dx . 
fcata medcfima è =.L. y"t,tx -rdy'. In oltre il raggw TR 

tlx 

Ggg 2 dell' 
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ddi' evoluta PRE fi è trovato eguale ad --'·-·~- • Adun-
3vxx-+-n 

que per la fimiglianza de' triangoli TOM, RON, fi avranno 
le due proporzionalità, che ieguono 

TO (_!_Vdx'-+-dl) fta a TM (J' ), come TR [ ·~] 
dx 3V><x-+JJ 

fia ad RN-+TM (r) 
TO [ :, Vdx'-t-dy' J fia ad OM [~d:-J, come 

TR [ •• . ·] fia ad MN 
3Vxx-+-JY 

Dalla prima proporzionalità fi deduce 
RN-+ TM (.r) = aa dx div. per 3v;;-..:;:nv~ 

e conleguentemente 
( 1) RN=~.r; -+ attdx div. per 3v-;;.:;;;VJx ' -+-dJ'' 
Dalla feconda proporzionalità, viene 
(z) MN=aady div. per 3v;;.:;:;;.v.W:...Jy' 
Ma l' abfciff.1 CN dell' evoluta PRE è uguale ad rlMN; 

adunque 
( 3) CN =x; :± andy div. per 3v'-;;:;:;;v dx'-+-J1 ' 

Il iegno ambiguo :± è pofitivo nel ca1o della fig. S7, e& 
è negativo nel calo dèlla fig. 58. 

Ora mediaf!te l' e<juazione della lemnifcata, che è xx-+fj = 11 Vrt'!j, lì può trovare in x il valore di y , il valore 
di _ "." __ , e il valore di _:!!__ ,· Iaonde in virtù dell' equaztone 
v-;;;-=; .-; vù-+df 

( 1) l'ordinata R N dell'evoluta è una funzione di x, il che fi e· 
fp rima co>ì : RN =F. x. fimi! mente in virtù dell'equazton~ 
( 3 ) L' ablctlfa CN della Hefsa evoluta è un' altr.i funzione d1 
~,il che {ì elprima così: CN=F.X 

Adunque verla - vice x farà una funzione di RN, vale a 
dire ~=F. RN; e la medefima x farà una funzione di CN, 
vale a direx=F .CN; di modo che {ì avr'à.F.RN=F.C!'l: 

Quindi le dall'equazione RN= F. x potelfe d ed udì efplte/4 
tamc n11: 1' altra ~ =F .RN; e dall'equazione CN=F. X po

telie 
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tefse del pari ca var(ì efplicirameme l' altra x= F. CN; allor;1 
l' equazione F . RN = F. CN non conterrebbe, che le coordi
•ate RN, e CN dd l' evoluta PRE, e loro potefià, infieme 
con dc:' numeri, e colla çollanre 11 , e fue poreHà; coficchè 
detta equazione efprimerebbe la natura della curva PRE me
diante le fue coordinate ortogonali , 

S c o L 1 o I I. [ fig. S7, e 58 ] 

ALcune ordinate RN ddl' evoluta PRE efsendo prolungate, 
quando o~:corre ( il che avviene nella fig. s& ) incontrano in 
due punti la fielsa PRE, e ciò in infiniti cafi, ma in uno, 
l' ordmata RN lolamente tocca l' evoluta fuddetta • 

Allora egli è vifibile, <;hc l' ordinata RN coincide col rag.
gio TR del cerchio ofculatore ; che i punti M, ed N coin· 
cHlono anch' dii , annullandofi la re tra MN, il di cui valore 
fi efprime nell' equazione ( 1); e che per confeguenza d~, 
diviene zero. · 

Per trovar dunque il valore di CM (x) corrifpondente a 
quefio calo, fi differenzi l' infrafcritta equazione ( 4) ; che ~ 
quella della lemnilcara, trafcurando i termini affetti dalla ÒJ'• 
· (4) xx-+}'}'=av;;--J.Y 

li avrà per tanto lXdx = _:_".:!..!.. ; equazione, che debitamen-

te trattata, dìbifce 
y~-;;=:y; 

( s ) xx - }'}' = ..!!.. 
4 

Q!.1efio valore di :u- J'J' furrogato nell' equazione (<f.) 
fomminillra 

( 6 ) xx -+ }'f = !.. fili 
e quefi' ultima equ;zione aggiunta alla penultima, fa vedere 
lx• =l. a11, d"nde fi deduce 

4 

CM ( ~) = .!. 11 ~ /-;"" 

<~V-;-

Se l'equazione ( s) Ji fottrae dall'equazione (6), ne rifulta 
l f)' 
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ZJ'J' = ~ 1111 , e conteguenremente 

4 
TM (y) =....:..... 

2._/7 . ' .. · . 
Laonde farà in tal cafo CT (:t) · = . /l.'"' -+ ~ = ~ , e il 

' v a ' 8 v"; 
raggio TR dell' evoluta , _ ch' è uguale ad !._"_, farà eguale 

3~ 

ad av~ 
3 ' . • 

Anzi dovendo nella -prefente ipotefi efser retto l angolo 
TOA, ed elser triplo dell'angolo TCA ( pel corollario citato 
nel I. articolo delle Juppofi~oni ) ; nè fegue, che · in quell.l 
111edefì ma ipotelì l' angolo 1uddetto TCA dovrà efsere di 30 
-gradì, terzo di _90 • · 

Delle ultime quattro verità, quefia, è le due ' prime fono 
flate d.t me trovate in altra maniera nelle giunte al mio /, 
fchediafma Jopra la lemnifcata; cioè nèl I. problema , e ne' 
fuoi corollarj I. , e III. · 

Scox.ro III. 

D Al I. teorema -nafce la maniera d' integrare ( fuppolla la 
defèriiìone della 1ogaritm1Ca ) la differenziale ~~ 

zvi4-4_ ..... , 
Ma l' integrazione Ji quefi' altra differenziale •' J.-. 

zv?-·· 
-1i riduc_s: alla rettificazione -d' un arco. çircolare • 

Iniperciocchè ii ia , che i' infraf,ritta efprefsione 
( K ) ~ f. ~'!!.._ 

.2. tt-+-ail , ~l 

rapprefema Ja metà di un arco di cerchio, Jel quale 11 e 1 

raggio, e t la tangente. . 
Supponendo .dunque z=.!... v?"..::-.. •, fi vede, ohe 

Il 

~~ :=+ 1111 ..:.-~ , e .Jt = -=:::__~-
... lly'%4 7 

qua-



. . L' ~ B-vown DBLLit' Lal\f,l!ltscu.& ~ ~J' 
i qual1 refpettiYI Vél ion lurrogau ne1l dprelstone (K), la can. 
gia110 in queila: f. __::_~· Jz. _ · · 

, zv ~+ - .. • 

s c o L l O. I v. 
Da cui deduco un n1tro modo di dimoj/rtll'e 

' il · I. teorema • 

PEr integrare quefl:a difft:renziale ~!:......, rifiettafì, che fuf

fifie l'equazione infrafcritta : 
:(V • =+~· 

(7) ;_f.-~=:._log . . [ 1-!.·J -+.! log. 
1 llli-UU 4 . , R 4 \ 

Perchè il fecondo membro di efsa, venendo differenziato, 
mofira 

- ""-- - .....!.!_..._ ' cioè - tl6du 

+[-;-j 4 [1-+-;] :t(•4-uN} 
conforme il calcolo farli. conofcere. 

Su ppongafì adefso u = ..:, v •' _ ~· 
" e fi avrà du==+ u:' dz 

11.,/u"'~t• 
come anche aa .. - uu =-+ _.::. 

'"' e operando a dovere, lì vedrà, che tutti quelli refpettivi va .. 
lon loltiruni nell' equazione ( 7) la trasformano nell' altra, 
che legue: 

f. ~· ~ è uguale a quell' efprefsione 
~v~~ . - . . . ___.... -· 

! log. [l-2.,y.•- :,:' J -+.!. log. [J -+_ 1. yl=+<•] 
4 '"' 4 "" 

Eglì è vi !i bile, che afsum~ndo ·il }eg~o· ' fuperi~re né f~gni 
9oppi di quella. equazione, e mol.tiplicilndola per .!_ , lì con-' 

. - . . - . 6 · 

fcguifce la dimoftrazione del J~ ceo;e~a ; 
Sco-



M,_,., r:• •• ·A r !l'r ~u A w;l\:,.;;._.,t: 

.. s è: .·0 ~ l o .. -J-. 

Che rende più genmsle il III. fcolio • 

L A lettera r ·efprima qualunque num'ero intiero, G rotto , 
pofitivo, o negativo. 

L' integrazione del binomio ~ lì riduce all' integrale 

zy~ 
ove fuppongafi l= V~ fem plice ..:. f. .....!!!_ ; 

r U-+l 

Imperciocchè allora farà 
~~~I =z', e dt=~ r ~:-x dz. · 

2 · ' 

~ 
Laonde dividendo l' ultima equaZlonc per la penultima mol

tiplicata per !. , fi vede 
s 

2 dt - d't 
'7 (11-+1)-

zv'z~ 
Scotro VI. 

Che rende pi}4 gener11le il W. fcolia • 

S Imili:nente r integrazione del binomio ~-"' _ U. riduce all' 

z v l~'{.' 
Integrale femplice, che fegue -• 

( 8 ) ..:. f. =.'.!:!.. = ~ log. ( I - u) -+ .!. log. ( I -+ u) 
, 1-1411 ·'l \ ~ , 

Imperciocchè la fuppolìzione d~ u = y I=+~, , fa cono-
fcere . · 

(.9) 1-Hu=:;±z', e Ju==t-.!. r '2:.:-r Jz. 
a ~--- .. _ 

V" 1 =t: z' Co-
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Coficchè dividendo l'ultima equazione per la penultima mo'l~ 

tiplicata per -:.. , fi confegllifce 
a 

s c ~- L l Q v I I. 

Che J relazione agli fcolj VI. , e IV. 

A Llorchè nel fegno doppio del binomio J1:. ll Iu~<» l' 

=ty I =i= =t' 
inferiore, moftra l' equazione ( 9), che u è maggiore dell' u
ni cl~.. Quindi il primo termine dd iecondo membro del!"' t
quazione ( 8), vale a dire .!. log. ( 1-u), non è a propoli-

' to; mentre non fi dà .lo~aritmo delle quantità negative , CO· 

me nel prefente cafo è ( 1 - u) • 
In quefto caio dunque l' integrazione del binomio _..!!...._ 

ZV 1-+~r 
li riduce all' integrale femplicc fegueute 

.! f.~ eguale ad .!. log. ( u- I)-+.!. log. ( u-+ 1 )-1 

r ,,_, r r 

Simile cangiamento dee valere anche in ordine alio fcolio 
IV.; poichè quando nel fegno doppio del binomio •' tlt 

.. :zv~· 
regnerà l' inferiore , l' integrazione di efso binomio fi ridur~ 
all' integrale tempi ice .!. f.~, che è uguale ad · · 

2. 1111-1111 l 

~ log. [.; -1 J -+ ~ lo g. ( u -r r)- , cioè ad .-t 

!. log. [-1 ~~v·· .... =·]-+ !_log. [l ~l~] 
4 ,. ' . 4 4 . 

Toan, Il. Hhh DUE 



DUE 
D A' QUALI SI DEDUCE 

LA RESOLUZIONE ANALITICA 

D' infinite fpecie d' equazioni, fempre più 
·. tpmpofle 111 infinito, 

E LA SEZIONE INDEFJNIT A DEGLI 

ARCHI CIRCOLARI, 

,mJianti 11/cune formo/t gen~ali , .~ finite • 

T E o R E M A I. 

11. Ien~ . ('') le due equaz. ioni infr. afcitte ( 1 ) , e ( 2) .' nelle 
quali 11 denota qualunque efponente; io dico, che 
pofia una di effe, fuisifie 0\nche l' altra . 

. (I) ZJ'c"-'= (x~v.xx-+u)":+(x-v "~-"t· 
.. ,_, ' l ' l ' 

c 2) '1~,-:: = v:+ v.1.r-(~ )-:: :+(.1--v~) ~ · 

DIMOSTRAZIO~E. 

SI qdactri l'equazione (r), e ii avr~ 
4ffC u-z = ( x:+ V xx~cc ) u-+ (x -v~) u ~ 2C u 

e togliendo dall' una, e l' altra parte ..y 3" . . · 

4' :R-z(Jy-cc)= (x~v~) :•-+ ( x-v;;=çt) u -:u'" 
c tifando la radice quadrata · . ' 

( 3) :zc•-' VY_,..:..~=:±(x-t-v~_:;;)" =t= (x-v;;-...:<é)" 
(il 



E ~OLTtnztOMt Mott AllCHt Cn.~• 4'-1 
(il fegrfo fupenore dee valere quando " fignthca . un efponen
te pofitivo, e il fegno inferiore, quando a denota un el ponen
te negativo, acci~ il fecondo .membro dell' equazione ( 3) fia 
pofitivo). ,. 

Aggiungendo nel prim{) cafo l'equazione ( 3) all' equazione 
(I ) , e fottraendola da effa nel fecondo cafo, ne deriva 

(4) lc"-1 (.f:±vyy-<c) = 2 (~-!"V'"" ~)" 
donde nafce fatte le debite operaz10m 

1 -r · 1 

( 5) c;- (x-+ v-;;::.-;; ) = (,!:±v-n=;:;) -; 
Sottraendo pofcia nel primo cafo l'equazione ( 3) dall' equa

zione (I), e aggiungendola alla medefìma nel fecondo, ritrovaW. 
(6) le~-~ (.f=+v)'~)= 2 ("'-v;;=:;ç)• 

~uindi rifulta 
t r 

c-;;- r (x-v xx-çç ) = (.f =+ v;:::;;-)-; 
e quefl:' equazione aggiunta all'equazione ( 5) produce in am
bedue i cafi l' equazione ( 2 ) • 

E' vifìbile, che collo ftefso metodo dall' equazione ( 2) fi 
perverfà fimilmente all' ectuazione ( 1). Adunque, ec. 

Il che era a ùimofl:rare • 

C O lt ci L L A Il I O, 

P 01la quaHi.voglia delle due equazioni (x) , e ( 2) notate Ji 
!op~a, fi fili v~ l' infrafcritta equazione differenziale ( 7), o ve 
d legno fuper1ore à luogo, quando a fignifica un efponente po
fitivo? e l' inferiore, quando la fu:fsa a denota un cf ponente 
negauvo. 

( 7) -+ dy = lldlC 

Vyy -cc V,..-;.:::;,; . . . 
Imperciocchè differenziando l' equazione ( 4) ( in cm '~ fe

~no fuperiore ferve pel primo degli accennati caCi, e. l' mfe-
l'lore pel fecondo) , fì ottiene '· · · · ' 1· • · · · 

2c•-l (dy-+ -l..!!.z.__) = 211 (d:JC-+ ~) (x-+y~;;=~) a-l 

v n:=; v;;.=.:a . 
-equazione, che maneggiata a dovere, 6 riduce a quell' a.ltra 

Hhh 2 .. :± ulj 
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:± · :a.J:1_ c-I (?=±v':~;=;;)= uJix (x -t-~=;;) • 

. v~ V'x~ 
la quale div. per la ftelfa equazione(+) latcia. per)' appunto I' e-
quazione ( 7) • 

Il meddìmo G potrebbe dimoftrare anche per mezzo dell' 
equazione ( 6) , e potrebbe eziandio dedurfi dall' equazione 
( :1) legu c:ndo gl' ifiefsi vetligj • 

.Applic11':(jone tii queflo ttorema alla refolu':(jone dell' 
equazjoni cubiche • 

Q U.d6voglia equazione cubica pul> liberarli dal fuo fecondo 
termine, e ridurfi a quefta. formola generale 

x' -+px-+q=o 
ove p , e q fìgnificano qualfi6a quantit~ cognita col fuo fc
gno • Ora fe nell' equazioni ( 1), e ( l ) in luogo di a 6 por
rll il numero 3 , e fi faranno le dovute operazioni, fi trove
ranno quelle due equazioni 

(8) :z.ycc=(x-+-v~)' -t- (x"'-v~) 1 

l ----~ l 

. (9) x=~ [!cc-+ Ync+-c6] 3 -t-.; [ ycc- YJ'.fc4-c6 J 3 
Ma l' equazione ( 8) fviluppata, e ordinata proowce queft' 

altra 
·x' -1!:!,- .!_fcc= o 

4 4 
-la quale paragonata termine a termine colla formola ~enerale 
dell'equazioni cubiche fa conofcere cc:-~, e ycc =--w; 

~ d' adunque furrogando nell' equazione (9) in cambio di cc, e l 
fCC i loro valori, fi avrà 

x=(-..!. q-+y.!. '1'1...., -.·p' )f-+-(-i;-y .!.'1'1-+_!..P' )f 
a 4 :1.7 a 4 :1.7 

Il che era a ritrovarfi • , 

ScoLtol, 

Potrebbe& da quefto teorema dedurre direttamente · la refo
lllzio-
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luttone · dell equaztom cubtche compiere, e per ctò fare baltc:
rebbe foftituire nell' equazioni · ( 8), e (9) 

:t-+ t in vece di Jt , ec • 

.Applicazjone di q11ejlo medefimo terwem;r ;~//., refolu';(jonl . 
Jr/J' equazjoni quadrate • 

LA formala generale dell' equazioni quadrare è quella 
zz-t-nz-+p=o 

in cui n, e p rapprefentano qualfivoglia quantir~ nota col fuo 
fegno, facciafi z= ,..,.. ' e la formala prenderà quella fembianza 
. ( r o ) ,.. • -r ,,..x -r p = o . . 

L' elponente " dell' equazioni ( I), c ( z) fignifichi 4, e fi 
otterrà . 

(I I) Zft' = (x-t-v;;=;) 4 -4- ("'-v=) 4 

(I1).=:~ ~c'-ry1yc6-:-c8 ]: .... ~ ~c'-VYJ''"6- es]~ 
lt fviluppi, e fì ordini l' equazione (I 1), e ne rifulter'll. 

Jt 4 -ccxx-t-.!. ( c4 -yc') =o 
8 

Comparando pertanto i termini di quell' ultima equazione 
.c:on quelli dell' equazione ( zo), fi vedrà cc=- n, ed.!. 

8 

(c4 -yc')=p, cioè yc'= nn-8p 
I ~alori di cc, e di yc' polli nell' equazione {I 1) f~nno 

fcopnre una nuova formala per la refoluzione dcii cquaztone 
(•o); ma per averne un'altra più femplice, fi quadri l' equa
Zione ( 1 2.) , e lì troverà 

(13)Jt.=~ ~c'-t-V.t.fc6-cs]-i--+-~ ~c'-V.t.tc6-c 8 ].;. 
-+.!.cc 

~ 

c trafponendo, indi quadrando di bel nuovo 
( XJt-,!.. (C) 0 = .!..fC' -t- .!. t 4 

2 8 IS 
cfiraendo di qua, e di ·- là la radice quadrata, e poi trafponendo 

( 14) ,, :::t=.!. cc:±. /"7fli:...• t' 
a Va i La 
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La foftituzione di- n in luogo di cc, e Ji ,-._lp m Ve· 

c:e di yc3 nell' ultima equazione moll:rerà. 
z=-.!.. n:±v.!..,""-P 

• + 
Il c:he era a ritrovare. 

s c o L r o 1 L 

t: . 

B Enchè la formola , che nafce dall' e~ua~ione (I l) per .fa 
reloluzione dell' equazione ( I o )Aia piÌ) com polla' .dell' altre due 
formale, che derivano dall' equazioni (x 3 ), e ( 14-); tuttavia 
non può non piacere all'intelletto l' elegante uniformità, che 
regna nell' equazioni ( 9) , e ( I l), la prima delle q uati con
tiene la refoluzione dell' equazioni cub1_che mancanti del fe
condo termine, e la feconda dell' ~quazioni biquadratiche pri· 
ve del fecondo, e quarto termine. · · ' '· 

1 r. . 
Egli è vilìbile, che con la ftelfa uniformità polfono rifolverlì al

gebraicamente varie fpecie d' equazioni, fempre piÌ) compofte 
in infinito, fecondochè nell' equazione (I) l' efponente 11 rap
prefenta un numero intiero po·fitivo, o negativo, fempre -mag· 
giare in infinito • 
. T E o 1l E M A I I. ' 

Sreno le due equazioni infrafcritte (15), e (1~), nelle qna· 
li a fignifica . come fopra qualunque efponente; io dico, che 
polla una di effe, fufsill:e anche l' altra · . · 

(l s) l )'C" - I -:- :± (:C-+._/;;::;;:;) A =f: ( ~ Jt -f-._/;;::t:7r) A 

1-1 l I 

( 16) l XC-; = :± (f -: V :;;:=w;)-; =+ (-)'-+V;;:;;;); 
AvvERTIMENTo. 

SE !ì vorrà, che i fecondi membri dell'equazioni ( 15 }, e 
( 16) fieno quantità poGtive, fi dovrà affumere it · fegno fu· 
p~riore , quando IJ fìgnific.a ·Un efponente pofitiVO, C f infe· 
nore quando l' e(pooente !ignifi.;ato dalla " è negativo. 

Dr· 
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L' Fquazione ( 15) quadrata dà · . . -
c ,7 > vyc ~~-· = ( ilt-+ v~) 2"-+ c - ilt -+ v;;.:;:?c) 1• _ 

-z.cu 
aggiungafi a ciafcuna pane 4~ ·~, indi efiraggali la radice qua.· 
drata da ambedue 1 membn deUa nuova equazione, che ne 
rifulta, e fi vedrà . .. 
- ( r8) z.ca-• v;;:::;7c=(~-+v~)" -+(~ilt~v';;.::;;-c)" j 

quttt' ultima equaz1one aggiunta ali' ~tquazione ( I s ) motha 
(congiungendo ambedue i cafi in una lola eiprdsione) 

( 19) 2q~-~ (.f-+v_n::;;-c) = z. (::b-+v;;:j:7c)" 
ovvero operando convenientemente 

t-l, 
l 

( 2o) c• ( ::b-+ v;;=;;')= (y-+ v:;::;::t )"; 
Sottraggafi ora i' equazione (15) dall' eq,uaz.wne (I 8), ed 

avremo 
. (l l ) w•-t (-}' -+v;_;:+c;) = 2 (::p -+ V";;_:;:çç)" 

CJoe operando colla dovuta à vvedutezza - . 
r 

(n) c• (::p_,. vxx-+u) :::: (-.f-+ v»-+~) 7 
In fine I' equazione ( 2 2) louratta dall' equaz1one ( 20) nel 

Cafo .del fegno luperÌÒre, e (' equazione ( 20) lottratta dali: C• 

quaz~one ( 22) nel calo del lt:gno inferiore, .renderanno ! e· 
quaz1one ( I6). _ . . . 

In .fimigliante maniera ·dall'equazione ( 16) fi arriver~ all' . 
equazwne ( I 5) , come è chiaro a chi confidera la cola ~t· 
tentamcnte; adunque' · ec. · 

Il che dovea dimoflrarlì • 

S c o L 1 o l l I. 

C J. 
Olia medefìma c:lelianza con cui fi 'è trovata la refoluzio-

1 ~ ' ne a gebraica dell' equazioni cubiche mediante_ il I. teorema, 
li troverà anche per mezzo di quello H., e c1Ò .' fac.endo va
lere ad arbitrii) il iegno iuper-iore, ovvero l' mf~:nore delle 

due 
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due equazioni (I s), e ( 16 ), in vinq della CJ_Uali & rifolve. 
ranno eziandio molte altre fpezie d'equazioni pib compofle Ìll 
.infinito , purchè " indichi un numero intiero pofirivo , o ne. 
gativo. Dee pere\ avvertirli, che fe quello numero intiero 
farà pari, converr1 ridurre r equazione (IS) ;all'equazione (1;) 
per evitare la quantità rad~le v~. 

I I. 

P Otn conferirli quello , che brevemente accenno nel prefen~ 
te , e nell'antecedente [eolio , con ciò , che fi legge negli at· 
ti di Lipfia dell' anno 1709. alle pagine I 34·, I 3 S·, e I 36., 
le quali io non aveva confiderate, allorchè trovai quelli due 
teoremi; anzi credo, che: il sig. Moivre, autore di quell' ar· 
ticolo degli atti fuddetti, fia giunto per differente ftrada alla 
fua invenzione, che oltre non effere dimoftrata, è racchiufa 
tra' limiti afTai pib angufii, che non è la mia, nè par veri· 
fimile, ch' egli fi foffe valuto d' una ferie infinita per efpor· 
re l'equazioni, di cui dà la refoluzionc, fe avefk conofciuta 
la maniera di rapprefentarle più perfettamente con efprefsio
ne finita. 

. 1:1 r. 
TAnto l' equazione ( 1) del l. teorema, quanto l' cqu~zione 
( 16) del Il. diverranno pib adattabili alla pratica, e '.n ~n 
certo m~do più femplici, fe nell' equazione ( 1) fi tolhtuu\ 
~t~ luogo del fuo eguale )'-v0 -=;; , ovvero r.z._ 

Y-+v »-'ç y-v ~~ç 
in c~ m bio di )'-+v.;;=-;;, e fe nell' equazione ( 16) m ve· 
ce d1 -)'-+v:1T+" fi porr~ il fuo equivalente _t_t_, op

pure _!.!....__ in luogo di ..1-+v;;:::;:« 
-)'-+t/~ 

COilOLLAiliO l. 

,7-+t/ ,,..;;, 

P Ofta qualfivoglia delle due f~prafcr!tte equazioni ( 1 ~)' ~ 
( 16) G fa! va la feguente equaztone differenziale (13), m cuJ 
il fegno fuperiore vale, allorchè l' efponente denotato da ~ è 

pofto 
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p<>fi[ivo ,1 e· l' mferiare, quando " è--·negativo. 
' (23) _!L:_=~ 

433 

vj}-+~c /~ 
Conciotsiacchè l'equazione (19) dilferenz:iata produce q_uel. 

la , che fegue · · 
:zc --~ ( dy-+- .L-~,_) =,a (=t=J~-+. ~) ( :±,-+ v;;:;:;;r-~ 

v jy-+~ v~-c 
la quale trattata nel debito modo fa conofcere 
~-c-"(J'~VJJ-+<() ;::;-+- . a.chc ( :±K-:+~):1' 
v:;;=;;; v~ 

-D&v&dafi quefi' equazione per la meddìma equazione ( 19), 
e reflerà l' equazione ( "13 ) • 

Anc;he differenziando l' equazione ( 11 ) , ovvero valendoli 
direttamente ddf ·equazione {r6)· 6 dimofiren:bbe la verità. 
di quelto corollario. 

. c o Il. ò L L A Il. l o II. 

Polla qualfìvoglia delle due equazioni infrafcritte (24), ~ (:zs) 
fi talv".i l' ahra equaziol'e differenziale ( 26), ove il legno fu. 
periore dee tervire, quando a rapprefenta un efponente pòfiti· 
vo ,"e l' inf(riore, quanJo.,lp upprelenta negativo. 

(24) 2~v~•-:±(v' ,.::.;.;-+uv=-~)· =+{v~'=~ -u v=:i)• 
l ' 

(2s) 1uv ..=-;_..~: (v~-+-~v~) ;;-=+(vl•-u-~v:=i); 
( 26) .-.:!..:.... = :± .,,. . 

' v· . " v~ . 
Perchè lùltituendo nale tre equationi (I 5), ( 16), e ( 2 ~) 

l' ur.uà in vece di c, =tv:.::-7 in luogo di )' , td "v::... "7 1n 
c~mbiO di :lt , e di pib diviaelfdo per v..::i l' equaz&onc:, che 
rtlulta <il.h' eq·u~tone (23) co>\ modificata, ne nalcono le ue 
equutoni topraMor.ue ( 24), ( :z 5), e ( :z6) • 

C O Jl O J,. L A Jl J. P J 11, 

POlla I' equazione (24) notata nel corollario antecedente' 
tutlìltono anche le tc:J!uenri eqnazioni ( 17) , e ( 18 )_ 

(27) -H.z:....(v=--uv-=.)u-+ Cv~-uv--1)u-z 
Tom. Il. Iii (:z8) 
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(z8) zvxz-= (v;=;;;-+ uv=.)"-+ (v;:::;;-uv:;;:;r)~ 
Atte!ochè la iilrrogazione deli' unità io vece d1 c ~ e di 

u v-:=i in vece di ~, come pure di ~v=-1 tre luogo di .f 
nelle due equazioni ( 17), e ( 18 ). efpo1te nc:Ha dimoUraz.i~ne 
del teorema produce l' equazioni ( 27), e ( z8) • 

. i c o L l o I v. 
I. 

A Sfumendo ne11' equazioni ( 24-)' ( 2 s)' e ( 26) il · fegno 
interiore, e ponendo in elfe -e in luogo di a , fi avrà . 

. _, ' _, 
'l:{y'~ =-(v-;=.; -t-uv .=i) -+ ( vi=.;;-uv=.) 

tiòè fatte le convenienti operazioni . . . 
z:zv=.=(vr~-+uv=-1)'-(vl--uv--;)~ 

come appunto fe nell' equazione ( 24) fi foffe fatto valere .il 
· fegno fuperiore , e te fi foffe prela la e pofitiva in luogo del-
la a. Si avrà finalmente · 
{ . 

--1 -t 

· zuv=:";=-Cv~-+-~:=7) -;-+Cv~-~) ' 
cioè ' ' 

. l l 

z~=Cv·-"-+~=r);-..:....yJ-"-'""=;)-; 
e Ìlì fine farà 
~ = ttlu 

y'J~ y'l";;; 
Il ftmile accade rh nelle tre equazioni (I), ( 2), e .C 7)' c 

nellet~e equazioni (xs), (x6), .. e .(i3), conforme c1alcuno 
potrà da fe medefimo riconofcere • ' ' 

l I. 

Se nell' equazione ( :Z.f) fi fupporrà u = 0 , fi vedr~ 'elferé 
anch_e :{ = o., e parimen re nell' eqùazione ( 2 S) l' annullamen· 
to d1 ~ anmemerà anche u •. 

'dppli. 
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'Applic~ont Ji _4ut: ~lti'!'i çor?l/~rj tic( Jl, ,teorema · alla multi-
- jc:{.!one degl' arcb1 ctrcolart (fig. 59 ) 

L'' Equazione ( z6) prefa col fegno fureriore, e integrata 
fòmminifirà · · · 
' f. . J't- ::;: IJ f. ....}!_ . . 
v~ v~ 

cioè (;chiam'ando . r.efpettiv~mente u , · e '- le due corde ÀB, 
AC del cerchio ABCD, il di cui diame.tro AD fi prende per 
l'unità ) fi à, conforme è noto ai penti del calcolo differenziale 

Are. AC =a are. AB 
Divien dunque manifefio ,. che fe alla AB ( •} {ì .attribui·. 

fce il valore., ;.che. 6 el prime dall~ equazione ( 24) del II. ~o
rollario, prefà. col legno iuperiore, l' arco AC farà.. tagliato 
in B talmente, che l' arco AB fiarà all' arco AC, come l' U• 

nità ad 11. 

Ma tè: a denota un numero intiero politivo, è evidente ad 
ogni attento analith, che l' equazione ( 24) fviluppata ne dà 
un' altra divilibile per la quantità immaginaria v=i ' e per 
conleguenza reale: adunque rimane ICiolto ;il problema me- · 
d1ante . una formola generale , e finita; ove fi noti, che quan
do 11 è un numero pofirivo pari, il fecondo . membro deU' e
quazione, che nalcc d~lla formola ( :i4) dif(;io!ta dal vincolo 
11., farà affetto in tutre le fue parti dalla quantità v'~ 

Una tè:conda formola non meno elegante tommioiltra l'e~ 
qu~zione ( 28), che lvìluppara ançh! etfa, !al eia un' equ~zi~ne 
}lrtva dell' immaginaria quanriù v':;;:.-i, e t~le _, c_he 11 l,u<J 
fecondo membro cofier~ di termini tutti molnpltcau per l e
fpre!fione radicale v;-::::, ogni volta, che l'el ponente a ·u
rà un numero pojitiw . impari. 

Dt ptù mediante l' 'e:pazione (27), li ottiene _una terza 
~ormoia, che venendo dirtefa , rim'-tne libera ·anch' elfa 'dall' 
llJlmAginario' e 0011 è affetta giammai d,tlla v~) fia pu
re a un numero intiero pofitivo pari, o impari. 

In fine l'equazione (i)) ridotta in ferie eol noto metodo, 
I i i z dì· 
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efìbi!Ce il valore di u elprelfo in termini turri divifibili. per 
v- l' e confeguentemente tutti reali) benchè_l' elponente .!: 

" ftgnifichi qualunque numero rotto, o fordo, dovendoli avver-
tire:, che le _!. farà una quantità pofitiva, dovrà valere nell' 

Il 

equazione ( 25) il fegno fuperiore, ma fe !.. fara:-.una quanti-, . 
tà negativa, dov1ll prenderlì in elfa equazione il fegno inferiore. 

Quella quarta formo la generaliffima è finita· ·fecondo l' e
fpreflìone, ma fviluppata, che iì.i, colla d' infiniti termini, 
purchè la frazione litterale 2. non dt:noti un numero imiero 

" ' • 

pofìtivo, mentre in tal cafo li rompe il filo infinito: della fe-
rie, che retta eguale aH' aggregato di un numero .fìnho qi 
termini, , ,_ 

Ed ecco fciolto in più maniere il celebre problema della 
multilezione degli archi circolari mediante wna formala gen~
rale , e fini t a • 

S C O L I O V, 

I. 
PEr rendere più brevi I' efpreffioni dell'e fuddette formale 
porrebbe fofl:ituirlì BD corda del complemento dell' arco AB in 
Juogo di v!-";.;, e CD corda del complemento dell' arco .dC 

.in vece di v~· 

l I. ( fig. 6o ) 

Le medelìme formole fervono ancora , quando le lettere _:t! 
ed u lìgnificano i f<;:ni retti CN, BM degli archi refpett!Vl 
AC , AB minori del quadrante, e l' unità efprime il raggto 
del cerchio ABCD; imperciocchè fanno gl'intendenti, che allora 

Are. AC =f. _:!_o:;_ , ed are • .AB =f. _!: _ . 
v .l~ v;::..-;: 

In tale fu p p ofizione, per far più brevi le formale, potrll fur-
rogarfi KN in cambio- di vi::."~, e KM in vece di v~· 

CON· 
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CONTI N U AZIONE 
DELLO SCHEDIASMA, 

Che J per titolo due Teo~emi~ da' quali fi deduce la refo
luz.jone analitica d' infinite !pecic d' equaz.!ani j (mpre 

più compojle in infinito, e la fez.J.one indifmira 
degli archi circolari • · 

AvvERTIMENTO (fig.)9, e 6o) 

'"""~~t li E \l' eg1.1a~ione ( ")p e' d ne teon:mi, e in quelle, che 
da · effe . dipendono ·' efpofic nella prima parte di 
qu<:fto.fchedialma,, lì porra l'unità in vece di c, 
e quefl:' unità fara il diametro AD, fe lì à riguar
do alla fig. )9 ' ma fe lì à relazione alla fig. oo, 

farà il raggio KA. 
Nelle !leffe equazioni, ove i fegni fono ambigui, fi pren

d~:rà lempre il luperiore, e la lettera a lìgnificherà fempre 
un efponente polìtivo. · 

Applicaz.ione del l. teorema alla multifoz.J.one 
degli archi circolari (fig. 59 ) 

N El corollario del I. teorema ~ dimoll:rato, che polla I• Ct 

quazione (I) vale l' equazione ( 7 ) ; ora quefl' ultima conlì
derata, fecondo l'avvertimento, colfeano fuperiore, e divifa per 
:::!: v=-7 diviene l) 

( 29) :::!: d y = ::t~dlt - --. v;--)')' v 1.=;; 
e mtegrando 

( 30) f.=.:!.:..= a f. -+~ 
v1 -y.J v-;-=;; , 

Il primo membro ·di quell'ultima equazione efprime ~ are. 
AC lotlenuto dalla corda AC ()'), quando fi fa valere m ~f. 
fa equazione il legno fuperiore, ma quando v' à luogo l_' JO· 

feno-
(•) Opufcoli Calogierà 1om. XVIII. pag. 3oz. 
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fenure , il <!etto primo membro rapprel<;nta l' arco inverfo 
CD corrifpondente alla corda CJJ-v~. - -

Il fecondo membro della fielfa equazione ( 30) valendo il 
fegno di fopra, denota l' arco AB appoggiato tulla corda AB 
( 11:) , e valendo il te_gno di fotto, fignifica l' arco inverlo BD, 
che li fofl:iene tulla cordaBD=v~, e percio pofia l'equa
zione ( r), che h riduce a queHa 

( 31) zy=(x--+v~)"-+(x-v~)" 
fi otterrà are. AC =a are. AB, quando a denota un numero 
intiero pofltivo pari, o impari , men:re, allora le x= o , an
che J' = o, e il fecondo membro dell' equazione ( 31) lvilup
paro rella libero dalla quantità immaginaria y"~-;.:1, per ca
gione dell' efponente inriero , e pofitivo a; 
- Ma per far sì, che nelì' eqtlazione ( 30) re_gni il fegno in· 
feriore, cioè, che fì abbia are. inverf. BD =a are. invert.CD, 
mi fervo della 1lelfa equazione '< 3 r), con quella lola varia· 
zio ne , che ora faccio AB= y , e AC=x, e veggo, che luppo· 
nendo la corda AC [x J eguale ali' unn'à, anche l' ahra AB 
(.1) diviene eguale all'unità, e 'fi annullano entrambi gli ar· 
chi inverlì CD, BD; egli è dunque manifello, che la for· 
mola ( 31) confiderata in qudb leconda m.tniera Jèioglie etat· 
tamen te il problema, allorchè l' eiponente a fìgnifica qua fi. 
[la numero pofìtivo imiero pPri, o impari. Anzi quando 11 Ul· 

thca quallìvogiJa frazione razionale pofiriva, ii lc::condo mc::m: 
bra ddl' equJziooe ( 31) p~:~ò mutarlì in una terie d' infimu 
termini tutti privi della v;~ . 

S c o L r o V I. ( ~· 6o ) 

PEr ci~, che fi è detto nel fecondo punto del V. fcolio, fa. 
rà facile di applicare r equazione' o fìa formala ( 31) agi• ar· 
chi diretti .tiC, AB, ed agli archi inverlì BD, CLJ dd qua· 
draute circolare LIBCD. 



E MOLTtsl!zrokt llEGLI AReai Cn.c. 4JJ 

Mani N'li di dedurre da quejli principi la teoria tM sii~· Giovanni 
Bcrnu/Ji Jòpra la moltijez.j~11e dcii a11golo per mcz .. :z." dd/c 

tangenti pubblicata negli atti di Lipjia delr anno 
. 1711.. (fig. 59, c 6o) 

Divida li prima l' equazione ( I) per l'equazione ( j), e poi 
l' equaz10ne ( 3) per l' equazione ( 1), e -fi troveranno le. due, 
che feguono · · 

....!.- = (x-+y~;;·=:·)"-+(x--v;;=;)• divif. per 
v;r=i 
<"-+v;;=;)"- c "'-v= )• 
v n 1 -("'-+v;;=:;)"-(x-v~)" divif. per 

7 
( x-+v;;=i)"-+( .r-v~)· 

c:iatcuna ~elle quali à per conleguenza conneffione effenziale 
colt' eqnazione ( 29), e la falva. Ma trattando col dovuto 
acc:orgimento quefie due equazioni, dalla prima di effe riti.llta 

(p.)yy 1 ["4_/'_ r-+ l]"-+ [ Kt/=:1_- I]" div. per 

V1-y7 t/x-x:r v'r-sa 

['V-i-+ l]"- rxv I-I]" 
V't-"" v'l=D 

e dalla feconda · 

(33)v' 'JI :rYV==rX"v=;'-+ I]"-[""V-t-I]"div.per 
v't_,,, t/x-u 

[xV-=7 -+I]"-+ [xv .-I ]'' 
Vr-u y~,-=..-;; 

E' ~ra facile a conofcere ( 6g. 59 , ~ 6o. ), c~e chi~mand~ 
refpett~v~meme J', ed x le corde, 0 1 fem degli arch1 d1retu 
refperuv1 dC, AB, la tangente AG farà = y , e la tan· 

V'-)')' 
gente AF far~ = _,._, ficcome la tangente DH dell' arco in· -G v~~ vero CD , farà =t/ 1 _ ., ; adunque fofiituendo nell' equa-

.zione 
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zioni (p.), e ( 33) quefte tangenti in luogo ,de' loro valori., 
lì kuopre . . · · " ' · . 

(34)AGv::-7=(AF v=."-+r )"-+(AFv=.:-r)" dii.- per 
(AFt/1-+z)"-(AFt,r=-;~x)• '; · · 
(3s)DHv'~=(AF v~,-+•)"~(AFv=t-• )" div. per 
(AFv-~-+ 1 )"-f. (AF v'.::;..l-1 )• ·· · 
L' una , e l' altra di quelle equazioni fviluppata, che fra 

è divifibile per v=r' ogni volta' che Il dc:notl un numero 
intiero pofitiv.o, . ma la prima à luogo ·;··.quaqdo.A è :.~ nume
ro ;mpari, e la fecond~ quando è pari, e 'iakuna nel. Tu.o ça· 
fo fa trovare · 

Are. AC _:_ Jt are. AB . · . 
L' equazione ( 34) moflra, che quando la 'tangente. AF è 

nulla, s' annienta .anche la tangente AG con ambedqe .gli ar
chi AC, AB; e l' equazione ( 35) fa vdere , che all' annien
tarli .della tangente AF , la .tangente DH dell' arco ·inverfo 
DC diventa infinita; laonde s'annullano in tal calo i .due ar· 
chi diretti AB, AC, e l'arco inverfo DC .diviene eguale .al le· 
micerchio nella fig . .:i9·, e .al <JUadranre nella .6.o. . . . 

,La regola per la mulf:ifeziooe dell' an~olo, .che Ji S.tg· Gu~· 
vanni Bernulli à .data negli atti di Lipfia 4el1' anno 1711· t~ 
fine della pag. 276. , e in principio .della pag. 277·, è peripl· 
cuamente comprefa nell' .equaziof!i {34)., e { 35 ). · 

Di più t · equazione ( 1.4), '.che .appartiene al teorema _n.' 
prefa .a tenore delt• avvertimento .col Jegno {uperiore dtvtdali 
per r equazio.ne ( :z8)' $! ne nafcèrà una, .che :maneggiata ·çon 
perizia .darà que!f altra . · '- · __ · 

(36) ~~= . p-+"v~ -~ J~-p-uv ']" divif. per 
.v •-;u: V'-"" v•-"" .. 

p-+uv ·i]•~[~-~~v=t] • . v-.-.... v~-..... . . 
Or fìccome ·nelle fig. ~9, c 6o :a1i1 .cord~, o .al fo~o ( ~) 

dell'arco .AC cori~fponde la tangentè ,AG = ~ . cC)IlforiJlC 
. ..,.~~ 

è age-
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~ agevole a l>rovare , e alla corda , o al fono ( u) dell' arco 
AB la tangente .1/F = ~, cos) l' equazione ( 36) fommi· 

yi=-;;; 
ni!ha quella, che fegue 

(37) AGv:::;:j =(x-..AFv=i)•-(x-AFv=-i)• divif. per 
< 1 -+AFv.=i )"-(x -AF v:=i )" 
tale, che per dfa fi ottiene l' arco .1/B all' arco dC come l' 
unirà ad a, fia pure a qualunque elponente po!ìtivo ançhe 
rotto, e lordo, poichè l' equaztone (37) fviluppata, le a è un 
numero intiero pofi rivo pari, o impari, ovvero ridotta in fe
rie fe a defigna qualunque altro indice pofi rivo rotto, o irra
~onale, la medefima equazione diventa lempre dtvi!ìbile per 
v .=i, e fe in e!fa fi annulla AF, anche AG retta =o, e 
s' annientano ambi gli archi .1/B, .AC. 

Nell'equazione (37) elegantemente lì racchiude la regola, che il 
sig. Lagni prov~ per fola induzione, ed elprdfe in lerie co
Llante d'infiniti termini nelle memorie delì' accademia reale delle 
fcienze di Parigi dell'anno 1705., e che il sig. Gio: Bc:rnuili elpole 
panmentc in ferie negli atti di Lipfia dell' anno 17 12.. alle 
vag. 319-' e 330-, tenza penlare ( conforme egli autlta ne' 
iud.deni atri dell' anno 17ll. pag. 370.), che la medefima 
fene fo!fe gi~ fiata da altri eGbita • 

Il fimile è accaduto a me in ordine alla formo la generale, 
e fi?ita, che moll:rerò qui appre!fo per la lezwne tndefinira
dell angolo, medtante le tecanti, io Ja trovai già con altro 
metod? lenza penliue a quella ferie infìnira concernente ~l! 
fe~~nu, che lo lte!fo sig. Lagni pubblic~ nelle cHatc memone 
dtll . anno 1705. , aven3ola egli provata per v1a d1 p .• ra •n· 
duzwne • Ecco la maniaa di dedurre dal pr:tltnte metodo la 
mta formola. Vegganlì le fig. 59., e 6o. 

L' equazione ( 2.8) del H. reorema, purch~ fia maneggiata 
con avvedu1ezza, riJuceG facilmente all' infralèritta 

(38) -.!__-:-- ._•_ :... div.per[I-+~j"-[z-uv-:-]• 
v ·-~~ <•-). y-,_ ,;; v;=;; 

In vtnù di quell:' equazione chiamando z la corda , o il 
Tom. Il. K k k fono 
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fono dell' arco AC, ed u la corda, o il fono deU' arco AB, li 
à are. AC =a are. AB; ma la fecante DG (fig. S9 ) , ovvero 
KG ( fig. 6o) dell' arco AC fi vede facilmente elfere = _:_ , 

v'~ 
ficcome la fecante DF (fig. S9), ovvero KF ( fig. 6o) dell' 
arco AB è uguale ad_,_; ed elfendo -"-= AF, iiuà altre· 

v';:=.:;; v'-;:=;; 
sì -"- eguale alla v~ nella fig. S9 , e alla v~ 
v t:::== 
nella 6o; adunque fe fi nomina DG, ovvero KG (g), e DF, 
ovvero KF (f), fi avrà _,_ = g J. -"-= v'Jf 1 , e l'equa-

v~ v~-;;;; 
zione ( 3 8) di verrà 

( 39) g=2f" divif. per ( r -+v,-1! )"-+ ( r-vl-ff )• 
ove fì ofièrvi, che fe l' elponente a è un numero intiero po
fitivo l' equazione ( 39) difpiegata non contiene la quantitll 
immaginaria V' -ff, e perciò fcioglie perfettamente il pro
blema. Se poi a denoterà qualunque frazione pofitiva razio
nale , potrà il fecondo membro della detta equazione ( 39) 
trasformadì in una ierie , che farà. fimilmente libera dalla 
v'1-JF· 

Si olfervi ancora, che quando la fecante DF, ovvero KF (f) 
è uguale all' unità, anche la fecante DG, ovvero KG farà e
guale alla 11efsa unità, e gli archi AB, AC refieranno annul
lati ambedue, come dee veramente accadere. 

s c o L I o v I I. 

PEr ben concepire ciò, che fi è detto nella prima parre di 
quello fchediafma, che l' ~quazione ( 25 ) ridotta in ferie dà 
la fezione indefinita dell'angolo anche nel cafo di 2. eguale ad 

Il • 

un cfponenre fordo, e ciò, che di fopra fi dice dell' equazto-
ne ~ 37 ) , che fcioglie anch' e Ifa lo 11elfo problema; benchè " 
fi gnlfì..; hi un el'poneme irrazionale; fi confideri, che l' equa: 
~IOne ( 2S) equivale alla feguente, ave c el prime l' unità at-
iunta. 2u 
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:z.v.v •=:::!:cv•-+zz-+.! v::i)"; =+cv· zz -..:.V'=l);; 
c uc " & 

e che l' equazione ( 37) è la me.delìma, che l' infrafcritta, in 
·cui c à la fielfa lìgnificazione 

~Gv=-i=c-+~Fv-)"-c-A;v-=l)" divif. per 

(I-+~v=:ir-+ [1-~Fv::iJ • 
lmperciocchè potrà fempre farli in modo, che ,!_ nella pri-

" ma di quefie ultime equazioni, ed a nella feconda fieno uni-
camente ne' coefficienti de' termini della ferie, e non abbiano 
luogo negl' indici di detti termini • 

Ciò che fi è offervato in ordine all' equazione ( zs), ~ fi. 
milmente luogo anche per rapporto all' equazione ( 24), nella 
quale 1' indice a può fignificare anche un numero rotto, e un 
efponente irrazionale, e ciò non ofianre il lecondo membro 
della fieffa equazione ( 24) può ridudì in ferie infinita, che 
efibifca il valore di z el?relfo in termini non affetti di quan
tità immaginarie, perche tutti divifibili per v"="7. 

Potrei dedurre da quelti miei principj altre formale genera
li , e finite per la ·moltilezione degli archi circolari, ma non 
amo di più allungare il prefente fcritto • 

Kkk l FOR· 



FORMOLA GENERALE 
PER L.\ :R.ESOLUZIONE ANALITICA 

D E L L. E Q_U AZIONI 
DEL QUARTO, DEL TERZO) E DEL 

SECONDO GRADO, 

Derivata d111 muodo di rifolvere f equazjoni del quarto grado 
injèrto nel I. vol. alla pag. 470. 

Il' Aver' io dedotte nel precedente fchediafma le refo
luzioni analitiche dell' equazioni del terzo, e del 
fecondo grado, mi à dato motivo di !tendere il 
pretente, e il feguente fchediafma. . 

Nell' infrafcritra equazione ( t ) le lettere n, p , q , r dJ
notino quaHìvoglia quantità cofiante col fuo fegno. 

(I) x4 -+ nx3-+ pxx-+ qx-+ r =o 
Si concepifca l' equazione identica, che fegue 

[ xx-+ :_x-+.!.. (f-+ ~ -+!.. ) J • = x 4 -+ nx3 

~ • F ~ 

[ -+ =--+ (f-+ ~-+!..) J xx-+.! (f-+!.-+ !.. ) x-+ 
4 f J z f ~ . 

.!.. [f-+:;..-+!. ] •, nella quale f, e :{ fignificano quanmà 
4 f ~ 

indeterminate . 
Da quefi' equazione fottraggafi 1' equazione (I), fi avrà . 
( 1.) [xx-+::::...-+.!.. (f-+ ~-+!.. ) J . = [:::: -+(f-+ ~-+l.)-

1 z f ~ 4 J ~ 

p J xx -+ [:!. (f-+ !. -+ 1. ) -q J x-+! (f-+!. -+ l. r -r 
z f 3. 4 f 3 

Tirando da ambe le parti la radice quadrata, lì trova ) 
( 3) xx-+:!-+..!.. Cf-+~-+-!..) =:±x['!::.-+ Cf-+-{'!-+ f 

z z f 3 4 
I I 

-p ]7::±:~ [ (!-+ 7-+ f )• -r}' 
purchè fi fupponga ( (f 
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[ (f-+-,:.-+!.)'-r] .-_!.[Cf-+3._-+-!_)-q] div. per 
f l 2 f 3 

l r _"'!_-+(f-+ ~ ..... !_)-p];-
4 f 3 

Q!1efl:' equazione quadrata, e maneggiata a dovere produce 
( 4) Cf-+!.-+!) 1 ....,. p (f-+ .::_-+!..) '-+ ( nq-r) (/-+.::., -+!.) 

f 3 f ~ f 3 
-+pr- ::!,!- qq =o 

4 
Equazione, che trattata nel debito modo conduce a queft' 

altra 
(f-+zY -+[--:e!.-+nq-r] (f-+ .:,)-•P'-+~-+ :.z-~ 

3 f 2 7 3 3 4 
-qq=o 
Se fì lofl:ituifce in quefl:' ultima equazione in vece di (!-+ ~ )' 

r 
ilfuovalorep ..... 3:if ..... 3 ~ ..... ~, cioè F-+ rz(f-+ ~)-+ ~, lì 

f f' f f' 
giunge a queft' altra 

[ 3Z- !.!_-+n q - r J (f-+ ~ ) -+P -+ _:: -+ [:::JP..-!.!!...-+!::!.. 
~ F f' 3 •7 3 

-n:r-qq]=o 

Supponendo eguale a zero il primo termine di quefl:' equa. 
zio ne, cioè la quantità, che moltiplica (f-+.:.), fi ottiene 

f 
(s) z=Cu-nq-+r) div. per 3 

indi fì vede efTere 
fl -+ :::. -+ [::J.J.. -!t. -+ !:!!. -'!:!!.-q q J ==o 

J l ~ . • , ~ 4 
Fac~ndo ora per maggior brevità del calco} o e~uale a K. l' 

cfprefl1one racchiufa tra le due parentefì nel! uluma equaziO
ne; lafciando z in luogo del fuo valore trovato nell' equazio
ne ( 4), e pofCia moltiplicando per fl ; fi fcuopre 

(6) f6-+ Kp -+z' =o 
. Equazione derivativa del fecondo grado, che rifoluta fommi· 

nlllra il valore noto di f 3 , e per confeguenza di f. 
AvVER.• 
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AvvERTIMENTO. 

N E' corollarj, che feguono, fi lafceranno le lettere f, e l{. 
in luogo de' loro valori trovati nell' equazioni ( 5), e ( 6), 

COROLLARIO l, 

Refoluzjon: tMJ• equa':{joni Jel fecondo grado mediante 
la formo/a ( 3 ) • 

P Er applicare la formola ( 3) alla refoluzione dell' equazioni 
del fecondo grado, fi confideri, che facendo nell' equazione . 
( I ) eguali a zero tanto r, quanto q, la ficffa equazione di· 
verrà la feguente, che è del fecondo grado. 

xx-+ nx-+ p=o 
Ma fupponendo nell' equazione ( 4) eguali a zero la r, e la 

q, fi vede fubito , che [f-+ :;_-+L J =o. Adunque. annui· 
f ~ ' 

!an do nella formola ( 3 ) tanto [f-+!. -+-1..}' quanto r, e q, 
f 3 . . 

effa formula diventa . 
xx-+.!!.=:±xv~, cioè 

2 4 x=- ::.:±v;;;=; 
2 4 

C O Il O L L A R J O Il. 

Refolu-~one dell' equll':{joni del ter.{! grtHio medi1111te 
la formo/a ( 3 ) • 

PEr applicare la formola ( 3) alla refoluzione dell' equazi~ni 
del terzo grado , fi rifletta, che {upponendo la , nulla nell e
quazione (I), elfa equazione diventerà l' infratèrina, che è 
del terzo grado • 

x 3 -+ n:~t:~t-+ p x-+ 'l = o 
E le nel fegno doppio fi prende& il fuperiore, la formola (3) 

affumerà queft' afpetto 
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l 

(7) x=-:;. -+['!:!_-+(f-+-:;.-+!,..)-p]7· 
:& 4 f 3 

CoRoLLARIO 111. 

S E in oltre fi fa valere il fegno inferiore nel fegno doppio 
della formala ( 3 ) , e fi opera debitamente, ne rifulterà 

l 

xx .;..p~-+(/-+~-+ l.)=--"'['!:!_-+(/-+-:;.-+!..) -p]7 
:& J 3 4 f 3 

Equazione, che contiene le altre due radici della fopranno
tata equazione cubica. 

COR.OLLAR.IO IV. 

Refoluz.,ione tMI• equa'ljoni del quarto grAdo medi~tt~tl 
In formo/n ( 3 ) • 

Quella formola in virtù del fuo doppio fegno racchiude le 
quattro radici dell' equazione (I), che è del quarto grado. 
E per aver ciafcuna di dette radici, balla ri!olvere due volte 
la lleffa formola, o fia equazione ( 3), cioè la prima volta facen
do in effa valere il fegno fuperiore nel fegno doppio, e la feconda 
volta, prendendo il legno inferiore nel medefimo doppio fegno. 

C O R. O 1. L A R. I O V. 

In cui fi confiJcrano più particolarmente f equa'ljoni 
· Jet tcrz.t! grado prive del fecondo termine. 

ANnullando nell' equazione ( 7) la lettera: n, e riducendo 
il lecondo membro di effa a più breve efpreffione, rifulta per 
l'equazioni del terzo grado prive del fecondo termine. 

x=v I-+- z •P r r 
ma nel prete n te cafo di n= o l' equazione ( 5) mollra ~-te ; 

9 
adunque fi ~ quella formola 

( 8) x =V'f-+pP-•P 
ii 3 

ed 
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ed ellraendo la radice quadr~ta del fecondo membro, nafce 
quell' altra 

(9) x=v7-_e_ 
3vT 

C O Il O L L A ll r O V l. 

Segue la confideraz.jone dell' equazjoni cubiche manc11nti 
deJ fecondo termme • 

S I è fuppollo di fopra nella refoluzione generale 
K = ::!i.- ..:.è-+-:::!.-.!!!!:. -q q 

3 27 , 4 
cofìcchè quando n , ed r fono nulle, come nel cafo prefenre, 
fi ~ 

K=-.!L-qq 
27 

Soflituendo pertanto nell' equazione ( 6) quello valore di K, 
ed anche il valore di ~ efprelfo nel precedente corollario, det• 
ta equazione ( 6) diventa 

f'-[~-+-qq]P-+-~ =o 
27 . 9·9·9 

Equazione , che rifoluta, e dellramente maneggiata fommi· 
niflr.1: 

l 

(Io) f=[t...-+-'fi-+qv,•-+-9~]-; 
27 2 i7 4 

~ntrod,ucafi nell' equazioni ( 8 ) , e ( 9) quello valore di l, 
~ st dal! una , come dall' altra di elfe relleranno analmca
rnente refolute l' equazioni del terzo grado, che non anno il 
fecondo termine • 

c o 1t o L L A Il l o v I t. 
Continua la meJefima confideraz.jone. 

S -~ efiragga la radice quadrata dall'equazione (IO) median
te 1 ~ ,noto metodo di eflrarre tali radici dai binomj, e fi con· 
fegUira: 

v7 
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l 

.. '?l -: [~ ::f~ ~ -+ ~] ~! \ 

Di modo che quello valore di v7 pofto ·nell' equnione (9) 
rifolverà anch' elfo l' equazioni cubiche deficienti del fecondo 
termme. .!. 
. E rperchè ....., :t:'._; cioè~~ ~v. per [.t;::±y;'-.. u] 1 

-3v r , ~ :1 • 
' ' ,. 

. • l 

è uguale a-c- i. :±v~) j, come la prova del cal-
z 27 4 

colo rende manifeflo ; ne fegue , che la formala detta del Car
dano nalcc: felicemc:nte dalle mie formale ( 7), ( 8), e (.9), 
c compruva 1.1 gwiteua; e bellezza di 'lueùo metodo. 

Tom. IJ. L li SOLt1· 
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s o L u z I O N E 
DI QUATTRO PROBLEMI ANALITICI 

Da• IJUIIli fi aNUU con mflodo uniformt 

LA RESOLUZIONÈ DELL' EQUAZIONI 
DEL SECONDO, DEL TERZO, E DEL 

QUARTO GRADO, 

P R O B L E M A L 

l'iiii""PW!l El quadrato di ( •-+h-H) difcernere ci~, che mol
tiplica (a-+ b -H), e CIÒ ! che puÒ chiamadì f O• 

mogeneo di comparazione. 

SO L U Z l O N E. 

(a-+ b-+ c) • è eguale a quell' efpreffione 
(a-+ b) ' -+ zc ( 11-+ b) -+ cc, ed anche a quella 
(a-+b)'-+zc(a-+h-+c)-cc, vale a dire li ?t 
( I ) (a -+ h -+ c ) • = le ( 11 -+ b -+c) -+ a a -+ bb-+ 2ab- ce 

e finalmente 
( l) (a -+ b-+ c) • = ( 11-+ le) (a-+ b-+ c) -t-bb-+ab-cc-nc 

perchè a11-t-bh-t-2ab è uguale ad a(a-+b-+c )-+ab- ac. 
Il che dovea ritrovarfi • 

C O R O L L A R I O J. 

L• Equazione (I ) moltiplicata per 4c (a-+b -+c) dà 
4' ( a-+b-+ c) 1 = Scc(a-+ b-+ c) •-+ ( 411ac-+ 4bbc-t-8abc-

4t1 ) ( a-+h-+c ) 
e aggiungendo di qua, e di l~ (4ab-6cc) (a-+b-t-c) '-+(4''
Sabc) (a-+b-+c) ne proviene queit' equazione 

+c ( a-+b-+c) 1 -+ ( 44b-6cc) ( a-+ b-+ c) • -+ ( 4'' - Sabc) 
(a-+b-+c) . 
eguale a quella quantità 

(3) (zcc....-4-Pb) (a-+b-+c)'-+(4Jiae-+.fbbc) (a-+b-+c) 
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C o a o L L _A a_, r () I I. 

T E o II; ' E M~. 

L E lettere h, eJ m di notino qualunque nùrnéro ìiJtiero · po. 
fitivo, o negativo, ed m polfa denotare anche _ z~ro,! 

Le ·lettere c, A, B, e G efprimano grand5:ue razionali , 
e c polfa efprimere anche zero. 

Sia f=vC:; a=AJh, e b:,Bpm-h 
Io ' d i co, che nel fecondo membro . dell' equazione ( I ) ci~, 

che può chiamarfi l'omogeneo di compàrazione, farà una gran· 
dezza razionale • 

D l M o S T Il A Z l o N E. 

N El fecondo membro dell'equazione ( 1) ciò che pu~ c h ii~ 
marfi omogeneo di comparazione, vale a dire 1111~bb-+-1.ab-cc 
farà eguale ad AAJ•h:-+BBJ'(•m-b)-+1.4Bf•m -cc. Adunque 
è dunollrato il teorema • 

EsBMPJ. 

I. SE h=x, ed m=a, farà ~~:.~f, e h=!_ 
. . f 

n. Se h=I' ed m=I , fclrà IJ=Af, e b=Bf 
lll. Se b=l, ed m=I, larllii=Aff, e b=B. 

p Il o B . L E M A I I. 

NF.I cubo di (~b-+c) d1fcetnere ciò, che moltiplica (a-+b-+c)\ 
CIÒ che moltiplica (a:-+b-+-c}, e ciò che può chiamarfi l' omo
geneo di comparazioae ~ . 

S O L U Z l O N E. 

( a-+h-+r.)' è uguale a qucft' efpreffionc ( a-+b )'-+- 3c(a-+b)' 
-+ 3cr(a:-+b) :-+c1 . , 

ed anche queit• altra . 
(11:-+b )3:-+ 3c (a-+b )'-+( 6rr-3tc) (a-+-i)-+3c1-3c'-+e1 

la quale ii riduce all' infrafcritta 

Lll :r; (4) 
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(+J ( a-+b) 1 -+- 3c (a-+:b~c) •-:- 3cc (a-+:b)- zc1 

perchè (a-+:b)•-+zc(.r-+:b)-+cc è uguale ad ('a-+:b-+c)" 
Ma (a-+:b) 1 è uguale .ad · •''* 3ba11-+ 3bba--+b5 , cioè ad a5-+::b' 

-+ 3nb ( a~b J ! . Adunque l' etprefiione :( 4-) .{i muta in . quC11ta.; 
( S) 3c(a-+b-+:c)'-+ (3ab-3cc)(a-+:b) --+a5 -+b' ~ :zc1 · · · 

Ora . ( 3ab-3cc) ( a-+:b)- 3aab-+ 3abb- 3acc ~ 3bcc- (3ab 
- 3cc) ( a-+- b -+c) - 3abc-+ 3c5 , co in e li trov~ dividendo per 
a-+ b -+c il membi:,o kcongo di quell' equa#one doppia; a
duoque furp~~~ndo . nell' efpre!lìo'né ( s) 'il Ucondo valore di 
(3,ab- 3cc) ( a....,b-+c) , li · confeguifce . . . 

. 3C ( a-+b-+c) >-+ ( 3ab....:.. 3Cè) ( a-+b-+c) -+a5-+b3 -+c'-3abc 
e conJèguentemente abbiamo · · · 

( 6) (a-+ b +c )5 =3c( a-+b-+c)•-+ ( 3àb-3cc) ( a-+b-+:c )-+::a1 

-t-bl-+c' - 3abc • 
Il che dovea rit;rovarti • 

C o "Il O L L A à f -0. 

T E o R E Il A. 

L E lettere h , ed m diÒotino qualunque numero muero po
lìtivo, o negativo; ed m : poffa denotare anche zero: · ~ 

Le lettere f, ..Il, B , e G efprimano grandezze razionali ; e 
ç poffa efprimere anche ze'ro • : 

J L o 

Sia f=vC:; a=..I!Jb, e b=BJ~m-& 
Io dico, che ne1 fecondo membro dell' equazione ( 6 ) )l 

,t6çfficiente, di (a-+ b-+- c) , ed .anche ' ci<}, .. c.fle pu?> chi.bnadì 
l' omogeneo . di c.om para.zione , tàr.anrto grandezze razionali • 

D f M o s T R A z I o N ~E. 

IN primo luogo 3"":_ 3CC coefficiente di (a-+b-+c), farà e-
guale a 3AB[3m- 3cc .· . ;, 

In fecondo luogo n3 -+ b'-+- c3 - 3abc, che pu~ chiamarli l' 
omogeneo di comparazione, farà eguale adA 3ph-+B1f<J-") 
-+ c1 - 3AB{3m. Adunque è dimeftràto il teorema· . 

EsEM· 
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EsEMPJ. 

L S E h= I , ed m= CJ, farà a= ..1/f, e 6 ==!. 
F 

II. Se h= I, ed m= I, farà a=..l!f, e b=Blf. 

p Il o B L E M A I I I. 

N El quadrato- .quadrato di a-+ b-+ c difcernere ci~, che m o!:.. 
tiplica ( a-+b-+ c )l , ci~, che moltiplica (a-+ b-+C) ', c1~, che 
moltiplica ( a-+b -+C), e ctò, che può chiamarCi i' omogeneo 
di cornparo1zione • 

SOLUZ.JONJ!. 

(a-4-b.;;c) 4 è uguale a quefl:' efpreffione 
(a-+b) 4 -Hc(a-+b) 3 -+6cc (a-t-b) '-+4"1 (a-;.b) 4c• 

che equivak a quetta 
(a-+b )4 -+4" ( a.,..b y -+(I uc- 6cc) ( a.,..b) • -+ ( uc'-8c') ( 4~b) 

.... 4c•- 3c• 
e per conleguente a quell' alcra 

( 7) (a.....h)4-+ 4C (a-+h ..... r)1 -6cc (11-+h)' -8c' (a-+b) -3c4 
perchè (a-+b)'-Hc (a-+b)'-+3CC (a-+b)-+e1 è uguale ad (a-+h....,c]' 

Di più l' e~ prefsione ( 7) è uguale . alla ieguente 
( 8) ( a-+b) 4 -+ 4r (a .....h -+C) '-6cc (a.....b-+C) 1 -+4C' ( 4-+U) _. JC4 

perchè (a-+b)'-+u (a.-..b) -+CC è uguale ad (a-t-b-+C)' 
In o'tre (a-t-bj4 è uguale ad a4-+4ha 1-+6bbaa-+4b 1a-+IT', ci~ 

· (~b/. .-è ·uguale a qudta quantità 
4Gb (a-+1:-..r )'-8abc (4-+b) -4flbcc_.,a• ..... b4-1.a4bb 

. Adunque · ponendo tal v.Uore di (11-+bt nell' elprefsione ( 8 ), 
dfa diviene 

(9) 4c(a-+b-+r)'-+( 411b-6éc) (a-+h-+C)'-+ (4c'-8abr) (a-+b) 
-+<J 4 -+b4 -1aabb-+3c4 -44bcc, e queft' etprelsione è uguale ad 
{ a-+b-+c) 4 • 

Ma (4C'-8abc)(1Z....,b)=4ac'-+4bc'-8aabc-Sabbc=::(-f.è3._gabc) 
(a-+b-+c)-fC 44-8abcc, come {ì trova dividendo per a-+b-+C 
il mtmbro ietondo di qneft' equazione doppia; adunque lotti. 

tuen-
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tu endo ne n• efprefsione ( 9) iJ fecondo valore dj ( 4c3 - 8abc) 
(a-+b) , effa Ji viene 

4c (a-+b-+c) 3-+ (4ab-6cc) (~-:t-e)-j-_ (4C'-8abf) (a,..b,..c)-t-a4 

~ b4 - uabb- c4 ~ 411bcc 
e fufsifte quefi• equazione 

( 1 o ) ( a-+b-+c) 4 = 4C ( a-th-..c )' -+ ( 4ab-6cc) ( a-+h-4')-+ ( 4' ' 
-8abc) (a-+b-+r) -+fl4-+b4-laabb-c4-t-411bcc. 

Il che dovea ritrovarfi • 

C O Il O L t A l. l Oe 

T E o ll E M A. 

L E lettere h , ed m dinotino qualunqÙe numero tnttero, 
pofitivo, o negativo, ed m poffa denotare anche zero. 

Le lettere c, A, B, e G efprimano grandezze razionali, e 
c poffa efprimere anche zero • 

4 
Sia f=~/G'~· a=Af, e b=Bf4"'-" 
Io dico, che nel fecondo membro dd!• equazione ( 10) il 

coefficiente di (a .... b ,..., ) •, il coefficiente di (a-+ b •H), ed 
anche ci~' che pu~ chiamarfi r omogeneo di comparazione, 
faranno grandezze razionali • . 

D l M O S T l. A Z l O N E. 

I N primo luogo 4ab-6cc coefficiente di (a-t:b-+c)' far~ e
~uale a 4AB[4m -6cc. 

In fecondo luogo 4c'- 8abc coefficiente di (a .... b -f. C) far\ 
eguale a 4c3 - 8ABcf4"' ·· · · 
. In terzo luogo a4-+b4 -laahb-4 -+4Jibcc, che pu~ chia-
marfi l' omogeneo di comparaz1o11e, farà eguale ad · 

A 4 fi/J -+B 4 f4 (4m-h) -c4 -+4A&if4"' • .. Adunque è di
.nlofirato il teorema. 

Es E M p J· 

J, SE h=I, ed m=o, farà ~~=Af, e b=!!. 
l 

11. Se h=I, ed m=I, farà 11-:.Aj, e b=BP 
JII. 
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III. Se h=-3, ed rn=2, fara~~=~, e b=Bf'. 

l' 
p Il O 8 L E M A l V. 

NEI quadrato-quadrato di (a-+b-+c) difcernere ciò, che 
moltiplica ( n-t-b-+c) •, ciò che moiuplica ( a-+b _c), e ciò 
che può chiam:ufì r. omogeneo di comparaziOne. 

p Il l M A S O L Il Z I O N E. 

N EU' équazione (Io) pongalì in vece di 4c(a-+b-+c) 3-+ (f'lb 
-6cc) (n-..b-..c) •-+ (4c3-8abc) (a-+b-+c) Il ilio vaJore ( 2CC-+ft1b) 
(n....b-+e) •-+ (4-ttnc~bc) [a....b-+r] trovato nell' equazione ( 3 ), 
e fì fcuoprirà quelt' altra equaztone 

(I l) [a-+h-+r]4 = [uc-+fnb] [a...,..b-+c] 2 -+[fnac-+{bbc] [n-..b-;.c] 
-..a4-t-b4-c4-2aabb-+4nbcc. 

Il che dovea ritrovarlì • 

SE C O N D A SO L U Z I O N E, 

'SE nel fecondo membro dell'equazione ( 10) s'introdurrà in 
cambio di 4'[ "-+b-+rf illuo equivalente [4ac-+fbc-+4cc](n-+b-+e)', 
detto lecondo membro fi elprimerà neila teguente guila 

(H) (4nb-t-UC-t-ft1C-+4br-{Cc) (a-+b-..c) •-+ (4'3 - 8abc) [a~ 
~v) -+rt4 -+-b4 -c4- 2nabb -+4-nbcc 
aw::tochè 4rc-6cc=-uc=zcc-4cc 

Ciò ballerebbe per lo fcioglimento del problema. Tutta
via perchè sì . fatta loluzione non larebbe a propolìto per J' U• 

fo, che intendo di farne; io confidero, che 
(4aC-+4br-4cr)[n-+h-+~"] • è uguale a quell' efpreffione ( 4aac 

-+4hbr-+8abc-4f1J(n-b-+r), e tal valore di [4ac-+fbc-4cc] 
(a-b-+ c)' fofiituito nella quantità (H), la fa dlVenire il 
.iecon.do membro dell' equazione ( 11) • 

Il che dovea dimoftrarfi • 

' T E Il z A S-o L U Z l O N E. 

(a-+ b-c) 4 è u~uale alla feguenre efpreffione · 
[a -+b ] 4 -+ 4c[a :"+b P~ (lcc-+4Cc}[a......h]' -+4C3[n-t-b] -+2c4 

....... , .. , . . 

ed 
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cd anche all' infrakritta 

(I l) (a-+b) 4 -+4C[a-+b] 5 -+lrc(a....b-+e) • -+4tr[a-+h] 1 -c• 
perchè (a-t-b)' -+2C [a-+b] -..cc è uguale ad (a-+h-+e] • 

Ma (a-+b] 4 è uguale ad a4-+4ba3-+6bbaa-+4J1b3-+b4 , cioè 
(a -+b) 4 := 4ab ( a-+b) '-+ 8abc[ a-+b] -+4abcc-1.aabb-8nbc [a-+b} 
-4nbcc-+n4-+t4 ; e quindi . 

( a-+b) 4 = 4J1b (a-+b-+c)' -8abc (a-+b}-4J1bcc-+a4-+b4-uabbc 
per la fielfa ragione, che ò motivata immediatamente dopo l' 
elpreffione ( 11.) . LaonJe furrogando quello valore di (a-t-b)+ 
nella medefìma efpreffione ( 12), elfa prenderà quelta kmbianza 

( I 3) ( 1.Cc-+4ab) ( a-+b-+r) • -+4c ( a-+b )3 -+ 4'" (a-+ b)'- 8abc 
(n-t-b)-+a4 -+b4 -c4 - 1.aabb-4abcc, e quell' e(prelsione farà e
guale ad (.r-+b-+c) 4 • E perchè 4'(a-+b)'= (4J1t-+~c)(a-tb)', 
ne fegue, che l' efprefsione (I 3) equivale a queft' altra 

( 14 ) (1.Cc-+4ab) [n-+b-+c]'-+[4Cc-+f<1C-+~cJa-+b)'-8abc (a-+b) 
oo+-n4 -+ b4 - c4 - 2aabb-4abcc 
dove ponendo in cambio di ( 11 -+b) • il fuo valore aa-+lab-+bb, 
e in luogo di -8abc ( a-+b) il fuo valore - 8aabc- 8abbc, fi 
ved rà, che (4cc-+4"c-+;f.bc) (a....b) •- 8abc(a....b)-4tJbcc è ugua
le a quell' efprefsione 

411acc-+ 4nbcc-+ ~ber -+4'1' c -+f<1bbc-+ 4.tabc -~3 c 
Adunque fatta la debita io!htuztone, l' elprelsione { 14) fi 

cangia in quella 
(I S ) ( Uc-+ 4-0b )(a-+b-+c) • -+a4-+b4-c4-laabb-+4C( a'-+- i 1 

-+aac -+ abb -+ bbc-+ aab -+ abc ) 
dividendo adelfo per a-+ b-+ c la quanti t'li. M infrafcritta 

(M) a 3 -t-b3 -+ aac-t-abb -t-bbc-+ aab-t-abc 
ne viene il quoziente aa-+ bb -+ "be 

11-+h-+c 
colicchè la quantità (M) equivale a quefta 

(aa-t-bb) (a-+b-+e) -t-abc, che lollituita in luogo della fud· 
eletta quantità (M) nell' elprelsione ( 15), efibilce l' infr<~1crirta 

(l cc -+ 4nb) ( a-+h-+c )' -+(4aac-+~bc) ( a-+h-+c )-+a4-+b4 --c•-
2t~ab -+ 4abcc . 

,e per C<mfeg uenza fuflìfte l'equazione- (I 1) trovata nell' altra 
io1uuone di qu~1to meliefimo problema. Il che dovea rmovarfi. 

Co-
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Meritava quefto problema, che ne fotfe dedotta la foluzio- · 

ne da principj immediati, ed evidenti. 

COROLLARIO. 

T E O R E M A. 

L E lettere h, m, ed n dinotino qualunque numero mt1ero 
pofitivo, o negativo; ed m, ed n polfano denotare anche zero. 

Le lettere A, B, C, e G efprimano grandezze razionali. · 
4 

Sia f y"G ;a=Afh;b=BJ4"'-h, e c=CJ4n-zh 
Io dico, che nel fecondo membro dell' equazione ( II) il 

coefficiente di (a-+b-+c) •, il coefficiente di (a-i-b-+c), ed an
che ciò , che può chiamarli l'omogeneo di comparazione, fa
ranno grandezze razionali • 

DIMOSTRAZIONE, 

IN primo luogo :uc-+4ab coefficiente di (a-+b-+c)• farà 
eguale a zCCj4(ln-h)-+4ABJ4m • 

In h:condo luogo 4f1ac-+4bbc coefficiente di (a-+b-toc), fa
r~ eguale a 4AACj~,n-+4BBCj4(m-+n-h), 

In terzo luogo a4 -+ b4 -c4 - 2aabb-+4f1bcc, che può chia
marli l' omogeneo , di comparazione, far'à. 

.A4 f'th-+ B 4f4C4m-h)- C 4j4('t"-•h) -1..A.ABBf8,. 
~411BCCJ4tm-+ln-h), 

Adunque è dimoftrato il teorema. 

EsEMPJ. 

I. S E h= I ; m= I ; n= r ; fara a= .Af ~· b = BP , e 
c= CJJ. 

II. Se h=r; m=o; ed n=o; farà n=AJ; b=!!.; e 
f 

c=Cff. 

Tom. ]/. Mmm IV. 
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IV. Se h=r; m=-r, ed n=-r ~· lara a=Af; b = B • _, 
l' 

e e= c. r 
V. Se h=--:-r ~· m= x, ed n=-r ~· farà a=.!.; b= Bf; 

l 
c c=C. 

~!uz.jone dell' equazJoni del fecondo grado dedotta 
dalla JoluzJonc del problema /. 

( 16) xx=nx-+ p 
e[ prime ogni equazione del fecondo grado, perchè n, e p rap
prefentano quantità date coi loro fegni. Si fupponga pertan· 
to x=a-+b-+c; e paragonando termine a termine J' equazio· 
ni ( 2), e ( 16), fi avranno le due feguenti 

( 17) a-+ 2c =n 
( r8) bb -+ab-cc- ac=p 
Dalla prima di effe s' inferifce 
( 19) c=~ 

~ 

perciò -cc-ac è uguale ad ~, e quefto valore pollo in 
4 

vece di - cc-ac nel~' equazione ( r8) forqminiftra bb-+ ab-+ 
~ :::p, vale a d1re hb-t-ab-+-':::. =r::!.-+p, ed eftraendo da 

4 . l d" 4 4 ambe le parti a ra tce quadrata, fi conofce 

b-+.!=:± v= -+-p' cioè 
~ 4 

( 20) b=-.! :± v;:;p 
1 4 

Qui lì noti, che la a rimane indeterminata . 
Adunque e!fendoiì luppofta x=a-+b -+-c, l ~uà in virtù dell' 

equazioni ( 19), e ( 1.0) 

x = a -+- (- ;. :± V~ -+-p) -.. [ 7 -7 J , cioè 

x= _: -+ y ':!. -+p 
~ 4 

Sco· 
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ScoLI o. 
4S9 

ANche l'equazione ( r) darebbe la refoluzione dell' equazio
ni del fecondo grado, perchè paragonata termine a termine 
coll'equazione ( x6) mofirerebbe 2c =n, cioè c=.!, ed 

z 
aa-+bb-+ ub-cc=p, vale a dire ( a-+b t ;::::cc-+ p='!:. -+p; 

Coficchè efiraendo la radice quadrata; fi avrebbe 
4 

a-+b=:± y=-+p. E quindi efsendo fiata fuppofia x=a 
4 

-+b-+c, fi vedrebbe come prima x=:.:±y'!:.-+P. 
z 4 

Refoluz.jone delf equazioni 'del terzo grado dedotta 
dalla foluz.jone del problema 11. 

S la l' infrafcritta equazione cubica, nella quale n, p , q e
(primono quantità date coi loro fegni 

( 2 1 ) x 3 = nx x -+ px-+ q 
Si lupponga x= a -+b-+ c, e paragonando termine a ter

mine l'equazioni ( 6), e (21), fi avranno quelle tre equazioni 
(22) 3c=n ' 
(23) 3nb- 3cc=p 

a 1 -t-b1 -+c3 - jnbc =q 
Ponendo in qudl:' ultima equazione il valore di ' 3ab tratto 

dall'equazione ( 2 3), e trafponendo, fì à ·a 1-+ P- 2c1-pc
q=o, indt lo!hruendo qui in vece di c il fuo valore .! prefo 

J ' 
dall' equazione ( 2 2) , fì confeguifce 

( 24) a1 -+b1 - 2~~ -E:;.-q =o 
27 3 

Ma dall' equazione ( 2 3) fi deduce b = : [T-+ çç ] , cioè 

ponendo in cambio di cc il fuo valore ~ 
9 

(25) b=.!..[!..-+'!:.] 
A ) 9 

Mmm 2 Per-
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Perciò furrogando nell' equazione ( 24) queflo valore di !J , 
ne viene 

tJ'-+ !.[!. -~. J 3-!!!'-e: -q=o 
,.. ~ 9 27 ~ 

E moltiplicando per a', ritrovafi 
( z6) 116_[!:!'-+e:!-+ 1 J a3 '*[!. -..~] s =() 

•7 3 3 9 

equazione derivativa del fecondo grado. Efsendo dunque la :Jt 

fiata fuppolla eguale ad a -f. b-+c, 1arà. in virtù dell' e'luazio
ni ( n ) , e ( z s ) 

#t=::.. -+a-+!.[!..-+!! J . 
~ • 3 9 

In luogo di a s.' intenda qui il fuo valore efprefso nell'equa-
zione ( 1.6). 

Rcfoluzjonc Jclf equazioni del quarlo grado 

p R E P A R A % l O N Eo 

( 17) #t4 =n#t3 -+ pxx-+qx-+r 
rapprelenta tutte l'equazioni del quarto grado, perchè n, p, 
q, ed, r lìgnificano quanti t~ date co,i loro t.egni. . 

Ali uno, e all' altro membro dell equazwne ( 27) aggtun
galì - nx3 -+ ~""xx-n'><-+ n • 

T 16 ~ 
c la detta equazione prenderà quella fembianza 

[ "-,.! J 4 = [P-+3,:!] X:JC .... [q-~]"-+~ -+r 
. 4 s 16 o.s6 

Si ponga in quell' equazione in vece di e-+ i;] xx il fuo 

equivalente [P-4-~;"] ["-~r-e-~;"] [7-~]' e ope-

ran~o a dovere , fi vedr~ 

Lx-~ J 4 =[P-+ i":!..] [x-~ J • -+['!1...-+IJ-+::_' J )(- 1~-
4 8 4 z 8 zs6 

· •'~.'-+ r 
16 

S' introduca in quefi' ultima equazione in luogo di 

(np 
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c~ -+ !-+~) N il fuo equivalente 

(~-+!-+-.::) ["-:..]-+-nne.-+?!2-+!.•, e fatte le debite 
~ 8 4 8 4 3~ 

operazion~, apparir'!~. queft' altra 

(28) ["-:;]•= (•-+- ~;n) ["-:;]'-+ [=;-+~-+f] 
["-~] .... ~ ..... ~ .... :! .... ' 

4 zs6 t6 4 
çhe equivale all' equazione ( 27). 

Segue la refolu':{jone Jelf equtt':{joni Jel quarto grado • 

PEr maggiore fpeditezza del calcolo facciali 
,(29) P=p-+ ?nn 

8 
( 30) li!.. ==e -+q-+.:: 

• 8 

_(31) R=~-+ ~-+~ -+r 
2)6 16 4 

c l' equazione ( 28) far'll. 

(32) [x-~ J •=p [x-~ r-+~ ["-~ J -t-.R 

Suppongafi ~r-!!.. =a-+ b-+ c, e l'equazioni (II), e(32) 
4 

paragonate tra loro termine a termine , fomminiftreranno le 
tr~: equazioni, che feguono 

( 33) :l.U-+ 4<1b= p 
( 34) 44ac-+- 4f!bc = ~ 
( 3S) a 4 - 2aabb-t-b 4 -c4 -+4Jilrrc=R 
Dall' equazione (.33), nafce quell' altra 
( 36) '"=!.-::. 

4 2 

L' equazione ( 3S) trafpofta produce 
.11 4 - ·uabh-+ 6 4 = R -+- c4 - 411/Jcc 

e in traducendo nel fecondo membro il 
dall' equazione ( 36), fi arriva a queft.l 

114 -:l.aalrb-+ 6-+=R-PcP+3c 4 

valore eli "" defunto 
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da cui ellraendo la radice quadrata, fi vede 
( 37) aa -ho=-+vR-Pcc~ 3,• 
Dall'equazione (H) deriva 
( 38) aa-+bb=,!!_ 

4' 
Aggiungendo l' equazioni ( 37), e ( 38) , e poi dividendo 

per 2, rirrovafi 
( 39) 1111 =!?, :± ~ y' R-Pcc~>'' 

8c ~ 

Sottraendo l' equazione ( 37) dall' equazione ( 3 8) , e poi 
dividendo per 2 , fi conofce 

( 40) bo= g. =+:.. y'lt ---p-,..--,""',• 
Se ~ 

. Moltiplicando l' ~quazione ( 39) per l' equazione ( 44), ft 
grunge a qnefia 

(41) llabh= JL.R..-!!:.-+ !::-!.:' 
64cc 4 4 4 

Quadrando r equazione ( 36) ' fi à 
IIIIOO=PP-Pcc-+ c• 

76 4 4 
e quefii <lue valori <li 11abb paragonati infieme danno, dopo 
aver fime le debite operazioni 

(42) c6-~-+[.P!..-+!!:.] cc-+gg,=o 
.2 16 4 64 

. ~lhaggafì ora la radice quadrata dall'equazione (41), mol· 
tlp!Jcata prima per 4, ne verrà 

(43) 2.ah= V .QQ_.:::R.+.Pcc_:_3•' 
1(icc 

Si aggiungano r~quazioni (38), e (43), fi vedrà 

llll-f-ob-+1.ao=g-+ v.Q_.Q_-R~~ 
. -4' · x6cc 

Si ellragga la radice .da qudf ultima equazione, fi t roveri 
~ 

.r-+b::::±(!]._-+ vg,&-R~P"-3'') a 
4' l6ct 

E perchè abbiam fuppollo x-_!=a-+b-+r, avremo 
4 



L' E Q. u A z r o N r , cc. 
l 

(44)-"'=!. -+-c::±(g..-+. /.Q_fç R-+-P,·c-~c•) z 
4 4< Y t6cc 

In luogo di c intendafì qui il fuo valore, che s' inferifce 
dall' equazione ( 42). 

La novità, t: bellezza della formola ( 44) ci ricompenfa del
la lunghezza del calcolo, che ad effa ci à condotto • 

Seconda maniera di rifolvere J• equaz:Joni 
del quarto grado • 

PEr l' equazione ( 36) , lì à 
(45) zab=!,.-cc 

:t. 

Aggiungendo prima l' equazioni (45) , e ( 38), e poi fot
traendo l'equazione (45) dall'equazione (38), fi trovano que
fie due refpettive equazioni 

(+6) aa-+ zab-+bb =g-+!.. -cc 
4C z 

(47) aa-zab-1- bb =g-!.. -+cc 
4C l 

dalle quali efhaendo la radice quadrata, fi anno quell'altre due 

(.ot-S) a-+b=-+ Vg..-+-!_-cc 
4C :l 

(49) a-b=:± y-g-!, -+-cç 
4< l 

Moltiplicando l'equazione ( 48) per l'equazione ( 49), tro
veremo 

(5o) aa-bb=. Jgg_-!.!..-+-Pcc-c• 
V 16cc 4 

e quadrando, conofceremo 
a4- 2aabb-t-b 4 =.O .Q.- PP-+Pcc-c 4 

~ 4 
Q!1ello valore di a4 - 2.aabb-+ b 4 pollo nell' equazione (35), 

la trasforma nella leguente 
.Q .Q - !!_-+P cc - 2C4 -+ filbCC = R 
t6 cc 4 

e tralponendo , fi vede 
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4J1b"·=R-+!!- {LI!_- Pcc-+ 2.c 4 

4 16çc 
ma moltiplicando per çc l' equazione ( 3 3), indi trafponendo, 
fi ottiene 

4abcc = P cc- :z.c4 

Laonde il confronto di quefli due valori di 4a!Jcc mofira. 
R-+ !!_-~-Pc.c-+2.c4 =Pcc-2.c4 

4 16« 
e quell' equazione trafpofia, indi ordinata, refiituifce l' equa• 
zione (42). 

Confiderando adelfo l' equazione ( 48), e la fuppofizione , 
che fiè fatta di x- ~=a-+P-+c, ne fegue 

4 

(sr) x=!.-+c:::tvg.-+!:-" 
4 t• .z 

Quella formola comprende quella, che fu trovata in tem-
po del Cardano con metodo a!fai diverfo. 

ScoLI o. 

J N ciafcuna delle due formole ( 44), e ( 5 I ) , l' ef preffione del 
valore di x equivale a quattro valori delia medelìma x,· per
chè fi contiene in effe il {egno doppio ; e perchè la ç pub r~p
prefentare ad arbitrio una quantità negativa, o pofi ti va, c10è 
la radice pofi ti va, o negativa di cc. 

C O R. O L L A R. l O l. 

S E fi vogliono i valori di n, e di b, li aggiungano le due 
equazioni ( 4 8) ~ e ( 49), e poi fi divida per 2 , e fi conofcerà 

(52) a=:±,!. vg_-+P-c•::!:.!._vg_-P-+<t 
.. 4< .. 4' • 

fi fottragga pofcia l' equazione ( 49) dall' equazione ( 48), 111· 
di fi divida per 2., e fi avrà 

( s 3 ) b = :::!: .!. v g__ ...... !:.. -" "+ .!. v g_-!. ...... cc 
.. 4ç2. .. 4'" .. 

q.uelle due formale fono nuove , ed eleganti. Anno anche 
d pregio di generare l'altre due del IV. corollario. 

Co-
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C O ~ O L~ A R J O u, 
D All; equazione ( 36) fi trae 

( S+) b;;;; [!.-;:; J div. per 11 

4 ' -
ed anche 

(.ss) a=c~-7] div. per. 

Perci~ quando fi è dedotto dall' equazione ( 5l) , ovvero 
dall'equazione ( s 3 ) il valore di a , ovvero di b, l' efpreffio
ne più lemplice dell' altra di quefte due quantit~ li tira re
fpettivameute dall' equazione (H), ovvero dall'equazione ( s S)• 

c o .. o L L A .. I o III. 

QUindi nafcono le quattro nuove formole infrafcritte 
x=~~,~~~~~ . 

4 
1t =~~c~ • ~f.!.-!!.] div. per 11 

4 4 2 

x:::_ ~c~b~[!.-;!.] div. per b 
4 4 2 -

x=,! ~ c ~ [!.- ~] di v. per b j -+ [!..- !:_ J di v. per ~. 
4 4 2 ... 2 

S C O L l O, 

_l Valori di a, e di b poffono defumerfi dall'equazioni (sz)', 
{53), ( 39), e (40), in ordine alle quali, e in ordine alle 
quattro formale del corollario prefente, dee valere la rifleffìo
ne , che fi è fatta nello fcolio, che precede il I. corollario fo
pra il poterfi rapprefentare dalla c una quantità pofitiva, o 
negativa ad arbitrio. 

Una fomigliante annotazione dovrà valere anche in ordi
ne all'equazioni (56), (57), (59), (6o), (61), (6z), e (63). 

c o R o L L A R l o IV. 

QUadrando l'equazioni (p), e (53), appar~fcono le du~ 
refpettive 

Tom. ]/, Nn n 
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( s6) 

(57) 

At.Tlll M~TC)DI ,:~;,.. RI~O.LVE!(E 

aa=g.-+ ~ • /~!!....- [!. ,- {< J ~ 
8& .. v 16« ~ 

bb = g-~ ylgg ~[!.-;;--]_ .. 
8& ~ 16&& z 

Sco L Io. 
\ ·, ' --L A formala (56) fi trova ancora aggiungeildG l' equazioni 

(38), e (5o), e poi dividendo la: loro lemma per 1. 

Alla formo la (57) fì giunge ancora fottraendo l' equazione 
(so) dall' equazione (38), e poi dividendo per z la loro dif
ferenza. 

Terz...a -maniera di rifolvert f equazioni del 
quarto grado • 

L• Equazione ( 35) ben conliderata, equivale . a quella. 
( aa-+ bh) • -(cc-zab) • = R 

· Ponendo in cambio di 2ab il fuo ·valore defunto dall' equa
zione ( 36), e poi trafponen~o., nafce 

( aa-+ bb )' = R -+ [ zc~-~ r _ 
Eflraggafi la radice quadrata, e fi manifellerà 

_( s8)aa-+bb= t/R-+( u;=_·!..)' 
~ 

Quell' equazione paragonata coll' equazione ( 3 8), fa vegere 

g = y'R-t-[2Cc-!. J • 
4' ~ 

Equazione, che quadrata, e poi ordinata nel debito modo 
rende l' equazione ( 42). · 

Aggiungalì all' equazione (58) l'equazione ( 36) mohipli
cata prima per z, e ne verrà 

lla-+bb-+ 2ab= !:._-cc-+ y1 R-+(2cc-!..J' 
z. . . 2 

ed eflraendo da quell' equazione· la radice quadrata, avremo' 
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J 

a-+-b=-+[7 -cc-t- tfR-+( :zcc-~) • J ~ 
e per la fuppofizione fatta di ~-::..=11-+b:t-c, troveremo 

4 

( S~) ,)C=~-+- c-+ [ 7 -cc"'+ V R-+ ( :zcc- f)' r 
Anc~e queita formola è rimarcabile per la fua . bellezza, e 

novità • 
c o R o L L A R l o I. 

S E fi vòg.liono altre formole pel valore di 11, e di b, eccole: 
C equazioni ( 37), e ( 38) aggiunte efibifcono, dividem!CJ 

la lemma per .l. 

' ( 6o) 1111-!.. v-=R--:P::-;;P:---+--:P"""<e-4'+ :±!.. VR-Pcc-+- 3•· 
% 4 % 

e l' equazione ( 37) fottratta dall' equazione ( s8) ' ttJanifdlt' 
dividendo la differenza per 2 . 

( 61) bb= !_ y'R PP.+~=;:!_ y'R=hc-+-><'. 
2. 4 2. 

; 

CoROLLARio 11. -

· Due , altre formo/4 pel 'Valtire di 11 , e Ji b. 

A Ggiunte l' ' equazioni (so) ' e ( s8) ' e divifa per l la 
fomma di elfe , provie~~ . 

(6:z) aa=!_ tfR-+ { 2cc-.!)~-+ !_ V ks.L- (~c-:-!_) • 
• , z , 2. , J<icc ,. 4 

Sottratta l' equazione (so) dall' equazione ( S 8) , e div ifa 
per 2 la loro differenza, rilulta 

(63) bb=.:_. /F.,-+ (2Cc-!_) '- !_ y'0·()-(cc-!) i 
;t Y l z .. 16cc z 

ScoLI o. 

ORa fi dà luogo allo fcioglimento del 
lo lo feci pervenire , [opprimendo il 

Nnn z. 

problema infrafcri·tto. 
mio nome, ai dotti 

auto-
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autori d<:gh atu di Lipfìa, at quali piacqu<: intenrlo negli at
ti meddìmi an11o I749·mefe d'Ottobre, pag. 627~, ~ ementre 
ferivo, non fo ancora, fe, e come, da altn fta !lato kiolto. 

PROBLEMA. 

S la l'equazione del quarto grado mancante del fecondo termine 
;r4 =pxx-+ qx-+r 

nella quale p, q, ed r dinorino quantit~ date coi loro fegni. 
Si dimanda , che li trasformi detta equazione in quell' al

tra pure del quarto grado, ma dotata del fecondo termine 
;r4 =fx3 -+- gxx-+hx-+r ~ 

tale, che l' incognita x fia la fielfa nella prima, e nella fe. 
CWlda equazione , e fia pari mente lo fidlo in ambedue l'equa
zioni l' omogeneo di comparazione r • 

I coefficienti poi della feconda equazione, cioè f, g, ed h 
flano determinati per mezzo de' coefficienti p, e q della prima 
,equazione, e per mezzo ancora del comune omogeneo di com· 
parazione t· • 

SO l li Z I O N E. 

S Uppongafi x=a -+b -+c, e l'equazione x4 _pxx-+q>-'-+1' 
fi paragoni termine a termine coll' equazione ( 1 I), che è del 
quarto grado' ed è . priva ahèn' effa del fecondo termine. 

Da quello paragone lì ttaggano i valori d,i: a, di b, e di c, 
come fi è fatto in quefio fchedialma, cioè nella prima, ~ 
'ndla feconda, o nella terza maniera di rifolverc 1' equaz10m 
del quarto grado, e ne' loro corollarj. 

Suppongafi però la 11 uguale a zero~· ta!Chè nell' equatio t;e 
( 29 ) abbiafì P =p, nell' equàzione ( 30) abbiafì ~ =q, c 
nel1' equazione ( 3 I ) abbia lì R = r, e ~;osì in rurte le formo
le elprimenti i valori di a, di b, e di c, delle quali fì farà ula • 

ludi ritenendo la fuppofizione di "=a-+ b-+ c, lì pongano 
i fuddetti valori di a, di b, e di c nell'equazione (IO) pure 
del quarro grado, la quale è dotata del fecondo termine, ed 
ancora à per ultimo fu o termine l' ultimo dell' equazione (II), 
gi"à fatto eguale ad r • 

Egli è vifibile, che in quella guifa rimarrà fciolto il pro-
blema • Il che dovea farfì. AL· 



ALTRO METO.DO 
PER LA SEZIONE INDEFINITA 

DEGLI ARCHI CIRCOLARI 
Senza il fuflid.io delle ferie • 

AvvERTIMENTo. 

El me{e_ di Giugno. dr:!( anno 1719. 7 o pxo r!ap11, 
manda~ _( Jerondo :1 m1a coTTjueto ) ~~~- accademia degli 
.tfrcad1 m Roma 1/ pre{ente (cbedr.tjma, e f1,li altri 
due, che .. lo {eguona irum~dimam~r?te ; i quali ìnrlufi 
in tre diverlì pieghi fep;nati al di fuori il primo co!. 

la hmera .F', il fecondo colla lrttera G, il terzo colla !ettern H, 
c tutti e tre CO'f1tra./Jel',11ati ca! . mio n1me pajfarale di Flort11o 
Gnauj~nio • Gt• ijlej)i jèhediafmi alcuni anni avanti erano flati 
tla mtr prot!rmi • 

T E o· 11. E M;, l. 

1 L binomio ::,!tv~ à pa fuo integ.rafe 
l-+tt 

l. ( I -+t~ 1) m. Avvertendo , che m efprime quaHì voglia 

( J..-+tt)7 
efponr:ilte pofsibile, ed /. fìgnifica logaritmò. 

D l M o s T Jt A z l o N E". 

J L foprannotato logaritmo fì rilofve nelle due feguenti quan
tità m l. ( J-+tv=-;')- m l. v"i""....:;;;' le quali diffàenziate, 
fomminil1rano mdt v'::;-~~ , cioè ( riducendo quelle due 

----· l ..... tt 
. I-+ty'=i 

frazioni ad uno fldfo dcnomi11atore, il che lì ottiene con 
moltiplicare per I-tv.:.::-; il numeratore, e il denominatore 
della prima ) md t .. /.=; - mtdt' ' ,;:-, v=,- mtdt =md t v .::i 

~~~- -·-- l~ -;::;;; --;-:;:,-

Dunq.te, ec. Il che dovea dimofirarfi. Dun. 



ALTRO MET. PER. DIVIDER.e 

T E o ' R. E M A II. l 

L· Integrale dello ftelfo binomio mdt v.::7 è /. (I -+tt) ·~ ---- -----.. · , ..... , (t-tv=t) 

D I M o s T Jl A z l o N E. 

Quefto logaritmo equivale alle due efprefsioni, che feguono 
m l.vT""=+7;-ml.(t-tv-;), e differenziandole ft à "''"!...., 

1-t-tt 

md t v=-7, OVverO ( moltiplicando per I-t-tv-; il numeratore, 

x-tv=t 
e il denominatore <l ella feconda di quefie due frazioni) . .:::.:.:... -+ 

1-t-lr 

md t v :=i' -t- mtdt v=t y=I =md t V":=i. Dunque, ec. Il 
~ ~_;n-- I-+tt 

che dovea dimofirarfi. 

:P R. O B l. E M A. 

TRovare fenza il fullidio delle ferie un yalore :reale di :1( ta
le, che hllvi l' infrafcritta .equazione .( 1) , ove n efprime qua· 
lunque numero pofitivo, ~: p quallìvoglia. quantità cofl:ante ~ 

(I) S.pJy=ns. pJx 
x-+yy .J-+-xx 

:SO L U .Z l .O N 'E. 

SI moltiplichi per v-x .l'uno c l'altro membro .ddl' equa-

zione ( r) differenziara, c .ne riCulterà queH' altra 
( 2) dtv . l= ndxv l 

I-+ yy I -+xx 
che integrata mediante il I. teorema, fa conofcere 

J.(r-+.rv 1 )= /.(1-+x / , )", cioè 

v·ì'":+;; < 1 ..... xx)~ 

I-+yv=:;'= (t-+xv~)·, ovvero ---- --- --v;-:::;y; < 1 _.. •x) ! 
• 

(3) 



, 
( 3 ) (r-+xx) 7 (I-+J'v=-I)=(r-+xv-=1)" 

v ·' ..... YJ' . . . .. 
La meddìma equazione (z) integrata per mezzo del II. 

n 

teorema mofha /.v, ..... ,,=l.( I -+xx)-;, donde li deduce 
I :r~ (r . ,çv::::;)" 

" --c ì • Vl-+-y,- [-t-X.'< 

I-.rv:="i(1-xv=:'7)", e fatte le debite operazioni lì à. 
n 

(4) (I-+~~) -;-(I-J'v:::I) =Cr-~v-=7)" 
---
VI-t-yy 

Aggiungalì ora quefY equazione ( 4) all' equazione ( 3), e 
fi troverà quella prima formola. 

Formo/a prima. 
n 

z(r-+-xx) 7 = (I-+~v~)" -+(z~xv=t)" 
v-;:;:;; 

nella quale è manifefio ~ che fvanifcono tutti i termini affetti 
dalla quantità immaginaria v=-; . Il che dovea ritrovarfi. 

AvvERTIMENTO. 

1 N ordine a queft_a prima formola, e _alle feguenti, quando 
lì dice, che fvanifcòno in effe i termini affetti dalla quantità 
immaginaria' ovvero' che la fieffa immaginaria quantità da 
e!fe fì kacda, o in effe fi difirugge; s' intendè ~ che ciò fegua 
fviluppati, che lìeno i fecondi membri di quelle equazioAi, le 
quali coflituikono le medefìme formole • 

Sottraggalì pofcia l' equazione ( 4) dall• equazione ( 3), e fi 
fcuoprirà queft' altra formola • 
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Formo/a fecontlt~. 
" 

2Jiv'~ (r-+xx) ;-= (z-+xy'=-;")" -(1-xv'=-i" )" 
v ;=t;; 

Egli è vifibile, che da quefia feconda rormola fi fcaccia la. 
quanrità immaginaria dividendo per v -=l tutti i termini di 
elfa. Il che dovea ritrovarfi. 

Per ottenere una terza formola fi quadri l' equazione della 
prima, ovvero della feconda formola, e operando nelle debite 
maniere, fi avrà 

Formo/a terzy. 

2 ( t-~Y) ( 1 -+xx) • =C 1 -+xv =-i) u-+ (I-xv:::-;-) 111 

1-+-J'J' -
Il che dovea ritrovarfi. 
E finalmente dividendo i' equazione della feconda formala 

per l' equazione della prima, fi giungerà alla ~uarta formola, 
che fegue 

Formola quArta • 

.rv=:i'=h*"v'=-i")"-(z-xv:=i)" il tutto divifo per 
(t-+-xv=tr -4- ( t-xv-=7) •• 
Il .che dovea ritrovar&. 
Anche in quefie due ultime formole evidentemente appari

Cee la difiruzione deìla q_uanrità immaginaria. 

C.o&ol.LA Ili o L (fig. 61) 

APplicazione di quelle v.erir~ analitiche alla -geometria· 
Sieno ora nel quadrante circolare AC i due ardii AF, 4G; 

il raggi() AB fia = 1 ; la tangente AE dell' arco maggwre 
.1/G fi chiami y, e la tangente .AD dell' arco minore .AF li 
11omini 1t. E' già noto agl' intendenti, che l' elprellìone ana
litica dell' arco maggiore .AG è s. dz.. , c che l' elprelfwnc dell' 

t -+-yy 
arco minare .AF è s.dx , e però in virtù dell'equazione (1), 

1-4-XX 

o ve 
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ove p= I , le m re quattro forrnole regifirate di fopra fervono 
per la iezione indefinita dell'arco AG lenza l' ajuto delle ierie, 

Scotto l. 

S I noti primieramente , che i due integrali di mdt V'=l da 
1-+tt 

me ritrovati, ed efpolli nel I., e II. teorema, fono completi, 
allorchè !...:!!_ el prime l' arco di cerchio, la di cui tangente è 

1-+tt 

1; poichè ficcarne all' annientarlì di t fi annulla quell' arco di 
cerchio, così ciafcuno de' miei due integrali nel calo di r=o 
tiiventa il logaritmo dell'unità, che è zero. 

Si offervi in fecondo luogo, che dalla mia quarta formola nafce 
evidentemente la ferie, che il sig. Giovanni Bernulli regill:r(\ 
negli atti di Liplìa dell' anno 17 u. alle pagine 319·, e 330.: 
e quello è una prova fenlìbile della giufl:ezu del mio metodo. 

C o 11. o L L 4 a 1 o II. 

sE fi farà y=vuzc-x 'e ,!C=vz•c- I' intendendo 
azc a•c 

per c qualunque efponente, e per 11 una quantità co!ìantc; l' 
equazione (I), diverrà 

( 5 ) S. pc dN = n .r. pc d~ 

uy~-1 
a zc 

zvz·c-1 
(J l< 

e la formola fi cangerà in quell' altra, che è fempliciffima • 

Formo/a quinta. 

1ac ztn=(I-+ vi-z" )n-.. [I -vi-~ r 
11 t~r u c a u 11 •c 

e quella medefima formola quadrata, e trattata nel debito mo
do , produce quella , 'he iegue 

Tom. Il. Ooo For-
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Formo/a fofla. 

~-~= [~-+y'J-z·~J~" 
u" .a" 

il tutto moltiplicato per.::..::::._ 

2z•'" 
'Si vede manifellamente, che in quèlle due ultime formole 

fi dillruggono tutti quei termini , che contengono la quantità 

V 1-~' elevata a potefià i m rari. 
11 zc 

c o R. o L L A R. l o Il I. ( fig. 61 ) 

S E a è uguale al raggio AB; u alla fecante BE dell'arco mag
giore AG; ~ alla fecanre BD dell' arco minore AF, e ie in 
oltre p=a; c=IJ' allora l'equazione (S) diventa 

( 6) Arc.AG=narc. AF 
e ponendo nelle formale quinta, e fella l'unità pofìtiva in cam· 
bio deli' elponente c, fi anno due nuove formale per la fezio· 
ne indefinita d eli' arco, mediante la fecante • 

CoROLLARIO IV. [fig. 6r J 
SE a è uguale al raggio AB; u alla BH leno del complemen
to deli' arco maggiore AG ; e z alla Bl leno del complemento 
dell'arco minore AF: e fe di più p=a; è=- 1; l' equazwne 
( 5) fì mura nell'equazione ( 6), e iurrogando nelle formale 
quinta, e fell:a in vece dell'el ponente c t'unità negativa, fi an
no due nuove formale per la lezione indefinita a eli' arco, me
diante il feno del complemento. 

C O R O L L A R l O V, ( fig. 6:1. ) 

SE a è uguale al diamerro AD; u alla DG · corda dr! com· 
plemento al femicerchio dell'arco maggiore .4G; e z alla DF 
corda del comp!emento al fe nicerchio ·dell' arco m more AF; 
e fe a_ncora p =n, e c=- I ; l' eq .uzione ( 5 ) {ì cangia nell' 
cq uaz10ne ( 6) , e fo;hmeadll ndL~: formale quinta, e tetla m 

vece 
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vèce dell' e(ponente c 1' unirà negativa, fì anno due nuove !or
mole per .la fezione indefinita dell' arco mediantt: la corda del 
complememo al femicerchio. 

Quetl:e due nuove formale non differitanno da quelle dell' 
antecedente corollario, fuorchè nella fignificazione della !et-
tera a. 

C o a o L L A. R. I o V l. ( fis. 62. } 

S E 11 è uguale al diametro AD; u alla DN abfcifTÌ' del com
plemento al femicerchio dell' arco maggiore AG; e :z alla DM 
abfci!fa del complemento al temicerchio dell'arco minore AF; c 
fe in oltre p=a, e c=- l,; allora l'equazione (S)fi muta 

:0 

nell' equazione ( 6), e ponendo nelle formale quinta, e fetl:a, 
-l, in cambio di c, fi anno due nuove formole per la fezio-

2 

ne indefinita dell' arco mediante l' abfcifsa del complemento 
al iemicerchio. 

Di quefie due nuove formole avrà luogo nella pratica quel
la , che nak e dalla formala fetl:a • 

C o R. o L L A R. I O V l l. ( fig. 61 , e 6:z. J 
l N tutte le fuppofìzioni de' corollarj I., III., IV., V., e 
VI.; allorchè l' arco AG diviene eguale al quadrante, o al fe
micerchio, i due primi membri dell' equazioni , che cotl:itui
fcono le due formale prima , e quinta, :;' annientano, e i tè
condi membri delle tl:dfe equa:z;ioni divenendo anch' e!Iì in tal 
calo eguali a zero , producono delle nuove formale per la fezio
ne indefinita del quadrante, o deltemicerchio. 

s c o L I o I I. 

CHi defidera altre nuove formole per la fezione indefinita 
dell' arco medianre il tuo feno retto, la fua corda, o la tua 
abt\.:ìlfa, porrà faciliffim1mente dedurle dai corollari l V., V., 
e VI., lenza ch' io maggiormente allunghi quello li::ritto ~,;olr 
ef pofìzione di else • 

Ooo ~ MANIE-
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Di far fervire alla geometria 

ALCUNE DIGNITA' IMMAGINARlE 
Nella foluzione di dne problemi, ne' quali fi cerca il modo di ri

trovare ptr approffimazione primùr11m~nt~ un fettore circolare , che 
fia e!!uale a un dato fpazio comprefo tra 1' iperbola equilareJ a' l' 
afimproto, e due ordinate al medelìmo alìmproro; fecondaYiammte 
un fimile fpazio iperbolico eguale a un dato fertore di cerchio: il 
tutto fenza prcvalerlì dd metodo chiamato dagli analifii il nsorn11 
de/l~ f~rie. 

,A,;, Pi.,iàum ptrAzro l•rA nu/Jiui """ 
Trilli fol•. 

Lucr. l ib. 4· 

S C H E D l A S M A f, 

AVVERTIMENTO • 

• 

Llo;chè. nel. prefente fchediafma ~ e . ~el feg~ente i~ 
cuo 1l m10 metodo per la' fez10ne mdefimta de~h 
archi circolari, intendo di quello, che immedia-
tamente precede quelli due fchediafmi. · 

T E o R E M A I. 

N Eli' infrafcrittA ferie E continuata in infinito colla medefi· 
ll_la legge, che chiaramente apparifce, la lettera n rapprelen· 
tl qualunque numero razionale intiero, o rotto, pofiuvo' o 
negativo, e la x denoti qualfivoglia quantità pofitiva , o ne:· 
sativa; io dico, che c I -+x )n= E 

E=I-.:!.,x-+n., -1Xxx-+-n·--:;. _,:" ~X,..', ec. 
l l.t lo~.~ 

DtMOS'f'RA:Z.tONE. 

S l confìderi la quantità x cotne variabile , e il calcolo, e l' 
avvedutezza di chi Io maneggia, faran conofcere, che 

E = aif._!_ X~; adunque !!:!.! = dir. P. , e integrando 
,,;,. 1-+-J< --;:- ,./. 
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11l.I -+-}(=!. E, ovvero l. ( ro+x )n =l. E, e confeguenternen
te liberando queft' ultima equazione dalla caratterifl:ica de' lo. 
garitmi, ( 1-+x J" =E. Il che dovea dirnoftrarfi • 

C O R O L L A R I O I. 

E Gli è vili bile, che fe 1' efponente n efprimelfe non foio uno, 
ma due, tre, quattro, anzi .infinui numeri razionali inueri, 
o rotti uniti infieme ad arbmio coi legni negativo, o pofiti
vo, lulflllerebbe tuttavia l'equazione ( 1-+JC. )n;;;::. E. 

C O R O L L A R I O I I. 

LA quantiù (a-+b )n è uguale a queft' altra an X~;::!:.!;_" ; 
a 

adunque ponendo :±!.. in luogo di 11 nella ferie E moltiplica. 

ta per a n , fi à una ferie, che ~ uguale alla quantità_ ( a:±b) .. 

S C O L l O l. 

D A queflo corollario potranno dedurre i conofcitori la form~ 
la generale per elevare alla dignità n una ferie di molti , ed 
anche d' infiniti termini. 

T E o R B M A l I. 

I Numeri irrazion-ali femplici, e immaginarj femplici, intie
ri, o rotti , pofitlv.i, o negativi, poifono concepirfi come fe
rie compone d'infiniti termini. 

DIMOSTRAZIONE. 

S E c lìgnifica qualunque rtumero in t i ero polìtivo, p quallivo
glia numero razionale pofitivo, o negativo, intiero, o rotto, ed 
n qualunque trazione razionale pofitiva , o negativa ; egli è ___ , 

-r 

evidente , che quella quanti t~ c X l-+ pc ';;' pu?J efprimere 
qualunque numro irrazionale femplice, o immaginario lemplice, 
intiero, o rotto: ma moltiplicando per c la ferie infinita !: 

del 
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ae1 I. teorema, e ponendo in elfa pc -; in vece di x, fi avrà, 
una ferie compofia d'infiniti termini razionali eguale alla fud-

n 

detta quantità c X 1...,. pc -,; • Adunque, ec. Il che dovca 
dimofirarfi • 

E s E M p I "· --n 
-l 

SE c=tj' p=:±z; n=!, fi avrà cxx ..... pc";=v;::+";, 
:l. 

e furrogando .!. in luogo di n, e :± 2 in vece di 11 nella ferie 
:l. 

E, Jle rifulterà l' infrafcritta ferie R, che farà eguale a vi"' 
allorchè il legno dubbiofo è pofi:ivo' e farà eguale a v.::"i, 
']Uando il medelìmo legno è negativo 

R:= 1-+ i.- ' :± r - ·S -+ 7 -~~-+H -4z9-f-7ts, ec. 
- ·-; 7 8-8 76 i6 'il8 p8 

Qualunque paradolfo fi deduca dalla terie R, balla al mio 
intento, che da elfa quadrata ( !eolio l. ) ven_ga l::± z, com~ 
fì vedrà, dando .ai termini della ferie R la foggia di quelh 
delia ferie E. Egli ~ vifibih:, che fe RR= 1 :± 2, anche 
R=v .. ~· . 

.C O R O .L .L .A 1l ! O • 

ANche i numeri in qualfivoglia modo .compofii J' irrazion~
)i, d' immaginari, e di razionali, polfono con.:epirlì co':'le 1~
rie, le q 'Jali cofiiuo ù' infiniti termini razionali, Un .eiemp1o 
femplice, e facile diluciderà la verità .di quella .alff:rzione. 

r 

Sia il numero (!_,.v=;'...,.t/7 JT ,fi vede,che la quan-
5 . 

tità fotto il vincolo fi riduce mediante quello teorema .td una 
lene compo!l:a d'infiniti termini razionaii: or quella medefima 
1erie infinna elevata ( fcolio I.) alla dignità ..!.. , produrrà · un' 

alt:a fe~ie com polla d'infiniti termini razionali~, e quefi• ul~ima 
fene fara 1l valore del numero propoflo, e farà elevahile anch dfa 
a qualunque dignità mediante il metodo accennato nel I. fcolio ~ 

Chia-
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Chiaramente apparike, che il fìmile fuccede in tutti gli 

altri numeri com polli in qualunque maniera d' irrazionali, d.' 
immaginarj, e di razionali • 

s c o L I o I L 

SI noti, che quantunque n fìgnificaffe un numero compofla 
in qualfivoglia modo di numeri irrazionali, immaginar;, e ra
zionali, nientedimeno fì avrebbe fempre nl. I-+x=I.(I-+x)'" 

Conciofìachè confideranclo il numero n come una lerie com
polla d' infiniti termini razionali , e differenziando , fi trova , 
che l' elemento di n l. I-+ x è = ~, e che l' elemento di 

1-4-X 
-n-t 

I.(I-+x)" è =nXI-+x Xdx divifo per (x-+x)", cioè 
anch' elfo = _::.!.!.__. 

1-4-lC 

T E o R E M A I I I. 

POllo che nella ferie E del I. teorema, e nella quantit~ 
( 1-+- x)", la lettera n denoti un numero com pollo in qualun· 
que maniera di numeri irrazionali, immaginarj, e razionali; 
io dico , che ( 1 -+-x) n= E • 

DIMOSTRAZIONE. 

P El II. teorema , e -fuo corollario l' efponente n pu~ conce
pirli come una ierie compofia d'infiniti termini razwuali; dun
que pel 1. ·c<Jrollario del I. teorema (I-+ x)" =E. Il che 
tlovea dimolì:radì • 

c o R o L L A R l o T. 

A Trribnendo ad n - il lìgnifìcato efpollo ne' titoli del I., ~ 
dd III. teorema, la quantità complelfa (I-+-x)" -+(t-+x)-" dt~ 
vila per 2 è uguale a tutti quei termmi del la ferie E, ne' 
quali il numero n, o non fì trova, o lì trova elevaro a po-
teHà pari. . . 

Chiara ne è la ragione, poichè ponendo -n 10 vece d t n 
Relia iene E, fi avrà un'altra ferieF, e fi avrà ancora E-+-F 

egua-
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~g\ .i, e al Joppio dì tu m 1 termini dd la lene E, ne' quali il 
TIUUIC;co n, o non fi trova, o fi trova elev.no a potefià pari, 

Es E M p l o. 

v=-t -v:=i L A ttuantità complelfa (I_.. x) _.. ( r~x) di. 
vita per 1. , è uguale all' infrafèritta ferie G , ove tutti i tec
m mi fono reali 

G= I-2. xx-t-2. x3-!. x4 -t- :_x1-!2x6, ec. 
~ ~ U ~ 7Z 

Il modo di continuare in infinito la ferie G evidentemente 
apparifce da quello corollario. 

c o R o L L A 1\ I o I I. 

L A quantità complelfa (I -t-x )n -(z-t-x)-n divifa per 11J 

è uguale alla ìomma divifa per n di tutti quei termini della 
ferie E , ne' quali il numero n fi trova inalzato a potefià im
pari; imperciocchè furr~ando n negativo in cambio di n po
fttiva 11ella ferie E, lì avrà un' altra ferie F, e la differenzi 
òi qnefie due fer ie, cioè E -F far~ eguale al doppio di tut· 
~i quei termini de~la le~ie E, ne' quali il numero n 4ì trova 
malzato a poteftà 1mpan ; 

E s E M l' l o. 

. v=x -v=! LA ·quantu~ comple'lfa (I-+x) -(I-+x) dtvtfa per 
l v :=I, è uguale alla feguente ferie H' o ve tUttO è reale 

H=x- 2. xx-+_!. x1-.!. ,..s-+ .!.~~~', ec. 
• 6 u · 8 -

Queflo corollario mofira chiaramente il mooa di continuare 
in infinito la krie H. 

PROBLEMA L 

T Rov~re per approffimazione, ma fonz.! fervirfi del -ritoma 
t/elle_ feru: , ua fe·ttore di cerchio eguale a un dato fpazio com· 
prelo tra l' iperbola equilatera, l' a.fimptoto, e due ord~nate 
~~~~~~~- ~ 
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SO L U Z I O N E (fig. 63, e ~4) 

S la (fig. 63) tra gli afìmptoti AX, AT l' iperbola equilat~ 
ra ~ B G l, il di cui vertice è in B , e la di cui potenza 
AC X CB= AC' =I ; fìa in oltre nella fielfa fig. 6 3 dal cen
tro C col raggio CA defcritto il cerchio ABD eguale all' altro 
cerchio TOMH della fig. 64- • Egli è chiaro , ch' io fcioglierb 
il problema , fe troverò per approfsimazione, e fonz..a forvirmi 
Jet ritomo Jelle ferie, il fettore TKO ( fig. 64-) eguale allo 
fpazio iperbolico dato CBGF (fig. 63), il quale fpazio è mi
nore del quarto di cerchio CBD; mentre fe lo fpazio iperbo
lico dato folTe maggiore del detto quarto di cerchio, come v. 
g. è. lo fpazio CBir, già fi fa dividere quello medefìmo fpazio in 
un numero di parti eguali tale, che una di efse lì a, come è lo 
fpazioCBGF, minore del quadranteCBD: onde moltiplicando pel 
numero di quelle parti eguali il fettore TKO, che è uguale al
lo fpazio CBGF, fì avrà un fettore circolare, ovvero un mul· 
ti pio del fettore TKO, che farà eguale allo fpazio CB/T: ed 
è manifello , che qualunque multiplo di un fettor circolare può 
fempre ridurfi ad un fettor femplice, alfumendo nella debita. 
maniera il raggio di quel cerchio, cui dee appartenere il fettor 
femplice, che à da eguagliare il multiplo del dato fettore. 
~ando poi lo fpazio dato folfe lo fpazio inverfo CB!f!.!, o in 
fe comprendelfe quello fpazio , come farebbe, fe lo fpazio da
to folfe Pffj_GF; egli è parimente noto il modo di trovare uno 
fpazio diretto CBFG eguale allo fpazio inverfo dato CB!f!.!, 
ovvero uno fpazio diretto CB/T eguale al dato fpazio Pfi!..GF; 
laonde quelli due ca lì riduco n lì all' altro notato di fopra. 

Ciò pollo, confidero il problema come fciolro, e fuppongo 
(fig. 63, e 64-) TKO=CBGF; adunque facendo · il raggio 
TK=CB=AC=r, l' abfcilfa CF =x, la tangente TR dell' 
arco TN fudduplo dell' arco TO, la tangente, dico, TR= t, 
differenziando l'equazione zTKN= TKO=CBGF, ed efpri
mendo · in termini analitici quella, che ne deriva, ottengo 

_!!..!._ = ...!:;__, e moltiplicando l'uno, e l'altro membro per 
1-+-tt •-+ 1t 

Tom. Il. Ppp qua· 
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v=-; ) ritrovo 
(r)dtv ~=dxv 1 

J-+u 1-+x 

Rifletto pofcia , che l' integrale del fecondo membro dell' e-
V:=i' 

quazione (x) è y-=t', l.r-+x=l.(t-+x) , perciò, che 
ò dimolhato nel 11. !eolio, e che l' integrale del primo mem· 
bro della fieffa equazione (t) in vigore dei due teoremi da 
me dimoflrati nel mio metodo per la fezione inddìnita degli 
archi circolari, l' integrale, dico, del primo membro è 

/. I -+t~ i, eJ è anche /.V-;:::;:;; ; quindi integrando l' 
v:;-::;;; x-tv - ·i 

v =x 
equazione (r) ritrovo in primo luogo l.r-+tv=i' =l. (x-t-x) 

VL-+:"ii 
cioè 

i/= 
e ritrovo in fecondo luogo l.v-;-=;;;=1.(1-+>-:) 

r-tv.=i 
v =x 

cioè v~ =Cx-+x) , ovvero 
r-tv·=x 

-v~ 
( 3) I-tv-=;'=(t-+-x) 

v• ..... " 
e aggiungendo l' equazioni ( 2), e ( 3) fcopro 

v-=i -v:::-;-
(+) _ z_ =(r-.x) -+-(1-+-x) 
v~ 

Si noti, che il fecondo membro di quell:• equazione è ugua• 
le al doppio delle ferie G in virtù del I. corollario del TI!. 
teorema. · Indi 
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Indi fottraendo l' equaz~ ( 3) dall' e_:r:azione ( 2) ottengo 

v-l -v-1 
(s) uv ~=(r-+x) -(r-+x) 

v~,; 

Si noti eziandio, che il fecondo membro di quell' equazio. 
ne è uguale alla ferie H moltiplicata per 2 v.=;, come colla 
dal Il. corollario del III. teorema . 

Chiamando ora u la fecante KR=v;::::;:;; (fig. 64), po
nendo u in luogo di v~ nell' equazione ( 4)' e operando 
a dovere, ritrovo que!ta prima formola. 

Formo/a prima per la focante. 
v =t 

u = 2 divifo per quella quantità compleffa ( ;r-+ ,c) 
-v -==-i 

-+(r-+,c) 
ovvero 

u= r 
J-;;;;""G 

E in vinù di quello valore di KR ( u), il doppio del fet
tore TKN, cioè il fettore TKO, iatà eguale allo lpazio i per· 
bolico CBGF. ll che dovea- ritrovar!ì • 

Corollario della prima formo/a • 

S E la ferie G fi eleverà alla potetlà- I ( fcolio I.) fi trovet\ 
-l 

u::=G =I-+~ xx-,.!_ x3-+,!. x4 , cc. 
~ z J 

Continuando pofcia il filo della foluzione, e nominando ( fig. 
64) h il coleno KL=_•_; dividendo l'equazione ( 4) per 2, 

v-;-:;;; 
e in effa fotlituendo h in vece di __ 1 _ , ottengo quell'altra for-

v~ 
mola pel cofeno dell' angolo TKN, tale che il fettore TKO:= 
-zTKN, farà ;;:: CBGF • 

Ppp 2 For-
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F ormola feconda pc l cofeno • 

v-=. -v.=i 
h= (I-+-"') -+(I-+-"') , il tutto divifo per ~ 

evvero 
h= ferie G . Il che dovea ritrovarlì • 
Di v id endo in fine l' equazione ( s ) per l' equazione ( 4-), e 

dividendo ancora per v-=;- l' equazione, che ne rifulta' ri
trovo quefta terza formola per la tangente dell' arco TN, tale 
che TK0=1.TKN farà eguale a CBGF. 

Formo/a ter':{;l per la tangente. 

v= -v=r 
t=(r-+-"') -(r-+-"') , il tutto divifo per la quantità 

v=-; -v=t 
€ompleffa v=i (1-+-"') ..... V::7 (1-M) 
ovvero 

Corollario della terza formo/a • 

S E la ferie G s' inalzerà alla poteftà - I ( fcolio I. ) li troveù 

r=HXc;-1=x-!.-"''-'-+ .:_x3-l_x4 , ec. 
3 3 4 

ScoLlo III. 

L E tre formale regiftrate di fopra anno quefto di partic~Ia
re, che quantunque coftino di quantità elevate a poteftà 1m· 
~agina~ie' e la terza di effe contenga di più la v.:=. ' ellen~ 
mented1meno rapprefentano delle ferie infinite, ove tutto e 
reale , e le rapprefentano fotto efprefsioni finite, e fucci~te • 
O' dunque motivo di fperare, che quefla mia invenzione g!Un· 
gerà affatto nuova agli analifti, poichè per quanto è a me no
to, niuno di efsi à mai dato fegno di credere, che fi potelfe 
far ufo delle quantità inalzate a dignità immaginarie. 

Abbiafi qui riguardo •lf a'IJ'Vmimento preme.Jlo allo fchedi4{mtl 
11ntuedcme. MANIE· 
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M A N I E R A 
Di far fervire alla Geometria. 

ALCUNE DIGNITA' IMMAGINARIE, ec. 

s c H E D I A s M A I I. 

, .•••• , , ••• ju1111t Ùrt.gror 11ççrd.rt fonttt, 
At'jUt haurir. : juvai'JUt novor dte.rpere /lorer. 

Lucr. lib. 4-

Abbiafi rela'{jone all' avvertimento infcrto nella pag. 
469. di qucflo volume. 

TEOREMA IV. 

IIO!l:o che m rapprefenti un numero dato in quallìva
glia maniera per numeri irrazionali , immaginarj, 
e razionali, e b denoti qualunque numero razio
nale imiero, o rotto, polìtivo, o negativo; io di

co, che quefla quantit~ ( I-tm )m X (I -+tt) hm è uguale all' 
infrafcritta ferie l moltiplicata. per 1' altra infrafcritta ferie K 

J-t-mmt+.!.. m3 X (m-I)tt-.!.. m4 X (m-I.m-1.) t 3 ,ec 
z 6 

K=I-+-bmtt-+.!.. bmX(bm-I)t4+.!.. bmX (bm-I.bm-z.)t6, ec. 
z 6 

D I M o s T R AZ I o N E • 

S I furroghi m in luogo di n, e -tm in cambio di 1t nella 
ferie E regifttata nel I. fchediafma, e in virtù del III. teore
ma fi otterrà la ferie l. Ponga lì ancora bm in vece di n, e 
tt in luogo di 1t nella medelìma ferie E , e ne na!Cerà la ferie 
K, colìcchè il prodotto IX K farà eguale all' altra ferie infra
fcritta L 

L=I-mmt+.:,(m4-m3+1.bm)tt+.!..(-m6-+3m5--zm4-
z 6 

6m3 b) t 3 , e c. Il che dovea dimo!l:rarfi. 
Quello teorema potrebbe proporfi anche più generalmente, 

ma ba!l:a al mio intento di averlo così propo!l:o. Co-
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C O R O L t A R I O : J, 

LA quantità (I-+tm)-m X(r-+tt)-hm lì rifolve in una fe. 
rie infinita ( ch' io chiamerò O) eguale alla fomma di tutti 
quei ~ermini della ferie L col loro legno, ne' quali m, o non 
fi trova, o fi trova elevata a pote!là pari , meno la {omma di 
tutti quei termini della medefìma ferie L col loro fegno , 
ne' quali m è elevata a potella i m pari. Queil:' afferzione fi fa 
manifefia a chi fofiituifce la m negativa in luogo della m po
firiva nelle tre ferie I, K, L, e nella quantitk 

(r-tm)"'X (I-+Jt)hm notata nel teorema. 

c o R o L L A R I o I I. 

E Confeguentemente quefia quantità compleffa 
(r-tm)mX (I-+tt) bm-+(1-+tm)-m X(I~tt)-h"', cioè la 

fommà delle due ferie L, 'ed O è uguale all' infra!eritta Cerie P , 
che contiene il doppio di tutti quei termini della ferie L, ne' 
quali il numero m, o non fi trova , o fi lrova elevato a po
teHà pari 

P=2-1.mmt-+m4tt-.!.. (m6-+ 2m4) t', ec. 
' ' i · ' 

La dimoftrazione di quello teorema , e il fuo I. corollario, ' 
moHrano il modo di continuare in infinito quefta ferie P • 

Es E M l' [ o. 

Quc:fia quantità complelfa particolare 
v""""i'· ·: -.!..v.=; -v::i' !. v .... , 

(r-tv=.) X(r-+tt) ~ -+(r ..... tv=:J) X(r-+tt) ~ 
è un cafo dell' altra quantità compleffa generale reg(ftrata ~l 
principio di quefio corollario, purchè fi fupponga m= v_,! 
e b=-.!... Laonde lolhruendo in luogo d1 m, e di b qudh 

~ 

loro valori nella ferie P, ne riìulterà l' altra . infrafcritta ferie 
Jl6 che farà eguale alla fopraddetta quantità compleffa particolare 
~ 1.-folt-+rt-.!._13-Lt", ec. 

~ l~ 
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- p R. o B L E M A I I. 

TRovare per approflimazione, ma fenzr: Jervirfi dr:/ ritorno 
tltllr: ferir:, uno lpazio comprelo tra l' iperbola equilatera, l' 
afìmptoto, e due ordinate al medefimo afimptoto, che fio.~. ~:
guale a un dato [ettore di cerchio. 

S O L U Z I o N E !. 

R tflettafi a quanto io difsi ~~l I. fchediafma, e lì conlìderi
nò le due !lgure, che fervono per elfo : intendendo tuttavia 
per x l' abfcilfa. CF dell' iperbola equilatera (fig. 6 3), e per t 
la tangente data TR dell'arco circolare TN (fig. 64), il quale 
arco TN è fudduplo dell' ~r.co TO del lettore dato TKO J. e 
fi vedrà, che il problema .fi riduce a trarre un valore per ap
proflimazione di ><' in t da quella equazione .-.:!.!..._=~, il 

t-i-li I-t-11 

primo membro della quale è l' elemento della zona iperbolica 
ricercata CBGF, e il fecondo è l' elemento del fettore circo
lare dato TKO, c.he è uguale al doppio del fettore TKN: in 
modo però' che per trovare quèfio valore di' x in t non fi 
ricorra al metodo chiamato dagli analilli il ritorno delle ferie. 

Ora io o!fervo, che _:!..!;_ è uguale a quell' altra efprefsio-
• t i -Fr~ 

ne -v=-i Xdtv::I', che integrata fomminillra 
l ..... , 

S. ~=-v=:; Xl.vr::;;;, cioè 
l-t-ti :t-tv-l 

v~ . -:..v-=r 
(6) s.~=l.(x-tv:::::'i) X(x-ttt) 2 

t-+-tt • . 
:J,.a medelìma efprefsione ~ mtegrata m un altro. modo 

l-t-ti 

fomminiftra 
s. ~:::;: -v'.=i X l. ( I-tt.,;=i) , cioè 

1-+,. v7:+=7• 

(7) 
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I._,:=~ -~' 
(7) s.Jt =1.(1-+,,)-;: X(I-+t)v=x-) 

l-+t~ 

Il fondamento di quefte due integrazioni è fiato da me di
moftrato abbaftanza parte nel I. fchediafma, e parte nel mio 
metodo per la fezione indefinita degli archi circolari • 

Integrando pertanto l' equazione -.!!!__ = ..!!_, e integran-
t-+x r-+tt 

òola in due modi, fi troveranno due equazioni , che liberate 
dalla caratterifiica de' logaritmi, produranno queft' altre due 

v~ -rv::i 
I -+x=c~-~v-=n x (I-+u) --; · 

-v-=t !.v=; 
I-+ x=(I-+tv=-i) X (z-+n) 2 

e dall' addizione di quefte due ultime equazioni rifulterà l'in
frafcritta quarta formola 

Formo/a quarta. 

v-.::; -1 v=; -v-=i 
'1-+zx=(I-tv-~) X(I-+tt) ~ ~ (I-+tv=I) 

rv= xc I -+ttF 
ovvero pel II. corollario del I. teorema, e i' efem pio i vi annefi'o 

z -+ z,.. = .z-t-zt-+tt- .!. tJ-1. 14 , ec. 
3 u 

cioè dividendo l'uno, e l' altro membro per z 
1-+x=I-+t*~ff-~~-z.~,~ 

:l ~ "+ 
Il che dovea ritrovarlì • 

7 E O R. ~ M .A. V. 

~ E m r.a~pref~nta un numero compofio in qualunque m?do 
dt numer~ uraz1onali, immaginarj, e razionali, e b efpnme 
qua_lfivogha numero razionale intiero, o rotto, pofitivo, o ne· 
~atlvo; io dico, che quefiaquantità (l*tbm)m X(I-tbm)-"' 
e u~uale al quadrato della fomma di tutti quei termini ( pre· 
fì col loro fegno) , i quali nell' infrafcritta ferie infinita R., o 

non 
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non contengono il numero m, o lo contengonG elevato a po
teftà pari, meno il quadrato della fomma di tutti quc;i termi
ni ( prefi col loro fegno) i quali nella medefima ferie R con
tengono il numero m elevato a potellà impari. 

R=xo;+bmmt-+.!.. bbX(m4-m1 )tt-+1, b'X(m6-3m~-t-:zm4)t 1, 
a 6 

ec. 
DIMOSTRAZIONE. 

L A quanti t~ ( I -+ tbm) m è uguale alla ferie R , come fi ve
de, ponendo nella ferie E regiftrata nel I. fchediafma m in luo
go di n, e tbm in vece di x. L' altra quantità (I -tbm) -m 

fi rifolve ( come è chiaro agl' intendenti del calcolo ) in un' 
altra ferie, ch' io chiamerò S eguale alla fomma di tutti quei 
termini col loro fegno della ferie R, ne' quali m , o non fi 
trova, o fi trova inalzato a potefià pari ( la qual fomma fi 
nomini A) meno la fomma di tutti quei termini col loro fe
gno della ferie R, ne' quali m è elevato a poteftà impari ( la 
qual fomma fi chiami B). Adunque fì avrà R=A-+B; ed 
S=A-B; e per confeguenza la quantità( x-+tbm) m X( x-tbm)-m 
che è uguale al prodotto R X S, è ancora eguale a quefl:' al
tra efpreffione AA-BB. Il che dovea dimoftrarlì. 

La ferie E mofl:ra il modo di continuare in infinito la ferie R. 

C o Il o L L 4 Il l o l. 

E Gli è evidente, che nel prodotto delle due ferie R, ed 
S, cioè in AA-BB, il numero m non può trovarfi elevato 
a poteftà impari. 

CoRoLLARIO 11., ed EsEMPIO. 

!.. v-::...1 -l v:::i 
LA quantit~ particolare (x -tv =i)~ X( r -t-tv.=i) -; 
è un cafo della quantita generale notata nel tirol o di quefto 
y, teorema, e per refl:arne convinto, balla fi~;urarfi m=.!. v .::I, 

z 

e b=-z. Surrogando pertanto in vece di m, e di b que
fii valori nella ferie R, fi avr11 

Tom, II. Qqq A= 
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A- r-+ 2. t-+ 2. n-_Lt3 - 4~'·, ec. 
~ 8 48 384 

e fì avrà ancora 
E= 2. tt v .:::-i-+ 2. 13 v -I -1. t 4v'=i'' ec. 

4 8 3• 
Quindi è, che la quantità particolare foprannotata farlt 

=AA-BB. 
E qui fì rimarchi, che in quefi:' efempio la quantità -BB, 

che fembra un quadrato negativamente prefo, è in realtà e
guale ad un quadrato pofitivo; attefochè tutti i termini, che 
compongono la ferie infinita B fono moltiplicati per v.:::::i. 

CoROLLARIO 111. 

I v=:i 
Dividendo per (r-tv:=;-)7 il numeratore, e il de
nominatore di quella frazione, il logaritmo della quale fa il 
fecondo membro dell' equazione ( 6), notata nella I. foluzione 

2.v=-i 
dd II. problema, e dividendo per ( r-+rv:=i) ~ il nu
meratore, e il denominatore di quella frazione, il di cui lo
garitmo fa il fecondo membro dell'equazione (7), fi à fempre 

.!.. v=~ -2. v=. 
s.~=log.(x-tv=-7)2 X(r-+tv-:=i) ,. 

1-+tt 

e in virtù del corollario precedente, fi à ancora 
( 8) S . ...:!!..__= lo g. ( AA-BB ) 

l -+tt 

Quefi:e due ultime equazioni manifeflano una nuova, e bel
l ifE ma proprietà del cerchio, ciafcun arco del di cui quadran· 
te à per fuo elemento ~, quando la t denota la tangente 

1-+tl 

dell' arco medefirno • 

s c o L I o I v. 
~E l' arco di cerchio foffe eguale al quadrante, allora la t 
diverrebbe infinita, e per avere il logaritmo eguale al qua
drante nulla giovarebbe l' equazione ( 8). In quello calo fi 

divi-
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divida per mezzo lo llelfo quadrante, e la tangente dell' arco 
fudduplo di elfo farà eguale all' unità ; pongafi pofcia I in luo
go di 1 nel fecondo membro dell' equazion.: ( 8), e (ì avrà il 
logaritmo eguale all' arco fudduplo del quadrante, e farà log. 
( AA- BB). Quindi fi avrà lo fielfo quadrante: = 2 /. 

( AA-BB) = log. ( AA -BB) • 

C O R O L L A R I O l V. 

'Altra foluz.jom del 11. problema (fig. 6 3 , e 64) 

}Ntendafi come nella I. foluzione per x l' abfciffa CF dell' i
perbola equilatera della fig. 63, e per 1 la tangente TR dell' 
an;o circolare TN ( fig. 64) fudduplo dell' arco TO del dato 
fettore TKO, e fi giungerà come nella I. foluzione a quell'e
quazione -2_ = _!!__, la quale integrata darà in virtù dell' 

1-t-X 1-t-tt 

antecedente corollario 
r v=:; -I v=x 

1. 1 -+x=!.(I-tv-=i) 'i" X(z-+1v.:=i) 7 
donde nafCe quella quinta formola 

Formo/a quinta. 

'v=t . . -~v= 
r-+x=(r-tv=)7 X(t~1v'=J) 7 

cioè 
r-+x=AA-BB 

S C O L I O V. 

QUi fi abbia per replicato in vantaggio ?ella quarta, e quin
ta formola ciò, che ò detto nel III. tcolw del I. fched1afma 
a favore della prima , feconda , e terza formola. 

Q.qq '1 SG-



s o L u z I O N E 
DI TRE PROBLEMI 

CONCERNENTI 

IL CALCOLO INTEGRALE, ec. 
P R O B L E M A l. 

leno i due binomj infrafcritti A, e B ( ove la let
tera n efprime qualunque efponente, c fignifica 
l' unità pofi ti va, ovvero negativa, ed anche :±v::i, 
A rapprefenta quaUìvoglia quantità coftante col {uo 
Je~no). Rendere integrabile il binomio A fuppo-

fia l' integraziOne del binomio B 
J 

(A) Jx[~"-+'] "; 
{B) _!!::_ 

v~" .... " 
• 

SotuzrONJ!. 

S Ie,no l' infrafcr!tte equazioni (t) , e ( 2) ; io dico , che fufii
fie l altra equaz10ne (3)· Il che dovea ritrovarfi. 

( ( 

(1)~ 4-;.lt[;"-+c]-;; 
(l) q=_•_ !.. 

zx 4" 
l 

(3) dx(_:"-+c)-;;:::t; ~ -+qd-z 
• V 3::,"-+cc 

Il 

D l M o s T lt Az l o N E. 

D All' equazione ( 1) nafcono l'equazioni feguenti (4) 
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(4) ~"-+c_:;_c:± ;_ t/z"-+cc 
Il ~ % -; 

r-" y-.n r-n t-n 

( S) N (;"-+c)-.,-=z div. per 4-;;--

Dall' equazione ( 4) differenziata rifuha queft• altra 
(6) x"-lJx=:± zn-1 dz 

4 V3-"-+co 
4 

E finalmente da quen· ultima equazione moltiplicata pd 
prodotto delle due equazioni ( ..._) , e ( S) u genera l' equa
:zione ( 3) • Il che dovea dimoftrarfi • 

C o R O L L A R l O }, 

SE {ì dividerà il fecondo membro dell' equazione ( 3) per 
z, e il primo membro pel valore di z tratto dalr equazione 
( 1), lì avrà trafponendo 

tqth = :± .!. ~ :::; 'fti<J: 
- l x ~ 

z y,3."-+cc 4 'j;' 
• 

l 

Equazione, che moltiplicata per 4-;;- riduceu a queft1 altra 
(7) eJz --+~ :::; .!. ~ 

z:zt/_3."-+ct 
>t ~ 'l; 

• s c f) L l o I. 

SUpponendo t: y' z"-+ cc la differenziale~ , che 

-;; :Z V 3:" -+cc 
4 

entra nell'equazione (7) diviene zdt divif. per n (tt-cc)~ 

c o R o L L A R I o I I. 

C Hiamifi x il primo valore di x, che fi trae dall' equazi~ 
ne 
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ne ( 4) fupponendo in effa pofitivo il fegno . ambiguo :t~ Si 
nomini poicia r il fecondo valore di x, che· fi deduce dalla 
medefima equazione ( 4), facendo in elfa negativo il detto 
fegno dubbiofo :± , e fi otterrà in VÌJ:fÙ del corollario prece
dente 

td~ =-+ 1: - ~ ~ 

2:q/_5,"-+ cc " :& 1: 

A 

eJ~ - - Jr -+ I J~: --=- -;-· -;~ 
2zy3;"-+cc 

Il 

e aggiungendo quefie due equazioni, fi avr~ 
(8)~ =~-~ 

~Y3,"-:+cc" r 

Il 

CoaOLLAli.IO Ili. 

LA differenziale _:!::___ di verrà ...:!;::__ , allorchè. n :-1, ma 

ZV 3:"-+cc y'cczz-+!. 
Il Il 

diven~erà _az , quando fi a:vrll 

ycczz-+.::, 
A 

c oR o L L A Il l o I v. 
DAll' equazione (4) rifulta queft' altra 

:±l. yz;::;:;; = x" -+ l c 
2 -;, -;;- .7 

e moltiplicando per quefi' ultima equaziotle l'equazione (7) 
trafpofia, e moltiplicatà per 4, fi ottiene 

(9) '!.::. ~ /zn-+cc:t Ca-z; = :± 4"'-l d'C-+ ?.CJ>t 
& y- - _____ ...-_ 

Il 1: Il K 

Co-
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C OR O L L ARI O V, 

Cbe rettifica la logaritmica , 

SE nell' equazione (9) la lettera n efprime il dl!e poGrivo, 

ed a l' unità pofìtiva, la differenziale '!::.V z..n-+ cc è l' ele-
o: -;; 

mento della logaritmica, purchè c lìgnifichi l' unità pofìtiva, 
ovvero negativa; l' altra differenziale x n-I dx è l'integra bile, 
e il rello dell' equazione ( 9) s' integra mediante la dekrizio
ne della fh:ffa logarirmica. Laonde chiaramente fi vede, che 
quella celebre curva non à d' uopo, che della defcrizione di 
le meddìma per effere efattamente rettificata. 

s c o L 1 o r r. 
NOn fa d' uopo efporre le particolarità più difiinre di que
fia rettificazione, perchè gl'intendenti non vi troveranno altra 
difficoltà. di momento. Mi contenterò pertanto d' avvertire: 
che nell' efpreflìone s. d~ vz:;.:;~ ddi' arco della logaritmica la 

:: 
z.. denota l' applicata: 

Che l' arco !uddetto o prcndalì da una parte, ovvero dall' 
altra di quell' applicata, che è uguale all' unità, deve dfer 
nullo allorchè z..= I • 

E che per confeguenza in quello cafo il valore analitico di 
un tal' arco dev' eguagliarfi a zero; il che ferve per determi
nar la collante. 

In fine avvertirò, che l' integrazioni dell' equazioni ( 7) , 
( 8), e ( 9) riufciranno più eleganti, le i due logaritmi, che 
entrano in dttte integrazioni, lì riduranno colle note regole 
ad un folo logaritmo. 

c o R o L L A R I o v I. 
P orlo c=-+ r il binomio (B) è uguale a quefl' altra efpref

fione , cio~ ( ~) dz.. V 3: n -t I meno diff. 2'l; V:;:-+ I , 

n • n " 
con· 



496 SoLUZIONE DI TR.E PllOBLJ!Mf 

conforme il calcolo farà conofcere, ma quando a è una quan-

tità pofi ti va, la differenziale dz V 3:n -+l è l' elemento di 
A 

quelle curve geometriche, l~ natur;J delle quali Sì efprime con 
quell' equazione 

n-t-J 

:±z_1 _ = [ .. -;~-J fv-; .... " 
( b iìgnifica una quantità collante ad arbitrio ) • Adunque 

fo.fiituendo nell'equazione ( 3) in :vece di c l'unità negativa, 
o pofiti:va , e in vece del binomio B il fuo valore efprelfo Rd 
principi~ di qu.ello corollario fi fcopre il modo d' integrare 
il binomio A mediante la rettificazione di curv~;: geometriche, 
purch~ in elfo la lettera a denoti una quantità pofitiva, e c 
fìgnifìchi l' u.nità pofitiva, o ·negativa. · 

.c o ll o ·L L A .ll l o v I I. 
SE l' equazione ( 6) fi moltiplicherà per 
produrrà quell' altr.;a 

r-r 
(IO) Jx[;"-+ C]"; = ~ __ J_t_,. 

4-;;-V3:" .... '" 
" 

p Il o il L E M A I I. 

.l' equazione ( 5)' 

Sieno i due binomj infrafcritti C, e D ( ove le lettere •; 
c, n fignificano lo fieffo , che nel I. problema, e la lettera 
p denota qualfìvoglia quantità collante col fuo fegno ; re~cle
re integrabile il binomio C fuppofta l' integrazio~ .del bUlO
mio D 

(c) =--J.:.:.:_Jt ~ 
[~"-+c]-; 

" (D) --!.:.__ 
e-u" 
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SO L U Z l O N llt, 

A DopriG quefl:' equazione 

(I I) x=-=-. 1 moltip. 
e-~ .. J-;; 

!. 
e fi avrà 

l 

per (~) -;; , 
l 

( Il) .,..!.!_ r :::: ~ molti p. per [c: ] n 
[S"-+c]~ c-;'" ~ 

Il che dovea ritrovarfi. 

D l M _O s T Il A z; l O Il E, 

L· Equazione ( 1 I) differenziata produce 
r 

(I 3) d:~= --!!!!!._ molti p. per (:!: J-;; 
, ['-~]~-+r p 

p 
Dalla fl:elfa equazione (II), deriva 
(14) xn-+c=~ 

e-u" , 
e dividendo l'equazione ( 13) per l'equazione (l+) elevata 
alla potefl:à .!_ fi arri va all' equazione ( 12.) • 

n 
Il che dovea dimoflrarfi • 

COROLLARIO. 

Moltiplicando l'equazione (I 3) per l' equazione ( 14) ele
vata alla potdtà .!.. -1 lì trova la !eguente 

n 
I-I l 

( 15) dx [;"-+c]-; = ~- moltip. per [!P!!.] -;; 
- '['-~]; 

p 

Tom. Il. Rrr PRO· 
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p lt o B L ·E M A I I I. 

S leno i due binomj B, ed E ( ne' quali le lettere ··, c, n, 
p anno la fielfa .fignifìcazione er~ofia di _fopra ) ; r.ende~e inte· 
grabile il binomto E fuppofta l mtegraztone del bmomto B 

(B) !!~ 

v~" -ree 

" (E)~ 

('-;" ); 
S O L U Z I O N E. 

P Ongalì l' equazione infrafcritta ---
( 16) -''- = .!_c;±.:_ VZ"-f-CC 

e-u" z ~ -;; 

" e lì avrà quefi' altra 
I 

( 17) -.!!!__ ,. = :± ~ divif. per 
. [c-; n J ~ v~;-,;-;; . . 

" 

[~'] -; 

Il che dovea ritrovarfi. 

DIMOSTRAZIONE, 

I L corollario VI. del I. problema fa conofcere, che pofia l' 
equazione ( 4) fi à l' equazione (IO). Il corollario del II. 
problema mofira, che data l' equazione ( 14) fi ottiene l' e
quazione (I 5) . Dunque ponendo nell' equazione ( 4) il va
lore di x"-+ c tratto dall' equazione ( 14) fi vedrà nalcere l' 

" e~uazione (I 6), e foflituendo nell' equazione (IO) il valore 
Ò1 dx [:_"-+c]~-1 dedotto dall'equazione ( I5), indi mol-

" tiplic ando per , l' equazione, che ne rifulta, fi giun· 

[ ·;']~ ger'll 



CoNCEll.l'fÈNTJ Jt CALCOLO INTEOR.ALE. 49' 
gerà all' equazione ( 17). 11 che dovea dimofirarfi. 

C o Il o L L A Il l o I. 

D All' equazione ( 16) proviene la feguente 

(18) z=u[4;''J ~ divif.per ['"-~"] ~ 

c oR o LL A Il l o I I. 

SE n=4; p=I~· a=1; c=1; allora il binomioE=_l" , 

e il binomio B = v=:< 

V':t'-+-1 

c o R o L L A Il l o l I I. 

MA fe n-+; p=-r; n=- r; c= 1, allora li ~ il bi
nomio E= __:!.:!___ , e binomio B = ~-

V,.'-+- 1 v"1- :t• 
S c o L 1 o I l I. 

D Ai tre precedenti corollarj anno origine il r .• e il r II. 
teorema dd mio 11. fchediafma fopra la curva lc:mn1kata. 

c o Il o L L A R l o IV. 

SE n=z; n=-1; p=-1; c= I. In quello cafo il bino
mio E= _:!!.,_ , e il b1nomio B = . J_z:__ 

uu -+1 v~ 

C O Il O L L A Il l O V. 

D All' equazione ( 17) divifa per l' equazione ( 18) prefa al 
rovelcio à origine 1' infrafcr.itta 

:i::=:± _e~"-· .. ~v3:~ 
Il 

Rrr ?. Co-
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C O R O L L A R l O . V l. 

L A differenziale ·~ diventa ....!!::.._, quando n=-:z, ma 

~ V3:n-t-cc ycc:zz-+ _ 
• • 

diviene ~, allorchè n=-1, come appunto fi è notato 

v cczz-+3:_ 
• 

nel III. corollario del I. problema • 

c o .R. o L L A R l o v II. 

L A differenziale ~ v~ è uguale a quefi' altra diffe-
Jt; -;; 

tli:hziale :{n-I az -f- CCG:Z 1 il fecondo termine della quaie h -
6 v 3: n -+cc Zy ;ç -+CC 

" Il 

riduce ad una differenziale di logaritmo mediante il V. coro!· 
lario di . quefto problema, e il primo termine è integrabile • 

c o R o L L A R I o v I I I. 
Che mojlra un' altra mnnicr11 di renificnre 

la logaritmica , 

A Dunque fupponendo nel precedente corollario n=:z; a=1; 
c=-+ r, e di più nell'equazione (r8) p=:± r conforme pa:e· 
rà a propofìto, lì avrà un altro modo di rettificare la logant
mica, fuppo!la per~ la defcriz.ione di elfa • 

c o R. o L L A R t o I x. 
QUando nel binomio B la lettera a denota una quantità po-

fi ti va , quello medefimo binomio potrà imegrarfi fuppofia 
1a rett ificazione di curve geometriche, come f1 è !piegato .nel 
V. corollario del I. problema, e per~ l' integrazione del bmo
mto E fi riduce alla rettificazione delle meddìme curve. 

P o-



CoNCEilNENTI IL CALCOLO INTEGRALE, ~01 
Potrebbero dedudì da qucfii principj altre verità. 

s c o L l o I v. 
L A maniera, che ~ tenuta in formar la dimoflrazione del 
fcioglimento del III. problema, è comprefa nell' infrafcritto 
teorema generale facilillìmo a dimofirarfi . 

TEOR. E MA. 

L E lettere A, B, C, D, E, F dinotino grandezze di qua
lunque genere, e fi abbiano le feguenti tre coppie d' equazioni 

(r9)A=B 
(1o) C=D 

(2r)A=E 
(22) C=F 

(23) E=B 
( 24) F=D 
Io dico, che 

r altra. 

Prima coppia • 

Second11 coppia • 

Terza coppi11. 

fuffifiendo due di quelle coppie, fuffi!le anche 

DIMOSTRAZIONE. 

S E la prima, e la feconda coppia fuffifiono, dall' equazioni 
( 19), e ( 21) nafce l'equazione ( 23), e dall' equazioni (lo), 
e ( 12.) l'equazione ( 14). 

Se la prima, e la terza coppia fuffifl:ono, dall'equazioni ( 19 ), 
e ( 2 3) proviene l' equazione (li), e dalle equazioui (lo) , e 
( 24) l' equazione ( 1.2). 

In fine, fe la feconda, e la terza coppia fufsifl:ono, dall' 
equazioni ( 21), e ( 23) ri!ulta l' equazione ( 19), e dall' e
quazioni (l 2), e ( 14) l' equazione ( 20). Il che, ec. 

Se i membri di tutte, ovvero di alcune delle lei foprari
notate equazioni, fo!fero trafpofii in maniera, che il primo 
div.:niffe fecm1lo, e vtrfa - vice ; egli è vifibile, che il teore
ma non riceven:bbe alterazione veruna • Co-



SoLUZIONE DI TR.E PROBLEMI 

C O R O L L A R I O. 

L• Efprcfsioni X, ed Fx rapprefendno funzioni arbitrarie 
della variabile x ; 

E così Z, e Kz della variabile z; come pure V, ed Mu 
della variabile u 

Sieno in oltre le tre infrafcritte coppie d' equazioni 

Fx=Kz 
Xdx=Zdz 

Prima coppia, 

Seconda coppiA, 

Terza coppia. 
Mu=Kz 
VdH=Zdz 
Due di quelle coppie, che fufsillano, a.. che l'altra fufsille. 
Non è punto nece!Tario , che le tre funzioni X di x, Z di 

z, ed :V di u fieno fimi li tra .loro. Imendafì lo ltdfo in or• 
dine alle funzioni Fx, Kz, ed Mu. 

S C o L I O V. 

A Sfai prima dell' anno 171 8. io fciollì quefii tre proble· 
mi, e nell'anno fuddetto, o poco dopo, ne trafinifì a~l' acca· 
demia d' arcadia in Roma le Joluzioni coi loro corotlarJ • Le 
indufì in un piego 1egnato al di fuori colla lettera C , e col 
mio nome pattorale. 

Il sig. Gwvanni Bernulli nell' edizione delle fue opere fatta 
l'anno 1741., tomo lV., pag. S7· riduce <].Uelta fonnola 

.tix ( cioè dx l .) 

,.-- x [axP-n-+b]-;;' 
yaxP-+ bxn . 

a quef1' altra 'Z.''-1 dz .molti p. per __!._ 

zn-b P-" 

Jl 
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Il umile nake dal fecondo de' problemi prefenti in quello modo 
Ne !l• equatìoni ( r I), e (I 2) pongafi ç-m in luogo di ~, 

e -~ in vece di dx. Fatte le debite operazioni l' equazio
rm-+I 

ne (II) diverrà 
I l 

(25) rm=[c-~" ]-; divif. per u 

e l' equazione (I 2) apparirà. 

[~ J-; 
I 

( ~6) _ __ J_r _ !._ =--...:!..:!__ mole. per 

1 [; -+c# mn] " c-;" ...:.. c~J-; 
m çp 

Se oltr~! di ciò nell' equazioni ( 25), e ( 26) fi furroga !._ 
r 

in cambio di u, e -!:. in vece di du , e fi opera nella do-,, 
vuta maniera, dall'equazione ( 25) fi avrà 

I I 

1 m= [cr"-i;]-; divi f. per [a;]-; , e l' equazione 

r 

molt. per .;.. c~) -;; . 
m cp 

dar~ dt 1 = r"-1 dr 
t[~ -+ctm" ]-; cr"- ~ 

METO· 



M E T o D o 
PER TROVARE NUOVE MISURE 

DEGLI ARCHI DELL' IPERBOLA 
EQUILATERA. 

T E o R E M A I. 

. J en~ le . due equazioni infrafcri t te C r ) , e (l) ; io 
d1co , che patta la prima di effe iuffifie anche l' 
altra 

( l . ) :c x = .2.'!'!_ 
u ~-I 

. ( l ) xx d x = - ...!:'!.!!:.- -+ d iff. _!!.'__ 
v7 v 'x•-t-1 v~ yu•-t 

DIMOSTRAZIONE. 

D Ali' equazione ( 1) nalcono le due feguenti 
(3)_!_= u 

v 2 v-7...:::.. 
C 4) V;-:+. = !..:! u• 

u .. _, 

Dall' equazione ( 3) differenziata fi deduce 
...!!.!_ =- ....:!..:!__ molt. per 1 -+~ 

- - ,4_1 V'z V'~t . 
e quefì' ultima equazione moltiplicata prima per l' equaztone 
( 1) , e po!Cia divila per l'equazione (4) genera queit' altra 

( ') ) x x d x =- _!!.~~ 
V • V'x'-+ 1 (u4-I)I-+_:. 

• 
Ma il calcolo fa conofcere, che - ~ equivale a queR' 

(u4-I)1-+..!,. 
• 

altra quantità - ~ -+ diff. -"'- , la quale furrogata in luo-
v•;t-=i v ;·-l 

go dd fuo valore nel fecondo membro dell' eq,uazione (S) 
re n· 
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rende l equaztone ( z). Dunque, ec. Il che dovea dimofirarlì. 

T E o R. R M A I I. 

S leno le due infrafcritte equazioni (6), e (7) · 10 dico, che 
pofia la prima di effe iuffifie anche l' altra ' 

(6) ~x=u:±v~ 
(7) xxdx~ =dt:±ttdt 

v~ 

DIMOSTI'lA.ZIONE. 

L'Equazione ( 6) mofira 
v;;-.:::H =, 
xv7 

La fielfa equazione ( é) differenziata dà 
xdx = tdt :± r'dt 

v ;c-; 
Adunque dividendo quefi' ultima equazione per la penulti

ma , fi arri va all' equazione ( 7). Il che dovea dimoHrarlì • 

TEOREMA III. 

S Ieno le due equazioni infrafcritte (S), e (9). Io dico, che 
polla la prima di effe l' altra am:ora iuffifie 

(8) tt::tvT-i'=~ 
u~-1 

(9) l dt =:t l ttdt =- """" -+ diff. ... 
i"" ly"r•:....l v~·-i y"u'-1 

0 I MoSTRA ZIo N E, 

P Ongafi nell' equazione ( I ) del I. teorema in luogo di xx il 
fu o valore tt=± Vr' _, efprelfo nell' equazione ( 6) del II. teo
rema, e fi avrà l'equazione ( 8), indi fi iurroghi nell' equa
zione ( 2) del I. teon:ma in vece di ~~- il iuo valore 

v7 Vx'-+r 
.!.. dt:±~, che nafce dalla fuppofizione fatta di ~x= 
• 2 v;;:::7 
Tom. /1, S ff tt 
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lt -+V7=7 ( come mollra r equazione ( 7 ) del 
divifa per 2 ) , e fi giunger~ all' equazione (9 ). 
vea dimollrarfi. 

T E o R E M A IV. 

II. teorema 
Il che do-

Sreno le due equazioni infrafcritte (IO), e (II); 10 dico, 
che poll.t la prima di elfe fufsifle anche l' altra 

( 10) r=vzo:-+1 

v~ 
c I I ) ttdt = - ~ -+ diff. zv;;::;t 

vr•-r v~ ./-=-vz.z.-I 

DIMOSTRAZIONE. 

D All' equazione (IO) proviene la f:guente 
-~-= ~ molt. per v~ì 

vt+=I Z>; ./-., z.z-1 
Dalla medefima equazione (I o) quadrata, e poi differen

ziata deriva . 
tdt=- zzd-,; 

(~' 
equazione, che moltiplicata per quella, che immediatamente 
la precede, fa vedere 

ttdt =- d.: _ r-+r molt. per v;:;;
Vt'-I (zz-I) -

2. 

Ma quell' ultima equazione è la medelìma, che l' equazio
ne (I I ) , conforme fi vede ponendo nel fecondo membro dell' 
equazione (I I) in luogo dì diff. zv;:::+i' il fuo equivalente' 

v;;:=. 
cioè -dz.v';:;:=;:i -+ ~. Adunque data l' equazione 

(:z:z-I) I-f-.!_ v;:<~ 
2. 

( Ie) fi à l' equazione (I I). Il che dovea din1ofirarft. 

S c o L 1 o l. ( fig. 6s J 
S E nell' iperbola equilatera HOS, il di cui centro e m C' 

l' abfcif~ 



DELL' !PERBOLA EQ.U!LA TE !t A, ~07 
l' abfcilfa centrale CO, che paf!a pel vertice fi fuppone ~:gua
le all' unità. , e l' alrra abfCilfa centrale indc::ternunata CZ fi 
chiama :z, egli è già now, che f.~'!::.__ efprime l' arco i-

Vé_;[ 
perbolico ZO; laonde potranno gl' intendenti fervirlì in più 
rnan1ere del Hl., e del IV. teorema per ifcoprire nuove mi
fure degli archi dell' iperbola equilatera, non dovranno per~ 
tralafciare, dove fara d' uopo, l' aggiunta, o la fottrazione 
ddle debite quantità coltanti, ec. lo mi contenterò di darne 
un folo efempio nel progrelfo di quel1o fcritto • 

TEOREMA V, 

S leno le due feguenti equazioni ( 12), e ( 13); io dico, che 
polla la prima l' al rra fulsil1e 
(n)~=~ 

"t-1 u~-1 

c 1 3 ) ditr. v~-~-.. ditr. :zv;;.:;;=-~ -t-ditf. 2N': _ 

v :>;~-· v~ v:~:~-· v;•:.:' v;;=; 
DIMOSTRAZIONE. 

F Acciari po!itivo il fegno dubbiofo nell' equazione ( 8) del 
III. teorema , e pongafi in elfa in cambio di t il fuo valore 
v~ prefo dall' equazione (IO) del IV. teorema) e {ì 

otYe:.~~l! equazione ( 12); fofl:iruifcafi pofcia nell' equazione (9) 
del Iii. teorema in vece di .....!!:!:..._ illuo valore , cioè - z. td"- -t-

v• •-• v~ 
diff. w~' che rifulta dalla fuppofìzione fatta di t' come 

v~ . . 
fa vedere l' equazione (I I) del IV. teorema, indi furrogando 
nella fuddetta equazione (9) del III. teorema in vece di dt 
il tUo e q U1 valente ditf. vzz::+~ , come appare dalla medefìma 

v~~ 

fuppofizione di t, c finalmente moltiplicando 
Slf 1. 

per ( 1.) l' equa
zione 



. so3 Nuon MISURE J)ECL~ . AllCH~ 
zione ( 9) cos) prepara t a , fi trova l e q uaz1one ( 13). 

Il che dovc:a dimofirarfi • 

C o Il O L L A Il I o I. 

D All' equazione ( I 3 ) integrata , e poi trafpofta fi tira 
queft' altra 

(z4) f.z .. :zdz-2f.uudu=(z...-+r)v~- ""' 
~ vu•-· y/o,;2;-1 vu•-l 

c o ll o L L A Il I o II. 

D All' equazione ( I 2) nafcono le due feguenti 
(zs) uu==(z...-r-+v~) divif. per (z...-+r) 
~==v7~ 
_/_ -
VN4-r V~ 

e queft' ultima equazione moltiplicata per l' equazione (I 5) 
moflra 
_:~=v7v~-+zv~ -- --- ---v u•-x v~· v,;;::; 

c o Il o L LÀ Il l o l I I. 

Ponendo quefto · valore '(11 ·~ nel fecondo membro déll' 
Vu"-l . . 

equazione ( 14), e riducendo ad una fem pii ce efprefswne Il 
medefimo fecondo membro fi ottiene finalmente 

(~6) f.~-zf. ~=(v~-v7)!1'1olr. per~~ 
v~ vT-i v;::t:'x 

C OR O L L ARI O l V. (fig. 6S) 

SE nell' iperbola equilatera HOS fi prende l' arco arbitrario 
OZ determinato dall' abfciffa centrale CZ = z..., fi à quefto me
ddìmo arco OZ =f.~, e fe nell' iftefsa curva fi prende l' 

v~ 
altr' arco VOS deterl.'tlinato dalle due abfci!fe centrali CV, CS 
eguali tra loro, e defignate colla lettera 11 fi ~ il detto arco 

vos 
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YOS= zf.'!!!:!.!!.; e fe in fine fi ioftituifcono nel primo membro 

Vu'-1 
dell'equazione C I 6) gli archi accennati in luogo de' loro valori , e 
di più lì fuppone l' abfcilfa centrale CV C u) eguale al valore 
di u, che lì deduce dall' equazione C 1 s ) , allora fi [copre 

( I7) Arc.OZ-arc.VOS;:::(v'~ -v·n mole. pervz-=; 

s c o L I o I I. 

L• Equazione ( I s) moftra , che quando CZ ( z) = 1 , allora 
CV ( u) =I, ,e per confeguenza tanto l' arco OZ, quanto l' 
arco VOS fono nulli in quefto cafo; ma la ftef.~a fuppolìzione 
di z- 1 annienta anche il fecondo membro dell'equazione 
( I7); adunque qucfta medelìma equazione è completa. 

Il fecondo membro dell' equazione (I 5) fa. vedere agl' in
tendenti. 

Primo, che z è maggiore di u, e che per confeguenza l' 
are. arbitrario OZ è femprc matgiore dell'altr' are. cordativoOV. 

Secondo, che u crefce al- creicere di z, poichè amendue 
qudle quantità ~, e v'zo:>;-+> s'aumentano all' aumentarfi 

Z-+1 z-+I 
di zj quindi ad un arco arbitrario maggiore di OZ corrifpon
de un altr' arc0 correlativo maggiore di OV. 

Terzo, che quantunque quello medelìmo arco OV crefca al 
crefcere dell' arco OZ, egli crefce però sì lenramen te , che 
quando l' arco arbitrario OZ è infinito, l' arco corrifpondente 
OV è finito. Per rellar convinto di quefta verità, fuppongalì 
nell'equazione (I 5) la z infinita, e lì avrà in virtù di quella 
fuppofizione uu ;:::( z -1- v;:;;;) div. per z, cioè uu = l -1-v7; 
dimodochè in quello cafo l' abfcifsa centrale CV ( u) diverrà l' 

abfcifsa CH= v I-l- v7 ' e l' arco corrifpondente all' arco 

infinito farà l' arco OH. 

ME-
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PER MISURARE GLI ARCHI 

DI Q_UELLA ELISSE CONICA, 
Il di cui affi maggiore è medio p1·opor':{Ìonalc tra l' affi mi

nore, e 1l doppio dtl mcdefimo affi minore. 

TEOREMA I. 

leno l' infrafcritte equazi~. ni (t), (1), (3), (4), (s), 
(6), (7), (8), e (9); 10 d1co, che polta la pnma 
di efse tutte l' altre 1u1siilono 

··~ · < r ). HU=,_/7 v 1 :± v~~·- .;;cx;tyt-:i') 
zz 

( 2 ) 2.. ( r :± v7="?) = ~ 
Z!t ~uu 

( 3) -~- (z =+v~-z·) = ..2!'" . 
!t>: l....:::;T 

(4) z=luy-;::-;;; 
·--;:+;;+ 

(s) v~=:±(x-6u4-+u~) 
(•-+u•r· 

( 6) x :±vr-z•= 2~"" 
( ........ ). 

( 7) !_ ( I ::!: v t- z•) = ( J -u4) ~ 
" u(t-t-,.•) 

(8) 1.. (r=t=vi:=?)=~~ 
z (x-+u4)v~ . 

(9) uu=v-;' -vi:±v•--z' 

yr=t=vHt . 
Dimoflra~one delta prima parte , 

TRafponendo nell'equazione (x) la quantità !._(I :±v~·), 
%% 

6 à 
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li~uu-t-;_(I-+v, :~:•) y-7 yx:±v1-z•, e poi qua-
zz 't:Z: 

drando fi ottiene u4-t- 2... (I :±v ~-,•) uu-t-.! ("I :±v'i'=?) 
!1:!1: . ~· 

-I=.! ( 1-+ v 1:.:.:.~·), cioè togliendo dall' una, e l' altra 
z• 

parte la quantità comune .:. (I :±vi-=-:~:•), indi trafponend~, , . 
..:_ ( r :±vi-...:..:~:•) uu = 1- u4, e dividendo per 2uu fi giunge 

""' all' equazione ( 2). E ciò doveva dimofirarfi in primo luogo. 

Dimoflraz.ione del!.: feconda paru. 

J L calcolo farà conofcere, che 1 :±vt="? è uguale a_~~:"'_; 
z:z: I -f-VI-:>:+ 

ponendo pertanto quefta feconda efprefiìone in luogo della pri
ma nell'equazione ( 2), fi avrà -'"-"'- = 1-u', e rovefcian-

J =i=V 1 :=;z< 2UU 

do queft' ultima equazione , fi troverk l' equazione ( 3). E 
ciò dovea dimofrrarfi in fecondo luogo. 

Dimoflraz.jone della terza parte . 

SI aggiungano le: due equazioni ( 2) , e ( 3), 
..:.. = ,_ u' -f-~- ' cioè ' riducendo il fecondo 
zz zuu 1-u+ 

e ne verrk 
membro di 

queft' equazione ad uno fielfo denominatore,..:.. =C,-u•)'-+4"', 
zz 2Uu(t-u 4) 

vale a dire .! =(1-+u')' , e dividendo per 2 queft' ultima e-
~~:z zuu( 1-u')' 

quazione, indi rovelciando quella, che ne l?roviene, fi ot
terrà queft' altra 

( l O ) zz 4"" (I - u•) 
(•-+•~)· o 

Le radici dei due membri della quale daranno l' equaz1one 
( 4) • E c1ò dovea dimofirarfi in terzo J uogo • 

Sco-
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s c o L l o I. 

SI noti, che l' efpreffione di ~ in u efpofi:a nell' equazione 
( 4) conferva fempre la medefima fembianza in ordine ad am. 
bedue i valori di uu , che fono rapprefentati dall' e11uazione 
( 1) in virtù qel fegno doppio • 

Dimoflra':{jone della quarta parte • 

SO t traendo l'equazione ( 3) dall'equazione ( 2), abbiamo la 
feouente -+ ~ y"I -:;:;•;::' -u•- luu , e riducendo il fecon-:;, - ~ -;;;- ;::;;r 
do membro di quefi:a ad un medefimo denominatore, e pofcia 
dividendo per due l' uno , e l' altro membro della rifultante, 
troviamo ::t;_ VI-z.•;::(r-u4 )'-4u4 , ma il fecondo mem· 

;>;:<:; fUU( I -u4 ) 

bro di queft' equazione equivale ad I -6u4 _.,us; adunque 

fUU (I -u4 ) 

;_ v~-:;:;•=:± ( I-6u4-f.u8), e quefi' ultima equazione mol-
:t<: 4-U" ( 1 - u4 ) 

tiplicata per l'equazione (Io), che è regiftrata nella dimo· 
ftrazione della terza parte, fomminifi:ra l' equazione ( 5) • F; 
ciò dovea dimofi:radi in quarto luogo • 

Dimoflrazjone della quinta parte • 

D All'equazione ( 2) moltiplicata per l' equazione ( ro) ri
fulta l' equazione ( 6). Il che dovea· dimofi:rarfi in qumto 
luogo. 

Dimòjlraz.jone della fofla parte • 

L' Equazione ( 2) moltiplicata per l' equazione ( 4) conduce 
all' equ~zione (7). Il che dovea dimolharfi in felto luogo • 

Dimoflraz.jone della fottima parte , 

MOltiplicando l' equazione ( 3) per l' equazioRe ( 4) , ne 
nii1Ce l'e q uaz:ione ( 8) • Il che dovea dimoftraru in fet timo luogo· 

Di-
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Dimoflrll~one dclf OlfiiVII parte • 

J L calcolo fa vedere. ~ che !. t/ 1 :± v~-~· è uguale a 
o; 

'!: , ma l' equazione (I) equivale a quell' altra 

v l ~v-~~~· .. 
uu=cv-;)..! ~::::-!.yz::tv,-7 x l 

--;- 2:.. ' . :t lt 

V z-+ v1--7<; ·adunque ponendo in quefi' ultima equazio-

ne in luogo dell' ef~t~f.Si!>ne. -~ V I -+v 1, o; • l~ fua eq_ui

valente ~ . ) ne · rifulterà 1' equazione ( 9). E ciò dovea 

v l:± y~l:;; : 
dimofirarfi in ottavo, ed ultimo luogo • 

c o B. o l. L A Il ~ o I. 

SE nell' eq1,1azione (I), e per. confeguenza nell'equazioni (6), 
e (9 ))ì f-a valere nel fegno doppio il fegno Juperiore j io dico, 
che quando la z . è ·uguale a zero, anche la u è uguale a zero. 
Ciò fi dimofira annullando z nell' equazione ( 6), mentre al
lora fi à z=zc•-,.•>; adunque nel cafo di~ o, ancheu=cJ 

· c~-"')' . 
Si dimofira lo fieffo annullando znell' equazione (9), poichè 

da quefi' .ipotefi nalCe uu= v7 -v7 J .ma un infinito me--- - . o . o 

no lo fieffo infinito · è uguale a zero·; adunque nella fuppofizio
ne di z =o , ancora -u =o . La ftelfa co fa fi moil:ra median
te l'equazione ( 1 ) • . 

c o R o L L " R r o 1 r. 
SE nell' equazione (I), e confeguentemente nell' equazio(le 

· ( 6) , e ( 9 ) fi fa valere nel fegnci doppio il fegno· inferiori:; io 
Tom. il. T t t dico, 
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dico, che quand~ z è_ uguale, a zero,, u è ~~uale all' unit~. 
Quello fi mollrera aumentando z netl equaz10ile ( 6), che m 
tal calo darà o=l< 1-u')'; adunque in quello medefimo cafo 

(t-+-u 4 ) 

u=r. 
La medefìma cofa fi mofirerà mediantè l' equazione ( 9), la 

quale fupponendo z eguale a zero, lì cangia -nella feguente 
uu= v'7; adunque in quella fuppofizione u= i. 

v& 
CoRoLLARio III. 

SE nell' equazione (I), e per confeguenza · nell' eq11azione 
( 6) in vece del fegno doppio fi prende il Jupi:riore; ; io dico, 

che la mafsima U è uguale a V v7 ..._I 

Imperciocchè confiderando l'equazione ( 6), ~prendendo in 
effa il fegno fuperiore, fi vedrà, che il fuo lecqndo membro, 
vale a dire 2 (t-u' ) ' decrefce al crefCere della u ' -la quale e la 

(-+-u' )' . . - . -
fielfa colla u dd!' equazione (I); adunque quando la quantitlt 
2 {t-.. •) • è un minimo, allòra -la: 11 è nn ' maffimo. 

(1-t-JO') ' . - _., 
Ciò pollo, fi rifletta; che il primo membrò della medelìma 

equazione (6), cioè I -t-v~ è un minimo, quando v~-"+ 
è uguale a zero; adunque allorchè ._11-,•=o ( cioè quando 
z= I ) Ja quantità 2 ( 1-u• )' , ch' è uguale ad I -1- y~;-:::=-;+ fa· 

- ( 1 -+-u4) ' • 

rà un minimo, e conleguentet_nente per la riflefsione fatta dt 
fopra , nel cafo di v J- , . =o' la u farà un mttjfimo ' -ma 

- facendo y"I:.:...,•= o, l'equazione (9) divienè -uu:=v-; -I, 
àonde nafce u =v v7- J j adunque fe nel fegno doppio 

dell' eguazione (I) vale il fuperiore, la ma,fsima u è uguale a 

Vv•-I 
c o R o L L A R I o I v. 

SE nell' equazione ( J), e confeguentemente nell' equazione 
. ( 6) 
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( 6) in vece del iegno doppio lì prende l' i11foriore ; io dico , 

che la minima Il è uguale a v v-i" -=x 
Poichè fe fi confidera l'equazione ( 6), e G prende in elfa 

il fegno inferiore , ti render~ manife{lo , che il fuo fecondo 
membro l (1 u•)' crefce al decrefccre della 11, la quale è la 

(t-+u')' 
fielfa, che la u dell' equazione (I); dimodochè, quando la 
quantità 1 ( 1 ,.•) • è un majjìmo, allora la " è un minimo. 

( I-+u')' 
Riflettafi pertanto, che il primo membro della flelfa equa. 

zione ( 6), cioè I -V 1 --;;• è un ma./fimo, quando V~ è 
zero , e quindi farà chiaro , che quando V'-'1:' =o, cioè al
lorchè z= l, la quantità l ( 1 u•)' , ch'è uguale ad I-V~, 

(t-u')' 
dev' elfere un m4Jìmo ; adunque per ci~, che fi è conlìderato 
di fopra, nella fuppofizione di Vt--;;•:::o la u dovrà effere un 
minimo, ma fupponendo V~=~~, l'equazione (I) di \lenta 

uu= v;"- I, cioè fi. à u= ti v~ -1; adunque fe nel fe

gno doppio pell' equazione (I) fi fa valere l'inferiore , la mi

nima è uguale a ti v z -i 
C O R. O L L A R. I O V. 

SE nel fegno doppio dell' equazione ( x), e confeguenternen· 
te dell' eq uazion·e ( 6) , vale il fuperiere, la minima u è ugua
le a t.ero. 

Imperciocchè il fecondo membro dell' equazione ( 6) crefce 
al decrelcere di u , ma lo flelfo fecondo membro crefce al de
crefcere di z; adunque al decremento di z corrifponde il de
cremento di u, e quindi alla minima z corrifponde la minima 
u · ma l;~. minima z è uguale a zero, e pel corullario I., alla 
:z' . o corrifponde la u=o ~· adunque nella fuppofizione di que· 
fio corollario la minima u è uguale a zere • 

Ttt z Co· 
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c o R o L L A lt [ () VI. 

SE nel fegno doppio dell'equazione (t), e confeguentemente 
dell' equazione ( 6) vale l' inferiore, la malsima ~ è uguale all' 
unirà. lmperciocchè il fecondo membro dell' equaziOne ( 6) 
~refce al decrekere di u , e il medefìmo fecondo membro de
cr-:fre a l decre!Cere di z, di maniera che al decremento di z cor
ri! ponde l' aumento di u, e per confeguenza alla minimiZ z cor
ritponde la maffima u; ma la minima z è uguale a zero, e pel 
corollario II. a;ia z=o corrifponde la u = 1 ; adunque nell'i
potefi del corollario prefente la mafsima u è uguale all' unità. 

ScoLlo II. 

E Gli è evidente, che la mafsima z è uguale all' unità in am
bedue i cafì rapprefentati dal fegno doppio nell'equazione (I); 
poichè fe la z folfe magRiore dell' unità, la quantità vt=?, 
che in ambedue i fuddetti cafi entra nell' equazione ( 1) fa
rebbe immaginaria • 

T E o R E. M A I I. 

S Teno la retrofcritta e1uazione (I), e l' infrafcritta equa· 
zione; io dico, che pofta quella, fullìlle quella 
(II)~=:±~ 

v l - o;• yi::::-;;< 

D r M O S T lt A r; I O N Eo 

P Ofla l' equazione (I) fufsi!le l' equazione ( 4-) per la terza 
parte del I. teorem-a, e l'equazione ( 4-) differenziata produce 

dz:: 2duvt=;;:-4-u"du - 8u4v~ 
r-+ u4 (x-+-u4)vr-u• (r -+u4J' 

riducendo il fecondo membro di quell' equazione a uno llelfo 
denominatore, dopo fatte le debite operazioni ne viene quell' 
altra dz= 2du moltiplicato per(r-6u4-+uS), la quale divifa 

V•-u• (I-+Ii4)' 

per l' equazione ( S) dà l' equazione (II) ; adunque polla l' 
equa· 
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equa~ione, ( r)' iuffifie r equazione ( l .l ) • Il che dov~:a di-
moltrarlì. 

s c o L I o III. 

Quello teorema comprende i teoremi V. , c VI. del mio 
I l. lchediafma in ordine alla mifura della Iemnifcata, i quali 
teoremi V., e VI. fono nel prelente un poco differentemente 
enunciati, e di verfamen te dimollrati. 

T E o Il E M A I I I. 

S leno l' equazione retrofcrirta (I), e l' infrafcritta equazio
ne ( 12). Io dico, che polla quella, fuffiite quel1a 

( u) f. dzv-;::;::;_-2j. ::±: duv~==+.:. (l :±v~·) 
v~ 

:±.:.v~ 
" 

Vl-uu · 

DIMOSTRAZIONE. 

SI moltiplichi l' equazione (I I ) del teorema II. per l'equa
zione ( 2 ) del teorema I. ' e . lì troverà ~ ::±: dz = 
:t ~V 1 "~, cioè 

zzv~-,. · u 

uu 

( I 3 ) _::_:___-+ diff.=i= .:_ = ::±: !f:!. V 1 ,.• 

zzv ~-=~ 't "" 

Ma _d::_ è uguale a diff.- 2.v'r=;.; -~-~ ,e:±!!...". v•-· 
zzv~• z vi=? "" = diff. =+ l v~- ... =t=~' conforme fi vede differenziando 

'"; V•-u-t 
i fecondi membri di quelle due ultime equazioni ; adunque 
furrogando nell' equazione (I 3) quelli valori di ~, e di 

:± 'du v~ li giunger~ alla feguente 
zzv;-z• 

. uu 

·diff>- 2. V 1-z•-~ -+ diff. =+ ,!_ = diff. =+ .:_ V 1 _,. • 

z v,_,.. z .. 

r tra· 
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c trafponendo Ci troverà, purchè lì operi deftramente 
(14) ~=+~==+dtff. I (I:±vx-~+)=f:diff. I V;=,;; 

vt=? v~ 7 -;; 
Si confideri ora , che polla l' equazione (I), Ci à pel II. 

teorema -.!!3.__ = ::± ~ , cioè ~ =+ -.!!!.." . :..._o 
v~ vr-;;+ v•-z' v.---;;t 

Se queft' ultima equazione fi aggiunge all' equazione ( I4), 
e ad dfa fi adatta, fi otterrà debitamente operando 

(I 5) dz (r-+zz.) =+ l a'u(r-+u~ ==+ diff..!. ( I:±v 1:...~•) :± diff. 
~;.::...~· v·-,.· :1; 

.!.v'l- u• .. 
Scrivan!i nell' equazione (I 5) in vece àelle due efpreffioni 
dz.. (r-+ zz), e du ( r-+uu) , l' altre due efpreffioni dz..v ~~,e 
vl....:..z• v/~ v I_:;t: 

Ju /7.:;:;;;; ad effe refpettivamente eguali, e fi troverà que!l:' 

v;=;; 
altra equazione , . 
dz..v~ =t= zJu V;:;-;;= =i= diff..!.. ( I =!:y 1 z*) =!: dtff. 
- - :1; 

v~ vi:=;;; 
.!.v~-~· ... 
la quale integrata darà l' equazione (Il). 
equazione (I), iuffifte l' equazione (I 1). 
mofirarfi. · 

C O R O L L A R I O {, . 

Adunque polla l' 
Il che dovea di-

POnendo nel fecondo membro dell' equazione ( 1 l) in ca m· 
bio di !.. (I:±vi=~·) l' elpreffionè (I-u4)vr-u•, che gli 

:t. u ( 1 -+u4 ) 

equivale in virtù dell' equazione (7) del l; teorema, il fe
~ondo membro fuddetto dell'equazione (n) diviene 

-+(I-u4) v~ =t !..v~' ma queCta quantità ridotta 
u ( 1 -+ u~) " · . 

ad un medefimo denominatore, e maneggiata nel debito modo è 
U&Ua• 
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uguale a q uelt' altra -l-lu3 vi-:=;:;; adunque follicuendo nell' 

I -+u4 

equazione (I 1.) quello valore del fuo fecondo membro, Ii ve
de, che pofta l' equazione (I), lufsifie la feguente · 

( I6) f. d:zv~ -1.[. =t riu v •-+ ~~==t 1.u' V•-u• ---- -----
v•-"" 

C O R O L L A .ll I O Il. 

Surrogando nel fc~ondo ·membro dell' equazione ( I6) in 
luogo di 1.uv~ la :z, che gli equivale in v1gore dell'e-

I-+u4 
quazione ( 4-) del I. teorema, ii vedrà, che pofta l'equazione 
(I), fufsifie queft' altra 

( I7) f. d:zv•~z.:- z,f.=tduvr~ =:±zuu 

c o Jt o L L A Il I o I I r. 
SE parando nell' equazioni ( 12) , ( 16), e (I 7) i cafi , che 
nalcono dal fegno doppio, e la!ciando sì in effe , come ~ell' e
quazione (I) alla lettera u Il fuo lìgnifìcato , al!orche fi fa 
valere il legno Juperiore, ma ponendo in effe la lettera t in 
vece di u , allorchè fi fa valere il fegno inferiore , fi renderà 
manifello, che dalle medefìme equazioni (I z), ( 16), e ( 17) 
rifulteranno le fei equazioni infralcritte (x8),(r9), ( zo ), (21), 
(ù), e (23) -
-_ (18)[. Jzvo=;:;:;_-1.J.duv~=2.v~=::-:_ (I-+v~) 
- --- u 0: 

v'i~ v,-=;;;; 
(I 9) f. dzv-;.:.+;~ -2]. -Jtv~= 2. (I-~)-.!. Vi=~+ - ---== ~ , 

v•-'"' v•-" 
(1.o)[.d:zv~- 1.[. duv7':+~u = 2u3v;::;+ 

v'i:_ ~~ - -;/t-u; . I-+u4 

('li) f. d z v -;::;:;;. -2[.-dtv-;::;:;,=- U 3 v.=;< 
--- ~ 
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( 2 2) f. àz v~- zf. duv1...+7u . . ~uu 
t/1..:41; V1~UU• , 

(l-3) t d:zv, -+zt- zf.- d'tv;:;:;;= -~t 
v~~ vi::ri . · 

In m~do, c~e l'equazioni (l8), (zo),~ (zz) fufsifiono,po
fia quefi equaztone 

(l-4) uu=v7 ~-1-z·-.!. (r-+v~) 
tt %t 

e l• C<Juazioni ( 19) , ( z 1), e ( z 3) (ufsifiono pofl:a queft' altra 
equazwne 

(z5) tt=v7 y'I-v,-z•-..!....(x-v,~z·) u- t% . · . 

S c ·o L i o IV. 

S I noti primieramente, che l'equazioni ( 24), e ( 25) rap· 
prefentano feparatamente i due cafi, che in fe racchiude l' _e· 
quazione ( 1 ) del I. teorema in virtù del fegno doppio , che m 
clfa à luogo. Si noti fecondariamente, che poft,a l'equazione 
(l+)fià.. . . ' 

(z6) ~= zuv:=;. 
I -+u4 

e polla l' equ.azione ( 25) li à 
(27) ~= uvT::? 

I -l-14 

Tutto quefto in vigore dell' equazione ( 4) del I. teo:e~a • 
Si noti in terzo luogo , che poil:a r equazione ( 14) iulSlfie 

quefl:a 
(28) v't-z• =I -6u4 -+u8 

(I -t-u4 ) :r. 

e pofta l' equazione ( 25) fufsifte quefi' altra 
(z9) V~=- (I ..,-6t4-+t8)_ 

(I -1-14 ) • 

Tutto ciò in virtù dell' equazione ( 5) del L teorema. 
P a o-
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PROBLEMA, 

Pone le due equazioni foprafcritte (z4), e (z5), trov~re il 
valore di u in t, e il valore di 1 in u, 

So/u'{jone della prim11 parte, 

SE nella quantità _!._y' 1 -+v 1-:~:• fi foftituirà il valore di 
:t~ 

v·~· in t tratto dali' equazione ( 19), e il valore di ~~ in 
t tratto dall' equazione ( 17) fi !Coprirà 

-:-----= 2-V I -+v 1-2:• = yi -(t-6t4 -+t8) divifa per 
::~ (I-+t4) 2 

..yt(I-t4), ma il fecondo membro di quelt' equa:~;ione de• 
(x-f-14) • 

firamente trattato riducefi a quella efprefsione r-+ r• ; &· 

v z (1-14) 

dunque fi à 

(3o) 2-.vl-+v~=~-+~ 
2:2: v7 (I-t4) 

In oltre, te nella quantità .!._ ( 1 -+v 1-:t•) fi furrogan• 
2:2: 

i valori di v~, e di z::t preli , come fopra dalle refpet
tive equazioni ( .29), e (z7), fi conofce elfere.!... (t-+v~•) 

"'" =x-(t-6t4-+t 8 ) il tutto divifo per 4ft(I-t4), e ficco-
( l -+ t 4 ) • ( [ -f-14) • 

me il fecondo membro di quell' equazione maneggiato a do
vere fi cangia in queft' elprelsione 1" , così à luogo ·r e. l_,. 
q_uazione feguente 

c 31 ) _1_ c I -+v;--;• ) == __:::_. 
%'t 1-1 

Si pongano ora nell' equazione ( 14) in cambio di 

~ y'~i:-::•, e di ~ (I-+~) i loro valori 
u :t% 

Tom. JJ, Vvv dedot· 



j:n NoavE Mtsuii.Jt DEGLI Aacut 
dedotti dalle refpettive equazioni ( 30) , e ( 3 I), e fi avrà 

m1 = ~- -2!!..._; ma · il fecondo membro di queti' e-
~-,.. 1-t .. 

quazione equivale ad (1-rr)', cioè ad _I:-.t!.; adunque uu = 
,_,. l-+tt 

donde nafce finalmente 

v7:+.-u" 
E quella è ht· iòluzione della prima parte. 

Solwz;jone tMia feconda parte • 

PEr ifciogliere la feconda parte del problema fi feguiranno i 
meddìmi veftigj della foluzione della prima parte, e in vece 
dell'equazioni (24), (27), e (29) lì adopreranno le rc!pettive 
equazioni (zs), (26), e (18), in virtù delle quali fi troverà 
fimilmenre 

_!_ v l-V,::._;= l -+u4 , C ..:_ (1-v1 :z;•)= 2Uif+) 

:z;:z; V7 ( I-u4) :z;:z; l-.u. 

e furrogando i fecondi membri di quefte due ultime equazioni m 
luogo de' primi neifequazione (25) fi troveràtt=_:_-+o~-__;:-_, 

1-u• 1-:.• 

cioè tt = (r-uu)' = l-uu , e in fine 
7=7 7:+:: 

(33) t v l uu 

v~· 

Dimodochè la t è data per u, come la u per t. 
La mede!ìma equazione ( 3 3) può dedurli immediatamente, 

~ con facilità dall' equazione ( 32). E quella è la foluzione 
della feconda pane del problema • 

c o R o L L A R. i o I. 

L' ~quaziGne ( 32) lt rapporto all' equazione ( 14) , e l' e
quaziOne .< 33) à rapporto all' equazione ( 25); adunque ine· 
rendo a CIÒ, che fi è notato nel primo articolo dello fcolio 

lV. 
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IY.. l'equazioni (p), e ( 33 ) efprimono feparatam ente i due 
cali, che l' equazione ( 1) del I. teorema comprende in iC 
medefima in virtù del fuo doppio fegno • 

COROLLARIO II. 

P O Ila una delle due e q nazioni ( 31 ) , e ( 3 3) io dico , che 
fufsilte l' equazione infrafcritta 

(H)f.-dtv,_.. .. -f.duv~= t\/i-••-+ 11'v, -u• -- --v',_, 

I. 
Imperciocchè pofle le due equazioni ( 14), e ( 15 ) fuffiflo. 

no le due equazioni ( 10) , e ( :u) pel corollario III. dd 
teorema III., ma fottraendo l' equazione ( 1 I) dall' equazione 
( 20), e dividendo per :z quella, che ne proviene, fi trova 
l' equazione (34); adunque pofte le due equazioni ( 24), e ( zs) 
fuffifte l'equazione (34). 

I I. 
In oltre pel I. corollario antecedente, l' equazione ( p) à 

rapporto all' equazione (:~4), e l' equazione (:H) à rapporto 
all' equazione ( 15 ) ; adunque pofte le due equazioni (31 ) , e 
( 33) iullìfte. l'equazione (34) pel primo articolo di quefto co-
rollario. I 1 I. 

In fine fi dimofha agevolmente col calcolo, che, polla l' e
quazione ( 32), fuffille l' equazione (3 3), e v erta· vice, pofl:a 
l' equazione ( 3 3) , lùfsilte l' equazione (p); adunque pofl:a 
·una delle due equazioni ( p ) , e ( 33) , tono pofl:e ambedue, 
e confegucntemenre pel fecondo amcolo del prelenre corolla
rio, polia una delle due eq uazioni (32) , e (B ) , fufsifl:e l'e
quazione ( 34) • Il che dove a dimoitrarfi • 

c o R o L L A R l o II I. 

POlla una delle due equazioni ( 32), e ( 33) j 10 dico, the 
f ulsifte q ueft' al tra 

( 3 5) f. -d t v-;-::;:-;; -f. du v t::;;,, = ut -._/1-, v'l--;;;; Im· 
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Imperciocchè, fe nel 1econdo membro dell' equazione (3f) 

fi fofiituifce .!. z in luogo di u v~ ' e parimente .!.. z m 
2 ~~~ a 

cambio di t v;-=.+ (mentre le due equazioni ( 1.6), c (27), 
I-t-ti 

regiftrate nel IV. fcolio, permettono quell:e fofiituzioni ) , lì 
vedrà effere il fecondo membro dell' equazione ( 34) , cioè la 
quantità 13 V r::~:,• -fò U3 Vi=,;t eguale all' efprefsione .!_ :{.(tt-+IIU ); 

- z 
1 -+t4 I -+u4 

ma ponendo in vece di z, e di tt i loro valori in u p refi 
dall' equazioni relpettive ( 2.6), e (33), e operando nella do
vuta maniera farà .!.Z (tt-+uu) = Uvi-u•= uvl-7,;, e 

z --- -I-t-uu t/t-+«u 

furrogando in cambio di v~ il fuo valore t tratto dall'e-

vr-=+.uu 
quazione (H), farà eziandio .!. z ( tt ~ uu), cioè t\/ 1 ,~ 

2 I-+t4 

~ u 3 v~-· eguale ad ut; pongafi pertanto nell'equazione 

I-+u4 

(34) ut in luogo del fecondo membro di elfa, e ne verrà l' 
equazione ( 3 s ) . Il che dovea dimofirarfi • 

Se nell' efprefsione ..!.. z ( tt-+ uu) fi folfero fofiituiti in vece 
z 

di z, e di uu i loro valori in t tratti dall'equazioni refpettive 
(27), e (p), fi farebbe fimilmente trovato .!.z(tt-+uu)=tu. 

c o l'l o L L A Jl l o I v. 
SE nell' equazione ( 3 5) in luogo di d t, 11, t li follituirà 
refpetti vamente du, uu, u, e verlà-viceinluogoditlu,uu,u, 
fi iurrogherà dr, t1, t, ne rifulterà l' equazione feguente ( 36), 
la quale fulsifte , polla una delle due equazioni (31), e (33) 

(36) f.-duvt-+uu-f.dtv~=,u 

l m-
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Jmperciocchè i fecondi membri d'ambedue l'equazioni (35). 

e ( 36) fono manifefiamente eguali ; e differenziando i primi 
membri delle fuddette due equazioni (35), e (36), fi vede, 
che i loro differenziali fono eguali; adunque integrando, an· 
che i primi membri delle medefime equazioni fono eguali, e 
confegut:nu:menre l' equazione ( 36) lulsilte, pofia una delle 
due equazioni (p.), e (33), poichC: polla una di quefie me· 
defime t:quazioni (32), e (H), fi è dimofirato fuisillere l' e· 
equazione (3 5) nei precedente corollario. 

S C o L l o V. 

NEll' integrazione di que!lo cor6llario, e in tutte l' inte
grali aflratte, che ò date, e darò in queflo fcritto, ò trala
fciato ·, e tra la !Cerò l' aggiunra della coltante ajlr111f11, rifèr. 
bandomi di moftrare Jlell' applicazione di quefta teoria alla mia 
Eliffi, che le integrazioni luddette fono complete, e che per 
conteguenza non abbilognano dell' aggiunta di veruna cofiante. 

T E o Il. E M A I v. 
SIa la retrofcritta ·equazione (I ) , e l' infrafcritta equazione 
( 37); io dico, che pofla quella lulsifle quefla 

( 37) f. tizv-;::;:;;. - , f.:± Ju v,::;;;; = :±.!. ( •::; v-;=;:; ) 
./- 2:; 

v'l-~>; v,_ 

DrMoSTilAzJO:NE. 

MOltiplicando l' equazione (I I) del teorema II. per l' e
quazione ( 3) del teorema I. fi vede 

d>: =+ "" =-+ 4'"'"* , cioè 
'Z'Zv'r->:• u (I-u4)vr-u• 

( '8) d'l! -+dilf. :± l =::± ,. .. J .. 
;} -- - -:czv•-,.. 2:; (I-u•)v;:::;;; 

ed effe n do ~ = diff.-.!. ~·- ,,Jz:. ; e:± ~~ 
~zv~ 2:; vi...:.~• (t-u4)v'•- .. • 

;:: ~iff. 



s1.6 Nuovi!. MlStJilE nECLI AI.CHt = diff. :± :"' -+ ~"""-, conforme moftrerà la diLferenzia
y'i=;;i v i=;+ 

zione, ne 1egue, che fe fi pongono nell'equazione (38) i fud
detti valori di __.!!:::__ , e di :± 4"..J" , fi avrà 

Z'ZV ;::-~• ( l-u+) v' r- u• 

àiff.-!. VI-~i-~-+ dift: :±..:. =diff.:;±~ =+ ~ 
:: v'~ 7,; vi"" ~u· vi=.i 

laonde trafponendo, e calcolando con de!hezza, fi vedrà e fiere 
(39) _E__~:::f:: ~=:±diif.!_ (1=-t:y'~):::f::diff. ~ 
v~ v,_,.. 7,; v~ 

Ciò pofto con vien riflettere , che in virtù del II. teorema 
abbiamo ..:!.=...=-+ .!l!,., vale a dire .!!::__-+ .!:!'"_ =o 

v I-::• vi-;• v1.::....--;; ~ 
dimodochè quell' ultima equazione aggiunta' e adattata an· e
quazione (39) fommini!ha dopo fatte le dovute operazioni 

(4-o) d~ ('"'!_~)-+ zJu (t-+uu) =:± diff • .!. (I:::f::y'~) :+ditf, 
v;-=-;; y't:::;.;f ~ 

y'-;=.;+ 
In cambio delle due efpreffioni dz (I4tt), e Ju (I-+,.,.) fi 

e/i=? v-;=;+ 
fcrivans refpettivamente nell' equazione (4o) queft' altre d~e 
efpreffioni dz v't-+::'1:, e Ju v~:;-;;;;, che fono ad effe eguah, 

v~ v'-"" 
c la medefima equazione (4o) prender~ quefl:' afpetto . 
dzv'-+~ =+ zduj-.=;;;. =:::!:difh!.. ( 1 :±v 1-z•) =+ dlff. ~ --=== z ~ 

v'1-z~ v~-· · 
Ma da queft 'ultima equ~zione integrata nafce l'equazione (37); 

adunque pofia l' equazione ( I), fuffifk l' equazione (37) • Il 
che dovea dimofiradì • 

Co~toLLARio I. 

S l fofiituifca nell'equazione (37) in vece di !.. (x=+~) 
::. 

r efpre!Eone ~ ad e!fa eguale per l' eqnazioae ( 8) , il fe· 
(I-+-u~)v 1- 11+ condo 
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condo membro della fteffa equazione (37) diverrà :t~ 

(I-+u4)v'•-u• 
=+ ~, quantità, che ridotta ad un meJdìmo denominatore, 

v·-·· 
e maneggiata con defirezza , equivale a :± l~v'• ,.. , e 

I -+u+ 
quindi furrogando nell' equazione ( 37) quello valore del fuo fe
condo membro, fì vede ri!ulrar di nuovo l'equazione ( 16) 
del I. corollario del III. teor~: ma, fuppofla la tulsiftcnza. dell' 
equazione (I). 

c o R o L L A Il l o 1 I. 

OPerando, come {i è fatto nel corolla:-io II. del III. teorema, 
{ì g•ungerà di nuovo all'equazione (17) dello fieffo corollario 
II. dd teorema III., fuppofia !a fufsiltenza dell'equazione ( 1). 

c o R o L L A R l o l I l. 

S Imilmenre operando, come fi è fatto nel corollario III. del 
III. rc:orema, e fo~cendo le medefime denominazioni, fi tro
veranno di nuovo l'equazioni (zo), (21), (n), e (13), del. 
lo fleffo corollario III. del teorema Ili., iuppalta la lu!siflcn
za dell' equazione ( 1). 

C O Il O L L A Il l O l V. 

A Dunque fi troveranno anche l' equazioni (H), ( 3 5), e 
( 36) de' corollarj II., III., e I V. del problema indipendente
mente dal teorema III., purchè {i proceda come fì è fatto 
ne' fuddetti corollarj del problema • 

C O R O L L A Il l O V. 

SE parando nell'equazioni ( r), e ( 37) i ca lì, che nafcono 
dal legno doppio, e laiciando nelle r,itddì me equazioni alla 
lettera u il luo fignificaro , quando fi fa valere il legno fupe
,.iore , ma ponendo in effe la lettera t in cambio di u, quan
do fi fa vaiere il fegno inferiore ; dall' equazione ( I) verran
no le due equazioni (l+), e (25), come appunto nel corol la-

no 
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rio III. del Ilt. teorema, e in virtù del teorema prefente fi 
conofcerà, che pofl:a l' equazione (:~4) fufsifl:e quella, che fegue 

(41) f. dzv-;=;::;;.-7-f. duv~=:.. (x-vx-~·-~ 
v~ v-r:=;;; ~ v-;::;o 

e che pofl:a l' equazione ( 21), fufsifte I• infrafcritta 
(4z)j. dz.y'.-:=;;;.-zf.-dtv-;::::;:;; = zt5 -.!.(x-+ v,-~:•) 

v~ v,-::::::u v,_,. =:; 

C o a o L L A a. 1 o VI. 

S Ottraggali ora l' equazione ( 19) del corollario III. del III. 
teorema dall' equazione ( 41) del corollario precedente, indi 
fi divida per z l' equazione, che ne deriva, e fi avrà la fe
guente 

(43) f. -dtv-;:+;,-f.tluvr.=;;;.=_,_t/i'""l•- u1 

-- -- 'Zt ~ Vx-tt VI-uu -1/'x -u• 
Sottraggafì in oltre l• equazione (42) dell'antecedente corol

lario dell'equazione ( 18) del corollario III. del III. teorema, 
dividafì pofcia per z l'equazione, che ne viene, e fi troverà 
queff altra 

(44) f.-drv-;::+,;-J.duvr::+.:u = ' ..,,_,..- t 3 

_/=-i --- ~ • v,_, t/J-uu vx-t - . 
Ci~ fatto, fi confideri, che ciafcuna delle due equaz1ont 

( 43), e ( 44) fufsifl:e fuppofl:a la iulsillenza delle du~ é~ua
zioni. ( z4), e (l)), le quali fono rapprefentate relpetuva
mente dalle due equazioni ( p), e (33) del problema? a te· 
nore dd corotlario I. di elfo problema ; adunque raziocmando, 
come fi è fatto nel corollario II. del problema rnedefimo, fi 
dimofl:rerà, che pofla ciafcuna delle due equazioni (p.), e (33) 
fulsifte l' equazione (43), e fulsifie l'equazione ( 44). 

CoR.oLLAlliO VII. 

SE nella quantità ..!. v 1 _,., ch' entra nel fecondo membre 
~· dell' equazione, ( 43), fi 11orrll in luogo di , il fuo valore ia 

11 defunto dall- eq uazigne ( 33) del problema, fi avr~ 
l -
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2.. v'-,;= uv j""':f:Uu = ...!:.- ; coficchè foil:ituendo nel Je-
zr (z-+uu) v..-=;~v 1 -u" 

condo membro dell' equazione ( 43) in vece di ..!.. v~· il ., 
fuo valore . u , lo il:elfo fecondo membro farà u - u• - - --v,_ u' v J:,:::: u' v;=;;+ 
=ui:..=:::l=uv~=ut, e la fuddetta equazione (43) 

.V;- . u' v~-·-=-
fi muterà nell' c:quaziune (35) del corollario IIT. del problema. 

Anche l' equazione ( 44) fi cangia nella meddìma equazio
ue ( 35) , fe nella quanutà. -'-V~, ch' entra nd kcondo 

lU 

membro dell' equazione ( 44) fì pone in vece di u il fuo va
lore in t prefo dall' equazione ( 3 2) del problema, mentre da 
queil:a foil:iruzione lì dedurrà fimilmente 

2-.vì"=-;;< = tvi-:;t;=_r_' e quello valore di-' vi'=:. 
... · (r-+ttJv'-" v~-~" '" 

furrogato nel fecondo membro dell' equazione ( 44) farlt, che 
lo fteffo fecondo membro divenga _,_- _,,_ = t ~ 

v~ Vl=-7 v t=;:: = t_t/__, _ _:_• =tu 
._/J:;ii 

S c o t l o VI. 

L· Equazione ( 35) del corollario III. del problema, che & 
trovata col prelente metodo in quanro differenti maniere, na
fce ancora da un altro mio metodo infeno nel prelente volu
me pag. 338.. Quefto confenlo di verità moftra vicppiù la 
giultezza de' medefìmi metodi, e fa conofcere lenfìhilmente la. 
fecondità dell' Analifi • 

.Applica~one di quejla teoria alta mia clijfo 
(fig. 66) 

SUPPOSIZIONI. 

S la come m quefta. figura l' eliffe conica ABED, il di cui 
Tom. /1. X x x femi-
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fem1alfe minore CE= 1 , e ii !Cmìaffe maggiore- CB::::v-;.; l' 
ab!Cilse indeterminate CV, CZ, CT, che anno prigine dal 
cent-ro C, fi chiamino refpettivamente u, z, t; è noto. agl'in~ 
tendenti del calcolo infinitefimale, che l' arco diretto BL cor
ri!~ondente all' abfcifsa cr (u) à per fua efprefsi~~ef. duvl-:::.._'!!'!., 

V'~
c:hc ~ · altro arco diretto BI corrifpondente all'·· abfcifsa CZ ( ~ 
fi eiprime in quella gui!a f.dzy~;-::;:;;., e che l'arco inverlo 

v-t=-~ 
ES corrifpondente all' abfcifi'a CT (t) equivale a què!l' efpref. 
lione f. - dt V' , _:-+ ,, • 

v~7t . 
Dimodochè tirando la retta LN parallela all'•- affe minore' 

la quale taglia in N il quadrante .I!B dell' elilse ;. e prolungan
do l' ordinata ST finchè tagli in M il -quadrante ED, l'arco 
LBN, ch' è uguale al doppio dell' arco diretto BL dovrà efpri
merfi in quefta guifa z j: Ju v~, e l' arw SEM, ch' è 

VI::::;Uu 
uguale al doppio dell' · arco inverfo ES, fi .denoter~ così 

zj. - Jt v...-::;-;; • · 
v~ 

E' parimente noto, che l'arco Jireno BS corrifpondente all' 
abfciffa CT (t) ~ per fua efprefsione f. titv ~, e che r 

y~;--tt ; 
~reo inverfo EL corrifpondente all' abfciffa CP ( u) . fi denota 
m quefto modo f-Ju y~t-;;; 

v~ 

~remefi'e quelle fuppolìzioni appartenenti alla geometria in-. 
tenore, paffo a mihuare , gli archi della. mia eliffe nelle tre 
feguenti maniere, , . 

Prima mifurtt. 

NEll' elilfe dBED prendafi l' abfcHfa CP eguale al valore 
di l# 
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.di, tratto ' dall'equazione (.24), e l' abfcilfaCZ èguale ·al va
lore di :{ elprelfo nell' equazione ( 26) ; fi ponga nell' equa. 
zioni (lo), e (:n) l'arco BI in luogo di f.dW•-+~-r., el'ar-

v•=;;; 
co LBN in luogo di 2J. duv::;:;::; le fuddette equazioni (2o), 

.v•== 
e ( 2 i) diverranno refpettivamenre le due feguenri 

(+5) Are. Bl-arc.LBN= 1.u' y";=:;;+' 
. I-+u4 

( 46) Are. BI- are. LBN= z..uu 

SCOLlO VII. 

l. 

QUando l' abfci1Ta CZ ( z) è nulla , {i annuii~ anche l' ab-
fcilfa CY ( u) , e ciò pel corollario I. del I. teorema ; 

laonde fe l' arco BI è nt.~llo, anche l' arco LBN farà nullo , 
çome pure ambedue i fecondi membri dell' equazioni (45 ), e 
(46), le quali in çonfeguenza lono complete , 

l J. 

La maggiore delle. abfcilfe CV rapprefenta~e C?lla -l~ttera l( 
corrifponde all' ablcifsa CZ ( z..) = l , e allora il punto Z ca
de in E , e l' abfcilfa CZ diviene il femia!se minore; in que
fio medeftmo cafo il punto .V cade in K, in modo che l' abfcifsa 

ma.ffima CK è uguale a V v a - I '; quello· pel çorollari() 

III. del J, teorema • 
I I I. 

Una delle due abfcifse CZ ( ~), ovvero CV ( u) può efse
rc: arbitraria , purchè la CV non fuperi la CK • 

Seconda mifura. 

N Eli' elifse ABED facciafi l' abfcifsa CT eguale al 
Xxx z 

valore di 
, de-
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, delunto dall' equaz10ne ( 25) , e l' abfcifsa CZ eguale al 
valore di ~ rapprelenraro nell'equazione ( 27) ; s' Introducano 
Jlell' equazwni (21), e (23) l' arco BI in vece di j:a,v 1-=;::;; ___ , 

V l_:_-; 
e l'arco SEM in vece di 2j. -dtv~; le medelìme equa--

v·~-~~ 

zioni (21) , e (23) lì muteranno nelle due refpettive, che fe
~uono 

(47) Arc.BJ-arc.SEM=-u!v~ 
---;::;;. 

{48) Arc.BI-arc.SEM=-z.tt 

ScoLlO VIII, 

I. 

QUando l' abfcifsa CZ ( ~) =o, l' abfcifsa CT (t)= 1 pel 
corollario II. del I. teorema , e perciò fe l'areò BI è nul

lo, anche l' arco SEM è nullo; fono pari mente nulli in tal 
calo i fecondi membri delle due equazioni ( 47), e ( 48), e 
confeguentemente quefte fono complete. 

I I. 

La minore dell' abfcifse CT efprefse colla kttera t ~orri
fponde all' abfcifsa CZ ( z) ::::x , e allora il punto Z cade m E; 
in quefto ifteifo cafo il punto T cade in K in maniera , che l' ab-

fcifsa minima CK è uguale a V v'i'--=-;~· e ciò pel corolla

rio IV. del I. teorema • 

I l I. 

Una delle due abfcifse CZ ( :z) , e CT (t) può cfserè ar· 
bitraria, purchè la CT (t) non fia minore di CK • · 
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T eT':{! mifura. 

NEll' elifse .ABED lìa l' abfcifsa CV=u, e l'abfcifsaCT=t 
in modo, che ie CV ( u) è arbitraria, la CT fia uguale al 
valore di 1 elprelso nell'equazione ( 33), e ie CT (t) è ar• 
bitraria, la CV iia eguale al valore di u efprefso nell' equa
zione (p)~ fi furroghi nell equazioni ( 34), ( 35), ( 43), e 
(44) l'arco diretto BL in cambio di j:duv~~, e r arco 

v1-uu 
inverfo ES in luogo di f.-dt,/i-=:t:;;, e le iuddette equa. 

v;=;; 
zioni (34), (3 s), (43), e (44) fi cangeranno refpettivamente 
nelle q uatrro infrafcrirte 

(49) Are. ES -are. BL=t3y"t-•• -+u3v•-.. • 
I-+~4 I-+u4 

(50) Are. ES- are. BL =ut 
(sr) Arc.ES-arc.BL= _:..vx-·•-_,.•_ 

Zt t/I-"ft 
(51) Are. ES-are. EL= ..!..vi'=.7-~ 

~u yi'Ì.:.;_ , .. 

s c o L I o I x. 
L' Equazione (p) mofl:ra ; che fe la CV ( u) è zero, la CT 
(t) è uguale all' unità, e quindi allorchè l' arco d.iretto BL 
è nullo, è tale anche. l' arw inverfo ES; in quefiq· cafo fono 
manifefl:amente nulli i fecondi membri dell' equazioni ( 49), 
(so), e (sI), ed è nullo anche il fecondo membro dd!' e
quazione (51) , ch' equivale ad ut , come fì è moflrato nel 
corollario VII. del IV. teorema ; adunque le quattro equazio
ni (49), (~o), ( S r), e (p) fono tutte complete 

Sco. 
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S C O .L I O X. 

I. 

l Ntroducendo nell' equazione ( 36) del corollario IV. del pro
blema in vece di f. d tv, ---+tt l' arco diretto BS corrifpondente 

. v;=; . 
all' abfcifsa CT (t), e in cambio di f. -JuvT.+;;: r arco in· 

v~ 
verfo EL corrifpondente all' .abfcifsa CV ( u), la detta equa
zione (36) diventa queft' altra 

( '53) Are. EL- are. BS =tu 
la quale è completa , poichè l' equazione ( 3 3) fa conofcere, 
che quando la CT (t) =o, la CV ( u) ;:;;: J. , dimodochè, 
quando l'arco diretto BS è nullo, fi annient.a anche I' arco 
inverfo EL, e in queflo ~:afo è nullo anche tu. 

Or ficcome lì è dimofirato nel çorollario II. del problema, 
e nel corollario VII. •. del IV .. teorema, che le tre efprefsioni 
Seguenti r 1vl=l•--tP' v•-u'; _•_v;=;+-~;e -'-V• _,.. 

- - ... ,. ./--. zu l-+t+ ;r-+u+ ,.. ,... ,_,. · 

- -~ fono eguali ad ,., , ~os\ fufsifiono ancora le tre equazio
V~ 
ni , che feguono 

( Sf) Are;. EL- are. :BS;:::: r' t/7=7•-+- u' v~· 
I-+t+ ~ 

(S:>) Arc.EL-BS=_!_v'i=l+-~ 
~' . v•-u• 

( S6) Are. EL- are. BS;::::...!.. Vi=-7- .!..!__ 
~u ·._/1 u• 

le quali fono complete, come l' equazione (53). 

I I. 

Le .tre ult.ime equazioni (54), (SS), e (56) potrebbero de· 
durfi Immediatamente dall'equazioni refpettive (H), (.43), c 

(44) 
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(44) con modo fimile a quello, . che lì è tennto per dedurre 
dall' equazione (3 5) l' equazione [ 36] regifirata nel corollario 
IV. dd problema. 

E in effetti, fe nel fecondo membro aell' equazione [ 34] 
in luogo di t fi pone u, e in luogo di u fi pone t, il meddìmo 
fecondo membro conferva la lua prifiina tlprellione , e quan
tità. Se poi ne' lecondi membri dell'equazioni (43), e (44) 
fi lofiicuirà u in cambio dt t, e t in cambio di u, fi vedrà, 
che il fecondo membro dell' equazione (43) fi cangia uel fe
condo membro ddt'cquazione (44), e vcrla • vtce il fecondo membro 
dell'equazione (44) fi muta nel lecondo membro dell' e~uazione 
(43), ma non ofl:ante q11elta vicendevole tralmutazione de lecondi 
membri dell' equazwni luddette (43), e (44) i meddìmi fe
condi membri non cangiano punto di valore , poichè nel co
rollario VII. del l V. teorema lo no ltati dii provati eguali tra 
loro, elfendolì lV l moitrato, che cialcuno di quelli è uguale 
ad ut. 

s c o L l o x I. 
I. 

SI noti, che in virtù del corollario III. del III. teorema, 
e del corollario III. dd I. teorema, l' abfcilfa CV ( u) non 

può elfere maggiore di ti v;-~~ 
Si noti altresì, che pel corollario III. del III. teorema, e 

pel corollario·' I V. del I. teorema l' abfcilfa CT (t) non può 

efser minore di ti v"i' -l 
I I. 

Adunque nelle quattro equazioni (53), (54), (55), e (56) 
1• arco diretto, cioè l' arco BS, che à relazione ali• ablcifsa 
CT (t), principia al punto R dell' elilfe determinato dall' ab-

fcilfa CK == y'V'7 -• , e può fienderlì fino al punto E etlre-

mità 
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mirà. del lecondo als~: , ma l' arco inverjò, cioè l' arco EL, 
che fi riferike all' abkilsa CV( u), principia al fuddetto pun
to R, e può fienderfì fino al punto B, elhemità del primo 
afse. 

I I I. 

Tutto all' oppofio accade . nel le quattro equazioni ( 49), (so), 
(5 I), e (52) , nelle quali, per. q[lanro fi è notato nei primo 
articolo · d t quefto fcolio, l'arco diretto, cioè l' arco BL cor
relatiyo all' ablcilsa CV.(u), principia al punto B, e non può 
ftendcdì oltre il mentovato punto R, e l' arco invcrfo, cioè 
l' arco ES correla rivo all' abkìlsa CT (t), prmcipia al pun
to I[. , e no~ ;può fienderfi oltre il punto R • 

J · y. 
Egli è però vero, che neH• eq~azioni (53), (54), (Ss), e 

(56) togliendo dall'arco inverfò EL, e dall' arco diretto BS 
l' arco intermedio LS, ch' è conune ad ambedue, le quat
tro fuddette equazioni fi riducono all' equazioni (49), (5o), 
(51), e (52). 
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