O P E

DEL CONT.E

JACOPO RICCATI
' NOBILE TREVIGIANO.

Tomo Terzo.

Crr (oneech def eTutpia.

IN LUCCA MDCCLXIV.
. s

APPRESSO Jacoro GiusTI.
CONLICENZATDE SUPERTIORI




SCHEDIASMI
FISICO-'MATEMA.TICL




5 il

di ranti nuovi difcoprimenti. Gli Schediafmi XI, XII, XIIX

{critti 1> anno 1705.5 O 1N quel torno da un giovane, che

non giungeva ai trent’ anni, moftrano a chiaro lume il fuo

ftraordinario valore.

Nella Prefazione al ‘Trattato della ‘Separazione delle. .

indeterminate nelle equazioni differenziali ho conghietturas
to, che I’Opera dell’acutifimo Signor Gabbriello Manfre-
di De confirullione agnationnm differentialinm primi gradus
ufcita in.Bologna J’anno 1707. gli abbia fervito di fimo-
lo per vie pil internarfi nel Calcolo integrale . La citata

Prefazione contiene la ftoria dei fuoi felici ritrovamenti,

ed in quefto Tomo fi leggono gli Schediafmi, in cui ¢ en-
crano le dette fcoperte , i quali non enumererd partita-
mente avendone dei principali nel ricordato -luogo parlito,
ed effendo non pochi quelliy che in fe racchiudono i com-
mendarti artificj. Fa ufo I’Autore di un metodo di fua ine
venzione nello Schediafma XXXI. Sopra le leggi delle res
fiftenze , con le quali i mezzi fuidi ritardano il moto Je’corpi
folidi, e quefto metodo lo conduce ad una ¢legantiffima co-
.ﬁruzione. Ma non potendo effla a cagione delle quantiti
immaginarie abbracciare il cafo, quando la refiftenza s’e.
guaglia alla velocita # moltiplicata nella coftante 24, Ia
cui metd & fia minore della unita, ho con una opportuna
Annotazione f{upplito nel detto cafo alla foluzione del Pro-
blema: Determinare nella Cicloide il moto d’un Pendolo, a.,
cui fi refifta dal mezzo in ragione della welocita. Non pafs
fcrdy fotto filenzio lo Schediaﬁna V. Deé’ Polinomj inferito
dalla Dottifima Signora Contefla D. Maria Agnefi nelle fue
Inftituzioni Analitiche. In effo il Conte Jacopo infegna un
metodo, che farebbe generale , fe non veniffe frequente-
mente refo inutile dalle quantita immaginarie, col di cui
mezzo fi riducono alle note quadrature i Polinomj differen<
ziali: Meritano pure d’eflere diftintamente nominati gli Schee

dia-

j S8 e o
diafmi, "VII. Animadverfiones in agqnationes differentiales [ew

cundi gradus, VIIL. Appendix ad Animadverfiones in aquatios
nes differentiales Jecandi gradus , che ¢i additano la rego-
la generale per diftinguere, fe ad una equazione differenzio-
differenziale fi poffa giungere affumendo, o non affumende
una prima differenza ficcome coftante. Ne parla con mol-
ta lode il Sig. Niccold Bernoulli nella fua Rifpofta al Sig.
Conte Gilio Carlo de Fagnani ftampata nel Tomo IX. dei
Supplementi degli Arti di Lipfia, Sezione III., Pag. 98.
Avendo il Conte Riccati inferito nell” Opera del Sag-

-gio intorno il Siftema dell’Univerfo le fue {coperte Aftros
_nomiche Lib. II., Parte 1., Cap. V., VL, e VII., ci fono

rimafte {u quefto argomento le Rifleffioni intorno le forze cens
trali tanto nel woto, quanto nel pieno contenute nello Sche<
diafma 1V, il Capo V. De Trajeftoriis defcriptis a wviribus
centralibus in wacno dello Schediafma XVI. Scientia Dynas

 wmice Elementa, e gli Schediafmi XVIL In pleno zempora

gquibus. arcus trajeitorie deferibuntury non poffunt efe areis a
radio weftore fultis proportionalia, XV1II. Del Siftera Ticoo
nico y XIX. Rifleffioni [opra uwn principio ufato dal Bradley per
ifpiegare I aberrazione delle flelle fiffe, Gli offervi attentas

- mente il Lettorey e vi fcoprira per entro degli originali pen-

famenti .. :

- Non dobbo lafciar d” avvertire, che per determinare
nello Schediafma XX. fcritto 1' anno 1735. la lunghezza
@’ un pendolo femplice ifocrono ad un dato compofto , fi
vale del metoda delle azioni , cio¢ a dire delle forze ap-
plicate agli {pazj, fondamento principalifimo della Meccae
nica§ che pofcia & ftato meflo nel vero fuo lume dal P.

" Vincenzo Riccati Figlio dell’ Autore nel Dialogo delle fore

ze vive, e della azione delle forze morte.
Delle fpeculazioni del Conte Jacopo 1ntorno le co-

municazioni del moto ne ho informato il Lettose nella Pre-
' fa-
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fazione ai Principj, ed ai Metodi della Fifica. Refta da dig

~ qualche cofa degli Schediafmi XXI, XXII', che trattano

della fteffla materia. Confiderd egli nello Schediafma XXI, -

le comunicazioni del moto, che fi fanno per via di attras

zione, collocando un clafiro fra due corpi, e fupponendo,

che il corpo agente tiri col mezzo dell’ elaftro il corpo
paziente, e ¢id coll’unica mira di far toccare con mano,
che conlumandofi fuor di dubbio una porzione della for.
za viva del corpo agente nello ftirare P’elaftro, non pud

fuflitere la fentenza Cartefiana, che le forze vive fieno pro- -

porzionali alle quantita di moto, la quale ci guida neceffa.
riamente alla confeguenza, che nella diftenfione della mol.
la nulla di forza viva fi {fpenda. Per I’ addietro i Fifico
Matematici anno rintracciate le leggi delle comunicazioni
del moto fra i corpi o molli, o elaftici perfettamente . Il
noftro Autore ha moflo un palfo di piu nello Schediafma
XXII, determinando i canoni della comunicazione del mo,
vimento in qualunque fuppofizione, o fieno ambo i corpi
perfettamenie molli, o perfettamente elaftici, o dij natura
media fra le due efireme.

Somminiftrano la materia ai quattro feguenti Schedia~
fmi le corde, o fibre claftiche., Gran lavors ha coftato all’
Autore lo Schediafma XXIII, Vere ¢ germang virinm elge
Seicarnm leges ex phanomenis demonftrate. Chilo legger col.
la dovuta applicazione, lo trovery pregno di cofe tutte maf.
ficcie, e fommamente importanti. Totalmente nuova & I’ i.
dca dello Schediafma XXVI. Dells proporzione y che paffa fra
le affezioni [enfibili, ¢ la forza degli obbietti efterni, da cus
wengon prodotte. Ecco cid, che ne dice il P, D. Giovanni

Crivelli nella Parte prima de’ fuoi Elementi di Fifica, ]pag, -

174. L’ acutiffimo Sig. Conte Riccati é il Joloy ¢b’io fappia,
clsf /z'a/z‘. propofto & invefligare Iy proporzione fra le affezioni
4e’ nofiri fenfi, ¢ la forza degli oggersi efferni . Concioffiae

che”

nei due‘l&dati Schedi;fmi il.Conte Jacopo fi appiglia 2 fer-
te troppe riftrette fuppofizioni, ho prefa rifoluzione di trar.
tare pid ampiamente in due Annotazioni gli feff argo-
menti. il i

*" Ho tenuto difcorfo nella Prefazione al Saggio intorno
il Siftema dell’ Univerfo delle . fruttuofe meditazioni del no-
firo Autore in riguardo alle Refiftenze . Si maneggia una
tale materia negli Schediafmi XXVIL , XXVIII., XXIX.,
XXX., XXXI, XXXIL, e XXXIIL Mentre il fluido (cac.
ciato di luogo non retroceda, ma o sfugga prontamente daj

~latiy o feguiti la direzione del corpo, che in ¢ffo fi muo-

ve, -ha dimoftrato il Conte Riccati , che le refiftenze na-
fcenti~dalla inerzia della materia ftanno nel primo cafo co-
me il quadrato, e nel fecondo come il cubo dell’ attuale
velocita. Che fe il fluido ritorna in dietro, e col fuo urto
ritarda vie pid-il movimento del folido , le refiftenze fonc
regolate da leggi molto diverfe. Valend ofi il Conte Jaco-
po degli efperimenti fatti dal Cavalier Nevvton con maf-
fima accuratezza fopra i pendoli, che fi vibrano nell’aria,

“ha trovato nello Schediafma XXX., che i due limiti delle

yefiftenze vengono determinati per una parte negli archi
grandi da un contrafto proporzionale al quadrato della ve.
locita, e per Paltra in quell’arco minimo, ed ultimo, che

- fia di mezzo fra i confini del moto, e della quiete, da una

oppofizione, che fi pud prendere per coftante,

Succedono tre Schediafmi, vale a dire il XXXIV. Of-
fervazioni fopra il moto de’ corpi folidi ne’ mezzi fuidi , i
XXXV. Delle preffioni, e degli equilibry de’ fluidi, il XXXVI.
Difefa del Corollario II. della Propofizione XXXVI, del Libro
IL dei Principj Matematici della Filofofia naturale del Cae
waliere Ifacco Nevvtor., Gli Schediafmi XXXI1V, e XXXVI
ci pongono fotto gli occhi due controverfie, I'una col P.

Ab, D. Guido Grandi, I’altra primieramente col Sig- Pie-
b rane
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rantonio Michelotti, e pofcia col Sig. Daniele Bernoulli,
S’ accordavano I’ Autore, ed il P. Grandi nel  determinare
la forza, che ftimola al moto, eguale alla differénza fra i
pefi del volume folido, e di un pari volume di fluido; ma
poi fi appigliavano a differenti opinioni, mentre fi trattava
di ftabilire la maff2 pofta in .moto, mettendofi a computo
dall’Ab. Grandi il folo corpo folido, e {oftenendo il Cone
te Jacopo , che al corpo folido fi dovefle aggiungere un-
egual volume di fluido. Mife quefti cosl in chiaro nella fua
feconda Scrittura la verita della fua propofizione, che il P,
Grandi con ingenuita ben degna d’un vero Filofofo fi dis
chiard pienamente convinto. Non fi pud fegare frattanto,
che il P. Abate con acutezza da fuo pari nella Rifpofta

alle Offervazioni dell’ Autore, non ponga la fua caufa in

quell’ afpetto, ch’era il piu favorevole. Un efito egualmente
felice ebbe la feconda controverfia; imperciocch? il Signor
Daniele Bernoulli, che-da prima negava coftantemente la
verita del Corollario Nevvtoniano difefa” dal Conte Riccati,
avendo pofcia pit pofatamente meditato' fopra “la teorica
dell’ acqua, che fcaturifce da un vafo, confefsd finceramens
te nella fua Idrodinamica , che nella ipotefi del Nevvton
quando ’acqua & pervenuta ad una equabile velocita , la
forza, che ftimola I’acqua ftefla ad ufcir dal foro, s’egua«
glia al pefo non della colonna fluida fopraftante al buco,
come per I’addietro avea foftenuto, ma bensi d’ una co-
lonna di doppia altezza, come affieme col Nevvton avea
il Conte Jacopo dimoftrato. Non fara difcaro a chi legge,
che nella Annotazione, che vien dietro allo Schediafma
XXVIL, fi ponga da me'in maggior lume la verita del
Corollario Nevvtonianc, facendo ricorfo al metodo infalli
bile delle azioni. Egli & fuor di dubbio, che dalla azione
della gravita dell’acqua contenuta nel vafo proviene la for.-
za viva, e confeguentemente la velocita di quella parte di
flui-

fluido; che fpiccia fuori pel buco . Dalla "predetta azlic:ne
per tanto io deduco e la velocita, colla quale efce Pacqua
e la forza libera e non impedita, che farebbe atta ad im:
-primerle il detto moto, la quale quando.la velocita & di.
venuta equabile, giunge alla mifura aflegnatale dall’incom-
parabile Sig. Nevvton. Colla ftefla occaflione {i determina da

" me la figura del gorgo, che forma la Natura in vicinanza del

foro, affine di paflare per gradi dalla picciola celerita, che
ha I’ acqua-dentro del yafo, a quella molto maggiore, che
“acquifta; mentre {caturifce pel buco.

Allo ftudio della Diottica s’ era molto il noftro Auto.
re applicato. Scrive egli nel Lib. III. Cap, IIL. dei Princi-
pi» € dei Metodi della Fifica, che in compagnia di un fuo

- dotto Amico, ciot a dire del Sig, Conte Giovanni Rizzete

i, avea fo_ddisfatto a parecchi ardui, ed eleganti Problemi
ed in particolare al feguente fra tutti il pig Iﬂalacevole:
Data quafunque lente compofta di due fegmenti di chchio
"data la proporzione fra le forze refrangenti dei due mezz
zi_fluido, e folido, e dato il punto lucido nell’ afle della
le_ntg, tir'are una linea, limite dei raggi refratti, e rifle(§
di modo che tutti i raggi, che urtano nella lente fra l’af:
fe, e la detta linea, fi rifrangano, e quelli che urtano al

di fuori della linea fteffa, {i riflettano. Fra le fue carte non

fi fono in tale materia trovati, falvo che gli Schediafmi
XXXVII, e XXXVIII, i quali per altro fanno vedere quan.
to egli foffe penetrato addentro in si fatte fpeculazioni, E’
curiofa la proprieta della sfera dimoftrata nello Schediafma
XXXVIL Tutti i raggi, che paflando per un mezzo pia
raro urtano nella fuperficie d’una sfera piu denfa con una
direzione parallela all’affe della fteffa, patifcono una dop-
pia rifrazione; di maniera che neffun raggio fi riflette, men.

tre fta per far tranfito dalla sfera pit denfa al mezzo pia
raro.

b 2 Chiu-
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re, quattro del P. D. Giovan Bernardo Pifenti C. R. S.,
ed altrettante del noftro Autore, che trattano dell’ Analogia
fra i [uoni, ed i colori , ¢ del wero metodo di filofofare in
Fifica . Non fapea il Conte Jacopo condefcendere alla fo-

verchia indulgenza del Padre Pifenti verfo le ipotefi, ftan-

dogli fempre a mente, che giufta il detto del Galileo fono
belle ed ingegnofe, ma per lo pid non dimoftrate, ne die
moftrabili. : :

IN-

Chiudono la ferie dei XXXIX, Schediafmi ottro- lette«
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SCHEDIASMA I (i

Soluzione generale del Problema inverfo intorno a vaggi ofculatori,

tiod, data in qualfifia maniera per [ ordinata I efpre/fione
del raggio ofcularore , determinar la curva y a cus

convenga una tal efpreffione .

E ordinate dalla curva ACD (Fig. 1.) partano tutte dal punto
B, e fia BC=y, la fua differenza =dy, il minuno arco CI
= dx, e CD elemento della curva =ds.

Suppofto che il raggio ofculatore CG = r fia dato in qualfivoglia
forma per I’applicata BC, di modo che la relaziore di » ad y poffa e~
fprimerfi con uma nota equazionc; fi prenda come coftante la differen-
ziale Cl = dx, ed in quefto cafo il valore del raggio ofculatore verrd

determinato dall’ equazione r = yds3 5 ovvero yds3 == dxds* —
dxds* —ydx ddy v

ydx ddy, la qual formula mi fo lccito di prendere ad impreftito dal Sig.
Marchefe dell’Ofpitale; mentre effendo notitfima a’ Geometri, non giu-
dico neceffario dedurla dal metodo diretto degl’ infiniti. i

Per liberare la preméffa formula dalle feconde differenze, condot-
a all ordinata BC la perpendicolare BF, chiamo p la {unnormale BF, e
g lanormale CE, dalla qual denominazione {i cavano le feguenti analogie.

CB:BF:: Cl:ID, ) A x
]:p::dx:d]S ane -y b4

BCQCF::C[:(‘D) gdx !

41 dlligl atigeis (e :_;dunque i ds. '

Gia che dunque pdv = dy, prele di nuovo le differenze in ordine alla pri-
J

ma ipotefi, {uppolta coftante dx, avremo pdydx — dpdx = — ddy, ¢ fo-

Jy J

d. d,
i =dy, 2% =dx.

(a) Quefto Schediafma & faro pubblicato I anno 1712. nel Tomo undecimo del
Giornale de’ Letterati d Italia , A ticolo ottavo.

Opere Rice. Tom. 1. i A ‘ fti-
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ftituito quefto valore nella formula generale, fard y_a':i == dxds* ofe pdjdx’

D it . y
— dpdx*: ma ds == gdx; dunque gdx == g*dx += pydy — y%p, ed eflen-
J r
do dx = »dy, fard in confeguenza M = g*dy =} p*dy —ypdp. Trattan-
i > , y )

to fi trova effere p* = g* — 3%, € pdp == qdq — ydy. e fatte le {oftitu-

zioni, q*dy = 2gdy — »dg, cio¢ molriplicando tutti 1 termini per 5, e dix

,.
videndoli per g%, ydy == 2g7dy — %dq , ed integrata I' equazione s
r g4,

ydy 7
/ N ) = b= 7" . -
Tirata poi dal polo B alla CF Iz perpendicolare BK', faranno in
proporzione continua le rette CF, CB, CK; dunque y* = CK,, ck’io
q
chiamerd ¢, ¢ confeguentemente-f{ér_’::. t&b. :
7

Altra Soluzione .

Cosi, o in fimil maniera avrebbe a procederfi, quando fi ftimafle
proprio di valerfi delle formule gid ritrovate, o pure la noftra Analifi
¢i conducefle ad una efpreffionc implicata con le feconde differenze;
giacché non & {empre conceflo nello fcioglimento d-una queftione lo {co-
prire a prima vifta la ftrada pid facile. Per altro feguitando i veftigj.
ed il metodo del dottiffimo Sig. Jacopo Ermanno indicato nel fettimo
Giornale d' Tralia pag. 194. , in due parole fi foddisfara al Problema
propofto.

" Condotta dal punto B alla DG la normale BN infinitamente prof-
fima alla BK, ftante il parallelifmo delle due rette CM, BK perpendi-
colari alla retta CG per la coftruzione, e dellaltre due CD, BN nor-
mali alla linea DG, I'angolo MCD fara eguale all*angolo KBL , e di
pitt al CGD per la proprictd de’ raggi ofculatori; dunque faranno fimili
1 due fertori BKL, GCD, e cosi GC: CD:: BK: KL: ma CD: DI::
CB: BK; dunque ex @quo perturbate GC, »: DI, dy:: CB, 7: KL, ds
clo¢ ydy =dt .

r

CO-

COROLEARIO L

‘$timo fuperfluo- I'avvertire, che I'accennata equazioné pud fempre.
sidurfi ad una differenziale del primo grado, in cui fono feparate le in-
determinate;; imperocche fi ha almeno trafcendentemente pery, e le co-

ftanti la {fommatoria /7d,r , ed eflendo quefta pi, o meno la coftante.
. ; ]

b=t=), fard g = »2, ciod g* == p* == 7* =%, ep=\/]+—t‘y'=
q g 1t t

&= ydy, 0 pure dx = tdr , il che ec.

dx \/]I-——;h
ey o Ok oty U ol 31 o TR | 2
Se ,pbi f deffe in qual § fia modo per 7, e le coftanti la linea CH

intercerra fra il punto della curva C, e la normale tirata dal centro ofcu-
ltore G all'ordinata CB, fi fciogliera facilmente il problema nella infra-

{critta maniera. Pofta CH = %, ¢ manifefto dalla premefl2 {oluzione
eflere ydy = dt , ¢ verificandof ' analogia CB, 7: CK, #:: GC,r: CH,
r

2, fard 2y = r ¢ foftituito in luogo di » quefto valore , avremo &7 =
t ¢
dt, ed integrando <c.

¢
COROLLARIO IL

Ma quando le curve cercate aveflero relazione al lero affe, in quel

cafo ripetendo la noftra formula  generale syt 2qdy — ydq , dalla
r

feconda parte dell’equazione dovrebbe fottrarfi la quantitd gdy; onde l'e-

{preffionc premeffa fi riduce alla feguente 0_2(9- = qdy — ydq, o pure
I r

dy = gdv—ydq, la quale fommata da/(_ll =y = b. Sim:lmente nelle
" q9 Il I g
curve all’ affe data in qualunque forma p.r y la retta CH = 7%, {ara
b= b — dg.
%- F} q

) A 2 SCO-
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Se bene il Problema, a cui ho foddisfatto, ¢ generale tanto per
la fua eftenfione , quanto per 1" ufo; con tutto cid molto pilt generale
dello fteffo Problema fi ¢ la maniera di fcioglierlo, al progrefio- della
quale fatta la debita refleffione, fi fcoprird, che pofte le differenze del-
Je coordinate d'una curva eguali a dx, dv, ¢ prefa la prima come eo-
ftante, effendo variabile la feconda, il che pud farfi in qual fi fia ca-
fo; fe i combineranno in qualunque forma poffibile le grandezze date
per 5, e le differenziali dx, dy, ddy, ¢ di pin leloro dignisa, o pro-
dotti, purché nella formula non v'entri I*indeterminata. ¥, o le quanti-
ta per efla date, fempre I’ equazione differenziale del fecondo grado po-
trd ridurfi ad una del primo, valendofi delle normali, e funnormali ,
tangenti, ¢ futtangenti, o d’altre rette analoghe, conforme richiederd
la facilitd del calcolo, e la maggior femplicitd della foluzione . Fatta
poi la riduzione, fuppofto che in ogni incontro non fieno {eparabili le
indeterminate non fard quefto difetto del metodo -{piegato; ina piutto-
fio del metodo inverfo delle differenziali del primo ordine, che non &
per anche ridotto all’intiera fua perfezione. i

Eccone un’cfempio de'pidi compofti. Nel tentare un Problema di
cui per ora dard la fola fintefi, riferbandomi ad altra congiuntura di
pubblicarne I'analii, mi fono incontrato nella feguente equazione d’ u-

na curva riferita al fuo affe yddy ~f= dy* == dydx == y1dy \/E .Siapla
vy

funnormale della cirva, e per le cofe di fopra efpofie avremo yddy =

dpdx—pdydx. Fatta pertanto la foftituzione , dpdx — pdydx == dy* ofa
> J :

drdx = Wv/d_x— ma ydy = dx; aunque‘fatta {vanire la dif-
Wiy p

ferenziale dx, m \/E= ydp—pdy. A fine di feparar e inde-

terminate dell’ultima equazione, fia Vy=z,eVp =u,e fatra I'ope-

razione, wdn 4= xdx = du — udz., la qual efprefione puo ridurfi col
mectodo del Sig. Bernulli; imperocché pofta # = zf, e fatta {parire con

Pequazione fuffidiaria la quanthd #, fard ‘_{_z; = a—t. dt , e la coftru~
z a* + 12
ziene dipenderd dalle quadratura del circolo, e dell’ iperbola Apollo-

niana.

Ma

Ma forfe fi ridurrl I'equazione #du oo 2dz = xdz=2%dn — udz ’;aiﬁ
elegantemente nel modo infrafcritto. §" intenda deferitta fa curva MBC
( Fig.2.), e pongafi AE=#, ed EB normale ad AE =z, indi tra-
{portata I'equazione della curva all’affe ad un’altra equazione riferita al
punto A, i offervi eflere il membro xdr— ndx = al trilineo differen-
ziale ABD = mdn, chiamata AB m, e dn il minimo arco BD; dun-

. que #dy ~§= xdx == mdn: ma vdy = 2dz, = mdm , ed in confeguenza

sndm — mdn , ovvero dm == dn. {ard pertanto la curva MBC una loga=
sitmica fpirale. Prefa dunque fra Pumia, e I'abfciffa AE la media pro-
porzionale AT, ¢ fra I'unitd, e la BE la media IF, per il punto F, ed
altri determinati in. imil maniera paffi la eyrva LGF, e finalmente fi
defcriva una nuova curva, la cui funnorma%c fia data per D applicata,
come labfciffa AI & data per lordinata IF, il che non fard difficile
agli Analififti, e fi avrd fatto quanto doveva farfi.

S €m0 iiLuiii i e

Refta, che fi metta in chiaro la coftruzione di tutte Ie curve, che
rimirano un punto filo, quando perd fiano feparate 1" indeterminate s
giacche per quelle, che anno relazione all’affe, la cofa & per fe ftefla
facile, ¢ piana. o mi fervo di quefto modo meccanico. Suppongo, che
la curva da defcriverfi fia riferita al fuo afle, e la coftruifco colle re-

* gole note; indi ftando rigide le applicate reftringo tutta la lunghczza

dell’affe in un punto, di modo che fi generi la convoluta: dico, che
quefta fard la curva cercata.

“To non mi eftendo in ifpiegare pia diligentemente si fatta {orte
di coftruzione, perché molti Geometri , fra’quali Jacopo Gregorio , ed
il Barovvio , anno parlato a baftanza di quefto genere di convoluzione:
aggiungo bensi, che con Poccafione di efaminar la materia, ho {ciolto
il feguente Problema, cio¢: trovare una curva all'affe, ¢he convoluta re-
fitnifca {e medefima, ed ho fcoperto effere quefta una proprietd mira-
bile della Parabola ordinaria. .

Sia' la Parabola AC ( Fig.3.), il cui vertice A I afle AF, ed il fo-
co B, e prefa nell’ afle prolungate AD=AB, s'intenda condotta la
perpendicolare DE. Dal punto C fegnato ad arbitrio nella periferia
della Parabola fi tiri Vordinata CE, ¢ la CB al foco: dico, che fatta
la convoluzione della figura DACE, {i trasformerd queéfta nel trilineo
ACB. Quanto ¢ ftato difficile lo feoprire 1" accennata veritd col mezz0
dell’ analifi, altrettanto riufcird facile il dimoftrarla per via di fintefi.

Facendo poi paffaggio dalla coftruzione meceanica alla geometrica,
fia la curva MBC (Fig.2.) riferita al punto fifo A, la di cui ordinata
AB=y, e I'arco infinitamente picciolo BD=dx, ¢ fi efprima la na-
tura della curva con |’ equazione zdy=dx, nella quale fi ﬁn}gon%
data in qualfifia modo per 7, € le coftanti. La linca AEL rapprefentt
I'affe della curva, e fatto centro in A, defcrivafi alla diftanza arbitra-
ria AL eguale all'unita, o2 qualche altra retta cognita, conforme 3lle

i ' con-



condizioni deHa curva, I'arco di circolo LGF, e fatta la preparazione
come nellaFigura, pongafi I elemento dell’ arco LG, cio¢ GF==du.

Perché i fettori ABD, AFG fono fimili, fard AB,y*B D, dr::
AF, a: FG,du; dunque dx=yd#; ma dx=2dy; dunque zdy =du,

y

ed integrando, f_z'.‘_llzu Si raccoglie dalla premeffa foluzione , che
J’ i -

fe la retta A verrd pofta =m, il minimo arco F G=d# potra efpri
merfi in un’ altra forma, e fard de==_ dm__ . Se¢ dunque I'altro mem-

vV arp? _
bro zdy con le debite foltituzioni potrd ridurfi alla formula.  dm
7 i . \/ a*_——;n-"

o ad altra equivalente, la curva MBC f{ard fempre Algcbraica, ed in
ogni altro cafo traicendente.

ESEMPIO L
La curva MBC abbia la fua fortangente coftante == a; dunque
ady=dx, ed ady=du, ¢ fommata I’ cquazione , a*==y#, Ci0&
v »” '
uiai:az).

~ Coltruzione . Sia la retta AL raggio dell'arco LF data & pofi

zione , ¢ urata ad arbitrio la linea AF, fia come I'arco FL al femidia.
metro AL, cosi la ftefla AL ad AB, ed il punto B fard nella curva
cercata. .

ESEMPIO IL

Sia propofta I'equazione della curva MBC  ydy =dx, o pure
v 2ay-?

dy =dz= dm . Fatta pertanto y == a —n , fi avrd

dy = —dn = dm ; dunque n=m=a-—7.
v :—;7——/—' \/.z‘ —-n? \/1‘_—7;?
Coltruzione. Pongafi FB = AI, ed il punto B fard nella curvz

defiderata. La curva MCB ¢ la pid femplice fra I'Epicicloidi, ¢ {r ges
nes

. . . 7
nera quando up circolo fi rivolge fopra un’altro circolo éguale, effendo
il punto A principio della rotazione. Nello ftefflo tempo {i rifletta, che

fe fi foffe defcritta una curva all’afle con I’ equazione dx = sdy . >
> v 2057

quefta farebbe ftata [a pitt femplice fra le Cicloidi, dal che ne fegue,
che I' Epicicloide fuddetra ¢ la convoluta della Cicloide ordinaria.

La curva del primo efempio verrebbe defcritta da un mobile, che
fi portaffe al fuo centro con una forza in proporzione reciproca triplicata
della diffanza; quantunque in quefta ipotefi poteffe aver il fuo [uogo an-
che. la fpirale longaritmica: ma fe un eorpo con relazione al f{uo cen-
tro deferivefle Iepicicloide del fecondo efempio, la forza centrale farebbe
‘reciprocamente come il quadrato-quadrato della diftanza , ed il centro
farebbe il punto A principio della rotazione.

Quefta proporzione reciproca quadruplicata, che fin’ora non ¢ ftata

‘confiderata da’ Matematici , non ¢ arbitraria, o geometrica, ma reale, e
‘fifica, non meno dell’altra tanto famofa, in vigor della quale anelano

i corpi al loro centro con una legge, che ferba la ragione reciproca de’
quadrati. L'illuftre Sig. Nevvton,, ed alcuni aleri Matematici Inglefi anno
fatta rifleffione , che certi corpi, come i magnetici, vengono attratti dal
centro, o per dir meglio, vengono {pinti. verfo il centro con una pro-
porzione maggiore della reciproca triplicata; e {e non mi tradifcono al-
cune fperienze da me fatte con tutta la poffibile diligenza, poflo dire con
coraggio, che fi verifica la legge fopra efpofta, e che di pi fono tali, e
sante le circoftanze , che la confermano, ch’io non poffo ragionevolmente
‘metterla in dubbio.

Ma gid che § ¢ fatta menzione delle forze centrali, gioverd forfe
per dar un faggio del noftro metodo, {ciogliere il decantato Problema in-
verfo- delle forze predette nel voto. Sia data in qualfivoglia modo per
Iordinata y la forza centrale f — ds*—yddy , mentre fuppongafi dx come

i yidx*
coftante. Affunta pofcia la futtangente della curva ==z, col mezzo dell
equazione ydx =24y, fatta {parire in primo luogo la feconda differcnziale

ddy, indi la dx, fi perverrd all’equazione fdy = dr == dz, la quale in-
Rt
tegrata, non omefla I"addizione delle coftanti, dard la formula generale

efpreffa con le fue differenze , nom digfimile alle alure, che vanno per le
mani degli eruditi.

SCHE-
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Dara in qualfivoglia modo per la curva, che dee deferiverfi
la efpreffrone del vaggio combaciante, determinare
la curva medefima.

Uando mi cadde in penfiero di cfporre in pubblic) nel Tomo unde-
Q cimo d¢l Giornale de’ Letterati d’Iralia pag 204. la mia foluzione
del problema inverfo intorno i raggi ofculatori , altra mira non ebbi,
falvo che di fpianare un f{enticro a coloro , che non fi crano per ance
internati ne’ pid profondi miftery del calcolo degl’ infiniti; acciccché po-
teflero givgnere felicemente a foddisfare alle pin ardue quiftioni della pu-
ra, e della mifta Geometria, Mi piacque allora di proporre il problema
{otto la forma pii femplice, e che put viene ad ufo, fupponendo, che
il valore del femidiametro combaciante foffe dato in qualffia maniera
per una, o per l'altra delle coordinatc: ma perché bene fpeflo pud in-
tervenire, che la funzione del raggso diali per le toccanti, per le normali,
e per alre recte analceghe, e qualche fiata per la ctirva medefima, che ha
da coftruirfi; ho meco freflo divifato per compimento della materia d'ag-
giugnere alla prima un'altra differtazione.

PROBLEMA PRIMO.

S'intenda dunque deflcritea ( Fig 4.} la curva ACE, cheé abbia rela
zione al fuo affe AB, ed il cvi raggio ofcufante EG fa dato in qualun=
que maniera per I'arco AC . Pongo conforme il folito I'afliffa AB=ux,
I"applicata BC=y, e la curva AC==s, ed in confeguenza i tre elementi
CF, FE, CE faranno dv, dv, ds. Apprcflo fia il raggio EG=r~ dato
per AC, cioe a dire per s, la roccante HC=1¢, e la futtangente H3 =p.

Primieramente egli ¢ certo eilere la formula efprimente il valore del

dxds
raggio ofculatore, fuppofta ds coftante 35, == r, la quale mancggia-

1£)

§i raecoglic da una lettera del Siz. Bernardino Zendrini de'18. Febbrajo 1715.
divetta all' Autore , e da una copra di quel tempo del prefente Schedial-
ma II, che d.wea quefo irferirfi nel Tomo ventefimo del Giornale de’
Leteerati d' ftada, e formare in effo I Articolo X. Non effendofi allora
frampato, ¢ comparfo alla luce tradotto in latino ed arricchito d' una
Appeidice y [olamente I anno 1747. nella Parte terxa del Tomo [zco::do
de* Comentar; dell lfituto di Bologna. La Dottiffima Signora Contella
Doniza Maria Aoneli di un elempio eftratto di quefto Schediafma, e del
fuperivre al Fue del Libeo 17. delle fue Inflitnxions Analitiche, che ufci-
rono in Milano I anno 1748.

i 9
% c¢ol metodo 'fpiegato nella citata diflertazione avrémo yds — ¢ ¢

_ d
prefe le differenze in ordine all’ ipotefi di ds coftante, dt==dy*ds — ydsddy ,
iy
qale a dire dy>ds — dy*dt = ddy, o pure dy*ds — dy*dt = ydxds*.
yds r
Ma effendofi mefla la futrangente della curva = p == ydx, o pdr
dy ¥

= dx, fe col mezzo di quefta equazione fi fard {parire nella formola
principale !a fluffione dx, fi avrd dyds— dydr = pds®, ¢ collecando op«
r

portunamente in vece di ds il fuo valore tdy, fard la premefla equazio-

J
ne ridotta alla equivalente #dy—ydt = _d_s . 11 {econdo membro ds puc
tp r r

fempre {ommarfi almero trafcendentemente; giacché nel noftro cafo »
altro non &, fe non fe una funzione arbitraria della curva s.

Nel primo poi tdy —ydt = tdy —ydt, furrogato in cambio di p il
i tV/ tt-77

fuovalore \/t;—_y), fi feparano con facilicd le variabili 5 concioffiache po-
fta g =17, ed iftitvite le debite furrogazioni , (vaniranno ambo le¢ va-

i 2

giabili 7, £, e refterd femplicemente _dg  =ds.
vVi-4qq il
In oltre fe nellz efpreffione tdy — vdt = ds, per mezz0 dell’ equazio-
tp 7

ge pp 4 33 = #t, fard che fi dilegui la fpezie ¢, ed in ifcambio che
comparifca la p, troverd pdy—ydp = ds, ¢ fatta y = %, ne rifulterd

pp A 7 P
fa formola libera dalla mefcolanza delle variabili dz = ds.
) 1422 ¥

Dalle cofe fin qui dimoftrate fi raccoglie, che tanto il valore del-

fa curva s, quantodel raggio r, e dclla fommatoria fdr {i vede noto
-,
r

opere Rice. Tomo 1L B oal-
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o algebraicaménté, o trafcéndentémente per %, ¢ di confeguenza , difpé:
fta I'equazione come fegue ds = rdz , non fi fard qualfifia confufione

1=}

delle variabili: il che pure dee dirfi dell’altra equazione. rdg == -ds:
~ HElee==-3gat

Ora fi fa effere ds = tdy, ey =945 dunque dy = rdq ovvero dy

willi ¢ Vi
= rgdq. E chi volefle fervirfi della formola = » , con un picciole
Vi p

giro di computo fcoprirebbe ds = Vpp - dy= V122 .= rdx
¥ £ 1=4=2%

e finalmente dy = rxdz

1 ofe 2% Vi 2%

Ed eccoci pervenuti 2 due nuove efpreffioni libere dalla complica-
zione delle indeterminate, in cui fi ritrova I' elemento dy dell’ applicata
dato per le funzioni dell’arco s; mentre le tre {pezie g, z, 7, combina-
te colla curva s formano altrettante equazioni, che fi riducono aluoghi
conofciuti. Riftringendo per tanto i termini, le formole , che abbiamo
per mano, fi tramuteranno nella pit femplice dy = wds, ovvero in un
altra cquivalente xdy = ds; imperciocche , fe I'ordinata y ¢ data per la

funzione fud:, ne fegue, che la curva s fard data altresi per una fun-

zione dell’applicata, quale fi é/udy; eflendofi gid {coperta # data in
qualche modo per 7.

Pofta ndy = ds, fard u*dy* = ds* == dx* =}= dy*; dunque V- 1.
dy =dz, cfpreffione generale, che abbraccia tutte le curve delle quali fia;
mo andati in traccia nel problema, di cui fi ¢ data la foluzione.

Dee avvertirfi, che ambo le quantitd differenziali dg , dz
fi @ 12y
fi riducono alla fluffione d’un arco di cerchio efpofta o per-il feno, o
per la toccamte. Quinci fe I'clemento ds fard algebraicamente {omma-
¥

bile, la rettificazione delle curve cercate, ed in confeguenza il valoré
del femidiametro combaciante dipenderd dal tetragonifmo del circolo, il

quale tetragoni{mo ¢'entrerd, qualunque volta I'integrale f ds §i ridurs
——

7
ra

iz

#A ai logaritmi, 6 a qualche quadratura di genéré fuperiore. Ma fe la
fommatoria fuddetta ricade nelle formole propric degli archi circolari 3
allora tanto la mifura della curva, quanto il valore del raggio puod effe-
se algebratico. In ral cafo & fuor di dubbio, che le quanutd s, 7, g,
2, fi riguardano vicendevolmente con una data relaxione analitica: ma
che alla quantita # convenga una tal proprietd, ¢ facile a dimoftrarfi.

Attefoché s, ed » fi danno in ordine alla ipotef; algebraticamente 2

cagion d'efempio perz, €% per ) , cio¢ per l'ordinata, € la futtangen-

p
¢e; firicava chveffendo p = 7dx , fard pdy = dx. Quefto valore di dx
@ 7
G furroghi nell’ equazione generale delle curve dx = Viu-1.dy, ed

abbiafi p = 1 —V uu=1, e fi conchiuda effere # data per z, e cons
¥ Z )

feguentemente per 5. Non fi dee frattanto ftendere la rifleffione fino all®
applicata y almeno generalmente: ed in fatti la rettificazione delle noftre
curve non f1 di analiticamente per le coordinate, {e non {e in un {olo ins
contro; mentre cioé I equazione dy = wds ammette integrazione algebra-
tica nell’ omogeneo di comparazione.

Sia per efemplos in qualfivoglia forza data algebraticamente per %,

ed effendo ds = #dy, er= Vi 4-zz; dunque dy = =ds__. Pongafis

- AN i \/ 1= 2%
==, nel qual cafo farebbe il raggio ofculatore 7 =1 =ss, ¢ I'equa-
zione generale fi trasformerd nella particolare dy = 2dz laonde ine
i Vidgzz

tegrando ommefla I'aggiunta della coftante, 7 = vV 14 2x. E pure

V7 -1 =s=%,edr =y La equazione per tanto della curva per
rapporto alle coordinate farcbbe dy ==dx, che fi coltituifce fuppofta

/| Ve
la quadratura della iperbola.
Sia di bel nuovods =2 " Fdz, 0 fia s = %", ¢ &y = 2"dx

i \/1+zz

Quefta equazione f{ard analiticamente integrabile, ogniqualvolta Icfpo-

nente # f{ia un numero intiero, ed impari: ma fe fofle pari, la fomma-
B to-
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toria dell’ omogeneo di comparazione fi avrebbe col mezzo dei logaritmi 5
o del tetragoni{mo iperbolico. Negli altri cafi, pofto cioé I'indice » o
negativo, o rotto, l'affetto dal piti, o dal meno, rimando il Lettore a
quegli Analifti, che delle premefle formole an di propofito ragiomato.
Quelte offervazioni non fono affatto inutili; concioffiaché¢ ci- fanno
chiaramente vedere, che bene fpeffo la efpreffione del raggio comba-
ciante fi riduce dalla funzione della curva a quella dell’ordinata .

COSTRUZIONE.

Efpongafi I'indeterminata AB ( Fig-5.), che fi chiami 5, e ci rap-
prefenti gli archi variabili della curva cercata: e perché una delle noftre
fondamentali equazioni era dy—wds, in cui fi dimoftrava data per s, fi met-
ta I' applicata BC = «, e s’intenda defcritta la curva AC; egli ¢ mani-

fefto effere lo fpazio curvilineo CAB==/ wds = » coordinata della
curva, che dee coltruirfi. e
Appreflo dalla equazione dy == wds fi paffi all' analogia w: 1:;dy: ds:
ma s era gid ftabilito ds = #dy, dunque w, 1, # faranno tre quantitd in
proporzione continua. Facciafi pertanto come BC all'unita , cosi I unita
ad un’altra grandezza = #. .
Quinci fi defcriva la curva-AF, la di cui affiffa AE s’uguaglial mi-

ftilineo ACB=1, e fia l'applicata EF = vur—1, e confeguentemen-

te 'area AFE uguale alla fomma/ Viun—1.dy = x . Per la qual cofa

le coordinate della curva, di cui andiamo in traccia, fi efprimono, una
cio¢ x per lo fpazio FAE, e 'altra cioé y per lo {pazio ABC.
Refta, che fi determini geometricamente la curva AC. Per le cofe

fuperiormente dette fi-ha ds =  dx , e per ottenere una pii ele-
r 1422

gante effezione, inftituifco la preparazione feguente.

Col raggio IH defcrivo il mezzo cerchio HLK (Fig.6.), ed alla
eftremita H del diametro alzo la normale HUX, che per effere toccante
del circolo, fard = =, giufta le {pezie da me affunte. Quinci paffando

alle integrazioni, /dL: dx == all'arco circolare HR: ma
7 1=d=22,

queft arco fi pud efprimere diver{amente ; concioffiaché, pofta I affiffa

HP =gq, e lapplicata PR='\/zq—qq, fi trova la fluffione R T =

= dq ; dunque /'_a_’i:f dg = HR. Confeguentemente per

v19-q9 " Vg

1y

. 'n‘na funzione dell’arco ﬁeﬁ'o', ovvero dell’affiffa HP=gq fard data gene=

salmente la curva s, la quale potrd efponerfi per I applicata PM d'una

curva cognita HMN. ) I i I
- Appreflo richiamata a memoria I’ altra equazione, viene a dire dy=:

— wds = r2d% i effendo  rdx = ds; fi avrd wds =
' 1422 v ez 142%
o= a2ds, opue w= 2z _ . Verificandofi poi 1" analogia
Vv 12z V 12z
IR =1 . RP= V29-qq:: TU = Viefegz: UH=12, fi {fco-
prid % — /ig-gq; dunque w==/24-gq = PR. In ordine
/1-{-;7(.

a cid paragonando la Figura 6. colla 5. fi raccoglie, che le rette PM,
PR faranno le -ordinate corrifpondenti della curva AC , cioc PM =
all’afiifa AB=s, ¢ PR == all’applicata BC = : lo che rimancva ad
inveftigarfi. : ‘ I
Nella coftruzione generale fi & ommefla I’aggiunta delle coftanti,
lafciando 2’ Geometri la cura di determinarle ne'cafi particolari.

Soluzione feconda .

La formula del raggio ofculante efpofta colle feconde differenze
G era ds = ddy , nella quale veniva affunto ficcome coftante 1’ clemento

= dr
ds della curva, che dee coftruirfi. Ora coftituendo un’altra_efpreflione
equivalente, in cui le coftanti non abbian luogo , ci fi affaccia la 'fc-
guente ds = dsddy —dydds . Per far ifvanire le feconde fAuffioni, ci fi

r dsdx
prefenti I’ omogenco di comparazione fotto quelt’ altro oggetto
dy . ddy — dds, indi fi offervi, che le quantitd_ddy , dds fono integra-
Fra a5 dy ds \
bili per via de’logaritmi, e la loro fommatoria fi & ldy — lds , che fatta
= Ip, nafcono le due equazioni ddy — dds = dp, ¢ dy =p. Sard
I dy ds P ds
pcrtantoji:_dl._d_&.: ma p =ﬂ_, e iz’_: dst = dx* k= dy*; dunque
r dx p ds  pp
dx



14
dv==vi-pp . dy . Fatta opportunamente la fotituzione de’ valori
4

eroveremo ds = dp » e fcoperta quefta equazione, in cui fono fe.
v 1i-pp
paratc le variabili, fi proceda come nell’antecedente foluzione.

Nella formola ds = dsddy—dydds prefa per coftante ds, e mefla
r dzdx

dy = pds, dopo le debite operazioni, tornerd in campo la efpreflione
ds = dp

¢ vVi- oo
Pongafi efpreflo dy in figura di coftante, onde abbiafi ds =-;dydds
- —_ —
_ r dxds
¢ fatta ds = gdy, o dds= dsdg , e percid ds =—=—dy> dq , ed adoperate

r dx ds
le convenienti foftituzioni, perché i djlesui ]
. rché fi dil : )
il i > P 1 dilegui col prodotto dxds, fi fcas
7 —
Vgg—1
Affumafi finalmente un*altra formola de'ra

SirEniulijy ggi ofculanti, a cagion

» OvVvero :_is_: = dxddy , in cui fi fuppone co-

~dxddy r ds*
ftante U'clemento dx. fia z=dx, ¢ dx = = dxddy: di confeguenza
dy dy* L
faré'.df = dr*dz : ma nella ipotefi di dx = xdy avraffi ds® =dx® fa

> ds*

’

D%- d]‘ = l+zz.. d]z, ¢ furro 1 i d‘ d.(z ¢eito v Y
gato mn Camblo 1 ,
l r\ . (Iu R alOI'e, IL

1 =22

In qualu.nque maniera ci adoperiamo fempre interviene , ne pud
fuccedere altrimenti, che I'integrale f_d_‘_ ha rapportoalla mifura degli

archi circolari, la differenza de’ iclvi
¢’quali ci viene efpreffa, o per via de’{eni
: r
0 per mezzo della fecante, o della tangente. ifimdifibeit sl

Solus

gy
Soluxione terxa. i

Dalle foluzioni analitiche paffo ad una geometrica , che inun fol colpe
erofica” il nodo della queftione , fenza che ci fia bifogno di ricorrere alle
formole da altri induftriofamente fcoperte.

Nella curva cercata , che fuppongo defcritta, fegno le due porzioni
infinitefime , ed uguali AC, CI (Fig.7.), e tiro le due fecantt infini-
tamente proflime LCE, KCI. Le due normali CG, IG alle due corde
AC, CI s'unifcono nel punto G, e confeguentemente determinano il
raggio combaciante CG dato per una funzione della curva. Quinci con-
dotte dai punti C, I le ordinate CB , ID, e di pit la fluffione CF
dell’ affiffa parallela all’affe HD; fatto centro in C alla diftanza minima
CI defcrivo Parchetto IE, e col femidiametro CN eguale ad una qua-
Iunque coftante, I'arco di cerchio NLK, il di cui elemento LK reftera
intercetto dalle due fecanti CAL, ICK .

Dalla preparazione fi defuma effere fimili i duc fettori CGI , KCL
ficcome fimili al terzo infinitefimo ICE; dunque affunto il femidiametro

CN pari all’ unitd, fi avrd CI= LK: ma CG fi {uppone data per
CG.

fa curva ¢CI; dunque la curva medefima, ed it raggio combaciante far2
dato per I'arco LN, ciod, ({uppofta la rettificazione della periferia, e
delle fue parti) per il feno LM, o pure per CM, e parimenti CI fluf-
fione della curva per una quantitd differenziale dell’arco LN, o dei feni
corrifpondenti LM, MC. Effendo poi fimili i due triangoli LMC, CFE,
o CFI, conformemente: che le linee coftituenti il primo triangolo ferba-
no vicendevolmente una nota relazione; cosi lo fteflo dee dirfi delle tre
sette infinitimente picciole,, che compongono il fecondo triangolo: laon-
de abbiamo tutto cid, ch’ era neceffario per defcrivere la curva cer-
cata .

E qui fi noti, che febbene il circolo CNL fi cangia di pofizione,
e che il fuo centro C fi applica fucceffivamente ad ogni punto della
curva cAI; cid non oftante la foluzione & libera da qualunque ombra
di paralogifmo . Oltreche il raggio CN ¢ fempre lo fteffos quello che
pitt importa fi &, che in qualfivoglia pofitura il punto N fa {empre fil-
fo, ed ¢ la comune origine di tutti gli archi NL crefcenti, o decrefcenti,
aggiunto , o fottratto, fe cosi pare, un arco coftante ; onde la nuova
origine fi trafporti in un altro punto della periferia circolare, ma fem-
pre ugualmeote diftante dal punto N. Concepifco, che I'ordinata CB
parallela a fe fteffa vada radendo col fuo punto eftremo C la curva CAc,
e trasferifca con feco il cerchio CNL: acquiftata ch’effa abbia la pofi-
zione, per cfemplo cb; fuccederd bensi, che le fecanti cl, ck taglino l'ar-
conl ne due punti I, k diverfi affatto dagli altri due L, K, che gli archi
nl, NL non fieno fra loro eguali: ma il puntoc {ard in ogni {ito il cen-

tro del circolo defcritto col femidiametro ¢z = CN, ed il pumoﬁ 7} le
e -
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I contengofio nel prefente Tomo terzo XXXIX. Sche-
V' diafmi Fifico-Matematici del Conte Jacopo Riccati,
i quali trattine alcuni, che o nei Giornali d’Ira-
lia, o ne’loro Supplementi, o negli Atti di Lipfia,
"o nei Comentarj di Bologna, o in qualche altra
Opera furono gii ftampati, efcono ora in pubblico la prima
volta. Gli ho fcelti da un numero molto maggiore , efclu-
dendo. quelli, che o dall’ Autore dopo aver riformate varie
fue -opinioni, erano ftati rifiutati, o che erano rimafi impere
fetti, o che verfavano intornc fubbietti di poca importanza,
o che finalmente col totale loro fpoglio avevano fomminiftra-
ta materia alle maggiori fue Opere. S'¢& per me giudicato
fommamente importante il determinare a un di preflo il tem-
PO, in cui ogni Schediafma ¢ ftato compofto, ed effendo la
mia diligenza relativamente a quafi tutti felicemente riufcita,
ho notata quefta circoftanza al principio dei nominati Sche-
diafmi, non tralaf¢iando altresi di mentovare I’ Opera, in cui
fono ftati imprefli, quando per I’addietro fieno comparfi alla
pubblica luce . Uha Differtazione compofta al principio di
quefto fecolo meritava certamente pid ftima di quella, che le
farebbe dovura, fe foffe ftata fcritta cinquant’anni dopo, men.
tre che le Fifico-Matematiche Difcipline fono flate arricchite
di
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fteffo fteffiffimo coll’ altro N; laonde gli archi crefcenti #l, NL avrinne.

una comune origine.

COSTRUZIONE. -

11 progreffo del difcorfo ¢i guida ad un’ altra coftruzione onaina<
mente diverfa da quella, che fi ¢ dedotta dalla prima foluzione del pro-
blema.

Ed in fatti, effendo la curva cercata il fuo raggio combaciante I'ar-
co NL, ed i due feni LM, MC tutte quantitd date 1" una per laltra,
ciot le due prime per la ipotefi, e le tre alure per il giro della preparazio-
ne, e pel raziocinio indi nafcentes ne fegue, che prolungat‘a, occorren=
do, I'ordinata CB, e lafciata cadere fopra effa dal centro G la perpen-
dicolare GP , ci fi prefenteranno le {eguenti analogie

CL:LM:: GC: CP:: IC: CF. Ma ['elemento CI della noftra curva fi
efprime per il prodotto del femidiametro ofculante GC, nclla fluflione
circolare LK; dunque CI = GC: LK, e confeguentemente

CL: LM:: GC: CP:: GC. LK: CF.

1l primo analogifmo ci fa vedere effere il co-raggio CP dato per us
na funzione dell’ arco NL, o la feconda proporzione ci dd Puguaglian-
za CP. 1L.X = CF. .

Con un fimile andamento pervenuti alle analogie 1.C: CM:: CG:
GP::CI: IF, e meflo in vece di €l il valore GC. LK, due illazioni
ci fi prefentano: una, che I'altro co-raggio GP fi rende noto per una
funzione dcll'arco NL: la feconda, che {i ha I'equazione GP. 1K =
FI, e con cid fi fanno manifefti i valori ddle duc aifferenze CF, FI,
¢ colle loro fomme anco quelti delle due coordinate della curva in qui-
ftione riferita al) affe HB.

Stendafi in una linea retta I'arco NIK, e fegnato ( Fig. 7., ¢3¥.)
in effa retta il punto # analogo al punto N, prendanfi le afiifle ul 5 nk
uguali agh archi crefcenti NL, NK; e tirate le due normali Ip, lg1n
figura di ordinate, mettafi la prima uguale al co-raggio CP, ¢ la fecon-
da all’altro co—raggio GP. Per i punti poi p, g, ed altri infiniti in fimil
maniera determinati defcrivanfi le due curverp, 593 egli ¢ manifefto,
che lo f{pazio clementare plk, la di cui fommartoria i e | area miftilinea
{urp, i trova uguale tanto alirettangolo CP. KL, quanto alla differen-
22 CT delb affiffa {pettante alla curva cercata ¢AT: dunque facendo tran-

fito alle integrazioni, per la menzionata area lurp fi det-rminera la fud-

detra adiffa. Similmente area differenziale gtk = GP. LK = FI ¢ da
per via delle fommatorie da una parte lo {pazio curvilinco [nsq, € dall*
altro Pordinata BC d:lla noftra curva integrale della flutione FI. Per
la qual cofa applicaui sl unica i due (pazj lnrp , Insq, efprimono, il pri-
mo I'aififla, cd il fccondo Pordinata della curva, di cui fi va in traccia

la che ¢

PRO-

HED 3 e 3 i “17
PROBLEMA SECONDDO.
Mentre 'intenda dato in qualunque modo per la curva ¢AC (Fig. 7.)

il co-raggio PC, ch’'io chiamerd #, fi {ciogliera agevolmente la quifti
ne, fervendofi. delle cofe premefle. Scelgo ad arbitrio una delle t?:lfc;?:

mole della feconda foluzione per efempio ds = — dg  : macome GC

,. p—
: N : 9V gq—1
=r: CP = »:: CI =ds: CF == dx; dunque #ds = r, ed in confe-
dx: :
guenza ds = — dqds . Ma perl'ipotefids=gqdy, edr=Vqq~1

# ‘Idx-\/qq—x

dy; dunque: avremo dopo le debite foftituzioni ds =—dg .
! u g9 —1
Con lo ftelfo.metodo , dato per la curva ¢AC laltro co-raggio GP,
fccgrlrcmo‘,‘ pofto GP = %, I'cquazione ds = — dg \ Qui;ci ot
} oy |
. v qq-1

chiuderemo, che ficcome I'integrale f _ds <" eguaglia ad una elpreffione
iy i

dell'arco circolare; cosi le altre fommatorie f ds , f ds. {i rinvengono =
P z

guali a quantitd, che ci portano alla quadratura dell’ Iperbola, o ai lo-
garitmi .

Nelle quiftioni propofte I efpreffioni del raggio combaciante , o d’
ambo le fottofculatrici i f{uppongono date per le funzioni della curva,
chF dee defcriverfi, fenza che ¢ entrino le coordinate ; ¢ percié cofa *
chiara effere indifferente il confiderare la neftra curva relativamente all’
alfe, o al foco. Ho prefcelta la prima ipotefi ficcome pid {emplice.

-l - Al ol gl 0 T A o g

GIac.ché fto maneggiando le formole differenziali del fecondo ordine;
piacemi di {foggiungere un metodo venutomi in mente ; e di cui
non credo, che il pit generale pofla proponerfi; perche fi ftende a tutte
le clafii delle fluffioni, ed in ognuna d’ effe abbraccia infiniti cafi, ri
ﬂ:rcfn pc::(‘)Afra certi limiti, ed adempiuze alcune condizioni, che io an-
derd fuccmtamcme eiponendo . Ad una perfezione  troppo eccellente, e
fuperiore forfe all’'umano intelletto, fi ridurrebbe il calcolo integrale,
Opere Ricc. Tom.L i C {e
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fe ci venifle fatto di comprenderé fotto un folo canone tutte le poffibili
formole. o I

Dico per tanto, che fe nell’equazioni differenziali del {econdo grado,
affunto, o non affunto un primo elemento ficcome coftinte, non fi rin-
viene I'una, o l'altra delle variabili finite x, o y colle loro funizioni ;
la formola ¢ fempre riducibile alle prime fluffioni. Gia fe n’¢ dato un
faggio nello fcioglimento de’ premefii problemi . Generalmente poi. {i
operi, come nel feguente efcmpio.

L’ efprefiione de’ raggi combacianti , mefla dy coftante , fi ¢

~—~dxds* = r. Ora vogliafi, che il raggio r fia dato per una qualunque

dydds ’

poteftd della tangente ¢ == Jﬁlf , onde abbiafi #” = y™ds™ =r, € cons
’ dy ' T, A

feguentemente == dxds* = y™ds™ . Prima d’ogni altra cofa egli é’m}a-‘
dydds G i ' R
nifefto, che 1'equazione & contenuta fotto il noftro canone 5 avvegnaché
febbene 10 effa fi ravvifa la ordinata y alzata alla poteftd indetermina~
ta m; non ci fi trova perd né Vaffiffa x, né taluna delle {ue funzioni.
E perche fi ¢ prefa coftante dy, per far ifvanire la feconda diffe-
renza dds, facciafi gdy = ds, e differenziando, dgdy = dds, e meffa in
ufo la foftituzione, — dxdsz == y™ds™ , ovvero = dx ==)?ds» = 2. In
dqdy® o™ dg dm-2
Iuogo di ds=—2 fi collochi il fuo valore q"':. d]:‘, ed in vece di dx
Valtro valore VVgg—1 . dy, onde ci fi prefenti la equazione

—dy .V qa= 7 = ymgm2 g2 : la quale efpurgata ci dd —dr=
dq Ay ~= i . ;u
. = g™-2dg . Percd I'applicata 7 della curva da coftruirfi & data per g,

Vag—1

]cd T'w?enda q data per y : ma dx = Vag=1.d5s dunque integrando,
Cz;w [:eczxe ¥, che fegna I'afliffa, fi rende nota per I' ordinata J : lo
il I? un cafo particolare meffo I” efponente m== z, onde i ragei_ofcu-
anti fieno fempre' come i cubi d-lle refpettive tangenti I’ efpreffione

~dy = g7 2dg ridurrafii alla feguente ~d» =— ¢qdq , e fommando,

——

]m
TR ? Vg
.= Vgg-1. Ommetto la coftante ; perch¢ con aggiungerla non fi

2y

di-
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diverfifica né punto né poco la matura della curva.. Ma fi ¢ trovatd

dx vV q—q-——-l . dy; collocato dunque in vece di v q—q——f il fuovalore equiva-

lente 1 , fard dx = __d_]_, ed integrando , x == ¢ — 1 , ¢ confe:
CRg) it 27 2y

guentemente 2xy = 2¢y —1: luogo alla iperbola fra gli affintori, della
quale i fi affaccia una curiofa propricta. :

© G fi ¢ veduto, che fe nclle equazioni differenziali del fecondo
grado non fi ritrova I'indeterminata x, o I'altra 7, ¢’ ¢ un metodo fer-
mo di.operare, che ci guida alle prime differenze: foggiungo, che in
quelle del terzo ordine fuccede lo fteflo, quando mancano amendue,
¢ la equazione & libera dalle variabili finite.

. Eccone un’efempio. Sia dxdddy <= dxrddy = dx* &= d)*; e fia ftata
affunta come coftante dx . Pongo pdx = d7; dunque dpdy = ddy, e
dxddp = dddy. Fatte le debite foftituzioni, avremo dx*ddp 4= dx3dp =
— dy* 4= dy¥: ma dy+ = pidx+; dunque dx*ddp < dxddp = dx* <=
o pdxt, e dividendo per dx?, fard ddp == dxdp = dx? o= ptdx*. Cosi
fiamo giunti ad una efpreflione del fecondo grado comprefa dal canone
tefté frabilito. E profeguendo, metto gdx.=dp, ¢ differenziando nella
ipotefi di-dx coftante, dgdx = ddp , ed in ordine a cid, dgdx 4o dpdx =

=1e=p*. dx*, 0 pure dg=f=dp = 1+ p*. dx : ma dx = dp; dunque
. q
dpfedg = 1f=p*. dp. Speflle fiate interviene , ché le due variabili co-

firuenti I'equazione fieno imbrogliatifime, e preffoche impofiibili a fe-
pararfi: ma c}ue[}o non ¢ diferto del metodo , che vado efponendo.
L’ intoppo nafce dalla teorica delle primarie differenze, che maffime ,
rifpetto allo {viluppamento delle incognite , ¢ lontana affai dalla ultima
perfezione. :

Avvanzo cammino, e dico, che nelle formole differenziali del quarto
ordine, per confeguire gencralmente , che fieno riducibili a quelle del
primo, oltre le variabili finite anno da mancare o una o l'altra delle

rime fluffioni dx, d7 colle loro funzioni. Dalle efpreffioni poi del quinto
gebbono reftar efclufe ambedue. In quelle del fefto, oltre le menzionate
quantita finite, ed infinitefme, o l'una, o P altra delle feconde diffe-
renze ddx , ddy colle loro funzioni , ed ambo in quelle del fettimo, e
cosi di mano in mano all’infinito.

Efempio del quarto ordine. Sia d4y <= dxdly — dx*ddy==o0, e la co-
fante affunta dx . Facciafi conforme il folito pdx = dy, ¢ confeguen-
temente dpdx = ddy, dxddp=d?y, dxdlp=d%y; ¢ foftituendo dxdip <=
sde dx?ddp —dx3dp = o , ovvero dip == dxddp—dx*dp=o0. In tal guifa
Giamo arrivati ad una equazione del terzo grado, in cui non fi trova al-
cuna quantitd finita variabile. Si proceda dunque colla folita maniera,
¢ dopo varie operazioni, mettendo gdx=dp, indi zdx=dg, fi otterra

C 2 la



fa :‘:rmola zdx 4edq = qdg, nella quale le indeterminate fono fepare-
bili per via de'metodi conofciuti. ; o

Non @ difficile render ragione de* premefii canoni; concioffiaché non
adempiute le accennate condizioni, giunti che faremo col giro' del no-
ftro metodo alle prime differcnze, dopo aver -fatto {vanire le feconde
le terze éc., | equazione indi .nafcente conterrd non folo le incognite
principali x, y, ma di pid le affunte p, ¢ ec. colle loro fluffioni . In
tali incontri non fi {a per lo pit {viluppare_ le indeterminate, o ridurle
alle integrazioni. Gioverd in si fatti cafi tentare la cofa per altre firade,
e mettere in ufo alcune particolari induftrie con incértezza del buon
efito. i 140
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Rifpofta ad alcune oppofizioni farte dal Sig. Giovanni Bernulli alla
Joluzione del Problema inverfo delle forze centrali nel wero in
ragione reciproca dé quadvati delle diftanze , pubblicata
dal Sig. Jacopo Ermanno nel fecondo Tomo deb

Giornale dé Letterari d Italia
Arricolo XV~

L dottiffimo Sig. Jacopo Ermanno, mentre occupava il polto di Pub-
blico Profcfore di Matematica nell’ Univerfita di Padova inferi nel
Tomo fecondo del Giornale de'Letterati d'Italia una fua elegantiffima
foluzione del problema inverfo delle forze centrali nel voto, limitando
perd la legge delle forze medefime alla proporzione reciproca duplicata
delle diftanze. Ebbe egli la mala forte d’incontrare due famofi Avver-
fary, I'uno in Iralia, e I'altro di 13 da’Monti: e quantunque alle dif*
ficolta mefle in campo dal primo abbia foddisfatto 1'Autore fteflo,, pub-
blicando replicate Differtazioni in {ua difefa (fopra il qual punto io
non penfo di prender partito per non far mie le altrui controverfie ')
contuttocid fuccede ora il fecondo fenza dubbio pitt formidabile, ed &
il Sig. Giovanni Bernulli, il-<ui folo nome bafterebbe a dar pefo alle
oppofizioni , quando nelle materie analitiche non fi dovefle cedere il

primo luogo alle dimoltrazioni, e all’evidenza . I
Nel comunicare che quefti fece alla regia Accademia di Parigi dué
foluzioni generali del problema mentovato, che fi trovano regiftrate
nclle Memorie dell’anno 1710., v'aggiunfe anche quella del Sig. Er-
manno accompagnata perd da un efame cosi {evero, che ben fi {copre
aver lui pretefo con l'altrui paragone dare un maggior rifalto alle cofe
propric. Ma s'io non m’inganno, mi pare, che un foggetto per altro

ver-

I_eggeﬁ un tale Schediafma nel Tomo XIX. del Giornale de’ Letterati d’ Itad
lia, Acticolo VIL, impreffo ' anno 1714.

21 .
gerfatifimo in si fatte {peculazioni, fiafi lafciato forprendere dalla prime
apparenza, € che turte le nffedioni derivino dal non avere ben ponde-
zata la forza, ¢ I'eleganza della foluzione controverfa. Tutta dunque la
difputa verferd, non fopra il problema {ciolto, che non ¢ foggertto ad
oppofizione 5 ma fopra la manicra di fecioglierlo , conforme il genio
di quefto deljcatiflimo fecolo, che avendo i_nﬁemc congiunte " Analifi ¢
Ja Metafifica, non fa tanto conto della verita ritrovata, quanto del me-
todo, con cu1 fi fcopre, e i manifefta. Sarebbg defid: rabile che\ll Sig.
Ermanno prendefle fopra di fe il carico della rifpofta: ma perche dalla
gratitudine, e dall’ amicizia gli vengono rtolte di maro fino le armi a
difefa, mi sforzerd io, per quanto fo, e poflo, di fupplir le fue vecis
ond’egli abbia almeno, di quanto rincrefcimento fa ftata in Tralia la fua
partenza, € con quale parzialia fi confervi la {ua memoria .

Frattanto perché il Lettore non abbia a mendicare altronde lo fta-
to della quiftione, regiftrerd la foiuzione del Sig. Ermanno tradotta fes
delmente dalle citate Memorie dell’ Accademia di Parigi.

Sia ABC (Fig.9.) la curva cercata, LI il fuo afle, S il centro delle
forze, BC una purticella intinitamente picciola della curva, fopra la qual
particella prolungata prendafi CE= CB; dal punto E avendo tirata ED

arallela a CS, ¢ che incontri la curva nel punto D, fieno DF , CcG,
BH parallele a LT, dalle quali verr incontrata in F, G la picciola rete
ta EG parallela a 81, ¢ che incontri la CG mn C.

~_Cid fatto, chiamifi SI=x, BI =1, fi avrd SC = Va2 42, BH,
6 CG = dx, CA , 0 EG= dy, ¢ confeguentemente CG = Cf, o DF
o= — ddx, EF = — ddy; cid che dard il doppio del triangolo BSC,
o CSD = ydx—xdy, ch’io fuppongo coftante; di maniera che i triangos

. li per la coftruzione fimili EDF, CSK renderanno ED = —ddx /x5y

X

Ora perche il triangolo BSC ¢ per ipotefi coftante, avra DE in

sagione della forza centrale al punto C, cioé a dire in ragione di !
XX =407

”2 . -
o in ragione di ydx — xdy; onde rifulta I equazione efprefla con le fe-

Xx =2y
2
conde differenzé = addx = x. _ yix— vdy — ydx — xdy.
XX <= . \/.t'-‘ +-];
yxdx — 13dy » il cul integrale i ¢ —dx=_—7 . ydxad=
frommewmgg oy 7
XX <)) v XX <=2y xx <y

17dy
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svdy — yydx , ovvero==gby = bxydy — bydx, la cui fommatoria-¢ pal
Vx4 xx XX . v 3% 70

. . ab X
rimente s , opid generalmente = = e=b Verdn opurez = —

X x * — b
— Vxx4=7y. che & una equazione alle tre fezioni del cono, vale a di-

re alla parabola, fe b=¢; all'eliffi, quando b > ¢; ed all'iperbola, ia
cafo chefia b < ¢. . :
Efaminiamo ora le oppofizioni*del Sig. Gioyanni Bernulli . Per pare
larvi con tutea libertd, dic’egli nella rifpofta al Sig. Ermanno, la voftra
foluzione {embra fatta a difegno, adattata a 16, che vol andavate cer~
cando, ma che nel tempo fteffo era da voi conofciuto. Infatti come mai
fenza una precedente notizia avrefte potuto fapere, che per trovar I inte-

grale della voltra equazione — ddx VXX 41y = ydx-—-xdf, bifognava
' x xx 40y

ridurla a = ddx = ydx = xdy . yxdx — x*dy 2 Di pit come fenza ¢id

Xxw=Jy* Vxx <4

avrefte voi faputo tirare I'integrale di queft’ ultima equazione, ed in oltre
Pintegrale dell'integrale? poiche le indeterminate ci fono talmente coms
plicate, che il voler fepararle farebbe intraprendere una fatica difperata :
e certamente vi farebbe siufcito impoffibile il fommarle cosi confufe, come
da voi ¢ ftato fatto, fe non avefte fubodorato, che le fezioni coniche,
le quali v'erano fempre anzi gli occhi, {oddisfacevano alla voftra equa-
sione differenziale del fecondo ordine da voi felicemente incamminata al

termine del voftro viaggio, e che non vi & ftato difficile di ridurre final-

mente ad una equazione puramente algebraica .

Sin qui il Sig. Bernulli 5 ed io confefflo di non {apere per quale
ftrada fia pervenuto il gig. Ermanno alla fommatoria bramata: {o bene,
che poco, o nulla gli farebbe giovato Iavere in vifta le {ezioni del conos;
mentre cangiando ipotefi, ¢ prendendo di mira le curve medefime riferite
al loro centro, o altre curve gid conofciute per venire a capo della fua
foluzione, gli {arebbe convenuto derivarla da principj diverfi, come ves’
dremo a fuo luogos e percid quelto profondo geometra ha limitata la fua
fcoperta a quel folo cafo, in cui poteva pit facilmente aver luogo rifer-

’

bandofi poi di darne una foluzione piti generale , ma meno femplice , *

per eflere involuta fra quantiti trafcendenti.

Per altro io fono rimaffo attonito, in riflettendo, che il Sig Ber:
nulli giudica difperata la feparazione delle indeterminate nella formola
del Sig. Ermanno, ed in confeguenza la fua doppia integrazione , o fia
_riduzione a grandezze algebraiche. Io bramerei , che -tutte I’ equazioni

2

: Y 1
differenziali foffero fimili alla propofta , giacché nel calcolo fommatorie
non ci farebbe piti che defiderare, ed avrebbefi una volta ridotto alla in=
tera fua perfezione il metodo inverfo degli infiniti. :

2
Sia dunque — ddx .V x* 40t = ydx — xdy; egli ¢ manifefto, che
x xx <=7y

effendofi prefa ydx— xdy coftante, fe divideremo la feconda fluffione ddx
/per ydx —xdy , la grandezza, che ne rifulta, I:ari integrabile : qumd_x ri-
gettate tutte le altre quantita nel membro corrifpondente dell’ equazione
sefta a vederfi, fe ci fia modo di feparar le variabili, ¢ fe fatta la f{epa-
razione fi poffa pervcnirc ad una integrazione algebraica. Avremo pertan-

to I’ equazione efpreffa nella feguente maniera — ddx
: Jydx = xdy -

== X. ydx — xdy bt

a7 Vx4
Nel fecondo membro Ia quantitd ydx = xdy fi fa fommabile com’é

noto, mentre fidivida per il quadrato %, ed in confeguenza fard ==

. ydx —xdj. Preado yix_——xdy = dp,
b2 X

My = - ay
ydx = xdy _:rxfi-,v]'\/xx-l-ly

ed integrando x=p: fatta in confonanza di ci6 'opportuna foftituzio-
J
fe, fi fcoprira eﬂ'ere.—- ddx = xyydp
© ydx = xdy m v xT-_%--ﬁ

. Col mezzo poi

dell’equazione ¥ == p facciafi fvanire l'una , o 1 altra delle indeter-~

J
minate ¥, ¥, € fe nell” operazione ambedue fi dileguano, come acca-
de nel cafo noftro, fegno manifefto ¢, che le variabili fenz’ altro artifie
cio fi feparano. Nell’ c%empio propofto {parifca x, collocando in fua veo

—

ce il valore yp, € percio —d'r = Pipdp —
dx — xdy TR Vg ge ety

pdp . Confeguirta la {eparazione delle indeterminate nell’'o-

edpt. Va4 p2 I
mos
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'mogeneo di comparazione, facilmente fi fcopre effer fommabile la fluffio-

- 5 i ed in confeguenza
e pdp ,che dd —a s 13

42+P3. ¢“2+P3

vV aa ~=pp

—dx = —a == .-y , furrogato in cambio di p il fuo
ydx=xdy  \fgalp2 Vixdgep . oy
Valore x. Ed ecco la prima integrazione del Sig. Ermanno: facciamo

paffaggio alla feconda. Concioffiaché _=dr = -y, fanrd
ydx—xdy

Vx4

—dr = ¥ . xdy—ydx . Pongoy =g; dunque ady—ydxr =
x : - - B

Vxx =1y :

= x?dg, cio¢ a dire =dx=yxvda , ¢ fattal"fviair.ﬁi've nel éi:efente cafo
- 7;1‘+J“ : ‘

la quantitd y, — dx = x%gdq ., e ﬁna-imente-—_:_l_::_.= . gdq _;

\/aa-'i-'.q_q il e

- Vi
si che fommando, ab = ¢ = b‘/at_t-i-,qq =bVxx iy, che é\la'fveo~

x ' ' Tx 1
conda fommatoria del Sig. Ermanno.

Altramente .

Mi fia conceffo di ridurre I’equazione controverfa ad una formula

pit femplice , ed equivalente. Chiamerd % la retta SC = v xx = 5y i

e giaccheé ¢ coftante la quantitd ydx—xdy, fi potra denominare per bre-
vita dt , eflendo nel cafo noftro la differenziale dell’ area ABS propor-

zionale al tempo. Cosi avremo I’ equazione trasformata = zddx =fdz.
————
x

Pongo dx=pdt, e prefcle feconde differenze, ftando ferma la coftante

dt, ddx = dpdt; dunque — xdp = fdt, ma dt = ydx — xdy==
x
= x . 2dx—xdz, quando in vece dclla variabile 7 venga fo-

v 2z-xx : {ti-

_ ituito il fuo valoré Vzz—xx; dunque == dp = . KA x—sdz.
V- xx

stabilifcafi ¥ == ¢, ed in confeguenza — dp = frzqdq .

X
%

v aa-q9

Sia in ordine all ipoteft f = a ; dunque — dp=_qdg _, cd
X%

v aa-qq

- integrando, p = Va*~g*. Era in oltre dx = pd¢t = _ px -

vz - xx
2dx —~xdz, =  xxpdq , O pure dv == dq , collocando in vece dip il
99\/:1_4’:!;{- Eey 99

fuo valore \/a‘-q",' dunque integrando, b £ ¢ = bx:il che cc
x x

E qui fi ponderi nom fuccedere, almeno cosi facilmente, la fcpara-
gione ncll’equazione — d p = fzzqdg , quando fi muti la legge della

Vaa-gq

forza centrale, richicdendofi maggior induftria in tutti gli aleri cafi pol-
fibili." Sia per efempio la forza in proporzione della diftanza, cio¢ f=z,
ipotefi, che va a terminare in curve gid conofciute, e fono le fczioni

del cono riferite al centro. Avremo pertanto — dp = 2'¢dq , o fia
v a2 -gqq
-—d_p.= dq , c foftituendo in cambio di~dp il fuo valore — ddx
Y gV i
fard — ddx = dr. dg .
X3 qz‘/“z_qz

Per quello che apparticne al fecondo membro, poco ci ¢ da riflet.
tere; mentre la maniera di fommarlo ¢ per cosi dirc di comune giu-
rifdizione : non cosi ficcede ncl primo, che nella differenziale del fe-
condo grado ci {fomminiftra un nuovo genere d'integrazioni d’pendente
dalla coftante affunta ydx — xdy. Che giovercbbe a quefto pailo aver in
vifta le fezieni coniche, mentie non fi fcoprife prima il metodo di for-
mare I'efpreflione propofta ? lo poffo dire con verita, che forle ron fi

Opere Rice. Tom.Il tro-



cro;zirh ftrada per confeguire 1‘.intento, fe'nza che g'emrino, Em\e le fes
parazioni, quantitd trafcendenti. Da queft’ offervazione fi renderd mani-
fefto, qual differenza paffi tra le formule generali , e lz particolare del
Sig. Ermanno, ed in che principalmente confifta la bellezza della fua
oluzione. . I . -
: Defiderava in fecondo luogo il Sig. Bernulli, che dal Sig. Ermanno
venifle fatta una prova della fua analifi, applicandola all'ipotefi generale,
col determinare le curve in qualfivoglia filtema delle forze centrali, al-
meno fuppofte le quadrature. Non ha mancato quefti di foddisfare ad
una brama si ragionevole, come ne rende una piena teftimonianza il Sig.
Varignon nelle lodate Memorie dell’ anno 1710., € come fi puo \_'edcrc
dal quinto Giornale d'Italia, Articolo XVE., in cul fi legge regiftrata
la foluzione generale. Tutto I'artificio confilte nel tra(:portare opportu-
namente ' equazione differenziale delle curve cercate dall”affe al foco: ma
io mi sforzerd calcando un altro fentiero di giungere alla ftefla meta, e
terrd ferma | equazione delle curve all’ affe medefimo; con che forfe m'ac-
cofterd pit da preflo alla prima intenzione del Sig. Ermanno.

Giacché = zddy == fdt*, ¢ X ==)* = 2%, prendafi xdx=eydy=
x
=— xdx = pdt , e paflando alle feconde differenze , pofta dt co-
ftante , xddx o yddy =f dx* o= &y == dpdt ; ma la coftante ydx ==
— xdy dd [7ddy == xddy, ed in confeguenza y*ddx ==yddy ; ed eflendo
x
in oltre di® edy? == dt* 4 dx?, come facilmente pud dimoftrarfi, avre-
2%

mo, fatte le foftituzioni neceffarie , xx <oy ddx == 22ddx = dpt ==

x x
e d1? — dx2: ma 2ddx = — fdt*, e dt* =z*dz*; dunque — f2Id2* =
T2z x PP Pp-
= adxdp — dz*— dx3, ciot — fdx = pdp — dx ~ ppdx, o pure
P PP zz %3 %3

dx — féx = 2pdp — p*dz = p. zdp— pdx ; si che integrando,
9.3. 23 Z %

l_z_—_a__——ffdz:ﬂ, ovvero \/uz’—a-—zzz ffd:c = p, dal

2 2% 2X%

¢he § rende manifefto la quantitd p effere data per z, e le coftanti.
Di vantaggio, giacche 2dz = dr == ydx = xdy, pongali ¥ =¢3
el 7
dun-

o 27
dunque ydx =—xdy =y*dq; ma xx=fery =%, € x¥*==y°q*; dunque

—_— gy3 2,2 108 92 = ., —
ax = 4% ~f= y3q*, ciot y* = 2%, e confcgucntemente dx

Lo an <499 p
= dg

aa<=q9

Separate con quefto metodo le indeterminate, non fard difficile paf.
Qure alla coftruzione, effendo noto, che I'integrazione della differenziale
dg . dipende dalla rettificazione dell'arco circolare, e che le curve
2+ 94 _ Wil
faranno alocbraiche , ogni qual volta fi potrd ridurre ad una fimile efpref-
fione 1'altro membro dy = dz ]

% &V gi-g-2z* ] fd%

" Dalle cofe dette fi fcopre chiaramente, che la premeffa foluzionenen
diffimile a quella del Sig. Bernulli nella conclulione, quantunque ritrovate
con manicra aftatto diverfa, € bensi generale nell’ eftenfione, ed abbraccia
tutti 1 cafi potiibili; contuttocid non fi dcbbono diflimulare le fue imperfe-
zioni . Infatti quel comparire che fanno le ftefle curve geometriche fotto
efpreffioni meccaniche; quelle riduzioni, che rcftano a farli, dopo fco-
“p‘ﬂta la formula univerfale , e che lbnoﬂpil‘l involute della foluzione
principale, rendono a mio giudizio perplieflo si fatto modo di procedere.
Io relto perfuafo, che fe dagli Analififti fi foffe tentato prima il problema
inverfo rfel diretto, non farebbe loro forfe caduto in penficro, che fotto

I efpreflione dz == dq , o altra equivalente, fteflero nafcofte curve
. xp  aa<qq

. —2
algebraiche, e nel cafo particolare di f== bz, fe non fi foffero tolte
di mira, non i farebbero forfe pcfte in luce le {czioni del cono.
Lalci dunque d'opponere il Sig. Bernulli effere particolare, limitata,
¢ per quefto capo mancante la foluzionce del Sig. Ermanno; imperocché
i potrebbe rifpondere in primo luogo, che non i trattava di f(cioglicre
eneralmente il problema gid f{ciolto dall'illuftre Sig. Nevvton per vig
gelle quadrature, ma folo di vedcre, come da tal fonte {i derivaffero le
Trajettorie algebraiche, e mafiime le fezioni coniche. Anno cid intra-
pzefo 1 Sigg. Bernulli, od Ermanno, il primo col dedurre dalla folu-
zione; generale il cafo particolare, il fecondo abbandonando la foluzione
generale, e furrogandoci la particolare. Sin qui camminaro del pari, e
{e voleva il Sig. Bernulli liberare la fua analifi dalla nota di particolare,
ch'egli addoffa all’altrui; era d’uopo, che con una generale efprettione
c'infegnafle a diftinguere le curve algebraiche dalle meccaniche in tucti
i cafi poffibili: quiftione propofta dal Sig. Ermanno, n¢ ftiolta da chiii
fa; dovendofenc forfe lafciare la lode di {cioglierla a chi ' ha propofta.
Direi in {ccondo luogo, ed il mio dette parerd forfe woppo ardito a
2 ta-



8 ' ' . . 5.
tal:-mo, doverfi fir pid conto della foluzione particolare del Sig. Ermans
no, che delle univerfali pubblicate dagls altri. Il Problema generalmente
non pud {cioglierfi, fenza ricorrere alle quadrature, ¢ quello che ¢ pig
confiderabile, fenza che le ftefle curve aigebraiche comparifcano forto la
malchera & efpreilioni crafcendenti; onde per riconofcerle 'ﬁa neceflario
valerfi di certe operofe riduzioni, che tuttora cfercitano 1" ingegno de’
Geometri. Anche il cafo noftro, che & pure il pid privilegiato, ed €,
per cosi dire, il cafo della natura, ci fifa innanzi confufo con tutti gli
aleri pella formula generale meccanicas; ha perd la buona forte d’eflere.
IPunico, che poffa maneggiarfi con equazioni analiticamente integrabili .
1l Sig. Ermanno con una induftria degna di lui ha faputo diftinguerlo,
e fepararlo da wtdi gli aleri pid mifteriofi, che richiedono nuovo art-
“ficio per le riduzioni . Giudichino ora i Geometri, fe fia -pill clegante
I efpreifione univerfale , o la particolare, e fe debba farfi pid ftima della
regola, o dell’eccezione. - .

Non occorre, ch’io m*affatichi in foddisfare all' alera -difficoltd mefla
a campo dal Sig. Bernulli, che verfava fopra il non efferfi dall’ Autore
della foluzione alla fommatoria delle feconde differenze aggiunta la quan-
titd coante efprcffa con le prime . I dottiffimo oppofitore ha avuto la
bonta di troncar quefto nodo, e lo fteflo Sig. Ermanro non I'ha lafciato
fenza rifpo'ta, come fi pud vedere dal {cfto Grornale d*Tralia, Artaz2.

Chindero la prefente Differtazione con applicar la mia marera di
fcparare le indeterminate alla {econda foluzione del lodato Sig. Bernulli.
Dulla fua analifi viene egli condotro alla feguente equazione , in cui la

forza centrale f fi fuppone data per x, f==dy} 4= dx>dy = xdyddx 4 xdxddy.
2xd d)3 Sl 1§

Per liberar dalla confufione delle variabili, offerva doverfi ridurre in
compendio la formula col fare {vanir due termini nel f¢condo membro
dell’ cquazione. Arriva ingegnofamente al fuo finc, prendendo come co-

frante la quantitd ydx, o pure dx: ma olweché non v’ ha metodo fermo
x
per fifare le grandezze, che devono far figura di coftanti; non fo qual
luogo peteffe trovare in altri cafi egualmente ardui queft’ arvficio.
Io procederei diverfamente, facendo prima {parire le feconde flul-
fionis il che G otterrd factlmente, qualor fi rifletta effere integrabile la
il

quantita dddy — drdde divifa per il quadrato dx?; onde avraffi
dr=p,ec véxddy— xdyddx = xdx*dp . Quindi con 1’ajuto d’una congrua
dx

foftituzione liberata I'equazione dall’elemento dy ;e dalle fue poteftd, {co-

priremo effere f= & o= a 4= dp , oyvero fdx — dx =
I N —
ax! axipd 2xipldx 2x3

—dx

. : 29
B= dy 4 dp = _a . pdx- xdp, e feparate di bel nuovo le
2% wxy3 2x3pd
variabili. , col fupporre' xp=q, @_—_—fdx-— dx , ed integrando
243 243

4 =—in— a =~ [fdx; ma ¢*=x%p*; dunque @ =ux*-1a-2"
e e ol

499 4xx 4p* 4

“ffdx,' cosi che p fard data per x, ed in confegucnza faranno a;lchc

feparate le variabili nell’equazione affunta da principio 7 = p, o &y =
y dx
= pdx .

To mi lufingo, che il Sig. Bernulli prenderd in buona parte quefta
mia rifpofta qual ella fia, parendomi nello ftefflo tempo d’aver favellato
¢on Libertd geometrica, e col rifpetto dovuro al celebre Oppofitore, co-
me uno de’ maggiori lumi, che abbiano le Scienze Matematiche, ¢ che
‘certamente non ¢ il fecondo fra gli Analifti del noftre {ecolo.

AT INTT N i 2 i )

Del Sig. Niccold Bernulli Nipote del Sig. Giovanni [upra lo fehedialma del
S$ig. Conte Jacopo Riccato pubblicato nel Tomo decimonono dil Ciornale
de Letterari d Iralia g Articolo VIL o coll aniella Soluzione prooria del
Problema inverfo delie forxe centrali agenti in un mezxo non reyflente
dedotta da’ principj wedefimi del $:g. Nevvton.

A carte 186. linea 5. (a) Ebbe e2li la mala forte dincontrave due
famofi avverfar], ec. Qui a torto il Sig. Conte confidera il Sig. Gio. Ber-
nulli Avverfario dcd $ig. Ermanno, imperciocche ci mai non s" oppofe
agli sforzi di quefto: cid che il Sig. Bernull wvisd amichevolmente ,
non dee {ubito prenderfi per un’oppofizione. Chi fia Ialtro famofo Av-
verfario, che ad eflo aggiunge, fe non m'ingan-o, I'intendo; ma le fue
- obbiczioni fatte al Sig. Ermanno, che in parte abbiamo vedute , non {ono
da noi approvate.

In quel medefimo luogo lin.27. (b) accompagznata pero da un efame
cos} fevero, che ben fi feopre aver lui pretelo con I altrui paragone dare un
maggior 1ifalto alle cofe proprie. Una rifleifione leggicra non ¢ un elame
fcyero, né abbifognava a mio Zio dare un grado pit eminente alla fua

{o-

€ Si contenzono quefle Annotazioni nel Tomo XX. del Giornale de Letterati
d Italia  Articolo XIII.

(¢) Nella prefente edizione pag.20. lin.24.
(¢) In quefta edizione pag.20. lin.36.
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foﬁxzione. 1l fuo £ne prircipale, quendo efamind la foluzione del Sig.
Lrmaono, non fu ¢i corfutare la medefima, ma piuttefto d’indi prens
dere motivo di comunicare la fuas € cosifolamente di paffaggio accennd,
che cofa potrcbbefi giuftamente dcfiderare in queila del Sig. Ermanno:
il che fc fa fato fatto malamente, giudichi lo fteflo Sig. Ermanno.

A carte 192. ling. (c) mentre cangia: do ipotefi , € prendendo di mira
le curve medefime riferiee al loro centrc ... gli farebbe convenuto derivarle
da principj diverfi, ec. parla qui principalmente dell’ ipotefi della forza
centrale in ragione femplice direrta delle diftanze: ma io mi maraviglio,
che la foluzione in quelt'ipotefi né fia ftata data dal Sig. Ermanno, né
benché tentata fia potuta eflere ftata ritrovata dal Sig. Conte Riccaro s
la quale perd piti facilmente fi deduce da'medefimi principj, come appas
rird dalle cofe, che fieguono

In quel medefmo luogo lin.1§. (d) riferbandofi poi di darne una o
lunione pin generale, cc Quefta fua feluzione generale mai non I'abbiamo
vedura ; {e effa confifte in una certa equazione de*differenziali del {econdo
grado, ovvero dove I’indeterminate non giacciono ancora fenarate 1'una
dall’ altra, in vero poco promuove la cofas impercincche nicnee v'ha di
pit facile, che di arrivare xd un’équazione tale quale: non & poco tter-
minare i (ccondi differenziali, ovvero cavare I’ equazione immediatamente
dove vi fono i foli differenziali del primo grada; ¢ molto feparare l'in~
determinate co’ fuot differenzials I'una dall’altra; ma fenza dubbio & cofa
grandidima nell’applicazione alle ipotefi particolars determinare le {pezie
delle curve: le quali cofe tutte; fe non m’inganno, fece mio Zio, € par-
ticolarmente 1 ultima nell’ipotefi comune delle forze centrali reciprocas
mente proporzionali a'quadrati delle diftanze . _

Nel medefimo luogo lin.zo. () I Sig. Bernulli gindica difperata le
feparazione, ec. Non diffe effere la cofa difperata, cioé impoifibile, poi-
che la conofceva fatta , ed ¢ pure la fece: ma volle dirc, che la via
battuta dal Sig. Ermanno (cio¢ integrare uantitd differenziali come
pofte di differenziali ancora mefcolate) & affai feabrofa, e di tale nt-
tura, che atterifce 1" Analifta, prima che tenti, perché {ubito a prime
vilta fofpetta effervi forto difficulta forfe maggiore di quella, che vera-
mente v'¢. Il Sig. Lrmanno intanto non temette d* incontrare alcuna dif-
ficultd nell'ipote(i comune , in quanto conobbe da altra parte ,. che la
curva ricercata era una fezione conica. Se alcuno prima ch'egli penfafle
a quefto Problema inverfo gli avefle folamente propofta quefta equazione

nuda = ddx Vax 7y = yux—xdy , acciocche determinafle a qual forta
x XX 407

di curva cffa appartenefle , nafcoftagli frattanto la fonte , onde featuri,
forfe avrebbe fubito difprezzata la cofa propofta , come avente pid dif-
ficulth, che utibid.

() Tn quefta edizione pag.22. lin.27.

(d) Nella prefente edizione pag.z2. lin.3t. .

(e) Pag.22. lin.34. S

I
A carte 193. ling. (f) Siz dungue, ec. Il Sig. Conte Riccatogqui,
‘e nel feguente modo di fciorre a carte 197. ¢ feguenti (g), deftramenie
G ferve degli ajuti, ed artificj prima fcoperti da’miei Zii Jacopo, e Giow
vanni, e da’medefimi adoperati per ottenere la {eparazione dell’indeter-
minate coll’ ajuto di certe foftituzioni (v. g x ==p, 7 ==q, dx == pds,
5 %l
x=gq,e¢ fimili) che debbono effere fatte con deftrezza 5 con che

%

moftra d effere verfatifimo nel calcolo degli Integrali, e di aver ben
penetrate le loro regole; ed in vero in tale maniera, che fra i forefticri
aEpcna poffa ritrovarfi alcuno, che gli levi la palma. Ma ¢'moltra anche,
che ficcome la memoria d’un animo grato doveva difturbare dalla difefa
di fe medefimo il Sig. Ermanno (com’egli medefimo diffe di fopra) le
freflo ufficio d’urbaniti avrebbe dovuto coftrignere il Sig. Conte Riccato,
obbligato, febbene non immedjatamente, a’Signori Bernulli, a non {er-
virfi contro di loro de’fuffidj del calcolo da eifi nafcente, nel quale ci
fembra d’effere si mafchiamente verfato.

Acarte 195.1in.8. (b) Edin confeguenza — dx = -a - Inol
Jydx —xdy ‘/;IT-FP_:

tre a carte 198, ling. (i) ed integrando p = \/.13—91. In quefti luo-
ghi il Sig. Ce. Riccato commette il medefimo errore, che nel Sig. Lr-
manno notd mio Zio, quando ciod integrando 1'equazioni differenziali ,
trafeura di accrefcere T'uno, o I' altro membro dell’ equazioni integrali,
di una certa quantit coftante; imperciocché fe bene in quefti efemp
una rale aggiunta non muta la f{pecie della curva, in altri cafi perd pud
alle volte rendere lanatura della curva ftermimatamente differente 5 onde
non pud fenza paralogifmo trafcurarfi, né trafcurata {i pud certamente
affermare, che 1a curva ricercata ¢ una fezione conica, benché qui per
accidente -accada, che I'addizione niente muta nella natura della curva.
Aggiungafi, che non appare fe non finalmente dopo molte operazioni,
che non fi muti la {pecie della curva.

A carte 209. lin.7. (k) non cosi fuccede nel primo, ec. Qui il Signor
Conte fi moftra imbarazzato, ¢ vuole piuttafto lafciare il Problema da
{ciogliere, che tormentarfi con uno sforzo vano; e contento di quefta
efclamazione: Che gioverebbe a quefto paffo, ec. afferma effer la cofa ym-
poflibile. fo poffo dire con werita, feguita a dire il Sig. Conte , che forfe
non [i trevera firada per confesuive U intento, fenza che ¢ entrino, farte le

Je-

(f) Nella prefente edizione pag.23. lin.4.
(g) In quefta edizione pag.23. lin.17. e feg
(A Tn quefta edizione pag.24. lin.z2.

(i) In quefta edizione pag.2s. ling.

(k) In quefta edizione pag.25. lim.17.
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fcp?zmzioni , quantitd trafcendenti . Tuttavia dard a -divedere ¢id non ef-
Jere impofiibile, ¢ moftrerd come fenza la prefente f{eparazione poffa ef-
fere {ciolto il Problema inverfo delle forze centrali, quando fono fup-
pofte direttamente proporzionali alle diftanze, cioé prendendo le coordi-
nate {ull’ affe. Comunicherd anche un altro metodo di mio Zio per la
foluzione del medefimo Problema , dove I'indeterminate comparifcono {e-
parate, e poicia I'equazione viene integrata fenza la vifta di quantia
trafcendenti. T ;T

I. Poiché nella figura del Sig. Ermanno ED —ddx vV xx 4~y -efpri-

x ‘ .

me la forza centripeta, convien fare — ddx Virx -+ = \/xx-iyyy
x 1

(ovvero pluttofto per. offervare I' omogeneitd ~per.ydx — xdy = ad una

quanticd coftante ) = ydx = xdy" ¥ xx 4oy, ¢ percid — ddx =
P A ’ ' j ~x

ydx— xdy1 5 M.oltiplicando poi per xdx, fi ottiene ——dxddx ==

alb i £

—e 2 Vi eom————d t
ydx—xdy” . xdx, e prendendo gl' integrali , ydx ~— xdy ~=dy2=

alh - ac
mz;laondedx:;dx-xdj.,\/aab-—-cxx, e ‘ dx | ;
alb , Vaibe xxV adb—cxz
ydx—xdy prefi un altra volta gl integrali, — ,/aab;-—cx} =
oatbe bxV'a
—7 = 13 I’equazione ridotta avrd due dimenfioni , d’onde ap-
Wk ° |

pare, che la curva ricercata ¢ una fezione conica .

II. Altramente pil facilmente, ¢ pili clegantemente offerva mio Zio,
che il Problema pud effere {ciolto, rifolvendo le forze in due collaterali.
Rufolvafi la forza centrale in due altre, le cui direzioni facciano un dato
angolo (v. gr. retto) LPM (Fig.10.). Per lo centro C delle forze fi
tirino le rette CA, CB parallele a quefte direzioni. Egli ¢ manifefto,
che il mobile defcrive la medefima curva PG, o fia egli follecitato fo-
lamente da una forza tendente al punto C, o in lhogo di quefta da
due altre tendenti coftantemente 1'una alla retta €A, Paltra alla retra
CB, cio¢ ognuna delle quali confervi una direzione coftante, I’una alla

CB,
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CB, laltra alla CA -parallela. In oltre & chiaro, -che il concorf‘og di

vette due forze non impedifce, che s'avvicini all’una, ¢ all’altra delle
zuc rette CB, CA con queﬁe' ftefle velocitd refpectivamente , colle quali
€ s accolterebbe 5 fe levata I'una forza, Ialtra fola lo fpingefle 5 cioe il
mobile P ha tanta velocitd"per accoftarfi alla CB fecondo la direzione PL,
quanta ne avrebbe nel punto M , fcendendo nella retra AC da una con-
veniente altezza, e con una fola forza uguale a quella, che fpingerebbe
il medefimo mobile attraito verfo CB; e {cambievolmente egli ha an-
che tanta velocitd per avvicinarfi alla CA nella direzione PM, quanta ne
‘avrebbe nel punto L., {e cadefle da un conveniente punto B della quiete
per la retta BC cacciato da una forza uguale a quella, che fpinge il
medefimo mobile verfo la retta CA. Ora la velocita di accoftarfi alla
CB, e la velocitd per ritirarfi dalla retta CA, tutte e due fono fra di
loro come le piccioliffime linec percoffe infieme in quelle direzioni, cio2
come Pu: np, ovvero (chiamata CMx, MPy) come - dx: dr. La fe-
conda dunque fi riduce a quefto, che primieramente fieno determinate
le curve delle velocith ARD, BSE, cioé¢ le cui crdinate MR, LS dife-

gnino le velocitd ne’puntt M, L, fe il mobile feparatamente {cendefle,

ora da A, ora da B nelle rette AC, BC; e pofcia i cerchi la curva
PG di tale natura, che condotte da qualfivoglia fuo punto le coordi-
nate PM, PL , e prolungate, fino che feghino le curve delle velocita
ne’ punti R, S, fia fempre MR: LS:: Pn: mp:: —dx: <= dy. Per ap-
plicare cio al cafo prefente, dove la forza centrale ¢ come la flefla di-
ftanza CP, e per confeguente le forze laterali, nelle quali effa fi rifolve
fecondo le direzioni PL, PM, come le rette medelime PL, PM, ovvero
come CM, CL: ¢ noto, il che pud anche facilmente ritrovarfi, che le
curve delle velocitt ARD, BSE fono quadranti di circoli defcrirti col

centro C, e co'raggi CA, CB; laonde fe CA fi chiama «, ¢ CB b,
fara MR(\/aa—x,\' ) : LS (\/bb—yy 1 e dy e dy, € percid

—_ dx = dy , OVvero dx &= dy ==0; ma, come
Vaz—ax . Vibb-y Var-xx  Ybb-»
fanno anco i principianti,  dx ¢ il differenziale dell'angolo DCR,

é dy ¢ il differenziale cell' angolo ECS: quindi perché
vbb - 3y )

/' dx +/‘ dy = ad una coftante, egli ¢ ‘manifclto, che
=V aa-xx Vb=

gli angoli DCR, ECS prefi infieme fono uguali ad un dato angolo co-
Opere Riccati Tomo IIL L ftan-

.
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ftante; ovvero aggiunto il comune ECD, tutto frangofo SCR fard co-

ftante, fe per avventura non cade la retta CS per diritto [u la retta CR,
il che avviene, quando DCR <= ECS — ACD = al rctto. Concepiamo
‘dunque, che SCR, o fid angolo, o fia linea retta, girt intorno al punto
‘C, ¢ chein qualfivoglia fito fieno tirate da’punti R, S le recte RP, SP
parallele alle rette CB, CA ; defcriverd 11 punto dell’ interfezione P la
curva PG ricercata, la quale troveraifi effere un ellifft , adoperando 14
fola Algebra ordinaria, 1l cui centro coincide col centro medefimo delle
forze. Che fe in oltre le rette SC, RC s’incontreranno per diritto, fa-
ranno i raggi CA, CB de circoli ARD, BSE i femiaffi coniugati-dell”
ellitfi, ma fe le medefime rette fanno I’ angolo SCR , intendafi con-
dotto per lo punto C il diametro d'un circolo paffante per li tre punti
s, P, R; il punto C dividerd quefto diametro (d’ una lunghezza co-
ftante ) in due parti ineguali, le quali danno Je lunghezze de’ femiaffi

‘coniugati. Di che non convienc ch’io faccia qui ha dimoftrazione, la
bl 3

quale {pontaneamente fi prefenta dinanzi a chi {eriofamente ci penfa.
Se per avventura non piace al Sig. Co. Riccato, che abbiamo prefe

di fopra come noto effere _ dx dr i differenziali degli angoli, e
v aa—x V' bb-yy

per quefta cagione un’alera volta accufa ( come fece, benché male a pro-
propofito, contra la foluzione generale del Sig. Gioyanni mio Zio, regie
{trata nelle Memorie di Parigi) aver effo avura in mente l'elliffi come
I"obbictto principale, al quale dirizzati avea i fuot penfieri, chiamando
in ajuto quell’ infolita ( bench¢ a noi abbaftanza palefe , e famigliare )
differenziazione, ed integrazione degli angoli, altramente non avrebbe e

potuto {apere, che fotto queft efpreffione _ d¥ 4+ & =it
fi Vaa-xx Vb

va nafcofta 1a curva algebraica, non che Pelliffi: Se, dico, il Sig. Co. Ric-
‘cato per avventura difapprova quetto modo di procederc; eccone un=altro
puramente analitico, ch’io prefento, acciecche egli veda un'altra volra,
che ¢'inganna, quando f{tima, che il cafo particolare, dove le forze fono
reciprocamente proporzionali a'quadrati delle diftanze, fia il folo e I'u-
nico, che trattare {i pofla coll’ cquazioni amaliticamente integrabili; im-
perciocche per fure nel noftro cafo la medefima cofa, goderd ,.fpero il

Sig. Co. Riccato, quando vedra, che la noftra efpreflione  dx =

/.’Ul".\'x
& = o, forfe contro la fua fperanza pud effere integrata, adope-
v bo ' .
sando folamente te comuni regole del calcolo fammatorio, ma con qual-

che deltrezza vule anche in altre occafioni, man.ggiate . Si moltiplichi
pri-
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* primicramente | I’equazione per \/aa—xx, e per V'bb—y7, ed otterrafli

dx Vb < dy Vag-xx=0¢ percié/ dx Vbbyy o4

ot /dy v aa—xx = ad una quantitd coftante ac. Di poi fi moltiplichi
anche per xy, e fi otterrd 7. xdx o= Xydy ==0; laonde anco fard,

VR e

_[7. xdx. -I-fx.]d] = ad un'altra quantitd coftante a¢; ma ¢
Yaa-xx Vb=
f‘y wdx = — 7V aa—xx +fd)\/aa—xx, efx.yd] = =

v aa—-xx vib-yy

\/H?:J; +fde1T—-ﬂ; dunquefy.a'd.r -}o./‘x.yd_) (= ac ) =
vV aa—xx vbr =3y

= —y Vaa—xx — x Vb +fd) v aa-xx +/d,r/l?[:;;q‘,}[,.

di ae '—/ldJ‘/ﬂl:Y; '—'fdx Vbb—yy, ciot ae ~ac = - y Vaa- 1x

T . ) .
~ x v bb-y7 cquazione algebraica, che fi riduce nella feguente maniera
Sia ¢— ¢ = b, ¢ i tralporti o I"una parte, o l'altra parte dell” ultimo

mcr_r;b_x_o dell’ equazione nel primo; talche fi abbia ab— x Vibry =y
v aa-xx, ovvero quadrando, aabh == bbxx—zahx V' bb—y = auyy , e tra-
fportando, aahh == bbxx — azyy = 2abx Vb, e quadrando un’ altra
volta, atht <= 2 aahbbbxx <= b¥a% — 2a%hhyy — 2aabbxxyy == atyy =
= gaabbbbxx — gaabbxxyy. Si levi da ciafcun membro gaabbbbxy —

w— gaabbxxyy, e {i otterr ath* — 2aabbbbxx ot b*x® — 2a%hlyy oo
2aabb 4y == bb— Db i

-{-d. abbxxyy 4 aty* == bb—"Nh. gaaxxyy: cavata da ciafcun membro la

radice quadrata, otterremo finalmente aabh = bbxx —azyy = = :aay

v(\bb—-l:h, cio¢ un’equazione all’ellifi, ¢ certamente riferita al centro. Da
€id n;:p folam.ente i vede, c:he la curva ricercata ¢ la fola clliffi , ma
eziandio, che il centro delle forze ¢ nel contro della figura QEIL
i A carlt\s 204. lin. & _(l) r!rc le curve faranro algebraiche ormi qual
abet.d on bafta acqocchc le curve fieno algebraiche, che ciateun
membro ell’ cquazione dipenda dalla rettificazione dell arco di qualche
E: ar-

(1) Nella prefents edizione pag.27. lin.7.
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circolo ; & seceffario di pid, che gli angoli fottefi da quefti archi fieno

commen{urabilt, alcramente dalla loro comparazione non naice alcuna e«

quazione algebraica .

In quel medelimo luogo lin. 14. (m) Soluzione non diffimile a quelle
del ‘Sig. Bernulli nella conclufione, quantunque ritrovata con maniera affatto
diverfa, ec. Quelto metodo non € tanto diverfo da quello di mio Zio,
che non fi veda facilmente efferfi fervito il Sig. Co. Riccato di guefto
medcfimo come di regola, alla quale aggiufté il fuo metodo, veltito fo-
lamente d’un’abito un po diverfo. '

Nel medefimo luogo citato lin. penult. (n) contuttocid won fi debbono
diffimulare le [ue imperfexionis ec. Quefta foluzione non ha imperfezione
alcuna, anzi farebbe ftata perfertifiima anco per approvazione del Sig.
Co: Riccato, {e aveffe avuto Autore il Sig. Ermanno .

A carte 209. lin. x1. (0) non farebbe lovo forfe caduto in penfiero, che
forto Defpreffione .- ..., € nel cafo particolare di == bz ">, [e non [i foffe-
vo tolte di mira, non [i farebbero forfe pofte in luce le fezioni del cono.

Quelto ritorcimento ( col quale credette forfe il Sig. Co. Riccato di
pung:re mio Zio) quanto fia ingiufto , e quanto poco faccia a quefto
propofito , avrebbe potuto avvertire effo Sig. Conte, fe avefle voluto of-
{ervare, che per gl altri cafi particolari mio Zio cavo dalla fua formula,
o foluzione univerfale le curve avanti di lui da niuno ritrovate. Pere-
{fempio nel cafo particolare di f =bx 73, cio¢ dove le forze centrali fo-
no reciprocamente proporzionali 2’ cubi delle diftanze; chi avanti di mio
Zio ritrovo, o nomind oltre alla {pirale logaritmica quell’altra {pirale i-
perbolica, di cui ne diede la defcrizione nel medefimo luogo citato dal Sig,
Co: Riccato nelle Memorie di Parigi dell’anno 17.0, a carte §33. oltre
ad infinite altre curve si algebraiche, che trafcendenti, le quali dedot-
te dalls fua foluzione univerfale pubblicd negli Acti di Lipfialanno1713.
ncl mefe di Marzo, a carte 129.? Dica ora il Sig. Co: Riccato, come mio
Zio 2bbia prefentito, che fotto la {ua efpreffione generale ftava nafcofta
la (oirale sperbolica infieme coll’ altre curve, ch’egli comunico al pubbli-
co d¢' Letterati; ovvero ci moftri 1n che modo quelle fono venure alla lu-
ce, imperciocche non fi pud dire, chregli le avefle gia avanti avute in
mente . S'nza dubbio il Sig. Co: Riccato non ha lette quelle cofe , che mio
Zvo pubblicd in quefta materia negli Atti di Lipfa, e nelle Memorie di
P rigi l'anno 1711., altramente avrebbe pity benignamente giudicato del-
la bellezza, e dell’cccellenza del fuo metodo, il quale lodo grandemen-
te anche il Sig. Ermanno medefimo, e lo preferi a quello del Sig. Nevv-
ton, fpecialmente perché ha lvogo, anche fe fi confidera la ref:ftenza del
mezzo . Frattanto ftupifco, dopo avere di fopra a carte 204. (p) cono-
fciuto, che dalla dipendenza, o reduzione all’ arco circolare d1 ciafcun

mem-
tm) Nella prefente edizione pag.27. lin.8.
(n) In quefta cdizione pag27. lin.r1.
(o) In quelta edizione pag.27. lin.18.
(») In queita edizione pag.27. lin.22.

-

membro dell’ equazione, fi pud conchiudere effere la curva algebraica, che
non abbia dubitato di dire, che for{e mai noa {arebbero venute alla luce
le f{ezioni coniche, {e gid non foffero (fate conofciute avanti, come aven-
ti la proprietd ricercata: imperciocche , che cofa ¢ pid naturale, che ri-

trovata I'algebraicitd della curva, ricercar pofcia qual fia quell’ equazione

_ algebraica, che efprime la natura della curva? Invita quafi fpontanea-

mente a quefta ricerca I’ equazione differenziale del Sig. Giovanni mio
Zio, la quale, come confefla effo Sig. Co. Riccaro, rinchiude una mani-
fefta comparazione di due archi ‘circolari diverfamente dallequazione del
Sig. Ermanno, la quale, per la confufione delle indeterminate non dan-
do alcun indizio certo di fucceffo felice, potrebbe {ubito difanimare I'A-
nalififta impaziente. Del rimanente benché quefta foluzione generale ap-
plicata al cafo particolare f==bx ™ conduca ad un’equazionc inviluppata
di quantitd trafcendenti, niente perd impeditce, che quefte ( purche fie-
ne algebraiche comparabili, come fony per efcrppno gli archi circolart, 1
logaritmi, cc ) poffano trattarfi con un'integrazione puramente analitica ,
come la quantitd affolutamente integrabile : il che poiche forfe non crede
il Sig. Co: Riccato, e per quelta {ola ragione vuole vofporre la foluzione
generale di mio Zio alla foluzione particolare del Sig. Ermanno , perche
quefta confifte in uma equazione aflolutamente integrabile, quella al coo-
trario in un'equazione, che contiene quantitd rrafcendenti, vo anplicare
I’ artificio fonra adoperato nella ri.oluzione del cafo particolare f=2 (nel
quale da quefte quantitd trafcendenti con un'integrazione puramente ana-
litica, i cava un’ equazione algebraica ver la curva defiderata) al cafo
prefente f = bz, —*. Era arrivato mio Z:o ( vedan'i le Memorte di Pari-

gi dell’anno 1710, 2 carte §27.) 2 quefta equazione differenziale c_i_} —
a
dt . Sia p una perpendicolare calsta dal punto L alla retta AO

Vb1t
(veciaﬁ la figura a pag. s24.) e fara LI (dz ) = _ﬂw_, lzonde :B,ov»
v aa—pp
vero  dt = _do e moltiplicando in croce dr Vaapp =

Vbh-1t ¥ aa-pp
dp Vbh-tt, e prendendo glintegrali tYaa-pp <+ ./fpdp = pV bh-12

v aa-pp

= /prdt. ma & prde = tpdn , ¢ per confeguenza /ozd; =
v b1t Vil Vaapp v/ b-tt

[

Il
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= f endp = ae; dunque levate via le quantitd eguali, f feoprird
v aa—pp '

& e gep Vhb—1r =t v/ aa—pp , equazione puramente algebraica,
la quale prudentemcnte maneggiata, come di fopra s’ & fatto, riducefi a

queflta aart 4 bhpp — aaee = 2apt Vhb—ee. Ora- quefta giufto il folito
cangiata in un’altra, che efprima la relazione fra le coordinate della cur-
va ricercata, moftrerd effer ella un’elliffi, o uniperbola, o una parabola
riferita al foco*

A carte 206. lin. 9. (). Se woleva il sig. Bermulli liberave.la [na a-
nalifi dalla nota di particolare , ec. Non capifco, che cofa fi voglia il Sig.
Co. Riccato: forfe la foluzione di mio Zio ha il difetto di particolaritd,
perché non fupera I'impoilibile? poiché io ftimo egualmente impoffibile
determinare con un’efprefficne generale le curve algebraiche per qualfifia
data legge di forze centrali, edare una regola generale, colla quale fu-
bito i poffa conofcere, fe qualche data e uazione algebraica di qualfivo-
glia grado i poffa ridurre col mezzo della 31iviﬁone. Ed in vero il Sig.Co:
Riccato ci promette una cofa troppo magnifica, quando dice , “che quella
quittionc forfe potrd effere fciolta dal Sig. Ermanno, al quale i debba ce-
dere la gloria dcll'invenzione. Egli € certamente manifefto cid , che gid
aveva avvilito mio Zio nelle Memorie di Parigi a carte 326.,. ciot che
{cnza cfitanza pud dickiararf allora effere algebraica una curva, quandg
ambedue le membra d'un' equazione difegnano i differenziali di archi,
o piuttofto di angoli commenfurabili; ma determinare {empre, fe qual-
che quantity diffirenziale poffa cffere ridorta al differenziale dell’arco, o
dell’ angolo, ¢ una difficoltd ftabrofidima , n¢ quelta fupereraffi, prima
che G ritrovi la regola d'integrare tutto quello, ché integrabile: cofa a
dir vero da defiderare, ma non da fperare. '

In quel medefimo luogo lin. 20. (r) Il mio detto parera forfe troppe
ardito..... pubblicate dagli altri . Anzi {embrerd non che ardito, ma para-
doffa, che la foluzione particolare abbia ad effere pit ftimata , che la
foluzione univerfale. Ma quando vedrd il Sig. Co: Riccato, che quella
ragionc, per la quale pronunzid quefta fentenza, & di niun pefo, {e pu-
re avrd moftrato qui la manijera di trattare con urintegrazione analitica
quelle medefime quantind trafcendenti, che fomminiftrd la foluzione ge-
perale, ¢ cangerd (pero parere, e ritratrerd le paroie un po pid abbaffo a
cart 207. (s) tropoe precipitofamente preferite: Ha perd la buona fort: def-
fer I mics, che poffa manczgiarfi con equaxioni analiticamente integrabili.. ..
e [z debha faifi pins fima della regola, o d2l* excexion: ; parte , perché ho
gia diroltrzo non cifer I'unico, il cafos; ma eflercene unaltro analiticamen-

te

‘g) Nella prefente edizione paz.27. lin31.
(v Ian quefta edizione pag.27. lin.ult.

2 a A :
(s; In quefta cdizione pag.28. lin.g.
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te integrabile, quando le forze centrali fono direttamente proporzionali
alle diftanze; parte perché ¢ chiaro dalle cofe fin qui dette, che indarno
fi predica la fingolare dcftrezza'del Sig. Ermanno nel diftinguere il calo pit
facile dagli altri tutti, come pit mifteriofi, poiche ¢ falfo, che quelto ca-
“fo fia pid mifteriofo di quel primo fciolto dal Sig. Ermanno, effendo anzi
molto pui facile. Si aggiunga, che non ifcelfe quel cafo il Sig. Ermanno,
ma gli fu propolto da mio Zio in occafione che aveva offervate, che il Sig.
Nevvton nella prima edizione de’fuoi principj matematici (dappoiché nelle
tre propofizions 11. 12. 13. del primo Libro aveva ritrovato, che le forze
centripete de’corpi moffi nelle {ezioni coniche, tiranti all’ombelico della
“figura, fono reciprocamente come i quadrati delle diftanze ) nel corolia-
5io 1. prop. 13. aveva affunta fenza dimoftrazione la propofizionc inverfa,
cioé effere fempre qualche fezione conica avente I' ombelico nel centro
delle forze, quella curva, nella quale il corpo {i muove con una forza cen-
“tripeta reciprocamente proporzionale al quadrato della diftanza, la quale
propofizione volle perd ftabilire con qualche dimoftrazionc il Sig. Nevvton

nella feconda edizione. . il
A carte 208. lin. 9. () Non v ha metodo fermo-, ec. Sembra qui il Sig.
“Co: Riccato abbandonare il fuo uffizio; poiché cid che nel Sig. Ermanno
_grandemente loda, ed innalza (e per quefto fine unicamente compofe la fua
“fcrittura, quafi che eflo Sig. Ermanno abbia {ciolto il fuo cafo particolare
‘con una fingolare deftrezza ) vitupera nel Sig. Bernulli; né contento 'dl
‘quell* artificio, che diede, benché, come i chiamo lo fteflo Sie. Conte, 10-
‘gegnofo, non dubita di domandargli un metodo fermo,, o generale . Ma fe
‘mio Zio rendefle al Sig. Co: Riccato le fue parole cosi dicendo: I $ig. Er-
“panno arriva ingegnofamente al [no fine, moltiplicando , o dividendo ambe-
‘due le membra della fua equaxione per certe quantita indeterminate per rem-
derla due olte integrabile : ma oltreche non o' ha metodo fermo per fiJare le
grandeze , per le quals bifogna moltiplicare, ¢ d:videve I'equazione propofta
won Jo qual luogo poteffe trovare in altr: cafi egualmenie ardui queft artificio:
che direbbe? Ma che pitt, non fi ferve forfe efflo Sig. Conte di quefti ar-
tificj particolari, de’quali per avventura non fa di effer renuto o’ Sigg. Ber-
nulli, quando a carte 209. () chiama in ajuto le foftituzions congrue
(dy=p,xp=4g) per feparare le quantitd variabili; ma non da rego-

dx . i

la certa, e fifa, per mezzo della quale fi faccia convenientemente tiRa {o-
‘fituzione, acciocché le quantita variabili in qualfivoglia equazione pro-
pofta fi feparino 1'una dall'altra. Ceffi dunque il Sig. Co. Riccato di pre-
ferire la foluzione particolare alla foluzione generale, cvvero permetta gl
Sig. Bernulli, che goda in quefta fimile nccafione quel medﬂeﬁmo Drivi-

legio, per lo quale la particolaritd puo rapire la gloria all’univerfalitd.

A

(+) Nella prefente edizione pag.28. lin.28.
(«) In quelta edizione pag.28. lin.33.
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i A carte 270. lin. 8. (x). Jo mi lufinzo, cbe il $ig. Bernulli prenderd in
buona parte ec. Perdoniamo, e chiediamo vicendevolmente\ perdonanza §
diamo volenticri la libertd Geometrica al Sig. Co: Riccato, la quale e’ pu-
re non ci neaherd ; il che non impedird, che non conofciamo, ed ammi-
riamo la fua acutezza nella Geometria, e la fingolare facilitd di penetra-
re quefte cofe difficiliffime.. »

Daré in luogo d’aggiunta una nuova foluzione di quefto Problema
inverfo, dedotra da’ medefimi principj Nevvtoniani, e la {ua applicazione

al cafo particolare delle forze reciprocamente proporzionali a’quadrati del-

le diftanze. _

Sia nclla fig.11. C il centro delle forze, A il punto, dal quale fi par-
te il mobile, AB la fua direzione in quefto luogo, e cominci il mobile a
muoverfi nel punto A con quella velocita, che acquifterebbe cadendo dall®
altezza data DA, follecitante qualche forza uniforme, ed eguale alla cen-
tripeta agente nel medefimo luogo A; € fia E qualche punto prefo nel-
la trajettoria ricercata, EF la direzione del mobile in quefto punta; CB,
CF le perpendicolari alle AB, EF; EG fia un’arco di cerchio defcritto
col raggio CE, la curva HIK quella, che determina la legge delle forze
centripete , cioé tale, che le fue applicate ALy GX efprimano le forze
centripete {ollecitanti nelle diftanze CA, CG(ovveroCE); e fi chiamie
no AD = ¢« AC =b, CB=¢, CE=CG=x, CF=x%, AI=g, GK
= f. Per quelle cofe, che dimoftrd il Sig- Nevvton propof.39., ¢ 40. del
Lib.I., fe fi fa I'sja ALHI = al rettangolo- ADMI, {ard I'aja ALHI allaja
GLHK, come il quadrato della velocita in A al quadrato della velocitd
in L; cioé perché le velocitd fono reciprocamente come le perpendicolari
calate dal centro delle forze alle tangenti ( il che dimoftrd anche il Sig.
Nevveon nella feconda edizione de'fuoi Principj coroll.1. propof 1. Lib.x.)

e /-—fd.r-i- ags: xx: ;e percid 2z = agee la qual equa~
' f—fdx 4 ag

zione poiché involge la natura della tangente , I’ ulterior fua riduzione
dipende dal metodo inverfo delle tangenti . Nel cafo particolare quando

f= b_bg_, ['equazione ritrovata 2z = agee (i muta in quefta 2z=
v
acc LA fi fottrae dall'integrale bb la quantitd b , perche
I x
X = & g .
x=0b, I'aja AIGK, ovvero f—fz{x dee divenire =0 ) = accx
i bb—bx = ax
Che

(x) In quefta edizione pag.29. lin.7.

¢ Gz g 4t
Che 'poi queft'ultima equazione fia alle fezioni coniche, cosi fi fa palefe:
v ha una notabile proprieta delle fezioni coniche, che fe da uno de’ fochi
fi cala una perpendicolare nella retra toccante in qualche punto la fezione
del coro, il quadrato di quefta perpendicolare fta al quadrato del femia(-

" fe minore, ovvero alla differenza de'quadrati del femiafle maggiore, ¢ della

meta della diftanza de fochi, com’e la retta tirata dal punto del contarto
a quel foco, alla retea tirata dal medefimo punto del contatro all’altro foco;
fa quale proprietd facilmente fi puo cosi dimoftrare. Sieno nella fig.12. C,
B due fochi, GH la tangente : CH perpendicolare alla medefima fi prolun-
ghi, tino che incontri la prodotta BG in D, alla quale conducafi dal punto

“C la perp ndicolare CE. Per I'angolo DC G tagliato in due parti eguali

dalla tangente, ¢ per I'angolo rctto H, fara DH=HC, DG=GC, ¢

DB=.GC 4 GB= all'afle maggiore. Ma ¢ CBg= CDgq (4. CHg) 4=

DBg —2:BD. DE; in oltre per Ii triangoli fmili DHG, ¢ DLC ¢ DG

(GC):DH (HC):: CD (2CH): DE =_£Iii‘ percid CBg = 4CHg
‘ ' GC

o DBg — 4BD. CHg, ovvero DRg — CBg = BD — GC. CHg =
GC 4 GC

GB.CHg, e CH-;:-;- DBq-—-.E. CBg:: GC:GB. Quindi fe fi chiameo
GC | )
52 CH=g%,GC=x2,DB=p, CB=g¢, far2 2z = },:_n—_-;:qq.xla
P — X
qual equazione & fimile alla ritrovata, e con effa coincide, fe fi pone p
e= bb ,e~399= arc ; il che moftra, che la curva ricercata ¢ una fezio-

b—z b—a

_ me conica, il cui lato retto = gacc, edil wrafverfo = bb , ¢ che in ifpe-

bb b-a

zie la curva ¢ una parabola, fe a=Db, ciot a dire fe la velocitd, con la

uale il corpo comincia a muoverfi in A, ¢ uguale a quella, che acqui-
fterebbe cadendo per un’altezza cguale alla diftanza CA, fpingendolo in
tucti 1 punti la medefima forza centripeta , che fpinge ncl punto A5 ma
la curva fard un’elliffi, {e il mobile ufcira dal punto A con un velocitd
minore; ¢ un’iperbola , fe il medefimo mobile ufcird con una velocitd
maggiore.

PROBLEMA
propofto &’ Geometri d'Italia.
1l punto C nella fig 13. ¢ il centro delle forze, BLC la curva, le cui

applicite BA, ba cfprimono lc forze centripete giufta le diverfe diftanze
Opere Ricc. Tom I E CA,



C:, Ca, ed infieme i tempi, che confuma il mobile principiando la ca-
duta da punti A, a, ¢ fcendendo per le diftanze AC, aC 5 fi ricerca,
che curva fia quefta AC, ovvero in qual ipoteli di forze i tempi delle
difcefe per AC, aC da’punti A, a della quicte fieno proporzionali alle
forze agenti nclle diltanze CA, Ca?

SIGIEIEIDIE RISIRgAN Vil ()

Contrarifpofta alle Annorazion del, Sig. Niccols Bernulli inferize
nel XX. Giornale d Italia Articolo XIII , con un metodo
di feparare le indeserminate nell’ equazioni differenziali
e con alcune rifleffioni inrorno le forze centrali
ranto nel woro, quanto nel pieno .

LA prefente Differtazione fervird di rifpofta alle Annotazioni, che
¢ compiaciuto di fare il dottifimo Sig. Niccold Bernulli fopra la
mia difef2 della foluzione del Sig. Jacopo Ermanno, e per mia parte fara
certamente I'ultima: si perché eternar non fi debbono 1 litigj, quantun-
que letterarj e moderati; come pure perché "da quanto s’ ¢ detto, ¢ da
quanto io fono per dire, potranno i Matematici formar un retto giudicio
intorno la noftra controverfia: anzi ho tale fiducia della mia caufa, che
ne rimetterel di buona voglia agli. ftefli Signori Bernulli la decifione . In-
fatti dall’un canto anno eglino fparte cosi a larga mano le loro dovizie,
che corrono rifchio di moltiplicarfi gli Avverfarj, dal numero de’quali
io bramo, che mi cancellino : giacché niuno pud ufcir di briga, f{e non
pit dotto, e per dir cosi, pit Geometra. Dall’ altro anno rifpofto con
tanta gentilezza, ch'io vorrei poter cedere il campo , e darmi per vinto:

ma finalmente ad ogni cofto fi dee foftenere I interefle della veritd, e

per farlo con la dovura moderazione, metterd in non cale alcune efpref-
fioni, che potrcbbero degenerare in conteftazioni inutili, e procurerd a mi-
{ura delle mie forze, che la rifpofta fia pit dottrinale , che contenziofa.

1l primo capo della noftra difputa verfava fopra la doppia integra-
zione nella nota formula del Sig. Ermanno

—ddx. Vxx ey =, ydt — xdy i
x XX =0y

E qui & neceffario, che il Sig. Niccolo Bernulli s’ imprima faldamente
nella memoria le {eguenti parole del Sig. fuo Zio, che le indeterminare
¢i fono talmente complicate, che il voler {epararle & intraprendere una fa-
tica difperaa, ¢ riefce impoffibile il fommarle cosi confufe; onde inferi,

che

(*)  0u:fly Schediafma fu flampato I'anno 1715. nel Tomo XXI del Gior-
wale de' Letterati d Iralia , Articolo VIII
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che il Sig, Frmanro non ne farebbe venuto a capo, fe non avefle fcm-

pre avute innanzi gli occhi le fezioni del cono . i

Io mi credeva d'aver pienamente foddisfatto alla difficultd, con e-
fporre un mctodo fermo, per cul in due divql'c manicre fiy potefle confe-
guire la bramata femmatoria; ¢ mi parcva, fuppolto ¢io , di dover cen
ragione cancellare la premeffa ¢fpretlione dal catalogo delle difperate .
Nulladimeno contro 1'evidenza d'un’ analitica dimoftrazione fi perbite per
parte de Signori. Bernulli tenacemente nella prima opinione: ma che rifpon.
dono mai?

Mi formano un’elogio, di cui tanto pili rendo loro grazie, quanta
{o di non meritarlo; indi dicono, che difperato non fignifica rmpoiiibi-
le, ma difficile ¢ fcabrofo: che il Sig. Ermanno &' ¢ lilciato guidare per
un fentiero malagevole ad una formula, che atcrrifce I Analifitta; perche
a prima vilta fofpetta eflerci forto ditficolid maggiore di quella, che ve-
ramente ¢ ¢: che in tanto non temctte d'sncontrarne alcuna nell” sporefi
comune , in quanto ccnobbe da altra parte, che la curva ricercata cra
una fezicne conica: che fe gh foffe ftata meffa fotto gh occhi la nuda e-
quazione, fenz’ indicargli la fonte, onde fcaturi, avicbbe forfe difpreze
zata la cofa, come avente pia difficeltd , che uulitd . Aggiungono, che
io, per ridurre I’ cfpreflione, mi fono deftramente farvito degle ajuii prie
ma fcoperti da’Signori Jacope, e Giovanni Bernulli, e che fe ron sl-
tro, un'ufficio d'urbanitd avrcbbe dovuto coftringermi 2 non rivolgere
contro di loro i fuffidj del calcolo da el nalcente.

Quefto rimprovero inafyettato m* ha sforzato a penfare alla replica,
¢ ad efaminare nel tempo ficfo le loio pmp.ohzmnif per altro 10, che fo-
pra d’ogpi cofa mi pregio di docilita, farci rimafo pago di qualunque
rifpofta. i ‘

Primieramente io non f{aprei, né lo fapranno i Sig. Beroulli fteffi
dare al termine di difpcrato pii benigna interprerazione, quanio col di-
re, che per formula diffcrenziale difperata sintenda quedla, alla cuiin-
tegrazione non fi perviene con l'ajuto d(.'ll‘artc., ma con ur-‘arjnclpa}a co-
gnizione , © piu per fortuna, cke per induftria. Quando abbiamo in ma-
ro un metodo certo, non ha pit lvogo la fuppofta difperazione. Qual
Analiffta mai fard cosi impazicnte, che non voglia applicare, purche gli
fia noto, il metodo gencrale al cafo particolare? tanto pilt, quanto che
la mia maniera di fcparare le incognite non ¢ si fattamente operofa, che
poffa ftancare un Geometra delicato . Interroghiamo il Sig. Giovanni ,
s'egli numera fFa le difperate la {ua {cconda formula 2fxs d)i = d)3 <=
dx*dy — xdy ddx4= adx ddy.

Abbia 1a boota di ridettere, ch'effa non ¢ mene compofta di quelladel
Sig. Ermanno ; che I'trdcicrminate ci fono cgualmente confule; ¢ che fi
puo ritorcere coatro la fua equazione rutto cio, che egli ha faputo feri-
vere contro I’ altrui. Rifponderd fenza dubbio di ro, ¢ fara ferte con
dire cfiere da lui ftato fcoperto il modo di fvilupparia. Ma non hfs 1o
fitto altrettanto neila formela controverfa, e forfe di pitt ? micntre final-
mente la manicra Dernulliana ¢ Limitata, e non puo dflenderfi a]l'c(rprcl‘-
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ﬁog:del Sig. Ermanno; dove all'incontro la mia abbraccia 'una, ¢ l'al-
tra, come fondata {opra un principio pii generale. Accetteremo dunque
I'ingenua confeffione del Sig. Niccolo, che l'equazione, di cui fi parla,era
pid difficile in apparenza, chein verita: e conchiuderemo, che s'era di-
fperata preflo il Sig. Giovanni, non era tale preflo di noi, ¢ molto meno
preflo il {vo chiarifimo Autore. i

In {econdo luogo, fe crediamo 2 quefti Signori, per fommare la
noftra formula, altro non fi richiedeva, fuorché di mettere opportuna-
mente in opera i futfidj del calcolo integrale da loro prima {coperto. Se
cosi &, 1o bramerei capire, come un’efpreffione dipenda per-l'una parte da
canoni noti, e dall’altra fi faccia paffare per difperata. Gli artificj divi-
fati non erano forfe di comune giurifdizione? per qual caufa dunque non
poteva fervirfene il Sig. Ermanno al pari d’ogn’altro, e qual necefficd a-
veva mai di prender di mira le curve del fecondo grado? Era fuperfluo,
ch’egli accompagnafle la fua formula con una deduzione; mentre altro
non avrebbe fatto, che rammemorare al Sig. Bernulli i {uoi artificj. Ma
quello, che jo non fo intendere, fi ¢, come fe la prenda il Sig. Niccold
contro il Zio, e lo accufi, in vece di difenderio, quafi che non abbia fa.
puto far ufo de’ proprj principj. In fatti, fe con gli ajuti Bernulliani. per
detto del Sig. Niccold, fi puo {viluppare una formula, che il Sig. Gio-
vanni giudica difperata, ne fegue, che o il Zios’¢ trovato imbarazzato
in applicarceli, o che fono infufficienti i decantati artificj, e falfa I af-
{erzione del Nipote. Comunque la cofa fi fia, parmi d’aver favellato con
pit modeitia, quando mi fono efpreffo, cflerfi 1l Sig. Giovanni lafciato
forprendere dalla prima apparenza

In terzo luogo ¢ neceffario, ch’io mi purghi del rimprovero ads
doffatomi, ed efponga almeno in compendio il metodo, di” cui mi fono
fervito, e di cui non fo d'effer debitore ad aleri, che a me medefimo .
Per dedurre la cofa da pit alti principj, debbo premettere, che la fepa-
razione delle indeterminate m'é paruta {empre un groco d’ ingegno , in
cui abbia pid luogo la pratica, la pazienza, la forte, che I arte, ed il
metodo. Fra le infuperabili difficoltd , che rendono involuta I’ operazio-
ne, non ¢ forfe la minima il poter reftituire all’equazione que'termini che
nel prendere le differenze ordinariamente {vanifcono. M8 noto il grand’u-
fo dclle foftiwzioni derivate dall’Analifi volgare in quella degl’ infiniti;
ma finalimente tra le innumerabili, che poffon farfi, chi m*addita quell'u-
nica, che pus guidarmi piu {peditamente alla meta. So, che oltre molti
artificj adattati da’ Geometri'a cafi particolari, fi trova regiftrata negli
Atti di Lipfia 1696. la formula pid gencrale dell’incomparabile Sig. Lei-
bnizio, ampliata pofcia I'anno 1697. dal Sig. Giovanni Bernulli; a cui,
ommettendo per brevita le pin limitate, s’aggiunga la maniera del famofo
Sig. Jacopo Bernulli eftcfa fino alle terze differenze nella {oluzione del
Preblema degl' Tfoperimetris e quella del lodato Sie, Giovanni, 13 dove
tratta del {olido della minima refiftenzas e finalmente 1" vltima d’un’in-

figne Irzliino, cioé dei Sig. Gabbriello Manfredi inferita ne’ noftri Gior-
nali. Contuttocio gl'illuftri Autori de’ metodi accennati conofcono ab-
ba-

s
baftanza 1a loro circofcrizione, fenza ch’io m’affatichi in dimoﬁrarﬁ; e
per dir vero fi danno. inhinite efpreifiont, in cui con paco dil‘pcleiioﬁ (e-
parano le variabili, e pure fono per altro cosi oftinate, che non lalciano
vincerfi da’canoni mentovati.

A me nel maneggiare, come accade, varie formule, ¢ riufcito o per
ventura, o per artedi fcoprire un modo ficile per confeguire I intento ,
che va accompagnato da tre circoftanze importanti . La prima , che con
la fua generale cftenfione abbraccia tutte le altre maniere finora pubbli-
cate, o almeno ne f{a far ufo come d’ajuti fuffidiarj. La feconda, che ar-
riva {peditamente al fuo fine, quand'anche nellatto del differenziare fieno
fparits alcuni membri dell’equazione. La terza, che valendofi delle folti-
tuzioni, nel tempo fteflo ¢ infegna, quali fieno le legittime, ¢ quali le
inutili. ) _

Ecco tre canoni, {u cui {i fonda. Si dec primicramente difporre le-
quazione propofta in maniera, che le quantitd diffcrenziali reftino accom-
pagrate rifpettivamente dalle loro indeterminate, o fi faccia, per cosi di-
re, una dimezzata feparazione, rigettando ne’comuni moltiplicatori , o
divifori quelle grandezze, che turbano I'operazione; indi prefa la fom-
matoria della differenziale cost preparata, compofta di due ignote, fi dce
porre uguale ad una variabile affunta, o col mezzo d’una equazione aufi-
liaria dare una nuova formaalla principale. Finalmente fatta offervazione
a cid, che fuccede, dee iterarfi I'operazione, fino a tanto che fi confegui-
fca la bramata {eparazione , o fi veda effere la formula contumace, ¢ fu-
periore alla noftra induftria. il _

A quefto pafio mi fi conceda di {Protef}.tre altamente , chc_ io non
prefumo d’integrar Iintegrabile, ma ol_o di [}cn;}crc in partc j conhni
del computo fommatorio. Conofco efferci alcune formule, che non am-
mettono la noftra preparazione, altre in cui tutei i tentativi mefli in ope-
ra per feparare le ignote, non fervono, che a maggiormente imbrogliar-
le; e quantunque in certi cafi non manchino ripieghi per fuperare gl*in-
toppi, con tuttocid refterd fempre da farfi pitt di quello, che s & fatto.
Chi fa? forfe fi danno certe formule, alle quali {i potrebbe _J.o.rc il nome
di fovra trafcendenti, con le indeterminate si fattamente mifte, ¢ contu-
fe, che non ammettono feparazione veruna, ¢ \-op;hono_'cﬂcre coftrutte
per una feric , e non per ura quadratura. Sia quefta un :-\Jea ben fonda-

ta, o pure un fogno, poco importa; mentre in materia si ardua brame-
sei piuttoflo d’udire 1'altrui parere, che di proponere 1l mio.

ESEMPIO L

Sia x3dy e y3dy = dxz nella qual’ equazione la

AX ==y Vxx Yy — XX
quantitd z & upa funzione arbitraria di x, ovvero di y. Metto da parte la

Quantitd 4 : AX =2y V xx4=yy— x> , che ¢ un’ affezione comune a due
ter-
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tern.ini, che compongono la prima parte dell’equazione . Refterd la dife’

furenziale nuda a3dy == y3dx. Divido dx per 23, e dy per 3, ficché

dy ok dy iy
x3)3 -1_} +-‘-‘J. —u3dy4~3dx, e la noftra formula prenda il nuovo afpetto,
2 ) :
233 dx == dy
ciot - = — ' — =—=dz. Ottenuta quefta dimi-

xxgery s Vaxdeyy—azyr X1
diata feparazione, in cui le due fluffioni dx, dy {1 veggono combinate {em-
plicemente con le funzioni delle loro fluenti a3, 3, ¢ gli alers termini dell’
equazione coftituifcono una quantitd quafli efkranca, che fa figura di comu-

N
ne moltiplicatore, po b doied i 4 a == a =p:
I re, p ngoa, )J__—p,e integrando, 7= 3]
Sard pertanto — x3y3do = dx, e furrogando in cambie

ey .V XX gmpy—a

di x per efempio il {uo valore dato pery, e p, avremo —dp ' ==

2p- v/ 2p—a
= dz: il cheec>
Riccolgafi, che prefa ad arbitrio una quantitd in qualfivoglia modo
data per p, come p = a = a == a ,opure xy =g, trovere-

2qq 22X W imri
mo dg = — dn — dz, onde in un batter d’occhio fi

———

v aa—qq 2PV 2p-a
fcoprono le infinite foltituzioni, che fervona alla bramata feparazione.
Tutte le alure poflbils fono inutils, ¢ lafciano le variabili pitidi prima im.
plicate.

ESEMPIO IL

Pongafi I'equazione gid preparata ™. xdx == ydy = x%. ydx = xdy ,

ovvcro )7 ldl__-iT)_d;’ — a” ydx-xdy. Pongo f__= q, ed XX =)y =pp ,'
b 7
cd in confcgucnza xdx <= ydy = pdp ed ydx-xdy = dg. Fatta la doppia
¥y
foftitvzione, fard 37-2. pdp =dg. La dignitd ;”~* pud rapprefentarfi

A”
nella

e

. ) i 47
nella feguente maniera y>*, ponendo m~2 ==njet ; dunque y***.pdp=dq:

"

ma effendo y = « fard altresi 3" = a; dunque y*pdp = g¢"dq. Frattan-
pulfifl- g g

to in virtd della doppi; equazione x==3q, ¢ X¥ 4=y) = pp collocando in

vece di xx 1l fuo valore y2¢*, avremo »* ¢* oo 72 == p*, cioé y =

— P , ed in confeguenza y* = pt ; onde finalmente
. — t
Vaatqq PR

fiamo pervenuti ad una equazion libera dalla miftionc delle indctermina-

H

t
—

i _______2
tepHidp=aadrqq - 9749

ESEMPIO IL

Confidero una formula, che pud mancggiarfi col motodo del Sig.

Bernulli dell'anno 1697., cioé a dire xdy <= ydx == du, in cui y fi fup-

a<Xx
pone data in qualfivoglia modo per #. Metto a7 = p; dunque ydp —
~— pdn = ydu. Preparo di bel nuovo I equazione nella feguente forma

p. dp—du =dnr. Prendo lp—f de lq, ovvero / L= du z, dun-
irtie J q )

P

que P =, edg="
. az*

Tralafcio d’addurre efempli nell’ equazioni differenziali del {ccondo
ordine , giacché s'e fatta I'applicazione del modo, che dee tener(i all’ e-
{prefiioni de’Sig. Bernulli, ed Ermanno.

Non tocca a me il decidere, che conto debba farfi di qucfto meto-
do: io poca, o nefluna lode ne fpero. Mi bafta, che effo mi liberi dalla
nota impoftami gratuitamente da’ Signori Beraulli. Mi dicano in qual
libro, in qual Giornale, in qual regiftro d*Accademia fi trovi quefta ma-
niera &’ operare, acciocche jo fappia con chi per avventura mi {ono in-
contrato, ed a chi fi debba il pregio dell’invenzione: fe bene la cofa ¢
per fe ftefla di cosi poco momento, che io mi perfuado non poter cffer-
¢i fra' Geometri, chi fi curaffe gran fatto d’ averla {coperta. Refti dun-

que 2 Sig. Bernulli la gloria d’ occupare il primo pofto fra’ promorori del
cal-
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cai‘zolo degl'infiniti, e mi fi copeeda, che nel cafo noftro non trovane
luogo le loro fublimi fatiche.

Le cofe dette chiomano un'alera neceffaria rifleffione. Nel pondera-
re, cke io feci il modo, con cui il Sig. Giovanni fviluppa la fua fecons
da formula, diti non eflerci metodo fermo per fiflar le grandezze , che
debbo ‘o far hgura di coftanti, e che non fapeva jo, che lucgo potcfle a-
vere in cafi cgualmente ardui queft'artificio. Il Sig. Niccold non impugna
il detto, ma contra i me lo titorce, accufandomi, che io abbia abban-
donato il mio ufficio, ¢ mefle in pratica le {cftituzioni, fenza dar re-
gola ccrta, per cui fi faccia convententemente una foftituzione, acciocche
le quantitd variabili in qualfivoglia equazione propofta i feparino I'una
dall’alera.

Se fi pretende, che il mio metodo abbia ad apolicarfi a tutte I'equa-
2iont potlibili, 6 pretende tioppo; batterd, che poffa adattarfi a qualche
cafo, che 6 chiamava difperato. Dird bensi, ch’io non mendico la fofli-
tuzione da farfi, e che la mia preparazione mi lomminittra quella: precifa
quantitd, che in cambio delle altre dec furrogarfi.

Mera quali dimenticato d'un’ altra difficolid mefla_a campo da’ Si-
gnori Bernulli. Mimpura: o un paralegifmo per aver fegnitari i veftigj
d¢) Sig. Ermanno, ¢ per avere nel prendere gllintegrali omeflo d'aggun=
gere le quantith coftanti. 11 peggio fi ¢, che anche nclla prefente rifpofta
{ono caduto nello fteflo fallo. Orst abbiano la pazienza di leggere ci0,
che da me ¢ frato fcritto nella prima difefa alla pag. 207. a),.€ ve-
dranno, ckio ho prevenuta in maniera I'oppofizione, che non fo come
abbiano avuto coraggio di toccar quelto punto. Per ora rifpondo , che
¢ ftaca mia intenzione di {piegar un metodo, e non di {cioglicre un Pro-
blema. A

Profcfla in eltre il Sig. Niccold, che nello ftendere a turti i cafi pof-
fibili I'cquazione particolare del Sig. Ermanne , abbia io norpellato il
mctodo del Sig. fuo Zio. Non & poco, che mi fa rivfcito di far tanto,
e {¢ il modo non foffe cosi palefemente diverfo, potrebbe dir cio che
vucle. Non defiderava forfe il Sig Giovanni, che dal Sig. Ermanno ve-
niffc fatta una prova della fua analifi, applicandola all'ipotcfi generale?
In qualunque forma £ fia foddisfatto ad una brama si ragionevole, non
poffono giuftamente pretendere di vantaggio. Per maggiormente perfua~
derli fanpiano, che non ho battuto altra ftrada, che quella da me {pia-
nata nel mio Schediafma, in cui ho fciolto il problema inverfo de’ rag-
gi ofculatori pubblicato nell'undecimo Giornale d'Twalia pag. 205. (b),
prima che mi foffero capitate fotto 1" occhio le {peculaziont del Sig. Ber-
nulli, e che mipoteffi fognare d” inorpellare i fuoi metadi. Tutto il gi-
ro conlfre nel trafportare in qualche occafione piti ardua Pequazione del-
le curve dallaffe al foco, e mndi di nuovo per altra ftrada dal foco all’
afle: Si degnino d’offervare I'efempio pag. 213. ().

Per
(a) In quafto Tomo pag.28.
(b) Legaafi il citato Schediafma, in quelto Tomo alla pag.r.
(cj E nella prefente edizione pag.26.

s
{

- ]

" Per far la feconda: traslazione, che fembra la pid difficile, e lrt:;ra
di cui ha verfato ’induftria fdel Sig. Giovanni, io non ho adoperate,
che due fempliciffime equazioni note a tutti i Geometri fenza chiamar
in foccorfo qualfifia preparazione. Nella curva BCD (fig. 14.) confidera
ta ‘nello. fteflo tempo relativamente al foco , ed all’affe , non ¢ egli certo,
che il quadrato CD dell’ elemento della curva ¢ uguale tanto ai due qua-
drati CE; ED, quanto a'i due altri AG, GC? Chiamando AG x,
GCy, AC %, ¢ I'arco minimo CE du, avremo dz? «f= du* = dx* <~ dy,
e x2 wp=y2 = %*. Ora I’equazione della curva al foco venga-generalmen-
te ¢fprefla dalla formula pdx = du, in cui p & una data funzione di-z, e
fard dx? o= p>dz? = dx* == dy*, ¢ collocato in vece di dy il fuo valore
nafcente dall equazione x% == 7> == %2, vale 2 dire xdx—xdx, trovere-

‘b/zz.—xx

AT gi s il ol ! .
o dz?efe p2dx2== dx* oo 2dx —xdx , la qual equazione efpurgata
A 3 -'Z i . 3 “u.—'-xx

con le trafpofizioni, € con ‘una femplice eftrazione della radice prima,
paffa nella feguente pdx == zdx— xdx; ¢ feparate le variabili col porre

: IR \( XK =KX
; S V/ aa—qq
" 'fl'metodo del Sig. Ermanno confifte in notare I uguaglianza fra le
due quantitd 2%dx, € ydx = xdy , il che § ricava dalla fola ifpezione
della figura , cflendo I'area BGC, meno il triangolo AGC, uguale al
trilineo BCA, ed in confeguenza eguali 1 loro elementi .

“Quando poi fi voglia coftruire la piemeffa equazione, ci fi prefenta

la 'prep;razione del Sig. Bernulli; giacché il membro f d‘_I__ ricer-
' ' ae-qq

ca la deferizione d’un arco circolare di raggio coftante. E di fatto per

uefta via nel luogo fopraccitato fono venuto in cogmizione, che I’ epi-
cicloide corrifponde alla legge di forza centrale in ragione reciproca
quadruplicata delle diftanze. - :

Nel fecondo punto principale della noftra controverfia fi_cercava,
in che pregio dovefle tenerfi la foluzione particolare del Sig. Ermanno;
e non ¢ paradoffo il mio, come fi sforzano di fpacciarlo i Signori Ber-
nulli, quand’ ho avuto coraggio di preferirla, o almeno d’ uguagliarla
alla foluzione generale, per due motivi di fomma importanza; si perché
ha un non fo che di fingolare, come vedremo a fuo tempo; si perche
non refta inviluppata fra quantitd trafcendenti.

opere Ricc. Tomo IIL G £’
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non eflere lieve fallo contro I"arte, quando un problema i {cioglie - per
genere improprio. Viene cenfurato chi maneggia per li fuoghi folidi un

problema piano, chi foddisfa ad una quiftione lineare con: curve dit grado

troppo elevato; e pure tutte quelte curve non efcono fuori della linea delle
algebraiche. Che fard dunque il trattare un cafo algebraico cen. curve
meccaniche, che fono totalmente differenti di genere > Non :vorrei perd,
che: mi credefero cosi {crupolofo, quafi che io- difprezzaffi- univerfdlmente
fimil forta di foluzioni. Io le accetto per buone, quando non ne: trove
di miglioris mentre nulla rileva per qual fentiero(}l pervenga allo fco-
primento d'una fublime veritd. Lodo: chi le adopera, e lado molto:pitk
chi fa deftramente [chivarle: e qui dee nortarfi, che la noftra difputa non
cade fopra la bontd, ma folo {opra 1'eleganza della: foluzione..

Pare, che mi fi ammetta il principio, e che fi' tenti di eluderlo:con:
due rifpofte. Primiecramente dicono,. che quantunque le' formule dipen-
danodalla comparazione di duearchi circolari commenfurabil¥, contuttocid
pon ¢ difficile il ridurle ad equazioni: puramente algebraiche ; e fi: fer-
vono d'un metodo ingegnofo, che nulla pili, adattandolo. pofcia con pari

fagacita agli efempli controverfi. Chi mai. ha negato cid? nonci-voleva

un gran che a capire,..che fe: fotto la: fémbianza’d"efpreflioni: meccaniche
{i nafcondono curve geometriche,, egli & d’uopo:, che fi' pofla levar: loro
la mafchera, e ravvifarle per quelle che {ono, almeno in alcuni incontri:
pit manifefti.. Era noto, che da due quantitd logaritmiche fi fa. paflaggio
a due ordinarie,. ¢ non eflerci. quadratura. per- compofta: che: fia',, che non
ferva ad una curva algebraica, quando: il membro: corrifpondente- fi poffa

ridurre ad una efpreflione fimile con una‘ congrua: foftituzione.. Ho- detto.

fimile, e mi par d’aver detto a baftanza per effere intefo in una materia

si* conofciuta, tuttoche. il Signor Niccold Bernulli. m? abbia. a. torto: per:

quefto capo accufato di paralogifmor..

Cio non oftante: la rifpofta. non: tronca il nodo. Siaci’ pure il' metodo:

per ottenere la bramata ridnzione, ed. anche pit: generale di- quello, che

in fatto fi fperimenta 5 non- fard fempre meglio lo sfuggire ,. fe- pur fi

puo, la com}:arazione delle grandezze trafcendenti;, che andare in traccia:
del modo, che dee fervire a ridurle ¥ in' quella: guifar appunto, che in-una-
> 9 g ppunto,

quiftione d'Analifi volgare meriterebbe pid: lode colui, che la. maneg--

giaffe con quantitd reali, e commenfurabili, di- quello, che v’ introdu-
ceffe le irrazionali, e le immaginarie, {¢’ beme infegmafle: poi la maniera
di convertire le prime in commenfurabili,, e le feconde in reali'..
Rifpondono fecondariamente i Signori' Bernulli’, che non: ¢ tanto fin-
golare I'1potefi comune confiderata. dal' Sig. Ermannos, che non ce ne fia
un*altra al pari privilegiata 5 cio? , quando le forze centrali {erbano la- ra-
gione delle diftanze, nella quale I'equazione vicne: integrata: fenza la vifta
di quantitd trafcendenti. Soggiungono, ch’io' mi fono-trovato imbaraz-
zato, ed ho voluto lafciar piuttofto il problema da f{ciogliere, che tor-
mentarmi con uvno sforzo vano, e fanno. le maraviglie , perché dal Sig.
Lrmanno non fia (Hita efefa a quefto cafo la. -propria: {oluzione. Suppli-
“{co-

E'maffima comunemente ricevuta da’Geometri-antichi, ¢ modernt,,

i s . gD DN 1

Heono effi alla ‘mancanza, e regiftrano due foluzioni, la prima derivata
dalla formula del-Sig. Ermanno; da feconda, tutto lavoro del Sig. Gie-
vanui, procede per mezzo d’angoli ridotti geometricamente , ed analitis

‘gamente a grandezze algebraiche.

1In quefta-occafione i lodati Matematici anno ommefle, o troncate al-
«cune mic afferzioni, e finto di non intendermi per pod facilmente impa-
gnarmi. Sia>wtto. vero <16, che propongono, ¢ cofa notabils, che fcan-

_dagliato da effi ‘rureo il fondo della lor Geometria , son anno fapute

tinvenire che un folo cafo, oltre il gid ponderato, incui fi poffa proce-
-dere per quantitd puramente algebraiche; onde la noftra ipoteli lafcerebbe
bensi d’effere fingolare, ma non d*eflere privilegiata. Potrei far vedere,
<he non mi trovo imbarazzato, quanto effi credono, e ‘potrei dilatare ad
altri cafi pit compofti Ja formula del Sig. Ermanno, fe lo {timatfi oppor-"
tuno. Aggiugnerei di non aver mai negato, che non abbia ad avere il
{uo ufo in qualche filtema particolare d1 forze «centrali, o col preparar

1"equazione,-o col ridurre ad algebraiche le quantita trafcendenti, o coll’

dnfinuare nell’efpreffione deftramente le grandezze prefuppofte dalla pre-
detta artificial riduzidne.
;' Hodetto generalmente non efferci ftrada di diftinguere le curve geo-
anetriche ., fenza che ¢ entrino quantitd meccaniche. Nellatto fffo di
rorompere, com’effi vogliond, nelle mie efclamazioni, ¢ di recare I'e-
};mpio delle fezioni coniche riferite al centro, m’efprimo, che nulla gio-
Yerd averle in vifta, mentre non fi fcuopra prima il metodo di fommare
1" efpreflione propofta; e poco dopo conchiudo, che dalla mia offervazione
fi renderd manifefto, qual differenza paifi tra le formule generali, ¢ la
particolare del Sig. Ermanno: tanto ¢ vero, che io parlava gencralmente.
Alla pag:ao7. (@) foftento cflere il cafo noftro I'unico, che poffa maneg-
giarli con equazioni analiticamente integrabili; ma nel luogo feffo fog-
#iungo, che eflo ¢ comprefo con tutti gli altri nella formula generale mec-
danica; e che 'per diftinguerlo non ¢’¢ bifogno di riduzione. Da tali ef-
preffioni ; e molto piti dal mio medo di procedere alla pag.200. (¢) chia-
ramente {picca la mia intenzione. Nell” equazione del Sig Ermanno con-
fervata nella fua puritd, e non alterata da preparazioni, o da riduzioni,
per 1'una parte le variabili non fi feparano, né fi da una doppia inte-
grazione -algebraica, fuorché nell’ unico cafo della forza centrale in pro-
porzione reciproca de’quadrati delle diftanze; per I'alera in twrei gli aleri
cafi poffibili fi richiede nuovo artificio, che generalmente non ¢ noto 5
fenza che s'incontrino quantitd trafcendenti; avvegnache in qualche in-
contro certi giucchi d’analifi poffano fupplire al bifogno; dunque 1'ac-
<ennata ipoteli feguiterd a godere il privilegio della fua fingolaricd .
Frattanto il Sig. Niccolo di alla luce una maniera di fua invenzio-
ne, con cui foddisfa al cafo medcfimo fenza Iajuto delle quantitd mec-
caniche. Sc bene la {ua foluzione non va immune da ogni neo di pcri-
G- zion

{d) Tn quefta edizione pég.zs.
(e) Nella prefente edizione pag.2s.
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zion di principio ; nulladimeno io , che mi fono propofto la difefs, ¢

noo I'offef(, rifponderd, che il cafo, e non il modo & ftato chiamate
da me fingolare. ' 7

$i querclano i Signori Bernulli d’una mia innocente efpreffione, ciod,
che fe non fi foflero tolte di mira, non fi farebbero forfe pofte in luce
le fezioni del cono. Vogliono, che fia una puntura, che vada a ferire
ingiuftamente il Sig. Giovanni; benché io tutt altro- aveffi in vifta , ed
abbiano la bontd di credermelo, fuorché il mentovato Signore. Per far
poi comprendere, che non m’ ¢ ufcita a cafo la parola di bocca, riflet-
tano all’epoca della grand’opera Nevvtoniana, in cui il problema diretto
§ trova {ciolto da tanto tempo, e m'imenderanno, fenza che di van-
taggio mi f{picghi. La difficoltd non confifte, com’effi penfano, nel pa-
ragonare infieme duc archi circolari; ma nel ridurre la differenziale pro-
pofta a quella d'un’arco di cerchio: e la cofa & per {e ftefla, almeno
prefa univerfalmente, si ardua, che da Joro viene giudicata impoflibile.

O qui si che danno in efclamazioni: mi rimproverano, che accufo
di particolaritd la foluzione del Sig. Giovanni, perché non fupera I'im-
poitibile; che prefumo d'integrare I'integrabile, e che prometto cofe trop~
po magnifiche . Io nulla prometto del mio: odano, come s efprime il
il S'g. Ermanno nel VII. Giornale d'Italia pag.227. 5, Egli € certiflimo,
,, ch avvegnache il problema inverfo delle forze centrali nel voto gene-
,, ralmente confiderato & meccanico, niente di meno infiniti fono i cafi
» particolari, che rendono il problema algebraico, e fomminiftrano curve
5 coftruibili fenza le quadrature delle figure curvilinee . Si- domanda
,, dunque una formula generale, che racchiGda tutti cafi poifibili , che
., fomminiftrano curve geometriche coftruibili indipendentemente dalle
., quadrature. A molti parerd forfe impoffibile il problema, ma per di-
,, fingannarli dard qui la formula defiderata, dimandandone folo la di-
,, moftrazione, e la coftruzione delle curve, a cui compete ,,. Aggiunge
polcia la formula, che fi pud vedere nel luogo citato, e ch’io tralafcio
per brevita. Pareva, che il Sign. Ermanno prevedefe fn d’allora id,
che doveano dire un giorno i Signori Bernulli, e fe ben fo, che eglino
con la loro acutezza, veduta la formula , ne penetreranno il mifterioy
non refterd perd, che non abbiano giudicata impoffibile la quiltione: e
mi credano, che non gioverd interpretare quefto vocabolo, come anno
fatto quello di difperato. Non fa-3 pertanto piceicla lode di quefto. ine
figne Geometra, che i fuoi sforzi, per adottare la frafe Bernulliana ,
2ant oltre seftendano, che fuperino I"impoffibile, e che egli fia arrivato
fin dove i Matematici d1 prima sfera né pure fperavan di giungere .
Premeflo cid, io mi contento, che m*accufino a loro talento di parzialitd .

Ora capiranno, che non potea riufcirmi nuova, ne la {pirale iper-
bolica fcoperia prima col metodo diretto dal Sig. Varignon, né le in-
finite curve algebroiche rifpondenti alla legge di forza centrale in ragione
inverfa de cubi delle diftanze. Per darne un faggio mi fermerd fu queft’
ultimo punto, mettendo in chiaro I'analifi occultara dal Sig. Bernulli ne-
gli Atti di Lipfia 1713., a cui profeffa effere pervenuto per certi compendj
di calcolo a lui noti. Li-

2

Limitando dunque l'efpreffione generale delle forze centrali col pgrre

wella noftra ipotefi f= g, troveremo dx = ST equazione
3 o
J . \/ Y2 b2 __a‘

unica, che abbraccia curve infinite, fecondoche i va alterando la rela-
zione delle coftanti .

Primicramente fia c2==0, e |’ equazione apparterra alla {pirale loga-
ritmica , ed anche al cerchio, quando nella ftefla ipotefi fofle b2~ a*=o.

Secondariamente p~fta ¢* uguale ad una quantita pofitiva, e bb—=aa,
fard dx = dy, o pure ydx = a, di maniera che nella curva fard {empre

6y dy c :

coftante la futtangente, proprietd, che conviene alla fpirale iperbolica.

In terzo luogo mcffe da parte le limitazioni, ¢ confiderata la nottra
formula con tutui ifuoi termini, poffiamo ‘concepire la quanurta bb mag-
giore, e minore dell'unitd a2, e prefa br—az==g*, puo cflere la g* o
affcrmativa, 0 ncgativa. Tolta per mano la feconda {uppofizione, cfami-
niamo che configuenze fe ne deducano.

Affunto 1l raggio aF=g (Fig.5.), ¢ tirato ['arco di circolo KFI,
6 verifichera I'analogia AC, y: CE, dx:: AF, g: FG, dx; dunque
gdx = ydz , ¢ fatta nella formula 1" opportuna {oftituzione dz =

: g
= dv . Pongo ¢y==s; dunque dy —dz = ds ;
gV =g 3 ceri—2g g sV ss—38
¢ moluplicando i membri dell’ equazione per g%, gdz = __ ¢*is _: me
J\/SS el 44

condotta la retta AK affe delle curve cercate, e prefo l'arco KG =z,
e la fua diffirenza GE=dx, la fommatoria di gdz, vale a dirc "z, fard
un arco di cerchio, per efempio KH in proporzione all’arco KG, come

g: a. Di pil & noto effere I'integrale gzds  un arco pure di cir-

Y 55— 23

colo, il cui raggio ¢g,e la fecante s, ciod a dire in forza dell’ equazione
premefla I'arco KH fopra determinato; dunque dato 'arco KH, {ara da-
ta la (ua {ecante AL = s = ¢y, € la fecante AL fara all’ ordinata AC
delle curve cercate in proporzione coftante: il che, ec.

COROLLARIO L

L'arco KH fi & fuppofto minore di K, perche nella formula gene-
rale alla quantitd fdy s'¢ premeflo il fegno negativo, e le forze fono fta-

2e confiderate come centripetes ma cangiando fiftema , e fupponendole cen-
tri-
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ca_nrfi.‘hghc, la quantitd &* i tracforma in negativa, ed allora g2 ¢ ne.
celfaviamente maggrore delluniti. Sard pertanio d’uopo il prendere |'are
co KG n data proporzionc di mimore incgualitd all’arco K1, e condotta 1a
fecante AN, determinare L applicata AC, che fia {empre ad AN ip ra-
gione coftante.

COROLLARIO 'L

Variata la relazione di ‘GK ad HK, ovvero IK, fi muta la natura,
ed il grado -della curva BCD. Se le due quantita 2 g ferbano fra lore.
una ragione, o irrazionale, o tralcendente, ¢ fuor di dubbio, che fo-
no meccaniche lecurye deferitte; ed allincontro algebraiche, fe la pro-
porzione & razionale, ¢ come di numero a numero. Ora fi {2, che a mi-
fura della divifione, e moltiplicazione degli archi fi muta I' equazione
locale, ed il grado della.curva. Cost faranno infinite le curve geometrie
che , che foddisfanno al -quifito. WllN; ]

COSTRUZIONE.

Sia GAK (Fig. 16.) affe delle .curve, A il polo. Prendo P arbifras
ria coftante AB, e tiro ad AB la-normale BD. Defcritto col raggio va~
riabile AK I'arco di cerchio KDFL , pongo 1" arco' KD intercetto fra le
due perpendicolari BD, BK all’arco maggiore KF per le forze centripe-
te, o all’arco minor¢ KC per de centrifughe 1n ragione.caftantez i punti
F, C faranno alle curve cercate. | A

Mi perfuado effere diverfa dalla mia T analifi.del Sig. Bernullis mens
tre fomminiftra bensi le curve flefle, ma in pofizione differente e rife-
rite ad un’altro affe. Per vedere I'accordo di quefte due-coftruzioni., che
a prima vifta non apparifce, facciafi come I’arco KD all’arco KF; -cosi
il quadrante KE allarco KL , vale a dire in proporzione .coftante; e tira=
to dal polo A il nuovo affe AL, fopra di cui s alzi Ta perpendicolare
AH=AB, la linca HS.condotta parallela ad AL taglierd I'.arco TL ==
==ED. Perche dunque KF: KL:: KD: KF, o pure KE: RD:: KL: KF,
fara alerest ED: DK:: LF: FK, ovvero ED — IL: LF:: KD: KF; {ara
percio LT ad LF in ragione coftante, come.appunto richiede la.coftruzio-
ne Bernuliiana. J

Refta, che fi prenda per mano il quarto cafo, e Tuppongafi affer-
mativo il quadrato b, e nello {teflo tempo maggiore dell’ unitd, ovvero.
regativa la coftante aggiunta ¢: ma perche da quel che ¢ detro riefce
facile il determinare le curve col mezzo de’ logaritmi , e della rettifica-
zione deali archi circolari, non ne parleremo di vantaggio.

Per chiudere la prefente Duffertazione con qualche particolare, che
abbia aria di novitd, giacché il Sig. Niccold Bernulli ha fatto menzione
nelle fue Note delle forze centrali nel pienn, credo non mi {ard difdet-
to I'cftendere le (peculazioni del Sig. {uo Zio, come quefti ha ampliate
le Nevvtoniane, pubblicando con l'occifione , che favorevole mi fi prefen-

ta,
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¢a,, alcure mie rifleffioni in tal propofitd, cemunicate fin 1"anno 1712. a

‘Signori Ermanno ¢ Zendrini. E fe bene io le ho dedotte da certe for-

mule di mia maniera, tuttavia per non fare il gid fatto, e per isfug-
gire il tedio d’una proliffa_dimoftrazione, adotterd: quelle del Sig. Gio-
vanni, che non' faranno fofpette . fah .

" Offerva egli acutamente al fuo folito,, che pofta la denfitd in ragio-
ne reciproca della diftanza, e la refiftenza del mezzo in‘ du;phcata del_la ve-
Yocitd ,. non: viene defcritta’ dal mobile la {pirale logaritmica nell'unico ca-
fo, in ‘cui fia Ja forza centrale in proporzione inverfa del quadrato della
diftanza , ma di piti quando la forza ¢ come qualfivoglia porefty della
diftanza medefima o diretta, o reciproca. Non ¢ la fola {pirale dortata
d”una si bella proprietd ; altre curve iofinite di numero, e quello ch ¢
pit, di natura algebraiche vantano un fimile privilegio, purche fi vada
opportunamente alterando la legge della refiftenza. Eccone la dimoftra-
zione'.. .

Sia a curva BCD (fig. 17.) trafcorfa dal mobile nel pieno con una
data ipotefi di forza, e di refiftenza. AC ¢ Pordinata =y, CE un arco
minimo- defcritto- intorno il centro A == dx, CD I’clemento della curva
= ds, CM il raggio ofculatore, CL il co-raggio, o come io lo chia-
mo, la fottofculatrice ==x. Dal polo. A fi niri la. retta AN normale 2
€M, e s appelli # I'intercetta CN. .

Le formule del Sig.. Bernulli, che perfettamente ¢ accordano con
quelle del Sig. Ermanno fono le feguenti. sy =fz, = Rds 4= udy =
> fdy, nelle quali R fignifica: la refiftenza , # la velocitd, fla forza cen-
trale data per una funzione arbitraria dell’applicata.

"~ Venga propoffo di determinare tutte le curve infinite, in cui le due
fluffioni’ #di. fdy i rimirino con una proporzione coftante.

Concioffiaché #du: fdy:: a:. 2b;. dunque 2budy = fdy, ed integrando
b = ¥ g = [fdj-' =X g =, poftta pp = _/fdy,chefarh da-
ta in: confeguehza per y . Di pid effendo #* = fx , fard altresi = ¢ = p
= bfz, o pure_dy = bfdy = bdp' : ma per le cofe dimoftrate

2 ZgXPpP xZgX(
nella mia foluzione del problema. de’raggi ofculatori dy = dt = bd
% o =g=ps

<

dunque fommando, fi fcopriri ¢ effere data per p, ovvero per, y ¢ fi fard
facilmente tranfito alla. coftruzione delle curve defiderate ..

COROLLARIO

Che fe foffe — fdy = udin,. allora, come ha notato il Signor Ber-

aulli', reftando il folo termine R ds = o, le curve fi defcrivereb-
bero el vacuoj onde: la: noftra manicra di procedere ci- fuggerifce una
: nuo-
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nugs}a formula gencrale con le variabili feparatc, per le forze centrali in
s (

un mezzo non refiltente. . : ar T ;
Molte importanti rifleffion fi potrebbero dedurre da’ premeffi prin-
cipi. che iorilerbo a miglior congiuntura . Prefentemente limitando la
i [t f=hy™ , ed ommefla I'addizione della coftante g nel
formula col fupporre > nefla I'a . {}' ;
rendere | integrale, la premefla analifi ci fard fcoprire, eflere. proprie-
gﬁcomune delle noftre curve Iavere la {ottofculatrice all’ordinata in pro-
porzione coftante. In fatti effendo udu: by dyiz a: 2b, cioe a dire 2bude

= by»dy, fard integrando bu* = hym*t = bfx -:: b{))’f?%,__vale 2 <_1ir?

ntl
y =bx. il
i ! el
Giacché dunque y = ¢%, abbiamo d¢ = &= cdy, ed integrando
' ' T %y e Pa

¢==by¢; la quantitd b ¢ una cqﬁ'a-n}e_arbitfari'a .'Per ifcoprire I'equazione
g;eralc delle curve abbracciate dalla tormu:la" ; ofler ifica e
te analogifmo CE, dx: CD, ds:: CN',CA,J <dunque Jdx == s =
= by“ds, ed in confeguenza dx = by "‘!,dy_ ouif ;
L o T . . H
VBB

Prefo AK affe delle curve, e dalla diftaniza AF = a defcritto l'arco

$FK, avremo AC,»: CE, dxi: AF, d:_ ng'dk,“e:gffci§~ J.du _-—_-.dx’ ‘e
dy = byc—2dy i SR
JM__.I;;].;T-;;. ' ;
Sia byc—1==q, e fatta la dovuta foftituzione, 1. d =" _fl___ :
' ' - Vaa—gg

COSTRUZIONE

' cenl ’ HK, ovvero IK, e
Facci ec—1 ad a cosi I'arco FK all’arco EIR, 5 €
tix-ateFla:C;ﬁ;Oalﬁ HP, IQ, fara data la relazione,dei feni AP, AQ all’ or

1 1 1 N 3 H { et '= N
dmati/:ﬁ'(i::lt? ly,erifptr)::riltce?ugzé:?neb?a’ la naturz della curva , e dalll.'cgpir:ffi':
fione generale oltre ad infinite curve n}eccamcher? ve:ig::aciec?mﬁ;;_lé i

i metriche, mentre la ragione di ¢ ad a fia yaz1 ,l ik oy
mte1 geo -ve nOre’come la parabola riferita al foco, l!PfrbO a ?l.j i ‘l;
'r{mc{:c;zlg ad un };unto prefo nella circonferenza , ¢ la le fegp‘;ici ol
lcpicicinidi al principie della rotazione. Dee eccettuarit 1 c? bl
che da la fpirale logaritmica. - . o e o

flervo verificar(i il feguens -
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Ora nell' ipotefi affunta la formula Bernulliana 2 R ds = ady =
= + fdy {i wasforma nella fegaente »= R ds= = A)y”dy, e«d effendo
nelle noftre curve l'clemento ds = _ dy __» avremo

v aa—bby*—>
= R . = # Ay™.Sia la refiftenza in ragione compofta della

\/aa — bb] zr'—‘a

denfid del mezzo, e di qualfivoglia potefta della velociad , ot R =
= Dx*; ma eflendo #> = By=™*1, fard altresi #* = Cy mn-=n e final-

2

mente += D = = Gy — nme—n<f=2m. Le lcttere A, B,
: '—-—"——: o a—————— -
‘\_/_:.a;l—-bb 26— by

C, G dinotano quantitd coftanti furrogate in luogo d'altre pid compofte.
_ Primieramente fia, giufta la comunc ipotefi, la rehiftenza in ragiont
duplicata della velocitd , ciog # = 2 e l'efponente == #m—n == 27 == ~1.

-

Lo fparire che fa in queft'incontro I'efponente 7z indice della forza cen-
trale dinota , che in fua vece fi pud foftituire qualfifia numero, ¢ pid ge-
neralmente qualfifia quanticd determinata: da che fi raccoglie effere pro-

prietd comune delle noftre curve, che pofta la denfitd D = /as=bhze—=

J
e la refiftenza come il quadrato della velocitd , ver-3 fempre dal mcbile
defcritta una medefima curva, quantuaque fi muti Ja legge della forza
centrale, e fi prenda o come coftante, o ad arbitrio come qualfivoglia di-

gnird della diftanza . Che fe foffe ¢ = 1, di modo che la quanura

v aa—bbr** fia coftante, diventando I’efponente 2c—~2=o, allora la cur-
va f{arebbe una logaritmica fpirale, che cade fotto la noftra univer{al e-
{preflione, e la denfitd reciprocamente come la diftanza.

Cola maravigliofa fi ¢, che nel voto, mutata la legge dclla forza, fi
cambia I'indole della curva, ed ogni {uppofizione richiede una linca diver-
{a; dove all’oppofto nel pieno una fola curva foddista a tutte le {uppo-
fizioni .

Ie fecondo luogo fia la refiftenza come la velocitd, cio¢ n=1; dun-

que = D ‘= = Gy — 14=m. Siam = 1, in manicra che
\/a;;-bb)“"z i
Opere Rice. Tom.dIL H J
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y % fia coftante , ed in tutte le noftre curve la dgmﬁta fard come

~ . -
v 7a-bby*—=, ¢ determinando la formula ad efprimere la logaritmica {pi--
ale, la denfita diventa coftante; e fe nella curva fteffa foffe m =—1, la
denfita farebbe come ¥, cioé come la forza centrale in ragrene recle
proca della diftanza; ma in quefto cafo farebbe coftante la veloaitd , la
. . N Faend
qual propried conviene a tutte le noftre curve; imperoeche effendo #* =
1 1210 — 3 1 2 —

fx, ¢ x = 7, ¢ pex la {uppofizione f=b—=, farfx parimente: % _-i

< : c
La denfitd poi ¢ come Vzz-bl*— non folo nel cafo di fopra efpref-
A nm_n o

e -
2

{o, ma ripetendo la formula generale = D = Gy
K% aa—bby*

i qual volta fia coftante il fecondo membro dell’equazione , e fia —nm
-oin” q—i— am ==o0, il che {i verifichera, quando fia == _2m 5 onde fe 7
mef=1

= — 2, come nella comune ipotefi, avremo #==4, ¢ cost difcorrendo.
Finalmente fia coftante la forza centrale , ed m ==o , trovereme

-z
-

+ D — « 677 e nella logaritnica la denfitd com  * «
v aa-bhy*<? il

Non mi fermerd a determinare i cafi dell’afcendimento, € della di-
fcefa, come né meno gl'incontri, che cangiano le forze di centnPeteBm
centrifughe, effendo ftati quelti punti chiaramente fpiegau dalrsng. lrell—.
nulli, che non fi pud defiderar di vantaggio. Bafteri, che l'a c:atel al-
tre confeguenze , dia fine col fillare i canoni delle forze centrali sgr e nbo:
fire curve in un mezzo non refiftente. Sard fempre x fdy = dt s mafy?

£3.

=1; dunque = fr = edy > ciot = f=¢ .
m;"—; bb,z:*‘x

Non ad altro oggetto ko pubblicate quefte mi‘e medirazioni, che fta-
rebbero meglio foppreffe, fe non per far vedere a’Matematici Oltramo(xil-
tani, ed in ifpecie al Sig. Niccolo Bernulli, ch\e ancbe in Fralia fi fpen ;i
da* Geometri qualche ora d>ozio in materie cosi {ublimi, fenﬁa che egli
prendefle la briga di rifvegliarli con un problema, e che gPlraliani pen»
fano quanto gli altri, ma non anno tanto prarito di farfi Autori.

Rie
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~ Rifpofta del Sig. Niccold Bernulli Nipore del Sig. Giovanni
a quelle cofe, che il Sig. Conte Jacopo Riccaro infer
. nel Tomo XXI. del Giornile d Lerserasi
d Italia df Areicolo VIIIL

SArcb’be ftato da defiderare, che il Sig. Conte Riccato non avefle mai

‘cccitata quefta contefa inutile, che ¢ fralui, e me, o che fi fofle ac-

chetato alle rifpofte, che diedi nelle mie annotazioni alle obbiczioni, col-

le quali ¢i fenza cagione attaccd mio Zio, o almeno avefle rifpofto alle
; . inie

$i & [limato di far cofn grata al Lettore riftampando le Annotazioni del Si.
Niccold Bernoxlli allo Schediafina 1., come altrest la prefente Rifpefta
conteinta wel Tomo XXIP, Avticolo V. del Giornale de' Lettevati d Ita-

lia 5 accicecke rom gli reflafle che defiderave per intendere compinta-
anente la controverfa fra I Autore , ed ¢ Signori Givvanui, e Niccolo
Bernoulli. Alla lettera del Sig. Jacopo Evmanno al Sig. Giovann: Berno-

wlli inferita dal Sig. Niccold nella (ua Rifpofta fi puo conzrappcire la [e-
-guente dello fieffo Sig. Ermanno al Sig. Bernardino Zendrini, che la co-
muiico al noftro Antore con una fua indata de’ 29. Gingno 17i5. Ecco

il paragrafo della lettera. ,, Ho veduto la bella Rifpofia del Dottilfimo
ety 8ig. Conmte Riccato in inio favere alle oppofixioni del Sig. Gio: Berro-
5y ulli all foluzione del Probléma inverfo delle forze centrali rel woto.
"o Mi riconicfeo tanto pit obblicato alla bontd di quefto Dottiffimo Gen-

9 Hilwomo, quanto maggiore ¢ I' affetto, che ha woluto palefarmi con

3> efpreffioni non folo a me onorevoliffime , ma né meno da me meritate,

2 & Coft cattar briga col S1g. Berucnlli povo ufato a Joffrive le altrui op-

"5y pofixion:. Prego V. S.di far conofcere al detto Sig. Conte, riverendolo

3 in mio mowe, quefti wiei [incery fentimenti di gratitudine , fin a tanto

5 che io abbia il modo di f.rlo da mia pofta con le lettere ynon baftandvini

s il fempo di farlo. Il Sig. Conte ha beniffimo comprefo il motivo dell

" 5 efame da lni flimato cosi fevero della mia foluxione coufaputa . Non ho

» vifpoflo-dlla critica del Sig. Bernoulliy perché non I'ho flimato neceffavio,

5y comofcendo io medefimamente il motivo del Sig. Bernoulliye potendo foffrir

"5 bemiffimo s che un Uomo tale dica la verita, preferendo la fra foluzicne

9 alla mia. Come egli émio amico, non ho flimato opportuno, né bew farto

5 ingagiarla con eflo lui per un motivo di si poca rilevanxa . Ma come il
9 Sig. Conte ha woluto fupplive alle wie weci, non poffo non rintraxiar-
55 lo di vero cuore. La rifpofla parmi foda , e dottsfima , poiche é ripicna
5 di mifleffion: degne di lui. Eoli ha ottimamente indovinaro [ arnifizio,
s> concui fono arrivato all’ integraxioni corfapute, col purre come fa X

¥

v v

v

M

» S= P, € poi I == g, 0 [uppofixioni fimili a qucfle.
X H:
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sie annotazioni con quelle modeftia, ch’egli loda in noi ( di che gli rens
diamo moltiffime grazie) né avefle tante volte con replicate parole accufa~
to mio Ziod'ignoranza, come avefle difperato dell’ integrazione d’una cere
ta formula, che faciimente avrebbe potuto integrare, {e avefle faputo fer-
virfi de’propri fuffidj; né mi avefle appofto per lo Problema, che propo-
§ 2 Geomctri d'Ttalia, ch’io aveva prurito di farmi Autore. Egh ayreb-
be potuto fare tutre quelie cofe, fenza che niente perdeffe della fua ripu-

tazione il noftro comunc amico Sig. Ermanno, il quale, fono fermamente,

erfuafo, che fia per difapprovare quefta contefa ; ¢ facendo cio, non ci
avrebbe data occaiione alcuna di [efpettare, che abbia moffa la contefa 2
mio Zio per puro fine di contraddire . Imperciocché che cofa importano a
lui quelie cele, che gli amici con lettere familiari i comunicano, o delle
quali amichevolmente fi avvifano ? Certamente s"egli non avefle avuto
prurito di farfi Autore delle parole forfe meno diligentemente, proferites
come fpeffe volte accade nelle letcere familiari, mai non avrebbe. cercata
occafione di contendere. Niega -mio Zio aver detto, che la formula del
Sig. Ermanno ¢ difperata; il Sig. Conte Riccato afferma. E quale utilitd
ricaverd il Pubblico da quefta conteftazione? Spiega mio Zio le fue parole
in quel modo , ch io notai nell’ Articolo XIII. del Tomo XX. del Gior-
nale a carte 319. (a), cio¢ effere il loro {enfo, che cotali formule attersi-
{cono I Analififta, il quale fofpetta efferci fotto maggiore difficultd , di
quella, che veramente v'é, e che perd potrebbe fofpettare alcuno, che it
Sig. Ermanno avefle dedotta la fua integrazione da qualche precedente no-
tizia, che cffo ha avuta dalla curva. ricercata;. ,qu;&e parole . contengono
conghiettura, e non una feria affermazione. Non diffe mio,. Zio, la yo-
fra foluzione & fatta a difegno, ma fembra fatta a difegno; le quali fole
parole moftrano, che mio Zio non ha affolutamente dichiarata impofii-
bile la formula Ermanniana. Conceduto dunque al Sig. Ermanno, come
concedo facilmente, che abbia dedotta la fua integrazione da qualche me-

todo a priori, folamente ne feguirebbe , che mio Zio non avrebbe bene’

conghictiurato, ma non gid, che eflo fi foffe lafciato ingannare dalla pri-
ma apparenza , di modo che credefle, che qualche formula integrabile non
fi poteffe integrare. A torto il Signor Conte Riccato a carte 307. vuole
renderci ridicoli, perché dicemmo, che il difperato non: fignifica impof-
fibilc: ognuno che leggeri le mie parole a carte 339 (b) ritroverd effere
¢id falfilimo: imperciocche ivi diffi tutto il centrario con parole chiariffi-
me, ¢ (pegai ik difperato per I impofiibile. Le mie parole fono quefte s
Non diffe effere la cofa difp.rata, ciod impoffibile, poiché la conofceva fatta o
ed ei pure la fece, ec. Quindi appare quanta gloria abbia riportata il Sig.
Conte Riccato, cercando qualche cofa da cootraddire, e quanto la {ua
rifpofta fia pit dottrinale, che contenziofa. Cid fard poi anche piti evi
dente, (e efsmineremo, che cofa rifponda il Sig. Conte -alla feconda obbic.
zione fatta al Sig. Ermanno. Incolpa d’errore mio Zio, ¢ me; quellog
per-
(a) Tn quefto Tomo pag.30.
(6) Nella prefente edizione pag.3c.
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perché oppofe al Sig. Ermanno, che abbia tralcurato daggivgnerc all'u-
no, ¢ all’altro membro dell'equazione la quantitd coftante nella prima in.
tegrazione; me, perché oppofia lui, che dveva feguitate le pedate del
Sig. Ermaono, ed aveva parimente tralafciata la quamtitd coftante da ag-
giugnere nel prendere gllintegrali. Comanda , che noi leggiamo quell’c
cpfe, 'chc ha fcritte a carte 207. (¢), e crede d’aver prcvetx‘xixta ' oppoli-
zione in tale maniera, che ammira il noftro ardimento, perché unaltra
volta abbiamo’ toccato quefto punto. Ho lette quelle cofe, che fono ferit-
te a carte 207., ma non vi ho ritrovati {paventi, che mi difturbino dal
non fare una fimile obbiezione al Sig. Conte Riccato. Confefio, che que-
fta obbiezione niente leva alla foluzione del Sig. Ermanno , la quale lo
fteflo mio Zio lodd come buona, ¢ degna della {ua penetrazione; ma ne
fiegue dalla dimenticanza di queftaggiunta, che il Sig. Ermanno avanti
di’ aggiungere quefta quantitd coltanie, non avrebbe dovuto affermare per
cofa certa ( come fece nel principio della fua lettera, che ¢ inferita ne
commentarj di Parigi dell’anno 1710.) di avere ritrovato, che le fole fe-
zioni del cono foddisfarebbono al Problema, il che folamente gli era fta-
to propofto da ricercare da mio Zio. Imperciocché quafi age_iuﬁta avreb.
bé “potuto mutare la natura della curva, e fe bene in quelto cafo non
muta le fezioni coniche in altre curve di pid alto grado, muta perd la fpe-
cie delle fezioni coniche. Per efempio fe b==c, la curva quifita fard un’
iperbola, e non una parabola, come afferi il Sig. Ermanno, fe quell’ag-
i &ihnta non fard nulla. Effo Sig. Ermanno, conobbe nella fua rifpofta a
mio Zio {critta a 6. di Dicembre 3710., che queft’ aggiunta avrebbe po-
tuto mutare ta natura della curva, e che la fua foluzione potrebbe parer
a ‘qualcheduno adattara al quifito per configlio; poiché cali cost favella:
= 'Gratum mihi - fecifti, quod cogitata tua fuper analyfim meam in-
_verfi problematis virium centralium in fpeciali hypothefi herum virium
quadratis diftantiarum reciproce proportionalivm aperire voluifti: videtur
tibi folutio mea ex confilio ad quazfitum accomodata, quod quidem
non miror , cum tibi folutionis fundamentum nondum expreflerim .
Sed fcias nunc: velim me ex fuppofitione ax=1v didicifle, quod formu-
la ‘mea; ut feci, difponenda, & quod ex iis precife quantitatibus,
quas mihi recenfes, integralia fumenda fint. Sed quid pluribus? enti-
bi totum proceffum calculi . Zquatio differentialis fecundi gradus refolvens

da hac erat. — addxV xx 4y =ydx—xdy . 1 , qua factis fub-
e —_—
x XX A=Y

ftitutionibus ope ax = 17, mutatur in ~ addy Vaadett = ydrz, & ydx —

i t aa-it
xdy = 7vdt — conft. unde—addx = yytdt* =a. pdt .
& aa —t-‘it V/;m-{vu £
tde
() In quefto tomo pag.48.
NI
~
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tdt il i eyl mm_‘}_@: conﬁfé_ns fi', liquet fpén;é ﬁ:i‘-'aB{’ng'
agett ¥V ag o1t ’d' i bl . " i
ulla accomodatione ad quefiwum, @quationem integrabilem efle, eritque
m—dx = ydt , — 1 C g
Vazetr B

X . AN B VIET NItk [Nt pe <. JEER 3

Hic libenter fareor me feffinanter nimis quantitatem conftantem inte-,
grali ipfus —ddz adjungere omitile; idque. paulo -polt ebfervans . quam
meas ad te dediffem, metcebam fore ut aliz curve , quam fectiones conic®;
¢xifent, fed mews omnis evanuit; ubi calculus profecutus eram, eC. = :
Siccome dunque nen fi. pud negarc, che mio Zio abbia giuftamente:
oppofto al Sig. Ermanne, che. la fua.foluzione, bﬁ.pcl:e buona,. fia. pero.
difctrofa in quefta parte, e.che eflo non fia dtata certo. denza ,quefta; . ags.
giunta fatta, che le fole fezioni: conichd ; foddisfanno: al quifito;|cosi. 10.

» - . I .. ) A d k| B h:
lio meritamente accufato it Sig. Conte. Riccator, perehé ha tralamaro, nel=.

Je fue prime integrazioni d'aggiungere.a cafcun membro la; quantita.co-;
ftante. N¢ i giova la {euf, golla quale dice di non.aver voluzo fciorre il,
Problema, ma folamente mcftrare il merodo dell integraziove ., Impers,
ciocché come pud egli. efler . Geuro dell’ efio del -fuo;»_‘meto«}o,v {e_prima;
non fa quelle cofe, che ricerca il calcolo? Non,‘Puo dybxtare. alcundo,:_;
che per I'aggiunta della quantind ecftante forfe s mpedifce la; fc_cfln_, a,
integrazione? Ma benche ci6 non\;ac.cada.,' perd 2vanti di aver fata | 22‘57.
giunta non fiamo certi; che la .'ieconda-‘_mtegra’z:pne non. venga im_pelx-:
ta, perloché fenza paralogifmo in quefti, e Gmili cafi non fi puo trala-.
fciar di fare queft'aggiunta. ' :

In quanto ail’altra contefa, che mofle il Sig. Conte Riccato dellele-,

ganza della foluzione Ermanniana, e Bernuiliana, e quale di quelte .dueé.
foluzioni debba preferirfi; di cid a noi non. appartigne difputare, poiche.
da rale difputa la repubblica letteraria non ricaverd alcuna utilitd . Ne
gindichino i Geometri. Egli ¢ peré neceffario, che io cancelli I'ignomi-
nia, che il Sig. Conte Riccato volle imprimere alla {oluzione Bernullia-.
na. Veramente & una cofa ridicola, che effo nieghi I eleganza a quefta
foluzione , perché fi ferve della comparazione. dégll archi circolari. Egli
vuole, che quelto fia un picciolo errore, ma it‘ro fimile, e anzi. mag-:
giore di quello, che commettercbbe quegli, che volefle coftruire un pro-
blerra piano co’ luoghi folidi, o un problema lineare colle curve di un
grado p'ti alto, le quali curve effendo pero ch_e non ceffano d’effere algg-:
braichc. ne fiegue, che fia un’errore molto pid grande trattare un caio
elgebrsico colle curve meccaniche. Pare, che il Sig. Conte adoperi pii
appoftatamente il fofifma . Gli Antichi ncolpavano quello, che colhuxfce:
il problema piano co'luoghi folidi, o ua problema piano colle curve d
un grado pit alto; e ’l Cartefio condanna quello , che coftn_nfce colle
curve meccanriche un problema coftruibile colle curve algebralcheé cone
an-

. v . ) 6
-danna pure il Cartefio quello , che. per [a foluzione' del fio prob‘ic?,ma
-dimanda, che quefte forte di curve poffano effer defcritte . Ha dunque

.bifogno mio Zio della medefima dimanda per la fua foluzione? No: le

-quantitd. trafcendenti non entrano nella foluzione del problema , ma fola-
.mente el calcolo; gli archi circolari poflono effer comparati , fenza che
fia bifogno di deéfcrivere.qualche curva meccaniea. In oltre fe per la co-
Atruzione del Problema aveffe bifogno della deftrizione di qualche curva
meccanica , non perd fubito feguirebbe, che unaitale foluzione dovefle po-
Aporfi ad un altra, che fofle fatta colle curve algebraiche. Imperciocche ¢
noto.da poco in qui,; cha molte curve meccaniche pid facilmente fi co-
ftruifcono., che molte curve - algebraiche, e che i Geometri celeber-
rimi del giorno d’oggi anno meritamente riprelo lo fteflo Cartefio, per-

.ché efclufe dalla Geometria cortali curve meccaniche, e preferifcono la

foluzione, la quale fi fa pid facilmente, e pid clegantemente con una
curva meccanica facile da coftruire, a quella che non f farebbe, fe non
con fatica con una curva algebraica. $inganua dungue molto il Signor
Conte, quando penfa, che fia fempre meglio {chifire nel fuo calcolo le
quantitd trafcendenti, che inveftigare il metodo di comparare fra di foro

-quefte quantitd ; e anche quando crede, che meriti maggior lode que-

gli, che tratta qualche quiftione d’analifi volgare colle quantit reali, e
razionali, che colui, il quale introduceffe le quantitd irrazionali ed im-
maginarie, benché di poi moftraffe il metodo di,ridurre cotali quantitd
alle ordinarie. Stupifco, che il Sig. Conte tanto abborrifca quefta forta
di quantitd, che non vogliz amnretcerfe nel calcolo, fe non forzato da
una fomma neceffitd. Certamente il buon Analififta niente fi curerd, che
le. quantitd entranti nel calcolo fieno reali, o immaginarie, razionali,
o drrazionali, algebraiche, o trafcendenti, anzi preferird le ultime alle
prime,, fe vedrd, che il problema poffa {ciorfi pit ficilmente , pili elegan-
temente, o pili brevemente con quefte, che con quelle . Potrei cid di-
moftrare con mold efempj, ma né addurrd un {olo. La foluzione gene-
rale del Problema: data la rangente di qualche arco, ritrovar e tangentd
degli archi moldplict, e fammolriplici , la quale diede mio Zio negli
Atti di Eipfia I’anno 1714. a carte 274., e nella quale introduffe i lo-
gatitmi immaginarj, non dee forfe preferirli inquanto all’cleganza a wt-
te Raltre, che finora abbiamo vedute? Giudichino di queffo i periti Geo-
metri. Certamente non dubito, che fienc per effere def mio fentimento,
e c¢he lo fteflo Sig. Ermanno fard per condannare il Sig. Conte Riccato,
perche abbia incautamente accufato mio Zio d’un error grande in Geo-
metria, per avere adoperato nella fua foluzione la comparazione di due
archi circolari. Anzi fono perfuafo, che ii Sig. Ermanno per quefta
fola ragione non pofporrd la foluziore Bernulliana (ke quale grande-
mente lodd mella fua lettera {opracitata con quefte parole: =— Geminam
» tam ejufdem problematis folvendi methodum magna cum voluptate per-
» legi, quaram prior perelegans mihi vifa eft, & Nevvtomana multo
» hmplicior; id tamen non efficit, ur akeeram, que per d'xﬂ'e_rennalxa- {ecun-
» da procedit, minus ®ftimem, cum fatis cgregium artificlum fepara;ia-
i » TU
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, rum differentialium, eafdemque peftea integrandi contineat; adeo ut
ubi me obfiri@um etiam, hoc nomine agnofcam , quod cam-'mecum
,, communicare dignatus es 5, alla fua; ma n¢ anche per I altra ragione,
che adduce il Sig. Conte: a carte 327..(d), cioé perché la: fua foluzio-
ne ha tn non {o che di fingolare , cioé ( come {picza effo Sig. Conte a
carte ‘234, lin.2.) perche verso fopra un cafo fingclare, -per diftin-
guere 1] quale dagli altry pid mifteriefi Ccome dice a carte 207.) (&) ci fu
bifogno d'una fingolare induftria, eflendo quefto cafo I'unico, che poffa
maneggiari coll' cquazioni analiticamente integrabili. Non abbifogno al-
cuna induftria per diftinguere dagli altri quefto cafo, come propoftogli
da mio Zio; anzi quefto cafo non & I'unico, che -poffa maneggiarfi cou
equazioni analiticamente integrabili, come notai a carte 323. (f). Ma che
cofa rifpofe a quefte due cofe il Sig. Conte Riccato? Alla prima nicnte
ha potuto rifpondere. Alla feconda rifponde, che noi abbiamo diffimu-
lato il vero fenfo delle fue parole, ¢ che abbiamo tralafciate, o'troncate
alcune fue afferzioni; il che apparird poi cffer falfo. Dappoi francamente
¢ fenza ragione ci dileggia il-Sig. Conte dicendo a carte '331.(g), che @
cofa aff2i notabile, che fcandagliata fino al fondo la noftra Geometria,
non abbiamo potuto ritrovare altro, che un folo’ cafo oltre il gid confi~
derato, nel quale pofiiamo procedere con- quantird puramesnte algebraiche;
onde conchitde, che la detta ipotefi rimane privilegiata , benché forfe
( fe tofle vero cid, che abbiam detto) ceflarcbbe d' effer “fingolare . To
veramente non afpettava dalla modeftia del Sig. Conte Riccato una tale
obbiezione: altramente avrei portati molti cafi dove pud farfi la medefi-
ina cofa. Nel refto chi gli ha detto, che per’ ritrovare il cafo ‘predetto’,
nel quale le ferze i fuppongono proporzionali alle diftanze, ¢ che per
ritrovare quefto cafo unico, abbiamo confumata tutta la noftra Geome-
tria? Addortto un cafo, non fi efcludono gli altri . Per dimoftrare , che
I'ipotefi deile forze reciprocamente proporzionali ‘a’quadrati delle diftanze
non fia la fola, nella quale fi pud procedere con una integrazione analiti-
ca fcnza quantity trafcendenti, non baftava for{e ancora aver portato un
calo, nel quale?roﬁ'a farfi il medefimo, e anzi quel tal cafo, che ci offeri
1 Sig. Conte, e che egli ebbe per difperato? Indarno rifponde, che e'non
ebbe per tale quefto cafo, ma che facilmente avrebbe potuta eftendere la
formula Ermanniana ad altri cafi pid compofti, fe avefle giudicato cio
opportyno. Perché dunque tentd quefto cafo , fe non giudico opportuno
il perfezionarlo? Le fue parole fono si chiare, che non pud dolerfi, che
noi zbbiamo loro affiffo un falfo fenfo. A carte 207. (b) favcllande

del cafo del Sig. Ermanno adopera quefte parole: Ha perd la buona Jorte
: def-

»

(d- In quelto Tomo pag.49. i

‘e Qui il Sie. Bernoulli cita un luogo della prima rifpofta del C. S., che in
queita edizicne § lagae a carte 28. .

(f5 Nella prefenre edizione pag.32. 34+

(g3 Tn quelto Tomo Pag.51. il

(h) Citafiun paflo della primarifpofta che fi legge in quefto Tomo alla pag.28.

& effer I' unico, che poffla maneggiarfi eon equaioni analiticamente inte,?riZi/i
E a carte 200. () parlando del cafo prefente: Io poffo dive con 'uerit‘.} rbe'
forfe mon [i trovera flrada per confeguire linterto, fenxa che ¢ eitrino i fat-
te le feparazioni, quantitd trafcendenti. Quefte parole, per talafciarne al-
tre fimili, con fufficiente chiarezza dimoftrano, che egli ha creduto el
ferci il folo cafo del Sig. Ermanno, il quale poffa maneggiarfi con una e-
quazione puramente analitica. Forfe vuol dire, che il fenfo drlle fue
parole fia quefto; cio¢ che certamente anche in altri cafi la fermula Er.
manniana fi pud analiticamente integrare, ma non gia fenza una previa
ridvzione, o preparazione; che nel folo cafo fciolto dal Sig. Ermanno
quefta formula confervata nella fiia puritd, né mutdta con alcune prepa-
razioni, o riduzioni é analiticamente integrabile, e che in wrti gli altri
cafi fi richiede un nuovo artificio generalmente incognito; imperciceche
cosi intendo quelle cofe, che fono fcritte a carte 333. (k) . Ma il Sig.
Conte Riccato non riceve alcun fuffragio da quefto fuo rifugio. Per i

tegrare l'equazione Ermanniana — ddx Vaz~yy= 1, ovvero ( a
x XXy

<cagione di ydx==2xdy == ad una quantitd coftante ) == ydx — .rd;l non fi

xXx <=0y

ferve forfe il Signor Conte Riccato di varie foftituzioni , e moltiplica-
zioni? Non mutd forfe anche il Sig. Ermanno la fua equa;ionc dxﬂi:rc—n-
zio—differenziale colle foftituzioni, e moltiplicando I'uno, e I'altro mem-
bro per x » ¢ dividendo per xx ciafcun membro dell’equazione

Vx4

gifultante da_quefta differenzio-differenziale? Abbiamo avuto bifogno di
meggior artificio per rifolvere il cafo delle forze dirertamente propor-
zionali alle diftanze, cio¢ per integrare I’ equazione — ddv Vxx4-yy —

X

Vxx 47, ovvero — ddx ==1? forfe la moltiplicazione per xdx confers

x
va meno nc]la‘fua purita l’_cquazionc, che la moltiplicazione per
x ? E’ forfe qucfta riduzione cosi infolita, ed incognita? E nom
Vx4
eade {ubito fotto gli occhj d’ ognuno, che nell’ equazione ~— ddx = 1,
_ x
Opere Ricc. Tom.II1. I (tra-

(1) Luogn della prima rifpofta in queft g
(&) Neila prefente ediziorr;e pa;'.'jrq.ue il ncees
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( tralafcio qui la- quantitd coftante ydx — D » perché non v'ha bifogne
' ) alb ! .

di confervare I'omogeneitd, prima di aver fatra L' integrazione ) I’ altro
membro non fi pud integrare, fe non fi moltiplica per qualche diffe-
renziale, e che non pofl moltiplicarfi per alera quantitd differenziale,
che per xdx , acciocché I” uno, e I'altro membro divenga integrabile#
Ma egli ¢ chiaro, che il Signor Conte Riccato non ha intcfe que-
fie forte di riduzioni, il che farebbe cofa ridicola, poiché .la maggior
parte dell’integrazioni non fi fa fe non per cotali moltiplicazioni , e divi-
Goni; ma fi ricava dalle carte 206., e 207. (), che il Sig. Conte ha intefo:
quelle faticofe riduzioni, delle quali v'ha bifogno per levare 1a mafche-
ra delle efpreffioni trafcendenti alle curve algebraiche, e che il fuo
fentimento fu , che in tutte I'altre ipotefi, oltre quella che pone le fos-
ze in ragione reciproca duplicatz delle diftanze , le curve algebraiche
appajono fotto tale mafchera, e percid abbiano bifogno d”una tale fati-
cofa riduzione. Lffendofi dunque dimoftrato, che la curva dell’ipotefi f
— 2z non comparifce fotto una tale mafchera, ed il medefimo fi potreb-
be dimoftrare di molvaltre ipotefi, fe foffe neceffario; e fegue, che il
Sig. Conte abbia malamente attribuito quefto privilegio alla {ola ipotefi
predetta f—z. Quefti fono ftati i capi principali della noftra difputa.
Ci farebhono ancora molte cofe da avvifare , le quali trapaflo forto fi-
lenzio, per non dar occafione al Sig. Conte di prolungar la contefa, ®
di feordarfi della fua promefla di nom: voler pid rifponderes perd prima
di finire quefta mia rifpofta, che parimente prometto effer 1" ultima ,
tocchers folamente alcune efpreffioni, colle quali effo Sig.. Conte volle
pungere mio Zio, e me. A carte 322. (m) dice, ch’'io non ho negato
efferci verun metodo certo. di determinare le quantitd , che debbono ef-
fer affunte per coftanti, acciocché nella feconda formula di mio Zio
2fx3dy3 = dy¥ e dx*dy — xdyddx <= xdxddy {vanifcano e due membra del-
la feconda partes ma che io ho folamente ritorto il detto , e che pere
I'ho ammeflo tacitamente. Rifpondo, che not abbiamo un metodo fermo
per far cio in quefto cafo, ed in altri fimili, dove ¢ fato differenziate
fino a fecondi differenziali, e dove nella feconda differenziazione non &
ftata prefa alcuna differenziale per coftante , e che nonm ci fia bifogno
( come e'parla a carte 323..) (n) di mendicare quella quantitd , che dee
averfi per coftante. Ma egli nom ¢ neceffario , ch'io-efponga quefto me-
todo; bafta che abbia potuto giultamente ritorcere il detto del Sig. Con-
te Ricatto; effendo vero, che egl non d¥ alcuna regola certa , e fiffa,
qual foftituzione debba farfi convenientemente, accioeche nell*equazioni
egualmente difficili fi feparino dinfieme le indeterminate. N¢ pud fugs
S.i:

(1) Paffy della prima Rifpota in queflo Tomo pag.28.

(m Nella prelnee ed7ziore paz.az.

(n) Neila prefents cdizione pag.48.
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gire quelto ritorcimentd con quefta protefta , che non promette &' i:tc-
grare wrto quello, che € integrabile , ed eftendere il fuo metodo a witte
P equazioni poffibili, ¢ cke bafti, che I'abbia eftefo a qualche cafo, che
¢ ftato confiderato come difperato. La prima cofa mai non gli ¢ ftata
dimandata da alcuno, e la feconda non bafta per rimuovere il ritorci-
mento, e perché egli @ falfo, che quel cafo fia ftato confiderato per di-
fperato, e perché nel medefmo modo avrei potuto rifpondere, che ba-
fta che mio Zio abbia applicato al cafo prefente i {uo artificio d’inte-
grare quefta forta d’cquazioni differenzio—differenziali . Dice in vero 2
carte 323., (0), che la preparazione, della quale fi ferve, gli fommini-
ftra” precifamente quella quantitd, che dee foftituirfi in Juogo dell’al-
tra3 ma quefta afferzione € troppo precaria, tali preparazioni fuccedo-
no in pochiffimi cafi, e quando fuccedono, non fomminiftrano altre fo-
flituzioni, che quelle, le quali fono ftate gid molto tempo cenofciute,
e primieramente adoperate da'mici Zii Jacopo, e Giovanni. Facilmente
qui mi crederd quegli, che avra lette quelle cofe, che negli At di
Lipfia, ed altrove da per tutto foao ftate fin qui pubblicate fopra i
calcclo diffcrenziale, ed integrale, e ritrovera a chi dcbbanfi zali {ofti-
wuzioni, ed -altri artifizj di quecfto calcolo. In vero fe due womini fu-
blimi, il Sig. Marchefe de I' Hofpital, e 1l Sig, Leibnizio, fi fono de-
gnati di conofcere, che quefto calcolo dee grandifiima parte della {va
propagazione all’induftria - de’ Beroulli, non mi riprendera il Sig. Con-
ge Riccato, né¢ mi accuferd di parzialitd , perché ho detto, che cffo fe
non immediatamente , almeno mediatamente € obbligato a> Bernulli; e
lafcio giudicare a’lettori, <he cofa debba dirfi di quella franca affer-
mazione , con la quale contende il Sig. Conte Riccato a carte 322. (p) che
le fublimi fatiche de’ Bernullt non vagliano tanto, che poffano aver luogo
nel prefente cafo. A carte 333. (¢) accufa la mia foluzione di petizione
di principio: non capifco, che cofa fi voglia qui il Sig. Conte Riccato.
Quegli fi dice commettere petizione di principio, che fenza dimoftrazione,
affume <id, che ¢ in queftione. Ho io forfe fatto quefto? Ho io aflunto
fenza dimoftrazione, che le fole f{ezioni del cono foddisfanno al quifito,
come fece il Sig. Ermanno ? Forfe dird il Sig. Conte, che io ho ben

st dimoftrato, che queft’'equazione 2z=_ acc¥ conviene alle {ezio-
bb—bx<max

ni coniche, ma non alle fole fezioni del cono ? Ma non vede il Sig.

Conte, che quefta mia equazione Rz == accx__ in qualfivoglia cafo
bb~bx4eax

determinato, ciod pofto per le lettere @, b, ¢, qualche valore determi-

mato, dee convenire ad una fola curva, poiche egli ¢ impoﬂibilc,;.he il
) 13-

(o> In quefto Tomo pag.48.
(p In quefta edizione pag.48.
(¢) In quefta edizione pag.51.
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Pianeta cominciando a muoverfi con una data velocitd da un dato pune.

to fecondo una data direzione, e cacciato ver{o il centro delle forze
da qualche potenza determinata, defcriva due orbite diverfe? Ora qualfi-
voglia valore diafi alle letrere @, b, ¢, & ftato dimoftrato, che la cur-
va fempre fard una delle fezioni coniche, dunque le fezioni del cono
fono le fole curve, che foddisfanno a quefto Prcblema. E’ egli quefto
un commettere petizione di principio, zare ¢id, che nella foluzione Er-
manniana non pud farfi, prima cﬁe fia ftata fatta I’ aggiunta della quan-
titd coltante, cio¢ determinar gli ftefi cafi della natura, ne’quali i Pia-
neti poffono defcrivere quefta, o quella fpecie di fezione conica , cioé
determinare con quanta velocitd debbano cominciare a muoverfi, acciocs
ch¢ Porbita, che deferivonn, fia o una Parabola, o un'Iperbole, o un’
Eliffe? Vuole forfe ¢’dire, ch’io non avrei faputo, .che convenga alle fe-
zioni coniche tale proprietd, quale io loro ho attribuita a carte 349.,
{e prima non aveffi conofciuto, che quefte curve dovrebbono foddisfare
al Problema? Ma quefto non farebbe commettere petizione di princi-
pio; né ¢ neceffario, che io gli dica, in che maniera abbia fcoperto,
che le fezioni coniche anno quefta proprieta, e bafta, acciocché io fia
libero da petizione di principio, che quella proprietd fia ftata rettamen-
te dimoftrata. Egli aveva gid fatta una fimile obbiczione 2 mio Zio a
carte 205. (r), cioé che fe queflti avefle tentato il Problema inverfo a-
vanti del diretto, mai non gli farebbe venutoin mente, che le fezioni
del cono foddisfanno al Problema . Io nelle mie Annotazioni a carte
336. (s) dimoftrar, che era ingiufto quefto ritorcimento . Indarno ri-
fponde il Sig. Conte Riccato effere ftata innocente queft’ efpreflione, né
aver eflo avuto in mente di pungere con qualche ritorcimento mio Zio,
e che noi intenderemo a baftanza la fua intenzione, fe confidereremo I'e-
poca della grand'opera Nevvtoniana, nella quale il Problema diretto &
ftato {critzo molto tempo avanti. Quefta ri;]poﬁa ¢ fofiftica. Impercioc-
ch¢ qual confegucnza ¢ quefta: il Signor Nevvton molto tempo avanti
{ciol{e il Problema diretto : dunque fe non avefiimo veduta quefta
fua foluzione , mai non avremmo potuto fciorre il Problema inverfo ?
Siegue folamente , che di quefta materia delle forze centrali , e del
Problema inverfo noi forfe mai non faremmo flati per penfare , fe il
Signor Nevvton non avefle parlato del Problema diretto s ma non che
fe il Problema inverfo ci fofle ftato propofto avanti il divetto, forfe

mai non I"avremmo fciolto. Sarebbe ftato a noi impoffibile fenza rale -

notizia ridurre le membra dell’ equazione agli archi circolari commen-
furabili, e fatta quefta riduzione, ritrovar I’ equazione algebraica fod-
disficente al Problema ? Certamente non vedo, perché foffe fato me-
no poifibile di fare cid in quefta ipotefi, che in quella delle forze rea

Ci-

() Luogo della prima rifpof.}a in quefto T'c)m ag.27.
(s) Nella prefente edizione pag.;%. it mai

6
ciprocamente proporzionali a’ cubi delle diftanze 5 e ficcome in quZﬂa
ipotefi mio Zio ha {coperte le curve da niuno avanti nominate, come
la . Spirale Iperbolica (la quale non capifco , perché il Signor Conte
Riccato a carte 336. (£), abbia detto, che & ftata la prima volta {co-
perta con metodo dirctto dal Sig. Varignon, poiché né il Signor Vari-
gnon, né alcun altro aveva avanti mio Zio fatta menzione di quefta cur-
va ) ed altre si algebraiche, come meccaniche; cosi colla medefima faci-

~lita per' I'ipotefi delle forze reciprocamente proporzionali a'quadrati del-
le diftanze egli avrebbe potuto f{coprire le fezioni coniche, benché que-
fte curve prima non foflero ftate nominate da aleri.

A carte 334. (#) dice il Sig. Conte Riccato, che la difficoltd di
quefto Problema inverfo generalmente confiderato non confifte, come noi
crediamo, nella comparazione di due archi circolari, ma nella riduzione
della . differenziale propofta alla differenziale dell’arco circolare. Non ca-
pifco, perché egli ¢ incolpi, che nof abbiamo in cid creduto diverfa-
mente da lui, effendo certo, che noi abbiamo detto la medefima cofa,
che egli a carte 342. (x). cio¢ la cofa difficilifima , che s incontra in
quefto Problema, ¢ la riduzione della differenziale propofta alla differen-
ziale dell’arco, o dell’angolo; il che dipoi effo Sig. Conte contradicen-
do a fe medefimo confefla, quando dice, che la cofa & per {e ftefla, al-
meno prefa univerfalmente, si ardua, che da noi ¢ giudicata impoffibi-
le. Le mie parole regiftrate a carte 342. dél Tomo ventefimo fono
quelte: Ma determinare fempre fe qualche quantitd differenxiale pofla effere
yidotta al differenxiale dell’ arco , o dell’angolo, & una difficolti feabrofiffima, cc.
Anzi ci dd una puntura, riprendendoci , perché abbiamo givdicata quelta
cofa troppo difficile, e pitt da defiderare, che da fperare . Ma che che
fia della formula, che dice di aver pubblicata 1l Sig. Ermanno nel Tomo
VII del Giornale a carte 227., ¢ che noi non abbiamo veduta, defide-
rarei di vedere la dimoftrazione di quella formula; imperciocché ripeten-
do un’altra volta quefta cofa, fono perfuafo, che non poffa darfi alcuna
formula generale, che comprenda tutte le curve aigebraiche , le quali
foddisfanno a qualfivoglia ipotefi data delle forze centrali, {e prima non
fi moltra infieme il metodo di ridurre in qualfifia cafo le membra della
noftra equazione alla differenziale dell’arco circolare, o, che ¢ la me-
defima cofa, d’ integrare quafi tutto cid, che & integrabile, il che prin-
cipalmente & quello, che al di d’oagi defideriamo per la perfezione del
calcolo iategrale. Non credo neceffario rifpondere molte cofe all'ultima
riprenfione, che mi fece nel fine della fua ferictura. Il giufto lettore
giudicherd qual conto debba farfi di quella riprenfione, ed a chi deb-
bafi atcribuire il prurito di farfi Autore, {e a quello, il quale per pro-
muovere la {cienza propone qualche problema, o I rifolve propofto, o
pilt rofto a quello, che non mai provocato attacca un altro conbuna

pub-

-(#) Nella edizinne prefente pag.sz.
- (#) In guelto. Tomo pag.52.
() In quefto Tomo pag.38.
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pubblicz fcrittura? Che vi fieno in Ttalia molti infigni Geomerri, i Zun!i.

lodevolmente fono verfati in quefti fublimi calcoli, io non mai I'ho 1=
gnorato, ¢d a quefto fine propofi a loro il Problem# ;- acciocehé comus
nicati con noi 1 merodi, ci. nafccfle qualche occafione d’ imparare da effi.
Avvilaroso gli Autori di quefto Giornale all’Aruicolo X. del Tomo wven-
tefimoprimo, che da molte parti d'Italia erano fate mandate molse {o-
luzioni di quefto Problema, le quali tutte convengono nell” aflegnare
per la curva ricercata delle forze una Parabola cubica del primo grado.
Non v ha dubbio, che quefta Parabola foddisfi al quefito; ma poiché
fo, che il Signor Ermanno ( al quale propofe mio. Zio due anni avanti
qu:fto Problema, e che dimeftro, che quando la curva de’ tempi < del
genere delle Parabele, anche la curva delle forze dee effere del genere
delle Parabole) nomind quefta curva a molti fuoi amici Italiani, prims
che ufciffe il Tomo ventefimo del Giornale, dai quali poi potette arri=
vare a molti quefta notizia; preghiamo quelli, i quali da fe medcfimi
anno ritrovata la foluzione di quefto Problema, che fi degnino di pubbli-
care la loro Analifi, o almeno di dimoftrare, {e la Parabola cubica fia
la fola curva, che rifponda al quefito, o no. S'ingannano quefti Geome-
tri, quando dicono, che quefto Problema non contiene alcuna difficoltd,
Conobbe effo Sig. Ermanno, che il Problema era difficiliffimo; e faremo
molto cbbligati a quello, che ¢ dard la dimolftrazione analitica dedotta
4 priori fenza petizione di principio .

p. S

Terminata quefta rifpofta, arrivd a nci comodamente Ta lettera del
Sig. Ermanno fpedita da Francfort il di undecimo deil’ Ottobre paffato,
il cui contenuto aggiungerd qui, acciocché fappia il Sig. Conte Riccato,
che ¢ ftata molto {piacevole al Sig. Ermanno la contefa, che egli mofle
a mio Zo. Cosi fcrive il lodato Sig. Ermanno a mio Zio. ,, Quod Co-
,, mes Riccatus fchediafma in pubblicum miferit Diario Veneto infer-
,» tum, quo folutionem meam particularem inverfi problematis virium
5 centralium adverfus ftruGturas tuas tueretur, diu poft demum refcivi
» quam prodiifiet, id quod moleftum mihi accidit; alioqui fi de pro-
» pofito ejus mihi quicquam conftitiffet, ‘litteras ad ipfum dediffem ro-
» gaturus, ur ab eo abftinerer..... Nam fi {olutionem meam apologia
» Indigere credidiffem, talem egomer ipfe confcribere potuiffern; fed quia
» quz monuifti, potius ad elegantiam fpe&ant, quam quod methodum
s feriant, minime neceffum duxi {pecimen illud meum, licet publice re-
»» prechenfum, pubblico feripto defendere . ,, Soggiurge poi il Sig. Er-
manno in quella medefma lettera, che v*ha nna fola cofa nelle mie an-
notazioni inferite nel Tomo ventefimo del Giornale , alla quale e dee
rifpondere. Dice dunque, che il Sig. Conte Riccato non ha certamente
dette di lui cofe vane, e troppo magnifiche , quando ha promeflo , che
una volta dard il Sig. Ermanno la foluziene generale del Problema in-
verfo delle forze centripete per le curve algebraiche; e dice di aver fat-
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€2 quefta cofa nel fuo 1ibro a carte 393. 4. XIIT., ed & carte 399. do-
ve ha data una doppia foluzione'del Problema gii tempo da fui propo-
fto nel Tomo f{efto del giornale di Veneziz. Exhibere generalem formu-
lam virium centralivm pro omnibus curvis algebraicis in infinitum , & genera-
lem aquationem pro curvis 5 quibus forinule virium centraliym conveninnt;
e- per confeguenza ¢ dice, che io ho malamente creduto, che quelto
Problema formonti 1 limiti della poffibilitd. Poiché dunque poco fa ci¢
flata portata quefta fublime opera del Sig. Ermanno de Ziribus, & Moti-
bus Corporum, della cui recente edizione mi rallegra e col Pubblico,
¢ con I’Autore medefimo, non ho trafcurato di leggere fubito il luogo fo-
praccitato; ma fuori della mia {peranza ho ritrovato, che il Problema,
di cui ivi efibifce I' Autore la foluzione generale per le curve algebraiche,
& pit tofto diretto, che inver(6. To perd non nego, che fia per effere di
grande ufo la formula delle forze centrali, che egli ha data; imperocche
.da quella formula poffono dedurfi innumerabili fcale delle forze centrali,
alle quali rutte foddisfacciano le curve algebraiche. Ma ritrovare per qual-
fivoglia data fcala delle forze centrali tutte le curve algebraiche foddi-
sfacenti, egli ¢ un problema aflai piv difficile, anzi tale, la cui folu-
zione {pero, che fia per giudicar meco impoffibile anche lo fteffo Sig.
Ermanno, confiderata la cofa pil attentamente.

SCHEDIASMA V. ()
Dé’ Polinomy «

OI nome di Polinomj differenziali appello le frazioni, che anno per
numeratore la fluffione dx, e per denominatore un aggregato di
poteftd , gli efponenti delle quali coftituifcano una progreffione aritme-
vica, che va a termimarfi nel nulla. E mentre quefta condizione non fi
adempia, bifognerx fupplire qualche termine affetto. dal cecfﬁcienti\ b:o.

) Da una lettera de” 17. Novembre 172§, dal Dottiffimo Sig. Abbate Gin-
feppe Suxxi fevitta all Autore [i ricava, cb’egli in quel tempo lavorava
intorno al prefente metodo. St legge poi in una lettera de’ 19. Luglio
1729. del rinomato Padre D:. Ramiro Rumoinelli diverta al Conte Ja-
copo 5 che gli vimandava inchinfo il Troblema dei Polinomj . Queflo
Schediafma adunque & flato- compoflo fra il 1725, ed il 1729. La ce-
lebratiffima Signora Conteffa D Maria Agnefi a iftanza dell’ Autore lo
infert nelle fue Iffitnzioni Analitiche pubblicate in Milano "anno 1748.
Tomo IE , pag.693., € ne fanno. particolare menzione li Signori. Dortous
de Mairan , e de Montigny nell onorifico effratto. delle lodata Opera fcritto
per ordine delle Real Accademia di Parigi ;. e [egnato forto li di 6.
Decembre 1749~
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Abbiafi la efpreflione . dx » che fembra 2 prima vifta un tri»

I I
z ¥
x e xtoea
nomio, ma realmente ¢ un quadrinomio, e va efpofta cost
dx . In qualunque Polinomio efpofto per una fra-

3 2 1

£ e x5 0x oz

zione, il di cui denominatore fia alzato alla potefti p, numere intiero, e

pofitivo, hafli un metodo, che farebbe generale, {e non venifie frequente-
mente refo inutle dalle quantitd immaginarie, ed oltre cid alcuni artie
fizj particolari, che ralvolta opportunamente ci foccorrono.

Do principio dal trinomio dx ed ayverto ,
= dy,
- ———— P -
X237 e g™ e b
che a cotale efpreflione ogni trinomio facilmente fi riduce; concioffiache

fe la fluffione dx fofle moltiplicata per la dignitd x» della variab'ile, io

ney T T

farci x® dx = du, ed integrando, =y, ci0¢ X = n4=1 g
nefel
2m am m o
2m ndr :'0-: (2] :‘-.'—l ade
dunque ¥ = "1 ¥ 'edx =a4r

ed cffettuate le oppertune foftituzioni , ci fi prefenterebbe una nuova
frazione diffcrenziale , nel di cui numeratore avremo la fola fluffione

2m m
—_— —_—

| ax iy

du, e ncl denominatore le due potefta # s & > gli efponenti
delle quali fono in ragion doppia, e poffono efprimerfi per le due quan-
tita 2m, m. Ci farebbe folamente qualche divario nei coefficienti, che
in neffun modo turbano il mctodo, ch'io mi propongo di fpicgare.

Focciafi 2 — x &= A ( € % una nuova variabile affunta, ed A una
coftante da determinarfi) . Iftituiti i neceflarj computi per giungere alla
foftituz'one , abbiamo come fegue

A = 2% 4= 2AZ 4= AA
az, == aA

b,

air™

b

I

e per
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61pér confeguenza , f

L onn r pers ooy , 14
BF e @ b iAo Xz e AApaA b -

Dee farli in maniera, che fparifcano le quantitd AA oo 2A <=,
prendendole ==o0, e ne’cafi, in cui A non ¢ quantita immaginaria , fuc.
cede ottimamente la riduzione. E giacché x” =2 4= A, ¢ prefe le dife

Bt |
ferenze, m2"®tdx ==dz , ed =24 A" ; dunque = dx e
.o mlm_ﬂ
= dx

mXz4=A "
In paffando alle neceffarie foftituzioni, onde nella noftra formola
principale in cambio di x, e delle fue funzioni refti furrogata la varia-

bile affunta % colle fue funzioni, troveremo dx =

x""-y-ax"'-f-bpr

- dz

met

sz+AT K2z 2A~aXz > €liberando la quantid z, che

moltiplica il binomio 2 o= 2A == 7 fotto il fegno, fard

dx = f P dx,

ey

mH g A" xz-i-:A-i—aP ;

&7,

X3 ha QX7 e bp

o' . ’ / .
Il cafo pit femplice vuole I'efponente p eguale all’ unitd, effendo
I'altro m qualfivoglia numero intcro, o rotto, sfiermativo, o negativo;
¢ fatto per brevitd 2A-ea=g, I'efpreifione generale pafla nella particolare

27T dx

- = wmdy .

gXZ+AT+ sz+Am-

Riccati Opere Towmo IIN. K It
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o tifco una prima divifione , partende cioé il numeratore della
raz T,e‘!pcr lo fuo denominatore, ed il primo quoziente fara
" R . .
%, cfata la moltiplicazione, ¢ la fottrazione, conforme la

mey

EX24=A"

pratica ordinaria, il refiduo fard — dz da effere partito per lo denomi-

X g
natore, ¢ PCI’CIG
T = 'z —
KTFAT FXIFET gXTFRC
—dx .
met m-t

22Xz 4A" + fZXzqA"

11 primo termine del fecondo membro & gid ridotto alle quadraturé
note, ¢ l'altro termine facilmente vi fi riduce, ponendo z = A=u, ¢
fatte le debite foftituzioni, avremo

— T

—dz -_—ou LI 7]

S = L~8A4gu
BXz A" gz XA "

Scguitando la noftra ricerca, fia I"efponente p eguale a qualfivogli
numero pofitivo , ed intiero : per ottencre l'intemogbaﬂcri qprolungga;:
alquanto I'operazione . Ripigliata per mano la formula generale

X - " tdz = dr R

*_p - D
X o b mXzg A" X2y
¢ pofto per efempio p = al binario, fi ridurrd alla feguente

2T - = mdy.

BX24A " oz X A" Xz A"

mey

Di-

Divido come fopra il numeratore di quefta frazione per lo fuo de-

nominatore, ed il primo quoziente fard z~*dz e dopo le necef-
gXz4A"

farie operazioni avremo il refiduo — 22" dx—dz da cflerc nuovamente
e
& &L

per L'intero denominatore divifo . Iftituifco una feconda divifione nella

frazione -2 d% ’

D XREFA” gz Xz A Az X24A"

¢ dopo le debite operazioni fi avrd il refiduo ﬁ*—_:_z_iz da partirfi

4 &
per lintiero denominatore. Nafcerd pertanto la feguente equazione
z Trdy = 27 dx o 22772 e

» ma-1 -
_— 2 —_— —
A" Xz g gX24A OXzZA"

40 Xdz ot 2242 :
et -~

—_— : —_—— 1

gXrr A Xagg gX24A” Xagg

I primi due termini nell’ omogenco di comparazione fono due bi-
gomj, e gli altri due poffono facilmente ridurfi alla forma del binomio,

facendo %+ A %, ovvero x =g — u. Ne'cafi piu compofti, in cui fi
metre p == 3,4, § ¢C., crefce il tedio del calcolo, ma il metodo non

¢i abbandona.

Effo metodo fi eftende a tutti i polinomj in infinito, mentre p fia
numero intiero, ¢ pofitivo, perche {e foffe negativo, ed inticro, la cofa
ricfce talmente facile, che non occorre favellarne. Per applicare il me-
todo, altro non fi richiede, che replicare la {cftituzione x=2z <4~ A,
v = u+4 B, facendo fempre fvanire que termini, ne'quali le fole quan-
titd coltanti fi ritrovano; laonde per cagion d'cfempio fi riduca il qua-
drinomio 3l trinomio, ¢ qucfto al binomio. In oltre ¢ d’uopo di valerfi
di tempo in wmpo d* una dimezzata divifone, perché non abbiano 2
tutbarcr gli efponenti negativi, che bene {pcffo a1 fi prefentano nel nu-

Kz me-



meratore della fraziene. Fra tanto il modo di operare fi moftra pit {pe-
ditamente cogli efempj, che coi precetti. : el -

Sia il quadrinomio dx. = dr. Le coftanci

X7 o X7 o bA™ e gp
a, b poflono effere = o. Pongo 17 = % == A, ed avrafi 4
XI7 o qx37 oho ba7 ofe ¢ == 23 =f= JAXX = 3AAY = A3
o 4z do 2aA% b 2AA
ofe . bz e Abdec.

Faccio A3 == aAA <o Ab <Jac =0, € cosi determino il valore della co-
ftante affunta A . Quinci ripetute le operazioni come ‘fel trinomio , trove

o x=rdx
24a . Xz +gz+b_p

Le fpecie g, b fono coftanti furrogaté in luogo d’ altre piti compo-
fte , e ftante che p ¢ un numero pofitivo, ed intiero; alzo-il trinomio
X =32 = b alla potefta p. ) = ST ]
Dupo cid intraprendo tante divifioni, quante fieno baftanti per Faf‘e,:
che laddove nel numeratore ci fia I elponente negativo, nel denominae

met -
—

tore non fi rinvenga altra quantitd, che il binomio x 4= A",
e metto da parte si fatte frazioni, che trafcurati i coefficienti , faranno

analoghe alla feguente x™dz , pofto # qualfivoglia numero pofitive

met

m

z4A

ed intiero.  Gli altri termini fono rapprefentati dalla formola generale

2" dx

mey

”

24A" Xozggzgh? -

il Ripeto dunque Ioperazione, facendo z=n =B, indi fatto fparire
'ultimo termine i i 11 io di
ittt ,lco.rwfc;-mc il folito, e furrogati in cambio di z, e delle
¢ funzioni i valo i E i i
r1 efpofti per la nuova indeterminata # , arriveremo

alla

formula . u*du i = -t du
GO ——— =

77

dlla efprefione ~  #4=B .ds - . LafpecicK & pofta in luo-

met

g aitlils . P
i4 A4 B" Xy Ku

go di al;rcs quant‘ité pit cdﬂlxpéﬂe.. E quindi alzato il binomio #-4B
alla poteftd # avremo la feguente ferie

4P e =t B o= 11— 1 . nu*=2 B X dn, la quale fi dovra interrompere

g o

. ,_,,;.., il
pedo A4 BB Xy g=Ku -

Gecuramente ; attefo che fi fuppone » numero intero, ed affermativo .
. . P . . .
Ciafcun termine di quefta feric fi potrd generalmente efprimere dalla

me-

e p

=1 B :
‘Y A B Xu+K 3

o we A4 BT Xl e K

RS G e -2L3 &, : i i Ze.ca. ¢

avvertendo, che il valore di 7 non ¢ lo fteflo in ciafchedun termine della
prefata feric. Quando fia p maggiore di n, onde I'efponente n—p fia ne-
gativo, fi:mettano in pratica le divifioni, ¢ la formola indi nafcente far2

u2dn 5 elTer_ndo' poi n~—p pofitivo, ayremo
i A+B"
urdu ; e finalmente ponendo #=j= K=uw, ed effendo

gy ol et f

tanto #, quanto p numeri intieri, faranno fempre riducibili alle qua-
drature pin femplici i binomj, che nafceranno dalle accennate opera-
zioni .

Egli ¢ vero, che a cagione delle immaginarie il mecrodo riefce lis
mitato; ma oltreché bene (peffo le radici, o tutte, o in parte fono realis
oltreche in molti cafi particolari poffono fcanf(arfi le quantitd immagi-
narie, non bifogna trafcurare quel molto, che fi puo avere, perche il
tutto non pud confeguirfi.

Ab-
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. . L
, Abbnﬁ per efempio il trinomio dx . Faccio x* =z4=A,

Xeg=2/X +zp‘

dunque x o= 2y/x 2 =22 = 2424 22 4= AA 4=2A 2. Met-
tendo AA<4-24=—o0, trovo A=V — :=—1; ed ccco in campo una
grandezza mifta di reale, ed immaginario , € procedendo 2 norma del

metodo, avremo 27 dz
. = 2™ dx ofa
_—f —— D
r4A Xzae2A - =P
+z e 2y =y
o= A277 dz_. Perché {i tolgano di mezzo le immaginaric , mutiamo ma-
B
Zt=2 V-1

niera, ¢ nella grandezza 2z 2A 42 X 2~ AA = 2A = 2 facciamo ,
che fi dilegui il termine di mezzo 2 Az <= 2z, ponendolo = 0, onde fia
==1,¢di pil AAd~:A-42==1, ¢ la formula fard, come fegue

dz

R p = _xdx —_ ; ¢ nc'due binomj dell:
-1 Xzz41

P P
XX A1 2z 41

omogeneo di comparazione, che fono equivalenti aglaleri due gid con-
fiderati, non s'incontra difficolra.

SCHE-
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SCHEDIASMA VL

De re€a rarione analyrice exprimendi lincolam intercepsam inier
mngemem, € curvam .

CLARISSIMO VIRO JOSEPHO SUZZIO

S. D.
JACOBUS RICCATUS.

Ratulor mihi, Eruditifime Suzzi, fententiam illam meam, quam a-

liis curis diftractus, & ¢x tempore in medium protuli, veluti fe-
men fecundo folo commiffum in largam, atque uberem fegetem cxc-rcwf-
{e. Grawlor tibi, quod rem difficultatibus implicitam ita perfeceris, ut
quid addam, quid demam, quid emendem prorfus non inveniam . Ne
tamen vel tibi, vel mihi deéffe videar, unicam obfervationem ad com-
putum differentio-diffcrentialem  facientem tuo examini {ubmittere de-
crevi . .

Magnus Nevvtonus in prima editione Principiorum Mathematico-
rum Philofophiz naturalis lib. 2. prop. 10. hoc arduum problema fibi
propofuit. Tendat uniformis vis gravitatis directé ad planum Horizon-
tis , fitque refiftentia ut medii denfitas, & quadratum velocitatis conjun-
&im, requiritur tum medii denfitas in locis fingulis, que faciat ut cor-
pus in data quavis curva moveatur, tum corporis veocitas in 1ifdem locis.
Dum quaftioni perplexa, & difficili aggreflione fatisfacere conatur , fe
hominem efle oftendit, & canonem generalem varits curvis, & pr:tfcrtim
{emicirculo (Fig.18.) applicando, a propofito excidit; putavit enim re-
fitentiam ad gravitatem in dato circumferentiz punto G fe habere ut
abfciffa OB ad femidiametrum OK. Scd cum priores curve a pofterio-
ribus perficiantur, in fecunda aurei Operis editione inadvertentiam fu-
ftulit, veramque proportionem , ut tripla abfciffa ad circuli diametrum
fubftituic.

Antequam corre&io Nevvtoniana prodiret, eamdem fpartam in Adtis
Lipfienfibus pro Anno 1713. ornandam fufcepit Clariffimus Vir Yohannes
Bernoullius, at Hluftris Angli errore notato, dum in cjus originem fol-
licité inquirit, fequentia protulit. ,, Error ifte, qui tanto Viro excidit,
non quidem in ipfa cjus folutione later, quam juftam effe, & ab omni
paralqgifmi vitio immunem, quanquam non parum detortam, & intelles
&u difficilem , fed quzrendus ille eft in ipfo applicandi modo, qui €0

la-

Quefla lettera ¢ Rata pubblicata dal Sig. Abb. Suzzi wella fua opera Difqui-

[itiones Mathematice flampata in Venexia apprefjo Domenico Lovifa lan-
no 1725.
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laborat, quod in ferie, qua exprimit DG terminum quemlibet {umae

pro aliqua indeterminzte ‘DG diferentals, fft‘\ ut iple vocat Auxione tant
gracus, quante dimenfionis exiftit littera 0 in ipfo termino, .quod in pri
mo, & fccundo verum efie potelt, in rcdiquis vero minime - 5, Verum
Nevvtonus emendationem aliter inflituit; totam enim propofitionem prin-
cipalem rcformat, nova formula fubrogaty, fed eamflem applicationem,
pofihabita Berroulliana animadyerfione, coftanter retinet. i

Quitio non eft, Eruditiffime Suzzi, utrum-termini; qus ex repetita
differentiatione quantitatum indetcrminatarum oriuntur , ab his diverfi
fint, quos feries Nevvtoniane (hbn?imf’crqnt. Sed ex falc!)lo manifeffum
eft, & optime oftenditur a Bernoullio. Difficultas potivs in hec fita eft,
utrum lincola FG inter tangentem, & curvam , cujus valorem If)co citato
Nevvtonus inveftigandum {bi propofuit, exponi dd?eat > ut ipfe 'vulr,
per tertium o feriei terminum, an per fecundam différcntiam ordinate
BC juxta Bernoullii fententiam. Hunc longiffime a- veritate aberrare; pro
certo habeo, quanquam yix affirmare sudeo tantum - Virum :1n errorem
incidiffe. Ut avtem faltem tibi fidem faciam, Lec accipe:: . .. . .

Ne a circulo, quem pra marnibus habemus, difcedamus:: potius-OK
—a, OB=1x, BD =dx, BC vel DI = 7, ordinata DG ipfi- BC inde-
finite proxima a fequenti ferie more” Nevvtoniano exprimitur DG =7
w— ydx — aadxy — a*xda? & czt,

y 273 20 W A g Flii o t
in qua primus terminus exponit totam DT, fecundus ejus portionem IF,
tertius cum infinitis fequentibus intercepram FG. Summa autem ommum
terminorum  poft terti/um ad tertium terminum relata proportionem habet

minorem quacuinque datas igitur lincola FG per folum tertinm termi-

num fecundum Nevvtonum exponitur. - ) . ‘

Modo ex aquatione locali circuli aa—xx="yy fumpta prima differen

tia, habebimus — xdx=)dy javel — xdx: y=dy , & rvrfus differentian-

do, accepta dx pro coftante, — dxx~=xdxdy ='ddy : & loco dy ejus valo-
J ry

rem — xdx: y {ubrogando, — dxx — xxdxx = ddy; hoc eft —
7 Ve
wdxs —=xxdax =ddy; {ed 3y =t xx=aa; ergo —aadxx: y3==ddy . Sccun-
y3
da igitvr differentia applicate BC, feu ~— zadxx: )3 ad tertium terminum
— aqadyv: 233 feriei Nevvtonianx prooortionem habet duplam, & cum
jim a te demonftratum it interceptam FG dimidium effe fecundz differen-

tie ddy, vel — aadxx: )3, patet hanc lineolam opuime exprimi a Nevvto-
T _no

&
no per tertium terminum fue feriel, & malé a Bernoullio per fecundam
differentiam ordinatz BC. - - .

Ut veritas clarius elucefcat, tangens CF prorogérur ulque quo con-
currat cum axe producto in punéto R, & intercepta FG, que ad fccundum
fluxionum ordinem fpe@at, vocetur ddz. Cum fit OB: BC:: BC: BR,
erit fubtangens BR =:yy: x: elt autem RB: BC:: CI: IF » hoc cft yy:

P

¥ ::dx: xdx = IF; ergo invento valore ordinate GD qui habetur fub-
4 ' )

trahendo quadratum OD, hoc elt 5 == dx quadrato radii, erit DI —

DG~ FI = FG, (ilicet in terminis analyticis y = xdx — v/yy—z xdx—dxv
' i 7 '
= ddz, vel y— xdx —ddz = Vyr—rxdi—dxx, & quadrando , yy-2xdx =
A ] .
xxdxx == 2yddx <= 2xdxddz 4= ddzz =jy = 2xdx —dxx, & deletis de-
77 r
fendis, & redu&a =quarionc, xxdxx fedxx = 27ddx of 2xdxddz — ddzz.
ry ¥ g

_yel xxdxx Jeyydex = aadxx — ddz &= xdxddx.—— ddzz . Porro in homo-
2y% 2k 7y 2y

geneo comparationis fublatis termino fecundo , & tertio, qui refpe@u
primi evanefcunt ; {ecundus enim ad tertiam, & tertius ad quartam clafs

fem differentialium pertinet, remanec intercepta FG , feu ddx = aadxx,
2y3
prout Nevvtonus ope fire progreflionis invenerat.

Sicut igitur Iluftris Anglus per tertium terminum fuz feriei cum
omnibus f{ubfequentibus, qui tertio infinite minores {unt, defignat inter-
ceptam FG, qu@ determinat angulum contactus FCG a tangente , &
chorda contentum, feu curvaturam, quam curva obtinet in puncto C, ita
per quartum termiowin exponit variationem curvatur@, per quintum va-
riationem variationis, & fic decinceps.

Neque purandum cum eximio Grometra Nicolao Bernoullio ( Vide
Com. Ac. Regix Parif. pro anno 1711.) olim Profeflore Patavino, ex his,
que tradidit Nevvtonus traGatu de Quadratura curvarum prrinde cffe ju-
xta celeberrimi Angli fententiam  {umcre difffrentias more confucto, ac
illas ex feriebus cruere, ita ur terminus quilibet in progretlione haberi

Opere Ricc. Tom UL L de-
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dcbeat pro differentia tot gradus, quot unitates contimentur In exponente
quantitatis dx. ] i i i i

Tam craflus error acutiffimo Analyfiftz nimis liberaliter affingitur.
Optimé Nevvtonus fluxiones ab incrementis diftinguit . Fluxiones vocat,
quas Leibnitiani differencias appellant, & Prop. prima ita inveniendas do-
cet, ut ejus methodus a vulgari non differat, preter quam in fignis arbi-
trariis. Incrementa, vel differentiz apud ipfum f{unt quantitates minima,
puta FG, que licet plerumque fluxionibus wquales non fint, fune tamen
{emper ipfis proportionales, atque has per ferierum terminos inveftigat .
Sed ipfum audiamus in ultimo Scholio citati lxbe!l: de Quadratura .

,, Quantitatum fuentium fluxiones effe primas, ('f:'v:und?s.> tertias ,
quartas, aliafque diximus fupra . He fluxiones funt ut termini ferierum

. . . /1 . :
infinitarum convergentium. Ut fiz" fit quantitas fluens, & fluendo evadat

n . . . n n—1
z——+ 5 » deinde refolvaturin {eriem convergentem 2 == #0%

- s Sliiligramy i i

ode nn-n. 00X afop” ——3nnefe2n. 0° % & czt., terminus prie

2 LY

: LA i B—z ., .
mus hujus feriei x  erit quantitas illa fluens, fecundus noz _erit ejug

incrementum primum, feu differentia prima, tertius ;=7 002" ™% eft
2

sjus incrementum, {eu differentia fecunda, cui nafcenti proportionalis eft

3 =3

ejus fluxio fecunda, quartus nl—3nn=f=2n . 0 % erit ejus incremen-
(3

Y
wum tertium, feu differentia tertia, cui nafcenti fluxio tertiz proportio-
malis eft; & fic deinceps in infinitum. 5,

Quid clarius Eruditiffime Suzzi? Non fallitur ergo Nevytonus, dum
fluxioncs ab incrementis fejungit, & diverfa ratione nobis exhiber. Fal-
litur Bernoullius, dum quantitatem FG, aliafque ejufdem generis per fe-
cundam fAuxionem exprimit.

Neque audiendus cgregius Johan. Bernoullius, qui cenfuram de fe-
riebus Ncvvtonianis ita concludit. « Judicet itaque zquus Le&or, quid te-
nendum fit de ufu hujus regule, quam depradicat Author p. 264. in fol-
vendis iftiufmodi problematibus , quandoquidem ufuis tam facile in a.bu-
fum degeneret. ,, Dicendum potius, quod afferuit Nevvtonus in prima
editione,, & in fecunda confirmavit. “ Unde obiter patet ufus non conte-

’ mnens

snendus harum ferierum in folutione Problematum , que pendet a tan.
gentibus, & curvatura curvarum. ,,

Hec di&ta fint ad dirimendam litem inter Clariffimos Gcometras
Nevvtonum , & Bernoullios; qua in re fi forte decipior, faltem haud
turpe erit cum tam illuftri Mathematico erraffe. Vale

Caftrifranci 5. Septem. An. 1725,

SHGH B DT A S INGAG N EEC)
Animadvesfiones in equariones differentiales fecundi gradus .

REdu&io zquationum  differentialium  {ecundi ordinis plerumque eft
adeo perplexa, arque involuta, ut Analyftam minus attentum fre-
quentifime eludat. Dum Synthetice vie infiftimus , & a primis fluxio-
nibus ad altiorem gradum afcendimus , cum affumatur tamquam conftans
vel nota differentia, vel nulla, ez difficultates, de quibus fermo erit,
vix occurrunt; qua tamen evitari nequeunt , {i problema aliquod pro-
ponatur fecunda elementa involvens, & analytica methodo precedendum
fit . Infinitas dari formulas differentio~differentiales, ad quas pervensur,
nulla adhibita conftante, nemo profeGo ignorat: totidem quaque exhi-
beri pofle, ad quas pervenire non conceditur, nifi conftante in Publ;dium
vocata, acutiores non latet Analyftas: at quomodo ab invicem dignofci
queant, & qua ratione tra¢tande fint, non ita compertum, neque obvium
puto; cum tamen fublimioris Geometriz officium fit in{picere , quouf
que, & quibus in circumftantiis exoretfiones ifte {olutionem admittant.
Sit ex. gr. conftruenda curva, in qua qualiber abfciffe dignitas fe
habeat direGe ut fecunda differentia ordinatze , & inverfe ut fimilis dif-
ferentia ejufdem abfcifle, que curva expomtur per aquationem differen-
tialem fecundi ordinis x# ddx =:ddy : ajo nullam curvam inter poffibiles
quzltioni fatsfacere, fi a primis ad f{ecundas fluxiones fiat tranfitus, abf-
que eo quod aliqua prima differentia ufurpetur pro conftante, nec juva-
bic, falva =qualitate , @quationes iplas quomodocumque alterare, five
L: per

(*) Lo Schediafma del C. I., e le gnnotaxioni del $ig. Daniele Bernonlli
comparvera alla luce . delle ftampe I anno 17:x. nel Temo FIUI Se-
xione IL de’ Supplementi d:gli Arti di Lipfia. S avverte il Lettore ef-
ferfi corretto un errore o di penna commszflo dall' Autore nello traferi.
wvere lo Schediafma, o pure di flampa, ponends ¢ in cambio di vV ;
falfa lexsore per w0, o per ' altro degli addotti motrvi infinuatafi
nei Supplementi fuddetti. Abbiamo pure effettuate due correxioni ricor-
date dil C. I nel feguente Sched.afma VIIL
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per additionem terminorum ®qualium, five per valorum fubftitationem ;
& ¢x oppolito, conftante determinata, inveniuntur quidem curve pro-
blematis conditionem implentes, fed numero infinitz, & indole diferen-
tes; utpote que variantur ad arbitrariz conftantis mutationem. Polterio-
res hafce exprefliones , qua fub. fallz {pecie nobis imponunt , a veris,
atque legitins fecernere, videtur efle profundioris indagationis ; nihilo-
minus cerrum, & quantum fubjecta materia patitur, generale Criterium
Mathemarticis examinandum propono, quod {altem ufui erit in his omni-
bus cafibus, in quibus nos calculus integralis haud deferit .

Porro ad formulas primis tantum differentiis implicitas revocantur
®quationes omnes differentiales fecundi gradus, ad quas, five afflumpra,
five non affumpta conftante, perventum eft, & in quibus fecundx flu-
xiones cum primis, & cum finitis magnitudinibus quomodocumque mi-
fcentur, dummodo alterutra ex indeterminatis fluentibus cum fuis fun-
&ionibus @quationem propofitam non ingrediatur: quod dicendum pariter
de illis expreflionibus , qua ad hanc formam aliqua adhibita induftria re-
digi pofiunt: ceterum in reliquis, quas progreflus nofter non complei-
wr, ad aliquos cafbs particulares fe extendere poteft Analyfarum fo-
lertia; atfi quis canonem generalem inveniret, is profe&o effet mihi ma-
gnus Apollo. Interim confideranda venit ®quatio catholica (A) xdx=dy,
in qua omnes formule differentiales primi gradus continentur; cum lit
tera 2z defigner magnitudinem utcunque datam per funiones coordina-
tarum x, & 7. Tranfeo ad altiores differentias, nulla affumpra conftan-
te, proditque ®quatio (B) 2ddx ~4= dzdx=ddy , que, dum in eodem ftatu
permanet , nullo negotio integratur. Quod fi ipfius forma immutetur ;
fubrogatis valoribus ab expreffione (A) mutuo acceptis , tunc infinite
formul® oriuntur, que majus artificcum poftulant. A fimplicioribus
exemplum peto: loco ipfius dx fubftituatur quantitas zqualis dy: z, &
primus terminus ®quationis (B) multiplicetur per dignitatem 2= dx™, re-
liqui vero per ®quivalentem dy® , unde refultet nova ®quatio (D)
221 dym ddy Sady? T dy 2 2 = dy® ddy .

Hnjufmodi formule expedite reducuntur ope alicujus conftantis,
quod ut fiat quantum fieri poteit, generaliter defigno pro conftante flu-
xionem dx: ¢, t autem ¢ magnitudo quomodocumque data per inde-
terminatas x, 7, & conftantes. Pono dx : g==dp, & cum f{it dx : ¢ con-
ftans, erit pariter conftans dp. Hinc in @quazione dx==gdp tranfcundo
ad {cecundas differentias, habebimus ddy=dqdp . Praxterea ftatvo dyr=udp,
& fumptis fccundis differentiis in eadem hypotefi conftantis dp , erit
ddy=dndp. Subrogatis in expreflione (D) valoribus ut fupra determina-
tis, & inventis, orietur ®quatio
22 (m dgdpm P ey ¥ dy gL dpP P Y =y dyd; 7 1 & dividendo

per dpm ™+, 2™ gmdg ey ¥t dx 2 = 4® du, & fummando per re-

gulas vulgares, non omiffa coftantis g additione, g = g® %3 : met1 =

nm
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T g ger, 271, qua ®quatio dat # =%, @7 Y epe g 4=

& quia dy = udp == ndx : ¢ , opportuna adhibira (ubffitutione, occurrit

zquatio reducta (E) dy = qT* LS grrx-*-gm'x zdxy : q.
Ex hoc operéndi modo {ponte fluunt nonnulla confetaria .

8i determinata magnitudine z, ®quatio (E) conftruatur faltem per qua-
draturas quando fieri poteft, & indeterminate (unt feparabiles , mani-
fetum puto curvas infinitas noftre formulx refpondere , variatur enim
natura curve , ob mutatam coftantem dx : ¢, & quilibet valor quanti-
tatis ¢ novam femper aquationem localem , five algebraicam, five tran-
{cendentem fubminiftrat.

2. Quamquam alterato valore magnitudinis ¢ curve diverfz origi-
nem ducant, certum tamen eft in quacumgque hypotefi locum invenire
inter ipfas curvam, ut ita loquar, principalem dependentem ab xqua-
tionce fundamentali (A) xdx = dy, nam fi fiat ®qualis nihilo conftans g,
quam addidimus integrando , ftatim ®quatio (E) tranfit in quationem
(A). In hoc cafu nihil referr, quenam differenta dv: ¢ accepta fit pro
conftante, cum evanefcente g, etiam quantitas g evanefcat.

3. Si ®quatio (E). ulterius differentietur, non reftituet expreffionem
(D) nifi duobus in cafibus; vel ponendo g==o0, & procedendo ad fecun-
das differentias nulla conftante affumpta , multiplicatis tamen terminis
per quantitates @quivalentes, ut fupra factum eft; vel iterum differen-
tiando, determinata prius pro conftante fluxione dv: g. Utrumque pa-
ter relegendo analyfeos veltigia. Ceterum mquatio (E) rurfus differen-
tiata, neutra conditione impleta, formulam toro celo diverlam ab ex-
preffione (D), quam reducendam affumpfimus, exhiber.

4. Idem omnino contingit, fumpto pro conftante elemento dy : g5 nam
operationem juxta traditam methodum inftituendo, quam brevitati con-

fulens omitto, deveniemus ad ®quationem reductam dv = dr: 2 —

T

dy . gm+g"*': g refpondentem noftre formule (D), in quo pariter
notandum; quod fa&a coftante fuperaddita g==o0, prodit expreflio funda-
mentalis (A) zdx—==dy.

" 5. Denique ex dicis colligi poffe videtur, quod provofita nuda formu-
la differentiali fecundi gradus (D) 271 dx™ ddx 4= ™™ dz: 2 =dy"ddy,
putarem ex affe me {atisfecifle Analyfte quantumvis morofo, obfervando

ad hanc expreffionem perveniri potuifle, vel nulla affumpta coftinte, quo
in cafu locum invenit ®quatio integralis zdx = dy, vel defignando pro

_coftanubus fluxiones dx: ¢; dy: g, & twm {ummarorias effe dy =

qin
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q'»"‘r..i.gm.‘-g”'*'. zdx: §3 dx==dy: z-dy.gm-l—gm*“: g . Adderem

@quationem unicam zdx = dy , que differentiaza abfguq conftantis benefi-
cio tranfit in ®quationem (D), ab aliis infinitis artificio fupra explicato
diftingui pofle, quia femper cadem manet in quacunque coftantis fuppo-
fitione, relique vero variata coftante mutationi {unt obnoxiz.

Supereft ut videamus, utrum in aliis expreffionibus, & pracipue in
zquatione (F) x7ddx—=ddy refpondents: .problema.n ab initio propofito affi-
gnate conditiones adimpleantur , an fcilicet invenir: poflic ®quatio differens
tialis, que non mutetur ad mutationem coftantis, & qua rurfus differentia-
ta, nulla conftarte affumpta formulam (F), faltem terminis additis, vel {ub-
du&is, aut valeribus fubrogatis, falva @qualitate reftitvar. Frat igitur de
more dr==qdp , eritque propter coftantem dp , ddx=dgqdp. Sit iterum dy==
udp, hoc eft ddr=dudp & {ubftitvendo x™ dgdp=dudp. few x™ dg —=du, &

integrando fx'”dq Fg=u; fed d=undx: q; ergody = fx"’dq.-dx:_
g gdx 4q. _ '
Hic noto, quod fatta g =0, & redu@a ultima zquatione ad fimplicio-

rem formam, videlicet dy = [x”‘ dg.dx: g quilibet valor ipfius ¢ zqua-

tionem, & curvam diverfam f{ubminiftrat , nifi fortaffe poneretur expo-
nens =0, quod affumptam hypothefim cvertit. Idem dicendum ftatuta
conftante fluxione dr: ¢, ex quibus infero fruftra quari @quationem diffe-
rentialem primi ordinis, qua propofitum praftare queat, & formulam
(F) 2”ddx= ddr, fine conftantis auxilio, reftituere; nam fi daretur talis
@quatio, prodere fe deberet in quacunque coftantis fuppofirione, cum ta-
men noftra analyfis contrarium oftendat.

Conftat igitur preblema propofitum , nempe curvam invenire, ia
qua data dignitas abiciffe fit femper directe ur fecunda fluxio ordinatz,
& reciproce ut fimilis fluxio ejufdem ablciffe, folvi non poffe, fi curva
qrelita talem proprietatem obtinere debeat, fumptis fecundis differentiis
nulla conftante determinata, & ex oppofito curvas intinjtas {atisfacere, fi
modo una, modo altera conftans ufurpanda fit.

Non erir abs re aliud exemplum jn medinm afferre, & fequentem
formulam (G) x7ddx = 2ddx 4= d2* 4= 22d2* cxamini {ubjicere . Hu:nc

{ub canone noftro non comprehendi, videtur primo afpetu colligi ex eo,

quod @quatio utramque indcterminatam x , x, cum fuis funétionibus con-
tineat: verum fi fiat xdx ==dy, nova cxvreffio (H) ax7ddx — ddy = dy®
ex hac fubiftitutione refultans juxta regulas fipra explicatas folutionem

ron refpuit.
1. In primis defigno pro coftante differentiam dx, unde fit ddx—=o.
Evanclcente igitur termino x”ddx, remanent=— ddy =dy*, vel —ddy :dy
¥ 7

—
pm—
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s=dy, & integrando log: dx:dy ==y, vel dy:dy=¢’, hoc eft dx=c"dy,
& tandem dx : x=dy, que ®quatio dat logarithmicam vulgarem.

2. Statuo tanquam coftantem alteram differentiam dy, in qua hypo-
thefi, exiftente ddy=o, erit x”ddx=dy*. Pono d¥=sdy =cdy, ¢ con~
ftans eft five affirmativa , five negaciva, & s variabilis determinanda.
Tranfco ad fecundas differentias, & fefe offert 2quatio ddx == dsdy. Hinc

{ubftituendo, x7ds—dy: {ed dy=dx: s=fac; igitur sdsefecds = x™7dx,

—efal

& fummando, omifla inutili conftantis g additione , ss: 2fecs=x

i \/—-—m-i—x

mede 1, felsdec=V 2X t— e 1) o o ; atqui dx =5 ~j=C .
—in = 1 ' \/ ~n 1

dy=dy.V 2x P mee1) =fecc,igitur dx: X S O

=dy. - :
3. Quero utrum logaritmica inventa num.1. adhibita coftante dx, locum
pariter habere poffit in fuppofitione coltantis d7 num. 2. ufurpata. Falta

Y o
X

t=m=1
poffit effe zqualis magpitudini x . Quoniam hinc inde quadrando,

conftante ¢ =0, periculum facio, an forte quantitas

IR, il mef1 _ —
mef1==xx, 1gIUr 2X =" me=1.xx, & cum

—m<=3
Peal s
cadem quantitas debeat effe tam in coefficiente, quam in exponente bina-
rio equalis, fequitur ad ®qualitatem non perveniri, nih ponendo — 7<= %
=2, quo in cafu determinatur valor exponentis 7 =-1.

In formula (H, x"ddx = ddy 4=dy* limitando, ut di¢tum eft,valorem

exponentis m = =1, tunc ad zquationem x™* ddx = ddy == dy* perve-
nire poffumus nulla affumpta conftante, ejufque fummatoria in hac hypo-
thefi eft @quatio differentialis ad logifticam dx: x = dy ; non afcendendo
ad fecundas differentias abfque conftantis auxilio, habebimus ddx: x~dx:
ax==ddy: {ed dx*; ergo ddx: x—ddy <= d)*.

5. Quod fi valor ipfius m non fit @qualis quantitati negative it ad
expreffionem (H) nullo modo pervenire conceditur, nif aliqua fluxio tan-
quam conftans d¢terminetur.

6. Procedendo autem generaliter, ut fupra fattum eit, repeto @qua-
tionem ( H) x#ddx — ddy <= dy*. Sume pro conftante elementum dx : ¢=
dp, & ftatuo pariter dy==#dp, ut obtincam rurfus differentiando dd; =

9
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dgdp; ddy=dudp , & fubftituendo, x7dgdp =t dudp=dy*==dudp < ndyp,,

& dividendo per dp, x7dg == du <= udy; fed dy =nudp=undx: q; igitur
x?dg—=du~= nrdx: q . . j
7? M« xh"o‘(-{us gcnegalitcr feparandi variabiles in hac expreffione, etiamfi
quantitas ¢ detur quocunque modo per fun&iones {olius ignot® x , pro
defperata habenda eit. Moneo tamen, quod fi fiat exponens m == ~— 1,
fimplicior indeterminat@ # valor prodit ®jualis frationi ¢+ x5 nam loco
ipfius # hoc valore fubrogato, omncs termini in 2quatione fe mutvo de-
fhruunt. Hinc collecata in ®quatione fubfidiaria dy=adp=rdx: gq hqc
valore, redit ®quatio ad logarithmicam dy = dx: ¥, quacunque fuerit
conftans affumpta per magnitudinem dx: g exprefla. I ILEY
Denique mamifeftum cft, noftrum operandi progrefflum in maximam
difficultatem feparationis indeterminatarum poftremo definere. Hanc {par-
tam olim exornandam fufcepi, {pecimenque alijuod in Diario Italico
exhibui: {ed aut ego fallor, aut negotium tam fubtile , fam arduum, ex
quo pouiffimum pendet calculi infinitorum optata perfettio, non nifi co-
njun@is viribus promovendum eft. Ut igitur ad hanc inquifitionem pro-
findioris analyfis, & Geometriz cultores cxcitem , {equens p;o_blcma.
propono. iy :
In fuperiori formula x”dg=du 4= uudx : q, dato ad hbl_sum c?xFo;
nente m, (tatvatur quantitas g==x". P to qua ratione determinandi fint
valores “alterius exponentis #, ut fuccedat indeterminatarum {eparatio,
& =zquationis conftru®io per folas quadraturas.

Daniclis Bernoulliy Joh. Fil. Med. Cand. Notara
in precedens fchediafma .

ILLUSTRISS. CO. JACOB! RICCATI.

ANimad‘w;ﬁones has in aquationes differentiales fecundi gradus 2b Autore
acceptas Frater meus Nic. Bernoulli, apud Italos h. t. agens, tran.
{mifit ad Patrem, quem nomine Autoris rogavit , ut illas una cum feri-
ptis {uis A&is inferendas Lipfiam deferri curarer. Perlectis, privfquam
mitterentur, Riccatianis Animadverfionibus, fequentia in illas mihi obfer-
ta fuerunt.

Recte quidem afferit 1l Riccatus, fepidime dificulter methodo ,
quam vocant a priori, formulam integrari, cujus integratio a pofteriori
nullo negotio exhiberi poteft : {ed exemplum, quo ilud probare conten.
dit, fcopo, quem haber, non fat Lene refpondere videtur . ZEquatio diffe.

rentio~differentialis exempli loco allata hzc elt (D) 2™ it dx™ ddx <fs

P i a0 PO i T A quam pera&is nonnullis fubftitutionibus

deduxit ¢x @quatione differentiali 2dx = dy . Haec enim @quatio (D)

difterentialis f{ecundi gradus haud magno negotio a priort reducitur

ad equationem fimpliciter differentialem, nimirum hoc modo. Zquatio (D)
&qui-

° ! . 1 8
(D) 2quivalet huic dam ddx = dy™ 27 ddr-dy=*s 4g, que ygﬁtis
dy=1¢, & ddy = dgq (vt integrabilitas terminorum co meljus patefcat)
f}egcncrat in hanc da” ddx==¢® x—» =1 dgmqn+1 g—m—2 dz, que

integrata dat. 17 da" 1= Rt g=m—i . C g e
mger” . meer Mot

AR . & s
(per_C dr"™s intelligo: quantitatem conftantem arbitrarjam reliquis

'N.'l' X

terminis homogeneam ) & tandem refubftituto pro g valore dy . habbitur
zquatio differentialis gradus primi 1 dx"*1 = "1 | gertig—a—s

el 1

M € _dr®r, feu dyv¥r  dyn*t gmnT g ot pofite
et

gutem ¢=0, polteaque reduda ®quatione habetur zdr =dy. Q. E. F.
Errat quoque ex inadvertentia Il Riccatus, cum ®quivalentem ftatuit
Zquationem _log: dx: dy =y huic @quationi dx: dr==17; illa enim eft
pro logarithmica, hec pro linea re@a, fiquidem 17 , feu unitas ad quam-
cumque poteftatem, five determinatam, five indeterminatam elevata nil
nifi 1pfam producit unitatem. Au®&or in animo haud dubje habuit dicere
®quationem log: dx: dy=y, fumptis logarichmorum numeris , abire in

;‘zanc dy : dy =1’ , Ubl. per # non quidem ipfa unitas, fed talis intel-
gerlndus. eft numerus, cujus logarithmus eft unitas, adeo vr Au&ort
con_tlig’erxt confundere unitatem cum numero, qui unitatem habet pro lo-
garithmo, quem numerum defigno per n. Poftea transformart ®quationem

dx:d]—_;n" , (loco 17 I:ubftiruam femper # ) in hanc dx=n" dy, ex
qua colligit dx: ¥ = dy, id quod verum quidem eft, fed patet Cl. Ric-

catum hanc confequentiam formando fupponere x==» , que jim elt
ipfifiima #quatio pro logarithmica, uti dudum hoe oftendit Parens meus, vid.
A&. 1697. p. 294. und: liquet Riccatum delabi in petitionem principii ,
dum fupponit @quationem effe pro logarithmica, quod id ipfum eft,
quod demonttrare fibi propofuit.

Oftendit tandem_do&iﬂ'. Riccarus, quam neceffaria fic {eparationis jne
_dete.rmlnatar.um do@trina, in qua excolenda mulcus fuit, ftrenueque, ue
audimus, etiamhum fe exercet non fine fucceffu egregio; quin & ftimulos
admover Mathematicis, ur conjunctis viribus negotium hoc promovendum
ample&antur. Hunc in finem iifdem problema proponit dignum a fe ha-

bitum, cuius folutionem tentent. Perfcribit Frater meus , fe illud folvif-

fe; fed praeter ipfum alii quoque exiftunt folutores, [lutionem enim

eruerunt Pater , & Patruclis Nic. Bernoulli, pariter ac egomet ; eorum

vero analyfes nondum vidi, excepta illa a Parente excogitata , qua ra-
ra-
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ratione operationis, & in procedendi modo a mez diver{z eft . Interim

nos finguli fua quifque meth>do utentes in eofiem valores expoonentis

# incidimus, unde {ufpicor, alinsnon dari feparabilitatis cafus,quam quos:

per diverfas vias deteximus; folutionem addo, ne tamen aliis idem tentan-
di occafionem adimam, illam chara@eribus .ocgultls involvo , revelaturus
fignificationem , quando tempus poftulaverit.

Solutio problematis ab Illuftrif. Riccato propofisi charatteribus -
occulris. involuta. e e i

24a, bb, be, 84, 33¢, 5f5 22» 4hy 338, bl, 21m, 261, 160, 8p, 595

37r, 165, 255 328, §X5 Py Ty T N5 x4 2y 17

SCHEDIASMA VIL (* .

Appendis ad Animadverfiones in_ equationes differentiales
Jecundi gradus .

L e

Um fuadente do&iffimo, & amicifiimo Viro Nicolao Bernoullio tune

temporis apnd noftrates agente , qualefcunque meditationes meas
de xquationibus differentialibus fecundi ordinis ad illuftrem Patrem Jo-

hannem Balileam tranfmififfem, ut nonnifi ipfo probante Adis Erudito-’

rum Lipfienfium infererentur; he cum Annotationibus egregii Juvenis
Daniclis Bernoullii, ejufdem Nicolai Fratris , in publicam lncem pro-
diere. Quanquam autem me tanto {choliafte dignum haud putarem; {u-
fpicor tamen illum minus attentum'fe prebuifle, & inftituti mei ratio-
nem nullo modo fuiffe” affécutum.

Propofitum mihi non fuit ex feparatione indetermimatarum laudem
quarere; hec enim inveltigatio ab intentione mea longiflime aberat, ut

{equentia verba fazis fuperque indicant, que nulla interpreratione in a-

lium fenfum derorquert poffunt. Obfervabam ( infimitas dari formulas
diffcrentio~differentiates, ad quas pervenitur nulla adhibita coftante: to.
tidem quoque exhiberi poffe, ad quas pervenire non conceditur, nifi con.
ftante in fubfidium vocata: at quomodo ab invicem dignofci queant, &
qua ratione tractande fint, non ita compertum, meque obvium putabam).
Exemplo deinde allato, quod mihi fubminiftrabat formela x”ddx —=ddy,
ita pergebam . (Pofteriores hafce expreffiones, que (ub falfa {pecie nobis
imponunt, a veris, atque legitimis fecernere , videtur effe profundioris
in-

) Fi imprefo queflo Schediafma negli Atti di Lipfia dell’ anng 1723,

)

‘o 9t
indagationis: nihilominus certum, &, quantum fubjeGa materia patitur,
generale criterivm Mathematicis examinandum propono , quod filtem
ufvi erit in his omnibus cafibus; in quibus nos calculus integralis hand
deferit. )

- Porro generale critesinm in hec confiftit,, ut afflumpta ad libimm
zquatione differentiali fecundi ordinis, cujus integratio fit in noftra po-
teftate;, fi, quacunque ufirpata conflante, eadem {emper fummatoria no-
bis -occurrat, aut faltem, deletis conltantibus, quas integrando addidi-
mus, occurrere queats fignum cft ad nofltram @quationem differentio—
diffcrentialem perveniri, abfque eo quod necefle fuerit conftantem adhi-
buifle. Quod fi oppofitum contingat, concludere par eft, fine conltan-
tis bencficio, propofitam formulam per fecundas differentias exorcffam
ab ®quatione ¢lementa tantum prima involvente deduci non potuifle .
Canonis hujus utilitas manifefte {fe prodit; cur enim infinita Problema-
a proponi non poffunt, que fecundas differentias neceflario inv lvant?
Quomodo autem ab hujufmods queftionibus Analyfta fe expedier, mfi
noverit, quibusin cafibus @quationes conftantis afflumptionem fupponant,
aut _gigni queant, nulla ufurpata conftante?

Hinc ur methodo infervirem, & Analyltis minus peritis morem
gererem, ( non enim {olis Bernoulliis canimus. ) Syntheuca via, &,
ut ajunt, a pofteriori procedere conftitui, ut deinde reliciis veltigiis,
rem a priori perficerem. Eligendum idtaque exemplum fiut, quod in
quacumque conftantis hypothefi integrationem non_ refpueret , & pro-
pofito ex omni parte re(ponderet. Hoc autem, ni fallor, obtinui rur-
{us differentiando formulam (A ) zdx = dv , & poft aliquas fubftitu-
tiones in fequentem transformando (D) 27%1 da” ddx = &)»™** dz: z
= dy" ddy, quam inter fimpliciores numeravi, ejulque redu&icnem ope
conftantis dx: g tali pacto fiufn_affccutus. ( Ponodx; q==dp, eft autem
4 quomodocunque data per indererminatas ¥ & 7, vel earum funétiones,
& cum it dx: ¢ conltars, erit pariter conltans dp. Praterea ftatuo dy=
sdp, & fumptis fecundis differentiis; erit ddx ==dqdp, ddy=dudp , {ur-
rogatic in expretfione (D) v loribus vt fupra determinatis, orletur xqua-
tio 27%1 (7 dadim¥t e 1?1 dzdpm ¥ =47 dudp™™*, & dividendo
per dpm¥x, 2m¥1 g7 dg e 47 ¥ dy: 2 = w7dy, & {fummando, non omif-

{a conftantis g additione, &= ¢ : mdgr1 =#"V1: mge1 . 277, qua

1
. g M= ¥
@quatio dat y==x. ¢ *T e gm 4 g 1 & quia dy=undp=ndx:q,
opportuna adhibita fubftitutione, occurrit @quatio reduéa (L) dy =
i 1

i Wt= 1

@ e gm g _exdx: g, vel fi fat conftans addita g==o0, d)y =

zdx. Q. E. F.)
. M 2 Cum.
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* Cum igitur fancitus canon, ad quem ranquam-ad fcopum colline-
ant animadverfiones mex , & de quo apud Eruditum Adolefcentem

( quod mirum profecto eft ) altum ubique ﬁlentm{n, 17 tuto fit, & ex-

tra cenfure jactum poflitus, exemplumque canoni illuftrando adhibitum.
optime procedat ; nefcio quid ipfi in mentem venerit, ut me dixifle pu-

tet. (Re&e quidem afferit 1ll. Riccatus, methodo, quam vocat, a prio-

ri fepifimé difficulter formulam integrari, cujus integratio,a poflerio-.
ri nullo negotio exhiberi poteft.) Id fi dixiffem, verum utique dixiffem,
fed extra chorum f{altando, & propofitionem in medium afferendo ab in-

ftituto meo prorfus alienam. Addit ( fed exemplam, quo illud probare

contendit, fcopo, quem habet, non fat bene refpendere videtur, 2qua-

tio enim differentio-differentialis exempli loco allata hzc eft (D) zm*:

damddx = dy »*1dz: x= dy™ddy, ~quam pera&is “nonnullis fubftitutionie

bus, deduxit ex zquatione differentiali xdx=dy. ) Profe@o ut conftat ex

dictis , exemplum finem alium toto czlo diverfum refpicit: & ineptus

equidem fuiffem fi formulam inverfa methodo, & a priori a me jam in--
tegratam, pro defperata vendidiffem. Interim videamus, quomodo defe-

¢tum meum fupplere contendat Juveais nimis fortafle ingeniofus.

(Hzc ®quatio, inquit (D) differentialis fecundi gradus haud magne.
negotio a priori reducitur ad @quationem fimpliciter differentialem, ni--
mirum hoc modo. quatio (D) equivalet hui¢ dx™ ddx=dy™ =" ddy
—dy”*r 772, que pofitis dy=¢, & ddr==dq , ut integrabilitas
terminorum eo melius patefcat, degenerat in hanc dx™ ddx=g” x~""dg’
=gl g "3z, que integratadat 1 dr"¥I=— 1 g7z

m+x m+l

s C &% (per C dr"™*1 intelligo quaptitatem conftantem ar--

mef=1 e 1 [ :
bitrariam reliquis terminis homogeneam ) & tandem refubftituto pro g
valore dy, habebitur 2quatio differentialis gradus primi. 1 dx” ® i

m=1

1 T T g C dr i, fen dym i e dym Y e
me=1 meg=1
= cdr”™®2: pofito autem ¢ =0, pofteaque reduéta zquatione , habetur
2dx =dy. Q. E. F.) :

Puce acutiffimi Scholialtis fit di&um , hoc nihil aliud eft, quam
a@um agere. In ejus integrali dy ™%t = dy”® 1 g—"=1 4o (g
flat dr=dx : ¢ ; id enim permittit indeterminata arbitraria q 5 erit igitur
dx" %0 e cdxm P, g o gy g vel R g dym e

Mo
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‘ il il i L e e S
e=d"*?, & extra®a hinc inde radice g7 ¥ temc g, dx:gmdy: %.
T
3

" Conferatur modo hzc formuli cum noftra (E) , feilicet.

¥
]

df = zdr'. ¢ ® iuegm +gm*’, & patebit nullum aliud intercedere

q

difcrimen , nifi quod magnitudo conftans, quam vocat ~¢ Clariff. Berno.
ullius, a me defignatur per gm <= g. Tota ergo differéntia in hoc fita eft,
quod ifte.methodo particulari, ego vero generali, qua ad cafus infinitos
difficiliores extenditur, rem {fum profequutus, ita inftituti mei ratione
poftulante. i |

Quod fi nonnifi de premifla zquatione (D) fermo fuiflet, ira fe-
cunde differentiz ad primas nullo negotio redigi poterant . Formula
tranfeat in fequentem z#** dxmddy = ddy—dx = dp; igitur dy =zp,

dymefe 1 dy % p/
& - fubrogando in primo termino loco ipfius dy”%1 ejus valorem z7» %,
7%, erit dx"ddx = p”dp, & integrando, dx”™ oo cdy” T = p7r,
mefe 1 m <o mee3

vel dxm®3 oo cdrm ™3 = p” ¥ 1 = y"*1: 271, Q. E. F.

Verum, ut methodi generalis, quam nonnullis exemplis pro re nata
aptandam cenfui, fzcunditaterp demonftrem , obfervo ad diftinguendas
zquationes differentio-differentiales, ad quas pervenitur, nulla ex primis
fluxionibus ufurpata tanquam conftante, neceffe non effe eas integrare in

uacunque conftantis fuppofitione, fed fufficere, ut habeatur fummatoria -
?altem in aliqua particulari hypothefi, affumendo pro conftante illam
snagnitudinem, cujus ope formula propofita facilius ad prima elementa
reduci queat: imo fi nihil aliud inveltigandum fit, quam utrum ad ex-
hibitam” expreffionem pervenire poffimus, nullo elemento primi ordinis
pro cohftante defignato, id confequi licet, etiamfi aflumptz zquationis
integratio non fit in noftra poteftate.

Ut di®o fidem faciam, fit formula zddx = addy <§ wdy>. Quanti-
tates x, #sw ufurpantur pro arbitrariis fun&ionibus coordinatarum x,
& 7. In primis ftatuatur tanquam conftans fluxio dy, & ob id, cum fit
ddy=o0, erit zddx = wiy*. Fiat dx==pdy, & ddv=dpdy ; igitur xdpdy
= ody*, vel dp = wdy, & integrando omifla conftantis additione,

%

p:fﬁ‘dr; fed p==dx: dy ergo (A)dx'=dy.fir{y_. Iterum cum fit
% z
dp
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dp = wdr, & dy==dx: p; ergo pdp==wdx: z & fummando, p?==2

Z !
f‘fg’ i e >/ @4x & collocando pro quantitate p valorem dx:
z j A

wle

d)-, habebimus (B) dx=dy. \/ 2 /“; i

Sumatur modo in formula principali conftans dx, & fit ddx =0 ;
igitur — xddy = wd)*. Fiat de more dy==gqdx, & ddy=dgdx .. Hinc
— pddy = —ndxdq = wdy?: {ed dy* = q*dx>; ergo fa&a fubititutione,
—dg: ¢* = wiy: #, & fummando negle&ta ut fupra conftantis addi--
tione, 1 == dx¥ == [wdx, & tandem dy =dy [wdx (C).

G iy /7 : fT A R

Rurfus cum fit — #dgdr = wdy*, & dx==dy; q; igitur — dgqx.
q = wdy: u, & integrando, Log. 1: ¢ =/'de, fcilicet 1: g=dx:dy

2 .

= c/'@‘ x4 hoc eft (D) dx:-tfﬁ’tb: zdy.

Comparentur modo exprefliones A, B, que pendent ab ufﬁrpata.
conftante dy, cum exprefiicnibus C, D originem ducentibus ex alterius
corftantis dx affumptione. Quoniam ex mquatione (A) habemus dx—dy_
/ wdy , & ex zquatione (C) dr=dy f wdx , & utraque ®quatio ex ca~ -

podh- —

z u
none generali in eandem curvam definere debet, fi ad noftram zq'ua.'
tionem fecundi gradus nulla adhibita conftante perventum fir ;. ergo

dy /wdy 1x=dy / wdx : », hoc elt dy: 2 =dx: u. Hac zqualitate

fervata, quemcumque valorem obtineat altera quantitas «, ad 2quatio-

?:Ln zda{r:zdrda:j: dy == wdy?, in qua leco ipfius # faQa eft debita

aubrogauo, pervenire poflumus ablque cornftantis auxilio.. ‘
Iterum comparentur zjuationes (B) , & (C), hoc eft dy —

dy \/ s /’w.!x 1z, &dx :dy/w—dm, eritque \/ ZW oL

/ wdV: g, & diffcrentiando, edy: 2 = wdx /wdx , vel u =-fwdx .
% “u =z v
In

7 "In ‘hoc quoque cafir fafta’ opportuna fub®itutioné , haberi pz)re&
formula principalis per fecundas differentias exprefla, & ad quam perve-

“nire licet nuila affumpta coftante. Alie operationes , & comparationes
_-inftitui poffunt; fed hec ulterius profequi non vacat, cum hucufque di-
- &a fatis fuperque methodi ufum oftendant .

- Redeo ad do&ifimum Danielem Bernoulliuni , qui fecundo loco

.inadvertentiz me accufat, dum. al} zquatione Log. dx = y tranfeo ad

dy

fequentem dx = Y’ . Legendum porro erat dx = ¢’ ,quemerrorem
s z- | i

“in notis five #plarum fimilitadini, five mez infcribendo, vel exfcribende

‘ofcitantie tribuam, nefcio. Hoc unum fcio, confequentiam effe legiti-
mam, & cun defeGtus ‘non in re, fed in {peciebus confiftat, corrigen-
dus potius erat quam notandus; hanc enim veniam damus & petimus
vicifim , ut lapfum in fignis negligamus , nifi in paralogifmum con-

" clufionis definat. Vix hujusmodi errores vitari poffunt , & data occa-

fione admiofiéo in mea Diflertatione p.€9. n.4.(a) pro ®quatione dx =

dr; q. mq-i-g"'."x hanc. aliam f{ubftituendam effe dy = dy: x =

dy . m +g"~*'= q.

Similiter pag.70. (b) §. Supereft, poft ea verba (affignate conditio-
tiones adimpleantur) legendum eft an fcilicer inveniri poffic zquatio dif-
ferentialis, que nom mutetur ad murtationem conftanus , & que rurfus
differentiata &c. Ita fenfus, qui nullus erat, fir planus, & apertus, atque
humaniffimo Scholiafti gratias ago, quod corre&ioni locum dederit , &
defe@um five {cripture, five impreffionis mihi non imputaverit.

Fateor interim me conjicere non potu:T:, quid {ibi velit laudatus
Bernoullius his verbis. ( Poftea transformat ®quationem dx: dy ==’ ( lo-

co 17 fubftitnam femper »’ ) in hane dx=n’dy, ex qua colligit_(_{._r_zdj,

X

id quod verum eft, fed patet, Cl. Riccatum hanc confequentiam for-
mando {upponere x =7, qua eft ipfiffima ®quatio pro logarithmica,
uti dudum hoc oftendit Pater meus Vid. Afta 1697. p-293.3 unde liquet
Riccatum delabi in petitionem principii, dum fupponit equationem effe
pro logarithmica, quod id ipfum et , quod demonftrare fibi propo-
fuit . )
Quod formula dx =¢'dy in alteram dx: x==dr tranfire queat, non
ut demonftrandum affumpfi, fed ut notum fuppofui. Quid pluribus ver-
bis
(a) Nel prefente Tomo pag.89.
(b) pag.86.
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bis opus erat in re tam facili? Mirari fubit Clariflimi Juvenis nimiam
fortafle confidentiam; quomodo enim hariolari potuit me ad dedu&ionem

roceffiffe, nonnifi fubrogando -x pro quantitate exponentiali ¢’, & ob
id petitionem principii admittendo? Cum de methodo redu@ionis verba
non fecerim, Bernoulliana- oppofitio mera fufpicio eft, qua nulli co-
nje@urz innititur & fola negatione eliditur. Sed ipfi in re fatis obvia
morem geramus. Quoniam dx ==¢'dy, fiat ¢'==x; igitur y = log. z, &
differentiando, dy = dz: fcribo z, pro¢”, & dx pro dy; ergo dx =iz,

% z .
& integrando, x == x &= 4, quo valore fubftituto in formula dy =dx
%

~

altera oritur dy = Ax _, vel dy == dx, pofita 6 ==0. Zquatio itaqué d.

X~a x ! =

== ¢'dy tranfit in fequentem dx == dy Q E. D. '
x \
Quod attinet ad Problema, nempe in formuls ¥”dx==dy 4o undx,

x.

dato exponente 2, determinare valores alterius exponentis # , ut fig-
cedat indcterminatarum feparatio, illud mon ea mente propofui, ut Mz-
thematicis veteranis, & pracipue Geometricz, ut ita loguar, Bernoullio-
rum familiz impervium putarem. Cum enim ¢jus {olut:onem invenerim,
dum adhuc utrum folvi poffet ambigerem, cur ab aliis, quos de fuccef=
fu certiores feceram, enodationem non expe&arem 2 Noveram infuper
Cl. Vicum Nicolaum Bernoullium laudati Johannis filium huic quaftio-
ni, quam ipi amice communicaveram, elegantiime farisfecifle. Proble-
ma igitur non e trivio petitum, & quod novam requirit induftriam,
cui bono in publicam lucem emiferim , ex noftra diflertatione colligi
oteft. Non enim id faGum, ut quemquam laceflerem, quod profecto ab
ingenio meo nimis alienum eft; fed ut comparando inter fe varias me-
thodos, quibus Viri do&iffimi propofitum affecuti fuiffenc, aliquid lumi-
nis indeterminatarum feparationi affunderetur. Vix fieri poteft, ut fine
guli Analyfte eadem progreflione utantur, & ut methodus unico tan-
tum Problemati inferviat. Quod fi virj Clarifl. Bernoullii folutiones inven-
tas Geometris non invidebunt, calculi integralis fines etiam in hac parte
proferent, & mihi aliquid accedet laudis, quod occafio faltem fuerim,
ut talia ederentur.

DA-
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DANIELIS BERNOULLI.

Esplanatio Notationum fuarum .

'PRimum, quod obiter notavi in Riccatianis Animadverfionibus , ver-

X fatur circa xquationes (B , ac (D), quas zquali fere facilitate in-
tegrari obfervaveram, ac propterea vix conciliari poffe verba Cl. Ric-
cati, quibus polterioris integrationem majus artificinm poftulare , prioris
vero nullo negotio abfolvi afferit, atque hoc pado fieri tran{mutationem
formule (B) in alteram (D) quodammodo inutilem , utpote quam non
alio inftituit fine, quam ut pofterioris integratio fieret magis ardua: ut-
que adnotationem meam {uffulcirem, oftendi, quam facile fit @quatio-
nem differentialem fecundi ordinis (D) ad fimpliciter differentialem re-
ducere. Quid vero in ifta reductione defiderandum £, prorfus ignoro,
nec adeoque video, quo titulo, me actum egifle, dicere queat Do&idimus
Riccatus in fua Appendice. Quod fi iple infignis vir loce formule (D)
aliam dediffét, fur integrationem denfiori velo occultantem, non f{olum
extra memoratam fe pofiturus fuiffer cenfuram, fed & fimul melius ins
geniofiffimz f{uz methodi @quationum reducendarum praftantiam mani-
feftaturus, hocque unicum fuit, quod defideravi, dum dicerem, reffe qui-
dem afferit Hll. Riccatus, [wpiffime difficulter methodo, quam wocant a priori
formulam integravi, cujus integratio ‘@ pofteriori nullo nogotio exhiberi poteft:
Jed exemplum , quo illud probare contendit, [topo, quem habet , non fat be-
ne refpondere videtur: que verba non ita interpretanda velim , ut fecit
Cl. Riccatus, quafi nimirum credidiffem, fcopum primarium ipfi fuifle,
exemplo monftrare, quam difficile fit a priori integrare formulas, qua-
rum integratio  pofferiori conflat; facile enim quilibet perfpicere poreft,
Virum Acutiffimum in animo habuiffe, oftendere , quomodo dignolci ab
invicem queant ®quationes differentiales fecundi gradus , que pro fua
reduéione conftantis pofitione opus habeant, vel non habeant; optime-
que inftituto fuo precipuo defunétus cft . Attamen hoc non impedic,
quin digreffienem illam, qua ®quationi (B) aliam inducit formam , vi
deatur eo fine fecifle, ut novam exhiberer formulam, veluti (D), ma-
jus integrationis artificium poftulantem, & cujus fimul integratio a po-
fleriori paterer: nec male hic applicantur verba ipfifiima Clarifl. Riccari:
dum [inthetica vie infiftimus, ex difficultates, de quibus fermo erit , wix
occurrunt , qua tamen evitari nequeunt , [i problema alignod proponatur [fe-

sunda elementa involvens, & analytica methodo procedendum fit.
Non

La prefente [picgaxione delle [ue Annotazioni la fece inferive il DottiTi-
mo Signor Danicle Bernoulli negli Attt di Lipfia dell' anno 371 i
lezve parimente nelle Efercitazivie matematiche dello flelo $:z. Bir-
noulli flampate in Pencxia per Domenice Lovifa 'aimo i724.

\
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9'Non credidiffem, hane meam in Riccatianas Animadverfionés ad-
notationem , ipfum Riccatum parum , vel nihil offendentem , tanta
explicatione indigere , nec illam dignam exiftimaffem, de qua vel ver-
bulo mentionem moverem, nifi magnam partem Doct. Riccati Appen-
dicis in ipfius refutationem collineare vidiffem. i A igih il

Secunda mea notatio.indicat errorem, quem ex madver'tenn_a in
Animadverfiones Riccatianas irrepfifle, atque corrigi pofle, dixi, i pro
1 fcribatur #7, ubi per 2 intelligitur numerus, cujus logarithmus eft
unitas. Hinc conqueritur Cl. Riccatus in appendice fua de mea fincera
agendi ratione, inquiens tales errores corrigendos effe, non. notandos.
Mihi fane videor id ipfum feciffe, quod defiderat; correxi enim errorem
cundemque indicavi, non notavi, expreffis innuens verbis, errorem ir-
repliffe ex inadvertentia; melius meo quidem judicio feciffer confitendo
talem inadvertentiam , nec fummis viris ignominiofam, quam errorem
attribuendo  ofcitantiz in exfcribendo ¢ vix enim verifimile eft in
eundem calami errorem bis incidere, atque dum fe ex inadvertentia
purgare conatur , obfcuritatis {e accufat: nam fi loco unitatis fcripfifiet
litteram ¢, définiendum fuiffer, quid intelleGum velit per litteram illam
a novo introdu&am, & mox aliam fignificationem accepturam, in feo
quentibus enim per ¢ intelligit quantitatem quamcumque conftantem.

Tertia mea in Do@iffimi Riccati Animadverfiones notatio pertinet
ad ipfius demonftrationem, qua oftendere fibi propofuit, formulam =
ddy = dy* logarithmicam reprefentare . Nemini certe demonfiratienem
illam perlegenti fufpicionem non movebit Cl. Riccatus, fe in illa idi
pfum fuppofuiffe, quod oftendere fibi propofuerat : unde mihi videor
non abfque ratione indicafle, latere petitionem principii in demonftra-
tione Riccatiana.

Verum ipfa demonftrationis verba fecundum Au&oris mentem cor-
re@a tranfcribam; remanent, inquit Cl. Riccatus, = ddy = d»*, vel=—=
ddy : dy=dy ,'&" integrando log. dx:dy=y.veidx:dy = ¢, hoc ¢t dx=
eydy, & tandem dx: x = dy , que aquatio dat logarithmicam vulgarem.

In hujufmodi demonftrationibus, ni fallor, quealibet zquatio ita
ex precedenti deduci deber, ut deduionis principium fit fimplex , &
omnibus obvium: hoc ipfum in memorata demonftratione egregie obfer=
vatur; ubique enim talis inter duas proximas @quationes elucefcit conne-
xio, ut transformationis findamentum fimpliciffimum fit , atque vel
primis tyronibus obvium. Quis itaque non eodem modo comparatas ju-
dicet duas ultimas ®quationes dx = cdy, & dx: x = dy , atque credat
unica opus cffe per fe clara fubftitutione , ut ex priore habeatur for-
mula pofterior 2 Hoc autem {i {t, neceflario transformationis funda-
mentum eft fuppofitio @qualitatis inter x, & ¢'; etenim divifo primo
®quationis penultima meombro per x, & altero per ¢#, obtinetur zqua-
tio polterior, unde manifefto ponitur x=¢”, qua =quatio Logarithmi-
cam reprefentar, adeo ut in Riccatiana demonftratione id ipfum fuppo-
matur, quod eft in quaftione.

Ean-
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Expofitam meam notationem ut eluderet Riccatus, querit, gxome-

do bariolari potucrim , {e ad dedutionem proceffiffe non nif; fubrogando
x pro ¢’? Hariolatione fane opus non cft, ubi fola contemplatio de-
monftrationis fufficit: nifi cnim longam multarum fubftitutionum con-
catenationem inftituere velit, nunquam formulam dx=:¢'dy tranfire facict
in alteram dx: x=dy abfque petivione principii ; talem vcro transfor-
mationum feriem , {i tanquam notam, & obviam ponere velic, tota de-
monltratione fuperfedere potuiffer; nam longe magis obviam puto tranfi-
tionem prime formule in penultimam, quam hujus in vltimam . Vitie
itaque petitionis principii {i libera effer demonftratio, infigni defectu la-
boraret . Scd huic five vitio, five defc@ui optime medetur Vir Eruditif-
£fimus in apvendice {ua, ubi demonftrat wentitatem inter @ uationes dy=
cdy, & dx: x==dy, quam equidem demonflrationis partem male ante
cmiflam «fle (i modo, ut dicit, confulto omifit) ex co conftare potc(t ,
quod illa fola multum excedat reliquum demonftrationis. Quod i forfan

" nimium, & intempeftivum brevitats {tudium omiffionis illius caufa fue-

sit, potuiffct eadem brevitate, & iifdem fere verbis totam demonfira-
tionem zblolvere (nih forfan Paternorum feriptorum allegationem fafti-
diffet) hoc modo: remanet —ddy == dy*, vel — ddv: dy =dy, & inte-
grando log. dx: dy==1y, vel dx: dy = ¢, hoc et dx = c'dy, & rurfus
éitegrardo x = ¢, (cft enim dy== dc’, vid. A. Lip[. 1697. p. 291.)
que aquatio dat Logarithmicam ordinariams vid. AG. cit. p. 294.

SCHEDIASMA IX

Delle quadratusa della Poft-evolura della Cicloide Letrera dell’ Ausore
al Sig. Bernardino Zendrini.

IL Problema propofto , e fciolto da VS. Eccellentifl. mi fembra une
dei pi difficili della Geometria , ed 1o cenofcendo la fua perizia
in quefte profonde [peculazioni, ftimava fuperfluo il tentarne lo [ciogli-
mento, dopo d'efleri ella intcrnata nella materia . Contuttocio per f{e-
condare il fuo invito, e per ricavar forfc qualche nuovo lume dalla
d{xrvcrﬁté de’ metodi , le mando la mia foluzione tal quale ella pofla
effere.

Sii dunque data qualfivoglia curva ABD ( Fig. 19.) la di cui evo-
luta fia AHF, e la polt-evoluta DV ; egli ¢ certo, che tirata dal pun.
to B prefo ad arbitrio la tangente GBM, la retta GB {ard uguale al-
Ia curva AB, e la retta BM alla curva BD, dunque la linea intiera
GBM fard uguale a tutea la curva ABD; e perché cio fempre fuccede,
in qualfifia fto della curva fi prenda il punto Bj; ne fcgue, chlogai tan-
gente terminata da una parte nell’ evoluta, e dall’ altra nella polﬂ-cvo-

N = uta
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luta & fempre uguale alla curva ABD, ed in confeguenza coftante.

Cid fuppofto , tirata dal punto A la linea Az parallela alla DE
tangente della curva data nel punto eftremo D, e defcritto dal centro A
Parco di cerchio INa, il di cui raggio fia uguale alla curva ABD, o
alla fua tangente GM, dimoftra il Sig. Gio: Bernoulli negli Acet di Li-
pfia al Mefe d’ Agofto dell’anno 1695., che I'arco INz ¢ uguale alle due
curve AGF evoluta, e DMI poft-evoluta. : : :

Nel noftro cafo l'arco predetto fard un quadrante di circolo, pere
ché le due linee AE, DE, che toccano la cicloide ne' punti eftremi
A, e D, formano un angolo retto nel puanto E. In oltre il femidiame.
tro Aa uguale alla periferia della cicloide fard doppio della linea AZ
diametro del circolo! generatore, e percio la circonferenza del quadrante
fard uguale alla circonferenza del circolo gencratore . Se dunque da
quefta circonferenza io fottrerrd la curva AHF, la quale per effere ung
cicloide fimile alla prima & dupla del diametro AZ, rimarrd la curva
DMI eguale alla periferia del circolo generatore , meno il doppio del
fuo diametro. -

Stimo inutile I’avvertire, che nella maniera ftefla i pud determi-
nare la mifura di qualfifia porzione della curva DMI.

Quefto, com’ella vede, ¢ un femplice Corollario della propfizione
univerfale del Sig. Bernoulli. S’ incontra maggior difficoltd nella quadra.
tura dell’area DEI, mentre offervo, che la f{ua formula riefce molto
compofta, non oftante le varie {oftituzioni opportunamente inferite. In
quefte anguftic io foglio trafmutare il miftilineo, di cui fi defidera la
quadratura, in un altro pia femplice, fe pure la trafmutazione ¢ pof-

fibile .

Nel Problema, che abbiamo per le mani, giacché mi fi prefenta I'oc-"

cafione di ftendere la fpeculazione del Sig. Bernoulli, Ella mi permetta
di difcorrere generalmente nella feguente maniera.

La linea GBM tocchi la curva ABD nel punto B, c tirata dal pun-
to A centro dell’arco circolare INA la lineca APN parallela alla predet-
ta tangente, fi prenda la linea AP uguale alla curva AB, o alla por-
zione BG della tangente; per il punto P, ed altri infiniti determinati
nel modo fteffo paffi la curva AP Qa.

Dico, che I'area APQa ¢ uguale al miftilineo comprefo dalle due
curve ABD, AHF, e dalla tangente DF.

Prendafi il punto g infinitamente proffimo al punto B, ed alla fe-
conda tangente HeL fia parallela la linea AQQ.

Perche le due linee Gg, Hg fono parellele alle due linee AP, AQ,
P'angolo PAQ fard uguale all'angolo GgH: ma la linea §G=BG per
la minima diftanza de’due punti B, g, & anche uguale alla linea AP
per la coftruzione; dunquei due triangoli APQ, GgH fono uguali.
Ma il triangolo APQ ¢ I'elemento dell'area APQua, ed il triangole
G¢H ¢ elemento del miftilineo AgDFHA 5 dunque quefte due fu-
perficie faranno uguali, il che dovea dimoftrarfi.

Di
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Di vantaggio tirata dal punto A la linea APN ad arbitrio, 1a quale
interfechi la curva fopra defcritta APa nel -punto P, ¢ I'arco circolare
nel punto N, prendafi la linea AR uguale alla PN, e per il puato R,
ed aleri fimilmente trovati pafi la curva ARL
Dico, che I'area ARI ¢ uguale al miftilineo contenuto dalle due
curve ABD, DMI, e dalla tangente AI. La tangente GM ¢ uguale al
raggio AN: ma per la coftruzione GB=AP; dunque PN= AR = BM.
Per il rimanente s applichi la fopra pofta dimoftrazione.
Suppongafi ora, che la curva ABD fia una cicloide, dico, che la

‘curva APQua {ard un femicircolo. Intendaft fopra il diametro AZ de-
Acritto il femicircolo generatore AVZ. i

La linea BG tocca la cicloide nel punto B; dunque fard paralleia

alla corda AV: ma la corda PA ¢ uguale, e parallela alla tangente BG

r la coftruzione; dunque per la proprieta nota della cicloide fard du-

pla della corda AV. Eflendo pertanto Ae doppia di Az ; dunque come

‘Az ad Aa, cosi AU ad AP: ma il punto U ¢ nella circonferenza del

cerchio generatore; dunque il punto P ¢ nella periferia d'un altro cire
colo, ch’ha il diametro, doppio del primo, il che dovea dimoftrarfi.

Refta, che s’indaghi la natura della feconda curva ARI; Sia AR=%;
AX, ovvero KR=y, XK, ovvero AK=ux; AN=a.
Gia che AR==2; dunque RN=¢~-%; ma AR =PN per la co-
firuzione; dunque RN=AP==¢-%. Per la natura del femicircolo APz
Aa i AP : : AP : Af
a4 :ax::a%t at-2ax =%
Di pit ftante li triangoli fimili AXRe®, AfP,
AX : AR :: Af : AP
yi% i atmardErtia-y,
a
e ridotta I’ equazione,
ay=2y==atx -4z 25,
’

¢ divifo 1'uno , e laltro termine per a-x, f{ard ye= az - 27,
a

e dy = adx=—224%. Ma o r=V22-2; dunquex:}_“ 24X~%% 5

a a

Quindi xdy =azdz-222d% /az-zz . Per sitrovare pii fpeditamente
an

¥ in-
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I'integrale di quefta equazione pongo AP == RN ==g=z==7, e fatte_

I' opportune foftituzioni trovo
&dy =1t v aa~ts — 3tde Vaioit 4= w2dtVag—rt . S avverta, che
a aa

aP= v a*~tt, ¢ che I'elemento dello fpazio aPQa===dtVa*—1t; duns

-
-

que /__dn/az_,; = ¢ due fegmenti aPQz, dronde i vede I’ integra- .

gione del primo termine dell’omogenco di comparazione. Quanto al {e=

—3

-
a

condo, egli & integrabile, eflendo f = 3tdt V a*—t* == qa—tt "= aP-.

a. a Ac

* . . . s 5 E N tt I X
Per ridurre il terzo, fi denomini Af==#, e avremo » == — . Facendo
I a 1 !

dunque fvanir la 2, fi avrd dx Van—un, la cui iotegrale ci di il femi-

fegmento AePf A; dunque [xdr:—z. an’aq-Aer’fA-vl-—aI-’3 ~Gy
la quale G ¢ la ceftante da determtoarfi opportunamente.

Prima di paffar oltre dichiariamo il metodo da unfarfi per rinveni-
re lo fpszio ARI Se dal centro C del circolo gencratore della cxclorde
condurrd una parallela all'AI, effa toccherd la noftra ‘curva ARIT, e il
punto del contatto divideralla in due parti. In virtd della noltra formus
la ritroviamo prima lo fpazio rinchinfo tra la parte finiftra , ¢ le due
coordinate;; indi quello, ch'é ferrato dalle fteffe coordinate, dalla parte
dettra della curva, e dalla retta Al. Sottraendo pot il primo dal fecon-
do di quefti {paz), rimarrd lo {pazio ricercato ARIL.

A rnitrovar il primo convien riflettere , che nel punto A, in cui

dev'effere ﬁd; —o0, s’annullano tutte e tre le x, 7, %, e la linea AN

viene a coincidere coll’ Ae. Dunque il fegmento aQPa infieme colla corda
AP s annienta, ed il femifegmento AePf diviene eguale al femicircolo

APa; dunque 0=APQiA— G, o fia G == APQaA. Quindi la vera

-3
formula fard [ xdy ==—2. aQPa -~} AePfA == aP — APQsA.
Aa

Fiffiamo or la coftante neceflaria a determinare I altro fpazio :

Quando quefto fvanifce, la y == o: ma wnto la x, quanto la
’ Z
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2 == Al=aq, ela AN viene a cadcre fopra la 'AT; dunque il femife-
.gmento AePfA s'annulla, la Pa diviene = Aa, ed il fegmento aQPa £
tramuta nel femicircolo APQgA. Sara dunque o === 2. APQdA =

Zig o iy,
Aa2 Gy o0 fa==—2, APQaA_-In Aa , le quali determinazioni ci dan-

mo la vera formula fxii] =e=12 . aQPa = AePfA oo

- ) -3
aP o= 2. APQeA— Aa .
Ae
In amendue le formule fi faccia y==AC== a ; ¢ fard ¢ = ¢ AZ.

4 2

In queft’ ipotefi i punti R, P fi congiungono in uno, e la corda AP far2

eguale al raggio delcircolo APz, e per confeguenza lato dell” efagono i-
fcritto; dunque 2P lato del triangolo equilatero ifcritto, a cui fard egua-
le la doppia Pf. Sichiami== B quel {egmento nel circolo APa , che
vien contenuto tra la terza parte dell’intera circonferenza, e la fua cor-
da, ch’ ¢ il lato del triangolo equilatero ifcritto, e quefto lato fi chia-

mi C. Nelle noftre fuppofizioni {ard 4QPz = B, ed A¢ PfA = 1 B-

' 2

Percid nella fuppofizione di y== & avremo il primo {pazio ﬂdy =
4

== 3 B e C3 = APQMA, ed il fecondo de’detti {pazj fard fxdy =
Tiag o P

o 2
-2 B e 2’ oo zAPQa A = Aa , e quello fottraendo da quefto ,
2 a

i
refterd lo fpazio ARI == 3APQ ¢A — Az .

To non m’inoltro di vantaggio; perciocché fe dall’ area ARI io
fottrerrd I"area ABDEA eguale al femircolo generatore AUZ , rimarrd
Parea cercata DEI.

_ Ella ¢ pregata a confrontaré quefta con la fua foluzione, mentré
io non avendo l'analifi della fua, non fo come ottenere I intento.

Para-
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| Pamgréﬂ» 4 una Letrera del Sig. Bernavdino Zendring
all Awurore .

N efecuzione de’ reveriti comandi di VS. Illuftriima ecco I’ adalifi
I della quadratura della poft-evoluta. Sia (Fig. 19.) AZ = 27, AY
=y, AV= v 2rx, a cagione del circolo AVZ, VZ = \/W, I'ar
co AcV =u, e lalro UTZ=1Z, MB a caufa della cicloide == 4=
o ¥ 2rx. Sia pure per abbreviare Virr—xx==p, Vrx =q, ¢ A
\/4-;;:;; — m. Sard dunque per caufa de’ fimili fetori 78T, BML;
ZV:VIW: ST=_r_d.§‘__:': BM=4r;z Virg: ML =
ardy = __2rdx = 2dn e adm , per caufa che ds =

ot

Varaxx Veqr-arz

rdx s edm== —=—rdx
filitindniolsss —_—
Varx - xx v 4rr=—2r%

Di pit BML = ML. 31 BM = 2du = 2dm. 27 =9 = grdneqrdid

N‘u

o= 2gdy===24dm. Ora gdr = rdx. Varg = rix. Vi = arde

Y (PP Vor—zx Vv rr—arx

ar. sdy == 2rdm; dunque — 2gdu == 4rdm, ¢ grdn = 4rdiis

i

vV grr-2xx
agadn = 2qdm == qrdi <= 8rdm—2gdm, ed integrando, fard lo {pazie

IADBMI = gru == Srm == 2 /—- qdm =8CVcA == gVcAV o= S = P
la qual coftante P i troverd nella feguente maniera. Se AY = o, lo
fpazio TADBMWI fard = o; per lo che fa di meftieri, che la di l.lll efpref-
fione fia in tal cafo =—o, cd i membri 8CVcA, ¢ 4VeAV in quefta
fuppofizione {pariranno: ma 8rm = SCA. ZR diventa = SCA. AZ=

2 - .

45{ 5 dunque P=41TZ—‘ ; ¢ percid fara IABBMI = SCVecA =

i
4VeAY o 4AZ. ZV—4. AZ . Che
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Che fe fupponiamo cadere il punto V in Z ritroveremo tutto lo
fpazio IABDM[ =2 dodici femicircoli AcVZ — quattro quadrati del
diametro AZ; e per confeguenza lo {pazio DMIE = ad undici {emicir>
colt AcVEZ —quattro quadrati del Diametro AZ ; il che ec.

Penexia i 21, Marzo 1710.

8i feguira a trattave con differente merodo della quadrarura
i della Poft-cvolura della Cicloide .

LEMMA PRIMO.

Sla il quadrante di circolo ACB (Fig. 20.), e fopra il raggio AC in-
tendali defcritto il femicircolo ADC. Efca d:l punto A qualfifia
corda AD, e condorta dal punto D la tangente DK, la quale concorrera
neceffariamente con la linea AK perpendicolare alla corda AD, § tirino
fe duc rette DM, DC : dico, che le tre lince CD, DA AK f{ono propor-
zionali . ‘

L>angolo KDM per la proprietd della tangente ¢ retto, come altresi
& retto I'angolo ADC nel femicircolo; dunque fe dall’ uno, e dall” altro
fi forererra | angolo comune ADM, fard I'angolo KDA uguale all’ an-
golo MDC, ovvero all’angolo MCD, ftante I' uguaglianza delle due
rette MD, MC. Saranno pertanto fimili Ii triangoli KDA, ACD, men-
tre oltre gl'angoli uguali KDA, ACD, anro gli angoli KAD , ADC
retti; dunque come CD a DA; cosi DA ad AK: il che cc.

COROLLARIO.

Quindi fia ATl =a, DI =x, che fard la corda della nuova curva,
che abbiamo ad efaminare, DA —=a~x, DC = V' 2ax-x%; il valore della
fattangente AK cfpreflo per x fi fcoprird = a®~2ax4-x?

Viax — a2

LEMMA SECONDO.

Suppofta la preparazione dell’ antecedente Lemma, alla retta DI
intercetta fra le due circonferenze del quadrante, e del femicircolo pon-
gafi eguale I' AG, e per il punto G, ed aleri infiniti trovati nella
flefla maniera paffi la curva BGA, quefta fard la linca, ché deve pre-
fentemente confiderarfi.

(o) Sia
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Sia propofto da qualfiveglia punte G tirae Ia tangente GO. La
ginea KAO (a perpendicolare alla corda AR5, e la retta DK rocchi il
femicircolo nel punto D. Prendafi la feconda corda ALF infinitamente
profima alla prima corda ADG, e dal centro A fi defcrivano li minimi
archi DE . GH. Chiamo la coftante AI==a, 'indeterminata AG=xIafua
differenza FH =—dx, I'altra indeterminata AD per l'ipotei=a~=x,la
fua differenza EL =—dr, la f{uttangente del femicircolo data , cioé
AK=s, la cercata AO=¢.

Gia che fono fimili li triangoli LED, DAK ;

DA: AK :: LE : ED
a-x: s 3 -dx:-ﬂJ_r
a-x .
Di pitt per la fimilitudine de’ triangoli, o {cttori ADE, AGH
AD : AG :: DE : GH
ax: X 33 -sd_x: {xdx .
a-x a*—2ax-f=x> '

Finalmente per effer fimilili due triangoli FHG, GA®

FR: HG:+ GA : AO - -

dx : —sxdx 2 Xty
ac~2ax-=x*

e ridotta I’equazione, t =-sx*
a*—2ax = X*

il fegno ncgativo prepofto alla quantitd —sx* indica, che Ia futtangen:
biliiag yErs

t¢ AO deve prenderfi dalla parte oppofta della futtangente’ {emicirce~

lare AK.

LEMMA TERZO.

Sia qualfivoglia curva AGB, ch’abbiarelazione al punto A, fa di
cui {uttangente prefa nella perpendicolare alla corda AG fia AO. Fatts
centro in A, deferivafi I”arco’' GR,, ed al punto R pongafi la perpendico-
lare RP uguale alla futtangente AO, e s'intenda defcritta la curva APSU,
la quale paffi per il punto P, e per altri punti determinati nella fefla
maniera; dico, che lo {pazio ABV ¢ duplo dello {pazio AGB.

Intendafi condotta un altra corda AF infinitamente vicina alla cor<
da AG, e dal centro A deferitto I’ arco FT'; I’ applicata TS fia ug,m\leIa ak
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la futtangente corrifpondente al punto F, e finalmente fi tiri la linca
PQ parallela all’affe. Il triangolo FHG ¢ fimile al triangolo GAO; dunque

FH= TR : HG :: GA: AO= RP;
dunque il rettangolo TP ¢ uguale al rettangolo AGH, ciod doppio del
triangolo rettangolo AGH: ma il rettangolo TP ¢ I’elemento dello {pa-
zio ABV, ¢ il triangolo AGH ¢ I clemento dello {pazio AGB; dunque
lo fpazio ABV & doppio dello {pazio AGB: il che ec.

: Propofixione Prima.

Sia la curva AGB quella ftefla, che fii defcritta nel feconds Leme
ma, e {uppolta la coltituzione del Lemma precedente, abbia ad in-

dagarfi 1" equazione locale della curva APV. L'applicata RP s'appelli y,
I'abfciffa AR=AG x, e per lo ftcflo Lemma fecondo la futtangente

AO=RP fand sx? =7, Cl0¢ sx? == g?—2ax<=x3.7.
a*—2aX4=x*

In Iuogo di s fi collochi it fuo #aloré efpreflo per = conforme it
€orollario del primo Lemma, cio¢ a*-2ax 4=2* ; dunque

« ’.dx-'“.t‘;

i m———— —
@ ~rax 4 I's X —————
ST I L = g%—2ax s x* .y, e divifo 'uno, e I'altro mem-

v 2ax—Xx*

bro per a*~2ax<=1*, s'avrd la feguente equazione

o

%2

v = y: il che ec.
2aX=x3

COROLLARIO.

Dall’ equazione- locale x= =y, ovvero ¥% ==* {i rac,

2a-x

v 2ax~x2

coglie la linea APV effere la ciffoide di Diocle defcritta in un quadrante
di circolo, efferido uguali le linee AB, BV.

La quadratura poi della ciffoide dipendcnte da quella del circolo,
effendo notiffima, {hmo fuperfluo I'inveftigarla.

O : SCo-
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La curva AGB (Fig.21.) defcritta nel quadrante ACB pud eften-
derfi fuori del quadrante; imperocché compiuti li circoli CBLM, ¢
CDAE, nell’altro femicircolo CEA s'applichi la corda arbitraria AE,
la quale prolungata tagli la circonferenza maggiore in K, di poi pren-
dafi la rerta AH eguale ad EK intercetta tra_le periferie del circolo
maggiore, e minore; ed il punto H con altri fimilmente trovati fia alla
curva BHF ; {ara ?ucﬁa la continuazione della curva AGB. Chiamara
dunqug AH x conforme il confucto, la corda AE fard xy—a, mentre
era prima a—x. ‘

Quefta mutazione non varia in conto alcuno il valore della futtan-
gente , come fi pud vedere dal calcolo, e per confcguenza -la f{ustan-

gente fard fempre = «x*

\/za‘x-x'

. Prefa pertanto AQ=BM, ¢ deferitto il femicircolo ANQ divife
in due quadranti BNA , BNQ, fe nel quadrante BNA £ formera la
ciffoide AON; lo fpazio ciffoidale ABN far2 doppio dello fpazio AGB,
come fi & dimoftrato. Prolunghifi la ciffoide in P, di modo che I'intiera
ciffoide ANP fia quella, che appartiene al femicircolo, ¢ manifefto, che
lo fpazio ciffoidale infinito AQRPNA ¢ doppio del curvilineo AGBHEF.
E percheé lq {pazio intiero cifloidale ¢ triplo del femicircolo ANQ , ne
fegue, che il curvilineo AGBHF fard triplo del quadrante BNA . La
curva AGBHF fi nomini concoide circolare, gia che ha qualche fimili-
tudine con la concoide di Nicomede, fe fupporremo, che la retta, af-
Gintoto della concoide, fi tramuti in una circonferenza di cerchio.

Propofixione Seconda .

_ Sia o fpazio curvilineo IPXO ( Fig. 22.), divifo in minimi trapezj
di ‘baf‘e ugnale LR, MT ec., e concepHcanfi le parti della curva,
ciod RP, TR ec., ed i loro feni PQ, RS ec. fleflibili a guifa
& un filo; potra dunque, ftando rigide applicate LP, MR, il trapezio
LMRP cangiarfi nel tilineo AGF, fe fupporremo, che li punti L, ed
M s'unifcano in un fol punto. Che (e cid i praticherd in ogni tra-
pezio, di modo che tutti li puati detla divifione dell’ affe fi congiunga-
DO in un punto, nafcerd la nuova curva AGB ed il punto A rappre-
fenterh il concorfo di tutti li punti I, L, M, N, O. Giacomo Gregos
rio chiima la figura AGB involuta, ed evoluta la figura 1XO , delle
quali i verificano le {eguenti proprieta .

1. Tramutandofi il retrangolo minimo LQ nel fettore di circolo
AGH, «d effendo langelo AGH retto, e la linea AG per I ipotefi
uguale ad LP; il rettangolo LQ fard doppio del fettore AGH; e per-

che

.10
che cid f verifica di tutti glialtri rettangoli, e feteori; ne fegue,’che
lo fpazio IXO fard in proporzione dupla allo fpazin AGB.

2. Per la coftruzione la minima curva PR ¢ uguale alla minima
curva FG; dunque le due curve IPX, AGB faranno uguali.

3. Il triangolo GHF ¢ fimile, ed uguale al triangolo PQR:; im-
perocche quefti triangoli anno turti i lati corrifpondenti eguali, e retti
Ii due angoli alli punti Q, H: onde fatto I angolo GAK retto, e ti-
rate dalli due punti analoghi G, P le tangenti GK, PZ, faranno tra
loro fimili li due triangeli GAK, PLZ: ma la linca GA ¢ uguale alla
PL; dunque anche le due futtangenti AK, LZ faranno uguali.

Suppofto tutto cid, fia la noftra curva AGB, la quale fi confideri
come involuta, e fi cerchi la natura della fua evoluta IPX. Chiamata

al folito la corda AG x la futtangente AK fard = x° . Egli ¢

\/ 2ax—x?

dunque cvidente per le premefle , che dobbiamo trovare una curva,
ch’abbia relazione al fuo affe, nella quale pofta lapplicata LP==1x, la

futtangente LZ fia fempre = x*
— ——
Vaax-x2

Sia per tanto LP==x; QR=dx; IL=y PQ=dy; dunque
RQ: QpP::PL: LZ

C R 7 A E S ’
S
v 2ax-x*
ciod a dire mutata I analogia in equazione , dy = xd¥ , la qual’
Viax-x*

equaziore differenziale & coftitutiva della cicloide, come dimoftra il Sig.
Gio: Bernoulli negli atti di Lipfia al Mefe di Maggio dell’anno 1697-,
ed il femidiametro del circolo generatore & uguale alla linca AB.

Ora fia defcritta 1'inticra concoide circolare AGBHF ( Fig. 21.)
I area della femicicloide, il di cui femicircolo generatore ¢ BCM, fard
dupla dello fpazio AGBHF, ¢d il perimetro della ftefla femicicloide fa-
2 eguale alla curva AGBHF, ed in confeguenza il curvilineo AGBHF
fard triplo del quadrante BAC, come f ¢ trovato di fopra, ed il peri-
metro della noftra curva fard doppio della fua bafe AF.

Che fe poi fi defideraffe la mifura dello fpazio AGB, concepifcafi
( Fig. 23.) defcritea la foprannominata cicloide QFI, e dal punto B
centro del femicircolo generatore fi tiri I'osdinata BF, e dal punto F

cada la linca FD perpendicolare alla bafe s il trilineo cicloidale [IDF
A«
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fard doppio dello fpazio AGB, e la curva IF uguale alla curva AGB,
s ¢ 0 L 1 0.

Quefto fecondo modo di mifurare {o fpazio comprefo dalla noftra
curva s accorda perfettamente con il primo. Nella femicicloide QFI G
prenda ad arbitrio il purto H, dal quale tirate I'ordinata HR, Pabfcif~
{fa HS, ¢ la tangente HK, prendafi la normale R uguale alla futtan-
gente SK, ed il punto O con aleri infiniti nello fteffo modo determinati
ia ad una nuova curva ANOP; dico, che quefta fard la ciffoide: impe-

rocché pofta SH= AR =ux, per la natura della cicloide la futtangente
SK fard = x2 ; ma per la coftruzione SK = RO; dunque

v 2ax-2%

RO = x* =, la qual equazione apparticne alla cifloides

v 2ax-x*

Quindi G deduce per it metodo delle tangenti di Barovv, che lo
fpazio ciffoidale ABN infcritto nel quadrante fard uguale al trilineo
DFEI, e I'arca dell’ inticra ciffoide far¥ uguale all'area della femici.
cloide, cioé tripla I'una, ¢ 1" altra del comune {emicircolo generato-

ce ANQ.
Propofizione Terxa.

Data qualfivoelia curva ABD (Fig.19.), a di cui evoluta fia AHFE,
e la poft-evoluta DMI, prendo ad arbitrio il punto B, e tiro la tan.
gente GBM, quefta fard fempre coftante, ed cguale alla curva ABD,
Dal centro A defcrivafi il fettore del circolo Alz, il di cui femidia-

metro Al fia uguale alla tangente GM, e I'angolo aAT eguale all’angoloy,

DEI formato dall' incontro delle due rette AE, DE, che toccano la
curva ne punti eftremi A, D. Dimoftra il Sig. Giovanni Bernoulli negli
arti di Liphia dell’anno 1695. 2l mefe d’ Agofto, chie I'arco INa ¢ uguale
alle due curve AHF, DMI, cio¢ alla fomma d¢’ perimetri dell’ evoluta,
e della poft evolurta.

fo m’inoltro di vantaggio, e trasferifco la fpeculazione da’ perime-
tri all'arce. Prendo il punto g infinitamente proffimo al punto B, etiro
ta feconda tangente Hz L, di poi dal punto A centro del fettore inten-
danf condotti i duc femidiametri AN, AO paralicli alle due tangenti
G M, HL. Si faccia AP=RG, ed AQ=¢gH, e per li punti P, Q ed
zleri fimilmente ritrovati paffi la curva APQa. Dico, che I'area APQa
¢ uguale al miftilineo comprefo dalle due curve ABD, AGF, ¢ dalla
retta DF. ‘

L'angolo PAQ fi & fatto uguale all’angolo GeH, e le lince AP,
AQ uguali alle tangenti BG,gH, giacche per ko diftanza infinitamente

pic-

ril
piccola il punto g cade fopra il punto Bj dunque il triangolo G3H &
uguale al triangolo PAQ: ma il triangolo GBH ¢ I' elemento dello [oa-
zio ABDEFGA, ed il triangolo PAQ ¢ I'elemento della figura APQa;
dunque quefti curvilinei faranno tra loro uguali’ il che ec. Di pid per
ch¢ AN=GM, ed AP=BG; dunque PN=DBM, e per la fteffa ra-
gione Qo==gL. Facciafi AR=PN, ed Ar==Qp, ¢ li punti R, r con
altri infinitt flano ad una nuova carva Ar RI: dico, che lo fpazio ArRI
¢ uguale al curvilineo cemprefo dalla curva ABD, dalla fua poft-evoluta
DMI, e dalla tangente AI. La dimoftrazione ¢ cvidente, mentre il trian-
golo elementare RAr ¢ fempre uguale al triangolo LgM: il che cc.

s cC oL 1IoO.

Suppongo in ordine al Problema propofto, che la curva ABD fa
una cicloide, il di cui {emicircolo generatore fia AVZ. L’angolo DEI
{ard retto , e per confeguenza I' arco INz uguale all>evoluta, ed alla
poit-evoluta infieme, {ard un quadrante, ed il raggio Az uguale al pe-
rimetro della cicloide fard doppio della linea AZ, diamctro del femicir-
colo generatore. La curva poi evoluta AGF, la quale ¢ una cicloide,
¢ uguale al raggio Aa; dunque il perimetro della poft-evoluta DLI fard
uguale 2l quadrante INz meno il raggio Aa.

L'area della poft-evoluta DEI <= il complemento della cicloide
ABDE = al femicircolo generatore AVZ ¢, come fi ¢ derto, uguale
all'arca A#RI; onde fuppofto, che la curva ArRI fia la medefima, che
abbiamo confiderata nelle propofizioni antecedenti, come dimoftreremo,
¢ manifefto effer nota I’area dello f{pazio DEI.

Accid dunque fia manifefto, che la curva AyRT¢@ la porzione della

_concoide circolare inclufa nel quadrante, deve dimoftrarfi, che la curva

APQq ¢ un femicircolo.

Perche la corda AP, la quale taglia il {emicircolo generatore della
cicloide nel puntoV & parallela alla tangente BG;dunque per la natura della
cicloide, e della fua evoluta, la tangente BG fard doppia della corda
AVs ma PA ¢ uguale a BG per la coftruzione: dunque PA fard doppia
di AV': ma il diametro ¢A ¢& doppio de! diametro ZA; dunque

AZ : Azt : AV : AP. ovvero
AZ: AV:: Aa: AP;
dunque il iumo P ¢ al femicircolo: il che ec.

Gia che dunque la quadratura della poft-cvoluta della cicloide di-
pende dalla mifura del curvilinco ArRI; & manifefto, che la quadratu-
tura della poft-evoluta non pud averfi e non {uppofta la quadratura deke
la cicloide, e per confeguenza quella del circolo.

SCHE-
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SCHEDIASMA X ()

Della conneffione, che paffa tra la coftruzione dell equazions
Andliriche, ¢ la quadvatura d infinite curve

Algebraiche .

Ue f{orti di curve Algebraiche poffono diftinguerfi , avuto rifleflo
1) alla loro equazione locale. In alcune le coordinate x, ed ¥ fono
talmente feparate, e diftinte, che tucti i termini, che formano I'equa-
zione, devono chiamarfi femptici, cioé a dire, non {i d2 alcun membro
nell’ equazione coftitutiva della curva, in cui fi trovi I’ una, e l'altra
delle indeterminate. Altre poi fono compofte di termini mifti, ne’ quali
I'indeterminate in tal maniera fi legano, ch’una fi multiplica per qual-
che potenza dell’altra, e ricfce fpefle volte difficile il fepararle. Le feo
sioni del cono ce ne fomminiftrano I'efempio; imperocché fe fi propor-
ra I'equazione ax == x* =%, la quale & all’iperbola , tutti i termini
fono femplici, mentre efaminandoli ad uno, ad uno fi fcopre, che dove
G trova I'indeterminata x, non ha luogo I'altra indcterminata 7 . All'
oppofto nell’equazione a* = ay = 7, che pure appardene all’ iverbola
fra li {uoi affintoti, I'vlumo membro ¢ mifto, gid che in eflo §" incon-
¢rano ambe !’ indeterminate x, ed y inficme mudtiplicate, di manicra
che fene forma il loro rettangolo. La medefima confiderazione fi pud ap-
plicare alle curve di grado pii elevato.

Le curve del primo genere, come che fervono con la lor quadras
tura per fommare Iequazioni differenziali, nelle quali € riufcito di {epa-
rar |'indeterminate; cosi fono ftate artentamente confiderate da’ Promo-
tori del Metodo Le:bniziano. Si & tentato di quadrarle, o almeno di rie
durle ad una quadratura pi femplice, fnecialmente con I’ ufo dei los
garitmi veri, ed immaginarj; fopra di che vi fono fra I'altre Pacutiffime”
offervaziont del Signor Giovanni Bernoulli negli Atei di Lipfia dell'an.
no 1703.

Poco, o nulla & flato feritto intorno le curve del fecondo genere,
fe non in quanto anno procurato i Geometri di quadrarle col mezzo di
qualche ferie, o pure di trasformarle in curve del primo genere col fe-
parare I'indeterminate, nel che per il pit s incontra una fomma di-
fhcolta.

Con l'occafione, che mi fu propofto un Problema da fciogliere ,

mi fono fatto a contemplare pit da vicino la natura di quelte curve, ¢

finalmente ho feoperto, che vi ¢ una gran conneffione tra la loro qua-
dratura, cd il trovare in termini Algebraici la radice d’una dara equazio-
ne Analitica, e perche gia §i {a, che I equazioni Analitiche fono di

va- -

* Quefto Schediafma ¢ fato compoflo I anno 1710- ceme confla da una lete
tera 2 1. Marxo 17i0. del Sig. Bernardino Zendrini all' Antore .

warie forti, cioé alcune femplici, altre del fecondo grado, o quadr:t;cié
altre del terzo, o cubiclie, e cosi in infinito; tlltte.queﬁc anno il 10r‘;
ufo, e fervono a mifurare infiniti curvilineis

To non pretendo, che quefto metodo fia univerfale, perche cid {a-
rebbe un prefumer troppo; folo ne porterd alcuni efempj, che daran-
no qualche lume alla prefente materia.

Principiers dunque dall’equazioni {emplici.
Siano p, € ¢ in qualfifia modo date per—, e propongafi I' equazio-
@c p-=qy =7, in cui 1" applicata 7 non fuperi la prima dimenfione,
mentre I'abfciffa x afcende a maggiori dignitd . _
Suppofto p e gy==y, fard anche p==y—~gqy, ciot p ==y. La fpe-
a-q
zie a indicherd in appreflo fempre I'unitd. In luogo dell’ultimo mem.
bro dell’ equazione , nel quale fi trova la fola indeterminata », foftitui-
feafi il fuo valore _» , e I'cquazione premefly fi trasformerd nella fe.
a-q )
guente p_==p-f=qr, ovvero p =P y. Fingafi y uguale alla diffe-
a=q qgat i g
renza d’altre due indeterminate #, ed 55 dunque _p = p =r—3,
9-9° q

- e per cosfleguenza fuppofta I'uguaglianza frd 1i termini corrifpondenti,
il che ¢ arbitrario, avremo due equazioni locali a due nuove curve,

clod .p == 7, e p =5,

g i g

Quello che fi poffa dedurré da quefta formula generale, non pud
effer ignoto agli Analifti, con tutto cio eccone un’efempio particolare.
., Sag=x, p=a”, ¢ la lettera m efprima un numero pofitivo, cd
intiero. L’equazione locale della curva, di cui i defidera la quadra-.
tura {ard x® 4= xy =y, la quale per la premefla operazione ¢ ftata ri-
dotta alla quadratura delle due curve p =—=vr, cp ==4.

q-9* q

~ In luogo di p, e g sinrenda foltituito il foro valore cfpreflo pe:
#, e le predette due curve i cambicranno nelle {eguents

=t =y ed X7 = .

a—-x

Opere Rice. Tom.HI. P La
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La f{econda equazione 3»™% =s. ¢ conftitutiva d’una delle infiniv’

te parabole. La prima poi x® *==r, 0 purc 37 ofo xr =7 non &

a—Xx

diverfa dall’equazione della curva propofta da principio, {fe non im

quefto, che la dignitd di x fi & abbaffata d’un grado. P

Sia di vantaggio 3% = p, ed x=¢; dunque s’avra I’ equazione

di prima p <o gr==r, la quale trattata con la ftefla maniera £ rifolvers.

in altre due curve p =y, € p ===z, cioé¢ foltituiti i valori di p,e
9-9* q
g, x* 2 =2 ad una dell’ infinite parabole , ed x*72* = 7, ovvere
‘  a—x '

X773 Ja xy =7, la qual equazione, fe fi metterd al confronto della
prima equazione propofta x%s=xy ==y, non vi {i fcoprird altra diffe.
renza, fueri che la poteftd di x & due gradi pit deprela.

Si continui lo fteflo modo d’operare, fin a tanto che la potefta di
% fi tolga affatto di mezzo, e fi tramuti in una coftante, ed allora a-
vremo ’equazione a == ¥y = 7, la qual, com*¢ noto , appartiene all’iper-
bola Apolloniana defcritta fra li fuoi affintoti.

Dall' Analifi fe ne cava il feguente canoné generale. Prendafi una
ferie d’infinite parabole principiando dal rettangolo, gli efponenti delle
quali vadano crefcendo conforme la ferie naturale dei numert, per cfem-
pio,a==z, x==x, x*=x, ¥3==%, ¢ cosi in infinito, e raccolte in
una fomma [’aree di tutte quefte infinite parabole, alle quali s’ aggiun-
ga ’area dell’ iperbola poco avanti mentovata, ‘avremo la mifura dell®
area dell’infinite curve x™ s xy =y, avuto riguardo, che I’efponente
w fuperi d’una fola unitd I'efponente dell'ultima parabola.

Sia la curva x% == xy =y. Allarea dell'iperbola di fopra efprefla ag- i

giungo l’area del rertangolo, del triangolo, e delle due parabole qua-
dratica, e cubica, nella quale mi fermo, ftante che il fuo efponente 3
¢ minore d’una fola unitd del numero quattro, ch’¢l’ efponente nella no.
ftra curva. Dico, che I'aggregato di tutte queft'aree & precifamente u.
guale all’area della curva propofta. i
Che fe pot col noftro metodo fi profeguird nell’analifi, di manies
ra che la potefta di ¥ non folo fi cambi in uma coftante, ma in oltre
di pofitiva diventi negativa; fi fcoprird la quadratura dell’ infinite curve

efprefle con quefta generale equazione a < xy = y; avvertendo folo,
- Xx-

che in quefto cafo la ferie delle parabole fi trasformerd in una ferie -

d'iperbole, dellequali tutte una certa porzione dovrd effere fortratta da
par-

11§

~parte dell area iperbolica a o xy =1, conforme richiederi la natura

della curva propofta. .
Per efempio, fe da parte dell’arca infinita a<= 2y =7 io fottrerrd

'porzicnc limitata dell’ iperbola ordinaria , la di cui equazione ¢ a=x%,

avrd la mifura della curva 4 <=7, ¢ fe da queftaio fotrerrd di
x

nuovo un fegmento drun’altra iperbola folida, la di cui equazione far2

@ = x%, avrd la quadratura della curva a_=f=xy=y, ¢ cosi in infinito.
xl

Non mi eftendo di vantaggio fopra quefta materia, lafciando a’ Geo-
metri il determinare ne'cafi particolari il rimanente.

ALY NI - IR AR QUK < JF

85 beniflimo, che la quadratura delle infinite curve x™ <o 3y =7
fi poteva ottenere’ con il metodo comune , feparando I indeterminase;

imperocche effendo x” =y, s'io fupporrd & - x=x, fard anche ¢ 2
a-x
m

= x; dunque la curva comparird fott’ un’ altra forma a—2% = 7, ed
%

in confeguenza potra mifurarfi con il metodo ordinario. S avrd di pid
la mifura del folido, che fi genera, fatra la rotazione della figura intor-
.no 1"affe, con alzare I'uno, e I'altro membro al quadrato. Contutrocio
ho battuta una firada diverfa, per aver a mio giudizio una foluzione
it elegante.

i Ngn devo tralafciare frattanto la mifura del folido, che fi gene-
ra, quando il curvilineco fi gira intorno una linea tirata parallela alla
bafe dal vertice, o quafi vertice della figura. Sia A”=pxy=17, ¢ fac-
ciafi y =p 4=¢; dunque x® = p, la qual'equazione ¢ ad una parabola.
Dunque xy=aq. Ma xy ¢ l'elemento del tronco analogo al predctto
folido s dunque fi avra la fua mifura, fuppofta la quadratura della cur-
va, la quale & nota per le cofe dette. i

Paffo all’equazioni quadratiche, nelle quali la coordinata y fi trova
non folo moltiplicata per le coftanti, ma di pit elevara al quadrato.

§ intenda per efempio data I'equazione coftitutiva duna curva p =
agy=7>. Le lettere p , ¢,2¢ efprimono le quantitd in qualfivoglia ma-
niera date per x, e le coftanti. i |

Pofta per tanto I'equazione p=j= 2gy =32, fard p—7% —2q7, &
aggiunto all’ uno, e all’altro membro dell’ equazione,, conforme il meto-
do comune degli Analifti, il quadrato ¢; fnr; P gi= 1~ :q]-{:dtr,
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ed eitratra ta radice quadrata y V' p 4= g* =r~g,0vvero Vpa PEITR ;._:’
ed alzati ambidue i membri al quadrato, p = 2g24e 2g V' pgeg* =2
Si fcopre adunque chiaramente, che tanto il termine 7, quanto il fuo
quadrato 72 & dato per le quantitd p, e ¢, cioé a dire per x.

Cid fatto riaflumo I’ equazione propofta pefe 29y ==*, ed in vece
di »* foftituifco il valore trovato, e percid N i

\,p+qu=p+=9"+zq\/p+q*,' M

ed efpurgata 1’ equazione,

=g Vp+g.

Sia la quantitd y == » ==s5 , dunque avri luogo uma doppia equazione

g==i, e \/p+q‘=s, O pure p == g*=—ys*.

'Imm?.g.lmamoci ora p==a™,e 2g==2x", e ch'cflendo m, ed 7 nu-
meri pofitivi, ed interi, fia m doppio di #. In luogo di 2g==2r avre-
mo x* = 27, la qual’ equazione ¢ ad una parabola, ed in vece di
P q? =53, avremo .t”-i‘-:f:*"' —s2; e perché¢ m fi ﬁxpooné dop-

. . L v 4 L ]
pio di n, x7 ofe a7 = sx” == s* ad un altra parabola. Tutte dunque
- .

lc.curve infinite efpreffe per la general” equazione x** 4o x*» y=j* fono
aflolutamente quadrabili . '

Quando poi I'efponente m non foffe duple di #, la foluzione di-
penderd dalla quadratura d'una dell’infinite iperbole. i

$1a 'pera efempio x = x2y —j2, Queﬁg curva fi rifolverd in due
equaziont x*=2r alla parabola Appolloniana , ed ¥ ex+=s ad una
iperbola . it
Non iftimo proprio d'aggiunger altro, quand”anche gli efponenti fof-

iClO numeri rotrty, o negatwl mentre que‘h Ca{l 10“0 tanto Chlatl, ChC
>
non meritano d e‘ICIe fp]egau-

Ripeto la formula generale ¢ =r, P gP=s*. Shap—x—x*—
4 ag =— y2 1 1 i
*7> ¢ 29 = x*. Dunque nella prima equazione ¢ =r, pofto in vece di
4

il fuo v 2 , i
9 alore x*, avremo ur’equazione alla parabola ¥* =2r. Nellz
Z

N

{econs

fesonda pgegi==s*, foftituiti.i valoridip,eq. .-
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¥ e X2 w— x% o xd==g}, OVVErO ¥ —1% ==,
s 4

la qual’ equazione & al circolo, ¢ per confeguenza la curva x —x* —
bx+ o4 x*y==7*, nella quale per confervar la legge degli omogenci fi
prenderd la coftante 2 quadrupla di b, dipenderd dalla quadratura del-
la parabola, e del cerchio.

. Dato frattanto qualfifia valor dip, ¢ ¢, fe non riufcird di ridurre
la curva a qualche quadratera notas fard {empre vero, che con quefto
metodo fi ridurrd almeno alla quadratura d' una curva, che non avrd
nella fua equazione locale termini miiti, ¢ nella quale le differcnziali
faranno fempre feparate, il che mi pare pofla cilere di qualche ufo
nel metodo degl’ infiniti .

Sl Ciii©ii L din Qs

Sia la foprappofta equazione p =297 =)*, ed in luogo di y fi col-

lochi il fuo valore v p 4 ¢* 4= ¢; dunque p 4= zq\/ P 4 g2t =t
Prendafi 32 = r* == 5* 4= t*, € s avranno le feguenti equazioni p == r*;

Cagt =12, 24 Vpdegr ==, le quali fervono per ritrovare la mifura

del folido fatra la rotazione intorno I'affe, & fopra d'efle fi poffono fare

le medefime rifleffioni.

Con lo {teflo metodo fi poffono trattare le curve, nelle quali I'in-
determinata y afcende alla terza dimenfione, acccompagnata da tutti, o
da parte de fuoi gradi parodici; il che fe non ad altro ferve a tra-
sformare le curve in altre , nelle quali fzranno feparate I indecter-
minate.

11 difctro perd confifte in quefto, che non s’¢ ancora fcoperto un
metodo univerfale per trovar la radice di tutte I’ cquazioni Analitiche
che poffono_proporfi , ¢ che I'Algebra Cartefiana non s inoltra all’ e-
quazioni, che formontano il quarto grado.

Propongo per ultimo la curva, che mi fa propofta da quadrare,
e che mi ha data occafione di ftendere le prefenti fpeculaziont , nella
foluzione del qual Problema fi vedrd, come qualche volta fia bene d'u-
pir diverfe manicre, per confeguire il fine defiderato.

Si dimanda la quadratura della curva coftituita dall” équazione lo-
cale x3 — x* = a%. nel qual cafo il valore dell’indeterminata 7 fard

— x3 , e {oltituito quefto valore in luogo di 7, avremo I’ cquazione
a3 4ex?
2 mxy= 2, e divifi tuttii termini per A%, x=y=_ X > 0%
a o x* a=tox*
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— x =y. Pongali y == s=r, ¢ I equazione predetta fi rifolverd in-

it 0
a4ex* !
altre due equazioni, cio¢ ¥ == sal triangolo, € ¥ ==, ovvero =
ad-x*
refarx?, o puré & x =apx*. Sia # == 2%; dunque 2zx ~x* ==¢ . Ora
v r

?uc{t' ultima equazione ha due radici vere, e per confeguenza in dué
orme fi pud efprimere il valore di x, cioé

% = vV 22 -2 =x.

perché dunque 2 = vV z* —a = x; dunque 2%% 3 12V 20— 4
g = X3, ‘ l

Riaffumo la foprappofta cquazione 2ZX=—x*==g, OVVero 22X =%’
4 4 1*, el in luogo di x* cellocato il fuo valore, ho la feguente
equazione '

e
22X = a = 23% =¥ 2% Var—a-a,

ed efpurgata I' equazione , ¥=% = Vr—a.

Prendo x = = ¢ == p, € cosi dividendo I'equazione in due altre;
la prima delle quali ¢ z=p, ed in luogo di z foftituito il {uo valore
a5 fard @ = 2rp all'iperbola Apolloniana. :

27
" " e m—— . N . . e
La feconda equazione ¢ v a* —a=q?, ¢ foftituito il valore df
P — 2 2 mg—q*® 2 —
2P =_a*, avremo a4 a==4q®%, OVVero a ar®* == r* g*, O pure

47 47 4

a2 bt —a*r*=r*q*.

~ To non m'inoltro di vantaggio con I'analifi, Perché {o, che queft*
ultima equazione locale unita all’equazione coftitutiva del quadrante del
circolo compone I’ equazione locale della concoide di Nicomede , la di
cui quadratura dxpendendo, com’ ¢ ftato da altri dimoftrato, da quella
del quadrante, € d'un fettore iperbolico, abbiamo ottenuto I'intento, e
ridotta la curva da principio propofta x3— x*y =y alla quadratura dell’
iperbola. '

SCHE-
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SCHEDIASMA XL

De folutione aquationum Analiticarym < Problemasum
Geometricorum per Curvas ﬁmplici/ﬁmns.

Roblematum Geometricorum in certas veluti claffes diftributio, non
folum veteribus, fed & recentioribus neceflaria vifa eft Analyftis.
Antiqui Mathematici pramiffa problematum partitione 1n plana, folida,
& linearia , legem fanxerunt , tefte Pappo Alexandrino libro quarto
Math. Colle&., quz 2 pofteris communi suffragio recepra eft , fcilicet
videri quodammodo peccatum non parvum effe apud (Geometras , cum
problema planum per conica, aut linearia invenitur, & ut fummatim
dicam cum ex improprio {olvitur genere. In veterum methodo duo in-
cer catera defiderabam. Primo evidens , atque indubitatum criterium,
quo propofitz qualtiones fecerni poffent, planz nempe a {olidis, & fo-
lide a linearibus. Hoc illis notum fuiffe res in incerto eft, licet enim
de lacis acutifiimas elucubrationes ediderint, tamen ex codem Pappo ma-
nifeflum eft, Archimedem in opufculo de lineis {piralibus, & quod ma-
gis miror , Apollonium libro” quinto Conicorum problema planum per
coni” fectiones conftruxifie. Difplicer fecundo loco vetuftiores Geometras
imperfeGam problematum divifionem tradidiffe , namque fub genere linea-
rium, locos, & quaftiones cojufcumgque gradus, & ordinis comprehen-
(as video, nulla adhibita diftinctione inter fimpliciores, & magis com-
pofitas, nulla feparatione fa&a Mechanicarum a Geometricis , vel, ut
punc loqui amant, trafcendentium ab Algebraicis.

His incommodis obviam ivere .noftri temporis Analyfte, poftquam
magnus ille Francifcus Vieta facem pretulit, {peciofam Algebram Geo-
metriz conjungendo : Hac metodo problemata plana 2 folidis , & h=zc
a plufquam (olidis feliciter diftinxerunt, fed cum illa refolvere per cur-
yas fimplicifimas, & in fuas claffes dirimere aggreffi {unt, {copum non

"~ artigifle infra clariffime demonftrabo.

~ * Carolus Renaldinus vir alioquin in re Analytica exercitatiflimus in
fuo Geometra promoto cujufcumque problematis conftrucionem perfecit
per lineas curvas cjufdem cum problemate ordinis, & gradus. Sic ®qua-
tionem ad feptimam dignitatem afcendentem folvit per curvas fepumi
gradus, & illius, quz pervenit ad decimam poteftatem , per curvas de-

cimi gradus folutionem exhibuit, cadem fervata in czteris methodo.
Hoc

¥ yniformira del carattere minuto, che fi offerva wegli originali di mano
dell’ Autore , ¢ la fimilitudine di alcune frafi fervono di fondamento pev
credere , che gli Schedialmi XI, XII, e XIII. fieno flati feritti in tempt
poco I uno dall’alero diffanti. vezga i Lettore cio, che per moi fi dice
del tempo, in cui il C.J. ha compofte lo Schediafma XIL
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Hoc nihil aliud eft, nifi Mathematicas légés evertere, & contra
geometricam fimplicitatem praftare per.plura, quod per patciora abfolvi

potuiffec. Artificis officium eft, non folum viam detegere, qua ducatad’

propofite quaftionis enodationem, fed infuper fimplicifimam eligere, &
aflumere curvas, quantum fieri poteft, minus compofitas, & depreffioris
gradus ad problema conftruendum , &demoftrandum . Porro laudatus Au.
&or problemata folida per lineares locos, & plana per folidos conftru.
xit. E G. radicem @®quationis quadratice affirmative affe@e fub latere
determinavit pcr interfc&ionem linez reéte cum Hyperbola, prima fi<
quidem ex fuis lineis Mediceis Hyperbole Apolloniana eft, quam ®qui-
lateram appcllant, quod illum non animadvertifle fatis mirari non de-
{ino. ) I

Felicioribus aufpiciis rem agreflus Renatus Cartefius, tentavit zqua-
tiones Analyticas 1n ordinem redigere, & problemata in fua genera di-
ftribueres=Cbfervavie acutiffimus vir, ®quationes, que latus ignotum ,
aut quadratum non excedunt, primum, ‘& fimplicifimum problemarum
genus conflitvere, qua. plana a Geometris dici- confuéverunt . Similiter
oriri tunc f{ecundum genus problematum , fcilicet folidorum ,: quando
quintitas lgrota ad tertiam, vel quartam poteftatem  afcendit.; unde
prrperam contiruata analogia, putavit ®quattones quinte, & f{extz po-
teftatis ad tertivm preblematum genus pertinere; {eptime, & oftava ad
quarttm; nonz, & decime ad quintum, & fic in infinitum.

Hinc colligo ex mente Cartefii non variari problematum genus,
guando fit tranf'tus a poteftate impari ad parem proxime~majorem ; fed
folum quando dignitas par ad imparem uno gradu altiorem affurgit , &
numerum determinantem problematis genus femper duplo effe minorem
exponente maxima poteftatis n @quatione content® , elevatz , fi opus
fucrit, ad gradum parem. '

Sufpicor etiam ex eo deceptum Cartefium, quod fciret zquationes
quadraticaszad fimplices, & laterales reduci facili methodo, & tam ve-
teribus, quam recentioribus familiari, quadrato-quadraticas autem ad

cubicas dcprimi poffc per climadticam paraplerofin Vietz peculiarem -

qued artificium alijs verbis Cartefius enunciats unde ratus regulam ge-
neralem cfle, & obtinere in his cafibus, in quibus occurrunt xquatio-
nes graduum elatiorum’, in fua fententia confirmatus eft, legemque con-
ftituit duas poteltates proximas, licet diverfi gradus, unicum tantum pro-
blematum genus componere.

Primum prejudicium fecundo occafionemprzbuit, nam cum pu-
taffer Cartefius , ®quationes graduum parium , in quibus una tantum
1gnota quantitas invenitur, ad ®quationes graduum imparium proxime
mirorum reduci , idem omnino contingerc in @2quationibus localibus
curvarum conftitutivis , in quibus duz ignot® quantitates reperiuntur,
nimis confidenter pronunciavit . Interim ex hoc forte derivavit loco-
rum in fuas claffes diftributionem, exiftimavitque ®quationes locales ad
tertiam, & quartam poteflatem afcendentes, & curvas ex his oriundas
unius, atque cjufdem generis effe , quod intclligendum de ®quationi-

bus,
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bus, & curvis quintz. & fexte ; feptime , & ofave dignitatis , & de
czteris eodem modo.

Reliquum erat, ut his ja&is fundamentis unicuique prol?lcmatum ge-
neri curvas proprie convenientes aptarct Cartefius, ﬁuod ita preftitic.
Cum fuppofuiffet, ut fupra admonuimus, curvas tertii , aut quarti gra-
dus eju&cm effe generis , atque ordinis; ficuti eriam curvas quinti, &
fexti, feptimi, & oftavi gradus &c., indifferens effe judicavir, quibus li-
‘neis quis utatur , dummodo ad idem genus pertincant , libertatemque
Geometris conceffit in propofite quaftionis enodatione adhibendi E. G.
curvas vel cubicas, vel quadrato quadraticas. Hinc conftructioni  pro-
blematum ad quintam, & fextam poteftatem afcendentium curvas tertii,
aut quarti gradus deftinavir, & fi @quatio ad feptimam , vel o@avam
dignitatem perveniat , per curvas quinti, aut fexti gradus, fi ad no-
nam, & decimam per curvas {cptimi aut oftavi gradus folutionem exhi-
buit, & fic uniformi in infinitum methodo, adeo nr genus curvarim
conftru&ioni problematis infervientium fit uno gradu depreflius genere
problematis. ' iy i

Petrus Fermatius Analyftarum fui temporis facile princeps Cartefia-
pam hypothefim ex parte probavit, ex parte correxit. Premiffam tam
problamatum , quam locorum in claffes diftributionem retinuit, fed aqua-
tionum localium, que funt curvarum conftitutive, a gradu pari ad im-
parem proxime minorem depreflionem, tamquam impoifibilem jure me-
rito rejecit, deinde problemata cuiufcumque generis per lineas fimpli-
ciores conftruere docuit, quod nec fecerat, nec fieri pofle exiftimaverat
Cartefius . Summa metodi , que apud ipfum Auctorem videri potelt,
huc redit, ut idem omnino fit determinare curvas f{olutioni probl.ema?
tis congruentes, ac problema in fuo genere conftitucre, idque obtineri
poteft, @quationem ab afleitione fub latere liberando, dchinc utrumque
membrum deprimendo, alterum per fimplicem divifionem, alterum per
radicis extra@ionem . Afcendat ®quatio ad f{eptimam, aut oftavam pote-
ftatem , tum per ea, que fupcrius tradita funt, problcn}a crit_quarti
generis; igitur illius conftructionem exhibere poffumus per interfeGtioneny
curvarum quarti gradus. Perveniat @quatio ad undecimam, vel duode-
cimam dimenfionem, & problema ad fextum genus pertineat 5 illius fo-
lutionem dabimus per lineas fexti gradus, ncmpe cubo-cubicas juxta
Fermatium. Nec difficilis erit applicatio regule ad ceteras mquationcs
in infinitum. Verum quidem cft, quandoque Fermatium in cafibus parti-
cularibus problematum conftru&ionem tentafle per lineas adhuc mincs
compofitas , {pecimenque exhibuit in inventione mediarum proportiona-
lium, fed nec canones gencrales reddidit, neque fue methodo innixus
generales reddere poterat. i i

Analyfte omnes, quotquot in manus meas pervenerunt, qui pofl
Fermatium , & Cartefium florvere , horum veftigia fequuti funt, pretst
clarifimum Bernoullium , qui (2) defectus diftributionis Carteflana notair

Ritc.Opere Toimn. L Q Ego

(@) Vide A&. Erud. An. 1696., M. Junii.
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Ego vero, ut problemata tandem fuis fedibus reftituantur , & geo-

metrice, fimplicitati confulatur , 1n Cartefio, & Fermatio aliqua immu-
tanda, allqua corrigendd cenfeo , quod fine difpendio famz tantorum
virorum me ekecuituram profiteor . '

In primis dico illos imperfeGam , & infufficientem tradidiffe pro:
blematum partitionem, ndifi & problemata generis ejufdem ad diverfa
gencra pertinefé arbitrati funt; & problemara diverfi generis fub cedem
generc collocarunt. Ut rés clarius intelligatur , tanquam notum fuppo-
no problemata omnia; cujufcumque tandem fint gradus, & ordinis; ad
wnicura genus contrahenda-effe, quando folvi poffunt per curvas ejusdem
gradus. Sic aquationes cubice, & biquadratic usum problematum ge-
nus conftituunt, videlicer {olidorum, quia per coni. fc&iones explican=
tur. Pari jure, cum cequationes omnes, qua ‘ad feptimam', otavam 3
& nomam poteftatem affurgunt, per ¢ fvas tertii gradus conftrui pofs
fint, & debeant, ut infra conftabit, evidens eft problemata ab his de~
sivata fub unico genere comprehendi. Tdem obtinet in" ®quationibus-a
decimo tertio gradu ufque ad decimum fextum, quarum ‘omnium con-
firuio per curvas quarti gradus exhibetur . ‘Quam  congruenter - igitur
citati fcriptores illas fub diverfis generibus collocarint, aliorum efto
judicium.

Tterum fuperius notavimus Cartefium , cui Fermatius confenfit ,
2quationes nonz, & decimz poteftatis ad idem genus revocafle’, attamen
mihi conftat zquationes, qu& fishui gradum non excedunt , per curs
vas tertii gradus folutionem admittere, quod non contingit in -his, que
ad decimam poteftatem afcendunt. Neque reponant prediGas ®quatio-
nes explicabiles effe per lineas {eptimi, aut o&avi gradus juxta Cartes
fum, vel per curvas quinti juxta Fermatium, adeoque {ub codem genc-
re reponendas; quis enim non videt tunc problemata ex improprio {olvi
genere? Diftin&io generum, non a quibufcumque curvis folutioni ' pro-
blematis infervientibus, fed a fimplicifimis petenda eft , adcogue pros
blemata plana, & folida genere non differrent; nam ‘extra dubitatios
pem eft , omnibus planis quzftionibus per loca folida fatisfieri pofle.

Securide loco non placet locorum linearium Cartefiana ; aut Fer«
matiana diftributio, & fatis intelligere non poffum, qua  ratione moti
predi@i AuQores curvas E. G. tertii , & quarti gradus ad idem genus
{pe&are exiltimaverint. Ego [emper_lineas cubicas quadrato—quadraticis
fimpliciores. arbitratus fum, neque Geometram abfolverem , qui curvas
biquadraticas in {ubfidium vocaret ad queftionem ‘enodandam, que fa-
cile per cubicas folvi potuiffet; nam fi curve tertii, & quarti gradus
ejufdem effent ordinis, ficuti etiam curve quinti, & fexti; {eptimi ; &
otavi & car., ex vi analogi® idem ftatuere oporteret in lineis primi y
& fecundi gradus , & fic problemata plana cum folidis turpiter confun-
derentur. Deinde ®quatio, que ad feptimam, aut o&avam dignitatem
afcendit, folvitur non folum per duas curvas tertii gradus, fed infuper
per alias duas, quarum altera eft quarti gradus, altera fecundi. Si igitur
eurve tertii, & quarti gradus effent 2que fimplices, cum aliunde con-

fet,

/
/n;'
Fet, lineam Tecundi gradus effe minus compofitam , quam lineam ter-
tii , fequeretur fecundam {olutionem efle fimpliciorem prima , quod
quam verum fit, alii vidérint. Firma ergo, atque inconcuffa regula fit,
yariari locorum plufquam folidorum geous. ex hoc pracife, quod varie-
tur curvarum, vel ®quationum localium gradus. i '
.- Ex diéis colligere licet, non bene a laudatis Auctoribus determi-
_patas effe curvas unicuique problematum generi  proprie convenientes.
_Proponatur ®quatio afcendens ad decimam quintam dignitatem, hanc
explicaret Cartefius per curvas decimi tertii, aut decimi quarti gradus,
_Fermatius vero per curvas oftavi, ego autem pronuncio illus {olutionem
‘exhiberi - pofle per curvas quarti gradus. Affurgat zquatio ad dimenfio-
nem trigefimam tertiam : hujus conftruétionem dabit Cartefius per curvas
trigefimi.primi , aut trigefimi fecundi gradus; at Fermatu {eétator per
curyas decimi fexti; ego infia clariffimé oftendam datz @quationis folu-
_tionem pendere;a curvis fexti gradus , quod magnum cfle in Analyfi
.,gc_omct:rica compendium , nemo veritatis amator poterit inficlari.
Ut date publice fidei fatisfiat noftram methedum explicemus .

CAC 3545 9, 16529, 365 49> 64, %1, 100 & czt.
B.1,2,3, 4> "§5 65 75 > 9y 10 & cezt.

Exponatur  feries A quadratorum ab unitate incipientium , quibus
2 regione {cribatur altera feries B pumerorum precedentium erdine na-
auralis evidens eft numeros fecundz progreffionis refpondentes quadratis
prime , femper illorum qv adratorum effe radices. Hinc quadrata in prima
derie difpofita e-xprim,ur_u,quar_umcu,mquc_:rqqatipnpm .expanentes , vel i
anavis , cujufcumque mquationjs -gradum ; numeri autem fecundz ferjei
defignant gradum .cusvarum idonearum -2d hujufinodi ;equationes _expli-
candas. ;Primum quadratum eftunitas, ,ul -in ferie B etiam unitas ap-
.plicatur, quod indjcat equationes ;primi .gradus, hoc .eft fimplices , &
Jlaterales,, folvi debere per lineas psimi -gradus, nempe reétas . Secun-

.dgi‘m”éu)aquum,c& /quatuor , <ui in alera ferie .refpondet ejus radix;

ngmpe binarius, .¢x quo infertur omnes 2 {ecunda ad quartam, quarum
exponentes f{unt 2, 3, 4, admittere conftruétionem per curvas fecundi
gradus. Tertium quadratum eft novem, cujus radix ternariusj per cur-
vas igitur -tertii-gradus-omnium ®quationum , qua quartum gradum {u-
-perant , nopumque -non .excedynt , folutio exhiberi.poteft . Idem de aliis
%loajudigium . il
Quapropter qyadratum utcumque fumptum in fuperiori progreffio-
ne denotat maximum gradum, ad quem pervenire poteft zquatio, ut fo-
Iutionem recipiat per curvas, quarum gradus, & natura innotefcit ex
numero correfpandenti {sriei .inferforis, qui {emper cﬂ,c;ufdc_m'gua}lra_n
latus. E. G. numerus quinque indicat, omnes @quationcs , qU vigefimam
quintam - poeftatem- ab -illius , quadrato. denominatgm pon aranfeendunt,
quomodqcumgue, afficiaptur, pgr curvas qujnti,gradus folvendas cfle.
Hzc tamen prima detcrminatio non ot rumeris omnibus abfoluta.

Diximus fupra zquationes locales curvarum conftitutivas ¢o ﬁmplicfirorcs
R I Q-2 clle
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Ne, quo ad minorem gradum afcendunt . Sic minus compofita cenferd
 ebet Problematis conftru&io, que fit E. G. per duas curvas, alteram - fe-
cusai, alteram tertii gradus, quam illa, m qua utraque curva adhi-
bita ad tertium gradum pertineret. Cum igitur definitum fit, omnes @-
quationes, quarum maximi exponentes, inter duo quadrata proxima con-
tinentur, explicari poffe per curvas, qua fint gradus denominati a radi:
ce majoris quadrati , id intelligendum eft cum hac limitatione, ut fal-
tem upa ex pradi@is curvis Ot femper ad folutionem ncceflaria ; cxte-
rum alia curva in quibufdam cafbus particularibus effe poteft uno gra-
du depreffior. Supereft inquirendum , quenam ac ille ®quationes inter=
mediz , quz hujufmodi folutionem admittunt. Regula generalis hzc eft,
qua potius exemplis, quam verbis declarari poteft.

Sumo due quadrata proxima V. G. g., & 16. Horum radices 3.5
& 4. invicem multiplicentur, & productum fit 12. Numerus 12, denotat
omnes ®quationes a nona ad duodecimam dignitatem folvi poffe per duas
curvas, quarum prima fit tertii gradus , fecunda quarti. Traque inter
quacumque quadrata, quorum radices unitate differant, collocetvr nume=
rus produtus ex multiplicatione dictarum radicum , & eodem femper

fervato operandi mode, nova feries orietur, ut fequitur.
£,25456,9, 12,165 205255 30, 365425 49,56, 64,72, 81, & cat.

Hoc habet peculiare hec feries, ut numerus quicumque medius in-
ter duo quadrata proxima, non folum genereter ex radicibus dictorum
?uadratorum invicem multiplicatis, fed etiam idem numerus proveniat
1 quadrato minori foum latus addatur. E.G. numero quadrato 16. ’add:
fuam radicem 4, producitur numerus 20, qui in fuprapofita progref-
fone medius eft inter quadratum 16, & proxime majus 2. A

Sccunda feries jam condenda eft, quae primz ex altera parte refpon-
deat. Sub fingulis quadratis fuperioris progreffionis, vt fupra etiam fa-
&um eft, colloco eorum radices, quas eo modo feribo -, quo fra&iones
in Arithmetica feribi folent. E. G. numero quadrato 16 fubjacet fuum

latus defignatum fequenti formula 4 . Deinde fub numeris non quadra-
4

tis prime feriei pono frationem compofitam ex. duabus radicibus qua-
dratorum proximorum, ex quarum multiplicatione admonui przfatos nu-

meros oriri. Numero E. &. 30. refpondet fra®io s . Sic igitur fabiz

6
utraque feries.

1,2,4,6,9,12,16,20,15; 30,36, 42,49, 56, 64, 72, 81; &e.
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Ulus harum progreffionum tslis eR. Numesi prime feriel omnigm
2qQuatioauin gradus poufibiles eminencer continent; at fra&tiones in fe-
cunda {erie difpofit determinant gradum duarum  curvarum, quarﬁm
ope prafate mquationes explicari debent. Primus numerus in prima fe-
rie eft unitas, cui fubijcitur fra&tio ex unitatibus compofita, hinc colli-
go @quationes fimplices, in quibus ignota quantitas latus non excedit,
facile refolvi per lineas primi gradus, nempe re€as . Sccundus numerus

prime feriei eft binarius, cui in altera ferie refpondet fradtio 1, quod
2

indicat, ®quationes omnes quadraticas folutionem admittere per duas
lineas, quarum prima fit primi, fccunda fecunds gradus, circulus enim
cum re@a conjun&us ommibus his ®quationibus fatisfacit. Circuli peri-
pheriam mediam pono inter lincas primi, & fecundi gradus , nam fi
confideretur ejus genefis fimplicifiima in plano, profe@o iter lineas pri-
mi gradus locum habet; at vero ad fecondum gradum fpectat , fi ad
examen revocetur @quatio localis hujus curve conftitutiva, quz ab hy-
p-rbole ®quilaterz @quatione non differt, nifi per variam fignorum po-
fitionem: unde mirum non eft, circulum quandoque ad fecundum gra-
dum afcendere eo in cafu, quo cum aliqua ex {cctionibus conicis copu-
latur ad problemara folida explicanda, quod admonuiffe oper pretium du-
xi, ut omnis de medio tollatur ®quivocatio .

Tertius numerus prime progreffionis eft quatuor , & quartus fex ,
quibus in fecunda junguntur fraliones 2, * , ex quo infertur mquatio-
2

3

nes tertie , & quarte poteftatis folvendas effe per duas curvas fecundi

gradus, quintz vero, & fexte per alias duas curvas, alteram fecundi gra-
dus, alteram tertii. Accipiatur in fuperiori ferie ad libitum numerus

quicumque E. G. 42. Huic {ubjacet frattio 6 omnes igitur equationcs a
7

trigefimo fexto gradu, ufque ad quadragefimum f{ecundum conftruuntur
per interfeGtionem curvarum fexti, & feptimi gradus. Excmpla oon mul-
tiplico, nam ex diétis intelligicur modus operationis in aliis cafibus.
Inde emanat pulcherrimi problematis refolutio, videlicet. Data qua-
cumque ®@quatione , reperire Curvas fimplicifiimas propofite xquationis
conftru@ioni infervientes. Huic problemati per fequentem regulam ge-
neralem fit fatis. Confideretur exponens dignitatis altioris, que in ®qua-
tione continetur. Si exponens reperiatur inter nUMCros prime (eriel, tum
fraétio correfpondens fumpta in fecunda ferie determinat gradum dua-
yum curvarum, per quaram combinationem implicifime ®quatio_cxpli-
catur. At fi di€us exponens non inveniatur inter numeros {upepioris pro-
greffionis, accipiatur in ferie pumerus proxime major , & eodem modo
fradio progreflionis fecundz defignat, ad quos gradus curve alcendere
debeant, ut per illas fimpliciffime conftruatur zquatio . Sit loco ex;m-
pli
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pli_propofita @quatio fequens x34=js a3x3r==a33b. Exponens maxima pes,

teftatis in hoc cafu eft numerus 34, quem conftat in prima feric non re-

periri. Sumatur itaque pumerus proxime major, hoc eft 36, cui conves

ait fra@io 6, ex quo colligo ad ditam zquationem explicandam  curvas
6

fexti gradus, feu cubico-cubicas fufficere. _

Hujus methodi demonftrationem innuere non_erit abs re, ut. quz
fupra tradita funt, confirmentur, & illuftrentur. Theorema eft emnium
Analyftarum calculis, & demonftrationibus comprobatum , quamcumque
=quationem tot habere radices partim veras, aut reales, partim falfas,

aut immaginarias, quot continet dimenfiones maxima poteftas ignota n -

zquatione contenta. Hinc fi zquatio ad vigefmum quintum gradum E.G.
aflurgat, viginti quinque radices determinande funt, que omnes {i verz
fint, ut in aliquibus cafibus accidit, omnes propofite @quationi . fatisfa-
ciunt. Ad hoc ut ergo @quationes conftruantur, duas curvas eligere c-
portet, qua in totidem pundis fe interfecent, aut faltem fe interfecare
poflint, quot radices habet, vel dimenfiones ®quatio, nam ficuti in unje
ca @quatione plures radices comprehenduntur, ita jllas invenire debemus
unica conftructione. :
Jam ex altera parte certum eft, & univer(aliter ex methodo T.eie
bnitiana dcducitur , curvam curve tot in pun&is occurrere -pofle, five
fecando, fve tangendo., quot .continet unitates numerus ille, qui .oritur
ex multiplicatione exponentium dictarnm curvarum . E.G. duz curye tere
tii gradus, quamcumque fortiantur pofitionem , ibi -occurrere ‘nequeutg
in pluribus pun@&is, quam novem, qui pumerus innotefcit, fi gradus prie
me curve ducatur in -gradum fecundz. Ut res clarius periciplatur , fit
2quatio fimplex , feu unius dimenfionis 5. hac unicam habet radicem,
que facile determinatur per.duarum reftarum inter{c&ionem;; refta enim
re&am non nifi in punéto fecat. ZAquationes vero quadraticz vel duarum
dimenfionum geminam fortiurtur radicem, adecque explicantur per in-
terfeGionem duorum circulorum , vel circuli cum linea rc&a, que fit in
duobus pundis , & duplex zquationis atus defignat. ‘Rurfos coni fectio-
nes, cnm in pluribus punétis, quam quatwor :occursere non poflinz , ne-
ceflario adhibentur ad.conftruendas =quatiames :tertii ; aut quarti gradus.
Quod fi wquatio ad quintam , aut fextam dimenfionem "afcendatr , tunc
sfflumendz funt curve , altera fecundiy, -altera tertii gradus , qua juxta
varias pofitiones in-unico , duobus, tribus,.quatuor, quinque, & fcx pun-
&is ad fummum fe interfccare poffunt, & fic omacs equationis radices ,
fi conditio sproblematis poflulct, exhibere. ' ‘
Ulterius, cum duarum curvarum -tertii gradus interfedtio in movem
pun@is , & duarum quarti gradus in fexdecim punéis , & nen . ultra
fieri poffit, fatis patet, ad :quas zquationes explicandas :hujufinodi linca-
rum combinatio fit idonea. Tandem -E. G. curva feptimi .gradus com-
paretur- cum curva oftavi, fi invicem 'multiplicentur dictarum curvarum
cxponentes, prodit ‘numerus 156, «ex :quo sinfero -has curvas inusiles .effe

ad

12
2d conftruendas zquationes, que quinquagefimum  feéxtum gradum 7fu.
perant; omnes enim illarum radices determinare non poffunt, cum he
linez occurrere {ibi non poffint in pluribus punctis , quam quinquagin-
ta fex, adeoque in hoc cafu ‘ad lineas magis compofitas recurrere de-
bemus; & infuper his uti non oportere , in explicatione ®quatioaum ,
quz quadragefimum nonum gradum non excedunt; nam iftarum deter-
finationem affequi’ poffumus per lineas fimpliciores , nempe per duas
eurvas feptimi- gradus. :

Hanc regulam quoque obtinere in omnibus cafibus ex hoc fit ma-
niféftum, nam alioquin problema cujufcumque generis reduci poffet ad ge-
nera depreffiora, & fic folidum per lineas planas, & plufquam folidum
per folidas conftruere liceret, quod omning impoffibile eft.

~ Hucufque demonftrata cum his, que fuperius tradita funt, aper-
tiffime congruere manifeftum puto, ex quo apparct mirabilis veritatum
tnathematicarum nexus, & dependentia.

SCHEDIASMA XIL

De modo conftruendi non incleganter Problemats

plufquam Jolida

Ommunis Mathematicorum fententia eft, Antiquorum analyfim, ma-
C gnum quondam Geometrie arcanum, punc inter artes inutiles ree
nendam, poftquam nova methodus innotuit, cujus inventor Vieta,
promotor Cartefius. Nihil profe@o excogitari potuit commodius, quam

" Algebra (peciofe ad res Geometricas applicatio, fatis enim fe fua com-
. mendat univerfalitate, hujufque prefidio certa ratione obtinere datum
eft, quod Vetercs methodo quidem duce, fed comite plerumque , aut

induftria, aut fortuna, affequuti funt.

Interim 6 veritati locus effe poteft, confidenter pronuncio, noftrum
refolvendi modum vitio non carere, & magna adhuc obfcuritate laboe
rare, adeo ut nova methodus in his [epius deficiat , in quibus antiqua
excellit, & fi quis utramque conjungere poffet, & ex duplici unicam cfe
ficere, is omne tulific punétum mihi videretur . Aliud eft Problema fol-
vere quocumque modo, aliud elegantiffima ratione id ipfum procura-
re, & ea perfpicuitate, & nitore, qui Geometram deceat, hoc cit bre-

vifima analyfi adhibita , & fiynthefi non operofa , quod in Vc:ier'x_bus
admi-

() Una figura relativa a queflo Schediafma delineata fopra una lettera
feritea nell> anno 1705. ferve di fondamento alla conghiettura 5 che il
noftro Autore in quel tempo lo componeffe. In certe aggiunte pofteriori fi
legge: vel aliter juxta ea que tradidit nuper in Opere pofthumo
Marchio Hofpitalius. Ufe} in Parigi Lopera poftuma del Marchefe dell
Ofpitale , cioé a dire il Trattato delle fexioni Coniche, U anne 1707
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admiror, in Neothericis defidere. Non folum invéntum Vietzum mis
nus concinnam f{uppeditat Problemiatum conftruionem, ut ab illuftri
Leibnitio obfervatum eft, fed etiam ex modo, quo procedit , necefla-
rio derivatur perplexa refolutio, & difficilis compofitio . _

{n primis totius nove analyfis progreffum turbant quantifates ad in-
frar fra&iooum expreflz, magnitudines irrationales, afcenfus ad dimen-
fioncs plufquara folidas, quibus incommodis, cum vetus réefolvendi ratio
non fubjaceat, hanc vere Geometricam dixerim , noftram potius Ari.
thmetice, quam Geometrix legibus conformem. i #

2. Quando ad zqualitatem ventum eft, quot expurgationes, & ter-
minorum tranfpofitiones, quot {pecierum metamorphofes inftitui debent,
ut ad fimoliciffimam formam -revocetur ®quatio? Fadta redutione Geo-
metrica effe@tio aptatur potius inventz @quationi, quam Problemati pro-
pofito, & cum in quelibet genere Problemata fint infinita, ®quationum
vero numerus determinatus, conftructio minus naturalis evadit; femper
enim eodem modo folvitur Queftio E. G. omnia Problemata folida ex-
plicantur per interfectionem parabolz cum circulo juxta Cartefium , vel
circuli cum ellipfi juxta Slufum, aut per duas hyperbolas Heuratii, vel
per duas parabolas Bakeri, & ramen in cafu particulari quandoque Pro.
blematis conditio poftulat, ut diverfa utamur linearum folidarum com-
binatione; ex hac enim clegantiffima profluit folutio, quam ab aliorum
methodo {perare non licet. Veteres, tefte Pappo Alexandrino, magnam
collegerunt fupelletilem Jocorum tum planorum , tum folidorum , quos
refolutos vocabant, & quos fatis appofite adhibebant ad enodandas quee-
ftiones, varietate locorum refpondente varietati Problematum. Hinc cum

refolutivus progreffus ducerct ad locos jam refolutos , vel faltem wiam

fternerct ad wenanda nova loca conftru&ioni- infervientia , mirum non
eft hoc artificio obtineri folutionem magis naturalem , & cujufvis Pro-
blematis genio accommodatam.

3. Poftquam ad mentém Recentiorum Problema conftruGum eft,
vix dimidium operis confecimus; fupereft cAjm ut veftigia analyfis re-
legendo , eruamus Geometricam demonftrationem . At dum teatamus
Algebrzice refolutioni aptare compofitionem veré Geometricam, in tot
difbcultates incidimus, ut melius plerumque fit novam cudere demonftra-
tionem , quam profcqui infinuatam ab analyfi. In Antiquorum methodo
ifte perplexitates non occurrunt; {ponte fi quidem, ut ita loquar, analy-
fim fequitur {ynthefis, & nihil tam obvium eft, quam componendo de-
monftrare, quod refolvendo inventum eft . Fos omnes defeGus de me-
dio tollere haud permittit ingenii tenuitas. Tantum {pecimen aliquod
methedi exhibeo , ut Aralyftis fortafle occafionem przbeam meliora
edendi. Interim tria praftare conabor.

1. Calculi tedium minuendum eft, & liberanda refolutio a quanti
tatum asymmetria, & magnitudinibus plufquam folidis.

4. Conltruétio cx ipfa analyfi petenda cft, & curva locales deter-
minande, ex quarnm inter{cétione, quantum fieri poteit, minus compo-
fita hiberur folutio.

3. Ira

~

3 . M l.:
3. Ita algebram cum Geometria conciliare oportes, ut ab anag]yﬁ

ad fynthefim facilis evadat regreffus.

Totum vero artificium in eo confiftit , ut in refolutione pluribus
quantitatibus ignotis utamur juxta Problematis conditionem, & gradum .

Ignota porro quantitates non ad arbitrium, fed quando res poltu-
lat, fumendz funt, neque illarum numerus fruftra muldplicandus; hoc
enim confufionem parerct: fed fequentem potius adhibeamus cautionem-

Quando in analyfi propofiti Problematis co ventum eft, ut ulterius
progredi non liceat, quin ignota quantitas affumpta, rem traando iu:
xta Quaftionis circumftantias, ad fupericres gradus five puros, five afle-
<&os ngccﬂ'a'rio afcendat, neque aut divifione, aut radicis extra@ione ad
fimpliciorem reduci poflit, tum fpecies mutand= funt, & in refolu-
tionem nova quantitas ignota_introducenda, qua induftsia toties uti de-
bemus, quoties in eumdem cafum incidimus. E. G. fi ex problematis con-
ditiose quantitas ignota_ax ~j= xx ducenda effet in x, produétum ayi4-x:

— —

‘ b

ad tertiam poteftatem pertinerets loco igitur ipfius av<xx ponatur fe-
b

cunda incognita y, & produétum evadat xy. Rurfus fit quantitas ex igno-

tis compofita xy, que ducenda fit in b—ux: twnc in producto bxy—sxy

a a

continetur folidum xxy compofitum ex quadrato magnitudinis ignotx
x, & latere alterius ignotz y . Ad vitandum igitur alcenfum loco xv

. - - - . e
fubftitro tertiam incognitam z, & predu@um crit bz ~zx.

In his operationibus dignitates altiorum graduum eminenter conti-
nentur; attamen f{ptcies intra planorum limites femper fubfiftunt, quod
quam magni fit ufus, infra parcbit exemplis. i
~, Licer aliquando in refolutiene ad cubos, & folida afcendere, finem-
Pe in %u:e[hone_ propofita, cuborum, & folidorum pracipue igr:otorum
aperta fiat mentio; Geometria enim a folidorum comparatione non abhor-
ret. Cavendum interea eft, ne ad dignitates cubo altiores perveniamus
& fi regia via progredieadum fit, licebit folida, vel per rationum com.
pofitionem,, vel alio quocumque modo refolvere. Exemplis potius metho
dus illuftranda fit. Sit igitur propofitum * -

PRO-
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P R OB L E M A i
Eptagonum circulo infcribere s

Quod ad alind reducitur wveftigiis Euclidis infifiendo , videlices
Triangulum Ifofceles conflruere, cujus uterque angulus
ad bafim fit sriplus reliqui.

Srt jam fa&um, illudque fit triangulum ACB ( Fig. 24.)- Dividatug
angulus ad B in tres partes =quales, & tres anguli ABE, EBD,
DBC fint tum inter fe, tum angulo C @quales, & linea AC , vel CB,
qua ad arbitrium fumi poteft, vocetur a.

Hoc Problema fic methodo vulgari refolvi poteft . .

Ignota CE cfto x, adeoque AE erita—x; & ob fimilitudinem tri-
angulorum CAB, ABE, utCA ad AB, ita AB ad AE, & ob id rectan-
gulum CBE erit zquale quadrato AB; {ed redtangulum CAE eft aa=—ax3
ergo & quadratum AB, five BE erit = aa — ax, & AB, vel BE =

Vag=——ax. i
Rurfus ob fimilitudinem triangulorum ECB, EBD. -
EC quadratum: CB quadratum:: EB quadratum: DB quadratum

X2 i ae :: aa=ax : a® - al.
%

®b eamdem rationem
gC : EB :: EB : ED

s :Vaa—ax::Yas-ax: az=a; )
x
& DC ==x ojo a~ a4, fi nempe ex CE == x fubducatur ED ==az =
p —
. Py

fed DC, & DB funt zquales ob =quales angulos DCB, DBC ; ergo
perventum eft ad =quationem v at =~ &= xcpa~aa, ':
xx X x
& fumptis utriufque membri ®quationis quadratis,
ﬂ—:ﬁ:x’u}azaxwa’mzy_-b_f s
xx x & xx
& expurgata zquatione,

) oo 2882 =8’ =67,

a3
Methodi vulgaris ope tali’ patto obtinetur 2quatio: fed cum Ahaslyﬂa
sefolutionis veftigia repatit , & demonftrationem aggreditur , in magnas
incidit perplexitates, ob quantitates folidas, & irrationales, quz in refo.
lutione continentur, ita ut fiillam affequi liceat , fortunz, aut induftrie
potius, quam arti id tribuendum fic.
" Noftra methodo fic rem abfolvimus.

Sint ea omnia, que fuperius. AB igitur, vel BE erat v aa—ax;
fed ex antecedentis analyfis progreflu pater, quod iisdem fignis rctentis,
ad fuperiores gradus fi aicenfus ; ergo per regulam traditam {ccunda

quantitas ignota in fubfidium vocanda eft. Sit Va2 —ax =y. Ob fimili-
wdinem triangulorum ECB, EBD fequens oritur analogia.
CE:CB:: EB: BD
x: 6 17 @
x

Sed DC eft zqualis ipfi BD ob angulos 2quales DCB, DBC, &
BC esat ex fupetiori gsefolutione == x<f= @ = 443 €rgo datur =quatio
x

S g a2 = a), fivé xx < ax==aa<ay.
Ti3e| 1% -
Ut locus Geometricus huic ultime =quationi refpondens inveniatur,
fic procedendum eft. Quoniam xx e 2X==aa=a7, erit xxfpax = az,

. . r .
i a e 7 ponatur = %: addito utrimque - a2, erit xxee ax <p ;-azs
== az e % aa , & hinc inde extrafta radicc , ¥ 4o <= \/azﬁ\ai- a’.

Sit ¥ < E-a:.-q,& erit q‘:azwﬁa%a”.Eﬁo infuper % 8 oo L

== p; ergo ¢ = ap, qui locus cft ad parabolam.

Rurfus altera zquatio erat v aa—-ax—y, hoceft ag ~ax==js.
Statuatur ¢ ~x¥==rs igitur ar = »*, qui locus eft ad alteram para-

“bolen, & fic per duarum parabolarum interfe@ionem Quaftio foluta elt .

Tentemus modo queftioni fatisfacere aliorum placitis infiftendo .
Repetamus itaque fuperius inventam zquationem 13 fo 2ar®—atx = a,
que fi conftruenda fit more Carthefiano liberanda prius erit ab affe-
&ione fub quadrato, deinde per circulum, & parabolam habebitur in-
tentum. Verum hujufmodi @quationis expurgatio, & redu&io ad cubum
tantum affe@um fub latere totius analyfis, & {ynthefis progrefflum tui-
bat, & folvendi problematis hypothefim confundit.

i R 2 Me-

-
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" Methodus, que locis utitur juxca mentem Fermatii, talis eft. Sup-
ponatur comparaticnis homogeneum predi¢tz @quationis, (cilicet a’, @-
quari folido axy, & cum hac quantitate affumpta comparetur utrum-
gue zquationis membrum , eritque prima ®quatio a¥ =axy, hoc eft a®
= x7, qui locus eft ad hyperbolam intra afymptotos. Altera @quatio
erit a8 e 2axt—agax=—axy, & omnibus per x divifis, x* 4= 2a% —a?
== av, qui locus ¢ft ad parabolam. Per interfe@ionem igitar -hyperbo-
le, & parabola problemati fit fatis.

Vel aliter juxta ea, que tradidit nuper in opere pofthumo Mar-
chio Hofpitalivs. 1n fupradi&ta @quatione x¥ == 2ax* — a*x ==a! ponz-,
sur loco quadrati x* dwvifi per cognitam quantitatera 2 fecunda ignota
7, ita ut confurgat zquatio ad parabolam x*=7, deinde loco plani x2

a

in xquatione propofita fubftituatur fuus valor ay , & fic ftabit =quatie
ax: = 2ay—afr=al, & omnibus terminis ad  applicatis , jx <= 245
— axv =a*. qui locusad hyperbolam pertinet- Quzitio igitur folvitur
ptr combinationem parabole , & hyperbole. , i

Non diffimili ratione alia loca folida venari poffumus, & eo ar-
tificium dcducere, ut acceptis ad libitum dvabus coni fe&ionibus y vel
circulo, & quacumque eoni fe@ione, per harum inter{eGionem proble-
nmia enodare valeamus. . :

Interim methodum tam Fermatii, quam Holpitalis Carthefianz pre-
fero, eo quia neutra ullam adhibet expurgationem, aut {pecierum tran-
{murationem , ut conftruétionem perficiat, utraque tamen, vitio non caretj
nam opportune quidem determinat valorem magitudinis incognite ¥, fed
dum ®quationem analyticam in duos locos Geometricos refolvir, & affu-
mit fecundam ignotam y, hzc quantitas, ut ita loquar, extranea eft, ne-
que convenit premifie praparationi. Valor ipfius 7 relatus ad primam
incognitam v, {ecundum Fermatium eft aa =y, fecundum Hofpitalium

x

et vy—=y. Nullam antem in fig. 24. preparationis invenio lineam, que
hujuimodi valoribus refpondeat, adeoque quantitas y , quz non minus
ac prima ignota x ex conftru@ione innotefcit (femper enim vel fola,
vel junéta magnitudinibus datis, & aliquando etiam ignotis componit alte-
sutram ex coordinatis curvarum localium) in demonftratione vix locum
habere poteft, cam nullum habeac in praparatione . Hinc compofitio
extrancis quantitatibus implicatur, atque ardua , & expers artis reddi-
wr, ut propriz experientia didici, qui defe€tus in methodum noftram
non cadit, nam fecunda ignota y optime preparationi congruit ; valet

enim idem ac va*—ax, & per confequens defignat quantitatem AB,

vel EB. He autem linez non folum in preparatione;, fed ctiam in de-
monftratione confiderande funt, ut ex ipfo compofitionis progreffu ma-
nifeftum eft.

Si

l 2

Si libeat in conftrucione , & demonftratione , ad fpecimen )a:t'.s
oftendendum , premiffe noftre analytis veltigia fequi, ita Problema
Geometrice conftruitur, & demonftratur.

Sumatur ( Fig. 25.) infinita FX, cui ad angulos refos infiltat
FH =qualis lateri quelii trianguli, & vertice F; axe FX, parametro FH
dcferibatur parabole FKV. Latus reGum FH bifariam dividatur in pun-
&o G, & agatur indefinita GT ipi FX parallela , deinde a linea FX
abfcindatur FL 2qualis quarte parti parametri FH; & infuper LN 2qua-
lis di&e parametro. Erigatur perpendicularis NR , fecans rectam GT
in punéo P, & pofita PR =quali lateri reGo FH, vertice R, axe RN,
parametro RP, vel FH defcribatur altera parabole RV primam f{ecans
in puné&o- U, & ducantur normales VS, VT. PS et =x, SV=PT =
NX=y. -

Dico primo rectangulum BRS cffe @quale quadrato SV, vel PT,
quod ex defcriptione parabole RV manifeftum eft 5 fupponitur enim
RP aqualis lateri recto dictz parabolz.

Dico fecando re@angulom RPS una cum quadrato PS effe wquale
quadrato RP, & retangulo: RPT. Ex natura parabole rectangulum
HEX cft zquale quadrato XV, fed reftangulum HFX eft =quale duo-
bus rectangulis HFL, & HF in LX, quorum primum poteft quartam
partem quadrati FHs affumpta et enim in conftructione FL wqualis
quarte parti irfius FH; igitur quadratum UX eft ®quale rectangulo AF
in LX, & infuper quarte parti quadrati FH, feu quadrato FG, vel XT.
Quadratum autem VX aquatur quadratis XT, TV, & duplo rectangulo
XTV, quod duplum reangulum zquale eft rectangulo fub RPin TV;
fi&a eft enim RP =zqualis FH, & per confequens dupla ipfius XT ; ergo
§ ab utraque parte aaferas quadratum XT, reCtangulum {ub FH in LX
erit zquale re@tangulo fub RP in TV, & quadrato TV, feu rectangulo
RPS, & quadrato SP. -

Porrd. cum re@angulum fub FH in LX fit ®quale duobus re&an-
gulis fub FH in LN, hoc eft quadrato FH, vel RP, & reltangulo fub
FH in NX, hoc eft rcfangulo RPT, erit reGtangulum .RPS una cum
quadrato P$ zquale quadrato PR, & rectangulo RPT. Q. L. Dr

Ponatur jam AC zqualis PR ( Fig. 24., & 25.) & CE ®qualis SP,
adeoque AE erit zqualis SR. Super data AL conftruatur triangulum Tfo-
{celes ABE, cujus utrumque latus fit ®quale date PT , & jungatur BC. Ex
fupra demonftratis erit reftangulum CAE zquale quadrato AB, vel EB,
& re@angulum ACE plus quadrato EC ®quale quadrato CA plus rectan-
gulo CAB. Dico jam triangulum ACB cfle quafitum. CE it dividatur in
pundo D, ut rectangulum CED fit quale quadrato EB,, & ducatur DB.

Quoniam re@angulum CAE eft @quale quadrato AB, erit ut AC
ad AB, ita ABad AE; ergo triangula ACB, ABE habenta circa com-
munem angulum A latcra proportionalia, crunt imilia . Ifofceles eft
jgitur triangulum ACB, & angulus ABE zqualis angulo C.

Iterum, quoniam re&angulum CED fattum eft ®quale quadrato
EB, erit, ut CE ad EB, ita EB ad ED, adeoque triangula ECB ,

: EBD
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EBD habentia circa communem angulum E latera proportionalia erunt

{imilia; angulus igitur
Tandem quoniam

EBD eft zqualis angulo C.

rc@angulum ACE, & quadratum EC {funt zqua-

lis quadrato CA, & reétangulo CAB, f hinc inde auferatur
lum ACE, crit quadratum EC 2quale differcotie quadrati CA , & re-

{ed rc&anguium CAE

& reéanguli CED,
vel CBE.

Jam ob fuperius demontt
¥£CB, erit, ut EB ad BD,

rectangu-

&anguli ACE, hoc eft rc@tangulo CAE , & infuper reGtangulo CAB;

eft zquale quadrato AB, vel EB, hoc elt rean-
gulo CED; ergo quadratum EC @quatur. reGangulis CED, CAB , &
ab utraque parte dcm&m reGtangulo CED, erit differentia quadrati EC,

ilicet re@angulum ECD 2quale reGangu

lo CAB,

ritam fimilitudinem eriangulorum EBD,
ita EC ad CB; ergo reGangulum CBE

erit 2quale re@tangulo fub EC in BD: fed re@angulo CBE. erit etiam

zquale reGangulum ECD; igitur reGtangula ECD, & ECin
zqualia, & ob eamdem altitudinem EC, DC & DB funt zquales, &-

er ‘confequens angulus DBC =qua

BD fung

lis angulo C. Tres itaque anguli

ABE, EBD, DBC funt tum iater fe, tum angulo € zquales , & ob
id angulus ABC triplus anguli C, quod erat faciendum. ;

s

Premiffum problem
expediri poterat per parab

cHOLIUM L

localis erat g>=—ax = »°ad parabolam. Altera =quatio item

dem curvam erat @x < xx=a*4=a,

membri ga==ax pono

determinatur; ergo XX ==—ay==J, hoc e

a conftruximus }ef duas pabrabélas, fed facilius
olam, & hyperbolam. Prima namque 2quatio

ad eam-

vel x2 — g7 =— 4* — ax. Loco

(uum valorem 7*, qui a prima @quatione locali

&t ay -2y =xx, qui locus eft ad

hyr]erbolam, quam zquilateram vocant . Combinatio itaque parabolz ,
&

yperbolz ‘guz ftioni fatisfacit.

fum, licet di

Interim gemina parabola potius .ufus
cilior, & magis prolixa evaferit compofitio , quia para-

bolam fimpliciorem, & minus compofitam curva hyperbolica {fum arbi-
& gradu faltem @quatione locali. Huic obferva-

tratus, {1 non genere
tioni nec fcrupulofius

lyfta. Eligat igitur curvas quant

adherere,

dummodo id permittat, ut in cafu noftro natura problematis.

Omittere non poflum elegantem

afymptotos , & circul

um, quz ita fe habet.

nec illam omnino {pernere debet Ana-
um fieri poteft zquationis fimplicioris ,

{olutionem per hyperbolam intra
Transformentur {pecies {e-

quenti modo . Sit ignota y = datz b, hoc enim arbitrarium eft , &
nota a pomatur zqualis incognitx ¢, & g—x=2%. Prima xqu
lis , fa&a {pecierum metamorphofi, novam hanc induit formam

qua zquatio {pe&at ad hyperbolam intra afymptotos.

atio foca-
2g=h?,

Secunda zquatio

localis ax <= xx == ez 4 ¥ tranfmutata ad normam afumpte hy-
pothefis talis et 39z o bg — 99 = 2%, qui locus quidem eft ad alte-

ram hyperbelam: fed

fi vice 39% colloces fuum valorem 3b*

ex aquatione zg == bb, hyperbola tranfit in circulum ,” & ori

cognitum
tur @qua.’
tio

- a . , s
tio localis ad circulom 3bb e bg — qq ==2*. Simili ratione , musma
pofitione fpecierum, alios locos omnino diverfos indagare poffumus ,
unde colligitur noftre methodi fecunditas.

§ ¢ HOLI1UV M &I

Confueverunt Analyfte duplicem, aut triplicem quantitatem igno<
tam affumere in refolutione problematum indeterminatorum , five loca-
Jium, hoc eft' duas incognitas fi locus eft ad lineam , tres fi pertinet
ad fuperticiem, cum optimé noverint hujufmodi problemata per unius
ignotz pofitionem folvi non poffe . Cazterum plurium ignotarum ufuis
non adeo ‘communis eft; nam licet aliqui in analyfi multas ignotas in
fubfidium quandoque vocaverint ad calculi tedium minuendum , tamen
illarum valoribus f{ubftirutis , omnes tandem reducunt ad unicam inco-
gnitam, & fic refolutionem claudunt per confuietam @quationis inventio-
nem, cujus conftru@ionem perficiunt more vulgari, quod omnium Ana-
lyftarum exemplis oftendi poteft.

Neque aliter rem expedire , aut poffunt , aut debent , cum enim
hucufque nemo docuerit, qua occafione, & quibus in circumftantis {ecun.

da, & ulteriores quantitates ignotz fumende fint, fequitur dele@um igno-
sarum hucufque fuifle artis expertem, & omnino arbitrarium. Quod fi

_* quis duas ignotas accipiat ad libitum , & his utatur tamquam duabus

coordinatis geminz curva localis infervientis folutioni quaftionis, fieri
poteft, ut fortuito incidat in duo loca, quaz fimplicifima fint, neque
affurgant ad altiorem gradum , quam poftulet conditio problematis , {ed
plerumque quaftio folvetur ex improprio genere , folida nempe per
curvas plufquam folidas, & linearia cujuslibet claffis per curvas convee
nientes quaftionibus fublimiorum graduum .
In Fig. 24. vocata data AC a, eligantur due ignote ad libitum
AB, & ED, quarum prima fit x, fecunday. Ex fupra demonftratis.
AC: AB:: AB : AE
8 : % :: ¥ :xx,
. . a
adeoque CE erit == g == xx : fed proportionales {une
a

CE : EB:: EB: ED
a—{{':x alIeiililgplis il gpiig
a

érgo prima datur gquatio localis xx == ay = x7¥ ad curvam tertii geas
e

dus. Rugfus
EC



EC:CB:: EB: BD

a-yx: a X% a*x

s

a .m.—xx )
fed BD = DC, & DC = a— X%—J; ¢rgo oritur altera zquatio los
a ' ) e

’

calis aax = a=—xx ==y, videlicet aiy = at——2qaxx 4o X3—=d3y <a

D — 5

aa—xx il £ .
4xxy, que ®QqUatio fimpliciffima eft ad curvam quarti gradus. Peccaret
Analyfta contra leges Geometric® fimplicitatis , fi problema hac ratio-
e confbrueret, & in eumdem fcopulum incideret , fi pro coordinatis
curvarum localium eligeret duas ignetas EB, BD, & hac. hypothefi
2dhibita tentaret folutionem problematis. Noftra methodus has difficuls
gates de medio tollit; quando enim in refolutione ventum eft ad quan-
titatem xx, vel ad aliam g = 2% ulterius progredi non Jicet , mifi afcen-

p i i . )

dendo ad magnitudines folidas . Canon jtaque generalis fubit, ut fed
cundz ignote detur locus, adeoque recta AE, vel {altem EC erit==7+
In hac fuppofitione omnia legitimé procedunt ,° & habetur folutio vere
Geometrica per duplicem curvam - fecundi gradus, Hec dida fint, ut
Analyfte innotefcat ufus, & neceffitas noftri Canonis generalis; ex hoe
enim totius methodi vis, & artificium dependet.

P R OBLEMA IL

Datis bafe, ¢ perpendiculo, dataque ratione aggrezati ex uno laterés
¢ perpendiculo ad aggregatunt. ex altero latere & perpendiculo,
reperive’ triangulnin .

Oc Problema confulto elegi, utpote jamdudum refolutum a Renal-
dino in fuo Geometra promoto pag. 2. operofa praparatione ,
analyfi , expurgatione, & confiruione. Noftra autem methodo fic pro-
blemati fatisfacio , nulla adhibita praeparatione. .
Sit jam faGum: & quefitum triangulum efto ABC (Fig. 26.) in
quo datur bafis AC=a, normalis BD =b, & ratio AB<=BD, ad BC
o= BD data cft ut r ad s.
Aggregatum ex AB<= BD cfto x; ergor:s:: x: sx, que ultima
7

quantitas eft ®qualis fumme ipfarum BD, & BC ; adeoque BC =sx—b,
r
e~

‘ufqué quadratum &=t 22 ~— absy = b? ] T
ejufqué q abs: » ex quo & auferas quadratum
r
BD = b*, eri¢ quadratum DC == s?x2 —2bsx, & DC == radici hujus
r

'

quadrati. Hic noftra analyfis fftit; nam fi progrediendo {upponamus AD

———
effe = a = v/ s2xz—absx , & hujus quadratum efformandum fit , ut
) r® r

additum quadrato DB fiat horum aggregatum zquale quadrato AB;ime
plicatifima redditur ®quatio, m qua continentus quantitates irrationa-

les. Igitur Jf_ti_ by fit =, & AD =a-y, que hcilitatis gratia

r* 7

fon neceflitatis vocetur %3 ergo 22 oo b= 22 = 2bx o= b, feu x2—2bx
= 2?, qui locus eft ad hypesbolam . Altera mquatio erat sx*= 2bsx,

—  pemacm

¥ r

i locus eft ad alteram hyperbolam, & per duarum hyperbol.zrum ine
gerfeftionem folutum cft Problema propofitum .

P R INo LIl FuL TRl ag AN IETE

Data differentia [fezmentornn bafis, & alterntis angrloruy
ad bafim , datoque reftangulo [u’ lareribis,
reperive triangulung.

SI: jam faGum, & quafitum triangulum fit ABC, in quo datur dif-
Yeréntia fegmentorum bafis AE, angulus BAC, & reétangulum fub
Jatcribus AB, BC = ¢*. A punéto L ad latus AD intelligatur ducta
perpendicularis EF. .

In triangulo rc@angulo AFE, queniam AT data cft, & datur an-
gulus ad A, datum crit magnitdine diclum triangulum ; ergo utraque
{\F, FE data eft. Sit AF=a EF =10, & ignota FB=. Quadratum
igitur EB, vel BC, erit xquale duobus quadratis FB, & FE. Qued fi
EB ponatur =qualis fccunda: incognite y, ventum erit ad wquatio-
nem b* 4= x* =%, qui locus eft ad hyperbolam aquilateram . Re-
Gangulum porro ABC, vel ABLE erar mquale plno ¢*, & cum Al
fit —a, FB==x, & BL =y, erit idem rcétangulum ABE = ay =
ay; Lrgo altera oritur aquatio localis ay == a7 = ¢* ad hyperbolam
intra afymptotos. Per inter{cétionem itaque duarum hyperbolarum Pro
Blema folutum eft.

Ricr. Opere Tom. IIL S Haoe
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Hoc problema , aliaque fipilia_in Aftronomicis locum habent , i
tamen verum eft, quod Caifinus fufpicatur, planetas motu fuo non de-
fcribere Ellipfim Apollonianam, fed omnino diverfam, in cujus nempe
peripheria fumpto da libitum punéto, & dudtis ad utrumque polum li-
neis reis, harum fumma non cft ubique eadem, ut in Ellipf? vulgari,
fed potius {emper conftans eft reangulum fub dicis lineis compre-
henfum.

Decreveram methodum ad folida tantum Problemata hucufque
applicatam ad linearia etiam extendere; fed jam simis in longum dif~
{ertatio excurrit. Itaque otio tuo Iluftriffime Vir diutius abutendum non
eft . Quod fi tu, aliique in Geometrico pulvere exercitati has nugas
putent cfe aliquid, non dubitabo methodum ipfam ufque ad umbclicum
perducere. i

APPENDIX.

T date fidei {atisfiar, methodus, quam fuperiori differtatione adum~
bravi, amplianda eft, & queftionibus magis compofitis ‘applican-
da, qua data occafione , non folum oftendam, quomode fe gerere de-
beat Analyfta in cafibus difficilioribus, fed etiam non™ inutiles fortaffe
meditationes adjungam circa nataram , & conftitutionem Problematum
plufquam folidorum, & locorum linearium . Verum quia nuda :przce-
pta vix intelligi poflunt, non erit abs're praceptis exempla coﬁitmge.
re, {umpto initio ab his quaftionibus, que ad quintum , ‘aut fextum
gradum  afcendunt, & primum genus Problematum linearium conftitue
unt. Sir igitur propofitum.

B i O i i i VB AL

Bata prima , & fumma fecunde, & [fexta in ferie fex quantitatum
continue propertionaliume , (ingulas diftinguere .

Rima quantitas nota ex hypothefi vocetur «, a

v ggregatum ex fecundz
P & fexta fit b, fecunda vero, qua ignota eﬁ: ponatﬁr: x,agez:ue
fexta erit = b — ¥. Adhibita methodo ordinaria , fic ftabit analyfis

—_—

a:xx*rxd:xt xS = be—x,
@ aa @ @+
Noftra methodo, quando perventum eft ad magnitudinem wx ulee:
‘ . . . -;‘ )
Hus progredi datum non eft, nifi ad quantitatem tertii gradus afcenda<
mus,

A, i 289
mus, videlicer ad 3 : loco igitur x* pono fecundam incognitam 7,
~ il

a* a

eryntque proportionales

aix 3y
x

Hic iterum fubfiftere neceffe <ft, nam fi procedat refolutio, in eum-
dem feopulum incidimus. Sit ergo »* =%. Fiat ut fecunda x ad tertiam
x

¥, ita quarta'z. ad quintam 7% . Rurfus ut tertia y ad quartam =z, ita
. i

quinta yz ad fextam, nempe 2% ; fed fexta erat etiam = b — x; ergo

. x x

datur =quatio _'zi:b-—x, vel x@=bx = x*. Eccc cx analyfi conftru.

' x

&ionem. i |
Quoniam prima 2quatio erat X¥ == 7, qui locus eft ad parabo-

a

lam, fumatur indefinita AH ( Fig. 27.), & vertice A, diametro AH,
parametro =a defcripta intelligatur parabole Apolloniana ACE, & du-
&a ad AH normali AB, omnes abfciffe AB vocentur x, & omnes appli-
catz BC ‘in trilinco parabolico vocentur 7. Jam quia altera zquatio erat
=2, hoc elt yy == xx, {cu mquatione in analogt(mum converfa, x;

x

y:17:%, Hat femper ur AB ad BC, ita BC ad BD , & per punctum
D, aliaque Gmili ratione inventa, tranfeat curva ADE, in qua ordina-
tim applicate femper crunt = x. Ukima vero zquatio bx - x? =2°
dat <irculi peripheriam ADF defcripram fuper diametro AF =b, que
curvam ADE fecabit in puntto D, & duta perpendiculari BDC, AB
erit fecunda , BC tertia, & BD quarta cx quafitis proportionalibus -
Q E F

Scholinm primum.

Si loco aggregati ex fecunda, & fexta quantitaté, data fuiffet ipfa-
fum differentia, in geminam incidiflemus @quationem x* — X* = bx,
& x* — %* == bx . Prima oritur , quando crefcit proportio, {ecunda
quando decrefcit, utrique autem fatisfacit hyperbola zquilatera . Inte-
rim non eft animus profcqui varios Problematum cafus, & determinatio-

acs, vel curvarum proprictates; hac enim extra noftrum funt inftitutom .
S Ali-
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4Aﬁqua potius tradenda funt de conftitutione locorum linearinmr ,
quorum defcriptio Mathematicorum femper vexavit ingenia . Contem~
nenda non eft Antiquorum methodus, qui curvarum plufquam folidarum
conftruétionem aggrefii funt per varios linearum rectarum motus. certis
legibus temperatos , cujus rei illuftre exemElum habemus in conchoide
Nicomedis: licet autem curvae fimpliciores hac ratione cleganter deli-
reari poffint; tamen in magis compofitis, & ad altiores gradus pertinenti-
bous inclucabiles difficultates occurrunt ob multiplicem rectarum eombi-
pationem, & nimiam mottum compofitionem . _

Clarifiimus de la Hire locorum linearium genefim repetit a fectio-

mibus corporum folidorum ; ficuti enim ex coni, originem circulo de-
bentis, varia fe@tione omnia foca folida comparantur, itz foppofita de-
fcriptione circulerum tertiz, quartz & aliarum dimenfionum in infini-
tum, & fuper his altiorum graduum conoidibus conftitutis, loci linea-
res folidis refpondentes derivantur, videlicet infimte parabole , Elly-
ples, & hyperbole. Interim fi noftro inftituto aptetur Clarifs. Viri hy-
pothel’s, i duobus potiffimum deficit . Primo non fervantur Geometrie
canoncs, qui jubent, ut a fimplicioribus ad “magis compofita " gradum
faciamus: qua ratione autem circulus E. G. quinti gradus fit {implicior
parabola, aut hyperbola cjufdem ordinis prorfus non video. Neque re-
ponat, idem abfurdum fequi, dum loca folida ex comi fetione: deri-
vanturs nam circulus, qui coni bafis eft, quamvis habeat zquationem fui
conftitutivam ad fecundum gradum {peCtantem, & cjufdem generis cum
x;uationibus localibus {c@ionum conicarum , tamen ob illius {implicif-
fimam genefim in plano, inter locos planos , potius quam folidos jure
merita collocatur. Secundo loco certum eft, & ab Analyftis demonftra-
tum, in {eonibus conicis omnia loca {olida contineri , ita ut nulla
poffit inveniri @quatio tertiz , aut quartz dimenfionis, que per huju-
fmodi curvarum combinationem non explicetur: At conois gradus {upe-
ricris quemedocunaque {céa non exhiber omnes curvas locales ad eumdem
gradum fpectantes 5 multe fiquidem affignari poffunt ab- his omnino dis
verfa, quas do&idimus de la Hire confideravit. E. G. curva tertii ordi-
nis, aut gradus in univerfUm pumerantur feptuaginta duz, ut patet ex
ccleberrimi Nevveoni opufeulo de fpecicbus , & magnitudine figurarum
curvilinearum.
. Dominus de Tf{chirnhaufen in libro, qui inferibitur Medicina mens-
tis, curvarum plufquam folidarum defcriptionem tentavit per focos ,.
vel umbilicos, qua methedo nihil potuit ingeniofius excogitari 5 fed:
optandum cffer, ut illam IHuftris Aucor umiverfalem redderet ; & omnie
bus curvis aptarct, nam obfervante Joanne Bernoullio, fepe in fimpli-
cioribus herer aqua, & nondum conftar, qua ratione per focos delinea-
ri poflit parabole, quam cubicam fecundam vocant , & cujus ®quatio
localis eft qxv® = y7,

Omitto di{tarnrq curvarum copftructionem, quz fit per motum
GVOIU[Orl.l.Im _Hug.hemi, vel per traGorium Leibnitii, vel per reptorium
Bernoullii, hi enim mows folum in aliquibus cafibus magis compendicx

fam

! 14t
fm folutionem Analyfte {ubminiftrant. Interim ad methodum  genera-
: eft. : . !
.km P};‘;{:E:‘;ﬁl regia via incedendum putavi , hoc pr:emlﬂ'g axiomate,
videlicer curvarum magis co;nppﬁtarum gcneﬁrp s & conﬂ;ru&xor-lem Xe-
tendam cffe a curvis ﬁmpliqonbus, & depretlioris graduz, qxdmum -
feriptionem , & originem aliunde notam fuppono; quemadmo umf:{;:;;;
ex planis loca folida in plano fatis appofite derivantur, L;a cxd G
deducuntur loci lineares prime cl;fﬁs, gz ex iftis lineares fecundx,.

- in iofini vato operandt modo. . !
C}Cm a‘l;:ﬁ;:g;g}c{:t{? ratioEe'm numeris anibus ab{olutam pl‘OFﬂll);lO.»
Primo adeo univerfalis eft, ur nullus dari poffit locus Plufqua:;f-o};'l :1:,,
cujufcumque fit generis, & quacumque laboret tc:rmmzruml Lcﬁ::‘:‘da:
qui tali patto mow determinetur, & confbruatur . Sccun_.o ’ occ; gl
menti- hoc unum poftulo, ut concedatur {ectiones com;as'll_n Pba it
lineari poffe. Hoc pofito .grafi?um progredior » & a. acncx;orl usva .
piendo, viam fterno ad dle'cxllora - Si dc.fcn!)cnda fit L .’(gu:-;emi(“
calis ad' quintum genus pertneons,. id obtineri non potenit, mnl 11& il
fa conftructicne quoruﬁd;nl\'dlocorum' ltxcn?aa:;trx‘:\ y Qui quinwum,

{ d eft folidorum , mter . . i .
cpndlguﬁfe’}‘;s;]u‘%:%offet, qua arte ,gbtincre ficeat locorum l-mls;xfx;u)rzi l<1ise-
feriptionem . Hoc noftra Apal‘yﬁs ignotum effe non ﬁmcl._ -ul]l:: no;

ve pluribus quantitatibus ignotis atitur, hoc habet pecu}xl.zrc dbsibisng
?olum defignet curvam localem {nfervxc—ntem {olutioni Prob cmansaﬁato
pofiti, fed etiam illius c‘?nﬁrué‘.fll)onem otppormne doceat , ut ex
: jus cx fequentibus patet.

exemgilg,cizrvca‘ax;l)sﬁ ’;(P pqarabola-,‘ guam cubicam 'primam vocavnt (.300—
metre, hanc veftigiis methodi infiftendo per fimplicem an‘golgm‘m{unpc;::
rabola Apolloniana deduximus, unde h}t]ufmodx» curve deleriptio

ex fuppofitione, fed ex vi refolutionis inventa eft.

scholinm fecanduns.

Accidit aliquando ultimam @quationem d'etcrminarlrem Pzroblcmarus’
folutionem , & qua in fuperiori exemplo erat bx — x l_:: 22, ngnc :—
Jum duas quantitates inCOgDILAS, fed tres, vel etiam plarcs co{rgg}tre:
qued tamen nullum negotium faceflere debet Am]yﬂmffgt con 'fll'en{
fequenti Problemate, cujus- refolutionem fimpliciorem exhibere potul o
fed malui potius propofito, quam Problemati infervire-

PRO-
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Datum arcus in quingue aquales partes dividere .

Slt jam faGum, & compleatur {emicirculus AHG ( Fig.28.), & ar:
cus divifus in quinque partes ®quales fit AH. Ducantur linez BD,
CcD, CE, CF, CG, CH, & re&a CE ita producarur ad pun&um S,
ut CD, DI fint inzer fe zquales. Similiter linea CF producatur in X,
ut CE fir ipfi EK mqualis. Eadem ratione CF ponatur zqualis LF, &
CG zqualis GM. ;

Ex preparatione primo patet triangula BCD, DCI, ECK, FCL,
GCM effe fimilia; omnia enim funt ifofcelia ex conftruétione, & an-
guli BCD, DCE, & cet. funt inter fe zquales, ©ob zquales arcus AD,
DE, & cat. :

Patet fecundo retam EI efle zqualem re&te AC, & FK =qualem
DC, quod dicendum eft de lineis LG, EC, & MH, FC. Comparen-
tur invicem duo triangula ACD, DIE, in quibus duo lateraCD, DA
funt wqualia duobus lateribus ID, DE ex conftru&tione, & infuper an-
gulus ad I _:cgualis eft angulo ACD; ergo di@&a triangula funt fimilia,
& =qualia, igitur latus TE erit zquale lateri AC. Hazc demonttratio cx-
zeris triangulis applicetur.

His prehabitis, fic analyfim inftituo. Effto AC = 24, adeogue
BC == a. Sit HC data=1b, at vero incognita CD ponatur == ¥

Quoniam fimilia funt triangula BCD, DCI erit
BC : CD :: CD : CI
1% 01 1 e 1

patad)

a

e

. . k
Ad vitandum afcenfum ad dimenfiones folidas, ftatuatur CI = x¥

e

a

==y, & cum IE fit = AC, hoc eft == 24, erit EC = 7~ 2a.
Ob fimilitudinem triangulorum BCD, ECK, erit

BCiiziiCDiiiziciiECiiiieiiCK

a 3 x T y=2a : xy—2X.
Sed FK cft = CD, nempe = x; ergo FC erit = xy ~ 3x:
a

Rurfus cum fimilia fint triangula BCD, FCL, erit
BC

37, & a planorum {imitibus non egreditu

BC : €D :: FC : CL
e X L—;x:fﬂ—gx’.
a aa a
us Analyfta quantitatem x% — 3x* inter foli-

_Pputafler minus perit
aa a

das reponendam, adeoque nova incogpita in refolutionem introduQta,
totius analyfis feriem turbafler: fed. profetto deciperetur ; nam fi loco
x> ponatur fuus valor 7, pradi®a quantitas hanc induit formam 72—
Iy a
r, quod admonuiffe fufficiat .
Sed LG eft==EC, hoc eft ==3— 2a; ergo GC erit == y* —4r4=24 .

, : &

Hic tertia quantitate_incognita in fubfidium vocata , ne ad altiores
gradus peryeniamus, fiat magnitudo ' y* = 54z, & per confequ:ns y* —
. i Py

e 2aerit= 5% =4 - 24 . i
Tandem quoniam fimilia funt triangula BCD, GCM,

BC : CD :: GC : CM
g+ ox i §x—gera ;_x_z-4_:.7‘+ 2%.
. i a a
Sed MH eft = FC feilicet = xy = 3% igiur HC erit == gxx =
a a

sxy oo 52: fed eadem HC ex hypothefi et = b; ergo datur ®quatie
e
gxz— ¢x7 o sx = b, & redua 2qu atione , affumptaque data ¢ 2quali

a a

quinte parti ipfius b,
ax —ac = Xy = X%.

1@ continentur, hoc tamen non obftante

In hac Zquatione tres igno ] ]
flequamur , pradita xquatio conyertatir

ut defideratam conftructionem a
in fequentem analogiam x: ai: X—€:)=%.

Quo=
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Quonizm prima zquatio, in qua fecunda ignota affumpta cft, erat

x* = ar, locus huic xquationi re{pondens erit ad parabolam . Vertice
ioiner A (Fig. 20.), & latere reéto = ¢ intelligatur defcripta parabole
vulraris ARC, & omncs abfcifie in trilineo parabolico, veluti AF, AG,
vocentur x, omncs ordinate, puta EB, GC, vocentur y . ZEquatio autem
fecunda crat sax==2*. Vertice A, diametro AL, & parametro == 54 d.e-
feribatur altera parabola AHI, & ex -pun&o B utcumque accepto in
prima parabola agatur linca BH parallela reGe AG fecans fecundam

parsbolam in pun@o H, & demiffa normali HL, erit f{emper HL ==

PE = y, & fagjtta LA = tertie incognite . i )
D:nique cx nltima ®quatione dedu@a eft fequens analogia x: a::

g1 y—z. Sit y—x =g, & per -confequens y = % == 4. Ex rc‘:(’:ka
AF abfcindatur AD =¢, hoc eft= b, & du@a concipiatur AK faciens

-

£

cum AL angulum femireGum. Fiat femper, ut AF = xad conftantem
4, ita DF = x — ¢ ad KM, qua erit = ¢: fed LK eft == LA =%
ergo LM erit =q == %, videlicet =7 . His factis , pun&o F infiftat
perpendicularis FN = LM = 7, & per pun&um N, aliaque fimili mo-
do inventa, tranfeat curva NCO occurrens paraboiz ABC in puatto C,
& demifla normali CG, dico AG effe =quafitz x, & fic Problema pex

Jocum folidum, & curvam tertii gradus folumm ¢ft,
[T Al - 4T 4 % - ARE. £

Quod fi quis poftularet @quationem localem eXprimentem natus
gam curve NCO relatz ad-axem AG, ita procedat . Reaffumatur  fi-
pra expolita proportio A3 @i ¥ —= iy =— i loco 2 pono fuum valo-
rem 37 ; igitur x:a:: x—c:y— 7>, & proportionc in mqualitetem

54 54
mutata, 1 = 1yt ax~——ac, & redufta zquatione, saxy = 0*== 4%

sa ' * ;
e §a2c, quam curvam ad tertium gradum pertinere manifetum eft s

P R OBLEMA IL

Triangulum ifofceles conflruere o cujus wterque angulus ad bafim  [i$
quintuplus anguii ad verticem .

HUius Problematis refolutio parum differt ab illa, qua in fuperiori
differtatione ufi fumus, dum Eptagonum circulo inferiberemus ;
hos: cxemplum tamen omitiendum non crat, ut cognofceret Analyfta, qua
ratione dcbeat a fimplicioribus ad magis compofita gradum facere .
Sit

g

sit igitur jam factum, & quzfitum triznguium fic ABC L’Fig- ':C,.-)
Alteruter angulorum ad bafim, puta angulus ABC intclligatur di\;‘i(‘ug
in quinque partes xquales, ductis lineis redtis D3, EB, FB, GB. po-
natur nota C8, vel CA =1, affemantur 2utem duz ignotz quanura-
tes, nempe CE=p, & EB=q¢. &

Quoriam fimilia funt wianguly TCB, ERF, habent enim angu.
lum ad punctum E communem, & angulos ERBF, ECB =quales ex
conftructione, crit

. LC GBIk TS BF
p : 6 i 10 aq .
P

Ob eamdem rationem
EC : EBii:iziiibBiisiLE
S P | Iis gl griiiilis 1iig 3

adeoque -FC = p — ¢*.
P

Manifeffum eft, quod iifdem fivgcieb}xs retentis, tlterius progredi
non licet, nifi afcendendo ad gradus fuperiorcs. Ex mcthodo itague ge-
perali nove ircognite in refolutione funt introeducendx . Sit crgo BE
= aq=m, & FC=p—_¢*=1.

P P

Ob fimilitudinem triangulorum FCB, FBG habentium angulum ad
F communem, & angulos FBG, FCB xquales per confiructionem , eric

FC : CB :: BF : BG

F a H m am .

#t ob eamdem rationem
FC : iFRBiiziziiFBI 1 FG

no: o om s W i mE,
—

©
adeoque GC ==n— mmt.
n
S-d GC ft maualis GB ab angulos xeuales GBC; GCB, ergo
ventum cft ad xquaticnem n— o= aum, vl am 4wt = 17, quI lo-

i n

cus ¢ft ad Liyperbolim.
Opere Fuce. Tl 1) Ad
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4Ad tollendam confufionem preftat huic prime parti analyils iuizz
confrrutionem aptare. Quoniam ex {uperiore 2quatione erat am = m*
= n*, fumpta infinita AK (Fig. 30, 31.) cui ad angulos re&os infiftar
liaca K1, & vocatis abfcifla HK 7, & ordinatim applicata KI #, intel-
ligatur defcripta hyperbola zquilatera HI premiffe @quationi locali re.
fpondens. Supereft, utr ex datis indeterminatis m, & » invefltigemus re-
Jationem inter p, & ¢ magnitudines ignotas in principio refolutionis
aifumptas, & Loc patto deferibamus curvam localem, cujus omnes fa-

gitte fint = p, & ordinate = ¢.
Ix refolutionis progreffu erat BF = m = 4q; crgo mp = gq: fed
p a )
EF erat = ¢%; crgo loco g pofito iplus valore #m2p*, erit” EF =
r aa ]

m*p: fed CF eft==1n, & CE = p; igitur datur zquatio n == m* = p 5,
aa ~ a*
vel aan = aap — m?p , & w®quatione in analogifmumx converfa ,
az— m*: a*:: n: p.

Fiat ut quadratum conftantis 2 minus quadrato variabilis HK ad
quadratum cjufdem conftantis, ita HI ad HM. Et rurfus quoniam
crat_aq == m, adeoque @ : p :: m: g, fiat ut nota @ ad HK, ira HM.

) :

ad MN, & per punctum N, aliaque pun@a fimili rationc determinata
tranfear curva HN, cujus coordinate fint HM, MN, videlicet p, & ¢
atque hoc pafto deferipta cft prima ex curvis localibus neceffaria ad pcr:
ficicndam Problematis conftru&ionem ..

Trm_f';rnus modo ad fecundam refolutionis partem, & ad vitan-
das quantitates {olidas, novis ignotis detur locus, fitque DB, vel AR
=1, & DC ==7. Ob fimilitudinem triangulorum CAB, ABD.

CA : AB :: AB : AD

giliilg X e X XA,
a
atque adeo CD erit = a— xx; fed cadem CD ex hypothefi eft =1y,
a ¢

ergo perventum cft ad @quationem a— xv=y, qui locus eft ad paras
a

b_olam. _Abfcmdatur HP=a, & vertice P, diametro PH, & parametro-

aacd;fcrcr{hatcller{ pa}r{asbolc.PRT, fumptoque ad Iibitum. in ‘axe pun&to-

, & duftss > RS, erit QR, vel SH = indetermirate x . Vee

ro, vel HQ = 7 alteri indetcm;inate- e SR ves

D&:
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Deinde exiftentibus fimilibus triangulis DCB, DBE.

DC i 2 1ICBinsiiznidBimn zinilBE
y 4 S X noax:

ankal !

b
fed eadem BE eft =: g ex his, que affumplimus in primo membro re-
foluticnis; ergo data eft aquaiio ax =g, & per confequens  analogia

7
y:a:: x:q. Flar femper uv HQ = ad HP = 4, in SH = & ad

quartam HO = g.

Ob eamdem rationem

CD : DB == _DB : DE
7 H X T L SRR & o3
7

& ideo.CE erit =y — xx =p ex prima anclyfis parte, & zquatione
J

3n analogifmum mutata, y:x::x: y —p. Ponatur y —p==2; ergoy ~ X=p.
Fiat femper ut HQ == ad HS==1x, it2 eacem HS ad qram HZ=x,
& ob id HQ exiftente y, erit QZ=y~2 =p. Punic © hltar nor.
malis ON @aualis QZ, & per punctura N alaque fimiliter inventa tran-
{ear curva YNX, cujus coordinatz: HO, ON cruat, p & ¢. IDico hanc
curvam effe localem fecundam, que primam fecando in punitdo N Pro-
blema determinabit , eritque HO zqualis quefiiz EB, & ON aqualis
EC. Q E. F

SCHOLIUM PRIMUM

S quaflio propofita methodo vulgari tratanda fit , ex fuppofitio-
fie, quod linca AC fit==a, & AB=x, zdhibita opportuna {pecie-
rum fubftitutione, nifi me caleulus decipit, fequens cccurrct *QUatio

@byt o (At —d1 O ex} — [X 0o gx 32 e by TR e W = X ix3 4=
ks — [x7 = 29

Hrjus @avationis conftru@ionem non jta facile invenict Cartefianus Ana-
Iyita. Quod [i tora res abiolvenda fit per locos juxia Ncothericorum
placita , propofitam wmquationcm rcfolvere in cuvas zquationcs locales
quarti gradus, hoc opus, hic lcbar oft . Interim noftra methodus Loc
ipfum nullo prorfus labore afccuitur, vede ox hcc capite patct, quan-
wm cx diftis Geemetrice Anaiyl compendivm acceflerit.

g b _ SCHO
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SCHOLIUM SECUNDUM.
r
Tnveftigemus igitur ®quationes locales experimentes -naturam cur-

varum HN, YNX. Curvam HN deduximus ex hyperbola ®quilatera’

HI, cujus aquatio crat ametmm=nn. Loco {pecicrum m, & » {ubfti-

o ipfarum valores cx fuperiori refolutione inventos ; crat enim 72 -

== ag; & n=p— 9% & ftatim prodit @quatio localis quefita aag
p P b 4

e aagq = p* — 29+ 9> & omnibus terminis du&is in p*, a?pq ==
pp pp

a?g? = p* — 2p2q* == q+, que dat curvam quarti gradus.

Curye autem YNX fic @quationem determino. In ultima @quationé
qua eraty — xx = p, loco sy colloco fuum valorem ax; eritque ax —

y q q

—-—

a
aa—q*

Iam @quatio conftitutiva parabole PRT erat aa—ay = x*. Loco s po~
no fuum valorem ax, ita ut nova oriatur @quatio a* — a’r = x?, &

q 1

loco x fubftituo valorem nuper inventum agp_ , & fic ftabit =quatio
aa~9q

ai— alp =  g*g?p* , & du&is omnibus terminis in a¥—242¢>

aa=qq at—2a2q*4=q%
4 . . . .- g . . .
= g%, in aliam incidimus ®quationem , vidclicet a¢ — 24%9* == a2g+—
£5 — , H 1 1
’p +=adpg*= a*3*p*, & omnibus ad a* applicatis, a% — 24%3* 4= g% —
a — 1 '
p == apg* =g*p*, quae quatio cft ad alteram curvam quarti gradus.

SCHOLIUM TERTIUM.

il p:;n{;:m{]‘:i,r (‘,sz f'cfcund? exzmplq Tocorum plufquam folidorum oris:
il ol ol uppofita .efcnpnonc locorum magis fimplicium ,,
il afem h\gta, ut utraque curva tam generans, quam genita
Figure inﬁ’té’tio }1 i i redd‘t‘ 27. me, & 29. me
Py linc:z- A;\Imrfx“mf’!n > quod pre manibus habemus , con-
natis curvarum encmr:t't]:mt (;'“"'1‘[“ bkl st saelires
rctenta. Unde d ( I g SETIGET hype_rbolz: HI, & parabole PRT,
fingitinlls propofiti Problematis folutio novam, & fortafle non ine-
gantem locorum linearium genefim fubminiftrac.

i SCHE-

gx = p , & per confequens azx— xgq ==aqp, atque adeo x —=aqp

SCHEDIASMA XIL

Da andalogia inter & uationes analyticas & poreflares
/4 5
logzwir/Jmi’cas :

Mathematicus non infime note [uper fequens Problema propofuit Jnvenire
numerwm ¥, qui elevatus ad dignitatem quomodocumque _affectam a
poteflatibus fiei logaritkmi %, & conflantibus , faciat produltum aquale
date magnituding. i

HAc quaftione” mihi communicata , dum illius folutionem tentarem,
incidi in {peculationem omnino novam, & fortafle non injucun-
dam, qua fcilicet detegitur mirabilis profecto armonia, & correfpon-
dentia inter potcfates logarithmicas, & @quationes analyticas cujufcum-
que gradus. Veritatem iftam Mathematicam , ut pote fecundam, & ad
majora viam aperientem , perire non patior , adeoque tuo committen-
dam judicio decrevi Vir Hlutrif, & Erudid ut qualifcemque fit me-

ditatio mea tuo probetur, vel improbetur fuffragio.
LEMMA PRIMUM.

Sit quicumque numerus cujus logarithmus x ducatur in quanti-
tatem b, & fiat produétum bx , quod confideretur  tanquam magnitudo
logarithmica: dico numerum huic quantitati logarithmice nempe bx, re-
fpondentem effe — dignitati %, Dumonfiratio hujus lemmatis pendet cx
conceptu multiplicationis & ex genefi logarithmorum. Multiplicare enim
x per quantitatem b, nihil aliud eft, quam totics fumere magnitudinem
x, quoties b cortinet unitatem . Atqui iterata additio in feric logarie
thmorum poftulat iteratam multiplicationem in progrefficne numero-
rum; igitur nUmerus y totics in {e ipfum multiplicari dcbet, quoties ’
fumitur iplius logarithmus x, vel quot funt unitates in b, & per con-
fequens clevari ad dignitatem, cujus exponens fit b. Q. E.D.

LEMMA SECUNDUM.

Logarithmus x afcendat ad poteftatem quamcumque 7, numerus
correfpondens dignitati logarithmicz 1™ pofito _quod 7 {it pumerus lo-
garith. x, quod & in fequentibus (emper int-lligendum, erit =yx” %
Poteftas’ 1 hanc novam inducat formam x™*.x, & fit x 1 = bx.
Per lemma autem fuperius numerus refponiers log. bx eft = 1F,crgo,
fi loco quantitatis b ponas fuum valorem x=™%, erit 727~ T pumerus log.

a” QE. D
LEM-
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LEMMA TLERTIUM.

Dienitas cuacumque a¢ ducatur in quantitatem ¢, & fiat produ-
&ua ram, wvod habcatur pro megnitudine logarithmica : dico numerum
huic quanuioti scipondentem fic = yea®™ 1. Poteitas A% inc eft =
cxm =" x, & fadio termino ca” ™ ==b crit dignitas ca® = bx : fed lo-
garith. by cumerus eft = )*; ergo i loco b ponas fuum valorem ca” =%,
numerus dignitatis logarithmice ea™ crit =yea” 1, Q. E, D. ]

LY oY - JRUETo TR AP Ty ¢ JNHRY - 2

Propelitiones conver/r Lorum Lemmatum non minus vere {unt.
Si propenatur L. G. dignitas logarithmica yca™ ™ *, patet logarithmum-
hujus dignitatis effe =: ca™. De cateris idem efto judicium.

Ut autem oftendam relationem , & correfpondentiam inter dignita-
tes logarith., & wmquationes amalyticas , fequenzia Problemata pro-
pono. '

PROBLEMA PRIMUM.

Propofitum ft invenire numerum 7, qui elevatus 2d dignitatem
fui legarithmi a faciat preducam »® mquale date quantitati b.

Quomiam )*==b; ergo ittorum numerorum logarithmi erunt ine,
ter fe mquales: fed numeri dati b datur logarithmus ¢ , & poteftatis »*
logarithmus eft = xx ex converfo fecundi Lemmatis; igitur datur zquatio
ax = ¢, & affimpta quantitate 2 loco unitatis, xx=ac, adeoque 2: x::
x:c;s igitur x eft media proporuonalis intera, & ¢. Q. E. L

Aliter .

~ Sit primus numerus in feric numerorum habens unitatem pro To-
garithmo =2 2 & numerus quefitus y ponatur ===2%: eviders eft, quod
nemert 2% logerithmus crit = x. Quoniam vero numerus 2% c,'lcwri
deber ad potcdtatem fui logarithmi, hoc eft ad~poteftatem «x, erit fa&a
Operationc = x**; {ed numeri 2% logarithmus (b= xx; qui ®qualis fup-
ponitur ¢ logarithmico numeri b: ergo datur @quatio xx = c. Q.'E. F]’:

PROBLEMA SECUNDUNM.

Propofitum fit elevare numerum 7 ad quamcumque poteftatem {ui
logarithmi x, puta ad potcftatem a7, & facere produ&um y*” 7
eovale darx aranoran b.

Q.xn"-.rn = 1-—bjergo corum logarithmi erunt zquales: fed digni-
tatis 37 *Jogarithmus eft =17, & numeri b dati datus eft logarithmus ¢
ergo ventum it ad ®quationem x”=—=¢, & afumpra magnituﬂx::é a lo

co

151
6o unitatis, ¥ ==a®"*c, & converfa zquarione in anlogifinum, a”™7:
i gic. BECQ I

Si 11 ponatur == 3, erit a?: X2 :: 416, & per confequens x3 == a%,
adeque x cft prima ex duabus mediis proportionalibus inter unitatem a,
& datam quantitatem ¢ . Sit iterum 7 = 7; ergo as: a6 :t x:¢ & ob
id 17 = a; x igitur eft prima ex fex mediis proportionalibus inter
a, & ¢-

Aliter .

Primus pumerus in {erie numerorum , cui convenit unitas pro lo-
garithmo, fit =z, & numerus quefius efto 27, cujus logarithmus, ==
m. Afcendar quantinas 2® ad quamcumque poteftatem (i Jovarithmi,

L. G. ad poteftatem 7%, & fiat dignitas x ™ 7, vel quod idem cft grn¥r
logarithinus hujus dignitatis eric = m" " ergo dabicur @qmiio w2 * ==
¢, & fumpta unitate 4 cvecta ad poteitatem n, m*¥F == a®, qua ®quUa-
tio cft ad tor medias proportionalcs, quot unitates contINCT €XDONENS 1y

& femper magnitudo m erit p*. in iltis mediis proportionalibus .
PROBLEMA TERTIUM.

Propofitum fit elevare numerum y ad quamcumque dignitatem, cu-
jus exponens componatur €x pluribus nominibus, & in qua indices po.
teftatum fint quecumque potcftates fui logarithmi ¥ per quafcumque
quantitates datas quomodocumguie multiphicatz , & oporteat facere hoc
produ&tum zqualc magnitudini b.

Sit ¢x prefcripto queltionis E. G. oumerus y elovatus ad potefta-
tem x P lofe x # i efe AF T T = b, & zquatio hanc novam ine
duat formam..

o B2z | Lt g e
A . )t TN £ il = b.

Affumptis igitur per premifia lemmata harvm quantitatum logari-
thmis, & fignis multiplicationis mutatis in figna a ditionis  ( cvidens
namque cft multiplicationi in ferie numerorum refpondere additionem.
in ferie logarithmorum ) altera occurit @quatio

A7 e % oo A A= 27 = log. b ==¢.

Ta&a autem denominatione in numeris quaptitatum generalium 7z,
n, p,q& pofito m=7,n=5,p=3 ¢g=1, dibitur xquatio analytie
ca afcendens ad feptimum gradum 37 4=15 433 4= x=¢. Q E. L.

2 L. 1 v—1x 1 N
Sit altera dignitasy* ¥ + dx +i = & faltae-
peratione, ut prius, & pofitis m=15, n=7; P=75, 973> erit,,
x5 oo X7 A=d xS o= fxi=00 A

Aliz
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Aliter.

Sit x primus numerus in ferie numerorum, cujus logarithmus eft

unitas, & ¥ aquet qualitum numerum y. Elevanda fit 2* ad poteltz-
. Ed » m o1

tem a7 e dy” ) habebitur 2v - 0 Fy o e — g -~ dx , cu-

jus numeri logarithmus 7% o= da»*r — ¢, & pofitis m=3, 2=2, erit.

2% e dy3 = ¢:

Hinc patet corrcfpondentia inter omnes poffibiles w®quationes ana-
lyticas, & dignitates logarithmicas , quod hujus demonitrationss fco-
pus crat.

SCHEDIASMA XIV.
T heoria proportiouum per exponenres o

1%, Cﬁmparatis inter {e duabus magnitudinibus ratione afiqua fe in-
vicem re(picientibus (rationem autem habere dicuntur e2 ma-
gnitudines, que multiplicate fe muruo fuperare poffunt) illud in primis
manif fum ¢, cued prima A erit vel totum, vel pars refpedu {ccor ‘e
B; & cum rclationes inter duas quantitates infinitz ¢ffe poifint, unica tan-
tum locum invenit inter magoitudines determinatas A, B, eftque modus
ille peculiaris, qro fir, ut prima tot vicibus, & non pluribus, aut pau-
cior bus centineat fecundam, aut faltem partem aliquam five finitam, five
inhinic fmam fecunde.
e Sic numcrus 8. bis continet numerum 4, & quatuor vicibus ter-
tham partem numerl 6, aut odties {extam partem ejufdem numeri 6.
Hivc fcquitur, quod femper datur aliqua quantitas hujufmodi relationem,
fiu melins continentiam cxprimens , qua a Geometris vocawur exponens.
racioms I
;2. Comparentur magnitudines A, & B, & fit m ea quantitas, qua
“tinentiam infirs A refpeétu B liquer, quod cum auintitas B
eae mo o, ac antecedens A contineat confequens B, idem <t feribere
A,y ac w3, idocue relivo dnter A, & B per cxponentem rationis, hoc
el per duos wrienos 723, & B opriime reprefentatur.
4% Quod hhnverrstur revo, & queratur exponens rationis B: A,

LR )

vel Beomd Zelt enin mB=A) divide vtrumque rerminum per m; igi-

cunn

A b .
tur B==_, & collocando in ratione B: A, loco B valorem equalem
T

A i ) ot A
— » <xprimctur ratio per magnitudines — : A, & tunc quancitas g,
n s n
erit exponens rationis B: A

Exem-
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Exemplo rem declaro. Pono A==38, B==4. In ratione A ad B ex-
ponens m eft == 2, quia A bis continet B: atin ratione Bad A eft cxpo-

. - . A - 1
fiens ==, quia B eft dimidium ipfius A.
m 2

<. His praehabitis, rationes ®quales, ex guibus oritur proportio
funt ez, quarum exponentes funt @quales. Sint quatuor magnitudines
A : B::C:D proportionales, hoc eit codem modo A contincat B, ac C
continet D: fi numerus, vel quantitas 2 exponit continentiam ipfius A
_relatem ad Bs idem numerns, vel quantitas m deflignabir pariter con-
tingntiam ipfius C relstam ad D nam i feans ofier, non oxiftentibus
hinc inde continentiis zqualil.us, cadan non efict prepertio. Hhace i ex-~
primo primam raticnem A: B per terminos @quivalentes mB: B, debeo

_quoque exprimere {ecundam C: D per terminos aquivalenis mD: D,

eritque mB: B:: wD: D.

6°. Sint modo quatuor magnitudines A, B, C, D: exponens ratio-
nis inter primas A, B fit m, & inter fecurdas C, D fic #, cieranturque
more noftro fic . 2 mBaBsimD: DL .
EX di&is fi m==a, di@x magnitadincs erunt proportianales: fed fi m it
major quam 7, tunc A magis contnet B, quam C centizeat D, & in
hoc cafu-dicatur major proportio A ad B, quam C 2d D. §i vero quen-
titas -z fit.minor quam 7, .tunc A minus continet B, auam C contincat
D, & in ifto cafu dicatur minor proportio A ad Ik, quan C ad D.

‘Ex his principiis fluunt omnes argumentandi modi, quos adhibent
Geometrz, & Euclides longo circuitu demonflravir. i

7% In eadem. ratione, in qua funt magnirudings A, B cront eorum

zqﬁeﬂiixitip]’ices #A, uB, vel partes fimiles 45 , B
i

Exponatur ratio A: B per foum exponentem, feribaturque #mB: B.
Jam quonia:n A =B, fubilitvendo valorem iplius A in magnitdinibus
#A, A, erit sA=m . #, & A=mB. Hinc cum rationes wB: B3
: a2 - NN n o
m. #B: nB; mB: B habeant idem cxporens m, ita crit

n
mB, vel A: B::m.aB, vel #A: #B:: mB vel A: B. Q:E. D.
T
n n on

Euclides ftatuit quatuor terminos A : B:: C: D, tunc effe in ea-
dem ratione, quoties auctis cadem multiplicatione antecedentibus, hoc cft
prima, & tertia quantitate, audtis ctiam alia quacumque multiplicatione
confequentibus, hoc eft fecunda, & quarta, femper evenit, ut i muld-
plex prima -eft majus multiplice fecunda, multiplex tertize fit etlam ma-
jus multiplice quarte, & fi eft ®quale, aliud fit etiam xquale, & fi eft
minus, fit etiam minus. '

opere Rice, Tom. Ik i v e
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ge, Hizc magpitudinum. proportionalium affeétioneny inter Theore
mata, non inter ¢xiomata colioco, & f¢ demonfltro. Sint quatuor quan~

itates propon}onales A: B:: C: D, vel (n°.3%) m B:-.B:: mD: D.
Multinlicentus termini antecedentes per quamcumque magnitudinem pr, &
con(’cciucnres per aliam quamcumque ¢, & fint pmB: gB:: pmD: gD. Sit
modo pw major quam ¢; ergo tam pmB erit major ipfa- B, quim pmD
ipfa- D3 nam cumy multiplicatio non fit nifi repetita additio; exiftente A
majore quam B, etiam 2A major erit quam: 1B, 34 quam 3B, & fic:
deinceps; igitur etiam fitum pA fato pB majus erit.. : .

Sit fecundo loco pm=:q; ergo pmB=4qB, & pmD=¢D, zquales-
enim quantitates multiplicatz per ®quales gigount producta zqualia.

Sit denique pm minor quam ¢ ergo pmB’ minor quam qB, & pmD»
minor quam ¢Dr, que omnia erant: demonitranda..

9°. Rurfus {int quatuor magnitudines A, B, C. D; & fit exponens:
rationis A+ B. quantitas m, & quantitas # fit cxponens alterius rationis
C: D, ponaturquc 72 major, quam . Sumantur ®que gultiplices: more
Euclideo pmB, qB'; paDr, gD. Fier: poreft,, ut ita dererminentur- magni-
tudines multiplicantes p, & ¢ ut fit pu=q, & ppD'=¢D: In ba¢: Ly~
pothefi cum fit 7 major quam . erit ctiam- pm major- quam- pu. 5 fed.
pr==gq5 ergo pm: major quam: g, & pmBmajor- quam: gBLT -

Ex di&tis autem conftat, quod A: B majorem habet rationem-quam
C: D, cum exponens m rationis A: B fupponatur majus ¢xponente 7
altcrius rationis C: D s contingere: itaque poteflt , quod fumptis =que-
pultiplicibus, ut praferibit Euclides,, multiplex: prime: fitt majus- multi-
piice fecundx, & multiplex tertie non fit' majus multiplice quarta’ fed.
vil @quale, vel minus, & Roc in‘ cafii erit major' ratio prime ad {ecundam,.
quim tertic ad quartam.. Quod i oppofitum evenit minor erit ratio-
prima ad fccundam, quam tertiz ad’ quartam .. e

10°. Eft ctiam alia infignis proprictas ?Llantitatuni' proportionalium,.
quod faftum {ub extremis equale fit facto ub mediis. Sinr quatuor ma-
c¢nitudines A, B, C, D', fitque ut A: B ita C: D: dico produétum ex
cxtremis A in D zquale effe produ@o fub mediis B in C'. Utrobique eft
cidem ratio; crgo & idem exponens 725 ergo mB: B::mD: D : faGum
autem tam ex cxtremis quam. ex mediis ¢ft mBD;: igitur manifefta eft:
xaualitas.

137 Dico infuper, quod fi duo producta fint zqualia, puta A.D=B.C;.
evit A:B:: C:D. Sivera affertio non cft; habear . G A: B minorem
“nonem quam C: Dj ergos datur magnitudo aliqua major ipfa A, qua.
ad B habet eamdem raticoem , quam C: D, & h®c magnitude: ponatuc
A =N,

Jam cum ox {uppofitione fint proportionales A 4=N:B:: C: D; ergo-
{n.0.) dtum {ub exrremis @quatur fa&o {ub mediis , hoccft AD pr
WD=PC: {ed ex hypothefi AD=BC, ergo AD~4=ND=AD, vel to-
tum pirti, quod cft abfurdum. . .

125 Ajo poftremo, quod i factum AD fit majus fa&o BC, erit ma-
jor ratio A: B, quam C: D. Quoniam produGum: AD'majus cft produ-

&o

UG & 3

‘&o BC, huic adde aliud produftum™NC, utifiat 2qualitas AD==l34~-N.C3

jgitur (n. 1.) At B N:: C: D {ed A magis continet B, quam B4=N;
ergo major eltratio A: B, quam A:BeeN: fed At B N:: C: D'; 1=
go major f¥ ratio A: B quam C.:D. cL

Et fi fit major ratio A: B, quam C: D, f2&um AD majus ericfa&o
BC; & contra fi fit minor ratio A: B, quam -:C: D, faétum AD minus
erit fi&» BC. ,

Demonftro nunc omnes argumentandi smodos a ‘Geometris adhiberi
Aolitos..

Converfa ratio.

«13% Efto A : Bz C-,: D .: dico B: A D0

. - . . ‘I . .
§it m cxponens :tam wrationis A: B quam C: D; ergo (n.4) ~ crit exq
o m

-ponens ‘tam wationis B: A, quam ‘D:C; figitur .wquali exiftente utrobi-
.que exponente, B A DyC. . .

T 14% Sic major ratio A B, quam «C:D: «dico quod -ratio converfa
B: A minor erit, quam D: C. Exponens rationis A : D fitaw, & rationis

. . 1 . 1 1
C: D fit n; erit 7 major .quam 1, ~ minor .quam — : fed — cft
.m n m

i . . 1 1 ollllg . g i
«£Xponens ;rationss B:A, &~ rationis alterius D; €, ergo minor eflt ras
: 7

gio B: A, quam D::C.

°

Alirers

it A:B::C:D:erit fi&um BC="facto AD; ergo B:A:: D:C.

Similitzr danonitratur numerus 14, ‘Quoniam  major ratio A: B,
quam C: Dj;.crgo factum EC minus quam AD ; ergo minor ratio B:A,
quam D: C per oum.i2.

Alsernata fen permutata Fario .

15° Tfto A: B::C:D: critalternando, vil permuvtando A:C::B:Ds
pam cum fit mB: B:: m: D, erit mb: ml:: B: D, confule numerum
feptimum. )

16°. Hine 6 fit major ratio A: B, cvem C: D, ¢xnonens m ratio-
nis A: B mijus cre exponcrte # rationis C: D aigo mi magis .conti-
net #D, quam B contineat Ds crgo pamutando major crit ratio
mis: 4D, vl A: C, quam B: D.

Vo= Ali-
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Aliter:
Quomam eft A: B::C: D;ergo AD=BC=CB, ergo A:€::B:Du.

Si fit major ratio A: B, quam C: D; ergo-AD major quam CBs;
ergo major ratio A: €, quam B: D. (n.i2.)

Cbmpoﬁno r’ﬂnom.c_. ..

17¢ Sit A: B::C: D dico. componendo ita effe AB:B::CopeDs Dt
Loco A fcribe mB , & loco C fesibe mD, ergo
mB=4=B : B :: wD~4D : D, vel
m4=1.B : Brimd=1. D D=

& cum utrob:que fit idem exponens 7 <= 1., urrob!que erit’ eadem ration

Sit major ratio A : B.quam C: D: dico componendo A+B B ma-«
jorem habere rationem. quam C <=D=-Di: +:

D:monftratio facilis eft. In prima ratione expfmens eft m-}‘-l, im
fecunda <=1, & cum m fit major quam. ; euam msf=1 major- erit qpam:
nf=1; ergo &

ﬂim*.u

Si A: B eft in eadem ratione cum C: D, fa&um {ub. extremis zquale:
erit fatto {ub mediis; ergo AD=BC, & addito hinc inde BD erit AT
o= BD=BC4=BD, vel A= B. D=B..C 4= D+ idéoque A+B B €
#=D: D. ' .

Di*v;:f 0 rationis. .
18° Sit Ar B::+C D, erit dividendo A=B: Bir Cw D D Ex=

ponens utrobique eft m—15 ergo &c.

Si_major fit ratio A: B, quam C : D, dmdendo erit major ratio
A B B, quam C-D:D. Exponens prime rationis eft m~-1,. fecund:e
. Porro i m Major quam 7, etiam 7~-1 Major erit quam 7—x .

Aliter ..

Quoniam AD=BC ergo AD—BD = BC — BD; i
€=D: D, qua divifio eft rationis. 5 ergo A-B: B

Quod fi AD major eft 1pfa BC, etiam AD—BD
ergo major crit ratio A=~B.: B, quam C-D'; D, Qma’olgim i

Cors

Comverfio vationis .

19° Sifit A B :: C+ D, erit per converfionem rationis A=fB: A
C4D:C.

Quoniam, A: Br: C: D; ergo convertendo B :A:: D: C, & com-
ponendo Be= A : A : D+C 1 CL

20° Si A: B majorem rationem habuerit, quam C: D, per conver-
fionem rationis erit minor ratio A+B A quam C==D: C. Demon-
ftratio eft eadem. .

Demonftrari quoque pote& converfio rationis per exponentes; in ana-
logia enim A4=B:A::Co=D:C
exponens utrobique eft me

m
Fa&um ‘pariter. fub extremis eft AC~f=BC, & factum. {ub mediiselt

AC+AD fed BC=AD:; ergo AC4=BC—=AC==AD; id elt A4~ AdB.

C=A.C+4D; crgo ex xqualitate oritur analogia preditta.
Sequitur;'quod fi fit A: B::C:D, erit quoque A—B: A:: C-D: C;

‘yel B~A:A:: D-C:C.

21° Si fuerit ut tota ad totam, ita ablata ad ablatam, reliqua ad
reliquam erit, ut tora ad totam, hoc eft fit ArB:r A=P: B—~Q, erit
pariter A: Bi: Pr Q. Demonftratio ex antecedentibus facile deducitur.

Qrdinata vatio .

x2% Si foerit ut A: B, ira P: Q, & ut B: C, ita Q: R, erit éx
@quo ordinate A: C:: P: K

Dllponantur tres magnitudines A, B, C, & aliz tres P, Q, R. Sit
exponens rationum A: B::P: Q quantitas m, & {it quantitas # exoonens
rationum B: C:: Q7 Rjergo A=mB, P=mQ, B=2C, Q=1R; fic
ergo {tabunt magmtudmes A=mB, B=aC, C; P=mQ; Q=iR, R,
& extremz ex utraque parte mB: Cu: mQ R Loco B colloca fLurn va-
Jorem #C, & loco Q colloca fuum valorem #R; ergo maC:C::mnR:R +
fed vtrobique eft idem exponens mn , ergo ultime quatuor quantitates
{unt proponrionales Sed mnC=A, & mnR.=P; ergo f{unt ctiam pro-
portionales A: C::P: R.Q: E+ D.

23° Si fit ma]or ratio A: B, quam P: Q. & rurfus major ratio B: C
quam Q R,erit ma)or ratio A: C,quam P: R. Quoniam major ratio
A: B, quam P: Q, erit permutando major ratio A: P quam B: Q: &
qma eﬁ major ratio B: C, quam Q: R, erit etiam permutando major
ratio B: Q, quam C:R: ergo multo major ratio eft A: P, quam C: R;
igitus permutando erit major ratio A: C, quam P: R'

A=
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.dl’lfﬁ'r .

Quoniam proportionales funt A : B:: P: Qs-ergo AQ==PB. Trerum .

quoniam proportionales funt B: C:: Q: R ergo BR :==CQ, & multi.
plicando uniumque membrum ultima ®qualitatis per P, PBR =PCQ: fed

PB=AQ; ergp AQR=PCQ , & dividendo per Q, AR=£P; crgo

A:C::P:R.Q:L:D:.
Perturbata ‘praporfio..

24°. Si fint tres magnitdines , & aliz tofidem ‘in :«eadem :ratione
erturbara, etiam c¢xtreme proportionales erunt
A, B, C: P,Q, R, S.Sint tres ;magnitudines A, B,«C, & aliz to-
tidem P, Q, R in cadem ratione perturbata,hoc et fit A: B:: Q: R,
& B:C::P:Q:dico A:C::P:R." -~ - o
Addatur quantitas S, ita ut fit B: C:: R:'S: & quoriiam A: B::Q:'R,
& B:C:: R:S,erit ex @quo ordinate (num.23.) A: C:: «Q:S: Sed

B:C::P: Q::R:8; ergo permutando, P: R:: Q:§: fed A:C::Q:S3

dgitur A: C::P: R,
Per exponentia proportionis fic. °
A, B, C:P,Q,R,wvel
mB, B=nC, C : nQ, Q=mR,R.

TLoco B fubftituc valorem #C, & locoQ valorem #R ; crgo mnC=A+C:z

meR =P: R: & cum utrobique .inveniatur exponens 7n , patet weritas
propofitionis. ’

Aliter. )

A:B::Q: R;ergo AR=BQ. Rurfusquoniam B: C::P: Q; ere
BQ=CP; igitur ARg=CP; .ideo?ue A: C'::qP: R. hingiii

Sit major ratio A: B, .quam Q: R, & major ratio B: C, qu:im
P: Q; erit major ratio A: C, quam P: R. AR maior eft-quam BQ, &
BQ major quam CPj ergo AR multo major quam CP; quare patct pro-
pefitio . ’

. 25°% Sit A:B::C: D,ftque E: B:: F: D:dico A4E: B::C4F:D,
Prima avalogia convertitur in ®qualitatem AD ==BC, [ccunda in aliam
®qualitatem ED = BF ; ergo AD 4=ED = BC 4= CF; crgo tranfeundo
ab ®qualitate ad alteram analogiam, A4=E:: C<4=F: D.

i ].(H.v:c. ¢t propofitio 24 Euclidis, fed ex hypotefi nonnulle alie illa-
joncs . cunter.
Quoriam AD=BC7 ergo AD=B; & quoniam ED=BF, ergo
C

LD

7
§ gy i
1.D==Dsergo AD==LI2, vel dividendo per Dy A=T; ergo A:Ciiia: |,

N3 ¢ F ¢ T

_. . Rurfus quonjam: AD=:BC, & ED=RF, erit AD~ED=BC-DBF;
ergo. A-EBi: C-F: D..

- 26° Sint quatuor magnitudines proportionales A: B:: C: D & fit
maxima magnitudo: alterutrum: antecedens puta ‘C : dico confequens B
efle minimam magnitudinem. Et primo cum fit C: D:xA:B, & C fit
major ‘quam’ D, erit A major quam B.

" “Sccundo’ quoniam C: D:r At B, eriv permutando C: A ::D: B: {ed C

major quam Aj ergo D major quam. B, ergo B'erit’ omnium minima.

Deinde it maxima quantitas alterutrum confequens, puta D, ante-
cedens A' erit minima : nam convertendo, D: Cix:Br A ergo patet fecunda
pars propofitionis.. : . _

Tandem ajo, quod aggregatum ex maxima, & minima majus eft
aggregato- reliquarum ..

Sint proportionales A<=B:C=4=D::A: C, fitque A~=B maXima,
erit € minima. Sumina ex maxima, & minima et A~=B~=C. Summa
reliquarum eft A4=C~=D- i

‘Quoniam A==B : CD:r A C'5 ergo permutando A-B: A:: C=
D: C, & dividendo, Bz A::D:C, & permutando, Bz D:: A: C: fed
C utpote minima , eft minor quam- A; crgo D minor quam. B; igitur

" A4B~C major quam A-+D+4C . Q. E. D.

De: rationum: compofirione ..

. Nihil utilius in tota Geometria'y quam rationum' compofitio, & di--
“vifio ;' vix enim demonftratio aliqua majoris momenti. abfque earum {ub-
fidio' eleganter perficitur.. i

27° Sint magnitudines A, C, inter quas interponatur media que-
cumque ad libitum B, & ordine collocentur A, B, C. Quaritur quo-
modo ratio prime A, & tertiz C exprimi queat per rationcs prime Aad

fecundam: B, & fecunde B ad tertiam C.

Exponens raticnis A: B fit m, & rationis B: C [t u, & feribatur
mB, B=nC,C . Loco Bin primo termino {ubftituc valorem C, & ha-
bebimus mnC=A, nC=B, C 5 igitur ratio A: C, vel mnC: C confti-
tuitur ¢x exponentibus rationum A: B, & B: Cin {e invicem multipli-
catis. I

Ratio itaque prime ad tertiam dicatur compofita ex rationibus pri-
ma ad {ccundam, & fecundz ad tertiam, quia fi harum exponentia 10vi-
cem multiplicentur, componunt exponens rationis primz ad tertiam’

282, Datis quotcumque quantitatibus fequenti ordine difpoficis A, B,

C,D, E, &c.,ratio primz ad ultimam componitur ¢x rationibus omnsum
mediarum, hoc eft fint exponentia rationum A : B=m, B: C=u,.
C:D=p, D: E=q, exponens rationis A: L erit==mnpq-

- Quo-
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Qroniam retio A+ C componitur X ratienibes A : B, B:C, & ra
tio B: Dex ruzienilus B: €, C: D3 igitur ratio A D componitur X
raticnibus tribus A: B, B:C, C:D, &¢ i, ,
Iterum fint quantitates A, B, C, ratio A B, hoc ¢f primz ad
fecundam; componitur ex ratione dircéta A:C, & .fnvcrfa B:C .}_Cpaz
{Htnatur € media inter A & B, fic A, C, B. Ratio A: B componitur
ex rationibus dire@is A; C, €:B, fed ratioC: B eft inverfa rationis
B:C; ergo &¢ : : s

29°. Si ratio A: C componatur ex rationibus P: Q, & R: S;dico

A:C ::PR:QS, hoc ¢ft cadem ac antecedentium utrinfque rationis
componentis prodvctum ad produétum confequentinm.. Sit P:Q::A: R,
eritque B: C: o R: S. Ratio ¢ft, quia cum ratio A : C componatur €x
rationibus A: B, & B:C, & pariter ¢x ratjonibus P Q, & R 8,
&fit A:B::P:Q,erit B:C::R:S, 3 Pt S
jam exponens rationis P: Q, vel A: B_-.ﬁt_'m,_ ratiopis . vero R: S5
vel B: C fit #; ergo cxponeéns rationis A: C erit . Porro - in ‘ratione
P:R: QS filoco P ponas valorem mQ,; & loco -R. valorem 1S 5 erit
PR = mnQS ; itaque jn rations mnQS : QS habetur idem- exponens
mn; ideoque ., ppoeie los
A:C:: PR:QS. QED. )
Si ratio A :C componatur €x quibuicumque rationibus P: Q. , R ¢ §,
T:V,X:Z, &c.erit A: Ci: PRTX: QSVZ. Demonftratio eft.cadem.
o0°. Sint magnitudines quotcumque continue _proportionales A, B, C,
D,E, F, &c Ratio A: € componitur ex rationibus A: B, B:Cr
(ed A:B::B:C; igitur ratio A : C componitur bis ex ratione A: B,
& ob id dicitur duplicata. Ratio A : D componitur ex ratione A : B
ter fumpta, & vocatir triplicata, rafio A : E quadrup!ic_eta.,;ra;io, A:F
quintuplicata rationis A: B, & fic deinceps. TUraGL
Ponatur A = unitati, & termini fic exprimuntur in allara contit
nua proportione : i , 3
1, B, BB, vel B*, BBB, vel Bs, B+, Bs, &c. Numeri 2,3, 45§
vocantur exponentes, & quantitates B2, B3, B+, Bs, appellantur poteftatés,
vel dignitates. Numerus puta 4 denotat dignitatem B+ effici ex multipli-
catione B in B in B in B quatuor vicibus repetito B, & fic de aliis .
Prima dignitas B2, vocatur quadratum, fecunda B# cubus, tertia
B+ quadrato-quadratum, quarta BS quadrato—cubus, &c. i
Rartio tandem A : B ex adverfo dicitur dimid:ata rationis A: C,
& ratio A : B dicitur fubtriplicata rationis A: D, &e.
Rationes quomodocumque ex @qualibus rationibus compofitz funt
®quales. Ratio dependet ab exponentibus.
Ratio inverfa, vel reciproca tollit direGam.
Pono rationem A : B, fitque A: B:: C: D, & B: A :: D:E: dico E
== C, vam cum fit B: A:: D : E; ergo convertendo A : B:: E : D
fed A:B:: C:D;ergo E:D:: C: D, & permutando E: C:: D:D
fed D=D; ergo E=C. '
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De Organica Curvarum Tralloria, arque Logarivhmica Conftructione
# Viro Celeberrimo " Joanne Poleno inventa.

JACOBUS RICCATUS JOANNI POLENO.
S. P. D

Uz duo a Te excogitata, atque inventa Inftrumenta funt, ut cur-
vds binas,‘-Logarithmicam , & Tractoriam, hodicrne G,';C)mctri.t‘
apprime necefflarias , queque numero cenfentur Tralcendentium Curva-
sum, mechanice defcriberes expendi diligenters mirificeque fum iiidem
dele&atus . Ac quod noftro hoc genere re@iffiime zftimantem  facere
oportet , ut traducat ad periculum , femel ipfe iterumque tranftuli .
Re admiratione haud levi, fic inveni: eas lineas inde oriri, & mihi
exiftere, -quas utpote natura fua, ac indole obfcuras & diﬁicil,cs, mente
dumtaxat, & cogitatione antea perceperam; ita porro clare ac diftinéle
«cas deferibi, ut ne note quidem vulgo Coni Scétiones certius in pla-
no, ac luculentius delinear ratione wlla mihi pofle videantur. Sed ex
rebus omnibus puram fimplicemque rationem demiratus fum , qua rem
ipfim ftruis ex proprietatibus earumdem Curvarum , quarum altera
“Tangentem , Subtangentem altera conftantem jugiter habet . Caterum
haxc ipfa fimplicitas, qua tantopere adamatur, cum prima exiftere , &
apparere fieberet, latens tamen eft, detegiturque extrema: quo fit, ut’cgo
putem , in quocumque artificio difficillimum effe videre , ac cernere
.quam facile ad exitum propofita res perduci quear. Namque poft Nepe\'lm‘:
id inftituerunt Mathematici, uc plurimum operze ac ftudii Logarithmicz
eribuerent , & aliquanto poft de Tra&oria cogitarunt. Farum ;ro"ricmtr:c
illuftravere, atque ad quadraturas, re&ificationes , menfuras corpc::'um {o-
{idorum, horumque {fuperficierum ufque penetrarunt. At nemo unus adhuc
inventus eft, qui de organica confltru&ione Curve utriufque cogitaveric
aut tanquam Problema aliquod propofuerit. Tu tamen rem in\:‘cﬂigaﬁi ’
nobifque eedem tempore felicifime adaperuifti. i
Renutus Cartefius, Vir de Mathematicis Scientiis oprime meritus,
nullam aliam ob cauffam curvas Trafcendentes repulit a Geometria,
nifi quod ea ratione #li non occurrerent, qua exprimere Curvarum na-
turam confuevit; analyticis nimirumn zquationibus, quas quantitates du
Opera Riccati Tomo 1L X in-

) Dopo Ia_ lettera del .,S‘ignor Marchefe Poleni al Sig. Jacopo Ermanno flaim-
pata in ’Pada'.va Uanro 1723., che tratta dell Organica Conflruxione
if[”“ Trattoria , e delle Logarithmica, lezzefi la prefente del roflre

ntore .



