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AL LETTORE

IL CAPITANO SACCHI *

SE talvolta ancora le cose tenui meritanc

equipararsi alle grandi, o perché guide sono
a delle pitv ardue, o perché condotte da
sublime Genio vestono una forma dele-
ganza e dignita; tal é il merito di que-
st’Opuscolo, che sebbene comune a prim’oc-
chio ti sembrasse , I insigne  Autor suo
JMJSCHERONI seppe bensi colle sagaci e pro-
onde ricerche, perfette e generali sue dot-
e rendere il medesimo interessante, nuovo 5

ande, meritevole gia del pit felice acco-

Questo avviso al Leltore fu posto in Sronte alla
nda edizione dellanno 1802.
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i PREFAZIONE.
glimento fra tutti gl amateri di questa
Scienza. Questi e tutle le divine sue pro-
duzioni erano pegno swcuro di ben altre
luminose e grandi. Ma la morte, immatura
all’ Autore, ed @ suoi disegni sopraggiunta,
recise il filo di si belle speranze , € 807 Lb.
ai Letterati gli occhi di lagrime, ed a tuttt
il cuor di desolazione.

In cinque parti divise U Autore questo
Libro. .

Le tre prime trattano della misura, flz-
regione delle dinee, misura degli angoli ¢
delle supe{‘/icie, La moluplicita ¢ semplicita
dei metodi niente lascia su questa parte da
desiderare di pit facile e pronte all’ Inge-

gnere si militare che civile.

La quarta conticne la poligonometria ,

o sia metodo di misurare i poligoni piant,

coll’ applicazione della -~ medesima alla mi-

sura di lati ed angoli i certi ~sistemi di.
linee rette -poste: successivamente ad - angolo.
Puna presso Valtra, finché 1 ultima. finisca.

a che..

al principio della prima, 0
si abbia il poligono.

PREFAZIONE, vis
Giudici  sieno del vantaggio di questa
nuova sua dottrina il Geografo nel calcolo
dei triangoli, che si formano per levare le
carte delle province, e per segnare i me-
ridiani; e PIngegnere militare per levare
piani di fortezza od altro, a di cui comodo
s‘aggiunge pure la descrizione d’un istro=
mento matematico dall’ Autore immaginato ,
opportuno a tal metodo, e commendabile

per la sua semplicita e speditezza.

La misura dei solidi con un saggio di

poligonometria solida ricavata dalla piana
JSorma la quinta parte. Troverai in essa
sciolto in generale il Problema della soli-
dita d’un poliedro, che ha per basi due
ﬁléce parallele, poligone, e le altre qua-
drilatere poste comunque intorno ai lati di
- queste basi. Questo interessante Problema,
kaggizmto dal? Autore alla tuttora assai nsan-
cante dottrina dei solidi, cyompie Popra ed
merito della medesima.

La rapiditec  dell esito  di questo Libro,
ortanza del medesimo generalmente ri-
sciuta, il sacro dovere di Scolaro al




3ite PREFAZIONE.

suo Maestro m’impegnarono & questa 56::’
conda edizione; aderendo alla volonta de?
defunto Autore, ed al parere di mo‘lli,/ v’ agj
giursi le Dimostrazioni (*), le quali oso ’sp.e-
rare non debbano comparire del tutto pnw?.
dutilitec, saranno di comodo at dotjti > di
Sacilita ai principianti ; infine coll’aslstdue
diligenze nella parte tipografica cer'c.az dal'
canto mio renderti il Libro pit gradito, ed
a me pil sicura la benemerenza.

‘ ﬁg‘. 137 ml furono
graziosamente comuniqarlte?(fa'l ig. Ingegnere Gaetano
Belati, Ispettore dell'L. R. Giunta ’(’411’31‘, Cen
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~ PROBLEMI
DI GEOMETRIA

LIBRO PRIMO

DELLA MISURA DELLE LINEE

PROBLEMA I

Misurare una distanza AB accessibile nei soli
due estremi A ¢ B.

Soluzione 1. Presb qualunque punto €, dal
quale si possa andare in 4 e B, cioé misurare
le rette C4, CB ( fig. 1), e portata sulla conti-
~nuazione della 4C Ja €D che e sia uguale, e

arimenle su]]a‘"contim]azione della BC la CE
ua eguale, si avra DE = AB.

Souluzione 2, Preso colla stessa condizione un
o C (fig. 2), e porla!é sulla continuazione
A4C la CE = BC, e sulla conlinunazione
BCla CD = AC;si ayra DE = 4B..

Masch., Prob. Geom.



_andare in 4 e in B, se prep

LIBAO PRIMOy

Dlmostrazmne Due 1nangoh qua

2
lunque sOTe

allorché hanno umn (moolo
i rispettivamente €g evualz,

ED — AB. Bossut,

e:fettameme uguali,

ugunle, compresof/a. latt
dunque in ambedue i cast
pag: 22» Teor. VILL
Soluzione 3. Se daun punto v (fig:
dendo VC — V4

e in A si ayrad

Sl poh a

anche da C si potrd andar
4B ::yl/"(A“‘C"T;E 4+ BC)

Dimostr. Si cali sopra BY Za«“pcrpendicolcare
’:'AN, ¢ si denomini
oAV =
BC =
AC =
BY =
VN =%

AB =1z
csary CN =
S UBN=©

AJ\I =
'Fssendo AN catteto comun
' AI\V 'ANC per loro proprieti. shayra

S a — x)

"—‘a——-x i

eguaghando 3 due Pvaloit si-

idue rettangolz’

‘ha I equazione

 WISURA DELLE LINEE. 3
- Xa — ]‘J: :
‘ =b —(a—x¥
da eut 3 ( "
v fatto il quadrato, e ridotta si Ra:

p =g 20Th
22

Dal triangolo retto ANB si fia
=y + (¢ — x) == y*:

¥y '( X = y* 4 x* — 2 ¢x -~ ¢,
per costruzione di figura si ha y - ’

. 0 . ‘ ’ x’. : ’
e sostituito al residuo x il suo valore si ah ,

; si ha

= cz + 22— 2¢a2 — cb?’
’ a- s

essend. - 4 I ] » e

ndo poi pe costruzione d = C a :

) ~d ,, €

d SOSlitlle(ldOSl: 5
: ' ) . i que&‘w

ef]ul.va[e(ltb Vlllorl sne”’equaziﬂne 2? Si' ha

___2 2
¢ 4 a* — 2ac,

== b—af

‘Sostituendo alle lettere le lin ‘

radice st ha ok s fa
AB = |/ (AC=-— + BC*).
Solmzone l; Se dal punto 7 si potrd andare

A e B, e se prendendo sopra le ¥4, VB, 1
E si potraandareda D in E. (fig. 4);sia .
re.da . 4);81 avra

par By .Dk.EV(DV’iﬂfEV"——‘Dmﬁ



LaBRO PRINO, , - . WISURA DELLE LIREE. ‘ » 5
4 Dimostr Calate le Perpendwolari AN, DM : Ora dal triangolo rettangolo ANB si ha
, i ‘ ] ‘
i sopra il lato. VB fﬂ;‘“ : z’:%;(m’—(n_—tx)?)+
=c
e Ry
DE=D) ey :
DM =y a‘+c’5—-3—n§£(nix)',
 ME=x 4 ove sostituito il valore di x si. ha
S MV =nx*
AB . g? ~— 2° :_}_ c® ___E_i_al% (nn _|_ma —_— bz )"'
" Tosia d V';du'e‘triangolisimili AVN,DVM ’ . k , .
Dall’ analogia ae : rimesse alle lettere le linee si ha
sih V= L AB=)/(AV+BY:— AVEY (DV>+4-EV*—DE-
o B=)/(AV*+BY* — 5y DV - BV —DE?)),
AN ~m Y, Soluzione 5. Se nel triangolo 4BV ( fig. 4) st
BN =¢ — [l = 2 potranno misurare due angoli e il lato AV, 8 avra
m
. sen, V~
DVM, DEM si ha AB =AY g

Dai due triangoli’ rettangoli
. 2 v - Be sl potranno misurare Jue angoli e il lato BY,
doppro valore Y3 ( sy ‘
— (o2}, " N |

ot MY ;:E:' e5 s aVrél_, 4B = BV
2. y’ = — X3

quesu valorz ragguaghan si
i (n+x)V—‘b——x,

sen. ¥V
. B’

7 azlone
ha U equaz Dlmostr Il noto teorema di Trzg che it Iatz
tnangolo stanno come ¢ seni degli angoli
posu, dimostra le precedenn due soluzmm

ut, pag. 124, Teor. 111,
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afé ‘ , LIBRO P‘RIMO, o
Soluzione 6. Se si poha mxsurare I’ aDg01° Ve 1 Vedi Bossut, Teor. IV, ove dice che in ogni
od i due lati 47, BV, si avra triangolo rettilineo si ha i ¥
] ; . . quesla  proporzione. L
AB= |/ (47" + BV — 24V.BV. cos. AVB). somma di due lati sta alla loro differenza, comLz
Dimostr. Calata Za perjpendicolare AN sul 3 la tangente della senu -somma dei due angoli o -
lato BV, st asrdd postl a questi lati, sta alla P
tangente dell
AR — AN + BN- semi- dszerenza nte della Loro
| — AV — VN (] BY — VYN, So[uzmrre 7- Se si potra fare che 1dngolo
onde AB =AV: - BV’——’ZBV‘.VN ‘ ﬁg 5) sia retto, e misurare 47 e BF, si avr
ma VN=AVcos.V; ' B = |/ (4P + BP*). ’ 5
dunque Bossut, pag. 76, Teor. 1
AB = ‘/(AV’—}—BV“—— SBV.AV.cos. V). tﬁ Soluzione 3 Se potendosi fare retto I’ an-
3 ; . n-
~ 8i potra ancora trovare AB in questa maniera, ' golo 7/(fig. 5) si potrd misurare anche uno degli
Coll'e . A—p_ BY—d4V . ATE angoli 4 e B ed uno dei lati 47 e BV, si avra
oll quamone tang —— =F7yav V+AV ang.— ,
o vero 4B — AV.sec. V4B = LA
: o cos. ¥V AB

Lo A—B
B) verl‘a a conoscere tang ey € Pel' coﬂsegueﬂza
AB — BV. sec. FBd — BY

cos. FRA"
1mostr. In ogni tlmngo?o rettangolo U'ipo-
:lffmusal sta al raggio, come un lato al coseno del-
’angolo adi ]
g iacente, Dunque AB :1::AV :cos, A
i ; ; 1

A:B 3 la quale semi-differenza degh angoli VAB?
734 sggivata alla semi-somma = TLFR-

golo magglore 4 opposto al lato BV che si sup-
poue maggwre di 4 V e souraua alla medesima
nore, e 51 avra po: AB per

seml -somma dara 11
via della’ solumon
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Soluzione g. Se si potrd fare retto I'angolo 4,
e misurare 47, VB (fig- 6), si-ayra’
BA::V(BW—AW):|/(BV+'AV)(BV-—AV).
Si procede nellistessa maniere quando si pud
fare un angolo retto in B.
~ Soluzione 1o. Se si potra fare un angolo retto
in 4, ¢ misurare uno degli altri due anuoh VeB,
ed uno dei due lati 47, BV ( fig. 6), si avra
AB AV. vang. 4VB;
o vero AB BYV. sen. AVB
Vedi Bossut, pag. 123 Teor I1, ecc.
Soluzwne 11, Se si poha ‘fare un angolo retto
, si avri

B — AV o vero 4B =— BV-
V2

ind,e semi-retto in ¥ (fig. 6

Dimostr. 1.° Sard pure’ semi-retto il terzo an-
golo, € perchu ad angoli uguali s'oppongono lati
egualt , sard AB =5 AV Bossut pag 14,
Teor II

2.° L espresszone AB = I}/I‘;

Si ha dalla soluzzone 10, czoé

AB — BV. sen. AVB = BV sen. 45°

per costruzione della presente figura. Essendo poi

MISURA DELLE LINEE, g
R* = sen.* 45 — cos 45 ==2sen.’ 45 I

{valore del ragglo) st avra

BV

Vi

Soluzzone 12. Se si potra fare un agolo semi-

sen. 45 == C08, 45°

l—/—' s dunque AB =

retto in 4 e in B, e retto in 7, si avri
AR == AV ) 2 =BV Y 2.

“:‘Dix’noéir. AB

AV cos. 45° ( l—/—)
onde AB = AV.|/ 2,
cosi pure AB: 1 == BY: cos. 45°
ed AB = BV. /2.

Soluzione 13. Sesi Potranno fare retti 1 quattro
ango)i A, B, CeV (fig.7) s avra 4B = VC.
Dimostr. Alloru il qu’izr’tb pure sard per neces-
sila retto, e Zd"ﬁgum sare un quadrilatero ret-

tangolo, in cui i quattro lati saranno paralleh

;ﬁ‘golo V e misurare AV; BV ( fig. 4), si avra )
AB .__‘I/(AV“ + BP* — AV.BV.|/ 2).

Dimostr. La soluzione presente & eguale alla
gsta colla semplice mutazione nel caso attuale

s. AVB in cos. 45° =

, dunque

= 2
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AB’._"“V‘(AV’ + BV ’*MZVBV'")? -

AR = |/ (AV" + BY: — AY. BY. )/ 2)

Soluzwne 15, Pre“o un qualche punto v fg 8)
donde collo squadro si possa traguardare in"d,
e B, e presa sulla continuazione di. un lato del-
V'apgolo retto 47 B, per: esemplo sulla. continua-
zione del lata 47 1a VN, eguale allo stesso lalo
AV si avra AB — NB.

Dimostr. Chiaramente appansce essere allora

- % due triangoli perfe[lamenlc uguah

PROLEMA II

ﬂMisu,r\ar; .ﬁla: CZ,,deZI’a ;quzale nom & accessibile
altro che.il PUWQ,C?: ,

Solu?l"ane 1 Sl prenda un Punlo A4 che sla in
linea retta coi. due punti C, Z (fig- 5

),. € -con-

dolle ad un qualunque punlo B fuori. di questa

5 e dmsa la 4B per meti in M,
to. P doveetdnlmta dalla

FISURA DELLE LINEE. IT -
Dimoslr Tirisi la MS parallela al AZ sino

all' incontro di GB, allora si avranno i due tr zan-’

goli ACB, MSB simili, onde
MS — AC MB

AB:AC:: MB:

=iAC,

essendo 1l punto M prcsb alla meta dL AB, st

avra pure
BS—=CS —:.BC, PS*BP—BS“._BP—-—— BC,
onde
__2.BP—BC _BP—PC
PS =— =—F

Ora dai due triangoli simili GZP; MPS s ha
- Vanalogia seguente: '

CZ:CP = Ma Ps,

; __CP.AC
R CP;.MS; ST
= —pg-=w—wc"
2
CP . AC
CZ =gyr—Fc

:kSquzzone 2. Si prenda ll punto P alla meta
ell: HCB e per esso si traguardl in Z da un
1to'M della AB; st ayra

MB . AC

CZ = Wi — MB"

ostraz. Costruita la medesima figura di
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prima; dalla similitudine dei due triangoli ACB,
MSB, si avra ‘ o '

AC.MB
MS =
. S : A,B "
. ‘ g MB.BC
innoltre BS == e
ma per costruzione
BC == 2BP,

2MB . BP
dungue BS = VIR

S AB.PB—~MB.PB
'PS(:PB”—-B’S:: : B

avendo sostituito @ BS il suo valore. Dagli altre

due triangoli szmzh CPZ PMS st ha

CP.AC.MB
07 — CBMS i
pS AEPB—oMB.PB - .
AB
AC . MB
CZ = yx—s

poiche per costruzione

" Soluzione 3. Se

punlo M non sl polesse
, prendere alla meta della' '

,'B né il punto P alla
meta della CB, si avra ‘empre '

e MB 4C.CP -
: "CZ'““MA 50— JE . CP"

MISURA DELLE LINEE, i3
Dimostr. Per i succennaii triangoli simili, si

avréa  MS — AC.MB

AB
pg . AB.PB—ME.CB
B
P, MS '
CZ = PS

nelle quale equaszione sostituiti i valori di MS,

PS, st cambiera in

CZ — CP.AC.MB:AB
~— (AB(PB—CB) - MA .CB):AB °

CP.AC.MB
CZ = ep—an.cp

Soluzione 4. Vedi le soluzioni 5, 8, vo, 11,
12 e 13 del Problema I, nelle quali si suppone

“gecessibile un solo estremo della linea 4B.

7 Soluzione 5. Se non si potesse continuare la
ZC (fig. 9), né si potesse misurare I'angolo C';
«,pren(lendo sulla CB un punto 4, in maniera che

1 possono misurare gli angoh C4Z,CBZ, sl avra
a , sen2 ABZ
0Z = |/ (AC -+ 4B 78 +

sen. ABZ
2 A4C. ABW CoS. Zd4B ).

imostr. Nel triangolo BAZ si conoscono gli
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angoli ed un lato, si trovera Paliro lato AZ,

cosi  AZ:AB = sen, ABZ :sen. AZB,
AB.sen. ABZ
onde AZ =——pm—.

Ora nel triangolo CAZ dato Uangolo intermedio:
ai due latv cogmiti si avra CZ colla“'sformola‘
Ne 6, Prob. I trovata, cioé ’
CZ=|/ (AC*+ AZ'— 2. KC.AZ cos. GAZ),
ove mettendo il valore di AZ, ed in cece di
€0s. (‘AZ zl cos ch ZAB zl quale angolo es-
sendo oltuso clam zl cosem) negatwo sl avrd
ABZ
0z = I/(AG’—t—AB TR

287 s ZAB)

2AC AB

Soluzwne 6 Se la. CB (fig. 9) sara egualmente:

divisa, dal. punlo 4, onde sia 4C = 4B, allora

Sl HVI‘&

sen ABZ
en, .IZB

 enadBZ
‘Cz’z-‘_‘zm{/ ;-i—“’", 423

cos. ZAB)

HISURA DELLE- LINEE. 15
(vedl Soluzwne 6 del Prublema 1), si avra

sen.'CA’Z \
sen, ACZ’

 sen.CAZ
* sen. AZC

= AZ

CZ = 4C

Soluzione 8. Se essendo 4 e B nella stessa
-rella, sari semn retto I'angolo ZAC ed 4BZ eguale
o a(] un quarlo dl reu.o si avri
CZ =/ (AC* + 4B — AC. 4B |/ 2).
Dimostr. Essendo CAZ semi-retto, il suo sup-
plemerzto BAZ sara eguale a tre semi-retil, €
la somma degl altri due angoli ABZ, ed AZB
formeranno un aliro semi- wtto ma per costru-
zione ABZ eguale ad un quarto d'un retio sard
Paltro pure a queslo evua e, ed i loro sent eguali,
dunque la formola che da
i B Ak e e gem.d
CZ=/(AC*+ AB Z2oi—

.sen. ABZ

:AC AB i i7b

cos. ZAG)

cangrem nella seguente

CZ=y/( AC*—{—AB’—AC AB.}/a).
Tuuone 9. Facendo langolo Z4B — ZdC
B = AC ( fig. 10, si avra

sen. Z4B
CZ =BZ= AB sem. AZE '
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Dimostr. Allom i due triangoli sono perfettaa
mente eguall, € cercando la BZ ‘nel trmngolo

ABZ, sara pure trovata la GZ a BZ eguale.
Appendice per | laltzmetrza

. " 8e si vogha misurare laltezzé d::una torre
'AB (fig-11); sesard perpendlcolareaBV sn avra
17 — VB tang, 7. ,

" Dimostr. In gnt trmngolo rettangolo un_lato
sta all altro céwme il raggio sta alla tangente
"idell angolo oppasto tzl seconclo luto Vedl Bossut
":parf 123 Teo: II cioé
VB }tang v,

AD = VB “tang. V.

Nel caso poi che ¥ sia semi-retto la tunoente

onde

essendo egual ragg\o = 1, 8ard 4B = VB.

Se si vorra misarare la lunﬂhezza d’an muro a

scarpa A5 ( J’}g. 12)
Problema |

, sara come nella Soluz. 5,

Soluzioni 5, 6

FMISURA DELLE LINZE. L1y
“Cioe trovando. prima la 42 per mezzo del-
iﬂanuolo BAZ, indi CZ.

PROBLEMA I

M;;Ltrafé la XZ tutta inaccessibile. ,

*So?z"l"z.‘ 1. Fissato un punto C accessibile ( ig 14,
il punto 4 che sia nella visnale €Z, il punto E

' vche‘sia nella CX, il punto M che sia alla meta
della 4B; il punto P dove la MZ taglia la CB;
il punto Q deve la MX taglia [a CA, & presa:
da C verse 4 sulla C4 la

__dc.cp
- s — BP—CP>
esulla CB la.
o — CB-CQ
= Jo=co’

ﬁ ‘akxz sara eguale, ed anche parallelu alla XZ.
Soluvwne 2. Se il punto Mnon si fosse potute
;gndgre sulla meta della 4B ( fig. 14) converri

Cs = - MBAC.CP_
“ T MA.BC—4B.CP
o= _MA.BC.CQ

MB.AC—dB.CQ"
&ch., P:ab Geom.
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Dimostr, Si tirino M8 ed MS' una parallele AG
i ; — GGn__ N j¥e
a CZ, lalira a CX come nel caso del Probl. 11, ‘-AB —BG*, GB=GB — G(f
7

perciy

FISURA DELLE LINEE.

! Soluz. 3 col medesimo calcolo si trosi CZ, cX,

k indi si prende Gx = CX, Cz = €Z sulle loro

continuaziont, st tiri poscia la xz, ; due trian- ‘

goli X.CZ, xCz saranno egualt, e perché a lati ‘ CG — AC+BC—aB-
) “' . 2BC

_ . 1 due triangoli simily '

angolaVXZC”:: xz0, cioe gli angoll alterni in- - - Tosi . mili CAG, CzR danno P

; AR ; ! g 'Ogla CA:GG"'GZ'CH' ang«
; Frla onde

dul che risulta esserc la xz eguule,

AC — 2 Ape

dal ! ;
la quale equazione si ha

eguali soppongono angoli pure eguali, dunque

terni eguali, ¢ ,,
e’clkqncﬁequrqllqla; ad X Z. Vedi Bossut, pag. 30, i CR — &z-CG
Teor, UL ¢ gy B ca

R . T sostituito 5 ‘7 .
Solusione 3. Se fossimo impediti di prendere @ CG il suo valore si ha

sul terreno le Cz, Cx (fig-14); si ayri in generale
xzZ =y [(Cz— Cx )

-

?

CR =£* (éfé;tfﬁ?::ﬁﬁi
Ca aBC )

Cx\‘-;»CZ . - )
Ac;"CB(AB+BC ’AC)(AB+AC BCY

- :_fr‘xz Cx -—kaB. —Cx ____Cz(vAC"’—i-BC 2— AB2 3
: o aBC.CA "3

si avra dunque la XZ merceé un radicale di valork s ha ’}tJure (come sopra CG)

tuiti conosciutl, c.on’oscemlo’sn,Cx e Cz pel n.” 2. Rx — Cx* - zx2—Ca?

Dunoslr Si rid ce il pfobl‘enid a troyare la 2. Cx )
xz = 2 2370, .de"l;"”tly'é‘ lati del triangolo ualt mlm‘ﬂ eguagliati assieme darannoc 1}6'
ABG, ¢ dei du pure dati Cx ¢ Cz. Si calino zone .

a tal oggéllb : f+zx’~cz
B a2Cx

,pe?‘p;(:ﬁdfcq‘luri AG, ZR sul
lato BG',; st

__aBC.CA.Cx—Ca(A€*-BC>—AB2)
5BC.CA s

2 CA (Cx*4-Cz*)— Cz. Cx (AC*4-BC? — AB%)
- AC.BC

ggo dal prime termine la quantita
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20 . chs:o r ’ ] trala B4 e la XZ non fosse accessibile; fissato it
%, : punto € accessibile al di qua della B4 dove si
¢ Paggiungo al secondo cost taglino la XB e la Z4, e preso il punto M alla
ag o meta della B4, e fissato il punto P, dove la MZ
zx“—-—?;(:] o ((‘x 2Cx. Cz + Gz )+ taglia la CB (fig. 15), ed 'il punto Q, dove la
) ' XM taglia la 4C, e presa sulla conlinuazione
. __ AC: + 2BC.CA) o
AB BG — AG + 2 .
BC CA 5o ¢ * ool della ZC la Cz = f{f_fﬂ_’ e sulla continuazione
indicando 1l quadralo della prima pmentcm,svd CP—EP
d estraendc i y .
gendo la_seconda ne' suol fattmh ¢ Z della XC la Cx:gg-i-———c:‘)@;
1a radice st avra -
gx = ZX =1/ [( Cz — Cx)* + | la 2z sard eguale, e parallela alla XZ.
Cz. Cx AB+ AC —BC)(AB —|—BC——-AC«)]. - Dimostr, Calate dal punto M le linee MS,
5C CA( . MY parallele una al lato CZ, laltra al lato

CA = CB si avra €X, procedasi nel resto come nella dimostrazione

della prima soluzione, Problema 111.
: Soluz zone 6 Se il punto M non fosse nel mezzo
7della AB converra prendere

Nel caso poi d1

xz = |/ [(Cs — C= ) - ap]

Soluzione 4. St fac‘cm; retto 1,angolo ACB, ersz\’

prenda 4C = CB( fig. 14Y; si avra

c "MB.AC . CP
XZ = Ca}/ (€& + C=) ) S T Tk
sir. 1 to caso la fo:mola ZX diventa
Dimostr. nques MA4.BC.CQ

1/(07, ,——-z(,uz Gx+Gk';+ 2GZ Cx) — AB.CQ—MB.aC"

—"|/(Cz -—*—Gx‘,), 1
¢ Ll valm e dell xpotenusa
eome’ appunto deve esser - p‘_endere :

Soluzione 5. Sé*toi‘hhﬁé"‘ c‘om_
B ol 4in una retta B4 tale che

Cid si dimostra come al ne 2, Probl. 1IL

oluzione 7. Se non si potranno prendere sul

eno le: Cz, Cx si ayra XZ coll’equazione
Psmu :
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xz = |/ [(Cs — Caz) +

Cx.Cz (AB+BC — AC) (AB~+AC— BC)I:
AC.CB

Nel caso & €4 = CB, si avra

Cz.C .
X7 =/ [(Cs— Ca } + gz 4B

Vedi Dimostr. n.> 3, Probl. TIL.
Soluz. 8. Si facciaretto l'_éngo‘o, ACB ( fig.15),
e si prenda 4C = CB, si avrad
XZ = |/ (€& 4+ Ca*).
Si dimostra al ne 4, Probl. IIL
 Soluzione g. Si  faccia 'angolo X4B egi:m]ej
all’ angolo X4Z ( fig. 16), e si vada ritirandosi
" tanto sulla 4B finche si trovi un punto B tale,
che sia I'angolo
ABX = go° — ZAB = BX4
si avrh XZ = BZ — AB %—g—.

. *
Dimostr. Essendo per condizione I’ angolo

XAZ = BAZ, ¢ lang: XBA — go°—BAZ,

sare, XBA - BAZ = g0°, e poich¢ la somma
di tre angoli in un triangolo = 2. R.etti o sia
2 .9’(5“,‘ 'sarfz:l'altro, alng:oio' BQA. = gv’ cioé rett'o,'
dunque BX perpendicolare sopra ZA, e retti 1
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kqimltro'angolz' all’incrocicchiamento , perciv i due
trianéoli AQX, BAQ, i quali hanno il lato co-
mune AQ adjacente a due angoli eguali saranno
perfetamente uguali (Bossut, pag. 23, Teor. IX),
sarad ed AX == BA. Traguardando poi da X in
Z la XZ = BZ, poiché i due triangoli BQZ,
ZQX ambedue hanno langolo retto compreso
da due lati eguali ciascuno a ciascuno, cioé
BQ = QX, ed il lato comune QZ. Dunque anche
ZX = BZ, ¢ dalla trig st ha

BZ : AB :: sen. BAZ : sen. AZB,

per cui. XZ = BZ —AB, ss:l_"i_;_%_

Soluzione xo. Falto retto 1'angolo X4B, e ri-
~tirandosi tanto sulla 4B (fig. 17), che diventi
‘ "’eltb Pangolo di traguardo 452, segnaic’)‘: il punto.
D sulla X4, dove la taglia il traguarde dell’an-
oIo relto XBD; ed il punto C sulla ZB, dove
a taglia il traguardo dell'angolo retto Z AC; si avra

XZ:ABI/[I+(%E' —'%ﬁ)’];

I'uso poi dei logaritmi sara pitt comoda la formola

AD . BC
imostr, Essendo per costruzione tutto I'an-

XZ = 4B/ [« _;_(_’!_’”_A.‘?:__’*_C) .
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zolo XBD, ¢ la perpendicolare nel triangolo
vetio dal vertice sulla base media proporzionale
fm i due segmenti della medesima, st avrd

:m AB = AB:ADe XA = 45, onde

per la stessa rafrrone ZB = ég .
Si. e aclesso Xy pamllela ad AB, ella saré
pmpen(ltcolare al lato ZB, e si avra
X7 = AB + Zy,
ma . Zy = ZB.. AX dunque
X7 = AR+ (ZB — AX ),
metiendo 1 valon trovati di ZB, ed AX, avrre
AB2 AB? )2
XZ’ — AB* (ﬁ?‘“m)
b i ABV [1+(AB %g)).

SoluzzonP it Tatto retlo XAB (fig. 18),¢€
ltmalo 1l junto B sulla AB swche sia retto an-
he ABZ si'trovino’ sulla ‘medesima AB anche i
1escono sem\-retll ghi an-

punti C e 08
goli 4 CX e'BDZ st avrd
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4 ~ Soluzione 12, Trovati tre punti 4, B, C tali

che in essi si possa traguardare collo squadro ‘in
X e Z, cosicche sien retli gli angoli X427, XBZ,
XCZ sara

X7 2B4.BC.C4
TV [(4B+BCHC4) (AB+B(,—CA)(AB BCH-CA)X
(BC+CA—AB)]

o vero-trovato sulla 4C (fig. 19) un punto P
tale che sia retto I'angolo 4PB, si ayra

BA4.BC
X2 =—pp—

" Dimostr, 4i tre angoli retti collocati sulla me-

 desima base si potra circoscrivere un circolo

—

Bossut, pag. 37), il quale avra per diametro
Z’zstessa base XZ; condotto poi Ualtro diametro
A‘{, ¢ la linea X'B, e la linea BP perpendi-
lare sopra AG, saranno i due triangoli ABX',
BPC simili essendo ambedue retti, ed avendo
ambedue un angolo alla ciconferenza appog-
ato all'istessa corda; dunque l'analogia

‘AX' : BC = AB : BP, o sia

. __BC.AB
AX' = XZ =222,

ettendo per BP il suo valore, dalo per i tre-
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lati del triangolo, vedi libro 111, problema 1,
n° hy st avrd

s 2AB.BC.CA

it My o oy
XZ= V[(AB+BC+CA)(AB+BC—~CA)><
(AB—BC+CA) (—AB-4+BC+CA) ]

o vero trovato sulla AC un‘punio P tale, che
sia retto Vangolo AFB, si riterra la prima so-
luzione : :
- . “BC.AB
XZ = —5p
Soluzione 13. Trovati tre punti 4, B, C,
tali che sien semi-retti gli angoli XAZ, XBZ,
' XCZ'(ﬁg.'nom), sard ‘
’ 2.4B.BC.C4

‘XZ"V[,z'(AS+Bc+C,1)(AB+ BC—CA)X

 (4B—BC+C4)(BC+CA— 4B)1
oﬂve‘ro‘falto relto 'angolo 4BP

Bd4.BC

X2 =gpya

kDimbst“r. ‘Circoscritto il “circolo ABC ZAX a .

ire angoli semi-rettiy. X7 comune base di loro
sard la corda del quadrante; dunque il diametro

di questo circolo isarc‘p'CX" =XZ}/ 2. Qui pure
si hanno . due triangoli simili BX'G, BAP
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aa..nbed,ue retti, ed ambedue aventi un angolo alla
eirconferenza situato sulla medesima corda; dun

. ag e . . ? &.
que simili, e quindi dall'analogia si ottiene

ox BCAB
B = XZ.) 2,
da cut » XZ — BG.AB |
T BP)/a?

sostituendo la BP il suo valore come sopra, si ha
X7 — 2AB.BC.CA ,

YV [2(AB4+BC 4 CA)(AB+ BC—CA) X
(AB—BC+-CA)(BC+CA—AB)]

Soluzione 14. Misurata la base 4B (fig.21)
e gli angoli di traguardo ad X e Z nei puntiVA,

e B, sl ayra

AX — 4p X0 ABX
-sen. 4XB

AZ —=ZB sen. 4BZ
sen. AZB?

oy,’,ﬁqu‘ali due valori, e col valore dell’angolo X4Z
avra la XZ ‘per la soluzione 6 del Problema I
vero essendo ,

BX = 4p ¥ B4X
sen. BXA°®

: BZ — AB sen. BdZ
sen, BZA

uesti due valori, e col valore dell’angolo
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XBZ, si avra pure la XZ per la medesima so-

luzione 6 del Problema I. '
Soluzione 15. Stanti le condizioni del prece=

dente n° 14 si avra il valore della XZ egual-

mente dalle due equazioni ( fig. 21)

sen.2 ABX sen.2 ABZ

XZ = ABI/ ( sen.2 AX B sens AZB
sen. 4BX sen. ABZ
2 sen, AXB sen. 4ZB cos, X4Z

sen.2 BA’X syen 2 BAZ
XZ ABI/ ( sen ’BXA —+ sen.? BZA

sen. BAX sen. BAZ )
e Y Z
2 TaTEXA sen. BZdA /G08::< B )

Dimostr. Ambedue le equazwm provenzent;
dalla formola data - dalla soluzione 6 del Pro-

blema I, cioé
XZ= V(th’—l—AZ’—-—z AXAZ.cos. XAZ), o
X7 = I/(XB’—FBZ’—‘?—Q .XB.BZ. cos. XBZ)

sostituendo:'in - queste. i valori “delle - linee, tro-

vatt al no 14 si ha come sopra.
* Soluzione 16. Fattoretio. 1dl.’10‘010 X4B (fig-16)

ed osservato I angol
B, dove 'si abbia vell
vato Tangalo ABX st a
XZ== AB |/ [1 (tang. ZAP-—tang. XBAY]

B n ovato pmeun pumo
‘aﬁngqlﬁngBZ, ed osser-
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o vero’ cercato sulle tayo!e I'angolo che ha per
tangente la differenza delle tangenti di Z4B, e
di XBd, e chiamando quest’ angolo trovato 4 ;
81 avra
XZ — AB .sec. 4
Dimostr. Ti('isi la Xy /Jefpelzdicbléz}fe sopre
BX, essa sara purc parallela a BA, si avré
XZ =/ (Xy+Zy)=|/TAB BZ AXy1
ma BZ =— AB .tang. BAZ,
AX = AB tapg. XBA, dunque
XZ = AB}/ [ 1+ (tang. BAZ — tang. XBA)*]
e chiamato A l'angolo che ha per tangente la

differenza delle due tangenti, st avra

, é}i;kxz = AB}/ (1 + tang*A) = AB . sec. A

essendo la secante quadrata eguale al quadrate

'dgl raggio pitc quello della tangcnle‘ perché la

s cante “¢& ipotenusa del triangolo formato da

ueste tre linee.

Soluzione y7. Piantata una palina in C, cosic-
;l’aggolo XCZ sia maggiore d’ un retto, e
vati due punti 4 sulla ZC, B ( fig, 21 ) sulla
tali che siveno retti gli angoli X4Z, XBZ,

Y7 — __E.dB.BC'.C/l )
AB? — B2 — Ca?
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Dimostr. Calata Ia perpendicolare BS sulla
CZ si apranno i inangoh simili CSB, SBZ,
CBZ, XAG, percio Panalogia

AC : CS = XA : BS, da cui
BS aC

cs ?

CZ : CB::CB : GS, da cui
s
cs

Cmc?lmst ora i valarl CS; e BS cosi:

XA =

CZ =

BS- : cB — Cb’, dunque
AB> — (AC + G8) = cB — G5 ..

Lo ABr— ACe — CB?
A s
CS 2AC - ’

CS’; T 4AC

ora’. BS 3 ("B’r——' GS“»J'dunque'

BS”,‘“ - 4ace

AZ — Ac"+ GZ:’___ AG + g:— .

AC(AB’—I—CB”—-AC’)
TTABR — AGr —CB*

AZ=

BS* — AB “# A8 (= AC+ CGS), di pite

ABH—CB*—{—AC’*—-:; AB*.CB*—2AC”. +-AB*4-2AC2.CB*

'zAC“ LB’-}—z AB’ CBH~2AC2 AB:—ABL—CBk—ACh .
?
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AZQ:ACn(AB‘e+CB4+AC4+!zAB CB’*‘ﬂAB-°ACn-2AC’CE 2y
(AB"—CB*—AC,»

XA AC B2
N

—AC2(2AC*.CB*4-24B.CB*1-2AC*. AB*—ABI— CBé—ACH)
(AP=CB—AC7 ‘
XZ = |/ (XA* + AZ) . .
X7 . _2AB.CB.AC
AB* —CB>—AC= "

Saluzionfe 18, TI‘OVﬂli i due punti 4 B come -
al 0.° 17, ed essendo Q il punto (fig.21), d .
si tagliano le XA, ZB si ayra e
__ _24B.BQ. Q4
AQ*+ BQ — 4B’
Dimostr. Calate dai due punti A e B le due

linee AN, BM perpendicolar; sui lat; BQ ed AQ
Tuna sara parallela ad XB, l'altra ad AZ, slmzhr

dunque saranno i due triangol; XBQ ANQ per
b 1)

;‘}ld sL-avra QX — QB. QA .

oN
Z{u dimostrazione della soluzione 3 Prob. 11k
QN =AY +30 —ap-
| . 2B(2 )
e OX __ » 2QA.QB

~ AQFBQ S AR
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Istessamente & 1l segmento
AQ& QBR ___A'Ba.

________,._-———--———

LIBRO PRIMO,

QM =

2AQ
¢ per i due triangoli simili QMB, QAZ, siavré
QZ = E%'—“-?—é, 0 vero
; 2QB. QA”
— J
QL - AQa'_*_ QB:__AB: ?
AL = QL — AQ,

ea%0 ll palore di QZ ., .. 4

C4AQh BQ”“AQ’(AQ’-FBQ’—AB’)’
— (30" 4. BQ" —AD* )’

Q——— QA

meltendo ad XO il suo valore ..« - .

AQH QB AR —AQ))

C) ¢ -
A'X (AQ’—i—BQ —AB2 )

OzmaL XZ = AZ’ -+ AX.

AL*

9

facenr]o uso clel, due valor Jt Al e AX ...

QB AB.AQ -
oo — AT ’
atto retle langolo dl osserva-

*XZ.__

éolu 10TLE. 19
zione XCZ ‘e contmuale le ZC-in 4,

CBZ semi-relti, sarh XZ = 4B.

ed XC
in B (fig: 22) ﬁnch‘ 81 abbnano glx angoh AX
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]?nmostr. 1 due triangoli ACX, BCZ sono
reiti, ed tsosceli perché avendo ambedue U'aneolo
retto al vertice, ed un angolo semi-retio, il i‘irzo
loro sara pure semi-retto, onde AC ,:: CX
€B = CZ. I due triangoli poi XCZ, ABC:
sono eguali avendo un an golo eguale co mpreso fra
lati reciprocdmente eguuli; onde pure AB=XZ.

Solu-’zone 20. Falli retti gli angoli X4B, Z4C
e 'f‘eml-relti gl angoli XB4, ZC4 ( fig. 23),
sara. XZ =— B'C. ,

.. Dimostr. Essendo per costruzione retto Tan-
golo XAB, e sewmi retio XBA sara il terzo pure
semi-rettoyed AB = AX, cosi pure AC :AZ‘
ora presa AB' == AB sull'istessa diresione esati
tratio dogli.angoli retti XAR', CAZ l’anvo;o co-
mune GAX resteranno § due GAB' XAZ an-
ciom (’Dualz compieszfm lati mutuamente eguali

onde i due triangoli XAZ, CAB' saranno f""llll]l’
e per conseguenza CB' — XZ, ’

dppendice per Ualtimetria.

Be sia- da misurarsi I'altesza inaccessibile 4B
ipposto che si possa miswrare la DC ( fig. 24),
; . 2
Masch., Prob. Geom, 3
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che & uma parte dellorizzontale DB, e gh angolt

ADB, ACB, si avrd

sen. ADC

—57c Sen ACB.

AB:DC

Dimostr. Essendo noto per osseryazione Uangolo
~ ACB, si conoscera pure ACD suo supplemento,
e si trovera risolvendo il triangolo ACD.
sen. ADC
sen. DAGT
130, tav. 11. Risoluzione det
ente st avres

AQ = DC

Vedi Bossat, pag.
tlwngoh obhquanaolz caso 1. Istessam

AGB A_B — AG sen. ACB,

nel tncmoolo

AB= DG sen. g“g sen. ACB.

Ps

Se DC (fig. 25 ) non fosse parte dell’orizzontale-

'C B, ma facesse qualunque angolo coll’orizzontes;
'e se il p]ano “del trl'mrrolo ADC non fosse lo stesso

col pmno del tuangolo veltluale ACB 3l ‘ayrebbe

ancora’

ACE, sl avrd
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AL — DC sen. ADC . sen. 4CE
sen. DAC . sen, CEA

e cid anche se il manaolo ADC non sia verticale
b

né la DC orizzontale,
Dimostr. Dal triangolo ADG si ha come sopra

sen. ADC,
sen, DAG™
dal triangolo AGE st ha /,

- ACE
CL& ’

sen. ADG . sen. ACE
sen. DAC . sen. GEA’

AC = DC

AE = AG -

onde

AE:DC

- 8e si yorrd misurare l’alteyza obbliqua 4B ( fig.

26) d UD muro a scalpa COHOSUU[O il suo 8[1’—7010

&' inclinazione ABE coll onzzanlale BE,el’ angolo
BCF del traguardo CR coll’orizzontale CF e per()
anche CBF suo compiemenlo si avré

CBd = 270° — CBF — ABE;

sern. ADC sen. ACB

AR = DO e
- B sen, DAC sen. CB4”

Dimostr. Riducest al caso superiore. Dal trion-

lo DCA si ha  AC = DG Z2ron.
. DAC

‘p A sen. ACB
\n‘mngolo’ABG: AB = AC sen, ABG?
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in cui conoscest ABC = 4 retti — FBE retto
__ ABE — CBF, osero ABGC = 3 retti
— ABE — CBF, el AC, Junque

sen. ADC . sen. ACB

— sen. ADG . sen. 46D
AB =DC sen. DAG . sen. CBA °

CASI PARTICOLARL
Caso L.

St pud misurare la drizzonlale inaccessibile
DC (fig- )5)stdndo in 4 supxa una torre 4B; se
'sala nota‘ altezza AB ‘dal pisno orizzontale, che
sa per/ la DC @ se si possono misurare ghan-
goh C/iB DAB DAC e si avrd
DC = AB[/ ( sec CAB —+ sec.’ D4B —
2 se¢. CAB er DA4B COb DAC) '

Se il plano (]el tnangolo DAC sard verticale,

clot e la DC sma sula contmuazxone dellaV

Bi‘f‘(afgn -'DJB wt tanrf “CAB)

el 'mnuolo reltanrrolo ACB si ha
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AB
AD = —F1% ﬁg_;25

ml terzo triangolo DAC, del quale s1 conoseono .
¢ due lati DA ed AC C()Zl angolo intermedio st
asra per la Soluzione 6, Prob. I,

DC= L/(D&”—i—CA‘——zDA CA. cos. DAC)
e sostituiti ¢ valori di DA e CA,

DG"—:[/( AB2 i AB=

cos? DAB coss CAB

2AB?

Dy oo DAG ), omvero

DC = AB}/ (sec” DAB 4 sec’ CAB —

2 sec. GAB . sec. DAB . cos. DAG).
Se la DC & sulla continuazione della BC al-

“lora dal triangolo -ABD si ha

DB = AB. tang. DAB,
CB — AB . tang. GAB (fig. 24 )

( Pedi Bossut, tay. I. Risoluzione dei triang.
retiang., ecc.) ora

DB—~CB=DG=AB (tang. DAB —tang. CAB).

Caso 11,

Se' si volesse determinare la posizione d'un

uogo, dal quale si vedono tre luoght, la cui po-
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9

sizione ¢ nola, ed il quale pure da essi non si
pud scorgere; come avviene per esempio, allorché
si’vede solamente la cima di ‘tre torri sino alla
quale non si polesse montare per discoprire quel
luogo da cui fu osservato.

ha

“Sieno 4, B, C(fig.
posizione, ende ‘ogni parte del triangolo ABC si
suppone coguita; @ sia D il Tuogo incognito, dal
quale essendo stati osservati gli angoli m, n st
dimandano le distanze BD; AD CD.

. AB sen. (m + n)
BC sen. m.sen (B —n)

- 87 avra cotmw. z =

(B — n) ovvero per Plll comodo del

ca]colo cox lo«ranlml cotang. x =— cotang. ( —n)
) ( seu., e sen. (m ) :
sen.. BAC - sext, m cos. (B—n) T x)'

Yimoste, Wel trmnwolo BDC si 7m

sen.(m+n)

BCD = 180° —
DaC = 1802 — ABC — w, dunque
BCD=180%-—n — 80:""’ ZABG—x) ovrero

27) 1 tre yluoghi noti di
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sen. xcos. (B —n)-f-sen. (B—=n).cos. =
R=—1

e, BCD =

{vedi Bossut trig. , pug. 120) eguagliando i due
valeri st avra i
W:sen.mos.(]%«—-n)+sen.(B—~—n)cos.a:;
dal Triang. ABD si ha

BD — AB . sen. z

sen. m

k]

ilkqual valore sostiiuito si avri

AB . sen: 2z sen. (m—~4-a)
sen. m - BC —

' sen. @ . cos. (B —n) 4 sen. (B—n).cos. &

da cui

AB.sen.(m--n)

cotang. ¥ = —cotang. (B —n),
cot’ang » BC. sen, m sen.(B—n 1 g ( )’
AB sen. C

‘e poiche = on Al

ostztuendo questo valore nell’equaz. di cotang. =
i avra Daltra formola pit comoda per ¢ loga-
mi, clog cotang, x =

sen. Csen.( m-}-n) )

sen, BAG. sen. m cos. (B ———n)

dﬁt’ag.(B-‘—-—n)(

Trovato in quesia maniera il segmento x del-
ingolo BAC, si conoscera per conseguenzafahyo
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segmento CAD, e si avra

BD = B4 3% *

sen. m
B sen. (m - x)
AD —_ sen. m
CA sen. (n -y )
sen. n
DC =04 XL
- en. n"

Se B < nsi avverln‘ix che cotang. { B —n
diviene negativa.

Se il punto. D fosse dentro del triangolo 4BC,
8l avrebbe (m = n) > 180°, ed allora anche
sen, (m 4+ n )"s'ar,e,bbe negativo.

Nel caso che fosse B == n, il problema sara
indeterminato; poichs ‘in tal caso un cerchio pas-
sera Pei quatlro punt' 4, B, C, D, e non si po-
tra conchiuder altre, se non che il punto D &
sulla circonferenza del cerchio che passa pei tre

punh 4, B, e, on si conoscera ancora dalla co-.

slruzione sevuente
Se non preme di conoseere le distanze 4D,
BB CD, m’a{”v

al pun.o D sopga una

amenle lﬂ sxluazmna CO[]VPI\EVO!G

mtd, ‘sard Pm spedxta que-

sta" costruzione:

Si faccia passare pei punh A e Bun cerchio
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% di ragrﬂo e pei punti 4 e € un altro

2 sen, m?
AC

cerchio di raggio = — " —,
v 2 sCh. 7

Questi due cerchi

si taglieranno in due luoghi, ciot in 4, e nel punto
cercato D.

COROLTLARIO.

Se B.= o, il che succede quanto i tre laoghi
B, 4 e C sono posti in linea retta (si consideri
illuogo 4 nel punto @ d’intersezione della 4D
~colla BC, ed & = BaD) {fig. 28), sara allora

AR, sen. (m +:"}:)
BC.sen.m cos.n

otang. x == colang. n! (i——

AC cot. n . AB cot. m
BC - ;

rovato cosi I'angolo «, si avranno anche gli

ngoli. B = 18° w2 —m
DAC =— 180° — &»
C=ux—n

e distanze

AD — AR sen. B AC sen, C
0. m -

BD = AB ™% — po 2 C
Sen.

m sen.(m--n)
CD — AC *™ DAC _ sen. #
ST sen, 2 sem(m—i—ra-,k.
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Se si_vorrd la pelpenchclale DP alla BC si

évna DP — 4D sen. z.
PROBLEMA IV.

Trovare lu distanza VP del punto V Jalla AB
accessibile ai soli estremi A e B (fig. 29)-

Soluzione
VP s /jV BV sen.- AVB
. — l/ (AV1+BF’3— 24V . BV cos. A[/B)

VP :,AV sen. ‘A = BV sen. B.

D;:ﬁdét? Nclkt:znnﬂolo AVB: conosconst” per
conduswne i due lati AV e BY, e langolo in-
termedio , l'altro AB sari
= |/ (AV> + BV: — 2AV . BV es. AVB);
dal medesimo triangolo si ha ,

VB .sen.V

fen. A= AB—]/ (AV?+ BV> —2AV.BV cos. AVB)?

ora dal triangolo VPA retto si ha
: . sen. A , 099ero

_AV VB . sen. V
wBVk —_ 2AV BV cos. AVB)

.
.
i
13
|
i

AP =

HTSURA' DELLE LINEX. 43

-~ PROBLEMA V.

Trovare la zlzstanza AP del punto A Jalla XZ

tutta maccess;brle

Soluzfoné Misufata ﬁna' base ‘AB e gli a’ngol‘;i
d1 traguaxdo verso X e Z nel punu deB (fig.30)

, SI avra 5

] AB sen. XAZ
]/( sen.2 4AXB sen.? AZB

sen,> ABX sens ABZ

2 sen.. JXB sen. AZRB
sen. ABX sen. ABZ

cos. XAZ ) |

~ Dimostr. Dal Problema IV si ha

AX . AZ SPn.kXAZ‘
' (AX® 4 AZ® — 2AX . AZ

P =
' cos. XAZ)?

dove miessi 1 valort d

— AB . sen. ABX
T sen. AXB?

" AB sen. AZB

m avro . . .',

‘AB . sen. ABX . sen. ABZ sen, XAZ
~£,/«(sepA“ ABX sen.? AZB |- sen» ABZ sen.» AXB
=2 sen,ABX sen. ABZ sen. AXB .sen. AZB cos. XAZ)
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ovpere Dimostr. Ritenute le denominazioni date ai

AB . sen. ABX . sen. ABZ . sen. XAZ
AP = sen.” ABX . sen.? ABZ sen.? AZB

( — +
: sen.? ABZ
sen.* ABZ . sen.? ABX sen.? AXB
sen.® ABX
2 sen. ABX seii. ABZ sen. AXB . sen. AZB. cos. XAZ}
sen. ABX sen. ABZ

lati, sia DM == CN =y ambedue perpendi-

colari sopra il lato AB,
AM — x,
NB=5 —¢ — x,
Dui due triangoli r.oztfmgolr DM& CNB avremo

il doppi

2.9

— (a — ¢ — x),

portando fuori il termine comune

sen ABX . sen? ABZ dal radicale, e dividendo

egungliando questi due valort, nascera I'equazione

arrd I d—x=b —(a-—c—zx),dacu
: . AB sen. XAZ _dr b (a—c)e
AP = ‘ ™ a2(¢a-—ec) °?

scn.= AZB.. . sen.? AXB
l/{ sen.>ABZ ' sen. ABX

quadrando questo valore si-ha

(d?— b2 )2 4-a(a—c)2 (da—h2 —~} (a—c)l,
4 a—e) :

meltendo questo valore di x* svtluppato nel va-

2

2 sen. AXB sen.“AZB )
sen. ABX .-sen. ABZ cos. XAZ }.

lore di y* = & — «*, diventerd

= [ 22°d® — facd® + z¢’d® — (a — ¢} —
;;d’. by - nb’a’—%zc“b — heab? ]: f(a—c)
ovvero essendo

:d2 — faced® 4+ 2c’d® 2b’a 4 2¢°b?
ab* = 2 (d* +~ b*) (a — ¢)?

avra

=DM =

"PROBLEMA VL

Trovare la distanza delle due parallelé AB, CD
'nelltr’qpezio ABCD per via dei soli lati. V

|/ [2 ( d>4-b2)(a—c)a—(a—c)s—(ds—Db*)2]
a(a—c)




46 _LIERO PRINO
PROBLEMA. VIIL

Dati i tre angoli A, B, G.d'un friangolo, e

Parea S del medesimo trovare un laio per

esempio AB.

SoZuzz'one Sard 4B = ]/w(ﬁb 59).

sen. Asen. 3

: Dlmostr. Ca?ata la pe:pendwolure AD sopla
CB prolungato se bisogna, avrd
AD =='AB sen. B awd poi

AB sen. A
sen. C ?

GB___

‘mez‘lendo queste espressioni di ATJ, e CB nel

vaJor della. superfcze del triangolo
AGB =8 =+ CB.AD avrd
,S ;at}_liﬂ.sen A sen, B

sen. G

AB . I/ 28 sen. G .

¥ seny Asen, B

B =

—— , da quz cavasi

HMISURA DELLE TIRER. 4
PROBLEMA VIIL
Trovare la distanza AB inaccessibile ﬁ’mriﬂcke

ai punti A e B, dai quali si ponno vedere due
estremi X e Z di una retta tutta inaccessibile,

ma conosciuta di lunghezza (fig. 3o ).

Soluziane 1. Sara
Xz
( sen.® 4ABX sen.* 487
V sen.? AXB sen® AZB
sen, ABX sen. ABZ . .
2 sen, AXB sen. AZB cos. XdZ )
L Xz
s sen BAX sen? B4
V (scn.ﬂBX;J + sen 824
5 sen. BAX sen. BAZ
sen, BXA sen. BZA

Dxmostl Dal tnangolo ABX s ha

sen. ABX
&X I sem. AXB ;

iricmgolo ABZ si ha

S AB sen; ABZ
AZ = sen. AZB 7

b =

cos. XBZ )

wangolo XAZ si avrd poi
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XZ =)/ (AXe+AZ*—2AX . AZ cos. XAZ)

sostituendo ad AX e AZ i suoi valort aprd

°n.> AR sens ABZ
= AB}/ (L2 —
XZ A b sen,2 AXB + sen.2 AZB

sen. ABX sen. ABZ
S 202 S A2 s Z) da qui si
2 TAXE sems A7 OO8 XA a qui si ha

MISURA DELLE LINEE, ‘ 4g
e poiche due quantita son trq loro,

come le lor
‘parte-simili st avri

21\ l/ ( sen.2 ABX sen.® ABZ
. sen.> AXB sen.s AZB

5 sen, ABX sen. AB? . . .

X7 sen.. AXB sen. AZB cos. ‘(AZ )Z?M :_."-}QZ:AB"a

AB = .4 sen.2 ABX sen 2 ABZ onde come pl‘ifllﬂ
( sen.? AXB sen.2 AZB

AB = 2z
sen, ABX sen. AB_Z cos. XAZ ) ~ (sen.a ABX «  sen.2 ABZ :
sen. A‘iB sen  A7ZB l/ (

sen,z AXB sen.2 AZD T
nell'istessa IIIEHZIBIL’Z IIOthLlZ secondo valoredi AB. , S ABX sen. ABZ |
I5 A708 sen. ABZ
Soluzioné 2. Si dlﬂ un valore di falsa posizione ’ sen. AXB sen, AZB CO% XAZ)'

alla. 4B, e si supponua incognita la XZ, e si

adopml la Sohzwone 14 del Problema 111, ne

PROBLEMA IX

risultera an valore falso della ZX; poi si fac.
cia come 'ques,t‘qv"alor falso della XZ ol valor falso

Dati duelati aeb

T S S Lun triangol "y
~preso della 4B, cosi il valor vero conosciuto della golo, e la sua area ms

ZX al valor vero déll'incoguita AB. trovare il suo terso lato c.

Dimostr. i chiami M il valor falso della AB
il valor di XZ,
supposizione ‘fm.i

AB, M, ciae

’ Soluzione. Sara
che_derivera da questa falsa 0 wnf/ ?ai i_+_ B+ 21/ (0%
7 0C,, O : = |/ Ta 2_~z[/.(a”——4mﬂ)}

. I .
Dimostr, Z'area del riangolo data periire lay &

=YD V) e — by g
ech Zzlz nr,

come. sopra sostituendo ad

”,:sen’;“‘ ABZ
sen:2 AZBI

iCOSXAZ ) ,

® 4, nelln qual equazione con-
derando la ¢ per mcogmm ¢ facendo pe
r facilita di calcolo
M

r Iﬂ(lb-

=y, sare of == S N
Tuscheroni, Prob, Geom, A
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n Cl() asro
N i[2(a +b)y_—(az__b“)2..~y,1
separ ando i membri che contengono 1 incognita,
siha y—2(a*-+b")y= —(2? »—«b)-——:rSm,
compiendo il quadrato y* — 2 (a* + b*) ya =+
(b)) = (a°+Db*)—(a— by — 1(? m’...
y=a -+ b -+ 2[/(&2 b* — 4m*), sostituendo

] 3 di nuovo la
ad y il suo valore ¢*, ed estracnio

LIBRC PRIMO, MISURA DELLE LINEE.

'mdzce st oavra per uZtuno

o= VI8 b 2 2/ (1 — oL

LEBRG SECONDO

DELLA DIREZIONE DELLE LINEE, E DELLA MISURA
DEGLI ANGOLI

T D ety

¥
1.

PROBLEMA

Continuare la retta ABin CeDal di ]2 dell’ostacolo
X che impedisce il traguardo.

“ Soluzione 1. Si guidi un’indefinita 4P che
accia I'angolo acuto BAP, e guidata ad essa la
BM (fig. 32), che faccia con essa un qualunque
_angolo BMA (sara pitt comodo se sara retto ); si

acciano ai punti IV e P gli angol; 4N€C, APD
guali ad AMPB, e si prenda

) bM
V= AZV AM?*
BY
PD = 4P 22

unti € e D saranno nella retia A4B.
Dimostr. S’imnmg{ni la AB protratta passare
CeDjle linee BM, GN, DP per costruzione
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sendo 1l triangolo APD ta-

parallele; dunque es
e al lato PD ¢ saranno

gliato pnrallelalnent
questi mpporti eguali
AM : AN:AP :: BM: CN:PD, onde
AN . BM

ON = ——

AP . BM
PD == T

Soluzione 2. Sifaccia semi-relto I'angolo BAM,
e retti gli angoli sn W e P, e si prenda
PD — 4P.
Allora il ‘terzo angolo.  sar& pure

Dimostrs
isosceli i due triangoli, ed

semi-relto , Percto
AN =GN,

- . AP = DP.

" Solizione 3. Guidata una LP distante (fig.33)

dalla 4B, e fauti eguali gli angoli in L, M, N, P

51 faccia o -

CN — LN B”;;;IAL .’ MN ,

IP.BM — AL.MP
M 6

“ED—

Dimoste. Continuati i due
X doremo quivpure il

al mutuo incontro in X

 ONBM=

Jati ABETHL sin0
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triang. XPD tagliato parallelamente dalle linee
AL, BM, CN, PD, percio i seguenti rapporti
XL : AL :: XM (= XL + LM): BM,
XL . BM = LMﬂ. AL 4 AL . XL, da qui
XL = R i pin
CN:BM=XN(=XL+ LN): XL 4 LM,

indi messo il valore di XL st avra

BM—AL BM~—AL
' ’»viero
~ CN:BM=AL(LM—LN) -+ BM.LN:BM.LM,

.oyPero

N:r::BM.LN — AL . MN: LM, onde

CN — BM . LN — AL . MN
LM .

stessamente st avra

P —LP . BM — AL . MP
’ LM ‘
Soluzione 4. Se si sard preso
LM — MN = NP, si avra
CN = 2BM — 4L,
" PD = 3BM — 24L.
Soluzione 5. Per via degli angoli M, N, P

AL.LM4-LN(BM—AL) AL LM4-LM(BM=—AL)

b]
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retti si avra nella costruzione del n.® 3
CN — MN (tang. BLM — tang. AML) -+
LM tang. BLM
DP MP (tang BLM — tlang. 4AML) +-
LM tang. BLM.

Dimostr. La formola di GN del n.° 3 colla

trasformazione di LN in LM 4+ MN diventa

BM . LM ( BM AL )
— J .
ON = —5 + MN {ry—

ora dal retto iriangolo LMB st ha

M — sen. LL\fI
M cos. BLWI

e dall’ allro hmnaolo ALM si ha

tang. BLM,

AL
L\I — [ang AML,

onde sostituiti questi yulori si asré
GN:T;Mtang.BLM—}—MN(tang.BLM—-——tang‘AML).
Cosi pure trovasi DP.
oyvero o :
Trovato il punto. Dcolla- - 7,
PD = MP . (tang BLM: — tang AML)
LV’ tang. BLM
si trovi sulle tavole lrwonomelrlche I zmgolo, che

ha perkLangm!esslag,dxfferenz,a,adelle “due tangenli
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di BLM, ed AML, e sl facma PDC eguale ad
“es50.

~Pangolo PDX dati i due lasi
*XP = XL + LM 4 MP, owvero
ML . BM 4+ MP (BM — AL)

= BM — AL ) €
; LP . BM — AL . MP
PD == -
T 0S8t ;
ML . BM 4 MP (BM — AL )
. BM — AL '
 LP.BM — AL . MP
i 111 ¢ lang, PDG, onde
ang. PDC = (LP. BM — AL .MP) (BM — AL)

LM . [ML.BM NP ( BM — AL}’
goero facendo LP =— LM -~ MP avremo

Diwostr. Nel triang. rettangolo XPD cerchisi.

[ ML BM - MP (BM —ALD] 3 (BM — AL)

tapg, PDC=
& [ML.BM--MP (BM— AL) |.LM
per ultimo
4 BM — AL

ang. PDC = ——57—, ovvero

tang. BLM — tang. AML.
Soluzione 6. Preso un puoto 7, dal quale si
ossano misurare le 47, BV, CV, DV, e i lore

oli, si dovrd prendere

9
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PO — Vd . VB sen, 4VB -~

T VA sen. AFC — VB .sen. BVC
VA . VB sens A4VB

VA sen. AFD — VD sen. BVD

VD —
ovvero irovato il punto C colla

Vd . VB sen. AVB
V4 sen. AVC — VA sen. BIC (ﬁg' 34)
si faceia V'angolo VCD = VAB + ArC.

Dimostr. Dal triangolo AVB si ha
AB=|/(AV*+BV* — 2AV.BV cos. AVDB);
dallo stesso triangolo si ha
BV .sen. AVB

[ AV 1 BV: —3AV.BV cos. AVB)’
(Zal tnangalo AVG s ha
‘ AV . sen. BAV

7C =

sen. BAV—

V0=

oavvero
“sen. ACV = sen. (BAV 4 AVC)’
: AV . sen. BAV
) ety ovvero
va T sen. BAV cos. AVG H-sen. AVC cos. BAV ?
AV sen. BAV
VC=

(séu. BAVeos. AVC 4-sen.AVE |/ (1-sen. BAV )

sostituendo il vdldfe'trb()dio “di sen. BAYV si ha

VC = AV . BV ’sen AV

¢ [ BV cos.

AVB)J

nel mdtcale del denomma!me kavw

AVCG
(AV + BY: —
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- BV? — BV* . sen® AVB, che riducest a
BV*(1 —sen.* AVB)=BVacos> AVB dunque
" CV=AV.BVsen AVB:[BVcos. AVCsen. AVB
—+ sen. AVC|/(AV* — 2AV . BV cos. AVB
-+~ BV*® cos* AVB) 1,
VC=AV.BVsen AVB:[BV.sen. AVB cos. AVC
- — BV cos. AVB sen. AVC + AV sen. AVG],
VC=— AV . BVsen.AVB
- AVsen.AVC+BVsen.(AVB—AVC) (=
¢ per ultimo

AV . BV sen. AVB
V= v ve—vem 70

—BVG)

ovvero

Trovalo il punto € con quest’equazione si fac-
a l'angolo 7CD = VAB + AVC essendo I'an-
olo esterno uguale alla somma dei due angoli
terni opposti. Vedi Bossut, pag. 31, Prob. III,
Soluzione 7. Se non si possono misurare le
A, VB, ma solo le PC, 7D; presa una base V'Z
gi possa misurare, e tale che da Z si possano
ere 4 e B, ( fig. 34 ), si dovra prendere

- sen, AZF . sen, BZV sen. 4V B

[sen. AZF sen. VBZ sen. 4VC.
—sen. BZV sen. ¥ AZ sen. Brc]
sen. AZY sen. BZV sen. AFB
[sen. AZV sen. VBZ sen. AV D
—sen, BZV sen. ¥ 4Z sen. BFD]

It

7
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Dimostr. Dal triangolo AVZ st ha

sen, AZV
sen. VA7’

 DIREZ DELLE LINEEE MISURA DEGLI ANGOLL.  5g
AB=|/(AV* - BV*—2AV . BV cos. AVB);
dungue
sen. VAB — VB sen. AVB

I/ (AV2 - BVs — 2AV BV cos. AVE)*
adoperando quivi i valori di AV e BY da questo
numero derivati, si trogerd la data equaztone
per il sen. VAB,
Soluzione 8. Se si potra misurare 'angolo BAF,
_ela 4V, si fara

AV = VZ

14
[
1
% .
.

dal triangolo VBZ.
. VBZ
sostituendo - questi valori di VA ed VB nelle
fo:mola di
VA . VB sen. AVB

VB = VZ 2

Ve = VA son. AVG — VB sen. BVG ( o AR
A VC =4V o :
ella diverrs confomze alla soluzione ; istessa- sen. (VAB + AVC) "’
mente st troverd VD ovsero VD — AF sen. VAB )
R : == e (fig. 34 ) ovvere
T’ov' to il punto C colla formola di questo sen, VAB+.4V1))(fb )

ancolo VAB per via dell’equazione Trovato il punto C colla formola di questo

sen. AVB
( sen® FZA sen> FBZ
l/ 1 sen.2 VAZ sen® VZB
sen, ¥Zd sen. VBZ
; . AVB )
2 en. PAZ sen. vZE °%° 4

si faccm I angolo V€D == VAB -+ 4PC.
trova tal equapzone di sen. VAB

1ero, si fara Pangolo =~ - -

VCD == VAB + 4¥C.
Dimostr. Vel triangolo obliguangolo AVG si
hanno dati i due angoli VAB ¢ AVG col lato
intermedio AV, dungque risolvendo si ha

AB sen. VAB
sen. ACV [=sen. (VAB 4-AVC)] ’

VO =

‘pure si ottiene VD nel triangalo AVD.
Soluzione 9. Se gli angoli V4B ed AVC sa-
Ar
7

dallo stesso triangalo si b no Seml -retti, si avra Ve =
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Dimostr. Protratta la AB in C, il triangolo
AVC sare retto in C, ed avra i due lati YC,
AC eguali ( fig. 35); onde

2. CV> = A¥Y*,

eCV:AV

Ve

Soluzione 1o0. Fatlo semt- relfo Pangolo B4V,
erelto A7C si doyra prendere VC = V4 (fig. 36)
e 1'angolo veD egua{e a tre semi-retti.

Dimostr. Sarc qui pure semi-rello langolo
VCA formato- dalla AB -protraita sino all'in-
contro (Zella VC ed i lati d’ un triangolo op-

V_postz ad annoh eauah essendo eguali, dovra
essere VC = AV; sard poi YGD == 3 semi-
retti pozché Zangolo esterno VCD vale la somma
dei due interni opposti VAB AVG.

Soluzzone 1. Se si po‘ua misurare la 4B, e

gll antroh ABV BAV senza che si possano mi.
surare AV B/’((ﬁg 34 si fara
f sen, ABY sen. VAB
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VG al n.® 8 di questo onblsma sz ha la pro-

~ posta formola.

PROBLEMA I

Alla linen inaecessflu'l’e xz condurre una “paral-

¢ lela per un punto dato D. Si supporgena ac-

4 eessibili T punti xy

~ Soluzione 1. Condotta L Dz (fig. 37), e pel

punto 7 che & alla meta della medesima “condotta
' ;T”E, e fulta F'E == Vs,la DE sari la parallela.

imostr. [ due triangoli VDE | Vxz sarunno
perfettamente eguali avendo ambedue angolo al
vertice V eguale compreso da lati egiali eiascuno
a clascuno, e per prbprieh‘r der . triangoli eguali,
e simuli gli angoli opposti ai lati omologhi eguali
essendo egualt, sara ang. BDV = ang. 2xV,
‘gl angoli alterni interni eguali. Dunque le
linee DE, xz sono parallele. Ped: Bossut

30, Teor. I, '

Se il punto /7 non sia alla meta della D: fatta

VE:::DV: Fz
] Vx r

vic DE la parallela.
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Dimostr. 1l triangolo DVE sara allora simile ‘SOZUZ’U”C 4. Se si potranno misurare le DX,
al triangolo zVx avendo ambedue un angolo DZ e 140”010 XDZ, ma non sj potra traguar-

eguale compreso da lati proporzionali, e perché - dare da X in Z; almeno uno dei due angoli X e
Z sara acuto_per esempio XZ1) opposto al minor

Jato ( fig. 47); esso si trovi per via dell’equazione

gli angoli opposti ai lati omologht sono eguali;
dungue ang. VDV = ang. zxV, e le linece DE,

zx per conseguenza parallele, ovvero o S ‘
P o ) ) SBD.XZD: DX sen. .XDZ

V (DX> -DZ> = 50X DZcos. XDZ)

Da up punto 7 si continui la 7D.in z, e ad
un angolo arbitrario con essa ¥z si collochi la

e ad esco si faccia eguale I' angolo ZDE, la DE
Vx (fig. 38). . . ol : )
o - sara la parallela cercata.
~:Sl JPrenda VE __IVZVVD: ‘

PROBLEMA III

la-DE sam la: pzuallela ovvero
Preso dall'altra parte il punto 77, e condotte ¢ ) : -
‘,Ie due rette 77D e e, che tagli in y la zz si dlla linea X7 tutta winaccessibile condurre una
) parallela per un punto dato, per esempio A

Prﬁ?Qa Wewﬂ/}’”/”/l)’ (Bg. 41 e ha)e Dy fig. 43, 44e45)
SoZuzzorze 1. Preso un punto C sulla 42, ed
punto B sulla CX, e pel punto M, che & alla
meti della 4B traguardando in X e Z, e mar-
ndo i punti Q e P sulle C4, CB (fig. 41), e
es sulla CB la

; ]a De sari la parallela

one, 2. I‘xssato sulla Tz 11 punto T dove

0E~ BC.CQ(BP—CP)
’ (4Q—CQ)cP
la 4 sara la parallela,

'laéc', fg Ao ), si faccia 'an
la DE salalapalalle]a .

golo ¥DE — Vuwz;




64 " LIBRO SEEONDO,

Dimostr. Essendo la AE per supposizione pe=
rallela sard
Pangolo EAC = ang. XZ(,

Cang. GEA == ang. CXZ;
dungue simili i due triangoli XGZ, ACE, e
dalla loro similitudine st avrd
e XC. CA

CE = —5—,

meltendo qzyz'i il valore troguto_nella Soluzione x,
Prob. I11, Lib. I, '

BC. CQ
dz X0 = Q= CQ’

AC . cP

BP— CP

avrema CO”IG sopra.
BC.CQ fB‘P——CP)»
(AQ —CQ) .

tone :z Se 11 punlo M‘ non si potesse

GE;.

fA BC. CQ(MA.BC — 4B. CP)
10 CP (ME . AC = 4B.0Q)

La SoluzmneQ Prob 11, LzZ) I mseana tro»-
qualz sostrtmtb netla

vare infalc cnso
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dratte dalla similitudine dei due lumwoh CAE,
CK/ si-trova come sopra CE == ¢

1 Soluzione 3, Fatto 'angolo Z47 e<rnale all’an-
go’o ZAX, e ritivandosi tanto sulla 47 che |'an-
golo 4V X ( fig. 4a) ) riesca eguale a 9\»" — ZAF”,'

’si faccia ]’angolq ) 4 :
ZAE = 180° — ZAV — ZVd4 14 Alf sard la

Palallela ,
Dlmnslr La teoria delle pmnlle[e tmporia

ohic! Zarm ZAE sia = ang. AZX, convicn dun-

_que mosirare che

= 180° — ZAV — ZVA cost
’ = 180% — ZAV — AQCY, per
Laslntz:one AV)& = g0% — 7AV, dunque
180 — ZAV — ACV = 90’ ,,——71‘1\7 y da qui
ACV angolo retto, come pure il suo conseguente
AC‘( ed i due triang, ACY, AGX saranno in’
tto eguali avendo essi zl,]um comune AC adja-
e; a due angoli egualis sarg percio AV —= AX.
due triangoli AZV , AZX saranno plue égua?i
simuili avendo (mzbe(]ue un angolo eguale com-
eso fra lati eguali; dungue

AVZ = ang. AXZ.

AZX = 180° — ZAX — ZXA, sara
re AZX — 180° — ZAYV — ZVA.
Mascheroni, Prob. Geom. 5
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" Soluzione 4. Preso sulla X7 che taglia 4Z in
qualche punto C un punto 7 tale che sia I'angolo

XFZ eguale all’angalo X4Z, e presa sulla CV la

. 4C =
Ch = 7eco

Ja AD sard para?leh alla XZ.

Dxmoslr Essendo lang.. ZVX per costruzione
— X‘\f" e Uang. ZCV = XCA
pmche O])pOS[L al ver tice sarapure AXV=AZYV,
stmili dunque s:zmnno ) due 1rmngoh CVZ
KAC e si avrs :

_CA- CZ
LXC = v

Ora supposfa AL para?lela ‘ad X7 sard
ang. LD " — ang. ZXV, ¢ altresi
L EDV = ADC,

) ACD = XCZ,

per conseguema sard pure

:XZG = CAD

(17’?‘7
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“Soluzione 5, Preso un punto A sulla DX dovye
inl ad 1 - 2
collo squadro si possa tragnardare in Z ed X, e
~ preso altrove un qnalunque punto B, dove pure
\qol]o ‘squadro si possa  traguardare in Z ed.
X (fig. 43); e notats il puate € dove le 4X,
BZ si tugliano; se il pumo C & tra Ded X; sulla
‘CB si prenda

CD . CA

Cl — .
. CB 3

: DF sara la parallela.
Se il punto D & tra Ced X (fig 44),

dla ¢z la CE — chD . CA )

’ cB

Dimostr. In ambedue i casi- saranno simili i
ue triangoli DCE, XZC, e st avra

¢z =X

J .o Ch 2

imili sono pure i due triangoli ZAG, XGB

vendo gli-angoli in A ¢ B retti per costruzione,

si prenda

li angoli in G opposti al yertice evualz dulla

sinulitudine si ha
CZ — CA-C&X
’ cp ?

iando i due valori di CZ si ha

_ . CD.C
=t CE = 2 CA
NS CGB
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DIREZ. DELLE LINEE E MISURA DEGLE ANGOLL 6y

Soluzione 8. Agli estremi D e C d’una base
DC che si possa misurare -s’osservino gli angol;
di traguardo in X e Z (fig. 46, 47); si trovi
ne]le tavole quale angolo ha il suo seno

¥

Soluzione 6. Preso un -punto A sulla DZ,
d'onde si possa harfualdare collo- squadro in Z
ed X (fig- 45), e presn dovunque un altro punto
_ B simile, e nolalo il punto C, dove si tagliano
le Zd4, XB; si prenda

sen. XD?
/'([ sen.2 DCX sea= DZC
l sen.s DXC sen2 DCZ

I

CE = CDLB,

la DE sara la Parallela : ‘
Dimostr. I due ulanooh ZBG, XAC sono

simili aven(?o essz un. anoolo ‘comune, ed ambe-

sen. DCX sen. DZC

2 sem. DXC sen. DCZ 0% XDZ)

questo sard I angolo DXZ; il quale sara acuto,
due un angolo retto per “¢ostruzione, € si ha se la quantita espressa dalla formola
dalla loro .stmz[ttu(]me ' 4 k )

‘CB.. XC

CZ = ","C‘A’ ;

sen. DCX sen. DCZ
- sen. [)XC,_- sen, DZC

cos. XDZ

ard positiva; e viceversa sari oltuso,

wpposm la DE parallela a ZX sznull pure sa-

Facendo dunque XDE eguale al supplemenlo
ranno 1 due triangoli ZCX, DCE, ¢ si awa

i DXZ, la DE sara la parallela..
-t ox Dxmoslr Risolvendo il iriangolo XDGC s }m

- CE -

cz;_

dunquef ’

DX. i DC sen. DCX
. bxg’

olvendo il triangolo I)ZG st ha

DZ = D sen. DCZ
C DZC ;

CD . CA
T CB T

. e‘g, ;dﬂgﬂll ZAX ZbBX fossero

a evuall

lra loro,

l tnangolo pot XDZ si ka

=}/ (DX*+-DZ*—2DX.DZcos.XDZ),
medesimo si ha pure

g 43, 46 45).
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X7

D7 sen. XD7
1 (DX2 4 DZ2 — 28X . DZ cos. XDZ)’

Sen. DXZ e bz sen. KDZ

ove soslituiti pot i valori di DX e DZ avremo

la data formola per il seno dell’angolo DXZ,

il quale sara acuto se

srn}l. DC\ _sen. DCZ s.' XDZ,
sen. DXC  sems DZ(, :
o il suo ‘equi ‘valente :
"DXTLDYZ cos) XDZ

sard qzmnitla positiva; poiché allora calata da
" Z la ZP pf’rpen(lzcolme sopra XD st ha
PD (= DZ cos. XDZ) <XD
comeilalla ﬁg 46 apparisce. Se poi Z.P cadesse
sopra XD prolunvam dalla parte D D allora Van:

golo "XDZ sard otiuso, ed il suo coseno negatuo,

per cut la quanti'mv sma .ancora posmva.

Sard PD> D, ovsero DX — DZ cos. XDZ
quartua negativa ‘ogni- volta che ZP cada per-
pendzcolare sop. DX prolungnm da X in fuori
(fb.;47 all f DXZ sard otluso.

DIREZ. DELLE LIKEE E MISURA DEGLI'ANGOLY, 7I
PROBLEMA IV.
Alla retta tulta accessibile -wx da un ‘punlo. dalo

G fuori di essa tirare la normale GN scnza

ajuto di squadro o di grafomelro.

Soluzmne I. Gondolle al la 2z le C'z Cx 611@

=%, Cxz ( fig. 48
_acuti, del che pud giudicar’e I'occhio; si prenda

xlV —= xe + {’_J:;‘igi

facclano gli ancroh entrambi

223 ?

la CI sara la perpendicolare cercala,

Dimostr. Sia XG =a, 20 = b, Xz = m,
=x, zN=m —x, CN = y supposta
,no: male la N, avremo zla due 1r1an00[1 zettangoh
ﬁy :fi —xhedy =1 — (m—x)° ,tlunque
— X =D —(m — x), da qui

< - a?— b* - m?
SR ————e - QPP ET
D : iomes w2 D”e,l?
Cx* + x22 — Cz2
xN == r 2 .
2. Xz
Soluzione 2. 8i prenda zx = 3C;
S Ca?
EFU— 3
2x%

CNV sara la perpendicolare.
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- LIBRO SECOSDO,
PROBLEMA V.

Dal punto V della xz alzare la perpendicolare VT
senza ‘ajuto di squadro o di grafometro.

Soluzione 1. Tirate da un punlo C alla zz le
Cz, €z che facciano gh angoh €wz, Czz aculi,

1l che si’ fa arl occhm ﬁg 49 si prenda sulla zC

Vla VT sara la normale cercala.

Dxmostr Ab[mssam la perpenr]zcularc CN 30-
pm ZX szrmll smannoz t:mngoh 1\1(‘ xVT
\dunque pe; Zanalovza avremo

xC . xY

xT = N

metiendo per xN il suo valore trovato nel pro-

Soluzione

Clwx aculo, e p\esa Vi

una- VC che faccia lanvo'o',

;fi(fg%a,o e

®

DIRRZ. DELLE LINEEE MISURA'DYGLT ANGOLI. 7%

2xla ¥
solla 2C la T eouale a ST la ZTsara la nor-
X
male cercata.
Dimostr. Dal numero 2 problema sziperz'ore st ha

* 26V ? , ;
ora per lanaloma dei due Zrmngoh stmily XCN

xTV: si-ha

V . xC

xT =— x da qu;

xN ( v )

«T — 20V .xV

Cx
ma GV = xV, dunque
. o xVE
x'r__' Cx

PROBLEMA VL

Alla tnaccessibile XZ condurre una visuule

perpendicolare al punio X.

~Soluzione 1. Segnata la xz p'n‘allsla ed eguale

alla XZ col melodo delle soluzioni del Prob IXI
l'b I, e presa da @ yerso z (fig. 51)
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222 2C2 — z(C2
la gV —=— :

xz

[{xC 4 zC) (zC—-zC)
x5

= xz |-

la relta che andera da 7 in X sard la perpendi-
colare cercata al puato X, k '

* Dimostr. 8i cali dal punto G la CN perpen-
dicolare sopra zx, ne nasceranno i due triangoli
simili, XVx, CNx, e percio

RN
V= )-(%E—E, S
xN per il Problema IV &
i xz2 4+ Cxa =— 2.C2

dunque
2x7. ’ 7

x xz2 4~ Cxr — 2C* ).

H

Vx :’X

2, xz.xG -

per la pe/felta ‘eguaglianza dei due triangole
Cx, ZCX si ha xC = CX, osvero xC=73X,

e qumdz

DIREZ. DILLE LINIE E MISURA DEGLT ARGOLI. 75

. Soluzione 2. Trovata in qualunque maniera la

z& parallela alla XZ, si potra collo squadro tro-
vare il punto 7, dove l'angolo % /X sia retto.

Soluzione 3. Fatto 'angolo ZA4B eguale all’an-

kgolo ZAX ( fig. b2 ), e trovato sulla 4B un punto
B dovesial'angolo ABX ==q0°® — ZAB; s guidi

la BC perpendicolare alla BZ, che tagli la 42

“ in C. La CX sara pel'pm]dicolare XZ pel punto X,

" Dimostr. [ due triangoli APB, APX sono
retii ed eguali; sono retti perche essendo per co-

strusione ang. ABX — 90° — ZAB, ovvero

 ABX 4 ZAB = go°, il terzo ang, APB sup-

plemento a 180° sura pure == go°. Dunque le

due rette XB, AZ si tagliano ad angolo retlo:
-~ sono eguali poi avendo un lato comune adjacente
@ due angoli eguali; dunque PX = PB. Da cio

pure_deriva l'eguaglianza perfeita dei due trian-
goli XPZ, ZPB avendo l'angolo retio compreso
da due lati eguali ciascuno a ciascuno, dunque
anche XZ = ZB, e l'ang. BZP = ang. PZX.
1 due triangoli CXZ, CBZ-saranno pure eguali
in tutto avendo essi un angolo eguale compreso
da lati eguali ciascuﬁo a ciascuno; dunque anche
CX =— CB, ¢d ang. C‘{Z, == ang. CBL che
psr costruzione & wtlo.
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- Soluzione 4. Se la XZ sara accessibile ai soli
estremi, e non si potra traguardare da X in
Z ( fig. 53); preso un punto 4 fuori di essa, &
misurate le 4X, 4Z, e 'ang. X4Z; si prende

AX — AZ cos. XAZ
AX cos, XAZ — AZ

A0 = 4X

se il suo valore riesce positivoy il punto C' dovra
prendersi tra 4 e Z, ¢ la CX sard Ila perpen(ll-
colare cercata. -

“Setil vaTore -

) AX = A4Z cos. XdZ
:~42X:~41.X cos, XAZ — Az

sara’ h'eg‘zi/tvivo‘ si dovra prendere 4C (fig. 34) sulla
continuazione della ZA e la CX sara la perpen-
dxcolare ‘cercata.” .

Dlmostr; Sza AX =a,

' \ CAZ =",
AC—L

angolo XA VA

DIREZ. DELLE LINEE E MISURA DEGLI ANGOLK. 75
Dal triangolo XAZ st caya '

x =1/ (3+ b* — 24b cos. p),
¥ o .
‘ ’sen. z : T sen. p, ovvero
sen. z — — AL :
I/ ¢ a4~ b2 — a2ab cos. p)’
Dal triangolo ACX si ha
e s;n. t
0. q
sen. t == sen. (p + q)
“sen, t —= sen. p cos. q -+ sem. q cos. p, ma

sen.q == sen. I == €08, Z, € Cus, q_sen z,
dungue

, Ma

y=a

-8en. t = sen..p sen. z -}~ cos. p cos. z
ipighando 'y, e facendo le dcbite sostituzioni,
diverra
(sen. p sen. z - cos. p cos. z)

€05, Z

y:a

mettendo il valore di sen. z si avréa

___; sen. p . a sen. p i
y = V’(u=+b2—~2ubcos.p)+
. a sen. p
208, / —_— Vs
¢o Pl(l a® - bﬁ-—‘mb‘cos.p);'

Ve

a*sen.? p
a? - b* = 2ab cos. p)
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riducendo i termini al medesimo  denominatore,
iy frazt ividendo per
invertendo la frazione, e dividendo P

V(a4 b — 2ab cos. p), st arra

[1 sen.”p —I—r‘m pl/ (4 —}Ab — 2ab cas. p —a?sen. p)]
|/ (a2 —}—b“ — 2abrcos. p — a* sen.? p’)“’

y=a
ovyero ) IO
[asen 2ptens pl/ (a*(1—sen.*p)—2ah cos p -b )]

y=a l,»’(a“(l——-—seu”p)-z;xh cus p—kb“)
e poz'ché 1-— sen? p == €0s.” p, avro
[a sen.2 p + cos. p[/(a’ cos. p———szCUs p—}-b’ |
J=23 il (a=co.~,2p-—nabcos p+ b*)
[asrn’p—}—cos p(acosi p—'b)]
y o ik . acos. p=—Db
,a“fé'en.’*pé}— a?’cos® p— ab’ Fros.‘p ,
o cacos. p—b
a3 ab cos. p
J= m’

rimeitendo alle lettore Ze Zmee egl angoll, St asrd

AX _ AZ cos

XAZ
. mz** !

Ac“Ax,

Se questo ;
crpen-
plend’lst r ra la perp

dicol

stesso valore
sard negalivo si dogr

sulla conti-

' DIREZ DELLE LINEE EMISURA DEGLT ANGOLL. 7
nuazione della ZA, ¢ la CX sard la pcrpermh

C{)Z[lle cereala f“’ 54)
: Wel 1. ) lanvo o A‘(Z essenc?o

olluso ed mendo amesmta clrz

 caso (ﬁv 53
Z la perpendi-
colare LP sopra AX pro/ulzoaia ewdenlemen!e,
e dal num. 8, Prob. 11, Lib, 11, si
AX—-—~AZ cos. )&&Z(——AP) . :
guunnia nﬁguzwa calata poi da X Ia XQ per-
pen(l:colare sopra AZ, dulla siessa Sfigura risulta
AO << AZ, ovvero AX cos. XAZ — AZ

fgurmllla rega/zm onde neg ativo il nummalme,

vede essere

e ﬂ(’”ailVO il denominatore; positivo saré il quoto

S

° caso ( f'rr' 54) langolo AXZ essenflo
__aculo, polra essere il triangolo XAZ & anooh
:zullz acutt, o avere I’ angolo XAZ ottuso in ambe-
,‘(]uc I casi sard pel numero so/)racczt.zlo la z]uanhtd
 AX — AZ cos XAZ

,quaniit[z positiva nel numeralore, e negativa lalira
4 AX cos. XAZ — AZ

"denommature per cut il qucto sara npgrltzvo

fSoluvzone 5. Se la XZ sara tulta inaccessibileg
presa una base AB ( fig. 55) che si possa misu-
re,ed agli estremi della quale si possa traguar.

ein X e Z, si prenda

"Gﬁz 2.
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s sen. Al?iY;__‘so'n. 487 cos. XAZ

sen. ABX scn. AXEZ  sen. AZB RN

AC= ABsen AXB sen. ABX sen. 4BZ
on A XE COS.X/]Zf—m

se il suo valore ¥iesce positivo, il punto C sulla

AZ dovra essere tra A e Z;elaCXsard la per- ,

pendicolare cercata,

Se il suo valore riesce negallvo st ‘dovra pren- :

dere AC (f{j 56)
e Ia CX's sam la perpendlco!are cercata.

Dimostr. SL cerchino i valore i AX ed AZ
per via della’ ste nota AB e gh angoli noti di

sulla conlmuamone della ZA

tragumda si_sostituiscono poi queslt valori nella

i AC trovata al numero supenore dal

”o (]educeSb pure zl resto.

sen. XAZ
Ve sen.> 4BX sea* AZB
V ( sen.> 4. XB sen,* ABZ

.80 ABX sen. AZRB
' . sen. AXB sen A[)’d

cos. XAZ) ‘

|

” golo AXB si ha

AV __: AB St ABX

DIREZ, DELLE LINEE E MISURA DEGLT ANGOLT . 8 £
la AV — AB sen. JBX sen. (,4XZ— 90° )
sen. 4X5 sen, (270°— X 4B sen, — 4 XZ)

fa 7X sara la perpendicolare cercata,
Dimostr. Dal triangalo AVX ¢ ha
sen, A
AV = AX MY
sen. AXV = sen. (AXZ 909),
sen. AVX — sen. (180° — XAB _. AXYV)
== sen. (270° — XAB AXZ),

edal trian.

AX — AB sen. ABX
~— sen.. AXB"'

Dungue

sen. (AXZ — go%)
sen. AXB sen. (270% — XAB— AXZ )
Se la quantita

sen. 4BZ

’ sen, AXB  sen, 4ZB °O% X4z (ﬁg 58 ) .

sard positiva, I'angolo 4XZ sara acuto,
(Vedi n.° 8, Prob. 111, Lib. 11). In tal caso

presa sulla continuazione della B4 1z

AV — AR

sen. 4BX sen. (go® — AXZ)
sen, AXB sen. ( XdAB | 4 X7 — 90°)

a VX sara la perpendicolare cercata,
 Mascheroni, Prob. Geom, 6




82 LIBRO SECONDO, DIREZIONE DELLE LINEE, IG.
Dimostr. Si-avra come sopra

LIBRO TERZO
AV — AXsen AXV ma

ven. AVX? DELLA MISURA DELLE SUPERFICIE
sen. AXV == sen. (go® — AXZ), e , . ]
sen. VAX = sen. (180° — XAB), . ;o

sen. AVX == sen. (180" — VAX — AXV),

ayyero

PROBLEMA I
sen. AVX, = sen. (XAB + AXZ — g0?),

oy " BMisurare la superficie di un triangole ABG,
AX: A«E—-—ﬂ—%ljz(— Dunque ,
sen. AX Soluzione 1. Cdiata da qualche anaO]QA(J[ )
sen. ABX7 i sen. ( go® — AXZ) S
AY == AB — :

AXE con (KA - AXZ — go°)” 59 la 4D perpendicolare al | lato BC opposto al
sen. Al NS

.V angolo 4 continuato se fa bisogno; sara l'avea
o superficie del triangolo 4RC espressa dalla

formula L 4D .. BC. Vedi Bossut , pagina 65,
Corol, 1L

Soluzione 2. Se si potranno misurare due lati,
ed un angolo intercetlo, per esempio 1 lati 48
4C, e Vangolo 4; sara la superficie

= ; 48 . AC sen. 4.
Dimostr. Dal numero supertore si ha
rea == ; AB . PG, ma PG == AC . sen. A,
lunque area == * AB . AC . sen, A,

Da qui deducesi il lemma che spesse volte oc-

1rera nelle seguenti dimostrazion:; cioe le arec
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Dimostr. Si-avre come sopra

sen, AXV
AV = AX = me

sen. AXV = sen. (go® — AXZ), e

sen. VAX = sen. (180° — XAB),

sen. AVX = sen. (180" — VAX — AXV),
ovyero

sen, AVX = sen. (XAB + AXZ — 907,

LIBRO TERZO

DELLA MISURA DELLE SUPERFICIE

DTN S

PROBLEMA L

. " Misurare la superficie di un triangole ARG,
AK’—' AE__S‘:E_EEZ‘_ Dunque : ’
P— sen. AXD i , . G 4 .
Soluzione. 1. Wialata da qualche angolo 4 ( /g,
sen. ABX - sen. ( 9o° — AXZ) ° °
AY = AB —

nAXE sem, (XAB 4~ AXZ — 90°)° 5g la 4D perpendicolare al lato BC opposto al.
sen, 4 o N4

Y angolo 4 continuato se fa bisogno; sara l'area,

o superficie del triangolo  4BC espressa dalla

dormula L 4D.. RC. Vedi Bossut , pagina 65,
Soluzione 2. Se si potranno misurare due lati

ed un angolo intercetio, per esempio i lati 48

AC, e l’angole 45 sara la superficier

s 4B, AC sen. 4.

Dxmoslr Dal numero superiore si ha

area = ; AB . PG, ma PC == AC . sen. 4,

dunque area == : AB . AC . sen. A.

Da _qui deducesi il lemma che spesse volte oc-

rrera nelle segienti dimostrazioni: cioe le aree




84 LIBRO TERZO, MISURA DELLE SUPERFICIE. 85
di due triangoli che hanno un angolo di senc ; = ¢ (4B + 4C - BC) (4B + AC — BC)
eguale, stanno tra loro come il prodotto dei due | (4B — 4AC + BC) ( 4C + BC — 4B).
lati che contengono tal angolo. ‘ Dimostr. Sia BC —= A,
Soluzione. 3. Se si potranno misurare due lati, . AC =, 7
ed un angolo adjacente ad uno di essi; per esem- AB — ).
pio i lati 4B, 4C, e langolo C; sara la superficie Tirata la AD perpendicolare sepra BC, ¢ divisa
=1 4C.sen.C[4C.cos.C~+/ (4B*— 4C*sen”C)).  per meta la BG in m;
Dimostr. Si trovi il terzo lato cost. Si culila | sia Dm = x,
perpendicolare AD sul lato BG, si avra - % v AD =y.
DC = AC . cos. C, . Pa triangoli rettangoll sard
BD=|/(AB— AD")=|/(AB"—ACsen?C); 2 ~AG* = AD® + DC-,
dunque DC 4 BD \'; n oyyero Cﬁzyn+(x+‘;a)’_y’+x’+ax+,‘;a’g
—BC=AC. cos. ¢ + |/ (AB*— AC?sen.” ) o AB* = AD® 4 BI?, cioe
¢ larea = BG . AD diventord ‘ b=y Gexpmyt ¥
::.ACSG?'C{AC'COS' C+|/EABL_ACRSED"C)_]'  Sottraendo un’equazione dall’alira s[; ha
Si potrd ancora trovare Iangolo. B per wia : o — b
“della formula , X = —0

e la superficie sarh =} 4B . 4C sen. (B+C).
‘ ‘Dlmoks‘t‘r Sz pi”enda perbase AB, e per allesza
‘PL:A(’ sen. A — AG sen. (B+C),e
si avra 2 AB . PC M~AB AG sen. (B + C).

S‘oluuone 4. Se sn polmnno mlsurare 1 tre

;—:i— |/ (22* b4 22 ¢ +4- ab? ¢* — at—ct—Db#)
iV [(a+b+4c)(a+b —c)(a—b+c) X
BC . AD

I/ 1(BG+ AB + AC)(BC +AB—AC) X
BG—AB - AC)(AB--AG—BG)},

‘ -+ ¢c— a)], cioé

ht' la superﬁme sari
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Solusione 5. Se si polrd musurare un lato, e
due angoli, dai quali risulta anche il terzo; pe®
esempio se si abbia il lato BC, ed 1 tre angoll
4, By C; la superficie sara

sen Bsen: C
BC* =
sen. 4

Wi

Dimostr. Come al solito calata la perpendico,

lure GP sopra AB si ha area = :+ AB . CP,

BC sen. C
ma AB — _k__f?_‘l”__,’
B ) sen. A
' CP = BC . sen. B,
area ’ .sen. C sen. B
dunque area =} BC* X0

sen. A i
Soluziorie 6. Se nel triangolo- 4BC non sari

accessibile altro che 1l lato 45, e non si possano

impiegare 1 seni, continuando il lato €4 in L fin-

chésia 4L == 4B, (fig. 60), e divisala LB per
‘meta in M, e notato il punto P, dove la visuale
.MC lagha la AB, sard laxea del lrlangolo

BL . AM

BAC=y —
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MS = BS =— 1 BA,
3P — BA
PS — 2BP B»k.

2

Seranno inoltre simili i due triang. MSP, APG,

pe cui st avrd

’ AP . LA AP . LA

Al = = BAPI‘-I;;
st chiami Uarea del triangolo BLC = y. Per il
lemme superiore saranno Uaree dei due triangoli
BLA, BLC come i rettangoli dei duc lati, che

racchiulono U'angolo eguale; dungue

y = AL. BL BL . LC = AL: LC,

2

ondey AL= "2 AN 1y AG), ossero

~»AL—¥ BL.AM.LA  BL.AM. AP.LA

HEH = a 2(BP —— PA)
__BA . AM . BP

Y= (8P = Pay

Ora area

BL . AM
2 ?

nella ¢1ale equaszione introdotio il yalore di y,

Jatte Valire operazioni deducesi area
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Soluzione 7. Sia inaccessibile la 4B, e si po-
sano solo misurare le 4C, BC ( fig. 61), e prea
sulla CB la CD = Cd si possa misurare la 4);
sard I'area del triangolo

ABC:;AD,BCXV(I ADn)

— e )
e volendo impiegare i logariimi, sara il lga-
ritmo dell’area = 1. % 4D —1.4€ +1.BC
-l—;[,l.(/IC—l—gADf)—}—l (40 — 2 4D)7,
Dimostr. Dal numero -4y, Libro 11, Prob. I
derivasi area ACD =} AD |/ (4AC* — AD?),
- € fatta area ACB =y per rl noto lemma s. avri
AD l/(AAG’MAD’) =
AC.CD :AG.CB = (JD CB,

. AD [/(4AC=—-AD2) cB
, R

ADa )
T 4AC
per i logaritmy trasformisi la formula cosi:

y= EADA'CBC / (AC’ — Azn‘»).,owero

AD BC

""6

y:A‘.‘ACBz;AD.BG[/(x

y=3 TAC

V ;( Ac +-—)(4cfé§) g,", ,

(|
L
i
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Se non si potrad misurare la 4D; prese eguali
le due CP, CQ sopra le C4, CB, e misurata la
PO, sard |'area
: L AC PO
dBC =% BC . PQ 37 [/(1 4[%)
~ed il suo logaritmo
=1.PQ —1l2 — 2l .PC+1.BC 1. 4C
4 11(PC+ 3 FQ) 411 (PC— 1 PQ).
Dimostr. Dalla similitudine der due tlli(mgoli
 simili ACD, PCQ st ha
_ AC . PQ

AD =21

il qual valore mtmclazto nella formula przmztwa
di'y si avra

_ __,BC.AC.PQ PQs
J= A.ACB =} P (‘ i cvn)'

SCOLIO.

Potendosi ogni poligono dividere in triangoli,
il presente Problema servira a trovare Parea di
ty'qualunque poligono, sommando le aree dei trian-
oli nei quali si pud dividere per mezzo del
roblema seguente.
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PROBLEMA II.

Dividere un poligono ABCDEF in tanii triangoli.

Soluzione 1. Preso un punto O dentro il po-
ligono { fig. 62), da esso si tirino agli angoli le
rette 04, OB, OC, OD, OE, OF , e ayremo
tanti trlanuoh che compongono 11 poligono, quanto
sono i lati dello stesso poligono. ;

Soluzione 2. Preso un punto O sopra un qua
lunque lato 4B ( ﬁc 63 ) del poligono, e condotte
da 6880 agli angoli le OC, OD, OE, OF ayreme
tanti trlangoh quanlo sono i lati del poligono
meno uno.

“Soluzione 3. Da un angolo qualunque 4 ( fig.
64) del poligono condotte le 4C, 4D, AE agli
altri angoli, avremo tanti triangoli component

il poligono, quanti sono i suoi lati meno due.

PROBLEMA IIL |
Mi Zlelogmmm 0 AB G D

Soluzzone I ;La sua area & eguale 'x[ prodm‘.t

& un lato preso per base nell’altezza del parallelo- -

MISURA DELLE SUPERFIGIE. gt

- grammo, ciot nella distanza dell’altro lato paral-
lelo ( fig. 65), cioé fatta PQ perpendicolare alle

due 48, DC ed MV pupendlco are alle due 4D,
BC; sara I'area
ABCD = DC . PQ = 4D . MU,

- Soluzione 2. Sari la stessa area eguale al pro-

_ dotto di due lati contigui moltiplicati. tra lo:‘o, e

~ gol seno dell’angolo che formano, cioé

== 4D . DC sen, 4DC — DC . CB sen. DCB.
_Se 1l parallelogrammo sara rettangolo ( fig. 66),
a sua area sarda eguale al prodotto di due lati
ontigui = 4B . BC.

PROBLEMA IV.

Misurare, Parea d'un trapesio ABGD, nel quale
AB e CD sono i due lati paralleli.

- Soluzione 1. Cendotla la PQ normale ai due
Jati paralleli, I'area del fl‘apezib sard (fig. 67)
' =i (4B '+ CD) PQ.

Soluzione 2. Divisi per meta i due lati 4D,
, che non sono paralleli in M ed IV, e con-

dotta la MI; sara l'area del trapezio = MI . PQ.
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Dimostr. Tirata la diagonale AGC, il trapezio
sara diviso in due triangoli aventi per altezza
la medesima linea PQ, ¢ per base i due lati
paralleli, dunque area del irapezio
=;AB.PQ+4{DC.PQ=:i(AB+ DC). PQ.
Se poi si conduce la retta MN parallela ad AB,
o DG, e che divida per meta i lati non parallel:
avremo dall’'analogia dei triangoli simili ADGC,
AMF, MY =t DQC, dall’analogia degli altri
due triangoli simili ACB, FCN, asremo
FN =3 AB, ma MF + FN = MN, dunque
MN = ; (AB 4 DQ) introdotto questo valore
nella prima formula avremo area del trapezio
= MN . PQ. k
~ Soluzione 3. Sia 4B = a; BC = b; CD ==c;

D}J::i d; V'acea sari

s

—( : 5’)’]

Dlmoslr. Sl agré. Zarea del trapezio data, che.

endendo zl valore dell’'eltezza sua

per i lati

dul wal'AV[ Lzb I ¢ mol'zpllcandola per la.

meta della somma. d "idue ?rm parallelz

MISURA DELLE SUPERFICIE. g3

PROBLEMA 7V,

Ridurre un poligono ABCDEFGHIKL

in lanti triangoli e trapesi.

Soluzione. Condota una rella, per esempio la
dF ( fig. 68 ), che dividail poligono in due parti;
~ sopra essa da tulli i punti fdegli angoli del poli-

_ gono si calino le perpendicolari 8b, Cec, Dd, Ee,
 Gg, Hh, Ii, Kk, LL 11 poligono restera diviso in

] trapezi e triangoli.

SCOLIO.

Questo metodo riesce molle volte piit comodo
~ della divisione in triangoli per avere I’area d’un

poligono, e si eseguisce facilmente collo squadro,

PROB’LEMA VI

Mzsu:ale un poligono ABGDEF per via d'un

“reltangolo, e di tanti trapesi e triangoli,

Soluzione 1. Si iscriva nel poligono il rettan-

golo APQa (fig. 69 ), il quale si procuri che sia
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il maggiore o uno de’ maggiori che si possanc
iscrivere. Dal punti B, €, D si calino sui lati del
rettangolo le perpendicolari Bb, Cc, Dd. La
somma di tutte le parti dara la misura del tutto,
Soluzione 2. Al medesimo poligono si eirco.
scriva il retlangolo 77feF, che si procuri che sia
il minore. possibile. Dagli angoli del poligono, i
-quali non si trovano essere sui lati del rettangolo,
‘per esempio dai punti 4, B, D si calino sui lati
del medesimo rettangolo le perpendicolari 4a,
Bby Dd ( fig. 70). Sottraendo. dall’ area del ret.
‘tangolo FfeE le aree che restano esterne al poli-
gono ABCDEF, vestera I'area del poligono,

" PROBLEMA VIIL
' ‘\]’ﬂ‘isurm'e LUarea del quadrilatero ABXZ,

Soluzione 1. Se si poiranno misurare le dia-
gonali 4Z, BX (fig. 71), e la superficie di uno
f(klé't;;‘q‘uaufgf triangoli ACB, BCZ, ZCX, XC4,
per gsey:gi’)pioi‘ dlBCA = d; sard la superficie di
tutto il quadrilatero o
L AC . BCT
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Dimostr. L'arce di due triangoli che hanno. la
medesima altezza, stanno tra loro come le basi;
dunque chiamata y la superficie di XAC, A
quella di ACB, ambedue d'eguale aliezza, ayreno
yid=XC:CB,y=24-0% |
Cost pure i due triangoli ABC, CBZ, che hanno
la medesima altezza, staranno come le due basi
AG, GZ, chiamata Z la superficie di CBZ, st
wa Z tA=0CZ:AC,¢e Z = {&_Xé(lz_
Finalmente chiamata X la superficie di CZX,
& paragonata colla superficie i GZB, che hanno

la medesima altezza, si asrs X 17 — X G : CB,

) Z . XC
¢ X =~
~messo 1l valore di Z st ha

A.CZ.XC
X= AC. CB

Sommate le quali superficic asremo area
A, XC A.CZ A.CZ.CX

CB +AC AG . CB?

yrero. area
AX.ZB :A(CB .AC+ AC.XCH-CB.CZ J-CX.CZ )::

AG.CB
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A [CB.AC + XC (AC - CZ) + CB.CZ] __
AC . CB
A[CB . AC+XC. AZ 4 CB . CZ] __
. AC . CB
A [XC.AZ 4-CB(AC--CZ)] ___A[XC .AZ—}-CB.AZ]

AC.CB AC.CB ?

e finalmente area

A.AZ.BX

AX7B ”“,“‘X&'"‘EC“-

So?uuone 2. Se non si potranno misurare se
non tre reite 4B, AC, BC, preso un punto M
alla meta di 4B, e notati sulle C4, CB i punti
Q é,‘P‘_Per’;via‘de‘He MX, MZ, e chiamando 4
Tarea del triangolo 4CB, sara l'area

BP . 4Q

ABZX"“A(AQ — CQY(BP — CpPY

Dimostr. Si ha dal numero superiore area

. BX A(AC+CZ)(BC+ CxX)
AC BCT AC . BC

servendosi del  valore di CZ, e CX trovato al
num 1, P b’ 1, le I-st avra

A &C CP AC BC
S-AZXB%—’%_;(‘[ g (ee

AX7ZB=A

BC.CQ:
AQ-—-CQ)

CBL

viducendo al me(lesz'no denomznaiore i te/mmz
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eliminando, e dividendo avro
BP . AQ
(BP — CP) (AQ — CQ)"
Se il punto M non si potrd prendere alla meta
della 4B, sara I'area

Sup. AXZB = A

ABZX..——../;(,_;_ MB.CP M.4.CQ )

MABC_ 4B CP)(I_}_MB.AC—«AB.CQ '

. Dimostr. Qui pure servendosi dei valori di C7,
¢ CX rtrovati al n.° 2, Prob. 111, Lib. 1, si ot.
 terra la proposta formula.

Soluzione 3. Se si potranno continnare due
 ati convergenti qualunque,‘per esempio XB, ZA
sino a che s'incontrino in €, e si polranno Iisu-
yyrare le linee XC, ZC ( fig. 72), e I'area 4 del
_triangolo 4BC; sara I’area del quadrilatero

- X . C

ABXZ = A(()J( C? -1 )

- Dimostr. 1 due triangoli CXZ, CBA. avendo
angolo C comune, avranno le loro aree in ra.
on del prodotto dei due lati racchiudenti Pan.

olo eouale dunque chiamata y Parea del trian-

10 CXZ, avremo

y:A:CX.CZ:CA.CB‘

¢y = A.CX.cCZ
CA . CB
Mascheroni, Prob. Geom,

w3
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Ma superficie ABXZ — y — A, ovvero

A.CX.CZ CX.C7Z
Sup. ABXZ = cAieE T —A=A (CA B )

Se in vece della superficie 4 del triangolo
ABC si abbia la superficie § del triangolo CXZ,
sara la superficie del quadrilatero

cA . CB‘)

/jBJYZ:S(I——m.

Dimoste. Allora chiamata y Parea del trian-

golo ACB, per il medesimo principio avremo

o 5 CA- CB

; S Y=EP&Ta
.CA.CB
m'm'ABXZ =8—y=28 (I — (—:—m)

Soluzione 4. Se non si potranno misurare se -

nou le tre rette 4B, 4C, BC, preso il punto M
alla meta della 4B, e notati sulle AC, BC 1 punti
0 ¢ P dove sono tagliate dalle XM, Zi, e chia-
mata' A4 f’ area del triangolo 4BC; sara l'avea

CP.CQ 1)
CCP — BP)(CQ—AQ) ‘

ABXZ ik A(

Se 11 punto M non si potrd prendere alla meta

della AB, sard larea

o L MA. CQ,{ .
ABXZ =4 ( 15, (,Qf_:.MB AC

AB CP——-MA BC

i

R

mB.cp )
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Dimostr. Dal numero superiore abbiamo

Sup. ABXZ = A (=& _ 1),

dove sostituiti per CX ¢ CZ i valors indicati dal
n.° 5¢6, Prob. 111, Lib. I si rinverranno le pro-
pos’efozmule
>Soluzzone 5. Preso il punto M alla meta della
AB, se la XB continuata da X verso B sara ta-
gliata in P dalla continuazione ZM ( fig. 73), e
la Z4 in Q dalla continuazione delld AM ; tirata
la PQ, e falta I'area
AMQ = a;
OMP — c;
PMB — b sara
J3c—a—10
(¢ —a)(c—1b)
Dimostr. 8i denomini x I'area BMX, y larea

I'area ABXZ —gb

":‘('VIZ z quella di AMZ. Peril premesso lemma,

per cutl'aree di due tzmngoh che hanno un an-

olo eguale, stanno come i rettangoli dei due lati
ntorno all’angolo eguale avremo
QP .PM : QP . QX =c:c + b + x,

.MX — b . OM
— —Q—V_fm’ cosi pure
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PQ.QM:PQ .PZ=c:c+a—+z,...
c.MZ —a.PM

-

, € findlmente

2= PM
XM .MZ:PM.MQ=y:c....
c. XM . MZ
Y= "pu . QM

Sommando I'area di tre triangoli companenti il
quadrilatero ABXZ, ayremo

¢.MX—b.QM  c.MZ—a.PM

:SupABXZ: o e 4
¢ XM . MZ ' _
c.XM.PM4-c.XM.MZ4-e.MZ.QM -

PM . QM
Per lo stesso lemma ovvero
x:a=BM.MX : MA.QM, ma per cond.
MA = BM; dunque

. MX
; x: ?

Q\I

1 "Ho qucsto gulore di x con quello che

giyt;i}sz trovd, avr emo l equnzzone
a CMX m —b. Q
QM:” Tk "QM i
LQu

, da cui
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paragonando poi U'arce dei due triangoli MAZ,
PMB, che hanno pure langolo eguale opposto
al vertice, caveremo un altro valore di z, che pa-
ragonato col primo dara un’ equazwne, dalla
quale si dedurri

MZ___a.PM
T ¢ — b’

Usando questi valori delle rette MX, MZ,
avreino
cba c

a —+ (c—2) (a—b) + c—b a—b

Sup ABXZ — Cfl_)

riducendo i termini al medesimo denominatore

 ¢ffettuando le moltipliche, e sotiracndo si avra:

3¢ — a — b
“(e—a)(e —b)’

Se il punto M non sara alla meta della 4B;
sara ( sull’istessa traccia)

Superficie ABXZ = ab

' MAd MB
¢ (14 ot o)—a—b
area ABXZ ==ab MAMB M;;
p M
(Cﬂ“‘fg—a)((,‘m—b)
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PROBLEMA VIIL

Misurare Varea del pentagono ADEFG per via
delle ire diagonali AE, AF, GD

Soluzione. Sia la GD tagliata in B dalla 4F,
ed in C dalla 4E ( fig. 74). Chiamando 4 I'area
del triangolo 4BC, sara l'area del pentagono

AF.BG AE.CD A[*‘.AE)
4B:BC = 4C.CB AB.AC

ADEFG = 4 (

Dxmostr Sia arca FAG = y, FAE = g,
FAD —u, FBG = m, ECD =n, ABC =A.
Si richiami qui pure il noto lemma; onde ayremo
questa serie di rapporti d'aree di differenti trian-
golt, che hanno un angolo Fguale, ‘

1.9m:A =FB.BG:CB.BA,

FB . BG
ATe "BA’

AF .FG : FB.FG,

er m ll suo valme, st avra

m ==

'll* ik

e . FA
= A G g

3° n . A-—EG CD : BC. CA,
n A EC CD .

BG CA’
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4° u:n=EA . ED::EC.ED,

- servendost del valore di n st ha

CD . EA
u= A g

52 Z A = AF . AE : AC . AB,
AF .
Z=4A 5
Sommando le tre aree y, u, z, che compongono
il pentagono, ayremo

BG.FA AE.CD = AF .AE
AB . BC AC.CB AC.AB)'

Sup. ABEFG=A (

PROBLEMA IX

 Misurare Uarea dell'esagono DEFGHK per via

- delle tre diagonali DG, EH, FK,

Soluzione. Chiamando 4 I'area del triangolo

ABC ( fig. 75) che ha i suoi tre angoli alla inter-

 sezione delle diagonali, si avra I'area dell’esagono

AE . AF -} AH . 4K BD.BK+ BF .BG |

=4 ( AB.AC - B4 .CB o
CE.CD+CG.CH
e eseserenmeei - S Y
C4.Ccn )

' Dimostr. Sia FAE==x, HAK =y, BDK =z,
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FBG = u, GCH =1, ABC=A, ECD =@.
Si paragonino per il noto lemma laree dei trian.

goli che hanno un angolo eguale; onde si avrg

x = A YA . AE __ GE . cp,
BA . AC® CA . CB?
HA . KA

— A ”Z:ABK.BD,
Bx . AC BA . BC?
u._A . BG . GC.C[-I_

CB B U= A pTead
st ha poi ACKD = 2 — A, ovsero

MKD:A(%%%_q%

GBAH — t — A, ovvero

GBAR = A (frgz — 1)

Ma x +y—+u + @ + ACKD 4 GBAH
compongono Uesagono ; dunque sommandone ;
valori arrz'veremo alla formula prescritia.

PROBLEMA X.

Misurare Tarea dell’ esagono DEFGHK, peir

via de’ lati DK, GH, EF continuaii sino al mu-
110 incontro in A B C ﬁg 76)

Soluzzone Chldmando A I*area del triangolo
4BC, Yarea dell’ esagono sard.-
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A( H . AK BF . BG CcD. CE
=4\ 7 4B . 4C BA.BC'”CA.CB)‘

Dimostr. Sia HAK =x, CDE=y,BFG =z
Dal noto lemma si cavano i seguenti valori

HAAK 2 CD.CE BF.BG
BA.ac — S Cace T " BC.BA

x = A

Sottraendo queste aree dal triangolo ABC = A,
st avra Larea dell'esagono data.

PROBLEMA XL

 Misurare il poligono BCDEFG colle intersesioni

- de’ suot lati continuaty sino ai lati di un trian-

- golo circoscriito, come nella figura.

Soluzione. Supposto che i lati BG, CD ( fig.

k 77) si taglino in 4 in maniera che il poligono

resti compreso dentro il triangolo 4BC, conti-
nuata la DE sino a che tagli la 4B in H, ela
EF in K; se si chlaml A Varea ABC, sara 'area
el poligono

-y AD.AH AD.HE.HK AD.HE.KF.KG
™ ('_’AB.AC—AC.HD.AB AC.HD.KE.AB)'

Se si chiami & 'area 4DH sara 'area del poligonb

g (4846 HE.HK HE.KF.HG
: (AD.AH— T H4.HD HA.HD.KE)'
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Dimostr, Sieno l'arce dei triangoli esteriori
al poligono AHD = x, KHE =y, GKF =2,
e cercando col noto lemma ¢ loro valori analitici,

AH.AD _  HE.KH

avremo x == A T V=X gpap ¢°vero
AD . HE . KH KF . GK

AB . AC . @D’ z = ym, oyyero
AD . HE . KF . KG
" AB . AC . HD . KE’
Sottraendo queste tre aree dall’area A, avremo
la superficie del polzgono come fu dala.

Per il secondo caso si cerchino col medesimo
lemma Varee dei irzangolz KHE, GKF, e si sot-
traghino colla data AHD dall’area del triangolo

ABG, che pur si cerchera coll'istesso metodo.

PROBLEM{ SULLE DIVISIONI PROPORZIONALI
. 'DELLE AREE.

P Rfo BLEMA XIIL
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~ opposta 4B in D nella data ragione, e si conduca
laCD ( fig. 78).

" Dimostr. Due triangoli che hanno la medesima
altezza, stanno tra sé come le loro basi. Bossut,
pag. 67, Coroll. 111.

Se fosse dato un punto D sopra un lato 4C,

fpel quale dovesse passare la retta che divide il
triangolo, e sia la data ragione che si vuole di una
parte al tutto quella di p :2; sulla CB si prenda

__p.C4.CB

Ck = ——2p—>

e oi guidi la DE ( fig. 79); il triango]o CDE sara

questa parte. Se perd CE riuscisse maggiore di

_ CB; allora sulla 4B si prenda
__(t—p).d4C . 4B

de = t.dD :

d il quadrilatero DCBe sard questa parte.
Dimostr. Condotta la linea DE, i due trian-
oli ACB, CDE hanno langolo comune G; per-
iv 1l solito rapporto dell’arec

,CBW. CDE — AC .CB : CD . CE;

ha pure per condizione del Problema proposto
CB : CDE =t : p, ovvero
AG.CB:CD.CE =t :p,donde
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CE:AC.CB.p‘
t.CD °?

se poi GE > CB dirigasi la linea De sul lato

AB, e si avra per condizione

ACB : CDBe (= ACB — ADe) =
ovvero
AC.AB:AC.AB — AD.AE =1 :p;

p.AG.AB:t.AC.AB—t.AD.AE;

. AC . AB (t — p)
da qu == - P
o qui Ao ==

t:p,

PROBLEMA XIIIL

Dwzdere zl pamllelogrammo ABCD in due parti;

szcche una delle due parti stia al tutto come’

p:t

Soluzione. Se la divisione si yuol fare con una
ce parallela ai lati ( fig. 80), si prenda
~ Be = Ld 'LAB;
-l péréllelo‘gramnio eBCc sara Ja parte p.

Se la lelSlonle si vuol fare pel via di un an-

il tnangolo CEB sara la parte‘p 1054,
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Sa poi sia dato un punto P sopra un lato

(fig. 81) pel quale debba passare la retta

, che divide il parallelogrammo, si prenda sul lato

opposto CD la

. 4B
CQ = LA PB,
3¢ PB & minore di
ap . AdB

¢

Se & maggiore, si prenda sulla BC la

2p . B4 . BC
R:-—-—-—-——-—-———-——-
B t. BP

Se CQ riuscisse maggiore di CD, si prenda sulla
. 4D la

T — 2t —p) 4B . 4D
- t. AP ’

In tutti e tre i casi la parte omologa a p, sard
la parte a destra di chi guarda la figura.

Dimostr, Per idue primi casi vale il Coroll. 111
di Bossut, pag. 67, cioé due parallglogrammi,
come pure due triangoli che hanno medesima al-

tezza, stanno tra s¢ come le bast loro.

el terzo caso (fig. 81) chiamisi L Ualtezza

del parallelogrammo. Per enunciato del Problema

siapra ABCD : QBCP ==t : p, ovvero
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AB.L:(BP+QC)Z=t:p....

2AB .

QC = p-—«ﬁﬁ,se

PB <2

, ECC,

Se poi maggiore cerchisi sulls BC la BR cosi
2AB . BG : PB . BR =t : p;
2AB . BC .p=1t.PB. BR, onde

2.AB,BC.P
BR = t . PB

Se CQ > CD, allora trovisi il punto T sulla
- AD come poc anzi, cioé
2 AB.AD:2AB.AD—AP . AT =1: p,da quz

=2 (8 —p). AB. 4D
AT =——"7p

PROBLEMA XIV.

Dipidere. m ﬁrza ragione data Varea del trapezio
ABGD per un punto P dato sopra uno dei
clue lall paralleli AB, DC,

Solu;zoné."#Sn ogha che la parte PQCB stia
"'dowa plenderSl

— PB.

zﬂ? tulto 'V(‘:”o,rﬁkge Pt
e
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Se OC riuscisse regativo ( fig. 82), si prenda

BR — P BC (AB+ cn)
. BP

Se riuscisse maggior di DC, si prenda

AT____(@,‘“P) AD (4B 4- DC)
R t. AP :

Dimostr. Chiamata 1 l'aliesza, si ayra per con-

AB + DC | BP 4 QG
i

dizione l=t:p, onde
(AB 4+ DO)p  pp

QC =
t

8¢ QG riesce negativo, guidist la PR sul lato

CB, ¢ si cerchi BR cost. S'abbassi la perpendi-
colare RN sul lato AB, il di cut valore evzden-

temente sara
CM . RB 1. RB

.
N CB CB

Per condizione avremo

BP . RB |
(4B t DC).I: B l—--t p,equmdz
.2
___(AB 4-DC) . BC. P
BR = t . BP )

Se QG riuscisse maggiore di DC, cerchist il -
unto T sul lato AD, a cui condurre da P la

linea PT. Come prima calist TN' perpendicolare
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AT .1 . .
sopra AB,esara TN = —p— PO per condizione

AB + DC ]_(AB—!—DC AP.AT) l—t:
2 2 =ap /T HiDae
(AB - DC).AD
AT=(t—p) —7p

PROBLEMA XV.

Dato un punfo P in uno dé’ due lati non pa-
rallelt del lrapezio ABGCD, assegnare il valore
ai tre trlango ABP BPC, CPD per rap-

porio al t,utto

Soluzione. Chiamando 4 ( fig. 83) Parea del

. vy 3
trapezio, sara

A4 .4P . 4B
ABP_(AB—!—DC) DA
, __A4.(4B.DP 4 4P.DC)
,B,PC - (AB+DC) D4
: c
CPD — 4.DP.D

“" (Ab’—|— DC) DA’ ’
Dlmostr. Sra APB =x, PD C -—} P(‘B_.z,
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altezza del triangolo PDC. Paragonando ora le

aree, st avrd

_AB. AP .1 (AB - DG).1
L] s A — - >
I XA.._.. 2AD M > ¥

ed x = APB — A AP AR |
(AB .+ LC), DA?

A— DC.PD.1 (4B 4 DC). 1
- AD ) 2 r

A .DC.PD

2%y :

302 = A — x — ¥, ovvero

A(AP-PD)( AB4-DC)—A.AB.AP—ADCPD:
AD (AB-DC)

__A(AP.DC 4 PD.AD) __ pop

AD (AB 4+ DC) — :

PROBLEMA XVL

’ Dividere il trapezio ABGD. in due parti di una

data ragione per un punto P preso sopra uno
de’ due laty non paralleli.

Soluzione. Avendosi dal Prob., XV i valori
dei triangoli 4BP, BPC, CPD per rapporto al

lultoy sard facile vedere sopra quale delle tre
Lasi 4B, BC, CD debba cadere la divisione, e il

Mascheroni, Prob. Geom, 8
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friangoli in una data ragione; sicche bastera di-
videre in quella ragione la sua Lase in Q o in B,

ayvero m I

PROBLEMA XVIL
Misurare Parea d'un qu'adrilatero ABCD (fig. 84)

che ha un angolo retlo in A

Soluzione. Sia AB = a; BC = b; CD = ¢;
Dd = d, savd Varea del quadrilatero
—tad 1)/ [(at-b -+ o—d)(a-+Db—ctd) X
(a—b—-c+-dj(—a+ b—t-ctd)— ha'd — 8abed].
Dimost. St tiri la diagonale BIJ, st avris diviso
il quadrilatero in due triangoli, uno rettangolo,
TAB, e di cui Varea saré = « ad; laltro obli-
- quangolo DCB, di cui cui st cerchi larea per
via det lati CD = ¢, BC = b,
. .. DB Vo(a A,
la quale pel 1.° 4, Prob. 1, Lib. 111, saré
S==t}/[c+b4}/ @+ [e-+b—]/ (@ +d) 1 X

Je—b —'|—‘l,‘f'~:(ja“« 4 d)[—ec+Db+ V/ (a* d*y1

effettuatala mo‘lrt;zpZib"c@‘eficlétta I'equazione s'avra
S=G (2ah? 4+ aw & A= 20 Py

e oht ¢t~ 2a] d =

MISURA DELLE SUPERFICIE. x1b
aggiungendo i termint ha*d® + Sabed e poi sot-
traendo, D'equazione variera di formula, non i
galore; dunque N
S =1/ [(22°h* 4 22" ¢" 4 2¢ & 4 ol
4+ ol ¢ 4 22> dP— at — b — ¢t —dt 4= Sabed)
— 4a* & — 8abed 1. Svolgendo quest’equazione
nei suoi fattori coi metodi dell’algebra, ¢ som-
mando Uaree dei due triangoli asrd quella del
quadrilatero

—rad )/ [a+b+e—d)a+b—etd)X
(a———~b~[—c+d)(———a—Fb+c+d)——«4-a’d“——-82abcd].

PROBLEMA XVIIL

Misurare Pareca d'un quadrilatero ABCD ( fig.
" 84), nel quale la somma di due angoli op-
posti & eguale a due retti; ossia il quadrila-

tero st pud iscrivere nel cerchio.

Soluzione. Denominando i lati come nel Prob.
XV1I, sara Varea del quadrilatero ,

=!/(a+b+ c—d)(a+b—c 4 d)X
(vn~——5+c+cl)(-—~a+b—+‘c—|—:l)‘
.- Dimostr. Dall’angolo G s’ abbassi CE perpen-

glicolare sopra il lato AD prolungalo, e cE
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sopra AB, e suppongasi condotta la diagonule
AC. Cib fatto, Uangolo EDG supplemento del-
I'angolo ADCG sara éguale all'angolo ABG pure
supplemento di ADG per costrusione. Tale an-
golo chiamisi m. St avra dalla trigon.

FC = Db sen. m,

"EC = ¢ sen. m,
FB == b cos. m,
DE = ¢ cos. m;

dai due triangoli rettangoli AEG, AFC savranno
due valori-di AG*; dal primo AEG si ha
AG* = d* 4 2d .c.cos. m - ¢*cos."m ' sen” m,
ovwero AC* = &* 4~ ¢ ~ 2cd cos. m,
dall’altro AFGC si ha pure
AG* = a* - b* — 2ab cos. m;
egu’agkliati questi due valori asremo I'equazione,
dalla quale
a1 b?— d2 — e

2 (cd + ab) ’
sen. m == |/ (1 — cos* m ), osvero

€08, m =—/—

g Johae—dz =2 )2
sen. m = [/ ( l—-‘-—-—t——*————”—c—l)

4¢cd -} ab)?

sen, m == [[/'(aa’d"“—}— 22’ - 2a’h* 4 2¢°d?
4um4nwm+mu@m~weé_&n;
2 (cd - ab), ‘e fatto = Q il numeratore,

RS PTIRY

MISURA DELLE SUPERYICIE.

11y
sara sen, m == —-8—“——
2(¢ed -} ab)
Ora area ABCD = 2D CE —+ AD FC,
2 2
e mettendo 1 valor: analitici
aren ABCD — ed + b sen.m
__Ced4-ab) Q - Q
- 2 ‘a(ed4-ab) T '4_

e svolgendo Q nei suot fattori
area ABCD =14 )/ (a +~b 4+ ¢—) X
{a-+b—c—+d)(a—b+4-ec+4-d)(—a—+Db-+4c+d).

PROBLEMA XIX.

Misurare Uarea d'un rombo ABCD ( fig. 85).

Soluzione. Condotte le due diagonali 4C, BD
sard I'area = } 4C . BD.

PROBLEMA XX.
Misurare Uarea d'un poligono regolure.

Soluzione. Sia il lato 4B ( fig. 86) del poligono

regolare = a; il numero de’ suoi lati == n; il
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raggio AC del cerchio circoscritio R; il raggio VC
del cerchio iscritto = 7, I'area del poligono = §,
81 avra

JUS——

—73z

e
O

180° 180°
S =1 na® colang, —
n

3600

nR* sen.——=—=nr*tang.—.
n n

Dimostr. Dividast il poligonoin tanti triangolt

aventi Uapice al centro, e per base il lato co-

mune AB = a, e comunc altezza CN =,
nar

] I A ©ar
onde area di ciascuno sara — —, ed § =
TSRS e e 2

‘Le tre seguenii equazioni derivate dai due trian-

goli AGN, ACBj cioe

180°

1.ar :;‘aﬁ"cdtang. ACN (ACN =

)
360°

o.@ar = R*'sen.” ACB (ACB = — Ys

o
3 180

b

a = r. tang.

e sostituile clascuna a parle nella primitiva

nar -5 - : . . e ..
S = -~ danno ‘tre nuovi valori di S, cioé

] 180°
5 =}nacolang.

4o 360° oy
‘ali*sen, —===nr’lang, .
B "o B

MISYRA DELLE SUPERFICIE. 31Q

PROBLEMA XXIL

Misurare Uarea d'un cerchio di raggio,
o di eirconferenza data.
Soluzione. Sia R il raggio, C la circonferenza,

A Varea; il rappoerto della circonferenza al ‘dia-

22 355 - e
metro == T = 0 == S 3,1410926535,
. . : 2 e
siavrh 4 =L RC = R ¢ =

i

Dimostr. Il cerchio & un poligeno regolare
d'ur’infinita di lati, la di cui somma & la cir-
yconferenza, ed apotema il raggio. La sua super-
'ﬁciekdunque sara eguale alla meta del prodotto
della sua circonferenza per il mégib, ciod

) A=:R.G; )

essendo pot le circonferenze tra s¢ come 1 diamelr:

- loro, cloé

2R
¢

2 ) .
=, sasra
7

—_

o, ed B = —;

introdotti questi due yalori alternativamente nello

- prima equazione A = ¢ RG, st avranno le due

~seguents

Ca

ot}
4T

A=Rg, A=
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PROBL EM A XXIIL
Misurare l'area d'un elisse.

Soluzione, Sia il suo semi-asse maggiore == M;
il semi-asse minore — IV; I'eccentricita, ossia la
distanza del centro da un foco — C;
area —: 4, si avra
A=MNgw =Mx |/ (M — CY=DNm|/ (V*+C2).
Dimostr. Immaginisi descritto un circolo sul-

la suna

l’asse magg:'oy‘r‘e dell’elisse 2M come diametroy si
elevi Zungo detto asse mfmto numero. di perpen-
ktZlcoh mﬁmlamente wczm e si paatmggano sino
all znqon[m delle due curve. dvremo cosi le due
aree Z‘elittfcd; e la circolare divise in egual nu-
mero di trapezi misti-linei, che per approssima-
zione ,pOtranno riguardarsi come z:fttangoh' di
basi ‘eguali ed infinitesime, onde il rapporto
degli uni agli alni sard que‘llo delle altezze loro,
od mclmatc
all’ ordumla (Zel cerchio ‘costruito sopra i di leg
" asse mabg
dell’ elisse,

porto dei ret{an OZL suddetii, e tale’ quello: delle

apporlo “costante degli assi

cioé N

SMy tale sard pufé il rap-

ora stnndo L ordinata dell’ ellssc’
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due arce curvi-linee composte dalla somma dei
medesimi rettangoli, onde area dell'elisse (== A ):
area del cerchio (= M) = N : M), percio

A — MNg
Essendo poi per propricta dell’elisse
a N = )/ (M2 — G,
M = |/ (N* - G,
gavranno con iali sostituzioni le due formole
A = Mz |/ (M — (),
A = Ng |/ (N + C).

\seguentz

PROBLEMA XXIIIL

Misurare la superficie d’una sfera.

Soluzione. Sia R il suo raggio, C la circonfe.
~renza d'un suo cerchio massimo, § la sua super-

ficie, si avra
S = 2RC = 4R mw = C..

Dimostr. Essendo la superficie della  sfera
ﬁcyzd'rupl-a dell’area d’'un suo cerchio massimo

non st avra che moltiplicare per 4 le formule
date dal Problemu XXI,
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PROBLEMA XXIV,
Misurare la superficie d'un cono retto.

Soluzione. Sia R il raggio del cerchio della
base; C la sua circonferenza; T I'altezza del conoj
L il lakto,v;o sia la distanza del suo vertice da
qualunque punto della- circonferenza della base;
S la sua superficie, si ayra
S:‘(L—}—R)C..._(L—*—B)BW

= (L+——) C=:[)/ (T4 R +Blc

= [}/ T“+Z”) + R] Bx

"[L/(T’+4——) -]

PROBLEMA XXYV.

Misurare la supérﬁcie d'un cilindro retto.

‘ Sla R 1[ ragglo e Cla cxrconferenza

Tl al ezza del c1lmdro,

§ lIa sua superfici

15:.—_(;[{_—}—1')0;_—_(-’“3—]— T)]?:’r:(—— ~+T)C.

oy

LIBRO QUARTO
POLIGONOMETP\IA

e L) (.

DEFINIZIONE PRIMA.

,PEB angolo esterne d'un poligono intendereme
‘sempre I'angolo che fa un lato deleoligono colla
.gontinuazione dell’altro lato.

Sia per esempio il poligono 4BCD ( fig. 87).
~Per I'angolo esterno al punto D di questo poligono,
~che sara da noi chiamato 1’ angolo D, intenderemo
sempre I angolo CDQ, kch'e nel punto D, & for-
‘mato dal lato CD colla DQ che & la continua-
ione del lato 4D,

DEFINIZIONE SECONDA.

Per angolo sporgentesi in un poligono s in-
ende quell’angolo che volta la punta al di fuori
~come 4BC, CD4 ( fig. 87).

- Angolo rientrante & quello che volta la sua

punta al di dentro come CD4 ( fig. 88).
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L'angolo esterno dell’angolo rientrante CD 4 (fig.
88), cioz lanuolo CDQ si notera cosi — D col
segno negativo. Laddove { angolo esterno dello
sporgentesi CD4 ( fig. 87, ciok CDQ si notera
€osi —+- D col segno positivo.

PROBLEMA L

Trovare una distanza AB inaccessibile Suort che
ne’ due estremi A e B, per via dei tre lati B(
CD, DA e dei due angoli G e D del poli-
gono ABCD (fig. 87.¢ 88),

Soluzzane 91 avra
AB l/[ BC’+ CD’+D/1’+ 2BC..CD cos.C -|-
2CD D4 cos. == D ~+2BC. Dd cos. (CED)yil
secrno -+ serve per la fig. 87, ed il — per la 88,
Dimostr, 8¢ protraggano i due lati AD, BC
in Q, s'abbassino dai punti Be G le BL, CP

J)ﬂpendzco/ml sopra il lato AD prolzmm'o e st
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~ AL=AD-PD—PL=dt-cc0s.D +- hcos. (G+Dy.
. Della fig. 88 si ha

| BL=BQsen.BQA=
—CDsen.—D
L Q=—se |
BL =D sen. (C—D)+c.sen. — D; cosi pure
AL=AD+DP——~PQ—-—QL-—d+
(QGD 4 QDCQCy

d + ¢ cos. — D -~ b cos. (C — D)

galori identici col primi, colla sola variazione

|

(BG— CQ)sen.BQA ma

; dunque

¢ cos. — D — b cos.

del segno — avanti I'angolo esterno dell'angolo
rientrante. Ora st ha x*> =— BL” 4+ AL? per am-
bedue le figure, dove sostituiti a BL, ed AL ¢
valori sopra trovati, si avra la formula comune

i due casi, cio¢:

x* = b* [sen” (G = D) 4 cos” (C +D)]
“¢* [sen? += D 4 cos® 4+ D] 4 & -+~

abe [sen. &= D sen. (G = D) 4

s, D . cos. (CA=D)1 4 2cd cos. +=D -+
db cos. (C+Dy.

-—~1/[BC’—}—GD —|—D A4 2BC. CD cos. C-4-
CD .DAcos. =D - 2BC. DA cos. (G- D)L
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PRGBL MA IL

Trovare la stessa distanza AB per via dei quattro
Alati BG, CD, DE, EA, e dei tre angoli G
D, E (fig. 89 e go).

Seluzione. Sari
4B = |/ [ BC* + CD* + DE* + Ed4* 4+
2BC . CD cos, C + 2CD . DE cos. D —+
2DE .Edcos. &= E + 2BC.DE cos.(C+ D)
4 2CD . Ed cos. (D +E) +
2 BC . E4 cos. (C+D+E)]
Il segno_—+- vale per la fig. 89, ed il — per la go.
Dimostr. Fig. 89. 8t continui il lato ED in
Mf ‘CD in u, i duc BG, AE in Q si tirino du
B, G, D le BL, CN, DP perpendicolari alla
Au, e le CH, DXG parallele alla medesima,
st avra BL = BH + CX —+ DP, ma
BH = BC sen BQA = BG sen. (E+ D - C),
CX = CD sen. Dull = CD sen. (D -+ E)
DP = ED sen. E ,vllmque BL == ED sen. B
-+ GDsen (D—I—E)—IwBC sen. (E 4 D +- G), ed
AL = AE -+ EP — PN — NL =
AE + EDcos. E + CD cos. (D + E) 4+
BG . cos. (E + D + C).

?

i
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| Nella fig. go st continuino i lati AE, CD
" sinoinu, ed i due BG, ED sino in M. Dai
punti B, G, D si abbassino le BL, GN, DP

perpendicolari sopra Au, e si tiri la GH paral-

lela alla medesima, si avra
BL =— BQ sen. BQA,
BQ — BC — €Q, ¢

CN
Q =——rrr
¢Q sen. BQA’

CN = DP — DH,
DP = — DE sen. — E, )
DH = CD sen. EuD = CD sen, (D — E);
' ntlocedendo st ha

— DE sfn. — E —— CD sen. (D— B
€Q = sen. BQA ( )” ¢
BL =BCsen. (C+D—E)+4 DEsen.—E -~
€D sen. (D — E). Cosi pure st ha '
AL = AE + EP +~ PN — NG — QL =
AE + ED cos. — E -+~ CD cos. (D —E )+
BC .cos. (G 4+ D — B) valori identici coi
‘r"i:mz', colla sola differenza del segno — posic
lla lettera dell’angolo rientrante. Onde qui pure
sostituiti i valori di BL ed AL nell’equazione
AB* = BL* <4~ AL*, si avra la formula propo-
sta per AB comune ad umbedue le figure colla
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differenza del segno avanti le lettere degli an-
goli di differente specic.

PROBLEMA GENERALE PRIMO.

Trovare il lato incognito d'un poligono dati gl
altr lati ¢ tutti gli angoli eccetio i due ad-

facenti al lato incognito. .

Soluzione, Il lato incognilo si troverd eguale
alla radice della somma dei quadrati di tutti i
lati cbgnili; e de’ doppj rettangoli di ciascun lato
in ciascun altro moltiplicato rispellivamente nel
coseno della somma degli angoli eslerni intermed;
dalla parte opposta al lato cercato.

B

PROBLEMA IITL

Trovare il lato AB (fig. 87 e 88) nel quadri-

latero ABGD per via dei soli due lati BC, D,

e degh mzvolz A. D C.

Solu,:.lone Sara

- AB ) CDsen ‘f“D }—CBsen(+D+—’(‘)

sen, A
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Dimostr. Dal triangolo retto ABL si ha
BL
AB = o dove sostituito a BL il valore
trovato nel Problema 1 del presente libro, si ha

la formula del lato AB come sopra per am?)edue
le figure.

PROBLEMA IV

;Tromre il lato AB nel pentagono ABCDE (fig-

89 e go) per via deilati BC, CD,DE edegla

- angoli.

Soluzione. Sara AP —
EDsen. - E4-DCsen. (+E+D)+ (‘Bsen (+ E+D+C)

sen. A4
Dimostr. 8¢ prenda qui pure.dul Problema 11
:Zz questo lzbro i valore di BL comune alle due

figure, e sostituiscasi nell equazione

AB =— Bt

sen. A’

 Mascheroni, Prob. Geoms, 9
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PROBLEMA GENERALE SECONDO.

Trovare un lato incognito d'un poligono, dati
tutti gli altrs lati eccetto uno dei due contigui

al lato incognito, e tulli gli angoli.

Soluzione. Si ayra il lato cercato presa la
somma de’ "prodolli di tutti i Jati dati moltiplicati
clascuno nspelhvamenle nel seno della somma degh
angoh esterm mlexmedl posti tra di esso e il lato
incognito non cercato dalla parte opposta al lato
cercalo, e dividenda questa somma pel seno dei-

I'angolo formato dai Tali iukcognili.‘
"PROBLEMA V.

Trouarc A Ialo AB nel quml:tlatera ABCD per
“id e Zatt BC, DA fg 91 e 92 ), e fleglz

angoli.

Soluzronc Sar

A«Ba___:li(;!.son C — DA sen.+ D
- - sen. (= D+ A)

DAsPn +D—-BC sen, C

sens (B 4 C)

~ovpero poiché ‘ .
 sen. BCR==sen. (=D +A ) = —sen. (B + C),

sl oavra l’allm
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Dimostr. 8i continui il lato GD sino a che
taglila AB in R, st avra
BR — BC sen. BCR — “ BC sen. C
sen. BRC sen, (4= D + Ay

AR:i AD sen. += D
sn (ED + A)

- - __ BCsen.C—ADsen+D
AB =BRAR = sen. (D4 Aa) LR

yora

.sen.+ D — BC. sen. C
AB"— sen. (B + C)

Sc fosse B 4~ C == 180°; nel qual caso sa;eblvelo
parallele le AB, CD), & troverebbe’ AB = =

o

¢ pero il problema riceverebbe mfmle soluzzom

PROBLEMA VI

wovare il lato AB el pcntaganoABCUEA
per via dei Zau BC UL ( fig. g1}, e
degli-angoli. ' RO

"Solugzone Sara .
AR — BC.sen.(—¥V Esen. V-—_AEken (V-{ E)
[ sen (P4 E4-4) yovyero
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AR — VEsen. V4 AE sen. (¥ + EY— BC.sen. C
- “sen. (B 4-C) ‘ :

EV sen. V

Dimostr, AD = AE D

ed ang.

QDG, ovvero ang. D = V + E, sostituiti que-
sti valori nelle espressiont di AB del Problema
precedente, si avra la prima _formula indicaia. Fs-
sendo potsen. (V 4+ E -+ A)=—sen. (B + (),

com tale sostiluzione s' avra la seconda.

PROBLEMA VIL

Trovare il lato AB nell'esagono ABGFVEA
~ per via dei lati BG, GF, EV, EA ( fig. g1),

e degli angoli. .

*“Soluzione. Sara
AB— G Fsen. I‘+BGsen (F4- G EP o0 F/—

AEsen. (E4V

sen. ( ¥ +E+.4)
V V A -
[’Bj : E¥sen —|~’ FEsen (EA-V)—

GIsen.F'—BGsen. (f‘+G)

sen. (B-+ G4 F)
. (eR GF sen. F
>t e QCD

ovvero sen, G =

sti valori

sen. QCD

-gen. (C- + F), sostituiti que-
) VB‘ del Problema
formula; si asra pot

POLIGONOMETRIA, 133
Ia seconda col sostituire a sen. (V 4 E - A)
laltro — sen, (B 4 G - F)al prfmo eguale.
Qut pure come nel Problema VI resta 1l valore

di AB indeterminato nel caso che A, ¥, Vfossc

eguale a 180°.
PROBLEMA GENERALE TERZO.

Trovare un lato incognilo d un poligono essendo
dati tuiti gli altri lati eccetto uro qualiirique
e tutti gli angoli.

Soluzione. Si avra il lato cercato pr‘em]e'na'o la
somma dei prodotti di ciascuno dei lati posli da
una parte dei lati incogniti nel seno della somma
degli angoli esterni intermedj tra esso lato cer-
calo e il lalo non tialo; meno la somma dei simili
prodotti dall'altra parte, e dividendo pel seno
della somma degli angoli esterni mtermed) ai due

Jati incogniti da questa parte.

Questo Problema generale terzo contlene il se-
condo,

Bisogna eccettnare il caso, nel quale i due lati

~ incogniti fossero paralleli; nel quale il Problema
riesce indeterminato.
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PROBLEMA VIIL.

Misurare “Uarea del quadrilatero ABCD per
via det tre late BG, CD, DA, ¢ dei due an-

goli G e D ( fig. 87 e 88).

Soluzione, Sam l area

BC CDsen C+ CcD . DAsen + D
—:}~ BC . DAsen (C &= D).

N Dlmoslr Congzunaanst : lat; AD e BC del

guadn[atero in Q,e s abbassino da B e da Q
le due BL, QR perpendicolari I'una sopra AQ,
Laltra sopra DG; essendo. pot

"~ tapm . DC sen. G

' DQ T sen. CQD?
e DC sen. - D

2 OQ=E e

'ed ‘antroducendo  questi valor nell’ espresstone

% AQ.BQ. sen. BQA della superficie del trian-
golo. ABQ; st avra -

sup‘.ABQ:;f DQ+AD (BCACQ)sen.CQD=
sen. CQD '

e ~:DCGsen. =D

BC'J)C/ sen. C
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. DC?sen. C sen, 4= D
Esprimendo (1 % -
P, (__ : ~sen. COD -) la super

R
o :

ficte del triangolo QCDda sottrarsi nella fig. 87,
¢ da aggiungersi nella /zg 88 al valo:e (S);

¢id fallo sma n ambeclue i cast

il DC’sen Csen.” +D
(S)~ sen.-CQD Ty
:;BG DCeen C—|— ‘AD . DGsen, =+ D -
'A.D BGaEﬂ(C”“D)

il segno e mle per la fig. 87, 6{1 il — perla 88.

la sup, ABCD

PRO BV LEM A IX.

Misurare l;'zl}ea del pentngono ABCDE per‘virz
dei lati BG,CD, DE, EA, e dcgh angol: C,
Ded E ( fD 9690)

Soluzione. Sara 'area

'BC CD sen, C + 3 CD DE
+ DE . EA sen. 4+ E +
1BC .DEsen.(C+D) +3CD.E4 sen.(D—__F;E)
 -1BC.Edsen. (C-—+ D E)

£ Dimostr. Protraggansi qui pure: 1 lati BG, ED
sino in M, e si faccie BG = b, CD = c,
>DL”*(1A]3__e st oavra o ‘

|l

sen, - D
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1) —_— ¢ sen. C
DM = sen, GMD (==sen. M)’

CM csen. D

senM’

se st sostituiscano questi. valori- nell’ ‘espressione
della superficie ABME — * ! BM., ME sen. M—{—-
s ME. AEsen. + E: 4 BM AE sen. (M+E)

tratta dal Problema: precedente 8L .ApFd

sup. ABME = (b- 20 D)g ’ )sen u+ e
Hd 42 ;, sen. + E +
(b +%:f‘“'m")),. e sen. (l\I—l—F)

’bdseu,M;—}—

s 02 sen. Csen.D

L —+ Lde sen. 4+ B +
2 gen M

-be sen, (M + E) vl

T
2

" se

ﬁ M[sr.en Csen —l—E—l—sen Dsen (M+E)]

Cisen: o= E —{— sem: D sen. (M =+ E) =

gen.. = E cos. G cos, 1) sen,

cd sen; D 4= tbe sen. C 4=
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;E sen. += E sen. Csen.*D==c03.2 D sen, C sen. +E

% —+sen® D cos. G cos. &= E

. ¢08. G sen, Dcos. D sen. + K 4 .
senc D cos. D sen. G cos. - B ey 1
sen. (D—l—E)sen(C—#—D){f R
e Zevandodalla espressione della: superfcw ABWIE

Z l%w . easen. Clsen. D
l ‘”’mme 3 osenl M, .2

o?ze cesprime il triangolo CMD, reslera la super-

ﬁcze ABCDE —.:! BG CD o S
+ CD . DE sen.D+ i E i
‘DE EAsen =E ! BC Dhsen (C+D)

:CD . EA sen. (D E)
:BC. EA.sen ((‘—I—D—l—E)

PBOBLEMA. GENEBALE QUARTO

Misurare Uarea d'un poligono_per via dei lati

e degli angoli.

: Solu..tone Non prevnlend031 di un suo lalo,
né dei due angali adjacenti' ad esso, sara 1'area

' eguale alla ~semisomma, dei prodouii di ciascun
lato in c:ascun altro, e nel seno della somma
degh ‘angoli. esterni mtermed] ad ‘essi due lati.
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scorLro.

Se il poligono sara di molti lati come 4BCD
"EFGH ( fig. 94) sark piu spedito- supporlo di-
viso in due con una diagonale come 4E la quale
formi -1 due poligonic 4BCDE, EFGHA, che o
abbiano lo stesso numero’ di lah, o si supeuno
di un solo; e calcolarli; separatamente  non - pre-

alend051 del lato *4E  comime -ad enlrambl ng
degh ano‘oll ad]acenll al medesnmo P

i(

PROBL MA X

ﬂel quadnlatem AB(‘D trovare gl nngoh A eB
adjacenti allato incognito AB (fig.87 ¢ 88).

‘Soluzione. Sara
‘DCsen.+ D4 CBsen.(C+ D)

tang. BAD —

AD+DC:os D+CBcos (C+I))

POLIGONOMETRIA! 139
in quest’equazione dei valori di BL, AL trovati
nel Prob. 1. di questo libro, ciod

BL = CD sen. == D + BC . sen. (G 4= D),
AL =AD 4 CD cos. = D+ BGcos. (CD),
SLavra

DC senV. +D —!—‘BC sen. (’i D) ' .

tang. BAD —
2o ‘AD + GD cos. &= D+ BCcos. (C1 D)’

egualinente trovasi tang. ABGC coll’ abbassare da

A una perpendicolare sopra BQ.
PROBLE M A XI.

IVel penlagono ABGD]} trovare gli angoli A ¢ B
adjacenti al lato incognito AB (fig. 89 e go).

Soluzione. Sara
tang. BAE —

EDsen.\-E-}-CDsen. (+F+D)—|—C'B sen.( =E4+D+C)
AEA-L Deos. E-++DCcos (3-£4-D)CBcos.(F-E4-D+-C)
tang. 4BC =
CDsen. C+ DEsen.(C+D)-EAsen(C+ D+ E)
BC - CD cos. C+ DE cos. (CH-D) -+ £4 cos, (C+DiE).
Dimostr. Cot valori di Bli, ed AL presi dal

Probl 11 di questo libro, e sostituiti nell’equazzone

tang. BAE = xII:’
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st avré la detia tang. BAE come nella soluzione;

si avra poi collo stesso metodo anche tang. ABG,

PROBLEMA GENERALE QUINTO.

Trovare in un poligono due angoli incogniti
adjacenti ad un lato incognito, dati witi gl
_aliri angoli e lati. '

Soluzione. Si avra la tangente' di- cisscun an.
golo interno incognito dividendo la somma dei
prodotti di’ ciascun ‘lalo non formante I’angolo

mcovmlo nel seno della somma degli angoli esterni

posn tra esso e il lato con'mlo dell’angolo incegnito

per la somma dei prodotti di ciascuno dei mede-

simi lali nel coseno della somma dei medesimi an.

goli éggiuntovi il lato cognito déll;angolo incogaito,

PBOBL I MA XIL

‘Nel quadulatero ABCD  trovare il lato CD e
li B(ﬁg 57,

dati gll altri Zau

BCsen. ) —
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tang.B4D={sen.D}/ (4B*—(dDsen.D—BCsen.C)?)
—(4Dsen. D — Bf‘sen.C)eos. D1:
Lcos. D |/ (4B — (4D sen. D — BC ,sen. C)*)
+ (4D sen. D — BCsen. C ) sen. D1
tang.d BC=[sen.C |/ (4 B*—(4 Dsen.D—BCsen.C)’)
~+(4Dsen. D~ BCsen. C)cos. C1:
Lcos. C |/ (4B*— (4D sen. D — BC sen. C)*)
— (4Dsen. D — BCsen.C)sen. C1.
Per la fig. 88 si scriva — D in luogo di D
Dimostr. Dal Problema 1. del presente libro si
ha AB* (x*) = b* + ¢* + d* + 2bc cos. C
=+ 2¢d cos. 4= D + 2bd cos. (C 4= D),
- riguardando la lettera ¢ per incognita, e trai-

tando U'equazione quadratica eol solito metodo
delle equazioni del secondo grado, si avra

¢ 4+ 2c (b cos. G 4 d cos. &= D)

(b cos. C 4 d cos. =D ) =

x* — b — d* — 2bd cos. (C &= D) 3

b cos. C 4~ d cos. &= D) =

x* — b* — &* — 2bd cos.. Ccos +D+
abd sen. C sen. o= D+ b* (1 — sen” G) 4
2bd. cos. G cos. o= D +4-d*( 1 — sen’ = D)) .
e== |/ [x* — (dsen. = D — bsen.C) ] —
bocos. G —d.

linee, si ha

cos., 4= 1) rimesse alle lettere le
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CD = |/[AB*—(ADsen.= D— BG. sen. C)']
— AD cos. 4= D — BGC . cos. G, introdu-
cendo il qual valore di DG nelle espressioni di

tang. BAD, e di tang. ABC del Problema X,

st avranno le formule date nella soluzione.
PROBLEMA GENERALE SESTO.

Trovare in un poligono due angoli adjacenti ad

un lato cognito, ¢ un lato qualungue incognito,

Soluzione. Dal Problema generale primo si ha

q[iest’equ'ziiion'e:'il quadrato del lato interposto .

agli angoli incoguiti = alla somma dei quadrali
deéli alteiv lati pitt 1 doppj rettangoli di ciascuno

di questi in ‘ciascun altro meltiplicati rispettiva-

mente nel coseno dellasomma degli angoli esterni .

intermed] tra lor due dalla parte opposla al lato
primo. Da quesla equazione del secondo grado
icavareil*lato- incognite.

& faci’le
lalo mcoormtu, si llOVCI‘ﬂDDO i due
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PROBLEMA. GENERALE SE TTIMO.

Trovare nel qua?unque‘poligorio "ABCDEFGHI
un lato HG, e due angoli per esempio A, D

(fig. 93) non successivi né adjacenti al lato.

Soluzione. Si tiri una diagonale pei due angoli
incogniti 4 e D. Nel poligono 4BCD di lati tutti
cogniti, eccetto la 4D, e di angoli pure cogniti,
eccetto i due adjacenti alla 4D, per mezzo del
~ Problema generale primo si trovi la 4D, e per
mezzo del Problema generale quinto si trovino i
due angoli adjacenti ad essa BAD, 4DC. .-~

Nel poligono 4DEEGHI posto dall’altra parte
della diagonale 4D, nel quale vi'é il lato: inco-
gnito HG, per mezzo del Problema generale sesto
si trovino i due angoli 14D, ADE adjacenti alla
ADy.ed il lato. incognito HG'.

7 Oltre-il lato HG si avra ancora.
‘ool 14B =.14D +- BAD,e
CDE = ADC ~+ ADE.
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PROBLEMA GENERALE OTTAVO.

In qualunque poligono ABCDEF¥GHI trovare
tre apgoli qualunque A, D, G (fig. 93), dati

gli altri angoli e tutti i lati.,

Soluzione. Pescritto il triangolo - 4DG si tro-
¥ino i suoi lati per mezzo del Problema generale
primo;; impiegando: i tre poligoni 4BCD, DEFG,
GHI4, che hanno gli-altrilali ed angoli cogniti
sul perimetro’ del-poligono - proposto. In questi
tre ‘poligoni, ‘per ' mezzo del Problema generale
quinto, . 8i: ‘troyino ' pure: gh angoh BAD; CDA
GDE, DGF; Hud, GAl.

»+Per-mezzo-dei -lati- del lnango]o AGD si-trow

- xing i suoi-angoli colla trlgonomelrm Oumdl si
. avranno:}4B, CDE, FGH. ) i
- Tali sono i problemi del metodo: dell 4utore
di nnsurme i poligoni piani stampati I’anno 1787

omplemlono tatti ‘i Problemi

»Giuevra’*l"anuo*’1(78/9 .

i M. L'Huilier stampata in
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AGGIUNTA

Per la maggiore generalilg de’ Pralzlcrm

- precedenti.

‘Gli angoli de’ poligoni sono stati qui sopradi-
¥isi in sporgentisi, e rientranti, essendosi asse-
igoato il segno ~+ agli angoli esterni degli spor-
genlisi, ed il segno — agli esterni dei rientranti.
Ma se queste due specie di angoli si vorranno

q
considerare sollo un allro aspetto, ne nasceri una

regola facile non solo pel calcolo de’ poligoni che

-abbiamo esaminati, ma ancora per altre linee che

seguendosi I"una Valtra sine a che si torni da
capo, s’ incrocicchiano, e per gli angoli, che esse
formano tra loro, come si vedra dagli esempj.

Quando gli angeli d'an poligeno ‘sono tulti

-sporgentisi, si lroverd che seguitando il giro del

poligono, incominciando da qualche suo punto,
quando si passa da unlato all’altro si piega sem-
pre dalla stessa parte. Per esempio nel polizono
ABCDE ( fig. 89 ) andando da 4 verso 7,
¢ouando al punte B si entra sal lato BC, si fa
wna deviazione a destra dal lato 45, Egualménle
Mascheroni, Prob. Geom, 10
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quando si & in C entrando sul lato €D si fa
an’altra deviazione a destra dal lale BC, e cosy
di seguilo; cosicche essendo lutti gli angoli spor-
gentisi si devia sempre a destra a tutti gli an-
goli, finché compito il pevimetro si ritorna in 4.
(fig- 90)

dove l'angolo F & rienlrante cominciando il giro

Al contrario nel poligoso ABCDE

da 4 in B, e seguitando it perimetro fincha si
torni in 4, si troverd che in B, in C, ed in D
si devia a destra; ma che in E dove & I ango]o
rientranle, si - devia a sinistra; che giunti che

siamo in-4- e rientrando sul lato 4B si torna a

"deviare a‘destra appunto perché Vangole 4 & uno

degli sporgentisi.

Si troverd pure che I'angolo di” deviazione &
appunto I'angolo che not abbiamo chiamato esterno,
o sia ’angolo, che & formato dalla continuazione
& un lato del poligeno col late susseguente. Cosi
nelle fig. 8g-e 9J I'angolo di deviazione in E &
Vangolo QED.

Se i

contrario

del polrgono si: facesse sul versoe
8 per esemplo ‘nelle fig. 8g e go
inD, da'D in C ec.,
jorgentisi hanno una

si andasse da
si troverebbe che gli ango

devyiazione a sinistra ¢ gli angol
a deslra,: k

i rientranti haono
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Si‘dira dunque in generale che gli angoli spor-
gentisi, e gli angoli rientranti hanno tra loro una:
deviazione contraria. Che gli angoli sporgentisi
hanno una-deviazione verso 1'interno del pohgono,»
ed i rientranti verso 1'esterno. ‘

Si trovera pure che la-somma degli angoli-
esterni intermedj a.due lati ‘non- & altro che la.
deviazione di un-lato dall’altro; Cosi nella fig. 89
B -4 € non & aliro che la. deviazione del lato-
€D dal lato 4B;
pec la quantita- dell'angolo B; poi in C per la-

essendosi deviato  prima in B

quantita dell’ angolo C per porsi sulla direzione
CD. Nella fig. g0 B+ C + D — E pon & al
tro se non:la deviazione dél lato-E 4 dallato 4B.

Alla deviazione interna-si & dato il sezno -
e-all’ esterna il segno — )

Considerando gli ‘angoli esterni sotto ['aspetto-
di angoli di deviazione nella maniera’ fin qui
~ spiegala, in: vece-del primo Problema generale-
pud soslituire il seguente - anche piit:generale;
poiché non solo -abbraccera tutti i casi del prime-
Problema generale, ma ancora i casi degli esempj -
che gli si soggiungeranno, ed altri simil.
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KUOVG PROBLEMA GENERALE PRIMO.

Posto che pzu retie szeno poste ad angah ira
loro una dietro Ualtra successivumente in ma-
niera che Uultima di esse colla sua estremitss
st unisca ad angolo col principio della prima,
ed una d'esse sia incognita, come pure gl
angoli tra’ quali & posta, iutie le alire retie
poi e gli angoli sieno cogniti; trovare la retta
incognila,

Soluzione. La retta incogpila interposta agli
angoli incognili si troverd eguale alla radice della

somma de’ quadrati di tutti i lati cognili, e dei

doppj Eellangoli di ciascan latlo in ciascun altro

moltiplicati rispettivamente nel coseno della loro
mutua deviazione. :

Esempio 1.

CD4 ; wrovare. ]a retla AB che nella ﬁcrura ins

terseca la UC tra D e C.
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Be si seorrano successivaments i tre ‘lati BC,
€D, D4 andando da B in 4, ovvero da 4 in B,
8i troveranno gli angoli di deviazione in C e D
essere in un verso contrario 1’ uno all'aliro. Dando
ad uno di essi ad arbitrio if segno positivo e al:

I"altro il ¢ negativo, per esempio il positivo a C 81
avri come per la fiz. 88. '

AB=|/[BC*+ CD* - D4*+ 2BC . CD cos. O
-+ 20D .DA cos. D + 2BC. D4 cos. (C — D).

Esempio 11,

Sieno misurate le quattro strade rette 4K, ED,
DC, CB, e gli angoli che esse fanno tra lovo in

E, D e C(fig. g6), rovare la distanza de’ due
punti 4 e B.

Essendo la deviazione in E contraria alle de-

vxazlom in De C, e perd dandole segno contra.
rio si ayra come per la fig. go

AB = |/ [ BC* 4+ CD* + DE* -+ Ed*

~+ 2BC . CD cos. C +- zCD , DE cos. D -

- 2DE . EA cos. E + 2BC . DE cos. (C -+ D)
4 2CD . Ed cos. (D — E)

4 2BC . Ed cos (C -+ D — E)1.

*+> Egualmente qui si potrebbero sostituire altri
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-problemi pit generali in lnogo di quelli che sono
.gtati posti qui sopra, Per far questo basterd che
negli antecedenti problemi generali, in luogo di
poligono si sostituisca 1" espressione: sistema i
pilL rette poste ad angoli tra loro una dietroe
Laltra successivamente in maniera, che l'ultima
di esse colla sua estremita -si -unisca ad angolo
.cal principio della prima. ‘Cosi pure in luogo di
-angoli sporgcntisi o rientranti si soslituisca an-
‘goh di deviazione positiva o negaliva.
In questa guisa: sulla fig. gb avranno luogo
‘tulti i problemi proposti sulla fig. 88 e 9g2,¢€

sullafig. g6 tutli 1 proposti. sulla fig. go senza.

che qui se 'ne ripelano inutilmente gli esempj.
‘Solo sara utile fissare alcune regolé generali che

.nascono dalla diversita delle figure.

Regola 1.

Quando nell espressione del valore dell’ i

~Govmta non _entrano_Se non i coseni della de-
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da cos. (4 — B). Un caso di questaregolal ab-

biamo gia vedute nei due esempj del nuovo Pro-

blema generale primo.
Regola 11..

‘Quando nell’ espressione del valore dell’ince-

‘goita ci entrano i seni della deviazione, e I inco-
‘guita € una linea retta o un angolo, ancora sara
‘indifferente chiamare una deviazione piuttosto po-
‘sitiva che negativa; posto perd che alla contraria

si dia il segno contrario, lanto se & sola quante

ge & unila con altre. Il valore che se ne ayra per
I’ incognita in un caso e mell’altro, non sara di-
verso se non nel segno. Questa diversita indichera
-appunto la direzione del lato e la deviazione del-
Tangolo che si cercavano, e che riescon diverse
-secondo le due denominazioni diverse che si son

.prese -degli angoli dali.
Esempio 1.

~Sieno note le lunghezze delle quatiro strade

dE,ED, BC, CB (fig. 96), e i loro angoli in
B, D, C, e non si possa traguardare da B in. 4.




152 LIBRO QUARTG,
Si vorrebbe fare una sirada dritta da B in 4,
Per quest’oggetto si desidera l’angnlo CR4,

Siccome a questa figura g6 sono applicabili
tutte le formole della figura qo, si avra come
nel Problema XI,

tang, ABC —

€Dsen. G4 DEsen. (C4-Dy+4-Edsen.(C-}- D—EY
BCH-CD cos. C+ DEcos. (D) + £ cos. (C+D—E)

Essendosi qui presa positiva la deviazione in
€, ed essendo dello stesso genere la deviazione
in B; se il valore di tang. 4BC riesce posilivo,
sard 'angolo. 4BC minor d' un retto. Se riesce

megalivo, sarid maggiore, Tullo appunto coms

mella figura go.

. EEempio I,

Si voglia ora fare Ja stessa strada, ma comir-
ciando.da 4 verso B. 8i desidera V' angolo E4B,
Applicando anche qui la formela della fig. go,
Probl. XI, si avra
.. . taog. BdE =
EDsen. — B : Ey+CBsen(C+D —E)
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; in 4; se il valore di tang. BAE riesce positivo,
gard qui { al contrario dell’ esempio I') ‘I'angolo
BAE waggior d’un relto; se riesce negativo, sara
minore. 11 che segue anche al contrario di*quello
che si ha nella figura go dove la deviazione in 4
& di diverso genere della deviazione in E. = =

In questi due esempj si vede, che si poteva
éeguaimeme prendere in senso conirario le due dew
~wyiazioni in C ein E cangiaado tutti i segni nelle

espressioni degli angoli che stanno sotto il carattere
 sem., cioé scrivendo sen. — C, sen. (— C— D),
gen. (— C — D -~ E), pel primo esempio, e
sen. B, sen. (E — D), sen. (E— D — C) pel
secondo, Allora le tangenli acquistavano il segno
éonlrario, il che riusciva conforme alla qualilé
dei loro angoli, che avrebbero acquistato diverso
genere di deviazione.

Regola 111,

“In quei sistemi di molte rette, mei quali due
qualunque rette mon consecutive si taghiano nella
fig. 95, dove la DC taglia la 4B in =, enella g6
dove la DE taglia pure la 4B in z; applican-
dovi la soluzione del Problema generale quarto,
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nel quale si cerca I'area; non si avra la somma ;

delle -aree opposte al verlice nellincrocicchia-
mento %, ma la loro differenza, cice il residuo
che nasce dalla sottrazione delle aree, nelle quali
fe ‘deviazioni prese negalive riescono gli angohi
esterni degli sporgentisi, dalle aree, nelle quali gli
angoli ‘esterni degli sporgentisi coincidono colle

deviazioni . positive. Per esempio Iespressione -

tBC . .CD sen..C -1 CD . DA sen.. — D -~
L.BC, D4 sen. (€ — D) applicata alla fig. 95
'mdlga larea BCx - xDd.

']i‘ sumdc"poligom per vpia dr una base.

.+ Daremo ‘qui la maniera di:potere‘»in qualunque
poligono -

Trovare Dati :
Un lato del po‘lignno,‘ e
Jgli angoli che fa questo late

1. La superficie

$ colle diagonali <che passano pei
due’ estremi.-di: questo -lato,

(524
Y

“POLIGONOMETRIA, o
P ROBLEDMA I
Trovare la superficie.
‘Soluzione. Primo. Si divia;'l il,[,)oligouo"in("lari(l?i'
ariangoli cha abbiano tulli il vertice -ad ‘uno: dei

-due estremi di quel lato che si-prende per ‘base.

‘Becondo. Si trovi 'espressione generale di cias-

. .euno di essi triangeli, come si insegnera qui su-

bito appresso.
Terzo. Si-sommino-o si Sollmwano essi trian-
»goh,‘secondo che converra alla figura del poli-

igono. Tutlo s"intendera meglio dagli esempj.
Esempio 1.

‘Sia data’labase 4B del pollgono ABCDEF ﬁg
979, che ha gli angoli ‘tutti sporgentisi, e sieno
dati tutti gli angoli fatti colla medesima 4B in 4
e B dalle diagonali 4C, 4D, 4AE, BD, BE, BF,
dai due lali 4F, BC contigui-ad essa base 4B.
Si avra per queslo stesso

+Primo. Il poligono diviso nei trlangoll BCD,
BDE, BDF, BF4 che hanno tutti il vertice in B;
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ovvero, se pilt piaccia se lo avrad diviso nel triams
goli ACB, 4DC, 4ED, 4FE (fig. g7}, che hanno
tatti il vertice in 4.

Secondo. L'espressione di uno qualunque di
questi triangoli, per esempio del triangolo BDE
i avri, moltiplicando la meta del quadrate della
base 4B per una fraziome il numeratore della
quale & il prodotto de’ due seni degli angoli che
fanno colla buse: 48 all’estremo 4 dove non & it
vertice del-triangolo le diagonali D4, Ed, che
passano pei due angoli del triangolo; il denomi.
‘patore ‘poi & il prodotte dei due seni degli angoli
-che fanno: le stesse diagonali D4, E4 coi lati
del triangolo DB, EB; e di nnovo moltiplicande
pel seno” dellangolo che forman tra loro i due
lati del triangolo all'estremo della base in B,
cioé sara Varea
.DBF = e %00 DAB sen. EAB

‘sew. ADB sen. AES sen. DBE.

Quest’espressione si semplifica pel triangolo che
ha per

to la base” 4B, per esempio pel trian-
golo FBA ; Parea del qiifa,l‘e;f*si*ha f*moltiplicandd
Ja metadel ' quadrato dell
dotto dei-seni dei due angoli in
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dendo pel senc dell’angolo opposio ad 4B; eiod

ai ha 1" area

FBAd =i 4B sen. F 4B sen. FB. l,
sen. AFDB

Terzo. Sara dunque snmmanda i tn'mgoii

BCD BDE | BEF, BFA 1 area del Pollaono'
ABC’DEF = :

3

sen. CABsen. DAB sen.CBD
sen, ACEB sen. AEB

sen. DA Bsen.F ABsen. DBE
' sen, ADB sen. 4AEB
sen. L ABsen. F4Bsen. EBF
sen, AEB sen. AFB
sen. FABsen. FBA
{ sen, AFB

4B X K

| Egualmente sommando i triangoli 4CB, 4DC,

AED, AFE sara la stessa area —

sen. CB 4 sen. CAB
sen. BCA

sen. CBA sen. DBA sen. CAD
sen. BCA sen, BD A

sen. DBAsen. EBA sens DAE
sen. BDAsen, BEA

sen. EBA sen. FBA sen. EAF
sen. BEAdsen, BFA

_{._
;4B X
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Esempio 1.

Sia data la base del poligono 4BCDEF, che-
ha l'angolo DEF rientrante. Goondotte al panto B-
da tutti gli angoli del poligono le DB, EB, FB,
e dagli stessi al punto 4-le C4, D4, Ld (fig.

98),.si avra I'area del poligono eguale alle aree-
CBD + DBE +- EBF - FBA, come pure eguale-

alle aree CBA - DCA— EDA4 -+ FEA. Si avra:

dunque l'area ABCDEFA —

sen, CA4B.sen.DABsen:CBD -
sen, A€ Bsen. 4DB

sen.DABsen. E4Bsen-DBE
sen.ADBson, ALB

sen. E4Bsen. FAB sen. EBF
sen. AEBsen. AFB-

sen. F4B sen. FBA
sen. AF°B

—4-

148* X

La stessa area sara =

sen. CBAsen. BAC

: ~sen. BCA

- -ysen, CB .4 sen. DB 4sen. CAD
:sen BC 4 sen. BDA

YAB X

' '2311,4 DAE
en’ SG[] _*4

sen. BBA sen. FB «spnf.fféidF
csenvBEAsencBFA

POLIGONOMETRIA, 15g

PROBLEMA IL

Trovare 1 lat:.

Soluzione. Seryono a questo le due Soluzioni
14-e 15 del Probl. III del Lib I (fig. g7 ¢ 98).

Per esempio se si vogla trovare il lalo DE ba-
stera sostituire nelle formule di esse soluzioni la
lettera E in luogo della lettera X, e la D in luogo
< della Z.

PROBLEMA IIL

Trovare gli angolt.

" Soluzione. 8 intendera meglio la regbla da un
sempio. Si voglia 'angolo CDE. Si ayra I'an-
golo CD4 per via dell’ equazione ( fig. g7 ¢ g8)
tang. CD4 =

sen. CAB

.DAB — s
sen 4 sen. 4CB s

en. (DAB - CBA)

. )5 A sen. CAB

sen. B4 ~+c0s. DAB - ——=rcos. (DAB+-CLA).
- Siayra pure 'angolo BDE per via dell’equazione
tang. BOE —= =
sen. kB A .
sen. DBA — g e (DBA—}— EAB)
sen. DA B sen. (2B 4
wnBDd e coy. DB A —I— o BEASY (DBA+_E{1I})_
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Dalla somma trovata €DA - BDE si sct<
tragga 'angolo BDA, si ayra angolo cercato CDE,
Descrizione d'un Istromento che potrebbe servire

a questo metvdo di misurare § Poligont.

Siccome in tutto questo metodo si fa uso con.

tinuo dei seni e dei coseni degli apgoli de’ polis
goni, e questi soli colla cognizion de’lati bastano
alla soluzione di tulti i problemi proposti qui
sopra; cosi polrebbe esser comodo al geometra
usare un quadraate di traguardo, il quale nello
stesso. tempo che indicasse 1'argolo, indicasse
anche il seno, ed il coseno del medesimo. Sia it
quarto di circonferenza APB {fig. 103 ) diviso in
gradi go, e suddiviso in parti d'essi gradi. Sia
upa regola PC armata di traguardi, che girando
intorno al centro C scorra col punto P il mede-
_ simo quarlb di circonferenza. Sia essa divisa in
parti decimali da C in P per esempio in 1000,
Descritti 1 due semlcerchl A4QC, BSC co' due
, dlametrl BC AC | del cerchio 4PC,

vre i traguardi;.
“lanl.eranno l@.‘,’
no ed il
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coseno d’ogni angolo. Poiché cominciando ‘14 nu-
merazione delle divisioni della CP da C venendo
i P, sard SC il seno dell’angolo PC4 ,QC il suo
coseno, ovvero il seno dell'angolo PCB. Di fatti
tirale le B, 40, e la PV perpendicolare alla AC;
la PM perpendicolare alla BC; saranno i triane
goli PCN, 40C eguali, e simili; poiché essi sono
rettagoli in O ed IV; hanno un angolo comune
in C, ed il lato PC & eguale al lato AC; simil-
PMC, BSC sono
eguali, e simili tra loro. Inoltre il triangolo PMC
& eguale, e simile al triangolo PNVC, essendo cias-
cuno la meta del parallelogramme PVCM. Dun-
que tulti quattro questi triangoli sono simili, ed
eguali tra loro. Sard dunque SC = MC =P IV seno
dell’angolo PC4. Gosi puresard QC=—=NC=PM
seno dell’angolo PCB, e coseno dell'angolo PCA4.

mente si trova che i triangoli

Mascheroni, Prob. Geom, 11
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DELLA MISURA DEI SOLIDI

B el & e

PROBLEMA L

Misurare un prisma o un ctlindro,

Sdlus‘ione SI moltiplica la sua base per I'al.
tezza, il prodollo da la salul:ta de! prisma o del

c1}mdr0 Sxa Ia base = b; V"altezza == a, sara

la sol{datg $ = ab.
PROBLEMA IIL
Misurare una piramide o un cono. °

‘Seluzione. Si moltiplica la base per Daltezza,
e siyipfl‘ende il terzo. Sia la base = b; 1'al-

tezza == a, sarh la solidita s == ; ab.

PROBLLI\IA III.

Mzsumre una puamzde ironea 0 un cono tronco.

So?uzwne 8 sommanf ‘le ‘due ‘basi:. parallele;

s awuxunge a quesla ' somma nna base, che sia

LIBRO QUIKTC, MISURA DEL SOLIDE. 163
media proporzionale tra le due basi; quest’ag-
gregato si moltiplica pel terzo dell’altezza della
piramide trenca o del cono tronco, e si ha la saa
solidita, Sia la base inferiore —

la supe-

riore = b; 'altezz = ;
: ; a del tronco = a, sari la sua

solidita s =} & (B 4~ b 4~ |/ BE),

PROBLEMA IV,

Trovure la selidita: di una sfera.

| Soluzione. Si ha mo]tiplicand’o la sua sy
perficie pel terzo del raggio, 8ia il raggio della

‘ slera = r _la circonferenza &’ un suo cerchio

- massimo == ¢; la superficie della sfera — 5;

I rapporto della circonferenza al diametro

7 =3 = 3,1415926535,
Sara la solidita della sfera

_— —2 o
;5,..3rs,___.§rc :.:_g,.a’%,
e Es 3
e e

s 8
:6[/ -
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PROBLEMA V.
Misurare la solidita d’'un setlore di sfera.

Soluziene. Si moltiplica la superficie sferica
del settore pel terzo del raggio della sfera.

Sia il raggio della sfera = R ; il raggio del
cérchio che ermina la superficie sferica del set-
tore = r; la sua circonferenza
= ¢ == argg. Sara la solidita del seltore
= iRzl — | (1 — )]

=Rl — | (1 ~~f—1;)]-

 PROBLEMA VL

Misurare la solidita d'un segmenlo sferico. . - -

ichi la 'sﬁp‘érﬁcie sferica

Soluzione.” S mo!h P
* del segmento pel terzo de
prodotto si sollragg
la stessa base

della sfera,

xeggm D questo
I8 ccno che ha

1 gentro
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Sia il raggio della sfera = R; il raggio del

cerchio, che lermina ‘la superficie sferica, ciod

della base del segmento == r; V'aliezza del seg-
mento == a. Sarda la solidita del segmente
o

= ; (38 — a) :::‘%r (3r — a*).

PROBLEMA VII

Misurare una piramide per via de’ lati.

Soluzione. Siala piramide 4BCD { fig. 99) ¢ sia

A8 = b BC = f
AC —= ¢ CD =g
AD = d BD — k&

sard la soliditd della piramide ==

+bbgg(ce + dd - ff + kk —bb —ggy

o, | eckk(Bb - dd + ff+ gg— cc — kk)

V| ddff(bb co 4 gg Kk — dd— ff)

~— bbecff —bbddkk — ceddgg — ffzgkk
Dimostr. Dall’apice A della piramide sulle
bast CD, CB dei due triangoli laterali ACD,
ABG s'abbassino le perpendicolari AN, AM, e

dai punti N ed M normalmente ai' medesimi latt

guidinst nel piano BCD le NO, MO, che s’in-
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tersecheranno in O, la retia AO sara Ualtezza
della piramide, onde la sua solidila — ;AO. B
(chiamando B la sua base ), condotta poi CO sarg
AO0=|/(AC*—CO*)=}/(AC— CN*—~NO>),
e continuata la MQ in S, e chiamato 1’ an-

golo DCB (a), sara

M8 = CM . tang. a,
€S =-M aNs= S _ ¢n,
Cos. a c0s. a

dalla similitudine dei due triang. MGS,NOS, siha”

MS :MC: CS = N§ : NO : 0S8, de qu

CM . NS NS
N famcad wer
NO =- MS = fang 3 0VYOrO
cM CN
NO = = —— ovvern
sen. a tang. a
¢ M — CN cos. ,
NO= M= CNeos a e

sen. a

CIN2 --CM? — 2CM. CW(os a

R [y V2 1t NOy?— 3

CO'=CN*--NO’—= P , ed
AC? 2 g — CN2 «—— CM=2 4 2CM.CN cos. a

AO® AC scn{ : a — -+ :

S s
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annuZiledalla Dimos. Prob. XV 111, le HISde’dUL‘c

gn+ f:\_._,k.l

€05, a —/— “——'—-2—3'—‘*“——‘, ¢
(g -+ 2 —%k= )
JATZ I e e
sen e b

questi valort sostiluiti s'avra di nuovo solidit
della Piramide
(gn+ f2 - k2 ): ) _

4f2 g2

¢ (x—

(,g“ + C2 — d’)“ ((:_'_ cn. bn\a +
4g* 4f
(g +ca—d2)(frd4 2= b2)(g2} f2 — k2 ]:
fer >

51/ gt e —o(g -+ —ky —

£(g" + ¢ — &y — g ( 4 — by +-
(g4 —&)(f + o —b)(g+ F —K)].
Quest'equazione svolta si ridurra a quella che

Ju data nella soluzione.
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COROLLARIO PRIMO,

Se sard 4B — AC; DB — DC, sara la so-
lidilfi —?if [/ 2b‘g 4 2b* d* 2(2”
— b —dh — g d ), e se | area del
triangolo 4BD = ADC si chiami 4, sara la so-
lidita della piramide —

=LV (1642 — d’f)' '
' COROLLARIO ¢ sncormo

Se sard 4B — AC = DB = DC, sarila so.
lidita = ‘ :

Sy AV /{6’[;— dr — P,
: COROLLARIO TERZO.

Se sara 4B =dC = 4D; BC.._CD__BD
sara la solld:l.’:l =L

MISURA DEI S0LIDY. 160
SCOLIO.

Possono servire le formule (Il quesln coro]lmj

‘per avere speditamente la solidita” di’ pohedn di

facce triangolari , i quali- abbiano qualche’ regola-
rith. Si supponga per esempio ‘che intorno alla
AD come ad esse sieno poste (]ellepir&midi tutte
simili alla 4BCD, che ha le condizioni del Co-
rollario I si avra subito la solidita del poliedro
moltiplicando la formula del Gorollario T nel nu-
mero delle piramidi. - '

PROBLEMA VIIL

Misurare la solidita d’una piramide per via di
tre lati che concorrono in uno dei suoi angoki

solz'dc' e dei ire angoli piani che essiformano;

Soluzione. Sia la pnamxde 4BCD, e sxa

BC=f BCA:p
CD.-..g B ACD___q
AC = ¢ "~ BCD =

~ sara la solidita della plramlde — L
‘ gcgfl/ I — c03* p — c08* 4 — o8’ +

2 €08, p cos. g cos. ry -
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o S —+.q 4 r g —
=% cgf)/ (sen. ’J—-—%._.f,sen, pPrg—r e

‘2

en 20 BT, q b= )
2 2

=j3egf |/ [(eos. r—p)—cos. g)(cos g—cos. r-p))-
 Dimostr. Dalla Dimostr, del Pro[) FII, Lib. ¥
fam i debiti cangiamenti, si ha

AO Vv (AC’sen ra=—CN2— CM? 4- 2CN CH cos. r)
fosen. r

el Zrzango?c retli ANG, A\IG st ha

ON = AC* cos> q, '

CM* = AQ* cos.” p; duné]u‘e

) AC

2 1 g — "“ S 2 e . 2 .
sen',rl/(x ‘ €08.” £ €08, q —c0s.” p

A0 =

E =+ 2 cos. 1 cos. p cos, s
e la solidite della piramide

__QAAQ;BGLcngar

»fatte le sostztuuom Jwema =

MISURA DEI. SOLIDI. VA

Da qui deducesi, che di tre angoli piani compo-

nenti un angolo solido due presi-assieme | SoRo

~sempre maggiori del terzo.

COROLLARIO,

Se sard p == q =, ]a soliditéf's’a"i'z'x( :
zgfe)/ (8 — 3 cosp + a .oos.aqp)‘::,

.@‘Zﬁ V2 ( cos..?@p — 3 cos, 2p—|— 3cos.p — y)==

«‘,’f |/ sen. 3 — . send

MI‘U

PROBLEMA IX,

Misurare la solidite d'un corpo che ha due basi
opposte ABCD, abed ( fig. 100) parallele cogli
apgoli tutti sporgentisi, e guatiro 'fac‘c'e late-
rali ABba, BCcb, GDdc, DAad piane poste

comunqgue.

Soluzione 1. Si misurino due angoli opposti

nelle basi, per esempio B e D, che saranno. ri-
spettivamente eguali agli angoli & e d; e misu-
gino pure tutli i lati nelle due basi, e 1"altezza
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del corpo, ossia la distanza delle basi parallele;
la quale si chiami P. Si avrd la solidita

=={Psen. ABC [ AB (BC~+-}be) -+-ab (be -} BC)
+4Psen. ADC[ CD( D4 +-1da) +cd (dat- D).
Dimostr. Facciansi le dus sezioni MNPQ,
mnpq parallele alle basi, ed infinitamente vicine,
s'abbassino dall"ongolo b, o qualungue le due
bX, bZ una perpendicolare sopra la base, l'al.
Ara perpendicolare sopra il lato AB della me-
desima. I due punti, ove la base, e cadauna se-
zione & incontrata da queste due linee s'uniscano
colle parazlele zZX, @ua, ®U net detti piani.
Per co