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TEORIA DELLE EQUAZIONI.

1. INTRODUZIONE.

1. 11 lettore pud acquistare facilmente un’idea generale del se-
guente trattato per mezzo della teoria delle equazioni quadratiche le
quali si suppone di avere egli gid studiate. L'equazione az®4-bar4-¢=0
ha due radici, ciod,

—b=Ab2—hac

3

2a
. - . b .
e rispetto a queste radici, sappiamo che la loro somma &——, edil
a
¢ . .
loro prodotto & -3 ciot, la loro somma & eguale al coefficiente del
a
. . b ¢ .
secondo termine dell’equazione 22+ —x+ -=0, col cegno cambiato,
a a

ed il loro prodotte & eguale all’ultimo termine di questa equazione.
Ora si pud dire che I'oggetto gzenerale delle pagine seguenti si ¢ di
stabilire risultati rispetto alle equazioni di grado superiore al secon-
do, simili a quelli che sono stati stabiliti nell’ Algebra rispetto alle
equazioni di secondo grado. I risultati ottenuti saranno utili in altri
rami delle matematiche, ed i metodi di ricerca serviranno per op-
portuno esercizio allo studente, poiche essi non sono troppo diffieili
per colui il quale ha gid una conoscenza dell’Algebra, e nello stesso
tempo hanno sufficiente varietd per occupare la sua attenzione.

2. Le parole equazione e radice sono gid familiari allo studente

per il loro uso in Algebra; ma per precisione daremo una definizione
di ecse,



2 INTRODUZIONE.

Ogni espressione algebrica che contiene z pud essere chiamafa
una funzione di z, ed essere dinotata con f(2). Ogni gquantitd che
sostituita per z in f(z) fa svanire f(2), & detta una radice dell'equa-
zione f(z)=0.

Un’ espressione della forma
ar® + bV LoV - L S ke -1,

in eui n & un intero positivo, ed i coefficienti e, b, ¢. ..k, I, non
contengono «, si chiama una funzione razionale intera di 2 dell’nwo
grado; e se vogliamo trovare qual valore di # fa svanire questa fun-.
zione dobbiamo trovare una radice di un’ equazione razionale inlera
dell’ nmo grado; tali equazioni sono quelle che considerercmo nel
presente trattato. In una tale equazione possiamo se ci piace divi-
dere pel coefficiente della pit alta potenza di z, in modo da lasciare
questa potenza con la sola unitd pel suwo coefliciente; I' equazione
allora prende la forma

a4 T 4 p ™ TR b Ly, 02?4 p, @ +p, =0,

Diremo che P equazione & ora nella sua forma pits semplice ; come
si vedrd in appresso, alcune delle proprietd delle equazioni possono
essere enunciate pill concisamente quando I’ equazione & in questa
forma che quando 2™ ha un coefficiente diverso dall’ uniti. Se non
vogliamo supporre che il coefficiente di & sia I'unitd, possiamo di-
notarlp convenientemente con p; allora 'equazione prende la forma

PV a2 4,y p, =00

I1 termine p,, si chiama il termine indipendente do z.

3. Bisogna adunque rammentarsi che per equazione intendiamo
cquazione razionale inlera; un’ equazione che non & di questa forma
pud spesso essere ridotta ad essa con trasformazioni algebriche; per
esempio, 1'equazione az®-+bz + ¢ /2 ={ pud essere ridotta ad una
forma razionale intera trasponendo c4/z ed [ e poi elevando a qua-
drato ; essa diventerd cosl un’ equazione razionale intera del quarto
grado. Le equazioni che contengono funzioni logaritmiche, o fun-
zioni esponenziali, o funzioni trigonometriche, o funzioni algebri-
che irrazionali, non saranno comprese direttamente nelle nostre ri-
cerche; per esempio, equazioni tali come tanz—e*=0, o0 zlogr—a=0,
non saranno considerate. Non pertanto, la teoria che sara data delle
equazioni razionali intere indirettamente getterd hice su queste
equazioni excluse.




INTRODUZIONE. 3

E quando parliamo di una funzione f(z) intenderemo sempre una
funzione razionale intera di @, a meno che non si specifichi il con-
trario.

4. Un’ osservazione di qualche importanza deve essere fatta ri-
spetto ai coeflicienti py, py, ps, +.. P, , nell’ equazione

Pt Py T b o™ T by s p, A, = 0.

~ Nell'equazione quadratica az? + bz + ¢ =0 sappiamo risolvere l'e-
quazione senza conoscere quali numeri particolari sono dinotati da
a, b, ¢; tutto cid che richiediamo di conoscere si & che a, b, ¢ siano
alcuni numeri indipendenti da #. Se dobbiamo risolvere I’ equazione
#? — 12z + 15=0 possiamo o trasportare il 15 o completare il qua-
drato nel modo ordinario, o pure possiamo prendere le formole ge-
nerali date nell’ Art. 1, ¢ porre in esse a=1,b=—2,¢=15. Se
vogliamo risolvere un’equazione senza che i valori numerici dei
coefficienti siano previamente assegnati, andiamo cercando cid che
puo chiamarsi la risoluzione algebrica dell’ equazione, e se potessi-
mo elfettuare la risoluzione algebrica dell’ equazione generale di
grado qualunque, potremmo ottenere una risoluzione numerica di-
un’ equazione di tal grado, sostituendo i valori numerici dei coeffi-
cienti nella formola generale che da larisoluzione algebrica. Nell’an-
dare innanzi troveremo che la risoluzione algebrica delle equazioni
sino al quarto grado inclusivamente & stata effettuata; ma per le
equazioni del terzo grado e del quarto grado, quando sostituiamo i
valori numerici dei cocfficienti di un’equazione speciale nella for-
mola generale, il risultato prende una forma che & spesso pratica-
mente inutile. Al di 14 delle equazioni del quarto grado la risoluzio-
ne algebrica gencrale delle equazioni non & stata trovata, e sem-
bra clie non possa essere trovata.

Ma rispetto a cid che pud chiamarsi la risoluzione aritmetica delle
equazioni nelle quali i coefficienti sono numeri dati, un maggiore
successo ¢ stato ottenuto. Cosi, per esempio, bencheé non possiamo
risolvere algebricamente 1’ equazione generale del quinto grado,
possiamo con calcolo numerico scoprire qualunque delle radici che
pud avere un’equazione del quinto grado con dati coefficienti nu-
merici, o al meno possiamo approssimarci tanto quanto ci piace ad
una tale radice.

5. Dinotiamo con [(x) 1" cspressione
AR S Al S L TR S NPT L o NI S T

allora il valore di questa espressione quando r=a pud essere dino-

Y
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tato con f(a). Mostreremo come nel modo pilt semplice possa essere.
calcolato il valore numerico- di f(a), supponendo che i coefficienti
di /'(z), ed anche lo stesso a, siano numeri assegnati.

Si prenda per esempio un’ espressione del lerzo grado; allora vo-
gliamo trovare il valore numerico di

Dy +pya® 4 paa -+ py.
Primieramente si ottenga p.a;
si aggiunga p, , cio da Do Dy

si moltiplichi per a, cid dd pya®+p,a;

si aggianga p,, cio da Po®*+psat+py;
si moltiplichi per a, ¢io dd  pya®+p,a®+pya;
si aggiunga pg , cio da P48 + 0%+ pet + .
Possiamo dicporre il procedimento nel modo seguente ;
Po g Dy P
Polt D% +pya Pote® -+ paa® + pya

Pol+ Dy Po@* -+ Pyt + Py Pol® + 140 + Pt -+ pg
Possiamo procedere nello stesso modo qualungue sia il grado di
{(r). Per esempio, si cerchi il valore numerico di 3z4—2w3—ba47
quando x=3.

3 =2 0 — o -+ 7
+9 421 +63 174
+7 +21 458 +181

Cost il risultato & 181.

6. Se una funzione rasionale intera di x svanisce quando x=u, la
funzione ¢ divisibile per x — a.

Dinoti f(2) la funzione ; allora si suppone che sia f(«)=0, e dob-
hiamo dimostrare che f(#) & divisibile per v —a.

Si divida f(z) per z—a con 'algebra ordinaria finché il resto non
contenga pill @ ; dinoti @ il quoziente ed R il resto se ve ne & uno.
Allora f(z) = Q (x — a) + R. In questa identith si ponga a per z; poi-
ché 0 & una funzione razionale intera di # essa non puo diventare
infinita quando # =a; quindi Q(z—a) svanisce quando =a. An-
che [(r) svanisce quando z=a per supposizione. Cosi R svanisce
quando #=a; ma R non contiene @, sicché sc svanisce quando z=¢
es50 svanisce sempre. Adunque, =0 cd & — a divide [ (2).
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7. La dimostrazione precedente ¢ importante ed istruttiva; pos-
siamo perd dimostrare il teorema in altro modo, il quale avrd di
pitt il vantaggio di esibire la forma del quoziente (. Si supponga

(@) =pg@™ + P - pyr™ 2+ L py g P, TP,
allora poichd f'(a) =0 abbiamo [(z)={(2) — [ (a) )
=po @™ —a™) +p, @V —a" ) 4 py (B 2—d" N . L p,  (x—a).
Ora i termini 2™ —a", 2"~ 1—d"}, .., sono tutti divisibili per z—a
(per I Algebra). Lsegucendo la divisione otteniamo pel quoziente
P (™ N Har™ 4 %I 4 L+ a2 0T
o AR - I e Lt S S )
+ ...
+pn-‘l (‘Z' + “)
+Ppo1
Possiamo riordinare il quoziente cosi ;
PtV (Do +py) 2" R (po® - pya - py) " TR
+ P8 " T Py
¢ possiamo dinotarlo con
VP S PR S P SRR P R TOT
I nuovi coeflicienti cono quindi legati tra loro e con i coefficienti
primitivi per mezzo delle formole
To=Por T1=094+Dy, G2 =00 +P2s (3=a0+Pgs-evnii

cioe, clascun nuovo cocfficiente si (rova molliplicando il nuovo coeffi-
cienle precedente per a e poi aggiungendo il primitivo coefficiente corri-
spondente. Si osserverd che questi nuovi coefficienti sono successiva-
menle determinati col procedimento dell’ Art. 5.

8. Se x—a divide T(x) che & una funzione razionale inlera dix,
allora a ¢ una radice dell’ equasione f(z)=0.

Infatti dinoti @ il quoziente quando [ (z) si divide per z —a, al-
lora f(2) = Q (# —a). In questa identitd si ponga a per @, allora ¢
non & infinito, & quindi @ (z — @) svanisce. Cosi [(#) svanisce quan-
do z=a, e quindi e & una radice dell’ equazione f(z)=0.

9. Trovare il resto quando une funzione rasionale inlera di x st di-
vide per X —e¢, in cui ¢ & une coslunle gualunque.
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Dinoti f(x) una funzione razionale intera di z, e si divida ()
per #—c finché il resto sia indipendente da #; dinoti ¢ il quoziente
ed Ril resto. Allora

[(#)=0(x —¢)+R.
In questa identith si ponga ¢ per z, allora ( non ¢ infinito, ¢ quindi

Q(x~—¢) svanisce; cosi f(¢)=R. Cio&, R ¢ eguale ad [(¢) quando
r=c, ma I non contiene x, sicché R ¢ eguale ad f(¢) sempre.

Per esempio; se 32*—22%—5r+7 si divide per @ — 3, il quoziente
& 3%+ To? + 21z + 58, ed il resto ¢ 1815 si veggano gli Art. He 7.
Per un altro esempio dividiamo la stessa espressione per . — 14
3— 2 00— 54 7
412 4+ 40 4 160 4- 620

+ 404+ 40 4 155 + 627
Cosi il quoziente ¢ 323 4 1062 + 40z + 155, ed il resto & 627.

10. Sia () una funzione razionale intera di #, ¢ si supponga
messo &+ per z; allora ci proponiamo di ordinare [(z +y) secon-
do le potenze di y, e di determinare i coeflicienti delle diverse po-
tenze.

Sia f(2) =pa® +pa™ 4 pt" T b b, 4,5 allora
[(@+y)=po(@+y)"+py(2+y)" o (t+1)" 2t AP g (THY) P

Si sviluppino (z 4+ y)*, (z+)"1, ... col teorema del Binomio, e
zi ordini il risultato totale secondo lc poteruc di y ; otteniamo cosi
per f(z-+v) la serie seguente ;

Per™+ ].),l:v""+p2w”“'2+. ot n-,w—l—p“
v?

-+ —l“(”" 1) pet™ ™2 4-(n—1) (n—2) pya" 73H. 42y _s ;

+ IL{ (=) (et Dp g2 (= D (n—2) . (—1)pyga™ T T g

-+
J

+ L{L’il’o}'

(n
La prima linea di questa seric ¢ manifestanente [(r). Dinotere-
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Y2

mo il coefficiente di y con f'(z), il coefficiente di ——- con [W(J‘) it
3

coefficiente di Econ " (z), e cost di seguito; quesm notazione

diviene incomoda quando il numero degli accenti & grande, ¢ cosi

in generale il coefficiente di L sara dinotato da {7 (x). Laonde

lr

2 3
fat =) =y @+ 1 [ @)+

13
Yo V"
+E/ (1)+...+Ef"(.1).

[ @)+

Esaminando si vedrd che le funzioni f(z), ['(z), [(&), ["(z),...["(z)
sono legate dalla legge gencrale seguente; per ottenere f”"(r) mol-
txphchmmo ciascun termine di f7(z) per I’ esponente di z in quel
termine e poi diminuiamo I’ esponente di una unita.

11. Supponiamo, per esempio, che f(x) sia del guarto grado; sia
[(@) = por* + py@® + pyr® -+ pyr 4 py.
Allora [ (&) =Apge + 3p 1{”2 + 22+ py
["(@)=4-3pga®+3-2p,@ 4+ 25,
@)y =4-3Pgr 432y,
[ ) =32y

[(e+y)={(2)+yl" )+ .u)f”(x)-*-L;”’( ) + L/"”(a)

Se supponiamo assegnati valori numerici a pg, Py, Pas Py Py, €d
z, possiamo calcolare separatamente [ (%), /7 (2), ... col metodo del-
I"Art. 53 perd in appresso, spiegando il metodo di Horner per risol-
vere le equazioni, mostreremo il modo pill conveniente e sistema-
tico nel quale questi calcoli possono essere condotti.

Per un altro esempio supponiamo che sia f(#) =p (z+¢)".

(

Allora f(z) =p 1”0 "+ ncv""—l— 1) T2 +1w"“r+c")\

quindi '
f’(.)‘) =p im:”’"—{ﬂ(n—1)c,v"“l RG2S 71(77 1)(71

o o243 T _{_ch—rx};
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cioé @y =pn(zdc)"1:
similmente [V (zy=pn(n—1) (@4c)*2,
(@) =pu(n—1)(n—=2) (x4 "3,

e cosi di seguito.

12, Se scriviamo la serie per f(x 4-y) incominciando con fla pit
alla potenza di y, avremo

. n( 2l ne2
[ (+y)=poy"+ 0yt npym)y"” 1+‘Ll’z+(”"l)1' tas 1‘ >1'o$‘}!/" :

i 2 —1(n -2
(n 1>;n UG |>§<n ) }yn—x

+ {p3+ (n=2)pyr+
“+ ...

—1 —r4-1
(U?1+("“r+l)pr-—lt +- ”(" L I )'(h s )po‘/vr} yvr

+ e ().

Questo si pud vedere dalla forma gid data per f(z+y), o pure
sviluppando separatamente ciascun termine in f(z-+y), ed ordinando
secondo le potenze decrescenti di y.

13. La funzione f’/(z) si chiama la prima funzione derivata di f(x),
la funzione [ (z) si chiama la seconda funzione derivala di [(2), e
cost di seguito. Il lettore, se conosce ¢li elementi del Calcolo Diffe-
renziale, vedrd che ciascuna funzione derivata & il coefficiente diffe-
renziale rispetto ad # della funzione derivata che immediatamente
la precede, e che I'espressione per [ (z+v) s:ocondo le potenze diy
¢ un esempio del Teorcina di Taylor.

Inoltre, si deve osservare che [ (z) & dedotta da ' (z) precisa-
mente nello stesso modo col quale f'(x) & dedotta da f(x). Cosi
[" (z) & la prima funzione derivata di [’ (z), ed ["' (z) & la seconda
funzione derivata di f'(z), e cosi di seguito. Laonde per I’ Articolo
precedente abbiamo

I'e+y)= f(T)TJ/”(T)~—-—f”’( )+“/”"($H

TR
g @) e M),

| Pt
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Similmente

/‘/I (-T + ?/) — /-r,' (.22‘) + ?//*/I! (,[/,) A {/‘_‘Qflm (1’) T

-2

Y

J?L— 2

,.>+|-3_/—__—:l/"(m)+‘..+ (@)

E cosi di segnito.

14. In una funzione razionale inlera di X ordinale secondo le po-
tenze decrescenti di X, ogni suo lermine si puo fare che conlenga la
soimma di (utli quelli che lo seguono, tanie volle quante ci piace, prén-
dendo x sufficieniemente grande, ed ogni lermine si pud fare che con-
fenga la somma di lulli quelli che lo precedono, lante volle quante ¢i
place, prendendo x sufficieniemente piccolo.

Sia pyr™ +p @™ - pr" 2 b py o2 +p, 42+p, una qualun-
que funzione razionale intera di 23 snpponiamo per esempio che si
trovi in essa il termine rmo p,_ 2™ "*1; ciod, supponiamo che p,_,
non sia zero. Dinoti ¢ il valore numerico del piti grande dei coefti-
tienti p,, ppiq»---Py- La somma di tutti 1 termini che seguono it

termine r™® non pud eccedere g (z* "4 Lz 41), ciot,

i .
q I . Il rapporto del termine »m® a questa somma &
T
Ppoa(z=1)a" ™ p (=) , :
i as T ciod, 7= qu Ty Prendendo # sufficientemen-

te grande, il numeratore si pud rendere tanto grande quanto ci
el ’

piace, ed il denominatore tanto prossimo a ¢ quanto ci piace; cosi
il rapporto si puo rendere tanto grande quanto ci piace.

Questo dimostra la prima parte della proposizione. Per dimostrare

. 1 . .
In seconda parte si ponga & = -, allora otteniamo la scrie
Y

Y™ Do+ P4+ DY e+ Py 2,

Dobbiamo ora dimostrare che prendendo  sufficientemente pic-
eolo, ciod prendendo y sufficientemente grande, ogni termine p,y"
che si trova nell’ espressione si pud fare che sérbi un rapporto tanto
grande quanto ci piace alla somma dei terminipy+py+...+Pp_yy" "
che lo precedono; questo ¢ stato gid dimostrato nella prima parte.

15. Una delle prime quistioni che si possono presentarc nella

teoria delle equazioni si & se debba esservi una radice per ogni
9

~
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equazione ; ¢ daremo ora alcune proposizioni semplici che stabili-
scono !'esistenza di una radice in alcuni casi. Avremo bisogno di
un teorema che sovente & ammesso come evidente, ma che puo es-
cere dimostrato nel modo esposto nell’ Articolo scguente.

16. Sia f(z) una funzione razionale intera di 2, e siano [(a),
f(b) ivalori di f(#) corrispondenti ai valori ¢ e b di z; allora va-
riando o da @ a b la funzione [(z) varierd da [(a) ad f (D), e pas-
sera per ogni valore intermedio.

Sia assegnato ad # un valore qualunque ¢, e sia f(¢) il corrispon-
dente valore dif(z); sia ¢-+h un altro valore assegnato ad ; al-
lora prendendo k sufficientemente piccolo f{c + 1) si puo far diffe-
rire tanto poco quanto ci piace da f(¢). Infatti

7l—1
i

f(c+h):ff(c>+hff<0) rl Ot PO,

Allora, per 1" Art. 14, prendendo I su[ﬁcientomcn’ue piccolo, il pri-

l_3
nisce, si pud far contenere la somma di tutto ¢id che lo segue tante
volte quante ci piace, e prendendo & suflicientemente piccolo que-
sto termine stesso si renderd tanto piccolo quanto ci piace. Quindi
f(c 4 h) —{(c) si pud rendere tanto piccolo quanto ci piace pren-
dendo  sufficientemente piccolo. Questo mostra che al variare di
@, f(z) varia gradolamenle, sicch® se [(z) prende un valore qualun-
:que per un valore assegnato ad x, essa prenderd un altro valore
tanto vicino al primo quanto c¢i piace, prendendo un altro valore
di z sufficicntemente vicino al valere assegnato. Quindi variando
z da a a b, lafunzione ['(z) deve passare senza alcuna inierrusione
dal valore [(a) al valore f(b); poiché asserire che vi possa essere
interrusione equivarrebbe ad asserire che [(x) possa prenderc un
certo valore, e non possa prendere un secondo valore tanto vicine
al primo quanto ci piace.

mo termine della serie 7/’ (c), f”( ), f’” (c),... che non sva-

17. Nell’ Articolo precedente non asseriamo che [(z) cresca sem-
pre da f(a) ad f(b), o decresca sempre da f(a) ad [(b); cssa pud
essere alle volte crescente ed alle volte decrescente. Cid che asse-
riamo si &, che essa passi senza alcun subilanco cambiamenlo di va-
lore, dal Valore { (a) al valore f(b). K questa una proposmone di
grande importanza, e forse riflettendovi lo studente Ia troverd quasi
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evidente. I chiaro che f(#) ha un cerlo valore finito per ogni valore
finito assegnato ad z; inoltre abbiamo dimostrato che un cambia-
mento indefinitamente piccolo in # pud produrre solamente un cam-
biamento indefinitamente piccolo in f(#), sicché non vi puo essere
alecuna interrazione nella successione dei valori che prende f ().

18. Lo students che ha conoscenza della Geometria analitica tro-
verd utile ed interessante il dilucidare questo soggetto immaginan-
do descritte delle carve per rappresentare lo funzioni. Cosi [(2) sia
dinotata con y, sicché y={(2) possa intendersi essere |’ equazione
di una curva ; allora supponendo descritta questa curva per la parte
compresa tra z=a ed #=">, si otticue una buona ides della neces-
saria scquela nei valori presi da f(x) tra i valori f(a) ed f(b).

Si deve osscrvare che noi non limitiamo a, b, f(a), f(b), ad es-
sere quantitd positive; ¢ per valori intermedii fra f (@) ed f(b) inten-
diamo intermedii nel senso algebrico; ciot ogni quantitd z che rende
s—f(@) ed [(b) — 5 dello slesso segno & intermedia tra f(a) ed £(b).

19. Se due numert sostiluiti per X in una espressione £ (x) razionale
inlera danno risullali di seqni conlrarii, una rvadice alimeno dell’ equa-
sione (x) =0 & compresa tra questi valori di x.

Dinotino ¢ ¢ b i due numeri; allora f(a) ed f(d) hanno segni con-
trarii. Per 1’ Art. 16, mentre z varia gradatamente da a a b, 1'e-
sprossione [(z) passa senza alcuna interruzione di valore da f(a)
ad [(b); ma poichd [(a) ed f(b) sono di segni contrarii il valore
zero © compreso tra essi, sicché [(z) deve essere eguale a zero per
qualche valore di @ tra @ e b ciod, vi & una radice dell’ equazione
{(©)=0 tra-a ¢ b. .

Noi non diciamo che vi & solamente una radice. E non diciamo
che sc f(e) ed [ (D) sono dello siesso segho non vi sard alcuna ra-
dice dell’equazione f(z)=0tra a e b.

20. Un’ equaziane di grado dispari ha almeno una radice reale.
Sia Uequazione dinotata da /(z)=0, in cui
DN n J— N ;
[@) =per™ + pya™ ™+ o+ Pyg® Py
cd 7 & un numero dispari.

Quando z & sufficientemente grande il primo termine di fx), o
sie pya®, surd maggiore della somma di tutto il rimanente per
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PArt. 14, e quindi il segno di f(z) sara lo stesso che il segno tho.z, .
Cost, prendendo z sufficientemente qmnde il segno di f(2) si puo
fare simile al scﬂno di po quando z & positivo, e contrario a quello
di p, quando # & negativo. Poiché dunque f(z) cambia il suo segno
mentre z passa da un convenevole valore negativo ad un convene-
vole valore positivo, vi deve essere qualche \alom intermedio di
che fa svanire (2); cioé, vi deve essere qualche radice reale dell’e-
(uazione f{r)=0.

Possiamo determinare se questa radice ¢ positiva o negativa. In-
fatti quando poniamo zero per x il segno di f(z) ¢ lo stesso che

quello di Cosl se p,, e p, hanno lo stesso segno, smcho— ¢ po-
ne 2 Po 1
)

Do
sitivo, vi sard certamente una radice negativa dell'equazione f(z)=0;
\ p[l \
¢ se p, € p, hanno segni contrarii, sicché negativo, vi sard
by

certamente una radice pozitiva dell'equazione f(2)=0. Cosi se un’c-
quazione sia di grado dispari, e sia messa nella sua forma pit sem-
plice dividendo pel coefficiente della piu alta potenza di z, es-
sa avrd una radice reale di segno contrario a quello dell’ultimo
termine.

24. Un’ equasione di grado pari che & nella sua forma pii seinplice,
ed ha il suo ultimo termine negativo, ha alimeno due radict reali di se-
gni contrarii.

Sia [ (z)*() ’equazione; allora quando @ ¢ zero, [{z) ¢ negativa
per supposizione. Quando « & sufficientemente grande /(x) & posi-
tiva, sia z positivo o pur negativo. Cost vi ¢ qualche valore nega-
tivo di @ che fa svanire f(z), ed ancora qualche valore positivo di
2 che fa svanire [(¢). Cio&, 'equazione f(z) =0 ha certamente una
radice negativa ed una radice positiva.

22. Se U espressione razionale intera f(x) consisle di un gruppo di
termini in cui © coefficienli sono tutli di un segno, sequilo da un grup-
po di termini in cut i coefficienti sono tulti del segno contrario, Uequa-
zione £(x) =0 ha una radice positiva e solamente una radice posiliva.

er gli Art. 20 e 21 1’equazione f(z) =0 deve avere una radice
Per gli Art. 20 e 21 Veq 0d dice
positiva; vogliamo dimostrare che essa ha solamente una radice po-
sitiva,
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Siw [ (2) =Py 4 @ T P T A P2 Dy
Si suppongano i coeflicienti py, py,...p, tutti positivi, ed i rima-

nenti coefﬁgienti negativi; siaer‘:—I)rH, Ppra=—Ppiss- o Dp=—P
Allora possiamo scrivere f(z) cosi,

n*

. . ) o I i
f(r)zcc""{pow’mx’ T = TR i

L’ espressione pga” -+pga" " +-pya” 24 L -kp, oresee al crescere di z,
a meno che non sia r=0, ed allora cssa rimanc costante; 1 e-

Py | Pris P

spressione — - TR oL+ B diminudsce al erescere diz. Cost
z 72 !

mentre z cresce da zero in avanti, le due espressioni non possono
essere oguali pitt di una volta. Cio¢, f(z)=0 ha solamenlic una ra-
dice positiva.

La dimostrazione sard la stessa se supponiamo il primo gruppo
di coefficienti negativo cd il secondo positivo.

23. A prevenire qualche errore sard utile di porre attenzione ai
risultati precisi ottenuti negli ultimi tre Articoli.

Nell’ Art. 20 si ¢ dimostrato che I’ equazione considerata ha al-
meno une radice reale; non si & dimostrato che essa ne abbia sola-
mente una. Nell’Art. 21 si & dimostrato che I’ equazione conside-
rata ha alineno duwe radici reali; non si & dimostrato che essa ne ha
solamente due. Nell’ Art. 22 si & dimostrato che I’ equazione consi-
derata ha una radice positiva e solamente una radice positiva: non

si & dimostrato che essa non ha alcuna radice negativa.

24. Le proposizioni negli Art. 20, 21, ¢ 22, circa esistenza di
radici in alcuni casi, dipendono dal fatto di poter noi dimostrare
che f(z) & sottoposta ad un cambiamento di segno o a cambiamenti
di segno. Non possiamo viceversa conchiudere che se f(z) non
cambia mai il sno segno per una certa serie di valori di # non vi &
alcuna radice dell’ equazione f(#) = 0 in quella serie di valori di x.
Si prenda per esempio 2% — 6z 4-9; questa espressione non cambia
mai il suo segno, e pure essa svanisce quando # =3: I’ espressionc
¢ eguale ad (z—3)%. Ma se equazione f(z)=0 non ha alcuna ra-
dice compresa in una serie agseznata di valori di  siamo sicuri che
{(#) non cambia mai il suo seguo per quella serie di valori di z.
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Le proposizioni seguenti intorno all’assenza di radici si trove-
ranno essere di veritdh manifesta.

(1) Se i coefficienti in f(z) sono tutti positivi, 'equazione f(z)=0
non ha alcuna radice positiva.

(2) Se tutt’i coelficienti delle potenze pari di z in f(z) hanno un
segno, ¢ tutt’i coefficienti delle potenze dispari di 2 il segno con-
trario, I'equazione f(z) =0 non ha alcuna radice nogativa.

(3) Se f(2) contiene solamente potenze pari di- @ ed i coefficienti
sono tutti dello stesso segno, I’ equazione f(z)=0 non ha alcuna

_radice reale.

Si suppone in questo caso che vi sia un termine indipenden-
te da x.

(4) Se f(2) conticne solamente potenze dispar: di & ed i coefli-
cienti sono tutti dello stesso segno, I'equazione f(#)=0 non ha al-
cuna radice reale eccetto # =0.

51 suppone in questo caso, naturalmente, che non vi sia aleun
termine indipendente da .

Diciamo in questi due ultimi casi che I’equazione non ha alcuna
radice reale, e non diciamo che I’ equazione non ha alcuna radice,
poiché sappiamo, per I’ Algebra, che in virth di alcune convenzioni
un’equazione pwd in alcuni casi avere radici immaginerie. Ed in
fatti passeremo ora a dimostrare che radici immaginurie debbono
esistere.

1I. SULL'ESISTENZA DI UNA RADICE.

25. Dimostreremo ora che ogni equazione razionale intera ha
una radice, o reale o pure della forma e++p - 1, in cui @ e b sono

reali; una tale espressione a -+ b \/—1, in cui ¢ e b sono reali, la
chiameremo una espressione immaginaria. Cio¢, quando adoperia-
mo la parola émmaginaria intendercmo sempre che 1’ espressione
alla quale applichiamo questa parola & della forma a-+bN —1, incui
a ¢ b sono reali.

26. Sisuppone che lo studente sappia che in virtiy di alcune con-
venzioni, le espressioni immaginaric si possono usare uelle ricer-
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clie algebriche, e si possono stabilire teoremi rispetto ad esse. Co-
sl, per esempio, il valore positivo della radice quadrata di o252
si chiama il moedulo di ciascuna delle espressioni a+b V1 ed
a—0bA —1; ¢ con questa definizione possiamo dimostrare che il
modulo del prodotto di due espressioni immaginarie & il prodotto
dei moduli di queste due espressioni. Infatti il prodotto di a-bvV—1
ed @ + VN —1 & ad — DV + (ab u’b)\/-—‘l, ed il modulo di questo
¢ il valore positivo della radice quadrata di (aa’—00")2 4 (ab'+a'b)2,
ciod, di (a®+02) (@24 1'% ; ciod, il modulo & il prodotto dei mo-
duli delle due date cspressioni. Ancora un’espressionc immaginaria
a+bAV —1 si considera svanire quando @ ¢ b svaniscono; ciod,
un’ espressione immaginaria svanisce quando il suo modulo svani-
sce. Cosl, per quello che or ora ¢ stato dimostrato, se il prodotto
di due espressioni immaginarie svanisce, il modulo di una delle
espressioni deve svanire; sicchd se il prodelto di due o pid espressioni
immaginarie svanisce, una delle espressioni stesse deve svanire ; e se una
delle espressioni svanisce il prodollo svanisce.

27. Lo studente che non ha moesso attenzione al soggetto delle
espressioni immaginarie pud consultare 1’ digebra. La dimostrazione
pero che ogni equazione ha uwna radice, reale o immaginaria, alla
quale ora passiamo, & alquanto difficile; lo studente percid nel leg-
gere questo soggetto per la prima volta pud ammettere la proposi-
zione , e riservare il resto di questo Capitolo per futura consi-
derazione.

28. Dimostreremo in prima che una radice, reale o immaginaria,
esiste per clascuna delle quattro equazioni seguenti;

:L‘":l-, .T”-'—"—/l , mn: a \/___,1’ ﬂfn—':—‘ ,\/j.

(1) a™=1. ¥ chiaro che z=1 & una radice di questa equazione.

(2) a®=—1. 8¢ n & un numero dispari & chiaro che 3 —=—1 &
una radice di questa equazione. Se # & un numero puri si suppon-
ga eguale a 2m; dobbiamo allora dimostrare che vi & una soluzione
di #?™=—1: ¢i0 equivale a dimostrare che vi & una soluzione di

2™ = == 4/ 1, od & percid incluso nei due casi seguenti.

(3) a"=+ A/ —1. Se n & un numero dispari esso deve essere di
una delle due forme 4m+1 e 4m 4+ 3; nel primo caso + A1 buna




16 SULL'ESISTENZA DI UNA RADICE.

radice, poiche (+ \/ti)“"“ =4 \/-——_4, e nel secondo caso —V— 1
& una radice, poiché (— \/lj)"’"+3::+ V' =1. Se n & i numero pari
si supponga cguale ad mp, in cul m & un numero dispari, e p & una
potenza di 2, facciamo 27. Si ponga y=2", allora I equazione
TMP= A 1 pud essere scritta y™ = - Vo1, e per ¢id che & stato
gid dimostrato + V' —1 0 — V=1 & un valore convenevole di y, se-
condo che m & della forma 4r+1 o 1r+3. Dobhiamo quindi tro-
vare un valore di @ che soddisfi 2P = + ¥ =1 0 2P=—+/—1, in cui
p=29. 1l valore richiesto si pud ottenere con 'Algebra ordinaria.
In fatti si prenda la radice quadrata di +V =1 0 di —¥=1; cid da-
rd un’espressione della forma ot-l—@\/j, in cui ot e @ sono reali;
st prenda la radice quadrata di a0 V=1, 1a quale dard una simile
espressione; e cosi di seguito; i vegga 'dlgebra. Cosi dopo q estra-
zioni di radice quadrata arriviamo ad un’espressione a-+by —1, tale
che (a+0V—1)" =+ N1 0o =—A =1,

(4) 4™ =— V= 1. Questo caso & trattato come (3). Sen & un nu-
mero dispari, — '\/—1 o+ V=1 & una radice, secondo che n & della
forma 4m 41 o 4m -+ 3. Se n & un numero pari si supponga eguale
ad mp, in cul m & un numero dispari ¢ p=27, e si proceda come
sopra.

29. Ogni equazione rasionale inlera ha una radice reale o imma-
ginaria.

Sia (@) =P+ @™ 4Pt 2 o Py e Py g Py, N
cui i coelficienti pg, Py, <. Ppgs Pu—y » Pp POSSONO essere reali o im-
maginarii; dobbiamo dimostrare c¢he I’ equazione f(z) =0 ha una,
radice reale o immaginaria. Se un’ espressione immaginaria si so-
stituisce per z in f(z), otterremo un risultato della forma U+vV —1,
in cul Ue Vsono quantitdy reali, ed abbiamo a dimostrare che vi
deve essere un’espressione immaginaria che renderd U=0 e V=0.
36 dimostriamo nel seguente modo. Poiché U242 & sempre una
quantile reale posiliva, se essa non pud essere zero vi deve esscere
un suo valore che non & maggiore di qualche altro valore, ciog, vi
deve essere un suo valore che non pud essere diminuito; ma di-
mostreremo ora che se U24-V2 ha un valore qualunque diverso da
zero noi possiemo diminuire quel valore per mezzo di un convene-
vole cambiamento nell’espressione. che si ¢ sostituita per 23 sicché
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ne segue che U212 deve essere capace del valore zero, ciod, Ue I’
debbono svanire simultaneamento.

Si supponga un valore particolare assegnato ad z, e sia aJ,—M/:l—;
allora [ (z) diventi P+0V—1, in cui P o 0 non sono tutti ¢ due
zero. Si ponga ara a-+b \/—_l-j—h per z in f(z); il valore che allora
prende f(x) si pud trovare sviluppando prima f(z--1) secondo le
potenze di &, ¢ poi ponendo a+bV—1 per z. Supponiamo adungue

]’n
(1+h)_um+Er"+ ...... %—Epom,

incui X, X', X", ... sono funzioni di #; si vegga I Art. 10. Si pon-
a-- p 1 per z, allora X diventa P+ Q\/—'l. Alcuni dei coeffi-

clenti X/, X7, ... possono svanire per questo valore di z, ma essi

non possono fulli svanire, poiché I wltimo coefficiente, che & quello
n

di t & pol n. 81 supponga 1™ la pit piccola potenza dih per la quale

™ con

il coefficiente non svanisce, ¢ si dinoti il coelliciente di 2
R+S\/—’1, sicché R ed S non sono tutti e due zero. Cost quande

a4 bV —L+h si sostituisce per @ la funzione [ () diviene
PrON=T+ R+ SV ™+

in cui i termini non espressi possono contenere solamente potenze

di & superiori ad A™. $i dinoti questo con P'+ @'V —1.

Sia h=g!, in cui £ & una quantitd reale positiva. Per I' Art. 28 &
in nostro potere di prendere ¢ in modo che (™ sia +1 0 —1 cosi
possiamo fare

PrgN—Il=rP+0V_1={+8V-1)e"+

sicchd P=PER™ ...,
0=0+8"+...,
o P20 =2 Q‘lj:Q(PR+ 0S) e™ +

in cui i termini non espressi possono contenere solamente potenze
di ¢ superiori ad g™
Ora ¢ pud essere presa tanto piccola che il segno di tutt’i ter-

mini contenenti & nel valore di P24 02 sard lo stesso che i se-
a9
a2
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gno di =2 (PR + 0S) €™, purché PR+ QS non sia zero; si vegga
UArt, 14.

Supporremo primieramente che PR+ QS non sia zero. Allora il
segno-di P24 02—P2—(2 & lo stesso che il segno di £2(PR+0S) "™,
quando ¢ & presa sufficientemente piceola; e possiamo ritenere che
questo segno sarh negativo supponendo che (™ sia —1 0 41, se-
condo che PR+ QS & positivo o negativo. Possiamo quindi rendere
P2 0% minore di P24 (2.

Supponiamo ora che PR+ 0S sia zero. Allora invece di prendere
™ =:=1, si prenda (™ === 4/ —1. Procedendo come sopra otter-
remo

P VN—l=P+0N_1l=@®@+SV-De™N_1+...,

sicché Pr=Px8" ..,
Q0 =Q0=x=nR"+ ...
e PiQT=Pry Q2 (QR—PS)E ...,

in cui i termini non espressi possono contenere solamente potenze
di ¢ superiori ad ™.

Ora (PR+0S)%+ (GR—PS)2=(P2+ (%) (R*+S5%); ¢ questo non pud
essere zero, poiché per supposizione P2+(Q2? non & zero, ed B>+ 52
fu dimostrato essere differente da zero. Cosi poiché PR+(QS & zero,
QR—PS non & zero. Quindi il segno di P2+ Q'2—P2— (2 sard lo
stesso che il segno di =2 (QR—PS)e™ quando € & presa sulficiente-
mente piccola; e possiamo ritenerc che questo segno sard negativo
supponendo che ™ sia — 4 —1 o + 4 —1, secondo che QR—PS &
positivo o negativo. Possiamo quindi rendere P2+ 02 minore di

1)'2+ Qz~

Abbiamo cosi dimostrato che quando %+ 72 ha un valore qua-
lunque diverso da zero possiamo diminuire questo valore per mezzo
di un convenevole cambiamento nell’espressione che si & sostituita
per z; ciod, U*+ 712 non & suscettibile di un valore positivo cle non
possa essere diminuito; quindi, come abbiamo gid annunziato, deve
cssere possibile che siano =0 e V=0 simultaneamentec.

30. Rimane a far vedere che @ e b nell'espressione a + bv—1,
che & il valore di « che fa svanire f(2), sono finiti.
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R .Y
[

Abbia (@) =p
Abbiamo  f(r)=p,z o pot Pt
Si sostituisca a+dV —1 per «; allora [ (x) diviene

Dy Py
— — +
po(a-}—l)\/~’l) pola+uV —1)2

Pola ~l—b\/j)"{'l f

_{"‘ ])Ilr — % .
pola+0V —1)*

Si prenda uno qualunque dei termini della serie entro le paren-
tesi, per esempio, quello che contiene py; abbiamo

Py _7)0((1—1)\/3)2# Py(a®=0%)  p,ab V—1
Pola bV —=1)2  P(@*Fb)E  p(a20%)*  py (a24-0%)?

=A+B \/j, poniamo.

Allora ¢ evidente chie 4 ¢ B diminuiscono senza limite quando
@ ¢ b crescono senza limite. Cost dinotando il valore di [(x) quan-
do z=a+41D V1 con U+vy— 1, abbiamo

Ut VN —1=py(atd V=D {1 4+ A"+ B =11,
in cui 4" ¢ B’ diminuiscono scnza limite quando @ ¢ b crescono
senza limite.
Se poniamo a — b 4/ — 1 per & otterremo un risultato che pud es-
sere dedotto da quello ora dato cambiando il segno di V/—1: cosi

U—V -1 =p, (@ —1b =1y f1+4"—D \/.:n;
quindi U2+ V2=p2 (a®+ b)" {1+ 402+ B,

¢ questo cresce senza limite quando e¢ e b crescono senza limi-
te; poicht il fattore (a?4-b2)" cresce senza limite, ed il fattore
(1+4")2+ B tende all’unita come suo limite. Cosi 2+V2 non pud
svanire quando a'e b sono indefinitamente grandi, o pure quando
uno di essi ¢ indefinitamente grande.
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31. Si sard osservato nella dimostrazione dell’ Articolo 29, che i
coellicienti dell’ equazione proposta possono cssere reali o immagi-
narii. Nondimeno nella parte seguente di questo libro supporremo
sempre i coefficienti essere reali a meno che non sia indicato il
contrario.

32. La dimostrazione data in questo Capitolo dell’esistenza di
una radice di un’equazione & detta la dimostrazione di Cauchy. II
soggetto & stato di nuovo discusso recentemente dai matematici, e
due memorie su di eseo si troveranno nel decimo Volume delle
Transazioni della Societd Filosofica di Cambridge, 1'una del si-
gnor De Morgan, e l'altra del signor Airy; vi ¢ un supplemento a
quest’ultima. Apparisce dalla memoria del signor de Morgan che la
dimostrazione conosciuta come di Cauchy era stata precedentemente
data nella sostanza da Argand.

Possiamo indicare brevemente un’obiezione che alcune volte &
stata mossa contro la dimostrazione di Cauchy. Si & detto essere
concepibile, fino @ che non si dimostri il conlrario, che U2V2 si posso
aveicinare indefinitamenie ad un limile maggiore di sero senza inai
raggiungere queslo limite. Ma questa obiczione si pud rimuovere per
mezzo dell’ Art. 30. Stia s per U213, ciot, per

[a+b N =1)X[(e—b V=1)

allora sappiamo che z & finita per valori finiti di ¢ ¢ 0, cd infinita
per valori infiniti di ¢ e b. Quindi il minimo valore di 5 deve aver
luogo quando « e b hanno valori finiti; ¢ se il minimo valore di z
non fosse zero la dimostrazione dell’ Art. 29 sarebbe contradetta.

Lo studente che conosce gli Elementi della Geometria a tre di-
mensioni trovera vantaggio supponendo 4, b, ¢ 3 essere coordinatoe
di un punto nello spazio, ed immaginando la superficie determinata
dalla relazione

s=fla+ 0 VoDxfla—b V1)
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HI. PROPRIETA DELLE EQUAZIONI.

33. Ogni equasione ha tante radict quanle ha dimensioni, ¢ nivn’al-
tra di pii.

Si supponga 1'equazione essere dell'nmo grado, ¢ si dinoti con
f(@)=0, in cui [ (@)=p @"+pa" 1 +pya 2+ p, @+, Pel Ca-
pitolo H. Pequazione f(z)=0 ha una radice reale o immaginaria;
dinoti @, questa radice. Quindi f(r) ¢ divisibile per »—a,, per
PArt. 63 sicch f(2)=(z—a,)¢,(2), in cui ¢,(z) & una funzione alge-
brica razionale intera di # dell” (n—1)me grado. Ancora pel Capito-
lo I1. Y equazione ¢,(z)=0 ha una radice reale o immaginaria; di-
noti &, questa radice. Quindi g, (z) & divisibile per #—a,, per PArt.6;
siceh® g, ()= (2—a,)05(2), in cui @,(z) tunafunzione algebrica razio-
nale intera di z dell’(n—2)mo grado. Quindi [ (#)=(—a,)(T—a,)0,(%).
Procedendo in questo modo otterremo n fattori di f(x) dinotati da

—Qy, B0y, ... a—a,; ed il solo altro fattore devec essere pg poiehd
il coefficiente di 2™ in f (2) & p,. Cosi

[ (@) =py@—a)(T—ay) (&—ag)......(z—a,).

Quindi U equazione [(x)=0 ha n radici, poiche [(z) svanisce quan~
do poniamo per # una quahmquc delle n quantith ay, a5, ...... a
T Uequazione non ha pilt di n radici, poiché se attribniamo ad z un

ralore ¢ che non ¢ une degli n valort ay, dy, ...... a,, il valore di
[{(z) divicne

Pylc—ay) (—ay) (c—ag) -..... (c—a,);

questo non & zero poichi® ogni fattore & diverso da zevo; ed il pro-
dotto di fattori reali o immaginarii non svanird se niuno dei fattort
svanisce: si vegga I’ Art. 26.

4. Le radiei nell’Articolo precedente sono tutte o reali, o della
l'ormua+b \/—1 incui @ c b sono reali. Ed alcune delle radici
1)y ly - &, POSSONO e85CFE eguali siceh® non vi sono necessariamente
n ld(ll(’l (lz/fu enti di un’ oquanom‘ dellme grado. Lo studente puo
eszere forse disposto 2 porre in dubbio la proprictd dell’espressione
she w equazione dell nme grado ha sempre nradici, quando queste
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radici non sono necessariamente tutte differenti. Pero si ¢ trovato
conveniente di considerare che un’equazione dell’n™° grado ha sem-
pre n radici, benché alcune delle radici possano esserc eguali; ap-
punto come nell’algebra ordinaria si & trovato conveniente di par-
lare dell’equazione quadratica as?+ bz -+ ¢=0 come avente due ra-

dici equali quando D= 4ac, piuttosto che di avere allora solamente
una radice.

35. Il solo Articolo precedente del libro che pud essere del tutto
modificato dalla considerazione della possibilith di radici eguali,
che & stata ora introdotta, & I'Articolo 22, In quell’ Articolo si ¢
dimostrato che un’equazione di una certa forma non puo avere
due radici posilive diverse, ma la dimostrazione ivi data non esclude
la possibilitd di una seconda radice o di pili radici eguali alla radice
che necessariamente esiste, Non pertanto dopo che avremo dimo-
strato la regola dei segni di Descarles sard manifesto che 1'equazione
in quistione pud avere solamente una radice positiva senza alcuna
ripetizione.

36. Se conosciamo una radice ¢, dell’ equazione f(z) =0 sappia-
mo che f(z)=(z—a,) @, () in cui @, (x) & una funzione di # di un
grado inferiore ad [(x); e le rimanenti radici dell'equazione f(z)=0
si possono trovare se possiamo risolvere I’ equazione ¢,(z) =0 che
¢ di un grado inferiore all'equazione f(#)=0. Similmente se cono-
sciamo due’ radici a, ed @, dell’equazione f(z)=0 sappiamo che
{ (@) =(@—a;) (@ —ay) @, () in cul ¢, (x) & una funzione di # di due
gradi inferiore ad [(2); e le rimanenti radici dell’equazione f(2)=0
si possono trovarc se possiamo risolvere 1'equazione ¢,(z)=0, che
¢ di due gradi inferiore all'equazione f(x)=0. I cosl di seguito.

37. Se f(2) & una funzione algebrica razionale intera di & dell’pmo
grado, abbiamo dimostrato che f(«) deve essere capace di risoluzio-
ne in n fattori del primo grado, sicchd

[@)=pg (@ —ay) (@—0y) evven (T— ),

in cui @, a,, ...... @, sono reali o immaginarie. 8i deve osservare
che vi & un solo sistema di fattori nei quali f'(z) pud essere risoluta;
questo si & gia manifestato quando le quantita a,, a,, ...... a, sono
tutte disuguali, ma rimane ancora ad essere dimostrato che quando
alcune delle quantitd ay, @y ...... @, sono eguali, /(#) non puod es-
sere formata in differenti manicre nelle quali gli stessi fattori =i
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trovino con csporenti diversi. Sc & possibile si supporiga che

[(@)=py@—ay) (@—a)’ (®—ag)t......

ed anche [(@) =p, (&—a)p(@—a,)? (@ —ay)t......
Si supponga = maggiore di ; allora dividendo per (z—a,)? abbiamo
Po@—a) P (z —ap)  (t—ay) ... =Py (@ —ay)® (T —ay)T......

Ora il primo membro svanisce quando #=a,, ma non cosi il secon-
do membro; le espressioni quindi non possono essere identiche, e
quindi /(z) non pud ammettere piv di un sistema di fattori.

38. Se una funzione razionaele inlera di x dell’ 0™ grado svanisce
per pite di n differenti valori di X ogni coefficienie nella funzione deve
essere zero, sicehé la funzione deve essere zero per ogni valore di X.

Infatti se ogni coefficiente nella funzione non & zero la funzione
non svanird per pit di n valori differenti di , sicche se la funzione
svanisce per pilt di n valori differcnti di @ ogni coelliciente nella
funzione deve essere zero.

39. La dimostrazione nell’ Articolo precedente fa dipendere la
proposizione dal fatto che un’equazione del'n™® grado ha n radici,
e cosl in ultimo dalle investigazioni del Capitolo I1. Possiamo perd
stabilire la proposizione con una pruova induttiva ¢he non richiede
le investigazioni del Capitolo IL.

Si supponga vero che quando una funzione di # dell’nmo grado
svanisce per pitt di n valori differenti di 2 ogni coefliciente nella
funzione & zero; e cerchiamo di dimostrare che quando una funzio-
ne di @ dell’(n+ 1)m® grado svanisce per pitt di n+ 4 valori diffe-
renti di 2 ogni coefficientc nella funzione & zero.

Bia f(#) = g™ M+ gy + ot i+ T Gy © siosup-
ponga che pit di n+1 valori. di z facciano svanire f(z). Sia a une
di questi valori sicché f(«)=0. Allora f(z) =/ () —f(a)

:qo(x"“—a"+")+q‘l(w“—a”’)—{—q2(w"_"~—a7“")+. Ut q”(w___a) .
Questo pud essere scritto nella forma
(@)= (@ —a)g (),

in cui ¢(r) ¢ una fanzione di z dell n™® grado. Poiche allora vi
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sono pit di # valori differenti di z, oltre di a, che fanno svanire
(), ¥i sono pift di 2 valori differenti di z che fanno svanire ¢(r):
quindi per la supposizione ogni cocfliciente in ¢(z) ¢ zero. Ora per
I'Art. 7,

¢ (@) =" + (o0 + 1) " T (1,6° + a4 ¢y) "L

cosl q,=0 poichd il coefficiente di 2™ & zero, quindi ¢, =0 poichd

il coefliciente di 2”1 & anche zero, quindi g, =0 poich¢ il coelli-

ciente di 2"7* ¢ anchie zero, ¢ cosi di seguito.
Cost ogni cocfliciente in [ (z) & zero.

(id stabilisce la proposizione, poich® si su essere vera per le
cspressioni del primo e del secondo grado.

40. Se f(z) & una funzione di  delP’nmo grado abbiamo dimostrato
che f(z) puo essere risoluta in n fattori del primo grado. Ciascuno
di questi fattori dividera f(r) sicché f(z) ammetterd n divisori del
primo grado. Similmente siccome il prodotto di due qualungue dei
fattori del primo grado contenuti in [ (z) sariv un fattore del secon-
do grado contenuto in f(z), ne segue che [ (r) ammettera " (;l 5 D

* <

divisori del secondo grado. Procedendo cosi vediamo che [ (z) am-
metterd tanti divisori dell’#™® grado quante sono le combinazioni

n{n—4)...(n—rd-1,
din cose prese ad 7 per volta, ciod, [(z) ammetterd LLH
-

divisori dell’r®e grado.

Ma si deve rammentare che i divisori di qualsivoglia grado, per
esempio il secondo, non saranno necessariamente lulii differenti,
poiché i fattori del primo grado in f(x) non sono necessariamente
tutti differenti. La proposizione perd mostra che non vi possono es-
nn—14)...(n—r+41)

lr

4. In un’ equazione eon coefficienti reali le radict immaginarie si
irovano a coppie.

divisori dilferenti dell’9m0 grado.

sere pit di

Sia f(z) una funzione razionale intera di z nella quale i coeffi-
cienti sono tutti reali; allora se a+{ v =1 & una radice dellequazio-
ne f (@) =0 anche o — § A/ —1 & una radice.
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Infatti quando & + B N1 si pone per  la funzione f () prende
la forma P 4+ (B A'—1, in cui P e  contengono potenze pari di {.
Questo & chiaro, poiché se si sviluppa un’ espressione come 4", in
cui z=0a+8 A1, le potenze pari di @\/T'l daranno origine a ter-
mini reali, sicché ¥/ ~1 si trovera solamente in unione con le po-
tenze dispari di B. I siccome 1 coefficients in f(x) sono supposti reali
A'—1 non si pud trovare eccetto che con qualche potenza dispari
di £. Se allora o —@Vj si sostituisce per z in f(z) il risultato si
otterri cambiando il segno di { nel risultato ottenuto sostituendo

»}-{5\/— 1 per x; il risultato & quindi P— QB V1,

Ora si supponga che &+ @ V=1 sia una radice di f (z)=0; allora
P QRN —1=0,

¢, siccome una quantitd reale P non pud essere eguale ad una quan-
titd immaginaria — Q{i\/— 1, cio richiede

P=0,¢ 0=0U.
I quindi oo —f V=1 & anche una radice di f (&) =0.

12. Cosi se f(z) & una funzione ragionale intera di f(m) con coef-
ficienti reali, ed ha un fattore z —a, in cui a1:a+{3 VT, 1,essaha
anche un fattore £ —ay in cui @, = a—@\/-—l. 1l prodotio dei due
fattori @ —ot — BNV —1 ed 2 —a+BNV—1, 8 (@ — A2+ F 0 sia

2? — Q01 -+ a2+ 82; ciod, il prodotto & un fattore quadratico reale.

43. Slamo cosi giunti al risultato che ogni funzione razionale in-
tera i # con coefficienti reali pud essere riguardata come il pro-
dotto di fattori reali, semplici o quadratici; e che il sistema di tali
fattori & unico per ogni funzione data. Cosi f(z) deve essere della
forma (z —a) (x—b) (@—c)... (®—Fk) o(r), in cui a, b, ¢, ...k sono
tutte lo radiei reali di f(z)=0, e @(z) & una funzione formata dal
prodotto di fattori quadratici i guali non possono cambiare il loro
sPaNo.

44. Nel modo dell’ Art. 41 si pud dimostrare che se i coefficienti
di una funzione razionale intera [ (z) di # sono essi,stessi razionali,

o Vequazione f(#)=0 ha una radice delia forma a+\/b incui Vb &
i
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un irrazionale, I'equazione ha anche una radice a— 4/b. Cosi [(z)
ha un fattore quadratico razionale (z—a)%2—Db.

45. Ricercare le relazioni ira i coefficienti della funzione f(x) e le
radici dell’ equazione f(x) =0.

Sia [(@) =" +p@" Vb ppae™ 2 Py T,
e si supponga che le radici dellequazione f(#)=0 siano a,, a,...4,;
allora
fl@)y=(z—a) (@—ay...(z—a,).

Poiché queste due espressioni per f(z) sono identicamente eguali,
esistono relazioni tra i coefficienti py, py,...p,, ¢ le quantitd
Gy, Qg, . - . 4,; queste relazioni andremo ora ad esibire.

Con la moltiplicazione ordinaria otteniamo

(e —ay) (z—ay) =2 — (a, + ag) o+ aya, ,
(0 —ay) (v—ag) (r — ag) = 2% — (a, + a5 + ay) z*

+ (@485 + 0oy - a50y) T —a 0,50,

(r—a) (r—ay) (v—ay) (#—a,) =2t — (a, + 0y + ay+ a;) 23
A (B + g8 + 0,0, 4 a5 4 ay0 + ayay) 7

—— Ly
(@40305 -+ Ay + @040, - ayaqe,) T+ 005040,
Ora in questi risultati vediamo che hanno luogo e legei seguenti.

1. Il numero dei termini nel secohdo membro supera di un’unita
il numero dei fattori semplici che sono stati moltiplicati insieme.

1I. L’ esponente di # nel primo termine & lo stesso che il numero
dei fattori semplici, e negli altri termini ciascun esponente & mi-
nore di quello del termine precedente di un’unita.

1L 1l coefficiente del primo termine & I'unitd; il coefficiente del
secondo terming & la somma dei secondi termini dei fattori sem-
plici; il coefiiciente del terzo termine ¢ la somma dei prodotti a due
a due dei secondi termini dei fattori semplici; il coefliciente del
quarto terming ¢ la somma dei prodotti dei secondi termini dei fat-
‘tori semplici presi a tre per volta, e cosi di seguito; l'ultimo ter-
mine & il prodotto di tutt’i secondi termini dei fattori semplici.
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Dimosireremo ora che queste leggi reggono qualunque sia il nu-
mero dei fattori semplici. Si supponga che queste leggi valgano
quando n—1 fattori sono moltiplicati insieme, eiod, si supponga

(w—a)(@—ay)...(2—a,_p)=8" " -qz™ g™ 34 A0, o, g,

in cui ¢, = alla somma dei termini —a, , —a,, ... —a,_,,

¢ = alla somma dei prodotti d: questi termini presi due per
volta,

¢y = alla somma. dei prodotti di questi termini presi tre per
volta,

¢y = al prodotto di tutti questi termini.

Si moltiplichino ambo i lati di questa identitd per un altro fattore
(z—a,); cosi

(3—ay) (B-0g). . (3—) =8"+(qy—0,) 2" " - (gg—qyt,) 2" 2
(e, )T 34O
Ora ¢y —a,=—@g—ay— ... —a, ,—a

n—1 n

= alla somma di tutt’i termini —a,, —a,, ... —a,;
Gy~ Gy = Ga+ 0y (@ + @y + .o 0y _y)
== alla somma dei prodotti a duc a due di tutt'i termi-
ni—ay, —ay, ... —@,;
I3 = 120 = Q3 — Oy (G4l + 385+ -.)
= ulla somma del prodotti a tre a tre di tutt’'i termini
— Uy, gy e — )

— 10, = al prodotto di tutt’i termini —a;, —dy, oo =0,

Quindi se le leggi valgone quando n-—1 fattori sono moltiplicati
insieme esse valgono quando n fattori sono moltiplicati insieme;
ma si & dimostrato che esse valgono quando quattro fattori sono
moltiplicati insieme, quindi esse valgono guando cingue fattori so-
no moltiplicati insieme, e cosi di seguito; eosi esse valgono in ge-
nerale.
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Poichd se ay, ay, ... a, sono le radici dell’ equazione

A b e b ppa® T L, a =0,

il primo membro & equivalente al prodotto dei fattori v—a,, 2—a,,
... o—a,, abbiamo i seguenti risultati. In ogni equazione nella sua
forma pit semplice il coefficiente del secondo termine & eguale alla
somma delle radici con i loro segni mutati; il coefliciente del terzo
termine & eguale alla somma dei prodotti delle radici prese a due
a due con i loro segni mutati; il coefficiente del quarto termine &
eguale alla somma dei prodotti delle radici prese a tre a tre con i
loro segni mutati;...... Pultimo termine & eguale al prodotto di
tutte le radici con i loro segni mutati.

O pure possiamo enunciare le leggi cosi: il coefliciente del se-
condo termine col suo segno mutalo & eguale alla somma delle radi-
ci; il coefficiente del terzo termine & eguale alla somma dei pro-
dotti delle radici prese & due a due; il coefficiente del quarto termi-
ne col suo segno mutalo & cguale alla comma dei prodotti delle ra-
dici prese a tre a tre; e cosi di seguito. Cosi generalmente se p,.
dinota come al solito il coefficiente di 2™ nell’equnazione, (—1)"p,
=alla somma dei predotti delle radici prese ad r ad r.

46. Potrebbe forse sembrare che le relazioni date nell’ Articolo
precedente ci abilitassero a trovare le radici di un’equazione pro-
posta ; poiché esse forniscano equazioni che contengono le radici,
ed il numero di queste equazioni & lo sfesso che il numero delle
radici, sicché si potrebbe supporre praticabile di climinare tutte le
radici eccetto una e cosi di determinare quella radice. Ma nel ten-
tare questa eliminazigne npi riproduciamo puramentc la siessa equa-
zione proposia. Si prenda, per esempio, I'equazione del terzo grado

3% L py® 4oz +py =05

si suppongano le radici essere a, b, ¢; allora
—a—b—c=p,,
wh + be -+ e =p,,
—abe==p,.

Per climinare b e ¢ ¢ cosi ottenere un’equazione che contiene
solamente «, il metodo pit semplice si & di meltiplicare la prima
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dolle tre precedenti equazioni per a2, ¢ la seconda per a, ed aggiun-
gere i risultati alla terza. Cosi

—a—a2 — a?c - a®b + abe 4 ca® — abe =p,a* + pya + pa3
clod, a? +pra? + pya+py=0;

abbiamo cosi I'equazione proposta con a invece di » per rappresen-
tare la quantita incognita. E non ¢ difficile di vedere che dobbiamo
aspettare un’equazione cubica in a, se eliminiamo b e ¢ dalle rela-
zioni che stiamo considerando. Infatti le lettere a, b, ¢ rappresen-
tano le radici senza alcuna distinzione di una radice dalle altre;
cosi ogni equazione che deduciamo per determinare a deve dare tre
valori per @, poiché @ pud rappresentare una qualunque delle tre
radici dell’ equazione proposta. Cosl ci possiamo sentire certi che
riprodurremo solamente la forma originale dell’ equazione proposta
qualunque siano le operazioni algebriche eseguite sulle relazioni
che legano 1 noti coefficienti dell’equazione eon le sue incognite
radici, allo scopo di eliminare tutte le radici ad eccezione di una.

47. Benché le relazioni date nell’ Art. 45 nen determinino le
radici di un’equazione proposta, troveremo che esse ci abilitano a
dedurre varii risultati importanti rispetto alle equazioni. Per esem-
pio, se @y, Gy, ...... 6, sono le radici dell’equazione

T P T L, B, =0,

abbiamo —py =0+ atag+ .. Fa,,
Po=yly+ Qylg+ ... + Uolg-+...5
. 2 N
cost PE=a=al+ 0,2+ a2+ .. +a,?

ciot pg2-- 2p, & eguale alla somma dei quadrati delle radici dell’ e-
quazione proposta. Se dunque in un’equazione p,%—2p, & negaliva,
le radici dell’ equazione non possono esserc tulte reali.

18. Nello stesso modo come nell’ Articolo precedente possiamo
dedurre altre relazioni tra le radici. Cosi per esempio

(=1)"1p,_, = alla somma dei prodotti delle radici ad n—1 la volta,
(-l)n pn,
quindi con la divisione

{l

al prodotto di tutte le radici;

) 1 1 1
_Pa = e
Py y iy ay,

= alla somma dei valori reciproci delle radici.
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p - ) 1 1 1

Ancor: 2% = (a, <~ —_— e —

£ rd py n (a3 +ay+ ... +a,) dl'f‘agf f‘an
a a a, a

=n4-Ldb A F 22

a, = a, a4y Oy

quindi ili—i-gt-’——{-...-{—0—2-!‘-a—z—{—...:.p']ﬁ—n,

2 as a, g 111|,~

1V. TRASFORMAZIONE DELLE EQUAZIONI.

.
49. L’ oggetto generale di questo Capitolo si & di dedurre da una
data equazione un’altra equazione le radici della quale abbiano
una relazione assegnata con quelle dell’ equazione proposta. Si ve-
dra in prosieguo che varie trasformazioni di tal sorta si possono
effettuare senza conoscere le radici dell’ equazione data; ed in ap-
presso s’incontrerannao esempii i quali mostreranno che tali trasfor-
mazioni possono essere utili nella risoluzione dell’equazioni.

50. Trasformare un'equasionc in un’allra le radici delle quale siano
quelle dell’ equazione proposla con i segni conlrarii.

Dinoti f(#)=0 Y equazione proposta; si ponga y=—az, sicchs
quando # ha un particolare valore, ¥ ha numericamente lo stesso
valore ma col segno contrario; cosi # =—y, ¢ 'cquazione richiesta
¢ [(—y)=0.

— n n— M~ .

Se [(@) =pga" +pg@™ V42”2 Py @ 1y,

Pequagione f(—y) =0 &
n n— n—? p T
Po(=9" Py (= )" Py (= )" =y 0, =0,
HP n Y n— i — — )
cioé, Py =Py T Y T — Py TP =0,
cosl 'equazione trasformata si pud ottenere dalla equazione pro-

posta cambiando il segno del coefficiente di ciascun termine allernali-
vamente cominciando dal secondo termine.

51. La regola in fine dell’ Articolo precedente ammette che I'e-
yuazione proposta abbia tutt’i termini che si possono trovare in
un’ equazione del suo grado, ciod, si ammetie che nessun coefli-
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ciente sia zero. Ma supponiamo che si prenda un esempio in cui
non sia questo il caso; cost sia richiesto di trasformare Uequazione

. 204325 — 427 — Ao+ T7=0,
in un'altra in cui le radici siano numericamente le stesse ma con i
segni contrarii. 81 ponga £ =—y, ed abbiamo

L]

Y8 —3yS - By T =0,
Possiamo se ¢i piace scrivere I equazione primitiva cosi,
28 4 38 4 Ow* — 13 4 02 — ho + T =0;
allora 'equazione trasformata sccondo la regola nell’ Art. b0, &

Y8 — 38+ Oyb - Ayd - 02+ Ay +T7=0,

ciod, Yo — 3y + AP+ 4T =0,
come prima.

Un'equazione si dice essere complala quando essa ha tutt’i termini
che si possono trovare in un'equazione del suo grado, cio, quando
nessun coefficiente ¢ zero. Ed alle volte troveremo utile di rendere
un’ equazione completa con V'artificio usato sopra, cio& introducen-
do i termini mancanti con zero per coefficiente di ciascuno di essi.

52. Trasformare un’ equasione in un’ aliva le radict della quale sia-
no equoll a quelle dell’ equaszione proposta moltiplicale per una quan-
tite dala.

Dinoti f(z) =0 I'equazione proposta; e si cérchi di trasformarla
in un’altra le radici della quale siano & volte cost grandi. Si ponga
y=Ikz, sicché quando 2 ha un particolare valore, il valore di y & &

. . 1 . . . Y ‘
volte cost grande; cosl :v:?/, ¢ 'equazione richiesta & f(7> =0.
: ;

v

53. Per esempio, trasformiamio I'equazione

; 3r2 hr 2
28— — +— —=-=0
2 4 9

in un’altra le radiei della quale siano k volte cosi grandi. Si pongs
Y T MR o . .

g=1 0 quindi si moltiplichi da per tutto per k%, cosi otteniamo
v

Sk bkry 23
Al

T N
A I T

= ().
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Questo esempio ci mostrerd un’applicazione che si pud fare della
presente trasformazione. I coefficienti dell’equazione proposta non
sono tutti interi; ma prendendo k convenientemente possiamo ren-
dere i coefficienti dell’equazione trastormata tutti interi. Per esem-
pio, se k=0, I'equazione trasformata &

— Oy 445y — 48 =0.

Generalmente, si supponga l'equazione proposta essere
{2 Nn— -2 P —
T4 P 2 L py 2+, =0,

1 . ; N
allora se poniamo zv:%, e moltiplichiamo tutto per £, tutto cid
5

che & necessario per far si che i coefficienti dell’equazione trasfor-
mata siano interi si &, che per ciascun termine dell’equazione tra-
sformata p k"y™ ", ogni fattore primo che si trova nel denominatore
di p, si trovi almeno ad eguale potenza in &”.

54. Trasformare ur’equazione in un'alire le radici della quale siano
minort di quelle dell’ equazione proposia per una differenza coslante.

Dinoti f(x)=0 l'equazione proposta; e si cerchi di trasformare
questa equazione in un'altra le radici della quale siano minori delle
radici della proposta per una differenza costante k. St ponga y=v—*,
sicché quando 2 ha un particolare valore, il valore di y ne & mi-
nore per kj cosi z=Fk-y, e I'cquazioné richiesta ¢ f(k+y)=0.

Per I’ Art. 10 la formia sviluppam dell’equazione f(k+y) =

11t n fn("") —
(L)+L/ B+ eyt R =0

f®)+yf' (k)

Cosi se [(2) _—_pow"—{—p,lz""' + Pt A Py T Py

I equazione f (k+y) =0 ordinata secondo le potenze discendenti di
y & per UArt. 12

Py (pgtnp )y 1+ {p?ﬁ-(n—l)u k+ ( l)p L2 }J”“l
+ ..
( wn—1)...(n—r4+1) ) -
-1—{ = Dp, o E 4 —|~——|i———pok7 }y" r
.+ [(Ek)=0.

55. Se un’ equazione deve essere trasformata in un’altra le ra-
tlici della quale rccedano quelle dell’equazione proposta per la quan-

E
2
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titd costante k, adoperiamo il metodo dell’Articolo precedente. Sia
1" equazione proposta dinotata da f(#) =0, e si supponga y=x+h;
allora 2 =9y —h, e 'equazione richiesta & f(y —h)=0. Cosl dob-
biamo porre solamente —4 per k nel risultato dell’ Articolo prece-
dente, ed otteniamo I’ equazione richiesta. Ma in fatti questo & in-
cluso nell’ Articolo precedente; poichd quell’ Articolo non richiede
che k sia necessariamente una quantitd positiva.

56. Il principale uso della trasformazione nell’Art. 54 si & di ot-
tenere dall’equazione proposta un’altra che manchi di un termine
assegnato. Cost se vogliamo che Uequazione trasformata in y sia
senza il secondo termine, prendiamo k tale che sia p, + np, k=0,
ciot k=— L1 Se vogliamo che U'equazione trasformata in y sia

np,y
senza il ferso termine, dobbiamo trovare & dall’equazione quadratica

(n—1)

n -
P+ (n—1) pik + V) pok2=0.

E generalmente, sc vogliamo che l'equazione trasformata in y sia
senza il suo (r 4+ 1)™° termine, dobbiamo trovare & da un’ equazio-
ne dell’rmo gradoe, propriamente

o T e r(r—1) g M]n—rp =0.
Dok +n]),h +n(n—1)p2k +...+-———In r

Vedremo in seguito che la soluzione di un’equazione ¢ alle volte
facilitata col toglicre prima qualche termine assegnato.

57, Per esempio, trasformiamo I’ equazione 23 —022+ 4z 5=0
in un’altra senza il secondo termine. Qui py=1, p,=—6; cosi
k=2, e Fequazione richiesta &

G+ -6+ 4+ +5=0,
ciot, 3 —-8y—3=0

Ancora, trasformiamo: I equazione #3—2¢2—424+9=0 in un’altra

senza il terzo termine. Siponga y 4k per x; I equazione trasfor-
mata &

Y+B3—2(y+R)2—4(y+k)+9=0,

ciod, ¥+ 2Bk~ +yBR—- Ak —4) K 22—k +9=0.

)y
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Se il terzo termine deve sparire k deve essere trovata dall’equa-
2
zione 3% —4k—4=0; questa d2 k=2 o ~g- Col valore k=2 I'e-
quazione trasformata &
Y34+ hy2 4+ 1=0.

Al 2 k) M »
Col valore k=— §,l equazione trasformata &

1/’——/1(1/24—%;7%:0.
58. Trasformare uw equazione in un’alira le radici della quale siane
le-veciproche delle radici dell’ equazione proposia.
Dinoti [ (z)=0Vequazione propesta. Siponga y:% , sicch® quando
z ha un particolare valore, il valore di y ¢ il reciproco di quel va-
lore; cosi :v:g e I'equazione richiesta & f(%):().
Cosl se [(z) =p 2" +p@" V4 pa™ 2 p,@+p, Vequazione

f(%)::ﬁb

r P Ps T
j}j—b + ynil n—) + - =1 4 pn=0,

cioe, Py AP 1 +pn_-2y""‘2-{_— Py pe=0.

59. Trasformare un’equazione in un’allra le radici della quale siane
i quadrati delle radici dell’ equasione proposta.

Dinoti [ (#) = 0 'equazione proposta. Si ponga y=a2, sicché
quando # ha un particolare valore il valore di y & il quadrato di
quel valore: cos o=Nyel equazione richiesta & 7(V y)=0.

Cost se f(2) =pya"+p,a" 14pq r""*—}— AP gDy, I’equanone

T (Wy)=08

W

» n=1 n= ]
PP APt e Dyt =0

Trasponendo ed elevando a quadrato abbiamo

( n n=2" n—4 > ( n=3 )2
PP+ pay B APy 2+ py‘ tpgy 4./

L’equazione sard in una forme razionale quando i due membri sa-
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ranno sviltppati, ¢ portando tutt’i termini da una parte otteniano
P P oDy W T (WeDy 02 —2pypy)y" R =0,

60. Questi casi di trasformazione delle equazioni potrebbero es-
sere aceresciuti, ma abbjamo detto abbastanza per spiegare questa
parte del soggetto. Conchiuderemo con tre esempi che- rischiare-
ranno I’uso di aleune delle relazioni stabilite nell” Art. 45.

(1) Se le radici dell’equazione 23 +-pa?+qr4+-r=0 sono a, b, ¢,
formare 1’ equazione di cui le radici sono-

a. b c
b4c’' cta’ atd’
Si dinoti I'equazione cercata con
Y+ Py + Qu 4 R=0.

Allora abbiamo, per I’ Art. 45,

b o
b+c  ct+a  a+d
0= ab " be . ca : .
(b+c) (c+a) ~ (c4a)(a+b) * (a+tb)(b+c)
—R= e .
h (bt0) (c+a) (a+0) ]
od at+btec=—p, ab+bc+ca=g, abe=—1r.

Cosi possiamo ora procedere ad esprimere i valori di P, Q, ed B

per mezzo dip, ¢, ed r. Per esempio
»
A=
(b4¢) (c+a) (a+b)
ora eseguendo la moltiplicazione troviamo
(b+c¢) (c+a) (a+b) = (a+b+c) (ab+4-be-+ea) —abe
=—pq 4+

quindi R= r .

r—pq
Stmilmente possiamo esprimere £ e (.
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Ma possiamo evitare il fastidio di questo procedimento con un
artificio algebrico. Abbiamo

a a a

bt atbto—a  —pa’

Cost se y:—}—):, quando « prende il valore a il valore di y &
x
a . . . -
l?; e similmente quando # prende i valori b ¢ ¢ i valori di y so-
¢
. . ¢
no rispettivamente — ¢ — .
cta a+t+b
Cosi I'equazione richiesta si otterrd elimando z tra I’ equazione
z
roposta ed y—=— — .
prop e
Py

Quindi ==y ; e sastituendo questo valore nell’ equazione
Y

proposta otteniamo

iy’ P pay

- . =0,

Qe AN e

0 sia r(1+y)*+p*y(A4y) —pay (14)2—p3y*=0,
ciod  (r—pQ)yi+EBr+p—P )y +3r—pg)y+r=0.

Quindi con questo metodo arriviamo indirettamente ai valori di
P, , ed R: vediamo che

a + b ¢ 3r+-p3—2pg
b4c ' eta | atb r—pq '
ab be co _3r—pg

(b+c) (c+a) T (c+a) (a+b) T (a+b) (b+¢) ~ r—pq ’
abe __r
(b+6) (c+a) (atb) —  T—pg’

17 ultimo risultato & stato gia ottenuto con ricerca dirctta.

(2) Trasformare 1'equazione #*+¢z +r=0 in un’altra le radici
della quale siano i quadrati delle differenze delle radici dell’equa-
zione proposta.
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Dinotino a, b, ¢ le radici dell’ equazione proposta; allora per
U Art. 45,

a+b+c=0, abtbetca=q, abe=—r;
onde aP+b24c=—2q.
Le radici dell’ equazione trasformata debbono essere (a—b)?,
(6—c)?, ed (a—c)?; ora
9 . 2abe
(a—0)’=a®—2ab+ b2 =02 b2 -2 —20b—c2=a2 L2} e? — T — — ¢?
¢

5 W,
=—2q +—c———'0‘,

9]
. r . . .
cost se y =—2q +——2%, quando z prende il valore ¢ il valore di
&

y & (¢—b)?; e similmente quando z prende 1 valori e¢e b, i valori
di y sono rispettivamente (0 —c)% e (¢— a)2. Cost I’ equazione tra-
sformata si otterra eliminando # tra !’ equazione proposta ed

2
Y= QY+ o Zh,
Yy q+$ @ .
Cosl P4 gr+r=0,

ed B+ —22r=10
onde (i+y)z—=3r=0.

31 .
Cosi 2= n J; sastituendo questo valore nell’ equazione proposta
q+1 .

e riducendo, abbiamo finalmente
y® 4 by® + 9%y + 27r3 4 4 = 0.

Quindi se 27r2 + 4¢® ¢ positivo " equazione trasformata ha una
radice reale negativa per U Art. 203 e quindi I equazione proposta
deve avere due radici itnmaginarie, poiché solamente una tale cop-
pia di radici pud produrre una radice negaliva nell’ equazione tra-
sformata.

Se 27r24+4¢3 & zero equazione trasformata ha una radice eguale
a zero, e quindi 'equazione proposta deve avere due radici eguali.

(3) Trasformare I’ equazione 4+ pa*+ gr4-+r=0 in un’altra le
radici della quale siano i quadrati delle differenze delle radici del-
Vequazione proposta.
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" ) . . .
S1 ponga z:x’—-‘%; cost I’ equazione proposta diviene

AN ',_11>‘2 (r_f:) .
( 3)”( 5) TNT —5) =0

ciod, g7+ =0,

2 9,3
o , P W p
m cul g =q '—? , r = *2—7 — —+—

Giascuna radice dell’ultima eqmzione eccede la corrispondente ra-
dice dell’ equazione proposta per 3, e cosl i quadrati delle diffe-

renze delle radici dell’ultima equazione sono gli stessi che i qua-
drati delle differenze delle radici dellequazione proposta. Cosi per
I'esempio precedente I'equazione richiesta &
Y3+ 6"y + 992y + 219" + 4P =05
ciod,
., ; 23— Ipq+-2Tr)24-1(3g—p?)3

P+20Bg—pHy+(3q —z)z)zz/+( ik 27) i

Quindi se a, b, ¢ sono le radici di 284 pz? + gz 4-r =0, vediamo
che

@@=+ Q=0+ e —aP=—2031—1?),
(@=D)* 0=+ (0 =0 C— ) + (=) (e — D)= (31—,

(a—b)? (b—c>?<c—a>-~——{<?p* g+ 210413

V. REGOLA DEI SEGNI DI DESCARTES.

61. Negli Art. 21—24 abbiamo gid dato esempi del legame che
csiste tra i segni dei coeflicienti in f(z) e la natura delle radici

" dell’ equazione f(#) =0, ed ora passiamo ad investigarc un teorema

generale sul soggetto dopo alcune definizioni preliminari.

62. Quando ciascun termine di un gruppo di termini ha uno dei
segni + e —innanzi di se, allora considerando i termini in ordine,
si dice esservi una permanense quando un segno & lo stesso del se-
gno che immediatamente lo precede, e si dice di esservi we varie-
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zione quando un segno & contrario al segno che immediatamente lo
precede. Cost nell'espressione 38—327— 428+ 70543094225 — 22 —241,
vi sono quattro permanenze e quattro variazioni; la prima perma-
nenza si ha a— 429, la seconda a + 3z%, la terza a+ 23, la quarta
a—; la prima variazione si ha a—327, la seconda a++7z%, la terza
a—a?, la quarta a+ 1.

I* chiaro che in un’equazione complela il numero delle perma-
nenze insieme col numero delle variazioni & eguale al numero che
esprime 1l grado dell’ equazione; si vegga I’ Art. 51. E se inun’e-
quazione completa poniamo —a per z, le permanenze c¢ le varia-
zioni nell'equazione primitiva diventano rispettivamente variazioni
¢ permanenze nella nuova equazione. In un’equazione f(#)=0 che
non & completa, la somma dei numeri delle variazioni di f(z) e di
[(—z) non pud essere maggiore del grado dell’ equazione; poiché
se mancano dei termini in f(z), benche possa accadere che il nume-
ro delle variazioni in [(z) o in f(— ) sia cosl diminuito, esso non
puod essere aumentato.

Enuncieremo ora e dimostreremo un teorema il quale vien detto
la Regola dei Segnt di Descartes.

63. In un’ equazione completa o incompleta, il numero delle radici
positive non pud eccedere il numero delle variazioni nei segni det coef-
ficienli, ed in un’ equasione compleia il numero delle radici negative
non puo eccedere # numero delle permanenze net segni dei coefficienti.

Mostreremo da prilna che se un polinomio e moltiplicato per un
fattore 2 —a vi sard almeno una variazione di pit nel prodotto che
nel polinomio primitivo.

Si supponga per esempio che i segni dei termini nel polinemio
primitive siano + 4 ——— 4+ — 4+ ——+4. Dobbiamo moltiplicare il
polinomio per un binomio in cui i segni dei termini sono + —.
Allora scrivendo solamente i segni che s’ Incontrano nel procedi-
mento ¢ nel risultato abbiamo

i i

+.._
e i

—— =t —
t+E—FF+—F—F+ -

Un doppio segno ¢ posto dove il segno di un termine nel prodotic
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¢ ambiguo. Osservando il risultato si vedranno aver luogo le se-
guenti leggi.

(1) Ogni gruppo di permanenze nel polinomio primitivo ha un
gruppo dello stesso numero di ambiguitd corrispondente ad esso
nel nuovo polinomio.

“(2) Nel nuovo polinomio 1 segni prima e dopo di un’ambiguitd o
di un gruppo di ambiguitd sono contrarii.

(3) Nel nuovo polinomio una variazione di segno & introdotta
alla fine.

Ora nel nuovo polinomio si prenda il caso pilt sfavorevole ¢ si
supponga che tutte le ambiguita siano rimpiazzate da permanenze;
per la seconda legge possiamo allora senza alterare il numero delle
permanenze adottare il segno superiore per le ambiguitd; e cosi i
segni del polinomio prim:tivo saranno ripetuti nel nuovo polinomio,
eccetto che per la terza legge vi & una variazione addizionale di
segno introdotta alla fine del nuovo polinomio. Cosi nel caso pil
sfavorevole vi & una variazione di segno di pitl nel nuovo polinomio
che nel polinomio primitivo.

Se dunque supponiamo gid formato il prodotto di tntt'i fattori
corrispondenti alle radici negative ed immaginarie di un’equazio-
ne, moltiplicando pel fattore corrispondente a ciascuna radice po-
sitiva introduciamo almeno une variasione di segno. Quindi nessu-
na equazione pud avere pil radici positive di quel che abbia varia-
zioni di segno.

Per dimostrare la seconda parte della regola dei segni di Descar-
tes supponiamo I equazione complela, ¢ si ponga — y per ; allora
le permanenze primitive di segno diventano veriazioni di segno. E
Pequazione trasformata non pud avere piu radici positive di quel
che abbia variazioni; e cosi non vi possono essere pit radici nega-
tive dell’equazione primitiva di quel che sia il numero delle per-
manenze di segno in quella equazione primitiva.

64. Sia I’ equazione [ (z)=0 completa o pur no le sue radici sono
eguali in grandezza ma contrarie di segno alle radici di f(—z)=0,
ciod, le radici negative di f(z)=0 sono le radici positive di f(—z)=0;
e sia I’equazione completa o pur no il numero delle radici positive
di f(—) =0 non puod eccedere il numero delle variazioni di segno
in f(—). Cosi Vintera regola dei segni pud essere enunciata nel
seguente modo; un’equazione f(z)=0 non pud avere pitt radici
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positive di quel che siano le variazioni di segno in f (), e non pud
were pit radici negative di quel che siano le variazioni di segno

in [(—a).

65. Per esempio, si prenda 'equazione 2* + 322 4 bz —T=0. Qui
vi & una variazione di segno, e quindi non vi pud essere piu di
una radice positiva. E scrivendo —z per z otteniamo 1’ equazione
2t + 322 —br —7=0; qui vi & una variazione di segno, e quindi
non vi pud esserc pit di una radice positiva, sicché I'equazione
rimitiva non pud avere pilt di una radice negativa. Cosi equazio-
ne primitiva non pud avere pitt di due radici reali.

In questo esempio sappiamo per I’ Art. 21 che vi é una radice
positiva, ¢ che vi ¢ una radice negativa; ed abbiamo ora accertato
che non ve ne pud essere pitl di una di clascuna sorta.

Ancora, si consideri 1'equazione #34-gz+r=0, in cui g ed r
sono entrambi positivi. Qui non vi & alcuna variazione di segno, e
quindi non vi ¢ alcuna radice positiva; questo apparisce anche
dall’Art. 24. Se scriviamo —z per @, otteniamo un’ equazione con
una variazione di segno, sicché 'equazione primitiva non pud ave-
te pit di ura radice negativa, e quindi !’ equazione primitiva deve
avere due radici immaginarie.

Ancora, si consideri I’ equazione #3—qz+7=0, in cuiqedr
sono enframbi pdsitivi. Qui vi sono due variazioni di segno, e
quindi non vi possono cssere pit di due radici positive. Se scrivia-
mo —z per z, otteniamo un’ equazione con una variazione di se-
gno, sicche I’ equazione primitiva non pud avere pil di una radice
negativa. B

In questo esempio sappiamo per I'Art. 20 che vi ¢ una radice ne-
gativa, ed abbiamo ora dimostrato che non ve ne pud essere pit
di una; se le altre due radici siano quantith reali positive o imma-
ginarie, non possiamo dedurlo dalla regola dei segni di Descartes.
Ma segue dall’Art. 60 che I’equazione che ha per sue radici i
quadrati delle differenze delle radici dell’ equazione proposta &
y* —0gy*+ 992y + 2712 — 4¢® =0; e per la regola dei segni di Des-
cartes, o per ' Art. 24, se 27r2— 4¢% & negativo, Pultima equazio-
ne non ha alcuna radice negativa, e quindi I’equazione primitiva
non ha radici immaginarie; ancora se 27r2 — 4¢% & positivo, I’ ulti-
ma equazione ha una radice negativa per P'Art. 20, e quindi l'equa-
zione primitiva ha due radici immaginarié.

66. Lo studente deve osservare che i risultati dati nell’ Art. 24,
sono tutti d’accordo con la regola dei segni di Descartes, e possono
6
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essere tafti dedotti da essa. Ancora la proposizione nell’Art. 22 &
inclusa nella regola dei segni di Descartes; ed apprendiamo da que-
sta regola che un’equazione come guella considerata nell’ Art. 22
puo avere solamente una radice positiva, senza ripetizione; si veg-
ga I’ Art. 3b.

67. Si & fatto vedere nella dimostrazione della regola dei segni
di Descartes, che moltiplicando un polinomio pel fattore che corri-
sponde ad una radice reale positiva, si introduce al meno una va-
riazione di segno; si pud osservare, che il numers delle variazioni
di segno introdotte deve essere un numero dispari. Infatti si sup-
ponga in primo luogo che Vultimo segno nel polinomio primitivo
sia + 3 allora siccome il primo segno & 4, il numero totale delle
variazioni di segno nel polinomio primitivo deve essere un numero
part o zero; ed il segno dell’ultimo termine nel nuovo polinomio
¢ —, sicché il numero delle variazioni di segno nel nuovo polino-
mio & un numero dispari. Quindi un numero dispari di variazioni
’ di segno deve essere stato introdotto. In sécondo luogo §i suppon-
ga che U'ultinio segno nel polinomio primitivo sia —, sicchd I'ul-
timo segno nel nuovo polinomio & +; allora vi deve essere un na-
mero dispari di variazioni di segno nel polinomio primitivo, ed un'
numero pari di variazioni di segno nel rnivovo polinomio. Quindi
un numero dispari di variazionl di segno deve essere stato in-
trodotto.

68. Quando tutte le vadici di un’equasione f(x) =0 sono reali, it
‘ numero delle radici positive & equale al nunere delle variasions di se:
gno in £(x), ed il numero delle radici negalive & equale al numero delle
variasioni di segno in f(—a)

Dinotino n il grado dell’equaziorie, m il nimero delle radici po-
sitive, ed m’ il numero delle radici negative, . il numero delle va:
riazioni di segno in /(2), e | il nuniero delle variazioni di segno
in f(—a). Poich? tutte le radici dell’equazione sono reali m+m'=n.
Inoltre m non pud essere maggiore di g, ed m' non pud esserc mag-
giore di p/, per I Art. 63. Quindi (L4 p'=n, poiché la somma di @
e i’ non puod eccedere n. Cosi m +m'=w +’. Ed m non pud es-
sere maggiore di y.; nd pud essere m minore di &, poichd allora m’
sarebbe maggiore di p/, il che & impossibile. Cost m={, ed m'=y'.

i

In questa proposizione supponiamo che f(#) abbia un terming
indipendente da z, sicché I'equazione f(2) =0 non & soddisfatta da
#=0. Una radice zero non pud essere propriamente considerata co-
me positiva o negativa.
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Se vogliamo introdurre la considerazione delle radici zero pos-
siamo procedere cosi: si supponga I’ equazione avere m radici po-
sitive, ' radici negative, ¢ la radice zero ripetuta = volte. Allora
abbiamo m +m'+r=n, sicché m+m’=n—r. E possiamo far ve-
dere che g+ @' non pud essere né minore né maggiore di n—r;
sicché p+4 ' =n—n Quindi come prima m=u ed n'=p/’.

69. Supponiamo p. il numero delle variazioni di segno in f(2), e
w il numero delle variazioni di segno in f(— ). Allora l'equazione
/(2)=0 non puo avere pitt di @ radici positive, e non pud avere pitt
di ! radici negutive e quindi non puo avere piix di .+ radici
reali. Quindi se » & maggiore di -+ U eqmnono /(w)—() deve
avere almeno n—p—p I‘d.dlCl immaginarie. Nei due Articoli se-
guenti mostreremo pilt definitamente quali deduzioni si possono
trarre intorno al numero delle radici immaginarie di un equazione
quando quell’equazione non ¢ completa.

0. Se un gruppo costituilo da un nwnero pari di lermini & defi-
clenle in un’equasione vi song al/nmo altreltante radict immaginarie
dell’ equasione.

Supponiamo che i 2r termini che si potrebbero trovare in f(z)
tra 2™ ed ™21 siano deficienti; allora I’ equazione f(z) =0 avrj
al meno 2r radici immaginarie. Dinotino 4 e B i coelficienti di &™
e di ;v""‘z’" 1'1spottmtmontu in f (), e si suppongano introdotsi i
texmini deficienti con i coefficienti ¢, q5, g5, ... 5 ¢ si dinoti la
nuova funzione con £ (z). Allora nell’ espressiono

n—ar M—23r—
Mo e

R M- =3 ,
Ag™ T b gy T gy

il numero delle variazioni di segno insieme col numero delle per-
manenze di segno ¢ 2r-+-1; in altre parole il numero delle varia-
zioni di segno in questa espressione, insieme col numero delle va-
riazioni di segno che essa presentercbbe se il segno di @ fosse cam-
biato, & 2r41. Ma ora i termini ipotetici siano rimossi; allora se
A e B sono di segni contrarii vi sard una variazione di segno per
[(xz}, e nessuna variazione di segno per f(—=); c se 4 e B sono dello
stesso segno vi sard una variazione di segno per (- ) e nessuna
variazione di segno per [(z). Quindi in tutti ¢ due 1 casila perdita
di 2 termini assicura la perdita i 2r dalla somma dei numeri delle
variazioni di segno in ¥ (2) ed in ¥ (—z).

E questo risultato vale per ogni gruppo deliciente costituito da
un numero pari di termini. Cosi vi sono almeno tante radict iinma-
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ginarie dell’ equazione f(#) =0 per quanto ¢ la somma dei numeri
dei termini in tali gruppi deficienti.

1. Se un gruppo costituito da un nuinero dispari di lerming & defi-
cienle in un'equasione, Uequazione ha al meno quel numero accresciulo
di uno di radict tmmaginarie se il gruppo deficienle & lra due lermini
dello stesso seqno, e I’ equazione ha al meno quel numero diminuito di
uno di radici immaginarie se il gruppo deficiente & tra due termini di
segni conlrarii.

Supponiamo che i 2r+1 termini che si potrebbero trovare in
[(@) tra 2™ ed 2™ %2 siano deficienti. Dinotino 4 e B i coeffi-
cienti di 2™ e di 2™72"72 in f(z) rispettivamente; allora se 4 e B
sono dello stesso segno 1'equazione f(x) =0 ha al meno 2r+2 ra-
dici immaginarie; se A e Bsono di segni cantrarii I'equazione f(z)=0
ha al meno 2r radici immaginarie.

S1 suppongano introdotti i termini deficienti con i coeflicienti
91> 99, 93, ---5 © si dinoti la nuova funzione con F(z). Allora nel-
I’ espressione

A" b g T g™ T b g g @ T T B T2

il numero delle variazioni di segno insieme col numero delle per-
manenze di segno & 2r+-2; o in altre parole il numero delle varia-
zioni di segno in questa espressione, insieme col numero delle va-
riazioni di segno che essa presenterebbe se il segno di # fosse mu-
tato, & 2r+2. Ma quando i termini ipotetici sono rimossi non vi
sard alcuna variazione di segno si per f(z) che per f(—a)se A e B
hanno lo stesso segno, e vi sard una variazione di segno per f(z)
ed una variazione di segno per [(—z) se 4 e B hanno segni contra-
rii. Quindi la perdita di 2r-+1 termini da F (z) assicura la perdita
di 2r +2 o di 2r, dalla somma dei numeri delle variazioni di segno
in F(z) ed in F(—2), secondo che il gruppo deficiente & tra duc
termini dello stesso segno, o di segni contrarii.

E questo risultato vale per ogni gruppo deficiente costituito da
un numero, dispari di termini; quindi vi saranno al meno tante ra-
dici immaginarie dell’equazione f(#)=0 per quanto & la somma
fornita dalla considerazione dei gruppi deficienti.

72. Cosi come un esempio dell’ Art. 71 vediamo che se un solo
termine & deficiente ovunque in f(z) tra due termini dello stesso
segno, vi suranno al meno due radici immaginaric; se un solo ter-
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mine & deficiente tra due termini di segni contrarii non possiamo
dednrre da questo fatto alcuna conseguenza intorno al numero delle
radiel immaginarie.

Si osserverd che quando in conseguenza della deficienza di ter-
mini la somma dei numeri delle variazioni di segno in f(z) ed
in f(—«) & minore del numero che esprime il grado dell’ equazione
f(z)=0, la differenza ¢ sempre un numero pari, Questo apparisce
dall’esame dei due casi possibili negli Art. 70 ¢ 71. Ciod, con la
notazione dell’Art. 69 il numero n—p— ' & sempre un numero
pari. Cid poteva essere preveduto per I’ Art. 41.

VI. SULLE RADICI EGUALL,

73. Alle volte & necessario o conveniente di conoscere se un’equa-
zione proposta ha radici equali, come vedremo nel corso dell’opera.
Spiegheremo percio ora come possiamo determinare se un’equa-
zione ha radici eguali, ed in qual modo possiamo rimuovere fattori
che corrispondono alle radici eguali quando esse vi sono, e cosi
ridurre Pequazione ad una che ha solamente radici disuguali. Dob-
biamo prima dimostrare una proprietd relativa alla prima funzione
derivata di una funzione data.

4. Sia f(x) una funzione razionale inlera di x ed f'(z) la prima

s funzione derivala; allora sara
) (x (v
f’(l’)“_/‘( +/()+{<)

Tr—a z—0 a—

1@

+ et 7

¢ z

in cwi a, b, ¢, ... k, sono le radict reali o immaginarie dell’ equazione
f(2)=0.

Infatti sia p, il coefliciente della piu alta potenza di z in f(2),
allora abbiamo identicamente per V' Art. 33,

[@) =py (—a)(@—Db)(&—c) ... (x—k). )
Si ponga v -+ = per z; cosi
f+2)=po(y+3—a) (y+2—b) +z—0) ... (y +2—k);

si sviluppi ciascun membro in una serie procedente secondo le po-
tenze ascendenti di z; allora il primo membro diviene per P'Art. 12,

F@) + 10 2+ 1"0) g e

1.2
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Cosi il coefliciente di z & {'(y), e quindi [(J) deve essere eguale al
coefficiente di z nel secondo membro, cioé, a

DW=y (W—0) ... (Y—h)+py(y—a) (y—¢)... (y—k) + ...,

cio¢, ad

X)) yAC) o ) n &

+ L2

y—a y—b y—¢ T y—k

E siccome ¢ indifferente quale simbolo si adoperi per una variabile
che puo avere qualunque valore, possiamo mutare y in 3 coslt ab-
biamo

-

f(T) f(ﬂﬂ) f (=) f(z)
f()~ .’I/ b+ o+ ”+(II——I€}

Il risultato qui ottenuto & vero so tra lo quantitd «, b, ¢, ... k, ve
ne fossero una o pit eguali ad e, o eguali a b, ... ¢ cosi di segui-
to. Supponiamo che in tutto ¢ si trovi esattamente » volte, b esat-
tamente s volte, ¢ esattamente ¢ volte; allara (1) pud esscre scritta

[(@) =po(@—a) (w—b)° (z—¢)...,
e (2) puo csscre scritta

pay =@ @ 4o
z—a z—-b &—c
5. L equasione £(x)=0 ha o non ha radici equali secondo che l(\:)
ed £ (x) hanno o non hanno una comune misure che conliene x.

Si suppongano a, b, ¢, ... k le radici reali o immaginaric doll’
quazione f(z)=0, su:che f(:c) =p,@—a)(®—b) (a—c) (x— I.),
. allora

8) = Pol=b) (6t} - (2 ) +Do(-) (B0) . el .

Se a, b, ¢, ... k sono tutte disuguali, nessuno dei fattori z—a,
a—b, a—c¢, ... s—k dividerd ['(z), poiché z—a per esempio divide
ogni termine in f'(z), eccetlo il primo; ¢ nessun prodotto di un nu-
mero qualunque di essi dividerd f/(r). Cost se [ () non ha fattori
eguali, f(#) ed f'(z) non hanno alcuna misura comune. Quindi se
[ () ed f'(x) hanno una comune misura i fattori di f(z) non possono
essere tutti disuguali.
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Si supponga ora che equazione [ (z)==0 abbia radici eguali; sup-
poniamo che @ si trovi » volte, che b si frovis volte, che ¢ si frovi
{ volte, e cosi di seguito. Allora

(@) :po(;z:—a)r(;zr—J;)“(.17~c)’...\l—— 4 — + —+ )’

In questo caso il fattore (z—a)" "1 (r—b)*1 (.r—c)”" ... si trova in
ogni termine di {'(z). Cosl se f(z) ha fattori eguali, [ (x) ed [’ (2)
hanno una comune misura. Quindi se f(z) ed f'(#) non hanno al-
cuna comune misura, f(z) non ha fattori eguali.

76. Per esempio, si congideri equazione
{ (©)=2%—1123+- 442?762 +48=0.
Qi {/(2)=z3—33224-882—76:

Si troverd che f(#) ed '(z) hanno la comune misura z—2; ¢id mo-
stra che (z—2)2 & un fattore di f(x). Si troverd che

f (@)=(0—2)}a?—To+12)=(@—2)*a—3) (e—h);
cost le radiei dell’ equazione f(2)=0 sono 2, 2, 3, 4.
Ancora, st consideri I’ equazione
f(2)=224—122%+192% - 654-9=0.

Qui si trovers che f(z) ed ['(#) hanno la comune misura z — 3;
ed f(2)=(z—3)2(222+1). Cosi lo radici dell’ equazione [(#) =0 sono

SRE )

77. Nell’enunciato dell’Art. 75, si trovano in fine le parole « che
contiene z». Con queste parole intendiamo indicare che non consi-
deriamo il fattore p,, benchd esso in un certo senso pud essere
considerato come una comund misura di f(z) ed f'(z).

Sicecome facciamo qui per la prima volta un importante uso delle
misure comuni delle espressioni sard conveniente d introdurre
un’ osservazione sul soggetto. Si ¢ solito di considerare la teoria
delle misure comuni e della massima comune misura nelle opere
sull’Algebra; ma la teoria non & necessaria in un primio periodo dello
studio matematico, e diviene pii intelligibile dopo che si sono ot~
tenuti i risultati csposti nell’ Art. 33. Dinotine f(x) ¢ o(z) duc fun-
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zionl razionall intere di z; allora f(2) ¢ g(z) possono essere riso-
lute in fattori, sicchd

f(x) =py (@ — a,) (z— ay) (& — ag)...,
9(r) = g, (& — by) (@ — by) (2 — by)...5

e ciascuna delle funzioni pud essere cosi risoluta solamente in un
modo. Quindi la funzione di # del pitialto grado che dividerd [ (z)
e ¢(z) & il prodotto di tutt’i fattori comuni del primo grado in 2} o
questo possiamo chismare la massima comuné misura dif(z) ¢ ¢(2).

Qui non abbiamo tenuto comto dip, e g4 ma possiamo se ci
piace trovare la loro massima comune -misura aritmetica se essi so-
no numeri, o pure se essi sono funzioni di un’altra quantita v, pos-
siamo trovare la massima comune misura di queste funzioni di y:

78. $i supponga [(z)=p, (z—a)" (z—b)* (z—c)...; allora abbiamo
trovato nell’ Art. 75 che f(#) ed f'(z) harno la comiune misura
(z—a)" 1 (@—b)1(z—c)!1.... Cosi la comune misura contiene tutt'i
fattori eguali che si trovano in f(z), ma 'esponente in ciascun caso
¢ minore di un’ unitd del corrispondente esponente in f(z). Se di-
vidiamo [(z) per la comune misura di f(z) ed f'(#), il quoziente
contiene tutt’i fattori che si trovano in [(2), ciascun fattore una
sola volta. Cost 1 equazione ottenuta ponendo questo quoziente
cguale a zero contiene senza ripelizione tutte le radici dellequazio-
ne f(z) =0.

79. Vediamo che se il fattore (z—a)” si trova in f(z) il fattore
(z—a)™1 si trova in f'(z); sicché I equazione f'(z) =0 ha r—1 ra-
dici eguali ad a. Oru [ (2) & la prima funzione derivata di f'(#):
cosi se r—1 & maggiore dell’ unitd ["(x) ed /"' (z) avranno una co-
tfnune misura, e ’equazione () =0 avrd r— 2 radici eguali ad a.
Cosl in questo miodo possiamio mostrare che se (z—a)" ¢ un fattore
di f(x) allora le funizioni derivate f'(z), f"(z), ... " (), svanisco-
no tutte quando r=a.

Questo pud essere anche dimostrato riel modo seguente.

Sia f(#) = (x— )" @(2), in cui ¢ (z) ¢ una funzione razionale in-
tera di # la quale si suppone non contenere il fattore z—a; si ponga
@¢=a++ z3; cosl )

r

T ot =/t 3 )
T

=f(@)+"(@z+... +" (a) |7+ M) |~ .

;
%
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Siccome il primo membro di questa identitd & divisibile per 5"
deve essere lo stesso pel secondo membro. Cosi dobbiamo avere

/'(a):(), f’(d):U, ...... fr" (a):()

E siccome il primo membro non ¢ divisibile per una potenza di =
superiore a s sard lo stesso pel secondo membro, e quindi f"(a) non
& zero. Cosi il numero dei termini nella serie f(z), f' (), " (z), ---
che svaniscono quando r=a, & lo stesso che ’esponente di z—a

in [(z).
Per esempio, si supponga
f(x) =a% 4 2w* 4 33 + 1% + S8z + 3;
qui si trovera che [ (z) & la prima della serie f(z), [’ (£),... che
non svarisce quande v =—1; casi il fattore (z - 1)% si trova in f(z).
Si troverd che [(z) = (z+1)% (2% —2 + 3),

Per un altro esempio cerchercmo le condizioni che debbono ve-
rificarsi aflincho 1 equazione

V4 qrt L re+s=0
abbia tre radici eguali.
Qui [(@)=a*+qa® +rets,
[ (2) = a3+ 2z + 1,
f" (%) =122 + 29.

Quindi da " (¥) = 0 otteniamo

| w‘z:_%;,,-.v....-..(l).
Si sostituisca questo valote in f(2) =0 ed ' (z) = 0: cosi
5¢% , ,
—a—;ﬁ-—{-m‘—}—s:(). e e e )
z(—%q-}-flq | r=0: ... ... .4‘(3);
Da (3) otteniamo
¢ = ﬂ .......... 1),
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e sostituendo questo in (2) abbiamo

E da (1) e (%) =L L (6).

Quindi (5) diviene S=— L L

Cosi (B) ¢ (7) esprimono le condizioni richieste.

) Vieeversa se (6) ¢ (7) sono soddisfatte, si troverd che f (#), 1/(x)

. 3r
ed £ (#) svaniscono tutte quando r=—o.
. Aq

80. Indicheremo brevemente un altro modo nel quale si pud ri-
cercare la condizione per le radici eguali. Se I’ equazione f(z) =0
ha pit di una radice eguale ad @, allora ne segue che se si divide
[ (#) per & —a il quoziente svanira quando # =¢. Quindi prendendo
la forma del quoziente. data nell’ Art. 7, dobbiamo avere

npe@ -t (n—1)pya™ 2 2p,, s+, =05

ciot, f' () svanisce quando z=a.

; 81. Apparisce quindi che volendo determinare le radici eguali di
un’ equazione [(z) =0, possiamo incominciare dal trovare la mas-
sima comune misura di /(z) ed /'(2); indi eguagliamo a zero que-
sta massima comune misura, ed abbiamo da risolvere un’equazione

i che ha per sue radici quelle radici dell’equazione f(z) =0 che sono

: ripetute. Siccome questa massima comune misura pud essere essa

stessa un’espressione complessa, contenente fattori ripetuti, & utile

di avere un procedimento sistematico col quale possano essere ot-

tenute le radici col minore incomodo possibile. Questo ora andia-

mo a dare.

82. Bi supponga f(z) =0 essere un’ equazione che ha radici
eguali; e sia

[(2) =X X2050,0...0,,™,

in cui il prodotto .di tutt’i fattori che si trovano una sola volta in
f(z) & dinotato da X, , il prodotto di tutt’i fattori che si trovano due
volte & dinotato da X,2, il prodotto di tutt'i fattori che si trovano
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tre volte & dinotato da X,3, e cost di seguito. Una-o piti delle quan-
titah Xy, Xy, X5, ... saranno Punitd, se non vi & alcun. fattore in
f(#) ehe sia ripetuto il numero corrispondente di volte.

Si formi ora la prima funzione derivata ['(x) di f(z), e poi si
ottenga la massima comune misura di [ () ed ' («). Dinoteremo
(uesta massima comunc misura con [, (), sicehé

{| (-L‘) et Xg.\':;zl\’k:" LY omer

m

In seguito si oltenga la massima comune misura di f,(z) e della sua
prima funzione derivata [}’ (x), e si dinoti con f, (w), sicché

v v?2 )
[3 (@) = X X2.x, "2,
Si proceda in questo modo e st formino successivamente

[5 (@) = XX 2. 0,75,
@)= X5..Y,"™*%
-1 &) = Yoo
Ora <1 formi una nuova serie di funzioni dividendo ciascun termine.
della serie [ (z), [y (@), [5(®), .- [ () sino ad f,,_, (z) pel termine
che immediatamente lo segue. Cosl otteniamo

/fE”/; = X Xy...X,,, = ¢, () poniamo,
1
-=  X,...X,,, = 0,(x) poniamo,
[2($) 2 m T2
l _»(r) F p .
/”‘ @ = X1 X = @1 (&) poniamo,
m=1\"
/"L/‘—'Ei; = X = ¢, () poniamo.
mn\
Allora finalmente
) o 6 Gaaal) o
i) =Xy, 2=, m = s ) = X,

gglr)  * '<em<'z>

Cosl 1 l'a‘ttori',X,l, Xy, ..o X,, sono ora separati, ¢ risolvendo le equa-
zioni W =0, Yy=0,.... m_.U otteniamo tutte le radici dell’equa-

@a()
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zione proposta f(x) =0; ed ogni radice ricavata da X, =0 si trova
r volte nell’ equazione f(2) =0.

83. Per un esempio del procedimento dell’Articolo precedente si
supponga che

f(z) =284+ 27— 828 — 645 + Uzt 4 923 — 2222 — 4 + 8.
Allora ritonendo le notazioni dell’Articolo precedente troveremo che

[y @) =a* + 2% — 32 — 2 4 2,
L) =z~1,

/3(.2‘) =1,

@,(x) = a* — ba + 4,

Gp@) =2 + 2t — 3 — 2

ey(r)=2—1,
1Y;|:‘T—“ Q,
Yp=2a% 4 3z + 2,

sta:— 1.

Quindi [(r)y=(r—2) (@2 +32+2)*(x—1)%
= (=) @+ D22 1)

Casi le radict dell’ equazione [ (z) =0 sono 2, — 4, —1, —2, -2,
1,1,1.

84. Quando i coeflicienti di un’equazions sono tutti quantitd
commensurabili le espressioni X, , X,, ... dell’ Art. 82 hanno si-
milmente tutt'i loro coefficienti commensurabili, Quindi se una ¢
solamente una delle radici di un’equazione, con quantiti commen-
surabili per coefficienti, & ripetuta r volte, quella radice deve essere
una quanlite commensurabile; poiché essa deve essere determinata
da un’equazione X, =0 la quale non d& luogo a quantitd incom-
mensurabili.

Da ¢10 possiamo dedurre i risultati seguenti;

Se un’equazione del terzo grado con guantitd commensurabili
per cocfficienti non ha radici commensurabili essa non ha radici
eguali. Poiché se un’equazione del terzo grado ha radici eguali, vi
deve essere o una radice ripetuta tre volte o pure una radice ripe-
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tuta due volte ed un’ altra radice che si trova una sola volta; ed in
tutti e due i casi, come abbiamo veduto or ora, se i coeflicienti so-
no quantitdh commensurabili, le radici sono anche tali.

Se un’ equazione del quarto grado con quantitd commensurabili
per coeflicienti non ha radici commensurabili essa non pud avere
né una radice ripetuta quattro volte, né una radice ripetuta tre
volte ed un’altra radice che si trova una sola volta. Se dunque una
tale equazione ha radici cguali essa deve avere duc radici incom-
mensurabili ciascuna ripetuta due volte. Cosi se f(z) =0 ¢ ' equa-
zione f(z) deve esserc un quadrato perfetto.

Se un’equazione del quinto grado con quantitd commensurabili
per coefficienti non ha radici commensurabili essa non ha radici
eguali. Poich® si troverd esaminando ogni caso che puo aver luogo.
che se vi sono radici ognali vi dovranno essere una o piu radici
commensurabili. 81 supponga, per esempio, che ¥ equazione abbia
due radici ciascuna ripetuta due volte ed un’altra radice che si tro-
va una sola volta; allora se 1 cocflicienti sono quantitd commensu-
rabili la radice non ripetuta deve essere una quantitd ¢ommensu-
rabile. '

VII. LIMITI DELLE RADICI DI UN’ EQUAZIONE.
SEPARAZIONE DELLE RADICI.

85. In questo Capitolo investigheremo primieramente alcuni teo-
remi i quali mostreranno tra quali limiti debbono giacere tutle le
radici reali di un’equazione proposta; ed in seguito considereremo,
con qualche estensione la possibilitdh di scoprire limiti tra i quali
siano comprese separatamente le radiei reali. 11 vantaggio di un
tale Capitolo nasce dal fatto che la risoluzione algebrica dellequa-
zione di un grado superiore al quarto non ¢ stata ottenuta; ¢ come
vedremo in prosieguo, la risoluzione numerice delle equazioni ¢ un
procedimento sistematico fondato sulla supposizione di avere qual-
che conoscenza dei valori approssimati delle radici in particolare.

Si deve osservare che tutto questo Capitolo si riferisce ate radiei
reali delle equazioni, a meno che qualche cosa in contrario nen sia
specialmente stabilita.

86. Quando diciamo che una certa quantitd & un limite superiore
delle radici positive di un’equazione, intendiamo che nessuna ra-
dice positiva puod esscre maggiore di quella quantitd.
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87. 11 cocfficiente negativo numericamenle pite grande accresciulo
dell’ unila & un limile superiore delle radici positive di un’ equazione
messa nella swa forma pite semplice.

Sia f(z)=0 Yequazione; si supponga dell’nmo grado. Sia p il
coefficiente negativo numericamente pitt grande che sitrova in f(z).
Allora se si trova un tale valoro per @ clie f(z) sia positivo per quel
valore di 2 e per tutt’'i valori pitt grandi, quel valore & un limite
superiore delle radici positive dell’equazione f(#)=0; ora se un
valore positivo di # rende

@ —p @V M L g )

positiva, esso a fortiori rendera [(z) positiva. Ciod, f(x) & positiva

1
.. . a1, - .
er un valore yositivo (11 T S0 .‘L'n— ) —— ¢ positiva, e ¢ Lllﬂdl a
| ’ 1

: (2 1 . y
fortiori se a™—1 - ¢ positiva, ciod se (2"—1) '1~;%] ¢

|

positiva; ¢ Pultima espressione & positiva se —1 & maggiore di p.

Cosl [ (z) & positiva se z & eguale a p4-1 0 maggiore di p+1; ciod,
g 1 gg 5

p-+1 ¢ un limite superiore delle radici positive dell’ equazione

[(z)=0.

88. Nell’equazione [(z) =0 si ponga —y per #, ¢ sc n & un nu-
mero dispari si muti il segno di ogni termine sicche il coelficiente
di " sia +1. Sia ¢ i coefliciente negativo numericamente pit
grande dell’equuzione in questa forma; allora ¢+ 1 ¢ un Hmite dei
valori positivi di ¥, ¢ quindi — (¢4 1) ¢ un limite det valori nega-
tivi di o,

Quindi tutte le radiei dell’ equazione [(z)=10 debbono giacere
tra p+1 ¢ —(g4+1).

Quindi a fortiori se m ¢& il valore numerico del piti grande coclli-
ciente in un’equazione senza riguardo al segno tutte le radici delle-
quazione giacciono tra m—+1 ¢ —(m +1).

89, In un’ cquazione dell’ n™ grado nella sua forma pit semplice sc
p & il valor nemerico del pits grande coefficiente negativo, ed XY= ¢ la

¥
pite alle potensa di X che ha un coefficiente negativo, 1/ p & un li-
aile superiore delle radict positive.
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Sia [(2)=0 I’ equazione proposta; poichd tutt’i termini che pre-
}
cedono 2™~ hanno coelficienti positivi /(z) sard certamente posi-

tiva per un valore positivo di & se

g —p (T T a1

N—T-4-4
- .- r -1, -
¢ positiva, cioé, se 2" —p ¢ positiva. Quindi, supponen-
T —
. T
do # maggiore dell’ unitd, f(z) sard positiva a fortiori se a"—p———
°o z—1

& positiva, ciod se a"(z—1)—pz™ "1 & positiva, ciod se 2" (@—1)—p
& positiva, ciod a fortiori se (z—1)" & eguale o maggiore di p. Quindi
se p=1+4 :/p o ad un valore pit grande, (@) & positiva, ciod 1 -+ :/p
¢ un Mmite superiore delle radici positive dell’ equazione f(z) = 0.

0. Se ciascun cocfliciente negalivo sia preso posilivamente e diviso
per la somma di lull’i coeffictenti positivi che lo precedono, la pit grande
delle frazioni cost formale accrescivla dell’ unila, & un limile superiore
delle radici positive.

Sia I'equazione [ (z) =0, in cui f(z) dinota
PPyt Ty TR T p T L T L,
Ora abbiamo
"= (z—1) @V F "2 D)+

siano trasformati per mezzo di questa formola tutt’ i termini dell’e-
quazione con coefficienti positivi, e gli altri rimangano inalterati.
Cosi f(x) divienc
Pe(a—1)2" 1t p  (2—1) 2" 2 4p (2 —1D)a" 3. Fpglo-—1)+p,
“Hpy (=D& 2 p, (2—D)a" 34 p (v —1)+py
+py(e—1)a" 34 fpy(z—1)4p,y
Pz S

+...

Consideriamo ora le suceessive colonne verticali di questa espres-
sione. Dove non vi & alecun coclficiente negativo il valore della co-
lonna ¢ positivo se » & maggiore dell’ unitd. Per assicurare un va-
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lore positivo delle colonne in cui si trova un coefliciente negativo
dobbiamo avere

(PoF+py+ps) (v—1) maggiore di p,,

Quindi z deve essere maggiore di ——-—4-1,... ¢ maggio-

Po +P +Ps %

di Pi +1,... Quindj se # si prende eguale

Po+Py+Pyt o 0y |
alla pih grande delle espressioni cosi ottenute, quel valore di @, o
un valore p1u 0'randc, renderd f(r) positiva; cio®, la pit grande
delle espressmm & un limite superiore delle radici positive dell’ e-

quazione [(z) =

91. Rischiareremo ora le regole con duc esempi. Primicramen-
te, st prenda I’ equazione

2% 4+ 8t — 1425 — 5322462 —18=0.

Per I’ Art. 87 abbiamo 5341, ciot 54, come un limite superiore
delle radici positive.

Per I’ Art. 89, poiché n=>5 ed r=2, abbiamo 1 + /53 come un li-
mite, sicché 9 & un limite. .

Per I’ Art. 90 dobbiamo prendere la pin grande delle espressioni

qu Cntl + 1 + 1 +l 1 d l -
o 0 ) Y 0 bld.rﬂ() ren
l 8 ] 8 (, C 0(, ) ¥

53
dere 5 +1; sicché 7 & un limite.

' In secondo luogo, si prenda V' equazione

: —5at — 13234 22+ 2 —T0=0.
i
) Qui gli Art. 87 ed 89 dinno 70 +1 come un limite; e ' Art. 90 da

-

0 L , -
71—+1, sicché 19 & un limite.

oo Cost, in tutti e due questi esempi, I’ Art. 90 ci da il pili piccolo
limite superiore. & facile vedere che I' Art. 89 di sempre un limite

h ;M
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pitt piccolo che V'Art. 87, eccetto quando r=1, ed allora i due li-
miti coincidono. L’Art. 89 & vantaggioso in generale quando si tro-
vano pit coeflicienti positivi innanzi al primo coefficiente negativo,
sicché r & grande. L’Art. 90 da sempre un limite minore di quello
dell’ Art. 87, eccetto quando il pilt grande coefficiente negativo &
preceduto solamente da un coefficiente positivo, vale a dire quello
del primo termine, ed allora i due limiti coincidono. L’Art. 90 &
vantaggioso in generale quando si trovano grandi coefficienti posi-
tivi innanzi al primo grande cocfficiente negativo.

92. Con artificii particolari possiamo frequentemente ottenere un
limite superiore minore di quelli dati dalle regole generali.

Si consideri il primo esempio dell’ Articolo precedente. Qui dob-
biamo trovare un limite superiore delle radici positive di f(#) =0,
in cui f(z) pud essere scritta cosi,

14 9
22 (23 —53) + 823 | o— =) 4+ 50 { z— == |;
8 28
ora se # & cguale a 4, o0 ad un numero pilt grande, le espressioni
nelle parentesi sono tutte positive, e cosi f(z) & positiva. Cosi 4 &
un limite superiore delle radici positive dell’equazione f(z)=0.

Ancora, si consideri il secondo esemipio dell’Articolo precedente.
Qui possiamo scrivere [ () cosi,

@3 (22— b —13) + 22 4o — 703

ora per mezzo dell’ Art. 87 vediamo che #%2—5x— 13 & positiva se
o=13+1 o ad un numero piti grande; ed évidentemente 222+z—70
¢ positiva quando =11 o ad un numero pitt grande. Cosi 14 & un
limite superiore delle radici positive dell’ equazione [ (2) =0.

93. Possiamo ora trovare facilmente un limite inferiore delle ra-
dici positive di un’equazione, cioé un numero che non & maggiore
di una qualunque delle radici positive. In fatti si trasformi I'equa-
zione proposta in una di cui le radici siano le reciproche delle ra-
dici dell’equazione proposta, ed allora il reciproco del limite supe-
riore delle radici positive dell’equazione trasformata sard un limite
inferiore delle radici positive dell’ equazione proposta. Cosi si sup-
ponga I'equazione proposta essere

a'n’{'))'r =1 | ,[)27"71'—‘2 _%_. . + pn__lg‘ ~{-—])ﬂ: “,

fahe
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si ponga ” per @, si moltiplichi per y" e si divida per p,, sicché
I'equazione trasformata &

) s , 1 .

ety oy 2)_» Y4y —=0.

]))L 0 n pn
Si trovi un limite superiore delle radici positive di questa equazio-

ne con uno degli Articoli precedenti, e si dinoti con L; allora —é

”

un limite inferiore delle radici positive dell’ equazione proposta.
. . . oD .
Supponiamo che si adoperi I’ Art. 87; dinoti 2 quel coefficiente
)
n
che ¢ numericamente il pitt grande dei coofficienti negativi dell’ e-

. Py . .
quazione trasformata; allora 1 —=- & un limite superiore delle ra-
pn 9
dici positive dell’equazione trasformata, e quindi Pn__ & un li-
Pp=—Pr
mite inferiore delle radici positive dell’equazione proposta. Qui p,
& in fatti numericamente il piu grande tra quei coefficienti dell’ e-

quazione proposta che hanno il segno contrario al segno di p,,.
Per esempio, nella prima equazione dell’Art. 91 abbiamo p,=—18

., 18 L .
cioé —, & un limite inferiore delle ra-

=56, cosi — =
€ Pp=905 CO8L TR T Y%

dici positive.

94. Spiegheremo ora un altro metodo per determinare un limite
superiore delle radici positive di un’equazione; questo metodo &
detto il Metodo di Newton.

Dinoti f(2)=01equazione che deve essere considerata; si ponga
h+y per e si sviluppi f(h+y) con PArt. 12. Cosi 'equazione di-
viene

2 i
T +yf () + %—f” B oo - y@f” (h) =0.

Ora si supponga h positivo e di un tale valore che f(h), f'(h),
1" (hy, ...[™(h) siano tutte positive; allora nessun valore positivo
di y put soddisfare la suddetta equazione. Ma y =2 —h, e siccome
» non pubd essere positivo, # non pud essere maggiore di h; cosi A
& un limite superiore delle radici positive dell’equazione [ () =0.
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Possiamo osservarc che se I’ equazione proposta ¢ nella sua forma
pit semplice f%(h) & necessariamente positiva, essendo eguale ad| 7.
95. Per esempio, si prenda I’ equazione
23 4 2t — 433 — 622 — 7002 + 500 = 0.
Qui f(h) = ¥ + h¥ — 4RS — 6% — TO0h 4- 500,
[7(R) = 0% -+ 4R3 — 1202 — 12h — T00,
1 )
5 17 () = 10h3 4 6A2 — 12 — 6,
g () = VOR2 4 hh — 4
13 ' ’

~%/'”"(/£) = bh 4 1.

Il convenienie d’ incominciare con I’ ultima funzione di h e di ri-
salire regolarmente. Ogni valore positivo di h rende £ (h) positi-
va; h=1 rende f"'(h) posttiva; h=2 rende [”(h) positiva; h=1
rende [’(h) positiva; h="50 rende [ (h) positiva. Allora si troverd che
k=5 rende tutte le funzioni di h positive; e quindi b & un limite
superiore delle radici positive dell’ equazione proposta.

81 deve osservare, che quando secondo il metodo qui esposto in-
cominciamo con !’ ultima funzione ed aumentiamo il valore di &
convenevolutente a misura che risaliamo alle altre funzioni, non
avremo mali bisogno di riesaminare il segno di quelle funzioni di A
per le quali si & passato. Infatti supponiamo, per esempio, di esserei
assicurati che un certo valore a di i renda positive tutte le funzioni
di h sino ad f(h). Allora si ponga un valore pit grande per h, sup-
poniamo ¢ b; e poichd

b2
(@ + D) =" (&) + bf" (&) +r§/"”’ (@) + ...

e tutt'i termini del secondo membro sono positivi per supposizione,
f" (a+b) & anche positiva. Quindi nell’ esempio precedente, quan-
do si trovd che h="5 rendeva f(h) positiva, non era necessario di
esaminare se questo valore di k rendeva le altre funzioni di h posi-
tive, poiché il metodo di procedimento assicurava guesto risultato.

96. Per trovare i limiti delle radici negative di un’ equazione
f(2)="0 poniamo —y per &, ¢ poi troviamo i lmiti delle radici po.
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sitive dell’ equazione trasformata in y; allora questi limiti, con i
loro segni mutati, saranno i limiti delle radici negative dell’ equa-
zione proposta.

Si prenda, per esempio, 1'equazione
a¥ -~ Tt — 1525+ 302+ de + 48 = 0
si ponga —y per ¢ ed otteniamo

Y3+ Tyt — 15y — 32 + by — 48 = 0.

48
Per I' Art. 90 abbiamo T—k—lﬁi + 1, cio¢ 5, come un limite su-
periore delle radici positive, e per I'Art, 93 abbiamo

— come
48 4-17

un limite inferiore delle radici positive. Cosi le radici negative

4
. . 48
dell’equazione proposta debbono giacere tra —b5 ¢ — —

B

97. Avendo cosi mostrato come si possono trovare dei limiti tra
i quali debbono giacere (ufte le radici positive di un’equazione, e
dei limiti tra i quali debbono giacere tutte le radici negative di
un’equazione, passiamo a dare alcuni teoremi rispetto alla situa-
zione delle radici prese isolatamente o in gruppi. i vedrd in ap-
presso che la completa investigazione di questa parte del soggetto
& contenuta nel Teorema di Slurm.

98. Se sosfitwiamo successivamente per X in £(x) due quaniila che
comprendono lra loro un numero dispari di radici dell’ equaszione
f(x)=0, otéerremo wvisublali di segni conlrarii; se sostiluiamo successi-
vamenle due quantila che comprendono tra loro nessuna radice o un
numero pari di radici allerremo visullali dello stesso segno.

Supponiamo A e i due quantitd di cui A & la maggiore; siano
«, b, c ...k, tutte le radici reali dell’ equazione f(2)=0 compresc
tra A ¢ @; per U Art. 43 abbiamo

f@y=@—a)(@—D)(@—¢c)...(@—k) (),

in cui ¢ (x) & una funzione formata dal prodotto dei fattori quadra-
tici che non possono mai cambiare il loro segno, ¢ dei fattori reali
clie non possono cambiare il loro segno mentre o giace tra A ¢ P
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Si sostituiscano successivamente A e . per #; cosi

=0 —a)A=0) A=) ... A=k § (),
L W= —a) (—D) () oon (=B Y().

Ora tutt’i fattori A—a, A—b, A—c,... A\—k, sono positivi, ¢ tutt’i
fattori p.—a, g.—b, h—c, ... . —k, sono negativi; e $ A) e & (1)
hanno lo stesso segno. Quindi £(A) ed f(#) hanno lo stesso segno o

segnli conlrarii, sccondo. che il numero delle radici a, b, ¢,... %k, &
pari o dispari.

99. Quindi viceversa se duc quantitd sostituite per « in £ (2) dan-
no risultati di segni contrarii, un numero dispari delle radici dell’e-
quazione f(z)=0 debbono giacere tra le due quantitd; se esse
' danno risultati dello slesso segno o, nessuna radice o un numero pari
di radici debbono giacere tra le due quantita.

Questo risaltate comprende quello dell’ Art. 19 come un caso.
particolare.

100. Si deve osservare che la dimostrazione dell’ Art. 98 non ri-
chicde che le radici @, b, ¢, ...k, siano tutte disuguali; solamente
bisogna rammentarsi che una radice ripetuta m volte deve essere
contata come i radici.

Vediamo che se f(X) ed [ () «ono dello stesso segno, o nessuna
radice, o pure un numero pari di radici dell’ equazione f(2)=0 giac-
ciono tra A ¢ 1. Ora negli Articoli precedenti di questo Capitolo si
& alle volte usato un argomento della forma seguente; il valore "
o un valore piu grande di # rende [(x) positiva, quindi @ & un li-
mite superiore delle radici positive dell’equazione f(z)=0. Si deve
osservare che con le parole rende f(z) posiliva, intendiamo rende ()
una quantita positiva ¢ non zero. Per esempio, se f(w)——(a;——’i)2(w—l)
allora se & & maggiore dell’unith f(z) non puo divenire negatlva
ma non dobbiamo conchiudere che I’unitd & un limite superiore
delle radici positive, poiché 4 & una radice.

Se dunque conosciamo solamente che f() non pud divenire ne-
gativa per un valore qualunque di # maggiore di ., non possiamo,
conchiudere che non vi & dlcunm radice maggiore di p.; ma possia-
mo conchiudere che o non vi & alcuna radice, o pure vi sono una
0 pil radici ciascuna ripetuta un numero pari di volte.
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101. Investigheremo ora un importante teorema che fornisce .
delle relazioni tra le radici dell’equazione f(z)=0 e le radici dell’e-
quazione f’(2)=0, in cui f'(#) & la prima funzione derivata di
f(@). Il teorema & alle volte dinotato dal nome di Rolle, il quale fu
il primo ad adoperarlo.

102. Una radice reale dell’ equazione ' (z) =10 jiace tra due radict
reali adiacenti qualunque dell’ equazione {(x) =0,

Le radici reali dell’equazione f(2)=0 disposte in ordine decre-
scente di grandezza algebrica siano dinotate con «, b, ¢, ... k. Sia
¢ (#) il prodotto dei fattori quadratici corrispondenti alle radici im-
maginarie dell’equazione f(2)=0, sicch® () non pud cambiare il
suo segno. Allora per I’ Art. 43

[(@)=(2—a) (2-b) (2—0) ... (2—k) G(x).
In questa identitd si ponga y 4z per 3 cosi
[4-2)=y+2—a) (y-+3-0) (y+3—¢) ,.. (y+3—k) ¢y +2).

Si supponga ciascun membro di questa identitdh sviluppato in upa
serie procedente secondo le potenze ascendenti di 3. 1l cocfficiente
di z nel primo membro sard f'(y); si vegga U'Art. 12. 1l coefficiente
di 5 nel secondo membro sara

{ U=b) (Y—) +.r (Y—B) - (Y—0) (Y} v (y—F) 4 - . ] 2 (1)
+ (y—0) (y—0) (y—0) ... (y=F) ¢"(Y)-

Eguagliando questi cocflicienti di z, e cambiando y in # nella iden-
titd risultante, abbiamo

[(@) = {(w—b) (@—¢) .. (@—k)+ (z—0a) (@~c) ... (@—FK)+.. } o ()
+ (z—a) (0--b) (@—c) ... (x—k)g'(»).

Ora si pongano successivamente a, b, ¢, ...k, per 3 'ultimo termine
nel secondo membro dell’identitd svanisce in ogni caso, e quindi
il segno di f'(a) & lo stesso che il segno di (a—b) (a—c) ... (a—F),
il segno di f/(b) & lo stesso che il segno di (b—-a) (b—c)... (b—k),
il segno di 7 (¢) & lo stesso che il segno di (¢—«) (c—Db)...(c—k), ¢
cosi di seguito; e questi segni sono alternativamente positivi e ne-
gativi, poiché la prima espressione non ha eleun fattore negativo,
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la seconda espressione ha un fattore negativo, la terza espressione
ha due fattori negativi, e cosi di seguito. Quindi per I’ Art. 99 un
numero dispari delle radici dell’equazione {'(z) =0 giacciono tra
due radici adiacenti qualunque dell’ equazione 7 (z) =U.

103. La dimostrazione dell’ Articolo precedente suppone che lo
radici a, D, ¢, ... k, siano tutte disuguali. Supponiamo nonpertanto
che la radice @ sia ripetuta = volte, che la radice b sia ripetuta s
volte, che la radice ¢ sia ripetuta £ volte, ¢ cosi di scguito. Avremo

{ (@)y=(v—a)" (@-)* (z—c)" ... ¢(x),
(x)=(x) {r(x—a)"'(J;—-b)‘(.v~c)/'. e Fs(@—a) (@—b) V2 —e) . 4. }
+(@—a) (z—b) (z—c)...¢ (2).

Dinoti f) () la massima comune misura di [(2) ed [’ (2), cio®, sia
fi@) =@ —a)" 1 (.~ )" (z—c) 71 ... Allora

”_‘”):@(@{r(x-b) @)« 5 (@—0) (T—0) ... }

fi(2)
+ (z—a) (2—Db) (v—c¢) ... &'(2).

51 chiami questa espressione F(2); allora come prima vediamo
che 'equazione F (x)=0 ha un numero dispari di radici tra a e b,
un numero dispari tra b e ¢, e cosi di seguito. E poiché abbiamo
["(®)=[, () F (x), sempre che F (z) svanisce anche [’ (z) svanisce.
Cosi un numero dispari delle radici dell’equazione f/(z)=0 giaccio-
no tra due radici disuguali adiacenti qualunque dell’ equazione

f(z)=0.

Rispetto alle radici eguali dell’ equazione f(z) =0, sappiamo che
Ja radice @ che & ripetuta r volte nell’ equazione f(z) =0 & ripetuta
r —1 volte nell’equazione [/ (#) =0. Similmente la radice b che &
ripetuta s volte nell’ equazione f(z)=10 & ripetuta s— 1 volle nell’e-
quazione ' (z) = 0; ¢ cosi di seguito.

Bard conveniente per noi di immaginare che le 7 radici eguali
ad a dell’equazione f(z) =0 includano #—1 intervalli, in ciascuno
dei quali si trova una radice a dell’equazione ['(z)=0; e similmente
per le altre radici ripetute. Con questo concetto possiamo riguar-
dare 'enunciato dell’ Art. 102 come valevole generalmente, siano
o pur no le radici dell’equazione [ (x)=0 tutte disugnali.
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104. Non pil che una radice dell’equazione f(zr)=0 pud giacere
tra due radici adiacenti qualunque dell’ equazione [’ (z)=0. Poiché
se ve ne potesse esserero pit di una vi sarebbero una o pin radici
dell’ equazione f’(2) =0 comprese tra esse, e cosi le due radici
dell’ equazione ' (z) che erano adiacenti per supposizione non sa-
rebbero pitt adiacenti.

E similmente 1’ cquazione f(2)=0 non pud avere pit di una ra-
dice maggiore della piti grande radice dell’ equazione [’ (2)=0, o
pitt di una radice minore della pilt piccola radice dell’ equazione

['(@)=0.

Se l'equazione f(2) =0 ha tutte le sue radici reali, avverrd lo
stesso per I equazione f' (x) =40; infatti Iultima equazione & di un
grado minore di un’unitd di quello della prima, ed una radice del-
T'ultima equazione esiste tra due radici adiacenti qualunque della
prima equazione. E gencralmente se I’equazione f(z)=0 ha m ra-
diei reali I equazione f/(2) =0 ha certamente m—1 radici reali, ¢
ne pud avere di pitt,

105. Poiché [ (z) & 1a prima funzione derivata di f'(z), Pequazio-
ne [ (#)=0 ha un numero dispari di radici tra due radici adiacenti
gualunque dell’ equazione f'(z) =0. Cosi se 'equazione f(2) =0 ha
m radici reali, I’equazione f/ () =0 ha al meno m — 1 radici reali,
e 'equazione [ (£)=0 ha al meno m — 2 radici reali. Procedendo
in questo modo giungiamo al risultato che sc 'equazione f(z) =0
ha m radici reali, I'equazione {”(2)=0 ha al meno m—r radici
reali.

Quindi se Pequazione f* (#) =0 ha . radici immaginarie, equa-
zione f(z) =0 ha al meno p. radici immaginarie. Infatti se I’equa-
zione [(z)=0 avesse meno di P radici immaginarie essa avrebbe
pitt di n—  radici reali, supponendo # il grado dell’equazione; cosi
I equazione /" (#) =0 avrebbe pilt di n—p—r radici reali, e siccome
questa equazione & del grado n—¢ essa non potrebbe avere tante
radici immaginarie quante ne indica ., il che & contrario alla sup-
posizione.

Per escmpio, sia f(z)=2" (1 — )"
L’equazione f(2)=0 ha tutte le sue radici reali, cio®, n eguali a

zero, ed n eguali all’unitd. Quindi equazione f™(z) =0 avra tutte
le sue n radici reali e tutte comprese tra 0 ed 1; questa equazione &
ant1  nr—1) mn+1) (04-2) .2

O=1—- —a+

11 1.2 1.2
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106. Dall’ Art. 105 possiamo dedurre il seguente semplice carat-
tere, che spesso indichera I esistenza. di radici immaginaric in una
equazione.

Siano Pr_g,s Pry € Pryq ? coemcian!.i di tre lermini consecutivi in f(x),.
allora sz p2 & minore di pe_y Pryy ti dovra essere una coppio di radici
immaginarie nell’ equazione f(x) =0.

Si prenda la (n—r—1)™ funzione derivata di f(z) e si cguagli
A Zero; cosl

])Oﬂﬂu
lr—{—l Tt 1.2

Ppg®” Ln——?’—{— 1 +l’r‘rl n— +pr+1‘ n—p =1 =0

<

Si ponga ! ber z, si moltiplichi per "1, e si divida perfn.~r—1.
8i ponga - per , s plichi p : |7 :

cosi

(n—r)p,,.q n—r+1)n—r) P e
1.9

AL

1, =0.

Praa Praa

Se le radici di questa equazione sono tutte reali la somma dei
loro quadrati & positiva; e quindi, per I’ Art. 47,

(n—12p2 (=1 + ) (=) 7,y

2
Prsa Pria

¢ positiva. Quindi

n—r-+1

2N maooinnr H p
1,2 ¢ maggiore di T PraPres

od a fortiort
' 2,2 ¢ maggiore di py_q Ppy.
Se dunque questa condizione non ¢ soddisfatta vi deve essere
una coppia di radici immaginaric nell’equazione derivata, ¢ quindi
anche nell’ equazione proposta.

107. Se conosciamo tutte le radici reali dell’equazione [/ (z) =10
possiamo deterniinare quante radici reali ha Pequazione f(2)=0.
Infatti siano o, £, ¥, ... %, le radici dell’equazione f'(z) =0 dispo-
ste in ordine decrescente di grandezza algebrica. Si sostituiscano
per @ in [(v) successivamente «, B, ¥, ... %, e si osservino i segni
dei rizultati. Allora wna radice o nessuna vadice dell’ equazione

9
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f(#) =0 cade tra due valori adiacenti qualunque sostituiti, secondo
che i corrispondenti risultati hanno segni contrarii o lo stesso segno.
Cid segue dagli Art. 98 e 101.

L’equazione f(x)=0 ha una radice algebricamente miaggiore di
o, o nessuna, secondo che f(a) & negativa o positiva; ed essa ha
una radice algebricamente minore di x se l’equazione ¢ di grado
pari ed f(%) & negativa, o pure se I'equazione & di grado dispari ed

f(x) & positiva, altnmentx no. Si veggano gli Art. 98 ¢ 104.

Quindi il numero delle radici reali dell’ equazione [(@)= 0 sard
lo stesso che il numero delle variazioni di segno nella serie ottenuta
sostituendo +o0 , &, 8,Y, ... %, — oo, per 2 in f () successivamente.
Perd se f(2) svanisce quando si fanno alcune delle sostituzioni, cio
indica che 'equazione f(z) =0 ha radici eguaii, ed il numero di
queste pud essere scoperto col Cap. vi.

108. Come un esempio cercheremo le condizioni affinche 'equa-
zione 3 — qz-+r=0 abbia tutte le sue radici reali, supponendo ¢
una quantitd positiva. Qui f’(z) =322 — ¢, sicchd le radici dell’e-

quazione [7{z) =0 sono -= \/(é), sin o= +\/<§> ¢ @t—\/(%) .
Allora [y = +< >i <_’> = 3(%)% r,
1@ = (1) ra()Err=2(4) 40,

o r
81 supponga in primo luogo <§) maggiore di < > ; allora sc r

& positivo f(a) ed [(B) sono tutte e due positive, e I'equazione
f(x)=0 ha solamente una radice reale, la quale & algebricamento
minore di 33 se » & negativo f(a) ed f({) sono tutte ¢ due negative,
el equazio‘ne {()=0 ha solamente una radice reale, la quale &
maggiore di a.

)-\

Supponiamo ora (2) minore di < ) ; allora f(&t) & negativa ed

f(@) & positiva, e I equazione f(r) =0 ha tre radici reali, ciod
una maggiore di o, una tra o ¢ @, ed una algebricamente mi-
nore di 8.

109. Un metodo di scoprire la situazione delle radici reali di
un’ equazione fu indicato da Waring, e riprodotto da Lagrange, il

prownes

o s b g A N
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quale metodo ora spiegheremo; esso & chiamato il Metodo di Waring
per separare le Radici.

Supponiamo che le radici eguali di un’equazione, se essa ne ha
alcune, siano state scoperte ¢ siano stati rimossi i fattori corrispon-
denti, sicche si abbia a trattare un’equazione che ha solamente ra-
dici disuguali. Rappresenti [(2) =0 quest’equazione. Si supponga
L essere une quantitd che & minore della differenza di due radici
qualunque, e sia s un limite superiore delle radici positive. Si so-
stituiscano per # in f'(2) successivamente s, s -k, s—2k, s—3k, ... e
cosl di seguito sino ad una quantitd che & algebricamente minore
della pit piccola radice che I'equazione pud avere; e si osservi la
serie dei segni dei risultati. Allora quando sitrova una variazione
di segno vi & una radice tra i due corrispondenti valori sostituiti,
e quando si ha una permanenza di segno nessuna radice esiste in
quell’intervallo. Infatti poiché & & minore della differenza tra due
qualunque delle radici siamo sicuri che piltt di una radice non pud
cadere in ciascun intervallo.

Dobbiamo quindi considerare in qual modo la quantitd & possa
essere determinata. Supponiamo che sia stata formata I equazione
che ha per sue radici i quadrati delle differenze delle radici dell'e-
fquazione proposta, e che un limite inferiore delle radici positive
di questa equazione sia stato trovato; si dinoti questo con 8. Al-
lora 4/¢ & un valore convenevole per k.

Nell’ Art. 60 abbiamo gid dato un esempio della formazione di
un’equaziono che ha per sue radici i quadrati delle differenze delle
radici di un’equazione proposta, ed in seguito considereremo la
quistione generalmente. Si vedrid allora che a motivo della compli-
cazione del risultato ottonuto, il metodo di Waring per separare le
radici di un’equazione proposta & generalmente inutile in pratica
per le equazioni di un grado superiore al terzo, benché teoretica-
mente esso raggiunga lo scopo proposto.

110. Come un escmpio del metodo di Waring si prenda l'equa-
zione
2% — 352 - Ar 4-13=0.

Per I Art. 60 1'equazione che ha per sue radici i quadrati delle
differenze delle radici dell’ equazione proposta &

Y= A2+ 441y — 49 =0.

SIponga iy = -3 cost 4933 — 4z 1 425 == 1),

b -
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. ; . 1
ciot, 19:2(z-9) + iﬂ(z—- E) =0;

cos1 9 ¢ un limite superiore dei valori di 5, e quindi 5 ¢ un limite
inferiore dei valori di y. Quindi \/5, ciod, 3 ¢ minore della dif-
ferenza tra due radici qualunque dell’ equaziono proposta.

Ora 44-1, ciod 5, & un limite superiore delle radici positive del-
Iequazione proposta, per ' Art. 87. B — (1 + 4/4) ¢ numericamente
un limite superiore delle radici negative, per gli Art. 96 ed 89.
Cosl tutte le radici dell’ equazione proposta giacciono tra e —3.
Sostituendo successivamente per w, i valori b, 5—4, h—2 ... si
troverd che una radice cade fra 3 e 2%, una radice tra 2% e 21, cd
una radice fra —2 e — 23,

111. Conchiuderemo questo Capitolo con una proposizione la
quale puod servire come un esempio di alcuni dei principii gid sta-
biliti. Nell’equazione [(x)=0

in cui f@y=pa®Fp™ i+ . ta—r,

se ¢ & il valore numerico del coelficiente numericunente pit gran-

de, ed r & positivo ¢ minore di =——— vi & una radice reale positiva
24 g y

minore di 2r.

Quando z & zero { () & negativa. Ora un vatare positive di 2 ren-
derd f(x) positiva, a fortiori, se esso rende

p-r—q@ 42"V L 2 R

|

positiva, cioé, sc essa rende x —» — qa® pasitiva,

1—z

Quindi a fortiori f(x) ® positiva se z & minore dell unitd ed
(1 —a) (¢ =1)—qr* & positiva. Ora si ponga 2r per z nell’ ultima
espressione ed essa diviene »{1—2r—4¢r), e questa & positiva
poiche per supposizione (2 -+ 4¢) & minore dell’unitd. Cosl f(x) &
positiva quando 2=2r; ed [(r) & negativa quando 2=0; quindi una
radice dell’ equazione f(z) =0 giace tra U ¢ 2r.

Similmente se I’ultimo termine in [(z) & » invece di —r ed » ¢
positivo e minore di Y Iequazione f(z)=0 ha una radice tra

2 4 4q

0e 2.
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VI11. RADICI COMMENSURABILI.

112, Per radice commensurabile §'intende una radice che puo es-
sere espressa esattamente in una forma finita, intera o frazionaria;
gicch® essa non contiene alecuna quantitd irrazionale. Mostreremo
ora che quando 1 cocllicienti di un’ equazione sono numeri raziona-
Ii, interi, o frazionarii, le radici commensurabili dell’equazione fa-
cilmente possono esserc trovate.

Abbiamo veduto nellArt. 53 che se i coefficienti di un’equazione
sono razionali ma non tutti interi, possiamo trasformare Pequazio-
ne in un’altra che ha tutt’i suoi coefficienti interi e per coefficiente
del suo primo termine 1'uvnita. Possiamo quindi limitarei ad equa-
zioni dell’ ultima forma; ¢ dimostreremo primieramente che le
equazioni di quella forma non possono avere radici razionali fra-
zionarie.

113, Se i coefficienti di un’equazione sono numeri inleri, ed il coef-
ficienle del primo lerivine & Uunilé, Yequaszione non pud avere una ra
dice razionale frazionaria.

Sia I'equaziono
i n—1 27— , i
A" p ™ T a3 L g2 p, 24p,=0,
¢ sc ¢ possibile si supponga che essa abbia una radice razionale
frazionaria espressa nei suoi minimi termini da B Si sostitnisca

questo valore per @, e si moltiplichi da per tutto per 0"~1; cosi

n
%—+p,(c”"‘+p2a"_21)+. P00 TS @b 2 HPTI=0,

¢ quindi
n

- %':1’1a7b—-4+2’2a7l—2b+. . .—{—pn_2a2b"“:‘—}-pn_lab7l—2+],nbn—-g.

L’ultimo risultato ¢ impossibile poiche il secondo membro delle-
quazione ¢ un inlero, ed il primo membro non & un lero. Quindi

a . . .
7 On pud essere una radice dell’ equazione proposta.
4
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114. Cos} abbiamo solamente ad oceuparci della ricerca delle ru-
dici commensurabili intere, e spiegheremo ora il metodo col quale
esse possono essere irovate. Il metodo ¢ talvolta chiamato il Metodo
det divisori, e talvolta il Metodo di Newton.

Sia I'equazione
N - =3 3 :
24 p @ T b pya™ b g2 Pyt p =),

¢ si supponga @ una radice intera. Allora sostituendo e scrivendo
i termini in ordine inverso abbiaumo

Pu Py @t Py s | Py ™2 pia” N a0,
e quindi dividendo per

p
%’1+1),l_1~+1)n__2a+. A pea™ T3 e T Y,

Quindi =2 deve essere un intero; dinotiamolo con q, ¢ si divida
a
di nuovo per a; cosi

(-Il_-*——f-ll——'+pn4+. B L CAREY AR RN S}

s Gyt Py . o .
Quindi B2Pn=1 gove essere un intero; dinotiamolo con g, e si
a
L . ot Dy
divida di nuovo per @, e troveremo che 227 Pu=2 govo essere un
a

intero. Procedendo in questo modo dopo di aver diviso n volte per

. . . Oy + 1
a arriveremo ad un risultato dinotato da M’-—f— 1=0.
a
Quindi le seguenti condizioni sono neeessaric allinche Vintero a
possa essere una radice dell’ equazione f(2)=0.

L’ultimo termine dell’ equazione deve essere divisibile per a. Si
aggiunga al quoziente cosi ottenuto il coefficiente di z nell’ equa-
zione; la somma deve essere divisibile per a. Si aggiunga al quo-
ziente cosi ottenuto il coefficiente di 2% nell’ equazione; la somma
deve essere divisibile per a. 8i proceda in questo modo sino a che
siano state effettuate » — 1 divisioni, e si aggiunga al quoziente il
coefliciente di 2"™1; la somma deve essere divisibile per a ed il quo-
viente deve esserc —1.

Se alcuna delle condizioni richicste non ¢ soddisfatta 'intero o
non ¢ una radice.
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115. Nell’ Articolo precedente abbiamo trovato le condizioni che
song necessarie allinchd Vintero a possa essere una radice dell’ e-
quauone f(z)=0; & facile vedere che se 'ultima di queste condi-
zioni & SOddledtta I'intero ¢ & una radice. Infatti quell’ultima con-
dizione pud esserc espressa cost;

Py | P - Pa e
a—;: &%:'{4‘“:_ 4 - +—+—d'—-—1y

¢ se questo & vero vediamo moltiplicando per o™ chie a ¢ una radice

di f(x) =0.

Adunque per trovare tutte le radici commensurabili di un’equa-
zione dobbiamo solamente determinare tutt’i divisori dell’ultimo ter-
mine, ed esaminarc se essi soddisfano alle condizioni dell’Art. 114.
Il lavoro spesso sard diminuito trovando prima i limiti posifivi e
negativi delle radiei, poich® naturalmente non & necessario di con-
siderare alcun intero che non cade tra quei limiti.

146. Per un esempio si prenda I equazione
x® — 322 — 8 — 10 = 0.

ui 1+ 10 & un limite superiore delle radici positive, per I'Art.87;
e seriv ando —y per @ otteniamo V'equazione

8
y3+ 3y <y~ 3-) +10=0,

per la quale 3 & un limite superiore delle radici positive. Quindi
tutte le radici dell’equazione proposta giacciono tra 11 e —3. 1 di-
visori di —10 che cadono tra questi l1m1t1 sono 10, 5,2, 1, —1,

—24 e procediamo ad esaminare se aleuni di questi numeri sieno
radiei.

+140 + 5 4+ 2 + 1 -1 =2
-1 -2 -5 10 10 5
- 9 —10 —13 -18 2 -3
- 2 —18 - 2
— 5 —-21 — b
-1 —-21 4+ 5

Nella prima linea sono scritti tutt’i divisori dell’ultimo termine
che & necessario di esaminare, al di sotto di ciascun divisore sono
posti i risultati che nascono eseguendo Uesame con quel divisore.
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Cosi prendendo il divisore 10, dividiamo prima l'ultimo termine 10
per esso, ¢ scriviamo il quoziente —1; quindi aggiungiamo questo
al coe[ﬁciente di z che & —8, e scriviamo la somma —9; quesia
non ¢ divistbile per 10, sicché 10 non & una mdice. Rispetto a 5
tutte le condizioni sono soddisfatte, siccht b ¢ una radice. Rispetto

a +2 ¢ —2 giungiamo ad un punto in cui la divisione esatta non
é possibile, sicché questi numeri non sono radici. Rispetto a 4-1 e
—1 la condizione finale non & soddisfatta, sicchié questi numeri non
sono radicl.

Cosi la sola radice commensurabile ¢ 53 ¢ dinotando equazione
con {(#)=0, conosciamo che z —5 & un fattore di [(x). L'altro fat-
tore si trovera essere 22+ 2z 4 2.

Per un altro esempio si prenda I’ equazione
a8 bt 4 a3 — 1622 — 200 — 16 =0.
Si troverd che le radici commensurabili sono 2, —2, ¢ —4.

117. Ordinariamente si omettono -1 ¢ —1 dai divisori che deb-
bono essere csaminati, essendo pitt semplice di vedere se questi
valori sono radici col sostituirli per # nell’ equazione data.

Se alcune potenze di z mancano nell’equazione proposta esse
si debbono supporre introdottc con i cocllicienti zero; si vegga
I"Art. 5

Quando abbiamo accertato col metodo qui esposto che alcuni
numeri a, b, ¢, ... , sono le sole radici commensurabili di un’equa-
zione f(z) =0, rimane ancora a determinarc se alcuna di queste
radici ¢ia ripetuta. Possiamo per cid dividere f(z) pel prodotto
(#—a) (@—b) (z—c)... e dinotando il quoziente con ¢ (r) possiamo
applicare il metodo all’ equazione ¢ (#) =0, e cosi determinare se
aleune delle quantitd a, b, ¢, ... sono m(hcx di questa equazione.
Procedendo in questo modo determineremo le radici ripetute dell’e-
quazione f(z) =0, e quante volte ciascuna radice ¢ ripetuta.

O pure possiamo applicare le condizioni delle radici eguali tro-
vate nel Cap. vi. all’ equazione f(2) =0.

118. Supponiamo che in vece di prendere un’equazione, con Pu-
nild per coefficiente del primo termine, come nell’Art. 114, si pren-
da un’equazione con un intero qualunque p, per coclliciente del pri-
mo termine. La sola differenza nelle condizioni rvisultanti si & che
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. .
I witimo quoziente deve essere —p, e non — {. Supponiamo per
tsémpio
2% — 1222 - 135 — 15 = 0.
.15 , _— . . o -
Qui —-+1¢&un limite superiore delle radici positive per PArt.87,

e non vi ¢ alcuna radice negativa per ' Art. 24, ¢ vediamo con la
sostituzione che 1 non & radice; cosi i soli divisori dell’ultimo ter-

mine da considerare sono 5 e 3. Il procedimento e¢ssendo disposto
come sopra abbiamo

H 3
-3 =5
10 8

2

— 10

2

Cost 5 & una radice, poich® tutte le condizioni sono soddisfatte,
I'ultimo quoziente essendo —2; e 3 non & radice, poich® 8 non &
divisibile per 3.

Bisogna rammientarsi che se il coefficiente del primo termine non
¢ 1'unitad I equazione pud avere una radice commensurabile frazio-
naria; si vegga I Art. 113.

119. I numero dei divisori dell’ ultimo termine che & necessario
di esaminare alle volte puo essere diminaito col seguente prineci-
pio. Si supponga @ una radice dell’equazione f(2)=0; per « si pon-
gam -y, allora @ —m & un valore di y che soddisfa all’ equazione
[(m+y)=0. 1l termine indipendente da y in questa equazione &
f(m), e tutt’i coefficienti di y sono interi, se i coefficienti in f(z)
sono interi ed m & anche un intero; si vegga I’ Art. 12. Cosi se a &
un intero ¢ —m & un intero e deve percid dividere f(in) per I'Art.
114. Cosi ogni intero a che divide P'ultimo termine di f(z) deve es-
sere rigettato se ¢ —m non divide f(m).

Qui m pud essere un intero qualunque positivo o negativo; i va-
lori +1e —1 sono vantaggiosi per la facilitdh con la guale =i puo
allora calcolare f(m).

Si prenda per esempio la seconda equazione data nell’ Art. 116;
qui 4 divide V'ultimo termine, ma 4+ 1 non divide f¢(—1) che &
— 93 cosl 4 non pud essere una radice dell’ equazione proposta.

Ancora, si prenda Pesenipio #% — 20224 1642 — 400 =0. Questa
cquazione non ha aleuna radice negativa per I Art. 243 e scriven-

1o
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100
dola nella forma 2?2 (z — 20) 4164 | z— W)’ vediamo che 20 & un

limite superiore delle radici positive. I divisori positivi dell’ ultimo
termine che sono minori di 20 sono 2, 4, 5, 8, 10, e 16. Di questi
5, 8, e 10 non sono radici; poiché f(1) =—255, e questo non & di-
visibile per 5 —1, o per 8—1, o per 10 —1. Cosl i soli divisori
dell’ ultimo termine che rimangono ad esaminarsi sono 2, 4, ¢ 16;
si troverda che 4 & una radice.

120. Come un esempio di una radice razionale frazionaria, si
-consideri I’ equazione 42% — 1422+ 72— 6=0, cioé,

7 3
- L —p— =0,
4 2

s . Yy . .
Prima, si ponga z=3, per trasformare 1’ equazione in nna con
coefficienti interi; si vegga I' Art. 53. Cosi

yh— Hy? + 14y — 24 =0,
cioe, y¥+ 0y —41y2 - 14y — 24 =0.

Per gli Art. 89 e 96 tutte le radici di questa equazione debbono

‘cadere tra 11424 e - +\/72-’1)', e vediamo con la sostituzione
che +1 e —1 non sono radici. Cosi i soli divisori dell’ultimo ter-
mine da esaminarsi sono 4, 3, 2, —2, —3, — 4. Inoltre ['(z) =—20,
e questo non & divisibile per 4 —1, o per — 2 —1; cosi i numeri 4
e —2 debbono essere rigettati. Il procedimento essendo disposto
come sopra abbiamo

3 2 -3 — 4
-8 —12 8 6
6 2 22 20
2 i — 5
-9 —10 — 16
—3 — 5 4
-3 4
-1 — 1

[

Cost 3 e — 4 sono radici; e poiché z =5, abbiamo 5 € —2co-

me radici del?’ equazione primitiva.
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IX. SULL' ABBASSAMENTO DELLE EQUAZIONI.

121. In questo Capitolo mostreremo come la risoluzione di un’e-
quazione si pud far dipendere dalla risoluzione di un’equazione di
grado pil basso, in alcuni casi in cui sussistono note relazioni
tra le radici; questo procedimento & chiamato 'abbassamento delle
equasiont.

122. Quando due equaszioni hanno una radize o pil radict in co-
mune, si cerca di delerminare la radice o le radici.

Supponiamo che I equazioni [(z)=0 ed F () =0 abbiano una
radice comune a; allora f(z) ed F (z) hanno il fattore comune z—u.
Quindi la massima comune misura di [ (z) ed F (z) deve avere £—a
come fattore. Similmente ogni fattore comune ad f (z) ed F(z) sara
un fattore della loro massima comune misura, ¢ nessun altro fat-
tore si trovera nella massima comune misura.

Quindi, se troviamo la massima comune misura di [{z) ed F(z),
e sl eguaglia a zero, le radici di questa equazione coincideranno
con le radici richieste che sono comuni alle equazioni f(#)=0 ed
F(z)=0.

.
Se un fattore & ripetuto in f(z) ed F (x) esso sard anche ripetuto
nella loro massima comune misura.

123. Supponiamo, per esempio, di avere le due equazioni
%+ 328 — Ha? — Gz — 8 =10
ed ot 2% — 9% - 102 — 8 =0,
La massima comune misura delle espressioni che formano i primi
membri di queste equazioni ¢ z% 4+ 2z — 8; e se cssa si mette eguale

a zero otteniamo z=—14, 0 z=2. Cosl 2 e — 4 sono le radici co-
muni alle due equazioni.

124. Supponiamo che si sappia esistere tra a e b, due radici dell'e-
dquazione [ (x) =10, la relazione pa--¢b=1; si cerea di determinare
queste radici.
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Poiché @ ¢ b sono radici dell’equaz;one f(#)=0, abbiamo f(a)=0,

—pa
od [(b) =0; ma b=

qumdl [

=0. Cost & & una ra-

dice comune delle equazioni ['(2) =0 ed f< ) =10, Quindi a

pud essere trovata con ' Articolo precedcntc. Cost @ & conoscinta
e quindi & dalla relazione pa+ qb=r. Quindi f(2) si puo dividere
pel prodotto dei fattori z —a ed 2 —b; e se il quoziente si egnaglia
a zero otteniamo un'equazione per determinare lo rimancnti radici
dell’ equazione [ (x) =0
125, Supponiamo, per esempio, di avere I’ equazione
P Tt M =T 10=0. L L 0L L (D),

8 di conoscere chie due delle sue rvadici a e b sono logate dalla re-
lazione b =2 -1-1.

i sostitnisea o414 per o in (1); cosi
Qe+ 1) =T 18 L1 Qe+ 1H2—T e 4-1) +10=0,
ciat, 1004 — 24 — 1622 — Ap -+ 8 =0,
0 4ot - G — 42—z +-2=0. . . . L. ().
La masgsima comune misura dei primi membri di (1) e (2) si tro-

verd essere z—2. Cost a=2, ¢ quindi 6 =5H; cio®, 2 ¢ b sono due
delle radici dell’ equazione proposta. Quindi si trovera che

=Tt a2 —Te - 10 = (@ = 2) (0~ b) (2 -+ 1),

sicche le altre radici sono == 4/ (——1).

126. Pud accadere che un’altra coppia di radici & ¢ (b sia sog-
getta alla condizione pa 4¢3 =r. In questo caso le espressioni f(z)

- pr . .

od f <—» ! > avranno per loro massima comune misura un'espres-
q

sione del secondo grado in z la quale conterra i fattori #—a ed z—a.

Se le radici ¢ e b sono entrambe ripetute nell’equazione f{z)=0,
it fattore . —a sard ripetuto nella massima comune misura di [(7)

o /<)#1”).
0.

127, Generalniente supponianio ehe duc radict @ e 6 dell’ equa-
zione [y — 0 siano legate dalla relazione b=gq(e). Allora le equa-
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zioni f(x)=0 ed {9 (z)} =0 hanno una radice comune, ciot a, ¢
possiamo determinare questa radice comune con I’ Art. 122.

128. Vi & un caso in cui il metodo degli Art. 124 e 1206 non
¢i aiuta nel risolvere un’ equazione proposta. Supponiamo, per
esempio, di avere un’equazione f(z) =0, e di conoscere che le ra-
dici di questa equazione si trovano a coppie, e che ciascuna coppia
di radici @ ¢ b soddisfa la relazione a + b =2r. Allora secondo
I’ Art. 124 dovremmo procedere a cercare le radici comuni delle
equazioni f(z)=0 ed f(2r—a)=0. Ma queste equazioni si trove-
ranno coincidere completamente; poiché per supposizione f(a)=U,
ciot, f(wr—0)=0, ed [ (b) =0, ciod, f(2r—a) =0, sicche le radici
a e b sono comuni alle due equazioni. Similmente ogni altra coppia
di radici & comune alle due cquazioni, e cosi le due equazioni deb-
bono coincidere. :

129. Vi sono varii modi per abbassare I’ equazione nel caso con-
siderato nell’ Articolo precedente; spiegheremo due di essi che
forniscono esercizii sul soggetto di questo Capitolo.

1. Possiamo procedere cosi. Si ponga a—1Ub =12z, sicch¢ abbiamo

simultaneamente
[lay=0, a+b=2, a—0=2z

Dalla seconda e terza di queste equazioni a=z-4r. Si sostituisca
vella prima equazione, siccht f(s+7)=0. Da questa equazione si
possono trovare i valori di z, ¢ quindi i corrispondenti valori di a
e b. B facile mostrare che Y equazione f(r+s)=0 contiene sola-
mente potenze part di z, e cosi se riguardiamo z% come la quantitd
incognita il grado di questa equazione sard metd del grado dell’e-
((nazione proposta. Infatti siano a ¢ b una coppia di radici dell’e-
quazione proposta, & e $ un’altra coppia, -6 cosi di seguito; allora

[(@) = (2—a) (2 —b) (& =) (£ — ).
S = G r—a) (s r—b) (24 —a)(m—w

e )
e e

clot, {(r- 2 conlione solamente potenze pari di z.
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In effetti, siccome nessuna distinzione in teoria esiste tra le ra-

- . . a—b
dicia e b, si poteva prevedere che un’ equazione tale da avere —-

~

R b—a
per una radice avrebbe anche —— per un’altra radice; e tale & ap-
punto il caso.

II. Possiamo anche procedere cost. St ponga 5 —al. Allora
(r—a) (@—b)=2®— (a+ D)z ab=a? — a3,

Quindi se 5 & determinato convenevolmente, #2 — 9re -5 sard un
fattore di f(x). Si esegua il procedimento della divisione di [(x)
per 22— 2rz 4z finchd il resto prende la forma Pr-+ @, incui Pe
sono funzioni di z, ma non contengono z. Quindi le condizioni ne-
cessarie e sufficienti per cssere 22— 2rz 4~z un fattere di f(z) sono
P=0 e Q=0. Sitrovi con I’Art. 122 un valore di z che soddisfi
tutte e due queste equazioni; quindi si trovino ¢ ¢ b da

a+b=2 o z=ub.

130. Supponiamo che ¢i conosca esistere fra tre radici a, b, ¢
dell’ equazione () =0, la relazione pa-- qb+rc=s; si cerca di de-
terminare queste radici.

Paichd @, b ¢ ¢ sono radici dell’ equazione [{x) ==t), abbiamo

[(@)=0, f)=0, [{)=0. Cosi

[a)y=0, (=0, /<5:M> =),

i

Si supponga eliminata b tra le due ultime equazioni; otteniuna
cost un’ equazione che possiame dinotare con @ (¢):=0. Cost le
cquazioni f(r) =0, e o(2) =0 hanno una radice comune a, ¢ questa
pud essere trovata con I’ Art. 122,

131. Daremo qui aleuni pochi esempi diversi in relazione col
soggetto di questo Capitolo.

(1) 8i cerca di determinare le radici dell’equazione
N—1q

a4 p @ e paa” T L py =0,

che sono tutte in progressione aritmetica.
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Si dinotino le radici con a; a+b, a+-2b,......
Per I"Art. 47,
—py==a+(a+b)+(a+2b)+...-(a-+n—1D),
P2—2=02+(a+D)2+(a+28)2+.. . (a+n—18)2.

n(n—1) )
Y

Ciot, —p,=na+ )
n(n—1) (2n—1

y2—2p,=na?-tn(n—1)ab+ —S——)F(——) h2;
= )
per U Algebra.

Innalzando a quadrato il primo risultato e sottraendolo da n volte
il secondo otteniamo
n? (n*—1)d?

(n—1)p,> = 2mp,= 12 ;

cosl b & conosciuta, e quindi @ pud essere trovata.

(2) L'equazione z*4-3r*—12:2—482—64=0 ha due radici che sono
eguali in grandezza e di segni opposti; trovarle.

Qui Pequazione ottenuta cambiando il segno di # avrd una ra-
dice in comune con 'equazionc proposta. Ciod, Vequazione propo-
sta ha una radice in comune con U'equazione

b =323 — 1222 - 48r — 64 =10,

Allora per 1" Art. 122 possiamo procedere a trovare la massima co-
mune misura dei primi membri di queste equazioni. O pure cosi;
con la sottrazione,

623 — 962 =05

quindi 0 =10, o pure ancora 2= 16,

La prima non da una radice; 'ultima dd a===1: e +4 ¢ —4 sono
radici dell’ equazione proposta.

(3) I’ equazione 32* — 1923+ 922 — 192 -+ 6 =0 ha due radici il
prodotto delle quali ¢ 2; trovarle.

[~
St supponga y dinotare una radice; allora — & un'altra; quindi
Y

Bt A9 N2y L 6=0 . L 0o ()
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2\ 2\3 2\ 2
i) 3 (-) —19 (~> -+ 9 (‘) — 19 (~> +- 6= 0,
Y Y Y Y

ciot, Gy* — 3897 + 362~ 152y -+ 48 =0,
o sia Syt — 103 - 182 —T0y +24=0 . . . . . ().

La massima comune misura dei primi membri di (1) e (2) @
3y%2 —19y4-6; e ponendo questa eguale a zero ofteniamo y=
y="0. Cosi 4 e 6 sono le radici richieste.

1
o

X. EQUAZIONI RECIPROCHE.

132. I reciproca un’ equazione la quale non & alterata quiando la
quantita incognita si muta nella sua reciproca. Quindi se ¢ & radice
. . . o1

di una tale equazione, la reciproca di a, ciod,~, & anche una va-
a

dice. Vedremo che la risoluzione di un’equazione reciproca si puo
far dipendere dalla risoluzione di un'equazione di un grado non su-
periore alla meta del grado dell’ equazione proposta. Determinere-
mo prima le relazioni che debbono aver luogo tra i coeflicienti di
un’equazione affinch® essa sia un’equazione reciproca, e quindi mo-
streremo in qual miodo ¥’ equazione pud esserc abbassata ¢ cosi resa
di piu facile soluzione.

133. Trovare le condisioni affinche un’ equazione proposta sia un’e-
quasione reciproca.:

Sia 'equazione

p @™V PR, gt b, _wp,=0 . L (D

Simuti ¢ in ~, indi sl moltiplichi per 2™ e si divida porp
z

o @ s
riordinino i termini; cosi abbiamo
Pt ey | Ppas g ) 1 ,
gl =g 1 La-2 n 2-1—...+I—2—x2+p—‘.z+——:u. .. ®.
Dy Pa Dy Pp  Da

Affinché (2) coincida eon (1), i coefficienti delle stesse potense
di @ debbono essere coincidenti; cosi

Ppa Pr-o P i L
Py= y P T Py =T Py T Py
'n Pu M 1y Iy
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U Wtima equazione da p,2=1, onde P,=+1, 0 —1, e cid dA origine
a due classi di equazioni reciproche.

I. Si supponga p,=*1; allora otteniamo
]),l :pn—’l , ])2':1)n_2 PP ])11,—2 :]).2 , pn_l =

Cosl un’ecquazione ¢ un’equazione reciproca quando i coefficienti
dei termini equidistanfi dal primo e dall’ultimo sono eguali.

II. Si supponga p, =—1; allora otteniamo

P1=—Pprs Pa=—Pp_asr - Pps=—Dsy Pp_14=~—D-
In questo caso se¢ I'equazione & di grado pari; abbiamo tra la sud-

detta serie di condizioni p,,=—p,,, in cui Mm=zn, ¢ ClO & Impos-

sibile a meno che non sia p,, =0. Cosl un’equazione & un’equa-
zione reciproca quando i coeflicienti dei termini equidistanti dal
primo e dall’ultimo sono eguali in grandezza e di segni contrarii;
con la condizione che se 'equazione ¢ di un grado pari il coefficiente
del termine modio & zero.

134. Un’equazione reciproca della prima classe di un grado di-
spari ha una radice —1, come si vede immediatantente. Cosl se
f (@) =0 dinota Iequazione, f(z) & divisibile per #+1; si vegga
PArt. 6. Sia ¢ () il qnoziente, allora ¢ (#)=0 sard un’equazione
reciproca di un grado pari col suo ultinio termine positivo.

Un’equazione reciproca della seconda classe di un grado dispari
ha una radice 41, come i vede immediatamente. Cosl se [(z)=0
dinota 1'equazione, f(2) & divisibile per # —1; si vegga I Art. 6.
Sia @(z) il quoziente, allora @(v) =0 sard un’equazione reciproca
di un grado pari col suo ultimo términe positivo.

Un’ equazione reciproca della seconda classe di un grado pari ha
una radice 4-1; ed una radice —1, come si vede immediatamente.
Cosl, se f(z)=0 dinota I"equazione, f(z) & divisibile per 22 —1; si
vegea Art. 36. Sia ¢(z) il quoziente, allora ¢(z)=0 sard un’equa-
zione reciproca di un grado pari col suo ultimo termine positivo.

135. Cid che si ¢ stabilito nell’Articolo precedente intorno ai ri-
sultati di alcune divisioni probabilmente si ammetterd come evi-
dente. Ma ¢ facile darne dimostrazione formale. 8i consideri Pulti-

11
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mo caso, quello di un’equazione reciproca della scconda classe di
un grado pari. Supponiamo che f(z) =0 rappresenti I’ cquazione;

1
allora sappiamo che f(z) & tale che [(z) = —=a"[ -}, e sappiamo

che f(z) & divisibile per 2213 vogliamo dimostrare che il quoziente
¢ una funzione che ha i coeflicienti dei termini equidistanti dal pri-
mo e dall’ultimo egnali.

1
Abbiamo f(?‘) = —z" <;‘)7

quindi

a1 221 \z.

|
er

1
G
E questo mostra la veritd di quanto ¢i & annunziato, powlu‘:——-
[ -
f(z) 22

a2—1"

& cid che otteniamo quando si muta z in - in —
z

136. Segue dall’ Avt. 134 che un’equazione reciproca ¢ o di un
grado pari col suo ultimo termine positivo, o puo esserc abbassata
a questa forma. Possiamo quindi considerare questa come la forma
tipo di un’equazione reciproca, e mostreremo ora che una tale equa-
zione puod essere abbassata ad una di un grado meta.

137. Si cerca di abbassare un’equazioné reciproca che & di un grado
pari col suo ullimo lermine positivo.

Sia U equazione 2™ @™ 4 p, a2 4 o fpye 120,
Si divida per 2™ e si riuniscano a coppic i termini che sono equi-
distanti dal primo e dall’ultimo ; cosi

m - m—1 1 .
~ _{_ i +pyl @ +T,7_——] +pyl® -+ ,n_) + o=,

1

1
Ora si ponga 2 -+ - =y; allora

a2

T
I
i
QM
!
D

i

—y =y -3,
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| 1

siceh® possiamo esprimere g1 4 ——

e generalmente,

—— come una funzione razio-
2P

nale di y del grado p+1. Quindi con la sostituzione nell’equazione
precedente otteniamo un’equazione in y del grado m. Quindi da
ciascun valore di y deduciamo due valori corrispondenti di # dall’e-
quazione 2% —yr+-1=0.

138. La relazione generale nell’Articolo precedente pud essere
CS]Iressa cosl;

1 R | e 1
aP T = (:LJ‘-F F>U’“(""‘p T+ l.h—l) :

Questo mostra che possiamo riguardare le quantita

come formanti una serie ricorrente in cui la scale di relazione &
1—y--15 st veggano le Aggiunie Capitolo xt. Daremo in appresso nel

Capitolo xx1. un’espressione generale per z? %_ﬁ in termini di y.
139. Per un’ esempio di un’equazione reciprocu si prenda equa-

zione
s -fad —13a% 1302 — 2 —2 =0.

Qui +1 e —1 sono evidentemente radici; ¢ possiamo quindi divi-
dere il primo membro per #* -~ 1. Cosl ottenismmo

~ Qb it a4 2
S, 1 Ly 1 o 0
quindi #* - = + st )y =
SIponga o - —=y, cost
g2 Py
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quindi y = 5 0 — 3.

ol o

. 1 1
Quindiz +-=<, 0o o+~ =—13;
a L

onde z =20 0= (— 3=V D).

[T
O] w

t40. I’ equazione seguente pud essere trasformata in un’equazic-
Qe reciproca :

2m 2] om— m i 2,.M—2
@ BT a2 TR g, o™ T e, g0t
Ao b ™22 4 p ™ ™ =0,

Infatti si ponga a=z4/e, e si divida per ¢™; otteniamo cost un’equa-
zione reciproca della forma tipo.

X1. BKQUAZIONI BINOMIE.

141. Un’ equazione della forma 2"—4=0 in cui 4 & una quantits
conosciuta si chiama un’ equazione binomia.

Le radici di questa equazione sono tutte differenti poiché la pri-
ma funzione derivata di #®—4 ¢ ng™™1, ¢ nessun valore di # annul-
lerd simultancamente z"—4 ed na™™1; si vegga 1" Art. 75.

n !

142, Se 4™— A=0 abbiamo o=1/4; cio&, & & cguale ad una radice
nma di 4. Ma Vequazione #”—4=0 ha n radici per I’ Art. 33, e que-
ste radici sono tutte ditferenti per I’ Art. 141. Quindi otteniamo il
seguenie importante risultato, ogrni quantile algebrica hanradici nme
differenti. Per quantita algebrica qui intendiamo o una quantitd rea-
le, o una quantitd immaginaria della forma p+q V=L

143. Dinoti @ una delle radici nm¢ di una quantitd qualunque 4,
sicch¢ a"=4, Allora nell”equazione 2"—A4=0 si ponga z=ay, sicche

n
@"y"—4=0; onde y"—1=:0. Quindi y=4/1, ciod, y & eguale ad una

n n a2 n
radice nma dell’ unith. Bd o=ay=a\/1; ma o= /4; quindi y/A=a./1.
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Cost Lutte be radici nme di una quantita algebrica qualunque si possono
trovare molliplicendo una qualunque di esse successivainente per i va-
lori delle radici n™e dell’ unilé.

14'. Supponiamo ora che 4 sia una guantitd reale positiva, e che
si abbiano a risolvere I'equazione #"—A==0 e I’equazionc a"+4=0.
Bia « il valore aritmetico della radice n™2 di 4, il quale si pud sem-
pre ottenere, almeno approssimativamente, per mezzo del Teorema
del Binomio; si veggano le Aggiunie Capitolo 1v. Si ponga z—ay, al-
lora le equazioni proposte diventano rispettivamente y"—1=0, ed
y"+1=0. Quoste sipossono cntrambe risolverc con 1’aiuto della
Trigonometria; si vegga la Trigoromelrie. Perod considereremo que-
ste equazioni senza usare le espressioni Trigonometriche; e benché
non possiamo risolverle generalmente per mezzo di espressioni
algebriche, potremo dimostrare importanti risultati rispetto alle
medesime.

145, Se o & une radice dell’ equasione X" —1=0, allora ™ ¢ anche
une radice, tn cui m & un inlero quatunque, posilivo o negativo.

Iﬂfﬂtti (mm>n: amn: <m1l)1ll — ,lm —1 .

146, Se ¢ & una radice dell’ equazione x™-1=0, allora oM & anche
una radice, in cui m & un inlero qualungue dispari posilivo o negalivo.

Infatti (™) =™ = (A" =(—1)"=—1, se m & dispari.
) I

147. Se m ¢ primo con n, le equazioni x®—1=0 ed x*—1=0 non
hanno alcuna radice comune cccello U unila.

Siano p ¢ ¢ duc interi che soddisfano alla relazione pm — gn=1;
tali interi si possono sempre trovare con 1'Algebra; si vegga I’Alge-
bra. Ii supponiamo che a sia una radice comune delle due equazio-
ni. Allora a™=1, onde «”"=1; ed a"=1, onde a?*=1. Quindi, con

la divisione, a?™~9"=1; ciod a=1.

148. Sen & un numero primo, ed o una radice dell’ equazione
0—1=0, cccello Vunila, allora (ulle be radici dell’ equazione saranno,
fornile dalla serie o, 02, o3, ... a®.

Infatti queste quantitd sono tutte radici per UArt. 145. Dobbiamo
quindi solamente dimostrare che due qualunque di esse non sono.
eguali. Se ¢ possibile, si supponga o=a’; allora ' ~°=1; ¢ cosi le
equazioni 2" —1=0 ed +"~*—1=0 hanno una radice comune chc non
& Uunitd. Ma cio & impossibile per PArt. 147, poiché r—s ¢ minore
di » ¢ quindi primo con esso.
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149, Be n non & un numero primo, ed @ ¢ una radice de ll’f‘qun-
zione 2"—1=0, & vero per I"Art. 145 che ognipotenza di & & an-
che una radice; ma non ¢ necessariamente vero che le successive
potenze di o forniranno tutte le radici. Supponiamo per esempio
che n=pq, ¢ sia & una radice dell’ equazione 2P —1=0; allora ¢ &
anche una radice dell’equazione 2" —1=0, e lo stesso & per ogni
potenza di a. Ma non possiamo ottencre pilt di p valori dillerenti
prendendo le potenze di a; infatti a? "ol Xa=a, al 2=o? <o2=02;
e cosl di seguito. Cosi le potenze di & non forniranno lulle le radici
dell’equazione «"—1=0.

Se # non ¢ un numero primo & ancora vero che aleune delle ra-
dici dell’equazione 2™—1=0 hanno la proprictd di fornire tutte le
radici con le loro successive potenze. Mostreremo ¢id con le espres-
sioni trigonometriche delle radici.

Infatti sia r un intero qunlunquo‘, allora
C)r
—1sen =
n

¢ una radice; dinotiamola con a. Si supponga r primo con n, allora
le successive potenze di a {orniranno tutte le radici.

In effetti siano s e { due interi, nessuno dei quali ecceda nj al-
lora &® ed @' non saranno eguali. Poichd
2rm — srw

4 Al =1 son ——=,
" n

a’ = cos

|

2rw — 20
a' = cos A+ A =1 son 2
" n

29 AUrw
ed affinche queste siano eguali — ¢ —— debbono essere o eguaki
n n

o differire per un multiplo di quattro angoli retti. Bi vegga la Tvi-

o

gonomelria. Cosl

deve cssere un intero

(s—0r
n

ma questo ¢ impossibile essendo r primo con n ed s—t minore di n.

150, La risoluzione dell’ cquazione xP—1=0 in cuin ¢ il prodollo di
differenti numeri primd si puo far dipendere dalla risoluzione di equa-
sioni della slessa [orna che hanno per esponenli di x i differenti fal-
tort primi di n.

LA G
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Supponiamo, per esempio, che n sia il prodotto di tre fattori
primi m, p, q. Sia o una radice dell’ equazione #™—1=0, sia § una
radice dell’ equazione a”—1=0, sia y una radice dell’ equazione
#9—1=0; queste radici essendo supposte tutte differenti dall’unita.
Allora le radici dell’ equazione " —1=0 saranno i termini del pro-
dotto

(Iorbo? - 4o (14 G224 6P (LyHyh T,

Primicramente, ogni termine di questo prodotto & una radice. In-
fatti supponiamo che o3y’ dinoti un tal termine; allova (a"§%y)"=1,
poiche a™=1, §*'=1, ¢ y™=1. In secondo luogo, due termini qua-
lunque di questo prodotto non sono cguali. Infatti, se & possibile,
si supponga o' B%y'=apGoy®; allora o P=£s7%y~E La quantitd nel
primo membro ¢ una radice dell’ equazione 2™ —1=0, e la quantitd
nel secondo & una radice dell’ equazione 2P9—1=0; ma poichd m &
primo con pg & impossibile che queste equazioni abbiano una radice
comune diversa dall’ unita.

Similmente possiamo procedere quando 7= ha pit di tre fattor
primi.

151. Supponiamo ora che i fattori primi di n si trovino piu di
una volta in n; per esempio, sia n=®-%-%, in cui |, %, % sono ri-
spettivamente potenze qualunque dei numeri primi m, p, e ¢. Al-
lora sard ancora vero che se otteniamo le i radici dell’ equazione
2P —1=0, le & radici dell’ equazione z™—1=0, e le x radici dell'e-
quazione #*—1=0, ¢ prendiamo ogni prodotto possibile di queste ra-
dici, una da ciascun sistema, otterremo tutte le radici dell’ equa-
zione &™—1=0. Ma, per I’ Art. 149, le radici di ciascun sistema non
Possono esserc necessariamente rappresentate dalle potenze di una
radice presa arbitrariamente.

Similmente possiamo procedere quando n contiene pitt di tre
numeri primi differenti.

152. 8i suole agginngere una proposizione di pit rispetto all’e-
quazione z®—1=0 quando n ¢ una potenza di un numero primo; e
noi la daremo qui bench¢ sia di poca pratica importanza. Si sup-
ponga, per esempio, chic n=m?3 in cui m & un numero primo. Sia o
una radice dell’equazione 2™—1=0, sia § una radice dell’equazione
a"—o=0, e sia y una radice dell’ equazione 3™—{=0. Allora le ra-
dici dell’ equazione #”"—1=0 saranno i termini del prodotto

(o a0 (BB R B2 LMD Ay iy Y.
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Primiecramente, ogni termine del prodotto & una radice. In:
fatti quppomfuno che of @y dinoti un tal termine ; allora
(o B )t =ar gy =1. In sccondo luogo, due tormml qualun-
que di questo prodotto non sono cguali. Infatti, se ¢ possibile, si
supponga o B*y'=afLoy*; cost al—a", in cui

I s n ! N , O T
P T N AT
mo 2 b T e

Quindi o*=1, onde &' —1=0, in cui v=m2( — N). Mo
m? (l—a)y=m2(r—g)+m(s —6) +1—%, ¢ questo ¢ primo con m, e
quindi con m3; ¢ quindi le equazioni 2" —1=:0 ed 2'—1=0 non
possono avere una radice comune differente dall’ unité.

153. L’articolo precedente ¢ di poca importanza pratica, poichd
le operazioni che esgo contiene non possono essere generalmente
effettuate. Supponiamo che si possa risolvere l’equa.monc " —1=0,
e cosi trovare o allora tutte le quantita 1, a, a2, ... a™*, sone
radici dell’ equazione #"—1==0; sicché otteniamo cosi m radici. Ma
per trovare (% dobbmmo risolvere I’equazione #”—a=0, ciot, dob-

m
bhiamo trovare \/1 in cui a=4/1; e non vi & alcun metodo algebrico

per effettuare cio in generale.

Cosi, per esempio, quando abbiamo risolute le equazioni #%—1=Y
ed 25—1=0 possiamo #mmedialomente formare tutte le soluzioni del-
l'equazione #'3—1=0 con Art. 150. Ma non possiamo praticamenteo
risolvere le equazioni #%—1=0 o #25—1=0 col metodo dell’Art. 152;
possiamo solamente ottencre tre radici della prina cquazione e ¢in-
que radici dell’ ultima equazionc.

154. Indicheremo ora i metodi con i quali possiamo praticamente
risolvere le equazioni #®—1=0 ed #"+1=0, in cui % non & troppo
grande.

Possiamo osservare intanto che sc n ¢ una potenza qualunque di
2 queste equazioni possono esserc risolute col procedimento dato
nell’ Algebra per estrazione della radice quadrata da un irrazionale
binomio, ripetuta tanto volte quanto & necessario, si vo"g.bl Art.28.
Se n=pm, in cui p=2", si prenda zP=y, cosi le equazioni #"—1=0
ed #"4-1=0 diventano rispettivamente y™—1=0 ed y™+1=0. Allora
se y pud essere trovato possiamo dedurre # col procedimento deil’e
strazione della radice quadrata ripetuta r volte.
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150, Nell’ equazione 2"—1=0 supponiamo che 7 sia un numers
dispari, ¢ sia 2=2m+41. L' equazione 22" "1--1=0 ha solamente una
radice reale, ciod + 13 poiché essa non ha aleuna vadice negativa,
e so x st fo eguale ad ogni altra quantith diversa dalluniti 2™
non sard ecuale all’unitdy; cost Uequazione ha solamente una radice
veale. $i divida 2211 per y—1; eost riducinmo I'equazione da
risolvere alla seguente,

""—{—L"”L"JerPz{-. bt i =0,

Questa & un'equazione reciprece, e la sua risoluzione si pud far
dipendere dalla risoluzione di un’equazione del grado .

156. Nell’ equazione 2"—1=0 supponiamo che n sia un numero
pari, ¢ sia n=2m. Le sole radici reali dell'equazione sono 414 ¢ —1:
¢ possiamo dividere 22"—1 per il prodotto di a—1 ed w1, clod,
per #2—1. Cosl riduciamo I’ equazione da risolvere alla seguente,

2T AL g2 =),

Questa & un’ equazione reciproca, ¢ la sua risolazione si pnod far
dipendere dalla risoluzione di un’ equazione del grado m—1.

L'equazione #*™—1=0pud essere anche trattata conveniéntemente

serivendola coq (z™—1) (@™+1)=0, e cosl decoinponendola nelle
equazioni 2% —1=0 ed £"+1=0. 0 pure possiamo adottare i} meio-
do dato nell’ Art. 154%.

157. Nell’ equazione 2"4-1:=0, supponiamo che » sia un mumero
dispari, e sia n=2m+1. L'equazione a2 *14-4=0 ha solamente una
radice reale, cio® —1; ¢ possiamo dividere 22™-1-1 per w4-1, o
cost ridurre ’equazione da risolvere alla seguente,

A S S O 7 N8 = | 1

questa ¢ un’ equazione reciproca, ¢ la s1._'m, risoluzione si puo far di-
pendere dalla risoluzione di un’equazione del grado .

Se n ¢ un numero dispari nell’ equazione #"4+1=0, e mutiamo .
in —a, otteniamo &"-—-1=0; cosl possiamo se ci piace risolvere Ful
tima cquazione, indi cambiuare i sogni delle radici, ¢ cosi ottener:
la risoluzione della prima equazione.

158, Nell’ equazione 2%++1=0, supponiamo che n sia w numery
pariy allora IPequazione non ha aleuna radice reale. L'equazione
12
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& un’equazione reciproca, e la sua risoluzione si pud far dipendere
dalla risoluzione di un’equazione di grado metd. O pure l'equazione
puo essere trattata col metodo dato nell’ Art. 154.

159. Cost nei quattro Articoli precedenti abbiamo mostrato co-
me la risoluzione delle equazioni proposte si pud far dipendere dalle
risoluzioni di altre equazioni che sono di gradi non maggiori delle
metd dei gradi delle equazioni proposte. In ciascun caso togliamo
i fattori che corrispondono alle radici reali indi si ponez4-~ =1z,

@

ed otteniamo un’equazione in z. Ora si pud osservare che quest e-
quazione in z avrd tutte le sue radici reali. Infatti supponiamo che
a+@\/—1 dinoti uno dei valori immaginarii di «; allora il valore
corrispondente di 5 &

a—BvY —1
Wi s
a+PV—1 o+
e questa & una quantitd reale, cio¢, 2a, purche g*4-32=1. Dimostre-
remo che a?+(% & =1.

at+ v —1+ , ciod, a+BV =1+

’

Poiche o+ @\/_——i‘e una radice dell’equazione proposta z™1=0,
per U'Art. 41, aw@\/—i ¢ anche una radice. Cost

(U--F@\/—:T)n:ﬂ:’l, ed ((Z-——@\lj)"::}:“

quindi con la moltiplicazione (e?+(2)"=1; onde o2+ 3>==1,
e poiché o -} 6% & necessariamente positiva cssa deve essere o-
guale a +1.

160. Considereremo ora alcuni esempii delle equazioni

" 41=0 ed 2" —1=0.
(1) % —1=0; questa d& (¢ —1) (22 + 2 +1) =0.
- . —12V =3 . : o

Quindi le radici sono 1 e —————; questi valori sono quindi
le tre radici cubiche di + 1. Mutando i loro segni otterremo le tre
radici cubiche di —1, o in altri termini le radici dell equazione
734+ 1=0.

. 1
(?) @*+1=0. Siponga z 4~ =35; otteniamo 52—-2=0.
&z
Cost s =2,/2.

Quindi el = (a4 o a2 4 1) (22— 24+ 1)
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o la risoluzione pud essere completata trovando le radici di duc
equazioni quadratiche.

3) 2%-1=0. Questa da (2—1) (@*+a3+a24341)=0.

L . . . 1 1 o
Quindi dobbiamo risolvere a4 — 424~ 4 1=0, cio®
a? T
224z 1 =0, CoSl 2= it |

= (& —1) (1"+w‘ +1>("-+w +”/°+1>

¢ la risoluzione pud essere completata trovando. le radici di due
equazioni quadratiche. Le radici con i loro segni mutati saranno le
radici dell’equazione 28 4- 1=10.

Quindi

161. Se intraprendiamo la riseluzione dell’ equazione #7—1=0,
otteniamo un’equazione del lerso grado in z; e se intraprendiamo
la risoluzione dell’equazione 2% —1=0 otteniamo un’equazione del
quarto grado in z. Mostreremo nei due Capitoli seguenti il modo
di risolvere le cquazioni del terzo e del quarto grado; si troverd
pero che i metodi di risoluzione sono di poco pratico valore quando
le equazioni da risolvere hanno tutte le loro radici reali, come ¢ il
caso che dobbiamo qui considerare, per I’ Art. 159.

162. In un’equazione della forma 22"+ pz™ +¢=0, poss'amo con
lu risoluzione di un’equazione quadratica trovare i valori di 2", e
quindi il metodo di questo Capitolo pud essere applicato a trovare
i valori di z.

Chiuderemo questo Capitolo con una proposizione intorno al nu-
mero dei valori del prodotto di due radicali.

163. Supponiamo 4 ¢ B due quantitd algebriche qualunque ed
m
m ed n interi positivi. Allora \/4 ha m valori differenti, e /P lm
mn
n valori differenti, per I’ Art. 142. Quindi il prodotto di 4/4 e \/B
non pud avere pitr di mn valori differenti; e dimostreremo che esso non
puod avere tanti valori a meno che m ed n non siano primi tra loro.
Faremo vedere cio dimostrando la proposizione seguente; i numero

m n
dei differenti valori del prodotlo di \JA ¢ /B ¢ cquale al minimo mul-
tiplo comne di m ed n.
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P i
Staa un valore di \,/11" allora tutt’ i valori (i \/Ai sono inclusy i
m n n
aJ1oSia b uno dei valori di 4/ allora tutt' i valori di /I sone

n
inclusi in baft. Quindi tutt’i valori del prodotto sone inclusi i

m n
ab A1/ e quindi il numero dei valori differenti del prodotto ¢
m n
o stesso chie il numero dei valori differenti di \/lx\/'l L Siar il mi-
m n

nimo maltiplo comune di m ed 2; allora (31 X ,\/1)7':: 1. Cosi
ay n

V11X /1 ¢ eguale ad una radice rma dell’ unitd, ¢ quindi non puod
avere pide di r valori diversi, ’
m n
Dobbiamo pero dimostrare ancora che 4/1 3¢ \/1 ha realmente »

valori diversi. Sia p la massima comune misura dimed n, e sia
ot p n
-—-==p; allora i @ valori di 4/1 sono inclusi tra gli e valori di 4/13
n 0 n

ed r valorh di 41X 4/1 si otterranno prendendo i varii termini del

. R . Lo B . .
prodotto dei p valori di 4/l per gli n valori di 4/1. E questi r va-
lori sarapno tutti differenti. Infatti siano o ed @' due dei p valori,
¢ B e @' duc deglin valori; allora 2% non pud essere =a/()’. Poichl sc

!

. o . . \ .
23 =0/f" abblamo — = i; ; il primo membro ¢ una radice dell’ e-
: o

iiazione 2% —1=0, ed il secondo membro ¢ una radice dell’equazio-
ne o™ —1=0; ¢ queste equazioni non possono avere aleuna radice
comune eccetto ' unitd per 1 Art. 147.

164. La parte essonziale dell’Articolo precedente & alle volte trat-

m min
tata cost. Abbiamo 4/1 X 4/=1"" ¢ se

v . .
si riduce ai suol mi-
min

nimi termint, il numeratore sard un’intero ed il denominatore sari
m-n 1 '
iy ocost 4% =1" ¢he ha r valori differenti. Questo metodo perd

non & soddisfacente, poiché la teoria ordinaria dei radicali in Al-

aebra ¢ solamente ivi dimostrata per 1 valori aritmetici dei radi-
L man

call ¢ cost non fornisce la relazione L7110 pel zenso in

cui guesta relazione ¢ gui domandata.

:
i
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X1I. LQUAZIONI CUBICHE.

165, Non ¢ necessario di dire cosa alcuna sulla risoluzione delle
equazioni quadratiche poich® quel soggetto & considerato completa-
mente nei trattati suil’ Algebra. Ci proponiamo in questo Capitolo
di dare la risoluzione delle equazioni del terzo grado che sono an-
che chiamate equazioni cubiche.

Apparisce dall’ Art. b6, che ogni equazione proposta pud sempre
essere trasformata in un’ altra cquazione senza il secondo termine.
Siccome le radiei di un’equazione cubica senza il sccondo termine
hanno espressioni pitt semplici di quelle delle radici di un’equazione
cubica completa, supporremo che I'equazione cubica da risolvere
sia senza il secondo termine. Il procedimento che ora daremo &
usualmente chiamato la risoluzione di Cardano di un’ equasione
cubica.

166. Risolvere I equaszione x3 4 ¢x +r=0.

8i ponga =y + =, sicch® y ¢ 5 sono due quantitdh per ora igno-
te. Si sostituisca por 2 nell’ equazione data; cosi

(y+35%+qly+35) +r=0,
ciod, Y2 Qs+ ) (y+5) +r=0.

Ora noi abbiamo fatto una sola supposizione rispetto alle due
quantitdh ¥ e z, cio¢ che la loro somma sia il valore di una radice
dell’ equazione proposta. Possiamo percid ad arbitrio farc un’altra
supposizione; supponiamo allora che 3ys+ ¢=0. Cosl abbiamo

Y4 2= 0.

Si sostituisea per z in termini di y; cosi

. 0\ 3
v (_L =0,

dy

L g 'y
BTN ”G 4y ,_3[:]: 0.
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. " 7 2 g
Quindi v=—3 =+ \/(T + 57.),

Inoltre a=y+z; si otterrd lo stesso risultato pel valore diz sia che
si adotti il segno superiore o pure il segno inferiore nei valori di

3 ¢ 5% per dlstmzxone g supponga preso il segno superiore.
Quindi

w:{_ng \/ Tf: +27>}q {—%' \/<1(+(§7)F

Cosi Vespressione per # & la somma didue radici cubiche, e sic-
come ogni quantitd ha tre radici cubiche, dobbiamo esaminare quali
radici cubiche si dobbono usare nel caso attuale. Sia

1 —
a=3 (— 14 N=3),

allora per I Art. 160, le tre radiei cubiche di 1sono 1, &, ed a2,

> / -
Dinoti #m una delle radici cubiche di - ZZ I \/ — , allorale

3
1
To7
altre radici cubiche sono me ed m22; dinoti n una delle radici cu-

. -2 3
. .7 r= q .. .
biche di —5= \/(7; + 37 )5 allora le altre radici cubiche sono na

ed na?. Sc potessimo attribuire a ciascuna delle radici cubiche che
si trovano nell’ espressione di # uno qualunque dei suoi tre valori,
otterremmo in tutto nove valori di #. Ma un’ equazione cubica pud
avere solamente tre radici, sicch® siamo condotti a conchiudere che
solamente tre valori saranno ammissibili per . Ed in fatti il pro-
cedimento di risoluzione richiede che yz = — § , ed & questa lacon-
dizione che determina i valori ammissibili delle radici cubiche.
Supponiamo che m ed n siano prese in modo da soddisfare la con-

.. q . . .
dizione mn:-—é; cosl possiamo avere y=m ¢ 3=n come valori

ammissibili. Quindi possiamo avere ancora y=oin ¢ 3=0>n; ¢
possiamo avere ancora y=a2m ¢ 3 =an; poich in questi due casi

. q . .o . . .
la relazione yz=—; & soddisfatta. Nessuw’ altra coppia di valori

o
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perd & ammissibile; per esempio, se supponiamo y=m ¢ z=0n,

o 4 . S -
abbiamo yz:———gz e not —31-, ed ogni altra coppia di valori diversa
. . oq o2g
da quelle che abbiamo ammesse renderd yz == 0 pure —=———

s

. . q
invece di — .
J

167. Per esempio, si supponga a3+ 6z — 20 =0. Qui # =6 ed
r=— 20; cost I

. A 1
2= 10+ V108)°+ (10 —VT08)*,

Con operazioni numeriche si pud accertare che

1 A
(10+N108)* =2-732...., o (10— V108)* = —+7132...,

sicch® possiamo presumere che z=2 sia una radice, e questo si
verificherd con la sostituzione. Invece di esprimere le altre due ra-
dici col metodo dell’ Articolo precedente sard preferibile di abbas-
sare l'equazione al secondo grado. Poiché 2 & una radice dell’equa-
zione proposta sappiamo che 234+ 6z —20 & divisibile per2—2, ¢
troviamo che

23 4+ 62 —20= (v — ) (2242 + 10);

quindi le altre due radici dell’ cquazione proposta possono essere
trovate risolvendo I’equazione

2?4 2w+ 10 =0;
cosi queste radici sono
—124—9, ciod —1=34_1.

Nell’escmpio precedente possiamo verificare con la pruova che

1 1
(104-V108)° =1 4-4/3, e (10— V108)°=1— /3,

¢ cosi trovare la radice 2 senza alcuna estrazione numerica di ra-

dici. Non vi & perd alcun procedimento algebrico col quale si possa

ottenerc generalmente la radice cubica di un’espressione della for-

ma & - /b sotto forma finita; si vegga I’Algebra. Possiamo applicare
1

il teorema del binomio a trovare il valore di (@ + 4/b)? in una serie
mnfinita; in questo caso per ottenere una serie convergenie, dobbia-




i
|
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mo sviluppare secondo le potenze ascendenti di 4/b o di «, secondy
che /b & minore o maggiore di a; si veggano le Aggiunie, Cap. 1v.

168. Abbiamo veduato nell’Art. 160, che sebbene apparentemento
si siano ottenuti nove valori per @ solamente tre sono realmente
ammissibili. Possiamo vedere una ragione della presenza dei nove

. .o . q .
valori. Infatti si pose la relazione ys =— =, ma questa fu trasfor-
“ 3 o
. ¢’ . - .
mata in y33% = —é: nel procedimento; e Paltima relazione non sa-
21 .

rebbe alterata se ¢ fosse mutato in e o in q#2. Cosi, nel risolvere
1" equazione 2%+ qw -7 = 0, troviamo realmente nove soluzioni, tre
appartenenti a questa equazione, tre all’ equazione 2% 4 qor-+r=0,
e tre all’ equazione 23+ g2 +r=0.

169. Consideriamo ora pit particolarmente la forma delle radici
dell’ equazione cubica proposta. Supporremo che ¢ ed r dinotino
quantitd reali. Le cspressioni di y® e z% possono cssere o reali o
immaginarie.

Supponiamo primieramente che queste espressioni siano reali.
Possiamo allora supporre che m ed n dinotino rispettivamente i va-
lori aritmetici delle radici cubiche di 4® e z%. L'equazione cubiea
proposta ha in questo caso una radice che ¢ certumente reale, ciot
n+n; le altre due radici sono ma 4 no? ed ma -+ ne. Sostituendoe
per a il suo valore queste radici diventano rispettivamente

1 1 -
-5 (m + n) + 5 (m —n) V3,

1 1 —
41 ki v 2
-3 (m +n) — 5 (m-—mn) ¥—-3,
e queste radici sono immaginarie a meno che non sia m=n. Quan-
do m=nI"equazione cubica ha due radici eguali ciascuna essendo
cguale a —in o -~n. La condizione che & necessaria e sufficiente
2 3 B
s sy 3 4 o ;
perche sia m=mn, ciod, y3=3%, si ¢ che T+5:1:U'
I

Viceversa, se le radict dell’equazione cubica sono tutte reali e
disuguali le espressioni di y® e 2% debbono essere immaginaric.
Supponiamo in sccondo luogo che le espressioni diy® ¢ 5% siano
2 t

Immaginarie; cio®, supponiamo che T + :f)—f sin una quantitd ne-

gativa. Sappiamo per P Art. 142 che o3 o 23 avranno ciascuna radici
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cubiche di una corta forma. Posgiamo percid supporre che
m=p-+vV—1, e siccome 5 differisce da y* solamente nel segno
del radicale, possiamo prendere n=y. —vV — 1. In questo caso le
radici dellequazione cubica proposta sono tutte reali, ciod;
pbyV =1 +p—vV 1, ciod 2
BAvV=D at+@—vV—1)a ciod —p—vy3;
e (v V—Tye2+4 (r—v V=1)a, ciod —p+v 4/3:

170. Si védra ora che la risoluzione di Cardano di un’equazionc
cubica & di poco uso in pratica quando 16 radici dell’equazioné pro-
posta sono reali ¢ disuguali. Infatti in questo caso le éspressidni di
y3 ¢ z3 sono immdginaric; ¢ benché sappiamo che le radici cubi-
che di queste espressioni esistono, non vi & alcun metodo aritmie-
tico per ottenerle, né alcun metodo algebrico per ottenerle esatta-
mente. In questo caso le radici si presentano in una forma che ¢

algobricamente corretta, ma aritmeticamente i poco valore. Per
esempio, si prenda I equazione

28 —152—4=0.
Qui r=—1 ¢ ¢=—15. Quindi otteniamo

— 1 _
=2+ V123 + 2 — /12T

—_ 1 A
ciod, F=@ 4+ 1V 1F (2 —11 Z1)3

Ora qui non abbidgmo alcun modo ovvio di estrarre Ie radici cu-
biche. Si puo verificare con la pruova che

2+ 11 \/?1)‘3‘:2+ V=1,

ol

e @Q@—u \/_:_1_) =9 A1,
Cosi e=2 4+ Nl +3—V—1=4

Quindi 4 & unaradice. Le altre radici poi possono essere trovate
col metodo dell’ Art. 169; o pure possiamo procedere cost,

B Abr— A= (z—A1) 2%+ hx } 1).
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Abbiamo qui_ridi da risolvere 'equazione 22 + 4z - 1 =0; le radici
sono —2=4/3.

3
Ancora, si consideri I'equazione #3— 3,/22 —2=0.

8
Qui r=—2 & g=—3,/2. Cosi

-

o=+ )T 4 (1 — VT,

Si pud verificare con la pruiova che

- 3 —
(1 +\/_1>_;_:\/ 3—!—1 :\/3 1\/_—1
24/2 2\/2
(1_\/?,1);:\/33“ \/3~1\/ i
R4y2 \/7
Cosi
B L W SRV RS SURE e W SR
3 : 3 -~ 3
24/2 24/2 242 242 AR

Le altre radici possono quindi essere trovate; esse sono

4_\/3

"’l o

e —
\/’ V2

171. 1l caso in cui le tre radici di un’equazione cubica sono reali
¢ disuguali & alle volte chiamato il caso irriducibile, ed alle volte si
dice che la formola di Cardano ¢ in difetio in questo caso; queste
espressioni sono usate per indicare il fatto che le radici ci si pre-
sentano in questo caso in una forma molto sconveniente per le ap-
plicazioni aritmetiche.

s

Noi possiamo perd adoperare il teorema del binomio per appros-
simare la radice cubica di un’espressione della forma p+q\/— 1.
Poiché se ¢ & numericamente minore di p possiamo sviluppare

— 4 .
(p+gq V' —1)% in una serie convergenie procedente secondo le po-
tenze crescenti di g \/——1 si veggano le 4ggiunte Cap. 1v. Possia-

mo ottenere cosi approssimativamente (p + q\/-« 1)% nella forma
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— — A

P4+0QNV —1; ed allora (p—q \/—1) 3 avrd un valore approssimato
P— QN —1; e la somma delle due radici cubiche sard 2P. Ma se ¢
¢ numericamente maggiore di p possiamo proceders cosi;

p+gV=1=V—1 (g —pV 1)

i
3

quindi (p+q«/—1)s—(\/—1)3(q—p\/—1)

Ora — V—1 & una radice cabica di V—1 come si trova con la
pruova, sicché abbiamo

i
3

P+egN=DF=— N1 (g — VD)5,

S—}

I: possiamo sviluppare (g —py —1)¥ in una serie convergente
procedente secondo le potenze crescenti di p\/——'l; e cosl possia-
mo trovare come sopra la somma delle radici eubiche di p+q V-1
e p—gV—1,

Il caso in cui p=g¢ & realmente contenuto nel secondo esempio
dell’ Articolo precedente.

Si puo osservare che per mezzo del teorema di De Moivre, pos-
siamo esprimere la radice cubica di ogni quantita p+ q\/——l in
una forma che contiene funzioni trigonometriche.

-

172. Appariscc dagli Articoli precedenti che l'equaziene cubica
2%+ gz+r=0 si pud sempre risolvere col procedimento di Cardano
senza alcuna difficoltd quando ¢ & una quantitd positiva, ed anche
quando ¢ & una quantitd negaliva purch® ¢% sia numericamente mi-

27r?
nore di —T’ ed in questi casi due delle radici sono-immaginarie.
T2

Se ¢ & una quantitd negativa e numericamente maggiore di T
: A

la formola di Cardano non & conveniente, ed in questo caso tutte
le radici sono reali.

. . Tr? .
be q ¢ negativa ¢ numericamente eguale a e siccho
7 . . : -
T t 57 0, Vequazione cubica proposta ha due delle sue radici
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eguali per PArticolo 60. Abbiamo per PArticolo 166 in questa caso

r .
o= N o= \/— 5 € le tye radici sona 2m, —m, ¢ —m.

In ogni caso quando una radice di un’cquazione cubica ¢ stata
trovata, possiama, se ci piace, abbassare I’ equazione a secondo
arado, e cosi trovare le altre due radici, in vece di trovare le altre
due radici col procedimento degli Articoli precedenti.

173. Indicheremo brevemente i risultati che si ottengono nella
risoluzione di un’equazione cubica complela. Sia V' equazione

ga® + 30a*+ Sew -+ d=0;
. b .
siponga w=z—-, allora otteniamo
a’’
B gz tr=40,
352 d  3be WP

; rEe—
at’ a a?

. . L,
in cul g=3-—
a
Quindi pel metodo di Cardano

B r 2 q::_;_ ( r \/,,z ¢ ';
“(“5*‘\/7;*5) AT T VA

Lu condizione che deve aver luogo se vi sono radici eguali &
L N N

r2 48 .
ce o = = ()
4 27 ’
ciot (202 —3abc+add)2+ 4 (ac—b%)3=0.

Si troverd con comuni operazioni algebriche che questa puo es-
sere messa sotto la forma

(ad-~be)2—4(b2—ac) (¢2—bd)=0.

174. Alcunc equazioni cubiche in cul i coefficienti hanno valori
speciali possono essere risolute senza usare il metodo di Cardano.
Per esempio, si supponga

28 43 =ab—a"v.
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Questa si pud scrivere

1\ 38
23 4 3z :(a— 1) +3 (a— 1) ,
a a
s
clot, a3 — (a— 1) +3{:c.— (a—— 1)}: 0;
a a

. . i
cd ora vediame che una radice & data da z=a — —.
a

Ancora, supponiamo che si abbia I’equazione cubica complota
23+ ar?+ bz +c=0,

¢ che abbia luogo la relazione 3ac =102 tra i coefficienti. L’ cqua-
zione proposta si pud scrivers

—z3=az? + b+ ¢,

quindi — 3abz® =3ba2z? 4 3b%axr + b3,
quindi (a3— 3ab) % = a32® + 3ba2z® + 30%ax + b3 = (ax + )%,
3 —— e
quindi z '\/w"*Bab:_-am—% b,
b
quindi & =
Vad = 3ab-a.

3

175. Nella Trigonometrie ¢ dato un procedimento col quale pos-
siamo ottenere le radici di un’equazione cubica nel caso irriducibile,
con 'aiuto delle Tavole trigonometriche. Cid vale poco in pratica,
ma mostreremo come le Tavole trigonometriche possono anche es-
sere usate per esempii che non appartengona al caso irriducibile.

Supponiamo 23+ qv 4-r =05 allora

e (D) (IR

Se ¢ & positivo, si ponga ,1 —tfmZO, allora otteniamo

27

(i e
e e
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Se ¢ & negativo, ¢ 4¢® numericamente minore di 2717, si ponga
¢ 2 .
— = —4~scn-0; allora otteniamo

w:(——+~cosf)> <—~—-—coq0>
= (— 7')%{<cos g\)% — <sen %)g‘;‘

176. Un’equazione cubica importante s’incontra in vatie ricer-
che matematiche, e pud esserc notata qui benché non legata col
soggetto speciale di questo Capitolo.

Ci proponiamo dimostrare che le radici dell’ equazione f(z) = 0
sono tutte reali, in cui [ (x) dinota

(2—a) (z—D)(z—0)—a?(z—a) =2 (@ —b) — 2 (x—c) — W'D
L’ equazione si pud scrivere casi,
(z—a) { (#—b)(z—~c) —a’? } - {0’2 (2—b) + ¢"*(w—c) + ‘Za’b’c’)g:()\
Dinotino h e k le radici dell’equazione gquadratica
(x—b){z—c) —a?=0,

e supponiamo ~ non minore di k. Allora risolvendo U equazione
quadratica si vedrd che h & maggiore di b 0 ¢, ¢ che k & minore di
b o c. Si sostituiscano successivamente + o , h, k, — a0 per z in
f(z); 1 risultati saranno rispettivamente

+ o gb’\/(h——b)—{—r \/(h—c)g {b’ b=k + c'\/(c—l{)}g, — .

Cost I’ equazione f(z)=( ha tre radici reali, una maggiore dif,
una tra h e k, ed una minore di k.

177. Vi sono due casi che richiedono ulteriore esame non appli-
candosi ad essi questa dimostrazione, (1) quello in cui h=k, (2)
quello in cui 2 o & & una radice dell’ equazione cubica.

(1) Supponiamo h=Ek. Poiché le radici dell’equazione quadratica
sono eguali otterremo la condizione (b—¢)2+4a"?=0; quindi b=c ed
a'=0. Quindi si troverd clie ¢ & una radice dell’ cquazione cubica;
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e dividendo f(z) per z—¢ ed eguagliando il quozicnte a zero otte-
niamo un’equazione quadratica che ha radici reali.

(2) Supponiamo che h o k sia una radice dell’equazione cubica;
per esempio, supponiamo che sia radice h. Allora il procedimento
dell’ Art. 176 mostra che I'equazione cubica ha anche una radice
reale minore di k; cosi essa ha due radici reali, e la terza radice deve
percio essere anche reale. Similmente se k & una radice dell’ equa-
zione cubica, essa ha una radice reale maggiore di h; e cosi la terza
radice deve anche essere rcale.

178. Possiamo ricercare la condizione che deve aver luogo affin-
ché 1 o k sia una radice dell’equazione cubica. Supponiamo che A
sia una radice dell’ equazione quadratica ed anche dell’ equazione
cubica.

Poiché A ¢ una radice dell’ equazione quadratica, abbiamo
A=) Q—c)—a?=0 . . . . ... d);

e poiché A si & supposto essere anche una radice .dell’ equazione
cubica, otteniamo

V2ON=b)+c2(h—c)+20'=0. . . . . (2.
Da (1) e (%) deduciamo

b2 (A—b) ¢ (A—c) +2'6'N (N —0b) (h— ¢) =0,

ciod, {b'}\/()\—-b>+€’ \/O\:—c) jr:O;
quindi V2A=0)=c?(A—c). . . . . .. (3.
Da (2) ¢ (3) otteniamo
a'd a't!
)\—'b:'— o y )\—‘ '—_T ¢ (4)1
IR 17,0
e quindi b_“bf =c ‘?ci, ; )

Quindi la relazione (5) deve aver luogo tra i coefficienti dell’e-
quazione cubica affinché una delle radici dell’ equazione quadratica
sia anche una radice dell’ equazione cubiea.
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Viceversa, se (b) & verificata possiamo dare a A il solo valore de-
terminato da (4), ed allora (1) e (?) saranno entrambe soddisfatte;
e cosl 'equazione quadratica e I’ equazione cubica avranno una ra-
dice comune.

Nell’ ottenere (4) e (5) supponiamo che 1é o’ né ¢’ svanisca.

Supponiamo che b’ svanisca; allora da (3) o svanisce ¢' o pure
A=c. Se A=c¢ allora da (1) segue che &’ déve svanire,.

179. Cerchiamo ora le condizioni affinchd 'equazione cubica ab-
bia radici eguali.

Se n¢ I né k & una radice dell’equazione cubica, la dimostrazione
nell’ Art. 176 mostra che le radici dell’ equazioné cubica sono disu-
guali. Ma il procedimento dell’Art. 176 pud essere conddtto in modo
da adoperare ciascuna delle equazioni quadratiche

(z—c)(@—a)—=02=0, o (r—a)(z—=0)—c?=0,
invece dell’ equazione quadratica
@—b)(@—c)—a?=0.

Quindi V'equazione cubica non pud avére radici égudli a meno che
essa non abbia una radice in comune con ciascuna di queste equa-
zioni quadratiche. Quindi dall’equazione (5) otteniamo come con-
dizioni necessarie per I'esistenza delle radici eguali dell’cquazione
cubica le seguenti,

b c'a a't’
Q———=0— =C——F
a v’ ¢

Vieeversa, se queste condizioni sono verificate 'equazione ctibica

ha radici eguali. Infatti dinotiamio queste quantitd eguali con 7,

v ¢ a a' b
a:r+7, b:'r‘+b—,, c=r4 7 H

si sostituisca per o, b, ¢ nell’equazione cubica, ed cssa diviene
ve' cd oV
N2 0
(z—r)3—(z—7) (a, Tt )=
sicché la radice » si trova due volte, e Paltra radice &
b/ G/ 0! al al bl

+ = t+—.

a 4 ¢

T+

Cio suppone che o', ¥', e ¢’ siano tutti diversi da zero
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Supponiamo ora che una di queste quantitd svanisca, per sem-
194 q q ) 1
pio a'. Allora dall’ equazione quadratica

(x—10) (—c)— a"l:()v

acgue che @ deve essere cguale a ¢ o b. Supponiamo 2 =¢; allora
dalle altre equazioni quadratiche vediamo che

V=0c (¢~ 0)(c—b) —c2=0.

Se o/, b’ e ¢' svaniscono tutte allora dffinché vi siano radici egnali
n, b, e ¢ debbono essere dguali, e 'equaziond cubica si riduce ad
e —a)3=0.

K111, BQUAZIONI BIQUADRATICIIE.

180. Passercnio ora a spiegare alcuni metodi per la risoluzione
deile equazioni del quarto grado, le quali sono anche chiamite
eqazioni biquadratiche. Supponiamo che 'equazione biquadratica
rla risolvere sia priva del suo secondo termine, per una ragione gii
data; si vegga 'Art. 165, La prima risoluzione che daremo & detta
Risolusione di Descarles.

181. Risolvere I rquazioni
@bt g4 ros=0.
Si ponga T qat b bs= (ot tertf) (a2 - extg);

lobbiamo allora mostrare che le quantith e, /, e g possono cessere
trovate. Si moltiplichino tra loro i fattori nel secondo membro, e
si eguaglino i coeflicienti delle diverse potenze di # a quelli nel
primo membro; cost

gH—et=q,  e(g-f)=r;  gf=s;
PR} 9 r
ciog, g-+f=q+¢?, g—f:;: gf=s.

Si trovine g ed [ in termini di e dalle prime dde di gueste equa-
zioni, ¢ si sostituiscano nella terza; cosi

(q o2 1’—) ((;+n2;§>:4s. N
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Da questa equazione con la riduzione otteniamo
8-4+-2qeh (g2 —A4s)e?—r2=0). '

Questa puod essere considerata come un’equazione cubica per tro-
vare ¢2, ed avrd certamente una radice reale positiva per I'Art. 20.
Quando ¢? & conosciuta possiamo trovare ¢, ed allora g ed f diven-
tano note. Cosi I’ espressione a*4qa®+rz+s & risoluta nel prodotto
di due fattori quadratici reali, e possiamo ottenere le quattro radici
dell’equazione biquadratica proposta risolvendo le due equazioni
quadratichoe

x24ex Hf=0, a?—extg=0.

182. Si sard osservdto che in uno dei due supposti fattori qua-
dratici si ¢ messo il termine ez, e nell’ altro fattore quadratico il
termine —ex; la ragione per cid si & che non vi & alcun termine

‘con 23 nell’espressione che vogliamo risolvere in fattori quadratici.

Ora ¢ & eguale alla somma delle due radici della seconda equazione
o

‘fuadratica data in fine dell’ Articolo precedente, sicchd ¢ ¢ eguale

alla somma di due delle radici dell’equazione biquadratica propo-
sta. Ora tra le quatiro radici di un’equazione biquadratica due ra-

4.3
dici possono essere scelte in 5—lmodi, cigd, in 6 modi; e cosi ve-

diamo la ragione perché 1’ equazione in ¢ debba essere del seslo
grado. Ma siccome la somma delle quattro radici dell’ equazione bi-
quadratica & zero per I'Art. 45, la somma di due qualunque delle
radici & eguale in grandezza ed opposta in segno alla somma delle
due radici rimanenti; e cosl vediamo la ragione perché Pequazione
in ¢ contenga solamente potenze pari di ¢, siccht il valore di e2 pud
essere trovato con la risoluzione di uil’ équazione cubica.

Si pud osservare che quando abbiario trovato ¢* possiamo dare
V'uno o I'altro segno al valore di ¢, che si ottienc estraendo la ra-
dice quadrata; poich® cambiando il segno di ¢ mutiamo scmplice-
mente tra loro i valori di f e g, e questo non ha alcuna influenza
sui risultati che si ottengono risolvendo I’ equazione biquadratica.

183. Supponiamo, per esempio, che 2*¥—1022-202--16=0. Qui
q=—10, r=—20, s=—16. L’ equazione cubica in ¢* diviene
e8—20e%+16402-400=0, ed una radice di questa & e2=4; si vegan
U Art. 119. Cosl e=2; allora f=2, e g==—8; quindi

241022 - 202 -16=(22+ 25+ 2) (+2—22-8).

Le quattro radici de!’ = :=ione biquadratica proposta si trove-

]

ranno essere 4, —2, - 1 1, e -1 - Ao,
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184. Cosl apparisce che la risoluzione di un’equazione biquadra-
tica pud essere effettuata se possiamo ottenere una radice di una
certa equazione cubica ausiliaria. Diviene percio un punto impor-
tante Vaccertare quando questa equazione cubica cade nel caso ir-
riducibile; si vegga U'Art. 171. Cid di occasione alla proposizione
seguente. L’ equazione cubica ausiliaria non cadré nel caso irriducibile
quando I equazione biquadralica ha due radici reali ¢ due radici im-
maginarie.

Infatti supponiamo che le radici immaginarie dell’ equazione bi-
quadratica siano dinotate da a-{—@\/—l ed o~ — 15 allora poich?
la somma delle quattro radici & zero, Je due radici reali saranno.
delle forme —a-+y ¢ —ot-—Y. Prendendo la somma di ciascuna cop-
pia di queste radici otteniamo le espressioni =24, ﬁ:(y—l-[i\/—— 1, e
i(Y-@\/-—{l). Cosi itre valori di ¢% saranno (2a)%, (Y-+BV—1)%,
e ('*(—@\/—1)2', sc Yy non & gero due di questi valori di €2 sono im-
maginarii, ¢ se ¥ ¢ zero 1 valori di ¢ sono tutti reali, ma due di.

essi sono eguali; cosi Iequazione cubica in ¢ non cadrd nel caso.
irriducibile.

185. Se le radici dell’ equazione biquadratica sono tutte reali le.
radici dell’ cquazidne cubica ausiliaria saranno tutte reali. Se le ra.
dici dell’equazione biquadratica sono tutte immaginarie esse saran-
no delle forme aifﬂ/:_l e —aiy\/j. Prendendo la somma di
ciascuna coppia di queste radici otteniamo le espressioni =20,
:t([ﬂ—}-y)\/—_l, e =(B-y) V—1; quindi i valori di ¢* sono 44?2,
—(B+Y)2, e —(B—Y)?, ¢ cosl sono tutti reali.

Quindi se 1’ equazione biguadratica ha le sue radiei tutte reali o-
tutte immaginarie, 1" equazione cubica ausiliaria cadrd in generale
nel caso irriducibile; diciamo i1 generale, poiché puod accadere che
'equazione cubica abbia due delle sue radici eguali, ed allora essu
non cade nel caso irriducibile.

186. Nei due Articoli precedenti abbiamo mostrato gnali saranno
le forme delle radici dell’equazione cubica ausiliaria corrispondenti
alle varie forme delle radici dell’equazione biquadratica proposta.
Stabiliremo ora vicoversa (uali saranno le forme delle radici dell’e-
quazione biquadratica proposta corrispondenti alle varie forme delle
radici dell’ cquazione cubica ausiliaria. Poichié U ultimo termine



108 EQUAZIONI BIQUADRATFICHE,

dellequazione cubica & negativo, vi deve essere une radice positi-
va; e siccome il prodetto delle radici & positivo, per I’ Art. 45, i
soli casi che possono accadere sono, (1) tutte le radiei positive, (2)
una radice positiva ¢ due radici negative, (3) una radice positiva ¢
due radici immaginarie. I ¢eguenti risultati seguono dagli vt
18% e 185.

(1) Sc I'equazione cubica ha tutie le sue radici positive, le ra-
dici dell’ equazione biquadratica sono tutte reali.

(2) Se 1" equazione cubica ha una radice positiva e due radici ne-
gative, equazione biguadratica ha due radici reali ¢ due radici im-
maginarie, o pure quattro radici immaginarie.

(3) Se " equazione cubica ha una radice positiva e doe radiei im-

maginaric, I'equazione biquadratica ha due radici reali e due radici
immaginarie.

187. Le quattro radici dell’equazione biguadratica si possonc
esprimcro molto semplicemente per mezzo delle tre radici dell’ e-
quazionc cubica ausiliaria. Dinotino a2, ﬁ, 'y i tre valori di 2 ot-

tenuti dall’equamone cubieca

A+ 2get + (B--As)et-r2=0.

Allora per FArt. 45 abbiamo r2=0%(%y2, e —2¢g=a>+{2+y2. Cosi
possiamo porre r=afy, e prendere o come un valore di ¢; quindi

i ”
Foredo{ g o2~
2 o

R R 3 (252 - *.’2‘?2{3*() .

Flertf=a

)

Risolvendo Pequazione #?+ex+f=0 otterremo quindi
1 5 L 0t
=5(—o-g—-y). o "’"é(_aﬂ‘ )

Stimilmente, ponendo 42 - ey —0 otterremo

_ L 7] _.1 L0~
1-_—,(0(—-\4*}“\’), 0 .lvs(j.ﬁ—\a—ﬂ.
Cost le quattro radicl dell equazione biquadratica sono

| . i | i
S EY), ety sles B, 5@ i)
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Allinche I equazione biquadratica abbia radici cguali l%\qmuione
cubica ausiliaria deve avere radici eguali. Infatti supponiamo, por
esempio, che

%(‘ “—5—Y)=%(—a+@+*{),
allora 4+y=0,
quindi f2=y%;
ed un simile risultato si otterrd in ogni altro caso.

Quindi possiama esprimere la candizione che deve aver luogo
allinchd I’ equazione biquadratica proposta abbia radiei eguali; pox-
ché per UArt. 173 la condizione affineht I equazione eubica ausi-
taria abbia radici eguali ¢

(27r2—T2¢s--2¢%) =4 (g2 4+ 12s)3.
8i vedra, per VArt. 79, che le condizioni che debbono aver luogo

alfinche Yequazione biguadratica proposta abbia tre radici eguali
DOSSONO CSSCIe CSPresse cosi:

Tr2—12¢s4+-2¢°=0, o ¢2+125=0. .

Sard utile di notare le forme di queste condizioni per un’equa-
zione biquadratica complety.
Sia Pequazione

a4 104 6cr?-dda+e=U;

b
sl ponga r=z- -, allora otteniamo
[

2 qzd ez s =0,

. . Ge 602
m eui q=— =
[ a=

/ltt 120 863
.

U — T

o

a a* @

e Abd 1 Gb2¢ 3%
R (R

a ar ' ad a*
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Quindi troveremo che
12
41252 (ba—1bd+3c?),
pEl

a

1627
¢ 277"2—72q3+2q3:_i-

— (ad?-}+ D2+ 3 — uce—2bed).
at)

Cosl la condizione per le radici ogurali &

(ea—4bd+3¢*)3 =27 (ad+ b+ cd—ace —ed )2,
¢ le condizioni per tre radici eguali sono
et —bd4-3c2=0,
I ad?}eb?4-cd—ace—2bed=0),

188. Un’ altro modo di risolvere un’equazione biquadratica &
stato dato sotto forme poco diverse da varii matematici; e cosi esso.
¢ alle volte ehiamato il metodo di Ferrari, alle volte il metodo di
Waring, ed alle volte il metodo di Sémpseon. Andremo ora a spiegarlo.

Sia I’ equazione biquadratica

Frprd-t g re4-s=0;
si aggiunga al due membri aaz?+br+c, ¢ poi siano «, b, ¢ determi-

nate in modo da rendere ciascun membro un quadrato perfetto. Ab-
biamo allora

2 LpaB - (@) 22 (D)5 4 e==aw? - b tc.

Il secondo membro sard un quadrate perfetto se b2=4dac. Si sup-
ponga il primo membro essere eguale ad

2
pe
(g + ")’
paragonando i coeflicienti otteniamo
P? s
‘Zm—&——[—:q+a, pm=r+>b, m*=s-c.
{3 N

Queste tre relazioni esprimono @, b, ¢ in termini di m; sostituendo
i valori di @, b, e ¢ nell’ equazione %= 4ac otteniamo

p2
(pm—i)?=4 (?m + IT »q) (n? - s).
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Da questa equazione cubica deve essere trovato m, e quindi a, b,
e e, I§ poich® abbiamo ora

2

T 2 l
(ar2 +P:)~ 4+ m) =az? - br+c=ai+ ba + :—
2 la

. . I%d Qar+ b
otteniamo 72 ,,|_7_+ M=
2 2/a

N \ . N 5 . . . PN
os1 abbianio da risolvere due equazioni quadratiche, cigd;

Qar -1 o DT Qa;v—{—b__
T+ -{— +—~:/71—-_0 ed z --{-?+nz—w"().

189. 8i pud mostrare che equazionie cubica ausiliaria che que-
sto metodo richiede a risolvere cadrd in generale nel caso irridu-
cibile, a meno che I'equazione biquadratica proposta non abbia due
radici reali e due radici immaginarie. Infatti dinotino a, 8, v; g, le
quattro radici dell’equazione biqitadratica proposta ; allora conside-
rando le due equazioni quadratiche ottenute mnell’ Art. 188, ne se-

. .
gue che m—{—w deve essere eguale al prodotto di due delle quat-
a A
s - b
tro guantita a, @8, v, 8, ed m —s— deve essere eguale al prodotto

2\/11

delle due rimanenti. Supponiamo quindi

b .
m+—=uaf, ed m——Q— =G}

) / Nz,
cost m= § (GL? +Y8)-

Quindi conchiidiamo pcr simmetria che gli altri due valori di m
SAranmo £(ay{ 50) ed ~(a + By):

Ii chiaro che se o, [3, ( ¢, sono tutte reali, Questl tre valori dl
m sodno tutti reali; e si puo mostrare che avverrd lo stesso s¢ a, {3
Y, G sono tutte 1mmag1n.1r10. Perd se due delle ¢nattro quantitd
sono reali e duc immaginarie, si trovera che due dei valori di m
sono immaginarii ed uno ¢ reale; o pure essi sono tutti reali e due
tra loro eguali.

190. Daremo ora il melodo di Eulero per risolvere un’equazione
biquadratica. Supponiamo che 'equazione sia

Phfoqa fre s =0,
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Siponga 2=y z4+u; cosl
a2 =y 4+ 52 w2 (ys + 2 Fuy);
cioé, 22—y — 22 =2 (yz + su +uy):
Si elevino a quadrato i due membri ) cosi
oh — 22 (2 4524 ud) + (124 22+ u2)2 = A (yE L sut uy)?
= (%24 5224 u2y?) 4+ Syu (y + = +10).
Si ponga & per ¥+ 54w, ¢ si tragponga ;) cosi
A 22 (2 22 d) —Sryu (24 s u?)2 — A (Y222 522y ) =00,

Affinchit quésta equazione coincida con U'equazione biquadratica
proposta; dobbiamo avere

q=—202 432+ u?), r=—S8ymu,
$ = (Y24 52+ u?)2— A (y2a2 4 s udy?).

Cosi y‘1+;‘3+u?=-g-,-

8.2 2,2 2,2 :
1 ,;"—{-,’3“—“’ = —_y ) =——;

P

Quiiidi seguie dail’Art: 45, che y2, 52, ed u? sono i valori di f fof-

niti dall’equazione cubica scguente,

. q @?—4s
B 54—t =0

Siano dinotate le radici di questa equazidne cof iy, {5, € {y; allora

y=zEally s s=tafly, u==4/l.

Se sostitiiismio questi valori nell’espressione per &, cio®; #4241,
otteniamo oflo risultati differenti a motivo dell’ ambiguitd nei se-
gni. Ma questi risultati non sono tutti ammissibili; poiché dob-

3

. 7 . . .
biamo avere yzu=— g sicché il segno del prodotto di v, =z, edw,

deve essere contrario al segno di v
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Se supponiamo r posilivo, abbiamo i seguenti valori ammissi-
bili di z,

~Nh=\ly=nly, =N F Vs V=t =l

Se supponiamo 7 negalivo, abbiamo i seguenti valori ammissi-
bhili di z,

\/’1+\/(2+\/’3‘ Wl—nly—n/ly NNl —All =l Al
191. La ragione perché offo valori di 2 si presentano nell’ Arti-
. . 7
colo precedente si & che la relazione yzu = — 3 ¢ stata elevata u
22
g——,l )
poichd siccome la relazione nell’ultima forma non si muta cam-
hiando il segno di », il procedimento realmente div le radici tanto

dell’equazione biquadratica 2%+ ¢z% —rz +s=0, quanto quelle del-
Vequazione biguadratica z%+ ga®+r2+s=0.

quadrato ed adoperata nel procedimento nella forma y2:%2 =

L’equazione cubica ausiliaria dell’Art. 181 si troverd coincidere
con quella dellArt. 190 supponendo ¢2=4f; cosl le osservazioni
fatte negli Art. 184— 186, intorno al legame tra le radici dell’equa-
zione cubica ausiliaria e dell’ equazione biquadrsdtica, e le circo-
stanze nelle quali 'cquazione cubica cade nel caso irriducibile, st
applicano al metodo di soluzione di Eulero siccome a quello di De-
scartes.

192. Pud accadere che forme speciali di equazioni biquadratiche
ammettano risoluzione pit semplice di quella dell’ equazione ge-
nerale. Il seguente & un esempio. L'equazione biquadratica

a4+ pad + qr2re4s=0

puo essere risoluta come un’equazione quadratica se p3—4pg+48r=0.
Infatti I'equazione a* - pa® 4 qa2+ ro 4 s =0 si pud scrivere

2 2 7
o) ()l )
=7

¢ questa pud essefe risoluta come un’equazione quadratica; se si ha

r ) R .
-—2:]5, clod, se p3 — Apg 4 8r=0.
U

15
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X1V. TEOREMA DI STURM.

193. Nei Capitoli precedenti di quest’ opera abbiamo dimostrato
diversi teoremi intorno alle radici delle equazioni, ed abbiamo dato
la risoluzione algebrica delle equazioni del terzo e del quarto grado.
Andiamo ora ad entrare in un’altra parte del soggetto, vale a dire,
nei metodi per trovare approssimativamente i valori numerici delle
radici delle equazioni ; il presente Capitolo da principio a questa
parte del soggetto dimostrando il teorema di Sturm, 1’ oggetto del
quale si & (11 determinare la situazione ed il numero delle radici
reali di un’equazione. Enuncieremo ¢ dimostreremo il teorema nel
prossimo Articolo; faremo quindi alcune riflessioni in relazione
col tcorema, e finalmente lo applicheromo ad alcuni esempi.

194, Teorema di Sturm. Sia f(z) =0 un’ equazione liberata dalle
radici eguali, e sia fy(#) la prima funzione derivata di f(#) ; si ese-
gua Poperazione per trovare la massima comune misura di /'(2) od
() con questa modifica, di mutare il scgno ad ogni resto prima
di adoperarlo come un divisore, e si continui 'operazione sino a
che si ottenga il resto indipendente da z, ed al quale si muti anche
il segno.

Sia fo(r), f5(@),.. [, (@), la serie dei resti modificati cost ottenu-
ta. Sia o una quantitd qualunque, ¢ @ un’altra quantitd algebrica-
mente maggiore, allora il numero delle radici reali dell’equazmne
[(@)=01tra o ¢ @ & Yeccesso del numero delle variazioni di segno
nella scrie f(z), (%), f3(®),...[;,,(®), quando =, sul numero delle
variazioni di segno quando #=§.

Chiameremo la setie fotale f(z), [{(®), fo(@),..:F;(2), le funzioni
di Sturm, e chiameremo la serie [i(z), fo(@),...[,, (%), le funzioni au-
siliarie, sicche le funzioni ausiliarie consis‘uono delle funzioni di
Sturm omettendo f(z).

Dinotino gy, ¢g,.--q,u_y, 1 successivi quozienti che si ottengono
neil’escguire le operazioni indicate ; allora abbiamo le relazioni
seguenti,

[ (@) = qfi(@) — (),
[1(2) = @f5(m) —13(2),
fa(@) = q?f's(‘”) lla(x)

Tin—2(®) = Q. ﬂfm—l<T) /m@)

Do queste relazioni possiamo trarre tre conseguenze.
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(1) L’ultima delle funzioni f,,(#) non & zero ; poichd per suppo-
gizione cssa & indipendente da « e se fosse zero f(x) ed fy(z) avreb-
bero una comune misura, ma allora 1'equazione [(2)=0 avrebbe
radici eguali per Art. 75, ¢ cid & contrario all’ipotesi.

(2) Due funzioni ausiliarie consecutive non possono svanire si-
multaneamente ; poich® se ¢id avesse luogo tutte le funzioni ausi-
liarie seguenti svanirebbero inclusa f,, (#); e cid ¢ impossibile
per (1).

(3) Quando una qualunque delle funzioni ausiliarie svanisce le
due funzioni adiacenti hanno segni contrarii. Si supponga per e-
sempio f3(x) =0 3 allora dalla terza delle relazioni del sistema pro-
cedente abbiamo fy(2) =—f,(2).

Ora nessuna alterazione puod accadere nel segno di una qualun-
que delle funzioni di Sturm se non quando # passa per un valore
che fa svanire quella funzione j e dimostreremo ora che quando #
passa per un valore che annulla [ (z) una variazione di segno & per-
duta dalle funzioni di Sturm, ¢ che nessuna variazione di segno ¢
perduta o guadagnata in conseguenza del passaggio di z per un va-
lore che annulla una delle funzioni ausiliarie.

I. Supponiamo ¢ una radice dell’ equazione [(z)=0, sicche
[(c)=0.

Sia h una quantitd positiva. Ora f(c—h) pud essere sviluppata
sccondo le potenze di & per I'Art. 10, e si pud prendere h cosi pic-
cola che il segno dell’ intera scrie sia lo stesso che il segno del pri-
mo termine che non svanisce, per UArt. 14 5 cioé, il segno di f(c—h)
sard lo stesso che il segno di —nf,(c) poiché f(c) =0. 11 segno di
[1(c — 1) sard lo stesso che il segno di fy(c) quando & si prende suf-
ficientemente piccolo. Cosl se #=c—N ed h si prende sulficicnte-
mente piccolo, f(z) ed [,(x) hanno segni conirarii.

Similmente, si pud dimostrare che se #=c¢+h ed h si prende
sufficientemente piceolo, f(x) ed [y (#) hanno lo stesso segno.

Cost allorch¢ # cresce passando per una radice dell’ equazione
{ ()=0, le funzioni di Sturm perdono una variasione di segno.

II. Dinoti ora ¢ un valore di z che annulla una delle funzioni
ausiliarie, per esempio, [, (%), sicchd f,.(c) =0. Allora f,_, (¢) ed
[r2a(c) hanno segni conlrarii, ¢ cosi immediatamente prima di #==¢
ed anche immediatamente dopo di a=e, i tre termini £, _,(2), f,(z),



116 TEOREMA DI STURM.

fea(#) presenteranno una permanenza di segno ed una variazione
di segno; poiche se f,_(#) ed f.(z) hanno lo stesso segno, f,(r) ed
fr+1(2) hanno segni contrarii, e viceversa. Cost le funzioni di Sturm
né perdono né guadagnano una variazione di segno quando  passa
per un valore che annulla una delle funzioni ausiliarie.

Nessun valore di # pud annullare simultancamente due funzioni
conseculive. Se svaniscono simultaneamente due o piti che non sono
consecutive, allora, se f(r) & una di esse, segue da I. che si perde
una variazione di segno quando @ crescendo passa per quel valore,
e se f(x) non & una di esse segue da II. che non si perde alcuna
variazione di segno.

Cosi abbiamo dimostrato che al crescere di 2, le funzioni di
Sturm non perdono mai una variazione di segno se non gquando z
passa per una radice dell’equazione f(2)=0, ¢ non guadagnano
mal una vartazione di segno. Quindi il namero delle variazioni di
segno perdute quando 2 cresce da un valore o ad un valore pitt
grande 3, & cguale al numero delle radici dell’ equazione [ (2) =0
che cadono tra e e @.

195. Abbiamo mostrato che non vi ¢ alcuna alterazione nel nu-
nero delle variazioni di segno nelle funzioni di Sturm in conse-
guenza del passaggio di # per un valore che annulla una delle fun-
zioni ausiliaric; ma possono aver luogo alterazioni, ed in generale
hanno luogo, rispetto all’ordine nel quale i segni -+ e — sono di-
stribuiti nella serie delle funzioni. Supponiamo, per esempio, che
a e b siano due radici dell’ equazione f(2)=0 e che @ sia minore
di b; allora [ («) ed fy(r) hanno segni contrarii immedialamente pri-
ma di #=qa od hanno lo stesso segno mmedialanente dopo di z=a.
Ora immedeatamente prima di =0 1 segni di [(z) cd [y (#) sono
contrarii di nuovo. Infutti I equazione f; () =10 ha una radice tra
z=aed =0, e cosi [} (r) deve passare dal positivo al negativo o
viceversa tra v =a ed #="0. Questo passaggio di f; (z) dal positivo
al negativo o wiceversa tra @ e b, non pud alterarc il numero totale
delle variazioni di segno nella serie delle funzioni di Sturm, come
abbiamo dimostrato, ma modifica la distribuzione dei segni + ¢ —
nella serie, e cosi dopo che si & perduta una variazione al crescere
di z passando per ¢, si rende possibile la perdita di un’ altra varia-
zione al crescere di » passando per b.

Il presente Articolo non aggiunge nulla alla dimostrazione del
teorema di Sturm; esso ha semplicemente lo scopo di assistere lo
studente nella difficoltd che spesso si trova a comprenderc come
st perdano le variazioni di segno.
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196. Nel contare il numero delle variazioni di segno nella serie
delle funzioni di Sturm, puo accadere che il valore di 2 che si con-
sidera annulli una delle funzioni ausiliarie. Allora & indifferente
lattribuire il segno positivo o il segno negativo alla funzione eva-.
nescente, poiché i segni delle funzioni che la precedono e la seguo-
10 sono necessariamente contrarii.

197. Per trovare il numero totale delle radici reali di un’equa-
zione [(z) = 0, possiamo porre prima —co per & ¢ poi 4 o per
nelle funzioni di Sturm; I’eccesso del numero delle variazioni di
segno nel primo caso sul numero delle variazioni di segno nel se-
condo caso & il numero totale delle radici reali. Quando # si fa
eguale a +o 0 a —c il segno di oghuna delle funzioni sard lo
stesso che il segno della pit alta potenza di 2 in quella funzione.

198. Dinoti = il grado di f(z); allora il numero delle funzioni
ausiliarie [ (z), [, (@), ... sard in generale anche nj poiché ciascun
resto & gencralmente di un grado, inferiore di un’ unitd rispetto al
grado del resto precedente. Supporremo che il numero delle fun-
zioni ausiliarie sia lo stesso che il grado dif(#), ¢ supporremo che
la pil alta potenza di x in f(z) abbia un coefliciente positivo.

(1) Se i primi termini in tutte le funzioni ausiliarie hanno coeffi-
cienti positivi futte le radici dell’equazione f(z) =0 sono reali. In-
fatti tutte le funzioni di Sturm allora saranno positive quando
#=- o0 , e saranno alternativamente positive e negative quando
¢ =—o0; cosi si perdono n variazioni di segno passando z da —eo

4+ .

(2) Se i coefficienti dei primi termini non sono tutti positivi, vi
sard una coppia di radici immaginarie per ogni variazione di segno,
nella serie formata da questi coefficienti. Infatti supponiamo che
in questa seric di coelficienti vi siano m variazioni di segno ed n—m
permanenze di segno. Allora quando #=+ <« vi sono m variazioni
di segno ed.n—m permanenze di segno nelle funzioni di Storm.
Ora si muti ¢ da + o a — oo ; allora le variazioni di segno sono
rimpiazzate da permanenze di segno, e le permanenze di segno da
variazioni di segno, sicché per #=— o0 vi sono n—m variazioni
di segno. L'cccesso del numero. delle variazioni di segno quando
¢ =—co sul numero quando # =+ o & quindi n— 2m; cosi vi sono
n—2m radici reali dell’equazione f(#) =0, e quindi % radiei im-
maginaric.

Quindi affinche¢ un’equazione abbia tutte le sue radici reali, &
neeessario e sufficiente che i coefficienti dei primi termini in tutte
le funzioni ausiliavie siano dello steszo segna.
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199. Supponiamo che tra le funzioni ausiliurie se ne trovt una,
come f,(z), che non possa mutare di segno; allora possiamo trascu-
rare tutte le funzioni che la seguono, e contarc solamente il nu-
mero delle variazioni di segno nella sorie f(z), [{(®@),fs(®),...[(z).
Poiche¢ mnella dimostrazione originale del teorema di Sturm la pro-
prietd essenziale dell’ ultima funzione ausiliaria si & che essa non
debba svanire, ¢ siccome f,. () non pud svanire, la dimostrazione
reggera per la serie f(2), fy (x), fo (), .. [, ().

Questa osservazione ¢ importante nella pratica, poichd la forma-
zione delle funzioni di Sturm ¢ counsidercvolmente laboriosa negli
esempii di equazioni di gradi elevati, e cost ¢ utile di avere una
regola la quale alcune volte ci risparmia la necessitd di formaroe
I’intera serie delle funzioni.

200. Supponiamo che ¢(#) sia una funzione che non ha alcun
fattore comune con f(2), ¢ supponiamo che ¢@(z) ed f;(z) prendano
lo stesso segno quando si sostituisce in esse por # una radice qua-
lunque dell’equazione f(#) =0. Allora possiamo adoperare ¢(z) in-
vece di fy(«) e dedurre le rimanenti funzioni ausiliarie da [(z) e
¢(x) invece che da f(z) ed f; (#). Poiché ricorrendo alla dimostra-
zione del tcorema di Sturm si vedrd che con questa nuova serie di
funzioni le due proprietd fondamentali sono ancora vere, cio&, che
non si perde aleuna variazione di segno per Vannullarsi di una fun-
zione ausiliaria, e che siperde una variazione di segno quando [ (z)
svanisce. -

201. Tinora abbiamo supposto che I'equazione da trattare col me-
todo di Sturm sia liberata dalle radici cguali; mostreremo ora che
questa limitazione non ¢ necessaria, ¢ che il teorema dard sempre
il numero delle radici distinte tra limiti asscgnatbi, senza tener conto
della ripetizione di alcune radici.

Supponiamo per esempio che la radice a si trovi p volte ¢ la ra-
dice b si trovi ¢ volte nell’ equazione f(r) =0.

Sia f@=@-a (@—-0)Tw—c)(@—d)...
allora  fy(2) = (z— a)p_’(w——b)q"lp (=D (x—c)y(@—d)...
+q{r—a)(z--c) (m—(l):..

e |

Cost (v — )P~ T (z—0)?"1 & la massima comune misura di f(2) ed
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i{®), e questa espressione dividerd tutte le funzioni ausiliarie fy(2),
[3(z), ... [;n() che si formano come nell’ Art. 194,

Sia o‘mj b@)=(@—a)@@—b)@@—c) (@@—d)...
o @) =pE&—0)(z—c)(z—d)...
+q@—a)(@—c)(@—d...
+@—a)y@@—0)(z—d)...
+ e

Allora ¢(z) non ¢ la prima funzione derivata di §(x), la quale sa-
rebbe cio che diviene ¢(z) se p=1 e ¢=1; ma ¢(z) ha lo stesso se-
gno della prima funzione derivata di ¢ (¢), quando facciamo z=a,
0 b, 0c¢,... Quindi, per I'Art. 200, possiamo determinare la situa-
zione delle radiei reali dell’equazione ¢ (z)=0 prendendo $ (=) e
% () come le prime due delle funzioni di Sturm e deducendo da
esse le rimanenti.

Ma la serie delle funzioni di Sturm formate da f(z) ed f,(z) diffe-
risce solamente dalla serie formata da (z) e ¢(z) pel fattore addi-
zionale (v—a)?~1(z—b)71 in ogni termine della serie. Cosi quando
si attribuisce un valore qualunque ad #, i segni dei termini della
prima serie saranno tutti gli stessi di quelli della secconda, o pure
tatti contrarii; e cosi il numero delle variazioni di segno sard lo
stesso.

Quindi esaminando la serie delle funzioni di Sturm formate da
f(x) ed f,(z) possiamo accertare quante radici dell'equazione ¢ (2)=0
giacciono tra limiti asscgnati, cio¢, quante radici distinie ¢ separale
dell’equazione [ (x) =0 giacciono tra quei limiti. ‘

Cosi non abbiamo bisogno di applicare la pruova per le radici
cguali prima di adoperare il metodo di Sturm; in fatti, calcolando
le funzioni di Sturm ci accorgeremo delle radici eguali se esse esi-
stono dal fatto che Uultimo resto sard zero.

202. Possiamo osservarc che nell’ operazione con la quale si tro-
vano tutte le funzioni ausiliarie dopo della prima, possiamo sempre
moltiplicare o dividere i divisori o i dividendi per numeri qualun-
que positivi a piacere, come nell’ operazione per trovare la massima
comune misura; poiché cosl le funzioni ausiliarie risultano sola-
mente moltiplicate o divise per numeri positivi, sicclid i loro segni
restano inalterati.



120 TEOREMA DI STURM.

Possiamo col teorema di Sturm determinare il numero delle ra-
dici reali di un’equazione proposta. Quindi, sostituendo interi suc-
cessivi per z nella serie delle funzioni di Sturm, possiamo deter-
minare tra quali interi consecutivi giacciono le radici; o se si trova
che pit di una radice giace tra due interi assegnati, possiamo so-
stituire per & successivamente delle frazioni comprese tra quegl’in-
teri, sino a determinare finalmente gl’ intervalli tra i quali giaccio-
no le radici isolatamente.

203. Prenderemo ora alcuni esempi.

Si supponga f(@)=a% - 322 — 4z +13=0.

Qui f1(@) = 32— 6 — 4,
fol@) =22 -5,
f3(2) =+ 1.

Le radici dell'equazione sono tutte reali per 'A¢t. 198. La seguente
¢ la serie dei segni corrispondenti ai valori indicati di z:

1@, i@, L), [@)

0 + — — -
Ve - -
-+ - - +

- + + +

Qui vi sono due variazioni di segno quando £=2, e non ve n’& al-
cuna quando #=3; cosl vi sono due radici positive tra 2 e 3, ¢ nes-
sun’ altra radice positiva.

Si troverd che quando 2=—3, la successione dei segni & —+—-+,
e quando # =—2 essa & + - — -+, sicch® si perde una variazione

di segno passando da — 3 a —2, e quindi la radice negativa cade
tra —? e — 3. Per separare le due radici comprese fra 2 e 3 dovre-
mo sostituire per # uno o pitt numeri compresi fra 2 e 3. Supponia-
mo, per esempio, che si ponga #=2%; allora la successione dei se:
gni & —— 0, e cosl abbiamo solamente una variazione di segno;
sia che si consideri lo 0 col segno 4- o col —. Cost si perde una
variazione di segno passando da 2 a 27, e quindi una radice giace
tra 2 e 233 quindi I altra radice cade tra 2§ e 3.

Andora, supponiamo f (r)=a*-6ar¥+ 5221 hr - 4=0.
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Qui [1(@)=223—922+ba+7, omettendo un fattore 2,
fo(@)=1722—5Tx—0,
[3(@)=152—"157,
) fa(‘T):"’"
In questo esempio si trovera che il caleolo di f, (z) ¢ alquanto
complicato; pel nostro scopo perd & sufficiente conoscere il segno,

e cosl quando ci assicuriamo che il risultato & positivo non ¢ neces-
sario calcolarlo esattamente, ma porre semplicemente f, () =+.

Le radici dell’equazione sono tutte reali per ' Art. 198.

La seguente ¢ la seriec dei segni corrispondenti ai valori indi-
cati di .

r@, i@ L@, 3@, L@

-2 + - + - +
-1 - - + - +
0 — + — — 4+
1 + + - - +
2 + — - - +
3 + - - - +
A + + + + +

. Qui si perde una variazione di segno tra —2 e —1,; una tra 0 ed
1, e due si perdono fra 3 ¢ 4.

Se poniamo 3% per # la successione dei segni & —0++, & cosi
vi ¢ solamente una variazione di segno, sicché una radice dell’e-
quazione cade fra 3 e 3%; quindi un’altra radice cade fra 31 e 4.

Ancora, supponiamo [ (#)=2z*—13224+100—49=0.
Qui [(@)=Az*—13z+5, omettendo un fattore 2,
fo(z)=1322—1524+98.

I facile vedere che le radici dell’equazione f,(@)=0 sono imma-
ginarie, cio®, f,(#) non pud svanire per alcun valore reale di z;
quindi per PArt. 199 non abbiamo bisogno in questo esempio di
ottenere altre funzioni di Sturm. Quando #=— w0 la successione
dei segni ¢ 4+-— 4, e quando =+ o la successione dei segni ¢
+ 4+, cosi Y equazione ha duc radici reali e due radiei immagina-
rie. Una delle radiei reall & positiva e Paltra negativa per VArt. 21,

16
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TEQOREMA DI FOURIER.

XV. TEOREMA DI FOURIER.

204. 1l teorema di Sturm costituisce la soluzione completa di un
problema che ha richiamata Pattenzione di molti tra i pitt eminenti
matematici durante i due ultimi secoli; questo teorema fu pubbli-
cato ncl volume delle Mémoires présentés...par des Savants Etran-
gers, Paris, 1835.

Tra coloro che tentarono la soluzione del problema prima di
Sturm due meritano speciale notizia, Budan e Fourier; i metodi di
questi due matematici partono da un teorema che gli serittori in-
glesi sogliono chiamare teorema di Fourier, ¢ che gli scrittori fran-
cesi connettono si col nome di Budan come con quello di Fourier.
Lopera di Fourier sulle equazioni fu pubblicata nel 1831 dopo la
morte dell'autore ; Budan pubblicd un’opera sul soggetto nel 1807.
Si conosce pero che Fourier avea esposto il tecorema in un corso di
lezioni date prima della pubblicazione dell’ opera di Budan. Enun-
cieremo ora e dimostreremo il teorema.

205. Teorema di Fourier. Sia f(z) una funzione algebrica del-
l"nm° .grado; siano fy(2), /}(x),...f,b(af) le funzioni derivate succes-
sive di f(#). Sia & una quantith qualunque e § un’altra che & alge-
bricamente maggiore; allora il numero delle radici reali dellcqua-
zione [(z) =0 tra o ¢ §§, non pud esserc maggiore dell’eccesso del
numero delle variazioni di segno mnella scrie [(2), f,(®@), [4(%),...
fn(#), quando #=a, sul numero delle variazioni di segno quan-
do #= [5

Chiamercmo lintera serie f(z), [{(2), [3(®),...[,(%), le funsioni &
Fourier.

Nessun'alterazione pud aver luogo nel segno di una qualunque
delle funzioni di Fourier se non quando z passa per un valore che
annulla la funzione. Avremo ora quatiro casi a considerare.

L. Supponiamo quando z=c¢_che f(z) svanisca e che f,(z) non
svanisca. Si ponga ¢—/ per # in cui i & una quantitd positiva; al-
lora h si pud prendere cosi piccola che il segno di f(c—h) sia lo
stesso di quello di —Af;(c), ed il segno di f;{c — n) lo stesso di quello
di fy(e); si vegga UArt. 14. Cosl sc #=¢—h ed I & presa sufficien-
temente piceola, f(z) ed f;(x) hanno segni conlrarii.
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Similmente si pud dimostrare che se z==c+h ed I & presa suffi-
cientemente piccola, £ () ed f3(z) hanno lo stesso segno.

Cost quando # cresce passando per un valore ¢, che & una radice
non ripetuta dell’equazione f(2)=0, le funzioni di Fourier perdono
una variazione di segno.

I1. Supponiamo quando # =¢ che f(2) svanisca e che svaniscano
anche le funzioni derivate fy(2), fo(2),... sino ad f._,(x), mentre
. . . Sy cn
f,(x) non svanisce. Si ponga ¢—/ per # in cui i & una quantitd po-
sitiva; allora & si pud prendere cosi piccola che i segni della serie
di termini

=), fule=1), fale—1), oo fu(e—1), fle—1)

siano rispettivamente gli stessi che i segni della serie di termini

(=W)"f0), (=) (0), (=) 72(0) e =0 (0)s [,(0) 5

s veggano gli Art. 10 e 14. Cosi se z=¢ - h ed h & presa suflicien-
temente piccola, le prime r--1 funzioni di Fourier presentano » va-
riazioni di segno.

Similmente si pud dimostrare che se 2=c¢ +h ed I & presa sulli-
cientemente piceola, le prime » 1 funzioni di Founricr non presen-
tano alcuna variazione di segno.

Cosi quando @ cresce passando per un valore ¢ che & una radice
dellequazione f(z) =0 ripetuta r volte, le funzioni di Fourier per-
dono r variazioni di segno.

III. Supponiamo quando #=¢ che unae delle funzioni derivatce
svanisca, ma nessuna delle due funzioni adiacenti; cosi svanisea
[, (x) quundg @=¢ ma non svanisca f,_;(#) nt f, 41 (). x.\llor.‘a se b ¢
presa suflicientemente piccola, quando #=c -—h i segni dei tre ter-
mini f,_y(@), f(z), f,44(), sono rispettivamente glh.stesm.che i se-
gni di f,_y(e), —Nfp4(¢), [1,4(c), ¢ quando # =c¢+h i segni sono gli
stessi che i segni dif,_,(c), h,f:r“gc)_, fra(¢)- Cosise fra(€) edﬁ,ﬂ(c?
hanno lo slesso segno, le funzioni di Fourier perdono due variazioni
di segno quando @ cresce passando per ¢, ¢ se f,_,{(¢) ed /1+1<C) han-
no segni contrarii e funzioni di Fourier non glmdwnfmo ndé per-
dono alcuna variazione di segno.

1V, Supponiamo quando #=c che pid funzioni derivate successi-
ve svaniscano; per esempio, supponiamo quando z=¢ che le m
funzioni f?.(w) 3 (@) - [pym—y (@) svaniscano, e che f,_,(x) ed £, @)
non svaniscano. Procedendo come sopra, e supponendo presa k suf-
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ficientemente piccola ¢ positiva, otterremo i risultati seguenti ri-
spetto agli m -2 termini, f._; (@), ,@),...frp-1(@), ().

(1) Sia m pari. Se f,_,(c) ed f,.,,(c) hanno lo slesso segno, i ter-
mini presentano m variazioni di segno quando r£=1¢—1/, ¢ nessuna
variazione di segno quando w==c+h. Se f,_,(c) ed .., (c) hanno
segni contrarii, i termini presentano m -+ 1 variazioni di segno
quando #=¢ —h, ed una variazione di segno quando x=¢ +h. Cosl
in entrambi i casi le funzioni di Fourier perdono m variazioni di
segno quando # cresce passando per c.

(2) Sia m dispari. Se f,_,(¢) ed f,.,,(c) hanno lo siesso segno i ter-
mini presentano m 41 variazioni di segno quando z=c—/, e nes-
suna variazione di segno quando z=c+h. Cosl le funzioni di Fou-
rier perdono m + 1 variazioni di segno quando # cresce passando
per ¢. Se f,_,(c) ed f,, ,(c) hanno segni contrarii, i termini presen-
tano m variazioni di segno quando #=c¢~—n, ed una variazione di
segno quando #=c¢ +h. Cosi le funzioni di Fourier perdono m—1
variazioni di segna quando z creace passando per c.

Cost nell’insieme le funzioni di Fourier giammai guadagnano una
variazione di segno, ma solo perdono una variazione di segno quan-
do x cresce passando per una radice dell’equazione f(r)=0; e cosi
il teorema ¢ dimostrato.

206. Si sard osservato che la dimostrazione dell’Art. 205 ei da
qualche cosa di pit dellenunciato al quale per semplicila ci siamo
limitati. Infatti apparisce che quando si ha un’alterazione nel nu-
mero delle variazioni di segno delle funzioni di Fourier, eccetto nel
caso quando la variabile crescendo passa per una radice dell’equa-
zione. data, si perde un numero pari di variazioni di segni. Cosi in
complesso abbiamo il seguente risultato se sostituiamo successiva-
mente un numero 2 ed un numero maggiore ( nelle funzioni di
Fourier.

(1) Supponiamo che le funzioni di Fourier non perdano alcuna
variazione di segno; allora nessuna radice dell’equazionc data cade
tra a e 8.

(2) Supponiamo che le funzioni di Fourier perdano un numero
dispari di variazioni di segno; allora siamo certi che un numero di-
spari di radici cade fra a e §, ma non possiamo dire quale nu-
mero dispari, eccetto quando si perde solamente wna variazione i
segno, ed allora siamo certi di una radice.
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(3) Supponiamo che le funzioni di Fourier perdano un numero
pari di vaviazioni di segno; allora pogsiamo solamente conchiudere
che o non vi & alcuna radice o pure vi & un numero pari di radici
tra o o B.

207. Il vantaggio del teoroma di Fourier si & che esso pud esscre
facilmente apphc ato, poichd le funzioni derivate successive di una
data funzione si possono formare immediatamente. Lo svantaggio
del teorema si ¢ che esso pud richiedere un numero quasi illimitato
di tentativi. Poiché so due radici sono presso a poco eguali, si ri-
chiederebbe una suddivisione molto minuta dell’intervallo nel quale
si congettura che esse cadano, per distinguerle da due radici im-
maginarie. Sarcbbe necessario di applicare la pruova per le radici
eguali prima dincominciare il procedimento di Fourier, giacché al-
trimenti un numero pari di radici ripetute potrebbe rimaner na-
scosto.

208. Budan e Fourier diedero tutti e due dei metodi per esami-
nare pitt minotamente un intervallo dubbioso a fine di scoprire se
radici dell’equazione proposta fossero o no comprese in quell’inter-
vallo. Ma non & necessario di spiegare questi metodi poiché il teo-
rema di Sturm raggiunge lo scopo proposto con semplicita e cer-
tezza.

209. 8i pud dimostrare che la regola dei segni d1 Descartes & in-
clusa nel teorema di Fourier,

Supponiamo che f(z) =0 sia un’equazione complela.

Se poniamo #==0 nelle funzioni di Fourier i segni sono gli stessi
che i segni nell’espressione f(x) presi da dritta a sinistra; e se po-
niamo & = « nelle funzioni di Fourier i segni sono tutti positivi.
Quindi, pel teorema di Fourier, 1equaz1one f(x) 0 non pud avere
pit radici positive delle variazioni di segno in /(2).

Se U'equazione proposta non ¢ completa, possiamo supporre i ter-
mini mancanti suppliti con coefficienti zero, e si possono assegnare
a questi coefficienti dei segni tali che le funzioni di Fourier abbia-
no lo stesso numero di variazioni di segno quando questi termini
sono contati che quando sono omessi.

La parte della regola det seqni che si riferisce alle radici negative
si puo dedurre da quella parte di essa che si riferisce alle rchch po-
sitive; «i vegga ' Art. 63.
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210, I teorema di Fourier include anche la regela data da New-
ton per trovare un limite superiore delle radici positive di un’equa-
zione; si vegga I'Art. 94. Poiché se f(#)=0 & I’ cquazione, il me-
todo di Newton ci dirige a trovare I in modo che quando #=*h le
funzioni di Fourier siano tutte positive; ed allora pel teorema di
Fourier nessuna radice dell’ equazione proposta csiste tra z =" ed
r=+4c .

XVI. METODO DI APPROSSIMAZIONE DI LAGRANGE.

211. Abbiamo gid mostrato come si possono trovare le radici
commensurabili di un’equazione; considereremo ora il modo nel
quale si possono calcolare i valori numericl approssimati delle ra-
dici reali incommensurabili.

Col teorema di Sturm possiamo sempre determinare uante ra-
dici sono comprese in un dato intervallo, ¢ possiamo poi dividere
quell’ intervallo in intervalli minori nei quali le radici cadano sepa-
ratamente. Supponiamo adungue di conoscere che un’equazione ab-
bia unaradice c solamente una tra due date quantith e @, e sivoglia
approssimare il valore di questa radice. Sec sostitiiamo per @ in [ (z)
una quantitd v intermedia tra & e @, conosceremo dal segno di /()
se la radice cade tra & e y o tra y ¢ 5. Supponiamo che essa cada
tra & e v; allora possiamo sostituire per 2 una quantitd ¢ che giace
tra a e v, e conosceremo dal segno di £(8) se la radice cade tra o
e ¢ o tra & e Y. Questo procedimento pud essere continuato quanto
si vuole, e ci possiamo approssimarc tanto quanto ci piace al va-
lore numerico della radice; poiché con ciascuna operazione possia-
mo cosi dividere per meta Uintervallo nel quale la radice deve
cadere.

L’operazione qui descritta sarebbe perd molto laboriosa e sono.
stati proposti dei metodi per raggiungere il risultato richiesto, cal-
colando meno. Esporremo. in primo luogo il metodo di Lagrange.

212. Sia f(z) =0 un’equazione la quale si sappia avere una radi-
ce, e solamente una, tra due interi positivi consecutivi ¢ ed a+41.

. 1 . - .

Si ponga z=a+4-, e si sostituisca questo valore di & nell’equa-
° v

. . 1 T .

zione proposta; cosl f(a+~ =0, Se liberiamo quest’ equazione
Y

dalle frazioni, otteniamo un’equazione in y dello stesso grado dell’e-
quazione primitiva in @; si dinoti tale equazione con @(y)=0. Que-
st’ equazione in y ha solamente una radice positiva, poiche Pequa-
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zione primitiva in z ha solamente una radice tra a ed @+ 1. Pos-
siamo allora determinare gl’interi consccutivi tra i quali deve ca-
dere il valore di y, sostituendo in @ (y) successivamente i valori
1, 2, 3, ... finchd si ottengono due risultati consecutivi che sono
di segni contrarii. Supponiamo trovato cosi che y cade tra be b+1.

o 1 Co . 1 o
8i ponga y =5 + -, e si sostitnisca; cosi ¢ b+£ = 0. Quindi,

come prima, otteniamo un’equazione in cui la quantitd ignota ha
solamente una radice positiva, ¢ possiamo determinare gl interi
consecutivi tra i quali deve C‘Ldere il valore d1 z; siano queésti ¢ e

¢+ 1. Allora si ponga z=c¢ —|— ; ¢ cosl dl seguito.
Cost otterremo il valore richicsto di # con un grado qualunque
di approssimazione sotto la forma di una frazione continua, cioe,

1
.r:a—}-——I-

b+

ct...

213. Supponiamo ora che I’ equazione f(z)=0 abbia pit di una
radice tra gl'interi a ed ¢ +1. Col teorema di Sturm, o con qualche
altro metodo per scparare le radiei, possiamo determinare per qual
numero si debbano moltiplicare le radici dell’ equazione che giac-
ciono tra gli stessi due numeri consecutivi affinchd i prodotti giac-
ciano tra interi consccutivi diversi. Si trasformi lequazione in
un’ altra le radiei della quale siano quelle dell’equazione proposta
moltiplicate pel numero cosi determinato; ed allora il metodo del-
I'Articolo precedente pubd essere applicato all’equazione trasformata.

O pure possiamo adottarc il metodo dell’Articolo precedente senza
effettuarc questa trasformazione. In questo caso U'equazione in y
avra pit di una radice positiva e dobbiamo cercare il massimo in-
tero in ciascuna radice, e quindi procedere al calcolo separato dei
diversi valori risultanti di z. Pud accadere che 1’ equazione in y ab-
bia pit radici tra alcuni interi consecutivi; allora I’ equazione in z
puo esscre adoperata per separarle, e si pud continuare il calcolo
di ciascuna radice; e cosi di seguito.

. n .
214. Dall’equazione data f(2) =0 deduciamo f<a+—)—_-(b, ciog,
4
supponendo f(x) del grado #n,

lf”(a) 1("(a) 1"

W 3 _I—"'+ D !n

flay -+ /’<~> +os =03
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si moltiplichi per y™® ed otteniamo

Y@ +y"7 ' () H“# e

/'"(a) =0.

Ln

Cosl per formare l’equazione in y dobbiamo calcolare i valori
numerici f(a), f'(a), "(a), ...; questi calcoli si possono eseguire
nel modo spiegato nell’Art. 5; ma, come abbiamo detto nell’Art. 11,
il miglior metodo sard spiegato in appresso nel Capitolo sul metodo
di Iorner. Una simile osservazione vale per formare I equazio-
fie in z.

Riferendoci agli Art. 54 e 53, vediamo che il metodo di appros-
simazione di Lagrange puo essere dichiarato cosi. 8i supponga una
radice di una data equazione giacere tra a ed a1, si diminuiscano
le radici dell’cquazione di «, e si prenda U equazione reciproca. Si
trovi una radice dell’nltima equazione la quale sia compresa tra
glinteri b ¢ b+ 1, si diminuiscano le radici di b, ¢ si prenda I'e-
quazione reciproca. Si trovi una radice dell’ ultima cquazione la
quale sia compresa tra ¢ e ¢+ 1, si diminuiscano le radici di ¢, e
si prenda I’ equazione reciproca. Si proceda in questo modo. Allora
1a frazione continua

a 4 i
D —
+c+...

¢ una radice dell’ equazione primitiva.
215. Esempio 2% — 2 -—5=0.

Per I’ Art. 108, quest’equazione ha solamente una radice reale,
e per 'Art. 20, questa radice deve esscre una quantitd positiva; si
trovera per tentativi che essa cade tra 2 e 3.

1
Si ponga 2=2 +Z—I; allora

fRQ=2—-2.2 -5 =-—1,
@)= 3.22-2 =10,
yr@y= 3.2 =6,
e 'equazione in y & —y3+ 1092 + 6y - 1=0, cioé,

y* = 10y2 =0y ~1=0, dicasi ¢ (y) = 1.
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Qui y =10 rende ¢(y) negativa, ed y=11 rende p(y) positiva;
quindi il valore richiesto di y deve cadere tra 10 ed 11. Si ponga

1
y==10 + = , allora

$(10) =108 — 10102 — 6.10 — 1 = — 61,
$10) =  3-102 2010 —6 =94,
59710y = 3-10 —10 =20,

3,

¢ I'equazione in z & — 64354+ 94224+ 20: 4 1=0, cio¢,
6128 - 9452 — 20z —1 =0, dicasi {(z)=0.
Qui =2 rende &(z) positiva, sicehe il valore corcato di z deve

. 1
cadere tra 1 ¢ 2. 8i ponga z =1 +~; allora
%

$(1) =61-18 —94.12 - 20-1 — 1 = — 54,
d'(1)= 183.12-188.1 —20 =-—25
LHOE 183-1 — 94 =89,
¢ Ucquazione in « & —54u —2WBu? 480 + 1 =0, ciod,
DAud 4+ 2512 — 89u— 1 =0.
Questa cquazione mostra che il valore di w deve cadere tral e 2;

o possiamo procedere come sopra.

Quindi r=2 4

+—_._....
1+ ecte.

Le frazioni convergenti corrispondenti a questa frazione conti-
2 21 23 1t
nua Mono T A Si veggano le Aggiunte, Cap. vin. La
lifferénza tra. od il valore della radice & minore di
difforénza tra— ed il valore della radice ¢ mi | s
' N o UL+

ciod, minore di —.

' 672

Per un altro esempio si prenda |'ecquazione 23 —Tz+7=20. Per

P Art. 108 quest’ equazione ha tutte le sue radici reali; e col teore-
17
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ma di Sturm si pud mostrare che una radice cade tra 1 ed '1%,

'
che un’ altra radice cade tra 1} e 2. Quindi se poniamo :v:?e for-
miamo I'equazione in & questa oqmmone avrd una radice tm 2e3,

x
ed una radice fra 3 e 4. I’ equazione in 2’ & < ) 1*«»}—7# 0,

ciod, 2’3 — 282" - 56=0.
La radice che cade fra 2 e 3 si troverd essere

1

24
1
Hy——
24 ote.
La radice che cade fra 3 ¢ 4 si troverd essere
1
H—
2+ —
1+ ete.

Le radici dell’equazione primitiva si otterranno prendendo la
meta di ciascuno di questi valori.

O pure possiamo applicare ilmetodo di Lagrange all'equazione pri-
mitiva senza dleuns trasformazione preliminare. Siponga #=1 +—

’/

cost <1+~> (1+ > 7=0. Questa dard y® —4y2-+-3y +1 =0,

dicasi ¢(y) =0. Quai ¢(1) & positiva, ¢(2) & negativa, e ¢(3) & po-
sitivay cosi un valore di y cade fra 1 ¢ 2, e Paliry fra 2 e 3. Allora

. 1 L
possiamo porre y=1-- - per continuare I’ approssimazione della
p

prima radice, ed y =2 4-— per continuare !’ approssimazione della
z

seconda radice.

L’equazione #*—Tx+7=0 ha una radice negativa; possiamo
trovarla mutando z in —z e calcolando la radice positiva dell’e-
quazione risultante, ciod dell’ equazione

(P —T(~2)+71=0.

O pure poichtla somma delle tre radici dell’'equazione #%—Ta4+7=0
¢ zero, quando due delle radici sono calcolate approssimativamente
la terza si pnd immediatamente trovare approssimativamente.
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216. Se nel seguire il metodo di Lagrange giungiamo ad un’e-
quazione che ha per una radice un intero, otteniamo come una ra-
dice dell’equazionce primitiva una frazione continua finita, clod, ot-
teniamo una radice frazionaria commensurabile. Cid natnralmente
non pud accadere se abbiamo prima determinato tutte le radici com-
mensurabili si intere che frazionarie di un’equazione proposta, e
folto 1 corrispondenti fattori con la divisione.

217. Pud accadere che seguendo il metodo di Lagrange giungia-
mo ad un’equazione ¢he & identica con una di quelle che la prece-
dono; in questo caso i quozienti della {razione continua ricorrono,
sicchd la frazione continua @ una frazione continua periodica ed il
suo valore si puod trovare risolvendo un’equazione quadratica; si
veggano le dggivnie, Cap.ix. Le radici di quest’ equazione quadra-
tica conterranno un radicale quadratico, e fuife ¢ due le radici saran-
no radici dell’equazione proposta per UArt. 44.

218. Daremo qni il procedimento generale che & stato dichiarato
con esempio nellArt. 215 nel secondo modo di trattare Pequazione
#*—Te+T7=0. L'oggetto in vista, si & di applicare il metodo di
approssimazione di Lagrange quando un’equazione proposta ha pin
di una radice fra interi consecutivi. Sia f{z) =0 'cquazione propo-
staj si formino le funzioni ausiliorie fi(z), f3(z), [4(2),... relative al
teoreina di Sturm, fermandosi quando se ne ottiene una che & po-
sitiva per tutt'i valorl di @ si vegea 1'Art. 199. Supponiamo che
pitt radici dell’equazione proposta cadano tra gl interi consecutivi

1 .
@ cd a+1. B ponga a--- per 2 nelle funzioni f(z), [;(z), f»(z),-..,
Y

ed 1 risultati si dinotino rispettivamente con F(y), Fo(y), Foly), ...
Se nell’ ultima serie di funzioni sostituiamo successivamente due
numeri qualunque, come b e b1, la differenza dei numeri delle
variazioni di segno nei due casi ¢i dard il numero delle radici dell’e-
(uazione F(y)=0 che cadono tra b ¢ b+ 1. Poichd i risultati che
otteniamo sostituendo b e b4 in F(y),Fy(y),Fy(y), ..., sono gli stessi
di quelli che si otterrebbero sostituendo rispettivamente a —{‘E ed
a4 T nella serie f(z), fy(2), [4(2), ...; e quindi la ditferenza dei
i
numeri delle variazioni di segno deve essere eguale al numero delle
- . X 1 1
radici dell’ equazione f(z) =0 che cadono tra a+7 ed a+l)——|_'1— ,
h ;-

cioe, al numero delle radici delt’ equazione F(y) =0 che cadono tra
hoebtd.
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B¢ quindi troviamo che pit valori di y cadono tra gl’interi con-
sccutivi b e b+ 1, sostituiamo b+ per y nella serie F(y), Fy(y),

Fo(y),...; allora, dando successwamente a z due valori interi con-
secutivi e sostituendoli possiamo determinare se pitt valori di 5 ca-
dono tra due interi consecutivi.

Procediamo in questo modo finché otteniamo un’equazione che
ha solamente una radice tra interi consceutivi; e dopo ¢io non ab-
biamo pilt bisogno di considerare le funzioni di Bturm ma conti-
nuare il calcolo per questa particolare radice col metodo dell’Art.212.

Cosi siamo al caso di separare le radici e possiamo calcolarle
senza aleuna omissione.

Siccome non 31 cerca di conoscerce i valori, ma solamente 1 segni
di F(yy, (), Fo(y),.-., possiamo in tutt’ i casi moltiplicare queste
funzioni per tali potenze di y da liberarle da frazioni; poiché ¥ si
suppone una quantitd positiva, e quindi ogni potenza di y & positi-

o . . . 1
va. Cost, per esempio, invece di F (y), ciod, invece di f(a-l— -],
Y

posstamo adoperare
’Il—)

9L @)+ @)+ e ) [/”<a>

sipponendo che f(z) sia di gmdo .

XVIL. METODO DI APPROSSIMAZIONE DI NEWTON
CON LE AGGIUNTE DI FOURILR.

219. Spiegheremo ora il metodo di Newton per approssimare il
valore numerico di una radice di un’equazione.

8ia [(r) =0 un’ equazione che ha una radice tra certi limitia e §
la differenza dei quali ¢ una piccola frazione; sia ¢ una quantitd tra
a e @ che si prende come una prima approssimazione della radice
richiesta, e dinoti ¢/ il valore esatto della radice, sicché i ¢ una
piccola frazione che deve essere determinata. Cosi f(¢+1)=0, ciod,
per I"Art. 10,

FO+1©) + c,f"()+

" " Ry — ]
L3/ (O F o b0 =0,

Ora poichd & si suppone essere una piccola frazione 42, h%, ... saran-
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no piccole in paragone di i; se trascuriamo i quadrati e le potenze su-
periori di & nell'equazione precedente otteniamo f(¢)+nf (¢)=0; cosi

[

e’
Supponendo allora che cost otteniamo un’approssimazione del va-
lore di &, abbiamo ¢—- % come una nuova approssimazione della
radice dell’ equazione proposta. Si dinoti questa nuova approssima-
zione con ¢,, ed allora procedendo come sopra otteniamo ¢, —%
1

come una nuova approssimazione; e cosi di seguito.

Iisamineremo ora pin da vicino le condizioni che debbono aver
lnogo aflinché questo metodo possa essere applicato con sicurczza.
Il chiaro naturalmente che un tale esame & necessario, poiché il
procedimento non & applicabile generalmente; infatti se {'(¢) ¢ pic-
cola in paragone di [(c) il suppesto valore approsmma’co di & non
¢ una piccola frazione come dovrebbe essere.

220. Come un esempio del metodo di Newton prenderemo Ie-
quazione stessa che fu scelta da Newton, ciot, 2% — 22 —5=10, di-
casi [(r)=0. Qui 2=2 rende [(z) negativa, ed z=3 rende [(x) po-
sitiva, sicch®é una radice dell’ equazione f(z)=0 cade fra 2 e 3.
Aucora, #=24 rende [(z) positiva, sicchd la radice cade tra 2 e 235
aclic =22 rende [ (#) positiva; cosi la radice non pud dilferire
da 2-1 per pit di -1. Supponiamo quindi ¢=2-1; allora

o ~3 [A DN [ 1
PPN it Lot GG RN LIS SRR Y

g == 0 - < r . 5

! () 302 —2 11-23

presso a poco; cost ¢ =2-0946 presso a poco.
Qaindi per una nuova approssimazione abbiamo

_/ (ey)
bl
221, Questo. procedimento ¢ molto semplice in teoria ¢ non diffi-
cile in pratica; ma non ¢ di sicuro suceesso a meno che non si pren-
dano alcune precauzioni che andiamo ora a spiegare. Infatti sup-
poniamo che ¢ sia un valore approssimato della radice, ¢ che.
[ (c)
Cy=0—7—
1'(c)

ey sia pitt di ¢ vicino al vero valore della radice. Nell’ esempio pre-

=¢;— 00001852 pressoa poco =2:09455148 presso a poco.

non simno sicuri senza ulteriore investigazione che

Bwirnse o st
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cedente noi prima accertammo che vi era una radice fra 2 e 223
allora prendemmo 21 come una prima approssimazione ¢ dedu-
cemmo 20946 come una nuova approssimazione. Ma non siamo -
sicuri per ora che 2-0946 sia pitt vicino alla radice di 2-25 se perd
poniamo 21 per » troviamo che [(x) ¢ positiva, ¢ cosi la radice ri-
chiesta deve cadere fra 2 ¢ 2*1, ed ora sappiamo che 2:0946 & pit
vicino di 2:2 a questa radice. Ma neanche ora conosciamo se 2:0946
sia pill vicino alla radice di 2-1. Se poniamo 2:0946 in f(2) trovia-
mo che f(z) & positiva, ¢ ¢ido mostra clie la radice cade fra 2-0916
¢ 2; cosl 2:09406 & pit vicino alla radice di 2+1.

222. Tourier ha dato una regola con la quale siamo esenti dal
fastidio di tali esami ripetuti ecome abbiamo wostrato nell’Articolo
precedente; questa regola garentisce il successo del metodo di New-
ton quando sono soddisfatte alcune condizioni. 11 supplomonto di.
Fourier al metodo di Newten dipende da una proprietd della prima
funzione derivata di una data funzione, che ora dimostrcremo.

223. Siano a ¢ & due quantith qualnngue, vi & una certa quan-
oS e .
titd X intérmedia tra @ ¢, tale che

[ —flay = (b~ a)f'(h).

Infatti dinoti F{(z) [(z)—f{¢)— })—‘Z {/’(b) —fu )2 3 allora F(w) svani-

sce quando x = a ed anche quando 2 = b. Quindi per Art. 102
| I equazione F (r) =0 deve avere una radice fra a ¢ b, Ed
| Fl(z)=t"(z) — U’) ﬂ ——— quindi una certa quantitd i intermedia tra
- acbdeve csmte e, m](* che /'0)»*/—(%)----» (z “ =03 onde

) = @) = (b =) [').

224. Supponiamo che b sia maggiore di ¢; allora /(u) ¢ algebri-
cantente mageiore o minore di f(a) secondo che f/(A) & positiva o
negativa. Se ["(x) & positiva tra 2 ==¢ cd 2 =4, allora ['(A) & neces-
sariamente positiva, e se [(z) & negativa tra 2==a ed 2=, allora
['(%) & necessariamente negativa.

Quindi abbiamo il seguente risaltato; se ["(x) ¢ costantemente
positiva in un intervallo qualunque, f(z) cresce con 2 in quellin-
tervallo, e e f'(z) & costaniemente negativa, f(2) decresce al cre-
scere di # in quellintervallo. Col crescere o decrescere di f(#) in-
tendiamo crescere o decrescere alyebrico. Possinmo perd stabilire
il nostro risultato cosi; se [’ (x) ritiene lo sfesso segno in un dato

e
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intervallo, allora al crescere di @ in quell'intervallo- f(#) cresce nu-
mericamenle quando ha lo stesso segno di [7(2), e decresce numeri-
camenle quando ha il segno contrario.

225. Enuncieremo e dimostreremo ora la regola di Fourier. Sia
[y =0 wiequazione che ha una radice e solamente una tra ot e &;
e supponiamo che equazione ["(#) =0 non abbia alcuna radice tra
% ¢ B, ed anche che Tequazione "(2) non abbia aleuna radice tra
a e {2; allora il metodo (i approssimazione di Newton riuscird cer-
famente se s'incomincia e si continua da quel limite pel quale f(2)
od ["(z) hanno lo stesso segno.

Segue dalle nostre gupposizioni che f(z) cambia segno una volta
e solamente una volta tra ec e @, o che ['(#) ed f"(x) non cambiano
segno tra o e §. Supporremo che { — a sia positiva.

(1) Supponiamo che [(x) ed ["(x) abbiano lo stesso segno quando
2=0.. 8i prenda a per prima approssimazione; allora la seconda ap-

o ()

rossimazione di Newton & oo —*-———. Dinoti e -+h il vero valore
i

della radice; allora (a4 h)==0. Ora per I’ Art. 223, noi abbiamo

flad-)—fiey=hf'(}), in cui X cade tra ¢ od g-+h; cosi h=— ;\7)\)), ad il
( (
vero valore della radice ¢ o - % . Dobbiamo quindi dimostrare

flay o . .
che a— f') ¢ pin di o vicina al vero valore della radice. Poiche h &
. (o
una quantitd neeessariamente positiva, f(a) ed /() sono di segni
contrarii, ed f(a) ¢ dello stesso segno dif(a), e quindi f’(}) od /()
sono di segni contrarii. Quindi f'(+) decresce nwmericamente al cre-
scerc di = tra o e (B, per VArt. 224, sicche f'(A) & numericamente
minore di f’{et); quindi ——l—(, ) ¢ una quantitd positiva che & nume-
f'(e) [{r)

ricamente minore della quantitd positiva T Cio mostra che la

7
\
seconda approssimazione di Newton ¢ pill vicina al vero valore
della radice in paragone della prima approssimazione.

13

- (o . ,
Sia o, = ~£_—); allora f{(2;) ed f”(#,) hanno lo stesso segno, e
1 ['\N) i 1 O
lapprossimazione pub essere eontinuata da a;.

(2) Supponiamo che f(z) ed f”(z) abbiano lo stesso segno quando
r="7%. Si prenda § per prima approssimazione, allora la seconda ap:
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1)
@
la radice; allora [(@+R)=0. Ora, per UArt. 223, noi abbiamo

{3+ —f(Z)=nf'(), in cui A cade trafe B+n;cosi h——fQ Dobbia-

['(h)

sia piti i { vicina al vero valore

prossimazione di Newton ¢ @—— Dinoti 3+ il vero valore del-

mo quindi dimostrave che 3 — /,é)
della radice. Poiché & & necessariamente una quantith negativa, i)
ed /(0 sono dello stesso segno, cd f(B) ¢ dello stesso segno di
(@), e quindi fQ) ed ["(B) sono dello stesso segno. Quindi ['(x)
cresce numericamente al crescere di ¢ tra g ¢ @, per PArg. 224,

sicch® f/(A) & numericamente minore di {'(2). Quindi /7L,)— ¢ una

quantlm positiva ehie ¢ numericamente minore della qn(mu 4 posi-

@)

piu v1cma al vero valore della radice in paragone della prima ap-
prossimazione.

Sia §,=0-

tiva

. Cio mostra che la scconda approssimazione di Newton ¢

1
@

I'approssimazione pud essere continuata da 3.

; allora [(B,) ed f"(?,) hanno lo stesso segno, e

226. L’Articolo precedente mostra che le condizioni date da Fou-
rier sono sufficienti pér assicurare la riuscita del metodo di appros-
simazione di Newton. Quando queste condizioni sono soddisfatte,
e Papprossimazionc ¢ incomineiata ¢ continuata da quel limiter pel
quale f(z) ed ["(x) hanno 16 stesso segno, otteniamo una successio-
ne di valori, i quali continuamente si avvicinano al vero valore
della radice crescendo o diminuendo, secondo che il limite dal
quale partiamo & minore 0 maggiore del vero valore della radice.
Dimostreremo ora brcvementc che le condizioni di Fourier sono

‘necessaric.

Se partiamo con un supposto valore ¢, la sccondaapprossimazione

. . [(e) :
di Newton lo corregge aggiungendo — ok mentre il vero valore
3 2 B
o . ey . .
della radice si otterrebbe aggiungendo —/—’(T) Quindi la perma-
A

nenza di segno di ['(z) & necessaria per essere sicuri che ['(¢) ed
['(%) abbiano lo stesso segno; se queste quantitd non bhanno lo
stesso segno la correzione (i Newton non ha il segno convenicnte,
¢ la seconda approssintazione di Newton & pit lontana dal vero va-
lore della radice in paragone della prima approssimazione.
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La permanenza di segno di /"(x) & necessaria per assicurare che
['(\) sia numericamente minore di f'(c). Se¢ ¢id non ha luogo la
correzione di Newton & numericamente magqmre della vera corre-
zione, e cosi, supponendo che la correzione abbia il segno conve-
niente, il vero valore della radice cade tra la prima e la seconda ap-
prossimazione di Newton. In questo caso la seconda approssima-
zione di Newton pud essere pit vicina al vero valore della radice

in paragone della prima approssimazione, ma non & cosl necessa-
riamente.

227. Nell’ esempio dell’ Art. 220, si pud dimostrare che 1’ equa-
zione f(z) =0 ha solamente una radice fra 2 e 2.1, e che le equa-
zioni ['(z) =0 ed f"(z) = 0 non hanno radici tra questi limiti; inol-
tre f(r) ed ["(2) sono entrambe positive quando 2=2-1. Quindi
I’ approssimazione Newtoniana riuscird certamente se essa s’inco-
mincia e si continua dal limite 2. 1.

Per un altro esempio si prenda I'equazione 23— 7o+ 7=0, di-
casi f(z) = 0. Si pud mostrarc con la pruova che I’ equazione ha una
radice tra 1-3 ed 1-4;1e equazioni f/(z) =0 ed f"(z) =0, non-hanno
radici tra questi limiti; inoltre f(T) ed-f"'(z) sono entrambe positive
quando #=1-3. QL\ll'ldl v appros&mmmonc Newtoniana riuscird cer-
tamente se essa s’incomincia e si continua dal limite 1-3.

228. Mostreremo ora in qual modo si pud valutarc la rapiditd
dellapprossimazione. Supponiamo che ¢ sia il valore approssimato
della radice che si ¢ ottenuto in un punto qualunque del procedi-

mento; allora il vero valore della radice & ¢ — < ’O\)’ sicche il valore
. . ¢ .
numerico dell’errore in questo punto & /—,,(—)\), che indicheremo con

r. 1l valore approssimato seguente sard c—~~f—,@ , ed ora il valorc
fley floy . 1'=1"®)
ciod, r ——-—-"_ E poet
[NEDN 1) :
PArt. 223, abbiamo ['(¢) —'(A) = (¢ —A)[" (), in cui | cade tra ¢
r(e—N 1"

saumerico dell’errore &

e A; cost Verrore ¢ . Ora A cade tra ¢ ed il vero valore

['(e)
della radice, sicchd ¢— A & minore di 7; quindi 1"errore ¢ minore
a2 ol
di %(%) Il massimo valore che pud prendere [”(#) tra i limiti
¢

considerati si divida per il minimo valore che pud prendere f'(z),
e si dinoti il quoziente con ¢; allora Uerrore & a fortiori minore di ¢gr2.
18
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Per esempio, nell’Art. 220, la radice cade tra 2 ¢ 2-1. Cosi per
trovare ¢ dividiamo il valore di 6z quando z=2-1 pel valore di
322 —2 quando # =2; quindi g=1-206; e siccome ¢ & presso a poco
Punitd, il nymero dei posti deeimali esatti nell’approssimazione
sard prossimamente raddoppiato ad ogni passo.

229. Lo studente che conosce gli elementi dell’ applicazione del
Calcolo Differenziale alla teoria delle curve, trovera facile di illu-
strarc gcometricamente la regola di Fourier per guidare approssi-
mazione di Newton.

Supponiamo che PR sia una parte della curva determinata dal-
I'equazione y={(«). Allora possiamo supporre di conoscere 0N ed
ON, e di cercare il valore di 0(; cio¢, cerchiamo di conoscere il
punto in cui la curva taglia 1"assc.

Al punto P & chiaro che f(2) & negativa se Oy & la direzione po-
sitiva dell’asse delle y; ed f"(#) ¢ anche negativa in P, poichd la
curva in P & convessa verso 1'asse delle . Si tiri la tangente PT
@

[(a)’
ziale; sicché, partendo da M1 approssimazione Newtoniana procede
verso 7' E siccome 7' cade tra Me ( & thiaro che il metodo riesce
in questo caso, e che approssimazione puo essere continuata da 7.

come si sa dal Calcolo Differen-

sia OM=a, allora MT=

Uy
o

.—-‘""‘"
./'/_ -
e
v

|

f

! R
| -
| T \
o 0 N

Nel punto R abbiamo [(z) positiva ed [”(z) negativa. Si tirt la
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tangente RS; allora, partendo da N 1'approssimazione Newtoniana
procede verso S, od S ed N sono in parti opposie di . Di pilt non
vi & sicurezza che (S sia minore di N, ¢ non vi & sicurezza che
lapprossimazione possa essere continuata da S. Cost Papprossima-
zione non si puo incominciare con sicurezza da N.

Lo studente pud illustrarce facilmente con figure la condizione
che [7(z) ed f’(x) debhano ritenere il segno inalterato tra i limiti
che si considerano. »

Se perd, in un esempio, sappiamo che NS & minore di N possia-
mo partire da N, poicht il punto S cadrd allora tra Q ed M, ¢ Vap-
prossimazione pud cssere continuata da S.

Sia ON=0; allora possiamo partire da N se 4@ éminore di §

(@)

Messenger of Mathemalics, Vol. nr. pag. 40.

XVIIl. METODO DI IIORNER.

230. Spiegheremo ora il metodo per approssimare il valore nu-
merico di una radice di un’equazione che fu inventato dal fu Sig.*
Ilorner.

Per listoria di quoesta parte del soggetto rimandiamo ad una me-
moria del Prof. De Morgan nel Companion to the Almanac pel 1839,

Sia f(z) =0 un’ equazione qualungue ; allora f(a-+2) =0 & un’e-
quazione le radici della quale sono minori di ¢ di quelle della pri-
ma equazione. L'cquazione [(¢+2)=0 diviene quando si sviluppa,

f() ,J”’(él) M@
ERN {n

Ora la parte essenziale del metodo di Horner consiste in un pro-
cedimento col quale i coefficienti dell’ ultima equazione si possono
sistematicamente ed cconomicamente calcolare; abbiamo gid osser-
vato che un tale procedimento sard utile; si veggano gli \rt 11e?14.

(@) +af' (@) + 2*>——— S =0.

231. 8i supponga, per esempio, che

It

[(2) = A0% 4 Bt 4 0B - D)

\~

A B A= 1
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allora [(a) = 4a® + Bad - Ca® + Da® + Ea |- F,
' (@) = 54a* + 4Ba® + 30u? + 2Da + I,

1
5 f"(a) = 104a® 4- 6Bu® + 3Ca + D,

- 1
I e = ( 2 4 _ ¥
g 3/ (a) = 104a* + 4Ba + O,

C_/if”“ (@) = bda + B, |

1 :

B [""a)y = A. - |

(1) Possiano calcolare [(a) nel modo spiegato nell’Art. b, cosi; ‘

A4 =4, ‘
‘1 Aa + B = P diciamo,
B Pa 4+ € =A%+ Ba+ C == (@ diciamo,

Oa + D == Aa® + Ba® + Ca + D = R diciamo,
Ra 4 E = Aa* + Ba® + 0a® + Da 4+ E = § diciamo,
Sa + I = Ad® + Ba* + Co® + Da® 4 Ea + F = [(a).
Qui ciascuna linea si ottiene moltiplicando la linca precedente
per a, ed aggiungendo successivamente i termini B, ¢, D, E, F.

(2) Possiamo ora culcolare f'(a) nello stesso modo come si & cal-
colato f(a), adoperando 4, P, Q, R, S nello stesso modo come sono
state adoperate 4, B, 0, D, I,

A = 4,

A6 + P=2da -+ B = T diciamo,

Ta + () = 34a* + 2Ba + € = U diciamo,

Ua -+ R = 44a3 + 3Ba® 4 20a 4 D =V diciamo,
Va + § = bAa* 4 4Ba® + 30a? + 2Da + E = ['(«a).

(3) Possiamo ora calcolare 11”'(a) nello stesso modo come sono
state calcolate f(z) ed f'(a), adoperando 4, T, U, V;
A =4,
Aa + T'= 34a 4 B = W diciamo,
Wa -~ = 64a® + 3Ba 4 ¢ = X diciamo,
Xa 4V =104a® + 6Ba® + 3Ca + D = /" (a),
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. 1
(4) Possiamo ora calcolare -— /(@) nello stesso modo, adope-

13
rando 4, W, X;
A =4,
Aa + W= 4da } B =Y diciamo,

i
Yo + X = 104a® 4 4Ba + C=—f"(a).

13
. 1
(5) Possiamo ora calcolare ﬁf””(a) nello stesso modo, adope-

rando 4 ed T;

A = A,
1
R _  pnn
Aa - Y="54a+ B = L’if (@)-
1
(6) TFinalmente, A=—=r""a).

)
Il procedimento precedente pud essere disposto conveniente-
mente cosi;

A B c D E r
Aa Pa Qa Ra Sa
P 0 R S f(a)
Aa Ta Ua Va
T U v 0)
Aw Wa Ya
= it i
W X ; P (@)
Aa Yo
1
TR0
Aa
1 *
E/‘””(u’)

La quantitd sotto ogni linca orizzontale si ottiene aggiungendo le
due guantitd immediatamente sopra la linea.

Abbiamo cosi mostrato il procedimento di Horner per formare i
coefficienti dell’ equazione f(a-+ 2)=0 quando Yequazione ¢ del
quinio grado; dimostreremo in seguito che questo procedimento &
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applicabile qualunque sia il grado dell’ equazione. Daremo una illu-
strazione numerica del procedimento ¢ quindi spicgheremo Tuso
del procedimento nell’approssimare la radice di un’ cquazione.

Per un’illustrazione numerica si supponga ¢ =2 od

fl2)=3a% —a%+ 422+ 50 —8.

3 0 —1 + 4 +5 —8

6 12 22 52 i1

6 il 26 57 106
6 24 70 192

12 35 96 2hn
6 36 142

18 KT 238
6 48

aq 119
6

30

Cost [(R + o) = 325 + 302% 4 1192% - 23822 + 2402 4 106,

232. Supponiamo, per esempio, di avere un’equazione comn una
radice compresa fra 300 e 4003 «i formi una seconda equazione le
radici della quale siano minori di quelle della prima equazione di
300, sicchd la seconda equazione ha una radice compresatra 0 e 300,
Per tentativi si trovi il massimo multiplo i 10 che & contenuto in
questa radice; supponiamo che esso sia 705 si formi una terza equa-
zione le radici della quale siano minori di quelle della seconda
equazione di 70, sicchd la terza equazione ha una radice fra 0 e 10.
Per tentativi si trovi il massimo intero ¢he ¢ contenuto in guesta
radice; supponiamo che esso sia 2 si formi una quarta cquazione
le radici della quale siano minori di quelle della tersa ccuazione di
2, sicehe la quarta equazione ha una radice compresa fra 0 ed 1.
Per tentativi si trovi il massimo numero di decimi che & contenuto
in questa radice; supponiamo che esso sia 8 decimi; si formi una
quinta equazione le radici della quale siano minori di quelle della
quarta equazione di -8, sicché la quinta equazione ha una radice
compresa fra 0 ed -1. Per tentativi si trovi il massimo numero di
centesimi che & contenuto in questa radice; supponiamo che esso
sia 7 centesimi.

Ora supponiamo che 07 sia esattamente una radice della quinta
cquazione; ne segue che 37287 ¢ esattamente una radice della pri-
ma cquazione.

3
;
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Supponiamo in secondo luogo che <07 non sia esattamente una
radice della quinta equazione; allora ne segue che esiste un’ equa-
zione le radici della quale sono minori di quelle della prima equa-
zione di 372-87, ¢ clie ha una radice compresa [ra 0 ed -01. Cosi

la prima equazione ha nna radice che & compresa fra 37287 ¢
372-88.

Cost vediamo come con una serie di operazioni del genere di
quelle date nell’Art. 231, o giungiamo all’esatto valore della radice
di un’equazione, o pure possiamo approssimarci ad esso tanto quanto
ci place.

233. Nell’ Articolo precedente abbiamo stabilito che alcuni nu-
meri debbono trovarsi per lenlalivi; mostreremo ora che possiamo
fucilmente regolarci in questi tentativi. Sia f(#) =0 Pecquazione
proposta, ¢ supponiamo clic con na o pil operazioni si sia dedotta
Pequazione che ha le sue radici winori di quelle dell’equazione pro-
posta di ¢, ciot, supponiamo di aver formato 'équazione [{c+2)=0,
e supponiamo che quest’ultima cquazione abbia una piccola radice.
Allora ¢ & un valore approssimato di una radice dell’equazione pri-

mitiva; quindi pel Capitolo precedente ¢ - L,Q sard in generale

e,

¢ un

una pit vicina approssimazione a quella radice. Cosi —/;_,( )

¢
valore approssimato del numero di cui abbiamo bisogno per conti-
nuare I’ operazione.

234. Esempio. Sia f(#) =223 — 4732% — 2344~ T11. Si trovera per
tentativi che f(200) & negativa ¢ £(300) & positiva, sicché I equa-
zione f(z) =0 ha una radice fra 200 e 300. Procediamo a diminuire
le radici di 200.

2 — 4T3 — 234 LTI (200
400 — 14600 — 2066800
13 —1as3h “Z2967511
400 65400
AT BIURTEH
400
727

Quindi lequazione che ha le sue radici minori di quelle di fiz)=0
di 200 & 2% +727224-505662—-2967511==0; sicche f(200)=--29567014
ed £7(200) = 50566.
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. 200 .
Quindi ——%)—O%é pitt di 50. Procediamo allora a diminuire le
radiei dell’equazione ora data di 50.
2 721 50566 — 2967511 (50
100 41350 4595800
827 91916 1628289

Troviamo cosi che 50 & un numero troppo grande, poiché abbia-
mo [(250) =1628289 quantitd positiva, mentre [(200) & negativa;
sicchd la radice che andiamo cercando & minore di 250. Infatti,
guidandoci nel modo spicgato nell’Art. 233 siamo esposti a scegliere
per tentativo un numero troppo grande, specialmente nel principio
dell’ operazione; un simile errore si commette alle volte nel pro-
cedimento ordinario dell’estrazione della radice quadrata di un
numero.

Tentiamo adunque 40.

2 727 50566 - 2067511 (40
80 32280 3313840
807 82846 346329

Cosi 40 & anche troppo grande, poichoé f(240) ¢ positiva.

Tentiamo quindi 30.

2 727 50566 — 2967511 (30
60 23610 2225280
787 TILTH — Th2231
60 25410
847 99586
60
907
Cost [(230) =— 742234 quantitd negativa, sicch® 30 & il giusto

numero.

Quindi 'equazione che ha le sue radici minori di quelle dif(z)=0
di 230 & 225 + 90722 4- 995862 — 742231 = 0.

1230)

“Qui 17 (230) = 99586 sicchd —a—et =
ui f'(230) 9586 sicché 77230)

7 approssimativamente:



METODO DI HORNER. 145

Procediamo allora a diminuire le radici dell equazione ora da-
ta di 7.

pa 907 905806 — Th2231 (7
11 6447 742231
921 106033 0

C1d mostra che f(237) =0; sicchd 237 & una radice dell’ cquazio-
ne primitiva.

L’intera operazione & usualmente csibita cosi;

2 =413 — 234 — 711 (237
A00 — 14600 — 2966800
—73 — 14834 —2967514%
400 65400 2225280

327 B0566* — 742231
400 23610 742231

727% 74176
60 25410
87 99586+
60 44T

817 106033
60

© 907t

1

921

Qui il segno * indica dove termina la prima parte dell’operazio-
ne, ed il segno  indica dove termina la seconda parte dell’ope-
razione.

235. Pronderemo ora un esempio di un’equazione che non ha
alcuna radice commensurabile. Sia f(2) =23 — 322 — 22 + 5. 8i tro-
verd per tentativo che f(3) ¢ negativa ¢d f(4) & positiva, sicche
I'equazione f(z)=0 ha una radice fra 3 ¢ 4. Cido che segue sard
Voperazione per approssimare questa radice sino a tre cifre de-
cimali.

19
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1 -3 -2 5 (3-128
3 0 -6
o -9 —1*
3 9 764
3 e — 2394
3 -61 167198
6% 7-61 — -0TI8T2%
‘1 62 068273152
61 T823T — “0035H9884R
4 1264
62 83564
1 1268
63 848328
02 050944
632 8534144
02 -051008
6.34 8-585152
-02
6-36%
-008
6:368
-008
6376
<008
6384
Qui‘ per trovarc la seconda cifra della radice abbiamo ~ :—1

sicch® -1 & il pili prossimo numero chie si deve tentare; per trovare

la terza cifra della radice abbiamo — — 9, sicche -02 & il pil

8-23
prossimo numero che sideve tentare; per trovare la quarta cifra della
. —-074872 | NQ n ] it .
radice abbiamo — TR sicché -008 & il pit prossimo numero

che si deve tentare. In tutti questi casi il numero suggerito si trova
essere corretto.

236. Come un altro esempio prendiamo I'equazione data nell’Ar-
ticolo precedente, ed approssimiamo la radice che essa hafra i e 2.
1’ operazione & usualmente esibita cost;
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I —2 5 (1-2016
1 -2 —4
9 i 1000%
1 -1 — 992
1 TRO0* 8000000+
1 4 — 4879399
00* ~496 3120601000%
9 8 — 2927060904
2 — 4880000 4 193540096
2 601
4 — 4879399
2 602
600 4871879700 %
1 36216
601 187843484
1 26252
602 — 487807232
1
6030%
6
6036
6
6072
6
6048

La differenza tra questa disposizione e quella nell’Art. 235 nasce
dal fatto che si & solito in pratica di omettere ¢ punti decimali, ap-
punto come essi si omettono nel procedimento per estrarre le radiel
quadrate dei numeri con approssimazione. La seguente regola ri-
spetto alla parte decimale della radice sard sufficiente. Quando tutte
le cifre intere della radice sono state trovate e deve incominciare
a comparire la parte decimale della radice, si aggiunga uno zero
dritta della prima colonna in cui si apera, due zeri a dritta della
seconda colonna, tre zeri & dritta della terza colonna, e cosi di se-
guito se vi sono pit di tre colonne; indi si proceda completamente
nelloperazione come sc la nuova cifra della radice fosse un numero
intero. Indi si aggiungano zeri come prima.

8i sard osservato che dopo il 2 nella radice la cifra seguente
considerata come un intero sarebbe data approssimativamente

8000

2 — —75500

, ¢ questa & minore dell’unitd; cosl sl panc uno zero
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nella radice ed aggiungiamo un altro zero alla prima colonna in cui
si opera, duc di pilt alla seconda colonna, e tre di piu alla terza,
¢ procediamo come prima. Gli zeri serviranno a distinguere i di-
versi passi dell’operazione, sicch® i segni * 4 % possono essere
omessi.

I chiaro che in tutti gli esempi precedenti la prima colonna po-
teva essere abbreviata eseguendo & memoria le facili operaziont
che debbono farsi, e scrivendo solamente 1 risultati, ma abbiamo
stimato di esibire il tutto per essere pit chiaro allo studente.

237. Dopo che un certo numero di cifre della radice & stato tro-
vato correttamente, un numero addizionale si puo ottenerc con
un’operazione abbreviata. Daremo un esempio di cio calcolando la
radice positiva dell’ equazione #®+ 322 — 2w — b=10. Escguiremo
prima I’operazione per disteso sino a che siano state determinate
cinque cifre decimali della radice.

3 —9 — 5 (1-33005
: 1 2
4 2 3000
1 5 2667
5 700 27333000
1 159 339337
60 389 — 663000000000
3 198 564352475125
63 108700 — 98647524875
3 2079
65 110779
3 2088
690 112867000000
3 3495025
653 , 112870495025
3 3495050
6o 112873990075
3
699000
5
699005
5
699010

b)

599015
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La regola per abbroviare Voperazione & la seguente; si cancellino
ad ogni passo una cifra dalla dritta della penultima colonna, due
cifre dalla dritta dell’ antipenultima colonna, e cosi di seguito.

Riprenderemo ora I'esempio considerato ed applicheremo questo
procedimento abbreviato.

Lo699015 112873990075  — 98647524875 (133005873
55921 90299639432
11287451929 — 8347885443*
H5921 7901261018
11287510850% — 40624425
489 338625624
1128751574 — 107998801
489
1128752063+
2
112875208
2
112875210

Al punto in cui terminava 1'operazione per disteso si suggerisce 8
per la cifra seguente; allora trascuriamo 5 in fine della penultima
colonna, e 15 in fine dell’antipenultima colonna. 11 primo passo
nel proseguire I'operazione si ¢ di moltiplicare 6990 per 8, e porre
il prodotto nella colonna seguente; il prodotto si considera essere
55921, poich¢ immaginiamo (9901 moltiplicato per 8 e cancellata
I'ultima cifra, e cosl HHI2L & pin vicino di 55920 al vero valore.
Quindi agginngiamo 55921 ad 11287399007; prendiamo 9 per la
cifra al posto delle unitd nella somma avuto riguardo al b che si
trascura. 11 segno * indica dove termina il primo stadio dell’opera-
zione abbreviata. Ora si cancelli lo 0 in fine della seconda colonna
2 90 in fine della prima colonna, sicchd la prima colonna & ridotta
a 69. La cifra seguente della radice & 7, ¢ questo stadio dell’opera-
zione termina dove si & messo il segno . Si cancelli 3 in fine della
soconda colonna ¢ 69 in {ine della prima colonna. La prima colonna
cosi sparisce, ma escreita ancora una leggiera influenza poiché la
cifra seguente nella radice ¢ 3, e qnando 69 si moltiplica per 3 ¢
si trascurane due cifre rimane un 2.

Sono rimaste ora solamente due colonne; il resto dell’operazione
coincide col procedimento ordinario della divisione abbreviale, ed
esso dard altre otto eifre di pitt nella radice.
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11287521,0 — 107998801 (1-3300587395679825

101587689
1128752,1 T —G&11112
5643761

112875,2 = 767351
677251

112875  ~_ 90100
79013

1128,7 11087
10158

112,8 929
902

11,2 97

29

1,1 T

Possiamo essere sicuri dell’approssimazione presso a poco sine
all’ultima cifra, Poiché se 'intera operazione fosse escguita per
disteso, I"ultima colonna presentercbbe un maggior numero di ci-
fre a dritta di quelle qui esibite, ma quelle che sono fqui esibite
riterrebbero i loro posti senza alterazione eccetto forse il cambia-
mento in alcune linee dell’ultima cifra per un’altra differente da
essa per I’ unita.

238. La radice trovata nell'Articolo precedente & il valore nume-
rico della radice negativa dell’ equazione #8—322—-2p+5=0. Quindi
la somma delle radici trovate negli Art. 235 ¢ 236 dovrebbe supe-
rare la radice trovata nell’Art. 237 di 3; poiche la somma delle tro
radici dell’equazione con i loro proprii segni & 3. Cio si trovera
valere approssimativamente; e lo studente si pud esercitare a cal-
colare i valori approssimati delle due radici positive con maggior
numero di cifre decimali di quello ¢hic abbiamo dato, per verificare
pilt esattamente il legame tra‘la somma di quelle due radici ¢ la
radice calcolata nell’ Art. 23

239. Varii suggerimenti sono stati indicati allo scopo di dimi-
nuire il lavoro nell’uso del metodo di Ilorner. Rispetto a tali sug-
gerimenti possiamo citare lo osservazioni seguenti che siriferiscono
ad uno di essi. « Ma considerando che il procedimento ¢ tale che
nessuno lo eseguird molto spesso, dubitiamo sc si debba racco-
mandare questa abbreviasione. Tutte queste semplificazionl ten-
dono a far perdere di vista al calcolatore I uniformitd del metodo
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che si manifesta nell’insieme; ed abbiamo sempre trovato che csse
contribuiscono piuttosto a far dimenticare il metodo che ad abbre-
viarlo » Penny Cyclopzdia, articolo Involution.

240. NellArt. 231 si disse che avremmo dimostrato come il me-
todo di Horner per formare I'equazione f(a 4+ 2)=0 & generalmente
vero. Considereremo ora questo punto.

Sia [(@) =Py + @ 1 4 pe2™ 2 Py T+,
&1 ponga ¥ +a per 2, e supponiamo che f(z) diventi allora
Qo+ T Y TR Gl

dobbiamo dimostrare che q,, ¢4_q,--- 11> 9o Si trovano corrcttamente
col procedimento di Horner. I chiaro che gy =p,. Poich¢ y=2—a
le espressioni seguenti sono identicamente eguali,

Do+ Pad" T et T APy g @ Py
B go(r—a)"+ @z — )" N+ ga(z— )" 24+ Gy (T—0) F .

Quindi ¢, & il resto che si troverebbe dividendo f(x) per z—a;
inoltre il quoziente che nasce da questa divisione deve essere iden-
ticamente eguale a

Qo @— 0" 4y (0= )" 2 g (@ — P g,y

Quindi ancora ¢, _, & il resio che si troverebbe dividendo I’ ulti-
ma espressione per # —a; inoltre il quoziente che nasce da questa
divisione deve esscre identicamente eguale a

o —a)*" 2t g (e —a)" S d gy (x—a)"H L g,

Quindi ancora ¢,_, & il resto che si troverebbe dividendo l'ultima
espressione per 2 — a; inoltre il quozicente che nasce da questa di-
visione deve essere identicamente eguale a

Go(@—a)" P+ q(@—a)"" " £ gy (0 —a)" TS 4 L gy gh
e cosi di seguito.

Cost 9,y 4y—1> Gn—s> Tp_sg> -+~ 2010 i successivi resti che s’incon-
trano nel dividere, prima f(z) per #—a, quindi il quoziente per
z—a, quindi il nuovo quoziente per #—aj e cost di seguito. E ve-
diamo per gli Art. 5, 7, e 9 che il procedimento di Horner deter-
mina questi resti successivi.
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241. Abbiamo cos) discusso sufficientemente il soggetto dei va-
lori approssimati delle radici reali delle equazioni. Non si conosce
ancora alcun metodo facile in pratica per calcolare le radicl imna-
ginaric delle equazioni; ma teoreticamente questo st pud far dipen-
dere da quello che & stato gid dato. Infatti sipponiamo che a+by—1
sia una radice immaginaria di un’ cquazione f(z) = 0; allora poicheé
la parte reale ¢ la parte immaginaria di f(a+0V—1) debbono sva-
nire separatamente, otteniamo due risultati, che possiamo dinotare
con P=0e (=0, come nell’Art. 41. Qui P e ¢ saranno funzioni
dia e d, e se climiniamo ¢ ¢ b dalle equazioni P=0 ¢ (=0, otte-
niamo una sola equazione con una sola quantitd ignota; e cerchia-
mo i valori reali di questa quantitd ignota. Quindi possiamo deter-
minare le radici immaginarie di una data equazione se possiamo
formare una certa altra equazione ¢ determinare le sue radici reali.
Mostreremo in seguito in qual modo formare Vequazione che risulta
dall’eliminare una fra due quantitd ignote da due date equazioni.

Spiegheremo nel Capitolo xxr un altro metodo che & stato usato
per calcolare le radici immaginaric delle equazioni. Lo studente
puo anche consultare il saggio del D.¥ Rutherford sulla Complefe
Solulion of Numerical Equalions.

XIX. FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE RADICI.

242. Una funzione di due o piti quantitd si diee essere una fun-
zione stmnelrice di quelle quentith se la funzione non & alterata
quando si scambiano tra loro due qualunque delle quantita.

Cosi, per csempio, a2+ 0%+ ¢2 ¢ una funzione simmetrica delle
tre quantitd a, b, ¢; tale ancora & ab 4 le + ¢a; poichd ciascuna di
queste funzioni non & alterata quando scambiamo tra loro ¢ ¢ b, o
@«cc,0bec.

R43. I cocfficienti di un’ equasione sono funsiond simmelriche dells
radici dell’ equazione.

Infatti per I’ Art. 45, se I'equazione & #™4pa" " 4pya” 24, =0,
abbiamo

— py = alla somma delle radici,

p, = aila somma dei prodotti delle radici prese a due la volta,
¢ cost i seguito; ed ¢ manifesto che le funzioni delle radici che
aui si hanno sonoc {unzioni simmetriche.
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L’oggetto di questo Capitolo si & di mostrare che ogni funzione
simmetrica razionale delle radici di un’equazione pud essere espres-
sa per mezzo dei coeflicienti di quell’equazione. Incominceremo
col dimostrare il teorema di Newton per le somme delle potenze
delle radici di un’ cquazione:.

244. Dinoti f(z) a® +p @™ 1+ pd™ 24 ... +p,, ¢ dinotino
a,b, e, d,... leradici dell’ equazione f(x)=0.
Sia S,=a +b +¢ +d + ..
Sy=a*+ 02+ 4 d+ ..,
Sg=a*+ 034 ¢d a3 4 .,
o cost di seguito; cosi S, & la somma delle radici, S, ¢ la somma
dei quadrati delle radici, Sy ¢ la somma dei cubi delle radici, ed in

generale S, & la somma delle potenze m™e delle radici.

Per I Art. 74 abbiamo

@ 1@ @

r—a x—b xT—¢

[ (@)

Le divisioni indicate nel secondo membro di questa identita pos-
sono essere eseguite csattamente per I Art. 7; ed abbiamo
f(‘r) =] o A —2 2 Y Lat]
premptn (@a+pg) 2" 2+ (@ +pratpy) 204
(@™ @™ T b paa™ TR Py 8T L

[@) [(®)

z—b z—c¢

¢ simili espressioni si hanno per

Addizionando quindi otteniamo
[ (@) =na® 1 4 (S, -+ np) a2+ (Sy +pySyHnpy) a4

+ St PrSman +1)28m_.é Foootnpy a4l
Inoltre [7 (#) =na" V- (n— 1) pa" 2+ (n — 2) poa”™ 34 ...

A (—m) p ™M L
or

“
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8i eguaglino 1 cocfficienti delle stesse potenze di » nell'identitd;
cosl

Sy+npy=n—-4p, o S;+p,=0,
SoA+pySy Fnpy=(1—2py 0 8y +pyS;+ 2y=0,
e generalmente
S P1Smes FP2S s + o F 0D, = (0= 1) Py
0 S T xS +PeS st + Py Sy F 0P, = 0.
In questo risultato generale i si sippone essere minore di .

Per mezzo dcl risultato generale possiamo esprimere la somma
delle m™¢ potenze delle radici per mezzo dei coceflicienti ¢ delle
somme delle potenze inferiori delle radici; ¢ cosi con operazioni
ripetute possiamo esprimere la somma delle potenze m™ delle ra-
dici per mezzo dei coefficienti solamente.

Supponiamo in secondo luogo che m non sia limitato ad essere
minore di n. 81 moliiplichi la data equazione f(z) =0 per-a™™";
cost 27 f(z) =0, ciod,

2 i — =
" 4 p @ pad™ T L p TR = 0.

Si sostituiscano per ¢ successivamente ¢, b, ¢, ... ¢ si aggiungano
i risultati: cosi

Ly 8 . i . @ e
Sm ™ V19—t {‘172‘9911—2 F.. +1}1L‘Sm—vt“)'

Con questo tcorema possiamo esprimere la somma delle potenze
m¢ delle radici di un’equazione per mezzo dei coelficienti ¢ delle
somme delle potenze inferiorl delle radici quando m non & minore
di n; e cosi con operazioni ripetute possiamo esprimere la somma
delle potenze m™¢ delle radici per mezzo dei coeilicienti.

11 metodo seguente & molto conveniente in pratica. Abbiamo

B

[ = f(z) AL n f(x)

r—oa  w-—h -
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o @) @ B z
quindi @ —w»—aljr w-v-»b+a; ~-—c+
~1 -1 N\ 7
- <1J_‘> + (1-?) + (1-— 3) + .

S,
2

+ ...

Cosi, se attualmente dividiamo @/ (@) per [ (@), i coollicienti dei
termini in ordine saranno n, S, S,, ...

245, Per trovare la somma delle potenze negative delle radici

dell’ equazione f(#) =0, possiamo porre - per z ¢ trovare la somma
Y

delle potenze positive corrispondenti delle radici dell’equazione tra-
sformata in y.

0 pure possiamo fare successivamente m eguale ad n—1, n—2,
n—3,... nel risultato dell'Articolo precedento; e cosi ottenere sue-
cessivamente S_,, S_,, S_g, ...

246. Il problema generale di trovare il valore di una fanzione
simmetrica razionale qualunque di certe quantitd si puo ridarre al
problema di trovare il valore di alcune funzioni semplici, come ora
mostreremo.

Una funzione simmetrien razionale qualunque c¢he non & intera
sard il quoziente di una {funzione simmetrica razionule intera per
un’ altray sicch® ¢ necessario i considerare solamente le funzioni
intere. Una funzione simmetrica rvazionale intera qualunque eche
non ¢ omogenea sard la somma di dac o pitt funzioni simmetriche
razionali intere cho sone omogenee; siceh® & necessario conside-
rare solamente Te funzioni omogence. Una funzione omogenea pud
consistere di diverse parti in cul Lenchd la somme degli esponenti
rimanga la stessa, gli esponenti stessi siano diversis in tal caso la
funzione omogenea ¢ la somma di due o pit funzioni omogence
dello stesso grado in cul gli exponenti sono gli stessi per tutli |
termini.

Segune da cio clie basta considerare solamente tali funzioni sim-
metriche razionali ehie siano intere od omogenee, ed in cui gli espo-
aenti siane gii stessi per tulli 1 termind.
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247. Dinotino a, b, ¢, d, ... le radiei di una data equazione.
Per 1’ Art. 244 possiamo esprimere per mezzo dei coefficienti il
valore di

a’ﬂb +b7ll/+ Gﬂb + d"b + .

Questa funzione si pud dire essere del primo ordine, poiche cia-
scun termine contiene solamente une delle radici.

Una funzione si pud dire essere del secondo ordine quando cia-
scun termine contiene due delle radici, come

Py L I AL R

Qui bisogna formare ogni permutazione delle radici prese due
per vglta, e porre I'esponente m sulla prima radice ¢ p sulla se-
conda. Dinoteremo questa funzione con Xa™i?, essendo essa la
sommna di tutt’i termini che si possono formare come ¢™iP,

Una funzione sipuod dire essere del lerzo ordine quando ogni ter-
mine contiene (re delle radici, come )

a™bPet + oM P+ P ..

Qur bisogna formare ogni permutazione delle radici prese tre
per volta, ¢ porre 1’ esponente m sulla prima radice, p sulla secon-
da, e ¢ sulla terza. Dinoteremo questa funzione con Za™bP¢?, es-
sendo essa la somma di tutti i termini che si possono formare co-
me a™pPed,

Similmente possiamo avere funzioni del quarto ordine e di ordini
superiori, e possiamo usare una simile notazione per rappresentarle.

Poich¢ abbiamo mostrato in qual modo esprimere le funzioni di-
notate da S, per mezzo dei coefficienti di un’ equazione sard suffi-
ciente di mostrare come una qualunque delle funzioni che dobbia-
mo considerare pud essere espressa per mezzo di funzioni come §,,.

248. Trovare il valore della funzione simmelrice del secondv ordine
V. mhLp
Zampp,

Abbiamo Sp=a 0" L™,

Sy = + 08 4ol .
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Con la moltiplicazione otteniamo

SSp= a4 HP 4 D

mep
A+ @™l - g™ 4 DMl 4
o myp
cioe, /m,SI) - S]IH"I) + Zd"b ’
. . \‘ ’In —
e quindi WP =58y = Smp-

Cio suppone che m e p signo disuguali. Se supponiamo p eguale
ad m 1 termini in Xa™bP diventano eguali a due a due, sicché que-
sta somma puod essere espressa cosl, 2E(ab)™; e quindi

L (ab)™ =52, — Sopp-
249, Trovare il valore della funzione simmelrica del lerzo ordine
Xambped,
Abbiamo 2P =a™ PP LB eP LM eP ..,
S =alH 8o
Con la moltiplicazione otteniamo
S qf.ct’"bf’:am+qb”+bm+‘707’+cm+ TaP+...
+a™ PP MPFT L
+a™pPel4-. .,

I termini nel secondo membro formano tre gruppi, che nella nostra
notazione sono dinotati da Xa™ 0P, XaP*t4p™ Xa™ P cosi

S La™ P =2 P Xal T I™ + Za VP,

Si sostituiscano per a™b?, L™+ P, e ZaP* U™ | loro valori per
I Art. 248, ed otteniamo

am P — y —
Xa"ble ”‘Sm‘spsq Smﬂ)sq Sm+qsp Sp—,—q m+25m+p+-q

Abbiamo suppesto m, p, ¢ tutti disuguali. Supponiamo, pero,
che m=yp; allora, come nell’Art. 248, abbiamo

9N 1AM . Q3 9 L9
A(ab)eh = S uSq = SamSq— S megSmt *Samg:

8¢ m=p =q la somma Xa™p"c? si riduce a 2-3X(abe)™; cosi

R S , :
6X(abe)™ = 8%, — 385, S -+ 25
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It metodo di questo Articolo e del precedente pud essere conti-
nuato indefinitamente, e cosl unafunzione di un ordine qualuniue
come Xa™iP e Ya"bPe? pud essere espressa per mezzo del coelli-
cienti, Quindi per I'Art. 246, Toggetto proposto nel presente Capi-
tolo pud essere raggiunto.

250. Abbiamo mostrato come la funzione dinotata da $,, puo es-
scre cspressa per mezzo dei coefficienti; ¢ cosl naturalmente si pud
esprimere nello stesso modo la somma di un numero qualunque di
funzioni come §,,. 1l metodo seguente, pero, sard gencralmente
pilt vantaggioso in tal caso. Se ¢(#) dinota una funzione razionale
intera di @, si cerca di esprimere per mezzo dei coellicienti la som-

ma (@) + 9(b) + ¢(e) + -

Abbiamo m:_}—_,__i_+_'1 +.
f@y z—a z—b x—c¢
el ') g ) e@) 4

quindi
r-a w—0 x—¢

¢ -¢@ @) —¢l) @ —g()

r—a z—0b xr—c

A+ $(a) + Cf(b) o+ @(Uv) N

r—a x—0b ax—¢

In questa identitd le parti intere e le parti frazionaric suranno eguali

: e ¢la) —gl0) -
separatamente; inoltre espressioni tall come —————— sono lntere
O —

per VArt. 7. Si divida @(2)f'(@) per [(2), Y operazione essendo spinta
finch¢ i1 resto sia una funzione intera di 2 di grado inferiore ad
f(@); sia R questo resto. Allora considerando le parti frazicnarie
dell’ identitd abbiamo :

ho_gl@ | &0, ¢(c)

[@) z—a  a—b x—c¢ '

St moltiplichi; allora

R=g""1 {Lp(a) +ell)+g(e) +... g

+ termini contenenti potenze di = tuferiort ad 275,

Cost () 4oy -+l ... & eguale al coefliciente A ™% in &
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251, Come un esempio delle formole di questo Capitolo suppo-
niamo chie si vogliano trovare le somme delle potenze detle radici
dell equazione

b g T2t - 6=0.

‘Slji--—])l il ’1 s

Sgz==py Sy g = A4 44=240,

Sa==p 85— paSy—3ps=154+7-3=19,

R ,“;—]),]S‘.r—71?32'7;35,74;1,“ = {94+105— 1-24= 99,
Sy==35, 1S538 =18 = WI+133-15— 6=211,
Se=— 1155 P25, P3S5—1,5a=2114693—19—-90=795,

e cosi di seguito.

. 1 .
S ponga - per » nell’equazione data; allora
Y
1 7 1 1
PSPy =0,
Y +—GJ l}'/ (.)J+6

Cost per le somme delle potenze negative delle radici dell’ equa-
zione primitiva abbiamo
1
'(f ’

S.y=—=S_, ( )~ 1%
"2“#_ 5/ 7% T3 38

¢ cosl di seguito.

S_j=—

Questi risultati possono essere verificati facilmente, essendosi

formata 1'equazione primitiva in modo da avere per suc radici
—2,—-1,—1,3
~y ’ ’ .

Ancora, supponiamo che si vogliano i valori di §,, S,, S; ed S,
nell’equazione Liguadratica

Lt 4 qaLrets=0.
S, +p=0, onde §;=—p,
Se+pSy42¢=0, onde Sy=p%—2,
Sy +pSy+qS,+3r=0, onde S3=—p(p>—2g) +pg—3r

=—p3+3pqg—3r,
S+ 0S5+ a8+ 78+ 4s=0,

onde S,=—p(—p3 + 3pg—3r) — g(p%—2q) +7p — 4s
= ph— Ap2q -+ hrp L 22 — 4s.
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Come un altro esempio, dinotino a, (3, ¥, & le quattro radici
dell’ equazione biquadratica 2% + pad -+ q2* 4 re 4 5=0;

. 1 o 1 o 1 .
sia Azé(a@—k*{o), IJ:E)(wH—@o), 0:—2(&0+@~();

e si voglia trovare il valore delle seguenti funzioni simmetriche
delle radici dell’ equazione biquadratica,

1y A+B+¢,
() AB+BC+ 04,
(3) ABC.

1 o o ~
(1) A+DB+ 0:§(a@+wf +ab+Lly+ B0 +v3) = % ,
1 - 1, ,
(2) AB+BC+ (04 = Z (@2Py+ a2yo + .‘.):71201{5*(
= é (8,285—8,2—25,8;+25,); pel metodo dell’Art. 249.

Allora possono sostituirsi 1 valori di §,, S,, S; ed S, che sono stati
gid trovati, ed il valore di i Ya2{y sard conosciuto. O pure possia-

mo procedere cosi,

o208 —d
Ea?@«(:i.—%{— =afyol 5
o R
LEd afy6=s, e X 3 = 4, per PArt. 48;
S

1
quindi 4B 4 BC + CA= 1 (pr — 4s).

1
3 4B0=5 (O3YC4.. .+ oBB2y2. ) = % Za“@yaﬂ—% o2fy2.

I valori di queste due funzioni simmetriche si possono trovare di-
rettamente con i metodi di questo Capitolo; o pure possiamo ab-
breviare questi metodi cosi,

Lo3fy6 = alyolo? = s (p* — 29),

S a2p2v2 2024259 1 ” %
La2B? = 2P0l — =5 5 - — ),
o2
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o i .
folchd per trovare & o dobbiameo solamente ottenere la somma det

quadrati delle radici dell’ equazione in y che siforma scrivendo ~
¥
per x.

i
Cost ABC = g (r2 4 p% — 4gs).

I valori delle funzioni di 4, B, € che sono stati trovati possono
v.ssere verificati; poiche A,B,C, per I'Art. 189, sono le radici delPe-
quazione cubica in m nell’ Avt. 188.

XX. APPLICAZIONI DELLE 1"UNZION1 SIMMETRICHE.

252. Nel presente Capitolo daremo due applicazioni della teoria
delle funzioni simmetriche delle radici di un’equazione; la prima
applicazione consisterd nel formare 'equazione che ha per sue ra-
dici i quadrati delle differenze delle radici di una data equazione,
¢ la seconda applicazione dimostrerl: un teorema importante sull’e-
liminazione.

253. Forinare Uequasione che ha per sue radici i quadrati delle dif-
ferenze delle radici di une dala equasione.

Supponiamo che 'equazione data sia dell’n®o grado, e si dinoti-
no le sue radici con a, b, ¢.... Allora le radici dell’ cquazione ri-
chiesta saranno (a—0)2, (¢—c)?, ... (b—¢)? ...; il numero di queste
& lo stesgo del numero delle combinazioni di n cose prese due per

volta, ciol, én(n—l); ¢ questo numero dinoterd quindi il grado
1

’ a1 1 N + H b ) A 4 ¢

dell’equazione richiesta. Si ponga m per SN (n—1), e supponia-

mo che I’ equazione richiesta sia dinotata da
- M
Mg @ gz 2 g, =0.

Inolire dinoti s, la somma. delle potenze delle radici ™e di que-
sta equazione, Dobbiamo determinare solamente s,, Sy, ... S,,, ed ’
allora i coeflicienti dell’ equazione richiesta si troveranno successi-
ramente con le formole dell’Art. 244, ciod, s;+q;=0, s4+,5,+27,=0,
o cost di seguito.

21
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Sia o (0)=(o—0)+ (=D + =¥ +...,
allora 2s,=9(@)+¢(b)+e(e)+...

Ora dinotino S, S,, S5, ... le somme delle potenze delle radici
dell’ equazione data; cosl

. L w@r=1y
o(z)=ne?—2r8,; «*" "“+-—’—(1T_2_2 8,z 2 4 n,,.

Si pongano per z successivamente a, b, ¢, ... ¢ si addizioni; cosi

2 (2r—1
-23,,:7152,.-fzrslsz,,_ﬁf_(l'_)

) 8580, g NSy,

[ termini nel sccondo membro che sono ad eguali distanze dal
primo e dall’ultimo termine sono cguali; quindi riordinando e di-

videndo per 2 otteniamo
2r(2r—1)
—17 SoSap g et

g (1Y WQT"?_ AUV T

sy =Sy — Sy Sopg +

P

Ora $,, Sy, ... POSSONO CSSere CSPresse per mezzo dei coefficienti
dell’equazione data; cosl si pud trovare s,, e quindi finalmente si
troveranno i cocfficienti dell’equazione richicsta.

954, L'ultimoe termine dell’equazione richiesta, ciod quello dino-
tato da g, nell’ Articolo precedente, si puo calcolare in altro modo,
Si dinoti I'eqnazione data con f(z) =0, sicchd

f(n)=(z—a)(@—b)(@—0)...

Allora  {"(@)=(@—b)(@—0c)... +{@x—a)(@—c)...4...;

cosl ' (@)y=(a—0b)(a—c)...,
f)y=0b—a)(b—c)...
Quindi g, =" @) O () ...
Ora siano o, B, ¥, ... lo radici doll’equazione [’ (z)=0; allora
/(@) =ne—a) (@ —0) (1 =)...;

quindi {1y Y ().

="l — o) (a—0) (a—7) (=) (D) (el
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Ma (a—a)(b—a) (c—a)...=(—=1)"[(a)....
@a-0) 0= -0 ..==0"r@...,

& cosl di seguito;

st 1@ () =" (1 (@) B ).
IOl

poichd (—1)*m=D=1,

Ora [(a)[(E)/(Y)-.. & una funzione simmelrica delle radici dell’c-
quazione derivata ['(z)=0, e pud per conseguenza csserc calcolata.

255. Nell’Art. 109 abbiamo spiegato nn uso che si pud fure dell’e-
quazione che ha per radici 1 quadrati delle differenze delle radici
di un’equazione proposta; vale a dire, possiamo determinare cosi
la situazione delle radici reali dell’equazione proposta. Ma il teore-
ma di Sturm raggiunge ora questo scopo pint prontamente. Nondi-
meno Pequazione che ha per sue radici i quadrati delle differenze
delle radici di un’equazione proposta dard alle volte, col solo guar-
darla, informazione rispetto al numecro delle radici ‘mmaginarie
dell’ equazione proposta; poichd ¢ chiaro chie se questa nuova equa-
zione pud avere radici negalive I'equazione proposta deve avere ra-
dici @mmaginarie; ¢ sc la nuova cquazione non ha radici negative
Pequazione proposta non ha radici immaginarie. Inoltre se la nuova
equazione ha radici immaginaric Uequazione proposta deve averc
radici immaginarie; perd se Ia nuova equazione non ha radici im-
maginarie non ne seguird che 'equazione proposta non abbia di
tali radici. Per esempio, 'equazione proposta potrebbe essere un’e-

quazione biquadratica con e radici == W—1 e =37 V—1;inquesto
caso la nuova equazione avrebbe solamente radici reali negative.
Sard conveniente di dare il prodotto dei quadrati delle differenze

delle radici nelle cquazioni algebrichie del secondo, terzo, e quarte
grado.

H ax® +2x-+e=1).
A2 ac
Il predotto ¢ u>
a?
2) a3 -+ pa? 4 qo 4+ r=0.
Per U Art. 60 il prodotto ¢
1 i

=55 QPP =g 20 H B P
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Se 'equazione &
axd 4+ 3bx? + Jew + d =0,

fquesto diviene
RIC . o e .
- = (2% — 3abs + a%d)2+ 4 (ac — %)
« \

o pill simmetricaniente

354

27
}( ad —be)? — 4 (b2 —ac) (¢*—bd) }

k"‘!y

(3) 2t 4+ gt re45=0

Per U Art. 187 il prodotto &
(02— )2 (B2 —v%)2 (y2—0)2,

in cul @?, 3%, Y% sono le radici di una certa cubica.
Quindi il prodotto &

- %{(27r2—72qs+2q3)2— (2 + 'l‘ls):‘}.

Se I'equazione &
g+ 4bad + Gca? + ddz 4 e= 0,

guesto diviene per IArt. 187,

25
> {(ao— 4bd + 3¢2)3 — 27 (ad? -+ eb* 4 ¢® —ace — 2bed)* }
»

256. Mostreremo ora come eliminare da duc equazioni conte-
nenti due quantitd incognite unadelle quantitd incognite, per mezzo

- della teoria delle funzioni simmetriche.

Siano le equazioni

Pt + Py T ppa™ T2 ok Ly, =0,
G+ @ T g, =0
. si suppongone funzioni

i coel’l’u_cienti Dor Pas> Pas v 2 Qos Qs Qo -
azionali intere di una quantita y, ed z si deve eliminare
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Supponiamo che dalla prima di queste equazioni si possano tro-
vare i valori di @ espressi in y; siano questi valori dinotati da
@, b, ¢, ... Sostituendoli nella seconda equazione, otteniamo m equa-
zioni per determinare y, ciod

(/o(ln + q"an_q -+ (]2‘7'"_2 o F g, =0,

D" T DT g, = 0,
Tot™ + " T 4 TR A b, =0,
.......... e

siech® tutt’i valori ammissibili di y sono contenuti tra le radici di
queste cquazioni. I3 viceversa ogni radice di una di queste equa-
zioni ¢ un valore ammissibile di y. Infatti supponiamo, per esem-
pio, che la prima di queste equazioni abbia una radice 8, e suppo-
niamo che quando si pone § per y in a il valore sia a; allora z=a,
y=0 soddisfaranno alle duc equazioni primitive. Poich® questi va-
lori evidentemente soddisfano la seconda equazione; e la prima
equazione & soddisfatta da z=a, qualunque sia y, cd & percio sod-
disfatta quando prendiamo z=a ¢ diamo ad y in a il valore 8. Se-
gue da cio che moltiplicando insieme i primi membri delle prece-
denti equazioni in y ed eguagliando il prodotto a zero otteniamo
lequazione finale in y. Ora questo prodotto non si altera scambian-
do tra loro duc qualunque delle quantita a, b, ¢, ..., sicché il pro-
dotto & una funsione simmelrice di queste quantitd, ed il suo valore
si pud esprimerc percio con i coeflicienti py, Py, Py, ... della prima
equazione. Cosi otterremo finalmente un’equazione razionale in-
tera in y, e questa equazione ha per sue radici tutt’i valori ammis-
sibili di ¥ ¢ non altri.

207. Per un esempio particolare, supponiamo che la prima equa-
zione sia una cubica in x, ¢ la seconda una quadratica in z, sicché
dobbiamo eliminare # dalle cquazioni

P+ Py po +p3 =0, ¢ 2?4 gzt gy =0,

in cui i coofficicnti si suppongono funzioni di y. Qui con la nota-
zione dell’ Articolo precedente abbiamo

(1622 +0,0+05) (40030 +05) (163 +,6+42)=0, cioe,
,]23_{_,1‘1.%“[,0+q03a2b202+q02qzxazb2+002(]]2@2020_[_(112,]2201,

A o R g g 2R he g 0 (e Ra?b=0.
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) \
Inoltre abe=-— Z._, 02022 = 7’_L ,
Po pol
Y22 — a%%‘zﬁi — rg? (;‘:,2 %)
a? pg? !
- 3o . N
Xa2b2c=abeZab = —1% Yab = _M;J )
Po Py .
Ea:——p%' “-a?:&f — EIL—‘
1)0 ]'02 1)1)
So2be =areZa =108
Po*
PP
Latb= ach—_— (] il’2 3) , por UArt. 48,
b PoP3

E sostituendo questi valori otterremo I'equazione che risulta dal-
Peliminazione di .

258. Sc eliminiamo una quantily ignola lra due equazioni dei gradi
m ed n rispettivamente, il grado dell’ equasione visullunle now ccce-
dera mn.

Siano le equazioni

p0$"l+p,a7’n_"+]72$m_2+ e +1,m:() s
Go?" 4 8" ot 2 g, =0

i coefficienti in queste equazioni si sappongono essere funzioni di
y. Inoltre si suppone ora che la somma degli esponenti di z e diy
nello stesso termine non sia mai maggiore di ¢ nella prima equa-
zione, e n® mal maggiore di n nella soconda equazione; sicehé p

€ g, POsSONo essere del gmdo in ¥, ma non di grado s upcuolo

Om supponiamo che z sia ehmmatx col metodo dell’ Art. 2575 il
primo membro dell’ equazione finale in ¥ consiste allora di una se-
rie di termini, ciascuno dei quali ¢ il prodotto di m fattori, cd ¢
della forma, qra"_7 ><qsb"_s><qlc" I5¢... B siccome sappiamo chc la
somma dei termini forma una funzione simmnclrice di a, b, ¢, ...
I'aggregato dei termini con gli csponenti ora indicati sard

-7 ;8-S 10—
Ty - eV 5

Ora il grado & quq.q,.-.von ¢ mageiore di pdsf 4 | .... siceh?
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(]

dobhiamo solamente dimostrare che il grado di La™"p"~%c"~, .
non ¢ maggiore di n—r-+ n—s +n—t+..., ed allora ne seguird che
il grado del prodotto non & maggiore di mn. Il risultato richiesto
segue da due osservazioni. (1) Dalle formole dell’Art. 241 si puod
dimostrare che S, non contiene potenzc di y superiori ad ¥°. (2) Dal
proc(\(hmento d(mll Art. 248 e 249, ne seguird che il valore di
YarbPeY ... conterri potenze e prodotti di Sy, Sy, Sy, ... Sytpperu o3
ed in ciascun termine la.somma delle lettere inferiori congiunte al
simbolo § ¢ A-Lp+v4..

Quindi conchiudiamo che nell’equazione firale in y non si tro-
verd alcuna potenza di y superiore ad y™™.

259, L’ Articolo precedente di il limite che 11 grado dellequa-
zione finale in ¥ non puod sorpassare; esso perd in casi particolari
puo cadere al di sotto di questo limite.

1l teorema pud essere csteso ¢ si ottiene il secguente risultato ge-
nerale; sc tra un numero qualunque di equazioni contenenti lo
stesso numero di quantitd ignote si eliminano tutte queste quan-
titd eccetto una, il grado dell’equazione finale non pud eccedere il
prodotto dei gradi delle equazioni primitive. Si vegga Serret Cours
& Algebre Supéricure.

XXI. SOMME DELLE POTENZE DELLE RADICL

260, Col- metodo di Newton, spicgato nell’Art. 244, si possono
trovare successivamente le somme delle potenze delle radici di un’e-
quazione; spiegheremo ora un metodo col quale si puo ottenere in-
dipendeniemente 1o somma per tina data potenza intera qualunque
delle radici di un’equazione.

Dinotino a, b, ¢, ... lc radiei di un’ecquazione f(z)=0, sicché ab-

biamo f{(r)=(z—a) (®—0b)(x—¢).,. ; ¢ supponiamo I'equazionc del-
U'nmo grado. Allora

(26

Si prenda il logaritmo di ambo i membri, e quindi =i sviluppino
i logaritmi del secondo membro; cosi
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() 1
log/;n) == (@a+b+c+.5.)

1
_.ﬁ(az_;_(,z‘{_cz_i_”_)

—-%;;(as—kb"“—l—cs-{-...)

o

1, S L
Losl nel secondo membro il coefficiente di — ¢ — #; quindi
&

)

{I/'/L

. S . o1 .
abbiamo —® = al cocfficiente di — 8-
m

o nello sviluppo di —log
z

condo le potenze decrescenti di .

Cid suppone m positiva; se si vaole la somma per una potenza
intera qualunque negativa possiamo cambiare 2 in " ¢ trovare la
somma per la corrispondente potenza positiva delle radici dell'equa-

zione in y.

261, Per esempio, trovare la somma delle potenze m™¢ delle ra-
dici dell’ equazione #—pz-+q=0.

Qui /’<a;):l-——<2——-q;9),

&= v x-

R/ AN A 1<P ﬂ)“
L N | U & Y . S RSN £ U )
P 2(1 2 +3 x 22/ +m v 22/

. I TR ,
Il coefliciente completo di —; si pud ottencre con la scelta dai
A

varii termini del valore di —lowf—) nei quali si puo trovare questa
82 q 1

potenza di #; questi termini scritti in ordine inverso sono

1 <], g \™ { 1 '(1’ q )M—q 1 » g )1)1—2 |
m\e  2t) o —i\r + P AV '
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Il coefliciente di —r & quindi

1 m 1 m-1 1 (m—2)(n—3)
—_— m—2 p—i
w11 Pt T2 1.9 ¢
_ _ m (i —3) .
lost S, = p™ — mp™2 _rg—l)m .

(=D m(m —r—1)

(m—2rd-1) ;
N m—2ar r
7] = e
[r ! g,
Supponiamo g=1, alléra I’ equaziorte quadratica & un’equazione
1 .
reciproca, ¢ le sue radici sono della forma a ed ~3 si vegga PArt.
p ;

1
133. Cosi abbiamo a —+—;:p, ed inoltre

1 e o mm—3)
a® 4- 7 = p™ — mp™—2 4 3 M-y
cm (mo—r — 1 m — 2r 41 .
(g ) - - ( )

|_’L

1.
Abbiamo cosi ottenuto un’cspressione generale per ¢™ + —in
: a

1
termini delle potenze di ¢ 4 - si vegga 1" Art. 138.
‘a

262. Ancora, si voglia trovare la somma delle m®me potenze delle
radici del? equazione 2™ —1=10.

Qui f—(i) !

(3 l.n ?mzn 3‘,1.3% 4$le

-—1dg@ 1 S | 1

Qui il coefficiente di e ¢ zero a meno che m non sia un multi-

. . 3 3 n . 1
plo di n, ed allora il coefficiente & —; sicché S, =0 a meno che m
m

non sia an multiplo di n, ed allora §,, =

(S
"
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Questo risultato & spesso utile, e daremo tre applicazioni di esso
nei tre Articoli seguenti.

263. Mostreremo in qual modo trovare la somma di termini seelti
da una data serie.

Supponiamo ¢ () =a,+ 0,8+ a,2>+ ... all’infinito, ¢ si voglia
trovare la somma della serie

M

gL sy el infinilo.

m
(O

sDinotino a, 3, v,... le radici nme dell’'unita, cio®, lo n radici
dell’equazione #”—1=0. 8i moltiplichino i due membri della date
identitd per &®~™, indi sl muti # in ax; cosi
O(.11——1111?((7_@,) — aoa"'"”" + aaq_n—m+a£ + azg_n—m-r%g L
Similmente
—1 -m n—imn n n—~m »
O (80) = 0,0V T L
— —n L— M+ N—M: 2
ey =ay T e T e agy T R
¢ cost di seguito.
Si agginngano insieme le n identitd che si possono cost formare;

allora nel secondo membro avremo n volte la serie richiesta, per
I Art. 262; cosi

M4 MmEan
v + Cni2n® +

"
am‘v -+ L

— %{1"‘“’%:0) + (@) +Y" g (o) + } '

Come un esempio troveremo la somma di

i Wi il
J:—}-E—}_—E—{—...a infinilo.

Qui m=1, n=3, ol)=d.
Cosi la somma richiesta
1 ,
= 3{a2fe<m> + 820 (r) + Y“P(Yx)}‘

—14 =3 13
Ora o =1, B’—"—in‘,\‘/“—; Y:_—-—l 0\/ 3-
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oN—3
-5 T

Quindi glay=e¢ ~ ¥

r

:ené(cox\/ vV —1gen: V”)

z
e(yr) =¢ h"’(cos?»}/é —V—1sen Lg—s)

E finalmente la somma richiesta ¢

z
¢®— e )(cos—\/—— /3 se @; >

2
i

o

~

264, Ancora, per mezzo dell’ Art. 262 possiamo dimostrare il
teorema scguente; Vespressione (z+4y)"* —a™ —y™ ¢ divisibile per
#2 -+ 2y-+9% se n ¢ un intero dispari positivo non divisibile per 3,
ed ¢ divisibile per (22 +ay+»*)?2 se n ¢ un intero positivo della
forma Gin 4 1.

Siano 1, a, , le tre radici cubiche dell'unitd, ciod, le tre radici
dell’ equuzione 23—1=0. Allora il prodotto di questc radici ¢ 1,
ciod, a3 =1, per I Art. 45; ed 1+ 0™ +B" =0, purché m non sia
un multiplo di 3, per PArt. 262.

Cosl a? oy + 12 = (v—ay) (@ Py).

Quindi (24 9)" — 2™ —¢" & divisibile per a2 4-ay + y? purche essa
svanisca quando ¢ =ay, ¢ quando # =0y; ed & divisibile per
(@2-+ay-+y?)?, purche la sua funzione derivata anche svanisca quan-
do z=ay, e quando #=0y: questa funzione derivata, per 'Art. 11, &

] n(z+y)t 1 —ng" 1
Quando z=ay abbiamo
(a4y)"—a"—y" "{(1 -o)— o —’15{: y §( )" a"'—»'i},
L
¢ questa svanisce quando n ¢ un intero dispari non divisibile per 3.
Inoltre, quando z=ay,

n(.1;+y)"”‘"—»7140"_"'.—_71,1/"_"{('l—l-a)”"“—va”"‘ =ny™T “{( -y 1— "“']‘x
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questa svanisce se n—1 & un intero pari ed un multiplo di 3, poi-
ché a¥=1, ¢ B*=1. Esen—1 & un intero pari ed un multiplo di
3, ne segue che n & un intero dispari e non divisibile per 3, sicchd
(v +y)* —z"—y" anche svanisce.

Gli stessi risultati si otterrebbero ponendo By per z.
Comptes Rendus...... Vol. x. pag. 360.

265. Come ultima applicazione dell’ Art. 202 dimostreremo il
tcorema scguente.

Dinoti 8 la somma della serie

a—3 (n—4) (71——5)_(17,»—:'))(n——6)(n—7)+

(=) (n—r—1Hn—r—2) .. (n—2+1) .

L
Allora, § = - se n & un intero dispari positive divisibile per 3,
n
§ =0 se n & un intero dispari positivo.non divisibile per 3,

1 . . e RIS
= — ~ se n ¢ un intero pari positivo divigibile per 3,

7
§ =~ se n ¢ un intero pari positivo non divisibile per 3.
7 ‘

Nell’Art. 261 si ponga zy per g ed #-+y per p, sicché §,=a"4+4";
cost, se 7 & un intero positivo,

n—3 -
—ay(@ty)ns

(249"t —y"=nay (2-+1) {<<v+ P

5 (n—5
-} (n——%ﬁ——‘? (@) 24y } (D).

Dinotino 1, a, § le tre radici cubiche dell’unitd; si ponga z=ay,
allora il secondo membro di (1) diviene

—3 )
w1+ a) y"{a ot T g (14 gy

L (n—A) (n—>5 1
AT I )

E a2t p eyt L

Ma 2f=1, e quindi £*-af%=a; inoltre & 3--1=0), sicché
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—~f=a+1; cost a=(a+1)2. Quindi il secondo membro di (1) si
riduce ad

n(+a)" "i ”—D

3 (n-—-4) (n—5) '
+ -t

ciod n (— B™y"S.

Inoltre quando «= oy il primo membro di (1) diviene
M+ ap—ar— i), oiot, g -ar—1].

Quindi (—B =0 —1=n(—0)% ........ ).

Se n & un intero dispari divigibile per 3, il primo membro di (2)
¢ eguale a — 3 per PArt. 202; e quindi —3=-n{"S = —ns$;

3
onde S=-.
n
8¢ n & un intero dispari non divisibile per 3, il primo membro
di (2) & zero per U'Art. 262; e quindi S=0.
Se n & un intero pari divisibile per 3, il primo membro di (2) &
—1, ed il secondo membro & nS; guindi S-:—-;z R

Se n & un intero pari non diviqibile per 3, il primo membro di
(2) & B"—a"—1, ciot 28", poiché o+ "+1 ; cosi 2B"=nB"S,
2
e quindi §=
Si deve osservarc che la serie dinotata da S consiste di un nu-

mero finilo di termini; infatti se n=2m o Un+41 vi sono m termini
nella serie.

Crelle Mathematical Jowrnal, Vol. xx. p. 321.

Questo Articolo serve ad illustrare il presente soggetto: ma os-
serviamo che il risultato si pud ottenere pili semplicemente con
altro metodo.

I conosciuto, per la Trigonomelria Piana, che

(2 cos DY —

2cosnh=(2cos0)® —n (2cos ()2 + n (7; 3)

A= r—Dn—r—2)...(n 2 41)
Lr.

RSN (Reos H* 4,
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T N . .
Si ponga Oﬁg; quindi, trasponendo ¢ dividendo per n, otteniamo

1
S= (l— :E
n 3

266. Come un altro esempio del teorema dell’ Art. 260 mostre-
remo in qual modo esprimere 2®-+y" 4 (—x —y)"® per mezzo di
22 +ay+ 2, e di 2y (@ +vy).

Sia a=a2+ay+y3, b=zy(c+vy),
e si ponga z per —z—y.

Allora rz+y+z=0,

~w

I

ay-tys+sr=zy— (v -+ —a,

zys=—10b;
cost &, 9, ¢ 2 sono le radici dell equazione cubica
B —al4+b=0

1
e qum(h (a:”+y +2™) & eguale al coefficionte dl ; nello svilup-

li—log(1-2 + 2
po di oo( [‘+l3

Ora—lon"( 7 — = b

Y
) +5 4)[@ )t l“

. TR b\? \? .
Possiamo quindi sviluppare a==), \@=) e formare it
- . o
coefliciente di una potenza assegnata di "

Se n ¢ un nnmero pari otteniamo cosi una formola per
(z+ ’U)n“l-x”“i’ Y

e s¢ 1 ¢ un numero dispari per

R ,],'”/

(xg)—a"—y",
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i seguenti sono casi speciali:
(z+y)T —aT—yT =Ta2="T(@*+ 2y -+ y?)>ay (2+v),
(@ +1)8 + 28+ 8 = 2% + 8al?
=222 +ay+ ) (@ oy +y)P 4+ ety (e 4 )P -

Le formole generali si possono ottenere facilmente ponendo 2m
e 2m -+ 1 per . Cosl si troverd che’ .

L2y 9l am i _9 9 AV
o i A A km ~a’"’"~"’b‘£+<m Hm—1(m d)(!ﬂ”'Gg,i

2in T |4
. m—r—1m—r—2)...(m—35r4+1) LI

F e B s

e che
(4 )2 — g %) —3)
=a™ 1) e TR
2 -1 + [i & P+
(m—r—1Dm—r—2... (m—3r) s
|2r+1

2067. Si & proposto di far uso dei valori delle somme delle potenze
delle radici di un’equazione per approssimare una radice dell’equa-
zione ; daremo un cenno di questo metodo tratto dal Trealise on the
Theory of Alyebraical Equations di Murphy.

Dinotino a, b, ¢, ...le radici di un’ equazione ; si suppongano esse
tutte reali ed a sia numericamente la pitt grande. Abbiamo

m-- . W T+
St _a T Mt g

S allb+blIL+CIIL+

RHOMONE
T

Cosi se si prende m suflicientemente grande il secondo membro
si pud rendere tanto vicino quanto ¢i place ad a, ciod, al valore
della radice numericamente pit grande.

2068. Possiamo ora esaminare sino a qual punto il risultato del-
I' Articolo precedente & modificato dalla presenza di radici immagi-
narie. Sia §+y Vite B—~ V=1 una coppia di radici immaginaric
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coningate; la loro somma & 20 ed il loro prodotte & 82-+v2, che K
il quadrato del loro modulo.

Ora e A = (@ ¥ \/.__1)
gy i
. g Y
Si ponga f}':cosO, e ~=sen0,
h'd
sicche tanf=1 e p2=021v%

cosi {1 & il modulo. Quindi le radici coniugate si possono porre nella
forma p(cosl+£4/—1 sén 0); e pel teorema di De Moivre la somma
delle mme potenze delle due radici & 2u™ cosm0.

Cosl se il valore numerico della pilt grande radice reale & mag-
giore del pitt grande modulo delle radici immaginarie, % tende-

. m
rd ad un limite quando m cresce indefinitaménte, cio®, alla radice
numericamente pilt grande; ma se vi & un modulo delle radici
immaginarie maggiore della radice numericamente pit grande, non

vi sard alcun valore limite di i’iﬂ
“m

Esempio, #% —2x—5=0. Qui la serie S,, Sy, S5,+.-... & 0, &, 10,
8, 50, 91, 140, 432, 735, 1564, 3630, 6803, 15080, 31756, 64175,
138912, 287430, 598699,...... Dividendo ciascun termine pel pre-
cedente, ossérviamo una tendenza ad un limite un poco pitt grande
di 2, sicchd possiamo conchiudere che vi ¢ una radice reale un poco
pit grande di 2. L'esempio perd non & molto favorevole per il me-
todo; infatti poichd il prodotto di tutte le radici & b, e la radice
reale & piuttosto maggiore di 2, il prodotto delle altre due radici ¢
presso a poco 2-5. Queste due radici sono immaginarie per PArt. 172,
e siccome il loro modulo & la radice quadrata del loro prodotto, il
modulo ¢ pilt grande di 1.5} cosi il modulo non & molto piccolo

. .8 . .
in paragone della radice reale, e cosi I’espressione "S’”'“ sl avvi-

m
cina lentamente verso il suo limite.

269. In alcuni easi possiamo ottenetre il prodotto delle due radici

numericamente pitt grandi, con un metodo simile a quello nel-
I Art. 267. '
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Infatti Sp=a™ 4 b ™
S”L+1 :a"l‘f"l + b"l—i-'] + 61)i+] + s
5)n+2 — M2 *_ ’)7ll+‘)_1_ C’ln+2 L. .
Quindi SeuSure = S = 0" 0@ =02 + ¥ e (6 —)?

0D — )2 L

Dinoteremo questo con # ,, siccho

in?

w1 ! ‘
U, = a0 (0 — D)

() + (b )

Quindi procedendo come negli Art. 267 e 268 possmmo ottencre 1
risultati seguenti.

vicino

mo_ . N
quanto ci piace al prodotto delle ducradici numericamente pit gran-
di crescendo m sullicientemente.

(2) Se vi sono radici reali numericamente pit grandi del modulo
di una radice immaginaria qualunque, vi & un valore limite di
Ut o . .

2 ciod il prodotto delle due pit grandi fra queste radiei.

m

(3) Se vi ¢ un modulo di radici immaginarie maggiore delld ra-
dice quadrata del prodotto delle due radici reali numericamente pitt

grandi, vi & un valere limite di 7”“, cio®, il quadrato di quel mo-
. 23
dulo, o sia il prodotto delle corrxspondentl radici immaginarie.

(4) Cosl il solo caso in cui —24 St puo mancare di avere un limite
0
m
si & qu;mdo vi ¢ una radice reale, e solamente una, numericamente

maggiore del pitt grande modulo delle radici immaginarie. In questo
caso quella radice reale si pud trovare con UArt. 2067

270. Possiamo anche ottenere in alcuni casi la somma di duc
radici di un’ equazione con un simile metodo.

Dai valori di S,,, S,,.4) Spper cd S, mrge Otterremo
SmSmes = SpiaSmae = a™o"™(a -+ b)(a— b2 +a"c"(a + c)(a—c)?
+D" ™ (bc)(h—c)2 4. .5
dinoteremo questo con wv,. Allora 1, avendo il significato asse-

N . NPT
gnato nell’Articolo precedente, troveremo che vi¢ un limite di -

u

mn

nei casi indicati nell’Articolo precedente, e che questo limite & la
W
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somma delle radici numericamente pitt grandi, o la somma delle
due radici immaginaric col pitt grande modulo.

271. Cosinei casi (1), (2), e (3) dell’Art. 269 possiamo ottenere il
prodotto di due radici con I'Art. 269 e la loro somma con UArt. 270,
e nei casi (1) ¢ (2) possiamo ottenere la somma di duc radici con
PArt. 270 ¢ la pin grande di esse con VArt, 2067.

272, Esenmipio, a*+4-2% 4 4o — do -1 =0,

Qui otteniamo i seguenti valori:
per Sg, Sy, o —1, —7, 23, —3, —116, 227, 202, - 1571, ...
per uy, sy, ... —72,—508, — 20677, — 14137, — 74961, —397421,...;
per vy, vy, ... 164, 881, 4873, 25726, 136382, ...

Qui non si ottiene alcun limite definito dividendo eciascun termine
nella serie §;, S, ... per quello che lo precede; siamo quindi sicuri
dell’esistenza di radici immaginarie. Dividendo ciascun termine
della serie w,, #,, ... per quello che lo precede, otteniamo quozienti
che indicano 5-301 ... come il valore del prodotto di due radici.
Dividendo ciascun termine della serie v,, v,, ... pel termine corri-
eponidente della serie u,, u,, ... otteniamo quozienti che indicano
—1-819 ... come la somma di queste due radici. Da questi valori
possiamo ottenere valori approssimati di due radici immaginaric.

Poiché la somma di tutte e quattro le radici dell’ equazione & —1,
ed il loro prodotto & 1, la somma delle due rimanenti radici & -819...

ed il loro prodotto ; queste due radici quindi sono anche

1
5301...
immaginarie.

Cosi troveremo in questo esempio che il modulo della prima
coppia di radici immaginaric & circa cinque volte il modulo dell’al-
tra coppia. Quindi con la notazione dell’ Art. 270 troveremo che
prendendo u,, =a"b™ (a — )2 e trascurando gli altri termini, 1’ er-

1
rore & circa o7 dell’intera quantitd; ¢ quindi possiamo giudicare
dell’ accuratezza del nostro risultato. Per esempio; abbjamo dato
sopra i valori di u,, sino ad ug ed ug sicché possiamo dire di aver
trovato il prodotto delle radici con un errore di circa solamente

‘1 ma
(——) parte del tutto,

55
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XXII. ELIMINAZIONE.

273. Supponiamo che si abbiano a risolvere due equazioni si-
multanee contenenti due quantitd ignote; vi sono alcuni casi in
cui la risoluzione si pud effettuare prontamente. Supponiamo che
ed y dinotino le quantitd ignote; allora se una delle equazioni con-
tiene 2™ o nossun’ altra potenza di z, possiamo trovare immediata-
mente da questa equazione 2™ espresso in y o sostituirlo nellaltra
cguazione; otterremo cosi un’ equazione con la sola y, e le radiei
di questa equazione si possono trovare esattamente o per approssi-
mazione con i metodi gid spicgati.

Ancora supponiamo che le equazioni siano rappresentate da 4=0,
e B=0, o che 4 e B si possano decomporre prontamente in fattori;
supponiamo per csempio che A==UU'U" e B=VV'. Allora tutte le
soluzioni delle equazioni proposte si ottengono risolvendo le equa-
zioni simultance U=0¢ V=0, U=0e V'=0, U'=0c¢ V=0, U'=0
e V'=0, U"=0 e V=0, U"=0 e '=0. Cosi la risoluzione delle
equazioni-proposte si fa dipendere dalla risoluzione di altre equa-
zioni di gradi inferiori.

Pud accadere che uno dei fattori di 4 sia identica con uno dei
fattori di B; per esempio, supponiamo che Ue,V siano identici. Al-
lora tutti i valori di # ed y che soddisfano Yequazione U=0 soddi-
sferanno le equazioni simaltanee 4 =0 e B=0. Cosl sc U contiene
st # che y, possiamo assegnare qualunque valore oi piace ad una
delle quantita ignote e determinare il valore corrispondente dell’al-
tra, ed ottoncre cosi tante soluzioni quante ci piace. Se U conticne
solamente una delle quantitd ignote possiamo soddisfarc le equa-
zioni 4=0 ¢ B=0, dando a quella quantith ignota un valore de-
dotto dall’equazione U=0, ¢ qualunque valore c¢i piace all'altra
quantita ignota.

274. Abbiamo gid mostrato come per mezzo della teoria delle
funzioni simmetriche possiamo eliminare una delle quantitd ignote
da due equazioni, e cosi ottenerc un’equazione finale che contiene
solamente 1’ altra quantitd ignota. Ci accingiamo ora a spiegare un
altro metodo per eseguire !'climinazione, il quale & fondato sul
procedimento per trovare la massima comune misura di due espres-
sioni algebriche.

275. Le due equazioni simultance siano dinotate da fy (i, 7)== 0
ed fy(z, ) =0. Supponiamo che @=a od y = § siano valori che ve-
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rifichino queste equazioni; allora Pequazioni fy(#,2)=0 ed fy(z, §)=0
sono soddisfatte dal valore z-.a. Quindi f(z, @) ed f.z(.r,'@) debbono
avere una comune misuraj questa comune misura deve essere tale
chie qnando si eguaglia a zero cssa fornisca il valore a, ed anche
ogni altro valore dal quale in unione con y=§ le equazioni pro-
poste siano soddisfatte.

Supponiamo quindi che si ordinino f,(x, ) ed fy(r,v) secondo le
potenze discendenti di @, e si proceda nel modo ordinario a trovare
la loro massima comune misura, spingendo "operazione finché si
giunga ad un resto che & una {unzione della sola ¥, che diciamo
o (y). Allora nessun valore di y sard ammissibile sc¢ non rende
© ()==0; poichd a meno che ¢(y) non svanisca f,(z,y) ed f,(z,y) non
hanno alcuna misura comune ¢ quindi non svaniscono simultanea-
mente. Perd non ¢ vero reciprocamente che ogni valore di ¥ che
annulla g(y) sia necessariamente ammissibile. Poich® puo accadere
che nel procedimento i coefficienti di aleune delle potenze di z
siano frazioni che contengono y nel loro denoninatori; ed un valore
di y che soddisfa I equazione ¢(y) =0 pnd annullare aleuni di que-
sti denominatori, e cosl introdurre quantitd infinite o indetermi-
nate. Supponiamo, per esempio, di avere

[, = afsz, v) +5W).

Allora se ¢ & un’espressione intera non sard resa infinita da alcun
valore finito di ¥, ed ogni valore di y che annulla ¢(y), combinato
col corrispondente valore di 2 dedotto dall’equazione fy(z,y) =0,
annullerd fy(x, v). Ma se ¢ & una frazione, contenente y nel suo de-
nominatore , ¢ pud diventare infinita quando ¢(y) svanisce, ed
[y(@, ) non svanird necessariamente quando ¢(y) =0 ed fy(z,y)=0.
La stessa eccezione pud aver luogo quando conduciamo il procedi-
mento nel modo ordinario, ed introduciamo fattori che non sono
funzioni di @ per evitare coefficienti frazionari. Supponiamo, per
esempio, che si moltiplichi fy(#,¥) per una quantith ¢ per evitare i
coefficienti frazionari i quali sono funzioni di y; e supponiamo di
avere ora
t’fi(i.,p, Z/) = q,g(’y .’/) + CP(U) .

Se troviamo y dall’equazione ¢(y) =0, e quindi » dall'equazione
[o(z, 1) ==0, 1 valori cosl ottenuti debbono neecessariwmente annul-
lare cfy(z,7); ma non segue da ¢id che fi(z, ) svanisca, poichd pud
stare che il valore preso per i annulli ¢,

Quindi si richicde una regela chie faccia discernere le soluzioni
ammissibili, ed a questa regola ora pasgiamo. Supporremo che nel



ELIMINAZIONE. 181

trovare la massima comune misura siano state prese le solite pre-
cauzioni per evitare coefficienti frazionari. Possiamo supporre che
nelle equazioni che dinoteremo con 4=0e B=0, n® 4 né B con-
tenga aleun fattore funzione della sole y; poiché un fal fattore si
pno considerare separatamerite e si possono trovare tutte le solu-
zioni che dipendono da esso. Il metodo che andiamo a spiegare &
dovuto ai Sig.' Labatic e Sarrus; lo esporremo come ncll’ Algebra
dei Sig.™ Mayer ¢ Choquet.

276. Le due cquazioni simultanee siano dinotate da 4=0 e B=0;
sapporremo che ne A né B abbia un fattore funzione della sola v,
e che B non sia di un grado superiore in & in paragone di 4. Di-
noti ¢ il fattore pel quale deve esscre moltiplicata 4 affinché essa
sia divisibile per B; dinoti ¢ il quoziente ed 7R il resto, in cui r &
uny [funzione della sola y. Dinoti ¢, il futtore pel quale deve esscre
moltiplicata B aflinch¢ essa sia divisibile per B; sia ¢, il quoziente
ed ryRy il resto, in cui ry & una funzione della sola y. Si proceda
in questo modo, e sapponiamo, per escmpio, che alla quarta divi-
stone si abbia un resto che non contiene #, ¢ che dinotiamo con ry.
Cosi avremo le seguenti identitd :

cAd=gB+rih,
B =q,R + 1,1,
Ol = ¢ Byt yRy,
3Ry gyt g

N )

Rin d la massima comune misura di ¢ ed r, d, la massima comu-
. . L CCyCy

ed ry, dy la massima comune misura di —= ed
1

ed ry. Dimostreremo

¢ .-I

ne misura di

€C4Cs0q
ddydy

ora che le soluzioni delle equazioni 4 =0 ¢ B=10 =i otterranno ri-
solvendo i scguenti sistemi:

7y, g la massima ‘comune misura di

Z‘——': 0 e B :0,

d

.’%L:o ed R=0,

(ty (4
N ¢4

=0 cd BR=0,

e
2

e
ciot, dimosztreremwe in primo luoge che tutte le soluzioni ottenute

=0 od Ry=1;

/
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da (2) soddisfano le equazioni 4=0 ¢ B=0, ed in secondo luogo
che tutti i valori di 2 ed y che soddisfano le equazioni 4=0 e B=0
sono inclusi tra le soluzioni ottenute dal sistema (2).

31 dividano i due membri della prima identith (1) per d; cosi

Ca=1py

7
d d 'dR @)

. ¢ 7 ... . L ab
Ora, per ipotesi, ] od 3 sono funzioni intere di ¥ cosi i ¢ an-
[ d

che una funzione intera; ma per ipotesi B non ha aleun fattore che
sia funzione della sola y, e quindi d deve dividere q.

I’ identitd (3) mostra che i valori di z ed y che soddisfano le

) ¢ c 7 . .
cquazioni l—U e B=0 LmnullzmoTl; ma y ed 3 per 1potest nomn
¢ « «

hanno alcun fattore comune, e quindi quosti valori annullano 4.
Quindi tutte le soluzioni delle equanom __U e B=0 soddisfano
le equazioni 4 =0 e B=0.

Ancora, si moltiplichino i due membri dell’identita (3) pere,, ¢
sl sostituisca per ¢; B il suo equivalente oftenuto dalla seconda delle
identita (1); cosl

oo, cr-{—qq, q
2 A= — R—|— 1R,

- ar+aqqy, . A

L’ espressione —'—l—' ¢ intera, poichd r ¢ ¢ sono divisibili per
{

d; inoltre questa espressione & divisibile per dy, poichd o, divide

ce .. o .. i B
—['— ed 7, e non divide R. Si divida per d,; allora, per brevitid, po-

(41

nendo M per% ed M, per w , abbiamo
¢ 1
¢ty r) ,
—— A =MR4 =M, . . .. ... @)
aa; 4 = AR iy @)

Si moltiplichino i due membri della seconda delle identita (1)

c ~
perﬁ cosl E’#B...”"/f—[-
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oo
w

. .. . CC L. cq )
Poiche ¢, dividerd —11 ed ry, csso dividerd —i‘ R; ma Rnon ¢ di-
¢ (

visibile per d, e quindi 7’ deve essere (11\’1511)110 8i divida per d,;
(

allora per brevita, ponendo N per ed N, pe1

£l , abbiamo

g N R+ L NR 6]
o I = —1— I T e ()
Le identith (1) e (H) mostrano che tutti Valor‘ dizedy che an-
r
wllano - ed R annullano S8 4 ¢ S5 mat ed ™t non han
nullar . ed R annullar o ad, qud , n hanno

aleun fattore comune, e qum(h tutte le soluzmm delle cquazioni
T’:O ed R=0 soddisfano le equazioni A=0 e B=0.
i
Ancora, si moltiplichino i due membri dell’identitd (4) per ¢,,
e si sostituisca per ¢,R il suo equivalente dalla terza delle identi-
t& (1); cosi
e,
dd,

2 4= <q2M,, Ff-i’-‘ M) R, +1,M,R,.
4y

Per ipotesi d, divide il primo membro di questa identita, ¢ divide

- . T
anche ry; esso deve dividere percio (sz,qu Ll M) Ry, ma R, non

¢ divisibiie per dy; quindi

LR divisibile per d,. 8i di-

noti il quoziente con M,; cosi

€C4Cy
ddydy”

7
=MBy+2MBy . . . ... (6).
dy

Si moltiplichino i due membri dell’identitd (5) per ¢y, € si sosti-
tuisca per ¢y R il suo equivalente dalla terza delle identitd (1); cosi

oy eyl .
Eatap <%N.. +0 N)’h + 1Ry
2 (1 = =

Possiamo dimostrare come sopra che il coefficiente di B; & divisi-
bile per d,, ¢ dinotando il quoziente con N, abbiamo

6CyCe -
== - P T 2
sl vn+ an (7)

19
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Le identitd (6) e (7) mostrano che tutt’'i valori di # ed y che an-

. Ta . Lo . g . crs
nullano T’ ed R, annullano i primi membri di queste identity; ma

‘2
€Cy0y
7a l d -= non hanno alcun fattore comune, e qulndl tutte le so-
(
r
lLIZIODI delle equazioni —=0 ed R,MO soddisfano le equazioni
2
A=0e B=0.

Nello stesso modo come sopra se moltiplichiamo i due membri
delle identitd (6) e (7) per ¢z, e sostitniamo per ¢;R, il suo equi-
valente dalla quarta delle identita (1), otteniamo

€C,CsC; Ty
28 = MRyt 2 My o . S ®),
dddyd, " = Melet o ®
00,10203 713 :
S P NgRyt =0y o o L 9),
il sty g M M

in cul My ed N, sono funzioni interé di z ed y. Le identith (3) e (9)
mostrano che tutte le soluzioni delle equazioni %:U ed By=0 sod-
p 2
3
disfano le equazioni A=0 e B=0.

Abbiamo cosi dimostrato la prima parte délla proposizione, ciod,
che tutte le soluzioni ottenute dal sist¢ma delle equasioni (2) sod-
disfano le equazioni 4 =0 e B=0; dobhiamo ora mostrare che tutt'i
valori di # ed y che soddisfano’le equazioni A =0 ¢ B=0 sono in-
clusi tra le soluzioni ottenute dal sistema (2).

I7identita (3) pud essere scritta
' NA—MB:gH. e (1),
Si moltiplichi (4) per R e (5) per 4 ¢ si sottragga; cost
(3B — NeA)R+ (MB — NA) :,_' R,=0,
e quindi per (10) !

77,
MB—NAHR—=Lip =0
( 1 i4) dd, ]f' '

o quindi
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3i moltiplichi (6) per B e (7) per A ¢ si sottragga; cosi
(MyB — Ny AR, +(M,B — N, 4) f;—i Ry=0,
2 gy
¢ quindi per (11)
(Myh— By I+ "'- 1y =0,

o quindi

YITy
Myl — Ny =——=L2p, . (12).
g, 42
Sitmilmente da (8) e (9) deduciamo
PTay
MB—NA=—L23 . (13).
5T g (43)
[’identitd (13) mostra che tutt’i valori di 2 ed v che annullano
Ty TyT L . LTy 7y r
A e Bannullano --L 23 sjcehd uno dei fattori -, =%, -2, ed =2
ddy dydy’ A dy d, g
deve svanire. Quindi le equdzioni
T T Fo o
=0, L=0, 2=0, ed £ =0,
d d, g dq

somministrano tutt’i valori ammissibili di y.

Supponiamo quindi che z= & ed y = § siano valori che soddisfino
le cquazioni 4 =0 e R=0.

Supponiamo in primo luogo che @ sia una radice dell’équazione
:f 0; allora ¢ manifesto che i valori #=a ecd y=§ soddisfano le
equazioni t}:() ¢ B=0.

In seguito supponiamo che B non sia una radice dell’equazione

r . . . . 7 C s

Z?TU’ ma sia una radice dell’ equazione T’: 03 poiché - non sva-
‘ ¢

nisce quando y =8, segue da (10) che i valorio=a ed y= g an-

nullano R, ¢ cosi essi soddisfano le equazioni "0 ed n=0.
1

In seguito supponiamo che § non sia una radice dell’ cquazione
L . 7 . . , .
(-l:(), ne dell’ equazione —Z'—:(), ma sia una radice dell’equazione

(
1

Ty rry

-~ =03 poicht _IT non svanisce quando y =@, segue da (11) che
{

2 !

2
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i valori =0 ed y =8 annullano Ry, e cosl essi soddisfano le equa-

Ty

zioni —==0ed R;=0.
dy

In seguito supponiamo che $ non sia una radice di alcuna delle

P AR "2 . . .

equazioni ~=0, ——==0, -2=0, ma sia una radice dell’ecquazione

d d, d,
Ts

Ty Ty
J =03 poichd 7T—~non svanisce quando y =08, segue da (12)
3
che i valori 2 =a Pd 1/_(3 annullano Ry, e cosi essi soddisfano le

equazigni 1;:—:0, ed Ry=0.
.

Questo dimostra la seconda parte della proposizione.

Ty Tyt X . . B,
L’ equazione - 3 l— —l)— —[—‘ =0 che da tutt'i valori ammissibili di ¥
y Uy (€
1 P

si pud chiamare l'equasione finale in y.
277. Esempi.
(1) B4y + B —y+ Doy — 2+ W =0,
2?4 yz -y —y=0.

Qui abbiamo @ -2y per primo resto, siccht r=1, ed 42—y per
secondo resto, che & indipendente da 2. Le sole soluzioni sono

quelle fornite da '7'— =0 ed R=0, ciod, da ¥*—y=0ed z+2y=0.
dy

@) @+ a2y (y — Yoy — =0,
22 -y -2 — Hy - 2=0.

Il primo resto & qui (y—2)(z+ y+2); sicché r=y—2 ed R=a+y+2;
il secondo resto ¢ y2—by 40, che ¢ indipendente da z. Le solu-
ziont sono quelle fornite da Z—;:O e B=0, ciot, da y—2=0 ed
224 2yz 4+ 24> — by + 2=0; ¢ quelle fornite da :li: 0, ed R=0, ciod, ‘
day2—5y+6=0ed z+y+4 2=0.

L’ equazione finale in y & (y — )(y2— Sy +0) =

(3) @8+ 3ya® 322 + 322 —byzr — o +y? — 3yt —y+ 3=0,

b= Rya 43024 22 — by —a Y3+ 392y — 3= 0.
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1l primo resto & 2(y—1)(32z% 4 y2—2w—3); il secondo resto &
8(y2 —2y)z; ed il terzo & y>— 2y — 3. Le soluzioni sono quelle for-
nite da

y—1=0, ed #3—3ya®+ 342+ 3y20—byr—a—y3-+ 3y +y—3—0,
da ’ y2—2=0, e 322+ 92—y —3 =0,
e da =W —3=0, ed z=0.
L equasione finale in y & (y —1)(1y2 — 2) (y% -2y — 3) =0.
(4) (y —Va* -2+ By — 2 =0,
ya® -~ bw 4 4y=10,

Qui moltiplichiamo il primo membro della prima espressione per
# per rendere possibile la divisione senza introdurre coefficienti
frazionarii. Cosi ¢=y. Il primo resto ¢ (3y— 10)c +42%+ 6y. Per con-
tinuare la divisione moltiplichiamo ora y2®— 5z -4y per 3y—10,
ed eseghiamo la seguente operazione:

(3y —10)z - 92 -{—-Gy}@y —10) 2 — 3y —10) b + (Jy — 10) fly-} YT

3y —10) yz* + (y* + by) yo
— (34 6y2+ 10y — 50) 2+ 1242 — 40y

Qul o possiamo riguardare i termini nell’ultima linea come co-
stituenti il sccondo resto, o pure possiamo continuare I’ operazione
della divisione non essendo il resto rispetto al divisore di un grado
inferiore in 2; se adottiamo 1 ultimo partito dobbiamo di nuovo
moltiplicare per 3y — 10, il che dard origine allo stesso resto come
se avessimo da principio moltiplicato per (3y—10)2. Cosi continuia-
mo I’ operazione come segue :

—(y*+6y24-15y=50) By—10)w-1-(1 25>~ 109) (3y~1 ())é—(y*" +6y% 415y —5U))

— (3024 15y D0) 3y — L0 pr— (P 6y 15y — 50) (y*-6y)
Y3+ 1 24487 y3—200y2+ 100y

Abbiamo qui un resto indipendente da », che & il valore di ;3 e
d, qui & =y; sicchd le soluzioni sono quelle fornite da

y*+-12y34-87y2—200y-+100=0, ¢ (By—10)z-+y2+6y=0.

278, Le seguenti osservazioni ¢i possono fare sul procedimento
dell” Art. 276,
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[. Pogsiamo sempre prendere ¢ in modo che ¢ ed r non abbiuno
alcun fattore comune. Infntti se « & la massima comupe misura di

¢ edr la divisiene i 7 A per B si pud elfettuare senza introdurre
t

coeflicienti frazionarii, come apparisce dall’ identita (3); cost ¢ non
¢ il fattore pitr semplice che «i puo d(l()l,(‘l"ll"(‘ come molt Lphcatou‘
di 4 prima di dividere per 2. Quindi seogliendo il fattore pint sem-
plice possiamo fare d = 1.

Similmente possiamo prendere ¢y, ¢y, ..., tali elie ¢ ed 7, non
avranno alcun fattore comune, e che ¢y ed 1y 1on aveanno aleun
fattore comune, e cosi di su”mto

Quindi nell’insieme possiamo prendere ¢, ¢, ¢y, ¢y, ... cosi che
d=1, che d sia la magsima comune misura di ¢ ed 7, che d, sia

la massima comune misura h —1 ad iy, che dy sia la massima co-
{
1

8 . .
ed g, 0 cost di seguito.
s !

mune misura di

I1. Bupponiamo che il resto indipendente da 2 che & stato dino-
tuto da »y sia zeroy allora 1, & una comune misura di A ¢ £. Quindi
le soluzioni delle equazioni A =0e =0 consistono, (I) di un nu-
mere infinito di valori di « ed Y che s1 'po%%ono dedurre dalla sola
equazione By=0, (2) dal numdro finito di valori di & ed y che si

! B .
possono ottenere risolvendo le equazioni —=0¢ —=0. Ma poi-
l.) .12
che ry=0 segue dalle identith (1) dellArt. 276 che £, divide R
od l-1~ oi dividano le identita (3), (5), (0, (6), (7), (10), (11), (12)
dell’ Art. 276 per Ry otteniamo cosi nuove itlvmit;‘n, nelle quali 4
A B R fy M
l), R, 1 oed Ity sono rimprazzate da —, —, —— ed =, Per mezzo
‘1 n ) )
HA ]1) I, 1y

di queste identitd possiamo dimostrare, come nell'Art. 276, che

El

A B . .
tutte le solurioni delle cquazioni »H—:() 0= 0 s1 otterranno risol-

vendo 1 seguenti sistemi;
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Per esempio, supponiamo
By — () a4y —y=0,
ad ab — g — (2 Gy + N e+ 15+ 692 4- Yy =0.
{

Qui la prima divisione da ¢ l;/u.ﬂ—,k(f'ﬁy—}-i)x—(y3+3y‘-’+4y) per

resto, sicche possiamo prendere
R=ya?+ By +4) @ — (y® + 3y + ).

Per eseguire la seconda divisione si meltiplichi il dividendo per ¥,
¢ dopo la prima divisione parziale si moltiplichi di nuovo per y per
continuare la divisione. Allora otteniamo 8(y%+3y+4-2) (—y) per il
resto ryfty. Sidivida R per 2—y ed il quoziente ¢ yo-y2+3y4-4, e
non vi ¢ alean resto.

Cost le soluzioni delle equazioni proposte consistono, (1) di un
numero infinito di valori di # ed % che si possono dedurre dalla
sola equazione z—y=0, (2) dal numero finito di valori di # ed y che
sl possono ottenere risolvendo le equazioni

y243y+2=0 ed yzt+y2+3y+i=0

NI La dimostrazione nell’ Art. 276 suppone implicitamente
che ivalori di w ed ¢ siano findli; perd e possibile di avere so-
luzioni inlinite di un’equazione. Supponiamo per esempio che
(y—1ya2—2r492 =07 allora linchd y non ¢ eguale all’unitd i due va-
Jori i @ forniti da questa equazione quadratica sono finiti. Se y si
avvicina indefinitiunente all’ unitd un valore di # cresce indefinita-
nmente. Cost quando y=1 possiamo dire che 2 lia un valore infinito.

Non abbiamo incluso tali valori infiniti di z ed y nelle nostre in-
vestigazioni nell’Art. 2765 questi si possono scoprire con facilitd
indipendentemente. Se, per escnipio, vogliamo accertare se un va-

lore infinito di » ¢ ammissibile, possiamo porre —; per z, indi li-

berare da frazioni, e supporre #'=0; abbiamo ora due equazioni in
¥, ¢ se esse hanno una radice comune o pit radici comuni, questa
radice o queste radici combinate con un valore infinito di # sipuo
dire che soddisfino Ie equazioni proposte.
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XXIII. SVILUPPO DI UNA FUNZIONE IN SERIE.

279. Supponiamo di avere un’ equazione tra due quantitd ignote
x ed y. Se potessimno risolvere I’equazione in modo da ottenere i
valori di y espressi in x, potremmo sviluppare ciascun valore di y
in una serie procedente seccondo le potenze di 2. Andiums ora a
spiegare un metodo per effettuare questi sviluppi dei valori di y in
serie, senza di avere prima ottenuto 1 valori di ¢ in termini {initi.

Il metodo mnella sua forma completa & dovuto a Lagrange; esso
fu suggerito da un proecedimento dato da Newton che si chiama il
Parallelogrammo di Newton. Per Uistoria del metodo, e per la com-
pleta informazione su di esso, lo studente pud consultare le Memo-
rie del Professore De Morgan nel primno volume del Quarierly Jour-
nal of Mathemnatics ¢ nel nono volume delle Cambridge Plilosophical
Transactions; da queste memorie & stata tratta la breve esposizione
del metodo che qui daremo. Una relazione del Parailelogrammo di
Newton si troverd ancora nella traduzione delPopera di Newton sulle
Linee del terzo Ordine di C. R. M. Talbot, pubblicata nel 1861.

280. Sia dinotata I’ equazione da
Ay“ﬁ—l))yp...—{—]x'y"—}—...4,»Sy6::l),

ineni 4, B, ... K, ... S, sono tutte funzioni di . Supponiamo di-
sposti o, B, ... %, ... ¢ in ordine decrescente di grandezza algebri-
ca; e duranto la investigazione le parole come magyiore e minore,
massimo ¢ minimo, debbono avere il loro significato algebrico.

Sia A del grado a, clod, si supponga &% la massima potenza di @
che si trova in A4; sia B del grado b,...... K del grado k,...... ,8 del
grado s. Il nostro oggetto richiede ora la soluzione del problema
dato nell” Articolo seguente.

281. Si cerea di determinaro tutti i modi in cul si pud prendere
aflinche due o pili dei termini della serie seguente siano eguali ¢
maggiori di ciascuno dei rimanenti :

atal, 0484, ...... k%l oo, s-al.

Incominciamo dal supporre che [ sia + o : il primo fermine ¢
allora magaiore di ciuseuno degli altri. X misuva che ¢ diminnizer
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ciascun termine decresce, ma ciascun termine diminuisce pitl len-
tamente di ciascuno dei termini che lo precedono. Abbia ¢ quel va-
lore pel quale a4-ait per il primo divienc eguale ad uno o pil dei ter-
mini seguenti. Questo si trova prendendo. il massimo valore di ¢
che si puo ottenere dalle equazioni

atol=b+0l, atol=ciyl, ... atal=k+2l, ... ot al=stal,
cioe, il massimo valore di ¢ deve esserc trovato dal gruppo

hb-a c—a k—w s—a

= @, U.—“{“““ o o

v, h—a. . . . . \ . .
Sia il massimo di questi valori, se uno & maggiore di cia-

scuno degli altri; o pure se pin sono eguali ¢ maggiori di ciascuno
l—a

dei rimanenti, sia

. . e k—a
Pultimo di essi; dinotiamo —— con <.
— o

L—% =%

Continui ¢ a diminuire dal valore < {inché k4=l per il primo di-
venta eguale ad uno o pitt degli analoghi termini scguenti. Questo
valore di { si trova, come sopra, prendendo il massimo valore di ¢
che si puod ottencre dalle equazioni

Erb=l+Al, k4nt=m4ud, ... k+nt=s-1-6t,
ciot, il massimo valore deve cssere preso dal grappo

=k wm—k s—k
Z , .
%-h X—p %—G

Sia scelto il pitt grande tra questi, se uno ¢ maggiore di ciascuno
degli altri; o pure se pil sono eguali ¢ maggiori i ciascuno dei
rimanenti sia scelto Pultimo di essi; dinoti ©/ il valore del terming

n—k
scelto, che supporremo eésscre —— .

Continui { a diminuire dal valore 7' ¢ si proceda come sopra per
trovare un altro valore t” dalle equazioni

NAV=p+EE, coieie nVE=s4-C1.

Questo procedimento deve essere continuato finchd si adoperti il
termine s+t nell’ ottenere un valore di ¢.

Cosi vediamo come si possono trovare tutt’i valori convene-
voli di f:
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282. bupponnmo ora che A=2%(a |- Al) in cui O & 111(111)011(1(‘111(‘
daw, ed 4y svanisce quando « ¢ infinito; similmente sia B=a®(,+1,);
¢ cosi di seguito. Si ponga y=2'(u+U), in cui u & indipendente da.
z, ed U svanisce quando # & infinito. Si sostituwiscano questi valori
nell’ equazione proposta tra @ ed y; cosl

24T (g A (ut 02 (b, 4B ) (0T P
o R By B ) (e U)o A5 (5,48, (10 1) 5200

Poiché questo deve valere per tutt' i valori di  deve valere quan-
do z ¢ infinito; e cid non avrd luogo se la pitt alta potenza di o si
trova In un termine solamente. In altrl termini, Ia somma dei coef-
ficienti della pin alta potenza di @ deve svanire. A questo punto la
ricerca dell’Articolo precedente trova la sua appllca/,ume.

Per supposizione 1 ¢ il massimo valore ammissibile di /, ed otte-
niamo per la parte dell’espressione, nel primo membro dell’equan
zione precedente, che contiene la pit alta potenza di @,

a:‘”“{(a, F Ay A DY 4 (B Ky) (- U)"‘}.

Quando z ¢ infinito il coefliciente di 2%+*F dow SVRRITe; questy
da la seguente equazione per travare u,

a4 + kg =00,
Da questa equazione si debbono oftencre i valori di w, ed a cii-

scun valore di v corrisponde un valore di y in cui i} termine con
Ia piv alta potenza di & & wer.

Simibmente crn'mid'\r:n*do il valore 1" giungiamo alla seguente
cquazione per determinare w,

Da questa equazione si debbono trovare i valori di w, ed a cia-
scun valore di u corrisponde un valore di g in ecui il termine con
la piti alta potenza di & & war.

Procedendo in questo modo, otterremo la pin alta potenza di @
in ciascun valore di y.

In seguito si adoperi una delle ooppio di valori corrispondom,i
Al ¢ ed u ehe sono stati determinati; ¢ ponga y=at(u4U), o i
sostituisca questo valore di y nell’equazione primitiva tra 2 ed y.
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Otteniamo cost un’equazione tra ¢ ed U e quantitd note. Allora
applichiamo il metodo per determinare la pil alta potenza di 2 nel
valore di U, e cosi otteniamo i secondi termini negli sviluppi dei
diversi valori di y in serie procedenti secondo le potenze decre-
scenti di #. 1 quésto procedimento pud essere continuato a piacere.

283. Non vi & nulla nel metodo precedente che obblighi gli espo-
nenti dati @,83,...0, a,b,...s, ad essere inferi; essi perd saranno
tali quando applichiamo il metodo a determinare i primi termini
nel caso di equazioni della natura di quelle considerate nel presente
Trattato.

Applicheremo ora il metodo ad un esempio.
Supponiamo che si abbia Vequazione

Y (2% - ) 4 y® (@8 4 ) — y (434 3) £ 38 =0,

. .. b—a c—a .. 3—2
Il m(‘nppo di termini ——:—6 P . ¢, In questo caso, -
5—2 6

=i . Il secondo e il terzo ch questi sono eguali ad 1, clic &
1._ ‘| —

maggiore di 50 che ¢ il valore del primo termine. Cosi t=1. Quindi

poniamo y==z(u+U), e sostituiamo nell’equazione proposta. La pitl
alta potenza di # & allora #%, ed il termine che la contiene &

(c“{ w4+ Uy — 4 (u+U)+3
11 coctliciente deve svanire quando « ¢ infinito; ¢io da
ub~hy 43 =0

E ehiaro che u=1 & una soluzione, e siccome la funzione deri-
vata 4u®—4 svanisce ancora quando u=1, la radicé 1 & ripetuta.
Si divida u*—4u+3 per (u—1)%; il quoziente & u2+2u+3. Cosi gli
altri valori di u sono forniti dall’equazione 42+ 24 3=0, ed cssi
sono — 14/ — 2, Concludiamo quindi che Pequazione proposta for-
nird solamente due valori reali di y in termini di #, e che # ¢ il
primo termine in ciascuno di questi valori quando essi sono svilup-
pati in serie secondo le potenze decrescenti di .

Possiamo ora porre #(14- U) per y nell’equazione proposta, ¢ pro-
cedere a trovare i valori. di U: riprenderemo fra breve questo
csempiov.

20
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284. Le seguenti deduzioni si possono trarre dagli Art. 281 ¢ 282.

() Seata, b+8,..., k+%, ..., s+06 sono tutte eguali, le guan-
tith T, 7', 77, ... sono tutte eguali all’ unita.

’

(2) 8e delle quantitd a4, b+03,..., k+%,..., s-+6, due o pil
sono eguali ¢ maggiori di tutte le rimanenti, allora Puniti si trova
tra T, v, ©”,... Infatti & chiaro che {=1 & un valore convenevole
nell’investigazione dell’Art. 281, poicht questo valore rende eguali
due o pit dei termini ivi dati, e maggiori di tutt’i rimanenti.

Queste due deduzioni contengono la teoria degli asintoti rettili-
nei delle curve algebriche.

Nel rimanente di questo Articolo supponiamo che o, 3, v, ...
siano tutti interi, e che 6 sia zcro.

(3) La prima equazione per w nell’ Art. 282 avra a—z radici, la
scconda avra x—v radici, ¢ cost di seguito; cosi in tutto otteniano
. valori pel primo termine di y, come deve essere, poiché Vequa-
zione proposta & del grado o in y.

(&) Supponiamo che i gradi di tutte le funzioni di # da K ad ¥
inclusivamente siano eguali e maggiori di ognuno degli altri. Al-
lora tra i valori di v ve ne saranno a—=x che incominciano con una
potenza positiva di #, ¢ x—v che incominciano con la potenza zero
di #, e v che incominciano con una potenza negativa di z. Poichd
i x—v valori diy che incominciano con la potenza zero diz nascono
dal fatto che per ipotesi il valore (=0 rende tutt’ i termini seguenti
eguali e maggiori di ognuno di quelli che li seguono, k+-x(, I +At,
...n4vt. Gli a--% valori di y clie incominciano con una potenza po-
sitiva di # nascono da valori positivi di ¢, ed i corrispondenti valori
di w ottenuti relativamente agli esponenti a, %,...%. I v valori di y
che incominciano con una potenza negativa di 2 nascono da valori
negativi di {, ed i corrispondenti valori di v ottenuti relativamente
agli esponenti v,...6, in cui 6=0.

(5) Se 4, B, ... 8, sono tutti dello stesso grado eccetto M, ed M
¢ di un grado maggiore dei rimanenti, vi sono ot—. valori di ¥ in

: . . e m
cui la pilt alta potenza di # ha 1'esponente positivo p , €L va-

lori di y in cui la pit alta potenza di # ha 1 esponente negativo
m—a
i

285. Deve farsi un’osservazione riguardo all’equazione in U che
si ottiene quando si cercano i secondi termini nei valori di y; =i
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vegga Art. 282. Supponiamo che si prenda y =« (u-+ U), in cui
e ¢ sono conosciuti, e si sostituisca questo valore diy nell’equazione
proposta. Otteniamo cosl un’equazione in U dello stesso grado
dell’ equazione primitiva in y. Perd in generale solamente alcuni
dei valori di U s saranno ammissibili. Infatti, per supposizione U
svanisce quando z ¢ infinito, ¢ cosi dobbiamo rigettare ogni valore
di U che incomincia con una potenza positiva d1 r 0 con la potenza
zero di 2. Questi valori rigettati di U debbono appartenere agli altri
valori di y che pel momento non ciriguardano, poicheé per supposi-
zione noi cerchiamo solamente quel valore particolare di ¥ che in-
comincia con uz’, o quei valori particolari che incominciano cosi
s¢ ve ne sono pih di uno, in cui » ¢ ¢ hanno valori conosciuti.

286. Riprondiamo ora Uesempio nell’ Art. 283. Dobbiamo sosti-
tuire #(u+ U) per y, ¢ fare u=1. Otterremo cosi il risultato seguente
dopo di aver diviso per 2,

U (@3..) 4 U8 (ha®..) + U2 (625...)— U024, . )~ 225 = 0.

Qui nei coeflicienti delle potenze di Jabbiamo espresso solamente
le pil alte potenze di . Si formino le frazioni sccondo 'Art. 282;
cosl otteniamo
5—5 4—5 4-—35
1—3" 4—2" 4—1" 407

Qui i primi due termini sono zero, e sono algebricamente mag-
giori degli altri; ma un valore zero deve essere rigettato come si &
spiegato nell’ Articolo precedente. Procediamo percid nel modo del-
I Art. 281, supponendo che 1==0, e che si debba trovarc v'. Cosi
formiamo le frazioni

-5 41-—5
21 9-0

, 1 .
Di queste la scconda, che & — 5, ¢ algebricamente la maggiore.

~

ja

Conformemente poniamo U=wa * ¢ per trovare w otteniamo I'e-

quazione 6u?—2=0, sicché = Ve Cost il primo termine di U
1 1 . AN

& —= 0 — —=. Quindi sino al punto ove siamo giunti, abbiamo

V32 Nia
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287. La natura dei valoridi U si pud vedere esaminando la for-
mazione dell’equazione generale in F. Poniamo prima 2% per y ed
indi mutiamo v in v+ U. Quando poniamo &' per y il primo mem-
bro dell’equazione proposta prenderd la forma

V13
Yo () 2™ 4y () 272 + Yy (1) 2™ .,
in cui 7y, Ny, fy,... si suppongono in ordine decrescente di gran-
dezza. Bi dinoti quest’espressione con ¢(w); allora 1’ equazione in

U sara @ (u 4 U)=0. Supporremo gli esponenti di y nell’equazione
proposta interi positivi. L’ equazione in U si pud scrivere

o, U%+ q)a_,Ua—l + Qo2 L g U+ =0,

1
in cui g, sta per Ee ¢* (u), ed analogamente per Fomts Pogar oo

Ora se nessun valore particolare fossc assegnato ad u, i coefficienti
delle diverse potenze di U nell’ equazione precedente sarchbero fun-
zioni di z, tutte dello stesso grado, ciod n,. Cosl per I'"Art. 284 i
valori di U incomincerebbero tutti con la potenza zero di z. Ma se
u & tale che y, (1) =0, la funzione ¢ & di un grado inferiore in
in paragone della funziene ¢,; (uindi uno dei valori di U incomin-
cia con una potenza negativa di #, cio, con z~ ™3, I questo &
il valore di U di cui andiamo in cerca, poiché y,(n)=0 ¢ l'equa-
zione dalla quale si deve trovare w gecondo il nostro procedimento.
Se perd 'equazione y,(u) =0 ha radici eguali, otteniamo pit di un
valore convenevole di U. Supponiamo, per esempio, che la radice
particolare che abbiamo scelta si trovi qualire volte; allora g, sard
del grado n, in », mentre ¢q, @y, 4, ¢, saranno solamente del gra-
do ny. Quindi, per Art. 284, vi saranno quattro valori convenc-
voli, ciascuno che incomineia con z elevato alla potenza negativa

i
=i (ng—mny).

Abbiamo qui supposto che y,(w) ¢ le sue funzioni derivate non
svaniscano per il valore di v che si considera.

288. In c¢i0 che abbiamo finora detto abbiamo investigato valori
di y che procedono secondo le potenze deerescenti di @. Cosl se il-
lustriamo i nostri risultati con la geometria, e supponiamo trac-
ciate le curve corrispondenti ai valori di y cspressi in 2, il primo
termine della serie che abbiamo trovata per un valore di y esibird
la natura della curva ad una grande distanza dall’origine.

Ma il metodo si pud anche applicare a trovare i valori di y che
procedono secondo le potenze ereseenti di 2, sicché il primo termine
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in un valore di y esibird la natura della curva nelle vicinanze del-
I'origine, quando la curva passa per lorigine.

Per applicare il metodo a trovare i valori di v che procedono se-
condo le potenze crescenti di # dobbiamo fare semplicemente le mu-
tazioni seguenti. Dobbiamo supporre «, B, ,.. ¢ disposti in ordine
ascendenle di grandezza algebrica; ed 4, deve svanire quando sva-
nisce x e non quando @ & infinito, sicche 2% deve essere la pit bassa
potenza di # in 4 e non, come prima, la potenza pit alta; un si-
mile cambiamento di significato si deve fare in B, e I, e nelle ri-
manenti quantitd analoghe.

Allora quando ¢ & 4 oo le seguenti quantitd sono in ordine ascen-
denle di grandezza, o+ al, L-]—@l, v k+x%l, .. s+al.

Come sopra, il massimo valore di ¢ si deve trovare dalle equa-
zioni

atal=04+8l, atat=ctyl, ... atal=k+txl, ... a-+ot=s+ol.

XXIV. TEOREMI DIVERSI.

289. Nel presente Capitolo riuniremo varii teoremi importanti, i
quali forniranno escmpi di molti dei principii stabiliti nelle pa-
gine precedenti.

Bimostrare che I’equazione seguente non ha radici immaginarie,
A% n2 0? Ixz
+ -+ -i— — —A=0.

r—a x—b x—c¢

Se & possibile supponiamo che p + ¢ ¥ — 1 sia una radice; allora
p—q v/ -1 & anche una radice. Si sostituiscano successivamente
questi valori per z ¢ si sottragga un risultato dall’altro; cosi

42 B2 c? K2 }
e et =0,
1{<1)—a)2+q’+ (p—Db)+q? + (p—e)2+¢* Foe (p—E*+q?

¢ questo & impossibile a meno che non sia ¢=0.

0 pure possiamo dimostrare il teorema cosi. 8i dinoti il primo
membro dell equazione proposta con ¢ (z), e si suppongano a, b,
¢, ... k, in ordine cresecente di grandezza algebrica, Quando z &
poco pitt erande di ¢ il primo termine di g{x) ¢ molto grande e po-
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sitivo, e prendendo 2 sufficicntemente vicino ad ¢ possiaumo assi-
curare un valore posilivo per ¢(z). Quando z & un poco minore di
b il secondo termine di @(x) & molto grande e negativoy e pren-
dendo # sufficientemente vicino a b possiamo assicurare un valore
negativo per ¢(x). Cost ¢(x) cambia segno per qualche valore di
tra ¢ e b. Similmente, ¢(z) cambia segno per qualche valore di @
tra b e ¢; e cosl di seguito. In questo modo possiamo mostrare che
le radici dell’equazione ¢(z) =0 sono tutte reali ¢ disugugli.

La forma in cui & presentata I'equazionc ¢ (¢)=0, ci abilita a
riconoscere piu facilmente la proprietd che dobbiamo dimostrare.
Ma il nostro risultato non sard mutato se liberiamo equazione da
frazioni, in modo da ridurla alla forma normale; cio®, nel fatto, se
invece di ¢(2) =0 consideriamo !’ equazione

l

¢ @) @—a)yz—b)(@—c) ... (r—k)=0.

290. Trovarc i valori delle n quantity @y, 4, 7y, .., 7, dalle n
cquazioni seguenti,
2y +m2—{—m3+... +2,=0,
)Ty + ATy + a.’;'TS + .- T T = U

2 20,2 2 -
a 2wy 4 a2, + a4 .. akr, =0,

n—9 N9, Ly =2, L "2y —
" 2w, 4 4y Ty 0y g L ey R, =0,
72;1 n—1 n—1, n—t, —
a," My +a," ey a0, e, =0,

Si mol‘mphchmo queste equazioni rispettivamente per ¢, _y, €;_gy---
€y, 0y, L, incuice, 4, ¢ 2 .Cyy €1, SONO PCr Ora indeterminate, ¢
si aggiungano 1 risultatl. b] prcn.ddmo Cpeis Cpgr+ -Gy ¢y, tall che
i coellicienti di ay, 24,...7,, svaniscano; allora

- n— n— N N —_—
@y (a7 0,0, 2 oy T3 e o8 €)= ).

Dalla supposizione 1_ri§pett0 & Cpys Cpgre--Cys Cpy NG SCZUE che a,,
tg,...a, sono lo radici dell’equazione

l—r =2 ~
Vlgs™ 203" 8 L e, g3 cp =
Quindi il primo membro di questa equazione ¢ identicamente

eguale a
(z—a)(z—0y) ... (3—a,). ‘
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Onde sostituendo @, per z 'equazione che determina z,; si pud met-
tere nella forma
Ty (g — tg)(ay — bg) +.. (@) — @) =D.
Cosl &, & conosciuto; ed i valori di @y, &,...2,, si possono dedurre

T
per simmetria.

201. Si cercano i valori delle n quantity #, y, z,... dalle n equa-
zioni seguenti,

-+ . =1,
+.o=1,
T Y z
- o=1.
I;"—-a+hn—~b_| kn—c+

Possiamo riguardare le » quantity ky, k,, ... k, come le radicj della
sola equazione
z Y z

k—a+k——b+k—b

4= 1,
clie ¢ dell'n™® grado rispetto a k. Si ponga k=a—1; ne seguird che
a—lky, a—Fky, a—ky,...sono le radici della seguente equazione in ¢,

Y + 3
t4b—a t+c—a

1—}—?-1 +...=0.

8i moltiplichi pel prodotto dei denominatori in modo da porre que-
sta equazione nella forma ordinaria; cosl

P AT A M2 L 4, =0,
in cui il termine indipendente da ¢, eiod 4,, & (b —a)c—a) ..,

Quindi, per UArt. 45,
(@ — k)@ — ky) (@ —ky) . = (= 1)&(b —a)(c —a) ...,
_ (@ — k(o — ky)(a—Fg) ...
(a—b)a—c) ...

Da questa cgpressione si possono dedurre i valori di y, z,... con
cangiamenti simmetrici nelle lettere a; b, ¢, ...

ciod, x ==

Grunert’s Archiv der Mathemalik und Physik, Vol. xxir p. 235.
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292. Dimostrare che la somma dei prodotti delle n quantitd
¢, 2, ¢, ... c", prose m alla volia &

( 'l)(c"_" _ 1 (bn—m+1 1) wm(m+1
2
(e — 1)(c* — '1) N (G )
Si ponga
(@) @+ (@t ) = p e Ty g Py (.

Allora per I’ Art. 45 dobbiamo trovare it valore di p,,. In (1) si muti

2 in - e si moltiplichi per ¢®; cost
¢

1.)

(@) @ +P)o (2 )=a" 4 pyea™ b APy b p " ()
Da (1) e (2) otteniamo

ALY (0 71 1
T+ @ Fpa™ N+t EDy,)
=(@+0) (@™ 4 paer” Vb o Py p ™).
Si eguaglino i coefficienti di "™ neéi due mémbri di questa
identitd; cost
N+ — il m.
Pt Py =D ™ D™
Wy N
¢"(c —1)
onde P =Pm—1 o]
, c(c™ —
E pl:C+CZ+.;.—|—cn:
c—1
determinare successivamente py, pg, p,,...; ¢ cosi arriveremo al ri-
chiesto valore di p,,

. 3).

); allora per mezzo di (3) possiamo

293. Biano n quantity a, b, ¢,...; dinoti s, la loro somma, s, ;
la somma di n —1 tra esse, e cosi di seguito; e dinoti $

(8 =L (pe) B (5p0) — e (=D (5"

Qui X (s,,)" dinota la somma di termini tali come (s,,)" formati col
prendere tutte le possibili scelte di m quantith tra le » quantitd
a, b, ¢, ... Allora dimostreremo che S =0 se » & minore di =, ¢ che
§ & divisibile per abe ... se r & eguale ad n o maggiore di n; ed in
particolare che

$ =|n abe..., quando r =n,

dS§= l +1 e (at-b o b Dabe. ., quando p=n 1
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.. . b . . . .. .
Possiamo dividere S in due parti, una parte in cui « si trovi in ogni
termine ed un'altra parte in cui @ non si trovi affatto. Possiamo
scrivere la prima parte cost,

(sn)r - E'l(sn—l)r + E’l(‘sn—‘zy — e (= DT

e la seconda parte cosi,

M T r . A= T
- “2(311,-1) + 22(Sn-—2) =it (=) 122(31) ’
in cui ¥, indica alcuni dei termini inclusi primitivamente nel X, «

¥, indica i rimanenti. Ora si supponga a = 0, allora § svanisce; in-
fatti abbiamo in questo caso

<Sn) - 22<Sn_1)7' =0,

A T v . N .
()’ — Za(sy0)” =15
¥ /e 7 Y e r__
i Bnme)” — Lolsyp)" = 0,
Similmente; pos‘%iamo dimostrare che S svanisce quando 4 =0, ¢
quando ¢ = 0, ¢ cosi di seguito. Cosi conchiddiamo che S ¢ in ge-
nerale dlvmblle per ciascuna delle quantitd a, b, ¢,... € quindi pel
loro prodotto. Ma il prodotto sard di » dimensioni, e quindi se S
ha meno di » dimensioni éssa dovra essere identicamente zero. E
siccome S ¢ di r dimensioni ne segue che S svanisce quando r &
minore di n, éd & divisibile per abe... quando r non & minore di n.

Quando » = n abbiamo percid S == kabc..., in cul A & una quan-
tith numerice che si deve determinare. Per déterminare A suppo-
niamo che a, b; ¢;... siano tutte eguali all'unita; allora S diviene

n(n
" —n(n — )" - (4 5 ) (n — " —
cioé M, per I'digebra. Si veggano le Aggiunle, Cap: vi.

In seguito, si suppdnghr=n+1. Allora S & divisibile per abe...;

¢ siccome S & di n 4 1 dimensioni, essa deve avere un fattore che

¢ di una dimensione e simmetrico rispetto ad @, b, c...; questo fat-
tore deve essere percid @ -+ b+ ¢ + ..

ey

Quindi S = pabe...(a -+ b+ ¢+ ...), in cui p & una qll'lﬂtltd. nu-
merica che si deve determinare. Per déterminare {» supponiamo che
. b, ¢, ... siano tutte eguali all'unitd; allora S divienc

n(n 1)

A p(n — M ——— (- -

¢ questa deve eguagliare . Quindi, per digebra, abbiamo .=

20
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294. Dinoti [¢], l'espressione ¢(c — 1)(c — 2) ... (¢ —» - 1), qua-
lunque sia ¢; allora sara

L0l = (el nfaly o+ 0D fal, bl D

Infatti supponiamo che a sia un intero positivo; allora sappiamo che
questo teorema & vero per ogm valore intero posmvo di b, pmclw
esso segue ddll’eguaglmre i coeflicienti d1 z in (1 +w)“+" ed in
(1 +a)“><(1 + #)®. Quindi siccome questo & vero per pitt di # valori
di b esso & identicamente vero per IArt. 39; ciod, quando a & un
intero positivo il teorema & vero per {ul’i valori di b. Allora poiché
esso & vero per ogni valore intero positivo di a, esso ¢ vero per

' pitt di z valori di a4, e quindi per I'Art. 39 esso & vero per (uil’i va-
jori di a.

Cos! possiamo dimostrare il teorema proposto, amtitettendo il
Teorema del Binomio per un esponente intero positivo ed anche il
Teorema dell’Art. 39. 1l teorema ¢ alle volte chiamato dal nome di
Vandermonde. Il teorema & richiesto nella dimostrazione di Eulero
del Teorema del Binomio per un esponente qualungue, e come ben
=1 conosce, vi & stabilito fondandosi sul principio della permanenza
delle forme equivalenti.

295. Sia (z) = 0 un’equazione che ha una radice a, sicche pos-
=iamo supporre ¢(z) = (v — 0) Y (z); allora

) ) ?—(,T) (1 - ~> Y (2),

Jogoﬁ) (l~--)—f logd ()

_G ! ) + logd (4),

si possa sviluppare in una serie che con-

o
[

“ . A
Supponiamo che log-
a

tiene potenze positive e negative di #, ¢ che log{ (#) si possa svi-
luppare in una serie che contienc solamente potenze positive dix;
allora ammettendo Videntitd dei duo membri dell'equazione otte-
niamo questo risultato,

& ()
st

. 1
- «=al coefficiente di ~ nello sviluppo di log =
@ ’
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296. 11 teorema dell’ Articolo precedente & dato da Murphy nella
sua Theory of Equations ed illustrato con esempii; si veggano le
gue pagine 77—82. La dimostrazione del teorema & imperfetta, poi-
ché le serie infinite possono essere divergenti; ma il teorema & di
qualche importanza. Esso era stato notato prima che Murphy vi ri-
chiamasse lattenzione; si vegga il Differential and Infegral Calculus,
di De Morgan, pagine 328 e (14, ed anche il Philosophical Magazine
per Giugno 1848, pagina 421; secondo I'ultima opera il teorema {u
dato da Lagrange nel 1708.

Sembra che il procodimento fornisca la pits piccola radice dell’e-
quazione alla quale.¢ applicato; e si pud assegnare qualche ragione
di cio.

Infatti supponiamo che le radici dell’equazione ¢ (x)==0 siano
@, b, ¢, ... in ordine crescente di grandezza. Allora

@) =A@—a)@— b}z —c)...... .

in eui 4 & una costante.

Cosi %“’”_): B (u%)(p%)(uf)

in cui B & una costante.

Poiché a ¢ la pitt piccola radice dell’equazione ¢(z)==0, s¢ = cade
tra a e b gli sviluppi di

a & @
o _ s ]—— gl l—-),......
log (1 .:v>’ log (l b)’ 1OD< c)
¢()

flaranno 1utti serie convorgenti; o quindi vediamo che log = st
pe

pud sviluppare nella forma richiesta in un modo che & aritmetica-
mente intelligibile e vero. Allora siccome # pud avere ogni valore
tra @ e b possiamo, per una naturale estensione della teoria dei

. . c -
coeflicienti indeterminati, eguagliare il coefficiente di - nello svi-
suag 7
. o(z
luppo di logi(—) a—a.
x

1 . .
Nello stesso modo come il coefficiente di — nello sviluppo di -
x

o(z)

z
au
—TL—; cosi possiamo determinare il valore di ogni potenza intera

log si & veduto essere —«, vediamo che il coefliciente di —; é
&

assegnata della minima radice dell equazione ¢ () =1
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7. Per esempio, si cerchi una radice dell equazione

e —b=0.

163 b
Qui ?(2) =gt
@
) ) 2
log ¥ = = loge +log{ 1— — 4 —
€ e
=loce — 3 ._.AlA p:.#}‘ ~3 __
g¢ G~ 55
~ J
) . b 21 b P
I Cll 5 = — — —— :-——-<1_—-—)
(4 3 (A b

. . . o 4
Dobbiamo ora scegliere i termini che contengono - ; otterremo un
z

n+1
’

tale termine daz, da s da 33" e cosl di seguito. Quindi tro-

veremo per la radice Ia serie

hoov" WM 3u(3n—t) B3R
PR + 9 gt 9.3 PSIE]

293, Bia g(#)==0 un’ equazione di cui ay, Ugy vy, SONO radiei,

sicch® possiamo supporre

m?

B ()= (0 - ay) (@—dy) ... (2 —a,) U@);

o) a o a
allora i 'l—--;_— l—-; 1-—?’” b)),

Si prendano i logaritini dei due membri; allora, come nell’Art.295,

- \ - 1
conchiudiamo che — (2, +ay+ ... +«,,) & eguale al coelliciente d; ~
z

169

.T"L

nello sviluppo di log . Si veggu la Theory of Equations di Mur-

phy, pagine 82 ed 83.

Come nell’ Art. 296 possiamo conchiudere che il procedimento
dard la somma delle m radici pit piccole.

299. Daremo ora alcuni teoremi intorno alla decomposizione di
una frazione razionale in altre frazioni, le quali rispetto alla frazione
originaria i dicono frezioni perziali.
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Supponiamo che ¢(x) sia una funzione di z dell’ n™o grado; siano
le radici dell’equazione ¢@(2)=0 tntte disuguali ¢ siano dinotate con
a, b, e, ...k Sia (.IJ (#) una funzione di # che ¢ dell’(n—1)m® grado
o di un grado inferiore. Allora la relazione seguente sard identica-
mente vera,

et = —— — ... -
@) w—a a—b  z—c ek

purcheé dei valori costanti convenienti siano assegnati ad 4,B,0,..K.

Infatti aflinch® questa relazione sia identicamente vera & neces-
sario e sulliciente che sia identicamente vera la seguente

Cg(_T_) B?@ + CCP_@ e . @( )
a x—b T—c¢ _I"

$(2) =

I membri di questa equazione non sono di un grado superiore a
quello espresso da n—1, quindi la relazione sard identicamente
vera se si possono trovare n valori di @ per i quali essa & vera; si
vegga I’ Art. 39. L scegliendo convenientemente 4, B, C, ... K la
relazione si puo rendere vera per gli » valori a,b,¢, ...k, di 2. In-
fatti si supponga z=a, allora tuft’i termini del secondo membro
svaniscono, cccetto quello che contiene 4; ed otteniamo

{3@)]

-’l/d}

Y(a) = 4
ciot, per IArt. 74,
Y(a) = 4¢'(a).

Questo determina A ¢ simili valori si troveranno per B, 0, ...4.

300. Supponiamo in seguito che $(z) non sia di un grado infe-
riore a quello di ¢(z). Con la divisione ordinaria possiamo ottenere

@) _ s [@
— = F(a)+ ,
e " ew
in cui F(z) ed f() sono funzioni intere di #, ed f(z) & di un grado

/()

inferiore a quello di ¢(z). Possiamo allora decomporre @) in fra-
zloni parziali nel modo mostrato nell’ Articolo prccede.nte.

Poiche abbiamo

i) = () F () + )
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ne segue che $(r) ed f(z) hanno lo stesso valore quando %(r) svani-
! sce. Quindi le frasioni parziali corrispondenti a —%, determinate
j : ¢

col metodo dell’Art, 299, si possono trovare senza dividere prima

d(x) per ¢(a); perd non dobbiamo omettere la parte F(#) se voglia-

b(@)
o(r)’

301. Varie identitd algebriche si possono stabilire per mezzo dei
principii dei due Articoli precedenti.

mo ottenere il valore completo di

Per esempio, se n ¢ un intero positivo qualunque

. [ 1 n 1
@+ @+ @+n+0) " 2+l 1242
nn—1) 1 ="

1Y wi3 z4+n+1"

[nfatti possiamo supporre che il primo membro sia messo sotto
la forma
4 4y 4, A
LI i ST 4t
z4+1 a4 ‘2 &+ 3 z+n+4+1’

¢ quindi possiamo determinare A, 4y, ... 4, 4 €10 s1 effettua mol-
tiplicando i due -membri per

@+ D)@+ ... @tnt1),
¢ poi sostituendo successivamente per # 1 valori ~1, —2,....

Ancora, se n & un intero positivo qualunque

1 n on <"T 1)
e+l @@+ @+ e+ Y@@+3)
(__ 1)71. L 1

+(;v—|—-1)(x+_?2) (J,—}—n—H) Trrn+l

Infatti possiamo supperre che il primo membro sia messo solto
la forma
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si moltiplichino i due membri per (24 1) (z-+2)...(z + n-+ 1) ¢ poi
si sostituiscano successivamente per # i valori —1, —2,... Cosi
otterremo

A, =(1—1)"=0,

Ay=n(1-1)"71=0,

_n(n—1)

A= (1) 20,

¢ procedendo cosi troviamo che 4y, 4,, ... 4, sono tutti zerv, ¢ che

Aper=1.

Ancora, se m & un intero positivo qualunque

1 m Y
] e
0" G T

mm=1) (v Y
+ (z+1) (x+2) (m+3)(1——y> T

- _I'_‘" - ( y >1Ill
+ @+ 1) (@4+2) ... @+m+1)\l—y )
1 my  m{m—1) 32 o =DM

T+l x+2 1.2 243 z+m+1"

Questo sipud dimostrare nel modo gid mostrato supponendo che
il primo membro sia messo sotto la forma

4

A'l A2 Azs drnn. meel

¢_+,1’ o+2 243 a+m+1
allora deduciamo
Ay=(1—y+y)"=1,

Ag=—my (t—y+y)" 1= —my,;
e cosi di seguito.

O pure possiamo stabilire questo risultato per mezzo del secondo
esempio. Infatti se sviluppiamo il primo membro secondo le po-
tenze di vy, e paragoniamo i coefficienti di y™ nei due membri, i
troviamo eguali pel secondo esempio.

302. Negli Articoli 209 e 300 abbiamo dato. separatamente la
decomposizione di una frazione razionale quando il sno denomi-
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natore non ha fatlori ripetuli, a motivo della semplicitd del risulta-
to; cssa ¢ perd solamente un caso particolare della ricerca generale
alla quale ora passiamo.

Supponiamo che ¢(z) sia una funzione di & che contiene fattori
ripetuti; per esempio, sia

Glry=p,(r—a) (z-0)*(v—o)'.. . (2—L);
e sia §(#) un'altra funzione qualunque di . Allora I'espressione

@)

¢ (7)

si pno risolvere nelle seguenti parti.

(1) Ogni fattore a—k che nen & ripetuto dird origine ad un solo

R K
termine — .
x—k

(2) 1l fattore (#—e)" dard griging alla scrie di termini

4 Ay A,
(JI/'—(L)T (;[,‘_,a)r""l (-I/'*—(L)r_z T

Una simile serie di termini nascerd da ciascuno degli altri fattor
ripetuti.

(3) Vi sard ancora iin’ espressione intera se ¢(z) non & di un
grado inferiorc a quello di ¢(z):

Infatti supponiamo (@)= (£ —a)" y(z); allora abbiamo identica-
mente, qualunque sia 4,

Yoy A -4y
¢ty (x—a)f O
Ora sia A determinato dall’equazidne ¢ (a)—4y (a)=0; allora

d(z) — Ay(z) svanisce quando z =g, ed & percid divisibile per a-n.
Quindi con questo valore di 4 possiamo porre

Ye) — Ay (o) = (o —a) by (o),
M _____;1__‘- wmcp](/r)

olr) (o) T a byl

e quindi
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Neéllo =tesso modo possiano decomporre

“altima frazione od ot-
tenere

ar‘l () _ 4 o ".‘/2("’%)
(r—a)™Ny(z) " - (e —ay )

Procedendo in questo modo si stabilisce il risultato richiesto.

303. I facile mostrare secondo il modo dell’Art. 37 che vi & una
. . i) Co .
sola manicra di decomporre r‘—( 5 in una funzione intera, ed in una
e (@

serie di frazioni parziali ciascuna delle quali contiene solamente un
distinto fattore nel suo denominatore. Quindi conchindiamo c¢hé il
risullalo ottenuto deve essere lo stesso qualungue sia Iordine nel
yuale le operazioni sono condotte, ciod, qualunqué sia il fattore
che per il primo si considera.

Praticamente il miglior modo per détérminare i numeratori delle
frazioni parziali sard spesso il seguente. Si poriga # =a J-h; cosi

d@) @) et
¢lo)  (z—a)ye)  Wyla+h)’
I
ora si sviluppi con qualche metodo algebrico M secondo le
Y (a+h)
potenzé di &, ¢ sccondo la notazione gid usata il risultato deve
o|saere
dla+1n)
I LA+ AN AR A4
X(a+]l) + A+ Agh® + Agh® +

$(ath)
¥ (a+h)

m

Ciod, 4, deve essere il coefliciente di A™ nello sviluppo di

secondo lé poteénze ascendenti di h.

Similmente si possono determtinare i numeratori delle altre fra-
zioni parziali.

304. Negli Articoli seguenti daremo alcuni teoremi relativi ai
limiti delle radici ¢i un’ equazione; essi furono comunicati allo
scrittore dal Professore De Morgan, in una lettera datata Feb. 6,
1858. ’

305. 11 teorema seguente relativo ai limiti delle radici di un’e-
quazione si troverd includere due di quelli che sono dati nel Cap.vir,
ed aggiungere qualclic cosa ad essi.

T .
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Sia (@) =pa® 4 p @V oo 4p, @ +p,; sllova procediamo ad
investigare un limite superiore delle radici positive dell’ equazione

f(@)=0.

Sia ¢ eguale al coefficiente del primo termine, o a qualche cosa
minore; sia b eguale al piu piccolo dei coefficienti positivi che se-
guono immediatamente, e precedono qualche coelficiente negativo.
0 a qualche cosa minore; sia ¢ eguale al valore numerico del coei-
ficiente negativo numericamente piu grande, o a qualche cosa mag-

_giore. Supponiamo che 2" %=1 sia il primo termine con un coeffi-
ciente negativo. Allora f(z) ¢ certamente positiva quando I'espres-
sione seguente & positiva,

ar™ + b (" 4 +.v""") —c (:v""""“ ez,

ciot, quando 1’ espressione seguenfe ¢ positiva,
n n__ o=k 2k
az” 4+ b —c¢ :
z—1 z—1

‘ciod, supponendo x maggiore dell’ unita, quando

}‘a(@'— 1)+ b}a:"'._(b +C)a,’ll—k+l:

© positiva, ciod, a fortiori, quando
{a (x———l)—i—b}mk—(b-i.-c)
¢ zero o positiva.
(1) 8i prenda b=0, e sia ¢ il cocfliciente negativo numeiicamente
pilt grande; alloraf(z) & positiva sc a (#—1)—c¢ ¢ zero o positiva,
ciod, sex=1 +2 o a qualche cosa maggiore. Si vegga I’ Art. 87.

(2) Si prenda b=0, e sia ¢ il coefliciente negativo numericamente
pitt grande; allora f(«) & positiva se a(z — 1) 2% —¢ & zero o positiva,
1
. . . . k+1 N . ¢\ k+1
e quindi a fortiori se a(z —1)""1—c¢ ¢ tale; ciod se a =14 -
a

0 a qualche cosa maggiore. 3i vegga 1" Art. 89.

(3) Si ponga zero per a; allora f(z) & positiva se bt — (b+c) &

1
" .y c\k A
zoro o positiva, ciod, se = H—? o a qualche cosa maggiore.
g
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Questo & un nuovo limite, il quale pud essere minore di quello
in (2) quando b <i pud prendere maggiore di p,.

(4) Se a non & maggiore di b abbiamo f(x) positiva se

{a(m—i)—l—a}xk—(m{—c)

1
. s - ¢ \hF1 .
¢ zero o positiva, ciot, se z=\ 14— o a qualche cosa maggio-
2 s
re. Questo fornisce un limite minore di quello in (3) sempre che #
non si pud prendere grande quanto p,.

(5) Supponiamo che b non sia minore di ¢; allora da (3) ottenia-
1

E
mo ¢ come un limite superiore.

(6) Supponiamo che @ non sia minore di ¢; allora da (2) oltenia-
1

1 o .
mo 142  come un limite superiore.

(7) Supponiamo che né ¢ né b sia minore di ¢; allora da (4) ot-

teniamo 2 come un limite superiore.

306. Daremo un altro teorema su i limiti delle radici delle equa-
zioni. Esso & fondato sul modo di calcolare il valore di un’espres-
sione della forma az®™ + ba™ '+ c2® 2+ ... per un valore assegnato
ad z, che abbiamo spiegato nell’Art. 5. Se § dinota quel valore as-
segnato il calcolo determina successivamente

al, al+b, (a0-+8)0, (a0 +D)0 +e¢,.....

Sia f(z) = 0 Pequazione. Si ordini f(z) in gruppi, ciascun gruppo
essendo formate di tutt’i termini positivi che vanno insieme seguiti
da tutt’i termini negativi che vanno insieme prima dei termini po-
sitivi seguenti. Cosl, scrivendo solamente i segni, se si suppone di
avere la successiono,

t—t—tt+————t—+,
allora i termini saranno ordinati in gruppi cosi,

P '

(b )y (=) (b =)y ()



|
n

[
[
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Il primo_gruppo racchiuda le potenze di o da 2 ad ™ P una ¢
I'altra inclusivamente. Si supponga rimosso il fattore 2™ con Ia
divisione. Si prenda per tentativo (0 come un valore di z, ¢ si cal-
coli il valore quando ==0 del quoziente dopo la divisione per %,
Se il risultato & positivo si dineti con 4,, e si ponga 4,2 % al prin-
mplo del gruppo seguente. bupponmmo che questo gruppo si esten-
da sino al termine che contiene 2"~!. Dopo che 4,5"F ¢ stato messo
innanzi al secondo gruppo si divida per "t e s1 trovi il valore del
quoziente quando r=0. Se¢ il risultato ¢ positivo si dinoti con 4, ¢
si ponga 4, 2" gl principio del gruppo seguente; e cost di sommo
Se tutt’ i rlsultam sono positivi sino all’ultimo, § é un limite supe-
riore delle radici posmvo Il numero { da tentare pud esscre scelto
con una delle regole piti facili, rammentandosi che non & probabile
si debba richiedere un numero molto pit grande del limite supe-
riore trovato col considerare solamente il primo gruppo.

Per esempio, si prenda un’equazione del 18° grado. Scriveremo
solamente 1 coefficienti, in gruopi,

(T4 b+ 3=80—100) 4 (20— 100)+ (3 4-2+1—40—1000 - 1000)
+(70=8000--2000)+(1000— 00— 4600).

Qui dal considerare solamente il primo gruppo vediamo che 2 ¢
troppo piccolo; tenteremo 3. Procediamo a calcolare il valore quan-
do z=3 di

Tt A3 322— 802 —100

, 3 - 80 — 100
b 20, 78 154 362
Cost 4, =302,
Procediamo a calcolare il valore quando w=3 di
36222 + W — 100
362 200 — 100
362 1106 3218
Cost 4, =3218.
Dobbhiamo in seguito calcolare il valore quando z=3 (i

3218004309 4- 2244 43— 4022 —1000.0— 1000

Fperd sulficientemente ovvio ora ehe ofterremo risnltati positivi
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Q

da dinotarsi con 4y, 4,, ed 453 sicché 3 & un limite superiore delle

radiei positive.
. 8
In questo esempio la regola dell’Art. 90 darebbe 14+ 10 che ¢

8(’()() ..
pitt di 705 e la regola dell’ Art. 89 darebbe 1+ che & pia

i
di 1.

1

Cio cho segue & una breve dichiarazione del tcorema. Hi divi-
da T'intera espressione in successive porzioni pesitive ed intere,
Ap—l, 4-C,— 0.0y p, ¢, 7y 8, ..« Tappresentando gli ultimi espo-
nenti (11 z m cm cuna porzione. Si divida 4, — B, per 29, ¢ si de-
termini un valore d&i 2, che diciamo 2, quale renda. il quoziente
positivo; sia ¢ questo quoziente. Si divida l274-C,— D per 2%, ¢ si
determini un valore di #, che diciamo ., il quale ¢ forse non mag-
giore di A ma non deve essere minore di A, che renda il quoziente
positivo; sia m questo quoziente. Si continui il procedimento con
ma® 4 E, ~F,, ¢ cosi di seguito sino alla fine. L’ultimo valore di «
adoperato & maggiore di ogni radice dell’equazione; ed il primo
valore di 2, ciot A, ¢ molto spesso anche I’ ultimo.

XXV. TEOREMA DI CAUCHY.

307. Dedichercmo questo Capitolo alla dimostrazione di un note-
volo teorema dato da C,mchy, I ogaetto del quale si & di accertare
(uanie radici reali o immaginarie cadano tra limiti assegnati; in
fatti il teorema si propone di effettuare rispetto alle radiei in gene-
rale cio che il teorema di Sturm effettua rispetto. alle radici reali.

308. Presi ad arbitrio due assi rettangolari, siano , v le coordi-
nate di un punto qualunque. Sia ¢(z) una funzione razionale di z;
allora @« +y\/—'],) pud essere espressa nella forma p+?]\/— 1. Un
punto le’coordinate del quale sone tali che p e ¢ svaniscano simul-
taneamente, si dird un punio radice. Si deseriva un contorno qua-
Tunque ABCD; allora il numero dei punti radici che cadono nell'in-
terno di questo contorno sard dato dalla regola seguente. Si muova
un punto lungo ueste contorno nella direzione positiva, ¢ si noti

P .
quante volte ” passa pel valore 0 e cambia il suo gegno; supposto
« B

che il cambiamento avvenga k volte dal 4+ al — ed { volte dal —
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al 43 allora il numero dei punti radici che cadono nell'interno del

1
contorno ¢ Tz(k—-l),

J

0 V.4

81 deve osservare che il contorno & supposto preso in mode che
nessan punto radice cada su di esso; inoltre se una radice immagi-
naria dell’ equazione ¢(z) =0 & ripetuta due, o tre, o pit volte, con-
sideriamo di avere due, o tre, o pil punti radiei, benché questi
punti coincidano. Pel movimento nella direzione positive intendia-
mo che un raggio vettore condotto da un punto fisso nell’interno
del contorno al punto mobile descriva un angolo positivo eguale a
quattro angoli retti, mentre il punto mobile percorre il contorno.

11 teorema si dimostra considerando il caso di un contorno infi-
nitesimo, e poi il caso di un contorno finito.

309. 8i prenda un punto qualunque G, che non ¢ nn punto ra-
dico, nell’interno del contorno, e si descriva un contorno infinite-
simo che racchinda G. Supponiamo che il punto mobile percorra
nella direzione positiva questo contorno inflinitesimo; abbiamo al-
lora (uattro casi a considerare.

(1) Supponiamo che né p nd ¢ svanisca neil’interno o sul con-
torno. Qui 2 non cambia affatto segno durante il circuito; sicche

la regola asserisce che non vi & alcun punto radice nellinterno del

contorno, ¢ questo & vero poiche¢ p ¢ g non svaniscono.
(2) Supponiamo che ¢ non svanisca nell'interno o sul contorno,
. P . . .
ma che p svanisca. In questo caso - pud cambiare segno quando il
q

punto mobile passa per una posizione nella quale p svanisce. Ma



TEOREMA DI CAUCHY. 245

alla fine del circuito p ha ripreso il suo segno primitivo, e cosi vi
deve essere stato lo stesso numero di cambiamenti dal + al — come
dal — al +. Quindi k cd I sono eguali, e la regola asserisce che
non vi & aleun punto radice nell'interno del contorno, ¢ questo ¢
vero poiché ¢ non svanisce.

{3) Supponiamo che p non svanisca nell'interno ¢ sul contorno,
. p . P \
ma che g svanisca. In questo caso = non svanisce mai, sicché la
q

regola asserisce che non vi & aleun punto radice nell’interno del
contorno, e questo ¢ vero poiche p non svanisce.

(4) Supponiamo che p ¢ ¢ svaniscano entrambe nell’interno o
sul contorno. Se essc non svaniscono simultaneamente possiamo
dividere lo spazio limitato dal contorno in altri spazii, per alcuni
dei quali svanisca solamente p, ¢ per altri svanisca solamente g¢;
cosi otteniamo due o pitt contorni invece di uno, e questi cadono
nei casi (2) e (3). Dobbiamo allora considerare solamente il casg
in cui p e ¢ svaniscono simultaneamente, sicché vi & un punto ra-
dice nellinterno o sul contorno. E possiamo supporre il contorno
cosl piccolo che vi sia solamente un distinto punto radice nell’ in:
ferno di esso, ¢ nessuno su dl esso.

Siario a, b le coordinate di questo punto radice; e si ponga
r=a+trcosl, cd y=Db-+rsenh; cosi
T4y V1= a-b N g (cos 0+ N 1send )
=a OV 14, poniamo.
Supponiamo ora che equazione ¢(z)=0 abbia la radice a-+b V=1
ripetuta m volte ; allora ¢ (a + b V—1-+wv) prende la forma

™ e o™t ew™I2 L L in cui ¢, ¢4, €. .. SODO espressioni im-
maginarie della forma normale; sicché possiamo supporre

c=h(cosa—+ V= 1sen o), cy=h,(cosat;+ V=1 sen Og)yese
Quindi, pel teorema di Do Moivre otterremo

p_h cos(ml+a)+-hyrcos{ (m-41)0+a,} +hyr2cos{ (m4-2) 40,1+ ...

1
\
g hsen(n0-La)-h rseny(m Doy tRhgr2son{ (n -+ 2) 0L oy fH-
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Possiamio supporre r cési piccolo ¢hé il numero dei camibiamenti
di scgno non dipenderd da r; cio¢, possiamo procedere come se
P : R
~==cot (mf +a). I quando m0 cresce da un multiple di ® al roul-
q

tipld scguente di ®, vi & sempre un passaggio per zero accompi-

gnato da un cambiamento di segno dal 4- al —. Cosi abbiamo
. 1
k=2m, ed I =0; sicché 3 le—1) = m, sceando la regola.

310. 11 téorema & cosl diniostrato per un contorno infinitesimo;
¢ considereremo ora il contorno finito ABCH. Sia diviso il contorno
in un numero infinitamente grande di contorni infinitesimi, questi
contorni essendo presi in modo che nessun punto radice cada sopre
aleuno di essi. Allora il numero dei punti radici ncll’interno di
ABCD si pubd trovare facendo che un punto descriva tutti questi con-
torni infinitesimi, ed aggiungendo insieme i numeri forniti dalla

regola, chie possiamo dinotare con 52 (k—1). Ma lo stesso ristltato

«i otterrd se omettiamo tutte 1é line¢ interne di divisione, e rite-
niamo solamente il contorno ABC/H. Infatti ciascun punto su di una
linea interna di divisioné appartiene a dwe contorni, ed ¢ quindi
percorsa dal puntd descrivente due volte el in direzioni conlrarie;

sicché, se in un caso vi & un cambiamento in P dal + al —, vi ¢

un cambiamento nell’altro casd dal — al +, ¢ nell’insiemé i nn
1 .- - . . o

mero =X (k—1) ¢ inalterato. Quindi le linee interne di divisione
A~

possono cssete ofitesse, ed il punto mobile pud essere costretto n
descrivere il contorno ABCYD solamente.

Cosl il teorema & dimostrato.
311. Possiamo ora dedurre immediatamente il teoréma che un'e-

quazione dell'nm® grado deve avere n radici. Supponiamo che il
contorno ABCD sia un circolo con l‘ori"ine come centro e coii un

raggio infinitamente grande. 11 valore ail d]pendem ora solamente
q

dal termine che contiene la pil alta potenza di z in ¢(z); e se

supponiamo che quel termine sia h(cos a+N—1sen o) 5™, avremo

” 1
1-:00t(110 4-m). Cosi otterremo k= 2n; od 1= 05 sicehd 5 (k—1)=n.
7] ~
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312, Abbiamo tracciata la figura nel’Art. 308 in modo che se da
un punto qualunque nell'interno del contorno si tiri un raggio vet
tore in una direzione esso incontri il contorno solamente in un
punto. Non & necessario pero che la figura sia soggetta a questa
rvestrizione; essa pud essere tale che un raggio vettore condotto in
una direzione incontri il contorno un numero dispari qualunque di
volte. Quindi quando un punto si muove lungo il contorno il rag-
giv vettore condotto al punto mobile da un’origine fissa nellin-
terno del contorno non girerd sempre nella stessa direzione: Per
direzione positiva del movimento del punto descrivente dobbiamo
intendere quella per la quale, benche Pangolo descritto dal raggio
vettore possa non essere sempre crescente, pure nell’insicme si gna-
dagni 'angolo positive 2% nel circuito.

La dimostrazione non sard alterata ammetiendo il genere di fi-
gura qui esaminato; poichd i contorni infinitesimi si possono ancora
supporre, se ¢i piace, ovali clic hanno solamente un raggio vettore
condotto in una definita direzione da un’origine fissa. O pure se non
adottiamo questa restrizione dobbiamo osservare che in fine del-
" Art. 309, siccome ora § non cresce sempre, vi debbono essere

o - . Y . . . . .
pitt valori di 0 per i quali b svanisce, di quelli che si considerarono;
[I -

ma se avvience cosi, vi saranno esattamente tanti cambiamenti di
pit dal + al — quanti dal — al .

313. Abbiamo supposto da per tutto che non vi siano dei punti
radici sul contorno considerato. Se ve ne fossero, non si fa alecun
cambiamento nelle nostre investigazioni eccetto in fine dell’Art. 309;
¢ qui invece di avere Uintervallo 2n per 0 abbiamo solamente =,
sicché si trova m invece di 2m come il numero del cambiamenti
di segno.

314. 1l teorema di Cauchy & dato nella Penny Cyclopzdia, Articolo
Theory of Equalions, nella Trigonometry and Double Algebra del Sig.
De Morgan, ¢ nella Memoria del Sig. De Morgan citata nell’Art. 32:
da queste sorgenti & stata ricavata la presente esposizione di quel
teorema.
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XXVI. REGOLA DI NEWTON & TEOREMA DI SYLVESTEK.

315. Newton enuncid una regola relativa al numero delle radic
positive, negative, ed immaginarie di un’equazione, la quale ri-
mase senza dimostrazione sino alle recenti ricerche del Professor
Sylvester, il quale ha stabilito un notevole teorema generale che
include la regola di Newton come un caso particolare. Le sorgenti
originali d’informazione sul soggetto sono le Philosophical Transac-
tions pel 1864, le pubblicazioni della London Malhematical Sociely.
No. 11, ed il Philosophical Magazine, per Marzo 1866; da queste sor-
genti & stata ricavata esposizione chie ora darcmo.

316. Incominciamo con 'enunciare la regola di Newton.
Sia [(¢) =0 un’equazione algebrica dell'n™0 grado; e supponiamc

n(n—1)

[ ()= aa"+ noa" "1+ 3

n—2 . N
Aok + .ot na, q2-ba,;

allora ay,ay,a,,...a, i possono chiamare gli elementi semplici di [(x).

Si formi una nuova serie di quantitd Ay, 4,, 4,, ... 4, nel sc-
guente modo:
—p 2 — 02 — .2
dog=ak, Ay=02—a,0y, Ady=a?—a,0,......
— 2 _ — 2
. An-—’l"a’ n—1 " Cpo2ly, An”““n >

allora 4., 44, 45, ... 4, si possono chiamare gli elementi quadratici
di f(2).

Chiameremo a,, a,,, una successione di elementi semplici, ed A,
A, 4 una successione di elementi quadralici; e chiameremo

a
A

a,,

A

Aps

7417
1

una coppia associala di successioni.

Ora una successione pud presentare o una permanenza 0 una va-
riazione di segno; e cid si dird brevemente una permanenza o una
variazione. Cosi in una coppia associata di successioni avremo uno
dei quattro casi; due permancnze, o due variazioni, o una perma-
nenza superiore con una variazione inferiore, o una variazione sti-
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periore con una permancnza inferiore: queste si possono chiamare
rispettivamente una doppia permanenza, una doppia variazione, una
permanenza-variazione ed una variazione-permanenza.

Ciod che segue & equivalente alla regola completa di Newton:

81 scriva Vintera serie degli elementi quadratici di f(«) sotto U'in-
tera serie degli elementi semplici nel loro ordine naturale; allora:

11 numero delle doppic permanenze nelle seric associate & un
limite superiore del numero delle radici negative dell’equazione

1l numero delle variazioni-permancnze ¢ un limite superiore del
numero delle radici positive.

Da ciaseuna di queste due proposizioni segue I'altra cambiando
il segno di 2 in [(z).

Segue da queste due proposizioni che il numero totale delle ra-
dici reali non pud eccedere il numero delle permanenze nella serie
degli elementi quadratici; e, quindi il numero delle radici immagi-
narie non pud essere minore del numero delle variazioni nella seric
degli elementi quadratici.

Si deve notare chie gli serittori i quali hanno citato la regola di
Newton sembra di essersi sempre limitati a quella parte che si ri-
ferisce al numero delle radici immaginarie.

317. Dichiareremo la regola di Newton con alcuni esempi.
Supponiamo 2" — 1322 4 10z — 49 =0.
Qui le serie degli elementi semplici e quadrastici sono

13 10

n
13 169 1199

’ 3 3 36 y T “‘ll_cz" ’

’ "!197
2401,

tost sia che si supponga positivo o pur negativo lo zero che lor-
ma il secondo degli elementi semplici, troviamo che vi & una dop-
pia permanenza, ed una variazione-permanenza; cosl non vi pud
essere pitt di una radice positiva, e non vi pud essere pilt di una
radice negativa: vi sono quindi certamente due radici immaginarie,
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Questi risultati sono d’accordo con quelli nellArt. 203, In questo
esempio la regola di Descartes indichercbbe che non vi possono es-
sore pilt di {re radiei positive; sicchd la regola di Newton ci da piv
completa informazione che quella di Descartes.

In seguito supponiamo 284+ a8 — 2% — 23 + 22 —p 1 1 =0,

Scriveremo la serie degli elomenti semplici, ed 1 segni degli ele-
menti quadratici:

1 j i i 1
RO AT A T
+, -+ +, = =+

Qui vi sono due deppie permanenze, e due variaziont permi-
nenze; sicché per la regela di Newton non vi possono cessere pit

di duc radici positive, e non vi possono essere piti di due radici
negative.

L,

La regola di Dezcartes indicherebbe che non vi possono essere
pitt di quattro radici positive.

In questo escmpio si pud mostrare col teorema di Sturm che tutte
le radici sone immaginarie; o pure possiamo ottenere lo stesso ri-
sultato cosi: i chiaro che non vi pud essere aleuna radice positiva
maggiore dell'unitd; e I'equazione si pud scriverc nelle forme

4 (l—a)(t+at—ah) =0, 23zt z—1)+a?—r+1=0,

le quali mostrano rispettivamente che non vi & alecuna radice posi-
tiva minore dell’unitd, cd alcuna radice negativa.

Scriveremo la serie degli elementi semplici, ed i segni degli ele-
menti quadratici:
A1 45067

L, =2, 4, 0, —, —, —89042,
) 6
0, +, — 4+, -, +.

Vi & una doppia permancnza sia che snpponiamo positivo o pur
negativo lo zero nella serie superiore, ed una variazione-perma-
nenza se supponiamo negativo lo zero nella serie inferiore; siceh
per la regola di Newton non vi pud essere pitt di una radice posi-
tiva, ¢ non vi pud cssere pit di una radice negativa.

La regola di Descartes indicherebhe chie non vi possono essere
pivdi fre radiei positive,




(]
2]
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In questo esempio conosciamo per I'Art. 21 che vi & certamente
una radice positiva ed una radice negativa; si troverd per tentativi
che la prima cade tra 1 e 10, ¢ la seconda tra —1 e — 10.

318. Gli esempi precedenti mostrano che la regola di Newton
si pud spesso applicare con facilith. i chiaro che essa ci dice sem-
pre tanto quanto la regola di Descartes, e spesso ci dice di pit. Poi-
ché rispetto alle radici positive, per esempio, la regola di Descartes
prende il numero delle variazioni nella serie degli clementi sem-
plici, mentre quella di Newton rigetta quelle variazioni che sono
accompagnate da una permancnza nella serie degli clementi qua-
dratici.

319. Questo che scgue ¢ il teorema ol Professor Sylvester.

Sia f(z + A) ordinata secondo le potenze di @y si formi la serie
degli elementi semplici e la serie degli clementi quadratici, ed il
numero delle doppie permanenze si chiami il numero delle doppie
permancnze dovute a A, e si dinoti con (). Similmente il nu-
mero delle doppie permanenze per f(x-+ @) si chiami il numero
Adelle doppie permanenze dovute a |, e si dinoti con & (). Si sup-
ponga i maggiore did; allora @ ()—w (A) & o eguale al numero
delle radici dell'equazione [(z)=0 tra X e |, o sorpassa quel nu-
mero per qualche intero pari.

320. Prima di dimostrare questo tcorema mostreremo che esso
include la regola di Newton.

Siponga 0 per . ¢ — « per A. Abbiamo z3(— o )=0; poichd
quando A & — « , gli elementi semplici di f(z+4-4) sono alternati-
vamente positivi e negativi, sicchié non vi possono essere doppic
permanenze.

(ost :s(()):zz(l))—‘c:(— ).

Quindi, pel teorema qui sopra, @ (0) ¢ o cguale al numero delle
radici dell'equazione [(z) =0 tra - « e 0, o sorpassa quel numero
per qualche intero pdri. Cid stabilisce la prima parte della regola
di Newton, da cui seguono le altre parti.

321. Gli elementi semplici di /(7 +A) sono
RIS WS 1-2 /:L-z()\)
[n’ n b -1 n(n--1) IZL -2

L
3 reeese ;/ (A)) /0‘)
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Non si fard alcun cambiamento nel segno se moltiplichiamo agni
clemento per |7 cosi la serie divienc

P, 7R, 127200, |33, cen [n—11'(), |nf Q).
Similmente omettendo il quadrato di ir—i dall’ /o elemento (qua-

dratico otteniamo la serie

GuR)y G gy Gyyg(B), veens Gy, G(R),
in cui G,(0) sta per {712, /T710) [T
—r 1
v, dinotando ner +—.

n—r

Dobbiamo allora determinare le leggi del cambimmento nel nu
mero delle doppie permanenze nelle serie associate

MO, 7Y, P73, e [0, 1),
G, Gy (), (;"_2([), ..... . Gl(é), G,
al erescere di ¢.

Nessun cambiamento pud aver luogo se non quando ! pussa per
un valore che annulla uno o pitt termini in una o in tutte e due le
serie di elementi,

322. Sard nccessario d’investigare il valore della [unzione deri-

vata di un elemento quadratico; dinoti G, (/) 'clemento quadratico,
¢ G, (1) la sua funzione derivata.

Por ottenere G/, (1) dobbiamo supporre che si sviluppi 6,,(f 1)
secondo le potenze di h, e si prenda il cocefliciente di f.

G (LR =AM 2=/ ™ R+ h)
ORI 4042

=Yl "THO RO A LT R 4
1l coefliciente di o &

(? - Ym)/‘m</>/'m_‘ ’(l) - Ymip"H2(” B

Ura ¢ facile vedere che

LN —
T, *
im-1
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1
cosl (= ;.(, e PP DY) <y, SN2

m+1
1 e N Ry
= PO 0+ e Gl
[ N )] ;
":Tjgm:qghmuur+FEﬁU;GmU%
v+ L

323. Supponiamo che un solo termine nella serie degli elementi

semplici intermedio tra il primo e Pultimo svanisca quando { = ¢,
supponiamo [*(¢)==0.

Sia b una quantitd indefinitamente piceola; questo sard il signi-
ficato di A durante l'investigazione: allora [T(¢+1k) ha il segno di
hf™1(e). Cosi i termini associati

[ e+, [Me+h), TV edh),
Griac+R), Glc+h), Go_y(c+D),

hanno gli stessi segni di
[ e), BTN, [T e),
{raml, —rorio ro)

2
Se [T3(¢) ed [""Y(c) hanno lo stesso segno, i termini qui consi-
derati non hanno alcuna doppia permanenza. Se [7*1(c) ed f""1(c)
hanno segni contrarii, vi ¢ una doppia permanenza sia che si sup-
ponga h negativa o pur positiva.
Cosi non si fa aleun cambiamento nel numero delle doppie per-
manenze quando { cresce passando pel valore c.

324. Supponiamo che un solo termine nella serie degli elementi
quadratici intermedio tra i} primo e 'ultimo svanisca quando {=c¢,
supponiamo G,(c) =0.

Poicht G,(c)=0 ne segue che [77%¢) od /"1(c) hanno lo stesso
segno. Cosl i termini associati

[T Ry, f1e Ry, e+ D),
(;I' l»l(" + h)? G?'(C + h)’ G"”'((w + ]l) ’
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Lhanno gli stessi seoni di

ey, Mo, e, -
Gr+l<c> ’ hG’r(") , G;-_1(0> ,

e per P'Art. 322 il segno di G,/(¢) ¢ lo stesso ¢he quello di

1)
1) Grya(0)-
Se f™(c) ed f"(¢) hanno segni contrarii, i termini qui conside-
rati non hanno alcuna doppia permanenza.

Se f"f" (c) ed ﬁ’:(c) hanno Jo stesso segno, e G,4(¢) € G,_y(c) han-
no segni contrarii, vi & una doppia permanenza sia che si supponga
I negativa o positiva.

Se f™1(c) ha lo stesso segno di 7(c), e G,.,(c) lo stesso segno
di G,_,(c), non vi & alcuna doppia permanenza quando I & nogativa,
¢ ve ne sono due quando A & positiva: cosl in questo caso si gua-.

dagnano due doppie permanenze quando { cresce passando pel va-

lore ¢.
v

325. Supponiamo che pil termini consecutivi nella serie degli
elementi semplici svaniscano quando ¢=c¢, supponiamo

[T ey =0, M2 =0, ... fT(c) =0.
Cosi supponiamo che svaniscano s termini consccutivi, e siccome
["(¢) & una costante che non pud svanire, r 4 s non pud essere -
maggiore di n: supponiamo che » non sia zero.

Dobbiamo considerare i cambiamenti nei segni di
A OB A G N A (NN (N M O
GTH("’)’ G7‘+S—’l</)' Gr+s--2(/)’ Gq-(l)v Gr—’l(/)v
prodotti quando ¢ cresce passando pel valore ¢. Poniamo ¢{c) iu‘
luogo di [™"¥(¢); allora quando {=¢ + I, i segni degli elementi som-

plici qui considerati sono gli stessi che i sogni di

G, Dig(e), h2(e), o hg(e), [TTHe).
7 1 ¢ 4
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Procediamo ad investigare | segni degli elementi quadratici:

G (6) = z ”‘(c)% , che ¢ positivo,
E
oy (©) w{ =140 P che & positivo,
{ 12

G.(c+h) —_-l [T D) s = T e Dy T e b

)

s1 sviluppi secondo le potenze di i e si prenda il termine che con-
tiene la pit piceola potenza di A cosi otteniamo

s—y

. I
SRl Clr

sicehé it seeno & lo gtesso che quello di

— M Neyg(ey ™t

Mostrerenio ora che gli altri elementi gquadratici che dobbiamo corl-
* ¢iderare sono positivi. Infatti

(i (6= 1) :{ ™ {c+hn) F Yl "R Y (e By

si ponga Y. invece di »--s—m; allora sviluppando e formando il
termine che contiene la pit piccola potenza di h otteniamo

fe(0 G
“——1 "‘Ym(.ﬁ( ) 1 (f( ) 1 5
- ) ot 1t
il segno di guesto ¢ lo stesgo che il segno di
-1
'T m?

cioe il segno di
rds—m41 n—mtit

P8~ n—mn

viot il segno di

1 1

—— ———

P-s—m n—a

Ora 7+ s non & magglore di n sicch il ségno non & mai negativo:
il caso in e 1+ s =z n vichiedera ulteriore esame.
29
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In questo caso
1) =0, f73(c) =0, ... [*(c)=0;

e siccome f7({) & di n—r dimensioni in ¢ ne segue che tutte le ra-
dici di /"(1)=0 sono eguali a ¢. Cosi f7(!) ¢ della forma € (f—c)*"
in cui € & una costante.

Allora () =C(n—1) (1)1
20 =C0n—ry(n—r—1)(—e)" 772

¢ cosi si troverd che G, ,(?) ¢ identicamente zero. I similmente si
troverd che G, (), G, 3(0)...G,_4(!) sono tutti identicamente zero.

Adotteremo la convenzione che questi elementi quadratici che
sono identicamente zero si supporranno avere il segno positivo; e
cost il caso in cui r+ s=n condurrd agli stessi risultati come quello
in cui r+s & minore di n.

Cosi finalmente i segni dei termini delle serie associate che dob-
biamo considerare sono gli stessi che i segni di

2(c), he(c), h2G(C), cmrvemnnnannn h0(e), fT71(c),
+y ot At TN M), +.

Possiamo ora accertare il numcro delle doppie permanenze; i ri-
sultati seguenti si otterranno facilmente :

Supponiamo s pari, e ¢(c) ed f71(¢) dello stesso segno; quando
h & negativa vi ¢ una doppia permanenza, e quando i & positiva ve
ne sono s —1: cosi si guadagnano s— 2 doppie permanenze quando
i cresce passando pel valore c.

Supponiamo s pari, e o(c) ed f7"Y¢) di segni contrarii ;quando b
¢ negativa non vi & aleuna doppia permanenza, ¢ quando h & posi-
tiva ve ne sono s: cosi se ne guadagnano s.

Supponiamo s dispari, ¢ g(c) ed {77 (c) dello stesso segno; quan-
do I & negativa non vi ¢ alcuna doppia permanenza, e quando I &
positiva ve ne sono s—1: cosl se ne guadagnano s— 1.

Supponiamo s dispari, e ¢(¢) ed [771(¢) di segni contrarii; quan-
do I & negativa vi & una doppia permanenza, e quando k & positiva
ve ne sono §: cosi se ne guadagnano s--1.
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Quindi si guadagna un numero pari di doppie permanenze quan-
do { cresce passando pel valore c.

326. Supponiamo che pilt termini consecutivi nella serie degli
vlementi quadratici svaniscano quando t=¢, supponiamo

Crysr(©)=0, Gpyy p(€) =0, uuun. ,(c) = 0.

(‘osi supponiamo che svaniscano s termini consecutivi, e sicco-
me G,(c) & una costante che non pud svanire, r+ s non pud essere
maggiore di n: supponiamo che r non sia zero,

In conseguenza dell’annullarsi degli s elementi quadratici conse-
cutivi, abbiamo le seguenti condizioni tra gli elementi semplici
compresi tra [, (¢) ed [,_,(c), Vuno e l'altro inclusivamente :

Fris(€)s [ris—a(C)s [risy(€),-.. somo tutti dello stesso segno;
[ris—1(€)s [ 453(6)s [ras—5(c), -.. sono tutti dello stesso segno.

Se i termini nel secondo gruppo hanno il segno contrario a quello
dei termini del primo gruppo non vi & alcuna doppia permanenza
quando { = ¢+ h, sia clie si supponga h positiva o negativa.

Dobbiamo quindi considerare solamente il caso in cui i termini
nei due gruppi hanno tutti lo stesso segno.

Siano G, () e G,,(1) duc elementi quadratici consecutivi qua-
lunque compresi tra (,, () e G,(t), 'uno e 'altro inclusivamente :
allora G, y(c+h) ¢ Gy (c+1) avrunno‘segn'i contrarii quando h &
negativa, e lo stesso segno quando h & positiva.

Infatti per I’ Art. 322,

’vm (/) /-m+2<[)

Gp () = T Gopa(D) + Gy

G, (1)

Si ponga ¢ A per {, ¢ si sviluppi secondo le potenze di k.
Supponiamo che in G, (c-+n) il termine che contiene la pilt pic-
... R Lo . .
cola potenza di i sia 1P, sicché R & il valore del p™® coelficiente

differenziale di G, (¢) rispetto a ¢. Allora il termine che contienc

la pitt piccola poteuza di h in 6,,(c+h) sm’z‘»l Re~1. Quindi

p—1
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dall’equazione precedente il termine che contiene la pilt piccola
potenza di i in G, (c4h) sard

WA

YO g

m————lfh» .

t,)tp

Quindi finalmente G, (¢4 h) ha il segno di M e G, (c-+h) ha
g i RO sicchd
il segno di Rif sicche Gy 4(e+1) ¢ G (e+0) h’umo segni con-
trarii quando A v nvmt;v , ¢d hanno lo stesso segno quando A &
positiva.

Cosi gli elementi semplici che dohbiamo considerarce Lianno tutti
lo stesso se“no e gli elementi quadratici compresi tra G, (c--h)
G.(c + h), "uno e l'altro inclusivamente, hanno segni dltcrnuti
qu:mdo I & negativa cd hanno lo stesso segno quando /i ¢ positiva.

Possiamo ora determinare il numovo delle doppie perianenze;
risultati seguenti si otterranno facilmente:

Supponian.lo $ l?zlx'i, e G,H,s(g) e G,_,(c) dello stesso segno; quan-
do h & negativa vi & una doppia permanenza, o quando b & positiva
ve ne sono s-4-1: cost si gunadagnano s deppie permanenze quando
[ cresce passando pel valore .

Sapponiamo s pari, ¢ ., (¢) e G,_,(c) di sogni contrarii; qu':mdo
I & negativa non vi ¢ alcuna doppia permunenza, e quando /t & po-
sitiva, ve me sono, s: cost se ne guadagnano s.

Supponmmo s dispari, ¢ O, (c) ¢ G,_;(c) dello stesso segno;
quando v ¢ negativa non vi ¢ ‘m una (loppm permanenzi, e qmmdo
¢ positiva ve ne sono s--1: cost se ne guadagnano s--1.
I & positiva ve y - ¢ guadagnano s+ 1

Suppouimino s dispari, e G, (¢) ¢ G._,(c) di seeni contrarii
«quando b & negativa vi ¢ una doppia permancnza, ¢ quando b ¢
positiva ve ne sono st cosi se ne guadagnano s—1.

Quindi si guadagna un numero pari dt doppic permanenze quan-
do ¢ eresce passando pel valore ¢.

. Considerianio ora ¢i0 che avviene goando svanisee un ter-
nmin st remo.

(D e G,(0) sono costanti, e non possono mai svauire; e G() ¢
essenziaddmente positivo
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Supponiamo perd che [571(c)=0, " %c)=0, ... (c) =0, sicche
¢ & una radice dell’ equazione f(x)=0 ripetuta s volte. Allora, come
nell’ Art. 325, gli ultimi s+1 termini delle serie associate avranno.
quando (== ¢ -+ N gli stessi segoi di

5y,  hf¥ ), Y A () P
SACTE S (TR S (UCVPPRRS

Qni quando b & negativa non vi sono doppie permanenze, e quan-
do i ¢ positiva ve ne sono s: cost si guadagnano s doppie perma-
nenze quando ¢ cresce passando. pel valore c.

328. Cidb completa la dimostrazione del tecorema. II risultato ge-
nerate si & che il numero delle doppic permanenze appartenenti
alle serie associate cresce di almeno tante unitd quante sono le ra-
dici reali, eguali o disnguali, che sono sorpassate quando  cresce
da un valore particolare ad un altro; e Ueccesso, sc vi &, di tal nu-
mero sul numero delle radici reali sard un numero pari.

Cosi, con la notazione dell” Art. 319, sappiamo che il numero
delle radici reali tra X ¢ w non puo eccedere () —=(X). Se cono-
sciemo che alcune delle doppie permanenze guadagnate proven-
gono dall’annullarsi di aleuni degli elementi eccetto f(¢) possiamo
naturalmente fare una corrispondente riduzione nel numero estre-
mo delle radici reali. Cost per esempio, supponiamo che s doppie
permanenze si siano guadagnate nel modo considerato nell’Art. 325,
allora il numero delle radici reali tra A ¢ g non & maggiore di
=) —w) —s.

329. 8i pud dare una certa estensione al teorema attribuendo un
altro valore a y,. La principale propricta di v, che si richiede nella
precedente investigazione ¢ quella usata nell’ Art. 322, ciod,

Possiamo quindi esaminare quale forma i Xr soddisfera a (uesta
equazione. Risolveremo Pequazione, benehé il procedimento richie-
derd. dallo studente una conoscenza degli elementi del Calcolo delle
Diflerenze finite,
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%

M ¥ —_ r_.

DI poniga Y= ;

’ Upig

. . u, Uy y

cosl 2T o TR
Upiq Upia

quindi Upyg = Ny g 10, =0,

La soluzione di questa equazione
oz A+ B(r—1),
in cui 4 e B sono costanti.

N A+Br—1)
Juind = - -
Quindi , At Br

Ctr—1
0

. . A
m cul ¢ sta per —.
PR

Lo studente che non ha coguizione del Calcolo delle Differenze
finite pud verificare facilmente che questo valore di y, soddisfa alla
relazione

!

(22

o — Y
v 41
Dobbiamo anche soddistare alla condizione chie Y, sia positivo,
.. , o w1
ed anche alla condizione supposta nell’ Art. 325, che ~—— —1v
. ", m
)

sia positivo; queste condizioni saranno soddisfatte se € ¢ una quan-
tita positiva qualunque, ed anche ge ¢ & negativa purché non cada
tra 0 e —n.

330. 1l Professor Sylvester osserva che il suo tecorema serba la
stessa relazione alla regola di Newton di quella che il teorema di
Fourier serba alla regola di Descartes. Il teorcma di Fourier pud
essere enunciato cosi:

Si formino gli elementi semplici corrispondenti a /(& + A) ed
a f(z-+ ). Dinotino p(A) e p(p) i numeri corrispondenti di perma-
nenze di segno ; e si supponga @ maggiore di A. Allora p(p)-p(d)
¢ o eguale al numero delle radici dell'cquazione (o) =0 tra h ¢ 1,
o sorpassa quel numero di qualche intero pari.
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334. Abbiamo dato nell’Art. 106 una semplice proposizione che
somiglia ad un caso speciale della regola di Newton; ed ¢ facile di
estendere la proposizione in modo da convertire la somiglianza in
una coincidenza. In fatti si prenda equazione ivi ottenuta,

y~1+9LJEQM+fﬁ_L}gggl?wﬂywﬂ+”.:m
e Pria

Dya
questa equazione ha alnieno tante radiel immaginarie quante ne ha
una qualunque delle sue equazioni derivate. Si prenda la (r— 1)m#
equazione derivata, clic ¢

(r+ '1))‘y,_, n r(n—1r)p, yt (n—r+1)(n—r) Proa

= 1.
1-2 1.2

Y Dpsa

Questa cquazione ha radici immaginarie se
(=) p 2 = (D)) Py Dy
& negativa; e quindi in questo caso 'equazione primitiva
Pt D™ ppd T2 L, =0
ha radici immaginarie.

Si troverd che la condizione precedente equivale ad essere uno’
degli elementi quadralici negativo; e siccome il primo e l'ultimo
elomento quadratico sono positivi, vi debbono essere almeno due
variazioni negli clementi quadratici e quindi almeno due radici im-
maginarie. Si vegga UArt. 316.

Questo caso speciale della regola di Newton, e solamente questo,
era stato stabilito prima delle ricerche del Professor Sylvester.

332. Se consideriamo la bellezza intrinseca del teorema che &
stato ora esposto, l'interesse che appartiene alla regola associata
col grande nome di Newton, ed il lungo intervallo di anni durante
il quale la ragione e l'cstensione di quella regola rimasero nasco-
ste al matematici, tra i quali sono esplicitamente inclusi Maclau-
rin, Waring, ed Kulero, dobbiamo riguardare le ricerche del Pro-
fessor Sylvester come tra le pitt importanti contribuzioni fatte nei
tempi moderni alla Teoria delle Equazioni, da porsi a buon dritto
in linea con quelle di Fourier, Sturm e Cauchy.
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XXVIL. SPARIZIONE DET TERMINT DA UN'EQUAZIONE.

333. Abbiamo gid mostrato nell’Art. 56 in qual modo trasformare
un’equazione in un’altra che manchi di un termine assegnato. Con-
sidereremo ora questo soggetto piti generalmente, e mostreremo
come si possa far sparire teoreticamente un numero qualungue di
termini. Il metodo di trasformazione che spiegheremo & chimmato
dal nome del suo inventore Tschirnhausen.

334. Supponiamo che si abbia Nequazione

=2

B T e Py T b i P2 D, = O (1),
Si ponga
Y=, + x4+ a92% + e £ @ 8™ i (2),

in cui m & un intero minore di n, ed a,, a4, ... @,; sono costanti
per ora indeterminate. Ci proponiamo di eliminare @, e cosi for-
mare an’equazione in termini di y. Siccome vi sono tanti valeri di
y quanti di ¢ equazione in y sard del grado n.

Leliminazione si pud effettuarce cosi: si elevi equazione (2) alle
potenze dinotate da 2, 3, ... n; e per mezzo di (1) si abbassino gli
- espounenti di #, sicchd nessuno di essi eecederd » — 1, nel modo
seguente,

R N—1q N2 p ~
At @ T = Pt TR — =P 4 — D
oy L1 R NI = p 2 e
A = ™ — T e Dy 8 — DT
st sostituisca per 2" il suo valore dalla linea precedente, ed abbia-
mo 271 espresso in termini di 7% e delle potenze inferiori di
indi si moltiplichi per z e si sostituisca come sopra, ed abbiamo
2”72 espresso similmente; € cosl di seguito. Cos) otterrémo risultati
della seguente formas:

U* = by A by F bot® 4 L. 4 by 2Tt

P22 ?

o= p n n—1
(A P P Fooee T, o
essnsnnnes e

Rl N R N T 1 T A

Qui by, byy ... b,_y sono funzioni intere omogenee del secondo
grado delle quantita indeterminate ¢, a,,...a,,; ancora ¢y, ¢y,...¢, 4
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sono funzioni intere omogenee del ferzo grado di ay, ay, ..., ¢
cosi di scguito.

Dinotino s,, 39, 84, ... lc somnie delle prime, scconde, terze, ...
potenze delle radici di (1); e dinotino S;, S,, S5, ... le somme delle
prime, seconde, terze, ... potenze delle radici dell’equazione richie-
stain y. Allora da (2) e (3) abbiamo

Sy =Ny o+ Ggdy -+ Gse + e T Uy S g T i

J - H - o
Sy = by + 0ysy 4+ Dosy + - Dy 48,1
Sa =0y €38y + Cy85 + s A 1Sy e (1),

teresesninaesisiain

Sy == by A Rysy A Bosy oo+ B8,

Cosi, siccome le somme delle potenze delle radici dell equa-
zlone in y sono conosciute possiamo costruire P'equazione; si vegan
{Art. 244.

O pure possiamo procedere cosi: dalle equazioni (3) possiamo
ottenere i valori di #, %, ... 2" in termini delle potenze di v,
yuindi sostituendo in (2) abbiamo 'equazione richiesta in y. Questo
metodo ha il vantaggio di dare # come una funzione razionale di y,
© cosi il valore di ciascuna radice di (1) sard conosciuta non appena
I'equazione in y ¢ risoluta.

335. Possiamo ora prenderc le quantitd sinora indeterminate
g, Gy, «.. @, in modo da far sparire alcuni termini dall’equazione
in y. Per esempio, supponiamo che si vogliano far sparire i coeffi-
cienti degli m termini che succedono al primo; sard sulficiente di
porre

S, = 0, S, =0, 5, =0

Ma dalle equazioni (4) vediamo che S, ¢ del primo grado rispetto
ad g, a,, ... a,, che S, & del secondo grado, Sg del terzo grado, e
cost di seguito. Quindi per VArt. 259 la determinazione di queste
quantitd a,, @y, ... a,, di cui una si puod prendere arbitrariamente,
dipendera dalla risoluzione di un’equazione del grado }m—l.

336. Faremo ur’applicazione del metodo precedente che & di spe-
ciale interesse in relazione alle equazioni del quinto grado: si ri-
chiederd una proposizione preliminare che ora daremo.
20
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337. Una funzione inlera omogenea del secondo grado di n variabili
si puo esprimere come le. somma dei quadratt di v funziont linear:, il
numero ¥ non essendo maggiore di n.

Sia V una funzionc intera omogenea del secondo grado delle
variabili #;, @,, ... 2.

Se n=1, la funzione contiene solamente una variabile, sicché
essa ¢ della forma {2,2, ciod, (z; /3)%

Supponiamo che n sia maggiore di 1, ¢ che V contenga il qua-
drato di una delle variabili, per esempio #,%; allora ordumndo se-
condo le potenze di # otteniamo

V="L0a2+20w,+ R,

in cui § & una costante, @ & una funzione lineare delle n—1 va-
riabili, @y, @y, ... #,, ed R & una funzione intera omogenea del se-
condo grado di queste n — 1 variabili.

. . 9
31 ponga Xy=m, -r—@—,
cosi V:(Xll \/@)2+ pr

¢ V, & una funzione intera omogenea del secondo grado al pitt di
n—1 variabili.

In seguito supponiamo che V non contenga il quadrato di aleuna
delle variabili; allora, ordinando V rispetto alle due variabili @, ed
7y, abbiamo

V="_0z2y + Jzy+ Rry+ S

/ R 0 on
=plz 4—7><-T +7)4—.9-—~,
#lot )y ?

1 )+ R
Si ponga Xy=3 (‘”1 oyt ¢ g— ))

1 —R
X'Z - "E (-T,] — v’['.z o —Q—B—> y

cost =X, 2 02 4 V= (X B2 (T VB2 0.



SPARIZIONE DEI TERMINI DA UN’ EQUAZIONE, 235

Qui Xy ed X, sono funzioni lineari che possono contenere le »
variabili @y, 7y, ... ¢,; e V, ¢ una funzione intera omogenea del se-
condo grado che contiene al piti n— 2 variabili.

Cosi nel primo caso la funzione ¥ che contiene n variabili ¢ fatta
la somma di un certo quadrato e di V,, in cui ¥, contiene al pit
solamente n—1 variabili; ¢ nel secondo caso V & fatta la somma
di due quadrati e di V), in cui T, contiene al pit solamente n — 2
variabili. Quindi continuando il procedimento su ¥, o V, esprime-
remo finalmente ¥V come la somma di non pih che n quadrati.

338. Sia un’equazione
TV a4 L 4 p, =00,
8i ponga Yy =a, + 0,8+ a,2%+ 2% - a, 2%,
Dinotiamo 1'cquazionc in y ottenuta eliminando & con
YV " ey T 4 L g, =0,

Ora dall’Art. 334 seguird che ¢4, ¢, ¢5,..... . sono rispettiva-
mente del primo, secondo, terzo, ... grado rispetto alle quantita
a,, Gy, 03, ag, @,. Supponiamo allora che si vogliano fa.r_sparire i
termini secondo, terzo, e quarto dall’equazione in y. Poniamo

=0, g=0, ¢=~0

La prima di queste equazioni & del primo gradoe. Supponiamo
che si ottenga da cssa a, in termini di a,, a,, a4, ¢;, e si sostitui-
sca nella seconda e nella terza equazione; ed allora si dinotino que-
ste equazioni con

' =0, g =0.

Qui ¢,’ ¢ una funzione intera omogenea del secondo grado ri-
spetto ad a,, a,, a4, a;; e ¢’ ¢ una funzione intera omogenea del
terzo grado.

Per V'Art. 337 Yequazione ¢,/ = 0 si pud mettere nella forma

[2o g% 2 k2= 0,
in cuif, g, I, ¢ k sono funzioni lincari. Questa equuzione sayd sad-
digfatta ponendo-

[=gN =1  n=k—1;
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. queste due equazioni sono lineari. Supponiamo che si ricavino da
esse i valori di a, ed a, in termini di a, ed g, e si sostituiscano
nell’equazione g5 = 0; ed allora si dinoti questa cquazione con

(]3” = (),

Qui ¢;” & uny lunzione intera omogenca del terzo grado rispetto
ad ag ed a,. Una di queste quantitd si puo prendere arbitrariamente
e Paltra st puo allora trovare con la risoluzione di un’equazione
cubica.

Se vogliamo far sparire i termini secondo, terzo, e quinto dal-
I"equazione in ¥ il procedimento sari simile ma 1 equazione finale
sard del quarto grado.

339. Se con la trasformazione di Tschirnhiausen combiniamo
quella di cambiare la quantitd ignota nella sua reciproca possiamo
con I'aiuto di una sola equazione del terzo o del quarto grado far
sparire da un’equazione i tre termini che precedono P'ultimo, o pure
i due termini che precedono I'ultimo, insieme col quinto contando
dall’ ultimo.

340. Cost vediamo che V'eguazione gencrale del quinto grado si
pud sempre ridurre ad una delle seguenti forme:

g pa-bg= 0, B hpat =0, #BP+padq=0, 5+patdg=0.

341. Gli Articoli precedenti di questo Capitolo sone stati rica-
vati dal Cours d’Algébre Supéricure di Sorret.

La riduzione dell’equazione de! quinto grado alla lorma deil’Ar-
ticolo precedente fu data dal Sig. Jerrard; apparisce da uno scritto
del Sig. Harley nel Quarterly Journal of Mathemalics, Vol. vi, che
il risultato era stato previamgnte ottenuto da E. 8. Dring, un ma-
tematico Svedese.

11 8ig. Jerrard considerava che la risoluzione algebrica delle
equazioni del quinto grado potesse effettuarsiy il metodo da Iui
proposto formo il soggetto di una ricerca del Sig. W. R. Hamilton
nei Reporis of the British Association, Vol. vi. La maggior parte dei
matematici ammette che Abel abbia dimostrato Pimpossibilita della

risoluzione algebrica delle equazioni di un grado superiore al quar-
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to. Un sunto della esposizione data dal Sig. W. R. Hamilton del-
I'argomentazione di Abel si troverd nel Quarterly Journal of Malhe-
matics, Vol. v.

Una dimostrazione pit semplice dovata a Wantzel si troverd nel
Cours d&’Algebre Supéricure di Serret.

Un Essay on the Resollion of Algebraical Equations del fu Giudice
Hargreave & stato pubblicato recentemente; i risultati a cui vi si
giunge sono sino ad un eerto punto diversi da quelli di Abel e del
Sig. W. R. Hamilton.
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1. Trovare il quoziente ed il resto quando
8 LTk 4323 - 1722 4 100 — 14
si divide per z — 4.

2. Sviluppare (a 4 bz)™ sccondo le potenze di @, ed indi ottencre
la prima funzione derivala di (a-+ bz)™.

3. Mostrare che l'equazione 234322 +x —6=0, ha una radice
¢ solamente una tra 1 ¢ 2.

1.

. . . 1,
2. Troviare una radice dell’ equazione a8 - — v -1,
1.

1. Formare I'equazione di cui le radiei sono 1, 1, 1, — 1, —2,
2. Formare lequazione di cui le radici sono 1= —2 ¢ 2443,
3. Formare I’equazione deil’ottavo grado di cui una delle radici

& 2+ 43V 1.

4. Risolvere le sei scguenti eqnazioni in ciascuna delle quali une
radice & data:

() 3 —a2+-3r4+5=0; 1—2V — 1.

(2) T4 622+ A+ =05 ¥ —1.

(3) aFaB—25a2 4+ 41066 = 05 3 4\ =2,
() ot At -l h=01 2.

(0 b -8 Hr?—6u-b-2 205 243,

(6) b 8ph L 2%y AU Op - D=0 \,/i’ i \/‘:vlt.
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5. Risolvere V' equazione g¥—2%822 -9z -15=0, una radice es-
sendo /3, ed un’altra 1-2¢/ —1.

6. I’ equazione a#3—422+-z+¢=0 ha una radice =3; trovare ¢ e le
altre radiei.

7. Trovare la somma dei valori reciproci delle radici, la somma
dei quadrati delle radici, e la somma dei quadrati dei valori reci-
proci delle radici di #0—0625+402%4-6022-7—1=0.

8. L’equazione w‘—21w3%-16(3x2—546i+580:0, ha radici della
forma a, §, a+@+(@—B) V-1, risolvere I'equazione.
9. Trovare la somma dei cabi delle radici di una data equazione.

10. Formare 'equazione le radici della quale a, 3, ¥, 8, sono

%(4 + /3 «/?\E) ed %(1 SVEES \/»‘2\/3>;

) 2. G2 2 (A2 »
¢ quindi mostrare che g—i - ¥y +...=0,
o3 oy

11. Sea,b,¢,... sono le radici di un’equazione, trovare il valore di
b ¥

cﬁ_{ a2+ »? }-bE
PRI RE s

12. Ammettendo che il medio aritmetico di un numero qualun-
que di quantitd positive & maggiore del loro medio geometrico,

=2

mostrare che se p,2 —2p, & minore di np,", 'equazione ha radici

n
impossibili.
13. Se a, b, ¢, ... sono le radici di un’ equazione nella sua forma
pitt semplice, mostrare che

(I=potpy—- )2 H PPyt pg—- . )2 =(1+4a?) (1+02) (14¢%)...

14. Se a, b, ¢, ... sono le radici di un’equazione nella sua forma
pitt sem plice, mostrare che

Po? - 2p g2 =aPbi+ aet-H D22
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1. Trasformare ciascuna delle tre equazioni seguenti in un’altra
le radici della quale siano formate aggiungendo alle radici dell’e-
guazione primitiva il numero assegnato:

(1) 28 -3rt—224+-4=0; 1. (2) a%4+2+1=0; 3.
(3) a3-p had—a 4 11=0; — 3.

2. Trasformare ciascuna delle quattro equazioni seguenti in
un’altra che manchi del secondo termine:

(1) #3322+ he—4=0. Q) &3 —622+1224-19=0.

(3) #*—8x3+5=0. (%) @P+4-bat 4323422 +a—1=0.

3. Trasformare ciascuna delle quattro equazioni seguenti in due
altre ciascuna che manchi del terzo termine:

(1) @3+ b2+ 8p—1=0. (?) 23—0622+492—10=0.

(3) #*—8a3+1822—152+14=0. (4) 2¥—1823—60x2+2—2=0).

. 1 1 .
4. Trasformare 'equazione 2% + 212 +7$+6 =0 in un’altra con
40
i coefficienti interi, e con 'unitd per coefficiente del primo termine,

5. Far sparire il sccondo termine e risolvere I’ equazione
a®— 18224157z b10=0.

6. Trasformare ciascuna delle due equazioni seguenti in un’altra
di cui le radici siano i quadrati deile differenze delle sue vadici; e
discatere la natura delle radici:

(1) &3+ 75—~1=0. (2) 23—062+4-6=0.

7. Trasformare 2*—1222+12r-3=0 in un’equazione di cui le ra
dici siano le reciproche di quelle della data equazione; e poi dimi-
nuire di un’unitd le radici dell’ equazione trasformata.

8. Mostrare che 'equazione #%+22—82—15=0 ha due radici reali
di segni contrarii, e che essa non pud avere altre radici reali; ¢ che
exse cadono tra —2 ¢ 3.
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. Le radici dell’ equazione o34 pa? qe | =0 siano dinotate con
u, b, ¢y trasformare U equazione in altre che abbiano le radici asse-
gnate nei seguenti casi:

() a?, 12, 2 (2) b+e, cta, atd.
1 1 1 b ;

B 1 ==, — () =, —, .
b-t¢  c4a  ath be ca ab

(M) 122, 2a?, a®?. (6) aJ(ka), W(kD), W(ke).
] 1 1
(1) 504 r—a), E(c-}-a—{;), §(a+b-r}‘

®) btetka, ¢takb, ad-b--ke.
a b ¢

) e o S
bte—a  c¢ta—b at+b-c

1 1 1 . .

(10) e =~, ca4-=, ab--. (11) v24-¢?, ¢*a?, 240
@ 1 ¢

) b ¢ ¢ a a b Prge®  e24a® a2+ 02

1) —Lo ) o (13 , ,

(=) c b { ¢ b% a 9 b2 202 a2

(4 b-c¢, ¢=b, ¢c—a, a—c, a—b, b—a.

10. Le radici dell’ equazione a5 4-qz 4+ r=10 siano dinotate con
a, b, ¢; trasformare I’ cquazione in altre che abbiano le radiei asse-
gnate nei seguenti casi:

Y REnNEs)
(SR A ety AL i B

(2) batac, cb-Fba, acH-cb.
11. Se a, b, ¢ dinotano le radici di % —06224 1{r—6=0, formave
I"equazione di cui le radici sono
| 1 1
12 Erad’ a4 02

12. Se a, b, ¢ dinotano le radici di #%— 222+ 2=10, formare l'e-
gnazione di cui le radici sono

1,3 + C:} cl! - s s i b.’t

)

a% A o
12, Mostrare che il terzo termine dell’ equazione
b pa bqepr=0

non s pud far sparvive se p? & minorve di 3q.
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14. Mostrare che il secondo ed il quarto termine dell’uquazione
4P P por®t pyr+p, =
si pud far sparire con la stessa trasformazione sc Spy=p,(4p,~p,2).

13. Risolvere le due equazioni seguenti:
| (1) @*+ 408+ 722 4+-60—10==0. Q) 2* 425432222 - 6=0.

! 16. Mostrare che nell’ equazione #*+422+62-+-3=0 non si posso-
no far sparire il secondo ed il terzo termine con la stessa trasfor-
; mazione, ma che cid diviene possibile moltiplicando 1’ equazione
per z.

, 17. Mostrare che & possibile di far sparire il sccondo ed il terzo
termine di un’equazione dell’ n™° grado se

n X (per la somma dei quadrati delle radici)=al quadrato della
somma delle radici’

V.

1. Mostrare che |’ equazione #3—41*+3 =0 ha almeno due radici
immaginarie.

2. Mostrare che I’ equazione £7—2a*423—1=0 ha almeno quattro
radici immaginarie.

3. Cosa pud conchiundersi rispetto alle radici delle due equazioni
seguenti:

() 25384z —2—1=0. Q) 3" - 22" g Lt 120,

VI

1. Risolvere le venti equazioni seguenti, ciascuna delle quali ha
radici eguali:

(1) 2®—-T224-162—120=0. (2) a*—322—92427=0.

(3) a%-22—8z4+12=0. (1) 27—b22—8r 48 =0,
: 9

5) 2d—gpom —— — ) 23— ——— 0

) -z N 6) 1[3\3

ke an » 1 3

(1) 2348224 W +1620. (8) .r’*—§.r {I—b =4{.
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V) 24 -11a2+18,—8=0.

{10) %232 Az +12=20.

(_l-l) 2+ —T234-13224 35—18=0.

(1?) 2*—4a3— 622+ 360—-27=-0).

{13) a%4-132%4-33224-312+10==0.

(1Y) 241251922 —624+9=0.

* (1D) 24162547922 1262+98=0.

(16) 82%4 143182241 12—2=0.

A7) @8 -at— WP+ 22+ r—1=0.

(18) #3—24%—0ad 4 hz24-1304-6=0.

(19) 231324 +-6725—171224+2162—-108 =0.

(20) 263254653 —352—3z++2 =0.
2. Trovare la condizione alfinché #®—pa®+4r=40 abbia radici
eguali.

3. Mostrare che #*+qr®+s=0 non pud avere tre radici eguali.

4. Se a"p "l 4p,=0 iz due radici eguali ad @, mostrare
che py™ 142z 24, +np,=0 ha una radice eguale ad a.

5. Sc¢ #%4-g2?+ra?+ (=0 ha due radici eguali, dimostrare che una

di esse sard una radice dell’equazione quadratica

22 o Aq —q

»
re T -
Hr 3r 15

VIIL.
1. Trovare i limiti delle radici positive ¢ negative di
8 —DbaS 4841225122+ 1=0,

2. Serivere #*—82%-+1222-162—39=0 in modo da mostrare che

6 & un limite superiore delle radici positive.

3. Mostrare che le radici reali delle equazioni seguenti cadono
tra i limiti rispettivamente assegnati:
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() wbead A =30 11 20 —od 1.
A

(2) apat—1022—24+15=0; —4 e 3.

(3) @8 FbrtFad—10a2-p—16=0; —5 ¢ 1.
1) @3—26) (424-52+1)+600=0; —DH ¢ 3.
(B) (2—br—E—i3=0; —2 ¢ 6.

(6) 2842t +a2—2r—36=0; —5 ¢ b.
4. Trovare col metodo di Newton i limiti delle radici delle ciqus-
zioni seguenti:

(1) a%—a3-5224+8r—0=0. () =02 b= =),

(3 wr—ad a4 r—1=0. () o023+ 12— =1,
5) at—203 32— 15r—3=0.
5. Dimostrare che a¥+52x*—2022—192—2=0 ha ana radice tra 2

e 3, ma nessuna maggiore di 3, od una radice fra —5 ¢ —4, ma
nessuna minore di —5.

6. Applicare il metodo dell’Art. 102 a trovare il numero ¢ Ia si-
tuazione delle radici reali delle equazioni seguenti:

(1) a?—12p-+17=0, (2) 2%—32242W0=0.
(3) 23—3243=0, () 434902 —12242=0.
(0 2T—ad24 =20, (6) &t —paigr=0.

7. Mostrare che I’ equazione 3wt-+805—642—24r+r=0 avra quat-
tro radici reali se » & minore di —8 ¢ maggiore di —13, ¢ duc ra-
dici reali se r & maggiore di —8 ¢ minore di 19, ¢ nessuna vadice
reale se r & maggiore di 19.

VI
I. Ottenere le radici commensurabili delle equazioni seguenti:

(N 25 1060—120=0, (2) aB = Q2220 — 2=,

{3Y 4323220 L 500 (4) 2rd- 32 20 Bz,
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(5) A2 Gr =0, (6) 303—20602 4340 12=0
(7) b2t 1 8a—16=0. (8) .7/"——9;3—13$2+’1(5;v»-/18_:().
(oS- 190 —42=0. (10) a*+80% -T2 —49x4-56=0).
(1) 253wt 90842102100+ 24=0.
(12) % T4 A1a% — 7%+ 1 a2 —28r4 40 2.0,

2. 1 coeflicienti dell’equazione f(#)=0 siano tutti interi; mostrarc
che sc [(U) ed f(1) sono entrambi numeri dispari I’ equazione non
puo avere radici intere.

1X.

. Risolvere le equazioni seauenti ciascuna delle quali ha due
radicel della forma @, —a.

() 2+ =252 8p—8=0). () ¥ 4+3a3—Ta2—-270—18=0.
(3) a3+ 2024903 =0. 4y atted— 11a2—904-18 =0.

2. Risolvere le equazioni seguenti in ciascuna delle quali le ra-
dici sono in Progressione aritmetica.

(1) &*—06e2+11r—6=0. () ¥ —922+232—15=0.

3) 285+ 1 1.2 +8e—15 =0, () A1 160 =0.

3. Risolvere le equazioni geguenti nelle quali sono date aleune
condizioni relative alle radici.

(1) 305 =22% - 2704+18 =07 prodotto di due radici & 2.

(2 w* 3220 -2 =05 prodotto di due radict ¢ —1.

(3) 2% 4234502 ~10624-4=0; prodotto di due radici ¢ 1.

() 2r¢=Had -4 1e2 -1 1e4-6=0; prodotto di due radici ¢ 1.

Oy @450 40r+84=0; differenza di due radiei ¢ 3.

{0y o —Tab 400 - 10a2 4142 —8=0; una radice doppia di un’altra,

1. Risolvere le equazioni seguenti in cui le radici sono delle for-
me rispettivamente assegnate,

() 31022270~ 182205 a, 3a, ba.

() 2T 105 P32 K00 124=05 a b, a1, bR L, b
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(3) 624 —4303410722—10824-36=0: a, b, ‘Z Z .

(4) a3+8244-5r5—H0a2—362--T2=0: a, 2, b, LW, a-tb.

©) 20— 423 102*— 1025 4- 4422 — 1624 H6=0; ast g A, e
(6) @8—1208—234-3Ta2 100—10.20; 12:y/a, boL V2, e

.

9. Risolvere le equazioni segnenti, ciascuna coppia avendo una
radice di comune.

1) 28—322—162-12=0; o¥—To24-Da+13=0.
(V) 23-322+11a—9=0; 23—-5a24-11la—T=0.

6. Risolvere 23—7224+-36=0, cd a%~322-100+421==0, la prima
delle quali ha una radice eguale a tre volte una delle radici della
seconda.

7. Rizolvere le equazioni seguenti che hanno due radici d: co-
mune.
ot WS —T224+200 - W =07 2*+-1a5-- 22 - 120 +-8=0.

§. Trovare in termini di m ed @ le radici dell’ equazione
2 paxd 4+ (ndm) e+ qade-at =0,

che sono in progressione geometrica; o determinare p e ¢ in ter-
mini di m ed a.

1. Risolvere le equazioni reciproche seguenti.

1) #*—22%4-322—20-+1=0. ) 4+’ 1 =0,
(3) 24—bad+0a2- br+2=0. (&) atp At 10024 he+1=0.

(5) #P—2—1923 19222120, (6) 2% Nttt oA 120,
(7) 655 —115* =333+ 3342+ 11— G0,
(8) 2a8 bl hetJa? Do 2.0,

(M 8afdBzh 2528 AG2LR-00 (10) Lbad=a(l4a)5.
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2. Ottenere radici delle equazioni seguenti, ed abbassare le
equazioni.

) 2" -af+ad—2+1=0.

) 27420 83— Tab-Tad - 8222w+ 120,

(3) a8+ 2743484228 - 25 —302 2 - 1=0). (4 a1—1=0,

3. Esibire le radici di a*4-pa24-1=0 nella forma
1 1

a, b,-, —.

o b

4. Bea, b, ¢, ... dinotano le radici dell’equazione ricorrente

2 b pr" TV g T2 g pa1=0,

2 2 2 2 2
a a* > b* c*
— (2 2
5] +c? + ... +£¢T+;§+ ‘{‘E“F-nv—(?’ =) —n.
b. Nell’equazione ricorrente a2® —pr2"~1 4 ... =0, se i termini

sono alternativamente positivi ¢ negativi ¢ p non & maggiore di
2n, le radici non possono esscre tutte reali.

X1.
1. Risolvere le equazioni seguenti.
1) a®—-1=0. (2) o8 -1=0. @) s34 1=0.

2. Mostrare che i faitori di a3+ 13 4-¢3—3abe sono della forma
a+-bi+ e, in cul P —1=0.

3. Mostrare che i fattori di

(= 4bd - ) —b*(V2—hac - A2+ (¢~ Abd—a?) - A*(d*~dac - b2),
sono della forma a -+ 0k +ck*+ dk3, in cui k* —1 =0,

XIIL

1. Risolvere le equazioni seguenti.

1) #°-32—2=0. (2) a®—9r—28=0.
3
(3) a8—z4+6=0. (1) x3+3:v:§.
(5 3z —6a2-2=0). (6) a3—1522—332+847=0.

(7) @34+-6ax?==306a%. (8) 23-3(a240¥)r=2a(u*- 30%).
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2. Determinare la relazione fra ¢ ed » necessavia affinchit Vegua-
zione a8 4+ qr --r =0 si possa mettere sotio Ta forma

b= (a* a4 b)Y
¢ quindi risolvere V'equazione 8o% — 360 4 27 = 0.

3. Se le radici dell’equazione 3 4 pa24-qr +r=0 sono in I'ro-
gressione geometrica, rp®=¢%. Quindi risolvere I equazione

£ —a? 2y - 8 =0,
4. Se le radici Aol equazione 2% |- ¢yr + =0 si diminuiscono di
B, mostrare che 'equazione trasformala avra le sue radici in Pro-
gressione geometrica se b & tale clie 27943 — O¢2h2— g3 = 0.

5. Se le radici dellequazione 23 - 3pa2 -+ 3qr -+ r =0 sono in Pro-
gressionc armonica, 2¢°=r(3pg—r).

6. Se le radici dell’ equazione a54-3pa2+-3qr+r=0 sono in Pro-
gressione armonica, 1'equazione r22-1-2¢2r4-qr=0 contiene la mas-
sima ¢ la minima di esse.

7. Le radici impossibili di #3+gz4+r=0 essendo poste sotto lu
forma o = @ V/—1, mostrare che §2=3u24 (.

8. Se 1, a+4/8, a— VB, sono le tre radici dell’ equazione

T4y 4p,r+py=0, di cul r & reale, ¢ se a¥-fua? Fmye=0 & Pequa-
zione che risulta dalla diminuzione di tutte le radici di r, mostrare

"y 7 ! < .
che o= ~-re ;ﬁ:»z (1ry 4 3py— ).

9. Ridurre l'equazione #3+pa2+q¢z |- r==0 alla forma y3—-3y-+i =0,
ponendo r=ay+10; ¢ risolvere (uesta cquazione pénendo y=x }i
Quindi mostrare che se I'equazione primitiva ha radici uguali, )

Y(p2=3g)3= (PP —pg-+2T )2

10. Se le radici dell’equasione a4 pa2+4 qr-+r=0 sono in progres-
sione armonica, sara lo stesso per le radiei dellequazione

(P =)= (B =2pg-E302 | (pg-— 3r)y-—1r==0.
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XI1I.

1. Risolvere le cquazioni seguenti.
(1) 244034302 — 4 hr -84 =0, () h—Ga?— 8 -3:0.
(3) a*—1205+ 492218 H0= 0.
(4) 2 =art(a2=2020% 1 2abr —a?b?=0. (Art. 192).
2. Be r2—p%=0 Pequazione of +padtge2+re+s=0 si puo risol-
vere come ui’equazione gnadratica. '

3. Se s e p sono positivi e 27p* & minore di 2B6s ¢ radici del-
Vequazione @¥4pai+4s=0 sono tutte immaginarie.

4. Supponendo che 'equazione 2%+ g2 47z + s =0 abbia radici
della forma o= {3 V—1, mostrare che i valori di & e g si possono

trovare dalle equazioni,

. ) b N ( ).
(4004 32ab 4 (hg2—16s)02—r2=0, @2:a2+£+—,‘~a.

XIV.
f. Applicare il Teorema di Sturm a determinare la sitnazione

delle radici reali delle equazioni seguenti in cui sono assegnati i
valori di alcune delle funzioni di Sturm.

(1) a*—423—324-23=0; [4(2)=—4HNz+1371, [,(2)=—.
(2) a*—4a3+a24024-2=0; [o(1)=b22—102—T, [y(x)=2—1, [,(*)=-}:
(3) a*+adta—1=0; fy(r)=322—1+17, Art. 199,
(4) @32 +a3—8a+6=0; [;(2)=1642—232+9.
(5) a54-5ah--200%—192-2=0; fo(2)=0s%4+60424-362—9,
£()= 96224 18T0+67T, [,(2)=13651a+ H4DTL, fy(z)=-+.
2. Applicare il Teorema di Sturm a mostrare che ciascuna delle

equazioni seguenti ha solamente una radice reale; e determinare
la sua situazione.

(1y 2% 16224100 -1=0. 25— G224 8-k 40=20,
o

al
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3. Determinare la situazione delle radici positive dell'equazione
48—34-322—Sr—1=0, essendo data

fo(2)=6z(x—1)2+192+6.

4. Applicare il Teorema di Sturm alle equazioni seguenti.

(1) #3+a*—2—1=0. ) ¥3—4a?~4ir4-20=0.
3) @*+22—4w+10=0. (&) #"—z+1=0.
XV.

1. Mostrare che 1 equazione
28— 304 —4ad 49522 402—101=0,
ha tutte Ie sue radici reali tra — 10 ¢ 10, che essa ha una radice

reale tra — 10 e —1, una tra —1 e 0, nessuna radice tra 0 od 1,
ed una almeno tra 1 e 10.

2. Applicare il Teorema di Fourier all’equazione
284328+ T02+ 100+ 1=0.
XVI.
1. Approssimare col metodo di Lagrange la radice positiva del-
I'equazione 322—4o—1=0.
2. Approssimare col metodo di Lagrange la radice dell’equazione
2r3—222 - 39—3=0, che cade fra 1 e 2.

XVIL.

1. Applicare il metodo di Newton a calcolare la radice che ¢ si-
tuata fra i limiti assegnati nelle equazioni seguenti.

(1) #3--42—12=0; radice tra 2 e 3.

() 42?724+ 24=0; radice tra 2 e 3.

(3) #3—24r+44=0; radice tra 3-2 ¢ 3-3.

(4) #%--152—5=0; radice tra 4 e 41.

(5) 2% 8r3 L1221 84 = 0: radice tra 0 ed I,
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9. Applicare il metodo di Newton a calcolare una radice delle
equazioni seguenti.

1) &34+32-5=0. () 8-32*-32+20=0
XVIII.

t. Applicare il metodo di Ilorner a calcolare la radice che & si-
tuata tra i limiti assegnati nelle equazioni seguenti.

(1) #3+1022462—120=0; radice fra 2 e 3.

(2) 4%—234-212-23=0; radice fra 1 e 2.

(3) @*—by31-3224-352—70=0; radice fra 2 e 3.

2. Risolvere 1’cquazione 2#3—17=0 col metodo di Ilorner.

3. Calcolare le radici reali delle equazioni seguenti col metodo
di Horner.

(1) #%+2—3=0. (2) #34+-22—-20=0.
(3) 3234-50—40=0. (5) 2341022 482—120=10).
XX

1. Trovare il valore delle funzioni simmetriche seguenti delle
radici a, b, ¢ dellequazione #3+4pz2+qr+r=0.

) (a+b+-ab)(b+c+be)(c+ad-ca).

(2) (a+b—2c)(b+c—2a)(a+c—2b).

(3) Z(a+b)*(a+tc). (4) E(a+b—-2¢)(b+c—2a).

ab az( b>2( c>2
5) Z—o. — - -}
©) a+b ) Zbc 1+a 1+a
M) (b—c)*(c—a)?(a—D)2. v

2. Se a, b, ¢, d sono le radici dell’eqnazione

o4 pad+ gt re4s=0,

frovare il valore di X(ab)(c4-d).
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3. Nellequazione a4 pa™ 14 4p, e ip,=0, supponendo che
le radici siano a, b, c,...0 trovare

(1) Zab. (1) La+b)ylai-c)...(al).
O oW(atb)R a?

3y E—L. B

(3) & ab ) b

4. Formare l'equazione di cui le radici siano i quadrati delle
somme di tre radici qualungque dell’equazione a4+ padtrets=0. An-
cora formare l'equazione di cui le radici siano le somme dei qua-
drati di tre radici qualunque della stessa equazione.

5. Se S8,,8,,8;,... sono le somme delle prime, scconde, terze,...

polenze delle radici dellequazione f(#)=0, dellmo grado, mostrare
che

e 4

af () —_— é! 25

7 () a ot

6. Se l'equazione & 4-p ™ T4p, ™ 24 pua™ o4 dp =0 si tra-

slorma in un’altra di cui le radici siano le somme di due radici
ualunque dell’equazione primitiva, trovare i primi tre coeflicienti
dell’equazione trasformata.

XX,
1. Trasformare le equazioni =eguenti in altre (i cui lo radici
siano 1 quadrati delle differenze delle loro radici.
() 3 —4r+2=20. (2) o heb3=0, (3 b 1=0,
2. Eliminave o dalle cquazioni
+) "
ar2-brd-c=0, P e’ =0,
XXIL
L. Trovare la somma delle potenze assegnate delle radiei delle
euazioni seguenti:
() 2% - 2319024+ 490-30=0; 1 cubi.
(3 23-32%--524 1=0; le quarte potenze.

(D 252089

e Re2 1T 1A =00 1 eubi,
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(1) @*+2r4-1=0; glinversi dei quadrati.
(D) ad—a—1=0; le seste potenze.

2. Sea, b, ¢, ...s0n0 le radici di @"—1.20, trovare Ya™oP.

3. Se la somma delle 7™ potenze delle radici dell’equazione
a™+2+1=0 sia espressa da S,, e la somma delle 7e potenze dei
loro valori reciproci da X, dimostrare che

Sy_1—8,=1, ¢ X, ;—X,=n—2(-1)"

4. Nellequazione 22241 =0, trovare Za""3, La"2, ¢ Xa®
supponcndo » maggiore di 3.

,

9. Trovare le somme delle rme ¢ (2n)me potenze delle radici
dell'equazione 2* --pi"+ ¢=0, supponendo n maggiore di 7.

XXIL

1. Risolvere le equaztoni

(y—Da2+ye+2 =y =0)
(y—Da+y=0 '

2. Rizolvere le equazioni

(Y~ sy (y+1)a2 -Gy by =+ 2y - U;
(y— 1)y (y+ Do+ 3y—1=0

3. Mostrare che le equazioni seguenti non hanno aleuna so-
luzione:

g — (Y= By — )y == 0
2223 =0 }
XXIII.
1. Trovare il primo termine di ciascun valore di y quando st
sviluppa secondo le potenze discendenti di @ dall’equazione
Y — st dyrs — e hy—-2r=0.
2. Trovare il primo termine di elascun valore di y quando si
sviluppa sccondo le potenze ascendenti di @ dall’equazione

P2y Ty B2 TS kB Ry 1y P00,



ol LSEMPIL DIVERSI,

HSEMPII DIVERSL

1. Se vi sono n quantita @, b, ¢, ... , e sc n funzioni di esse si
prendono della forma
(r—0)(x —¢)...
(@a—b)(@—c...

mostrare che la somma di queste funzioni ¢ 'unita.

Q. Far sparire il termine che conticne il cubo della quantiti
ignota dall'cquazione

28 4+ bzt 4 20045 — 112+ 6 =0,

3. Mostrare in qual modo trasformare un’equazione che ha va-
riazioni e permanenze di segni (1) in una che ha solamente per-
manenze di segno, (2) in una che ha solamente variazioni di segno.

4. Se p e q sono positivi, 'equazione 22®—pa2*+q=0 ha quattro

N . n

c L . rp . . .

radici reali diverse o nessuna secondo che <~1~> ¢ maggiore o mi-
n

n—-r
. r . . .. .
nore di (__q_) ; ed essa ha due coppie di radici ecguali se
n—r -

7»})> n rq )11 -
n/ ~ \n—r )

o Qa n—q __ o —

5. Se Daeg® 1y Pua® s Pt
gativi di un’equazione dell’nme grado, allora la pili grande radice
dell’equazione sard minore della somma dello due pitt grandi fra

W=7 n—-§

, ... sono it termini ne-

1 A 1

le quantitd (p,_p)? (Ppy)’s Pp-s)s -

6. Se k & l'ultimo termine di un’equazione dell’n™0 grado di cui

. 1

le radici sono in progressione geomectrica, mostrare che & ¢ una
radice, se n & dispari. Mostrare che, in simil modo, si pud trovare
una radice di un’equazione di un grado dispari di cui le radici
siano in progressione o aritmetica o armonica.

7. Trovarc la massima comune misura di 2% —2*—3s—1 ed
8 — 6% - T8 4 T2 — bz — 3.

Rigolvere Pequazione &9 — Gad - 7% |- To2 o b — 3= 0.
1
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3. Diminuire di I ie radici dell’ e juazione
b4 e 4ora s =02

dare un valore tale ad h che le radici dell'equazione trasformata

. m n . . .
siano della forma a, —, b, o e mostrare come si possa risolvere
(27 )

questa equazione. Es. 2#—222+1624-1=:0.

9. Mostrare col procedimento per estrarre la radice quadrata da
w’'espressione algebrica che lequazione a*4+pad4-qa?+rae+s=0 si pud
ridurre immediatamente ad equazioni quadratiche se p2s—4qs-+12=0,
o pure s¢ p3—4ipg+8r=0.

10. Dimostrare che I'equazione x*+-5qa*+rr+s=0 non puo avere
tutte le sue radici reali se ¢3+r2 & positivo.

11. Se f(#) ¢ una funzione razionale intera di z, o f(z)=0 o
'(z)=0 ha certamente una radice reale.

12. Mostrare in qual modo trovare il valore della funzione semi-

simmetrica a?b+0%c+c2a delle radici di un’equazione cubica.

13. Dinotino @, b, ¢, ... k le radici dell’equazione ¢(x)=0, che
¢ dell’'n®™0 grado e nella sua forma pi semplice, e si suppongano
queste radici tutte disnguali: mostrare che I'espressione

a’ o" & K

FORETOREIO N0

¢ eguale allunith se r=n—1, ed & zero se r & zero o un intero
positivo qualunqgue minore di n — 1.
— 1y

Mostrare ancora, che se r=—1 Pespressione =k
abe ... k

14. Se ¢(@)=a"—1, ed a, b, ¢, ... sono le radici di ¢ (@)=0,
mostrare che

1 ..
15. Mostrare che la parte intera di 7 (Y34 51 & divisi-
N

bile per 2",
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RISPOSTE.

Ioob ad -1 13447021 2052 4-830; resto 3300,

PN 2\ e 1 -l
Al ! 2 A 2 /_ €
1. 1. (2\/2> 4 (T;,\/TJ VEL e e

. 7. —13 36 121. 8.oa=h; §=2,
9 —p 33 py—-3ps. 10. 2t et - e4-1=05 indi si vegga lArt. 48,

2 Q
PP ala—2

11. (]),2—21)2)T—71. 13. Nell'identitd dell' Art. 45
si sostituiscano successivamente A'~1 o — V-1 per .
IV. 5. Le radici sono 6, 627V 1. . y"—»"Zy?r{—i:::U.
8. i veggano gli Art. 22 e b0, 15. Si applichi 1’1<isern[)io 14.
VI, 1. (15)—7 & una radice. (16) —l & una radice.  (17) La

radice 1 si trova tre volte.  (18) La radice — 1 si trova tre volte.
(19) 2 e 3 sono radici. (20) Le radici 1 ¢ —1 sono ripetute.

3. Supponiamo che la radice ripetuta sia dinotata da @, ¢ Ialtru
da D; allora il primo membro dell'equazione proposta deve essere
identico con (z—a)3(@~b); quindi possiamo eguagliare i coeflicienti.

VII. 7. Le radici di f'(x) =0 sono —2, —1, 1; si usi I'Art. 102.
3 2

s ] 4y —

VIL 1. (%) 7 (6) 5

X, 2. (8) ~1,1,3, 5. () =4, —%, 0, 2.

2. (1) 3,

wl o

; 1 e
(2) 1=42. (%) 258, () (RN,
1

hy =2, 1. 6y 1, 2.

)
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ko) a=1. (2) a=3, b=2. (3) a=2, b=3.
) a=1, b=—3. (5) a=1, b=—3, c=—2.
(6) a=3, b=—1, c¢=h. .
5. () —1, @ 1. 6. Le radici sono 6 c. 2.
7. Le radici comuni sono date da a2-4-2r—4=0.

C e . .. o
8. Si dinotino le radici con ==

% . ..
s a8, 3% si eguagli il lovo pro-
P

dotto ad a*, e la somma dei prodotti di ciascuna coppia ad (m24-m)a2.
Si puo dimostrare che p deve essere eguale a q.

1

XIL 4. (1) 2. () L (3) —2 (4) Q%_O"ff.

1/ 1 5
®) 3 (23-}—‘2+2"). (6) La radice 11 si trova duc volte,
~ 6o
(1) =

9349

(8) 2a.

S

XL 1. (1) 3, —2. (?) La radice —1 & ripetute.
(3) Si diminuiscano le radici di 3, ed allora 1'equazione biqua-

dratica puo essere risoluta.

XIV. 1. (1) Una radice fra 2 ¢ 3, un’altra fra 3 e 4, e due ra-
dici impossibili. (2) Due radici fra 0 ¢ —1, e due fra 2 e 3.

XIXo 1. (1) (r—)2Hpir—g)+r. () WP3—9pg+27r.
2
(3) —Pp3+pg—3r. (V) dq—3p> (5) (: 4;::

3 2
) %_(_(J_p_)f

4 1
3. T = (3g—p>)(3pr— ) —=(pg—9r)2.
-+ (1) 5 Gg—*)Cpr—g*)—3(pg—)

2. 2¢. 3. (1) 3ps—pyps- (2) Se dinotiamo !'equazicne con
[(z) =0, lespressione proposta che segue il simbolo X diviene
[(=a)

’_(—1_)’7 Quindi 1a somma richiesta &
Qa(—

1 )
:j}(S"—l =P8y ot PaS,y a—. . (= 1)"]),,5_,% .

!
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@ Pl gy gy g DT
P ’ ’

n pn
6. Sia I'equazione trasformata
2" g™ g, o ua™ T =0,

n(n—1
allora m = ( 5 )

. Possiamo trovare le somme delle potenze delle

~

radici dell’eqnazione trasformata, ¢ quindi i coefficienti con
I' Art. 244. Otterremo

(n—1)(n—2
O=(n—1)py; 6= — ?(‘—')P P (n--2)py;

n——’l n—(n—3
‘1&_“( : E )(’?_.3,)]) (=)ot (n—1)p;-

XXIIL. 1. Le soluzioni sono date da

y2—2=0 ed (y--1)r-+y=0.
2. Le soluzioni sono date da
y2—1=0 ed (y—1)r+2y=0.
XXUIL 1. y=a+...; y==:N 3o ... y:éi—z—}—. :
2. Sei valori della forma y=22(n-+U), in cui v deve es:;(;.re de-

terminato da 1—u?—u*4-ub=0; tre valori della forma y—z’A—'g(u—l—U),

in cui u deve essere determinato da 1—3u*=0; ¢ quattro valorl della
13
forma y=z *(u+U), in cui v deve cssere determinato da 3—u‘:0.

LESEMPII DIVERSI.
1. Si chiami la somma cg(i); indi st dimostri che g(e)—1 ¢ iden-
ticamente zero con I’ Art. 39.
2. y8—12y54-65y%—8 4012+ 203 Ty—1428=20).

15. 3i formi un'equazione quadralica con le radici \,"3+\,’5 o
A3 — 4/5; indi si adoperi I Art. 261,
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[. INTRODUZIONE Al DETERMINANTI.

1. Ci proponiamo di dare qualche notizia della teoria dei deter-
minanti, un ramo delle Matematiche di origine comparativamente
recente, ma gia di grande e rapidamente crescente importanza. In
questo Capitolo considereremo alcuni esempii particolari ed illustra-
zioni che abiliteranno lo studente a formarsi un concetto della na-
tura ¢ delle proprietd dei determinanti; nel Capitolo seguente di-
mostreremo i principali teoremi generali del soggetto, ¢ nel terzo
Capitolo daremo alcune applicazioni alla teoria delle equazioni.

Si considerino le equazioni simultanee
a4 byy=cy,  Gom by =0y
da queste equazioni otteniamo
v_?zﬁl“bﬂl ) ,— 12— 00
a by —ayh, ahy —ayby

Il denominatore comune a, b,— a,b, si chiama il delerminante delle
{fuattro quantita a,, b, a,, b,, e si dinota col seguente simbolo,

ay, byl

sy by

I numeratori dei valori di # ed y sono anche determinanti; e pos-
siamo esibire i valori di @ ed y cosi,

ay, by ¢y, by a,, b, !
&€ro= \ y:i
Ay, by Cy, by @y, by i

2. 1 determinanti qui considerati si dicono tutti essere del secon-
do ordine, poich¢ essi consistono di termini ciascuno dei quali & il
prodotto di due quantitd. Le quantitd a,, by, @y, by, che i trovane
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nel determinante a,b,—a,b,; si chiamano i costituenti del determi-
nante; 1 prodotti a;b, ed a,b, si chiamano gli clementi di quel de-
terminante. Cosi un determinante del secondo ordine consiste di
due clementi che contengono quattro costituenti. Nel simbolo ado-
perato per dinotare questo detérminante i costituenti sono disposti
in un quadrato formante due linee o due colonne.

3. Indicheremo ora alcune propricti dei determinanti del secon-
do ordine.

Poiche abbiamo

=agh,y - ayby =

a,,b, ay, a,
ay, by b,,b2'

ne segue che il determinante non si altera cambiando le linee in
colonne.

k. Le seguenti identita si possono verificare facilmente
s, ‘ ‘ 25 Uy
@y s by, ey
Cosl nel determinante, se le due linee o le due colonne si scambin-
no tra loro, il segno del determinante si altera, ma non il suo va-

lore; se tutti e due questi scambit hanno luogo, il determinante ¢
inalterato.

@y, by byy 4y

@y, by by, ay

5. Abbiamo

ay, by pay s phy Lag, by i

’

ay | by

ty s by |

Cosl se cilascun costituente in una linea o in una colonna si
moltiplica per una data quantita, il determinante si moltiplica per
quella quantita. :

Abbiamo

|

L ay, by a,, a
=0,

a,, by Ay, Oy

Uosi se due linee o due colonne sono identichie, il determinante
svanisee.
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7. Si puo dimostrare sviluppando i determinanti che

aytay, b+ | b,

_] %
| ay,

| Gatay’, Dytdy!

RAKS
ay’, by L}_' a,, b, +i ay, b,,"
ay, by || @y, b | | @y, by

Cosi il determinante, di cui ciascun costituente ¢ la somma di due
termini, & equivalente ai quattro determinanti che si possono for-
mare prendendo invece di ciascuna colonna una delle sue colonne
parziali. Come un caso particolare supponiamo a,’
allora il secondo dei quattro determinanti precedenti svanisce per

I’ Art. 6, ed abbiamo

ayt0ys bytby l_ ay,

Gytby, byt Dy

8. Per ’Art. 7 abbiamo

)

| astytbaBy, 097yt Dol

a0y +b;8y0 05010, 6y \

ayhys 040

(y0hys UnOly

— R
== Uy \ ay oy | Pl

| @y, ay | bay Dy

b, l+
@y, [)2

7
@y, by

7
| g, by

=b, ed

by b_l' \
b-z’ brzl

14 .
ay =by;

per I Arvt. 5. Per UArt. 6 1 primi due dei quattro determinanti ora

seritti svaniscono. Per 1 Art. 4

1 by @ 1*‘5 a4y by i
POy ] [y by |
(‘ost rimane
, P
Lyidn — >
w2 2 | @y, b, | oy, ‘\92 l @y, by
Quindi
’i s by [ Oy, by ,_} a0y +0, 8y 0400,
Lo, 8o |7 ] ag by | | ao0 050y, ay2y byl |

(fosi il prodotto i due determinanti del secondo ordine & un deter-

minante del secondo ordine,
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Come un easo particolare, supponiamo che i costituenti a,, f,,
Oy, 5 siano rispettivamente eguali ai costituenti ay, by, @y, by; al-
lora troviamo che il quadrato del determinante

( ay, by |
| ag, by ’

¢ eguale al determinante

a,2+b,2, a,ar_,-i—b,b.zi
| 340 +byby, @202 |

9. Passeremo ora ai determinanti del lerzo ordine. Consideriamo
le equazioni simultanee

a0y yteys=dy,  ayu-+byyteys=dy,  aqrtbaytegz=d,;
da queste equazioni otteniamo

gyt — byee) + dy(byey — byeg) 4 dy(bycy — bycy)
bty — D4y) + aa(byey — Dytg) + s (byes — bye) |

e simili espressioni per i valori di y ¢ z.
11 denominatore del valore di'# si chiama un determinante del
terzo ordine, che contiene i nove costituenti a,, by, ¢,, @y, by, €,
' a3, by, €55 il determinante consiste di sei clementi, ciascun elemento
essendo il prodotto di tre costituenti. Questo determinante si di-
nota col simbolo seguente,
Qs by ¢
ay, by, ¢y
ay, by, €5

Poiche il valore di questo determinante
g (DyCy—5ey) 4 ay (bgeq—bycg) + ay (Dyes — bycy),
possiamo esprimerlo per mezzo di determinanti del secondo ordine,

cosl .
by, ¢4 ‘-’r%\ bys ¢q |

[ 050 0y | Lby, ¢ | | by, €y

il numeratore del valore di # ¢ anche un determinante del terzo
ordine; dobbiamo solamente cambiare ay, a,, ay in dy, d,, dy vi-
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spettivamente nelle espressioni simboliche gia date per il denomi-
natore, ed otteniamo espressioni simboliche per il numeratore.

Vedremo ora che i determinanti del terzo ordine hanno le stesse
proprietd come i determinanti del secondo erdine.

10. Supponiamo ¢, =1, a,=0, ed a;=0; allora abhiamo

Jl,bl,c, !

by, €,
0, by, €y | = 22

by, €
L0, by, e s

Cost il determinante del terzo ordine si riduce in questo caso ad
un determinante del secondo ordine. 1 valori di b, e ¢, non hanno
alcuna influenza sul valore di questo determinante, e possiamo se
ci piace supporli zero.

Quindi vediamo che avendo una rclazione tra determinanti del
terzo ordine possiamo dedurre la relazione corrispondente per 1 de-
terminanti del secondo ordine supponendo che alcuni costituenti
svaniscano.

L. Sipud mostrave sviluppando 1 determinanti che

ay | by, ¢y |a,l by, e l+a3 by ¢4
by, ¢y 7 by, ¢ by, ¢y
4"1’1( Cyy Cg |10y | @y O3
. y Oy ba, by
ciod,
apy by, ¢ lay, ay, ay
sy, by, €y :’ by, by, by
a3, bs, ¢ r O1s Gy O3 4

Cosl il determinante non si altera cambiando le linee in colonne.

12. Le identitd seguenti si possono verificare facilmente, espri-
mendo i determinanti del terzo ordine per mezzo di determinanti
del secondo ordine o sviluppando:

1 ay, by, ¢4 by a4, ¢ by, €5 0y
| @y, Dy, €y (== by, @y, €3 [7=| by, €y, Gy
gy by 0y ‘ by, g, ey by, €y g

3
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Cosl se due colonne si scambiano tra loro il segno del determi-
nante si altera ma non il suo valore, e quindi se questa operazione
si elfettua due volte il determinante non & alterato. Quindi, per
P Art. 11, se due linee si scambiano tra loro il segno del determi-

nante si altera ma non il suo valore, e quim‘li se questa operazione
¢l esegue due volte il determinante non ¢ alterato.

Quindi segue ancora che se si scambiano tra loro due colonne
cd anche due linee il determinante non ® alterato; sicche

1 2

| Gy, by, ¢ by, 9, Cy
@y, by, €y |=1| by, @y, ¢

| ts, by, Cg tbg, ay, ¢

13. Come nell’Art. b possiamo dimostrare che se ogni costituznte
in una linea o in una colonna si moltiplica per una data quantita
il determinante & moltiplicato per quella quantita.

14. I facile mostrare che

| @y, by, by ay, by, ey |
‘ @y, by, by | =0 ed | a,, by, € ‘ = (L
| ag, b, by | gy, by, 5 |

Cosl se¢ due linee o due colonne sono identiche il determinante
svaniscce.

15. T facile vedere che il determinante

! rH i
| oyta,+a”, b, ¢,

f |
A0y 0y, by, s
]
i

I " N
| agtag +ag”, by, ol

¢ equivalente alla somima dei tre determinanti

! ' [z L
ay, by, €4 a4y by ey ay’, byyep
12 13 !
Uy, by, €y ay', by, €, a,’, byoey |
r G
| ag, by, €5 1, 'y by eyl ag’, by, o3

ed un simile risultato si otterrebbe se ciascun costituente nolla pri-
ma colonna consictesse della somma di quattro termini, o della



. . YR 257
INTRODUZIONE Al DETERMINANTI. 267

somma di cinque termini, e cosl di'seguito. Ancora, se ciascuno
dei costituenti b, by, by si rimpiazza con tre termini, ciascuno dei
tre determinanti precedenti diviene equivalente alla somma di tre
determinanti; e cosi di seguito. In questo modo si pud vedere che
il determinante seguente ¢ equivalente alla somma di 27 determi-
nanti:

Captay e byl 0

! "

e R T 4]

ayt-a, 1y, by tDy 0y, cytcy ey I

1 ” T "o L "

Ggd-ay’+ag", byt 054057, egtogHey”

I 27 determinanti si debbono formare prendendo invece di cia-

seuna colonna una delle colonne parziali; cosi per esempio tre di
questl determinanti saranno i tre che sono dati qui sopra.

16. Come un caso particolare dell’ Art. 45 prenderemo’ il deter-
minante seguente:
0,5 ¢ 1Bt Godov. |
a2y 0,8y e 10, Rat 0 ey 0%yt BsteYs |
i
‘1 L e O O R (U e N i
; 0 7
L eyl ey gyt UBateYs, agllythyBtegyy |
8i troverd che dei 27 determinanti di cul questo si pud conside-
rare la somma, tutti cccetto 6 svaniscono per gli Art. 13 e 14. Per
esemplio, abbiamo per uno dei 27 determinanti,

Loy, .ty by ooty | @y aq, by |

Aoy, Cy%e, 0,5, 1 ciob, Uy, O, by I

f
i
L agny, ayo, by ! agy @y, by l

per U Art. 135 ¢ questo determinante svanisce per Art. 14. Uno
dei sei determinanti che rimangono &

I3 . 2 1 A
[ agiy, Dy €73 2, 8eY5 | @ bis
) o . o
3%y, bofhy, €5Yy | cloO0, Uy, by, €y

f | '

Og%ys by C5Yy | @y, by, ¢y |

{'n altro dei sci determinanti che rimangono é

; n .

@y%y €Yy Daflg | %Yals | @ C1s by
sy, €59, Doy | ciod, @y, €y by
tythys CYs Pyl f O Dy
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— / v
WTals | ap by, o
viod, ay, by, ¢y | por Art. 12,
g, by, 04
11 risultato si ¢ cheiseideterminanti clie rimangono costituiscono
‘ ay, by, ¢ |
- 0 %
]al(e (s EavVa) + 0@y — Bava) - (BBt j ay, by, €y

iUy, by, 0y

g !
Do T | S by ¢
ciod, %y, Bar Va2 }\< yy by, €y 1.
3 ! .
Dog B ¥s || ey by o

Quindi vediamo che il prodotto di due determinanti del terzo
ordine si puo esibire come un determinanie del terzo ordine. Se
supponiamo a,, by, ... rispettivamente eguali ad a,, £, ... otte-
niamo un determinante del terzo ordine che & equivalente al qua-
drato di un determinante del terzo ordine.

Abbiamo ora dato sufficienti esempi della natura e delle
proprictd dei determinanti da abilitare lo studente a formarsi una
idea del soggetto. Avremmo potuto limitarci ai determinanti del
terzo ordine, poichd per I’ Art. 10 le propricti dei determinanti del
sccondo ordine si possono dedurre immediatamente dalle proprieta
corrispondenti dei determinanti del terzo ordine, ma il metodo che
abbiamo adottato recherd giovamento ul prineipiante. Nel Capitolo
seguente daremo dimostrazioni generali applicabili a determinanti
di ordine qualunque,

Si osserverd che noi ¢’introduciamo al soggetto dei determinanti
considerando le forme ottenute nel risolvere alcune equazioni si-
multance. Lo studente cosi pud vedere ad un tempo che le espres-
sioni chiamate determinanti i presentano naturalmente nelle ma-
tematiche. Nondimeno é pm convenicnte nel trattare la teoria ge-
nerale di dare una definizione indipendente di un determinante, ¢
questo faremo nel Capitolo seguente. Si preparerid lo studente per
quella definizione se consideriamo qui il determinante del terzo
ordine sotto questo nuovo punto di vista.

18. 11 valore del determinante

i l"l‘ I)'l’ l"
|
| ey, (1., Cy

ttyhyry iy hats ol tryhgey ab e talryty gy
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I primo elemento qui & a,bye,, il quale & il prodotto dei costi- -
tuenti situati diagonalmente nel simbolo di quadrato che dinota il
determinante. Gli altri clementi si possono dedurre tutti dal primo
elemento in un modo chie ora spicgheremo. Gl'indici 1, 2, 3 si
debbono apporre alle lettere a, b, ¢ in tutti i modi diversi secondo
i quali quegl’ indici si possono permutare; e si deve porre innanzi
ad ogni elemento il segno 4+ o — secondo che esso si pud dedurre
dal primo elemento con un numero pari o con un numero dispari
di cambiamenti scambicevoli fra due indici. Cost il secondo ele-
mento dato sopra & a,b,c,; questo si pud dedurre dal primo ele-
mento scambiando tra loro glindici 2 e 3, e cosi secondo la regola
deve csscre preceduto dal segno —. 11 terzo elemento & a,bye,; que-
sto si pud dedurre dal secondo clemento scambiando tra loro gl'in-
dici 2 ed 1, e quindi esso pud dedursi dal primo elemento con duc
scambii di due indici, e cosi secondo la regola deve essere prece-
duta dal segno -+. Similmente si possono determinare i rimanenti
elementi con i loro convenevoli segni.

19. Gli esempi seguenti sono casi particolari di determinanti
del terzo ordine, che lo studente pud verificare:

hY -[]
b, f |=abc—af?— by® - ch? 4-2fgh.
fie

e~

—~~
[
~—
(& [~

k]
Ty Uy,

T Yy SNl @Yy Ty T XY ByYse

To. Yy |

Oy

@1, ay+a,, a,a,
1, by by, byby | =(ay=by) (hy=05) (6y=0ty) -+ (=0 ) (by=ey) (¢y=0y)

1, ey 4 ¢y, €10y

(’J) ‘1 17 Yy‘_@

' 02~
P A T A i o
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1. PROPRIETA DI DETERMINANTI.

20. 8i abbiano n simboli a,, a,, ... a,; allori uno di quo%ti sim-
boli si dird superiore ad un altre qnando esso ha un indice mag-
giore, sicché per esempio ¢, & superiore ad a, 0 a4, a; & superiore
ad e, 0 a, 0 @, ¢ cosi di seguito.

Supponiamo ora che si sinno formate le permutazioni di questi
simboli; allora sempre che in una permutazione un simbolo supe-
riore precede uno inferiore si dice esservi un’ iwversione. Cosi, per
esempio, nella permutazione a, a, a, o vi sono quatiro inversioni,
ciod aya,, a,a,, a,a, ed a,a,.

21. Le permutazioni dei simboli a,, a,, ... a, si possono dividere
in due classi, quclle in cui vi & un numero ])am d inversmm ¢
quelle in cul ve n’ & un numero dispar?

22. Quando in una permulazione qualungue due simboli si scam-
biano i loro posti menire gli allri reslano ineaiiali i nwmero delle in-
versioni st accresce o si diminuisce di un numero dispari

Dinotino ¢ e k due simboli del quali sia & il superiore. Dinoti A
il gruppo dei simboli prima di ¢ ¢ %, dinoti I il gruppo tra g e k,
e dinoti ¢ il gruppo dopo di ¢ e k; sicche le permutazioni che dob-
biamo paragonare si possono dinotare con AgBLkC ed AkBgC. Allora
la differenza tra 1 numeri delle inversioni dipende dai simboli che
costituiscono 1 gruppi ¢Bk e kBg. Sia costituito B da % simboli e sup-
poniamo che @, di essi siano superiori a g ¢ B, di essi superiori a

. Allora nel gruppo gBk, oltre lo inversioni nello stesso B, vi sono
@ B, + B, inversioni; infatti g & > superiore a G @, dei simboli in
B, e vi sono f, simboli in B superiori a k. Nel gruppo kBg, oltre le
inversioni nello stesso B, vi sono §— @y 5, +1 inversioni; infatti
k & superiore a §— 8, simboli in B, e vi sono 3, simboli in B su-
periori a g, e k & superiore a ¢. Quindi la differenza tra i numeri
delle inversioni &

Bt Bt —C—Br+Bo,

ciod, 2(f, [y -+ 1; cosi questa differenza ¢ un numero dispari.

23. Con scambii ripetuti di due simboli tutte le permutazioni di
un gruppo Al n simboli presi tutti insieme si possono dedurre da
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una data permutazione. In questo modo di dedurre le permutazioni
otterremo, per PArt. 22, alternativamente permutazioni con un nu-
mero pari d’inversioni e permutazioni con un numero dispari di
inversioni. Il numero totale delle permutazioni di un gruppo di
simboli presi tutti insicme ¢ un numero pari; segue da cid che vi
sono tante permutazioni con un numero pari d’inversioni quante
Ve ne sono con un numero disperi d’inversioni.

o

0. Biabbiano n2 quantita disposte in forma di un quadrato, cosi

@yrys Uyrgy Ugygy vreennnns Uysyy
Qgrqs Qorn;y Qoyny vvennnns g,y
Qs Qpron (pypgs venenns e Gy

Qui per ogni quantitd a,,; i1 primo indice, 7, indica la linea, ed il
gecondo indice, %, indica la colonna in cui si trova la quantita a,, .

1l simbolo precedente ¢ adoperato per dinotare il delerminante
delle n® quantith che si trovano in esso; queste quantitd si chia-
mano costiluenti del determinante. Il valore del determinante si
trova prendendo l'aggregato di un certo numero di eclemenii, cia-
scun clemento essendo il prodotto di n costituenti. 1l primo ele-
mento ¢ il prodotto dei costituenti a;,;, dg,9, Ggs51 -+ 8oy, che
giacciono nella diagonale condotta dal vertice superiore a sinistra
del quadrato al vertice opposto; chiameremo questa diagonale le
diagonale del quadrato, poiché avremo solamente occasione di ri-
ferirci o questa diagonale. Tutti gli altri elementi si debbono de-
durre dal primo elemento Q;,1102,9,85,5 +-+ Op,, DT mezzo di per-
mutazioni dei secondi indici, i primi indici rimanendo invariati, 11
segno + o — si deve prefiggere a ciascun elemento del determi-
nante secondo chie esso & o pur no della stessa classe del primo
elemento, la clusse essendo determinata dal numero d'inversioni
nelle permutazioni dei secondi indici; si vegga Art. 21.

25. 1l determinante precedente si dice essere dell’n™ ordine
poichd ogni elemento ¢ il prodotto di » costituenti. 11 numero di
elementi ¢ lo stesso che i1 numero delle permutazioni di n cose
prese tutée insieme, ciod |75 una metd di questi elementi saranno
preceduti dal segno +, e lalira meta dal segno —. Si vedra dal modo
di formuzione degli elementi, che ciascun elemento contiene uno
e solamente un costituente da cinscuna linea o da ciascuna colouna
nel simbale ehie dinota i1 dotorminanta.
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26. Invece del simbolo precedente pel determinante, csso & alle
volte dinotato da Z==ay,y, 0,5, 05 ..+ Gy, p5 €i0C, ¢ seritto il pri-
mo elemento e si pone il simbolo X = innanzi di esso per indicare
Vagoregato degli elementi che si possono dedurre dal primo ele-
mento per mezzo di convenevoli permutazioni ¢ dell'adattamento
dei segni + ¢ —. 1 costituenti del determinante si possono dinotare
in varil modi; cosi alle volte si adopera ({,k) in vece dia;,,, ed in
questo caso dobbiamo rammentarci che (i,k) e (k,9) in generale di-
notano quantita differenti. Negli esempi di determinanti di ordini
non alti, possiamo trovare conveniente di evitare 1 doppii indiei,
¢ di adoperare la stessa lettera per tutt’ i costituenti in una colonna
distinguendo i costituenti con singoli indici; questa notazione fu
adottata nel Capitolo precedente.

27. Gli altri elementi di un determinante «i deducono dal primo
elemento per mezzo di permutazioni dei secondi indici mentre 1
primi indici restano inalterati; questi elementi perd si possono de-
durre in un modo diverso, ciot, per mezzo di permmutazioni del pri-
mi indici mentre i secondi indiei restano inalterati. Infatti suppo-
niamo che o, £, ¥, ...V rappresenti una certa permutazione degli
nnumeri 1, 2, 3, ... n} allora a,, Ogrg lgryeee ypsy & un clemento
del determinante che nasce dal primo clemento cambiando i se-
condi indici 1,2,3,...n, in o,8,¥,...v, rispettivamente. Questo ele-
mento si pud perd dedurre anche dal primo elemento a,,,8,5...4,,,
se i secondi indici si lasciano invariati ed i primi indici si cam-
biano convenevolmente, cio¢, ¢ in i, §in 2, yin3,...vinn. In
questi due modi di deduzione vi ¢ lo stesso numero di scambii fra
due indici, e quindi si ottiene lo stesso segno da prefiggerce all’ele-
mento per la regola nell’Art. 24.

28. Il valore di un delerininante non si allera se le successive linee
si mutano nelle successive colonne; ciod,

|

: I Ay, ] R @y
| farps Usigy veeenenns Uy | 1 Ggagy Garny ovvnnnnn. Gpro
| =

L e, s AU N O e e
!

| Gprgs Upsny vnvenenes Grrn Qprpy Cargyr voveer e Uy

Poiche ¢ chiaro dall'Art. 25, che gli elementi in questi determi-
nanti sono di egual valore; ed essi hanno gli stessi seyni, come ap-
parisce dall’Art. 27,
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29. Se due linee o due colonne si scambiano lra loro, il segno del
determinante & mulalo.

Infatti dinoti R il dato determinante, ed K quello che nasce dallo
scambio. Allora gli clementi in K ed ' sono gli stessi in quanto a
valore, e dobbiamo ésaminare solamente i loro segni. Il primo ele-
mento in R $i pud dedurre dal primo elemento in R scambiando
tra loro due dei sécondi ifidici, e cosi questi elementi hanno segni
contrarii nei due determinanti. Allora un elemento in &’ che nasce
dal primo elemento in &' per mezzo di m scambii {ra i secondi in-
dici sara deducibile dal primo elemento in R per mezzo di m -+ 4
scambii, ¢ quindi si troverivin /t ed £ con ségni contrarii.

30. Se die linee o dwe colonie sono identiche, il delermninanic
svanisce.

Infatti scambiando tra loro due linée o due colonne, un deter-
minante si muta da R a — I per UArt. 29. Ma se due linée o due
colonne sono identiche, lo scambio di queste linee o colonte non
pud avere alcuna influenza sul determinante, sicché R=—R; ¢
quindi R=0.

- 31. Quando wll’i costituenti eciello uno di una lined o di una co-
lonna svaniscono, il delerminanle si riduce al prodollo di quel costi-
tuente ¢ di un delerminante dell’ordine prossimamente inferiore.

Considerianid, per esempio, il determinante
ay, by, 6y, dy

1
!
-
Cy, byy €5y dy
;o
g, Dy, 5 Uy {

0, 0, ¢, 0

Con tre successivi scambii di singole linee possiamo condurre
la linea che conticne ¢, ad cssere la linea pin alta; e con due suc-
cessivi scambii di singole colonne possiamo condurre la colonna che
contiéne ¢, ad essere la prima colonna. Cosi, per 'Art. 29,

ty, by, oy, dy I= (=13 ¢, 0, 0, 0

Uy, by, 0y, dy

ey, Ay, by, d,
Ay, by, g, dy

0, O, ¢, 0

i

|

!
0y, Gy, by, dy
22 Car Yy
|

!
| Car Uy, gy dy

II pfitno elemento del detérminante nel secondo membro &
eymybyds s © glioaltrl clémdnti si debbono dedurre da questo per
35
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mezzo di permutazioni degl'indici. Ma ¢, & il solo costituente cou
Pindice 4 che non & zero, e cosi ¢, sard un fattore di ogni elemento
che non svanisce, e l'altro fattore sard deducibile da ay b, d; per
mezzo di permutazioni degl'indici 1, 2, 3. Cost il determinante

(~~1)504>g ay; by, U,

ay, by, dy

ag, by, dy

Questo modo ‘di dimostrazidgne si dpplica; qualunque sia l'ovdine
del determinante proposto.

11 segno negativo che nasce in qudsto esempio da (—1)% i pud
togliere se ¢i piace scambiando tra loro ddé linde o due ecolonne
nel detérminante dal térzo ordihe.

32. La linea pitt alta di un deterniinante del n®° ording si puo
condurre ad essere la pit bassa per mezzo di n—1 scanibii suc-
cessivi di linee successive; € similmentd, la prinfa colontna si pud
condurre ad essere Pultima per mezzo di n—1 scantbii scccessivi
di colonne successive. Ciascuno di questi &1 chiama ung scambio
ciclico, ed & alle volte conveniente di effettuare uno scambio pro-
posto qualunqueé di linée o colonne per mezzo di una serie di scam-
bii cicliei, a motivo della maggiore simmetria nella disposizione
delle linee e colonné. Nell'esempio précédente possiamo condurre
¢, al posto che gli voglianio fdre occuparé eseguendo tre successivi
scambii ciclici di linée e due succéssivi scambii ciclici di colonne.
Cosi otteniamd pel detérminante primitivo successivamente le for-
me seguenti:

(=13 | @y, by €0y dy | (= 1)8 Lagy by, 05 dy | (=17 ] 0, 0, ¢}, O]

@y, by, 04, dy 0; 0; 6,50 ay, by, 0y, d,
0,0, ¢, 0, ap gy epady sy by Cy,y s
lal' by, ¢y, &y , @y, by €y, dy tyy by, 3, dy |

(120, e, 0, 0 (-—'1‘)“11 e 0,0, 0 | (=¥, dy, a, b,.
i byy Gy, dyy @4 “ ¢y, dyy aq, by ‘ da, Gy, by }

\ | 2 5 by |

lb y Cay oy (g I

by Cas €y, @y l Le,, o, @y, 0, ‘ ds, @
- - = - 3 i = = - il .

Cy, Uy, gy, b
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33. Un delerminante si pud sempre esprimere nella formg @i un de-
lerminante di ordine superiore qualungue.

Per esempio, per I'Art. 32,

J‘a,, by, ¢ i,0, 0,0 [ 1,0,0, 0,0

|
N R l @, ay, by, 6
"

! Yo oy Doy 0y | =2 1w, 3, a4y, by 0y

i

8, Ga, ba, € N, by, €
9 Uy Ugy Cg ! v s Ugy Ca

O -

g, o, ty, by

50 Cn
in cui @ 'l G, L.V, B, 6, sono quaniith qualungue. dimilmente,
possiamo portare innanzi questo procedimento a piacere.

34. Dinotino 4 e k due indici qualunque del gruppo 1, 2, ... n;
dinoti R il determinante X £a,,,8y,0 ... @,.,5 ¢ dinoti 4., il coef-
ficiente di a;,; in R. Allora ciascuna di queste espressioni

4 ot A L g .
g’i'!‘.il,'l cag ’1102 e -axyz:‘jk’n'

. y Lo A et N,

el Cyopdp bty gt @ d g

¢ eguale ad & o a 0, secondo che © e & sono eguali o disuguali.

Infatti ogni elemento di It contiene come fattore uno dei costi-
tuenti @,y Gras Grgs -ov Giayy Che formano la linea ™ . E poicheé
A, dinota il coefliciente di a;,, in fi, abbiamo

i B . ! Jog. -
. ”i‘i‘ii'-l i ["1‘".“(:‘:: sl ul'u‘i‘l'n'
Rimilmente, abbinmo
Iy, g, e gioe e oy id e

Nella prima di queste cspressioni per R, si ponga ;,; == dg.,,
;0= Op1a5 ... € cOs1 di seguito; cost ottentamo il valore di un de-
terminante con due linee identiche, il quale & zero per I'Art. 30,

Similmente, mnella scconda delle espressioni per I si ponga
O = Cpagitige=lyog oo € cost di :«:egu_im; gos‘l o%teniamo il valore
di un determinante con due coloone identiche, il quale & zero per
"Avt. 30,
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33. Se ogni costiluente in una linea o in una colonng st molli-

plica per una data quenlila, il delerminanle & moltiplicalo per quella
quantita.

Infatti Re=ay,y Ay Aps ooy, 45,5 € 82 ogni termine
nella @2 linea si moltiplica per p dobbiamo porre pa;,, per ¢;,,
P POT Gy, € cost di seguito; cost otteniamo p volte it primo ri-
sultato per il nnovo determinante.

Similmente, possiamio dimostrare il teorema nel caso in cui tutti
costituenti di una colonna si moltiplicano per una data quantita.

36. Se ciascuno dei costituenti in une linea o in ung colonne ¢ la
somanie di mv lermind, i delerminante si pud considerare come lg soin-
ma di m determinanti.

Supponiamo, per esempio, che ciaseun costituente dell’i®a linea
sia la somma 41 m termini; ¢ supponiamo chie

pyy 7= 1y = Gy - E

iy =7 Py 1y - Ty - ..
—— . L g oL

g = Py - Yy -+ Tg+ ol

Allora Reag dpy e dpa ST TR,
= pydpy A+ padps e 4 Pphion
Aoy Apy R G A g, e
S T TIT s A P P o, A

Cost R s1 pud considerare come Ja sonuna di m determingnti che
hanno per loro M lince rispettivamente

P Doy veneeen P
Gy fas oeenennne Un»
I'gs 7’._,, ..... . ].11,'

'37. Mostreremo ora come il coefficiente di a,,;, in un defermi-
nante si pud esibive csso stesso come un deferminante. Per ofte-
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nere quegli elementi di un determinante che contengono un certo
costituente a;,;, ed essi solamente, possiamo supporre tntt' i costi-
tuenti nell’ia linea essere zero, eccetto g,,,,; allora ponendo 1 per
a;,y, otterremo il richiesto coefliciente,

Cosi,

dok=1ar 0 e g @pogey - Opog

Giprpr o iy Ympofin Qg s o Gy,

0, .0, L 0, .. 0
Qi oo o fmgr Cipnky Qi oe Giiron
Upyys  voe Upngg Uk gy “lyon

Cost A, © qui esibito come un determinante dell’nm® ordine.
Possiamo, senzua alterare il valore di .{;,, porre 0 per ciascun co-
stituente nella Ama colonna eccetto quello che ¢ 1.

Per I"Art. 31, o I Art. 32, possianmo esibire /;,, come un deter-
minanie dell’(7n—1)M0 ordine. Cos}, adottando il metodo delVArt.32,
faceiamo i—1 scambii ciclici nelle linee ¢ —1 scambii ciclici nelle
colonne. Quindi

e g
dip =00 Gy o G G o G
Codetr o Yo arar = o Gy

Wiatas e U Uyype een Uiy

|
| . .
PO v Y Yy oo iy

i ocul ges (- i)(i--—rn»w‘l.'—-x') -1 (e ;)u'-«f.’;) (=¥

38. Per mezzo degli Art. 34 ¢ 37 possiumo esprimere ogni deter-
minante dell’ s ordine come P aggregato di n termini, ciascuno
dei quali ¢ 11 prodotto i un costituente ¢ di un delerminante
dell (n — 1ywe ordine; i determinanti dell’ (n — 1)™o ordine si pos-
5010 essi stessi trattare similmente; ed il procedimento si pud con-
tuare a piacere. Per esempio,
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| |

@s, by, Oy, dy by, €4, ri‘," cg. dyy ag dy, a,, 1)3{
as, by, ¢y, d“i by, cy, dll ‘r,‘, d,, a, ;d,‘, e, b,
a,, by, ¢y, (I,”i | |
= ”l(b‘z Cgo By |0y gy Dy [ dy] by ey l
( ¢y dy dy, b, by, ¢, ;)
4 ! |
= by\ey | dy, ag | dy g, ¢ | - ay] ey dyl
( d,, a, @y, Cy ey dy }
/ N 1 1 , N
- c,,-\(c,2 as, by [ bl by, dy | 4Dy dg, s }_
{\ ay, by, l by dy .d” @, /\
-y \“- byy 3 ] by 6 ay |+ ’7-zll g by l)
-) by o ‘ ; o Gy ; 4o by U

= dyley by, €y

a3, by, 4

3

i, by,
|

39. Passivmo ora ad uyna parte importante del soggetto, quella

che si riferisce ally moltiplicazione dei determinanti.

Stano dati due gruppi di simboli, ciod,

a/l"l’ ......... [‘l'p’
yrgs ceenenene Gy e
¢ Dyvgr cevveanns Dyenn
Bprgs veneennen l)”,p.

Cpe gy Py Bpa P T 10 D
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Dinoti R il determinante X =0y, 65,5...¢,,,. Dimostreremo ora
i risultati seguenti:

(1) Si supponga p minore di n; allora £-=0.

(2) 8i supponga p==n; allora £ & eguale al prodotto dei due de-
terminanti che consistono dei due dati gruppi di simboli nell’ or-
dinw che essi occupano.

(3) Si supponga p maggiore di n; allora R & eguale alla somma
di un gruppo di prodotti di coppie d1 determinanti, ciascuna coppia
di determinanti essendo formata col prendere n colonne qualunque
dal primo dato gruppo di simboli per un determinante, ¢ le n co-
lonne corrispondenti dall’altro dato gruppo di simboli per I’ altro
determinante.

II primo elemento di R & ¢, 105.5:..0,,,, €d il valord di questd &

(o ,byg) (Bay, b, Bag, by, oo,

in.cui nel primio fattore ¥ dinota una somma rispetto ad », nel sé-
condo fattore X dinota una somma rispetto ad s, nel terzo fattore
I dinota una somma vispetto a £, e cost di seguito; e tutte queste
somme si estendono da i a p, Uuno e " altro inclusivamente. Cosi
il prodotto si puo ottenerc prendendo la somma dei valori dell o=
spressione

"Zl'raz’sa:‘u.f.“'bl‘rb‘z'sl’s':'"

in cuir,s, (... prendono tutt’ i valori interi da 1 a y.
Possiaito dinotare questa somma con

w

mprsrgr oo (gl G il oy D)

Gli altri elementi di £ si deducono dal primo elementd per mez?o
di permutazioni dei secondi indici ed apponendo il segno convene-
vole. Ora dal valore generale di ¢;,j, ne segue che cambla,ndo ise-
condi indici del simbolo ¢, non si 't aleun cambiamento negl'indici
a8l gintbolo @, ma si mutano i primi indici del simbolo b, ed essi
solamente,

Quindi otteniamo un risaltato che possiamo dinoture cos';

R (S DN PONT IR | DI S SO
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Qui X==by,,by, 04,40« costituisce un determinante dell’ nmo ordi-
ne, il quale si forma dal secondo dato gruppo di simboli prenden-
do alcune colonne, ed il X si riferisce a cambiamenti dei primi in-
dici; si vegga I'Art. 27. Dinoteremo questo determinanté con (.

Ora, in primo luogo, supponiamo p minore di n. Gl'indicir;s,(,...
sono 7 in numero, e nessuno di essi puo cccedere p; segué da cio
che vi dovranno essere sempre due o pitt di éssi ché hanno 16 stesso
valore. Cost ( svanisce sempre, per I'Art. 305 e quindi R svanisce.

In secondo loogo, supponiamo p=n. Allora il sistema di indici
7st... pud essere una permutazione degli # simboli 1, 2, ... n; ed
essl non possono essere altro senza fare che () svanisca. E pren-
dendo successivamente diverse permutazioni il segno di @ cambie-
rd, manon il suo valore, per 'Art. 29. Cosi il valore di £si riduce al
prodotto del determinante formato col sccondo dato gruppo di sim-
boli, per la somma di tutti gli elementi dinotati da X=ta,,,a,,...4,,,
in cui I i riferisce a canibiamenti dei secondi indici. Quindi
quando p=mn,’

.o [/ b

nin e o Yo

Finalmeénte, supponianio p maggiore di n. Allera il sistema di in-
dici rst... pud essere utiw combinazione qualunque i n numeri
che si puo formare dai p numeti 1, 2, ... p; ed il numero di tali

P S . .
combinazioni & —==—— Dinoti P ¢i0 che diviene @ cambiando b
Mll'“”

in @. Quindi, come nel sécondd caso, otterremo P per un termi-
ne in R, che nasce dslla scelta di una detinita combinazione tra le

P
D l =— combinazioni possibili. Quindi qufm(lo p & maggiore di o
nlp—n

. . P
abblamo R=XP(0, in ¢ui ¥ si riferisce alla somma di ——L tor-
| n jp—n

mini provenieuti da tutte le possibili combinazioni:
40. Dal secondo caso dell’Articglo precedente vediamo che il pro-

Hotto di due determinanti dell'ordine n si pud esibire come un de-
terminante dello stesso ordines Similmente, il prodotto di tre de-
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terininantt dell’ ordine n si pud esibire come un determinantc
dell’ ordine n; poiché possiamo prima esibire il prodotto di due di
essi come un nuovo determinante dell’ordine 7, e poi il prodotto
di questo nuovo determinante pel terzo dei determinanti primitivi
$i pud esibire come un determinante dell’ordine n. Cosl vediamo
cheé il prodotto df un numero qualunque di determinanti che sono
tutti dello stesso ordine si puod esibire come un nuovo determinante
di quell’ ordine.

Quindi generalmente il prodotto di un numero qualunque di de-
terminanti di ordini gualunque si pud esibire come un determi-
nante dello stessé ordine di quello del determinante dell’ordine pitl
alto tra i fattori. Poich® per Art. 33, tutti gli altri determinanti
si possono rendere dello stesso ordine di quello che & dell ordine
pift alto; ed allora il prodotto di questi determinanti dello stesso
ordine si pud ¢sibire come un determinante di quell’ ordine.

41. Supponiamo che si voglia formare il prodotto dei due deter-
minanti

Per P Art. 28 possiamo cambiare le successive linee in successive
c¢olonne nell'uno o nell’altro di questi determinanti o in tuiti e
due: Cosi, ¢ dinotiamo il prodotto con

C . C

w1t nn
possiamo formare i nuovi costituenti in quattro modi, poich® pos-
siamo adottare da per tutto una qualungue delle seguenti leggi,
Cook = oy Doy + @03 Dpoa + oo 4 050y Lo
O pure ;g = Gyyq bysg & Gia bayp + - T @iy busks
O puUTe C4p = Ay g by Qo Ugon - oon A Gy Doy

OPUTE g = @y by Gy by b0, 0,0

26
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42. Dinoti 4;,, il coefficiente di @,,; in un determinante &. 1l si-
- stema di simboli
Aps Appgs oo 4

'n

Ayogs Agugs ove A,y

An’i* ‘411’2’ A An*n

si chiama 1l reciproco del sistema di simboli

Qysgs Tpagy oee Qpop

Qayps Qagy voe Bayy

i Durar Cprgy oo Uy

: 43. Il delerminente di un sislema che & il reciproco di un sistemd
L proposto di n* simboli & la (n—1)0a polenza del delerminante del s
slema proposio: :

Se moltiplichiamo i determinanti

ed [ ay,y, ey,

i ofteniamo per prodotto

12 AR ("nfn“

i.n cni. cl,k-_-.zii,,’ak,.,—k Aprg al\?’z.“l‘""_i‘AI:WLa'I{,'_n' Quindi per l’.r}fb. 34
i costituenti dell’nltimo determinante hanno il valore B 0 0 séconde
che 7 ¢ i sono eguali o disuguali. Cost questo determinante si ri-
Auce al suo primo clemento ¢,,y¢y.9-.. €,.,, clo, ad A% Quindi
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. — 3

Apppr oo Aguy] R= R
As e Ay

]

onde [0 e Agyy| = BP0
"ln'l7 "[uw:

1. Supponiamo che si abbia un determinante dell’ nmo ordine, e
ncl slmbolo di quadrato che lo dinota supponiamo che si dl\tr‘ll"'-
gano m colonne ed m lince; i simboli rimanenti si possono supporre
allora ravvicinati tra loro in meodo da formare un nuovo simbolo
di quadrato che & un determinante dell’ ordine n—m. Questo de-
terminante si chiama un determinante parziale o un determinante
ininore, rispetto al determinante primitivo. I simboli comuni alle
m linee e colonne formeranno un simbolo di quadrato che & un de-
terminante dell’ordine m. Questo & anche un determinante parziale
o determinante minore. I due determinanti de‘leh o minori si di-

cono essere complementari fra loro,

45. Dinoti R un determinante dell’ordine n. Un determinante
parziale del sistema reciproco dell’ordine m & numericamente eguale
al prodotto di £™°' pel complementare del determinante pdl‘lele
corrispondente del sistema primitivo,

Dinoti f, g, ...7, 5, ... una permutazione deghi n numeri 1, 2,...n;
e dinoti 4, k, ... u, v, ... un’altra permutazione. E supponiamo che
[, g,... ed i, k, ... siano gruppi ciascuno di m numeri, mentre r,s...
ed u, v, ... siano gruppi clascuno di # —m numeri. Cosi

.

PRI

1f,[7 -!f,]“
dgrgn A
¢ un determinante parziale del sistema reciproco dell’ordine mj lo
dinoteremo con S.
Ora
Apsps Upago ooe Opyye Gpopy e
Ay Ggepn v Qs Qs oo

l

W
Ry

a€ (43

v Uprg o Qprgr oo
< By Oyryr ==
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incuie ¢ 4+1 0 —1 secondo che lo permutazioni [, ¢, ... 7, s, ...
ed 4,k,...u,v,... appartengono alla stessa classe o a classi diverse.

A Y
Proponiamoci ora di ottenere il prodotto di questi due determi-
nanti. 11 determinante $ si pud elevare all’ordine n inserendo co-
stituenti addizionali; si vegga U'Art. 33. Cosi possiamo parre per S
il determinante seguente,

1 ;1[,1-, .'1/,,[, '1/"11’ 4!/.4", e
[ Ageis Agog oo Ay Ay oo |
L e

! |
#Hr'z’ [’)r’k’ . Brwv ]”r*v !
Byt Bogs o By Borgoe-- '

in cui i costituenti dinotati dalla letters B con indici si suppongono
tutti zero, eccetto quelli che stanno nella diagonale, i quali si sup-
pongono tutti eguali all’unitd,

Ora si formi il prodotto di S cd ¢ht, il quale sard un nuove de-
terminante dell’ ordine n. 1 costituenti di questo nnovo determi-
nante siano dinotati dalla lettera ¢ con due indici, il primo dei quali
indica come al solito la linea ed il secondo Ia colonna. Per PArt, 41
vi sono quattro modi secondo i quali possiamo determinare i co-
stituenti nel prodotto di S ed eR; sceglieremo il primo di essi, se-
condo il quale ¢,,, si otticne moltiplicando rispettivamente i costi-
tuenti nella p®2 linea di S per quelli nella g™ linea di eB. Cost

1

a _— L N A iy . - A . s .
’i’l""‘jl"f“:"' F'A/,,ngf..,; {o A/,ua/,u~{ ‘l/vw‘/w e
rl,2f_}/,[ay,;—{—.1/-,,'0‘”,,1—; .[I»,,,jll!/,ll—1 ‘1/,L.a‘,,,v o

Wuindi per VArt. 34, abblamo ¢, 4 Cargr -+ Cppapy tUllL cauall ad R,

menire tutti gli altri costituenti nelle prime i linee del determi-
nante che ¢ il prodottg di § ed €l sono zero.

Per il primo teemine nella (m4-1)™ linea, abbiamo
: N/ N A e b U,
Cmi 01 R"’iaf" ! 1)),,,..;5/,/‘ Preen l’r*u“’f‘u’ L, YUt A

peach® utt’i simboli dinotati da B con al'indiei che qui si trovano




PROPRIETA DEI DETERMINANTI. 230

$0no zero eccetto B, il quale & Punitd. Pel secondo termine nella
(m - 1)ma linea abbiamo similmente

Cont112= o
Procedendo in questo modo, troviamo che la ¢m 4+ 1)™ linea nel
prodotto di S ed 2t ¢ la stessa che la (m + 1)m, colonna in ¢R.

Similmente, la (4 2)% linca nel prodotto & la stessa che la
(m+ 2)ma colonna in €A,

Il determinante quindi che ¢ equivalente ad SzR si riduce per
PArt. 31 al prodotto di B™ pel determinante seguente del (n—m)"®
ordine,

Qprggr Epogr woe

$1750 (ls, vy e

(o1 S=eM™ Y a,,,, a,

as’u' aS’U’

46. Gli esempi seguenti possono esscre verificati dallo studente.
Negli esempi (4), (B), e (6), abbiamo determinanti di cui i costi-
tuenti sono essi stessi determinanti.

M0, a, [3,
o, 0, T (ﬁl 9, 2, 62 9
] ::0'.3(Z|‘+\$ @l _|_'v-«., 20 CJI DU YY1~ @\QIYYI
@ Y Vs 0y
s f’p 257 0
2) 0, a G v |
-, 0, v & -
=(aoy — 55, + Y03
"?M ‘,’, 0, a, 17TV T
-7 ”‘\qy — 0y 0
(;)’,l ! 0, o, @, V
[ - &, 0, Yo P (l = (462 \a—,;.?'l_}_ l_%izﬁl_ij_{'l Py
;i -{Z’ “‘Y‘l’ (, f/\.l J ' (qa j{l+\( ,“)-
| i
i

R I THE A
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S ool Jme] |

g, a fHh =g |a,h, g

g, al Ja,h hy 0,1
: fi h !h, b g, [ ¢
{ ) I

fih ;h,g =h (l,]l,(]‘

a, el 1hb b,

mol g f , a»_ﬂvl

(6) b, /'I’ I'fy ¢ h, b i
fiet [hogl |gr
fic ¢, g g, 0
Ry g 79, a [y h
h, b 7, a a, h
g, 1] i, h h, b

a, h, g
=al quadrato di | &, b, f
g, [ ¢

Kt
I
R

(7) a, &

ay, by

c, d

e, al |b, d 0
B eyl (b dy|

II1. APPLICAZIONI DEI DETERMINANTI.

Lo
b

¢y, d a“(ll

1 61

4T, Supponiumo che si debbano trovare i valori di n quantitd
ignote o, &y, ... @ , dalle seguenti n equazioni semplici,

. ) po
Ay Ty b Gy gly Oy gyl g T, =1

Uy 3Ty Qo y ooty yala-l- 0 o by y Ty Uy
20171 A3 a R 2T 2

L R NV TR R

Dinoti 2 il determinante Z=a;,,0e,...¢,,,,; ¢ dinoti A, il coel-
ficiente di a;,) in R, Allora i valori delle quantith ignote saranue
dati dalla formota

P R P 1 g
Reg=uwydy, pFusty,, [ SRR o L B

in cui k pug avere ogni valore tra 1 ed n 'uno ¢ altro inclusiva-
mente.
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Infatti si moltiplichino le equazioni date rispettivamente per
Ayopy Agops -+ Agsps € sl sommino i risultati. I} coefliciente di a;, &
allora

“l7kAl’k'|"a‘.’.*l|'.A2’k“{“"'_I“a’n’kAn*I;'
il quale & eguale ad R per PArt. 34. Il coefficiente di z; &
ai’iA‘l’I."!'a:lﬁi‘/]'l'k_!”""'!"an'iAn‘k'
il quale & zero per I'Articolo 341.
Possiamo scrivere la formola che da 2, cost,
Rey=5,

in cai S ¢ anche un determinante, cio¢ il determinante che si ot-
tiene da R togliendo la k™ colonna di R ¢ sostituendo per essa la
colonna formata da w,, Uy, ... u,.

48. Supponiamo che il determinante R svanisea; allora i valori
delle quantitd ignote diventano infiniti. Cio indica che le equazioni
date sono 1n(:0mp1t1b.11.

49. Supponiamo che g, Uy, ... u, svaniscano, ¢ cle svanisca

anche B. Il metodo dell’ Art. 47 dd por le quantitd ignote la forma

. 0 .
indeterminata o In questo caso possiumo prendere n —1 delle

date equazioni, ¢ queste saranno sufficienti a detierminare i rap-
porti di n—1 delle quantitd ignote alla rimanente quantita ignota.

Questi rapporti perd si possono asseégnare immediatamente. Poi-
ché avremo

[ A N e

in cui i & ogni intero non maggiore di n:
Infatti essendo R=10, abbiamo dall’Art. 34, per tutt'i valori in-
teri di i e k tra 1 ed n,
. A A —_— .
oAy T Opoadpg + Gpsdpg + oo =03
e cosl quando x;,&y, 74... si prendono nei rapporti indicati qui so=
pra, abbiamo

Ty + OpraTs 4 @ ogry + o0 =00
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~

Prendendo n—1 delle date equazioni, e supponcéndo u,, i,, :.. i,
tutti zero, otterremo in generale un solo definilo valore per il rap-
porto di ciascuna di n—1 delle quantita ignote alla rimanente quan-
tita ignota. Segue da cid che quando R=0 i rapporti

Apig t Apys s Agig 0 ot

sono indipendenti da 1.

50. Se uy, Uy, .:. u, svanizcono tutti ed R non svanisce il «i-
stema di equazioni nell”Art. 47 non pud essere soddisfatto altri-
menti, se non suppouendo z;, ,, ... &, tutti zero. La condizione
R=0 & cost necessaria allinche le quantiti ignote abbiano valori
diversi da zero:

51. Per csempio, affinchd le équazioni
a,r 4 by 4 ¢qs =0,
ayT - byy + €3 =1,

gt 4 byl + cq3 = 0,

ammettano soluzioni diverse da zero dobbiamo averd
ay, by, ¢
as, bi’ Ca
Ug,y b:l’ C3 =0.

Se questa condizione ¢ soddisfatta le equazioni possono dssere sod:
disfatte da

Tiyisi| by, 6 :02,a2': ag,bzl

by, ¢5 3y a3 ( ag, by |’

oziyrzi| by, e ]| e by | a3,b3|

by, ¢ l Cry O l ' ay, by |’

0TIy :z byyey |l epmoag |2 | ag by ‘
bay € I Cas Qg ‘ ‘“2» by

Queste tre forme di soluzione coincidono per PArt. 449:
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32, Dalle dguazioni daté nell’ Arts A7 abbiamo dedolto

g Ay Fug Ay s Fregdy, Ao, A, = Reys

Wy Ayrotta Ao, od-ttgdy gt bty A, g =1try,
: - . / » £+ A —

”'l“l"lﬁ ”2‘42% ! ”:1‘13'n.J- v ”u“nw'”"u'

Dinoti p il determinante T4, 45,904, ¢ dinoti o, il
coefliciente di 4,,, in g. Possiamo dalle equazioni precedenti tro-
rare 1 valori di 1wy, ¢, ... %, @ procedendo come nell’ Art. 47 ot-
terremo il risultato generale

pup=R { TyOlyoq - Tohpog e R0 gy g
Yaragonando questo risultato con ’equazione data nell’ Art. 47,
@yt OpoaTo - woo Ay =y

abbiamo, poichd i valori di i, debhong essere identici,

Ma p=&""1 per I'Art. 435 cosi
— i
U= B2y

53. Passiamo ora ad applicare i determinanti ad un altro proble-
ma, quello di formare il prodotto di tutte le differenze fra quan-
titd date.

Siano n quantitd dinotate da @, @,,...a,. Dinoti P il prodotto
delle differenze oftenute sottraéndo ciascuna di queste n quantitd
da tutte quelle che la seguono, sicché

P=(0y—0hy) (0tg—08y)- - - (O, —0Ly) (Og— o) (& —0h). . . (O~ CLy_y) -

Allora P si puo esibire come un determinante dell’ordine n, Infatti
#i consideri il determinante

1oy, %%, ..o
1, oy, 0% ooyt



|
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Questo determinante & una funzione razionale intera delle quantitd
oy, Oy, -, 0,5 ed esso svanisce quando due qualunque di queste
quantitd sono eguali, per 'Art. 30. Esso ¢ quindi divisibile pel pro-
dotto che abbiamo dinotato con P. Inoltre il determinante ed il pro-
n(n—1)
1.2
dotti di @, y, ... &,; quindi il quoziente quando il determinante
si divide per P & qualche numero. E questo numero deve essere
I’ unitd, come vediamo paragonando il primo elemento del deter-
minante col prodotto dei primi termini dei fattori binomii da cul
P & composto.

dotto P sono entrambi del grado nelle potenze e nei pro-

54. 11 determinante dell’ n™® ordine consiste di |n termini. Il
prodotto P prima delle riduzioni conterrebbe un numero molto pit

n(n—1)
grande di termini, ciod, 2 2 . Cosi il determinante & una forma
vantaggiosa pel prodotto a motivo del risparmio nei termini.

5. Abbiamo

2 2 n-q 2 n=3
P2, oy, o, ..oy Lo, o2, o oy
1, oy, 2, oo o™ L oy, %, e oy

e, e ! F O P

2 71-—l 4 n—1
S R SO N J it T OO SN FC OIS

Ora il prodotto di questi determinanti si pud esibire come un solo
determinante; adottando P'ultimo dei quattro metodi dati nell'Art. 41,
abbiamo

Sor 1 S eer Sy

Spr Sn S5, il 8y,

incui s, =0+ o, 4+ e,

56. Supponiamo per esempio che a,, &, ... 2, siano le radici di
un’ equazione dellnmo grado; allora P? & il prodotto dei guadrati
delle differenze delle radici. Cosi il prodotto dei quadrati delle dif-
ferenze di tutte le radici di un’equazione si pud esibire come un
determinante, i costituenti del quale sono conoscintl in termini
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dei coefficienti dell’ equazione data, poiché s, si pud esprimere in
termini dei coeflicienti.

57. Supponiamo che si debbano trovare i valori delle n quantiti
ignote «,, @y, ... &, dalle equazioni

Tyt 2ottt T, 1,
N AR N I P e A O,

ENR ST, TR N TS S N M N

- b~ ) — n-—-q4_ m-
B T R T AL

[ valori delle quantitd ignote saranno determinati dalla formola

- (o —0) (otg—1t) .. (By_y— ) (Bpua—0) ... (2—) .
T (= 0) (O —0) e (g O (O =) - (=0,

Infatti per I Art. 47

incui R=|1, 1, 1, ol

edd S o, U 1, i, |

2Ly, Ui 10 Ry %
N ,
%7, @, By R, @,* |
LI
PR o T g i 0._”11~1I
i—1 T+1

Ora la i colonna in R sia situata la prima, e la i@ colonma in §
sia situata la prima; si vegga 'Art. 32. Indi i due determinanti si
mutino in prodotti di differenze per I'Art. 53; e cancellando i fat-
tori comuni nel numeratore ¢ nel denominatore otteniamo il valore
di z; nella forma assegnata qui sopra.
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58. Il metodo dei detérminanti si pud anche adoperare per otte-
nere I'equazione risultante quando alcune quantitd si eliminano da
date equazioni. Supponiamo che si debba climinare x dalle equa-
zioni f(z) =0 e ¢ (r)=0, in cui

f(r)=a,Fa@z+ay?-t-ars,
Glr)=by+-byatt 12,
Possiamo procedere cosi,
[(O=ayF @t g a4 J,
ol () =04 agv-ta, @t ay S aget,
G(@)=b b+ byr*+04-0,
a2 () =0-F b+ by by,
2o (0)y=0-40+4b 22 4 byad 4 byt
Sia B=a,, ¢, 0, ay, U
‘ , Uy Uy, Uy, @
byy by, 0.0
s By by Dy, U
0, 0. by, by, byl

3

v

allora poiché per supposizione f(x) =0 e @(z)=0, ¢ quindi anche
af(r), ve(x), ed 22¢(zx) sono tutte zcro, ne segue per UArt. 50 che
=0 & la relazione necessaria che deve aver luogo tra i cocllicienti
di f(z) e o(x). .

59. Abbiamo dato un esempio particolare nell’Asticolo preceden-
te, poiché cosi la ricerca generale alla quale ora passiamo & resa
pitt intelligibile. Siano

s . 71—
[ @)=yt au-i-ty0?i-. @, @M =0,

Gl2)=bytbypr-byr .. 4 b, o™ =0

e supponiamo che si debha eliminare @ fra queste equazioni. Ah-
biamo
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" — 2 /1
[ (@®)=a,ta,z+a,2>+.. . +a, 7™,

ol {p) — 2 m_ o, LM
af (@)= eyrta 3. Ae, 1" +a,a™,

L /(l): advn—] —}—(le’n“l
o(2)=by+bywtbgr? 4. 4+ b 2",

()= bgr4-ba?.. b, b2

a"o(a)= "I b ™

Dinoti R il determinante dell’ ordine m + n che ha per sue prime n
linee

Qgr Ops Bgy -o- Gy, O, 0, 0, ...
O, ag ayy oo 0y, @y, 0, 0, ...

am—2' am——’l’ 2, 0, ...

e per sue ultime m linee
by byy byy -oo b 0, 0,0, ..
0, by, byy oo bpqy by, 0, 0, L0

o0 o byay Dy—ys Dy 0,

allora R=0 & la relazione necessaria tra i coelficienti aftinché [(z)
¢ «(2) possano simultaneamente svanire.

L& relazione R==0 ¢& stata chiamata la risultante o 1'eliininante
delle equazioni proposte f(x) =0 ¢ ¢(r) =0.

60. T termini del (uoziente ottenuto col dividere un’espressione
algebrica per un’altra si possono esibire come determinanti.
Sia o(r) =a " a g e, T e, T

Y@)y=b ™ + w4 byl 2 b T

od i1 quosiente di ¢l) diviso per d(r) sia dinotato da

RIS RITRLS A WHE--N—T
Qot +qr Foat qpr -
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Allora sard

I O 2T U 0,.....a,
b by by 0, 0, . g
by, by, by, 0,...... ay
by, by, by, by +venn g
by bpgs Up_gy wevenenn. “.a, |

Questo si pud mostrare col fatto essere vero quando r=0, o 1,
o 2; e pud essere dimostrato generalmente per induzione, Suppor-
remo, per esempio, che ¢4, ¢, ¢s, g5 € ¢, s1 ammetta di essere stati
convenevolmente trovati con questa legge, e vogliamo dimostrare
che g5 lo sia del pari.

Moltiplicando ¢(z) pel quoziente ed eguagliando & &(z) troviamo
5=qo b5+ 0,0t Qaba Habat @by b by e einns M,

e dobbiamo mostrare che il valore cosi ottenuto per {5 coincide con
quello trovato dal determinante. Dinoti R il determinante, allora

4 lbg, 0, 0, 0,0, g
b by, by, O, 0, 0, “"E
9 by by, 0, 0 ay|
by, by, bys by, O, !

Rb, =

i

by, gy by, by, by, @,
by, byo by by, by, ayl

3 3

{ ]
5 ]‘ —Ssbyt 8,y —Sybyt-Saby — S,,b,»[—S‘,asf,

o
in cui Sz, S;, Sy, S50 Spy S, sono determinanti che nascono da R
togliendo 1'ultima linea sempre ed una colonna successivamente.
Cos}

SS:'lU,U,U,O,aOI ao,o,o,u,u]
lho, 0,0,0,aq @y, by, 0, 0,0
]b,, by 0, 0, agl=lay, by, bg, 0, 0 i
;7)2, by, by, U, ay |30 by, by, by, Ul
1boy bay By, b, oay ‘n“, by, By by. b
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per I'Art. 29. Allora con 1'uso ripetuto dell’Art. 31, otteniamo
a,b,* come il valore del determinante; cosi

S a
5 - 0 .,
b,® B by o
Ancora
Sy=1bgy 0,0, 0, ¢, by, a5, 0, 0, 0
by, 0, 0,0, aq by, a5, 0, 0,0
bay oy 0, 0, @yl =—|by, a3, b,, 0, 0
by Dy, bu, 0, ay by, ag, by, by» (
byr by Dy by, @y byy ay, by, by Dy

per I’Art. 29, Ora si pud dimostrare come nell’ Art. 31 che

bov a()v U) U bl O bovao ‘bov O ’ 0
byy @y, 0, 0,017 [bay| " |6y, by, O
byy @y, by, 0,0 by Dby. by
by, ay, by, by, 0
by, @y, by, by, by
by U, 0]
by, @ ) b,.a
Cost Sy==—| "% by, by, 0 |=—1 0 bt=—q,0%
ihys @y by, oy
hay by Dy
o Sy
quindi T = — .
Ancora, Sy= il;o, 0, 0,0, a
ib,, by, 0,0, a, by, 0, a, by, 0
b Va0 0,0, gyl = by, by, 0] |
by, by, bo, O, ag| by, by, @] T °

quindi = = 4y
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Similmente

= = .

ed

cosl Rby=—qoby—q1by— 9l — @by — @by + g (2);

quindi vediamo che R trovato da (2) coincide in valore con gy tro-
vato da (1); il che dovea dimostrarsi. 1L metodo che abbiamo ado-
perato rispetto a g & generale, e cosi ¢, ha il valore sopra as-
segnato.

61. Darcmo ora alcune applicazioni della teoria dei determinanti
relative ad un caso della trasformazione delle funzioni per mezzo
di sostituzioni lineari.

Si abbia una funzione qualunque delle n variabili indipendenti
2y, Ty, .- &5 € siano queste variabili espresse in termini di # nuove
variabili indipendenti y,, ¥, .., ¥, pet mezzo delle seguenti 2 eqna-
zioni lineari:

Ty = Qpaglfy + Goala T o T Gy,
Lo = laylfyt Gpoalfy + oo+ Gaip Yy,

Ty = Quaqly T Qpglfa T oo+ 000,

allora sostituendo i valovi di #y,,, ...z, la lunzione assegnata di-
viene una funzione di yy, ¥y, «.. ¥,

Supponiamo ora che s’ imponga la condizione che
] —— .
T R T EPPIE o A OSSR ¥

allora avranno luogo alcune relazioni tra i coefficienti delle equa-
zioni lineari (1); queste relazioni andiamo ora a dimostrare.

I. Per ogni valore di ¢ e &k tra 1 ed n inclusivamente
2 2 I S
a*),; Py e @y =1

v A . - 1 .
t Aps g b oy illasg A= v 0,40t "“)
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Infatti &1 sostituiscano i valori di z,, »,, ... #, da (1) nell'identi-
ta (2); ed allora paragonando i coeflicienti dei termini simili otte-
niamo (3).

I1. Da (1) pogsiamo esprimere y,,ys,...y,, in termini dizy,2y,...7,;
mostreremo che per ogni valore di ¢ tra 1 ed n inclusivamente

Y= By Tyt ovie i H e (4).

Per stabilire cio sard sufficiente di verificare 1’ enunciato: si so-
stituiscano i valori di @y, o, ... 2, da (1) in (4); allora per mezzo
di (3) si troverd che il secondo memtbro di (4) si riduce ad y,.

1. Nello stesso modo come ottenemnio (3) sostituendo da (1) in
(2) poquna,mo ottenere, sostituendo da (4) in (2), i seguenti risul-
tati per ogni valote dii e ktra 1 ed n entrambi mclusxvamente:

a2i’l+a’7i’2+""{'a2i9/1:4v )
@iy F Qpsglpag oo 4 Gy, = 0. 5
V. 11 gquadrato del ceguente determinante ¢ eguale all’ unita:

Gprgr Bpigy cov Qpoy
Garys Barns -oo Gaop

n a a

nrrr ardy ot Uatp

Si dinoti il detérminante proposté con R: allora R2, per U'Art. 39
& egnale al detérminante

Cropr Cppgs oo "vn}

Carpr Carar ove Cang

]C'n'lv Cprgr o+ Cpep

tH et I".,k:.‘,(I,‘.‘l(,’[,'{'1 Jl—n'iQaI(’Q-{A e J’Ita’.'ni
Cost, da (b); abbiando ¢, ,_-U guando ¢ non & (mualo Al ¢ el
Cosi 'ultimo determin: mto #i riduce al sio primio cleniento, ciod,
all'unitd: quindi B2 =1.
a4
(SN
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V. Abbia A, lo stesso signilicato come nell’Art. 47: allora ofte-
niamo da (1)

1
“: ‘./i":‘l?ui'i"rl"{"‘ 2igly e An’t"”n)'

Quindi, paragonando questo risultato con (1), abbiamo

Apy; ,
;= —I’—Y'...A. (H).
TR :
.
VI. 1 determinanti parziali seguenti che si possono formare con
i costituenti di R sono numericamente eguali:

t
Cptim+ty Crtomer o0 mton)

|
’“nu—'zvm P Ppegsmenr o0 Ima2ra
|
]

s ala771L+‘l' ceeen Uy

ed

Qysys Gprgy o0 by,

[Garrs Gavyy -or Qg

Qg Gaprzy <o+ Oy

Si dinoti il primo determinante con P, ed il secondo con @ al-
lora per UArct. 45,

Aprty Agrgy oon A

2 10

‘42515 Aza-zv see "121";

- Aoy A

mily -

oA

ms2s e rm

& numericamente eguale ad R"71p,

E per I'Art. 35 e ' equazione (6),

A1 Agia

Ays, ‘12727 ’42'111’
|
Ao

"unlv Twor e Nom
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Quindi, poich® R?=-1, vediamo che P e () sono numericaments
eguali.

62. Finiremo con alcuni esempi.
(1) Mostrara che | a, b, ¢ | = a3+ b% 4 65 —3abr.

. e, 4, b

Mostrare che a4 b+ ¢ deve ossero un fattore di questo dotermi-
nante.

(2) Mostrare che
a, b, ¢, dl=a¥ - b¥ b —db 220 4 2032

d,a, b, ¢ - k@bl - AD ac — Aehd - hdPae,
c,d, a, b

b,e, d, a

Mostrare che a4 b-e+d dove cssere un fattore di questo de-
terminante.

(3) 8i abbia un determinante dell’ ordine n + 1 in cui tutt'i co-
stituenti siano eguali all’unita eccetto quelli che formano la serie
diagonale, e questi siano 1, 1 +a;, 1 +a,, ... 1, il valore di

N
questo determinante ¢ aa, ... a,.

Infatti se una qualunque delle quantith o, a,, ... a, svanisce il
determinante svanisce, poiche esso allory ha due linee identiche;
cost il determinante ¢ divisibile per g;,...4,. Iid il quoziente di
questa divisione deve essere 1'unitd, come vediamo considerando
il primo elemento del determinante.

(%) Si abbia un determinante dell’ordine n in cui tutt'i costi-
tuenti stano Iunitd occetto quelli che formano la serie diagonale,
e questi siano 1-+a,, 14y, ... 14-a,: il valore di questo determi-
nante &

4,4 a (.H-L s T T
byl oo s lb‘( al-] wz 7" e ra 5.

Inlatti se una yualungue delle quantitd a,, a,, ... 2, svanisce il o
determinante si riduce ad un caso dell’ esempio precedente; ed il
termine a,a, ... @, si frova considerando il primo clemento del de-
terminante. Quarterly Journal of Mathematics, Vol. 1. pag. 361,
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V, TEOREMA DEL BINOMIO CON I’ESPONENTE
QUALUNQUE.
63. E noto cho quando n & un intere positivo

n(n ~-_l_) 2
1 )

(I +a)" =1 +ne+

Andiamo a dimostrare che questa rolazione regge quando n ha
un valore qualunque positivo o negativo, intero o frazionario, cio®,
dimostreremo il Teorema del Binomio per un esponente qualunquc.
Faremo alcune osservazioni sulla dimostrazione dopo di averla data
nelta forma ardinaria.

64, Supponiamo che m ed n siano inleri positivi; allora abbiamo

0 (g — F o O
(b )™ o= 1 i m (i ,‘ 1) o m (i 1). (m—2) A 0,
1. 3
— w—1) (n— 2
A+ rt=14 ne+ ]i(“ ) a2 7:————-(” h =2 L T (2.
E
Ma I+ o)< +a)t =1 - a)™tn,

quindi il prodotto delle serie ehe formano i secondi membri di (1)
e (2) deve essere = (14 2)"*"; ciod,

(m +71) (i + n— l) R
o2

= ann) R
N (e -y (heg-n-—1) (- — L) 5
i u [V i SRR
| . _.fg)ifl) m{m—1) (n—2) 3 |
,ﬁ.l]—km.r o +__—-—1‘3 B —{—‘
. o=, ne—1) (n—20 2 4
){{1+Jl.z,+—/m—.z-~ ————’—}——— ;{ 3.

L equazione (3) & stata dimostrata netla supposizionc che moed n
siano interi positivi: ma il prodotto delle due serie che si trovano
nel secondo mewmbro di (3) deve essere della stessa forma qualan-
que siano m ed n; conchindiamno quindi che (3) deve essere vera
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qualunque siano m ed n. Adopreremno ora una notazione che ci
abiliterd ad esprimere (3) brevemente. Dinoti f(m) la seric

; 4 J (5]

mm—1) . mm—-0Hm-—-2) .
¥ 4 - a8+ ..

I3 E
qualunque sia m3 allora f(n) dinotera cid che diviene la serie quan-
do si pone n per m; ed f(n+n) dinoterd’ ¢io che diviene la serie
quando si pone m 4-n per m. F quando m & un intero positivo qua-
tunque f{m)=(1+2)™; inoltre [(U) =1. Cosi (3) si pud serivere

Petoane -

fln-Fn)y=Fm) Xf(R)eeeiiiaii. s (4.

Similmente,
[Qutn+p)={(m-+n) Xf(p)=[{m) X0y X[ (p).

Procedendo in questo modo possiamo mostrare che
[On 4 p 5 g ) =L () XL () X (D) XL (@) K erene (5)
Ora sia m=n =p=g=...= ;, in cui s ed » sono interi positivi,

¢ supponiamo che il numere dei termini sia »; allora (5) diviene

o)

quindi {/'(s)g’i':: /<;)

Ma poiche s ¢ un intero positivo f(s)=(1 +2)°, ¢ quindi
1 8

{ [(s) }1-: (a-+ ‘v)r;

‘ s <S l) ‘v
| Y/ P |
adungue (+a) = /'K; =1 +;.v+—-1—r =+ :

Cid dimostra il Teorema de! Binomio quando I'esponente ¢ una |
quantita posilive qualunque. “
Ancora, in (1) st ponga —n per m; cost
[(=m)X[()=[(0)=1}

1

quindi ——=[{—n).

fn)
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Ma se n & una quantitd positiva qualunque, f(n) == (L +0)";

1 .
quindi mz/*(_ n);
—n) (—n—1
ciog, (b4 =1+ (—n)a+ (‘——/»')\—“-);1:3 + ..

1.2

Cio dimostra il Teorema del Binomio quando Uesponente ¢ una
quantith negaliva qualunque.

65. La dimostrazione del Teorema del Binomio per un esponente
qualungue contenuta nell’Articolo precedente fu data la prima volta
da Eulero; benche difficile e non del tutto soddisfacente, essa ¢ un
importante esercizio per lo studento. Faremo ora alcune osserva-
zioni su di essa.

11 primo punto che dobbiamo notare st ¢ il modo di dimostrare
che f(m+n) =/ (m)X[(n). Lo studente dovrehbbe per esercizio seri-
vere tre o quattro termini della serie per f(m), ad anclie della serie
per f(n), e moltiplicarli insieme; se il prodotto si ordina socondo
le potenze di z, si trovera che fin dove esso & stato completamente
formato, coincidera con la serie per [(m + n), Ma dal conoscere cio
che rappresentano f(m) ed f(n) quando m ed n sono interi positivi,
deduciamo senza il fastidio dell’attuale moltiplicazione, che la legge
espressa da f(m+n) =f(m)X f(n) deve aver luogo. It modo di sta-
bilire questa legge nel caso semplice in cui m ed n sono interi ¢
positivi ¢ un valevole ed importante artificio algebrico.

Ma il modo con cui deduciamo che [(n- w)y=[f(m) < f(n), qua
lunque signo m ed n, & ancora pitt importante. Il principio & sem-
plicemente questo: la forma di un, prodotto algebrico aqualanque &
la stessa sia che i fattorl rappresentino numeri interi o {razioni,
numeri positivi o negativi; cosl, per esempio,

Cad-byla <o) =a2 4 (b +e)a+be,

¢ vero qualungue siauo a, b, e ¢. Quindi conchindiamo che f(m)xXfin)
avra la stessa formae in tutt’i casi, siano m ed 7 interi positivi o no.

Lo studente pud anche notare la dimostrazione di questo risul-
tato data nella Teoria delle Equaziond, Capitolo xxiv,
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66. 11 punto pin difficile perd da considerare si & il significato
del segno =nell’ asserzione .

—1
(1+m)":1+7'tm+-£%—2x2+ ..... v (1)
Supponiamo, per esempio, che n=—1, allora 1'equazione sud-
detta diviene
A+ "=1—z+a2—23+........ v (2).

Ora sappiamo chela somma di r termini della serie 1—z +22—a3+...
{—(—a)

\ . . X ) . . N 1A
¢ 1—}_—>~ ; quindi quando # & numericamente minore dell’ unita,
+z

prendéndo abbastanza termini della serie, possiamo ottenere un

risultato che differisce tanio poco quanio c¢i piace da I3
14z

possiamo in questo caso intendere l'asserzione in (2). Ma quando

¢ numericamente wmugyiore dell’ unitd, non vi & alcuna tale approssi-

, € cosi

. y oA
mazione numerica al valore di s ottenuta prendendo un gran
z
numero di termini della serie 1 —2 422 — 25+ ...

Vedremo nel Capitolo sulla Convergenza delle Serie, che guan-
do » & namericamente minore dell’unitd, possiamo formarci un
concetto definito della serie nel secondo membro di (1) gualunque
sia n. In questo caso non vi & alecuna difficolta nell’asserzione

metn) = [ ()X [ ()3

eiascuna delle tre serie che cssa contiene & aritmeticantients intel-
ligibile. Ma quando # ¢ numericamente maggiore dell’ unitd; non
possiamo dare un significato aritmeti&o alla serie o all’asserzione;
tutto ¢id che possiamo dire si &, che se formiamo il prodotto dei
primi 7 termini di f(m) e dei primi » termini di f(n), i primi r ter-
mini del risultato coincideranno con i primi r termini di f(m +n);
ma cio non ci giustificherd nello serivere f(m +n)={(m) X [(n). 11
¢us0 In cui ¢ numericamente eguale all’ unitd richiederebbe un
esaine speciale che sarebbe qui fuori luogo.

Nell’ insieme possiaumo conchiudere che il Teorema del Binomio
per lo sviluppo di (1 +2)" di un risultato che ¢ aritmeticamente
intelligibile e vero quando 2 ® numericamente minore dell’unitd;
in qual senso il risultato sim vero quando # & numericamente
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maggiore dell’unitd non & stato ancora spiegato in un modo ele-
mentare. [ soggetto dello sviluppo delle esprossioni perd & propria-
mente una parte del Calcolo Dilferenziale, al quale lo studente puo
riferirsi per una pitt completa considerazione delle dilficolta.

07. Trovare il termine numericamente pitc grande nello sviluppo di
1+ x)"

Cousideriamo & come positivo,

]. Si supponga n un intero positivo.
I termdne (r+4)M° si pud formare moltiplicando il termine p™o

n—r+1 1
per ‘__1_.+_ x, ciot, pe (E——- ——1).1:; e questo moltiplicatore di-
r

minnisce al crescere di r. 5i ponga

(7—L+1 —1).17:1, onde p—_-(nJr“m.
41

Se p ¢ un intero, due termini dello sviluppo sono eguali, ciot,
il pmo ed il (p+1)Me | e quesli sono maggiori di ogni altro termine.
Se p non ¢ un intero, supponiamo ¢ la parte intera di p, allora il
(q+1)me termine & il pilt grande.

I1. Si supponga n positivo ma non intero.

Come sopra, il termine (r+1)° si pnd formare moltiplicando il
n +1
termine MO per —1

Allora se 2 ¢ maggiore dell’unitd, non vi ¢ alcun termine mas-
simo; poiché il moltiplicatore precedente si pud, col crescere 7,
rendere tanto vicino a —a guanto ci piace; ciod, ciascun termine
a partire da un certo termin® fisso in avanti si pud rendere tanto
prossimamente quanto c¢i piace numericamenie z volte il termine
precedente, e cosi i termini crescono scnza limite.

Ma se 7 non ¢ maggiore dell'unitd v sara un termine massimo;

(—w, allora finché » & minore di p il moltiplica-
41

tore & maggiore dell’unitd, ed i termini vanno crescendo; ma quan-

do » ¢ maggiore di p il moltiplicatore ¢ minore dell’unita, e finché

esso continua ad essere positivo esso diminuisce al crescere di rj

o quando il moltiplicatore diviene negativo esso ¢ ancora numeri-

infatti se p =
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¢amente minore dell’ unitd; sicch® ciascun termine dopo che r ha
sorpassato il valore p & numericamente minore del termine prece-
dente. Quindi, come mnel primo caso, se p & un intero, il termine
pmo & eguale al termine (p+4 4)™0, e ques‘m s0Nno nnmnori di ogni
altro termine; se p non & un intero, si supponga g laj parte intera
di p, allora il termine (g+ 1)mo & il pit grande.

HI. Si supponga » negativo.

Sia m =—mn, sicchd m & positivo. Il valore numerico dell'(s4-1)me
termine si puod ottenere moltiplicando quello dell’rm® termine per

m-r-—-1 . m—1
— )% ciot, per — +1

Se z ¢ maggiore dell’ unith possiamo mostrare, come nel secon-
do caso, che non vi & alcun termine massimo.

Se z & minore dell’unita, si ponga

-1 . -
(L—H)m:l, ende ]J:_()L:- ha

—

3

Se p & un intero positivo, il pM° termine & eguale al (p 4 1)me
termine, e questi sono maggiori di ogni altro termine. Se p & po-
sitivo ma non un intero, supponiamo g la parte intera di p, allora
il {(g-+ 1)m termine ¢& il pit grande. Se p & negativo, allora m ¢
minore dell’unitd; in questo caso ciascun termine & minore del
precedente, ed il primo termine, cio?, Punita, & il pili grande.

Se # & eguale all’ unitd, allora quando m & maggiore dell’'unita
termini crescono continuamente e non vi & termine massimo, quan-
do m ¢ eguale all’unitd i termini sono tuiti eguali, e quando m &
minore dell’ unitd i termini decrescono continuamente sicché il
primo & il pit grande.

Abbiamo supposto da per tutto che z sia positivo; se z & nega-
tivo, si pongay=—a, sicché y & positive; allora si trovi il termine
numericamente pitl grande di (1 4+ 4)®, e questo sard anche il ter-
mine numericamente pin grande di (1 + )",

68. 11 primo termine dello sviluppo di (1+2)® & 1'unitd; ogni
altro termine & conosciuto poiché 1 (r 4 1)™0 termine ¢
n(n—1).. (n——'r—{—l)
L
Questa espressione si chiama il termine generale, poiché ponen-

do 1, 2, 3, ... suceessivamente per r, essa ci 44 successivamente
20
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il 2°, 8%, 40 ... termine; ciod, possiamo ottenere da esso egni
termine dopo il primo. L'espressione del termine generale si pud
modificare in casi particolari, ed alle volte semplificare, come si
vedrd negli esempi seguenti:

(1 42)~™. Qui n=—m; il termine generale diviene

(=m)(—m—=1D...(--m —;7'+ H .,
z,

lr

il quale si pud serivere

m{m+1)...(m+r-1)

lr
1
2

1
A+ 2)% Quin= ?z; il numeratore del coefficiente di 2" &

171 1 1
i<§ B 1) (7: _“2> (5 —r+ '1);

se 7 non & minore di 2, questo si pud scrivere

(— 1)

1.3.5.7...(2r —3)
9" (

-~
1
quindi nello sviluppo di (1 + )%, il primo termine & 1, il secondo
& ém, ed ogni termine seguente si pud trovare ponendo per 1'(r4-1)mo
termine
1.3.5.7...(2r—=3)
A

(1 +2)72. Questo & un caso particolare di (14 2)™™. 1l coeffi-
ciente di 2™ &

(— 14"

2.3.4...2 -
L L( 2Dy, ciod, (1) (<17
T

(1 —x)7%. Per " esempio precedente 1'(r + 1)M® termine &

(r41) (=1 (=), ciod, (r4+1)a"
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(1 + )78, Questo & un caso particolare di (1+2)~™. 1l coeffi-
ciente di & &

3:4.5... (3 —1 .
,_o—<_ﬂ__>(_'1)7,ci0
r

(1 —2)73. Per I’esempio precedente I'(r + 1)™° termine &

5, (r+ 1);7‘—!»2) (— 1),

r+H@r+2

) (r+2)
2 '—“"“:'—-‘———(l'.

(— 1) (—2), cio?, 3

Se # ed n sono positivi si troverd che nello syiluppo di (1 +2)™"
i termini sono alternativamente positivi e negativi; e nello svilup-
po di (1 —#)"™ i termini sono tutti positivi. Se « ed n sono positi-
vi, ed n non & un intero, si trovera che nello sviluppo di (1 + )"
i termini incominciano con essere positivi, ed eventualmente di-
ventano alternativamente positivi e negativiy e nello sviluppo di
(1 —=2)" i termini incominciano con essere alternativamente posi-
tivi e negativi, ed eventualmente diventano tutti dello stesso segno.

69. Trovare il numero dei prodotli omogenei di v dimensioni che s
possono formare con n lellere a, b, ¢, ... e le loro polense.

Con la divisione ordinaria, o pure col Teorema del Binomio,

’

i
= =1+ ar+a?2?+ a3+ ...
1 —ar
1 o
e 4 b 4 D222 - B3% L
1—bx
1
=1 b er 2o Pt 4
1-cr
Cosi
1 1 1 g )
I o=l b artaa® adad
l—ar 1—br 1 —cx t POt 4 T }

LA b b DR 4 DY }yéi + x4 2ot eBad }

]k Spre Sp? - Sged - ... supponiamo.
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Qui Sp=a+b+cH ...,
Sy=a?+ab402+ac+ ...,
Sp=a% 4 a®b+ abe+ 03+ ... |

cioe, Sy & eguale alla somma delle quantitd a,d,¢,...; S, & eguale
alla somma di tutt’i prodotti, ciascuno di due dimensioni, che si
possono formare con @, b, ¢, ... e le loro potenze; S; & eguale alla
somma di tutt’i prodotti, ciascuno di tre dimensioni, che si pos-
sono formare; e cosi di seguito. Per trovare il numero dei prodotti
in ciascuno di questi gruppi di prodotti, poniamo a, b, ¢, ... ciascu-
no =1; cost
1 i 1 divi 1 s 1
T T T iviene m o (l—z)™".

Quindi in questo caso S, & il coefliciente di z" nello sviluppo di
(1 —a2)™; cioe,

Tt (ndr—1)
= B .

Questo & dunque il numero dei prodotti omogenei di » dimensioni
che si possono formare con a, b, ¢, ... ¢ le loro potenze.

70. Trovare I numero dei termint nello sviluppo di un polinomio
qualunque, I esponente essendo un inlero positivo.

Il numero dei termini nello sviluppo di (2, + ay -+ ag+ ... +a,)"
& lo stesso che il numero dei prodotti omogenei di n dimensioni
che si possono formare con ¢y, ay,a... a,, ¢ 1¢ loro potenze. Quin-
di, per I Articolo precedente, esso &

rirEDE+D =1

[
L

71. 1l Teorema del Binomio si pub applicare ad estrarre le radici
dei numeri per approssimazione. Sia ¥ un numero di cui si eerca
la radice n®™a | e supponiamo N=«" 4 b; allora

! 1 b \! 1
NH, — ((l‘"‘ _]L_ b)n:a<l +_ __n)n: a (t _£< J,>ll,
a

in cui x==-—. S¢ ora r & una piceola frazione, i termini nello svi-
a
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1
luppo di (1 4-x)® diminuiscono rapidamente, e possiamo ottenerc
1 1

un valore approssimato di (14 2)*, e’quindi di N®, ritenendo so-
lamente pochi di questi termini. Sard percid conveniente di pren-
dere @ in modo che o” differisca tanto poco quanto & possibile da
N, e cosi b sia tanto piccolo quanto & possibile. Alle volte sard me-
glio di supporre N=a"—b.

72. Chiuderemo questo Capitolo con sei esempi che illustreranno
I'uso del Teorems del Binomio.

(1) 11 rapporto (a—Hv)" " & presso a poco eguale .al rapporto
a-nz: o quando nz & piccolo in paragone di a. Questo valore sia z
positivo o negativo, e per valori di n interi o frazionarii, po<1t1\1
0 negativi.

a—
2) Svilupp:
(?) uupptrep+

b. hat |
a+by at+br ( -rbz)(l+qm>

P+ oqr <H )

si sviluppi (1—}- —'> col Teorcma del Binomio; cosi abbiamo -
P

b . .
in una serie secondo le potenze crescenti
qx

di .

br 1 2 gl
atdr 1o 1__4_2_’{_114_,,,)

prar po »p
a aq qr aq
=-+ “(b— i) - —,‘< +-
PPN P p* P

0 pure possiamo procedere cost,

aqw aq
cpe T b=5)¢ a r aq 7\ 7!
a-bbr . P ~¥+'<b——l><l+q—
ptagr P '}‘ ar ptaqr p P 4 P

a @ grz? g
,.,_L[.i@,_@)( R e T
pop p p P P

¢ cosl otteniamo lo stesso risultato come sopra.

Questo csempio s’ incontra frequentemente nelle matematiche.
specialmente net easi in cui # & cosi piccolo che si possano frascu-
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L d
rare il suo quadrato e le potenze superiori; abbiamo allora appros-
stmativamenle

pra p p\ p )/

(3) 8i vogliano i valori approssimati delle radici dell’equazione
quadratica az®*+br-+-c=0, quando ac & molto piccolo in parago-
ne di 2.

at+br a w<b aq

— b=/ (b*—4dac)

Le radici sono
9
%l

2

wbifl 1 hac 1<!1czc>2 1<4ac>2 }
==y s () ~nlw) o

Cosi per la radice col segno superiore abbiamo

4 1
E pel Teorema del Binomio, \/(b%~- 4ac) =b <’1— l_af_>2.

c act 223
b B

e per la radice col segno inferiore abbiamo

b ¢ acr 2wt

~_+_—§_'_.._'+ TR T e
a b b® b
Se a ¢ molio piccolo, mentre b e ¢ non sono piceoli, la prima

b

radice non differisce molto da —-, e Daltra radice & numerica-

¢
b

mente molto grande.

Merita di essere notato che il valore approssimato della radice
nel primo caso coincide con quello che otterremo nel modo se-
guente. Si scriva I’ equazione cosi, '

b4 c= — ar?,

Per un risultato approssimato si trascuri il termine ax? come
piccolo; cosi otteniamo T=— Indi si sostituisca questo valore
approssimato di # nel termine az?; cosl otteniamo

b ac?
che=—gr
. ¢ ac?
ciot, R .
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Ancora, si sostituisca questo nuovo valore approssimato di  net
termine ar?, ¢ si conservino i termini che conten gono a ed a?; cosi
otleniamo

ac 2023

brte=m—m— —
b2 b*

f.‘iOlf‘, I = — e e ——
e cosi di seguito.

(4) Dimostrare che se n ¢ un intero positivo qualunque la parte
inlera di (2 4/3)" & un numero dispari.

1l significato di questa proposizione si vedrd facilmente pren-
dendo alcuni casi gemplici; cosi 2+ 4/3 cade fra 3 e 4 in valore,
sicché la parte intera di essa ¢ il numero dispari 3; (2 + 4/3)? si tro-
verd che cade fra 13 e 14 in valore, sicch¢® la parte intera di essa
¢ il numero dispari 13.

Supponiamo che I dinoti la parte intera di (24 4/3)™, ed I+ F il
suo completo valore, sicch® F ¢ una frazione propria. Abbiamo pel
Teorema del Binomio

1 [ — 2 n
P L @;_?_1)2”,-2 % .. £ 32 (D).
Ora 2 -— /3 & una frazione propria, qﬁindi & anche tale (2-4/3)";
dinotiamola con £'; allora

U
Fr=9" n"132 4

o 2 n .

”%L Qf»r)z’*-?\%z_..,jL(~ D32 (2).

51 addizionino ora (1) e (2); 1 termini ¢rrasionali nel secondo

membro spariscono, ed abbiamo

A (c)n _'{l_(n"II)MwQ.

[+ F ‘Lrw‘zlv 4 o ¢ 3

‘ nn—1mn—2)(n
| I

=ad un intero pari.

—3) ?""‘43"54—. ) }

Ma £ ed F' sono frazioni proprie: dobbiamo quindi avere .

F+ F'=1, ed I =ad un intero dispari:
}



312 TEOREMA DEL BINOMIO. LSPONENTE QUALUNQUE:
Un simile risultato vale per (¢4 4/b)"” se @ & I'intero prossima:
mente maggiore di 4/b, sicché a— 4/b sia una frazione propria.
(5) Trovare la somma dei coefficienti del primir+ 1 termini dello
sviluppo di (1 —#)~™. Abbiamo
( - 1) 2 n(n+1) (n—l—a—l)
2 |r

('l-x)"‘:l+z+a:2—|—a;3+...

(A —2) =1 +ne+

Quindi (1 —2)~®*1) & eguale al prodotto delle due serie. Ora se
moltiplichiamo insieme le serie, vediamo che 4l cocfficienie di =" nel

prodotto &
in +n<n+1>+ A1) (g —1)

2 [r

possiamo naturalmente assumere allora che questo deve essere
eguale al coefficiente di 2" nello sviluppo di (1 —2)~(®+1): cigd, ad

(n+-DHr+2)...(n41)
L ’
cosi la somma richiesta & effettuata.
(6) 11 Teorema del Binomio si pud applicare nel modo ora mo-

strato a stabilire numerose identitd algebriche; daremo ancora un
esempio.

m(m—1) (m—2).. (m——?—{—’l)
L~

Sia g(m,r)=
si cerca di mostrare che

o(n, 0) o(n, ) —¢n, Hoemr—1,r—1)+o®n,?) g —2,r—2)
—on, Hen—3,r—=3N+...=
L'espressione qui data & lo sviluppo di

nn—1)n—-2)...(n—r+1)
lr

(117,

il quale evidentemente deve essere zero,
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ESEMPII DEL TEOREMA DEL BINOMIO.

Sviluppare ciascuna delle dodici espressioni seguenti sing ol
quarto termine:

L (1), 2 (o)t 3. (b,

1. (H—m)_%. 8 (1+W)—2:~ G (']+x)~§.
7. (1—1')%‘ R, ( I-~72.p)%, 9. \(a*—a¥:
10. (a2 . @), 12, (14505 .

Trovare I'(r - 1M termine nello sviluppo delle otto espression!
seguenti

1
13 (o)™ M. (=), 15, (l—a)",
1 . )
16, (1=par)” 1 . 18, (1—a?) ¥,
) ( ] ) i \/(1—i-1‘) ( 1)
1 ’ 1
19. (1-2r) * 20. + :
V(1-7)

Calcolare approssimativamente le quattro radici seguenti:

2. W @2h). 22. ::/(999). 23. \5/(31). 4. t/(?)f)()()u),
25. Se # & piccolo in paragone dell’ unitd, inostrare che
3
VD) + yid—a? =1 e prossimamente.
L4241 —2) 6

26. Mostrare che il numero delle combinazioni di n cose quando
prendono ad una, tre, cinque, per volta eccede il numero quando
prendono a due, quattro, sei, ... per volta di un'unita.

27. Mostrare che il numero dei prodotti omogenei din cose din
dimensioni ¢

s

s

‘?”f_—J

Ug.n-—l ‘
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Trovare il massimo termine nei quattro sviluppi seguenti:

)
28, (1-+2)" quando z =< ed n=14.
J
R 4
29. (I4+2)™ quando z =~ ed n=12%
J
B}
30. (14+2)™" quando z = = cd n=23.

1~

= [ b
(1—2)~" quando r = o ed n =3

N+
32. Trovare il massimo termine nello sviluppo di (n—;) l.
quando n & un intero positivo,
33. Trovarc il numero dei termini nello sviluppo di
(@ 40+ c--d)yt°.

34, Trovare il primo termine con un coelliciente negativo nello
11

1
sviluppo di <1 +—-J‘> 3

35. Se p & maggiore din, il coefficiente di &P nello sviluppo di

it , p(p’l_*flz) (1)—'»—— 2‘ ...... {])2_(7'/__/1)2%
&
(1 — ) |2iz—-1
N (1— "x)“
36. Il coefliciente di z** nello sviluppo di —— (13028 e
- (n+1)(n+2) (hn+ 3)'
.2
37. Trovare il coefficiente di 2" nello sviluppo di El -zr% .

C atax\% s s
38. Sviluppare <—— )3 secondo le potenze crescenti di z. Seri-
a—z
vere il coefiiciente di 2% e di 22

39. Mostrare che I'nmo coeilicionte nello sviluppo di (1 —a)™"

sempre il doppio dell’ (n — {)wo,

10. Mostrare che se ¢, dinota il termine medio nello sviluppo di

(1+ %, allora {40y + 1,4 o= (1~ hay %
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41. Secrivere la somma di
-3 B ’1-3-5— +
£.8.12

1
{1 i + ... all’infinilo.

42. Trovare la somma dei quadrati dei coefficienti nello sviluppo
di (1+2)*, quando n & un intero positivo.

43. Se p,= ?, dimostrare che

Qh6... 2
1
Poni1+PaPant PaPapont oo TPt Ppga + PpPp = 3

44. Mostrare che se m ed n sono interi positivi il coefliciente

. i \ - .
di ™ nello sviluppo di T & eguale al coelliciente di a®
T :
N . 1
nello sviluppo di ————-.
& { i — ‘(,)u. 1

45. Trovare il coefliciente di 2" nello sviluppo di

(3 2+ 302 4 A0S 4 o all infinilo)™.

V. TEOREMA DEL POLINOMIO.

73. Ci proponiamo di trovare un’espressione pel terumine generale
nello sviluppo di (¢, a2+ as2® + age® + ...)" 1l numero dei ter-
mini nella serie a,, a;, a5, ... puo essere qualunque, ed n puod es-
sere positivo o negativo, intero o frazionario.

8i ponga b, per agr-+a,a? 4+ aget - ..., allora dobbiamo svilup-
pare (a,+ b,)"; il termine generale dello sviluppo ¢

nn—n—2 ..,...(n—w.+ 1
L
W essendo un intero positivo. Si ponga b, per a.z:v"’-‘r a4 ..
allora b* = (a7 + by)*; poiche . & un inlero positivo il termine ge-
nerale dello sviluppo di (a2 Dy)* si pud dinotare con

ne—
a THp P,

“e

"
(a14,7, o pure con L& (a,2)T 0,475

121k —q

adotteremo la seconda forma come pill conveniente pel nostro
$CODO.

e
l2]p—q
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Combinande questo col primo risultato, vediamo che il ternine
gencrale dello sviluppo proposto si pubd scrivere
n(n-—1) (n—2)...(n—p41 ]
g [
Ancora, si ponga by per a,a%4-a,2% +. .., allora by I=(a,a2 +by) P,

ed il termine generale dello sviluppo di questo sard

,——o-y' — {] I 2 7‘[ p-g-r
s ;J.——q—'r< 2% 0y ’
Quindi il termine generale dello sviluppo proposto si pud scri\'cré
nn—n—2...(n—p+ l)a -
|_q_L¢:“J.—-([~1’ °

Procedendo in questo modo otterremo pol termine generale ri--
chiesto

nm—)n—-2)...(n —p+1)

lalr[s]e

in cui qFrdsl =

aoﬂ’_p'(a‘l‘/l")'lbz“_q_ .

Pv(alaf) 7 (az.’lf2)1' b:;ll'—"/*",{A. ..

Dby G, 70 50 b LArer+assalt. ..
a," Fata,ale,t . 2TTETS

Se supponiamo n— . =p, possiamo scrivere il termine generale
vella forma

nn—1n—-2...(p+1)

[a[r[sle

in cui prgdrEsHio =

aopalr/azrassalf . ajq+?r+:;s+4l+. ..

Cosi lo sviluppo. del polinomio proposto consiste di una seric di
termini di cui quello ora dato si puo prendere come il tipo ge-
nerale.

81 deve osservare che g, v, 5, {, ... sono sempre nleri posilivi,
ma p non ¢ un intero positivo & meno che n non sia un intero po-
sitive. Quando p & un intero positivo, possiamo, moltiplicando il
numeratare ed {1 denominatore per | P, scrivere il fattore

nn—N -2y .. (p+1

laleis]/...
nella forme pit simimetrica

1
DTal s
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Nell'espressione precedente pel termine generale possiamo ri-
guardare il moltiplicatore di a7+2F+38+4+.w come il coefficiente del
termine. Alle volte pero la parola coefficiente si applica al fattore
a(n—1)...(p+1)

(Al
rola nei casi in cui # si & messo cguale all’unita, come negli Esem-
pii 25...32 in fine di questo Capitolo.

questo ¢ ordinariamente il significato della pa-

T4. Supponiamo che si voglia il coefficiente di una potenza as-
segnata di z nello sviluppo di (e, + a;@ + a2* +...)", per esempio,
quello di 2™. Abbiamo allora

g4 23 A=
p+qg+r4+stit.o=n.

Dobbiamo trovarc per tentalivi tutt’i valori interi positivi di
g, 7, 8, I, ... che soddisfano la prima di queste equazioni; allora
dalla seconda equazione sipud trovare p. 1l coefficiente richiesto ¢
allora la somma dei valori corrispondenti dell’espressione

nn—=1Hmn—2)..(p+1)

mEnes

Quando n ¢ un intero positivo, allora p deve esscre anche lale,
e possiamo usare la forma pill simmetrica

a,"ala,"aa)l..

P, q, T, s, 1
Qg Ayt @y Qg Qy ..

75. Per esempio, trovare il coelficiente di 27 nello sviluppo di
(1 -+ 2o -k 3* + 4zt .
Qui g4+ 2r43s=T,

pHq+r+s=14

S'incominei col pitt grande valore ammissibile di s; questo &
5=2, col quale abbiamo r=0, ¢=1, p=1. In
seguito si tenti s=1; con questo possiamo avere
r=2, q=0, p=1; ancora possiamo avere r=1,
q==2, p==0. In seguito si tenti s=0; con que-
sto possiamo avere =3, ¢g=1, p=0. Queste
sono tutle le soluzionis esse sono riusite nella {777
favola annessa, :
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Inoltre a,=1, a,=2, ay=3, ayg=4. Cosl il cocfficiente richiesto ¢

l

[

21,42+%32.41+%22,31.41 _}_%31_33;

P

ciod, 38444324576+ 2163 ciot, 1608.

Anvora; trovare il coefficiente di 3 nello sviluppo di

1 { 5
(14 204 322 4 had 4 )2 pj 1
-3 0 0 1
Qui g+ W+ 3+ ... =3, ~
3
1 - 1 1 0
pragtrtst..=5. 2
~ 5 - |7 |
Tutte le soluzioni sono riunite nella ta- |7 5 3 0 0

vola annessa, ed il coefficiente richiesto &

GBI
O
3 2 2 3
R
ciod, 2 —5 + 55 ciot, 1.
In questo caso, poiche
U+ 2w B et L = ()T

1
E

Pespressione proposta & § (1 —)72}?, ciot, (1—a)~". Ld
. (I —o) V=1 tata?4-a2% 4.

cost vediamo che il coefficiente di #% deve essere 13 e lo studente
si pud esercitare applicando il teorema del polinomio a trovare i
coellicienti di altre potenze di 2: per esempio, il coefficiente di &*
si froverd cssere

5 9 9 5H L

Z,j,—— .~‘—’S-}-7l——g, ciot 1.

76. La forma del coefficiente nel Teorema del Polinomio nel caso

in cui Iosponente & un infero positivo potrebbe ottenersi in altro
modo. Supponiamo, per esempio, ehe si debba sviluppare (o247 +7)™
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Quando si elfettua la moltiplicazione ogni termine nel risultato &
un prodotto formato col prendere una lettera da ciascuno dei 10
fattori trinomii. Cosi se vogliamo il termine che contiene a2Z%y®
dobbiamo prendere a da due qualunque dei 10 fattori trinomii, §
da fre qualunque dei rimanenti 8 fattori trinomii, e y dai b rima-
nenti fattori trinomii. Il numero dei modi ln cui questo si puo fare

3

[10
& —==—: cosl il termine richicsto & —= a‘zm
2Rl BED
Segue da cid che se dobbiamo sviluppare (a‘*‘@x-r“’@z)m il termine
che contienc a”/ N‘») &

10 N . 10
__I—_{—_‘. a?(g‘p)'i ('V‘Z-?‘)o7 ciol _L‘— a?@m(oxd+'lﬂ
EEES ERE
Similmente si potrebbe trattarc ogni altro caso. Cosi potremmo
dare la ricerca del Teorema del Polinomio nel seguente modo:

S’incominci con lo stabilire nel modo or ora indicato la forma
del coefficiente nel caso in cui 'csponente ¢ un intero positive. Indi
supponiamo che si debba trovare il termine generale nello sviluppo
di (2, + a2 + 4,2 + a42% 4 ...)", quando n non & un intero positivo
Si ponga b per az+ a,7* +azw4-...; allora dobbiamo sviluppare
{a,+0)"; il termine generale di questo sviluppo &

nn—1n—-0 .0 —u1)
L{J.

e siccome . b un inlero posilz’vo il termine generale nello sviluppo
di (a,z+ a,@ 24 a1 -+ )*‘ &

n- .
a()) H[)P'_’

I—- Sa bl prrarsstalr. .
[alr sl

Quindi il termine generale richiesto & .
nn—1n-2)...(n—u+1)

EAEAEIURE

ESEMPII DEL TEOREMA DEL POLINOMIO.

l ,z!l+27‘+-'is+4’+- .

n—it, q
ay Yoy a, a3 @,

Trovare i coefficienti delle potenze indicate di z negli sviluppi
nei 24 Lsempii seguenti:
1. 2% in (14+a-+2%)5.

2. 7% in (1—r Lo,
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3. a8 in (1204322 4a%)%,

b2 in (1+z+a2Ladabbad)s,

b, 2% in (2-3z—42?)3.

6. a% in (1—a-+222)02,

.zt in (2-Hr-T2Y)3.

8. a8 in (1—22+4a¥)~2,

9. o* in (14o+a2)75.

: 1

L 10. 2% in (1422 °. ,

2 A\ 2
11, 2% in (1—1—'+L> .

4

1
12 2% in (14-22—422—22%) 2,

13. 2% in (1—%—}-&7"‘)%.
103 5 1
14, 2* in (1422 a2 +a®—a®)5.
15. &% in (I4z+4a®)?.
16. 2% in (1432522723490 £ )T
17. ™ in (1+a-ta?+.. )2
18. a8 in (14+224-322)™.
19. 2% in (1421302 + 4ady L) :
0. ' in (1+4a,2+a,0%+ 05255,
2. 29 in (ayta,z+an?)”.
22, a8 in (1—a2fad—a®),
23, 2% in (1 +ar+ b:v2)_ ER
24. @ in (L +a,2 40502 agrd+ .. )™,
25. Trovare il coefficiente di abe® in (a-+b+c)s.
26. Trovare il coefficiente di a?3¢® in (a—b—¢)™.
27. Trovare il coefficiente di a20%® in (@+D+-c+d)0.
28. Trovare il coefliciente di ab2e*d* in (a—b+c—d)1°.

29. Scrivere tutt’i termini che contengono potenze di b e ¢ sino
alla terza potenza inclusivamento nello sviluppo di*(e4-b+c)™.

30. Serivere tutt’i termini che contengono 4% nello svilnppo
di (@t Dtc d).
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J1. Trovare il massimo coelfliciente nello sviluppo di

(@--4-e)10.

o
o

Trovare il massimo coelfliciente nello sviluppo di
(a-+b-4-c+d)M.

33. Mostrare clie il massimo coefficiente nello sviluppo di

o ln

TRV

in cui q ¢ il quoziente, ed » il resto quando n si divide per .

(@ Fayt. . +a,)"

34. Mostrare che nello sviluppo di (g, +a,2+a,2*+...)% 1l coeffi-
o N I 37X BN s
ciente di 2Pt 2(a0a21)+,+alagp-»i--aQa;_,p_,,-*—.‘.+apapH).
1

b

35. Sviluppare (1 —2bz+a?) * sino ad 2%

36. Sviluppare (a+batcx?)™ sino ad %,

37. Svilappare (1 —z—2*—2%)" sino ad 25.

38. Nello sviluppo di (1 +a2 4224 ... 2", in cui n & un intero
positivo mostrare che

(1) 1 coeflicienti dei termini equidistanti dal primo e dall’ul-
timo sono ¢guali;

(2) il coefficiente del termune medio, o dei due termini medii,

secondo che nr ¢ pari o dispari, & maggiore di ogni altro coeffi~
ciente;

(3) 1 cocflicienti crescono continuamente dal primo sino al
massimo.

39. Se ay, Gy, @y, G, ... so10 1 coeflicienti in ordine dello sviluppo
02 Y12 ¥2 M5
di (1+a+a24-... 44", dimostrare che

(1) agtoy+ag...+a,=r+1)";
\ .
(2) at+2a,+3a5+.. .—i—m‘am,::é nr(r4-H™

40. Se ag, a4, Gy, 05, ... sono i coefficienti in ordine dello svi-
luppo di (14-2+22)"®, dimostrare che

] =

2 g a2 g2 (LTI (1 2
a2 —a a2 (DT (= e R

<

0
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VI. SERIE ESPONENZIALE E LOGARITMICA.

71. Sviluppare a% in una serie di polenze crescenli di x; civé svilup-
pare un numero in una seric di polenze crescenli del suo logaritmo se-
condo una dala base.

={1+(a—1)}*; e sviluppando col Tcorema del Binomio abbiamo

(@—1)

{1 (a— 1)IOL 14+a(@—1) +‘”T-2—- (a—1)2

z@—1) (2 —2) (x—3)

1@ H@E—Y o _ypy T (@—1)i+...

1.2.3

+

e

1 1 1
=14rda—1—c(@— 1)+ (@—1"—-(a—~1)F+...
i 2 3 4
+ termini che contengono 22, #%, cte.
Questo mostra che a® si puo sviluppare in una serie che inco-

mincia con 1 e procede secondo lo potenze crescenti di o possia-
mo quindi supporre che

T =1 oy + 22 + 04w 0@t - L

in cui ¢y, ¢y, g, ... sON0 quantitd che non dipendono da z, e che
percio restano inalterate comunque si muti 23 inolire

1 L 1
=1z @— 1245 — D a— 1)+

mentre ¢,, ¢, ... SONO per ora incognite; passiamo a trovare i loro
valori. Cambiando @ in # 4-y abbiamo

AV =Are (@) Fe @+ to @+ Y+

ma  o" YV =a%a¥ =¥} 1 4 ey 4 002 + oyt . }
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Poich& le due espressioni per 'Y sono identicamente eguali,
possiamo asswmere che i cocflicienti di « nelle due espressioni siano
eguali, cosi

N Dp Q. ! . 7
¢q + 200y 4 3egy® + heyS 4L, =cpdY

= c‘l{l tegy e+ eyt +. . }
In questa identitd possiamo assumere che 1 coeflicienti delle po-
tenze corrispondenti di y siano eguali; cosi

¢,2
9p — 2 N T
2, =% quindi ey= 5

¢ C c,®
D H RS e /4
3ey = ¢y09;  quindl ¢y=

fe, = ¢yeq;  quindi ¢ =

questa seric ¢ indicata comuncemente con ¢; cosi o =e¢, onde

0 A . H H
a=¢"ve ¢ ==log,a: quindi

(10ge a)2$2 ﬁlogea):}d;‘. '

Questo risultato si chinma il Teorema IKsponenziale.

=14 (log,0) v+

3i ponga e per a, allora log,a diviene log,e, cio®, Puniti; cosi

o = ) 22 N 8 4 2t
o ETEIOT
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Questo risultato molto importante & vero per full’i valori di #3
¢ lo studente dovrebbe rendersi tanto familiare con esso da essere
abile ad applicarlo a casi speciali. Per esempio, si supporga o=—1;
cosl
i | 1 1
ERNERNTI

O pure possiamo porre ogni altro simbolo per «; cosi ponendo
nz per x abbiamo

eV o osta—- =
¢

n2xt 53
TR o (i

Tt T

NellArt. 86 faremo un’osservazione sopra una parte della ricerca
precedente, e ritorneremo in appresso su cid che si ¢ assunio due
volte nel corso del presente Articolo.

78. Col calcolo effettivo possiamo trovare approssimativamente
il valore numerico della serie che ¢ stata dinotata con ¢ esso ¢
2718281828,

79. Sviluppare loge (1 + X) in una serie di potenze crescenti di x.

Abbiamo veduto nell’ Art. 77, che ¢, =log,u; cio®, per lo stesso

1 1 1
Articolo, loga=a—1—5(a—13+5@—1) -—7‘((1— He ...

Si ponga 14w per a; quindi

]()f_"c (1 +a2)=a—

(Questa seric si pud applicare a calcolare log, (1 4+ #) se @ & una
frazione propria; ma a meno che 2 non sia molto piccolo, i termini
diminuiscono cosi lentamente che dovremo ritencre un gran nu-
mero i essiy se # & maggiore dell’unitd, la serie & del tutto non
conveniente. Dedurremo pereid alecune {ormole pit convenevoli.

3
80, Abbiamo  tog, (L 4y = - - .
Y
. . ) a2 g ak
quindi log, (Lema)moa 5o o - e
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con la sottrazione otteniamo il valore di log, (14 2) — log, (1—a),

&
ciod, di lo_wl—i—,
T
11 I 3
quindi Iogeii—: l%x i)« »{—% + j'
m—n " 1 + &

In questa seric si scriva

cost log— Mg + 1<m—7l>3 + 1(71}—"\)5%— g €}
n—”?ue—{—n m+ 1 5\m+n I S € D R

Si ponga n=1, allora

| (m—1 <m— > (m——-' ) o
bt __,_, cte Fesiaeans At
08 M= l n—}—l J\m—+1 m+1 % (

Ancora, in (1) si ponga m =n-+1, cost otteniamo il valore (i

or 2, ulnd—o—-‘——-
I’ cq 1 Pf,l s

nt+1
logze—'— ; quindi log,(n+ 1) — log,n

[ 1 1 ! ! .
-9 - e e (3).
Bnt1 " FEarip T 5Qn+-1)° T @

81. Laserie (2) dell’Articolo precedente ci abilita a trovare log,?;
st ponga m=2, allora calcolando trovercmo

fog,2=-69314718 ...

Dalla serie (3) possiamo calcolare il logaritmo di ciascuno di due
numori consceutivi quando conosciamo quello dell’altro. Si ponga
n =2, ¢ facendo uso del noto valore di log,2, otterrcmo

log, 3 =1-09861229 ...
Si ponga n=9 in (3); allora log,n=1log,9=1log,32 =2log,3 ed
 percid conosciuto ; quindi troveremo
log, 10 =2-30258509 ...

82. 1 logaritmi di base ¢ si chiamano logaritmi Neperiani, da Na-
pier I"inventore dei logaritmi ; essi si chinmano anche logaritmi ne-
turali, essendo quelli che prima si presentano nella ricerca di un



i
I
8
.
!
:
]
:
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metodo per calcolare i logaritmi. La base 10 ¢ la sola base usata
nelle applicazioni pratiche dei logaritmi, ma i logaritmi di base
Neperiana s'incontrano frequentemente nelle ricerche teorctiche.

83. Il logaritmo di un numero di base 10 si pud trovarc, come &

noto, moltiplicando il logaritmo Neperiano per ——— , ciot, per

log l()
330258500 © Pure per 4342944185 questo moltlphcatox st chiama
2:302585

1 modulo del sistema ordinario.

La base Neperiana, il modulo del sistema ordinario, ed i logarit-
mi Neperiani di 2, 3, e 5 sono stati tutti calcolati sino a 200 cifre
decimali. Si veggano gli Abstracts of the Papers communicated lo the
Royal Society, Vol. VI. pag. 397.

Le serie nellArt. 80 si possono modificare in modo da dare loga-
ritmi ordinarii ; per esempio, si prenda la serie (3), si moltiplichi
da per tutto pel modulo che dinoteremo con 3 cosi

1 1 _
wlog, (1) — p.logen_.,,b -1 F’%(/’nél)" MEn-1p t’
cioe

o L1 .1 ] 1
1‘3n+1T3(2n+1)3T TN T AR

logyo(n+1)—logyn=

84, Per I'Art. 77 abbiamo

(=1t =\2 Q"?, 4+ )

=z"-+termini che contengono potenze superiori diz(1).
Inoltre, pel Teorema del Binomio,
n(n—1)

9
&

(67 —1)"= "% (D% MDY veeen (2).

Si sviluppi ciascuno dei termini ™, =0 . : cosi il coeffi-
ciente di 2" in (2) sard

n" (n—])’ nn-1) =2y nn-1) (—2) (n-3)" |
R N T AT
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Quindi da (1), per lo stesso principio come nell’ Art. 77, vedia-
mo che ‘

n(n—1) n{n—1) (n-2) .
nF—n(n—1)"+ (n—2)" — (= 3)" + ...
12 13
teinose r=mn, ed & =0 se r ¢ minore di n.

I3 facile vedere che il termine nel secondo membro di (1) che

. . . o
contiene "1 & o 2" 1. Cosl otteniamo, per lo stesso principio come

sopra,

n(n

1
LT N —" (1 —9F == n|nt1.
(n—1) 9

85. Daremo un altro metodo per giungere al teorema esponen-
ziale. Pel Teorema del Binomio

nr nr(rw 1) 1 nz(nz—1)(ne—2) 1
(1—}- > —Hn B poc B s

" ne(ne—1)(ne—) (nx—3) 1

)
cioe,

) e
) <f—-><l;£-<z--,~-

. 1 7w
81 ponga a =1, allora (1+ -)
7

0 (9696,

\ <1 . }I)nm _ {(1 . i)w\lr

=1 +1-+
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(=) DED

EREE)

e (06

quindi 1 + a4

l‘c
1+ 1+ + +ooq

Ora questo cssendo vero comunque grande sia 2, sard Vero uan-

do n diviene infinito; allora ~ svanisce ed otteniamo
22 P 2% t"'
ol

ttot gt tp+... = 1+4+ + + + .
ERIEIT l {3 L
ciod; = ¢*.

Abbiamo cosl ottenuto lo qviluppo di ¢® %O(‘ondo le potenze di 3
per trovare lo sviluppo di ¢® supponiamo «=¢® sicché ¢=1log,qa,
cosi

x R N

a® = ¢° _1+clr+ 4
SRR

86. Lo studente noterd che nell’ Articolo precedente abbiamo
adoperato il Teorema del Dinomio per sviluppare una potenza di

1, o
14—, ¢ se— & minore dell’unith, siamo certi che lo sviluppo di un
n n

risultato aritmeticamenie vero (Art. 06). Nella dimostrazione del
teorema esponenziale data nel primo Articolo di questo Capitolo,
se a—1 & maggiore dell’unitd, lo sviluppo col Teorema del Bino-
mio col quale la dimostrazione incomincia non sard aritmetica-
mente intelligibile; e per conseguenza la dimostrazione si puod con-
siderare solamente esatta purch¢ «¢ sia minore di 2. Con questa re-
strizione la dimostrazione ¢ esatta, ed 2 puo avere un valore qua-
lunque. Per completare quella dimostrazione dobbiamo mostrare
che il teorema & vero per ogni valore di a; e siccome ¢ ¢ maggiore
di 2 non dobbiamo cambiare @ in ¢ sino a che non abbmmo tolta
questa restrizione relativa al valore di @. Questa restrizione 'si puo
togliere facilmente; poicheé nel teorema

(log, )2 #? 4 (log,a)*a® A
2 13 h

si ponga a = AY, e prendendo y abbastanza piccolo si pud rendere

=14 (log,a)r+
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\

A tanto grande quanto ci piace, mentre a & minore di 2. Allora
log,a=ylog, A; cosi

(log, 4)%y%? | (log, A)%yPx®
R

AVE =1 4 (log, A) yr -+

quindi, ponendo = per yr.

(log, A23%  dog,4)*=>
l;{ L«‘i Tt eae

cost il teoremia esponenziale ¢ dimostrato generalmente,

A =14 (log, 4) =

87. Abbiamo trovato nell’ Art. 85, che quando n eresce senza li-

. N . .
mite (1 4~} diviene ultimamente ¢*; nello stesso modo possia-
n ne
- r L.
mo mostrare che quando n cresce senza limite (l 4- ) divieéne
n,

ultimamente ¢,

ESEMPI] DELLA SERIE LOGARITMICA.

1. Dimostrare che log, (x4 1) =2log,z —log, (z— 1)

-9 1 + }< ! >o+. . )
S0 I\EE f
)

1 . .
Dato log, 3 = 47712 od ———="43429, applicare la serie pre-
i log, 10

cedente a calcolare log,, 11.

2. Mostrare che log, (¥ 4-2h) = 2 log, (# -+ h) — log, «

L2 YR 4 N 1
s s +.0
@402 2 (x+ M 3 (z+h)s }

3. Se a, b, ¢ sono tre numeri consecutivi;

log,c=2log,b—log,a

5 1 [ 1 1 1 E
o i‘lacri 13 Qac 717-1)3{r 52ac -+ 1 Y
49
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4. Ne A e posono le radici di a2? - b - ¢ =2 0, mostrare che

W42

log, (@ —bx+ex?) =log,a + (h+ W) & — —5—a%4 ...
5. Log, i 1+ 14241 -+2)% =3log, (1 +2)—log,
LN S ——
| d+ad 2t " 3(4a? )
. 4 w—1
6. Log,(r+1)= | log,# — oyl log,(z—1)
21 2 3

T ilTsd T hs L Ty

2%
sttt

H.h

, e
5 . Log‘”(('l—(_—-a‘) P (l—g) 2 }:

.
. . . bl
8. Trovare il logaritmo Neperiano di TR Sino a quante cifre

; decimali il nostro risnltato & corretto?

9. Assumendo le serie per log, (1 4-2) ed ¢¥, mostrare che

13
(1) =er(t-
TR 3 ~

‘

prossimamente quando n ¢ grande; ¢ trovare il termine seguente
della seric che incomincia con I'espressione nel secondo membro.

10. Trovave il coefficiente di 2™ nollo sviluppo di

9 2 Bl
11. Mostrar s log b—=1 4 —e -} N -
Mostrare che log, 4=1 - 5 T ;.:) (>-1+
—1
12. Mostrare ehe n™t2— p(n—1)""2 )—LQ{?‘_)(;LMQ)?H-ﬁ_ .

__( Vn(IL )Jf_l_g
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VII. CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE.

88. L’expressione Wy =ity g Uy .00 inocud 1 termini sueces-
sivi sono formati con una legge regolare, od il numero dei termiui
¢ illimitato, si chiama una serie infinita.

89, Una serie infinita st dice essere convergente quando la som-
ma dei primi o termini non pud numericamente eccedere una certa
quantitd {inita comunque grande sia n.

Y0, Una serie infinita st diee dicergenle quando la somma dei
primi o termind sl pud rendere numericamente waggiore di ogni
quantitd finita, prendendo n grande abbastanza.

O1. Supponiamo che addizionando sempre pill termini di una
serie infinita el approssimiamo continuamente ad un certo risultato,
sicehe la somma di un numero sufiicientemente grande di termini
differisca da quel risultato per meno di una quantita assegnata qua-
lunque, allora quel visultato si chiama la somma della serie infinita.

Per esempio, si consideri la serie infinita

Lo+
e supponiamoe » uua quantita positivie.

Nappiamo che .
{

{—-a
R kPP ‘ﬁf_vﬁ

Quindt s¢ ¢ & mincre di 1, comunyue grande sia n, la 'somma
’ o]

dei primi » termini della serie ¢ minore di

; la serie & qnindi
11—

converyenle, Ii, siccome prendendo n abbastanza grande la somma

A

dei prinii » termini si pud far differire da I per meno di ogni

—d

quantitd asscgnata, & la somma della ceric infinita.

Se azad, baserie ¢ divergende; poictid la somma dei primi n ter-
mini ¢ », e prendendo mn sufficiente numero di termini questa «i
puo rendere maggiove di ogui gnantitd (inita,
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N

.

e 2 & maggiore di 1, la serie & divergente; poiche la somme
o

dei primi » termini & -1 fa quale si puo rendere maggiore di
P

ogni quantitd finita prendendo »n grande abbastanza.

92. Una scrie infinila in cui il i lerming sono dello stesso seqno ¢
divergente se ogni termine & maygiore di una cerla quantila finita as-
segnate, comunque piccole.

Infatti se ciascun termine ¢ maggiore della quantitd ¢, la somma
dei primi » termini & maggiore di ne, ¢ questa si pud rendere mag-
giore di ogni quantita finita prendendo n grande abbastanza.

93. Una seric infinilu A lerming, © segni dei gquali sono allernativa-
mente positivt e negalivi, ¢ converygenle se ciascun lermine ¢ nunerica -
gmenle minore del termine precedenle.

Sia la sevie 1y -1, pg -1, 4.5 questa siopud seriyere
(Uy—uy) + (1g — ) - g g
ed ancora cost,
Uy = (Ug — g} - (U —uy) = (g —1y) — ...

Dal primo modo di scrivere la serie vediamo che la somma di un
numnero qualunque di termini & una quantitd positiva, e dal sccondo
modo di serivere la serie vediamo clie la somma di un numero qua-
tunque di termini & minore di u,; quindi la serie & convergente.

% necessario di mostrare in questo caso che Ja somma di un nu-
mero qualungue di termini ¢ positiva; poiche se conosciamo sola-
mente chie la somma ¢ minore di »,, non siamo certi che cssa non
sia una quantith negativa di grandezza illimitata.

Si deve notare una importante distinzione rispetto alia scrie qui
considerata. Se i termini Uy, Ugy Uy ... diminuiscono sensa limite la
somma di n termini ¢ la somma i n-+1 termini differiranno per
una quantitd indefinitamente piccola quando n si prende grande
abbastanza. Ma se i termini w, u,, ug, ... non diminuiscono senza
limife la somma di n termini e la somma di n--J termini differi-
ranno sempre per una quantita finita. La serie continvata all'infi-
nito avra una somma, secondo la definizione dell” Art. 91, nel pri-
mo caso, ma non ne! cecondo. In tutti e duo 1 casi la serie & con-
vergente secondo la nostra definizione. Ma aleuni scrittori preferi-
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scono un’altra delinizione della convergenza; ciod, essi considerano
upa serie convergente solamente quando la somma di un numero
indefinitamente grande di termini si puo far differire da un valore
fisso per meno di ogni quantith assegnata: e secondo questa defini-
zione la serie & convergente nel primo caso, ma non nel secondo.
9. Una serie infinila & convergente se do un lermine fisso qualun-
que in avanti il rapporto di ciascun termine al termine precedente &
numericamenle minore di una cerla quantite la quale ¢ essa slessa mi-
nore delt’ unila. )

Sia la serie incominciando dal termine fisso
Uy by 3wy

¢ dinoti § la somma dei primi n di questi termini. Allora

S:u,, + Uy + uy —‘,~...+un

S PO SIS

T T, g g g Y
- ity Up Uy 3 U2 Uy

Ora da principio siano tutt’'i termini positivi, e supponiamo
1 ! ,

U, . . ({2 . . U . .
-2 minore di &, -2 winore di k, -* minore di &, ...
Uy 1ty g
Allora § ¢ minore di uy{1+Ek+E2+... +E"71]; ciod, minore di
1—k" . , : U .
Tyt Quindi se £ ¢ minore delluniti, S & minore di 1———‘—/; cosl
X =%
la somma di tanti termini quanti vogliamo incominciando da u, &
minore (i nna certa quantitd finita, e quindi la serie incomincian-
do con u, & convergente.

U,

v

In secondo luogo, supponiamo i termini non tutti positivi; allora
se essi sono tutti negativi, il valore numerico della somma di un
numero qualunque di essi ¢ lo stesso come se essi fossero tutti po-
sitivi s¢ alcuni termini sono positivi ed altri negutivi, la somma &
numericamente minore di quella se 1 termini fossero tutti positivi.
Quindi la serie infinita & anchie convergente.

Poichd la serie infinita incomineiando con u, € convergente, la
serie infinita che incomineia con un termine tisso qualunque prima
di «, sard anche convergente; poiché cosi avremo solamente da
aggiungere un numero finifo di termini finiti alla serie che incomin-
cla con w,.
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D0, Una sevie infinila & divergente se da un lermine fisso qualunque
in avanfi rag porto di clasoun lermine ol lermine precedente & may-
giore deoll’ wnild, o equale all’ wnils, ed i lermini sono lulli dello slessa
segno.

Sia la serie incominciando dal termine fisso
iy T Uy - Uyt ooy

e dinoti S la comma det primi o di questi terini. Mora

Sy o Uy A Uy b,
Uy | Ug Wy Uy Uy
_U;(l“‘*z“}‘ "i r. 4 "2 ! ')
) k gy Uy u.; u, 1y )

Ora, da principio suppopizuno

ity . "

-2 maggiore di 1, A veziore di 4, =% maggiore di 1, L

1 i i, w;
Allora § & numericamente maggiore di {14144 1}, ciod,
numericamente maggiore di nuy. Quindi S si pno rendere numeri-
camente maggiore di ogni (;U'mtith finita 1»1-911«(1*;1«11) noarande ab-
bastanza, ¢ quindi la serie incominciando da u; & divergente.

In seguito, supponiamo che il rapporto di clzscun {ermine a1 pre-
cedente sia Vunitd; allora S=nuy,, e quesia st pud rendere mag-
giore di ogni guantita finite prendendo n grande abbastanza.

I se incominelamo con un termine fisso qualungue prima di w,
la serie evidentemento sard anche divergente.

96. Lo regole negli Articoll precedenti determineranno in molti
casi s¢ una serie inlinita sia convergente o divergente. Vi ¢ un caso
degno (i essere notato in cul esse son s applicano, ciot, quando il
rapporto i clascun termine al precedente & minore dell’unita, ma
si avvicina continunamente all’ unitd, sicch® non possiamo fissare
una quantitdy finita & minore dell’unita, e sempre maggiore di quel
capporto. In tal caso, come si vedrd dall’ esempio nell’ Articolo se-
guente, la serie puo essere convergente o divergente.

97. Consideriamo la serie infinita

L S
AT A TR
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b
Qui il rapporto dell’ nmo termine all'(n—1)mo termine & E—}) ;
7

se p & positivo, questo © minore dell’unitd, wa si avvieina conti-

nuamente all’unith al crescere di n. Questo caso adunque non

rientra in aleuna delle regole gid date; dimostreremo perod che la

serie & convergente se p ¢ maggiore dell’ unitd, e divergente se p
¢ P'unitd, o minore dell’unita.

[. Supponiamo » maggiore dell’ uniti.
Pl 1 88

11 primo termine della serie ¢ 1, 1 due termini seguenti sono presi
9

57 L quattro termini seguenti sono presi insieme

minori di .—, gli otto termini seguenti sono presi insieme minori
A

insiecme minori

C ') . . . . . 0y . .
o © cosl di seguito. Quindi Pintera serie & minore di
Ay

2 4 8
+

i~ —
i G

i Eﬁ] 1 7]7; + ..
cio®, minore di
L daod-a2tad ...
2

in cui @ =55, Poiche p & maggiore dellunitd, » & minore dell’unith;
quindi la scrie & convergente.

I1. Bupponiamo p cguale all’unita.
11 1 1

. L.

i
5 -aie R e SR
23 A 4]

La seric 0 ora | 4

L. o
Il primo termine ¢ 1, il secondo termine & 5 i due termini se-

B E <

guenti sono presi insieme maggiori di 71 0 5, 1 quattro termini se-
4

guenti sono presi insieme maggieri di 3045 © cost di scguito.

Quindi prendendo un numero sufficiente di termini possiamo otte-

. ' . 1 .
nere una somma maggiore di ogni multiplo finito di 53 la serie ¢
quindi divergente.

I, Supponiamo p minore dell’unita, o pure negativo.

(‘fascun termine & ora maggiore del termine ecorrispondente
in 10 Lo serie & quindi @ forfiori divergente.




336 CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE,

98. Daremo ora un teorema generale che si pud dimostrare nel
modo mostrato nell’Articolo precedente. Se ¢(z) & positiva per tutt’i
valori interi positivi di , e diminuisce continuamente al crescere
di z, ed m & un intero positive qualunque, allora le due serie in-
finite

(1) + @) + o) -+e) + 9B + ...
e (1) -+ mg (ny + m2g(m?) 4 mSe(m®) + ...
sono tutte e due couvergenti o tutte e due divergenti.

Consideriamo tutt'i termini della prima seric compresi tra :;(mk)
e ¢(m**1), includendo I'ultimo ed escludendo il primo, & essendo un

Fta R

intero positivo qualunque; il numero di questi termini & we
e la loro somma & quindi maggiore di m"(m—’l)(g(m"”). Cosl tutta
la primz serie incominciando col termine cg(m""—{—i) sard maggiore di
m—1

volte 1a seconda serie incomineiando col termine m’”"‘q(m"*").

Cosi se la secondu seric & divergente, & ancor tale la prima.

Inoltre, & chiaro che termini scelti dalla prima serie sono minori
di mF(n—1)z(mF). Cosi tutta la prima serie incominciando col ter-
mine qp(mr‘+1) sara minore di m—1 volte la seconda serie inco-
minciando con m"‘q ("), Cost se la seconda serie & convergente,
¢ ancor tale la prima.

Come un esempio dell’ uso di questo tecorema possiamo prendere
]

n{logn)p

gente se p ¢ maggiore dell’ unitdy, ¢ divergenle se p ¢ eyuale all’unita o

minore dell’ unila. Pel teorema la serie proposta ¢ convergente o

divergente secondo che la serie di cui il determinanté generale
7%
m

& e
m" (logm™"yP

¢ conver-

il seguente: la serie di cul il lerinine generale &

¢ convergente o divergente; I’ultimo termine gene-

. 1
rale & m, sicch® esso serba un rapporto coslante al termine
te

1
generale —p ber tut’ i valori di #. Quindi il risultato richiesto segue

dall’ Art, 97.
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99, La serie otlenuta sviluppando (1 +x)% col Teorema del Binomio
¢ convergenle se X ¢ numericamente minore dell’ unila.

o . , n—r-+1
Infatti il rapporto dell’(r 4- 1)m° termine all’ y®® ¢ —

r. Se
r

n & negativo e numericamente maggiore dell’ unitd il fattore
n—r+d, . . s C
~———— & numericamente maggziore dell’ unitd; ma esso si avvici-
R

na continuamente all’unitd, e si puo far differire dall’ unitd per
meno di ogni quantitd assegnata prendendo 7 grande abbastan-
za. Quindi s¢ # & numericamente minore dell’unita i1 prodotto
n--7r- 1 . . .
——— 2, quando »r ¢ grande abbastanza, sarda numericamente
r

minors di una quantitd cho ¢ essa stessa numericamente minore
dell’unitd. Quindi la serie ¢ convergente. (Art. 94).

e —r 1 . _ ,
Se n ¢ positivo il fattore ———— & numericamente minore dell’'u-
T

nitd quando » ¢ maggiore di n; se n & negativo ¢ numericamente
minore dell’unitd questo fd.tf:OIC ¢ sempre nnmericamente minore
dell’ unitd; se n=—1 questo fattore & numericamente eguale all’u-
nitd: cost nel primo caso quando r & maggiore di 1, e negh altri
due caqi qempro, s¢ # ¢ numericamente minore dell’ unita il pro-
—7r+1

dotto ———-————a* & numericamente minore di una quantith che &
essa %’fo%n numericamente minore dell’unitd. Quindi la serie & con-
vergente (\rt. 94).

100, La serie ollenuda sviluppando logd+-x) secondo le polensze di x
¢ convergenle se X ¢ numericainente minore dell’ unild.

Infatti il rapporto dell’(r— 1)M° termine all'rm® ¢ — —— . Quindi
o

se 2 & minore dell’unitd, questo rapporto ¢ sempre numericamente
minore di una quantitd che & cssa stessa numericamente minore
dell’ unitd. Quindi la serie & convergente. (Art. 94.)

104, La seric ollenuta sviluppando aX secondo le polenze di x ¢ sem-
pre convergenle.

zlog,a
Infatti il rapporto dell'(r 4-1)me tormine all’ ymo & ——:—"—— . Qua-

lanque sia il valore di #, possiamo prendere r cosi grande da ren-
dere questo rapporto minore dell’ unita, ed il rapporto diminuira al
crescere di . Qnindi la gerie & sempre convergente (Art. 94).

-

43
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ESEMPII DI CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE.

Esaminare se le dieci serie seguenti siano convergenti o diver-
genti:

1 1 1
1. -
x(m+-a)+(m+2a)(w+3a) }_(z%«/m)(a:-i- ba) !
9 3 522 a3 9t 20 -1 "
B R T TR L N
1 m+p+m+‘2p+.m+‘3p+

a a? a’d
b @+ @+ 220+ (at 322+ ...
b, 124 Lo 432224 ..

1 + 1 1 1
2

L

R SV R ey Rl W

r 22 z3
4.

4
‘1—}—.1""+’1—[—x‘ " Apad

-t

i 1 1

1

1
8. 1_I5+517T57_i'§—17+"'

9. 1"+ 2" 4 322 + ...

T z? %

10. (a_{»— b)p + (a+2b)1) + (a+3b)1’ + s

11. Supponiamo che nella serie 1, -1, -1y +uy 4 ... clascun
termine sia minore del precedente; allora mostrare. chie questa se-
rie ¢ la serie u, —1—214,+‘22u3+ 23117 4 i’"u“—l— ... sono entrambe con-
vergenti o entrambe divergenti.

1 2 3

12, Mostrare che la serie 1 +4- ... & convergente

ISR T
Qi 1 R ' 4 +

se v & maggiore di 2, e divergente se n & minore di 2 o eguale a 2.
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VIiI. FRAZIONI CONTINUE.

: . . b -
102. Ogni espressione della forma ai———d— si chiama una
et ——
ez ete.
frazione conlinua.

Limiteremo la nostra attenzione alle frazioni continue della for-

ma a4 — in cui a, b, ¢, ... sono tutti interi positivi.

bt ——
¢ - ete.
s . . L . 1 1
Perbrevitalafrazione continua siscrive talvolta cosi: ¢ +—
b+ c-+ete.
Quando il numero dei termini a, b, ¢, ... & finito, la frazione con-
tinua si dice essere terminala; una tale frazione continua si pud ri-

durre ad una frazione ordinaria effettuando le operazioni indicate.
103. Convertire una dala frasione in frazione continua.
Lom . C o L .
Sia — la frazione data; si divida m per n, sia a il quoziente e p
n

P

. . m : . e . .
il resto; cosi —=a+-~=a-+—. In seguito si divida n per p, sia
n 3 7
P
. ) . . n q T
b il quoziente ¢ q il resto; cosi - =b 4-—=b+—. Similmente,
pT e p
q
b r 1 - .
~= ¢4 - e —, ¢ cost di geguito.
Yy q q
r
L i 1
(“ost e 22+ e
n 1
b - ———
¢ -+ ete,

Se m ¢ minore di n, il primo quoziente @ & zero.

Vediamo qguindi che per convertire una frazione data in frazione
continua, dobbiamo procedere come per trovare la massima comune
misura del numeralore e del denominatore; e dohbiamo percio
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giungere linalmente ad un punto in cui il resto ¢ zero e Poperazio-
ne finisce: quindi ogni frazione si puo convertire in una frazione
continua ferminala.

104. Le frazioni formate prendendo "uno, due, tre, ... dei quo-

. . . 1 1 Lo
zienti della frazione continua @ + — ———si chiamano frazivni
b+ c¢-+ete.
convergenti o convergenti. Cosl la prima convergente ¢ a; la seconda
- ' . b
convergente & formata da a+l~), essa ¢ pereio " ; laterza con-
)

1 . ¢ .
verzente ¢ formata da ¢ +—— |, cio¢, da a+ m, essa & pereld
5 ; he -}
b4~
¢
abe -+ a+c¢

be+1

105, Le convergenli prese in ordine sono allernaltivamende minori ¢
mayyiort della frazione conlinua.

L e cost di seguito.

La prima convergente ¢ & troppo piccola poiché la parte T ote
ote.

1 S . \
¢ omessa; @-- 3 ¢ troppo grande poicheé il denominatore b ¢ troppo

Diceolo; a4

. 1
& troppo piccola poiché b~ & troppo grande
] ¢
b+4—
¢
e cost di seguito.
106. Dimostrare le leyge di forinazione delle successive convergenti.

B a ah-+1 abet+a+c .

Le prime tre convergenti sono T e : il numera-
tore della terza & c(ab +1)4a, ciod, esso si pud formare moltiplican-
do il numeratere della seconda pel terzo quoziente, ed aggiungendo
il numeratore della prima; il denominatore della terza convergente
si pud formare in simil modo moltiplicando il denominatore della
seconda pel terzo quoziente, ed agaiungendo il denominatore della
prima. Mostrerewno ora per induzione che una tate teege vale ge-
neralmente.

! 4

Siano ](—;, -%,]—;7, tre convergenti consecutive; m, m'y w1 corri-

"

spoudenti quozienti; e supponiamo che

"'
l.

_[J —m 1] ) (11/ . /“//qr E
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"il uoziente seguente ; allora la convergente seguente
1!

P . . .. .
differisce da — solamente nel prendere in considerazione il quo-
q

Sia m'!

. . . . . 1
ziente addizionale ", sicch® dobbiamo scrivere m/ + —, invece
m

di w'"; cost Ia convergente seguente
bl o el

; >

I )
B (I + I// ] ”’("'4”]), 1))_{_1,) ”L’”p” 1 ’
! (m +—~—1 )q +q IR m”’q”+q'

Quindi se supponiamo

IN o

1" ) “"P, o qll/::mw H+[1,
1 "

la ¢ omia o o P p \

a convergente seguente a — sard eguale a —=, cosl la convergenie
"y q" ”
p

q
"l)
q .
convergente, ¢ quindi essa ¢ applicabile per ogni convergente se-
guente.

—7 51 pud formare con la stessa legge che fu supposta valere per

"

—5 ma la legge & stata dimosirala essere applicabile per la terza

Abbiamo mostrato cosi che le convergenti successive si possone
formare secondo una certa legge ; sin ora non abbiamo dimostrato
che quando esse sono cosi formate ogni convergente & nei suoi mi-
nimi termini, ma cid si dimostrerd nell'Art. 408,

107, Lo differenza [ra due convergenli consecuiive qualunque & una
frazione di cui il numeralore ¢ Punité, cd { derominaiore ¢ il prodoflo
dei denominalori delle convergenti.

(uesto ¢ chiaro rispetto alla prima ed alla seconda convergente,
oy ab+1 e g
poich® —— — — = _|
b T b~
Supponiamo che la legge valga per due convergenti consecutive
’
»rp

S, =3 clod, supponiamo p'g—pg’ =:==1, siechd
f/ {
!
b i
q qq’

wors,  p/y' - piy =P =P (g e pg'—qp'=



[N
—~
i
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sicehe I R

"
L

" R ST
q q a4
cosi la legge vale per la convergonte seguente. Quindi essa & vera
generalmente.

P 1
o

108. Tulte le convergenti sono nei loro minimi lermini.

Infatti sc il numeratore ed il denominatore di 2 avessero una co-
{
mune misura essa divi e p' "0 sia 'unitd, i ¢ im-
sura essa dividerebbe p'¢—pqg’ o sia I'unitd, il che ¢ im
possibile.
109. Oyni convergente ¢ pite vicing alle frazione conlinua i ctascuna
delle convergenti precedents.

Dimostreremo cio facendo vedere che ogni convergente & pit vi-
cina alla [razione continua della convergente precedente.

I3 r
- P ) . . . .
Biano -, 5, >~ convergenti consecutive della frazione continua ;
117
"..r n
P omp+p . .
allora =; = ”}f,__., Ora & differisce da Z)—,—, solammente nel prendere
¢ mg+q q

. . . 1
invece di m” il quoziente completo m" + —,,,_l_—t-—; questo sard una,
certa quantith maggiore dell'unitd, che dinoteremo con 13 cosi
Cup'dp
IYEX
' ' " w(pg —p 1
quindi Zop=f IJvP’ Fp _ppd —ply) r
q 1 w'+e QG e
po_wp p pg-ply 2 |
ot = . -

’ ’

A wi'+q o dCd T dd g

Ora 1 & minore di p. ¢ ¢' ¢ maggiore di ¢; quindi per tutte e due

/

L . v, . .

le ragioni la dilferenza tra x ¢ = & minore della dilferenza tra = e

q

!

P
-3 clot, -
q q q

110, Determinare @ loniti dell’errore cormmesso prendendo una corn-
vergente qualunque per la frazione conlinua,
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Per PArticolo precedente la differenza tra z e Dy —_— o
74 + @)
1

. 1 . o . .
10w  uesta ¢ minore di — e maggiore di ———. Poi-
q<q, L1 aq 9(d'+9)
*

. - 1
chd ¢ & maggiore di ¢, Verrore a fortiori & minore di —; e maggio-
re di g7 questi limiti sono pitt semplici di quelli dati prima, ben-
q
¢lié naturalmente non cosi prossimi.

111. Affineh¢ Verrore commesso sia minore di una data quantita

1 . .
T dobbiamo percid formare solamente le convergenti consecutive

v

. .. n . . .
sino a che si giunga ad una -, tale che ¢* non sia minore di k.
q

2. Oyni convergenle & pils vicina alla frazione conlinua di ogni
altra frazione che abbia un denominatore minore. di quello della con-
rergerle.

p T .
Sia 7 la convergente, ed — una frazione, tale che s sia minore

, o . . P
di ¢'. Sia x la frazione continua, e = la convergente che precede
q

!

! r .
. . ) » D . . .
immediatamente 27 Allora =, @, = sono in ordine di grandezza
q q

r s
crescente o decrescente per PArt. 105. Ora~ non pud cadere tra
S

) p' . . TP » .
L e ]—,; infatti allora la differenza tra ;e Z} sarebbe minore dells
q g

" 7
. rop
differenza tra = ee—-

. 4 . .
-, ciod, minore di —, ¢ quindi la differenza tra
4

R .8 R . . .
ps e qr sarebbe minore di —, cio®, un intero minore di upa frazione
P o rop p'

propria, il chie ¢ impossibile. Cosi 0 =, #, ~=, -, o pure —, =, #, —
q T s s q q
debbono essere in ordine di grandezza. Nel primo caso — differisce

s
o 7 - AUV
pit da o di Z, ¢ quindi a fortiori pit (1121,—.
q q

!
a o« . ) p . . .
113. Supponiamo ]—, — due convergenti consecutive di una fra-
q 9

!
. . g . . .
zione continua , allora == & maggiore o minore di 2% secondo che
4 :
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), . . P N N .
L maggiore o minore i 1»;—. Infatti, come nelbAret. 109, abbtamo
7 23
'
up +p .
rfl———»]»-; guindi

g+ g
2o rg _plpg @) a4

~F RSN JAL

qr P q\Lp + ) I)QUq 1~ql

Si riducano le frazioni nel secondo membro allo stesso denomi-
natore; allora il numeratore & pp’'(g’ -+ 0)* — qf'(up’+p)%, ciod,
13 19 ] L 5 - B
‘ w2 pp'q - qq'p ) +pp —qy'p?, ciot, (WX'¢'—pe)(pa'—p'Q)-
Il fattore p2p’q’- pg & necessarimmente positivo; il fattore pg'—p'c
Paq-rq I ) rq
L . P, vy
& positivo o negativo, secondo che = & maggiore o minore di ~-;
) q q

ot I

P a . ) . .
quindi =— & maggiore o minore di -—l, , ciod, ]—}-)—, ¢ maggiore 0 mi-
qz ) qq ’

r

o ), P
nore di #2, sccondo che 2y ma geiore o minore AT
g ]

ESEMPI DI FRAZIONI CONTINUE.

Convertire le quattro frazioni seguenti in frazioni continue:

1380 44H 19763 743
1051 TE) T2 T oir '

h. Trovare tre frazioni convergenti a 3-1416.

6. Trovare una serie di frazioni convergenti al rapporto di b ore
48 minuti 51 secondi a 24 ore.
N p:-, 173
N Q2 q';
(D3 —P1)4> = (45 = 9P
8. Dimostrare che i numeratori di due convergenti consecutive

qualunque non hanno alcuna comune misura maggiore dell’ unita;
» similmente per i denominatori.

Py pz 13 . L .
. s0n0 convergenti suceessive di una frazione
0 e e

continua maggiore dellunitd, mostrave che pg, -, 1 7,= D"

sono tre convergenti consecutive, mostrare che

9. Se
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10. Mostrare che la differenza tra la prima convergentie e la pma
convergente ¢ numericamente cguale ad

1 1 1 o (— 1"
Gy Dl Gl Gy
11. Mostrare che (g'l—-") — l> ('1 —pi_—') <q”“ )< 1""
J)” pfn-t—'l Un (]IH-I

12. B¢ ., & P'nmo quoziente in una frazione Pom’mua maggiore
o1 un it .y —
dell'unitd, mostrare che p,q, s —p, 57, =(—1)"""u,.

13, S Pu=2 D=t

, . sono convergenti successive della fra-
Tn—2 Tn-1 qn

/
1 4
zione continna 2— - -LL ... mostrarce che
f[.l "‘ a, ] 'l;; -|

— i R — '
Pu=0 Pyt 1 80l 4= % J wu—2"

¢ quindi che

Palpa = Pparttn= (- 1" ml\z

<o P g , o P .
14. Se = dinota '™ convergente della frazione —, ed R, dinota
I 0
I'nme resto che ¢ incontra nel procedimento per convertire la fra-

. P . .
zone Z in frazione continua, mostrare che

P=p, Ryt ppg iy, =1, By a4 qua
16. Mostrare che la differenza tmﬁ e La & ﬁ”‘ .
09,
16. Nel convertire una frazione ridotta a minimi términi in una
frazione continua, mostrare che due resti consecutivi qualunque
non hanno alcuna comune misura maggiore dell’ unita.

IX. RIDUZIONE DI UN RADICALE QUADRATICO
IN UNA FRAZIONE CONTINUA.

114. Un radicale quadratico non si pud ridurre ad una frazione
continua ferminate, poiché il radicale sarebbe allora eguale ad una
frazione razionale, ciod, sarebbe commensurabile; vedremo, perd,

che un radicale quadvatico i pud ridurre ad una frazione continua
LA
44
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che non ¢ terminata: darcmo prima un esempio, ¢ poila teorvia ge-
nerale. Si prenda la radice quadrata di 6

2

VG

V(B =2+ {(6)—2=

o

VO)+2 L VO—-2 Loy, 1
R R AN T N SR AT e
1
1N 1 G n o 9
VO V=2 S B S
1 i NG NGEE
. 9

~

te operazioni ora ritornano ad essere le stesse; cosi abbiamo

Nel procedimento procedente Vespressione che si trova al prineipio
di ciascuna linea & separata in due parti, la prima parte essendo il
pit grande inlero contenuto nell’espressione, ¢ la seconda parte il
resto; cost il pitt grande intero in /(6) ¢ 2, quindi seriviamo

VO =2+ {V() =2

NOEEI

ancora, il pitt grande intero in —5— 7, quindi seriviamo
/(6) 42 9 V(6 —2
R

¢ cosl di seguito; si fa poi che il resto abbia il suo numeratore ra-
zionale, e si esprime come una frazione con l'unitd per numera-
tore; allora incomineiamo un'altra linea del procedimento.

Possiamo notare nell’escmpio che i quozienti incominciano a ri-
correre appena giungiamo ad un quoziente che ¢ doppio del primo.
Vedremo fra breve che accade sempre cosi.

115. Sia N un intero qualonque che non ¢ un quadrato esatto;
sia @ il pit grande intero contenuto in 4/N; si scriva /N nella for-
V) 10

1

ma per simmetria, e si proceda cosi:
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[(N) 40 TN — .
CIGIEL =o V&) C— g ———, so 1= N—a?
1 1 V) ta
vihte _, NWdae-re o ¥
T A e
s¢ a'=rb—a, cd r':,.q;.(_‘--;
VY a ,o AN+ d = , r”
T =0 -+— ’ =0 + 7 77
" 4 V) +a
N -q
se @' =7V —da, ed o :_r,_a_;
,/N Lo Nyd-al'— p'p"
IO g SOOI e,

In questo procedimento supponiamo che b, b', b"... siano, come «,

i pite grandi interi contenuti nelle espressioni da culi essi rispettiva-

mente traggono origine; scgue da cid che r, ', r"”, »"' ... sono tutti

positivi. Infatti ¢ & minore di ¥, quindi » & positivo, ¢ b ¢ il pit

grande intero in M ,

NN +a \
r

sicché b ¢ naturalmente minore di
; quindi @2 & minore di N, e cosl ' & positive; e cosi di

seguito. Abbiamo notato questo fatto, poiché segue evidenteniente
dal procedimento; esso ¢, pero, incluso nella proposizione dell’ Ar-
ticolo scguente.

116. Nelle esprossioni che si trovano al principio delle linee
nell’ Art. 115, abbiamo le seguenti serie di quantita:

O,a,d,a”,a” ,ete. cooviiiiiiiin. 1y,

| R R A <1 7 T €O 1
e la seric corrispondente di quozienti ¢

a, b, b U etes .. (3).

Mostreremo ora che i termini in (1) ¢ {2) sono tutti interi posi-
tiviy quelli in (3) si conosce che sono tali.

Siano o, &' , " tre termini consecutivi di (1); ¢, 6", ¢ i ter-

mini corrispondenti di (2); &, 8", " quelli di (3). Le convergenti
. . ) ) n ) 1 ) )H B/!/'!+ )

corrispondenti di .\/(¥) siano 1 ) l—, ,ﬁ;; sicche 2—,— = *—,71‘.—,——i: queste
¢ gy ¢ @y
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convergenti si possono formare tutte nel modo solito, poiché tutt i
termini in (3) sono interi positivi.

D . . Ny+a”
Poiché il quoziente completo corrispondente a G & —\/L—ZTT—,

¢
abbiamo, per 1"Art. 109,

\/(vAT’) ~+ 5(”

’
D -r[l . . , "
N L) ey gy
VTN e T e
OV’

Y
Simoltiplichi, ¢ pei st eguaglino le parti vazionali ¢ le parti v
razionali; cosi

a”l”‘:;;,‘,/l):N’IIV a"q'+.\o”q :;]’r;
quindi a gy = Py =pp — ' N,
¢y —py) = 2N —p"?

Ora pq’—y’q::tl quindi a” ¢ g” sono interi. E si ¢ dimostrato
nelPArt. 113 chc g —pq pp’' — qq'N, ¢ ¢*N—p'2 hanno lo slesso
segno; quindi a” ¢ (, sono interi posiliel,

Questa investigazione si pud applicare ad ogni coppia corrispon-
dente di quantitda in (1) ¢ (2) ecentto alle prime due coppie; essa

non si pud applicare a queste perché si suppone che due conver-
4 "

P
genti L L precedano la convergente —;. Ma le prime due coppie
7 q q"

di quantitad in (1) ¢ (2), ciot 0 ed 1, ed a ed », si conoscono essere
interi positivi. Cosl fulle le quantitd in (1) ¢ (2) sono interi positivi.

147, I pit grande termine in (1) & . Infatti pel modo di forma-

zione della serie, pp'=N—a'?; poich¢ p e o' sono positivi, a2 &
minore di N, e quindi &' non ¢ maggiore di «.

118, Nessun termine in (2) ¢ (3) puo essere maggiore di 2a. In-
fatti pel modo di formazione delle serie, o' +a'"=p @' e poicht neé
a' né o pud esserc maggiore di «, né g’ nd ' puo essere mag-
giore di 2a.

119, Be 2"=1, allora "=

.

/ ) o " )
Infatti, per U'Art, 116, a” 5" ,L’ = -]77 quindi se¢ =1 si ha
q
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’ !
. P b, . . .
o + una fraziéne =—. Ora = & una maggiore approssimazione a
q q !

. . s . Py .
VN in paragone di a, ed a & minore di 4/N; quindi = & maggiore
q :

di a; onde o == a.

120. Se ogni termine in (1), escluso il primo, si sotirae da a, il
resto ¢ minore del termine corrispondente in (2).

1/
Infatti, per UArt. 416, a”¢' 4+ ¢"¢ =p"; quindi *q’ = (f—, va”>;
’ q NG
(uindiL’—— A" & minore di p”; quindi a fortiori, a - o/ & mi-
1 P g q )

nore di g,

Questa dimostrazione si applicherd solamente al lerzo o ad ogni
termine seguente, poiché nell’Art, 116 si & supposto che due ter-
mini a , &' precedano a”. 11 teorema, pero, regge pel secondo ter-
mine, come si vede immediatamente, poiché ¢—e«, o zero, ¢ mi-
nore i 7. :

124, Si & mostrato negli Art. 117 e 118 che i valori dei termini
m (1) e (2) non possono cecedere a ¢ 2a rispettivamente ; quindi
gli stessi valori debbono ritornare nelle due serie simultaneamente,
e non vi possono essere pite di 2¢? termini in ciascuna serie prima
che ¢id abbia luogo.

122. Sia la serie (1) dinotata da

Aps Oy s gy oo Qg s By s Cpin s wor Gppeeg s By g Oyyg s one

e sia una simile notazione usata per (2) ¢ (3). Abbiamo dimostrato
che una ricorrenza deve aver luogo, supponiamo allora che 1 ter-
mini dall’mme sino all’ (n - 1)M inclusivamente ricorrano, sicche

A 7y s Q™ O s @i ™= Gypio s

- . 1
by =Dy s Dpr = Uiy s Disa = D -
T Vs Tt ™ Vet 0 Tae ™ Vg s oo

Mostreremo che

”u—l = ”1n-7l ! /'n«‘l = ,'m—l y Ppm1 ™= ! wm—1-

Al . e e N 2 e N2
Abhiamo vy, (v, =N—a,?, 7,47, = N—ay?,

ma Pu U ed a o,y quindi r,_y=r,
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A.IICOI‘:L, Gy T B =" g bmv‘l O e ’)u~l ;

quindi Ay Oy = Dy = by ) Ty
)
. . —1 _ .
quindi 2 ; Mty —b,,_g=2 zero o ad un intero.
m—1

Ma, per 'Art. 120, a—a,,_, ¢ minore di Ty el @ —a, & mi-

nore i r,_y, sieeht a—a,_; & minore &i v, 15 quindi a,_,—a, |

. . e =t
¢ minore di 7, _,;; quindi =L@
, .

¢ minore di 1.
m—1

Paragonando questo col risultato precedente, vediamo che
Lut TOmot qoye ossere zero quindi @,y =a,_y, ¢ by_1=b,_,.
m—1

Adunque, conoscendo che I'm™0 termine ricorre, possiamo con-
chiudere che anche I'(m — 1)Me termine ricorre. Questa dimostra-
zionc vale {inch¢é m non & minore di 3; poiche essa dipende dal teo-
rema stabilito nell’Art. 420, Quindi i termini ricorrono incomin-
ciando col quoziente comploeto M

123. L' ultimo quoziente sard sempre 2a.
- . . N
Infatti sia l’ultlmo quoziente completo ———= \/( )+

,\/( ) "a

v g — 2. PO 2.
y quindi @, +a=r,b,, ©,1 fN;za ; ma r=N-—a?;

allora il se-
guente &

quindi rn:'l; quindi, per VArt. 119, a,=a; quindi 4, = 2a.

124, Ogni frazione continue periodica ¢ cquale ad nwna delle radici
di un’ equazione quadralica con coefficienti vazionali.

g as 1 1 1 1
oia = —

b+ /l -+ Ix + v
o eut TR
in cui Yo e ———

Sk vy

siceht @, b, ., I, k sono 1 quozienti che non ricorrono, od rys,...u, 0
sono quelli che ricorrono perpetuamente,
N . . . .
Sia ~— la convergente formata dal quozienti a, b, ... sino a k in-
q

clusivamente; ¢ sia o la eonvergente che precede innnediatamente
q
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-
p—,—; allora, come nell” Art. 109,

q
'
Pyt
= e, (1).
qy-+4q
14 .
Sia 7 la convergente formata dai quozienti r, s, ... sino a v in-
2

clusivamente; ¢ sia 17 la convergente che precede immediatamente
/

—(;7‘, allora

1 Py +r + P
Y=
0y +0
Da (1) e (2) eliminando y otteniamo un'cquazione quadratica in
x con cocflicienti razionali. Per ottenere 2 dobbiamo risolvere que-
sta equazione: o pure possiamo prendere il valore positivo di y tro-

vato da (2), ciod, da Q42+ (Q — Py — P=0, e sostituirlo in (1).

125. 8i puo notare il teorema seguente sulle frazioni continue.

1 1 1

1
Sl —— —— ..
P b+ ¢+ 7:H—m-{m

e sin la corrispondente serie di convergenti

lo sviluppo di una frazione propria

1 c - pp PP

/,‘ (;])-}, 1, e (;7 (;7, ‘(;’7, '6
q"
allora lo sviluppo di = sara
: v

1 1 1 i1
—— e — =
m V4 c+ b
cio®, si troveranno gli stessi quozienti ma in ordine inverso.

) ) (Il 1
Infattt Q = m''¢" ++ ¢, quindi T .

e 7

q
1)1” + ?[ﬁ
"o__ ' T .1 —
" =m'q g, quindi 5 =
i

o cosl di seguito.

" i 1
Qllin(“ g"':—,"— T cue .
0 TR BT ¢ b
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126. 11 teorema precedente fornird un’aggianta ai risultati otte-
nuti in questo Capitolo.

! ’

~ P . . . . b

Siano 2 e 1~, due convergenti successive di \/N, tali che —

q q 4

sia 1'ultima convergente formata prima che i quozienti ricorrono;
quindi per gli Art. 116 ¢ 123, p' =aq'+q.

’
Ora lo sviluppo BT

I !
) — Dy . .
——— ciod i L,—-a, sard con la notazione
q q
dell’ Art.r 122

11 1 1 1 1

Z”T by b4+ gt byat le—l .

p—aq

¢ 'ultima convergente sard . Ma abbiamo or ora veduto c¢he

q
¢=p —aq'. Quindi per I’ Art. 125
bp1=byy by p=0g, b, 3=0; ...

127. Vi & anche una ricorrenza degli stessi termini in ordine in-
verso rispetto alla seconda ed alla terza serie degli Art. 116 e 122,
simile a quella che & stata ora dimostrata rispetto alla prima serie.

Abbiamo generalmente

"m—1’ m“N'_a (“’ lm—l'l'a =V bm—l ).
Si pongano in (1) per m successivamente i valori 2 ed n3 cosi
mra=N—a?, v, _r=N—a,?

sappiamo che a, =a, poiche ciascuno =@, e che ry=», poiché cia-

scuno =1: quindi ro=7,_,.

Si pongano in (2) per m successivamente i valori 3 ed n; cosi
Y + O3 =Ty b27 Ap1 + Gp=Tp—1 b’n—l;

sappiamo che a,=a,; che ry=r, ,, e che by=b, ,: quindi a;=a,_,.

Ancora, si pongano in (1) per m successivamente i valori 3 ed

n—1: da cid otteniamo 9,=r, ,. Si pongano in (2) per m succes-

sivamente i valori 4 ed n—1: da cid otteniamo @, =a, 4. Ecosidi
seguito,
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128. Il teorema seguente relativo alle frazioni continue fu comu-
nicato al presente scrittore da M.T Rickard di Birmingham. Il teo-
rema fornird convergenti clevate della radice quadrata di un nu-
mero con poca fatica.

Sia N un intero positivo che non & un quadrato esatto, e si sup-
pongano formate le convergenti di 4/N nel solito modo; sia ¢ il nu-
mero dei quozienti ricorrenti in un completo ciclo, o pure un mul-
. . . P o
tiplo qualunque di quel numero; sia =% la ¢™ convergente e Bae

9e UER
2¢)ma convergente; allora sard

Pac l /1_79. L Nl]").

T2 e Pe

Sia a il pilt grande intero in 4/N, ed i quozienti ottenuti conver-
tendo 4/ N in una frazione (,()ntl]]lld nel solito modo siano dino.
tati con

by, by, by, ... D, Bosas Dpgns ven boge o

Allora dagli Art. 122, 123 abbiamo

by =boiar by=by 40 by=bogeiniin... (D
inoltre by =ty byy =il (2).
. Pe. - .
Siano Le=t o Pett convergenti immediatamente precedente e
et Dega
Dot APt P
seguente di 2—" allora Zett _"M—l
1’ qc+1 berrde+ o
Ora /N dilferisce da Pest iy questo; invece di usare il quozxento

qc+1
.. dobbiamo usare il corrispondente quoziente completo, che &

a4- /N, per PAvt. 123,
(@+ VN)pe+ Py,
@+ M) Gt gy’

Quindi N/N:

“si moltiplichi, e s eguaglino le p'n'h razionali ¢ le parti irrazio-
nali; cosi
WPt Py = NG QG g Ppenennanns (3).
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Pera

Ancom ¢ differisce da ~£= in questo; invece di usare il quo-
Qot1 1 1
ziente b, 4 dobbmmo usare la frazione continua be y + —— ..—;
c+=>+ bae
1

e questa frazione continua per (1) e (2) & eguale ad a+b, +

e et T
ciod, essa & eguale ad a-+-=".
de
Quindi
Pe e
((l + —p) PetPer  @P¢ -+ Doy + —’(‘—
Tae
dac

2¢ Gf—>%+%_ Mﬁw”%m

Do
Nqe + ’_(-
= __._/."_ er (2)

4 Af
. por (3, = ?zc_+ie>_
~Pe ~\c Pe

[5) ’

Possiamo dare un’interessante illustrazione geometrica del teo-
- . R . . Pe

rema. Se N dinota I'area di un rettangolo e si prende ~— per uno
q

: s, . Nae , Pae ie .

dei lati, Ualtro lato & —=. Cosi™ ** & eguale alla semisomma dei
Pe Qe

lati di questo rettangolo. Dinotino & e ki lati di un rettangolo; al-

1
lora se 3 (h-+ k) dinota un lato di un altro rettangolo della slessa

2hk
area | altro lato sard —— 7 la differenza di questi due lati sard
(h— k)2 h 1

= la gquale & minore di h—k. Ora nel cercare /N unoi nel
2 (/7, -+ ].)

fatto desideriamo il lato di un quadrato di cui P'area & N ed il pre-
sente teorema si pud considerare come dando una serie di reftan-
goli, in cui un lato di ciascun rettangelo & la semisomma dei lati

~del rettangolo precedente; sicché ciasenn reitangolo ¢ piu prossi-

mamente equilatero in paragone del retlangolo precedente: ed i
rettangoli tendono alla forma di un quadrato. Questa illustrazione
¢ stata suggerita da uno scritto intitolato The Rectangular Theorem
di Henry Brook.

Supponiamo per un esempio che N=a2%+1; allora 1 quozienti
sono a, 2a, 2a, 2, ...: ciod, il eiclo dei quozienti ricorrenti si ri-
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duce al solo quoziente 2a. In questo caso quindi ¢ pud essere un
numero intero qualunque.

Supponiamo per un altro esempio che N=a?—1; allora i quo-
zienti sono a—1, 1, 2(a—1), 1, 2(a—1), ...; cosi il ciclo dei quo-
zienti ricorrenti consiste dei due quozienti 1 e 2(a—1). Cosi nel
teorema precedente ¢ pud essere un numero intero pari qualunque.
In questo caso perd il teorema sard anche vero se ¢ & un numero
dispari qualunque, come ora mostreremo.

Supponiamo ¢ un numero intero dispari qualunque. Poiché
il (¢-+1)™e quoziente ¢ 1'unita abbiamo
Pesa=PetPeys Gea=0qcF qog-oreerinees (4).

E, nello stesso modo come si dimostrarono le equazioni (3), ab-
biamo
(a— 1)1’c+1+pc:1v‘lc+p (@—1)qey+ 4 =Peyqe-- (9).

Ora 22¢ differisce da ! in questo; in vece di usare il quoziente
Yac ‘10+1
. 1
P unitd dobbiamo usare la frazione continua 14— ..., —e
2a—1) + 1
1
questa frazione continua & eguale ad , cloé, a Tes
p().x__/] 1 (10
—= —(a - 1)
Gea
per la seconda delle equazioni (H). :
[](.‘ . q
e Ve TPet pem ot pegr — Pe
Cosi =¥ — z = dl , per (4).
Qe Qg + Qoq 2(Ic+'| -

Dalle equazioni (5) poiché N==a®—1, si pud dedurre che

\a— Dpe+ Nge (a—1) ge+pe
Peyr= a)(a 1) ’ Cp1 2((1——/1) )

.. . . . i . Pac
$i sostituiscano questi valori nell ultima espressione per == ed

fac
2,
A\I‘j( = 1—
e
otteniomo 22° - v d0.

Dae e
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ISEMPIT DI FRAZIONI CONTINUE DA RADICALL
QUADRATICI.

Esprimere come {razioni continue i quattordici radicali seguenti,
e trovare per ciascuno le prime quattro convergenti:

1 8. 2. 4/(10). 2. \(1h). (7).
5. y/(19). 6. W20, 1. Y@ 8. y(16).
9. y(53). 10. /(A01). 1. (@2 +1).
12, \J(a*—1). 13. \J(@® +a). 14, \J(e®~a).

15. Trovare I8 convergonte di 4/(13).
16. Trovare I'8% convergente di 4/(31).
17. Mostrare che la 9% convergente di 4/(38) dard il vero valore

sino almeno a sei cifre decimali.

L 2 e
18. Trovare i limiti dell’errore quando 7 S prende per yJ(23).
i

916 T
19. Mostrare che 1—97) differisce da (J(23) per una quantitd mi-
1

1
nore di———— e maggiore « .
488 ’("’4())-

1912

1o
20. Trovare limiti dellerrore quando - ——)— si prende per 4/{23).

Trovare limiti dell” evrove (uando lb“ (-,onvergcnte si prende

per y (31

I 5
22. Mostrave che 14— STy y T T \/(i;)
S A0 g R ‘

i

o

23. Mostrare che

(AN R Y N N B
Firarizar Nizarerar )Ty

24, Mostrare che
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mostrare che la scconda convergente differisce dal vero valore per
una quantitd minore di 1:a(4a2+1); e quindi facendo a=7, mo-

99 1
strare che —- differisce da 4/2 per una quantitd min di ==,
= ¢ V2 p a quantith minore di yo-or

[,

25. Mostrare che la 3% convergente a 4/(a2+a+1) & o ("a+ 1).

9

i
oA 13 .
26. Trovarc convergenti di —\{—; mostrare che 0 eccede il vero
4

B

1
2910

. Trovare la 6* convergente di \/(;)

28. Trovare la 6% convergente della radice positiva di

valore per una quantity minore di -

(a5
-1

-3z -6=0.
29. Trovare la 6* convergente di ciascuna radice di
22 —br-+-3=0.
30. Trovare la 7 convergente della pitt grande radice di

22 —Te+4=0.

1
31. Trovarc la H* convergente di ——— .
(45)
32. Trovare il valore di 1 _}”_« 1
32, Trovare il valo i Rl
1 1 1 1
33, Trovare il valore dl———-——————...
1+2+142
a 1 1 1 1 1 1
34. Trovare 1l valore di 1 1—-:; g—l—nl; ﬁ ﬁ
s i1 11 1t 1
35, Trovare il valore di =— —n — —— —— —— ...

324+ 434241+

36. Trovare il valore di v+—— ——— —— —— ——
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X. FRAZIONI PARZIALI E COEFFICIENTI INDETERMINATI.

129. Una [razione algebrica si pud alle volte scomporre nella som-
ma di due o pitt frazioni pitt semplici; per esempio,

w—-3 1 1
=3+ w1 227

La teoria generale della scomposizione di una frazione in frazioni
pitt semplici, chiamate frazioni parziali, & data nei trattati sulla
Teoria delle Equazioni e sul Calcolo Integrale. Considereremo qui
un caso semplice.

ar® +brp +c

(@ —a) (@—B) (=)
della quale ¢ composto di tre fattori diversi del primo grado ri-
spetto ad z, cd il numeratore ¢ di un grado non superiore al secon-
do rispetto ad x; questa frazione si pud decomporre in tre frazioni
semplici, che hanno per loro denominatori rispettivamente i fattori
del denominatore della frazione propusta, e per loro numeratori al-
cune quantitd indipendenti da z. Per dimostrare cid, supponiamo

130. Sia

una frazione, il denominatore

ar*+brtec A I ¢
(e—o)(@—G)z—y) w—a w- g a—v

in cui 4, B, ¢ sono per ora indeterminate; dobbiamo allora no-
strare che possono trovarsi tali valori costanti per A, £2 e €, da ren-
dere I'equazione precedente un’idenlile, ciod, vera qualungne sia il
valore di #. Si moltiplichi per (z— a&)(z — B)(x--v); allora tutto cio
che si richiede si & che la seguente sia un’identita,

a4y +e=A(e—LB)(r—y) +B(r—a)(e—)4-Cie- a)(z—f):

¢i0 avrd luogo se ordiniamo i termini nel sceondo membro secondo
le potenze di 2, ed eguagliamo il coefliciente di clascuna potenza al
coefficiente corrispondente nel primo membro; otterremo cosi tre
equazioni semplici per determinare A, B e (.

131. 11 metodo dell’Articolo precedente si pud applicare ad ogni
frazione, il denominatore della quale ¢ il prodofto di fastori sem-
plici diversi ed il numeratore di grado inferiore ! denowminatore
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L’ Articolo precedente perd non & del tutto soddisfacente, poiché
non mostriamo che le equazioni finali che si ottengono sono indi-
pendenti e di accordo tra loro. Ma siccome dovremo solamente ap-
plicare il metodo ad esempii semplici, in cui i risultati si possono
facilmente verificare, non ¢ intratterremo maggiormente sull’ argo-
mento, ma rimandiamo lo studente alla Teoria dell’ Equazioni ed al
Caleolo Inlegrale.

r-—-3
3 +2
rie procedente secondo le potenze ascendenti d1 x; vi sono varii
metodi che si possono adottare. Possiamo procedere con l'ordinaria
divisione algebrica, scrivendo il divisore nell'ordine 2 — 3z 4122 ed
il dividendo nell'ordine —3+2z. O pure possiamo sviluppare
?—t—;‘—L:—) scrivendolo nella forma (22-32+4-2)71, e trovando 1 coef-
ficienti delle potenze sucecessive di @ col tcorema del polinomio;
dobbiamo quindi moltiplicare il risultato per 2w—3. [ perd ph‘l
conveniente di decomporre la frazione in frazioni parzmh e poi di
sviluppare ciascuna di esse. Cosl

132. Supponiamo che si debba snlupwm —————— inunase-

Te—1 w2
1

1 —a
!
— ‘.)‘v" — ( o 5{1+

Quindi la serie richiesta per —
xre—

1
. 1. n
nerale — (l - i )7

1233. Senza sviluppare attualmente un’espressione come la pre-
cedente possiamo mostrare che i coeflicienti successivi saranno le-
gati da una certa relazione; prima di dimostrare cio sari necessario
di stabilire una proprietd generale delle serie.

== —-n)1=— i’i—{—m—l— ;

134. Se la serie a, -+ a, #4+ay 22+ a, 25+ ... & sempre eguale a
zero qualunque sia il valore di z, ciascuno dei coefficienti «,, a,,
ay, @y ... deve essere separatamente eguale a zero. Infatti poiché la
zerie deve essere zero qualunque sia il valore di r, possiamo porre
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r=0; cosi la serie si riduce ad a,, che deve percid esso stesso essere
zero. Quindi togliendo questo termine abbiamo a,z+a,a2+az3+-...
sempre zero; si divida per «, allora a,4 a, 2 + ¢, 2%-4... & sempre
zero. Quindi, come sopra, conchiudiamo che ¢,=0. Procedendo in
questo modo, il teorema & stabilito.

. Se le serie L P N Y L S
2
ed Ao+ A2+ Ap2® 4 Ay a4 ...
sono sempre eguali gqualunque sia il valore di #, allora
2
ay—Ag+(a;—A) x4+ (ag—Ay) 2% - .
¢ sempre zero qualunque sia il valore di 3 quindi eonchiudiamo che

ty—Ag=0, a,— A, =0, ay—A,= 0, ... ;
ciok, i coefficienti delle potenze simili di = nelle due serie sono
eguali.

Il teorema qui dato & talvolta indicato come il Principio dei coef-
ficienti indelernvinati; nol assumemmo la sua veritdh negli Art, 72,
717, ed 84.

135. La dimostrazione dell’Articolo precedente ¢ quella che or-
dinariamente si da nelle opere elementari sul’Algebra; vi ¢ perd in
essa una difficolta che richiede csame.

Ci limitiamo al teorema che se la serie aj+a@+ ay2*+ ... ¢
sempre eguale a zero, clascun coeflicionte deve cssere egnale a zero;
il teorema nell’ultima parte dell’ Articolo segue da questo.

Quando diciamo che la serie & sempre eguale a zero intendiamo
che essa & eguale a zero per tutti quei valori di # che rendono la
serie convergente; poich® naturalmente una serie divergente non si
puo dire che svanisce.

Nella dimostrazione noi mosiriamo che ¢,z + 592 4 a5 3% 4-......
& sempre zero; cio® xS, & sempre zero, in cul S, fa le veci di
g+ ayr + a4+ ... Quindi se # non & zero S, deve cssere zero; ma
sez ¢ zero £8, svanisce qualunque valore linito abbia S,: cosi in
fatti non dobbiamo assumere che S, & zero quando # & zero, e cosi
il risultato ¢;=0 non' & rigorosamentr dimostrato. Questa & la dif-
ficoltd che dobbiamo esaminare.
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Abblamo S,=a -2, in cui S, sta per a,-t-agr-4-a,2% 4 ... ) e ben.
ché non siamo giustificati nel dire che §; & zero quando # & zero,
nondimeno possiamo dire che §, & zero comunque piccolo sia .
Poiche la serie primitiva si suppone convergente S, ¢ anche una
serie convergente, e percid essa non crescera al di la di un certo
valore fisso quando  si fa piccolo abbastanza; e quindi facendo «
sufficientemente piccolo xS, si pud rendere tanto piccola quanto ei
piace: quindi e, deve esserc zero, poichd se a, non fosse zero non
potremmo avere S, zero comungue piccolo fosse 2.

Cost il risultato @y =0 scgue rigorosamente se S, & convergenta
quando # si fa tanto piccolo quanto ci piace. In «imil modo il ri-
sultato a, =0 segue rigorosamente se S, ¢ convergente quando & si
fa tanto piccolo quanto si piace, in cui S; sta per az-ta,r+agr?+-...
¥ cosi di seguito.

Poiché la serie primitiva si suppone sssere convergente le serie
Ss, 83, ... sono convergenti, quando x si fa tanto piceolo quanto ci
piace; e cost il teorema dell’Articolo precedente & vero.

136. Bupponiamo che la seric w4~ fuyr? 4,23 4- ... rappre-
a--br

m, allora

senti lo sviluppo di

a tbr=1—pr—qe¥)(u, --ur+ 1&2.1'2 gt )

Se n & maggiore di 4, il coefliciente di 2™ nel secondo membro &
Wy, ~ PUy_y — i, _o; quindi poiché non vi & aleuna potenza di  su-
periore alla prima nel primomernbro, dobbiamo avere per Art. 134,
per ogni valore di n maggiore di 1,

Y Pl ‘f/”n-»-z:”"

E paragonando i primi ed i secondi termini nei due membri,
abbiamo
Hy =@, Uy prg=b
le due ultime equazioni determinano u, ed u,, ed allora 'equazione
precedente determinerd ay, 1y, 1,, .. . facendo successivamente

n=2,3, 4, ...
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ESEMPII DI FRAZIONI PARZIALL E DI COEFFICIENTI
INDETERMINATI.

Sviluppare ciascuna delle sette seguenti espressioni secondo le
potenze ascendenti di #, e dare il termine generale :

| 1 5 O—10z N 3r—2

T T2y 32 U @—D@-@—3)

. z S S S Ltdoda?
(1 —z)(1 —p2) 1—2¢+ 22 (1—3x% =~ (1-—a)t

Sviluppare ciaseuna delle cinque seguenti espressioni secondo
le potenze ascendenti di # sino al quinto termine, e scrivere la re-
lazione che lega i coellicienti dei termini consecutivi:

1 1 i 1—a?
8 L 10, o2
i —z4 a2 1 —2r 4 3a? 2 -~ —a*
1 , 1
11, a?+ax +2* T —pa pa—a®

13. Sommare le serie seguenti di n termini separando ciascun
termine in frazioni parziali:
r ax a’r

(14 2)(1 + ar) + (1+az)(1 +a*z) + (1 +a?2)(1 + a'z) to

14. Sommare in simil modo le serie seguenti di n termini:
a(1 — az) ax(l — a?) "
A+ z) (1 +aey(I+az) (1 +ar)(t+ a®x) (1 +ada)

15. Determinare a, b, ¢, d, ¢, in modo che I'nM® termine nello
o -+ bz -+ ca® + drd + et
(1 —ux)8

sviluppo di sia ngt,
aP

(2 —a)(w—b)(—rc)...

parziali, supponendo che n sia il numero dei fattori nel denomina-

tore, e che p sia un intero minore di n.

16. Mostrare come decomporre in frazioni

Se p & minore di n, mostrare che
aP1 -1 Pt
+ +
(a—b)(a—c)... " (b—a)y(b—c)... ~ (c—a)c--b)...

+ =0,
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XI. SERIE RICORRENTI.

137. Una serie si chiama una serie ricorrente, quando a partire
da un certo terminge in poi ciascun termine & eguale alla somma di
un numero fisso dei termini precedenti moltiplicati rispettivamente
per alcune costanti. Per costanti intendiamo qui quantitd che restuno
invariate qualunque termine della serie si consideri.

138. Una progressione geometrica & un esempio semplice di una
serie ricorrente; poichi® nella serie @+ ar +-ar24-ard- ... ciascun
termine dopo del primo & r volte il termine precedente. Se u,_, ed
w,, dinotano rispettivamente 1'(n—1)me termine e I'n™° termine,
allora u, —ru, ,=0; la somma dei coefficienti di », e di u,_, con
i loro proprii segni, cio®, 1—7, si chiama la scala di relazione.

Ancora, nella seric 2 4- 4r £ 1422+ 4623 1-1522* + ... la legge che
lega i termini consecutivi & w, —3a1, , —2%u, ,=0; questa legge
vale per valori di » maggiori di 1, sicché ogni termine dopo del se-
condo si puo ottenere dai due termini immediatamente precedenti.
La scala di relazione & 1 — 3z —x2.

139. Trovare la soinma di n lermine di una serie ricorrente.

Sia la sorie wy+u,x - usa® +uze3 ..., e sia la scala di relazione
1 — pz — qa?, sicch® per ogni valore di n maggiore dell unita
Uy =Py — qu,_o==0. Dinotiamo i primi n termini della serie con
S, allora

S=uy A 1y@ Hugt? frga® o duy,_ 2T,
. — p n
paS= o prtupruypad .. A, o pa™ Hu, pat,
20— 21 3 n—q noy JH1 .
qx S= U L1, q L -}«...-}»un_aqz‘ AUy oG 4 Uy 44 )

quindi
& 20— . - b A T
S—prS—qrAS=tt b ugr U PL U, PL Uy o QB — Uy QT
poiche tutti ghi altri termini nel secondo membro spariscono in virtl
della relazione che ha luogo fra ire termini consecutivi quulunque
della data serie; quindi

. et . !
Uy bt (g —ptig) - 7 PUy g & Uy g T gL,y

1 - pr—qz?

S =
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Se il tm‘%nme € {pu_n__,+qun_2?}—qru”_.1§ decresce senza l.umte al
crescere di n senza limite, possiamo dire che la somma di un nu-
mero infinito di termini della serie ricorrente &

1ty Fa(uy— puo}
1—pr—qz®

E chiaro, che se questa espressione si sviluppa in una serie se-
condo le potenze di 2, riavremo la data serie ricorrente. (Si vegga
l’AI‘t. 136)

140. Se la serie ricorrente & uyd-uy-tuybugt ..., e lascala di ve-
luzione 1-p—g, dobbiamo solamente fare #=1 nei risultati dell’Ar-
ticolo precedente, per trovare la somma di # termini, o di un nu-
mero infinito di termini.

141, Quando 1 — pr— 22 si pud decomporre in due fattori reali
gy = piiy)
1 —pr — qa2?
porre in frazioni parziali, ciascuna avendo per suo denominatore
un’ espressione che contiene solamente la prima potenza di z: si
vegea U'Art. 130. In questo caso, siccome ciascuna {razione parziale
si puo sviluppare in una progressione gcometrica, possiamo otte-
nere un’espressionce per il termine generale della serie ricorrente.
Abbiamo cosi ancora un altro metodo per ottenere la somma di n
termini, poiché la somma di n termini di ciascuna delle progres-

sioni geometriche & conosciuta,

del primo grado in z, I'espressione si pud decom-

LSEMPID DI SERIE RICORRENTI.

Trovare le espressioni dalle guali le tre serie seguenti si possono
derivare; risolvere le espressioni in frazioni parziali, e dare il ter-
mine generale di ciascuna serie;

Lo As9a b 21a? 18

2, betle 28902659004,

A 143z Ll 43004,

f.. Trovare come deve essere piecolo « aftinche la serie nell’e.

o

~empio 3 sia convergente.

5, Trovare il termine generale della sevie 3 -11 4325 814,
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6. Sommare la serie seguente di n termini
LH54174534-161-+-485+...

7. Trovare il termine generale della serie 10-+-14-+10--6+... e la
somma all’infinito.

8. Trovare l'espressione da cui la serie seguente si pud derivare.
ed ottenere il termine gencrale

V—p+ %584 10at—-1 TSy,

XII. SOMMA DELLE SERIE.

142. Daremo qui alcuni esempi diversi di somma delle serie.
143. Trovare la somma dellaserie 124224324, 4 n2.
Supponiamo
124224 324 . - n2=A+Bn-+ Cn2+ Dnd - En* + ...,
in cui 4, B, 0, D, E ... sono costanti per ora indeterminate. Si muti
7 in n-+-1; cosi
124 24324 04 (- 1D2=4+B(n4+1)
FCMmA+D2+D M+ 1)L Em D44
Con la sottrazione,
2 WmA1=B-+C2n+ D+ DB+ 3n+1)
+ E(Ind34-06n24+An+ 1)+ ...
Si eguaglino i coellicienti delle rispettive potenze di n; cosi E=0,
ed ogni altro termine dopo di E sard =0;

W=1; 3D4W=2, D40+ B=1;

. 1 .1 1
quindi 1):5, ( =5 I;-:_E_
. n n* nd
Cosi 12 492 4 32 4 L b 2o 4 - 7 + 5 + 5

Per determinare 4 osserviamo chie siccome questa equazione deve
valere per tutt’i valorl interi positivi di n, possiamo porre n=1;
eost A=0, Quindi la somma richiesta ¢

:Tn(n 41 @n - D).



366 SOMMA DELLE SERIE.

Lo stesso metodo si pud applicare per trovare la somma dei cubi
dei primi n numeri naturali, o pure la somma delle loro quarte po-
tenze, e cosi di seguito. Si vegga anche I Art. 154.

144. Supponiamo che 'n™ termine di una serie sia

fent0} fa(n+1) 40} fa(n+2) +b1 ... {alntm—1)+b],

in cui m & un intero positivo fisso, ed a e b sono costanti conosciu-
te; allora la somma dei primi » termini di questa seric sara

tan4-b} fa(u+1)+0} ... fa(n+m—1)-+b} {aln+m)+b}
(m+1)a

+C,
in cui € & una costante.
Dinoti u, I'nme termine della seric proposta, §, la somma di n
termini; allora dobbiamo dimostrare che
on-+0b
= sl g + O
13 (7” + /]_) @ N1

Supponiamo che la formola sia vera per un valore asscgnato di
n; si aggiunga 1'(n 4+ 1)mo termine della serie ail due membri;
allora

. an 4 b .
Spt Uy = CER Uy T U 105
. a(n-Fm-+1)+0 a(n+1)y+b X
% —_— U o O e,y 4 O
cl1oe, SIL—H (Hl o 1) a U:H-l l ('I)L 4 l,’ @ “/1~. ] 3

cosi la stessa formola valerd per la somma di 241 termini, che si
suppose valere per la somma di 2 termini. Quindi se la formola ¢
vera per un certo numero di termini essa ¢ vera pel numero pros-
simamente maggiore; e cost i seguito. Ma la formola sara vera
quando n=1 se prendiamo ¢ in modo che

a-+b o o -t- b

=y () clo0, i ——————— 1, - (]
" Gn+a® ’ "lng e ?

cosl 0 & determinata e la veritd del teorema e stabilita,

a4 1)+ b

- 1y, abblamo
a+b

a(m+ 1)y +h v ity
a(n-i 1) P e 1y

Poiche Uy =

(o ty —
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- an -+ b by

Quindi S, T e g

d m+Da ‘s (m+1)a

Cosi la somma dei primi n termini della serie proposta si ottiene

L bu

sottraendo la quantith costante — -1 —

n+1)a
an+Db

che dipende da n. Questa espressione & Z_-_{—T)_u"M; possiamo an-
m @ '

che porre questa espressione nella forma equivalente

da una certa espressione

a(n-+m)-+-b

(m+Na o
e per aiutare la memoria possiamo osservare che essa si pud for-
mare inlroducendo un failore addizionale in fine di v, , e dividendo
pel prodotlo del numero dei fatlori cosi accresciuto e del coefficiente din.

145. Possiamo ottenere il risultato dell’Articolo precedente in un

altro modo. Come sopra, dinoti u,,
{an+-b} {a(nt+-1)+0} {a(n+2)+b} ... {a(ntm—1)+D],

e dinoti S, la somma dei primi n termini della serie di cui v, &
I’nmo termine.

Abbiamo

a(n+m)+b . . amu,
WUy g T e Uy == U A

L an 4 b TR an o+ b
sia an -+ b =p; cosi
P (Upyq — Uy) == @M U,

si muti » in n — 1, cosi -

) _ .
3 p—ay (“’n — Up_y) =AM Uy
similmente,

$p =20 (g~ Tp_s) = OM Uy,

{p—3al(u, o —1u, g=amu, q,

{ —
{p— @ —1)al (uy—-u)=amu,.
Quindi, con 'addizione,
Py 1) =0 Uy H g FUpy oo Aty —(n—1 )1ty [ =amsS 5
quindi P (g — W) 4 n0Uy = amS, + as,:

. an + b buy

quindi : n:mz “'“'H('M—H)—a‘
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146. Supponiamo che 1'aMm® termine di una seric sia -—, incuiu
n

u
n
& lo stesso che nell’ Articolo precedente; allora la somma del primi
e . . an -+ b .
n termini di questa serie sard — —_—
(im — 1) av,
. . an --h
Supponiamo, come sopra, S, = ———————+
(m — 1) aw,
si aggiunga ai due membri, allora
ni1
g 1 an + b L
R T L
Uppy (m—1)au,
1 a(m+n)+b a1+ b
_--———-—————T‘—‘q C:‘—————/———-%—O.
Uy (M —1)aw, (m— 1) an, 4

Quindi, come sopra, la veritd del teorema ¢ stabilita, purché
v » k i )
. i a-+b . am 4- b
¢ sia tale che — =— ——v— -+ (€. Cosl ( = -~ ad
1y (m —1) au, (m — 1) au,
am-+b an-+b :

On (- 1)aw, - (m—Dau,’

Questo risultato si pud anche ottenere nel modo dell’ Art. 145.

147. Si pub avere una serie la quale non © direttamente inclusa
nella forma generale dell’Articolo precedente, ma sipud decomporre.
in due o pitt che sono tali. Per esempio, sicerchi la somma di »
termini della serie

Qui ’nM® {ermine

n+4-2 _ (n42)2 v
nn+1) (n+3) (n4+4) n(n-+1) (n42) (n-3) (n+4)
Ora (n+2)2=n(n+1)+3n-+4; cosi I'n™ termine
n(nd-1)+3n+4 _ 1
T a(n+1) (n D) (n+3) (n+4) (n+2) (n+3) (n+4)
3 4

D (D) B A T R (1) (i) 1)
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Se ciascun termine della serie proposta si decompone in questo
modo otteniamo tre seric, ciascuna delle quali pud essere sommata
col metodo dell’Articolo precedente; cosi si pudo sommare la serie
proposta. Nel caso attuale la somma richiesta &

1 1 1 3
W) k) | 2 3D (Bt b

1 4
* % A(n+1)(n+2) (n43)(n4-4)

148. Numeri Poligonali, 1 espressione n-+1n(n—1)b & la som-
ma di n termini di una progressione aritmetica, di cui il primo ter-
mine ¢ Punitd e la differenza comune & b. Se facciamo b=0,1,2,3,...
otteniamo cspressioni che si chiamano i termini generali del 2°,
30, 4% ... ordine dei numeri poligonali rispettivamente. Il primo or-
dine & quello in cui ciascun termine & 1'unitd. Cosi abbiamo

10 ordine, n™° termine 1; seric 1, 1, 1, ...

29 ordine, n™° termine n; serie 1, 2, 3, 4, 5, ...

30 ordine, n™° termine i n(n+ 1); serie 1, 3, 6, 10, ...

4° ordine, n™° termine n?%; serie 1, 4, 9, 16, ...

5° ordine, n™M® termine 3n (3n—1); serie 1, 5, 12, 22, ...
e cosl di seguito.

I numeri nella 22, 3%, 4%, 5%,... serie sono stati chiamati rispetti-
vamente lineari, triangolari, quadrali, pentagonali, ...

149. L'n™e termine dell’s™e ordine dei numeri poligonali &
1 or
ny =) (= s

fa somma di 2 termini di questa serie &, per I’ Art. 144,

an+1) r—2 (m—NLnn+1)
e Ty 3 ’

o %n(n-{-i)i(r—?} (n— l)+3},

. 1 .
Quindi per i numeri triangolari Snzgn(n+ DH(n+2), per i nu-
. 1 . .
meri quadrati S":F n(n 4+ 1) (2n 4 1), e cosl di seguito.
i )

AT
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150. Troevare il numero delle palle da cannone in un mucchio pira-
midale. )

(1) Supponiamo la base della piramide un triangolo equilatero, e
vi «iano n palle in un lato della base; allora il numero delle palle
nell'infimo strato ¢ n4+(n—1)+n—-2)+... +1, ciod, il numero

;o1 . .
triangolare é" (n 4 1); il numero nello strato seguente si troverd
cambiando n in n—1; e cosi di seguito. Quindi, per 'Art. 149, il

: 1
numero di tutte le palle & 6n(n+'1) (n+2).

(2) Supponiamo la base della piramide un quadrato; vi siano n
palle in un lato della base; allora il numero delle palle nell'infimo
strato & n2, nello strato seguente (n—1)2%, e cosi di seguito. Il nu-

1
mero di tutte le palle & " (n+1) @n+1).

Similmente possiamo procedere per ogni altra forma di piramide.

Possiamo vedere da questa proposizione una ragione dei termini
nwmero triangolare, numerv quadrato, ...

Se il mucchio di palle da cannone & incompleto, dobbiamo tro-
vare prima il numero nel mucchio supposto completo, indi il nu-
mero nel mucchio minore che ¢ deliciente, e la differenza sard il
numero nel mucchio incompleto.

151. Una questione analoga a quella nell’'Art. 150 si ha quando
dobbiamo sommare le palle in un mucchio di cui la base & retlan-
golare, ma non quadrata. In questo caso il mucchio terminerad in
una semplice fila alla cima; supponiamo p il numero delle palle in
questa fila; allora I'n™0 strate a contare dalla cima ha p+4n—1 palle
nella sua lunghezza ed n nella sua larghezza, e quindi contiene
n(p+n—1) palle. Quindi il numero delle palle in n strati &

n(n41) n—Dnn+1)
g I 3

1
, 0 gn(n»i—l) Bp + M —2).

Se m & il numero nella lunghezza dell'infima fila, m=p +n—1,

1
e la somma si pud scrivere 3" (n+1) 3m—n-+1); come n & il

numero nella larghezza dell'infima fila, la somma ¢ espressa cosi in
termini dei numeri nella lunghezza e nella larghezza della base.
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152, Numeri Figurati. Le serie seguenti formano quelli che si
chiamano 1 differenti ordini dei numeri figurati:

1% ordine, 1, 1, 1,1, 1, ...
2 ordine, 4, 2, 3, 4, D, ...
10, 15, ...

3% ordine, 1, 3, 6,

la legge generale si &, che U'n™ termine di ogni ordine & la somma
di n termini dell’ordine precedente. Cosl 1'n™°termine del secondo

. N ) n (01
ordine & n, del terzo ordine @ ~—(-3———)

n{n+1)(n+2

, del quarto ordine ¢&

e generalmente I'nm0 termine dell’ymo ordine &

1.2-3 ’
1... r—2
n(n )] (nl—H ). Questo possiamo dimostrarlo con I'indu-
7" —

zlone. Infatti, assumendo questa espressione per U'n®® termine
dell’r™o ordine, possiamo trovare la somma dei primi n termini
dell’rmo grdine con la formola dell’Art. 144. Dobbiamo solamente
porre 1 per a, 0 per b, ed r—1 per m, Quindi otteniamo per la
somma

anmAD0+2) .. .n+r—1)
I ’
e quindi, per la definizione, questa é Pespressione dell' n™* termine

dell’ (r -+ 1)me ordine.

153. Abbiamo gid mostrato che il Teorema del Binomio si pud
alle volte applicare alla ricerca della somma di una serie (si vegga
U'Art. 72); diamo un altro escmpio. Trovare la somma della serie

POy A+ Pyly 4 Pyl 4 -+ Py Oy
in cui Qp=r(r+HE+2...0r+q-1),
e Po=(n—ry(n—r+H(n—r+2)...(n ~rtp-—1).
Possiamo vedere che
Q. =[4 X per il coelliciente di "~ nella serie per (1 —a)~ @+,

o P,={p X per il cocfliciente di 2™ "I nella serie per (1—2)~0+D),
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Quindi abbiamo sino ai termini non superiori ad 2772,
0y ; ]
(1 ——.1-) WH)ZE{QF*‘Q#‘*‘ Q:}$2+QI‘$3+'” )-’
—{ 1 .
(1 —zy~tp=1) - {pn_, Py g Py gt Py g :

Quindila seric che dobbiamo sommare ¢ eguale al prodotto di Plq
pel coefficiente di ™72 nello sviluppo del prodotto di (1—a)~@+1)
per (1—z)~@+0: ¢iod, 1a serie & eguale al prodotto di | P | ¢ pel coef-
ficiente di 2"72 nello sviluppo di (1 —a2)~P+2+2) Quindi la serie &
eguale a

212 fjn—t4p+q
[p+q-+1 [n—2 ’

154. Col metodo dell’Art. 143 possiamo investigarc un’espres-
sione per la somma 1"4-2"+3"4 ... »", in cui » & un intero posi-
tivo qualungue. Dinotiamo questa somma con §; allora si pud mo-
strare, (esaminando i casi speciali di r=2 ed r=3) che S si pud
porre nella forma di una serie di potenze discendenti di n, inco-
minciando da n"™1, ¢ non si deve far altro che determninare corrot-

tamente i coeflicienti delle varie potenze di n. Supponiamo che

rr—1)(r—-2)

r(r—1) .
TooTg g A

o LT -

S = C’n’“+‘40n7—|-3;11n7 1. A2
[i conveniente di rappresentare i coefficienti nel modo qui esi-

bito; cosi in vece di una sola lettera per il coefficiente di n"~1 ado-

periamo il simbolo 5 4,, e cosi di seguito. Procederemo ora a de-

2
terminare i valori di 4, 4;, 45, ... ; e si troverd che queste quan-
titd sono indipendenti si da » che da n.

Nella supposta identitd st muti »n in n--1; cost

S (14 1) = Gl 4 1 4 A, (4 1) 45 Ag(n-4)7 1
r(r—1)

b
~e

+ G DU E P
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Quindi, con la sottrazione,

n+1H"'= 0{ (n 4 DT 78 } + Aoj(n—[- 1HT— n"}

—A,{<n~i«1>"—“~nf—“}+T(f, 24 {<n+1>’*2 2}+

Si sviluppino tutte le espressioni (n+1)"1, (n-+1)", (n+1)""1, ...
col Teorema del Binomio; indi si eguaglino i coefficienti delle di-
verse potenze di n. Cosi, eguagliando i coefficienti di ", abbiamo
1=0(@+1), indi, eguagliando i coefficienti di n"~*, abbiamo

o +1) 1 1
r= 5 ———- A1 cosl (}_.-:—1-,/10:?[

Si eguaglino i coefficienti di n"~P, ponendo per € ed 4, i loro
valori; cosl otterremo generalmente

1 1 4, dy 4y
L}i_]p+'l+il£+L‘zlp—1+L‘z_lp~2 lﬁ]p—i&
4y

+Elp_4’+ ......... ,

in cui le serie nel secondo membro si estendono sino al termine
che contiene Ap_y inclusivamente; ¢ ponendo per p successivamente
i valori 2, 3, 4, ... determiniamo successivamente 4y, Ay, 4, ... ;
e vediamo che queste quantith sono indipendenti da n ed r.

1

30" Q"

1
Otterremo 4, = & dy=0, dg=—=, 4,=0, 43=
E notevole che tutt’i coeflicienti con indici pari 4,, 4,, 4g, ...
=ono nulli; questo si pud dimostrare come segue:
Nella supposta identita primitiva si muti #in n—1, e si sottrag-
aa ;) cosl

n —C{ S (n—«1)’+1}-1—4 ‘{L—(n— )7%—{— 4 ln’"‘——(n——l)"_’}

ety (L |
+ e e ar
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8i eguaglino i coefficienti di »"P, ponendo per ¢ ed 4, i loro
valori; cosi
1 i A, 4 Ay

) _ - 2 3
0= p+1  2p + 2lp—1 |3 p~2+ 4lp--3
prl clp 2 kd 2

A

—Em?""ﬁ_m

11 risultato ottenuto prima si pud esprimere cost,

B S SO VT N
St o2 2=t B2 43

4,
Bt
Quindi, sottracndo e ponendo per p successivamente i valori3,5,7,...

mostriamo successivamente che zero & il valore di 4,, 4,, 4¢,. .-

-} b

ESEMPII DI SOMMA DELLE SERIE.

1. Mostrare che la somma dei primi n termini della serie di cui
I'nmo termine & n(n+1)(n+ 2)...(n4+m — 1) si ottiene ponendo un
fattore di pil in fine di questa espressione, ¢ dividendo pel numero
dei fattori cosl aumentato.

2. Dare la formola per sommare la serie di cui I'n™0 {ermine ¢
il reciproco di n(n+1)(n +2)...(n+m —1).
Sommare le cinque serie seguenti sino ad » termini, ed anche
sino all’infinito:

gt Lo
TR S B v R

S S EEN SR R
556 568 T a0 T 810012

o | o

S ter tae T

L S S
s te s T s T TS
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(PRI UR
i, i~ ses
T34 T35 o6 567

8. Sommare sino ad n termini 14+3 46410 ...
Y. Se n & pari, mostrare che
n+2qm—1)+3n—-2)+... + Z— (7—2-{—1) :w.
2\2 12

10. Sommare sino ad n termini o2+ (a+ 1)2+(a-+2)24-...

11. Sommare sino ad n termini 1222z + 32224 42234 ...

12. Se i termini dello sviluppo di (a+ b)" si moltiplicano rispet-
tivamente per nr, (n—1)r?, (n—2)r3, ..., n essendo un intero po-
sitivo, trovare la somma della serie risultante.

13. Sviluppare U’—Xm in una serie secondo le potenze

ascendenti di #, e mostrare che il coefficiente di 2™ &
L =1 (=) (k) , (nP—1) (n®-4) (n®-9) . ;
n{l-{- |_3_ c+ lé - u 3.t

" nello sviluppo di

14. Trovare il coefficiente di 2™ y
z(1 — az)
(1—a2)( —az— by).
2n W+ WmAn+ 2n 4+ 4
15. Mostrare che 1+ —Zf+ n(3n;— ) il n—3}— 6)(9n+ 2

_onfy M. nn+1) nn+1)n+2) }
=2 11-}—3 k- 576 + 56,0 4. (s

16. Se p, dinota il coefficiente di 2" nello sviluppo di (1 +a)"
in cui n & un intero positivo, mostrare che

9 2 3n o nn+1
YRR B QR £ J (’1 S ).
pﬁ p] 1)2 pn—‘l N
PaDge- Paln+ 1"
(Po+ PPy D2)- - Pyey + D) = »Lz_é_ :
5 ) — 11y 1 1 1
371*1‘%‘ ’{“2—2—“ oot (__..)n_]_”'_—_—] -+ -;—‘—?‘)_J[_ _{__’_L’
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/1 7 mn
17. Mostrare sviluppando I’ identita ( — 1) = ———— che
1—x (1—-a)

an+1)...(n+p-1) on m—1...(n+p—2)

d U L2
nn—1) (n—=2)...(n4p-—-3)
lr’l”l . I£ e

& zero quando n e p sono interi positivi ed n & maggiore di p.

18. Se delle palle sono ainmucchiate sopra una base triangolare,
ciascun lato della quale contiene 9 palle, trovare il numecro totale
contenuto nel mucchio.

19. Trovare il numero delle palle contenute in 5 strati di un
mucchio triangolare incompleto, il numero in un lato della base
essendo 15.

20. I pumero delle palle contenute in un muecchio troncato di
cui la cima e la base sono rettangolari, &

% {,‘Zp“ 4+ 3m+n—1)p-+6mn — 3m—3n+1 %,
in cui m ed n rappresentano il numero di palle nei due lati della
cima, e p il numero di palle in ciascuno degli spigoli obbligui.

21.. Mostrare che 1% 4+2% + 3%+ ... 4-n*

n b o0t on on
=— 4 =4 - —— = =— (N i -+ 2L 3n—1).
3 =4 3 + T~ 30 30(n+ YR+ D32+ 3n—1)
22. Mostrare che
(1 + ary(L+220)(1 +2%) ... (1 +2Pv)
=P L U=at)(i—aP)
11—z (I —a2)(1 — 2%
{ —gP ) — b2
‘%'(1 )= m ) a%d 4 ...
(1 —2)(1—23) (1l — %)

23. Nello sviluppo di (I+@)(1+ex)(14-c22)(14¢32)... il numero
dei fattori essendo infinito e ¢ minore dell’unitd, i1 coefficiente
di g” @ ST

c

A=) (1= —e% ... (1—¢")
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i Re A, & il coelliciente di 4" nello sviluppo di

g <1+0> (] f—c)z> (H—o) .oallinfindlo,

dimostrare che A, = A, y4-4,_0), e che 4, =

25. Se n & un multiplo qualunque di 3, mostrare che

(n—(n—3) (n -3 (n—1H(n— ,))

i B

1—{(n—1)+ oz (e 1y,

XL INEGUAGLIANZE.

155, Spesso ¢ utile di conoscere quale sia la pit grande di due
date espressioni; le proposizioni relative a tali questioni sono or-
dinariamente riunite sotto il titolo Inequaglianse.

Diciamo che a & maggiors di b quando ¢ — b & una quantitd
posiliva.

156. Un’ineguaglianza reggerd ancora dopo che una stessa quantil
si aggiunge a clascun membro o st toglie da ciascun membro.

Infatti si supponga a > b, quindi ¢ —b & positiva, quindi

azc— (b==¢) & positiva, quindi a=:¢>b=¢.

81 deduce da cid che un termine si pud togliere da uno déi mem-
bri di un’eguaglianza e porlo nell’altro col suo segno multalo.

157, Se st cambiano © segni di (udl’ i lermini di un’ineguaglionza il
seqno dineguaglianza deve essere rivoltalo.

Infatti cambiarc tutt’i segni equivale a passdare ciascun termine
del primo membro nel secondo; ¢ ciascun termine del secondo
membro nel primo.

158, Un inequaglianzea reggera ancora dopo che ciascun membro si
noltiplica o si divide per la stessa quaniila positiva.

Infatti si supponga ¢> b, quindi a—b & positiva, quindi se n &

1
positiva m(a— b) & positiva, quindi ma*> mb; ¢ similmente »«(a -b)

b
¢ posifiva, Pd _—

48
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Similmente possiamo mostrare che se ciascun membro di un'ine-
guaglianza si moltiplica o si divide per la stessa quantitd negativa,
il segno d’ineguaglianza deve essere rivoltato.

159. Sea>h, a'>b, d">b", ... allora

ata '+ .. >b+b 0
Infatti per supposizione, a—b, a'—b', "~ 1", ... sono tutte po-
sitive; quindi a—b-+a'—b' 4 a”’'—0"+ ... & positiva; quindi

ada +a"4 .. >0 4 0

160. Se a>b,a’ >V, " >b", ... e tutte le quantita sono positi-
ve, allora & chiaro che aa’a” ... >D0'b" ...

161. Se a> b, ed a ¢ b sono positive, allora a”> ", in cui n &
una quantitd positive qualunque. ’

Questo segue dall’Articolo precedente se¢ n & un dnlero. Se n ¢

frazionario supponiamolo *1— sia a?=h ¢ VP=1F; allora h & > 1, ¢
¢

1 1
dobbiamo dimostrare che h? > k7; questo si pud dimoqtmre indiret-
A 1 1
tamente; poich® se W =47, allora h=F; e sc i < h” allora h<k;
tutti e due questi risultati ‘sono falsi; quindi dobbiamo avere

1 1
e > K1,

Se n & una quantitd negalive, sia n=—m, sicchd m & positiva;
I
1
. H (13
allora — P < clod, a™ <™
ay, @y @ a
. . .y 2 3 . .. . .
162. Siano le frazioni —, R -2 dicui i denominatori sono
by by b4 n

tutti dello stesso segno, allora la frazione

G+ ayt+azt+ ... +a,
by+by+b54 ... + 0,

giace in grandezza tra la pm piccola ¢ la pit grande delle frazion:
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_ , a, a, a ay . .
Infatti supponiamo che —%, =2, 2 . 2 siano in ordine crescente
v by by by D,

di grandezza, ¢ supponiamo tutt’i denominatori posilivi; allora

a a a

1 _ " . H — 1.
— ==, quindi ¢; =0, X —;
by by b,
ay @ - a
25 L quindi @y > by X L.
by by by
Ty Oy . . Qy
== > =, quindi ag > by X —;
by by by

¢ cosl di seguito;
quindi, con 'addizione,
N ] Il, .
ay + ay+ O S (bi - (’)2 -+ 03 T [)”) —

onde a,,+a2+a3+...+an>ﬁ,_.
by +by+bg+ ... +b, by

Similmente possiumo dimostrare che

ay+esteg+ ... +a, a,

by+by + g+ oo +0, by

Nello stesso modo si pud stabilire il teorema quando tutt’i deno-
minatori si suppongono negalivi,

. a a, a . . SN
Se L1 ="2_-3 _  alloraciascuna di queste frazioni ¢ equale
by by by ‘
. =1 S . . . . .
alla frazione di cui il nameratore ¢ la somma del numeratori ed il
deneminatore ¢ la somma dei denominatori.

163. Poiché (v —1)* o 22—y 412 & una quantitd posiliva o
zero, secondo che a ed y sono disuguali o egnali, abbiumo

1
22 42y~
) (J" +y )/ ZY,
I"ineguaglianza diventundo wir'eguaglianza quando =y. Quindi
l )
3 (@-+b)> Al(ab);
ciot, la media aritmetica di due quantitd & maggiore della media

geometrica, I'ineguaglianza diventando un’eguaglianza (uando le
due quantitd sono egnali.
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164. Siano n quantita positive, a, b, ¢, ... k; allor
Satbted .l +E\"
— e ) abe .k,
7"

a meno che le n quantitd non siano tutte eguali, od allora Uine-
guaglianza diviene un’eguaglianza,

. a--b\? ¢ d\?
Infatti ab < S ,od < —5— )

ndi N A

quindi abed < — 5 )
e L0 ehd ferbierar
5T 0 S B} ?

Lhe A\

quindi abed < (ﬁi——%ik—) .

Procedendo in questo modo possiamo mostrare che se p ¢ uwna
qualunque potenza intera positiva di 2,
. at+btet+d+ ..\
abed ... (p {attori) < <——~v— —_) .
Vi

a-+b4c+d+ ... (ntermini) ,
n .
poniamo che ciascuna delle rimanenti r guantith dalle p quantita

sia eguale a {5 abbiamo allora .

€ sup-

’

Ora sia p=n-r, ¢ sia

" nl- e\ .
abed ... (n fattori) > 7 < <-—‘_—r—> ; cioe, < T
4y

- bebedd L O\
quindi  abed ... (nfattori) < 1 ciot, < (ﬂ-l——b——(———) .
n

Cosi il teorema & dimostrato qualunque sia il numero delle guan-
tith a, b, ¢, d ... L’ineguaglianza diviene un’eguaglianza quando
tutte le n quantita sono eguali.

Possiamo anche serivere il teorema cosl,

1 .

-D-etd o
Ql_’.*_‘_'..’_f_._; (abed L.

n

extendendo 1 significato det termini needia aritmetica o nedia geo
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medrica, possimmo enunciare il teorema cosl: la media arimetica di
un numero quelunque de quantila positive ¢ maggiore della media geo-
metrica.

165. La dimostrazione seguente del teorema dato nell’ Articolo
precedente si trovera un esercizio istruttivo
1 Latbtetdt Lk

8i dinoti (abed ... k)" con P, ed con (.
n

Supponiamo ¢ e b rispettivamente la pit grande e lapit piccoladelle
A

noquantity a,b,¢,d,...k; sia a,=b;=ta+b), ¢ sia Py=(a,bcd...k)";
allora poichid a,by > ab, abbiamo P, >~ P. In seguito se i fattori in P
non sono tutti eguali, si tolgano 11 pit grande ed il pitt piccolo tra.
essi, e si pongano in loro vece due nuovi fattori, ciascuno eguale
alla semisomma di quelli che si sono tolti; dinoti Py la nuova me-
dia geometrica; allora P, > P;. Se procediamo in questo modo, ot-
teniamo una serie P, Py, Py, Py, ... P, ciascun termine della quale
¢ maggiore del termine precedente e prendondo r abbastanza gran-
de, possiamo avere i fattori che si trovano in P, tanto prossima-
mente eguali quanto ci piace; cosi quando r & abbastanza grande,
possiamo considerare P, = (J; quindi P & minore di (.

166. Paragoneremo ora le quantit

((/"lo 1 I,7IL ’L“"{I
———T—— ed

Supponiamo « e b positivi, ed 4 non minore di 5.

al g o = <____f b a- b) ( VL_/} — ?_—‘_b
¢ /
o ffa+\"  mGn—D a Hf 2 a—b
N\ T2/ T i

e (m—1) (m—2) (m—3) a+b>""'*(u b " {
(1 ")

a—0 a--b L, i
& winore di —_ la serie & convergente (Art. 49),

-

Poichd

stcehd abbiumo un risultato che ¢ aritmeticamente inteligibile ¢
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vero. Quindi se i & negalivo o pure un inlero positivo qualungue,
a7ll+ bm (l+ l»'
- -

ne segue che 5

m
) . Se m & positivo ¢ minove dell'u-

R S A R A , . L
nila, —— < = . Rimane a considerare il caso in cui m

& positive ¢ maggiore dell’ unitd, ma non un infero. Supponiamo

.-. 1 1
m:‘;J ,incuip & >q, e slano a=a, {=07, A=aP, B=FP. Allora
q

p 4 P »
al + b7 a-+b\Y ‘ P +@P a’l+g'] q
—— 0> 0L , secondo che — o —-):

Q <) 9

~ ~

4
ap+‘@n>u‘ » al 4+ 61
— € >0 J mm——

2 )

ciod, secondo che( ; cioc, secondo che

+

2

7
np

i q
A4+ B\ | AP . s
—) &>0< . Conosciamo per quello che & stato gid

9
dimostrato, che |'espressione nel primo membro ¢ la pit grande,
m m m
N T A a+b
poiche 4 & positivo & minore deil'unita; quindi ——— ¢ > \ ——
P

2

quando m & positivo ¢ maggiore dell’ unita.

167. Siano n quantitd positive @, b, ¢, ... k; allora

At D™ M ™ Jad b R\

: 0 ’ ( n )

quando m & negativo, o purc positivo ¢ maggiore dell'unitd; ma ha
luogo il contrario quando m & positive e minore dell’unitd. 1’ ine-
guaglianza diviene un’eguaglianza quando tutte le n quantitd sono
eguali.

Questo si pud dimostrare con un metodo simile a quello adope-
rato nell’Art. 164. Supporremo m negativo, o purc positivo ¢ mag-

F m
: . ) L ) a-+b\" o cHd\"
' giore dell’ unita. Allora o™-+0". 2 (——— N e

B
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L\ ™ m
quindi a™ 4 6" - T A™ ‘l{ %—)> + (C;d> I

L 9. O<a+b H—}—d)
T 1

4

quindi’ >
i 4

'I" Fb‘m i 1Il __L_(l’"l (a -}-b-’-c-*-d)m

Procedendo in questo modo possiamo stabilire il teorema nel caso
in cui il numero delle quantitd & p, se p & una qualunque potenza
intera positiva di 2. Sia ora p=n-7, e siano le ultime r delle p
quantitd tutte eguali, e ciascuna eguale a ¢, in cui .

_a-+b+c+... (ntermini)

k]

n
uindi a™ 4" L™ <a+b+c+...>m
q ‘ Tl/—‘—)" n_}_,’q ’
quindi a4 At > (nr) ( lfj:[ ,
ciod, S () ™
quindi a™ - "+ ™ > al™,

£1d che dovea dimostrarsi,

In simil modo possiamo stabilire il resto del teorema, cioé, che
quando m & positivo e minore dell’unitd ha luogo il contrario.

1l teorema di questo Articolo si pud anche stabilire con un me-
todo simile a quello adoperato nell’ Art. 165.
168. Se z ¢ @ sono quantitd positive, ed z e Jz minori dell'uni-

ta, (1 +r & minore di ———
(1+a) ——

Dobbiamo infatti mostrare che (1 +2)~# & maggiore di (1 —fz).
Ora, pel Teorema del Binomio,
BEAD o BELHE+Y 5
J— av+
12 13

ciascun termine di questa sorie & maggiore del termine seguente,

4y =1 -Cr 4
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. S5+ n , . . .
poichd * T 1% & minore dell'unita, essendo » ¢ o ciascuno minore
n+

dell unith. Quindi, come nell’Art. 93, la serie & maggiore di 1--3a.

169. Sia vy una quantitd positiva maggiore di (3 allora 1+4vr

& maggiore di i—l " purch® sia (t+7v) (1 — L) maggiore di 1:
ciod purchté (y—f) o sia maggiore di 3yz*, ciod 'purchd yv—f sia
maggiore di @yx. Quindi abbiamo il seguento risultato: sex, £, ey
sono positivi, e Y ¢ maggiore di @, allora prendendo « abbastanza
piccolo possiamo rendere (14#)f minore (h 1 +vz; questo vale co-
munque piccolo sia I'cccesso di ¥ sopra §

170. Se x ¢ positivo log (1 +x) & minore di 2.
Infatti supponiamo y=log(1+a), allora 1-+o=cY; ¢, per PArt. 77,

)

V=1 by 1 [j .., che ¢ maggiore di y-+ 1.
. o . 111
Come un esempio si pongano per  successivamente -, 3
20371

: 3 o b1 n+ l 1
abblamo Ioa s, logs < ... log . Quindi, addizio-
S2 3 3 n
n+1 ] 1
nando log r + < l -1——1 N S
Vo2 2 3 n

171. Se z & positivo e minore dell'unitd log (J +a) & maggiore

P R -
Infatti log(l 4+ 2y = —— + — —

+ ...; quindi, come nell’Art.

2 3 4
22

93, vediamo che log(l+x)~(;p— ) ¢ una quantitd finita positivas

-0 . . . . s 1 .
172. Se 2 & positivo e minore dell’ unitd log = ¢ maggio-
11— ’

re di z.

1
Infatti logl_zw —tog (4 ——7)_1'—{— + + —-—[— iv.0o) quindi

log

-1 & una quantiti finita positiva.
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173. 1 tre esempii seguenti illustreranno il soggetto delle inegua-
wlianze, e forniranno risultati di qualche interesse.

1:3:5..@n-1) 35741

. Se u,= T

6...2n " 9.4.6...2n

zllora quando » ¢ infinito w, ¢ zero, v, & infinito ed u, v, & finito.

. 135 2n—1
Abbiamo =G T, D URNE € )

oo 246 n
quindi S S - e @,

Onde; con la moltiplicazione, 1,2 < P

Quindi, crescendo n possiamo rendere w, minore di ogni quan-
titd assegnata.

357 W41
Similmente, z*,,:?)-i-g... n;— B (3);
2 n
Lo 4 6 8 -2
quindi l”>§5ﬁm ...... oo ()
2n+ 2

Onde, con la moltiplicazione, v,2 > , ciod, >n4-1.

2
Quindi, crescendo n possiamo rendere v, maggiore di ogni quan-
tita assegnata.
Finalmente, da (1) e (1) vediamo che

12n+2

. | - oo
Uy Uy > 5 a1’ cioe, y € quindi, a fortiors, 5—2;

n+
> ——

2n+1
e da () e (3) vediamo che u,v, <{.

Quindi u,v, giace tra s ed 1, ed & percio finito.

1. Se m, n, @ sono in ordine decrescente di grandezza, allora

m4+a\™ . n4a\"
e <)

Nt - @ Nn-—aQ
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Infatti si prendano i logaritmi dei due membri; cosi dobbiamo
paragonare

a «
14+ — 1 4=
i n
mlog Con 1 [0F m——
a I3
1 — t—-
im n
1 a2 1 ot 1 { 102 1d i
o sia Wil +- —5+-—4...teon w4 54— F
i 3m2 bt ! | 3n2 ' bk |

¢ la prima di queste & minore della seconda. Quindi segue il risul-
tato richiesto.

111, Siano n quantitd positive a, b, ¢, ... k; allora

X bc-. Lt
(a+b+c:...+h)“++“* R < a0, I,

o meno che le n quantitd non siano eguali, ed allora 'incguaglianza
divienc un’eguaglianza.

Siano due quantitd disnguali ¢ e b; dobbiamo mostrare che
b
. (1+ I3 a+
a™ & <

Si supponga ¢ maggiore di b; sia a=c+ o, b=¢—=.

2\ et® 2\ %
Dobbiamo mostrare che (1-}—;) (1_?) & >1,

‘ x
I+-\"
. N c .
ciot, che l——— ¢ >,
x
¢

f—-

1+z>z‘ . . &
) >4, in cuix=-.
1—3z ¢

o sia che (1—2?%)
142\, -
Ora il logaritmo di (ﬁ) (1—2%¢

(o1, 1 (, 1, 1 )
PAR P 5 SRy S PN B T R - R S L B A S
~-{ T } P +

e questa & una guantitd positiva; ¢ siccome il logaritmo & positivo
I espressione & maggiore dell’unita.
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La dimostrazione si estende poi al caso di tre o pitt quantitd con
un metodo simile a quello usato nell’Art. 165.

I problemi nei tre Articoli seguenti sono analoghi al soggetto
considerato nel presente Capitolo.

174. Dividere un dato numero 2¢ in due parti, in modo che il
loro prodotto abbia il pilt grande valore possibile.

Dinoti # una parte e 2¢ — @ l'altra parte, ¢ dinoti y il prodotto;
allora dobbiamo determinare # in modo che y abbia il pit grande
valore possibile, Poich¢ y=z(2¢—z), abbiamo 2% — 2z +y=0;
quindi = a = 4/(a® —y). Cosi poiche = deve essere reale y non pub

essere maggiore di ¢2, ed 2=a, quando y =02

175. Dividere un dato numero 2z in due parti, in modo che la
somma delle loro radici quadrate abbia il pit grande valore pos-
sibile.

Dinoti # una parte e 2a~--z Valtra parte, e dinoti y la somma
delle radici quadrate delle parti; allora dobbiamo determinare # in
modo che y abbia il pitt grande valore possibile.

Poich¢ Wz 4 \/Qa—2)=y, 2b—a=(y—42)* a3~?2y\/$—!—w,

y '\/(400 —y?)
e 20— 2y /o +y?— 2w=0; quindi \/x—— i—_‘l——'

Poiché \/m deve essere reale y% non pud essere maggiore di ia,
cost 2a/a ¢ il pil grande valore di y, ed #=a quando y=24/a.

, a®+a?
176. Trovare il minimo valore che pud avere -— qualunque

sia il valore reale di .

) 24 g2 , . [y —4a
3i ponga iv_L:y, allora z2—2y+a®=0; cosi 3:__% =+ —\-—-<—‘/~—2————)
z E4

Quindi »2 non pud essere minore di 4e?; o sia 2 ¢ il minimo
valore di y.
24 2 a

Y
O pure cosi, —————x—{———, supponiamo & posmvo allora pos-
&€ 2

siamo porre questa espressione nella forma < o — 7— +2; e
NE

siccome 2a ¢ costante il minimo valore dellintera espressione si
1
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2
otterra quando il termine positivo (\/;p——/—> svanisce, cio®, quarn-
. A&
do 2=a. Non & necessario di considerarc valori negativi di z, poi-
2 4 a2
z:+a
che

gativo qualunque come quando @ ha il corrispondente valore po-

ha lo stesso valore numerico quando « ha un valore ne-

sitivo.
ESEMPII DI INEGUAGLIANZE.
Negli esempii seguenti i simboli si suppongono dinotare quan-

tita positive; e le ineguaglionze possono, in alcuni casi, divenire
equaglianze, come in alcuni degli Articoli del testo.

1. Se a, b, ¢ sono tali che due qualunque di esse sono maggiori
della terza, 2(ab 4 be+ca) > a® b2 + 2.
2. Se B4m2in2=1, ed 24+ w24 n"2=1, allora
W mm' +nn' < 1.
3. (atb—c)*+{atc—0) 4 (b4c—a) > ab-betca.

1

A A
, az\2 L2\ 2 .
. T -+ P >f\/a+ /\’[).

b. ab(a+-b)+bc(b+o)+ca(c+a)>6abc e <2(a%-+0%4-c?).
6. (a+b)(b+c)(cta)>8abe.
1

7. Mostrare che 22— 8z--22 non & mai minore di 6, qualunque

valore di 2.

sia
§. Quale ¢ pil grande, W3 o a417

1 1 . .
9. Send >, dlovnad— ¢ > 14, sewd | opue <-.
ne n 7

L. . 'zu.v b+ua)
10. Trovere il minimo valore di Sii——):——-.
11. Dividere un intero dispari in due altri interi, di cui il pro-
dotto sia il pitt grande possibile.
12, Se a>b, allora /(a?—b?)+ \/(‘.Zab—-b'l) > .

13. S a,b,c,d sono in progressione armonica, ¢--d > b--¢.
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14. Se a,b,¢ sono in progressione armonica ed n & un intero po-
sitivo, a™4-c" > 20"

. Se a>b, mostrare che ~————- vre e >0< — $+b secon-
\(@*+a?) NEGERD)
do che # & > 0 < 4/(ab).

16. Sc a,b,e, 0 b, ¢, @, 0 ¢c,a,b sono in ordine decrescente di
grandezza, a?b+b2c+ca>a%c +12a4-c2b; se esse =sono in ordine cre-
scente di grandezza, a2b+b%c+-c2a<a?e-+b2a+t-c2b.

17, (24B2H 024 ) (a2 +- 02+ ) > (da+-Bb+-Ce .. )2,

18, 3(a®+b53+¢%)> (a+-b+c) (ab+be-tca).

19. Yabe<(a+b+c)(a®4-b2+c?)

0. 7—l—c)——l(a,l-|—a2~l-a3+. ook a,) > £ (@485) A/ (@, a5)+ A/ (wy0q) +

21. La differenza tra la media aritmetica e la media geometrica
di due quantitd ¢ minore di un ottavo della differenza quadrata dei
numeri divisa pel numero minore, ma ¢ maggiore di un ottavo di
quella differenza quadrata divisa pel naunero maggiore.

n--1\"
22. Lg<< 3 ) )
Z’:
23. [n> n*
24 3:5...02n—1) <n™

242 e ()

26. a‘+b‘+d alu(u—H) +e¢).
0. 8@ b3 6) 2 3(atb) (b Fo)e @),
a8 w_?i, 2/; ]' 26 -
‘bre adc adb
0. (e tbFe) o 2Tabe e < 9(ad +13--¢3).
30. Se p e ¢ sono ciascuno minore dell'unita,

log,(1—p) P . p(l—q)
log,(I—q) = “ql—p) =~ ¢
31 hoy O €L gi+ ’1‘ Qs an—l ’J‘ﬂ>“-
ay, dy  a, n__l 0, | a )

| —a
>
|l —a

/

32, Ne « ed o glacciono entrambi fra O ed 1, allora
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XIV. TEORIA DEI NUMERI.

177. In tutto questo Capitolo la parola numero & usata come una
abbreviazione per {nfero positivo.

178. Un numero il quale non pud essere diviso esattamente per
altro numero se non per s¢ stesso e per Punitd si chiama un nu-
mero primo, o brevemente un prime.

179. Due numeri si dicono primi tra loro quando non vi & altro
numero, se non P'unitd, che divida esattamente ciascuno di essi.
Invece di dire che due numeri sono primi tra loro, si esprime la
stessa cosa dicendo che uno di essi & primo con laltro.

180. Se un numero p divide un prodollo ab, ed & primo con un
fatlore a, esso deve dividerc U'aliro faltore b.

Supponiamo & maggiore di p; si esegua Poperazione di trovare
la massima comune misura di @ e p 3 siano ¢, ¢, ¢, ... 1 quozienti
successivi, ed =, v, ", ... 1 resti corrispondenti. Cosi

a=pqtr, p=rg +r, r=1¢ 1",
si moltiplichi ciascun membro dt ognuna di queste equazioni per
b, e si divida per p ; quindi

ab br br br’ R
+~b——>< Ty = X+,
p pp p P

. ab | . . . I
Poichd — & un intero, segue dalla prima di queste equazioni che

br b L. . R

— & un intero; quindi dalla seconda di queste cquazioni — ¢ un

n br” D

intero; quindi dalla terza — & un intero; e cosl di seguito. Ma,
])

poiché a e p sono primi tra loro, Pultimo dei resti 7,/,r",... & Vuni-

¢ un intero; cio®, b ¢ divisibile per p.

s .o xd
ta; quindi

181. Quando il numeraiore ed il denominalore di una frazione sone
primi (ra loro la frazione non si pud ridurre ad una [razione equiva-
lente in lermini pile piecoli.
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. . . . e .o
Supponiamo che a sia primo con 0, e, se & possibile, sia 3

! ’

a a a
eguale ad 7 una frazione in termini pit piccoli. Poicheé E:b—”

. ab' oL . -
abbiamo a':T; quindi b divide ab’; ma b & primo con @, quindi
b divide " (Art. 180); ma questo & impossibile, poiché b’ & minore

. _ o a . e .
di b per supposizione. Quindi 7 pon si puo ridurre ad una frazione

equivalente in termini pit piceoli.

/

b b
yli stessi multipli di a e b rispeltivamente.

’

182. Se a & primo con b, cd allora 2’ ¢ b' debbono essere

! !

L. a . ab - .
Poiche Ty abbiamo a’:—b; ma b & primo con a, quindi b

R

divide b'; onde V' =nb, in cui n & un intero; quindi ¢’ =na.

183. Se un numero primo p divide un prodollo abed ... esso deve
dividere uno dei fallori di quel prodotlo.

Infatti poiché p & un numero primo, se p non divide a esso &
primo con a, e quindi deve dividere bed...(Art. 180). Similmente,
se p non divide b, esso & primo con b, e quindi deve dividere cd...
Procedendo in questo modo dimestreremo che p deve dividere uno
dei fattori del prodotto.

184. Se un numero primo divide a™, in cui n & un intero positivo,
esso deve dividere a.

Questo segue dall’Articolo precedente supponendo tutt’i fattori
eguali.

185. Se un nwmero n & divistbile per p, p', p”, ... e ciascuno di
questi divisori & primo con {utli gli allri, n & anche divisibile pel pro-
dotto pp’ p”

Infatti poiché n & divisibile per p, albiamo n=pg¢, in cui ¢ & un
intero. Poichd p’ divide pg ed ¢ primo con p, p’ deve dividere q;
quindi q=p'q’, in cui ¢’ & un intero; cosi, n=pp'qy’, ed & quindi
divisibile per pp’. Procedendo cosi possiamo mostrare che n & divi-
sibile per pp'p”.
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186. Se ciascuno dei numeri a ¢ b & primo con ¢, allora ab & pri-
M0 CON C.

Infatti se ab non & primo con ¢, supponiamo ab =nr ¢ ¢=ns, in
eui n, 1, ed s sono interi; allora, poiché ¢ e b sono primi con ¢,

essi sono primi con ns, e quindi con n; ma ab=ar, onde — = [—};qum<
7

di b & un multiplo di n (Art. 182). Quindi b & nello stesso tempo
primo con n ed un muitiplo di n, il che ¢ impossibile. Quindi ab ¢
primo con c.

187. Se a ¢ b sono primi lra loro, a™ ¢ b sono primi lre loro; m
ed n essendo inleri positivi.

Infatti poichit o & primo con b, ne segue che e a o a* & primo
con b (Art. 186); similmente a® X a o @ & primo con b; e cost di se-
gaito; cost @™ & primo con b. Ancora, poiché ¢ ¢ primo con b, ne
segue che ¢™ & primo con b >(b o 02; ¢ cosi di seguito.

188. Nessuna formola algebrica rasionale inlera pud rappresentarc
muonerd primi solamente.

Infatti, se & possibile, supponiamo che la formola a-+ bz +cx?+da’+
.... rappresenti solamente numeri primi; supponiamo che guando
#=1m la formola prenda il valore p, sicchie p=a-+bm+cem>+dm?+...
Si ponga per #, nella formola, m 4-np, ¢ supponiamo che il valore
sia allora p'; cost p'==a -+ b (m+np) + ¢ (m 4 np)2+-d (m-Fnp)+......
=a- bm -+ em2+dm? + ... + M(p) =p + M(p), in cui M(p) dinota ur
sulliplo di p; cost p’ ¢ divisibile per p, e pereio non ¢ un primo.

189. Il numero dei numeri primi & infinilo.

Infatti se il numero dei numeri primi non & infinito, si supponga
» il massimo numero primoy; il prodotto di tutt’i numeri primi sino
a p, ciot, 2.3-5.7-11...p & divisibile per ciascano di questi nu-
weri primi; si aggiunga I unitd a questo prodotto, ed otteniamo un
aumero che non & divisibile per alcuno di questi numeri primi;
ruesto numero ¢ quindi o esso stesso numero primo, o pure & di-
visibile per qualche numero primo maggiore di p; cosi p non & il
massimo numero primo, il che & contrario alla supposizione. Quindi
il numero dei numeri primi & infinito.

190. Se a & primo con b, e le quantile a, 2a, 3a, ... (b—1) a, si
dividono per b, @ vesti saranno tulti differenti.
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Infatti, se & possibile, supponiamo che due di queste quantita
ma ed m'a quando si dividono per b diano lo stesse resto r, sicché

ma=nb+r ed me=nb 1
allora {m —m')a=(n—n)b:

a n-—n'
onde i e -3
h m—m

quindi m—m' & un multiplo di & (Art. 182); ma questo & impossi-
bile, poiche m ed m' sono entrambi minori di b.

191, Un numero si pud risolvere in fatlori primi in un sol modv,

Dinoti ¥ il numero; supponiamo N=abed ..., in cui a; b, ¢, d,...
sono numeri primi eguali o disuguali. Supponiamo, se ¢ possibile,
che N sia anche =afy6 ..., in cui @, §, ¥, 6 ... sono altri numeri
primi. Allora abed...=afly0...; quindi a deve dividere abed..., e
“quindi deve dividere uno dei fattori di gquesto prodotto; ma questi
fattori sono tutti numeri primi; quindi o deve essere egualeé ad uno
di essi, supponiamo ¢. Bidivida per @ o a, allora bed...=0v6...;
da questo possiamo dimostrare che & deve essere eguale ad uno
dei fattori in bed...; e cost di seguito. Cosi i fattori in abed ..., non
possono essere diversi da quelli in aZvé...

192. Trovare la massiing potenza di un numero primo che & confe-
nute nel prodotlo | m.

. my . ) . .oom
Dinoti / (—) il massimo intero contenuto in —;
a 73

we\ N . Lo
/ (7) il magsimo intero contenuto in —;,
o= a®

th . . N .om
1 f——> il massimo intero contenuto in —,
ad a3

e cost di seguito; allora la massima potenza del numero primo a

o & tonuta i \ ) <1n>+1<m> I(on)+
che ¢ contenuta : — — —
che & contenuta in [m & ; s + =)

. . m
Tra i numeri 1, 2,3, ... m, ve ne sono l(—-—) che contengo-
a .

D
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no ¢ almeno una volta, ciod i numem e, 2u, 3a, la,... Similmente
ve ne sono / ——> chie contengono a2 almeno una volta; ve ne sono

m
I(——) che contengono a® almeno nna volta; e cosi di seguito. La
av /-

somma di queste espressioni & la massima potenza richiesta.
Questa proposizione sard illustrata considerando un esempio nu-

meérico. Supponiamo per esempio che m =14 ed a=2; allora dob-

biamo trovare la pit alta potenza di 2 che ¢ contenuta in | 4.

m
Qui 1<ﬂ> =17, 1<m) 3, I( > 15 cosi la richiesta potenza &

11. Ciod, 2! dividera | 14, e nessuna pit alta potenza di 2 dividera

| 14, Ora esaminiamo in qual modo nasce questo numero 11. Dei
fattori 1, 2, 3, 4, ... 14 ve ne sono selle che possiamo dividere una
prima volta per 2, cioé 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14. Vi sono tre fattori che
si possono dividere per 2 una seconda volta, ciot, 4, 8, 12. Vi & un
fattore che si puod dividere per 2 una terza volta, ciod¢ 8.

Cosi vediamo il modo in cui nasce 74341, ciod 11.

193. J1 prodotio di n inleri successivi qualunque & divisibile per {n.

Sia m+1 il primo intero; dobbiamo allora mostrare che

(m+1) (m+2) ... (m+n)
[

tore ed il denominatore di questa espressione per | m; essa allora

¢ un intero. 3i moltiplichino il numera-

[m+n P
diviene ===, che dinoteremo con —. Sia ¢ un numero primo
anlﬂ ¢ mi-n m+n

qualunque; dinotino #y, 7y, ry, ... 1 massimi interi in )
Mm-+n ¢

at
rispettivamente; dinotino s, s,, s3, ... 1 massimi interi

pral it
om o om m . . L. . .
N —, = —, ... rispettivamente; e dinotino lys gy by, oo 1 MAssIML
PREPTLPE
. ..o nn . . . . .
interi in —, —, —. ... rispettivamente. Allora in P il {attore a si
a  a* a

trova elevato alla potenza ry +r,+r;+...; in Q il fattore e si trova
elevato alla potenza s;-ts,+s;+ ... +4+t,++ ... Ora si pno
mostrare facilmente che r,; ¢ uguale ad s, +¢, o ad s,+ £, +1, ¢ che
r, & uguale ad 5,475 0 ad sy -+ 4, 1, e cosi di seguito. Cost a si trova
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in P elevato ad una potenza almeno tanto alta quanto in (. Simil-
mente ogni fattore primo che si trova in  si trova in P elevato ad
una potenza almeno tanto altaquanto in . Cosi P ¢ divisibile per (.

194, Se n & un numero primo, il coefficiente di ogni termine nello
sviluppo di (a+ b), eccetlo il primo e U ullimo, & divisibile per 1.
Infatti la forma generale dei coeflicienti escludendo il primo ¢
nn—1)...(n—r+1)

Pultimo ¢ - B , 1n cui r pud avere un valore
v

gualunque da 1 ad n—1 inclusivamente. Ora, per I'’Art. 193, que-
sta espressionc ¢ un intero; inoltre poich® n & un uumero primo e
maggiore di 7, nessun fattore che sitrava in{ 7 puo dividere n; quindi
(n=1)(n—2),..(n—r+1) deve essere divisibile per |r. Quindi
ogni coefficiente, eccetto it primo e Pultimo, ¢ divisibile per n.

195. Se n é un numero primo, i coefficiente di ogni lermine nello
sviluppo di (a+b-+c+d .. )", cccello quelli di o, L, ¢v, dAn, ... ¢
divisibile per n.

Si ponga § per b-f-e4-d + .5 allora

(at+btcetdt..)"=@+p)".

Per I Art. 194, ogni coefficiente nello sviluppo di (a+ @)* & divi-
sibile per n, eccetto quelli di @ e (", ed il coefficiente di ciascuno
di questi termini ¢ P'unitd. Ancora,

r=04c+d+..) "= (b +v)" supponiuno;

ed ogni coefliciente nello sviluppo di (b +Y)™ & divisibile per n ec-
cetto quelli di 6™ e y*. Procedendo in questo modo arriviamo al
teorema enunciato.

196. Se n ¢ un numero primo, ed N & primo con n, allora N07'—1
e un multiplo di n. (Teorema di Fermat).

Per I’ Articolo precedente,

(a+btctd4. B =a™+ b -dh R M),

in cui M(n) dinota un multiplo di n. Sia ciascuna delle quantitd
a, b, ¢, d,... Leguale all'unitd, e supponiamo ve ne siano N di esse;
cost N = N4 M), quindi N (N"1— 1) = M (n).
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Poichd N ¢ primo con n, ne segue che N*™1--4 & divisibile per #.

Possiamo quindi dire che N"7'=1{+-pn, in cui p ¢ un intero po-
sitivoe.

197. Poiché n ¢ un numero primo nell’Articolo precedente, n—|
é un numero pari eccetto quando n=2; quindi possiamo scrivere
II—l n-1 71_-—]_
il teorema cost, (N2 —1) (N2 -+ [y==M(n); quindi, N ? —1 o purs
-1 n—1
N 41 ¢ divisibile per n, sicche NT:;:pn—r} 1, o pure =pn—1.
in cui p & un intero positivo.

198, 11 teorema seguente & un’estensione i quello di Fermat.
Dinoti » un numero qualunque; e siano 1, a, b, ¢, ... n—1, tutt’i
numeri che sono minori di #n e primi con n; supponiamo che vi
siano m di questi numeri; allora sard 2™ —1 = M8 (n), quando per «
sostituiamo uno qualunque dei detti »n numeri, eccetto Vunita. In-
fatti si moltiplichino tufti gli m numeri per uno-qualunque di essi
eccetto 'uniti, e si dinoti il moltiplicatore con 2 cosi otteniamo
1.z,ar,br,cr,... (n—1) 2y questi prodotti sono tutti diversi e tutti
primi con n. Sipud mostrare facilmente che quando questi prodotti
si dividono per n, 1 resti sono fulii diversi e tulli primi con n; cosi
i resti debbono essere gli m numeri primitivi 1, @, b, ¢, ... n — 1;
essi non si troveranno necessariamente in questo ordine, ma cid ¢
indifferente per I'oggetto che abbiamo in vista. Quindi il prodotto
della nuova serie di m numeri z, av, b, cv, ... (n— 1) x, puod diffe-
rire solamente dal prodotto degli m numeri primitivi per un mulli-
plo di ny cosi

“abe...n-D=abc...(n—1)+H@).

Poichié duc dei tre termini che enirano in questa identitd sono
divisibili per abe... (n—1), il terzo termine deve essere anche si-
milmente divisibile, e siccome abe...(n—1) & primo con n, il quo-
ziente dopo che ¥ (n) si & divizo per abe ... (n—1) deve essere an-
cora un multiplo di &, e si puo dinotare con M (n); cosi

W M), ed a™—1=Mn).

199. Dedurremeo ora il teorema di Fermat dal risultato dell” Arti-
colo precedente. Supponiamo 7 un numero prlmo, allora | numeri

12,3, .oon — 1, sotio tuttl primi con »#; cost m=n-—1. Quindi
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a® 1~ 1 =M(n), in cul & pud essere un numere qualunque minore
di 2. In seguito dinoti y un numero qualunque che & maggiore di
7 e primo con n, allora pessiamo supporre y=pn-+a, in cui p & un
intero ed z & minore di n. Quindi

Y = (pn .L-)"“.:a;"“'+ m—=Da" 2pn4 ... =x N M ()
ma abbiamo gid mostrato che 2" 1=1 - - M(n); cosi
YN =1 M), od YTV L= ().
Cosi il teorema di Fermat ¢ stabilito.
200. Sen & un nuinero primo, 14 \n_——_l ¢ divisibile per n. (Teo-
rema di Wilson).
Per I’ Art. 84 abbiamo

n—1=@n-~-10"1—(n-1)@n-—""

(n—1)n—2) Doy =Dy =2y (0 =3
B P G e Y

(n—%)""

pel teorema di Fermat abbiamo
=1 1=l 4pyn, (=" 1=14pyn, (n—3)""1=1+4pyn,
in cul py, pe, Pg, .- soN0 interi positivi. Quindi
li:__} =My +1—mn—1)
N -—-Hmn-—-2) -1 -—-n-23) n

1.9 N 1.2.3

(n—1)(n—12)

1.2

la seviec 1 — (n— 1) 4 — ey, di o —1 termini, &

eguale ad (1 —1)"1 — ()1 ciod, a — 1, poiché n—1 & un nu-
mero pari. Cosi [n. — '1 = M(n) — 1; quindi 1 4 ]n — 1 & divisibile
per .

Se n non & un numero primo, 1 + [# - 1 non ¢ divisibile per n.

Infatti supponiamo p un fattore di »; allora p ¢ minore di n — 1, e
quindi jn —1 & divisibile per p; quindi ’1+[n —1 non ¢ divisihile

per p, o per conseguenza non e divisibile per n.
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201. La deduzione seguente si pud trarre dal Teorema di Wilson:
Se 2p 41 & un numero primo, {| P{*+ (—1)? & divisibile per 2p+1.

Pel Teorema di Wilson, poiché 2p--1 & un numero primo, '1+\__‘Z_P
¢ divisibile per 2p-+-1. Si ponga n per 2p+1, allora | 2p si pud seri-
vere cosi, 1(n—1)2(n--2)3(n-3)...p(n—p); se questi fattori si sup-
pongono moltiplicati fra loro, & chiaro che otterremo (—1)7122232...p*
insieme con un multiplo d¢i n.

Quindi 1 +(—1)?{|p}? deve essere divisibile per a, e quindi
{212+ (—1)P deve essere divisibile per 7,

202. Dinoti # un intero positive qualunque; allora il numero
degl’interi positivi che sono minori di # e primi con & sard dinotato
con L(x).

Consideriamo, per esempia, I'intero positivo 12; vi sono quattro
interi positivi che sono minori di 12 e primi con 12, ciot 11,7,5,1:
cosi L(12)=1.

203. Se m ¢ primo con n allora L (mn) =L (m) X L (n).

Infatti siano 1, e, b, ... m—1 glinteri positivi che sono minori
di m e primi con m; allora, r dinotando uno qualunque di essi, gli
7 interi positivi seguenti sono tutti minori di mn e sono tutti primi
con m,

r,r4m, v 2m, o+ (- 1)

Ed ogni intero positivo che & minore di mn ed ¢ primo con m
deve essere della forma r + pmi, in cul p ¢ zero o un intero positive
minore di n, ed 7 ¢ ano degl interi positivi 1, a, b, ... m—1.

Quindi vediamo che il numero degl’interi positivi minori di mn
e primi con m & n X L(m).

Tra gl'interi positivi che sono minori di mn ¢ primi con ui dob-
biamo ora determinare quelli che sono anche primi con n.

Abbia 7 lo stesso significato come prima. Se dividiamo ciascun
termine del gruppo

Ty Tk, A2, oo (e — 1) m

per n i resti saranno tutti diversi; questo si mostra col metodo
dell’Art. 190: cosi i resti debbono essere 0, 1,2, ... n — 1; benché
essi non si troveranno necessariamente in questo ordine. Se un

resto & primo con 7 il dividendo corrispondente ¢ primo con n; e
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viceversa se un dividendo ¢ primo con n il resto corrispondente &
primo con n. Ne segue. percid che tra gli » interi positivi del gruppo
precedente ve ne sono L (n) che sono primi con n. E siccome que-
sto vale per ogni gruppo d’interi come quello che abbiamo consi-
derato ne segue che L(mn)=L (m)X L(n). )

Quindi se 1, m, n, sono tutti primi tra loro, abbiamo
L{lmny=L{Im)XL(n)=L{)XL{m)X Ln
ed un simile risultato vale per un numero qualunque di fattori che
sono primi tra loro.
204, Trovare 1l numero degl’ interi positivi che sono minori di un
dalo numnero e primi con esso.

Dinoti ¥ il numero, e supponiamo primieramente N=a®, in cui
@ ¢ un numero primo. I soli termini della serie 1, 2, 3, 4 ... N che

. , N . N .
non sono primi con N sono a, @, 3a, ta, ... —a; e vi sono — di
a a
questi termini. Quindi dopo di aver rigettato questi multipli di a,
N PO 1 . -
restano N —— termini, cioé, N{1—-} termini; cost vi sono
1y, oo A - :
N<1—— interi positivi che sono minori di N e primi con N.
a
In seguito, supponiamo N==aPl?%" ... in cui @, b, ¢, ... sono tutti
numeri primi.

Allora, per I' Art. 203,
LN)=L{(a®) X LOT) X L{yX ...

1 . 1
—q? (1_1) X i (1_——>><01 (’1—*) X .
a b c.

pel primo caso.

Cosi finalmente se N=aP0%c"d* ... in cui a, b, ¢, d, ... sono tutti
numeri primi, il numero degl’ interi positivi che sono minori di ¥
e primi con N ¢

(D602

Si sard osservato che in questo tcorema I’unité & considerata co-
me uno degl’ interi positivi che sono minori di N e primi con N.
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205. Trovare il numero det divisori di un nunero dalo.

Dinoti N+il numero, e supponiamo N==aPb%" ..., in cui a,b,c,...
sono numeri primi. [ evidente che N sard divisibile per ogni nu-
mero che & formato dal prodotto di potenze a, b, ¢, ... purché U'e-
sponente della potenza di a sia compresa tra 0 ¢ p, Pesponente della
potenza di b tra 0 ¢ ¢, "esponente della potenza di ¢ tra O ed r, e
cosl di seguito; e nessun altro numero dividerd N. Quindi i divisori
di N saranno i varii termini del prodotto

(Irata?r. 1 a?y (A2 024000 (T e d e Ry Ly
il numero dei divisori sard percio (p4+1) (¢-+ 1) (r+1)...

Questo include tra [ divigori I unitd ed il numnero stesso N.

206. Trovare il nuwmero det modi in cui un muomero si puo risvlvere
i due fatlort.

Dinoti N il numero, e supponiamo N=aPb%" ..., in cui a;b,c,..
sono numeri primi. Primicramente, supponiamo N non un quadrato
perfetto; allora uno ulmeno degli esponenti p, ¢, », ... ¢ un numero

dispari: il numero richiesto ¢ allora 5 (p 1) (g -+ 1) (r<-1)..., poi-

chid vi sono due divisori di & corrispondenti ad ogni modo in cui ¥
si puo risolvere in due fattori. In seguito supponiamo N un qua-
drato perfetto, allora tutti gli esponenti p, ¢, », ... sono pari; il nu-
mero richiesto si trova accrescendo (p+41) (¢ -+ 1) (r+41)... di un'u-
nita, ¢ prendendo la metd del risultato; poiche in questo caso la
radice quadrata di & ¢ uno dei divisori, e se questo si prende per
un fattore di N, I'altro fattore & eguale ad esso, sicché solamente
un divisore nasce da questo modo di risolvere N in due fattori.

Si sard osservato che in questo teorema N1 & contato come
uno dei modi di risolvere ¥ in due fattori.
207. Trovare la somma dei divisori di un numero.
Con la notazione dell’ Art. 205, abbiamo la somina eguale ad
(A+atad-. . +a?y AHb4+024 40T (Ao te2F. . e Lo
a1 pIt Ty
I R ey

ciot,

208. Trovare il numero dei modi in cui un numero si pud risolvere
e due fallorl che sono primi fra loyo.
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Sia il numero N=a”0%"... come sopra. Poich¢ i due fattori deb-
bono essere primi tra loro, non possiamo avere una potenza di ¢
in un fattore, cd una potenza di @ nell’altro fattore, ma a? deve
trovarsi in uno dei fattori. Similmente, 57 deve trovarsi in uno dei
Tattori; e cosi di seguito. Quindi il numero richicsto ¢ lo stesso che
la metd del numero dei divisori di abe..., ed & percio 271, in cui
2 & il numero dei fattori primi divers: che si trovano in N.

ESEMPII DELLA TEORIA DEI NUMERI.

}. Se p e g sono numeri interi, e p 4 ¢'¢ un numero pari, al-
Yora p—q & anche pari.

2. Trovare il minimo moltiplicatore di 3234 che rendera il pro-
dotto un quadrato perfetto.

3. Trovare il minimo moltiplicatore di 1845 che render4 il pro-
dotto un cubo perfetto.

4. Trovare il minimo moltiplicatore di 6480 che rendera il pro-
dotto un.cubo perfetto.

5. Trovare il minimo moltiplicatore di 13168 che renderd il
prodotto un cubo perfetto. 3

6. Se la somma di un numero quadrato dispari e di un numero
quadrato pari & anche un numero quadrato, allora il numero qua-
drato pari & divisibile per 16.

7. Ogni numero quadrato ¢ della forma bn o Hn=1.

8. Ogni numero cubo ¢ della forma 7n o Tn+=1.

9. Se un numero ¢ ad un tempo un quadrato ed un cubo esso
¢ della forma 77 0 Tn4-1.

10, Nessun numero quadrato ¢ della forma 3n — 1.

14. Nessun numero triangolare & della forma 3n— 1.

12. Se n & un numero gualunque, a la differenza tra n ed il nu-
mero prossimamente maggiore di » che & un numero quadrato, e b
la differenza tra n ed il numero prossimamente minore di » che ¢
un numero quadrato, allora n—ab & un numero quadrato.

13. Se la differenza di due numeri che sono primi tra loro, & un
numero dispari, ogni potenza della loro somma sard un numero
primo con ogni potenza della loro differenza.
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14. Se vi sono tre numeri uno dei quali & la somma degli altri
due, due volte la somma delle loro quarte potenze ¢ un numero
quadrato.

15, Mostrare quando n & un numero primo gualunque, che a1
ed (z—1)" lasceranno lo stesso resto quando si dividono per n.

16. Se 2p-+1 & un numero primo ed i numeri 12, 2%, ..., p% si
dividono per 2p -1, i resti sono tutti diversi.

17. Ogni potenza pari di ogni numero dispari ¢ della forma 8n--1.

18. Ogni potenza dispari di 7 ¢ della forma 8n-~1.

19. Se n & un intero qualanque, n*—n-+1 non puod essere un
numero quadrato.

20. Se n & un intero dispari qualungue, 731 non puo eszere
un namero quadrato.

21. Se a ed » sono interi, il massimo valore di ax - 222 & l'in-

12 2

¢ . . .a
tero ecguale ad -- o prossimamente minore (i R

8

(24

Lo vy

Mostrare che n (n-1) (24 1) & sempre divisibile per 6.

e

Se n & dispari, (n— 1) n(n41) ¢ divisibile per 24.

9

4. Se n & dispari o non divisibile per 3, allora n24-5 ¢ divisi-

bile per 6. '
26. Se » & un numero primo maggiore di b, allora n*—1 & di-

visibile per 210.

md ot m

20, Mostrare che —— — -— 4- —— & un intero se m ¢ anche un
120 24 20

intero.

27. Mostrare che n? —n & sempre divisibile per 42.

28. Sen ¢ unnumero primo ed 2 un intero qualunque, dimostrare
che »® ed # quando si dividono per n lasceranno lo stesso resto.

29. Se n & un numero prime qualunque ed N & primo con n, al-
lora N —1 & divisibile per »2, in cui mz=n(n—1).

30. Se n & un numero primo qualunque maggiore di 2, eccetto
7, allora n® —1 & divisibile per 56.

31. Se n & un numero primo qualunque maggiore di 2 ed N un
numero dispari primo con n, allora N*71--1 & divisibile per 8n.

32. Se m & un numero primo qualunque maggiore di 3 ed N ¢
primo con n, allora N” — N & divisibile per Gn.
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33. Se n ed N sono numeri primi diversi, e ciascuno maggiore
di 3, allora N*~'—1 ¢ divisibile per 24n.

34. Mostrare che 1% 2" 4+ 3%+ ... + (rp)™ & un multiplo din, se
7 & un numero primo qualunque maggiore di 2.

35. Mostrare che la 10m2 potenza di un numero qualunque & della
forma 11n o tin+1.

306. Mostrare che la 122 potenza diun numero qualunque & della
forma 13n 0 13n+1.

37. Mostrare che la 9* potenza di un numero qualunque & della
forma 190 o 19n==1.

38. Mostrare che I't1m2 potenza di un numero qualungue & della
forma 23n o 23n=+1.

39. Mostrare che 1a20™a potenza di un numero qualunque & della
forma 250 o 26m 1.

40. Quanti interi positivi sono minori di 140 e primi con 140?

41. Quantii interi positivi sono minori di 360 e primi con 360?

42. Quanti interi positivi sono minori di 1000 e primi con 1000?

43, Quanti interi positivi sono minori di 3%x72x11 ¢ primi con
ess0?

44, Quanti interi positivi sono minori di 40" e primi con esso?

45. Trovare il numero dei divisori di 140.

16. Trovare il numero dei divisori di 1845.

47. Trovare il numero dei divisori di |9, e la somma di questi
divisori.

18. Trovare il numero dei modi in cui 1845 si pud risolvere in
due fattori.

49, In quanti modi una linea lunga 100800 pollici si puo divi-
dere in parti eguali, ciascuna un multiplo di un pollice?

50, In quanti modi quatiro angoli retti si possono dividere in
parti eguali in modo che cilascuna parte sia un multiplo dell’uniti
angolare, (1) quando I'unitd ¢ un grado della divisione sessagesi-
male, (2) quando 1'unita & un grado della divisione decimale?

51. Quante sono le soluzioni intere positive diverse di ay=10"?

)

52, Se N & un numero qualunque, n il numero dei suoi divisori,

n
)

o 1 il prodotto di questi divisort, mostrave che P82 mostrare che
y

A" E i tatti b oeasioun quadrato esatio,
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53. Trovare il minimo numero che ha 30 divisori.

54. Trovare il minimo numero che ha 64 divisori.

55. 8i supponga a primo con b, ¢ si divida la serie delle quan-
tita a, 2a, 3a, ... (b—1)a per b: dimostrare che la somma dei quo-
zienti che nascono da due termini gualunque equidistanti dal pri-
mo ¢ dall’ultimo sard a—1, e clic la sonuna dei resti corrispondenti
sard b.

56." Se un numero qualunque di numeri quadrati si divide per un
dato numero n non vi possono essere pitt di 7; resti diversi.

57. Lsprimere generalmente i valori razionali di x ed y che sod-
disfano 140z 2= y°.
58. Be r, la base di un sistema di numerazione, ¢ un numero

. . . . r+1 . .
prime maggiore di 2, vi sono ——— cifre diverse secondo le quali

~

terminano 1 numeri guadrati in questo sistema.

59. Se un numero qualunque 7 $i pud risolvere nella somma di
p quadrati, 2(p—1)n si pud risolvere nella somma di p(p—1) qua-
dratt.

60. Be n & un intero positivo qualungpue - 1Hm -1 & divisi-
bile per Y. ’

61. Se £, dinota la somma dei prodotti dei primi 2 numeri prest
ad r ad v, 1+ Py Py+ ... +P,_; ¢ un multiplo di [_7_1

62. Mostrare che la 100m2 potenza di un numero qualunque &
della forma 125n o 1250 + 1.

NV. CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE.

209, Nel Capitolo VII abbiamo discusso il soggetto della con-
vergenza ¢ divergenza delle serie. Il principale risultato generale
che ¢ stato ottenuto si pud esprimere cosi: una seric infinila & con-
vergenle se @ partire da un lermine fisso qualunque in poi il rapporto
di ciascun termine al lermine scguente ¢ maygiore di una cerla quan-
it che ¢ essa stessa numericamenle maggiore dell’ unila; e divergenle
se queslo rapporto ¢ Dunile o minore dell’unila, ed i lermini sono lulli
dello siesso segno. Vi ¢ un caso al quale questo risultato non si ap-
plica, chie & desiderabile di notare, cio® il cuso in cui il rapporto ¢
maggiore delunith ma continvamente si avvieina all'unitd, Siveg-

’
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gano gli Articoli 94, 95, 96. 1 risultati di quegli Artieoli sono qui
riprodotti, ma in una forma differcnte, essendo conveniente pel
nostro scopo attuale di riguardare il rapporto di un termine al ter-
mine seguenle invece che al termine precedente.

210. Investigheremo ora dei teoremi che daranno caratteri di
convergenza ¢ divergenza pel caso in cui i caratteri precedenti non
si applicano. Nelle serie infinite che considereremo supporremo che
tutti 1 termini siano positivi, almeno da un certo termine fisso in
poi se non dal principio.

21, Una seric & convergente se da un certo lermine fisso in poi il
rapporlo di clascun lermine al lermine sequente non ¢ mai minore del
rapporto corrispondente in una secconda serie che si conosce vssere con-
vergente.

I! chiaro in questo caso che la serie proposta non ¢ maggiore di
una certa serie convergente; ed & quindi convergente.

212. Una serie & divergente se da un cerlo termine fisso in poi il
rapporto di ciascun lermine al lermine seguenie non & mai maggiore
del rapporto corrispondente in una seconda serie che si conosce esserc
divergente.

It chiaro in questo caso che la serie proposta non ¢ minore di
una certa serie divergente; ed & quindi divergente.

213, Dinoti u, 'nm? (ermine di una serie; allora se da un cerlo
n >
Un

valore fisso di n in poi i valore di < — 1) ¢ sempre maggiore di

Up
+1
una certa quantila positiva che ¢ essa stessu maggiore dell’unila, la serie

¢ convergente.

Supponiamo che da un certo valore fisso di 7 in poi il valore di

/
U . . . . P "
nk o l) sia sempre maggiore di y, in cui y & positiva ¢ mag-
u
n+1

giore dell'unita. Allora
maggiore di 1-{-Y.
n

3 .
—~1 ¢ maggiore di —71; e quindi
Rt ¢ Ypst

Up

U,
n &

U

Ora, per VArt. 169, si pud trovare nna quantitd positiva p mag-

. . . n 4+ 1\
giore deflunitd, tale ehe quando »n & abbastanza grande
) . o] n
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N . Y - u, .
sia minore di'1 4- 2, Quindi, quando n ¢ abbastanza grande, —2£ ¢
n U
. 0+ 1P , . b me
maggiore di | —— ) . Ma, per PArt. 97, la zerie di cui 'n™0 ter-
n
R S N . R
mine & —; & convergente quando p & positivo ¢ maggiore dell'unitd;
7 - 7t
quindi per PArt. 211 la sorie di cui I'nmo termine ¢ wu, ¢ conver-
gente.

A Dinoli u,, I'n™0 f{erinine di una serie; allora se da un cerlo va-

. . R Uy . . e
love fisso di n in poi il valore di n (— - l) non & mat posilico ¢
Un..q
maggiore dell’ unila, la serie & divergente.

U,

o oe-

Infatti qui dopo un certo valore fisso di n it valore di
u
N1

1 1
guale ad 14 -~ o pure & minore di 1+ -, Ma, per PArt. 97, la serie
n n

di cui I'n™® tormine & — & divergente; quindi, per 1'Art. 212, la
n

serie di cui I'n™° termine & u, ¢ divergente.

215. Le regole date negli Art. 243 e 214 spesso c¢i abiliteranno
a decidere sulla convergenza o divergenza delle serie nel caso no-
tato nell’Art. 209 in cui le nostre prime regole non si applicano.
Vié un caso al quale le nuove regole non si applicano, che ¢ desi-
derabile di notare, cio¢ quello in cui da un certo valore fisso di n
. .. . u - -
in poi il valore di n <—¢— 1) ¢ sempre positivo e maggiore del-

u
n-+-1
P'unitd, ma continuamente si avvicina all’uniti. Procederemo ad

investigare dei teoremi dal quali dedurremo caratteri per questo
€aso.

216. I chiaro per la natura di un logaritmo che se n cresce in-

definitamente, accade lo stesso per logn. Ma & importante osser-

. logn

vare che logn cresce molto meno rapidamente di n; infatti ——
! n

st puo rendere tanto piccolo quanto el piace prendendo » abbastunza

erande. Infatti si supponga n=e*, sicehd logn=uri wllora al ere-

seere o indefinitamente , eresce anche o Ora si i evidente-
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; che ¢ minore di

ed & chiaro che questo si puo

rendere tanto piccolo quanto ci piace prendendo n abbastanza
grande.

Queste osservazioni si troveranno utili nello studiare il resto di
questo Capitolo. Adotteremo per brevitd la seguente notazione: si
dinoti logn con A(n); si dinoti log(logn) con A2(n); si dinoti
log Hlog(log )t con A3(n); e cost di seguito,

M7, La serie di cuwe Al levmine generale &
1
nh () A2y . K SR P

s

o convergenle se p ¢ maggiore dell’ unila, ¢ divergenle se p & equale
all’unita o minore dell’'unila.

Supponiamo n tanto grande che A" (n) sia possibile e positivo.

La verita di questo teorema quando r=10 & stata dimostrata nel-
IArt. 98; la dimostreremo generalmente con I’ Induzione.

Per Art. 98 Ia serie di cui (1) ¢ il termine generale & conver-
gente o divergente simultancamente con la serie di cui il termine
generale ¢
m"

)
L O N O I N O T KT i L OF

in cui m & un intero positivo qualunque.

I. Supponiamo p maggiore dell'unitd. 8ia n un intero positivo
qualunque maggiore della base dei logaritmi Neperiani; allora A(m")
& maggiore di n. Segue da cio che il termine generale (2) ¢ mi-
nore di

1
. AR K20) ... KT {AT () (P

cosi per I'Art. 211 se la serie di cui (3) & il termine generale & con-
vergente, accade lo stesso per quella di cui (2) & il termine gene-
rale, e cosi anche per quella di ewi (1) & il termine generale.
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Quindi se la serie di cui (3) & il termine generule & convergente
quando r ha un valore particolare qualunque, essa & convergente
quando r si cambia in r-+ 1. Ma poichd p & maggiore dell unitd,
per PArt. 98 la serie di cui (3) & il termine generale é convergente
quando r=1, e quindi quando r=2, ¢ quindi quando r==3, e cosi
di seguito. Cosi la serie di cui (1) ¢ il termine generale & conver-
gente.

Il. Supponiamo p cguale all’'initd. Sia m =2 che ¢ un intero po-

sitivo minore della base dei logaritmi Neperiani; allora A(m™) &
minore di n. Segue da cid che il termine generale (2) & maggiore di
1
Ah() N2 ... AT (n) W (n)

Quindi procedendo come in L. possiamo moestrare che la serio di
cui (1) & il termine generale ¢ divergente.

I11. Supponiamo p minore dell’'unitd. Allora il termine gencrale
(1) & maggiore di quello che sarebbe se p fosse eguale all’ unita,
almeno quando n & grande abbastanza, e quindi a fortiori la serie
¢ divergente.

Una dimestrazione semplice di questo teorema per mezzo del
Calcolo integrale & data nell’/nlegral Calculus, Cap. 1V.

218. Dinoti u,, il termine generale di una serie proposta. Se da
un certo valore qualunque di n in poi il valore di

w,n MmyK:ny ... A"(n) { N (m) 3P

& sempre finito, p essendo una quantitd fissa qualunque maggiore
dell'unita, la serie proposta & convergente.

Poiche in questo caso i termini della serie proposta hanno un
rapporto finito ai termini di una serie che ¢ stata dimostrata essere
convergente.

Se da un valore qualunque di # in poi il valore di
wit M) W20y oo K () W ()
¢ sempre finito o infinito, la serie proposta & divergente.

Poiché in questo caso i termini della serie proposta hanno al-
meno un rapporto finito al termini di una serie che & stata dimo-
strata vssere divergente.
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219. 11 teorema dell’Art. 218 si puo adoperare in casi ai quali i
caratteri gid dati di convergenza e divergenza non si applicano;
ma in generale sard pitt conveniente di usare le regole che dimo-
streremo nell’Articolo seguente.

1,
220, Stia Py per n <—~— l> ) allora se da un certv valore fisso

ul]J_’l
di n in poi il valore di )\(n)(Po— 1) & sempre maggiore di wna certa

quantitd posiliva che & essa stessa maggiore dell’unile la serie di cui
n™ lermine & u, & convergente; ¢ se da un cerlo valore fisso di n in
poi il valore di )\(n)(P — 1) non & mai poszlwa e maygiore dell’ unila
la serie & divergenic.

I. Supponiamo che da un certo valore fisso di » in poi il valore
di A(n)(P, — 1) sia sempre maggiore di Y, in cuiy @ positiva e mag-

giore dell'unita. Allora Py—1 ¢ maggiore di )\(Y py ; quindi ;——— &
1 Y A a1
ag 14— ;
maggiore di - + S
i PSS
Sia v, = ——-—7), allora tn ( i }'
niAn)} Yutt 1

Orad(n+1)=x(n) +2 (1 +~1> ; quindi A(n+1) & minore di

, ‘ i)(, 1\
)\(n)-}— per VArt. 1705 e quindi 73 minore dl(l—f—ﬁ 11-{-%} ;

-1

. . v . . .
e quindi qnando 7t & abbastanza grande —2- & minore di

'n+1
(" + 1)%4‘ An) } Purchc q sia maggiore di p: si vegga I'Art. 169.
n/ U

o
Cost —2- & minore di 1 +
Vpit + n T nA(n) n*\(n)

grande abbastanza l'ultimo dei quattro termini ora dati & incom-

; e quaride n & preso

¢ minore di

parabilmente minore del terzo; ¢ quindi

1 1 T
+ at nh(n)

nt1
, purche » sia maggiore di g.

Questo risultato vale comunque picéolo sia Veccesso di ¢ sopra
P, e comunque piccolo sia I'eccesso di r sopra ¢: quindi poiché y
¢ maggiore dell’unitd possiamo supporre che v sia maggiore di r,
ed avere ancora p positivo e maggiore dell’ unita.

59

4 e
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Poiché y & maggiore dir Lbbl'Lni()—~—— maggiore di —- n_ Ma,
. s . . Upia N ’U,‘] -1
per U'Art. 217, la serie di cui il tcrmine generale & v, & conver-

gente quando p & positivo e maggiore dell’unitd; quindi, per I'Art.
2114, la serie di cul I'n™o termine ¢ u,, & convergente.

11. Supponiamo che da un certo valore fisso di n in poi il valore.
di )\(n) (P;—1) non sia mai positivo e maggiore dell’unitk. Allora

1
— 1 & positivo e non maggiore di ——) o ¢ negativo. In tutti o

)\(

. L u . . 1 i
due i casi =21 & minore di 1+ - + ——o.
Uy no ni(n)
. 1 v n41A(n41
Sia v,=——; allora —% = —— \ ).

ni(n)’ o o n)
1 .
Ora A(n -+ 1) =h{n) 4+ A (1-]— 7_z>’ quindi A (n4-1) & maggiore di

1 B .
A + =—<— per PArt. 1715 ¢ quindi 2~ & maggiore di
n 2n? I
Ay 1 1 )
b= )il = — 5 5'; quindi quando n & abbastanza gran-
.oon nA(n)  nFA(n) :
v‘ll‘ /l
de "~ & maggiore di 14— + 5
Upiy nh(n)
Cosi quando n & abbastanza grande D11 4 minore di —2 Ma,
fns2 Lyt
. . - . B " +
per VArt. 217, la serie di cui il termine generale ¢ " & divergente;
quindi, per I'Art. 212, la serie di cui '™ termine & w,, ¢ dwergento.

221. 1l teorema dell’Art. 220 non si applica al caso in cui
A(n)(P,—1) & sempre positivo ¢ maggiore dell'unitd, ma si avvicina
continuamente all’unitd; allora si puo adoperare un altro teorema
il quale ancora & inapplicabile in un cerio caso. Sipud cosi otte-
nere una serie di teoremi ciascuno dei quali si pud successivamente
sperimentare con vantaggio sc tutti quelli clie lo precedono sono
inapplicabiii. I teoremi si troveranno nell’/nlegral Caleulus, Cap. 1v;
essi si potrebbero dimostrare nel modo dell’ Art. 220, ma siccome
essi non sono richiesti nelle ricerche elementari non abbiamo bi-
sogno di considerarli qui: come un csercizio perlo studente il teo-
rema che segue in ordine a quello dell’Art. 220 ¢ dato come l'ulti-
mo Esempio in fine del presente Capitolo.

Hlustreremo le regole che sono state dimostrate applicandole nei
tre Articoll seguenti.’
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222. I stata chiamata ipergeoinelrica la serie
LA Ma+D”F+J) 0@%&Xak”@@+}ﬂyfn;ki
TG 2By DY)

3

& convergente, e quando & di-

determinercmo ora quando la serie
vergente.

S1 dinoti la serie con wy 41y 4 uy -1y -+ ...5 cosl

Dy
”’n (’L -4 1) (n +Y> - < )’L><1+ )

iy ()t P (1 4%)(1 k,—%)db

cost, per I'Art. 209, se @ & minore dell'unitd la serie & convergente,

¢ se z-¢ magaiore dell’unitd la serie ¢ divergente. Si ponga o =1;
allora Y —05
14y —a- gr | i

n

e

COs1 8¢ Y — 0b— () & positivo la serie & convergente, e se y—a—8 &
negativo la serie ¢ divergente: si veggano gli Art. 243, 214. Se
v —o.—B & zero dobbiamo usare I'Art. 52“20', dbbiamo allora

e
goIes)

questo si puo rendere tanto piccolo quanto si vuole prendendo n ab-
bastanza grande, e quindi la serie & divergente.

Ky (P = 1) = -

Uy M b anh=1ypnfi—2 penf—8 4.,

(o Tk Anf e Bk onfe L

# ¢ un intero positivo, ¢ nessun esponente & negativo; ed a,b,ec,...
A,B,0C,...sono quantith costanti qualunque: mostreremo che la se-
rie di cui I'nmo termine ¢ Uy & convergente, se @ —4 —1 & positivo,
e divergente se a — 4 —1 & negativo o zero.

(@a—A) 0¥ 4 (b — Byn*~1 4 (¢ — C) 24 ..
nk o Anf— LR

223. Supponiamo che - ,.in cul

Qui P, =

vost se a—.1 - | & positivo la serie & convergente, e se a— 4 — 1 ¢
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—
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negative la serie & divergente: si veggano ghi Art, 213, 214, Se
a--4—1 & zero abbiamo

nF (b Byl 4

2
R P S R THY 2

possiamo ancora in alcuni casi determinare se la serie & conver-
gente o divergente senza adoperare alcuna nuova regola, per esem-
pio se b— B— A & negativo la serie sard divergente per PArt. 214.
Ma sara pit conveniente far uso dell’ Art. 220; abbiamo allora

A {(—B—A)ynk (e~ O—BynF 2 L)

W) (P, — 1
) (P =1) nF 4 Anf~1 gl ’

questo si pud rendere tanto piccolo quanto ci piace prendendo
abbastanza grande, e quindi la serie ¢ divergente.

224. Esamineremo ora lo sviluppo di (1-+2)™ col Teorema del
Binomio e determineremo se esso & convergente o divergente qnan-
dor=10 —1. -

Dinoti w, I ™o termine nello sviluppo di (1 +a)™; allora

i N -
g™ Yppg Uy g e

. fm—r4+1 ) (rn~7‘—%~‘1)(m—-l’)ﬂ2 }
_u,_l - z ToE D) T54 .

1

Dobbiamo quindi considerare la serie inclusa fra parentesi.

1. Supponiamo z=1. Sia » numericamente non minore di mn; al-
lora i termini della serie in parentesi sono alternativamente posi-
tivi e negativi.

Se m & positivo, o negativo e numericamente minore dell’unita,
ciascun termine & numericamente minore del termine precedente e
la serie & convergente per I’ Art. 93.

Se m=-~1 la serie in parentesi prende la forma
—14+1—-1+...,
la quale & convergente secondo la definizione dell’Art. 84.

Se m & negativo e numericamente maggiore dell’unitd ciascun
termine della serie in parentesi &€ numericamente maggiore del ter-
mine precedente e la serie & divergente.
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II. Supponiamo #==— 1. Allora la serie in parentesi &

r—m—1 n (r—m—1)(@--m) (@-m—1)@r—m)@r—m+1)
r r(r+1) rr+He+2)

Sia » numericamente non minore di m; allora i termini di gquesta
serie sono tutti dello stesso segno. Nell’ Art. 222 si ponga =1,
f=r—m—1, e y=r: quindi troviamo che la serie & convergente
se m & positivo, e divergente se m ¢ negativo.

ESEMPII DI CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE.
1. Mostrare in qual modo determinare se il prodotto di un nu-

nero infinito di fattori w,, u,, ug, u,, ... sia finito o pur no.

2. Mostrare che il valore quando n ¢ infinito di

| nn®
@+DH@E+2)...@@+n)

¢ finito eccetto quando & & un intero negativo.

14

3. Mostrare che quando # & Tuniti il valore di w, nell'Art. 222
cresce indefinitamente con 2 se 43 ~y—1 & positivo.

4. Mostrare che quando 2 ¢ I'unita il valore di w, nell’Art.222
& finito quando n cresce indefinitamente se 004 —v—1 & zero.

5. Mostrare che quando « ¢ I’ unitd il valore di u, nell’Art. 222
¢ indefinitamente piccolo quando = cresce indefinitamente se
oa+B—v—1 & negativo.

6. Determinare sc la serie seguente & convergente o divergente,
x essendo positivo:
a(at1) . 2+a(a +1) (a+ 2)1-3

ar + @ 4.
E B
- 1 L
i. Seu,= mostrare che la serie ¢ divergente.
n+-1

n'

8. Determinare se la serie seguente & convergente o divergesn-
te, z essendo positivo:
w1t 13 a8 12305 ot
T TIT T T
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9. Determinare se la scrie seguente ¢ convergente o divergen-
te, § essendo una frazione propria positiva:

L B0-B (4pau-pe-p

12 [z

LD AP -8 -0 3-P)

i 3 3 3
]2,2!,34

o

D
' " . . e . |
10. Be u, = oy n cul p ¢ ¢ sono positivi, determinare se
v — .

la serie & convergente o divergente.

11. Mostrare che se da un certo valore fisso di n in poi il valore

. Uy . . . e
di nlog—"- & sempre maggiore di una certa quantiti positiva che
7
n+1
¢ essa stessa maggiore dell’ unitd la serie ¢ convergente.

12. Mostrare che se da un certo valore fisso din in poi il valore

M 1l A . LR . LY . )
di nlog—" non ¢ mai positivo e maggiore dell’ unitd la serie &
4 Upiy
divergente.

13. Determinare se la seric seguente & convergente o divergen-

te, r essendo positivo:
a+r  (a+420)?  (a-+3r)
1 P

14, Dare un’investigazione dei risultati dellArt. 222 senza usare
I Art. 220.

15. Dare un'investigazione dei risultati dell’Art. 223 senza usare
I Art. 220.

1 %y anfant 4. . .
n na+ + j in cui @, B, Y ... sono costanti
it N Anf L+ ppv.L.

positive in ordine decrescente di grandezza, ed a, b, ... 4, D, ...
sono costanti qualunque, determinare se la serie di cui I'n™o fer-

16. Se

u

mine & u, & convergente o divergente.
17. Mostrare che le due seric w, 4wy + 1y - ug + ...

3 3
U Uy Uy Uy Ay b

ed

sono insieme convergenti o insicme divergenti; vy, 1y, iy, ... essen-
do tutte quantita positive.
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18. Stia P, per A(n) (Py—1); allora se da un certo valore fisso
di nin poi il valore di A2(n) (;—1) & sempre maggiore di una
certa quantita positiva che & essa stessa maggiore dell’ uniti la se-
rie di cui I'nM® termine & u, & convergente; ¢ se da un certo va-
lore fisso di n in poi il valore di 42(n) (2, — 1) non & mai positivo e
maggiore dell’ uniti Ia serie & divergente.

-

XVI. FRAZIONI CONTINUL.

225. La forma pitt generale di una frazione continua ¢
by

Qui ay, a,, ag, ... ¢ by, by, by, ... possono dinolare quantitd qua-
lanque, intere o (razionaric, positive o negative. Le frazioni sem-
plici 21, %2 b

ay’ ay ay
continua. L'uno o I'altro scgno si potrebbe prendere dove si trova
= ma considereremo solamente due casi, ciot quello in cui ogni
segno & 4, e quello in cui ogni segno & —. Avremo cosi due classi
di frazioni continue, che chiameremo la prima classe e la seconda
classe rispettivamente.

... si possono chiamare componenti della frazione

Nei Capitoli VIII. ¢ IX. ¢i limitammo alle frazioni continue della
prima classe in cui ogni componente ha I'unitd per suo numerato-
re, ed un intero positivo per suo denominatore: ma daremo ora al-
cune proposizioni relative alla forma pitt generale.

226. Le frazioni ottenute fermandosi alla prima, seconda, terza,...
componente si chiamano la prima, seconda, terza, ... convergente.

B . 3 b‘l Py
Cost la prima convergente & --; la seconda convergente &
a
b, 1
[N N
@y -2, ciod —2-1

; ¢ cosl di seguito.

227. Negli Art. 228...232 tratteremo delle frazioni continue della
prima clagse; negli Art. 233...240 tratteremo delle frazioni conti-
nue della seconda classe: in tutti questi Articoli supporremo che
ogni componente abbia s il numeratore che il denominatore po-
sitivo.
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B SERE . . . P P |
228. i dinotino le convergenti successive con L1, £2, p"'

A
Allora possiamo mostrare come nell’Art. 106 che le convergenti

successive si possono ottenere con queste leggi:

— Ao —_— -
P =8y Py +0Dpyer =00 g+, s

» Quindi

Pora . p_n,__ . bn»!—l Tn—1 (PJ - Z’n—’l> ‘e b71+1qn—l - bw—%-! Tn—1
L =— —— ) = )
9p1 An T+ In  p—1 Qi oty

P TR &
(]”,-F'l q”

, ed ¢ di segno contrario.

che & una frazione proprie. Cos\ »numericamente minore

. P, ) n—

aj Lo L=t

n Tp—1

_ P b ayb by b . . Lo

Ora 21 L 24— 126 questo & positivo. Quindi
4 N al Oy + by 010y i

vediamo che la serie seguente consiste di quantiti positive che sono

in ordine decrescente di grandezza:

Py P2 P3Py Ps Py Ps Pu Py Vs
T Gy 43 9 ds O 45 9 de

Questi risultati contengono i seguenti fatti per una frazione con-
tinua della prima classe:

Le convergenti di un ordine dispari decrescono conlinuamenle, e le
ronvergenti di un ordine pari crescono conlinuamende.

Ogni convergenle di un ordine dispari & maggiore, ed ogni conver-
gende di un ordine pari @ minore, di lulle le convergenti sequenti.

229. Supponiamo ora il numero delle componenti infinito. Pud
accadere che prendendo n abbastanza grande possiamo rendere la
differenza tra I’ n™2 convergente e la convergente seguente minore
di ogni quantitd assegnata; o pure pud accadere che comunque
grande sia n la differenza tra 'n™a convergente e la convergente
scguente sia sempre maggiore di una certa quantitd fissa.

Nel primo caso il valore verso del quale le convergenti d'ordine
dispari decrescono continuamente, e le convergenti d' ordine pari
crescono continuamente, si puo-chiamare il valore della frazione
continua infinita: e diremo che la frazione continua infinita & defi-
nila. Nel secondo caso la frazione continua infinita non si pué dire
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che abbia un solo valore; ma essa si pud considerare che rappre-
senti due valori, I'uno essendo quello al quale tendono le conver-
genti dispari ¢ I’altro quello al gquale tendono le convergenti pari.
9 ) . .. Qrfy,, |
230. Se da un cerlo valore fisso di v in poi il valore ——=1 & may-

1
giore di una certa quantila fissa positiva, la frasione conlinua infinila

¢ definila.
Dinoti vy la quantitd fissa positiva:

Applicando successivamente il risultato dell'Art. 228 abbiamo

Pust _Pn_(_ m(& JJz) Doty Dafly  Dun s

Q1 a4 9> s Dpt1

Ora {)r-}—l Q-1 — "’r+l Tr—1 — br+’l Tr—-1

9r4a Bpyaly + br+l(lr—‘l iy (arqr~1+[’7'qr—2) '{'bra»l(/r--s

1
14+ Aty iy B Opiq br Gp2
briy by i1 Gra
- . N P . .
e questo € minore di poiché —= & maggiore di y.
1+ Oyt

P ) o . . ¢ . .
Quindy 2L _ I—-’iénumcmcanmnte minore di————z—, in cui

Tn+1 9n (l T Y)

¢ ¢ una costante; e prendendo n abbastanza grande questo si pud
rendere minore di ogni valore assegnato. Quindi la frazione conti-
nua infinita ¢ definita.

Noi qui mostriamo che la condizione stabilita & sufficiente per as-
sicurare che la frazione continua infinita sia definita; nen si asse-
risce che la condizione sia necesseria.

231, Una frasione continua infintle della prime classe in cui ogni
componenle & una frasione propria con il numeratore ed €l denoming-
fore inlert deve esscre una quantild incommensurabile.

Infatti se ¢ possibile supponiamo la frazione continua commen-

surabile, e dinotiamola con I in cui 4 e B sono interi positivi.

B b . Lo ; . . o
Cos1 — = —1— | in cui ¢, dinota la frazione continua infinita che
Gt Ab,—B
. . by A 1— Bay .
incomincia con la componente —~. Quindi p, = — il nume-
a
2

ratore di questa frazione ¢ un intero, che dinoteremo con (: e ¢

53
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deve essere positivo poiché py & positivo. In simil modo, se g, di-
nota la frazione continua infinita che incomincia con la compo-

b , no. . -
% troviamo che @a =7, in cut D ¢ anchie un intero positivo.
a :
3

E cost di seguito.
B.C D

Inoltre —, —, ).
A DB (,'

nente

. debbono essere tatte frazioni proprie. In-

B, b, ;
fatti — & minore di —%, e questa & una [razione propria; — & mi-
4 a, B
. by \ . . - .
nore di -2, ¢ questa & una frazione propria; e cosi di seguito.
a
2
Quindi 4, B, ¢, D, ... formano una serie d'interi posilivi, che sono
in ordine decrescente di grandezza, ¢ non pertanto infiniti di nume-
ro: questo ¢ assurdo. Quindi la frazione continua infinita non pud
essere una quantith commensurabile.

R32. Se alcune delle componenti di una [razivne conlinua infinila
non sono frasioni propric, mae da une cerla componente wn pot lutle le
altre sono frazioni proprie lu frazione conlinuae infinila ¢ incommen-
surabile.

. . b . .
Infatti supponiamo che ~“*1 ¢ tutte le componenti seguenti siano
n+-1
frazioni propric, allora per I'Art. 231 la frazione continua infinita

dinotiamola con 7.

che incomincia co
n+-1
Come nell’ Art. 228 abbiamo

Pa . Eal'n + ”nPn—"
an A n—1 +, :’1,1-2

ed il valore della frazione continua si otterrd cambiando @, in

Co N I L T +ap,_
o+ T3 sicché esso & —2 2 BIR=2 eiol 1" P . Questo
’ (“' +x)qn-1 bnqn— qn,+a n—1
1 D %] pn——‘l
non pud essere commensurabile a meno che non sia - s
qﬂ qll——l
. Dt P .
questo per mezzo del valore di Pu conduce a o=t —Dn=2 o oo
qIL qll—l qlt—
. b p L. -
arriveremmo a ~%=<% Questo & impossibile, non potendo avere
9y 4

[)I:ﬂ 0 712::0.
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233. Una frazione conlinue della seconda classe in cui il denomi-
nalore di ogni componenle eccede il numeralore almeno di un’unitl,
ha tutte le sue convergenti frazionc proprie positive che sono in oulmo
crescenle di grandezza.

La prima convergente —- & una {razione propria positiva per ipo-
a
. ! . by .
tesi. La scconda convergente ¢ ; e siccome —= & una fra-
a,
ay—-% 2
) @y D, .
zione propria, ed ¢, eccede b, almeno per Punitd, a, — —= & posi-
2
tiva ¢ maggiore di b,; ¢ cosi la seconda convergente & una frazione

. . S b,
propria positiva. La terza convergente si pud dinotare con —-L---

2

a,,—‘—

-~ by et U b e trai o ogii ]

i cwl — sta per —=—— sicché >~ ¢ una [razione propria positiva
oy by @

@y ——
s ay

£]
per la stessa ragione che la scconda convergente & tale: quindi per
la stessa ragione la terza convergente ¢ una frazione propria posi-

. . . [) . - 3
tiva. La quarta convergente si pud dinotare con ————'(l—, in cai 22
2 2

ay ——=

&y

dinota una frazione della stessa forma della terza convergente, la
quale & percid una frazione propria positiva: quindi la quarta con-
vergente ¢ una {razione propria positiva. E cost di seguito.

Ancora; come nell’Art. 228 troveremo che le convergenti suc-
cessive si possono ottenere con queste legei:

D= Gy = DyPpcy Y=yt = Dy

o P p b 11» )
(.'IHI]{II widooin u;}]n T “I)l 1 |
Ypia Un Urm Un Qa1
. Ppvr I Ph—
o8l el T8 s delo stesso segno di 2L 2t
Y1 Un @ Qn—
P a,h b Dy R . .
oralz o Bl T D s e oquesfo ¢ positivo. Segue

qz M Oy —hy oy "11’/2
oy b

da cio che ©5 500 formano una sevie di frazioni proprie po-
T U s
sttive in ordine crescente di grandezza,
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?34. Sc il numero delle componenti ¢ infinito le convergenti
formano una serie infinita di frazioni propric in ordine crescente
di grandezza; e cosl i termini non eccederanno mai un certo va-
lore fisso che & al pit Punitd. Possiamo dire adunque che una fra-
zione continua infinile della seconda cla.se in cui il denominatore di
ogni componente eccede il suo numeralore almeno per 'unild & definita.

235. Mostreremo ora che p, e ¢, nellArt. 233 crescono con .

Infatti p,—p,_4 = (@,— Dy — bv,,pn_a; ora a,_, ¢ almeno tanto
grande quanto by; quindi p,, & maggiore dip,_yse p,_y & maggiore
di p, o1 o cost di seguito: e py & evidentemente maggiore di p,.
Cosl p, ¢ maggiore di p,_,. Similmente ¢, ¢ maggiore di ¢,_,.

236. Sc in una [razione continua infinita della scconda classe ogni
componende ha il suo numeratore non minore dell'units ed i suo de-
nominatore maggiore del swo numeralore per Uunila, il valore della
[razione continug infinila & U unila.

Qui abblamo sempre a, =10, + 1; quindi per Art. 2383

Pu= Oyt DPya—bpPps’
sicché P Ppe1= 0Pyt — Pps)-
Ora py == by , Py == aby = (by 4 )by €OST py—py=10yhy. Quindi ot-
teniamo successivamente

Pg—Pa=0qlobg, Py —ps=0ybylyby, oo s Dy = Pp = byby oo by

Quindi, con Paddizione,
P =Dyt byby o bybaly - oo Uybaly o by

Similmente abbiamo ¢, — ¢,y = 0,(¢y_1 — Cp_g) Ora gy =0+ I,
o= (by+ 1) (by+ 1) = Dyi sicche gy—qy =yhy. Quindi otteniamo
successivamente

13— Ga= bybaby, G4—05=01babsbys oy Yn— Up—1=Dabaly - by
Quindi, con 'addizione,
qp="1+by 400y bybybg+ oo A bybaly e b,

) 1 .
Cost, q,=p,+ 1 e Do Pn " Ora p, per la nostra ipo-

Ty Pptl 1 Ml,__

Pa
{esi non & minore di 7, e cost si pud render tanto grande quante



FRAZIONI CONTINCE. §21

A o Py .
ci piace prendendo n abbastanza grande; quindi =2 si pud far dif-

n
ferire dall’unith per meno di ogni quantitd assegnata: e possiamo
quindi dire che il valore della frazione continua infinita & 1" unita.

237. Sisard veduto che I’ investigazione dellArticolo precedente
stabilisce qualche cosa di pit di quello che & contenuto nell’enun-
clato che usammo per semplicith. Le condizioni essenziali sono
che a,=b,-+1 per tutt’i valori di n; e che p, debba crescere inde-
ﬁmwmcnte con n. i sufficiente per Pultima condizione che b, non
sia mai minore dollumm ma non necessario. La condizione ne-
cessaria e buﬂxmente si & che la serie infinita di cui P'mme termine
& byboby ... b, sia divergente; questo si assicurerebbe per esempio

m
S0 by, = —:fl si vegga I'Art. 97.
ne

238. Se il denominatore di ogni componente eccede il suo munera-
lore per pite dell’wnila mentre il denominalore di ogni componente ec-
cede il suo mwneratore almeno per Uunild il valore dolla frazione con-
linua infinila & minore dell’unila.

Supponiamo, per esempio, che a,=b, +p in cui p & positiva ¢
maggiore dell’unitd. La frazione continua infinita & equivalente a

b . Lo -
1 ; , in cul g ¢ una quantitd positiva che rappresenta la
2,
) — -_"_
A o . o by
fmmone continua infinita che incomincia con la componente -=.
3
. s ) o o by s
Ora p non puo cccedere unitd per PArt. 234, quindi ——— &
by-+p—-p
una frazione propria positiva; e quindi come nell’Art. 233 vediamo
b, o . -
che ———1 & una frazione propria positiva.
s
bybp—p

239. Una frasione continue infintla della seconda classe in cui ognsg
componerie ¢ una frazione propria con « numeraiore ed il denomina-
tore inleri, ed in cui @l valore della [rasione conlinua infinite che in-
comineia con una componente qualunque & winore dell’unité non puéd
essere una quantita commensurabile.

Infatti se & possibile, supponiamo la frazione continua commen-

. . B
=urabile, ¢ dinotiamola con T in cui 4 ¢ B sono interi positivi.
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B b . . . o . N
Cosi 1 = 1 inecui g, dinota la frazione continua infinita che
4 a—p
. R 1 b, Lo w, -0, 1 .
incomincia con la componente -*. Quindi p, :-J—]r’-— ; il nume-
a

v 2
ratore di questa frazione ¢ un intero che dinoteremo con € ¢ ¢
deve essere positivo poichd g, ¢ positivo. In simil modo, se g, di-
nota la frazione continua infinita che incomincia con la compo-

b . D . . .
nente - troviamo che g2 . in cai D ¢ anche un intero positivo.

sy o’
E cosl di seguito.
B C D o ,
Inoltre 1R debbono essere tutte frazioni proprie per
ipotesi.

Quindi 4, B, €, D, ... formano una serie di interi positivi, i quali
sono in ordine decrescente i grandezza, e non pertanto infinili di
numero; questo & assurdo. Quindi la frazione continua infinita non
puo essere una quantitd commensurabile.

L’Articolo 232 si applica qui ancora, con la condizione dell’enun-
ciato nell’Art. 239.

240, Abbiamo supposto nell’Articolo precedente che la frazione
continua infinita che incomincia con una componcnte qualunque
sia minore dellunitd. Per gli Art. 236, 239, quesio sard sempre
assicurato eccetto nel caso in cui da una cerla componente fissa
in poi il denominatore di ogni componenic eccede il numeratore
per 'inita.

241. Per un esempio di una frazione continua infinita delinita

. . . b

della prima classe, supponiamo che ogni componcente siu 5 i cul
a

a e b sono positivi. Si dinoti la frazione continua con x; allora

b . . b
&= ————— ) sieeh® = ———
b Qa4 a0’
20 4 ——r
2+ ...
quindi 22+ 20r — b =05 quindi 2 =—a= \/(a® + h): si deve prendere

il segno supoeriore, poiche la frazione continua ¢ positiva. Cost,
transponendn, otteniamo

\,/ ((L.l 1 ’7) e
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Questa formola da varii modi per esprimere una radice quadrata
nella forma di una frazione continua. Per esempio, si prenda /17.
Possiamo porre 17=1641, o pure =948, e cosi di seguito. Gost,

I — 1 :
\=|1il+ =3+

1
8 o
S 6+

242, Per un esempio di ana frazione continua infinita definita
. . b
della seconda classe, supponiamo che ogni componente sja 57 in
Ra

cui @ ¢ b sono positivi, e 2a cccede b almeno per I'unitd. Si dinoti

la frazione continua con 2 allora s
b o b
r= , siccht 2= ——;
j Ra--x
P/ —
20— ...

quindi 2?—2uz +0=0; quindi r=a= ,/(a® D). Si deve prendere
il segno inferiore, poiché col segno superiore abbiamo un risultato
maggiore di a+a—b, ciot maggiore di 2 —b, che & maggiore
dell'unita: ma la frazione continua infinita non pud essere maggiore
dell’ unita, per I’ Art. 234. Cosi, transponendo, otteniamo
b

b

0 —...

\/(_a2 —b)=a ~

Q2q —

243, Nell’ Art. 228 abbiamo
ST I S Y R PRI M o I

e nell’Art. 233 abbiamo simili relazioni col segno + cambiato in —.
Ora supponiamo che i valori di a, e b, siano dati per tutt’i valori di
n, € che p; e p, e q, e g, siano stati ottenuti; allora dalle relazioni
generali precedenti possiamo determinare successivamente pg,p,,pg.
o+ € 43,q,,q5, --- Alle volte possiamo con artilicii particolari sco-
prire una talc legge di formazione dei termini successivi da abili-
tarci a dare espressioni- gencrali per p, e ¢,: un esempio si & in-
contrato gid nell’Art. 236. O pure una legge si pud vedere per ten-
tativo che ha luogo, e sipud verificare con I'induzione. La ricerca
delle espressioni generali per p, e ¢, appartiene perd ad un ramo
superiore delle matematiche, ciod al Calcolo delle Differenze Finite.

Si pud notare un caso particolare. Supponiamo che a, e b, siano
costanti per tutt’i valori di 2} si dinoti la prima con «, e la seconda
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con b. Allora abbiamo Pa=ap, 4-+bp,_s; ¢ vediamo per mezzo
dell’ Art. 139 che p, & eguale al coelficiente di #"~* nello sviluppe
socondo le potenze ascendenti di z di

Pyt (py— apy) e
1 —ar—Da? ~
inoltre p, =0, e p,=ab, sicch® questa espressione diviene

b

L —ar—br?’
Similmente, g, & eguale al coefficiente di 271 nello sviluppo di

gy (qe—aq)x
{—ar—ba2

inoltre ¢, =a, e g, =a*+4-b, sicché questa espressione diviene

a+br
Y —az—ba?’

24%. Mostreremo ora in qual modo convertire una serie che hs
un numero {inito di termini in una frazione continua.

I TR s o
La seric — 4 — + — 4 ... 4+ —& identicamente eguale ad una
Uy Uy Uy u,
frazione continua della seconda classe con n+-1 componenti, in cui

. 1 L w2
la prima componente & —, la seconda ¢ —2——— ¢ gencralmente
¥ o
i T+ Uy

3 ‘
13, o2 o

la pma g .
Up_oT 41Uy,

Questo si pud dimostrare con I'induzione.

. 1 1
¥ chiaro che — = —
Uy Uy,
1 @ 1
e che T e TNNE
Uy Uy (R
u,

UgZ + Uy

ammettiamo che il teorema valga quando vi sono =4 | termini
nella serie: mostreremo allora che esso reggerd quando vi sono
n -+ 2 termini.
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9., n
Infatti *si muti w, in u, — ”f‘ L allora 2 si cambia in
U+ Uy y u,
Pz L n ('ll,,l‘ K “nM) Y Y e ) .
e, 010 I ——2—A2 ciod in — ; sicche
Uy & o My U Ut

1(” —

U ¥+ Uy

un altro termine si & nel fatto aggiunto alla serie. Inoltre se il cam-

biamento di w, in v, ———2*——si fa nellafrazione continua con
U Uy g

2+ 1 componenti otteniamo una frazione continua con n4- 2 com-

ponenti formate sccondo la stessa legge.

Quindi se il teorema vale quando la serie ha n--1 termini esso
vale quando la serie ha n+ 2 termini; e si & mostrato che esso vale
quando la serie ha due termini: quindi esso vale in generale.

245. Possiamo dedurre il risultato seguente da quéllo dell’Art.244
semplificando le frazioni che vi si trovano; o pure possiamo stabi-
lirlo diréttamente nel modo dell’ Art. 244: la serie

I a x2 _1 ) "

Loy ————e
Ty Doy TylyTy Bpylye ety

¢ identicamente eguale ad una frazione continua della seconda

- . . L1
classe con # 4 1 componenti-in cui la prima componente & —, la

\ Vol o

seconda ¢ Lo , ¢ generalmente la rma & .
Ty A
246. Nelle identitd degli Art. 244 e 245 possiamo se ci piace
cambiare il segno diz; si prenda per esempio Uidentitd dell’Art.245;
quindi otteniamo il risnltato seguente: la serie

1 - a? {(— D"

To  Tyly Uelyls Volyly +es Ly
¢ identicamente eguale ad una frazione continua della prima classe

. . < NE
con n+41 componenti, in cui la prima componente ¢ —, la secon-
v
Vo Up_ o
9, ¢ generalmente la gma § =2
R Ve — &
puo anche stabilire direttamente nel modo deil’Art. 244.

Ry

da & . Questo risultato «i
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247. Negli Art. 244, 245 e 246 possiamo supporre n tanto grande
quanto ci piace purché la serie rimanga convergente; ed allora
possiamo trasformare una serie infinita convergente in una fra-
zione continua infinita.

248. Una formola molto importante su questo argomento & do-
vuta a (fauss. Si dinoti la serie infinita ipergeometrica dell’Art. 222
Flo,3+1,v+1)
————— inuna
¥ (0 LJ Y)
frazione continua infinita: la trasformazione regge purchc FonB3,y)
ed F(a, 2+1, y4-1) siano entrambe convergenti.

con F(a,B,v); allora Gauss ha trasformato

La parte essenzirle della dimostrazione consiste della seguente
Fla, g4-1,7+1)

relazione: si ponga 3 per —————————Z allora
l g p I"(al(j)-\(>
- 1
1 _ 11'1 ’
- kyzy
. . oy — B (C+ iy +1— .
in cui k= 3 “/) , =T a , € 3, & cid che divie-
Yy -+ w+hw+ﬂ .
e 5 quando in z si cambiano «, 3,y in a1, B41, v+ 2 rispet-

tivamente. Questo ora mostreremo. }
Nella serie per F(a,8,y) st muti § in &1, e y in v+ 1, e s
sottragga il valore primitivo: cosi otteniamo
o o .
F(o,B41,v+1)—Fle,6,7) = (Y-fl) Flat+1, 3+1, y+2)... ()

Similmente abhiamo

Fla+1, 8, v+ —Flaty) = _fy-a I(a LB+E v+
’ Y(y+1
Da (1) con la divisione
i 1_% Flo+1,3+1,v4+2)
z ' R, By )
Da (2) con la divisione dopo di aver cambiato % in B 41, e ¥
iny+1,

P, Bt d,y4h
Fa+d, G+i,y+2 7

Da (3) e (4) otteniamo il risultato richiesto.
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Allora la frazione continua per z si pud prolungare per mezzo
della relazione

ey
{l

PR
1 k3,

e questo si pud prolungare a piacere, i termini generali essendo

(e dr =Dy +r— 1=
T =Dy + 22 —1)
o E+ry+r—oar

=Dy’

o Flodr Bhrdl y4 20 )

T b, G, Y+ )

k

»

Supponiumo da per tuito che le serie infinite siano convergenti,
non potendosi impiegare (1) e (2) senza questa condizione; si ve-
dra per VArt. 222 che se il numeratore o il denominatore di 5 &
convergente allora tutte le serie infinite che si consideranc sono
convergenti.

Quando » ¢ infinitamente grande 3,, non differird sensibilmente
dall’unita.

Lufatti 4

in e

et gt

Av+ 1

yreees

ed Ay, A, ... s possono ottencre da By, B,, ... rispetlivaments
cambiando & in 41 ¢ v in vy 1.

Cosl —I-f!" 7)»", ... sl pussono considerare tutle eguali all’unitd
T2

gquando r ¢ infinitamiente grande; ¢ cost per I'Art. 162 possiamo

considerare z,, eguale anche all'unita.
Poichié: =z,, si pud considerave essere Punita f,y, 2, diviene sem-

2r
plicemente Ly,

Cost 1 0 trasformata in una {razione continua infinita,
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>3

FRAZIONL CONTINUE.

2

: . EA T
249. Per un caso particolare si ponga —é inveece di 2 indi sup-
a

poniamo che $=a, o che & cresca indefinitamente: cosi il deno-
minatore di s diviene
[ a2 2t ‘ a8 _}

Ly D 1-2y(y+ D) 123y + DY+
che dinoteremo con [(Y); il numeratore si pud ottenere dal deno-
minatore cambiando v in y+ 1.

a2

Y+ =+
a2

BCER STVCEEL

Inoltre ky,_; diviene —

e ky, diviene

I N . . .
Cosi finalmente B‘(i——)—) ¢ trasformata in una frazione continua
v a2
infinita , in cui p,, = T -
) AT - mn
' Dy (“w Yy m)
Do
oo =
T

Questo risultato si puo ottenere indipendentemente nel modo
dell’Art. 248; poichd abbiamo
a2
o) — [+ = = — [ty + 21 cos)
V. I ) Y(Y+1) {
(6% a2 iy 42 . .
Ay b4 /_KY_), e cost di seguito.

DT TREE Oy
)

U, Nel risultato dell’Articolo precedente xi ponga , ber Y od

Y, : ‘ CE R eV
5 ber . Allora si troverd che /(’{ . ) diviene — oy 2 € chie p,
2 1) Yyl +e™v)

2
1 diviene ———. Moltiplicando per y e semplificando e frazioni ot-
A2 — | Y )

teniamo finalmente per ———=y unafrazione continua infinita detla
ey 4 ¢ 2

. . . . N e
i prima classo in eui la prima componente ¢ T fa secondn & S b
l 9 :
)2
generalmente Ly yM8 & T—/—

vr Ir—
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R . n . . . L
Per y si ponga = in cui m ed n sono interi positivi; allora sem-
n m m
SN
. - . ¢” —e — .
plificando le frazioni otteniamo per —————una [razione conti-
el "
nua infinita della prima classe in cui la prima componente & — |, la
2 2 n
. mE . e
seconda & —, o generalmente la »™% ¢ —————
3n r—DHn

Quando » & grande abbastanza (20 — 1)n eccede m?; quindi per
I"Art. 232 la frazione continua infinita che incomincia con una con-

venevole compopente ¢ incommensurahile; ¢ quindi Uiotera {ra-
m

zione continua ¢ incommensurabile. Quindi ¢ * & incommensurabi-
le per tutt’i valori interi di m ed n.

ESEMPIT DI FRAZIONT CONTINUE.

. . l
o Trovare il valore di H — —
0 e
10 — ...
1 L | L2
2. Mostrare che gn—}— e ————% T Lt M=
1 I+ 4. l - ...}
3. In una frazione continua della prima classe ogni components
b
¢ -1 mostrare che Ppaa =01,
o N

i. In una frazione continua della prima classe ogni componente
b . .
b trovare i valori dip, e q,.

5. In una frazione continua della prima classe se a,=b, =,
mostrare che p,--q, =\n+ 1.

‘6. In una frazione continua della prima classe se by = l+ra,.
mostrare che p, —b, 1 p, =4, (D" ¢,~ b0,y =B(=D" in
cni 4 e B sono costunti qualunque sia #.

T Inunw frazione continua infinita della prima classe I'am?a

. (;]: H2

. et
componente & = e D mostrave che p, - (n2 4 D p, (-1,

-

-
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o

8. Mostrare che ¢™ si pud trasformare in una frazioue conti-
nua infinita della prima classe in cui la prima cowmponente & i la

7 L=
, e generalmente la pma o i
r—1—%

seconda & i

9. Mostrare che log?2 & eguale ad unu frazione continua infinita

£

. . . . o A
della prima classe in cui la prima componente ¢ x lu seconda L‘jj,
)y (r 12
e gencralmente la rma o -

10. Ottenerc dall’ Art. 248 una frazione continua infinita dells

. 1
prima classe per —log (1 -4-0),
x
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¢ oge CEDEEY (r43)
IV. 13. ———-——-—Lf‘— €.
) r+2) )t h)
[0 x".
(n—D) =D Bn—1).. {(r—Hn-1}
- e |

_(p=H @) Bp—1) ... {r=1) p—1] o

L
1.3.5...(2r—

Do
o )(—- Hrat. 18,

14.

TT

15.

16.

2:5-8...03r=1)

17.
' [r3"

T011...20 4-0) B0 (Ar—
go, L0 QrED) L g9, 1009 Crd)
[ v
k28 _ 2431 78
28. 20 ¢ 3 termine 1 pee 5 g 0, 30 termm(:tTE— Ty

P
. , . J40-0
30, 5% e 6° termine = — | <

14

>"’ 9375
TR0

0y . S A1/ 7\ b 1 a0 .
31. 3% termine = S\ 32. Se n=1 il 2° ed il 3° termi-
e 13

ne sono i pit grandi; se n=2 il 2% termine & il pit grande, e per

—at CVZ

tutti gli altrl valori di n il primo termine ¢ il pit grande.
11:12-13 -1
33, _D_ 341, Sesto termine.  37. -—:3_ (2n2-4n+3).
. ey 03B R0 1) . . o
38. 1l coefficiente di 22" & ——(—(———2 il coefficiente di 2?3
L r '

si ottiene dividendo questa espressione per a.

N-1 2
. (1 - 3> tcion, (2. 42, 20

b

-4

n@n+1) ... An+r-1)

{7

-
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V.oolo6. 20 —16. 3. 2632427, 3495, 35 1 3421905,

A, 3. H, —29.5426.38. 592,345,
‘ 12 L 95 22 9 1)
! L‘im*m AEEAEAIE)

2_93.3.57. 74205, 8. —61. 9. —20.

15 35 63 37 1 35

) 36015 )
10, — — — TTEC T ‘H. - 12, 346415+ 5
3.7 71149 , . 1r N-6n3—13n240n
13. ( —5w ) 14. 50. 1D, —

16. L’espressione & {(14) (1—2)72]7. Quindi il coefliciente &
7.6:5-4 7.6-5 14+7.6 1415 1 1’1-15»'16{_’1’1-15"1647
T T TR e T3 R
n(n—1) (n/—?) (n—3) 35+n(n——1? (n——/l)

4 1203

n{n—1)...(n--6) jl(n——i)...(n =) s

17. w41, 18, 2233,

" n{n—1)...(n—5)

ME T T
19. 0. 20, bagt42Wa,a,u,"+ 100,50,
21. ﬁ(ii%%_—‘z) ao”’sa,,a.f»{—wi'g'—'(”—ﬂ a," e
~_——-”("“1)| (=) g sa 5. m_ —93. a3, '”«12)*' 3%
24, mas—}«m(m-—l)a,ag—i—w 3 25. 20

B a’.
26. —210. 27, 1260, 28. 12600,

( ) e 7([)—{» >2 7!()1—1)(71 ~> -8

29, a" a0yt Hotop®.

nn—1)(n—2) ,_ a L_"

T T =S g o)t 3. —=— . 32,
R TEAE A PR

i 1 3%\ , 30 5b 3 1502 3ob"
he Apbr—| 5 — o ) — | — — — & - 5 - ——

2 Q .8 4 R

et
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.« V@ - (T2 —a T2 a2
A (2a73be—a 7303 a3 (a3 Ra T e - a TSt
) N ”_.)
n(n—3) :v"-—“(" 2) (n—T)
2 6
38. Sipuo dimostrare peér indnzione. 39. Per la prima patte

37, 1--ar+

4,

si ponga z=1. Per la seconda parte, dinoti S la serie, sicchd
S=a,+2y43a5+...... -+nra,,; ¢ siccome i coeflicienti dei termini
equidistanti dal principio e dalla fine sono egnali, per I'Es. 38,
S=,, 42y, st ... Fnrag. Quindi, per addizione;

IS=nriagta,:.ta,,l=ir{r 1)

nry

)M.

40, (142422 " =agt- 0,0+ 0974+ gy o2 240y, 12" '+(l
si muti il segno di z, e, poiché i coeflicienti dei termlm,eqmdlstanti
dal principio e dalla fine sono eguali, abbiamo

( —‘r’F‘xz),!:a‘Z)L—aill—l'T'i"‘1’211—‘2"”2 ...a?'n_s;[}:;,%. i
8i moltiplichino insieme, e si scelga il coefficiente di 22" questo
sard percio egudle al coefliciente di #2* id
(I 4-r+a?)" (1—z+-22)", ciod, in ('1+a~i+.r%‘)”.

Indi si ponga a,? per a%,,, a,* per a%,,_,,... ¢ si divida da ambe
le parti per 2 .
VI. 1. Questo ¢ un esempio dell’equazione (1); Art. 80, in cui
m=(r+1) (2—1) ed n=22.
h? 1 .
2. log(z+2h)z—log (z-+h)2=] 2(1—"——-. 3. Si vegga I’ Es.1.
g(z+2h)a—log (x-+h) 0._~( (.@'+h)25 i vegga I'Es

1) :
3. log(3-++3z4-2¥)r—3 log r)—1 fr-('lA —L.. 6. Dobbi:
. Jog(3-++3z--2%)r—3 log(1+1) o,,l T y. Dohbiamo

trovare una serie per

A 9z—1
]Og (‘l,‘-%‘]) —- 5“[."—;——4 10?;1' -4 mlog(.: =1 )y

. [ 2r- 1 i ., )
cio®, per log (H-a_” o 1 l———( , cioé, per
PN u@‘ 127‘+1 0":—_ 9 (H“ =" 1“7; ‘an v
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. 1{1 1 1 )
Il. 1. Li o e —— —QlC. - rergent .
v v serie =- {x T + o etc i’ convergente per

UArt. 93. 2. Divergente se z>1, convergente se 2<1. Se z=1 il

. . , 1 . .
termine generale & , che & >-—, e la serie & divergente.
n n

21
3. Convergenie se a>1; divergente s¢c a<1. Se a=1 la serie ¢
evidentemente divergente. 4. Divergente se x>1, convergente
se r<1. Se x=1 la serie & evidentemente divergente. 5. Lo stesco
, T 1 1 1
risultato come nell’Es. 4. 6. La seric & >l+1?2 + 1+3+1+4etc R
¢ quindi divergente. 7. Divergente se #>1, convergente se v<{;
se =1, evidentemente divergente. 8. Risultati gli stessi come
nell’Art. 97. 9. Divergente se #>1, convergente se z<1; se r=1
st ha una serie discussa nell’Art. 97. 10. Convergente se 2z <1,
divergente se z > 1; se # =1 i risultati sono gli stessi come
nell’ Art. 97.

leH_'l'lil 11 1 1 11
C 3554749 T+ 2511+ 140
3 t 11 1 1 1
i 24+ 5 43+2+1424+170
; P11 111 1
' TIETETFI+ 2434143
3 22 355 1 7 8 39
5~ Ty Ty T ot G TY an? oo Toa?
1" 77113 4’29’ 337 161
9 3
IX. 1. :,3, -1—{[-,11. 2. 3112» 117 721
"1’ 5’6 1'6° 377228
34 11 15 4 33 268 2177
3.5 3 9 Tt [l-—t_v—_)—_'
"1 3 % 18’ 65’ 528
s 4913 48 6 5 51 515 5201
Y3 n 1100 1017 1020°
. b 26 265 1351 q 6 7 2T 34
105 BT 260 o1 w9
0 7 2 29 5l " 10 201 4030 80801
R L © 1 70 Th01 7 8040
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1 | 1 a 202+1 4aP+3a  Bat+48a241
%+ 2+ %+""1" " 2 ' ha*41 ' 8ditia
12 01— 11 1 e-le 2ie-d %t
T+ @D+ 1+ 2a—1)+ 171 21 ' 2a
13, a+—1— 1 L i 20+1  4a24-3a  8a24-%0-+-1
242+ 2+ 2a 2 7 b4at+1 Sa+4
1 1 1 1
2+ 2a—1)+ 2+ 2a—D)+
a—1- 20—1 4a®~Hat+1 8a2-8a+1
12 ka3 Sa—i

[13 e 14 sono legati tra loro, poichd a2—a=(a—1)2+a—1].

11, a4+

a
..1,

14, a—1 4

W6 1520 1 1 o 1
15. 222 16, 2220 g, . 20. d .
1 10 ogm 18 g e go 20 iR iy
1 1 13 13 42 485
U, o ed e R T ) iy
e amemr 2 T 30 0 o 306
211 1549 251 114 17
98. = - S, 30015 31—l 32, 42
% %0 3607 3600 U TR

33. Radice positiva di 224-22—-2=0. 34. Quella di T22—82—3=0.
35. Quella di 72248z—3=0. 36. Quella di 59,2--31924+431=0.

: 1/22\" 3n
X. 1. §('§‘> . ?. {3(—'1)”——2:27_(7}-77”.
11 7). 1-pt
S SN R A o h B
12 g 2.3"+'}” C Tl
5. (n+1)a". 6. (Tn+5) Ba)". T (nt1)dam,
8. {+a—ad—at... 9. 14 2r+a2— 43— 1124, ..
1 =z 322 a5 Tzt 1 x a5 ot
100 o o — 4 — 4+ —... 1l — - 4 —
2+‘2+ 4 2 8 a* ¥ @8  a

12, Apatp(p—D)a2t (=22 Dad p(ps— 224 p4 Dat. ..
(L L)
a—1\1+ 2 {+4a"2,

1 ( 1 1 { 1 )
1/1' YIS _———_——“"——_,"_‘_}“ P .
(1-a)2\1+2 14ar 1+a"z 1400
1. a=1, b=11, ¢=11, d=1, e=0.
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XL 1

1—10z4-2102"

1 - b0

d—11e

2

1yx

. 1
.« minore di -.
'3

RISPOSTE.

. (3‘,1.)11_"_ 3(52‘1/.)"‘\

12 1
T (3. 3. T geny
(T ()", 3. gy s (1)
A, 27150+ 6). 6. 3%—n—1,

64 54 24+-bp-+ Dr? i . ;
7. %~ i’ 57. 8. Tra 3 (=1 (n®—n492).
. 1 1{1 1 1
XL 3. 1 —— 4. —§———.___.._.—._ P
1-Fn ! 84 2Untl) (n+i’)}’ 22°
; 1( 11 1 1 ) 11
3 273 a+l ny2 a3/ A8
g U 1 3 L
196 2(n4-2) (n+3) ’J(n 1) (n+2) (n—{ 3) (n+/1 96
< :)_ﬂ‘win—{»-f) :’) g n(n+1) (n+2)
6 DM+ 6 Y
Hin(p—1)—112+L 2" (pH1
11. n@@=1) (i::): i ). 12. nar(a+bpr)*=1.
x cr o212
£3. Si sviluppi ed iz —-——i’l —— _-_1
i sviluppi ed ofteniamo =2 + (1—z)'~’+ (1_3‘)4} 5
i1 b"(1+ + (n~+ 1) o nn+1)...(n4+m—2) a’""l.
1 ) i I:n—i
P b 1 —n
15. (1—§> :2”(1—5) . 18. 165. 19. 460,

22. Siproceda cost; supponiamo (1-+av)(t+2%)(1+2%)...(1 +alv)
=1+40+40% 4. +Apv”, in cui 4y, 45... 4, non coutengono v,
Ora si muti v in xv; cosl possiamo dedurre che

(Lt e 0Py (Fha e
w= (A e 4,203 4L+ A4 p;ﬂ’vp) (L4-xv).

Ora si eguaglino i coefticienti delle stessc potenze di v nei due

membri,
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e
25. 1_4_;3: Pt quindi (142) {1 —a234a8 - a4 ...

2\"1 1 22 p o
= = —— = 1 — ..
1—z 1 1-2  (I—2)2 ~ (1—2)> (1—a)*
Si sviluppi ciascun termine dell’ ultima linea col Teorema del Bi-
nomio indi si eguaglino i coefficienti di 2" nei due membri.

4

X1, 8. 223 ¢& > o <o+ 1 secondochez & > o <1.

16. Questo dipende dal segno di (a—b) (b—c) (c—a).

22 e 24 dipendono dall’ Art. 164. 23. 81 troverd che hanno
luogo tante delle seguenti ineguaglianze quante se ne possano ri-
chiedere: 2 (n—1)>n, 3 (n—2) >n,...; allora con la moltiplica-
zione si ottiene il risultato. 25. Questo si pud dedurre dall’Es. 23.
31. Simoltiplichi; indi si adoperi 'Art. 164. 32. Si ponga 1—a=b,
g si sviluppi (1 —5)* col Teorema del Binomio; la seric sard con-

z—1)b —1) (x—2)b2
vergente. Dovremo quindi mostrare che 'I—($ - ) @ >(,w )
[2 3

—...>1; ¢ questo & chiaro, poiche « & < 1.

XIV. 2. 66. 3. 3.52.412 < 4. 22.32.52,
5. 2%.(823)%. 12. Supponiamo che n cada tra m? ed (n4-1)?2; allora
n—ab=(mi+m—n)2. 19. n2-n+1 & maggiore di (n—1)2 e minore
di n? 20. Supponiamo, se & possibile, n3 + 1 =m?; allora
w=(m—1)(m+1). Ora nessun fattore, eccetto 2, pud dividere ad
un tempo m~1 ed m+-1, e 2 qui non puod dividerli, poiché = ¢ di-
spari. Quindi m—1 ed m--1 debbono essere entrambi cubi perfetti;
ma questo & impossibile; poich¢ la differenza di due cubi non pud
essere tanto piccola come 2. 35, 36, 37, 38. Questi dipendono
tutti dal Teorema di Fermat. 40. 48. 41. 96. 42, 400. 43. 22680.
Rh, 2MBRE0 45, 12, 46, 12, 47. 160; 1481040,  48. 6.
49. 126, 50. 24315, 51. (n+1)2. 53 e B4 si possono risolvere
per tentativo; la risposta di 53 & 2%.3%2.5, ¢ la risposta di 4 &
W.3.5.7. BT 2=2.52.72.8; y=92-5-7-1,

XV. 6. Convergente se # & minore dell'unitd, divergente sc » &
maggiore dell’unitd; se z ¢ eguale all'unitd, convergente se a &
negativa, divergente se a & positiva. 8. Divergente se # & mag-
giore dell'unita, convergente se »r non ¢ maggiore dell’ unita.
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9. Divergente. 10. Convergente se ¢—p—1 ¢ positiva, diver-
gente se g—p—1 & negativa o zero. 13. Convergente se x & mi-
nore di ¢™*, divergente se # non & minore di ¢~*. 16. 1. Si sup-
ponga a—A positiva: la serie & convergente se 31 & maggiore
di a, divergente se 3+1 & minore di a; se § + 1 =@ la serie & con-
vergente se ¢ —4 ¢ maggiore dell’unitd, divergente se a—A non
¢ maggiore dell’unitd. II. 8i supponga a— 4 negativa: la serie &
divergente. III. Si supponga a—A4=0; allara si applichi PArt. 214,
e si distingua come nel Caso I.
(n—3)(n—14)
2
(n—4) (n=5) (n—96)
L3
quindi ¢, si pud ottenerc con I'Es. 3.

XVI. 4. p,=ba"""+(n—2)b2a" 3 4 b3gh—s

n— -
L™ L

10. Ogni componente ha l'unitd per denominutore; il numera-

: . 1
tore della prima componente & 1, della secconda & 5%, ¢ general-

2 g

della 2ryma ¢ —— (2 yma .
mente della (2r)ma ¢ @ e della-(2r 4 1)ma ¢ Ty

FINE.
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