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T'er la formula pid generale cos. 7 g, avremo per il termine
generule della serie ordinata per i seni degli archi moltiplici

A = 2 ﬁ‘os. n¢.sen.xp.de
k2

per il caso di « pari; e nella supposizione di x dispari,

A,=_':_ fcos. ne.sen.x@.do- 4

TX

Essendo 7 un numero intero comunque, converry distinguere

il caso in eui & pari, da quello in cui & dispari. Abbiamo pertan-
to integrando tra i limiti ¢=o0,p=m,

fcos.n ¢p.sen.x@.do= 2(71_7”5 (1-cos.(x-+n)vr)

w1 (1-003.(x-n)r)
2(x~n)
Se sara 7 pari, avremo nel caso di x pari
Scos.n @.sen. x p.do=0

e se Ja a sard dispari, sard

JScos. n p.sen. xp.d o= 2x
&t =nt

Quindi essendo @ pari, si avid A, = o, e se sard dispari, il
valore di A, sara dato dalla Equazione

A= _b= __ 4

LICER) %

Sostituendo questi valori nella serie

€05.nP=A~+A, sen. ¢+ A,5en.20 ...+ A, S€n. x P+is.
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troveremo la espressione assai ‘elegante

cos.n@=1-+ _.4_5 . 2-1) sen.¢,+( 5 —.§_—> sen 3

{\=n 5-nt 3

5 =nt

+(L _%) sen. 5% 4 &c.;.

Questo resultato ha luogo nel caso di 7 pari. Per esaminare
il caso di n dispari, riprendiamo la formula

fcos ne.sen.x@. d@—aﬁ:—) ; 1=cos. (x+n)7 E

|- s 1—cos.(x-n)1e
a(w-n) ¢ )
Egli & chiaro che se ancora la & sard dispari, sard
[ cos.n®.sen.xo.de=0

e se sard Ja x pari, avremo

2
x'=n?

S cos.np.sen.xp.dp=
Sostituendo questi valori nelle formule

A,=_2-fcos.n¢.sen.&¢.d¢- A
k3

T
A, =_2._fcas.n¢.sen.x¢.drp
T

la prima delle quali ha luogo se x & dispari, ¢ la seconda se x &
pari, avremo per il primo caso

Ao
X
¢ per il secondo
A= o i®
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Sostituendo questi valori nella nostra serie , si avrd

2 1 =
cos‘n0=1—_4_. ( sen. p= sen.2 9+ —— sen.3 @
T ) oi =1} 5

A sen. 4 ® —+ -; sen. 5@ -+ &cz
-t

XLIL

Se poi fosse » un numero fratto , irrazionale, o trascendente,
& potra sempre svolgere per i seni degli archi moltiplici di ¢ la
funzione cos. 2 ¢, in modo che sia

cos.no=1-+A, sen. ¢+ A,sen.2 ¢ ~+...+ A, sen x ¢ - &o.

avremo infatti (xxxun) nel caso di « pari

2
A, — — [cos.n ¢.sen. xp.de
T

e se « & dispari

2
A = __/'cos.;”, .sen.x ¢.od ¢ — &
p X
Abbiamo adesso

os. 7 o.sen. % g= . mn.(x-q-n).q,-t-% sen.(x=n).¢
2

Quindi moltiplicando per d ¢, e prendendo ¢li integrali da ¢

=ofinoao=n=
Scos.npsenxg.dp=— (C0s.X7.CO8.T~1)
ciog se x & pari
fcos.n¢.sen.x¢,d(p:-——(cos.mr-x).y’__vzl

e se @ ¢ dispari

i fcos.n ¢.sen.x . dp=(cos.nw ~+1).
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Sostituendo queste espressioni nei valori di A, avremo, essende
x pari

2x
A =— (COS._" w——i) . ”-(;‘T_’”_,)

ed essendo x dispari

2x 4

A=(cosnzr+1) . ———x—="-

( ) (@=-n') 7T
onde sostituendo nella serie stabilita per cos. 7@, si otterrd la for-
mula generalissima

C0S. 7 T+1 2

cog.n¢=1+?§( 3 (cos.nr+1) 2
T\

5—n 3

) sen.¢ —+ )serz. 30

1—a 1

S(cos.nr—+1) 2 . 7(cos.nm—=1) 2\ g
-+ (_'5——’——11‘ —g)sen.a(p—t—(—————— -—’7)-53’1”2 o+ &e.

T—u

P 2sen.2¢ hsenb ¢ 6sen. 6o
._x(coa.nx- 1) (—2:_# -+ 4:_#——»?—”7—9—&0.)

della quale le precedenti sono casi particolari.

XLIIL

Tutte le volte che n sara fratto, o irrazionale, o trascendente
potremo svolgere la funzione cos. » ¢ anche per i coseni degli
archi moltiplici di ¢. In questo caso, facendo

€os.n¢ = A+ A cos. ¢ ~+ A, C05. 2 ® '+ AYCOS. & ® e

il valore del termine generale A sarh assegnato (xxx1) dalla formula

A= f/cos.nq:.cos.xqa.dq)
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conza  che debbo farst distinzione tra il caso di @ pari, o dispari
come conviene allorehié le serie procedono per i seni degli archi
moltiplici (xxx).
Tacilmente troveremo , integrando tra i limiti ¢=0,0 =7,

[cos. n¢.cos.x0.dp= .sen.(n—+x)7+ {_,(-”—!_——sen.(n—x)vr

2(n—+x) x)
Abbiamo adesso
sen. (n+x).m=sen.(n=-x) === sen.n=

ove il segno superiore conviene ad x pari, e Dinferiore ad x di-
spari. Sostituendo , troveremo

fcos. n @. cas, wip.dip=£=T2CR DT

e quindi

Si ha inoltre

A =fcos. n¢.d o= ,:— sen. n w-

T

Quindi sostituendo nella nostra serie ,si avrd

25 ”S cos. cosBo  cos 5o+&
n. - —T C.

—l+n‘_3=+n” 2
%l
5

5
60s np=——.sen.n =
n

cos. 6 p

CO.! 0 C(H'.L‘ o cos
(o _smss  emde_cwbe

P n* =4 ) %

nt—1  nt

Facendovi¢ =0, otterremo mediante una agevole riduzione
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1 T 1 ! 1

an* 2n.sen.nw T T ey -+ &e.

; - h -
Sc in questo resultato supporremo 7 = — > wvrassi riducendo
la serie

1 - h.x 1 1 1
o —sen o __t ' 1 &
2T 2hk. Tk Thiek bk Bk
resultato che per induzione Euler dedusse dalla considerazione degli
infiniti fattori nei quali si decompone la fuuzione esponenzia-
le ev+eo.
Se nella serie

sen.n .p €052 cns. 3
cosnp="0"T Y (0% S s °~-S:c)
T n -1 -2 E

faremo ¢=r=, troveremo

k3 COS. rL'r 1

an  sen. n1r 2nt

ciot facendovi 72 = _?;4
1 r . h 1 1
A e g (COF et B ——i
2l 2h.k k Fe=ht 2k~ IL 3k

serie che come la precedente dedusse Tuler dalla decomposizio-
ne della esponenziale €® +e7©, ¢ che in tal modo si trova di-
rettamente dimostrata, ¢ dedotta da una pill gencrale,

XLIV.

Prima di svilappare alcune proprieth assai osservabili di que-
ste formale, siprenliamo la generale espressione
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3
56 cos.4®
SL’IZ.IIf(l _QnScos., cos.2p  c0s.5° _co 4 +&c=)

cos.ne=
n {w-1 n-2* n=5% n- \

ko

Differenziandola due volte rapporto a ¢, avremo

.nxfcos. 6 cos.2 cos.30
—n*.cos.np=2n. sﬁ"—f(_—Jz’_.—f—va‘ 2202 - &o. )
r -4 o -2° n'=3
ciod facendovi ¢ =
o* 5: 2
I D RS SN NN SN, Sy vy

2 semnw m-1 w=2" =3 -4

onde se I'arco qualunque y avrh il rapporto 2 con la mezza peri-
feria, ciot se sard y = n» ¥, otterremo

Y R pems
sen. ) -7 o-m 5 =n?

formula dalla quale potremo speditamente calcolare il rapporto di
un arco al suo seno.

ALbiamo trovato (xvn) che questo rapporte & assegnato an-
che dalla formula integrale

o [
sen _y x*+2xcos.y+1

purche la integrazione si eseguisca tra i limitl @ =0, =1} con~
frentando per tanto questa relazione con la superiore, si avrd

f dx

—+2X.C08.)+1

ove y = wn.
< 1 < 1
Se supporremo z = ——, sara €0s. ¥ = C0§. —— ¥ = 0; ©
2 2
quindi

dx L 6
Limd 5=

- - &e.
6=
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come precedentemente abbiamo trovato (xv).
Queste formule sono tutte altrettanti corollarj della serie ri-
portata in principio di questo articolo

g0, p p=2EERT $1 e ( cos.o_ 0520, 00554 _ oo ))
’ * (n n-1 -2 —5‘

dalla quale, oltre le indicate, si possono dedurre molte altre con-
sezuenze. Cosi differenziandola 2m volte rapporto a #, avremo
facendovi ¢ = o,

oty _ z 1 g 5=

_ _ -+
2,sen. nw n=1 n -2t -3

— &e. s
ove il segno superiore conviene ad m pari, e I’inferiore ad m dis
spari . Facendovi # = 0, ne ricaveremo

0= 1 — 2" «+ 53" = 4" + &e.

serie con ozciuta ,della quale abbiamy preced entemente fatto uso(xv1).

Nell’ articolo (xLut) siamo pervenuti alla formula
1 1
.l L P TR 1 —+ L - g &c_
ant ansenny W=1 -2 - al=-4

Se svolgeremo per le potenze di z cosi il primo, come il secondo
membro di questa Equazione, potremo |dal paragone ‘dei termini
moltiplicati per le medesime potesty della 7 dedurne tutte le po-
tenze pari di 7, svolte in serie numerichie. Facciamo per maggior
semplicitd

1
- -+?': - 41" + & =z —

x

¢id posto, &chiaro che la nostra equazione potrd prendere la forma
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1
= =-—£..‘_—-Tl'z.-—l-—n‘z——"&c'
% x* x¢

22  2n.sen.nw

Pertanto tutto si ridurrh a svolgere in serie per le potenze di 2
il primo membro di questa equazione, o pit semplicemente, ad or-

\ & . 1
dinare per le potesta di # = la funzione ——— . Se dunque fa-
sen.n
remo
1

=1 Anr+Anr AT+ o+ A,y n L w Ko,
sen.nw nr

avremo, sostituendo nella precedente equazione, dal confronto dei
termini la generale relazione

la serie che rappresenta , avremo

1 a 1 1
—g g g o
Egli & chiaro adesso che il secondo membro di questa Equazione
all’acerescersi di & converge sempre verso I'uniti, in modo che rap-

porto all'indefinito incremento di questa quantiti, Iunitd & il li-
mite della espressione

1
—4-:3”— - &e.

Quindi per un valore assai grande di %, avremo prossimamente



S

A

Il che offre una propriety assai osservabile dei coefficienti numerici

della funzione —— svolta per le potenze di u, ossia della cose-

cante di un’ arco. Converra pertanto esaminare, come una tale
evoluzione possa effettuarsi.

XLVL

Facciamo per tanto

Moltiplicando per uz, avremo

u

=1+ Aw—+ Aut+ A uf o+ Ay wt
sen.u

Fd il general cocfficiente A.;_, sard determinato dalla Equazione
g q

2b

“sen.u

NN T

facendo z=0 dopo le differenziazioni. Ma se queste si effettuas-

sero, facile si & a vedersi che sempre si otterrebbero dei resultati
[ . PEETIEY
della furma;, onde converrebbe mettere in opera una moltiplicita

di operazioni, che pcrmcttcruhbcro difficilmente di conoscere la

legge dei termini. Per evitar questo inconvenicnte riprendiamo la

u
formula ——— i
1 Tenit abbiamo
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sen. u = ——— —————

u
onde sostituendo, sard, facendo per semplicita maggiore, oo, ) =

2u /—!
K= —22v2l
u/—1 —u/—1
e —e
cio , ponendo u y/— 1= 2,
2z e
K= 222
SR

Questa ultima frazione si decompone ficilmente in due, in modo

che si ha

E tutto per conseguenza si ridurth a cercar lo sviluppo per le po-
tenze di z del secondo membro di questa Equazione; Igli & chiaro

adesso che il termine presenta la stessa difficolta che mnella

propesta funzione s’ incontra, ma la eviteremo, impiegando un ar

tifizio di calcolo dovuto al sig. Laplace, che si & imbattuto nella

funzione e cercando di sviluppare le analogie dei differenziali

z

con le potenze. La funzione facilmente si decompone mnelle

1
1 1
32 Exd

due 2 _32%

el e+

si ha
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poicke impunemente possiamo in luogo di z sostituire un suo mul-
tiplo, che svunisce contcmporaneamente a quella quantita. Quindi
facendo p=1%, ¢ = n, avrassi

PRI S S
el fes—1 I er—+ 1\
2" dzr =~ g dz

z
<’f—-1
d z"

. 2

1 e'+1

2"—1 d z"

z

e*+1

si avrh . mediante le riduzioni ottenute

dalla qual formula potremo facilmente avere lo sviluppo della fun-
zione K per le potenze di z.

Si pud ancora il differenziale 2% di K maggiormente sempli-
cizzare , osservando che avendosi

z

- oy . ”
o z (er+1)
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sara anche

d'z (1) =d"z. (e+1)" +n. d7 2. d (@) e
+ndz.d ' (e+1)" w3z d (== 1)

La supposizione di z = o riduce manifestamente questa quantith
ad ndz.d" (e +1)", poiche nella ipotesi i d = costante ,
le quantity d*z, 2, &c. sono tutte nulle. Sard pertanto, nella
supposizione di z =0,

-2 B L
e =1 e+l
z" =m g g

e quindi sostituendo

d'K _rz(n" :
=

Dalla qual formula potremo ottenere facilmente la evoluzione della
funzione K per le poteaze ascenlentidiz,ed esendoz=uy—1,

e K= —

son si avrd in conseguenza lo sviluppo della funzione

senz, che ci si siamo proposti di ottenere. Non ci tratterremo ad

esaminar davvantagzio un tale sviluppo, poiché vedremo in segnito
un’ altra maniera per ottenerlo, e perche si potri esserne piena-
mente istrutti nella bella memoria del Sig. Liaplace inserita negli atti

dell’ Accademia delle Scienze di Parigi dell’anno 1777 -

XLVIL

Pertanto essendo, come sul principio del precelente articolo
abbiamo veduto,



3’
u
— — 25 —_——
Aui= 2.5....ah " g sen. u

dut

purche si faccia z=o0 dopo le differenziazioni, sara ancora

A 1 1
R emse— r
¥ T g 5k & -1
=t
3

facendo z = o dopo le differenziazioni. E da questa forwula ritrar-

remo il modo di aver Ja somma della serie

1 1 1
—+ 5;— e 3 &e.

[ —

9

poiche si ha (xLv)
1 1
.‘liAﬂ,A,. =1 — g#

2b—1

TDal modo con cui abbiamo determinata la quantith A*, ve-

dremo discendere le celebri zrclaioni che passano tra le serie

1 1
—_ =
1= %5

=

1 — ot BT — 4+ &e

Di quest’ ultima si pad infatti rappresentar la somma (Xv1) me-

diante la formula

x

ydydy...d g
———v‘d )‘,'——_

purche si faccia y==1 dopo le differenziazioni. La general funzio-

a6 ydydy...dyd,
dy"

si pud ridurre adesso ad una pii comoda
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forma mediante una trasformazione di variabile. Sappongasi infatti
ydydy...dyd—— _ d*P (b)
d y" T dz T
ove P ¢ funzione di z, e z & funzione di y. Facciamo y =¥ 2,
e Jifferenziando la Equazione (b) rapporto ad y, e moltiplicando
quindi per y, avremo

ydydy...dyd—=, =_5£ri""l’

T dyt dy.dz"

S d¥z . . 2
ma essendo y =¥ z, sarh dy= —_ d z; onde sostituendo si otterra
z

ydydy...dyd, 5 vz dP
dy" dyz dz™

dz

ma se nella Equazione (b) varieremo 7 in 2 +1, sard ancora

ydydy...dyd— _ d P
—dy

- d znvx

onde paragonando questi due resultati, sard

a P Yz d"'P
dz vz D dz
Uz
ossia
dvz _y,
dz

e qnuindi ¥ 2 = a€’, 0 pitt semplicemente ¥ z = e Avremo
dunque y=¥z= ¢*. Per avere il valore di P, riprendiamo la Lqua-
zione (b)

dydy... dyd+ d'P
B Yiamen Z__l_:y-A_y__'_’ P
(b) dy s
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e facendovi 7 = 0, sary

1
1—+¢e°

ciot P = . Pertanto, supponendo y = e*, avremo

ydydy..dydi Xy _ gt
dy” 1-+~e_‘_

5 1 - gty U R
€ per conseguenza , essendo y = e*, sarh ancora

— 1 — gt o BT — a4 Ko

purchd si faccia z = o dopo le differcnziazioni.
Ma supponendo z = o dopo le differenciazioni, noi abbiamo

Ay, =1 ;
! 2.3....(2h~1)

26 { b
Al_ =L 1 2" — 24 1t 4 GRS g & Q
T 205 (ahe) 21y g vk \
ed avendosi
1 1 1

1 a
e Ay i = e Hisise
2

2 -+ 3 -_F
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sara anche, sostituendovi il trovato valore di A,
-~ (2 =1) Q
2.5... (211.-—1 ) (2*=-1) 2

1=t 4 Bt o 415—1 e 2

1
=—1h

celebre relazione, che Euler ritrovh per induzione, e che inseg ui-
to & stata da varj illustri Geometri dimostrata.
La serie

1 = a1 o Bt — 4T 4 &

moltiplicata per il coefficiente = —;

, ove il segno supe-

-1 )21b
riore appartiene ad % dispari, e I'inferiore ad I pari, rappresen-
ta, come & noto, il termine generale dei nameri di Bernoulli, che

tanto inflnizcono nella general Teoria delle serie. Abbiamo veduto
ohe la quantita

T R S T )
& ; 1 N .
pud essere espressa dalla formula d*~'— ", purche si faccia 2=0
I +e°
dz@

dopo le differenziazioni. Chiamando dunque 17 il term ine geme-
rale dei numeri di Bernoulli, sara

T e i -b2h 2b—t 1
(2% —1)2 1+€
dzlb—l

essendo U determinato come sopra, effettuate le differenziazioni.
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8 XLVIIL

Abbiamo nel precedente articolo veduto come la funzione

yMLiy_d_.‘_’ si pud sempre ridorre alla forma dﬂg
dy” dz

sendo P una funzione conosciuta di z, e z una funzione parimen-

es-

te conosciuta di y. Una simile riduzione ha luogo ancora per la
sdsds...dPy

funzione molto piu complicata dy
Y

ove s € una qua-

lunque funzione di y Facciamo iafatti

Noi avremo differenziando rapporto ad y, e moltiplicando per s,

sdsds.....dPy _ sd"™P
dy dyd#

Ma variando 2 in »—+1 abbiamo ancora

sdsds..... dFy _ da'P
d‘y.’l'l - dz’l‘vl

Ondle si otterra la Equazione

d P sd™ P

dz" dy da"

Ma essendo y una funzione di z, chedenoteremo¥ 2, avremo anche

E quindi sostituendo, sara

d P d™P

dz _ Sdz T dva
dz



dovra essere dunque
dyz
dz

s =

Da questa Equazione, sostituendo nella quantita s in luogo di y
jl suo valore ¥ z troveremo integrando il valore di ¥ 2z espresso
per z,ed in tal modo sara conosciuto il valore di y. Facendo poi
nella Equazione

d¥y _d’ P
o T dzt

la n=o0, avremo P=TFy. cioe P=TF.¥3 il che dara la com-
pleta soluzione del problema.

IL.

Le cose precedenti ci saranno molto utili quando parleremo
della integrazionc delle Equazioni a differenze parziali. Ma non
pussinmn qui di*p(‘nsal(‘i dall’indicare un modo assai scmplice di
ottenere sotto una nuova forma I’ espressione del termine generalg
dei numeri di Bernoulli, che discende da queste trasformazioni .

Consideriamo la formula generale

ydydy..dFy
dy"

Tacilmente ci persuaderemo dalle successive operazioni indicate in
questa formula, che potremo metterla sotto la forma

—t

dy.dFy L,d"Fy d—'Fy .., d—Fy
d_y'——y —dJ—.""A~ —d—’”:}' e --dy...roJ

,d.Fy
+C,y ’—‘_1.77 + ()
13
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Differenziando rapporto ad y, e moltiplicando quindi per y, si
otterra

ydyd_y.....dFy _ d”*'I‘y -‘-i”—Fg—-r - d"'Fy
e =Y Ty & (=) Ay
d’l—l Fy.
-+ (n=2) B, y*=* —
(n-2) B, 5= 75

(l fy + B, @Ry C d—TFy

&e.
dy" 1 = "y d‘)WAz -+ C

—q-A_y

Ma variando nella formula () 7z in 2 =+ 1, si avrd ancora

_ydydy...d["_y . tl""I‘) L, d'Ty g "“T'y
— iy =Y A" 7 L e
-+ G,y dl# I_1_)~l -+ &e.

ossia, paragonando i diversi coefficienti delle quantity della forma
. d"Fy - . . .
y dy ° avremo per determinarli la serie seguente di Equazioni

&

+n=A,,

+(n~1)A,=B,_,
+(n—2)B,=C,.,
, + (a=3)C,=D...

=R S

&c.
cioe integrando, ed avvertendo per la determinazione delle arbi-
trarie che tutto deve ridursi a zero se 2=0, si avra
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A, =L‘n=n_(_n~_1_)
- 2

B, =z (r-1)za = 2020002 4(522

C,=ct(n-2)z(r=1)=n= n——_—{”—.” (.”_Q)i'(/:l—g):

D, = £ (n-3)t (2-2) £ (n-1) T n = &o.

Sostituendo questi valori nella general formula () si avrd

p ; 7 Py -t T a—F
Ji]yd)""gy = ¥y Fy +In y"’d ,,I—_‘;l—o-iin-n)z'n e = ,_f
dy* ay’ dy dy’

o &7 Ty
+£(n-2)s (1) T 0.9 ay -+ &e.
1
[dydy..d
Se fosse Fy= st , e si volesse il valore della funzionc*’)‘\—“ij
1+Yy d},
d" Ty IS T e

nel caso di y =1, si avrebbe in primo luogo

dy" == (1=+y)™ °

ove il sexzno superiore appartiene al caso di n pari, e 1’ inferiore

: R aT 1.2.5..7m
al caso di 72 dispari. Onde, se y=1, avremo T = e

E sostituendo sarda

ydydy ..d — " "
/ 2371 1.235.n— 2.5.n-
l+J=t{l _ ! lzn_._rzzna
PO 5 P

e Z(n-1)%n

1.2.5.000l

- j_z (n-z)i(n-q)i n—v-&c.}

e questo sarh in conseguenza ancora il valore della funzione
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. 1 ; pieiei ;
d R facendo z=0 dopo le differenziazioni. Abbiamo adesso

-_—

s
vedato (xtvi) che il termine gencrale dei numeri di Bernoulli &
espresso dalla Equazioue

T
g 2h 1-+e*
= =
(2:»_1) PR d zlb—l

facendovi z=o0 dopo le differenziazioni; Se dunque nel precedente

valore di @'
dz’

avremo, avvertendo che 2h—1 & dispari, questa nuova espressione

metteremo in luogo diz, la quantith 2 b — 1,

dei numeri di Bernoulli:

ah { 125..(2h—1) 123 (illl;a) . £ (ah—1]
2

= F —
(‘l:b—l)ﬁn 9

- ‘_’?2’%’“—9 £ (2h—2)z{ah—1)—&o. }

L.

A tutti questi resultati siamo stati condotti dall’ esame delle
serie assai osiervmblh che abbiamo oftenute per i seni, ¢ coseni
degli archi circolari (xxxv, e seg.). Si potrebbero moltiplicare quelle
ricerche, e ricavarne altre formule e*unlmente curiose, ¢d eleganti;
ma, per servire alla brevita, piuttosto passeremo ad apph(‘arc quel
metodo di cui ci siamo serviti alla generale Teoria delle serie.

Consideriamo in primo luogo una funione z di x tale che si
abbia svolgendola in serie per le potenze ascendenti di questa va-
riabile



101

2=a+ QT+ ALE +a, &+t A F ol S
Noi avremo, come & noto dal calcolo differenziale

1 d'z
a, = —5——*

1.2.3..n dx"

facendo x=0 dopo le differenziazioni. Egli & chiaro ades:o che
. . . . Tt 1 : '
sostituendo in z in luogo di x la quantita =, se chiameremo 2’ la

funzione che ne resulta, si avrd

s 1 1
z=a—+a,.— +a, . +a. i
* x

<

Aggiungendo con la serie precedente , otterremo

z+72 1 . .
=a—+a, | x+—)+alx+ 5 )+a\¥ * 5 + &e.
2 x x x

ossia facendovi x-_—e(p\/_ ' e chiamando u, uw quello che dopo

tali sostituzioni diverranuo z, 2, avremo

u—+u -

UAHU g 4a,cos.p—+0,C05.2 P +2,C05. 3+t @ COS AP o
2

1l termine generale di questa serie sara determinato, come sappia-

mo (xxix) dalla formula

a.=—:j/'(u+u')d ¢.cos.n®

integrando tra i limiti =0, p=r; ed eszenla

1 d 'z

), == wiempea—— & -
*T 1.23.n  dx

facendo x = o dopo le differenziazioni , sard anche
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f(u+u') d¢.cos.np.

Se adesso in luogo di x si porra x -y, avremo con tal mezzo i
differenziali di qualunque ordine di una funzione z, rapporto ad y,
sempre espressi da un’ integrale definito.

LL

Questo Teorema pnd anche cstendersi ad un numero qualun-
que di variabili. Considleriamo infatti nna funzione z di ®,edy;
e supponghiamo che svolgendola per le potenze di x si abbia

Z = - QK Q& Freeeese T Gy x" -+ &ec.

noi avrena
1 J" z
a, = —— (7=
" 2.5 .n \d« )

facendo x=o0 dopo le differenziazioni. Allorche noi vorremo la fun-
zione = svolta in serie per le potenze,ed i prodotti delle due va-

variabili &, ed y, converrd svolgere in ceric per le potenze di y
. 5 i dz

tatte le quantith @, @5 @uveet@us &e. ciot le quantita z, (—l ),
dx

rz\ 1 (dz 1 d* z
P IR ) T Ysov ifferen-
"’(J o)’ ~.5( e cem— g ) ove dopo le differen

ziazioni & stato posto ¥ =10.

Quindi resulta che nella evoluzione della funzione 7, il coeffi-
ciente di & y” sard

P (lvtalz
o N
4.5....n.1.2.9...m d x". dy”

facendovi dopo Je differenziazioni & =y = o.
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Se dunque in luogo di x sostituiremo nella funzione zla quan-
i eV 7! eVt

, quindi e , e chiameremo u, u’ 1 resultati

di queste sostituzioni, avremo per le cose precedenti (1)

1 d"z\ 1 ;
5o (—F/—- . S(w—+u')cos.ne.do

5 . 1 5
Facendo inoltre nella fnnzmne; S(u~+u)cos.n @.d¢ prima
L 2% & 2% s «
y=¢ Jquindi y=e > e chiamando &k, & quello che si ot-
terra , avremo evidentemente

1 (dwz\

1 '
Z{;‘@."’/ =}_f(k ~+k)cos.m¥.dy

integrando al solito tra i limiti ¥ =0, ¥ ==.
Facciamo z =F (x,y); e sard
oVt
u=T (e 5 y)

U= F(eVN (,y)
ed avremo anche

k =f{F (ew_l N ew‘l)—a-F(e—w", ew’l)}cos.np.d¢

K =f{F(e_wil,e_\y\/4l)—o- F(t:_w—l ,eﬂw‘l)} cos.n®.de¢:

Onde sostituendo, sara per I'indipendenza delle variabili

)
dux™.dy” ov-1 Yy— I
1.2.3..n.1.2.3..m =ffg F (e > € l)+ ¥ (\e o ',e Y [)

S B 2V [V B VAt |
+Fle ,e )+ Fle e )gcos ng.cosm¥de.d¥Y,
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Quindi facilmente apparisce come dovremo contenerci se il numero
delle variabili sard maggiore . Sia data Ja formula ¥ (%, y,u,1,&e.);
noi aggiungeremo insieme altrettante funzioni della forma
( oY1 £Y¥V-1  E=W-t )
e e € g

r

di & pos:ibile il permutare tra di loro i segni
=yy—1, & chiamata £ questa

delle

in quanti mo
qnnntit’d o y—i, =Y v —1,

s0mma , avremo

( A g )
dx"dy du.... - ¢ T
=g = . . . .COS. P .. o . . e
1.2.7.1.2..2.1. 20 Do f £.cos.m ¢.cos.n ¥.COS- P ¢
e dove le integrazioni vanuo

=, purché si

ove k= al numero delle variabili,
ww= 0, fino a @ =¢=23=

=0 dopo le differenziazioni.

estese da =YY=

faccia x =y =u=""""

LIIL

Comnsideriamo attualmente le serie infinite

z_A+Ax+Ax+AS A, X"+

F—a—+a x+a, &+ % o+ & A

e supponghiamo che vogliasi la somma della serie infinita
Aa+A, a + A a +Aa ++ A, a, +ee

Per le cose precedenti (v) facilmente giungeremo alle Equazioni

u-+u'
=A +A'cos. p+ A, c0s. 2P +....t A, cos.nQ—+.oee

0
k+K
= a-+ a, cos. ® +a,cos. 3 ? ~+...+ a.cos. 1 [ I

O
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ove u, u' sono quello che z diviene facendovi successivamente

x=ebv~', x=e ;e lo stesso dicasi di k, e K relativamente

alla funzione z. Moltiplicando adesso la serie (1) per k_;k do, ed
integrando , avremo
x=<—1z-f(u-+ ) (k=k)do=4A f k= & de

2
~+A, /_k_;l cos.¢.dP—+A, J/k+k' cos.2pd?®

;:...+A.f£+}:‘cos.ntp.(l°+....
2

Se prenderemo questi integrali tra i limiti ? =0, ¢ = 7, avremo,
dividendo per 7
= aa

[ (k+k)cos.ne.d¢
T

Quindi sostituendo , avremo immediatamente
L [(u=u) (k—+7»")(1¢—AG=AG+A.G.+A,a:+~~—&-A~a,+...
P

11 problema di cui ci siamo occupati &stato per la prima vol-
ta risoluto dal Cel. Parseval, per una strada diversa da quella da
noi impiegata Egli lo ha con successo applicato alla integrazione
di aleune Equazionia differenze parziali , e particolarmente a quel-
la che rappresenta le generali condizioni del moto dei fluidi.

LIIL

Col metodo stesso con cui abbiamo dimostrato questo Teore-
ma , potremo anche generalizzarlo , ed applicarlo al caso in cui le
due serie proposte dipendano da pil variabili. Siano infatti propo-
ste le due serie

14
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R=a,+Q o)+ & +0:o) + Ay XY +0os x* -+ &o.
R =0y, +boy+be,x+b,y+b, xy—+b, x+&e.

facendo y — ™', quindi y =e ™", avremo, chiamando S, 8 quel-
lo che diviene R per queste sostituzioni, ¢ T, T" quello che di-
viene RV

S+ §

Yy = e~ Qo 08,0 ~+a,, X ~+a,, oS 20+ @, XCOS. 8+, at ..

AT
'22-- — by b,y €080+ Dy, 00D, €O 204Dy, X COS Y4 Doy ¥

Parimente in queste Equazioni facendo ¥ = eV, —e IV avre-
mo, chiamando @, ¢ le rizpettive somme dei parziali resultati c'ie
otterremo con tali sostituzioni per ciascuno dei primi mewbii di
queste Equazioui
=0, @5, COS. 8+, COS. 3_a,, cos.2 0-+a, , cos. d.cos.8-+a, . COs. 23+
p=bo, o+D10 cos8+b,, c0s3+b, ,c05.20~D,, €68.3.c0s.8+ D, , cos.2d+&c.
Mol(ipl?czmdn adesso la prima di queste er]u.'l'/.inni per @df.dy, ed
intecrando prima rapporto a ¢, quindi a & da 6=o0sino a §=7,€
da 9 —o0sino a &=, noi avremo
f:p,.([. de. dd
e S 2

T T T

_ f’,L’L(IGJiT:}' At f"u'ﬂe.rf‘}.('nle

f’,ﬂde.lﬂs.cm.s el [ @ ds.dd.cos. 238 L &

:

~+ Qo

3 kg
Ma si ha per le cose precedenti (u)
J* @ cos. ng.cos.m 8.dg.d?

e

= Qyn
Quindi sard ancora

S dedd

6l =0 boo+Aiobio+ Tos b +a., b+

on1
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Tgli & evidente  che qualunque sia il numero delle variabili
geremo a dei resultati simili .

gmn-

LIV.

Abbiama vedata, eome date le due serie ordinate per le po-
tenze ascendenti della variabile x
) Z=a—4+d,X%+aQ %+, Fa,xt ...

(2) g =b+bx+b x4 b +b, X+

& sempre possibile di ottenere la somma della serie che nasce dal-
Ja aldizione det pr'nlmti @b, Bis Bl Bysas o5
Qu(‘.»to Teor

a ¢ utile quanlo voglia

i ottenere sotto forma fini-

1 Pintesrale i una l{qnx.c-nnmltli('ﬂ nze pivzali che sia espres-
o in seriz infini‘a, el in una serie tale chos si possa decomporre
in altre dae di eni sia noto Iv somma, e che moliiplicate termine
per termine la riprolucans appunto nella muniera con cui la serie
ab—+a, b+a.b.+abd +...
dipende dalle serie (1), (2). Ma pud spesso succelere che la serie
proposti non sia su-cettibile di esser decompo-ta in altre due cono-
scinte, ma che per altro si posa risolvere in namero di serie mag-
giore di due. Date pertanto lu‘* serie

z=a—+a,%+0 8 +a,3 &
z'=b—+b x b +bx+&e,

2'=c—+(, X *FC.x+c 0+ &e.

&o,
conviene e:aminare se sia possibile di ritrovar la somma della serie

abec...+abc,...+ab.c.....
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Vedremo adesso brevemente che anche questo caso & suscettibile
di una generale evoluzione.

LV.

Supponghiamo che le serie conosciute siano tre, e da queste
caso particolare vedremo come dobbiamo contenerei essendo il nu-
mero di esse qualunque. Sia dunque

(m) Z=a—+a,x+a &*+a,% ~+...
2=b-+b x+b x+bx+...
2'=C+C, X +C, & +Ca+ .+
Si sostituisca nella serie (m) in lnogo dixla quantita eflorh v -1,
e quindi e=®~5 v='; avremo, chiamando R,Ri resultati , ed ag-
giungendoli

R+R

—a-+a,cos.(p~+Fk) +a,cos.2 (p+k)~+a,c0s3 (p+ k) + &e.

Parimente nella stessa serie (m) si sostituisca prima
x=—e®= V=1, ¢ dipoi x =€ O~V chiamando R", R” i
resultati di queste sostituzioni, avremo, aggiungendoli

R'+R g, cos.(p = k) + a, cos. 2 (¢~ k)+a, c0s.3 (¢~k)+ &e.
2

E sommando questo valore di I_{L‘;icon 1 altro di Ii_';R_ 5
sl avra
R+RR*+R" s [a-e-a § cos. (p+k) - cos. (¢-k) %
3 K 2
S %cos.z(@+k);cos.z(tp-k) g - % cos.5(o+k)—:cos.5(@-k) ;—»- ?

Ma avendosi
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cos. p (¢ +k) +cos.p(o—Fk) _ o0 po.cos. pk
Py

si avra sostitaendo

R+R +R"+R"
AR T —a—+0,0089. cos.k—+a,c0s.2¢.cos. 2k

4

—+a, cos.3¢.cos. 5k ~+&o.
Ottenuto questo resultato, riprendiamo le altre due serie
(m") z=0 +b,x+b1x’+b,x‘+&c.
(m") 2 = c—+c, &—+C,x ¢ o+ &o.
Si faccia nella serie (m') x =e#vV™", € quindi @ = eV aggiun-
gendo i resultati, e facendo questa somma =H, si avra

B —b—+b, cos.p +b, cos.2 =+ b, cos. 5 ¢ +&o.
2

Parimente nella serie (m") ponghiamo =g, x =V, e sl
aggianga ; facendo il resultato =H', si avra

E — ¢ ¢, cos.k—+ C, €03.2 k + ¢, c0s. 3k +&o.
2

Ed avremo dalle cose precedenti (xxix)

8 [Heons@ go_p— 1 [Hcos. se.d*
T 2 Ld

H' cos. sk 1
—E—f——’——- dk=0,=—A/H‘ cos.sk.dk
- 2 x
purche gli Integrali siano presi tra i limiti ¢ =0,¢=%¢ sard an-

cora nei limiti stessi
H
1 f die=b
T 2

1 B _
T[T dk=c
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Riprendiamo adesso la Equazione sopra ottenuta

R +R'+~R"+R”

———4————-- = a -+ a, cos. ¢.cos. k ~+ @, cos.2 ¢.c03. 2 k
-+ a, cos. 5 ¢.cos. 5 k + &e.

Moltiplicando da ambe le parti per X d ¢ ,cd integrando trailimiti
¢=o0, p=rm, sl avrd

1 {R+R'+R"+R"'
r.[ 4

“+a,cos.2 kfHcos.29.dop+a, cos. 3k Hcos.32.do+..

}II(ZQ—_— SfIIci(p+a.cos. kS Mcoso.do—+...

“+a,cos. sk [ Hcos.s@ dp—+ ..
Ed essendo

1
?fII(I@:ZZi

%waos.sg).d@zb,

otterremo , sostituendo

1 / {R+R'~+R'+R"
LA 4

Hde=2ab~+ abcos.k+ab cos. 2k
—+a,byos. 5k ~+..... -+ a, b, cos. s k+ &e.

. . . 1 d
Se moltiplicheremo adesso da ambe le parti per —;H .d k, ayremo

integrando tra i limiti k=0 , k==,
1 { R+R'+R'+R") § 2ab qn . @b
,L[fi_-z}——sﬁ. Hdpdk="2"/Td k+ /T cos.kdk

-aa'Tb’fH'cos ok.d k+....+1?:fﬂ'cos.sk.dk—r&°
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Ma abbiamo veduto essere

L Hdk=3c

Tlfl{'COS-Skdk':C,

Quindi avrassi sostituenlo

;—/j-z?.‘:i*:‘:i VLW de .dk = habe + a b, c.
+ a.b.c.~+ &e. + a, b, ¢, + &e.

formula che di la completa soluzione del nostro Problema. Tacil-
mente vedesi che questo metodo si pud estendere ad un numero
qualunque di serie.

LVI.

Albiamo (1) applicato il nostro metodo alle proprieta delle

serie in genere; vediamo adesso diqual usocisara perla evoluzione di
aleuna delle funzioni semplici comprese nella forma ¥ (m —+ cos.¢) di
cui alire ne abbiamo sviluppate sul principio di queste ricerche. Ed

%
avendo gia considerate le funzioni log. ( m = cos. —
£ - ( ?)s m—+cos. P

attualmente per non 1itornare sulle cose stesse prenderemo ad esa-
minare la funzione (7 =+ c0s.9)", ¢ ci proporremo di svolgerla in

una serie ordinata per i coseni degli archi moltiplici di @.
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LVIL

Supponghiamo pertanto

(m—+cos.0)=A,,,+ A, cos.0+A, ,c0s.a0+ A, €0s.3 9 —+....

—+ A, ,cos xp~+ &c
E facendo

z= (m =+ cos.?)"

noi avremo differenziando

(dz ):n(m-q-cos.@)"'
dm

(51:1): n(n—1) (m -+ cos. o)™

(d‘z\

TS /="lz (n—1) (m—+ cos. @) — n (n—1) cos* ¢ (m ~+ cos.p )"~
—ncos. ¢ (m =+ cos. o )"~

Se adesso tra queste quattro Fquazioni elimineremo i termini che

comprendono i coseni, si avra riducendo la equazione lineare a
diffcrenze parziali

oo (§5)wonmn{ )t {23 o

nella quale se in luogo di z sostituiremo la serie assegnata

z=A,,.+A, cos.0+A, ,co5.2¢+A,  cos.3 ¢ + &

otterremo per determinare A, , la Equazione
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my, LA mla—ndA,_ (v-x)

dm* 1—m* dm 1—m?

A, =0

la quale sara in conseguenza soddisfatta dalla formula

A..,=—:f(rn-+cos.¢)'.cos. xp.do

purche si estendano gli integrali da =0 sino a ¢ ==. Pertanto

la integrazione della equazione, ( H ) fornira la evoluzione di
questo caso.

"LVIIIL

Riprendiamo dunque la Equazione (H)

‘?jA"“_.. ”’("”“L)‘_[.Ag__("_’i?‘:)_f\ =0
dm* 1—m* dm 1—m "

ed introduciamo in luogo di m, un’alira variabile T Si avra so-

stituendo la trasformata

we—n) Sl han o (anay) Do

h —(r—x*) A, , =0

Facciamo adesso
A % 3ea A+2.2 N8l
v = i
A,,=alr+ a h —+a, I a, I -+ &e.

E sostituendo questa cerie nella nostra trasformata si trovera a de-
terminato dalla Lquazione
Ala—1)+(2n+1)ra+nt—x'=0

onde si trae immediatamente

A8
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A=t —n

Vedremo ancora dalla sostituzione che il coefficiente costante a,

del termine h** 2 sara dato dalla formula

A (A-pl)():iQ)..z.(A+25—1).a..,

@ = §e1.2.8...5.(r+n+1) (A*u=+2).c.(An+s)

ove a,,. & arbitraria, e dipendente da 2, ed .
Se prenderemo A=X—n 5 otterremo

_(x=n)(x—na1)(x —n+2)mufx—n+25—1).

“ §2.3 (@ 1) (@+2) (8 (@ +s) e

Sostituendo questo valore nella nostra serie, avremo avvertendo di

. . . 1
porie in luogo di & il suo valore —

(x n)(2-ns1) o (x-n)(x n~rl‘;(x7'b2)(x:
4 (x=+1) e 4120 (x+1) (x

3)

A, ,=a,,,,§m”"’ m"** +&o.
i

PP— (x—n) (e—n—t1)e-oevee (¥—n—+
G 1rar g s (k1) (0 +2) (x+3)

mr &l

X—s)

Questo valore di A, non & completo, poiché comprende una sola
arbitraria @, ,; e se si prendesse per Al altro suo valore, ciog se si

facesse 4 = — & — @, il termine generale a, sarchbe dato dalla
formula
= e (-V—er? (x=+n—1) (x=n—2)..... (v—+n—(2 6—1)) | b
Ho1ra3ecs(x—1) (x—2) 0 (x—s)

ove il segno superiore conviene ad s pari, e 1’ inferiore ad s dis-
pari. Ma siccome tanto x che s sono necessariamente numeri intieri,
ed s cominciando dal valore 0 va di termine in termine accrescen-

dosi di una unita,in qualcune di questi termini vi sara nel deno:
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minatore il fattore & —x , ¢ quindi questo termine, e tutti i suc-
cessivi diverranno infiniti . Ma facilmente ¢i convinceremo che per
il nostro oggetto 1 integrale particolare ottenuto & sufficiente. Ab-
biamo infatti

A.,.:i[(m-‘-cos,@)‘ ccos.xedo

purche si eseguisca la integrazione tra i limiti ¢ = o0, p=17. Si
ha inoltre

(m+cos. ¢ ) =m"+ nm"™ cos. ¢ + 1 (’f_;lz m"*+ (cos. ¢)* + &e.

Moltiplicando per cos. « ¢ . d ¢ da ambe le parti, e quindi inte-
gravdo tra i limiti ¢ = 0, ¢ = =, troveremo che il valore di
f_ f (m-cos. ¢) cos.x¢.d o, ossia di A,,,, & tutto composto di
termini della forma

2 'n(n—x) (n-2).

(n=h—+1)
T r a3,

7 f(cos.@)‘. cos.x @ do

Ma %, ed x essendo numeri interi, sard sempre, allorche A < &
j(cos. @)t . cos.xe.de=0

Jnde & manifesto che il valore della {‘ormu]aif(uﬁcos. ¢).cos.xp.dp

sard espresso da una serie della forma
p m* T+ qm + Ke.

ordinata per le potenze decrescenti di m, in modo che la piu eie-
vata potenza di questa quantitd sia n— «, il che combina con quello
che ci vien dato dal nostro integrale particolare. L' dunque inutile
I’ occuparsi della ricerca dell’Integrale completo, poiche alla espres-
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sione precedente di A, , troveremmo che converrebbe aggiungere
la quantitd "
¢, (r—+wv.log.m)
essendo v 1’ Integrale particolare trovato,ed runa serie della forma
k m=n 4 [ mrn2 o &e.
la quale espressione, come abbiamo veduto, non pud esser compli-
- 3 Sy
cata nel valore di A, ,, ossia di = /(m —+ c0s.¢)" cos. ¥ ¢.d o, OVE
T
I'integrale & preso tra i limiti ¢ =0, ¢ =7.

Riprendiamo adesso il valore trovato di A, ,

1) (ronee)(x-na3)

a s &e.
c 2 (¥-r1) (¥+2) s

ey Emn-x+ (r_m(x-ns1) o nes L (xaX
e e

g (x_—J) (:i—rH-l) (f‘;’"“z)“m(x_""'e —1)

T 1.2.3.08 (54 1) (x+2) (¥+3).

m L &e. 2
x—+5) -+ ’

e per determinare Varbitraria a,, , conviene avvertire , che avendosi
2 n
A= [ (m-cos. o) cos. xe.de

dovremo nella serie superiore giungere allo stesso resnltato, o dif-

ferenziandola rapporto ad m, e moltiplicando il resaltato per 7,

oppure vaviando 2 in 2—1. Troveremo con molta facilita, parago-
pa—

nanlo il coefficiente di m
dalla equazione

, che la quantita @, ,& determinata

(n+1) @y = .., (n—x+1)

e quindi integrando

a,,=p, n(n—1) (n—2)... (n—x+1)

Sari dunque con queste determinazioni
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(@) (=n+1) ) wses

“+%e
4 (2o+1) °

A,,=p.n(n=-1)(n-2)... (n=x-+1) % m' T+

o (a=n)(x- -n+1)...(x= ”*Q‘_l).mnﬂ_,,_‘_&&?
4 1.2.5...5(a=1)(x+2)..(x+s)

Si determinera inoltre 1’arbitraria p, rammentandoci che la fun-
zione A,, deve sodisfare alla Lqoazione a differenze miste

dA., _dA...

(-t B dm dm

nella quale sostituendo 1’assegnato valore di A, , avremo dal con-
fronto dei coefficienti delle varie potenze di m la Equuzione

pr=2(x+1): Peu
cict, integrando

= ETT a5 ().

ed & evidente che nel casodix =0, sard p,=2¢. Avremo pertanto

A, (n—t) (n=2). .- . (n= \:—»—u)g N i) (xw-n-+1) m‘”“’+&c‘g
1.2.5...(x—1) x h.(m+1) )

= if(m+C05-¢)'.cds.x¢.d¢
=
ove & chiaro, che posto x=o0, ed =0, siavia 2¢= —g—qu’,
L

integrando tra i convenuti limiti. Quindi sard ¢ =1. Finalmente
avremo
A.—n (n=1) (n 11-2) - (r=x+1) m._,S 1 2 (=) (x=n+1)

‘ U™ Th(sw)

27.1.2.3.. (x—1) %
(x‘ n)(x—- n+1)(r-n—+2)(x n—+3) e

... (v+1)(x+2)

+(x—n)(r—n~k1) % (r—ﬂ-"l‘-') m—
4.1.2.2..5.(x=+1) (x+2).. (x"'s) e 2
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la quale espressione sard composta di un limitato numero di ter-
mini, semprech& sia z un numero intiero.
Il termine generale A,, della serie

(m—+cos.8)y =A.,+A, cos.®+ A, cos.26...+A,,.c05 20+ &o.

fii noto al sommo Euler , che il primo vi pervenne mediante la
sola induzione. E quantunque il precedente sviluppo di (m-+cos.®)”
sia molto complicato , perché composto di un infinito numero di
termini, ciascuno dei quali & uvna serie infinita, pure la eminente
utilith che porge per le approssimazioni dei moti celesti, e per la
Teoria delle loro pertuibazioni , ¢i compensa bastantemente della
sua complicazione. Pud vedersene una applicazione assai importan-
te nella Meccanica celeste del Sig. Laplace al Cap. VL del secon-
do Libro.

LI1X

Dialla generale espressione di A, , si potranno ottenere varj altri

s . . a2
resultati. Prima di cuttoavendosi A, ,= =/ (n-cos.o ). cos.xe.de
3

se differenzieremo rapporto ad 7, e supporremo quindi 2 = o,
avrassi

dA,.

= _"‘_.f( m—+c0s.?). cos.x¢.de.log. (m —+cos.p)
dn T

€ supponendovi 7 =0, si avra per resultato
2
;—f log.(m —+cos. @) .cos. xp.do

Avremo dunque il valore di questo integrale tra i soliti limiti, se
differenzieremo rapporto ad n la serie ottenuta per A,,, e quindi
eupporremo 7=o0. Si eseguira molto semplicemente quesia operazio-
ne, osservando che fatta la differenziazione del primo fattore 7
del termine fuori delle parentesi , potremo risparmiarci le al-
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tre, le quali conservando tutte il multiplo # daranno dei termi-
ni =o allorché vi supporremo 2=o0, come dobbiamo. Con questa

osservazione si trovera immediatamente
1 x(x+5) 1

1
"‘t—l—.— -l":‘r—.-&n
“ omr 4 w41, 1.2 mt

L/log (m—+c0s.¢) .cos.xp . de=
¥ 2"

Lol (@) 1 w(a8) (w6) (347) 1 g

4.1.2.3 m’ 4*.1.2.9.4 m*
x(x+s+1)(x+s+2)(1:+e+5) S(xvos-1) 1 e !
T tm ’

ove il segno superiore conviene ad « dispari, e 1'inferiore ad & pari.

Ma abbi;luao fino di sul principio trovato che
el florr (m+cos.0).cos.ap.dp=x— (m—y(m=-1))
b

dove il duplice segno deve essere determinato come quil sopra ; sa-
5a pertanto, paragonando i due valori di
2
2 [log.(m—+cos.e).cos.xe.do,
+3 1
IR ot . S

m 7 1.2 m*

oy 1Y kR
(mey -0y =t 23 a5

w(w+4) (0+5) U go
§.1.2.5 n

formula assai osservabile per la sua semplicita.
Differenziando da ambe le parti rapporto ad m, si avra, di-

videndo per d m
_x(m-ym-ny 1 1 x w(e+2) 1
W (@ =1) 2 mlm 4 m

5 &2&1(:_*4_)_ : _;.&c.z
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& dividendo membro per membro la equizione superiore per la in-
feriore, si avra, togliendo il divisore comune &, e riducendo

51 a(e8) 3 s(esh) (529 3

= il o+ &e
V-1 1+4 m 4*.1.2  m* £.1.2.3 me =+ %o
T (w2 v (wB)(wh) 1 (wrg) (v5) (w6) 1

m 4 m 4*.1.2 m’ 4. 1.9.9 m?

ove & notabile che x & arbitrario, e pud esser qualsivoglia nume-
ro intero.

LX.

Riprendiamo ora il general valore di A.. , che abbiamo tro-
vato cosl espresso

A, = 2am)(@=D)n(amwt) pen | (@) (wman) | 1
. 1.2, (%=1 ) fo(xr)y T w
(x‘n)(x—rz—H)(x-n+2)(x—n45) " . i A

-+ 4. 1.2.(v+1)(xw—+2) . 7,7+&o. S eavens (B)

Questo & il termine generale della serie
(m—+cos.¢)=A—+A, co5.0~+A,,C0820+....+ A, . cos.x ¢ —+&o.

Se mel valore di A, si supponesse 7 negativo, quantunque intero,
la sene () sempre anderebbe all’infinito. I'ure abbiawo veduto,
che nel caso di 7 negativo, la formula (m —+ cos. @), ossia L
(m—+cos. @)
allorché 2 & intero, si pud sempre svolgere per i coseni degli ar-
cbi multipli di ¢ in modo da ottenmere sotto forma finita tutti i
termini A, A,, A;, &c. della serie
1
( m—a-com;
ed abbiamo in particolare oervato, che si ha
"
A== 1 y(m=1)
1.2.5...(n=1) gpr=i

=A -+ A, cos.¢+ A cos2¢+&a
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ove il segno superiore conviene ad 2 dispari ;e 1" inferiore ad a2 pari.
Prima di vedere come dal metodo usato .possa sotto altra for-
ma aversi questo valore, avvertiremo che col segno A, indiehere-
mo il termine generale dello sviluppo per i coseni degli archi
moltiplici della funzione _—l—-——;, avendo indicato col segno
(m —+cos @)

A, il termine generale dela f unzione (m+— cos.0)". Con questo
modo di scrivere sara

1 1
A== - d
1.2.3...(a-1) Vil=1
dm="

ove il segno superiore deve preferirsi se 7 & dispari, e I’ inferiore
se & pari.

Riprendiamo dunque la generale Equazione (H)

@.... LA mGr)dh. _(woe),
1-m* dm 1-m*

e facendovi x =0, ed » negativo, si avra per esprimere il valore
di A_,, la Equazione

d’A,:. _"m(gxn—n)dA_,,_,,_‘_ n An.—o
din m'=1 dm m =1

In luogo di A_,, si sostituisca la quantita —

e
m=3 )

, ed avremo
la trasformata

4y m(5-3n) dy _ (a=3)
dm? m=1 dm  m=1

Questa Equazione, ‘eonfrontata eon la generale (H), ci offre una
osservabile relazione. Se infatti nella Equazione (H) si fara x=o,

c sl variera 2in n~1, otterremo per esprimere A, ,, la Equazione
16
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&AL, m(3=an) dAvse (=) 5
m(3=an) d ere,, 271

=0
#=1,0
dm m*~1 dm

che & affatto simile alla Equazionein y.Sara danque generalmente
cy=A_.

essendo ¢ una costante arbitraria, ed ¥ ed A,_,, 1 completi valori
ehe sodisfanto alle Lquazioni a cui appartengono. Ma abbiamo

P(?l' SDPPOS)ZIOUG
y=(m=1)"% Ao

Quindi sard sostituendo
A =c(m-1)¥ AL,

Vedremo in appresso qual uso posca avere questd relazione; per
ora riprendiamo la Iquazione in y, e tentiamo d’integrarla.

LXL
Questa Equazione in y & la seguente

Ly m(53—an) dy_ " ("5-7)1
dm* w—1 dm m—1

Introduciamovi in luogo di m la variabile -5 ed incontreremo

la trasformata
h(\—h)dy+ h(arz-l-—ah).d (n=1).3=0

E facendovi
y= ahr 4 Qo WM a,, WAy Ay hA* <+ &
troveremo A determinato dalla Equazione

(A+n—1)1=n
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ed il termine generale a,, dato dalla formula

A(a+1)(a+2)i (2= 25-1)

=y s 3
= 4123 s (a+n) (a+n+1)(A+n—+2).... (A+a+s=1)

03l poncndovi r=—(n-1 )

n—1)(n—7)(n—-—3)....(n+ae—s)
e 3553 vip®

al;l =a"

ove a, & arbitraria, dipendente da 2
Sostitnendo questi valosi nella Serie assegnata per y, ed av-

b i
vertendo che b = -, sard
m

(n- 1)(n 2)

mTi+ (ﬂ—?)(q—q)("—;) (’7_/') m"=s
4. 1.2°

y=a, m“"+ -+ &e.

t

Questo valore di y, qiantunque particolare, perche compren-
dec una <ol aibitraria, pure al nostre oggetto & sufficiente. Per
cor vincer-ene convicue osservare che il valore unico di a dato dal-
la Lquazione

(r+n=-1)=0
indica, come & noto, clie nell’ Integrale eompleto deve esser com-

presa una parte trascendente, e che all’integrale pariicolare otte-
nuto deve aggiungersi la quantitd

b,(p+qlog.m)

essendo b, una nuova arbitraria, p Tintegrale particolare trova-
to, e ¢ una funzione di m. Ma nel no-tro caso il valore di y bi-
wgnandoci soltanto per ottenere A_,, dalla Equazione

(T e et
Aso= (m'—1)-%
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1 de
ove A-.,.=: f(m

o GARR
+c0s. )"
questo steso valore di ¥ soddisfaccia alla Equazione sopra ctte-

nuta (LX)

tra i limiti p=o0, p=r, conviene che

ay = A._..

ove per A,_,, non gii sia stato preso il completo valore dato dalla
Equazione Differenziale che la rappresen:a, ma bensi quello che
conviene al primo termine della serie “che espriwe la funzione
(m —+cos.9)" svolta per i eoeni degli archi moltiplici. Ora que-
sto valore di A._, ,sappiamo che non pud comprendere alcuna parte
trascendente , poiché come ci & noto (Lvin), non pud contenerla
neppure la quaniits pil generale A,.; Quindi acoid con tali con-
disioni sia sodisfatta la Equazione .

ay=A._.

& necessario assumere per y quell’ integrale particolare che non com-
prende la trascendente

Riprendiamo dnnque il trovato valote di y

y=a, :m'_,+§£__,)4(n—__a) .m T (p—1)n—: Yn—2Xn—5)(a—4) - [

=5 =+ &e.
1.2 m {
ora noi abbiamo per suppcsizione

A e s
—10 (mz 1)n—i
Quindi sard ancora

Ao gm.-, A(n-l)iﬂ-ﬁ) m,_,*(n-i)(r:‘e.)l(ft;?:)(n-‘i) O

la costante @, si determinera osservando al solito che



125

p e
x (m —+ cos. @)

e che in consegnenza si giungera al resultato stesso o variando nella
quantita A,,7 in 2+1, e moltiplicando per 2z oppure prendendo
negativamente il differenziale Ji questa quantita medesima rapporto
ad m. Facilmente troveremo assoggettando a questa condizione la
serie trovata per A_,,, dal confronto dalle varie potenze di m, Ia
Equazione

na, =na,.,

Ciot a,=gq, essendo g indipendente da #. Quindi

g o () e
== f(:n+cos ey (m 1)t im' +_—4——.m +&°',

onde facendo =1, sara

'—f ?

m+cos @ (vn —1)

Ma abbiamo (xvin)

—‘-f de 1

* ¥ m-+cos.¢ (rn —1)}

Quindi g=1. Con questa determinazione sara finalmente

T (mm1) ot

A= N gm"'-i-———J(n-‘)én' "’-0-(”- gl a)a ) m"* + &os g

La quale espressione terminera sempre che sia # nn numero intero.

Ma in questa supposizione abbiamo

1 1
A== 1.2.3....(a—1) vym—1
dm
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ove il segno superiore ha luogo se » & dispari, e inferiore se &

pari; sostituendo dunque questo valore di A_,, nella Equazione

qui sopra, avremo

(=99 e

.,_1) (u—“ (rl—— )) (7-|)
4120

"’—l—&(‘.%
Se da ambe le parti divideremo per v —1, si ba primicramente
1 1
i Y g

W—1' NS
d"

ed inoltre essendo

(m=ayt=(=1)2 (=) = (v =) (1w S
sard ancora
V=1.(m—1) "4 = = (1—m* )}

ove il segno superiore dovrd prendersi se 2 & dispari e 1’ inferiore
¢

¢ n & pari. Sostituendo qnesti valori nella formula

a— 1
1 Vm—1_ _ 12 3 ....(n—1){
V=1 dm™ (\/—- 1) (m —1)4 m

-, (n— ﬂ,’(n—a)m:_'
4

Thas

(n-—l q_z)(n——:‘;)(ll—*}) mf + Ke. g
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ove per i segni convien attenersi alla regola stessa che vale nella
Equazione

(V) (i) = = (1S
noi otterremo immediatamente

a2
Vvi—m* 1 .2.3.. (fl—l)s =

(=) (=2) e
—dam T (—m)E SR R m 4+ &e.

Serie che Euler ottenne il primo per induzicne, e che in seguito

con diversi metodi Lagrange , e Laplace dimostiareno.

11 valore di A_, , s & pertanto ottenuto sotto due differenti
1 .
forme, una delle quali & = 1°2 +5eeee s (n—1) a— \/—: ; € sic-
‘ \ rre
come A_, ¢ dato dalla Equazione (1xvir)

@A .. men-) dA., ™ oA
dm m-1 dm m-1 '

cosi a questa soddisfard il valore pid generale

e tonosciuto un integrale particolare di questa Equazione , ne ot-
terremo 1integrale completo prevalendoci dei noti agalitici artifizj ,
e lo troveremo cosi cspresso.
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AL, =d" == —
R WY e
rra

Resultato che sarebbe molto difficile ottenere a priori. Quindi ap-
parisce che qualunque numero intero sia 1, potra sempre aversi sotto
forma finita I’integrale della Equazione

dy: m(2n=1) dy n

el =M
dw™ m=1 dm*m'—I‘y

ove M & una qualunque funzione di m.

LXIIL

Osservammo poc’ anzi (Lx) che tra le TFunzioni A, ., A,

passa un rapporto assai osservabile, determinato dalla Equazione.
A, =a(mw—)"1A,,

purché ciascona della quantita A._.es A_, . rappresenti il valore
completo che in luogo di esse sostituito nelle respettive Equasioni
differenziali a cui appartengono le’ riduca identiche ., Abbiamo qui
sopra trovato.

dm

A, ,=d™ n
_}/mﬂ_l a+¢:j (m,_‘) a_n—t—‘l {d""'

\/nit’—x%

d o'

ar s e gy a

E sostituendo questo valore nella Equazione
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A .=a(m-1)ytA_,,
sioavra
A,_,,.:(m’—l)"' S & s dm \
[C+C (mt — 2n-+1 a 1 l
= Rk K=
S dm

formula che rappresentera il completo integrale della Equazione

d -2

A hse mGoan) dhes  (1=1)
d m—1 dm m—i )

LXIV.

Le due Eqnazioni qni sopra trattate non sono che casi parti-
oolari della generale Equazione (H)

@ d*Bys . m(an—1) dA,. (rz’—-x‘) A
I = =0
dm* 1-m  dm m-1 "

Ed ambedue si sono da questa dedotte supponendovi x=o0; e nella
prima £ negativo, ed 7 positivo per la seconda. Ma )a Equazione
(H) & anch’ esss capace di una Evoluzione generale, ed & suscet-
tibile di un integrale completo , come abbiamo veduto succedere
pei di lei casi particolari qul sopra assegnati. Per convincersene , os-
serveremo in primo luogo che la funzione A, . essendo il termine
geverale dello sviluppo di (m —+ cos. @)* per i coseni degli archi

multipli, si ha

A, .= g[(m-ﬁ-cos‘qb)' cos. x¢.d@
17
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Se adesso supporremo, 2 intero, e negativo, abbiamo

e (m —.\/{4'!1" —12)_"
1 \(mP—1)

A.=%= =
i 1-2°5(n-1) dm™

eome fino di sul principio si & veduto ottencrsi dalle successive

differenziazioni della Equazione

1

1 5 .
o \/Tn,:(‘)(l—?. (m=y (n°=1))c0s.0-+2 (m~\/(m*=1))'c0s. 2P =&« )

Tacciamo dunque nella generale Equazione (H) 7 negativo ed ot~
terremo

dA,, mGren) dA., (-

— o AL.=0
d m m—1 dm wr—1 "
alla quale soddisfard in conseguenza anche il valore piu generale
:
by g et eyl

W (m—1)
dm™

E da questo integrale particolare dedurremo col solito metodo 1’in-

tegrale completo, che sara

( '«(~1>~(c ¢f; = d”E 7 g

RPN Y G MR PR T P G Gl S

A= d™ SRR ol \/,(”‘,’,‘_)_}
dm— \ d m*™"

Td osservando che si ha

d(m—y(m* = 1)) _ x(m-\/(m'-l))"
dm ! V(=1
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otterremo, mutate le costanti

d’lﬂ.' on—t1 '\d"( ))w 2

2 E d

Ao, =d (m=ym=0) c,‘fﬁ*d m_
(m’-—l)

LXV.

Pertanto la Equazione generale (H) & suscettibile di un inte-
grale completo, e finito nel caso di 2 negativo. Se fosse 2 positivo ,
se ne otterrebbe parimente il completo Integrale, deducendolo dal
cazo precedente , ed appunto come il valore di A, ,si & dedotto
dal valore di A_, ., cosl esprimeremo la funzione di A, , per mez-
70 della funzione A_, .. Per dimostrar ¢id, riprendiamo la Equa-
zione (II) ‘

d’A, . on—1)d A, . n* — ot
(1) — -+ m( )-——— —-(' - )

dm? 1—wm* dm 1—m?

x.x =0

Cambiandovi 7 in — 7, sarh A, « determinato dalla Equazione

d*A_, i (22 +1) dA_,‘,_F(

3

) -
dm A,.=0

m =1 dn

Ponghiamo adesso

e y
A= (m—1)%

ed avremo la trasformata

__di.y (5—-2’2)? . l_i_)L_(_ (n—1)=a*

L =0
d m* m—1 dm m'=1 7

che & affatto simile alla proposta (H), ove in luogo di n & stato
sostituito 2—1. Quindi generalmente avremo



132
A,A a=ay
Ma si ha )
y=(m—1)yt A,

oloe, eliminando y tra queste due Equazioni
A .=a(m—=1)3 A,
Quindi cambiando 2 in 7+1, avremo
A, =a (mw—1)"F A4y

Abbiamo qui sopra(Lxiv)ottenuto il completo valore di A_, .;cam-
biandovi 7 in n— 1, e sostituendo il resultato in questa Equa-

zione , si avrd

ey @ (=1 , dm
A, =(m-1) 3 dm s c -+ c‘f ) 2n-t3__(d""'(IIL—\/('n’—l))r)
t (”l -1> 2 é dir;l)lﬂ-l S

che sara il completo integrale della Eiquazione (H) nel caso di n

intero, e positivo.

LXVI.

Se fosse proposta dunque la Equazione differenziale

@y  m(ann) dy_@en) oy

d m* 1—m* dm 1—m?

ove M & una funzione qualunque di m, coi metodi precedenti se

ne otterrebbe sempre 1’ integrale completo, purché sia & un pume-
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ro intero positivo, e 2 parimente intero, positivo, o negativo, poi-
ché & noto che nelle Tquazioni Lineari 1 esistenza di un termine
indipendente da y non accresce la difficolta della integrazione . 1
resultati ai quali siamo pervenuti, oltre ad esser difficilissimi &
dimostrarsi a priori offrono una singolarita molto osservabile, ed &
di presentare nell’ integrale di una Lquazione differenziale una delle
costanti in questa contenuta, come 'esponentc di differenziazione .
Se nella Equazione

(i_x N m(2n—1) 1’y

J m: 2 E A 2
G m 1-m dm 1-m

P : . e 1
introdurremo in luogo di m la variabile IR avremo la trasformata

s d 1 e
(V) 4 W (1) T+ R (60— h (a+1)) T =+ (w=)y =H

essendo II funzione di h; e questa Equazione ammetterk un inte-
grale finito se 7, ed x saranno numeri interi. La Equazione (V)

& un caso particolare della Equazione

2z (a+b2) d?‘

d .
8I 4 a(evest) Fr~ (f+g#) 5 =2

la quale, posto 2t =s si riduce alla pid semplice forma
"y d
s(a—+0bs) ({ig + s(c'+e€'s) »d‘z +(f+gs)y =S8

Di questa Equazione molto si sono oecupati Fuler, Pfaff, ed altri

Geometri per sviluppare i casi in cui ammette un integrale finito;
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o 1o cose precedenti aggiungono ai gia oonosoiuti, dei casi d’inte-

grabilith assai estesi .
Anche la equazione

4 d
(g"”-'-b) H_r%+km7;%+cy=m

o 1a sua Equivalente

oy dy s dy P ,

(g'm 1)m*km»dm—+cy:=M

o g p— ko & s Mo .

ove g'=—7, K=—p, €="1p M =—,si pud ridarre alla for-

ma della Equazione (V). Introducendovi infatti la variabile % in luo-

go di m, avremo facendo @* g'=1

W (h*—1) % -+ %Qh’—(z —_— ‘—:-:) Z\i‘ijli_ —c'y:H
8

che & ridotta alla forma (V). Potremo assai moltiplicare queste
riduzioni , ma qui non ci tratterremo davvantaggio sopra tale

UggC“O .

LXVIL

La Equazione differenziale (H) esprime il termine generale
della funzione (m—+cos.p)" svolta in serie per i coseni degli archi
multipli; B cosi come ci siamo contenuti in questa ricerca , abbiamo in
maniera analoga operato sviluppando inuna seric della indole medesima
le Canzioni log. (m-+cos. @), &e. le quali tutte si comprendeno sotto

la forma generale T (m + cos. @), ¢ individualmente per ciascuna ab-
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biamo ottenuta una Equazione differenziale, dalla quale abbiamo
dedotta la natura del termine genmerale A, della serie

A Acos. 0+ A cos.2® . ... .. +ACOS XD ...t

PmP““glliumnci adesso il seguente problema . Data la funzione
F(m —c0s.9). determinare generalmente la natura della funzione
T, acciocchi sviluppando F(m —+cos.@) in serie procedente per i
coseni degli archi multipli in modo che sia

F(m—+ cos.¢) =A ~+ A cos.0+A,cos. 20 +.. v A, cOS. 0 0.

possa il termine generale A, esser radfppresentalo da una Equazio-
ne differenziale lineare del secondo ordine.
Suppooghiamo a tale oggetto

z2=F(m—+ cos. ¢)
ed avremo

dz
dm

(dm) =F"(m—+cos.9)

C[%Z) =T'(m-+cos.¢)—(cos.¢") F’ (m-+cos.p)—cos.p . F' (m~+cos.€)

) =¥ (m-cos. ¢)

moltiplicando la terza equazione per P, la scoonda per Q.1
prima per R, essendo P, Q, R funzioni di m indeterminate , ed
aggiungendo la loro somma alla quarta, avremo, chiamando , F
per maggior semplicita la funzione F (m—+cos.0),

(Z_:) dmn ) d. m) den

=TF"~(cos.e) "+ P P4+ QF +RF-cos. Flai(K)
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Abbiamo ora per il Teorema di Taylor

F (m-+cos.¢)=F m—+cos. ¢ ¥ m—+cos’o F'm~ &e.
2

onde ayremo, sostituendo nel secondo membro della Equazione (K)
dopo semplici riduzioni

dz\ p! dz Rz
(d@) \dm’) (dln) *
=(P+1)T" m—+ (P +1)F"mcos. ¢+(P+‘)I‘”m .COSTQ

P+t
2P P cost g+ Lm0 P
2.5 2.9...%

«QFm—+QF ' m.cos.o~+ QF_;T . cos* @

F m Q
+2 . c0slpte ek —t— T cos o+ ..
2.3 2.5..%

ARFn+(B—1)Fn.co o+ (B2 Pa oo
2

R-5%) R-a g
( = ) Fm.cos @ +a.+ —— I mcos™ @ +..
.3 2.0.%

Se ora , qualunque sia x, faremo
(P+1)F?m + QF"m~+(R—o)FIm=0

svanird il secondo membro della Equazione superiore, ed avreme

d’z dz dz
== P(— Z}+Rz=
(d(p') - dm‘) - Q d/n) el

alla quale equazione lineare a differenze parziali soddisfara
z=F (m-+cos.?)

purche sia F m in modo determinato che si abbia



(Pyy &P d“Fm +0d<""’Fm L{R=a" rI Pm

d e Y Tdm

Tacendo y = J;F Q
m*

Equazione linenre

(P+1) Q

,earth Fm = [*y d m*,ed ydipenderd dalla

-+ (R-—ac") y=o0 b

-
Integrando questa Equazione avremo il valore di iy che sostituito
nella formula

dn

Fon=/ydmn

oi darh Fm con & —+ 2. costanti arbitrarie. Qui conviene avverti-
re che il valore di Fm cosi ottenuto conterry nella sua espressio-
ne la costante x; ma dévendo esserne F m indipendente, converra
in modo determinar le costanti che la x non vi apparisca, poiche
la Equazione (R ) deve esser sodisfatta indipendentemente da .

LXVIIL

Questa osservazione ci condurrd alla soluzione del nostro pro-
blema. Data la funzione F (= ~+c0s.¢), se dovra soddisfare ad
una Equazione a differenze parziali della forma

(d’ ) (dﬂ, ) g (a;;;) ~Rz—o0

vonviene che la funzione F m soddisfaccia indipendentemente da #
alla Equazione (R)

(B)rma(P1) d;*’f‘*r‘n ~QdFm (R gy drEm o
mn

dm -

© se potremo determinare P, Q, R in modo che una tal condi:
zione sia verificata, facendo
18

.
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z—A +A,cos. p+A,C0820 00

potremo sostituire questo valore nella Equazione

il P/E”i) 0/5“_'") Rz—
{dq>‘J+ (@m )+ lam) T =

.ed eseguita Ja operazione,, troveremo che A, dipenderi dalla Equa-
z.‘i'one Jineare del 2.° erdine

p @A g dA L (R—a)A =0
dm

dm
Sia proposta per esempio la funzione
z—(m-+cos. )"

ayremo Fm=m"; sostituendo questo valore nella Equazione (R),
sara

B (n-x)(n=®-1)+F - (n=x)+R=ax*=0
m* m

che pud verificarsi indipendentemente da « purché le funzioni
P,Q. R soddisfacciano alle condizioni

Eif n (n—l)-\- 9—” +R =0
m* m

(1—2n)1’_"1 B,

m* m
P+ 4,
-— =1=0
m*
onde ricaveremo
P=m~=1

Q=(t-2n)m
R=n



E sostituendo questi valori nella Equazione

pOA 9 %‘%’_—*(R—x’) A,=o

troveremo che il termine generale A, dello sviluppo di ( m—+cos.p)
per i coseni degli archi moltiplici sard rappresentato dalla Equazione

{A,,V_‘_ m2n- (2m-1) dA. Qn;—x;) A—b

dm* 1-m* dm 1 —m*

come abbiamo gia ritrovato (Lxu).

LXIX

Viceversa, se sia proposta la Equazione

dm- Q —d-l_f; (R_ ) A,=0

dove siano P, Q, R fanzioni comunque di m, ed x un numero

intiero , accid essa ammetia un integrale particolare della forma
A, =T (m=+cos. ¢)cos.x® de

integrando tra i limiti @ =0, @ = 7 ; converrd che F msoddisfaccia

qualunque sia o alla Equazione (R)

& Fm ' Fm dFm _
(R) e (P+1) T +QT+(R_x) et

Per dedurre il valore di T m, incominceremo dal ridurla pitn sem-

. »_a . R
plice, dividendola per P +1, e fatto p_(i_—l =H, P+~ K.
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P—l: = L, la nostra Equazione (R) prendery la forma

d**Fm d*Fm 4 1d*Fm
Rl +:K—-L «
dm p ¢ )3

Questa Equazione deve aver luogo qualunque numero intero, e po-
sitivo sia ov; se dunque varieremo * in @ -+ 1, avremo la Equa-
zione

dFm d= a~ Fm -
TF+H7 {K—-L(x—|-1)} Pl [
Ma differenziandola rapporto ad m avremo ancora

d"Fm o dFn  (dH ) dFm
T mx—:*g(ﬁ*K‘L”% i

gdK AL} &*Fm
+_Hm xdmj d m*

E sottraendo I’una dall’altra, otterremo

(ot 7x)
d"*‘Fm_L d dm d‘Fm__
d m** CT}—I +@z+1)L dm*
E quindi
il
dFm FT—dm

s - ol “*"(%G—H)L

Da questa formula otterremo integrando il valore di T con w1

contanti arbitrarie, le quali se sard possibilo in modo determinare
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che T @ indipendentemente da & sodisfaccia alla Equazione
dFm d*'Fm d* Fm

(P+1) o +Q P ey (R—a*) T

=0
avremo allora

A, =/F(m—+cos.¢) do *cos. x ¢
ehe soddifard alla Equazione

d-A, d A, =R
T ¢ g L] Ayt

P

purché 1’integrale sia preso tra i limiti @ =o0, ¢ =r.

LXX.

Abliamo osservato (Lxvir) che se nella Equazione a differen.

ze parziali
d'z dz (dz b
== P f .
(d?l) E (dm‘) =i \ﬁ) +Ras="

si sostituird in luogo di 2z la serie

z=A-+A cos p+A,cos.20+A,cos. 30 +...+ A cos.x o+ %o,

otterremo, sodisfacendovi indipendentemente dai coseni degli archi
moltiplici la Equazione differenziale

d’A,
dm“

-+ Q (1_3‘— +(R-x)A,=0
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Ta quale Jeterminera il termine generale A, della serie che espri-
me il valore di z. Questo valore essendo determinato da una Equa-
zione lineare del secondo ordine, sara generalmente della for-
ma A,=¢, 3, +Clei¥xy OVE Cxs C. sono costanti arbitrarie dipen-
denti da x, € 3,, ¥x 80RO funzioni di m, ed x. Sostituendo que-

sto valore di A, nella serie
z=A—+A cos.0+ A.cos.2¢ ~+A, cos. 5 ¢ +&e.
noi avremo un’ integrale della Equazione a differenze parz iali
3 / 2,
g—%\, —ka.d_{' -+ (C_l_z' +Rz=0
a e \d m* \dm

ccn una infinith di costanti arbitrarie.

LXXL

Ma per givdicare del'a’ ceneralith di questa soluzion®, ripren-
diamo a considerare la Equazicne
d:A dA .
T2 4 Q —c—(R—-x)szo
d m* dm -
Taceiamovi A,=q..p", ove sia G« fanzione di m, el x, e p fun-

zione solamente di m. Noi avremo

dA, _ . dq. . dp
dm e dm +xp q’d,n
d&q. . dp dq. i
(IE;_WNU / 2 S +x(x=-1)p 7Gx e
+xp'q ‘F_B
T dmt

Sostituendo quindi nella nostra Equazione, avremo la trasformata
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«p 90 o d N a4 ;
P ot (aacp .‘X_Z.[’..;.Q p)z% +Pxp .7%% —+ (R-2")p" 4

i ; g L dp? e
A0n 8 G R gL Tf.}x:"%

Tacciamo per sodisfarvi

d'q ( dp 0>dq (pa dr Rpt ey 18
Ppamx—f QJCE’_’.I-P—PLP an x d:ni"‘(R **)p (q—o

dp _p dp* _p I'p _ o
Qr dm dm’+ P dm

Supponghiamo adesso che da questa seconda Equazione si abbiano
due valori particolari di p, che chiameremo 75 S, © dalla prima
si siano parimente ottenuti due valori particolari di q., che sup-
pongo h,, ky; egli & chiaro che avendosi A;= ¢« p*, sara il valore
completo di A,

A, =c.h, . u*+ ¢ k8

essendo ¢, ¢, due costanti arbitrarie. Sostituendo questo valore
nella serie

2=A~+A,cos.0+A,cos.20+ A, cos.3 ¢ + &e.
noi avremo
z= c..h,-;- ¢, hi.u.cos. ¢ + C, h.u*.COS. 29+ Cy h, . w cos. 3 ¢ =+ e
=+ Coko—+ ', K, . SCOS q:-!-c’,.k,s‘.cos.fz‘p+c‘,.k,.s’.cos.5¢>+ &e.

Espressione che soddisfara alla Equazione a differenze parziali

()7 -2
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LXXIL

Consideriamo adesso la serie
E=c,h,~+c h,.u.cos.0+C.h,.u*.c05.29-+C; h,u*.cos. 30+ &o.

svolgendo i coseni degli archi moltiplici per le potenze dell’arce,
ed ordinundo il resultato per le potenze di ¢, avremo

E=c,.h+c. . u—+ ¢+ hu +&e
¢
o ik .
— ==t hou+ot.ch.u+5.c,hu -+ &e.
2
—-p*
2.5.4
— &o.

c,hau—+2tc, I W+ 3. c,h, P+ &c.g

i

Supponghiamo ora che con qualsivoglia metodo siasi trovata la

somma E, della serie
£, —=Ch+churc how o hw &e.
noi avremo anche
uluds,

chhu—+eochouw—+3chuw+&e=
3 3 duz

. ududndud ,
c.hou~+etc,h w5 c;hyw—+ & = T Y
u

&e.

Sostituendo questi valori mella espressione di E ordinata

per le

potenze di ¢, avremo

¢*  wududs, ¢+ udududud g, g

E=z— — iy,
) P 2'3.4 du?
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Se adesso prenderemo a considerare 1" altra serie
B =c.k,+Ck.5.c05.4-+C.k,5, cos. 2 ¢ + o.

noi potremo effettuarvi le stesse trasformazioni. E facilmente sl ve-
dra che facendo

¥, =Coko + C k18 +C k. 80+ k8" +. .0

noi avremo

B_Y cer sdsd g, ot sdsdsTed ¥,

R -+ — &e:

;.:).4 d s*

Abbiamo veduto che alla Equazione a differenze parziali

d*z dz dz
ol r =
(’1@' -+ 'I‘,l:) +Q (' = +Rz=o0

si sodisfa mediante il valore di z
2 =c.h, +c,hu.cos. o +c.h, .ucos.306+ &e.
¢k, +C K 5.c05.¢ +C.k,. 5 cos. 3¢ + &Ko.
ossia mediante il valore
z=E+E
Quindi sostituendo per E, ed E’ le espressioni trovate, si avrd

¢ udud g, B ot  udududud Tison

z=%,—

duw? 2.3.4 dut
o s’dqfi ¥, Ll sdsdsdsd g, e

FES) SR, A Seef
e dst 2.5.4 ds,

19
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Tutto pertanto consisterh nel ritrovare i valori di £,,edi ¥,,
ossia nel sommare generalmente una serie della forma

¢ h,=+e hou+c, h, vt +c,h, v —+&o.

nella qrial ricerca il Teorema di Parseval che abbiamo precedente-
mente dimostrato, e generalizzato pud ~pesso estevci utilissimo. Re-
sulta infatti la nostra .serie dalla sowma dei prodotti dei coe ffi-
cienti di y nelle duoe serie
cFeouy e uty oty e utyt + &e
b~ hy~hy +hy + Ry +..

Ia prima di esse, a cagione delle infinite arbitrarvie rappresenta
un’arhitearia fsione di p y . che elimneremn F o ysed ottennta
la somma della seconda serie. Ja quale saric uns fonzione detcuwis
nata di m, ed y, & chiaro che neilu espressione delia gnantita

s,=c,h,~c hu~c h,u+&e.
sempre sard compresa una funzione arbitraria di u. Lo stesso deve
dirsi per la fuuzione ¥,

LXXIV.

Riprendinmo attualmerte la espressione di z precedentemente
trovata

P oudud s, o 9 udedududs, oo

2=, — — @ ety L

ks Tas it 2.3, dut
SO sdidog’ 790
2 ds* 19
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noi abbiamo veduto, artic. (Liv) che posto z = 7, si ha sewpre

un’udu.... ds,= _d’v )
du" dy*

Quindi la prima linea del valore di z potra mettersi sotto la forma

g - & _aw

G oL R e
Yo ek dy 2.5.4 dyt
serie che rappresenta lo sviluppo della funzione
L (P L P
Tlyme gt SyEolm

Ma essendo z=e?, la prima linea del valore di zsara rappresen-
tata dalla formula

P +P !
logiu—+ey=1 log.u=-¢y-1})

(S

E similmente per la seconda linea troveremo
$Q

+Q
{ log.s+oy-1

[E8

log.s=¢ =1 2

essendo Q in modo determinato, che facendo s = ¢’, si abbia ¥ =Q,

In tal maniera il valore di z potrd pill concisamente essere
espresso dalla formula

&=FR log.u+ey-17" P log.u=p/-1 +Q lﬂg.S+o\/—l+Q log.s-py=1.



148
LXXYV.

N

Ma per ottenere sotto forma finita I’integrale della Equazione

( ) + P (:111:) Q j—:) +Rz=0

¢i pud anche tenere una pilt semp!i('e strada. Abbiamo infatti ve-

duto (Lxxvi) che ad essa soddisfa la serie
z =c,h,~+c h,.u.cos o+ ¢, h,.u*. cos.2 ¢ +&c.
+c ko +c\k .s.cos.p+C"s. k. 8" . CO8. 2 ? —+ &e.
Supponghiamo ora di aver trovata la somma R, della scrie
R,=c.ho+c hou.y+ec houw .y +c, hya’. y, —+..oe
Esli & chiaro che avremo

o

gR +R p.

{
( —t —eN-l 5 =c, h, +c, I, u.cos p—+c.uicos 29—+ &o.
e e

&

e siwilmente se chiameremo T, 1a somma della serie
R,=c.k*c ks y~+ ¢yt ke sty e

nol avremo anche

g R + R

4

| ov—t _ov-1 [ =Coko=+C\k, 8 cos.p+CE. " 8 cos.2p+&e.
e e

’

(S

Quindi sostituendo questi valori nella precedente espressione di 2,

sari

w
If
130
©
=5
o

|
®
<
|
©
&
fl
|
©
<
R
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LXXVL

La funzione R, rappresenta la somma della serie
c.h,+chuy + ch, vy —+ &e.

ed a motivo delle infinite arbitrarie €., C,5 €., &c. nella di lei
espressione pud supporsi (Lxxni) complicata una funzione arbitraria
di zry.Chiamandoly F -z y, nelle quantita  ev=1,  —ev=i, ver-
e e
.
. L 5 2 VI —ov=1
ranno comprese le funzioni arbitrarie Fue , Fue ; ed &
chiaro che sostituendo mella proposta Lquazione a differenze par-

ziali in luogo di z la quantita

o R 2
Z2=239¢ ey1+ —ovy-i
te e 5
< e Pasde V-t —ev-1 < 3
tra le funsioni arbitrarie Fue , Fue non si potra ese-

guire nes-una riduzione a motivo del multiplo differente di u. Quindi
qu(‘”u funzioni potianno tutte suppnrsi ditferenti, ed alia proposta
R R

A 3 R
solisfaranno parzialmente le quantita ov-1 —ov—1 ev=1,
e 2suie 2aie

R

.

e
Quindi apparisce che il completo valore di 2 si otterrd ancora mel
ca o in cui non potremo conoscere la quantitd R/, , ciot la som-
ma della serie

ik, +C ki 8y ik st y* + &o.

poichd della cognizione del solo valore di R, si ha la maniera di
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introdurre nella espressione di z due funzioni arbitrarie, quali eon-
vengono accid sia completo 1" integrale di una Equazione a parziali
differenze del secondo ordine.

LXXVIL

Per vedere una applicazione di questo metodo, prendiamo a
considerare la Equazione

(%:—) + (= 1) (:—I:) “+m (l—2~n) (_::Ti_) 30E5 =6

ove sia # un numero intiero e positivo. Facendovi

z2=A + A cos.0+A, cos. 29 + A, cos. 3¢ + &o.

troveremo A, determinato dalla Equazione

d*A, - m(2n—1) dA,  (r—x) ke
dm* 1—m* dm 1 —m?

dalla quale avremo per A, un integrale particolare cosi espres-
se (Lxv)

d pr

A = (=), Fre

essendo p=m—/(m*—1). Sostituendo questo valore nella serie pro-
posta, si avra

z = (m*=1)"4 d:ii;: {c.p cos. ¢ +c, prcos.2p—+c, p'cos.5 o+ &o.)

z SEsd V=t ~evl
La seric compresa tra le parentesi equivale a Fpe . Fpe s
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essendo F una funzione arbitraria; quinli sostituendo , avremo
i+ oy

d ov—1
dm Fpe +Fpe g

ove, come sappiamo (Lxxvi), possiamo supporre diversc le due fun-
1

T+ y(mi—1)"

sara ancora, mutando le caratteristiche delle funzioni,

zioni arbitrarie. Essendo inoltre p=m— y/( m*~1)

4 V-t L2V
z = (m*-1)"id"™" tF(”"‘“\/(’”"‘” e =+ ¥ (m-ym’-1))e %
d m™*

E questo rappresenterd il completo integrale della proposta. L’ ap-
plicazione di questo metodo non essendo di veruna difficolta non

ci tratterremo sopra altri csempj.

LXXVIIL

In questo caco abbiamo ottenuto il valore di z sotto I Formia
d'infinita serie, e sotto la forma finita, ma ordinariamente le serie
che si otterrarno non saranno suscettibili cosi facilmente di esse-
re summate , e converra coutentarsi della firmad’ infinita serie. Pren-

diamo per esempio a considerar la Equazione

d'z d z) 5 dz)
e RN, b =
(d¢’)+a de dm) " c2=0°
ove siano a, b, ¢ quantits costanti. Facciamovi per ridnrla pitt

semplice

z =e'o" %"
P
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essendo B, K quantith costanti; ed avremo sostituendo, e dividendo

hop—+Km
per € ¢ la trasformata

(%—@L) +g 2h-+a E (((II%) +b (55—1) -!-z bt ~+ah-+bK-+c §p=o
Ponghiamo adesso

ah+a=0

R+ah+bK+c=o0
ed avremo

E la nostra trasformata si ridurrd alla semplicissima forma

- )l
H@‘ dm =y

il Daifa quale dovra determinarsi il valore di p

Ny e g
Facciamovi per tanto

p=A-.-A,cos.¢+A,cos. 20+ A,c08.50+ ...+ A, COS.00 4ueen

e sostituendo , immediatamente si vedra che il termine generale A,
dovra sodisfare alla Equazione

dA, e
b*dm —atA,=0

Onde ritrarremo

oo

\
)

®
o3
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ove g, & Parbitraria introdotta  dalla Integrazione , che per maggior
generalita si suppone funzione di x. Sostituendo questo valore nella
serie che esprime il valore di p si avra

= m .m :
P=g+qeD.Cos.0+q, € .c0s.30+q, &b.Cos.3p........

Dove le infinite arbitrarie g, g,5 gs---... Mostrano la presenza di
una funzione arbitraria, che pud mettersi in evidenza come prece-
dentemente abbiamo fatto (txxvin). Ordinando in fatti per le po-
tenze di ¢, si avra

m m . m

P=0q~+q €D +q.€eb +q &b .

Bl

3 ¢:3 .m N
2(g.eb + 9 qep +3qed +....

PR B el 2m .m
z.5.4.(qxeT +et.q. €D + 5. q e +in

— &o:
e facendo

Lo ik il m
g+¢.eb +q.eb +g, ¢ b ~+...=F.eb

ove I rappresenta una funzione arbitraria, si avra sostituendo , &
m
facendo u=¢€ b

p—Pu-C 24P & nduils_
2 u 0.4,

Ma avendosi
20
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sara ancora

a +a’—l;c
St O F dudF
ZE i ; __Eud u ¢t wdudFu T
ZP“ s da 4.54 da %

che rapprenterd 1’ integeale della Equazione

d'z (1";) Y i, T s
4¢') ik de dm CE=10

m
con una funzione arbitraria di z, ossia di e 5

LXXIX.

La Equazione a parziali Differenze di cui ci siamo occupati &
stata per lungo tempo deiGeometri creduta non suscettibile di am-
mettere nel suo Integrale vernna funzione arbitraria ; ed invalse
tale opinione finché il sommo Sig. Paoli ne dimostrd la erroneitd
con dottissima analisi, prevalendosi di un ramo di calcolo Integrale
di cui fu il primo promotore, quello ciot delle Equazioni che
comprendono le differenze parziali finite, ed infinitesime di una
fanzione; Equazioni delle quali abbiamo gid veduto qualche esem-
pio (x1x), ed ottenne I’ Integrale della proposta con due funzioni
arbitrarie . Posteriormente essendosi i Geometri rivolti con maggio-

re attenzione a considerare il numero delle funzioni arbitrarie as-
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solutamente irreducibili che nell’ Integrale delle Equazioni a Dif-
ferenze Parziali sono comprese, hanno riconosciuto che senza limi-
tare la generality dell’ Integrale potevano le due funzioni arbitra-

rie dal Sig. Paoli ottenute nell’ Integrale della Equazione

d’z) “+a dz) b i +cz=0
de: Ep 3 (dm o=

ridursi ad una sola, e questa osservazione che il Sig. Poisson

fece il primo, & stata per differenti strade confermata dal Sig. La-
place, e dal Sig. Paoli stesso.

LXXX.

Scegliendo per integrare la proposta in ltogo di una serie ordis
nata per i coseni una serie che proceda per i seni, si otterra ap-
punfo una nuova espressione per z la quale aggiunta alla precedente
offre una piu general soluzione di quella ottenuta.Riprendiamo la
Equazione

@)+ @) -

dalla quale abbiamo veduto (txxvit) che la proposta dipende . In
luogo di p facciamovi ¢

p=M, sen.¢ + M,sen.2 ¢+ M;sen.5¢ ...+ M, sen.x @ —+...

e troveremo per determinare M, la-stessa Equazione che sopra ab-
biamo incontrata (Lxxvin), ciod
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M
bd M, g M,=o
dm
ende . m
M, =ce b
quindi sostituendo, si avra
m & ﬂ m

— = s
p=c e b .sen ¢p+c,e* b . sen.29+C¢,€ b - sen3Q 4+

ciod ordinando per le potenze di@,e facendo, come sopra (Lxxvur)
m

u=eb, siavia anche

: > :
p="° % cu+sc.ut +3ew +heut +..E

-¢ 2 2 2
Z® Jcu-+cu +53cu +hctut -
5 3
F 2 2 2
PR WAL %c.u-pz’c,u’ + 3w + feut +..
— &e.. -
.
onde facendo
2 2 3
cu+recu +3c,w +heut +..=Yu

8i eotterra

i Gy ud¥
cu—+2icu + oW +.= — z
du

2 2
udud¥u
cu-+a'cut +3 U

-+ = e

du
&e.



e sostituendo

p=’Yu—£_Ud?u+ o udud?u_&‘.

2.3 du a.3.4.5 du

ma abbiamo

quindi sary anche

__a,_._a_’:ir;"m

z2=¢€ 2 d
J Yu @’ udud¥u

AT L = MiCaayB - &e.

g¢ 733 du 2.5.4.5 du 3

Se aggiungeremo questo valore di z a quello precedentemente ot-
tenuto (Lxxvin) si avra per 1’ integrale della Equazione

dz dz /dz
praie et bl =— =0
(d@') g (\dm> B: Kdm) o

la pii generale espressione

( ¢ dFu ¢ ud¥u 1
P B T LR, o s T (s
EFII—F?“’H A i S e

ove sebbene nella quantita compresa tra le parentesi appariscano
due funzioni arbitrarie, pure essa non dipende che da una sola
arbitraria funzione, come pud vedersi dimostrato nella memoria
sulle soluzioni particolari del Sig. Poisson,e nella opera sulle Pro-
babilita del Sig. Laplace.
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LXXXL

T’ molto osservabile che lo stesso metodo con cui pud integrarsi
la Equazione

o g e

.

nel caso di a, b, ¢ costanti , pud ancora applicarsi al caso in cui
pilt generalmente siano a, b, ¢ funzioni comunque di m. Faccia-
mo in fatti nella nostra Equazione

2=A-+A,cos.?~+A,cos.29+A;c08.5p+.~+A, COS. 0 Qo
ed avremo sostituendo
adA  adA, LY. YO +.:1JA,fC .
T -+ »m.cos.@ e 20 i 0 @+ i 08. %@ 1w

+bA-+DA, cos.o+bA, cos. 2 0+bA,008.5 0 +.+bA,. cO5.8 P+

— A,cos.p— 2*A, cos.29—5" A, cos. 53¢— & —a* A,cbs.x@—&c.

v
—Cc=0.

Supponghiamo ora primieramente per sodisfarvi

dA4
a —+bA—c=o0
dm

onde avrassi

i f%,dm ]
A=c B-/e —dm (
4

ove R & una arbitraria. Sia inoltre



15g
adA,
dm

+(b—x)A,=o0.
¢ sara integrando

. 3 b
A,=B,ex fT——/;.dm

son le quali determinazioni la trasformata oftenuta sarhs completa-
tamente sodisfatta .

Sostituendo questi valori nella serie assegnata per z, si avrd

b am 1
~[2dm i o fdm cm
z=e Iz {B —B, ef 4 cos. 0+ B, ¢ f a cosmp-rB;e’./ = cos.,;@a—..‘...}

a
b ey
+e —f:}‘d”:f Sordm
e

S dm
a
Possiamo operare come precedentemente sulla quantitd compress

tra le parentesi affine di porre in evidenza la funzione arhitraria

ehe dalle infinite indeterminate B, B,, B,, viene annunziata; e
. / dm
facendo €/ 2 = u, ¢ trovera facilmente eseguendo le operazio-

ni indicate (Lxxvii)

-~/ dm s . dudP
getwn 0 udFu ¢* ududFu }
{Fu S &e.
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LXXXIL

Se 1'ultimo termine ¢ della. Equazione
d*e dz
(d_@)+ a (-d—m)+ bz=¢

fosee funzione non solo di m ma ancora di m, ¢ ¢, la integrazione

della proposta mon ammetterebbe nessuna nuova difficolta . Incomin-
ceremo ad applicare alla funzione ¢ i metodi precedenti affine di

svolgerla in serie per i coseni degli archi moltiplici , e sara gene-

ralmente (XX1x)
¢= ifcdq:a— i.cos.cpfcd:p.cos. ® +§_cos.n ¢ fcdpcos.20+ .
integrando ira i limiti =0, p=7. E facendo per semplicitd

P,=2;fcd¢.cos.x¢

avremo

i
c:ap.-*p,cos.tp'-*-p,cos. 2PF i F P COS X Faiins

Facciamo inoltre
z=A-+A, cos.0+A,c05.2 0 +A, cos. fo +...~ A, 005, & P+.ieiv

ed ambe questi valori si soctituiscano nella Equazione proposta

dz dz
(&¢1)+a (E.)+bz_c
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el avremo

dA'p

dA, dA, dA, dA
@ 57, G oo C0R0ra Tt 008204 @ ok . COS.Bp e b o €0S. X @+
— A cos.0—2*A, c0s.3¢ —3'A;¢05.30.:....—x A cos. X Q. ...

+3A+bA cos.p —+bA,cos.29 —+bA cos.3p+....+DbA, COS.XP .

— L Po—Pp,C0S.0 —P,C0S.2 ¢ — P, €08.3p ... == Py COS.x % — &o.
per sodisfarvi " :ciamo
dA
a —+bA—jp=o

onde si trarra

Si faccia inoltre. qualunque sia x

dA,
a == +(b =) A,—p.=o

¢iot integrando

vlm
A,::e:f {B _:/‘ f :m+ x:f }

ossia, facendo per semplicitd
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b v
ef;dm-‘-x“f Y

BL im
2

avremo piu semplicemente

Ame=f ““’%B# a,,%

2 (

A,,=u"e—f“'dmZBx+rh%

Sostituendo questi valori nella serie
z2=A +A cos.0+A,c05. 20 —+...0..+ A, COS. X P Feone

facilmente vedremo che per semplicith facendo

o 1 e
ur & A=A

*

11 resultato della sostituzione potra mettersi sotto la forma
1 3
B = A=+ C05.0+205 2 ¢+ cos.53¢+ &e.

Lofla :  cos. 5
i So-dm eB-‘-B‘u.cos. ® —+B,.u* cos.2p~+ B’ cos.5 ¢ +&e.

La quantita compresa tra le parentesi & suscettibile delle ridw
zioni stesse che abbiamo praticate in casi analoghi (Lxxvinn); ed or
dinandola per le potenze di ¢, e ponendo in evidenza la funzion
arbitraria cbe le infinite indeterminate B, B,, B, &c. ¢i annun
ziano, si otterra facilmente
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T
Z =1~ A C05. Q0 + 4,082 ¢ 408 3¢+ e

b ( N
"'fE'd'"aFu—¢ —L-»- (pf—id_lfj.rl EiReg E

“+ e 2 du 2534~ du y
ove I' z & una funzione arbitraria
Co:i in questo caso, come nei precedenti due, se si fosse scelta
una serie ordinata per i seni, noi saremmo pervenuti ad un diffe-
rente valore di z che aggiunto al precedente ci offrirebbe le con-
siderazioni stesse che ci presenta il easo pilt semplice che nell” ar-
ticolo (Lxxx) abbiamo trattato

LXXXIIT

Questo metodo pud ancora con successo applicarsi alle Equa-
gfoni della forma st

sa di quelle finora trattate , ma ad un mag-
gior numero di variabili, Prendiamo infatti a considerare la Equa-

zione a 4 variabili
dz.)
i 6 300 i
) am) dt
ove siano @, b quantity costanti. Facciamovi al solito
z2—A-+A cos.0+A, cos.20+Acos.FpF. ...+ A, cos. © ¢+ &e.

essendo A, A, , A, &c. funzioni di m, e ¢. Sostituend» nella propo-
sta, e sodisfacendovi indipendentemento dai differenti coseni, tro-
veremo che il termine gemcrale A della nostra serie & rappresen-
tato dalla Equazione

(d )+b (dA) + X Ay=0



164
oioe integrando
w0
- 'Z’t
A =e F,(bm—at)
ove T, dinota una funzione arbitreria. Quindi avremo sostituendo
1 L 51
¥ i 3
s=TF-+e 0 T cosp-+e b T.cos.2pFe€ b F,cos.Jp+&e.

ove F,TF,.F, &o. sono tatte funzioni arbitrarie di bm=at tra di

loro differenti, ed infinite di numero.
LXXXIV.

La Equazione pin gencmle
ds =a(j_f)+b(qf)+cz
do’ m di

ove @, b, ¢ siano funzioni di m, e t, ammette un integrale della
specie stessa di quello che per la Equazione precedentemente svi-
luppata abbiamo ottenuto. Facciamo infatti

z= A A, cos.p+ A, cos.20,+ A,cos.5§a+...-+A,Cos<x(p+&c.

essendo Ay Ay A, &e. funzioni di m, e t. Sostituendo mella pro-
posta questo valore di 2z, e sodisfacendovi indipendentemente dai
differenti coseni, troveremo che il termine generale A, dipende dal-

Ja Lquazione

a (%) ~+b (d:;‘) + (c+w)A,=0

Per integrarla, dovremo , sccondo il conosciuto metodo dovato @l
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Sig. Lagrange, formare le duc Equazioni
bdm-adt=o
bdA,-(x=+d)dt=0

La prima Equazione a due variabili m, t supponghiamo che in-
tegrata dia

h=R

ove h & arbitraria introdotta dalla Integrazione . Se me diante que-
sta Equazione elimineremo m dall’altra

bd A, -(x*+0)dt
si otterra immedidtamente
dt c
Y — dt
o
=€ k

ove k& & arbitraria, e dove nelle quantita b, ¢ & stato in luoge
di m sostituito il suo valore preso dalla Equazione

h=R

1’integrale delia Equazione

[dAS b ‘.IQAﬂ +(c+a*) A =0
% \Im 2 d_t) )

&, come sappiamo
k=F. R
essendo F una funzione arbitraria. Eliminando dunque &, ed

mediante le Equazioni ottenute , s1 avia

Jrdt ridy
ey x[_z_. =+ A d f.FR
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det
[)‘- s
costante, secondo I’ espressivo modo di dire che il Sig. Pacli ha po-

purche gli integrali / (1'; dt siavo presi nella ipotesi di R

sto in uso il primo.
Si sostituisca adesso questo vslore di A, nella serie

z2=A+A, cos.0+A,co5.20+...+Acos.xpF...

ed avvertendo che questo valore di z sodisfa per le determinazio-
ni precedenti alla Equazione

Q:ad—z bdz + €2z
de dn/ * " \dz

indipendentemente dai diversi coseni, potremo per maggior gene-
ralith supporre che di termine in termine sia differente la compo-
sizione della funzione arbitraria F.R. In tal maniera si avid, fat-
ta la sostituzione s

c { dt L [dt
z=ef—b— dt?FR-»-e/-T.FlR,cos,@-\»y fz.F,,R.cos.zq:--\-.,%
LXXXV.

Se vi fosse ancora un ultimo termine e funzione di m, t, ¢
in modo che dovesse integrarsi la Equazione

AT g2y . p 4z +CZ+€
der dm dt
il metodo stesso precedentemente posto in uso ci sara asai utile.

S’ incomincera da svolgere la quantitd e in una serie ordinata per
i coseni degli archi moltiplici di ¢, e facendo per semplicita

Ps= —i—fdrp.e.cos.xqa
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ave ’integrale sia preso ira i limiti ¢ =0, =y, noi avremo
o
€=3 PP, C0OS.® P, €0S. 20 + P, C08. 59 ..+ P, €OS. WP —+.
Supponghiamo ora
z2=A +Acos.0+A, 0520+ A c0s.50~..~+A,cosx0 +:..

e questo valore di z, e quello di e si sostituiscano nella proposta
d’z) i dz) dz
(d(p; _a,(ﬁ +b (d—t +cz+e

alla qnale se sodisfaremo con le sosti tuzioni indicate indip endente-

mente dai differenti coseni, si trovera che il termine generale A
dipende dalla Equazione

dA, (dA., :
W) R \dT;) (& +e)A, 4 p=o0

dalla quale dedurremo le solite due Equazioni
bdm—-adt=o
bdA,~(x*+c)A,dt-p,dt

e se h =R rappresentera 1’integrale della prima Equazione, ove /i
& arbitraria, ed R funzione di m, e ¢, noi avremo dalla secon da

dt e de c . [dt _[e¢e
wof G S pteaf Gl § -0 [5 tf’?dt
A-F-Re +e e 0% 15 o

purche tutti ¢li integrali si prendano nella supposizione di R co-
*tante. Facendo per maggior semplicita

x,/‘,d_zj/'_x:./‘%e’[%dt )
gi—¢ e

b 1
- pedt
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carh anche

x!f(_ib_t.—r/-z—dt f%dt
e

A,:F.R.e -+ ok

1! primo termine A lo troveremo espresso dalla formula

¢ c

f —.dt g

ey
A=e 35¢ -FR

¢ sostituendo questi valori nella serie

"z=A-+Acos.0+A,c05 20+..+A, cOS.XP .0

si trovera, previe le solite avvertenze sulla diversith che impunt
mente possiamo ammettere tra le funzioni arbitrarie comprese nell
quantits A, A,, A,,..., che il valore di z sard dato dalla seric

f%zle E % o
z=e L go+¢q.cos. 0 g, cos.2 ¢ —+ g, cos. 3 +&e.

c de de
+e el {FR—!—E f”cos.{a'F,R-\-e’ /% c0520.F R +&

La quale espressione sodisfara alla proposta

Molto facilmente si potfebbero moltiplicare gli esempi di qu
sto metodo, ed estenderne 1’applicazione ad Equazioni di ordi
pit elevati, ma la di lui semplicith, ed uniformitd oi dispensa «
un ulteriore sviluppo.

PI-N E. - &
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