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LA Teoria delle Serie, considerata come un semplice mezzo
di approssimazione si estende indefinitamente a tutte le parti dell’ ana-
1isi allorche vogliono applicarsi ai casi particolari le formule generali,
€ sotto questo punto di vista le Serie non debbono considerarsi che
come trasformate di espressioni per veritd piu semplici, perché com-
poste di un limitato numero di termini, ma che non si prestano
con facilita al Calcolo numerico. In questo caso la soluzione di
qualsivoglia problema naturalmente si compone di due parti, avendo
T una per ogeetto I’indagine del rapporto finito tra le variabili e
le costanti, e 1’altra il modo di esprimere una di queste quantita
per le altre. Ma bene spesso succede che 1’imperfezione dei metodi
analitici mon ci concede di giungere al primo scopo, ed in queste
circostanze la Teoria delle Serie & di un uso ancor pill appresza-
bile; E siccome questa Dottrina ha data I’origine al Calcolo diffe-
renziale, ed integrale, cosi amcora supplisce al loro difetto, ed offre
il pitt semplice mezzo per la soluzione dei problemi che dipendono
dalla Integrazione delle Lquazioni differenziali, porgendo anche
il modo di ottenere se non esatti resnltati, almeno tali che possa
Yerrore ad arbitrio diminuirsi, e talvolta perfino ristringersi entro
limiti determinati. Questi vantasgi tanto piu sono valotabili, in
quanto che, come abbiamo osservato, conviene quasi sempre adottar
la forma delle Serie anche quando si giunge ad espressioni finite,
la ricerca delle quali pertanto nella pratica soluzione di un pro-

blema pud sovente considerarsi come superflua.
.
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Ma considerata la Dottrina delle Serie indipendentemente dal
suo pratico uso nella soluzione dei problemi che dipendo?o (.ialla.
Integrazione delle Equazioni differenziali, allora essa non € di una
utilita cost manifesta. Ed infatti il primo, e pitt importante ogg.et.to
dell’analisi quello si & di mettere in evidenza i rapporti che dls.tln-
guono le varie funzioni, e la loro classazione , in modo che apparisca
come le une possono alle altre ridursi, e quali siano le ess?nz.ml-
mente irreducibili, in una parola, assegnandone 1a indole distmn.v?. X
Simile intento non potrebbe, almeno nell’attuale stato dell’analtsl P
ottenersi , allorcht queste funzioni siano espresse in serie infinite,
nelle quali sovente una stessa forma ggnera\e pud rappresentar?
funzioni di matura differentissima, ¢ duve forme diverse spesso st
riportauo a funzioni congeneri.

IIL

Quindi & senza dubbio che i primi Ceometri dei nostri tempi
tanto hanno consacrato del loro studio alla sommazione delle serie,
alle quali, dopo averle fatte supplire alla insufficienza del Calcolo
Integrale, hanno applicato questo Calcolo stesso per tidurle ad
espressione finita. Nell”immenso numero delle ricerche che rendono
il nome di Euler sacro ai Cultori dell’analisi, quelle sopra 1’ esposto
ogretto sono le pii moltiplici, e le pin variate, ¢ dove ha parti-
colarmente sviluppate le prodigiose risorse del suo genio. Ora guidatc
dall’Indurione, ora afferrando un non osservato rapporto tra le vari¢
trasformazioni che pud subire una serie, spesso & pervenuto a singo
larissimi resultati. Molte volte introducendo in una serie propost:
una nuova variabile, sopra questa operando o per mezzo delle dif
ferenziazioni, o delle Integrazioni, ed ottenuta la somma dell
nuova serie, si riportava alla proposta determinando convenientement
la variabile ausiliaria nella formula ottenuta; Quindi sovente w
Integrale definito gli offri la somma di complicatissime serie.



Iv.

La introduzione di questa nuova variabile per assegnare 1’ espres-
sione finita di cui una serie proposta & suscettibile pud riguardarsi
come un mezzo sommamente fecondo, e luminoso quando da una
Equazione differenziale si tratta di esprimere in modo finito una
variabile per ’altra. Sono infatti nelle Equazioni differenziali tal-
volta le variabili in modo tra di loro connesse, che il ridurle
alla separazione trascende le forze dell’analisi, e cid molte volte
dipenders dall’cssere anche nella Equazione finita in modo le va-
riabili tra di loro avviluppate che ’una non possa in modo finito
esprimersi per I’altra. Quindi sovente le differenziazioni complicando
i mutui rapporti delle variabili, rendendoli pilt generali, maggiori
saranno le difficolta della separazione nella Equazione differenziale .
Spesso avviene per altro che |”introduzione di una nuova variabile ,
la quale debba sparire dal resultato al fine del Calcolo, in s& com-
prendendo la relazione trascendente delle variabili primitive, pre-
senti tra queste un rapporto finito. Pertanto tutte le volte che la
nuova variabile dovra subire delle integrazioni nella formula ove
& implicata, per toglierla dal resultato finale converra determinarla
dietro stabilite condizioni; il che ricondurra il Problema alla ricerca
di un'Integrale definito.

V.

Dictro simili vedute, la ricerca dell’Integrale delle formule
differenziali tra limiti determinati, & divenuta un oggetto di spe-
cialissima applicazione per i Geometri dei nostri giorni. Ai nume-
rosi resultati che sopra tale oggetto I’ iilustre Euler ottenne , debbono
aggiungersene una infinita di altri, che i sommi Geometri Laplace,
Lagrange , Legendre ec. hanno per differenti strade ottenuti; ed
al primo di questi in particolar maniera deve questo ramo di ana-
lisi, in quanto che, conformatosi alle vedute di Euler, ne La esteso
1 uso alla Integrazione delle Equazioni differenziali ordinarie, ed
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ha ridotto a dipendere dai principj stessi delle classi estesissime di
Equazioni a differenze parziali . Possono vedersi le ricerche di questi
Illustri promotori dell” analisi nelle Collezioni Accademiche, e nella
grand’opera del Celebre Sig, Lacroix sul Calcolo Integrale, ove si
trovano con bell’ ordine disposte.

Vi

Questo immenso corpo di vesultati, ai quali sono stati i Geo-
metri condotti da metodi differentissimi, e particolari, sembra pre-
correre nell’analisi dei nuovi, e generali metodi, mediante i quali,
classate, e riconosciute le vere trascendenti irreducibili, e per con-
seguenza introdotti dei nuovi segni, tutto quello che su tale oggetto
si & presentato ai primi Geometri dei nostii tempi, discenda come
caso speciale da una universal Teoria . Percorrendo la Storia dellana-
lisi, tutte le volte che le forze riunite dei Geometri hanno prepa-
rata qualche rivoluzione nella Scienza, s”incontra un fenomeno simile
a quello che attualmente si .osserva. Prima della iovenzione dei
nuovi calcoli, Wallis, Barrow, Huyghens, ¢ molti altri, traendo
particolare soceorso o dalla imperfetta Dottrina delle Serie, o dalle
Geometriche considerazioni, furono condotti a molti analitici resul-
tati, dei quali per altro non seppero riconoscere n& la filiazione,
né la comune sorzente, che la scoperta dell’analisi infinitesimale
pose in evilenza. La dotta guerra che tra i Geometri si acce:e in
cceasione del celebre problema degli [soperimetri, fu origine di
una moltitadine di scoperte, e di singolari metodi, che primiera-
mente da Euler ridotti ad una stessa, ed uniforme analisi, furone
in progresso richiamati dal sommo Lagrange a dipendere dal solo
calealo differenziale. La stessa Teoria delle Fquazioni Algebrichie
prima di Lagrange, e Ruoffini composta di diversi, ed in agparema,
non dipendenti metodi, offie ai nostri giorni delle simili conside-
1azioni; siccome anche lo sviluppo delle cosi dette funzieni Poline-
miali che il Sig Paoli ha mostrato dipendere dal solo Caleolo dif-
fevenziale, e la Teoria delle funzioni generatrici del Sig. Laplace,
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che tanto felicemente ha diméstrata 1’ origine delle Celebri relazioni
dei differenziali con le potenze positive, e degli integrali con le
potenze negative , relazioni delle quali alcune fino da Leibnitz‘
erano state osservate, e che da Condorcet, e Lagrange in maggior
numero scoperte, pure non erano da verun principio generale de-
dotte. Questi fatti, ed altri molti che la Storia delle Scienze oi
presenta dimostrano che lo spirito umano lentamente avanzandosi
alla formazione dei metodi generali, solamente vi giuoge allorch®
essendo al possesso della soluzione di molti cast particolari, ravvisa
in questi tutti quel punto di contatto che gli unisce, seguendo le
tracce di quella occulta Catena di cui non sono essi che altrettanti
anelli; ed a misura che pill casi sarunno insieme congiunti, e ridotti
a dipendere da un minor numero di principj, pilt facilmente si pre-
stera all'evidenza quella sconosciuta Legge dalla quale tatti dipendono.

VIL

Abbiamo superiormente indicato il felice uso che Euler, ed
altri Mlustri Geometri han fatto degli Integrali definiti per la Inte-
grazione delle Equazioni differenziali. Un Integrale definito rappre-
senta sempre la somma di una serie, poiché & noto che sempre pud
integrarsi per serie una formula differenziale anche indefinitamente .
In questo caso la Teoria delle seric molte volte adempira al duplice
oggetto di determinar I’lntegrale di cui la proposta Equazione &
suscettibile, ¢ quindi con le approssimazioni valutarlo. Allorche la
r'cerca di questo Integrale definito dipendera dalle funzioni cir-
colari, il Problema sarh meno complicato. La proprieta dei seni, e
dei coseni di riprodursi con le differenziazioni, e le Integrazibni
successive offre spesso il modo di determinare la natura delle Serie,
e quella dell’Integrale definito. Cosi se una data Equazione diffe-

renziale avesse per Integrale y =‘/-F (x,0)d ¢, ove la integra-

zione dovesse farsi tra i limiti ¢ =0, ¢ == 7, ove 7 denota la mezza
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periferia, & chiaro ohe se potremo sviluppare la funzione F (,¢')
in modo che sia

F(x,0)=A~+A, cos.0+A,00820 ...

ove A, A, A,, ec. sono altrettante funzioni di x , noi avremo
y=/[F(w,0)do=Ax.

VIIL

Noi ci proponghiamo in queste ricerche di sviluppare .le pro-
pricta di questo genere di funzioni con maggiore estensione di f{nello
che non & stato fatto fin’ora. Una rigorosa dimostrazione o1 con-
durra a molti dei singolari resultati che per induzione hanno 1
Geometri riconosciuti sopra le serie che dipendono dalle trascen-
denti circolari; ed assoggettando queste ricerche ad un metodo uni-
forme , ne vedremo discendere dei corollarj assai interessanti sopra
gli Integrali definiti, e sopra la Teoria generale delle seric, Ve-
dremo dipenderne 1’ [ntegrazione di alcune Equazioni differenziali
la cui evoluzione sembra oltremodo difficile ad ottenersi per altra
via, e le Equazioni a differenze parziali ci offriranno dei casi molto
generali che coi metodi stessi potranno completamente risolversi.

IX.

Tutte le trasformazioni che possono subire le funzioni Circolari
si appoggiano sopra a quel Teorema mediante il quale dati i seni,
edicoseni di due archi s’ insegna a trovare i seni, ed i coseni della
loro somma. La soluzione che di questo Problema si di nezli Ele-
menti di Trigonometria oltre ad esser complicata, presenta molte dif-
ficoltd ove vogliasi applicar la costruzione che esige a degli archi,
la -cui somma oltrepassi il Quadrante. Per supplire al difetto di questa
Dlmostmzion.e il cel. Sig. Legendre si & prevalso di un ingegnoso
metodo, mediante il qnale, provata la legittimita delle formule nel
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primo Quadrante, le ha estese al successivo, e cosi di mano in mano
a tutta la periferia circolare. Ma cost componendo la completa Di-
mostrazione di questo utilissimo Teorema Trigonometrico di due parti
egualmente complicate molto si perde dal lato della semplicita , ed
eleganza; Onde prima d’ inoltrarci nelle Ricercho che formano il
nostro oggetto, non sara inutile qui I’ indicarne una nuova, che non
presenta alcuna delle difficolta che nella conosciuta s incontrano.

Sia I’ Arco HB=u; I’ Arco BC =y; unendo il punto B col
centro A del Circolo per mezzo del Raggio BA, ed abbassando la
Perpendicolare B G sul Raggio HA, e le perpendicolari GE, GF
sui raggi AB, AH, noi avremo
BG=sen. ¥, GA=cos.x ; CB=sen.y, AE=cos. y ; CF=sen. (x-+y) ; FA=cos. (¥~3).

Cid posto condotta la perpendicolare BD sopra la retta GF,
facendo BD =z, CD=13, sara

sen. (x~+y) = sen. ® ~+ z
cos. (x~+y) = cos. x—u.
Quadrando ambedue queste Equazioni, ed aggiungendole si avra
(1)-ev..2(z sen. @ — u cos. x) =+ n*+z*=o

Ma conducendo la corda BGC, abbiamo (BC)*= (sen. y)*
= (1— cos. y )" =2(1—cos.y); ed anche (BC)*=3*+x*; Quindi
avremo ancora

(2)eeeeia (1—cos. y)=2z*+u*

Le Equazioni (1), (2) ci daranno eliminando i Valori di z,
e di u. Ma per evitare di risolvere una complicata Equazione di
secondo grado, vediamo di semplicizzare le due Equazioni otteuute
affinche la di loro soluzione pit comodamente riesca. Nella Equa-
zione (1) si sostituisca in luogo di z*~z*il suo valore preso dalla
(2), ed otterremo

2 sen. x — u €0S. & =+ 1 == €0S. y
Elevando al quadrato, si otterra

2 (sen. ) * —+u *(cos. x) 2=+2 (zsen. x — ucos.x ) —2uz, sen. ¥.005, ¥ ==— (sen. ) *
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. N
¢ ponendo per 2 sen. x — i C05. X il suo valore —(2z*=+u*), sarh
2 (1—(sen. @)7) + u*(1—(cos. w)")+ 24 3. 5612.0.C08.2 =(sen.y)-
ciod estraendo la radice quadrata
2 cos. & —+ u sen. x = =+ sen.y
Questa Equazione, combinata con I”altra

z sen. x — U €OS. & + 1 = CO3. y

¢i condurra speditamente al resultato. Moltiplicando la prima per
sen. x, e la seconda per cos. x, e sottraendo, avremo

2 = -+ sen.x. sem. y — COS.y €OS. X —+C0S. &
ed alternando i moltiplicatori ed aggiungendo, sara anche

=gsen.x. C0s.y ~ Sen.y . COS. % — Sei. &
onde sostituendo nelle Equazioni
sen. (x+y) =sen.x + 2
cos. (x+y)=cos.ax —u

avremo immediatamente

cos. (x-+y) ==cos. x. cos.y = sen. x . sen.y

sen. (x-+Yy) ==sen.x.cos.y ~+ sen.y.cos. €.

E per determinare quale dei due segni convenga preferire, basta che
in questa seconda formula suppongasi x=o; il che ci dard

sen. y =+ sen.y

onde il segno superiore dovrd preferirsi .

Questa Eliminazione potrebbe effettuarsi anche in altre ma-
niere . Nella Equazione

Z sen. & — u €Os. & ~+ 1= cos. y
81 pongano in luogo di #,e di ziloro valori i joni
presi dalle Equazioni
cos. (x+y)=cos.x—zu

sen.(x+y)=sen.x+ z



ed otterremo
sen. x sen (x+y) ~+ cos. x. cos. (x + y) =cos.y

Senza punto alterare i rapporti possiamo in questa formula variare
in y, e vice-versa, il che dary

sen.y sen.(ax—+y) -+ cos.y.cos.(x~+y)=cos. x
Eliminando il sen. (« +y) tra queste due Equazioni, avremo

cos.(x—+y) = sen.x. cos.x — sen.y.cos. x

S€n.x. COS. y — CO0S. x. sen.y

11 Numeratore di questa frazione si moltiplichi nel primo termine

per (cos. 3)*+ (sen. ¥)*; e nel secondo per (cos. x)* —+ (sen. ®)*,
il che non alterera la Equazionc, ed avremo

cos. (x-+y) ==sen.x. cos.x. (cos.y)*~+ sen.x.cos. ¥.(cos.y) *—sen.y.cos.y. (cos. x) *—sen.y. cos.y . (sen.x)*

sen. x. cos. y. — ces. x. sen. y

= (sen. x. cos.y.— cos. x. sen. y) (cos. X. cos. y — sen. &. sen.y)

sen. ¥. €os. y —cos. x. sen. y.

cos. (x—+y) = cos. x. cos.y — sen.x. sen. y

Se poi si eliminera il cos. (x + y), avremo nello stesso modo la
espressione del seno.
La costruzione Geometrica che esige questa Dimostrazione si

applica indistintamente a tutti i punti della Periferia, come & fa-
cile verificare .

X.

Le formule ottenute, combinate con la generale Equazione del
circolo basteranno per sviluppare tutte le proprieta delle funzioni
di questa curva, e la ricerca dei differenziali dei seni, e coseni,
non esigerd nessun nuovo principio, quando siano esposte le pro-
prieta generali delle terie che procedono per le potenze intere, e

positive di' una variabile, proprieta che bisogna sempre conoscere ,
2
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quando si tratta di applicare il calcolo differenziale a qualsivoglia
quantitd dipendeante dalle curve.Ghiamate ¢ un arco circolare qualun-

;. d.sen®_ oo - d.cos.p_ _ b
que, facilmente trovasi —5—2—=@- €088 75 a.sen.,

& una costante di sconosciuto valore, per determinare il quale con-
vien ricorrere a quelle generali proprieta . Egli & facile infatti il
convincersi che il ragionamento impiegato per la prima volta dall' I1<
Justre Lagrange per determimar questa costante, notu solo & indi-
pendente da qualsivoglia particolar proprieta del circolo, ma si
applica ad ogni curva,ed & indispensabile per la ricerca delle for-
mule della rettificazione, quadratura eoc. Pertanto queste formule
generali, che implicano quei principj. dovranno condurci alle stesse
determinazioni, come facilmente possiamo dimostrare. Sia s I’arco
di una curva qualunque riferita alle coordinate ortogonali &, ¥
abbiamo come & noto

ds=‘/dx‘+dy‘

ossia

] o
1-_—_‘/(1—-r—+d‘y
ds* 43

nel caso del circolo, si hay = sen. s, © = c0s. s; ed abbiamo anche

d.sen. s
~ds  —acoss
d.cos. s

ds ——asens

ove a & indeterminata. Sostituendo questi valori nella formula
LY (:l. sen. s ) t  (d cos.s ) ‘
= —_—) +\—
x ds \"ds

& Va'(sen.s’+cos.s’)=:xa

avremo

=
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Quindi a= =+ 1. Sara pertanto

d. sen. s

s —tcos.s
d.cos.s __
—ds T +sems

ove nella prima Eequazione converrd mnel doppio segno preferire il
superiore , poiché il seno aumenta al crescere deil’arco: e nella se-
conda I’ inferiore, diminuendo il coseno all'aumentarsi dell’arco.

Ma se per la ricerca dei differenziali delle funzioni circolari
supporremo conosciute le generali formule della rettificazione delle
curve , potremo ancora Tisparmiarci la determinazione della costante a,
ed ottenere per mezzo della sola equazione del circolo il valore di
quei differenziali stessi. Riprendiamo infatti la formula (A)

d' 2
i e N s
dy dy*
se sard y = sen. s, x = cos. s, avremo la Equazione
(sen.s)*+(cos.s)* =1
e quindi differenziando

dx d. cos.s sen. s

dy d. sen.s cos. s

sostituendo ora nella formula ( A) troveremo

d s 1
==

d. sen. s cos. s

Ed i principj del calcolo delle funzioni ci daranno subito

d.sen.s
ds

= -+ COS. §



12
e similmente operande

d.cos. s _ i
ds i
ove determineremo come sopra quali segni debbano adottarsi.
Vedesi dunque che la determinazione di questi differenziali
manifestamente dipende dalla general Teoria delle curve, alla quale,

per non anticipar nulla, dovrebbe negli Elementi rimettersene la
ricerca .

X1

Premesse queste cousiderazioni, prenderemo ad esaminare al-
cune delle meno complicate formule dipendenti dalle funzioni cir-
colari, onde ridurle in serie della forma

A—+A,cos@—+A,co5.20+..uee
forma di cui abbiamo dimostrata (vir) I’ utilita per il semplicissimo
mezzo che offre per la ricerca degli integrali definiti delle formule
diffcrenziali tra i limiti @=o0,¢==. E per incominciare dalle cose
pitt semplici, sia proposto di svolgere log.(1-+cos. ¢) in una serie
ordinata per i coseni degli archi moltiplici di @. Noi avremo
log. (1 =+ cos. )= cos. @ — (cos. ¢)* + (cos. p) — &e.
2 3
E ponendo in luogo di (cos. 9)* (cos. @)’ &e. iloro valori espressi
per cos. @, cos. 2 ¢ &c. ofterremo una serie di questa forma
log.(1+cos.)=—A—+ A, cos.0 — A,cos.2¢ + A, c0s.50—&o.

Per trovare i coefficienti A, A,, A, differenziamo rapporto a ¢, ed
avrem9d

— sen. o

e o o+ .20 — .50+ &ec.

i conlp A sen.p+2A.sen.20—3A, sen. 3¢+ &e

Moltiplicando per 1 cos.9, e riducendo i prodotti dei seni, e co-
eeni in seni di archi multipli, avremo per determinare i coefficienti
A, A, A, &c. la serie seguente di Equazioni
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2A,—2A,+2=0
3A,—4A,+A =0
4A,—6A,+2A, =0
5A,—8A,+3A,=o0

&e.

(@):ceeenrnnnnenns

Tutte queste sono rappresentate ad eccezione della prima dalla
Equazione
xA,—2(x—1)A, ,+(x—2)A, =0
La quale non incomincia per conseguenza ad aver luogo che per i
valori di x=3. L’ Integrale della precedente Equazione a differenze
finite si trova essere
_c+c'x
et
x
essendo ¢, ¢’ due costanti arbitrarie. Per determinarle, bisogna co-
noscere il valore di A,, e di A,, e basta di avere quello di A,
poiche la prima Equazione ci dard allora quello di A..Se si prende
la somma di tutte le Equazioni («), & facile il vedere che svani-
ranno tutti i termini ad eccezione dei seguenti
2—2 A, +A =0

onde A,=2, A,=1. Sara dunque A, =2=c-+C"5..000.un

c+ac' A . 2
=" =15e quindi ¢*=0,c=2; e percid A= =

Rimane adesso a trovarsi il valore di A;a quest’ oggetto si ponga ¢=o0,
ed avremo

log.a=—A-+2(1—i+3—i+&.)=—A-+2l0g 2
E quindi A =—log. 2; sara pertanto
log. (1 -+cos. ¢ )=—log.2 ~+3.c0s. 9 —32.c0s.2 ¢~+2.c0s. 3 ¢ — &o.
Se moltiplicheremo questa Equazione per d ¢, avremo integrando

fd¢.log.(/n'+ cos. @) =cost.— ¢.log.2+1. sen. ¢ — 3 sen.2 ¢ &o.
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E quindi 1" Integrale [d ¢.log. (1 cos.@) tra i limiti ¢ = 0, =7
sara —x log. 2.

XII.

La determinazione delle costanti A, A,, A, , &c. potrebbe
anche piii semplicemente effettuarsi mediante una ulterior Differen-
ziazione . Riprendiamo la serie

log. (1 ~+cos ¢):—_——A+A,cos.¢—A,cos.n¢+A,cos.5¢:-—&c.

Differenziando replicatamente rapporto a ¢, si avra
-1
— — _=—A,c05.0+32%A’c05.20—3" T Tt R
. 05. ¢ s.20—3*A,cos.3¢
Moltiplicando per 1 -+cas. @, e riducendo i prodotti dei coseni
in coseni di archi moltiplici, avremo per determinare le quantitd
A,,A., &c le Equazioni
A =2
s i et a4 -al;=0
3°A,—2.2°A,+A, =0
4*A,—2.3°A, +2A.=o0
&e.
Le quali tutte, ad eccezione della prima sono rappresentate
dalla Equazione

oA, —3(a—1)*A, .+ (x—2)* A, .=o0
che incomincia ad aver luogo per x = 2. Integrandola si trovera

cx+c'
A = —

x
Le prime due Equazioni () ci danno A,=2,A,=1; sard
dunque ancora
A, =c—+c'=4
2¢c+c'=1

A=
4
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ondec =3, c'=0, ed in conseguenza A ,=;. Ed il primo termine A

lo determineremo come precedentemente.

XIII.

Prendiamo a considerare adesso la formula pilt generale
log (1 +ncos. ¢ ). Pooghiamo
log.(1+cos.¢)=—A~+A, cos.0 —A, cos.2¢~+A,cos.3¢— &o.
Avremo differenziando rapporto a ¢

n sen. @

1+ncos‘¢=A""Azsm~2¢"'3A,sen.5p—&c‘

e riducendo i prodotti dei seni e coseni in seni di archi moltiplici ,
facilmente troveremo dopo aver moltiplicato per 1 =+ n. cos. ¢ la
serie di Equazioni
enA,—2A,+2n=0
3nA,—4A,+~nA =0
(C)evervenrenns 4nA.—6A,+anA,=o
5nA,—8A,+3nA ;=0
&e.
Le quali, ad eccezione della prima, sono generalmente es presse
dall’ Equazione
nxA,_n(x_1)A,_,+n(x-9.1A,_,=o
Si trovera per I'Integrale di questa Equazione a differenze finite
_c(arvamn))” e (G—yii=ny)*
x n < n

A,

ove c,c’sono arbitrarie, per conoscer le quali, convien determi-
nareivalori di A,, e di A,. Aggiungendo alla prima delle Equa-
zioni (C) la seconda moltiplicata per la indeterminata h, la terza
moltiplicata per h*, e cosi in seguito, avremo

o=2n—3A, ~+nhA +2A (n—2h-+nh*)+3A h(n—2h-+nk?)

+ LA R (n—3h+nk*)+...
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A questa Equazione potremo sodisfare, se faremo
an—2A,+nhA =0
n—2h+nh*=o
onde si trarrd

h=1 tﬁ/(x—n’)
n

=3 2 n _ (1 =v(1—n%
A=T=Va-a) ° n

Quindi resulta che non pud essere m>1, poiché diversamente
si avrebbe A, ed ogni cocfficiente imaginario; ed ivi inoltre dovra
prendersi il segno inferiore, accid, come deve essere, resulti A, =o,
se #=0. Essendo noto A ,, la prima delle Equazioni (c) ci dara

B é,_—-_n= 2—aV(1-n*)—n* _ (l—/( l»n’))‘
n

n n?

E sostituendo i valori di A,, e A, nel valore generale di A, si
trovera ¢=0, ¢'=2. Quindi finalmente

A,=%(‘:V$l‘:"j))’

. 4 < : 1—v (1—n )
Conviene adesso determinare il valore di A. Facendo————
n
=k, avremo, posto $=0

k2 k* 2k*
RN ()

log.(1+n)=—A+2k—

Sara dunque A=l°g-§%%=log_ %2 ( l-!-ll);f((: ::;\/(I—n ) %

= log. 2—: E quindi

2k 4 2
log.(1+a cos. ¢) =— lo_.t,r.-n——o-—l lc.cos.o—;k’cos. 29 +&e.
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Moltiplicando per d ¢, ed integrando , eard anche

,/d«p .log-(1-+n cos. p)=cost.-¢ log.g—: -+ :: k.sea.p — ZA TSen.2 9 e

onde il valore di questo Integrale da @ = 0 sino a ¢ = 7 said

— = log. sl
n
XIV.

11 solo Calcolo Differenziale offre anch’esso il mezzo di otte-
nere la evoluzione di questa formula in-un modo assai semplice,
ed osservabile. Consideriamo infatti la formula log. (m~+cos.¢) alla

od . 1 s ”
quale si riduce la precedente facendovi m=—, ed aggiungendovi
n
loo. n. Ponghiamo log.(m =+ cos- )=z, ed otterremo differenziando
= i =] 2

replicatamente rapporto a ¢

d’z)__ 1-%mcos. ¢
de-/— (m-*cos.w)""""""""(1)

Differenziando rapporto ad m , avremo anche

dz » 1
¢—ir_n/ = i cos'?.....-....-.........(fz)

(d’z AT y
dm*| (vm—kcos.‘P)"“mm.(‘))
Ed aggiungendo alla Equazione (1) la (2) moltiplicata per m, €

la (3) moltiplicata per m*— 1, si troverd la Equazione

(D).....;..( ji: )+ m(—g fn—)+(m=_l) (5%;):0, .

Supponghiamo adesso

2= 1log. (m—cos. @ )=—A—+A,cos.® ~A2005.20 +A3 05530~ &c....e.. ~ Axcos.x@. "

E per determinare i Cogfﬁcienli A, A, A, &c. si sostituisca in
luogo di z questa serie nella Equazione (D); supponendola soddi-
5
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sfatta indipendentemente da futti i diversi coseni degli archi mul-
tipli di ¢ otterremo immediatamente per determinare A,la Equa-
zione

d*A, PR AL E St L
dm* mi—1dm m—1 "

Per aver con facilita 1’Integrale di questa Equazione Diffe-
renziale , introduciamovi in luogo di m un’altra variabile ¢. Abbia-
mo, ¢ essendo funzione di m

dA, _dA, dg
dm dg'dm
d*A,_dA, dq dA. d'q
dm* dq. dm* dg ‘dm*
onde sostituendo
@B, Ay 08 S0 1 om TR iy,
dg’  dm* .dg ?dm" m*—1 dm§ m*—1

Facciamo per determipar ¢
dq m dq
dm* m*—1 dm

=0

- di questa bastandoci un integrale particolare, prenderemo ¢ ==
arc. cos. m; ossia m = cos. ¢. La nostra trasformata diverra al-
Jora

d*A, 3
—Ey—‘='x A,
‘Onde si otterrd
gy —1 —gaV-1
e

A,—c,e -+ c,

Ciot, essendo g = Arc. cos.m

A.=c.(m+ym'=1)) =+ (m—y(m*~1))”
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ove ¢,, ¢, sono arbitrarie depenientx da . Il poliny termino A/
sara dato dalla Equazione
d*A m

_q..

dun* d

S'P

e troverassi
A=log.(m= y(m—1))e+me
ove €', € sono arbitratie:
Sostituendo questi valori, avremo
log.(m + cos.,= —log. (m=t {/m* = 1). &'+ me~[ c1 (m—+ o/ m*~1)+ ¢'s (m- Va—1)]cose |
+[e2 (m+V m 1) s (n=V.m3=1) ‘]ws.2 [ .,..-n:[cj‘a {m+y/m*—1)*+c'x (m Ny Jeos.x @
= &e.
Ove il segno superiore conviene ad « pari, e I"inferiore ad «
dispari. Per determinare tutte le arbitraric , ponghiamo m =;} , ed

avremo riducendo

Tog: (1 +n cos:9) = - 1oz (":‘/' "’)e e [c, ('*‘{l""l) Py ("‘/’:‘T’):: cos. §

Vo -V AR NCGAER
B e e | S C

= &e.

e (7]

Jcos. EX )

11 secondo membro di‘questa Equazione dovra ridursi=0 se 7=0;
Ed & chiaro in primo luogo che cid succedera per i Coefticienti di
c0s. ¢, €0s. 20....c0s.x¥. &e, se tutlte le quantita €,5C5yCy-e-C&ee
saranno = 0. Parimente dovra essere € = o per motivo della 7 nel

A e A »ER 2
denominatore . Resta la quantita log. (’_ﬂ"_"_l) . € che nel caso
n

di n=o0 dovra essere =0, ossia deve sciegliersi il doppio segno, €
determinarsi la costante € in mod. che sia, quando =0

(== e =
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Cid & svolgendo
% 1—_—5’:;5’:;erzin:=&c-
TR0 S
Sarh dunque necessario proferire il segno inferiore , e prendere ¢'=2.
In conseguenza sara

A=lg.2(m—Vm—1)
A, =c.(m—Vm*—1)~
Queste riduzieni ci daranno
log. (m-cos. §)=~log 2 (m—y/(m3—1))~c’, (m-4/(m?1)). cos. g - ', (m -/ (m3-1))* cos. 2 ¢ &o.., &e.

=c, (m— y(m*—1))*" cos.w ¢ = &e.

Per determinare le costanti che restano, facciamo m — Vm—1)=Yy,
d 1—+y° 5o .
ed aveemo m=—"2; Quindi sostituendo otterremo
2y

Tog. (y*+ 2y cos. 0~ 1)=s y cos. @ — 2 3* cos. 3y +¢’s §} c05.3 §— &rcn.... % 'xy ¥ cOs. X b~ &ro.

Ed & chiaro che avremo il valore di ¢, se differenzicremo
questa Pquazione x volte rapporto ad y, e faremo quindi y = 0
Per eseguire questa Operazione, si osservi che abbiamo

Y +2y €05+ 1= (5‘—A-e . da ) (_{V-«-e—o\/—I)
€ quindi ancora
ng'(J"+:2_)'cos.°+l):Iog',()r'+e¢ \/—1) b oot (p—a—e _47\/—1)
]'A)iﬁ'erenziamlo questa quantita x volte, ed eguagliandola al diffe-

renziale wemo della serie ¢, y cos. ® — ¢, y* cos, 2@ + &c. preso
nella supposizione stessa, otterremo

e 3 - § 1 1
E=g.5.4. 0. (0—1) E(y—req’/“‘) -+ (J-i-eA“"/")x%

=+2.3.4..(3=1)2.L .05 X0 F 3.4 (F+1)c sy.cos (1) @ = Sa
* PNy

¢i0 ¢ facendo y= 0,
xp/—1 x0y—1
FCu. COS: X P2=€ =+ e = 208 x @
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Quindi ¢, = 2. Conservando dunque ad y il valore convenuto ,
= .

avremo :
log. (m-+ces.§)=—1log.2y + % y. cos.® — 2y%c05.20+3 ylcos.3®....=y2y cos x £ &re-

La determinazione della costante ¢, potrebbe oseguirsi in un
altro semplicissimo modo. Riprendiamo la Equazione
log-(y*+2ycos.@+1)=6 1 ycos.® - &2y2ces. 3 @+cices 30~ &c... 4= ¢ xyxc0s. X9 &
e facendovi ¢ =0,

Qleg.(l_-+y)=c,_'y-——czy’+C,y’—...tcxy”z&c.

2y 2y J__ay’
=2y 3 —o-——5_ veee =

2

= &e.

)
ondec,=— come sopra.
>

Ta serie che con due differenti metodi abbiamo rigorosamente
dimostrata, f conosciuta da Euler, che la ottenne per induzione ,
come pud vedersi nel suo Calcolo Integrale .

XV.

Albiamo ottenuto

tog. (m =+ cos. 0 ) == log- 25 +— 3 cas.@_% Jicos. 2@+ 23 cos. 3 @ — &
Ed avendosi

log. (1 -+ cos. ¢)=1 cos ,—%v‘(cos.c)’ —+—;—y’(cos. 0)' — &e.

egli & chiaro che la nostra formula potrd pili concisamente essere
espressa dalla Equazione

(E)........log.(m—~cos.o)=—1log.-2 ¢ + 2l0g.(1 ~+¢ cOS. 3)

purché dopo di avere sviluppato il secondo membro per le potenze
ascendenti di cos. ¢, si applichino come multipli di archi gli espo-
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nenti. di, cos. e Si osservi, chie. cssendo. y, =7 — (1" — 1)1 80Td

ancora % m ~+ y/(m* —1), onde facilmente potremo dare alla’ Equa-
zione (E) la forma
log.( m—+ cos. ¢ ) =xlogs 5.('m — VimE— 1 )=+ 2tlogh ((m =/ mt—1 ) =+ cos. @)

purché si usino le stesse avvertenze nella evoluzione: del secondo
membro.

Sia adesso proposto di svolgere in serie peri coseni degli archi
moltiplici la fanzione piu complicata

log.(cos.o” +acos.e "\ bcos. o2, &C....+ D)

Supponendo che — m, — m',—m",...—m" siano le r radici
della Equazione

=+ at™ b+ p=0"
potremo supporre
log.( €os.¢"—+@COS- o™ —+b COS: g™ + .0+ p)=log.(m ~+cos.¢)
+log.(m' + cos.p) +log (m" +COS.p) ~+.evu log.(m" “+cos.0)
Se adesso con i segni ¥, ¥, , ¥s--:- Y, indicheremo le quanti-
taim—v (m—1),m'— v (m21),m2V (m=1)...m2V (o —1),
avremo generalmente
log.(m”=+cos. ) =10g. } y) ~+210g.(y(y~+C0S.0)

purehd nella: evoluzione’ deli seoondo: membro si appliclii come mul-
tiplo di arco ogni esponente di cos. ¢: con questa stessa condizio-
ne, eard dungue aneora:
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! Y. ub
log. (cos:@ # -p/a0s. =1 4. b.icos B Ta oo 4P ) log. ot lo. ”I-J—I‘-"'w{'""*bg'iw".

+2{log.(y+co:.o)+log.(y. —+c05.9) =+ log.(ys ~+c08.9) ...+ log yr"'cw-ﬁ}_}

ossia

log.(cos. "+ acos: ¢'~'+bC0S.o™" .v..+P)= log.

1
DA%, % 0% PRRT,
+alog.(y—+cos.e) (.~ tos. ) (3.+€05.9)..o0.(y, + cos.®)

Effettuato il prodotto dei fatteri
(y+cos.¢) (¥, +c0os.0) (y:—+C08p).... (¥, ~+ 0. ¢)
che sono r di numero, giungeremo ad una espressione della forma.
€0S. ¢ +a' €os. ¢" '+ b . €05, 6" *. ..+ D'

ove i coefficienti @', &', . . . . p' saranno tali, che le quantitd
¥sYi3Yasersssd (n Tappresenteranno le r radici della Equazione

t+a T b D =0

Sara dunque p'=1Y Y Y-+.+Y,5 ¢ la formula precedente diverra

1
log.(cos.¢" +acos, ¢ +b.c0s.0"* +...+p) =log.—?—-‘—-
~+2.l0g.(cos.p"+a' cos. ¢~ ~+ ' c0s. "+ ...+ ")

purché dopo di avere sviluppato il secondo membro per le potenze
di cos.¢, gli esponenti si applichine eome multipli dell’arco.

XVL

Possiamo fino d”ora mostrare un’uso awai osservabile della se-
rie ottenuta per log.(m -+ cos.¢). Noi abbiamo

3 N
log.(m—+cos.@)=—log.2y »l‘.ycos. o——:— yrc0s.2 9*?11 c0s. 3¢ —&c.::.:_yr cos. x0T &c.

Si svolgano attualmente in serie per le potenze dei loro archi
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tutti 1 coseni, che sono compresi nel secondo membro di questa
Equazione ; ed avremo immediatamente, ordinando per le po-
tenze di ¢

10g-(m+co!.0)=—lng.’]-o2{y— IY:_"' %L__%l ~+ & }
2

~";91 {y__g 5’1*33‘—43/""&0. }

Tk e y—hy &}
R iai
5

cioe, osservando che y — —*—-%—— &eo.=log. (1+Y)

log.(m—+ €os. ¢ )= log. {y‘+i‘;_+1 }—%":{y—!y’—iﬁy‘—-&m}

254 {y-—z‘ 2+ 5y &e. }

S O Yy eYy ko >
=+ &e.
abliamo adesso, come & noto

1
1+y

=1—y+5’—y’+&c.

Quindi sara
y—2y +3y —4y‘+&c*—yd 7
dy
. ol & g+ B y'—k yt+ & =—ydydyd,,,

Bbil
&e. ¥
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si riporta a tutte le quuntlta suc-

ove ciascun segno differenziale
nella nuova espressione di

cessive . Sostituendo questi valon
log.(m —+cos. ¢ ), si avrd

Zog.(m+cos.@)=log.(x-+—:§’f—2) i’ 4 d'd*;

T 234 dy
H8Curienet= 2 wydydy.iodiiy = &o.
54 dynu—l

ossia, osservando ohe per supposizione abbiamo

m=}l’—l—1
2y
otterremo ancora, riducendo
A m—+cos. ¢ & H,
y Zog.{——’n—+1 }
2 dyd .1 =
o o Jyay: i 7+ &o.
2.3.4
2 2 dydy...dty—
TR dy™ >l

Moltiplicando per d y, ed integrando, avremo

d
S0 g (ke [ERL B

z m=+1 2 1-+y
35 dyd=7 2 cydydydyd %5
2.5.4 o) dy 23456 dy*
—&C il = e ydydy.idily
T dy " = &o.
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ydydy....d=y
dJlb

y—-n"y‘+5"y’—4"'y’+&°-

La funzione

rapp 1a somma della serie

la quale si riduce a zero se y == 0, € 8¢y = 1, poiché in que:
sto secondo caso & noto che la serie

1 — 0% =+ 3 = 4 + &,

& sempre = o0, come anche avremo luogo di dimostrare in seguito.
In conseguenza , se nella formula
dy gm-»-cos.,z_ R S
/J i Sy Sy e
T . ydyd<'y
2.5.4 dy
il ydydydyd=',
¢ — &
* 35456 T dy o
prenderemo I’ integrale tra i limiti y =0,y = 1,2 ciascuno di

questi limiti svaniranno i coefficienti di ¢*; ¢%.. 9 .. all’infini-
105 ed avremo la formula semplicissima
i d m -+ CO0S. ¢
—_r = _.._'y_lon_ ——————’
2 2 m -1 ;
ossia

: d
= TO:/%llag.(m +cos.°)v—f J}' log.(m~+1)

Ma avendesi
oy
e ey
2y

g 5 < 4 d
si avra, sostituendo nel termiae -Ty— log. (m + 1) questo. va
lore di m, la formula
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—_——— -0

14
Liog. (14+7) +f 2L tog.ay
b 4 y
dy
.,.f—y—log.(m...cos.q:)

nella quale in luogo di log. (m ~+ cos. o) potremo sostituire la
serie

—log. 2y + 1t y COs. 2" cos.2 9+ &e.
ed in luogo di log. (1 —+y) il suo valore

3

0 &e.
y 2—4’ 3

ed effettuate le integrazioni tra i convenuti limitidi y=o0, y =p,
si otterra con molta facilita

[ 1 1 1

_— = — =+ —— —+ &o.

4 4.5 - Q9yapi0

= C0s.¢~+ 1c0s. 2 ¢ — } cos. 53¢+ &e

Se in questa serie aisai osservabile faremo ¢ ==, troveremep

ks 1 1 1
—_— = — % — + — =+ &
TR ST
relazione che Euler ottenne il primo per induzione
XVIL
Riprendiamo la Equazione
= _2 = —fdy log.(m—+1)~+ f— log. (m +* cos. ¢)
avremo differenziando rapporto a ¢
=3 sen ¢ f

¥y —rnycoa ¢+13
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Onde apparisce che il rapporto di un arco al suo seno sard rap-
presentato dalla formula

e AL
sen. ¢ y*+2ycos.9+1

purché 1'Integrale sia preso tra i limiti y =0,y =1.

La funzione ®  allorche ® = © diviene-2; e lo stesso
sen. ¢ o

accade in tutti i suoi differenziali all’ infinito. Secondo le idee lu-
minose dell’ illustre Lagrange; sempre una tal circostanza annunzia
un cangiamento di natura nella proposta funzione; e la indole, €
la cagione di un tal cangiamento rendesi evidente nella nostra for-

mula, nella quale il rcsultato%indica che i fattori della quan-

tith y*+2 ¢ cos. ¢ + 1 divengono eguali tra di loro.
XVIII.

Abbiamo ottenuto (13) lo sviluppo in serie per i coseni deghi
archi moltiplici della funzione log. (1 + n cos. ). Proponghia-
moci adesso di svolgere in una ceric della stessa natura la fun-

zione . A tale oggetto facciamo

1 —+ncos @
1

T nc0s 0 A —A, cos.o+A, cos. 20 — A, cos. 3¢+ &e.

E moltiplicando per 1-+7 c0s.9, e riducendo i prodotti dei coseni
in coseni di archi multipli , avremo d

1=A+An.cos.0— 1A .ncos20—+} A.ncos.3¢ —&e.

— 1A n—A, cos. ¢+ A.c0s.20 — A, c0s.3 0 ~+&e

+1A. ncos. 90— LA,.nCOS.2 o+ 1A, n.cos. 50— &e.
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Otterremo quindi
nA, —2 A+2=0
nA,—2A, v22A =o0
©..:t.. v.nA, —2A, +nA =0

nA,—2A, ,+~nA, ,=o0

ove conviene osservare che questa generale Equazione incomincia
ad aver luogo per i soli valori di & = 2.
Abbiamo da essa.

A=c (‘_+_\/<’1_—"_))+ =S 1= 2y

ove conviene determinare le due costanti arbitrarie ¢, ¢. Alla
prima delle Equazioni (c) che sono infinite di numero, aggiungasi
la seconda moltiplicata per h, la terza moltiplicata per R* e cosi
in seguito. Avremo

o=—gA+z+2nAh+A‘(n—nh-*nh’)—"A,h(ﬂ—ﬁh"’"h")
+A,h* (—2h~+ah?)+ & '
Alla quale-sodisfaremo facendo
(2nh—2) A+2=0

n—ah+nh*=o0

Di qui abbiamo h—= 2EV(A=2); A=< —; Ma doven-
n =4/(1=n*)
3 1
do essere A=1, quando n=0, sard generalmente A = prrmaL
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i loni s 1=y/(1= 7%y
Trovata A, a prima delle Equazioni (c) oi darh A= 2 h{»
e la seconda A, =2 -(-171'—-' ‘i/(('l—:' n)‘)) -

Sostituiti successivamente «uesti valori nel generale di A,, tro ve-

remo c=0, ¢ = V—(lz—_—n—") ; onde sard
e 2 Sl_\/(l—n‘)Z;' 2k*
TR TA n y T (=)

facendo .‘_:J(nl:_’i) = k. Sara quindi

)
: = 2 sx—zk. c0s. ¢+ 2 k* €05. 2  —2k* c0s. 3 p +&e:
1-+n.c0s. 0 (1—a)l s

Moltiplicando per d ¢, ed integrando si otterra

do 1
r k)
Jincos ™ % Famm)

ga-aksen.np-t- %sen. 20~ g-‘,;k-.sen. 3¢+ &a. %

Ed il valore di questo integrale tra i limiti p=o0, ¢ ==
T

Jya—a)

sard

XIX.

Ci sia permesso di osservare qui di passaggio che il metodo
con cui abbiamo nel numero precedente determinate le costanti A,
A, pud applicarsi alla integrazione delle Equazioni a differenze
finite in un modo pia diretto di quello che comunemente si pra-
tica. Sia infatti proposta la Equazione lineare del seeondo ordine

Yet+Ay.., +By,_.=0
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ove A, B siano costanti. Facend ivamente & == 3, 3,4 &o.
avremo questa serie di Equazioni

y.,+Ay,+By,=o0
b N A],"'By,=0

e i B0

y..'-\-Ay;_,'-*By,_Fo

Td & chiaro che otterremo 1’integrale primo della proposta
se col mezzo di esso potremo eliminare tutte le quantita y,, 7.,
¥siee.Yacas Ye—1s) s ad eccezione delle due prime, e delle
due ultime. Per questo oggetto alla prima delle Equazioni (A)

aggiungasi la seconda moltiplicata per %3 ,la terza moltiplicata per

1 e 1 A i
s la quarta moltiplicata per Tvis:8 0otk in seguito fino all’ul-

tima, ed avremo

A~ !i 2+ B.}'-"‘Jhg! +%+-?,—E+%-’gx+ﬁ+ By ok +% -+ 2;

ey Y t*
-+ .-O-y;_l 1+—A-—¥-£?+y"'51_‘_£?+_32_1=o
rr—4 t tx) t:.-;( ts t*—

Se adesso facciamo
t*+ At +B=o

® sia ¢’ una radice di questa Equazione, sard 1’Integrale cercato

R B Px—2 o
P %t ~+ A§ PR g(A*T-)% '* B%E‘ e
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Se chiamiamo ¢” la seconda radice della Equazione

t*+At+B=o0

; o sind) e B " o
avremo A + t'=—1t";B=¢.¢"; A+ il t'; e I’ integrale
primo sara piu semplicemente cosi espresso

Pl B e ) T
Caneiando ¢’ in ¢” avremo 1’altro Integrale primo

L= o P
¥, — t Pomr = (yl_ t’y.,) Pl

Ed eliminando da questi 'y ,_,, otterremo 1’integrale secondo

J/"}’- }‘- ’J’a
t -t

y.= i

Se le due radici ¢, " sono eguali i due Integrali primi essendo
) S P

affatto simili, non si pud da essi eliminare y,_,. Riprendiamo
il caso generale, e sia ¢” = ¢ =+ ¢; i due Integrali primi di-
venteranno

s (+ o) yo = [ (£ )] 2"

Yo Yo = (5. —1t'y.) § 7+ (= 1) e
3 SEB(I )5 s, &c_g

e sottraendo I’ uno dall’altro, e dividendo per v, avremo

(S § —1) (x—2
Yar =yuz*"+ey. -t’yuz é(x =1)£'" 7+ (e in ) )2(“’ 2) wi ™ o 8o

)

e ponendo « + 1 in luogo di x

W r=1 L &e, a

)

D= Yo"+ (3, =1 3.) :, sl (x;‘)
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Il quale sotto altra forma, rappresenta P Integrale della proposta.
Quando ¢' = t*, & v =0; dunque in questo caso

Pam ot (g — ) T

1o inatile avvertire che lo stesso metodo si applica senz1 eccezione
a tutte le Equazioni lineari di qualunque ordine a cocflicienti
costanti.

Qualche volta pud questo metodo stesso applicarsi ancora a
quel genere di Equazioni che comprendono le differenze parziali
finite, ed infinitesime di una funzione rapporto a due distinte va-
riabili; Equazioni che il primo ha trattate con dottissima analisi
il Sig. Paoli, e delle quali ha mostrati i moltiplici, ed importan-
tissimi usi nel Calcolo Integrale. Sia proposta la Equazione

. dz..,
il S A, %-rc,{y—

e facendovi successivamente ®==10, 1, 2, 3, &c. avremo questa
serie di Equazioni

z,—Ay.z,—t-A,.C,.%— ',%’ =
Zz‘A]'zl+A"CJ";—z;'_ 7%%3=0
z,—A,.z,+A,-C,-%" y,%—o
z‘—A,.z,a-A,.C,.%" ‘y'%?z
zm—A,.z,—a-A,.C,.%if_C,, ddz;.=o
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Se alla prima di queste Equazioni aggiungeremo la secon-
da moltiplicata per ¢, la terza moltiplicata per t*, la quarta
moltiplicasa per £', e cosi seguitando fino all’ ultima, avremo la
Equazione

=A izt A, 0 (fizy +z. (1—A,t)*z.t(3—4A,.t)
+z,t* (1—A,t) +&e

dz, dz,

—0, 5% (1-8,0-€,52.1(-A,0-C, ‘“'

e (1-A, t) ~ &e.

dz..
e 2 Sl U i it

: 1 .
Facciamo 1—A,. t=o0; onde ¢ =amie sostituendo questo va-
y

lore, si avra

wadzes § dz, § _
G2 4 1 .
dy "'+A’i : C“da )

ove z, & una funzione arbitraria di ). Integrando questa Equa-
zione differenziale lineare del primo ordine, si avra

e

Jy dy

toa=e 21\I+fA dJ(L “”2)_'6_6‘,%

ove M & una costante introdotta dalla Integrazione, e che sard
una funzione di x. Pertanto, faceado per maggior semplicita

4y
e

o (G gres)=Py
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essendo Fy una funzione arbitraria diy, e ponendo M=v¥ x, sard

ancora
dy gy
o G
By =€ fA”dy Py +#¥x.¢

la quale Equazione rappresenta il completo integrale della préposta,
perche comprende le due funzioni arbitrarie F y, ¥ x.

11 metodo di cui ci siamo prevalsi per la integrazione della
Equazione

dz,

z.=A,.2,—A,. C"-d? -+ C,.

dz,.,
dy

mon & per altro il solo che phb condurre all’ottenuto completo in-
tegrale. Ed infatti la proposta pud mettersi sotto la forma

d z,., i I
S = C,.-—E% = A, (z,— ay Je )

Pertanto se faremo

dz
3, — G, . a ~ =u,
2
sard
0., = &, 9,

E quindi la completa evoluzione della proposta & ridotta a di-
pendere da una Equazione differenziale ordinaria,e da una Equa-
zione a differenze finite.



XX.

Dopo questa digressione , alla quale ci bha condotti il me-
todo con cui abbiamo determinate la costanti A, A, nella serie

: .
et A — A, cos.¢ +A cos.2 9 —A, cos. 50+ &e.

allerche i coefficienti A, A,, A,, &c. dipendevano da una Equa-

5 i % 5 a 1
zione a differenze fimte, riprendiamo la funzione

—+ n cos. @
¢ vediamo di svilupparla in una serie ordinata per i coseni degli

Archi moltiplici, prevalendoci del solo Calcolo differenziale , ap-

Punto come abbiamo fatto per la funzione log. (1+n C0$-<P)~(X1V)

Consideriamo a tale oggetto la formula : alla’ quale
(4

: 1
si riduce agevolmente la proposta ; e facendo 2z T Bhal
m —+ cos. ¢

facilmente avremo differenziando

1

EoRia

m —+ cos. @

(rl"iz) _ 2-+mcos. ¢ —(cos. @)
4¢* (m—+ cos @)

(_fl_z_ Lre Loer
dm (m —+ cos. o)

iy

(m —+ cos. ¢)
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Ed alla somma delle due prime di queste Equazioni aggiun-

gendo la terza moltiplicata per — 3m, e la quarta moltiplicata
- .
per m_— ', otterremo la Equazione
2

= () s m () (@) = -

Facciamo ora come sopra

1

z=—(m)=A+A,XL‘OS.¢"'A=COS.2¢‘|'.

e sostituendo nella Equazione’ (E) in luogo di z questa serie, e

facendo = o separatamente i eoefficienti dei diversi coseni,si avra
per determinare A,

d*A, 3m dA, 1-x*

o wa da aem .
di cui I’ Integrale facilmente trovasi essere
A, = L. >
Ty AR _1)( -vm-)
ed avremo anche
€ g
e o
J(m=—1)

Sostituendo questi valori nella serie che abbiamo scelta per

1 . N
z2 = ————, sl avra
m ~+ cos. @



Y = g -+ e

™ COS. o y(m*—1)

-

L L{c,(m+¢(m’-1))+ ¢, (m=ym=1))7}cos. ¢

R L
V(m*=1)
-+ {c,('n +(m=1)) + ¢, (m=y(m=1))* } cos. 2 ¢

F e (M (m0=1) )+ (1 (=) )} €O 20§+ S ]

Per determinare le quantita e, €', c, c,, C,...C', Cl, €. &o.
che sono tatte arbitrarie introdotte dalla Integrazione, facciamo

1

in questa Equazione m = L, ed avremo riducendo
n

1 e e'
TR
o [ (=)
—;—S(C; (L#’—”,)),-a- c (‘_iil:"_) )zg COs. 20 ~+..;

“Ja (Y e (ALY g a]

Questa Bquazione dovrh ridursi identica se n=0; sara dun-
que €'=o, el inoltre dovranno esser nulle tutte le quantita c,,
€., €,... &c. per motivo della 2 nel denominatore; e sarda anche

=1. Previe queste determinazioni 5 sard

1 1
w+cos @ '»/(T—x) (r+ci(m— v (m—1))—cos. p

c(m—v (m—1))cos.2¢.... +ci(m—v (m=1))" cos ¢ + &eo:
Facciamo adesso

m—V (m—r1)=y
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1 3 . . . 9
e sara m e & ; sostituendo questi valori, e moltiplicando per
2y

Y (m'— 1), si avrd trasportando nel primo membro 1'unith

3 [+
y —+cos. 9 = __‘;_‘.cos.,_-—;’—ycos.z.

B A Ml i i LW
y*—+2ycos.p+1

£y c, €08 3 ouen = 5l Y Cos.x b —...
2 2
e posto ¢ =0
1 c, c’ !

i'x_y,_._- s
T ar LT 2

Y =

1-+Yy Ta-
=1—y+y'—&c.... =y = &o.

onde ¢',=* 2, ove il segno superiore dovra prendersi ¢e x & pari,

e I'inferiore se a« & dispari.

Quindi sostituendo, e conservando ad y il valore convenuto,
si avra

1 1
TSR SV~ S — [ —2 COS. ¢ +2 y*C05. 2
m—+ €os. ¢ v (m=1 [ of i *

— 25¢08.3 ... E=2y" cos.xp F&o. ]

% -2 1—ycos. ¢
V(m*—1) 1 = y cos. ¢

purché mnella evoluzione di questa frazione per le potenze di
€os. o, si pongano gli esponenti di questa quantitd come multipli
dell’arco ¢.

XXT

Potremo adesso con somma facilita svolgere in una serie ordi-
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nata per i coseni degli archi moltiplivi una potenza qualunque

1 5 S H
di —————— . Abbiamo infatti
n —+C0S. ¢
1 1 5 1
e b — A ey
(m—=+cos.0)" 1.23...(n—1) m -+ C0s. o
dm"

dove prenderemo il segno positivo se 2 & pari,ed il negativo se 7

(m—y(m—1))*

& dispari. Ed essendo = 2 T

il termine generale

dello sviluppo di

chiamando B, quello della funzio-
m—+CoS8.¢ 5

ne — —* _, sarh ncl caso di z pari
(m —+cos. ¢ )"

B.— ) a (m—=y(m—1))*
o 1.2....(n—1) v (m*—1)
dm’

e nel caso di 2 dispari

‘o . (m—V(n—1))
S A e SRR o e 1D
B; T e (1) V(m*—1)
dm"

Ove il segno superiore converra ad ® pari, e 1’ inferiore ad
o dispari.
Avendosi parimente integrando da ¢ =0finoa ==
f d 1
m—+cos.g  V(m=1)

gard tra i limiti stessi



/3%

. pawieed i Luadl BN S0 ol
f(ln+CD§.¢)' o 1.2.3...(n—1) V_-(ﬂl:—llz
dm*

Ove il sezno superiore conviene ad 7 pari, e Dinferiore ad
n dispari. !

Questi risultati sono di poca utilith sotto questa forma, spe-
cialmente se 7 & un pumero un poco elevato; ma vedremo in se-
guito il medo di ottenerli sotto un pia comodo aspetto.

XXIL

Noi ci siamo fino ad ora occupati della evoluzione in serie
per i coseni degli archi multipli di ¢ di alcune delle piu sem-
plici funzioni comprese nella forma generale F (m—+cos.¢). Ma
e vorremo esaminare con maggior generalith la natura dei proble-
mi che ci occupano, consideriamo la funzione F (m—+cos ¢), e
proponghiamoci di svolgerla in serie per i coseni degli archi
moltiplici .

Noi abbiamo, come & noto

eyv-—1 —fy—1
e + e
cos. ¢ =
0s. @ 3
; : i PVt i
Quindi, se per maggior semplicita faremo e = a, si avra

cos. 0 =135 (a -c-i—)
ela ﬁmzioneF(m+cas.<p)diverraF(m+é(a—k%))”

la quale dovra svolgersi in una serie ordinata per le quantity
a 1 ’ 2 &
b

6



Abbiamo per il Teorema di Taylor
F'm

r

F (m+§(a+ ui))=Fm+(a—o- -;—) F'm—f;%(a-o-%).

s F'm

SN oo s v

1 1
+——2_5(a+ :z)

{1 ey g ol Sl
ove T m indica la quantitd s Nel caso di 2 pari il bi-
n

nomio (a —+ ;) conterra un termine medio indipendente da a; e

eard questo termine medio

a(n—1) (n—2).....

*.oE s
Ed in questo caso medesimo, i termini equidistanti dal medio
. =k o
contenendo le medesime potenze di a. e di 5 moltiplicate per uno
. o . : . 14"
stesso coefficiente , sard il termine generale dello sviluppo di (e a) :

- = 1 -
ordinato ‘per le quantith @ o a* della forma

n\n—l)(n—n) i.(n—h—+1) a"-2h+
RN T s

ar—

Nel caso poi di 2 dispari, questo termine generale sara della for-

ma stessa, ma nel totale sviluppo mancherd il termine medio indi-
pendente da a.



43
Con queste riflessioni, potremo molto semplicemente ordinare
la serie.

F(m -4-%(11-4-7’{)) = F (m~ (a-ré).%'f.—ré(a-&»i—)if_g

Vi

1 1 :P'nm
—;-_ZIZ(a-q- a) e &e.
per le quantita a —+ 7;, a‘+£:, a’-*-%, &c. E supponendo
1 1
F(m+é~(a+;—)= A+LA (a~+ ;)+%A,(a‘+a-;)
1
+ £ A’(a’-&-a-;)
+....,.+%A,(u‘+£;)+...;

Facilmente troveremo che i coefficienti A, A,, A,....... A, sono
determinati dalle seguenti Equazioni

¥'m i 1 Fnm vir
A=Fp+2i1" 4+ 1 m . : -+ _—-.F i
2% 27 o+ 2i,g 29 21,50, 4 2%

A, _ Fn r B 1 Frm Yo

e kvt e oy — e

2 2 23 23,3 as &

Acdy Fin i, 8 & Prapem-icx W

S o S d e
Gt i Bk il

2 2.3 23 & A YT A gt

o
F L R e
2 2.3...% & ' 2.3...00 g
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XXIIL

Queste serie Possono facilmente verificarsi, facendo attenzione

ad una legge generale che regna tra i coefficienti A, A,, A... . A,

Avendosi infatti

Il

F(m-o-%(a-r%)) A—t—é(a-wa—)A,+§(a’.—l-'i—)A,+.....
-+ é(a‘-&-%)A,-i-....;

sard, differenziando rapporto ad @

1 1
3 (a——;—)F' (m—»%(a—b—;—)) =4 (a—;) A +2(a- ?) A.

+ 32 (a*— 'al—,) A, + .o
'-r»:—(a"— ;,)A,—t-..:...,
ma si ha ancora
o (m—i—,}(a-r —i—))_—_g—:’—+l_,‘(a .:1_ EdA”,LL
ﬁ-};(a‘-r‘:l)'z[;' -+ 1 &o.
-+ 3 (a’-+aL, Z‘:’-‘-&o.

Quindi sostituendo nella formula precedente questo valore di
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F(”‘ +%(a~+ ';—) )s otterremo la Equazione

%(a —-—IE)Al -r—:— (a’—%) A3 (a’- *‘) - e
2.8 (a."-al,) o Sk SRy S
D P 1o il )R
—|-.......+l(a" 2t )-d—A—‘—o-&c E
a*) d

osserviamo adesso che qualunque sia 7 abbiamo

e L SN St e
a*+ ) (a=-3) = - o5 — o7 — =
e facilmente vedremo che la nostra Equazione si trasformerd nella

legucme

(a— %) A +2 (a’-—:?) A.+3 (a’- ':?) A= iia et
o '—»ac(a'—‘—:;) A, + &ec.

1
-+ (x+1) GM—E:‘) A, + &

o™

1\ (dA _dA, { . 1) (dA, dA, {
(a- a) (—d—m vam_g—»%\a —a‘) (__avl-*&o.-n-.....
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o 1
Confrontando adesso i coefficienti delle guantits @ — -~ ,

1
a’— o5 &o. otterremo

A, dA,.,
N T

Equazione alla quale soddisfaranno le serie (K) ohe nel prece dente
articolo abbiamo ottenute (xxi).

XXIV.

Ma se vorremo conoscere pitt da vicino la natura delle quan-
tith A, A, A, ........A,, ovvero delle serie (K) che le
rappresentano, e la scambievole loro dipendenza , prendiamo a
considerare la serie infinita

F"m y‘: FIVm ys FVIm
2=Fama+y i 2.5 - L %, -+ veielbiels o
T sy g2 5% 2°¢
8 ( 2h)
- J F -+ &oe.

2.5, kit o2

Se la confronteremo con la prima della serie (K), vedremo che nel
caso di y = 1, sara 2 = A, Differenziando il valore generale di
z rapporto ad y, avrettro

dz Fa o Fa., 9 Fa
= 2 +—2 == &+ &
( dy 2:" " g g 2%3 af e
Se vi faremo y = 1, e paragoneremo il resultato con la scconds
delle serie (K); troveremo



L
onde
dz )
= a2 ——)d
o /( dy Y
purche si faccia'y = 1, dopo le differenziazioni. Con questa me-

desima condizione si avra

F"I 1 FVIm 1 FVIIIm
( ) T IR
L A
T o dm

FVIII m

P2\ _1 F_”'f_.__]_._____‘_ e 3 G
Faslih 078 " ab gkl gl 2t d m

e generalmente, nel caso di y =1,

d*z ) 1 d*A
d_y 2 dm*

¢ quindi

A, —w/( d

Pertanto tutto consisterd nella ricerca della somma della serie

y FIV

F'm
=Fm+y—r - 2’?-""""
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XXV.

Abbiamo trovato che il primo termine A & determinato dalla

serie

1 F'm 1 Fm

1
—_— = P —t — b — —
A—Fm+g1‘m+g, = S ey

Da questa espressione, immediatamente otterremo gli Integrali de-
finiti di una qualsivoglia potenza del coseno. Abbiamo infatti, in-
tegrando tra i limiti ¢ =0, p=17,

A=./'F(m -a-c:s.ea)dgb

ovvero

A=TFm~ fcos.0.do. F’m-i-f_(ﬁ&:)‘_d_"— .F'm

—+ f._(°°s; fgil’ F'm—+ &e.

ove gli integrali devono essere estesi da ¢ = 0 fino a ¢ ==. Con-

frontando questo valore di A ool precedente, sara, se h & pari

h h
f(cos.,)‘d°=;.(‘5+1)(;+2) ....... h

e se h & impari
[cos. pdop=0

con questi resultati, pid facilmente giungeremo alle proprieta della
serie

: 8 et 2t 3 .kt T Taw

2=Fm+y.F”m_p » F¥m s 5" Feh m

-+ &o.
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dalla quale dipendono tutti i coetfatentt A5 A, Al s Ay

della espressione

F(m—+cos.¢) =A + A cos.¢+A, €05.20 ..o+ A, CO8.0Q+unn

XXVI.
Ed infatti, abbiamo primicramente

F(m~+ucos.¢)=Fm—~+ucos ¢. Fo+ 'm

u* cos. ¢ ™
2
1 3

5, DEBOR

. i
TS m &

moltiplicando per d ¢, ed integrando tra i limiti ¢ = 0,p=rsiot-
terra, dividendo per =

SE(m~+ucos.¢)de F'm R
—_— = = Fm 4+ — 4+ — . ——
L4 2 2? 2*
(3 FVI
2:‘5‘ e GT+ & ois o 0 e
u Feb g
BT By TR, gt ¢ e i
eid & facendo u=y/ y
Fm -+ . cos. 5 2 e
i___‘/i—”’_) T L Lk ik
a2* P3 9+

yb Fevpy

la quale infinita serie & identica con quella che esprime il valore
di z. Sard pertanto

e
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_fF(m+\/j.cos.¢)

~

do

integrando al solito tra i limiti =10, ¢ = .

Ottenuto il valore di 2, facilmente avremo quello del termine
genmnlc A, della serie che esprime la funzione F(m —+cos.9) svolta
per i coseni degli archi moltiplici. Abbiamo infatti veduto es-

sere (xx1v).
d* z
e () ee

parché si faccia y =1 dopo le differenziazioni. Sostitnendovi in
luogo di 2 il suo valore, sara anche

Qx——r/- i /(aF(m-r\/y cos. ¢ ) £

Cid & per Iindipendenza delle variabili

A SRl S d . [*dm* [F(m +y y. cos. ¢ )d o
e e ] dy* %

ove I’ integrale /'F(m —+ y/ y . cos. ¢) deve prendersi tra i limiti
¢=0, p=1, ¢ dove deve essere supposto y =1, dopo escguite
le differenziazioni rapporto ad esso.

Vedesi dunque che tutti i coefficienti A, A,, A,... A, dipen-
dono da uno stesso integrale definito, e che gli uni dagli altri
differiscono per le integrazioni ¢ differenziazioni che sopra di que-
§to conviene eseguire rapporto a due distinte variabili.

XXII

Noi potremo avere il valore del termine genmerale A, anche
sotto una piu semplice forma. A tale oggetto riprendiamo le due



51

Equazioni
-+t % oy x d'
A, =9 f d*m (—d—;T)

/‘F( m—+y y.cos ¢ ).do

T

2 =

poi avremo differenziando rapporto ad y questo valore di z,

dz\ 1 f'cos.o.doF‘(m—o-\/y cos. o )
dy | 2v Yy w

moltiplicando per dm, ed integrando rapporto a dm, si avra, 0s-

servando che )’ indipendenza delle variabili permette di posporre
i segni sommatorj

/(

Ma nel caso di y=1,abbhiamo

)

dz 1 cos. o.d o F(m +V y.cos. o)
£ Vi o-do
dy )dm_n\/y J -

dz
A =2 /d
- ( dy
Quindi sard

A,:a/ms""d ¢ F (m—+cos.p)

T

Differenziando adesso rapporto adyil valore di /‘( :; )drn,

avremo

d*z 1 o
f(-dy‘_) dm= —[;;7 3_/:‘0:. ¢ de F(m+"V y.cos ¢ )

1

= ﬁos...doF(m-H/y.cos.o)g
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ma tra i limiti ¢ =0, ¢=1, si sia
Jeos.6 doF(m—+yy.cos.0)=V y [ sen. ¢ doF (m+y y.cos.g )
onde sostituendo, si avra

d'z = _1 055 oen. 0} A9 . F'(m~+V y.cose )
2 )dm= —— [ {cos. 9’ —oen. P Y
r(4=)an= 2/ {e }

=_' fcos.ae.de.F(m=+V y.cosp)
4y

ed integrando rapporto ad m
¥ j:z;) dm=_1_ [c0s.9¢.d°.F(m yy.cos q)
dy bry
ma, facendo y =1 dopo le differenziazioni, si ha

. dz
A:= s A dm?
Pl (dy‘)

Quindi sara

Alzzfcns.ze.F(m—»rns.,)
T

Avremo nella stessa maniera differenziando rapporto ad y il

valore ottenuto di / * ( ) d m:

s (d 2 )d m*= c05.¢.c08.20.dpF (m~+V y.cos.0)
4 ﬂ'!( \/ y

-—Lfcos.zoF(m—v-\/ y.f:os.,;)2
% )

ma abbiamo tra i limiti¢=o0,¢=x
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Jcos.ap.deF(m—+y/ y.cos. o)

=L27_ [ sen.e.sen.2®.dpF (m=+Vy.cos.?)

Quindi sostituendo

f 4z sk N
f( o ) dm —mf(cos.,.cos.a,

—sen.¢sen.20)de.F'(m +V y.cos. ¢)

ossia

f( )dm— S cos.30.doF'(m+V y.cos.?)
87y
ed integrando rapporto ad m

f’(‘g_z)dm’: s—ljlecos.5¢.do.F(m-+\/ 7.08.9)
3 Ty}

nel caso di y=1, si ha
A =2 (Z) dm’
dy’

o /cos.ztp.do.F(m—+ €0s. o)

Ld

onde ancora

cosi seguitando, dedurremo generalmente

T s fcos.xo.do.F(m+cos.°)

T

prendendo I'integrale da ® =0 finoa® ==
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XXVIIL

Questo resnltato & generale, e per convincersene maggiormen-
te, supponghiamo che siasi ottenuto

f. (dbf) dm=
dy

Avremo differenziando rapporto ad y

”xf S cos.hy . F(m=+V y.cos. g )
T )z

bty
f(d Z) dm* = i 1gfcos.hv.cos.°.F‘(m+\/y.cos.°)d0
‘l'y.

—T’;_ JScos.he.d®F (++ y.cose ) g
Ma tra i limiti p=o0,¢=r=, abbiamo
Scos.ho.do.F(m+ v y.cosp )
=V_hy /S sen ¢.sen.ho . F'(m~+V ycos.p Yde

onde sostituendo

d'z 1 §
= Y / (cos..cos.k
dyb,.) s t/(vos ¢.cos.hp

—sen.¢.sen. h¢)do.F'( m + V y.cos.¢) %

\
i cos.(h.,.:)tp.d@_.]?if(m +V y.cos.0)
2t tr. yt
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ed integrando rapporto ad m

2\ g b cos.(h+I)@.d¢F(m+\/y.cos.¢)
d = 20«':”_},;

Pertanto questa formula verificandosi di ordine in ordine, Ti-
mane completamente dimostrata.

XXIX.

T fuminly, Ao g L1008 Boc BLR o0p 0] A potrebbe an-
T

che ricavarsi da una semplicissima considerazione.
Abbiamo infatti
F(m+cose)=A A cos.o+A,cos. 20+A,c08.5¢ ...
+A,Ccos.x¢—+...

Moltiplicando per cos. x ¢ , ed integrando tra ilimitig=0,¢ =7,
si otterra la quantitd / cos.xe.F (m—+cos.¢)d ¢ espressa per una
serie di termini della forma

A, [ cos.x¢.cos.hhe.dg
ma si ha
cos. x @.cos. h <p=c°i(f°_ﬂ)f_+ cos.(x—h)e
T

Quindi questo termine generale fard

A sen. (x+h)e _ sen (x—~h):p
2 x—+h 2

Se adesso prenderemo qnesta quantitd mei limiti convenuti, i
termini tra le parentesi saranno sempre = 0, meno nel termine
della serie ove « = h. Per questo caso infatti esiste il termine

sen.(x—1)¢
T x—h
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il quale sebbene sia O allorche x="h, pure ha un valore deter-
o
minato, che trovasi con il conosciuto metodo essere = ¢; quindi

nel caso nostro diverra il solo termine che nella serie non si annulla

w
i
Sard dunque

[cos.lip.F(mycos@)do= _; A,

A ngOs.IL,aF(m+co.;.<p)d:p

XXX

Nel cercare le evoluzioni delle formule log. (@ ~+ cos. ¢)d ¢

1
m-+ cos.Q,
assegnare per i termini generali dei respettivi sviluppi altrettante
Equazioni differenziali da cui dipendono. Per tanto a queste Equa-

&c. siamo sul principio di queste ricerche pervenuti ad

zioni dovranno sodisfare questi termini generali sotto la forma qui
sopra assegnata , ossia sotto la forma d’integrale definito.
Per vederne qualche esempio, consideriamo la Equazione

@’_Ar e dA. _ *©
d m? m'—1 dm m—1

A,=o0

che rappresenta il tcrmine generale A, dello sviluppo di
log.(m + cos.¢). A quella Equazione dovra per tanto sodisfare

A== [ cos x¢.dolog.(m —+ cos @)
T

Abbiamo infatti, integrando per parti
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sen.psen.xo °
m—cos. @

=1 . sen.xplog. (m - cos. )+ _1:f
x @

w| >

quantiti, che dovendo esser pres: tra ilimiti ¢ =0, =mwsi riduce
manifestamente alla pit semplice forma

B, = ~fcen(p sen.x @ .do

T.
g X m —+cus. @

¢ nuovamente integrando per parti, si avra

1 mcos.o—+ 1
S R S T P i g X'
2 " (m = cos.py
ossia
mcos.o —+ 1
A = Scoswg MO
. (m —cos¢)
Parimente avremo
dA, _ 2 de.cos.xe __ 2 fdo.roe.xe(m+cns.o)
diin L] m—+cos' e T (m—cos. o)
d'A, de.cos. xy
dm (m-+ cos.o)

E sostituendo nella pioposta questi valori, si perverra ad un
resultato identico.

Abbiamo di sopra trovato (xxm) che trai coefficienti dei co-
seni degli archi moltiplici ha generalmente luogo la Equazione

dA, dA..

2(x+1)a+24,,= i
dm dm

Pertanto a questa Equazione dovra sodisfare

A =
8

—:; S cos.xp.de.F(m—+cos.¢)



58
Abbiamo infatti

A= wacox,(x_y1)¢.dp.F(m+cos.@)
ciot integrando per parti

Ages 2= 2. S_P”(x___"'_lﬂ F (m —+cos.0)
T X+ 1

L2 Y feen.(v+1)p.sen. ¢. I (m—+cos.0)d @
@1

L3

che per le condizioni si riduce

b

A ; 0. sen.0.do. T :
s fsen (x+1).¢.56n.0.d¢. T (m~+cos.¢)

Si ha inoltre

; %:fcos.xcp.F‘(rn+cos.<p).dzp.
2 dA.. —/ cos. (x—+ 2)0 . T (m +cos. ¢).d ¢.
2 dm

Quindi sostituendo questi valori nella proposta Equazione, avremo

¢

fF' (,,,_,_w,._@),‘{oz 2. sen. (% —+1)0.5en.@—C05. %9 —+Cos. (¥+2).p 0 =0

resultato identico, poiche si ha

€0s. x @—c08.(x 42)0
2

sen. (x+1)¢.82n.0 =

Potrebbesi ancora rappresentar I’ Integrale di questa Equa-
zione, e di tutte quelle che svolgendo le funzioni log.(m~+cos.9),
1
m —+ cos. @

A 2™ (d* f*dm*[F (m~+ yy.cos.¢)de}
s )

, &c. abbiamo ottenuto, prevalendoci della formula

<

T ( dy
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ove I' Integrale /F (m + y y cos. ¢) d ¢ Jeve esser preso tra
i limiti ¢ =0, ¢ =w, ¢ dove, escguite le differenziazionl rapporto
ad y deve supporsi y = 1. Abbiamo infatti trovato (Xxv1) questa
espressione per il termine generale A, della serie
T (m+ cos. p)= A+ A, cos.¢—+ A,c0s. 2 @+ A, COS. X0 e
Ed abbiamo successivamente (xxvn) dimostrata 1’ identita della
formula

ot (dr /" dm* [F(m—+y y.cos.0)d o)

T 2 d_}"

con 1’altra
2 [cos. xg.dg.T (m—+cos.o)
T
prendendo 1"integrale da ¢=0 sino a ¢=1r.
XXXI.

Abbiamo pertanto dimostrato che data la formula T (macos.e)
da svolgersi per i coseni degli archi moltiplici di ¢ in modo che
si abbia

F(m—+cos.o)=A~+A cos.o+A,cos.ap+....+ A, cos.x® ~+...c

il termine generale A, & rappresentato dalla Equazione
2
A, .= —;/cos.xo.doF(m—»cos.w)

integrando tra i convenuti limiti. Questo medesimo resultato si ot-
terrd quando pid generalmente prenderemo una funzione della forma
F(m,0) da svolgersi in una serie analoga. Egli ¢ facile infatti il
convincersi che il ragionamento impiegato (xxixX) per Jassegnare il ter-
mine generale dello sviluppo della funzione F(m~cos.®) ¢ affatto
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indipendente dalla indole di questa funzione stessa, e si applica
a qualunque formula dipendente da ¢ . Se dunque faremo

F(m,e)=A~+A, cos.0 + A, €05.2 @ ~wet A, €COS XD —+ 1o

Sara il termine gencrale A, assegnato dalla formula

A, =—[d¢.cosx0.F(m,0)

integrando tra i limiti p=0,0=7.

Prima yer altro di applicar questo metodo a qualsivoglia fun-
zione & necessario assicurarsi della possibilita diridurla in una erie
della forma assegnata; poiche, omettende questa precauzione , si
trovercbbero spesso, per i coefficienti dei coseni degli archi multipli,
valori infiniti, o imazinarj, appunto come accade nei casi in cui
la serie di Taylor & in difetto.

XXXIL

Per dare un semplicissimo esempio di questo metodo, propon-
ghiamoci di svolgere I'arco @ in una serie ordinata per i coseni
degli archi moltiplici. Sarh F(m,¢) =90, ¢ quindi il termine ge-
‘merale A, sara determinato dalla Equazione

:_'f‘p-d@ cos. x @

integrando tra i limiti stabiliti. Ora si ha

f¢d¢.cos.x¢=§e—n§x—¢-—

L rde . sen x@
xJ



che per le condizioni si riduce ad

fp.dep. €0s. X Q = — %fdpsen.xcp:%,(cos.xer—x)

sard pertanto
2

T .

A=—0 (cos.x 7 —1)
Quindi apparisce che nei casi in cui sia & pari sard sempre A.=o0;
e se sara a dispari=3 2 -+ 1, avremo

—_— Q"
= Taavay

A

Sostituendo questi valori nella serie

¢=A-+A,cos.®+A,cos.2 ¢+l

. . d
otterremo immediatamente, osservando che A= fu =T N
T 2

r 27

o= »2——;—(cos.¢—+?;-cos. 3¢+ E%cos. 5¢ +£-§cos.7¢ + )

serie sommamente osservabile, e convergentissima , poiché qualunque
sia ¢, si ha sempre cos. b @ << 1.

Facendovi ¢= 0, otterremo

L 5 1 1 1 1

Pt g .i_l-t- 9_,—0'
resultato che abbiamo per altra strada ottenuto (xvi) ;e che Euler
il piimo riconobbe, deducendolo per induzione dalla decomposi=
zione della formula ¢ — e-© nei suoi infiniti fattori.

Se in luogo della prima potenza dell’ arco ¢, si volesse la evoluzione
di una qualunque potesta m dell’arco stesso, in modo che fosse
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p"=A=+A, cos.0 + A, C08.2@—+1en+ALCOSXO .00l

si otterrebbe il termine generale A, dalla Equazione

A‘=-2f¢>“‘ do.cos.x ¢
T
purche le integrazioni si eseguiscano tra i limiti ¢ =0, 6 ==, Ab-
biamo integrando per parti

™ sen. x$

[e"dpcosco=tr :'— ™. cos. x@—"ﬂ'x—'i:'—)ﬁp"—’.d:pcos xo

dalla qual formula mediante le successive sostituzioni, troveremo
nel caso di m pari

o ey’ —1 —2 -3
Somde.cos.x p=sen.x ¢ (_;_‘m(:, ) pn—z —+ m(m=)lm ) ((m )Qm—l_ &c.)

x5

oo (o (m-1)Xm-2) . m(m-1)m-2)(m-3)m—4)

x4 x¢

=5 — &c.

5 e s jm(m—l) O=2) saienitioses 5.2.9 )

P

- . . . m . . . .
ove il segno superiore conviene nel caso di — dispari, e Pinferiore
2

0 m : . :
dovrd preferirsi se — & pari. Prendendo ora questo integrale in-

definito tra i limiti determinati ¢ =0, ¢ ===, avremo moltipli-
2
cando per -

2 - S mx"*  m(m—1) (m—2)
7‘_/zp dq:.cos.xp::zl e =5 .

T ) ) i 3 ORI M(m-l)(m—a)...z.zz

X"
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dove nel duplice segno premesso alla parentesi dovrd scegliersi il
positivo se & & pari, ed il negativo se & & impari. Questa espres-
sione rappresenterd il valore del termine generale A, nella scrie

o"=A-+A, cos.0+ A, 0820 F “+A,ccs.x0 @ —+

ed essendo A =/ @%:12 tra i limiti p=o0, &=1, sara

1
A= .z
m—+1

Pertanto sostituendo questi valori nella nostra serie, avremo

" =”'LI. " —2 g ma" — m (m—1) (m—2) ="~*

+ m (m—1) (m—2) (m—3) (m—y) ="° — &e. % cos. @

i E mx"  m (m—1) (m—2) ot
2 2

-z ) gl (;sl_s) fa—i)o” — &e. 2 cos. 2 @

—3 g ms" m(m—1) (m—2) g
3 3*

Lm (m—1) (m—2) (5151—5) (m—4) "~ _ o g cos:B.¢

- 5 % m;.-:-—z L m(m—1l.(m—z) o

o & (m=1) (m=2) (n=5) (m=4) : i —-&c.2 cos. x @
x6

= &o.
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Sein questa Equazione si farh ®=0, e si ordinera il reafltato perle
potenze dir, il che molto semplicemente potremo eseguire, essendo
le simili potesth di = tutte verticalmente disposte, e con lo stesso
coefficiente in m, si avrd

~ N S PO .
L~ S O e
SRR T
+ 2 m (m—1) (m=—2) . =""* 2 s e e 4.—|-5zc. s........(l:',;

—2m (n—1)(m—2) (m—3) (m—4§) »>=¢ ; 1 - %-ﬁ- —;—‘- L+ &c,g

-+ &c.

Equazione che a priori dimostra le formule per indazione ottenute
da Euler per la somma generale della serie infinita

1 1 1
..F_;.B;—F-i-&c....-.....((])

Se nella Equazione (B) si facesse m = 2, avrebbesi

P

1
S TS et Ty e

Risostituendovi questo valore, e facendo quindi successivamente
m=4, 6, &c. s otterra la somma della serie Q).

Questi resultati appartengono al caso di m pari: se ne otter-
rebbero dei simili se si fosse supposta m dispari; non ci tratter-
remo a svilupparli, poiché non presentano nessupa difficolta .
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La general funzione F. ¢, che abbiamo veduto (xxx1) potersi
ridwire in serie ordinata per i coseni degli archi moltiplict, facil-
mente potrd ancora svn]gersi in una serie che proceda per 1 sept

degli archi stessi. Fd in infatti se col segno £ A, . sen. . @ dcno-
teremo la quantitd

A, sen.p~+ A, sen.2 0+ A, sen 3o Fen
noi avremo

F.po=A~+z:A,senlo
ove il primo termine A sard sempre conosciuto , ed eguale a

T . p ove sia stato fatto o =o. Moltiplivando quella Equazione per
sen. x ¢ . dp, ed integrando, si avid

fserz.x¢-d¢.F’.¢:=—i~A.cos.x@ +%.A,. fsenho.sen.xp.d®.

Se ora prendercmo questi integrali tra i limiti ¢=o0,0 ==, & fa-
cile il vedere che in queste supposizioni sard sempre

[sen.h@.sen.x®.dop=o0

meno nel caso in cui sia A=wx. Si ha in questa circostanza

f(sen.x;b)" .d¢=l;

e quindi la quantita T, A,/ sen xpsen. ho d ¢si ridurrd al ter-
mine unico ~ A . ;
2

Pertanto apparisce che la Equazione

JF.p. srn.x(p:l¢=-—%.-&. cos.xp+2A, . [sen h.sen. x ¢.d¢
9
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si trasformera nell’altra
fsen.xo.dp.F. ¢=%(1—coa.xr) -+'? LA,

Quindi nel caso di x pari

A,=—z— [ sennxp.de. F.p

e nel caso di x dispari

2 A
A.——T—fsen‘mp.dp.F.p—lf—T;

XXXIV.

Riprendiamo 1’ esempio superiore, € vogliasi I’areo ¢ svolto in
serie per i seni degli archi moltiplici . Facendo

o =A +A sen. ¢+ A,sen.2 ¢ + e 4 A, sen.x @+

sari in primo luogo A =o. Avremo inoltre F.o=09; e quindi
A= %f.sen.x ¢.d @.F¢=;f¢ d p.sen. % @:

integrando tra i limiti ¢ = 0, ¢ = =, In queste supposizioni,
abbiamo

f@d@.sen.xp:-—i.cos.xr

e pertanto
2 .
A, —=——.CcO0s.x 7
x
. : ; L EROL
cioz nel caso di x pari, A,=— —; e nel caso di x dispari,
x

2 b 4 ¥ .
A, = Sostituendo questi valori nella serie assegnata, otterremo
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s 1
2.=sen.:p—-‘—sen 2 ¢+ Jesen. 50— —ven. 4 @ + &e.
2 2 J 4

serie conosciuta.

L] . by
Se faremo Z. =al quadrante, sl avra
2
101 1
T =1 — o+ — 5 +&e
4 3 5

serie parimente nota, € di cui il primo inventore & Leibnitz. Se
si volesse una qualsivoglia potenza dell’ arco svolta in una serie
di questa forma , opereremo come abbiamo precedentemente fatto
(xxxu) allorche la serie assegnata procedeva per i coseni, e giun-

geremo ad espressioni egualmente osservabili.

XXXV.

Con questo metodo stesso si potranno mettere in evidenza dei
“puovi rapporti che passano tra le differenti funzioni del Circolo,
dai quali rapporti vedremo discendere come casi particolari tutte
quelle interessanti, e curiose espressioni ottenute per induzione
dall'illustre Euler per rappresentare in serie la Periferia circolare,
e le relazioni che passano tra questa ed alcune sue determinate
funzioni. Ad oggetto di evitare una soverchia complicazione oi li-
miteremo ad indicare i resultati piti generali,e piu osservabili che
derivano dal metodo usato, poiche la di lui uniformita ci dispensa
dalle piu particolari ricerche, alle quali ognuno potra supplire.,

XXXVIL
Proponghiamoci primieramente di svolgere il seno dell’arco @

in una serie ordinata per i coseni degli archi moltiplic . Ponghia-
mo quindi come precedentemente
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sein. p = A ~A,cos.p+A, cos.20~+ A, cos. 50 +un+A, cos.xp+.

noi avremo (Xxx1)
2
A== fsen.¢.cos.x ¢ .do
T
integrando tra i limiti ¢ =0, @ ==, Abbjamo, come & noto,

sen. (v—+1) p—sen.(x—1) ¢
2

sen. ¢ . €os. X o=

e quindi anche

o [sen. o cos. x ¢ dp=—— . cos. (x+1) - 1 cos.(x—1) 0
¢ x -1 4 x—1

e facilmente vedrassi che nelle condizioni stabilite si avra nel caso

di a pari

2 [sen. ¢ .cos.x @ . dgb—— 4-1
e nel caso di a dispari
2 [ sen.¢.cos.x@.d¢=o0
s N . 4 s 3s
Quindi se x & pari, avremo A, = — . ,esex & di-
x(x—1)
spari, sara A, =o. Abbiamo inoltre
sen ¢.d 2
A=yinece 2
L3 L3
e quindi sostituendo si otterra
seip=E 2 i‘ cos.2 0 cos. 4_ cos.60 _._M & 2
T T 2r—1 41— =1 4l —1 )

resultato assai singolare. Ne dedarremo
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Lyl i gl_z(co;.mp cos4¢+ )E

sen. @ —1 4 —

dalla qual serie ne deriveranno infinite altre tutte convergenti per
calcolare il valore di =, poiché qualswog]la valore abbia ¢, &
sempre cos.hp < 1. Se faremo ¢ =90, si ha

cioé aggiungendo con la precedente, otterremo

serie convergentissima .

Se nella serie ottenuta

e

—_— —+
2 2i—1 4—1 6°—1

trasporteremo nel primo membro prima un termine del secondo,
quindi due, tre, &c., avremo riducendo

~ ...
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La quale espressioue, offrendo la somma di una nuova serie,
porge il modo di sommare un numero qualonque di termini della

serie proposta

1 Wity Shicy, 7l "
e T e T — =+
2. 2'—1 4—1 6—1
Sottraendola infatti da questa, si avrd
T, 1
e+ VN G Wiy
f—1 6—1 (x—2)—1
Si pud verificare la seric trovata
T—2 1 1 1 1
= -

T Twy—iL k=1 6-1 &-1

nella seguente maniera. Cerchiamo la somma U della serie
x&*l x&*l xl-?l

- +. 2 — = +&o.
f—=1 6—1 g

1

noi avremo differenziando

dU o % & 8 b warel fung @
A7 il o i e

Quindi integrando
U=e~+ f«dxare. tang. %

ove e & una arbitraria. Noi abbiamo

a? *
fxdx.arc.z‘ang. &= —— arc.tang. x— 1 rwdx
2 . 2 1+
s ,xtdx
ed essendo =1— , sard [ L =& — arc. tang. x;

x* 140 1+x
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ciot sostituendo
Usme+ L (x41)arctange— %
2 2
ove la indeterminata e sara = o, poich¢ U divien tale se & = 0;
onde

U_(x‘+1)arc.fang.x_x a8 x*

P s tade
2 2'—1  4-1

TFacendovi & =1, sard arc. tang.x=}5°= - e quindi

ES

T—2 1 1 1
= i — -

% 2—1 -1 61

- &e.

come sopra.

Se per una maggior generality ci proporremo di svolgere in
serie per i coseni degli archi moltiplici di ¢ la funzione sen.n@,
converra far distinzione tra il caso di 2 pari, ed il caso di 7 di-
spari. Sard infatti il termine generale della serie assegnata

A= 2 J sen.n®.cos. x¢.d®
T

ciod effettuando la integrazione tra i limiti ¢=o0, ¢=7w

{cos. (x=n)r=1 }

A= _’_nj{cos.(x-m)r—a} SRR

x(x =(x—n)

Supponghiamo adesso che sia 7 dispari. E' evidente che in tal
0as0, se & sara anch’esso dispari, avremo

A, =o
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e se & saria pari

G . ..

7 (& —n')

Ed avendosi inoltre

i np.do=——2_
A= = [senn@ °

nw
si avrd sostituendo questi valori nella espressione
sen.np=A~+A, cos.p+ A, c0os.20+...+ A, cOs. XP~+...

la seguente osscrvabile relazione per il caso di z dispari:

2 5.2 €os. cos. 6
sennp— >_ _ bn_gcos2p  cosho | c X_?; +.}
nr L 4 -n 6 -2
Facendosi ¢ — o0, avrassi ?

1
ant

serie che si converte nella precedente (xxxvi), facendovi n=1.

. L3 . 2y
Se nella espressione ottenuta per sem.m ¢ faremo @ = - siavra
2

n 1 1 1
fr.sen._f=_2—4n(__-— — 4+ — & )
2 n 2~ 4-n* 6=-n

i n i g
ma si ha sen. — 7 = _1, ove il segno supcriore ha luogo quan-
2

do, essendo per supposizione n dispari, ciot della forma o & + 1,

sara b un numero pari, ed il segno inferiore deve scegliersi se h
¢ dispari. Con questa osservazione, sard
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Le cose precedenti appartengono al caso di n dispari. Vedia-
mo adesso il caso di 7 pari. A tale oggetto riprendiamo il gene-
ral valore di A,, che abbiamo veduto essere.

{ cos. (z—n)r—1 }

I n){cos.(x+”)"—’}+ ~r(v—-/l)

Fgli & chiaro che essendo n pari, tutte le volte che sard tale
ancora la ¥, avremo
A, =0

¢ nel caso di @ dispari, sara

A—— —t

7 (' —n*)

Sard inoltre il primo termine A determinato dalla Equazione
A=" [sen.nop.de
o Sl
che nel caso di n pari & = 0. Sostituendo questi valori nella serie

sen.n@:A+A.cos.p+A:cos.2°+A,cosAEo+....

i avra immediatamente

sen.n@=-— --

AnScos. o _ cos. 5 c0s.5 ¢ _ cos. 56
bl &e.
= (1-n* e T ea €

Se da questa formula generale si volesse passare a quella in
cui 7==o0, si avrebbe primieramente

n T/ 1-n

sen.n® cos. c0s.3 c0s.5
senae _  hcose  cosDe  OSO0 g
Sl oSl

nel caso di z—o0, si troverd col conoscinto metodo cle la frazione
sen.ney: - 5 qs e
0T 2iviene = ¢; quindi si otterrebbe

n
10



74

4

2 .5
¢=-;gcos.p-- n€5¢ cos~¢_3+

g &e. 2

Resultato differente da quello precedentemente ottenuto (xxxn )
La causa di una tal diversita si Tiscontra nel primo termine A,
il di cui valore abbiamo veduto essere

senmp de _ 1 [cosnz~t
A= L

Quantita che non & =o allorcht 7 =03 ed il di lei numeratore
annullandosi contemporancamente al denominatore, ne troveremo
il valore differenziando questo, e quello rapporto ad z, e facendo
in seguito 2=o0; ed otterremo

k3
A= _
2
Couverrh in conseguenza aggiungere al valore di ¢ questo pri-
mo termine omesso inopportunamemc; ed avremo come gih sapevamo

o= X b etp po B0 wnbpy
2 w \ 3* 5

XXXVIIL

jamo qui fare una osservaziome assai interessante; ed &,
che il metodo usato per ottemere questi sviluppi pud aver successo
ancora quando nella quantitd sem.ng@sia 2 un numero frazionario,

irrazionale, o anche trascendente. Se in fatti comunque sia 7z sup-
porremo

sen. n@=A + A cos.0 +~A,cos.2 0 +......+A,C0os. x ¢ —+..

sara sempre il termine generale A, determinato dalla formula

2

A= H [sen.n¢.cos. x@.do
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3

5

integrando tra i limiti ¢ =0, ¢=7. Effettuata questa integrazio-

ne, facilmente si troverd

A== e scos.(n-ex) =1 S e ,l Ecos. (n-x) 7=t %

" 7 (n-+x) e (n-x) !

ora si ha
cos. (n+x) ¥ = €0s.x 7. COS. . ¥

cos. (n—x) 7= COS. % ¥ .C05. 27

Quindi sostituendo , avremo

n—+x n—x

1 1
A,=—g cos.x 7. cos.n-rr—:!( —c———-).<
x

ciot nel caso di x pari

2n 1
A,=— cos.nvr-—l).—x—,
T x—n
¢ nel caso di « dispari
2n 1
A=——"=(cos.nw+1). T
v X —n

Inoltre il primo termine A & assegnato dalla Equazione

1
A== (senno.d
- f o.do
ciot, effettuata la integrazione tra i soliti limiti,
A=—-1 (cos.nm—1)
nmw

Sostituendo questi valori nella nostra serie, avremo

sen.n®=__ -—(cox nx—1)+2 n(cas. nr-1) (w, io -+ L;:f'/'"g —+ 2’: L] ‘:
3 i =

cos. o c0s. 39 cos. 5 ¢
-+ o
—n? 5 — p2

_—(co:nx+x)( +8w.)

+ &)
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espressione generale, dalla quale come casi particolari tutte le pre-
cedenti derivano, come & facilissimo il verificare .

XXXIX.

Non solamente nella supposizione di 2 qualunque la funzione
sen.n ¢ & suscettibile di essere espressa in una serie ordinata per i
coseni degli archi moltiplici; ma pud ancora svilupparsi in una serie
ordinata per i seni. Con I’ esame di questo esempio, termineremo
questa discussione della funzione sen. # ¢. Facciamo pertanto

sen.nog=A-+A, sen.o+ A sen.2 p+ A, sen.5p+..+Asen. x p+....

Facendo ¢= o0, troveremo A = ¢; e dovremo dcterminare il termi-
ne generale A, (xxxmi) dalla Equazione

2
A= ;fserz. ne.sen. x¢.do
integrando tra i limiti ¢ =0, g=m; poiche in questo caso man-

cando il primo termine A, vien tolta la differenza che passa tra
le due formule

A, = %/seﬂ.x¢.(l¢.F.¢:

A, = ;fscn.x(b. d:,’.:.I".q)—_l

la prima delle quali apparticne generalmente al caso dig pari, ¢
la seconda al caso di « dispari.

Facilmente si trovera nclle condizioni stabilite

x.sen nw
Ssen.ng.sen x@. dQ = — - - —

-

avvertendo di scegliere il segno superiore se x & pari, e di

preferir Pinferiore s¢ x & dispari. Per tanto con questa distin-
zione sard
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®sen. nw
w(n=a?)

A,=*:’

Quindi sostituendo nella nostra serie , avremo

n* -1 n*—2 n®—32 n?—4*

3 2. sen.2 3.5en.3¢ Lsen b
tm.np:——%:cn.nr( i 20 v -+ &c.)

ove 7 potendo esser qualunque, ne dedurremo il modo di calcolare
il seno del prodotto di due archi qualunque 2, e @.

XL.

Abbiamo negli articoli precedenti assegnate varie espressioni della
funzione sen. n¢. Attualmente prendiamo a considerare il coseno
dell’arco ¢, e vediamo di svolgerlo in una serie che proceda per i
seni degli archi moltiplici di ¢, in modo che sia

cos.p=A +A,sen.o+A,sen. 20+ Asen.50+......

Ponendo ¢ = o0, otterremo A = 1; Avremo inoltre , se x &
pari (xxxur)

A.x-——%fcos.(p.sen.x@.dtp
@ s¢ x & dispari

]

X

Ax=%fcos. psen.x¢.d o —

Ma nel primo caso abbiamo, integrando nei limiti convenuti

Scos. ¢ .sen.x ¢.d o=

@

e nel secondo

JScos. 0. sen.x0.dp =0
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5 . e 4w .
sarh dunque nel caso di « pari, A, = w—(ﬁ’e nel caso di
x dispari, A, =-;l;j 5

Sostituendo questi valori nella serie assegnata, otterremo la se-
guente osservabile espressione di cos. ¢

Ak
€05, 0—1——;—{ sen.¢ —:

i

n.50
sen.gg_q.“;"'::{? _.41_4_‘135;1. 4@-—;-"75 — &e. }
3

Differenziando questa espressione rapporto a ¢ sl avra

o, c05.2¢ —+c05.3 9 — -

4

sen. 0= é—g cos. & — 0s. 4 ~+c0s.5 ¢ — &e. z

—1

. © . .
¢ facendovi ¢ = g0°, avremo per calcolar la mezza Periferia
circolare la serie
6: 8! 4 x,_

| ) 05 800, wgn ' = &e.
6:=1 8’-—1+ ; o1 ©

dove & essendo della forma 2k -+ 2, prenderemo il segno superio:
re se h & pari, e Pinferiore se & dispari. Per altro quests serie
non differisce da quella ottenuta (xxxv1); ed infaiti pud mettersi
sotto la forma

L3
—_——=1=1+1=1+ 1= &oc.

Lt 1 1 1
e g ——— e o F 0.
2 =1 f=1 6'=1 8§ =1

Ed avendosi

1
T=1—1+1—1+&c.

sata sostituendo, come precedentemente (xxxvi)

-2 1 1 1
—— T W + — =&
4 2= 1 4=1 6 =1




