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coniugate ad uno stesso Lriangolo (110, b). Coniche polari reciproche (111). Conica le cui
tangenti tagliano armonicamente due coniche dates ecc. (111, e). Triangoli coniugati ad
una conica ed inserilti o circoseritti ad wn*altra (111, d, f).
ART. XIX. Curve descritle da un punto, le indicatrici del quale variino con legge data. Pag.
Per un dato punto condurre una relta che ivi tocchi Ta polare d"alcun suo punto-( 112)- Luogo
di un punfp wna indicatrice del quale passi per un punto dato (113). faviluppo delle indica-
trici dei punti di una dala curva (114). Luogo di un punto un® indicalrice del quale tocchi
una curva data (115). Luogo di un puato variabile che unito a due punti fissi dia due rette
coniugate rispetto alla conica polare del primo prato (116). Gencralizzazione dell’ antece-
dente problema (117).
ART. XX. Alcune proprieta della curva Hessiana e della Steineriana . . . ... - - *
Le rette pofari dei punti dell’ Hessiana invi la Steincriana (118). Cai della
Steineriana (118, b—d). Le prime polari dei punti di una tangente doppia deila Steineriana
si toccano fra loro in due punti (119, a). Le prime polari dei punti di una tangeute stazio-
naria della Steineriana si osculano fra loro in uno stesso punto (119, b). Un punto doppio
della Steineriana & polo di una prima polare dotata di due punti doppi (120). La prima po-
lare di una cuspide della Steineriana & dotala di un punto stazionario (121). L’ nltima po-
Jare di una curva data tocca la Steineriana nei punti corrispondenti alle intersezioni della
curva data coll’ Hessiana ( 122).
ART. XXI. Proprieta delle seconde polari . . . & &
Seconde polari pure e miste di punti (123). Illvnl!lppo et S o R ndice 2
(124). Seconde polari pure e miste di rette (125). Le seconde polari pure ¢ miste delle
rette passanti per wn punto dato formano una rete (126). La seconda polare pura di una
retta tocca 1" Hessiana ovunque Iincontra (127). Relle le cui seconde polari hanno un punto
doppio (128). Luogo di wn punto la conica polare del quale sia inscrilta in un triangolo
coniugato ad una conica data (129).
Seziome XIX. Cunve pEL TERZ' OBDINE . . .
AwT. XXIL I’ Hessiana ¢ la Cayleyana di una curva de[ te
Relta polare e conica polare di un punto; una retta ha qualtre polis da nn [IIII||0 qualunque
arrivano sei tangenti ad una cubica (130). Il rapporto anarmonico delle quattro tangenti
condotte ad una cubica da un suo punto qualunque & costante (131). Cubica armonica ;
cubica equianarmonica (131, b). La Steineriana e I'Hessiana sono una curva unica (132).
Luogo delle coppie di poli coniugali rispetto alle coniclie di una rete (132, b). L’ Hessiana
2 Pinviluppo delle rette polari de’ suoi punti (132, c). Punli corrispondeati dell’ Hessiana 5
inviluppo della retta che li unisce (133 ). Quadrilatero i cui vertici sono punti corrispondenti
dell” Hessiana (134). La Cayleyaua & il luogo de’ poli congiunli ai punti dell” Hessiana
(135). Una tangente della Cayleyana & divisa armonicamente dal punto di contalto e dal-
V" Hessiana (135, c). Poloconiche pure e miste (136). Allre definizioni dell’Hessiana ¢ della
Cayleyana (136, b). Ogni poloconica pura tocca I’ Hessiana in tre punli (137 ). Conica.po-
lare di wn punto dell’ Hessiana rispetto all’ Hessiana medesima (137, b). Conica satellite
(138). L’ Hessiana & il luogo de’ punti salelliti delle rette che toccano la Cayleyana ( 138 , ).
AT, XXINl. Fascio di curve del terz’ ordine aventi i medesimi flessi . % ® »
Polari armoniche de’ flessi di una cubica (139). I flessi sono a Ire a tre in linea relta (xss
b). Cubiche sizigetiche (140). Pei flessi di una cubica passano qualtro sistemi di tre rette
(140, b). Punti ove I'Hessiana & toccata dalle tangenti slazionarie della cubica fondamen-
tale (141). Puoti di contatto fra I'Hessiana e 1a Cayleyana (141, b). La Cayleyana e
1" Hessiana hauno proprieta reciproche (141, d). Proprieth dei trilateri sizigetici (142). Una
cubica & Hessiana di tre cubiche ad essa sizigetiche (143). Relazione segmentaria (144). Una
cubica ha soltanto tregflessi reali ( 144, a). L’ Hessiana di una cubica equianarmonica & un
rilatero; ed uoa cubica armonica & I"Hessiana della propria Hessiana ( 145 ),
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AnT. XXIV. La curva del ters’ ordine considerala come Hessiana di tre diverse reﬁ di
s w mee e et B E FEBE R oa e e g 188

Una clhiu‘lll‘lu- sistemi di punli corrispondenti (146). Quadrilateri completi inscritti in .mu

cubica (146, b). Proprieta di quatiro punti di una cubica, aveali lo stesso tangenziale

(147). Polari di un punto- rispelto a pilt cubiche sizigetiche (148). Proprietd de’ punti di

contallo delle tangenli condolle ad una cubica da tre suoi punti in linea retta [149). Tre

sistemi di coniche tangenli in tre punti ad una cubica; coniche aventi con ;su un contattn

sipunto (150 1.

ERRORI coRREZIONT (*)

Pag. 14, linea ultima sen cam sencma

RN ERE T senca'm’ sencm'a’

»23 @ 28 apparterebbero  appartetrchbero

»26 0 2 concidono coincidona

T R 31 ™) iy

» s 36 sappreseata  rappresenta .

» » 22 questi queste

» > ultima 535 510

» LT ] pel del

» » 32 delle della

» > penultima 715 175

»128 > quintultima  dritter dritten

Nella favola, fig. 5., si ponga la leltera ¢ al punto ove concorrono le relte a'G, m'm, 0'0.

AcGIuNTE

Pag. 7. Alla lerza nola i Sulla dip i delle figure
(Memorie della R. Accademia delle scienze , vol. 2, Napoli 1857, p. xxi e p. 188).

Pag. 16 ¢ 41 (oumeri 21 e 49). L’ importante teorema sull® involuzione dei gruppi di punti in cui
una trasversale incontra pilt curve d’un fascio & stato enunciato in tutta la sua generalita da PoNcELET
( Comptes rendus, 8 mai 1843, p. 953). Srumw aveva dimostralo quel teorema per le coniche : Mé-
maoire sur les lignes du second ordre (Annales de GERGONNE, t. 17 , Nismes 1826-27, p. 180).

(*) Di quest’ errata-corrige sono debitore”alla cortesia del mio egregioMmico E. BeLTuans.
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« Pent donc qui voudra , dans 1 état actuel de la science,
généraliser et créer en géométrie: le génie n” est plus
indispensable pour ajouter une pierre & I’ édifice >

( Cuasutis, Aperu historique, p. 269).

]I desiderio di trovare , coi metodi della pura geometria , le dimostrazioni
degli importantissimi teoremi jati dall’ illustre Sremer npella sua breve
Memoria « Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven » (Crewre, t. 47),
mi ha condotto ad intraprendere alcune ricerche delle quali offro qui un sag-
gio benchd incompleto. Da_poche proprieta di un sistema di punti in linea
vetta ho dedotto la teoria delle curve polari relative ad una data curva d” or-
dine qualsivoglia , la qual teoria mi si & affacciata cosi spontanea e feconda di
conseguenze , che ho dovuto persuadermi, risiedere veramente in essa il meto-
do piu maturale per lo studio delle linee piane. 1 lettore intelligente giudiche-
3 se io mi sia apposto al vero.

La parte che ora pubblico delle mie ricerche, & divisa in tre Sezioni.
La prima delle quali non presenta per s¢ molta novitd , ma ho creduto che,
oltre alle dottrine fondamentali costituenti in sostanza if metodo di cui mi ser-
vo in seguito, fosse opportuno raccogliervi le pin essenziali proprietd relative
all’ intersezione ed alla descrizione delle curve, affinche il giovane lettore tro-
vasse qui tulto cid che & necessario alla intelligenza del mio lavoro.

La teoria delle curve polari costituisce la seconda Sezione, nella quale

Wo& e dimostro con metodo geometrico , semplice ed uniforme, non solo i
teoremi
.

i di Sremes, ch’ egli aveva enunciati senza prove, ma moltissimi altri
1
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ancora, in parte nuovi ed in parte gia ottenuti dai celebri geometri Prucker,
Camiey, Hesse, Cuemsca, SAtmon,....... col soccorso dell’ analisi al-
gebrica.

Da ultimo applico la teoria generale alle curve del terz’ ordine.

Oltre alle opere de’ geometri ora citati, mi hanno assai giovato quelle
di Macuavmiv, Camnor, Poncerer, Cmasies, Bosiiien, Mosiws, Jonq_mius,
Buscuorr ecc., allo studio delle quali @ da attribuirsi quanto v’ ha di buono
nel mio lavoro. losard lietissimo se questo potra contribuire a diffondere in
Ttalia I’ amore per le speculazioni di g i ional

SEZIONE 1.

PRINCIPII FONDAMENTALIL

ArT. I. Del rapporto anarmonico.

1. In una retta siano dali quattro punti @, b, ¢, d; i punti a, b de-

. o . . ac
terminano col punto ¢ due segmenti, il cui rapporto & E,e col punto d

due altri segmenti, il rapporto de’ quali & ‘T—‘: . 1l quoziente dei due rap-

porti,

L

b~ db
dicesi rapporto anarmonico (*) de’ quattro punti a, b, ¢, d e si indica col
simbolo ( abed ) (**). Mutando 1” ordine, nel quale i punti dati sono presi in

considerazione , si hanno ventiquatiro rapporti anarmonici, quante sono le per-
mutazioni di quattro cose. Ma siccome : .

ac ad _ bd be _ ca b _ db da

b b

s ea  ad bd T be w0’
ossia:
(abed”) = (badc) = (cdab) = (dcha),
cosi que’ ventiquattro rapporti anarmonici sono a qualtro a quattro eguali fra

loro. _Ossia, fra essi, sei soli sono essenzialmente diversi: tali sono i se-
guenti:

(abed ) , (acdb) , (adbe),
1) (abdc ) , (achd ), (adch).

Si ha poi: .
(o, Sy =y
b ' db b /T

(abed) (abde) = 1,

ossia:

. %) Cuasues, Apercu historique sur U origine et {e développement des méthodes mélrie
i m\:u;na A b headémie de Bruseles en fanvier 1830 ). Bruxelles 1837, pag. 34. ol

_**) Momtws , Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827 , pag. 244 ¢ sof. — Wi G i-
nien der neveren Geomelric , Leipzig 1858, pag, 31 ¢ seg. " © % ERatenas
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ed analogamente :
(aedb) (ackd) =1,
 (adbe) (aded) =1,
ossia i sei rapporti anarmonici 1) sono a due a due reciproci. Chiamati fon-
damentali i tre rapporti
: (abed) , (acdd) , (adbe) ,

gli altri tre sono i valori reciproci de’ precedenti.
Fra quattro punti a, b, ¢, d in linea retta ha luogo , com’ ¢ noto , la
relazione :
be.ad+ca.bd+ab. cd=0,
dalla quale si ricava:
@ M b
b ad b ad
ossia: (abed) + (ackd) = 1,
e cosi pure : (acdb) + (aded) =1,
(adbc) + (abde) = 1;
ciod i sei rapporti anarmonici 1}, presi a due a due, danno una somma egua-
le all’ unita ( rapporti anarmonici complementari ).
Dalle precedenti relazioni segue che, dato uno de’ sei rapporli anarmoni-
¢i 1), gli altri cinque sono determinati. lofai, posto (abed) = 4, il rap-

porto reciproco & (abde) = it 1 rapporti complementari di questi due sono

A—1
(acbd) =1 — 4, (adbe) = Frame Ed i rapporti reciproci degli ultimi

1
due sono (acdb) = T (adeb) = T
2. Congiungansi i dati punti a, b, ¢, d ad un arbitrario puanto o situa-
to fuori della retta ab.... (fig. 1.*), ciod formisi uo fascio o(a,b,c,d)
di quattro rette che; passino rispetiivamente per a, b, ¢, d e tutte concorra-
no nel centro o. 1 triangoli goc, cob danno:

ac a0 sen aoc

@ b0 sencod
Similmente dai triangoli aod , dob si ricava:
ad a0 _ senaod

b " b  sendob’

epperd : .
ac ad _ senadoc sen aod
cb ~ db  sencod  sendob
-
-

ey
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ovvero, indicando con 4, B, C, D le quattro direzioni o(a, b, ¢, d) e
con AC, CB,... gli angoli da esse compresi:

ac ad sen AC  sen AD
7:1; ; Hz sen CB ~ sen DB’
eguaglianza che scriveremo simbolicamente cosi:
( abed ) = sen( ABCD ).

AIP espressione del secondo membro di quest’ equazione si da il nome di
rapporto anarmonico delle quattro rette A, B, C, D. Dunque: il rappor-
to anarmonico di quattro retle 4, B,C, D concorrenti in un
centro o ¢ eguale al rapporto anarmorico de’ quattro punti
a,b,c,din cuiesse sonoincontrate da una trasversale. Per
conseguenza, se le quattro rette 4, B, C, D sono segate da uu’ altra trasver-
sale in @, &', ¢, d', il rapporto anarmonico di questi nuovi punti sara egua-
le a quello de’ primi a, b, ¢, d. E cosi pure, se i punti a, b, ¢, d ven-
gono unili ad un altro centro o' mediante quatiro retle A', B', €', D', il rap-
porto anarmonico di queste sara eguale a quello delle quatiro 4, B, C, D.

3. Dati quattro punti a, b, ¢,d in linea retta e tre altri punti &, ¥, ¢
in nn’ altra retta, esiste in questa un solo e determinato punto d', tale
che sia:

(abed ) = (abed).
Cid riesce evidenle, osservando che il segmento a'd’ dev’ esser diviso dal
punto d' in modo che si abbia:
add (ad; ac ac
ay T \db T b/ b
Donde segue che, se i punti ad’ coincidono (fig. 2.%), le rette bb', cc’,
dd' concorreranno in uno stesso punto o.

Analogamente : dati due fasci di qualtro rette ABCD, A”B’L“D’, i centri
de’ quali siano o, o', ed i rapporti anarmonici

sen (ABCD), sen(4'B'CD')

siano egua.li, se i raggi A4’ coincidono in una retta unica ( passante per o e
per o' ), i tre punti BB', CC', DD' sono in linea retta.

. IDa'u quattro punti a, b, ¢, d in una retta ed altri quattro punti a’, ¥,
8 a,i, in una seconda retta (fig. 3.*), se i rapporti anarmonici { abed ),
(dbcd) sono eguali, anche i due fasci di quattro rette a(a'b'c'd'), d (abed)
avranno 'eguah rapporti anarmonici (2 ).-Ma in questi due fasci i raggi corri-
spol:denu ad, a’_a coimcidono; dunque i tre ponti (ab, a'd), (ac, ac),
(ad, 'a’d') sono in linea retta. Questa proprieta offre una semplice regola per
costraire il punto d', quando siano dati abed, a'b'c'.

. Ed in modo somigliante si risolve I’ analogo problema rispetto a due fa-
sci di quattro rette.

4. Quattro punti a, b, c, d in linea retta diconsi armonici quando sia:

(abed) = — 1,
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Epperb anche:
(bade) = (edab ) = ( deba ) = (abde) = (bacd) = (cdba) = (deab) =— 1.
| punti @, b e cosi pure ¢, 4 diconsi coniugati fra loro (¥).

Se il punto @ si allontana a distanza iofinita, il rapporto o ha per

limite — 13 quindi dall’ equazione (abed) = — 1 si ha %: 1, ossia ¢ &
¢

il punto di mezzo del segmento ab.

La velazione armonica ( abed ) — 1, ossia
@ wd
cb db

mostra’ che uno de’ puoti ¢, d, per esempio ¢, & situato fra a e b, mentre
I” altro punto @ & fuori del segmento finito ab. Laonde , se a coincide con b,
anche ¢ coincide con essi. E dalla stessa relazione segue che, se @ coincide
con ¢, anche d coincide con a.

La relazione armonica individua uno de’ quattro punti, quando sian dati
gli altri tee. Ma se questi sono coincidenti, il quarto riesce indeterminato.

*Analogamente : quattro rette A, B,C, D, concorrenti in un punto, di-
consi armoniche , quando si abbia:

sen(ABCD)Z—l,

ciod quando esse siano i da una tr le qualunque in quattro
punti armonici. )

5. Sia dato_(fig. 4.") uo quadrilatero completo, ossia il sistema di
quattro rette segantisi a due a die in sei punti @, b, ¢, a, b, . Le tre
diagonali ad', bb', c¢ formano un triangolo afy. Sia il punto coniugato ar-
monico di § rispelto a ¢, ¢ e sia y il coniugalo armonico di y rispelto a
b, b'. La retta coniugata armonica di ad rispetto alle ach', ac'h ed anche la
relta coniugala armonica di d'a rispetto alle a’be, ab'¢ dovranno passare per
z e per y. Dunque questi punti coincidogo insieme con &, punto comune al-
le bb', cc'. Donde segue che ciascuna diagonale & divisa armonicamente dalle
alwe due. . .

Di qui una semplice regola per costruire uno de’ quatlro punti armonict

L7, 0,05 quando siano dati gli altri tre. . .
Una somigliante proprieta appartiene al quadrangolo completo ( sistema di
(quattro punti situali 2 due a due in sei rette ) e dd luogo alla costruzione di
un fascio armonico di quattro rette. * e

6. Quatiro punti my, Mg, M55 My in linea retta riferiti ad un punto o
della retta medesima , siano rapp i dall’ equazione di quarto grado:
2) A.oTl‘—l—-4B.a—m3+60.0—m5+40.1m|+£=0,

ciod siano omg, omy, OM, OMy le radici dell’ equazione medesima.

a

e

*) 1l puato b dicesi conitgato armonico i @ rispetto ai due ¢, d ecc.

(o

~t

Se il rapporto anarmonico ( mpngmym, ) & eguale a —1, si avra:
mymg . MMy —+ Mgy . My = 0,

ovvero, sostituendo ai segmenti mms ,
avendo riguardo alle note relazioni fra
zione:

le differenze om; — om, ,
coefficienti ¢ le radici di un’ equa-

A(om, . omy + oms . omy) —2 C=0.
Analogamente: le equazioni (mymgmymy) =— 1 (mmmoms )=—1 danno:

A(om, . oms —+ om, . omy) —20 =0,
A(om, . om; -+ omy . omg) —2C=0.

Moltiplicando fra loro queste tre equazioni si otterra la_condizione neces-
saria e sufficiente, affinche uno de’ tre emi (mgmymgm, ), (mmzmmy ) 5
( mymgmgms ) sia armonico. 11 risultato @ simmetrico rispetto ai segmenti om, ,
omy, oms, oMy, epperd si potrd esprimere coi soli coefficienti dell’ equazio-
ne 2). Si ottiene cosi:

ACE + 2BCD — AD* — EB* — C° =0
come condiz}ione‘p.erché .i _punli rappresentati dalla data equazione 2), presi in
alcuno degli ordini possibili, formino un sistema armonico ().

Amy. XL i a delle i e delle stelle.

7. Chiameremo punteggiata la serie de’ punti situali in upa’stessa retta,
¢ fascio di rette o stella la seric delle rette ('sitvate in un piano ) passanti
ger. uno stesso punto ( centro della stella ) (*¥). Le punteggiate e le stelle si
'::xgneranno‘ cal_nom; comune di forme geometriche. Per clementi di una for-

geometrica intendansi i punti o le rette coslituenti la punteggiala

: N ala 0
stella che si considera. . punleggiats © I
. ]?ue forme geo!r:ell"iche si diranno projettive quando
|l-a i loro elementi esista tale relazione, che a ciascun
elemenlo della prima corvisponda un solo e determinato
e.:mendlo della seconda ed a ciascun elemento di questa cor-
rlsp?’n a un‘solo e determinato elemento della prima (**¥)
er esempio: s vi g rasvi itrari
- imengz;:m:ef una stella vien segata daA una trasversale arbitraria
s ormano una punteggiata projettiva alla stella
i Dalla preced definizione segue id che due for;ne projettive
ur;a tcerza_ dsnna projettive fra loro.

. Consideriamo due rette. punteggiate. Se i i

3 i & un punto fisso
relta, un punio q lunque m c’lyeulla el sard divid ddc“ﬂ o
'V.':“a ed I , un punto
viduato dal segmento j'm', ove j'

al o
qualunque m’ della seconda retta sara indi-
sia un punto fisso della stessa retta. Se le

(*) Saumox , Lessons introductory to th i .

::,'.)“c"'";“"svpf,‘“"""’f“: de:crmiun,’ ;:gg::n r:s‘gh‘; a:gabm, Dublin 1859, p. 100.
nasvLes , PTinGi co eus obj i

0800 1 heok @5 Fotmee, 2’|wdécemh::ﬁ|.,;g:‘§i‘me entre deux objets variables etc. ( Comples ren-
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due punteggiate sono projettive e se m, m’ sono punti corrispondenti , fra i
segmenti im , j'm’ avra luogo una relazione , la quale, in virta della defini-
zione della projettivitd , non pud essere che della forma seguente:

1) x.im.j’m’+l.im+p.j’m’+w=0,

ove x, A, p, v SONO coefficienti costanti. Quest’ equazione pud essere sempli-
ficata, determinando convenientemente le origini i, j. Sia i quel punto della
prima punteggiata, il cui corrispondente & all” infinito nella seconda retta: ad
im = 0 dovra corrispondere j'm’ =co, quindi z = 0. Cosi se supponiamo che

§ sia quel punto della seconda punteggiala ,a cui corrisponde il punto all” in-
finito della prima , sard 2 =0. Percid I’ equazione 1) assume la forma:

2) im.jm =k,
ove k & una costante.

Siano a, b, ¢, d quallro punti della prima retta; @, b, ¢, d i loro
corrispondenti nella seconda. Dalla 2) abbiamo:

ok, k
=— ,4d==>
e ia’J ic
quindi :
L, k.ac
ad =—
a .

Analoghe espressioni si oltengono per ¢b, dd, db', e per conseguenza:
a’c dd _ ac  ad

Fr T R

ciod:
(abcd ) = (abed ).

Abbiansi ora una stella ed una punteggiala , projettive. Segando la stella
cou una trasversale arbitraria si ha una nuova punteggiata, che & projetti-
va alla stella, e quindi projetiiva anche alla punteggiata dala (7). Sia-
wo a, b, ¢, d qualtro punti della punteggiata data, 4, B, C, D i corri-
spondenti raggi della stella ed @, b, ¢, d' i punti in cui questi raggi sono
incontrati dalla trasversale. Avremo:

(abcd ) = (abed).
Ma si ha anche (2):
(ab'¢d ) = sen( ABCD )s
dunque :
(abed ) = sen( ABCD ).

Da ultimo , siano date due stelle projettive : segandole con due Lrasver-
sali (o anche con una sola) si avranno due punteggiate , rispettivamente pro-
jettive alle stelle , epperd projettive fra loro. Siano 4, B, C, D quatlro rag-
gi della prima stella; 4, B, C, D' i quatro corrispondenti raggi _della
seconda; a, b, ¢, @ ed o, b, ¢, d i quattro punti in cui questi raggi sone

9

incontrati dalle rispettive trasversali. & cagione della projettivita delle due
punteggiate abbiamo :
(abed ) = (abed).
Ma si ha inoltre (2):
(abcd ) = sen ABCD ), (abed ) = sen ( ABCD ),
dunque: <
sen ( A'BCD) = sen ( ABCD )

Concludiamo che: date due forme projettive, il rapporto
anarmonico di quattro elementi quali.si vogliano dell” una
2 eguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrisponden-
ti elementi dell” altra.

Da cid consegue che, nello stabilire la projettivita fra due forme geo-
metriche , si ponno assumere ad- arbitrio tre coppie & elementi corrispondenti ,
per es. ad', bb', ¢c. Allora, per ogni altro elemento m dell’ noa forma, il
corrispondente elemento m' dell’ alra sard individuato dalla condizione del-
I’ eguaglianza de’ vapporti anarmonici (abcm'), (abem).

9. Supponiamo che due rette punteggiate projettive vengano sovrapposte
I’ una all’ altra ; ossia imaginiamo due punteggiate projetlive sopra una medesima
vetta, quali a cagien &’ esempio si ollengono segando con una sola trasversale
due stelle projettive. La projettivita delle due punteggiate & rappresentata dal-
I’ equazione 2):

im . jm =k
Per mezzo di essa cerchiamo se vi sia alcun punto m che coincida col suo
eorvispondente m'.

Se le duc punteggiate s’ imaginano generale dal movimento simultaneo
de’ punti corrispondenti m, w', ¢ evidente che questi due punti si_moveranno
aello stesso senso o in sensi opposti, secondo che la costante k sia negativa
o pOSlll\'ﬂ.

Sia k> 0. In questo caso & manifesto che si pud prendere sul prolun-
gamento del segmento jii... un punto e tale che si abbia ie.je =k E se
si prendera sul prolungamento di ij... un_punto f, che sia distante da j'
quanto. ¢ da i, sard if.jf=k. Ciot i punti e, f, considerali come apparle-
neti ad una delle due punteggiate, coincidono coi rispettivi corrispondenti.

Ora sia k=—h® | punti m, m' non potranno, in questo caso, coin-
cidere che entro il segmento ij’. Si tratta adunque di dividere questo segmento
in due parti im, mj’, il rettangolo delle quali sia k% Quindi, se 2k < ij, vi
saranno due punti e, f sodisfacenti alla questione: essi sono i piedi delle ordinate
perpendicolari ad ij’ ed eguali ad h, del semicircolo che ha per diametro ij’.
Se 2h=ij’, non vi sara che il punto medio di ij' che coincida col proprio
corrispondente. Da ultimo, se 2h > if', la quistione non ammelte soluzio-
ne reale.

Coircludiamo che due punteggiale projetlive sovrapposte hanno
due punti comuni (veali, imaginari o coincidenti), equidistanti
dal punto medio del segmento iy’

Che i punti comuni dovessero essere al piu due si poteva prevedere an-
che da cid che, se due punleggiate projettive sovrapposte hanno tre punti

2
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i i coi rispettivi corr i, esse sono identiche. Infatti, se ( abem )
= (abem' ), il punto m' coincide con m.
Se e, f sono i punti comuni di due punteggiate projettive sovrapposte,
velle quali aa’, b5’ siano due coppie di punti corrispondenti , si avra I” egua-
glianza de’ rapporti anarmonici :

(abef) = (a¥'ef),
(ad'ef) = (Bb'ef ),

donde si ricava ches il rapporto amarmonico (adef) & costante, qua-
lunque sia la coppia ad. g

10. Siano date due stelle projettive, aventi lo stesso centro. Segandole
con una trasversale, otterremo in questa due punteggiate projettive: due pun-
ti corrispendenti m , m' sono le intersezioni della trasversale con due raggi
corrispondenti M, M' delle due stelle. Siano ¢, f i punti comuni delle due
punteggiate. Siccome i punti e, f della prima punteggiata coincidono coi lore
corrispondenti ¢/, ' della seconda, cosl anche i raggi E, F della prima stel-
la coincideranno rispettivamente coi raggi E', F' che ad essi corrispondono
nella seconda stella. Dunqué, due stelle projettive concentriche hanno due rag-
gi comuni ( reali, imaginari o coincidenti ), ciod due raggi, ciascun de’ qua-
li & il corrispondente di s? stesso.

che si pud scrivere cosi:

ART. III. Teoria de’ centri armonici.

11. Sopra una retta siano dati n punti aa,...a ed un polo 0. Sia
poi m un punto della retta medesima , tale che la somma dei prodotti degli n

rapporti — , presi ad r ad r, sia nulla. Esprimendo questa somma col simbo-
oa

lo 3 (——) , il punto m sard determinato per mezzo della equazione :
oa /r

ma
1) 2(22), =0 .
oa /r
che, per I identita ma = oa — om, pud anche scriversi:
1 1
2) 6>} (— - = ) 22O
. om oa/r

ossia sviluppando :

T e e e C A G

ove il simbolo [’r‘] esprime il numero delle combinazioni di n cose prese

ad r ad r.
L’ equazione 3) , del grado r rispetto ad om , da r posizioni pel punto m:

11

wli r punti mymy...m, si chiameranno (*) centri armonici , del grado r ]
del dato sistema di punti a,a,...a, rispetto al polo o.

Quando r=1, si_ha un solo punto m, che & stato considerato da
Ponceser sotto il nome di centro delle medie armoniche (**).

Se inoltre @ n=2, il punto m diviene il coniugato armonico di o Ti-
spetto ai due a,a, (4) .

12. Se I’ equazione 1) si moltiplica per oa,.0a...0a, € si divide per
ma, .ma. .. My, €S53 SI Muta evidentemente in quest’ altra:

donde si raccoghie:

em & un centro armonico, del grado r, del dato sistema di
punti rispetto al polo o, viceversa o & un centro armonico, del
grado n—r, del medesimo.sistema rispetto al polo m.

13. Essendo mm,...m, gli r punti che sodisfanno all” equazione 3), sia p
il loro centro armonico di primo grado rispetto al polo o; avremo equa-

zione :
1 1
E(— ——) =0
op om /4

analoga alla 2), ossia sviluppando:
T 1
: A=)
Ma, in virta della 3), :

2G), =5 260

dunque:

n 1 .

~ =3,

ou oa/y
ossia :

1 1

E(— - —) =0
o oa/\

Cid significa che w ¢ il centro armonico, di primo grado, del dato sistema
di punti a,a,...a, rispetto al polo o.

. Indicando ora con u uno de’ dué centri avmonici, di secondo grado, del
sistema mm, . ..m, rispetto al polo o, avremo I’ equazione analoga alla 2):

1 1
E(—— —) =o,
ou om /g

e . .
aout ‘(‘3}1’:";?";:;')“’ Mémoire sur la théorie des poles et polaires ete. (Iournal de M. Liovviee,
no lﬁll,:m). sur les centres des moyennes harmoniques (Giornale di CaELLE, L. 3, Berli-
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ossia, sviluppando: d
r(r—1) 7 1)\? 1 1 1
TG (=1 o 2(5), 2 (50). =
Ma, in virtd della 3), si ha:
(L) =5 1y _rlr=tl (L
2(om)n_ nz(oa)1 2 E(om)a- n(n—l)2 aa)g’
onde sostituendd ne verrd:

e .
n(n;l)(a%)*_(..-t)iz(%)l-pz —:7 iz,

2

vale a dire: X
1 1
. X —_—— 4) =0;
on oa/2
dunque & & un centro armonico, di secondo grado, del sistema a,a;...ax
rispetto al polo o.

Lo stesso risultato si ottiene continuando a rappresentare con u un cen-
tro armonico, del terzo, quarto,....... (7 —1)eim grado, del sistema
mymy. . .m, rispetto. al polo o. Dunque: :

e mmy...m; SON0 i centri armonici, di grado r, del dato

sistema @,a,. ..an Tispetto al polo o, i centri armonici, di grado
s (s<r),del sistema mm,...m, rispetto al polo o sono anche

i centri armonici, del grado s, del sistema dato rispetto allo

stesso polo o.

14. Se m & un centro armonico, del grado n— 1, del dato sistema
aa,. .. 6y tispetto al polo o, si avra I’ equazione 4) nella quale sia posto
r—mn—1. Vi s introduca un arbitrario punto i (della retta data) mediante
le note identita oa = oi -+ ia, ma =ia — im, onde si avra:

0i = 1
S8 o,
ia —im
ossia, sviluppando:

5) T (. oi-+ (ia), = im" | (n—1)0i 2ia), +2 Z(ia),}

—k-iTnH{(n—ﬂ)wii(ia),-i-:iz(ia)ﬁ]...+(—l)"“{oiE(ia)M+n2(éa),f);—:0.

Siano mym, ... Ma_y i centri armonici, di grado n— 1, del dato siste-
ma rispetto al polo o, cio? i punti che sodisfanno alla 5); s avra:

(n—r)oi}‘.(ia),+(r+l)Z(ia)m.,
n.o0i + = (ia), :

3 (im), =

13

Ora sia g uno de’ centri avmonici, del grado n — 2, del sistema mmg...mn_
vispetto ad un punto o' (della retta data); avremo analogamente alla 5):

@ {(n—1)0i-+3(im),} — ™ (n—2) i S(im), -2 Zim)s )
(=12 Z{imay+ (n—1) Sim)a_y} =0-

In questa equazione Pposto per 3(im), il valore antecedentemente seritto, si
ottiene :

* S (ia) = (n—2) (n—3)ie"—* Zlid)-..

-

oi.0'il n(n—l]@"_‘l—(n—liln—ﬂ) :';"

e(oi+0'i) { (n—1) 1" Blia) —2 (n-?)ﬁ"“‘zuaj;u (n—3)ia" " 2(ia

+{1. $ ™ S(ia)y—2. 37" Zlia)

aia T S(ia).. ) =05

il qual risultato, essendo simmetrico rispetto ad o, o', significa che:

Se mymy...mu_y sono i centri armonici, di grado n—1, del sistema
a8y . - @, rispelto al polo o, e se m ym'ge..m'p_, SODO i centri armonici, di
grado n — 1, dello stesso sistema a,a,...an rispetto ad un altro polo o';
i centri armonici, del grado m—2, del sistema mymy.... My rispetlo
al polo o coincidono ‘coi centri armonici, del grado n —2, del sistema
o' ym'y...m'_, vispetto al polo o.

Questo teorema, ripeluto successivamente , pud essere esteso ai- centri
armonici di grado qualunque, e allora s” enuncia cosi:

Se mymy...m, sono i centri armonici, di grado r, del siste-
ma dato a,...a, rispetto al polo o, e se m'\my...m, sono i
centri armonici, di grado r', dello stesso sistema dato rispetto
ad un altro polo o, i centri armonici, di grado r-r —n, del si-
stema mymy...m, Fispetto al polo o coincidono coi centri armo-
nici, di grado r-+r —n, del sistema mmy....my, Tispetto al
polo o.

15 Se m e p sono rispettivamente i centri armonici, di primo -grado,
dei sistemi a,ay... 6, ed aya;...a,, vispello al polo o, si avra:

no_ 1
om 0,
n—1 1 1 1
—— = — 4 — e
ou oay oa; oa,

:

. ? i

“Si-supponga u coincidente com a,: in” tal caso le due equ}tioui precedenti ,
paragonate fra loro, danno om = ou. Dunque:

?e -a, & il tentro armonico, di primo grado, del sistema di
punti ay6;...an Tispetto .al polo o, il punto a 2 anche il centro
armonico, di primo grado, del sistema a,a,...an rispetto allo stes-
so polo.

16. F.in.qni abbiamo tacitamente supposto che i dati punti @,a;...as
fossero distinti , ciascuno dai restanti. Suppongasi ora che r punti @n@n_y-+-Gn_ny
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coincidano in un solo, che denoteremo con a,. Allora, se nell}a'equazioue 5)
si assume g, in luogo dell’ origine arbitraria i, risulta evidentemente:

Z(ia)u =0, Z(ia)u_,

=0,.....2(ia)n_rts =0,

onde I” equazione 5) riesce divisibile per ‘1.7'{—-1, ciod r— 1 centri armonici
del grado n— 1 cadono in a,, e cid qualunque sia il polo o. Ne segue inol-
e, avulo riguardo al teorema (13 ), che in a, cadono r—2 centri armo-
nici di grado n — 2; r— 3 centri armonici di grado n—3,... ed un cen-
tro armonico di grado n—r + 1.
17. L’ equazione 3) moltiplicata per om” e per (— 1) 0a,.0a, ... 00
diviene:
— e n—r+2)n—r-+1)__
6)  om’ =(0a),_r—m—r-1)am! E(Dn],._,,-.',l-l-(-——l—)(?——?om'_’ 3(08) u_r30+-
—1).(n—r+1
nn—1)...(n—r-+1) 5

—1)r
=1 1.2...r

oa), =0.
Suppongo’ ora che il polo o coincida, insieme €ON @ndu_ «++ Gn_si-y > in
un unico punto. Allora si ha: .
3(0a)y =0, 2(0a)u_y=0,... Z(08)n_sts = 0;

quindi I’ equazione che precede riesce divisibile per om*, ossia il polo o tien
luogo di s centri armonici di grado qualanque. Gli -altri r—s centri armoni-
ci, di grado r, sono dati dall” equazione :

o™ 2(0a)n_r— (n—r-+1)om " 2(08)u_rt

1n—-r—:—2](n—r+1) —

) om
1.2

=2 3 (0u)y_rgg - =0,

ove le somme Z(oa) contengono solamente i punti a,a,. .. a_s Dunque, gli
altri r — s punti m, che insieme ad o preso s volte costituiscono i centri ar-
monici, di grado r, del sistema a,a,...an rispetto _al polo o, sono i centri
armonici, di grado r—s, del sistema a,a,...a8n_s rispetto allo stesso polo o.

Si noti poi che, per s=r+1, P ultima_equazione ¢ sodisfalta iden-

ticamente , qualunque sia m.

Ciod, se r -+ 1 punti a ed il polo o coincidono

insieme , i centri armonici del grado
sumersi come lale un punto qualunque

18. Abbiasi, come sopra (11),
ma di n punti aa,...a, ed un polo
di grado r, onde fra i segmenti ma,
un punto arbitrario ¢ fuori di R e da

r riescono indeterminati, onde potra as-
della retta a8y .. )

in una retta R (fig. 5.%) un siste-
0; sia inoltre m un centro armonico
oa sussistera la relazione 1). Assunto
esso tirate le rette-ai punti 0, a, m,

seghinsi queste con una trasversale qualunque R’ nei punti o, @, m'. Allora

si avra:

sen em'a’

B
sen cam

15
ed analogamente:
oa od _ sencld
ca T sen coa
donde si ricava:
ma m'a _ senca'm' sen cma
oa  dd senco'a  sen coa

Il secondo membro di questu equazione non varia, mutando i punti a, @',
quindi avremo: -

ma, _ md, mdy m'a'y

oa, o'ay oa'y oa'n

" 3 < . .. ma
Siccome poi la relazione 1) & omogenea rispelto alle quantita — , cosi se
oa

(.=

Se m ¢ un centro armonico, di grado r, di un dato sistema di punti
ayay.. . a, situati in linea retla, rispelto al polo o posto nella stessa retia,
e se tlti questi punti si projettano, mediante raggi concorrenli in un punto
arbitrario, sopra una trasversale qualunque , il punto m' ( projezione di m) -
sard un centro armonico, di grado r, del sistema di punti a@'ya'y...a’ (pro-
jezioni di a,ay...a, ) vispetto al polo o' ( projezione di o).

Questo teorema ci abilita a trasportare ad un sistema di rette concorrenti
in un punto le definizioni ed i teoremi superiormente stabiliti per un sistema
di punti allineati sopra una. retta.

19. Sia dalo un sistema di n rette A,4;...4, ed un’altra retta O,
tutte situate in uno slesso piano e passanti per un punto fisso c. Condotla
una trasversale arbitraria R che, senza passare per c, seghi le rette date in
a,a,. .-Gy imaginino gli r centri armonici mymy...m,, di grado r,
del sistema di punti a,a,...a, rispetto al polo o. Le rette MiMs. .. M, con-
dotte da ¢ ai punti mymg...m, si chiameranno assi armonici, di grado r,
del dato sistema di rette Ay4y... 4, rispetto alla retta 0.

ansiderando esclusivamente relte passanti per ¢, avranno luogo i seguenti
teoremi, analoghi a quelli gia dimostrati per un sistema di puntiin linea retta.
X e M @ un asse armonico, di grado r, del dato sistema di relte 4;4,...
rispelto alla retta O, viceversa O & un asse armonico di grado n —r , del me-
desimo sistema , rispetto alla retla M.

Se MMy... M, sono gli assi armonici, di grado r, del dato siste-
ma Aydy... An, rispetto alla retta O, gli assi armonici, di grado s (s <r),
del sistema M,M,...M,, rispetto ad O, sono anche gli assi armonici, del
grado s, del sistema dato, rispetto alla stessa retta 0. "

Se MM,... M, sono gli assi armonici, di grado r, del sistema dato
Ay4;. .. Ay, rispetto alla retta O e se M'\M' My, sono gli assi armo-
nici, di grado ', dello stesso sistema dato, rispelto ad un’ altra retta 0';

ne dedurra:

ciod :




i
il
i
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gli assi armonici, di grado r 1" —n, del sistema MMy ... M, , rispetto alla
retta O, coincidono cogli assi armonici, di grado r +r' —n, del sistema
M\M's... M., rispetto alla retta 0.

Qualunque sia la retta O, se r fra le rette date Ayds. 4, coincidono
in una sola, questa tien Juogo dir — 1 assi armonici di grado n — 1, dir — 2
assi armonici di grado n —2,... di un asse armonico di grado n —r —+ 1.

Se s rette AyAy_y -+ An_syy coincidono fra loro e colla retta O, que-
sta tien luogo di s assi armonici di qualunque grado, ¢ gli altri r—s assi
armonici, di grado r, sono gli assi armonici, di grado r —s, del sistema
Aydg ... Ay_s rispetto ad O.

90. Se al n.° 18 la trasversale R' vien condotta pel punto o, ossia se
Ja retta R si fa girare intorno ad o, il teorema ivi dimostrato pud essere enun-
ciato cosi:

Siano date n relte A;4y...A4, concorrenti in un punlo c. Se per un
polo fisso o si conduce una trasversale arbitraria R che seghi quelle n rette
ne’ punti @,a,...a,, i centri armonici di grado r, del sistema a,ay...au, ri-
spetto al polo o, generano, ruotando R intorno ad o, r rette MyMy... M, con-
correnll 1 C.

E dagli “ultimi due teoremi (19) segue:

Se s rette Andu_y...An_sp fra le date coincidono in una sola A,
questa tien luogo di s — (n—r) delle rette M\M,...M,. Se inoltre 4, passa
pel polo o, essa tien luogo di s delle rette MyM,...M,. Le rimanenti r —s,
fra queste rette, sono il luogo de’ centri armonici di grado r — s, (rispetto al
polo o) de’ punti, in cui R sega le rette Ayds. .. 4u_s

ART. 1V, Teoria dell’ involuzione.

21. Data una retta, sia o un punto fisso in essa, a un punto variabile ;
inoltre siano Ky , ky...hyshy. .. quantita costanti ed o una quantitd variabile.
Ora abbiasi un’ equazione della forma:

— — et = —n—t
1) kioa' + kn_yoa" eitkyro Y haoa" = ha_yoa .hyl

Ogni valore di o da n valori di oa, ciod da un gruppo di n punti a.
Tavece, se & dato uno di questi punti, sostituendo nella 1) il dato valore di oa,
se ne dedurra il corrispondente valore di o, e quindi, per mezzo dell” equa-
sione medesima, si otterranno gli altri n— 1 valori di oa. Dunque, per _ogni
valore di &, I’ equazione 1) rappresenta un gruppo di n puoti cosi legati fra
loro, che uno qualunque di essi determina tatti gli altri. 11 sistema fle_gh in-
finiti gruppi di n punti, corrispondenti -agli infiniti valori di o, dicesi involu-
zione del grado n (¥). .

Una sewplice punteggiata pud
mo grado (7).

3

i come un’ involuzi di pri-

(%) Jonouiiazs , Généralisation de la théorie de P involtion (Aonali di Matematica. tomo 2.7
Roma 1859, pag. 86).
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Un’ involuzione # determinata da due gruppi. lnfalti, se le equazioni:
.

— =1

—n —n —n—t
kuoa +ko_oa  +..=0, hyoa +hi_yoa ...=0

vappresentano i due gruppi dati, ogni altro gruppo dell involuzione sard rap-
presentato dalla:

=1 =1

—n — —n —u
k, 08 —+ ka_yo0a v..+o(hoa +h_yoa ..

ove o sia una quantitd arbitraria.

292, Ogni qualvolta due punti @ d” uno stesso gruppo coincidano in un
solo , diremo che questo @ un punto doppio dell’ involuzione. Quanti punti doppi
ha I involuzione rappresentata dall’ equazione 1)? La condizione che quest’ e-
quazione abbia due vadici eguali si esprime eguagliando a zero il discriminante
della medesima. Questo discriminante & una fuazione , del grado 2(n—1),
de’ coefficienti dell” equazione; dunque , liandolo a zero, si avrd un’ equa-
zione del grado 2 (n— 1) in o. Cid significa esservi 2 (n — 1) gruppi, cia-
scuno de’ quali contiene due punti coincidenti, ossia:

Un’ involuzione del grado n ha 2(n—1) punti doppi.

23. Siano a,a5...a, gl n punti coslituenti un dato gruppo. Il centro
armonico m, di primo grado, di questi punti, rispetto ad un polo o preso ad
arbitrio sulla retta data, ¢ determinato dall’ equazione:

L

donde, avuto rignardo alla 1), si trae:

* om=—n - ——
Quindi, il segmento compreso fra due punti m, m', centri armonici di

due gruppi diversi, si potra esprimere cosi:

n (hky — hik,) (

(ky = ohy ) (ky+o'hy)

mm' = om' — om =

Siano ora my , my, my, my i 9emri arlponici (di primo grado e relativi
a! polo o) di qualtro gruppi, corrispondenti a quattro valori oy, 05, 05, 0
di o3 avremo: ’

(mymgmsm, ) = —— : ———
g—o;  0g—o0;
questo risultato non si altera, se invece di o si assuma un altro punto; cind
il rapporto anarmonico dei quattro centri @ indipendente dal po-
lo o. V!\e segue che la serie de’ centri armonici (di primo grado } di tutt’i
gruppi, nfpello ad un polo 0, e la serie de’ centri armonici ( dello stesso
) de’ gruppi medesimi, rispetto ad un altro polo o', sono due punteg-
projetlive.
3
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Per ‘rapporto anarmonico di quattro gruppi di un’ involuzione , intende-
remo il rapporto anarmonico*de’ loro centri armonici di primo grado , relativi
ad un polo arbitrario.

Sia m uno de’ centri armonici, di grado r (rispetto ad un polo o), di
un dato_gruppo dell’ inveluzione 1). L’ equazione 6) del n.° 17, avuto riguar-
do alla 1) del n.° 21, ci dara:

2) om’ (kpet-ohp)-r(n—r-1)om " (Kp_y-rohe_y)ueeernn
X cn—r+1)
e e ik eRg)=0;

dunque: i centri armonici, di grado r, de’ gruppi dell” involuzione 1) formano
una nuova involuzione del grado r. Ogni valore di o da un gruppo dell’ in-
voluzione 1) ed un gruppo dell” involuzione 2), ciod i gruppi delle due invo-
luzioni si corrispondono tra loro ad uno ad uno. E siccome il rapporto anar-
monico di quattro gruppi dipende esclusivamente dai quattro corrispondenti
valori di o, cosi il rapporto anarmonico di quattro gruppi dell” involuzione 2)
@ eguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrispondeuti gruppi dell’ involu-
zione 1). La qual cosa risulta anche da cid, che due gruppi corrispondenti
delle dve involuzioni hanno, rispetto al polo o, lo stesso centro armonico di
primo grado (13).

. 24. Due involuzioni date sopra upa stessa relta o sopra due rette diverse
si diranno projettive , quando i centri armonici, di primo grado, de’ gruppi
dell’ una , rispetto ad un polo qualunque, ed i centri armonici, di primo gra-
do, de’ gruppi dell’ altra, rispetto ad un altro polo qualunque, formino due
punteggiate projettive. Da questa definizione e da quella del rapporto anarmo-
nico di quattro gruppi di un’ involuzione si raccoglie che:

Date due involuzioni projettive, il rapporto anarmonico di
quattro gruppi dell’ una @ eguale al rapporto anarmonico de’ quat-
tro corrispondenti gruppi dell’ altra.

Cio¢ il teorema enunciato alla fine del n.° 8 comprende anche le involu-
zioni, purcht queste si risguardino quali forme geometriche, i cui elementi
sono gruppi di punti.

(a) Cerchiamo come si esprima la projettivita di due involuzioni.

| lLa prima di esse si rappresenti coll’ equazione 1) e la seconda con que-
s’ altra:

3) K. 04" + . .5~ Ky =0 ;H,,..am+...+ﬂnz:0,

ove A & un punto qualunque della retta, nella quale & data la secouda invo-
luzione; O & I’ origive de’ segmenti in questa vetta; Hy , Ky ,... sono coef-
ficienti costanti. =

pponiamo , com” & evid Jecito, che ai gruppi e =10, 0 =co,
o=1 della prima involuzione corrispondano mella seconda i gruppi 6 =0,
6=co, §=1. Allora, affinch® le equazioni 1) e 3) rappresentino due grup-
Pi corrispondenti, @ necessario e sufficiente che il rapporto anarmonico dei
quattro gruppi o = (0,00, 1,0) della prima involuzione sia eguale a quello
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de’ gruppi 6= (0,00,1,8) della seconda, ciod dev’ essere o= 6. Dunque
la seconda involuzione , a cagione della sua projettivita colla prima, si potrd
rappresentare cosi:

-+~HU§:0.

4) l(,,..(;.-4m+...—:—K0+uEH,,,.a"'.,-“

Le equazioni 1) e 4), per uno_stesso Avalore di o, danno due gruppi corri-
spondenti delle due involuzioni projettive. Ed eliminando o fra le equazioni
medesime si avra la relazione che esprime il legame o la corrispondenza dei
punti @, 4. . . X X

(b) Se le due involuzioni sono in una slessa rella, i punti a, A si pos-
sono riferire ad una sola e medesima origine: ciod al punto O pud sostituir-
si 0. In questo caso, si pud anche domandare quante volie il punto a coincida
con uno de’ corrispondenti punti 4. Eliminato o dalle 1), 4) e posto oa in
luogo di 04, si ha la:

5) {k,,‘o_a"+.-..+kﬂ)(H,,,.oa"'+...+ Hy)
—(hy - 08" = ot hg) (Ko« 08 EovveioKy) =0,

equazione del grado n ~+ m vispello ad oa. Dunque:

In una retta, nella quale sian date due involuzioni projettive,
I’ una di grado n, P altra di grado m, esistono generalmente
n - m punti, ciascun de’ quali considerato come appartenente
alla prima involuzione, coincide con uno de’ punti corrispondenti
nella seconda. .

Questi si chiameranno i punti comuni alle due involuzioni.

() Se I’ equazione 1) contenesse nel suo_primo membro il fattore o, es-
sa rappresenterebbe un’ jnvoluzione del grado n, i cui gruppi avre'bbero T
punti comuni, tutti Tiuniti in o0; ossia essa rappresenterebbe sostanzialmente
un’ involuzione del grado n —r , a ciascun gruppo della quale @ aggiunlo r
volte il punto o. In tal caso & manifesto che anche # primo membro del-
I’ equazione 5) sard divisibile per od 5 ciod gli n <+ m punti comuni alle due
involuzioni proposte saranno costituiti dal punlo o preso r volte e dagli m-+n—r

- punti comuni alla seconda involuzione (di grado m ) ed a quella di grado

n—r, alla quale si riduce la prima, spogliandone i gruppi del punto o.

Se inoltre i gruppi della seconda involuzione contenessero s volte il pun-
10 o, questo figurerebbe r ~- s volte fra i punti comuni alle due involuzioni.

(d) Se un gruppo della prima involuzione ( per es. quello che si ha po-
nendo o = 0) contiene r volte uno slesso punio o, € se il corrispondente
gruppo della seconda iovoluzione contienc s volte lo stesso punto o, ove sia
s> r, & evidente che I’ equazione 5) conterrd nel primo membro il fattore
oa , ciod il punto o terra il posto di r punti comuni alle due involuzioui.

(e) E superfluo accennare che, per le rette concorrenti in uno stesso pun-
10, 5i pud stabilire una teoria dell” involuzione affatto analoga a quella suespo-
sta pei punti di una retta.
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95. Merita speciale studio I involuzione di secondo grado o quadratica ,
per la quale, fatto n =2 nella 1), si ha un’ equazione della forma :

e 5
6) ky.oa Sy 0a +ky+o(hy.oa +h, . 0a-+hg) =0.

i ciascun gruppo & composto di due soli punti, i qual diconsi coniu-
) clascun. grupp! P due soli punu, 1 q . cons

gati ; e chiamasi punto centrale quello, il cui coniugato & a distanza infinita.
Posta I’ origine o de’ segmenti nel punto centrale ed inoltre assunto il grup-

g gm punto_c

po, al quale esso appartiene, come corrispondente ad o = oo, dovra essere
hy , = 0. Pertanto, se a, a sono due punti coniugati qualunque, I equa-
zione 6) da:

E

0
k.

oa. 06 = = cost.

Confrontando questa equazione con quella che esprime la projettivita di due
punteggiate (9):
ia. j'a’ = cost. 3

«i vede che I involuzione quadratica masce da due punteggiate projettive , le
quali vengano sovrapposte in modo da far coincidere i punli i, j' corrispon-
denti ai punti all’ infinito. Altrimenti possiam dice che due punteggiate projet-
tive sovrapposte formano un” involuzione ( quadratica ) , quando un punto a,
consideralo come appartenente all’ una o all” altra punteggiata,, ha per corri-
spondente un solo e medesimo punto @'

Da tale proprieta si conclude che nell’ involuzione quadratica,
il rapporto anarmonico di quattro punti & eguale a quel-
lo de’ loro coniugati.

(a) Siano e, f i due punti doppi (22) dell” involuzione , determinati dal-

. . 2
1’eguaglianza oe = of = cost.; avremo:
(efaa’ ) =(efaa),

ciod il rapporto anarmonico (efaa’) & eguale al suo reciproco , epperd & =—1,
non potendo mai il rapporto anarmonico di quaitro punti distinti essere egua-
le all’ unitd positiva. Dunque: nell’ involuzione quadratica, i due
punti doppi e due punti coniugati qualunque formano un
sistema armonico.

Ne segue che un’ involuzicne di secondo grado si pud considerare come
la serie delle ‘infinite coppie di punti aa’ che dividono armonicamente un dato
segmento ef.

(b) Due involuzioni quadratiche situale in una stessa retta hanno un grup-
po comune, ciod vi sono due punti a,.a’ tali, che il segmento ad’ @ diviso
armonicamente si dai punti doppi e, f della prima, che dai punti doppi g, A
della seconda involuzione. Tnfalti: sia preso un punto qualunque m nella retta
data; siano m’ ed m,, i coniugati di m nelle due involuzioni. Variando m , i
punti m', m, , genermo due punteggiate projettive,, i punti_comuni delle quali
costituiscono evidentemente il gruppo comune alle due involuzioni proposte.
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E pure evidente che due involuzioni di grado eguale, ma superiore al

secondo, situate in uma stessa rella, non avranno in generale alcun gruppo
comune.

26. La teoria dell’ involuzione quadratica ci servira nel risolvere il pro-
blema che segue.

) Se abed sono quattro punti in linea retta, abbiamo denominati fondamen-
tali (1) i tre rapporti anarmonici:

(abed ) =2, (aedb) =

Se i primi due rapporti sono eguali fra loro, vale a dire, se:

7) A= ossia M—2+1=0,
si ha anche:

A—1

==
ciod tulli e tre i rapporti anarmonici fondamentali sono eguali fra loro.

Dati i punti abc in una relta, cerchiamo di determinare in questa un
punto d, tale che sodisfaccia all” eguaglianza :

. (abed) = (acdb),
0ssia @
(abed ) = ( cabd ).
Assunto ad arbitrio nella retta data un punto m, si determini un pun-
to m' per modo che sia
( abem ) = ( cabm’ ).

Variapdn.simullaneamenle m, m' generano due punteggiate projettive,
nelle quali ai punti a, b, ¢, m corrispondono ordinatamente ¢, a, b, m'.
Se chiamansi d, e i punti comuni di queste punteggiate, si avrd:

( abed ) = (cabd ), ( abce ) = ( cabe ),

ciod il proposto problema & risoluto da ciascuno de’ punti d, e.

Ora siano a, ¢, y i tre punti della retta data, che rendono armonici i
wre sistemi (b,c,a,a), (c,a,b,8), (a,d,c,y):1 due sistemi (a,b,¢c.y),
(a,c,b,f) saranno projettivi, e siccome al punto b, considerato coﬂle‘ap;
partenente all’ uno o all’ altro sistema, corvisponde sempre ¢, cosi le tre cop-
pie aa, be, By sono in involuzione, ciod a @ un punto doppio dell’ involu-
zione quadratica determinata dalle coppie bc, fy. L’ altro punto doppio della
slessa involuzione & a, poiche il seg be ¢ diviso armoni dai pun-
ti a, a. Dunque @, « dividono armonicamente non solo dc. ma anche fy.
Si ha percid : ' )

( beaa ) =(fyea) =—1,



22

ossia i sistemi (b ¢, a, @), (B, 7, a,a) somo projettivi : la qual cosa
torna a dice che le coppie aa, bf, ¢y souo in involuzione (¥). .
Da un punto o preso ad arbitrio fuori della retta data i'maginmsl condotti
i raggi o(a,a,b,0,¢,7) ¢ o(d,e), i quali tttisi seghino con una tras-
versale parallela ad oc nei punti a', Wy b, 8,00,y ,d,¢. Avremo:
ad
a=(acdb) = (d'cd¥ )= -7’

onde la 7) diverra:

8) dd—dd .db +adb =0.
Essendo (abey)=—1, si ba (a' b ooy )=—1, ciod 5 & il puntlo mediv
del segmento a't’. Quindi, per le identita: ad =yd —yd , db'=—2/'d’,
la 8) diviene: diq

9) 7'4'7 = 7'3# =3yd .YV,

donde si rvicava che y & il punto medio del segmento dé, ciot si ha
(d'¢ coy)=—1, epperd (decy) =— 1. Similmente si dimosira essere (debf)=—1,
(deas ) = — 1; vale a dire d, e sono i punti doppi dell’ involuzione
(aa, bf, cy) (*%).

11 rapporto anarmonico 2 & dato dall® equazione 7), ossia & una radice
cubica imaginaria di — 1. Per conseguenza, i quatro punti (abed ) od
(‘abce ) mon possono essere tulli reali. L’ equazione 9) ha il secondo membro
negativo o positivo, secondo che a'’ siano punti reali o imaginari coniugati.
Dunque , se i tre punti dati a, b, ¢ sono tti reali, i punti de sono imagi-
nari coniugati; ma se due de’ tre punti dati sono imaginari coniugati, i pun-
ti de sono reali.

L’ equazione 8) poi mostra che, se a'd' =0, anche a'd
ciod, se due de’ punti dati coincidono in un solo, in questo cadono riuni
anche i punti de.

27. Chiameremo equianarmonico un sistema di quattro punti, i cui rap-
porti anarmonici fondamentali siano eguali, ossia un sistema di quattro punti
aventi per rapporti anarmonici le vadici cubiche imaginarie di — 1.

Quattro punti mm,msm, in linea retta siano rappresentati (6) dall’ e-
(uazione :

10) A.om' +4B.om’ +6C.om +4D.om+E=0.
Se il sistema di questi quattro punti & .equianarmonico , si avrd:

(mymymym, ) = (my

smyms ) 5

ovvero , sostituendo ai segmenti mmy,... le differenze om, — om, ..

(omy—oms) (om,—oms) (om,—oms) (om,—omy) + (om, —em)* (omy —om)*=0

(*) Stauor, Geometrie der Lage, Naruberg 1847, p. 121.
**) Stavot, Beitrige sur Geomelrie dor Lage, Nirnberg 1856-67-60, 1. 178.
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Sviluppando le operazioni indicate, quest’ equazione si manifesta simme-
wica rispetlo ai quallro segmenti om, onde si potrd esprimerla per mezzo dei
<oli coefficienti della 10). Ed invero, coll’ aiuto delle note relazioni fra i coef-
ficienti e le radici di un’ equazione, si trova senza difficolia :

AE — 4BD + 3¢* = 0,

come condizione necessaria e sufficiente affinché i quatiro punti rappresentati
dalla 10} formino un sistema equianarmonico ().

AnT. V. Definizioni relative alle linee piane.

28. Una linea piana pud considerarsi generata dal movimento di un
punto o dal movimento di una retta: nel primo caso, essa & il luogo di tut-
te le posizioni del punto mobile; nel secondo, essa & I” inviluppo delle posi-
zioni della retta mobile (*¥).

Una retta, considerata come luogo de’ punti situati in essa, & il pin
semplice esempio della linea-luogo.

Un punto, risguardato come inviluppo di tatte le vetle incrociantisi in
esso, @ il caso pit semplice della linea-inviluppo.

Un luogo dicesi dell’ ordine n, se una retta qualunque lo incontra in n
punti ( reali, imaginari, distinti o coincidenti ). 11 luogo di primo ordine & la
retta. Un sistema di n rette @ un luogo dell” ordine n. Due luoghi, i cui or-
dini siano rispettivamente n , n' formano insieme un luogo dell’ ordine n-+n'.

Un luogo dell’ ordine n non pud, in virta della sua definizione,, essere
incontrato da unma relta in pia di n punti. Dunque, se un tal lnogo avesse
con una retta pit di n punti comuni, questa sarebbe parte di quello, ciod
i’ i punti della retta apparterebbero al luogo.

Una linea curva di dato ordine si dira semplice, quando non sia compo-
sta di linee d ordine inferiore.

Un inviluppo dicesi della classe n, se per un punto qualunque passano n
posizioni della relta- inviluppante, ossia n rette tangenti ( reali, imaginarie,
distinte o coincidenti ). L’ inviluppo di prima classe, 2 il punto. Un sistema
di n punti & un inviluppo della classe n. Due inviluppi, le cui classi siano

¢ sieme , un inviluppo- della classe n —+ n',

n, ', costituiscono , presi

Se ad un inviluppo della classe n arrivano pit di n tangenti da uno
stesso punto, questo appartiene necessariamente a quell” inviluppo, Tiod tulte
fe rette condotte pel punto sono tangenti dell’ inviluppo medesimo.

Una ctirva-inviluppo di data classe si dird semplice, quando non sia com-
posta di inviluppi di classe minore.

29, Consideriamo una curva-luogo dell’ ordine n. Se a & uva posizione
del punto generatore, ossia un punto della curva, la retta 4 che passa per
a e per la successiva posizione del punto mobile & la tangente alla curva in
quel punto. Cio2, la curva luogo delle posizioni di un punto mobile & anche

(*) Pamvin, Equation des rapports anharmoniques ctc. ( Nouvelles Annales de Mathémaliques,

1. 19, Paris 1860, p. 412\
**) Pricken, Theorie der algebraischen Curven, Bonn 1839, p. 200.



24
I” inviluppo delle rette gi i fra loro le posizioni del punto
medesimo.

Nel punto di contatto a la curva ha colla tangente A due punti comuni
( contatto bipunto ) ; quindi le due linee avranno, in seqerale,_ ali n—2
punti d” intersecazione. Se dve di questi n— 2 puntl coincidono in un solo b,
Ja retta A sard tangente alla curva anche in b. In tal caso, la retta A dice-
si tangente doppia; a e b sono i due punti di contatto (*).

Invece, se una delle n — 2 intersezioni s avvicina infinitamente ad a, lq
relta A avrd ivi un contatto tripunto colla curva. In tal caso, la retta 4 fllce§|
tangente stazionaria, perche, se indichiamo con a, @, @’ i lre puntl infini-
tamente vicini che costitniscono il conlatto, essa rappresenia due tangenti suc-
cessive aa’, aa’; e pud anche dirsi ch’essa sia una tangente doppia , i cui
punti di contallo @, @ sono infinitamente vicini. Oyvero: se la curva si sup-
poue generata dal movimento di una retta, quando questa arriva nella posizio-
ne A cessa di ruotare in un senso, si arresta e poi comincia a ruotare nel
senso opposto. 1l punto di contatto a della curva colla tangente stazionaria
chiamasi flesso, perchd ivi la relta A tocca e sega la curva, onde questa
passa dall’ una all’ altra banda della retta medesima.

30. Consideriamo ora una curva-inviluppe della classe m. Se 4 & una
posizione della retta generatrice, ciod uma tangente della curva, il punto a
ove A ¢ incontrata dalla tangente successiva, & il punto in cui la retta A toc-
ca la curva. Quindi la curva inviluppo di una retta mobile & anche il luogo
del punto comune a due successive posizioni della retta stessa.

Per un punto qualunque si possono condurre, in generale, m tangenti
alla curva. Ma se si considera un punto a della curva, due di quelle m tan-
genli sono suecessive, ciod concidono nella tangente A. Quindi per a passe-
ranno , inoltre, m — 2 relle tangenti alla curva in altvi punti.

Se due di queste m — 2 tangenti coincidono in una sola retta B, la
carva ha in a due tangenti A4, B, ciod passa due volle per a, formando ivi
un nodo; le rette 4 e B toccano in a i due rami di curva che ivi s’ incro-
ciano. In questo caso, il punto a dicesi punto doppio (¥).

Invece, se una delle m — 2 langenti coincide con A, questa rel@ rap-
presenta tre tangenti successive 4, A', A", ed il punto a pud considerarsi
come un punto doppio, Te cui tangenli A, A’ coincidano ( ciog, il cui nodo
sia ridotto ad un puoto ). Nel caso che si considera, il punto a dicesi cuspi-
de 0 regresso 0 punto stazionario, perché esso sappresenta I’ intersezione della
tangente A con A’ e di A’ con A’’; ossia perchd, se s’ imagioa la cuva ge-
nerata da un punto mobile, quando questo arriva in a si arresta, rovescia la
direzione del suo moto e quindi passa dalla parte opposta dellz tangente A
(tangente cuspidale ).

. Dnllg formole di Pliicker, che sarabno dimostrate in seguito ( Xwi. ),
si raccoglie che una curva-luogo di dato drdine non ha in generale punti

*) 1 due punti di contallo possono essere imaginari senza che la rell i d
8 1 d
possedere tulle le proprieth di una tangente dopy ® e
5. ) Le tll!:"l;ng"enl’xm/.:' » B ponno swcrs imaginarie, epperd imaginari anche i due rami della cur-
» rimanendo incrociamento a. Questo &, in tal caso isolalo -
derarsi come un’ ovale inflaitesima o evanescenle. S

>
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doppi né cuspidi , bensi tangenti doppie e flessi; e che una curva-inviluppo
di data classe & in generale priva di tangenti singolari, ma possiede invece
punti doppi ‘e punti stazionari. .

Perd, se la curva & di natura speciale , vi potranoo anche essere punti
o tapgenti singolari di piu elevata moltiplicita. Una tangente si d multipla
secondo il numero r, ossia ( r )2, quando tocchi Ja curva in r punli, i qua-
li possono essere tulli distinti, o in parle o tulli coincidenti. Un punto si
dira (r )", quando per esso la curva passi r volle, epperd ammetla V1 1
tangenti tulle distinte , ovvero in parle o lutle sovrapposte.

31. Se una curva ha un puntg (r ) @, ogoi reta condolta per a sega
ivi r volte la curva, onde il punto a equivale ad r intersezioni della retta
colla curva. Ma se la retta tocca uno de’ rami della curva, passanli per a,
essa avra in comune con questa anche quel punto di esso ramo che & succes-
sivo ad a; ciod questo punto conta come r 1 intersezioni della curva colla
tangente. Dunque, fra tutte le rette condotte per a ve ne sono al piu r (le
tangenti agli » rami) che segano ivi la curva in r = 1 punli coincidenti; ep-
perd ; se vi fossero v+ 1 rette dotate di tale proprietd, questa competerebbe
ad ogni altra retta condotta per-a, ciod a sarebbe un punto multiplo secondo
il numero r -+ 1.

Analogamente: se una curva ha una tangente A multipla secondo r,
questa conta per 1 tangenti condotte da un punto preso ad arbitrio in essa,
ma cofta per r -~ 1 taugenli rvispetto a ciascuno de’ punti di contatto della
curva con A. Ciod da ogui punto di A parlono r tangenti coincidenti con A3
e vi sono al pil r punti in questa retta, da ciascun de’ quali partono r -1

tangenti coincidenti colla retta stessa. Onde, se vi fosse un punto di pid,,

dotato di tale proprietd, questa spetiérebbe a tutt’i punti di A, e per con-
seguenza questa relta sarehbe una tangenie multipla cecondo r 1.

Da queste poche premesse segue che: .

Se una linea dell’ ordine n ha un punto (n ) a, essa non & alwo che
il sistema di n rette concorrenti in a. lnfatti, la retta che unisce a ad un
altro punto qualunque del luogo ha, con questo, n +1 punti comuni, eppe-
d fa parte del luogo medesimo:

Cosi, se tn inviluppo della classe m ha una tangente (m Jrte, esso @ il
sistema di m punti situati gopra questa vella.

Una curva semplice dell’ ordine n non pud avere, oltre ad un punto
(n—1)9" anche un punto doppio, perché la retta che unisce questi due
punti avrebbe n -+ 1 intersezioni comuni colla curva. Analogamente, una curva
semplice della classe m non pud avere una tangente (m — 1 )Pl ed inoltre
un’ alira tangeute doppia, perchd esse rappresenterebbero m 1 tangenti con-
correnti nel punto comune alle medesime.

AnT. V1. Panti ¢ tangenti comuni a due curve.

32. In quanti punti si segano due curve, gli ordini delle quali siano
n, n'? Ammelto, come principio evidente, che il numero delle intersezioni
dipenda unicamente dai numeri n, n', lalcht rimanga invariato, sostituendo
alle curve date aluri luoghi dello stesso ordine. Se alla curva &’ ordine n' i
. 5 E
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sostituiscono n' rette, queste incontrano la curva d’ ordine n in nn’ punti;
dunque: dwe curve, i cui ordini siano n, n, si segano in nn'
punti (reali, imaginari, distinti o coincidenti).

Si dird che due curve hauno un contatto bipunto, tripunio, quadripun-
to , cinquipunto, sipunto ... quando esse abbiano due, re, quatiro, cioque,
sei,... punli conseculivi comuni, e per conseguenza anche due, tre, quat-
tro, cinque, sei,... tangenti conseculive comuni.

Se per un punto @ passano r rami di una curva ed r' di un’alira,
quel punto dee considerarsi come intersezione di ciascun ramo della prima
curva con ciascun ramo della seconda, epperd equivale ad rr’ intersezioni so-
vrapposte. Se, inoltre, un ramo della prima curva ed un ramo della seconda
hanno in @ la tangente comune, essi avrannd ivi due punti comuni, onde a
equivarrd ad rr' -+ 1 intersezioni. In generale, se in a le due curve hamno s
tangenli comuni, a equivale ad rr' +s punti comuni alle due curve.

Come caso speciale, quando le r tangenti della prima curva e le r' del-
I’ altra, nel punto comune a, coincidono tutte insieme in una sola retta T,
(uesta, supposto r' <r, rappresenta r' tangenli comuni, onde il numero del-
le intersezioni riunite in @ sard r'(r-+1): Ma questo numero pud divenir
pit grande, ogniqualvolia la retta 7 abbia un contatto pit intimo con alcuna
delle linee proposte, ciod la incontri in pit di r+1 od v + 1 punti riuniti
in a. Per esempio, se in a la retta T avesse 2r punli comuni colla prima
curva ed r' + 1 colla seconda, il punto a equivarrebbé ad r (r' +4- 1) inter-
sezioni delle due curve. Del che @ facile persuadersi, assumendo un sistema
di r curve K di second’ ordine aventi un punto comune a ed ivi toccate da

.ua slessa retta T'; ed inoltre un’ altra curva qualunque C dotata di +' rami

passanti per a ed ivi aventi la comune tangente 7' In fal caso il punto a
rappresenta r' + 1 intersezioni di € -con ciascuna delle curve K; epperd equi-
vale ad r(+' + 1) punti comuni a C ed al sistema completo delle curve K.

Analogamente si dimostra che due curve, le cui classi siano
m. m', hanno mm' tangenti comuni. Ecc. (¥).

WVIL. N delle che
di dato ordine o di data glasse.

Am

ana curva

33. Se una curva dee passare per un dato punto a, cid equivale mani-
festamente ad una condizione.

er @ conducasi una retta 4; se la curva deve conlenere anche il punto
di A che & successivo ad a, ciod se la curva deve non solo passare per a,
ma anche toccare ivi la retta A, cid equivale a due condizioni.
. Per a conducasi una seconda retia Ay; se oltre ai due punti consecutivi
di 4, la curva dovesse contenere anche quel punto di 4, che & successivo

(*) Le proprietd delle curve di data classe si deducono dalle proprieth deMe curve di d i
« reciprocamente , mediante il principio di dualita, che noi tousideriamo come wmuivu' m'm:’c:;'
ciod da i eoria speciale di di figure, ’
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ad a, cid* equivarrebbe a tre condizioni. Ma in tal caso, due rette co;xdo(:z
per a segherebbere ivi due volte la curva, cioZ a sarebbg un pumoAo om:-i-
per questa. Dunque, se la curva dee avere un punto doppio in a, ¢ eq
vale-a tre condizioni. e 3 R
Se la curva deve avere in a un punto dnppm‘(lre condlz.loqu, una

vetla qualunque A condolia per a conterra due punti di quella, r,_omude_nll in
a. Se la curva deve passare per un terzo punlo SUCCESSIVO di A?.cloé s:zl
questa retta dovra avere in a tre punti comuni colla curva, cid equivarra a
una nuova condizione. Se lo stesso si esige per una seconda reita 4, e per
uua terza A, (passanti per a), si avranno in tutlo sei _condlzlom. ll\la q?én-
do per, a passino tre rette, ciascuna delle quali seghi ivi tre v'olle a curva,
quello @ un punto triplo (31); dunque, se la curva dee avere in a un punto
triplo, cid equivale a sei condizioni. X

2 T gene[l!a'le: sia x,_, il numero delle condizioni, perche la_curva abbl:
in @ un punto (r— 1)". Ogni retta 4 condolta per a, avrd ivi r— 1
ponti colnuni colla curva. Se questa dee contenere un altro punto successivo
di 4, ciod se la retta A deve in a avere r punti comuni c‘olla curva, cu;
equivale ad una nuova condizione. Se la stessa cosa si esige Qel'»allre r-—11
relte passanti per a, si avranno in tulto Ty T condnz'mm. Ora, unan (;
per @ passano r retle, ciascuna avente ivi r punti comuni colla curva, a
un puato multiplo secondo r (31); dunque, se la curva deve avere in_a un
punto (r )P, cid equivale ad un numero =@, -1 di condizioni; os-

: rir+1)
sia oy = —.

34. Da quante condizioni ¢ determinata una curva &’ prdine_u? Se la
curva debba avere un dato punto a multiplo secondo n, cid equivale (33)

“+1 . . 8
ain condizioni. Ma una linea d’ ordine n, dotata di un punto

(n)e a @ il sistema di n rette concorrenti in a (31); e, affinché queste
siano pienamente individuate , basta che sia dato un altro punto per ciascuna
di esse. Dunque: . o . .

11 numero delle condizioni che determinano una cur-

1 +3
va & ordine n & ”—("—+—) +n=M ™).
2 2
“Se sono date sol #a=3) —1 dizioni, vi saraono infinite

2
curve d”ordine n che le potranno sodisfaré, e fra esse ve ne saranno :glcune
(siane N il numero) che passeranno per. un punto qualunque dato. L’. intero
sistema di quelle curve, in numero infinito, chiamasi serie d’ ordine n
e & indice N (*%* . )
Per esempio, le tangenti di una curva della classe m formano una serie

@ ordine 1 e d’ indice m.

mim+3)
(*), Cost, una curva della classe m & delerminala da ————— condizioni. .
(**) Jonominks, Théorémes généraux concernant les courbes géométriques planmes d’un or-
dre quelconque (Journal de M. LiouviLi, avril 1861, p. 113).
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In generale esiste sempre una linea che inviluppa una serie data, ciod
che in ciascun de’ suoi punti tocca uma curva della serie. Tutta la serie si
pud concepire generata dal movimento continuo di una curva, che vada cam-
biando di forma e di posizione, in modo perd_ da sodisfare alle condizioni
proposte. 1 punii, in cui uoa curva della serie sega quella che le succede
immediatamente , sono anche i punti di contatto fra la prima di queste curve
e la linea inviluppo della serie.

35. 1l teorema or ora dimostralo (34) ci mette in grado di stabilire
quest’ altro: che una curva semplice dell’ ordine n non pud avere pin di
(n_“ol_'ll) punti doppi ( comprese le cuspidi ). Infatti: se e avesse
o e _(n—=1)(n—2) " -
uno di piu, per questi S +1 e per altri n— 3 punti del-

(n—2)(n—2+3)

la stessa curva, in tutlo . punti, si potrebbe far

passare una cursa dell’ ordine n — 2, la quale avrebbe in comune colla li-
(n—1)(n=—2
nea data Ql ——)2—_—)—+l +n—3=n(n—2)~+1 interse-

zioni: il che & impossibile, se la curva data non & composta di linee d or-
dine. minore (¥). .

ART. VIII. Porismi di CHASLES ¢ teorema di CARNOT.

36. Sia dato (fig. 6.") un triangolo ABC. Un punto qualunque a di

BC ¢ individuato dal rapporto :—B; e parimenti , un punto qualunque b di

o [ -
€A ¢ individuato dal rapporto ST Tirate le rette Aa, Bb, queste s’ incon-

trino in un punto m, che &, per conseguenza, determinato dai due rapporti
aC

b . S .
i VI i quali chiameremo coordinate del punto m. La retta Om seghi

. o cB =
AB in c: cosi si olliene un terzo rapporto -~ . Fra i tre rapporti ha luogo
.

una semplice relazione, poiche, in virtd del noto teorema di Ceva, si ha:

be aC _ . oR
b4 aB ~ A’

Quando il punto m & sopra una delle due rette CA, CB, una delle due

(*) Prucsa, loco citato , p. 215.

3
H
£
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coordipate ¢ nulla. Se m & sopra AB, le dye ‘coordinate sono entrambe
c.
infinite, ma @ finito il loro rapporto, che & espresso da =t

Supponiamo che m si muova sopra una retta data: i pun}i u e b gene-
veranno sopra CB e CA due punteggiate projettive , ciod ad ogni posizione del
ione di S

punto a corrisponderd una sola p i b e recipr Dunque , fra
i rapporti —a-(B— = %, che determinano i due punti a, b, avra luogo uma
a

equazione di primo grado rispetto a ciascun & essi. Siccome poi, nel punta
: - . a Cc .

in ,C“i la retta data incontra AB , entrambi i rapporti FT 57y diventano
infiniti, cosi quell” equazione non pud essere che della forma:

. aC & bC =0
LY §
n, LT I

Questa relazione fra le coordinate di un punto qualunque m di una vetta data
& cio che si chiama equasione della retta.

Di quale forma sard la relazione fra le coordinate di m, se questo punto
~i muove percorrendo una curva @ ordine n? Una relta quahmf[ue, la cui
equazione sia la 1), incontra la curva in n punti; quindi la relazione richie-
sta ¢ I equazione 1) d essere simull disfatte da n coppie
di valori delle coordinate sl - b—C

aB b4
che la richiesta relazione sia del grado n rispetto alle coordinate del punto
variabile , considerate insieme.

Dunque, se il punto m percorre una curva & ordine n,
fra le coordinate variabili di m avra luogo una relazio-
ne costante della forma: .

s la qual cosa esige necessariamente

aC \» bC ac \"™' bC \"
3 o GY +[rer g Gr)T + e n () wo=e

la quale pud dirsi I’ equazione della curva luogo del pun-
to mobile. i
Reciprocamente: se il punto m varia per modo che fra le
sue coordinate abbia luogo una relazione costante della
forma 2), il luogo del punto m & una curva & ordine n.
37. Consideriamo di nuovo un triangolo ABC; un punto a in BC, de-

terminato dal rapporto iE- ed un punto b in C4, determinato dal rapporto
* al

b4
%’ individuano una retta ab la quale &, per conseguenza, determinata dai
b4

Rk Questi due rapporti si chiameranno coordinate della

. aB
due rapporti ——
. a
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retta. La quale poi incontra 4B in un terzo punto ¢, e cosl da luogo ad un
terzo rapporto % . In virta del noto teorema di MeneLao, i (ve rapporti
c.
sono connessi fra loro dalla relazione semplicissima:
aB b4 cB

a B¢ A’

Quando la retta ab passa per I’ uno o per I’ aliro de’ punti 4, B, una del-

le due coordinate &, zero. Se poi la retta passa per C, entrambe le coordinate

sono infinite, ma & finito il loro rapporto Lf: -
c.

Supponiamo che la retta ab varii girando intorno ad un punto dato.
Allora i punti a, b genereranno due punteggiate projettive , epperd fra le due
cnnrdgnale di ab avra luogo una equazione di primo grado rispetto a ciascuna
coordinata. E siccome , quando la retta mobile passa per C, entrambe le coor-
dinate divengono infinite, cosi la forma dell’ equazione sara:

1y PRLLIPUP

ac ¥ ToC -
Questa rela{iolle fra le coordinate di una retta mobile intorno ad un punto
dato pud ch i I’ equazione del punto ( consid come inviluppo della

retta mobile ).

Suppongasi ora che la retta ab varii inviluppando una curva della clas-
se m; qual relazione avra luogo fra le coordinate della retta variabile? Da
un punto qualunque, I’ equazione del quale sia la 1), partono m tangenti
della curva, ciod m posizioni della retta mobile. Dunque la relazione richiesta
e I equazione 1)’ dovranno essere sodisfatte simultageamente da m sistemi di
valori delle coordinate. Onde s’ inferisce che la relazione richiesta sara del
grado m rispetto alle coordinate considerate insieme.

Dunque: se una retta si muove inviluppando una curva
della classe m, fra le coordinate variabili della retta
avra luogo una relazione costante della forma:

" aB \m 547 {aB\mt b
() e () e () e
*\ac T"[ﬂ+’bc a) ToF g =0

la quale pud risguardarsi come I’ equazione della curva
InVllylfppala dalla retta mobile.

i \lceversa; se una retla varia per modo che le sue coor-
inate sodisfacciano costantemente ad una relazione del-

la forma 2), I inviluppo della retta sara una curva della

classe m.

1 due importanti ismi  di i
3 porismi dimostrati in questo numero e
sono dovuli al sig. Cuastes (¥). E Ll

(*: Apercu historique , p. 280.
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38. Riprendiamo I’ equazione 2). Pei punti a, a,... in cui la curva

da essa rappresentata sega la retta CB, la coordinata B @ nulla e I’ altra

) . . . b =
coordinata si desumera dall’ equazione medesima, ove si faccia v =0. Si

avra cosi:

b . ve =(_1)n£_
bA bA n

¢ aC \" E s
Divisa I’ equazione 2) per (%E), e avuto riguardo al teorema di Ceva,

si ha:
aB cB ( cB )" ( aB )"
+f.———y— iR \——7 ) F —) =0,
a3 aC "4 cd " Cac

aB s . . , 5
dove facendo T =0 si avraono i punti ¢, ¢,... comuni alla curva ed al-
a .

" la retta AB; dunque:

cB ¢B _
A cAa T T
Dai tre risultati cosi ottenuti si ricava: .
aB aB bC bC cA c'Ad

3) =1,

o " ac 7 ba b4 T B BT
e si ha cosi il celebre teorema di Camvor (¥) :

Se una curva dell’ ordine n incontra i lati di un trian-
golo 4BC ne’ punti ad' ... in BC, B ...in CA, ¢ ... in AB,
si ha la relazione 3).

Questo teorema si applica anche ad un poligono qualsivoglia.

39. Per n=1 il teorema di Casvor rientra in quello di Menerso. Per
n=2, si ha uoa proprietd di sei punti d’una curva di second’ ordine. E

. siccome una curva siffata & determinata da cinque punti (34), cosi avrd
Inogo il teorema inverso:
-

(*) Géométrie de position , Paris 1803 , p. 291.
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Se nei laik BC, C4A, 4B di"un triangolo esistono sei punti aa’, b, cc
tali che si abbia la relazione:

aB.aB.bC.bHC.cA.c4

aB.dB.bC.HC.cA.cA
o aC. dC.bA.UA.cB.CB

i sei punti aa'bb'cc’ sono in una curva di second” ordine.

Se i punti a'b'c’ coincidoflo rispettivamente con abc , ciod se la curva
tocca i lati del wiangolo in a, b, ¢, la precedente relazione diviene:

aB . bG.cA
—— =1
aC . bA . cB .

De’ due segni, nati dall’ estrazione della radice quadrata, non pud pren-
dersi il positivo , poiché in tal caso, pel teorema di Mexerao, i tre punti abe
carebbero in una retta: il che & impossibile, non potendo una curva di se-
cond” ordine essere incontrata da una retta in pia che due punti. Preso adun-
que il segno negativo, si conclude, in virt del teorema di Ceva, che le ret-
te Aa, Bb, Cc concorrono in uno stesso punto. Ciod: se una curva di se-
cond’ ordine @ inscritta in un riangolo, le rette che ne uniscono i verlici ai
punti di contatto de’ lati opposti passano per uno slesso punto.

(a) Per n:=73, dal teorema di Carvor si ricava che, se i lati > un
wriangolo ABC segano una cuiva del terz’ ordine (o pit brevemente cubica )

in nove punti aa'a’, bb'b’, cc'c’, ha luogo la relazione segmentaria :

5) aB.aB.a'B.b0C.bC.V'C.cA.cA.c'4 _
aC.aC.a'C.bA. VA" b'A.cB.¢B.c'B

Se i sei punti aa'bb'cc sono in una curva di second” ordine, si-avrd an-
che la relazione 4), per la quale dividendo la 5) si ottiene:

a'B.b'C.c'A

dC. VA 'B

ciod i punti a'b’c” saranno in linea retta. E viceversa, se a’b’c’ sono in li-
nea vetla, gli altri sei punti sono in una curva di second’ ordine.

(b) Quande il luogo di second” ordine aa'bb'cc’ riducasi al sistema &
due rette coincidenti, si ha:

Se ne’ punti in cui una cubica & segata da una retla
data si conducono le tangenti, queste vanno ad incontra-
re la curva in tre altri punti che giacciono in upa secon-
da retta (*). .

— =

(*) Vedi il trattato di MacLavaiv sale curve del 3.° ordi ¥ iais: 2
iy Ll Rl 223’ i ordine , tradotto da Joxouiaes : Mélanges
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Se una relta tocca una cubica in un punio a € la sega samp}:cemer_ue
in @', questo secondo punto dicesi tangenziale del primo. Onde possiamo t_hre
che, se tre punti di una cubica sono in una retta R, i loro tangenziali giac-
ciono in una seconda retta S.

La retia S dicesi retta satellite di R (retta primaria ) , ed il punto co-
mune alle R, S si chiama punto satellite di R. . .

Se R ¢ tangente alla cubica, il punto satellite coincide col tangenziale
del punto di contalto, e la retta satellite @ la tangente alla cubica nel punto
satellite. L

(c) Supponendo che la retta a'b'¢’ divenga una tangente stazionaria
della cubica, si ha:

Se da un flesso di una cubica si conducono tre tras-
versali arbitrarie, queste la segano di nuovo in sei punti
situati in una curva di second ovdine.

Dunque, se di questi sei punli, tre sono in linea retta, gli altri tre sa-
vanno in una seconda retta, epperd :

Se da un flesso si conducono tre tangenti ad una cu-
hica, i tre punti di contatto sono in linea retta (¥).

(d) Supposti i punti a’d"¢” in linea retta, gli altri sei na’bbfcci sono
in una curva di second’ ordine; onde, se tre di questi, ab'¢, coincidono,
sioavrd:

Se tre trasversali condotte da un punto a di uwwna cu-
bica tagliano questa in tre punti a'd’¢’ situati in linea
retta ed in altri tve punti abc, la cubica avrd in & un
contallo tripunto con una curva di second” ordine passan-
te per abe.

Se a'b'c" coincidono in un flesso, dal teorema precedente si ricava:

Ogni trasversale condotta per un flesso di una cubi-
ca sega questa in due punti, ne’ quali la curva data hz
due contalti tripunti con una stessa curva di second” or-
dine (**).

E per conseguenza:

Se da un flesso di una cubica si conduce una retta a
tocearla in un altro punto, in questo la cubica ha un
contatto sipunto con una curva di second ordine (***).

40. Consideriamo una curva-inviluppo della classe m, rappresentala dal-
I’ equazione 2)'. Per ottenere le langenti di questa curva, passanti per 4,
dobbiamo fare ivi ’;—: =0; I’ equazione risultante dard i valori dell’ altra
coordinata relalivi ai punti a, @'... in cui il lato BC & incontrato dalle 1an-
genti passanti per 4. Avremo cosi:

aB  dB
. ac *ac "

L
&

(*1 Macuavmy, L c. p. 226.

{+%) Poncrirr, Analyse des transversales ( Giornale di Casuus, L. 8, Berlino 1832, p. 129-135).

*4%) procun, Ueber Curven drilter Ordnung und analytische Beweisfiihrung ( Giornale di
casLLe, L 31, Berlino 1847, p. 330) .

5
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Analogamente , pei punti b, b...in cui il lato C4 ¢ incontrato dalle
tangenti passanti per B, avremo:
b4 b4

L Sy g
wC  5C n

b4 \m : o
Dividasi ora I’ equazione 2)' per (%-) 5 avuto riguardo alla relazione :

aB b4 _ B
aC W cd’
si otterrd:

cB\" cB\n—t bC (nB)m—! : ("C )’"_o
— — — +y = +..4x+pl—) =0
"(u) +ﬂ(cA ba ' \ea P\ba

.. bC . . 3 SR
Se in questa equazione si fa T =0, si avranno i punti ¢, ¢... 10 cul

AB ¢ incontrata dalle tangenti che passano per C. Quindi :
cB ¢B
A 4
I tre risultati cosi ottenuti danno:

aB dB e bC cd A

3) — = e e K e . —1)™
Y aC ~ dC b4 b4 % cB  ¢B ( )

Si ha dunque il teorema )

Se dai vertici di un triangolo ABC si conducono le
tangenti ad una curva della classe m, le quali incontri-
no i lati opposti ne’ punti [ SRR | SRR 5 6wawesy fra i
segmenti determinati da questi punti sui lati si ha la
relazione 3).

Per m =1 si ricade nel teorema di Ceva. Per m =2 si ha una pro-
prieta relativa a sei tangenti di una curva di seconda classe; e se ne deduce
il teorema che, se una tal curva @ circoscritta ad un triangolo , le tangenti
nei vertici incontrano i lali opposti in tre punli siluali sopra una stessa ret-
ta. Ecc. ecc.

41. Si rappresentino con U=0, U' =0 due equazioni analoghe alla 2),
relative a due curve d’ ordine n. Indicando con A una quantitd arbitraria ,

(*/ Cuasis , Géomlrie supérieure , Paris 1852, p. 361.

AR
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P equaziove U+ AU" =0 rappresentera evidentemente un’ altra curva &’ ordi-
ne n. | valori delle coordinate E%, % , che annullano U ed U', annullano
a
anche U -+ AU'; dunque le n* intersezioni delle due curve rappresentate da
U=0, U =0 appartengono tuile alla curva rappresentata da U~+AU =0 *).
Siccome poi quest’ ultima equazione rappresenla una curva dell” ordine n per
ciascuno degli infiniti valori che si possono attribuire a 4, cosi abbiamo il
teorema:
Per le n® intersezioni di due curve dell ordine n pas-

sano infinite altre curve dello stesso ordine.

Altrove (34) si @ dimostrato che una curva & ordine n @ determinata
n(n—+3) n(n+3)
—

da condizioni. Dal teorema precedente segue che per

punti passa, in generale, una sola curva d” ordine n: poichd, se per quei
punti passassero due curve di quest’ ordine, in virtd di quel teorema, se ne
potrebbero tracciare infinite altre.
n(n—+3 e S .
Per fi wet 3i) — 1 punti dati (34) passano infinite curve d’ ordine n,

2

—1 —2
due delle quali si segheranno in altri n* — (pin?:ii_)_ l) = (-"—J-"’)
punti; questi apparterranno dunque anche a tutte le altre curve descrilte pei
punti dati. Ossia:

n(n-+3 5 z e -
Per —('24) — 1 punti dati ad arbilrio passano infi-
nite curve & ordine n, le quali, oltre i dati, hanno in

(n—1)(n—2)

comune altri punti determinati (*¥).

2
Una qualunque di tali curve @ individuata da un punto arbitrario,
. . _n(n-+3) . ey .
aggiunto ai dati S 1; ciod fra le infinite curve passanti per

n(n-+3) BC 5 .

27271 punti dati, ve n’ha una sola che passi per un altro punto

preso ad arbitrio. Ne segue che I’ indice della serie formata da quelle infinite

curve (34) @ 1. Ad una serie siffaua si da il nome di fascio; ossia_per

fascio &’ ordine n s intende il sistema delle infinite curve di quest’ ordine,
n(n+3)

che passano per ————

(n—1)(n—2)

— 1 punti dati ad arbitrio e, per conseguenza,

per altri

punti individuati. 11 pl delle n? interse-

zioni comuni alle curve d’ un fascio dicesi base del fascio.
\*) Lawi, Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les problémes de géo-

métrie , Paris 1818, p. 28.
(**) Proicksn , Analylisch-geometrische Entwicklungen, 1. Bd , Essen 1828, p. 229.
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Analoghe proprieta hanno luogo per le curve di data classe. Le m? tan-
genti comuni a due curve di classe m toccano infinite altre curve della stessa
(m—+3)

classe. Vi ha una sola curva di classe m che tocch rette date

m(m-+3)

ad arbitrio. Tutte le curve di classe m tangenti ad — 1 rette

(m—1)(m—2)

arbitrarie haono altre tangenti comuni individuate.

ART. IX. Altri teoremi fondamentali sulle curve piane.

+3 . . .
42, Fra gl f'.(”_?,,,,) punti, che determinano una curva semplice d”or-

(p—1)(p—2)

dine n, ve ne possono essere tult’ al pid np — situati in

= 1) (p=
ma curva @’ ordine p < n. Infalli, se np—(—P—)Q—(pi) -+ 1 punti

giacessero in una curva d’ ordine p, i rimanenti punti, il cui numero ¢
nin-—+3 -1 -2 - —p+3
- ) g 2=l ip }_ o ln—plln—p+3)
2 2 2
terminerebbero (34) una curva d’ordine n—p, la quale insieme colla data
curva d” ordine p costituirebbe un luogo @’ ordine n passante per tat’ i punti
dati. Dunque il massimo numero di punti che si possono pren-
nl?re ad arbitrio sopra una curva @& ordine p, all” intento
di dt(zscrlvere per essi una curva semplice d”ordine n>p, ¢
—1)(p—2
i — P_Q_PJ *).
43. Siano date due curve, I’ una d ordine p, I’ alra d’ ordine ¢, e sia
p+qg=n. S(e nel lnogo d”ordine n, formato da queste due curve, si prendono
.. on(n+3 3 5 oo
ad arbitrio TT) — 1 punti, per essi passeranno infinite curve d’ ordine

(n—1) (n—2)
2

n, le quali avranno in comune altre intersezioni ( 41), di-

n(n+3)_

stribuite sulle due curve date. Nell’ assumere ad arbitrio quegli 1

pt’mli,. se ne prendano np — g sulla curva & ordine p ed ng — h sulla curva
&’ ordine ¢, ove g, h sono due numeri (interi e positivi) soggetti alla con-
dizione :

pe =i (n—2)

1) "
g 2

(*) Jacost, De relationibus , que locum habere debent inter puncla intersecti uarum
cwrvarwm efc. ( Giornale di Caeris, t. 15, Berlino 18365 p. 19;). ! Gt

T Yo

i
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Inoltre , affinche le due curve siano determinate dai punti presi in esse, dovra
essere:

—plp+3) —qlg+3)
wog SR st
da coi:
=plp—3) qlg—3) .
QZPJ,—?——"'P% ho = —

Se in queste due relazioni poniamo per g ¢ per B i valori dati dalla 1), ab-
hiamo :
=(g—1)(g—2) —=(p—=1r(p—2)
[ St "

Cosi sono fissati i limiti entro i quali devono essere compresi g, h. Possiamo
(p—1)

g =2) e
dire che g & compreso fra il limite minimo ———— 2—{?’—— ed il limite mas-

1) (p—2)

simo i =p(n—p)—1se che h ¢ dato, mediante g, dalla 1).

Abbiamo cosi il teorema (¥): .

Tutte le curve d” ordine n=p , descritte per np—g
punti dati diuna curva d’ ordine p e.per ng—h puntl dati
di una curva d’ ordine g, segano la prima curva in altri
g punti fissi e la seconda curva in altri A punti fissi

(a) Da questo teorema segue immediatamente : i

Affinche per le n? intersezioni di due curve d’ ordine
n passi il sistema di due curve d4” ordini p, n—p, ® necex-
sario e sufficiente che di queste intersezioni np—g ap-
partengano alla curva d’ ordine p, ed n(n—p)—happarten-
gano alla curva d’ ordine n—p.

(b) Quando il numero g ha il suo minimo valore, il teorema suenun-
cialo pud esprimersi cosi:

. . : (p—1)(p—2)
Ogni curva A’ ordine n, descritta per np————o——
punti dati di una curva & ordine p<n, incontra questa in

(p—1)(p—2)
2

altri punti fissi.

Ovvero:
Se delle n* intersezioni di due curve d’ ordine n,
-1 —2 .
p — Q—)T(E——-)— giacciono in una curva d’ ordine p<n,

(p—1)(p—2)

questa ne conterra altre e le rimanenti

n(n—p) saranno in una curva d’ ordine n—p.

(*) Prticken , Theorie der algeb. Curven, p. 11.
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Del resto, questi teoremi 5000 compresi nel seguente pia generale.

44. Date due curve, 1>’ una Cn 4° orfhn_e n, 1”2 altra Cu
d” ordine m<n, se delle loro intersezioni ve ne sono

—n— —n—2) .
mp — M.n")—("‘;u—l situate sopra una curva
¢, 4’ ordine p<n, questa curva ne conterra altre
—f— +p—n—2 . 3

mﬂ'"”____._’-m—?——"—); e le rimanenti m(n—p) saran-

no sopra uma curva d’> ordine n—p- .
Infatti: fra le (n—m)p intersezioni delle curve Cp, C, non comuni a
n—m)(n—m—+3 P 5
Cm, se ne prendano ——————— e per esse si descriva una curva
Cu_nm @ ordine n —m. Avremo cosi due lnoghi &’ ordine n: I’ uno & €, , I altro

3 Cp + Con La curva C, contiene
(m+p—n—1) (m+p—n—2)+(n—m)(n—m+3)

mp —
— —2
=np— W intersezioni de’ due luoghi, dunque (43, b) npe

g T
conterra_altre U’_;“ILP_?’; G (_l__'!_"ﬁ_r’_‘

(n—m)(n—m=+3)
2

e tutte le rimanenti saranno in una curva d’ ordine n —p.

(m+p—n—1) (m+p—n—2)

comuni a Cus Cuse (n—m)p— comuni a Gy Cuiis
Da questo teorema segue che gli mp —

_punli dati comuni alle curve Cn, Ga, Cp individuano altri
(m+p—n—1)(m+p—n—2

punti comuni alle curve medesime. Tuli

questi puoli'sono pienamente determinati dalle curve Gy, Cp, indipendentemente

du C,; dunque: =

‘. Qualunque curva d” ordine n descritta per

;'P"‘ (m+p—n—l)(m+p—n—2)
) 2

4’ ordini m, p (m, p non maggiori di n) passa anche per

tutti gli aliri punti comuni a queste curve (*).

45. 1 teoremi or ora dimostrali sono della pid alta importanza, a cagione
del loro frequente uso mella teoria delle curve. Qui wi limiterd ad acceonare
qualche esempio interessante.

(a) Una curva.d’ ordine n sia segata da una trasversale ne’ puntia, b, . .. .
e da una seconda trasversale ne’ punti @ , b, . . . Considerando il sistema delle
n rette aa' , bb',...come un luogo d’ ordine n, le rimanenti intersezioni di

intersezioni di due curve

(*) Caviar (Cambridge Mathematical Jouraal , vol. T, 1843, p. 211): s
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esse colla curva data saranno (43, b) in una curva & ordine n — 2. Suppo-
niamo ora chea', b, . . . coincidano rispettivamente con @, b, . . .3 avremo
il teorema:

Se ne’ punli, in cui una carva d’ ordine n & segata da
una retla, si conducono le tangenti alla curva, esse incon-
trano la curva medesima in altri n(n—2) punti, situau
sopra una curva a4’ ordine n—2 (*).

(b) Analogamente si dimostra il teorema generale:

Se ne’ punti, in cuiuna curva d° ordine n & segata da
un’ altra curva d’ ordine n', si conducono le tangenti alla
prima curva, esse la segheranno in altri nn' (n—2) punti,
tutti situati in upa)curva dell” ovdine ' (n—2).

Questo teorema @ un’ immediata conseguenza della proprietd dimostrata al
principio del n.° 44, purche si consideri il complesso delle nn' tangenti come
un luogo dell’ ordine nn', € la curva d’ ordine n', ripetuta due volte, come
un luogo dell” ordine 2n'.

(c) Una curva del terz” ordine passi pei vertici di un esageno e per due
de’ tre punti d” incontro delle tre coppie di lati opposti: dico che anche il
punto comune alla terza coppia giace nella curva. Infatti: il primo, il terzo
ed il quinto lato dell’ esagono costituiscono un luogo di terz’ ordine; mentre
un altro luogo del medesimo ordine & formato dai tre lati di rango pari. Le
nove intersezioni di questi due luoghi sono i sei vertici dell’ esagono e i tre
punti di concorso de’-lati opposti. Ma otto di questi punti giacciono per ipotesi
nella curva data; dunque (41) questa conterrd anche il novo (**); c. d. d.

Se i sei verlici sono in una curva di second” ordine , le altre tre inter-
<ezioni saranno in una retta (43, b);si ha cosi il celebre teorema di PascaL:

1 lati opposti di un esagono inscritto in una curva di second’ ordine si
tagliano in tre punti situali in linea retta.

Dal quale, pel principio di dualita, si conclude il teorema di Briancmox:

Le rette congiungenti i vertici opposti di un esagono circoscritlo ad una
curva di seconda classe concorrono in uno stesso punto.

(d) Tornando all’ esagono inscritto in una curva del terz’ ordine , sia-
no 123456 i verlici ed a, b, ¢ i punli ove s’ incontrano le coppie di lati
opposti [12, 45], [23, 567, [34, 61]. Se i punti 12 sono infinitamen-
te vicini nella curva e cosi pure 45, i punti 1,3, 4,6, b, ¢ saranno
i vertici di un quadrilatero completo ed @ sara I’ incontro delle tangenti alla
curva ne’ punti 1 e 4; dunque:

Se un quadrilatero completo 2 inscritto in una curva del terz’ ordine , le
tangenti in due vertici opposti s” incontrano sulla_curva (**%).

Siano adunque abea'b'c’ i vertici di un quadrilatero completo inscritto in
una curva del terz’ ordine: abe siano in linea retia ed ab'c’ i verlici rispetti-
vamente opposti. Le tangenti in aa', bb', cc' incontreranno la curva in tre

(*) Poncsrer, Analyse des transversales, p. 387.
(**) PoxcuLst, Analyse des transversales, p. 132.
(***) Mactavain, [. . p. 237.
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punti a, #5 7 Siccome perd, se tre punti abe di una curva del terz’ ordine
sono in una retta, anche i loro tangenziali afly sono in un’ alira retta (39, D),
cosi abbiamo il teorema: . . .

Se un quadrilatero completo 2 inscritto an una cur-
va del terz ordine, le coppie di tangenti ne’ vertici op-

posti concorrono in tre punti della curva, sitoati in li-
nea retta.

AnT. X. Generazione delle linee pianc.

46. Abbiamo gia detio altrove (41) chiamarsi fascio & ordine n il siste-
ma delle curve & ordine n, in numero infinito, che passano per gli stessi
n* punti: ciod un fascio & wna forma geometrica, ogni elemeato della quale

. n(n-+3) 3 A )
s una curva &’ ordine nm passante per ———5— — 1 punti dati, epper®

anche per altri punti fissi.

(n—1)(n—2)
2

Ogni curva del fascio @ completamente individuata da un punto preso ad
arbitrio, pel quale essa debba passare. Se questo punto si prende in una ret-
ta passante per un punto della base ed infinitamente vicino a questo punto.
la curva sara individuata dalla sua tangente nel punto della base. Cio2, se
per un punto della base del fascio si conduce una retta ad arbitrio, vi & una
curva del fascio (ed una sola) che tocca quella retta in quel punto. 0Od an-
che: se consideriamo la stella formata da tuue le velte passanti pel punto-ba-
se, ¢ assumiamo come corrispondenti una curva qualunque del fascio ed il
raggio della stella che tocca la curva nel punto-base, potremo dire che ad
ogni curva del fascio corrisponde un raggio della stella, e reciprocamente ad
ogni raggio della stella corrisponde una curva del fascio: ciod la stella ed il
fascio di_curve sono due forme geometriche projettive.

Considerando due punti-base e le stelle di cui essi somo i centri, e ri-
guardando come corrispondenti il raggio dell’ una ed il raggio dell” altra stel-
la, che toccano una stessa curva del fascio ne’ punti-base , & manifesto che le
due stelle sono projettive. Dunque le stelle, i cui centri sono gli n* punti-ba-
se, sono lulte projettive fra loro ed al fascio di curve.

Cid premesso, per rapporto anarmonico di quatiro curve @ un_fascio
intenderemo il rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti raggi di una
stella projettiva al fascio.

47. Se due punti-base sono infinitamente vicini, ciod se le curve del
fascio si toccano fra loro in un punto a e sia A la tangenle comune, tulle
quelle curve avranno in a due punti consecutivi comuni colla retta 4. Quindi,
fra le curve medesime, se ne polra determinare una che passi per un terzo pun-
10 successivo di A , ciod che abbia in @ un contatto tripunto con A. E condouta per
4 una retta B ad arbitrio, si potra anche determinare una curva del fascio
che passi pel punto di B successivo ad a; la qual curva avrd per conseguen-
za due punti coincidenti in a, in comune con qualungue altra retta passante
per a (31). Dunque: fra tutte le curve di ua fascio, che si toechino in un
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punto a, ve ’ ha una per la quale a @ un flesso e ve n” ha un’ altra per la
quiale a & un punto doppio.

48. Pud accadere che un punto-base a sia un punto doppio per tuite le
curve del fascio: nel qual caso, quel punto equivale a quattro intersezioni di
due (ualunque delle curve. del fascio (32), epperd i vimanenti punti-base
caranno n? — 4. Allora & manifesto che le coppie di tangenti alle singole cur-
ve nel loro punto doppio cowune formano un’ involuzione quadratica: questa
ha due raggi doppi, epperd vi sono due curve nél fascio, per le quali a @
una cuspide. .

Se tutte le curve del faseio haono, nel punto doppio a, una tangente
comune,, qualunque retta condotta per a ¢ considerata come seconda tangente
determina una curva del fascio. Dunque, in questo caso, vi sard upa sola
curva per la quale @ sia una cuspide.

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, entrambe le
tangenti 4, A’ comuni, polremo determinare una di quelle curve per modo
che una relta passante per a e diversa da A, 4', abbia ivi colla curva tre
punti comuni. Dunque (31), nel caso che si considera, vi ¢ una curva nel
fascio , per la quale a & un punto triplo. Cid vale anche quando le rette 4,
A’ coincidano , ciod tutte le curve del fascio abbiano in a una cuspide , colla
tangenle comune.

“Analogamente: se @ & un punlo (r)"e per tutte le curve del fascio , ¢
<e questi hanno ivi le r tangenti comuni, v’ ha una curva del fascio, per la
quale @ & un punto multiplo secondo r <+ 1.

49. Se le curve & ordine n, di un dato fascio , sono segate da una
\rasversale arbitraria, le intersezioni di questa con ciascura curva formano un
gruppo di n punti; ¢ gli infiniti gruppi ‘analoghi, determinati dalle infinite
curve del fascio, costituiscono un’ involuzione di grado n. Infatti, per un puo-
1o qualunque i della trasversale passa una sola curva del fascio, la quale incontra
la trasversale medesima negli alri n— 1 punti del gruppo 2 cui appartiene
i. Ciascun gruppo ¢ dunque determinato da uno qualunque de’ suoi punti: cid
che costituisce precisamente il carattere dell” involuzione (21).

L’ involuzione di cui si tratta ha 2(n —1) punti doppi (22); dunque :

Fra le curve & ordine n, & un fascio, ve ne sono
2(n—1) che toccano una retta data.

E evidente che un fascio d’ ordine n e I’ involuzione di grado n, ch’ esso
determina sopra una data retta, sono due forme geometriche projettive: cio2
il rapporto anarmonico di quattro curve del fascio ed il rapporto anarmonico
de’ quattro gruppi di punli, in cui esse segauo la retta data, sono eguali.

_ Due fasci di curve si ditanno projettivi quando siano rispettivamente
projettivi a due stelle projettive fra loro; ossia quando le curve de’ due fasci
si corrispondano fra loro ad uua ad una. Evidentemente i vapporti anarmonici
di quattro curve dell’ un fascio e delle quattro corrispondenti curve dell” altro
sono eguali. E le involuzioni, che due fasci projettivi determinano su di una
stessa trasversale o su di due trasversali distinte, sono projettive.

50. Siano dati due fasci projettivi, I’ uno @’ ordine n, I’ altro & ordine
n'; di qual ordine @ il lnogo delle intersezioni di due curve corrispondenti ?
Con_una _trasversale arbitraria sego entrambi i fasci: ottengo cosi due involu-
zioni projettive,, I’ una di grado n, I alira di grado n'. Queste involuzioni

6
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hanno n -+ n' punti comuni (24, b); ciod, nella trasversale vi somo n +n'
punti, per ciascuno de’ quali passano due curve corrispondenti de’ due fasci,
epperd n -+ n' punti del luogo richiesto. Questo luogo @ dunque una curva
Cypn @’ ordive n—+n' (*). Essa passa per wt’ i punti-base de” due _ fasci,
poiche- uno qualunque di questi punti giace su tulle le curve di un fascio e
sopra una curva dell’ altro (**).

(a) La curva risultante dell’ ordine n =+ n' pud talvolta decomporsi in
linee ¢’ ordine inferiore. Cid avviene, per esempio, quando le curve corrispon-
denti de’ due fasci dati si incontrano costantemente sopra una curva d’ ordine
r<n-n'. Allora gli altri punti @ intersezione sono situati in una seconda
curva dell® ordine n + n' — r, che insieme colla precedente costitisce il luogo
completo d” ordine n + n', generato dai due fasci.

(b) Questa decomposizione avviene anche quando i due fasci projettivi,
supposti dello stesso ordine n, abbiano una curva comune & (questa corrisponda
a st medesima. Allora ogni punto di questa curva pud risguardarsi come co-
mune a due curve corrispondenti; quindi il luogo delle intersezioni delle curve
corrispondenti ne’due fasci sard, in questo caso, unma curva dell’ ordine n.

A questa proprieta si pud dare anche il seguente enunciato , nel quale tutte
le curve nominate s’ intendano dell” ordine n: '

Se una curva H passa pei punti comuni a due curve U, V e pei punti
comuni a due altre curve U', V', anche i punti comuni alle curve U, U,
insieme coi punti comuni alle ¥, ¥', giaceranno tutti in una stessa curva K.

51. Segando, come dianzi, i due fasci dati con una trasversale R, si
ottengono due involuzioni projettive, e gli n—+n' punti comuni ad esse sono
le intersezioni di R colla curva G4, generata dalle intersezioni delle curve
corrispondenti ‘ne’ due fasci. Supponiamo ora che pella retta R vi sia un tal
punto o, nel quale coincidano r intersezioni di lutte le curve del primo fascio
ed r' intersezioni di tutte quelle del secondo con R: ma una certa curva C,
del primo fascio abbia r -+ s punti comuni con R riuniti in o, e questo punto
rappresenti anche r' + ¢ intersezioni di R colla curva C, del secondo fascio,
corrispondente a C,. In virta di proposizioni gia esposte (24, ¢, d), in o
coincideranno r +r' <5 od r <1’ ~+ s (secondo che s <s' od s> ') punti
comuni alla retta R ed alla curva Gy’

Questo teorema generale da luogo a numerosi corollari; qui ci limitiamo
ad esporre quelli, di cui avremo bisogno in seguito.

a) Sia o un punto-base del primo fascio; €, la curva del secondo , che
passa per 05 Cy la corrispondente curva del primo fascio, ed R la tangente a
Ca in o. Applicando a questa retta il teorema generale, col porre r=1,
r=0,s=1,s =1, troviamo che essa & anche la tangente a C,4n’ in o.

(b) Le curve del primo fascio passino per o ed ivi abbiano ung tangente
comune ; allora fra esse ve n’ ha una C,, che ha un punto doppio in o (47).

\*1 Per questo metodo di delerminare I'ordine di is

des branracnaae rminare 1" ordine di un luogo geometrico veggasi : PONCELET , Analyse
(**) Cuasurs, Construction de la courbe du 3. ordre elc. (Comy i

. s 3 3 ptes readus, 30 mai 1853). —

Sur Sn ao-_rbu du 4. et du 3. ordre elc. « Comptes rendus, 16 aout 1853 ). ;
Joxouiires , Essai sur la génération des courbes clc. Paris 1858, p. 6.
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Se la corrispondente curva Cu' del secondo fascio passa per 0, yll_lecremi gle-
nerale applicato ad una retta qualungue condotla pev o (r=1,r = 0, s= u;
s =1) mostra ch’ essa incontra Cnaga' in due punti riuniti in 05 ciod ques

10 per Cnn's i 5 -
Punm(i)d&lma ;l;,olesi"*([,), se Gy ha in o un pusto multiplo ¢ si appliaoll
teorema generale ad una delle due tangenti in o a Cn (f =1 ;' =10, ?‘s =2,
§ > 1), troviamo che questa retta ha tre punti comuni con C,,_,,ar, viuniti in
o3 dunque questa curva ha in comune con Cy non solo il punto doppio o, ma
anche le relative tangenti.

(d) Faua ancora I ipotesi (b), se R, tangente comune @lle curve (‘l)e\
primo fascio in o0, & anche una delle tangenti ai dm,e rami di €, r=2,
¥=0,s=1,s=1),esa sard langente ad uno de due rami di Cogn'-

(e) E se, oltre a cid, la 'seconda tangente di Cy 0 0 l’oc_ca ivi ;a_nc‘l’le
Cn 5 applicando a questa retta il teorema generale (r=1, r"=0,s=2,
s =2), troviamo ch’ essa ¢ la tangente (_icl s_ectmdo.mmu di Cypn’. Donde
segue che, se G, ha in o le due tangenti coincidenti colla retta R, tangente
comune alle curve del primo fascio, e se questa relta tocca nel medesimo
punto anche Gy, la ¢urva Cpupo/ AVFA iD 0 UNQ r,:usplde colla tangente R.

(f) Due curve corrispondenti €y, Gy passino uno slesso mumero i di
volte per un punto o. Se R @ una relta condotta ad_arhllnq per o, si ricava
dal teorema geherale (r=1'=10, s=¢ =i) che in o comcl(!ono i interse-
zioni di G con R, ciod o & un punto multiplo secondo i per la curva
Ca

‘M(g) Se C, passa i volte e Cu un maggior numero i di volte per o,
questo punto & ancora multiplo secondo i per Cogn'- lnol'lre,se 8 co.nsldera
una delle tangenti di C, in o, il teorema generale (r=r ;0? s=i+1,
§ > i) da i+ 1 intersezioni di questa relta con Cpupo’ viunite in 0. Dunque
le tangenti agli i rami«di C, toccano anche glir ¢ rami di Cug's

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare anche quanto & esposto nel
n° seguente.

52, Supponiamo ora che le basi de’ due fasci abbiano un punto comune
a, il quale sia moliiplo secondo r per le curve del primo fascio e multiplo
secondo ' per le curve del secondo. Ogni curva del primo fascio ha in a un
gruppo di r tangenti: gli analoghi grappi corrispondenti alle varie curve (}el
fascio medesimo formano un’ involuzione di grado r. Similmente avremo un’ in-
voluzione di grado r formata dalle tangenti in a alle curye del secondo fascio.
Le due involuzioni hanno r -+r' raggi comuni (24, b), ciascuno de’ quali,
toccando in a due curve corrispondentj de’ due fasci, tocca ivi anche la curva
Cppr. Laonde questa curva ha r—+1' rami passanli per a, e le tangenti a
questi rami sono i raggi comuni alle due involuzioni.

(a) Da cid segue che, se tutte le curve & uno stesso fascio hanno alcuna
langente comune in @, questa & anche una tungente di Cpyo'. Supposto che
tutte le r tangenti in a siano comuni alle curve del primo fascio , epperd siano
tangenti anche alla curva & ordine n +1n', le rimanenti ¢’ tlangenti di questa
sono evidentemente le ' tangenti di quella curva Cy del secondo fascio , che
corrisponde alla curva C, del primo fascio, dotata di un punto multiplo se-
condo r+ 1 in a (48).

_ 53. L’ importante teorema (50) conduce naturalmente a porre quesia
quistione :
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Dati quanti punti sono necessari per determioare una curva dell”ordiuu
n -+, formare due fasci projettivi, I’ uno dell’ ordine 7, I’ altro dell” ordine
w, i quali, colle mutue intersezioni delle cucve corrispondenti , generino la
curva richiesta. .

Ove questo problema sia risoluto , ne conseguird immediatamente che
ogni curva data d’ ordine n+n' pud essere generata dalle
mutue intersezioni delle curve corrispondenti di due fasei
projettivi degli ordini n ed n'. . )

La soluzione di quel problema fondamentale dipende da alcuni teoremi do-.
suli ai signori Cuastes e JonQuIZRES, che ora ci proponiamo di esporre. 1 quali
teoremi perd risguardano soltanto le curve & ordine n—+ n' > 2, poiche , per
quelle del second” ordine , basta la proposizione dimostrata al 0. 50, come si
vedra fra poco (59). Ci sia dunque lecito supporre n -~ n' non minore di 3.

54. Sopra una curva o' 0” ordine n -+ n’ si suppongano prest n? punti
formanti la base d” un fascio d’ ordine n, e vilengasi in primo luogo n > .
Siano C,, €', due curve di questo fascio. Siccome delle n'(n -~ n') interse-
zioni delle curve Cu4., C. ve ne sono n? sitvate in €'y, cosi (44) le altre
nn' saranno sopra una curva G & ordire n', la quale @ determinata , perche ,

—_n — (0 +3 .
essendo n>n', si han < n—;i,eppen) m = '—'-—(—2—) (*). Analoga-
mente : siccome delle n(n -+ n') intersezioni di Cgn’ 5 €', ve ne sono n? sopra
C,, cosi le altre nn' saranno in una curva ¢, d ordine n'.

1 due luoghi &’ ordine n +n', €, + €'y € €', + Gy si segano in (n—+n' )?
punti, de’ quali n? + 2nn’ =n (n —+ 2n') sono situati in Cppu'- Quindi, sic-
(_____dn+n)(v;+n ) — 1 (*¥), cosi (41) anche le
altre w'* intersezioni di que’ due luoghi, ossia gli 2 pynti comuni a Gy, €t 5
giacciono in Cyn’ € formano la base &’ un fascio d’ ordine n'. Cosi abbiamo
sopra Cpqy due sistemi di punti: I’ uno di n? punti, base d’un fascio d’ or-
dine n; I altro di o' punli, base d’un secondo fascio d’ ordine n'. Ogui
curva C, del primo fascio sega Cogy in altri nn’ punti, che determinano una
curva €, del secondo fascio; e viceversa, questa curva determina la prima.
Dunque i due fasci sono projettivi e le i ioni delle curve corrispondenti
¢,, €, sono ttle situate sopra Crogn'

come n(n+ 2n') §

- p . n+3 . :
(*) Per n=2,n=1,sihanz S ogni altro caso @
n' +3
n> e
2

(l+n’)(n+n’+3)

e
(n+n')2+n(n+n)+n (n—n)
2

(**) Sen=2,n' =1,sihan(n+2n")= 1.

Pern S 3 si han(n+2n)=

= (n+n’)*+3(nﬂ)7t2'

A5

{a) In secondo luogo, si supponga ni . Ogoi curva Cu, condotta per

gli n? punti di Cpy', SEBa questa curva in altri nn’ punti, i quali, in que-
sto caso, non sono indipendenti fra loro, perchd ogui curva & ordine n' con-

dotta per nn' —Ll);”———-—?-) di questi punti passa anche per i gl

alri (41, 42). Dunque, assumendo ad arbitrio altri

n'(n'+3)_ . n—1)(n—2) :L""_"L‘H"”—”ﬂ punti,
— 2 2 '

T - _2 ) .
tatti questi E[L:S)—*'(—:————l)(") punti giaceranno in uma curva Gy

& ordine n'. Quei punti addizionali siano presi sulla curva data Cpg'-

Aunalogamente : un’ altra curva €', del fascio d” oxdine n , sega Conpn' in nn'
" . s - (n—n+1) (0 —n+2)
punti (olwe gli n* punti-base) e questi insieme agli ——————

punti addizionali suddetti determineranno una curva €'y A’ ordine n'.
1 due luoghi @ ordine n—+n', Cu—+ C'w e €'y~ Cy haono in comune

—n+1  —n+2 .

(n-+n')? punti, de’ quali- n?=-2nn + (_————’” i L(” 2 ) sono in
') (n+n'+3

Cyugn’- Ma_questo numero & eguale a M—L—J —1+(n—1)(n—2),

epperd § (—"+"—)(n—-‘:n——:3—) — 13 dunque (41), le rimanenti

n*— (_'—'—”_L);"—”ﬁ! intersezioni di G, €'y sono anch’ esse in Cugn's
ed insieme ai punti addizionali costituiscono la base & un fascio &’ ordine n'.
Cosi, anche in questo caso, abbiamo in €,y due sistemi di punti, costituen-
1i le basi di due fasci, degli ordini n, n'. I due fasci somo projeltivi, per-
ché ogni curva dell’ uno determina una curva dell’ altro e reciprocamente.
Inoltre le curve corrispondenti si segano in punti app i
alla data Cpar (%)

(b) Questo teorema mostra in qual modo, data- una curva d’ ordine
n+n' ed in essa i punti-base &’ un fascio & ordine n, si possano determi-
nare i punti-base d” un secondo fascio &’ ordine n', projettivo al primo, tal-
mente che i due fasci, colle i ioni delle curve corrispondenti, generino
la curva data. Rimane a scoprire come si determinino, sopra una curva data
& ordine n +n', gli n? punti-base d’ un fascio di curve d” ordine n.

55. In primo luogo osserviamo che dal teorema di Caviey (44) si ricava:
(n—n'—1)(n—n"—2)

2

Se una curva d’ ordine n <+ n' contiene n* —

(*) Cuasss, Deux théorémes généraux sur les courbes et les surfaces géométriques de lous
tes ordres ( Comptes rendus, 28 décembre 1857 ).
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intersezioni di due curve d° ordine n, essa contiene anche tutte le altre.
Ossia:
—n'—1)(n—n'—2 2 : 3

Quando n* — (_"_,)Q(/-! punti-base & un fascio @ ordine
n giacciono in una curva & ordine n +n, questa conliene anche tatti gli altri.

11 qual teorema suppone manifestamente n — n' — 2 > 0 ossia n > n -~ 2.
Sia dunque n > n' + 2 ¢ supponiamo che sopra una data curva &’ ordine n + 1
si vogliano prendere n* punti costituenti la base d” un fascio d’ ordine n. Affin-
che la curva data contenga gli n’ punti-base , basta che ne contenga

a—1 —n'—2 N s v
n —(l"——);i————) , ciod devono essere sodisfatte altrettante condizioni.

Ora, astraendo dalla curva data, gli n* punti-base sono determinati da
n(n+3) s N S P
S fra essi,ve siccome per delerfinare un punto sono necessarie

due condizioni, cosi per determinare tulla la Dbase del fascio abhisognerebl)e-
ro n(n+3)—2 condizioni. Ma volendo soltanto che i punti-base siano nel-

" . . (n—n'—1)(n—n'—2)
la curva data, non si hanno da sodisfare che n? — -—————5——

— Lo § (n—n'——l)(n——n'——?)
condizioni ; quindi rimarranno n (n+3)—2—n+— 5

e ,
n—n')+3 (n+n')—2 . e s o
= (44)——?(—— ‘)—— condizioni libere , ciod d altrettanti elementi si

pud disporre ad arbitrio. Siccome un punto che debba giacere sopra una data
curva @ determinato da una sola condizione, cosi potremo prendere, ad arbi-
(n—n')2+3 (n+n')—2 .

trio, nella curva data —Z punti, per formare la base

del fascio d’ ordine n.

Nell’ altro caso poi, in cui sia n i n +2, perchd gli n? punti-base
siano nella curva data, occorrono n® condizioni; quindi, ragionando come
dianzi, rimarranno n(n+3) — 2 —n?=3n—2 condizioni libere. Dunque :

Quando in una curva data d’ ordine n—+n' si voglio-
no determinare n? punti costituenti la base d’ un fascio
4’ ordine n, si possono prendere ad arbitrio nella curva
(n—n')2+3 (n+n)—2 C

5 ,ovvero 3n—2 punli,secondo che sia

n>n+2, ovvero n = n +2 (%).
Dai due teoremi ora dimostrati (54, 55) risulta che una curva qualun-

*) Cuasres, Délermination du nombre de points qu’ on it prendre elc.
dus, 21 septembre 1857 . Wasg B prindre e ( Gompes pea

.

g

&1

que d” ordine m, pud essere generala, in infinite maniere diverse, mediante
due fasci projettivi, i cui ordini n, n' diano una somma n-+7n =m. »
56. Trovato cosi il numero de’ punti che’si possono prendere ad_ arb:trlo
sopra una data curva & ordine m, per costituire la base & un fascio d” or-
dine n < m, rimane determinato anche il pumero de’ punti che non somo ar-
bitrari, ma che & d’ uopo individuare , per rendere complete le basi de’ due
fasci generatori. Ed invero: se il numero m & diviso in due parti nw, que-
ste o saranno disuguali, o uguali. Siano dapprima disuguali, ed n la maggiore.
. n—n)2+3(n+n')—2

Se n>n'-+2, il numero de’punti arbitrari @ ———

. . . : n(n+3)

Ma le basi de’ due fasci somo rispettivamente determinate da ———— — 1
e da M — 1 punti; dunque il numero de’ punti incogniti @
x_;_(__n+3)-i;n’[u’+3)_2_(n—n’)’+3(n+n' ]~2=n»’—1.

Se n=n'+2, ovvero ‘n=n' +1, il numero de’ punti arbitrari @
3n—2, quindi i punti incognili saranno
n(n-+3)+n(n+3)
=t T e —(3n—2)=n—1

2

Quando n ed n' siano uguali, il numero de’ punti arbitrari, che si pos-
sono prendere nel formare la base del primo fascio, & 3n —2; ma, deter!
nata questa base, si pud ancora prendere un punto (addizionale ) ad arbitrio
nel formare la base del secondo fascio: come risulta dal p.% 54, nel quale

)

il numero de’ punti addizionali arbitrari —"———-—L‘)("——L"ﬂ per

n=n' diviene appunto = 1. Dunque il numero de’ punti incoguiti &
aln+3)+n(n+3)
_— =2 —(3n—2)—1=nn' —1.

’Allo stesso risultato si arviva anche partendo da quello de’ dae numeri

n, ', che si suppone minore. Sia n <n'. Allora, nel formare la base del

fascio d’ ordine n si ponno prendere 3n — 2 punti arbitrari; fissata questa
. n—n+1)(n —n+

Dase, si possono ancora prendere )2( o ] punti arbitrari

nella base del secondo fascio; quindi i punti incogniti nelle due basi sono in nu-

n(n w3)+n (n+3) 3

Tero S 2—(3n—2) — n—n+1)(n—n+2)

=nn' — 1.

d; ordini n, n', generatori d’ una curva d’ ordine n-+n',
v’ ha sempre un numero nn' —1 di punti che non sono ar-
bitrari, ma che bisogna determinare mediante gli elementi
che individuano la curva.

Concludiamo adunque che, nel formare le basi de’ due fasci
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n-en')(n+n +3 - o
57. Siano dati (_f_)(z’_é) punti, pei quali si yuol far pas-
.are una curva &’ ordine n <+ n': ciod si vogliage determinare due fasci d” or-
dini n, n', projettivi, in modo che il luogo delle interseziont dell_e curve cor-
vispondenti sia la curva & ordine n -+ n' determinata dai punti dati.

Siesome fra gli M_%M — 2 punli, che individuano le

basi de’ due fasci, ve ne sono nn' — 1 che non si ponno prendere ad arbitrio,
cosi non si potranno far entrare nelle due basi che

'M’—‘;”—(ﬂ — 9 — (nn' — 1) punti, scelti ad arbitrio fra i dati.

Di questi rimangono cost 9nn' + 1 liberi. Affinche la curva richiesta passi an-
che per essi, le curve del primo fascio condotte rispeltivamente per quei 2nn’ =+ 1
punti dovranno corrispondere projettivamente alle curve del secondo fascio con-
dotte per gli stessi punti. E siccome nello stabilire la projettivita di due for-
me si possono assumere ad arbitrio tre coppie di elementi corrispondenti (8),
dopo di che , ad ogni quarto elemento della prima forma corrisponde un quar-
1o elemento della seconda, determinato dall’ eguaglianza de’ rapporti anarmoni-
ci; cosi la corrispondenza projettiva di quelle 2an’ -+ 1 coppie di curve som-
ministrera (2nn + 1) —3 =2 (' —1 ) condizion,
1o necessario ¢ sufficiente per determinore gli nn’ — 1 punti incogniti (i

58. 11 problema suenuuciato (53) ammette differenti soluzioni , non solo
a cagione della molteplice divisibilita del numerg esprimente I’ ovdine della curva
domandata in due parti n, n', ma anche pei iversi modi con cui si potranno
distribuire fra le Dbasi de’ due fasci generatori i punti che si assumono ad ar-
bitrio (e quindi anche i punti incogniti )i

Da cio che si @ detto al n.” 56 risulta che:

Quando voglionsi formare sopra una curva d’ ordine
n+n le basi di due fasci generatori d> ordinin, n', se n, n
sono disuguali, si polranno attribuire al solo fascio d”or-
dine superiore tutt’i punts che & lecito assumere ad ar-
bitrioswe se n=n', si possono attribuire ad uno de’ fasci,
al pin, tutt’ i punti arbitrari meno uno (*¥).

ART. XI. Costruzione delle curve di second’ ordine.

59. Se nel teorema (50) si pone n=n'=1, si ha:

Date due stelle projettive, i cui centri siano i punti
0, o, il luogo del punto 4’ intersezione di due®aggi cor-
rispondenti & una curva di second’ ordihe, passante pei
punti o, 0.

Reciprocamente: siano o, o' due punti fissati ad arbitrio sopra una curva
di second’ ordine; m un punto variabile della medesima. Movendosi m sulla

% Joxquiinss, Essai sur la génération des courbes clc. p. 13—1i.
(**) Custes , Détermination du nombre de points etc. c. s.
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curva, i raggi om, o'm generano due stelle projettive. Quando m @ infinita-
mente vicino ad o, il raggio om diviene tangente alla curva in o; dunque la
tangente in o & quel raggio della prima stella, che corrisponde alla retta do
considerata come apparténente alla seconda stella. X

Da cid scende immediata la costruzione della curva di second” ordine ,
della quale siavo dati cinque punti abeoo’. Si assumano due di essi, 00, €O~
me centri di due stelle projetiive, nelle quali (oa, 0a), (b, 0b), (o0c,0'c)
jano tre coppie di raggi corrispondenti. Qualunque altro punto della curva sard
I’ intersezione di due raggi corrispondenti di queste stelle (3). Del resto, que-
sta costruzione coincide con quella che si deduce dal teorema di Pascat (45, ¢).
La qual costruzione si applica, senza modificazioni , anche al caso in cui due
de’ punti dati siano_infinitamente vicini sopra una retta data, ossia in altre pa-
vole, al caso in cui la curva richiesta debba passare per qualtro punti dati ed
in uno di questi toccare una retta data; ecc. .

Se nelle due stelle projettive, i cui centri sono o, o, la retta oo corri-
sponde a st medesima, ogni punto di essa & comune a due raggi corrispon-
denti (sovrapposti), epperd quella retta @ parte del luogo di second” ordine
geaerato dalle due stelle projettive. Dunque questo luogo @ composto_della 00’
e di un’alra retta, la quale conterra le i joni de’ raggi corrispondenti
delle due stelle (50, b).

60. Date due punteggiale projetlive A, A, di qual classe & la curva
inviluppata dalla retta che unisce due punti corrispondenti? ossia, quante di
tali rette passano per un punto arbitrario o? Consideriamo le due stelle che
si ottengono unendo o ai punti della retta A ed ai corrispondenti punti di 4':
tali stelle sono projettive alle due punteggiate , epperd projettive tra loro. Ogni
vetta che unisca due punti corrispondenti di A, A’ ¢ passi per o, & eviden-
temente un raggio comune delle due stelle , ciod un raggio che coincide col
proprio corrispondente. Ma due stelle projettive concentriche hanno due raggi
comuni (10); dunque per o passano due rette , ciascuna delle quali 2 una tan-
gente dell’ inviluppo di cui si traita. Per conseguenza quest” inviluppo @ di
seconda classe.

11 punto comune alle due rette date si chiami p o ¢, secondo che si
consideri come apparlenente alla prima o alla seconda punteggiata; e siano p', ¢
i punti corrispondenti a p, ¢'. Le rete pp' (A') e gf (4) saranno tangen-
ti alla curva di seconda classe; dunque questa & langente alle rette date.

. Reciprocamente: due tangenti fisse qualunque 4, A’ di una curva di
seconda classe sono incontrate da una tangente variabile M della stessa curva
in punti a, @ che formano due punteggiate projeutive. Quando M @ prossima
a confondersi con A, a & il punto in cui A locca la curva; dungme A tocca
la curva nel punto g corrispondente al punto ¢ di A', ove questa retta &
segata da 4.

Di qui si deduce la costruzione , per tangenti, della curva di seconda classe
determinata da cinque tangenti. Due di queste sono incontrale dalle altre tre
in tre coppie di punti, i quali, assunti come corrispondenti, individuano due
punteggiate projettive. Qualunque altra tangente della curva richiesta sara de-
terminata da due punti corrispondenti di queste punteggiate.

Se nelle due rette punteggiate projetiive A, 4, il punto di segamento
delle due rette corrisponde a s¢ medesimo, ogoi retta condotta per esso unisce
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due punti corrispondenti ( coincidenti) ; laonde quel punto @& parte dell’ invi-
luppo di seconda classe generato dalle due punteggiate. Ciod quest” inviluppo
sara composto del detto punto e di un secondo punto, pel quale passeranno
wtte le rette congiungenti due punti corrispondenti delle punteggiate date (3).

61. Da un punto qualunque di una curva di seconda classe non pud con-
dursi alcuna retta a toccare altrove la curva (30), ciod una retta che tocchi
la curva in uo punto non pud incontrarla in alcun altro punto. Dunque una
curva di seconda classe & anche di second” ordine.

Analogamente si dimostra che una curva di second’ ordine @ anche di se-
conda classe. V” ha dunque identita fra le curve di second’ ordine e quelle di
seconda classe: a patto perd che si considerino curve semplici. Perché il si-
stema di due rette & bensi un luogo di second’ ordine, ma non gid una linea
di seconda classe; e cosi pure, il sistema di due punti & un inviluppo di se-
conda classe, senz’ essere un luogo di second’ ordine.

Le curve di second’ ordine e seconda classe si designano ordinariamente
col nome di coniche. .

_ 62. Dal teorema (59) risulta che, se abed sono qualtro punti dati di una
conica ed m un panto variabile della medesima , il rapporto anarmonico de’ quat-
ro raggi m(a, b, ¢, d) & costante, epperd eguale a quello delle rette
ala, b, ¢, d), ove aa esprime la retta che tocca la conica in a.

Reciprocamente : dati quattro punti abed , il luogo di un punto m, tale
che il rapporto anarmonico delle rette m(a, &, ¢, d) abbia un valore dato 2,
@ una conica passante per abed , la quale si costruisce assai facilmente. Infatti:
se s’ indica con aa una retta condotta per a e tale che il rapporto anarmonico
delle quattro rette a(a, b, ¢, d) sia eguale a 4, la conica richiesta sari in-
dividuata dal dover passare per abed e toccare in @ la retta aa.

11 luogo geometrico qui considerato conduce alla soluzione del seguente
problema:

. Date cinque rette o' (@', ', ¢, d',¢') concorrenti in un punto o' e dati
cinque punti abede, trovare un punto o tale che il fascio di cinque rette
ola,b,c,d, e) sia projettivo al fascie analogo o (a', ¥, ¢, d, ¢ ).

S’ imagini la conica luogo di un punto m tale che i due fasci m(a, b, ¢, d),
9’ (u:,b',c’,d’) abbiano lo stesso rapporto anarmonico. E similmente si
imagini la conica luogo di un punto n tale che i due fasci n {a, b, c, e),
o' (@, ¥, ¢, ¢') abbiano lo stesso rapporto anarmonico. La prima conica passa
|;e| (punu abed; la seconda per abce; entrambe poi sono pienamente indivi-
duate.

Ora, siccome il richiesto punto o dee possedere si la proprietd del pun-
to m che quella del punto n, cosi esso sard situalo in entrambe le coniche.
Queste hanno tre punti comuni abc dali a priori; dunque la quarta loro in-
tersezione sara il punto domandato. Questo punto si costruisce senza previa-
mente descrivere le due curve; come si mostrera qui appresso.

_ 63. Le coniche passanti per gli stessi quattro punti abco formano un fa-
scio di second’ ordine. Fra quelle coniche ve ne sono tre, ciascuna delle quali
¢ il sistema di due rette: esse sono le tre coppie de’lati opposti (be, a

PP pposti (be, ao),

(ca, bo), (ab, co) del quadrangolo completo a cui somo circoscritte tstte

le coniche proposte. :

Se per un vertice del quadrangolo, ex. gr. per a, si conduce un’ arbi-
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traria trasversale A4, essa sega ciasc\ln?_conica' del fgscio in un _punml.l ‘YlEe-
versa ogni punto della trasversale individua una conica del fa‘m:w, che vie-
ne ad essere determinata dal detto punto e dai quattro dati abeo. Dunque
il fascio di coniche e la punteggiata ch’ esse segnano_ sulla trasversale 4
sono due forme geometriche projettive: in allr.e parole,, il rapporto anarmoni-
co de’ quallro punti in cui quatiro date coniche del fascio segano una l:lasl-
versale condotta per un punto-base & costante , qualonque sia la direzione e'-
la trasversale e qualunque sia il punto-base ; ed invero quel rapporto anar-
monico ¢ eguale a quello delle quattro _comche (46). . 5

Segue da cio, che due trasversali A, B condo}le ad arlmrl.o per due
punti-base a, b rispeyivamente , incontreranno leA coniche del fascio in pun-
ti formanti due punteggiate projettive: purché si assumano come curnspmly
denti que’ punti m, m' ove una stessa conica ¢ incontrata dalle,d_ue trasversali.
Si osservi inoltre che in queste due punteggiate il_punto & incontro d_elle
due trasversali corrisponde a sé stesso, perche la conica del fascio determina-
ta da quel punto incontra ivi entrambe le u:asversah. Per conseguenza , 0gni
retta mm' che unisca due punti corrispondenti delle punteggiate passa per un
punto fisso i (3, 60). Ogni retta condotta per i seghera le due tragversali
A, B in due punti situati in una stessa conica del fascio. Dunque: la retta
co (che insieme ad ab costituisce una conica del fascio ) passa per ¢} il pun-
to in cui 4 sega be ed il punto in cui B sega go somo n linea retta con i;
e cosi pure, il punto in cui 4 sega bo ed il punto in cui B sega ac sono
in una retla passante per i. . o

64. Suppongasi ora che una conica sia individuata_da cinque punti dati
abedf; ed una seconda conica sia individuata dai punn_purAdau abee'f'. Le
due coniche hanno tre punti comuni a, b, ¢ dati a priori; si 'vuol costruire
il quarto punto comune o, senza descrivere attualmente le coniche.

Si conducano le rette ad, be' e si chiamino rispellivamente A, B. La
rella A incontrerd la seconda conica in un punto e che, in virtd del teorema
di PascaL, si sa costruire senza delineare la curva. Cosi la retta B incon-
trerd la prima conica in un punto d'. Le rette dd', e¢ concorrano in un pun-
to i. Sia m il punto comune alle rette 4 e bc; ed m' quello ove si sega-
no B ed im. 1l punto o comune alle am’ ed ic sara il richiesto. Que-
sta costruzione & pienamente giustificata dalle cose esposte pel numero pre-
cedente (¥).

ART. XII. Costruzione della curva di terz’ ordinc
determinata da move punti. -

65. 11 1eorema generale (50) per n =2, n' =1, suona cosi:
Dato un fascio di coniche, projettivo ad una stella da-

ta, il luogo de’puntiin cui i raggi della stella segano le

(*) Veggasi anche : Scunoten, Problematis geometrici ad superficiem secundi ordinis per da-
ta puncta construendam spectantis solutio mota , Vralislavie 1862, p. 13.
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corrispondenti coniclie & una curva di terz’ ordine (0 -cu-
bica) passanle pei guattro punti comuni alle coniche e
pel centro della stella

Se o 2 il centro della stella, la tangente in o alla cubica & il raggio
corrispondente a quella conica ( del fascio ) che passa per o. -

Se a @ uno de’ puati-base del fascio di coniche, la tangente in a alla
cubica & la retta che nel punto medesimo tocca la conica corrispondente al
raggio oa (51,a).

I teoremi inversi del precedente si ricavano da quello del n° 54:

1.° Fissali ad arbilrio in una cubica quattro punti abed, 0gni conica
descritta per essi sega la cubica in due punti mm'; la retta mm' passa per
un puato fisse o della cubica medesima. Le coniche per abed e le rette per o
formano due fasci projettivi. 1l punto o dicesi opposto ai quattro punti abed.

9.° Figsati ad arbitrio in una cubica tre punti abe ed un altro punto
o0, ogoi relta condotta per o sega la curva in due punti mm’; la conica de-
seritta per abemm’ passa per un altro punto fisso d della cubica. Le coriche
per abed e le rette per o si corrispondono projettivamente.

66. Siano ora dali nove punti abedefghi e si voglia costruire la curva di
terz’ ording da essi determinala, mediante due fasci projettivi, I uno di co-
niche, I’ altro di rette. Per formare le basi de’ due fasci sono mecessari cin-
que _punl' ma uno fra essi (57) non pud essere assunto ad arbitrio fra i
punti dali, bensi solumente gli altri quattro.

_ Secondo che il punto incognito si autribuisce al fascio di rette o al fa-
scio di coniche, si hanno due diversi modi di costruire la curva di terz’ ordi-
ne, i qoali corrispondono ai due teoremi (65, 1.%, 2.°). Noi qui ci limitiamo

al solo primo modo di costruzione, che & dovulo, al sig. Cmastes (¥).

_ Imaginiamo le cinque coniche circoscritte al quadrangolo abed e passanti
vispeltivamente per e, f, g, h,i. Il sistema di queste cinque coniche si pno
rappresentare col simbolo :

(abed) (e, f5 95 ks i)
Si tratta dunque di trovare un punto o tale che il sistema di cinque rette
oles fs g, h, i)

sia_projettivo al sistema delle cinque coniche. Siccome quest’ ultimo sistema @&
projettivo a quello delle tangenti alle coniche nel punto a (46), cosi I at-
tuale problema qoincidc con uno gid risoluto (62, 64). Determinato il pun-
1o o opposto 8i quattro abed, sono determinati i fasci generatori; e con cid
la quistione & risoluta.

. 67. Suppongansi ora due cubiche individuate da due sistemi di nove punti,
fra i quali ve ne siano quattro abcd comuni alle due curve. Queste si seghe-

. . ; .
- sl;sc:nnmam de la courbe du 3. ordre délerminée par neuf points ( Comptes rendus , 30

Per altre costruzioni_delle cubiche ¢ delle curve d” ordine superiore veggansi le eccellenti Memoric :
Ueber di

» Essai sur la courbes . —
Erzeugung’ geometrischer Curven (Giornale CagtLi-BoncmaBoT, L. 58, Berlino 1860, p. sl\.be, %

)

!
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vanno in altri cinque punti che individuado uma conica. Questa conica pud
essere costruita senza comoscere quei cinque punti, ciod senza“descrivere le
due cubiche.

Si consideri il fascio delle coniche circoscritte al quadrangolo abed; una
qualunque di esse sega la prima cubica in due punti mn e la seconda cubica
in due altri punti m'n’. Le rette mn, m'n’ incontrano nnovamente le cubiche
in due punti fissi 0, 0 che sono gli opposti ai dati abed, rispetlo alle due
cubiche medesime. Variando la conica, le rette omn, o'm'n'- generano due
stelle projettive al fascio di coniche, eppero.pyojel\ive fra loro. 1 raggi cor-
rispondenti di queste stelle si segano in punti il cui luogo & una conica pas-
sante per 0, o ed anche pei cinque punti incogniti comuni alle due cubiche.
Essa ¢ dunque la conica domandata. X . )

(a) Di questa conica si conoscono gia due punti o, o'; altri tre s1 pos-
sono dedurre dalle tre coppie di lati opposti del quadrangolo abed , cAonsldH.ale
come coniche speciali del fascio. Infatli: siano m, n i punti in cut !a prima
cubica @ incontrata nuovamente dalle retie be, ad; ed m', o' quelli in cui
queste medesime velte segane la seconda cnhita._Ln ette mn, mn' sono due
vaggi corrispondenti delle due stelle projettive, i cui cenlri sono 0, 0 5 dun-
«que il loro punto comune appartiene alla conica richiesta. Analogamente dicasi
delle altre due coppie di lati opposti (ca, bd), (ab, cd)-

Di qui segue che, de’ nove punti comuni a due cubiche, cinque qualun-
que individuano una conica la quale passa pel punto opposto agli altri quattro,
rispelto a ciascuna delle cubiche (*). . .

(b) Siano abed, a'b'c'd’ otto punti comuni a due cubiche; o, o' i punli
opposti ai due sistemi abed abcd , vispetto alla prima cubica. La retta 00’
sega questa cubica in un terzo punto z. Dalla definizione del punto opposto
segue che le coniche individuate dai due sistemi abedo , a'b'c'd'o passano en-
trambe per . Dunque 2 @ il nono punto comuue alle due cubiche (**).

(c) Se abed sono quattro punti di una cubica, il loro punto opposto o
pud essere determinato cosi. Siano m, n i punti in cui la curva @ incontrata
dalle rette ab, cd; la retta mn seghera la curva medesima in 0. Se i punti
abed coincidono in un solo a, anche m, n_coincidono nel punto m in cui
12 cubica ¢ segata dalla tangente in a; ed o diviene 1’ intersezione della curva
colla tangente in m. Dunque, se (39, b) m si chiama il tangensiale di aed
o il tangenziale di m ossia il secondo tangenziale di a, si avra:

Se una conica ha un contatto quadripunto con una cu-
bica, ia retta che unisce gli altri due punti di segamento
passa pel secondo tangenziale del pugto di contatto.

Da cio segne immediatamente che:

La conica avente un contatto cinquipunto con una cu-
bica incontra questa sulla retta congiungente il punto di
contatto al suo secondo tangenziale (**¥).

*) Prticker , Theorie der algeb. Curven, p, 56.

+%) Han, Construction by the ruler alone to determine the ninth point of intersection of
two curves of the third degree ( Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. 8, Cambridge 1851,
. 181).
(***) Poncrer, Analyse des transversales , p. 135.
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d) Dai teoremi (b) e (). s raccoglie che, se due cubiche hanno fra i
loro }lue contatti quadripunti ne‘pnnli‘q, d, il ,nono punto di intersezione SEZIONE 1l.
2 @ in linea retta coi secondi tangenziali 0, o de’ punti di contatto a, @
Se a, ' coincidono, anche o coincide con o ed x @ il suo tangenziale , H TEORIA DELLE CURVE POLARL

ciod il terzo tangenziale di a; dunque: .
Tutte le cubiche aventi un contatto ottipunto con una . .
data cubica in un medesimo punto, passano pel tgrzo tan-

genziale del punto di contatto (¥). ) o AmT. XIL. ep a i
(e) 1 teorema (45,b) applicato ad una curva del terz’ ordine suo- ., delle curve polari.
na cosi:
Se una® cubica @ segata da uma curva dell’ ordine n in 3n punti, i
tangenziali di questi giacciono tatti in un’ altra curva dell” ordine n. 68. Sia data una linea piana C, dell’ ordine n, e sia o un punto fissato

Donde segue immediatamente (44):

. i X ad arbitrio nel suo piano. Se intorno ad o si fa girare una trasversale che in
Le cobiche avenli un contalto cinquipunto con una data cubica ne’ punti i

una posizione qualunque seghi Cp in n punti 6,a,...an, il luoge de> centri

in cui questa @ segata da una curva dell’ ordine n, segano la cubica medesi- - armonici, di grado r, del sistema @,a;...0x vispetto al polo o (11) sara una

ma in 3n punti situati in un’ altra curva dell’ ordine n. curva dell’ ordine r, perché essa ha r punli sopra ogni trasversale condotta

Ed anche: per o. Tale curva si dird polare (n—r)#me del punto o rispetto alla
Se una conica ha un contalto cinquipunto con una cubica in a e la sega : curva dala (curva fondamentale) (*).

io b, e se a,b sono i tangenziali di a, b, un’ altra conica avrd colla cubi- Cosi il punto o da origine ad p —1 cufve polari relative alla linea data.

Dica un contallp cinquipunto in a’ e la seghera in b’ . La prima polare & una curva & ordine n — 1; la seconda polare & dell’ ordine

n—2; ecc. L’ ultima od (n — 1)" polare, ciod il luogo dei centri armo-
e nici di primo grado, & una retta ().
[, lede o ‘:“’;/. 69. | teoremi altrove dimostrati (X¥1), pei centri armonici di un sistema
, el B ,42« > Zdi n punti in linea retta, si traducono qui in altrettante proprieta delle curve
e W T polari relative alla curva data.
/ . (a) Il teorema (12) pud essere espresso cosi: se m & un punto
della polare (n—r)"® di o, viceversa o & un punto della

. polare (r)™« di m (**¥).
Ossia: .
1 11_luogo di un polo, la cui polare (r)™ passi per un

dato punto o, & la polare (n—r)" di‘o.

Per esempio: la prima polare di o @ il luogo de’ poli le rette polari

E . ¢’ quali passano per o; la seconda polare di o & il luogo de’ poli le cui
. coniche polari passano per questo punto; ecc.

(b) Dal teorema (13) segue immediatamente che:

Un pola.qualsivoglia o ha la stessa polare (s)™ rispetto
a{la dAa.la linea ¢, e rispetto ad ogni curva polare d” or-
. 1 dine pin alto, dello stesso punto o, considerata come curva

fondamentale. .
_ Dunque: la seconda polare di o rispetto a Cy & la prima polare di o re-
lativa alla prima polare del punto stesso presa rispetto a Cy3 la terza polare

U= . (%) Guasswany , Theorie der Centralen (Giomnale di Canis, L. 24, Berlino 1342, p. 262).
- o %) W teorem relalvo ai- centri armonici di primo grado & di Cores; vedi MactavRin, L. c.

(*) Samon, On curves-of the (hird order (Philosophical T sactions of th 5 b 0 it
\ol. 148, part 2, Londen 1859 5 p. 535). lesophies "f‘ ious of the Royal Society , ‘s"'_,;‘:)p.”s;l;yrn. Théorémes sur les polaires successives ( Annales de GRGoNNE, L. 19, Nismes
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2 la prima polare relativa alla seconda polare ed anche la seconda polare re-
Jativa alla prima polare; ecc. i

(c) 11 teorema (14) somuminisira il seguente: »

La polare (r')"® di un punto o rlspe}lo.alla polave (r)
di un altro punto o (relativa a Cy) '{0”’10“19 colla l‘“laie
(r)me di o rispette alla polare (' )me 41 o (relan_va a Cy) ().

Questo teorema &, come apparird in seguilo, fecondo di molte conse-
guenze. Ecco Jntanto una proprietd che emerge spontanea dal confrontarlo col
teorema (69, a). .

(d)(Sup’pon)iamo che la polare (r' )" di o rispetto alla polare (r)’"i‘ ,:,l,{
o passi per un punto m, ossia che la polare ()™ di o rispetto alla polare (r )"m
di o' passi ‘pel: m. Dal teorema (69, a) segue che la polare (pn—r')—r
di m rispetto alla polare (r')"* di o' passerd per o, ossia che la polare (7)™

ma
di o rispetto alla polare ((n — r’)—r) di m passa per o. Dunque:

Se la polare (r')" di o rispetto alla polare (r)™ di o
passa per m, la polare (#)me di o rispetto alla polare
(n—r—r)m di m passa’per o.

70. Tornando alla definizione (68), se il polo o & preso nella curva
fondamentale , talche esso tenga luogo di uno degli n punti @@, . . - @y, il centro
armonico di primo grado si confondera con o. Ma se la trasversale & langente
alla curva in o, due de’ punti @a, . . . Gy coincidono con 03 opde, riuscendo
indeterminato il centro atmonico di primo grado, pud assumersi come tale un
punto qualunque della trasversale (17). Questa & dunque, nel caso attuale,, il
Inogo de’ centri armonici di primo grado; vale a dire: la retta polave di
un punto della curva fondamentale @ la tangente in que-
sto punto. :

Quando il polo non giaccia nella curva fondamentale, ma la_trasversale
le sia tangente, due de’ punti a,a,...an coincidono nel punto di contatlo;
epperd questo sard (16) uh centro armonico di grado n — 1, ossia un punto
della prima polare. Dunque: la prima polare di un punto qua-
lunque sega la curva fondamentale ne’ punti ove quesba
? toccata dalle rette tangenti che passano pel polo.

La prima polare & una curva dell” ordine n — 1, talche segherd C, in
n(n—1) puti. Donde s inferisce che da un punto qualunque si possono
condurre n(n — 1) tangenti alla curva fondamentale (**¥), ossia:

Una_curya dell’ ordine n 2, in generale , della clas-
seafn—1). T ) .

71. Se il polo o & preso nella curva fondamentale , qualunque sia la
trasversale condotla per o, una delle intersezioni aa, ...an coincide con o
medesimo; onde (17) o sard un centro armonico, di ciascun grado, del si-
stema a,a; .. .a, rispetto al polo o. E cio torna a dire che tutte le polari di
o dalla prima sino all’ (n—1)"* passano per questo punto.

(*) Prucun, Udber cin neues Coordinalensystem (Giornale di Cariix t. 5, Berlino 1830,p. 31).
(**) Ponczver , ‘Salution . . .. suivie d’une théorie des polaires réciproques elc. { Annales de
GunconNE, L. 8, Nismes 1817-18, p. 214).
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Ma v’ ha di pia. Se lg Irasversale & tangentle a C, in o0, in questo sono
riuniti due punti a, quindi anche (17) due centri armonici di grado qualun
que; ciot la curva fondamentale & toccata in o da tutte le
polari di questo punto. .

Dallo stesso teorema (17) segue ancora che la prima polare di un punto
o della curva fondamentale & il luogo de’ centri armonici di grado n — 2, re-
lativi al polé o, del sistema di n— 1 punti in cui G, & incontrata da una
trasversale variabile condotta per o. Gli n (n— 1)—2 punii in cui la prima
polare di o sega C, (olire ad o, ove queste curve si_ togeano) sono i punti
di contatto delle rette che da o si possono condurre a toccare altrove la curva
data. '

72. Supponiamo che la curva C, abbia un punto d makiplo secondo il
numero r. Ogni retta condotla per d sega ivi la curva in & punti coinciden-
ti, epperd (17) d sard un punto (r)'" per ciascuna polare del punto;stesso.

Ciascuna delle tangenti agli r rami di C, inconira questa curva in r + 1
punti coincidenti in d (31); onde considerando la tangente come una trasver-
sale (68), in d coincidono r + 1 punti @, epperd anche r + 1 centri armo-
nici di qualunque grado, rispeto al polo d (17). Dunque le r tangenti di C,
nel suo punto multiplo d toccano ivi anche gli r rami di qualunque curva
polare di d. .

Ne segue che le polari (n—1)"2, (n—2)"%, .. (n—r= 1) del
punto d sono indeterminate, e la polare (n — r)™@ del punto stesso & il sistema
delle r tangenli dianzi considerate (31). ) :

Quest’ ultima proprieta. si rende evidente anche' osservando che, risguar-
data la tangente in d ad un ramo di C, come una trasversale condotta pel polo
d (68), vi sono r+ 1 punti a coincidenli insieme “col polo, onde qualunque
punto dellg trasversale potrd essere assunto come centro armonico di grade
r(t7). Clof‘, il l"ascio delle tangenti agli r rami di C, costituisce il-luogo dei
centri armonici di grado r, rispetto al polo d.

73. Sia o un polo dato ad arbitrio nel piano della curva C,, dotata di
un punto d multiplo secondo r. Condotta la trasversale od, r punti a coinci-
deraono in d; quindi (16) questo medesimo punto terrd luogo di r—s centri
armonici del grado n —s (s <r); ossia:

Un punto (r) della curva fondamentale & multiplo se-
condo r—s per la polare (s)™ di qualsivoglia polo.

(a) Appllc!lia.mo le cose premesse al caso che C, sia il sistema di n
rette concorrenti in uno stesso punto d. Questo, essendo an punto (n )P pel
:::‘gl: fo“nﬂamenlale, iara multiplo secondo n — 1 per la prima polare di un

unque o; la 0 i

incrocia‘llilisi ig 5 H quale sard per cobseguenza composta di n — 1 rette
X Condotta pel polo o una trasversale quilunque che seghi le n retie date
I @)Gy...0y 5 S€ MyMy...Mp_y SONO i centri armonici di grado n—1, le
":-‘i:: d(vln,, Mg, .. My_) costiluiranno la prima polare di o (20). Qm’aslz
I:elma bgzs:;elen;:rc;fnb“ (18) , quande il polo o varii mantenendosi sopra wna
i sa::nf)" rliz"?(i r?i‘lzldale ve ne sono s coincidenti in una

0 riun  $—1 centri armonici di grado n
retle dm” coincideranno in da, qualunque sia o.

sola da, el punto !
— 1, epperd s—1

8
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(b) Come caso particolare, per n=2 si hag

Se la linea fondamentale & un pajo di rette d(a,, ay), la_polare di

un punto o @& la retta coniugata armonica di do rispetto alle due date (*). E

se qaeste coincidono, con esse si confonde anche la polare, qualunque sia il
olo. y

? 74. Ritbrniamo ad una curva qualunque C, dotata di wo punto () d.
Assunto un polo arbitrario o, la prima polare di questo passor) r—1 volte
per @ (73);e le r rette tangenti a C, in @ costituiranno I’ (n -'!"]"“' pola-
re del medesimo punto d (72). Analogamente le r—1 tangenti in d alla

. ma . 5
prima polare di o formano P ( (n—1)—(r—1) polare di d rispelto
alla prima polare . di o, ossia, cid che & lo stesso (69, ¢), la prima polare
di o rispetto all’<(n —r)™ polare di d. Dunque (73, a):

Se la curva fondamentale ha un punto (rlP"' d, Fe tan-
genti in d alla prima polare di un polo qualunque o somo
le r —1 rette, il cui sistema @ la prima polare di o ri-
spetto al fascio delle r tangenti alla curva fondamentale
in d.

(a) Di qui s inferisce, in virtd del teorema (73, a), che le prime po-
lari di tatt’ i punti di upa relta passante per d hanno in questo punto le stesse
retle tangenti. . &

(b) Inoltre, se s tangenti di C, nel punto multiplo d coincidono in una
sola retla, in questa si riuniranno anche s— 1 tangenti della prima polare di
o (73, a); onde, in tal ¢aso, d rappresenta r(r<=1) +s— 1 intersezioni di
Cy colla medesima primy polare (32)- Il numero delle intersezioni rimanenti
da(n—1)—r(r—1 )—(s—1); percid questo pumero esprime quante lan-
genti (70) si possono condurre dal punto o alla curva fondamentale ( supposto
perd che"questa non abbia altri punti maultipli). Tn altre parole:

. Se la curva fondamentale ha un punto wmultiplo secon-
do r, con s tangenti sovrapposte, la classe della curva @
diminuita di r(r—1)+s—1 unita

(¢) Queste proprieta generali, nel caso r=2, s=1 e nel caso r=2,
s=2, danno (73, b):

Se la curva fondamentalé ha un punto doppio d, la prima polare di un
polo qualunque o passa per d ed ivi @ toccata, dalla retta coniugala armonica
di do rispetto alle due tangenti della curva fondamentale.

Se la curva fondamentale ha una cuspide d, la prima polare di un polo
qualunque passa per d ed ivi ha per tangente la siessa retta che tocca la
curva data.

Per conseguenza, la frima polare di o sega C,in alin(n—1)—2
on(n—1)—3 punti (oltre d), secondo che d @ uwn punto doppio or-

dinario o una cuspide. Cio2 la classe di unma curva di due unitd
Sl

per ogni punto doppia € di tre per ogni cuspide i

(*) A questa retta si db il nome di polare del punlo G rispello all’ angolo a,da,.
(**) PLacxen, Solution d une question ‘ondamentae concernant 1o théorie générale des cour-
bes (Giornale di CaxLik, t. 12, Berlino 1834, p. 107 ).
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(d) Per r qualunque ed s=1 si ha:

Se C, ha r rami passanli per uno slesso punto con tangenti tutte distinte ,
la lasse & diminuita di r(r—1) unita; vale a dire, un punto (r)P'e con
r tangenti distinte prodace lo stesso effetto , rispetto alla classe della curva,

-1 i . o " s
come '1'———) punti doppi ordimari. La qual cosa & di un’ evidenza intuiti-
va; perche, s€ r rami & incrociano in uwno stesso punto, questo tien luogo

e | »
rie ) punti doppi che nascono _ dall’ intersecarsi di quei rami a

degli

Jue a due.

Ma se s rami haono la tangeate comune, combinando ciascun d” essi col
successivo si hanno s — 1 cuspidi, mentre ogni altra combinazione di due ra-
mi dara un punto doppio ordinario. Ossia: un punto (r)"° com s tan-
genti riunjte produce, rispetto alla classe della curva,

la stessa diminuzione che produrrebbero rir;—‘)‘-(s—l)
punti doppi ordinari ed s—1 cuspidi,

75. Da un polo o condotte due trasversali a segare la curva fondamen-
tale Cy rispettivamente in @,8;...8a> byby...by, se o, B sono i centri ar-
monici, di primo grado, di questi due sistemi di n%punti rispetto ad o, la
retta polare di o sara af. Donde segue che, se pei medesimi punti a,a. .. Gn>
blbi...b_,. passa una seconda linea €'y dell’” ordine n, la retta af sara la
polare di o anche rispetto a ',. Imaginando ora che le due trasversali oa,
0b siano infinitamente vicine, arriviamo al teorema:

S}e}luc linee dell’ ordime n si toccano in n punti si-
tuati in una stessa retta, un punto qualunque di questa
ha la medesima retta polare rispetto ad entrambe le Ii-
nee date (*). )
 La seconda linea pud essere il sistema delle tangenti a Cu negli n pun-
ti a,a,...6,; dunque:

Un polo, che sia in linea retta con n punti di una
curva dell” ordine n, ha la stessa retta polare rispetto
allal_eurva e rispetto alle tangenti di questa negli n
punti. .

Cid torna a dire che,se una trasversale tirata ad arbitrio pel polo o in-
contra la curva in ¢,c3...c, € le n langenti in tyg...ta, Si aVF2 (11):

1 1 - 1 1
) il e =—
ocy ocy ocn ot

e +; (**):
ol

. 76..Sian date n retle Ayds ... An situate comunque nel piano, ed un
polo o; sia P, la retta polare di o rispetto al sistema delle n — 1 rette

(%) Samon, A treatise on the higher plane i
\'1) MacLavaIx, L. c. p. 201. igher- LAt Urots , DRMIRI1RAR §r/5A:
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AAg...Ar_Aryi ... An consideralo come. luoge..d* ordine n — 1; e sia a,
il punto in cui P, incontra A,. In virtd del teorema (15), a, & anche il
centro armonico di primo grado, Tispetto al polo o, del sistema di n ponti
in cui le n rette date sono tagliate dalla trasversale oa, ; dunque:

Date n rette ed un polo o, il punto, in cui una qua-
lunque delle rette date incontra la retta pelare di o ri-
spetto alle alire n— 1 rette, giace.nella retta polare di
o rispetto alle n rette *): . N

Da questo teorema, per n =23, si ricavaz *

Le rette polari di un punto dato rispetto agli angoli di un trilatero
incontrano i lati rispettivamente opposti in tre punti situali in una stessa ret=
ta, che 2 la polare del punto dato rispetto al trilatero risguardato come luo-
go di terz’ ordine.

E reciprocamente: se i lati bc, ca, ab di un trilatero abc somo incon-
trati da una trasversale in ', b, ¢’ e se a,, by, ¢, sono ordinalamente i con-
iugali armonici di @', ', ¢’ rispello alle coppie bc, ca, ab, le rette ua, , bby, cey
concorrono in uno stesso puato (il polo della trasversale ).

.77. Le prime polari i due punti qualunque o, o' (rispetto alla data
curva C,) si segano in (n — 1)2 punti, ciascun de’ quali, giacendo in en-
trambe le prime polari, avra la sua retta polare passante si per o che per o
(69, a). Dunque:

Una retta qualunque @ polare di (n—1) punti diver-
si, i quali sono le intersezioni delle prime polari di due
punti arbitrari della medesima. Ossia:

Le prime polari di tutt’ i punti di una retta formano
un fascio di curye passanti per gli stessi (n=1)% punti (**).

(a) In virth di tale proprietd, tutte le prime polari passanti per un
punto, o hawso in comune altri (mu—1)2— 1 punti, ciod formano un fascio,
la base del quale consta degli (n—1)* poli della retta polare di o. Per
due punti o, o passa una sola prima polare ed @ quella il cui polo & I”in-
tersezione delle rette polari di o ed o'.

Dunque tre prime polari bastano per individuare tutte le altre. Infaui:
date tre prime polari €, €, €', i cui poli non siano in linea retta, si do-
manda quella che passa per due punti dati o, o'. Le curve C', " determi-
nano wn fascio, ed un altro fascio & determinato dalle €, €"'. Le curve che
appartengono rispettivamente a questi due fasci e passano entrambe per o in-
dividuano un terzo fascio. Quella curva del terzo fascio che passa per o' @
evidentemente la richiesta.

(b) Se tre prime polari, i cui poli mon siano in linea retta, passano
pet.uno slesso punlo, questo sard comuve a tutte le altre prime polari ¢ sard
doppio per la curva fondamentale (73); infatti la swa retta polare , potendo
passare per. qualunque punto del piano (69, a), riesce indeterminala (72).

(*) Caviv, Sur quelques théorémes de la géométric de position | Giornale di CasLLe, t. 34,
Berlino 1847, p. 274 ).

(**) Bomruien , Démenstrations de quelques théorémes sur les lignes etc. (Anmales de Gur-
conne, t. 18, Nismes 1827-28, p. 97 ).
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78. Suppongasi che la polare (r)me di un puato o abbia un punto dop-

pio o, onde la prima polare di @n punto arbitrario m rispetio alla’pulare

* (r)™ di o (considerata quesla come curva fondamentale) passera per o (73).

A cagione del teorema (69, d), la prima polare d,n m rispetto alla (n-—'r— 1me

polare di o passerd per o. Inoltre, siccome I’ (1) I"’!“", di o passa

per o', cosi il poato o giace nell’ (n—r— 1 )™ polare di o' (69, a).
Dunque (77, D): il s

Se Ja polare (r)" di o ha un punto doppio o, vicever-
sa Pin—r—1) polare di o ha un punto doppio in o (f).

Per esempio: se.la prima polare di o ha un punto doppio o, la conica
polare di o sard il sistema di due rette segantisi in o; e viceversa.

(a) Se la data curva C, ha una cuspide d, la conica polare di questo
punto si risolve in due rette coincidenti nella retta che tocca Cy ind (72)
Ciascun punto m di questa retta pud risguardarsi come un punto doppio della
conica polare di d; dunque d sard. un punto doppio della prima polare di
m, ossia: ®

Se la curva fondamentale ha una cuspide, la prima
polare di un punto qualungue della_tangente cuspidale
passa_due volte per la_cuspide.

Queste -prime polari aventi un punto doppio in d-formano un fascio (77, a);
epperd fra esse ve ne seno due, per le quali d & una cuspide (48). Una
delle due prime polari cuspidate @ quella che ha per polo lo stesso pun-
tod(72). ®

* (b) L (s)™ polare di nn pumto m rispetto all’ (r)"* polare di un al-
tro punto o abbia up punto doppio o'; vale a dire (69, c), I’ (r)™* polare
di o rispetto all’ (s)™« polare di m passi due volte per o’. Applicando al-
I (s)™® polare di m il teorema dimostrato per la curva C, (78), troviamo

ma
che I’ ((n—s)—-r—l) polare di o rispetto all’ (s)™* polare di m ha
un punto doppio in o. Dunque: °

Se 17 (s)™ polare di m rispetto all’ (r)™ polare di o
ha un punto doppio o, viceversa I’ (s)"® polare di m ri-
spetto all” (n—r—s—1)"* polare di o' avra un punto dop-
pio in.o.

~ 79. L (r)" polare di o abbia una cuspide o'; I’ (n—r—1)"* polare
di o' passera due.volle per o (78), Se poi si designa con m un punto qua-
lunque della retta: che tocca nella cuspide o' I’ (r)™® polave di o, la prima
polare di m rispeito alla stessa (r)™* polare di o avra un punto doppio in
o' (78,a); epperd (78,b) la prima polare di m rispeito all’ (n —r—2)m
.polare di o' avra un punto doppio in o. .

Da questa proprieta, fatto r =1, discende:

Se la prima polare di o ha una cuspide o', ciascun
punto della tangente cuspidale ha per conica polare, re-

(*) Srunem , Al

Sre
Berlino 1853, p. 4 .

der 1 Curven (Giornale di Crecix, L. 47,
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lativamente alla cubica polare di o, un pajo di rette in-
crociantisi in o. - .

E evidente che ciascana di queste retle determina I’ altra, vale a dire,
tutte’ le analoghe paja_di rette costituiscono un’ involuzione ( di secondo gra-
do); onde nella tangente cuspidale vi saranno due punti, ciascun de’ quali
avra per conica polare ( rispetto alla cubica polare di o' Pun pajo di rette
riunite in una sola retta passante per o. N

1l punto o @ doppio per la conica polare ( relativa alla cohica polare
di o) di ciascun punto m della tangente cuspidale ; viceversa adunAqbg‘( 78)
m & un punto doppio della conica polare di o ( relativa alla cubica pblﬁe\
di o' ). Ossia: la retta che tocca la prima polare di o nella cuspide o', com_
siderata come il sistema di due rette coincidenti, & la conica polare di o
rispetto alla cubica polare di o' - i

Le rette doppie dell’ involuzi ta i ino la tangente cuspi-
dale in o, 0y. Siccome o, & un punto doppio si per la conica polare (sem-
pre rispetto alla cubica polare di o) di o, che per la ®onica polare rappre-
centata dalla retta ooy, cosi (78) la conica polare di o, avrd un punto dop-
pio in o ed un aliro sopra o005, vale a dire, sara il sistema di due retie
coincidenti. Dunque le rette o0, , 00y coslituiscono separatamente le coniche
polari de’ punli o, , 0,3 ossia: .

Se la prima polare di o ha una cupide_a', nel'la. tan-
gente cuspidale esistono due punti 04,05, 1 quali insie-
me con o formano-un triangoelo, tale che ciascun lato
i o come due rette coincidenti & la conica poka-
ce opposto, relativamente alla cubica polare
del punto 0.

80. Consideriamo ora una tangente stazionaria della data curva Gy ed il
relativo punto di contatto o flesso i. Preso un polo o nella tangente staziona-
ria e considerala questa come trasversale (68), tre punti a sono riuniti nel
flesso (29), epperd questo tien luogo di due centri armonict del grado n—1
e di un centro armonico del grado n —2 (16). Vale a dire,, la prima pola-
re di o passa per i ed ivi tocca Cp3 e per i passa anche la seconda po-
lare di o. e "

Come adunque per i passa la secqnda polare (:‘l' ogoi punto o (!e!la tan-
genle stazionaria, cosl (69,a) la_conica polare di i conterra tatt’1. punti
della tangente medesima. Dunque la conica polare di un flesso si
decompone in due rette, wna delle quali & la rispettiva
tangente stazionaria. .

Se ¢ @ il punto comune alle due rette che formano la conica polare del -
flesso i, la prima polare die ' avra (78) un punto doppio in 1. Ossiat un |
flesso della curva data @ un_punto doppio di una prima polare , il cui polo
giace nella tangente stazionaria. . o .

Se un punto p appartiene 2 Ca. ed _ha per conica polare il sistema di
due relle , essq.sard 0 UD. puplo. doppio o un flesso della curva data. Tnfatti:
o le due rette passano entrambe per p, € la retta polare di questo punto rie-
sce indeterminata ; cio p & un punto doppio della curva. Ovvero,.una sola
delle due rette passa per P> ed & la tangente alla curva in questo punto (71')”;
tote’ i punti di questa Tetta apparlengono alle polari (n—1)™* ed (n—2)
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di p, dunque la prima e la seconda polare di ciascun di que’ ponti passa pef
p, il che non pud essere, se quella retta non ha in p un contalto tripunto
colla curva data (16). :

81. Siccome ad ogni punto preso nel piano della curva fondamemale Cn
corrisponde una_retta polare, cosi domandiamo : se il polo percorre una data
curva C, ¢’ ordine m’, di qual classe & la curva inviluppata dalla retta pola-
re? ossia, quante rette polari passano per un arbitrario punto o, ciascuna
avente un polo in Ga? Se la retta polare passa per o, il polo & (69, a)
nella prima polare di o, la quale sega Cn in m(n— 1) punti. Questi sono i
soli- punti di Gn, le rette polari de’ quali passino per o; dunque: se il polo
percorre una curva dell’ ordine m, la retta polare invi-
fuppa una carva della w(p=1)

(a) Per m=1 si ha: se il polo percorre una reita R, la retta polare
inviluppa una curva della classe n — 1.

(b) Se la curva fondamentale ba un punto (r)?°d, la prima polare di o

passa r — 1 volte per d (73); quindi, se anche R passa per quest’ ultimo
punte, la prima polare di o seghera R in altri (n — 1)—(r — 1) punti; ciod
la classe dell” inviluppo richiesto sara n—r.
. Le) Se inoltre s rami di C, ‘hanno in d la tangente comune, questa locca
ivi s— 1 rami della prima polare di o (74); onde,.se R & queslta tangen-
te, le rimanenti sue intersezioni colla prima polare di o saranno in® numerg
(n—1)—(r—1)—(s—1); dupque la classe dell” inviluppo & in questo caso
n—(r+s—1).

82. Come la teoria de’ centri armonici di un sistema di punti in linea
relta serve di base alla teoria delle curve polari relative ad uma curva fonda-
mentale di dato ordine, cosi le proprieta degli assi armonici di un fascio di
rette divergenti da un punto (19, 20) conducono a stabilire un’ analoga teoria
di inviluppi polari relativi ad una curva fondamentale di data classe.

Data una curva K della classe m ed una retta R nello stesso piano , da
un pumto qualunque p di R siano condoute le m tangenti a K; gl assi.ar-
monici, di grado r, del sistema di queste m tangenti rispetto alla retta fissa
R inviluppano, quando p muovasi in R, uma linea della classe r. Cosi la
retta R da luogo ad m — 1 inviluppi polari, le cui classi cominciano
con m—1 e finiscono con 1. L’inviluppo polare di classe pid alta tocca le

- rettestangenti a K ne’ punti comuni a questa linea e ad R;onde segue che R

incontra K in m(m—,-l) punti, cio2 una curva della elasse m & ge-
ngrnla‘l'p!g‘r_n‘&mj«p_[ﬂgm(m,—l). Ma questo 2 diminuito di due
unita per ogm langente doppia e di tre unitd per ogni tangente slazionaria di
cui sia dotata la curva fondamentale; ecc. ecc.

Aur. XV, at

di carve.

83. Due serie & curve (34) si diranno jetti i
. 3 rie projettive, quando, in
vird di una qualsiasi legge @ata, a ciascuna curva della prima serie cnrrispo’nda
una sola curva della seconda e reciprocamente.

Un,a serie & indice M e d"orﬂine m sia projettiva ad uaa ‘serie d” indise
ordine n: e @ la linea luogo delle intersezioni di due
retta trasversale arbilraria qusnli- punti
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esistono , per ciascun de’ quali passino due curve corrispondenti ? Sia g un punto
qualunque della trasversale, pel quale passano M curve della prima serie; le

corrispondenti curve della seconda serie incontreranno la trasversale in Mn
punti a'. Se invece si assume ad arbitrio un punto a' nella trasversale e si
considerano le N curve della seconda serie che passano per esso, le .N corri-
spondenti curve della prima serie segano la lrasvelsalg in Nm punti a. D!mque
a ciascun punto a corvispondono Mn pouti @' ed a ciascau punto a’ corrispon-
dono Nm punti a. Ciod, se i punti a, ' si riferiscono ad wna stessa origine,
o (fissata ad arbitrio nella trasversale), fra i segmenti oa, od’ avra luogo
un’ equazione di grado Mn rispetto ad oa' e di grado Nm rispetto ad oa. Onde,
se a coincide con a, si avra un’ equazione del grado Mn + Nm in oa, vale
a dire, la trasversale contiene Mn -+ Nm punti del luogo richiesto. Abbiamo
cosi il teorema generale (*):

Date due serie projettive di curve, 1> una d’ indice M
e d’ ordine m, 1> altra d’ indice N e d” ordine n, il luogo
de’ punti ¢dmuni a due curve corrispondenti & una linea
dell’ ordine Mn -+ Nm. .

(a) Per M= N=1, questo teorema da I’ ordine della curva luogo delle
intersezioni delle linee corrispondenti in due fasci projettivi (50 ). E nel caso
dim=n=1si ha:

Se le tangenti di una curva della classe M corrispon-
%Wono projettivamente, ciascuna a ciascuna, alle tangenti
diun®altra curva della classe N, il luogo del punto co-
mune a due tangenti omologhe & una linea dell’ordine M+N.

(b) Analogamente si dimostra quest’ altro teorema, che pud anche con-
chiudersi da quello ora enunciato, in virtd del principio di_dualita:

Se a ciascun punto di una data curva d’ordine M cor-
risponde, in forza di yna certa legge, un solo punto di
un’altra curva data dell’ ordine N, e reciprocamente, se ad
ogni punto di questa corrisponde un sol punto df yuclla,
la retta che unisce due punti omotoghi inviluppa una curva
della classe M+ N.

84. Dala una serie & indice N e d” ordine n, cerchiamo di quale indice
sia la serie delle polari (r)m™ d’ nn dato punto o rispetto alle curvedella se-
rie proposta. Quante polari siffatte passano per un punto qualunque , ex. gr. per
lo stesso punto dato o? Le sole polari passanti pel polo o sono quelle relative
alle curve della data serie, che s’ incrociano in o, e queste sono in numero
N. Dunque:

Le polari (r)™ di un dato punto, rispetto alle curve
d’ ordine n d’ una serie d” indice N, formano una serie
d’ indice N e d” ordine n—r. La nuova serie & projettiva
alla prima. p

(a) Per N=1 si ha: le polari ()™ di un dato punto rispetto alle curve
di un fascio formano un nuovo fascio projettivo al-primo (*¥).

{*) Jonquiknes , TREOTAmes GENETaUL eic. p. 117.
(<% BosiLuien , Recherches sur les lois qui végissent les lignes efc. (Anaales de Geaconne ,
L 18, Nishag 1827-28,p. 256).

(b) Se r=n—1, si ottiene il teorema:

Le rette polari d” un punto dato rispetto alle curve
d’ una serie d” indice N inviluppano una linea della clas-
se N.

(¢) Ed in particolare, se N'=1:le rette polari d’un punto datowispetto
alle curve d’un fascio concorrono in uno stesso punto e formano una ‘siela
projettiva al fascio dato.

85. Data una serie d’ indice N e d’ ordine n, ed un punto o, si consi-
deri I’ altra serie formata dalle prime polari di o relative alle curve della serie
data (84). 1 punti in cui una delle curve d’ ordine n ¢ segata dalla relativa
prima polare souo anche (70) i punti ove la prima curva & toccata da rette
uscenti da o. Siccome poi le due serie sono projetiive, cosi applicando ad esse
il teorema generale di Joxouikres (83 ), avremo:

Se da un punto o si conducono le tangenti a tutte le
curve d” ordine n d” una serie d’ indice N, i punti di con-
talto giacciono in una lipea dell’ ordine N (2n—1).

Essendo il punto o situato in N curve della data serie, la curva luogo
de’ contalli passera N volte pel punto medesimo ed ivi avra per tangenti le
vette che loccano le N curve preaccennate. Ogni retta condolla per o incon-
trerd quel luogo in alri 2N (n — 1) punii, dunque:

Fra le curve d’ ordine n d’ una serie d’ indice N ve
ne sono 2N(n—1) che toccano una retta qualsivoglia data.

e N=1, si ricade nel teorema (49).

86. Data una serie d’ indice N e d’ ordine n, di quale ordine & il luogo
di un punto, pel quale una retta data sia la polare rispetto ad alcuna delle
curve della serie? Cerchiamo quanti siano in una retta qualunque, ex gr. nella
stessa rella data, i punti dotati di quella proprieta. 1 soli punti giacenti nella
propria_vetla polare sono quelli ove la retta medesima tocca curve della data
serie. Onde, pel teorema precedente , avremo:

11 luogo dei poli di una retta data, rispetto alle curve
d” ordine n d” una serie d” indice N, @ una linea dell” or-
dine 2N{an—1). .

Quando ¢ N=1, in causa del teorema (84, c), un punto a apparterra
al luogo di cui si tratta, se le sue rette polari relative alle curve date concor-
rano in un punto b della retta data. Ma, in tal caso, le prime polari di &
passano per a (69, a); dunque (¥):

Dato un fascio d” ordine n, le prime polari d’ uno stesso punto rispetto
alle curve del fascio formano un nuovo fascio. Se il polo percorre una retta
fissa, i punti-base del ‘secondo fascio generano una linea dell’ ordine 2 (n — 1),
che ¢ anche il luogo dei poli della retta data rispetto alle curve del fascio
praposto.

87. Quale @ il luogo di un punto che abbia la slessa retta polare rispetto
ad una data curva C, d’ ordine n e ad alcuna delle curve €, d’una data se-
rie d”indice # ? Per visolvere il problema, cerchiamo quanti punti del luogo

*) BosiLwis , ibidem.
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richiesto siano contenuli in una trasversale assunta ad arbitrio. Sia a un pu:lx!la_
qualunque della trasversale; A la retta polare di a rispetto a Cu i lu(\gol )el
poli della retta 4 rispetto alle curve C,, @ (86) una !lne’a dell _ordme 2M (.m— nu:
che seghera la trasversale in 2M (m — 1) punti @', l.lec_lpr?c?meme."assu g
ad arbitrio un punto a’ nella trasversale, le rette polari di a' rispetlo a :CI:"
C,. formano (84, b) una curva della classe M, la quale ha M(lu-'_d ’) u*:":;
genti comuni colla curva di classe n— 1 inviluppo delle rette polari de punti
della trasversale relative a Cy (81, a). Queste M(in—1) |3ﬂs&““i C“i’“;“zf
sono polari, rispetto a C,, d” altrettanti punti a della 1rasversal?. osi a dg i
punto a corrispondono 2M (m — 1) punti @ ed a ciascun punto a’ corrisponcono
M (n — 1) punti a; dunque (83) vi saranno 2M (m — 1 )+ M(n— 1) punti as
ciascuno de’ quali coincidera con uno de’ corrisp a. Per ; 3

11 luogo di un punto avente la stessa retta podalif,
rispetto ad una data curva 4’ ordine n e ad alcuna delle
curve d” una serie d” indice M e d’ ordine m, & una linea
dell” ordine M(n+2m—3). . .

(a) Se la da(a( curva C, ha un punto dopp‘io d (or(}marm 0 slazno‘l;ano]b,
la retta polare di questo punto rispetto a Cy» @ indeterminata (72), onde pl:i
assumersi come tale la tangente a ciascuna delle M curve Gy passanti per d.
Dunque la curva d’ ordine M(n + 2m — 3), che l_ndlcl}eremo con K, passa
M volte per ciascuno de’ punti doppi ordinari o stazionari della curva Cp-

(b) Sia d un punto stazionario di C, e si applichi alla tangente cuspidale
T il ragionamento dianzi fatto per un’ arbitraria trasversale. Se si riflette che,
nel caso attuale, I’ inviluppo delle rette polari de’ punti di T rispetto a Cn &
della classe n — 3 (81, ¢), talchd ad ogni punto a' corrisponderanno M(n—3)
punti a, si vedrd che la retta T, prescindendo dal punto d, incontra la curva
K in M(n -+ 2m—5) punti, ossia il punto d equivale a 2M interseziont di
K e T. Per conseguenza (32) in d sono riuniti 3 M punti comuni alle !lnee K e Cp

(¢) Di qui s’ inferisce che, se la data curva C, ha & punti doppi e x cuspidi,
essa sard incontrata dalla linea X in alri M{n( n+2m—3)—25— 3x}
punti. Ma questi, in virtd della definizione della linea K, sono i punti ove Ca
& toccata da curve della data serie; dunque: .

In una serie d” indice M e d’ ordine m vi sono
M{n(n+2m—3)—20—3x}{ curve che toccano una data linea
d” ordine n, dotata di & punti doppi e x cuspidi (¥).

(d) Per M=m =1 si ha:

1l numero delle rette tangenti che da un dato punto si
possono condurre ad una curva d’ ordine n, avente & punti
doppi e x_cuspidi, & a{p~l)=—=23—3x: visultato- gid- ottenuto al-
trove (74, c).

88. In un fascio d’ ordine m quante sono le curve dotate di un punto
doppio ? Assunti ad arbitrio tre punti 0, o', o (non situati in linea retta), le
loro prime polari relative alle curve del dato fascio formano (84, a) tre altri

*) Biscuorr, Einige Satse ilber die Tangenten algebraischer Curven (Giornale CagLLe-Bor-
un(n-r), 1. 56, Berlino |g 859, p. 172 ). — Joxouikres, Théorémes générauz ,s,,-_ p. 120,
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fasci projettivi d’ ordine m — 1, ne’ quali si considerino come curve corrispon-
denti le polari di o, o', o' rispetto ad una’ stessa curva del fascio proposto.
Se una delle curve date ha un punto doppio, in esso s’ intersecano le tre cor-
rispondenti prime polari di 0, o', 0" (73). Dunque i punti doppi delle curve
del dato fascio somo que’ punti del piano, pei quali passano tre curve corri-
spondenti de’ tre fasci projettivi di prime polari.

Ora, il primo ed il secondo fascio, colle mutue intersezioni delle linee
corrispondenti , generano (50) una curva d’ ordine 2(m — 1); ed un’ altra
curva dello stesso ordine & generata dal primo e terzo fascio. Queste due curve
passano entramhe per gli (m — 1)? punti-base del primo fascio di polari; ep-
perd esse si segheranno in altri 3 (m — 1)2 punti, i quali sono evidentemente
i richiesti, Ciod:

Le curve d” ordine m di un fascio hanno 3(m — 1)*
punti doppi.

(a) Le curve date si tocchino fra loro in_un punto o, talch? una di esse,
Cu > abbia ivi un punto doppio (47). 1l punto o' sia preso nella tangente co-
mune alle curve date, ed o sia affatto arbitrario. Le prime polari di o re-
lative alle curve del fascio proposto passano tulte per o, ivi toccando oo (71);
ed una di esse, quella che si riferisce a ,, ha in o un punto doppio (72).
Anche le polari di o' passano tutte per o (70); ma fra le polari di o” una
sola passa per o, quella ciod che corrisponde a Cn (73).

e polari di o e quelle di o' generano una curva dell’ ordine 2 (m—1),
per la quale o & un punto doppio ed 0o'. una delle relative tangenti (52, a).
E le polari di o con quelle di o generano un’ alira curva dello stesso ordi-
ne, anch’ essa passante due volte per o (51,b). Dunque il punto o, doppio
per entrambe le curve &’ ordine 2(m—1), equivale a quatiro intersezioni.
In o le polari di questo punto si toccano, epperd ghi altri punti-base del fa-
scio da esse formato sono in numero (m —1)2 —2. Oltre a questi punti e
ad o, le due curve d’ ordine 2 (m—1) avrauno ﬂm—]'*—é—-}(?;-l)*—ﬂé
=3(m—1)*—2 intersezioni comuni.

Dunque il punto o, ove si toccano le curve del dato fascio, conta per
due fra i punti doppi del fascio medesimo.

(bi.Suppongusi ora che nel dato fascio si trovi una sarva G, dotala di
una cuspide o. Sia o' un punto preso nella tangente  cuspidale, ed o un altro
punto qualsivoglia. Le prime polari di o rispetto alle curve date formano un
fasc}o, nel quale v’ ha una curva (la polare relativa a C,) avente una cuspi-
de in o colla tangente oo’ (72). Alla quale curva corrispondono , nel fascio
delle polari di o', una curva passante due volte per o (78,a), e nel fascio
l_lelle._-polari di 0", una curva passante per o ed ivi toccante 00’ (74, c). Percio
il primo ed il secondo, fascio generano una curva d’ ordine 2 (m—1), per
la quale o & un punto “doppio (TP, f); mentre il primo ed il terzo fascio
daono nascimgnto ad una curva di quello stesso ordine,. passante semplicemen-
te per o &d Jvi toccante la retta oo’ (51, g). Queste due curve hanno adun-
que due punti comuni riunili in o; talchd, astraendo dagli (m—1)2 pupti-
base del primo fascio, le rimanenti intersezioni saranno 3 (m—1)2-2,

ssia: se in un fascio v’ ha una curva dotata di una cuspide , questa
conla per due fga i punti doppi del fascio..
(¢) Da ultimo supponiamo che tutte I curve del fascio proposto passino
\
a

» .
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per o, cuspide di Cn. Sia ancora o un punto della tangente c“spl‘dfal:ci?
Cy, € si prenda o nella retta che tocca in o tutte le alvl’re dcurve :r aésse.
Le polari di o passano per (uesto plgglo s, wccau:l]: ll:lngzc:“eeooln(n;l 372] e
vella relativa a C,, ha una cuspide in o €O »72) L
;lmlari di 0" passano anch’ esse per o (70); ma uoa sn[la,(%uellla c}:;"sal :l‘:zrl;
sce a Cu,tocca ivi oo’ (74,c¢). E fra le polari di o', soltanto %nnde ok
relativa a G, passa per 0,ed invero vi passa due :’olleA(78,a). A EI‘D e
che le polari di o ed o' generano una curva d ordine 2(ml—- 1, ipdi 4
quale o @ un punto doppio colle tangenti 00’ 00 (62,a); e le po alrl o
ed o generano un’ altra curva dello stesso nfdme, cuspidata in o colla %
gente 00’ (51, ¢). Pertanto le due curve cosi oltenute hanno in o un punto
doppio ed una langente (00" ) comune, ossia hanno in o cmql;e‘_mdlelrsezl_om
riunite (32). Messi da pavie il punto 25 nel qna]e ttte le polari ed ]Z_nmo
fascio si toccano, e gli altri (m—1)*—2 punti-base dei cio ‘)me &Im;),
il numero delle rimanenti intersezioni delle due curve d” ordine 2(m—1)
—1)p—3 )
s %Lr:llue il)punlo o comune a tutte le curve del fascio- prop(ostq, una
delle quali & ivi cuspidata, “conta per tre fra i punti doppi del fascio me-
dESIm("&) Applicando il teorema generale ( dimostrato al principio del pl:esel:lle
1.°) al fascio delle prime polari llle’ punti di una data retta (77), rispetto
urva C, d’ ordine n, si ha: . o
ad ll“lancuna retla qualunque vi sono 3(n—2)* punti, c'““"A"
de’ quali ha per prima polare, rispetto ad una data li-
nea dell’ ordine n, una curva dotata di un punto doppio.

0 in alre parole, avuto anche riguardo al Leorema (78):

11 luogo dei poli delle prime pq»l%'n» dotate di ‘P'“M'(i
doppio, rispetto ad una data linea ‘(f ordine n, ossia i
1i6go dé* punti d’incrociamento di qu gllf coppie di rette
checostitui Q ighe poplari, § uwha Ccurva dell” or-

we.3(8—2)%
hn.‘(‘)ﬁe‘slu luog)o si chiamera curva Steineriana (¥) della curva fondamen-
tale C,. ) .

(e) Se la curva fondamgnlale ha una cuspide d, ogui punto della tangen-
te ¢uspidale & polo di una prima polare avente un punto doppio in d (78, a).
Percid la tangente medesima fard parte della Steineriana. .

89. Le rette polari di un punto fisso rispetto alle curve & lm'fasmo
passano tutte per un altro punln_ﬁsso (84, ¢). Se si con§xdcra. nel fascio una
curva dotata di un punto doppio d, la retta polare di d rispetto a questa
curva @ indeterminata (72); talche le rette polari di d, relativamente a tuite
le altre curve del fascio, si confonderanno in una retta |_mica. Vale a dire:

1 punti doppi delle curve d> un fascio godono della
proprieta che ciascun d” essi ha la stessa retta polare
rispetto a tutte le curve del fascio.

2

*) Dal nome del grande geomelra alemanno che primo, @ quanto io so, la fece conoscere.
-
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Di qui s inferisce che (86):

11 lTuogo dei poli di una retta rispetto alle curve di
n fascio d” ordine m & una linea dell” ordine 2(m—1)
passante pei 3(m—1)* punti doppi del fascio.

E il luogo di un punto avente la stessa vetta polare , rispetto ad una
data cugva C, e alle curve C, &’ un fascio, & (87) una curva dell’ ordine
n+ 2m — 3 passante pei 3 (m—1)* punti doppi del fascio. Pertanto questi
punti e quelli ove €, @ toccata da alcuna delle €, giacciono tuti insieme
nell’ anzidetta curva d” ordine n + 2m — 3. In particolare :

Una retta data @ toccata da 2(m—1) curve d” un dato
fascio d” ordine m. 1 2(m—1) punti di contatto, insieme
¢0i 3(m—1)* punti doppi del fascio, giacciono in una cur-
va dell” ordine 2(m— 1), luogo dei poli della vetta data
rispetto alle curve del fascio.

90. Dati due fasci di curve, i cui ordini siano m ed m,, vogliamo in-
dagare di qual ordine sia il luogo di un punto nel quale una curva del primo
fascio tocchi una curva del secondo. Avanti tutto, @ evidente che il luogo ri-
chiesto passu per gli m* -+ m* punti-Dase dei due fasci; perchd, se a & un
punto-base del primo fascio, per esso passa una curva del secondo, alla qua-
le condotta la tangente in @, vi @ una certa curva del primo fascio, che
tocca questa retta nel punto medesimo (46 ). Osservisi poi che una curva del
primo fascio & toccata dalle curve del secondo in m(m-2m,—3) punti (87);
laonde quella curva del primo fascio , oltre agli m?® punti-base , contiene
m(m-+2m, —3) punti del luogo richiesto, ciod in tutto m (2m-+2m,—3)
punti. Dunque il luogo di cui si tratta & dell’ ordine 2 (m-+m;)—3; es-
so passa non solo pei punti-hase dei due fasei, ma anche pei loro
3(m—1)*+3 (m;—1)* punii doppi (88), perch® ciascuno di questi equi-
vale a due intersezioni di una curva dell” un fascio con una dell’altro. Abbia-
mo cosi il teorema :

Dati due fasci di curve, le une d’ ordine m, le altre
d” ordine my, i punti di contatto delle une colle altre so-
no_in una linea dell” ordine 2(m-+m )—3, che passa pei
puunti-base e pei punti doppi dei due fasci.

(a) Suppongasi che le curve dei due fasci siano prime polari relative ad
una data curva fondamentale €, d” ordine n, epperd pongasi m=m,=n—1.
I punti-base de’ due fasci sono i poli di due rette (77), talch® giacciono
tulti insieme nella prima polare del punto comune a queste rette medesi-
me (69,a): vale a dire, 1 due fasci hanno, in questo caso, una curva co-
mune. Tale curva comune fa evidentemente parte del luogo dianzi determinato,
onde , astraendo da essa, rimane una curva dell’ ordine 4(n—1)—3—(n—1)
=3(n—2), passante pei punti doppi de’ fasci dati, qual Inogo de’ punti di
contatto fra le curve dell’ uno e le curve dell’ altro fascio. Questa curva del-
I’ ordine 3 (n—2) non cambia, se altri fasci di prime polari soslituiscansi
ai due dali; infaui, siccome tutte le prime polari passanti per un dato punto
haono altri (n—1)2—1 punti comuni e formano un fascio (77,a), cosi,
se due prime polari si toccano in quel punto, anche tutte le altre hamno ivi
la stessa tangente.

Di qui s inferisce che la curva lnogo de’ punti di contay fra due prime
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polari contiene i punti doppi di tutli i fasci di_prime polari, e per conseguen-
za, avuto riguardo al teorema (78), & anche il luogo dei poli di quelle co-
niche polari che si risolvono in due rette. Ciod: .

1! luogo di un punto nel quale's\_lwl:)ccll!no due (ep-

perd Tufinite ) prime polari relative a i “dara tarva T

<> ordine n, & una linea deH” cruc_l“Y« 631"51-—:2 ]‘, 1d qudle
Fud anche definirsi come Tuogo dei punti }_Tx_)pplldel.le pri-
nre polari, e come Tuogo di un_polo la cui conica polare
sia una c,g‘%‘pniwa__‘s_l_i rette. ) i

°Kquesia Jinea si da il nome di Hessiana della data curva fondamentale,,
perche essa offre I’ interpretazione geometrica di quel covariante che SYLVESTER
chiamd Hessiano ( dal nome del sig. Hesse), ciod del determinante ff)['milo
colle derivate seconde parziali di una data forma omogenea a tre "ﬂl‘la’blll (*).

(b) 1 punti in cui si segano le prime po!ar| di due puati o, o sono 1
poli della retta 00’ (77); talche, se le due prime polari si loccann,‘la ret-
ta 00’ ha due poli riunili nel punto di contatto. Se adunque convemamo di
chiamar congiunti gli (n—1)? poli di una medesima retta, potremo dive:

Hessiana & il luogo di un polo che coincida con
uno de’ suoi poli congiunti. . .

(¢) Chiamate indicatrici di un punto Je due rette tangenti c_l\e da esso
ponno_condursi alla sua conica polare, si ottiene quest” altro enunciato:

La curva fondamentale e 1’Hessiana costituiscono in-
sieme il luogo di un puoto, le due indicatrici del quale
si confondono in una retta unica.

91. Dati tre fasci di curve, i cui ordini siano my, my, ms,in quanti punti
queste si toccano a tre a tre? I punti in cui si toccano a due a due le cur-
ve de’ primi due fasci sono (90) in una linea dell’ ordine 2 (m,+my)—3;
ed analogamente il luogo de’ punti di contatto fra le curve del primo e le
curve del terzo fascio & un’ altra linea dell” ordine 2 (my—+m;)—3. Le due
linee haono in comune i punti-base ed i punti doppi del primo fascio, ciod
m? 43 (my—1)* punli estranei alla questione , lalch? esse si segheranno in

alri (Q(ml-a—m.g)—a)(‘_’(ml+m5)—3)—(m"|+3(ml—l )?)

= 4 (mgmg + mymy = mmy) — 6 (my 4 my +m; — 1) punti. E questi sono
evidentemente 1 richiesti.

(a) Posto my=1, si ha:

Le tangenti comuni ne’ punti ove si toccano le curve
di due fasci, i cui ordini siano my, my, inviluppano una
linea della classe 4mmg— 2(m; + my).

(b) Se le curve de’ due fasci sono prime polari relative ad una data li-
nea C, 4 ordine n, onde my =my=n—1,1i due fasci hanno una curva
comune (90,a) la quale & dell’ordine n—1, epperd (70) della clas-

(*) Svivesten, On @ theory of the syzygetic relations of two rational inlegral functions
| Philosophical Transactions, vol. {43, part 3, London 1853, p. 545).
-
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se (n— 1)(n—2). E evidente che questa curva fa parte dell’ inviluppo
dianzi accennato; talch? questo conterra inoltre una curva della classe
3(n—1)(n—2), ciot:

Le tangenti comuni ne’ punti di contatto fra le pri-
me polari relative ad una data curva d’ ordine n invi-
luppano una linea della classe 3(n—1)(n—2) (*).

AmT. XV. Reti gcometriche.

2

condizioni comuni chiamasi rete geometrica d’ ordine m, quando per
due punti presi ad arbitrio passa una sola linea del sistema, vale a dire,
quando le linee del sistema passanti per uno stesso punto arbitrario formano un
fascio (*¥). .

Per esempio, le prime polari relative ad una data curva d” ordine n for-
mano una rete geometrica d’ ordine n — 1 (77, a); anzi, molte proprieta di
q}xelle_ si possono applicare, colle identiche dimostrazioni, ad una rete qual-
sivogli

X Due fasci & ordine m i quali abbiano uva curva comune , ovvero lre curve
&” ordine m le quali non passino per gli stessi m* punti, determinano una rete
geometvica d’ ordine m (77, a).

: Il luogo di un punto nel quale si tocchino due (epperd infinite) curve
@’ una dala.relc & ordine m, ¢ una linea dell’ ordine 3 (m — 1). Questa linea
che pud chiamarsi I’ Hessiana della rete, & anche il luogo de’ punti doppi dell;
curve della rete (90, a). N

e tangenti comuni ne’ punti di contalto fra le curve della rete invilup-
pano una linea della classe 3m(m —1) (91, b).

(a) Supponiamo che tutte le curve di una data rete abbiano un punto co-
mune a. Condotta una retta A per a, sia @' il punto di A infinitamente vicino
;'xd a; infinite curve della rete passeranno per a' (ciod toccheranno la retta A
in a), formando un fascio. E condotta per a una seconda retta 4, , nella quale
sia a il punto successivo ad a, vi sard una (ed una sola) curva della rete che
passi per @' e per @, ciod che abbia un punto doppio in a. Dunque: allorche
lnllc_le curve di una vete hanno un punto comune, una di esse ha ivi un punto
;}:‘p?w, e quelle che nel punto medesimo toccano una stessa retta formano un

scio.

(D) Suppongasi in secondo luogo che tutte le curve di una data rete ab-
biano un punto comune @ ed ivi tocchino una stessa retta 7. Condotta una retta
4 ad arlnlrlo(pcr a, vi saranno infinite curve della rete passanti pel punto
di 4 successivo ad a, e tali curve formeranno un fascio. Ciascuna di esse &

92. Il completo sistema delle linee d”ordine m soggette ad '—':i%s—) -

(*) stainen, L. c. p. 4-6.
(**) Momius, L. c. p. 266. — Stwanes, . . p. 5.
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incontrata si da 7' che da 4 in due punti_riuniti in a, ciod per esse questo
punto & doppio; talche quel fascio non cambia_col mularsi della retta 4 intorno
ad a. Fra le curve del fascio, due sono cuspidate in a (48), ed una di que-
ste ha per tangente cuspidale la retta T. Ed invero»quesl’ ultima curva & in-
dividuata dal dover incontrare T in lre punti ed 4 in due punti, tutti coinci-
denti in a. e g

93. Date tre curve €, €', €, gli ordini delle quali siano rispettivameute
m, m', m", proponiamoci di determinare il Inogo di un punto le cui relle po-
laci, rispetto a quelle curve, concorrano in uno stesso pun!o; ossia, con nl-_
tre parole (69, a), il lnogo di un punto nel quale si seghino le prime PoL‘m
di uno stesso punto relative. alle curve date. A tal uopo procederemo cosi: per
un punto o fissato ad arbitrio si conduca una retta L e si determinino 1 puntt
dotati della proprieta che in ciascun & essi concorrano le prime polari di uno
stesso punto di L; indi, fatta girare questa retla intorno ad o, si ollerranno
wit’ i punti del luogo richiesto.

Le prime polari de’ puni di L vispetto alle curve C, ¢' formano due
fasci projettivi (77), onde le curve corrispondenti, ciod le polari di uno stesso
punto di L, si segheranno ne’ punti di una_curva K dell” ordine m -+ m' — 2
passante pei punti_ delle basi de’ due fasci. E qui si noli che la base del primo
fascio ¢ formata dagli (m — 1)2 punti e’ quali la prima polare di o rispetto
a € sega la prima polare di un alro punto qualunque di L rispetlo alla curva
medesima. Cost abbiamo ottenuto la curva XK', Inogo di un punto pel quale
passino le prime polari , velative a € ¢ €', di uno stesso punto di L.

Ogni retta L condotta pel punto fisso o individua una curva K'. Di tali
curve K' ne passa una sola per un punfo qualunque p. Infalti, sc per p de-
vono passare le prime polari relative a C e ¢', il polo sard I intersezione p’
delle rette polari di p (69, a); il punto p' determina una velta L passante
per o, ¢ questa individua la curva K' passante per p. Dunque, variando L
intorno ad o, la curvi K' genera un fascio (41).

Ora, se alla curva €' si sostituisce ¢", la retta L dara luogo analoga-

wente ad una curva K' d” ordine m +m'' —2, la quale passera per gli
stessi (m — 1)* punti-hase del primo fascio, che ha servito per generare an-
che K'. Variando L intorno ad o, le corrispondenti curve K formano un fa-
scio. | due fasci formati dalle curve K', K’ sono projettivi fra loro, perche
ciascun &’ essi & projettivo al fascio di velte L passanti per o. Laonde quei
due fasci, 1’ uno dell’ ordine m +m'— 2, 1" altro dell’ ordine m +m'—2,
gencreranno una curva dell” ordine om--m' +m"'—4 (50). Siccome perd due
curve corrispondenti K', K" hanoo sempre in comune (m—1)? punti situati
in una curva fissa dell’ ovdine m—1 (la prima polare del punto o rispel-
to a C), cosi gli altri (m+m'—2)( m+m' —2)—(m—1)
— m'm’ + m'm+ mm — 2(m-+m +m")~+3 punti comuni alle omologhe
curve K', K'' genereranno una curva dell’ ordine 2m-m' +m’' —4—(m—1)
—=m-+m'+m"'—3 (50,a). E questo & evidentemente il luogo richiesto,

Questa curva si chiamerd la Jacobiana delle tre curve date *).

%) Svuvesten, [ c. p. 516,
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Se le tre curve date passano per uno stesso punto &, le rette polari di
questo passano per esso wedesimo ; dunque , se le curve C, C', C'"' hanno pun-
1i comuni a tutte ¢ tre, questi sono anche punti della loro Jacobiana. -

Se una delle curve date, per esempio C", ha un punto doppio d, la
retta golare di questo puoto rispetto a €'’ @ indeterminata (72), onde pud
risguardarsi come tale la retta che unisce d all” intersezione delle rette po-
lari di questo punto relative alle altre due curve C, C'. Dunque la Jacobiana
passa pei punti doppi delle curve date.

94. Suppongasi m’ =m', ciod due delle curve date siano dello stesso
ordine. In tal caso la Jacobiana non si cambia, se a uelle due curve se ne

itui due alire qualunque del fascio da esse determinato. Il che @
evidenté, perche la Jacobiana 2 il luogo di un punto pel quale passino le tre
prime polari d’ uno stesso polo; e & altronde le prime polari d’ uno stesso
polo rispetto a tutte le curve d’ un fascio formano un nuovo fascio (84,2),
ciod passano per gli stessi pu 2

Nel caso attuale, la Jacobiana ammette una seconda definizione. Se p &
un punto di essa, le rette polari di p rispetto alle tre curve date concorrono
in uno stesso punto p'. Ma p' & il punto pel quale passano le rette polari di
p rispetto a tutte le curve del fascio (€'C") (84, ¢); ciod la retta polare
di p rispetto a C sard anche retta polare dello stesso punto relativamente ad
una curva del fascio .anzidetto. Onde pud dirsi che la Jacobiana delle curve
date 2 il luogo di un punto avente la stessa retta polare rispetto a C ¢ ad
alcuna delle curve del fascio (C€'C"); il qual luogo abbiamo gid investigato
altrove (87). %

95, Supponiamo m = m’ =m", ciod le curve date siano tutte e tre dello
stesso ordine m. Siccome a due qualunque di esse se ne ponno sostituire (94)
due altre del fascio da quelle due determinato, cosi alle tre date se ne po-
tranno sostituire tre qualunque della rete (92) individuala dalle curve date
( purche non appartengano ad uno stesso fascio ) , senza che la Jacobiana sia
punto alterata. Onde, data una rete di curve d’ordine m, il luo-
go di un polo, le cui rette polari rispetto alle curve del-
la rete concorrano in uno stesso punto, & una linea ¢ or-
dine 3(m—1), passante pei punti doppi delle curve me-
desime (93). Percid, nel caso di cui si tratta, la Jacobiana coincide col--
J° Hessiana della rete (92). Abbiamo cosi uv’ altra definizione dell’ Hessiana
di una data rete geometrica. . -

Vogliamo ora esaminare pid davvicino il caso nel quale le curve della
vele si seghino tulle in uno stesso punto dato, ed anche quello in cui le cur-
ve medesime si tocchino nel punto comune. Nel primo caso possiamo supporre
che una delle tre curve .individvanti la rete sia quella per la quale il punto
dato @ un punto doppio; e mel secondo caso potreino assumere quella curva
che nel punto dato ha una cuspide ed ivi tocca la tangente comune a tulte
Je curve della rete (92, a,b).

96. Siano date adunque tre curve C, C', € dello stesso ordine m,
aventi wn punto comune, il guale sia doppio per una di essé, C"; in quel
punto si collochi il polo o, del quale abbiamo fatto uso (93) nella ricerca
generale della Jacobiana.

(a) Le prime polari del punto o rispetto alle curve C, C' "passano per
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0, onde per questo punto passera anche la curva K', qualunque sia la retta
L a cui corrisponde (93).

La curva K' corrispondente ad una data retta L rimane la stessa, se
alle curve C, €' itui i due curve qualung del fascio determinato da
quelle. Sostitvendo a C la curva €™ tangente in o alla retta L, le prime po-
lari di tutl’ i punti di L relative a C° passeranno per 0 (70). Per o -passa
anche la prima polare di o relativa a €'; quindi la tangente in o alla cur-
va K’ sard la retta che ivi tocca la prima polare di o rispetto a C° (51,a),
ossia la retta L. Dunjue: quando le curve C, ¢’ sono dello stesso ordine e
passano per o, anche la curva K’ passa per o ed ivi tocca quella retta L a
cui essa corrisponde.

(b) Essendo o un punto doppio per la cueva €', le prime polari, rela-
tive ad essa, di ta’ i punti della retta L passano per o ed ivi toccano una
medesima retta L', la coniugata armonica di L rispetto alle due tangenti di
C" nel punto doppio (74,¢). °

La curva K’ (93) & generata da due fasci projettisi, I” uno delle prime
polari de’ punti di L rispetto a ", 1" alvo delle prime polari de’ medesimi
punti rispetto a C. Le curve del -primo fascio hanno in o una stessa langen-
te L. E alla curva del secondo faseio che passa per o, ciod alla prima po-
lare di o rispetto a C; corrisponde la prima polare di o relativa a C", ossia
quella curva del primo fascio per la quale o & un punio doppio. Per couse-
guenza, qualunque sia la retta L, la curva K’ generata dai due fasci ha
in o un punto doppio (51, b). Tnoltre, quando L sia una delle tangenti di
¢" nel punto doppio (51, d), ovsero quando L sia tangente in o alla curva
C, nel qual caso anche le curve del secondo fascio passano per o (§2,a),
in entrambi questi casi, dico, la retta L & una delle tangenji a K" nel pun-
to doppio o.

Dunque: se € e " hanno vn punto comune o che sia doppio per G,
la curva K’ velativa ad una data vetta L (passante per o) ha un punto dop-
pio in 03 ed L & una delle due relative tangenti, ogniqualvolta essa sia tan-
gente in o ad una delle due curve date. %

(¢) Cosi abbiamo veduto che, nel caso preso in considerazione, il punlo
o appartiene a tutte le curve K' relative alle rette L condotte per esso (a)
-ed & doppio per tutte le curve K" corrispondenti alle rette medesi b).
Dunque (52) o sara. un punio triplo per la ‘complessiva curva d” ordine
4(m—1) generata dai due fasci projettivi delle .K' e delle K" (93). Ma
di questa curva complessiva fa parte la prima polare di o relativa a C, la
quale prima polare passa una volta per o3 dunque questo punto & doppio per
la corva rimanente d’ ordine 3 (m—1), ciod per la Jacobiana.

Le rette L-sono tangenti (a) alle relative curve K'; dunque (52) le
tangenti alla curva risultante &’ ordine 4(m—1) nel punto triplo o saranno
quelle rette L che toccano anche le relative curve K. Ma L tocca la cor-
rispondente K" (b) quando & tangente a C 0 a €C'; epperd le tre tangenti
nel punto triplo sono la tangente a € e le due tangenti di C". Di queste tre
rette, la prima & tangente (71) alla prima polare di o relativa a C; dunque
le alire due sono le tangenti della Jacobiana nel punto doppio o.

Cosi possiamo concludere che:

(d) Data una rete di curve passanti per uno stesso
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punto o, ta curva Hessiana della rete passa due volte per
o ed ivi ha le due tangenti comuni con quella curva del-
la rete, per la quale o & un punto doppio.

97. Passiamo ad esaminare il caso in cui il punto o, comune alle tre
curve C, C', C', sia una cuspide per I’ ultima di esse, e la tangente cuspi-
dale T tocchi in o anche C e C'. X

(a) Le curve C, C' avendo in o la stessa tangente,, all’ una di esse pud
sostituirsi quella curva del fascio (€C' ) che ha un_punto doppio in nA(47)',
onde questo punto sard doppio per K', qualuaque sia L (96,'1)). Ed inoltre,
quando L coincida con T, questa relta sara una delle tangenti nel punto dop-
pio per la corrispondente curva K. .

(b) Essendo o una’ cuspide per ¢", le prime polari, relative a questa curva,
di i’ i punti di L passano per o ed ivi toccano T (74 ,c¢); e fra esse ve
n’ ha una, la prima polare di o, per la quale questo punto & una cuspide e T
2 la relativa langente cuspidale. lnoltre,, la prima polare di o rispetto a C passa
anch’ essa per o ed ivi tocca la medesima retta 7. Dunque (61, ¢€), qualun-
que sia L, la curva K’ ha una cuspide in o, e la tangente cuspidale & T.

Ma se L coincide con T, le prime polari de’ punti di L relative a €
hanno un punto doppio in o -(78,a), mentre le prime polari de’ medesimi
punti rispetto a € passano semplicemente per o (70]; ond’ & che qnella cur-
va K", che corrisponde ad L coincidente con T', ha un puato triplo n o (52).

(c) Cosi & reso manifesto che le curve K' haono in o un punto doppio,
mentre le curve K’ hanno ivi una cuspide, e T & la comune tangente cuspi-
dale. Ne consegue (52) che o & un punto quadruplo per la_complessiva cur-
va & ordine 4 (m—1) generata dai due fasci- projettivi delle K', K', ¢ che
due de’ quattro rami passanti per o SOno ivi toccati dalla reta T. Gli altri
due rami sono loccali-in o dalle tangenti della curva K’ corrispondente a quel-
la cursa K che ha in o un punto wiplo (52, a)- La curva K, per la qua-
le o & un punto triplo, corrisponde ad L coincidente con T (b), epperd
corrisponde appunto a quella curva K’ che ha un ramo toccato in o dalla
retta T (a). Dunque tre delle quattro tangenti nel punto quadruplo o della
curva complessiva d” ordine 4 (m—1) sono sovrapposie in T.

La curva &’ ordine 4(m—1) & composta della Jacobiana delle tre curve
date e della prima polare di o rispetto a C. Questa prima polare passa una
volta per o ed ivi ha per tangente T; dunque la Jacobiana passa tre volte
per o e due de’ suoi rami sono iri loccati dalla retta T. Ossia:

(d) Data una rete di curve aventi un punto comune o
ed ivi la stessa tangente T, la curva Hessiana dgll_a re-
te ha tre rami passanti per o, due de’ quali sono ivi tan-
genti alla retta T.

98. Supposte date di nuovo tre curve C, ¢, €, i cui ordini siano ri-
spettivamente m, m’, m", cerchiamo di quale ordine sia il luogo di un punto
nel quale concorrano le rette polari di uno stesso polo rispetto alle tre curve
date: Sia L una retta arbitraria, i un punto qualunque di essa; se per @
devono passare le reite polari yelative a C, C', il polo o sara una del-
le (m—1)(m'—1) intersezioni delle prime polari di i rispelto a quelle
due curve. Se per o dee passare anche la prima polare relativa a ¢", il po-
lo di essa sara nella retta polare di o rispetio a questa curva; e le rette
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polari degli (m — 1 )('m' — L) punti, o incontreranno L in altrettanti
punti 7. .

Assunto invece ad arbitrio un punto ¢ in L, se per €sso dee passare la
velta polare relativa a €', il polo & nella prima polare di ¢ rispelto alla det-
ta curva; la quale prima polare & una curva K dell’ ordine m"—1. Le ret-
te polari dei punti di K relative a € inviluppano uma curva della classe
(m—1)(m’—1) (81),ed analogamente le rette polari dei punti di K ri-
spelio a C' inviluppano un’ altra curva della classe (m'—1)(m"—1). In
queste duecurve-insiluppi, a ciascuna tangenie dell’ una corrisponde una lan-
gente dell’ altra, purche si assumano come corrispondenti quelle tangenli che
sono polari di uno stesso punto di K rispetto a C e C'. Dunque (83, a)
le intersezioni delle tangenti omologhe formeranno ina curva dell” ordine
(m—1)(m'—1)+(m—1 )(m" —1), la quale segherd la retta L in
altrettanti punti .

Cosi a ciascun’ punto i corrispondono (m — 1) (m'—1 ) punti ¢, men-
tre ad ogni punto i corrispondono (m —1) (m'—1)+ (m' —1)(m"— 1)
punti i. Onde la coincidenza di due punti omologhi i, ¢ in L avverra
(m—1)(m —1) + (m' —1)(m"—1) + (m"—1)(m—1) volte; ciod
questo numero esprime 1’ ordine del luogo vichiesto. Questa curva passa evi-
dentemente pei punti comuni alle tre curve date,, ov’ esse ne abbiano.

(a) Quando le tre curve date siano dello stesso ordine m , ad esse pon-
i altre tre curve della rete da quelle individuata, senza che venga
luogo dimmzi considerato. Questo, che in 1al caso & dell’ ordine
)2, pud chiamarsi la Steineriana della rete (88, d).

(b) Data una rete di curve & ordine m, ogni punto p della curva Hes-
siana @ il polo d” infinite rette polari relative alle curye della rete, le quali
rette concorrono in uno stesso punto o (95) della Steineriana. In questo mo-
do, a ciascun punto dell’ Hessiana corrisponde un punto della Steineriana e
reciprocamebte ; quindi la retta che unisce due punti corrispondenti inviluppa
una terza curva della classe 3 (m—1)+3 (m—1)*=3m(m—1) (83,h).

Ogoi retta passante per o ¢ adunque polare del punto p rispetto ad una
curva delle rete. Del resto, se la retta polare passa pel polo, questo giace
nella curva fondamentale , che & ivi -toccata dalla retta polare medesima. Ne
segue che la retta op tocca in p una curva della rete; ma tutte le curve del-
la rete che passano per p si toccano ivi fra loro (92), dunque la comune
tangente di queste curve & op.

AmT. XVI. Formole di PLUCKER.

99. Data una curva qualsivoglia C, ( fond: le ), indichi i

n I’ ordine della medesima,

m la classe,

3 il numero de’ punti doppi, .

x il numero de’ punli stazionari o cuspidi,

7 il numero delle tangenti doppie,

¢ il numero delle tangenti stazionarie , ossia de’ flessi.

1

Siccome m & il -numero delle tangenti che da un punto arbitrario si
possono condurre alla curva data, cosi, in virti del teorema (74, ¢) o
(87, d), si ha:

1) m=n(n—1)—20—3x,

formola che somministra la classe di una curva, quando se ne conosca I’ or-
dine e si sappia di quanti punti doppi e cuspidi & fornila.

Pel principio di dualita, un’ equazione della stessa forma dovra dare
I’ ordine di una curva, quando se me conosca la classe, il numero delle tan-
genti doppie e quello delle stazionarie (82); dunque:

2) U PRNEG | it St 18

100. Siccome ogni punto della curva fondamentale, il quale abbia per
conica polare il sistema di due rette, & un flesso o un punto multiplo (80),
cost la curva Hessiana, la quale & il luogo de’ punti le cui coniche polari si
visolvono in coppie di rette (90, a), sega la linea data nei flessi e ne’ punti
multipli di questa. Onde,, essendo 1’ Hessiana dell’ ordine 3 (n — 2), s¢ la’
curva data non ha punti multipli, il pumero de’ suoi flessi & 3n(n—2) (*).

Supponiamo ora che, C,, abbia un punto doppio d; nel qual caso tutte le
prime polari passano per d. Allora I’ Hessiana della rete formata da queste
prime polari, che & anche I” Hessiana di C, (90,a;92), passa due volte per
d ed ivi ha le due tangenti comuni colla prima polare del punto stesso
(96, d), ciod ha le tangenti comuni colla curva data (72). Dunque il punto
d equivale (32) a sei intersezioni dell’ Hessiana con C,; ossia ogni punto doppio
fa perdere a questa curva sei flessi.

Ora < imagini che C, abbia tha cuspide d, e sia T la tangente cuspi-
dale. In questo caso tutte le prime polari relative a €, passano per d ed ivi
sono toccate dalla retta T (74, c); epperd I” Hessiana ha tre rami passanti
per d, due de’ quali hauno per tangente T (97, d). Dunque il punto d equi-
vale ad ofto intersezioni dell’ Hessiana con Cy, ossia ogoi cuspide fa perdere
a questa curva otto flessi (**).

Quindi, se C, ha '3 punti doppi e » cuspidi, il numero de’ flessi ossia
delle tangenti stazionarie sara dato dalla formola:

3) t=3n(n—2)— 60— 8x

E pel principio di dualita, se una curva della classe m ha © tangenti doppie
ed o tangenti stazionarie, essa avra :

4) x=3m(m—2)—6z—8

punti stazionari. »

Le guattro equazioni cosi (rovale equivalgono perd a tre sole indipenden-

(*) Pricxen, System der analytischen Geomerie, Berlin 1835, p. 264. — Hasss , Ueber die
Wendepuncte der Curven drider Ordnung | Giornale di CarvLx, L 28, Berlino 1844, 0. 104).

(**) Caviey, Recherches sur I’ élimination et sur la théorie des courbes (Giornale di CRBLLE,
L. 34, Berlino 1847, p. 43).
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ti; infatti, sottraendo la 1) moltiplicata per 3 dalla 3), si ha la
5) x—1=3(n—m),

equazione che pud essere dedotta nello stesso modo anche dalle 2), 4).

Cosi fra i sei numeri n, m, 3, x, 7, ¢ si hanuo tre equazioni indipen-
denti, onde, dati tre, si possono ‘determinare gli altri tre. Per esempio , dati
n, 8, x, il valore di 7 si ottiene eliminando m ed . frale1),2),3);e
si ha:

6) r=%n(n—2)(.@—-9)—(2“mw-n—ei
+28(3—|)+%x(x—|)+631.

Una formola assai utile si ottiene sotiraendo la 2) dalla 1), ed eliminando
x — ¢ dal risultato mediante la 5):

7) 2(0—7)=(n—m)(n+m—9)

Queste importanti relazioni fra I’ ordine, la classe e le singolarita di nna
curva piana sono stale scoperte dal sig. Puicker (%)=

101. Se una curva deve avere un punto doppio, senza che questo sia dato,
cid equivale ad una condizione; infatli, a tal nopo basta che tre prime polari
(non appartenenti ad uno stesso fascio) abbiano un punto comune. lnvece, se
la curva deve avere un punto stazionario, senza che questo sia dato, ossia
se tre prime polari (non appartenenti ad uno stesso fascio) debbono toccarsi
in une. stesso punto, cid esige due condizipni. Onde segue che, se una curva
& ordine n deve avere 3 punti doppi e x cuspidi, essa sard determinata (34)
da n(n;—S) ——2x lizioni. E, in virta del principio di dualita,

m(m-+3)

—z =2 dizioni d

una curva della classe m la

2

quale debba essere forita di = tangenti doppie e di « tangenti stazionarie.

. Percid , se i numeri n, m, 3, x, 7, + competono ad una sola e mede-
sima curva, dovra essere: e

"(”+3)-—8—‘2x=m(m+3)
2 2
formola che pud dedursi anche dalle 1), 2).... Ma, ove sia stabilita a
priori , come qui si & falto, essa insieme con due qualunque delle 1), 2),. ..

potrd servire a somministrare lutte le altre (*¥).

102. Noi prenderemo quind’ innanzi a studiare le proprietd di una curva
C» di un dato ordine n, la quale supportemo affatto generale fra quelle dello
stesso ordine. Epperd, a meno che non si facciano dichiarazioni in contrario ,

8)

—r— 2,

"
(*) Theorie der algeb. Curven, p. 211
(**)" Savxon , Hig plane curves, p. 92.
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Ja curva fondamentale sara della- classe n(n — 1) ed avra nessun punto mul-
1 . s
tiplo, 3n(n—2) flessi e ;n(n— 2)(n?—9) tangenti doppie.

Le prime polari relative a C, formano una rete dell’ ordine n — l , I’ Hes-
siana della quale taglia Cx ne’ 3n (n—2) flessi di questa. La SEeiner|ana della
rete (98, a), che & anche la Steineriana di C, (88, d), & dell’ ordine 3 (n—2)%

ART. XVII. Curve generatc dalle polari, quando il polo
si muova con legge data.

103. Se un punto, considerato come polo rispetto alla curva fundgmen-
tale C, , percorre un’ alira curva data C,, d"ordine m, laretia polare inviluppa
una curva A, la quale abbiamo gia trovato (81) essere della classe m(n—1).
Le tangenti che da un punto qualunque o si possono condurre a K sono le
rette polari degli m (n — 1) punti, ne’ quali C,, & intersecata dalla prima po-
lare di o.

(a) Se o ¢ tal punto che la sua prima polare sia tangente a C,,, due
rette polari passanti per o sono coincidenti, cioé o 2 un punto della curva K
(30); questa & dunque il lnogo geometrico de’ polile cui prime polari toccano
Cy.- Questa proprieta ¢i mette in grado di trovare 1’ ordine di K, ciod il nu-
mero de’ punti in cui K @ incontrata da una retla arbitravia L. Le prime po-
lari de’ punti di L formano un fascio (77); onde, supposto che C,, abbia &
punti doppi, e x cuspidi, vi saranno m (m + 2n — 5)— (20 -+ 3x) punti in L,
le cui prime polari soro tangenti a Cy (87, c). Dunque K @ dell’ ordine
m(m~+ 2n—5)— (20 + 3x).

E poi evidente che le tangenti stazionarie @i K sono le rette polari de’
punti stazionari di G, ; donde segue che K ha x flessi.

Conoscendo cosi la classe, I” ordine ed il numero de’ flessi della curva .
K, mediante le formole di Puickes (99, 100) troveremo che essa ha inoltre:

1 2 27
T[mlm+?n—5]—(?3+3x)] —m(5m+6n—-21)+|03+?n punti

= 1
doppi, 3m(m-+n—4)—(63-+8x) cuspidi e §m(n—?)(mn-—3)—i—3 tau-

genti doppie.

(b) E manifesto che ogni punto doppio di K @ il polo di una prima po-
lare tangente a C,, in due punti distinti; che ogni cuspide di K & il polo di
nna prima polare avente con C, nn contatto tripunto; e che ogni tangente
doppia di K @ una retta avente o due poli distinti sulla curva Cy, 0 due poli
riuniti in un punto doppio di questa curva.

Siccome le proprieta del sistema delle prime polari (relative a C,) valgono
per una rete qualsivoglia di curve, cosi da quanto precede si raccoglie:

1° 11 numero delle curve d’ una rete d” ordine n—1,
le quali abbiano doppio contatto con una data linea d” or-

dine m, fornita di & punti doppi e x cuspidi, @

1 27
;lm(m—ﬁ?n—&)—(?ﬁ—r:&x)] —m (5mo+-6n—21)+ 105+ .
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2° 11 pumero delle curve della stessa rete aventi col-
1 anzidetta linea d’ ordine m un contalto tripunto @
3m(m—+n—4)=(63=+8x) (%)

(c) Ogni punto della curva K @ polo di una prima polare tangente a
Cm ; onde considerando le intersezioni delle curve K e Cn, si ha:

In una curva C, dell’ ordine m, dotata di 3 punti doppi e di x cuspidi,
vi sono m?(m < 2n — 5) — m (20 - 3x) punti, le cui prime polari relative
alla curva fondamentale C, toccano ta medesima G, .

Di qui per m =1 si ricava:

In una retta qualunque vi sono 2(n—2) punti, le cui
prime polari relative alla curva fondamentale C, toccano
la retta medesima.

Se la retta & tangente a C, , nel contallo coincidono due di quei 2(n—2)
poli. Dunque in una retta langente a C, esistono 2 (n—3) punti, ciascun
de’ quali @ polo di una prima polare tangente in altro punto alla retta me-
desima. g

(d) Se nella ricerca superiore, la curva C, si confonde con Cy, la
linea K si compone evid: della €, medesima e delle sue tangenti sta-
zionarie , perché ogni punto di quella e di queste & polo di una prima polare
tangente alla curva fondamentale (71, 80). ln tal caso, i punti doppi di K
sono le intersezioni delle tangenli stazionarie fra loro e colla curva G, ; le
cuspidi di K sono rappresentate dai flessi di €, ciascuno contato due volte;
e le tangenti doppie di K sono le stazionarie e le doppie di Cy.

1 punti doppi di K sono (b) i poli d” altrettante prime polari doppia-
mente tangenti alla curva fondamentale. Ed invero: se o & un punto comune
a due tangenti stazionarie di questa, la prima polare di o tocca C, ne’ due
flessi corrispondenti (80); @ se o & un punto di segamento di C, con una
sua tangente stazionaria, la prima polare di o tocca C, in o (71) e nel
punto di contatto di questa tangente (80). Sonvi adunque 3n(n—2)(n—3)
prime polari doppiamente tangenti a C,, 1 cui poli giacciono in C, medesima;

4 3
e vi sono altre = n(n—2) ( 3n(n—2)—1 ) prime polari pur doppiamente

tangenti, i cui poli sono fuori di C,.

_(e) La curva K, inviluppo delle polari (n — 1)™ de’ punti di Cuy s
chiamera I’ (n —1)"* polare di Cu.
. Facendo m =1, troviamo che I (n — 1) polare di una retta R, ciod
I ]nnlnppo .dvlle rette polari de’ punti di R, od anche il luogo de’ poli delle
;rime p(;l;)m langenl‘i ad R, & una curva della classe n — 1 e dell” ordine

n—2), con 3(n—3) cuspidi, 2(n—3)(n—4) punti doppi ed
et Ll i ( ) p oppi e
— ciod: .

Vi sono 3(n—3) prime polari, per le quali una data

retta R @ una tangente stazionaria; 2(n—3)(n—4) prime
polari, per le quali R @ una tangente doppia; ed inoltre

tangenti doppi

(*) Biscuorr , I. ¢. p. 174-176.

a1 s
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%—(»—‘2)(11—-3) rette, ciascuna delle quali ha due poliin R.

(f) Se I’ (n—1)" polare della vetta R passa per un dato punto o,
questo ¢ il polo di una prima polare tangente ad R (e); talche se I’ (n—1)"¢
polare varia girando intorno al punto fisso o, la retta R inviluppera la prima
polare di 0. Cosi abbiamo due definizioni della prima polare di un.punto:

La prima polare di un punto o @ il luogo de’ poli le
cui (n—1)" polari s’ incrociano in o, ed @ anche I’ invi-
luppo delle rette le cui (n—1)" polari passano per o.

104. Supposto che un polo p percorra una data curva C, & ordine m,
avente O punti doppi e x cuspidi, di qual indice @ la serie (34) generala
dalla polare (r)"* di p rispetto alla linea fondamentale C,, e quale ne sard
I’ inviluppo ? s .

(a) Se la polare (r)" di p passa per un punto 0, il polo sard nella
polare (n —r)"" di o (69,a), ciod sara una delle rm intersezioni l‘.ll que-
sta polare colla proposta curva C,. Dunque per o passano rm polari (r)™
di punti sitnati in Gy, ciod le polari (r)" de’ punti di ¢, formano una se-
vie d” indice rm. X

(b) Se P (n—r)"* polare di o locca in un punto C,, avremo 1n o
due (r)™ polari coincidenti, ossia o sara un punto della linea inviluppata
dalle curve della serie anzidetta. Dunque:

L’ inviluppo delle polari (ryme de’ punti di una curva
G, ¢ anche il lnogo de’ poli delle polari (n—r)" tangen-
ti a Gu.

(¢) Quale & I’ ordine di questo luogo ? Ovvero, quanti punti vi sono in
una retta arbitraria L, le polari {n —r)"* de’ quali tocchino G, ? Le polari
(n—r)" de’ punti di una retta L formano (a) nna serie d’ ordine r e d’in-
dice n—r; epperd (87 , ¢) ve ne sono (n—r))m{m+2r—3)—(23+3x){
che toccano C,, . Donde segue che:

L’ inviluppo delle polari (r)me de” punti di una curva
4’ ordine m, dotata di 3 punti doppi e x cuspidi, & una
linea dell” ordine (n—r){m(m+‘2r—3)-—-(23-»—3::)(.

Questa linea si denominera polare (r)™* della data curva G, rispetto
alla curva fondamentale C, (¥).

(d) Fatto r=1 ed indicata con m' la classe di Cn, ciod posto
m =m(m—1)—(25-3x) (99), si ha: X .

La prima polare di una curva della classe m/, ciod il
luogo de’ poli delle rette tangenti di questa, ? una linea
dell” ordine m' (n—1).

Questa linea passa pei punti ove la curva fondamentale & toccata dalle
tangenti comuni ad essa ed alla curva della classe m'.

Se m' = 1, ricadiamo nella definizione della prima polare di un pun-
o (103, f).

(e) Posto m =1, troviamo che la polare (r)™ di una retta &

*) Stamea, L c. D, 23,



82

una linea dell’ ordine 2(r—1)(n—r). Quindi la prima polare di
una retta @ dell’ ordine zero; infalli essa @& costituita dagli (n—1)% poli
della retta data (77).

Per r =n— 1, si ricade in un risultato gid ottenuto (103, ¢e).

‘ (f) L ordine della linea polare (r)"* di una retta R si pud determinare

direttamenle come segue. A tal wopo consideriamo quella linea come luogo
de’ punti comuni a due curve successive della serie & indice r e &’ erdine
n — r, formata dalle polari ()" de’ punti di R (34).
. Sead un punto qualunque di R, le polari (r)"* passanti per a haono
i loro rispettivi poli nella polare (n—r)"® di a, la quale sega R in r pun-
ti a'. Se invece assumiamo ad arbitrio un punto @, la sua polare (r)"* sega
Rinn—r punti a; talche , riferiti i punti a, @’ ad una stessa origine o,
fra i segmeni oa, o' avra luogo un’ equazione del grado r in od' e del
grado n—r in oa. 11 punto a apparterrebbe alla linea cercata, se due delle r
p,nlan ()™ passanti per esso fossero coincidenti. Ma la condizione perche
I” equazione anzidetta dia due valori eguali per oa’ & del grado 2 (r—1) rispet-
to ai fli i della lesima , e per del grado 2(r—1)(n—r)
vispetlo ad oa. Sono adunque 2(r —1)(n—r) i punti comuni al luogo ri-
chiesto ed alla retta R ossia I’ inviluppo delle polari (r)"¢ de’ punti di una
retta data & una linea dell’ ordine 2(r —1)(n—r).

' Le»slesse cun§idernzioni si_possono applicare , in molti casi, alla ricerca
dell’ ordine della linea che inviluppa le curve d” una data serie. Per esempio,
se la serie & & indice r e d’ ordine s, ¢ se si pud assegnare una punleggiata
projettiva alla serie ( ciod se fra le curve della serie e i punti di una retta
si pud stabilire tale corrispondenza che ad ogni punto della retia corrisponda
una curva della serie, e viceversa ), I’ inviluppo sard dell” ordine 2 (r—1)s.
Di qui per s=1 si ricava: .

Se una curva della classe r @ tale che si possa asse-
gnare una punteggiata projettiva alla serie delle sue tan-
genti, 1> ordine della curva & solamente 2(r—1).

(g) Se la polare (n—r)"® di una retta passa per un dato punto o
questo & (b) il polo di una polare (r)™* tangente a quella retta. Dunque: ’

X a polare (r)" di un punto o, ossia il luogo de’ pun-
ti le cui (n—r)" polari passano per o, anche 1”7 invilup-
po delle rette Ie polari (n—r)" delle quali contengono
il punto o.

Cosi le polari de’ punti e delle linee sono definite in doppio wodo, e
come luoghi e come inviluppi. Egli & appunto in questa doppia definizione
che simlr\ra risiedere il segreto della grande fecondita della teoria delle cur-
ve polari.

(h) La polare (r)"® di una curva € tocchi un’ altra curva €' nel punto
0. In o quella polare tocchera la polare (r)™* di un punto o' di C; e vice-
versa (b) in o la curva C sard toccata dalla polare (n—r)™® di o;. Ma la
polare (r)m¢ di o tocca in o anche €'; dunque la polare (n—r)™* di o
tocchera in o' la polare (n—r)me di C'; ossia:

Se Ia‘polare (r)"* di una curva C tocca un’ altra cur-
va (', reciprocamente la polare (n—r)" di (' tocca C.

(k) Una reta R sia I’ (r— 1) polare di un punto o rispetto

TP L T
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all’ (n — r)™@ polare di un altro punto o, ovvero, cid che & la medesima
cosa (69, ¢), la polare (n—r)"* di o rispetto alla polare (r— 1 ) di o.
Se R varia ed inviluppa uma curva qualunque C, restando fisso il punto o,
il luogo del punto o sard (d) la prima polare di C rispelto all” (n—r)™
polare di o'. Se invece resta fisso il punto o, mentre R inviluppa la curva C,
il Inogo di o' sara la prima polare di C rispetto all” (r — 1)™* polare di o'.
Dunque : .

Se la prima polare di una curva C rispetto all” (r—1)"*
polare di un punto o passa per un altro punto o, la pri-
wa polare di C rispetto all” (n—r)m polare di o passerd
per o; ¢ viceversa.

105. L’ (n— 1) polare di una curva Cn " ordine m & (81) una
linea K della classe m(n— 1). Reciprocamente, la prima polare di K sa-
ra (104, d) una linea dell” ordine m(n — 1)% Questa linea comprende in sé
la data curva G, , perché K @ non solo I” inviluppo delle rette polari dei punti
di C,, ma anche il luogo de” poli delle prime polari tangenti a Cy, (103, 2).
Dunque , allorché un punto o percorre la curva Cu, gh altii (n—1)*—1
poli della retta polare di o descriveranno una linea dell’ ordine m (n—1 )—m
= mn(n — 2|

A questo llato si arriva anche cercando la soluzione del problema:
quando un punlo o percorre una data linea, quale & il luogo degli altri poli
della retta polare di o?

Supposto dapprima che la data linea sia una retta R, cerchiamo in quanti

1
punti essa seghi il luogo richiesto. Siccome (103 , e) vi sono T (n—2)(n—3)

rette, ciascuna delle quali ha due poli in R, cosi gli (n—2)(n—3) poli
di tali rette sono altrettanti punti del luogo. Inoltre ricordiamo (90, b) che
in ogni punto dell’ Hessiana coincidono due poli d’ una medesima retta, talche
le 3(n—2) intersezioni dell” Hessiana con R sono comuni al luogo di cui
si tratta. Questo luogo ha dunque (n —2 )(n—3)+3(n—2) punti co-
muni con R, vale a dire, esso & dell’ ordine n(n—2).

Se invece ¢ data una linea C, dell’ ordine m , assunta un’ arbitraria retta
R, cerchiamo quante volte avvenga che una stessa retta abbia un polo in R
ed un altro in C,. | poli congiunti ai punti di R sono, come or si & dimo-
strato, in una linea dell’ ordine n(n — 2), la quale sega G, in mn(n— 2)
punti. Dunque vi sono mn (n—2) punti in Cu, ciascun de’ quali ha un polo
congiunto in R; ossia:

Se un polo descrive una curva d’ ordine m, il luogo
degli altri poli congiunti & una linea dell’ordine mn(n—2).

106. Imaginiamo un polo che si muova percorrendo una data cursa Cim
& ordine m; quale sara il luogo delle intersezioni della prima colla seconda
polare del polo mobile, rispetto alla curva fondamentale C, ? Assunta una retta
arbitraria R, se per un punto i di essa passa una prima polare,, il polo giace
nella retta polare di i; questa retta sega Cu in m punli, le seconde polari dei
quali incontreranno R in m(n—.2) punti i'. Se invece si assume ad arbitrio
in R un punto i pel quale debba passare una seconda polare , il _polo sard
nella conica polare di i, che taglia Gn in 2m punti; le prime polari di questi
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determinano in R 2m(n— 1) puati i. Cosi vediamo che ad ogni punto ¢ cor-
rispondono m (n—2) punti i , mentre ad ogni puato i corrispondono 2m (n—1 )
punti i ; talche (83) vi saranno (in R)m(n—2)+2m(n—1)=m (3n—4)
punti i, ciascun de” quali coincida con uno de’ corrispondenti ¢ ; ciod il Luo-
go richiesto @ una curva U dell” ordine m(3n— 4). Evidente-
mente questa curva locca Cy negli mn punti comuni a C, e C,, perchd in
ciascuno di questi punti le polari prima e seconda si toccano fra loro e toc-
cano Cy, (71).

Inohre , siccome per un flesso della curva fondamentale passa la prima e la
seconda polare di ogni punto della relativa tangente stazionaria (80) , cosi la curva
U passera pel flesso di C, tante volte quanti sono i punti comuni a €y, ed
alla tangente stazionaria. Dunque la curva U passa m volte per ciascuno dei
3n(n—2) flessi di C, (*).

(a) Se €, coincide con Cy, la linea U contiene manifestamente due volte
la curva fondamentale; prescindendo da questa, rimarrd una curva dell’ ordine
3n(n—2), per la quale i flessi di ¢, sono punti (n — 2)"". Dunque, se
un polo percorre la curva fondamentale, gli (n — 1)(n—2)—2 punti in
cui si segano le polari prima e seconda generano una linea dell’ ordine 3n(n—2),
avente n — 2 branche passanti per ciascun flesso di €y, una delle quali ha
ivi con C, un contatte tripunto. Il che riesce evidente, considerando che ogni
tangente stazionaria della curva fondamentale ha con questa n —2 punti co-
muni, ciod il flesso ed n — 3 intersezioni semplici.

i (b) Analogamepte si dimostra che, se il polo percorre la curva G, le
intersezioni delle polari (r)"® ed (s)™ descrivono una_linea dell” ordine
mn (r -+ s) — 2mrs, la quale tocca la curva fondamentale ne’ punti comuni a
questa ed a C,. E da notarsi che il numero mn (r < s) — 2mrs non cambia
sostituendo n —r, n—s ad r, s.

ART. XVIII. Applicaziome alle curve di second’ ordine.

. 107. Se ne’ teoremi generali suesposti si fa n. =2, si ollengono i pit
interessanti risultati per la teoria delle coniche.
. Dato un polo o nel piano della curva fondamentale Cy di second’ ordine ,
il luogo del punto coniugato armonico di o, rispetto alle due intersezioni della
curva con una trasversale mobile intorno ad o, & la retta polare di o (68).
s'e la polare di o passa per un altro punto o', viceversa (69, a) la polare di
o conliene o; ossia tutte le rette passanti per un punto dato hanno i loro poli
nella retta polare di questo punto, e reciprocamente tutt’ i punti di una data
vetta sono poli di rette incrociantisi nel polo della data.

Siccome ogni punto ha una determinata retta polare , e viceversa ogni retta
ha un polo unico, cosi i punti di una retta costituiscono una
punteggiata projettiva alla stella formata dalle loro ri-

(*' Cresscu, Ueder eine Classe von Eliminationsproble il ini
! , C lemen und iiber
Theorie der Polaren . Giornale CRELLE-BORCHABDT , t. ssl,’ Rerlino 1861, l'u 279?’“9e e
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spettive polari. Donde segue che il rapporto anarmonico di quattro relle
divergenti da un punto @ eguale al rapporto anarmonico dei loro poli (*).

La retta polare di un punto o sega la conica fondamentale ne’ puni in
cui questa @ loccala da rette uscenti da o (70).

Considerando la conica fondamentale come una curva di seconda classe,
se da un punto qualungue di una retta data si tirano le due tangenti alla
curva, la retta coniugata armonica della data, rispelto a queste due tangenli,
passa_per un punto fisso (82) che 2 il polo della reta data.

Due figure, I’ una delle quali contenga i poli e le polari delle rette e
dei punti dell’ altra, diconsi polari reciproche. Sui pochi principii or dichiarati
si fonda il celebre metodo di PonceLer (**) per passare dalle proprieta del-

I’ una a quelle dell’ altra figura.

108. Due punti o, o, I un de’ quali
giaccia nella polare dell’ altro, diconsi
poli coniugati. Le infinite coppie di poli
coniugali esistenti in una trasversale for-
mano un’ involuzione (quadratica), i cui
punti doppi sono le intersezioni della co-
nica colla trasversale; ciog i punti della
conica fondamentale sono coniugati a sé
medesinmi.

Le polari di due poli coniugati , 0ssia
due rette passanti ciascuna pel polo del-
I’ altra, diconsi coniugate. Le infinite cop-
pie di polari coniugate passanti per uno
stesso punto dato formano un’ involuzione
(quadratica) , i raggi doppi della quale
sono le tangenti che dal punto dato si
possono condurre alla conica cioe le tan-
genti di questa sono rette coniugate a sé
medesime.

(a) Duc poli coniugati ed il polo della retta che li unisce (ovvero due
vette coniugate e la polare del punto ad esse comune) individuano un triangolo
(o un trilatero), pel quale ciascun lato @ la polare del vertice opposto. Sif-
falto triangolo o trilatero dicesi coniugato alla conica data,

(b) Se da un punto p si conducono
due trasversali a segare la conica data
ne’ quattro punti b, ad , € se g, r sono
le intersezioni delle coppie di rette (ca, bd),
(ab, cd), la_retta gr sard la polare del
punto p; anzi nel triangolo pgr ciascun
vertice ¢ polo del lato opposto. Cio & una
immediata conscguenza della proprietd ar-
monica del quadrangolo completo abed (5).
Dunque tutte le coniche circoseritte a que-

(b') Se per due punti di una data retta
P si tirano quattro tangenti BC, 4D alla
conica data, e se Q, R sono le relte pas-
santi per le coppie di punti (CA, BD )
(4B, CD), il punto QR sari il polo della
retta P; anzi nel trilatero PQR ciascun
Jato & la polare del vertice opposto, come
segue immediatamente dalla proprieta ar-
monica del quadrilatero completo ABCD
(5). Dunque tutte le coniche inscritte nel

sto quadr lo sono al trian-
golo formato dai punti diagonali pqr.

(¢) Tn generale (89), se un punto ha la stessa retta polare ri

o sono coniugate al trilatero
formato dalle diagonali PQR.

petlo a

due curve &’ un fascio, esso @ doppio per una curva del fascio medesimo. Cid
torna a dire che due coniche non ammettono alcun triangolo coniugato comu-

ne, oltre quello che ha i vertici ne’ tre punti doppi del fascio da esse dete
i i I 1

winato; ossia i punti

formato dai punti

& 1 t4 )
comuni a due coniche, e le rette diagonali del quadrilatero completo formato

(*) Cuasus , Mémoire de géomdlrie sur deus principes générauz de la science ele. (Mémoi-

res couronnés par I Académie R. de Bruxelles, L 11, 1837
*x

582 ).

Dosoevr . Traité des propriétés projectives des figures , Paris 1822, p. 132. — Mémoi-
re sur la théorie des polaires réciproques  Giornale di Ceiik, L. 4, Berlino (829, p. 1.
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dalle tangenti comuni alle stesse coniche somo i vertici e i lati dell” unico
triangolo coniugato ad entrambe le curve.

(d) 11 teorema di Pascar relativo ad un esagono inscritto in uma co-
nica (45,c), se si assume il secondo vertice infinitamente vicino al primo
ed il quinto al quarto, somministra la seguente relazione fra quattro punti &
una conica e le tangenti in due di essi: ’

Se un quadrangolo & inscrilto in una conica, le tangenti in due vertici
concorrono sulla retta che unisce due punti diagonali.

Donde si conclude facil che le di li del quadrilatero formato
da quattro tangenti di una conica sono i lati del triangolo avente per vertici
i punti diagonali del Yjuadrangolo formato dai quattro punti di contalto.

() Se di un quadrangolo completo abed sono dati i tre punti diagonali
pgr ed un velice a, il quadrangolo & determinato ed unico. Infauii, il verti-
ce b @ il coniugato armonico di a rispelto ai punti in cui pg, pr segano
ar; ecc. Dunque le coniche passanti per uno stesso punto a e coniugate ad
un dato triangolo pgr formano un fascio , ossia (92):

Tutte le coniche coniugate ad un dato triangolo for-
mano una rete.

(f) Le curve di questa rete che dividono armonicamente un dato segmen-
10 00’ formano un fascio. Infalli, se i & un punto arbitrario, tutte le coniche
della rete passanti per i hanoo altii tre punti comuni, epperd incontrano la
retta 0o’ in coppic di punti in involuzione (49). Ma anche le coppie di punti
che {ll\'idono armoni 00 itui un’ involuzi (26,a), e le
due involuzioni hanno una coppia comune di punti coniugati; dnnqne,per i
passa una sola conica della rete, la quale sodisfaceia alla condizione richic-
sta, ¢ d. d. In alre parole, la rete contiene un fascio di coniche , rispetto
a ciascuna delle quali i punti 0o’ sono poli coniugati. ’

In una rete due fasci hanno sempre una curva comune; dunque, se si
cerca la conica della rete rvispetto alla quale il punto o sia coniugato si’ ad o
che ad o”, ciod o abbia per polare o'”, il problema ammette una sola solu-
zione ; vale a dire: vi @ una sola conica, rispetto alla quale un dato triangolo
sia coniugato, ¢ un dato punto sia polo di una data retta.

(g) Siano pqr, p'qr’ due triangoli coniugati alla conica fondamentale ;
s, t i punti in cui le retie p'g’, pr’ segano gr; &', ¢ quelli ove gr @ in-
contrata dalle g, Pr Le polari de’ punti ¢, r, s, ¢ sono evidentemente le
rellel plr, g, q), che inEnnlrano gr i t, ¢, r ¢. Mail sistema di
g‘l’lei fogula’ll:]uunr‘;ll‘lee:c quello de’ loro poli hanno lo stesso rapporto anarmoni-

(grst)=(tsr'q ),
ossia (1):

(grst)=(stqr);

vialc a 3!“, le quallro retie pq, pr, p'q, p'r' incontrano le gr, ¢'r’ in due
sistemi di qualtro punti aventi lo stesso rapporto anarmonico. Dunque (60) &
:!el |a;l dei due triangoli proposti formano un esagono di Briancuox. Inoltre i
ue fasci di quattro rette p'(g,7,¢,7), p(q,r,q5") hanno lo stesso
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rapporto anarmonico , onde (59) i sei vertici de’ triangoli medesimi costitui-
scono un esagono di Pascar (¥). Ossia: .

Se due triangoli sono circoscritti ad una conica, es-
si sono inscritti in un’altra; e viceversa;

Affinche due triangoli siano coningati ad una slessa
conica, & necessario € sufficiente che essi siano circo-
scritti ad un’ altra conica, OVVeEro inscritti in una ter-
za conica.

Questa proprietd si pud esprimere eziandio dicendo che la conica langente
a cinque de’ sei lati di due triangoli coniugati ad una conica data tocca anche
il sesto; e la conica delerminala da cinque verlici passa anche pel sesto.
Donde s’ inferisce che’:

Se una conica tocca i lati diun trian- Se una conica passa pei vertici di un
golo coniugato_ad una seconda conica, triangolo coniugato ad un’ alira gonicn,
infiniti altri triangoli coniugati a questa sard pur circoscritta ad infiniti altri trian-
saranno circoscritti alla prima ; ciok le tan- goli coniugati alla inedesima; cioé ogoi
genti_condotie alle due coniche dal polo punto della prima conica sard, rispetto
(relativo alla seconda ) di ciascuna relta alla seconda, il polo di una retta segante
tangente alla prima formeranno un fascio le duc curve in quattro punti armonici.
armonico.

109. Le coniche circoscritte ad un quadrangolo abed sono segale da una
(rasversale arbitraria in coppie di punti che formano un’ involuzione (49).
Fra quelle coniche vi sono tre paja di rette; dunque le coppie di lati oppo-
sti (be, ad), (ca, bd), (ab, cd) del quadrangolo incontrano la trasversa-
le in sei punli a'ay, bd, c'c accoppiali involutoriamente. Viceversa, se i
lati di un triangolo abc sono segati da una trasversale ne’” punti a'b'c’, e se
questi sono accoppiali in involuzione coi punti a;b,c, della stessa trasversale ,
le tre rette aa, , bby, cc, concorreranno in uno stesso punto d.

Sia or dato un triangolo abe, i cui lati bc, ca, ab seghino una trasver-
sale in a', b', ¢'; e sia inolre data una conica , rispetto alla quale i punti
a5 by, ¢, situati nella sessa trasversale siano poli coniugali ordinalamente
ad @, b, . Le tre coppie di punti a'ay, b'by , c'c, sono in involuzione (108),
epperd le rette aa, , bb, , ccy passano per uno slesso punto d. Se di pit si
suppone che a, b siano poli ordinatamente coniugali ad @', b, le polari di
a, b sono le rete ag,, bb,, talche il polo della trasversale sara il punto d.
Dunque la polare di ¢’ & cc,, ossia anche i punti ¢, ¢ sono poli coniugati.
Abbiamo cosi il teorema:

Se i termini di due diagonali ad, by d” un quadrilate-
ro completo formano due coppie di poli coniugati rispel-
to ad una data conica, anche i termini della terza diago-
nale ¢ sono coniugati rispetto alla medesima conica (*¥).

110. Se un polo percorre wna data curva C, dell” ordine m , avente &
punti doppi e x cuspidi, la retta polave (relativa alla conica fondamentale C,)

(*) Staxun, Systematische Entwwickelung der Abhingigkeit g-ometriscler Gestalten von tin-
ande) pei 538 s or 308 ( Aufg. 46 ). — Cuasiis, Mémoire sur les lignes conjointes dans
les coniques + Jowrwal de M. LiooviLes , aout 183§ , p. 396 '-

O evesn De-octo punctis inlersectionis (rium superficierum secundi ordinis {Dissertatio
pro venia legendi ), Regiomonti 1840, p. 17.
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inviluppa una seconda curva della classe m, dotata di & tangenti doppie e x

flessi, la quale @ anche il luogo dei
Le due curve diconsi polari reciproche.

(2) Se la_ conica fondamentale C, &
il sistema di due rette concorrenti in nn
punto i, la polare &’ ogni punto o passa
per i, ed invero essa & la coniugata armo-
nica di oi rispetto al pajo di rette costi-
tuenti la conica (73, b);ma la polare del
punto i & indeterminata (72), cioé qua-
lunque retta nel piano pud cssere consi-
derata come polare di i. Donde segne che
ogni retta passante per i ha infiniti poli
tulli situati in un’ altra retta passante per
i, mentre una retta non passante per @
ha per unico polo questo punto.

Percio se ¢ data una curva delia clas-
se r, considerata come inviluppo di rette,
la sua polare reciproca, ossi il luogo dei
poli delle sue tangenti, sard il sistema di
r rette passanti per i e ordinatamente con-
iugate armoniche ( rispetto alle due rette

poli~ delle rette tangenti a G, (103).

(%) Se la conica fondamentale C,,
risguardata come inviluppo di seconda clas-
se, ¢ una coppia di punti oo’ il polo di
ogni retta R giace nella retta 00', € que-
sta @ divisa armonicamente dal polo e dalla
polare. Perd il polo della retta oo’ & inde-
terminato, cioé qualunque punto del piano
puo essere assunto come polo di quella
retta. Ond’ & che ogni punto della retta
00’ ha infinite polari tutte incrociantisi in
un altro punto della medesima retta ; men-
tre un punto qualunque esterno alla oo’
non ha altra polare che questa retta.

Dunque , se & data una curva dell’ or-
dine r, la sna polare reciproca , cioe I’ in-
viluppo delle polari de’ suoi punti, & il
sistema di r punti sitnati iu linea retta
con oo’ , i quali sono, rispetto a questi
due, i coniugati armonici di quelli ove la
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(¢) Se sono date a priori entrambe le coniche K, K', le quali si se-
ghino ne’ punti abed ed abbiano le tangenti comuni ABCD, la conica rispetto
alla quale K, K' sono polari reciproche dovra essere coniugata (11#¥) al trian-
golo formalo dai punti diagonali del quadrangolo abed e dalle diagogali del
quadrilatero ABCD (108, ¢). Per determinare completamente questa conica,
hasterd aggiungere la condizione che il punto a sia, rispetto ad essa, il polo
di una delle quattro rette ABCD (108, f). Donde segue esservi quattro
coniche, rispetto a ciascuna delle quali due coniche date
sono polari reciproche.

(d) Date due coniche K, K, la prima di esse s circoscritta ad un trian-
golo pgr coniugato alla seconda. Se €,  una conica rispello a cui le date
siano polari reciproche, e se le rette PQR somo le polari de’ punti pgr ri-
spetto a C,, il trilatero PQR sard circoscrilto a K'. Ma il triangolo pgr @
supposto coniugato a K'; dunque (a) il trilatero PQR sard coniugato a K.
Ossia :

Se una conica & circoscritta ad un triangolo coniugato
ad una seconda conica, viceversa questa & inscritta in un
trilatero coniugato alla prima; e reciprocamente *).

Quindi, avato riguardo al doppio enunciato (108, g):

onde consta C,) di quelle r tangentl che curva data incontra la retta oo'.
si possono condurre da i ulla curva data.

(h) Nell’ipotesi (a) & evidente che ogni trilatero coniugato avra un ver-
tice in i, ¢ due lati formeranno un sistema armonico colle due rette costituenti
la couica fondamentale. Viceversa, se un trilatero dalo & coniugato ad una co-
nica che sia un pajo di rette, queste dovranno tagliarsi in un vertice e for-
mare un fascio armonico con due lati del trilatero medesimos; e in particolare ,
un lato di questo, considerato come il sistema di due rette coincidenti, terrd
luogo di una conica coniugata al trilatero. Per conseguenza, le tre retle costi-
wenti il trilatero contengono i punti doppi delle coniche ad esso coniugate, os-
sia (92;108,¢) 1’ Hessiana della rete formata dalle coniche
coniugate ad un trilatero dato @ il trilatero medesimo.

111. In virta del teorema generale (110), la polare reciproca di una
conica K rispetto ad un’ alira conica €, & una terza conica K'; le due curve
K, K' avendo tra loro tal relazione che le tangenti di ciascuna sono le polari
dei punti dell’ altra rispetto a C,. Ne’ quattro punti comuni a K, la conica
fondamentale C; & toccata dalle quattro tangenti comuni a K'; dunque (108, d)
le tre coniche C,, K, K' sono coniugate ad uno stesso triangolo.

(a) Se R ? la polare di un punto r vispetto a K, e se r', R sono il
polo e la polare di R, r vispetto a C,, & evidente che r' sard il polo di R’
rispelto a K'.

('h) 1 punii comuni a K, K' sono i poli, rispetto a C,, delle tangenti
comuni alle medesime coniche. Donde segue che, se pii coniche sono circo-
scritte ad uno stesso quadrangolo, le loro polari reciproche saranno inseritte
in uno stesso quadrilatero. E siccome le prime coniche sono incontrate da una
trasversale arbitraria in coppie di punti formanti un’ involuzione, cost le tan-
genti condotte da un punto qualunque alle’ coniche inscritte in un quadrilatero
sono pur accoppiate involuloriamente.

Se una conica & inscrita in un triangolo coniugato ad un’ altra conica
(ossia, se questa & circoscrilta ad un triangolo coniugato a quella), la polare
reciproca della seconda conica rispetio alla prima @ I’ inviluppo di una retta

che tagli armonicamente le due coniche

date; e la polare reciproca della prima

rispetto alla seconda @ il luogo di un punto dal quale tirate le tangenli alle
due coniche date, si ottenga un fascio armonico.

(e) In generale, date due coniche
stioni (*¥)

Quale & I inviluppo di una retta che
seghi le coniche date in quattro punti ar-
monici? quante rette dotate di tale pro-
prietd passano per un punto qualunque,
ex. gr. per uno de’ punti abed comuni alle
coniche date? Affinché una retta condotta
per a seghi K, K' in quatiro punti ar-
monici, tre di questi dovranno coincidere
in a, cioé¢ le sole tangenti che per a si
possano condurre all’ inviluppo richiesto
sono le due rette che ivi toccano I’una o
P’ altra conica. Dunque I’ inviluppo & una
conica F tangente alle otto rette che toc-
cano in abed le curve date.

Di queste olto rette, le quattro che
toccano K’ sono anche tangenti (111)alla
conica H, polare reciproca di K rispetto
a K'; ossia le coniche K', H, F sono in-+
seritte nello stesso quadrilatero. Dunque,

K, K, proponiamoci le seguenti qui-

Quale & il luogo di un punto dal quale
si possa condurre un fascio armonico di
tangenti alle coniche date? quanti punti
dotati di questa proprietd esistono in uva
retta qualunque, ex. gr. in una delle tan-
genti ABCD comuni alle coniche date? E
evidente che le sole intersezioni della retta
A col luogo di cui si tratta sono i punti
in cui la retta medesima tocca I’una o
P altra conica data. 11 luogo richiesto &
dunque una conica F' passante per gli
otto punti in cui le curve date sono toc-
cate dalle loro tangenti comuni.

Di questi otto punti, i quattro situati
in K appartengono anche alla conica H',
polare reciproca di K' rispelto a K ; vale
a dire, le coniche K, H', F' appartengono
ad uno stesso fascio. Dunque, se un punto

(*) Hessg, Vorlesungen iiber analytische Geomelric des Raumes , Leipzig 1861, p. 715.
(**) Stavbr, Ueber dic Kurven 2. Ordnung , Nuraberg 1831, p. 25.
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se una tangente di H, non comune a K', di H', von comune a K, & centro d’un
sega armonicamente K, K', le coniche fascio armonico di reite tangentia K, K',
H, F coineidono. Cio accade quando K & le coniche H', F' si confondono in una
circoscritta ad un triangolo coniugato a sola. Cid accade quando K’ & inscritta in
K’ (d)" un triangolo coniugato a K (d).

Se C, & una conica rispetto alla quale K, K' siano polar\AremQroche.
evidentemente le coniche F, F' ( come pure H, H') sono polari reciproche
rispetto a Cy.

(f) Siano K, K', K" tre coniche circoscritte ad uno stesso qqadran}gulu
abed , e le prime due siano separatamente circoscritte a due lnlangol] coniuga-
ti ad una medesima conica C,. Le coniche H, H', H', polari reciproche di
quelle prime tre rispetto a Cy, saranno tulte toccate dalle rette ABCD, ppla—
ri de’ punti abed rispetto a €, (b). Dunque (d) la retta A sega armonica-
mente si le due coniche Cy, K, che le due Cy, K'; ciod le intersezioni di

con A sono i punti doppi dell’ involuzione (‘quadratica ) che le coniche
del fascio ( KK') determinano sopra A. Di qui si trae che 4 taglia armoni-
camente anche Cy, K'', ossia (e): .

Se in due coniche sono separatamente inscritti due
triangoli coniugati ad una conica data, qualunque altra
conica descritta pei punti comuni alle prime due sard pur
circoscritta ad un triangolo coniugato alla conica data.

AmT. XIX. Curve descritte da un punto, l¢ indicatrici
del quale variino con legge data.

112. Riprendendo il caso generale d” una curva fondamentale €, @ ordi-
ne qualsivoglia n, cerchiamo di condurre per un dato punto p una retta che
tocchi ivi la prima polare d” alcun punto o della reita medesima (*). Le pri-
me polari passanti per p hanno i loro poli nella retta polare di questo punto.
Se inoltre p dev’ essere il punto di contatto della prima polare con una tan-
gente condotta dal polo o, anche la seconda polare di o dovrd passare per
p (70); talch® o sara una delle intersezioni della retta polare colla conica
polare di p, ciod po dev’ essere tangente alla conica polare di p.

Dunque le rette che risolvono il problema sono le due tangenti che da
p si possono condurre alla conica polare di questo punto, ossia le due indi-
catrici del punto p (90, ¢).

(a) Se p & un punto dell’ Hessiana, la sua conica polare & un pajo di
vette incrociantisi nel corrispondente punto o della Steineriana, pel quale pas-
sa anche la retta polare di p. 1 punti di questa retta sono poli di altrettante
prime polari passanti per p ed ivi aventi una comune tangente (90,a); don-
de segue che questa & un’ indicatrice del punto p. Ma le indicatrici di p so-
no insieme riunite nella retta po (90, c); dunque (98, b):

La retta che unisce un punto dell” Hessiana al cor-

(*) Cuesscu, L. c. p. 280-285,
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rispondente punto della Steineriana tocca nel primo di
questi punti tutte le prime polari passanti per esso.

Ond’ 2 che la linea della classe 3 (n— 1) (n—2), inviluppo delle tan-
genti comuni e’ punti di contatto fra le prime polari (91,b), pud anche
essere definita come 1 inviluppo delle rette che uniscono le
coppie di punti corrispondenti dell” Hessiana e della Stei-
neriana (98,D).

(b) Data una retta R, in essa esistono 2 (n—2) punti, ciascun dei
quali, 0, ¢ il polo d’una prima polare tangente ad R in un punto p (103, ¢);
cpperd in una retta qualunque vi sono 2(n—2) punti, per
ciascuno de’ quali essa @ un’ indicatrice.

Se R @ una tangente della curva fondamentale, nel punto di contalto so-
o viuniti due punti o ed i due corrispondenti punti p.

113. Quale @ il luogo del punto p, se una delle sne indicatrici passa
per un punto fisso i ? Ciascuna retta condolta per i contiene 2 (n — 2) posi-
zioni del punto p (112, b); ed i rappresenta altri due punti p, corrispon-
denti alle due indicatrici dello stesso punto i. Dunque il luogo richiesto & una
curva Lt dell’ ordine 2 (n—2)+2=2(n—1), che passa due volte per i.

Considerando una tangente della curva fondamentale,, nel punto di contat-
to sono riuniti due punti p; dunque la linea L' tocca Cy negli n(n—1)
punti di contatto delle tangenti condotte a questa dal punto i.

Quando il polo o (112) prende il posto del punto i, le (n—1)(n—2)
intersezioni della prima colla seconda polare di ¢ sono altrettante posizioni del
punto p. Viceversa, se p & nella seconda polare di i, la conica polare di p
passa per i; ma i dee giacere in una tangente condolla da p alla conica po-
lare di quest’ ultimo punto , dunque anche la reta polare di p passera per i,
¢ conseguentemente p giacerd nella prima polare di i. Quegli (n—1)(n—2)
punti <ono pertanto i soli che la curva L¥ abbia comuni colla seconda polare
di i; ond’ 2 che in tulti quei punti le due curve si loccano. Concludiamo
adunque che Ja curva L' tocca la curva fondamentale e la seconda polare del
punto i ovunque le incontra, e gli n(n—1)+(n— 1) (n—2) punti di
contalto giacciono tutti nella prima polare di i.

Siccome la prima polare di i presa due volte pud considerarsi come una
linea dell’ ordine 2 (n— 1), e siccome la cucva fondamentale e la seconda
polare di i costituiscono insieme un’ altra linea dello stesso ordine ; cosi (41)
per i 2(n—1)* punti, ne’ quali la prima polare di i sega Cy € la seconda
polare , si pud far passare un fascio di curve dell” ordine 2 (n—1), ciascu-
na delle quali tocchi la curva fondamentale e la seconda polare di i jn tutti
quei punti. Fra le infinite curve di questo fascio, quella che passa per ¢ & L

114. Di qual classe & I” inviluppo delle indicatrici dei punti di una data
curva G, @° ordine m? Ossia, quanti punti di questa curva hanno un’ indi-
calrice passante per un punto i fissato ad arbitrio ? 11 Juogo di un punto p,
w’ indicatrice del quale passi per i, (113) una curva dell” ordine 2(n—1),
che seghera G, in 2m(n — 1) punti; dunque in i concorrono 2m(n—1)
tangenti dell” inviluppo richiesto.

Si noti poi che quest’ inviluppo tocca la curva fondamentale ovunque
essa & inconlrata da C; e cid percht ciascuna di queste intersezioni ha le
sue indicatrici confuse insieme nella relativa tangente di C.. Dunque:
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Le indicatrici dei punti di una linea d’ ordine m 1;1‘-
viluppano una linea della classe 2m(n—1), che tocca“J
curva fondamentale ne’ punti ove questa @incontrala dalla
linea d” ordine m. o . .

(a) Di qui per m =1 si ricava che le indicatvici dei punti di ‘:ma leoa
data inviluppano una curva della classe 2 (1}—_1),_ la q{lale tocca‘)m 2 (!I—-I!
punti la retta medesima, perch? questa & indicatrice di 2 (n—2) suol punti
(112, b). ) ) -

(b) In virtd del teorema generale or dimostrato, se il puato p percorre
I’ Hessiana che o una curva dell’ ordine 3 (n— 2), le .lndlcﬂll'l.cl di p invi-
luppano una linea della classe 61n_-_1](!x_—_‘.!]; ma siccome in c!nesm ca-
so0, per ogni posizione di p le due indicatrici si confondono in una l;l\.a l.l_lllnlﬂ
(90, c), cosi la classe dell’ inviluppo si ridurrd a 3(n—1)(n—2): risul-
tato gia ottenuto altrimenti (91, b; 112, a). . -

A quest’ inviluppo arrivano 3 (n—1)(n— 2) langenh'da ogoi L_al:_ punto
i; onde ciascuno dei 3 (n— 1)(n—2) punti p del!' Hess:grm., le :n icatrici
de’ quali sono le anzidette tangenti, rappresenta due interseziont dell’ Hessiana
colla curva L superiormente determinata (113). ) .

Riunendo questa proprieta colle altre gid dimostrate (113 ), si ha I"e-
nuncialo :

Dato un punto i, il Tuogo di un punto p tale che la
retta pi tangente alla conica polare di p & una linea
dell” ordine 2(n—1), che passa due volte per i e tocca
12 curva fondamentale, 1’ Hessiana e la seconda polare di
i ovunque le incontra. .

115. Cerchiamo ora di determinare I’ ordine del luogo di un punto p,
un’ indicatrice del quale sia tangente ad una data curva K, de}lfx classe r , ciod
indaghiamo quanti punti sianvi in una vetla R, dotati di un Amdlca e tan-
genle a K,. Se il punto p si muove nella retta R, le sue indicatrici invilup-
pano (114, a) una linea della classe 2(n— 1), la quale avra Qr(::—_l)
tangenti comuni colla data curva K, .-Dunque il lnogo richiesto @ dell” ordine
2r(n—1).

Se consideriamo una tangente comune a K, ed a C,, nel contallo con
quest ultima linea sono riuniti due punti p, pei quali la tangente fa I’ ufficio
@ indicatrice; donde s inferisce che il lnogo richiesto tocca la curva fonda-
mentale pegli rn(n— 1) punti ove questa & toccata dalle tangenti comuni a
K,, ovvero (cid che @ la stessa cosa ) ne’ punti in cui la curva fondamentale
2 incontrata dalla prima polare di K, (104, d).

La curva K, ha 3r(n—1)(n—2) tangenti comuni coll’ inviluppo del-
le indicatrici dei punti dell” Hessiana; talehd 3r(n — 1)(n—2) @& il nume-
ro dei punti comuni all’ Hessiana ed al luogo dell’ ordine 2r(n—1), di cui
qui si tratta. Dunque:

11 luogo di un punto dal quale tirate le tangenti alla
sua comica polare, una di queste riesca tangente ad una
data curva della classe r, & una linea dell’> ordine 2r(n—1)
che tocca la curva fondamentale e 1 Hessiana ovunque le
incontra.

116. Dati due punti fissi i, j, cerchiamo il luogo di un punto p tale
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che le rette pi, pj siano polari coningate (108) rispetto alla conica polare
di p. E evidente che questo luogo passa per i e per j. : X

Sia R una retta condotta ad arbitrio per j, ¢ p un punto di R. Le
velte polari di p, i rispetto alla conica polare di p incontrino R ne’ punti
a, b i quali se coincidessero in un punto solo, questo sarebbe il polo della
retta pi relativamente alla detta conica, talche si avrebbe in p un punto del
luogo richiesto. Assunto ad arbitrio il punto a come intersezione di R con una
retta polare, gli corrispondono n — 1 posizioni del polo p (i punti comuni ad
R e alla prima polare di a), e quindi altrettanti punti b. Se invece si assu-
me ad arbitrio b, come incontro di R colla retta polare di i rispetio ad una
conica polare indeterminata, il polo p di questa & nella prima_polare di ¢ re-
lativa alla prima polare di b (69, d), cio? in una curva d’ ordine n — 2,
le intersezioni della quale con R sono le posizioni di p corrispondenti al dato
punto b; ond’ & che a questo punto corrisponderanno n — 2 punti a (*). Dun-
que il numero de’ punti p in R , pei quali a e b coincidono , & (n—1)+(n—2);
e siccome anche j & un punto della curva cercata, cosi questa & dell’ ordine
(n—1)+(n—2)+1=2(n—1). La designeremo con L7, perche, ove
7 coincida con i, essa rientra nella curva L gia considerata (113).

Sia p il punto di contatto della curva fondamentale con una tangente
uscita da’i; la retta polare di p  pi, tangente in p alla conica polare dello
stesso punto p, onde, qualunque sia j, la retta pj passa pel polo di pi.
Dunque p @ un punto di LY, ciod questa linea passa per gli n(n—1) punti
di contatto della curva fondamentale colle tangenti che le arrivano da i; e per
la stessa ragione passera anche per gli n(n— 1) punti in cui C, @ toccala
da rette condotte per j.

Cerchiamo in quanti e quali punti la curva L7 incontri la prima polare
di i relativa alla prima polare di j, la quale chiameremo per brevita seconda
polare mista_de’ punti 1j. Se questa seconda polare mista passa per p, vice-
versa (69, d) la retta polare di i rispetto alla conica polare di p passa per
j» ossia i punti i, j sono poli coniugati (108) relativamente alla conica po-
lare di p. In tal caso, affinche le rette pi, pj siano polari coniugate rispetto
alla medesima conica, basta evidentemente che la retta polare di p passi per
i o per j; epperd p dovrd trovarsi o nella prima polare di i o in quella di
j- Dunque la curva LY passa pei punti in cui la seconda polare mista de’ punti
ij @ segata dalle prime polari de’ punti medesimi.

Ora siano p, o due punti corrispondenti dell® Hessiana e della Steineria-
na, tali che la retta po passi per i. Per esprimere che, rispetto alla conica
polare di p, le rette pi, pj sono coniugate, basta dire che le rette polari di
p e j (relative alla conica) concorrono in un punto di pi. Ma nel caso atlua-
le, la conica polare di p & un pajo di rette incrociantisi in o (90, a), talché

*) Variando il punto @ nella retta R, la prima polare di a genera n fascio (77), le curve del
quale determinano in R un’ involuzione del grado n — 1. Ma ad ogni punto p corrispande un punto
b dunque, col variare di @, il gruppo de’ corrispondenti n— { punli b genera un’ involuzione del gra-
do m — 1. Anche Ia prima polare di b, rispetto alla prima polare del punto fissa i, quando b corra
sopra R, d3 luogo ad un fascio; epperd, col variare di b, il gruppo de’ corrispondenti 7 — 2 punti @
genera un’ involuzione del grado n — 2. Dunque, variando simultaneamente i punti @, b producono dne
involuzioni projettive, 1 wia del grado 7 — 2, I'altra del grado m — 1.1 2% — 3 puati_comuni a
queste involuzioni (24, b), insieme con j, sono quelli in cui R incontra il richiesto Inogo geometrico.
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per questo punto passano_le polari di p e j (relative alla conica med_cs1ma).
E siccome anche pi conliene, per ipotesi, il punto o, cosi p appartiene ad
LY, ossia questa curva passa pei 3(n—1)(n—2) punti dell’ Hessiana , le
cui indicatrici concorrono in i. Analogamente la cursa L passa anche, pei
3(n—1)(n—2) punti dell’ Hessiana, le indicatrici de’ quali partono da j.
Dunque :

Dati due punti i, j, il luogo di un punto p, tale che
le rette pi, pj siano coniugate vispelto alla conica p‘o’lare_
di p, ¢ una linea dell” ordine 2(n—1), che passa: 1 pe:
punti i, j; 2.° pei punti in cui la curva ff)udgmen_nale by
toccata dalle taungenti condotle peri0 perj; 3.° pei punti
in cui la prima polare di i (o di j) @ toccala da rette
concorrenti in j (o in 4° pei punti dclAl’ Hessiana, le
indicatrici de’ quali convergono ad i o a J. . 3

(a) In alwe parole, la linea LY sega la curva [on_glame_r_llalc e I Hessia-
na pe’ punti ove queste sono toccate dalle due linee Lit, L, che dipendouno
separalamente dai punti ¢, j (113). .

(b) Se il punto i & dalo, mentre j varii descrivendo una retta R, la

. " / s B 1y
linea L genera un fascio. Infatli, essa passa, qualunque sia g, per 4(n—1)

punti fissi, i quali sono: 1.° il punto i3 2.9 ¢gli n(n—1) punti in cui Gy
3 toccala dalle tangenti che passano per i3 3.° i 3(n— 1)(n—2) punti
dell” Hessiana , le cui indicatrici concorrono in i; 4.° 1 2n — 3 punti nel

quali (oltre a j che @ variabile) R sega L4 questi ullimi non variano, per-
chd sono i punti comuni a due involuzioni projetiive , indipendenti dal punto j
(vedi la nota a pag. 93). " .

Questa proprieta si_dimostra anche cercando quante curve L' passino per
un dato punto g, quando i sia fisso e j debba trovarsi in nna vetla R. Sic-
come le rette gi, gj devono essere coningate vispetto alla conica polare di ¢,
cosi il punto j sara I’ intersezione di R colla retta che congiunge g al polo
di gi relativo a quella conica. Dfinque ecc. X

Nello stesso modo si dimostra che, se i @ fisso, le curve LY passanli per
uno stesso punto g formano un fascio ; ciod per due punti dati ¢, ¢ passa wna
sola curva L relativa al punto fisso i; ecc.

117. La precedente ricerca (116) pud essere generalizzata, assumendo
una curva-inviluppo invece del punto j, od anche una seconda curva invece
di i, ovvero una sola curva in luogo del sistema dei due punti.

Data una curva K, della classe r e dato un punto i, vogliasi delerminare
il luogo di un punto p tale che la retta pi sia, rispetto alla conica polare di
P, coniugata ad alcuna delle tangenti che da p ponno condursi a K,: ovvero
con altre parole, la relta pi passi per alcuno de’ punti in cui la retta polare
di p taglia la curva polare reciproca di K, rispetto alla conica polare di p (110).

La curva richiesta passa r volte per i, giacch? se il punto p cade in
i, sonvi r rette pi sodisfacenti all’ anzid dizione: quelle ciod che da i
vaono agli r punti in cui la retta polare di p taglia la polare reciproca di A,
(relativa alla conica polare di i).

Sia p un punto di Cy; la retta polare di p sara la tangente alla curva

d le nel punto desimo. Laonde se questa retla tocca anche K, , p
<ard un punto della polare reciproca di K, ( relativa alla conica polare di p);

t

9

>

e siccome, qualunque sia i, la retta pi passa per p, punto comune alla detta
polare reciproca ed alla retta polare di p, cosi questo punto apparterra al
luogo richiesto. Ond’ @ che questo luogo contiene gli rn(n—1) punti di con-
tatto della curva fondamentale colle tangenti comuni a K.

Se invece p appartiene a C, e pi @& tangente a questa curva inp,la
stessa retta pi @ la polare di p; ma essa incontra in r punti la polare reci-
proca di K,, dunque p & un punto multiplo secondo r per la curva richie-
sta. Questa ha pertanto n(n — 1) punti (r)?%, e son quelli ove €, @ toccata
da tangenti che concorrono in i.

Sia p un punto dell’ Hessiana, o il corrispondente puuto della Steineria-
na. Se po ¢ tangente alla data curva K, essa sard coniugata alla retta pi
rispetto alla conica polare di p; infatti, si quella tangente che le polari dei
punti p, i, relative a questa conica, concorrono nel punto o. Donde s’ infe-
risce che p & un punto del luogo che si considera; vale a dire, questo luogo
passa pei 3r(n—1)(n—2) punti dell’ Hessiana, le indicatrici de’ quali
toccano A..

Siano ancora p, o punii corrispondenti dell” Hessiana ¢ della Steineriana ;
ma po passi per i. Allora, siccome la conica polare di p & un pajo di rette in-
crociate in o, cosi la polare reciproca di K, rispetto a tale conica sari (110,a)
un fascio di r rette concorrenti in 0. Ond’ @ che il punto o rappresenta r in-
tersezioni si della retta pi che della retta polare di p colla polare reciproca
di A,, e per conseguenza p tien luogo di r punti consecutivi comuni alla
curva richiesta ed all’ Hessiana. Dunque il luogo geometrico, del quale si
tratta, ha un contatto (r)""* coll’ Hessiana in ciascuno dei 3(n—1)(n—2)
punti le cui indicatrici passano per .

Passiamo da ultimo a determinare 1’ ordine della carva in questione. Sia
R una retta arbitraria condotta per i, ¢ p un punto in R. La retta polare
di p incontri R in a, e la polare reciproca di K, (rispetto alla conica pola-
re di p) seghi R in r punti b. Se si assume ad arbitrio a, vi corrispondono
n — 1 posizioni di p (le intersez R colla prima polare di a) e quin-
di r(n—1) posizioni di b. Se invece si assume ad arbitrio b, come incon-
tro di R colla polare reciproca di K, rispetto alla conica polare di un polo
indeterminato , questo polo giace (104, k) nella prima polare di K, relativa
alla prima polare di b3 la qual curva essendo (104, d) dell’ordine r(n—2)
sega R in altreltanti punti p,ed a ciascono di questi corrisponde un punto a.
Cosi ad ogni punto a corrispondono r(n — 1) punti b, ed ogni punto b in-
dividua r (n — 2) punti a; onde la coincidenza di un punto a con uno dei
corrispondenti punti b avverra r(n—1) +r(n—2) volie. Ma ove tale coin-
cidenza si verifichi, il punto p appartiene alla curva cercata. Questa ha dun-
que r(2n— 3) punti in R, oltre al punto ¢ che & multiplo secondo r; vale
a dire, essa & dell’ ordine 2r (n —1).

(a) Analogamente si dimostra che:

Date due curve K,, K, le cui classi siano r, s il luogo di un punto
p tale che due tangenti condotte per esso, I’ una a K., Paltra 2 K, siano
coniugate rispetto alla conica polare dello stesso punto p, & una linea del-
I’ ordine 2rs(n — 1), la quale 1.° passa s volte per ciascuno degli rn(n—1)
punti in cui la curva fondamentale C, @ toccata da rette tangenti di K, ;
2.° passa r volte per ciascuno degli sn(n—1) punti in cui G, & toccata da
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relte tangenti di A3 3.° ha coll’ Hessiana un _conlatto (5)pence in ciascuno
dei 3r(n—1)(n—2) punti le cui indicatrici toccano K,; 4.° ha coll’Hes-
siana medesima un contalto (ryPun in ciascuno dei 3s(n—1)(n—2) punti
le indicatrici dei quali sono tangenti a K. . _

b) Se invece & dato un solo inviluppo Ky della classe r, e si cerea il
lnogo di un punto p {ale che due tangenti condotte da esso a K, siano con-
iugate rispetto alla conica polare di p, si trova una linea dell” ordine
m(r—1)(n—1), la quale passa r— 1 volte per ciascund _Alcgh m(n—1}
punti ove la curva fondamentale & toccata da rette tangenli di K., ed ha un
contatte {r—1)n" coll’ Hessiana in ciascuno de’ 3r(n — 1)(n—2) punti
di questa curva, le indicatrici de’ quali toccano K.

ArT. XX. Alcune propricta della curva Hessiana
e della Steineriana.

118. Sia p un punto dell” Hessiana ed o il corrispondente punto della
Steineriana. L’ ultima polare di p @& una relta passante per o, i punti della
quale sono poli d”altrettante prime polari loccate in p dalla retta po; ma
fra esse ve n’ha una dotata d”un punto doppio in p, e il suo polo-& o
(88,d;90,a;112,a).

(a) Siano o, o' due punti della Steineriana ; i poli della retta oo’ saran-
no le (n— 1)? intersezioni delle prime polari di quei due punti, le quali
hanno rispetiivamente per_punti doppi i corrispondenti punti p, p' dell’ Hes-
siana. Assumendo o infinitamente vicino ad o, la retta o0 ossia la tangente
in o alla Steineriana avra un polo in p; dunque le tangenti della
Steineriana sono le rette polari dei punti dell” Hessia-
na. Ovvero (90,D):

La Steineriana & 1”7 inviluppo di una retta che abbia
due poli coincidenti.

(b) Questo teorema ci mena a determinare la classe della Steineriana.
Le tangenti condolle a questa curva da un punto arbitrario i hanno i loro poli
nella prima polare di i,e questa sega 1” Hessiana in 3(n — 1)(n—2) pun-
ti. Dunque la Steineriana @ della classe 3(n—1)(n—2).

(c) Siccome i flessi della curva fondamentale €, sono punti dell” Hes-
siana (100), cosi le retie polari dei medesimi, ciod le tangenti stazionarie
di C,, sono anche tangenti della Steineriana.

1 punti della Steineriana che corrispondono ai flessi di Cn, considerali
come punti dell” Hessiana , giacciono nelle tangenti stazionaric della curva fon-
damentale ; queste tangenti adunque toccano anche la curva della classe
3(n—1)(n— 2), inviluppo delle indicatrici dei punti dell’Hessiana (114, b).

(d) Secondo il teorema generale (103), I’ (n— 1)ma polare dell” Hes-
siana, ciod I’ invilupposdelle vette polari de’ punti dell” Hessiana, & una cur-
va K della classe 3(n—1)(n—2) e dell’ ordine 3(n—2)(5n—11),
della quale fa parte la Steineriana.

Se i & I intersezione di due rette tangenti alla Steineriana, ciascuna di
esse ha un polo nell’ Hessiana, e per questi due poli passa la prima_polare
di i. Se le due tangenti vengono a coincidere, i due poli si confondono in
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un sol punto, nel quale I’ Hessiana sard toccata dalla prima_polare di i3 ep-
perd quest’ ultimo sard un punto dell’ (n — 1) polare dell’ Hessiana , ri-
guardata come il luogo dei poli delle p polari tangenti all” Hessiana me-
desima. Ma i punti i, ne’ quali pud dirsi che coincidano due successive tan-
genti della Steineriana, sono, oltre ai punti di questa curva, quelli sitvati in
una qualunque delle tangenti jonarie della curva medesima. Per conseguenza
la linea K, (n— 14 polare dell’ Hessiana, & composia della Steineriana e
delle tangenti stazionarie di questa. Ossia, la Steineriana ha
3(n—2)(sn—11)—3(n—2 2—=3(n—2)(4n—9) tangenti sia-
zionarie.
Dela Steineriana conosciamo cosi I’ ordine 3(n—2)% la classe

3(n—1)(n—2) ed il numero 3(n— 2)(4n—9) de’ flessi. Onde, appli-
candovi le formole di Procker (99 ,100), troveremo che la Steineriana ha

12(n—2)(n—3) cuspidi,—(n—2)(n—3)(3n2—n—5) puoti

doppi e %(u-—ﬂ)(n—.’i)(i!n’—Bn—S) tangenti doppie.

Se al numero delle cuspidi s’ aggiunge due volte quello de’ flessi, se al
numero delle tangenti doppie si aggiunge quello delle stazionarie, e se il nu-
mero de’ punti doppi @ sommato col numero de’ punti in cui ¥ tangenli sta-
zionarie segano la Steineriana e si segano fra_loro; si ottengono rispeltivamen-
te i numeri delle cuspidi, delle tangenti doppie e de’ punti doppi della com-
plessiva curva K & ordine 3(n— 2)(5n—11), (n—1)" polare del-
I’ Hessiana, in accordo coi risultati generali (103).

119. Sia 0o’ una reita tangente alla Steineriana; o il puato di contatto;
p il corrispondente punto dell’ Hessiana. Le prime polari dei punti di oo’ for-+
mano un fascio di curve , che si toccano fra loro in p, avendo per tangente co-
mune po. Fra le curve di questo fascio ve n’ ha una, la prima polare di o,
per la quale p & un punto doppio, e ve ne sono altre 3(n—2)2—2, ciod
le prime polari de’ punti in cui oo sega la Steineriana, le quali hanno un
punto doppio altrove.

(a) Se oo ¢ una tangente doppia della Steineriana; o, o' i punti di
contatlo; p, p' i corrispondenti punti dell’ Hessiana ; allor: prime pola-
vi di tatti i punti di oo’ si toccheranno fra loro si in e in p'. Dun-
que (118,d):

In una rete geometrica di curve 4’ ordine n—1, vi*

3 "
sono —2-(n—‘.{)(n—3)(3n’—3n—8) fasci, in ciascuno dei

quali lescurve si toccano fra loro in due punti distinti.

(b) Se nella tangente doppia oo’ i punti di_contatto si riuniscono in o,
per modo che essa divenga una tangente stazionaria della Steineriana, anche i
punti pp' si confonderanuo in un solo, e le prime polari dei punti®di oo’ a-
vraono fra loro un contatto tripunto in p, punto doppio della prima polare
del flesso o.

Tnoltre quelte prime polari toccano in p I’ Hessiana , perchd le- tangenti
stazionarie della Steineriana fanno parte (118, d) del lnogo de’ poli delle

13
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prime polari tangenti all’ Hessiana. Donde segue che , se o & um I'Ie_sso
della Steineriana e p & il punto doppio della prima polare di o,
la retta po & tangente all” Hessiana in p. . .

Cosi & anche dimostrato che in una rete geometrica di curve ,d’ or-
dine n—1, v’ hanno 3(n—2)(4n—9) fasei, in ciascun de’ qua-
li le curve hanno fra loro un coutatto tripunto, cio¢ si osculano
in uno slesso punto. - . ,

120. Consideriamo una prima polare dotata di due punti doppi p, p', €
sia o il polo di essa. Condotta per o una relta arbitraria R, le pnme.polan
dei punti di R formano un fascio, nel quale trovansi 3(n—_‘_’)’. puati dop-
pi (88), ciod i 3(n—2)* punti comuni ad R ed alla Steineriana sono 1
poli @ altrettante prime polari dotate di un punto doppio. Ma, siccome due
punti doppi esistono gia nella prima polare di o, cosi quel fascio avra sola-
mente 3(n—2)2—2 altre curve dotate di un punto doppio ; donde s infe-
risce che R taglia la Steineriana non piit che in 3(n— 2) —2 punti, oltre
ad o0, ciod o & un punto doppio della Steineriana. . .

Quando R prenda la posizione di P retta polare di p, le prime polari dei
suoi punti passano tutle per p, epperd questo punto conta per due fra i
3(n—2)? punti doppi del fascio (88,a). I punti p, p equivalendo cosi a
tre punti doppi, il fascio conterra soltanto altre 3 (n—2)?—3 curve aventi
un punto doppio; e cid torna a dire che la retta P non ha che .3‘"_2)1_3
punti comuni colla Steineriana, oltre ad o. Questo punto eqm_VaIe dunque 3
tre intersezioni della curva con P; e lo stesso pud ripetersi per P’ retta
polare di p'. .

Per conseguenza: se una prima polare ha due punti doppi
p, p, il suo polo o & un punto doppio della Steineriana,
la quale @ ivi toccata dalle rette polari di p, p'.

Ed avuto riguardo al numero de’punti doppi della Sleiqeriana (118, d),
si conclade:

In una rete geometrica dell’ ordine n—1, vi sono

%(n—?)(n-—3)13n’—9n—5) curve, ciascuna delle quali ha

due punti doppi (¥).

121. lmagillisi ora una prima polare dotala di una cuspide p, e siane o
il polo. Una retta qualunque R condotta per o determina un fascio di prime
.polari, una delle quali ha una cuspide in p; percid il numero di quelle dotate
di un punto doppio (88, b) sara 3(n—2)?—2. Dunque R incontra la
Steineriana in due punti riupiti in o.

Ma se si considera la retta P polare di p, le curve’prime polari dei
suoi punti passano tutte per p, e fra esse ve n’ ha soltanto 3 (n— 2)*—3,
che siano dotate di un punto doppio (88, c). Cio¢ il punto o rappresenia tre
intgrsezioni della retta P colla Steineriana; ed & evidente che tale proprieta @
esclusiva alla retta P.

Dunque: se wna prima polare ha una cuspide p, il suo

(*) Steivem, L c. p. 4-5.

|
|
|
[
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polo o & una cuspide della Steineriana, la quale ba ivi
per tangente la retta polare di . "

Ed in causa del numero delle cuspidi della Steineriana (118, d):

In una rete geometrica dell’ ordine n—1, vi sono
12(n—2)(n—3) curve, ciascuna delle quali & dotata di una
cuspide.

122. Una curva G, d’ ordine m incontri I’ Hessiana in 3m (n — 2) punti;
le rette polari di questi punti saranno tangenti sl all” (n — 1) polare di Ca
(103, ¢) che alla Steiveriana (118, a). Sia p uno di quei punti, ed o quello
in cui la Steineriana & toccata dalla retta polare di p. La prima polare di o
ha un punto doppio in p, onde ha ivi due punti coincidenti comuni con Cyn 3 dun-
que, siccome I’ (n—1)"® polare di G, & il luogo dei poli delle prime polari
tangenti a C,, (103), cosi o & un punto di questa (n—1)™* polare. Ossia:

L>(n—1)" polare di una data curva d’ ordine m tocca
la Steineriana in 3m(n—2) punti, che sono i poli d’al-
trettante prime polari aventi i punti doppi nelle interse-
zioni della curva data coll’ Hessiana.

Se m =1, abbiamo:

Una retta arbitraria R sega 1’ Hessiana in 3 (n—2) punti, che sono doppi
per altrettante prime polari; i poli di queste sono i punti di contatto fra la
Steineriana e I’ (n — 1)™* polare di R.

Ed @ evidente che:

Se R ¢ una tangente ordinaria dell’ Hessiana, I’ (n — 1)™* polare di R
avrd colla Steineriana un contatto quadriy e 3n— 8 contatti bipunti.

Se R ¢ una tangente stazionaria dell’ Hessiana, I’ (n — 1)" polare di R
avra colla Steineriana un contatto sipunto e 3(n — 3) contatti bipunti.

E se R @ una tangente doppia dell” Hessiana, I’ (n — 1) polare di R

avra colla Stei due contatti quadrip e 3n— 10 contatti bipunti.

ART. XXI. Proprieta delle seconde polari.

123. La prima polare di un punto o rispetto alla prima polare di un
altro punto o, ossia, cid che 2 la medesima cosa (69, c), la prima polare
di o' rispetto alla prima polare di o, $i & da noi chiamata per brevita (116)
seconda polare mista de’ punti 00'. Avuto riguardo a questa denominazione, la
seconda polare del punto o, ciod la prima polare di o rispetto alla prima po-
lare di o (69, b) pud anche chiamarsi seconda polare pura del punto o.

Se la seconda polare mista de’ punti oo’ passa per un punto a, la retta
polare di o relativa alla conica polare di a passa per o' (69 , d); dunque (108):

<La seconda polare mista di due punti oo & il luogo di
un punto rispetto alla conica polare del quale i punti oo
siano poli coniugati.

Ond’ & che, dala una retta R, se in essa assumonsi due punti oo’ i quali

(*) StEEn enuncid che la Steineriana (da Ivi chismata Kerncurve) ha 12(n—2)(n—3)
cuspidi (G. di Cagvi, t. 47, p. 4). P a, a valo 10 stesso numero di polari cuspidate ,
sospettd che i poli di queste fossero le c: della ‘Stei , ¢ dimostrd questa proprieth pel caso di
n =4 ( Ueber Curven vierler Ordnung, Gioroale CRELLE-BORCEARDT, L.59, Berlino 1861, 2 180)
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siano coniugali rispetto alla conica polare di un_punto a, la seconda polare
mistg di oo’ passerd per a. Le coppie di punti in R, coniugali rispetlo alla
conica. suddetta, formano un’ involuzione i cui punti doppi ¢f sono le interse-
zioni della conica colla retta (108). 1 punti ef sono pertanto 1 poli di due
seconde polari pure passanti per a. . o,

Di qui s inferisce che, affinché una seconda polare mista, 1 cul poli oo’
giacciano in R, passi per a, & necessario e sufficiente che oo’ dividano armo-
picamente il segmento ¢f; vale a dire: se o0'ef sono quattro punti armonict,
la seconda polare mista di oo’ passa pei poli di tutte le coniche polari_conte-
nenti i punti ef. Ora, quando una conica polare passa per due punti ef 5 il
suo polo giace si nella seconda polare pura di e che in quetla di f’(SB, a);
gli (n— 2)* punti comuni a queste due seconde polari sono poli d altrettan-
te coniche polari passanti per ef, epperd sono anche punti comuni a tutte le
seconde polari miste che passano per a ed hanno i poli in R. .

Dunque le seconde polari miste passanti per un punto dato e aventi i
poli in una data retta formano un fascio d’ ordine n — 2.

Se una seconda polare mista i cui poli giacciano in R dee passare per
due punti ab, essa @ pienamente e in modo unico determinata. I punti di R 5
coniugati a due a due rispetto alla conica polare di a, formano un’ |f1voluzw-_
ne; ed una seconda involuzione nascerd dal punto 5. 1 punti coniugati comun
alle due involuzioni (25,b) sono i poli della seconda polare mista n!:hles:a:

. Concludiamo adunque che le seconde polari pure e miste i
cui poli giacciano in una data retta formano una rete geo-
metrica dell” ordine n— 2. Inoltre, le seconde polari pure dei punti
della retta data formano una serie d’ indice 2; ciod per un punto arbitrario a
passano due seconde polari pure i cui poli giacciono nella retta data (e nella
conica polare di a). E il luogo de’ punti doppi delle seconde polari pure e
miste de’ punti della retta data, ciod I’ Hessiana della rete anzidetta, & una
curva dell’ ordine 3(n—3) (92).

124. Abbiamo or ora osservato che per due punti ¢f della data retta R
passano (n — 2)* coniche polari, i poli delle quali sono le intersezioni delle
seconde polari pure di ¢, f. Se questi due punti s” ayvicinano indefinitamente
sino a coincidere in uno solo f, avremo (n — 2)* coniche polari tangenti in f
alla retta R, e.i loro poli saranno le intersezioni della seconda polare pura
di [ con quella del punto infinitamente vicino in R, vale a_dire, saranno al-
trettanti punti di contatto della seconda polare pura di f colla seconda polare
della retta data (la curva inviluppo delle seconde polari pure de’ punti di R,
ossia il luogo de’ poli delle ‘coniche polari tangenti ad R (104)).

Si @ inolire notato che, se oo'ef sono quattro punti armovici (in R ),
la seconda polare mista di oo’ passa per le (n — 2)? intersezioni delle secon-
de polari pure di e, f. Ora, supposto che ef coincidano in un sol punto f,
anche uno degli altri due (sia o' ) cadrd in f (4); dunque la seconda pola-
ve mista di due punti of in R passa per gli (n— 2)® punti in cui la’secon-
da polare pura di f tocca la seconda polare di R. Ossia:

La curva d’ ordine 2(n—2), seconda polare di una
retta R, tocca in (n—2) punti la seconda polare pura di
un punto qualunque o di R. I 2(n—2)* punti in cui la se-
cotida polare di R? toccata dalle seconde polari pure di
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due punti o, o di R, giacciono Llutti in una stessa curva
d’ ordine n—2, che & la seconda polare mista de’ punti oo’.

(a) Di qui si pud dedurre che la seconda polare di una retta ha, ri-
spetto alle seconde polari pure e miste de’ punti di questa retta, tutte le pro-
prietd e relazioni che una conica possiede rispetto alle rette che la toccano o
la segano.

(b) N2 questo importante risultato & proprio ed esclusivo alle curve se-
conde polari, ma appartiene ad una rete qualsivoglia. Data una rete geometri-
ca di curve d’ ordine m , fra queste se ne assumano iofinite formanti una serie
& indice 2; il loro inviluppo sara una linea tangente a ciascuna curva invilup-
pata negli m* punti in cui questa sega I” inviluppata successiva. Ma per un pun-
to arbitrario passano solamente due inviluppate: anzi queste coincidono , se il
punto & preso nella linea-inviluppo. Donde segue che I’ inviluppo non pud in-
contrare un’ inviluppala senza toccarla; e siccome queste due linee si toccano
in m? ponti, cosi I’ inviluppo delle curve della serie proposta @ una linea
dell’ ordine 2m.

Tutte le curve di una rete, passanti per uno stesso punto, formano un
fascio. Ora, i punti di contatto fra Iinviluppo ed un’ inviluppata nascono
dall’ intersecarsi di questa coll’ inviluppata successiva ; dunque essi coslituiran-
1o la base d” un fascio di curve della rete. Ossia tutte le curve della rete,
passanti per un punto ove I’ inviluppo sia tangente ad una data inviluppata,
passano anche per gli altri m* — 1 punti di contatto fra I’ inviluppo e I in-
viluppata medesima.

Per due punti in cui I’ inviluppo sia toccato da due inviluppate differenti
passa una sola curva della rete. Ond’ @ che una curva qualunque , la quale
appartenga bensi alla rete ma won alla serie, intersecherd la linea-inviluppo
in 2m? punli, ove questa 2 toccata da due curve della serie.

(¢) Ritornando alla seconda polare della retta R, gli (n—2)* punti
di contatto fra questa curva e la seconda polare pura di un punto o di R
compongono la base di un fascio di seconde polari miste, i cui poli sono o
ed un punto variabile in R. Se due di quei punti di contatto coincidano in
un solo, le curve del fascio avranmo ivi la tangente comune, e per una di
esse quel punto sara doppio (47). Questo punto apparterra dunque alla curva
Hessiana della rete formata dalle seconde polari pure e miste dei punti di
R (123). Ossia in ciascuna delle 6 (n —2)(n — 3) intersezioni di quest’ Hes-
siana colla seconda polare di R, quest’ ultima corva ha un contatto quadri-
punto con una seconda polare pura (il cui polo @ in R), la quale tocca la
medesima curva in altri (n—2)? —2 punti distinti.

125. La seconda polare della retta R pud anche essere considerata come
il luego delle intersezioni delle curve corrispondenti in due fasci projettivi.
Siano 0o’ due punti fissi, ed i un punto variabile in R. La seconda polare
mista di oi e la seconda polare mista di oi s’ intersecano in (n—2)* punti
che appartengono alla seconda polare di R, perch in essi ha luogo il con-
tatto fra questa curva e la seconda polare pura di § (124). Variando
in R, menlre oo’ rimangono fissi, quelle due seconde polari miste generano
due fasci projettivi dell’ ordine n —2; ed il luogo de punti comuni a due
curve corrispondenti & appunto la seconda polare di R.

Ai punli 0o’ se me possoro evid ituire  due altri qual
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presi in R, perche le (n —2)? intersezioni delle seconde polari miste di of
e di o' altro non sono che i poli di R rispetto alla prima polare di i (77).
Donde si ricava quest’ altra definizione (86 ): o

La seconda polare di una retta @& il luogo de’ poli di
questa relta rispetto alla prima polare di un punto varia-
bile nella retta medesima (¥). .

(a) Questa definizi conduce sp: ad up’ importante genera-
lizzazione. Date due rette R, R', quale 2 il luogo dei poli dell’ una rispetto
alla prima polare di un punto variabife nell’ altra? Fissati ad arbitrio due
punti oo’ in R', e preso un pualo qualunque i in R, le seconde gola:’l miste
de’ punti oi ed ¢'i si segano in (n—2)? punti, che sono i poli di R rispet-
to alla prima polare di 7. Variando i in Rt, quelle seconde polari miste gene-
rano due fasci projettivi dell’ ordine n —2; ed il luogo de’ punti ove si se-
gano due curve corrispondenti & una linea dell’ ordive 2(n—2), la q“a|f &
evidentemente la richiesta. Ad essa pud darsi il nome di seconda polare mista
delle rette RR', per distinguerla dalla seconda polave pura di R, superior-
mente definita, .

(b) Come la seconda polare pura di R & il luogo di un punto Ja cui
conica polare & toccata da R, cosi la seconda polare mista di due
rette RR & il luogo di un punto rispetto alla conica po-
lare del quale le rette RR' siano coniugale. Infatti: se la se-
conda polare mista di oi e quella di o'i passano per un punlo a, la retta
polare di i rispetto alla conica polare di a passa per o e per o (123), ciod
i & il polo di R rispetto a quella conicu, c. d. d. )

(c) Se mella precedente ricerca (a) si pone il punto i all’ intersezione
delle rette RR', troviamo che la seconda polare mista delle rette medesime
passa per gli (n— 2)* punti comuni alla seconda polare mista de’ punti oi ed
alla seconda polare mista de’ punti o'i, ossia (124) per gli (n —2)% punti
in cui la seconda polare pura del punto i tocca la seconda polare pura della
retla R, Dunque:

La seconda polare pura del punto comune a due rette
tocca le seconde polari pure di queste, ciascuna in (n—2)*
punti. [ 2(n—2) punti di contatto giacciono tutti nella se-
conda polare mista delle rette medesime.

126. Se la seconda polare mista di due rette RR', concorrenti in un dato
punto i, dee passare per un altro punto pur dato 0,2 necessario e sufficiente
(125, b) che quelle due rette siano coniugate rispetto alla conica polare di
0, ciod ch’ esse formino un sistema armonico colle rette EF che da ¢ si pos-
sono condurre a toccare quella conica. Ossia, se le rette RREF formano un
fascio armonico, la seconda polare mista di RR' passa pei poli di tutte le co-
niche polari tangenti alle rette EF. Ora, se una conica polare locca queste
due rette, il polo giacera nelle seconde polari pure d”entrambe (104, b; 124);
dunque le 4(n— 2)? intersezioni di queste due curve sono poli @’ altrettante
coniche polari inscritte nell” angolo EF, epperd sono punti comuni a lutte le

(*) Sawmon, Higher plans curves, p, 152,

103

ceconde polari miste passanti per o e relalive a relte passanti per i. Ond’ ¢
che queste seconde polari miste formano un fascio.

Da cid consegue che per due punti dati oo’ passa una sola seconda polare
mista relativa a due rette (non date) concorrenti in un dato punto i. Vale a
dire, le seconde polari pure e miste delle rette passanti
per un dato punto formano una rete geometrica di curve
dell”’ ordine 2(n—2).

Di qual indice ¢ la serie delle seconde polari pure di tutte le rette pas-
santi pel dato punto i? Cerchiamo quante di tali seconde polari passino per un
punto arbitrario o. L’ inviluppo delle rette le cui seconde polari ( pure) passano
per o & la conica polare di questo medesimo punto (104, g); ad essa arri-
vano due tangenti da i; dunque per i passano due sole rette le cui seconde
polari (pure) contengano il punto o. Ossia le seconde polari pure
delle rette passanti per un punto dato formano una serie
d”> indice 2.

127. Sia p un punto comune alla seconda polare pura di R ed all’ Hes-
siana (della curva fondamentale ). Come appartenente alla prima di queste
curve, p sara il polo di una conica polare tangente ad R; e come appartenente
all’ Hessiana, lo stesso punlo avrd per conica polare un pajo di rette incro-
ciantisi nel punto corrispondente o della Steineriana. Ond’¢ che i punti comuni
all’ Hessiana ed alla seconda polare di R saranno tanti, quanie sono le inter-
sezioni di R colla Steineriana, ciod 3 (n — 2)% Dunque:

La seconda polare pura Jdi®ina retta qualunque tocca
1’ Hessiana dovunque 1” incontra, ciod in 3(n—2)? punti.

Siccome la conica polare di p & formata da due rette concorrenti in o,
cosi la retta R, che passa per o, ha, rispetto a quella conica , infiniti poli
situati in un’ altra retta pur concorrente in o (110, a). Laonde una retta R
condotta ad arbitrio (non per o) contiene un polo di R relativo alla conica
polare di p; ossia (125, b) p & un punto della seconda polare mista delle
rette RR'. Dunque:

1 6(n—2)% punti in cui 1> Hessiana & toccata dalle se-
conde polari pure di due rette date giacciono tutti nella
seconda polare mista delle rette medesime.

Le seconde polari pure delle rette passanti per un dato punto i formano
(126) una serie &’ ordioe 2 (n—2) e d’indice 2; epperd sono inviluppate
(124, b) da una linea dell’ ordine 4(n — 2). Questa linea & composta del-
I’ Hessiana e della seconda polare pura del punto i (125, ¢); e gli 8(n—2)
punti, in cui le seconde polari pure di due fra quelle rette toccano I’ Hessiana
e la seconda polare pura, di i, giacciono tutti nella seconda polare mista delle
medesime due relte,

(a) Si @ dimostrato che la seconda polare (pura) di R tocca 1I* Hessiana
in p; inoltre anche la seconda polare (pura) di o passa per p, giacch? .que-
sto punto & doppio per la prima polare di o. D’ altra parte la seconda polare
(pura) di o e la seconda polare (pura) di R (retta passante per o) si locca-
no ovunque s’ incontrano (124); dunque:

> Hessiana, in un suo punto qualunque, & tangente
alla seconda polare (pura) del corrispondente punto della
Steineriana.
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(b) Da cid segue che la tangente in p all’ Hessiana @ la coniugala ar-
monica di po rispetto alle due rette che toccano la prima polare di o nel punto
doppio p (74, c); e se la prima polare di o ha una cuspide in p, la tan-
gente cuspidale tocca ivi anche I’ Hessiana. .

Analogamente , la langente in o alla Steineriana & la coniugata armonica
di op vispelto alle due rette che formano la conica polare di p.

(¢) Se si considera una seconda relta R' passante per 0, la seconda po-
lare pura di R toccherd anch’ essa I’ Hessiana in p. Viceversa: le retle le cui
seconde polari pure passano per p sono le. tangenti della conica polare di p
(104, g); ma questa conica si risolve in due relte passanti per 05 dunque le
retle, le cui seconde polari pure conlengono il punto p, passano lulle per o.

Ossia, |’ Hessiana & toccata in p dalla seconda polare pura di o e dalle
seconde polari pure ¢ miste di tutte le rette passanti per o.

(d) Siccome i contatti dell” Hessiana colla seconda polare (pura) di una
retta R corrispondono alle intersezioni di R colla Steineriana, cosi, se R tocca
questa curva in un punto o0, la seconda polare (pura) di R avrd un conlatlo
quadripunto_coll’ Hessiana nel corrispondente punto p, € la toccherd semplice-
mente in 3 (n—2)? —2 altri punti.

Le rette tangenti alla conica polare & un punto i sono le sole (104, g),
a cui speltino seconde polari pure passanti per i. Ma quella conica ha
6(n—1)(n—2) tangenti comuni colla Steineriana; dunque la serie formata
dalle scconde polari pure (di rette) aventi un contatto quadripunto coll” Hes-
siana @ dell’ indice 6(n—1)(n —2).

Se R & una tangente doppia della Steineriana, la seconda polare (pura)
di R avra coll’ Hessiana due contatli quadripunti e 3(n—2)% — 4 contatti
bipunti.

E se R ¢ uoa langente stazionaria della Steineriana, la seconda polare
(pura) di R avra coll’ Hessiana un conlatto sipunto, oltre a 3 (n — 2):—3
contatti bipunti.

128. Quali sono le rette le cui seconde polari (pure) hanno un punto
doppio? Siccome la seconda polare (pura) di una retta R & il luogo dei poli
delle coniche polari tangenti ad R, cosi, se quella seconda polare ha un punto
doppio , @ necessario che vi sia una conica polare avente pid di due punti co-
muni con R, ciod una conica polare che si risolva in due rette, una delle
quali sia R. Dunque:

Le rette cui spettano seconde polari (pure) dotate di
punto doppio sono quelle che a due a due costituiscono
le coniche polari dei punti dell” Hessiana E i punti doppi
delle seconde polari (pure) di quelle rette sono gli stessi
punti dell” Hessiana. )

La seconda polare (pura) di un punto qualunque i sega I’ Hessiana in
3(n— 2)? punti, poli di altrettante coniche polari passanti per i, ciascuna
delle quali @ il sistema di due rette. Dunque:

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti
dell” Hessiana inviluppano una curva della classe 3(n—2)%

129. La seconda polare mista di due rette RR' & il luogo di un punto
alla conica polare del quale condotie le tangenti dal punto RR', queste tangenti
formino colle rette date un fascio armonico. Tali coniche polari costituiscono

e
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una serie & indice 2 (n — 2)2, tanti essendo i punti in cui quella seconda po-
lare mista @& intersecata dalla seconda polare (pura) di un punto arbitrario ;
dunque fra quelle coniche ve ne sono 4 (n—2)? tangenti ad una retta qual-
sivoglia data (85).

Ora sia data una conica qualunque C, ¢ si domandi il luogo di un punto
la cui conica polare sia inscritla in un triangolo coniugato a C. Sia a un punto
arbitrario ed A la retta polare di a rispetto a C. Vi sono 4 (n — 2)* coniche
polari tangenti ad A e a due rette concorrenti in a e coniugate rispetto a C, ossia
4(n— 2)* coniche polari inscritte in triangoli conivgali a C, un lato dei
quali sia in 4. Ma le coniche polari tangenti ad 4 hanno i loro poli nella se-
conda polare pura di A; dunque il luogo richiesto ha 4 (n — 2)? punti co-
muni colla seconda polare pura di una retta arhitraria , vale 2 dire,, & una curva
dell” ordine 2 (n — 2).

Quando un triangolo coniugato alla conica C abbia un vertice o sulla
curva, due lati coincidono nella tangente ed il terzo & una retta arbitraria pas-
sante per o. Dunque, se il punto o appartiene anche alla_Steineriana , ciod se
o # il punto doppio della conica polare d” un punto p dell’> Hessiana, questa
conica pud risguardarsi come inscritta in quel Iriangolo. Per conseguenza:

11 lwogo di un punto, la conica polare del quale sia
inscritta in un triangolo coniugato ad una conica qualsi-
voglia data, @ una linea dell” ordine 2(n—2), che sega
1> Hessiana ne’ punti corrispondenti alle intersezioni del-
la Steineriana colla conica data. ‘

Questa linea d” ordine 2(n — 2), quando la conica data degeneri in un
pajo di rette, non 2 alwro cheela seconda polare mista delle rette medesime.

Cosi ad una conica qualunque corrisponde una determinata curva d” ordine
2(n—2). E pel teorema (111, f) & evidente che a pid coniche circoscritte
ad uno stesso d lo corri di 1 curve d° ordine 2 (n—2)

i P

formanti un fascio.
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SEZIONE III.
CURVE DEL TERZ’ ORDINE.

ART. XXI1. L’ Hessiana ¢ l1a Cayleyana di una curva
del terz’ ordine.

130. Applichiamo le teorie generali precedentemente esposte al caso che
la curva fondamentale sia del terz’ ordine, vale a dire una cubica C;, che
supporremo priva di punti multipli; ond’ essa sara della sesta classe (70) ed
avra nove flessi (100).

(a) Un punto qualunque & polo di una conica polare e di una retta po-
lare (68).

Per due punti presi ad arbitrio passa una sola conica polare (77, a).
Tutte le coniche polari passanti per un punto o hanno altri tre punti 0,005
comuni, e i loro poli giacciono in una retta, che & la polare di ciascuno di
quei quattro punti 00,0505 .

Una retta ha dunque quattro poli; essi sono i vertici del quadrangolo
inseritto nelle coniche polari dei punti della rgtta. | =

Tutte le rette passanti per uno stesso punto o hanno i loro poli in una
conica, la quale & la conica polare del punto o (69, a).

(b) La retta polare di un punto o rispetto alla conica polare di un
altro punto o coincide colla retta polare di o rispetto alla conica polare di
o (69,c). Ond’ 2 che, se da o si conducono le tangenti alla conica polare
di o, e da o' le tangenti alla conica polare di o, i quattro punti di contatto
giacciono in una sola retta: la seconda polare mista de’ punti oo’ (123).

(¢) Da un.punto qualunque o del piano si possono, in generale , con-
durre sei tangenti alla cubica data, poich questa & una curva della sesta
classe. 1 sei punti di contatto giacciono tutti nella conica polare del punto o.

(I]L Ma se o & un punto della cubica, questa & ivi toccata si dalla retta
polare che dalla conica polare del punto medesimo. In questo caso, da o par-
tono sole quattro rette, tangenti alla cubica in altri punti. Ed i punti di con-
tatto sono le quattro intersezioni di questa curva colla conica polare di o (71).

131. Sia o un punto della cubica, la quale intersechi la conica polare
del medesimo (oltre al toccarla in o) in abed: onde le rette o(a,b,c,d)
saranno tangenti allg cubica rispettivamente in abed (130, d).

Una tangente & incontrata dalla tangente infinitamente vicina nel suo
punto di contatto (30); quindi, se o' 2 il punto della cubica successivo ad o,
le quatiro rette o'(a,b,c,d) saranno le quattro tangenti che si possono
condurre da o'. Siccome poi la conica polare di o tocca la cubica in o e la
sega in abed, cosl i sei punti oo'abed giacciono tutli in essa conica, epperd
i due fasci o(a, b,c,d), o'(a,bd,¢c,d) hanno lo stesso rapporto anarmo-
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nico (62). Cid significa che il rapporto anarmobico delle quattro tangenti con-
dotte alla cubica da un suo punto o non cambia passando al punto successi-
v0; Ossia: i .

Il rapporto anarmonico del fascio di quattro tangen-
ti, che si possono condurre ad una cubica vda un suo pun-
to qualunque, & costante (*). o o

(a) Di qui si ricava che, se ofa, b, c»,_d) , 0, Y > ¢ d') sono i due
fasci di tangenti relativi a due punti quahsqoghano 0, o della cubica , i
qualiro punti in cui le tangenti del primo fascio segano le corrispondenti del
secondo giacciono in una conica passante per 00’ (62). La cqrnsp«{ndenza
delle tangenti ne’ due fasci pud essere stabilita in quatiro maniere diverse,,
perch? il rapporto anarmonico del fascio o(a, b, ¢, d) & identico (1) a quel-
lo di ciascuno de’ tre fasci o(b,a,d,c), o(‘e,d,ﬂ,b), ﬂ(dgc:bsﬂ);
dunque i sedici punti ne’ quali le quattro tangenli condotte per o intersecano
le quattro tangenti condotte per o giacciono in quattro coniche passanti per 00.

(b) Il rapporto anarmonico costante delle quattro tangenti, che arrivano
ad una cubica da un suo punto qualunque, pud essere chiamato rapporto anar-
monico della cubica. . -

Unia cubica dicesi armonica quando il suo rapporto anarmonico & P uni-
ta negativa, cioé quando le quattro tangenti condotte da un punto qualunque
della curva formano un fascio armonico. ’ .

Una cubica si dird equianarmonica quando il suo rapporto anarmonico
sia una radice cubica imaginaria dell’ unita negativa, ciod qnandL] le quattro
tangenti condotte da un punto della curva abbiano i tre rapporti anarmonici
fondamentali eguali fra loro (27). o .

132. Se la conica polare di un punto o & un pajo di rete che si se-
ghino in o, viceversa la conica polare di o' & un pajo di rette incrociate
in o (78). Dunque il luogo de’ punti doppiAdel!e coniche po!an nsnl:renusl
in paja di rette & anche il luogo de’ loro poli, ciod la Steineriana e 1” Hes-
siana sono una sola e medesima curva del terz’ ordine _(88, 90). . .

* (a) Inoltre, siccome la retta oo’ tiene il Iuogu'dl due rette congiungenti
due punti 0, o dell’ Hessiana ai corrispondenti punti o', o della Steineriana ,
cosi I’ inviluppo di oo', che secondo il teorema generale (98, b) sarebbe del-
la sesta classe, si ridurra qui alla terza classe [

(b) 1 punti 0, o sono poli coniugati rispetto ad unma qllal}mque delle
coniche polari (98,b), le quali costituiscono una rete geometrica del se-
cond’ ordine. Dunque: X -

Il luogo delle coppie di poli coniugati relativi ad uga
rete di coniche & una curva del terz’ ordine (17 Hessiana
della rete) (**¥). . .

(c) Nella teoria generale & dimostrato che la Steineriana in un suo

(*) Saumox , Théorémes sur les courbes de troisiéme degré (Giornale di Casvie, L. 42, Berli-
{). — Hi (ane curves , p. 151.
i L) yém?;l.’;:ﬂ;-':‘ Tes courbes’ du troisiems ordre (Journal de M. Liovviiis, aout
1844, p. 290),
(‘2') n-L.. Ueber die Wendepuncte w. 8. w. p. 105.
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punto qualunque & toccata dalla retta polare del corrispondente punto dell’ Hes-
siana (118), e che I’ Hessiana & toccala in un suo punto qualunque dalla se-
conda polare del corrispondente punto della Steineriana (127 ,a). Nel caso
della curva di terz’ ordine, queste due proprietd si confondono in una sola,
ed ¢ che la tangente all’ Hessiana in o & la retta polare di o' ossia:

L’ Hessiana & 1” inviluppo delle rette polari de’ suoi

unti.

Questo leorema somministra le sei tangenti che arrivano all’ Hessiana da
un punto arbitrario i. Infatti, le rete polari passanti per i haono i loro poli
nella conica polare di i, la quale incontra I Hessiana in sei punli; ciascuno
di questi ha per retta polare unma langente dell’ Hessiana , concorrente in .
Naturalmente i punti di contatto di queste sei tangenli giacciono nella conica
polare di i relativa all’ Hessiana.

133. Siano o, o' (fig. 8.%) due poli coniugati (rispetio alle coniche po-
lari ); la conica polare di o sard il sistema di due rette ab, ¢d concorrenti
in o, e la conica polare di o sard formata da due alire retie ad , be incro-
ciantisi in o. Se le due coniche polari si segano mutuamente in abed , questi
saranno (130, a) i poli della reita oo, e le rette ac, bd, il cui punto comune
sia u, formeranno la conica polare di un punto ' silualo nella retta oo’
Dunque u, u sono due nuovi poli coniugati; ed w' @ il terzo punto & inter-
sezione dell” Hessiana colla retta oo'.

La retta polare di o' rispetto alla cubica fondamentale coincide (69,b)
colla polare di o' rispetto alla conica formata dalle due rette ad, be; dun-
quelll“i?',c) la tangente in o all’ Hessiana & la relta ou, coniugala ar-
monica di oo’ vispetto alle ad, be: proprieta che poleva anche concludersi
dal teorema (127, D). Analogamente la tangente all’ Hessiana in o @& ou.
Dunque :

Le tangenti all” Hessiana in due poli coniugati o, o
concorrono nel punto di questa curva, che & polo coniu-
gato alla terza intersezione della medesima collaretla 00'.

(a) Due punti di una cubica chiamansi corrispondenti , quando hanno
lo stesso langenziale (39,b), ciod quando le tangenti in essi incontrano la
curva in uno stesso punto.

Usando di questa denominazione possiamo dire che due poli coningati ri-
spetto ad una rete di coniche sono punti corrispondenti dell’ Hessiana di que-
sta rele.

(b) Siccomele retie polari di o, o' concorrono in u, cosi la conica po-
lare di u passera per o e per o'. Ma w & un punto dell” Hessiana; dunque la

s(l’u conica polare consta della retta 00’ e di una seconda retla passante per w'.
ss1a :

Una retta la quale unisca due poli coniugati o, o, e
seghi per conseguenza |’ Hessiana in un terzo punto u',
fa parte della conica polare di quel punto u che & polo
coniugato ad u'.

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti dell” Hessiana invi-
luppano una curva di terza classe (128). Essa coincide adunque coll” invilup-
po della retta che unisce due punti corrispondenti dell’ Hessiana (132, a).

A questa curva daremo il nome di Cayleyana della cubica data,in onore
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dell’ illustre  Caviey, che me trovd e dimostrd le pid interessanli proprieta in
una sua elegantissima Memoria analitica (¥).

(c) Le tangenti che da un punig qualunque o dell> Hessiana si possono
condurre alla Cayleyana sono la retta che unisce o al suo polo coniugato ',
e le due rette formanti la conica polare di o'

(d) Se abed sono i qualtro poli di una retta R, le coppie di rette (bc, ad),
(ca, bd), (ab, cd) costituiscono tre coniche polari, i cui poli giacciono in
R; dunque i punti di concorso di quelle tre coppie di rette appartengono al-
1° Hessiana. Ossia:

L’> Hessiana & il luogo de’ punti diagonali, e la Cayle-
yana @ I’ inviluppo dei lali del quadrangolo completo i
cui vertici siano i quattro poli di una retta qualunque.

134. Siano aa', bb' due coppie di poli coniugati; ¢ il punto comune alle
vette ab, ab'; ¢ quello ove si segano le ab', ab. Allora aa'bb'cc’ saranno i
sei vertici di un quadrilatero completo; e siccome i termini delle due diago-
nali aa’, bb' sono, per ipotesi, poli jugati rispello a qualsivoglia conica.
polare,, cosi anche i punti cc' saranno poli coniugati rispetto alla medesima rete
di coniche (109). Dunque:

Se abc sono tre punti dell” Hessiana in linea retta, i
tre poli ab'c’ coniugati a quelli formano un triangolo i cui
lati b'¢, ¢d, @b passano per a, b, ¢

Donde si ritava che, dali due poli coniugali aa’ ed un altro punto b
dell’ Hessiana, per trovare il polo coniugato o', basta tirare le rette da, ba'
che seghino nuovamente questa curva in ¢, ¢3 il punto comune alle ca’, ca?
il richiesto (*¥).

(a) Le rette condotle da un punto qualunque o dell” Hessiana alle coppie
di poli coniugati formano un” involuzione (di secondo grado). Tofatti: se una
vetta condotta ad arbitrio per o sega I’ Hessiana in a € b, i poli a', " con-
iugati a questi sono pure in linea retla con o; onde le rette oab, oa'd’ sono cosi
tra loro connesse che I’ una determina I’ altra in modo unico. Dungue ecc.

(b) Vicesersa, dati sei punti aa’, bb', ¢c', il luogo di un punto o, tale
che le coppie di rette o(a, a'), o(b, ¥'), o(c, ¢') siano in involuzione ,
una curva del terz’ ordine, per la quale aa’, bb', cc’ sono coppie di punti
corrispondenti (**¥).

135. Quando due de’ quattro poli (poli congiunti) di una retta
in un solo o, questo appartiene all’ Hesstana (90, b), e tutte le coniche po-
lari passanti per esso hanoo ivi la stessa tangente 00'. Siano (fig. 8.") 0,0,
gli altri due poli della retta (o'u) polare di o0; ciod siano 0,05 i punti in cui

le rette (ad, bc) formanti la conica polare di o incontrano quella retia che
passa per w e forma con 00’ la conica polare di u (133, b).

Due delle tangenti, che da o, ponno condursi alla Cayleyana (133, d),
coincidono con 0,0, € la lerza & 0,05 cosi pure, delle tangenti che da o,

(* A Memoir on curves of the third order (Philosophical Transactions, vol. 147, parl 2, Lon-
don 1857, p. §15—446).

**) MactavRin, I ¢. p. 242

**%) Cavisy, Mémoire sur les courbes du troisiéme ordre, p. 287.
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arrivano alla Cayleyana, due coincidono in 0j0, la terza @ o,0,. Duuque
(30) le rette oo, , o0, toccano la Cayleyana in oy, 05 .

Ne segue che la Cayleyana & il luggo de’ poli congiunti ai punti dell’ Hes-
siana (105), ciod: se una retta polare si muove inviluppando
1” Hessiana, due poli coincidenti percorrono 1> Hessiana
medesima, mentre gli altri due poli distinti descrivono
la Cayleyana.

(a) Si noti ancora che da un punto qualunque o dell’ Hessiana partono
tre tangenti o (0, , 0y, 0') della Cayleyana; e due di queste 00y , 00y, Si cOT-
rispondono fra loro in modo che la retta passante pei loro punti di contatto
040, & pure una tangente della Cayleyana.

(b) Quella retta che passa per w', € forma con oo’ la conica polare di
u, sega la Cayleyana, non solo in 0,05 poli congiunti ad o, ma eziandio in
0,0, poli congiunti ad o'. Siccome poi quella retta & pure una tangente della
Cayleyana, cosi se ne inferisce che questa curva @ del sest’ ordine.

1l che pud dimostrarsi anche nel seguente modo. Da un_punto i partono sei
tangenti dell” Hessiana (132, ¢); ciascuna di queste rette ha dug _poll 'colnci-
denti in un punto dell’ Hessiana medesima, dunque gli altri dodici poli giac-
ciono nella Cayleyana. Ma i poli delle rette passanti per i sono tutti nella ¢ o-
nica’ polare di i, epperd questa sega la Cayleyana in dodici punti; ciod la
Cayleyana @ una curva del sest’ ordine. L

{c) Da quanto precede si raccoglie che, se oo, & una tangente della Cayle-
yana, il punto di contatto o, & un polo congiunto 2 quel punto o_dell’ Hes-
siana che giace in quella retta, senza perd che vi giaccia il suo corrispondente
o'. Dunque, se indichiamo con o il punto di contatto della oo’ colla Cayleyana,
o sard un polo congiunto al punto w'.

Sia v' il terzo punto in cui I Hessiana @ segala dalla retta uu', e sia v
il polo coniugato a v'. Quella retta che passa per v e forma con wu' la co-
nica polare di v segherd oo’ nel punto o.

Ora, la retta polare di v rispetto alla conica polare di o passa per o',
perché questa conica & un pajo di rette incrociate in o’. Ma la retta polare di
v rispetto alla conica polare di o coincide (130, b).colla retta polare di o
vispetto alla conica polare di v, ciod rispetto al sistema (u' , v'o); dunque il
polo o ed i punti w', 0, o', in cui la retta 0o’ taglia la conica e la retta
polare anzidette , formano un sistema armonico (110, a); ossia:

La retta che unisce due poli coniugati & divisa armo-
nicamente dal terzo punto ov’ essa incontra 1’ Hessiana,
e dal punto ove tocca la Cayleyana (¥).

136. L’ inviluppo delle vette polari de’ punti di una data retta R @ una
conica, che & anche il luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad R (103 ) ,
ed anche il luogo dei poli di R rispetto alle coniche polari dei punti di R
medesima (125). Questa conica, che secondo la teoria generale (104) ¢ la
seconda polare (pura) di R, si chiamera, nel caso attuale, pit brevemente
poloconica (pura) della retta R.

(a) La conica polare di un punto i, oltre all’ essere il luogo de’ punti

(* Cavisr, 4 Memoir on curves elc. p. 425.

-
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le cui rette polari concorrono in i, pud anche definirsi I’ inviluppo delle rette
le cui poloconiche passano per i (104, g).

(b) Le rette le cui poloconiche hanno un punto. io son quelle che
costituiscono le coniche polari dei punti dell” Hessiani 512'8) , ciod sono le
tangenti della Cayleyana.

Consideriamo adunque la retta oo’ (fig. 8.%) e ricerchiamone la poloconi-
ca, come luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad o0'. Siccome oo’ fa
parte della conica polare di u, cosi quesio punto sara doppio per la poloco-
nica richiesta (128). Osservisi poi che la conica polare di ciascuno de’ punti
0,0 ha due punti coincidenti comuni con 00'; dunque la poloconica di
questa & il pajo di rette uo, uo'. .

Vediamo cosi che 1> Hessiana & il luogo de’ punti doppi
delle poloceniche risolventisi in due rette, ed & anche
1> inviluppo di queste retlte; mentre la Cayleyana & invi-
luppata dalle rette a cui si riferiscono quelle poloconi-
che (¥).

(c) 1l luoge di un punto rispetto alla conica polare del quale due rette
R, R siano coniugate, & una conica (la seconda polare mista di RR', giusta
la teoria generale), la quale pud chiamarsi la poloconica mista delle rette RR'.
Essa ¢ anche il luogo dei poli di una qualunque di queste rette rispetto alle
coniche polari dei punti dell’ altra (125, a, b). .

(d) La retia polare del punto comune a due rette RR' tocca le poleco-
niche pure di queste rette in due punti, che giacciono nella poloconica mista
delle rette medesime (125, c).

137. Se una retta R incontra I’ Hessiana in tre punti
abc, la poloconica di R tocca questa curva ne’ poli a¥c
coniugati a quelli (122, 127). Donde segue che, se R & una tangente
ordinaria dell’ Hessiana , il cui punto di cont¥o sia a ed il punto di semplice
intersezione b, la poloconica di R avra coll’ Hessiana un contatto quadripunto
in a (polo coniugato ad a) ed un contatto bipunto in b’ (polo coniugato a
5). E se R tocca I’ Hessiana in un flesso a, la poloconica di R avra colla
curva medesima un contatto sipunto in a' (127, d).

(a) I sei punti in cui I’Hessiana & toccata dalle poloconiche pure di due
rette giacciono nella poloconica mista delle rette medesime (127 ). Dunque :

Se due rette incontrano 1’ Hessiana in sei punti, i poli
coniugali a questi giacciono in una stessa conica ()3

Se pei tre punti in cui 1’ Hessiana & toccata da una
poloconica si fa passare un’altra conica qualsivoglia, que-
sta taglia I’ Hessiana in tre nuovi punti, ne’ quali questa
curva & toccata da una seconda poloconica.

Abbiamo veduto (136, b) che, se o, o’ sono due poli coniugati (fig. 8.%),
ne’ quali I’ Hessiana sia toccata da relte concorrenti in u, queste rette costi-
tuiscono la poloconica (pura) di oo'. Questa poloconica tocca I” Hessiana in

(*_ Cavier, A Memoir on curves etc., p. §32. .
{#*, Pill generalmente, se una conica taglia I’ Hessiana in sei punli, i poli coniugati a quesli giac-
ciono in un’ altra conica ( 129 .
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u, 0, o'. Dinque questi tre punti ed altri tre analoghi giacciono sempre in
una slessa_conica

( ite che da w. si ponno condurre a toccare altrove
I’ Hessianai 6~ che costitaiscono le poloconiche ( pure ) delle due
rette: concopeenti in u' e formanti la conica polare_di u (136,b). 1 ppnli di
coniatto di quellé quattro relte sono in una comica tangente all’ Hessiana in
u (130,d), e & altronde i punti di comutlo_dell’ .Hessxana colle poloconiche
pure di due rette giacciono netla poloconica mista di queste. Dunque:

La conica polare di un punto u dell” Hessiana, rispet-
to all” Hessiana medesima, coincide colla poloconica mi-
sta delle due rette che formano la conica polare di u,
rispetto alla curva fondamentale.

138. Una trasversale condotta ad arbitrio per un polo fisso o seghi la
cubica fondamentale ne’ punti a,asa; e la conica polare di o in mym,. Nel-
la medesima trasversale si cerchino i due punti gy determinati dalle due
equazioni:

1) 1 _1/3 1 1 _ 1,3 l)
ay|_2 om, omy 2 op,—ﬁ(omg omy :

ossia dall’ equazione quadratica:
1 1 4 3/ 1 15
2) —17-‘— ———+--—~)+———-— —+—) =0.
o’ o \omg  omgy omy.om, 4 \omg omg
Ma per le velazioni che hanno luogo fra i tre punti ayaza; ed i loro
centri armonici m;mg (MK, ), si ha:
1 1 2 ( 1 1 1

= —+— +—),
oa, oay oa;

—
om omy 3

1 1 1 1 1
LIPS T HPES. B
omy.omy 3 \ oay.0a; 083.00y 0G4.06,

onde 1’ equazione 2) potrd scriversi cosi:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3) ——)(—+ ————— )+(;—-— (—+————-———)
op oa/ \op oa; o0ay 04y op 04y \op 06y 5 08y
1 1 1 1 1 1
+(--— ——)(— +— —_—— —_——) =
o oa;/\op  oay o0a; 06y
Facendo girare la trasversale intorno ad o, il luogo de’ punti wu, sara

una curva di second” ordine , che si pud chiamare conica satellite del polo o (¥).
Se i punti aya; coincidono, ciod se la le tocca la cubica in

(*) Qual sarebbe I’ analoga ricerca per una curva fondamentale di ordioe n? Essa dovrehbe condur-
re :4”-.'“ curva satellife dell’ ordine (n —1)(n—2). Veggasi: SaLmon, Higher plane curves,
r 2 s

-
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ay ¢ la sega in ay, I’ equazione 3) manifesta nel primo membro il fattore
I—-—-—l—. Dunque la conica satellite contiene i sei punti
op 06

in cui la cubica fondamentale & segata dalle tangenti
condotte pel polo.

Se i punti m;m, coi , ciod se la tocca in m, la coni-
ca polare di o, le 1) mostrano che i punli g, coincidono entrambi in m,,
vale a dire, in questo punto la trasversale tocca anche la conica satellite.
Dunque la conica satellite tocca la cofica polare ne’ pun-
i in cui questa @ incontrata dalla retta polare.

(a) Da quanto or si & detto e dal teorema (39, D) risulta che, se o &
un puato dell’ Hessiana, ciod se la conica polare di o & un pajo di rette
concorrenti in o/, anche la conica satellite sara un pajo di rette concorrenti
in questo medesimo punto, e propriamente il pajo formato dalle rette satelliti
di quelle che costitmiscono la conica polare di o.

Dunque ciascuna delle due rette concorrenti in o e facenti parte della
conica polare di o ha per punto satellite (39,b) il punto o'. Ossia:

L> Hessiana & il luogo de’ punti satelliti delle rette
che toccano la Cayleyana.

(b) Si ottiene un’ altra definizione della Cayleyana, osservando che (fig. 8.%)
il punto u @ (133) il tangenziale di o' ( come anche di o) rispelto all® Hes-
siana; e siccome le rette o(a, b, u, w) formano un fascio armonico , cosi 0o’
2 la retta polare di u rispetto alla conica polare di o'. Dunque la Cayleya-
na ¢ 1 inviluppo della retta seconda polare mista di due
punti dell” Hessiana, I’ un de’ quali sia il tangenziale
dell” altro (%).

o5 1

AmT. XXIII, Fascio di curve del terz’ ordine
aventi i medesimi fiessi.

139. 11 teorema (71), applicato alla cubica fondamentale C;, significa
che, se per un punto fisso ¢ della curva si tira una trasversale qualunque a
segar quella in altri due punti iy, il luogo del coniugato armonico di i ri-
spetto ad i, & la conica polare di i.

Ma se i & un flesso della cubica, la conica polare si decompone nella
relativa tangente stazionaria ed in un’ altra retta I che non passa per i (80).
Dunque il luogo ‘del punto coniugato armonico di un flesso
di una curva, rispetto ai due punti in cui questa @ in-
contrata da una trasversale mobile intorno al flessoy &
una retta (*¥), {

Alla retta I, che sega la cubica ne’ tre punti ove questa & toccata dalle
tre tagenti concorrenti nel flesso (39, ¢), si da il nome di polare armonica

*) Cavrey, A Memoir on curves efc. p. 439-442.
*%) MacLAURIY, . C. P. 228.
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del flesso i, e non dee confondersi coll” ordinaria retta polare che & la tan-
gente stazionaria.

(a) Dal flesso i si tirino due trasversali a segare la cubica rispettiva-
mente ne’ punti aa’, bb'. Siccome la polare armonica & pienamente determinata
dai coniugati armonici di i rispetto alle coppie di punti ad’, bb', cosi essa
non & altro che la polare di i rispetto al pajo di rette (ab, a'b’), oppure
rispetto al pajo (ab', @b). Dunque (110,a) la retta I passa pel punto co-
mune alle rette (ab, a'b' ) e pel punto comune alle (ab', ab).

Se le due trasversali coincidono, si ottiene la proprietd che, se pel fles-
o i si conduce una trasvérsale a segare la cubica in a, b, le tangenti in
questi punti vanoo ad incontrarsi sulla polare armonica di i.

Quanto precede mette in evidenza che un flesso di una cubica ha, ri-
spetto a questa ed alla_sua polare armonica, le stesse proprietd () che un
punto qualunque possiede riguardo ad una conica ed alla sua retta polare (107 ).

(b) Se tre rette segano la cubica data rispettivamente ne’ punti iaa’, jbb',
lec', e se ijl, abc giacciono in due rette, anche a'b'c’ sono in linea ret-
1a (39, a). Supposto che i punti ijl coincidano in un solo (flesso) i, le
due rette abc, ab'c’ concorreranno, come or ora si & osservalo, sulla polare
armonica di i. Se inoltre i punti abc coincidono in un punto unico , lo stesso
avra luogo de’ punti a'd’c’; dunque: d

La retta che unisce due flessi di una cubica sega que-
sta in un terzo flesso (**). E le tangenti (stazionarie) in
due qualunque di questi tre flessi concorrono sulla po-
lare armonica del terzo.

(c) Da questo teorema e dalla definizione della polare armonica d’ un
flesso si raccoglie che, se 123 sono tre flessi in linea retta, il punto coniu-
gate armonico di 1 rispetto a 23 & sitvato nella polare armonica di 1, ecc.;
e che per conseguenza le polari armoniche de’ flessi 123 sono le rette che uni-
scono i verlici del trilatero formato dalle relative tangenti stazionarie, col po-
lo della retta 123 rispetto al trilatero medesimo (76).

(d) 11 teorema « se tre flessi 123 della cubica sono in li-
nea retta, le loro polari armoniche I LIy concorrono in
uno stesso punto » pud dimostrarsi anche cosi. Siano I'yI'5I'5 le tan-
genti ( stazionarie ) della_cubica ne’ tre flessi nominati; le coppie di rette I,I',
I,l'y, I I'5 sovo le coniche polari de’ punti medesimi, e queste coniche de-
vono essere circoscritte ad uno stesso quadrangolo, i cui vertici siano i poli
della retta 123 (130,a). Vale a dire, le rette I5I'; devomo passare pei
quattro punti I'L,, I''l'y, Ly, I,I's. Ma le tangenti in due de’ flessi 123
& incontrano sulla polare armonica del terzo, ossia Iy passa pel punto I',0'y;
dunque I; passera anche pel punto 7,1y, c. d. d.

" Di qui si raccoglie che 1 quattro poli di una retta che con-
tenga tre flessi della cubica sono i vertici del trilatero
formato dalle tre corrispondenti tangenti stazionarie,

(*) Cuasuss , Apercu historique , p. 349.
(**, Macuaom, L. c. p. :n.w'
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ed il punto di concorso delle polari armoniche de’ tre
flessi (¥).

140, Tre trasversali condotte pel flesso i seghino la data cubica nei
punti aa’, b, cc'; esse incontreranno la retta I, polare armonica di i, nei
punti a, #, y coniugali armonici di i rispetto alle coppie aa’, bb', cc'. Ma
gli stessi punli afy giacciono anche nella conica polare di i relativa a qualsi-
voglia cubica descrilta pei sette punti oadbb'cc’ (139). Dunque questa conica
polare si risolve in due rette, una delle quali & I; vale a dire (80), i@
un flesso (ed I @ la relativa polare armonica) per qualunque curva di terz’ or-
dine passante pei selle punti anzidelti (%),

(a) Una cubica ha nove flessi, che sono le intersezioni della medesima
coll’ Hessiana (100). Siccome poi la retta che unisce due flessi passa per un
terzo flesso (139, b), cosi per ciascuno di. que’ nove punti passeranno qualtro
rette conlenenti gli otlo restanti. Quindi, in virtd del precedente teorema,
qualunque linea del terz’ ordine descritta pei nove fles-
si di una data cubica ha i suoi flessi in questi medesi-
mi punti (***).

Le cubiche aventi in comune i nove flessi chiamansi sizigetiche.

(b) Siccome per ogoi flesso della cubica data passano quattro rette, cia-
scuna delle quali contiene altri due flessi, cosi il numero delle rette contenenti

4X9

tre flessi & —12. Indicando i flessi coi numeri 123..

..9,tali rette
si possono rappresentare cosl:

123, 148, 157, 169,
456, 259, 268, 358,
789, 367, 349, 2473

dove si fa manifesto che queste dodici rette si ripartiscono in quattro gruppi,
ciascuno de’ quali @ formato da tre rette (seritte nella stessa linea verticale )
passanti per tutli i nove punti & inflessione. Dunque pei nove flessi di una cu-
bica passano quattro sistemi di tre rette (****), ossia in un fascio di cu-
biche sizigetiche v’ hanno quattro cubiche, ciascuna del-
le quali si risolve in tre rette (cubiche trilatere).
Siccome una terna di rette pud risguardarsi come una linea di terz’ ordine
dotata di tre punti doppi, e d” altronde (88) un fascio di cubiche contiene
dodici punti doppi, cosi pei nove flessi della cubica data non passa , oltre i
quattro sistemi di tre rette, alcuna curva dotata di punto doppio o di cuspide.
141. Considerando il flesso i della cubica fondamentale come un punto
dell” Hessiana (ciod come un punto avente per conica polare un pajo di rette
incrociate in un altro punto '), il polo i coniugato (132, b) ad i & il punto
& intersezione della tangente stazionaria colla polare armonica. In generale, le

(*) Procen , System der analytischen Geomelrie, p. 288.

i") rvwo, Letire & M. A. L. CRELLE (Giornaie di Catux, 1. 30 , Berlino 1850, p. 365).
#**) Hassx, Ueber die Wendepuncle u. 5. . p. 107.

(****) Putickxa , Syslem der analytischen Geomelrie, p. 284.
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tangenti all’ Hessiana in due poli coniugati concorrono in uno stesso punlo
della medesima (133); d” altronde essendo i un flesso anche per I’ Hessiana
(140, a), questa curva hu ivi colla sua tangente un contatto tripunto ; dunque
la tangente in i sega I’ Hessiana in i, ossia la retta che & tangente (staziona-
ria) della cubica fondamentale nel flesso & & anche tangente (ordivaria) del-
I’ Hessiana nel polo coniugato i’ (*)-

Questa proprieta si poteva anche conchiudere dalla teoria generale (118,
¢; 119, b), dalla quale segue ancora che tutte le coniche polari passanti per
i hanno ivi fra loro un contatto_ tripunto.

(a) Ciascuna tangente stazionaria della cubica fondamentale , essendo an-
che una tangente ordinaria dell’ Hessiana, conta come due tangenli comuni;
onde le due curve avranno altre 6.6 — 2.9 = 18 tangenti comuni. Siccome
poi ogni tangente dell” Hessiana ha due poli coincidenti nel punto coniugato al
punto di contatto e gli altri due poli distinti nella Cayleyana (135), cosi le
diciotto tangenti (ordinarie) comuni all” Hessiana ed alla cubica fondamentale
toccano quest’ ultima curva ne’ punti in cui essa & incontrata dalla Cayleyana.

(b) In generale, se o, o sono due poli coniugati, e se u & il terzo
punto comune all’ Hessiana ed alla retta 00, questa tocca la Cayleyana nel
punto o coniugato armonico di ' rispetto ai due 00 (135, ¢). Ma allorche
o sia un flesso della cubica fondamentale, w coincide con o'; epperd (4)
anche o si confonde con o. Dunque la Cayleyana tocca 1> Hessia-
na nei nove poli coniugati ai flessi della cubica fonda-
mentale.

(c) Una tangente della Cayleyava, quale 2 uw'r (fig. 8.%), sega questa
curva in qualtro punti 0,0,0,0, , i quali sono le intersezioni di u'r colle rette
costituenti le coniche polari di 0, o' (135). Quando o & un flesso della cu-
bica fondamentale, la conica polare di o @& costituita dalla tangente stazionaria
0o’ ¢ dalla polare armonica, e quest’ ultima si confonde con u'r, perché '
ed o coincidono insieme. Ond’ @ che de’ due punti oy/oy I’ uno cade in o
(od w') e I’ altro si unisce all’ intersezione di due langenti infinitamente vicine
wr, oo, della Cayleyana, ciod al punto di contatto fra questa curva e la retta
wr. Questa retta ha dunque un contatto tripunto colla Cayleyana; e siccome
questa curva, essendo della terza classe e del sest’ordine , mon pud avere altre
singolarita all’infuori di nove cuspidi (99, 100), cosi:

e polari armoniche dei nove flessi della cubica fon-
damentale sono tangenti alla Cayleyana nelle nove cuspidi
di questa curva.

d) L Hessiana e la Cayleyana sono dotate di proprieta completamente

reciproche. Infatli:

Una tangente qualunque della Cayleya-
na sega I’ Hessiana in due punti corrispon-
denti, ciot aventi lo stesso langenziale, ed
in un terzo punto che & il coniugato ar-
monico del punto di contatto della Cayle-
yana rispetto ai primi due (135, ¢).

In un punto qualunque o dell’ Hessia-
na concorrono tre tangenti della Cayleya-
na; due di esse sono corrispondenti , ciog
la retta che ne unisce i punti di contatto
¢ una tangente della Cayleyana; la terza
poi & la coniugata armonica, rispeito alle
due prime, della tangente all’ Hessiana in
o (135, a).

*) Cuanscu, Ueber dic Wendelangenten der Curten driller Ordnung (Giornale Casvus-Bos-

cuaBDT, t. 58, Berlino 1861, p. 232).
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Da questa perfetta reciprocita segue che le proprietd della Cayleyana si
potranno conchiudere da quelle dell” Hessiana e viceversa. Per esempio:

I nove punti i, ne’ quali 1’ Hessiana &
toccata dalle sue tangenti stazionarie, sono
i flessi anche delle infinite curve di terzo
ordine passanti pei medesimi.

Al fascio di queste curve appartengo-
no quattro trilateri, cioé i nove flessi sono
distribuiti a tre a tre su dodici rette R,
delle quali in ogni punto i me concorrono
quattro.

1 vertici dei quattro trilateri sono i
dodici punti r (*).
ra le curve di terz’ ordine aventi i
flessi in comune coll’ Hessiana v’ & anche
la cubica fondamentale C,, rispetto alla
quale I’ Hessiana & il luogo di un punto
che abbia per conica polare un pajo di
rette, ¢ la Cayleyana & I’ inviluppo di que-
ste rette.

Le tangenti stazionarie I' della cubi-
ca C, toccano I’ Hessiana e la Cayleyana
ne’ punti ¢ comuni a queste due curve.

Le nove rette I tangenti alla Cayle-
yana nelle cuspidi, sono langenti cuspidali
per tutte le infinite curve di terza classe
ch’ esse toccano.

Alla serie di queste curve apparten-
gono quattro triangoli, cioé le nmove rette
I concorrono a tre a tre in dodici punti
r, ciascuna di quelle contenendo quatiro
di questi.

I lati dei quattro triangoli sono le do-
dici rette R.

Fra le curve di terza classe avenli per
tangenti cuspidali le rette I ve n’ ha una
K, (**), rispetto alla quale la Cayleyana
& I’ inviluppo di una retta il cui primo in-
viluppo polare (82) sia una coppia di pun-

ti, e I’ Hessiana & il luogo di questi punti.

Le cuspidi della curva K, sono inove
punti i’ ove I’ Hessiana e la Cayleyana si
toccano.

142. Dato un fascio di cubiche, una trasversale qualunque le incontra in
terne di punti formanti un’ involuzioue di terzo grado, e ne’ punti doppi di
questa la trasversale tocca quatiro cubiche del fascio (49). Se le cubiche sono
sizigetiche (ossia se hanno i nove flessi comuni) e se la trasversale & la po-
lare armonica I di un flesso i, le tre intersezioni di una qualunque fra quelle
cubiche sono i punti di contatto fra essa e le tangenti che convergono al flesso
i (139). Sia r uno de’ punti doppi dell” involuzione ; la cubica passante per
r tocchera ivi si la trasversale I che la relta ri, cioé avrdin r un punto dop-
pio. Ma i soli punti doppi in un fascio di cubiche sizigetiche sono le interse-
zioni scambievoli delle terne di rette contenenti a tre a tre i flessi (140,b);
dunque i quattro trilateri (sizigetici) formati da tali rette hanno i loro vertici
allineati a quattro a quattro sulle polari- armoniche de’ flessi.

Di qui si ricava che, se r & un vertice di un trilatero sizigetico, r dovra
giacere nella polare armonica di ciascuno de’ tre flessi situati nel lato opposto

del trilatero medesimo; ossia:

I punti in cui si segano a tre a tre le polari armoni-

che dei flessi sono i vertici dei quattro trilateri formati

dalle dodici rette nelle quali giacciono distribuiti a tre

a tre i flessi medesimi (¥**).
Considerando uno qualunque de’ trilateri sizigetici, i suoi lati

i nove flessi, mentre pei vertici passano le nove polari armoniche. Sia r uno

dei vertici ed 123 i flessi giacenti nel lato opposto. Siccome per r passano le

(*) Questa proprieth sarh dimostrata fra poco ( 142). -

(o) 2E deskderabile wna definizione di questa curva come inviluppo di una eella variabile,

#**) Hzsse, Eigenschal er W der Curven dritler Orduung w. s. 0. Gionale
di Carnk, L. 38, Berlino 1849, p. 257—261).
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polari armoniche di 123, le quali fanno parte delle coniche polari di questi
punti rispetto a tutte le cubiche sizigetiche del dato fascio (140), cosi la retta
123 sara, relativamente a tutte quesle curve, la retta polare del punto r
(130, a). Dunque ciascun vertice di un trilatero sizigetico @
polo del lato opposto rispetto a tutle le cubiche sizige-
tiche.

143. Proseguendo a studiare il fascio delle cubiche sizigetiche , una qua-
lunque di esse sia incontrata dalla polare armonica I del flesso i ne’ punti
mm'm” , onde in questi punti le tangenti alla curva.saranno i(m,m,m"). La
tangente (stazionaria) alla cubica medesima nel flesso i incontri I in n. La
cubica & individuata da uno qualunque de’ quattro punti rmm'm’”, epperd, al
variare di quella, la terna mm'm’ genera un’ involuzione (di terzo grado) pro-
jettiva alla semplice punteggiata formata dai punti n.

Se rrror; sono i punti doppi dell’ involuzione , essi sono anche (142) vertici
de’ quattro trilateri sizigetici; siano poi sssys; le intersezioni dei lati rispetti-
vamente opposti colla retta 1. Per queste cubiche trilatere , le tangenti al flesso
i sono evidentemente gli stessi lati i(s, s;, sy, s5); ond’ & che, ogniqualvolta
i due punti m'm’ coincidono in r, i punti mn si confondono insieme con s.

La retta in, che tocca una cubica del fascio nel flesso i, & anche lan-
gente all’ Hessiana di questa nel punto n (141). Dunque, se una data cubica
del fascio incontra la retta I ne’ punti mm'm'", le rette i(m, m', m') sono
tangenti nel flesso i ad altrettante cubiche del fascio, aventi per Hessiana la
curva data. Ossia una data cubica &, in generale, Hessiana di
tre altre cubiche sizigetiche ad essa (¥).

(a) Se la cubica ‘data @ un trilatero, wn vertice del quale sia r ed il
lato opposto passi per s, le tre tangenti i(m', m"), im riduconsi alle due
ir, is. La seconda di queste rette pud risguardarsi come tangente stazionaria
della cubica data, la quale & per tal modo Hessiana di st stessa. E I altra
retla ir sard tangente in i ad una cubica (del fascio) avente per Hessiana il
dato trilatero. Dunque ciascuna cubica trilatera 2 Hessiana di se stessa e di
un’ altra cubica (del fascio). Cio# in un fascio di cubiche sizige-
tiche vi somo quattro curve le cui Hessiane sono i quat-
‘tro trilateri del fascio. .

(b) Cerchiamo se nel dato fascio vi abbia alcuna cubica che sia Hessiana
della propria Hessiana. Una cubica € ha per Hessiana un’ altra cubica, e I” Hes-
siana di questa & una nuova cubica C'. Assunta invece ad arbitrio nel fascio
la curva C', questa @ Hessiana di tre cubiche, ciascuna delle quali & alla sua
volta Hessiana di tre altre cubiche C; talch¢ €' da nove cubiche C. Siccome
le cubiche C, C' sono individuate dalle rispettive tangenti in i (46), od an-
che dai punti n, n' in cui queste segano la polare armonica I, possiamo dire
che ad ogni punto n corrisponde un solo punto n’, mentre a ciascun punto
' corrispondono nove punti n; quindi la_coincidenza di due punti corrispon-
dentj n, n' avra luogo dieci volte, ciod vi sono dieci cubiche sodisfacenti alla
condizione proposta. Di questo pumero sono i quattro trilateri sizigetici; ep-
perd, lasciatili da parte, avremo:

“*. Hesss, Ueber die Elimination der Variabeln w. s. w. (Giornale di Casiiz, t. 28, Berlino
1848, p. 89 .
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Un fascio di cubiche sizigetiche contiene sei cubiche,
ciascuna delle quali ¢ Hessiana della propria Hessiana (*).

144. Vogliamo ora trovare la relazione segmentaria esprimente la projet-
tivita che ha luogo fra I’ involuzione di terzo grado formata dai punti mm'm"’
e la semplice serie generata dal punto n (143). Preso per origine de’ segmen-
ti un punto r, ciod quel vertice di uno de’ trilateri sizigetici che cade nella
retta I; e chiamato m uno qualunue de’ punti mm'm”, la projeuivita di che
si tratta sara espressa da un’ equazione della forma (24,a):

1) (A.rn--A))rm -+3(B.ra-+B)rm +3(C.m+C)rm-+D.rm+D'=0,

ove A, A', B,... sono coefficienti costanti. Il punto s corrispondente ad r (143)
suppongasi a distanza infinita, com’ 2 lecilo fare senza sminuire la generalita
dell’ indagine ; perch? trattandosi qui di relazioni fra rapporti anarmonici ,
possiamo ai punti nella retta I sostituire le loro projezioni fatte da un centro
arbitrario sopra una retta parallela al raggio che passa per s (18).

Cid premesso , siccome i tre valori di rm corrispondenti ad rn =rs = co
devono essere rm =rs, rm' = 0 ,rm” = 0, cosi se ne trae A=0, C=0,
D=0.

D’ altronde s & un punto della retta polare di r rispetto a qualunque
cubica del fascio (142), quindi (11):
3 1 1 1 3C

—_— e e —— =— 5

s rm rm' '’ D'

ma rs & infinilo, dunque €' = 0. Cosl I’ equazione 1) diviene:
2) Alrm +3(B.rn+B)rm + D=0,

La condizione affinché la 2), considerando rm come incognita, abbia due
radici eguali &: :

3) A%D +4(B.m+B)=0,

ciod questa equazione del terzo grado rispetto ad rn dard quei tre punti n
(sy5,55) a ciaseuno dei quali, come ad s, corrispondono due”punti m coin-
cidenti (‘r ryry ).

Se nella stessa equazione 2) si fa rm =rn, ottiensi:
4) (4 +3B)r +3B.m +D =0,

ossia ciascuno de’ punti n dati dalla 4) coincide con uno de’ corrispondenti
punti m. Ma i punti n dotati ‘di tale proprieta sono (oltre ad s) gli stessi
punti s,s,s; dati dalla 3); dunque le equazioni 3), 4), dovendo ammettere le
stesse soluzioni, avranno i coefficienti proporzionali.

(*) Samow, Higher plane curves, p. 184. — Anonsoro, Zur Theorie der homogenen Fun-
ctionen dritten m&“.‘ von drei Variabeln ( Giornale di Caxiiz, t. 39, Berlino 1850, p. 153).
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L’ equazione 4) non_conliene I rn_lineare; onde eguagliando a zero il
coefficiente di rn nella 3), si avra BB?=0, ossia B =0; perche il por-
re B=0 farebbe scomparire il segmento rn dalla 2). Quindi le 3), 4) di-
vengono : )

=5 —3 .
4B +APD =0, (A+3B)m +D=0,

donde eliminando rn si ha:

5) (A—B)(A+2B)*=0.
Posto 4' =B e per brevia D' =— 4K°B, ovvero posto .A’ =—2B e
per brevitd D — 1B, le equazioni 3), 4) in entrambi i casi danno :

6) m—-K=0,
e le radici di questa equazione saranno sy, TSy, TS;-

Fatto adunque h3:ms, B =0 ed inoltre 4'=B, ovvero A'=—2B,
I’ equazione 2) diviene mel primo caso:

7) (_rm—rn)(rm+2rn2=0,

e nel secondo:

(rm —rm)?(2rm +rn) =

Cio2 nel primo caso uvo de’ tre punti m corrispondenti ad n = (s, 53, 53)
coincide collo stesso n, mentre gli altri due si riuniscono in un §al punto
(1, 795 1;) diverso da n. Nel secondo caso invece, due de’ tre punti m cor-
rispondenti ad n = (5,8, 55) cadrebbero in n. Ma nella quistione che ci
occupa si verifica il primo caso, non il secondo (143); ond’ & che dobbiamo
assumere A' = B, non gia A'=—2B.

Dunque la richiesta equazione per la proj ivita fra I’ involuzione forma-
ta dalle tesne di punti mm'm’” e la semplice punteggiata formata dai punti n
pud essere seritta cosi:

8) e 3m.rm — AR =0,

.
ove h esprime un coefficiente costante.
(a) 1 punti s;ss; sono dati dall’ equazione 6), ed i punti ryrors dalla 7):

m+-2rm=0,
ossia dalla:

m 8 =103

dunque entrambi i sistemi di quattro punti "$8,885, TTyTer SODO equianar-
monici (27).

Ne consegue che, se i & un flesso reale delle cubiche sizigetiche , due
e quattro vertici r giacenti nella polare armonica I sono reali, gli altri due
imaginari (26). E per la reciprocita gia avvertita (141, d), due delle quat-
tro rette R (lati de’ trilateri sizigetici) concorrenti in i saranmo reali, le al-
tre due imaginarie. Che almeno uno de’ flessi di una cubica sia reale, risulta
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wmanifesto dall’ essere dispari il numero totale delle intersezioni della cubica
coll’ Hessiana.

Sia dunque 1 un flesso reale; e delle quattro rette R (140,D), ciot
123, 148, 157, 169, siano reali le prime due, imaginarie coniugate le al-
tre. | quattro flessi 57 , 69 saranno necessariamente tulli imaginari, ed invero
uno de’ primi due sard coniugato ad uno degli altri due. Siano coniugati 5 e
9,6 ¢ 7. Le due rette reali 59, 67, e le due rette imaginarie coviugate
56, 79 si segano separalamente in due punti reali r, ry, situati nella polare
armonica del flesso 1 (139,a).

Essendo reali le rette 123, 148, i flessi 23, e cosi pure 48, sono o
entrambi reali , o imaginari coniugati. D’ altronde le coppie di retie (24, 38],
[28 , 34] devono dare gli altri due vertici ro, r, situali in linea retta con
r, ry. Ma ryr; sono imaginari, dunque i punti 2348 non possono essere né
i reali, né lili imaginari; ciod 23 sono reali, e 48 imaginari.

Da cio segue che de’ nove flessi di una cubica tre soli
(in linea retta) sono reali, essendo gli altri imaginari
coniugati a due a due (*). E delle dodici rette R, che contengono le
terne de’ flessi, quatro [123, 148, 259, 367] sono reali; le alre no. Uno
de’ quattro trilateri sizigetici ha un solo vertice reale; un altro ne ha tre; i
rimanent1 nessuno.

(b) Come si & supposto sin qui, sia m uno de’ punti in cui una data
cubica del fascio sega la reta I, e sia n I intersezione di questa medesima
retta colla tangente al flesso i. Supponiamo poi che i punti M, N abbiano
anal?go significato per I’ Hessiana della cubica suddetta; avremo similmen-
te alla 8):

M+ 3N M — 4= 0.

Ma I’ Hessiana passa, come si & gia osservato (143), pel punto n,
talche sard:

9) -+ 3rN.m — 4P =0,
donde, dato il punto n,si desume il punto N. Per esempio, se n cade in r,

si ha rN=co, cio2 N coincide con s; e se n & uno de’ punti ryryry, ossia
se n & dato dall’ equazione:

m + 8K =0,
si ottiene:
2rN+m=0,

vale a dire, N & uno de’ punti s;s;5;. Di qui si ricava che le cubiche sizi-
getiche le cui tangenti al flesso i passano per uno de’ punti rr rors hanno
per Hessiane i trilateri sizigetici; come gia si & trovato altrove (143, a).

_Se invece & dato il punto N, I’ equazione 9) da i tre punti n corrispon-
denti alle tre cubiche, la comune Hessiana delle quali @ la curva relativa al
dato punto N (143).

(*) Puckss, System der analytischen Geometrie, p. 265.
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(c) Se la cubica data @ Hessiana della propria Hessiana (143, by, si
avrd oltre I’ equazione 9) anche la:

N + 3N — 4B =0,
Sotiraggasi questa dalla 9), e dalla risultante, omesso il fattore rn—rN
che corrisponde 2lle cubiche trilatere, si elimini rN mediante la medesima 9);

otliensi cosi la:

10) ™ — 208 . m — 8K =

>

equazione di sesto grado, che da i sei punti n corrispondenti alle sei cobiche
dotate della proprieta d’ essere Hessiane delle proprie Hessiane.

145. Le quattro tangenti che in generale si possono condurre ad una
cubica da un suo punto, nel caso che questo sia il flesso ¢, sono le rette
i(n,m,m,m"). Ond’ & che il rapporto anarmonico della cubica (131,b)
sara quello de’ quattro punti amm'm', ne’ quali la polare armonica del flesso
2 incontrata dalla tangente stazionaria e dalla cubica medesima.

Cid premesso , possiamo ricercare quali fra le cubiche sizigetiche del dato
fascio sono equianarmoniche e quali armoniche (131, b).

Siccome i tre punti mm'm’’ seno dati dalla 8), cosi i quattro punti
nmm'm'" saranno rappresentati dall’ equazione :

ol =3 —g = -
11) T 2rnm — 3. om — A rm 4 AR =0,

che si ottiene moltiplicando la 8) per rm — rn.
L: dizi ia e sufficiente affinchd la 11) esprima un sistema

a
equianarmonico & (27):
m(;n3 +8K) =0,

che rappresenta i quattro punti rrror;. Dunque (144,b) un fascio di
ubiche sizigetiche contieme quatiro curve equianarmo-
niche, ciascuna delle quali @ anche dotata della proprie-
ta d’ aver per Hessiana un trilatero (sizigetico).

Affinche la 11) rappresenti un sistema armonico, dev’ essere (6):

— 3
m —2013 .0 — 8K = 0.

Quest’ equazione coincide colla 10); dunque un fascio di cubiche si-

zigetiche contiene sei curve armoniche, le quali sono an-

che le cubiche dotate della proprietd d’ essere Hessiane
delle proprie Hessiane (¥).

(*) Saumox , Higher plane curves, p. 192.
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ART. XXIV. La curva di terz’ ordine considerata
come di tre ret ai i

: l146. Ul;za data cubica qualsivoglia Cs pud
re altre cubiche ad essa sizigeliche (143). d
origine ad una féfe" dic coniche. polari,,. cpp)ero d .' -m‘e?mme v
di tre distinte et di cnietné‘mma i o

bica data @ il luogo' delie coppie-de’ poli .
guise diverse i punti] di una cubica possono
modo che due punti cohiugati-abbiano lo- stes iale ,o8sia
esistono tre sistemi di punti Corris i (’

o

risguardarsi come Hessiana di

Ed invero, se o & un punto della cubica ‘data ed
esso, da u partono, oltre uo, altre tre tangentii{ 130, d}; o
i punti di contatto. Abbiamo cosi le tre coppie di puﬁ"cunh:g;w,,,d!»,adl
1:; relazione alle tre diverse reti che hacno per comune Hessiana la cubica

ala. - 4

_Applicam]n lo stesso 7;iiscorsa a ciascuno de’ punti o’ 0" 0", come al punto
0, si vede tosto che per la prima reie sono poli coniugati oo’ ed 0"0"'; per
la seconda 00" ed o"'0'; per la terza 00" ed o'o".

(a) Essendo oo', 0”0"" due coppie di poli coniugati relative ad una stessa
rete , se le relte 00", 00"’ si segano in y e le 00", 0’0" in z, anche yz
sard una coppia di poli coniugati relativi alla stessa rete (134).

I punti 0, °'." y sono in linea retta, epperd i loro tangenziali ( che sono
anche i tangenziali ordinatamente de’ punti o', 0", z) sarawno allineati in una
seconda' relta (39, b). Ma i tangenziali di o, o coincidono in w; dunque il
lal_]gcnzmle comune di y e z sard anche il tangenziale di w. Donda si racco-
glie che:

Se o o o' o cona i punti ove una cubica ¢ toccata
dal!e tangenti condotte da un suo punto u, i punti diago-
nali z y z del quadrangolo 000"0" giacciono nella cubica,
e le tangenti a questa in u z y z concorrono in upo St€ssO
punto della curva. )

_(b) Dal teorema (134) risulta che, se aa’, bb' sono due coppie di punti
corrispondenti della cubica, affinché questi siano relativi ad uno stesso sistema
¢ necessario e sufficiente che il punto comune alle ab, a'd’ ed il punto comune
alle ab', @b giacciano nella curva. Laonde , avuto riguardo alla proprieta (45, d),
potremo concludere la seguente:

Se un quadrilatero completo & inscritto in una cubica,
i vertici opposti formano tre coppie di punti corrispon-
denti relative ad uno stesso sistema.

Qui si offre immediatamente Ja ripartizione in tre diversi sistemi de’ qra-
drilateri completi inscritti in una cubica. -

(c¢) Siano aa, bb, due coppie di poli coniugali relative a_due ral di-
verse; a il tangenziale di a ed a,; § il tangenziale di b e by. Siano ‘> C>
7 le terze intersezioni della cubica colle rette ab, ab,, af;sard y il 'Qngen-
ziale si di ¢ che di c;. Dunque c, c; sono due poli coniogali, relativ! perd
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alla terza rete (b). Cosi pure, $¢ !e rf:;eaﬁb:,l;z,f ::&an‘:e:l:;?n!:c‘a;;‘el punti
(uesti sono poli coniugali rispetto alia : 1 o
. Dato un punto o ed un fascio di coniche circoscri d
drangolo efgh > qualepé il luogo de’ punti di contatto delle ;::?::nd:lm}(al:cx;s
da o a queste coniche ? Siccome per 0 sl‘pllb condurre una e
e quindi ad essa la tangente in o, cosi il luogo richiesto |l:a§sd“|:: del.luogo
ad o, ogni (rasversale tirala per questo punto ne cqnlleu:i ia;n 'm delerminam;
e sono i punti doppi dell’ involuzione che le coniche eb' ascl Sleneane
sulla trasversale (49). Dungue il luogo richiesto & una cubica, a q p

anche per efgh, poiche si pud descrivere una conica del fascio che tocehi oe

4

L VyYero ©O0. . i

= C?u::na conic?del fascio sega la cubica in altr‘i due punti m, m (oltre
¢fgh) , che sono quelli ove la: ¢onica_tocea le tangenti condotte per o. Fl.a retta
mm' , polare di o rispetio alla conica, passa per un punto fisso u ‘111 punto
opposto ai _quallro efgh) (65). Quando'la conica passa per 0,1 ue pung:
mm’ coincidono in o3 laonde questa conica tocca la cubica in o0, ed u &1
tangenziale di o.

5 Fra le coniche del fascio vi sono lre Mtemi dipdue retle, e sono le cop-
pie di lati opposti (ef; gh), (eg- fh), (eh, fg) det quadrangolo dato; per
Giascuno di essi i punti wmm' coincidono uel relativo punto diagonale. Donde
segue che i punti diagonali o' 0 o del qua.drangolo apparlengono alla cubi-
ca, e le tangenti in questi punti concorrono in . .

Siccome le vette o(e, [ g, h) sono tangenti alla cl'lblcﬂ in e, fy gs ks
cosi la conica determinata dai cinque punti oefgh @ la pnmnvp(’)lla’re del puato
o rispelto alla cubica medesima. Analogamente la conica 00’0’0 & la prima
polare di u. i i

148. Sia o un punto qualunque di una data cubica C;, ed u il tangen-
ziale di o. Se K; ¢ una cubica, la cui Hessiana sia C;, la conica polare di
- wspelto a K5 ¢ un pajo di rette, una delle quali passa per o (133, b)s
dunque la retta polare di o rispetto o K pasa por u- Ma « giace anche nella
retta polare di o relativa a G, giacchd quest’ ultima curva & toccata in o dal-
la retta ou; dunque in u concorreranno le rette polari di o, relative a tutle le
cubiche descritte pei punli comuni a C; e K5 (84,¢), ossia:

Se una retta tocca una cubica in un punto o ¢ la sega
in un altro punto u, le rette polari di o, rispetto alle
cubiche sizigetliche colla data, passano tutte per u (**).

(a) Siano 000’0’ i punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica
data dal punto u; pel teorema precedente, u giace nelle rette polari di cia-
scuno dei quattro punti suddetti, rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. Dun-
que le coniche polari di w rispetto alle cubiche medesime passeranno per
200”0 ().

Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo 00’00’ sono le coniche

. %) igssk, Ueber Curven dritler Ordnung und die Kegelschnitte , welche diese Curven in
drei Cerschiedenen Punolen beriihren (Gioruale di Cretie, t. 36, Berlino 1848, p. 148—152).
) SALYON On curves of the third order , p. 535.
*) Caveev, 4 Memoir on curves elc. p. 43.

)
1
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polari di u tispetto a quelle tre curve sizigetiche la cui Hessiana & C; , epperd
saranno langenti alle tre corrispondenti Cayleyane. ’

(b) Si noti inoltre che o'o”o” sono i punti diagonali del quadrangolo for-
mato dai quattro punti di contatlo delle tangenti condotte alla cubica data dal
punto o (146, a); dunque o & il polo della retta "o rispetto alle coniche
polari di o relative a tutte le cubiche sizigetiche (108, b); ecc.

149. Siano afy i tre punti in cui upa relta sega una data cubica, ed
90,8505 5 bybibybs > Cocicscs 1 punti di contatto delle tangenti che da quelli si
possono condurre alla curva. Siccome i tangenziali di tre punti in linea retta
sono pur essi in linea retta, cosi la retta che unisce uno de’ punti a con uno
de’ punti b passerd necessariamente per uno de’ punti ¢; epperd idvdici punti
abe glﬁcciono a tre a tre in sedici rette ().

Siano agbyc, tre punti scelti fra quei dodici in modo che siano allineati
sopra uca rella; e siano a,bc, , aybscy , asbsc; i punti corrispondenti a quelli
rispettivamente nelle tre reti di coniche, alle quali da nascimento la data cu-
bica considerata come Hessiana (146). Pel teorema (134) sono in linea retta
le terne di punti:

ayby ey, bycyay s coa by,
agb, 05, bogags 4030y,
aybscs, byes a5, ¢ 850:,
oltre ad agbyc,-

E pel teorema (146, c) sono in linea retta anche le terne:

a‘bye;, ay bz ¢y a;b ey,
a bscy, aybyc;, asby ey,

3 Queste sedici rette si possono aggruppare in otto sistemi di quatiro vette
ciascuno , le quali contengano tutt’ i dodici punti di contatto (*¥).

(a) T punti abe,, che corrispondono ad a,byc, rispetto ad una medesi-
ma rete, sono i vertici di un triangolo i cui lati passano ordinatamente pe
@y, by» €y> (134), e sono anche i punti di contatto della cubica colla polo-
conica della reua a,bycy, relativa a_quella rete (137). Dunque (397 le rette
che uniscono i punti abe, ai vertici del triangolo formato dsile tre tangenti
uay, by, y¢,, concorreranno in uno stesso punto, che 2 1l polo della retta
gy rispelto alla conica suddeuta (***).

E superfluo accennare che la stessa proprietd compete ai punti aghycs ,
asbscs, che sono i corrispondenti di aybecy rispetto alle altre due reti.

(b) Le vette agby, a,b, s”incontrano sulla data curvain ¢y, onde questa pas-
sa si pei punti comuni ai due sistemi di tre rette (aay, Bby, yo) , (385 agdy> aubo)>

si pei punti comuni agli altri due analoghi sistemi (aa, , by, yc,), (4f, ayb,, @by

(*) Puticken , System der analytischen Geomelric, p. 272.
(**) Husse, Ueber Curven drilter Ordnung u. s. 1. p. 153.
(#**) Puuckin, System der analytischen Geometrie , p. 46.
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Vi un luogo di terz” ordine sodisfacente alla duplice
_,'S‘EI'SYV‘I ,.:d":l'?"eas(sfroe’ I;u)ei punti g4:om'uni ai due sis\_emi ‘(aab’ by 7¢0) 5
wndll‘;b ¢, )p e di contenere le intersezioni dei due sistemi (af, ayby 5 aghy )
(:;1 :a,b"l\}l‘,’, Queste due condizioni sono. appunto sodisfatte  dal isllfli-m(a
di ve relte (ag, [01][10], yc)), o€ [01] indica il punto [;:’0m]lll:'.:(em‘a:5 e 473..
te aay, fby, ed [10] il punto ove si segano le aa,, pby - L ad "due’ 5?;‘e-
lunque luogo di terz” ordine appartenente al fascio determinato dai

g 8 ey, ¥ essere altrimenti composto
Il involuzione quadratica
que: | .3eua [01][10] passa pel
o FISpetto allé a by, ab, (25, a).
ineontras fbs , fb; in [02], [03], e se
rette [( s [03][30] passano per ¢,.
de ; rap) comnne allé ea, , 60, > 1 duel_slsleml d[f
i - 208 | avranno eguali rapporti
& }lﬂ,lvllﬂ %Pn“iniioeor:):;)c}lé };"" gresﬂcolle due trasversali aa,
fb, uno stesso }’ascio di qualtro rette concorrenti in ¢, . ;‘le ;]e[;uz cl;:)l ::;l:‘-;
porti anarmonici d¢’ due fasci alag, 5035 05) > B(bos bis ii’acé‘iono %
eguali, ossia che 1 sei punu.[(!l:)'], [‘lll],agl?i]v; [(3133]1, a;i B g
s i come si @ gia dimostrato 3 ,a)e
una 5;“;;?»;:’:::(2, concorrendgo in ¢, le quattro rette aghy 5 ai_bq, a.,br:l,. n,,]bir,-
i due fasci a(ag> @15 825 G5)> (B, , by by » by) avranno eguali rapportt anal
monici; ecc.

(d) Come nel punto ¢, concorrono le rette [01][10], [02][20],..-

o7’

cosi » 0 » fooj[111, [22][33],- .-
» ¢ » foo]f22], 1331117 5.
» ¢ » [001(33], [11](22], . . .(**)-

Dunque i punti [oo], [t1], [22], [33], ove si segano 1 raggr| omo-
loghi de’ due fasci projettivi a(ay 8y 825 as)s B(bs by 5 by, b5) 5 ormarlu
ta quadrangolo completo, i cui punti diagonali ¢;, ¢y, ¢; appartengono a a
cuisiea e sono i punti di contauto di tre tangenti concorrenti in y, lerza -
tersezioea della curva colla reta of.

Quando i punti af coincidano , ritroviamo
o (146,a).

(e) 1 punti a, §_ soa@: i ‘centei

un teorema gia dimostra-

ettivi, ne’ quali alle
Condotta per & una

o 3 0] con c, mediante
ﬂ[ﬁz[] fa retta cnrrisgndeu(e ad a[x0].
etta af- corrisponde ﬂ.('

g i O

od ac, , secondo
) acys oy s0-

contche 4”8 hto doppio comune ¢, , ciot se ciascuna di
ite in c,, tulte le analoghe coppie di rette formano evnlznleynmle
cut raggi dopni rappreseriano le due linee del fascio per le quali ¢, & una cuspide | 48).
**)

se consta di
voluzione , i

In ciascuno de’ punti ¢ concorrono sei rette analoghe a (01)(10).
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no le tangenti in a, @ alla conica gemerata dai due fasci projettivi; ossia
(107) ¢, & il polo della retta af rispetto alla conica af [oo][11][22][33].

Analogamente , i punti ¢, c5, c; sono i poli della retta af rispetto alle
alire tre coniche passanti per af e per le intersezioni delle tangenti che con-
corrono in « ed in f (131, a). Ossi

Le tangenti che si possono condurre ad una cubica
da due suoi punti a, # si segano in sedici punti [ay] si-
tuati a quattro a quattro in quattro coniche passanti
per a e f. i

1 poli della retta af rispelto a queste coniche giac-
ciono nella cubica, la quale & ivi toccata da quattro ret-
te concorrenti in y, terza intersezione della curva colla
retta af.

I poli di af rispetto a tre qualunque fra quelle co-
niche sono i punti diagonali del quadrangolo completo
avente per vertici i quattro punti [ay] situati nella quar-
ta conica (¥).

(f) La conica polare di ¢, oltre al toccare la cubica in ¢,, la seghi
ne’ punti pgrs. Ogni conica passante per pgrs incontra la cubica in due alri
punti che sono in linea retta col punto y, tangenziale di ¢, (147); dunque
la conica descritta per pgrs ed a passerd auche per §.

Si noti poi che il quadrangolo completo pgrs ha i suoi punti diagonali
in ¢yc,c., ciod ne’ punti che haono il tangenziale comune con ¢, (146, a).
Ne segue che il triangolo cycc; & coniugato rispetto ad ogni conica circo-
scritta al quadrangolo prs.

Ma siccome cyc,c; sono anche i punti diagonali del quadrangolo
[00][11]{22][33], cosi il triangolo c,c,c; & pur coniugato rispetto alla coni-
ca nella quale giacciono i sei punti af[00][11][22][33]. Dunque (108, ¢)
questa conica passa anche per pgrs (**).

150. Se nel metodo generale (67 ,c) per costruire il punto opposto a
quattro punti di una cubica C; si suppone che questi, coincidendo per cop-
pie , si riducano a due soli a, b, il punto opposto y sara in linea retta coi
tangenziali a, # di a, b, ciod sara il langenziale della terza intersezione ¢
della cubica colla retta ab. Ogni retta condotla per y sega la cubica in altri
due punti mn, pei quali passa una conica tangente in a e b alla cubica me-
desima; onde, se i punti mn coincidono, la conica e la cubica avranno fra
loro tre contatti bipunti. Pel punto y passano quattro rette tangenti a C;
uno de’ punti di contatto, c, 2 in linea retta con ab; gli altri tre siano ¢,cyc;,
e consideriamo la conica langente in abc,. 1 punti cc, sono poli conivgati ri-
spetto ad una delle tre reti di coniche, I’ Hessiana delle quali @ la cubica
data (146); e se b, & il polo coningato a b nella stessa rete, la retta bye,

(*) Sauwox, Théorémes sur les courbes de troisiéme degré, p. 276. — Higher plane cur-
ves, p. 134.

*%) SunveL Roweats, On the inlersections of tangents drawn through two points on a cur-
ve o I)Iu third degree (Quarterly Journal of pure and apphed Mathemalics, vol. 3, London 1860,
. 121).

2
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passerd per a, e le beys bye si taglieranno in ay, polo coniugato ad a ri-
spetto alla medesima rete (134). Vale a dire, se la cubica & toccata in abe,
da una curva di second’ ordine , i poli abc coniugati ad abe, rispetto ad
una delle tre reti sono in linea retta; donde segue che, rispetlo alla rete
medesima , quella curva di second” ordine & la poloconica della retta @ byc (137).
Analogamente , se a,b, , a;b; sono i punti corrispondenti ad ab nelle altre due reti ,
le coniche tangenti in abey, abe; somo le poloconiche delle rette ashye, azbse
rispetlo a queste reli.

Cosi le coniche tangenti ad una cubica in tre punti si
distribuiscono in tre sistemi, relativi alle tre reti aven-
ti_per comune Hessiana la cubica data. 1 sci punii di contatto
di due coniche d” uno stesso sistema giacciono in una conica seganle; e vice-
versa, se pei tre punti di contatto d’ una conica d’ un certo sistema si de-
scriva ad arbitrio una linea di second’ ordine, questa sega la cubica in tre
nuovi punti, ne’ quali questa curva & toccala da un’ altra conica dello stesso
sistema (137, a).

Se una poloconica dee passare per due punti dali o0, o, la retta a cui
essa corrisponde sara tangente alla conica polare di o ed a quella di o (136,a).
Ma due coniche hanno quattro langenti comunij dunque per due punti dati
ad arbitrio passano dodici coniche (quattro per ciascun sistema ) aventi tre
contatti bipunti colla data curva di terz’ ordine.

La poloconica di una tangente stazionaria, per ciascuna delle tre reli,
ha un contatto sipunto coll” Hessiana (137); vi sono adunque venti-
sette coniche (nove in ciascun sistema ) aventi un con-
tatto sipunto colla cubica data (*). 1 punti di contatlo sono quel-
Ji che nei tre sistemi corrispondono ai nove flessi, vale a dire, sono i punti
in cui la cubica @ toccata dalle tangenti condotte per uno de’ flessi (39,d).
Uno qualunque di questi punti chiamisi p, ¢ od r, secondo che appartenga
all’ uno o all’ altro dei tre sistemi.

Tre flessi in linea retta ed i nove punti pqr che ad essi corrispondono ,
nei tre sistemi, formano un complesso di dodici punti ai quali si possono ap-
plicare le proprieta (149). Dunque:

Ogni retta che unisca due punti p (dello stesso sistema ) passa per
un flesso;

Ogni retta che unisca due punti pg (di due diversi sistemi) sega la eu-
bica in un punto r (del terzo sistema ).

Ed inoltre (137 ,a):

1 sei punti p che (in uno stesso sistema ) corrispondono a sei flessi alli-
neati sopra due relte, giacciono in una conica (*¥).

(*) Strixen , Geometrische Lehrsatze (Giornale di CarLe, t. 32, Berlino 1846, p. 132 )
(**) Hesss, Ucber Curven dritter Ordnung w. 5. 0. p. 165-175.

Oltee alle Memorie citate in questo ¢ nel precedente arlicolo veggansi le scguenti:

Mogtus, Ueber die Grundformen der Linien der dritter Ordnung ( Abhandlungen der K.
i der Wi , 1. Bd, Leipzig 1849, p. 40).

‘Berravinis, Sulla classificazione delle curve del lers” ordine (Memorie della Societd Maliana
delle scienze, t. 25, parte 2., Modena 1851, p. 33). — Sposizione dei nuovi metodi di geomelria
analitica ( Memorie dell’Istituto Venelo , vol. 8, Venezia 1860, p. 362).
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SULLA TEORIA DELLE CONICHE
NOTA
DEL PROF. L. CREMONA.

Scopo di quest’ articolo & di indagare 1" origine dell’ apparente contraddizione che
s" incontra nell’ applicare la teoria generale delle curve piane alla ricerca delle coni-
a cinque i date (punti o tangenti) ().
1. Le coniche descritte per quattro punti abed formano un fascio, cpperd unit

che che soddisf: dizi

retta qualsivoglia L ¢ da esse incontrata in coppic di punti, che sono in involuzione.
In ciascuno de’ due punti doppi dell’ involuzione la retta L ¢ toccata da una conica
del fascio; in altre parole, le coniche passanti per re punti dati abe ¢ toceanti una
data retta L formano una serie d'indice 2.

Le rette polari di un punto arbitrario o relative alle coniche della serie anzidetia
inviluppano una conica (Introd. 84, b), ossia costiluiscono una nuova serie d’indice 2.
Le due seric, essendo projetlive, generano colle scambievoli intersezioni degli elementi
omologhi una curva del sesto ordine, luogo de’punti di contatto fra le retle lirale
per o e le coniche dellz prima seric (Introd. 83, 85). Questa curva ha un punto
doppio in o, a causa delle due coniche della serie che passano per questo punto;
quindi una retta M condotta ad arbitrio per o iocea in altri quattro punti altrettante
coniche della seric medesima.

2. Di qui si trac che le coniche deseritte per due punti ab e toccanti due retie LM
formano una serie d’indice 4. 1 punti ab e quelli ove la retta ab sega le LM deter-
mina un’ involuzione, i cui punti doppi siano ir- In essi inerociansi, com’¢ noto,
tutte le corde di contatto delle coniche della serie colle tangenti LM. Se la corda
di contatllo dee passare per f, ¢ la conica per un terzo punto ¢, il problema am-
mette due soluzioni, individuale dai punti doppi dell’altra involuzione che formano
i punti ac con quelli comuni alla retta ac «d alle LM.

Dunque la suddetta serie di coniche d'indice 4 si compone di due distinte serie, cia-
scuna d’indice 2, corrisporidenti ai due fasci di corde di contatlo incrociate in f o in [ (*%).

(¥) Journal de Liouville, avril 1861, p. 121. _ Introduzione ad una teoria geometrica delle curee
piane, p. 65. — Giornale di Matematiche di Napoli, aprile 1863, p. 125.

(*) Se la retta ab passa pel punto LM, in questo coincide uno dei punti f/"; onde rimane soltanto
la serie (d'indice 2.) di coniche corrispondente all'altro punto, che con LM divide armonicamente il seg-
mento ab. Cioé, se la retta ab passa pel punto LM, vi sono due sole coniche (effettive) passanti per i
punti ab e toccanti le rette LM ed una terza retta N.
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Le rette polari di un punto arbitrario u relative alle coniche di una qualunque delle
due seric or nominate formeranno una nuova serie d'indice 2. La scrie di coniche ¢
la serie di retie, essendo projettive, gencrano un luogo del sesto ordine, che perd
& composto di una curva del quarto ¢ della reta ab presa due volte. Infatli, s¢ m
& un punto di ab, ciascuna delle due coniche della seric passanti per m riducesi al
sistema di due rette coincidenti in ab, ¢ come tale ¢ incontrata dalla retta um in
due punti sovrapposti in m; dunque m conta due volte come punto di contatlo fra
Jo rette uscenti da u ¢ le coniche della serie (@indice 2) che siconsidera.

La curva del quart’ ordinc passa due volte per u; epperd una retla N condotta
ad arbitrio per % tocchera altrove due coniche di quella scrie, ¢ similmente toceheri
due coniche dell’ altra serie. Dunque Vi sono quattro coniche tangenti a tre relte
date LMN ¢ passanti per due punti dati ab.

3. Cio torna a dire che le coniche descritte per un punto dato a ¢ toccate da
tre rette LMN formano una serie d'indice 4. Le rette polari di un punto % coslituni-
ranno un’ altra seric dello stesso indice; ¢ le due serie, perché projettive, genereranno
un luogo del dodicesimo ordine; il quale pero si decomporrd in una curva del sesto
ordine e nelle tre rette o (MN), a (NL), @ (LM), ciascuna contala due volte. Ed in-
vero se m ¢ un punto di una di queste retle, per es. di a (MN), per m passano
due sole (vedi I'annotazione a pi¢ di pagina) ¢ ettive coniche della scrie; ciascuna
delle altre due coincide colla retta a (MN), risguardata come un sistema di due retle
sovrapposte.

La curva del sesto ordine passa quattro volte per i; dunque una retta H arbi-
\rariamente condotta per queslo punto tocchera altrove due sole coniche della serie.
Ossia, per un punto dato passano due sole coniche che tocchino quattro relte date.

4. Donde si ricava che le coniche tangenti a quattro retle date LMNH formano
una serie d'indice 2. Questa essendo projettiva all’ altra, dello stesso indice, formata
dalle rette polari di un punto €, le intersezioni degli elementi corrispondenti gene-
reranno un luogo del sesto ordine: il quale ¢ composto di una curva del terzo ¢ delle
tre diagonali del quadrilatero completo LMNH. Infatti, se m & un punto di una dia-
gonale, delle due coniche della scrie passanti per m una sola & effettiva; I'altra riducesi
alla diagonale medesima, considerata come un sistema di due retle coincidenti.

La curva del terz'ordine passa due volte per e; onde una retla arbitrariamente
condotta per e toccherd (altrove) una sola conica della serie. Ossia, vi ha una sola
conica langente a cinque rette date.

Cornigliano (presso Genova), 4 agosto 1863.
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SOPRA ALCUNE QUESTIONI

YELLA TEORIA DELLE CURVE PIAN @)

Sulla generazione di una curva mediante due fasci projettivi.

1. Siano dati due fasci projeutivi di curve. Le curve del primo fascio abbiane
in un punto-hase o la langente comune, ¢ questo punto giaceia anche sulla curva
del secondo fascio che corrisponde quella curya del primo per fa quale o ¢ un
punto doppio. In questo caso, ¢ noto (Introd. 51 b) che il luogo delle intersezioni
delle eurve corrispondenti dei due fasei passa due volte per o. Ora ci proponiamo
di determinare le due tangenti del Inogo nel punto doppio.

9. Lemma. Siano (U, ¥, W,...), (U, V, Wiy le curve corrispondenti di due
fasci projettini dello stesso ordine n, i quali gencrano una curva K dell'ordine 2n,
passante pei punti-base dei due fas

Le curve U, U' individuano un nuovo fascio i cui punli-base sono in K; omi
curva U" di questo fascio segherd K in altri n® punti, pei quali e per un punto
fissato ad arbitrio in K deserivendo una curva d'ordine », questa seghera K in al-
iri n*=1 punti fissi, qualunque sia la curva U" scelta nel fascio (UU') (Introd.54 ).
Se il punto arbitrario ¢ un punto-base del fascio (VV'), esso cogli altri n’~1 punti
fissi costituira la base (VV'). Infatli la curva U sega K in 20* punti, de’ quali »*
V; e cosi U sega K in 207 punti de’ quali n*
appartengono ad U e gli alri a V. Dunque una qualsivoglia curva U" del fascio
(UU") segherd K in altri n* punti situali in una curva V' del fascio (VV'). Donde
segue che i fasei (U, U, U%0), (V,V, V',...) sono projettivi ¢ che la curva da
essi generata ¢ ancora K.

giacciono in U, ¢ gli altri #

Analogamente le seconde n? intersezioni di U" con K saranno anche situate in
una curva W' del fascio (WW'). E per tl modo otteniamo un nuovo fascio
(G", V', W',...) projettivo ai dati, i puti-base del quale gl acciono in K. Siccome

(*) Queste brevi note sono dgstinate ad emendare o completare alcuni punti «dell’ Introduszione ad
«una teoria geometrica della curte piane. Nellimpresa di scemare alquanto i moltissimi difetti di que-
sto libro, io sono stato fraternamente consigliato e ajutato dal mio egregio amico, il ch. Da. HIRsT.
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poi le curve ", V', W",... appartengono rispettivamente ai fasci (TU), (VV), (WW),..
i cui punti-base sono tutti in K, cosi il fascio (U", V", W'...) insicme con 1'uno o
con Taliro dei dati genera di nuovo la medesima curva K. Ossia:

Dati due fasci projeutivi (U, V, Wy.o.)s (U, V, W,...) di curve dello stesso or-
dine, i quali generano una curva K; se U" ¢ una curva scelta ad arbitrio nel fa-
scio (UU'), si possono determinare altre curve V', W',... che appartengano rispet-
tivamente ai fasci (VV'), (WW)),...e formino con U" un nuovo fascio projettivo ai
dati e gemerante con ciascuno di questi la medesima curva K.

3. Siano ora (U, V,...), (U}, Vo) due fasei projettivi di curve d’ordine qualun-
que, i quali generino una curva K. Se L, L' sono due linee arbitrarie, i due fasci
projettivi (UL, VL,...), (U'L, V'L),...) che si otiengono accoppiando L o L' a cia-
seuna curva dell’ uno o dell’ altro fascio dato, genercranno evidentemente un luogo
composto delle tre curve KLL'. Le lince L, L siano poi scele di tale ordine che
i duc nuovi fasci risullino dello stesso ordine; ¢, secondo il teorema precedente, si
formi un nwovo fascio (U, V. projettivo ai preeedenti, le cui curve appartengano
rispeltivamente ai fasei (UL, U'L), (VL, V'L))y... ¢ siano tali che il nuovo fascio
insieme col precedente (UL, V'L,...) generi il luogo KLL'. Allora ¢ evidente che i
due ‘fasei projettivi (U, V....) e (U, V',...) genereranno il luogo KL.

4. Supponiamo ora che tulle le curve del fascio (UV) toechino una stessa rel—
ta R in uno stesso punto o; sia V la curva per la quale o ¢ un punto doppio; e
la corrispondente curva V' passi anch’essa per 0. Allora K avra due rami incrociali
in 0: quali saranno le tangenti di K nel punto medesimo?

Si scelga per L una linea non passante per o; od L sia composta della retta R
¢ di un’altra linca non passante per o. In tal caso le curve del fascio (UL, UL',...)
avranno in o la sessa tangenle R: sia U quella curva di questo fascio, per I
quale o ¢ un punto doppio. Questo punto ¢ doppio per le due curve complesse
VL, VIL'; epperd esso sara doppio per lulle le curve del fascio (VL, VL), fra le
quali trovasi V. Ora, la curva K (insieme con L) ¢ generala dai duc fasci projet—
tivi (U, V',...), (U, V,...) nel secondo de’ quali tutle le curve hanno un punto dop-
pio in o; dunque (in virtir del teorema Introd. 52, ove si faccia r = 0, r=2)
le tangenti di K in o sono le langenli‘della curva V del sccondo fascio la quale
corrisponde a quella curva V' del primo che passa per 0.

Siccome V appartiene al fascio (VL, VL), cosi le due tangent di K in o sono
raggi coniugali in una involuzione q dratica nella quale le tangenti di V sono con-
iugate fra loro, e la langente di V' ¢ coniugata con R (Introd. 49.)

Dimostrazione del teorema fondamentale per le polari miste.

5. Lemma 1° La polare (*) di un punto qualunque passa pei punti doppi della
curva fondamentale (Introd. 16).

Lemma 22 Le polari di un punto fisso rispetto alle curve di un fascio formano
un altro fascio (Introd. 84 a).

Lemma 3° S¢ la curva fondamentale ¢ composta di una retta e di un’ altra
curva, ¢ se il polo ¢ preso in ques
desima ¢ della pol

a relta, la polare ¢ composta della retta me-
ativa alla seconda curva (Questa proprie
i ¢ dal teorema Introd. 17).

Lemma 4° Se per gli n* punti

o1

consegue dalla

definizione delle pola

n cui una curva d'ordine n & incontrata da n
relle passanli per un punto o, si deserive un’ altea curva dello stesso ordine, il
punto 0 ha la stessa polare vispetto alle due curve (Infatti le polari di o rispetia
alle due curve hanno n — 1 punti comuni sopra ciaseuna delle n rette date).

6. Sia ora data una curva (fondamentale) C, dordine n, ¢ siano 0,0 duc
punti qualisivogliano dati. Indichiamo con P, la polare di o

ispetto alla polare di 0
ed analogamente con Py, la polare di o' rispetto alla polare di o; dimostreremo che
P,. ¢ Py, coincidono in una sola ¢ medesima curva.

Si conduca per o' una retla arbitraria R, e sia J, il fascio della n vette con-
dotte da o alle n intersezioni di G, ed R. Le alwe n(n — 1) intersezioni dei luo-
ahi C,J, giaceranno tutte (Introd. 43 b) in una curva C,_, d'ordine n — 1. Sie-
come C, appartiene al fascio J. 5 RC,_,), cosi la polare di o' rispetto a C, ap-
parterri (lemma 2°) al fascio (ga_s» RT.a)y OVE 50y & il fascio di n — 1 rette
concorventi in o che costituiscono la polare di o' rispetto a J, (Introd. 20), e T',_, é
la polare di o' vispetto a C,_,: la qual curva I',_, accoppiata con R forma la po-
lare di o vispetto al luoge RC,_, (lemma 3°). Dal lemma 4° poi segue che la enr-
lra cosa che la polare di o rispetto ad RV, _,, epperd essa passa
per le n— 2 intersezioni di Ty ed R (lemma 1°).

Da ¢io che G, passa per le n* intersezioni dei luoghi J, ed RC,_,, segue an- .
cora (lemma 4°) che la polare di o rispetto a C, coincide colla polare di o rispetto
ad RC,_, , cpperd passa per le m — 1 intersezioni di C,_, ed R (lemma 1°). La
carva P, passeri adunque per gl n — 2 contri armonici del sistema formato dalle
sidetle n — 1 intersezioni, rispolln:\uvlr polo o5 cioé P pi ra per gli n — 2
punti in cui R osema U,

va P, non ¢

intenda sempre prima polare.
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Da cio si raccoglie che le polari miste P,,, P, hanno n—2 punti' comuni S0-
pra una (rasversale condotta arbitrariamente pel punto o'. Dunque esse non sono
altro che una sola ¢ medesima curva 4’ ordine n— 2.

7. Abbiansi ora nel piano s -+ 1 punti qualisivogliano o, o', 0',... 0, ¢ si in-
dichi con P,y la polare di o rispetlo a P,y con Poggrom la polare di o rispelto
a P, ccc. Dal teorema ora dimostrato segue manifestamente che la polare Py
rimane la stessa curva, in qualunque ordine siano presi i poli 0, 0y 0’y o', Se
poi si suppone che r di questi punti coincidano in un solo.o, ¢ che gli alri

v+ 1 —r=r"si riuniscono insicme in o', avremo il teorema generale:

Per una qualsivoglia curva fond tale , la polare (r)™ di un punto o i
spetto alla polare ()™ di un altro punto o coincide colla polare (r')™ di o ri-
spetto alla polare (r)™* di o

Sui punti doppi delle curve di un fascio.

8. Le curve di un.dato fascio d’ ordine n abbiano un punto (r)"* e comune, ¢
siano 0, 0" due punti fissali ad arbitrio nel piano (Introd. 88). Le polari di o ri-
spetto a quelle curve hanno in o un punto (r)?"* colle stesse tangenti delle curve
date, e queste langenti formano un’ involuzione di grado r. Invece le polari di o
hanno in o un punto (r— 1)7, ¢ le loro langenli sono aggruppate in un’ involu-
zione di grado r — 1. Le due involuzioni sono projettive ed un gruppo qualunque
della seconda & (Introd. 74) la polare di o rispetto al fascio di reue costituenti il
corrispondente gruppo della prima.

1 due fasci di polari di o ed o, essendo projettivi, generano una curva 4’ or-
dine 2 (n — 1), la quale ha in 0 un punlo (2r — 1)P° ¢ per langenti i raggi co-
muni alle duc involuzioni i quali sono evidentemente la retta 0o’ ed i raggi doppi
dell’ involuzione di grado r (Introd. 19).

Analogamente le polari di o ed o' generano un’ allra curva d ordine 2 (n — 1),
passante 2r — 1 volte per o ed avenle ivi per tangenti la retla 00" cd i raggi doppi
dell’ involuzione di grado r.

Per tal modo le due curve d'ordine 2 (n -— 1) hanno in 0 un punto (2r—1)"
¢ 2 (r — 1) tangenti comuni: epperd il punto o rappresenta (2r—1)*+2(r—1)
intersezioni delle medesime. Siccome poi-o tiene anche le veei di 7* punti-base del
fascio delle polari di'o, ¢ siccome (2r —1)’~+ 2(r —1) — r=(r—1)(@3r+1),
cosi:

Se le curve di un fascio hanno un punto (ry’** comune , questo equivale ad
(r—1) (3r + 1) punti doppi del fascio medesimo.
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9. Supponiamo ora che le curve del fascio dato abbiano, nel punto (r)P** o, an-
che le r tangenti comuni: nel qual caso una di quelle, chiamisi C,y v r+4-1
rami incrociati in o (Introd. 48). V

Le polari di o0 hanno un punto (r) in 0; ma la polare relativa a G, passa
» =+ 1 volte per questo punto. Il medesimo punto ¢ maltiplo secondo » — 1 per
le polari di o, ad eccezione di quella che ¢ relftiva a C,, la quale ha r rami in-

crociati in 0. 1 due fasci di polari essendo projeltivi, generano una curva dordine
2 (n — 1) con un punto (2r)" in o (Introd. 51).

Aunalogamente le polari di o ¢ di o' generano un’ altra curva dello stesso or-
dine, avente anch’essa 2r rami incrociali in o: ond’ @ che questo punto fa le veci
di 4r* intersezioni delle, due curve d'ordine 2 (n — 1). D" altra parie o rappresenta
¥~ r punti-hase del fascio delle polari di o (Introd. 32); dunque in o sono riu-
niti 3r*— » punti doppi del fa

o dato.

o .

10. Se delle tangenti comuni alle curve date in o ve ne sono s coincidenti in
una retta R, questa toecherd in o (Introd. 74) s vami di ciascuna polare di o
ed s— 1 rami di ciascuna pofare di o' e di o: quindi anche ciascuna delle  due

curve d'ordine 2 (n — 1) avrd in o un numero s — 1 di tangenti riunite in R.
In questo easo adunque, il punto o rappresenta Ar*+ s — 1 intersezioni delle due
curve suaccennate. Ossia: :

Se le curve di un fascio hanno uno stesso punto ()P ed in questo tutte le
tangenti comuni, delle quali ve ne sia un numero s di coincidenti in una retin
unica, quel punto tien luogo di v(3r — 1)+ s —1 punti doppi del fascio.

Ed in particolare, se s=r, cio¢ se tute le tangenti coincidono in una sola
vetta, il punto multiplo comune equivale a 3r*—1 punti doppi del fascio.

11. Si supponga invece che una sola curva C,, tra quelle del dato fascio, passi
» volte per un punto o cd ivi abbia s tangenti riunite in una retta R. Allora la po-
lare di o rispetto a G, avrd r rami incrociali in o colle stesse tangenti di C,. E
la polare di un punto qualunque o' rispetto alla medesima curva G, avrd in o un
punto (r — 17 con s— 1 langenti coincidenti in R. Quindi i fasci delle polari
di 0 ¢ di o' genercranno una curva d’ordine 2 (n— 1), avente un punto (r—1)"
in 0 ed s —1 tangenti viunite in R (Introd. 51 g). Una curva analoga colle stessc
propricta sard gencrata dalle polari di o ¢ da quelle di un altro punto qualunque o'
¢ per queste due curve d'ordine 2 (n — 1) il punto o terrd luogo di (r—1)*s -1
intersezioni; dunque

Se in un fascio vi ha una curva dotata di un punto (r)P* con s tangenti
coincidenti, questo punto fa le veci di (r—1)* +s—1 punti doppi del fascio.
12. Sec il punto o, che ¢ (r)”* per C,, appartiene anche (come punto sem-

plice) alle alire curve del dato fascio, le quali in tal caso avrauno ivi un contalto
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(7)<, le polari di o passano tutle per 03 epperd in questo punto si taglierau-
no r rami di ciascuna delle curve dordine 2 (n— 1) generate dai fasei di polari.
Ne segue che quesie curve hanno s —1 intersezioni coincidenti in 0. Ma in
questo punto sono anche riuniti punti-hase del fascio delle polari di o dunque:
Se una curva di un fascio passa T volte per uno de’ punti base ed ha ivi s
tangenti riunite , quel punto tien luogo di r(r—1)—+3 — 1 punti doppi del
fascio.

Sulle reti geometriche d’ordine qualunque.

13. Una rete di curve d'ordine n (Introd. 92) ¢ dessa in gencrale una rete di
prime polari ? Siccome una rete ¢ determinata da tre curve, cosi & da ricercarsi se,
date tre curve A, Ao, A; d'ordine n ¢ non ‘apparienenti ad uno stesso fascio, sia
possibile di determinare tre punti a,, a,, a; (non in finea retta) ed una curva d'or-
dine 1+ 1 rispetto alla quale le tre curve date siano le prime polari di a,,a,,a;

La curva fondamentale ed i e poli dipendono da 3 (n + 1) (n+ 4) + 6
condizioni : mentre sc si domanda 1" identitd delle tre curve date colle polari dei
tre punti, bisognera sodisfare & 2n (0 + 3) condizioui. La differenza (n—2) (n+4)
di questi numeri & nulla soltanto per n = 2. Eccetlnato adunque il caso di n=2,
una rete di eurve mon ¢ in generale una rete di prime polari.

14. Consideriamo pertanto una rete affatto generale, la quale sia individuata da
e curve A,y A,, Ay d'ordine n; ¢ sia A, un’ altra eurva della rete, tale che tre
qualunque delle quattro curve Ao A, A, A; non appartengano ad uno stesso fascio.
Fissiamo ad arbitrio nel piano qualtro punli @, @, @, @3, ¢ qualunque dei quali non
siano in linca rella, e consideriamoli come corrispondenti alle quattro curve anzi-
dette. Gid premesso, i punti del piano e le curve della rete si possono far corri-
spondere fra loro, in modo che a punti in linca retta corrispondano curye di un fa-
scio ( projettive alla punteggiata ). Se consideriamo dapprima una retta che unisca
due de’ punti dati, per ¢s. @,a,, la projettivitd fra i punti della retta a.@, € le
curve del fascio A A, sard determinata da

condizione che ai punti @, @, corri-
spondano le curve Ay, A, cd al punto d'intersezione delle retle a.a, . 6.3 corri-
sponda la_curva comune ai fasei AoA,, A,A;: poste le quali cose, ad un altro punto
qualunque di a,a, corrisponde affatto individuata del faseio A, -
Ter una retta qualunque R, ai punti in cui essa ¢ segata da tre lati del qua-

una curva

drangolo a a,a,a; corrispondono tre eurve gia delerminate in cio che |u'm‘ed(-, Ie
quali apparterranno necessariamente ad uno stesso fascio : quindi ad un (uarto punto
qualsivoglia in R corrisponderd una determinata curva del fascio medesimo; ¢ vi—
ceversa. — E la curva A corrispondente ad un dato punto @ si troverd considerando

S,

questo come_ I intersezione di duc rette (che per semplic

si potranno condurre vi-
spettivamente per due de’ punti dati) cd assumendo la curva comune ai due fasci
relativi alle rette medesime.

15. Per tal modo ad un punto a corrisponde una certa curva A della rete
(comune a tutli i fasei relativi alle reue che

passano per a), e vicevers ad una
curva A della rete corrisponde un punto individuato @ (comune a tulte le retle i
cui fasci corrispondenti contengano la curva A).

Tuite le curve della rete che passano per uno stesso punto a formano un fa-
scio, epperd corrispondono ai punti di una eerla retta R; ¢ reciprocamente quesiy
retta contiene i punti corrispondenti a quelle curve della rete che pas n'pn-r cerlt
W punti fissi, uno de'quali ¢ a. Onde possiamo dire che ad un punto qualunque a
corrisponde una certa retta R (lnogo de’ punti le cui eurve corrispondenti A pas-
sano per a); ma viceversa ad una relta R, fissata ad arbilrio , corrispondono n*
punti (costituenti la base del fascio delle curve A corvispondenti ai punti di R).

Dunque ad un punto del piano corrispondono una curva A della rete ed una
retla, ¢ viceversa ad una curva della rete corvisponde un punto individuato, men-
tre ad una retla corrispondono n* punti. E dalle cose precedenti segue :

Se la curva A di un punto a passa per un altro punto @', viceversa la retta
R di d passa per a; c reciprocamente.

16. Quale ¢ il luogo dei punti che giacciono nelle rispellive curve A, ovvero
(¢cid che ¢ la medesima cosa, in virti del teorema precedente) nelle corrispondenti
velte R? Sia T un’ arbitraria trasversale: ad un punlo @ di questa corrisponde
una carva A che sega T in n punti a'. Viceversa, se si prende ad arbitrio in T
un punto @', le curve A passanti per @' corrispondono ai punti di una relta R, che
incontra T in un punto a. Cio¢ ad un punto a corrispondono n punti a', e ad un
punto @' corrisponde un punto a; epperd la trasversale T contiene n + 1 punti del
luogo di cui si tratta. Dunque:

Il luogo di un punto situato nella corrispondente curva A ¢ una curva K
d’ordine n + 1.

Quale & I'inviluppo delle rette R che contengono uno de’ loro panti corrispon-
denti? Sia a un punto arbitrario; le relle passanti per a hanno i loro punti cor-
rispondenti situali nella curva A del punto a, la quale sega la curva K (del teo-
rema precedente) in n (n—+ 1) punti; ciascuno de’ quali corrisponde alla retta R che
lo unisce ed a. Dunque:

L’inviluppo di una retta R che passi per uno degli n* punti che le corrispon-
dono ¢ una curva H della classe n (n —+-1).
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{i punto a apparterrd ad H, sc due di quelle retie che uniscono @ alle inter-
sezioni di A ¢ K coincidono, cioé sc A tocca K; dunque:

La curva H ¢ Uinviluppo delle rette R che corrispondono ai punti della cur-
va K, ed ¢ anche il luogo dei punti ai quali corrispondono curve A che toc-
chino K.

Quando le curve della data rete sono le prime polaride'loro punti corrispon—
denti rispetto ad una curva fondamentale, in - questa coincidono insieme le  due
curve H ¢ K. .

17. Ma anche nel caso piii generale sussistono quasi tutte le proprieta dimo-
strate nell’ Introduzione per un sistema di prime polariz anzi rimangono invariate le
stesse dimostrazioni; ¢ cio perché quelle proprieta ¢ quelle dimostrazioni in massima
parte dipendono non gid dallaconnessione polare delle curve della rete con una curva
fondamentale, ma piuttosto dalla determinabiliti lineare delle medesime per mezzo
di tre sole fra esse. Cosi si hanno i seguenli enunciali, che sussislono per una rete
qualsivoglia ¢ si dimostrano col soccorso della definizione delle reti e dei teoremi
superiori (13, 16).

Se un punto percorre una curva G, d’ordine m, la corrispondente retta R in-
viluppa una curva L della classe mn, che ¢ anche il luogo di un punto al quale
corrisponda una curva A tangente « C,. Se C,, non ha punti multipli, Vordine
di L ¢ m(m + 2n—3); ma questo numero ¢ diminuito di r(r—1) +s — 1
se G, ha un punto (r)™ con s tangenti coincidenti.

Da questo teorema segue che il numero delle curve A che toccano due curve

C,,, C,s & cguale al numero delle intersezioni delle due corrispondenti curve L, gli
ordini delle quali sono conosciuti.
Alle cuspidi di C,, corrispond le tangenti i ie di L, e siccome si co-

nogeono cosi di questa curva la classe, l'ordine ed il numero de’ flessi, si potranno
determinare, per mezzo delle formole di Priicken, i numeri de’ punti doppi, delle
tangenti doppie ¢ delle cuspidi della medesima curva L. Questi numeri poi espri-
mono quante curve A hanno un doppio contallo con €, (uantc un contallo tri-
punto colla siessa €, , cee. (Introd. 103).

18. Il luogo di un punto p le cui vette polari relative alle curve A della rete
passino per uno stesso punto o ¢ una curva dell’ ordine 3 (n — 1), che si puo
chiamare la Hessiana o la Jacobiana della rete , e che puo cssere definita anche
come il luogo dei punti di contatto fra le curve della rete, o il luogo dei punti
doppi delle curve medesime (Introd. 90 a, 92, 95).

Il luogo di un punto o nel quale si seghino le rette polari di uno stesso pun-
to p, rispetto alle curve della rete, ¢ una curva d’ordine 3 (n — 1)%, che si puo
chiamare la curva Steineriana della rete (Introd. 98 a).
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Quindi ad ogni punto p della Jacobiana corrisponde un punto o della Steineria-
na, e reciprocamente: ¢ Linviluppo della rewta po, la quale tocea in p tutte le curve
della rete che passano per questo punto, ¢ una curva della classe 3n (n — 1) (In-
trod. 98 D).

Il luogo di un punto a al quale corrisponda una curva A dotata di un punto
doppio p ¢ una curva S dell’ordine 3 (n — i

La curva I coincide colla Steineriana quando le curve A sono le prime polari
de’ punti corrispondenti, rispetto ad una curva fondamentale ({ntrod. 88 d).

La retta R che corrisponde al punto p tocca (Introd. 118) in a la curva X;
ossia:

La curva 3 é Vinviluppo delle rette R che corrispondono ai punti della Ja-
cobiana.

Di qui si pud immediatamente concludere la classe della curva X, non che le
singolaritd della medesima, ¢ si avranno quindi le formole (Introd. 119-121) espri-
menli: quanti fasci vi siano in una data rete qualsivoglia le curve de’ quali si toc-
chino in due punti distinti, o abbiano fra loro un contatto tripunto; e quante cur-
ve contenga la rete le quali siano dotate di due punti doppi o di una cuspide.

19. E qui giova notare che quelle formole presuppongono la Jacobiana sprov-
veduta d’ogni punto mulliplo. Ma ¢ ben facile di assegnare le modificazioni che su-
birebbero i risultati desimi quando la Jacobi avesse punti multipli.

Se le curve di una rele hanno d punti comuni con tangenti distinte, ed altri k
punti comuni ne’ quali csse si tocchino, la Jacobiana avra (Introd. 96, 97) in cia-
scun di quelli un punto doppio, ed in ciascun di questi un punto triplo con due
tangenti coincidenti nella tangente comune alle curve della rete. Ne segue che quei
punti cquivalgono a 2d -+ 4k i ioni della Jacobi con una qualunque delle
curve della rete, cpperd (Introd. 118 b) la classe di = sara 3

3n (n—1) — 2d — 4k

Supponiamo poi che, astrazione fatla dai punti comuni alle curve della rete, la
Jacobiana abbia altri d punti doppi ¢ z cuspidi. Allora (Introd. 103) I’ ordine del
luogo di un punto a cui corrisponda una curva A tangente alla Jacobiana sari

3(m—1)(5n—6) —2(d+ 3 — 3z —Tk;
epperd il numero dei flessi di 3 sard (Introd. 118 d)
3(n—1)(4n —5)—2(d +9) — 3z — Tk,

donde si concluderanno poi, colle formole di Puiicker, le altre singolarita della curva.
2
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Se le curve della rete avessero un punlo (r)?* comune , il medesimo sarebbe
multiplo secondo 3r — 1 per la Jacobiana. Siccome poi dn faseio qualunque della
rete conterrd, olire a quel punto, solamente alri 3 (n—1)— (r — ‘l) (3'r + 1)-
punti doppi (8) , cosi I'ordine di S subira in questo caso la diminuzione di
(r — 1) (3r + 1) unita (Introd. 88 d) ecc. * !

90. Se una curva G, sega la Jacobiana in 3m (n—1) punti 2 Ala curva b
toccherd e’ corrispondenti 3m (n—1) punti @ il luogo L dei punti ai quali cor-
rispondono curve A tangenti a G, (Introd. 122). Ecc. ecc.

Sulle reti di curve di second’ordine.

21. Data una rete di coniche, consideriamole come polari relative ad una curva
di terz’ ordine incognita, e cerchiamone i poli. Siano A,, A, A; wre coniche della
rele, non circoscrille ad uno stesso quadrangolo : ¢ si supponga, cio che evidente-
mente ¢ lecito senza punto scemare la generalita della ricerca , che A,, A, _siano
due paja di retie rispeltivamente incrociate in 0, 0,3 ed Ay passi per questi dl.;e
punti. Sia poi o5 il terzo punto diagonale del (uadrangolo formato dalle qualtro in-
tersezioni di A, A,; e si chiamino a,, @, a3 i poli-incogniti delle tre coniche. Sic-
come la retta polare di a, rispello ad A, dee coincidere (6) colla retta po{al‘c dia,
vispetto ad A, , cosi tale polare sari necessariamente la retla 0, 0,5 €ppero Gy, G,
saranno rispetlivamente situali in 0,03, 0,0, La polare di a, vispello afl Aa_ dev"cs-
sere anche la polare di as rispetlo ad A,, dunque passerd per 0.: cio¢ @, giace
anche sulla tangente ad A in 0, Analogamente a, ¢ silualo nella tangente ad Asg
in o0,

Trovali cosi @,, @, , SIaN0 0@y 5 039 le lore polari rispetto ad Aj: quesle retle
zione della

saranno anche le polari di a3 rispetto_ ad A, A, dunque a3 ¢ I'inters
coniugata armonica di 0,9, rispetto alle due rette A,, colla coniugata armonica di 0,0,
rispetto alle due rette As.

Ed ora si potra costruire il polo a di qualunque altra conica A della rete: in-
faui il punto a sard, rispetlo ad A,:, il polo di quella retta che ¢ la polare di aq
rispetto ad A,

Viceversa, dato un punto a, si potri determinare la sua coniza polare Ay per es.
nel seguente modo. Si cerchi la relta R che unisce i poli di duc coniche della rete
pass:\nﬁ per a. La conica richicsta A sard guella rispetto alla quale a ¢ il polo
della reuta R.

Ed ecco come si possono determinare le intersezioni della cubica fondamentale
con una trasversale qualunque T. Se z ¢ un punto in T, la sua conica polare
sega T in due punti &' Viceversa, se si prende in T un punto ', le coniche po-

fari passanti per z' hanno i loro poli nella retta polare di questo punto, la quale
seghera T in un punto z. Quindi le coppie di punti &' formano un’ involuzione
(quadratica) projettiva alla serie semplice de’ punti z. 1 tre punti comuni alle due
serie sono quei punti di T che giacciono nelle vispeltive coniche polari, cioé sono
i punti ove la cubica fondamentale ¢ incontrata dalla trasversale T.

99. Veniamo ora a casi particolari ¢ supponiamo che nella rete vi sia una conica
consistente in una retta P presa due volte: conica che indicheremo col simbolo P*.
Se anche in questo caso le coniche della rete formano un sistema di polari, ciascun
punto della retta P dev’essere il ‘polo di una conica dotata di punto doppio (In-
trod. 78), ma d'altronde le coniche polari dei punti di una retta formano un fascio:
dunque nella rete vi dev’ essere un faseio di coniche tulte dotate di punto doppio.
re che un fascio di coppie di rette in involuzione: ed i
raggi doppi, Q, R, daranno due nuove coniche Q?, R* della rete. Siccome ogni
punto di P & polo di una conica avente punto doppio in QR, viceversa il punto QR
sari il polo della conica P*. Donde segue (Introd. 79) che le retie P, Q, R formano
an Wrilatero, ciaseun lato del quale preso due volte costituisee la conica polare del
vertice opposto.

Queste tre coniche

Un tal fascio non pud ess

® (%, R?, in causa della loro speciale natura, non bastane
per individuare wtto il sistema dei poli: cio¢ qui il problema di trovare la curva
fondamentale rimane indeterminato. Esso diverra determinalo se per un’alira conica
della rete (che non sia un pajo di retie) si assume ad arbitrio il polo (fuori delle
rette PQR).

La conica della rete che debba passare per due punti dati 0, o' si delermina
col metodo ordinario (Introd. 77 a). La conica del fascio (P%, %) che passa per o
& un pajo di rette formanti sistema armonico con P, Q. ¢ cosi pure la conica del
faseio (P%, R?) passante per o & un pajo di relte coniugale armoniche rispetto alle
due P, R. Queste due coniche intersecandosi determinano un quadrangolo completo,
il cui triangolo diagonale ¢ PQR. Ora la coniea richiesta ¢ quella che passa pei
vertici di quesio quadrangolo ¢ per o' ; dunque, per cssa, PQR ¢ un (riangolo
coniugato. Gio¢ tutle le coniche della rete sono coniugate ad uno stesso triangolo
(¢ per consey la cubica fond le ¢

juianarmoniea)

Di qui risulta che la rete non pud conlenere una quarta conica che sia una
retta presa due volte. Cid ¢ anche evidente perché una tal retta farebbe necessa-
riamente parte della Hessiana la quale, essendo mna linea del terz’ ordine, non pud
contenere pitt di tre rette.

23. Supposta. adunque 1 esistenza di una conica P* in una rete di coniche,
affinché queste siano un sistema di polari, ¢ d’uopo che i punti di P siano poli di
coniche consistenti in coppie di retie d’un fascio in involuzione. Se questa involuzione

»
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lia due raggi doppi Q, R, distinti fra loro ¢ dalla retta P, otteniamo il caso or ora
considerato (22). Supponiamo ora invece che i due raggi doppi coincidano, ossia
che tutte le coppie anzidelle abbiano una relta comune Q: in questo caso, de’tre
lati del wilatero PQR due, QR, coincidono, epperd la Hessiana constera della retta
() presa due volte ¢ della reta P. (Si oltienc questo medesimo caso se uno de’rag-
«i doppi dell’ involuzione, supposti distinti, coincide colla retia P).

I punti di Q sono poli di coniche consistenti in coppie di retle coniugate ar-
monicamente con PQ; ed i punti di P sono poli di coniche composte della retla
fissa () e di una retla variabile intorno ad un punto fisso o di Q. It punto PQ,
appartenendo ad entrambe quelle vette, sard il polo della conica Q*; ed il punto o,
doppio per le coniche polari de’ punti di P, avrd per conica polare P*. Si vede an-
¢he facilmente che, come ncl caso precedente i punti QR, RP, PQ erano i poli delle
rette P, Q, R rispetto a tutte le coniche della rete, cosi nel caso altuale i punti 0
¢ PQ sono i poli delle rette P, Q relativamente a tutte le coniche della rete.

Da cid che precede si raccoglic che tutte le coniche della rete toceano Q nel
punto PQ, e siccome questo punto ha per polare la conica (%, cosi la cubica fon-
damentale aved una cuspide nel punto PQ colla tangente Q. E Ia reta P (che nel
caso precedente , piit generale , contencva we flessi della cubica) nel caso atluale
congiunge la cuspide al flesso (unico) della curva fondamentale. La conica polare
del flesso & composta della retta Q e della tangente stazionaria: quindi il punto o
¢ T'intersezione della tangente cuspidale colla langente slazionaria.

94, Pud aver luogo il caso ancor pil particolare che tulli ¢ tre i lati del tri-
angolo coniugato PQR coincidano in una sola retta P. Allora ¢ chiaro che ogni
punto di P sard il polo di una conica composta della stessa retta P e di una se-
conda retta variabile intorno ad un punto fisso o di P; ¢ questo punto o sard il
polo della conica P*. Ne segue che tutte le coniche della rete hanno fra loro un
contalto tripunto in o colla langente P; ¢ che tuii i punti di questa rella appar-
tengono alla cubica fondamentale, la quale risulta composta della retta P e di una
conica langente a P in o. .

Naturalmente la Hessiana ¢ in questo caso la retta P presa tre volte.

95. Le considerazioni precedenti manifestano che allorquando la rete conticne
una conica P?, 0 duc coniche P, Q?, affinch¢ quella ammetta una cubica fondamen-
\ale, ¢ necessario che le coniche della rete si possano risguardare come coniugate
ad uno stesso triangolo di cui i tre lati o due soltanto coincidono insieme: ossia &

necessario che, nel primo caso, tutle le coniche della rete abbiano fra loro un con-
tatlo tripunto colla tangente comunc P; e nel secondo caso, che le coniche della
rete tocchino una delle rette P, Q nel punto comune a queste , ed abbiano rispello
all’ altra uno stesso polo fisso.

) Ma se la rete contiene una o due coniche consistenti in un pajo di retie coin-
cidenti, e non sono sodisfatte le dette condizioni, le coniche della rete non costi-
tuiscono un sistema di polari. Cid ha lnogo per ¢s. se la rete & individuata da una
conica P? e da due coniche che non seghino P negli stessi punti; se la rete ¢ for-
mata da coniche seganti una retta P in due punti fissi e rispetto alle quali un'al-
lr_u punto fisso di P abbia per polare una retta data; se la rete contiene due co-
niche P?, Q* ed un’ altra conica qualunque non passante pel punto PQ; ece. Nel
primo di questi casi la Jacobiana ¢ composta della retta P e dii una conica che se-
ga P ne’ due punti coniugati armonici rispetto alle coniche della rete ; nel secondo
caso la Jacobiana contiene duc®volte la retta P ed inoltre quell” alir:
che & polare di un punto di P rispetto a tutte le coniche della rete;
la Jacobiana ¢ composta delle due rette Py ¢ della cor
conica della rete che ¢ tangente a P e Q.

Coneludiamo pertanto che il problema « data una rete di coniche, (rovare una
cubica rispetto alla quale le coniche siano le polar

refla dala

nel lerzo caso
a di contalto di quella

i dei punti del piano » ammelte
una (una sola) soluzione sempre allorquando nella rete non vi sia aleuna conica che
consista in due rette coincidenti. Se di tali coniche ve n'¢ una sola o ve ne sono
due, il problema ammette o nessuna soluzione , 0 infinite soluzioni: e vi sono infi—
nite soluzioni anche nel caso che

it rete conlenga tre di quelle coniche eccezionali.
Nei casi in eui il problema ¢ indeterminato, ¢
are ad arbitrio il polo di una conica della rete.

cuna soluzione ¢ individuata col

Sulle curve di terz’ ordine.

26. Sia 7 un flesso di una data curva di terz' ordine ed T Ja retta polare ar—
monica di 7. Siccome due tangenti della curva i cui punti di contatto siano in li-
nea retta col flesso ¢ concorrono in un punto m della retta I ¢ formano sistema ar-
monico colla mé ¢ colla medesima 1 (Introd. 139 a), cosi:

Le sei tangenti che si possono condurre ad una cubica da un punto della po-
lare armonica di un flesso sono accoppiate in involuzione, in modo che la corda
di di due tangenti iigate passa pel flesso (*).

E siccome

le polari armoniche dei flessi sono le medesime per tutte le cubiche
getiche alla data, cosi

Dato un fascio di cubiche sizigetiche, se da un punto della polare armonica
di un flesso si tirano coppic di tangenti alle cubiche in modo che la corda di

(*) Giornale di matematiche, t. 2, pag. §% (Napoli 1854).
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contatto passi sempre pel flesso suddetto, quelle infinite coppie di tangenti formano
un” involuzione, i cui raggi doppi sono la retie condotta al flesso ¢ la polare ar-
monica.

Siano m,m,m; tre punti presi ad arbitrio e rispettivamente nelle polari armo—
niche di tre flessi 123 situati in linea retta. Condotle per ciascuno de’punti m,m,m;
due tangenti alla cubica i cui punti di contalto siano in linea retta col flesso cor-
rispondente, siccome le tre corde di contatto segano la curva in tre punti 123 che
sono in una retta, cosi le allre sei intersezioni, cio¢ i punti di contatto delle sei
langenti, giaceranno in una conica (Introd. 39 a).

Se r ¢ un vertice di un trilatero rryry sizigetfeo alla cubica data, per r passano
le polari armoniche dei tre flessi situati nel lato opposto (Introd. 142). Dunque le
sei tangenli che si possono condurre da r alla cubica sono accoppiate in involuzio-
e in lre maniere diverse: a ciascuna di queste maniere corrispondono come raggi
doppi la retla che congiunge 7 ad uno dc’ tre flessi ¢ la relativa polare armonica.

Conducendo per un flesso @ situalo in r,r, una trasversale qualunque, il coniu-
gato armonico di 7 rispetto alle intersezioni della trasversale con 77y, 172 ¢ sitnato
nella polare armonica di @ (Introd. 139). Ne scgue che le rr,, rr, sono coniugate
armoniche rispetto alla retta i ed alla polare armonica di i. Dunque i raggi doppi
delle tre involuzioni formate dalle tangenti che si possono condurre per » alla eu-
bica dala (ed alle altre cubiche sizigeliche) sono accoppiali pur essi in una nuova
involuzione i cui elementi doppi sono i lati rry, T del trilatero sizigetico. Ossia:

Tre flessi in linea retta € le intersezioni di questa reta colle polari armoni-
che dei flessi medesimi formano tre coppie di punti in involuzione (*).

£ noto (Introd. 132 ¢) che sc due tangenti ad una data cubica concorrono in
un punto della medesima curya , ciaseuna di quelle tangenti ¢ la relta polare del
punto di Contalto di contatto dell’ alira rispetto ad una cubica di cui la data ¢ la
Hessiana. E noto inolire (Introd. 148) che sc una rella locca una cubica in un
punto e la sega in un altro, le rette polari del primo punto , rispetto alle cubiche
sizigetiche colla data, passano tutte pel secondo punto. Ne segue che:

Le quattro tangenti che si possono condurre ad una cubica da un suo punio
sono le rette polari di uno qualunque de’ punti, di contatto rispetto alla cubica
medesima ed a quelle altre tre cubiche delle quali la data ¢ la Hessiana (*%).

Ora, il rapporto anarmonico delle rette polari di un punto rispetto qualtro curve
date di un fascio ¢ costante , qualunque sia quel punto

si ha dunque cosi una

#) Questa proprieti si rende evidente anche osservando che i* punto in cui la polare armonica di
i sega 1,7, @ conivgato armonieo di i rispetto agli altri due flessi situati nella medesima retta rc7a. Ne
segue ancora (Introd. .6) che ciascuno de'due punti r,r, combinato coi tre flessi situati nella retta ro7s
forma un sistema equianarMonico.

(+#) Educational Times, december 1563, p. 21§ (Tondon).
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nuova dimostrazione del teorema di Saiwon (Introd. 131), essere costante il rap-
" . k5 " e . o . §
porto anarmonico delle quattro tangenti che arrivano ad una cubica da un suo punto
qualunque.
27, x e S i 3

Nel piano di una data curva del terz’ ordine si immaginino condotte # <+ 1

trasversali che seghino la curva nelle n—+ 1 terne di punti
(v,030,) 5 (v30483),  (V50685) 5 ooe (Vanp i Vansaans):

Si unisea i ] 4 i

a il punto v,,_, al punto a, mediante una retta che seghi di nuovo la cur-

VA in v,,3. Sitiri la v y i i i
a3 bl‘ tiri la retta v,y che incontri ulteriormente Ia curva in a,; ¢ sia
Vpapy la tlerza inter

VAL g R " coll: » 1 H
one della curva colla relta v, 5a,. Conlinuando in- questo

mo i £ alre i i
do si otlerranno altre 3n trasversali contenenti le terne di punti

. o 5 g
(Vansa@iVanga) s (120,82 (Vansslalansg)y  (Vanp@alangs)y  (V4¥ss) s

(Vana5040an06) 5 +oor (Vgnalanlinaa)-

Ora dei 3 (2n + 1) punti 2,0, ...
ne della cubiea colle 2n + 1 relte

ina s Byy o @y, risultanti dall” intersezio-

(vv.a,),  (vyvgas),  (vs

s o (VangaVangatiansa) »

(VangiVansg@a) 5 (¥

Vi 6@5) 5 oo (Vs Vingalan) 5

ve ne sono 6n distribuiti sulle 2n retle

(Vanralani301) 5 (VanpqPaugs@a)y oo (Vgaliniaan—i) »

(120305) 5 (240585) 5 oo (V2uVanga@an) 5

mque gl altei tre punti v, a. si roveranr pur essiin in retta (In-
o o ivu, rovera : essioin i I

¥ npa@angy S anno - pu ssi in linea retta
trod. 44). Dunque: | 2

) _Se dei _3 (2n + 1) punti che sono i vertici e le intersezioni delle coppie di
ati opposti d’ un poligono di 4n -2 lati . ve ne sono 61 + 2 situati in una

curva di terz’ ordine, anche i rin U
) che il punto rimanente apparterrd
s {1, P pparterra alla  medesima

8 Nei i . T T
28. Nel piano di una eurva del terz’ ordine si tirino due trasve

- li che seghino

a curva nel erne di punti (v,v,a W,y , V@, INCONLTin
. ( P v,0,8,), (.wq‘wm:) Le du NP

curva di nuovo in w,, v, Per vy osiotiri ad arbilvio una trasvers le che seghi

() Questo teorema, generalizzazi i
a, seneralizzazione di uno notissimo dovul CELE cod. 13 ¢, mi
comunicatodleli, ‘prof. Butoscur. to a PoscELET (Zufred. tic, mi é stato
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la curva in (v3v,83); quindi congiunto w3 con s, si ollenga la terna (wy04a;)- Per
w, si conduca ad arbilrio una trasversale - che seghi la curva di nuovo nei punti
wsay, ¢ congiunto vy con Gy, si ollenga la terza intersezione vg. Si continui colla
stessa legge finche siansi ollenute le terne (VguV2nBous) 5 (Way WenBrn)- Con-
giungasi allora v,, con v, ¢ la retta cosi ottenuta incontri di nuovo la curva in a,,.
Ora, dei 671 punli 9,0, o Vaus Wity oo Wans Gyl e @,, , che risultano dall’ in-

tersecare la cubica col sistema delle 2n retle

(aw:8,) s (W85 e (WanaWarlians) >
(02038,) 5 (V40504 5 oo (V2uiBan) »
ve ne sono 6m — 3 distribuiti sulle 2n— 1 rette

(0028,) »  (030403) 5 -+ (VanmiVaulanna) »

(Waw3) 5 (WW5GE); -+ (WansWanalans) 5

epperd gli alri ure punti w,w,,a,, saranno pure in una retta. Cio¢ :

Se dei 6n punti che sono i vertici e le intersezioni delle coppie di-lat cor-
rispondents di due poligoni, di 2n lati ciascuno, ve ne sono 6n — 1 situati in una
curva di ters” ordine, anche il punto rimanente giacera nella medesima curva (*)-

(¥) Questo teorema ed il precedente somo stati enunciati da MéBius nel caso che la cubica sia il
sistemadi una conica e di una retta (Feraligemeinerung des Pascalschen Theorems, Giornale di CRELLE.
tom. 36, Berlin 1848, p. 219).
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SULLA TEORIA DELLE CONICHE.

Cuasies — Détermination du nombre des sections coniques qui doivent toucher
cing courbes données d’ordre quelconque. ou satisfaire a diverses autves con-
ditions (Comptes vendus, 107 février 1864). —*Construction des coniques qui

satisfont @ cing conditions. Nombre des solutions dans chaque question €. v

15 février). — Systémes de coniques, qui coupent des coniques données  sous

des angles donnés, ou sous des angles indéterminés, mais dont les bissectrices

ont des directions données (. v. T mars). — Considérations  sur la méthode
générale exposée dans la séance du 15 février. Différences entre cetle méthode
et la méthode analytique. Procédés généraux de démonstration (C. v. 2T juin,

4 et 18 juillet). — Questions dans lesquelles il y a licu de tenir compte des

points singuliers des courbes d’ordre supérieur. Formules générales comprenant

la solution de toutes les questions relatives auz coniques (C. r. 167 a0t ). —

Questions dans lesquelles entrent des conditions multiples, telles que des con-

ditions de double contact ou de contact d’ordre supéricur (C. r. 22 aoit).

1.

Da

una serie di coniche

selle a quaitro condizioni comuni, della quale si

sappia ¢ coniche passano_ per an pusto dato ad arbitrio, siocerchi il numero
delle coniche tangenti ad una retta data. I metodo che sembra essersi pel primo
offerio seometri per risolvere questo problema, ¢ il sexuente (%):

Si i

un punto o weliy et datag le pette polari dio o rispetto alle coniche
delia serie formano una curva di elasse . e tangenti delln quale incontreranno le

coniche eorvispondenti nei punti in cni queste sone foceate darelte passanti per o

Wkt ile 1005, . 7 Az . 2
L.t L ap P, pe 1T = Tadeoduzione o wni teoria geometrica delle

1
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Quindi il luogo di questi punti ¢ una curva d’ordine 3y, che passa x volte per o.
Le 2y rimaventi intersezioni di questa curva colla retta data sono i punli in cui
(uesta locca altrettante coniche della serie: epperd 2u & il numero domandato.

Ma che cosa ¢ veramente il numero 2y lrovalo in questa maniera? Esso ¢ il
numero delle coniche della serie per le quali i due punti d’intersezione colla retta
data coincidono. Ora quei due punti coincidono non solamente quando vi ha un’ef-
fettiva conica tangente alla retta data, ma anche qualora la conica sia un pajo di
punti : perché in lal caso la conica, risguardata come luogo, si riduce ad una relta
contala due volle, epperd le due intersezioni colla retta dati coincidonoiin un solo
punto.

E si noti che, siccome basta sodisfare ad una sola condizione affinché una
curva di scconda classe sia dofata di tangente doppia, cosi una serie di coniche con-
terrd in generale un certo numero di sistemi di duc punti, ossia di ‘due rette coin-
cidenli (coniques infiniment aplaties).

Bisogna adunque introdurre la considerazione di queste coniche eccezionali, se
si vuole arrivare alla vera soluzione del problema. Quando una conica ¢ una retla
contala due volte, con questa retta coincide la polare di qualsivoglia punto o; per-
¢id la retta medesima fard parte del lnogo d’ordine 3p. sopra accennato. Prescindendo
dai sistemi di due punti, il cui numero supporremo essere p, I'ordine del luogo
dei punti di contalto delle coniche della serie colle langenti per o, sara 3y — p;
e per conseguenza il numero v delle coniche loccate dalla retta data ¢

= 2 —

1l numero p dipende dalla natura delle quatiro condizioni comuni alle quali so-
disfanno le coniche della seric, e pud avere diversi valori per diverse serie, benché
dello stesso indice p (Per es. si le coniche circoscritte ad un triangolo e tangenti
ad una retta, che le coniche inscritle in un quadrilatero, formano una serie d’indice
p=2; ma nel primo caso si ha p= 0, e nel secondo p = 3). Questi numeri Py
dei quali ¢ funzione v, sono indipendenti fra loro ed entrambi necessari per la de-
finizione della serie : la quale vuol dunque essere designata non col solo indice p,
ma coi due numeri ¢ e p, quando nella ricerca delle coniche sodisfacenti ad una
quinta condizione dala, si vogliano eseluse le soluzioni corrispondenti a sistemi di
due rette coincidenti.

Correlativamente : una serie di coniche contiene in generale un certo numero di
coppie di rette (non identi). Una conica que della serie & toceata da due
rette concorrenti in un punto dato: ¢ se queste due retle coincidono, se ne conclude
che la conica passa pel punto dato. Ma la coincidenza avviene anche , qualungue

S

sia il punto dato, se la conica ¢ dotata di punto doppio. Dupque, se v ¢ il nu-
mero delle coniche della serie che toccano una relta data ad arbitrio, e se g ¢ il
numero dei sistemi di due rette incrociate (numeri mediante i quali la serie pud

essere definita) , il numero x delle coniche effettive della serie che passano per un
punto dato sara

u=2—q.
I numeri g, v, p, g essendo fra loro legati da due cquazioni lineari, due qualun-
que di essi possono servire come caratteristiche indipendenti per designare la serie,

E naturale di adottare due caratieristiche che si corrispondano correlativamente, co-
me g, v; ¢ cosi appunto ha fatto il sig. Cuasies che primo ha vedula la nceessiti
di definire una seric per mezzo di due variabili indipendenti. Allora le due
zioni superiori daranng

p=2p—v, q==2v—u

ciod faranno conoscere quante coppic di punli ¢ quante coppie di rette (cio¢ quante
coniche con langente doppia, ¢ quante coniche con punto doppio) esist

; ano in una
serie, le caratteristiche della quale siano 2y viocioé in

una serie tale che per un
punto arbitrario passino g coniche della medesima, ed una retta qualunque ne toc-
h

(g
2.
Le memoric del sig Cuastes contengono un grandissimo numero di tcoremi che
N ” 5 "
o J alla sol del problema: quante coniche di una serie

(& ¥) sodistanno ad una data condizione? Feeo qualche esempio.

Tegrema. 11 luogo di un punto la cui polare relativa ad una conica di una serie
(¢, ) coincida colla retta polare dello stesso punto rispetto ad una curva C,, d'or-
dine m, ¢ una curva dordine v, (m—1) +v.

Dimostrazione. Sia L una trasversale arbitraria, ed z un punto qualunque di L.
ALa rewta polare di x rispetto a C,, avra i suoi poli relativi alle coniche della serie,
sitypati in.una curva d’ordine v segante L in v punti z'. Se invece si prende ad ar-
in L un punto &', le reue 'polari di &' rispetto alle coniche formano una curva
Mella classe p, che ha u(m —1) tangenti comuni colla curva di classe m — 1 in-
‘\;‘qllqp%pala dalle rette polari dei punti di L relative a C,, (Introd. 81 a). Queste tan-
gepti determinano in L altrettanti punti z. Per tal modo ad un punto z corrispon-
sano » punti &', mentre ad un punto z' corrispondono i (m —1) punti z. Quindi L
,conterrd p (m — 1) +-v punti z coincidenti con uno de’ corrispondenti z': cio¢ que-
sto numero esprime l'ordine del luogo di cui si tratia.
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le rette polari
Se C,, ha un punto o multiplo secondo 7, e se L passa per o, Introd il;’l b);
Se G, i ; rva di sse m — r (Introd. »
> suoi punti relative a Gy, inviluppano una curva di classe 'm(k\ ind per o
X s“f“ pA luogo di p(r—1) intersezioni del luogo colla trasvers ’1 ; e
i I N : i de g
quindi ‘0. liow Q005 i del Tnogo. - poi facile vedere che le tangenti de uorog )
i) o o 0] 7 langentt di G,
lo rette costituenti le prime polari (relative al fascio delle | -;““m e
. o S R s i
- Qe toceano o le p coniche che passano  per f‘(llc‘O P o
delle o relle ¢ a s rami di C,, essa loccherd e (s — 1) rami de

passano v (r— 1)

chey sc una medesima retla toce
luozo (Introd. 73 ).

i ivi a s rami di G, le
la trasversale L passa pel punto multiplo o ed ivi tocea s rami di G, ,
Se la trasvers s

_ 1) (In—
i di L inviluppano una eurva della classe m : r-+1) ( .
in queslo caso pr intersezioni della vetta

vette polari de’ punt
wod. SLe (*)), eppero 0 rappresenta
col luogo.

( 14 che, 0 ad o 1040 1 a hanno
i ) ¢ 1 lu e la curva G,
Di qui segue ( ) lire g 0 (

m[s(m—1) + VJ”#["("'1)+S'_1]

i : 3 OV si indichi la classe
{i comuni, il qnul numero equivale a pn —=m; ove cnn' n il e
I""‘(“ ) Yi punti ove il luozo ¢ segato da C,, sono evidentemente
di C,,. Ora, B | )
1 ultima curva ¢ loccata da coniche della dala serie; dunque .
S i R s - .
4lu[\] serie (s, ¥) Vi SO0 pn =M coniche che toccano una data ¢
n una serie (% I
ine m ¢ di classe n- , ) .
llmeT ema. Il luogo di un punto tale che la normale in questo ad u :
. o ( i 1 i x rispetto ad una
iche d’uma serie (5 ) che vi passano, ¢ la retta polare di @ nspellI .
coniche dund e . N e -
- G d ordine m, si taglino sopra una retta fissa D, ¢ una curva dell’ol
curva G, d
1)p v . ) - .
" _;) )Ft «azione. Sia L una trasversale arbitra Preso in D un punto qmlsl
- .sso passano (*##%) 2u —+ v relte che sono normali ad altretlante coniche
e a, per e assa ! Jai il ] S
ql‘u » P in punti di L; e le retie polari dei piedi di queste nonmlyl, rl;;) i
ella serie, X 5 e | Py
‘(( i ; ano D in 2p v punti @' Invece in un punto arbitrario o' di Ls .
Gy inCONLE =t " ) Pt itaro 8 &
X ’~'*um Je rette polari (relative a C,) di m—1 punti di L (le mlust/,mm.( :
i pei quali passano s (m— 1) coniche della serie; ¢ ie normali

primapolare di @)s

—tedn—(r41] i

e —1— r—

(1 Nel passo qui citato dell Fufroduzione i deve lex
§ N r—t)—is—1) ed n—{r+s—1). v . -
04 —_ =Lr N - - : -
L anto o & multiplo secondo # per wia cursa e multiplo secondo ' per un :lnm c::du
*e S iy . 3 N " e " av
S B tocca in quel puato s rami della prima curva e o' rami della secon 1, weesdo
2.y .'\"::u riulnili in comzme colla fiima e (¥4 1) comuni colla sm-nnd_n; ‘u\ ques!;c |Ipn esi,
N Mg e 0 o e s interseaioni delle due eurse, secondo che sia 5 & od 35
rqm"."“) eeche Te normali alle e viche duna serie (+, +) nei. punti ove queste sono segate da una
(***) Pere
st foviluppano uwa cuna della classe 2 + .

-~

— 5 —

a quesle nei punli medesimi determineranno in D lo stesso numero p (m — 1) di

punti a. Dunque L contiene 2u + v + p (m — 1) = (m + 1) © =+ v punti del
luogo cercato : come si doveva dimostrare.

L’ ordine del luogo 'si pud stabilire anche osservando che esso passa u volte per
ciascuno de’ punti in cui D sega C,., ¢ passa inoltre pei p + v punti in cui D ta-
glia ad angolo retto altrettante coniche della serie (*).

Se C,, ba r rami incrociati in un punto o, ¢ se la trasversale L passa per que-
sto punto, la prima polare di @' avrd in o0 un punto (r — 1)P*, epperd seghera L
in altri m — r punti soltanto; d'ende segue che o lerrd le veci di w(r—1) in-
tersezioni del luogo colla trasversale: cioé il luogo avra in o un punto multiplo se-
condo p (*—1). Anche qui ¢ manifesto che le tangenti in o ai w (r—1) rami del
luogo sono le tangenti alle prime polari (relative a C,,) dei punti in cui D & se-

gata dalle normali (in o) alle i coniche che passano per o. Per conseguenza, sc (.
ha s ra

m
ami toceali in 0 da una slessa relta, questa tocchera s — 1 rami d’ogni prima
polare, cio¢ p (s — 1) rami del luogo.

Se la trasversale L tocea in 0 uno o pitt rami di C,,, essa incontrera la prima
polare d'ogni punto a' in alri m — r—1 punti: epperd L avra col luogo wr punti
comuni riunili in o.

Da tutto civ segue che, olre ad o, il luogo avra
mm+1)p+v] —ulrr—1)+s—1]

punti comuni con G,: fra i quali punti sono comprese anche le intersezioni di C,
con D, ciaseuna contata v volte. Messe queste da parte, i rimanenti

my—+ [m*—r(r—1)—(s — 1)]a ossia my+ (m +n)u
(ove m ¢ la clsse di C,) saranno i punti ove €, ¢ incontrata solto angolo retto
da aluettante: coniche della serie. Dupque:

In una serie (u,v) vi sono w(m + n) +vm coniche che incontrano sotto an-
golo retto (ovvero sotto un qualunque angolo dato di grandezza e di senso) una

data curva d’ordine m e di classe n.

3.

In tutti i teoremi del sig. Guastes si osserva questa importantissima proprieta,
che il numero delle coniche d’una serie (., v) che sodisfanno ad una data condi-

(*) Perche le tangenti condotte alle coniche d'una serie (1, ») ne’ punti in cui queste incontrano

una retta data inviluppano una curva della classe 4.

e
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zione ¢ sempre espresso da un binomio della forma ap ~+ v 5 ove a, i sono numeri
indipendenti da g, v, uno de’quali pud anche essere zero. A questo binomio I'illu-
stre geometra da il nome di modulo della condizione proposta.

Gio premesso, ccco in qual modo egli risolve i due problemi generali:

Trovare le caratteristiche della serie formata dalle coniche soggette a quattro
condizioni, ¢ moduli delle quali siano dati; .

Trovare il numero delle coniche che sodisf a cinque condizions, delle quali
i moduli sono dati.

Ben inteso le condizioni in discorso s'intendono affatto indipendenti fra loro.

Innanzi tulto notiamo che, se le quattro condizioni comuni consistono nel passare
per punti dali ¢ toccare rette date, le caratleristiche della serie sono conosciute ().
Per es. se le coniche passano per quattro punti dati, le caratteristiche sonop=1,

v=2, e se le coniche passano per tre punti e loccano una retla, le caralteristiche
sono p= 2, v = 4. Cid si esprime scrivendo:

(4p)= (1,2) , (3p,Ar) = (2, 4).
Ed inoltre si ha:

@p,2n) = (4 4), (p3)=(42), (@#)==1).

Ora, sc di una condizione, che indichercmo col simbolo Z, si conosce il mo-

dulo ap =+ (v, cid vuol dire che ay —+ {Bv coniche della serie (z, v) sodisfanno a quella:

dunque il numero delle coniche della seric (4p) sodisfacenti alla condizione mede-
sima sard « + 28: la qual cosa si esprime cosi:

N(4p, Z) = « + 2.
Ed analogamente:

N (3p,1r,Z) = 2« + 45, N (2p,2r,Z) = Aa + 45,

N (1p, 3r, Z) = 4+ 26 , N (4, Z) = 2a+f.

Cid torna a dire che le coniche passanti per tre punti e sodisfacenti alla condi-
zione Z formano una serie le cui caratteristiche sono « + 23 e 2 + 43: proprieta
la cui espressione simbolica sara la seguente:

(3p,Z) = (x + 25, %+ 49).

(*) Annali di Matematica, 8. V, p. 330.

e
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Analogamente :
(2p, 1r, Z) = (22 + A%, ha + 4D,
(1p, 2r, Z) = (4« + 4P, b« + 22) ,
(3r, Z) = (Ax + 28,22 + {).

Sia ora «,p -+ p,v il simbolo di una nuova condizione Z,; il numero delle co-
niche della serie (3p, Z) sodisfacenti alla medesima sara

o (a =+ 20) + 5, (22 + 40),
ossia:
N@3p, Z, Z,) = ax,+ 2 (a3, + «,f) + 436, ,
ed analogamente:

N (2p, n, L, L) = 2aa,+ b (o, + e + 436, ,
N (1p, 2r, 2, 2,) = hax,+ A (a6, + ) + 266,

N (3r,Z, Z,) = koo, + 2 (B, + ) + fin -

Donde segue:
(@PLL) = (2, + 2 (e a,6) - 486y, 2wyt 4 (o, ) +466.) o
(1pArL,2,) = (20 + 4 (o, f) + 435y, Aoz, 4 (af,+ ) + 28,) ,
(21T = (Aaw,+ & (st o) + 255, Aoyt 2 (ot ,0) + BB, )-

Assunla ora una condizione Z, il cui modulo sia e —+ {3y, il numero delle co-
niche della serie (2p,Z,Z,) i alla nuova dizi sara

TS

a; {ao 2 (0B 4 af) + APB § + Ba | 2aa+ (e af) + 455, |
«i0 che si esprime cosi: '
N (2P 2L L) = sy, 2 (oo ayaal + o) + 4 (oBifr arfisli B6)) + A5PiByy
e similmente :
NOApAr,Z, L, L) =200, A (aaBy+ ey + ayal) + B (aB By oot -afB,) + 268,82

N(@rZZoL,) = ezt 4 (anBrraa,Bea,0B,) +2(abfa-rafiift 2pB) + BB:Bs 5



= e
eppero:
(Ap,LL L) = (aayea 230, fot 434 fy+ 408,55
Dy, + A3,y 455 Bot 260,52),
(U LyLsls) = (2a,0,+ Alafat AZabfrt 26,2
hanyay + Alaa,f, - 23a5,B, + ofa)-

Di qui, assunta una quarta condizione Zs,il cui modulo sia az —+ B4v, si rica-
veranno i numeri N (1p,Z, Z,, Z,, 1) e N(ir, Z, Zey Ly L), 1 quali altro non
sono che le caratieristiche della serie formata dalle coniche che sodisfanno alle quat-
iro condizioni ZZ,Z,Z;. Dunque

ILLL,) = (rnazat 2Senayt ASaa st 43afs, .63+ 2066:8:03 5
D syt ASaryaflyt A3am BByt 2348 as+ B0,0.0.)-

E finalmenic, se ayp + fgv ¢ il modulo di una quinta condizione Z, il numero
delle coniche sodisfacenti alle cinque condizioni ZZ,2,Z,Z,; sard

N (L2,2,15L,) = 22y, + 23z a2+ Ao, 2,5,

4300, 68,5, 239B,6,058,+ BB, Boluls -

Cosi sono risoluti i due problemi proposti-

Esempi. La condizione di toccare una curva d'ordine B e di classe « ha per
modulo ap + fv; dunque la formola ora trovala pel N (ZZ,Z,Z,Z,) da il numero
delle coniche tangenti a cinque curve dale i cui ordini siano B, B, By, By By © lo
classi &, @y, &5y @sy % -

La condizione di tagliare soito angolo dato (in grandezza ed in senso) una curva
d'ordine 6 ¢ di classe 2 ha per modulo @ (o +f) + y3;onde se nella formola an-
zidetta si pone o - 5, o+ Byyeen in luogo di a, 2, y.... si otterrd il numero delle
coniche che incontrano sotto angoli dali cingue curve date.

4.

A quel modo che una serie di coniche sodisf: i a quallro

i comuni
¢ definita con due caratleristiche p, v, esprimenti il numero delle coniche della se-
rie che passano per un punlo o loccano una retla; cosi un sistema di coniche sog-
gette a trc condizioni polrd essere rappresentalo per mezzo di tre numeri 2, p, v il

_9 —
cui significato sia:

N(@p32) =i, NOpAr3f)=u, N@n32) =y,

ove 3Z ¢ il simbolo delle tre condizioni.
In virth della formola trovata sopra pel numero delle coniche che sodisfanno a
cinque condizioni date, avremo

2= A= 9B+ 4C + 4D,
w=2A + 4B+ 4C + 2D,

y = AN+ 4B =~ 2C +D,
ove si ¢ posto per breviti:

20303 €= 2]

A—any, B

cssendo (@, By)y (@2 fa)s (21, 33) © parametri dei moduli delle tre condizioni Z.
Sia poi W il simbolo di una condizione doppia (doppio contatto, contatto tri-
punto, ecc.), ¢ pongasi:
2p, W) = (3, 9) » (Ap, 1r, W) = (3, 3) » (2r, W) = (3, u).
Introducendo suecessivamente in questa serie le condizioni Z,,Z,, Z; col suesposto
metodo del sig. Cmastes, si (rova subilo
N (3Z, W) = zA + yB +2C + ul).
Pongasi
A +yB+ 2C +ub =ar + by + v,
ossia :
a—+2b+hc=z, )
2a + 4b 4+ he=y,
ha + &b +2c=12,
ha + 2b + c=u;
ne segue fra @, y,z,u la relazione
2r —3y + 35 —2u=0,
¢ per a,b,c i valori:
ha = 2u —z, he=2T—Yy,

8h = Ty — 6z —23

== 73— bu — 2y.
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Ne' casi speciali, data la condizione W, si cerchera di determinare i numeri
&, Yy 3 %, coi quali si formeranno i valori di a, b, ¢, e quindi si otterra il numero,

N (3Z, W) = ah +bx + ¢

delle coniche che sodisfanno ad unma condizione doppia ed a tre semplici.

Cosi si possono calcolare le caratteristiche %, g, v per un sislema di coniche
(Z, W) sodisf: i ad unma
metodo si potrd introdurre una nuova condizione doppia W', e si otterranno le due
caratteristiche della serie (W, W'), od anche il numero (Z, W, W'y delle coniche
soggetie a due condizioni doppie ¢ ad una semplice.

Esempi. 1° La condizione doppia W' consista nel dovere le coniche Loccare in
un punto dato una relta data. In questo caso si ha evidentemente

doppia ¢ ad una semplice ; indi collo stesso

quindi

e per conseguenza .
N(3Z, W) =3¢,

cioé :
Il numero delle coniche di un sistema (%, v, v) che toccano una retta data in

un punto dato é § p. :

2° La condizione doppia W consista in duc contalli ordinari con due curve

V,V' i cui ordini siano m, m' ¢ le classi n, n'. In virth di una nota trasforma:

zione (*), il numero z delle coniche passanti per tre punli e tangenti alle due cur-

ve V, V' & eguale a quello delle tangenti comuni a due curve di classi

v 2m A1, om' +u';
dunque
z = (2m —+ n) (2m' + n).

Il numero delle coniche infiniment aplaties nella serie (2p, V, V) ¢ (**)
< 2 —y = Amm',
quindi
y = Amm' + 4 (mn' 4+ m'n) -+ 2nn’.

() BeLtaani, Intorno alle coniche di nove punti (Mem. dell' Accad. di Bologna, serie 21, tom.
. 390; 1863).
(*) Giornale di Matematiche, t. 2°, Napoli 1864, pag. 18.

e ST =
1 numeri 2, u sono correlalivi di y, z. dunque:

2 = dnit -+ 4 (mn' + m'n) + 2mm',

u == (2n +'m) (20’ + m').
‘Ne segue :
a=nn, b= mn' + mn, ¢ =mm',

epperd :

Il numero delle coniche del sistema (. p, v) che toccano ‘due curve date d’or-
dini m,m' e di classi n,n' ¢é

mn —+ p (mn' 4+ m'n) + ymm'.

3° Tl simbolo W ora esprima la condizione di un doppio ‘contatio con una
curva W d’ordine m, di classe n, dotata di d punti doppi, ¢ tangenti doppie, r re-
gressi ed i flessi. In virtd della ecitata trasformazione , il numero z delle coniche
passanti per tre punti e doppiamente tangenti a W & eguale al numero «delle ‘tan-
genti doppic di una curva d'ordine 2m, avente r regressi, ¢ d punti ‘doppi oltre a
tre punti (m)?, ciot d +3m (m — 1) punti doppi. ‘La classe di ‘questa curva ¥
2m +n, quindi il numero delle sue langenti doppic sar dalo dalla equazione

2z = 2d + 3m (m — 1) + n(4m +n — 9).
1l numero delle coniche infiniment aplaties nella seric (2p, W) & evidentemente

2z —y = 2m (m — 1),
quindi

y==2d+m(@m —4)+n(4m+n—29).
-E correlativamente :

2=2 -+ n(n—1)+m(4n +m —9),
2u = 2t~+ 3n(n— 1) +m (dn+m — 9).
Formando poi i valori di a,b, c:
a=Linmn—1), ¢=4im (m—1),
8b = 8mn — (m*+n?)— 7 (m+ n) + 2 (d+1),
ossia per le formole di Puiicker:

8b = 8mn— 9 (m +'n)— 3 (r+1),
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si concludera :
Tl numero delle coniche del sistema (X, ps ¥) che hanno doppio contatto con

una curva d’ordine m e di classe n, dotata di r cuspidi e di i flessi, ¢

Ln(n—1)5+4}8mn — 9(m+ n) —3 (r+ it vgm(m— 1)
in un contatlo tripunto colla curva W.

4° La condizione doppia consista
angenti stazionaric della curya

numero T sard in questo caso eguale al numero delle 1
(accennata nell’ esempio precedente) d'ordine 2m e di classe 2m +n con r cuspidi.

Dunque
& =3n-+r.

La sevie (2‘p, W) non contiene, in questo caso, coniche consistenti in un pajo
di punti, cpperd

22 —y=0,
donde

y=2@3n+r);

¢ correlativamente:
=2 (3m +1),

o

u = 3m—+ 1.

Di qui si deducono per a, b, ¢ i valori:
a=0, b=1@m~+3)=30@n+7r, c=0,

e per t'onsegu('nzu:
Il numero delle coniche del sistema (., p,v) che hanno un contaito wripunto
con una data curva d’ordine m con i flessi (ovvero di classe n con v cuspidi) é

L (3m + i) p ovvero 3 (3n 1) p (*).

Bologna, novembre 1864.
L. Crexona.

*, Comptes rendus, 7 novembre

e
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