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DRITTER THEIL.

CAPITEL L

ANWENDUNG DER ALLGEMEINEN THEORIE AUF
EINE FUNDAMENTALFLACHE DRITTER ORDNUNG.

183. Die Fundamentalfliche sei jetzt eine Fliche 77 der dritten Ord-
nung, die wir als ganz allgemein, das heisst ohne vielfache Puncte und Linien
voraussetzen. Die im zweiten Theile bewiesenen Siitze enthalten schon eine
grosse Zall von Eigenschaften der cubischen Flichen, aber wir halten uns
nicht dabei auf, die speciellen Siitze auszusprechen; wir haben nur im Sinne
dasjenige zu entwickeln, was es fiir die I'lichen der dritten Ordnung Specielles
oder Charakteristisches gibt.

Da im gegenwiirtigen Falle die erste Polar
polarfliiche ist, so jallen dic Hessiana wund Slei

he zugleich die Quadri-
ana in einc und dieselle
sammen (163, 165), Die
wwel und zwei,  Sind 0, o' zwel ent-

Fliche vierter Ordnung und sechszchnter Classe
Puncte dieser Fliche entsprechen sich z

sprechende Puncte, so ist jeder der Scheitel eines Polarkegels, dessen Pol der
andere Punct ist, und in jedem dieser Puncte hat die Hessiana dic Polarebene
des andern Punctes zur Tangentialebene. Dieselben Puncte sind fiir jede
Quadripolarfliiche conjugiert (139).

184. Dic zweite gemischte Polarfliche zweier Puncte a, b wird eine
Ebene, und zwar der Ort eines solchen Punctes, dass die Puncte a, b in Bezug
auf seine Quadripolarfliiche conjugiert sind (160). Denkt man sich einen der
Puncte q, b und ilire gemischte Polarebene gegeben, so findet man den andern
Punct auf folgende Weise: Die Quadripolarflichen der Puncte der gegebenen
Ebene bilden cin Netz, und die Polarebenen von a in Bezug auf diese Flichen
gehen simmitlich durch denselben Punct b, welcher der gesuchte Punct ist.

Denkt man o fest, und lisst die gemischte Polarebene um ecine gegebene
Gerade g rotieren, so beschreibt der Punct b eine andere Gerade g', Durch-
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schnitt der Polarebenen von a in Bezug auf die Quadripolarfliichen der Puncte
von g. Nun schncidet g die Hessiana in vier Puncten, und folglich wmliillen
die Dolarchenen cines gegebencn Punctes & in Bezug ayf die Polarkegel eine
Fliiche vierter Classe, Tst o ein Punct der Hessiana, so geht die gemischte
Tolarebene immer durch a' (Scheitel des Polarkegels von a); in diesem Falle
also umbhiillen dic Polarebenen von a in Bezug auf die Polarkegel einen
Kegel vierter Klasse.

Ist a belichig im Raume gegeben, und b bewegt sich in einer festen
Ebene E, so geht die gemischte Polarebene immer durch einen festen Punct
¢, den Pol von % in Bezug auf die Quadripolarfliche von a. Beschreibt
also b die Durchschnittscurve der Hessiana mit der Ebene I, so umhiillt die
gemischte Polarcbene einen Kegel vom Scheitel ¢ vierter Classe, der der-
Jjenigen Fliiche umschricben ist, die man erhiilt, wenn b die Hessiana durch-
liuft; das heisst: dic Polarebenen eines festen Punctes in Bezug auf alle Polar-
Tegel, deren Scheitel af dersclben Ebene licgen, umhiillen cinen Kegel vierter Classe,

185. Was wir im Allgemeinen gemischte Polarflicke zweier Geraden
9, 9" genannt haben, wird hier eine Quadrifliiche (ein Hyperboloid), und da
im gegenwirtigen Falle die Polarcurve einer Geraden in Bezug auf eine erste
Polarfliche (86) die reciproke Gerade der gegebenen Geraden in Bezug auf
eine Quadripolarfliiche ist, so ergibt sich, dass das Polarhyperboloid zweier
Geraden g, g der Ort der reciproken Geraden fiir jede der gegebemen (feraden
in Bezug auf die Quadiipolarfiichen der Puncte der andern ist, oder auch der
Ort eines Punctes, fiir welchen die Reciproke einer der beiden Geraden in
Bezug auf die Quadripolarfliche dieses Punctes die anderc gegebene Gerade
schneidet,

Ist i cin variabler Punct auf g, und a, b zwei feste Puncte von ¢/, so
ist das Polarhyperboloid durch zwei projectivische Biischel erzengt (159),
in denen die gemischten Polarebenen der Puncte a,i den gemischten Polar-
ebenen der Puncte b, i entsprechen. Die beiden Puncte a, b kinnen natiirlich
durch zwei andere beliebige Puncte von ' ersetzt werden, und das Polarhyper-
boloid zweier Geraden st also auch dic einkiillende Fliche der gemischten
Polarebene zweier auf den gegebenen Geraden variabler Puncte, cines auf jeder
Geraden.

186. Wenn g, ' zusammenfallen, erhalten wir eine gemeine Polarfliche
einer Geraden g, die cin Kegel zweiter Ordnung ist (93, 159), dessen Scheitel
der Pol der Quadripolarfliche ist, welche durch g geht, und dessen Gene-
ratrixen die zu g reciproken Geraden in Bezug auf die Quadripolarflichen
der Puncte von g sind. Dieser Kegel ist die Fnveloppe der Polarebenen der
Puncte von g, und daher auch der Ort der Pole derjenigen Quadripolarflichen,
welche ¢ berithren, Wir geben dieser Fliche den Namen Zolarkegel der
Geraden g, den man aber nicht mit dem Polarkegel eines Punctes der Hes-
siana verwechseln darf.
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187, Die gemischie Polarfliche zweier Ebenen I, E' ist von der dritten
Ordnung (158), und st der Ort der Pole einer Ibenc in Bezug auf die Qua-
dripolurfliichen. der Puncte der andern Ebene oder auch, was anf dasselbe hin-
ausliuft, der Ort der Dole ciner Quadripolarfliiche, in Bezuy auf welche die
Ibenen E, I conjugiert sind.

Der Ort der Pole einer Ebene E in Bewug auf die Quadripolarfiichen
der Puncte einer Geraden gy (128) ist cine cubische Rawmcurve (Raumeurve
dritter Ordnung); sie liegt auf dem Polarhyperboloid von g und einer andern
beliebigen auf Z befindlichen Geraden und ebenfalls auf der gemischten Po-
larfliche von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162).
Daraus folgt, dass das Polarhyperboloid zweier Geraden g, g, wenn g fest
ist und g' variabel in einer Fbene I, ein Biischel von Flichen crzeugt, die
durch eine feste cubische Raumcwrve gehen.

188, Tallen die Ebenen F, I5' zusammen, so erhiilt man dic gemeine
Polarfiiiche ciner Ebcne E, welche die einhiillende Fliiche der Polarkegel der
Geraden sind, die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarflichen der Puncte der-
selben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zuriick, dass die
genannte Fliche der Ort eines Punctes ist, dessen Quadripolarfliche die gege-
bene Ebene beriihrt. Folglich fillt (94, 162) dieselbe Tliche mit der Fn-
veloppe der Polarcbenen der Puncte der gegebenen Ebene zusammen, Sie ist
von der dritten Ordnung, von der vierten Classe und besitzt vier Doppel-
puncte, die auf den Polarkegeln und den Polarhyperboloiden aller Geraden
der gegebenen Ebene liegen 1),

Es sei a ein Punct dieser Fliche. Die Quadripolarfliche von a beriihrt
dann die Ebene /5 und schneidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die
sich im Beriihrungspuncte o' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser
Geraden miissen durch a gehen und anderswo die Fliche beriihren; ein
belichiger Punct der Flicke ist also der Scheitel zweier der Fliche umgeschric-
bener Quadrikegel (es sind dies die Polarkegel zweier in o' sich kreuzender
Geraden). Die Polarebene von a' beriihrt die Fliche in a.

Ist a einer der Doppelpuncte der Fliche, so miissen die beiden Beriihrungs-
kegel fallen; folglich schneidet die Quadripolarfliche von a die
Ebene Z in zwei zusammenfallenden Geraden. Unter den Quadripolarfidichen,
die eine Ebene E beriilren, gibt es also vier Kegel; ihre Pole, die auch der
Hessiana angehiren, sind die Doppelpuncte der gemeinen Polarfliiche der Lbenc,

Diese Fliche ist die Reciproke der Riémischen Fliche Strivess 2),

1) Liegt ein Punct im Uncndlichen, so ist seine Polarebene eine Diametralebene

der Fund Mfliche. Die Enveloppe der Diametraleb ist also die gemeine
Polarfliche der unendlich entfernten Ebene, Diese Fliche ist der der I, langs
des Schnittes im Unendlich hriebenen Developpahl i hrieben (100).

2) Man sehe die Monatsberichte der K. Akademie zu Berlin (Juli und November
1563) und Crelle-Borchardt’s Journal, Bd. 63, 8. 315.
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189. Ist eine Ebene E fest und die andere Ebene Z5' um eine Gerade
g variabel, so bilden dic gemischten Polarflichen der Ebenen I, E' ein
Biischel. In der That, muss cine solche Fliche durch einen gegebenen
Punct x gehen, so geht die Ebene E' durch den Pol von E in Bezug aunf
die erste Polarfliche von x. Die Basis des Biischels ist aus einer Raumcurve
sechster Ordnung (Ort der Doppelpuncte der Quadripolarflichen der Puncte
der festen Ebene) und einer cubischen Raumcurve (Ort der Pole der festen
Ebene in Bezug auf die Quadripolarflichen der Puncte der gegebenen Geraden)
zusammengesetzt (158, 187).

Die gemischte Polarfliche der beiden Ebenen E, E' und ihre gemeinen
Polarflichen werden gleichzeitig (164) durch den Polarkegel der Geraden
EE' beriihrt und zwar in vier Puncten der Hessiana (entsprechend den Durch-
schnittspuncten dieser Fliche mit der Geraden EE'), und gehen durch die
zehn Doppelpuncte der Hessiana (158). Diese Puncte sind 4.4+ 10 Durch-
schnittspuncten fquivalent, und folglich haben die drei genannten Flichen,
die simmtlich von der dritten Ordnung sind, nur noch einen andern Punct
gemein; es ist dies der Dol der Quadripolarfliche, welche durch die Gerade
EE' geht.

CAPITEL IL
EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FUNDA-
MENTALFLACHE DRITTER ORDNUNG.

190. Die Pole der Polarebenen, die durch einen gegebenen Punct p
gehen, licgen anf der Quadripolarfliche von p. Sollen diese Ebenen die
Hessiana beriihren, so sind die Pole auf der Curve achter Ordnung vertheilt,
die den Durchschnitt der Hessiana mit der Quadripolarfliiche von p darstellt
(183). Die Berithrungspuncte bilden eine Curve der zwblften Ordnung, den
Durchschnitt der Hessiana mit der ersten Polarfliche von p in Bezug auf
die Hessiana. Die beiden Curven achter und zwélfter Ordnung sind also
entsprechende Curven (168).

191. Wir wollen die Geraden hetrachten, welche durch p gehen und
die Hessiana beriihren. Den Geraden, die durch p gehen, entspricht ein
Netz 1) von Raumcurven vierter Ordnung (87), die simmtlich auf einer Fliche
S zweiter Ordnung liegen (der Quadripolarfliche von p). Jede dieser Raum-

1) Ein solches Netz entsteht durch den Durchschnitt von S mit einem Netze
anderer Quadripolarflichen,
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curven entsteht als Durchschnitt von .S mit ciner andern Quadripolarfliche
und folglich (190) liegen die Doppelpuncte dieser Curven (Beriihrungpuncte
zwischen & und den andern Quadripolarfliiichen) auf der Curve ¢ der achten
Ordnung, Durchschnitt der Hessiana mit 5. Den Curven des Netzes, die
ein Biischel bilden, entsprechen gerade Linien durch p, die in einer Ebene
liegen. In diesem Biischel gibt es zwdlf Curven mit Doppelpunct 1), das
heisst: dic (eraden durch p, denen dic Raumecurven vierter Ordnung mit Doppel-
punct entsprechen, bilden einen Kegel 8 der zwilfien Ordnung. Einem beliebigen
Punct o der Curve ¢ entspricht eine Generatrix von 8, welche den Punct
p mit dem Puncte o verbindet, welcher in der Hessiana dem Puncte o ent-
spricht. Der Ort der Puncte o' ist also cine Curve ¢’ der zwdlften Ordnung
(190). Die Polarebene von o geht durch p und berviihrt die Ilessiana in o
(183) und enthilt folglich die Tangente von ¢’ in o'. Diese lbene ist daher
die Tangentialebene des Kegels 8 liings der Geraden po', das heisst: der
Kegel 8 ist der Ilessiana lings der Curve ¢ umgeschrieben.

Die Quadripolariliiche eines beliebigen Punctes schneidet
Puncten. Daraus folgt, dass 8 und folglich auch die Hessiana von der sechs-
zehnten Classe ist (165).

Betrachtet man eine Gerade g durch p als Durchschnitt zweier Tangential-
ebenen des Kegels 8§, so lat jede dieser lbenen einen Pol auf ¢ und die
Raumcurve des Netzes auf o, die durch diese beiden Pole gelit, ist die ent-
sprechende Curve von g. Iallen beide Pole zusammen, so wird die Raum-
curve von ¢ beriibrt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel
§ und in scinen stationiiren Bbencn gezogen sind, Ranmeurven des Netzes auf

¢ in sechszel

A ensprechen, welche ¢ beriihren.

192, Die Puncte, in denen die IHessiana von Geraden osculiert wird,
die von p ausgehen, sind die'Durchschnittspuncte dieser Fliche mit der ersten
und zweiten Polarfliche von $ in Bezug auf dieselbe Iliche. Unter den
Raumecurven des Netzes auf & gibt es also 4.3.2 =24, die eine Spitze haben.

Der Kegel 8 ist daher von der 12-ten Ordnung und der 16-ten Classe
und hat ausserdem 24 stationiire Generatrixen, also hat er gemiiss den
Formeln von Puicker (3) 22 Doppelgeneratrixen. Von diesen Doppelgene-
ratrixen entstehen zelm durch die Doppelpuncte der Hessiana und entsprechen
denjenigen Curven des Netzes, die aus zwei Kegelschnitten bestehen — jeder
Doppelpunct hat in der That ein Ibenenpaar als Quadripolarfliche (169) —,
die andern zwilf Doppelgeneratrixen dagegen entsprechen ebensovielen Curven
des Netzes, die aus eciner cubischen Raumeurve und einer Geraden zusammen-
gesetzt sind.

Um dicse Bebauptung zu Deweisen, betrachten wir das Netz von Raum-
curven vierter Ordnung auf der Quadrifliiche .S und nennen wie frither (24)

1) Denn ein Netz von Quadrifiichen enthalt zwolf Flichen, welche .S berithren

(131).
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der Kiirze wegen die Geraden der beiden Systeme, die auf dieser Fliche
existieren, beziiglich Gencratriwen und Directrizen. Es seien I, m, n dvei Gene-
ratrixen von S; jede auf S gezogene Curve vierter Ordnung schneidet dann
jede dieser Geraden in zwei Puncten, und fallen drei dieser Puncte, einer
fiir jede Gerade, in eine gerade Linie, so zerfiillt die Curve in zwei Theile, eine
cubische Raumcurve und eine Gerade (Directrix). Ist [ ein beliebiger Punct
von [, so schneidet die Directrix, welche durch | geht, m und 2 in zwei
Puncten m,n und dic Curve des Netzes, welche dureh m, n geht trifit  in
zwei Puncten I. Ist umgekchrt I' ein beliebiger Punct von Z, so bilden die
Curven des Netzes, die durch I’ gehen, ein Biischel und bestimmen so auf
m und 2 zwei projectivische quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve
des Netzes m in m,m' und 2 in n, n', so ist der Ort der zu mm, mn', m'n,
m'n’ analogen Geraden cine [liiche vierter Ordnung — m und 2 sind fiir die-
selbe Doppelgeraden —-, welche 7 in vier Puncten | schneidet. Bs fillt also
sechsmal aul ! ein Punct | mit [' zusammen, das heisst, es gibt sechs Curven
des Netzes, von denen jede aus einer cubischen Raumeurve und einer Direc-

trix zusammengesetzt ist. Analog gibt ¢s sechs andere Curven, die aus einer
cubischen Raumecurve und einer Generatrix bestehen.

In einem Curvennelze von Rawmcwrven vierler Ordnung, dic auf einer
Quadrifliche gezogen sind, gibt es also:

1. zwslf Curven, die aus eimer cubischen Raumcurve und einer Geraden
bestehen; 2. zehn Curven aus =mwei Kegelschuilten zusammengeset:t; 3. vierund-

awanzig Cwrven it einer Spitze.

193. Tst p ein Punct der Hessiana, so ist der Kegel § von der 10-ten
Ordnung, der 16-ten Classe mit 10 Doppelgeneratrixen (nach den Doppel-
puncten der Hessiana gevichtet) und 18 stationiiven Generatrixen. Das heisst:
In cinem Netze von Rawmcuwrven vierter Ordwung, die auf einem Kegel (der
Quadripolafliche von p) gezoyen sind, gibt es: 1, zehn, dic aus Kegel-
schnitten bestehen; 2. achlzehn it einer Spilze; 3. sechs aus emer cubischen
Raumeurve und einer (feraden zusammengesetzte (entsprechend den sechs Ge-
raden, welche die Ilessiana ausser in p noch anderswo beriihren (70));
4. zwei mit eimer Spitze im Kegelscheitel. Letztere entsprechen den beiden
Geraden, welche die Hessiana in p osculieren.

194. Ist p ein Doppelpunct der Ilessiana, so wird diese Gerade in p
durch cine unbegrenzte Zahl von Ebenen beriihrt, deren Enveloppe ein Quadri-
kegel ist; die erste Polarfliiche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel-
puncte in gerader Linie, das heisst, sie ist das System zwecier Ebenen, die
sich in einer Geraden p schneiden, die auf der Hessiana liegt, wic es aus
der allgemeinen Theorie resultiert (167). Dic Puncte dieser Geraden sind die
Pole ebensovieler Kegel mit dem Scheitel p. Diese Kegel bilden daher ein
Biischel und gehen durch vier Gerade, deren Gesammtheit die Polarcurve
von p darstellt. Tn diesem Biischel gibt ¢s drei Systeme von je zwei Ebenens
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diese drei Systeme sind die Quadripolarflichen von drei speciellen Puncte der
Geraden p, welche fiir die Hessiana Doppelpuncte sind. Diée zeln Doppelpuncte
p vertheilen sich also zu drei und drei auf die zehn Geraden p, und diese gehen
2w drei und drei durch die zehn Puncte p.

195. Da die Ilessiana am All, i von der hszehnten Classe ist,
so hat sie ausser den zehn Puncten p keine weiteren Doppelpuncte, Ebenso
enthilt sie ausser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That
entsprechen die vier Durchschnittspuncte einer Geraden g mit der llessiana
den vier Kegeln, die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen.
Gehiort ¢ vollstindig der Hessiana an, so entsprechen der unbegrenzten Zahl
von Puncten von g cine unbegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Biischel bilden
und folglich denselben Scheitel haben. Dieser Scheitel ist fiir die Hessiana
ein Doppelpunct, denn diese Fliche wird dort von den Polarebenen aller
Puncte von g beriihrt.

Ein Doppely p liegt im Allgemei nicht auf seiner entsprechenden
Geraden p; wenn dies der Fall wiire, so wire die erste Polarfliiche von p
ein Kegel mit dem Scheitel p, und dieser Punct wire also fiir die Iunda-
mentalfliche ein Doppelpunct.

196. Es seien 0, 0 zwei entsprechende Puncte der Hessiana, Dic Polar-
kegel von o, o' haben ihren Scheitel beziiglich in o', 0 und durchdringen sich
gegenseitig in einer Raumcurve vierter Ordnung. Die beiden andern Quadri-
kegel, welche durch diese Curve gehen, sind die ersten Polarflichen der
Puncte u,v, in dencn die Hessiana durch die Gierade oo’ nochmals geschnitten
wird. Die Scheitel dieser andern Kegel liegen in den Puncten ', v, welche
u,» entsprechen, Die Puncte o, 0/, u', v’ sind also die Scheitel des Tetraeders,
welches den Quadrifliichen conjugiert ist, welche durch die Curve vierter
Ordnung hindurchgehen, und folglich sind die Ebenen o'u'v’, ou'v’ beziiglich
die Polarebenen von o, 0'. Deshalb geken die Tangenticlebenen der lessiana
in o und o durch die Gerade w'v'.

Da die Polarebenen von 6,0 durch w',»' gehen, so gehen umgekehrt
die Polarkegel von ', v’, deren Scheitel u, v sind, durch o, o', enthalten daher
die Gerade oo'un vollstiindig und schneiden sich also noch in einer cubischen
Raumcurve.

Daraus, dass die Polarkegel von 1t', o' durch dic (terade oo’ gehen, folgt,
dass der Polarkegel dieser Geraden seinen Scheitel in u' und in »' hat (186),
dass heisst, er veduciert sich auf die Gerade u'v’. Die Polarcbenen der Puncte
von oo' gehen simmdlich durch dic Gerade w'v'.

Die Puncte, in denen u'v' die Hessiana trifft, sind die Pole der vier
Quadrikegel, die durch die Curve vierter Ordnung gechen, welche die Polar-
curve der betrachteten Geraden ist. Nun zerlegt sich aber diese Curve in
zwei Theile (eine Gerade und eine cubische Raumcurve), und es gibt also
nur zwei Quadrikegel, die durch dieses System gehen. Die Gerade u'n’ ist
somit Tangente der Hessiana in u' und »"
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Jede Gerade also, welche zwei correspondierende Puncte der Hessiana ver-
bindet, besitzt daher die Iigenschaft, dass dic Polarebenen ihrer Puncte durch
eine feste Gerade gehen, die cine Doppeltangente der obigen Fliche ist.

197. Wemn u und v zusammenfallen, das heisst, wenn die Gerade oo
die Iessiana Deriiliet (vatiirlich in einem Puncte u, der von o und o' ver-
schieden ist), so gehen die Polarflichen der Puncte von oo’ durch dieselbe
Gerade, die mit der llessiana in u' einen vierpunctigen Contact hat.

Fallen u und » in einem Doppelpuncte p zusammen, so werden die
Puncte u', v’ unbestimmt auf der entsprechenden Geraden p (194); da aber
die Polarkegel aller Puncte dieser Geraden durch oo’ gehen miissen (196),
so folgt, dass oo' ciuc der vier Geraden ist, welche die Polarcurve von p
bilden (191).

198. Im Falle, dass o ein parabolischer Punct der Fundamentalfiiche ist,
so liegt der Scheitel des Polarkegels im entsprechenden Puncte o'; ausserdem
geht €t durch o und beriibrt die Polarebene von o lings oo’ (16), das
heisst diejenige Ebene, welche die Hessiana in o' berithrt. Da der Polar-
kegel von o' seinen Scheitel auf o hat, so folgt, dass die Polarkegel dieser
beiden Puncte sich liings einer Raumcurve schneiden, fiir welche o ein Doppel-
punct ist. Einer der Puncte w,» fillt mit o' zusammen; der andere sei
der Punct v. Dann ist also die Gerade ov' (= u'v’) Tangente der Hessiana
in o und v’ (196). Die Ebecnen, welche die Fundamentalfiiche und die
Hessiana in o beriihren, schneiden sich lings ou’, das heisst, diesc Gerade ist
Tangente der parabolischen Curve der Iundamentalfliche in o.

s sei w der Punct, in welchem die Gerade ov' die Fundamentalffiiche
nochmals trifft. Die erste Polarfliche von m geht dann durch w und oo’
und trifit also die Ebene oo'n' in zwei Geraden, deren eine oo’ ist, und die
andere geht duch w. Dieser Punct w ist also der (cinzige) Wendepunct der
Curve dritter Ordnung (mit Spitze in o), lings deren die Fundamentalfliche
von der stationiiren Lbene so'v' berilrt wird ).

199, Wieviel Gerade gibt es in ciner belichigen Lbene I, die zu oo
analog sind (sie verbindet zwei entsprechende Puncte der Ilessiana)? Die Ebene
I schneidet die Hessiana in einer Curve vierter Ordnung, welcher die wind-
schiefe Beriihrungscurve sechster Ordnung zwischen der Hessiana und der
gemeinen Polarfliiche der Ebene E entspricht (168). Sei o einer der Puncte,
in denen K diese letztere Curve trifft. Dieser Punct hat, da er I angehort,
seinen entsprechenden Punct o' auf der Curve sechster Ordnung, und weil
er dieser Curve angehirt, muss sein entsprechender Punct auf /< liegen. Es
folgt daraus, dass die sechs Durchschnittspuncte der Ebene E mit der Raum-

1) Und wo ist die stationare Tangente.
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curve sechster Ordnung, sich zu zwei und zwei entsprechen. Anderseits sind
aber 'zwei entsprechende Puncte der Hessiana in Bezug auf eine beliebige
Quadripolarfliche conjugiert, und die sechs Puncte, um die es sich handelt,
sind also nach einer bekannten Theoreme, das man Huesse verdankt, die Scheitel
eines vollstindigen Vierseits. e Diagonalen dicses letztern sind die einzigen
mit 00" analogen Geraden, welche in der gegebenen Iibene I liegen. Die zu u'n'
analogen Geraden (196), welche den Geraden oo’ der Ebene £ entsprechen,
liegen auf der Polarfliiche von # (und in der niimlichen dreifachen Tangential-
ebene dieser Fliche), weil die Polarfliichen der Puncte von Z die Polarfliiche
dieser Ebene beriihren (188).

200. Das betrachtete Vierseit ist bestimmt durch die Durchsehnitte von
vier beliebigen Quadripolarflichen, die nicht einem und demselben Netze an-
gehoren, mit der Ebene 3 man weiss in der That, dass wenn vier Kegel-
schnitte in einer Ebene gegeben sind, es nur ein einziges Vierseit gibt, dessen
Diagonalen durch jeden der gegebenen Kegelschnitte harmonisch getheilt wird 1).

Zwei Gegenscheitel des Vierseits sind in Bezug auf die Kegelsthnitte
conjugiert, in denen die Ebene 77 die Quadripolarfliichen dieser Puncte schneidet,
und folglich ist das Vierseit der Curve dritter Ordnung eingeschrieben, welche
die Jacobiana des von den genainten Kegelschuitten gebildeten Netzes und
gleichzeitig der Schnitt der Polarfliiche der Iibene /2 durch eben dieselbe
Ebene ist. Die niimlichen sechs Puncte — die Scheitel des Vierseits — sind
auch auf der ebenen Cnrve vierter Ordnung gelegen, welche £ und der ITessi-
ana gemein ist, welche letztere Fliche von der Polarfliiche dieser Ebene in allen
Puncten der Curve sechster Ordnung beriihrt wird. Diese sechs Puncte sind
also ebenso viele Beriihrungspuncte zwischen den Curven, in denen o die
Polarfliiche und die Hessiana schneidet.

Es folgt hieraus, dass die Seiten des Vierseits die ebene Curve vierter
Ordnung nochmals in vier Puncten auf einer geraden Linie g treffen. Diese
Plancurve gehirt dem Biischel an, welches durch das System der vier Ge.
raden, welche das Viereck bilden, und das System der Curve dritter Ordnung
und der Geraden g bestimmt ist. Ilat daher diese letzte Curve einen Doppel-
punct a, was eintritt, wenn £ in a die Fundamentaltliiche beriihrt 2), so fillt
die Polargerade von a in Bezug auf die Plancurve vierter Ordnung mit der
Polargeraden desselben Punctes in Bezug auf das System der vier Seiten des
Vierseits zusammen (der harmonischen Polare von a in Bezug auf das Vierseit),

Man weiss aber, wenn eine cubische Plancurve mit Doppelpunct durch
die Scheitel cines vollstindigen Vierseits geht, dass dann die Gerade, welche

1) Mathematical questions from the Educational Times. T.1V., London
1866; p. 110.

2) Hat eine cubische R ve einen Doppelpunct, so gehen alle Polarkegel-
schnitte durch diesen Punct, der daher auch fiir die Jacobiana des Netzes der Po-
laren ein Doppelpunct ist.
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die drei Wendepuncte verbindet, die harmonische Polare des Doppelpunctes
in Bezug auf das Vierseit ist. Die Polargerade von a in Bezug auf die Plan-
curve vierter Ordnung geht daher durch die Wendepuncte der Curve dritter
Ordnung, welche gleichzeitig dic Wendepuncte des Schnittes der Fundamental-
fliiche durch J< sind.

Folglich der Satz: Dic Durchschuittsgerade ciner 7Tt aleb der

Fundamentalfiiiche wit der Polarebene des Deriloungspuncles in Beaug auf
die Hessiana gcht durch die drei Wendepuncte des Schnittes, der durch die
Te indebene auf der Fund Wiiche erzeugt wirvd.

Ist dic Tangentialebene stationiir, so kommt man auf ein schou Lewiesenes
Theorem (198) zuriick.

201. Auf einer beliebigen Ebene 72 gibt es wieviel zu n'v’ analoge Ge-
rade (das heisst Gerade, deren Polarcurve das System einer Geraden oo’
und einer cubischen Ranmcurve sind)? Die in der Ebene 7 gezogenen Ge-
raden entsprechen den Raumenrven vierter Ordnung, welche durch die acht
Pole der Lbene gehen. Es ist hekannt, dass diese acht Pole so unter ein-
ander verbunden sind, dass diejenige cubische Raumecurve, welche durch sechs
von ihnen beschrieben ist, die Gerade, welche die beiden andern verbindet,

zwgimal schueidet. Die acht Puncte zu zweien combiniert geben nun 72—8 =28
Curven vierter Ordnung, zusammengesetzt aus einer Geraden und einer cubi-
schen Raumecurve. /e gegebene Ebene enthilt also 28 zu u'v' analoge (erade:
sie sind die 28 Doppeltangenten des Schnittes der Hessiana durch die Ebene E.
sse und hat 24 Wendepuncte. Man
es in einem Biischel von Raum-
curven vierter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt, und weiter, dass wunter den
Rawmc
Quadriflichen gehen, 24 wit ciner Spilze

Dieser Schuitt ist von der 12-ten Cla
findet so die Eigenschaft wieder (191), d

rwen dieser (rdnung, welche dureh die acht Durchschniltspuncte dreicr

enthalten sind,

202. Eine beliebige Gerade g trifit die Hessiana in vier Puncten a, b, c,d;
es seien a', b', ¢/, ' dic vier entsprechenden Puncte. Da a’,b’,¢/,d' die Scheitel
der vier Kegel desselben Biischels von Quadriflichen sind, so ist der Punct
o' der Pol der Ebene b'c'd’ in Bezug auf die Polarkegel von b,c,d, das
heisst b'c'd' ist die gemischte Polarebene der Punctenpaare o, b; o', ¢; o, d
oder auch, b'¢'d’ ist die Polarebene jedes der Puncte b, ¢, d in Bezug auf den
Polarkegel von a'. Dieser Kegel hat aber den Scheitel a, und folglich geht
die Ebene b'¢'d' durch a.

Wenn also a, b, ¢, ¥ wier Puncte der Ilessiona in gerader Lindie sind, so
sind die entsprechenden Puncte o', b', ¢'.d' die Scheitel eincs Tetraeders, dessen

Seitenfliichen b'c'd’, ¢'d'a’, d'a'b, a'blc’ beziiglich durch a, b, ¢, d gehen,

208, Alle Quadripolarfliichen, welche durch einen Punct o gehen, bilden
ein Netz; darunter gibt ¢s cine, welche in o cine beliebig gegebene Iibene

CREMONA, Oberfliichen. 11
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beriihrt, Ist aber o ein Punct der Hessiana und o' der entsprechende Punct,
so werden alle Polarflichen von o in ihm von Ebenen beriibrt, die durch die
Gerade oo' gehen (164); diejenigen, welche in o dieselbe Ebene beriihven,
bilden ein Biischel, und ihre Pole liegen auf ciner Tangente der Hessiana in
o'. Daraus ergibt sich die Gerade vo' als Polare der Tangentialebene der
Hessiana in o in Bezug auf den Polarkegel von o' und zugleich als Polare
der Tangentialebene derselben Fliche in o' in Bezug auf den Polarkegel von
0. Mit andern Worten: Die Tangentialebene der lessiuna in o und dic Tan-
gentialebene im nimlichen Puncte ciner belichigen Quadiipolarfléiche, welche durel,
thn geht, sind conjugiert in Bezuy auf den Polarkegel von o'.

Umgekehrt: JJede Tangente der Hessiana in o' enthilt die Pole ciner un-
begrenzten Zahl von Quadripolavfliichen, dic in o von e¢in und derselben Ebene
berithrt werden.

204. Es sei p ein Doppelpunct der Hessiana und p die entsprechende
Gerade (194). Sobald jeder Punct von p dem Puncte p entspricht, sind die
Polarebenen aller Puncte von p Tangentialebenen der Hessiana in p (183),
das heisst, der osculierende Quadvilegel, den die Usculierenden der IHessiana
in p bilden, ist der Polarkegel der Geraden p. Dieser Kegel enthilt die drei
Geraden p, ,p,,p, (analog zu p (194)), welche durch p gehen, denn jeder
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polarkegels, dessen Scheitel einer
der drei Doppelpuncte p, .p,,p; der Hessiana ist, die auf p liegen.

205. Die Polarebene von p beriihrt die Hessiana in der ganzen Linge
der Geraden p (167) und schueidet also diese Fliche in einem Kegelschnitte
c. Ebenso beriihrt die Polarchene von p, die Hessiana lings p,; nun ist aber
p, ein Punct von p; also: Dic Hessiana und dor Polarlegel von p werden
lings der drei gemeinschaftlichen Geraden py, p, , p, durch dieselben Ibenen
berilet, die Polarebenen von Py, Py, Py

206. Der Punct p und cin beliebiger Punct von p sind zwei entsprechende
Puncte der Hessiana, also ist die Gerade, welche diese Puncte verbindet,
der Ort der Pole, deren Polarebenen durch ein und dieselbe (ierade gehen,
die eine Doppeltangente der Hessiana ist und in der Polarebenc von p liegt
(196). Einer der Beriihrungspuncte liegt auf p, der andere gehirt dem Kegel-
schnitt ¢ an. Das heisst, jeder Geraden, die durch p in der Ebene pp ge-
zogen ist und als Gerade oo’ (196) angesehen wird, cntspricht als Gerade
'’ ecine Tangente von ¢. Es sei o der Punct, in dem die erste Gerade
von p getroffen wird und u der Punct, in welchem dieselbe Gerade die
Hessiana nochmals schneidet (die Puncte o' und v fallen mit p zusammen);

u' und v' die Puncte, in denen die zweite Gerade beziiglich ¢ beriihrt und
Tsok

p schneidet. Man sieht, dass der Keg
die cubische Plancurve (Ort der Puncte u) hat, in welcher die Ibene pp
die Hessiana schneidet.

Die Gerade u'v' liegt in der Polarebene von o; nun beriibrt diese Libene

itt ¢ zur entsprechenden Curve
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den Polarkegel von p, und letzterer Kegel wird daher durch die zu w's’ analogen
Geraden beriihrt; das heisst, der Kegelschnitt ¢ ist die Spur des Kegels auf
der Polarebenc von p. Also:

Der Osculationskegel der Hessiana in cinem Doppelpuncte berikrt diese
Fliche in drei Geraden und schneidet sie ausserdem noch in einem Kegelschnitt,
der in der Polarcbene des Doppelpunctes liegl.

207. Es gibt weitere Eigenschaften der Ebene pp, die erwiihnt werden
miissen.

Der Polarkegel von u' geht durch p, ausserdem ist die Polarebene von
p in Bezug auf diesen Kegel (nimlich die Tangentialebene dieses Kegels
lings pu) die Polarebene von u' in Bezug auf den Polarkegel von p (83),
das heisst die Ibene pp. Die letztere Ebene beriihrt also die Polarkegel
siimmtlicher Puncte des Kegelschnittes ¢, und die Beriihrungsgeneratrixen
gehen durch p.

Sobald die Lbene pp in o dic ersten Polarflichen der Puncte p und u'
berithrt, so beriihrt sie im niimlichen Puncte die ersten Polarflichen aller
Puncte der Geraden pu', und schneidet sie in Geradenpaaren in Involution,
deren Doppelstrahlen op und p sind. Zwei conjugierte Gerade »,»' dieser
Involution gehdren einer ersten Dolarfliiche an, deren Pol g sei (ein Punct
von pu'). Denken wir uns cine Ibene durch g und eine beliebige Tangente
wyv', von c. Die ersten Polarflichen von ', ', gehen zusammen (196)
durch die Gerade pu;, welche u'; v entspricht (wie pu der Geraden u'n'),
also sind die Puncte, in denen diese Gerade »,#' trifft, zwei Pole der Ebene
qu'l o';. Das heisst, die Polarebenen der Puncte der Geraden », 7' umhiillen
ein und denselben Kegel ge. Alle analogen Kegel gehen durch den Kegel-
schnitt ¢, und dieser stellt daher, und zwar er allein, die Knveloppe der
Polarcbenen der Puncte der Ebenc pp vor. Man kann dies auch auf fol-
gende Weise zeigen.

Der Doppelpunct p hat die Bigenschaft, dass alle Quadripolarfliichen,
die durch ihn gehen, in ihm durch dieselbe Ebene pp beriihrt werden (203).
Daraus folgt, dass, wenn man durch p die beiden Geraden zicht, welche jede
die windschiefe Polarcurve vierter Ordnung einer beliebigen Geraden ¢ des
Raumes in zwei Puncten trifft, diese beiden Geraden stets in der Ebene pp
liegen, das heisst, die Polarcurve einer beliebigen Geraden hat stets zwei
Sehnen, die von p ausgelien und in der Ebene pp gelegen sind. Es sei pu
eine dieser Sehnen. Jeder der Puncte, in welchem sie auf der Raumcurve
aufsteht, hat eine Polarebene, die durch ¢ und u's' geht (davaus folgt, dass
t die Gerade u'n' schneidet); diese beiden Geraden geben aber eine einzige
Ebene, also sind die beiden Puncte, in denen pu die Raumcurve schneidet,
die Pole cin und derselben Ebene, die durch ¢ geht. Zwei dieser Polar-
ebenen (in Bezug auf die beiden Geraden pu) werden durch die beiden Ge-
raden u'v’ bestimmt, welche man in der Ebene von ¢ so ziehen kaun, dass sie
die Spur von £ enthalten und den Kegelschuitt beriibren; durch eine Gerade ¢
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gehen also nur zwei Ebencn, deren Pole auf der Ebene pp liegen, und diese
Ebenen berithren ¢; mit andern Worten, diescr Kegelschnitt ist die vollstin-
dige Enveloppe der Polarebenen der Puncte der Lbene pp.

Ein beliebiger Punct der Polarebene von p gehirt zwei Geraden u'v'
(Tangenten von ¢) an, und folglich geht dic Quadripolarfliche dieses Punctes
durch die beiden entsprechenden Geraden pu (196), das heisst, sie beriihrt
in p die Ebene pp.  Der Ort der Puncle, deven erste Polarflichen die Ebene
pp beriilven , ist also usananengesetzt: 1. Aus dem Kegel pe, dessen Puncte
Quadripolarflichen besilzen, welche pp beriikren, und zwwr in cinem Puncte
wvon p; 2. Aus der Polarebene von p, in welcher dic Puncte des Kegelschnitles
¢ die Pole der Polarkegel sind, welche die Ebene pp in Geraden bevilwen, die
von p ausgelen, wihvend dic Quadripolarylichen der andern Puncte dieser
Ebene die Ebene pp tn p berikven.

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass die Raumcurve sechster
Ordnung, welche im Allgemeinen die Berihrungscurve der Hessiana mit der
Polarfliche einer Kbene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ilbene pp ist,
auf das System der vier Geraden p, py, p,, py und den Kegelschuitt ¢ reduciert.

208. Eine beliebig durch den Doppelpunct p gelegte Gerade trifit die
Hessiana in zwei weiteren Duncten ¢, d; es seien ¢, d' die entsprechenden
Puncte. Die ersten Polarflichen der Puncte der Geraden ped gehen durch
zwei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die Quadripolarfliiche
von p bilden und durch p gehen (194). In dem Biischel diescr ersten Polar-
flichen sind folgende Puncte digjenigen, deren Polarebene in Bezug auf diese
Flichen constant ist: 1. die Puncte ¢/, d' (Scheitel der Kegel des Biischels),
deren Polarebenen in Bezug auf die Quadriflichen des Biischels beziiglich
Pd' und pe' sind, und 2. dic Puncte von p, deren Polarebenen in Bezug auf
die niéimlichen (Quadriflichen durch die Gerade ¢'d' gchen. Die Ebene pd’
ist also die gemischte Polarebene der Puncte d, ¢!, das beisst, sie ist die
Polarebene von » in Bezug auf den Polarkegel von ¢, dessen Scheitel ¢ ist.
Daraus folgt, dass die Ebene pd' durch ¢ geht, und analog die Kbene pc'
durch d.

Ist ausserdem x ein beliebiger Puuct von p, so geht die Polarebene von
x in Bezug auf den Polarkegel von ¢ durch ¢d'; mit andern Worten, ¢'d’
liegt in der Polarebene von ¢ in Bezug auf den Polarkegel von x, dessen
Scheitel p ist, das heisst, die Puncte p, ¢/, d’ sind in gerader Linie. Also:

Wenn eine durch einen Doppelpunct p gezogene Gerade die llessiana in
¢, b schneidet, so liegen die entsprechenden. Puncte o'\ d' ebenfalls mit p in ge-
rader Linie, und die (leraden ', ¢'d treffen sich awf der (feraden p.

209. Diese Schliisse gelten auch damn noch, wenn der Punct ¢ auf
eine Gerade p, fillt, eine der Geraden auf der Ilessiana aber von p (der
p enisprechenden) verschieden, ebenso von py, p,,p; (die durch p gehen),
nimlich einem Puncte p, entsprechend, dev etwa auf p, liegt. Num wird ¢!
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der Doppelpunct p, und d' ist ein Punct der Geraden p. Der niimliche
Punct d' ist der Pol einer ersten Polarfliche mit einem Doppelpunct in d;
nun haben aber die Nichtdoppelpuncte von p, als Quadripolarflichen Kegel
mit dem Scheitel p,, also ist d der dritte Doppelpunct p; der auf p, liegt,
und folglich fillt ¥ auf die Gerade p;.

Ist der Punct ¢ auf p, variabel, so bleiben die Puncte ¢’ (==p,) und
¥ (=), die beide auf der festen Geraden p; liegen, unverindert, also wird
» nicht aus p, hevausgehen. Davaus folgt, dass die Geraden p, und py in
einer Ebenc liegen, die durch p geht. Diese Ebene muss ausserdem die
Hessiana in einer Curve zweiter Ordnung mit Doppelpunct in p schneiden;
letztere Curve ist also das System zweier Geraden, die nothwendigerweise mit
Py und p, zusammenfallen.

Der gemeinschaftliche Punct der Geraden p*,p, ist der Pol einer Qua-
dripolarfliche mit Doppelpunct in p, und p;, das heisst einer Quadrifliche,
die aus zwei Ebenen bestcht, die durch p, gehen; also ist der p, und p; ge-
meinschaftliche Punct der Punct p, (der auf p liegt).

Die Geraden py, py, Py, s bilden also cin vollstindiges chenes Viersedt,
dessen Scheitel sechs Doppelpuncte der Hessiana sind. Zwei (egenscheitel sind
entsprechende Puncte, das heisst, jeder derselben liegt auf der entsprechenden
Geraden des andern,

Wie gross ist die Zahl der Ibenen, die derjenigen analog sind, welche die
vier Geraden p,, py, 1y, py enthilt? Durch jeden der Puncte p gehen drei
solche Ebenen, und jede Iihene enthilt sechs Puncte p, die Zahl der Ebenen
ist also 3-GIO=5.

Oder auch andevs: Zwei dieser Ebenen gehen durch jede der Geraden
» l|(l)ld jede Ebene enthilt vier Gerade p, die Zahl der Ebenen ist folglich
747-—5.

Diese fiing' Fbenen bilden einen Pentaeder (zuerst von SyLvesTer ent-
deckt), dessen Scheitel und Kanten bextiglich die zelm Puncte p und die zchn
Geraden p sind.

Von diesen fiinf Ebenen gehen drei durch p und die andern durch p,
also hat der gemeinschaftliche Scheitel dreier Seitenflichen des Pentaeders den
Durchschnitt der beiden iibrigen Seitenfliichen zur entsprechenden Geraden.

210. Will man das System dieser fiinf Ebenen studieren, so ist es am
Besten, dieselben durch die Zahlen 1,2,3,4,5 zu bezeichnen, in der Art,
dass die zchn Scheitel p (Doppelpuncte der Hessiana) und die beziiglichen
zehn (Gegenkanten (entsprechen den Geraden p) hezeichnet sind durch:

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345
45, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12,

Ein belicbiger Punet der Geraden 12 hat zur Quadripolartliiche einen
Kegel, der dem "Trieder conjugiert ist (194), das durch die Ebenen 3,4,5
gebildet wird. Lbenso sind die Polarkegel, deren Pole beliebig auf den
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Geraden 13,14, 15 angenommen sind, den Triedern 245, 235, 234 Leziiglich
conjugiert. Daraus folgt, dass alle Quadripolartliichen des durch diese vier
Kegel bestimmten Netzes, niimlich die Quadripolarfliichen aller Puncte der
Ebene 1, ein und demselben Tetraeder conjugiert sind, niimlich dem Tetrae-
der 2345.

Die Ebenen 1,2,3,4,5 sind die einzigen, welche die i haft besitzen
dass die Quadripolarfiiichen aller Puncte einer jeden wvon ihnen demselben Te-
traeder (das durch die wvier andern gebildet wird) conjugiert sind; weil man
beweisen kann, dass, wenn die Quadripolarflichen eines Netzes ein und dem-
selben Tetraeder conjugiert sind, die Kanten desselben in der Hessiana liegen.
In der That ist diese Fliche die Jacobiana (139) des lincaren Systems, das
durch genanntes Netz und eine andere nicht zum Netze gehirige Quadri-
polarfliche .S bestimmt ist. Nimmt man auf einer Kante des Tetraeders einen
Punct o an, auf der Gegenkante dort den Punct o', wo dieselbe durch die
Polarebene von o in Bezug auf ' geschnitten wird, so sind die Puncte o, o'
in Bezug auf alle Flichen des Systems conjugiert, und gehiren also der
Hessiana an.

211. Wir haben oben (196,201) bewiesen, dass jede Bitangente der
Hessiana die Eigenschaft besitzt, die Enveloppe der Polarebenen der Puncte
einer andern Geraden zu sein, welche die beiden entsprechenden Puncte der
Fliche verbindet. Unter den Geraden, welche diese Bigenschaft hesitzen,
betinden sich die zehn Kanten des Pentaeders und dic fiinfzehn Diagonalen
seiner Seitenfliichen. Jede Kante, wic 12, entspricht cinem Biischel Polar-
kegel (194), dessen Dasis das System der vier Geraden ist, welche im ent-
sprechenden Puncte 345 zusammenlaufen; und umgekehrt (87): die Polar-
ebenen der Puncte jeder dieser vier Geraden gehen durcl dic (ierade 12. Jede
Diagonale, wie {123}{]45}, entspricht einem Biischel von Quadripolarflichen,
die nicht Kegel sind, deren Basis das System der vier GGeraden ist, gebildet
durch den Durchschnitt der beiden Ibenenpaare, welche die Quadripolar-
flichen der Puncte 123, 145 darstellen, und umgekehrt: Die Polarchenen
der Puncte dieser vier Geraden gehen simmtlicl durch dic betracltete Diagonale.

212, Wir haben gezeigt, dass einer beliebigen Geraden ped durch den
Doppelpunct p cine Gerade pc/d’ entspricht (208), und aus dem Vorher-
gehenden (209) folgt, dass, wenn die Gerade pcd in cine Seitenfliche des
Trieders p,p,p, fillt, die Gerade pc'd’ mit der Gegenkante desselben Trieders
p fillt,  Tst kehrt ped eine der Geraden py, p,, py, so ist pe'd’
eine beliebige unter den Geraden, welche durch p gehen nnd in der Ebene
der beiden andern (veraden p liegen.

Tillt ped mit pe'd’ zusammen, das heisst, sind ¢, d zwei entsprechende
Puncte, so ist ped (197) eine der vier Geraden, durch welche die Polarkegel
vom Scheitel p gehen.

Ist ped in der Ebene pp gezogen, so fiillt ¢! mit p zusammen, und folglich
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osculiert die (ferade pe¢'d’ die Hessiana in p; also erzeugt, wenn ped um p
variabel ist in der Ebenc pp, dic Gerade pc'd’ den Polarkegel von p; und
withrend ¢ die Gerade p durchliiuft, und d eine cubische Plancnrve mit Doppel-
punct in p beschreibt, erzeugt der Punct d' den Kegelschnitt ¢, Durchschnitt
des genannten Kegels mit der Hessiana (206). Sobald pcd die Hessiana
osculiert, heisst, wenn sie in p einen der Zweige der cubischen Plancurve
beriihrt, so fillt d mit p zusammen, und folglich auch d' auf p. Daraus
ergibt sich, dass die beiden Dur puncte des Keg es ¢ mit
der Geraden p den beiden Puncten der cubischen Plancurve entsprechen,

welche unendlich nahe p liegen.

213. Verschiebt sich die Gerade ped in einer Ebene E durch p, so
erzeugt die Gerade pc'd’ einen Kegel, der durch p,, p,, p, geht, wegen der
drei Geraden, in denen /i die Seitenflichen des Trieders p,p,p, schneidet
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatrixen bestimmt, weil zwei
Gerade, die durch p gehen, dic Ebene E bestimmen. Die Kegel, welche
in dieser Weise zwei Ybenen F, J, entsprechen, haben eine einzige gemein.
schaftliche Generatrix (ausser p,, p, py) nimlich die Gerade pe'd’, welche der
Durchschnittslinie ped der beiden Ebenen entspricht. Die Kegel, welche den
Ebenen E entsprechen, sind also zweiter Ordnung.

Wir haben so cine Transformation der Figuren erhalten, welche aus Ge-
raden (also auch aus Libonen und Kegeln) gebildet werden, dic von p ausgehen.
Finer Geraden entspricht cine (lerade, ciner Ebene entspricht cin Quadvikegel,
der den Tricder p,p,p, wigesclrichen ist, und Lchrt.

Sobald die Puncte ¢, ¢’ und chenso d,d' in Bezug auf jede Quadritliche
conjugiert sind, so sind die Geraden ped, pe'd’ in Bezuy auf simmntliche Polar-
kegel vom Scheitel p conjugiert. Diese Kegel bilden ein Biischel und gehen
durch die vier Geraden, welche ibnen entsprechen, und diese vier (teraden

bilden cin vollstindiges Vierkant, dessen Diagonalgerade p,, p,, p; sind
(Durchschuitte der Il paare, welche dem Biischel angehvren, und die
fliichen der Puncte py, p,, p, sind).  Also: Der Quadriliegel, der
dem Trieder py p,p, wmgesclaichen ist und einer Ebene I enlspricht, st 'der

Ort der Polargeraden dicser  Ishene in Bezug auf dic Kegel jenes Biischels.
Folglich schneidet obiger Kegel die Ebenen PyPy PyPys Py Py Vings der conju-
gierten Geraden der Durchschnittsgeraden dersclben mit I in Bezug anf die

respectiven (feradenpaaie 1y Pas Pgslys Pys Do Derselbe Kegel trifft die
Ebene 27 lings zweier centsprechender Geraden, von denen jede cine Be-
riihrungsgeneratrix zwischen £ und einem Kegel des Biischels ist; dic Ebenen,
welche durch p, gehen und beziiglich durch zwei entsprechende Gerade,
bilden ein harmonisches System mit den Lhenen pypy, pypy; wes. w.

214. Wir betrachten einen Cubikegel (Kegel dritter Ordnung), der durch
dic sechs Geraden ppy, PPy, PRy £y Py 2y geht und 1i der drei letzten
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durch die Polarebenen von p), p,, p, berithet wird !).  Es sei ped cine Ge-
neratrix dieses Kegels. Die Ebene pc schneidet die Hessiana und diesen
Kegel lings zwei cubischen Plancurven, die sichen Puncte gemein haben,
von denen drei dieselben Tangenten besitzen; diese cubischen Curven fallen
also zusammen. Das heisst: Der Cubileegel trifft die llessiana in einer Plan-
curve (dritter Ordnung), deren Lbene pr¢ ist, und also noch in einer andern
Plancurve (derselben Ordmung), deren Ebene pd ist. Jede dieser beiden
Ebenen geniigt offenbar, um auf cine cinzige Weise den Cubikegel und die
andere Ebene zu bestimmen; also bilden dicse Iibenenpuave, dic dic Durch-
sehmittsewrven der lessiana mit den Cubikegeln des Biischels, um das es sich
handelt, enthalten, cine Involution; die Doppelet derselben enthalten die
Beriihrungscurven zwischen der Hessiana und zwei Kegeln des Biischels.
Das heisst: Die Tangenten, welche man vom Puncte p aus an dic Hessiana
ziehen kann, bilden zwei Cubilegel, und die Berithrungscurven befinden sich in
wwei durch p gehenden Ebenen; das System dieser beiden Ebenen ist folglich die
Quadripolarfiiche des Punctes p. Also: Die Quadripolawfliche von p besteht
aus zwet Ebenen, welche mit denjenigen beiden Ebenen cin harmonisches System
bilden, welche die beiden cubischen Plancurven enthalten, die cin und demselben
Cubileegel des Biischels angehiren.

Unter den Kegeln dieses Biischels gibt es auch den, welcher durch die
Ebene pp und den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Schnitte,
welche denselben entsprechen, sind die Ihenen pp und die Polarebene von
p. Bin anderer Kegel desselben Biischels ist das Trieder p, pypy, das durch
digjenigen drei Seitenfliichen des Pentaeders gebildet wird, welche in p zu-

laufen. Dic entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern

Seitenebenen des Pentaeders, welche durch p gehen, und jeder von ihnen
ist das System dreier Geraden. Hieraus zicht man, dass dic beiden Ilbenen,
welche die Quadvipolarfliche von p darstellen, wnd dic beiden Seitenfléicken des
Pentaeders, welche dwrel p gehen, cin harmonisches System hilden.

215. Die Ebenen pe, pd gehen beziiglich durch ¥, ¢' (208), folglich
geht der Cubikegel des crwihuten Biischels, welcher durch ped geht, auch
durch pc'd’, das heisst (113), dicser Kegel entspricht sich selbst. Man schliesst
hierans und aus bekannten Bigenschaften der cubischen Plancurven 2), dass die
Tangentialebenen unseres Kegels lings zweier entsprechender Geraden ped,
pe'd’ sich in ciner Generatrix des niimlichen Kegels schneiden; dass jeder

1) Die analogen Cubikegel bilden ein Biischel, denn die gemeinsamen Bedin-
gungen sind neun Geraden #quivalent, durch welche das System der drei Ebenen
PaPy PyPys Py o und das System der Ebene pp und des Polarkegels der Geraden
p gehen,

2) Man kann in der That den Cubikegel als Jacobiana eines Netzes von Quadri-
kegeln vom Scheitel p betrachten, dem das Polarkegelbiischel der Puncte von p
angehort,
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Quadrikegel, der dem Trieder p,p,p, umgeschrieben ist, den Cubikegel lings
der drei Beriihrungsgeneratrixen schneidet, welche dieser Kegel mit ein und
demselben Kegel zweiter Ordnung besitzt; und dass diese drei Generatrixen
ein Trieder bilden, dessen Seitenflichen den Cubikegel in drei nenen Geraden
schneiden, welche in der Ebene liegen, welche dem ersten Quadrikegel ent-
spricht, U, s w.; w s w.

216. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen iiber die Polarfliche
ciner belichigen Ebene E machen, welche durch den Doppelpunct p geht.
Da dieser Punct der Scheitel einer unbegrenzten Zahl von Polarkegeln ist,
deren Pole die Puncte von p sind, so gekt die Polarfliche durch diese Gerade
und ist lings derselben durch die Polarebene von p beriihrt. Dieselbe Fliche
geht ausserdem noch durch p und wird in diesem Puncte von der Polarebene
des Punctes i beriihrt, in dem F von p getroffen wird. Unter den Polar-
kegeln vom Scheitel p gibt es zwei, weleche die Ebene X beriihren; also
(188): Die Polarfiiiche hat zwei Doppelpuncte auf p.

Die Quadripolarflichen, die durch p gelen, treffen £ in Kegelschnitten,
die in p durch ein und dieselbe Gerade pi (Durchschnitt der Ebenen X und
pp) berithrt werden. Ein beliebiger Punct dieser Geraden ist fiir einen dieser
Kegelschnitte ein Doppelpunct, das heisst, er ist ein Beriihrungspunct zwischen
L und einer ersten Polarfliche durch p. Alle analogen ersten Polarflichen
gehen daher durch die Gerade pi, und ihre Pole sind auf der Geraden ge-
legen, welche den Durchschnitt der Polarebenen von p und i bilden. Daraus
ergibt sich, dass dicse letztere Gerade der Polarfliche von 12 angehirt.

Dicse Polarfliiche beriihrt die Hessiana liings einer Raumeurve sechster
Ordnung (158), die sich in unserem speciellen Falle in zwei Theile theilt,
die Gerade p und eine Raumcurve fiinfter Ordnung, die durch p geht. Diese
Curve, als dem Schuitte der Ibene £ auf der Hessiana entsprechend, bildet
in Verbindung mit den Geraden p,p,, p; den vollstindigen Durchschuitt
dieser Fliche mit dem Quadrikegel, welcher der Ebene £ entspricht (213).
Der letatere Kegel schneidet daher die Polarfliche von £ nochmals in einer
Geraden. In der That, sobald die Ebene I durch die entsprechenden Puncte
p, i der Hessiana geht, beriihrt sie in i ein Biischel von Quadripolarfliichen
(203), deren Pole auf einer Geraden durch p sich befinden, die in der Polar-
fliche liegt; und diese Fliche wird lings jener Geraden durch die Polar-
ebene von i beriihrt. Dieselbe Gerade enthilt die beiden andern Doppel-
puncte der Fliche, welche die Pole der beiden Kegel sind, die zu dem
Biischel gehoren. Diese beiden Kegel haben daher ihre Scheitel auf einer
in der Ebene 7 durch p gehenden Geraden, welehe der ersten Geraden
entspricht.

217. Indem man diese Betrachtungen auf die Ebenen des Pentaeders
12345 (210) anwendet, sieht man, dass die Kanten des Tetracders 2345 die
Curve sechster Ordnung (entsprechend dem Vierseit mit den Seiten 12,13,
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14, 15) bilden, Jings dessen die Hessiana dureh die Polafliche der Ebenc
1 beriihrt wird. Diese Fliche hat daher die Puncte 234, 235, 245, 345 (dic
Scheitel des T'etraeders) zu Doppelpuncten. Dieselbe Fliche enthiilt als reci-
proke Fliche der Steinerschen Fliche (188) drei andere Gerade die in derselben
Ebene liegen. Diese Geraden sind (216) die Durchschnitte der Polarebenen der
Punctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der (Hegenscheitel des Vier-
seits. Sie bilden gleichzeitig ein Dreieck a,bc;, von dem jeder Scheitel der
Pol einer ersten Polarfliiche ist, dic die Lbene 1 beriilirt, und durch zwei Gegen-
scheitelpaare des Vierseits geht; also sind die Diagonalen dieses Vierscits zu
zweien combiniert die Durchschnitte der Ebene 1 mit den ersten Polarflichen
der Puncte a), by, ¢;; das heisst, die Scheitel o', b'), ¢!, des Diagonaldreiecks
sind die Pole der Lbene ab,c;-

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Bbene ayb,c,, welche die Polarebene
Jjedes Scheitels des Dreiecks a'yb’y¢c', ist, das durch die Diagonalen des Vier-
seits (21, 23, 24, 25) gebildet wird; w. s, w. fiir die iibrigen Bbenen des Pen-
taeders. Nun gehen aber die Ebenen, die vom Puncte 345 aus durch die
Diagonalen

J23j 5] =6 o), (124 185) =0 0"y, }125} 184} =a', b,
gezogen sind, auch durch die Diagonalen
1123} 245] == by, (1241285
weil die Punctenpaare
(145, 245), (135, 235), (134, 234)
mit 345 in gerader Linic liegen; also treffen sich die Geraden o'y o'y, b', by,
¢i¢', in demselben Puncte 345.

Da die Ebene a)b,c; die Polarebene der Puncte a'y, by, ¢!, ist, so folgt
daraus, dass die Quadripolarfliche des gemcinschaftlichen Punctes dieser
Ebene und der Geraden 12 ein Kegel ist, der durch die Puncte a',, b, ¢,
und durch die vier Geraden (durch 3 geht, welehe die Basis des Polar-
kegelbiischels der Puncte von 12 bilden.  Ebenso. ist die Quadripolartiiche
des Punctes, in welchem a,bye, die Clerade 12 schncidet ein Kegel, der
durch die Puncte a',, b'y, ¢, und durch dieselben vier Geraden geht. Nun liegen
aber die Puncte o'}, a'y; b}, b 3 ‘1“; mit dem Puncte 345, dem gemein-
schaftlichen S(henel beider Kegel, in gerader Liniej die beiden Kegel fallen
also zusammen, das heisst, die Lbenen a;b¢), a,b,c, treflen dic Gerade 12
in demselben Puncte. Also: Die lihencu b0y, 00,6y, oony welche den Sciten-
Jliichen 1 . des Pentacders entsprechen, biliden cin nenes Pentacder, dessen
Kanten dic entsprechenden Kanten des ersten Lrefeny wud daher liegen die fiing
len Seitenchenen der beiden Penlaeder

'y, 1125} (284 |=alybly s

Geraden, i denen die entspree

schneiden, in einer cinzigen bene,

218. Wir haben oben bewiesen, dass dem Schnitte der Hessiana durch

eine Ebene Z eine Raumcurve I sechster Ordnung entspricht (168). s sei
o ein Punct von %, »' der entsprechiende Punct von /2. Die Polargerade
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der Ebene /2 in Bezug auf den Polarkegel von o trifft die 1lessiana nicht
blos in ¢/, sondern auch in drei anderen Puncten f, m, n. Die Ebene # ist
also die gemischte Polarebene der Punctenpaare o, 1; o, m; o, n, das heisst,
sie ist die Polarebene von o in Bezug auf die Polarkegel von Im,n. E
enthillt daher die Scheitel dieser drei Kegel, und folglich gehdren die Puncte
L,m,n der % an. Also: Die Polargeraden der Ihene E in Bezug auf die
Polarkegel, deven Scheitel in dieser Ehene liegen, trefien jede die Rawmeurve k
in drei Puncten.

Wie viel solcher Polargeraden der Ebene /2 gehen durch einen beliebigen
Punct o von £? Man muss einen Punct suchen, welcher mit o als gemischte
Polarebene die 72 hat; soleher Punct ist jeder Punct der Polargeraden von E
in Bezug auf den Polarkegel von o. Diese Gerade trifft, wie man vorhin
gesehen, die Curve % in drei Puncten (,m, n; und die Polargeraden von E
in Bezug anf die Polarkegel von I,m, n gehen durch 0. FEs gibt also drei
Polargerade, welche durch einen beliebigen Punct von k gehen.

Wie viel dieser Polargeraden trifft eine willkiirliche Gerade g? Oder
anders, wie viel Puncte gibt es auf g, welche ¥ als Polarebene haben in Be-
zug auf einen Polarkegel, dessen Pol auf % liegt? Die Pole der Quadri-
polarfiichen, in Bezug auf welche die Puncte von g die Pole von E sind
(187), liegen auf einer cubischen Raumcurve, welche mit 4 acht Puncte ge-
mein hat (121). Also: Die Polargeraden der Iibene E in Bezug awf dic
Polarkegel, deren Scheitel sich in dieser Iibene bejinden, bilden eine Ifliche
achter Orduung. Fir diese Fliche ist & eine dreifuche Curve, demn in jedem
ihrer Puncte kreuzen sich dvei Generatrixen. Die ndimliche Fliche geht durch
die zehn Geraden p, weil jede dieser letztern als Polargerade ciner beliebigen
Ebene in Bezug auf die Quadripolarfiche des entsprechenden Punctes p
betrachtet werden kann,

Die Gencratrixen der Fliche treffen die Lbene % in den Scheiteln der
Polarkegel, also enthdlt dic e den cbenen Schnitt der Iessiana auf' E.
Sie enthiilt ausserdem mnoch vier Gerade, die auch auf E liegen. Es sind
dies die Beriihrungsgeneratrixen von /' mit den vier Polarkegeln, deren Pole
die Doppelpuncte der Polarfliche von % sind (188).

Ist E die Ebene im Unendlichen, so sind die Polarkegel der Puncte
von & Cylinder, unter denen digjenigen, welche E beriihren, vier an der Zahl,
parabolisch sind. Die Polargeraden von F werden die Axen dieser Cy-
linder.

219. Von welcher Classe ist die Lnveloppe der Libenen, welche dic Fun-
damentalfliche F, in harmonischen cubischen Cwurcen schneidet V)?  Es sei gy
cine willkiirliche (Gerade, v ein Punect, weleher g nnd der Fundamentalffiiche

1) Eine Plancurve dritter Ordnung heisst /a isch oder dquianharmoniscl

nach den Specialwerthen des Doppelverl i von vier T: A
die von einem beliebigen Puncte der Curye ausgehen. Linleitung, No. 27, 131b.
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gemein ist; man muss nun eine sulche Ebene, welche durch g geht, suchen, dass
die vier Tangenten, die man von x an Fy in dieser Ebene ziehen kann, ein
harmonisches System bilden. Nun bilden die Tangenten, die man von x an
Iy ziehen kann (67) einen Kegel vierter Ordnung, welcher, da er im Allge-
meinen keine Doppelgeneratrixen hat, noch stationiire, von der zwdlften Classe
ist. Indem man diesen Kegel und die Gerade g durch eine Ebene schneidet,
erhilt man eine allgemeine Curve ¢ vierter Ordnung und einen Punct g, Es
handelt sich nun darum, von g eine Gerade zu ziehen, welehe ¢ in vier har-
monischen Puncten schneidet. Man weiss aber ), dass dieses Problem sechs
Auflosungen zulisst, also ist die gesuchte nveloppe cine Flache von der
sechsten Classe,

Auf die ndmliche Weise findet man den Satz: Die Ebenen, welche dic
Fund Ufliiche in diquiank, ischen cubischen Curven schneiden, wmhiillen
eine Fliche vierter Classe.

Eine cubische Curve mit einer Spitze ist gleichzeitig ein Specialfall der
harmonischen cubischen Curve und der Hquianharmonischen. Also sind dic
beiden Flichen sechster und wvierter (lasse, welche wir eben betrachtet haben,

in die Developpable (172) eingeschrieben, die durch die stationdiren Tangential-
abenen gebildet wird (das heisst, die der Fundamentalfliche lings der para-
bolischen Curve hrieben ist).

Unter den Ibcenen, welche die Fund Ifiiiche in dquianh ischen
cubischen Curven schneiden, befinden sich auch dic zehn zu pp analogen Iibenen
(207), dass hcisst dicjenigen, welche durch cinen Doppelpunct und die ent-
sprechende Gerade gehen. In der That ist die erste Polarfliche von p ein
Ebenenpaar, dass durch p geht, und die ersten Polarflichen der Puncte von
p sind Kegel, welche die Ebene pp lings Geradenpaaren durch p in Invo-
lution schneiden. Die Doppelstrahlen dieser Involution und die Gerade p
bilden also die Jucobiana des Netzes von Kegelschnitten, lings deren die
Ebene pp die Quadripolarflichen dieser Puncte schueidet. (Diese Jacobiana
ist der Schnitt der Ibene pp durch die Polarfliche dieser Ebene). Wenn
aber die Jacobiana des Netzes der Polarkegelschnitte das System dreier Ge-
raden ist, so ist dic Fundamentalenrve iiquianharmonisch, folglich trifft die
Ebene pp die Fundamentalfliiche in einer Aquianharmonischen cubischen Curve.

1) Steiner, Ueber solche algebraische (‘wrven u. s. w. (Crelles Journal,

Bd 47, S.102).
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CAPITEL IIL

DIt SIEBENUNDZWANZIG GERADEN EINER FLACHE
DRITTER ORDNUNG.

220. Eine Bitangentialebene der Fundamentalfiiche Fy schueidet diese
Fliiche in einer cubischen Curve mit zwei Doppelpuncten (den beiden Be-
riihrungspuncten), dass heisst in einer Geraden und einem| Kegelschnitte.
Die Zahl der auf F liegenden Geraden ist also gleich der Zahl der Bitan-
genten, welche durch einen beliebigen Punct des Raumes gehen, oder auch
gleich der Classe der developpablen Fliche, welche die Enveloppe der Bi-
tangentialcbenen ist. Diese Classe ist nun (67) gleich 27, also enthiilt eine
Fliche dritter Ordnung im Allyemeinen 27 Gerade.

Ist a einc dieser Geraden, so schneidet jede durch « gelegte Ebene
die Fliche in einem Kegelschnitt und beriihrt sie in den beiden Durch-

hnittsp dieses Kegelschni mit @ (171). Liisst man die Ebene um
a rotieren, so erzeugen dic beiden Deriiln sp cine Involution, deren

Doppelpuncte die Beriihrungspuncte von « mit der Hessiana sind, oder was
auf dasselbe hinausliiuft, mit der parabolischen Curve. Unter den Ebenen,
die durch a gelegt sind, gibt es (171) fiinf, welche I in einem Kegelschnitt
mit Doppelpunct (swei Gerade ausser @) schneiden; das heisst, durch jede
auf der Iliche gelegene (lerade gehen finf Tritangentialebenen (zwei Beriih-
rungspuncte auf der Geraden, der dritte ausserhalb). Umgekehrt muss jede
Tritangentialebene die Fliche liugs dreier Geraden schneiden (eine cubische
Curve mit drei Doppelpuncten); also: Liine belichige Gerade auf der Fliche
wifft 2.5 =10 andere Gerade derselben Fliche, und die Zaki der Tritan-

gentialebenen ist : 3

Sind @, b, ¢ drei Gerade, die in derselben Tritangentialebene liegen, so
gehen durch jede solche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser abe,
jede dieser Ebenen enthiilt zwei neue Gerade, und man erhilt so die 3.4.2=24
Geraden, welche mit «, b, ¢ die Zahl 27 vervollstindigen.

221. Die neun Gerdden, in denen sich die Seitenebenen zweier gege-
bener Trieder schneiden, bilden die Basis eines Biischels cubischer Flichen,
zu denen auch die heiden Trieder gehtren. Die Fliche des Biischels, welche
durch einen gegebenen Punct p geht, erhiilt man auf folgende Weise: Eine
beliebig durch p gelegte Ebene schneidet die neun Geraden in neun Puncten,
welche als Durchschnittspuncte der Seiten zweier Dreiecke (Schnitte der
beiden Trieder) die Basis eines Curvenbiischels dritter Ordnung bilden. Eine
dieser Curven geht durch p und der Ort aller analogen Curven, welche man
erhiilt, wenn man dic Lbene wm p drehkt, ist offenbar die hte cubi
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beliebige Gerade; x ein beliebiger Punct dieser Geraden. Wenn eine Quadri-
polarfliiche durch x geht, so ist der Ort des Poles die zweite Polarfliche
von x, welche die Curve (2v) in suy(v—2) Puncten schneidet; und die Polar-
ebenen dieser Puncte treffen y in pv(»—2) Puncten x'. Umgekehrt haben
die Polarebenen, die durch einen beliebigen Punct x' von g gehen, ihre Pole
auf der ersten Polarfliche von x', welche die Curve (#v) in pzv(v—1) Puncten
treffen, deren Quadripolarflichen 2uv(v—1) Puncte x auf g bestimmen, Is
gibt also auf ¢
uy(v—2) +2uy(v—1) = uv(3v-—4)

Puncte, in denen ein Puuct x mit einem Puncte x' zusammenfdllt. Man
erhilt so den Satz:

Der Ort der Osculigrenden der Fundamentalfiiiche in den Puncten der
Durchschnittscurve derselben mit eciner andern Iliche S/‘ peter Ordnung ist
eine Fliiche der pv(3v—4)-ten Ordnuny.

Fiiv diese im Allgemeinen windschiefe Fliche ist die Curve (1) doppelt,
denn jeder Punct derselben ist der Durchschnitt zweier gradliniger Gene-
ratrixen, Ist 2=1, so schneidet der fragliche Ort die Ebene 'S in dem
Schnitte der Fliche F), durch .S und in den 3»(v—2) stationiren Tangenten
dieser ebenen Curve.

Ist n=4(+v—2), so geht die Ordnung des Ortes in 4»(v—2)(8v—4) iiber;
ist aber .S, die Hessiana, so darf man nur die Hilfte dieser Zahl nehmen,
da in diesem Falle die Curve () die parabolische Curve ist (169), und
folglich in jedem ihrer Puncte die beiden Osculierenden zusammenfallen.

In demselben Falle ist der Ort eine Developpable, da die Tangential-
ebene eines parabolischen Punctes von F, stationiir ist, das heisst, da sie
als eine Bitangentialebene betrachtet werden muss, deren beide Beriihrungs-
puncte unendlich nahe sind, und da zwei stationiire Ebenen, die unmittelbar
auf cinander folgen, durch die Osculierende gehen (31). Daraus folgt: Der
Ort der Osculicrenden lings der parabolischen Curve fillt mit der einkiillen-
den Fliche der iondiren  Iibenen 1), deren Classe wir schon
friiher bestimmt haben (67).

173. Man verlangt die der I'und fliiche lings der Durchschnitts-
curve v-ter Ordnung mit eimer Ibene E wmgeschricbene Developpable.

Die erste Polarfliiche eines beliebigen Punctes ¥ des Raumes trifft die
Curve (v) in »(v—1) Puncten, also ist die Classe der Developpablen gleich »(v—1).

Wenn zwei dieser »(»—1) Puncte zusammenfallen, so gehort der Punct

1) Diese Developpable ist der Stelneriana lings der (‘urve von der Ordnung
6y(v—2)2 hrieben, welche der parabolischen Curve entspricht (168). In der
That, ist o ein parabolischer Punct, so berithrt die — hier stationiire — Polarebene
von g in diesem Puncte die Fund: Ifliche und im correspondierenden Puncte

die Steineriana (165).
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x der Developpablen an. Wieviel solcher Puncte gibt es nun auf einer
beliebigen Geraden g? Die ersten Polarfliichen der Puncte von g bilden
ein Biischel und schneiden also die Ebene % in einem Curvenbiisehel (v—1)-ter
Ordnung in dem es »(3»—5) Curven gibt 1), welche die Curve (v) berithren,
sobald man dicse ohme vielfache Puncte voraussetzt. Hat diese Curve o
Doppelpuncte und x Spitzen (das beisst, hat 2 & gewihnliche und x stationiire
Beriihrangen mit 17,), so geht obige Zahl iiber in »(8v—5)—(20-34)2). Diese
Zahl driiclt daher die Ordaung unsrer Developpablen aus.

Gibt es unter den v(v—1) Durchsehnittspuncien der evsten Polarfliche
von x mit der Curve (v) drei zusammenfallende Puncte, so licgt x anf der
Cuspidalcurve der Developpablen; hat dagegen dic erste Polarfliche von ¥
zwei Beriihrungen mit der Curve (¥), so ist x ein Punct der Doppeleurve
der Developpablen. Man kann daher nach der Zahl derartiger Puncte x auf
einer beliebigen Iibene fragen. Die ersten Polarflichen der Puncte diescr
Ebene schneiden 77 in einem Curvennctze (v—1)-ter Ordnung, in dem es

Gy(v—2)—(60+8%)
Curven gibt, welche die Curve (v) osculicren, und
H[H(89—5)—(20-| 3%)|2—»(1 |»—21)+10(s+‘%7x 8)

Curven, welche die ndmliche Curve in zwei getrennten Puncten beriihren.
Diese Zahlen driicken die Ordnung der Cuspidalewrve und dic Orduung der
Knotewcurve der Developpablen aus, um die es sich handelt.

174. Was ist der Ort cines Puncles, dessen Quadripolayjliche in Bezug
auf I, durch dic Scheitcl cines Telracders geht, das ciner gegebenen Fliche
S zweiter Ordnuny congugiert ist? Seien a, b zwei beliebige Puncte des Raumes;
¢ die Curve (v—2)2-ter Ordnung, die der Durchschnitt der zweiten Polar-
tichen von a, b ist, und folglich Ort der Pole der Quadripolarflichen, welche
durch diese Puncte gehen; a',b' die Puncte, in denen S die in Bezug auf
S reciproke Gerade von ab schneidet. Die Quadvipolarfliichen die durch «
und b gehen, bilden eine Reihe, von der (v—2)8 durch cinen dritten beliebig
gegebenen Punet gehen. Fs wird dalier auch (v—2)* Quadvifliichen dieser
niimlichen Reihe gehen, welche das Segment a'b’ harmonisch theilen, das
heisst, die Curve ¢ trifft den gesuchten Ort in (v—2)® Puncten. Folglich st
dieser Ort eine Fliche von der Ordnuny

(v—2)8:(»—2)2=v—2 .

Jeder Punct, der diesem Orte und der Ilessiana gemein ist, ist dann
der Pol eines Quadripolarkegels, der einem S conjugierten Trieder umgeschrieben
ist. Folglich hat man (168): Der Ort der Scheitel der Quadrilegel, welche

1) Einleitung, Nr. 87.
2) Einleitung, Nr. 103.
3) Hinleitung, Nr. 103.
Crexoxa, Oberfliichen. 10
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den der gegebenen Quadvifliiche conjugierten Triedern wmgeschrichen sind, ist
eine Raumcurve der 6(v—2)3-ten Ordnung.

175. Was ist der Ort eines Puncles, dessen Quadripolarfliiche einem
Tetraeder eingeschrieben ist, das einer gegebenen Fliche S zweiter Ordnung
conjugiert ist 2 Es seien 4, B zwei beliebige Ebenen; ¢ die Curve 9(v—2)2-ter
Ordnung, die den Durchschnitt der gemeinen Polarflichen der Ebenen 4, B
darstellt, und somit Ort der Pole der Quadripolarfliichen, welche beide obigen
Ebenen beriihren; A', B' die Tangentialebenen von S, welehe durch dic in Be-
zug auf § reciproke Gerade von AB gelegt sind. Die Quadripolarfliichen,
diec 4 und B beriihren, bilden eine Reihe, von der je 27(»—2)% cine beliebige
dritte Ebene beriihren; es gibt daher auch 27(v—2)? solcher Fliichen, welche
zu den Ebenen A', B' conjugiert sind. Die Curve c enthiilt also 27(»—2)3
Puncte des gesuchten Ortes, und dieser ist daher eine Fliche von der Ordnung:

T(v—2)3:9(v —2)? = 3(v—2) .

Liegt ein Scheitel x des zu & conjugierten Tetraeders auf S selbst, so
ist seine Gegenfliche die Tangentialebene dieser Fliche in x, und von den
drei iibrigen Seitenflichen fillt eine mit derselben Tangentialebene zusammen,
und die beiden iibrigen sind zwei beliebige Ebenen,  dic man durch zwei
conjugierte Tangenten von S in x gezogen hat. Llin solches Tetraeder kann
man daher stets als einem Quadrikegel vom Scheitel ¥ umgeschrieben ansehen.
Ist folglich x ein gemeinschaftlicher Punct von S und der Hessiana, so gehirt
der Pol des Polarkegels vom Scheitel x dem Orte an, um den es sich handelt;
das heisst: dieser Ort schneidet die Hessiana in der Curve, welche der Durch-
sehnittscurve der Steineriana mit S entspricht.

‘Wenn S das System zweier Ebenen ist, so wird der betrachtete Ort
offenbar die gemischte Polarfliche dieser Ibenen (158).

176. Wir suchen den Ort eines Punctes, dessen Quadripolarfliche in
Beauy anf die Fundamentalfiiche I, durch die Scheitel eines Tetraeders geht,
welches der Quadripolarfiiche des nimbichen Punctes in Bezug auf die Hessiana
conjugiert ist.

Es sei g eine Dbeliebige Gerade; x ein Punct auf g. Der Ort der Pole
der Quadripolarflichen in Bezug auf F,, die den Tetracdern nmgeschrieben
sind, welche der Quadripolarfliiche des Punctes r nach der Hessiana genommen
conjugiert sind, schneidet die Gerade g in (v—2) Puncten x' (172). Soll
umgekehrt eine Quadripolartliiche in Bezug auf die Hessiana einemn Tetraeder
conjugiert sein, das der Quadripolarfliche des Punctes ¥’ in Bezug auf F),
cingeschrieben ist, (das beisst, wenn die erste Quadrifiiiche einem der zweiten
conjugierten Tetraeder eingeschrieben sein soll), so ist der Ort (175) eine
Pliche von der Ordnung 3[4(v—2)—2|, welche ¢ in ebensovielen Puncten
x schneidet. Diese Gerade enthiilt also »—2-12(v—2)—6 zusammenfallenden
Puncte ¥, x', oder mit andern Worten, der gesuchte Ort ist eine Fliche der
(18v—82)-sten  Ordnung.
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Betrachtet man die gemeinschaftlichen Puncte dieser Fliche und der
Hessiana, so konnen wir weiter behaupten: Der Ort eines Punctes der Hes-
siana, dessen Polarkegel einem der Quadripolarfliiche des niimlichen Punctes
conjugierten Trieder umgeschricben ist, diesc Fliche nach der Hessiana
genommen, ist eine Raumcurve von der Ordnung 4(»—2)(13v—32).

177, In iilnlicher Weise findet man den Satz: Der Ort eines Punctes,
dessen Quadripolarfliche nach F, cinem Letraeder eingeschrieben ist, das der
Quadripolarficiche des nimlichen Punctes in Bezug auf die Hessiuna conjugicrt
ist, ist eine Dliche I' der Ordnung

4(v—2)—2-+3(»—2) =Tv—16 .

Diese Fliiche schneidet die Hessiana in einer Curve, von der jeder Punct
in Bezug auf F, der Pol cines Quadrikegels ist, dessen Scheitel auf der
Quadripolarfliiche des niimlichen Punctes in Bezug auf die Ilessiana liegt.
Folylich ist der Ort eines Punctes der Hessiana, dessen Quadripolarfliche nach
der Hessiana genommen, durch den entsprechenden Punct der Steineriana geht,
eine Rawncurve der 4(»—2)(1v—16)-ten Ordnung, die auf der Fliche T liegt.
Diese Curve geht zweimal durch die 10(»—2)® Doppelpuncte der Hessiana,

denn jeder Punet derselben hat eine unbeg Zahl entsprechender Puncte
in gerader Linie (167), welche die Quadripolarfliche dieses Punctes nach der
Hessiana g zweimal schneid

178. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Polarcbene in Bezuy auf die
lessiana die Quadripolarfliche des ndmlichen Punctes in Bezug auf F,
berihrt? Es sei y eine beliebige Gerade; x ein Punct auf y; X die Polar-
ebene von x in Bezug auf die Hessiana, Die Quadripolarflichen nach F,,
welche dic Ebene X beviihren, haben ihre Pole auf der gemeinen Polarfliche
dieser Ibene (158), welche g in 3(+—2) Puncten ¥' schueidet. Soll umge-
kehrt eine Polarfliche durch x' gehen, so ist die entsprechende Ebene Tan-
gentialebene der Quadripolarfliche von x'. Nun liegen aber dic Pole — nach
der Hessiana genommen — der Tangentialebenen einer Quadrifliche auf einer
Fliche der 2[4(»—2)—1]-ten Ordnung (96), die g in ebensovielen Puncten x
schneidet. Die Gerade ¢ enthilt also

3(v—2)4-8(»—2)—2 = 11v—24
zusammenfallende Puncte x, ¥', und deor gesuchte Ort ist also cine Fliche &
der (11v—24)-sten Ordnung.

Ein Punct x der Fliiche 7' (177) ist der Scheitel eines der Quadripolar-
fliche von ¥ nach Z', genommen umgeschriebenen Tetraeders, das zugleich
der Quadripolarfliche des nimlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana con-
jugiert ist, wenn nur der Punct ¥ auf der reciproken Polarfliche der ersten
Quadrifliiche in Bezug auf die zweite liegt, in welchem Falle die Polarebene
von x, nach der Hessiana genommen, die Quadripolarfliche desselben Punctes
fiir 7, beriihrt. Das heisst, unier dieser Voraussetzung ist ¥ auch ein Punct

10%
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von ®. Der Ort eines Punctes also, der ein Scheitel eines Tetraeders ist, das
beziiglich den Quadripolarflichen  desselben  Punctes nach ¥, und nach der
Hessit hrieben und jugiert ist, ist eine Raumcwrve von
der Ordnung (11v—24)(Tv—16), dic den Durchschnitt der Flichen & und T
bildet.,

179. Was dst der Ort eines Puncles, dessen Polarebene in Bexug auf
die Hessiana einer gegebenen ILbene Ej in Bexug awf die Quadripolarfiiche
desselben Punctes conjugiert ist, letztere Fliche nach F, genommen? Ist x
ein Punct einer Geraden gy, und X die Polarebene von x in Bezug auf die
Hessiana, so schneidet der Ort der Pole der Quadripolarfliichen nach F), fiir
welche Z; und X zwei conjugierte Ebenen sind, ¢ in 3(»—2) Puncten x/
(152); umgekehrt, ist p der Pol der Ebene ) in Bezug auf die Quadripolar-
fliche eincs Punctes x', diese Fliiche nach der Fundamentalfliiche genommen,
so schneidet dic erste Polarfliche von p in Bezug auf die Hessiana g in
4(»—2)—1 Puncten x. Die Gerade g enthiilt also 3(»—2)-+4(v—2)—1 zu-
sammenfallende Puncte x, x', das heisst der gesuchte Ort ist eine Fliche 8
von der Ordnung Tv—15.

Ist x ein Punct der Hessiana, fiir dessen Polarkegel der Scheitel auf
der gegebenen Iibene liegt oder auf der Polarebene von x in Bezug auf die
Ilessiana, so gehort dieser Punct x dem Orte 8, an, denn, da die durch den
Scheitel gehende Ebene eine unbegrenzte Zahl Pole hat — auf der Polar-
geraden der Ebenc in Bezug auf den Kegel —, so ist sie fiir jede beliebige
anderc Ebene conjugiert. Der erste Fall hat statt fiiv die Pole der Polar-
kegel, deren Scheitel anf der Daurck i ve der Steineri mit der
Ebene 17 liegen; folglich geht der Ort 8, durch die Raumcurve 6(»—2)*ter
Ordnung, welche dem ebenen Schnitte 7; der Steineriana entspricht 1),

Die zweite Voraussetzung tritt dagegen ein, wenn die Tangentialebene
der lessiana in x durch den Scheitel %' des Polarkegels geht. In diesem
Falle gehirt der Punct x offenbar auch der Fliche @ an (178). Was also auch die
Ebene /17 ist, stets geht der Ort 8, durch die gemeinschaftliche Curve von
© und der Hessiana 2). Diese Curve ist von der Ordnung

4(r—9)(Ty—15)— 6(r—2)2 = 2A»—2)(11v—24)
und diese Zahl ist die Hilfte des Productes aus den Ordnungszahlen der

1) Der Ort $; und die gemeine Polarfliche der Ebene 1) schneiden sich noch
in einer andern Raumecurve von der Ordnung 3(v—2)(5v—11), die offenbar der Ort
eines Punctes ist, dessen Quadripolarfliche in Bezug auf F', die Ebene /) berithrt,

und dessen Polarebene in Bezug auf die Hessi durch den Beriihrungsp geht.
2) Jeder gemeinschaftliche Punct der Fliche & und der Hessiana gehdrt auch.
8 an, denn sobald die Polareb nach der Hessi den Polarkegel beriih

muss, so geht sie durch den Scheitel desselben. Im Falle » =3 ist die Durch-
schnittscurve zwischen @ und der Hessiana die der parabolischen Curve ent-
sprechende.
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Fliche & und der Hessiana, folylich berithren sich dicse beiden Fléichen iiber-
all, wo sie sich treffen, und zwar lings einer Raumcurve der 2(»—2)(11v—24)-sten
Ordpung, Ort eines Puncles, dessen Polarebene in Bexug auf die Hessiana
durch den entsprechenden Punct der Steineriana geht.

Alle diese Fliichen 8 der (7v—I15)-ten Ordnung bilden, da sie durch die
nimliche Curve 2(v—2)(11v—24)-ten Ordnung gehen, ein lineares System. In der
That, sind a, b, ¢ drei beliebig gegebene Puncte des Raumes; A, B, C' die
Polarebenen von g, b, ¢ in Bezug auf die Ilessiana; und o', b, ¢! die Pole der
Ebenen A, B, C' in Bezug auf die Quadripolarflichen von a,b, ¢ nach F),
genommen, so bestimmt die Ebene £ = a’b’c’ die einzige Fliche §, die durch
o, b, ¢ geht.

180. Man sucht den Ort eincs Puncles, fiir den die gemeinsame Gerade
aner gegebonen Ebene 15y und der Polarebenc des Pumctes in Bexug auf die
Hessiana dic Quadripolarfiiche des -nimlichen Punctes nach der Fundamental-
Jfléiche genommen berithrt. Um die Aufgabe zu lésen, nehmen wir auf einer
beliebigen Geraden g einen Punct ¥ an; dann schneidet die Polarebene von ¥
nach der Hessiana genommen I7) in einer gewissen Geraden, und der Ort
der Pole derjenigen Quadripolarflichen in Bezug auf I, welche diese Gerade
beriihren, schneidet g in 2(»—2) Puncten x' (159). Umgekehrt wird die
Quadripolarfliche fiir F, eines Punctes ¥ von der Ebene Ej in einem Kegel-
schnitte getroffen, der 2(4v—9) gemeinschaftliche Tangenten mit demjenigen
Schnitte hat, den die niimliche Ebene in der einhiillenden Fliiche [4(v—2)—1]-ter
Classe (93) der Polarbenen der Puncte von g nach der Hessiana genommen
macht.  Der gesuchte Ort ist also eine Fliche & ; won der Ordnung

2(v—2)+2(4v—9) = 2(5»—11) .

Die Fliche & und die Fliche §; in Bezng auf die Ebene £, (179)
haben eine Curve der Ordnung 2(»—2)(11v——24) gemein, und schneiden sich
also in einer andern Raumcurve von der Ordnung

(Tv—15)(11y—24)—2(y—2)(11y—24) = (Bv—11)(11v—24) .

Jeder Punct x dieser Curve ist so beschaffen, dass seine Polarebene fiir
die Hessiana die Quadripolarfliche des nimlichen Punctes in Bezug auf F),
beriihrt (178), und dass genannte Ebene der Ebene F; in Bezug auf die
nimliche Quadripolarfiiche conjugiert ist; folglich geht E; durch den Be-
riihrungspunct der Polarebene mit der Quadrifiiche, und also ist der Durch-
schnitt von %, mit der Polarebene eine Tangente der Quadrifliche. Ls folgt
daraus, dass ¥ ein Punct des Ortes X ist. Dasselbe Raisonnement zeigt
ebenfalls, dass jeder Punct der Curve 3(v—2)(5v—11)-ten Ordnung, welche
der gemeinen Polarfliche der Ebene E, und dem Orte 8, gleichzeitig ange-
hort, auch auf 06, liegt; und also schneidet &, die 8, in einer Curve der
(5v—11)(11y—24)-ten Orduung, die auf & liegt, und in einer andern Curve
von der Ordnung 3(v—2)(5v—11), welche auf der gemeinen Polarfliiche der
Ebene L) liegt.
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Nun sieht man aber leicht nach den Definitionen des betreffenden Ortes,
dass jeder gemeinsame Punct von &, und &, und ebenso jeder gemeinsame
Punct von & und der Polarfliche von Z; nothwendigerweise auch auf 8,
liegt, und folglich wird die Fliche X, durch die Fliche & lings der Raum-
curve (5v—11)(11y—24)-ster Ordnung beriihrt, und von der gemeinen Polarfliche
der Ebene E) lings der Rawmcurve 3(v—2)(5v—11)-ter Ordnung; beide Be-
riikrungscurven liegen gleichzeitig auf der Fliche $3 7).

181. Man verlangt den Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug
auf die Hessiana die Quadripolarfliiche des nimlichen Punctes in Bexug auf
Fy, und 2wes gegebenen Ebenen I2) | Fy' in einem Kegelschnitt und zwei zu dem-

selben jugicrten Geraden schneidet. Es sei x ein Punct einer beliebigen
Geraden g; X die Polarebene von ¥ in Bezug auf die Hessiana, dann ist
der Ort der Pole der Quadripolarfliichen in Bezug auf ¥, welche die Lbene
E; in Kegelschnitten schneiden, die zu den Geraden XI,, XE;' conjugiert
sind, die gemischte Polarfliche dieser Geraden (159), die g in 2(»—2) Puncten
x' schneidet. Umgekehrt sei @ die Quadripolarfliche eines Punctes x' in Be-
zug auf I, damn weiss man, dass die Ebenen, welche die Quadrifliche @
und die gegebenen Ebenen Z;, /)’ lings eines Kegelschnittes und zwei
conjugierter Geraden schneiden, eine andere Quadrifiiche umhiillen. Diese
Fliche und die Einhiillende der Polarebenen der Puncte von g in Bezug auf
die Hessiana haben 2[4(v—2)—1] gemeinschaftliche T ialebenen, denen
ebensoviele Pole ¥ auf g entsprechen. Der werlangte Ort ist also eine Fliche
Xy der Ordnung

2(v—2) 4 2(4v—9) = 2(5»—11) .

Jeder gemeinsame Punct x von & und X, ist so beschaffen (180), dass
seine Polarebene in Bezug auf die Hessiana die Quadripolarfliche von x nach
F, genommen und die Ebene £, in drei durch ein und denselben Punct

henden Geraden schneidet. Die letzte von diesen Geraden hat eine unbe-
grenzte Anzahl Pole in gerader Linie in Bezug auf den Kegelschuitt, der
durch die beiden ersten Geraden gebildet wird. Daraus folgt, dass die letatere
Gerade in Bezug auf genannten Kegelschnitt jeder Geraden conjugiert ist,
die in der erwihnten Polarebene von x gezogen werden kann; also ist ¥ auch
ein Punct des Ortes X6 ,;'. Das heisst aber: Dieser Ort geht durch die beiden
Curven der (5»—11)(11v—24)-sten Ordnung, in dencn sich die Flichen & und
beziiglich 06 ) und X' beriilren.

182. Man verlangt den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug
auyf F, und dic Hessiana, und dessen Quadrioplarfliiche in Bezug auf T,

1) Es folgt hieraus, dass der Verein der Hessiana, von X7 und einer belie-
bigen Fliiche @ der (4v—9)-ten Ordnung mittelst zweicr projectivischer Biischel
erzeugt werden kann, niamlich (&, 8 1@, ...) der (11v—24)-ten Ordnung und (8 3, S )®,...)
der (7v —15)-ten Ordnung. Hierin bezcichnet S} die gemeine Polarflache der Ebene £
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cinen Punct auf einer gegebenen Ebenc I gemein haben. Es sei x cin Punct
einer beliebigen Geraden g, damn trifit die den beiden Polarebenen von ¥
gemeinschaftliche Gerade die Ebene E in einem Puncte p, und die Pole der
Quadripolarflichen in Bezug auf F,, welche durch p gehen, liegen auf der
zweiten Polarfliiche dieses Punctes. Diese letzte Fliche schneidet g in v—2
Puncten x'. Umgckehrt schneidet die Quadripolarfliche eines Punctes x’ nach
F, genommen dic Ebene /2 in einem gewissen Kegelschnitte %; es gibt nun
aber auf g eine Zahl von 10(+—2) Puncten x, von denen jeder die Ligen-
schaft besitzt, dass seine Polarebenen in Bezug auf F, und die Hessiana
sich auf I schneiden!), der gesuchte Ort ist also eine Fliche 11(v—2)-ter
Ordnung.

Was auch die Ebene FE ist, immer geht diese Fliche durch die 2(v~—2)
Puncte a, in denen die Hessiana von einer Geraden a beriihrt wird, die auf
der Fundamentalfliiche liegt (171); denn die Polarebenen und die Quadvi-
polarfliiche von a gehen gleichzeitig durch die Gerade ¢ und haben daher
mit jeder gegebenen Ebene cinen Punct gemein.

1) Durch einen beliebigen Punct i einer Geraden » kann man zwei erste Polar-
flichen in Bezug auf /'y legen, deren Pole die Durchschnittspuncte von % mit der
Polarcbene von i sind. Die ersten Polarflichen dieser Pole in Bezug auf die Hessiana
treffen ferner » in 2(4v—9) Puncten i'. Umgekehrt kann man durch einen Punct
i' zwei erste Polarfliichen in Bezug auf die Hessiana legen, deren Pole die Durch-
schnittspuncte von % mit der Polarebene von i’ in Bezug auf die Hessiana sind
Die ersten Polarflichen dieser Pole in Bezug auf 77, schneiden 7 in 2(»—1) Puncten.
. Auf r fallen also

24v—9)+2(v—1) = 10(»—2)
mal zwei Puncte i und i' zusammen, w. 2, b, w.
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DRITTER THEIL.

CAPITEL L

ANWENDUNG DER ALLGEMEINEN THEORIE AUF
EINE FUNDAMENTALFLACHE DRITTER ORDNUNG.

183. Die Fundamentalfliche sei jetzt eine Fliche 77 der dritten Ord-
nung, die wir als ganz allgemein, das heisst ohne vielfache Puncte und Linien
voraussetzen. Die im zweiten Theile bewiesenen Siitze enthalten schon eine
grosse Zall von Eigenschaften der cubischen Flichen, aber wir halten uns
nicht dabei auf, die speciellen Siitze auszusprechen; wir haben nur im Sinne
dasjenige zu entwickeln, was es fiir die I'lichen der dritten Ordnung Specielles
oder Charakteristisches gibt.

Da im gegenwiirtigen Falle die erste Polar
polarfliiche ist, so jallen dic Hessiana wund Slei

he zugleich die Quadri-
ana in einc und dieselle
sammen (163, 165), Die
wwel und zwei,  Sind 0, o' zwel ent-

Fliche vierter Ordnung und sechszchnter Classe
Puncte dieser Fliche entsprechen sich z

sprechende Puncte, so ist jeder der Scheitel eines Polarkegels, dessen Pol der
andere Punct ist, und in jedem dieser Puncte hat die Hessiana dic Polarebene
des andern Punctes zur Tangentialebene. Dieselben Puncte sind fiir jede
Quadripolarfliiche conjugiert (139).

184. Dic zweite gemischte Polarfliche zweier Puncte a, b wird eine
Ebene, und zwar der Ort eines solchen Punctes, dass die Puncte a, b in Bezug
auf seine Quadripolarfliiche conjugiert sind (160). Denkt man sich einen der
Puncte q, b und ilire gemischte Polarebene gegeben, so findet man den andern
Punct auf folgende Weise: Die Quadripolarflichen der Puncte der gegebenen
Ebene bilden cin Netz, und die Polarebenen von a in Bezug auf diese Flichen
gehen simmitlich durch denselben Punct b, welcher der gesuchte Punct ist.

Denkt man o fest, und lisst die gemischte Polarebene um ecine gegebene
Gerade g rotieren, so beschreibt der Punct b eine andere Gerade g', Durch-
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schnitt der Polarebenen von a in Bezug auf die Quadripolarfliichen der Puncte
von g. Nun schncidet g die Hessiana in vier Puncten, und folglich wmliillen
die Dolarchenen cines gegebencn Punctes & in Bezug ayf die Polarkegel eine
Fliiche vierter Classe, Tst o ein Punct der Hessiana, so geht die gemischte
Tolarebene immer durch a' (Scheitel des Polarkegels von a); in diesem Falle
also umbhiillen dic Polarebenen von a in Bezug auf die Polarkegel einen
Kegel vierter Klasse.

Ist a belichig im Raume gegeben, und b bewegt sich in einer festen
Ebene E, so geht die gemischte Polarebene immer durch einen festen Punct
¢, den Pol von % in Bezug auf die Quadripolarfliche von a. Beschreibt
also b die Durchschnittscurve der Hessiana mit der Ebene I, so umhiillt die
gemischte Polarcbene einen Kegel vom Scheitel ¢ vierter Classe, der der-
Jjenigen Fliiche umschricben ist, die man erhiilt, wenn b die Hessiana durch-
liuft; das heisst: dic Polarebenen eines festen Punctes in Bezug auf alle Polar-
Tegel, deren Scheitel af dersclben Ebene licgen, umhiillen cinen Kegel vierter Classe,

185. Was wir im Allgemeinen gemischte Polarflicke zweier Geraden
9, 9" genannt haben, wird hier eine Quadrifliiche (ein Hyperboloid), und da
im gegenwirtigen Falle die Polarcurve einer Geraden in Bezug auf eine erste
Polarfliche (86) die reciproke Gerade der gegebenen Geraden in Bezug auf
eine Quadripolarfliiche ist, so ergibt sich, dass das Polarhyperboloid zweier
Geraden g, g der Ort der reciproken Geraden fiir jede der gegebemen (feraden
in Bezug auf die Quadiipolarfiichen der Puncte der andern ist, oder auch der
Ort eines Punctes, fiir welchen die Reciproke einer der beiden Geraden in
Bezug auf die Quadripolarfliche dieses Punctes die anderc gegebene Gerade
schneidet,

Ist i cin variabler Punct auf g, und a, b zwei feste Puncte von ¢/, so
ist das Polarhyperboloid durch zwei projectivische Biischel erzengt (159),
in denen die gemischten Polarebenen der Puncte a,i den gemischten Polar-
ebenen der Puncte b, i entsprechen. Die beiden Puncte a, b kinnen natiirlich
durch zwei andere beliebige Puncte von ' ersetzt werden, und das Polarhyper-
boloid zweier Geraden st also auch dic einkiillende Fliche der gemischten
Polarebene zweier auf den gegebenen Geraden variabler Puncte, cines auf jeder
Geraden.

186. Wenn g, ' zusammenfallen, erhalten wir eine gemeine Polarfliche
einer Geraden g, die cin Kegel zweiter Ordnung ist (93, 159), dessen Scheitel
der Pol der Quadripolarfliche ist, welche durch g geht, und dessen Gene-
ratrixen die zu g reciproken Geraden in Bezug auf die Quadripolarflichen
der Puncte von g sind. Dieser Kegel ist die Fnveloppe der Polarebenen der
Puncte von g, und daher auch der Ort der Pole derjenigen Quadripolarflichen,
welche ¢ berithren, Wir geben dieser Fliche den Namen Zolarkegel der
Geraden g, den man aber nicht mit dem Polarkegel eines Punctes der Hes-
siana verwechseln darf.
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187, Die gemischie Polarfliche zweier Ebenen I, E' ist von der dritten
Ordnung (158), und st der Ort der Pole einer Ibenc in Bezug auf die Qua-
dripolurfliichen. der Puncte der andern Ebene oder auch, was anf dasselbe hin-
ausliuft, der Ort der Dole ciner Quadripolarfliiche, in Bezuy auf welche die
Ibenen E, I conjugiert sind.

Der Ort der Pole einer Ebene E in Bewug auf die Quadripolarfiichen
der Puncte einer Geraden gy (128) ist cine cubische Rawmcurve (Raumeurve
dritter Ordnung); sie liegt auf dem Polarhyperboloid von g und einer andern
beliebigen auf Z befindlichen Geraden und ebenfalls auf der gemischten Po-
larfliche von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162).
Daraus folgt, dass das Polarhyperboloid zweier Geraden g, g, wenn g fest
ist und g' variabel in einer Fbene I, ein Biischel von Flichen crzeugt, die
durch eine feste cubische Raumcwrve gehen.

188, Tallen die Ebenen F, I5' zusammen, so erhiilt man dic gemeine
Polarfiiiche ciner Ebcne E, welche die einhiillende Fliiche der Polarkegel der
Geraden sind, die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarflichen der Puncte der-
selben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zuriick, dass die
genannte Fliche der Ort eines Punctes ist, dessen Quadripolarfliche die gege-
bene Ebene beriihrt. Folglich fillt (94, 162) dieselbe Tliche mit der Fn-
veloppe der Polarcbenen der Puncte der gegebenen Ebene zusammen, Sie ist
von der dritten Ordnung, von der vierten Classe und besitzt vier Doppel-
puncte, die auf den Polarkegeln und den Polarhyperboloiden aller Geraden
der gegebenen Ebene liegen 1),

Es sei a ein Punct dieser Fliche. Die Quadripolarfliche von a beriihrt
dann die Ebene /5 und schneidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die
sich im Beriihrungspuncte o' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser
Geraden miissen durch a gehen und anderswo die Fliche beriihren; ein
belichiger Punct der Flicke ist also der Scheitel zweier der Fliche umgeschric-
bener Quadrikegel (es sind dies die Polarkegel zweier in o' sich kreuzender
Geraden). Die Polarebene von a' beriihrt die Fliche in a.

Ist a einer der Doppelpuncte der Fliche, so miissen die beiden Beriihrungs-
kegel fallen; folglich schneidet die Quadripolarfliche von a die
Ebene Z in zwei zusammenfallenden Geraden. Unter den Quadripolarfidichen,
die eine Ebene E beriilren, gibt es also vier Kegel; ihre Pole, die auch der
Hessiana angehiren, sind die Doppelpuncte der gemeinen Polarfliiche der Lbenc,

Diese Fliche ist die Reciproke der Riémischen Fliche Strivess 2),

1) Liegt ein Punct im Uncndlichen, so ist seine Polarebene eine Diametralebene

der Fund Mfliche. Die Enveloppe der Diametraleb ist also die gemeine
Polarfliche der unendlich entfernten Ebene, Diese Fliche ist der der I, langs
des Schnittes im Unendlich hriebenen Developpahl i hrieben (100).

2) Man sehe die Monatsberichte der K. Akademie zu Berlin (Juli und November
1563) und Crelle-Borchardt’s Journal, Bd. 63, 8. 315.
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189. Ist eine Ebene E fest und die andere Ebene Z5' um eine Gerade
g variabel, so bilden dic gemischten Polarflichen der Ebenen I, E' ein
Biischel. In der That, muss cine solche Fliche durch einen gegebenen
Punct x gehen, so geht die Ebene E' durch den Pol von E in Bezug aunf
die erste Polarfliche von x. Die Basis des Biischels ist aus einer Raumcurve
sechster Ordnung (Ort der Doppelpuncte der Quadripolarflichen der Puncte
der festen Ebene) und einer cubischen Raumcurve (Ort der Pole der festen
Ebene in Bezug auf die Quadripolarflichen der Puncte der gegebenen Geraden)
zusammengesetzt (158, 187).

Die gemischte Polarfliche der beiden Ebenen E, E' und ihre gemeinen
Polarflichen werden gleichzeitig (164) durch den Polarkegel der Geraden
EE' beriihrt und zwar in vier Puncten der Hessiana (entsprechend den Durch-
schnittspuncten dieser Fliche mit der Geraden EE'), und gehen durch die
zehn Doppelpuncte der Hessiana (158). Diese Puncte sind 4.4+ 10 Durch-
schnittspuncten fquivalent, und folglich haben die drei genannten Flichen,
die simmtlich von der dritten Ordnung sind, nur noch einen andern Punct
gemein; es ist dies der Dol der Quadripolarfliche, welche durch die Gerade
EE' geht.

CAPITEL IL
EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FUNDA-
MENTALFLACHE DRITTER ORDNUNG.

190. Die Pole der Polarebenen, die durch einen gegebenen Punct p
gehen, licgen anf der Quadripolarfliche von p. Sollen diese Ebenen die
Hessiana beriihren, so sind die Pole auf der Curve achter Ordnung vertheilt,
die den Durchschnitt der Hessiana mit der Quadripolarfliiche von p darstellt
(183). Die Berithrungspuncte bilden eine Curve der zwblften Ordnung, den
Durchschnitt der Hessiana mit der ersten Polarfliche von p in Bezug auf
die Hessiana. Die beiden Curven achter und zwélfter Ordnung sind also
entsprechende Curven (168).

191. Wir wollen die Geraden hetrachten, welche durch p gehen und
die Hessiana beriihren. Den Geraden, die durch p gehen, entspricht ein
Netz 1) von Raumcurven vierter Ordnung (87), die simmtlich auf einer Fliche
S zweiter Ordnung liegen (der Quadripolarfliche von p). Jede dieser Raum-

1) Ein solches Netz entsteht durch den Durchschnitt von S mit einem Netze
anderer Quadripolarflichen,
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curven entsteht als Durchschnitt von .S mit ciner andern Quadripolarfliche
und folglich (190) liegen die Doppelpuncte dieser Curven (Beriihrungpuncte
zwischen & und den andern Quadripolarfliiichen) auf der Curve ¢ der achten
Ordnung, Durchschnitt der Hessiana mit 5. Den Curven des Netzes, die
ein Biischel bilden, entsprechen gerade Linien durch p, die in einer Ebene
liegen. In diesem Biischel gibt es zwdlf Curven mit Doppelpunct 1), das
heisst: dic (eraden durch p, denen dic Raumecurven vierter Ordnung mit Doppel-
punct entsprechen, bilden einen Kegel 8 der zwilfien Ordnung. Einem beliebigen
Punct o der Curve ¢ entspricht eine Generatrix von 8, welche den Punct
p mit dem Puncte o verbindet, welcher in der Hessiana dem Puncte o ent-
spricht. Der Ort der Puncte o' ist also cine Curve ¢’ der zwdlften Ordnung
(190). Die Polarebene von o geht durch p und berviihrt die Ilessiana in o
(183) und enthilt folglich die Tangente von ¢’ in o'. Diese lbene ist daher
die Tangentialebene des Kegels 8 liings der Geraden po', das heisst: der
Kegel 8 ist der Ilessiana lings der Curve ¢ umgeschrieben.

Die Quadripolariliiche eines beliebigen Punctes schneidet
Puncten. Daraus folgt, dass 8 und folglich auch die Hessiana von der sechs-
zehnten Classe ist (165).

Betrachtet man eine Gerade g durch p als Durchschnitt zweier Tangential-
ebenen des Kegels 8§, so lat jede dieser lbenen einen Pol auf ¢ und die
Raumcurve des Netzes auf o, die durch diese beiden Pole gelit, ist die ent-
sprechende Curve von g. Iallen beide Pole zusammen, so wird die Raum-
curve von ¢ beriibrt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel
§ und in scinen stationiiren Bbencn gezogen sind, Ranmeurven des Netzes auf

¢ in sechszel

A ensprechen, welche ¢ beriihren.

192, Die Puncte, in denen die IHessiana von Geraden osculiert wird,
die von p ausgehen, sind die'Durchschnittspuncte dieser Fliche mit der ersten
und zweiten Polarfliche von $ in Bezug auf dieselbe Iliche. Unter den
Raumecurven des Netzes auf & gibt es also 4.3.2 =24, die eine Spitze haben.

Der Kegel 8 ist daher von der 12-ten Ordnung und der 16-ten Classe
und hat ausserdem 24 stationiire Generatrixen, also hat er gemiiss den
Formeln von Puicker (3) 22 Doppelgeneratrixen. Von diesen Doppelgene-
ratrixen entstehen zelm durch die Doppelpuncte der Hessiana und entsprechen
denjenigen Curven des Netzes, die aus zwei Kegelschnitten bestehen — jeder
Doppelpunct hat in der That ein Ibenenpaar als Quadripolarfliche (169) —,
die andern zwilf Doppelgeneratrixen dagegen entsprechen ebensovielen Curven
des Netzes, die aus eciner cubischen Raumeurve und einer Geraden zusammen-
gesetzt sind.

Um dicse Bebauptung zu Deweisen, betrachten wir das Netz von Raum-
curven vierter Ordnung auf der Quadrifliiche .S und nennen wie frither (24)

1) Denn ein Netz von Quadrifiichen enthalt zwolf Flichen, welche .S berithren

(131).



191-194] Eigenschaften der Hessiana eimer cubischen Fliche. 157

der Kiirze wegen die Geraden der beiden Systeme, die auf dieser Fliche
existieren, beziiglich Gencratriwen und Directrizen. Es seien I, m, n dvei Gene-
ratrixen von S; jede auf S gezogene Curve vierter Ordnung schneidet dann
jede dieser Geraden in zwei Puncten, und fallen drei dieser Puncte, einer
fiir jede Gerade, in eine gerade Linie, so zerfiillt die Curve in zwei Theile, eine
cubische Raumcurve und eine Gerade (Directrix). Ist [ ein beliebiger Punct
von [, so schneidet die Directrix, welche durch | geht, m und 2 in zwei
Puncten m,n und dic Curve des Netzes, welche dureh m, n geht trifit  in
zwei Puncten I. Ist umgekchrt I' ein beliebiger Punct von Z, so bilden die
Curven des Netzes, die durch I’ gehen, ein Biischel und bestimmen so auf
m und 2 zwei projectivische quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve
des Netzes m in m,m' und 2 in n, n', so ist der Ort der zu mm, mn', m'n,
m'n’ analogen Geraden cine [liiche vierter Ordnung — m und 2 sind fiir die-
selbe Doppelgeraden —-, welche 7 in vier Puncten | schneidet. Bs fillt also
sechsmal aul ! ein Punct | mit [' zusammen, das heisst, es gibt sechs Curven
des Netzes, von denen jede aus einer cubischen Raumeurve und einer Direc-

trix zusammengesetzt ist. Analog gibt ¢s sechs andere Curven, die aus einer
cubischen Raumecurve und einer Generatrix bestehen.

In einem Curvennelze von Rawmcwrven vierler Ordnung, dic auf einer
Quadrifliche gezogen sind, gibt es also:

1. zwslf Curven, die aus eimer cubischen Raumcurve und einer Geraden
bestehen; 2. zehn Curven aus =mwei Kegelschuilten zusammengeset:t; 3. vierund-

awanzig Cwrven it einer Spitze.

193. Tst p ein Punct der Hessiana, so ist der Kegel § von der 10-ten
Ordnung, der 16-ten Classe mit 10 Doppelgeneratrixen (nach den Doppel-
puncten der Hessiana gevichtet) und 18 stationiiven Generatrixen. Das heisst:
In cinem Netze von Rawmcuwrven vierter Ordwung, die auf einem Kegel (der
Quadripolafliche von p) gezoyen sind, gibt es: 1, zehn, dic aus Kegel-
schnitten bestehen; 2. achlzehn it einer Spilze; 3. sechs aus emer cubischen
Raumeurve und einer (feraden zusammengesetzte (entsprechend den sechs Ge-
raden, welche die Ilessiana ausser in p noch anderswo beriihren (70));
4. zwei mit eimer Spitze im Kegelscheitel. Letztere entsprechen den beiden
Geraden, welche die Hessiana in p osculieren.

194. Ist p ein Doppelpunct der Ilessiana, so wird diese Gerade in p
durch cine unbegrenzte Zahl von Ebenen beriihrt, deren Enveloppe ein Quadri-
kegel ist; die erste Polarfliiche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel-
puncte in gerader Linie, das heisst, sie ist das System zwecier Ebenen, die
sich in einer Geraden p schneiden, die auf der Hessiana liegt, wic es aus
der allgemeinen Theorie resultiert (167). Dic Puncte dieser Geraden sind die
Pole ebensovieler Kegel mit dem Scheitel p. Diese Kegel bilden daher ein
Biischel und gehen durch vier Gerade, deren Gesammtheit die Polarcurve
von p darstellt. Tn diesem Biischel gibt ¢s drei Systeme von je zwei Ebenens
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diese drei Systeme sind die Quadripolarflichen von drei speciellen Puncte der
Geraden p, welche fiir die Hessiana Doppelpuncte sind. Diée zeln Doppelpuncte
p vertheilen sich also zu drei und drei auf die zehn Geraden p, und diese gehen
2w drei und drei durch die zehn Puncte p.

195. Da die Ilessiana am All, i von der hszehnten Classe ist,
so hat sie ausser den zehn Puncten p keine weiteren Doppelpuncte, Ebenso
enthilt sie ausser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That
entsprechen die vier Durchschnittspuncte einer Geraden g mit der llessiana
den vier Kegeln, die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen.
Gehiort ¢ vollstindig der Hessiana an, so entsprechen der unbegrenzten Zahl
von Puncten von g cine unbegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Biischel bilden
und folglich denselben Scheitel haben. Dieser Scheitel ist fiir die Hessiana
ein Doppelpunct, denn diese Fliche wird dort von den Polarebenen aller
Puncte von g beriihrt.

Ein Doppely p liegt im Allgemei nicht auf seiner entsprechenden
Geraden p; wenn dies der Fall wiire, so wire die erste Polarfliiche von p
ein Kegel mit dem Scheitel p, und dieser Punct wire also fiir die Iunda-
mentalfliche ein Doppelpunct.

196. Es seien 0, 0 zwei entsprechende Puncte der Hessiana, Dic Polar-
kegel von o, o' haben ihren Scheitel beziiglich in o', 0 und durchdringen sich
gegenseitig in einer Raumcurve vierter Ordnung. Die beiden andern Quadri-
kegel, welche durch diese Curve gehen, sind die ersten Polarflichen der
Puncte u,v, in dencn die Hessiana durch die Gierade oo’ nochmals geschnitten
wird. Die Scheitel dieser andern Kegel liegen in den Puncten ', v, welche
u,» entsprechen, Die Puncte o, 0/, u', v’ sind also die Scheitel des Tetraeders,
welches den Quadrifliichen conjugiert ist, welche durch die Curve vierter
Ordnung hindurchgehen, und folglich sind die Ebenen o'u'v’, ou'v’ beziiglich
die Polarebenen von o, 0'. Deshalb geken die Tangenticlebenen der lessiana
in o und o durch die Gerade w'v'.

Da die Polarebenen von 6,0 durch w',»' gehen, so gehen umgekehrt
die Polarkegel von ', v’, deren Scheitel u, v sind, durch o, o', enthalten daher
die Gerade oo'un vollstiindig und schneiden sich also noch in einer cubischen
Raumcurve.

Daraus, dass die Polarkegel von 1t', o' durch dic (terade oo’ gehen, folgt,
dass der Polarkegel dieser Geraden seinen Scheitel in u' und in »' hat (186),
dass heisst, er veduciert sich auf die Gerade u'v’. Die Polarcbenen der Puncte
von oo' gehen simmdlich durch dic Gerade w'v'.

Die Puncte, in denen u'v' die Hessiana trifft, sind die Pole der vier
Quadrikegel, die durch die Curve vierter Ordnung gechen, welche die Polar-
curve der betrachteten Geraden ist. Nun zerlegt sich aber diese Curve in
zwei Theile (eine Gerade und eine cubische Raumcurve), und es gibt also
nur zwei Quadrikegel, die durch dieses System gehen. Die Gerade u'n’ ist
somit Tangente der Hessiana in u' und »"
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Jede Gerade also, welche zwei correspondierende Puncte der Hessiana ver-
bindet, besitzt daher die Iigenschaft, dass dic Polarebenen ihrer Puncte durch
eine feste Gerade gehen, die cine Doppeltangente der obigen Fliche ist.

197. Wemn u und v zusammenfallen, das heisst, wenn die Gerade oo
die Iessiana Deriiliet (vatiirlich in einem Puncte u, der von o und o' ver-
schieden ist), so gehen die Polarflichen der Puncte von oo’ durch dieselbe
Gerade, die mit der llessiana in u' einen vierpunctigen Contact hat.

Fallen u und » in einem Doppelpuncte p zusammen, so werden die
Puncte u', v’ unbestimmt auf der entsprechenden Geraden p (194); da aber
die Polarkegel aller Puncte dieser Geraden durch oo’ gehen miissen (196),
so folgt, dass oo' ciuc der vier Geraden ist, welche die Polarcurve von p
bilden (191).

198. Im Falle, dass o ein parabolischer Punct der Fundamentalfiiche ist,
so liegt der Scheitel des Polarkegels im entsprechenden Puncte o'; ausserdem
geht €t durch o und beriibrt die Polarebene von o lings oo’ (16), das
heisst diejenige Ebene, welche die Hessiana in o' berithrt. Da der Polar-
kegel von o' seinen Scheitel auf o hat, so folgt, dass die Polarkegel dieser
beiden Puncte sich liings einer Raumcurve schneiden, fiir welche o ein Doppel-
punct ist. Einer der Puncte w,» fillt mit o' zusammen; der andere sei
der Punct v. Dann ist also die Gerade ov' (= u'v’) Tangente der Hessiana
in o und v’ (196). Die Ebecnen, welche die Fundamentalfiiche und die
Hessiana in o beriihren, schneiden sich lings ou’, das heisst, diesc Gerade ist
Tangente der parabolischen Curve der Iundamentalfliche in o.

s sei w der Punct, in welchem die Gerade ov' die Fundamentalffiiche
nochmals trifft. Die erste Polarfliche von m geht dann durch w und oo’
und trifit also die Ebene oo'n' in zwei Geraden, deren eine oo’ ist, und die
andere geht duch w. Dieser Punct w ist also der (cinzige) Wendepunct der
Curve dritter Ordnung (mit Spitze in o), lings deren die Fundamentalfliche
von der stationiiren Lbene so'v' berilrt wird ).

199, Wieviel Gerade gibt es in ciner belichigen Lbene I, die zu oo
analog sind (sie verbindet zwei entsprechende Puncte der Ilessiana)? Die Ebene
I schneidet die Hessiana in einer Curve vierter Ordnung, welcher die wind-
schiefe Beriihrungscurve sechster Ordnung zwischen der Hessiana und der
gemeinen Polarfliiche der Ebene E entspricht (168). Sei o einer der Puncte,
in denen K diese letztere Curve trifft. Dieser Punct hat, da er I angehort,
seinen entsprechenden Punct o' auf der Curve sechster Ordnung, und weil
er dieser Curve angehirt, muss sein entsprechender Punct auf /< liegen. Es
folgt daraus, dass die sechs Durchschnittspuncte der Ebene E mit der Raum-

1) Und wo ist die stationare Tangente.
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curve sechster Ordnung, sich zu zwei und zwei entsprechen. Anderseits sind
aber 'zwei entsprechende Puncte der Hessiana in Bezug auf eine beliebige
Quadripolarfliche conjugiert, und die sechs Puncte, um die es sich handelt,
sind also nach einer bekannten Theoreme, das man Huesse verdankt, die Scheitel
eines vollstindigen Vierseits. e Diagonalen dicses letztern sind die einzigen
mit 00" analogen Geraden, welche in der gegebenen Iibene I liegen. Die zu u'n'
analogen Geraden (196), welche den Geraden oo’ der Ebene £ entsprechen,
liegen auf der Polarfliiche von # (und in der niimlichen dreifachen Tangential-
ebene dieser Fliche), weil die Polarfliichen der Puncte von Z die Polarfliiche
dieser Ebene beriihren (188).

200. Das betrachtete Vierseit ist bestimmt durch die Durchsehnitte von
vier beliebigen Quadripolarflichen, die nicht einem und demselben Netze an-
gehoren, mit der Ebene 3 man weiss in der That, dass wenn vier Kegel-
schnitte in einer Ebene gegeben sind, es nur ein einziges Vierseit gibt, dessen
Diagonalen durch jeden der gegebenen Kegelschnitte harmonisch getheilt wird 1).

Zwei Gegenscheitel des Vierseits sind in Bezug auf die Kegelsthnitte
conjugiert, in denen die Ebene 77 die Quadripolarfliichen dieser Puncte schneidet,
und folglich ist das Vierseit der Curve dritter Ordnung eingeschrieben, welche
die Jacobiana des von den genainten Kegelschuitten gebildeten Netzes und
gleichzeitig der Schnitt der Polarfliiche der Iibene /2 durch eben dieselbe
Ebene ist. Die niimlichen sechs Puncte — die Scheitel des Vierseits — sind
auch auf der ebenen Cnrve vierter Ordnung gelegen, welche £ und der ITessi-
ana gemein ist, welche letztere Fliche von der Polarfliiche dieser Ebene in allen
Puncten der Curve sechster Ordnung beriihrt wird. Diese sechs Puncte sind
also ebenso viele Beriihrungspuncte zwischen den Curven, in denen o die
Polarfliiche und die Hessiana schneidet.

Es folgt hieraus, dass die Seiten des Vierseits die ebene Curve vierter
Ordnung nochmals in vier Puncten auf einer geraden Linie g treffen. Diese
Plancurve gehirt dem Biischel an, welches durch das System der vier Ge.
raden, welche das Viereck bilden, und das System der Curve dritter Ordnung
und der Geraden g bestimmt ist. Ilat daher diese letzte Curve einen Doppel-
punct a, was eintritt, wenn £ in a die Fundamentaltliiche beriihrt 2), so fillt
die Polargerade von a in Bezug auf die Plancurve vierter Ordnung mit der
Polargeraden desselben Punctes in Bezug auf das System der vier Seiten des
Vierseits zusammen (der harmonischen Polare von a in Bezug auf das Vierseit),

Man weiss aber, wenn eine cubische Plancurve mit Doppelpunct durch
die Scheitel cines vollstindigen Vierseits geht, dass dann die Gerade, welche

1) Mathematical questions from the Educational Times. T.1V., London
1866; p. 110.

2) Hat eine cubische R ve einen Doppelpunct, so gehen alle Polarkegel-
schnitte durch diesen Punct, der daher auch fiir die Jacobiana des Netzes der Po-
laren ein Doppelpunct ist.
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die drei Wendepuncte verbindet, die harmonische Polare des Doppelpunctes
in Bezug auf das Vierseit ist. Die Polargerade von a in Bezug auf die Plan-
curve vierter Ordnung geht daher durch die Wendepuncte der Curve dritter
Ordnung, welche gleichzeitig dic Wendepuncte des Schnittes der Fundamental-
fliiche durch J< sind.

Folglich der Satz: Dic Durchschuittsgerade ciner 7Tt aleb der

Fundamentalfiiiche wit der Polarebene des Deriloungspuncles in Beaug auf
die Hessiana gcht durch die drei Wendepuncte des Schnittes, der durch die
Te indebene auf der Fund Wiiche erzeugt wirvd.

Ist dic Tangentialebene stationiir, so kommt man auf ein schou Lewiesenes
Theorem (198) zuriick.

201. Auf einer beliebigen Ebene 72 gibt es wieviel zu n'v’ analoge Ge-
rade (das heisst Gerade, deren Polarcurve das System einer Geraden oo’
und einer cubischen Ranmcurve sind)? Die in der Ebene 7 gezogenen Ge-
raden entsprechen den Raumenrven vierter Ordnung, welche durch die acht
Pole der Lbene gehen. Es ist hekannt, dass diese acht Pole so unter ein-
ander verbunden sind, dass diejenige cubische Raumecurve, welche durch sechs
von ihnen beschrieben ist, die Gerade, welche die beiden andern verbindet,

zwgimal schueidet. Die acht Puncte zu zweien combiniert geben nun 72—8 =28
Curven vierter Ordnung, zusammengesetzt aus einer Geraden und einer cubi-
schen Raumecurve. /e gegebene Ebene enthilt also 28 zu u'v' analoge (erade:
sie sind die 28 Doppeltangenten des Schnittes der Hessiana durch die Ebene E.
sse und hat 24 Wendepuncte. Man
es in einem Biischel von Raum-
curven vierter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt, und weiter, dass wunter den
Rawmc
Quadriflichen gehen, 24 wit ciner Spilze

Dieser Schuitt ist von der 12-ten Cla
findet so die Eigenschaft wieder (191), d

rwen dieser (rdnung, welche dureh die acht Durchschniltspuncte dreicr

enthalten sind,

202. Eine beliebige Gerade g trifit die Hessiana in vier Puncten a, b, c,d;
es seien a', b', ¢/, ' dic vier entsprechenden Puncte. Da a’,b’,¢/,d' die Scheitel
der vier Kegel desselben Biischels von Quadriflichen sind, so ist der Punct
o' der Pol der Ebene b'c'd’ in Bezug auf die Polarkegel von b,c,d, das
heisst b'c'd' ist die gemischte Polarebene der Punctenpaare o, b; o', ¢; o, d
oder auch, b'¢'d’ ist die Polarebene jedes der Puncte b, ¢, d in Bezug auf den
Polarkegel von a'. Dieser Kegel hat aber den Scheitel a, und folglich geht
die Ebene b'¢'d' durch a.

Wenn also a, b, ¢, ¥ wier Puncte der Ilessiona in gerader Lindie sind, so
sind die entsprechenden Puncte o', b', ¢'.d' die Scheitel eincs Tetraeders, dessen

Seitenfliichen b'c'd’, ¢'d'a’, d'a'b, a'blc’ beziiglich durch a, b, ¢, d gehen,

208, Alle Quadripolarfliichen, welche durch einen Punct o gehen, bilden
ein Netz; darunter gibt ¢s cine, welche in o cine beliebig gegebene Iibene

CREMONA, Oberfliichen. 11
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beriihrt, Ist aber o ein Punct der Hessiana und o' der entsprechende Punct,
so werden alle Polarflichen von o in ihm von Ebenen beriibrt, die durch die
Gerade oo' gehen (164); diejenigen, welche in o dieselbe Ebene beriihven,
bilden ein Biischel, und ihre Pole liegen auf ciner Tangente der Hessiana in
o'. Daraus ergibt sich die Gerade vo' als Polare der Tangentialebene der
Hessiana in o in Bezug auf den Polarkegel von o' und zugleich als Polare
der Tangentialebene derselben Fliche in o' in Bezug auf den Polarkegel von
0. Mit andern Worten: Die Tangentialebene der lessiuna in o und dic Tan-
gentialebene im nimlichen Puncte ciner belichigen Quadiipolarfléiche, welche durel,
thn geht, sind conjugiert in Bezuy auf den Polarkegel von o'.

Umgekehrt: JJede Tangente der Hessiana in o' enthilt die Pole ciner un-
begrenzten Zahl von Quadripolavfliichen, dic in o von e¢in und derselben Ebene
berithrt werden.

204. Es sei p ein Doppelpunct der Hessiana und p die entsprechende
Gerade (194). Sobald jeder Punct von p dem Puncte p entspricht, sind die
Polarebenen aller Puncte von p Tangentialebenen der Hessiana in p (183),
das heisst, der osculierende Quadvilegel, den die Usculierenden der IHessiana
in p bilden, ist der Polarkegel der Geraden p. Dieser Kegel enthilt die drei
Geraden p, ,p,,p, (analog zu p (194)), welche durch p gehen, denn jeder
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polarkegels, dessen Scheitel einer
der drei Doppelpuncte p, .p,,p; der Hessiana ist, die auf p liegen.

205. Die Polarebene von p beriihrt die Hessiana in der ganzen Linge
der Geraden p (167) und schueidet also diese Fliche in einem Kegelschnitte
c. Ebenso beriihrt die Polarchene von p, die Hessiana lings p,; nun ist aber
p, ein Punct von p; also: Dic Hessiana und dor Polarlegel von p werden
lings der drei gemeinschaftlichen Geraden py, p, , p, durch dieselben Ibenen
berilet, die Polarebenen von Py, Py, Py

206. Der Punct p und cin beliebiger Punct von p sind zwei entsprechende
Puncte der Hessiana, also ist die Gerade, welche diese Puncte verbindet,
der Ort der Pole, deren Polarebenen durch ein und dieselbe (ierade gehen,
die eine Doppeltangente der Hessiana ist und in der Polarebenc von p liegt
(196). Einer der Beriihrungspuncte liegt auf p, der andere gehirt dem Kegel-
schnitt ¢ an. Das heisst, jeder Geraden, die durch p in der Ebene pp ge-
zogen ist und als Gerade oo’ (196) angesehen wird, cntspricht als Gerade
'’ ecine Tangente von ¢. Es sei o der Punct, in dem die erste Gerade
von p getroffen wird und u der Punct, in welchem dieselbe Gerade die
Hessiana nochmals schneidet (die Puncte o' und v fallen mit p zusammen);

u' und v' die Puncte, in denen die zweite Gerade beziiglich ¢ beriihrt und
Tsok

p schneidet. Man sieht, dass der Keg
die cubische Plancurve (Ort der Puncte u) hat, in welcher die Ibene pp
die Hessiana schneidet.

Die Gerade u'v' liegt in der Polarebene von o; nun beriibrt diese Libene

itt ¢ zur entsprechenden Curve
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den Polarkegel von p, und letzterer Kegel wird daher durch die zu w's’ analogen
Geraden beriihrt; das heisst, der Kegelschnitt ¢ ist die Spur des Kegels auf
der Polarebenc von p. Also:

Der Osculationskegel der Hessiana in cinem Doppelpuncte berikrt diese
Fliche in drei Geraden und schneidet sie ausserdem noch in einem Kegelschnitt,
der in der Polarcbene des Doppelpunctes liegl.

207. Es gibt weitere Eigenschaften der Ebene pp, die erwiihnt werden
miissen.

Der Polarkegel von u' geht durch p, ausserdem ist die Polarebene von
p in Bezug auf diesen Kegel (nimlich die Tangentialebene dieses Kegels
lings pu) die Polarebene von u' in Bezug auf den Polarkegel von p (83),
das heisst die Ibene pp. Die letztere Ebene beriihrt also die Polarkegel
siimmtlicher Puncte des Kegelschnittes ¢, und die Beriihrungsgeneratrixen
gehen durch p.

Sobald die Lbene pp in o dic ersten Polarflichen der Puncte p und u'
berithrt, so beriihrt sie im niimlichen Puncte die ersten Polarflichen aller
Puncte der Geraden pu', und schneidet sie in Geradenpaaren in Involution,
deren Doppelstrahlen op und p sind. Zwei conjugierte Gerade »,»' dieser
Involution gehdren einer ersten Dolarfliiche an, deren Pol g sei (ein Punct
von pu'). Denken wir uns cine Ibene durch g und eine beliebige Tangente
wyv', von c. Die ersten Polarflichen von ', ', gehen zusammen (196)
durch die Gerade pu;, welche u'; v entspricht (wie pu der Geraden u'n'),
also sind die Puncte, in denen diese Gerade »,#' trifft, zwei Pole der Ebene
qu'l o';. Das heisst, die Polarebenen der Puncte der Geraden », 7' umhiillen
ein und denselben Kegel ge. Alle analogen Kegel gehen durch den Kegel-
schnitt ¢, und dieser stellt daher, und zwar er allein, die Knveloppe der
Polarcbenen der Puncte der Ebenc pp vor. Man kann dies auch auf fol-
gende Weise zeigen.

Der Doppelpunct p hat die Bigenschaft, dass alle Quadripolarfliichen,
die durch ihn gehen, in ihm durch dieselbe Ebene pp beriihrt werden (203).
Daraus folgt, dass, wenn man durch p die beiden Geraden zicht, welche jede
die windschiefe Polarcurve vierter Ordnung einer beliebigen Geraden ¢ des
Raumes in zwei Puncten trifft, diese beiden Geraden stets in der Ebene pp
liegen, das heisst, die Polarcurve einer beliebigen Geraden hat stets zwei
Sehnen, die von p ausgelien und in der Ebene pp gelegen sind. Es sei pu
eine dieser Sehnen. Jeder der Puncte, in welchem sie auf der Raumcurve
aufsteht, hat eine Polarebene, die durch ¢ und u's' geht (davaus folgt, dass
t die Gerade u'n' schneidet); diese beiden Geraden geben aber eine einzige
Ebene, also sind die beiden Puncte, in denen pu die Raumcurve schneidet,
die Pole cin und derselben Ebene, die durch ¢ geht. Zwei dieser Polar-
ebenen (in Bezug auf die beiden Geraden pu) werden durch die beiden Ge-
raden u'v’ bestimmt, welche man in der Ebene von ¢ so ziehen kaun, dass sie
die Spur von £ enthalten und den Kegelschuitt beriibren; durch eine Gerade ¢
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gehen also nur zwei Ebencn, deren Pole auf der Ebene pp liegen, und diese
Ebenen berithren ¢; mit andern Worten, diescr Kegelschnitt ist die vollstin-
dige Enveloppe der Polarebenen der Puncte der Lbene pp.

Ein beliebiger Punct der Polarebene von p gehirt zwei Geraden u'v'
(Tangenten von ¢) an, und folglich geht dic Quadripolarfliche dieses Punctes
durch die beiden entsprechenden Geraden pu (196), das heisst, sie beriihrt
in p die Ebene pp.  Der Ort der Puncle, deven erste Polarflichen die Ebene
pp beriilven , ist also usananengesetzt: 1. Aus dem Kegel pe, dessen Puncte
Quadripolarflichen besilzen, welche pp beriikren, und zwwr in cinem Puncte
wvon p; 2. Aus der Polarebene von p, in welcher dic Puncte des Kegelschnitles
¢ die Pole der Polarkegel sind, welche die Ebene pp in Geraden bevilwen, die
von p ausgelen, wihvend dic Quadripolarylichen der andern Puncte dieser
Ebene die Ebene pp tn p berikven.

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass die Raumcurve sechster
Ordnung, welche im Allgemeinen die Berihrungscurve der Hessiana mit der
Polarfliche einer Kbene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ilbene pp ist,
auf das System der vier Geraden p, py, p,, py und den Kegelschuitt ¢ reduciert.

208. Eine beliebig durch den Doppelpunct p gelegte Gerade trifit die
Hessiana in zwei weiteren Duncten ¢, d; es seien ¢, d' die entsprechenden
Puncte. Die ersten Polarflichen der Puncte der Geraden ped gehen durch
zwei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die Quadripolarfliiche
von p bilden und durch p gehen (194). In dem Biischel diescr ersten Polar-
flichen sind folgende Puncte digjenigen, deren Polarebene in Bezug auf diese
Flichen constant ist: 1. die Puncte ¢/, d' (Scheitel der Kegel des Biischels),
deren Polarebenen in Bezug auf die Quadriflichen des Biischels beziiglich
Pd' und pe' sind, und 2. dic Puncte von p, deren Polarebenen in Bezug auf
die niéimlichen (Quadriflichen durch die Gerade ¢'d' gchen. Die Ebene pd’
ist also die gemischte Polarebene der Puncte d, ¢!, das beisst, sie ist die
Polarebene von » in Bezug auf den Polarkegel von ¢, dessen Scheitel ¢ ist.
Daraus folgt, dass die Ebene pd' durch ¢ geht, und analog die Kbene pc'
durch d.

Ist ausserdem x ein beliebiger Puuct von p, so geht die Polarebene von
x in Bezug auf den Polarkegel von ¢ durch ¢d'; mit andern Worten, ¢'d’
liegt in der Polarebene von ¢ in Bezug auf den Polarkegel von x, dessen
Scheitel p ist, das heisst, die Puncte p, ¢/, d’ sind in gerader Linie. Also:

Wenn eine durch einen Doppelpunct p gezogene Gerade die llessiana in
¢, b schneidet, so liegen die entsprechenden. Puncte o'\ d' ebenfalls mit p in ge-
rader Linie, und die (leraden ', ¢'d treffen sich awf der (feraden p.

209. Diese Schliisse gelten auch damn noch, wenn der Punct ¢ auf
eine Gerade p, fillt, eine der Geraden auf der Ilessiana aber von p (der
p enisprechenden) verschieden, ebenso von py, p,,p; (die durch p gehen),
nimlich einem Puncte p, entsprechend, dev etwa auf p, liegt. Num wird ¢!
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der Doppelpunct p, und d' ist ein Punct der Geraden p. Der niimliche
Punct d' ist der Pol einer ersten Polarfliche mit einem Doppelpunct in d;
nun haben aber die Nichtdoppelpuncte von p, als Quadripolarflichen Kegel
mit dem Scheitel p,, also ist d der dritte Doppelpunct p; der auf p, liegt,
und folglich fillt ¥ auf die Gerade p;.

Ist der Punct ¢ auf p, variabel, so bleiben die Puncte ¢’ (==p,) und
¥ (=), die beide auf der festen Geraden p; liegen, unverindert, also wird
» nicht aus p, hevausgehen. Davaus folgt, dass die Geraden p, und py in
einer Ebenc liegen, die durch p geht. Diese Ebene muss ausserdem die
Hessiana in einer Curve zweiter Ordnung mit Doppelpunct in p schneiden;
letztere Curve ist also das System zweier Geraden, die nothwendigerweise mit
Py und p, zusammenfallen.

Der gemeinschaftliche Punct der Geraden p*,p, ist der Pol einer Qua-
dripolarfliche mit Doppelpunct in p, und p;, das heisst einer Quadrifliche,
die aus zwei Ebenen bestcht, die durch p, gehen; also ist der p, und p; ge-
meinschaftliche Punct der Punct p, (der auf p liegt).

Die Geraden py, py, Py, s bilden also cin vollstindiges chenes Viersedt,
dessen Scheitel sechs Doppelpuncte der Hessiana sind. Zwei (egenscheitel sind
entsprechende Puncte, das heisst, jeder derselben liegt auf der entsprechenden
Geraden des andern,

Wie gross ist die Zahl der Ibenen, die derjenigen analog sind, welche die
vier Geraden p,, py, 1y, py enthilt? Durch jeden der Puncte p gehen drei
solche Ebenen, und jede Iihene enthilt sechs Puncte p, die Zahl der Ebenen
ist also 3-GIO=5.

Oder auch andevs: Zwei dieser Ebenen gehen durch jede der Geraden
» l|(l)ld jede Ebene enthilt vier Gerade p, die Zahl der Ebenen ist folglich
747-—5.

Diese fiing' Fbenen bilden einen Pentaeder (zuerst von SyLvesTer ent-
deckt), dessen Scheitel und Kanten bextiglich die zelm Puncte p und die zchn
Geraden p sind.

Von diesen fiinf Ebenen gehen drei durch p und die andern durch p,
also hat der gemeinschaftliche Scheitel dreier Seitenflichen des Pentaeders den
Durchschnitt der beiden iibrigen Seitenfliichen zur entsprechenden Geraden.

210. Will man das System dieser fiinf Ebenen studieren, so ist es am
Besten, dieselben durch die Zahlen 1,2,3,4,5 zu bezeichnen, in der Art,
dass die zchn Scheitel p (Doppelpuncte der Hessiana) und die beziiglichen
zehn (Gegenkanten (entsprechen den Geraden p) hezeichnet sind durch:

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345
45, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12,

Ein belicbiger Punet der Geraden 12 hat zur Quadripolartliiche einen
Kegel, der dem "Trieder conjugiert ist (194), das durch die Ebenen 3,4,5
gebildet wird. Lbenso sind die Polarkegel, deren Pole beliebig auf den
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Geraden 13,14, 15 angenommen sind, den Triedern 245, 235, 234 Leziiglich
conjugiert. Daraus folgt, dass alle Quadripolartliichen des durch diese vier
Kegel bestimmten Netzes, niimlich die Quadripolarfliichen aller Puncte der
Ebene 1, ein und demselben Tetraeder conjugiert sind, niimlich dem Tetrae-
der 2345.

Die Ebenen 1,2,3,4,5 sind die einzigen, welche die i haft besitzen
dass die Quadripolarfiiichen aller Puncte einer jeden wvon ihnen demselben Te-
traeder (das durch die wvier andern gebildet wird) conjugiert sind; weil man
beweisen kann, dass, wenn die Quadripolarflichen eines Netzes ein und dem-
selben Tetraeder conjugiert sind, die Kanten desselben in der Hessiana liegen.
In der That ist diese Fliche die Jacobiana (139) des lincaren Systems, das
durch genanntes Netz und eine andere nicht zum Netze gehirige Quadri-
polarfliche .S bestimmt ist. Nimmt man auf einer Kante des Tetraeders einen
Punct o an, auf der Gegenkante dort den Punct o', wo dieselbe durch die
Polarebene von o in Bezug auf ' geschnitten wird, so sind die Puncte o, o'
in Bezug auf alle Flichen des Systems conjugiert, und gehiren also der
Hessiana an.

211. Wir haben oben (196,201) bewiesen, dass jede Bitangente der
Hessiana die Eigenschaft besitzt, die Enveloppe der Polarebenen der Puncte
einer andern Geraden zu sein, welche die beiden entsprechenden Puncte der
Fliche verbindet. Unter den Geraden, welche diese Bigenschaft hesitzen,
betinden sich die zehn Kanten des Pentaeders und dic fiinfzehn Diagonalen
seiner Seitenfliichen. Jede Kante, wic 12, entspricht cinem Biischel Polar-
kegel (194), dessen Dasis das System der vier Geraden ist, welche im ent-
sprechenden Puncte 345 zusammenlaufen; und umgekehrt (87): die Polar-
ebenen der Puncte jeder dieser vier Geraden gehen durcl dic (ierade 12. Jede
Diagonale, wie {123}{]45}, entspricht einem Biischel von Quadripolarflichen,
die nicht Kegel sind, deren Basis das System der vier GGeraden ist, gebildet
durch den Durchschnitt der beiden Ibenenpaare, welche die Quadripolar-
flichen der Puncte 123, 145 darstellen, und umgekehrt: Die Polarchenen
der Puncte dieser vier Geraden gehen simmtlicl durch dic betracltete Diagonale.

212, Wir haben gezeigt, dass einer beliebigen Geraden ped durch den
Doppelpunct p cine Gerade pc/d’ entspricht (208), und aus dem Vorher-
gehenden (209) folgt, dass, wenn die Gerade pcd in cine Seitenfliche des
Trieders p,p,p, fillt, die Gerade pc'd’ mit der Gegenkante desselben Trieders
p fillt,  Tst kehrt ped eine der Geraden py, p,, py, so ist pe'd’
eine beliebige unter den Geraden, welche durch p gehen nnd in der Ebene
der beiden andern (veraden p liegen.

Tillt ped mit pe'd’ zusammen, das heisst, sind ¢, d zwei entsprechende
Puncte, so ist ped (197) eine der vier Geraden, durch welche die Polarkegel
vom Scheitel p gehen.

Ist ped in der Ebene pp gezogen, so fiillt ¢! mit p zusammen, und folglich
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osculiert die (ferade pe¢'d’ die Hessiana in p; also erzeugt, wenn ped um p
variabel ist in der Ebenc pp, dic Gerade pc'd’ den Polarkegel von p; und
withrend ¢ die Gerade p durchliiuft, und d eine cubische Plancnrve mit Doppel-
punct in p beschreibt, erzeugt der Punct d' den Kegelschnitt ¢, Durchschnitt
des genannten Kegels mit der Hessiana (206). Sobald pcd die Hessiana
osculiert, heisst, wenn sie in p einen der Zweige der cubischen Plancurve
beriihrt, so fillt d mit p zusammen, und folglich auch d' auf p. Daraus
ergibt sich, dass die beiden Dur puncte des Keg es ¢ mit
der Geraden p den beiden Puncten der cubischen Plancurve entsprechen,

welche unendlich nahe p liegen.

213. Verschiebt sich die Gerade ped in einer Ebene E durch p, so
erzeugt die Gerade pc'd’ einen Kegel, der durch p,, p,, p, geht, wegen der
drei Geraden, in denen /i die Seitenflichen des Trieders p,p,p, schneidet
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatrixen bestimmt, weil zwei
Gerade, die durch p gehen, dic Ebene E bestimmen. Die Kegel, welche
in dieser Weise zwei Ybenen F, J, entsprechen, haben eine einzige gemein.
schaftliche Generatrix (ausser p,, p, py) nimlich die Gerade pe'd’, welche der
Durchschnittslinie ped der beiden Ebenen entspricht. Die Kegel, welche den
Ebenen E entsprechen, sind also zweiter Ordnung.

Wir haben so cine Transformation der Figuren erhalten, welche aus Ge-
raden (also auch aus Libonen und Kegeln) gebildet werden, dic von p ausgehen.
Finer Geraden entspricht cine (lerade, ciner Ebene entspricht cin Quadvikegel,
der den Tricder p,p,p, wigesclrichen ist, und Lchrt.

Sobald die Puncte ¢, ¢’ und chenso d,d' in Bezug auf jede Quadritliche
conjugiert sind, so sind die Geraden ped, pe'd’ in Bezuy auf simmntliche Polar-
kegel vom Scheitel p conjugiert. Diese Kegel bilden ein Biischel und gehen
durch die vier Geraden, welche ibnen entsprechen, und diese vier (teraden

bilden cin vollstindiges Vierkant, dessen Diagonalgerade p,, p,, p; sind
(Durchschuitte der Il paare, welche dem Biischel angehvren, und die
fliichen der Puncte py, p,, p, sind).  Also: Der Quadriliegel, der
dem Trieder py p,p, wmgesclaichen ist und einer Ebene I enlspricht, st 'der

Ort der Polargeraden dicser  Ishene in Bezug auf dic Kegel jenes Biischels.
Folglich schneidet obiger Kegel die Ebenen PyPy PyPys Py Py Vings der conju-
gierten Geraden der Durchschnittsgeraden dersclben mit I in Bezug anf die

respectiven (feradenpaaie 1y Pas Pgslys Pys Do Derselbe Kegel trifft die
Ebene 27 lings zweier centsprechender Geraden, von denen jede cine Be-
riihrungsgeneratrix zwischen £ und einem Kegel des Biischels ist; dic Ebenen,
welche durch p, gehen und beziiglich durch zwei entsprechende Gerade,
bilden ein harmonisches System mit den Lhenen pypy, pypy; wes. w.

214. Wir betrachten einen Cubikegel (Kegel dritter Ordnung), der durch
dic sechs Geraden ppy, PPy, PRy £y Py 2y geht und 1i der drei letzten
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durch die Polarebenen von p), p,, p, berithet wird !).  Es sei ped cine Ge-
neratrix dieses Kegels. Die Ebene pc schneidet die Hessiana und diesen
Kegel lings zwei cubischen Plancurven, die sichen Puncte gemein haben,
von denen drei dieselben Tangenten besitzen; diese cubischen Curven fallen
also zusammen. Das heisst: Der Cubileegel trifft die llessiana in einer Plan-
curve (dritter Ordnung), deren Lbene pr¢ ist, und also noch in einer andern
Plancurve (derselben Ordmung), deren Ebene pd ist. Jede dieser beiden
Ebenen geniigt offenbar, um auf cine cinzige Weise den Cubikegel und die
andere Ebene zu bestimmen; also bilden dicse Iibenenpuave, dic dic Durch-
sehmittsewrven der lessiana mit den Cubikegeln des Biischels, um das es sich
handelt, enthalten, cine Involution; die Doppelet derselben enthalten die
Beriihrungscurven zwischen der Hessiana und zwei Kegeln des Biischels.
Das heisst: Die Tangenten, welche man vom Puncte p aus an dic Hessiana
ziehen kann, bilden zwei Cubilegel, und die Berithrungscurven befinden sich in
wwei durch p gehenden Ebenen; das System dieser beiden Ebenen ist folglich die
Quadripolarfiiche des Punctes p. Also: Die Quadripolawfliche von p besteht
aus zwet Ebenen, welche mit denjenigen beiden Ebenen cin harmonisches System
bilden, welche die beiden cubischen Plancurven enthalten, die cin und demselben
Cubileegel des Biischels angehiren.

Unter den Kegeln dieses Biischels gibt es auch den, welcher durch die
Ebene pp und den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Schnitte,
welche denselben entsprechen, sind die Ihenen pp und die Polarebene von
p. Bin anderer Kegel desselben Biischels ist das Trieder p, pypy, das durch
digjenigen drei Seitenfliichen des Pentaeders gebildet wird, welche in p zu-

laufen. Dic entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern

Seitenebenen des Pentaeders, welche durch p gehen, und jeder von ihnen
ist das System dreier Geraden. Hieraus zicht man, dass dic beiden Ilbenen,
welche die Quadvipolarfliche von p darstellen, wnd dic beiden Seitenfléicken des
Pentaeders, welche dwrel p gehen, cin harmonisches System hilden.

215. Die Ebenen pe, pd gehen beziiglich durch ¥, ¢' (208), folglich
geht der Cubikegel des crwihuten Biischels, welcher durch ped geht, auch
durch pc'd’, das heisst (113), dicser Kegel entspricht sich selbst. Man schliesst
hierans und aus bekannten Bigenschaften der cubischen Plancurven 2), dass die
Tangentialebenen unseres Kegels lings zweier entsprechender Geraden ped,
pe'd’ sich in ciner Generatrix des niimlichen Kegels schneiden; dass jeder

1) Die analogen Cubikegel bilden ein Biischel, denn die gemeinsamen Bedin-
gungen sind neun Geraden #quivalent, durch welche das System der drei Ebenen
PaPy PyPys Py o und das System der Ebene pp und des Polarkegels der Geraden
p gehen,

2) Man kann in der That den Cubikegel als Jacobiana eines Netzes von Quadri-
kegeln vom Scheitel p betrachten, dem das Polarkegelbiischel der Puncte von p
angehort,
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Quadrikegel, der dem Trieder p,p,p, umgeschrieben ist, den Cubikegel lings
der drei Beriihrungsgeneratrixen schneidet, welche dieser Kegel mit ein und
demselben Kegel zweiter Ordnung besitzt; und dass diese drei Generatrixen
ein Trieder bilden, dessen Seitenflichen den Cubikegel in drei nenen Geraden
schneiden, welche in der Ebene liegen, welche dem ersten Quadrikegel ent-
spricht, U, s w.; w s w.

216. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen iiber die Polarfliche
ciner belichigen Ebene E machen, welche durch den Doppelpunct p geht.
Da dieser Punct der Scheitel einer unbegrenzten Zahl von Polarkegeln ist,
deren Pole die Puncte von p sind, so gekt die Polarfliche durch diese Gerade
und ist lings derselben durch die Polarebene von p beriihrt. Dieselbe Fliche
geht ausserdem noch durch p und wird in diesem Puncte von der Polarebene
des Punctes i beriihrt, in dem F von p getroffen wird. Unter den Polar-
kegeln vom Scheitel p gibt es zwei, weleche die Ebene X beriihren; also
(188): Die Polarfiiiche hat zwei Doppelpuncte auf p.

Die Quadripolarflichen, die durch p gelen, treffen £ in Kegelschnitten,
die in p durch ein und dieselbe Gerade pi (Durchschnitt der Ebenen X und
pp) berithrt werden. Ein beliebiger Punct dieser Geraden ist fiir einen dieser
Kegelschnitte ein Doppelpunct, das heisst, er ist ein Beriihrungspunct zwischen
L und einer ersten Polarfliche durch p. Alle analogen ersten Polarflichen
gehen daher durch die Gerade pi, und ihre Pole sind auf der Geraden ge-
legen, welche den Durchschnitt der Polarebenen von p und i bilden. Daraus
ergibt sich, dass dicse letztere Gerade der Polarfliche von 12 angehirt.

Dicse Polarfliiche beriihrt die Hessiana liings einer Raumeurve sechster
Ordnung (158), die sich in unserem speciellen Falle in zwei Theile theilt,
die Gerade p und eine Raumcurve fiinfter Ordnung, die durch p geht. Diese
Curve, als dem Schuitte der Ibene £ auf der Hessiana entsprechend, bildet
in Verbindung mit den Geraden p,p,, p; den vollstindigen Durchschuitt
dieser Fliche mit dem Quadrikegel, welcher der Ebene £ entspricht (213).
Der letatere Kegel schneidet daher die Polarfliche von £ nochmals in einer
Geraden. In der That, sobald die Ebene I durch die entsprechenden Puncte
p, i der Hessiana geht, beriihrt sie in i ein Biischel von Quadripolarfliichen
(203), deren Pole auf einer Geraden durch p sich befinden, die in der Polar-
fliche liegt; und diese Fliche wird lings jener Geraden durch die Polar-
ebene von i beriihrt. Dieselbe Gerade enthilt die beiden andern Doppel-
puncte der Fliche, welche die Pole der beiden Kegel sind, die zu dem
Biischel gehoren. Diese beiden Kegel haben daher ihre Scheitel auf einer
in der Ebene 7 durch p gehenden Geraden, welehe der ersten Geraden
entspricht.

217. Indem man diese Betrachtungen auf die Ebenen des Pentaeders
12345 (210) anwendet, sieht man, dass die Kanten des Tetracders 2345 die
Curve sechster Ordnung (entsprechend dem Vierseit mit den Seiten 12,13,
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14, 15) bilden, Jings dessen die Hessiana dureh die Polafliche der Ebenc
1 beriihrt wird. Diese Fliche hat daher die Puncte 234, 235, 245, 345 (dic
Scheitel des T'etraeders) zu Doppelpuncten. Dieselbe Fliche enthiilt als reci-
proke Fliche der Steinerschen Fliche (188) drei andere Gerade die in derselben
Ebene liegen. Diese Geraden sind (216) die Durchschnitte der Polarebenen der
Punctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der (Hegenscheitel des Vier-
seits. Sie bilden gleichzeitig ein Dreieck a,bc;, von dem jeder Scheitel der
Pol einer ersten Polarfliiche ist, dic die Lbene 1 beriilirt, und durch zwei Gegen-
scheitelpaare des Vierseits geht; also sind die Diagonalen dieses Vierscits zu
zweien combiniert die Durchschnitte der Ebene 1 mit den ersten Polarflichen
der Puncte a), by, ¢;; das heisst, die Scheitel o', b'), ¢!, des Diagonaldreiecks
sind die Pole der Lbene ab,c;-

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Bbene ayb,c,, welche die Polarebene
Jjedes Scheitels des Dreiecks a'yb’y¢c', ist, das durch die Diagonalen des Vier-
seits (21, 23, 24, 25) gebildet wird; w. s, w. fiir die iibrigen Bbenen des Pen-
taeders. Nun gehen aber die Ebenen, die vom Puncte 345 aus durch die
Diagonalen

J23j 5] =6 o), (124 185) =0 0"y, }125} 184} =a', b,
gezogen sind, auch durch die Diagonalen
1123} 245] == by, (1241285
weil die Punctenpaare
(145, 245), (135, 235), (134, 234)
mit 345 in gerader Linic liegen; also treffen sich die Geraden o'y o'y, b', by,
¢i¢', in demselben Puncte 345.

Da die Ebene a)b,c; die Polarebene der Puncte a'y, by, ¢!, ist, so folgt
daraus, dass die Quadripolarfliche des gemcinschaftlichen Punctes dieser
Ebene und der Geraden 12 ein Kegel ist, der durch die Puncte a',, b, ¢,
und durch die vier Geraden (durch 3 geht, welehe die Basis des Polar-
kegelbiischels der Puncte von 12 bilden.  Ebenso. ist die Quadripolartiiche
des Punctes, in welchem a,bye, die Clerade 12 schncidet ein Kegel, der
durch die Puncte a',, b'y, ¢, und durch dieselben vier Geraden geht. Nun liegen
aber die Puncte o'}, a'y; b}, b 3 ‘1“; mit dem Puncte 345, dem gemein-
schaftlichen S(henel beider Kegel, in gerader Liniej die beiden Kegel fallen
also zusammen, das heisst, die Lbenen a;b¢), a,b,c, treflen dic Gerade 12
in demselben Puncte. Also: Die lihencu b0y, 00,6y, oony welche den Sciten-
Jliichen 1 . des Pentacders entsprechen, biliden cin nenes Pentacder, dessen
Kanten dic entsprechenden Kanten des ersten Lrefeny wud daher liegen die fiing
len Seitenchenen der beiden Penlaeder

'y, 1125} (284 |=alybly s

Geraden, i denen die entspree

schneiden, in einer cinzigen bene,

218. Wir haben oben bewiesen, dass dem Schnitte der Hessiana durch

eine Ebene Z eine Raumcurve I sechster Ordnung entspricht (168). s sei
o ein Punct von %, »' der entsprechiende Punct von /2. Die Polargerade
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der Ebene /2 in Bezug auf den Polarkegel von o trifft die 1lessiana nicht
blos in ¢/, sondern auch in drei anderen Puncten f, m, n. Die Ebene # ist
also die gemischte Polarebene der Punctenpaare o, 1; o, m; o, n, das heisst,
sie ist die Polarebene von o in Bezug auf die Polarkegel von Im,n. E
enthillt daher die Scheitel dieser drei Kegel, und folglich gehdren die Puncte
L,m,n der % an. Also: Die Polargeraden der Ihene E in Bezug auf die
Polarkegel, deven Scheitel in dieser Ehene liegen, trefien jede die Rawmeurve k
in drei Puncten.

Wie viel solcher Polargeraden der Ebene /2 gehen durch einen beliebigen
Punct o von £? Man muss einen Punct suchen, welcher mit o als gemischte
Polarebene die 72 hat; soleher Punct ist jeder Punct der Polargeraden von E
in Bezug auf den Polarkegel von o. Diese Gerade trifft, wie man vorhin
gesehen, die Curve % in drei Puncten (,m, n; und die Polargeraden von E
in Bezug anf die Polarkegel von I,m, n gehen durch 0. FEs gibt also drei
Polargerade, welche durch einen beliebigen Punct von k gehen.

Wie viel dieser Polargeraden trifft eine willkiirliche Gerade g? Oder
anders, wie viel Puncte gibt es auf g, welche ¥ als Polarebene haben in Be-
zug auf einen Polarkegel, dessen Pol auf % liegt? Die Pole der Quadri-
polarfiichen, in Bezug auf welche die Puncte von g die Pole von E sind
(187), liegen auf einer cubischen Raumcurve, welche mit 4 acht Puncte ge-
mein hat (121). Also: Die Polargeraden der Iibene E in Bezug awf dic
Polarkegel, deren Scheitel sich in dieser Iibene bejinden, bilden eine Ifliche
achter Orduung. Fir diese Fliche ist & eine dreifuche Curve, demn in jedem
ihrer Puncte kreuzen sich dvei Generatrixen. Die ndimliche Fliche geht durch
die zehn Geraden p, weil jede dieser letztern als Polargerade ciner beliebigen
Ebene in Bezug auf die Quadripolarfiche des entsprechenden Punctes p
betrachtet werden kann,

Die Gencratrixen der Fliche treffen die Lbene % in den Scheiteln der
Polarkegel, also enthdlt dic e den cbenen Schnitt der Iessiana auf' E.
Sie enthiilt ausserdem mnoch vier Gerade, die auch auf E liegen. Es sind
dies die Beriihrungsgeneratrixen von /' mit den vier Polarkegeln, deren Pole
die Doppelpuncte der Polarfliche von % sind (188).

Ist E die Ebene im Unendlichen, so sind die Polarkegel der Puncte
von & Cylinder, unter denen digjenigen, welche E beriihren, vier an der Zahl,
parabolisch sind. Die Polargeraden von F werden die Axen dieser Cy-
linder.

219. Von welcher Classe ist die Lnveloppe der Libenen, welche dic Fun-
damentalfliche F, in harmonischen cubischen Cwurcen schneidet V)?  Es sei gy
cine willkiirliche (Gerade, v ein Punect, weleher g nnd der Fundamentalffiiche

1) Eine Plancurve dritter Ordnung heisst /a isch oder dquianharmoniscl

nach den Specialwerthen des Doppelverl i von vier T: A
die von einem beliebigen Puncte der Curye ausgehen. Linleitung, No. 27, 131b.
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gemein ist; man muss nun eine sulche Ebene, welche durch g geht, suchen, dass
die vier Tangenten, die man von x an Fy in dieser Ebene ziehen kann, ein
harmonisches System bilden. Nun bilden die Tangenten, die man von x an
Iy ziehen kann (67) einen Kegel vierter Ordnung, welcher, da er im Allge-
meinen keine Doppelgeneratrixen hat, noch stationiire, von der zwdlften Classe
ist. Indem man diesen Kegel und die Gerade g durch eine Ebene schneidet,
erhilt man eine allgemeine Curve ¢ vierter Ordnung und einen Punct g, Es
handelt sich nun darum, von g eine Gerade zu ziehen, welehe ¢ in vier har-
monischen Puncten schneidet. Man weiss aber ), dass dieses Problem sechs
Auflosungen zulisst, also ist die gesuchte nveloppe cine Flache von der
sechsten Classe,

Auf die ndmliche Weise findet man den Satz: Die Ebenen, welche dic
Fund Ufliiche in diquiank, ischen cubischen Curven schneiden, wmhiillen
eine Fliche vierter Classe.

Eine cubische Curve mit einer Spitze ist gleichzeitig ein Specialfall der
harmonischen cubischen Curve und der Hquianharmonischen. Also sind dic
beiden Flichen sechster und wvierter (lasse, welche wir eben betrachtet haben,

in die Developpable (172) eingeschrieben, die durch die stationdiren Tangential-
abenen gebildet wird (das heisst, die der Fundamentalfliche lings der para-
bolischen Curve hrieben ist).

Unter den Ibcenen, welche die Fund Ifiiiche in dquianh ischen
cubischen Curven schneiden, befinden sich auch dic zehn zu pp analogen Iibenen
(207), dass hcisst dicjenigen, welche durch cinen Doppelpunct und die ent-
sprechende Gerade gehen. In der That ist die erste Polarfliche von p ein
Ebenenpaar, dass durch p geht, und die ersten Polarflichen der Puncte von
p sind Kegel, welche die Ebene pp lings Geradenpaaren durch p in Invo-
lution schneiden. Die Doppelstrahlen dieser Involution und die Gerade p
bilden also die Jucobiana des Netzes von Kegelschnitten, lings deren die
Ebene pp die Quadripolarflichen dieser Puncte schueidet. (Diese Jacobiana
ist der Schnitt der Ibene pp durch die Polarfliche dieser Ebene). Wenn
aber die Jacobiana des Netzes der Polarkegelschnitte das System dreier Ge-
raden ist, so ist dic Fundamentalenrve iiquianharmonisch, folglich trifft die
Ebene pp die Fundamentalfliiche in einer Aquianharmonischen cubischen Curve.

1) Steiner, Ueber solche algebraische (‘wrven u. s. w. (Crelles Journal,

Bd 47, S.102).
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CAPITEL IIL

DIt SIEBENUNDZWANZIG GERADEN EINER FLACHE
DRITTER ORDNUNG.

220. Eine Bitangentialebene der Fundamentalfiiche Fy schueidet diese
Fliiche in einer cubischen Curve mit zwei Doppelpuncten (den beiden Be-
riihrungspuncten), dass heisst in einer Geraden und einem| Kegelschnitte.
Die Zahl der auf F liegenden Geraden ist also gleich der Zahl der Bitan-
genten, welche durch einen beliebigen Punct des Raumes gehen, oder auch
gleich der Classe der developpablen Fliche, welche die Enveloppe der Bi-
tangentialcbenen ist. Diese Classe ist nun (67) gleich 27, also enthiilt eine
Fliche dritter Ordnung im Allyemeinen 27 Gerade.

Ist a einc dieser Geraden, so schneidet jede durch « gelegte Ebene
die Fliche in einem Kegelschnitt und beriihrt sie in den beiden Durch-

hnittsp dieses Kegelschni mit @ (171). Liisst man die Ebene um
a rotieren, so erzeugen dic beiden Deriiln sp cine Involution, deren

Doppelpuncte die Beriihrungspuncte von « mit der Hessiana sind, oder was
auf dasselbe hinausliiuft, mit der parabolischen Curve. Unter den Ebenen,
die durch a gelegt sind, gibt es (171) fiinf, welche I in einem Kegelschnitt
mit Doppelpunct (swei Gerade ausser @) schneiden; das heisst, durch jede
auf der Iliche gelegene (lerade gehen finf Tritangentialebenen (zwei Beriih-
rungspuncte auf der Geraden, der dritte ausserhalb). Umgekehrt muss jede
Tritangentialebene die Fliche liugs dreier Geraden schneiden (eine cubische
Curve mit drei Doppelpuncten); also: Liine belichige Gerade auf der Fliche
wifft 2.5 =10 andere Gerade derselben Fliche, und die Zaki der Tritan-

gentialebenen ist : 3

Sind @, b, ¢ drei Gerade, die in derselben Tritangentialebene liegen, so
gehen durch jede solche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser abe,
jede dieser Ebenen enthiilt zwei neue Gerade, und man erhilt so die 3.4.2=24
Geraden, welche mit «, b, ¢ die Zahl 27 vervollstindigen.

221. Die neun Gerdden, in denen sich die Seitenebenen zweier gege-
bener Trieder schneiden, bilden die Basis eines Biischels cubischer Flichen,
zu denen auch die heiden Trieder gehtren. Die Fliche des Biischels, welche
durch einen gegebenen Punct p geht, erhiilt man auf folgende Weise: Eine
beliebig durch p gelegte Ebene schneidet die neun Geraden in neun Puncten,
welche als Durchschnittspuncte der Seiten zweier Dreiecke (Schnitte der
beiden Trieder) die Basis eines Curvenbiischels dritter Ordnung bilden. Eine
dieser Curven geht durch p und der Ort aller analogen Curven, welche man
erhiilt, wenn man dic Lbene wm p drehkt, ist offenbar die hte cubi
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Fliche. Es seien ay, by, ¢;y; by, ay; gy, dy, by die Geraden, in denen die
erste, zweite, dritte Seitenfliche des ersten Trieders beziiglich die Seiten-
flichen des zweiten schneidet; oder anders, es seien ay; by, 315 by, Oy, g3
19 Gy by die Geraden, in welchen beziiglich die crste, zweite, dritte Seiten-
fliche des zweiten Trieders die Secitenfliichen des ersten schneidet; dann
konnen wir folgende Tripel aufstellen

ay by Cog3 Gy by, 05 @y by, 493
bus by by Cygy €35 195 @y @ @y,

in jedem derselben hat man drei Gerade, welche sich nicht schneiden; die
drei Geraden a0, ¢y, bestimmen ein Hyperboloid, welches die cubische
Fliche nochmals lings einer Curve [ (dieselbe ist nicht eben) dritter Ord-
nung schneidet. Eine beliebig durch a, gelegte Ebene beriihrt das Hyper-
boloid in einem Puncte x und die cubische Fliche in zwei Puncten 2 By
Lisst man die bene um @ rotieren, so ergeben dic Puncte Dy, b, eine der
einfachen Reihe der Puncte x projectivische Involution, und es gibt also
drei Fille, dass ein Punct x mit einem der entsprechenden Puncte p zZu-
sammenfillt. Das heisst: Das Hyperboloid und die cubische Fliiche beriihren
sich in drei Puncten von @, ebenso in drei Puncten von 4y und in drei
Puncten von ¢, Die Berithrungspuncte zweier Flichen sind aber die
Doppelpuncte ilver Schnitte, also schneidet ¢ jede der Geraden @y, by, 0yg in
drei Puncten. Daraus folgt, dass / das System dreier Geraden ist, die
ay, by, ¢yy schuciden ). Analog schueidet jedes der Iyperboloide’, welches
den fiinf andern Tripeln entspricht, die cubische Fliche in drci nenen Ge-
raden; wir erhalten so 3.6 =18 Gerade, welche mit den neun Durchschnitten
der Seitenfliichen der gegebenen Trieder das System der 27 Geraden bilden.

222. Bin Biischel von Flichen S zweiter Ordnung, dessen Basis eine
Curve ¢ vierter Ordnung sei, sei einem Biischel von Ebenen E, die siimmt-
lich durch eine Gerade a gehen, projectivisch. Der Ort der Keyelschnitte,
in denen dic Flichen S durch dic entsprechenden 1benen I geschnitten werden,
ist (113) elne Fliche Fy dritter Ordnung. Thre Durchschnittspuncte mit einer
beliebigen Geraden ¢ erhilt man auf folgende Weise. Die Gerade g trifit
& in zwei Puncten p;, p, und I in einem Puncte x; die Punctenpaare B, 0y
geben eine der cinfachen Reihe der Punete x projectivische Involution und
es gibt, also dreimal ein Zusammenfallen eines Punctes ¥ mit cinem ent-
sprechenden Puncte p.

Die Fliche F, geht durch die Basis der beiden erzeugenden Biischel
(113), niimlich durch die Raumcurve ¢ und die Gerade a. Jede Kbene £
beriihrt 77y in zwei Puncten; es sind dies die beiden Puncte, in denen die
Gerade a die I entsprechende Fliche S schneidet. Unter den Fliichen

1) Eine Verallgemeinerung dieses Satzes von Mouraen sehe man oben 60. An-
merkung *).
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& gibt es zwei, welche « beriihren, das heisst, es gibt zwei Ibenen E, welche
stationdre Ebenen sind. Jede Fliche § beriihrt 7y in vier Puncten, némlich
in denjenigen, in welchen dic Raumcurve ¢ durch die .S entsprechende Ebene
getroffen wird.

Unter den libenen 15 yibt cs fiinf' (1T1), welche die entsprechende Fliche
N berihren; jede dieser Ebenen ist also eine Tangentialebene von £ in drei
Puncten und schneidet diese Fliche in zwei Geraden ausser «. Indem man
von eciner beliebigen solchen Tritangentialebene ausgeht, findet man das voll-
stiindige System der 27 Geraden wieder, wie oben (220).

223. Wir wollen jetzt voraussetzen, die Ebenen E seien die Polarcbenen
cines festen Punctes p in Bezug auf die Quadviflichen Sy dann ist der Ort
der Beriihrungscurven zwischen den Quadrifiichen des Biischels und den um-
geschriehenen Kegeln von Scheilel p eine cubische Flighe Fy, welche durch die
Basis ¢ des Biischels geht und auch durch den Punct p, wegen dexjenigen
Quadrifliiche S, welche durch p geht. Die Ebenen £ der Beriihrungscurven
gehen durch ein und dieselbe Gerade @, welche also auf der Fliche 7 liegt.

In dem Biischel Quadriflichen gibt es vier Kegel, und fiir jeden der-
selben zerfillt die Beriihrungscurve in zwei Gerade, die in einer Ilbene durch
a liegen, Die Fliche S, die durch p geht, wird von der Polarebene von p
in zwei Geraden geschnitten, die sich in p kreuzen, und deren Ebene durch
a geht.  Wir haben so 10 Gerade erhalten, welche paarweise in Jbenen
liegen, welche durch « gehen.

Indem wir die beiden in p gekreuzten (ieraden betrachten, sehen wir
Jjede in zwei Puncten auf der Raumcurve ¢ aufstehen, und durch die Gerade,
welche sie verbindet, kanm man vier Tangentialebenen von ¢ ziehen. Jede
dieser Tbenen beriihrt in demselben Puncte, in dem sie ¢ Dberiibrt, auch die
iiche Iy, weil die Gerade, welche p mit dem Berithrungspuncte verbindet,
in dem letztern Puncte F; beriibrt, und mit der Tangente von ¢ die Tan-
gentialebene von 77, bestimmt. Jede dieser Ebenen ist also dreifache Tan-
gentialebenc und schneidet folglich £ in zwei neuen Geraden. Wir erhalten
s0 2.4.2=16 Gerade, welche mit den 10 schon erhaltenen und mit ¢ zu-
sammen das System der 27 Geraden veryollstindigen.

224. Wir wollen cin lincares Fbenensystem dem Systeme der Puncte
des Raumes projectivisch nennen, scbald einem beliebigen Puncte x eine ein-
zige Ebene X entspricht, und wmgekehrt jeder Ebene X ein einziger Punct
x; wenn ferner den Puncten x einer Ebene X' die Ebenen X eines Netzes
entsprechen, welche durch ein und denselben Punct x' gehen, und folglich
den Puncten x einer Geraden dic Ebenen X eines Biischels. Umgekehrt ent-
sprechen den Ebenen X eines Biischels die Puncte x einer (ieraden, und
den Ebenen X, welche durch einen Punct x' gehen, die Puncte x einer Ebene
A'. Die Puncte # und dic Ebenen X' bilden zwei neue projectivische
Systeme.
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Man habe drei lineare Ebenensysteme, die sowohl unter sich als auch
mit dem Systeme der Puncte des Raumes projectivisch sind, in der Art, dass
jedes der vier homologen Elemente X}, X,, X;, x die drei andern eindeutig
bestimmt. Es sei x' der gemeinschaftliche Punct der drei Ebenen X, X Xy,
dann bestimmen sich die Puncte x,x' einer aus dem andern eindeutig; denn
wenn x' gegeben ist, so geht darch dicsen Punct im Allgemeinen ein cinziges
Tripel entsprechender Lbenen X7, .X,, Xy, denen cin einziger Punct x ent-
spricht (er entsteht durch den Durchschnitt der drei Ibenen X'/, X', X',
welche dem Puncte x' entsprechen). Man kann x wund x' uls homologe
Puncte zweier projectivischer Riume auffassen, und wir wollen die Curven und
Flichen zu bestimmen suchen, welehe in einem dicser Riiume den Geraden und
Ebenen des andern ensprechen.

Durchlituft x eine Ebene E, so erzeugt jede der Ebenen X ein Netz;
man erhiilt so drei projectivische Netze, von denen drei entsprechende Ebenen
sich in ¢' schneiden. Der Ort von x' ist also (127) eine Fliche Fs dritter
Ordnung. Daraus folgt, dass die Puncle dieser Fliche einzeln den Puncten
der Ebene E entsprechen,

Alle cubischen Flichen 1%y, entsprechend den Ebenen E des ersten Raumes,
bilden ein lineares System und gehen durch dieselbe Raumcurve I der sechsten
Ordwung (136), Ort cines Punctes, durch welchen drei entsprechende Diischel
won Ebenen X hindurchgehen. Also entspricht einem beliecbigen Puncte x' von
k anstatt eines einfachen Punctes x eine Gerade .

Beschreibt x eine Gerade, dann bilden die Ebenen X drci projectivische
Biischel ; folglich (122), ist der Ort won x' eine cubische Rawmcurve. Diese
Curve bildet mit % zusammen den vollstiindigen Durchschnitt zweier Fliichen
Fy, welche zwei Ebenen 7 entsprechen, welche durch die gegebene Gerade
gehen.

Eine Gerade und eine Ebene des ersten Raumes haben einen Punct ¥
gemein; der Punct x/, welcher ihm entspricht, muss auch auf eine einzige
‘Weise aus dem Durchschnitte der Curve und der Fliche, welche beziiglich
der Geraden und der Ebene entsprechen, sich ergeben. Diese Curve und
Fliche sind aber beide von der dritten Ordnung, und haben also nean Puncte
gemein, Von ihnen gehoren (121) acht der Curve Z an, und der neunte ist .

Daraus, dass die cubische Raumcurve, die ciner belicbigen Geraden eut-
spricht, & achtmal triftt, folgt, dass diesec Gerade von allen Geraden a ge-
troffen wird, welche den acht Puncten x' von / entsprechen, Das heisst,
die Geraden w des ersten Rawmes, welche den Punclen der Raumcurve kb ent-
sprechen, bilden eine Fliche achten Grades.

Drei Ebenen E schneiden sich in einem Punete x, also haben drei Fliichen
¥, ausser der Curve & nur noch einen einzigen L'unct x' gemein,

Umgekehrt: Beschreibt der Punct x' im zweiten Raume eine Grerade,
so erzeugt der Punct x eine cubische Raumeurve, denn der Ort von x wird
von einer willkiirlichen Ebene E in ebensovielen Puncten getroffen, als die
gegebene Gerade mit der Fliche ¥, Durchschnittspuncte hat, welche dieser
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Ebene entspricht. Ist ¥’ auf einer Ebene E variabel, so erzengt x eine
cubische Fliche £",;; in der That wird der Ort von x durch eine beliebige
Gerade in den Puncten getroffen, welche den Durchschnittspuncten der Ebene
L' mit der Curve entsprechen, welche dieser Geraden entspricht. Und sobald
s X'y dreier
zu dem Systeme der Puncte ¥' des zweiten Raumes projectivischer Systeme
ist, so folgt, dass I7', als Ort der Puncte x construiert werden kann, die drei
entsprechenden Ebencen dreier projectivischer Netze gemein sind. Folglich
bilden die Flichen F';, welche den Lbenen des zweiten Raumes entsprechen,

der Punct x der Durchschuitt dreier homologer Ebenen .\"I,,\"

selbst ein lineares System und gehen durch ein und dieselbe Raumcurve &'
sechster Ordnung, Jedem Puncte x derselben entsprechen die Puncte x'
einer Geraden &' 1),

225. Es sei x' ein Punct von %, der allen Ebenen Ay, A, X dreier ent-
sprechender Biischel gemein sei, deren Axen a;, a,, a; sein mogen; und es sei
« die Gerade, welche die diesen Ebenen entsprechenden Puncte ¥ enthiilt, das
heisst die gemeinsame Gerade der Ebenen X/, X, X', welche ¥’ entsprechen.
Jedes Tripel homologer Ebenen, die beziiglich durch a,, ay, a, gezogen sind,
enispricht einem Puncte ¥ von w, in der Art, dass der auf z variable Punct
x stets den festen Punct x' als homologen Punct hat; unter diesen Tripeln
gibt es aber drei, von denen jedes aus drei Ebenen durch ein und dieselbe
Gerade besteht. In der That, der durch die projectivischen Biischel («,), (¢,)
erzeugte Kegel (151), und der Kegel, welcher in analoger Weise durch die
(ay), (ay) erzeugt wird, haben drei Gerade gemein ausser der gemeinschaftlichen
Axe a3 jede derselben ist folglich der Durchschnitt dreier entsprechend,
Ebenen X}, Xy, Xy Also besitzt z drei Puncte, von denen jeder einer Geraden
entspricht, die durch x' geht, oder mit andern Worten, » steht auf &' in drei
Puncten auf, denen drei Gerade z' die durch x’gehen, entsprechen. Analog
findet man: Jedem Puncte x von k' entspricht eine Gerade o', die auf Ik in
drei Puncten aufsteht, und die Geraden x, welche diesen Puncten entsprechen,
kreuzen sich in x. Das heisst: Tvifft eine Gerade die Curve k in drei Puncten,
so gehen die drei Geraden, welche diesen Puncten entsprechen, durch ein und
denselben Punct x von k' und bilden fiir sich allein die der gegebenen Geraden
entsprechende cubische Curve, in der Art, dass jedem andern Puncte der-
selben der feste Punct % entspricht.

Beschreibt der Punct x' eine Gerade g, so geben die Ebenen X', X'y, X'}

1) In dem speciellen Falle, dass X, X,, X; die Polarchenen des Punctes ¥
in Bezug auf drei feste Quadriflichen sind, haben die Puncte x, %' eine vllig
reciproke (involutorische) Beziehung, und einer Ebene [ entspricht, zu welchem
Raume man sie auch als angehorend betrachtet, eine einzige Fliiche F, Ort der
Pole der Ebene £ in Bezug auf die Fliichen des durch die drei gegebenen Quadri-
flaichen bestimmten Netzes (128). Unter dieser Bedingung fallen auch die Curven
k, k' zusammen, und es wiirde unniitz sein, die beiden Raume zu unterscheiden.

CkExoNa, Oberflichen. 12
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ischen Bii

drei projec
wir es schon oben (224) bewiesen haben, eine cubi

cheln Entstehung, und folglich ist der Ovt von x, wie
he Raumcurve, die den

drei Hyperboloiden gemein ist, welche die drei Biischel zn zwei und zwei
genommen crzeugen.  Diese Curve zerlegt sich: 1. in einen Kegelschnitt und

eine Gerade «, sobald ¢ die Curve £ einmal trifft; 2. in drei Gerade (zwei

dersclben «
subald g die Curve X zwcimal tiifft; 3. in drei Gerade @,

. 1y, die sich nicht schneiden, werden durch die dritte geschuitten),

g (von dem-
selben Puncte von &' ausgehend), wenn g die Cirve % dreimal schneidet,
Abstrahieren wir von den Geraden z, welehe den Puncten voun & entsprechen,
so kinnen wir sagen, dass der Ceraden y elne cubische Raumcurve, ein Kegel-
schadtt, eine Gerade oder ein: Punct entspriclt, je nachdem g mit k 0,1,2,3
Puncte gewein hat.

Hierans folgt, dass y, wemn sie auf der Fliche I licgt, Ak wenigstens
einmal trifft, da die y entsprechende Linie auf der Ebene £ liegen muss,
welche Fy entspricht.  Also: Betracktet man diei Gerade, die in derselben
dreifachen Tangentialebene von Fy liegen, so kinnen nur folyende zwel Fille
cintreten: entweder treffen die drei Geraden k in je 2 Puncten, oder sic treffen
glich in 1,2,8 Puncten.

diese Curce b

226, Es sei Fy die cubische Fliche, welche einer gegebenen Ebene £
entspricht; diese Ebene schneidet die Raumcwrve A in sechs Puncten
y, Gy, 0y Ay, 0, 0, Welehe wir Fundamentalpuncte nennen wollen.  Betrachten
wir nun dicse Puncte als ebensoviele Lagen von x, so licgen dic sechs entsprechen
den Geraden o' = a,, ay, @y ag, az, a0 (Orte der homologen Puncte x') awf £y
und. stehew jude auf kb in dred Puncten auf. Man sicht auch leicht, dass den
verschiedenen Puncten der Geraden « die Puncte der Ebene /2 entsprechen,
welelie dem Fundamentalpuncte % unendlich nahe sind, das heisst, dass die
Reihe der Puncte x' auf ay dem Biischel von Geraden projectivisch ist,
welche in der Ibene 1 durch % gehen.

Die iibrigen Geraden von [, treflen % entweder in zwei oder in einem
ziiglich geraden Linien oder Kegelschnitten

Puaucte, und entsprechen also b
in der Ebene £ (225). Im ersten PFalle muss die Gerade in £ chenfalls
zweimal L' treffen, Nun gibt es in der Ebence £ fiinfzehn (lerade, die mit
dieser Raumcurve zwei Puncte gemein haben, niimlich:

agls 85000 0y0u 0 850, Gghys 6,0, 0)0y, 8,85, 88, Ay0y, B85, 0,0, A58, 3,4, , 6,0
und Fy enthill also aueh finfzehn (lerade:

Uyay S50 “atr

310 G Ger Car Gsr G
con denen jede anf ko oin wwei Puncten aufsteld.

Die Geraden ap und pa (wo p, @ die Indices zweier I'undamentalpuncte
sind) treffen sich in einem Puncte, welcher der Richtung a0, die von 8, aus-
geht, angeliort; die Lbene dieser Geraden, trifit folglich /7 in einer dritten
Geraden, die nur einen einzigen Punct mit % gemein bat; wir wollen sie
durch 6, Lezeichnen. Dieselbe Lbene trifft die sechs Geraden «, von denen
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wwel, Ay, g, durch cyq geschuitten werden, da die entsprechende Gerade
durch die Puncte 0 8 geht; folglich wird &, ausser «, noch vier andere
(ierade mit Ausnahme von «, schneiden, Daraus folgt, dass der b4 euf-

sprechende Kegelschnitt dureh {iinf Fundamentalpuncte geht, wit Ausnahme

vou ag. Also ewthill Iy sechs neue Gerade
by by by, bys bs by
die k wur in je einem Puncle treffen, nd den Kegelschnitten
Q50,0500 , 0,0,0,0,05, O 0,0,850,, O,0,0,0500, & 0,000, 0;0,0,0,05

eatsprechen, welche man durch die I'undamentalpuncte zu je fiinf genommen
beschreiben kamn,

227, Das sind also die 27 Geraden der Fliche 2. Nach dem Vor.

liergehienden (225) enthiilt jede dreifache Tangentialebene entweder eine Ge-

rade @, eine Gerade 6 und eine Gerade ¢ oder drei Gerade ¢, und folglich liegen
zwei Gerade « oder zwei Gerade 4 niemals in ein und derselben Ebene,

Trifft cine Gerade b oder ¢ die Gerade @y SO 1uUsS der entsprechende
Kegelschnitt von 4 oder die entsprechende Gerade von ¢ durch den Funda-
mentalpunct a gehen.  Also treffen sich zwei Gerade dp b, immer, sobald
die Indices p, ¢ verschieden sind, und treffen sich nicht, wenn sie denselben
Index haben. Jede Gerade ay trifit ausser den fiinf Geraden % mit anderm
Index die fiinf Geraden ¢, welche einen Index haben, der gleich p ist.

Haben zwei Linien auf £ einen gemeinschaftlichen Punct x, so haben
die entsprechenden Linien auf /4 den homologen Punct x' gemein; gehen
aber die ersten Linien zugleich durch einen Fundamentalpunct ag SO zeigt
das nur an, dass die Linien auf 77, beide durch die Gerade a4 in den Puncten
getroffen werden, welche den Richtungen der ersten Linien im Puncte o
entsprechen.

I35 folgt hicraus, dass zwei Gerade ¢, und ebenso eine Gerade 4 und
cine Gerade ¢ sich treffen, wenn die entsprechenden Linien cinen von den
sechs [Fundamentalpuucten verschied Durchschnittspunct haben. Die (ie-

rade b " il also alle Geraden ¢ die einen Index p haben; und zwei Gerade
o schneiden sich, wenn alle lndices derselben verschieden sind.

Iis ist jetzt sehr lcicht, die 45 Combinationen von je drei Geraden zu
tinden, welche in derselben Ebene liegen. Die Elene, welche durch a4 und
by geht, enthiilt auch o und letztere Gerade liegt auch in der Ebene aabp,
denn die Symbole oo und ap driicken ein und dieselbe Gerade aus, nimlich
die, welche der (ieraden entspricht, die durch die Puncte 8 Gy geht.  Endlich
sind drei Gerade ¢ in einer Ebene, wenn ilre Indices alle sechs Zahlen1,2,3,4,5,6,
enthalten.

Wir geben hier cine Zusammenstellung der fiinfundvierzig Tripel von
Geraden, welche in den dreifachen Tangentialebenen liegen.
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228. Mun zieht hierans mehrere interessante Bemerkungen. Zum Bei-
spiel: Zuwel Gerade, die nicht in derselben Ebene licgen, wie ay, by, werden von
den wimlicken finf Geraden geschuillen (ery, €1y, €y, €5, €1g).  Unter den
andern zwanzig Geraden gibt es fiinf, welche nur ¢ schneiden, fiinf, welche
nur b, schneiden, und zehn, welche weder die eine noch die andere Gerade
ay, by treffen.

Drei Gerade, welche sich nicht schneiden, wie a;, ag, ag, werden durch die
wémlichen drei Geraden (by, by, bg) getrofen, und es gibt sechs Gerade
(ay, g, ag, Cogy €4y €45); Welche weder @, noch a, noch @, schneiden.

Vier Gerade, welche sich nicht schueiden, wie ay, a,, ag, a, werden von
wwei Geraden getroffen (by, by), wnd werden von dret Geraden nicht geschnitten
(a5, ag, ¢5¢)-

Zwei Systeme von je sechs Geraden, wie

ay, @y, Ay, Gy, G, G

by by Og0 by By b
in denen je zwei homologe Gerade sich nicht schueiden und zwei nicht homo-
loge Gerade sich stets schneiden, bilden das, was man nach Scauvierl),
ein Doppelsechs nennt,  Finf Gerade, wie a, a,, ag, a4, g, welche dom-
selben Sechstupel angehiren, werden von ciner einzigen Geraden (bg) ge-
schmitten 1nd eine andere Gerade (a) trifit sie nicht. Aber finf Gerade,
welche, ohme sich wzu schneiden, nicht demselben Scchstupel angehiéren, wie
@y ayy Ay, G, cgo, werden von zwel Geraden (by, by) geschnitten, und es
gibt keine Gerade, welche nicht eine oder die andere dieser finf Geraden
schnitte,

229. Die Erzeugungsweise, welcher wir uns fiir die Fliche Iy bedient
haben, hat uns ganz natiirlich auf das Doppelsechs gefiibhrt, welches aus den

1) An attempt to determine the twenty-seven lines upon @ surface of the third
order etc. (Quarterly Journal of Mathematics. T. IL, 1858).
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(eraden @, b gebildet ist. Man kamn aber die 27 Geraden noch auf andere
Weise verbinden, um dadurch ein Doppelsechs zu bilden. I Doppelsechs
ist durch mwei homologe Gerade, wie a,, by, bestimmt, denn dic fiinf Geraden,
welche 4 schneiden ohne @ zu treffen, und die fiinf Gieraden, welche o,
treffen olme 4; zu schneiden, vervollstindigen die beiden Sechstupel des
Doppelsechs. Darans Jisst sich die Zahl der Doppelsechs ableiten, dic man

aus den 27 Geraden bilden kann. Jede dieser Geraden wird von sechszehn
; 3 21.
andern Geraden nicht getroffen; es gibt also _)16 Geradenpaare, welche

sich nicht treffen. Jedes Paar bestimmt ein l)opp;,lsechs; Jjedes Doppelsechs
enthiilt aber sechs homologe Geradenpaarc; also ist dic Zall der Doppelsechs

=36. Ilier cine Tabelle dicser scchsunddreissig Doppelsechs:
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230. Wir haben gesehen, dass der Ort des drei entsprechenden Ebenen
dreier projectivischer Netze von Ebenen gemeinschaftlichen Punctes eine
Fliiche dritter Ordnung ist, deren Puncte einzeln den D’uncten ciner festen
Ebene entsprechen. Umgekehrt kann man beweisen, das
gemeine) Iliche Iy dritter Ordnung durch drei projec

ine belichige (all-
che Ebenennetze er-

aougt werden lcann (und zwar auf unendlich viel verschiedene Arten) 1),
Selen «a, a,, a, drei Gerade der gegebenen Fliche 7y, dic sich nicht
schneiden (221). Eine beliebig durch «, gezogene Ebenc .1}, wud cine zweite
Ebene A, durch a, gezogen, treffen /7y in zwei Kegelschnitten, die einen
Punct gemein haben, (denn die Puncte, in welchen die Gerade A,.1, die
beiden Kegelschnitte sclineidet, miissen die drei Durchschnittspuncte dieser
Geraden mit Iy darstellen); durch diesen Punct und durch a; legen wir

eine Ebene .45 Man erhilt so drei Ebenenbiischel, welche unter sich die-
jenige Bezichung haben, welche Avaust 2) duploprojectivisch nennt; das
heisst: Nimmt man in zwei Biischeln beliebig je eine Lhene an, so ist die
entsprechende Ebenc des dritten Biischels auf cine cinzige Art bestimmt,
Die Tliche F ist der Ort des drei cntsprechenden Lbenen

Punctes.

Eine Tritangentinlebene, die durch a, gelegt ist, trifit a, und ¢, in zwei
Puncten, welche den beiden Geraden der Fliiche 27, angehioren, welche die Ebene
ausser @, enthilt. Iis gibt nun zwei mogliche Fille: Entweder die dreifache
Tangentialebene enthiilt eine Gerade, welche «, und a, schneidet, und cine
andere, welche weder a, noch «y trifft; oder aber sie enthiilt zwei Gerade,
deren eine «a, schueidet und die andere a,. Ks gibt (221) drei Gerade,
welche @y, @, und g schneiden, also ist die Zahl der LEbenen zweiter Art
gleich zwei. Ks seien by, 105 ¢y, 0, dic in diesen Ebenen enthaltenen Ge-
raden, und zwar seien by, ¢, durch @, geschnitten und die andern durch
a;. Die Geraden 0,,ay treffen by, «, nicht, und es licgt also dic Gerade
eyy, welche den Ebenen byuy, bya, gemein ist, auf der Fliche. Lbenso
treffen sich die Ebenen €19, Cratty i ciner Geraden 4y der Fliche, Man
bezeichne dic sechs Ilbenen

Whylyys Wbseiss tbytoys abieyys ey, agbycy

Dbeziiglich durch die Buchstaben
doyy A b, Tl - Ao’y

Den Ebenen b, o', entspricht (bei duploprojectivischer Bezichung) eine

unbestimmte Ebene durch a;, demn diese beiden Ebencn schneiden sich in

einer Geraden der Fliche. Ebenso entspricht den Ebenen dby, o', eine he-

liebige Ebene durch a,: u.s. w.

Y o

1) Man abstrahiert hierbei von der Realitit der in Betracht kommenden Elemente.

2) Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis (Dissert. imang.; Bevolini 1562)
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Ts sei [ cine feste Ilhene und mun, nl, [m drei in dieser Ebene ge-
zogene Gerade. Man nehme an, die Gerade mn sei dem Biischel (), d. h.
dem Biischel, dessen Axe @, ist, projectivisch (homographiseh) getheilt, in
der Art, dass den Puncten m, n, {; die drei Ebenen b, '), 1% entsprechen:
cbenso sei die Gerade nl dem Biischel (a,) so projectivisch getheilt, dass
den Puncten n, I, dic Ebenen oL, 'y, .19, entsprechen; und die Gerade
lm so projectivisch dem Biiscliel (a,), dass dic Puncte [, m, 1, den Ebenen
oy, by, 1% entsprechen, und man nehme ausserdem noch an, dass die Ebenen
A0y, A%, A in der duploprojectivischen Beziehung sich entsprechen (das
heisst, dass sie sich in einem Puncte x', von 7%, schueiden), und dass die
Geraden f,, mmg, nt; in demsclben Puncte x, von 2 zusummenlaufen.

Nun gibt ein belichiger Punct ¥ der Fbene £ mit den Puncten {, m, n
verbunden drei newen Geraden Intstchung, welche mn, nl, m in drei neven
Puncten [, m, n treffen; diesen Puncten entsprechen dann in den Biischeln
(@), (ay), («,) drei Bbenen .1, A, Ay, deren gemeinsamer Durchschnit(spunct
¥’ sei.  Was ist danm der Ort des Punctes x'?

Wenn i ein belichiger Punet ciner willki
Geraden ist, so kann man dureh diesen Punct cine Ebene des Biischels («)
und einc des Biisehels () legen. Die entsprechende Lhene des dritten
Biischels schneidet dann die willkiirliche Gerade in einem Puncte . Nimmt
man aber wmgekehrt aul dieser Geraden beliebig den Punct i an, und liss
dritten Biischels gehen, so bestimmen die Ibenen-

ich i Raume angenommnienen

dadurch eine Ebene ¢
paare der beiden andern Biischel, w
anf den Geraden zwei homographischer Punctreihen.  Jeder der beiden sich

che man als entsprechend betrachten kann,

selbst entsprechenden Puncte dieser Reihen ist ein Punet i, dusch den je zwei
Ebenen der Biischel () und (@) gehen, entsprechend der dureli i relegten Blbene
des dritten Biischels. Auf der willkiirlichen Cteraden gibt ¢s danach dreimal
den Fall, dass ein Punct i mit einem Puncte i zusammentrifit, das heisst
drei Puncte des Ortes; mit andern Worten, der Ort des Punctes ¥’ ist eine
I'liche dritter Ordnung,

Diese Fliche geht dweh die drei Geraden o, a,, a,, dic Axen der
drei duploprojectivischen Biischel, denn jeder I'unct dieser Geraden liegt
offenbar in drei entsprechenden Libenen. Aber das ist noch nicht genug.
Wenn die Puncte T, m heziiglich dic Lagen |, m annehmen, so wird der Punct
1 unbestimmt, Nun entsprechen den Puncten m von mn mnd { von nl die
Ebenen do |, k', dor Biischel (ay), (a,), also ist dic Ihene des dritten Biischels.
welche diesen Ebenen entspricht, unbestimmt, Daraus schlicsst man, dass
dic Gerade ¢, dic den Fbenen s, ', gomein ist, vollstindig auf dem
Orte von x' licgt, Das niimliche Raisonmement besteht fii die anderm Ge-
raden in denen die Ebenen ooy, dby, sy die Ebenen o'y, 'y, by treffen.
Der Ort von ' und dic gegebene Iliche haben also newn Gerade wnd
cinen Punct ¥ gemein, das heisst, der Ort *von x' fillt mit der Fliche 77

zusammen.
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Einem beliebigen Puncte x der Ebene /7 entspricht auf diese Weise
ein Punct von 7. Umgekehrt bestimmt ein beliebiger Punct x' dieser Fliche
drei Ebenen

fh. o= i '
oy = A xlay =4y, x'ay = Ay,

denen drei Puncte auf mn, nl, Im entsprechen. Diese Puncte beziiglich mit
I, m,n verbunden geben drei im Puncte ¥ zusammenlaufende Gerade.

Man betrachte die drei Tripel correspondierender Ebencn

(@) Ay, Ay, A
(a) 4y, Ay, Ay
(a3 Ay, Ay, A"y,

von denen jedes durch die beiden andern, die willkiirlich bleiben, bestimmt
ist. Sind aber diese Tripel einmal gewihlt und festgelegt, so kann man sie
als drei projectivische Netze bestimmend ansehen, worin der cigenthiimliche
Umstand statt hat, dass die Ebenen cines Netzes eine Gerade gemein haben,
anstatt einen einfachen Punct. Mit andern Worten ist .1“/  cine neue will-

1
kiirliche Ebene durch @, und man bestimmt die Ebenen Ay, A", in der
Art, dass die Gruppen

A A A, A AL A A, A A A A

1

projectivisch sind, so behaupte ich, dass A"y genau die Ebene des dritten
Biischels ist, welche den Ebenen A", A", in der duploprojectivischen Be-

ziehung entspricht. In der That, die Geraden jedes der Tripel von Geraden
(UL mm, nn), (1, mm, an'), (107, mm", un"')

laufen in einem Puncte auf der Ibene I zusammen, und die drei Gruppen
von je vier Geraden

160 1), mm, m, m, mt, nm,wwt, n')

haben dasselbe Doppelverhiiltniss, weil sie drei Gruppen von Ebenen 4 pro-
jectivisch sind, also schneiden sich die drei Geraden W', mm", nn"' in dem-
selben Puncte, und folglich gehen die Lbenen A, Ay, Ay durch den-
§e]ben Punct der Fliche 77y, das heisst, es sind drei entsprechende Ebenen
In den duploprojectivischen Biischeln.

Nachdem wir so die drei duploprojectivischen Biischel in drei projecti-
vische Biischel umgesetzt haben, als Specialfall dreier projectivischer Netze,
kinnen wir auf sie die frither auseinandergesetzte Methode (154) in Anwendung
bringen; das heisst, wir kénnen, ohne die erzeugte Fliche zu verdndern,
den projectivischen Reihen

I o
gy Ay Ay e
Ag, Ay, AV,

die projectivischen Netze unterschieben:
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Ay Mgy Ay swiy By s
Ayl Ay ey Py s s
a4l P

worin drei entsprechende Ebencn im Allgemeinen nicht mehr als einen ein-
zigen Punet gemein haben (dessen Ort die vorgelegte Fliiche ist). Aber es
gibt sechs Tripel von entsprechenden Ehbenen (wie Ay, .1°, .1 welche
durch eine Gerade gehen 1),

Auch hier kinnen wir wieder die Puncte der Fliiche einzeln den IPuncten

'
20

einer heliebig gegebenen Ebene & entsprechen lassen. Dazu geniigt nimlich
die Herstellung einer projectivischen (reciproken) Beziehung zwischen den
Puncten der Bbene & und den Ebenen eines der drei Netze, in der Art,
dass einem Puncte von C eine Ebene des Netzes und den Puncten einer
Geraden aul ¢ dic IEbenen eines Biischels in dem Netze entsprechen, und
umgekehrt. Jedem belichigen Puncte von & entspricht nun eine Ebene in

Jjedem Netze wnd folglich ein Punct von 7, und umgekelut,

CAPITEL IV.

ABBILDUNG EINER FLACHE DRITTER ORDNUNG
AUF EINER EBENE.

231. Wir haben cben (280) bewiescn, dass jede allgemeine Fliche
dritter Ordnung Iy auf einer gegebenen Ibene E in der Art abgebildet
werden kann, dass die Puncte ¥ von Z und die Puncte x' von Fj sich
eindentig entsprechen. Daraus folgt aber, dass man auf der Ebene die Geo-
metrie der Linten studieven kamn, die auf ener Fliche dritter Ordnung ge-
zogen sind.

Bei dieser Abbildung entsprechen den 27 Geraden von I auf £: 1. sechs
Puncte a;, 0y, a5, ap, 05, 05, die wir Fundamentalpuncte genannt haben;
2. dic scchs Kegelschuitte, welche man durch je fiinf der Fundamentalpuncte
legen kann; 3. die fiinfzehn Geraden, welche die Fundamentalpuncte zu zwei
und zwei verbinden. Dic Geraden @, welche den sechs Puncten, und die Ge-
raden b, welche den seclis Kegelschnitten entsprechen, bilden die beiden Sechs-
tupel eines Doppelscchs (227).

1) Man beweist dies durch die oben (224) angewendeten Betrachtungen oder
auch mittelst der Methode, welche ScurorTer in seiner Abhandlung fiber die 27
Geraden benutzt bhat (Nachweiss der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfliche
dritter Ordnung. Crelles Journal, Bd, 63; 1863).
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Wir wollen nun versuchen, wenigstens in den inferessantesten Fillen,
folgende beiden T'ragen aufzulisen: 1. die Natur der Plancurve zu finden,
welche einer gegebenen Curve anf I, entspricht; 2. zu bestimmen, welche

Curve auf Fy einer gegebenen Plancurve entspricht.

232. Einer belichigen Ebene &' entspricht eine Fliche 'y dritter Ord-
nung (224), welche durch die Curve ' geht; also entspricht dem Durch-
schnitte von F, mit &' der Durchschnitt von /7 mit 5’3, das heisst: ener
auy Fy gezogencn cubischen Plancurre entspricht aunf 12 cine cubische Currve,

welche durel die sechs Fundumentalpuncte geht; und umgekelrt, ciner beliebigen
cubischen Curve, welche durch diese sechs Fundamentalpuncte geht, ent-
spricht ein ebener Schuitt von F,. Zwei cubische Curven durch diese sechs
Puncte auf® 77 gezogen, schneiden sich in drei neuen Puncten, welche den
igen Geraden (der Durchschnitts-

Durchschnittspuneten von 7, mit einer helieh

geraden zweier Ebenen &) entsplcdmu
Beriihrt &' die Fliiche im Puncte '

sche Curve ant 12 einen Doppelpunct im entsprechenden Puncte x. Gehirt

o hat die entsprechende cubi-

x' der Geraden a, au, so wird ¥ der dieser Geraden entsprechende Funda-
mentalpunct a,.  In diesem Falle enthiilt dic LEbene &' die Gerade a und
schmeidet F), noch in einem Kegelschnitt, also: Line cubische Curve, die dureh
die Fundamentalpunete beschriehen ist, nnd tiir welche einer dieser 1'uncte
ein Doppelpunct ist, entspricht einem Kegelschnitt, der 77 und einer Bitan-
gentialebenc gemein ist, welehe durch eine Gerade o geht. Alle analogen
cubischen Curven, welche den Knoten im niimlichen Fundamentalpunete ap

haben, bilden ein Biischel.  Dic Tnvolution der Tangentenpaare im Knoten-
puncte entspricht der Tnvolution der Punctenpaare in denen a, von den Kegel-
schnitten der Bitangentialchenen gesehnitten wird, und die Doppelstrahlen
der ersten Tnvolution entsprechen den Doppelpuncten der zweiten; das heisst,
die beiden cubischen Curven des Bitschels, fir welche der Doppelpunct a,, cin
Riickkchrpunct ist, entsprechen den beiden Kegelsehnitlen cou Py, wwelehe die
fFerade @ beritdren.

Bbenso findet man leicht:  Dem Kegelselnilt in ciner Bitangentiaicbene
welche durcl die Gerade Cpa yeht, entspriclt in Kegelschnitt, der durch vier
Fund l heschricben ist, dieser Kegelschnitt

s Oay
und die Ltex.u]e a0, bilden die cubische Curve, welehe dem vollstindigen
Durchschnitt der lht(uwcntmlebeno entspricht.  Dem Kegelschnitt, der in civer
Bitangentialebene liegt, welche durcl die Gerade by, geht, entspricht cine (lerade,
welele durch dea Punct a, hindurchlinft. Diese Gerade und der Kegelschnitt,
welcher durch die iibrigen fiinf Fundamentalpuncte beschrieben ist, bilden dic
cnbische Curve, welche dem vollstindigen Schnitte der Bitangentialebene
entspricht.

233. Der Rauwmcurce Gy, in der Fy von ciner I'liche v-ter Ordnung ge-
sehnitten wird, entspricht cine Plancurve die v-mal durch jeden Fundamentalpunct

geht, wegen der v Puncte, in denen die Fliche v-ter Ordnung durch jede der
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Geraden @ geschnitten wird, Diese Plancurve wird von einer beliebig durch
die Fundamentalpuncte @, a,, a,, a,, a5, a; beschriebenen cubischen Curve
in diesen Puncten, welche als Gy Durchschnitte gelten, und in 3» andern
Puncten geschnitten, die denjenigen entsprechen, in welclen ¢y, von einer
Ebene getroffen wird. Die Plancurve, welche e, ontspricht,
der Ordnung 3» und dem (leschleeht 4(3v2—38y+2)—(F-F o), vorausgesetzt,

also von

dass die beiden Flichen in ¢ Puncten eine einfache und in o Puncten cine
stationiire Beriihrung haben (58, 117).

234. i v=2. TIn diesem Falle schncidet eine Quady

n ciner Rawmeurve ¢,y sechster Ordunng und vom Geschledite 4, welche
Jjede der 27 Gervaden zweimal trifit.  Ihr entspricht anf I eine Plancurve
vou derselben Ordnung, welche zweimal durch jeden der Puncte a;,.., ag
geht. Diese Curye

kann noch ansserdem vier Doppelpuncte baben, also kann

eine Quadiifliche die Fliche 1y hijchstens
dic Durch

in vier Punclen beriihven, ohne dass

chuittseurve sich in wiedere Curven angli

255, Geht die Quadritl
zerfiillt dic Curve ey, inzwei Theile, deren zweiter cine Curve ¢, der fiinften
Ordunng  wnd - vome Geschlechte 2 dst. Wihvend 4, dem  Kegelschnitt

he durch Gerade von 7y, z B. durch by, so

0,850,050, entspricht, entspricht der Curve e, eine Planeurve a,%0,a,a,a,0a;
(das heisst, die zweimal durch a, geht und ciomal durch ay, ag..., ag) der
vierten Ordmung. Diese Plancurve irifft (ausser in den Fundamentalpuncten)

den Kegelsehnitt a,a

., in drei Puncten,  die andern Kegelschnitte

a0,0,050,. .. in zwvel Puncten, die Geraden apa,, ..., a0, i einem Puncte
und die andern Geraden a,a,,..., qa; in zwei Puncten, und also trifit dic
Raumecurve S dreimal die Gerade by, zweimal die Geraden o, 4, byye o
gy

g3+ 03Cpe W mnr cinmal die Geraden a,, ..., ¢,

52 Crgaeees Crgr

Wenn die Quadrifiiiche, statt durch by zu gehen, durch eine Gerade ¢,
oder cine Gerade ap geht, so crhiilt man eine Planenrve fiinfter Ordnung
9,0,05%a, ;%0 oder cine Planemve sechster Ordnung o %a,?a,%0, %002, die
immer einer Raumeurve: entsprechen, welche e, , analog ist.

Jede Gerade anf Iy bestivnt anf dieser Fliche cin System zu ©5, ana-
loger Curven,  Alle Curven ecines Systems treffen dieselbe Gerade dreimal.
stems dst durch se Puncte bestimmt , demn
die Plancnrve a,%0,0,6,a,a, kann durch sechs beliehige Puncte gehen. Zewed
Cureen

Jede Curre cines gegebenen Sy

lhen Systems schneiden sich i sichen Puncten s zwei Curven auns

; ; ; fdic sich nicht treffen
chicdenen Systemen entsprechend  zwei Geraden, 1

acht
haben {
neun

die sich treffen |’

} Puncte gemein.

56, Geht die Quadrifliche  durch zwei Gerade, die nicht in derselben
Tbenc liegen, wic b, by, so schncidet sie /7y hmels: oy ener Raumeurye
Ci

rierter Ordpumg und  rom (leschlochte 0, die nicht der Dnrchschnitt
zweier Fliichen zweiter Ordnung ist.

Die gegebene Quadrifliiche hat in der
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That zwei Sysieme geradliniger Generatrixen; das eine gebildet aus Geraden,
welche &, und 3, schneiden, das anderen, aus Geraden, die weder b, noch b,
treffen.  Nun trifft jede Generatrix des erstensSystems 7, in zwei Puncte der Ge-
raden by, 0y und also Cyy in einem cinzigen Puncte, welcher der dritte Durch-
schnittspunct mit der Fliche ist. Dagegen trifit jede Gieneratrix des andern
Systems ) (ausserhalb &;,0,) und folglich anch ¢, in drei Puncten. Es
gibt daher keine andere Quadriffiiche, die durch ¢, geht, weil die Durch-
schnittscurve zweier Flichen zweiter Ordnung je(lu’ geradlinige  Generatrix
jeder der Quadnifliichen, welche durch diese C‘urven gehen, in zwoi Pancten
schneiden muss, 1)

Der Curve ¢, entspricht auf /i ein Kegelschnitt, der durch die Puncte
a;, 8, geht, und mit den den Geraden 5,2, entsprechenden Kegelschuitten
eine Curve q,%a,%0,%a,%,%2 der sechsten Ordmung bildet. Aus den Durch-
schnittspuncten des Kegelschnitts a,a, mit den entsprechenden Curven der Ge-
raden von Fy beweist man, dass die Curve i dic Geraden by, b, in drei

Puncten, die zehn Geraden by by by by Cayy gy o s g in zwel Puncten,
und die zchn Geraden a, 4y, €ygy Cpyreees Cyg N cinem  einzigen T'uncte
schneidet. Die fiinf noch iibrigen ay, a, a5, a, werden von c,, gar
nicht getroffen. Darauns, dass durch die Puncte a,, 0, und drei beliebige
andere Puncte der Geraden E nur ein einziger Kegelschnitt geht, folgt,
dass durch drei gegebene Puncte von Fy sich wwr cine cinzige Raumcurve
vierter Orduung und vom Geschlechte O legen lisst, welche durch zwei gege-
bene Gerade der cubischen Fliche, dic nicht in dersclben Ebene licgen, drei-
mal getroffen werden soll. *

Lisst man die Quadrifliche durch & und ¢,y oder durch ¢}, und cq
oder durch @, und 4; oder durch @, und ¢, oder endlich durch a; und a,
gehen, so erhdlt man auf der Ebene I beziiglich eine Curve a,2q,a,0, dritter
Ordnung, oder eine Curve a,040,20.%a,2 der vierten Ordnung, oder eine Curve
ala.a.0.a.a. der vierten Ordnung, oder eine Curve nl"nzuanﬂus?usi fiinfter
Ordnung, oder endlich eine Curve 3030202202 der sechsten Ordnung,
denen auf Fy stets eine zu ¢, analoge Curve entspricht.

237. Wenn die Quadrifiiiche die Fliche 7 in einem Kegelschnitte schneidet,
der z. B. in einer Ebene liegt, die durch a, geht, so haben die beiden I'lichen
ausserdem noch eine Raumcurve Gy wvierter Ordnung und vom Geschlechte 1 ge-
mein, die von jeder Geraden zweimal geschnitten wird, welche auf der Quadri-

1) Die von Steiver in Betreff dieser Raumcurve gegobenen Sitze sind schon
mit mehreren anderen geometrisch bewiesen in einer Abhandlung des Verfassers in
den Annali di Matematica, T. 4; p. 71.

2) Zwei Kegelschnitte, welche durch a,, a, gehen, schneiden sich in zwei weitern
Puncten, folglich schneiden sich auch zwei Curven vierter Ordnung und vom Ge-
schlechte 0, die auf F, gezogen sind und dieselben zwei Geraden (b, by) drei-
mal treffen, in zwei Puncten.
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fliche liegt; denn dicse Gerade hat mit dem Kegelschnitt einen Punct gemein,
und trifft also die cubische I'liche noch in zwei weiteren Puncten. Jede
durch die Gerade a gelegte Ebene schneidet F, in einem Kegelschnitte,
der mit ¢, vier Puncte gemein hat; durch diesen Kegelschuitt und durch
¢ Kann man also eine Fliche zweiter Ordnung legén. Die Curve Cyy ist
daher die Dasis eines Biischels Quadrifliichen.

Der Curve ., entspricht auf £ eine Curve 0,0,0,0.a, dritter Ordnung,
(da der Kegelschnitt als entsprechende Curve eine cubische Curve a? %a,0,0,0,0,
hat); folglich trifft die Raumcurve [ die Gerade @, nicht; sie trifit die
zebn Geraden b, ..., ¢ in je zwei Puncten und die sechszehn
noch iibrigen in je einem Puncte.

Die zehn Geraden, welche die R ve zweimal schneidet, werden
auch durch die einzige Gerade, welche der Curve nicht begegnet, getroffen.
Also enthilt Ty 27 Systeme von Curven ¢, ;5 die Curven ein und desselben
Systems werden nicht von derselben Geraden getroffen. Vier Puncte be-
stivunen wine Curve cines gegebenen Systems. Zwei Curven desselben. Systems
haben vier Puncte gemein, zwei Curven aus verschiedenen Systemen dagegen

(TS LIRS

selnciden sich in fiinf Puncten.

Vertauscht man die Gerade ¢, mit einer andern, so kann man andere
Plancmrven von hoherer Ordnung erhalten (aber sie sind immer vom Ge-
schlecht 1), die zu ¢, analogen Raumcurven entsprechen.

238. Die Durchschnittscurve von F, mit einer Quadrifliche kann auch
in zwei cubische Raumcurven ¢, zerfallen; entspricht davon die eine einer
beliebigen Geraden (224) in £, so entspricht die zweite einer Curve
,%a,%a,%,%0.2 fiinfter Ordnung. Die Untersuchung dieser Plancurven lisst
augenblicklich erkennen, dass eine cubische Rauwmcurve, (die auf Fy liegt)
sechs Gerade mweimal trifit, sechs andere Gerade nicki triffit und die ibrigen
in einem Puncte sclmeidet, Die beiden Gruppen von je sechs Puncten sind
die conjugierten Sechstupel desselben Doppelsechs, in der Art, dass jedes
Doppelsechs zwei conjugierte Systeme cubisch reurven bestimamt, in denen
jede Curve zweimal die Geraden des einen Sechstupel trifft und die Geraden
des andern Sechstupel nicht schneidet. Zwei cubische Raumcurven , welche
durch dieselbe Quadrifiiiche entstehen, gehiren stets zwei conjugierten Systemen
an, und wmgekelrt, und treffen sich in fiinf Puncten. Zwei cubische Raum-

curven desselben Systemes haben einen einzigen Punct gemein,

239. Wir wollen jetzt die Curven betrachten, welche aus dem Durch-
sehnitt von 7 mit einer andern Fliche F'§ derselben Ordnung entsteht. Im
Allgemeinen ist dieser Schnitt eine Raumcuirve neunter Ordnung, welche jede
der 27 Geraden dreimal trifft. Dic entsprechende Plancurve ist von der-
selben Ordnung und geht dreimal durch jeden Fundamentalpunct. Daraus
folgt, dass diese Curve ebenso wie die Raumcurve vom Geschlecht
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ist. Die Plancurve kann hichstens noch andere zehu Doppelpimete haben,
also Linncw sich zwei cubische Flichen hiehstens in zhm Puncten beviibren,
ohne dass ilre Duirchschuit

cewrve sich in niedere Cureen spaltel.

Drei cubisclie Ranmeurven bilden den Durchschnitt von Fy mit einer
cubischen Fliiche, wenn ilre entsprechenden Pla
a %a% 30 %a nemnfer Ovduung bilden: dergle

curven zusammnen cine Linie

lien eubische  Rawmecurven
sind zum tl\]tl(,l die, welche ciner beliebigen Geraden wnd zwei Cirven
2q.2¢,.2 2

020,70 % 0., md g, a,0,0 202

(]

vierter Orduung entsprechen,

Unter derselben Bedingung kinmen zwel Raumeurven vierter Ordnung
und eine Gerade die Fy und 2" gemeinschaltliche Curve bilden.  Sind die
beiden Rawmcurven vom (,\eu_hlu]m» 0 ohne Doppelpunct 1), so schneiden
sie sich in acht Puncten und trefien jede die (-m'(lu zweimal,  Sind beide
Raumcurven vom (ieschlechte 1 2), so

ehiren sic zw temen an, die zwel
in derselben Lbene licgenden Geraden entsprechen; die dritte Gerade dieser
Ebene ist diejenige, welche den Durchschnitt beider cubisclien Flichen vervoll-
stindigt. Die beiden Raumeurven schueiden sich in sechs Puncten, und jede
von ihnen trifft die vervollstindigende Gerade zweimal, st endlich von den
beiden Curven die eine vom Ge:

cldechte O ohne Doppelpunet, die zweite
vom Gesehlechte 1 %), so schuciden sie sich in sicben Puncten, und die Er-
giinzungsgerade trifft dic erste Curve in drei Puncten wnd dic andere in
einem einzigen.

Unter derselben Bedinging  kaun der Schuitt von Py und #9 sich aus
einer Rawmncurve vierter Ordumung, ciner cubischien Ranmeurve und einem
Kegelschnitt zusammenseizen (oder zwei Geraden, die sclbst nicht in einer
Ebene zu liegen brauchen). Wir haben aber hier nicht die Abs
bei allen Specialfiillen aufzuhalten,

t, uns

Angenommen 7y und 17§ hitten die Raumcurve €, gemein (229),
welche einer Plancurve g 2a,a0 0.0, vievter Orduimg entspricht, dann schuciden
sich die beiden Flichen noch ausserdem in einer Raumeueve vierter Orduung,

deren entsprechende Plancurve cine Curve 0,20,

202 fiinfter Orduung
~Lh|u,llu l Daher Léinnen
o wnd ¢y den Durchselnitt con 1y mit ciner andern cubi-
schen Fliche bilden, wenn wer dic Systeme (255, 287), denen si anychiren,
derselben Goraden entsprechen; das lieisst unter der Bedingung, dass dic erste

ist; also ist die zweite Raumeurve vom

zwel Rawmeurven ¢,

1) Z. L. dicjenigen, welche der cubischen Curve aja,0;0. und der Curve
a,%0,20,%, a5 vierter Ordnung entsprechen; die Gerade ist b,

¥) Z. B. die, welche einer cubischen Curve auaanJu. und ciner Curye
o 0,000 002 vierter Ordnung entsprechen ; die Ergi gegerade ist ).

3) Z.B. du-jcnigen, welche zwei Curven a0 a0, o

Orduung entsprechen; die Erginzungsgerude ist hier ¢

070,08, a, vierler

12
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Raumenrve dicjenige (Gierade in drei Puncten sehueidet, welche die zweite Curve
nicht trifft. Die beiden Raumcurven habeu acht Puncte gemein. Aber es
zwei Carven €5, und ¢ (ohne Doppelpunet) gleich-

ist. nicht miglich, dass
zeitig auf zwei Flichen dritter Ordunug liegen.

Als Specialfall des Vorhergehenden kamn der Sclinitt dev Flichen £y, Fy
zt sein aus ciner Curve C5a» einer cubischen Raumcurve und

Zusanimengese
einer Geraden, die ven jeder Curve zweimal getroffen wird, Diese letztern
haben sechs Puncte gemein.

40. Man kann aber auch noch andere Raumeurven fiinfter Orduung

Letrachten, die you ¢, , verschieden sind. In der That, geht F7j durch eine
Gerade und durch cine cubische Raumeurve, die anf F, liegen, so wird der
Schnitt durch eine Raumeurve fiinfter Ordnung vervollstindigt, welche (239) vom
Geschlecht 2 ist, wenn die Gerade und die cubische Ranmeurve zwei Puncte
gemein haben. Schneidet aber die Gerade die cubische Raumeurve nur einmal
oder gar nicht, so erhiilt man Raumcurven von niederem Geschlecht.

Der erste Fall fritt z B. ein, wemn die Plancurve sechster Ordnung,
die dem vollstiindigen Schuitte von £, und F} entspricht, aus dem Kegel
schnitt g,6,0, 0.0, (der der Geraden 4, entspricht), einer Curve vierter Ord-
nung q,%6,% 20,00, (die einer cubischen Raumeurve entspricht, die auf by
in einem Purcte aufsteht) und einer cubischen Curve Q,0,0,0, zusammenge-
Der letztcren entspricht also eine Rawmeurve ©; y Jiinfter Ordiung

setzt
und com (eschlechte 1, welche die cubische Raumcurve in neun Puneten und
die Gerade in drei Puncten trifit. Man erhiilt dieselbe Curve €5y, wenn die
beiden cubischen I'liichen ¢ine Curve-c*’u gemein haben, die beiden Raum-
curven habeu dann zehn Puncte gemein, und die erste Raumurve trifft diejenigen
Geraden in 0, 1, 2, 3 Puncten, welche die andere beziiglich in 3, 2, 1, 0
Puneten schnceiden.

Man erhiilt den letzten Fall, wenn z, B. die Plancurve sechster Ordnung

in folgende drei Linien zerfillt: den Kegelschnitt a,a,ma.a;, der der Geraden
‘a2 tinfter Ordnung, Bild  einer
cubischen Rauwmeurve, dic mit der Geraden 4, keinen Punct gemein hat;
endlicli einen Kegelschnitt dev durch den Punet a; geht, und dem folglich
S0 JSiiufter Ordiwung und vom  Gesclilechte O entspricht.
Diese Raumcurve schneidet  die bische Ra rve in acht Puncten,
die Gerade 4, in vier Puneten, die Geraden by, ..., b in drei Puncten, die
Geraden CogrnnrCyg in zwei Puncten, die Geraden a, ey, ..., ¢ in nur
einem Puncte und die andern Geraden «,,..., a, in keinem Puncte.

surichts eine Curve a2 2q 2
bl entspricht; cine Curve afa,70,2a %a

cine Rawmcuree

Von den drei Raumewven ¢, ¢;,, €, finfter Ordnung liegt nur die
erste auf einer Quadrifliiche, Sie hat vier scheinbare Doppelpuncte (d. h.
dureh cinen beliebigen Punct des Raumes kann man vier Gerade ziehen,

welelie die Curve zweimal treffen), dagegen hat die zweite deren fiinf und
die dritte scchs. Die dritte ist die einzige, welche eine Gerade der cubi-
schen Fliche zuliisst, die sie in vier Puncten schueidet.
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241. Diese Methode, auf der Ebene /7 dic Eigenschaften der auf b2
gezogenen Curven zu untersuchen, ist so einleuchtend und so leicht, dass
wir uns jetzt beguiigen werden, nur die Resultate auszusprechen. Um so
die Raumcurven sechster Ordnung zu erhalten, welche einen Theil des Durch-
schnitts zweier cubischer Flichen bilden, muss man folgende Tiille betrachten .

1. Die Flichen I, £ haben einen cbenen Schnitt gemein, dann ist
der andere Theil des Schnittes eine Rawmcurve Cia sechster Ordunung wnd com
Geschlechte 4, die auch beim Durchschnitt der I'liiche 27y mit einer Quadyi-
fliiche entsteht (234).

2. Die Flichen 1, Iy haben eine cubische Raumcurve gemein und
schneiden sich ausserdem nock in einer Raumcurve Cgg sechster Orduwung und
vom Geschlechtc 3, welche mit der cubischen Curve acht Puncte gemein hat,
und diejenigen Geraden in 1, 2, 3 Puncten schncidet, welche die cubische
Curve beziiglich in 2, 1, 0 Puucten trifit. Daraus folgt, dass ¢, 5 sowie die
cubische Curve einem gewissen Doppelsechs entsprechen,

3. Die Flichen Iy, I'f gehen zugleich durch eine Gerade und einen
Kegelschnitt, die keinen Punct gemein haben. Dann wird der Schuitt durch
eine Raumcurve Cn sechster Orduung wnd wvom Geschlecht 2 vervollstindigt,
welche den Kegelschnitt in sechs Puncten und die gegebene Gerade in vier
Puncten trifft. Unter den andern Geraden gibt es 8,9, 8, 1 die beziiglich
in 8,2, 1, 0 Puncten geschnitten werden,

4. Die Tliichen Fy, F7 haben drei Gerade die sich nicht schnciden ge-
mein; sie schneiden sich dann noch in einer Raumecurve Con sechster Ordnung
und vom Gleschlechte 1, welche jede von den drei gegebenen Geraden in vier
Puncten schneidet, u. s. w.

Von diesen vier Curven sechster Ordnung ist nur die erste auf einer
Quadrifliiche gelegen. Sie haben beziiglich sechs, sieben, acht, neun schein-
bare Doppelpuncte.

Die Curve Cgg ist digjenige, welche wir auch anderweitig schon gefunden
haben (180, 189, 218) und zwar als Ort der Scheitel der Quadrikegel eines
Netzes. Die entsprechende Plancurve kann eine allgemeine Curve vierter
Ordnung sein (durch sdmmtliche sechs Fundamentalpuncte); es folgt daraus,
da z. B, diese Plancurve 28 Doppeltangenten und 24 stationdire Tangenten
hat, dass auch unter den cubischen Raumcurven, welche in zwei Puncten die-
jenigen Geraden von Fj schnciden, welche C 4 dreimal treffen, 28 existieren,
welche Cgy in zwei Puncten beriihren, und 24, welche mit derselben einen
dreipunctigen Contact haben.

In derselben Weise wie fiir die cubiscl Ra ven Desti Jedes
Doppelsechs zwei conjugierte Systeme von Rawmcwrcen sechster Ordnung und
vom Geschlecht 3. Zwei Curven, die zwei conjugierten Systemen angehdren
haben 20 Puncte gemein und bilden den vollstindigen Durchschuitt zwischen

F

und ciner Fliiche vierter Orduung.
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242, Es gibt auch cine Rawmcurve sechster Ordnung vom Geschlecht 0,
aber dieselbe liegt nicht gleichzeitig auf zwei cubischen Flichen, Man erhiilt
diese Curve, wenn man cine Fliche vierter Ordnung durch drei Gerade, wie

by, by, die sich nicht schneiden, und eine cubische Raumcurve (eutsprechend
einer Curve a,20)%0,%a,a;0; vierter Ordnung) legt, welche jede Gerade in
eincm Puncte schneidet. Die daraus resulticrende Curve o entspricht einem
Kegelschnitt, der durch keinen der Fundamentalpuncte geht, und schneidet
die cubische Raumcurve in acht Puncten. Unter den 27 Geraden von #; gibt es
6, 6,15, die von 0 beziiglich in 4, 0, 2 Puncten geschnitten werden. Diesc
Curve 0 hat zehn scheinbare Doppelpuncte.

243. Aus dem Durchschnitt zweier cubischer Flichen Iy, I'g kionnen
sich nur zwed Rawmcurven sicbenter  Ordnung ;5 und N und eine cinzige
Rawmewrve achter Ordnuny C; ergeben. Man erhilt diese Curven, wemn
man 775 beziiglich entweder durch einen Kegelschnitt oder durch zwei sich
nicht schneidende Gerade oder durch cine Gerade (von I7) gelegt denkt,

Auf Fy gibt es 27 Systeme von zu ¢y, analogen Curven, jedes System
ist einer Geraden von 27 zugeordnet. Ist das System gegeben, so ist die Curve
durch vierzehn Puncte bestimmt. Zwei Curven desselben Systems haben
zwanzig Puncte gemein,

Der Durchschnitt von F, mit Flichen hoherer Ordnung gibt andere
Curven 7,8.,9.,,.... Orduung.  Liisst man z B. durch zwei Gerade, die sich
nicht schnciden, und durch eine cubische Raumcurve, dic keine dieser Ge-
raden trifft, eine Fliche vierter Ordnung gehen, so crhiilt man eine Rawm-
curve ¢,y siebenter Ordnuny und vom Gescllecite 1, welche die cubische Curve
in eilf Puncten und jede gegebene Gerade in fiinf Puncten schueidet, Legl
man durch drei Gerade, dic sich nicht schneiden, und durch eine Curve ¢,
welche zwei jener Geraden in einem Puncte trifft und dic dritte gar nicht,
einc Tliche finfter Ordnung, so wird der Schoitt durch elue Itaumcurve ¢,
achter Ordnung wnd vom Ceschlechte 1 vervollstindigt, welche ¢, in sechs-
zehn Puncten, die beiden ersten Geraden in fiinf Puncten und die dritte in
sechs Puncten trifft. Indlich erbiilt man cine Rawncurve 0y, neunier Ord-
nuny und vom Geschlechle 1, sobald der Durchschnitt von 77 mit einer Fliche
sechster Ordnung sich in zwei Curven derselben Ordnung auflost; u.s. w., w.s.w.

244. Wir haben geschen, dass ein und derselben Curve auf Fy, deren
Ordnung und Geschlecht bekannt ist, auf 2 Plancurven verschicdener Ordnung
entsprechen, die aber stets von demselben Geschlechte sind (54). Indem wir
uns darauf beschriinken, fiiv jedes Geschlecht die Plancurve von der kleinst
miglichen Ordnungszahl zu betrachten, koimen wir folgende Ucbersicht geben.

1 Liiner Geraden auf LI entspricht auf Fy ein Kegelschnitt oder cine

% TH ve, jenachdem die Gerade durch einen Fundamentalpunct gelt
oder wicht.

CreMoNA, Oberfliichen, 13
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2. Linem Kegelschnilt auf 15 entspricht auf Iy cine Ruwncwrce ¢, oder
S0 oder ¢, jenachdene der Kegelelnitt durch 2,1, 0 Fundeanentalpuncte yeht.
3. Einer allyemeinen cubischen Curee auf 15 entspricht anf I, cine cubische
Lluncurve Cyy oder cine Rawmcurve ¢, oder Gy oder g, oder €y oder
Cy1
Lrundeamentalpuncte Tindurchyeht.  U. s, w.; u.s. w.

oder Cyps Jenackdem die gegebene cubische Curce durch 6,5, 4,3,2,1,0

245. Us sei jetst auf I2 im Allgemcinen cine Curve v-ter Ordnung ge-
geben, welche beziiglich o, a,,..., e, mal durch die Puncte a, a,, Bypoeny Qg
geht und mit ¢ Doppelpuncten und z Spitzen versehen ist, dic anderswo
liegen. Die Ordnung der Raumeurve, dic ilw auf #) entspricht, ist offenbar

3v—%a 1) und ibr Geschlecht ist genaun das uiimliche als das der Plancurve,

o Ko=) Sa(u—1)— (42,

Nun ist aber eine Raumeurve der (3¥—Su)-ten Ordnung mit ¢ Doppelpuncten
x Spitzen und & scheinbaren Doppelpuncten von dem durch folgende Formel
gegebenen Geschlecht:
1(Bv—8a—1)By—Sa—2)—(8++I-Fx),
also ist
o= 42— 3u(Sa-F 1) — §(Gut1)2 + L(Sa —1)
Da wir so die Ordnung der Raumcurve, die wir kurz durcl vy bezeichnen
wollen, die Zall der wirklichen und seheinbaren Doppelpuncte kennen, so
kmnen wir nach den Formeln Cavizy’s (10,12) dic andern Charakteristiken
der Curve berechnen, nimlich:
Die Ordnung der osculierenden Developpablen
p=v (v, =1)—2s-} 0)—38z = y(v-+ 3)—Sa(a+1)— (20| 8z);
dic Classe dieser Developpablen
1= 82101 —2)—6(6 - 0)— 8% = B(s2—Gu2)—(67 -+ %) ;
die Zahl der stationiiren Osculationsebenen
0= x+4-2(p—v,) = 6y (v —1)—2Ga(Ju—1)—3(40+45%) ;
die Classe der doppeltberiilirenden Developpablen
=8+ Yp—y)p-Ltv—9)+0
= 1= 1)6 O+ 48(Su- 1)
—4[20-1-32+ Sa(a - 1))[22 -6y -9 —20—Sx—Sa2]
+ 145020 +32+Sa—T7) -0
die Zahl der Ebenen, welche die Curve in drei Puncten beriihren,
Hlp=29—pBu-t2) 6141000+ 5

S0 W., WS W,

Umgekelnt driicken diese Zahlen auch die Kigenschaften der gegebenen
Plancurve aus, niimlich: In dem Systeme der cubischen Curven, welche durch
dic sechs Puncte 8y, 01, 0, 0, ag gelien, gibt es g, die mit der gegebenen Curve

1) & ist als Summenzeichen gebraucht worden.
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cine vierpunctige Beriihrung haben, und =, welehe in drei verschiedenen
Puncten beriilwen; in einem Netze dieser cubischen Curven gibt es 2, die
mit der Curve einen Contact zweiter Ordnung haben, und 7, welche sie
in zwei verschiedenen Puncten berithren; in einem Biischel derselben cubi-
schen Curven gibt es p, welche die gegebene Curve beriihren.

Man beachte ausserdem, dass die gegebene Plancurve a/,-mal durch den
Fundamentalpunct a, geht, den Kegelschnitt, welcher durch die Iundamental-

puncte mit Ausnahme von a, geht, in 2v7(§u—a,,) von den Fundamental-
hicd

puncten ver Puncten schneidet, und die Gerade g in V—(a +ag)
Puncten (ebenfalls von den Fundamentalpuncten verschieden) trifit, und daher
die entsprechende Raumcurve mit der Geraden ay %, Puncte, mit der Gre-
raden I;’, chenso 22, —Sq Puncte und mit oo endlich v—(apf}»a‘,) Puncte
gemein hat,

246. Iis sei noch erlaubt, speciell auf den Fall einzugehen, dass alle
@ gleich Null sind, das heisst, dass die Plancurve durch keinen der Fundamen-
talpuncte geht. Dann entsprickt die Rawmcurve, die von der Urduuny 3y ist,
einein gt Doppelsechs ; sie schneidet die Geraden des cinen Seehstupel je
2v-mal und dic Geraden des andern Sechstupel gar wicht; jede der fiinfzehn
andern. Geraden wird von der Raumewrve in y Puncten getrogfen.  Jedes
Doppelsechs bestimmt somit zwei conjugierte Systeme analoger Rawmcurven
v(r+-3) i~3)
1.
beliebig gegebene Puncte geht. Zwei Curven desselben Systems Inben v2
Durchschnittspuncte.

Die Raumcurve 3y-ter Ordnung, entsprechend der Plancurve y-ter Ord-
nung, welche durch keinen der Fundamentalpuncie geht, und dic Raumcurve
derselben Ordnung, die der Plancurve by-ter Ordnung cntspricht, die 2v-mal
durch jeden Fundamentalpunct geht, bilden zusammen den vollstiindigen Durch-
schnitt zwischen 77 und einev Fliche 2y-ter Ordnung und gehiren zwei in
Bezug auf das niimliche Doppelsechs conjugierten Systemen an. Diese beiden
Raumcurven haben 52 Puncte gemein. Wenn sic keine Doppelpunete be-
sitzen (das heisst, wenn dic entsprechenden Plancurven keine solche haben
ausser den Fundamentalpuncten), oder auch, wenn sie solche in gleicher Zahl
haben, so sind siimmtliche Clarakteristiken fiir beide Curven dieselben.
Unter Amnahme, dass keine Doppelpuncte vorhanden sind, hat man folgende
Charakteristiken:

Ordnung 3y,

Geschlecht 5('1—1)(9—2),

Zahl der scheinbaren Doppelpuncte »(4v—3),

Ordnung der osculierenden Developpablen v(v-{-3),

Classe derselben 3v2,

Zahl der stationiren Osculationsebenen 6»(v—1),

Classe der doppeltberiihrenden Developpablen }y(s2—1)(v-|-6)

Zahl der dreifachen Tangentialebenen [»(v—1)(v4 4 10¥8 -T2 —Tdv -+48)
u. 8. W.

ist das System gegeben, so gibt es nur eine Curve, welche durch

13%
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CAPITEL V.
QUADRIFLACIIEN, WELCHE AUS EINER FLACIE
DRITTER ORDNUNG KEGELSCHNITTE AUS-
SCHNEIDEN.

247, Zwei Kegelschnitte die auf einer geyebenen Fliche ¥y dritter Ord-
nung licgen und zugleich in zwei Ebenen, welche durch zwei Gerade der Fliche
gehen, dic sich schuciden (wie ay, b,), haben stets zwei Puncte gemein, weil die
gemeinsame (terade beider Lbenen jeden Kegelschnitt in zwei Puncten
trifft, und ausserdem diese Gerade die Fliche I, ausser im Puncte a,b,, nur in
zwei Puncten schneidet; diese beiden Puncte sind also beiden Kegelschnitten ge-
mein. Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte auf der Fliche zwei Puncte
gemein, so schneidet die Gerade, welche dicse Puncte verbindet, als Durch-
schnitt der Ibenen beider Kegelschnitte, die I'liiche in einem dritten Puncte,
welche den beiden Geraden der Fliche gemein ist, die in diesen Ebenen liegen.

Dagegen haben zwei Kegelschnitte auf der Fliche, die in zwei Ebenen
liegen, welche durch zwei Gerade, wie a,, a,, gehen, die sich nicht schneiden,
einen cinzigen Punct gemein, wie schon frither (229) bemerkt ist. Zwei
Kegelschnitte, die in zwei Ebenen liegen, welche durch dieselbe Gerade «,
gehen, haben gar keinen Punct gemein, denn sic schuciden @ in zwei con-
Jjugierten Punctenpaaren einer Involution (220).

Folglich trifft eine Gerade der Fliche, wie @, jeden Kegelschnitt in
zwei Puncten, der in einer Ebene liegt, die durch a; geht, dagegen jeden Kegel-
schnitt, der in einer Ebene liegt, welche durch cine Gerade geht, die a; nicht
schneidet, in einem Puncte; aber die Gerade a; trifft die Kegelschnitte nicht,
deren Ibenen durch Gerade gehen, welche auf a; aufstehen.

248. Zwei Kegelschuitte von 7, die in zwei Ebenen beuziiglich durch
ay, b, liegen, haben zwei Puncte gemein und bilden so die Basis eines Biischels
von Quadrifliichen, von denen eine jede Iy in einem dritten Kegelschnitt
trifft, der in einer Ebene liegt, welche durch die Gerade ¢, geht, die «;
und 4, schueidet 1). Dieser dritte Kegelschnitt kann beliebig angenommen
werden. Denn, da die Basis des Biischels vier Puncte jedes Kegelschnittes
enthiilt, der in einer Ebene durch ¢, liegt, so geniigt ein andever belicbiger
Punct dieser letzten Ebene um die Quadrifiiche des Biischels zu bestimmen,
die durch diesen Kegelschnitt geht. s gibt also eine einzige Quadrifliche, die

1) Die Ebenen der drei Kegelschnitte bilden eine cubische Flache, welche Iy
in drei Kegelschniiten und drei Geraden schneid Da die drei Kegelschnitte auf’
derselben Quadrifliche liegen, so sind die drei Geraden in einer Ebene enthalten

(40).
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durch drei Kegelscluitte geht, welche in dvei beliebig durch ayy by, cqy gelegten
Ibenen licgen. Umgekehrt, trifft eine Quadrifliche dic Fliche T7y in drei Kegel-
selmitten, so schneiden die Bbenen derselben Fy in drei Geraden, dic in derselben
Bbene liegen (40). Daraus folgt, dass drei beliebige conjugierte Punctenpaare
der Involutionen, welche durch die Kegelschnitte der Fliiche beziiglich auf
@y, by, ey gebildet werden (220), ein und derselben Curve zweiter Ordnung
angehtren, die nicht auf Fy liegt.

249. Ls seien 4, B zwei Bitangentialehenen von Iy, die eine durch
ay, die zweite durch 4, gelegt. Durch die beiden Kegelschnitte (A), (B),
die in diesen Tbencn enthalten sind, kann man zwei (Quadrikegel legen, deren
Scheitel auf der reciproken Geraden der Durchschnittsgeraden AB in Bezug
auf eine Delicbige Fliche zweiter Ordnung liegen, die durch (<) und (B)
geht.  'Wir kinnen beliebig cine Ebene (' fixieren, die durch ¢y, geht, dann
geniigt die Quadrifliiche (A3C), welche durch die Kegelschnitte (A), (B), (C)
gelt, um die Gerade, welche die Scheitel der beiden Kegel verbindet, zu
bestimmen.

Lisst man die Ebenc 5 um &, rotieren, so erzeugt dic Quadrifliche
(ABC() ein Biischel (AC), und die Gerade AB erzeugt in der Ebene A und
um den Punet @, herum ein anderes dem ersten projectivisches Biischel.
Die Geraden dieses Biischels werden von der Geraden AC in Puncten ge-
schnitten, dercn Polarebenen in Bezug auf die entsprechenden Flichen des
Biischels (A(!) durch diesclbe Gerade gehen, die Reciproke von AC in Be-
zug auf die Quadritliichen (A C); in ithnlicher Weise gehen dic Polarebenen
des Punctes @0, in Bezug auf die Quadriflichen (AC) durch ein und die-
selbe Gerade. Also erzeugen die Polarcbenen der Puncte a;b, und ABC in
Bezng auf dic Fliche (ABC), wenn B als variabel betrachtet wird, zwei
projectivische Biischel, und folglich ést der Ort der reciproken Geraden von
AB cin Iyperboloid J ; die Generatricen des andern Systems desselben sind
offenbar die zu AC in Beaug auf die Quadrifiiiche (ABC) reciproken Geraden,
wenn die Iihene C um e, variabel ist, Die Geraden AB, AC schneiden sich
im Puncte AB(, ihre Reciproken sind daher auf der Polarebene dieses Punctes
in Bezug auf die Fliche (1BC). Das Hyperboloid J , ist also die Enveloppe
der Polarebene des Punctes ABC in Bezuy auf diec Quadrifliche (ABC), wenn
A fest ist, und B und C variabel.

Kin belichiger Punct des Raumes ist der Durchschnitt von drei Ebenen
A, B, € welche eine Quadrifliche (1BC) bestimmen; umgekehrt bestimmt
jede Tliche (//C) einen Punct des Raumes. Also: Das Hyperboloid J,
ist dic Enveloppe der Polarchenen der Puncte der Ebene A in Bezug auf die
Quadriflichen (ABC), welche diesen Puncten entsprechen.

Sobald dic reciproken Geraden von AB, AC in der Polarebene des
Punctes ALC in Bezug auf die Quadrifliche (4 B() liegen, so ist der Durch-
schuittspunct  dieser Reciproken der Yol der Bbene A in Bezug auf diese



198 Dritter Theil. [Cap. V.

Tliche; also 7t das Hyperboloid J, der Ort der Pole der festen Idbene A
in Bezag auf dic Quadrifidchen (ALC).

Die Fliichen (ABC) gehen durch den festen Kegelsehnitt (.1), und also
schneiden sich die Polarebenen des Punctes b, in der Polargeraden dieses
Punctes in Bezug anf den Kegelschuitt (A). Daraus folgt, dass das Hyper-
boloid /, die Lbene 4 in der Polargeraden des Punctes )b, in Bezug auf
den Kegelschnitt (<) trifft und analog in der Polargeraden des Punctes a ¢,y
in Bezug auf denselben Kegelschnitt.

250. Man bezeichne durch o den Punct #,c),, dann ist eine beliebige
(terade ol der Durchsehnitt von zwei Ebenen 13, €. ks seien [, m, n dic zu
o conjugierten harmonischen Puncte in Bezug auf die Punctenpaare, dic den
Durchschnitt der Kegelschnitte (/£),((") mit den Geraden ol, by ¢y bilden,
damm sind die Geraden fm, In die Polaren des Punctes o in Bezug auf diese
Kegelschnitte, und es ist also Imn die Polarebene von o in Bezug auf die
Quadriflichen des Biisehels (B¢). Zicht man ausserdem in der Khene B
durch 6 eine belichige Gerade, welehe den Kegelschnitt (3) wnd folglich
auch die I

fiche £, in zwei Puncten trifit, so ist der harmonische conjugierte
Punct von o in Bezng auf diese Durchschnittspuncte auf der Geraden Im
gelegen; folglich  gehdrt Im und ebenso In der Quadrifiiche O, ersten
Polarfliche von o in Bezug auf F, an; mit andern Worten, die Ebene (mn
beriihrt in | dicse Quadripolarfliche. Daraus ergibt sich endlich, dass die
Polarchenen des Punctes o in Bexny auf alle Quadriflichen (A BC), was auch
A, B, C sind, die Quadripolar)

he von o umbhiillen.
Tch erinnere daran, dass das Hyperbeloid o/ dic Enveloppe der Polar-
ebene des Punctes ABC in Bezug anf die Quadriflichen (ABC) ist, A4 als

fest angesehen;

sst man nun oL mit der dreifachen Tangentialehene @,0yc),
zusammenfallen (in diesem IMalle reduciert sich die Quadvifiche (A 5C) auf
die beiden Lbenen B, (), so fallen alle Puncte ALC auf o, also: Dasjenige
Hlyperboloid J | welches der ILbene

als die . Quadripolarfliche O von 9.

A= ‘71]’2012 entspricht, ist wichts Anderes

251, Ist dic Ebene Imm um cinen festen Punct i des Raumes drchbar,
so ist ihre Enveloppe ein der Quadrifliche O mmgeschriebener Kegel; der
Punct | beschreibt den Beriihrungskegelsehnitt und folglich ist der Ort der
Geraden ol cin Quadrikegel, der stets auch durch 4, und ¢, geht, denn da
diese Geraden auf O liegen, so b

erithren die Tlbenen ib,, ic),, was auch i sei,
diese Fliiche in zwei Puncten, dic den Geraden 4,, ¢, angehtren.

Bs sci p der Punct ABC, in dem die G
schneidet, die durch a

e ol eine feste Ibene A
1 geht. Wenn ol um o sich dreht, so umhiillt die
Polarebene von p in Bezug auf die Quadrifliche (A4(') das Hyperboloid
J4 Da nun die Tangentialebenen von O projectivisch den Geraden durch
o entsprechen (der Ebene, welche O in I beriihrt, entspricht die CGerade ol
und umgekehrt), so werden auch den Tangentialebenen von Iy die Geraden
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durch o projectivisch entsprechen in folgender Weise: Tine Tangeutialebene
von o/, schueidet 4 in einer Gieraden, deren Pol p in Bezug auf den Kegel-
schnitt (1) die entsprechende Gerade olp bestimmt. Umgekehri it eine
Gerade durch o die Kbene A in einem Puncte p; durch die Polargerade von
p in Bezug auf den Kegelschnitt (1) geht ausser A noch eine Tangential-
chene von ./, welche die entsprechende Iibenc der durch o gezogenen Ge-
raden ist.

Die Tangentialebenen von .7, die durch den Punet ¢ gcehen, umbhiillen
einen Kegel, weleher 4 in einem Kegelschnitte trifit; die reciproke Polare
dieses Kegelschnittes in Bezug auf den Kegelsehnitt (4), wird vom Puncte
o aus unter einem Kegel gesehen, welcher durch die Geraden &, ¢, gelt,
was auch i ist, wegeu der beiden Ebeneu, welche dureh i und beziiglich
durch dic Polargeraden der Puncte @,0,, e, in Bezug anf den Kegelschnitt
(A) gelegt sind (249). Dieser Kegel und der andere, der durch die ent-
sprechenden Gieraden ol der Tangentialebenen von 0, die durch i gehen, ge-
bildet wird, schneiden sich in zwei Geraden (ausser in b, md cp). 1
heisst:  Durch cinen belichigen Punct v gehen zwei cntsprechende Puave Tan-
gentialebenen von () und J 4, wo man zwei Ebenen entsprechend nennt, welche
ein 1nd derselben Geraden ol entsprechen.

Ls sei gy die Gerade, in welcher sich zwei entsprechende Tangential-
ebenen von O und ./ schneiden, das heisst die Polarebenen der Puncte o
und ABC in Bezug auf cin und dieselbe liche (ABC); oder besser, sei g
die Reciproke der Geraden BC in Bezug auf die Fliche (AB(), wo die
Ebene .l belichig gewihlt ist; dann erhiilt man aus dem Vorhergehenden,

dass die Geraden g, welche allen moglichen. Paaren von Ebenen I3, C entsprechen
(7 ist von A unabbingig) cin solches System bilden, dass durch eincn belichigen
LPunct i tm Rauwme zwer Gerade g gehen,

252, Wir wollen jetzt dicjenigen Puncte des Raumes finden, fiir welche
die beiden (ieraden g zusammenfallen.

Ist die (ierade ol in | Tangente der cubischen Fliche 77, und folglich
auch aller Quadrifliichen des Biischels (Z ('), so geht die Polarebene von p in Be-
zug auf cine solche Quadrilliche durch I, also gibt es unter den Tangential-
cbenen von o/, dic durch | gelen, eine, deren entsprechende Gerade alp ist.
Man lege jetzt den Punct i auf [ Dann gehen die durch den Punet o an
die Fliche ¢ gelegten Tangentialebenen durch die beiden Generatrixen (m,
I und haben also ilive Beriihrungspuncte auf diesen Geraden ; die entsprechen-
den von o ausgchenden Geraden bilden daher zwei Ebenen olm und oln
(d.h. 2 und ¢'). Nun entspricht dem Kegel vom Scheitel [, der /, nmge-
schrichen ist, ein Kegel vom Scheitel o, der durch ol geht, wic man cben
wesehen hat. Die Dbeiden Geraden also, welehe fiir cinen belicbigen Punct {
aus dem Durchsclmitt der beiden Kegel vom Scheitel o entstelien (251), redu-
cieren sich in dicsem Talle aui die einzige Gerade ol. Also: Durch dic ge-

melnsamen Lancle von Fy und O geld nuir jo eine cinzige Gerade g.
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253. Sei zweitens der Punct i der Scheitel eines Quadrikegels, der
durch die Kegelschnitte (B), (C) geht. Da die Wahl der Ebene A fiiv die
Bestimmung  der Geraden g willkiitlich ist, so kamn man voraussetzen,
dass diese Iibene durch i geht. Weil mun i auf der reciproken Geraden
von BC oder olp in Bezug auf jede Quadritliiche des Biischels (5C) liegt,
so geht dic Polarebene von o in Bezug auf diec Quadrifliche (ABC) durch
i; ferner ist dieselbe Polarebenc Tangentialebene der Fliche O in 15 es
geht also durch i eine Tangentialchene von O, deren Beriihrungspunct L ist,
daher ist olp die cntsprechende Gerade.

In analoger Weise liegt i in den Polarebenen aller Puncte von ol in
Bezug auf dic Quadriffiche (ABC), und deshalb sind die Puncte i,p in Be-
zug aul den Kegelschnitt (4) conjugiert.

Was das Hyperboloid J | anbetrifft, so schneiden seine durch i gelegten
Tangentialebenen .1 in Geraden, die sich in i kreuzen, und deren Pole in
Bezug auf den Kegelschnitt () sich auf der Polare voni befinden, die aus einer
Geraden durch p besteht. Daraus folgt, dass dem O wmngeschriebenen Kegel
vom Scheitel i ein Kegel K vom Scheitel g entspricht, der durch ol geht; und
dem, dem Hyperboleid J, umgeschrichbenen Kegel vom Scheitel i entspricht
(ausser der Ibene ab,e,)) eine Lbene %, dic durch op und die Polargerade
von i in Bezug auf den Kegelschmitt () geht. Man kann nun beweisen,
dass die Lbene ZZ den Kegel K lings op beriihrt.

In der That, die Ebene, welche durch i geht und O in [ beriihrt, ent-
hiilt eine Gruppe von vier harmonischen Strahlen, niimlich die Geraden tm, In,
Generatrixen der Fliche, die Gerade li, Generatrix des umschriebenen Kegels
vom Scheitel i, und die Gerade [j, Tangente des Beriihrungskegelschnittes
in | (§ sei ihre Spur auf der Ebene A). Projiciert man vom Puncte o aus
diese vier harmonischen Strahlen auf die Ebene A, so erhiilt man die Ge-
raden p(u, v,1,{) 1), die ebenfalls eine harmonische Gruppe bilden. Anderer-
seits aber gehirt das Ebenenpaar IC, der Kegel (BC) und die Quadrifiiiche
(4 BC) zu demselben Biischel, also muss der Kegelschnitt (4) durch die vier
Puncte gehen, wo die Durchschnittsgeraden des Kegels mit 4 die Geraden
AB und AC (d. . pu und po) treffen. Daher ist also die Polargerade von
i in Bezng auf den Kegelschuitt () die conjugierte harmonische Gerade pi
in Bezug auf die Geraden pu, pv, oder mit andern Worten, die Gerade
pj ist die Polare von i in Bezug auf den Kegelschnitt (A).

Also ist die Ebene £ Tangentialebene des Kegels lingst op, und folglich
liegt der Punct i nur awf ener cinzigen Geraden g.

254. Die Gerade g, die Reciproke der (Geraden (£0) in Bezug auf alle
Flichen des Biischels (£€), liegt (249) auf den Iyperboloiden Sy und J.
Umgekehrt ist ./, der Ort der reciproken Geraden von BC (wo B fest ist,
und ¢ variabel) in Bezug auf die Flichen des Biischels (£€) und auch
der Ort der reciproken Geraden von BA (wo B wieder fest ist und

1) Hier bezcichnen w, v die Puncte a;by, a; ¢y
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A variabel) in Bezug auf die Flichen (BA). Ebenso verhiilt es sich
mit J,. Wir haben nun bewiesen, dass durch jeden Punct des Raumes zwei
Gerade g gehen, die Reciproken von ¢, und dem analog zwei reciproke
Gerade von C.l, und zwei reciproke Gerade von AB. Also: Durch jeden
Lunct des Baumes kann man zwei Ilyperboloide J ;, zwei Wyperboloide J;, und
zwei Ilyperboloide Jy, legen,  Aus dem Vorhergehenden folgt weiter, dass,
wenn i der Scheitel eines Quadrikegels ist, weleher Iy in drei Kegelschnitten
(), (B), (C) schneidet, durch t nur eine einzige Reciproke von B(, ebenso
nur eine Reciproke von €4 und eine ecinzige reciproke Gerade von AL geht;
durch i geht also nur ein Hyperboloid J,, ein Hyperboloid J, und cin
Hyperboloid J,. Das heisst: Der Ort der Scheitel der Quadrilegel, welche
dic cubische Iliiche I'y in drei Kegelschnitien (A4),(B),(C) schneiden, fillt mit
der cinkiillenden Fliche der Hyperboloide jeder der drei Reiken J 0y Ty, Jo
zusumaen,  Dieser Ort geht durch dic drei Rawmcurven wievter Ordnung in
denen Iy won den Quadripolarfliichen der Puncte 0, 1, v geschnitten wird (252).

Da bewiesen, dass durch jeden Punct dieses Ortes eine einzige einge-
hiillte Fliche jeder Reihe geht, so folgt, dass die einhiillende und die ein-
gehiillte Fliche sich iiberall beriihren, wo sie sich trefien. Die Berithrungs-
curve ist der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender eingehiillten Fliichen
und ist also von der vierten Ordnung. Die einhiillende Fliche ist also von
der vierten Ordnung; dic Beriilirungscurven zweier eingehiillter Flichen der-
selben Reihe licgen auf cin und derselben Fliche zweiter Ordnung (50) w. s, w.

255. Wir betrachten jetzt das Biischel von Quadrifichen S, welche
durch die Curve vierter Ordnung gehen, die den Durchschnitt von Fy mit O,
der ersten Polarfliche von o, bildet. Zwei Flichen S schneiden die cubische
Fliiche nochmals in zwei Kegelschnitten; da aber die gemeinschaftliche Ge-
rade der Ebenen dieser Kegelschnitte vier Puncte mit F; gemein hat (nim-
lich die vier Puncte, in denen dieselbe die beiden Kegelschnitte trifft), so
liegt sie vollstiindig auf der TFliche. Nun ist eine der Flichen S auch die
Quadritliche O, fiir welche der resultierende Kegelschnitt das Geradenpaar
by, €15ist, und die Gerade, in der die Ebene dieser beiden nochmals Iy schneidet,
ist dic Gerade ay, also schneiden dic Fliichen S die Flichen T’y in Kegelschnitten,
dercn Lbenen durch die Gerade @, gchen, Umgekelut trifit jede durch a,
gezogene Lbene 4, 7y in cinem Kegelschnitte, der auf einer Iliche S, des
Biischels liegt, das man betrachtet. Die Ebene 4 und die Quadriffichen Sy
bilden offenbar zwei projectivische Biischel, welche die gegebene Fliche 77
durch ihre Durchschnittscurven erzeugen kinnen (222).

Die Polarcbenen des Punctes o in Bezug auf die Quadrifliichen S bilden
ein projectivisches Biischel zu dem dieser Quadrifiichen, also ist der Ort
der Beriihvungskegelschnitte der Quadriflichen /S mit den umgeschrichenen
Kegeln vom Scheitel o (225) cine Iliche J diitter Ordnung, welche durch
die Basis des Biischels (S) und durch die Geraden by, €15 geht (letatere Ge-
raden der Durchschnitt von O durch dic entsprechende Polarebene). Ausser-
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dem ist die Basiscurve des Biischels () der Durchschnitt von J mit der
ersten Polarfliiche von o in Bezug auf J, niimlich mit der Quadrifliche
S(= 0), die durch o geht; die beiden eubischen Flichen J und 17, beriihren
sich also

s einer Curve vierter Ordnung und schneiden sich in zwei Ge-
raden; sic fallen daher in eine einzige Fliiche zusammen. Das heisst: Jede
Quadrificiche .S‘A selmeidet Iy in einem Keyelschuitt dessen Libene A die Polar-
chene des Punctes o in Bezng auf S| ist; mit andern Worten, die cubische
Fliche Z, ist der Ort der Beriihrungscurven zwischen den Quadrifliichen S
und den umgeschricbenen Kegeln vom Scheitel o, s folgt noch daraus,
dass die Scheitel der vier Kegel des Biischels (S) auf 7 liegen, und dass
dicjenigen Ebenen, welche die Fliche in diesen vier Puncten bevithren, die
dreifachen Tangentialebenen sind, welche durch a; gehen.

256. Sind 4 und B zwei gegebene Ebenen beziig
gelegt, dann bilden die Quadriftiichen (A D) ein Bii
paar A, I3 angehiet, Der Ort der Beriihrungsenrven zwischen den Quadri-
hen und den umgeschrichenen Kegeln vom Scheitel o ist nach dem all-
gemeinen Satze (223) cine cubische Fliiche, aber fiir dic Quadrifliche, die
aus den Ibenen .I, B besteht, kann man die Beriihrungsenrve als auf der
Ibene 13 ausgebreitet ansehen, und die Ibene gehirt also vollstiindig der enbi-
schen Fliiche an. Das heisst, diese reduciert sich auf dic Ebene 73 und eine
Quadrifliche 8 , welche den Kegelschnitt (oA) und die Kegelschnitte enthilt, welche
aus dem Durchschnitt der Flichen (//3) mit den Polarchenen von o entstehen.
chels (1) die Durchschnittscarve der

lich durch @ und b,

el, dem auch das Lbenen-

Weiter muss die Basis des
cubischen Iliiche 138 mit der ersten Polarfliiche von o in Bezug auf diese
Iliche sein, also ist A die Polarebene von o in Bezug anf 8. 1is folgt ferner
daraus, dass § durch die Scheitel der beiden Kegel des Biischels (A1) geht
und in ibnen von den beiden Ebenen beriihrt wird, welche dem Biischel
der Polarebenen von o angehdren, und sich daher in einer Geraden schneiden,
dic in der Lbene B liegt,

Hiernach gehen die Flichen 8 und S, zugleich durch den Kegelschnitt
(4) und haben 4 als Polarebene von o, Wenn man nan vom Puncte o
die Tangenten an den Kegelschnitt (3) zieht, so liegen die Beriihrungspuncte
auf’ §, denu sie miissen einer beliebigen Quadrifliche des Biischels (13) an-
gehiren und der entsprechenden Polarebene von o.  Dic niimlichen Puncte

gehiren aber anch der Berithrungscurve von 77, mit dem umgeschrichenen
Kegel vom Scheitcl o an, und folglich auch & . Die Quadrilichen 8 und
S bilden also nur cine einzige Fliche. Das heisst: S st der Ort der DBe-

rithrungscurven aller Quadriflichen (ABCY, wo A fest ist, wit den wmgeschrie-

benen Kegeln vom Scheitel o. Also enthiilt ' die Scheitel siimmtlicher Iegel
des Systems (AB(), wo A fest gehalten wird.

Ist die Ebene A gegeben, dann sind die Scheitel der Kegel (AL€) anf
jeder der Flichen .S,/ gelegen (249), also: Dar Ort dicser Scheitel ist die
Raumeurve eierter Ordnung , Durchschnitt dieser beiden Quadig
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man wun A scine Lage findern, so ist der Ort dicser Raumcwrse, die den
beiden enbsprechenden Flichon S, und J, yemein isty cine Fliche vierter Ord-
nuny  (vollstindiger Orvt der Scheitel aller Kegel (ADBC)), die wir schon als
Enveloppe der Hyperboloide ./ gefunden haben, Natiirlich ist dicsclbe Fliche
Vi

rter Ordnung auch der Ort der Raumeurve vierter Ordnung, die zwe;
Tlichen .S, und ./, oder &, nnd J, gemein ist. S, und S, haben hier in
Bezug auf u, v und die Ihenen B, ¢ dieselbe Bedeutung, welche 5, in Be-
zug auf den Punct o und die Ebene 4 hat 1),

257. Betrachten wir von Neuwem die drei Geraden aj, 0, ¢, die in der-
selhen Tritangentialebene liegen.  Iis seicn b, b zwei Ebenen, die beziig-
lich durch a, 5, gehen mnd die Fliche F in zwei Kegelschnitten treffen,
die @, b, in den Puncten a,b beriihren, Die Quadriflichen des Biischels
() treffen die Tbene @5, in Kegelschnitten, die in den Puncten a, b einen
doppelten Contact haben, und umgekehrt jeder Kegelschnitt, der in a und b
yon den Geraden aj, 4, berithrt wird, ist die Spur einer Fliche des Biischels.
Nun befindet sich unter diesen Kegelschnitten der wuendlich abgeplattete
Kegelschnitt (ab)? gebildet durch die zweimal geziihlte Beriihrungssehne, und
in dem Biischel (b) gibt es daher cinen Kegel, welcher die Gerade ab,
lings der Geraden ab beriihrt. Diese Gerade trifft ¢, in einem Puncte ¢
und in diesem beriihrt ¢, den obigen Kegel und folglich auch cinen Kegel-
schnitt, der gleichzeitig aul /7, auf dem Kegel und in einer Ebene € (durch
) liegt.  Also: Die sechs Puncte, in denen die Geraden ay, by, ey, die para-
holische (urve wvon Iy beviiren (220) lieyen zu drei und drei auf vier Ge-

raden , welche die la‘m"u¢mmyxy/::zcmtri.z:un der Lbene by ey, mil vier Quadri-
Fegeln sind , welche zu drei und drei dic sechs Kegelschnitte (), (W), (€)
enthallen., welche die Geraden a, by, ¢, in genannten Puncten berihren, Die
beiden zu a analogen Puncte sind die Doppelelemente einer Involution, in
der die Puncte al,, ac;, conjugiert sind (220). Die Geraden a, 8,0,
sind daher die Diagonalen des Vierseits, das aus vier Geraden abe gebildet wird.

Ls gibt noch cinen zweiten Kegel, der durch dic Kegelschnitte (L), (Wb)
geht, ausser demjenigen, welcher die Lbene a0, lings abe beviihvt. Die
heiden Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten umhiillen diese beiden Kegel;
der Scheitel des neuen Kegels ist also der inschaftliche Durchschnitts-

punct folgender drei Ebenen: Der Ebene @by, der Lbene der Tangenten,
die man vom Puncte @5, an die beiden Kegelschnitte ziehen kann ausser
ay, und b, und dic Ebene der Polargeraden des nimlichen Punctes in Bezug
auf die beiden Kegelschnitte.

Wir wollen die vier Beriihrungskegel der Ebene a5, und die sechs Kegel-
schnitte, in dencn sie die Fliche 77 schneiden, in folgender Weise bezeichuen

9 = (AHE), o' = (AW'SY, o' = (A B, o = (A'H'S)

1) Jede von den 45 dreifachen Tangentialebenen gibt eciner analogen Fliche
vierter Ordnung Entstchung.
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Die Kegel 3, &' schneiden sich in dem Kegelschnitt () und folglich
noch in einem andern Kegelschnitt, der nicht auf 77, liegt. Sie haben also
zwei gemcinschaftliche Tangentialebenen; eine ist «b,¢,,, dic andere sci 2.
Die Ebene P beriihrt die fiinf Kegelschnitte (b), (W), (), (%), (&) die
auf & und ' liegen, sie beriihrt daher auch die Kegel 9C" und ',
Die vier Kegel &, o€, &', 9¢"* haben folglich zwei gemeinschaftliche Tan-
gentialebenen a,b, ¢,y und P, daraus folgt, duss ihre Scheitel auf ein und der-
selben Geraden licgen (der Durchschnittsgeraden der Lbenen @, ly¢,, und P).

258. Wir gehen zur Betrachtung der Kegelschnitte (4), (13), (€) iiber,
die sich in gerade Linien auflosen.

Unter den Ebenen 4 gibt es vier, ausser a;b,¢,,, welche 77 in Geraden-
paaren schneiden, dasselbe gilt fiir die Lbenen 22 und €. Wenn wir die
Ebene A betrachten, welche die Geraden 2,¢,, enthillt, und die Ebenc I,
in der ayey, liegt, so miissen sich die Kegelschnitte (hy¢;,), (a,0,) in zwei
Puncten schueiden (247), die aof der Geraden AB licgen. Die Gerade 4y
trifft dalier ¢,g, und ¢y schneidet a;. Die Ebenen byeyys ageyy schneiden Iy
in zwei neuen Geraden @, und ;. Nun licgen von den ncun Geraden
(ayDyeyg); (ay0ye5,), (aghyeys), welche durch den Durchschnitt von F, mit drei
Ebenen entsteben, drei, nimlich a, b3, ¢,y in der Ebene A, drei andere
g, by, 050 in der Ebene B, folglich licgen die dvei Uibrigen ay,2,, ¢, in ein und
derselben Ebene C.

Hieraus folgt, dass dic 24 Geraden, die in den 12 dreifachen Tangen-
tialebenen liegen, welche ausser @0y, durch ay, 2y, c;y gehen, auch noch
in 16 andern Paaren von dreifachen Tangentialebenen liegen. Jedes dieser
Paare ist durch zwei belichig gewiihlte dreifache Tangentialebenen 4 und B
bestimmt. Mittelst dieser beiden Ebenen ist auch cine entsprechende Ebenc
C' mit bestimmt.

Denken wir uns drei Ebenen A, B, €' die Iy ausser in a, by, ¢y in
sechs Geraden schneiden, die nicht in Ebcnenpaaren gelegen seien, so ge-
hiren diese sechs Geraden einem Ilyperboloide (AL(') aus dem vorhin be-
trachteten Systemen an (248). Jede von den vier Ilbenen A lisst sich mit
jeder von den vier Ebenen J3 und mit jeder der vier Ebenen €' combinieren,
aber man muss die 16 Combinationen weglassen, welche scchs Gerade er-
geben, die auf zwei Ebenen liegen; das System der Quadrifiichen (ABC)
enthdlt also 4.4.4—16 = 48 Hyperboloide 11, von dencn ein jedes dic cubische
Fliche Fy in sechs Geraden schneidet.

Von den scchs Geraden, die I7y und einem ITyperboloide I/ gemein
sind, gehiren drei demselben Systeme von Generatrixen des letzteren an,
und die drei iibrigen dem andern Systeme !), man kann also auf sechs ver-

1) Einc cubische Fliche kann niemals vier Gerade eines Iyperboloids aus dem-
selben Systems von Generatrixen enthalten, denn dann hitte jede Generatrix des
andern Systems vier Puncte mit der cubischen Fliche gemein und lige folglich
vollstindig auf derselben,
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schicdene Arten diese Geraden in drei Paare zerlegen, so dass die Geraden
jedes Paares in einer Ebene liegen. Jede Art gibt drei Ebenen, welche
alle scchs Geraden enthalten und Iy in drei neuen Geraden schueiden, die
in einer Ibene liegen, denn die sechs ersten Greraden gehiren einer Fliche
zweiter Ordnung an.,  Jedes Iyperboloid H ist also ein Glied von sechs Sy-
stemen von Quadrifliichen, dem der Flichen (ABC) analog, das durch dic
Libene aybye,, gegeben ist. Die Zahl dieser Systeme ist 45, jedes derselben
entspricht einer dreifachen Tangentialebene, die Gesammtzahl der Hyperbo-

48.45
= =300,

loide, welche Ty in sechs Geraden schneiden, ist also

259. Bin Hyperboloid 7 ist durch drei Gerade von Iy bestimmt, die
sich nicht treffen. Nun werden aber drei Gerade von ), dic sich nicht
trefien, von drei andern (ieraden geschnitten, die sich ebenfalls nicht schneiden
(228); diese sechs Geraden Dbilden also den Durchschnitt von Z und Fy.
Das heisst: Jedes yperboloid, das Iy in drei Geraden schucidet, dic sich
nickt troffen, schneidet dicse I'liche noch in drei andern Geraden.

Es gibt also 2.360 Grappen wvon drei Geraden anf Iy, welhe Leine
Durchschnitispuncte haben. Diese Gruppen sind zu zwei und zwei conjugiert b).
Die Ceraden der einen Gruppe treffen die Geraden der conjuyicrten Gruppe,
wund dic sechs Geraden der beiden conjugierten Gruppen gelidren cin und den-
selben yperboloide an,

CAPITEL VL
VERSCHIEDENE EIGENSCHAFTEN.

260. Es seien Z) 7" zwei dreifache Tangentialebenen der cubischen Fliche
Py, die sich in einer Geraden, dic nicht auf Fy liegt, treffen, und es seien
ay, by, €y Gy, by, Cyg die Geraden der Fliche, die in diesen Ebenen liegen.
Da die Gerade 77" die Fliiche 2 nur in drei Puncten schneidet, so miissen
diese den Geradenpaaren a;by, hycyy, @01, gemein sein. Die Ebenen @by, byeoq
ayey, teeffen Iy in drei neuen Geraden beziiglich ¢4, a;,2,, die in ciner
Ebene liegen, denn von diesen neun Geraden, die durch den Durchsehnitt von
F, mit drei Ebencn entstehen, liegen sechs in zwei anderen Lbenen 7 7",

Also Uestimmen div Dreiecke a)byeyy, agbycyy vier andere, und dic Seiton

1) R. Srurw, (Synthetische Untersuchungen iiber Flichen dritter Ordnung,
Leipzig 1868.) nennt zwei conjugierte Systeme von drei Geraden ein Doppeldrei
und die Hyperboloide 4 Loppeldreilyperboloide.
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dieser sechs Dredecle sind die geg iigen Durchschniltspuncte zweier Gruppen
von drei Ebenen, das heisst der Seitenfliachen zweier
nenunen wollen.

Zwei belicbige dreifache Tangentialebenen, deren Durchschnittsgerade
nicht auf £ liegt, kinnen als Seitenflichen eines Trieders dienen, damn ist
dadurch die dritte Seitenfliche mit bestimmt. Diese drei Ilbenen bestimmen
neun Gerade, welche sich in nenn Puneten schneiden, die den Kanten des
Trieders und #} gemein sind. Dieselben neun Geraden sind auch noch in
drei anderc Ebenen vertheilt, welche das conjugierte Tricder bilden.

Man hat schon frither (2

rieder, die wir conjugiert

) geschen, dass, wenn man die drei Geraden
)5 by, 19y dic in derEbene 7'licgen, betrachtet, die andern 24 Geraden von F,
in 16 Ebenenpaaren vertheilt liegen. Jedes Paar bildet mit 7' ein Trieder,
das heisst, jede Ebene 7' liegt in 16 Triedern. Jedes Trieder enthiilt aber
. § ; : 45.16

drei Tritangentialebenen, also ist die Gesammizall der Trieder -, - 240,
3

Diese Trieder sind zu zwei und zwei conjugiert; es gibt duker 120 conjugierte
Triederpaare.

261. Dic neun Geraden

a5 1, g
gy byy Cqy

agy by, ey

sind, wie wir cben bewiesen haben, auf sechs Tritangentialebenen gelegen,

die zwei conjugierte Trieder bilden., Durch jede dieser Geraden kann man

drei mene dreifache Tangentialebenen legen; es gibt also 27 Lbenen, von

denen jede eine der neun Geraden enthillt und also auch noch zwei andere

Gerade, das heisst, die andern 18 Geraden liegen zu zwei und zwei in
9

diesen 27 Ebenen vertheilt in der Art, dass diese Iibenen 18 = 3-mal
E

durch jede der 18 Geraden gehen. Es bleiben noch 45—6—27 = 12 Iibenen,

welche aussehliesslich die 18 Geraden jede zweimal cnthalten.

Nun muss jede der drei Geraden @y by, 0,

1o+ die in derselben Iibene
liegen, ausscr den Geraden der obigen Matrix noch sechs Gerade schneiden,
dic von den beiden andern nicht getroffen werden; also werden die 18 Ge-
raden durch eine oder die andere der Geraden ag, by, ¢, geschnitten.  Ausser-
dem werden aber aueh drei Gerade wic @, by, ¢y, die sich nicht sehneiden, durch
die obigen Geraden ebenfalls geschnitten, ebenso )y by, gy W 5. W. Man
kann daber dic 18 Geraden in zwei neue Matrixen

?,
12

49 %5 G

11, C200 ”34‘

50 % Coi| 5 [Crs1 %50 %

1065 g, cyy 167 C96 5

so vertheilen, dass die Geraden ciner Colomne der ersten Matrix die Geraden
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der entsprechenden Coloimen der zweiten Matrix treften, und die Geraden
einer Zeile der ersten Matrix die Geraden der entsprechenden Colonne der
dritten Matrix.  Dann ist leicht zu zeigen: 1. dass die Geraden ciner Zeile
der zweiten Matrix dic Geraden der entsprechenden Zeile der dritten Matrix
schneiden; 2. dass die neun Geraden jeder der zwei letzten Matrixen die
Durchsehnittsgeraden der Seitenfliichen zweier conjugierter Trieder sind.

Also: Judes wugicrte Triederpaar  bestis zwel newe Daarve in der
Art, dass die drei Paare zweimal simmdliche 27 Gerade enthalten.  Natiir-
lich ist die Zahl dicser Giruppen von je drei conjugierten Triederpaaren gleich

120
Fe= = 40.

262. Die 240 Trieder haben 3.240="T20Kanten % und 240 Scheitel . Jede
Kante % trifit die Fliche 7y in drei Puncten ¥, Durchschnitte der Geraden-
paarc auf der Iliche. Man kann also sagen, die 135 Puncte ¥, Scheitel
der 45 Drciecke, dic von den 27 Geraden any den dreifachen Tangentialebenen ge-

Lildet werden, sind zu drei und dred anf 120 Geraden I vertheilt, die sich xu
drei und drei in 240 Puncten t schnciden.  Dieselben 185 Puncte liegen zu
zehn und zehn auf den 27 Geraden von I,

Betrachten wir den Punct d, der den Geraden a,, 2, angehtrt. Durch
Jjede dieser Geraden gehen ausser der Ebene «,b, vier andere dreifache Tan-
gentialebenen wnd daher 16 Gerade . Jeder Punct ¥ ist also auf 16 Ge-
raden Is gelegen.

Die Ibene ¢ 5y, schueidet dic vier dreifachen Tangentialebencn, welche
durch b, gchen, mxt Ausnahme von ab,, in vier Geraden & welehe b, und ¢,y
in acht Pancten ', " treflen.  Auf jeder dieser vier Geraden : denke man sich
den harmonischen Punct | von d in Bezug auf 33" genommen, daun ge-
hiren die¢ vier Puncte | der Polargeraden von ¥ in Bezug auf den Kegel-
schnitt an, dev durch die Geraden Jye . gebildet wird, und sie liegen auch
anf der Quadripolariliche von b in Bezug auf Ty D[c 16 Puncte 1, en-
sprechend den 16 Gleraden Ly dic von d ausgehen, liegen zu vier wund wvier
auf vier CGeraden verthedlt, dic in vier Ebenen licyen, welche durcl a gehen und
Solglich aucl auf vier anderen Geraden, die in vier Ebenen durch by liegen.
Alle diese acht Gerade sind Generatricen cin und desselben Hyperboloids, welches
dic Quadrvipolarfliiche des Punctes d ist, Diese Quadrifliiche geht offenbar
durch die Geraden ) und b,

263. Sei { der Schcitel cines Trieders, das aus dreifachen Tangential-
ebenen gebildet ist (262). Dann schneidet die Quadripolarfliiche von [ nach
17, genommen jene Lbenen in den Polarkegelschnitten von 1 beziiglieh der
Dreiceke, welche von den Geraden von Fy gebildet werden, die in diesen
LEbenen liegen, das heisst, in Kegelschnitten, die beziiglich diesen Dreiecken
umgeschrieben sind. Diese Dreiecke entstehen aber durch den Durchschnitt
der dvei betrachteten Ebenen durch die Seiteniliichen des conjugierten U'vieders
(260), folglich trefien die Kanten dieses Trieders die Quadripolarfliche vou

g K S
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t in je drei Puncten. Mit andern Worten: Die Quadripolarfliche von t ist
hriebener Kegel.  Also sind die Scheitel
weier conjugierter Trieder entsprechende Puncte der EHesst (183).

ein dem jugierten  Trieder

264. Bsist friiher bewiesen, dass jede Gerade, die auf 7y liegt, so wie a;,
eine Doppeltangente der llessiana ist (171), und dass die Beriihrungspuncte
a,u’ die Doppelpuncte der Involution sind, welche auf a, durch die Kegel-
schnitte bestimmt wird, in denen 17 durch die Bitangcntialebenen, welehe
durch a; gehen, geschnitten wird. Da aber die Gerade «; auf Iy liegt, so
muss die Quadripolarfliche jedes Punctes dieser Geraden durch diese selbst
hindurch gehen, also licgen die Scheitel der Polarkegel von w, a; anf a.
Dicse Scheitel sind aber auch Puncte der Hessiana, folglich ist a' der Scheitel
des Polarkegels von a und umgekehrt; das heisst, dic Puncte a, o' sind zwei
entsprechende Puncte der Hessiana,

265. Line beliebig gegebene Ebene E scleidet dic Fundamentalfiiiche
Fy in einer Curve e; der dritten Ordnung. Die Bbene M, welche /7 in
einem Puncte m von ¢, berihrt, und die Polarchenc von m in Bezug auf
die Hessiana treffen sich in einer Geraden, welche Fy in den Wendepuncten
%, 1,3 des Schnittes dieser Fliche durch die Ibene M durchbohrt (200),
Was ist nun der Ort der Geraden mx, mp, my, wenn m auf ¢, seinc Lage
veriindert? Zunichst ist die Curve ¢, fiiv den Ort dreifach, denn jeder Punct
m dieses Ortes ist den dvei Generatrixen my, mp, my gemcinschaftlich. Wir
suchen zweitens, wieviele Generatrixen in die Iibene 2 fallen. Dic Polar-
chbenen der Puncte m in Bezug auf die Hessiana treffen 22 in Geraden, deren
einhiillende Curve von der 9-ten Classe ist (93). Die Tangenten dieser Fn-
veloppe entsprechen einzeln den Tangenten von ¢,, denn dic einen sowohl
als die anderen entsprechen den Puncten dieser Curve; und nach einen be-
Lkannten Theorem 1) ist die Ordnung des Ortes des gemeinschaftlichen Punctes
zweier entsprechender Tangenten gleich der Summe der Classen der beiden
Enveloppen, nimlich 94-6 =15. Fiir diesen Ort sind die 12 gemein.
schaftlichen Puncte von e, und der Hessiana Doppelpunete, denn in jedem
dieser Puncte treffen sich zwei immittelbar folgende Tungenten von ¢, und
die entsprechenden Tangenten der Linveloppe 9-ter Classe. Der Ort fiinf-
zehnter Ordnung schueidet also ¢, noch in 8.15—2.12 =21 andern Puncten,
von denen jeder ein den Puncten %, p,3 analoger Punct ist. Ls folgt daraus,
dass dic Ebene % 21 zu my, mp, my analoge Gerade enthiilt, und hieraus,
dass der Ort dieser Geraden eine I'liche der Ordnung 3.3 21 = 50 dst.

Dieser Ort trifft cine beliebige Gerade y in 30 Puncten. Daraus folgi:
Wenn der Punct m die Fliche I7y mit der Dedingung dwrchliuft, dass cine
der Geraden wx, mp, w3 dic gegebene Gerade g schueidet, so ist der Ort von
m cine Rawmcwree der 30-sten Orduung.

1) Kinleitung, Nr. S3 a.
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Dicse Raumcurve gelt, was auch g sei, durch die 135 Puncte ¥, in denen
sich die 21 Geraden der Fundamentalfliche zu zwei und zwei schneiden. In
der That, betrachten wir die dreifache Tangentialebene, welche die Geraden
ay, by, ¢, enthiilt, so geht die Polarebene des Punctes a0, in Bezug auf
die Hessiana durch ¢, 1), und jede durch diesen Puuct so gezogene Gerade,
dass sie ¢, schueidet, ist eine zu mx analoge Gerade. Nun trifit die Ebene
abyey, eine belichige Gerade ¢, also geht die Raumcurve 30-ster Ord-
nung, in Bezug auf diese Gerade, durch den Punct ayb,. Daher tiifft die
Raumcurve, um die es sich handelt, jede der 27 Geraden von Fy in zehn
Puncten.

Hieraus folgt, wenn man die cubische Fliche auf einer Ebene in der
oben (231) angegebenen Weise abbildet, dass dann die Plancurve, welche die
Raumcurve 30-ster Ordnung in Bezug auf ¢ darstellt, ebenfalls von der 30-
sten Ordnung ist, zehnmal durch jeden Fundamentalpunct geht und in den-
selben die den Geraden & und ¢ von Iy entsprechenden Linien beriihrt.
Also (233, 245) st die R curve der vollstindige Durchschuitt von Fy mit
einer Fliche 10-ter Ordnung.

Es gibt also eine unbegrenzte Zahl von Flichen 10-ter Ordnung, welche
durch die 135 Puncte » gehen. Das wollstindige System dicser Puncte ist
durch den Durchschnitt irgend einer dieser Flichen it den 27 (eraden von
Iy geyeben.

266. Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft des Schnittes der Hessiana
durch eine belichige Ebene /2 auseinandersetzen.

Diese Ebene schneidet die Fundamentalffiche 7 in einer cubischen
Curve ¢, es sei o einer der Pole von J7 in Bezug auf Iy, der nicht auf E
liegt. 'Weil nun der Kegel oc, die Fliche F in einer Plancurve ¢, trifft,
50 schneidet er dieselbe Fliche noch in einer Raumcurve sechster Ordnung,
dic auf einer Quadvifiiche @, liegt (40). Da die Fliche Fy dem durch den
Kegel oc, und den zusammengesetzten Ort E®, gebildeten Biischel ange-
hért, so geht die Quadripolarfliiche eines beliebigen Iunctes i in Bezug auf
£, durch den Durchschnitt des Polarkegels oc, in Bezug auf den Kegel
0¢; mit der Quadripolarfliche in Bezug auf E®,. Wird i auf der Ebene
E genemmen, so ist die Quadvipolarfliiche von i in Bezug auf E®, das System
zweier Ibenen, deren eine I ist, und die andere ®, ist die Polarebene von
i in Beaug auf ®,. Folglich geht die Quadripolarfliiche von i in Bezug auf

1) Dies ergibt sich aus dem allgemeinen Theoreme (200) und auch aus fol-
gender Ueberlegung: Die vier Durchschnittspuncte der Hessiana mit der Geraden
a, sind in zwei Beriihrungspuncte @, a’ vercinigt, und folglich fillt der harmonische
Mittelpunct dicser vier Durchschnittspuncte in Bezug auf den Pol a)b, mit dem
Puncte a,c;, zusammen, dem harmonisch conjugierten Puncte von @, b, in Bezug
auf die Puncte q,a’. Ebenso verhilt es sich fir &y, also u. s, w.

Crratoxa, Oberfliichen. 14
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F, durch die beiden Durchschnittskegelschuitie des Kegels oe, mit den Iibenen
E und ®;. Der erste dieser Kegelschnitte ist offenbar c,, ‘erste Polare von
i nach cy; der andere ist ein Geradenpaar, weil die Lbene @ durch o
geht1). Wenn nun aber @ den Kegel oc, beriihrte, so wire dic Quadri-
polarfliiche von i nach Iy genommen ein Kegel, und i wiirde auf der Hes-
wrce der essiana wit der Ebene 12

in Bezug auf die Quadvifliche ©,
e Curve ey beviilert.

siana liegen. Also ist die Durchschnil
der Ort cines Punctes, dessen Polar

die conische Polarcurve in Bezug auf d

Auf folgende Weise kann man zcigen, dass di
Ordnung ist. Die Polarkegelsehnitte der Puncte cine
Bezug auf ¢; und die Polargeraden derselben Puncte in Bezug auf den
Kegelschnitt (£®@,) bilden zwei projectivischie Biischel, welche cine cubische
Curve erzeugen, die durch den Pol ven g in Bezug auf den Kegelschuitt
(E®,) geht. Durch diesen Lol kanm man vier Tangenten an die eubische

er Ort von der vierten

Geraden ¢ auf E in

Curve legen, es gibt also vier Gerade des zweiten Biischels, welche die ent-
sprechenden Kegelschnitte des ersten Biischels beriihren, daher enthiilt ¢ vier
Puncte des Ortes.

CAPITEL VIL

CLASSIFICATION DER FLACHEN DRITTER ORDNUNG
MIT RUCKSICHT AUF DIE REALITAT DER SIEBEN-
UNDZWANZIG GERADEN.

267. Wir haben bewiesen, dass wir durch die 27 Geraden einer allge-
meinen Fliche Fy dritter Ordnung 120 conjugierte Triederpaare legen kinnen
(260), und dass umgekehrt die Iliche construiert werden kamn, wenn zwei
conjugierte I'rieder und ein Punct der Fliche gegeben sind (221). Daraus
folgt, dass, abgesehen von der Realitiit der gegebenen oder gesuchten Ele-

1) Die Polarebene von ¢ in Bezug den Kegel ogy ist unbestimmt, und o hat
also dieselhe Polarebene Z7 in Bezug anf F; und in Bezug auf den zusammenge-
setzten Ort L(,. Die Ebene I ist daher die Polarfliiche von o in Bezug auf @, und

folglich geht die Polarcbene eines beliebigen Punctes von L in Bezug auf die nam-
liche Quadrifiiche durch o.
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mente, es miglich ist, eine beliebige cubische Fliche mit Hilfe zweier Trieder
auf die frither (221) gegebene Weise zu erhalten. Wir wollen jetzt auf die
Realitiit oder Nichtrealitit der 27 Geraden einer reellen cubischen Fliche
Riicksicht nehmen. Indem wir die beiden T'rieder zu bilden suchen, 'die
die Fliche zu erzeugen geniigen, werden wir ganz natiirlich auf die Classi-
flcation der allgemeinen reellen cubischen Fliichen nach der Methode Scuirris)
gelangen.

Um zwei conjugierte Trieder zu construieren, die einen reellen Complex
bilden, geniigt es zwei dreifache Tangentialebenen 7, 7" zu finden (260),
die reell oder imaginiir conjugiert sind, und sich in einer nothwendigerweise
reellen Geraden schneiden, die nicht auf der Fliche liegt. Die drei Geraden
der Fliiche auf 7' und die drei in 7" enthaltenen Geraden schneiden sich zu
zwei und zwei in den drei Puncten, in denen die Gerade 77 die Fliche
durchdringt und bestimmen auf diese Weise drei Ebenen &, &, &'/, die siimmt-
lich reell sind, oder wenigstens die eine veell und die beiden andern ima-
giniir conjugicrt, genau wie die genannten drei Puncte. Jede dieser Ebenen
% schocidet die Fliiche in einer andern Geraden, und diese drei neuen Ge-
raden licgen in einer einzigen recllen Lbene 7', Die beiden Tripel von
Lbenen 771", €&'G'* bilden die gesuchten Trieder.

Nun bebaunpte ich, dass, solange die Fliche als reell vorausgesetzt wird,
es immer mdoglich ist, zwei dreifache Tangentialebenen zu finden, welche der
vorgeschricbenen Bedingung geniigen. Dies ist klar, wenn die 27 Geraden
simmtlich reell sind; wir nchmen deshalb an, es giibe imaginiire Gerade, die
natiirlich zu zwei und zwei imaginir conjugiert sind.

Zuniichst seien @, b, zwei imaginiiv conjugierte Gerade, die in der-
selben Iibene ?) liegen, die recli sein muss, dann gehen durch @, vier andere
imaginiire Ilbenen und durch 5, ihre Conjugierten. Zwei dieser conjugierten
Ebenen, eine durch ¢, und die andere durch 4, geniigen offenbar der Aufgabe.
Denn dic beiden Lbenen gemeinsame Gerade kann nicht auf der Fliche liegen,
da andernfalls drei Gerade sich in demselben Punete der Fliche schneiden
miissten, der also fiir dic TFliche ein Doppelpunct wiire.

Seien zweitens b, b, zwei imagin

e conjugierte Gerade, die nicht in
derselben Lbene liegen; y, 4y, ag, ag, cyy die finf Geraden, welche dieselben
schneiden, und die cinen recllen Complex bilden. Is muss also unter den-
selben eine ungerade Zahl reeller Geraden geben. Sind die fiinf Geraden
simmtlich reell, so geht durch jede von ihnen wenigstens eine reelle Ebene;
unter dicsen fiinf Ebenen ist es nun immer miglich, zwei auszuwihlen, welche
der verlangten Bedingung Geniige leisten. Sei in der That a,b, ¢y die reelle

Ebene durch a ; wire dann dic Ebene 93 €15 ¢4 Oder die Lbene c,

23]

1645
1) On the distribution of surfuces of the third order into species ete. (Phi-
losophical Transactions 1363).

2) Man lese stets dreifache Tangentialcbene,

14*
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reell, so hitte man schon die beiden gesuchten Ebenen. Wiire dagegen nur
die Ebene cygep 650 durch ¢,y reell, so miisste die Gerade 14
reellen Ebenen lige, reell sein. Also ist auch ¢, cine reelle Gerade und
daher wiire die Ebene aghgegoveell. Somit wiirden die Ebenen a,b
das verlangte Paar bilden,

da sie auf zwei

1> U0 s

Gibt es unter den fiinf Geraden, die 4, und b, schneiden, zwei imaginir

conjugierte @, ¢yy, so sind die Lbenen a by, bye,y imaginic conjugiert und
schneiden sich in ciner Geraden, die nicht auf der Fliche liegt.

Wir schliessen daher, dass jede reelle allgemeine I'liche dritter Ordnung
mit Hilfe zweier Trieder gebildet werden kann, welche folgende drei Iille
darbieten.

1. Die Trieder sind aus sechs reellen Ebenen gebildet; 2. das eine
Trieder ist vollstindig reell, wihrend das andere aus einer reellen Ebene und

zwei imaginiir conjugierten Ebenen besteht; 3. jedes 'Trieder besitzt eine
reelle Ebene und zwei imaginir conjugierte Lbenen.

268, Erster Faun. Da die beiden Trieder von secchs reellen Ebenen
gebildet werden, so schneiden sich diese in neun reellen Geraden:
ay , Gy, Qg5
by by, by
a3 817 Crae
Das reelle durch die drei Geraden &y, by, b, bestimmte Hyperboloid schneidet
die cubische Fliche in drei neuen Geraden a, ay, @y (258), die entweder
siimmtlich reell sind, oder die eine recll die beiden andern imagiudr conju-
giert. Wir unterscheiden beide Fille.
a) Die Geraden ay, ag, ¢ sind reell.  Dann geben die Ebenen
byag, byag, biags
byay, byag, byags
bags oy, byag
neun weitere reelle Gerade:
140 €157 €16 3
Ca4s Co59 o6 5
347 €357 C36
und die Ebenen
€13 %245 €13 %252 1326
GgC3qs A3C355 G305
schneiden die TFliche in sechs newen reellen Geraden:
€567 €462 €453

by, by, By .

In diesem Falle kat man also 27 reelle Gerade.
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£ Es sei a; eine reclle Gerade und a,, a; imagindr conjugiert. Die
reellen Ebenen

by byay» by
geben drei weitere reelle Gerade:
C50 %50 ©

und die reellen Ebenen
“13%5* % %s
geben zwei andere reelle Gerade:
Gy b5
Die imaginiir conjugierten Ebenenpaare
byys By
bza«;’

byt s byag

biaﬁ ;

geben die imaginiir conjugierten Geradenpaare:
1 %63
Cay2 Cag?
Cs47 %6°
Endlich geben die imaginiir conjugierten Ebenenpaare
L ETRL T
2314?25 %16
zwei andere Paare imaginiir conjugierter Geraden:

b, b

1 %
%567 %54
Man hat also 15 reelle Gerade und 15 reelle Ebenen: 3 reelle Ebenen durch
Jede reelle Gerade und 3 reelle Gerade in jeder recllen Ebene. Zwer imagindr
conjugierte Gerade schneiden sich nicht,

269. Zweirrr Farn. Ein Trieder ist vollstindig reell, das zweite hat
eine reelle Seitentliche, die beiden andern sind imaginir

conjugiert, Die
Ebenen des ersten Trieders werden von der reellen Seitenfliche des zweiten
in drei reellen Geraden:

b

1 G50 %

geschnitten, und von den imaginiren Secitenflichen desselben Trieders in drei
imaginiir conjugierten Geradenpaaren:

b

bﬁ’ a;

A3 Gyt

21 Cog
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Die imaginiir conjugierten Hyperboloide, die durch die Geraden (4,5, 0),
(B3 ¢35 @) bestimmt sind, schneiden die cubische Fliche in zwei Tripeln
imaginiirer Geraden
(@ys 85 @) 5 (¢1y5 €155 €10)5

die zu zwei und zwei conjugiert sind, Dieselben bestimmen drei Ebenen
@yeyy Uy @eeye. Wir unterscheiden zwei Tille, jenachdem diese drei
Ebenen siimmtlich reell sind, oder nur eine reell und die beiden andern ima-
giniir conjugiert.

a). Die drei Ebenen sind recll, und also enthiilt jede von ihnen zwei
conjugierte Gerade:

Die imaginiir conjugierten Ebenenpaare

048y Cy50yy5
by s Cyytyp s
by O30 5
byays @0y
byt s @y
bygs gy

liefern die sechs conjugiert imaginiiren Gieradenpaare:

o7 C563

die in sechs reellen Ebenen liegen, von denen die drei ersten durch ¢y, die
drei andern durch «, gehen,

So haben wir in diesem Falle 3 reelle Gerade und 13 reelle Ebenen, von
denen eine dic 3 recllen Geraden enthilt. Die andern gehen zu 4 und 4 durch
eben diese 3 Geraden. Zwei imaginir conjugicorte Gerade licgen stets in elner
(reellen) Lbene.

£). Die sechs imagi
conjugiert:

seien auf folgende Art

ren Geraden @, @z, ..., ¢
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woraus folat, dass die Ebene aye;, veell ist, withrend @ e,p, age o zwei ima-

giniir conjugierte Jibenen sind. Nun geben die imaginiir conjugierten Ebe-
nenpaare

9o

bytys e o1

1’3“4’ BT

b, s

by @5

095

a3%16%

23159

bsan ,» ac

15

die sechs imaginir conjugierten Geradenpaare:
o2 Y63
Cyyr by

o5 0450

56 bs s

von denen nur die beiden ersten aus Geraden, die sich schneiden, gebildet
sind, indem sie so die recllen Ebencn ¢y, ¢y, ¢gy0, bilden, die beziiglich durch
13, @3 gehen.

Dieser Fall bilet also 7 reelle Gerade und 7 reelle Ebenen. ILine dicser
Libenen enthiill die 3 veellen Geraden, «
diese Geraden, Unter den imagindr conjugierten Geraden gibt es 6 conjugierte

andern gehen zu 2 und 2 durch cben

Geradenpaare, die sich schneiden, und 6 andere conjugierte Geradenpaare,
div sich wicht schneiden.

270. Dwrrer Favn, Jedes der beiden Trieder besitzt eine reelle und
zwei imaginiiv conjugierte Seitenflichen. Die reelle Ebene des ersten Trieders
schneidet dic Iibenen des zweiten Trieders in einer reellen Geraden:

b

und zwei imaginir conjugierten Geraden:

Qg Cyg.
Die reelle Bbene des zweiten Trieders trifft die imaginiren Seitenflichen
des ersten Trieders in zwei imaginiir conjugierten Geraden:

gy Crgs

und die imagiviiren Iibenen beider Trieder treflen sich gegenseitig in zwei

Paaren imaginiic conjugierter Geraden:
Ir”, b:’;
(4] ’ 023 .

Hierbei treffen sich dic Geraden desselben Paares nicht.
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Das durch die Geraden b, ,, b, bestimmte reelle Hyperboloid schneidet
die cubische Fliche in drei neuen Geraden a, a;, ag, fiir die man zwei ver-
schiedene Tiille zu unterscheiden hat:

) Wenn die Geraden

Ays G5y G
alle drei reell sind, so geben die reellen Ebenen

bag, by, bag
drei andere reelle Gerade:
‘4> Cisr G -
Die imaginir conjugierten Ebenen
by8y5 By,
bag, b
bzas’ ba”s
dagegen liefern die drei imaginir conjugierten Geradenpaare:

a2 Oy

Ca62 %367

und die imagindr conjugierten Ebenen

%47 3%y
%50 G5 %157
% %150 Ca3C16
ergeben drei andere Paare imaginiir conjugierter Geraden:

47 %6°

by oy
67 “ap

Man erhilt so 7 reelle Gerade und 5 reelle Ebenen. Diese fiinf Ebenen
gehen durch eine Gerade; es gibt 3, von denen jede 2 andere reclle Geraden
enthdlt, wikrend jede der 2 andern Ebenen 2 imagindr conjugierte Gerade
enthdlt. Die imaginir conjugierten Geraden 'der 8 andern Paare schneiden
sich nickt.

£) Wenn

a,
eine reelle Gerade und
ag , dg
zwei imaginiir conjugierte Gerade sind, so gibt die reelle Ebene bya, eine
dritte reelle Gerade:
G
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und die imaginir conjugierten Ebenen
b, bag;
bay, boag
byas Byags
0081 By,
geben die vier Paar imaginir conjugierte Geraden:

15° ‘167
Ca57 g
Co5 Ca33
o4 a4t
Die imaginiir conjugierten Ebenen
%1142 3140
%1 %67 C93%53
%150 %316
geben endlich die drei Paar imaginiir conjugierter Geraden:
b
bsr Ciq 3

b s

40 Cs63

Man kommt somit auf einen schon betrachteten Fall zuriick (Zweiter Fall, 8).

271. Wir konnen also schli , dass die all me Fliche dritter Ord-
nung mur fiinf verschiedene Arten zuldsst unter Beriicksichtigung der Realitét
der 27 Geraden, nimlich:

27 reelle Gerade und 45 reelle Ebenen,

15, » » 15, » o
T, noow By, » o
3 ” ”» » 7 2 » k3
3, w18, noe

Man kann fiir jede Art die Zahl der Doppelsechs verlangen, die durch
zwei reelle oder imaginiir conjugierte Sechstupel gebildet sind. Mit Hilfe
der Tabelle, die wir oben (229) gegeben haben, findet man leicht Folgendes:

Jirste Art. — Alles ist reell.

Zweite Art. — Es gibt 15 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs-
tupel reell ist und aus 4 reellen und 2 imaginiiv conjugierten Geraden ge-
bildet wird, Bs gibt ein anderes reelles Doppelsechs, dessen Sechstupel
imaginir conjugiert sind.

Dritte Art. — Es gibt 6 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs-
tupel reell ist und aus 2 recllen Geraden und 2 imaginir conjugierten Ge-
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radenpaaren besteht. Es existieren 2 andeve reelle Doppelsechs, von denen
Jjedes zwei imaginiir conjugierte Sechstupel besitat.

Vierte Avt. — Es gibt nur ein reelles Doppelsechs, das aus zwei reellen
Sechstupeln besteht. Jedes Sechstupel enthiilt 3 Paar imaginiir conjugierter
Geraden.  Ausserdem gibt es 3 reclle Doppelsechs, die aus imaginiir con-

Jjugierten Sechstupeln zusammengesetzt sind.

Fanfte Art. — Bs gibt kein reelles Sechstupel, sondern nur 12 reelle
Doppelsechs, die simmtlich aus je zwei imaginiir conjugierten Sechstupeln
zusammengesetzt sind.

272, Wir haben oben (234) gesehen, dass eine cubische Fliche im All-
gemeinen mit Hilfe dreier projectivischer Ebenennetze erzengt werden kann.
Bei dieser Erzengungsweise leitet man die 27 Gieraden aus den sechs Puncten
Qy, 0y, @y, 0, a;, 0, ab, in denen cine Ebene £ durch eine gewisse Raum-
curve sechster Ordnung getroffen wird. In der That entsprechen die 27 Ge-
raden (226) den sechs Puncten:

O 0y5 Oy Ggy 85, G,
den sechs Kegelschnitten:
038,050 0,050,0505, 9,0,0,0:05, 6,0,0,0,0,, @,0,0,0,0,, 0,0,0,8,0;

und den fiinfzehn Geraden:
00, 0,0, @)q, a8, 0, a0
GO, 00, G0, 8,08, 8,00, 680, G0, G0, 00,

Da der Complex der drei Netze als reell vorausgesetzt ist, ebenso wie
die Ebene F, so ist das System der sechs Puncte a,0,0,a,a;0, ebenfalls reell,
und man kann dalier folgende Fiille unterscheiden:

1. Wenn die Puncte siimmtlich reell sind, so sind siimmtliche 27 (ie-
rade reell (Lrste Art).

2. Sind vier Puncte reell wnd die Deiden andern imaginiir conjugiert,
so erhiilt man 4-+4-46-+1=15 reelle Gerade, die andern sind imaginir
und zwar treffen sich je zwei conjugierte Gerade nicht (Zuwcite Art).

3. Sind zwei Puncte reell und die beiden andern paarweise imaginir
conjugiert, so erhiilt man 2+42-+14-2=7 reelle Gerade, 2 Paar imaginiir
conjugierte Gerade, die sich schneiden, und 8 Paar imaginiir conjugierte
Gerade, die sich nicht treffen (Dritte Art).

4. 8ind die sechs Puncte simmtlich imaginiir und paarweise conjugiert,
so hat man 1-1-+1=3 reclle Gerade; 6 Paar imaginir conjugierte Ge-
rade, die sich schneiden, und 6 Paar imaginiir conjugierte Gerade, die sich
nicht tretfen (Vierte Art).

Lis ist wicht maglich dic finfte Are mittdst dieser Erzeugungsweise zu er-
halten. Dies entspringt auch aus der Bemerkung, dass bei der fiinften Art
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kein reclles Sechstupel existiert; wiihrend die Erzeugung mittelst dreier pro-
Jjectivischer Netze (deren Complex reell ist), uns auf ein Doppelsechs fiihrt,
dessen Sechstupel (durch die Geraden gebildet, welche den sechs Puncten
und den sechs Kegelschnitten entsprechen) nothwendigerweise reell sind 1).
Wir wollen jetzt zu beweisen versuchen, dass, obgleich die Frzeugung durch
projectivische Netze nur die vier ersten Arten ergibt, es eine andere Erzeugungs-
weise gibt, die geeignet ist, alle fiinf Arten zu liefern. Hierzu miissen wir
aber vorher die miglichen Fille discutieren, die bei dem Durchschnitt zweier
Quadrifliichen cintreten kinnen, die sich in keinem Puncte beriihren.

273. Zwei Flichen zweiter Ordnung, die keinen Beriihrungspunct haben,
schneiden sich in einer Raumeurve vierter Ordnung, durch welche vier Quadri-
kegel gehen. Die Scheitel dieser Kegel sind zugleich die Scheitel des allen
durch die Raumcurve gehenden Quadviflichen gemeinsamen conjugierten
Tetraeders, Diese Fliichen bilden ein Biischel, das heisst, durch einen belie-
bigen Punct x des Raumes und durch die Raumcurve geht cine einzige
Quadrifliche. Die beiden geradlinigen Generatrixen dieser Fliiche, die durch
x gehen, sind die beiden Geraden, welche man vom Puncte x aus so zichen
kann, dass sic die Cnrve zweimal schneiden.

Jeder Kegel der durch die Raumcurve geht und seinen Scheitel in einem
Puncte der Curve hat, ist dritter Ordnung und folglich ist die Centralpro-
Jjection der Raumcurve auf einer Ebene, wenn das Auge auf der Curve an-

ist, einc allgemeine Curve dritter Ordnung.

Aus den Ligenschaften dieser ebenen Perspectiveurve kann man eine
grosse Zahl von Eigenschaften der Ranmcurve vierter Ordnung (und vom
Geschlecht 1 (237)) herleiten. Z. B.: Durch einen beliebigen Punct der cubi-
schen Plancurve kann man an dieselbe vier Tangenten ziehen, deren Doppel-
verhiiltniss constant ist (Doppelverhiiliniss der cubischen Plancurve). Man kann
folglich durch jede Gerade, welche auf der Raumcurve in zwei Puncten o, 0°
aufsteht, an dieselbe vier Tangentialebenen legen. Ist o das Auge und man
lisst o sich bewegen, so bleibt das Doppelverhiltniss dieser vier Ebenen
unveriinderlich, und wird also auch nicht variieren, wenn o' fest isi und o
veriinderlich, Das Verliiltniss bleibt also auch dann dasselbe, wenn man

1) Betrachtet man eine cubische Fliche I' als gemischte Polarfliche zweier
Thhenen 7, £' in Dezug anf eine Fund'\mcntamfnche dersclben Ordnung (187), so
kommt man auf ein Doppelsechs, dessen Geraden den Durchschnitten der gegebenen
Ebenen mit zwei Raumcurven scchster Ordnung beziiglich entsprechen. Sind die
gegebenen Ebenen imaginir conjugiert, so ist es ebenso mit den beiden Sechstupeln
und folglich kinate es miglich scheinen, dass man auf diese Weise auch die fiinfte
Art erhalten konnte. Diese lllusion verschwindet aber aoglelch wenn man benchtet,
dass die liomologen Geraden zweier Doppelsechs, die i jug sind,

sich nicht schneiden, wihrend bei der finften Art zwei imaginir conjngierte Gerade
stets in dersclben Ebene liegen,
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die Sehne oo’ auf irgend welche Weise verriickt. Daraus folgt, dass, wenn
das Auge dic Raumcurve durchlinft, das Doppelverhiltniss der cubischen
Perspectiveurve constant bleibt. Man kann dieser constanten Zahl den Namen
Doppelverhdliniss der Raumcurve geben.

274. Man kann eine Raumcurve ¢, vierter Ordnung (Geschlecht 1) als
unvollstindigen Durchschnitt einer Fliiche S zweiter Ordnung und eines
Kegels K dritter Ordnung anschen, dessen Scheitel o ein Punct von e, ist.
Die beiden Generatrixen von .S, die durch o gehen, schneiden die Raumcurve
nochmals und gehdren also auch dem Kegel K an; das heisst, sie bilden
mit ¢, den vollstindigen Durchschnitt der Orte S und K. Die Ebene dieser
Generatrixen beriihrt S in o und enthiilt also die Tangente ¢ von ¢, in diesem
Puncte, eine Gerade, die ebenfalls eine Generatrix des Kegels, K ist. Die
Osculationsebene von ¢, in o schacidet die Curve in cinem andern Puncte o,
also beriihrt diese Ebene den Kegel K lings ¢ und schneidet ihn in der Ge-
raden o0'.

Liegt das Auge in o, so ist die Centralprojection von e, eine cubische
Curve (Basis des Kegels K). Es sei w die Spur von ¢ auf der Zeichnungs-
ebene, dann sind die Tangenten der cubischen Plancurve, die von w ausgehen,
die Spuren der vier Tangentialebenen von ¢,, die man durch ¢ legen kann.
Nun beriihren diese Ebenen die Raumcurve in zwei Puncten, von denen einer
o ist, sie gehen also beziiglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel, auf
denen ¢, liegt, da diese Kegel die vollstindige Enveloppe der Bitangential-
ebenen von ¢, bilden. Folglich haben wir den Satz: Das Doppeluerhdliniss
von wier Ebenen, welche ¢, in cinem beliebigen Puncte berilren und beziiglich
durch die Scheitel der vier Quadrikegel gehen, st gleich dem Doppelverhdlt-
niss der Raumcurve und ist also eine constante Zahl.

275. Umgekehrt kann eine gegeb enecubische Plancurve als Centralpro-
jection einer Raumeurve vierter Ordnung (Geschlecht 1) angeseben werden,
die durch den Augenpunct o geht. Sei w ein beliehiger Punct der cubisch
Plancurve, und es schneide eine durch w gezogene Gerade die Curve in zwei
andern Puncten w,,w,, dann trifft der Kegel, dessen Scheitel der Punct o
ist, und dessen Basis die cubische Plancurve darstellt, eine beliebig durch
die Geraden ow,, ow, gelegte Quadrifliche in einer Raumcwrve vierter Ord-

nung, welche in ¢ von der Geraden ow beriihrt wird.

276. Sind die beiden Quadriftichen (273) reell, so kann ihr Durch-
schnitt reell oder imaginiir sein. Unter der ersten Voraussetzung, besteht
er entweder in einem einzigen Zug (aus einem Stick), oder er kann auch der
Complex zweier zusammengehiviger Zige (Sticle) sein, welche keinen Punct
gemein haben, selbst nicht in unendlicher Entferning. Wir miissen diese
drei Fille separat untersuchen,
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277. Ist der Durchschnitt ¢, zweier Quadviflichen eine monogrammische
Curve (das heisst mit einem Zug), so besteht ihve Perspectiveurve (das Auge
liegt immer in einem Puncte der Raumcurve) auch aus einem Zuge, das
heisst, sie bildet eine Schlangenlinie mit drei Wendepuncten 1). Man weiss
nun aber 2), dass eine solche cubische Plancurve ein imaginiires Doppelverhiilt-
niss hat, das heisst mit andern Worten, durch einen beliebigen Punct der
cubischen Curve kann man an dieselbe nur zwei reelle Tangenten ziehen.
Also (274) gibt es unter den vier Tangentialebenen von ¢, in einem belie-
bigen ihrer Puncte, die beziiglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel
gehen (welche den Biischel angehoren, dessen Basis ¢, ist), nw zwei relle,
das heisst, von den vier Kegeln sind nur zwel veell,

Aus der Eigenschaft der cubischen Perspectiveurve nur zwei reelle Tan-
genten von einem beliebigen ihrer Puncte zuzulassen, folgt ausserdem, dass

hied oder fallenden

man durch jede auf ¢, in zwei veellen, vers
Puncten aufstehende Gerade an diese Curve zwei und zwar nur zwei reelle
Tangentialebenen legen kann. Nach dem Gesetze der Continuitiit bestelt diese
Eigenschaft auch noch fiir eine Gerade, die auf ¢, in zwei imaginir conju-
gierten Puncten aufsteht.

Das conjugierte Tetraeder hat zwei reelle Scheitel und folglich zwei
reelle Seitenebenen. Jede reelle Ebene enthiilt einen reellen Scheitel. Also
schneidet jede reelle Scitenfliche ¢, in zwei reellen Puncten, das heisst, sie
schneidet den Quadrikegel, dessen Scheitel auf dieser Seitenfliche liegt in
zwei Geraden, von denen eine den Schnitt des andern Kegels in zwei reellen
Puncten trifft.

Die reellen Kegel zweiter Ordnung, die durch ¢, gehen, bilden die
Grenze zwischen den windschiefen Flichen und den nicht geradlinigen Flichen
des Biischels, dessen Basis ¢, ist. Im vorliegenden Falle ist es leicht zu
sehen, dass jede Quadiifliche des Biischels, welche durch cinen Punct des
Rauwmes ausserhald oder innerhall beider reeller Kegel geht, windschicf ist,
wékrend die Quadrifliiche, die durch einen belichigen Punct des Rauwmes tnner-
halb des einen Kegels und ausserhalb des andern geht, Leine Regelfliche ist.

278. Der Durchschnitt ¢, sei jetzt eine digrammische Curve (das heisst,
aus zwei Stiicken). In diesem Falle ist die cubische Perspectivcurve aus
einem Oval %) und einer Schlangenlinie mit drei Wendepuncten zusammen-
gesetzt. Bs sei w auf der Zeichenebene dic Spur der Geraden, welche ¢,
im Augenpuncte o beriihrt (275), dann sind die von w an die cubische Curve
gezogenen Tangenten die Spuren der vier Ebenen, welche ¢, in o beriihren

1) Wir betrachten die Stetigkeit der Curve durch den Durchgang durch das
Unendliche nicht unterbrochen. Eine typische Form dieser Gattung von cubischen
Plancurven ist Newrox's parabola pura (Enumeratio linearum tertii ordinis).

2) Giornale di Matematiche, T. 2.° (Napoli 1864) p. 78.

3) Wir wenden diese Benennung nach Brrravims auch auf hyperbolische und
parabolische Formen an. Eine typische Form dieser Gattung ist Newrox's para-
bola campaniformis cum ovali.
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und beziiglich durch die Scheitel des conjugierten Tetracders gehen (274).
Nun sind die vier Tangenten der cubischen Curve, die von w ausgehen, alle
imaginir oder alle reell, je nachdem dieser Punct dem Oval oder der Schlangen-
linie angehort; also sind die Scheitel des comjugierten Tetracders (das heisst,
die Scheitel der vier Quadrikegel die durch ¢, gehen) simmtlich imagindr
oder  simantlich reell, jenachdem das Perspecti

ild des Zuges auf welchem
das Auge gedacht wird, ein Oval oder eine Schlungenlinie ist,

Es folgt daraus, dass, wenn die Curve ¢, gegeben ist, das Perspectiv-
bild des Zuges, auf dem das Auge sich befindet, was auch der gewiihlte
Zug ist, immer ein Oval oder immer eine Schlangenlinie ist. Wir haben
also zwei Fiille zu unterscheiden jenachdem das conjugierte Tetraeder voll-
stiindig reell oder vollstiindig imaginiir ist.

279. Tst das Tetraeder ganz imaginiir, ist also w ein Punct des Ovals, so
schneidet eine beliebige, durch den Punct des Auges gelegte Libene die Curve ¢,
in drei weitern Puncten (von denen zwei imaginiir werden konnen), und ihre
Perspectivbilder geliren entweder simmtlich der Schlangenlinie an, oder
einer gehort diesem Zweige an, und dic beiden andern dem Oval. Trifit also eine
Ebene die Curve ¢, in vier recllen Puncten, so gehiren drei dicser Pancte ein und
demselben Zuge an und der vierte dem andern Zuge ; trifit aber eine Ebene die Curve
e, nur in zwei redlen Puncten, so lieyt davon stels ay/ jedem Sticke ein
Punct.  Daraus folgt, dass eine Tangentialebene in einem Puncte die Curve
in zwei weitern Puncten schoeidet, die auf verschiedenen Stiicken licgen;
dass eine Osculationsebene des ecinen Stiickes das andere Stiick schneidet,
und dass keine reelle Ebene existiert, welche die Curve in zwei Puncten

7

beriihrt oder dieselbe in vier simmtlich imaginiiren oder simmtlich zusammen-
fallenden Puncten trifft.

Weiter folgt aus dem eben fiir die cubische Perspectiveurve Bemerkten,
dass durch leine Gerade, welche auf der Curve in zwei (reellen oder imaginiir
conjugierten) Puncten desselben Stiickes aufsteht, eine veclle Tangentialebene
geht, welche nock anderswo die Curve berithrt, und duass durch jede Gerade,
die auf beiden Stiicken aufsteht, sich imumer vier reelle Tangentialebenen legen
lassen,

Ist ein Tetraeder einer Quadrifliche conjugicrt, so trifft jede Gencratrix
dev Tliche, wenn sie cine Kante schneidet, auch die Gegenkante, und folg-
lich enthilt die Fliche die vier Geraden, in denen sich die vier Tangentiul-
ebenen schneiden, welche man durch zwei Gegenkanten legen kann. Wenn
das Tetracder (wie wir jetzt voraussetzen wollen) aus zwei Paar imaginir
conjugierten Ebenen besteht, so gibt es nichtsdestoweniger zwei reelle Gegen-
kanten, von denen jede der Durchschnitt zweier Tangentialebenen der I'liche
ist. Diese Lbenen sind aber veell, denn sie miissen mit zwei Seitenebenen
des Tetracders, die imaginir conjugierte Ebenen sind, ein harmonisches Sy-
stem Dbilden., Folglich sind die vier Durchschnittsgeraden der beiden Paare
von Tangentialebenen reell, und also die Fliche windschief.
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Somit sind im gegenwdirtigen Falle alle dwrch ¢, gelenden Quadrifitichen
windschief, das heisst, durch jeden Punct des Raumes kann man zwei reelle
(terade legen, welche die Curve zweimal schneiden, und zwar mindestens die

eine in zwei reellen Puncten.

980. Wir setzen jetzt voraus, unsere digrammische Raumcurve ¢, ent-
spreche einem vollig reellen conjugierten Tetraeder, das heisst, sie moge auf
vier reellen Quadrikegeln liegen. Kine durch das Auge willkiirlich gelegte
Ebene schneidet dann ¢, in drei andern Puncten (swei kinnen imaginir
werden) und ilre Perspectivbilder fallen entweder alle drei auf die Schlangen-
linic oder eines auf diesen Zweig, und die beiden andern auf das Oval
Wenn also cine Izbene die Curve € in vier reclen Puncten sehneidet, so kinnen die-
selben. sdmmtlich ein und demsclben Zweige angehiren, oder zwei dem elnen und
zwed dem andern, und wenn eine Lbene die Curve nur in zwei veellen Puncten trifft,
50 gehiren dieselbon stets zu vinewe Zug, Darvaus folgt, dass eine Osculations-
chene eines Zuges denselben Zug nochmals trifft.

Aus der Betrachtung der vier Tangenten der cubischen Perspectiveurve,
die von einem ihrer Puncte ausgehen, zieht man weiter das Resultat, duss
man durch jede Glerade, welche auf der Curve in zwei (veellen oder imaginir
conjugierten) Puncten desselben Zuges aufstelt, vier Tangentialebenen legen kann,
von denen zwei den einen Zug und zwei den andern berikren, wilrend durch
dne (lerade, die auf beiden Ziigen aufstcht, heine reelle Tangentialcbene hin-
durchgeht.

Jede Libene des conjugierten Tetracders schneidet die Curve e, in vier
Puncten, Scheitel eines vollstiindigen Vierecks, dessen Gegenseiten sich in
drei reellen Puncten (Scheitel des Tetracders) treffen. Diese vier Durch-
Wenn aber anderer-

schnittspuncte sind daher alle reell oder alle imagini
seits ein Trieder einem Quadrikegel conjugiert ist, so gibt es eine I'liche
des Trieders, welche den Kegel nicht trifft; also schaciden zwei Scitencbenen
des Tetracders die Curve ¢, in vier veellen Puncten und dic beiden andern in
vier imaginiren Puncten

3s ist leicht zu sehen, dass jede Quadrifiiiche des Biischels, dessen Basis
¢, ist, dic durch cincn /;Llu/m/m Punct des Raumes gelegt ist, der innerhalb
oder  ausserhalb  simmtlicher vier Kegel sich befindet, oder auch des Laumes,
der dunerhall zweier Kegel licyl, aber ausserhalb der beiden andern, cine Regel-

liiche, welche durch einen Punct gelegt ist, der
ausserhald)

Héche ist; wilrend jede Quady
{ fnnerhald
ausserhalb
wicht windschicfe Fliche darstellt. Weiter kann man durch einey beliebigen
Punct des Raumes, der innerhalb oder ausserhalb simmtlicher vier Kegel
liegt, zwei Gerade zielen, dic jede in zwei reellen oder imaginir conjugierten
Puncten desselben Zuges der Curve ¢, aufsteht, withrend durch jeden Punct
des Raumes, der innerhalb zweier Kegel liegt und ausserhalb der beiden

der drei andern liegt, eine

des einen Kegels und {
} RGN unarhalb

andern, zwei Gerade gehen, die jede den einen und den andern Zng schueidet.
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In diesem Falle
schneidet jede reelle bene die Curve ¢, in vier imaginiiren Puncten, Scheiteln
eines vollstindigen Vierecks, welches zwei reelle Seiten besitzt, wilhrend die
beiden andern Paare von Gegenseiten nur den Durchschnittspunct reell haben.
Es gibt also im Raume eine unbegrenzte Zahl von Puncten, durch die man

281. Wir nehmen endlich an, die Curve ¢, sei imag

zwei reelle Gerade ziehen kann, welche die Curve in zwei (natiirlich imaginir
conjugierten) Puncten treffen; und es gibt auch eine unbegrenzte Zahl von
Puncten, fir welche diese Geraden imaginiir conjugiert sind. Es gibt daber
eine reelle I'liclie, den Ort der Puncte, fiir welche dicselben zwei Geraden
zusammenfallen. Dieser Ort ist im Allgemeinen durch die vier Quadrikegel
gebildet, welche durch e, gehen; in unsrem Falle gibt es daher wenigstens
zwei reelle Kegel.

Das conjugierte Tetracder ist vollstindig reell. In der That, ist a der Scheitel
eines reellen Kegels, so schneidet die Polarebene von a (in Bezug auf die Quadri-
flichen des Biischels von dem ¢, die Basis bildet) die Curve ¢, in einem
imagindren Viereck, dessen Gegenseitenpaare drei reelle Durchschuittspuncte
b, £, d haben. Nun ist aber abced gerade, das conjugierte Tetraeder.

Beachtet man ferner, dass jede Scitencbene des Tetracders cinen der
drei Kegel, deren Scheitel sie enthiilt, in zwei recllen Geraden schneidet und
jeden der beiden andern in zwei imaginir conjugierten Geraden, und dass
von den drei in den Scheitel eines reellen Kegels zusammenlaufenden Ibenen
nur zwei diesen Kegel in reellen Geraden schueiden konnen, so sieht man
leicht, dass nur zwei Kegel reell sind; die beiden andern, obwobl ihre Scheitel
reell sind, sind imaginir.

Die beiden reellen Kegel liegen vollig ausser cinander. Die Fldchen
des Biischels, dessen Basis ¢, ist, welche durch die Puncte des Raumes, der
ausserhalb beider Kegel liegt, gehen, sind windschief, dagegen gehen durch die
innerhald beider Kegel liegenden Puncte nur nicht geradlinige Quadrifiichen
des Biischels.

282. Somit gibt es drei verschiedene Arten der allgemeinen Raumcurve
vierter Ordnung und vom Geschlechte 1, nimlich:

1. Fall. — Reelle monogrammische Curve: Das conjugierte Tetraeder
besitzt zwei reelle Scheitel; es gibt zwei reclle Quadrikegel, die durch die
Curve gehen.

2. Fall. — Reelle digrammische Curve: Kein Scheitel des Tetraeders
ist reell; es existiert kein reeller Kegel,

3. Fall. — Reelle digrammische Curve: Das Tetracder hat alle vier
Scheitel regll, welche auch vier reelle Kegel ergeben,

Weiter liefert die Durchschnittscurve zweier reeller Quadriflichen, die
sich in keinem Puncte Dberiihren, einen andern miglichen Fall:

4. Fall. — Imaginire Curve: Das Tetracder hat alle vier Scheitel reell,
aber es gibt nur zwei reelle Kegel.
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283. Wir kehren jetzt zu der allgemeinen cubischen Fliche Fy zuriick
und bemerken nochmals, dass in allen fiinf Arten, welche dieselbe darbieten
kann (271), es immer drei reelle Gerade gibt, die in derselben Ebene liegen.
Diese Geraden seien a, b, ¢. Die erste Polarfliche des Durchschnittspunctes
o von 4 und ¢ ist eine windschiefe Quadrifiiiche, die nicht blos durch die
Geraden 0, ¢ geht, sondern 7% auch noch in einer Raumcurve e, vierter
Ordnung (Geschlecht 1) schneidet, Ort der Puncte, in denen Fy von Geraden
beriibrt wird, die von o ausgehen. Diese Raumcurve trifft jede der Geraden
b,c in zwei Puncten, die offenbar diejenigen sind, in welchen eine solche
Gerade zwei Kegelschnitte auf der Fliche beriihrt.

Die Curve ¢, ist die Basis eines Biischels von Quadriflichen, die Fy
in Kegelschnitten schneiden, deren Ebenen durch die Gerade a gehen (255):
also bilden diese Quadriflichen und die Ebenen durch @ zwei projectivische
Biischel, die zur Frzeugung der Fliche 77 benutzt werden kinnen. Wir
weisen weiter darauf hin (255), dass die Jbenen durch « die Polarcbenen
des Punctes o in Bezug auf dic entsprechenden Quadrifléichen sind, dass also
die cubische Fliche durch die Raumcurve ¢, und den Punct o vollstindig
bestimmt ist.

Die andern 24 Geraden liegen zu zwei und zwei in den 12 dreifachen
Tangentialebenen, welche durch a, b, ¢ gehen. Unter diesen sind die 4 Ebenen
durch o durch die Scheitel der 4 Quadrikegel bestimmt, die durch ¢,
gehen, die andern sind die Ebenen, welche man durch b und ¢ so ziehen
kann, dass sie ¢, anderswo beriihren (223).

Jetzt gilt es, den Beweis zu fiihren, dass man, wenn man die Curve ¢,
und den Punct o zweckmiissig wiihlt, alle fiinf Arten der cubischen Flichen
mittelst dieser Erzeugungsweise herleiten kann.

284. Es sei dic Curve ¢, reell, digrammisch und liege auf vier Quadri-
Tegeln; der Punct o sei ausserhalb aller vier Kegel gewdihit: Tun diesem Falle
gehen durch o nicht blos zwei reelle Sehnen 8, ¢ von ¢, (280), sondern die
Polarebenen von o schneiden sich in einer Geraden a, welche jeden
Kegel in reellen Puncten schneidet. Darans folgt, dass durch a vier
reelle dreifache Tangentialebenen von I, gehen (die Polarebenen von o in
Bezug auf die vier Kegel), von denen jede ausser a noch zwei reelle Gerade
enthiilt. Man kann noch hinzufiigen, dass (280) jede der Geraden b,c¢ ein
und denselben Zug von ¢, in zwei (reellen oder imaginiren) Puncten scheid

dass man also durch jede dieser Geraden vier Tangentialebenen an die Raum-
curve legen kann, die daher fiiv £ dreifach sind. Das ist aber ausschliess-
liche Eigenschaft der ersten Art der cubischen Flichen (268), und also ent-
hilt jede von diesen acht dreifachen Tangentialebenen durch & oder durch
¢ zwei neue reelle Gerade. Die erzeugte Fliche hat somit 27 reelle Gerade.

Umgekehrt kann man beweisen, dass die fiir ¢, und fiir den Punct o
angenommene Lage nothwendig ist, damit die erzeugte Fliche von der
ersten Art sei.

CrEMONA, Oberflichen. 15
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285. Ist die Curve wieder reell, digrammisch und auf vier reellen Qua-
drikegeln gelegen, aber der Punct o licgt innerhalb simmtlicher wvier Kegel, so
haben wir noch vier reelle dreifache Tangentialebenen durch jede der Ge-
raden a, b, ¢ (280). Da aber in diesem Falle die Gerade a (Durchschnitts-
gerade der Polarebenen von o) vollstindig ausserhalb siimmtlicher Kegel
liegt, so folgt, dass jede von den vier Ebenen durch diese Gerade, da sie
den entsprechenden Kegel nicht in reellen Geraden trifft, Fy in zwei imagi-

niir conjugierten Geraden schneidet. Dieses Resultat ist eine ausschliessliche
Eigenschaft der fiinften Art (269), es enthiilt also jede von den acht Ebenen
durch 4 und ¢ ebenfalls ein imaginir conjugiertes Geradenpaar. Die erzeugte
Fliche enthilt somit drei reelle Gerade und 2wilf Paar imaginir conjugierte
Gerade, die sich sclmeiden.

Umgekehrt kann man beweisen, dass man zur Erzeugung einer cubischen
Fliche der fiinften Art die Curve ¢, und den Punct o auf die eben ausein-
andergesetzte Weise wihlen muss.

286. Die Curve ¢ sei wieder reell, digrammisch, und liege auf vier
reellen Kegeln; der Punct o aber sei innerhal zweier Kegel und ausserhall
der beiden andern angenommen; dann trifft die Gerade « nur die beiden letz-
ten Kegel in zwei reellen Puncten und jede der beiden Geraden b, c steht
auf beiden Ziigen von ¢, auf. Daraus folgt (280), dass durch a vier reelle drei-
fache Tangentialebenen gehen, von denen nur zwei die Fliche F) in zwei andern
reellen Geraden schneiden; durch & und ¢ aber geht keine einzige reelle
dreifache Tangentialebene. Dies ist eine ausschliessliche Eigenschaft der
dritten Avt. Die erzeugte Fliche hat also sicben reclle Gerade, zwei Paar ima-~
gindir conjugierte Gerade, dic sich schneiden, und acht Paar tmaginir conju-
gierte Gerade, die sich nicht schneiden.

Es gibt noch zwei andere Weisen die cubische Fliche dritter Art zu
erhalten: 1. Wenn ¢, recll, digrammisch und okne reellen Quadrikegel ist;
o st in diesem Falle volliy willkinlich; 2. Wenn ¢, imagindr ist und der
Punct o ausserhalb der beden reellen Kegel liegt.

281. Es sei ¢, eine reelle monogrammische Curve, und der Punct o liege
ausserhalb der beiden recllen Quadrikegel, welcke durch die Curve gehen: in
diesem Falle gibt es (277) zwei reelle Ebenen durch a, von denen jede zwei
andere reelle Gerade enthilt; ebenso gibt es durch jede der Geraden &, ¢
zwei reelle Ebenen. Das ist eine ausschliessliche Eigenschaft der zweiten
Art, und es folgt also, dass jede von den vier reellen Ebenen durch & oder
durch ¢ die Fliche Fy in zwei andern reellen Geraden schueidet. Die er-
zeugte Fliche hat also finfzehn reelle Gerade und sechs Paar imagindr con-
Jugierte Gerade, die sich nicht schneiden.

Umgekehrt kann man beweisen, dass die fiir ¢, und den Punct o ge-
troffene Wahl nothwendig ist, um eine cubische Fliche zweiter Art zu er-
halten.
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288. Endlich nehme man an, es sei die Curve ¢, reell und monogra-
misch, und der Punct o lege innerhall beider reeller Kegel, In diesem Falle
gehen (277) durch jede der Geraden a,d,¢ nur zwei reelle Ebenen, und
jede von diesen beiden Ebenen durch @ enthiilt zwei imaginir conjugierte
Gerade. Wir treffen hier also auf die vierte Art, und folglich liefert auch
jede reelle Ebene durch b oder ¢ zwei imaginiir conjugierte Gerade. Die
erzeugte Fliche hat also drei reelle Gerade, sechs Paar imagindr conjugierte
Gerade, die sich schneiden, und sechs Paar imagindr conjugierte Gerade, die
sich nicht schueiden,

Und umgekehrt, will man eine cubische Fliche vierter Art erhalten, so
muss man die Curve ¢, und den Punct o in der Art auswiihlen, die wir
soeben auseinandergesetzt haben.

289. In dem Vorhergehenden ist iiberall vorausgesetzt, dass man als
Grundlage der Operationen eine dreifache Tangentialebene mit drei reellen
Geraden ausgewiihlt habe, und wir haben dann gezeigt, dass es sodann mdg-
lich ist, alle finf Arten der allgemeinen cubischen Fliche zu erzeugen.

‘Wollte man aber von einer reellen dreifachen T: ialeb geh
die nur eine reelle Gerade o enthdlt und zwei imaginir conjugierte Gerade
b,¢, so wire es nicht mehr moglich, die erste und zweite Art zu erhalten,
denn diese Arten lassen kein Paar imaginirer Geraden zu, die sich schneiden.
Dagegen kann man die drei andern Arten, wie folgt, construieren:

Die dritte Art: ¢, ist recll und digrammiscl mit vier reellen Kegeln;
der Punct o liegt ausserhall dreier Kegel aber innerhalb des wierten ;

Die vierte Art: ¢, ist reell und monogrammisch und der Punct o liegt
innerhalb des einen der beiden Kegel und ausserhall des andern; endlich

Dic funfte Art: e, ist reell und digrammisch mit vier reellen Kegeln ;
der Punct o liegt innerhalb dreier Kegel und ausserhalb des vierten; man er-
hilt sie auch, wenn ¢, ¢magindr ist, und o innerkalb des einen reellen Kegels
liegt und ausserhalb des andern.
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ZUSATZ ZU NO. 214.

Von den beiden cubischen Curven, welche der Hessiana und zwei con-
jugierten Ilbenen der Involution gemeinschaftlich sind, enthilt die eine die
Puncte ¢, d' und die andere die Puncte ¢!, d (208); folglich sind die beiden
cubischen Curven entsprechende Curven (168). Dem ebenen Schnitte, der
aus der ersten cubischen Curve und der Geraden p besteht, entspricht (199)
das durch die andere cubische Curve und die drei Geraden Py Py Py die im
Puncte p zusammenlaufen, gebildete System. Folglich:

Die cubischen Curven, die man aus der Hessiana mittelst Ebenen schneidet,
welche durch die Gerade p gehen, sind wu zwei und zwei correspondierende
Curven, Zwei entsprechende cubische Curven werden vom Puncte p aus mittelst
desselhen Kegels gesehen, der folglich die gemischte cubische Polarfliche der
Lbenen beider Curven ist.

Ist die schneidende Ebene eine der Doppelebenen der Involution, so
entspricht’ die cubische Curve, welche dann als Durchschnitt mit der Hessi-
ana resultiert, sich selbst; das heisst, ihre Puncte ¢, ¢’ sind za zwei und zwei
entsprechend. Offenbar ist diese Curve die Hessiana der cubischen Curve,
lings deren die niimliche Ebene die Fundamentalfiiche schneidet. Die Polar-
ebene von ¢ beriihrt die Hessiana in ¢’ (183) und geht folglich durch p;
also liegen (6) alle Puncte ¢ auf der ersten Polarfliche von p, Daraus
schliesst man, dass die erste Polarfliiche von p aus den Doppelebenen der
Involution zusammengesetzt ist, von denen in No. 214 gesprochen wurde.

Wir fiigen noch hinzu, dass si liche ine und ischte cubische
Polarflichen der durch p gehenden Ebenen in p einen Doppelpunct und ausser-
dem drei andere Doppelpuncte besitzen, die in ein und derselben Ebene durch
» und beziiglich auf den Geraden p), py, py liegen. Eine solche Fliche geht
in einen Kegel iiber, wenn sie sich auf zwei conjugierte Ebenen der oben-
genannten Involution bezieht.

Druck von J. Driagers Buchdruckerei (C. Feicht) in Berlin.
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