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RICERCHE GENERALI

EOPREA

[ SISTEMI LINEARI DI CURVE PIANE

— S

Nella Geometria projettiva dei sistemi lineari di curve piane algebriche, assunse,
negli ultimi tempi, la massima importanza quel capitolo cosl vasto in cui si ricercano
le proprietd dei sistemi lineari in relazione colle trasformazioni birazionali del piano.
I numercsi lavori che ora si hammo sull’ argomento partono tutti dalle classiche Me-
morie del Prof. Cremoxa sulle trasformazioni biragionali; le quali, mentre stabili-
scono le basi di quella Geometria, il cui gruppo di trasformazioni fondamentali si
compone appunto delle trasformazioni birazionali, offrono pure notevoli esempi di
particolari sistemi lineari (reti omaloidiche). Si vide allora 1'opportunitd di considerare
come identici due sistemi lineari deducibili 'uno dall’altro mediante una trasforma-
zione birazionale; opportunitd la quale fu messa in piena luce dallo studio delle su-
perficie rappresentabili univocamente sul piano (CrEmoxa, CLErsch, NOTHER, CAPORALI),
le cui propriétd preicttive si riflettono in proprietd invarigntive por trasformazioni
wnivoche dei sistemi lineari rappresentativi.

Gli svariati esempi di sistemi lineari che cosi si presentarono, indussero a sce-
gliere tra gli infiniti aspetti che (dal punto di vista proiettivo) uno stesso sistema pud
assumere, quello che potesse facilmente distinguersi dagli altri per qualche particolare
carattere proiettivo, il quale sistema doveva essere ¢ fipo di una intern famiglia di
* sistemi (birazionalmente identici). Ed il carattere proiettivo su cui si fissd 'attenzione
dei Geometri fu l'ordine, assumendo come sistema tipo quello che aveva l'ordine pitt
basso. E cosl ebbero origine le ricerche sull'abbassamento (di ordine) di un sistema
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lineare (inangnrate con un noto procedimento del sig. Nortuer (1), proseguite poi dai
sigg. Bermixi, Guceis, Juws, Martiwerrr) (3

Dei notevoli servigi che questo metodo rese alla scienza basterd ricordare la
scomposizione di ogni trasformazione birazionale in fattori quadratici, la determina-
zione completa delle superficie a sezioni razionali, e la classificazione delle trasforma-
gionmi involutorie del piano (e dei corrispondenti piani doppi). La riduzione all’ordine
minimo valse pure ad assegnare, in corrispondenza ai primi valori del genere, tutti
i sistemi lineari minimi possibili, e permise di leggere sui tipi rido#ti proprietd che
poi si estendevano ai tipi trasformati. Ma le difficoltd della riduzione che andavano
crescendo col crescere del genere, la varietd e la complicazione sempre maggiore dei
tipi ridotti, lasciavano ben capire che non era quella la via pitt appropriata per ot-
tenere proprietd generali dei sistemi lineari ; per lo studio di un sistema lineare lo
abbassamento d’ordine riesce poco vantaggioso (in generale) quando esso porti di
conseguenza una complicazione nella natura dei punti base (3.

Bisognava quindi (imitando cid che si & fatto in tutte le altre Geometrie) cercare
un metodo, il quale potesse nell'idenfico modo applicarsi a pin sistemi identici dal
punto di vista delle trasformazioni birazionali. E si presentava spontanea 1'idea di
ricorrere al sussidio della Geometria sopra una ewrva, i cui teoremi (cost importanti
per la loro generalitd) si applicano appunto nell’ idenfico modo a tutte le curve tras-
formate univoche di una stessa, senza tener conto delle particolari proprietd proiettive
che quelle possono presentare. Gil quattro anni or sono, il sig. SEGRE aveva accennato
ai vantaggi che la teoria dei sistemi lineari pud risentive dalla Geometria sulla curva,
mostrando in una breve Nota (¥ come un teorems dimostrato dal sig. Guccia per si-
gtemi lineari particolari, rientrasse in un teorema generale, il quale discendeva imme-
diatamente da una proprietd delle serie non speciali. Ed in aleune ricerche da me
fatte su certe famiglie di superficie razionali, come pure in una Nota sulla massima
dimensione di un sistema lineare (%), mi apparve evidente 1’ intima connessione fra le

(1) Zwr Theorie der eindewtiven Ebenentransformationen (Math. Annalen Bd. 5),

(2) Bertrsi, Ricerche sulle trasformaziond univeche involwlorie nel piano (Aunnali di Matem., serie 24,
tomo 8),

Guecta, Gengralizzazione di wn teorema di Nother; Swlla ridusione dei sistemi lineari di curve
ellittiche (Rendic. Circolo Matem. di Palermo, t. 1),

Jusa, Ricerche sui siglemi lineard (in due Note nei Rendiconti dell'lstituto Lombardo, marzo 87,
o maggio 88, @ in due Memorie pubblicate nei tomi XV e XVI, serie II, degli Annali di Matematica),

MarTiNETT!, Suwi sistemi lineari di genere 1 (Rendie. [st. Lombardo, marzo 87). — Sepra aleuni
sistend lNneari di genere 2 (Rendic. Cireolo Matem, di Palermo, t. I)

(#) Se per la ricerca di proprieth generali dei sistemi lineari di geners elevato, la riduzione al-
Vordine mivimo pud talvolta riuscire inefficace, si potrebbe perd riténere conveniente di fondare
sopra di essa una classificazione dei sistemi lineari di dato genere. Ora, di una tale classificazione
furono recentements vilevali gli inconvenienti (v. una Nota del sig, Skere alla mia Memoria Swlle
superficie algelriche le cul sezioni sone ewrvs iperellittiche ; Rendie. Cirecolo Matem. di Palermo, t. IV)
che vengono certo attennati, ma forse non interamente tolti, mediante il concetto di sistemi associoti
proposto dal sig. Juxa (Delle famiglie associets, Rendie. Cireolo Mat,, t. 1V).

(&) Sui sistemi lineari (Rendie. Circolo Mat. di Palermo, t. I); il teorema a cui alludo si trova-
riportato nel § 19 della presente Memoris,

(5) Sulls superficie le cwi seziond sono curve iperellittiche (L e.); Sulle superficie bz cud sezioni sono
curve di genere 3 (Atti dell’Accad. delle Scienze di Torino, vol. XXV); Mastima dimensione dei #i-
stemi lineari di curve di deto genere (Annali di Matomatica, t. XVIIL, serie 24,
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due nominate teorie. Percid mi sono prefisso di porre in maggior rilievo questa con-
nessione, ¢ di mostrare con alcune applicazioni il partito che si pud trarce dalla
Geometria sulle curve nello studio delle proprietd generali dei sistemi lineari; e cosl
& sorto il presenta lavoro. Quali concetti mi abbiano guidato, in quale ordine li abbia
svolti, & cid che ora dird.

Il primo capitolo & una semplice introduzione allo studio dei sistemi lineari.
Per ottencre teoremi generali sui sistemi lineari, per evitare distinzioni ed eccezioni,
vidi la necessitd di dare la massima estensione (per curve semplici e composte) ad
alcuni noti concetti di Geometria snlle curve. Un semplice esempio basterd per mo-
strarne 1'opportuniti.

Siano b, b,... b, i dieci punti in cui una quartica piana €' dotata di un
panto doppio @ viene segata da una cubica 7 condotta per @; si riconosce allora che
le quartiche passanti doppiamente per a e semplicemente per b, ... 5, formano una
rete ; sicchd delle 13 condizioni imposte alle quartiche dai punti base a, b, b,..b,
una & conseguenza delle rimanenti, e cid dipende dal fatto che la curva 7 ha il ge-
nere #no. Volendo esprimere questa riduzione nel nomero delle condizioni, diremo che
una tal rete di quartiche & sovrabbondante. Ora, ¢ da notarsi che ad una rete so-
vrabbondante di quartiche si arriva ancora quando =i prenda per eurva 7 (anzich?® una
cubica generale) una cubica dofata di un punio doppio, purché questo punto doppio non
catda sopra In quartica C. Se invece la quartica primitiva € si sega con una cubica
passante doppiamente per a, nel qual caso si hanno, oltre ad a, 8 intersezioni &,... b, il
sistema o<’ di quartiche che passano doppiamente per il punto a, e semplicemente per b,...b,
‘mon & pilt sovrabbondante: le condizioni che i punti base @, b ...5, impongono
alle quartiche sono tufle indipendenti fra loro. In mode alquanto vago, ma vantag-
gioso, si pud dire che il carattere elliffico di -y rispetto al sistema lineare, non viene
alterato quando < assume un punto doppio fuori dei punti base del sistema, ma in-
vece si perde quando il punto doppio di 4 cadé in un punto base del sistema (1),

Ma una tale econsiderazione non did 1'intima ragione della diversith dei due easi,
e perde anche la semplicitd quando la cubica ¢ si spezza.

Si riesce invece a dare una completa spiegazione in questo caso ed in altri pik
complicati , dimostrando come molte proprietd delle serie lineari segate sopra uma
curva dalle sne curve aggiunte, permangano quando alle curve aggiunte si sostitui-
seano curve passanti per punti fissati ad arbitrio sulla curva primitiva. Questa os-
servazione fu gid fatta dal sig. Notmer, ed appunto la Memoria in cui essa & con-
tenuta, ed un altro lavoro dello stesso Geometra ) (in cui alle carve degeneri si
estendono proprietd delle curve irridattibili) sono i punti di partenza degli argomenti
trattati nel primo eapitolo. I quali mi sembrano interessanti anche quando si faccia
astrazione dalle loro applicazioni ai sistemi lineari, cosi che ritengo farebbe cosa utile

alla scienza chi tentasse di procedere sulla via segnata. E fu appunto questa consi-

(1} Nell'esampio ho seelto un punto bass deppio per evitars la considerazions di punti base infi-
nifamento vieini, la quale esigarebbe maggior cura,

(2) Usber die nicht-adjungirten Curven (Math. Annalon Bd. 15).

Usher die reductiblen algsbraischen Curven (Acta Mathem,, 8),
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derazione che mi indusse ad esporre in due lunghe note (ai §§ 14, 15) alcani
teoremi complementari a quelli che si trovano nel testo, sebbene non necessari per
il secondo capitolo.

11 secondo capitolo, ben pin del primo, pud dare una idea dei legami fra la
Geometria sulla curva e la teoria dei sistemi lineari. I due enti che permettono di
tradurre i risultati dell'una teoria nei risultati dell’altra, sono: la serie caratteri-
stica (ossia la serie di gruppi segata sopra una curva del sistema dalle rimanenti
curve), ed il sistema aggiunto (locuzione colla quale brevemente indico il sistema co-
stituito dalle curve d'ordine - 3 aggiunte alla curva generica, supposta d’ordine n,
del sistoma primitive). Quanto alla serie caratteristica, della quale git il Skene aveva
approfittato, come dissi sopra, non rimaneva che a seguire la via tracciata; il pro-
fitto che se ne pud trarre mi sembra sufficientemente dimostrato dai §8 18, 19, 20,
schhene molti risultati che ad essa si collegano non abbiano potuto trovar posto in
questa Memoria. Ma Papplicazione metodica del sistema aggiunto nella teoria dei si-
stemi lineari, serve veramente a earafferizzare il mio lavoro, perché negli scritti pre-
cedenti, a quanto mi pare, non se ne fa parola (1),

Per giudicare 1" importanza del nuovo concetto basterd confrontare i teoremi ge-
nerali sulle curve fondamentali qui dati (8§ 23, 24) coi risultati particolari che prima
si avevano (2], 1" applicazione che di questi teoremi si fa ai sistemi sovrabbondanti
con move o dieci punti base (8§ 26), e le varie proposizioni sul sistema aggiunto puro
(§ 27 e segg.). Con tale locuzione intendo il sistema aggziunto spogliato dalle curve
fisse che possono eventualmente esser comuni ad ogni curva aggiunta d'ordine #-3
(v. per la definizione precisa il § 27). Ora, la grande importanza del sistema aggiunto
puro sta in cio, che esso & legato al sistema primitive da una relazione invariantiva
per trasformazioni birazionali: sicchd ad es. il genere della curva generica del sistema
aggiunto puro & un carattere invariantivo del sistema proposto. Quale intima rela-
gione passi fra questo genere o I"ceeesse di un sistema lineare definito dal sig. Juse
(Mem. citate), mostrerd altrove. (ui mi parve importante di stabilire una disugna-
glianza che lega i caratteri di un sistema col genere del sistema aggiunto puro (88 29,
30), dalla quale scendono teoremi molto notevoli sulla curva generica di un sistema
lineare, la cui dimensione supera una certa funzione del gemere (§ 51 e seg) G

(1) Va fatia eccezione per una brove Nota del sig. 5. Kastom (Sur une thiorie des courbes of des
surjaces admeliant des correspendances wnicogues, Comples-rendus do I'Ae, d, Se., 9 fvrier 1835,
in cui i mostra come il sistema aggiunto, Vsggiunto dell’aggiunto. . ., possano applicarsi allo siudio
delle trasformagioni biragionali cicliche del piano. Sebbene a qualehe considerazione di quella Nota
si possano forse muovers degli appunti, sembra tultavia indiscutibile la feconditi del coneelto ivi esposto,
il quale, a quanto serive il K. nella prefazione ai Premiers fondements pour une théorie des transfor-
mations périodiques univogques { Alll dell’Acead. delle Secienze fis. o mat, di Napoli, 15888), troverh il
suo pieno sviluppo nella 4 parte della Memoria stessa, ora in corso di slampa neghi Atti di quella
Accademia.

(2) Capomavt, Sopra i sigtemi lineari [Collectanea Mathematica , 1881); Bermive, Sulle curve fon-
damentali dei sistewi lingari (Rendie, Circolo Matem, di Palermo, t. 1)

{3 I teoremi a eni alludo costituiscono una estensione di una proposizione dimostrata nella mia
Nota gia eitata sulla Massima dimensione. .. : Ogni sistema lineare la cui dimensione superd 3p -5,
#i compone o delle oo cubiche piane (p=1) ¢ di curve razionali (p=0). Ho pensato chs una tala
estensione potesse trovar posto in questo lavoro poichd essn si presentava come una conscguenza
immediata della formola (23), la quale sembra fondameatale nella teoria dei sistemi lineari. Perd vo-
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Molte altre applicazioni del sistema aggiunto puro ho dovuto rimandare ad altri
lavori. Voglio perd accennar qui alle principali.

La prima che si presenta consiste nell’ assegnare alcune proprietd caratteristiche
dei sistemi sovrabbondanti, le quali danno una via per costruire siffatti sistemi. In
particolare si trova subito che se in wn sistema oo di genere p (non iperellittico)
una fra le condizioni imposte dai punli base & conseguenza delle vimanenti, esiste
una curva fondamentale di genere (virtuale = effettivo) wuno, la quale contienc tutli
¢ punti base del sistema.

Una seconda applicazione pud farsi allo studio di quei sistemi la coi curva ge-
nerica contiene una data serie speciale (solo di un easo particolare del problema trat-
tano i §§ 31, 32).

Finalmente una terza applicazione consiste nel valersi del sistema aggionto puro
per costruire e classificare i sistemi lineari di dato genere. Infatti, se di un sistema
dato S si forma il sistema aggionto puro S§', di §' il sistema aggiunto puro S°, e
cost si continua, si ottiene una catena di sistemi S, 5. . . necessariamente finita (per-
ché 'ordine va diminuendo di almeno tre unitd per volta); e ciascuno di questi si-
stemi & invariabilmente collegato con S: sicchd i generi p', p"...di S, §"...sono
altrettanti caratteri invariantivi di S che possono servire a distinguere S dagli altri
gistemi di genere p (1),

I pure osservato al § 20 che p' = p — 1 se la dimensione di S supera p + 1:
cid permette quando si sappiano costruire tutti i sistemi di genere p’' e dimensione
p— 1=y, di costruire tutti i sistemi di genere p = p' + 1 e dimensione = p 4 1.
Non possiedo perd ancora completamente i eriteri che permettono di distinguere tra
i nominati sistemi oc?=' quelli che sono aggiunti puri di un certo altro sistema, da
quelli che non godono tale proprietd. E percid preferisco di rimandare ad altro
momento la risoluzione dell” importante problema.

lendo giungere ai tearemi dei €5 31, 32 nel modo pill semplice, & forse preforibile ssguire uoa via
analoga a quella che indicai nella Nota sulla Massima dimensions. . . Cola, dato un sistema 8 di ge-
nere p @ dimensione &, sa ne derica (sotto certe restrizioni) un sistema & di genere p'—=p —1 o
dimensione '=7% —3 formato dalle curve di § che passanc doppiamente per un punto fissato ad
arbitrio nel piano; e questa derivazione =i continua finché non si sia giunti ad un sistema di genere 2
o dimensione & —3 [p—2), per il quale si conosce il limite superiore i1 alla dimensione, ece. So
invece &i eonsidera il sistema 5, eostituito dalle eurve di § che hanno un punto triplo in*un punto ge-
nerico del piano, sard (sotto convenienti restrizioni) p, —=p —3, &, =%k —0G; applicando successiva-
mente loperazione analoga fino ad otteners un sistema di genere 2 0 3, o caleolando per questo il
valore massimo della dimensione, si aved un limite superiore & %. Ed analogaments so invece che un
punto triplo, si fissa un punto quadeaplo... In eid che ora ho detto, il lettore non cerchi che un
semplice abboszo di dimostrazione,

(1) Per esempio peri sistemi noti di genere 3 e dimensions =3 (Juwe, Mom. citate; NoTaen, Usber
dig rationale Fldchen vierter Ordn, Math, Annalen Bd. 33; v, inoltre la mia Nota citata Sulle super-
perficie algebriche le ewi sesioni sono curve di genere 3), si hanno i soguenti tipi (lo lettere entro a
parentesi quadre indicano i punti fondamontali seeondo la solita econvenzione; i numeri chiusi entro

i sagni | : divno i generi dei suecessivi sistomi aggiunti puri):
oo (M [a"=thl 8%, )1 —1{; oM Cil0f; oo O[aad...af] ] ;
oP CT[adb2.. b2 i 2,0/; oo O[a2. .. o be] 12,4,

Una analoga classificazione pud estendersi anche alle superficie non rasionali a sezioni di dato

genere, servendosi del sistema &' di curve segato sulln superficie dalle superficie aggiunte d'ordine
n—3 (essendo # ordine della superficie), ecc.
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F chindo questa lunga prefazione, augurandomi che un ecampo cosi fecondo di
ricerche trovi numerosi e valenti cultori: questa Memoria avrd raggiunto il suo scopo,
se avrd in qualche punto appianato ad essi la via.

CAPITOLO 1.

Sistemi lineari in relazione con un gruppo di punti.

1. Bistema lineare. — Assegnati nel piano & punti a,, a,... a, disposti
comunque (a distanza finita o infinitesima 1'uno dall’altro, legati mediante curve. . .),

le condizioni affinché una curva d'ordine n passi con molteplicitd assegnate (=1)
’ L]

. ! 1
Yy, Y. ..V, per i punti a, sono tradueibili in E% equazioni lineari (forse non

tutte indipendenti) fra gli ﬂ{?;?} parametri da eui dipende l'equu.ziuu!s_‘dalla curva,
Ad ogni soluzione delle nominate equazioni corrisponde una curva del sistema linelire
definito dai punti @ (e dalle molteplicitd v); alla soluzione generica corrisponde la
curva generica C del sistema, che si indicherd eon C(n, ¥), quando s vorrd tener
conto del sno ordine ¢ del suo modo di comportarsi nei punti a. Il gruppo formato
dai punti a si indicherd con A; il sistema lineare con [C]: e si dird che i numeri
n e v definiscone C o [C] rispetto al gruppo A ().

Non avendo noi posta aleuna restrizione alla posizione dei punti «, né ai valori
delle v, segue che la curva generica € di [C] (quando pure esista qualche curva
soddisfacente alle condizioni imposte da A4), pud presentare le pih svariate partico-
laritd ; pud scindersi in pilt curve (come ad es. avverrebbe se fosse v, 4 v, =), pud
passare” (anche pit volte) per qualche punto del piano che non s trovi in A4 eppure
riesca comune ad ogni curva di [C], pud finalmente passare pilt che ¥, , v,... volte
per i punti @,, as..., e cid soltanto a cagione delle condizioni imposte dai punti
di A; (cosl la curva ' deve passare doppiamente per a, se, essendo v,=1, » =1,
v;=1 i punti a,, @, sono infinitamente vicini ad a, su direzioni distinte). Anche in
quest'ultimo easo noi perd continueremo a dire che v, v,... sono le molteplicita
(pirtuali) di € in a,, a,...; e chiameremo molteplicitd effeftive di € in a,, a,. ..

quelle con le quali € viene a passare per a,, a,. .., quando soddisfa a tutte le con-
dizioni imposte dal gruppo A.

(1) Quando aleuni dei punti o si considerano icfinitaments vicini fra loro, si viene a pensare il
gruppo A come limite di 9o gruppo variabile di eui aleuni elomenti prima distinti sono andati avvi-
cinandosi indefinitamente, 51 pud cosl definire un sistema lineare che abbia in punti fissi singolarith
arbitrarie come limite di un sistema lineare avente mei punti base soltanto singolarith nrdinarie.

I da notarsi che i sistomi lincari definiti in questo n® 1 sono quelli che possono dirsi determi-
nali dai punti base; di questi soli pord mi cecupo nel seguito.
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k
2. Dimensione. — Se le EL}’;——I—} = % z v(v+41) condizioni imposte dal
1 A

gruppo A ad una curva d'ordine n fossero indipendenti fra loro, per

L) —4%:.1;{«;-;- 3}-2::{»4—1}{
F

punti fissati ad arbitrio nel piano passerebbe una curva determinata di [C'].

Il numero k definito dalla (1) sard detto dimensione virtunle di [C], mentre
il nome di dimensione effeltiva sard riserbato al numero % dei punti arbitrari del
piano, per i quali in realtd passa una, ed una sola curva di [C]. La dimensione
virtuale i wn sistema lincare non pud mai superave lo dimensione effettiva; la
differenza

) T s=k—k

1
da il numero di quelle tra le 3 zu{u+1]| equazioni (traducenti le condizioni im-
A
poste da A), che sono conseguenza delle rimanenti. Se chiamiamo sovrabbondante un

sistema lineare la cui dimensione effettiva % superi la dimensione virtuale k, sard
naturale di ehiamare s la sowrabbondanze del sistema. Quando s =0 ossin k=EF,
dirémo che il sistema & regolare.

Se esiste una sola curva €' soddisfacente alle condizioni imposte da A, la di-
mensione effettiva del sistema [C'] vale 0; per estensione di linguaggio diremo che la
dimensione effettiva vale —1 quando non esiste earva soddisfacente alle nominate
condizioni. Sotto il limite —1 la dimensione effettiva non pud scendere, mentre la
dimensione virtuale pud assumere anche valori pilt bassi (1)

Qualche volta anzich® dire dimensione effettiva o virtuale del sistema [C], diremo
dimensione effettiva o virtuale appartenente alle curva O (rvispetto al gruppo A).

3. Curva aggiunta, genere. — Se si indica con A’ il gruppo formato da quei
punti di A4 le coi corrispondenti molteplicitd (virtuali) ¥ superano wno, per ewrva
agginnta al sistema [C], o alla curva C vispeito al gruppo A, deve intendersi una
curva che passi colla molteplicitd virtuale v — 1 per ogni punto di A" multiplo se-
condo ¥ per € ) Le curve aggiunte a € di uno stesso ordine m formano adungue
un sistema lineare [C'] la cui curva generica sard indicata con C'(m, y—1),; il
sistema [C'] si dird sistema aggiunto a [C] di ordine m.

In segnito avremo da considerare quasi esclusivamente il sistema delle eurve
aggiunte a € d'ordine n— 3; quindi parlando di carva aggiunta o di sistema ag-
giunto a (), sard sottinteso d'ordine n—3, quando # sia 'ordine di €.

(1) Per il fascio di quartiche piane, includendo in 4 i sedici punti baso, si ha, ad esempio,
k=1, E=-—2,
(2) 51 badi che la definizione qui data di curva agginnta o di genere coincide colla ordinaria sol-

tanto quando A contenga tutti i punti multipli di C, e di pifi in clascuno di questi la molteplicity
effettiva ugnagli la molteplicita virtuale.

2 G Costelnuove,
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Se ¥, k' sono la dimensione effettiva e virtuale del sistema aggiunto d'ordine
#n — 3 rispetto al gruppo A', i due numeri

p=N41, p=K+1

saranno detti genere effettivo e virtuale del sistema [C] (o della curva C) rispetto al
gruppo 4.

Il genere effettivo p di C & dunque i numero delle curve dordine n—3
aggiunte a C (rispetto ad A) che sono linearmente indipendenti; mentre per la (1)
il genere virtuale p & definito dall’eguaglianza

(3)... p:%?{n—l}{ﬂ—Z}—gviv—l‘j%{’].

Dal n® 2 segue subito: I genere virtwale non pud moei superare il gencre
effettivo; il genere effettivo & almeno zero (quando non Fﬁista curva aggiunta d'ordine
n—3); il genere virtuale pud invece assumere valori negativi ().

4. Grado. — Se in [C] esistono due curve, le quali non abbiano infiniti punti
comuni e passino per i punti di A con molteplicitd effettive uguali alle corrispondenti
molteplicitd virtuali, il numero delle intersezioni di queste due curve che non sono
assorbite dai punti di 4, & dato da

(4)... D:ﬂ’_zyl,

e si chiama (seguendo il sig. Juwe) ) grado del sistema [C)]. Ma noi, estendendo il
significato della parola, chiameremo grade di [C'] il numero definito dalla (4), qua-
lunque particolaritd presenti il sistema [C'], anche quando il grado non abbia pin
una interpretazione geometrica. Cosi in qualche caso potrd risultare I) negativo; se
D=0 & certo che o il sistema |C] si compone di una sola curva, o due qualsivo-
gliano curve di | '] hanno infiniti punti comuni ; ma viceversa da queste ipotesi non segue
necessaviamente 1) =0, Qualche volta, anzich® parlave del grado D di un sisfeman
[C], ei rinscird pin comoda la locuzione grade D appartenente alla ewrva C rispetto
al gruppo 4.

(1) Veramente, badando alla (1), i dovrebbe scrivera 47 anziehd 4 sotto al simbolo £; ma b evi-

dente che la somma £ non muta quando venga estesa anche a quei punti di A che non entrano in A
(per i quali & »=1).

) Un esompio di corva per cui p & negative & offerto dalla curva del quinto ordine composta
di wna cubica gencrale e di due rette, purché il gruppo 4 si consideri costituito dai sette punti doppi;
si ha infatti p=1, p=—1.

8i osservi che la definizions i genere effetlive perds il suo significato quando n =3, 5i conviens
che in questa ipotesi il genere effettivo valga sempre zero, fatta ecceziono per il caso n =3, quando
le molteplicita (virtuali) di € nei punti di A non saperano 1,

(@) In quasi tutti i lavori soi sistemi lineari si considerano seltanto quelle intersezioni di due curve
del sistema che mutano col variare delle curve. Invece il sig. Juwa (come lo prova la definizione qui
riportata) include fra le D intersezioni quei punti fissi comuni a tutte le curve del sistema, che si
presentano in forza delle condizioni imposte dai rimanenti punti base, & ¢id viens espressaments notato
nelle citate Momorie dol sig. Juwa. lo questa avvertenza si trova gih un passo verso la introduzione
dei caratleri virfuali,
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I numeri k, p, D, %k, p finora introdotti, i quali godono speciale importanza
nello studie di un sistema lineare, si diranno caratteri del sistema [C], oppure ca-
ratteri della curva C rispetto al gruppo A. 1 tre primi che sono definiti mediante
equazioni, sono caratteri virtuali (1. Essi non sono indipendenti fra loro, perché dalle
(1), (3), (4) segue subito la relazione
{5)... D=k+p—1.

Insieme a questa & utile tener presente anche 1'uguaglianza
(6). .. Sn—Sv=k—p+1,

che si deduce facilmente dalle (1) e (3).

5. Carve composte. — ) Finora abbiamo considerato la curva ( indipendente-
mente dalle curve che possono costituirla, quando essa & riduttibile. Ora invece vo-
gliamo fissar la nostra attenzione sulle componenti di C. '

Due curve (semplici o composte) C'(#', /), C"(@", V"), siano definite mediante
i loro ordini e le loro molteplicitd virtuali (=1) nei punti dei gruppi 4', 4", i quali
gruppi possono aver aleuni punti (anche tutti) comuni. Se con A indichiamo il grappo
composto dei gruppi A, A", la curva € formata da C', C" avrd V'ordine #'4 2" e
(per convenzione) in un punto di A la molteplicitd virtnale oW o S secondo
che quel punto appartiene soltanto ad A' soltanto ad A", o tanto ad 4’ quanto ad A".
Il sistema [C'] si dird composto dai sistemi [C'], [C"] (2), e si potrd definire mediante
il simbolo (n'4 2", v'4-4"), purch® si convenga che »' valga 0 per ogni punto di A"
non contenuto in A', e analogamente per . Siamo quindi indotti a considerare la
curva C' come definita mediante la sua molteplicitd virtuale in ogni punto a di A,
molteplicitd che supera 0 se a appartiene ad A4', e uguaglia 0 se a non & contenuto
in A'; e come caratteri di €' rispetto ad A asswmiamo 1 caratteri di ' rispetto
ad A'.

b) La stessa estensione ¢i conviene di fare in molti casi per la curva € definita
al n" 1. Riferendoci a quel numero, se ecoi punti di A ¢ con aliri punti scelti ad
arbifrio nel piano formiamo wn gruppe A noi diremo che C & definita rispetto
ad A quando sono noti Vordine di C e le sue molieplicita virtuali in ogni punto
di A (molteplicitd le quali valgono 0 per ogni punto di A esterno ad A4). 1 caratteri
gid definiti di € rispetto ad A saranno anche detti caratleri di C rispetto ad A B

6. Intersezioni di due curve. — Riprendiamo le due curve C'(#/, ),, C"(n", +"),;
per numero delle intersezion: di €', C" rispetto ad A, si deve intendere il numero

L
()i IT=ua"— o
)

(1) 8i potrebbe anche definire il grado efettive di un sistema; ma questo nuovo caratbers non
ha 'importanza che spatta a % e p e non viens mai adoperato nel soguito.

(2) Le curve €, ¥ (o i corrispondenti sistomi) si diranno eomponenti di © (o di [€]) e si aggion-
gera I'aggettivo complementari, quando si vorrh tener conto del fatto che insieme essi costitwiscono C.

(3) Va notato che le somme, le quali figurano nelle formole (1), (3), (4) non mutano valore se
sono estese a totti i punti di A, anzich? ad 4,
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(il quale quando per C, C" valgono le ipotesi fatte nel n® 4 per le due curve €,
da effettivamente il numero dei punti comuni €', C" che non sono assorbiti dai punti
di A). In qualche caso I pud anche risultare negativo e allora le due curve ', ("
hanno infiniti punti comuni; se €' e C" coincidono, I diventa il grade I apparte
nente a '. Talvolta volendo indicare il numero delle intersezioni di €', " scrive-
remo C'.C" anzich® I, mentre con €' C" indicheremo la curva formata da €' e C"
Dalla (7) segue subito 'uguaglianza

Co. (Ci+Cit. . .+ C)=0C,. O+ C,. Ot . .+ C,. C,.

% La curva € in relazione con una trasformazione birazionale. — Le pro-
prietd dei sistemi lineari studiate nel presente lavoro appartengono a quella Geome-
tria il cui gruppo di trasformazioni fondamentali si compone delle trasformazioni
birazionali (o Cremoniane) del piano. Percid importa anzitutto di esaminare come,
definita nel piano  una curva €' rispetto ad un grappe A, e trasformato il piano
g in 7* mediante una determinata trasformazione birazionale T, si possa in % de-
finire rispetto a un certo gruppo A* la ecurva €% in cui € si muta. Solo quando
sard chiarito questo punto, si potrd discorrere dei caratieri di C*.

Dei punti fondamentali di 7" in 7 aleuni forse saranno scelti entro ad A, altn
potranno essere esterni ad A: con questi ultimi punti (ai quali attribuiremo molte-
plicitd nulle) e con A formiamo un gruppo A rispetto al quale €' & completamente
definita (n* 5, b).

Come gruppo A* (corrispondente ad A) nel piano frasformato c* assumiamo
il gruppo composto dei punti fondamentali di T in %, e dei punti in ewi si mu-
tano i punti di A che non sono punti fondamentali in . La curva C# trasfor-
mata di € sard definita rispetto ad A®, quando di C'* si conoscano l'ordine e le
molteplicitd virtuali (= 0) nei punti di A*. Nel fare questa ricerca posso perd li-
mitarmi al caso delle trastormazioni quadratiche, essendo noto che il prodotto di un
numero finito di tali trasformazioni, convenientemente scelte, pud condurre ad una
qualungue trasformazione birazionale,

Sia dunque T una trasformazione quadratica ed a,, a,, @,, siano i punti fon-
damentali di questa trasformazione in =; le molteplicitd virtuali (= 0) di € in a,,
flgy €y, SiAN0 ¥, Yy, ¥. Indichiamo poi con e, %, a,* i punti fondamentali
della trasformazione in %, e con % (i = 3) il punto trasformato di a,. Ora se

fl::'rl s Ty -'Ea] =0

& nel piano & l'equazione di una curva d'ordine n, la quale soddisfa alle condizioni
di passare colle molteplicitd v,, v,, v,, per i punti a,, a5, a,, e nella f al posto
delle x sostituiamo loro espressioni quadratiche nelle y atte a rappresentarci la tras-
formazione T, otteniamo una equazione del tipo

Y Y Y= 7 (¥s s ¥y) =0,

dove ¥;=10, Y,=0, ¥,=0 sono le equazioni dei lati del triangolo a* a,* a,*, 6 ¢
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& una forma di grado 2n — v, — v, — v, che, uguagliata a 0, ci rappresenta in *
una curva passante (in generale) colle molteplicitd

v¥r=n—v—y, wW=n—wu—y, W=n—-y -y

per i punti a,*, % a,%: questa curva ¢ =0 si dird la frasformata di f=0. Se
poi tra i coefficienti di f stabiliamo quelle relazioni lineari che traducono le condi-
gioni di passare colle molteplicitd w,, v, . .¥, per i punti a,, ag. . .6, queste rela-

zioni interpretate nel piano ¥ ci dicono che la curva p=0 & costretta a passare

colle molteplicitd v,, v;. ..y, per i punti a¥, o*. .. a*

Adunque le curve C* frasformate delle C (n, v), sono definite rispetto ad A*
dall'ordine

8)... w¥ = 20—y, — Y~y
e dalle molleplicita

8 W= =Yy =Yy, V=0 —y,—y, W =n—y, —y,
v=v, peor i=>3

nei punti a,F, a,®, a,*, a*; molteplicitd virfuali, perch® in conseguenza delle con-
dizioni da esse imposte a €% pud la CF esser costretta a passare con molteplicita
effettive superiori per i punti di A* (1),

(1) A questo proposito & da nolare che se la © (=20}, la quals ha la molteplicity virtuale v+, in o,
viene effettivaments a passare colls molteplicity s 45, (5, =10) per il punto stesso, allora (@ sola allora)
Vequazione =0 della CF acquista il faltore ¥ 8, per modo che nella &% entra il lato o o)* con-
talo g, volte.

Cosl so la @ in conssguenza dolle condizioni imposte da A viene a spezzarsi

1) nel lalo agey da contarsi =, volte earva d'ordine = colle molteplicita 0, =, 5, 0 in a,,
Gy, Gy, @)

2) e in una eurva £y d'ordine % — s, colle molteplicith v, vy—eyy vy—ey, % in @y, @, a5, &,
la ecorva C¥ trasformata della © (coincide colla trasformata di 0§ e) serbando ancora 1’ ordine
n¥ =2 =y — oy —uy, @ lo molteplicith «¥, +* »* [(date dalle (8} in a*. a* o, viene perd a
passare colla wolleplicied effettive » <=5, per i punlo a*,

Ora, questa relazione tra la € che degenera nelle curve 1) @ 2) e la trasformata C¥ che acquista
in a,* una molteplicith effattiva superiore a quella data dalls (3Y si potrebbe esprimere con una lo-
cuzione appropriata, Percid basta notare che se alle curve 1) e 2) applichiamo le (#) ed (3) senza
badare al loro signifieato geometrieo, troviamo come trasformate le curve

1)* d'ordine 0 colle molteplicity virtuali —z; , 0, 0, O in a*, ag*, a%, a¥;

2 dordine #n* =2r — s — v —u; colle molteplicith virtuali «* -5, w* »% »* in a* o*

o
Diremo mlunquﬂ che la curva trasformata €% (la qnale ha l'ordine 04 n* :n* @ nei punti ora
nominati ha le molteplicith virtuali — = (3% 4 c)=»% 0f ¥ =x»% 0+ ¥=x" 04+ =",

& I'insieme delle curve 1) o 2)%

E pid in generale: Quando una curva dordine v, alla quale ! imposta la eondizions di passare
colla moltaplicitd + per wn punto a, acquista in esso punto Le molteplicith v—f-5, g pud dire che la curva
si seinde in una curva d'ordine n che in a ha la molteplicied virtwale » 2, ¢ in una curva ' ordine 0
che ha in a le mollaplicitd —a,

Questa locuzione & daccordo con eid che nel n® 5 si dice riguardo all'ordine e alle molteplicita
di una curva composta.

Alle curve d'ordine 0 si possono estendere le definizioni di earatteri virtuali date gih mediante
le formole (1), (3}, (&), (7) per lo curve d'ordine superiore, convenendo che per tali eurve il genere
offeltivo e la dimensione effsttiva valgano 0. Ed alle curve d'ordine 0 i possono applicare lo formola
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8. Caratteri della eurva trasformata. — Per calcolare (rispetto al gruppo A¥)
i caratteri virtnali k¥, p*, D* della curva C% di %, trasformata deila ¢ di ¢ me-
diante la trasformazione quadratica I' (a,, a,, a,), basta nelle formole

k* — ézn‘{n"‘-&-ﬂj— 29* (»* + 1)

AT

p*=%;l:ﬂ*—1}{ﬂ-*—-2]-—zy* (v* - ]}%

AT
¥ = p%t= % %2,
=

sostituire ai numeri #*, »* le loro espressioni date dalle (8), (8).
Si trova subito
(9)... k*=k, p*—p, D¥*=D.

Colle stesse sostituzioni si riconosce che detto I il numero delle intersezioni di
due curve €', €7 di ¢ (rispetto ad A), numero definito dalla (7), e detto I* il
numero corrispondente relativo alle curve trasformate ™. C°% di % si la

(9). . . I*=1

Passiamo ora ai caratteri effettivi. Discende senz'altro dalla definizione che la
dimensione effettiva appartenente alla C* rispetto ad A* ugoaglia la dimensione
effettiva. appartenente a € rispetto ad A, ossia

(10) ... 1* =

(Quanto al genere effettivo, per dimostrarne il carattere invariantivo, bisogna
esaminare come si comportino le curve €' (d'ordine n—3) aggiunte a €, nella tras-
formazione quadratica 7. E qui conviene distinguere due casi secondo che i punti
fondamentali a,, @y, a; di T hanno molteplicith superiori a 0 per €, oppur no. Nel

primo caso si ha:
w0, wy>=0, =0,

¢ la curva aggiunta €' che & dordine

W=n-3,

ha nei tre punti a,, @y, o, le molteplicitd
1‘Ii:”t_ls wW=un-—1, vw=y—1,

(8, (8Y quando si eseguisce una trasformazions quadratica, Allora se per trasformate di wna curva
compogta (di curve dordine 0,1...) & éntende la corva formata dalle trasformate delle componenti,
si riconosee che le formole (B), (BY sono valide sensa eccezioni per determinare Uovrdine ¢ le molte-
plicitd della cwrva trasformate CF guando giono dati @ corrispondenti valori per la curva primitiva G;
Ia trasformaziona di cui si parla essendo quadratica (coi punti fondamentali a,, a,, ay)

Dopo*lestensione ora fatta della parola cwrea alle curve dordine 0 risulta evidents che in una
trasformazions birazionale una curva composta in modo qualsiasi di pid curve, si wula sempre in
una curea composta di allrettante curee (che sono le trasformate delle componenti).
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mentre per ¢ =4, 5.. . &

4 vi—1 se w=0

v, =
: 7 se =0
La trasformata C'* di C' ha (come risulta dalle formole (8), (8) applicate ad essa)
I'ordine

W¥=2m—y,—y,—v,—3=n%—138
¢ le molteplicitd
VE=p*—1, S =y, —1, )=, —1

v¥—1 s v¥=0

v*

= per i=4,5 ... h

88 y,'*=ﬂ

Dungue C'* & proprio una curva d'ordine n* —3 aggiunta a C*; e possiamo con-
cludere che in questo primo caso ogni curva (d'ordine n—3) aggiunta a € si tras-
forma in una curva (d'ordine »*—3) aggiunta a C* _

Passiamo ora al secondo caso in cui uno almeno dei punti a,, a,, @, ha la cor-
rispondente molteplicith uguale a 0; sia ad es.

v=0, v,=0, v,=0;
la curva aggiunta €' d'ordine »'=mn—3 ha nei punti a,, a,, a, le molteplicita
=0, i=wn—1, Vi=p—1.
Ora si verifica subito che C'* trasformata di €' ha 1'ordine
W ¥ =n*—4q
¢ le molteplicitd in o* a.* a,* espresse da
V¥=y*—1, »/¥=p*_2, 3,/ *=y,—2,

mentre negli altri punti di A* la C'* si comporta come una curva aggiunta a C'*. 8i
pud adunque dire che la trasformata C™ di una curva (d'ordine n—3) aggiunta a
C, insieme colla retta o,*a,* (imagine del punto fondamentale a, esterno a C)
di una curva d'ordine #*—3 aggiunta a C¥*. Pilt in generale se f punti fonda-
mentali della trasformazione (quadratica) 7 hamno la moltiplicith 0 per C, la
trasformata di una curva (d'ordine » —3) aggiunta a €, insieme alle f rette di o*
imagini degli / punti nominati, di una curva d’ordine »* —3 aggiunta a O%,
Dunque ad ogni curva aggiunta a € corrisponde una curva aggiunta a C%, e reci-
procamente ; dal che risulta che il sistema delle curve aggiunte a € ed il sistema
delle curve aggiunte a C'* hanno la stessa dimensione: effettiva ossia

(10). .. pr=p W)

I risultati ottenuti in questo n° estesi al caso in cui pit trasformazioni qua-
dratiche si succedano, possono riunirsi nel seguente teorema:

(1) Nella dimostrazione di questa (10) si & veramente supposto n = 3; infatti per #=3 il valore di p
risulta, come gid si osservd (ultima nota al n® 3), non pit dalla definizione generalo, ma da una con-
venzione. ¥ tuttavia molto facile il riconoscers che anche so n =3 la (10) sussiste.
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Se in una trasformazione birazionale ln cwrva C (qualsiasi) e il gruppo A
del piano 7 hanno per corrispondenti la curva C¥ ed il gruppo A* di %, i ca-
ratteri (K, p, D, k, p) di C rispetto ad A uguagliano i corrispondenti caratier:
di C¥ rispetfo ad AY.

9. Sistema aggiunto della eurva trasformata. — Un altro tra i risultati del
n’ 8 & utile raccogliere, e si riferisce al sistema aggiunto della curva che si ottiene
da ' mediante una trasformazione birazionale. Infatti, applicando ad una serie di
trasformazioni quadratiche successive le considernzioni fatte in fine del n® 8 & rico-
uosce che,

Se C* ¢ la cwrva di o* in cwi 88 mutn la C di 5 mediante una trasforna-
gione lirazionale, ogni cwrva aggiunta a C* si geinde nelln trasformate di une
ewrva aggiunta o C e nelle curve fondumentali di 5% che somo imagini di quei
punti fondamentali di =, le cui molteplicita virtuali per C valgono 0.

10. Riduzione del gruppo A. — Il teorema del n 8 ci autorizza a studiare
. proprietd riguardanti 1 caratteri di una curva ), sopra una curva CF trasformata
della €' in upa trasformazione birazionale, purchi la €' e la OF si riferiscano a due
gruppi A ed A¥ the si corrispondano nella trasformazione (n” 7); o, cid che fa
lo stesso (n” 6, a), ai due gruppi A, A% composti da quei punti di A, A* le cui
molteplicitd virtuali superano 0.

Ora, se alecuni punti di A sono a distanza infinitesima gli uni dagli altri, si puo
sempre con una conveniente trasformazione birazionale mutare la curva Cin un'altra
C* per la quale il gruppo 4™ si componga di punti a distanza finita 'uno dall'altro (1),
Si cerchino i caratteri di C'* rispetto ad A¥ e si avranno in conseguenza i caratteri
di €' rispetto ad A. Ne segue che in molte questioni si potra, senza perdere in ge-
neralitd, supporre a dirittura che il gruppo 4 rispetto al quale €' & definita si com-
ponga di punti a distanza finita 'uno dall’altro, e cid sard sottinteso ogniqualvolta
non si dichiari il contrario,

11. Serie di grappi relative ad 4 salle curve irriduttibili. — Sia @ una
curva irriduttibile riferita al gruppo A, ed in ogni punto di A per molteplicita vir-
tuale =i assuma la corrispondente molteplicitd effettiva. In tale ipotesi per un noto
teorema (%) sappiamo  che le condizioni imposte dai punti di A alle curve aggiunte
d'ording % — 3 (0 superiore) sono linearmente indipendenti; sicch® p—1 did pure la
dimensione effeftiva del sistema aggiunto d'ordine # — 3 (rispetto ad A); dunque

a) Per wuna curva drriduttibile il geneve effettivo uguwaglia il genere vir-
tuale; cosl potremo parlare di genere p di € (rispetto ad A), senz'altro.

(1) Noraer, Ucher die singuldre Werthsysteme einer aly, Function (Math, Aonwvalen Bd, 9); Retic-
nale dusfTihrung der Operationen (Math, Annalen B4, 23). — Bermixi, Sopra aleuni feoremi fonda-
mentali delle cwrve piane algebriche (Rendiconti lat, Lombardo, 1838),

(2) Bt e Norues, Ueber die algebraise’ten Functionen., .. (Math, Annalen, 7, pag. 260), — NiTuHer,
Ugher die nicht-adjungirten Curven (Math, Annalen, 13, pag. 518).
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Un sistema lineare di curve €' d'ordine qualunque, le quali passino comunque

per i punti di 4, ed inoltre
1) siano assoggettate a passare semplicemente per =0 punti semplici di C,
2) soddisfacciano (forse) a condizioni non provenienti dal passaggio per punti di C,
sega su (' un sistema di grappi di punti che chiameremo serie (lineare) di gruppi
rispetto ad A; se m (=C.C"—v) & il numero dei punti di ciascun gruppo e g la
dimensione della serie, indicheremo la serie con g.% Diremo che la 5.7 & completa
rispetto ad A, quando non & contenuta in una g,"*' (serie anche questa rispetfo
ad A). Una serie completa & individuata da un suo grappo come si deduce dal
seguente teorema (il quale anzi offre il modo di costruire la serie, dato il gruppo).
b) Un sistema lineare di curve aggiunte (rispetto ad A) dordine qualungue
soddisfacente alla condizione 1) e non alla 2), sega su C una serie completa ri-
spetto ad A; ogni alira serie che abbin con essa un gruppo comune ¢ in essa

condenuta (1),

12. Riprendiamo la definizione di serie di gruppi rispetto ad 4; ed osserviamo
che un sistema lineare S di curve d'ordine m, le quali debbano passare per un punto
a multiplo secondo » per €' con molteplicitd v si ottiene imponendo alle curve d’or-
dine m che passano con molteplicith v—1 per a le condizioni provenienti dal sem-
plice passaggio per i » punti infinitamente vicini ad @ soi ¥ rami di €. Segue adunque
del teorema ) del n® precedente che le curve d'ordine # che si comportano come
nei punti di A, segano su € una serie completa ossia:

Sopra la curva generica G (supposta irriduttibile) del sistema lineare [C), le
altre curve del sistema segano una seric complefa (rispetto ad 4) g,

13. Caratteri virtuali di una curva composta. — Ed ora supponiamo che la
carva, O riferita al gruppo 4 sia composta: e €', C° siano due sue componenti
(semplici o composte) complementari (tali ciod che ¢=0C'4 C"). Se indichiamo con
k... i caratteri di € rispetto al gruppo 4, con K..., K", .. i caratteri di ¢,
C" rispetto al gruppo stesso, con J=C'.C" il numero delle intersezioni di C', C"

{1) Il teorema qui enunciato, quando A contenga fueei i punti di ¢ che hanno molteplicithy supe=
riore ad 1 [nel qual easo la locuzione seric lineare assume il significato ordinario) non & altro che il
Restsatz (v. Brivn o NOtnes, Memoria citata) Sotto ipotesi ancora pil larghe di quells fatte in questo
paragrafo il teorema &) fu dimostrato dal sig. Nirmer nells Memoria Usber die nicht-adjungivien
Curven (pag. 510), nella quale si troveranno pure dimostrati (sempre in casi pili generali) i tre teoremi
che qui riuniseo perché ad essi ricorro pelle note ai numeri 14, 15, Negli snunciati omeito per bre-
vith 'avvertenza rispetto ad A dopo le parole serie, o curva aggivnta (avvertenza che diverrebbe su-
perflua se A contonesse tutti i ponti multipli di ).

e} Le curve aggiunte d'ordine n—3 segano su 0 una serie g

P
fp—t
d) Se B:u # sarvie complata, 5 ha m—q=p; quande m —q=p per un greppo arbitrario della
gerig non si pud condurre una curva aggivnta d'ordine n—3, ¢ reciprocamente ; sicchd quando m>2p—2
oppure quando q =>p—1 si ha certo m—q=1p s¢ la serie & completa (m —g=>p in caso opposto).
8) Sz invece m— q<=p per un gruppo di g'l Passano oo TR etree aggiunts d’ordine n—3,
m
le quali segano su C una serie d'ordine 2p—2 —m, od il sistema delle curee aggiunte d'ordine n — 3

passanti per un gruppe di quest' wltima seriz sega su 0 la serie g: primitiva,

2 7 Castelnuovo,
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rispetto ad A, partendo dalle formole che c¢i definiscono i caratteri virtuali di uma
curva, arrivinmo subito alle ugnaglianze

(11). .. k=k +k'+71
(12). .. p=p+p +I1—-1
(18). 5. D=D+4+D"42I.

Queste formole si estendono immediatamente al caso di una curva C composta
di tre o pitt curve. In particolare se €, C,,... €, sono le componenti irridutti-
bili di C, tra le quali alcune possono coincidere (se € ha qualche componente da
contarsi piit volte), adottando notazioni analoghe alle precedenti ¢ ponendo ora

J=XC,.C,
{dove la somma va estesa alle combinazioni binarie mn dei numeri 1, 2 .. . §), si trova:
(11y... =k +k+...+k+ J
(12)... P=pP+P:t ... +P+I—i+ 1
(13)... D=D4+D,+...+ D, +2J

14. Dimensione effettiva appartenente ad una curva composta. — Segue
subito dalla definizione che

La dimensione effeitiva appartenente ad une curva composta uguaglio o supera
la somma delle dimensioni effettive appartenenti alle cuwrve componenti. Se € & la
curva composta e C,, C,. .. C, sono le curve componenti, e di pitt si suppone che
In curva generica del sistema |C| si spezsi in 1 curve appartenenti ai sistemi
[€.], [C:]. .. [C.]. allora tra le dimensioni effettive &, %, k... % passa I'uguaglianza

k=bk+hk+.. .4k

viceversa se sussiste questa ungnaglianza tra le dimensioni effettive appartenenti ad una
curva composta € e alle componenti C,, C,... C,, la curva generica di [C] =
scinde in § curve appartenenti ai sistemi [C\]. [Cy]...[C] (). B cid, se €y, C,...C,
sono le componenti irriduttibili di €, & possibile soltanto ®) nei due casi che

1) o i—1 fra le dimensioni &, &,..., & siano nulle,

2) oppure quelle tra le dimensioni che sono diverse da zero, siano uguali ad uno,
¢ le curve componenti a cni esse appartengono siano elementi di uno stesso fascio ),

(1) MNelle ipotesi qui fatte la dimensione effettiva del sistema [ --Cy) & & - FAy; ne segue che se
[C)] e [C.] sono sistemi regolari (e quindi &, =k, , ky—=Lk,) si ba C,. C,=0, giscchd in easo opposto,
per la formola (11) la dimensione virtuale e (a pil forte ragione) la dimensione effattiva di [C)+ 6]
supererebibe %, k.. Da cid il teorema: S¢ la curva generica di un sistema [C] si seinde in curve
appartenenti ai sistemi regolari [C], [Cg] ... [Ci], le eurve generiche di due sistemi diversi tra questi
hanne o nessuno o infiniti punti in comune (rispetto ad A)

(2) Per un noto teorsma del sig. Beatini contenuto nella Nots Swi sistemd lineari (Rendie, [stituto
I'mbarde, 1882, pag. 24).

(#) Un limite superiors alla dimensione effettiva & di un sistema lineare [(] una cui curva (par-
ticolare) © si spezzi, si ottiene mediante lo seguenti considerazioni, Sia ¥ una componente irridut-
tibile di €, la quals componente non sia coatenats nella componente complementars C; si avrd
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15. Genere effettivo di una eurva composta. — Consideriamo una curva com-
posta C'= C'4 C" e siano p, p/, p" i generi effettivi della curva composta e delle
due componenti, le quali per ora possono esser semplici o composte, aventi infiniti

punti comuni, oppur no.
Dalla stessa {laﬁumune di cuorva aggiunta segne che ogni ecurva aggiunta a €'

(quando esista) insicme a " di una eurva aggionta a € quindi intanto si eon-
chinde che
a) Il genere effettivo di una cwrva composta non & mai inferiore al genere

effeitive di una componente.

Consideriamo ora entro al sistema lineare S oo?=' delle curve aggiunte a O,
il sistema lineare §' formato dalle curve aggiunte a C' prese insieme con C", ed
il sistema lineare 8" formato dalle curve aggiunte a C" prese insieme con ', Se
¢' ¢ " non hanno infiniti punti comuni, non esiste nessuna curva di 8, la quale
sin tutta contenuta in S": sicchd, essendo p'—1, p"-- 1 le dimensioni di §' ed 5"
(che somo sistemi minori entro ad S), si ha

(p'—1)+(p"'—1)=p—1

dunque J=(". 2 =0. Le curve di [£] segano su  una serie di gruppi y:; rispetio ad A il cui

ording &
m =0 (e ()= I
I gruppi di questa serie che contengono la [ intersezioni di 7 & £ si scindono nelle [ inter.
gezioni & nei grup pi di una serie [ la cui dimensions non & inferiors a g —1I In questa BRrine

i earlaments contenuta la g ~' ¢he su {” segano lo rimanesti curve di [£“]; ma poichd quest’ultima

garie & completa (n® 12, deve essere
e =Y e |
oseia

o) F=K+I—1

Ora 8 osservi che una delle ook eurve di [7]. 11 quals contenga ¢’ 1 punti arbitrari di £ dava
seindersi in € ed in una delle oob” eurve di [7*]; dunque

_Q.f_ l:},""‘
RS AR 4.

donde par la =

Ripetendo pit volte questo ragionamento (che andrebbe lievomente modifieato nel caso estremo k'=0),
8i conchinda:

Se Gy, Oy, .. G sono curve irviduttibili distinte componenti una curea G, ed J & il numers totale
delle love intersezioni a due a dus, tra le dimensiond effettive appartenenti alla curoa composte ¢ alls
cures componenti passa la relazione

A=k 4kt R +J.

B¢ ora supponiamo che 1 sistemi [C/], [R]...[G;], siano regolari per modo che risalti
=k, h=k,... b, =k,,

vediamo che il secondo membro dell’ultima disnguaglianza non differisce dal secondo membro della (1),
quindi A=k, nella quale perd si deve necessariamente prenders il segno =, perchd la dimensions
eifettiva non & mai inferiore alla dimensione virtuale (n® 2): dunque finalmenta

h=k.

Se di pilt 81 osserva che nelle fatte ipotesi le relazioni =) relative alle curve C,, C, ... € devono
ridursi ad wguaglianze, si giunge al teorema;

Se Gy, Gy ... 0 sono curve frridutiibili distinte componanti una curva C, ed i sistemi [C], [C;}. LG
sono regolari, & regolare anche il sistema [C]; e sopra cisscuna componante le curve di [C] segane
una serie completa (rispetto ad A,
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0ssin
P+r'=sp.

Applicando pit volte questa disuguaglianza si giunge al teorema

b} Pitt ewrve (semplici o composte) fra le quali non si trovine dwe aventi
infiniti punti comuni, donno Tuogo ad wne curva composte il cui genere effetivo
non & inferiore alla somma dei generi effettivi delle componenti.

Come corollario: :

¢) Due cwrve le quali non abbiano infiniti punti comuni, e non si seghino
(rispetto ad A), danno luogo ad wna curva composta il cui genere effettivo supera
il genere virtwale, Infatti se €' (di generi p/, p), C" (di generi p", P") sono le due
componenti, si ha per ipotesi €'. C"=0 e quindi, per la formola (12),

p=p+p'—1

c¢i da il genere virtuale della curva composta €= '+ C". D'altra parte, per il teo-
rema b), se p @ il genere effettivo di € =i ha

p= 1‘r + f]"'u
ed essendo (n° 8) p'=p.. p'=p’ risulta
P=P.

La stessa proposizione si pud enunciare sotto altra forma se si introduce la
nozione di curve commessa, che in molti casi permette di abbreviare il discorso. Una
curva composta dicesi comnessa se ciascuna delle sue componenti (irriduttibile o no)
ha colla componente complementare o infiniti punti comuni, od almeno una interse-
zione rispetto ad A.

Cosi la ¢) ci permette di affermare che

¢) Una cwrva composta il cui genere effettivo uguagli il genere virtuale, é
necessariamente connessa (1),

i1) Il coneetto di curva connessa (fondamentale quando si voglia costruire una teoria delle curve
composte nelllindirizzo qui seguito) rivela la sua importanza in aleuni teoremi che sono di comple-
mento alle proposizioni a), 5) o ¢) e costituiseono una estensione di aleune proposizioni sulle curve
composts date dal sig. Notuer nella Nota: Usher die reductiblen algebraischen Curven (Acta Mathem, 8],

Sia € una enrva connpessa lea cui componenti irciduttibili Cy, C,. .. G siano tulte distinte fra
loro, e supponiamo queste componenti cosl ordinate che indicando con fy il numero delle intersezioni
rispetto ad A di €, colla curva (CH. +C s+ -+ (?‘J risulti

=0 por h=1,2....i—1;
{un tale ordinamento & sempre possibile come & facile veders); per convenzione poi porremo

1=0.

Siano gy, Paeye e - ¥ (=0 Pay.o. By per il 00 1, a)) i geneni di 6, 0. .. ;. Sulla curva
(h=1,2...10 lo curve aggiunte a (Cy-+Cp ., + .. . + C;) segano una serie g, alla quale apparten-
gono i gruppi formati dagli I, punti comuni a Gy e (Cp, + ...+ ) insiome ool grappi della seria
{d'ordine 2p, —2 o dimensione p, —1) segata su C, dalle proprie eurve aggiuate; ne viene che or-

dine di g & dato da
20 —4+1,,
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16. Una lemma sni sistemi riduttibili. — Pud spesso giovare nello studio
dei sistemi lineari la seguente osservazione (di cui ci serviremo al n" 30).

Sia [€']-il sistema lineare costituito dalle curve d'ordine n che passano colle
molteplicitd virtuali assegnate »,, v,...v, per i punti a,, a,...a, costituenti il
gruppo A4 ; e sia [I'] un sistema di curve dello stesso ordine # passanti colle stesse
molteplicita virtuali »,, v, ..., per h punti &, , = ..., costituenti il gruppo z;
chiameremo [I'] dmagine di [C]. Per definizione, i caratferi virtwali di [C'] rispetto
ad A uguagliano i corrispondenti caratteri virtuali di [I'] rispetto ad «: mentre pud
avvenire che analoghe uguaglianze non sussistano fra 1 ecaratferi effettivi dei due
sistemi (rispetto ai loro gruppi). Perd se il sistema [C] & regolare , sard regolare
anche il sistema [['] #n generale, quando ciod tra i punti di 2 non passino parti-
colari legami; ed in quest’ultima ipotesi, se il genere effettivo di [C] uguaglia il
genere virtuale, altrettanto accadrd per [I).

Cid posto, supponiamo ora che il sistema |[C'] avente la dimensione virtuale k=1,
ed il genere effettivo uguale al genere virtuale , presenti la particolaritd che la sua

mentre la dimensione r, soddisfa (n® 11, nota a pié di pagioa, d)) alla relazione

2 V = —2+Il per A=1.2...i—1
I ri=p,—1.

Sommando le ¢ relazioni qui compendiate, risulla _
Al rtrt . Ept et g —2i14d

dove J & il numero tolale delle intersezioni a due a due delle componenti irriduttibili di ©

Se ora ad una curva aggiunta a (Chten. u‘}',} gi impongono le ;-1 condizioni di contenera
ry-+1 punti indipendenti di £}, la eurva aggiunta deve scindersi in C) ed in una curva aggiunta
a (G 4...+0C); e ad ognuna di queste ultime curve aggiunte si deve pervenire partendo da futte
le eurve aggiunts a (Cg+. ..+ €. Ripetendo pilt volte questa osservazione =i riconosce che quelle
tra lo o' curve aggiunte a €, cho soddisfanno alle condizioni di contenere

|:r|—|—l":|+|:r!—|—l}—[—,. (i +1J=fr,+r,. B +r‘_1:,+,-_1

punti seelti su C,, ... C;_,, si scindono nella curva (0;+ G+ ...+ €,_,) e nelle curve aggiunte
a O sieché avremo

p—A—(rtrt .. r ) —(i—j=p—1=r,
nEsia
7) p=ryt .o i,
e per la #)
PEp+PRA. . A pHd =il

Ma il secondo membro per la ugusglianza (12) vale p ‘genere virtuale di £), dunque p = p. In questa
relazione pord non si pud prondere il segno = per il n® 33 abbiamo quindi Puguaglianza

P=p;
e risalendo alle relazioni pracedenti riconnsciamo eho la «) deve seriversi
a)f =P — 241 (h=1,2,..i=—1).

Le due ultime uguaglianze dinno luogo al teoremas
d) Una curva composta connessa C (priva di componenti multiple) ha il genere offettive wguale
al genere virtwale ; ¢ su ciascuna components semplice di C le curve aggiunts a C fegano una serie
completa (rispetto ad A)
(Juanto alle curve non econnesse , con un ragionamento poco diverso da quello ora indieato , si
giunge al teorema:
@) Sia C una curva non connessa priva di componenti multiple, ¢ siano C, O, .. 0" curve
(semplici 0 composte) che insieme costituizcono C ¢ non hanno a due o due interseziond, rispetto ad Aj
il genere efeive di C wyuwaglia la somma dei generi offativi i ©°, O, ... c,
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curva generica €' si spezzi nelle eurve irriduttibili €, ... C, (brevemente, il si-
stema sia ridullibile). Allora, poichd C' deve esser connessa (n® 15, ¢)), per la prima
nota al n' 14 wune almeno dei sistemi [C,], [C]...[C,] sard sovralbondante. Se
ora si scelgono i punti @, e... %, in modo che essi presenting condizioni tutte
mdipendenti ad ogni curve drriduttibile d'ordine =n che passi una o pin volle
per essi, il sistema ec* [I'], imagine di [C'], risulterd necessariamente érriduttibile
(ciod avrd la curva generica irriduttibile). E si badi che la scelta del gruppo =z
pud farsi in infiniti modi; anzi, poich¢ a noi basta che i punti di % non siano sog-
getti a certi legami, traducentisi in un numero finito di equazioni fra le loro coordi-
nate, potremo dire che « & un gruppo generale di kb punti del piano, Cosi giungiamo
al teorema :

Se le curve d’ordine n che passano colle molteplicita virtuali v,, v, . .. v, per
certi b punti del piano, formane wn sistema viduttibile di dimensione virtuale =1,
avente il geneve effettivo uguale al genere wvirtuale, le eurve d'ordine n passanti
colle molteplicitd wvirtuali vy, vy. .. v, per h punti presi in posizione generale
nel piane, formano un sistema drriduttibile.

CAPITOLO 11.

Sistemi irriduttibili.

19, Nei paragrafi precedenti sono considerati insieme sistemi lineari di curve
riduttibili e irriduttibili, ed i caratteri e le proprietd viste per questi sistemi sono
refafive ad un certo gruppo di punti A per i quali passano tutte le curve del si~
stema. Ora invece mi limito a studiare i sistemi irriduttibili; e fisserd il gruppo A
in modo da ottenere proprietd e caratteri collegati in modo assolute col sistema.

Indichiamo ancora con [C'] il sistema lineare costituito da futte le curve d'ordine
che sono assoggettate a passare con date molteplicitd per punti assegnati nel piano;
siano almeno o' le curve € di ['] e la curva generica del sistema sia irriduttibile,
In queste ipotesi i punti comuni a tutte le curve di [C], o punti base di [C], sono
in numero finito; il gruppo costituito da fufti i punti base si dird greppoe base del
sistema, e si indicherd con A4 ; ad esso intenderemo riferite le singole curve di [C'].
La curva generica € del sistema, considerata indipendentemente dal sistema, ha in
ciascun punto base a di A una certa molteplicith » che si pud sempre determinare
(ricorrendo, ove occorra, ad una conveniente trasformazione birazionale per separare
punti infinitamente vieini); questo numero v noi assumiamo come molteplicita del
sistema nel punto base . Cosl possiamo dire che » & la molteplicitd sia virtuale |
sia effettiva della curva generica di [C] in @, mentre per una eurva particolure C,
di [C] la molteplicitd effettiva in =« pud superare v (nel qual caso v dovrd dird
molteplicitd virtuale di C)).

Stabilendo in questo modo e il gruppo A e le molteplicitd ¥, veniamo a rendere
indipendente dal nostro arbitrio la relazione fra sistema lineare o gruppo A di
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viferimento (il che non poteva dirsi a rigore nel Capitolo I); percid quando parle-
remo di caratteri di [C'] potremo sopprimere le parole rispetto al gruppo A.
I caratteri di [C] (o, cid che fa lo stesso, i caratteri di una curva gualunque del
sistema rispetto ad 4), sono adunque :

la dimengione virfuale K data dalla (1) quando ad 4 e v si attribuiscano
i significati ora stabiliti ;

la dimensione effettiva k, definita al n° 2, la quale come ho gid detto si
supporrd superiore a 0

il genere p (virtuale = effettivo per il n® 11, a)), dato dalla (3), il quale &
ora il genere della curva generica C nel senso comunemente adottato (poiché, come
i noto, questa curva non ha punti multipli all'infueri di A4):

il grado D, numero dei punti variabili comuni a doe curve del sistema, che
si pud caleolare mediante la (4).

(Juesti caratteri godono proprietd invariantive in qualunque trasformazione bira-
zionale come risulta dal n® 8, e come d’altra parte per alcuni di essi (k, p, D) &
addirittura evidente nelle ipotesi pil ristrette, qui fatte.

Nello studio del sistema |C] accadrd perd spesso di incontrare sistemi lineari
[C)] legati con [C] e che si riferivanno al gruppo base A di [€']. Siccome pud darsi
che il gruppo base di [C)] non coincida con 4, cosi, in questo caso, non sard pid
superfluo parlare dei caratteri di [C)] rispetto ad A (nel senso del Cap. I), i quali
potranno differire dai caratteri di [C,] rispetto al proprio gruppo base A, (nel senso
del presente paragrafo).

I5. Serie earvafteristica, — Oltre alla considerazione dei numeri (caratteri) che
hanno con [€'] relazioni invariabili per trasformazioni birazionali, & fondamentale per
noi lo studio di quegli enti che si possono ottenere da [C'] colle stesse leggi con cui
gli enti trasformati possono ottenersi dal sistema trasformato di [C].

Tra questi enti 11 primo a presentarsi & la serie g,'—* che sulla curva generica ©
segano le rimanenti curve di [C']; alla quale seric daremo il nome di serie carat-
teristica del sistema, per lo stretto legame che essa ha col sistema. I senz’altro
evidente, che se si opera una trasformazione birazionale sul piano di [C], la g,*~*
si muta nella serie che sulla curva trasformata di € segano le curve del sistema
trasformato.

L serie eavallevistica di wn sistema lineare ¢ complefa (in senso assoluto ,
ciod non solo rispetto ad A); infatti questa proprietd fu dimostrata in un caso pih
generale nel n” 12 (1) Segue subito la disuguaglianza

I.:'—k+l§p

la quale & aasche conseguenza della t=k e della (5).

(1) Anzi in virth del ragionamento fatto al n® 12, si pud dire pil in generale che le eurve di
dato ordine gualunque, le qoali passano con molteplicith » o v —1 per ogni punto s-uplo di & (ad es.
eolla molteplicith » nel punto multiplo sscondo #, v —1 nel punto maltiplo secondo 4, eee.) segano
su £ una serie completa (in =enso assaluto),
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Segue pure dalla (5) che guando
D—[k— 1) =p,

quando ciod la serie caratteristica & non speciale (nel senso di BrinL e Notner), allora
s=k-k=0,

e viceversa; quindi il notevole teorema :
Un sistema lineare & regolare o soveabbondante (n° 2) sccondo ehe ¢ nom

speciale o speciale ln sua serie caratferistica.

19. Parecchi corollari discendono dall’ultimo teorema.

Intanto poich® una serie speciale sopra una curva di genere p ha 1'ordine =2p—2
e la dimensione <=p— 1, segue:

Se 4l ymda_:fa' un sistema lineare supera 2p— 2 (oppure se la dimensione
effettiva supera p) #l sistema ¢ regolare, teorema dovuto al Sig. Srere, il quale lo
dimostrd colla via qui tenuta (); come casi particolari si ottengono due teoremi dati

anteriormente dal Sig. Gucoia (2
' Sia ora sovrabbondante il sistema [€] e quindi speciale la serie y,"~"; per una
nota proprietd delle serie speciali @)
D=2(k—1),

nella quale va preso il segno =, quando k=1, k= p, oppure quando la curva '
& iperellittica, e in questi soli casi. L'ultima relazione in wirth della (5) diventa
) E4p—1=2L—-2

0=518

la quale di luogo ai teoremi:
In un s temadincare di cwrve non iperellittiche la sovrabbondanza non pud

supernre la differenza fra il geneve e la dimensione cﬁ'ﬂtﬁam, quando questa &
maggiore di 1 e minore di p.
In un fascio di curve la sovrabbondanza uguaglia il genere (proprietd nota).
In wn sistema lineare sovrabbondante di ewrve ipevellittiche di genere p, il
passaggio di wna ewrva per un punto arbitrario del piane porfa di conseguensa
il passaggio per un altro punto deferminato dal primo; e la sovrabbondanza del

sistema wguaglic p—k4 1.

(1) Swi sistemi lineari (Rendic. Cireolo Matemn, di Palermo, t. 1) Dal | teorema di Seene ora
citato segue subito il 1 teorema: fn wn sisteme lineare di dimensione superiore a p---1 i passaggio
di una curpa per wn punto arbitrario del piane non trae di consequenza il passaggio per altri puni
determinati dal primo,

(2) Swr une question concernand les points singuliers . . . (Comptes-rendus, t. CIII}.

Generalizzazione di wn teorema di Nither; Sulle ridusione dei sistemi lineari di curve ellintiche
(Rendic. Circolo Matom,, t. I)

(3) Questo teorema & dovulo a Currore (On the Classification of Loei, Philos. Trans,, 1878); lo si
troverd riportato con altre dimostrazioni in una Nota di Sgese (Rendic. Istit. Lombardo, 15885) ed in

una mia (Atti Accad, delle Scienze, Toring 1830),
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20. Se la sovrabbondanza s del sistema [C] supera 0, ogni gruppo della serie
caratteristica g,'~' che giace sulla curva gemerica € presenta (per il teorema di

Riguaxs-Rocu)
D—lkt+l=p—s

condizioni ad una curva d'ordine n—3 aggiunta a ' (o, cid che fa lo stesso, aggiunta
a [C]) che debba contenere quel gruppo. Le eurve aggiunte che soddisfanno a queste

condizioni segano su ¢ una serie ﬁ'::_!,_,; che si dird la residua delln serie caral-
teristica.

La serie residua della caratteristica pud contenere punti fissi, ciod possono esi-
stere su (' aleuni punti i quali appartengano ad ogni gruppo della serie residna. Se
consideriamo ¢ di questi punti, il gruppo formato da essi con un gruppo della g,'—!

presenta solo D —(k— 1) condizioni ad una eurva aggiunta a |C'] che debba conte-
ke —L
D4a

procamente se la serie caratteristica su ' & contenuta in una serie g :::_' conit—
pleta, la serie residua della caratteristica possiede 7 punti fissi. Da questa osservazione
segue che se un punto base a, semplice per €, non & conseguenza dei rimanenti punti
base, sicché esiste un sistema o<'*' di curve d'ordine n che si comportano come C
in tutti gli altri punti base di [C'], la serie caratteristica g,'~" sopra C' & conte-
nuta nella serie completa o5, che su C segano le curve del sistema o=**'; e
quindi ogni curva aggiunta a [C] la quale passi per le D intersezioni variabili di
due curve di [C)], viene in conseguenza a passare per .

Pii in generale il punto « sia r.uplo (ordinario) per [C'], e siano precisamente
r le condizioni indipendenti che si devono imporre alle curve d'ordine n le quali s
comportano come € nei rimanenti punti base di [€'] ma passano r — 1 volte per a,
affinché esse vengano a passare con r rami per a. In altre parole che esista un sistema
[€] ec*+" d’ordine u avente le stesse molteplicita base di [C'] tranne che in a, dove
In molteplicitd sia r— 1, anzichd #. Dico che a & punto r.uplo per ogni curva
aggionta a [C'] ¢he contenga le D intersezioni variabili di due curve di [C]. Infatti

**r=%alla quale appartengono i

D4r
gruppi della serie caratteristica di [C'] g,*~* presi insieme cogli » punti di € infi-
nitamente vicini ad o sugli # rami. Ne viene che questi r punti appartengono ad
ogni curva aggiunta a [C] che passi per un gruppo di g,'~", ossia che ognuna di
queste curve agginnte ha un punto #.uplo in . Dungue:

Se un gistema o<t [C| d'ordine n ha il punto base a come r.uplo ed esiste
un sistema o<'*" dordine n le ewi cwrve passano soltanto r—1 volle per a, ma
si comportano come C negli altri punti base, ogni ewrva aggiunta a [C] che passi
per le inlersezioni variabili di due curve di [C] ha un punto r.uplo in a; e reci-
procamente: se ogni curva aggiunta a [C]| che passi per le intersezioni varvialbili
di due curve del sistema ha un punio r.uplo in un punto r.uplo del sistema,
allora esiste un sistema o*+’, ecc. Quest’ultima parte si dimostra senza difficolta

rifacendo a rovescio il ragionamento precedente.

nerlo, e quindi esiste su € una serie completa g che contiene la g,'—"'; reci-

le curve di [C)] segano su ' una serie complets g

& 7. Costelnuwovo
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21, Sistemi residui. — Nei paragrafi seguenti, quando non si dica il contrario
si ritiene esclusa la ipotesi che due punti base di [C'] cadano infinitamente vicini;
in altre parole si suppone che i punti base del sistema siano punti multipli ordinari,
con tangenti variabili da curva a carva del sistema.

Insieme al sistema |€] definito rispetto al gruppo base 4 mediante 1'ordine »
o la molteplicitd » (effettiva = virtuale) di € nel punto base generico a, consideriamo
un sistema [C'] (almeno o<") costitnito da tutte le curve d’ordine »' < che sono
assoggettate a passare colle molteplicitd (virtuali) +,, ¥,. . . ¥, (= 0) per i punti base
di [C]; molteplicita tali che in ogni punto base a sussista la relagione V' =v.

Se oru esiste un sistema [C7] (almeno <) costituito da tutte le curve d'ordine
s —n' che sono assoggettate a passare colle molteplicitd virtnali v, —,, v,—,, . ..
vy—v, per i punti base di [C], avverrh che ogni curva di €' insieme ad ogni curva
di C° formerd una (particolare) curva di ('], ed ans einseuno dei due sistemi sard
costituito da tulle le ewrve che insicme alle ewrva genervica dell’altro danne curve
di |C]. Due sistemi che si trovino in queste w/fime condizioni si diranno residui U'uno
dell’altro rispetto a [C](D),

Definito nel modo indicato il sistema [C'], sono pienamente determinati i ca-
ratteri virtuali &', p', D' del sistema rispetto ad A, come pure risulta fissato il
numero delle intersezioni (rispetto ad 4) di € e €',

C.0 = A"

Se poi con questi numeri vogliamo procurarci la dimensione virtuale (rispetto
ad 4) del sistema residuo la cui curva generica & C" (n—n', v—/),, troviamo

k'= % ': (n—a) (n—n'4+8)—Z% (v—v) (v—v'+ 1}£
ossia
o) K=k—A4+p'—1
(dove k &, secondo il solito, la dimensione virtwale di [C']). Dunque intanto: Se il
sistema [C'] non ammette sistema residuo vispetto a [C], sussiste la relazione
k=&—7p.

Se invece si ammette che esista il sistema residuo [C'"] i cui caratteri, rispetto
ad A, siano K', p', D", e s pone

O.C"= a",
g1 trova subito
ﬁl_l_ &#=D’
ed inoltre
ﬁ':ﬂ’.(ﬂ’+ﬂ'"}=ﬂ+{:".ﬂ* di eni

(1) 8i noti che in questa definizione di sistemi residui non si fa pid cenno delle molteplicith vir-
tuali ¢he si attriboniscono ai punti base dei due sistemi, siechd si pud parlare di due sistemi residui
anche prima di averne fissato la molteplicith virtnali; ma risulta evidente dallo cose detle che dati
due sistemi residui rispetto a [], per uno {qualengue) di essi si possono scegliere lo moltepliciti vir-
tnali »7, »’... in A, in guisa che (il sistema sia completaments definito ed inolire) risulti in ogni
punto base + =+ La scelta potrd lalvolia farsi in pilt modi; uno tra questi ¢ di assumers come
molteplicith eirfwals « dal sistema nel punto base a, la molteplicity efattiva del sistema stesso in @,
s¢ questa non supora v, e di prenders nael caso cpposto <=,
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(15) ... C.0"=a—D=A"—D

Applicando ora alla curva composta €'=C" 4 C" la formola (12) del n® 13,

troviamo
p=p+p'+2'—D—1,

la quale in virth della relazione (5) del n” 4 (applicata alla C') ci da

(16). . . p—p'=a—K,
mentre dalla #) deduciamo
(17) ... k—k'=a"—p'+1.

Quanto ai caratteri effettivi di [C'], [C"] mi limito ad osservare che tra le
dimensioni effettive &, %, ' di [C'] e dei due sistemi residoi deve sussistere la disuo-

gnaglianza (n® 14, a})
E=F+ .

La differenza k—% da il numero delle condizioni che si devono imporre ad una
curva di [C'] affinchi essa si scinda in una curva fissata di [C"] ed in una curva di
[€']. Questo numero k—FK puod ditsi la valenza (o la postulazione) di C" rispetto
a [C]. Se esso & ugnale ad 1, nel qual caso diremo C" monovalente, le curve di
[€] non possono segare C" fuori dei punti base; e K< k—¥ deve esser uguale a zero.

22, Curve fondamentali. — Una curva (semplice o composta) la quale non
sia segata in punti fuori del gruppo base A dalla curva generica € del sistema [C']
dicesi cwree fondamentale del sistema. Dalla definizione segue subito che linsieme
di due curve fondamentali & ancora una curva fondamentale. e reciprocamente &
fondamentale ogni componente di una curva fondamentale.

La dimensione effettiva appartenente ad uwna cwrva fondamentale (dimensione
rispetto ad A) & nulla, cccettuato il caso in cui il sistema [C] sia un fascio, e
la curva fondamentale contengn una ewrva del faseio. Infatti se esistesse un fascio
di curve F' tutte fondamentali per "[C], la curva F passante per un punto della
curva generica €', dovrebbe contenere tutta la ' (che per ipotesi & irriduttibile), sicché
C sarebbe curva fondamentale di [C]; eid & possibile soltanto se D=0, nel quale
caso [C] & un fascio. Se poi [C'] & un fascio, l'insieme di quante si vogliano curve
del fascio costituisce una curva fondamentale di [C'].

Una curva fondamentale irriduttibile forma parte di ogni curva di [C] che ne
contenga un punto: il sistema residuo della curva fondamentale ha la dimensione
effettiva k—1 e la curva stessa deve dirsi monovalente. Pitt in generale (se si bada
‘alla definizione del n® 15) si riconosce che ogni ewrva connessa (vispetto ad A) senza
componenti multiple, la quale sia fondamentale per [C), & monovalente. Non &
vero perd il teorema reciproco (1).

(1) Ad es, il sistema oo® delle carve di quinto ovdise (% b2 B2 e, e5... ¢, i coi punti basa
a, by, by, oy, €5, .00y costituiseono il gruppo base di un fascio di eubiche, ha come curva foudamen-
tale monovalente la curva non connessa costituita dalle due rette aby, ab,.
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23. Genere effettivo di wna curva fondamentale. — Nel seguito, parlando
di una curva fondamentale F (d'ordine s colla molteplicitd effettiva 2 nel punto
generico @ di A), si supporrd che esista un sistema residuo [ €] almeno <, (in altre
parole si tratterd soltanto di quelle curve fondamentali che hanno la  valenza non
superiore a k).

La curva composta Ci+ F & una curva di [C']; essa quindi sega la curva ge-
nerica € del sistema (oltre che .‘Eu‘ punti contenuti in A) in un gruppe &, della

serie caratteristica g,'~' (1. Le curve d’ordine m —3 aggiunte ad I (passanti p— 1
volte per ) costituiscono prese insieme con ) un sistema di curve d'ordine n— 3
aggiunte a €' e passanti per G, sistema che ha la dimensione effettiva p,—1 se
pr & il genere effettivo di I (m, p),. Ma fu gid osservato (n® 20) che per un gruppo
della serie caratteristica passano soltanto e<*=' curve aggiunte a C'; quindi

=S,
donde il teorema:
a) Il genere effetfivo di wna ewrva fondamentale non pud superare la so-
vrabbondanza del sistema.

Merita di essere esaminato il caso in emi il genere effettivo p, raggiunge il suo
massimo valore s. Allora ogni curva d’ordine n—3 aggiunta a [('] la quale passi
per G, si scinde in €} ed in una delle curve F' dordine m —3 aggionte ad F.
Ora questa curva C,+F' ha la moltiplicitd » in ogni punto base ».uplo di [C]
il quale nom appartenga ad J (se un tal punto esiste). Dungue la serie residua della
caratteristica ha v punti fissi intorno a quel punto base (e la dimensione effettiva
del sistema aumenta di v se alle curve di [C'] si impone di passare colla moltepli-
citd ¥ — 1 anziché » per quel punto base; n® 20). L'enunciato di questo teorema,
sotto la forma a noi pih utile, & il seguente :

b) Se il sistema lineave [C], per cwi la serie vesidua della caratteristica
non ha punti fissi, possiede unao curva fondamentale di genere effettivo uguale
alla sovrabbondanza del sistema, questa curva condiene ogni punio base del sistema,

24, Caratteri virtuali di una curva fondamentale. — Sia ancora F' (1, p2) 4
una curva fondamentale la quale ammetta il sistema residuo [C,] (almeno =<°). Per
evitare complicazioni supporremo che la molteplicitd effettiva . di F in ogni punto
base @ di [C'] non superi la corrispondente molteplicith » di [C] @ nella quale

(1) Non & escluso che aleuni punti di G, cadano in punti di A; cosl se ad es. nel punto base a
la enrva €+ " ha la molteplicith » -« angzichd », allora ve punti di G, cadono in a; ma in tal caso
Ia eurva composta di £ e di una curva aggiuota ad F ha la molteplicith »4-«—1 (slmeno) in a, e
quindi tra le 2p—2 sue iotersezioni con € si trovano i »¢ puoti pomisati di Gp, , sicchd tutto il
ragionamento continua a sussistera,

(2) La ipotesi qui fatta noo costituisce una restrizione nel easo di eurve fondamentali monova-
lenti. Risulta infalti da una osservazione del sig, Beeris (Swlle curve fondamentali. . .| Rendiconti
Cireolo Matem, di Palermo, t. [11) che voa curva fondamentale monopalends ha in ogni punto base a,
di [€] una molteplicith ¢ffetiva x non supariore alla molteplicith » di C, o che inoltre la eurva ge-
norica del sistema rasidun [C] ha in e« la molteplicith efettica v — 2 ; cid nella ipotesi, gik falta, che
i punti base di [€] siano punti multipli ordinari,
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ipotesi, in relazione eon gquanto abbiamo detto al n® 21, assumeremo g come mol-
teplicita virtuale di F in a, e in conseguenza v—p come molteplicitd virtuale di
[C] in a.
Avremo per definizione,
C.1I'= nm-—i’.w.:ﬂ

0.0,=D;
in virth di queste relazioni le formole (15), (17), (16) del n® 21 (se indichiamo

con k,, p,, D, i caratteri virtuali di €, e con K;. p,, D, i caratteri virtuali di
I rispetto ad A4) diventano:

(18). .. C,.F=—Dy,
k—k=—p,+]1,
p—p=—k

le due ultime possono scriversi

(18) ... =k —kt1

(20)... ki=p, —p

Le (18), (19), (20) si enunciano mediante i teoremi :

a) Il numero delle intersezioni rispetto ad A di una curva fondamentale
colla curva generica del sistema vesiduo uguaglin il grado appartenente alla curva
fondamentale mutato di seqno.

b} 11 genere virtuale (vispetto ad A) di wna curva fondamentale & la dif-
ferenza tra le dinensioni wvirtuali dei sistemi residwo e primitive oumentata di
wie vneli.

¢) La dimensione virtuale appartenente ad una ewrva fondamentale (rispetto
ad A) ¢ la differenza tra i generi virtuali dei gistemi vesiduo ¢ primitivo (1),

La (19) pud seriversi un po’ diversamente se si introducono le sovrabbondanze
5, 8 dei sistemi [C] e [€] e la valenza v di F. 8i ha infatti
8=k—k, .‘ii:ﬂ',—-kh ﬁ::ﬁ!.-f"i!) :
guindi

[]q]' P_r=5—3|—1}+1.

Nel caso particolare » =1, questa ci da:
d) Il genere wirtuale di wna ecwrva fondamentale monovalente ¢ la diffe-
renga fra le sovrabbondanze (rispetto ad A) dei sistemi primitivo e residuo.
Ne deduciamo subito 'importante corollario:
e) Il genere virtuale i wune curve fondamentale monovalente non pui su-
perare la sovrabbondanza del sistema (primitivo) ; se raggiunge questo limite, il

(1) E utile rammentare che la dimensione virtaale appartenente ad una curva fondamentale (non
potendo superare la dimensione effettiva) ¢ =0, ed uguaglia la difforenza tra %mfrﬂ —3) & ilnumero

delle condizioni che i punti di 4 (considerati come indipendenti I'uno dall’altro) impongono ad F.
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sistemea vesiduo & regolarve (vispetto ad A), e viceversa ; la ewrve fondamentale ha
in tale ipotesi il gencre effettivo wguale al genere virtwale (per il n® 23, a), tenuto
conto del fatto che non pud essere p,=p;) ed & quind: connessa (n* 15, )).

25. Un teorema sul grado appartenente ad una enrva fondamentale. — Se
il sistema [C'], di dimensione effettiva =1, ammette una curva fondamentale F
(m, ), qualunque, anche la ecurva eomposta di * curve tutte identiche ad 7 & fon-
damentale per [C'], qualunque sia il numero intero positivo »; quindi (n® 22) alla
curva, rI' (rm, rp) , appartiene una dimensione virtuale (rispetto ad A4) nulla o nega-
tiva. Ora, eseguendo i caleoli e tenendo conto delle (4) e (6) applicate alla F, si
trova che questa dimensione vale

rerf—l—kf—p,r +1}.

Lo | =

Affinché questa espression si mantenga = 0, per quanto grande sia r, & necessario
che sin
2. .. D=0
quindi

a) Il grado appartenente ad wng cwrve fondamentale non pud superare 0
(il sistema lineare essendo almeno ocf).

E pur degna di nota quest’altra considerazione, che conducendo allo stesso teo-
rema , sotto maggiori restrizioni, dd tuttavia un corvollario importante relativo al
caso Iy=1.

La curva fondamentale F' sin wmonovalente, ¢ non condenga componenti mul-
tiple : quanto alla dimensione effettiva ﬂcl_sistema primitivo [ﬁ’], OI9 SUPPOTTEmo
soltanto che superi 0. Dette Fy, F,... F, le componenti irriduttibili di F (i=1),
ogni curva di [€'] passante per un punto generico di F' contiene la F, e nell'ipotesi
pitt generale si spezza in r, curve coincidenti con Fy, r, curve coincidenti con F,,...r
curve coincidenti con F,, e finalmente in una curva residua ' non avente infiniti
punti comuni con I, variabile in un sistema os*—'; la quale I’ perd potrebbe man-
care se fosse k=1 ed in questo solo caso. La I', se esiste, deve avere almeno una
intersezione (rispetto ad A) con I, ciod dei numeri non negativi

r.»,, r.»,..., T.F
uno almeno deve esser superiore a 0 ; infatti nella ipotesi contraria la curva composta
C=rF,+r,Fot ... 40, F, 4T

che ha lo stesso ordine di € e le stesse molteplicitd nel grappo base A (per la prima
nota. al n® 24), sarebbe non connessa ed avrebbe quindi (n® 15, ¢)) il genere effet-
tivo superiore al genere virtuale, mentre l'uno e T'altro carattere della €' uguaglia p
genere (sia effettivo, sia virtuale) di [€']. Se ora si nota che per ipotesi

C.Fi=0.F,=...=0.F,=0,
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ossia, ponendo in evidenza le componenti di €, meno la T,
nFFi+nF.Fi+. ...+ F.F,=0
Ty Fij, '|‘f"j.j_|.1‘+|+ e +f',' F.-.F,éﬂ

nF.Fi4+nF F4...4+¢F,.F,=0,

ne verri per I'ultima osservazione, che in una almeno di queste si deve prendere il
segno superiore, se I' esiste. Dividendo la prima per »,. la seconda per ry, ... l'ul-
tima per r,, sommando e tenendo conto della relazione

Ty

g P
v

a
y :

bt

&
g1 trova
5P, F,4+ 22, I\ IF, =0

(h e k& numeri distinti scelti fra 1,2 ...7), nella quale deve scegliersi il segno in-
feriore solo quando si presentino insieme i due fatti che manchi la T', e sia

fWw=ry=...=7%;.

Ma il primo membro dell'ultima disuguaglianza (per la (13) applicata alla curva
composta F') non @& altro che D,; sicchd ritroviamo

insieme al teorema notevole :

b) Se un sistema lineare possiede una curva fondamentale monovalente
(priva di componenti multiple) alla quale appartenga il grado zero (rispetto ad A),
il sistema & un fascio, una cwi curva & formata dalla curva fondamentale con-
tata una o pit volle,

26. Applicazioni; sistemi sovrabbondanti col minimo numero di punti base.
— Credo utile interrompere le ricerche generali per fare una applicazione delle cose
dette ad una questione interessante, quella di decidere quale & il minimo numero di
punti base che pud avere un sistema sovrabbondante,

Sia [C'] un sistema sovrabbondante (quindi p=>0), composto di tutte le curve
che passano con molteplicitd assegnate w,, v, ...w, per certi punti a,, ay ... a,
fissati nel piano. II gruppo base 4 di [C] sard costitnito dai punti ora nominati e
forse da altri punti @,,,.... per cui vengano a passare (colle molteplicitd v, ,...)
tutte le curve di [('] in conseguenza delle condizioni imposte da a,, a,...a, Indi-
chiamo con ' la carva generica d'ordine »n —3 che passa colle molteplicitd v, —1,
vy—1,..u—1 per a,, a;...a,, sicché O.C'=2p—2.

Ora sopponiamo che i punti a,, @, ..., stiano sopra una cubica 7; allora la
curva 7+ (' d'ordine n, comportandosi come C nei punti a,, @ ...a,, appartiene
al sistema [C1]; quindi

D=(y4+0C").C=y.C+C.C";
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ma D=2p—2 (0 19); dunque €. C"=2p—2, 7. C'=0. Da cid segne che la carva Y
¢ fondamentale per [C], e che il sistema [C] & oo* ed ha la sovrabbondanza 1
(n* 19): quindi, una sola tra le condizioni imposte da totti i punti di A essendo
conseguenza delle rimanenti, dei punti a,,,... pud esistere uno al pilt, o questo deve
esser semplice per ' ¢ deve stare su 7.

Ora la ipotesi che i punti a;, a,. .. @, stiano sopra una cubieca & certn sod-
disfatta se h=9: anzl se h=8 le cubiche y sono =<' ed il sistema [C'], se & so-
vrabbondante , ammette o' cubiche fondamentali e percid & un fascio di ecubiche
(n” 22) ; mentre l'ipotesi h—=28 contrasta evidentemente (per il ragionamento del n® 22)
coll'altra che [€'] sia sovrabbondante. Riassumendo : .

a) Un sistema lincare di ewrve dvviduttibili, il quale sin determinato dalle
molteplicitic delle curve in h tra i@ swoi punti base, ¢ regolare (e quindi non ha
altri punti base) se h==9, fatta rcccezione per il faseio di eubiche (h—=8).

In conseguenza :

b) Un sistema soveabbondante ha almeno nove punti base.

Ci proponiamo ora di stabilire quali siano i sistemi lineari sovrabbondanti con
nove punti base (oltre al fascio di cubiche). Il ragionamento ora fatto i dice che
per i nove punti base deve passare una sola cubica 7, e che questa deve esser fon-
damentale per il sistema. Ma il grade appartenente ad una cubica rispetto al gruppo
costituito da nove suoi punti & 0 quindi (n® 25, b)), il sistema che andiamo cercando
deve essere un fascio e la cubica 7 contata pitt volte deve costituire una curva del
fuscio ; sicché 1 ordine del fascio sard 3r (r=2,3. .) e la molteplicitd in ciaseun
punto base sard #.

¢) Un sisfema lineare sovrabbondanie con nove punti base deve esser ne-
cessariamente un fascio di ewrve (ellittiche) d’ordine 3r (r=1,2..,) colla mol-
teplicita v in cinscuno dei punti base (1),

Vogliamo finalmente oeccuparei di quei sistemi lineari sovrabbondanti che pure
avendo pift di 9 punti base sono determinati dalle molteplicitd in 9 tra questi punti base.

Siano @,, @,...a, i nove punti base ; oltre a questi vi pud essere al pin (per
¢id che dissi sopra) un ulteriore punto base b, semplice per il sistema. Siano v, v,. ..y,
le molteplicitd di € nei punti base @,, a,...a,: se per evitare considerazioni mi-
nute (che non & qui il luogo di fare trattandosi di una semplice applicazione di
risultati generali}) supponiamo che sia irriduttibile la cubica passante per i punti base,
g pud, senza nuove restrizioni, ritenere che la somma di tre qualungue delle ¥ non
superi # (ordine di €), giacch® in easo opposto, assumendo i corrispondenti punti
base come punti fondamentali in una trasformazione quadratica (la quale & sempre
possibile per l'ipotesi fatta sulla cubica) il sistema si muterebbe in uno d'ordine pilt
basso. DValtra parte la cubica nominata deve essere fondamentale per [C']; quindi

Sn=y,+v.+...+wn+1,

la quale, tenuto conto della precedente considerazione, ci dice che una sola delle v

1) 1 fasel di curve ellittiche che qui si presentano forono gih stodiati specialments da HavLPnes-
(Bulletin de la Société Mathém. de Franee, t. X} o Berrmisi (Anoali di Matematiea, t. 89, serie [I)
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H
5"

n
& inferiore a g, ¢ precisamente uguale a 3 1, mentre le altre otto v uguagliano
Ora una curva d'ordine n avente queste molteplicitd & di genere g quindi conchin-

diamo che

d) Ogni sistema lineare di cwrve di genere p, il quale sia determinato da
nove dei suoi punti base (giacenti sopra una cubica irriduttibile) e possegga tuttavia
altri punti base, pud sempre mediante una frasformazione birazionale ridursi al tipo

C¥lafaf . .. af af~'D)

che ha Uordine 3p e la dimensione cffettiva p; i 10 punti base giacciono sopra
una. cubica fondamentale (1.

27. Sistema aggiunto. — Ritorniamo al sistema lineare irriduttibile generale
[C], ed occupiamoci del sistema aggiunto a [C'] costituito dalle e<*="* curve d’ordine
#—3 agginnte a €. Di questo sistema aggiunto ci siamo gid serviti pitt volte per
dedurne proprietd relative a [C] (n' 20, 23, 26); ed una conoscenza pilt profonda
dei legami tra il sistema dato ed il suo aggiunto conduce a teoremi nuovi ed impor-
tanti sui sistemi lineari.

E noto che la serie segata su ' dalle proprie curve aggiunte (d'ordine n— 3)
non ha punti fissi (ciod punti comuni a tutti 1 suoi gruppi), segue quindi che se
una curva 7y forma parte di ogni curva del sistema aggiunto a [C], la cwrva 3
é fondamentale per [C]. Ogni curva €, che con 7 costituisca una curva di [C] ha
per curva aggiunta ogni curva che con 7 costituisca una curva aggiunta a [C']; sicch®
il genere effettivo di €| & p (non superiore per il n® 15, a)). Viceversa se 7 & tal
carva fondamentale di [C] che il sistema residuo [C)] abbia il genere effettivo ugnale
a p, allora 77 si staccherd da ogni curva aggiunta a €' e 7 insieme alle curve ag-
giunte a [C,] dard tufte le curve aggiunte a [C].

In particolare (n® 24, ¢) ):

Una curva fondamentale di [C] alla quale il gruppo base imponga condizioni
tutte indipendenti (ciok k,=0), s stacca da ogni curva del sistema aggiunte (2),

Molto resterebbe a dire sul complesso delle curve che si staccano da ogni curva
del sistema aggiunto, ma poich® la ricerca mi condurrebbe a lunghe digressioni senza
offrire notevoli vantaggi nelle applicazioni che qui mi propongoe di fare, abbandono
per il momento tale questione.

Fatta astrazione dalle curve fisse (se esistono) che formano parte di ogni curva
d'ordine #— 3 aggiunta a C, restano quando p=>1, =o~' curve variabili, le quali

segano sn ' la serie y: il mistema da esse costituito pud dirsi sisfema agginnio

2 —S;
puro di C. L'importanza che questo sistema ha nello studio di [C'] & provata dal
teorema,

La trasformazione birazionale che muta un sistema lineare [C] (di dimensione

(1) All"esistenza di siffatti sistemi per p qualungue =0, accennd il sig. Juss nella Memoria I,
Hticerche sui sistemi lineari (Annali di Matem., serie I, t. 15).

(Z) L'esempio pid ssomplice & offerto da una refta che congiunga un punto base r-uplo con un
puoto base (n — rluplo in un sistema d’ordine =.

5 . Costelnuovo,
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E=0) in un sistema [C¥], muta il sistema aggiunto puro di [C] nel sistema ag-
giunto puro di [C¥] (1), Cid deriva subito dall'osservazione fatta al n® 9, che ogni curva
d'ordine »* — 3 aggiunta a % & costituita dalla trasformata di una curva d'ordine
n— 3 aggiunta a €, presa insieme a certe curve fisse fondamentali per [C'¥).

28. a) Se il sistema aggiunto puro & riduttibile, la cwrva generica del sistema
[C] & iperellittica. — Infatti per la definizione data, e per un teorema gid citato del
sig. BERTINI sui sistemi riduttibili, la curva generica C' del sistema aggiunto puro non
pud scindersi che in p—1 curve ¢ di un fascio ; e poiché C' sega la curva generica ('
di [C] in 2p— 2 punti, ciascuna delle =<' ¢ segherd la € in una coppia di punti,
il che dimostra il teorema. Siccome poi per un punto della coppia passano infinite
curve di [C] (k=1), ciascuna delle quali sega la ¢ in un punto ulteriore che & va-
riabile, se le curve di [C] passanti per un punto arbitrario del piauo non passano
tutte in conseguenza per un altro punto determinato dal primo, conchindiamo che in
questa, ipotesi ¢ & razionale; quindi tenendo conto della nota al n°® 19, giungiamo
al teorema:

a') Se la dimensione effettiva di [C] supera p+1, ed il sistema aggiunto
puro |C'] di [C] & riduttibile, la curva generica di [C'] si spezza in p—1 curve
razionali (). -~

b) La serie g} segata dalle vette del piano sulla ewrva generica di [C],
quando & speciale, é contenuta in una serie g *t dove d(=0) ¢ la differenza tra
n—3 e Uordine del sistema aggiunto puro. Infatti se g, & speciale, esiste al-
meno una curva (' del sistema aggiunto puro che contiene n# punti in linea retta
i €: ora, affinché €' contenga tutti questi » punti, & sufficiente che essa ne contenga
1 massimo (n—3 —d) 1, sicch® altrettante sono al pilt le condizioni indipendenti
‘he un gruppo di g,® presenta ad una curva aggiunta d'ordine n—3, e cid basta
ger concludere che la g,' sta in una serie g —"—?=f='=g4+2 [q ora, ricordando
che una serie g’ (il cui gruppo gemerico non sia costituito da tre grappi di una serie

s . ; — 9y
semplicemente infinita) non pud stare sopra una curva di genere p = ( 7 ) (), che se

vale questa disuguaglianza la g.* & certo speciale per » =5 (poichd allora p=n— 2),
o trattando divettamente i easi n =4, 5, segue il corollario:

V) Se il sistema aggiunto puro aid un sistema di genere p, ha Uordine n'
(42
4
Con o vagionamento analoge € dimostra dhe

¢) Se sulla ewrva generica C di un gistema linenre le velfe uscenti do un

ed & p=

, il sistema primitivo ¢ di ordine n=n'+4 3.

{1) In altre parole il legame tra un sistema linears e il sistema aggiunto puro & invariantivo per
trasformazioni birazionali.

(2) B come risulta facilmente dai ragionamenti qui fatti, per affermare che [*] & riduttibile basta
sapare che k=p--1, o che la eurva generica di [C] & iperellittica; v, a questo proposito la mis
Nota: Massima dimensione dei sistemi lineari (Annali di Matem,, serie 20, tomo {8°)

Si dimostra pure senza diffieolth che per k=p-1, se [C'] & ridattibile, il generes delle co! curve
¢ non pud superarve 1,

(3) Havrues, Bulletin de la Sociétd Mathém,, t. 2.
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punto base (multiplo secondo n —u) segano una serie speciale g! (L=2), e le stesse
rette segano sulla curva aggiunta pura generica la serie g/t la differenza d=p—p'—2
é almeno zero, e la serie g' ¢ contenuta in una g *'. Infatti ogni curva d’ordine
9 — 3 aggunta a C sega una retta per il punto base (oltre che in n—p—1 punti
in esso coincidenti) in (n—3) —(r—p — 1)=pn—2 punti; sicchd (una eurva aggiunta
pura essendo parte di una curva aggiunta d'ordine n—3) sard p'=p—2. Di pin
un grappo della g, giace tutto sopra ogni curva aggiunta pura €' che ne contenga
al pin v’ 1=p—d—1 punti comungue seelti, e cid prova che la g.' & contenuta
in ma g, "

E qui si osservi, quando d=>0, che nella serie completa gf(s=d-+1=1), a
cui g, appartiene, tutti quei gruppi i quali contengono uno stesso punto generico
di €, non possono aver comune in conseguenza un secondo punto di € (I} quindi

k)

; : —1) (p—2
la y,f non pud esisters sopra una curva di genere pose p:::-ip‘ }E{P }' donde il
teorems :

) Se sulla curva generica del sistema aggiunto puro di un sistema di

' '
genere p, le rette uscenti da un punto base segano la serie g, ed ¢ p= w,
le rette stessé segheranno sulla curva generica del sistema primitive la serie g'y o

Questo teorema vale anche nel caso estremo p'=0; esso allora pud enunciarsi:

") Se il sistema aggiunto puro di un sistema di genere p si compone dei

gruppi di p—1 rette di un fascio, il sistema primitivo & formato di curve (iperel-

littiche) di un eerto ordine n aventi nel centro del faseio un punto multiplo se-
conds n—2.

29. Una relazione fra i caratteri virtuali di un sistema lineare e del sistema
- aggiunto puro. — Siano p, k, D i caratteri del sistema lineare [C'] rispetto al
suo grappo base 4, e p/, k' siano il genere virtuale e la dimensione virtuale del sistema,
aggiunto puro [C'] sempre rispetto ad A ; la dimensione effettiva di [C'] & come
sappiamo p—1 (ZKk'), e 2p—2 & il numero delle intersezioni rispetto ad A4 di
Ce (.

1) Se la curva generica di [C'] non forma parte di una curva di [C], da un
teorema enunciato al n® 21 si deduce la disnguaglianza

22y ... k<=2p-p'—1,

(1) Cid per il teorema: Se in una g: completa, sensq punti fissi, glacente sopra wna curva o'or-

ding n, avviene che { gruppi aventi un punlo generico in comune abbiono in conseguensza gualche
alire punto comure, in ogni gruppe della serie i trovane p —2 punti per i quali passano curve ag-
giunte d'ordine 1 —3 non contenenti tutlo i gruppo. lofalli detto « un punto del grappo G, e & un

punto comune a tutti i gruppi di _r,r: che contengono =, il gruppe &,_, che con = e § costituisce G,
appartiene ad una serie y:: e quindi impone soltante g —2 —(p—1)=p—p—1 condizioni ad una

curva aggiunta d'ordine # —3 che debba econtenerlo ; mentre ona curva aggiunta per conlenere
tutto &, deve soddisfare a p—p condizioni indipendenti,
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la quale nella ipotesi

&) k=p+1
¢i dice che
%) p=p+2;

sicchd per il teorema del n® 19 concludiamo che [C'], se & irriduttibile, & regolare.

2) Se invece la curva genmerica di [C'] forma parte di qualche curva di [C]
esisterd un sistema [C"] (almeno o<®) residuo di [€']. In relazione con cid che di-
cemmo al n® 21, osservando che la molteplicitd effettiva »' di [C'] in un punto
v.uplo di [C] non supera »—1, assumeremo come molteplicitd virtuale di [C"] in
quel punto la differenza v —»'; e indicheremo con p", K"i caratteri virtuali di [C"]
rispetto ad A (caleolati tenendo conto delle molteplicitd virtuali v—/, secondo le
norme stabilite al n® 21). Allora dalla (17) del n® 21, ricaviamo

(22). .. E=2p—-p+k'—1

(la quale per valori negativi di k" si riduce alla (22)); e dalla (16) del n® 21
scambiando le veci dei sistemi [C'], [C"] otteniamo

7) p=p +A"—Kk'
A"=(Q.C"=D—(2p—2).

dove

Ora, se anche qui facciamo 1'ipotesi ), che (n° 19) coincide colla D= 2p ,
troviamo A"=2 e quindi (D)
k'=A"—2
in virth della quale la ) ci da
'ﬁ’] : p=p+1.

E da questa (come dalla 5)) si deduce (tenendo presente il n® 19) che [C'] &
un sistema regolare, se & irriduttibile.

Finalmente se verificandosi la «) il sistema [C'] & riduttibile, ogni sua curva
come sappiamo (n° 28, af)) si spezza in p — 1 curve razionali appartenenti ad un
fascio ; siech (continuando a sussistere la (22) o la (22)) troviamo inoltre (per le

formole del n® 13)
pP=—p+2, K=p-1.

I'ultima delle quali ei dice che anche in questo caso [U}j i regolare. Possiamo adungue
enunciare i teoremi : .

a) Se la curva generica del sistema aggiunto puro [C'] non forma parte
di wna curva del sistema primitive [C] vale lo disuguaglianza

(22). .. k<2p—p—1,

(1) Cid deriva dall’osservare che le curve di [0"] segano sulla curva generica & una serie d'ordine
A" =2 o di dimensions almeno uvguoale a K"; ora se fosse K" =A"—1 =1, la eurva £ dovrabbo
eszere ellittica, mentre ipolesi p=1 si intende esclusa dovungue si parla di sistema aggiunto puro,
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mentre se il sistema [C'] ammette un sistema vesiduo [C"] di dimensione virtuale
K", si ha
(23)... E=2p—p'+k'—1.

b) Se la dimensione effettiva (e quindi virtuale) di [C] supera p41 il si-
stema aggiunto puro [C'] @ regolare (1) ed il suo genere p' & inferiore a p—1.

30. L'importanza della formola (22) riuscirh evidente quando si sard dimostrato
che la dimensione virtuale k" del sistema [C"] non pud superare 9. Basterd che eci
limitiamo al caso K=>p- 1 (perch® nel caso opposto risulta A"=2 e quindi k'=1).

Se k=p+ 1, per il teorema b) si ha k' =p—1; fatta questa sostituzione
nella (16) del n® 21, essa ci di p"=1. Quindi il genere effettivo p" 4 €" non
pud esser inferiore ad 1 (u* 3); ma non pud nemmeno superare 1, poiché altrimenti
una curva aggiunta a C" insieme con una curva di €' costituirebbe una curva (d’or-
dine »— 3) aggiunta a €, secante € in pin di 2p— 2 punti. Dunque & genere
virtuale ed il genere effettive del sistemn [[}m_] wguaglicno unild.

1) 8Se [C"] & irriduttibile per un noto teorema sui sistemi di curve ellittiche
sl ha:
k'=9;

¢ se k' raggiunge il valore 9, il sistema [C'"] pud trasfermarsi (birazionalmente) nel
sistema di tutte le cubiche del piano. La stessa trasformazione applicata al sistema
[C], lo muta in un sistema [C*] al quale appartiene ogni curva costituita da una
curva aggiunta a C* e da una cubica arbitraria del piano. Un tal sistema [C'¥)
evidentemente non ha punti base, e percid deve esser formato da fufte la curve piane
di un certo ordine m,

2) Be [C"] & riduttibile e K"=0, ogni curva C" (in virtii del teorema di
BeRTINT sui sistemi riduttibili, ed inoltre dell'uguaglianza p"=p"), si spesza in una
curva fissa ed in una carva irriduttibile ¢' variabile in un sistema [¢'] di dimensione
virtuale = k". Per trovare un limite superiore a k" conviene qui di ricorrere al se-
guente artificio gid accennato al n® 16,

Detto A il grappo base di [C'] imaginiamo un nuovo gruppo base « composto di
altrettanti punti, e insieme ad ogni sistema di curve di dato ordine passanti con mol-
teplicitd virtnali assegnate peripunti di 4 consideriamo il sistema costituito dalle curve
dello stesso ordine che passano colle stesse molteplicitd rispettivamente per i punti di
ety questo secondo sistema diremo dmagie del primo: i due sistemi hanno gli stessi
caratteri virtuali rispetto ad A, « (n. 16). Siano [T], [I"], [/'] i sistemi imagini
di [€], [€"], [¢"] e supponiamo che i punti di « siano scelti in posizione generale
in guisa che anche il sistema [I™] (oltre a [I']) sia irridattibile (il che & sempre

(1) Questa affermazione non & contenuta nel teorema cho & regolare il sistema delle curve agyiunte
d'ording n —3; qui infatti =i tratta del sistema aggiunle puro, il quale pud esser sovrabbondante se
k=p-1. Cosi ad es. il sistema oo® di curve d'ordine 8 & genere 2 [a, 4, B2 5%, .. 5%, i cui
nove punti basa sono eomuni a co' cabiche , ha precisaments per sistoma agginato puro il fascio di
cubiche, che & sorrabbondants (rispetto al grappo base del sistema primitivo).

Le considerazioni di questo paragrafo ei provano pure che se k=p 41 risulta p=p -+ 1,
segno inferiore potendo valers wltanl.o as [ i tpem]hl[m : ad, esclusi i sistemi di eurve qmmlhttmhﬂ
si trova che se k—=p, allora p=p' 4-1.
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possibile per il n® 16). Allora, per cid che dissi nella ipotesi 1), la dimensione nrtuala
di [I'], che & K", non pud superare 9. Anzi questa volta deve essere

E'—19;

poichi se fosse k"=9, trasformando [I"] nel sistema [I""*] di tutte le cubiche piane,
il che muta [I'] nel sistema [I'*] di tatte le curve di un certo ordine m, [/ s
muterebbe in un sistema [/"*] almeno o< secante sopra ogni curva d’ordine m una
serie contenuta nella serie secata sulla curva stessa dalle cubiche I'"*; e cid & pos-
sibile soltanto quando ™ = I'™, ossia ¢'= C", contro 'ipotesi che ¢ sia una parte di C".

Se ora ritorniamo alla formola (22), tenendo conto della relazione k"= 9, pos-
glamo scrivere la disngualiangza

kézP—F:-i-as

ricordandoci che quando vale il segno inferiore allora il sistema [C'] pud trasformarsi
nel sistema costituito da tutte le curve piane di un certo ordine m. Giungiamo quindi
all'importante teorema:

a) Fra la dimensione virtuale & ed il genere p di un sistema lineare,
ed il genere virtuale p' del sistemn aggiunto puro passa la relazione

(28) . .. E=2p—-p'+7,

b) fatta eccezione soltanto per il caso in cui il sistema primitive pud tras-
formarsi nel sistema costituito da futfe le curve piane di wn certo ordine m; nel

qual caso &
(@3 ... k—2p—p+8
cx i mm43)  (m—1)(m—32) , (m — 4) (m — 5)
(Edmk—L—T,ﬂ—T: p=g=— 3 )

31. Sistemi lineari aventi la massima dimensione, — Le relazioni (23),
(23)" in cui scriveremo k al posto di k, poiché ci limiteremo ai sistemi con k=p +1 (i
quali, come sappiamo, sono regolari), ¢ offrono il modo di rispondere alla questione:
Dato il genere p=0 di un sistema lineare, quale ¢ lo massima dimensione che
il sistema pud avere? 11 primo dei risultati che qui ottengo si trova (dedotto per
via molto diversa) in una mia Nota gid citata degli Annali di Matematica (serie 2*,
tomo 18).

Il massimo valore di & (se p=1) corrisponde per la (23) al minimo valore
di p'; ora p' & negativo solo quando la curva generica ' del sistema aggiunto puro
a [C] si scinde in p—1 curve ¢ di un fascio, le quali sono certamente razionali
se b=p+1 (n° 28, ¢)); ed in tal caso & precisamente (per la (12) del n® 18)

pP=—p+2
ossia per la (23)
k=3dp +5

Quanto alla (23)', che introducendovi il valore ora accettato di p', diventa
k=3p -+ 6, s riconosce direttamente che essa sussiste soltanto se mi = 3: sieché
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ricordando le note proprietd dei sistemi di curve razionali ed ellittiche, abbiamo il
teorema ;

a) Ogni gistema lineare la ewi dimensione superi 3p 45 si compone di
curve razionali ed & trasformabile in un sistema di cwrve di un cerfo ordine m
con un punto base multiplo secondo m—1 (e forse altri punti base semplici).

a) fatta eccezione soltanto (p=1, k=9) per il sistema di tutte le cubiche
piane (ed i suoi trasformati).

Ed ora veniamo ai sistemi per cui

k=3p+ 5.

Finché p' < 0, il che certo succede per la (23) se
k=2p+8,

la curva €', come dissi, si scinde in p — 1 curve razionali di un faseio, e quindi
(n® 28, ¢"), il sistema primitivo [C'] si compone di curve iperdllittiche e pud tras-
formarsi in un sistema di eurve di un certo ordine s con un punto base multiplo
secondo m — 2; siech® tenendo conto ora anche della (23), giungiamo al teorema :
b} Ogni sistema lineare la cui dimensione superi 2p 4+ 7 (od & contenuto
in uno dei sistemi nominati nei teoremi a), '), oppure) si compone di curve iper-
ellittiche ed & frasformabile in wun sistema i ewrve di wn certo ordine m con
un punto base smulltiplo secondo m — 2 (e forse altri punti base);
b)' fatta eccezione per il sistema (p=18, k= 14} di futfe le quartiche
piane (e suoi trasformati).
W) e per il sistema (p=6, k=20) di tuite le quintiche piane (e suoi
trasformati).
Si aggiunga che come risulta subito dalla considerazione dei sistemi di ordine
m con un punto base multiplo secondo m — 2 (e quantisivogliano punti doppi) , un
sistema iperellittico di genere qualunqgue pud vaggiungere colla sua dimensione ql
valore massimo 3p -+ 5.
Passiamo ai sistemi per eui
E=2p 4 7.

Il sistema aggiunto puro [C] ha, come sappiamo, la dimensione p — 1; quindi
so esso & irriduttibile (per modo che p'=p'), e se di pii

p-1=3p'+5
ossig s
r
'H.} P’{g—-z,

per i teoremi a), a) esso
#) o si compone di curve razionali e si pud ridurre ad un sistema di curve
di un certo ordine m' con un punto base multiplo secondo m' — 1,
&) o si trasforma nel sistema di tutte le cubiche piane.
In corrispondenza il sistema primitivo [C] (per il n® 28, ¢), b))
o si compone di curve contenenti una serie g,' e si pud trasformare in un
sistema di un certo ordine m con un punto multiplo secondo m — 3,
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oppure si trasforma in un sistema di sestiche piane senza punti doppi.
Ora, la disuguaglianza z) sussiste certo (per la (23)) se

R;Ep—(j—;-i’.)+8

ossla

purché si escludano quei sistemi a cui si riferisce la formola (23); nel caso presente
il solo sistema da escludersi & quello costituito dalle ==* curve del settimo ordine
Possiamo quindi enunciare il teorema:

3
¢) Ogni gistema lineare ln cui dimensione &uper:’ip +9 {od & contenuto in

uno dei sistemi nominati nei teoremi a), a'), b), b') oppure) si compone di curve con-
tenenti una serie gy, ed ¢ trasformabile in un sistema di curve di un certo ordine
m con un punto base mulliplo secondo m—3 (e forse altri punti base),

¢) fatta eccezione per il sistemia delle sestiche con wn punto base semplice
al pin (p =10, k=26, 27);

") e per il sistema di tulte le ewrve piane del settimo ordine (p =15,k=335).

Si riconosce inoltre, considerando un sistema di curve d'ordine m con un punto

base d'ordine m — 3, quantisivogliano punti tripli, e nessun altro punto base che un
sistema della cafegoria ¢) di genere gualungue p pud raggiungere colln sua di-
mensione il valore massimo 2p 7.

32. Le proposizioni del paragrafo precedente conducono per induzione al seguente
teorema generale che ora mi propongo di dimostrare:
Un sistema lincave di genere p lo cwi dimensione k soddisfi alle relazione

24) . .. k= (n+2) (£+2] (¢ intero e positivo)

1} o si pud trasformare in un sistema di curve d'ordine m=2p 41,
2) o si pud trasformare in un sistema i curve di wn cerlo ordine M
avente un punto base di molteplicita v=M—p (1),
Sia [€'] il dato sistema; [C'] il sistema aggiunto puro, il cui genere indiche-
remo con p. Fra i caratteri k, p e p' o sussisterd la relazione (23) o la (23).
Siccome la seconda ipotesi si discute pid facilmente, comincio da essa la dimo-
strazione.
. Sussista adunque 'nguaglianza

(23y. .. k=2p—p +8;

Zu(Bp — l?

3 .

Una parie di questo teorema pud anche enoneiarsi cosi: La curva generica di un sislema linears
per cui sussista la (25) o contiene una serie g dove m=2p 41, 0 una serie g ' dove m=Sp.

(1) Del solo caso 2) si deve tener conto se p=>
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allora come sappiamo (n® 30. 3)) il sistema [C'] pud trasformarsi nel sistema costi-
taito da tutte le curve piane di un certo ordine m ; sicchd si ha

paft2) , B oDsd,

Se si pone m=2p+4 140 e si sostituiscono le corrispondenti espressioni di k
e p nella (24), fatti i calcoli, si trova che la (24) pud sussistere soltanto se d=0;
el anzi se =0 la (24) si riduce ad una uguaglianza. Dunque nella ipotesi che
si verifichi la relazione (23) il sistema proposto pud trasformarsi sempre in uno co-
stituito da totte le curve piane di un certo ordine m= 2y 4 1: ed in questo caso
il teorema & dimostrato.

I[. Resta da esaminare il caso in cui

(23) . .. k=2p—p'+7;

qui procederemo col metodo di induzione completa; ammetteremo ciod che sussista
il teorema che si ottiene serivendo 2 — 1 (oppure un numero inferiore) ovunque sta
scritto g, e partendo da questa ipotesi dimostreremo il teorema, come lo abbiamo enun—

ciato; il quale dovrd smssistere qualunque sia u, poiché si verifica per p=1, 2, 3.
Osservo intanto che se oltre alla (24) fra &k e p passasse anche la relazione

kiﬂ“*”(,ﬂ%“)

(che dalla (24) si ottiene mutando pin @ — 1) per lipotesi ora fatta, il teorema
proposto si verificherehbe certamente. Posso quindi limitarmi al easo in cui

p .
k—::;,u.+n(ﬁ +2);

allora per la (24) si ha
P P
{;4+2j(;+2)¢:ga+ (55 +2)
ossia
@) p=o(e—1).

Esaminiamo ora quale relazione passi fra la dimensione K¥'=p—1 ed il genere
p' del sistema aggiunto puro. Percid basta osservare che dalle (23) e (24) segue

2p—p'+?§{n+ﬂl(§+2)

0ssia
> 27
p= i 2+2|U.-|-1 .
e ponendo ¥4 1 in luogo di p
v
¥ep (o235 + 2) ,

fi 7. Castelnuoro,
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la quale non differisce dalla (24) se non per essersi scritto p—2 al posto di p (il
sistema considerato essendo ora [C'] anzich® |€']). Ne viene che per la ipotesi fatta
sulla validitd del nostro teorema fino a p —1, il sistema aggiunto [C7],

1) o pud trasformarsi in un sistema [I')] di curve di un certo ordine

&) W=2(pn—2)4+1=2p—3,

2) oppure pud trasformarsi in un sistema [I)] di curve di un certo ordine M’
avente un punto base di molteplicita

f3:) V=M — (.- 2).

Nel caso 1) la trasformazione che muta [C'] in [I')/] muterd [C] in un sistema
[I'y] avente |I')] come aggiunto puro. Ma allora per il teorema ¥) del n® 28

f a9
(che ponendovi m' in luogo di #' & qui applicabile, visto che perla =) e f5,) p= {m.;. ) )

il sistema [I',] dovrd comporsi di curve dordine
m=m'+3=2p;

e cosi anche in questo caso il teorema & dimostrato,

Finalmente nel caso 2) la trasformazione che muta [C'] in [[}] muterd [€] in
un sistema [I'y] avente [I'J] per aggiunto puro. Sicchd [I7,] per il teorema ¢) del
n® 28 (il quale quando si scriva M'—3' al posto di g, e si tenga conto delle &)
e f3,) & certo applicabile al caso nostro) deve comporsi di curve di un certo ordine M
aventi in comune un punto multiplo secondo

Con cid il teorema di questo numero & completamente dimostrato.

33. Dal teorema precedente segue subito che :
Se fra le serie lineari semplicemente infinite (di gruppi) che giacciono sopra

2 —2) (2u—3
la curva generica di wn sistema lineare di genere p::.-l: 2 ]2{ p—35)

ordine minimo si compone di gruppi di p. punti, la dimensione del sistema non
pud superare

, quella di

(L+ 1}(;%+ 2)_1_

Ora & interessante il notare che questo valore massimo pud esser raggiunto,
qualunque sia (1, in corrispondenza ad infiniti valori di p. Infatti, come lo prova il
calcolo diretto, 1'espressione precedente di la dimensione del sistema costituito dalle
curve di ordine qualunque n aventi in comune un punto di molteplicith »— p, quan-
tisivogliano punti di molteplicitd p, e nessun altro punto base.

2 .
Il teorema del n” 32 conduce ( per 11:;-(‘2'!":)) ad una categoria di sistemi linear

rappresentativi di superficie con una serie semplicemente infinita di curve razionali d'or-
dine p; di tali superficic gli esempi pilt semplici sono offerti dalle rigate raziomali,
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e dalle superficie con o<' coniche (=2). Lo studio ulteriore di queste superficie
(ad esempio la determinazione della curva del minimo ordine che sega in un solo
punto ciascuna curva della serie) si collega colla riduzione al minimo ordine dei cor-
rispondenti sistemi lineari; e pud farsi senza difficoltd sia sui sistemi lineari (valendosi
dei risultati gid ottenuti sull’argomento dal sig. Juxe nelle Ricerche gid citate, Me-
moria II, § 9), sia sulle stesse superficie imitando un procedimento che ho seguito
a proposito dei sistemi di curve iperellittiche (Sulle superficie a sezioni iperellittiche;
Rendic. Circolo Matem. di Palermo, t. IV). Ma sia 1'una, sia 'altra via uscirebbero
dai limiti che mi sono imposto nello scrivere queste mie Ricerehe, ¢ non offrirebbero
occasione di esporre nuovi metodi per lo studio dei sistemi lineari.

Torino, marzo 1891,




