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LA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE. (%)

MONOGRAFIA

$Cuor, XORM

I NTRODUZI ONE.

1.

- Una variabile complessa w =-u - v dicesi funzione di un altra variabile com-
" plessa 2 = & + 7y, quando ad ogni sistema di valori di z e dl y corrispondono
“uno o pitt sistemi di valori determinati di u ¢ di v.

Quando ad ogni sistema di valori di £ e di y corrisponde un solo determinato
sistema di valori di u ¢ v, la funzione dicesi monodroma.

Chiameremo indice di una variabile complessa z = x -+ 7y, il punto di coor—
dinatc © e y nel pm?lo in cui intendiamo rappresenlate nel modo ordinario le quan-
tita complesse.

Se la funzione w ¢ continua, quando I'indice di'z percorre una linea continua,
anche I'indice di w percorrera una linea continua.

La funzione w sara monodroma, se prendera lo stesso valore per un valore diz
che abbia l'indice in un punto Z, qualunque sia la linea percorsa per arrivarvi.'

La derivala di w rapporto a 3 :

du N ¢dv - du + wdv\dy
dw du +:idv  \dz dz dy dy Jdz
dz  dz +idy dy ,

1 p
+de

ha in generale un valore dipendente da—d%, ossia dipendente dalla direzione in cui

si.muove l'indice di z quando z aumenta di dz. Affinché abbia un sol valore de-
terminato e indipendente dalla direzione dell’aumento di z, ¢ necessario e sufficiente

che sia:
du dv dv du
; 2 +

M) dz dy o

(*) Questa teorica ¢ stata esposta nclle Lezioni di Analisi superiore date nella R. Universita di
Pisa nell’anno scolastico 1859—60.
(**) Vedi Riemann, Fondamenti di una teor. ec. negli Annali di Mat. Vol. 2° pag. 291.
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(2)
Le funzioni che godono questa proprieta, e quindi sodisfano alle equazioni (1) e (2),
da Cauchy sono state chiamate monogene.

Dicesi funzione analitica di una variabile complessa z, una funzione, i cui va-
lori si possono esprimere tulti mediante un numero finito o infinito di operazioni ele-
mentari di calcolo effettuate sopra il valore di z. Le funzioni analitiche sono tutte
monogene.

Chiameremo funzioni intere quelle funzioni analitiche i cui valori possono espri-
mersi mediante una serie di polenze positive, ¢ intere della variabile z, convergente
per qualunque valore reale o complesso di z. Chiameremo funzioni frazze quelle fun-
zioni analitiche 1 cui valori si possono esprimere mediante il rapporto di due fun-
zioni intere.

Diremo residuo integrale di una funzione w rispetto a una linea il valore dell’
integrale fw dz, quando s’intenda effetluata 1’ integrazione facendo percorrere all’in-
dice di z tutta la linea.

[ principi fondamentali della teorica delle funzioni monogenc ¢ monodrome sa-
ranno il punto di partenza, dal quale saremo condotti naturalmente alle funzioni che
fanno il soggetto principale di questa Monografia.

Teorema 1. Il residuo integrale di una funzione monogena e monodroma w ,
rispetio a una linew chiusa C,é sempre equale a zero, quando w non diviene in-
ﬂn_ita 0 discontinua in alcun punto compreso nell’area della linea C.

Siano 0, o, 0", 0" 1 punti di contailo delle quattro tangenti alla curva C che
la limitano inferiormente, a desira, superiormente ¢ a sinistra, ¢ poniamo :

00 =a, 000'=0b, 0000 =c, 000"0=d.

Avremo per il residuo integrale di w rispetto alia linea G :

o
(1) ﬁvdz = Wu + w)(dx + idy)
: T dw dy Y da dy )
_ dz _ dy Ll Y Vds.
E (“ s Vds )ds iy (”_ds s )‘s

Prendiamo ora l'integrale :
C{fdv du :
} j(—— + — Jdz dy
JJ\dz = dy
esteso a tutta l'area della linea C. Se v si mantiene per tulto finita ¢ contivua nell’in-
terno di G, avremo:



B iy — | v Y “dy
‘U‘E dz dy = ,{, va;ds de v—d—s—ds = | vis’— ds .

. S 1 d+a d Sd-ta d ~d
!f?—udw(ly:; ugds—[ u_fds:-—; uf(ls:— é udx ds;

79y
(dv  du | 40 dy dz
2 W _ dy 9%\
2 t[ﬁ(dwﬂi—dy) A dy ‘L‘ (1) ds uds)dg

e quindi
Analogamente si dimostra I'identita :

du  dv ¢ dx dy
(3) If(a—w-~ d—y—) da:(ly——‘go< E—}—u&—)ds,

quando si estenda cgualmente Pintegrale doppio.

Le formole (2) ¢ (3) non presuppongono che w sia funzionc analitica di z, ma
non valgono altro che quando w si mantiene finita e continua in tutto lo spazio dell’in-
tegrazioni cffettuate per trasformare gl’ integrali doppi in integrali semplici , cio¢ in
tutta Parea G. |

Ora sc la funzione w ¢ monogena gli elementi degl integrali doppi (2) e (3)
sono nulli durante tutta I'integrazione. Quindi sono nulli questi medesimi integrali,
¢ gl integrali semplici che sono eguali a loro. Dunque é nullo il secondo membro
dell’equazione (1), e quindi il residuo integrale, come volevamo dimostrare.

Teorema 2. I residui integrali di una funzione monogena e monodroma w, ri-
spetto a due linee aperte LML, , Z,M'Z, che terminano ai medesimi punti Z, ¢
Z, , sono eguali se in tutti i punti dell’area compresa dalle due linee la funzione
w ¢ finita e continua.

Infatti, per il teorema precedente, abbiamo :

~

Jw dz + j wdz = 0,

quando il primo integrale si estenda alla linea Z,MZ, e il secondo alla linea Z,M'Z,.
Ma questo ultimo ¢ eguale all'integrale esteso a Z,M'Z,, preso negativamente: onde

ﬁv dz = Jw dz,

quando il primo integrale si estenda a tutta la linea ZMZ, , e il secondo 2 Z,M'Z, ,
come volevamo dimostrare.

avremo :

Teorema 3. Il residuo ‘integrale di una funzione monogena e monodroma w .
»



(4) |
rispetto a una linea chiusa G, che contiene nel suo interno un sol punto D, nel
quale la funzione w cessa di essere finita e continua, é equale al residuo integrale
di w rispetto a una linea e piccola quanto si vuole descritta intorno al punto D.

Infatti, se uniamo con una linea s un punto di C con un punto dic, lalineas
pitt la linea G percorsa da destra a sinistra, pitt la linea s percorsa in senso op-
posto, pilt la linea ¢ percorsa da sinistra a destra formano un contorno chiuso nell’in-
terno del quale w ¢ per tullo finita ¢ continua, e quindi la somma dei duc resi-
dui integrali di w rispetto ad s presi in senso opposto, pid il residuo integrale ri-
spetto a C preso da destra a sinistra, pit il residuo integrale rispetlo a ¢ da sini-
stra a destra, sard eguale ‘a zero. Essendo nulla la somma de’ residui integrali ri-
spetto ad s presi in senso opposto, e il residuo integrale rispetto a ¢ preso da si-
nistra a destra essendo eguale al valore del residuo integrale rispetto ac da desira
a sinistra preso con segno contrario, ne risulta che i residui integrali rispetto a G
e a c¢ presi nello stesso senso sono eguali, come volevamo dimostrare.

E facile a vedersi che se nell'interno di una linea chiusa C vi sono piu punti
d, d, d"..., nel quali w cessa di essere finila e continua, il residuo integrale di w
rispetto a C sard cguale alla somma dei residui integrali di w rispetto alle linee
chiuse ¢, ¢, ¢". .., piccole quanto si vuole, descriile rispettivamente intorno ai punti
d, d,d"....

Teorema 4. I valori di una funzione monogena e monodroma w possono otte-
nerst mediante una medesima serie di potenze positive e intere della variabile z,
per tutti i valori di z, che hanno gl’indici compresi in un circolo C nell’interno
del quale la funzione w non cessa mai di essere finita e continua.

Sia il centro di questo circolo il punto A indice della quantitd complessa: a, ¢
Z, sia Pindice di a + z,. Indichiamo con w, il valore di w nel punto Z,, cioé per
il valore a 4z della variabile z.

La funzione :

w— w,

z—a —z,
sar:‘l'monogena, monodroma, finita e continua in tutti i punti del circolo. Poiché tali
sono il numeratore e il denominatore, ¢ il denominatore non diviene nullo altro che
nel punto Z, , nel quale diviene nullo anche il numeralore, e il valore della funzione
in questo punto ¢ evidentemente eguale alla derivata di w rapporto a z, la quale é
unica e determinata perché la funzione ¢ monogena , ¢ finita perché la funzione ¢
continua in tutli 1 punti del circolo.

Dunque per il teorema 1, avremo :

w — w
..____O_dz:: y
2—a— 2%
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yuando si estenda questo integrale a tulla la circonferenza C. Quindi :

w dz
dz = w, :
Jr—a — z, Jzr —a—z,

. 1
Ora la funzione —-—————-——L monogena, monodroma , finila e¢ continua in tutti i
3 — @ — %,

punti del cirecolo G, fuori che nel punto Z,, dove diviene infinita; dunque per il
teorema 3, Pintegrale del secondo membro non muta valore se invece di estenderlo
a tutta la circonferenza G, si eslende a una circonferenza ¢ descritta con raggio r
piccolo quanto si vuole intorno a Z, . Onde avremo, indicando con ¢ Pangolo va-

riabile del raggio r coll’asse polare :

z— a — z,=1(c0s¢ - ¢ sen ¢) = re?’, dz = ire?’ do;

5 c | de = 2ni
(2) f——a-—z Zf) ] e

Sostituendo il valore (2) nell’equazione (1), abbiamo :

; 1 [ wiz
(3) Wo == 2re Jz —a— 2,

la quale ¢ vera per qualunque punto Z, interno al circolo C.
L’integrale che comparisce nella equazione (3) deve estendersi a tutta la eircon-
ferenza C, sopra la quale si ha evidentemente :
mod.(z — a) > mod.z_;
onde abbiamo in serie convergente :

1 1 " 2 . 2} 4 3 "
i—a-—3z, z—a (z—a)} (z—a) (z-—at 7’

w — 1 wdz [ wdz L [ wdz X
T\ Ji—e = O Je—ap

Indicando con y la quantita @ ~+ z, , che ha per indice Z_, e con w semplicemente
il valore corrispondente di w, finché Z, sara nell'interno di G, avremo :

quindi :

1 {wiz y —a [ wdsz (y —a) [ wdz
2mi Jz — a e J(z—a)2+ 2t J(z — a)? +_""

e ponendo
2 — a =re¥,
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, . I y —a (7 . (y — a)® {2 ,
{4) w = oy w ('erp -+ -y—-:;———— ‘ we ? dq; —+ y2—2— w g—“?({? -
an J, 2T Jooo r o
. a)u (T2 .
+(—y—~—-——§ we ""do - . ...

[3
ATTr o

Questa serie ¢ convergenle per tutli i valori di y, per i gualimod. y—a<<r.
[nfatti, se diamo a w la forma ge’ , avremo

taw .
ﬁ osen(d — ng)dg,

o

am . 27
! we ¥ dg —-——f 6cos (0 — ng)de + 2
[} 0

Jo N

(Yo

ed ambedue gl'integrali del secondo membro sono minori dell’integrale o de che
s} g D h V
o
¢ eguale a una quantitda finita M. Quindi
(27
mod. E we™? do <M,
7€

/0

qualunque sia n. Quindi la serie (4) sard convergenle quando sara convergente la
serie : \
2 n
y—a_ (y—a y —a)

1 <+ b = B T ~ - ..,
r r r

cio¢ quando mod.(y — a) <.
QOsservando che la derivata n

esimu

di una funzione monogena di una variabile y,
espressa da una seric convergente S, ¢ eguale alla somma di una serie anch’essa con-

esime

vergente formata colle derivate n dei termini della serie S, abbiamo :

d'w  1.2.3...n

2r
J w e dy + (y — a)y,

dy"* 2mr”
S : o "wy . A w
dove 7 ¢ una funzione intera diy; e quindi indicando con{— ) il valore di ——
. dy, /. dy
per y = a, si olliene
1 er : 1 d"w
— 1 we ' do = - —
2nr" 1.2, 3. n\dy" /.

e la serie (4) diviene :

5 B dw (y — a)’ (d*w (y — a) (d'w
(3) w=1w,+ (y — a)<a-37>u+—*—“1_2 (W St ieaia\ay )T

Dal teorema 4. del numero precedente si deduce immedialamente, che (utte le



’ (7) ,
funzioni le quali si mantengono monogene, monodrome, finite ¢ continue per qualun-
que valore finito di una variabile complessa z sono f{unzioni analitiche intere di z,
alle quali possono estendersi facilmente i teoremi fondamentali relativi alle fanzioni
razionali inlere.

Teorema 1. Una funzione intera w diviene sempre infinita per z = oo .

Una fauzione intera w ¢ sempre monogena, monodroma , finita ¢ . continua per
tatti i valori finiti della variabile, quindi potra porst sotto la forma data dalla for-
mula (4) del n? 2 '

i 27 x—a 27 y (Z . ll,)2 {~2r e

w= —§ wds 4 — we T dg + ——s— bowe do—+ ...

211" o 2nr o 2y Jo

dove r ¢ il racgio di un eircolo che ha il centro nel punto indice di a, di gran-
, L]

dezza arbitraria. Prendiamo questo raggio infinito; se w non divenisse per questo va-

lore anche esso eguale a infinito, gl'integrali ayrebbero tutti un valore finito, e uindi

tutli i terinini della serie, eccettuaio il prime, diverrebbero eguali a zero, e avremmo:

.
W= 5 g w do == costanie.
T:Q\’O
Dungue nna funzione intera ehe non diviene infinila per 2 = oo | non ¢ una funzione

di =, ma una costante.

Se diciamo radice di una funzione intera di z, un valore complesso di z per cui
questa funzione si-‘annulla, avremo il seguente :

Teorema 2. Una. funzione intera w ha sempre almeno una radice.

Infatti se la funzione intera w non avesse alecuna radice finila, la funzione mo-

nogena ¢ monodroma — sarebbe finita e continua per tutti i valori finiti della va-
; w

riabile z; quindi sarebbe una funzione intera, e per il teorema precedente diverrebbe
infinita per z = o, ¢ quindi w si annullerebbe per z = oo . Dunque una funzione
intera o ha almeno una radice finita, o una infinita.

Teorema 3. Ogni funzione intera, che non ha radici finite, é della forma e”,
essendo w una funzione intera.

Infatti, se ‘W ¢& una funzione iniera che non ha radiei finite , log W sara  cvi-
dentemente una funzione monogens, finita ¢ continua per ogni valore complesso fi-
nito della variabile z. Dimostriamo che sara anche monodroma. Pereid bastera pro-
vare che tanto quando Uindiee di z va da un punto z, a un aliro z, per un cam-
mino finito z,mz, , quanto quando va da z, a.z, per un altro cammino qualunque
differente z,nz, , pure finito, la funzione W prende sempre lo stesso valore in z,.
Poniamo W == ¢¥, e indichiamo ordiratamente con Z,, M, Z,, N gl'indici dei va-
lori di W corrispondenti ai yalori di z, che hanno per indici i punt z, » Ny 3,5 M.
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Glindici dei valori di W che corrispondono ai valori di z che hanno gl indici nei
punti dell’area finita z,m z,mz , si troveranno in un area finita che non conterra il
polo, perch¢ p non si annulla per nessuno di questi valori di z. Dunque la linea
Z.M Z,NZ, sara una linca chiusa che non conterra nel suo interno il polo, e tanto
quando l'indice di W va da Z;, a Z, per lalinea Z,MZ,, quanto quando va da Z,
a Z, per la linea Z,NZ,, I'angolo 6 prendera nel punto Z, lo stesso valore, quindi
log W = log p + 0z prendera lo stesso valore qualunque sia il cammino che percorre
I'indice della variabile z per andare da z, a z,. Dunque log W ¢ una funzione mo-
nodroma, e quindi essendo anche monogena, finita e continua per ogni valore finito
di z, sara una funzione intera w, e avremo log W=w, ¢ quindi W = ¢, come vole-
vamo dimostrare. ’ ,

Diremo che una funzione intera w ¢é divisibile per un altra funzione intera w, ,
quando esiste una funzione intera ¢, il cui prodotto per w, ¢ eguale a w. La fun-
zione ¢ si dird quoziente di w diviso per w, , w, si dird divisore o fatlore di w.

Teorema 4. Se a é radice della funzione intera w, questa funzione ¢ divisi-

. %
bile per 1 — P

La formula (5) del numero precedente quando a ¢ radice di w, e quindi w,=0,

w0 = — o)) () +2=0(Sw) L e dw
R &) e\ ) s\ ) T ]

La serie tra parenlesi ¢ convergente per ogni valore finito di z, quindi ¢ una
. . . C e ‘ z
funzione intera di z; dunque w ¢ divisibile per z —a , ¢ anche per 1 — --
a
Se a oltre ad essere radice di w fosse radice anche delle funzioni intere :

dw d*w d"'w

o e

—_ = e
dz  dz* dz" 1

y

w sarebbe divisibile per (1 —_ E) , e si direbbe che a ¢ n volte radice di z.

Teorema 5. Una funzione intera w, che ha un numero finito di radici finite.
e non ha radici infinite, é una funzione razionale intera.
Siano «, , %, , %3, ..., le sole radici di w : avremo

O (e

¢ w nou si annullerd per nessun valore finito o .infinito di 2z, ¢ sard una funzione
intera; quindi per il Teorema 2.sard una costante, e w una funzione razionale intera,




(9) ,
Teorema 6. Due funzioni intere w, , w, che hanno le stesse radici non pos-
sono differire che per un fattore della forma e* dove w ¢é funzione intera.
Infatli, indicando con ¢ il rapporto ;wu_, ,. AVIemO W, = W,J , ¢ ¢ DOn avri ra-

2
dict finite : dunque sard della forma e”, ¢ w funzione intera.

4.

Da c¢io che abbiamo dimostrato nel numero precedente si rileva, che le fanzioni
intere che non risultano dal prodotto di una funzione razionale per un esponenziale
e”, dove w ¢ funzione intera, hanno tutte un numero infinito di radici. Dimostriamo
che gl’indici di queste radici devono sodisfare alla condizione di non formare una
linea continua in nessuna parte del Piano. |

Lemma 1. Se w ¢ una funzione intera di z=ax-iy, riguardandola come fun-
zsione di p e di s, essendo p la lunghezza della normale a una data linea qualunque
S, condotta dal punto di coordinate x,e y, ed s la lunghezza dell’arco di questa
linea contata a partive da un punto fisso fino al punto dove la normale incontra la

linea S, avremo :
dw . dw

a—; e ds
Infatti, avremo : ~
dw du dz z.dv dx+du dy z.dv dy
p " dwdp “'dw dp dy dp  'dy dp
dw du dx " z.dv dx +du dy +z.iv_ dy
ds  dx ds ' “dzx ds ' dy ds dy ds
ed essendo : '

dz  dy dy =~ dz
dp  ds ’ dp ~—  ds’

sara anche :
dw du dy .dv dy du dx .dv dz

P dwds 'dwds dyds  ‘dy &

Oﬁde: . .
dw 2.dw__ du dv\ [dy +ida: B @__*_d_u d_x_mzd_y_)
'\ T gl T ) e T N\es T s
Ma Ia funzione w ¢ monogena, e quindi ’
du dv dv- 4 du
=~ dy dc  dy

Dunque sara : .
. 2



come volevamo dimostrare.
Lemma 2. Se w e w' sono due funzioni intere, avremo:

dw' , dw
f("d—p o aﬁ)‘**—"’

quando si estenda Uintegrale a tutto il contorno di una linea chiusa S, e p ed s
abbiano il significato del lemma precedente.
Ponendo w = u v, w'= u'+ év', abbiamo per il Lemma 1 :

.f(w(—i—z—v—— — dw) ds = — f(ud—u' —u ‘}_’f_)d —_ f('vE — iv—)ds
“dp dp dp dp dp dp
+ij(udl— vg—zf‘)ds-f—zf(vd—u— dv)ds
dp dp J\ dp dp

Ora questi integrali sono tutti nulli quando siano estesi a tutto il contorno della linea S..
Lo dimosireremo per uno soltanto, per gli altri valendo la stessa dimostrazione. Ab-
biamo :

d_u'___u,d_u u(_iﬁ'_udu dy du z,du da:d
dp dp dx dz Jds dy dy Jds s

du' ,du f du , due
d u——u-d—‘; du@—-ua—g)
-+ iy dx dy
' d% , (d*u A’u
‘Jf [+ (@ + )“ (G + ) Jo= o0

estendendo gl'integrali semplici a tulto il contorno, e i doppi a tulta I'area di S. Ma
w ¢ w' essendo monogene, si ha:

du b du v de’ A du
dz  dy ' dy dz  dz dy  dy dx
onde:
dv® d’u dw du
et~ @ty ="

Quindi l'ultimo integrale doppio ha nulli tutti gli elementi, ed & cguale a zero. Dunque

come volevamo dimostrare.
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Teorema. Gl'indici delle radici di una funzione intera non possono formare una
linea continua.

Supponiamo che tulti i punti di una linea continua S siano indici di radici di w.
Prendiamo di questa linea una porzione arbitraria M; NM, . Descriviamo una cir-
conferenza C che passi per M, ¢ M, , e abbia il centro in un punto O, chiamiamo ¢
'arco di questo circolo che termina in M, e M, , e che racchiude colla linea M,NM, un
area che non contiene il centro O. Siano z, e y, le coordinate del centro O, e poniamo:

2 2

r = V(x - mo) -+ (y_yo) *
Le funzioni w e logr sono monogene , monodrome , finite ¢ continue nell’area
compresa da M,NM, e l'arco ¢, quindi in queslo intervallo vale per le medesime il

lemma 2, e abbiamo :
j(wd logr _ log r Ei—l-q)ds =0,
. dp dp

avendo p ed s, rispetto alla linea formata da M,NM, e da c, il significato che loro
abbiamo dato nel lemma 1, ed estendendo l'integrale a tutta la linea M,NM, e all’
arco c.

Ora la parte dell'integrale relativa alla linea M,NM, ¢ nulla, perché ivi é w=0,

dw . . dw | \ :
e @, che per il lemma 1. é eguale a — 1 ¢ anche essa eguale a zero, perché
s

w si mantiene costante sopra questa linea.

La parte d’integrale relativa all’arco di circolo ¢, si trasforma nel modo seguente.
Se indichiamo con R il raggio del Circolo C, quando I'estremita mobile di s ¢ sopra
I’arco ¢, avremo :

r=R—p,
e quindi

ar_

dp
onde

dlogr 1

dp ~  r
e inolire

ds = rdo

onde Pintegrale diverra

¢ . “dw
—.I) wd:;;—{—zlogrj(: a?ds-— .

Il secondo di questi integrali ¢ nullo, perché nei limiti M, e M, le parti reale e
»*
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imaginaria di w sono nulle. Dunque il primo integrale sard anche esso eguale a zero,

fudqz:(), fvdqar—-().

Dunque u e v non possono conservare lo stesso segno sopra un arco ¢, piccolo quanto
si vuole , che passi per due punti M, e M, della linea S. Se u e » non fossero
nulli nella vicinanza di M,NM, dovrebbero dunque variare di segno a intervalli mi-
nori di una quantitd qualunque data, e quindi non sarebbero continue, e w non sa-
rebbe una funzione intera. Dunque se w ¢ intera e si annulla sopra una linea con-
tinua, dovrd annullarsi anche nei punti esterni e prossimi a questa linea, e quindi
si potra condurre un altra linea vicinissima a questa, e quindi un allra, ¢ cosi inde-
finitamente, sopra tutle le quali si annulli. Dunque si annullerd in tutto il Piano, e

e quindi :

non sard una funzione di z, ma sard zero.

Se gl'indici delle radici non possono formare una conlinuila, ¢ devono essere un
numero infinito quando la funzione non ¢é il prodoito di una funzione razionale per
una funzione inicra che non ha radici altro. che infinite, ne segue che le radici di
una funzione inlera non razionale non polranno esser mai conlenute lulle in una por-
zione finita del Piano.

3.

Il prodotto H(1 — ;) esteso agli infiniti valori di « che sono radiei di una fun-
zione inlera W, sc ¢ convergenle per qualunque valore finito di z, ¢ una funzione
intera di z (*), che ha per radici tutte e sole le quantith «; ¢ in questo caso la
funzione W pud porsi sotlo la forma :

W en(1—2). .
[~4

essendo w una funzione intera, come risulta immediatamente dal teorema 6 del n? 3.
Per istudiare questa decomposizione delle [unzioni intere, della quale ¢ un caso
particolare la decomposizione delle funzioni razionali intere in fattori di primo grado,
¢ necessario riferirsi alle condizioni di convergenza dei prodotti infiniti.
Qualunque sia il valore finito di z, il numero delle radici « di una funzione in-
tera W ehe hanno il modulo minore o eguale a quello di z diviso per un numero
finito qualunque ¢, sard sempre finito per il teorema del n? 4. Quindisara finito il

23

prodotto H(’l — —) esteso a lutti i valori di « il cui modulo ¢ minore o eguale a
24

(*y Vedi Briot et Bougquet. Théorie des forictions double ec. pag. 435.
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quello di % diviso per ¢, ¢ perché sia convergente il prodotto totale bastera che sia
tale il prodotto esteso a tutli i valori di «, per i quali é ¢mod « >> mod z, che

-4

indicheremo con II' (1 — fg—)-

Ora, quando mod z << mod «, abbiamo in serie convergente :

a1 — 2 — z z31+1z+1z’ '
8 T a) 25  P\3 40:' 5a¢z+“'.

Ma poiché il modulo di una somma é sempre minore defla somma dei moduli, sara:

1 13z 14 1 1 modz 1 (mod2z)*
mod—+~;+———§—...<§+-— -+

R | &

)

3 4 5 o Amoda ' 5 (mod )

4 <11+modz modz’+ )
T3 moda+ mod « R R

ed essendo mod z<emod «, se prendiamo e = 2, avremo:

1, +modz (modz)2+ <1
3 mod z  (mod «)® = ’
e indicando con g, un numero complesso il cui modulo sia minore dell’'unila, avremo:
z z 2 z?;P“
w(1-5) =t D,
e quindi
i ¥4 1 22 1 Za o
ogtf(1 ) = — 58 -5 B5- LB

Se le serie E; , E% R E% sono convergenli, sara convergente anche il pro-
dotto infinito. Se una di esse ¢ divergente, il prodofto infinito avra per limite zero,
o infinito, ¢ non esprimera una funzione intera. Dunque la convergenza di tutie tre
queste seric ¢ la condizione necessaria e sufficiente perché il prodotto infinito sia eguale
a una funzione intera.

Ora, relativamenie a queste serie, abbiamo i seguenti teoremi :

Teorema 1. Se gl’indici delle quantita « sono tutii sopra una stessa linea retta,
~e le distanze di due qualunque di essi é sempre minore di una quantitd finita d,

la seric Y, — sard convergente indipendentemente dall’ ordine dei suoi termini .
al .

quando é p>1.
Infatli, se 6 & I'angolo della retta sopra cui si trovano gl'indici di tutte le quan-
ltd o, avremo o == f3¢”, essendo 3 una quantitd reale, e quindi :
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1 1
—_— Y
. Ewu =€ 2{3,‘
Ora i numeri reali 3 si possono tutti porre sotto la forma nd -+ y essendo y << d,
e n un numero intero differente per due valori differenti di , perché la differenza
di due valori di 8 ¢ sempre minore di d; onde

1 1

ma

1 1
2(nd—}— 7)4 <2n"d’"

ed essendo interi e differenti tutti i valori di n la serie EW sappiamo che ¢
convergente indipendentemente dall’ordine dei termini quando x> 1, quindi sara con~

. 1 1 .
vergente anche la serie EBT y € ETquando p >1, come volevamo dimostrare.
o .

Teorema 2. La serie Y, —- € convergente indipendentemente dall’ordine dei suo
23

termini, quando p.>> 2, se gl'indici di tutte le quantita « sono distribuiti nel Piano
in modo che la distanza di due qualunque di essi sia sempre minore di una quan-
tita finita d. ' |
Infatti, se conduciamo nel Piano degl'indici due serie indefinite di parallelle all’
asse delle x e all'asse delle y, in modo che la distanza di due parallelle successive

sia Vé , il Piano rimarra diviso in un numero infinito di quadrati, che avranno la
diagonale. di una lunghezza eguale a d, e quindi non potranno contenere nel loro in-

terno pitt di un indice di una quantitd «. Da questa costruzione risulta evidente che
tulte le quantitd « potranno porsi solto la forma :

(1) [m—l-e—i—-(n—i—-n)i]T;%,

dove ¢ e n saranno quantila reali minori dell’'unitd, ed m e n numeri interi, e il
sistema dei valori di m e n non potra essere eguale per due differenti quantita a.
Quindi i moduli delle quantita « saranno della forma :

4
Ve’

¢ la serie dei moduli dei termini della serie ¥, — sari :
‘ -

(2) [(m ~+ &+ (n + =)*]2
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winf

1

9

X3

S~| )
(3

®) ;
[(m —+ ¢)*+ (n + )*]
dove la somma deve estendersi 2 un numero infinito di sistemi differenti di valori
reali e interi di m e di n, ed ¢ e = possono variare da un termine all’altro, ma si
mantengono sempre reali e compresi tra 0 e 1.

La serie :
1
Q sy ——
(m*— )

&
2

moltiplicata per Ty ed eslesa come la serie (3) ha i suoi lermini rispettivamente non

" minori dei termini della serie (3), onde per dimostrare la convergenza della serie (3)
bastera dimostrare la convergenza della serie (4).

Per giungere a questo, decomponiamo la serie (4) in serie parziali, in modo che
in quelle di queste serie parziali, che indicheremo con (k,, k,),ivalori di m e n
siano tulti quelli che verificano le diseguaglianze :

k kl+t kz k2+!

(5) 2'<m<2’ 2%<p<2

Cosi avremo :

k k

{ = 9 ==oo

1

(6) EE 'i=r;2 2 (kx y ko) :

3 =0 k =0

(m°+ n?) ’

" . . . . . . . . .
E evidente che il numero dei termini di una serie parziale (k,, k,) non potra
superare il numero : "

k41 E\ [ kgt K, k otk
(2‘ — 2‘)(2 — 9 ):2‘ g,

avendo posto k —+ k,= 2k.
Quanto al valore di questi medesimi termini, dalle diseguaglianze (5) si ricava:

2k, 2k, . zk£+2 2k +2
2 42 <m’+n*<2 -+ 2 .
Ma k essendo non maggiore di una delle due quantita k, e k,, si avra anche :
Py 22k$m2+ n2,
e quindi
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1 < 1
5
(m*~-n’)?
Essendo tutti i termini di (k,, k,) in numero non maggiore di 2%, e ciascuno
. | '
non maggiore di o » AVremo:
221: )
(kl ? k ) -— 25-/,.
ed essendo
93k 1 1 1
ot = = .
- 2% 22"‘(’5‘—1) 2"1 (% “") 2"2 (4;-—5) ’
sara
1 1
(ks 5 k,)

ki:mk ==
SY—— <y Y —
(m— nz)-i ko K=o 2"1(’% —1) 2"2(’2—5~—1)
o anche ‘
1 = ] 2
ss——=(8 =)
o Vo 2
Ma se p>2
e 11
= 2}(5_1) 1 — 1
P
9"
Dunque, quando p > 2
1 2‘5___1 2
PN ril G :
(m2+ n2)z 22 — 1

e. quindi la serie (4) & convergente, e a pil forte ragione la serie (3), e quindi ,
essendo convergente la seric dei moduli dei termini della serit 2— questa serie

sara convergente indipendentemente dall’ordine dei termini, come volevamo dimostrare.
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6.

Dato un sistema di quantitd complesse in numero infinito, che non formano con
i loro indici nessuna linea continua si pud sempre formare una funzione intera che
abbia per radici tuite e sole queste quantith. Consideriamo separatamente due casi,
secondo che gl’indici delle radici sono in linea relta, o distribuiti in tutto il Piano.

Teorema 1. Dato un numero infinito di quantita complesse « i cui indici siano
in linea retta a distanze finite tra loro, e simmetricamente diSposti rispetto a un
punto A di questa retta, st puo sempre formare un prodotto infinito con i fattor:

binomi 1 — pe che sia una funzione intera, che abbia per radici tutte e sole que-

ste quantita.

Si pud supporre che il punto A, rispetto al quale sono simmetricamente disposte
le radici «, sia l'origine, perch¢ se fosse indice di una quantita 8 mutando z in z—f
il punto A diverrebbe l'origine. '

Pertanto per ogni valére di « della forma pe”, ve ne sard un altro della forza
— pe®, quindi se nel prodotto infinito : |

(1) zH(l — %)

i fattori che contengono questi valori si dispongono uno dopo I'altro, la serie 21,
-2

in cui i valori di « terranno lo stesso ordine, avrd una somma nulla. Essendo poi

e, . 1 1
tutti glindici di « sopra la stesba retta, le serie ¥, ¥, sono sempre convergenti
[~ [~4

per il teorema 1. del numero precedente: dunque sard convergente anche il prodotto (1),
e dara una funzione intera, che avra per radici tutle e sole le quantitd a.
Teorema 2. Dato un sistema di un numero infinito di quantita complesse o,
che abbiano glindici a distanze finite tra loro , e disposti comunque sopra una
reta, si puo sempre formare un prodotto infinito di fattori binomi della forma

z : . 1y . L
1 — —, e di fattori esponenziali della forma {1 —+ —) »che sia una funzione in-
[£4 o

tera, che abbia per radici tutte e sole le quantitd a.
Infatti, il prodotto :

() H(i + 3) (1 — z—) | ‘
o o
sara convergente, quando sia convergente la serie :
% A g | N TR e | ¢

.3
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Ora le serie del secondo membro sono convergenti per il teorema 1° del numero 5,

dunque il prodotto (1) ¢ convergente, ed ¢ una funzione intera, che ha per radiei
tutte e sole le quantitd «, come volevamo dimostrare.

Teorema 3. Dato un sistema di un numero infinito di quantita complesse o,

le quali abbiano gl'indici a distanze finite, e disposti equalmente negli angoli di

due assi ortogonali A e B, si puo sempre formare un prodotto infinito con i soli

fattort binomi 1 — —, che sia una funzione intera che abbia per radict tutte e sole
[ 4

le quantita «.

Possiamo supporre che i due assi ortogonali siano gli assidelle & e delle y, per-
ché se la intersezione dei due assi ¢ indice di una quantitd complessa 3, e ¢ ¢ I’an-
golo che I'asse A fa coll'asse della x, mutando z in e?’z 4 {3, 'asse A diviene asse

delle x, e I'asse B asse delle .
H(l — 3),
[« 4

Prendiamo il prodotto :
) . 1 1 e oo .
e osserviamo le serie ¥ e Y — - Essendo gl'indici delle quantiti « disposti egual-
a

mente negli angoli opposli degli assi, per ogni valore di « della forma pe®, ve ne

(6+3)¢ (6+3)

i T . .
saranno tre della forma: —pge¥, e y — pe - Quindi per ogni valore di o
della forma p’e*®, ve ne saranno tre delle forme: p%e*%, — p’e*¥, — p%e*”. Se dunque
nel prodotto si prendano i fattori in modo che si 3uccedano sempre i valori di « di
: s L 1 . .
queste quattro forme, lo stesso avverra nelle serie ¥~ e ¥, =, e quesle serie sa-
& o
ranno identicamente eguali a zero. La serie ¥, — ¢ convergente ‘per il teorema 2°
-4
del numero 5. Quindi il prodotto sara convergente, ed esprimera una funzione intera,

come volevamo dimostrare.
Teorema 4. Dato un sistema di un numero infinito di quantita complesse « ,
che abbiano gl’indici a distanze finite tra loro, disposti comunque nel Piano, si puo

sempre formare -un prodotto infinito di fattori binomi della forma 1 — -, e di
. a

fattori esponenziali della forma (1 + a), (1 + @), che sia una funzione intera,
che abbia per radici tutte e sole le quantita a.
Infatti, il prodotto :

1y 1) 1\ 2
P ) () () ()
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sara convergente, perché avremo :

[ i ur
ogP =B — ¥ r + AN EE — P B + P i - 2R
e tutte le serie che compariscono nel secondo membro sono‘convergenti per il teorema 2%

del numero 5.

Da questi teoremi si deduce che tuite le funzioni intere polranno decomporsi in
un numero infinito di fattori di primo grado ed esponenziali, e qui comparisce una
prima divisione delle funzioni intere. Quelle che hanno gl'indici delle radiciin linea
retta, e quelle che le hanno disposte comunque nel Piano ; le prime che sono espresse
da un prodotto semplicemente infinito le chiameremo di prima eclasse, le seconde che
sono espresse da un prodotto doppiamente infinito le diremo di seconda classe. Le
funzioni di prima classe si dividono anch’esse in due specie, la prima che comprende
quelle che hanno gl'indici delle radici disposti simmetricamente rispétto a un punto,
e che possono esprimersi per un prodotto -infinito di fattori di primo grado, le altre,
che hanno gl'indici delle radici disposti comunque sopra la relta, le quali si decompor-
ranno in fattori di primo grado ed esponenziali. Ogni funzione intera di prima classe della
prima specic potra decomporsi nel prodotto di pit funzioni intere della stessa classe di
seconda specie, e data una funzione della seconda specie se ne potra sempre trovare

un altra che moltiplicata per la medesima dia per prodotlo una funzione della prima
specie. Le funzioni di seconda classe si dividono anch’esse in due specie; la prima
comprendera quelle che hanno  gl’ indici delle radici disposti egualmente nei quatiro
angoli di due assi ortogonali, in modo che facendo una rotazione intorno all’origine
di un quarto di circolo, gl'indici di tutte le radici vengano a sovrapporsi, le quali
funzioni possono esprimersi per un prodolto doppiamente infinito di fattori di primo
grado ; la seconda comprendera quelle che hanno glindici disposti comunque, e si
decompongono in un prodotto doppiamente infinito di fattori di primo grado e di fattori
esponenziali. Data una funzione della seconda specie se ne polra sempre trovare un altra
che moltiplicata per quella dia una funzione della prima specie.

1.

Le funzioni monogene e monodrome che divengono infinite e discontinue per valori
finiti di z in generale sono funzioni fratte. Per dimostrare ci0 sara necessario fondarsi sopra
le proprieta dei residui integrali, come bisogna fare sempre quando voglionsi dimo-
strare proprietd delle funzioni senza supporre per esse alcuna espressione analitica.

Teorema 1. Il residuo integrale di una funzione monogena e monodroma
w = u —+ v, rispetio a una linea chiusa S, é eguale a zero anche quando la fun-

sione w diviene infinita o discontinua in un punto D dell’area racchiusa dalla linea S,
' =®
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se indicando con p il raggio di una circonferenza C descritta col centro in D, pu
e ov convergono indefinitamente verso zero col diminuire di p.

Infatti il residuo integrale di w rispetto ad S per il teorema 2° del numero 2,
¢ eguale in questo caso al residuo integrale di w rispetto a C, per quanto piccolo
sia il raggio p di questa circonferenza. Onde indicando con o Pangolo che il rag ggio
mobile o fa coll'asse delle z, avremo :

d ol d
(1) Jwdz -‘f ( v—ay—)pdgo -+ zf (vd—x+ u gy—>pdq>

CL , , dx d
Ora pu e v col diminuire indefinitamente dip convergono a zer0, = ¢ d_y non sono
s s

maggiori dell’'unita, perché sono i coseni degli angoli, che la tangente alla curva G nel
punto di coordinate x e y fa cogli assi, onde potra sempre aversi un valor di i

dm dy < vg_u’z+ dy
ds Vs )P ds - ”Hs‘f’<5’

essendo ¢ una quantité piceola quanto si vuole, e quindi :

f do dy 2m = dx dy 2%
~£ (ux-—-v(—i;>pdq)<s‘£ do, j; (vag—+ud—;)pd<9<ej; dg.

Integrando i secondi membri di queste uguaglianze, e sostituendo nella formula (1),

-per cui sia:

avremo :
Jwdz << 2ne(1 + 3) ;

e dovendo essere ¢ pilt piccolo di qualunque quantitd data, ¢ chiaro che sara fwdz

‘eguale a zero, come volevamo dimostrare.

_ Teorema 2. Una funzione w monogena ¢ monodroma ¢ finita e continua in
tutti © punty dell’area A di una linea chiusa S, se per ogni punto P di A, in-
dicando con z, Uindice di P, il prodotto (x — z,)w converge indefinitamente verso
zero coll’ avvicinarst di z a z,

Infatti, sc nell’area A vi fosse un punto P nel quale w divenisse infinito o di-
scontinuo, si avrebbe anche in questo punto coll’avvicinarsi indefinitamente di z a z,,

w— w
mod (z — z,) - ——= =10,
z— %,

indicando con z, un valore che ha I'indice in un punto qualunque di A differente da P,
e conw, il valore corrispondente di w. Quindi, per il teorema precedente, il residuo

. W — W, . . o : . .
integrale di ——— rispelto alla linea S sarebbe sempre eguale a zero, e per il ragio-
z— % o O : Fag
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namento fatto per dimostrare il teorema 4 del numero 2, si avrebbe w espresso. da
una serie convergente per tutti i valori di z che hanno gl’ indici nell'area A; onde w
¢ sempre una funzione finita e continua nell’area A, come volevamo dimostrare.

Potrebbe il valore finito dato dalla serie nel punto P non coincidere col valore
che ivi prende la funzione w ; ma allora ‘questa funzione si renderebbe finita e con-
tinua mutandone il valore soltanto in un punto, ed escluderemo dalle nostre consi-
derazioni queste specie di funzioni.

Teoremna 3. Se una funzione w monogena e monodroma. st mantiene finita e
continua in tutta Uarea A di una linea chiusa S, fuori che in un punto Z, indice
diz, , e se e la massima potenza di z—z,, per la quale (z—z,)*w converge in-
definitamente verso una quantita differente da zero coll’ avvicinarsi di z a z,, v
sard mnecessariamente un numero intero, e la funzione w potra porsi sotto la forma:

a, a, a, '

(1) Aw:z—z,+(z~zz)2+'“+m

-+ w,,

dove w, é una funzione finita e continua in . tutta Uarea A.

Infatti, sia » il numero intero superiormente prossimo a z; la funzione (z——-z,)""‘u}
moltiplicata per z — z, convergera indefinitamente verso zero all’avvicinarsi di z a z,,
quindi , per il teorema 2 , sard finita e continua in tutla I’area 1\, e per z = z,
acquisterd un valore finito a,_, . Quindi la funzione :

a
2 —2,) TP — —
( 2 z— 2z,

moltiplicata per z — z, convergeri indefinitamente verso zero coll’avvicinarsi di z a
3., e pereid sard finita e continua in tutta Parea A, e per z = z, acquistera un

b 4

valore finito a,_, . Onde la funzione :

an.— 1 au-—z

)n-—-3

(z — 2, w —

2 -
_ (z — z,) z — %,
moltiplicata per z — z, convergerd a zero coll’'avvicinarsi di z a z,, e quindi sard
finita e continua in tutta I'area A, e prendera per z = z, un valore finito a,_;. Cosi
seguitando, essendo » un numero intero e finito, arriveremo a una funzione :
Bp_y a,_, : a, a,

w — = n—z 2 ~

(2 — )" (2 —2) (2 —2) z-—3

che moltiplicata per z — z, convergera verso zero coll’ avvicinarsi di z a z,, e sard
finita e continua in tutta Varea A. Indicandola con w,, avremo:

imn  G—mr G—mr T E—R)

ay a, ' a3 o Sw
— o, .

R—§
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Dunque la massima potenza g per cui- (z — z,)“w converge indefinitamente verso una
quantita differente da zero, coll’avvicinarsi di z a z,, é un numero intero n — 1,
e la funzione w pud porsi sotto la forma (1), come volevamo dimostrare.

Questo teorema ci mostra che le funzioni monogene e monodrome (coll’esclusione
fatta nella dimostrazione del teorema 2°) non possono divenire discontinue senza di-
venire infinite. _

I valori di z per i quali w diviene infinita, li chiameremo, col Sig. Liouville,
glinfinits di w.

Se n ¢ il minimo numero intero per cui (z — 3,)"w convergera a zero coll’av—
vicinarsi di z a z,, diremo che z, ¢ n — 1 volte infinito di w.

Teorema 4. Glindici degl’infiniti di una funzione w monogena e monodroma
non possono formare una linea continua in alcuna parte del Piano.

Infatti, se w fosse infinito lungo una linea continua, la funzione monogena e

monodroma — sarebbe nulla lungo tutta questa linea; e quindi nulla in tutto il Piano,
w

per il teorema 3° del numero 4; e in conseguenza w sarebbe infinita in tutta il Piano,
e non sarebbe una funzione di z.

Teorema 5. Una funzione monogena, monodroma, non intera e che non diviene
maz discontinua senza divenire infinita, é una funzione fratta.

Infatli, se una funzione monogena e monodroma w non ¢ intera, ammetterd un
numero finito o infinito d’infiniti, i quali indicheremo con B. Ora per i teoremi del
numero 5, potrd sempre formarsi una funzione intera w,, che abbia per radici tutte
e sole le "quantitd (3, perché gl'indici di f, per il teorema 4, sono a distanze finite
tra loro. Mollipliéando questa funzione w, per w avremo una funzione intera w, ,
perché w,w non potra divenire infinita e discontinua in nessun punto del Piano. In-
fatti, w,w non potra evidentemente divenire infinita e discontinua altro che per i
valori {3, che sono infiniti di w. Ma per ogni valore §, abbiamo in un area A che
non racchiude altri infiniti di w, fuori che §, essendo n il grado di moltiplicita* di

questo infinilo :
a, a, , a,
R R e A R
dove & ha un valore finito per z = f8. La funzione w, , avendo per radici tutti gI'
infiniti di w collo stesso grado n di moltiplicita, sara della forma :

wz———:(z——ﬁ)"mz,
essendo @, una funzione intera. Onde
waw =0, [ @+ a,_, (2— B) +. .. + a,(z — B)"'] + vw.(z — B)*,

funzione che ha un valore finito per 2 = . Dunque w,w rimane finita e continua
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per ogni valore finito di z, ed ¢ una funzione intera w,, e abbiamo :
W, W= w,,,
0ssia :

2
e la funzione w ¢ una funzione fratta, come volevamo dimostrare.

Pertanto le funzioni monogene e monodrome ( escluse quelle che possiedono di-
secontinuitd che possono togliersi, mutandone il valore soltanto in punti separati) sono
intere o fratte, come le funzioni razionali, e la loro teorica si dividerd in due parti,
nella prima delle quali studieremo le pitt semplici funzioni intere, e nella seconda le
funzioni fratte che si ottengono dai rapporti delle funzioui intere considerate.

PARTE PRIMA.
FUNZIONI INTERE.

1.

Le funzioni intere si dividono in due classi, come abbiamo veduto (Int. n? 6.);
funzioni intere di prima classe, le quali hanno gl'indici di tutte le radici sopra una
medesima linea retta; funzioni intere di seconda classe, le quali hanno gl'indici delle
loro radici disposti comunque in tutto il Piano.

Cominceremo dal considerare le funzioni di prima classe, e ci limiteremo a quelle
che hanno gl'indici delle radici a distanze eguali uno dail’altro.

Sia A il punto indice della quantitd complessa «, AB la retlta che passando per
il punto A fa coll’asse delle £ un angolo eguale all’argomento della quantita com—
plessa », e siano p, , p,, p3, ... una serie inﬁnita. di punti tutti da una stessa parte
del punto A sopra la retta AB, disposti in modo che sia :

, Apr= PiPo==Pa P3= P3 P4 = > - - -
I punti A, p,, p,, p3,...saranno indici di quantita complesse tutte della forma:
(1) me - a,

dove m ¢ un numero reale, intero, sempre posilivo o sempre negativo: lo supporremo
sempre negativo. Una funzione intera, che avrd per radici tutte e sole le quantita (1),
sara una funzione intera della prima classe e della seconda specie (Int. n?6). Sup-
porremo prima che sia « = 0; cioé considereremo prima le funzioni intere che hanno
per radici tutte e sole le quantitd della forma :

(2) — Mo ,

(*) Vedi Journal de Liouville. Vol. 4. pag. 300.
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dove » ¢ una quantiti complessa qualunque, ed m ¢ reale, intero e positivo. Queste
funzioni non potranno differire tra loro altro che per un fatlore che non ammette ra-
dici finite. Bastera dunque considerarne una sola. ‘

11 prodotto infinito :

z

z > 1 @ z
1 — -+
) 1<1 m+l) (1 mm)

¢ convergente per qualunque valore finito di z (Int. n? 6); quindi esprime una fun-
zione intera che ha per radici tutte e sole le quantita della forma (2). Questa funzione

la indicheremo con es —, perché avendo il sistema delle sue radici eguale, alla metd
@
del sistema delle radici di sen —, la chiameremo emiseno. Perlanto ponendo z invece
® !

.z ) .. .
di —Ia funzione da studiarsi sara :

o) .
@ 1 # 73
= 211 — 23,
o8 % zl(i m+’l) <1+m)

oppure :
3) esz=zﬁ( e )(’l—f—i):
c\m -+ 1 m
alla quale pud darsi anche la forma :
) esz=1imz(1+z)(1+z—)---a-(1+ 2 )t—z,
2 t— 1
oppure :
1 2) ..., t—1
(5) es 2 = lim 227+ )z +2) =+ ) .

1.2.3. ....(t—1)

La funzione es z sodisfa all’equazione :

(6) ~es(z+1)=§esz.

Infatti, dall’equazione (3) abbiamo :

e [ O

d m # b3 es z
=1I 1 o)==,
1<m+’1)( +m) %

La funzione es z sodisfa I'equazione :

lim  es(z + w) w?
w=® esw

(7) =1.
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Infatti, dalla (4) abbiamo :

' : ,es(z 4+ w)

W ——
es w

2\/1 =z 1\/1 z 1 1 z 1
(‘ + ;)(a 5w *5)(§+3;5+;)""(t_1 e ;;)
1 1\/1 1 1 1
(5“*‘5)(5*5)“"'(t_ 1 *zz)

lim  wes(z + w) 1
: W= o es w T

= lim T wE

e quindi -

Dalle (3) si ricava immedialamente I'equazione :

I
m o esz_q.

z2=0 2

(8).

L’equazioni (6) , (7) e (8) unite all'equazioni es 0 = 0 esprimono le condizioni
necessarie ¢ sufficienti alla determinazione della funzione es z, come risulta dal se-

guente : :
Teorema 1. Tutte e sole le funzioni intere F(z) che sodisfano all’equazions :
(@ - FO)=0, @ F(z-+1) = ; F(z)
lim 4w lim  F(z)

) =1, (d)

W= ot F(w)

sono necessariamente identiche colla funzione es z. .
Sodisfacendo all’equazidni (a) e (b) la funzione intera F(z) avra per radici tutte
le quantita della forma — m, essendo m un numero reale, intero e positivo; quindi
avra per radici tutte le radici di esz, e divisa per esz dard per quoziente una fun-
zione intera ¢(z), e avremo : '
o F(z) = ¢(z) es z.

Dovendo sodisfare alla equazione (b), avremo :

Fiz +1)=9¢@z+ 1) es(z + 1) =

N[p

9(3) es(z) ,
e, a cagione della (6) :

(e) . 9(z + 1) = o(z).
La equazione (c) dara inoltre :

lim ¢z -+ w) lim , €8(z -+ w)

. T w = 1;
W= ¢w w=owo i ‘esw g

4
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onde, osservando la (7), abbiamo :
. 9(z + w)
( lim ——— = 1;
4 ¢(w)

ma I’ equazioni (e) e (f) non possono coesistere , a meno che non sia ¢(z) eguale a
una costante C; onde :

F(z) = Ces a.
Ponendo. questo valore nell’equazione (d), e osservando‘ la equazione (8), abbiamo :
C=1.
Dunque :
F(z) = es 3;

come volevamo dimostrare.
Teorema 2. La moltiplicazione dell’argomento per un numero reale e intero n
nella funzione es z é data dalla formula sequente :

n—i4 t
M,es { z 4+ ﬁ)
(9) esnz = N e L

n—t t
I, es —
1 n

Infatti, le radici della funzione intera es nz, sono tuite e sole le quamilidella
forma :

' 1 % n—
(a) ‘ d !

dove m indica un numero reale, intero e positivo qualunque. Ora tutte le quantita
della prima delle forme (@) sono le sole radici della funzione esz, tulte le quantita

C g 1
della seconda sono le sole radici di es{z -+ ok quelle della terza sonole sole radici
di es{z +}; » e cosl discorrendo. Onde il sistema delle radici di es nz ¢ identico

col sistema delle radici del prodotto :

(e )olri) ol 5)
eszes{z 4+ —jpes{z+—})----es{z —+ s
n n n

e abbiamo (Int. n? 3):

n——4 t
(b) es nz = e¥*! II, es(z . 1—1) )
¢

indicando con {(z) una funzione intera.
A cagione della' equazione (6), ponendo z —+ % invece di z, avremo :
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LY n— K4 e L
e‘P(‘+ ;l-) H‘ es(z + n) — e\}a(z) Hl es(z ~+ n) .

r

] z 0 nz
onde : '
o=+ et 1 i
n = ’ -_— = l —_— ’
e - Yl 2z —+ - ¢(z) + log o

e integrando :

$(z) = nz log—:l— + 9(2) ,

essendo ¢(z) una funzione periodica, ciot una funzione che sodisfa all’equazione :

© o(z+ ) =

Avremo dunque, sostitluendo nella equazione (b):

e t
(d) es nz == n e 11 es(z ot ;) .

4

Ponendo z + w in luogo di 2z, abbiamo :

n—i{ t
(e) es(nz =+ nw) == n"FTY gfET) T es-(z + w + h—) .

0
Dividendo la (e) moltiplicata per n** w"*, per la (d), dove in luogo di z sia posto 2,
otterremo :
es(nz ~+— nw) (wn)* — e?(z_,_w)_?(w)n—i(es(z + &+ w) ,) .

es nuw o\ es(w 3

Passando al limite per w = o, e osservando la equazione (7), abbiamo :
lim '
0 — oo (?(z. +w) — qP(w)) =0,
0ssia
lim  ¢(z 4+ w) —0
w=owo gw)

Al

che & incompatibile colla (c), se ¢(z) non é una costante C. Sara dunque o(z)=C,
€ avremo : '

et t
esnz = Cn™ II es(z —+ ﬁ) .
0

Per determinare la costante G, divideremo ambedue i membri di quesia equazione
per nz, e porremo z = 0; avremo, ponendo menle all’equazione (8) :
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onde :
Mt
H BS( —~ )
-—z 0
esnz—=n'""°" ———;
n—t . -
l-ftes;;

come volevamo dimostrare. ‘
L’integrale definito studiato da Eulero, rappresentato da Legendre colla notazione
T'(x) si esprime per la funzione es x.
Infalu, ¢ noto che, finché x e v sono quanula reali e positive (*), si ha

L S '
J:,y' =y dy——x(m+'l-)...(a;+v)’

e ponendo :

% "’x_l 1_‘* dz—- 1.2.3....v ..
y=3 Jo y @ +1).,. @+ °

e passando al limite per v = oo :

. 1
’ 2Tt e ™ dz = — 5
Jo es T

onde :
1

10 - I@) =—
(10) @) =—

Le funzioni intere che hanno per radici tutle e sole le quantita della forma :
(11) —mw — « '
dove o' ¢ ® sono numeri complessi qualunque, ¢ m un intero, reale, positivo, si espri-
meranno tulte per la funzione es x. Esse saranno tutte eguali a una funzione intera

che non ha radici finite moltiplicata per la funzione intera :

2z

() (=)
) m —+ 2 me —+ o

Questa funzione ¢ data per mezzo di esz dalla seguente formula :

(12) ﬁ(m—r—l)

Infatti, dalla equazione (3) abbiamo :

Z 4o
es

1 - z . ©
mo—-o o o

es

g n

Q)

{*) Vedi nel volume 2° delle Commentationes Soc. R. Scientiarum Gottingensis la Memoria di (rauss
intitolata Disq. gen. circa seriem in f.



onde :

v

Ponendo nell’equazione (12) :

- (2]
T e
si ha:
: 1 1o (m+1\(, 2
s(Z 4= ) = es= 1T —_—
‘S(w+2) 35 <m+2> (1+(2m_—|— 1)m>
i :
¢ quindi, indicando con ecz la funzione—c;s(“’s————ll_—zl:
€S 3
= (m ~ 1\* 2z
13) - = _— T
(13) eels) o‘\(m-%—.?) (1_+2m+1>

es(3 + z),‘per—
s 1 ’

Rappresentiamo con ecz, e denominiamo emicoseno di z la [unzione
che il sistema delle sue radici ¢ la metd del sistema delle radici del coseno di =z.

2.

Passiamo ora a considerare le funzioni di prima classe e di prima specie. Ci limite-
remo a quelle che hanno tutti gl'indici delle loro radici a eguali distanze, cioé¢ che hanno
per radici Lutte e sole le quantita della forma :

me ~+ o,

dove o e « sono numeri complessi qualunque, e m un numero intero e reale qualunque.

Supporremo prima « = 0.
Le funzioni che avranno per radici tutte e sole le quantita della forma :

(’1) mo

non potranno differire tra loro altroché per un fatlore, funzione intera che non ammette ra-
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dici finite. Bastera dunque prendere a considerare una sola di queste funzioni.
Il prodotto infinilo :

L) P 2
(2) zn(a+i)(i-i)=zn(1_ "“)
L me me L mw

¢ una funzione intera, perché é convergente per qualunque valore finito di z; ed ha per
radici tutte e sole le quantita (1). ’

E chiaro che due funzioni (2] che differiscono per il valore di w, si possono esprimere
una per I’altra. Quindi per » potremo prendere un valore qualunque. Prenderemo quel va-

lore che fa acquistare alla funzione il valore eguale all’unitd, quando z = g—; cioé determi-
» ® 1
“I{1 — =)=
2 1 ( 4m2) 1’

m*—1 133551

neremo » per 'equazione :

ossia :

w L]
S =TI
2 L

. . . . . s
Ma questa ¢ I'espressione di Wallis per il numero ; prenderemo dunque :
. <

€ avremo :

(3) ﬂz);zﬁ(i—. 2 2) ,

4 | /(%):1-

Prendiamo le due funzioni :

Moltiplicandole tra loro, si ottiene :
L
z
(5) f@) = —Testes— %

™ T

La funzione intera f{z) sodisfa 1’equazione :

(6) . S+ 1) = — fla).
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Infatti, dalla (5) abbiamo :

n° (2 %
flr+ 1) = — e (;—f—l)es (—;—~1);

ma dalla equazione (6) del numero precedente, si ha :

es<5—+—{l)=ies(z—>; es(~—z——1)=_z+“es(_~z_)
4 4 T . ks T T

onde :
Sz +n) =;ies z—es (—— 5): — fz).

™ 3

Dalla (6) si deduce immediatamente :

(7) Sz + 2m) = f(2).
La funzione f{z) sodisfa all’equazione:

(8) lim  flz +w) —1

w=owo €*flw)

Infatti, avremo dall’equazione (5):

. es AW est — A w
fe+w) 1 = T
Siw) - w w '

%
1+ — es — e§ — —
w T s )

Ora, essendo €™ = (— 1)*, avremo

e” flw) z w T w
1 +— es — es — —
w 7 n

| es z_+w Zes i w -
fr~+w) 1 7 ) [w\T T w\ T
. B Tr .
Passando al limite per w == o, e osservando la equazione (7) del numero prece-
dente, si ottiene :

fet+w)

. eizf‘(z)
come volevamo dimostrare.
Dalla (3) si deduce immediatamente :-

(9) : lim f(_z)zi_

Z:O z

lim

Le equazioni (6), (8), (9) unite alla equazione f(O)=0, esprimono le condizioni
necessarie e sufficienti alla determinazione di f{z), come abbiamo dal seguente :
Teorema. Tutte e sole le funzioni intere che sodisfano a tutte quattro le equa-
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ziont :
@  f0=0, 6  fa+o) = —fa),
- forw) |

iz ’

e ﬂw)
. ; P T :
sono identiche alla funzione j(—) :
(0]

Infaiti, se la funzione f(z) sodisfa contemporaneamente alle due equazioni (a) e (b)
avra per radici tutte le quantitd della forma mw , e quindi avremo :

f5) = ola) zi)

O]

(¢)  lim

im S _ .
(d)_ llm—;—-——;

essendo ¢(z) una funzione intera, che sodisfa all'equazione :
(9 9(s + ) = 9(z).
Sodisfacendo le f(z) alla equazione (c), avremo :

Zﬂ+
lim e +w) o %)

) Tz

w= o ¢w) & fw)

¢d osservando l'equazione (8):
lim  ¢(z + w)

w=o gfw) =b

equazione che contradice alla equazione (e), se g(z) non ¢ una costante. Onde;

?(Z) =C’

S = eA(%):

Per le equazioni (d) e (9) abbiamo C =1, e quindi :

an
come volevamo dimostrare.

"Ora ¢ noto che la funzione senz sodisfa alle equazioni !

lim sen(z + w lim senz
sen 0 = 0, sen(z + n) = — sen z, ——-é——-—)=1, =1,
w= o ¢7senw z=10 1z

quindi :
(10) o fla) =senz,
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ed abbiamo :

. -
(11) ‘ senz=-~—esz_es_z‘7
4 T s
e anche :
(12) sen 2= m es z—es(i—i)-
T T
Se poniamo nella equazione (12) ,' z = g abbiamo :
(13) . es —;— = ‘_'/1_ .

Prendiamo per il radicale il segno positivo, perché dalla (3) risulta chiaramente che
es z ha valori posilivi per valori reali e positivi di z.
" Dalla teorica algebrica della divisione della circonferenza ¢ nota la formola :

n—1 I n
I sen — — vl
1 n 9

Sostituendo i valori dei seni dati dalla (12), abbiamo :

oty ir n—t ¢ t n—t t n
ITsen— = =n"""I,es —es| 1 — —}=7""1I,e8" — = —
L n t n n " n 2t

onde :
(14) Tes b VP

n—i

i —

(27) *

e quindi 'equazione (9) del numero precedente diviene :
L _nz 2—An—y t
(15) esnz =n>  (2n)* II, es(z ~+ ﬁ) .
1

Teorema. La moltiplicazione dell’ argomento delle funzioni sen z ¢ data dalla
sequente formula : ‘

n—i t
(16) sen nz = 2" II, sen (z + 5) .
0

Infatti dalla equazione (12) abbiamo :

nz nz
sennz —nes —esf1l — —1};

3 ™

e sosituendo i valori di esnz e di es n(;l — —) dati dalla formola (15), si ottiene:
¥

3
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et [zt
sen nz = n(2n)""" I, es (——+— —) es (1.— 2 _;_i)
. 0 T on nomoon

n— 2 14
= n(2r)"" O, es (,— +—)es [’l — (
0 T n ) T

onde ponendo mente all'equazione (12) :

A w
+
N—"
[

0

Ot ’ tn
sen nz = 2" ' I, sen{z + —) ;
n

come volevamo dimostrare. ,
Le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quantitd della forma :

mo ~+ z,

dove » ed z sono quantita complesse, ed m ¢ un numero intero e reale qualunque,
st esprimeranno tutte per la funzione senz. Poiché saranno eguali a una funzione in-
tera, che non ha radici finite, moltiplicata per la funzione iIntera :

fi(1 - 5)s
—c0 Mo + [~4

e questa ¢ data per mezzo di due seni dalla formula seguente :

. 2 seng-(a — z).
(17) E."‘(l - a):: .

me —~ o
sen —

Infatti, abbiamo :

sen_ﬂ_(.a____z_)_ :E(a_z) Ifm(l _a_z)<1 +a_~z)
@ w i mo mo

- E(iﬁ_'ﬁ)ﬁm(l _ ;’f_)<1 4 _fz_> i (1 4 __.7‘;___)(1 _ __L_);
(4] 2 1 mow mmw g me — o me —+

onde

oa — 2
sen TE—(-a )

Ponendo nella (17) o =, a= g , abbiamo :

YA R U A |
g,,(lugm).—:sen(g—z)::cosz;



ma dalla equazione (12) abbiamo :

en 1 —_—Z ) = es 1 z; es 1+Z M
Mg T T AT TS T )% \e T )

onde per la equazione (13):

(18) c0s % = ec 7 ec(— z).
3.

Passiamo ora alle funziont intere di seconda classe, e limitiamoci a quelle che
hanno gl'indici di tutte le loro radici nei punti d’intersezione di due sistemi di reite
parallelle ed equidistanti tra loro. '

Teorema 1. I punti d’intersezione di due sistemi di rette parallele ed equidi-
stanti tra loro sono indici di quantitda tuste della forma :

1
me — nw~+ a,

dove m ed n sono numeri interi e reali qualunque, o, » e ' sono quantita com-
1

. @ . .
plesse, ed il rapporto — non é reale; e reciprocamente.
[&]

Infatti, per ottenere un sislema di punti che siano intersezioni di due sistemi di
rette parallele ed equidistanti tra loro, bisognera prendere un punto A, e condurre
per il medesimo due rette AB, AB' che facciano rispettivamente coll’asse delle z gli
angoli 9 e ¢, la differenza dei quali non sia un multiplo di =, prendere sopra AB
una serie di punti: :

----- A—3’ A-—z ’ A-17 Aa An Az7 A3'
in modo che sia: '
cove=A_ LA =A_A=AA =AA =AA=...=71;
sopra AB' una serie indefinita di punti : ‘
. A'—-B 7’ A’-z 2 A‘-—l ’ A, A': ’ A’z ’ Als » .

in modo che sia:
e T A’-—B A’—-z = A’-—z AI.X = A'—x A = AAI; = A’l A’z = Alz AKB == oee. = r!y

e condurre per ogni punto A,, una retta A, B, parallella ad AB', e per ogni punto
A, una rewta A', B, parallela ad AB. I punti A,,, intersezioni delle retie A,, B/, e
A', B, saranno i punti d’intersezione di' due sistemi di rette parallele ed equidistanti
tra loro. Ora ¢ chiaro che, ponendo :

o ==re¥, «'==rle"
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e indicando con « la quanlitd complessa che ha per indice il punto A, ogni punto
A, . sard indice di una quantitd complessa della forma :

(1) mo —+ ne' -+ «,

dove m e n sono numeri interi e reali. Non dovendo gli angoli ¢ e o differire tra
I

loro di un multiplo di =, ¢ chiaro che il rapporto —non potra essere reale.
[4]

Se poniamo » e o sollo la forma :
('1') o w=a—+ b, m’—-C‘-{-—di,

ayremo :
©  ac —+bd + (ad — bc)i

0 a2+b2

Il determinante ad — bc, che chiameremo determinante del sistema deglindici delle
quantita (1), dovra essere differente da zero. :

E facile a dimostrarsi che il valore di questo determinante preso positivamente
esprime l'arca dei parallelogrammi A,,, A, ... Asii Amysngr s che si chiameranno
parallelogrammi elementar:.

Teorema 2. Glindici delle quantita :

(1) ' me 4+ ne' -+ «,
ed -
(2) mQ -+ NO'4-a

dove m, n ed M, N sono numers interi e real; qualunque » formane il medesimo
sistema di punti, quando abbiansi le relazions :

(3) Q = o + vo', (I po —- g’ ;
(4) _ po —pv = =1

essendo p,v, pea numert inter: e reali.
Infatti ¢ chiaro che perché sia :

(5) MQ + NQ' + o = mw—J;—nw—l—-a,
¢ necessario e sufficiente che siano sodisfatte le equazioni :
(6) - My +No=m, My 4+ No = n.

Ora qualunque siano i numeri interi M ed N ¢ chiaro che esisteranno valori interi
per m ed n che sodisfaranno le equazioni (6) e quindi la equazione (3), e a cagione
della equazione (4), qualunque siano i valori interi di m ed n, esisteranno anche
valori interi di M ed N che sodisfaranno le (6) e quindi la (5). Dunque ogni punto
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che ¢ indice di una delle quantita (1) é indice anche di una delle quantita (2), e
viceversa.

Teorema 3. I valori dei determinanti degl’indici delle quantita (1) e (2), quando
sussistono le relazioni (3) e (&), sono equali e di segno contrario, secondo che nel
secondo membro della equazione (4) si ha il segno positivo o il negativo.

Infatti, il determinante degli indici del sistema (2), a cagione delle equazioni (3)

e (1'), sard:

pvi|a c
p o bd

onde risulta evidente il teorema che volevamo dimostrare.
Pertanto dato un sistema di punti che siano tutli intersezioni di due sistemi di
rette parallele ed equidistanti tra loro, si polranno riguardare sempre come indici di

tutte le quantitd della forma (2), e Q e Q' si polranno sempre prendere in modo
1

che il determinante, ¢ quindi il coefficiente d’z nel rapporto — sia posilivo.

Q
E chiaro che se F(z) ¢ una funzione intera, che ha per radici tutte e sole le
quantita della forma (1), le tre funzioni :
F(z), F(z + o), F(z + o),
avranno le medesime radici, ¢ quindi non potranno differire altro che per fattori, i
quali non abbiano radici finite. Ma ¢ impossibile che siano tra loro cguali, come ri-

sulta dal seguente :
Teorema 4. Una funzione intera F(z), che é doppiamente periodica, ossia che

sodisfa a due equazion: :
(@ Fiz -+ o) = F(z) , )  Fla+ o) =FG),

. ® , . . : .
dove il rapporto — non ¢ reale, non é una funzione di z, ma una costante.
[ .

pa 4 ve, pb + vd
| pa + oc, pb -+ ad

=i(ad———bc);

Infatti, se F(z) sodisfa alle due equazioni (a) e (b) é chiaro che prenderd i me-
desimi valori nei punli corrispondenti dei parallelogrammi elementari , ¢ quindi non
potra prendere per qualunque valore di z, valori differenti da quelli che prende nei
punti di un solo parallelogrammo elementare. Ma ogni funzione intera che non ¢ co-
stante diviene infinita per z = oo (Intr. n? 3); quindi F(z), se non fosse una co-
stante, dovrebbe diventare infinita per un valore di z, che ha l'indice in un paral-
lelogrammo elementare qualunque, cioé per un valore finito di 3z, e non sarebbe una

funzione Intera.
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4.

Le funzioni intere che .ayranno per indici delle loro radici i punti d’intersezione
di due sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, per quello che abbiamo di-
mostrato nel numero precedente, avranno per radici le quantitd della forma :
(1) Mo 4+ ne' -+ «

!
@ . . o . .-
dove nel rapporto — il coefficiente d’¢ ¢ differente da zero e posilivo, ed m e n
® :

sono interi reali.

Consideriamo prima quelle funzioni intere per le quali =0, ed n ¢ sempre
negalivo, ossia che hanno gl'indici delle loro radici tutti situati da una medesima parte
di una retta AB che passa per l'origine. Queste funzioni che hanno per radici tutte
e sole le quantita : ' . (

2) = me — ne

dove m ed n sono interi, reali e positivi non potranno differire tra loro altro che

per una funzione intera che non ha radici finile. Bastera quindi considerarne una sola.

La funzione intlera :

(73
sen —
®

ha per radici tutle e sole le quantita della forma :

t“mw.
La funzione intera :
e’l;‘isen n(ne' <+ 2) sminwt | 2mis
® . 1 —e * @
e o 2nttia
sen o 1 — e——;-

ha per radici tutte e sole le quantila:
= Mw — 'nw',

nelle quali » ha un determinato valore , ed m prende tutti i valori interi, reali e
positivi (num? 2. formula 17).
Onde il prodotto :
1 zu1:'m’ + J_r::i
. z® —e
B Gsen—TI

@t 2nnie’

1 —e ¢
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se ¢ convergenle per qualuique valore finito di z, sara una funzione inlera che avrd

per radici tutte e sole le quantita (2),
Questo prodotlo ¢ sempre convergente, perché.la serie :

e  2nmia’
e
0
¢ convergente indipendentemente dall’ordine dei termini. Infatti, abbiamo :

i

2 =abi,
o

dove b ¢ differente da zero, e positivo; quindi

Tiw'
e © = e—nb eﬁia
[d
i
mode © = e ™ < 1,
Poniamo :
e’
g=e°,

e prendiamo la costante G in modo che la funzione (3) divisa per -, e fatto 2=0,
(V]

/

dia per valore l'unitd, cioé prendiamo G = -, ¢ poniamo :

2amis

2 1 mel—gme©
4 el —=—sen — I ———u—,
4 w o o 1 1—g" ’
ossia :
l 0 /1 __ p2n ezm’z
(5) el 2 = —sen 7z H———g——-zn—--
™ v 1—q

Indichiamo questa funzione colla nolazione etz, perch¢ avendo il sistema delle sue
radici eguale alla metd del sistema delle radici di una funzione che suole indicarsi
colla lettera O, la chiameremo emiteta. '

Sono facili a dimostrarsi le equazioni :

(6) et(z +1) = —etz,
7 (z - o _‘_‘ie—“"(ﬂ%’) et(z) etz
( Fra)Te sennz g(1 — er™)’



(40)

lim etz
9 = =
) 2=0 2 1

le quali sono le caratteristiche della funzione, cioé sono I'equazioni necessarie e suf-
ficienti alla sua definizione. :
Infatti, se una funzione intera F(z) sodisfa all’equazioni :

@  Fa+1)=—F@), B)  F+ o) = gmiover KO
2 sen mz
©  Fo)=o, (@ lim F¥) _1,

sara identica alla funzione etz, nella quale o' = ww.
Infatti, se la funzione intera F(z) sodisfa all’equazioni (a), (b), (c) avra per ra-

dici tutte le quantiti della forma:
!
()]

= m — n—,
®

cio tutte le radici della funzione etz ; avremo dunque (Introd. n? 3):
(e) F(z) = ¢(z) etz ,

dove ¢(z) ¢ una funzione intera di z. Soslituendo il valore (e) nell’equazioni (a) e
(b) e ponendo mente all’equazioni (6) e (7), si ottiene :

oz + 1) =9¢(z) , ¢z + @) =9(z) ;

e quindi per il teorema 4 del n? 3, ¢(z) non é una funzione di z, ma una costante
C, e abbiamo :

F(z) = Get z.
Sostituendo nell’equazione (¢) si ottiene C =1, e quindi :
F(z) =etz;

come volevamo dimostrare.

La funzione ¢¥* etz ¢ intera non solo rispetto alla variabile z, ma anche rispetio
alla quantitd e>™*, quindi polra esprimersi per una serie di potenze positive e intere
~di questa quantita, che sard sempre convergenle ; cioé¢ avremo :

eetz =¥ A, e .
0
A cagione della equazione (7) avremo :
ZAR eznnzz
[]

2n p2nqiz __ — -
An q e b (,1 ___ezﬂtz) b

<[ s
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onde :

<bv2s

(An(l — qzn) +An-—x qzn-—-z)eznnlx —_ 0;

dalla quale si deduce:

An == é{'—! q :l;l__. s
1—¢
"ossia :
An n(n—zy)
A, = (=1t
H(i_qzt)
i
e quindi :
o ___}l n ri(n—1)
enlz etz = Ao 2 (,‘ ) q eznn’iz.
0 (1 — qzz)

onde :
o /l )n qn(n——[)

(1 R qzu) I;[(l — qzl)

e‘zn—'”ﬂiz .

(10) etz =

" :8
~bvls

5.

. : z . .
La funzione intera et—ha per radici, come abbiamo veduto, tutte e sole le quan-
(0] .
tita della forma : .
* me —ne';
la funzione intera et{ — —) avra per radici tulle e sole le quantita della forma :
@ ) .
= Mo -4 no';

onde il prodotto:

z 2
et — el — —
(A W

avra per radici tutte e sole le quantita della forma :

(1) me nm’,
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dove m e n possono essere tanto posilivi quanlo negativi, e lutte radici semplici,
fuori che le quantita della forma mo, le quali ne saranno tutte radici doppie ; ma

. . .. . o T2 .
queste._sono radici semplici della funzione intera sen—, onde la funzione intera :
. [} )

b4 2
et--et — —
w )

C
173
sen —

(4]

avrd per radici tuite e sole le quantita della forma (1). Prendiamo la costante G in
modo che dividendo la funzione per z, ¢ ponendo quindi z = 0, si oltenga per va-

lore I'unitd; cioé¢ prendiamo C = — nw, e poniamo :
% z z z
et —el — — met—et(l——~)
(O] ® ®
(2) G(z) = -~ W == - ® .
2 ' %
sen— sen —
[4] [0

Poiché¢ dalla equazione (7) del n? 4, si ha:

_ﬂ.(m!_z) 2z
; e’ et | ——
® Z ®
et ==

. b 173
922 sen —
()

b

alla funzione 6(z) potremo dare anche la forma :

t . —-ﬁ(z—wl) z m' 2%
(2) 9(z) = — 2mive © etZetf-— — =
] ‘(ﬂ w
. a2 ' 2
— %miwe © et—et{1 —;—-—m- — _).
(0] (4] [A)

Osservando I'equazione (6) del numero 4, avremo immediatamente :
(3) 0(z + w) = — 6(z).

Aumentando z della quantitd o', si oltiene :
LAY !

Z ® z ®
af+S)a(-1-5)
(] (O] [0 ®

(nz ‘n:m') ’
sen{ — -+ —
4] [Q)

ma dall'equazione (7) del numero 4, abbiamo :

b(z + w’) = —— T




.. &
, e et~
2 (O ®
et(—+— _-— —
e 21 sen-’-r-z-
q 0]
o (g
tf——— —}=gq(1 — e *~ @ Jelf ——
li(z+z.,') _zm‘z _ 2mie’
(‘nz mo') e’ 1—e *© @ )
sen{ — 4 — | = — - ,
. (] (4] 22
onde :
, — T aztal)
(4) 0z +w)=—e © 6(z) .

Abbiamo inoltre :
(5)
L’equazioni (3), (4) e (5) unite all’equazione :

(6) 0(0) = 0,

tim 22

==,

sono le caratleristiche della funzione 6(z).
Infatti, una funzione intera F(z) che sodisfa l’equazioni :

@ Feto)=—Fg, B Faro)=—ec o F@),
©  FO)=0, @ [ EE Ly

non puod essere altro che la funzione 6(z).
Poiché¢ se F(z) sodisfa I'equazioni (¢), (a) e (b) avrd per radici tutte le quantita
della forma (1), e quindi sard : '
(e) F(z) = ¢(2) 6(z) ,
essendo ¢(z) una funzione intera. Sostituendo il valore (e) nell’ equazioni (a) e (b),

abbiamo :
o(2 + w) = ¢(2) , 9(z + o) = 9(3) ,

onde ¢(z), per il teorema 4 del n? 3, & una costante G, e si ha:

F(z) = Co(z).
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Sostituendo questo valore nella (d) si ottiecne G = 1 ; onde :
F(z) = 6(z)

come volevamo dimostrare.

La funzione 4(z) ¢ una funzione dispari, cioé sodisfa I'equazione :

(7) 6(— z) = — (),

come risulta immediatamente dalla equazione (2).

Sostituendo nella formula (2) i valori dati dalla formula (4) del numero 4, ab-
biamo : ‘

27z 2miz
®) oy = Csenmpll— e )l —q"e °)
T ® . (,l — qzu)z ’

0ssia :

27z
. an - 4n
1 2q>" cos - +q

9 8(z) = Zsen 2]
( ) (Z) Trsen ® I;[ (1 - qzu)z
6.

Le funziont intere che hanno per radici tuite e sole le quantita :

1) , me ~ nw' -+ a,
saranno della forma :
(2) ofz) 0(z — a),
dove ¢(z) ¢ una funzione intera che non ha radici finite.
La quantitd complessa « pud sempre esprimersi per due quantitd complesse o' ¢
1

[0)
w, s¢ —non ¢ rcale, nel modo seguente :
3]

ac:-l_{ia)—{—lm){m',

2 2

dove p e v sono due quantita reali. Poiché se

a=p~+ol, w=a-+bi, w=c+di;
{

w . . . . . . .
e — non ¢ reale, il determinante ad — bc sard differente da zero, ¢ quindi I’ equa-
> :

Zioni simultance :

1 — 1—» 1— 11—
r=g e+ o r=—g b+ ——d,

4
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avranno sempre una soluzione, quando vi si riguardino p e v come incognite.
Indicando la funzione (2) con 0,,, avremo : ‘

(3) 9#,,(z):q>(z)9(z—}—‘u;1m+vglm').

Determiniamo la funzione intera ¢(z) in modo che I'equazioni caralteristiche di 0,(3)
siano quelle stesse della funzione 6(z), che indicheremo con ¢, .(z), quando p=1,
e v= 1, cio¢ siano le seguenti: ‘

(B 0,.(2 + ©) =e™ 0, (2),

. — ™2z patal)
(5) Ol + o) = ° unf3) »
(6) e,l,v((‘u — g+ 06—1) —2‘“—) =0,

M 0,,(0) =1.

(P(z -+ m) — e(v—!)ni ?(2) , (P(Z - O.)) — e ) (P(z’)J
e ponendo :

si ha :
Uz + ©) = §(z) , Y(z 4+ o) = ¢(2);

onde ¢(z) ¢ eguale a una costante C, e

(v —1) niz

9(z) = Ce “

(v — )zriz_ — —_—
9,.(z) = Ce I “’Gm(z 4+ 5 1m+ : 21&)')‘

Sostituendo nella (7) si oltiene :
C =] - 1 7
® (&)
)= (v — 1) —
91,1((“’ ) 2 (V 1) 2)

' p p—1 v—1 ,
pep 2z S\ BTy e e

8 0 o= w
( ) ﬂ:”(z) ¢ . o E Y — /l ’
-~ = 9 w0 -~ % ©

e quindi :
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La equazione caratteristica (7) per le funzioni 0,,(z), nelle qualip e » sono am-
bedue dispari, non vale, perché diviene in contradizione colle (6); allora invece ab-
biamo : .

lim 6,, (2)
8) e
(8) z2=0 3z !

- Le due equazioni caratteristiche (4) e (5) si possono comprendere nella sola se-
guente :

mis (22 + se?)

(9) 0,,(2 + 10 + sw) = (—1)""we = 9,..(2),

dove r ed s sono due interi reali qualunque.

Teorema. Le funzioni 9,,(z), nelle quali i valori di 11, v sono congrui rispetto al
modulo 2, sono identiche.

Infatti, due funzioni :

eﬂ,v(z) ’ » 9,u+2r,v+zs(z)
dove r ¢ s sono interi e reali hanno le medesime caralleristiche. ,

La caratteristica (6) rimane evidenle che ¢ la medesima per ambedue, se si pone
mente che le due funzioni hanno le medesime radici. La (7) e la (8) rimangono in-
variate quando si aumenti p di 2r e v di 2s. La caratteristica (9) finalmente, non
muia per quesio cangtamento, il quale non fa che aumentare I'esponente di e di un
multiplo di 2.

Pertanto le funzioni 6,,(z) nelle quali x e v sono interi, si riducono soltanto a
quattro funzioni. distinte :

el,l(z) ? | 0!,0(?‘;) ’ eo,l(z) 2 GO,O(Z')'

Queste funzioni le chiameremo funzioni Jacobiane, perché non differiscono altro che
per fattori indipendenti da z da quelle che Jacobi introdusse nell’Analisi.

7.

Dalle equazioni (8) del numero precedente si deduce facilmente la equazione :

1) - P )

0 p'——{lw—-{i— v—’lw, T e Ot o el
1,1 ) 9 ;—(v i— —— (gl + viw )) {", 9
== - € e,u.,v 2+ o4 = W),

- ' +p—1 vev—1 2
Gl,l(ﬁ 9 ® ~- ) ua')

2 2
Ja quale insieme colla (8) serve ad esprimere tre qualunque delle funzioni Jacobiane
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per mezzo della quarta e si hanno le seguenti formule :

&),
mis Ga\ 2+ 5 ,
— (3)

(4) eo,o(z) =e" 7
gm(f 4 *1)

(5) a”@)==-ad(g)e§k+;)am(

(8) 0”1(2) = 91,1(;—)90,,(2 +%)7

(10) 90,0(2) = ___(I_’l_(_i_'_) 61.%290,1(z -+ 'ti)‘,) P

eo,l(z) =

Gm(z -

)

I ac——
0. (2
Xg



o —— 0
! 2 7;—' ®
(12) 6, o(z = ; € Go,o z+§‘ ’
0 1)
1,1(2“)_
0 (m —+ a)')
b T i z+f;’—' !

(13) eo,x(z) = ew( ) eo,o(z -+ g‘) .

®
0:,1 :)—

Prendendo la formula (2) del numero (3), e sostituendo il valore di 0,,,(z) dato
dalla medesima nelle equazioni (2), (3) e (4), abbiamo : :

z 2
o el —et — —
@) ®
(A4 6, =— :
n%
sen
@
] !
. el z__ -+ __)_ et — Z_ — _m._
_ ! ‘n’;z ® 2&) w %
(15) 0,,0(2) = sen— e , . ey

(16) bo,:(2) = - —

0s 2 et el
c0s — el — et — —
w 2 2

lz+w'+1 o 3 ' |
yomie O — s —_ e
nie T2 ) 26 9 ® 2 2

(17) 0o,0(2) == cos

20 % "rrw' " @’ 1 ' ® 1\
O\ Tas)MNas )N\ T e

Mediante equazioni (2), (3) e (4), richiamando le formule (8) e (9)..dcl numero (6),
abbiamo :

2aniz 2miz ¢
® nz = (1 — qz"eT)(’l — qz"e— T)
6 = — — Il
(18) l.l(z) w sen ® N (/1 — q'».u)z
an 2nz .
Y mm(i——Qq €0 —— ~- ¢ )

== —sen — II -
7 ® (/l S qzu)z

?
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2miz aniz

(1 ___qzn+x e )(1— qzn+i 6~T)

19 9 o 3 =ﬁ 2n-t1
() h() o (1_q+)2
27 :
(/l . 2qzn+1 cos T2 -+ q4n+z)
L N [A)
= I s
] (,1 — q2u+1)2
2miz _2m’z
: 2 (14+¢"e“)(1+q¢g"e *)
== 008 — IT
(20) G.O)X(Z) c0s ® 1 (1 + qzn)u
2z
1 - 2¢*"cos — —+ ¢¥*
nz * A
=cos — 11 — ,
W 4 (‘1 —+ qzz)
2Tiz __zm‘z
© (,1 -+ q2n+1 e ® ) (1 e q2n+1 e @ )
21 6y0(2) =11 TETTY:
( ) s ( ) 0 (/1 + q -+ )

3

2
<1 -+ 2q2n+1 cos nz +q4n+z)
)
= II
0 (/1 + qzn.-i-l)z

Da quesic equazioni si deduce immediatamente che le funzioni 6, ,(z) sono pari
se pv = 0 (mod. 2), .sono dispari se¢ pv = 0 (mod. 2); ossia :
(22) 0up(— 2) = (— 1)" 6, (2) .

8.

!

.- xr L Z T
Le guattro funzioni 6,, contengono due soli argomenti — e —; quindi tra i va-
’ @ ®

ldld

lori delle medesime corrispondenti allo stesso sistema di valori dei due argomenti do-
yranno esistere due sole equazioni distinte. Queste sono le due equazioni algebriche
seguenti :

()
(1) o) =6+ -——i—) 0105
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Per dimostrare queste equazioni osserviamo che dall’equazione (9) del numero 6,

st deduce :
v w e = (a5 sa) ®
9!" re - Sw +§- = (— 1) e @ 91,1<§ ’
i" ' ® toe 'ﬂi-(zz + sal) w
%,r frolro + 50 +5 ) = (—1)e ° 91,0(2_);
: : onde :

I

9:,0(
§ ()

j | _)_.

9,,0(21«@ + Sw' 5

D

]

=
D
- £
<
A
| e
N—

Leey

[

o

-~
o

ha per radici tutte le quantita della forma :

Tw—!—Sco’—!—%,

dove r ed s sono numeri interi e reali qualunque , e quindi sara divisibile per la
funzione 6, ,(z) che ha per radici tutte e sole quesle quantild, e ayremo :

o),
61, o(z) - _'91, g(z) = eo,t(z) CP(Z) ’

@
(3)

dove ¢(z) € -una funzione infera.

Ora da questa equazione, ponendo mente alla equazione (9) del numero 6, siha :

\

®

9(z +w) = — o), 9(z+ )= e o o), ?(§)= 0, ¢(0)==1;

che sono le quattro equazioni caratterisliche delia funzione 6,,:(%); dunque ¢(z)="0,_,(z),
e abbiamo :




9:" o(z) = 9: 4(

come volevamo dimostrare..
Dall’equazione (9) del numero 6, si ricava ancora :

' —'fn—i( 5+ sw!) !

w4+ o =Tt sal) + o
ex,o(rm -+ so' -+ ) )= (— 1)3 e ° 91,0<w 9 m)5
onde : '

) |
! !
em(m AIE- w) ( ) I,,(zm 5o+ _:“_2) _ o,

[0] W
! I,O( ) !
91’0((2r+ll)m+sw,+w + w) I,!( 27‘-!—1 OJ+9(1) '-}— + w): 0.

2 w m)
0; ¢ (%)

Lo - ®» -+ @
Fe=)

ha per radici tutte le quantitd della forma :

Dunque Ia funzione intera:

D
=10
o
o~
8
»o
8
v

61,3

S
w4 o
rw-}—-Sm'—}-—

?

le quali sono le sole radici di 6, .(z) : e quindi sard divisibile per 8, ,(z), e avremo:

6 ,1(z) = (P(Z) 90,0(2) »

dove ¢(z) ¢ funzione intera. Ma da questa si deduce facilmente :

1

' -E(zz-{-m') - ! :
et (o =06), sz+o)=e “ " "4, ‘P(w D) w) =0, 0)=1;



[
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equazioni caratteristiche di 6, ,(z) : dunque ¢(z) = 6,,(z), ¢ quindi :

come volevamo dimostrare.

Ora osserviamo che i due argomenti delle funzioni Jacobiane sono i rapporti di
z ¢ di o alla quantitd »; quindi per » si potra prendere una quantitd qualunque,
purché si varino contenllporaneamente z ed o' in modo che i loro rapporti non mu-

tino. Infatti, ponendo mT = w, dall'equazioni (18), (19), (20) e (21) del numero 7,

G
abbiamo :

w 20
(3) Gl,l(z, o, 0)!) :;GIJ( ml y Ty (1)) ’

1

(&) 0,.,(% &, 0,) = 9,‘,\,(32‘ , &, w) , quando wv == 0 .
@

Potremo dunque disporre della quantitd » come meglio ci conviene, e stabilire tra
» ¢ il rapporto @, una relazione qualunque. Prendiamo questa relazione in modo da
rendere pitt semplice la equazione (1); cioé prendiamo la relazione :

o al)n)

la quale, sostituendo i valori dati dall’equazioni (18) e (19) del n? 7, da:

(1 + qzu-——x)2(/1 ___qzn)Z.
(1 . qzu-—x)Z(,l + qzn.)2

(6) L =i

T

. () . ..
Con questa relazione tra w e —, la equazione (1) diviene :
@

_ (7) 9?0(2;)‘ == eﬁ,x(z) -+ ef,i(z)'
Poniamo quindi :
® -+ @
)
_ 2 Lk

(®) —r
I,1 2
e la (2) diverra:
(9) 01.0(8) == 65,0(2) + K67, (). ,
La quantitd k, sostituendo i valori delle funzioni Jacobiane dati dalle equazioni
(18) e (19) del n? 7; & espressa in funzione di ¢ dalla formula:

?
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e ()
(10) k= 4‘/q {I (’l -+ qzn-—x)l; ’

¢ suol chiamarsi modulo delle funzioni Jacobiane.

»

Dalla equazione (9), ponendovi z _=(:2)~ , Sl ricava:

()

| — e N2
w

()

Do

34

Se prendiamo la relazione :

(11) Bt KP=1,
avremo : :
)
(12) k= —C;

w\
9:,0(5)

e sostituendo i valori dati dalle equazioni (19) e (21) del n® 7:
o T g2 1\h

gt =
ST

La quantitd k' suol chiamarsi modulo complementare delle funzioni Jacobiane.
Dall’equazioni (7), (9) e (11) si deduce :

(13) K

(14) 9?), o(z) = k* 9:, o(z) + ¥ 93, L(Z) ’
(15) 93’0@) = 93,1@) —+ k® ef,l(z) .
9.

!
.. . . . . . . . . W W
Esprimiamo ora i valori delle funzioni Jacobiane corrispondenti ai valori 55

]
ot della variabile z.

Dall’equazioni (19) e (21) del n° 7, si ottiene:

60:0(%)61,0(%) =1 s

Da queste, e dall’equazioni (5) e (12) del n° 8, abbiamo :
1 w ® 1
1) 6.e)=—> 2) = ¥ ) .
( ) l,l(2> \/k' (2) eo.o<2) ‘/k 4 (3) 91’0(2). Vk’

Dall’equazioni (19) e (20) del n° 7, si ricava:
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‘- o © -+ o .
91,0( 9 )90,1( 9 ) = l\/q »

dalla quale, dalla equazione (8) e dalla (7) dove sia posto

w 4+

in luogo diz, si

deduce :

® + o 1 1 w0 4 B 1 k
(4) 91,1(—5—):%\/7‘:?7 (5) 6,’0<—2—-)_‘%\/_k_’,

o w(5)RVE

Dalle formule (2), (3) e (4) del numero 7, si deduce finalmente

REE RV ERNE RV

i

w 1
) Ty 7
(9) 00:0(2.) Vq V

Dalle formule (2) e (2') del numero 53, mediante i valori (1), (4), (7), si otticne:

1 1 ' )
10 Ct“:-—:"—"_‘_ /].Il et,—":—-—-——__————-—,
(10) == (11) =V
w’—{- ) 1
12 et T ,
12) 20 v2mo ka’ s‘/qs
Ponendo :
A =T =g, A =T@1—g"),
. i
B,=T(1+¢", B =T(+¢")
i
abblamo :
etizig, et—w—: ¢ ﬁ, etm+m—— 1 _I_s_l)
2 wA, 20 Qn‘/q o 20 2n \/q A,
onde

ma
A B A, B, =A,, B,A, B, =1;
onde
' 1 T P 1 T
— = 24, q"\/ y === 2A, "\/—,
(19 | & TV BT IRV
A s 1 m
3 Vo gAY
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Sostituendo i valori (13) nelle formule (18), (19), (20) e (21) del numero 7,

abblamo A
01,:(2) = 2A, qi\/ﬁ:ﬁs ﬂj - (’l — 2¢*" cos 2__ + q[w)
— ,
0,0(2) = Ao\/l_ggn (1 — 2¢*"** cos %z + q""“) s
0
(1)

8o,.(2) = 2A q \/—COS ki ~+ 2¢*" cos _2___ e qﬁn)

2nz
mo Z) = A v (Il + 2q2"~+1 COS—— + q4”+2) .

10.

Se nelle formule (14), (15), (16) e (17) del numero 7, sostituiamo alle funzioni

ez

z L . . . .

el(:L- — 4 a) le seric di potenze intere di e ® convergenti per qualunque valore finito
(4]

di z dato nel n? 4, e asen|{ == — + «) il suo valore in esponenziali, essendo i nume-
(O]

ratori divisibili per i denominalori, avremo evideniemente in serie convergente per

qualunque valore finito di z:

nmiz

0u(2 er“' . '

Applicando I'equazione caratteristica (5) del numero 6, si otterra :

A =(—1*A ¢,

onde : (2t x)’

Azu= ('— 1)/‘-" Ao ‘]"2 ’ Azu+1 = ("—~ 1)#" AI q * 3
e quindi :

’ anmisz (2n+ 1

=A2—.1/£nqnzem+A2___/‘l,unq 2

2 i
) (nen I
.« e “@ .

Applicando la equazione caralteristica (4) del numero 6, avremo :

2 R
2n4.v Tiz
(—) e(zu—l-v) - )

(1) o/t,v(z) == A,u.,vg"s (_ 1)#"(1 :
Poniamo : -
* (2";'” 2 (2n+y)-7-r—i—;-
(2) 0un(2) =3, (— 1) g e 3

088ia :
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(3) 8, ,(z) = ozwz( _ay (2u2+1) ,
() = 4 q sen(2n 1) —
(4,) 9,’0‘(2) =1 -4~ 22( _ ,l)u quz ¢0s 27111’2,
(5) o (Z) . 2 2 (zn2+l)z 2
0,1\%) = q cos(2n + 1) -
®) 0,,0(2) =1 + 2 2 q"* cos 2n %
avremo :
(7) 9 ( ) A/‘»V eﬂ,v( )

dove A,, sard soltanto funzione di. g. Jacobi indico colla lettera H la funzione @, ,
colla lettera © la funzione O, .
Dalla (2) si deducono immediatamente I’equazioni :

(8) e,u.{.zr u( ) @,u,v( ) ' (9) e#ﬂ-f-zr(z) = (_'1)"‘“ Gﬂ,v(z) ’
. . ﬂ_‘(y’zﬂ-im'_ — glu,_a’—) 'U ®
(10) 9/‘+F't“+vi(z) == e 4 : G),u ,(Z S + 9 )

Dalle formule (2), (3) e (4) del numero 7, sostituendo i valori dati dalle equa-
zioni (1), (4) e (7) del numero 9, abbiamo :

' ﬂlz . (1)’ Y
9!'0(2) ‘/ ,I(z + 5) ’ oo,l(z) - \/kl el,l(z + Q) ’

(11) i Tiz |
Oon(a) = VIR ¢ % 0,,, ( +2+ 5) ,

e sostiluendo in queste i valori dati dalla equazione (2), osservando la (7), e ponendo:

si ottiene :

A [«
Ax,x = ; m’ A,,o = A\/

™
Ao =A\/ 7 Ao =A\/ =,

IS RN

€

¢ quindi :




. A /7 o
1.:(2) :7\/ e @ul®) s 0,06 = A\ 7 0.,0),

\/ Oon®) s Bo,fa) = A\/ - Bonls) -

Confrontando le equazioni (12) colle (11) del numero 9, e osservando che A ed A
sono funzioni soltanto di ¢, e Phe quindi il loroe rapporlo si potra indicare con ¢(q),
avremo :

/

I - '
0,..(3)= 2icj>(q)q-"senE IT (1 2¢*" cosL . q‘*")
®

0]

0,,0(2) = 9(q) I (1 — 2" eos%iz- + q""‘”) ,
(13) ° 2

Feae T2 5 27z
0,,,(2) = 2¢(q)q* cos % 1;[ ({[ + 2¢*" cos % -+ qg,,l) ,

0

. s 2
@o,o(z) = (P(q) II (1 - 2q2"+‘ cos__.? -+ q4u+z> .

B . . . 7
Per determinare 9(g) osserviamo che ponendo x in luogo di —, si hanno le due

@
identita :

(14 2(_ /l)nqn(n-i-l} sen(2n -+ 1)x = f?(q) sen ﬁ (1 — 2¢°" cos 2z + q[,n),
o i
(15) 1 4 2 2(—— 1)*q"* cos 2nx = ¢(q) (1 — 2g7+1 cos 21 + g2 .
! 0

Ponendo in queste identita ¢° in luogo di ¢, moltiplicando una per I'altra, e os-
servando che si ha identicamente :

- s

(1 — 294" cos 2 —+ ¢i") I (1 — 244+ cos 2z + ¢**4)
; _ |

— T (1 — 2¢°" cos 22 + ¢*") ,
4

si ottiene :

—(q i ) "V sen(2n 4-1)x
0

= 3 (—1)"g>"*+V sen(2n + 1)z (1 + 23 (— 1) ¢ eos 2'“”)'
0 i

Riducendo il secondo membro, mediante la formula :
Tom. L. N°2. 1860. ' ' 8



(58)
2 sen px cos qx = sen(p -+ q)x -+ sen(p — q)x,
ed eguagliando i termini che contengono sen z, nei due membri, si ha :

?2(q2) f N an(2n+1) o 2n(zn—?) - nin41)
Pl T DT S Taa
Cp(q) 1 1 0

Ma ponendo nella (14) 2 ==12r, abbiamo :

L

'Eqn(n—fﬂ) — ‘P(Q) l;I (1 -+ qzn)2'

Onde :
M — ¢
(1 —g”)
o o) _ _ s¢leh _ __ eg)
—gn) Ta—g7 Ta—g" (1 — ™)
Ma essendo mod g << 1, ed avendosi dalla (14) 30(0)‘ = 1, sara:
lim.—;?ﬂ-—— =1,

r=e I;[()l . qzrn)

onde :

»=8

1—¢"=A,.

9(q) =

Sostituendo questo valore nelle equazioni (13), e confrontando colle (11) del nu-
mero 9, si otliene :

1. m ™

ax.l(z) =Z_ m 91,1(2) ’ 91,0(2) = -k'—(d el,o(z) ’

) — _
0,1(2) =\/'I:—w 0,,:(2) » 8o,0(2) = \/g 0,,0(2)

Combinando I'equazioni [16) colle prime nove del numero (9), si hanno i se-

i )
guenti valori per ©,,(0), G%v(%)’ 0, ,(%) , @M(w—;- w):

()] wk y &)' L &)k'
Y=nn/== 2N — g\ /=,
(17) 9,,,(2) — (18) e,,l(g) q \/ -

(16




Passiamo ora alla determinazione delle relazioni che esistono tra le funzioni Ja-
cobiane della somma ¢ della differenza di due quanuta qualunque, e le funzioni Ja-
cobiane di queste medesime quantita.

Teorema. Qualunque siano i numeri interi p, v, p', V' e le quantita z e w abbiamo
sempre :

(1) ' 20,, (2 4+ w) 0, , (2 — w) O,_.,(0)0,,_, (0)
== Po,o (z) -+ ('“' ,I)F Po,'x(z) -t Pl.o(z) + (—'l)/‘ Pl,l(z) ’
dove :
(2) Pﬂ)s(z) = ®/¢+mv+£(z) 9/"—4—'4, V'+E(z> 9#-—1("-#’%5(20) 977: V—V'+5(w)'

Le radici delle funzioni intere ©, (z + w) e O, .(z — w) sono rispettivamente
le quantita delle due forme :

—w+(2r+~y—1)§ +(2s+u-—1)§~,

w A+ (2 g — 1) = +(2S—+—v——l)%'

2
Ora queste quantild sono tutte anche radici della funzione intera :
(3)  F(@) = Poo(2) + Profz) + (—1)* Po,s(2) 4 (—1)* Py, (2).

Infatu, dalla equazione (10) del numero precedente, riducendo colle equazioni (8) e
(9) dello stesso numero, abbiamo :
*
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P,,,(w + (2r + ' — 1) + (28 +V'— 1)2)
- (—'1)5(/"—” e’ G’),U-—/IL’+‘IJ-{-I,‘u—-u'.}.e.q_l(’w) ®n+x,z+1(u)) 9#.__#!_*_,1,;(20) Gn,v—w’+e(w) ?
| ® (0,

= (1) e O gty e 1 (W) Oy 1 (W) O_ry (W) O,y (W)
dove s e ¢ sono quantild indipendenti da ¢ e da =
Sostituendo questi valori nel secondo membro della equazione (3), si ottiene in
ambedue 1 casi per risultato il prodolto di un fatlore esponenziale moltiplicato per la

somma :
G)[A—/L'+!,v~v'+l(zv) @1,1( ) p—pl,0 (’lU) Go,v—-v’(w)

+ 0, (W) @0”(10) P o(w) 0,,,_v(w)
1 ,0(w) ©

w p—epa! x( )eo,v—v’-i-l

- 914—/4’4—1,1'-—\" )
~— 0t yyr(W0) G)m(w) 0 prin, 1 (W) Oy 1 (W) .
Ora, se u— ' ¢ pari il primo termine & eguale e di segno contrario al quarto, il
secondo ¢ eguale e di segno contrario al terzo; se p— ' ¢ dispari il primo termine
¢ eguale e di segno contrario al terzo, il secondo é eguale e di segno contrario al
quarto; quindi questa somma ¢ sempre identicamente eguale a zero, e abbiamo :

!
F(w-{— (2r + p'— 1)%-4— (28 +v'— 1) %) =0,

F(—ZU—-}—(QT‘—{—-H—’I)%—{—(2s—+—v——1);—)_—_— 0,

e tutte le radici delle due funzioni intere ©,.(z + w) e O, 4(2 — w) sono anche
radici della funzione intera F(z).
Dunque, avremo :

(4) F(Z) = CP(z) @/&,V(z -+ w) @pa',v'(z - w) H

essendo ¢(z) una funzione intera.
Ora, rammentando l'equazioni caratteristiche delle funzioni Jacobiane, st ottiene :

2mi
— (224‘1'4)')

Fz + o) = (— 1™ F(z), F(z 4 o) = (—1)e+w ¢ o F(z),
nelle quali sostituendo il valore (4), e riducendo coll’ equazioni caratteristiche delle
funzioni Jacobiane, abbiamo :

¢(z + ) == o(z) , ¢(3 + o) = 9(3),
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e quindi ¢(z) eguale a una costante C; e

(5) F(z) =GC0,,0z+ w) 0, (2 — w).

Per determinare la costante G, poniamo nella equazione (5) :
1
© A
w=70 2 =g v =
9 I 9 —+ 9 ’

Poiché dalla equazione (10) del numero precedente, si ottiene :

® ) w ool —ia!) —-:—i(\"’m’—p(v-ﬂ’)m) 2
Pn,i PL-Q + v E == (‘—“ i)t,u VAg—H# [4 o e"_ﬂr_’_m!(o) 9,,2,,_,'_,_5(0)

e

' ! ; m' . LAY (VE e J (v-(;v’)m
8;“-,?(‘"‘% —+v %)6/4','»"(#% -+ v 5) 5(*—1 )vr(/‘—/‘) € Zm( * )G/‘“P'ao(o) eo,v—v'(o)

“avremo :
G (:'),u—‘u.',o<0) @o,v—v'(o) = G,Z.-—,U.’,O(O) @(2),,_,r(0) -+ 9;—/1'+I,0(0) ef,v—v'(o)
+ 0 _,1(0) 03,1 (0) + O} _yy,1(0) O,y (0).
Ora se p — p'=1, v—v'==1, si annullano il secondo e il terzo termine, e il primo
¢ eguale al quarto; se p — pw'=1, v—v'=0, si annullano il terzo e il quarto
termine, e il primo ¢ eguale al secondo; se g -— p'=0, v — v'==1, si annullano il
secondo e il quarto termine, ¢ il primo ¢ cguale al terzo. Dunque in questi tre casi,
abbiamo : '
C@/x—-/z',o(o) ®o,v—v’(0) = 26/3.——/4.’,0(0) @3,,_;,7(0) ’

0ssia
C = 20, _..6(0) 0,,,_,(0) .

Se poi p —p'=0 ¢ v—v'=0, il solo quarto termine si annulla, e si ha:
G 85,4(0) = 67 ,(0) + ©5,(0) + & ,(0).
Ma dall’equazioni (20), (23) e (26) del numero 10, abbiamo :

07,,(0) + 6} ,(0) = 67 ,(0)
onde
C= 2@(2),0(0) .

Dunque, qualunque siano x— ¢’ e v — ', avremo sempre :

C == 29#_#7,0(0) @0,,__,7(0) 9
e quindi : ‘
20,,(z + w) 0, ,(z — w) 0w, 0(0) 0,,,_(0) = F(z)

come volevamo dimostrare.
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Prendendo mella cquazione (1) per p, v, ¢' e V' le 16 differenti combinazioni dei
valori 0 e 1, e sostituendo alle funzioni ©,, i loro valori espressi per le funzioni
4,, dalle equazioni (16) del numero 10, abbiamo le seguenti formule di addizione
per le funzioni Jacobiane:

(6)  y,u(x 4 W) 0 1(z — w) = 6} (3) 67 ,(w) — 67 ,(2) 6] , () ,
(1) By0(z 4= w) 0;,0(z — ) == 0 (=) 0] (w) — K0 () 07, (w) ,
(8)  Oo,u(3 4 W) Bo,u(z — w) =67 () 67, (w) — 6} ,(z) 6 (w) ,
(9)  fo,0(s + w) 0,,,(5 — w) = 6] ,(3) 67 ,(w) — K6} ,(2) 65, (w) ;

(10)  0,,0(5 4 1) 0, (5 — ) = 0,,4(3) 1,0(2) O, (1) G,o0)
A+ 0,1(8) 00,6(2) 0y, (w) 8,0 (w) ,

(11) ex,o(z + w) b,, x(z — w) == 6, 1( z) 0, (z) 0,1 (W) bo,0(10)
- 60,1( ) 90 o( ) ( U) ex,o(w)

(12) éo,x(z -+ w) 0, o(z - w) (z) 9 (z) [ o(w) (w)

k“’?;,:( ) 01,0 ) 1,1(2) 0,0 (w)

(11‘3) eo,o(z -+ 'LU) (Z - ) == 90 l(z) 90 ( ) 0, o(w) (w)
-+ km@x 1(2) 81,0(2) 65,:(w) by o(w) 5

(LA) 6,03 4 w) 0,1 (2 — w) == 0, (2) 6,,1(2) b:,0(w) b, ()
+ 0,,4(3) Oo,0(2 ) a(w) 6o,0(0)

(15) 6o,l(z —+ ’ll)) 91 ( 'IU) = 91 1(2) 90 1( ) (’ll)) eo,o(w)
_"01,0( ) ( ) (U) 90 x(

(16)  0,(2 =+ w) 050(2 — w) = 0,,4(2) b, (Z) Bo,0(W) 01,0(w)

+ K0,,.(%) 0,,.(2 ) 0,1(10) 6 ,(w)

(L7)  B,0(3 = W) 6,,0(2 — w) == 05,4(3) 0,,6(3) G,0(w) 0,0(w)
- kzeo,l(z) 91 x( ) 0, 1(w) I, 1( )

(18) el,l(z’ -+ w) eo,o(z - w) = 91,1(\%) eo,o(z) Bx,o('w) 90,1(“’)
+ 04,0(2) 0o,1(3) 05,1(w) 85,0(w) ,

(19)  6u0(8 ) 0y,0(z — W) = 6,,,(2) Bo,0(2) 01,6(00) B, (20)
- 6l,o(z) eo,x(z) 91,1(20) eo,o(w) 4

(20)  9,,0(z 4 W) 05, (3 — W) = 0,,0(2) 60,1 (2) Oy,0(w) O, (w)
-+ 9050(2) el,l(z) 90,0('?1)) ex,x(w),’ )

(2'1) eo,x(z -+ w) ex,o(z - w) == el,o(z) 90,I(z) ex,o(w) eo,x(w)
- 6o,o(z) ex,l(z) eo,o(w) el,l(w)'
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12.

Ponendo nelle formule (10) e (11) del numero precedente z + w in luogo di z,

si oltiene :
01,1(3 + 2w) 0;,0(2) = 61,4(2 4 W) 6;,5(2 4 W) O 0(w) O, (w)
+ bo,0(2 + ) 8o,1(2 + W) 0,,,(w) 6, o(w) ,
10(2 + 2w) 0, 4(2 ) = 0;,,(2 + w) 01,0(2 + W) 85,0(w) 0o, (w)
— eo,o(z -+ 'lU) o,t(z -+ 'lU) el l(w) 1 o(w) ’
onde :

0,0(2) $0,,:(2 + 2w) —

el,l(z) % -

91,,(1) {91’0(2 -+ 210) - 91,0(2) %

= 20, 0(2 + W) b,,,(z + W) 6, ,(w) 8, 4(w) .

Dividendo i due membri di questa equ'\zwne per 2w , e passando qumdx al limite

per w = 0, si oltiene :

(1) 01,0(2)

dz

Analogamente dall’equazioni (12) e

d el,l(z) —

d 6,,0(2)

6,. x( ) dz = eo,o(z) eo,x(z)-

(13), abbiamo :

@) bua(e) Lol g, () Lot e, a)0, ),
e dallequazioni (14) e (15):

3 o) L2 g Ll g 0, e
e dallequazioni (16) e (17) : |

(# tuale) e g ) LoD gy o) 0,00,
e dalle ultime quattro : '

) 00o() 228 g, () Lo g 6,0,

(6 eo,,(z>“;;“’ — 0 T g, (20,000

Di queste sei equazioni tre sono una conseguenza delle altre tre, come ¢ facile a

verificarsi. Bastera dunque considerarne tre sole. Prenderemo le tre (1), (4), (6) che

contengono 8, ., e le scriveremo sotto la forma :
dlogd,,.(z) dlogd,  (z)

0,1(2) 00,0(%)
(7) dz dz ’

1 O(Z) el,l(z)

6
T8
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8 d 1059,,0(Z) d logeo,x(z) . 60,0(2) el,l(z)
( ) dz o dz - 8:,0(2) eo,l(lz) ’
d ]039!’(—4%_) . d lOg eo.o(z) _ 12 91,1(Z) eo,x(z)
(9) dz dz k 00,0(2) 6;.0(2)

Derivando queste (re equazioni, e riducendo colle alire equazioni di questo numero,
si ottiene :

d’log 0, ,(z) d’loge, ,(2) 6] .(2) | ,,61.(2)
(10) dzr. d2 BENE) +k 0% (z)
d"log eo,l(z) dzlog Gl,o(z) ei.o(z) 2 92 ()
(11) dz® - dz - 93,1(2) + Kk 92,0(2) ’
d’log 0, ,(z)  d’log 6, ,(2) 6% (2) 02 ()
19 —© T0.0\7/ T 7O TLO\T/ R0\ 2 L\
(12) dz* dz’ 05 o(2) +k 97 4(z)’
onde :
d*log 6,,,(z) . 67 ,(2) . d’log@ () 6 .(z) _ d’log 6, ,(z) : (2)
13 1,1 1,0 1,0 l 0,1 - 0,0
B =& tere & T T w TR
—_dziog 80,0(%) 200.4(%) .
— e + Kk 00()-—9(z).

La funzione ¢(z) sara una funzione intera, non potendo divenire infinita per nessun
valore finito di z; perché le quatiro espressioni eguali a ¢(z) non possono avere in-
finiti comuni, non ne avendo le funzioni 0,,, 6,,, 6,,, 04,

Ora, poiché : ' -

s {25+w!)

sl 0) = (— 1) 0,0f2) 0,4 o) = (— 1) = 8(2)-
Sara:- »
d®log 9, ,(z + ) dzlog 0,.(2) , d’log 6, ,(z + o) _ d’log 6,,,(2)
dz> dz dz’ dz* ’
¢ quindi :
, 7z +o) =¢@), 9z +w)=19();
e percid g(z) dovra essere eguale a una costante C, e avremo :
d’log 0,,.(2) , 9} ,(2) d’log 6,,.(2) 05.4(%)
s dz* 62,(2) G Ta T 'T,(—) =G,
d%log 0,,0(2) ;. 9f 03.4(3) log 6,,0(2) 63.2(2)
— =G, — 2 = C.
@ e = TR

Per determinare la costante C poniamo : .




(65)

ez
(15) Xesl®) =€ % 6,,(2);
¢ soslituendo nelle equazioni (14), avremo :
d®log x.,,(z) 6% () d*log x+,0(2) 6% (2)
16) =Lt . Lo, 17 e L
(16) dz* 6; ,(2) (17) dz* 07 o()
dlegXo,l(z) 9§,o(z) dzlogXO,o(z) | , 293,4(z)
8 —p = 62 ,(z)’ 49— =k 62 ,(2)

Dalla equazione (15), ponendo mente all’ equazioni caratteristiche delle funzioni
8, Si ottiene :

- 2
log x,,(2 + ©) = — CGuz — C% —+ mv A+ 10g 14..(2) >
‘ . . 2m @ . .
10g yup(z + 0) = — { CGo'+ — )z +§~ ~+ nip = bog xu,.(3) 5
onde : .
1 d 3,z + w) 1 dy,,(z)
20 i1 —_— {ndle == e 9
(20) XuplZ =+ ) dz Xl dz Co
1 dy, (3 + &) 1 dy,,(2) . 2me
21 (nld — L e — —])-
( 1) Xﬂ,v(z—l— w') dz : XM(Z) dz ( ada w

Prendo nella equazione (20) p =1, v =0, z = -—%, e osservando che yx, .(z) é
una funzione intera pari, e quindi la sua derivata é dispari, ottengo:
2 w
e G == ——m— . [2}).
. o\ 2
X1,0

2

W —

Nella equazione (21), pongo p =1, v =0, z = il , ed osservando che dalla

equazione (20) si ha:

i (J.)""&)‘ ! (d+0.\’
X‘»O( 2 ) x:,o )
— = 7/ _(;,‘,__g__

2
W — w -+
XI,O 2 X(,o ' 2

ottengo :




Pongo H
o ~
2x’x,o<'2') 2X 1,0 (w 9 f‘))
_ '= —
(23) n = A ’ n . o n,
X1,0 é X150 9
ed ho:
: n
(24 C = — =
Sostituendo nella (22) :
(25) nw — n'e = 2n,
e le equazioni (20) e (21) divengono :
x,/h”(z + m) —_ xl/“’“(z) =1, X‘/‘-"’<z ~+ w') . X,,u,v(z) . v;'.
Kpnl® - 0)  Kpn(2) Tusld =+ 0)  xun(z)
onde :
(26) X[l,v(z + me + n&)) _— X,u,v(z) — mﬂ _!_ n'ﬂ,-

KXoy (Z -+ Mo - n("’) y (Z)
13.

Le funzioni intere x,,(z) sodisfano ad equazioni differenziali di 2° ordine che ci
permettono di calcolare i coefficienti delle serie di potenze positive e intere di z, per
le quali si possono esprimere. Ripeteremo qui il processo di calcolo impiegato a questo
scopo dal Sig. Weierstrass (*).

Se poniamo :
Ora() _
W 0:0(3) v
I'equazione (1) del numero (12) dara:
dz\* . .
) (F) = — a1 —ray;
onde : '
32
'g-;f- = — (1 + Bz -2k,

Si derivi la equazione (2) riguardandovi z funzione di k: avremo :

dz dx 2 2
Ti?ﬁ?ffl?“( 1 + Bz + 2Kz )dk—kw”(i——x)

(*) Vedi Journal von Crelle. V. 52. La funzione x,0(z) & la funzione Al z del Sig. Weierstrass.



T 2 — 2
dz dzdk  dk d2° k(1 — a7,
. p dz dx
3 dk'dz ~ —k® 1 1 1
) &z  1—F2 = E1 -t
Ma dall’equazione (12) del numero 12, si ha:
2 060’0<Z)
Flog 5= ) R K
& e G
1 d’log(1 — K'2%) TR F(1 — )
2 dz? 1 — Kz’
e a cagione della equazione (17):
1 &’log(l — Ka®)  dlogyofs) 1 —F 1
2 dz? o dz* 1 — k2 ’
onde :
dlog xy.0(z) 1 dlog(1 — K’
1—k2__d( = 2 @
1 — KBt dz
Confrontando colla equazione (13):
: o L2y
4 % : %;:_ ,d(d logdx;o(z) _F% d loa(ldz kz®) " z)
k(1 — k) — (1 —FK) = —

dz

) . dx ,
Integrando rispetto a z, e osservando che annullandosi per z=0 ,ﬁx',,o(z), 0'0,0(2) 5

la costante dell’integrazione deve essere eguale a zero, si ha:

dz dx d log %, .0(2) 1 dlog(1 — Kx)

2 7. it » 22, T et A . 2
M—-F T & dz 2 P k3,
ed essendo :
1dlog(1 — Ko de  Fax  [(dz\" ., R
) dz - iz 1 —k2w2<dz = kel — =),
si oltiene :
dz : d log x.,0(z)\dx
Y 2 e T 2 2098 Kro\2/ N\
(4) k(1 — k) ik Fx(1 — z%) <k z + " i

Moltiplicando per 4Kz, e osservando che dall’equazione (17) si ha:
*
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d’log x:,0(2)
By = — ——'—&?—'—-,
¢ percio : ‘
d3log x,.0(%) . de _ d’log x,,0( )
L PPttt - I, 0.1 1A It A 2 2 —_ 1,0
2k dk dzdk 2ha”, Wy i

otteniamo :

2 d3log Xx,o( ) > d3 lOg X1 o( ) d lOg X1 o{z) d? logXI o( )
(6) 2l — k) —gae  + W5 +2—g a7

+ 4 — Akizt = 0

onde, poiché :

d log x. (%))
i k% —=
o a3 lOg Xi, O(Z) —9 ( dz — AR d log X:.o( )
d2® dz? dz? ?

dz(d lOg Xx,o(z) :
o 9108 x1,0(2) d°log xy0(2) __ dz o (4108 %:,0(3)\’
dz dz® o dz* _ dz’

dz(d lOg X1 0( ))2
dz — kit

dz*

ayremo :

dk dz dz
dz’

+ AR + )z — 6kt — 0.

atlokn — iy 318 X0l | gpe; 4108 wao® | (“ log x,,,,u))’:

Ma dalla (5) si ha:

legX.zo()__ ty dz 2 - 2 2 102 e Lh b

onde :

dz 2k(,1 - kz) d logX:,o(z) + ‘)kzzd lOgXI,O(z) + (d lOgXI,O z

( ))}
dz - dz ‘ dz d 10g x1.0(%) .
' dz dz* +2k=0

Integrando, e osservando che si ha:

Zx,o(z) X';,o(z) - X,l kz/(l l( ) ’

Xi0(0) =0,

e quindi :
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ed anche :
Xio(0) =0,
perché y,,0(3) ¢ pari, e che percid non deve aggiungersi alcuna costante, si ottiene:

d*log . 0(2) o d 10g X o(2) dlogyx,o(z) [dlogx,o(2)\
1,0 — 1,0 2 2 1,0 1,0 2 2=
COB) - ht — iy ) g, 108l (LB e,

2
(7) iildzz_(z_) + 2k% ‘-1%’@- + 2k(1 — k’)‘h‘é—;(—z-) + K2y 0(3) = 0.

Analogamente si trova :

2
8) d Xl,l (z) + 2k2zd XI,I (Z)+2k<1_k2)d XI,D(Z) + (1 . k2+ k2z2) Xl,l(z) — 0 ;

dz* dz dk
d2 0,1 d 0,1 d 0,1
®) xd.zz(z) + 2 = Seamia—) i D (4 KR poals) =0,

a0) Dol oy Lo | gpy gy Loeeld oy oy, ) =0

Ora x,0(z) ¢ una funzione intera pari che diviene eguale all’unild per z = 0, come
risulta dall’equazione (15) del numero 12; dunque avremo :
Yiol2) =1 + A, 24+ A, 204+ Ay2f4 .. ..

Dall’equazione (7) si deduce:
' dA,

A,=0, 3.4A,+ =0, 5.6A;4 2.4K°A,+ 2k(1 — k’)_d_,; = 0,
2 ' 2 © 7,23 dAr——:
or(2r — DA, + 40r — 1A, _, + FA,_, + 2k(1 — l,».)W = 0;
onde i valori dei coefficienti in funzione di k. Analogamente pér le altre funzioni

LulB)-

" Ottenute I'espressioni analitiche delle funzioni yx, (z) possiamo riguardare compiu-
tamente determinati mediante Pequazioni (23) del numero precedente i valori di «
e di », e quindi il valore della costante C, che comparisce nelle equazioni (14) dello
stesso numero, ¢ abbiamo : ‘

Plog0,,(x) 1 42 014(3)  dloghie(x) _ n 6,()
dz* w 0% (%) i e 6 (%)
11 ' ’
0 ogous) _ 2 gt _ 1 .00
dz* 0; ,(2) ’ dz* ' © 07 o(2)

Sostituendo alle funzioni 6,, le loro espressioni per mezzo delle ©, ,(z), abbiamo



le quatiro formule :

az %gé—"—(ﬂ=~%+k(§g’+(‘;;),
.
S . )
(14) ‘f@%«yﬁ:-f%_k%ﬁg,
2 2
(15) d_l‘_’%;w("):_,%_k%_:i_ﬁz_;
14,

. ‘ . .. TE . .
Le funzioni ©,, sono a due variabili — e ¢, e sodisfano a una equazione a
[1}]

sV

derivate parziali molto semplice. Poniamo :

avremo :
8 an4v)2
(2) @/""’(%)22(— 1)/"‘9( 2 )e(2n+v)ix,
e quindi :
ww]
d2®,,,»(‘—‘n" i’%ﬂ)z
o =Y (—1)(2n 4+ ) q gt
d e(‘_"ﬁ) L s
dqﬁ — ZE(_“W (2n + v)zq ) )—"e{zn-f-v)i.r;
onde :

wf) el
o x —_— n »
(3) =M
Le quantita k, k' e » sono tutte funzioni di ¢, delle quali facilmente determi-
neremo le derivate, valendosi delle equazioni differenziali che abbiamo trovate.
Prendiamo I'equazione (10) del numero 12, cioé:
n 1 @) 1 &%) 1 (do,,(6Y 1 (do,.()Y
bri(z)  daf Oro(z)  dz° 6o\ dz 0f I\ dz
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Ora, abbiamo :

1 @,k 1 @) 1 d0,,() 1 %0,
0,.(3) d7° 0,0(2) d7° 9,,,(z) dz? 0,,.(2) d7°
()
T™
A4 deum | 1 Pem\_ @ Ov\T
B G TS 0,002 d&r ) ;7 g

e a cagione dell’equazmne (1) del numero 12 :

)
4 mae) - mettet)

— et °§")(e,,o<z> Dl o e ).

¥4 z

Onde I’equazione (1) diviene:

s »X
g 0,,.| —
: ™

d log o (wx)
T T DN C YRR TN 46,03
TMETTY FEEe S e )
2 Gf . (2) ef,o (2) )
=Fee T w0

. 0 . qe 0] ,
Poniamo z = 5 ® quindi z = 3 ed essendo :

@ ®
\ 2 2
avremo :
7 d log ‘/k "
ossia
T Y A
(5) i~ 57
e poicheé :
kflk + K — df; 0,



(72)

sara : 4
dk' KW’
6 e
( ) dq ] 29“2
Dalla equazione (15) del numero 13, abbiamo :
1 0,0 1 /d Go,o(z))’= _n kef’l(z)
Bo0(z)  da’ O\ dz o 6g,(z)
Ora a cagione della equazione (3), ¢:
wl
1 dZOO o(z) ) ﬂz d log 90,0(?)
o T M dq
onde : '

&
log © -
408 () 1 (d eo,o(z>)‘__ " 4 950
F g A\ & )T e tea

Ponendo z = 0, e osservando che si ha:

40, ,(z : ko
B,.0(0) = \/% ; (—-dz—()) =0, 6, (0=\/—
=9 :

- sl ottiene :

=1 2
Aq._i dq _w+k )
- dw_(n—l—_li’m)m
(7) a;—— 2qn2
15.

Passiamo ora alla determinazione delle formule che danno la moltiplicazione dell’
argomento nelle funzioni Jacobiane per un numero reale e intero, cioé alla determi-
naziope delle espressioni delle funzioni 6, ,(nz) per mezzo delle funzioni 6, (z).

Le radici della funzione intera 0, (nz) sono tutte e sole le quantita :

(2r +p — Do 4+ (28 +v — 1)o'
() | o™ .

Qualunque siano i numeri interi reali r ed.s potranno sempre porsi sotto la forma:

r=m"+(n;1)(y-—-i)+a, s——-ns'—i—(n;l)'(v—-—‘l)-Fﬁ,

dove « e £ sono interi reali minori di n. Quindi le radici di 6, (nz) saranno tutte
" e sole le quantita :
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(t— Do 4+ (v — 1)’ aw + P
+ .
2 n

(2) ro 4 sl

Ma il prodotto :

n—{ n—i{ !
I, 1, eﬂ.,(z i + p"i)
o 0 n

ha evidentemente anch’esso per radici tutte e sole le quantita della forma (2): dunque
avremo :

(3) 0,.(n2) = o(z) 'ﬁ,: 'ﬁ; 0, (z - “:)——_E—ﬁ-ﬁi),
[] 0

dove ¢(z) ¢ una funzione intera che non ha radici finite.
Mutando % in z 4+ «, e osservando I'equazione (4) del numero 6, si ottiene :

(4) 9(z + ©) = 9(z).
Mutando z in z + »', e osservando I'equazione (5) del numero 6, si ha:

4 n—{

e_ﬂ-:'_nz(“+ @) 9, (nz) — olz -+ w,>e’7mj["2 (”""’")"';2: 2: ﬁ’i',;@f’-']nﬁg "ﬁi » (z+aw :—ﬁm’) ’
')
T
0,.(n2) = gz + o)e o, (z + ———n——-—)
e dividendo per la equazione (3), si ottiene :
(5) o+ o) =& o).

Ponendo :

Pequazioni (4) e (5) danno :

Yz +0) =9¢(), e+ o) = 4@);
onde {(z) che dev’essere una funzione intera; non pud essere altro che una costante

C, e st ha:

n(n ._;)Ei

@ peed R !
0,.,(nz) — Ce Tl e( + _:_tﬁ_)
’ o 0

Per determinare la costante C, se wv=10 pongo z =0, se pwv==1 divido i
due membri per z e poi pongo z= 0, ed ho:

10
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n*

', (),
(U n

C=

dove gli apici alle lettere II indicano che si deve escludere il fatlore che corrisponde
ad « = f3 = 0. Pertanto abbiamo :

R4 Rt aw - P’
niz onmn 9/.:.,;: (z -+ hﬁg)

nn — 1)m——
(6) Guofnz) =€ o el -
’ "I (am + ﬁw')
0| ———
[ ] . n

Tra formiamo 1l secondo membro di quesia equazione in una funzione razionale di
0,,:(3) € 8;,(3)-

Osservando l'equazioni caratteristiche delle funzioni Jacobiane, e la equazione (1)
del numero 11, si ha :

6,,,(z + ow = Bm>9,,,(z + (n— od)o + (n — B)o’

- n

em(aw — ﬁaf)ehl((n — a)o 4+ (B — ﬁ)m’)
n n

I !
- ”Zz ex,x(z ~+ 0‘_____&) h:; @w>91,x<z - “.(" _:: ﬁ(")

02 (a_‘m_'!__ﬁm.')
1,1 n -
. Ty
_ 2miz 1,0 n
—=e “ ef,o(z) — . af"(z) .
()

Onde sostituendo nella equazione (6) dove sia p = v =1, si otliene :

2 (aw -+ 5&)’)
61,0 -
n 2

— 00 (2)
o (o:w - ﬁm)

1,1 n

(7) 9,,:(nz) = n 0, ,(z) I, T, 67 o(z) —

dove il segno II, 11, indica che il prodotio dev’estendersi a tutti i valori positivi di

« minort di ———
2

devono prendere per {3 soltanto i valori minori di 91;;.—1 escluso § = 0 -

Analogamente per mezzo delle equazioni (7), (8), (9) del numero 11, si ha:

, € a tutti 1 valori positivi di 3 minori di », ma per « = 0 si



16.

Le funzioni Jacobiane sono in generalc funzioni di ire quantita z, »' ¢ », e quando
tra o e » non esiste la relazione (5) del numero 8, le indicheremo colla notazione

0,.(% v, »), e quando esiste quesla relazione essendo funzioni delle sole due quantita
!

) - . ® ;. -
z ed — , le indicheremo colla notazione 9, | z, —) ¢ con 6, ,(z) semplicemente nei casi
® ® !

. . ® o
nei quali non possa cader dubbio sul valore del rapporto - Quindi essendo :

] T

Wh_ o o (e o (2. o
mE=y Uialgr @ s W=Vl @y @ P
0, ® '\ 2 "\ 2

I'equazioni (3) del numero 8, daramno :
i
| ® 0y )
9x,x(z7 Wy wx) = —'91,1(_— Z, ~”)’
L © ©

®

) |
A 9#.,(2, c")ll ’ wx) = 0#,v<'l— %y 3), w = (.

O] [4]

Fin qui abbiamo considerato le relazioni tra le funzioni Jacobiane nelle quali era
!

. —_— . L
eguale il valore della seconda variabile — . Passiamo ora alla determinazione delle
® I

relazioni che esistono tra le funzioni Jacobiane 6, (z, Q,0) e O z,—)quando sia
(]
(1) 0w = al -4 B.Q' R w= 79 —+ 39,
dove «, 3, y ¢ & sono numeri interi e reali. La risoluzione di questo problema costi-
tuisce ci0 che suol dirsi la trasformazione di queste funzioni. Il numero a cui ¢

eguale il determinante «d — @y dicesi 'ordine della trasformazione. Cominciamo dalle

trasformazioni di primo ordine , cioé sia :
3*
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(2) ' ad — By = 1.

~ Le radici di 6, (z, Q', Q) sono evidenlemente tulte le quantité :

i

2m 4+ p— 1HQ + 2n 4+ v — l)Q

= )
2

le quali, sostituendo i valori di @ e Q' dati dall’equazioni (1), e ponendo :

Pl = — A — (v — 1)y

(3) Ve = () — Na— (u — 1)f (mod. 2):
prendono la forma :
| (4) @mi+ W 1)§ ~+ (0¥ —1) o

Osservando che a cagione dell’equazione (2) non possono essere conlemporanea-
mente numeri pari ¢ e y, « e {3, si ha:

@+ Ny +1) =0, (« + 1)(¢+ 1) = 0 (mod. 2),
e le congruenze (3) possono scriversi :

p= ud 4= vy 4 dy.

(8) v = vo ~ uf + off

(mod. 2).

. 1
Ora le quantith (4) sono tutte le radiei di G,L,V(z, g)—); quindi :
[ .

(6) Bl @ ©) = g2, ( 2).

dove ¢(z) ¢ una funzione intera che non ha radici finite.
Mutando z in %z 4+ », abbiamo:

kL i
Tié (23 4+ gAY !

(— pthee Bun(® + Q5 Q) = (—1)"0,, v’(z’ ; )‘?(z + o).

®
Dividendo per la equazione ('6), e osservando la seconda congruenza (5), e la prima
dell’equazioni (1), si ottiene . :

—_— T_Y_ig (224w

(7) Pzt o) =e © 9(2)-
Mutando 2z in z -+ «' nella equazione (6), si ha :

ned
—_ —Q-—(zz “+ §8Y/) 0

o . = (aztal) , "\
(— Ajrriee ol @, Q) = (— e« gla + w(’m‘) |
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Dividendo per la equazione (6), e osservando la prima delle congruenze (5), e l'e-
quazioni (1) e (2), si oltiene :

nifa! (224w!)

(8) 9z + o) =e @ 9().

Ponendo :
| _mpe?
q>'(2-1) =e “®{(z),
'equazioni (7) e (8) danno :
Yz +u) =), Y+ o) =) ;

onde ¢(z) essendo necessariamente una funzione intera, sara una costante G, e avrema:

_ mifz? @
eﬂ.v(Z, Q', Q) = Ce afd 0#1’ J (Z, ;) .

Se pv = 1, sard anche uv'= 1, e dividendo per z e ponendo z= 0, si ha C=1.
Se w = 0 sari anche pv'==0, e ponendo z = 0, si ha C = 1. Dunque :

_ﬂiﬁzz &)’
(9) 0,,(2 Q' Q) =€ % 0., (z, ;) .
Ponendo :
AI Ql A A &2
(10) AT o’ 61,1<§ s A A) = 91,0(5‘ » Ay A) R

avremo dall’equazioni (A) :

Al _ mBiz ’ i
M91,1<—;T7 K-') == e MwA Gl,l(z, g—),

2
z A! R _ ‘m‘,@z wl
9,u,v<“M"7 —A'*) = ¢ Mod 6,'4’, v 1% ;) ) Y= F’V': 0.

Per determinare M e il modulo A delle prime funzioni per mezzo del modulo %
dell¢ seconde, poniamo nell’equazioni (11) :
g  do—fo

, Py T Ty

(11)

Dividendole una per laltra, e osservando le congruenze (5) e I’ equazioni (10) , si

ottiene :
| e,,.(a——————w - B, 3’)
(12) M= ©

0w — Lo’ o '
98(7<+1)»ﬁ<«+1) ) N
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. Poniamo poi nelle medesime equazioni (11):
. Q 4 O

2

Dividendole una per l'altra, e osservando le congruenze (4), 'equazioni (10) e Il'e-
quazione (8) del numero 8, si ottiene :

‘ w o o
Crgun o0 =) =05 2)

]

N

(13)  P=M

(0]

(0=n5+—05 2)

(V]

Considerando ora separatamente i sei casi distinti che possono darsi per i valori di
a, B, v, 0 rispetto al modulo 2, ¢ rammentando l’equazioni del numero 8, si ottiene:
7 ’

12 Gaso. a=1 8=19y=1,0=0:
6,,,<kz,%’—) == ke——ﬁé’%—zem(z, %') )
(14) 9”,,(kz, AX>= e %z—zeﬂ,ﬂ+,+,<z, -:-)
Py
2° (Caso. a=10=19y=1d=0:

. Al . 1::1:522
. 6,,,(zkz, ): tke ©A 9,,,(z, f’—') )
®

A ;
A, ﬂkﬁz2 (A)’
(15) eﬂ,v(ikzi X): e “t 9,, Pkt (z’ ;) ’
. K
, , - k
3¢ Caso. a=1,8=0y=19°0=1:

apda 2
A ke W
"'**("’Z’ 7{) =ke 9( ‘)’
1G]

Al _ ik m
(16) . oﬂ,,(l:'z, X) e “A 9,‘+v+,,,(z, ;’),

|




A’

A

A., _‘m‘k‘ﬁz2 b.)'
(18) | %(krz,r It 6,‘_*_,_‘_,’#(2, —).

17.

Passiamo ora alle trasformazioni di secondo ordine, cioé¢ determiniamo le relazioni
che esistono tra le funzioni 9,,(z, @, Q) e 0, ,(z), quando é :

(1) w = o -+ pQ, o = yQ + Q0
(2) @ — fy = 2.

La funzione 0,,(z, &, Q) ha per radici tulte le quantita della forma :
(3)' mQ+nQ’==(n36——ny)§+(na-—-m ).‘;_'.

Se prendiamo per r ed s i valori 0 od 1, non ambedue eguali a zero, che so-

Saag
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disfano alle congruenze :

(4)

il che ¢ sempre possibile a cagione della (2), e indichiamo con ¢ zero o ['uniti;
avremo contemporaneamente :

ra 4+ sy = 0

B 453 = 0 (mod. 2) ,

md — ny = er

na — mP = es (mod. 2) ,
e le quantitd (3) prenderanno tutte la forma :

re ~ S’
9 .

Ora le quantitd (5) sono evidentemente tutte le radici della funzione intera

ex,x(z) 61+r, x+:(z) 3

(5) Mo - o = s(

dunque avremo : , .
elgl(z’ Q’? Q) = ?(z) el.l(z) 91+"; 1+-\‘(z) ’

dove ¢(z) ¢ una funzione intera che non ha radici finite.

Osservando l'equazioni caratteristiche di 6, ,(z), e le congruenze :

oaf3 o 4 3 $ =
_ P -+y+0+r=0

che sono conseguenza delle congruenze (4) e dell’equazione (2), ottengo per determi-
nare ¢(z) I'equazioni :

(mod. 2);

. [
ik (224-0) . mika

9z + o) =e “@ o), a4+ w) =e *2

dalle quali deduco nel solito modo :

(224-wt)

o(z) ,

mifs?
p(z) = Ce “2 ;
onde :
mips?
) 91,1(2;’ Q'7 Q) == Ce—,—_wT el,l(z) 91+r, H_,(Z) .
Dividendo per z, e facendo z = 0, ottengo G = 1. Quindi :

. mifs®

(6) Oualts @5 Q) = e % 0 (2) 6,,,.,.(3)-

Poniamo :

Q AN Q A , (A
M LR 2w, aa) (),
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ed avremo dall'equazioni (A) del numero 16 :

(8) M 91,1 M’ K =€ ol,l(z) 9!+r, l+:(z)'

Le radici della funziene intera 6, .(z, &, Q) sono evidentemente tutte le quantita
della forma : ‘

Qo ® o @ y
/ P —_— — — [5) — - — L.
(9) mQ+nQ+2 (md ny)2+(na m[)2+4m 1¢
1° Caso. Se « = y = 0 (mod. 2) le quantita (9) hanno la forma :

‘Mo + n'e’ 4 a(rm +_‘i°i) @ o 7@

2
dove r, s ed ¢ hanno il significalo che loro abbiamo dato precedentemente. Quindi
si dimostra in modo analogo la equazione :

m'lﬁz2 ‘..
W
(10) Orofz. &, Q) =€ ¢ 6:4-%, 1+% #) or+%+r, 1 +§'+s(z),
e per le equazioni (7):
. 2 A _mﬁ32
ey ) — MoA
(Ili) BI,Q(M’A)—- e @ 01+%,!+§(z)01+%+r,l+;+s(z)'

22 Caso. Se a =1, y=0 sarh ¢ = 0 (mod. 2), e le quantitd (9), ponendo
%:e, avranno tutte la forma :
L

A

(12) mo 4+ n'e + ¢

N E

Ora dall’equazione (7) del numero 11, ponendo mente all’equazioni (18) e (19)
del numero 7, abbiamo :

onde :

63 (Mo + n'o' ¢ S 5 3,
0,1 - 1,1
2 4/ (—1) 4

Of m'co—|—:W,'co'—+—-egtg 6% ﬂ,
,0 9 4 1.0 4

e Je quantitd (12) sono tutte radici della funzione intera:
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(6 — (— 1" (i)

1, N ei,;(z)v
T
i

o ' \
_ mifs? 0% (_)
(13)  Gofe @, 0) = ¢ o8 {62 @) — (— 1) —L gz 1,

e per le posizioni (7) :

. ﬁ)'

sa2 92 —

Ay __mﬁg 1,0( )

I S RO RC e
(1)

32 Caso. Se « =0, y =1 sara f = 0 (mod. 2), e le quantita (9) , ponendo

o
g =& prenderanno la forma :

(15) Mo + no -+ e%i%-

Ora dall’equazione (8) del numero 11, si ricava :

P m',_'_m
Ll i1

] E— . .
. w'+w 1+ kK
“olle = 7
onde :
| 62 1’)’1,'co-+—n'ao'—-i—Eg"‘_"2
ik 2 4 . 1
52 . . w _ 1=k’
1,0 m&)+nm+€§_—z

e quindi le quantita (15) sono tutte radici della funzione intera :
0; o(z) — (1 = E) o7 ,(2) »

e si dimosira nel modo solito :

' _ mips? ‘
(16)  0,,(x @, ©) =0, (% %) — ¢THR g2 (2) — (1 = K)0%,(3) ]

4 Caso. Se a =y =1 (mod. 2) sara § =3J = ¢, e le quantita (9) avranno
tutte la forma :



onde :

, | | N k
93’0 [m'w -+ nw =+ (% — (——'l)‘%)]

¢ le quantita (17) sono tulte radici della funzione intera :

k
ef,o (Z) - Tt—:_‘_‘—zk' ef,i(z) ’

e quindi si dimosira nel solito modo :

oz A — s k
(18) el,o(z’ Q, Q) = al,O(M’ K’) =¢ "4 (Qio (Z) - mef,l (z)) .

Le relazioni delle altre due funzioni 6,,(z, &, Q), 0,,(z, &, Q) con le 6, (z) si
possono ottenere in modo analogo, oppure si possono dedurre da quelle, otlenute per
le due funzioni 6, ,, &, .

Per la determinazione del moltiplicatore M e del modulo % della funzione tra-
sformata ci limiteremo ai soli casi ai quali si riducono come vedremo tutii gli altri
(num. 19).

Sia a=1, =0, y=0, 0 =2; avremo s =1, r =0, ¢ = 0, e quindi

19) M 0,,‘<zM, %—): 0y,:(2) 6,,0(2) » 9"°<§N_[’ AI>= 0; o(2) + Ko7 ,(2) -

MA .. - ;
Pongo z :—;3:7, divido queste equazioni una per l'altra, ¢ ponendo mente all'e-

quazioni (1) e (3) del numero 9, otiengo :

1 M1
20 “=1r% wF
onde :
1 —k ok
9 -, A= :
(21) il s AN
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Sia «=2,=0, y=0, d = 1; avremo r = 1, s = 0,
z A z A
(22) M O (M ’ A—)_——— G!,I(z) eo,x(z) ’ gx,o(M’ A_) = e:,o(z) 6o.(o(z) >
quindi, a cagione della cquazione (10) del numero 11 :
Al oo !
6f;o(ﬁ, A_) —_ k‘zM2 01’1({—{ ’ %‘) == 90'0(21)-

AM

®
Pongoz:zz—é—,ho: .
1 — )2
(23) “‘i.ﬁﬂ = k.
! AV . Al 2 4
Fo z = %: ——2@— ed osservando che si ha = : s dalla prima dell’ equazioni
(22) ottengo : :
M 1

Dall’equazioni (23), e (24) si ricava :

1 1—K
(25) M= 26) =g
18.

Determiniamo ora le trasformazioni di ordine primo dispari p; cioé essendo :
(’]) m:aQ-—FﬁQ', m'=79.+6$2';'
(2) o =Pfy=p;
p numero primo dispari qualunque, cerchiamo la relazione che esiste tra la funzione
0,.(2, 2, Q), e le funzioni 0, ,(z).
Le radici della funzione 6,,(z, Q', Q) sono tutte e sole le quantita :
' Q Q'
(3) (2m+p¢——1)2+(2n+v—1)2—
!
:-_~((2m + p— 10— (20 4+ v — 1)7)% +((2n+v——’l)a~—(2m+y-i)ﬁ)§’7‘
Se prendiamo per r ed s i valori minori di , ma ambedue non eguali a zero con-
temporaneamente, che sodisfano alle congruenze :
ra +sy =0

3+ 50 =0 (mod. p) ,

(4)

il che ¢ sempre possibile a cagione dell’equazione (2), e indichiamo eon ¢ un numero
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intero minore di p, avremo:
mé — ny = t'r
nae — mp="=s (mod. p) ;

ed essendo ¢' un numero intero minore di p, sard:
(2 —1)8 — (v — Ly = (2 + ¢'— Up + 2'r
(v—1)a— (g — 1) = (2l +-V'—1)p + 2¢'s;

¢ quindi le quantitd (3) prendono tutte la forma :
- U t i t
(5) m'o —+ n'w'~+ t(tm_————; sm) -+ (p—= 1o ._;_ = e ,

dove :

W = (= 10— (o — 1) |
' v'-—-lE(v-—l)a——(‘u-—’l)ﬁ(m()d.m’
0ssia :
< pE dp vy + 90 .
®) V = va + pff + off (mod. 2) ;

e per ¢ bisogna prendere tutii i p residui differenti rispetto al modulo p.
Ora le quantitd (5) sono tutte le radici.anche della funzione intera :

p—t r s’
I, 0,0, [z + t( il -‘f’-)],
0 P
quindi avremo :

— ) ]
(7) 6,,(2, Q) Q) = q(z)'fl: 0,0, [z + t(m _; i“.’.)]
' 0

dove ¢(z) ¢ una funzione intera che non ha radici finite.
Mutando z in z + » nella equazione.(7), oltengo :

_ TR (224301 p~1i h s !
(—apetue e @ T (2, 0,0) = (—1)s(z + w) T, 6, [z +t(""'; “’)]

Dividendo per la (7), e osservando la seconda congruenza (6) e Pequazioni (1), si

oftiene :

- pw(zz-f- )

(8) Wz + o) =e 9 9(2) »

Mutando z in z - o' la equazione (7) diviene :

3;-:— (22 +3Q)

(___nwms e_ gﬂﬂ(z’ Q" 0)

’ _mp - rutsa’ o P—i - / t
= (_ 'l)'“, e “ [nz+ (P ,’ ( g )+ !] ?(Z + (d’) II 91“” ”I lz +t(r® -;; s(.)—) ] ;
]
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onde :

» 'uﬁw Tisw'
—— (22 + &) — (p—1) — , Pt t
ol 0 Q) = e %% “gls + o) I eﬂ,ﬂ,[z 4 ,(TE’%)]
e dividendo per la equazione (7) :

7",39’ m.m
(9) q>(z —+ m') == e w R .

Ponendo :

__‘mﬂ 4 p=Uimisz
9(z) = e *° “ =),
si ha dall’equazioni (8) e (9):
Yo+ o) =40, e+ o) = ),
onde Y(z), essendo funzione intera, per il teorema % del n? 3, sard una costante C,

¢ quindi :
’ B ryes) p— N 1.
Qﬂ’,(z,Q’ )——Ce m(.()_ P—1 )nt eu,’y,[z_;.t(ﬁ)_;:ﬂ)J.
0

Se wv = v =1, divido per z e pongo z = 0, se pv ="' =0 pongo z = 0,

edhO:
1 Pt ro -4 So
A‘:H Orrt— M
¢ = o (™5 )]’

rew —4- SQ)'
1I

10 6,,(2,9,0) =e © ) _
(19) o ) 0 ”ﬁt 0 [t(rw -+ Sm')]
p /]

dunque finalmente :

Pongo :

o A 0 A A
(11) E—I,X:My 91"(—2—,A,A)=0,’0<—2~,A,A),

ed ho:

0
.4 fz——( yoz) P—t I"[
(12) x, (M A) = P ) Ht p—

' ro 4 so
/ ' i (B 0., ,,v[% -+ t(—————)]
z A ) — e—“T(M_A—— (p—x)xz) Pﬁl p, ,

a3 o, (M, L
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Qualunque siano i numeri interi «, 3, y, 0 ¢ in conseguenza i numerir ed s, le
trasformazioni differenti di ordine primo dispari p non possono esscre in numero mag-—

giore di p + 1.

Infatti ¢ facile a vedersi che quando s = 0, sono identici i
equazioni (12) e (13) qualunque siano i valori di r, e che quando s é differente da
zero sono identiche tutte quelle trasformazioni per le quali lo stesso valore di o rende:

(a) s¢ = r (mod. p).
Qnindi, quando ¢ sodisfalta questa congruenza ponendo :
w'— g
W, = s’
p
¢ quando s = 0:
(O]
O, = —»
P

avremo soltanto p -+ 1 trasformazioni differenti corrispondenti ai p valori di o eguali

ai differcnti residui rispetto al modulo p, e a ¢ = o .

Le formule (12) e (13) divengono :

! _m ﬁzz
(14) M,e,,,(z A“)se i

M. A,

L
(15) 6#’, ('N%’ %‘Z) == e w Y M AL

(16) Mme,,,(M— e

b
) ]

t
[}

M)A,

p—i

.—np—[!-) 0

0, 6,,:(z + to,)

p—1
I, 0, (tz,)
4

— (‘P—- l)z) p—i 9/‘-” o (z + t&)a)

t
0

9/‘7’”! (tC‘F,) .

p—i
WO e
== @ a0l dh o

p—1
Ht el,l(tmoﬂ)
S

. A' - .",-/322 . .
TUE Y (< w)ze L 1m0, (6 )

Queste formule possono trasformarsi in modo che contengano nel secondo membro sol-

9/‘!’ of (tﬁfg)

tanto razionalmente funzioni Jacobiane tutle dello stesso argomento z.
Infatti, I'equazioni caratteristiche delle 6, danno :

secondi membri delle
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bupl3 + (p — 0w, | T i’%’i 0,3 — to,)
9. (P ——t)w,] = (1) € 6,.,(tw,)
9/‘:"[2 -+ (p - t)ﬁw] — (_ ,1),41; e,u,v(z - twue) .
9/‘:\‘[ (p — t)wa el‘ﬂ(twoﬂ) ’

quindi sostituendo nei secondi membri delle formule (14), (15), (16) e (17) ai fat-
o . —1. C o

lori nei quali ¢t > 1)—2——-—1 valori dati da queste equazioni, abbiamo per qualunque
valore di o :

(18) M ¢ _z_ A'i __( ‘ 1)&;:—18__»%6 (Z>E§i6x,l(z -+ to,) 01,1(‘ — ta,) ‘
e V1,1 Ma” A, - 1,1 lt Of_‘(tcs,)

TS " op—1
4 A, '—Tﬂg—z_ —5—6' '(Z+tw)91 I(Z'—tm)
19 6 ., 2 — e Mewdg g, (2T 22 o) “plsy s}
(19) 9, (M A,) )T, Tl

Ma dallequazioni (6) del numero 11, si ha:

8y 4(2 + to,) 6,,(z — tw,) b; o(t5,)

== i, 68 (\Z) . 92 (Z)
6:,1“56) Of,l(mﬂ) 151 1,0\%)s

ex,o(z +twc) ol.o(z - twc)

62 (tz,) 6? (tw,) (3
4,0 [ 4,0 g
6(),l(Z + two‘) 90;!(z — twe’) i 92 (Z) . 6: o(tmd‘) 2 (Z)
= , ]
0y, (t,) b 0p (toa) "
eo,o(z"" tw,) ao,o(z — twa) — g2 (z) — 62,1(&5@) 2 ( )
0y 0(tm5) ho o3 (tw.)

onde l'equazioni (18) e (19) daranno :

n D p—i
: A ope 6 (t5.)
9 et} = Mewh . g 2 o A0\ 75 g2 y
@0 Mo 5) = ¢ ) 5,0 — gLt o))
! ﬂiﬁz2 L;—L- 6 (t )
% Ay — o Wahg 2 27,1\l8) 5 ,
o) () = ¢ (- R )
—1
z A _ mi = 62 (tw,)
[ 9 RN Mowd, I "62 . _00 s/ 72
(22) 0,1 u’Aa> e 6o I(Z)- ‘t( N o( ) eg,l(tmc) 1,1( ))
¢
. z A" nigz? = 62 (tw,)
(23) 90.0(‘1\7[:11\‘“‘) = e 's@hs 6o.o(z) H‘t (ef,o(z) K 5%:(156) 121( )
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19.

Prima di passare alla determinazione del moliiplicatore M, ¢ del modulo 7, delle
funzioni Jacobiane lrasformale, converra osservare che relativamente ai valori di o,
B, v e ¢ basta limitarsi a due soli casi dislinli, come risulta dal seguente teorema:

Ogni trasformazione di ordine primo p equivale a due trasformazioni successive,
una di primo ordine, e V'altra della forma :

('l) w:.Q, o = pQ-—I—pQI,
oppure della forma :
(2) w = pQ, w'= Q.

Infatti, sia una trasformazione qualunque di ordine primo p :
(3) w = aQ + pQ', w'= 90 4+ 30|
(4) @ — fy=p
Essendo p un numero primo, « ¢ $ o saranno primi (ra loro, 0 avranno p per
massimo comun divisore. '
Se « e  sono primi tra loro, polra risolversi in numeri interi, rispetto a y' e &'
I'equazione :
ad — fy'=1,
e quindi y e d avranno la forma : _
. 7==7p + pa, 0 =0dp+ B,
essendo p un intero qualunque << p, che sodisfara le due congruenze :
(3) po —y =0, pB — 9 =0 (mod. p).
Ora & chiaro che le due trasformazioni successive, la prima di prim’ordire :
0y = aQ - pQ', W =7Q + Q]
la seconda di ordine "p e della forma :
® = W , 0= po, pa)‘,

equivarranno alla unica trasformazione (3).
Se « ¢ £ hanno per massimo comun divisore il numero p, sara :

i f H I
a = pa , @-’—‘P@, aa_ﬁ}'_‘i’
¢ le due trasformazioni successive :

Wy = Q4 (J'Q' , c-)', = yQ + 00
di primo ordine, e:
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@ = P("x ’ ® = w
di ordine p, equivarranno alla unica trasformazione (3).

. . L . . . ' . . .
Dunque nelle trasformazioni di ordine primo p, relativamente ai valori di «, £,
y e d bastera limitarsi ai soli casi seguenti:

=1, @"—‘O’ T<p d=p,
@a=p, =0, y=20, d=1.

Confrontando le congruenze (4) ed (a) del numero‘precedeme colle congruenze (5)
‘abbiamo :

(6) p = — o (mod. p),
e le congruenze (6) del numero precedente danno :
W=p, Y= (mod 2).

Poniamo nelle ‘formule (18) e (19) del numero precedente :

% = ®
2
Per la trasformazione (1) avremo :
' Aa’ Ma
8= =5,
¢ per la trasformazione (2):
pAM,
2 == me——
2

Quindi dividendo I’equazione (18) per la (19) in cui sia posto p=p'=1, v=y'=0,
avremo : '

ed essendo :




sara .
| =% 0 (tm,) 02, (t0.)
— 2 10} [4n]
7 M=(—1)% M2 0.2,
(7) ( ) 1'9f’1(tw,) 62 (t5,)

et
207 (tw,) 62 (¢

(8) Mw:___' IIt ;,o( woc) (2), ( Uee) .

i GL,L(tweo) eo,o(twm)

Poiché il segno del moltiplicatore non muta le formule (18) e (19) del numero pre-
cedente quando 3 = 0, potremo per uniformitd prendere :

=X)
— ( — 2 -,

=]

¢ cosi avremo M dato sempre dalla medesima formula :

(9) M.

I
|
=
=

Ponendo nella equazione (19) del numero precedente p = 0, v =0, e quindi
v =1, v=20, dividendo I'una per I'altra I'equazioni ollenute, ¢ osservando la equa-

zione (13) del numero 8, abbiamo :
. pet

(10) v E Oraltas)
g IR eg,o(tw,)

Prendendo nell’equazioni (18) e (19) dove p =0, v =1:

w—-!——co'
2

A

e quindi :
M, A+ (p+ 1M, A, . M, A, + pAM,
- 2 ’ T D)

92

z

dividendo I'equazioni ottenute una per I'altra, osservando I'equazione (8) del numero 8,
e prendendo p pari, si ottiene :
Bt s
2 0,z
(11) 2= k7 11, ———-3"( )
' 1 Go,o(twc)
II moltiplicatore M, , e i moduli 2, e X', della funzione trasformata si possono
esprimere facilmente per mezzo' della quantith ¢ = e®
Infatti riprendiamo dalle formule (6), (8) e (12) del numero 8, e ricaviamo

dalle formule (16) del numero 10 i valori diw, k e k' espressi per la quantita g :
. *
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o =2 14+¢"(1—¢") & ..
12 —=1II ‘ = ",
( ) \/TL‘ L (,l - qzn——-x> (1 +qz ) _qu
\ - (2»:;&-1 )z
(13 vk =2t gl 1+ g 2
' ) q 1‘ -+ qzn—l) x m2 ’
24
. - 2n—1 .S:: (* l)"lq‘"‘"‘
(14) VK — HZ‘ — qn,._I; =
1 q —2 qn12
Ora se poniamo : :
nillig nills
g =¢€ % —¢?h
sara ;
N N B
qs ,—_—_—_~\e =q'z, ¢, =¢€ = 4q

esima

essendo « una radice immaginaria p

quindi §un intero h, avremo che i valori di

dell’

unild; ed essendo ¢ un numero pari, e

q per le funzioni Jacobiane trasformate

saranno della forma ¢” e o* qP quindi :
(2"'—'1) ' ‘214 s o
Aa ’_I_ + }" (2n-—1 2 ,1 __ P 0!2“ w 1 o
(15) \/?z ( qw ) ( 9 X % g,
! (l —q 14 a(2n'—l)h) (/l =+ qp znlz) —
A o0 (/l - q(z'l—'l)P)z (/l - qznp)2 - '
16 =1 - mp
( ) \/ ™ . (/l J— q(zn—l)p)Z (/1 + qzup)z § q ’
’ L/2md \2  [(2mded \2
. o AL (e
2n P ) 2
1 & P _2nk\2 2 q @
an o pmypen UL 2 ,
2 "12
1 (1 +q i a('zu—x)lz)z iq; o2
0 (Zm:l—l )2P
18 gou (g BE
(18)  yi =2Vq H 1 R ;
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. (2_"1)“(2"_[”‘).2 }; (q —_— 'l)rn q_p—amah

= (1 r =
(19) V)\'U’ = I;[( q2u—1 e = . ®
(4-q7 a=n=niy $ 7

® (:1 ____‘q(zn——;)P)g § (__ 1)m qmzp

Vo= 1 =
(20) ‘/ o . L (1 + q(zu—l)p)2

l'mol'tiplicatori M, saranno dati dalle formule :

M, =

>|p

5:1—, m:(—'i)z';:(f‘*i)z——:

onde dall’equazioni (12), (15) e (16) avremo :
22

T —qu}’ m""’l \/ ___1 p 2 qnl~l’
G goqm S\ qm

Per mezzo dell’equazione (5) del numero 14, ¢onsiderando i, come funzione di
k, k di ¢ e g di ¢,, si ottiene facilmente la relazione :

. 1 dk
(23) o M2 — » FF @
20.

Le due trasformazioni corrispondentia ¢ = 0 ed a ¢ = o effettuate successiva-
mente danno la moltiplicazione dell’argomento.
Infatti, sia:

o' pA' A , A , :
(1) Z—T, 9l’1(§—,A,A‘)=91_0 (—2—,A,A_),

avremo dalle formule (14) e (15) del numero 18:

6, (z + “("’>
z A p— 02 p—t D1 '3
Mo 151 (M A ) e .“ 91 1 (2-.) I -——-p—_
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Dalla equazione (1) abbiamo anche:
AW

A po’
quindi dalle formule (16), (17) del numero 18, si deduce : |

!
z / A\ 0,’,<z + % ’ _j\\_)
Mo [)=0¢6 I
%) X,X(Mw) l,l( )1

TA . BA A ’
1,1?9‘—/‘_ |

. Al
(3) p—i e,u,v<z + ﬁ * —A—-)
6 2 I P v =0
I8 Nl°° oﬁ ) ﬁA Al ’ ¥
P23 ? ’ X_
P—t A
M, — (—1)7 X,
T

Ponendo nell’equazioni (3) A \nvece di z, sostituendo nej secondi membri i valori
0

dati dall’equazioni (2), e osservando che si ha:

p—1i
Pt
M, M = L”f—i)—.—, M A =0,
P
otterremo :
pep(P-—)——Pﬁ“ifpe ( aw;—-ﬁw)
01,4(p3 -
" G DG
P
{4

ep(p—x)—-ﬂ—uif; M(z + aw' ﬁm)

ouolPE) = T
R Gl

Confrontando I'equazioni (4) coll’equazioni (6) del numero 15, abbiamo :
i (.‘:’,i‘ff‘i) — W pﬁpel,l(m , A’) {f:g(i>
p P AL P

N e A (ﬁA AI) EH (ml)
Im, Im;6 - . = I1,0 A— — Hae A
Zo“o’”’( P ) SN AL

v=10.

P'
-3

(5)

P




Ponendo :
! i
P—L 0”‘(2) p—t e""(ﬂ) p—1 9°=°<a_
Ha pl-::A’ Ha _Ill—::B9 H« —1—)' =C§
¥ R O e
<ﬁA £ ) 8 BA A') 0 (ﬁA A )
p—t Dol ? ’ A o p—t 91 > A i p—i 050 — 7\" B
I;Iﬁ ) ﬁA_ .A.' _ Pn Q ’ 'BA .A.' R’
0 ? ) T ] r)

- . !
e indicando con 1 e A 1 moduli di 6

ha dalle formule (9), (10) e (11) del numero 19 :

A .
ol % —K)’ e con k ek’ quelli di 6,,(2), si

=ic’ ‘/1_—_‘/]{?6, Y=
P Q VP QB (—1)7
| r —1)7
M=—r, = ¥ =, — , — .
—px’ VE=Vx =TF xoR— 5
onde dalle (5) si ottiene :
| 8 ’ozco + Bo i
! =t P—'l 1,1 ) _ 'l 3 P
0 o o (d&)' -+ k_w_' - Vir—* ’
I,0 p
o — Bw
'ﬁ‘ri ”ﬁu‘ 9.,,1‘ ) \/I;Tr,
() o0 " 0, (aw' —+ 5(») Ve
’0 . p
o (aa)' -+ ﬁm)
p=ip—y 00
HI HI p —_ Ip2—1 .
o « 0 g . (d‘&)’ e (5&)) ‘/k
1,0 ' p ‘
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PARTE SECONDA

FUNZIONI FRATTE.

1.

Il quoziente di due emisen:, gli argomenti dei quali differiscono di una data
quantita costante, di origine a una funzione fraita che indicheremo colla notazione f;

cio¢ porremo :
Aes ?z
f&) =—m— -
es(z— - b)

Determineremo la costante A in modo che sia:

(1) z:::o /.[z_(;l:i', 7

Rammentando 'equazione (7) del n? 1. P. I., avremo :

lim flz) A lim o a A
=6 b glz== P 3 T
es{- + b
a
onde :
A =a*,
¢
a
2
a’ es -
a

(2) S = e
es (E- - b)
a

Per mezzo della equazione (6) del n? 1. P. I, si ha:

(3) Sz +-a) =




(97)
dalla quale, ponendo. & = Az, si deduce:

w A _Me

Sfiz) z

equazione alle differenze finile, analoga alla equazione differenziale :

iy _ gl
Y %
che definisce la potenza y = z’. '
L'equazioni (1) e (4) sono le caratteristiche delle f{z) considerate come funzioni
di una sola variabile z. 4 ’
Infatti dalla equazione (4) presa sollo la forma (3) si ricava:

f) = 4z + @) .... [z + (n— 1)a]
T (z-+ab)(z + ab + a)....[z + ab + (n — 1

al Sz + na)

lim —-Zz(z 1 L (3 - L ' ,
n== " g\a a "7 lim f{z+na) lim (24 na\®
: z ) N=—w (z+na)bn=m n )}
lim —=—b (2 z - z
p—w (— —+ b)(~~|—b+1> (.— —|—b—|—n—-—1)
= a a a

onde, ponendo mente alla equazione (5) del n? 1. P. I, si ottiene :

z
€S —

b. a
es(— +b)
J:a

Noi riteniamo @ e &, e quindi anche a®, come costanti. Se a si rilenesse va-
riabile, per valori non .interi di b, la funzione f'cesserebbe di essere monodroma, e
occorrerebbero altre considerazioni per la determinazione della medesima. .

Quando b é un numero intero e reale n, soslituendo agli emiseni i loro valori
espressi in prodotti infiniti e riducendo, si otliene :

(5) Sz, a,m) = z(z + a)(z + 2a) .... [z + (n —1)a].

Mediante le formole (15) del n? 2. P. I, si otliene la mbltiplieazione dell’argomento
nelle funzioni f{z), e si ha:

onde :
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®) ° finz, a, b) =n’ nﬁif(z + 8 , @, li)
0 n n
Le funzioni f{z, a, b) considerate come funzioni di tre variabili sono.note nell’
Analisi sotto il nome di facolta analitiche, e sono slate soggetto dei lavori di molti
geometri, tra 1 quali citerd una Memoria-del Sig. Weierstrass pubblicata nel Vol. 51
del Giornale di Crelle.

2.

I tre quozienti, che si ottengono dividendo tre funzioni Jacobiane peria quarta,
danno origine a tre funzioni fralte, per le quali adotteremo la notazione seguente:

ol,l(z) . ao,x(z) 6o,o(z)
(1) sl 2 = 6,3 , ¢ngz = iy (3] , dnz = o2

Jacobi le indicava colle notazioni senam z, cosam z, Aaniz, e le esprimeva seno am-
plitudine di z, coseno amplitudine di z, delta amplitudine di z. Queste tre funzioni
si chiamano funzioni ellittiche. ' S

Le funzioni ellittiche sono tutte tre doppiamente periodiche. Infatti, rammentando
le formule (4) e (5) del n¢ 6. P. I. abbiamo :

(2)  sn(z+w)= —snz, sn(z-4 20) =snz,
(3) o sh(z + ') == sn z,
(4) en(z + )= —enz, cn(z—+ 20)=cnz,
(5) en(z +ao) = — enz, cn(z -+ 20)=cnz,
(6) ' : dn(z + ) =dnz,
(7) dn(z + ) = —dnz, dn(z -+ 2') = dnz.

Le quantita 20 e 2 sono periodi comuni a tutle tre le funzioni ellittiche.

Per mezzo dell’equazioni (16) del n? 10. P. I, si esprimono le funzioni (1) per
le ©,,(z) nel modo seguente :
____‘/Ll_'el.l(z) E @o,!(z)
ik 0,,,(2) k 0, .(z)’
Dalla formola (10) del n? 10. P. I, si deduce :

(8) ‘sn z

sy  CNZ =

® 1}.:11
@N(z -+ 5)———0 ? 0, (2) -

Quindi, rammentando I'equazione (8) dello stesso numero, Pequazioni (8) daranno :




® cn z
SN Yy
®) 8N %
(10) cn(z+—2—)=——ka—n—;,
kl
(1 d“(“ + 2) oz

onde :

, v \_ons o snz A LA
(12) sn(2 z)_dnz’ cn(2 ) kd . dn(2 'z> iz

Per analogia colle fanzioni circolari, queste tre funzioni si chiamano seno coamplitu-
dine, coseno coamplitudine, delta coamplitudine di z, e si scrivono:

cn z © K'snz '
(13) sncz = — , ene z = ) dne z == —.
dnz dn z dnz

Dalla formula (10) del n® 10. P, I. si ha:

! 1'1 w!
O,u,v (Z -+ Z) =€ w( " 'a)@,u,v+1(z) 3

onde, ponendo mente alla equazione (9) dello stesso numero, abbiamo dall’ equazio-

ni (8):
6‘), 1
(14) Sﬂ(%—{-—é):ksnz)
dn z
(13), ( ~ksnz’
(16) . dn(z ) nx
‘ sn z
Dall’equazioni (5), (10), (11), (14), (15) e (16) si deduce che quando siano

determinati i valori di tutte tre le funzioni ellitliche corrispondenti ai valori dell’ar-
gomento z che hanno glindici in un parallelogrammo elementare , i cui lati sianc

14

» ® . . - . .
565 S hanno i loro valori in tutto il piano.

2
Dalle medesime si ricavano anche le seguenti formule :
« -+ o dnz
17 2 = ’
(1) s (Z + 2 ) kenz

: ‘co—}—m' ‘ K ‘
(18) cn(z—l— 2 ):ikcnz’
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w m') . z'k'snz

(19) dn (z -+ 3 pro
Osservando le formule (6) del n? 5, e (7) del n° 6. P. I, si ha:
(20) 5110%0, en0 =1, dn0=1

e quindi dalle precedenti :

9 n - = e: ) — =k

(21) sn g 1,. en g 0 d,n2--k,
2y : ' a)'.

(22) sn g = @, o5 = 0, dn2—=oo,

N » =+ o 1 ® 4« 4 w4+ o
(23) sn(——2—)=E, cn( 9 )_Z_I—{i, dn( B) )———

Dall’equazioni (7) e (9) del n® 8. P. I, si deducono le seguenti relazioni alge-
briche tra le tre funzioni ellittiche :

(24) sn’z +—cnz =1,
(25) dn’z 4 E'sn’z = 1.
3.

Dividendo per la equazione (7) I'equazioni (10) e (11), (21) e (14), (17) e (16)
del n® 11. P. 1, si ottengono per I'addizione degli argomenti le formule seguenti :

() sn(s == ) snzecnwdnw == snwenzdnz
' o 1 — Ksn’z sn’*w

?

cnzcenw == snzdnz sn w dn w

9 J—
(2) on(s == w) = 1 — Ek*sn®z sn’w

’

dnzdnw == Kk’snzenzsnwen w

@ dn(z == w)= 1 — K'sn’z sn’w

3

Dividendo I'equazioni (6), (8) e (9) per la (7) del medesimo numero, si ha :

sn’s — sn’w

(4) sn(z + w) sn(z — w) = 1 — Esn’zsn’w
anw — SI]2Z dngw
5 — —_—
(5) cn(z 4+ w)en(z w) 1 — k*n®z so’w ’
N 2 - : ’ : ’
o) 0tz + ) dnfz —w) — dn’w E’sn’z en’w

t — k%n’z sn’w
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Dall’equazioni (1), (4) e (6) del n212. P. 1. dopo averle divise per 6, (z),si

ottiene :
d snz

(7) wo o zdn z,
den z _

(8) ” = —snzdnz,
ddnz .

(9) 1 = —Fksnzenz.

Ponendo nell’equazione (7) snz =y, ed osservando l'equazioni (24) e (25) del
n® 2, si ha: |

(10) (&) =a—ya—wy).

Questa equazione differenziale e la proprieta di annullarsi per z == 0 possono riguar
darsi come le caratieristiche delle funzioni ellittiche y = sn z.

Dall’equazione (10) si ricava :
Jo VI — )T — k)

quindi sn z ¢ il limite superiore di queslo integrale che ne rende il valore eguale
a z. La quantitd z riguardata come funzione di y si chiama amplitudine, o anche
integrale ellittico di prima specie.

(11) z =

. b (1)
Poiché sn 5 == 1, avremo :

) 4 dy
(12) fzf :
2 o V(1 — o)1 — Ky
!
ed essendo sn —m—j;——?— = % , sara :

o

w w'zf} dy )
NI =P (1I—Fy)

onde a cagione dell’equazione (12):

e

izi[; dy _1fl dy _ dy
2 bVl =) —Fy) SV =PI =FP) S V(1 — )1 — Ky

Pongo:
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, 1 — k%
k2
ed ottengo :

: S i dz
13 = .
( ) ZJO. V(,l m2)(1 kl2x2)

o &

Pongo

1 d , " I d
W K=oy, K___f, y
| o V(1 — )1 — Kyf) o V(I — ¢))(1— E%y)
ed ho:
(15) w=2K, o'= 2K'.
Le funzioni ellittiche che hanno il modulo k reale e >1, si.esprimono semplice~

mente per quelle che hanno il modulo reale e << 1. Infatii dall’equazioni (14) del
n® 16. P. I, abbiamo:

- (16) sn(kz ) %): k sn(z, k), cu(kz ’ %)—_— dn(z, k) , dn(kz, %): en(z, k).

Le funzioni ellittiche che hanno I’argomento immaginario si esprimono per quelle che
hanno I'argomento reale. Infatti dall'equazioni (19) dello stesso numero si ricava :

| _ __isn(z k) o1 gy 00 k)
(,17) SD(ZZ, k) = W, cn(zz, k)-—— C_n—(Z, ky) ’ dﬂ(iZ, k)—‘gn'(z, ]C') .

Per mezzo dell’equazioni (1), (2), (3), (16) e (17) di guesto numero, le funzioni
cllittiche che abbiano un argomento complesso z —~Zy , si esprimeranno per mezzo
delle funzioni ellittiche dei due argomenti reali z ed y.

4.

Le derivate delle quatiro funzioni Jacobiane sono anch’esse funzioni intere. Divi-
dendole per le respettive loro primitive, avremo qualtro nuove funzioni fratte, per
le quali, serivendo le derivale al modo di Lagrange, ed useremo la seguente notazione:

0uld) 0 (3)
ll Z W2) = £ — .
( ) /ﬁ ( ) elu'y(Z) 9/"1,(%)
L’equazioni (8) ‘e (9) del n? 10. P. I daranno immediatamente :
(2) Z,u+2r, v+2.s‘(z) = Z#,,(z) >

cioé : le Z,, che hanoo gli indici congrui rispetto al modulo 2, sono eguali.
L’equazione (10) dello stesso numero da:

© ' vini
(3) Z,u,v (Z -+ [I.’ —2- -+ V'—2—> = —w— -+ Z#+’,~(.v+,r(2a)-
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" Prendendo p'= 2m , v= 2m/, ed osservando I’equazione (2), se ne deduce :
dmini ,

(4) Lo (3 - Mo 4+ no) = — T T ().

[Q]

Per mezzo dell’equazione (3) si esprimono tre funzioni Z,, per la quarta nel modo

seguente :

(5) Zo@) = Zo., (z - —"’—) -
2 ©
. . ® ! “
(6> ZO,I(Z’) = ZI,O (Z -+ e )+ f_z’
, 2 I
(1 Zoal®) = Zuo (5 + ).

Quando pe v non sono ambedue congrui all’unita rispetto al modulo 2, essendo
Z,,(z) il quoziente di una funzione inlera dispari divisa per una funzione intera pari,

avremo :

(8) Z/’w”(O) = O' )
Poich¢ Z,,(z) ¢ il quoziente di una funzione intera pari divisa per una funzione in-
tera dispari, sara : .
(9) Z:,x(O) = ®©.
Ma dalla formula (3) del n? 10. P. I, abbiamo :

- 2utt) 2
% (—1r g senen 1) =
Bonle) = — —;
Y (—1)q * " sen(2n + 1)—(:
. 0
onde :
o Qn--4\2
S (1) 20 + 1)g" 2 cos(@n —+ 1) “{-
2L (3) = - : —
%
. (212 sen(2n+1)%—
]\ . 2
S-1ren g .
(2n +1) —
¢ quindi :
lim
(10) rg () = 1. '

Quando non sono contémporancamente :
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=D mod 2)
dalla equazione (3), osservando la equazione (8), si ricava :
1) Z,, <§)= 0.
ed a cagione della equazione (10):
lim ®
(12) 2—0 zzo,,(z + §)= 1.
Quando non sono contemporaneamente :
i"i(l) (mod 2)
si ha egualmente :
N .
3 oy - ™
4 L (2) @
eper p=1,v=0: ,
li !
(14) R :]0 zZI,o(z - %) =1.

Analogamente si trova :

('15) Z/‘,u (w _;'(‘) ) = -——ﬂ—z

[V

quando non siano :

= .
=0 (mod 2) ;
e :
(16) iy, (z 42 ;““): 1.
Per mezzo dell’equazione (11) del n? 13. P. L. si ottiene :
(17) z,.(2) = —~—% — K* sn’ (z —+ (1 — ,u)%)—{- v%)
dalla quale abbiamo :
: L I N BRI
L,z + w) = - k*sn (z+w+(1 u)2+v2)
' e ke (s — I
7,z —w)= - k*sn (z w + (1 p)2+v2)'

e sottraendo :
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(0]

', +w) —Z,,(z — w) = — k’[sn2(z +w+(1— P‘)g 7 E)

(e w1 — w2 2]
sn (z -w + (1 p)2+v2)]
!

4K*sn (z+ (1—y)2+v ——2—)cn (z—l—(i—y) —i—v—)dn (Z—l—(’l—(z) —l—v;)—)sn wenw dn w

1 ] 2
[’l — K*sn® (z + (1 —pz)9 -+ v Eo-) snzw:l
72 2
Moltiplico per dw , ed integrando oltengo : 7
! 4
2cn<z+(’1+p)§ “+ v g)dn (z-l—-(’l ——y)g -+ v%)
L, (z+w)+L, ,(3-w)=C- — - =
(z+ ’l-——{.t )[’1 —Fk’sn ( —l—(l—y) 5 + v E) Sn%l)]

Pongow = 0 ed ho :

2]

son (s 0 =03 4+ D)anls + A4 — 00 +5)
sn(z+(i—p)—2—+v§)

(18) Z/u,v(z -+ w) -+ Z/A,v(z - ) = 2Z,u.v( )

C =22,, +

onde :

2k%sn (z+(’l-y +v§)cn (z-}—(l ©) = +v—)dn(z+(1—p)2 -+ v%)snzw

T
1— Kso® (z +(1—p) = 5+ v—g—)sn"’w

Pertanto avremo per le quattro funzioni:
2k*n zen z dnz sn*w

(19) Z,,,(z 4+ w) + Loz — w) = 27, ,(z) — Ry e ——

B0)  Zoula + 0) - Lot — ) = 2L, 6) — — i{‘n";’ isg:,j:;i‘;),
(21) Losola + 1) 4 Zo,o(z — w) = 2Lo,o(z) + dn f(l(i:rﬁzsr—l—z ;cl:cflfzn::l:”w ’
(22) L, (z+w) + Z,,(z — w) = 2Z, ,(2) + sf:lzsi’in:s::;) .

14,
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5.

Integrando I’equazione (17) del numero precedente nel caso di p =1, v= 0,
ed osservando che si ha Z; (0) = 0, si olliene :

(1) k’f sn'z dz == — ”;z — Z,0(2) -
Ponendo snz=1y, si ha: ‘
y 2 ’
2 el 42y =—17—1
( ) . i ‘/(l . yz)('l — kyz) » l,o(z)

essendo :

=i

z2 = .

o V(1 — )1 — Ky)

L’integrale che comparisce nell’cquazione (2) suol chiamarsi integrale ellittico di

di seconda specie. Legendre ha dalo questo nome ad un altro che facilmente si
esprime per mezzo del precedente :

Ponendo z = % e quindi y = 1, ottengo dall’equazione (2) :

R f : y'dy _
o V(1 — o)1 — Ky

, ¢ quindi g = %, ed ho:

(3)

m—i—w’
2

pO| 3

Fo 2 =

4
/| nw e *

! g 2d'y
2 20 o Jo V(i . ya)( kzyz)

f ”dy y'dy
Vl—y — Ky’) Vl-—y 1 — Ky
onde, osservando la (25) del n? 12. P. I, si ricava :
ES
" U, ) y'dy .
2 VI — )1 —Fy)
Ponendo al solilo :
1 — Kz
y=—p—

ottengo :
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- ‘n b
(4). § o f\/i—-m ktzz)'
Pongo :
2’z :
5) o V(1 — m’)(l — K2’
=k J\/ 1 — 2% 1 — k%% ’
ed ho:

(6) n=—2H, = 2K—2H

Sostituisco i valori (6) e i valori (15) del n? 3 nell’equazione (25) deln? 12. P. 1,
ed ottengo :

(7) KH— HK'— KK'=

Dall’equazioni (18), (20), (21) e (22) del n® precedente si deduce facilmente :
(9) Z, oz + w) = L, () + Z,,o(w) — K'sn zsn w sn(z + w)

25 2 snw sn(z - w)
cnzenwen(z w)

(10)  Z,1(z 4 w) = Zo,\(2) =+ Lo (w) —

sn zsn w sn(z -+ w)

(A1) Zoo(3 + w) = Zoo(2) + L, (w) + K dnzduw dn(z + w)

(12) Zo,o(z -+ w) = Z!,l(z).+ Zx,z(w)
1 (sn’wenzdnz  sn’zenw dnw
sn*z — sn’w\ sn z o snw '

Moltiplico per dw e integro I'equazioni (18), (19), (20) e (21) del n® 4, od
osservando I'equazione (1) del n? 3, ho:

( 11, (1, 5) == sz; sni (jl_zkd:nzzsr;nwwdw L) w — %‘Ogg‘:f“—g_;;;; |
N
o) = e = — Tt glr g
I, (w, %) ==k"J; ;nn—:(sd—l;zz—i_n—%:g; == — ZL,,(z) w+ %IOSGI ‘gi—:z;

Le funzioni II, ,(w, z), possono comprendersi tutte nella unica formula :
»*
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' 1, 0, (z+w)
; SN S v - )
(14) Hﬂ,,,(w, z) = ( 1)’”' ( ?UZﬂ,V(z)+ ) ]Og @Iu’y(z__w)) ’

ponendo sn w =y, prendono la forma :

'y 2 d
A Yy ,
(15) f (1 + k") V(I — 91 — )

e si chiamano Integrali ellittici di 3 specie.

E chiaro che le funzioni IT,, non sono monodrome, e quindi la loro teorica non
troverebbe luogo in questa monografia. Ma essendo composte di una funzione Z,, e
di logaritmi di funzioni Jacobiane non constiluiscono propriamenie un genere parli-
colare di funzioni, e la loro teorica é una immediata conseguenza della teorica delle
funzioni Z e delle Jacobiane.

6.

Ponendo nella equazione (14) del n? precedente u-+v in luogo di w, si olliene:

m,,w+v,2) =10, ,(u,2) + H,‘:,(v, z)

() B |
+- («-—’l)"""’!log. O,u.v(z u) @/‘,,,(z — ’U) @,‘,,(Z -+ U -+ v) )
27 0,,(5 + u) 0,,(z + ) 0,,(z — u—v)

Ora abbiamo l'identita :

(2) A/w- ep.v(z ‘_"u) en.v(z - 'U) === 9,,0(%) ex.o(v) G,u.v(z) Q/Aw(u + v — 12)
- ex.t(u) @x.x(v) 9/,.,4_,(2) @/4.1+v(u +v — 2);

Ol,0(“)91,o(v)@ﬂ,v(o)e/&.v(u’ + 'U) - ex.l(u’) ex,l (v)@/t.t+v (O)@/L’I-M (u+v) .
G/Aw(u) 9[,‘,,(0) )

Infatti, il primo membro della equazione (2) ¢ una funzione intera di z che ha per
radici le sole quantita della forma:

(3) A,u,v:

u + (2m -+~ 1 -—p.)g + (20 41 — )
.

2

le quali tutte sono radici anche della funzione intera di z che forma il secondo mem-

bro della equazione (2); poiché a cagione delle formule (8), (9) e (10) del n? 10.
P. I, abbiamo : .

v+ (2m4-1 —p)
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9,,0(u)@,,0(v)9#,,(u+ (2m+1—-p)?2—) “+(2n+1—v) %')

r
O (v—-—(2m+‘1 —p) 5 —(2n-+1—3) %)

((2n+1_,,)(u_,,)+£3_”_i‘_;___l w'—v(2m 4t — ,u.)u)

_-—._(-—1)/“"'1 @x,o( l l(u)el "(’U) »

)

‘ !
Oy, x+v( —(2m—+-1 —H) 3 (2n—+1—v) 3)

+(2n+1—v)

20| €

12)
0,,:(¥)8,,,(v)© u‘,x...,(u—i—(.‘lm—{-'l—p) 5

l@

i r
—_— (_1)#v+xe—:—)—((2n+ LTy} (2—p) o (27 o T —9)2 % — wam 4 x—-,u.)m)

Quindi per il teorema 6 del n? 3. Intr., sara:

el,l(u) el:l(v) ®X,O(u) @l,o(v)'

@"O(u)@""(v)@/"”(z) el‘»” (u + v — Z) — @:,1(u)@1.1(v)e,u.1+v(z)9,un+v(u+’v——z) :
0,.,(s — u)0,,(x — v) = fl&),

indicando con f(z) una funzione intera. Ma per mezzo della formula (10) del n® 10.
P. I. si trova :
, iz + mo + no') = fiz),
onde la funzione f{z) & intera e doppiamente periodica, e per il teorema 4° del n? 3.
P. I. ¢& necessariamente eguale a una costante. Quindi si ha la identita (2). Per de-
terminare A,, che é indipendente da z, basta porre z==0, con che si ha il suo va-
lore dato dalla formula (3).
Mutando, nella identitd (2), z in — 2, si olliene :
(#) A5 4 1) 0,z + v)
= (—1)* {04,0(u) 0,,0(v) 0,,,(2) 6,.,,(u + v + 32)
- (_'l)ﬁl ex,x(u) el,l(v) 9/1. 1+v(z> @,a,x+v(u + v 4 Z)}
Dividendo le identitd (2) e (4) una per I'alira, abbiamo :
0,,(z — u) 0, ,(z —v)0,,(z, + u 4 )
@,M-w(z -+ u) wﬂ,v(z -+ ’b') w/l.v(z - U 'U)

: , I —
01.(8) 01,4(8) €p(5) — Oua(8) ©11(1) Oprsls) (f,"f i

= , . '
' @l’o(u) 0,,0(v) @ﬂ,v(z)""(_)’u@m(“) 0,,:(v) e,uﬂ*-"(Z) é‘/: v(lfu—:; v—:—j)
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Sostituendo nella equazione (1) queslto valore, si oltiene :

(5) ‘ M,(% + v, 2) == 1,8, 3) + IL,,(v,2)
1 — 811 0:1,1(0) €,,114(3) €14 + v — 3)
®x,o(u) Gl,o(v) @,u,v(z) Gﬂ,v(u -+ v — Z)
# el,l(u) el,!-(v) @,u,x+v’(z) eﬂ,l-l-v(u’ + v + z)
©1,0(4) 05,0(v) 0,.,,(2) O,,,,(4 + v + 3)

1
+ (=)™ 5 log

—(—1)

Quindi, esprimendo per mezzo delle formule (8) del n? 2, i rapp(;rti delle funzioni
Jacobiane per le funzioni ellittiche, abbiamo :
(6) I,0(t + 9, 2) == I, o(h 2) + 0, o(v, 2)

11 1 — k’nusnvsn zsn(u—+ v — z)
%87 + K'sn usnvsnzsn(u + v + z)

(7) Hu,x(u -+ v, z)'= Ho,l(u” z), '+' Ho,l(v’ z)

10 cnzen(u 4-v — z) +~snusnvdnzdn(u 4+ v — 2)\ en(u + v +3)
8 enzen( -+ v -+ z) -—snusnv dnz dnfu -+ v +2)) en(u v —3)

(8) Ho.o(u+ v, ) = l-[o o(u’ ) -+ Ho,o(va z)

1 (dnzdn(u—l—v—z) + Ksnusnvenz cn(u+v—-z\dnu+v+z)

—log
+3'08 dozdn(u + v + 2) + Ksnusnvenzen(u +v + 2)/dn(u + v — z)’

(9) nl..x(u =+ v, z) = Hx.:(u’ Z) -+ Hx,x(v) z)

+_1_10 snz sn(u -+ v 4 z) — snu snv\sn(u + v ~+ 2)
2" °\snzsn(u 4+ v+ z) +snusnv/sn(u +v — 2)°

Dalla formula (14) del numero precedente, si ha:

' v 1, 0,,(z 4 u)
10,1, 2) = (—1)*"{— uZ, (3) + 5log=*
Pl =0 ol 28 Bz — u)
‘ | .
I3 u) = (—1)’*““”{— 2L, (u) + % log & ’zz t Z))

-onde :

Hﬂ.v(u, %) —ﬁﬂ,,(z, u) == (._ i)/ﬁ‘v (zZ,u..v(u) _ uZ/‘.v(z) _[-LWT i)

.H,u»v(v’ Z) - HM,,(Z. v) — (__1)/4+v (ZZ,u,v(v) . 'UZF..,(Z) __pm 2)

I, (05 2) —~ T, (3, ut-0)=(— 1) (zzﬂ.,<u+v)— (u+0)Z,,(5)— 5 z)
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quindi :

H,u.v(z’ u+v) = HF.,,(z, u) -+ H/‘,,(z, v) -+ HN(u,—i—,v, z) - H,u,v(u’ Z) - H#.‘,(’U‘, z)‘

+ (—1)z+ (Z/w(u + ”)V — L, ,() — L,,(v)+ W; i) '

Sostituendo il valore (5) e-i valori (9), (10), (11) e (12) del numero precedente, si
hanno le formule per 'addizione del parametlro z delle funzioni I(w, z).

7.

Passiamo ora a determinare snnz, cnnz, e dnnz in funzione di snz, cnz, dnz,
quando 7 ¢ un numero intero e reale, ossia determiniamo le formule per la molti-
plicazione dell’argomento delle funzioni ellittiche. :

Dall’equazioni (1), (2) e (3) del n? 3, si ricava facilmente :
2sn mz en z dn 3’

1 — Eso®’mzsn’z’

sn(m + 1)z = — sn(m — 1)z +

9¢cn mz cn 2

en(m + 1)z = — cn(m — 1)z + 1 — Pso’mz sn’z’

2dn mz dn z-
1 — K*sn’mz sn’z ’
onde, ponendo successivamente m = 1, 2, 3, ..., abbiamo :

dn(m <+ 1)z = — dafm — 1)z +-

Nl 2
(1) sn2nz=snzcnzdnz»-i)—,‘ cn2nz’=%-, dn 2nz=%—3,
dove D & una funzione razionale e intera di sn’zdi grado 2n, N, di grado 2n> —2,
ed N, e N; di grado 2n° ; e
N N ‘ N

(2) sn(n -+ 1)z=snz —I—)‘,—, en(2n 4+ 1)z =cnz —D—,z, dn(2n 4 1)z = dnz ﬁé
dove D', N',, N', e N; sono funzioni razionali e intere di sn®z di grado 2n(n-+1),
e con i coefficienti funzioni razionali e intere di k>.

Dall’equazioni (6) del n® 15. P. 1. abbiamo qualunque sia # :



ne—{ n—i !
I, Hﬁ sn (z - .“_w.j—_ﬁw)

snng = n —— +Z ,
y 'H’“H',gsn( 2w =+ Pa )
. 0 0 n
aw =+ Po
et iy D (z —+ " )
(3) ennzg = I, 11,

Le formule (7), (8), (9) e (10), che valgono per n dispari, danno :
sn’z
1 — et B

(4) snnz =n snz II, I,

[~ 4
1 — K’sn’-. sn’z

© =+ Lo
n

dn® aw ~ fo'
n
] —————— 502
ot + Bw
—

) —i—ﬁw's

(5) en nz = cn 5 I, I,

b4
1 — K’sn n*z

ep 20 P

(6) . dnnz = dnzIL, II,

Ponendo :
(7) u = (ksnz,

I'equazione (4) prende la forma :
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n+ e, Wta,ut. . a0, wT
n

—X

(8)“ snnz—snzl_*__A‘ua_l__Azul,_'_”” AL W
essendo : . i
(9) o, A L =
32 2

, , :
Sostituendo 2 +;— a 2 nella equazione (8) ed osservando che si ha’

I
w

| ne ") = ! snz—l—w,—-— 1
sn 2 ) ksnnz’ 2) ksnz’

- . 1
¢ quindi u diviene 7 avremo :

A + A . 3u2+ . + A] un2—3 + un?-—!
1 nee— .

2 - 3 -
a, +a, Wi . .+ e u
no—

.2 2

onde confrontando colla equazione (8), si deduce :

SN Nz = snz

A =na_ , A, =a, e 5 a, = A a ,
n2—-l nc—1 nt—1 - nz-—l n2—l__ n.z-—l
) 2 2 3 2 7 T2
e quindi :
. a . — "__’_" 1_ y A 2 = i n ’ ar o= i A 2 s
R . n—1 n—1
) 2 2 T

e indicando con ¢ Punita positiva 0 negaliva, la equazione (8) prende la forma :

U4 A, unz;s_l_ Azuuz_5+ e A2 3u2+ ne

(10). snnz =csnz

N 2
1+A,u2+A2u4+...+A2 ™3 - enuttt

2

Per determinare ¢ osserviamo che, mediante la formula (2) del n? 10. P. I, abbiamo:

n @ e o) _ (=1
§ 4 P2) Vk 2
n4ei

! . y - 1 . . - 2
uindi ponendo 2z = 2, sn z diverra —— , snnz diverra 1) » u prendera per
qrindl ponen i k Ve CEP

valore I'unita negativa, e la formula (10) dara :

= (—1) 7
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prendera la forma : )
nl—y

L gt n?-3 — T
(11) snmz = (—1)F snz 2 + A A +..+(n_11) u

1 4-A, u’-}--‘A,,‘u4 R (——l)Tu"z“‘

Per determinare i coefficienti A, , A,,...; osserviamo ehe ponendo :
R

(12) U=1+Au+Aub+...+A, u w3 g (= 1) F e,

2
abbiamo dalla equazione (8) del n? 15. P. I:
0,,0(nz) = 9;"2. (x)U,

ed a cagione delle formule (16) del n® 10. P. I:

ni—1

(13) uuf) = (—-) o,

Derivando due volte rapporlo a z questa equazione, si otliene :

n?—1

0, ,n2) , [7)° on e[ —=1)(d0, D)\, 1 &0, (3)
(14) d(nz)? "_(T)) Gw()z U[Gf,o(z)( dz )"'e,,o(z) az ]
- on? d0,,(z) dU @
0@ dz & TaE|’

e derivando rapporio a ¢ si ha:

) —
—_— d]og

dO,,(nz) [ \/ 1,0 (3) du
1) =) ere[v(o- o i)t
Ora dall’equazione (3) del n? 14. P. I, abbiamo:

dze,,o(z) 7 40, ,(z)
16) BT P ra
e dalla equazione (13) dello stesso numero :
d’log ©, o(z) 40, o(2)\* 1 1 &, (2)
(17 & *( az )@)f,o @ tem

do, ,(z) \* 1 n° d log ©, ,(z) n .
_( L ) g U8 e

CHNE) 12 dqq -
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e quindi ponendo z = 0:

i3
d lOg \/m . o

(18) e

dg 4gr*
Sostituendo i valori (14) e (15) nella equazione :
4’0, ,,(nz) 7 d0,,0(nz) 0
a*(nz) 15" a ~— 7

e riducendo coll’equazioni (16), (17) e (18),si ottiene:

U 2® d0,.(z) dU oAU
ﬁ_'h@,,o(z) i —d;+4qno?a(}-+n(n——l)ksan—-0,
ossia :
d’U du* dU/d% 20 dO, ,(z) du B A
(19) du* da? + E?L(fi_zz_i— 0,,0(3) dz PP Aqn w? dq)
2'/r dU dk 2, 2 17
-+ 4gn = Ik dq-{—n(n—-i)k’san»—tO. )

Ora dalla equazione (7) si trae :

(20) | d—u—-\/kcn zdnz——\/k\/l—(}c-f—k) 2 ub,
du 1 4 0,,(z) 1 d@, ,(z) O, (3)
) T=7 ag e T (000 22 — 0, 22

? dzé)m(z) . a4’ .(2)
: )( o) L8 o )

= 4igr® Of’o z . dz?

_ w? (ﬁ_}_ 2 dO,, (z) du
T A4qn\dZE 0, ,(2) dz a

dalla equazione (5) del n? 14. P. I:
dk kK%
(22) e

Sostituendo nella equazione (19) i valori (20), (21) e (22), abbiamo :
a’U 1 - 1 dU
haling _— =12 4 2__ P 2112
du"[l (Ic—i—k)u -l-u]—l—(n 1)u(k+k 2u )d -+ 2n’k
4+ 0’ (0*—1)u’U = 0.

U



Pongo :
i
onde :
de k® K
(ﬁ—=——?-, F=a2—4
ed ho : .

RN N LU L,
(23) (1—au+u4)(—1—1—‘?+(n—-1) (au-‘—-2u)a-;t+n(n—'l)uU
L dU

I 2(902 bl

= 2n°(2"— 4) iz
Sostituisco il valore (12) in questa equazione , ed eguagliando a zero i coefficienti
delle diverse potenze di u, ottengo per la determinazione dei coefficienti A,, A, , A;...,
le seguenli equazioni : :

A, =0 ,
3. 4A,+n'(n*—1) =0
5.6A;-+ 4(n*—4)A,x =0

7.8A4+ 6(n2—6)A30¢ -+ (n2—4)(’nz-— 5)A2= 2n’(a2—4) %
(28) { 9r@r —1)A, + 20 — 1)(*— 2r - 2)A,_,
’ dA

+ (n*— 2r + A)(*— 2r + B)A,_, = 2n*(P—2) ==

...............................

...............................

?i-;’l
2 3A,,L +(—1) 7 n*n*—1)a = 0
2
Cosi per n == 3 abbiamo :
A,=0, A,=—6, A3=/l«

e quindi dalla equazione (11):
3 — Aau® 4 6ut — ub
1 — 6ut 4+ 4ous — 3ub

sn3z = snz
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L’equazione (23) fu data da Jacobi senza dimostrazione nel Volume IV del Gior-
nale di Crelle.

8.
q . . - . z .
Se poniamo nella equazione (11) del numero precedente p in luogodin e - in

luogo di z, abbiamo :

2

and IZ 2_5 % ’ 2=t
p—t zk2 - —;—Ak2 sn” — 4+ ...+ (—=1)*p
(1) (—1) snz = sn . P P
1 AR S (—1) T pk Tl
p P

. B . . z . . z
Risolvendo questa equazione di grado p* rispelto a' sn =, otleniamo sn— espresso
q q g p- 1sp P ?

in funzione di sn z, ossia avremo le formule che danno la divisione dell’ argomento
delle funzioni ellittiche per un numero intero, reale e dispari p.
Le radici della equazione (1) sono le p quantita che si ottengono prendendo nella
espressione :
0 2 -+ 2rw -+ 2s0’
4

per r ed s tulti i valori interi e reali minori di p.
Infatti, mutando z in 2 4+ 2mw + 2n', essendo m ed n due numeri interi e
reali qualunque, il primo membro della equazione (1) non muta, quindi non deve

(2)

. o Sz, . . .
mutare neppure il secondo, e per cid, se sn— ¢é una radice della equazione , ne sard
p

. z 4+ 2me + 2ne' . P . -
radice anche sn . Di questo numero infinito di radiei soltanto p*

p

sono differenti, essendo necessario e sufficiente, affinché sia soddisfatta I'equazione :

P p
che si abbiano le due congruenze :

N 2 +‘.2mco + 2nw' nz —+ 270 —+ 2s0'

m

r
n = s (mod p) .

i

Quindi avremo tutte le radici della equazione (1) prendendo per r ed s nella espres-
sione (2) tutti i residui differenti rispetto al modulo P, 0 anche tutti i numeri in-
teri e reali minori di p.

Dalla equazione (1), per mezzo delle note relazmm tra le radici e i coefficienti,
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si deducono immediatamente le formule :
3) ]i_lr pi: sn(z-—l— 21‘(0—{-28@) —penz,
) y 4
)_1—_(
n pﬁ: 'ﬁ: . (z + 2o + 2sm') — ()T 02
o o p p—1
k_z"

Supponiamo ora che p sia un numero primo e passiamo alla risoluzione della equa-
zione (1). Per determinare algebricamente le p* radici (2) di queste equazioni ba-
stera trovare il valore della nota funzione di Lagrange :

0 z2 = 2rw -~ 280’

p—i p—i
(5) Lm,n(z) = Er 2: “mr+ns §
o o Y4

’

dove « ¢é una radice immaginaria p*™* della unita.

Sostituendo alle funzioni ellittiche i loro valori espressi per le funzioni Jacobiane
dalle formule (1) del n® 2, riducendo allo stesso denominatore, sommando ed indi-
cando con N, .(z) il numeratore che sari una funzione intera di 2, si ottiene:

N....(2)
—1 p—1i "N
’hr ’i'I, 0, o(z ~+ 2re -+ 2Sw)
0 p

Ma, ponendo mente alla equazione (6) del n® 45. P. I, si ricava:

p=1 p—1t 2 "800’ ‘

II, H, 9,.o(z, +are + 8&)) = e+t ex,o(z) ’

p

dove @ e b sono indipendenti da z. Onde includendo la funzione intera e=**~" nella
funzione intera N, ,, avremo :

(6) me (z> =

L,u(z) =

0

N,...(2)
| 61,0(3)
Ora dalla equazione (3) si deduce facilmente :

-l (L—H ’—’ﬂ

(1) LanG+o)=—a L @), LoG+o)=d 7 L,.G).

Sostituendo nelle equazioni (7) il valore (6), osservando I’ equazioni (4) e (5) del
n? 6. P. I, e ponendo:

si oltiene :



(119)

. 4mni
Nopn(z 4 @) = — e 7 N, .(2),
Nm.n(z -+ m') = _—‘e—.:{[ 2(5_?%9)4-&'] ,Nm,n(z)‘
Ponendo :
‘ fmntz '
Nm,n(z) = e P¥ V(z -+ M),
p
2mew'— 2ne”
U == F e,
’ P
abbiamo :
b i{4
9) Y+ o) =— V@), Vou+o)=-—e =y,

ed essendo V(u) una funziene inlera di u, sard :
V(u) = Am,n ol.l(u) ’

dove A, , ¢ indipendente da u. Quindi avremo :

) 4mniz 9 ' oan
Nm.n(z) = Am,u e el,l(z +—132—(:)_-—_—£)’

p-
2me'— 2ne
2+ P ( 2mew'— 2nw)
snl 2 -+ ———«——1}.

01,0(2) P

hmmniz 0 150

(10)  Lypa(z) = A, e 7

'
Per determinare A, , pongo nella equazione (10) z —!—1—722 in [uogo di z, ed osser-

vando che si ha dalla equazione (5), ponendo mente alla equazione (14) del n?® 2:

PM' _ p—t vp_‘ amj-+n:
Lm.n (z + _2’“)— gr ?s ( Urw — 28&)’) ?
ksn{z + ——

P
e dalla equazione (10) del n? 10. P. I: ‘

' ' Pt T matanat B —
el.o(z+2m&);2nm+pl)=(_l F) e Q(P +2 t—2nut+ 6 )9"‘(2-*— 2m&) p 2"@),

~—

2
! p=t (o P
ou(+ )= (=17 e o,

oltengo :
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: ' 2me'— 2nw
p—t p—i amr+n.r ’ fmniz 91,0 % - —————
2 2 ‘ = 'Am ne P P ‘
" Lok z + 210 + 280’ : 0,,0(3) sn z
sn b 120 ,

Moltiplico i due membri di ques@a:eqﬁaziohe per %, pongo z = 0, ed ho:

>

- 2mm'-—— 2nw
“y 9!,0(+—_)
1=A,, P

, P9:,0(0)
onde : :
A —POl® ____ p
e (2moo'— 2nm) (2mw’—— 2nm) g
O\ ——— Y
p p
e quindi: .
8 ’z + 2me' — 2nco)
fmniz 1,0 -_— I
Lm,n(z) = pe pPa 1? Sl’l(% - M) .
2mw — 2nw P
9x,o(z) ex,o(T)

Prendendo per o il minimo intero positivo che sodisfa alla congruenza :

mo —+ n = 0(mod. p),
e ponendo :
w4+ ow
(11) Ty = ———
p

avremo :

fmriz 0

(12) L,,,,,,(z) = pe_-;r l:o(z -+ 2qu)

01,0(2mw,) 6,,0(2)

sn(z -+ 2mw,).

Ora sia:
H I3 .

dalla equazione (21.) del n° 18. P. I, avremo :

p—1
z A ) a2
(14) 9"°(M’ X) = 67, (3) II‘, (1 — K'sn*2tw, sn’s).

Le equazioni (11) e (13) danno :
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w, = O'= A'M
quindi : ’
| -2’"’"(,, + amAl) z A 3 - .
(15) e A4 Y 9,,0(1\—4 ) I):_— 0, o (z-+2mw,) I}(l—k sn’2tw, sn*(z+2mw,)-
e ponendo z=0;
(16) e * =16,(2ms,)I,(1 — K sn’2w, sn*2ma,)

i

Dividendo la equazione (15) per il prodotto dell’equazioni (14) e (16), otteniamo :

6;,0(2 =+ 9mw,) _hmmis B[P (] kPsn?2t, sn*2mw,)(1-Ksn*21, sn’2)

= pe z P
0, ,0(3) 0,,0(2mw,) ¢ {I‘ [1 — K'sn*2tw, sn’(z + 2muw,))

e quindi, ponendo :

5 (1 — K'sn*2to, sn’2mw,)(1 — K'sn’2tw, sn’s)

2
=T
Hit 1 — Ksn*2tw, sn*(z -+ 2mo,) mon(2)s
avremo : | |
é 2 — 2n p—=1p—i N z+2r 9
(17) Lm,n(z):P\/Tm’n(Z) SD(Z -+ _,n.z_wp__—&))zzer 3. e Sn(——————%ﬁ)
0

Dalle p* equazioni che si ottengono dalla equazione (17) dando ad r e ad s tuuti i
valori interi e reali minori di p, si ricava facilmente :

! p~1 p_y . ' 2 T 2
(18) p sn (z+ 27‘;"—28@ )= Eompzon a—mr+nssn(z -+ mo p n&)) r / Tm,n(z)v ,

che da le p* radici della equazione (1) espresse algebricamente per snz , e per le
2me'—
p°—1 quantita snM , le quali sono radici della equazione di grado p®—1,
che si ottiene dalla equazione (1) ponendovi z = 0, e della quale tratteremo in se-
guito.
La formula (18) ¢ dovuta a Jacobi che la pubblico senza dimostrazione nel Vo-
lume IV del Giornale di Crelle.

9.

Passiamo ora a determinare tutte le funzioni ellittiche che sono razionalmente
esprimibili per una funzione ellittica data, colla sola condizione che I’ argomento di
quelle sia una funzione lineare e intera dell’argomento di questa; cioé proponiamoci

16
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di determinare M, N, X e le funzioni razionali e intere Sfed F in modo che sia :
k) ]
1 ) — L@ k) ]
(1) sn(Mz + N, 3) F [sn(z, )] |

La risoluzione di questo problema costituidce la irasformazione delle funzioni el-
littiche. ‘

Mutando z in z 4 20 oppurein z -+ «' non muta evidenlemente il secondo mem-
bro dell’equazione (1); quindi non dovra mulare neppure il primo. Pertanto 2Mw ed
Mo' dovranno esseve periodi di sn(z, 1); e indicando con A e A' cid che divengono
» ed o quando si cangia k in 1, avremo :

(2) Mo — 2a2A 4 BA', Mo'= 27A + 3A',
Mutatido % it » — z il secondo membro della equazione (1) non mauta, quindi now
dovra mutaré neppute il primo, ed avremo :
sn(Mo — Mz + N, 1) = sn[Mo + 2N — (Mz + N), 3] = sn(Mz + N, 2),

onde :

Mo + 2N = (2p + 1)A~ ¢A,

e sostituendo il valore di Mo tratto dalla prima dell’equazioni (2), si ottiene:

A A
) N=(2+1—0F + (29— 07
dové p e ¢ sono interi e reali qualunque. ‘
Risolvendo I'equazioni (2) e ponendo :
' Cwd — fy=A4A,
abbiaino :
i 20 20w — B A" a0’ — 2y
@ w="=3 - W= 3

Ora tatti i valori di z per i quali non muta la funzione sn(Mz -+ N, 1) sono dati

dalle due espressioni :
!

[ {
z+2m£+m’é=z+2(———ma mY)m-%—(———-—am pm)

M M A ' A ’
A , A" 2N (nd — n'y) (e ~—np) ,
(2n+’l)M+—n W—H—z=w——-z+2 3 © = 3 ®.

Quindi le radici della funzione intera:
(5) F(x) sn(Mz + N, ) — fiz)
saranno date tulte dalla formula :
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(65 x=sn(z+2@ﬁ%@ﬁm+(?’ﬂ—;ﬂm')~

Osserviamo ora che ponendo le congruenze :

mé—mygeEt, ma— mB=s (mod A)

abpiamo :
at + ys =0,
e prendendo :
o -~ ”w= 0,
si oltjene :
$ = rt.

Dunque i valori dati dalla formula (6) si riducono ai soli A compresi nella formula:
x =sn(z -+ % (20 + ro'), k)

dove a ¢ si diano successivamente i valori 0, 1, 2,...A — 1. Quindi le radici di-
stinte della funzione intera (5) sono A, e poiché questa funzione finché z conserva
un valor generale non pudé averg radici eguali senza che f{x) ed F(x) abbiano fat-
tori comuni, che si suppongono tolti nelle formule (1), A sard precisamente il grado
della funzione (5), e quindi tanto fquanto F non potranno essere di grado superiore
a A, e una di esse sard certamente di grade A.

Gominciamo da considerare il caso in cuoi si ha:

Le due funzioni fed F saranpo di primo grado, ciog¢ ponendo :
(8) y==sn(Mz-+ N, 1), x = sn(z, k),
avremo :
1 + Bz
®) y=AMra

Qui occorre distinguere due casi, sepondo che nella relazione (2) 8 ¢ pari o di-
spari.

12 Sia &' un numero pari eguale a 26. Popiamo :
A=M2, AN=MQ;
avremo dall’equazioni (2) :
(10) o =aQ +FQ, o= 240+ 0"

Se § ¢ un numero pari, dall’equazione (7) si deducono facilmente le congruenze :

(11) a=1, =0, 2 =0, J=1(mod.2).
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Quindi togliendo dal valore (3) di N i multipli di 2A e di A' che non mutano il
valore di y, resteranno per N soltanlo i quattro valori essenzialmente distinti :
' AI .A.,
= == _A_ s T e [~ .

N=0, N N 5 N 5+ A
Quando N = 0, 'equazioni (10) e le congruenze (11) ci pongono precisamente nel
caso 47 del n? 16. P. I, e quindi dalle formule (17) di quel numero si ricava fa-
cilmente :

N=FK, sn(z ) = sn(z, k).

Per gli altri valori di N bastera rammentare le, formule (2) e (14) del num?® 2, ¢
avremo nelle formule (8) e (9):

N=20, y==zx,

N=A, y=—uzx,
19 A=k, M=1, _____1}'_ =i
(12) N 5 ] T’

A ' 1
T —— A_, T e ———,
N 2 + y kx

Se #'¢é un numero dispari, avremo le congruenze :
(13) a=1, =1, 29=0, J¢=1 (mod. 2),

e le relazioni (10) colle congruenze (13) ci porranno nel caso 1° del n? 16.P. I;’
onde, prendendo N= 0, dalla formula (14) di quel numero si ottiene : ‘

/ 1
| N=A, y=—kx,
!
(14 At
) N_ 2’ Y75
A 1

2° Sia # un numero dispari. Togliendo dal valore (3) *di N i multiplidi e 2A
di A', con che non si muta il valore di y, avremo i soli quattro valori dintisti:

A A A A

(15) N=(—az+7, N=(1—-a5+1+4,
A A AN

N=(1—- a)g-——-—p Nz ('1 —a)g'———[ '+'A.
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Ora la funzione : .
A A
sn (Mz -+ (1 -—a)§+ T l)

si annulla prendendo :

— ( 1 ;A-_ A" — Ma 1 ® 1 "o
Z—.— o~ )2M—-m—— 7+ (a—- ) §+ ﬁ( -—-a)*—a)A,
e diviene infinita quando sia :

A N o o
Z = — (a—1)2—M+-2—M-———- —(7+6(a—1))§—(ﬁ(1 ——ac)——a)z';

quindi nella formula (9) avremo:

sn[(y + 8 — 1))2 + (ﬂ A — o) — a)%'].

Dalle formule (2) del num? 10. P. I si ha:

\ n(c+l)
<n w'+‘pw'+ g\ 1° —200
43 2] Vk

¥

(16) C= —B =

(2R T)(Repepete Ty
2

n{2n4-2p4-1)

(—a)er g 2

iV

. (2n4.1)(n+p+l,
2

2‘0 n(u+1)

[

S|
b~ Q

3

(2n—1)(n—p—1)

Ll

(n—p=1)}(a~+1) 2
3 ()T g
—00)

quindi :
! ! yade2(p+1)g41)
o pw on TP
7 i+tety)=—g
(17 sn(4+2i+2) 7F
Ponendo : ‘
e osservando che si ha B +-1 = 0O(mod. 2), I'equazione (16) diviene :
(18) C=—B=1¢¢/k
dove :

e=— y -+ d(1 — a)(B -+ 2)(mod. 4),
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e la equazione (9) prende la forma:

| 1 — & ayk
(19) y=ATrvak
Pongo z = 0, ed osservando la formula (17), ottengo :
gite
(20) A= W ’
- w alA A
Facendo 2z = 5=9 -+ -’ avremo :
A B+1 A' e — “yk
onde quando ﬁ_;- 1 é pari sara:
A _ e AR 1+ YR
Vi 1 — Kk’ 1 —a/k’
e quando ¢ dispari :
1_ e 1 — &k , A = gata= 1 — &k
72\ 1+ ¢/k 1 — &k’
e quindi in generale : | '
@+Tx'-1 -+ (_1)6;};‘/]{ (Be1)(1400) 1_*_(_1)&21!2-5‘/]‘
21) - = z(—l)(H‘a) : s A=(—1) * )
‘/ B+1 ,@+x
1 —(—1)? ¢/k A—(—1) 7 iy/k
Per determinare M derivo rapporto a z l'equazione .(19), ed otiengo :
A N
(22) M sn(Mz -+ (1 — &) 22 )dn(Mz -+ (1 — a)2 + 1)
25k A '
i +i¢kazcnzdnz

Pongo z =0, ed osservando che dalla equazione (17) si ha:

e quindi :
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en ((i );&—G—A’ ) 7 \/“—2—“;:27‘1,

anl—-a)A 2, ) V1 — 7%=

la equazione (22) dara :
M1 — 4= )) = — 22t/

e riducendo colla eqilazione (21), ottengo :

oc-l-'e“lz '@'“
(23) M= (—1) 22<1+ 22&/1:)
e l’equ'aiion’e (19) diviene :
. i?+t V
By 4 (—1) Pk 4 — & ayk
L . —_— 2 .
(24) y=(—1) o TEEay
1—(—1) &k
Quando N ha gli altri tre valori ( 15) valgono sempre le stesse formule (21)

oo 1
(23) , e soltanto nella formula (24) si deve sostituire — y, l_y— ly ad y.

Pertanto quando B ¢ dispari avremo quattro sole trasformazioni lineari differenti,

€ioé :
e [(1—k 4 _ 1+‘/k 1=+ zy/k
1“(z_ﬂ/k) M=3 4+ ks g = F Ik T ayk’
s (VRN i LA—VE 1= ek
- r= ( \/k) M=50— vk y= = Tk T ayk’
—iy/k 3 Ak A =dnyk
N (1+z¢k) M=g@+i/k, y= T A—iyk ik’

s 1+q/k). b g _ A=k =ik
V= (1_—"5’\/"k M=50—ik' y== =k ey

Le formﬁle (12), (14) e (25) danno tutte le possibili trasformazioni lineari, e se ne
hanno soltanto 6 differenti per i moduli, 24 per i valori di ye 12 per quelli di 3*.

10.

Consideriamo ora il caso in cui & :
(1) - ad — By = p,
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¢ p numero primo. Poiché Ia sosliluzione (2) del numero precedente, come abbiamo
dimostrato nel n® 19. P. I, equivale a due conseculive, una di primo ordine e I’al-
tra di una delle due forme :

@) o—p2, =0
(3) w=Q, w = 2pQ —l—pQ';

dove p ¢ un numero intero e reale minore di p, si potrd sempre riguardare una
trasformazione di ordine p come risultante da una trasformazione lineare e da una
trasformazione di ordine p nella quale I'equazioni (2) del numero precedente abbiano
la forma (2) o (3) . Pertanto ci dovremo limitare sollanlo a queste ultime p -+ 1
trasformazioni. .

Sia p = 2. Per la trasformazione in cui ha luogo la sostituzione (2), dalle for-
mule (22), (24), (25) e (26) del n? 17. P. I, si ricava facilmente :
sn(a, k) cn(z,.k) 1 —F

do(z, k) "= TTE

(S

(%) sn[(1 + Kz, 2] = (1 4 K)

Per la trasformazione nella quale si ha « = 1, f =y = 0, ¢ =2, dall’equa-
zioni (8), (14), (20) e (21) del n® 17, P.1, si ottiene:

; ‘ (1 + k)sn (z, k)
sn [(1 +K)z, 2 | = o k)snz(z, B
cn(z, k)
1 + ksoi(z, k)

A+ ksn’(z, k)
T 1+ ksn(z, k)

| en [(1 4+ Fk)z, 2 ] =

dn [(1 =+ k)z, 2]

L 2k gLk
T 1+k’ Tk

Ora sia p un numero primo dispari qualunque. Le p + 1 trasformazioni di or
dine p corrispondenti alle sostituzioni (2) e (3) sono date immediatamente dalle for
mule dei- numeri 18 ¢ 19 P. 1.

Dall’equazioni (14), (15), (16) e (17) del n? 18. P. I, abbiamo :




sn(z + to )

o (i)
M. Pl—f sn (tw,)

(5)
NES ) ten (z -+ tw,)
M, ot (tw ) ’
anfZ2 rﬁidn(z—{—tw)_
,’ o dn(ts,) ’
e dalle formule (20), (21), (22) ¢ (23) dello stesso numero :
2,
sn’(to
) = <,
M. sn (M,’ “) st ZI}t 1 — K*sn’tw, sn’z
=t — dnz'tw’ sn’z

z
( ’ ’) e 1 — K'sn’to, sn’z

essendo :

(9)
(10)

(11)

dalle quali si trae :

Fer'ts,
Pt ] — ———sn
2 dn’tw,

©' 420w

G, = —) C W, = H
P

Pt
=L 3 en'ts
M, = (—1) t o, ) c2 ’
¢ Sn'to, dn'tw,
P—l
8
© eD°tw,
= k*? H
¢ dnbiw,’
t_‘
' 1

= k' 1I
‘ dn’te,’

17
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p~4i

2 P=t  p—y p—l )(_
M, IIsn’w, = (—1)° M, Hsnta =(—1)°* \/lf’;’
N :

p:i;
(112) 2 R . p—1i _ Zu’ k!P
I}cntw,_ Illcntw,,__ TR

= p—2 IT7%

Hdn’te, = O dn to, = \/ -

L 1 X,

Onde P’equazioni (7) divengono :
z kPt
sn (Mc ) l,) =V If’, sn(z + 2tw,),
' z . A kP =t
(13) cn (—M;, )«c) == \/A G H en (z +2tw,),

R,
dn " Ac) \/k”’ I, dn (z +2tw,).

Riducendo 1'equazioni (7) colle formule (12), e ponendo :

glm

u=—snz, v=-¢nz, w=—dnz,
abbiamo :

P4 p—i

ug-(u2 sn’tw,) A sn e, 2 HT u !
—_ ©,) — T — —_————} =
1t G kM, . y a 1t kg Snztw, 0 )

p—t
= ) =ty % 2. dn'o,
(14) { v II,(»*— enc’to) — (— 1) * kM,,cn (E, },)l}, (v —_ m) =0,

i

oy =0T s \E :

2 . — 2 2 Nt

I, (w*— Kdnc’ts,) — —— dn(w, A, } IL {w?— 2%
v lt(w ¢to.) M, " Ma, ) Suztw, -

Ora poiché queste equazioni non sono altro che I'equazioni (13) poste sotto al-
tra forma, é chiaro che avranno rispettivamente per radici le quantita:

sn(z + 2fw,) , en(z +2tw,), dn(z + 2tw,),
p—1

dove per ¢ si prendono tutti i valori interi non maggiori in valore assoluto di 3.
Quindi per le note relazioni tra i coefficienti e le radici, avremo :



[ % sn (=, 2 | ’,E%i- sn(z + 2iw,)
ATH M) lof
M, e ’

2
ety =

Dall’equazioni (20), (21), (22) e (23) del n° 18. P. I, abbiamo :

p—t y
2 = (1 1
] = = 67 : T
M. 1,1 (Ma )‘u') 91,1 (Z) r{‘ (snzz sn22tw,) ’

"t
6 (-z—, x) — ¢ _(3)1I, (1 — Ksn 2w, sn%)
- Tno Mc 4 1,0 1t G ’
=1
X | K’ 2t
Bl o> 2o ) = 6 (2)11, e, — ——— )5
O'I(M, c) 60,! (Z) L en Zt (dn 2 CIl2Z )

—1
e 2z 1 k%sn® 2o,
Go,o(ﬁc , lc) = GZ,O (Z) I;It M(cnz 2tm', —+- ———d;l—i;——) .

Derivando logaritmicamente queste equazioni, a cagione dell’equazione (1) del n® 4,
si oltiene :

% . Z 2cnzdnzsn® s
2 oY= s
Zl.l (Mc c) p Zl.!(z) + E‘E sh Z(Sn2z —_— sn22tw,) ?

1 “ % = 2Ksnzenzdnz sn’2tw,
_,Z"° (-NT, ) =P Luol) — 21’ 1 — K’sn*2fw, sn’z
p—1
1 'z & 2k7sn z dnz sn’2iw
— Zoa ) = —_ s,
. Lo, ’(M, ’ °) P Zoa(z) ;' cn z(cn’z — sn*2tw, dn’z)
p-—!.
1 z 2k°K? sn z cn z sn’ 2tw,
=2 =, 2 Z .
M, °(M,’ “) =P Zo,o(3) + z dnz (do’s — K’sn*2¢w, cn’z)

e riducendo coll’equazioni (19), (20), (21) e (22) del n° 4, si ha:



(16) Zx,l("l\% 4 Ac)‘z Et Zl.!(z -+ 2“30) ?
AR
1 z L—z.—l :
00 g () = 3 Bk + 205,

dove p e v sono eguali a zero o all’ unita , ma non ambedue contemporaneamente
eguali all’unita.
Denotiamo con Y, e Y, le quantitd alle quali divengono eguali »n e «, quando
st muta k in A,, e determiniamo le relazioni che esistono tra Y, , Y, e u, «\.
Sostituendo nella equazione :

p—1

M!: Z”°(Mi,’ l,) = pZ,,,(x) — 2k’snzcnzdn zzj,

il valore di Z,,, che si trae dall’equazione (15) del n? 12. P. I, abbiamo:

Y.z x,"“(Mi’ l") nz ! oy
o c N 4 -{-->—c-‘-’i---2kzsnzcnzsnz2,1
[

—MZ,A, + Z - ® X1,0
X0 ﬁ’ le:'
Dividendo per z, ponendo z = 0, osservando l'equazione (12) e Ialtra:

dimostrata nel n® 12 P. I, si ottiene:

Snztm',

1 — Ksn’to, sn’z

sn’tw,
— k’sn’tw, sn*%

2_—-

. rtop: i
Y, _pn (—1) 2k A

(18) —_—Mzc A M, k_”,
onde :
, =t
(19) Y= pM,n + (— 1) 2k 0\ / 7>
e 2w Z_: )
(20) Yw = (——1) Mw‘fl -+ T k—’;

Sostituendo i valori (19) e (20) nella -equazione : -

Y‘ ‘A',d' — Y’Q. .A.¢ == 27['2' ’
abbiamo .




(133)
ld‘

WV

2=t &)’ (O]
@1) - Y, =M@+ )+ (—1)° 2k“’( makd

Pt Y
(22) Y.=(—1)* (Mw pn' -+ 2k’ \/kL”) .
La prima equazione (17), ponendo :
(23) ‘ u = ksn(zk),
prende la forma :

i 2 2cnn2
u’— kK'sn’to,

% F1
Vl, sn (—NT;’ 1,) = qut 1 — k2 sn2 (tw‘,) u2 3
(=)

W+ Bl Bl P+ ... + B

»

(24) ‘/xc sn (Mia') Xcr) =1u (p—l.

2

1+B. v +B,ut +~...4+B; )u”“‘

=) _ 1 /A
(25) Bc —M; \/E"

Ora, dalla equazione (21) del n? 18 P. I, abbiamo:

z p ;.2 1,2 (E:'L') —
91,0 —M_,kﬂ’ _—"'ex,o(z) 1+Bau+Ba{u’+ +Bc2 urt ’

la quale equazione, osservando la seconda formula (16) del n 10. P. I, e le rela-

zioni :
=t

) raiial
KU') Mws(—ll) ’

(26) M,

[

¢ ponendo :

[

P

r =t
e - U=y\/pe (1B BT )~

dara :

A u,

r 7

pva+|

Q

p~t

(28) @n O(ﬁ_ ? lc) = (]%T';) ef,o (z’ k) Ug ’

.
p—1

0 o) = () O bl
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B Wy &) [,
(29) _A"“\/k'M,’ A=\ o

Dalla equazione (3) del n? 14. P. I, ponendo mente alle relazioni (26) ¢ all’
equazioni del n? 19. P. L. :

1
=« q” s q,= q”
abbiamo per tutti i valori di o:

9, (=
ro,,(55 1)

™
dz + 4pqm—2

Sostituendo il valore (28) o (29) secondo che ¢ ¢ finito o infinito , effettuando le
derivazioni e le riduzioni come nel n? 7. e ponendo : ‘

(3’1) o = k+%9
si olliene :
da’U du
— qu® 4 ki — — 93y ——C
(32) (1 at -+ ut) o -+ (p — 1){au — 2u°) i
: dU
+ plp — V)u*U, = 2p(*— 4) v

Sostituendo nella equazione (32) il valore (27) di U,, si ricava:

dA,
de

1.2 A, = 2p(— &)

dA’,

3.4A" 4+ 2(p — 2)aA’, + p(p — 1A, = (e — 4) -

’

"

dA,

5.6 A + 4(p — A)(=A!+ (p — 2)(p — B)A!, = 2p(e'— 4) —

(33) . . . . <
2r(2r — 1)2A” & (2r — ) (p — 2r — 2) «A"™ +(p-2r+ A)(p-2r+3) A

Cre=2
. . dA,
. = 2p(a”— 4) 1
: Pt

dA,*
da

”

p—1 P—3
2

(p— 1)eA,? + 2.2 A, = 2p(a*— 4)
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Dalle formule (11) del n? 13. P. I, ponendo mente alla formula (3) del n? 14
¢ all'equazioni (16) del n? 10. P. I, ed osservando che ¢”, = ¢, si ricava:

T T
d log \/_'(;1 o dlog\/l—, X YA

dg - 4qr®’ dq - hpgr®’
- , .
TV _ L L+ AA,
dgq T \/)\ A, ltpqrc2 ’
3 vy
d log \/ o i Bo)a O '0'3\/7{; (Y, 42 A)A,
dg dgr® ’ dg o Apgr® ’

onde, sottraendo queste equazioni una dall’altra, e sostituendo il valore di Y, A, tratto
dalla formula (19), abbiamo :

X, ":
dlog \/k'M P \/ 3,

dq 2pqr” Y KM,

2 : '
d log \/ — _
] kM, —u 1)1}21 kz 2 \/ A, Azc . pw2’
k

dg 2pge V P, T dpge

1
d 105 \/M;— ( B 1)})%& k2e? \/ A, )\20 Az6 __pkzwz

dg 2pgn® V kKPM?, -+ 4pgr®

cd, osservando che si ha: '
i . d da dk . Kt%?® d . (— &)k d
dg  da dk d¢  2kg7* da 27 dax

st oliiene :

Mo
“\/m _ (- VAR

2 — ———
p(“ 4) A \/ P M2 M2, )

A
. d _°
34 . \/kM o, 1 1 2,
B T I e e A=tk (S 1Y/
* kT M,yM, ¢ :

1
Wk

| M, ’%ﬂ'
P — ) g = (=) \/ 7=, (p k‘M‘)\/M
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Modificando convenientemente la dimostrazione si trova che queste formule val-
gono anche per ¢ = .

Ora, essendo:
2, A,
A, = \/k'M A, \/kk' N, ’

I’ equazioni (34) ci danno il modo di esprimere le derivale successive di A, e di
p—1

A ® prese rapporto ad a, per mezzo di yk, vk, /3, X' ed M. Quindi dall’equa-
- zioni (33) potremo trarre i valori di A!, A!', .-..espressi razionalmente per que-

ste quanlita, ed una equazione algebrica tra le medesime, essendo I'equazioni una di
pitt dell’incognite.
11.
L’equazione (24) del numero precedente, ponendo :
x = sn(z, k),

ed osservando P'equazioni (23) e (25), diviene :

(1) x? ‘/kl’ kkk/[k (1\; 5 ),)xP—t A — ‘/), sn(-Mz—, )‘C) =0 -

Poiché questa equazione equivale alla prima delle equazioni (15) del n® precedente,
le sue radici saranno :

(2) snz, sn(z+ 2m,), sn(z -+ As,). .. sn[z + (p — 1)s, ],
ed avremo :
= A, 3
20 sn(z + 2rw,) == k—Msn (E’ A¢> .
Prendendo i p—+1 valori di o, sommando e rammentando il valore di », , abbiamo:

ES sn(z -+ 2rw,) ——psnz—i—-pzi ( | 2mw-—;2nw))

=2 pi (i %)

ed a cagione della formula (3) del n? 8

z

A
(3) sn(pz):—snz—}—zm—; SD(M_,’ )\C).
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Per rlso}vere afgebncamente I'equazione (1), bastela determmare la funzwne di
Lagrange delle radiei (2): :

Snmﬂ

" (4) L,,.( -—2,,, P sn(z +2mw)‘ )

‘ Espnmendo le funzioni elllttlche per le funzioni Jacobiane, ed osservando la for mula
- {15) del n? 18. P. 1, abbmmo

) L) =@

z *
, ex,o(MG ’.1«7)
dove N, (%) & una funzione intera di z. :
Ora tra i periodi corrispondenti al modulo 2, e quelll corrispondenti al modulo
k esistono le relazioni :

w’ A’ ® ! A

!
. =2 % __ e —_
. P“:"""2G', Mc_ng, ® pw’ M”_PA.,,
McAa' = W; , Moo A;: “‘)r" .‘.;-
M,A,i=‘w, M A, =135;

ossia per valori qualunque di o finiti o infiniti :
(6) MA"-—p.a,—}-—vw’, T O MA, =, +po,

dove p e v sono eguali uno a zero e Paltro alla umta, Iu_—-—-O soltanto per =0 .
Potremo anche scrivere in generale : : '
‘ o, .

(7) 5, — o Se

dove r = 27, s =1 ‘quandd o ¢é finito, ed r =1, s = 0, quando o — oo .
Pertanto dalla equazmne (4) avremo : ' '

L, z4+MA)=—¢ 7 L,.(3),
(8) | : Gunmni
Lo, oz 4+ M, A) =e 7 L, .(2); .

e dalle formule (4) e (5) del n®6.P: I,.s-i rileva : :
E 18
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0.l %Lf;'_’, 1,)_—_ a,,o(ﬁ-, A,),
. ' ) ;l'ri 25

. - +A‘)
z 4+ M, A, Ay, T 2z
61,0 T’ )‘a' = e L 91.0 ﬁ’ )‘a- .

Mediante le formule (8) e (9); dalla equazione .(5) si ottiene : _

©)

13513

N, . +MA)=—¢ ? N,..(),

) ) 2n ]
(10) ) __Z__:[(_i_ l;’)+AI] )
Na. a{% + M, A,o‘) = —e e Nv.n(z) .
Poni ymo : —
! A'ra_‘ Aa z ’
(11) _ ‘G/cs v: 7 ok KR xé"":‘Mf;_F 2nwc,
‘ lwu‘niz
- (12) N,a(3) = &Moo i(z,, )
e dalle equazioni (10) avremo :
' / Y&, + Ag) = — $(T,,,)
. ‘- - s _:"A_: (3-“-'5-,1. + A'c) . ’
. : q‘(“’hn +,A¢) = .,._ e ) . ‘p(xa, n) ¥
e quindi : ‘ |
$(y, n) = Cv,n 9;.,‘ (Zoyn s A} = Cw,n 8., 1(_1\%~ + 2”_3’:: y )“')) .
Sostituendo questo valore nella equaziome (42), e il valore ottenuto per N, .(2) nella
equazione (3), si ha: ' S '

) :;VTZZ ex,l(h—zf' + 2",13", ? Za‘)
(13) L,, n(z)f = Cc’ g As 5 ‘

- " z
| | af’o(mﬂe)

Ora, per determinare C,,,, osserviamo che dall'equazione (4) si ottiene :

;_ Bm-:ml ‘
) w 4 =t e P
L,,,,(z + 5-) T TR 25"‘ k sn(z + 2mw,).’
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e quando s =1, ed r = 2, essendo p un numero dispari, P zl 0 _?pT——i . sard

intero, e quindi nel secondo membro délla equazione (4) vi sard un termine in cui

R

p — 3 C o
m—_——’—)j——! oppure'm=p.4‘ ,epmqheSIha:

p—1\ _ | =] re4se') (1)
sn[z —+ 2(T)w, -+—-" 2] = 8h (z -+ 3 )-_ i sn!z~’

3p—:-"l o a, | \ rm—l—‘sw" (=)
Ao

. *‘L,,n(z + —cf—)= =2 T,

sara :

2

,essendo T(z) una funzione che non diviene infinita per z = 0: e poiché¢ delle due
qnanma pev sempre una € nulla e una eguale ad uno, ed r ¢ pari, ed s =1
quando v & nulla, avremo in generale :

. - . aunmi
Al) = il WP R .
() Lo MAY) =Lz 250 — oy 100
Ma dalla formula ('10),del n® 10. P. I, si ricava: ' |
g . ' VA t 'o' -
A S s
Gl.o(ii];l_“_.ﬂ ’ R,) =i/}, € M, : et.!(Mi’ 1,)) ~ .

(15) |
i z - o A’c
E‘ (M— + MW, + T)

2+ M, A’ - ) z '
9‘“( Mu‘ =+ 2no, , )—- ‘/’ 9,. O(W-*- 2w, , ),)c
e qumdl ponendo nella equazione (13) 2 + M, A’, invece di z, mediante le formule -
(14) e (15) si ottiene :

nymnez ‘ z -

[;'m:i; eim(m + 2no, 7%)
. - .

A, 0 , i As

. 1 'I(Mc 4 )

Moltip’lico. per —1\—:—‘;' e ponendo z = 0, ollengo :

(_1)¢ (Z) = C‘c‘ n

ksnz

A .-
G = AV BT e 0
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e quindi :

: nvmiz z . ! )
A P4Mq- Aia-‘ 9‘_»0(—M— -+ »2”670. ’ Ac:) - % .

16) L= g€ o+ an0.)
. 9‘,0(—M-— ’ 10)91,0(2"’“',; la), <

Ora abbiamo sempre :
p-—z'

(17) 6,,0(pz, k) =67, °(M s Za) [1 — 22 sn? tcs,, sn (l\i ) A,)]-

P .
® A 3
Infatti quando ¢ = o, essendo == —= se facclamo sopra 6, , (M_’ )\,) la tras-

A,
formazmne comsp(mdente alla sosutuzzl)one
Al Qr \
K= Pp
e ) A, 1
_avremo & = —; il nuovo moltiplicatore sara Mo = f y ¢ quindi M M_ = E’eil

modulo della trasformata sard k, e dalla formula (21) del n® 18. P. I, avremo la

equazione (17).
U t
. Quando ¢ & un numero finito, essendo — = pA—‘ — 20, se facciamo in
[} a '

8,0 (———, Z,) la trasformazione corrispondente alla sostituzione :

M,

L)
A Q'
= -
A, pQ
e poi Ja trasformazione lineare corrispondente alla sostituzione :

QI 1
—_ (i- - 27,

o o

che ¢ quella del 4° caso del n°. 16 , e non mauta né il modulo né 1’ argomento,
avremo : -

e quindi avremo anche in questo caso la formula (17).
L’equazioni (6) e (11) danno: o
M, o', =M, A, — ;LM,_ A, = v — pw,
¢ quindi la formula (17) da: '
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2nymi (zpz + anya! )

(18) ?’,;o(pz '+'2an¢ w',, ’ k) —e @ f1,0 (pz, k)
» - Z ' 2 _ N 2 B N ——z~ ' A )
61,,, (M,_"+ 2nw, , X)H: [1 A sn® tw, sn (Mc + 2nw,, A,
e ponendo z = 0: . - -
4u2vniu' : r—1

(19) 1=¢ ° 6’!’,0 (2nw', , 1) I]i (1_—.- 22 sn’to, sn® (20, , 1,))
. i

+ Dividendo la equazione (18) per il prodotio delle equazioni (17)e (19) e ponendo:
A &—_l_['l——)«z so’(tw, , k) sn” (f—, l,)] ['1—— 2 sn*(tw, , k) sn® (2nd', , A,)] -
2 , @ M ¢
Ac,n = Ht l - " z - v =
' ) 1 —» s’ (tw, , k) sn’ (Mz__ + 20w, , )\,)\ ’

avremo : )
nymMiz z
g'% el’o(—]_\T ~- 2nw, N la’)
e . d .
ex,o(M‘:: lo)el,o(znwc ’ )Lw)
e quindi : S

. | s s z 0 2
. - (20) - Lq,n = ( -— 1) k—msn (B’I—q ~- 2nm,, ;bo.)VAa,u )

~ da cui si ricava:

=;_= p\/Ad,n”

* Bmn Branni

(21) (——1)’-’pI;M (z-l— 2mw, , k)—— s_: e 7 sn(l‘;q -+ 2na', , l,)’VA,.,, .

4

14‘.
Passiamo ora alle trasformazioni di ordine n, quando .n & un numero intero di-

spari e real¢ qualunque, cioé determiniamo A ed M in modo che su sia una

funzione razionale di sn(z, k), nella quale il numeratore, e il denommatore siano, di
grado non >>n, ed uno di essi eguale ad n. :
Abbiamo gid dimostrato che, se denoliamo con A e A’ i- valori del periodi » ed

w corrlspondenu al modulo 3, dovra aversi:

(1) v%—ﬂﬂ+ﬁ& %:%A+Mﬁ
(2) s o —By=n,

e non esistono faltori comuni a tutti i quattro numeri interi «, 3,y e d.

~
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Sla n' 1l massimo comun divisore di « e ﬁ, n' sari un divisore di », avremo:
(3) ‘n=mn'n", @« =adn', ﬁ——ﬁ' "
(4) , dd—fy=mn",

e si potranno determmare due numeri mterl e reali ¢ ed d che sodisfino alla equa-

zione :

(5) - dd —-Cﬁ':‘—- l.-
Dalle equazioni (4) ¢ (5) si otliene:
@3 = n"(mod £, f'y = — n'(mod o),
a'dn"'-E nn, ﬁlcn(’ = — nl!;

onde, essendo & e ' primi tra loro : _
0~—dn" = O(mod ), ~ y-— cn'= O(mod«),
ed osservando Iequazioni (4) e (5), abbiamo: L
| S=dn'+ g, =o'+l
ed il numero I non ha fattori comuni con n' ed n"; perehé questi sarebbero evi-

dentemente comuni ai quauro numeri «, 3, y e 0.

Dmdendo I per n" si olliene: = : -
l=gn'+1t, ‘
e quindi ponendo:
=d+g¥,  y=etad,
si ottiene : o

(6)  dY =Y =1;
(1) o = d'n'+ t{i’ , y = y'n" + to,
e se ne deduce che la sostituzione (1) equivale alle due successive :
‘ 20, ! 1Al ‘ @ 1 Al
= e A’
(8) W, 2«A-?—5A ) W, 27A»—+— 5 )
’ ! .
(9) I\—(Z— = Nw,, ﬁ—- == 2w, +_n"@', 5 .
- (10) \ MM, =M.

la prima delle quali é di 1° ordine, come risulta dall’equazione {6), ¢ la seconda &
di ordine n, t ¢ preso relativamente al modulo n ».€ non esistono fattori comuni ai
tre numeri n', n' e t. g
Potremo supporre sempre ¢ primo con ¢, perche dovendo essere preso relativa-
mente al modulo g nelle sostituzioni nelle quali ¢ ha fattori comuni con g, i quali
- uon dividono g", si prenderd ¢ =1¢ — g¢" invece di ¢, e ¢ sard evidentemente primo
con g'. S -
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Se n & una potenza di un numero primo dispari p/‘ le trasformaznom differenti
~di ordine p* saranno. 6p“~(p + 1). :

Infatti {e trasformazwm differenti di ordine n sono in numero eguale al prodotto
del numero delle trasformazmm di 17 ordine per il numero delle soshtuznom dlffe-
renti della forma (9). Il primo di quesli numeri & eguale a 6 come abbiamo ve-
duto nel n? 9, il secondo & eguale a p“~*(p -+ 1). Poiché si hanno p* trasforma-
zioni corrispondenti a n'=1, n'=p*, ¢ < p*; tante trasformazioni quanti sono i
numeri- inferiori a p*~* e primi con p*~*, cioé pF~*—p“~2, corrispondenti a n'=p, .
n'= p*~, t<<p*~" e primo con p**; se ne hanno p“~*— p*—3 corrispondenti a’
n'=p’, n'= p*, t < pt* ¢ primo eon p~*, ...; p corrispondenti a n'=p*—*,
n'=p, t<p, e quindi si ha in tutto un numero di trasformazioni differenti
dato da

PP T T = pF T e Pt — pp = PP ).
By o 2 , ’ ; .
Se n ——p,‘pz2 ++Pr € PyyPasr.. .. p, numeri primi dispari differenti, il
numero delle trasformazioni di ordine n sard :
B pg—t #~ —x

S P cp D@1 ().

Infatti poiché dev’essere n'n"=n, avremo :
" Y Y vr . n_ .
n=p PP, - NW=Dp,

e t sard primo con n'; perlanto si pouanno sempre delerminare r numeri mten e
reali in modo che sia :

Bo=vg RT3 :“r_" Yy MgV Fr_” Y Vg BTV R =y

pz N P3 e Pr t;-—i—pl p3 -..pr t +pl p’ p4 prr rt3 -+

il‘ Vz 14

PP P =

¥ v, y

. . 1 . 2 . e .. .
e ¢ sara primo con p , f, con p, ... ¢, con p, . Quindi la sostituzione (9) equi-

varra alle r soslituzioni successive :
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; Qn oy Q. mYy
{ L P, @1 3 M—'l= P, w'l -+ 2,0,

7y
Q w [ pyY ; j
M—sﬁ = pz Ql H 'W -"'pzz, ‘ Q'x -+ 2tzgl ’
Q v Q' Mo, .
3 ’ 3 : _3 Q'2 -+ 2t39,j

- =P & s M= P
(11) ‘ ;

»
@ L
M"’ P, Q5 1 =p,
MM'.. M?=M,.
Dunque il numero delle trasformazioni differenti corrispondenti alla sostituzione (9),
sara eguale al prodotto dei numeri delle trasformazioni differenti che corrispondono
_a ciascuna delle sostituzioni (11), ossia sara:

P‘QI’:—! + "2t’_Qr_—! ,

-
-1

=1 fro—1
(y 2 l"_

N=p;, (P;-*—’l)pz (p. + 1) N A (Pr"f'l),

che moltiplicato per il numero 6 delle trasformazioni lineari (8) da precisamente il

numero che volevamo dimostrare." : :
Per delerminare tutte le trasformazioni differenti di ordme dlsfparl qualunque n,

bastera considerare quelle corrispondenti alle sostituzioni della forma :
(10) o =gMA, o = ¢'MA'— 2MA ,

dove :
g,gllz n’_

e i tre numeri ¢,¢" e t non-hanno fattori ‘comuni.
Poiché abbiama :

MA = 2, MA' — M“’
” «g' . . : " n ’

le radici della funzione SH(W’ 1) saranno date .tutte dall’espressione :

m'ge'~+ (2tm' + mg")o
n

= mMA + m'MA'=

nella quale m ed m' sono pumeri interi e reali qualunque.-
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Poiché ¢ ¢ pnmo con q’ si potranno determinare due numeri interi e reali s ed’
l che soddisfacciano all’ equaznone
sg + 2¢l :
onde avremo :

b = s0 — lo/+ (m'+ zg'v)(ge»-: 2:«-)),

ossia, ponendo : - -
' ’ »g'm'—{— Qe "
———— = Wy m’-—{-— lg =7

n .
sard _
(11 - .  p=Sw lo+ rog, ,

dove per r si dovranno piendere tutti i residui differenti rispetto al module n, e
poiché n & dispari si potranno prendere per residui tutti i numeri della forma 2sr
nei quali » & positivo e minore din ed s ¢ qualunque.

Remprocamente, tutte le quantitd della forma (11) sono della forma

. mMA + m'MA’,
e quindi radici di sn(n—;-, ) ' |

Ora le quantita p sono tutte radici semplici della funzione :

n—4

(12) E II sn (z—l—2mwg,t, k)’;

poiché per ogni valore di r esiste un,sol valore positivo di m <<n per cui si ha:

2m - r = 0(mod. n).
In modo analogo si dimostra che la-funzione (12) e sn (—ZM, ) “hanno i me-
desimi infiniti. Quindi avremo : -

_ : .
sn (—;T ) 7\) = ¢(2) II sn(z -+- 2mw ., , k),

dove ¢ & una funzione intera di z.

Aumentando 2z successivamente di 2w ‘e dl ©

si otliene facllmente

90z + 20) =9(z), 9z + ) == ¢(z),

e quindi ¢(z) sard eguale a una costante G- .
' ' 19
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Dividendo per 1\%- e ponendo z = 0, si ottiene il valore della costante C , ed
-abbiamo :

n—4i

)‘ 1, sn(z—}—.amm,,,k)

0 .
n—i

H,,, sn(2mwg,, R k')’ . ’ .

(13)°  Msn (ﬁ-, )

Analogamente si dimostrano le altre due formule :

(14) o (i 1) _rmen(s + 2moy, , k)
h M 9

o -en(2mwy, , k)

, z Cnmt do(z 4 2mw,, , k) | .
dn{ —, 2} =1 £ . .
(1s). “(M ’ ) " dn(2moy, , K)
: 'MA )
Ponendo z — = = g_l\_l_ » abbiamo : _
2 2 , : N
er—l 1—1 sne(2mo 7’k) . (_’1)’%4_5’2—_1?[ sne*(z + 2mo,, , k)

_—_ (—1)* 4 sn(2mo,, , k)

3
4 sn*(2mw,,, , k)
e in generale, poiché il segno di M puo prendersi comunque nelle formule precedenu,
potremo porre :

n—i'
=t -t "5

i sne (2mw wy k)
ngt = ( . ) I sn2(2m55g't ’ k) .

Ponendo

3 ==

® m" M M u [
5 =——2—(g+2t) + g ’
avremo : . _ —t . -
L
‘/1 = k2 {’I snc’(2mo y, , k)
_ gMA

e ponendo nella equazione (15) z:g 5

3 N 1
y 2 H .
V¥=k o (dn2(2mcs‘,,, , k))
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15.
Se poniamo :

(1)

!
w© .

= eiﬂ'ﬁ:.— .
" @y = q

. . 1 . ezmniﬁ ; ] —+ qzm
mtgﬁ
(2) ?(w)=“2ve I;I 1 —+ e("'"—xhriﬁ ‘/2 V H— A -+ qzm—-l ’

dalla formula (13) del n? 17 P. I, abbiamo :
(3) Vk=9(=) ;

‘& poiche dall’equazioni (10) del numero precedente si ricava :

gv + 2t
Tt
sara : -

g!

| ’ g g' 1 gl _atvam ’
Vige = it/2\/9""” o T —F 7 n
1 + (qg" 2t)zm—1

dove «.¢ una radice primiliva della equazione :

" — 1 =0.

Determiniamo quale dei due segni bisogna prendere, se vogliamo avere quello

dei valori di {/A,. che & dato anche dalla formula :

n—i

R vz W' 4 20\
4 37 s = i I snddm( 222 22)
( ) g't V . di ( n ) ‘
I numeri m si possono porre tutli sotto la forma :

m=lg"—_+-r,

dove : K
B Y |
i<ie—, =<t

-onde la equazione (4) potra sériversi:

A%
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| s —'2—_1 ~ 9l %H | ! ST
(5) g = k" H,snc_—-g I, {sn_cr(w_”_;__te)
{ g “_ g n

5 [ (wr K 2tm> -~ Altw ] [ (m' .'2tco) 2ltw]z
H, sncilr —'-,-{—— -4—-——'— sncl’r T.+.__.- —_—— .
1 g. . n g n g

Sostituendo alle funzioni ellittiche le loro espressioni in prodotti infiniti, abbiamo :

\

gl;l l L8 gl—1 l 4ltm o fueme
_’__ g'—- gl—i —2— 2 . 1 am ] am ,—= o7
3 sn02 tw _ o \/q 1, co t"n' fi (1 4+ g*"c e )1 + ¢g*™e &)

g ‘/k‘“ g it g
A (L gmew )l +gmre )

Moltiplichiamo per la equazione (3) che pud seriversi :

1__t/2\/q 5 1+q’:"_,
Vk 1l+q2”ll

. ed osservando le note relazioni :

< g y

2 t —

T cos —",lr = ( g,l‘ ’ ~

s g 93 .

fltwi T feme

Ak2) I (1 4+ zee )1 426~ &) =1 +2°,
{

abbiamo :

gl—1 . 2 g! :
e 2l . 4 _, gl @ ,1 o] dzt amgh
(6) T sne 2 — (—1)F 2 ‘/qg, i, eV
t 9 : W‘ L o (geT o) ammust
Con riduzioni analoghe si ottiene
=t y 2o\ ! 2; 2lt L2t 2l
7 1, © 2\ o | 20e) | 2 o 20y 2o
(7) ] sncr(g,,-l- ) Mesne 7 +— -+ 7 sne|r g,,+ —~ 7
8 _ o ; .
/2 — gl=t ' . 2(mg!ier E_I mgll—r
VO e L e, [ (g
Vksr(gl!—x> ‘r ‘ . [,1+ g,, 2;)2(,,,_1)3{14-21-] [1_’_ iL 2 )2(m—l)8”-—2r]

-
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Sostituendo i valot‘i'(ﬁ)' e (7) nella formula (5), abbiamo :

. 2 1 e ‘g—, 2t am i
. ylg'z = (— V \VT\”” 2 1T 1 + (q ) ’ .

. 7 , i 1 + (qggu 2t)2m—l

0sSia : . - .
o + 2t
So(g 7 ) i
9
‘ll_—_]_

. S 1 o .
(g) Vk = U, I sne nﬂfﬁ)—ﬁﬂ?‘) = c/lg't == Ve

g't »
1

n—4i

(8) ‘lylg't""?\‘.{‘/k"I? snc m(M)z. (— /1)

llte

n
Poniamo ora :

onde :

(10) : Vg = U" Ty

12 -4

. . - : ‘ . %y .
Abbiamo dimostrato nel numero precedente che se n=p,,p, ... p,°, il nu-

mero N dei valori differenti di {/},, & dato dalla formula :
“1—' 12—-! o —I

- N=p, ,p. ...p,’ (p.+ 1)(p, +1).... (ps + 1)

quindi le due equazioni che hanno per radiei tutti i valori di z,, e di vy, saranno
di grado N. Sia la prima:

(11) AT 4+ A =0,

la seconda, a cagione della relazione (10), sara :
(12) -~ WA w0 A w0 4 A™ =0

La equazione (12) che ha per radici tulli i valori dlfferenu di ‘/R e » S1 dice
I’equazione modulare dell’ordine n.

Le quantita A,, A, ... A, sono tutle funzioni razionali di u®. Infalti, ponendo
%= 0. nella prima delle formule (2) del n? 7, abbiamo la equazione :

(13) N, =0,

25w + 2re'\
asw + Are m) dove r ed s
n

sono minori di n', ed ha i.cofficienti funzioni razionali di k" = u®. Ora le radici

le cui radici sarannb le n*—1 quantitd della forma sn(
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di questa equazione si potranno dividere in due classi, nella prima delle quali si
comprendano quelle nelle quali’ r, sed n non hanno fatlori comuni, e nella secon-
da quelle nelle quali 7, s.ed n hanho un fatlore comune. Le radici della seconda
‘classe sono anche radici di equazioni di grado inferiore, le quali hanno pure i coef-
fidienti funzioni razionali di u8, perché essendo p il massimo comun divisore dei tre
numeri r, s edn, ed ', s, n' i ql’m’zienli cire si oltengono dividendo 7, s ed n per g,

: p : ,

esse prenderanno la forma: sn _,T‘Zrﬁ Dunque la equazione (13) sard ridutti-

bile, e-potra ottenersi una equazione :

an N =0,

s

la quale abbia per radici soltanto quelle della pnm,a classe, e i coefficienti funzioni
razionali di u®,
Ora tutle le radici della prima classe della equazione (13) sono della forma :

(15) sn q(g———-_w -:; 2tw) )

~dove ¢ ¢ un divisore di n, ¢ & preso relativamente al modulo g”, essendo n=g'g",
¢ g & primo con n. Infalli se s,red n non hanno fattori comuni, e g' ¢ il massimo
comune divisore tras ed n, avremo : .

s=¢yg', g
¢ denotando con ¢ il minimo numero intero cha sodisfa 1a congruenza :

(M}

st = r(mod. n) ,
il che pudo sempre farsi perché s' é primo con » : avremo :

s <~ 27‘(-3. . (g'co'-—l— 2t'w)
sn —— = sns { ———m—}.

Se t' ¢ eguale ad lg" +t, prendend‘o il numero z<g che sodisfa la congruenza :

tz = s (mod q)s

avremo :
!t r 1y 2 l n it 2t .
n y(“’“’J#} = su s (gw - (ng + ?)m) = sn(zg" + ) (gw ;:— w)

- (g'w'—l— m)
=g\
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dove t = ¢ (mod. ¢"), q=g'z+ s(mod.n) e primo con n , perché abbiamo
g=s'(mod. g"), gt = r (mod. n), r primo con ¢, ed s' primo con ¢".
1l numero dei sistemi differenti di valori di'g' e ¢ nei qualig' é un divisore di
‘n, e t & preso relativamente al fnodul’o g" & precisamente eguale ad N, e il numego
dei valori di g primi con n ed inferiori ad n essendo :
o,—1 a,~1 ~az =1

o) =p, P2 P

il numero delle radici (15) sara :

p—=1p.—1 ... . — 1),

2&(1—'-2 2“2—2 2“,-—2 . 2

ve=No(w) =p, p. cop. " VRN ()
e v sard il grado della equazioﬁe (14).

. Ora dalle formule (1) del n? 7, denotando con ¢,(x), ¢s(x) due funzioni razio-

nali di z ¢ di u® ¢ ponendo : -

g’w' -+ 2w
Ty = ————
n
abbiamo : .
' V .
en 2ro,, = $a(sn’w,r) dn 2ro,, = §y(sn’s,,) :

onde prendendo nella seconda formula (9):

2r = m(mod. n),
.avremo :
‘ 2=t

7

=
z,, = IkIsnc 2roy, = flsn’o,) ,

denotgndo con f{z) una funzione razionale di = ¢ di ud.

Ora ponendo gw,, in luogo di .., se ¢ & primo-con =, i fauori di x, si
permutano uno .nell’altro : abbiamo dunque :
2- N
e 3 fsn?go,,) ,
gle — ’ e(n)
e quindi : .
.
%, 0, — 22 D fls’g o)

6 Ldt Vgl 7T G(n) .

“Ma il secondo ‘membro di questa equazione ¢ una funzione razionale e simme-
trica delle v radici della equazione (14), dunque ¢ una funzione razionale di u®, e
le somme delle polenze simili delle radici della equazione (11), e quindi i coefficienti
A, A, ... A, sono fanzioni razionali di u®, come volevamo dimostrare.
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Se poniamo : - , -
g (16) ¢S o= p,(mod 8), - , i

¢ chiaro che la equazione (12) potra porsn sotto la forma :

.
. Py . 2 N Id
(17) B, v" +B,u v+ B, v ... .Bu"=0,
dove B,, B, ... B, indicano funzioni razionali e intere di- u®.
L’equazioni modulari (12) godono.di molte importanti proprietd. Le principali
sono contenute nei seguenti leoremi.

n.2-— 1

Teerema 1. Mutando u in v e v in cu, essendo ¢ = (—1) & lequazzone mo-
- dulare di_ordine n dispari non varia.

. : . . ' .
Infatti, denotando con u' e v' ¢id che divengono u ¢ v mutando = in o ab-
biamo : L

Y LAY ‘ ' ‘ .
u'—CP 7 == Uyp 9 o vno’:":‘?(w):m;

le quali equazioni dimostrano evidentemente il teorema.
o1 .1 L . . .
Teorema 2. Mutando u in ~ e v in ~ P’equazione modulare di ordine n di-
. u V N

spar: non varia. S
Infatti dalle formule (14) del n? 16. P. I. abbiamo:

o N\t
N BT snels B)

e nella funzione di modulok-, » ed o divengono A e A’ determinati dall’equazioni:

(18) ke =aA BN, ko' = yA 4 A
dove : , :
e=pf=30=1, y=0(mod 2).

Quindi denotando con 'y, cid che diviene v, quando si sostituisce --a k, avremo:

k
-l
2 Al 3 ’ ' .
v;g!t — i I l]C[ (M), i] —_ ey} 1 .
i ut n k . -E- e gIAl N 2tA k
4 S . (T )
Ma dall’equazioni (18) si ricava : ~
A . N

—k—': 3m—ﬁm, 7——“[&)—-‘}‘0),
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onde : .

)
vb’l £

v'«g't = = o
u" Hsncm[ (ag—- 2ﬁt) w'—+ (2t3— 79)&) ]

essendo -¢', il massimo comun d1v1sore ra ag’ — 2ﬁt ed n. Dunque mutando u in
1 1
—, una radice v, diviene eguale all'inversa di un altra, ossia v diviene —.
u V.

Teorema 3. Mutando u® in 1 — u®, v® diviene 1 — o8, )

Infatti, mutiamo u% in 1 — u® ossia k in %', e denotiamo .anche con Ve cid
che diviene v'y,. La quantitd o diverrd i», ed o diverrd —iw'. Quindi, a cagione
dell’equazioni  (17) del n° 3, avremo : '

n—t . n—1

- Vo ’ > .
Vg = -y 1T suc[mz(u), Fl=u"1I 11 N 1
1 n ) 1 2t — go 8 s
dnm{| ——— 1— %
n ) g A

denotando con g, il massimo comun divisore di 2¢ ed n. :
Teorema 4. Quando u=1 la equazione modulare di ordine n dispar: diviene:

(v — 17w — ™ TM=,

dove y(n) denota il numero dei divisori di .
Infatti, quando u =1, k=1, ¥ = 0, e quindi:

L | ) 1 4 ‘
® =2Zf ‘/——-——Z‘n‘, W= 2J; 1_yy2=log 1 -—z -:—_OO,

onde :

y (3K '2
sne 292 =1, snc mig o+ ) = 2 2mt1r,
n : n
e quindi :

ng 55 o n?—1

= 8
V=1, ,,_2’ II cos ’::tﬂ=(—1) =,

. - 1 ~

Dunque avremo sempre tante radici della equazione modulare eguah all’unita pesm—
va, quanu sono i divisori di » meno uno, cioé :

M) — 1 = (2 & )y + 1) . Yoy 1) — 1
20 .
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e tutte le altre, ehe sono in numero di N -1 — x(n) , eguali ad ¢, come voleva-
mo dimostrare. - ‘
In un termine della equazione modulare (12), nel quale I esponente dl vé N—s,
quello -di 4 & = sn(mod. 8); onde se abbiamo :

n = 8a +n, N—'i 8l+0',
denotando con poe v rnspettm esponenu di v ed u, sard : |
= o+ 1— s(mod. 8) , V= sn=a(o A1) — .
Ora, osservando che quando p ¢ un intero dispari, si ha; |
| p'(p + 1) = p + 1(mod. 8)
qualunque sia il numero intero h, si olliene :

Ny =N (mod. 8),
e quindi: -
n(e + 1) = o -+ 1(mod. 8).

Dunque, denotando con r il minimo residuo positivo di g rispetto al modulo 8, nei

Y

termini nei quali I’esponente di v & = r(mod. 8), I'esponente di u sara
= (¢ + 1 — =r)(mod. 8) ,

dove. (¢ 4+ 1 — »r) indica il minimo residuo positivo di ¢— 1 — »r rispetto al mo-
dulo 8, ¢ la equazione (12) potra scriversi nel modo seguente :

(19) 2 u"""_’"’ 2 E b, ub ¥ = 0.

Mutando u in v e v in eu questa equazione diviene :

7 ’ l 4 » 7 : 4 {

2" & v(a+l—nr) 2-‘ 2’ b,.;t uBt- vs: —_ 2r6(6+1—nr) (c+t—nr) vrz 2 b::_+l—nr)'u8"08t=0-

[ 0 0 0 . 0 0
Confrontando questa equazione colla (19) si vede che i lermini che hanno ber coef-
ficienti le quantita 5%, nelle quali

(20) p(n + 1) = ¢ + 1(mod. 8),

differiscono soltanto per il fatiore ¢#; dunque tutti i coefficienti delle medesime po-
tenze di w e di v non differiranno, a cagione del teorema 1, altro che per il fattore
¢fy€ avremo:

@) B = e

Mutando u in% e v in % 'equazione  (19) diviene :




(155 ) -

7 - A 7 ]
- g S — > e X e}
g' ut yorr rE 2 b:' 8= =) 20" u(c+1»nr)vr20 20 b(:_“ I_')t ud ,vSt = 0.
[
Ora in questa equazione il termine che contiene v' ha il suo coefficiente eguale a

b,, ; mentre nella equazione (19) questo coefficiente & b%;*" = ¢# b ; dunque, per

il teorema 2, tutti i coefﬁcnenu delle medesime potenze di u e v differiranno nelle
due equazioni per il solo fattore e/, e avremo:

(22) ‘ N br __pr(a'+1—r)

st lms, I—t

Sostituendo nella equazione (19) i valori :

» 14 g>" . C o,
u=y2q g L = 2 g1 —g+2g ),
. +q
(23) o
N 1+ qzmu 8 n n an
\ Vpo = 6\/2 ‘/q lj+q(zm-—t)n = 8‘/2 Vq ('l —4q ~+ 2q e )

i termini dello stesso ordine rispeito a ¢ dovranno annullarsi tra loro, e avremo
tante relazioni lineari quante occorrono dopo quelle che si possono ottenere dal teo-
rema 3, per determinare tutti i coefficienti &7, . I termini di ordine minimo danno
immediatamente : \

n—i
(24) b20=b2°=.-'==b2_h6=0, b;(’:—— 2 b::o'
Teorema 5. Gli N valori de: modulz trasformati 3> = v® sono radici una equa-

zione di grado N, che ha ¢ coefficient: funzwm razionali di k* = u®.
mo 2 e
Infauti, se poniamo nella equazione ,(19) successivamenle v, vet, ve %, ... ve 4
in luogo v e facciamo il prodotto dei risultati, olteniamo una cquazione la quale con-
tiene soltanto polenze intere ¢ positive di »® = 2% che ¢ di grado N e ha per ra-
_dici 1 moduli trasformati :

' (25) w0k R) =

Ma queste sostituzioni successive, e questo prodollo equivalgono a porre successiva-

.

. _ﬂﬁ _27;11'1' » ’ zrrnz ) “
mente u, ue 4, ue, .. .ue % in luogo di ue moltiplicare 1 risultati. Dun-
que l'equazione (25) avra i coefficienti funzioni razionali di k* == u®, come vole-

vamo dimostrare.

Determiniamo ora ’equazioni modulari degli ordini dispai piu bassi.
' ¥
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1? Sia n = 3, avremo: , NG '
N—-1 i=a-}-—;-.'3,' n=wn=23, l=20, “=-0; , _
quindi i sistemi dei -valori [ry (¢ 41 — ur) ] nei quali non entrano numeri mag-
giori di N sono: ) _ _ ' .

e la equazione modulare sard: .

b2, ub —+ by, uv + b3, u’ o + b vi=0,

e l’équazionf (21) daranno -

b, = — 8

3 X -
oo ? b;o = —b boo = 2b‘go)

~o00?

onde dividendo per by, l'equazione diviene :

ut — vh + 2uv(1 —u*?) = 0.
2? Sia n =5, avremo :
N—1=0=5, n=n=5, =0, a=0;

onde i sistemi dei valori [r, (¢ 41 — =r) nei quali non entrano numeri maggiori
di 6, sono: : - : o
0, 6),- (1, 1), (2 4, (4 2), (5 5), (6, 0),

Pequazione modulare sara :

2 2 4 5 6 . -
b2, ub 4 b uv - b2 ub v 4 bl ut ot + by u’v® 4 b, =0
e le equazioni (21), (22) e (24) daranno:

0 6
bbo = boo »

Bo—— b, b= =B, b= A4,

oc ’ oo ?
e quindi avremo :
u® — 8 4 duv(L — ub v4) 4 b’ V(W — ') =0,

e poiché per u — 1 questa equazione deve prendere la forma :

(v -+ 151 —v) = 1 — 95+ ho(1 — v¥) + 50 (1 —©°),
sara : ' .

b=15,

e per Pequazione modulare di ordine 5°, avremo :
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b —0f + duw(l —u byl 4 5u’ o'(u’ é-v’) =0 *
3% Sia n = T; saranno _ , ’
o Nelmemo=n=n=1, =0, a=10
e i sistemi [r,(ar-d—l‘——wr)]i | ,
0,8, (L1), @2, (33, b2, (6,5, (6 6), (1,7), " (8, 0)
onde Vequazione modulare avra la forma : :

- . . ) ‘3 N . ]
b, ub —+ b, ut + b, u' ot + b ud P bY wlhot 4 b3 ubu + bio-u6 8

7 a7 8 8
bl, w7 A+ Do, v =0,
e sara :

0 8
boo - boo ’ oo ? oo ? oo ?

bloo = b] b?)o = b6 .bzo = b5 b‘oo = —"Sb?)o

e quindi : ) ‘
ub p8— Buv(1 —+ ub v%) -+ bulv*(1 ~+ ubvh) + budvd(1 4+ u’) + blubvi= 0.
Ponendo- u — 1 deve prendere la forma :

(v — 1)8=1 + v®— 8u(1 + v7) -+ 280%(1 + vf) — 5603 (1-+v%) + T0v¢ =0
e per cid: | ‘
) b— 928, b= —56, b'="10.
e I'equazione modulare di ordine 7° sard ' .
ub - vP— Buv(1 —+ u®vd) 4 28uP (14 ubovt) — 56u3 v3(1+u’’)-+T0ubvt =0.
4° Sia n = 9; avremo : ‘

N =12, c=3, n=1, =1, a=A1
e i sistemi [r, (o + 1 — wr) | saranno : '
0, 4, (1, 3), (22, (1), (4 0, (6, 7, (6, 6), (7, 5)

e Pequazione modulare sard:

ub®e, + b2, ud + by, v 4 b7, u v®) - ud (bl + bl ub 4 B, 8+ by uP®)
—+u? (b, + b}, u 05 0%+ b ubv®) 4 urd(b3, + b3, ud + b3 vt 407, uv®)

+ vh(% + bY ut + b v® - bf ud v®) 4 b, w7 0® 4 b ub v b7 ulv? = 0.

Dall’equazioni - (21), (22) e (24) si rileva:
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bgo = bgoi= b(x),x = bl:l =0 ’ ; ’ b;)o = btl)‘xl’ bgl = bio’

b, =08, =0b, =8 =—16, b =15, bgir_fbfo,
2 2 2 2 5 .

b00= b bm= bot’ boo =b:o’<

11 ?
) AN
onde avremo: .

10

bl u — w16 ud — bl u'®) + (B2 u® + b2 u'®) — v (16u — b ub
I0 00' 10 01

-

~+ b, u® v 4 BY ut v® 4 b2 utvS 4 B w’ o7 + by uto®

+ v9(b, u? — 16u') =+ vib; ut - b w) + 0B u — 16u8)+ b0 v =0 -
Ponendo u = 1, I’equazione divie.ne‘: _
v—1)"?» =1 — 120 4 660v® — 22003 + 495v% — T920° ++ 92405 — 79207
+ 49505 — 22009 - 66070 — 191 -4 >

onde :

bl,=1, bl,=4, b2 + b, =66, b —— 204, §° =495,
5 ' 6 } |
b= — 792, b = 924.

Sostituendo i valori (23) e ponendo a zero la somma dei coefficienti dei termini che
contengono /q°, abbiamo : "
b =5, 2¢=80, onde : bl = — 14,
" e l'equazione modulare dell’ordine 9° sara :
'z 4 ,vm' —_ 16uv(1 +u808)<u2 -+ 1)2), . [‘_uv(uxo +vxo) — 2041432)3(1&6 -+ 1)6)
4 800 (u® + v®) — 1400 (u® 4= v®) - A95ubvi(ub 4 vb)
— 792u® v¥(u® 4 v*) + 924u5 »® = 0.
16.

La funzione ¢(w) definita dalla espressione analitica :

) ) ‘ — ™ 1 + ezmiﬂ&
(1) ) ‘P(m):\/2\7€ﬂa I} mzm_—mﬂ;r‘_
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la quale ha un SIgmﬁcato soltanto per i valori complessi di = che nanno la parte
immaginaria differente da zero e positiva e che serve a delerminare in questo cam-
po le radici dell’equazioni modulari, gode molte importanti proprietd che passiamo &
dimostrare. . . - /
Alla funzione ¢(w) conviene aggiungere la funzione ¢(z) la quale ¢ definita, nel
medesimo campo delle funzioni %@)s dalla espressione analitica :

© ] — e(zm—l)n'ia'
2 Yo) = Il T o

Denotando con K e K' gl’integrali ellittici completi di prima specie, abbiamo :

mea(R) = (5)

Ora mutando k& in k', K e K' si convertono rlspettlvamente in K' e K e quindi:

woE) - w) rE) )

K '

~

Dunque sara :

5 5% 1)—e %Wﬂ
(5) 9 ) ‘ e

Mediante queste relazioni si possono esprimere

(y + d& y + 0w
(P(oé—-i- (313) € Hb(nz—i— ﬁw)

in funzione di ¢(z) e ¢(w), quando i numeri interi e reali «,f3,y, ¢ soddisfacciano
alla equazione:

(1) @ —fy=1.

Primieramente se «>>y possiamo sempre delerminare due numeri, o', 8' congrui ri-
spettivamente ad « ¢ 3 rapporto al modulo 2, e o' <<y, in modo che si abbia:
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y ~+ 0w y + 0w e
?(a_—l—ﬁw) ?(“ -r'@_" )1 ad = By =1.

Infatti, se « >y avremo:

a==2y + o, :-:;2{8—%5’.,./ " @0 — By =
ed o <<y. Quindi, a cagione dgll’equazioni (3), (6) e (4), sard :

(r+3%\ ([ y4+3d o 2t_u+ﬁ' . y + dv .
¢ o —+ P, =9 2t(y + dw) + o+ p'o ¢ y + v ¢ a4+ o

Se « =1, y e B sono pari e & dispari, avremo :

+ dw T sre—n -
=) = e

Infatti, essendo o — By =1, avremo : ,
7 + 7-!'—(67+1)m - 1
“’(1+@m) ‘*’(?=1+ﬁw —Wt—7)

B+—
= m ( @-———)_e—sy—go( ).

Ma ¢ facile a verificarsi la congruenza : o
7 =9+ 1) + (B + 1) =1 (mod. 16)
la quale, poiché Be 7' sono pari, conduce alla congruenza :
By(y + 2) = 0 (mod. 16), .

che evidentemente é sempre soddisfaita. Dunque avremo :

[y =+ 9w T2 (y08%1)
?()1'\—!— ﬁw) =e° (9o

come volevamo dimostrare.

Se o' — @" 1, 6-—67—1, 7 ﬁ, y e 8 sono pari, o, 6’ e J sono di-

spari e:
' - 3’ L ‘38! é—-x
q’(a -—i—@w) --.88 e )go(w),
ponendo : .
y o O , , - o ;
o=0"20 Y =c, f+=d, d+By=a, fy-+ =1,
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NV ‘ ) .
(v -+ 8'13} T ¢ do — T‘cdf"_‘ﬂ-”
?(a'+ﬁ1w,)—?(a+bw e’ . 9

sara:

Infatti abbiamo :

'+ O'm, —(v 3'-!-5' -1 fy -+ 3‘3 :-‘-(vlﬁ'ﬁ 2-4-73-1-3’—3)
?(Zr+@'w,) = ¥ 1 Th) ¢ 90

e la congruenza :

ed4d* — 1 = (' y3)[B® + BB + 20) + 7]+ 3 —1
= 9+ +y —1 =79 + 8*+ 3+ *— 2 (mod. 16).

Se ad —fPy=1, y e B pari, a e & dispari e 2z <<y, avremo s}amfn‘e

(8) - 7+ auj‘ =7x +6'15!.r = 72+ 825 - =73 —l—-33m'3’
° a -+ ﬁw 1 +ﬁxwt = 1 + ﬁzwz 2 1 =+ ﬁ.’:w.’!
' V 7,--]—6!3' -
Ty = .
| 1 +fwo
dove y, e (3, sono phri e d, — B, 7, = 1.
Infatli, essendo o <y, potremo porte: ; .
7=.7x“+77 3-——*7,6-{—3’, “""ﬁx')’""“xs ﬁ=ﬁxa,+ﬁ1
e quindi : » p -
f—i—-z?w_ y'—b-a'w; 1 ' _y,+3;w,
a+ﬁw*7'+a+ﬁm—7‘+ -

1 'l+ﬁxwx’
Bx + = g

b

XY ) [
.acr-[-@'cr’ ad fy =1,

e saranno o<y, y' e f pari e & e dispari, 8, — B, y, = 1. Analogamente ot-
- teremo I'espressione di @, , di @, ... .e poiché¢ i valori di « sono interi e vanno

continuamente diminuendo arriveremo finalmente ad uno che sia eguale all’'unitd. Onde
la serie di equazioni (8) sara finita come volevamo dimoslrare

Da tutto questo si deduce facilmente il seguente :

Teoresa. Se ad — fy=1, e y sono pari, « e 0 dispari, avremo sempre

) - y 3 -ﬁ_( ,_ ;
9 ?(7+ t3)=e“‘ T o).

o« 4+ fo

Se « e d sono pari e B e y dispari, avremo:

2
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‘ - ?"l‘ Im) ety

~ (10) ' 9 :;—_—‘_—‘3‘; =€’ 4!(5). .
Enfatti, a cagione dell’equazione (9), abbiamo : »

?

—B aw

e ponendo — é‘ in luogo di w:

ooy m
¢0+w):ﬂ'“’Ww.

a -+ P
Se B & pari e «, y, e ¢ dispari, sard:
any () =

«+Baf (@)

Infatti, dalla equazione (9), si ha:

\ ¢ + 0 .o 2.p)
(7""‘ -+ w) . CTQ(73+25 >?(w).

e prpm) =

Mutindo & in o — 4, si ottiene: -
?y4&?=é;ﬁﬂm,

@ + fiw ¥(@)

Se « & pari, B, y e ¢ dispari, avremo :

?(7+8w) ~ 5 Y(@)

@+ Bo) ¢ ¢(w)

Poich¢ dall’equazione (11) avremo:
o

fow — 7) — —,;n'ﬁ ‘P_(_z)
?Qm~ﬁ TN

, otterremo {"equazioné (12),

(12)

e mutando = in — —
Se ¢ ¢ pari e «, f, y dispari. sara:

i
5 3+yP=1)

. 2+6‘w'_€
(13) ?Q+¢Q“>¢m

RN

s § : LU : o
( J + .J!U). __:_ e'T( yieyi=1) o(a) ,

\
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Infatu, dallaquaziqné (10) abbiamo :
I LR
(Er ;;) + % y(o)

e mulando = in & 4 1 si olliene lequazxone (’13)
Se y ¢ pari & o £, 4 dispari, avrcseq;

LI
5= (§%—yd1)
, y 4+ dz) eb
4)- =
‘1 ) . ?(a —-l—ﬁus) ” CP(‘GS)
Infauti dall’equazione (13) abbiamo: - )
| v — 3 g-i (=rd4dien)
q’(aw —B)T T )

e mutando & in -——:; si ha V'equazione (14).

Le sei formule precedenti sono dovute al Sig. Hermite.
Dalla equazione (9) si ottengono le radici della equazione :.

| 9(®) = ¢(a)
che saranno date dalla formola :
A - 7 -+ O
‘ T = o -+ fo ’
dove :
ad — By =1,

y e B pari, « ¢ ¢ dispal;i ,: e y =0 (mod. 16), « Eia_?:‘ =+ 1 (meod. 8), oppuré
7 = 8(mod. 16), « = ¢ = == 3(mod. 8). - ' |

17.

Allorché la equazione modulare di ordine dlspan n ha radici eguah, il numero
delle trasformazioni differenti di ordine n & minore di N. Le funzioni ellittiche par-
ticolari, per le quali ha luoge questo abbassamento nel numero delle trasformazioni
differenti di un dato ordine godono importanti proprietd, che le rendeno meritevoli
di speciale considerazione. In due modi si pud procedere a determinarle, o colla ri-
cerca dei loro moduli ponendo a zero il discriminante della equazione modulare, e i-
solvendo la equazione cosi oltenuta, oppure cnlla ricerca dei valori dei rapportiw dei

loro periodi che sodisfano a una equazione :
¥
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‘ w1\ _ ,z:"s‘+t'
o ) ),

ri—1 ’ : S
dove ¢, = (-——i)T(?) e g9 =-;_g', 9 =n.‘.
Teorews 1. Il discriminante della equazione medulai‘e di erdine dispari n ha la
forma : o :
. (2) D=w{l— us)y‘(Ao'—}— A,’u‘i + A u® .., + AP ue) ;
dove : o B
(3)  v=T, 424, v,=T,+24,, k4 = N(N—-l)——v—-lw,,

denotando con T, la funzione numerica :

2_* [g)hl]s

dove la somma deve estendersz a tutti i divisori di n, e (g), indica il numero dei

3 n
numeri incongrui rispetto a g e che non hanno fattor: comuni con g e con — ,
: . g -

A, esprime la somma de: prodotti g—( 8). (8.). estesa a tutte le combinazioni di due

divisori disequali di n dove g<<g,, e A, la medesima somma dalle quali sono
esclusi i prodotti per i qualz non &: - .

* =g

e A, A, ... A, sono quantita numeriche. : -
Per dimostrare questo teorema osservo che abbiamo :

() D=, =v,,) ="z, —a,,),
dove: —t
: < 1
z,. = Ilsnc 2m (g_“’“"_t(f)
SR | n .

Ora le quantitd @, sono radici della equazione (14) del n? 15, la quale ha i coeffi-
cienti funzioni razionali di w®, quindi il prodotte M(z, — T, t) , che é una funzione

snmmetnca sara razionalmente . es l‘llIIlblle el ud, e avremo :
y ’

6) ‘ D= N(N-unf(us) ,

denotando cop ﬂa;) una funzione razionale di z.
Ma D ¢ anche una funzione razionale e simmetrica delle radlel della equazione
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modulare che ha i coéfficienti funzioni razionali e inlere di u, e il coefficiente del primo
terinine eguale all’unitd, quindi il secondo membro della (6) dovra essere una funzione
intera di u, il denominatore di f{u®) non ‘polrd essere aliro che una polenza di u?,
e denotando con v un numero che sodisfara alla congruenza :

v = N(N — 1)n(mod. 8) .

avremo : . ‘
(1) o D=w(e, +a u+... + au¥)
Per determinare v sostituiamo neil"eSpressiOni (5) e (7) i valori:
(8) . u=y2yq(1 —q+2¢—...)
e . & ‘ b
c L 9) Ve =, V2 0F & (1 — ¢ & +...),
e confrontiamo i minimi esponenti di q. '
II minimo espon'enle di Vg in v, — v, & evidentemente J =—n—, e quindi
, q g 8 p 7 > q

. . n . . . : N
in IT/(v, — vg!)* sard g° (9')"((9')'- — 1) e in M/ (v, ~v)* sara T,. Il mi-

nimo esponente di y/q in v, — Vg, dove g << g, ¢ -g—,; e quindi in

: 2n A

,/(v, — vg‘,l)2 sara ?—(g')n(g’,)n e per tanto sard 24, pel prodotto

Mg, (Ve — vgm)’ in cui g non é = g,. Dunque in (v, — vgh)2 sara
T, 4 24, ;

ma nell’espressione (7) il minimo esponente di v/q ¢ v, quindi avremo :
v=T, + 24,. ' )

Ponendo u =1 I'equazione modulare acquista radici eguali, dunque D deve an-
nullarsi per u® =1, e quindi deve- essere divisibile per 1 — u%. Denotiamo con v,
la massima polenza. dt 1 — u® che divide I), avremo :

. ’ . Vi
(10) D=w(l—ub) (A, +Au®+...F+ A ub)’

C=w(l—u%) [B,+B,(1—u¥) + ...+ B,(1 — uby];
e A, e B, differenti da zero. |
Mutando u in u' = {(1 — u®), D diverra:

| . .
(11) D'=u (1 —u%® (B, +B,ub +...+B,u.

Per delerminare v, sostituiamo il valore (8) nell’espress_idne (11) e i valori (9) nel-
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I’espressione - che si deduce dalla (5) mutando u in v econfmnhamo 1 minimi espo-
nenli di gq. -

Mutando % in ¥, » diviene — —; quindi denotando con v,, ¢i0 che diviene

Vg 5 AVIEMO :

T Lo , *
v, = ) = 1%z — (0]

Ora se prendiamo ¢ multiplo di 1.6, il che pud sempre farsi, perché v, non muta
valore quando a ¢ si sostuiscano dei numeri congrui rispetto al modulo g', e se de-
notiamo con g, il massimo comun divisore di ¢ e di g', e poniamo : '

L -

~t=goto7‘ g'=yogg’

sara : .
e (w__,_—.fg)
lo '_g___' , go qg -
g (g.,w —. ag)
. a4+
o 9o 95 9

dove :
» at, —gic=1;

" @ ¢ pari, ¢ dispari, e qumdl g == €, - Onde a cagione della equazlone (10) del

’ tm—g - 9,5 — of
g?( g )_8‘ "34'( 909 )

¢ ponendo 909=4¢,, e quindi g, g', = n, sard:

to — g) . (9.5 — ag
E‘?( 7 )=€g°,q’(]9’., )

Dunque mutando % in u', D diviene:
vl () - ()|

/ (¥ ot am : S
d/(xfz:s'4-t)_ (1 @) )=1——q"a‘+... )
. g ,1 + ( gl t)2m+! . R .

Quindi il minimo esponente di ¢ in

o[ oo(279)]

n? 16, avremo :

Ora abbiamo :
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sara T',. Nel prodotto : '

.
. -
i

H[P i t')\" a(’ ws:t)]z

se g.<<g¢', il minimo esponente di g sard a’% (). (@ )n > quando g = ¢, , e al-

trimenti sara zero. Dunque sara 2A' nel prodouo

- gm+t _ 95 1
() (5]

dove g ¢ differente da g. Pertanto il minimo esponente di ¢ in D' sard
T, + 24, .

Ma dall espressmne (11) si rileva che queslo esponenle deve ‘essere eguale a v,

dunque :
vl = Fl + 2A'n J
come volevamo dimostirare. ) . .
.1 . - . .1
Mutando % in 5 * Sappiamo dal teorema 2 del n? 15 che v si converte in —,
.U v

quindi dall’equazioni (5) e (9), osservando che il quadrato del prodotto di tutte le
radici nelle equazioni modulari & eguale ad u™, si ottiene :

o oL LY _ D _we-y (A% - A S A
(12) v v ] T g T T  2rt8y,+8p

gt vg,t, . %
. ¢ quindi : o | ) :
JAp=NN—1) —v — b,
come volevamo dimostrare. ‘ ‘
Confrontando I'equazione (12) colla (9), si deduce :
(13) A=A, .

Quando n ha i fattori primi tutti differenti, N & eguale alla somma dei divi-
sori di'n e (g’) ==¢', quindi :

-—~§‘(n—-g) = nN'— N,

dove N indica il numero dei divisori di n. La funzione numerica A, diviene eguale
a ¥99., dove la somma deve estendersi a tutte le combinazioni di due divisori di
n il prodotto dei quali & <<m, e A, ¢ la funzione A, diminuila di tutti i prodotti
gg' pei quali non é e, =c¢,, .

Allorché n = p* e p' ¢ un numero primo dispari abbiamo :
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) Fp'“= p—1) \[Fp,‘.z—l — (P-'_‘ 'l)pll-"‘%] , ,Aplt = pptt — (p— Npt;

A'F = A# se ¢, =1; se poi'ép= — 1, si ha:
P P
a2 UPE =) £ 2P )
s N

dove n = (—1)*. Quindi in queslo caso avremo :

v=(+1 [ — =1,

—

(1 —)p=(p'—1) 4 2p~+- )

?

(14){ v = (p+¢) [pp*—(p—1)p ]+ (1—¢)

‘ p+1))
hp = pti(p -+ 1) (p* + pFi— 1) — v — by,
Se n = p numero primo, ponendo p ==1,n= — 1 nelle formule (14), si ottiene:
. ° \
' B n*—1
('15) ) v:—_'n-—}—‘i,\vx-_-_:n—i—e,‘, p == 7 —_—n—,

18.

. Passiamo ora alla determinazione dei valori dei rapporti = dei periodi delle fun-
zioni ellittiche per le quali 'equazioni modulari di ordine dispari n ammeltono ra-
dici eguali. ‘ .

Teorema 1. Affinche sia.:
. 1 - J
. N T —0 T —Ga .
(1) g1 9 A, = £,9 L2,
. . - g : g’ \".
‘dove v é un numero complesso che ha la parte imaginaria positiva, o , ¢ sono

multipli di 16 e g'g = g g’ = n, é necessario e sufficiente che w sodisfi ad una
equazione : - ) ' '

() " Ao’ +2Bo + C = 0,
dove A, Be C sono numeri interi P reali e il determinante : .
_ A= B*— AC
& negativo e della forma: '
(3)- A= — 8h(n — 8h),
oppure : : B
(%) . A= — (n — 2h)(8h — 3n),

e quando A ha la forma (3) si hanno le congruenze :
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(5)  B.=0(mod 4),  C=0(mod 8);

oppure : : -
i (6) B = 2(mod.4) , G = 4(mod, 8),

e A dispari quando h é dispari : quando po: il determinante ha la foima (%) st
hanno le congruenze : o - , _
(7). - B=1(mod. 2), G = 2(mod. 4).

o. Infauli, affinché sia verificata la equazione (1) & necessario e sufficiente che si abbia:
(8) g"‘cs '——’O"’ _ ygl — 00 -+ 3g:w ,
- g, of . — Po-+ fgw
9 o — Py =1,
« e o dispari, y e 3 pari, e siano sodisfatlie le congruenze :
(10) y = O(mod. 16),  «a=3= == gg (mod. ), -
oppure : _ -
(11) " 7= 8(mod. 16) ; a =0 = = g'g' 4 4(mod. 8).

Alla equazione (8) puo darsi la forma .
(12) Bg9.s -+ [og, 9" — 3y — B(og, — 79) ] o
' + Bod’ — ozo"g I 30’9J yg" g‘" " 0.
Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo:
~(13) of, g” = d¢'g/ = == n(mod 8),
e quando si hanno le congruenze (11):
(14) ag' 9" = d¢'9,' = = n + 4(mod. 8);

e quindi il coefficiente del secondo termme della equazione (12) é sempre multiplo
di 8. Perlanto potremo porre :

U |

(15) pg 9, . A “g) g —ag ; @(ng = a'vg') — B,

n_n

foo' — adg" + dog" — 1'9)" o
2

e la equazione (10) prenderi la forma (2) ed A, B e C saranno interi.
Se poi B = O(mod. 4) e y = 8(mod. 16), porremo:

22
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Co 0 ) _ r n — ’
‘.Ba'a" — aa"g” + 3ag 79"(’:” .
LT =G y
e avremo sempre una equaznone con 1 coefﬁcnenh interi della forma (2)‘
Facendo : : : IR
- an 28 = aglg" + 99’y + Blog', — o'g) 5
colle posizioni (15) avremo : :
(18) 4o = §'—n®
e colle posizioni (16): ‘
(19) 16A' == §*— n’.

Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo :
ag g’ =8l *+n, 9g'q" =8l = n,
e quindi moltiplicando e osservando la equazione (9), si ottiene , se B = O(mod. 4):
‘ 8n(l + I') = O(mod. 64) ,
! + I = O(mod. 8), »
28 = of, g; ~+9¢' g/ = = 2n(mod. 64) 5
onde : R T o ‘
e h pari.
Se poi = 2(mod. 4) avremo :

]+ I'=0(mod. 4), 95 ===2n(mod.32),. S =16h=n

ed kb potra essere dispari.- | ,
Quando sono verificate le congruenze. (11) se 8 = 2(mod. 4) avremo:

g 9" =8l *tn + 4, 9'g =8l =n+4,
e quindi : o ) :
‘ Bym® = 16 = = 8n(l + ' + 1) + 16(mod. 32) ,
ossia : :
* ’ 1+ 1I'+1 = 0(mod.4),
e quindi : o

2S = = 2n(mod. 32), = 16h —n, .

ed h potra essere dispari:



' ()
~Se poi 8 = 0(mod. 4), avremo :
' l 4 U' +1 = = 2n(mod. 4),

onde : : , _ )
28 = == 14n(mod. 32)
e quindi : 7 j
S=16h =+ Tn.
Dunque il determinante A dato dalla equaziorfe (18), nella quale dovra sostituirsi:
S=16h — n, ' )
sard : . < .
’ A = — 8h(n — 8h),

e avremo nei primi due casi le congruenze (5), .nel terzo le congruenze (6), ed
A = 1(mod. 2) quando h ¢ dispari. :
Il determinante A’ dato dall'quazione (19) nella quale dovra sostituirsi =
' S = 416h = 7a,
sara :
A= — (n.— 24)(8h —'n),
ed essendo : -

T} P
e N A

C=" = 2(mod. 4),

Il

=

saranno sodlsfaue le congruenze (7).

Rimane ora a dimostrare che le condizioni del teorema sono sufficienti,

Sodisfi @ ad una equazione della forma (2) , in cui i.cofficienti verifichino le
congruenze (5) e abbia un determinante negatwo della . forma (3).

Sia g il massimo comun divisore tra A ed R; powhe alla equazione (3) puo
darsi la forma : : : :
. 4A = (n — 16h)"— n®,
avremo : |

(2B + 16h — n)(2B — 16k + n) = 4AC — n’= O(mod q).

- Quindi essendo g' e g, due divisori di g il prodetto dei quali divide A sard :
9B + 16k — n= O(mod.¢),  2B— 16k + n = O(mod. ¢').

Ponendo :
2A =fg9.,
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Bo = 2B '—- 16h '+' n(mm} g) , -

n
6 sara primo com - e potlemo determmare due mterl o’, 7 multrph di 16 - che so-

(hsﬁno alle congruenze :

g,
. __ 2B+ 16k —n
fo = T d. —
’ g
e quindi, dinotando con « e ¢ due numeri mten , © ponendo g—,=g” , g,— =g/,

avremo- : ‘ . |
of, 9" = n — 16h —+ 2B — fog’, ,

(20) dg'g" ="n— 16h — 2B + By’

Da queste equazioni si rileva facilmente :
-
(i

Boo' — ad' ¢" ~+ dag' == 2C(mod. ¢" ¢") ;
e quindi, denotando con y un numero intero, sara : '
(21) | g" g‘” = fog’ — ac'g’ + 30'g‘" —2C, ‘
e i valori di «, B, y e & cosi ottenuti sodisfaranno, come ¢& facile a verificarsi, Ila
equazione . (9). ’

Deducendo dall’equazioni precedenti i valori di A B e C e sostituendoli nella
_equazione (2), olteniamo : :

g‘ 5 — o __ '/g” — 0o +‘ o'
g‘" D(g” _ BO' + ﬁg’a b »
Se C = O(mod. 8) e B = O(mod. 4), dall'equazioni (20) e (21) si deduce :
'y =0(mod 16), =27 = g'(mod. 8),
Se C = 4(mod. 8) , B = 2(mod. 4), dalle medesime equazioni si trae :
y = 8(mod. 16),  « = 9 = ¢'¢, + %(mod. 8);
e quindi é sodisfatta I'equazione (1), come volevamo dimostrare.
Ora supponiamo che @ sodisfaccia ad una equazione della forma (2), la quale abbia
il determinante (4), e siano verificate le congruenze (7). . ‘
Sia g il massimo comun’ divisore di A ed n; poiché alla equazione (4) pud darsi
la forma :

16A'= (Tn — 16k)’—n® ,
avremo : ) S
(4B — 16h 4~ Tn)(4B + 16h — Tn) = 4AC — n*,
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e quindi: = . it i

4B+ '16h—- n =0(mod g), © 4B — 16h '+ 7n = O(mod g)
essendo ¢' e g, due divisori di g il prodouo dei quah dwnde A.

Poniamo : R )

AA = gy,
B sard primo con n e nou'emo determinare due numeri interi ¢ e o muluph di 16
che sodisfacciano alle due congruenze :

43 — 16h + Tn (m q n)’ - 4B_’T 16h——<7n,(l'n0d. _n,_)’

fo = — od. —
f ' g
i g" o g, si otliene
=g, — = . :
g g,

(22) of ¢' = 7n— 14h + 4B + fog',, 3¢9 = Tn — 16k — 4B — fd'y';

i

onde ponendo :

dalle quali si trae : : N
’ Boo' — ac’g" ~+ dog" = 4C(mod.g”‘g"’j
e quindi denotando con y un numero intero : |
(23) 'y = oo — adg’ + dog" — 4G,

e i numeri &, B, y e d sodisfaranno alla equazione (9).
Ricavando i valori di A, B, G e sostituendoli nclla equazione (2), si ottiene :

-

g, & — o g — do 4+ agw

97 af— ﬁo- + Bg'w
Poich¢ C = 2(mod. 4) = 1(mod 2) dalle- equazioni (22) e (23) si ricava ;-

» = 8(mod. 16) , «=3d=g¢94g + 11(m0d. 8),

e quindi sara sodisfatta la equazione (1) come volevamo dimostrare. ‘

Ogni equazione (2), per la quale sono sodisfatie le condizioni del teorema 1°, da
un valore di & per cui I'equazione modulare di ordine n ammette radici eguali, ¢
quindi determina una radice u, = ¢(w,) del discriminante. Dlremo che una lale equa-
zione appartiene alla radice u, del discriminante. ‘

Ora abbiamo trovate per il discriminante :

(24) D = w1l — ub) flub),
dove f(u®) & una funzione razionale e intera di u8; quindi avremo :
(25) Slud) = an[u -—q>(w,)1 |
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essendo @ una quantita numerica ed i valori w, dovendo essere determmau mediante
tulte Pequazioni che appartengono alle radici del discriminante, ¢ che non danno valori
'identici per ¢(w,). ‘ ‘
Teorema 2. Se la equazione :

(2) ' Aw+2Bw—l—-C—‘0

appartiene a una radice u, del dzscrzmmante , ela fbrma (A, B' Cc) é equiva-
lente alla forma (A, B, €) e se questa si.trasforma in quella mediante la sosti-
tuzione :

_ 7 + do’ A
o =
o~ ﬁw .
dove ad — Py =1 e y ¢é pari; anche la equazione :
(26) A's"+ 2Bs + C'= 0

' . . . . - .
apparterrd a una radice del discriminante, la quale sard identicamente equale ad

1 o " : e
u, 0 ad . moltiplicato per una radice ottava, dell’ unita.

r

Infaiti, se il determinante della equazione (2) ha la forma (3) dovra aversi:

(27) € = 4¢(mod. 8); B = 2¢(mod. 4),
dove ¢ ¢ eguale a zero o all’unitd. Se il determinante ha la forma (4) avremo :
(28) = 2 (mod. 4), B =1 (mod. 2).

Ora poiché a'»blamo ‘ :
Al= AS + 2B'3,9 + CF*, -
(29) B'= Ayd -+ B(By + 29) + Cof, ‘
| C' = Ay* + 2Bya + Co*;
© sard: , T . _
C = C + 4d(mod. 8), B =B + 2 (mod. 4);
e quindi:
. C'= &+ ¢) (mod. 8), B = 2(c+¢) (mod. 4),
se il determinante ha la forma (3), e se ha la forma (4) : .

C = 2(mod. 4), - B' = 1(mod. 2),

Dunque Ia equazione (26) apparterra a una radice del discriminante, la quale

sara : ' ‘
1Y T T
o = o L)




o (s
che ¢ identicamenté' egnéle ad u, o ad z;—l-i-moltiplica'lo per una radice 8 dell'unita.
TEORENA 3. Se la’ equasione : / |
Ao’ + 2Bo + C= O

appartiene ad una radice u, del discriminante, la forma (A', B, C') é equivalente
alla forma (A, B, C) e questa si trasforma in quelle mediante la sostituzione :

, 7+ o' . .
. - W == .
‘ 41 . P + ﬁm .
dove a8 — By =1, e y é dispari,' la equazione :
D A's” +92Bs' 4+ C'= 0

1

apparterrd a una radice del discriminante, la quale sara identicamente eguale a

\/l——u 0 ad \/u _!

dice -ottava della unitda, soltanto se A = G (mod. 8) essendo il determinante della
forma (3), oppure A = C(mod. 4) e il determinante ha la forma (4).

Avremo anche in quesjo caso l'equazione (29) e le congruenze (27) se il de-
terminante ha la forma (3); onde sara : ’

C' = A + 4e(a -+ 1)a = A(mod. 8),  B'= B + Ayd(mod. 4)

oi ad unadelle loro reciproche moltiplicata per una ra-

quindi soltanto, se C = A(mod. 8), avremo:
C' = 4¢(mod. 8) ,° B' = 2¢(mod. 4).

Se poi il delermmante ha la- fonma (4) , saranno sodisfalie le congruenze (28), e
quindi : :

C' = A + 2a(« + 1) = Amod. 4),,  B'= A 4 Ad(mod. 2)
e percid soltanto se A = C(mod. 2) avremo :
C' =2(mod.4), B = 1(mod.2).

In questi casi soli i valori di ¢(c') saranno radici del discriminante, ed cssendo

7 — aw )
\‘\‘ . ? __ a_i_ﬁm'

dove y é dispari saranno idenlicamentie eguali ai 32 valori che si ottengono molti-
plicando per le radici ottave della unita le quatiro quantita :

della forma :

o



1 —u, ’

- ' (o] u: —1
1 _ 1 et VaTod
_ 2

@ ¢4~u.«»»,mm,“m
come volevamo dimostrare. S
‘Pertanto se’ prenderemo tutte le classi differenti delle Forme (A B, C) i determi-
nanti defle quali sono dati dall’equazioni (3) e (4) e sono negalivi, e quindi in numero
finito, ciascuna classe dara 16 o 48 equazibni,apparie’nenti ad altrettante radici del di-
scriminante in generale non identicamente eguali tra loro. Le classi che danno 16 equa-
. zioni le diemo di 1" specie, quelle che ne danno 48 le diremo di 2" specie.
Ad ogni classe di 1" specie comsponde evidentemente un_fattore del discriminante

della forma ~

Cen () () = et

- Ad ogni classe di 2 specie corrisponde un fattore del discriminante della forma :

R e S GRS

= uf® — 3ulo 4 by (5~2b)u"" 4= bu“‘ = 3ub-- 1.

Bisogna perd ecceltuare- quelle classi che danno equazmm per le quali alcuni dei

16 o dei 48 valori precedenti sono identicamente eguali tra loro.
Affinché’ alcum di questi valori siano ldentmamente eguali, & necessario e sufficiente

che sia: ’ ' ) - .
7+ d
T a+ fBo

aa—{iy——’l B T

-

quindi queste classx eccezioniali saranno le sole clasm dern ale ‘delle classi che cor-
‘rispondono all’equazione : ‘

(ﬁ)",ﬁm+2(2§w;7_o

se a=0 (rhod; 2), o delle classi che-'c()rrispoﬁdono all’équazione:
(33) | %w+2@w®w—%—0
se a ——6+1(mod 2)
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