LIERO V.

CURVATURE DELLE LINEE E DELLE sUFERFIC

318, Le tangenti di una curva cd i langenziali di una
superficie fanno conoscere le divezioni della eurva e le incli-
nazioni della superficie nei suoi singoli punti; se vogliasi me-
glio giudicare della loro forma, bisognerd trovare, per elaseun
punto della eurva o della superficie, dei circoli o delle parti-
colari superficie, che piil si avvicinino alla curva o superficie
data. In lal modo si viene ad acquistare un’idea della cur-
vatura della curva o della superficies eid forma il soggelto
del presente Libro; argomento molto importante specialmente
dal lato teorico. In quanto andremo esponendo faremo poco
uso di figure, perehé giova abiluarsi a quelle idec generali,
che difficilmente sono presentate da figure particolari. Noi in-
dieheremo le curve con lellere minuscole posle tra parentesi;
le superficie con lellere majuscole pure tra parentesi, semplici
se le superficie sono sviluppabili, doppie s sono a due cur-
valure: e, per lo sirelto legame che passa (ra una superficie
sviluppabile, ¢ la sua linea di regresso, noi lc indicheremo con
lettere del medesimo nome.
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CAP. L

Curvatura delle linee gobbe.

349, Considerando le curve come composle " infiniti fa-
tercoli infinitesimi, si dice che due curve hanno un conlallo
del 1.°, 2.5, 3.°.. ordine secondo che essc hanno comuni
uno, due, tre ... latercoli conseeutiviz oppure due, tre, quat-
tro.... punti conseculivi. Cosi la relta tapgente ha un con-
tatto del primo ordine, il cireolo oseulatore (§ 424) ne ha uno
del secondo, Se i circoli oseulatori di una curva sono tulli in
un piano, la curva & pianas ma se immaginiamo, per fissare le
idee, che il secondo circolo gseulatore giri di un angolo-die-
dro infinitesimo intorno alla tangente che esso ha comune col
primo circolo, ed il lerzo giri esso pure intorno alla tangenle
comune col secondo, e cosi di seguilo, la curva diviene (§89)
gobba (u doppia curcatura); ed in essa si osserva olre che
la curvatura (che & quella slessa del circolo osculatore), anche
la torsione, ¢he & costituita dal diedro formato da due piani
osculalori infinitamente vicini; chiamandosi (§ 428) piani
oseulatori quelli dei cireoli oseulatori, cioé quelli ¢he contens
gono due latercoli consceulivi. — Una curva (c) pud perdere
lulta la sua lorsione conservando la slessa curvalura basla
supporre che tutti i circoli osculatori girino successivamente
intorno alle intersczioni dei piani di due cireoli vicini fino ad
adagiorsi sopra un solo piano. 1 tangenziali (§ 173) della su-
perlicie sviluppabile (C) formata da tutte le langenti della (c).
comprendendo due di queste tangenti conseculive, sono i piani
oseulatori della curva (c), percid le predettc rotazioni dei piani
oseulatori della (c) sono quelle stesse mediante le quali 8" im-
magina (§ 190) sviluppata la superficie (C); dunque quando
wna superficie sviluppabile (C) si seiluppa in un piano la
sua linea di regresso (c) conserva la cureatura e perde tufta
la torsione.
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320. A molivo della lorsione Jdi una curva gobba (¢} le
sue normali, ¢che sono le relle perpendicolari alle langenti ¢
poste nei piani osculalori, non piti s" ineontrano, ¢ quindi non
formano, come per le eurve piane (§ 424), un’evolula. Ma se
per un punto M della curva (¢) tiriamo una relta qualunque
perpendicolare alla tangente in M ¢ quindi anche alla eurva:
pel punto infinitamente vicino M, potremo sempre condurre
una seconda perpendicolare alla curva, la quale tagli la pri-
ma, ¢ pel lerzo punto M, una terza perpendicolare che tagh
la seconda, ec. ; tulte queste perpendicolari saranno tangenti
ad una curva che segneremo con (b), e che sard un’evolula
della (c), poiché tulle le langenti della (b) sono perpendico-
lari alla (c); e la (c) ¢ una sviluppante della (b}, perehit pud
essere deserilta da un Glo che si spieghi dalla (b) L
dosi, colla sua parle gid spiegata, tangente ad essa (b). Tulle
le tangenti della (b) eoslitniseono una superficie sviluppabile
(B) sulla quale ¢ siluala I'evolvente (c).

224 . Osservando che la prima perpendicolare, che imma-
ginammo condolla pel punto M della (¢) € arbitraria, vediamo
che questa (c) ha infinite evolute (8), (&%), (4%.... ed infi-
nite pur sono le corrispondenti superficie sviluppabili (B
(B*) (B?....; si conoscera pure che tulle le tangenti delle
(£') (%).... che mettono capo ad un medesimo punto della (c)
sono situate nel piano normale a questa (c), e pereid i punti
corrispondenti delle (') (8%).... si trovano sull’ inlersezione
di due piani normali alla (c) in due punli infinilamente vicini.
Ora tulli i piani normali della (c) formano eolle loro suceessive
intersezioni una superficic sviluppabile (A): & quindi palese
che tulle le (6%) (6%).... sono situate sulla (A), che si dird la
superficie delle evolute dellu (c).

822, Due piani normali vicinissimi della (c) sono perpen-
dicolari al corrispondente piano latore , percid anche la
loro intersezione, che & una delle caratieristiche della (A), ¢
perpendicolare a quel piano osculatore. inolire essa passa pel
corrispondente centro di curvatura della (c), che essendo ad
ugual distanza da tre punti della (¢} & sull’ inlersezione dei
piani normali ai latercoli che li uniscono: cosi la medesima
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propricti di essere ad ugual distanza da tre punli vicinissimi
della (¢) apparticne a ciaschedun punto di questa intersezione,
Quesla relta la diremo Vasse di curvatura (asse polare, o li-
anea dei poli) della (c} nel punto di cui si traltas cosi la su-
perficie (A) contiene anche lulli gl assi di curvatura del
la (c).

323, Quesli assi di eurvatura della (), ehe sono le caral-
teristiche della (A), formano colle loro successive inlersezioni
la {a) eurva di regresso della {A). Il punto d'intersczione di
due assi vicinissimi ¢ ad vgual distanza da quatlro punti vi
cinissimi della (c), dungue i punti della (a) sono i eentri delle
sfere che conlengono quattro punti infinitamente vicini della
(c), ¢ ¢he percid hanno con qguesta un conlalto del terzo or-
dine.

39 4. Immaginiamo adesso che il punto M si muova descri-
yendo la curva (c) e porlando seco tulli i fili che sono rav-
volti sulle evolute (4) (47)...., ed insicme con questi tutli gli
assi di curvatura della (c); in tal guisa verrd a svilupparsi la
(A), ¢ si avrd una figura piana come quella della figura 112,
Le relle KL L2 LY K L2L2LY, ec. evano prima dello sviluppo
le caratleristiche della (A}, ossia gli assi di enrvatura della
(c); le porzioni di quesle linee a Iratto inlerrotlo appartenc-
vano all’altra falda della superficie (A): Ja ecurva KKK, era
la linca di regresso (a)y i punti K K,... erano i eenlri delle
sfere, che hanno un conlatlo del terzo ordine colla (c) nei
punti M ... ai quali compelono rispettivamente gli assi
di curvalura KL K. E,...3le relle L*LL, 2L LS, sono
ali sviluppi delle evolute (6) (57)....

325. Che quesle evolule sicno linee hrevissime sulla (A)
lo si pud anche riconoscere pel § 193 osservando, che, per

pio, il piano | iale della (A) lungo la caratleristica
L1} & normale alla () nel punto M, ¢ che il piano osculatore
della (L") nel punto L%, comprendendo due rette perpendico-
lari al latereolo della (¢) nel punto M. comprende anche que-
sto lalercolo, ¢ pereid @ perpendicolare al predetlo fangenzia-
le. Quando si hanno due evolute (b') () si pud deserivere
1a (¢) mediante due fili ravea? fotamo a auelle evolute. ¢
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dalle quali si sviluppane, nel mentre che le estremiti dei fili
si riuniseono nel punto M: si scorge facilmente che 'angolo
solto cui s inlersecano tali fili in M & coslante per lutto
lo sviluppo. — I centri di curvatura della (c) sono siluali nei
vispellivi piani osculatori ed inoltre negli assi di curvatura;
percid essi si ollengono abbassando dai singoli punti della (c)
le perpendicolari sugli assi rispetlivi, Cosi anche nella figura
112 noi determineremo le posizioni I I, ee., che prendono
i cenlri di curvalura dopo lo sviluppo, abbassando sulle KL
K I ee. le perpendicolari AR MK, ec. dal punto M, che ¢
quello ehe nello sviluppo prende successivamente Lulte le po-
sizioni M M, ee.

326, La linca dei centri di curvatura KR, £, divenla una
evoluta della (c) quando dopo lo sviluppo essa ¢ una rella,
che passa per M3 eioé nel solo caso che la (A) sia una super-
ficie eilindrica, e pereid la (c) sia una curva piana. — Quan-
do la superficie (4) & un cono, la curva KK, A, si riduce ad
un solo punto; ed una slera col centro in A passa per Lutti i
punti M M, ee.; ciod la eurva (c) & deseritta sulla superficie
di una sfera, '

327. Dicemmo al § 429 che la crovatura della (c) & mi-
surata dal vapporto dell’angolo di contingenza compreso fra
le tangenti estreme dell’archetto M 3/, alla lunghezza dell’ar-
chetto medesimo: e che la torsione ¢ misurata dal rapporto
del diedro di torsione compreso fra i piani osculatori in M M,
{oppure dell'angolo compreso fra i due assi di curvatura nK
R K)allo slesso archetto infinitesimo 23, . — L’archetto
diviso per I'angolo di conlingenza espresso in parti di raggio,
ossia (giaeehé I'angolo ¢ infinitesimo) I'archetlo diviso pel se-
no dell’angolo di contingenza dicesi raggio di curvaturas si-
milmente Parchiello infinitesimo diviso pel diedro di torsione
pud dirsi raggio di torsione.

3281 piani osculalori della (a) ossia tangenziali della (A)
sono normali alla (¢); ¢ viceversa le tangenti della (a) ossia
caralleristiche della (A) sono gli assi di eurvatura perpendi-
colari ai piani osculatori della (c): dunque il dicdro di tor-
sione dell'archetto K K, della (a) uguaglia I'angolo di conlin-
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genza dellarchetto MM, della (¢}, vieeversa I'angolo di eon-
tingenza di K K, uguaglia il diedro di torsione di MM, Kon
si pud dedurne che la curvatura della (c) sia uguale alla tor-
sione della (a), e viceversa; poiché gli archelli MM, KK,
sono in generale differenti: bensi il rapporto tra i raggi di
curvalura ¢ di torsione della (¢) ¢ uguale al rapporlo fra i
raggi di lorsione ¢ di curvatura della (a).

320, Applichiamo cqueste generali considerazioni alla it
semplice delle curve gobbe, vale a dire allelica (§ 4194), 0
linea brevissima di un cilindro rotondo, ehie € Ja sola curva
¢he abbia in tulli i suoi punti ugual eurvatura ed ugual lor-
sione. Immaginiamo per fissare le idee che 'elica (c) sia de-
serilla sopra un cilindro verlicale: per la piena eguaglianza
tra le parti dell’elica al di sopra ¢ al di sotlo del punlo ALl
raggio di curvalura MR dovri essere orizzontale . 11 circolo
osculatore avra coll’eliea (c) un contalto (§424)del terzo or-
dine. Gli assi di curvalura della (c), che sono langenli alla (a),
sono fulli ugualmente inclinati all’orizzonte, ed essendo ¢o-
stante la lunghezza di DA si vede che la (a) ¢ un’elica de-
seritta sopra un cilindro coneentrico a quello della (c): e che
i centri di curvalura ff cadono sulla linea di regresso (a),
cioé coincidono coi cenlri K delle sfere, che hanno un con-
tatto del terzo ordine colla (c). Siccomie il vaggio di curvatura
MR & maggiore (§ 196) del raggio del cilindro, eui appar-
tiene Telica (c), cosi 'asse comune dei due cilindri laglia la
MR in un punto intermedio tra M ed R, ¢ le due eliche (¢)
(a) si ravvolgono I'una a spira drilla, I'allra a spira rovescia
(§ 208). Nello sviluppo della (A) I'elica (a) diventa un cir-
eolo AR R,, ed il punto M, che durante lo sviluppo ha gene-
rala Velica (¢), ¢ il eentro di quel circolo: perche tutle le
perpendieolari da esso abbassale sulle tangenli del circolo
debbono incontrarle nei punti del circolo medesimo.

330. Sia ¢ il raggio del cilindro, su cui ¢ descrilta I’ clica
(c), e sin 2/ ac il passo (§ 195) di questa, sicché sia
Vaze la tangenle (rig Irica dell’ inelinazi dell” elica
sulle caratleristiche del eilindro: il raggio di curvatura del-
Telica si trova (§ 196) = ¢-+a: percid P'elica (a) ¢ descrilta
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sul eilindro che ha il raggio «. 1l suo passo ¢ quello slesso
della (c), cioé 2ryca; quindi il suo raggio di curvatura @
=a-t¢; sicehé le due eliche (c) (a) sono tra loro conjugale
in queslo senso, che ognuna ¢ il luogo geomelrico dei cenlri
dei cireoli, che hanne un contalto del terzo ordine coll’altra.

331, La lunghezza di un intero giro dell’elica (¢) & I"ipo-
tenusa di un triangolo rettangolo, i cui caleli sono la proje-
zione orizzonlale 2 e ed il passo 2tV aes cosi pure la lun-
ghezz:l dell'elica (a) ¢ Uipolenusa dei cateli 2y ac 2mwa;
percio il rapporto tra due archi corrispondenti MM, RE, di
tali eliche ¢ =}/ a:c. Queste due eliche hanno un uf-ual rag-
gio di curvalura e4a, quindi i loro angoli di conlingenza
avranno essi pure il rapporto ¢ a:c; ma Pangolo di contin-
genza della (a) eguaglia (§ 328) il diedro di torsione della
(c), percid il r'lggm di torsione della (c) sard {u+()|,-"n c
Similmente il raggio di torsione della (a) ¢ (a-k ¢}/ azc.

Note al Cap. 1. del Lib. V.

1l metodo delle equipollenze da facilmente la verificazione
di quanto abbiamo esposto; dard qui i risultamenti espressi
col comune linguaggio delle coordinale orlogonali. Per una
data eurva MM, M, ... sia M Vorigine delle coordinate, ¢ quel-
le del punlo vicinissimo M, gieno

@, y=a" 2r—sz’ 67 t+ eo., z=2 1614 ec.;
perloché il punto M lo segneremo con (0. 0, 0), ed il punto
MM, con (z, ¥, 2). La tangente in M, sard parvallela alla retla,
che passa per I'ovigine M ¢ pel punto

(A, xir—sx: 27" (4 ec., x*:2ri4 ec.).
1l piano osculatore sari eziandio parallelo alla relta che uni-
sce L'origine (0, 0, 0) col punto
(0, dir—sz*t+ ee, xirid ec)
Quindi I’asse di curvatura R, K, corrispondente al punto M,
& parallelo alla retta perpendicolare alle due predetie, la quale
va dall'origine M al punto
(x*:2ri4 cc , —rildee, d—sxirid L)
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Finalmente la normale M, &, essendo perpendicolare alla tan-
gente, ed all’asse di curvatura (perehé posta nel piano oscu-
Jatore), sarii parallela alla velta dei due punti (0, 0, 0)

(—z+8sa®: 2rt+ ce., r—sxil+ cc, railt ee.).

Se & aumenta dell'infinitesimo @, 'avco M M, aumenta del-
I'archelto infinitesimo

w(l a2 —sx’: 20+ ec).
L’angolo di conlingenza compreso ra due {angenli infinita-
menle vieine & @(4:r—sx:r* {4 ec.); dividendo per esso I'ar-
chelto, si olliene il valore »-Fsx:t- ec. del raggio di cur-
vatura in M,. Percid il raggio di eurvatura in ¥ &=r, ed
s:t ¢ la derivata di tal raggio rispetlo all’arco
MM =x- cc

Il diedvo di torsione compreso tra due piani osculatori
ceguaglia I'angolo compreso (ra 1'asse di curvalura B K, e quello
ad esso infinitamente vieino: lo si trova uguale ad @(1:t4-ec};
quindi ¢ & il raggio di torsione (rayon de cambrure). Nulla
possiamo dire sulla variazione del raggio di torsione da J ad
M, poiché a tal uopo bisognerebbe conoscere maggior numers
di termini delle coordinale y = sviluppate secondo le potenze
della x.

Si viconosce facilmente che I'angolo compreso tra la nor-
male MR, e quella ad essa infinitamente vicina risulta dal-
P'angolo di contingenza e dal diedro di torsione, come I"ipo-
tenusa risulla dai due cateti di un triangolo rellangolo, ciod
esso uguaglia /(@ i @ 07).

L’inlersezione tra la normale M, FE, e quella ad essa infi-
nitamente vicina ¢ il centro di curvatura £, delerminato dalle
coordinate

(—sx:2rt— ec., r-sxil--ec., roit—4 ec.).
La linea RR,... dei centri di eurvatura, trasportando Iorigi-
ne delle eoordinate in K, & pereid espressa dalle coordinate
—s2": 3yt co., sx:l-4 e, rEil- €L
Quindi nel punto X la tangente della curva £R,... sta nel pia-
no MEK, ed il suo raggio di curvatura & (r*4-s")r:st.

L'asse di eurvatura R, K, incontra quello ad esso infinila-

menle vicino nel punto A, eentro della sfera, che ha un con-
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lalto del terzo ordine colla curva MA,... nel punto M. 1t
punto K corrispondente ad M & espresso da (0, r, &). Nulla
possiamo dive sulla eurva KK, ..., la quale, coi dali da noi
assunti, polrebbe anche ridursi ad un punto:; solamente noi
sappiamo (§ 328) che il rapporto tra i suoi raggi di curva-
tura ¢ di torsione & =t:r.

11 raggio KM=V (r*<-5") della predetla sfera ¢ lagliato
per meli dalla retta condotta dal centro di curvatura I per-
pendicolarmente al piano osculatore della curva RA,...: per-
¢id questa linea dei centri di eurvatura tocea il circolo MAK,
che ha per diametro il raggio K della sfera, avenle colla
curva MM, un contatto del lerzo ordine.

Tulte le normali MR MR, ce. costituiscono una superfi-
cie reltilinea: per trovarne la linea di siringimento projetle-
yemo la A, R, sul piano parallelo alle due MA M E,, ¢ tro-
veremo che la loro minima distanza taglia la M A= in due
parti X XR proporzionali ai quadrati ¢ »* dei raggi di
torsione e di curvatura.

La curva (c) ¢ linea di regresso della superficie sviluppa-
bile (C) coslituila da tutle le tangenti della (¢). Vi & un’altra
superficie sviluppabile (T}, ehe ha eolla curva (c) un’impor-
{ante relazione: essa fu della la superlicie veltificante. perché,
quand’essa si sviluppa in un piano, la curva (c) si sviluppa
in una refta: quindi questa () ¢ una linea brevissima de-
seritta sulla (I), e percid (§ 193) le sue normali sono pur
normali alla (U). Ne viene che la caralteristica /F della (T)

lo inlersezi di due tangenziali ¢ perpendicolare alla
normale M R, ¢ ad un’altra ad essa infinitamente vicina, quin-
di & parallela alla retta ehe unisce origine (0, 0, 0) eol pun-
lo (r, 0, 1).

Veniamo per ultimo a delerminare evolula LL L., il pun-
1o L essendo (0, r, s—d) ed avendo la distanza d dal punto
K della (a). Sugli altei assi di curvalura si devono prendere i
punti L, in guisa che la tangenic in ciascun punto L, passi
pel corrispondente M. Cosi si lrova che trasportando ovi-
zine delle coordinale in Z, il punto L, & determinalo da

(—dx?: 2t d= o, drila=co, ds=djrrt4- e,
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Percio il raggio di eurvatura in L della evoluta (b) ¢
(= (s=—d)):0t.

Nulla si potrebbe stabilire sulla torsione dell’evoluta.

Quando s=0, la curva da noi considerata ha un eontatlo
del terzo ordine coll’elica deseritta sul cilindro di raggio
=101 (1" 41, ¢ che ha il passo (§ 330) 2w t: ("1,
La linca dei centri di curvatura eoincide in ogni punlo £
colla linea AK,.... pereid la sua tangenle in A & 1"asse di
curvatura RL: né si pud pit stabilire il raggio di curvalura
della linea BE,. ..

CAP. 1L
Curvatura delle superficie sviluppabili.

339 Sia la superficic sviluppabile (S) colla sua linea di
vegresso (s): la figura 143 rappresenta non la superficic wa
il suo sviluppo in un piano: KK,... ne & kalinea di regresso, e
KM ne sono le caralteristiche. La superficie (S) non ha aleuna
curvatura lungo una gualungue sua caralteristica KM, e le
novmali alla superficie nei punti di questa K sono tulte paral-
lele ¢ situate in un piano perpendicolare alla superficies simil
cosa avviene per le normali lungo la caralieristica infinita-
mente vieina K, M,. E palese che in questi due sistemi di
relte parallele poste in piani differenti si polranno seeglicere
quelle che a due a due s’ incontrano: sieno M A1, i punti, le
cui normali alla (S) ¢'ineontrano nel punto F, il piano £M M,
sara perpendicolare alla A M, perché lo ¢ alla superficie (S);
percid I'archelto MM, sard perpendicolare alla caralleristica.
Se M, sia il punto infinitamente vicino ad M, , la cui normale
incontra quella speltante al punto M,. e cosi in seguitoy la
curva MM, M, ..., che noi esprimeremo €on (c), sard una svi-
luppante della (s), linea di regresso della (S), essendo perpen-
dicolare a tulle le suc tangenli: essa si dice una linea di cur-
vatura della (S). La normale F dicesi il raggio di curvalu-
v principale della superficic (8) nel punto M. — La refla
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AF intersezione dei piani normali alla (8) condotti per le
KM KM, passa pel punto comune a due carallerisliche infi-
nilamente vicine, e pereid appartencnle alla linea di regresso
(8): dunque i vaggi di curvalura principale corvispondenti
a punti posti sopra una medesima caratleristice soio pro-
porzionali alle porzioni di caratteristica comprese tra essi ¢
la linea di regresso della superficie.

333. Tulle le KF sono le caralleristiche di una puova su-
perficie (£) inviluppo dei piani normali condotli per le carat-
teristiche della (S); sulla (Z) ¢ situata anche la curva (s). Le
normali alla superficie (S) nei punti M M, ec. della linea di
curvatura (c) sono inviluppale da una curva (b) FF/, ..., che
& evidentemente situata sulla (£): queste normali alla (S) sono
perpendicolari alla (¢) (non sono perd quelle, che si dicono le
sue normali. giacehé esse, generalmente parlando non sono
comprese nei piani osculatori della (c)), quindi la (b) ¢ un’e-
voluta della (¢). 1l piano FMM, osculatore della (b) € per-
pendicolare al piano KMF tangenziale alla (Z), dunque (§
193) tulte le (b) deseritte sulla (Z) sono suc linee brevis-
sime.

334. Se la (2) si sviluppa in un piano, ciascuna (b) di-
venla una linea relta, il cui estremo M deserive la linea di
curvatura (c) prendendo successiv te le posizioni M, M,
ce. ; lo stesso avviene di eiaseun altro punto AI° A ee.: sie-
¢hé In caratleristiea KM va successivamente a siluarsi sulle
K, M, ecc.: percid la (s), che & posta sulla superficie (£), si svi-
luppa in una linea retla, cosi: La linea di vegresso (s) di una
superficie sviluppabile (S) & una linea brevissima sulla su-
perficie (), che contiene tutti i centri di curvatura princi-
pale della prima superficie (S); cioé la {Z) ¢ (pag. 287) la
superficie vettificante della (s).

335. Nel easo che la superficie (S) sia un elicoide svilup-
pabile I sue linee di eurvatura (c). che sono le sviluppanti
dell’elica (s) sono eurve piane, perché sono (§ 195) anche le
sviluppanti dei circoli, sezioni rette del cilindro, su eui é de-
seritta I'cliea (5). 11 cilindro ¢ la superficie (), ¢he contiene
1ulli i centri di curvalura principale dell’elicoide (S), e che ¢
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la superficic rellificante dell’elica (s). Le (B), ehe tagliano or.
togonalmente le (S) lungo le sue linee di eurvatura (c), hanno
per ispigoli di regresso le (h), che sono eliche deserilte sul ci-
lindro ().

336. Se per la FM normale alla (S) conduciamo un piang
perpendicolare alla caralteristica KM, questa sezione normale,
che passa per la tangente alla linea di eurvatura MMM, di-
cesi Ta sezione principale della (S) nel punto M essa ba il
raggio di curvalura F M. — Per determinare fa eurvalura di
fulte le allre sezioni normali spellanti al punto M ammelte.
remo, come cosa dimosrata dalla Geomelria anzlitica, che in
ogni punlo di una superficic sviluppabile vi ¢ un cilindro ro-
tondo, che ha con essa un contatlo del secondo ordine, ciog
che, tagliati il cilindro e la superficie con un qualunque pia-
no, 'cllisse e la curva, che ne sono le sczioni, hanno un con-
talto del sceondo ordine. — Ci basterd dunque considerare le
sezioni normali nel punto (M, (Fig. 144) del cilindro ro-
tondo, il cui asse (KF.[) supponiamo esscre situato sul piano
coordinato orizzontale. La sezione fatla dal piano verlicale ele-
valo sopra F I ¢ un cireolo il cui raggio ¢ uguale ad FI1;
ogni allra sezione normale fatta dal piano verticale che si ele-
va sopra £ P ¢ un’ellisse, ehe ha i due semiassi fm # P, per-
¢id il suo raggio di curvatura & (§ 123) uguale ad

W ry fm=(FPy:FH.
Viene da cio che: Zn un punto di wna superficie seiluppubile
il raggio di cureatura di una sezione normale equaglia il
raggio di curvatura principale diviso pel quadrato del cose-
no del diedro compreso tra il piano della sezione normale ¢
quello della sezione principale.

387 Si dimostra col calcolo che per ogni sezione olibliqua
al langenziale di una superficie, 1a sua curvalura dipende uni-
camente dalla curvatura della sezione normale, che ha la lan-
sente eomune colla sczione obbliquas pereid inveee di una
qualsiasi superficic noi possiamo considerare una sfera, Se per
una langente di questa immaginiamo condolti due piani, I'uno
pormale alla sfera ¢ 1'allro obbliquos il raggio della seconda
sezione sard evidenlemente uguale a quello della prima molti-
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plicato pel coseno del diedro compreso tra i due piani. Questo
{eorema, che & conosciulo solto il nome del Meunier pud
csprimersi anche cosi: L'asse di eureatura della sezione ob-
Bligua di una qualsivoglie superficie passa pel centro di cwr-
vatura della sesione normale condotia per U intersezione del
tangenziale alla superficie col pieno della sezione obbligua.

338. Nel caso del cilindro rotondo lulte le sue sezioni nor-
mali od chblique projeltate sopra un piane perpendicolare al
cilindro hanno per projezionc comune il eircolo sezione rella
del cilindro. — Possiamo stabilive anche in altra manicra il
vapporlo tra il raggio di curvatura di una eurva obbictliva ¢
quello di una sua projezione. — Nella figura 40 il raggio di
curvalura in £ dell’ellisse, projezione del civeolo (EDE), ¢
(§ 123) CE:CD. senDCE= g :avea EDE,. Ora CF
eguaglia il raggio del circolo ebbicllivo molliplicalo pel cose-
no dell’ inelinazione sul piano di projezione della tlangente al
circolo stesso nel punto (D)3 e I'avea del triangolo FDE, &
uguale al quadrato del suddello raggio molliplicato pel coseno
dell’ inclinazione del piano del circolo obbicltivo: pereio: /f
rapporto tra i vaggi di curvatura di wna curea obbiclliva ¢
della sua projezione equaglin il coseno dell inclinazione del
pinno osculatore della curva obbiettiva sul piano i projezio-
ne diviso pel eubo del cosena detl’ inclinazione della tangente
abbiettive.

330, Se il piano osculatore della carva obbielliva, e Ia sua
langenle sono ugualmente inclinale al piano di proje S|
raggio di curvatura della curva obbiclliva & uguale a quelts
della projezione diviso pel quadralo del coseno dell’inelina-
zione. 1l che si accorda col § 336. Si polrcbbe per tal ma-
nicea dimostrare, vispello ol eilindro. anche i feorema il
§ 837,

340. Mediante il teorema del § 338 possiamo brov,
raggio di eurvatura di una curva obbictliva conoseendo 1
delle sue projezioni sopra due piani tra loro ortogonali:
senza delerminare la posizione del piano osenlatore, ma sol-
tanto quella della langente. la quale ¢ subilo daia dalle Lo
aenli delle projezioni — Se in prime Inoga o fangenle delia

1

Berranrs 6o p i
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curva obbictliva sia parallela ad ambedue i piani di projezio-
ne, e sieno fi v i ragei di curvalura delle due projezioni;
quello della curva obbiettiva sarh Beos I=rsenl, essendo J
I inclinazione del piane oseulatore col primo piano di proje-
zione . Percid, costruilo un triangolo rettangolo, i cui cateli
sieno It r, la distanza dall’ ipotenusa del verlice dell”angolo
rello sard il cerealo vaggio della curva obbietliva.

341. Nel caso generale sieno IT ar i raggi di curvatura
delle due projezioni divisi rispeltivamenle pei cubi dei co-
seni delle inclinazioni della tangente obbiettiva sui piani di
projezione: sia GJh (Fig. 13) un piano perpendicolare a
questa langenle, ¢ le FD ed abbiano dalla fondamentale di-
slanze proporzionali ai IT 7. Delerminato (§ 42) il punto (D)
del piano GJh, che ha le projezioni su queste due relle, il
piano osculatore della eurva sard perpendicolare alla retta
(FD,Jd); e presa su questa retta obbielliva una lunghezza
(J P) eguale a I1, I'allezza del punto (P) dal coordinato oriz-
zonlale eguaglierd il cercalo raggio di curvatura [eos/=mreosi,

1o 1 i le ineli del piano osculatore coi piani di
projezione. 11 problema resta indeterminato se la tangente
della curva obbiclliva & perpendicolare ad una vella parallela
ad ambedue i piani di projezi

342, Se sopra una superficie sviluppabile siavi una eur-
va, la projezione di questa sul tangenziale in un punto deter-
minato di essa curva differisce si poco dalla posizione, che
prende la eurva nello sy ilupparsi della superficie sullo stesso
tangenziale, che la projezione ¢ lo sviluppo della eurva hanno
in quel punto il wmedesimo raggio di curvalura. Ora pel Leo-
rema del § 838 questo raggio eguagliera quello della carva
posta sulla superficie sviluppabile diviso pel coseno del die-
dro tra il piano osculatore di quella ed il tangenziale di que-
sta, — 11 Delaunnay , ¢ prima di lui il Minding lrovarono
che la curva di data lunghezza, che sopra una data superficic
racchiude un’area massima, ha i raggi di curvatura propor-
zionali ai coseni dei diedri tra i corvispondenti piani vscu-
latori della eurva ed i langenziali della superficie: dunque sc
si seiluppa in wn pieno la superficie sviluppabile circoseritt
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alla superficie hingo wna curee racchiudente in dato pevi-
metro massime area, quesla curva si svilupperd i wn eir-
colo.

343, Tornando alle superficic sviluppabili i teoremi dei
§§ 332, 336, 837 ci mostrano che sc due di fali supe
si locchino tutto lungo una lero caralteristica KM, e coinci-
dano insieme i punti K dove tal earalteristica toeea le duc
linee di regresso, le due superficie avranno tulto lungo quella
caralleristica un contalto del sceondo ordine, se il vapporto
KM:MF sia lo stesso per ambedue le superficie. Questo rap-
porto ¢ quello ¢he ha luogo tra la torsione ¢ la curvatura in
K della linea di regresso di ciascheduna superficie.

344. Quando le due superficie bensi si loceano luigo una
loro caralleristica, ma non coincidono i punti di contalto della
caralleristica colle rispettive lince di regresso, si trova, me-
diante il teorema del § 332, che le due superfieie si oscula-
no in un solo punto di tal loro cavallerislica comune. — Si
dice che due superficie in un loro punto si osculano, od han-
no un contalto del do ordine, quando cid avviene d’ogni
sezione falta in ambedue le superficic da un qualsivoglia piano
passante per quel punto.

345. Quanto dicemmo inlorno alla curvatura delle super-
ficie sviluppabili vale pei loro punti ordinarii, ¢ pud sollrire

ione per qualche punto singolare. Cosi nei punti della li-
nea di regresso il raggio di curvalura prineipale ¢ nullo, ¢
non pud dirsi che csista propriamente un contatlo del primo
ordine tra la superficic ed il tangenziale




CAD. lIL.
Curoature delle superficie a due cureatire.

346, Colb ealeolo si dimostra ehe, falta astrazione da aleuni
punti singolari, le curvature delle varie sezioni in qualunque
punto di qualsivoglia superficie sono uguali 2 quelle relative
al verlice di un paraboloide ellittico od iperbolico (§§ 168,
174). Vale a dire vi ¢ sempre un paraboloide, che nel sup
verlice oseula la dala superficie; cioé ogni piano secante, che
passi pel punto taglia il paraboloide e la superficie in
due eurve, che hanno (ra loro un contatto del secondo ordi-
ne. — E palese che dal genere del paraboloide dipende ehe
Ja superficie sia nel punto di eui si tralla convessa (§173) o
concavo-convessa. Il caso intermedio ¢ quello ehe la superficie
sin osenlata da un cilindro, anziche da un paraboloide: allora
vi ¢ una direzione, nella quale la superficie ha un contatlo
del secondo ordine eol proprio tangenziale. In questi punti,
che si possono dive di curcatura cilindrica, le curvature delle
varie sezioni sono quelle stesse che compelono a tutli i punli
delle superficie sviluppabili (5§ 336, 337). — La superficie
anulare ¢i presenta le tre sorta di curvature: in eiaseuno dei
punti dei due eireoli, nei quali la superlicie & toceala da un
piano perpendicolare all’asse di rolazione, la curvalura € ci-
lindriea: e quei due circoli separano la porzione di superficie,
in cui essa @ convessa, dalla porzione in eni ¢ coneavo-con-
vessa,

347. Ci baslerh adunque studiare quali sicno le eurvature
delle sezioni normali nel vertice di un paraboloide. Sia (M, m)
(Fig. 145) il verlice di un paraboloide ellitlico, cioé la retta
(M., m z) perpendicolare al tangenziale in (M) sia I'asse del pa-
raboloide, il quale sard tagliato da un piano parallelo al fan-
genziale nell’cllisse .4 B.A, B, . Ogni sezione (M)PP, normale
in (M) passa per Passe (m £) ed & una parabola, il eui para-
melvo & = MP. MP:mp: il suo raggio di enrvatura nel ver-
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tice (M) (§ 423) ¢ il semiparametro, percid esso ¢ proporzio-
nale al quadrato del diametro PP, in cui Vellisse 4 BB, ¢
tagliata dal piano della sezione. Cosi si rende palese come le
curvature delle varie sezioni normali procedano aumentando
dalla sezione (M)M A alla sezione (M) M B: a quella compe-
tendo il massimo raggio di curvatura, a questa il minimo. Si
vede che le curvature delle sczioni sono simmelricamente di-
sposle intorno a quelle due sezioni tra loro perpendicolari, che
sono (§ 4165) i piani diametrali principali del parabol ide, ¢
che, rispetto alla superficie qualungue, cui il paraboloide &
osculalore, si dicono le sue sezioni principali.

348, Nel caso del paraboloide iperbolico lo taglieremo
{Fig. 416) con due piani paralleli al tangenziale nel vertice
(M) e da esso equidistanti cost avremo due iperbole AP (BQ),
ehe projettate su &' un piano paraliclo ad entrambe daranno
due iperbole conjugate (§ 41 4). T raggi delle sezioni elevale
perpendicolarmente sopra i diametri PP, QQ, sono proporzio-
nali ai quadrati di questiz coll avverienza che per le sezioni che
tagliano 1’ iperbola 4 P, il raggio di curvatura & rivollo dal-
Valto al basso, ed ¢ rivolto oppostamente per le sezioni che
tagliano I’ iperbola £ Q. Cosi si vede che le curvature di lutle
le sezioni normali pel punto (M) presentano due massimi cor-
vispondenti alle sezioni principali (M) MA, M(MB); e che
tali curvature diminuiscono fino ad llavsi nelle due dire-
zioni MR MR, (che sono gli assintoli delle iperbole); sieche
in quelle due direzioni la superficic ha un eontalto del secon-
do ordine col langenziale.

349. La enunciala proporzionalith tra i raggi di curvalura
Jelle sezioni normali, ed i quadrati dei diametri di un’ellisse
o di due iperbole conjugate, & un leorema dovuto all’ Eulero.
Col suo mezzo si leasportano alle radici di quei raggi le pro-
prietd di questi diametri. Cosi dalle equazioni dell’cllisse ¢
delle iperbole si deduee facilmente Pespressione del quadrato
del semidiametro MP espresso col mezeo dell’angolo AMNP=@
¢ dei quadrati dei semiassi M4 ME: percio segnali con v
» p i raggi di curvalura delle sezioni principali MA MB ¢
della sezione novmale (M) U P sarh 4:p= rues’q:;r+scn’:,:--'
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si avverta che nei punti di curvatura coneavo =convessa (Fig
116) i vaggi v ¢ sono di segno opposto.

350, Per due sezioni normali fra loro perpendicolari I'an-
golo @ avra valori complementari, ¢ dalla precedente espres-
sione di 4:p si dedurrd ehe, chiamando curvatura il valore
inverso 4:¢ del vaggio, ln semisommu delle cureature di due
secioni normali tra loro perpendicolari ¢ ugnale alla semi-
somma delle due ewreature principali. Mediante la trigono-
meiria pud anche dimostrarsi che quesla semisomma uguaglia
pure la tlerza parte defla somma delle curvature di fre sezioni
normali, i cui piani formino tra loro diedri di 60°. nonehé la
quarta parte della somma delle cary alure di qualiro sezioni
formanti diedri di 45°, ¢ cosi di seguito. Sieehé questo eomu-
ne valore puﬁ dirsi la curvatura media delle sezioni normali
equidistanti.

354, Se uno dei raggi di curvatura principale » v divenla
infinito. Ia curvalura ¢ cilindrica (§ 346). Se ambedue sono
infiniti, la curvatura & nulle, ciot la superficie ¢ vsculata dul
proprio tangenziale. Se v ¢ sono uguali, in quel punto la eur-
vatura ésferica; esso ¢ detto, mollo impropriamente, umbilice
Merita pure essere considerato il easo (#=—1r) in eni le cur-
vature principali sono uguali, ma di opposte direzioni: allura
le iperbole della figura 116 sono nguali ed hanno gli assintoli
perpendicolari, esse si dicono equilatere, perehi: due diametri
conjugali sono sempre uguali: il paraboloide osculatore & quel-
o« piani direllori perpendicolari consideralo al § 157.

$52. La curvalura delle sezioni obblique si deduee da
quella delle sczioni normali col teorema del Meunier gia dato
al § 337.

353. So nel langenziale si tirano duc relte (M P) (MQ}
(Fig. 445, 116) parallcle a due diamelri conjugali dell’cllisse
o dell’ iperhola, che serve ad indieare (e che pereid dal Dupin
i detta fudicatrice} la corvatura delle varie sczioni normali.
quelle sono due tangenti conjugate. La loro proprieta si ¢ che
circoserila alla superficie una superficie sviluppabile, in ogui
punto di contalto la cavatlerisliea della superficie sviluppabi-
Je. e la tangente della linea di contallo sono due fangenli
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conjugate. Cid risulta dalla gencrale propricti delle superficic
del seconda ordine relativa ai coni ad esse circoserilli accen-
nata al § 484, — DPer una nota proprieth dei quadrati dei
diametri conjugali si trova, come nolammo al § 349, che: La
somma dei raggi di ewrcatura di due sezioni normali con-
dotte per due tangenti conjugate ¢ uguale alla sonmma dei
due vagyi di curvatura principale. Se la superficic ¢ conca-
vo-convessa i raggi hanno segni opposti, e quindi la si
cangia in differenza.

354. Pei punti ove la superficic & concavo-convessi, de-
terminatc le direzioni MR I R, (Fig. 4 16) nelle quali la cur-
valura & nulla, & facilissimo trovare la MQ tangente conjugala
di una data M P poiché la PQ parallela alla ME, vimane di-
mezzata in § dalla MR, —Pei punti ove la superficie & con-
vessa, prese le M I (Fig. 115) proporzionali alle radiei
dei raggi di curvalura principale condurremo le AR AR,
equipollenti alle M B MB, ¢ saranno MR MR, due tangenti
conjugale. alle cui sezioni pormali competeri un raggio di
eurvatura eguale alla semisomma (§ 353) dei due raggi prin-
cipali. Dopo cid, per trovare la langente MQ conjugata colla
M P, tiveremo la PSS, paralicla alla R, ¢ presa sulla MR la
MS eguale alla M8, la SQ sara parallela alla &, M cd ugua-
le alla S,P.

355, Consideriamo la relta normale alla superticie nel pun-
to (M), e le normali corrispondenti ai punli infinilamente vi-
cini ad (M), ¢ posti tutloe inlorno al medesimo, ¢ dimostriamo
che la prima incontra sollanto quelle che si rovano in una
delle due sezioni principali. A tal fine supponiamo che la su-
perficic sia tagliata da un piano pavatlelo cd infinitamente vi-
cino al langenziale in (M); esso sia il coordinalo orizzontale
delle figure 445, 1163 ia sezione sarh un’cllisse od una iper-
bola simile alla indicatrice (§ 353). Ora la normale alla su-
icie nel punto (V) ba ienografia M, ¢ la normale in / ha
icnografia normale alla sezione conica A 5 percid essa pas-
sa pel punto M, nel solo easo che P cada in uno dei quallro
yerliei A4 A, B B, dellellisse, 0 delle due iperbole conju-
gale, ¢he sono le sezioni falle da due piani vicinissimi al tan-
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genziale, Puno al di supra ¢ V'aitro al di sollo del medesimo,
Quindi le sole normali alla superficie nei punti A4 A, B &,
sono «quelle che tagliano la normale in ().

366, Chiamiamo M, un punto infinitamente vicino ad 7
¢ posto nella direzione principale M 4 dicendo di 3, quelly
che abbiamo detlo di M, vedremo che (salve le eceezioni in
qualehe punto singolare) la normale in M, sari incontrala
non solo dalla normale in M, wa cziandio da quella in M, po-
slo dall’altea parte di M, , in guisa ehe M, M, dillerisea infi-
nitamente poco dalla prolungazione della MM, . Cosi conli-
nuando eol pensiero verremo a lracciare sulla superficie una
linca MM M,.... nella quale due punli infinitamente vicini
apparterranno sempre ad una sezione principale, ed avranng
pereio le normali ehe s ineontreranno, — Partendo dal punto
B noi polevamo procedere anzichi nella divezione M A4 nel-
I'altra M B, od ollencre per tal guisa un'altra linea M0
dofata della stessa propricta della preeedente. Inoltre pel
punte M, abbiamo Fallra linea analoga LML, e per A1
anche la M AN : dicasi Do stesso di tulli gli altri punti.
— Per lal maniera la superficie ¢ coslituila da una rele di
due sistemi di lince, le quali si tagliano ad angolo retlo, ¢
sono gl inviluppi delle langenti alle sezioni prineipali; esse
furono delle dal Monge finee di enrcatura. Egli osservo che
il tratteggio di una superficic sceondo le sue linee di cur-
vatura sarebbe il pitt opporluno per presentarne una giusta
immagine. Le linee di curvalura sono ancora pit ntili nelle
Coslruzioni architcltoniche, dando la pit convenienle separa-
done dei eunei di una cupola.

357. Nelle superficic sviluppabili vedemmo (§ 332) che
un sislema di linee i curvatura ¢ costituilo dalle sviluppanti
della linea di vegresso: allro sistema ¢ quelle delle caratle-
vistiche della superficie. — Per una superficie a due curva-
lure, ossia non isviluppabile, ((8)) sezniamo eon (c) ¢ con
(c’) le linee di curvalura dell’'uno ¢ dell’allro sislema. Lungo
ciascuna (c) le normali alla ((S)) formano una superlicie svi-
luppabile (1), la cui linea di vegresso (b) sarh una delie evo-
tute della (€}, ¢ eonterra fulli ¥ centei di enevatura delle se-
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sioni principali della ((S)), che toceano la (c). Tulte quesle
{b) formeranno una superficie ((2)). — Similmente in ciaseu-
na (<) Ia ((8)) & tagliata ortogonalmente da una (B') (della
quale pure la (¢’) ¢ una linea di curvatura (§ 332)), e lulle
le lince di regresso (b') formano la ((2)).

358. Lu ((2) luogo geometrico dei centri di curvatura di
tutte le sezioni principali della ((S)}, che toceano wna delle
linee di curvatura di un sistema, ¢ anche Uineiluppo di tutle
le superficie sviluppabili (B') perpendicolari alla ((S)) lengo
le sue linee di cureatura dell’altro sistema. Infalli cinscuna
(B) contiene due normali alla ((S)), che sono tangenti a due
infinitamente vicine fra le carve (b), le quali costituiscono la
((2)). — Siecome il piano oseulatore della (b) ed il tangenzia-
le alla (B'), ¢ quindi anche alla ((2)), sono tra loro perpendico-
lavi, perehé passano per le langenti delle (c) (¢) e per la nor-
male ad essey cosi: Ciascuna (b) che & quella particolare evo-
tute della linee di curvatura (c), che ha le tangenti normali
alla ((8)), ¢ una linca brevissima della superficie ((5)), cui
appartiens. — Similmenle tutle le (B) loceano la {(3'}), e le
(b’) ne sono sue linee brevissime. ’

359, Quando una normale alla ((S)) locea in uno slesso
punto le due () (1) ad essa corvispondenti, in quel punto le
superdicic ((Z)) () si tagliano ortogonalmente; perehé i piani
a loro tangenziali lo sono pure alle (B') (B}. Quella nornx
determina sulla ((S)) un punto di curvatura sferica. Se vi sia
una linea, tulli i punti della quale abbiano tal propricta. le
corrispondenti normali alla (($)) costituiranno una superlicic
sviluppabile (F), la cui linea di regresso (f) sard comune in-
tersezione delle ((2)) ((2)): ¢ la linea dei eentri i curvatuva
sferica sard una sviluppante della (f).

360. Un esempio delle due superticie (£)) (2); ce lo pud
presentare una sfera, ed un cono qualungue col vertice nel
centro della sfera: la superficie ((S)) si ollerrd deserivendo
sopra un tangenziale del cono una sviluppante del eiveolo mas-
simo della sfera, che sta su quel tangenziale; poscia immagi-
nando ehe questo piano ruoli, senza strisciare, sulla superficiv
del cono. Le lince di eurvalura saranno tulte quelle deseritte
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dai punti della sviluppante del cireolo, ¢ le sneeessive posizio-
ni di questa,

364. La propricta di ogni linca di curvatura, che in due
suoi punti infinitamente vicini le normali alla superficie si
tagliano, pud servire a delerminare, senza bisogno di caleolo,
{ali linee su pareeehie superficic. Cosi nelle superlicie rolonde
si vede che sono linee di eurvatura le earalteristiche civeolari,
perché le normali alla superficic nei punti di uno di tali cir-
coli formano evidentemenle un cono col vertice nell’asse della
superficie. L'allro sislema di lince di eurval eostituito dai
meridiani, perche essi tagli perpendieolarmente lutli i cir-
coli paralleliz ed ¢ d'altronde evidente ehe le normali alla su-
perficie non escono dal piano me iano, ¢ che esse si lagliano
a due a due nei punti dell’evoluta del meridiane. — P ge-
neralmente in ogni superficie-canale (§ 242) sono linee di
eurvatura le posizioni della generalvice piana poichi le nor-
mali della superficie sono anche normali (§ 129) alla generas
trice , allesoché il piano di questa & perpendicolare a tulle le
direttrici ; queste direttrici tagliano perpendieolarmente le ge-
neralrici, e formano percio I'allro sistema di lince di cur-
valura,

362, Nelle superlicie, che sono 1" inviluppo di una sevic di
sfere (§ 242) i circoli earatleristici sono anche lince di eur-
valura: poiché le normali alla superficie tullo lungo uno di
lali eireoli ' incontrano nel centro della sfera inviluppata dalla
super| Cosi il luogo di tulli i eentri di quelle enrvalure
prineipali & la linca deseritla dal centro della sfera mobile.—
Meritano particolare osservazione le superficie ciclide del Du-
pin, le quali sono gl inviluppi di due sistemi di sfere: perlo-
i ambedue i sistemi delle linee di curvatura sono circoli ¢a-
vatteristici. La superficic anulare (§ 24 3) ne € un caso speciale.

— §i abbiano due sezioni coniche accoppiate (§ 14 4) (Fig. 47),
¢ deserilla col centro F una sfera che, per fissare le idee, ab-
bia il vaggio + minore di FA, s immaginino tulle le sfere, che
hanno i eentri M sull’ellisse ABA,, e che loceano esterna-
mente quella prima sfera, sicehé i loro aggi sieno MF—r,
I'invilappo di fulle queste sfere sarh una superficic ciclidu.
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i I sfera, che ha il centro in un punto qualuntgue &
dell’iperbola accoppiata allellisse, ed il raggio =@A—AF4r,
toccheri eslernamente tulle le predette sfere, e quindi anche
la superficic ciclida, giacehé ¢ (§412) MF4@A—F A=)
La slessa superficie sard pur foceala e compresa nella sfera col
centro @, ed il vaggio @, 4+ A F—r.

363. Si abbia allenzione di non confondere il raggio di
curvatura prineipale in un dato punto di una linea di curva-
tura (¢) col raggio di eurvalura di questa linea: poiché il se-
condo ¢ il raggio del circolo osculatore della (), il primo & la
Tunghezza delle langenti dell’evoluta (b), le quali sono nel pia-
no normale alla superficie, che generalmente parlando ¢ diffe-
vente dal piano osculatore della (c). Cosi nel cireolo caratleri-
slico di una superficie rolonda il raggio di earvatura princi-
pale ¢ la lunghezza delle normali alla superficie nei punti di
quel circolo, le quali s'incontrano nell’asse. Invece il raggio
di curvatura principale rispetto ad un punto del meridiano &
identieo col raggio di curvalura di questo; perché il piano
osenlatore del meridiano coineide col piano normale alla su-
perficic. — Quando una linca di curvatura ¢ piana, o il suo pia-
no & da per lullo normale alla superficie (e la curva & percid
una linea brevissima): od esso & da per tullo egualmente in-
clinato alla superficie: infalli le tangenti dell’evoluta posta nel
piano stesso della linea di curvalura e le caralleristiche della
superficie (13) novmali alla superficie formano, come abbiamo
notato al § 325, un angolo coslanle.

364. Lelicoide retto (§ 204) ha in tutti @ swoi punti le
e curvatwre principali eguali e di opposte diresioni. In-
falli la genevatriee dell’clicoide essendo perpendicolare all’asse
dell’elica deserilta da un qualungue suo punto ¢, per quel che
vedemmo al § 496, la normale dell’elica; percid il langenziale
dell’elicoide comprendendo la tangente ¢ la normale dell’elica
sard il suo piano osculatore, cioé avrd con essa un contalto
del secondo ordine. Dunque le due direzioni di curvatura nul-
Ia sono la generatrice dell’elicoide ¢ la tangente dell’elica, le
(uali s'incontrano ad angelo retlo: quindi (§ 354) i due
vaggi i curvalura principale sono tra lore uguali, ma opposti
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di segno. Le linee di eurvatura sono quelle ehe fanno angoli
di 45° colle generatrici dell’elicoide.

365, Non mi arreslerd a costruire le lince di eurvatura
dell’ellissoide non rotondos esse sono linee del quarto ordine,
ma hanno la proprietd, che su ciascuno dei tre piani diame-
trali prineipali dell’ellissoide si projetlano in segioni coniche,
Ha luogo la singolarita che per ci di qualtro punti di
curvatura sferica (ombilics) {pag. 422) passa una sola linea
valura: mentre nel punto di curvatura sferica che &
verlice di una superficie rotonda passano infinite linee di cur-
vatura. — [l Chasles mediant iderazioni g triche di-
mostrd che in ogni punto dellellissoide, le due linee di cur-
vatura dimezzano gli angoli formati dalle tangenti alle due
sezioni civeolari (§ 165), cioé dalle tangenti dell’ ellissoide,
che sono vispettivamente parallele ai tangenziali nei punli di
curvatura sferics

266. Lo stabilire un’unica misura della curvatura di una
superficie, ossia eercare quella slera, la cui curvatura © pil
conforme o quella della superficie, ¢ problema che manca di
precisione; essendoché Ta curvalura della superficie dipende
da due clementi (raggi delle cuvvature principali) né pud pa-
ragonarsi a quella della sfera. Nulladimeno vi sono alcuni
molivi per rassomigliare 1a curvatura di una superficie a quel-
la di una sfera, che abbia per raggio la media armonica, op-
pure la media geomelrica, tra i due vaggi di curvalura priuei-
pale. — DPer quante vedemmo al § 350 si & naturalmente in-
dotto a prendere per ewrcatira media I semisomma dei va-
lori inversi dei due raggi. e quindi assumere per raggio della
sfera, la cui curvatura pitt si avvicina a quella della superli-
cie, il medio avmonico bra i due vaggi delle curvature princi-
pali, ciot p=2 #i's(r49") (). Ed infatli, ponendo questa sfera
a toecare la superlicie, si trova che nei punti che hanno una
data distanza infinitesima dal punto di contatto il maggiore dei
loro allontanamenti, corvispondente ad una delle sezioni p

(*) Questa sfera di corvatura media fu anche da me propesta. fine
Jdal 1828, in wn articolo intorno alla Geometria deserittiva del Serent.
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eipali. & il minimo possilie : pud cziandio notarsi ehe la som-
ma algebraiea di questi allonlanamenli & nulla. — Delaunnay
osservid ehe la superficie di ewrcatura modia coslanle ¢ quella
che su un dato perimelro e con una dafa area racchiude il
massimo volume: sicehé lal superficie rassomiglia sollo questo
rispetto alla sfera. — Tra le superficie di enrvatura media
nulla vi &, olire Pelicoide retto (§ 364), anche una superficie
rolonda generata dalla rolazione della eatenaria: ambedue pre-
sentano fa minima arca dentro un dato perimelro.

367, Sollo altvo punto di vista si pud dire che in un de-
lerminalo punto la eurvatura della superficie coi raggi prin-
cipali + » cguaglia quella della sfera il eui raggio P ¢ medio
proporzionale tra i due » " presi collo slesso segno. Infatli
Gauss ¢ Rodrigue dimostrarono, mediante il ealeolo integrale,
che se due porzioneelle infinitesime dellasuperficie ¢ della sfera
sieno tali che i loro punli cumspnn(lmu abbrano le normali
parallele, esse saranno equivalenti in area. Appunlo come ci)
avviene fra due porzioneelle di una curva ¢ di un circolo,
quando hanno la stessa curvatura. 11 Gauss ed il Minding fe-
cero palese Iimportanza di questa miswre (1:p=1:1rr )
delle curvatura, dimostrando che: Quando una superficie si
splcgn sopra di wn’altra, senza che aveenga né fenditura né
¥ to, in ciaschedun suo puito cangiano bensi i
raei deh‘e curvature principali, ma non cangie la misura
delfa cureatura. — La misura della curvatura delle superfi-
cic sviluppabili & nulla in ogni punto, ed & per questo che
esst possono spiegarsi su di un piano. — Le superficie che
pussono spicgarsi sopra di una sfera hanno in talti i punti la
curvatura di egual misura.

Nota ai Cap. 1. ¢ 111 del Libro ¥

Se sul langenziale di una superficie partendo dal punte di
contalto M si prendano le coordinale ortog sonali @y, il valore
della terza eoordinala = di un punte M, della superficie polrd
svilupparsi (ammenvehé non si trati di qualelic punto singe-
Tare) secondo le polenze delle o v, e, traseurando i fevmini i
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terzo grado, sari s=ax’+ baytey’. — Lasczione normale
falta nella superficie dal piano delle x = & espressa dall’equa-
zione s=az’, ed ha percid il raggio di curvatura =1:24,
Per la sezione obbliqua, il cui piano passa per I"asse delle i,
e forma con quello delle = z il diedro @, noteremo che il
punto M, apparliene ad essa quando ¢ y==z1§@, ¢ polremo
prendere come coordinate ortogonali in tal sezione la x ¢ la
zie0sP=ax’ i COSP +haxtg@:cos- ce. Quindi il raggio
di curvatura della sezione obbliqua ¢ cos 3t 2ay cid coslilui-
sce il teorema del Meunier (§ 337, 352).

Nello stesso modo con cui, diseutendo Iequazione generale
delle linee del secondo ordine, si dimostra che, col sostiluire
alle x y allre coordinate orlogonali, pud sparire dal polinomio
gz +baoy ey il termine by, si dimostra pure che,
espresso (pag. 235) il punto M con (0, 0, 0) polremo espri-
mere M, con (x,y, 21 2r+y":2 +). Si rende per lal modo
palese che ogni superficie ha un contalto del secondo ording
con un piano, — con un cilindro, — con un paraboloide el-
littico, — o con un paraboloide iperbolico, — seeondo che
ambedue i raggi » +* sono infinili, — ne infinito uno solo,
— essi sono di egual segno, — o sono di segni - epposti
(§ 346).

Per la superficie sviluppabile che ha la linea di regresso
KK,... indicheremo, come nella Nola al Cap. L. (pag. 235),
con (x, a*:2r—sa’:607t, x':601)

il punto K, riferito all’origine delle coordinate ortogonali K.
1l punto M, della superficic posto sulla caralleristica K, M, alla
distanza d da K, sard espresso da

(42, derpar:2r—dsa’: 220, dx*:2r1).
E trasportando I'origine delle coordimale nel punto M deter-
minato da (d+&, 0, 0), il punto M, sari espresso da
(z—@, dxr+ ce., de’:2rt):
¢ s¢ w=r, MM, sard la sczione principale perpendicolare

alla caralteristica KM . Possiamo considerare come sa di
M, rispelto ad M la X=dx:r+ ce., ¢ come ordinaka la
V=da*:2rt=rX":2dt,

quindi il raggio di curvatura principale savh df:r Viene e
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0 che il raggio di curvalura principale della superficie ¢ su
una caratleristica proporzi alla dist del punto di
contatlo dalla linea di regresso; e per quanto dicemmo a pag.
237 si vede pure che il luogo di tutli i centri delle eurvature
principali € la superficic rettificante della linea di regresso
KK, ...

Tornando all’espressione (x,y, 2*: 2r4-3°:2+") di un pun-
Lo M, rviferito ad un alto M, vedremo che la normale nel
punto M, & parallela alla vella ¢he unisce 1’ origine (0, 0, 0)
col punto (—a:r, —y:¢', 1), Pereid sulla sfera, che tocea in
M la data superficie ed ha il vaggio P, vi savd il punto deter-
minato da (xP:r, yP:v, P27 +3*P:2+7), in cui la
normale s u: parallela alla pnwedcnte le projezioni di questi
punti corvispondenti sul t i alla superficie ed
alla sfera formeranno due figure tra loro alfini, le quali saran-
no di egual area ogni qual volla sia P'=rr". Con cid si di-
mostra il teorema del Rodrigue (§ 367), poiché le differenze
Ira le aree infinilesime descrille sulle superficie curve ¢ le loro
projezioni sul langenziale sono infinitesime del terzo ordine.

Se una porzione di superficic ¢ concavo-convessa €ssa sard
limitata da una linea di curvatura, in tulli i punti della quale
la eurvatura sara cilindrica. Su quella porzione di superficie
vi saranne due sistemi di linee, ogni langente delle quali sard
una direzione di curvalura nulla. Ciascun angolo compreso 1ra
due i queste linee ¢ dimezzato da una linea di eurvatura
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AGGIUNTE E CORREZIONI

A pag. 5 lin. 4 del comnecoast  dal

Apag. 80 § 66 acciumcast

Noi abbiamo insegnato a determinare la distanza di due
punti { Probl. 111}, a descrivere la retla ec.

A pag. 84 lin, 15 accwwscast (perché diretli verso i punti
3, 6, che sono passati a distanza infinita).

A pag. 42 lin. 6 dell’angolo dalo, conskceast projeltante
quel lato.

A pag. 45 lin. 45 acclmcast

Per reltamente adoperare le date formule si prenda ciascun
angolo e ciascun diedro inferiore @ due veiti: quindi se fosse
superiore lo si soltrarrebbe da 360°. Gli angoli ed i diedri del
triedro sieno inoltre tutli positivi. $i rammenti che il seno é
dello stesso segno dell’angolo, — che ogni angolo aculo ha il
coseno positivo, ¢ la tangente dello stesso segno dell’angolo,
—— ¢ che ogni angolo oftuso ha il coseno negativo, e la tan-
gente di seqno opposto a quello dell’angolo.

Inoltre ¢ facile ri ¢ che i segmenti n IV saranno
positici se il diedro B sia acuto, negativi se B sia ottuso;
cost pure i segmenti m M saranno positivi o negativi secondo
che A sard acuto od ottuso.

La formula (1) adoperata nei casi 1.° ¢ 2.° lascia dubbioso
se A, oppure b, sia acuto od otluso; ¢, se questo dubbio non
sia tolto dal teorema che al maggiore di due angoli si oppone
diedro maggiore, e viceversa, il problema ammelterd due so-
luzioni differenti, le quali nel easo 4.° si dislingueranno 1'una
dall’altra mediante le precedenti regole relative ai segni dei
segmenti,

Potrebbe anche servire Paltro teorema (che si deduce dal
predetto colla considerazione del tricdro adjacente ottenuto
prolungando in verso opposto uno degli spigoli del triedro
17

Berravims o, o,
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dato): Se la somma di due angoli € wagygiore di dwe retti ¢
1o stesso della somma dei due diedri opposti, e viceversa, —
Questi due leoremi insieme combinali faranno talvolta seorgere
I impossibilita di formare un tricdro con lre clementi dati.

Nel caso 2.9 oecorrerh aver presente anche la regola, quale
visulla dalle prnpo'rxioni (6) (8): Secondo che a b sono della
stessa specie (ciod ambedue acuti o ambedue oltusi) o di
specie opposta (cioé uno acuto e Paltro oltuse) anche i due
seqmenti n m saranne della stessa specie 0 di specie opposla;
dicasi lo stesso dei seymenti N L.

Esempii calcolali eon cinque decimaliz 4.° Dali a=50°
b=110" B=120",sitrova n=—=30°47",39, N=—1 1°55°,8,
ed A=14°54',5 c=86°24',57 C=66°69,81. Se fossero
dati a=110° 6=50° B=120°, i due teoremi mostrevebbero
Pimpossibilita del triedro perché darebbero A —>120° ed
A< 60°,

9°Dati A=130" B=120° a=A460", silrova
n=—_169°44",15 N=—1 48°26%: poi si hanno le due so-
luzioni b=22°44’,8 c=175"18",87 C=169"16,07; ¢
b=157"15,2 c=25°23,83 ¢=73"51",93.

3.° Dati a=50° ¢=86"24",57 I=120°,si trova b=1 10°
A=44°54,58.

4.°Dali B=1420° C=169°16,07 a=160", silrova
b=22°44',83 A=130"

5.°Dati a=118° b=105° ¢=126",si lrova A=1 34°0°,08
B=130°59",5 C=140°47",4.

6. Dati A=87°18,6 B=67°3,60 €=103"12",06, si
trova ec.

Negli angoloidi, ed in particolare nei {riedri, dee conside-
rarsi anche I'ampiezza, cioé il maggiore o minore spazio com=
preso tra le loro facee. Prendendo per unili delle ampiczze
quella del triedro, che ha tulli i dicdri e tulli gli angoli retti
& facile riconoseere che la somma delle ampiezze di futli gli
angoloidi formali intorno ad un verlice conune & espressa dal
numero 8. — Per un eelebre Leorema del Cavalieriz L am-
piezza di un triedro ¢ espressa dall’eccesso delle somme
A BA-C dei suoi tre diedri sopra due retti, Tnfalli tutli gli
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angoloidi, che potrebbero situarsi nei due spazii diedrici op-

posli compresi tra quei due piani del triedro, che formano il
diedro A, eguagliano insi 4 Ay simil

le i due spazii
compresi (ra i due piani, ¢he formano il diedro B, hanno la
somma 4 B, ed i due spazii compresi tra gli allri due piani
del triedro sommano 4 €. Con leggero esame si riconosce che
I"insieme di questi sei spazii diedrici supera la predetta som-
ma 8 degli angoloidi formali intorno ad un punto, precisa-
mente del quadruplo del dato triedro; poiché in quei sei spa-
#ii lal triedro & compreso tre volte, ed altrettante volte vi &
compreso il suo uguale opposto al verlice (formato dalla pro-
lungazione in verso opposto degli spigoli del triedro dato),
mentre si 'uno che Paltro triedro & compreso una sola volta
in quella somma 8 degli angoloidi interno ad un punto. Da
¢id risulta tosto il teorema del Cavalieri.

Ne & un corollavio che: La somma dei tre diedri di un trie-
dro supera due retti. E passando al triedro supplementare §
69) si riconosce che: La somma dei tre angoli & sempre in-
feriore a quattro vetti. Considerando un triedro adjacente,
quale si ottiene prol lo in verso opposto uno degli spi-
goli del dato (riedro, se ne deduce che: L somma di due
diedri & inferiore al terzo diedro accresciuto di due retti, La
somma di due angoli supera sempre il terzo.

Nell’angoloide triedro sembrami merilare d'essere indicalo
col mome parlicolare di senoide il prodollo dei seni di due
angoli ¢ del diedro intercelto, cio

senbsanscnc=5enascnﬂsenc=senascnf-‘senb.
1l senoide del triedro supplemenlare & sen BsenasenC= ee.,
e pub dirsi susenoide del triedro primitivo. Il senoide & espres-
so mediante gli angoli, ed il susenoide mediante i diedri con
formule molto analoghe a quella con cui I'area di un trian-
golo ¢ espressa mediante i lati.

A pag. 47 lin. 19 D connesc. (D)
w B8 » 4 osculari »  osculatori
» 59 » 5 degliassi »  dei semiassi
s 61 » 5 SW » S

63 » 1 I'F "
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Apag. 63 lin. 4 della parabola AGGITNGASI
e 4. A F ne ¢ il parametro.
» 63 » 8 (IM) core. (PMY
Nella figura 46 pongasi la lettera .S sull'asse .4, 4 in guisa
che sia SC=C.
A pag. 72 lin. 44 aceione, Veggasi il § 340.
n 75 » 49  (§406) comn. (§ 105)
» 401 » 44 MNM » MN M,
» 402 = 28,81 st POXGAND TRA PARENTESI 1 QUATTRO
oML
»n 404 » 9 (48,a) conurce, (A8,5)
»n 4456 » 27 minima ” massimae
» 4142 » pen. BE »n BB,
» 4456 » 22 acciwme.
Cid dipende dal noto teorema d’Algebra
A4-8427. ... n’=nfrd+n*: 240" 4.
Per dimostrarlo osserviamo che logliendo ad ambedue i mem-
bri il termine n*, e mutando la forma del secondo membro,
ne viene che quella equazione ¢ esatta se lo sia la
L8427 (n—1 P=(n—1)%: 44+ (n—1 s 2H(n—1): 4,
Ia quale non differisce dalla prima se non pel cangiamento di
n in n—4. Collo slesso ragionamento vedremo che questa &
esalla se lo & quella relaliva ad n—2. Siccome procedendo in
tal guisa si giunge al caso di n=4, ed allora I'equazione &
identica; cosi ne dedurremo che la proposla & esalla per tulli
i valori interi posilivi del numero n. — Nella slessa maniera
si dimostrano le formule adoperate precedenlemente.
Apag.41921lin.48(z,) (z,) corn. (z,) (z3)
» 247 » d4questioni,generali » questioni generali,
» 285 » 44,183,150 Vaic » Veia.
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150, — Epure § 5. — Equatore § 1§45, — Equipollente, ¢ Metodo delle
equipollenze § 82, 100, 123. p. 103, 153, 235. — Errore (Curve di)
§ 1420, 275, — EvLeno § 349. — Evolute, ¢ (Superficic delle) § 124,
320, 324, p. 237. — Evolvente, vegzasi Syiluppante.

Fascio po 110, 225, — Fittizii (Puati) p. 172, 177, 180. — Focali
dei coni p. 115, 223; delle superficie d. 5. 0. p. 121, 223. — Fochi §
98, 107, 111, p. 118, 177. — Fondamentali (Piani e Linca) § 6.

Gascnpar § 206, — Gauche § 86, 149, 197, — Gauche ( Plan),
nome dato da aleuni al Paraboloide rettilineo, — Gauss § 367, — Ge-
neratrici § 130, 148, 15%. — Genere delle curve o delle superficie §
159, — Geodetiche, cosi aleuni chiamano le linee brevissime descritte
sulle superticie, — Gobbe (Curve), ciod non-piane § 89, 127, 272, 319,
— Gaobbe (Superficic), quelle che noi diciamo rettilinee § 197.— Gra-
do, veggasi Ordine. — Grafiche (Proprietd) p. T3, 168. — Gravila
(Centro di), veggasi Baricentro, — Guroixo p. 150.

HaenerTe § 185,

Tenografia § 1. — Idcale (Secante od Apice) p. 172, 476, 179. —
Inclinazione § 31, 59, p. 115. — Indicatrice § 353, — Intersezioni §
96, 36, 43, §6, 50, 215. — laversione, ¢ (Centro d") ¢ Figure inverse
. 76. 116, 119, 227. — Toversione (Assi ¢ Piani d') § 105,228, p. 73,
294, — loviluppo ed inviluppate § 124, 158, 4188, 212, 311. — lo-
viluppo (Superticie) di sfere § 212, 363, — Involuzioni p. 7%, 169. —
Iperbola § 108, 111, 114, p. 77, equilatera § 351, — Iperholoide ad
una falda o rettilineo § 146, 150, 162, 170, 244, 270, p. 126, — I-
perboloide a due falde o convesso § 161, 166, — Ipotenusa (Faccia) §
87, (Angolo), quello di un triedro quando il diedro oppesto & retto.

Lemniscata § 243, — Lenoy p. vir. — Limiti (Puati) § 215, 280,
p. 172, — Luogo geometrico § 5%, 78.

Mediana (Sezione), quella intermedia ed equidistante tra le due basi
parallcle p. 145, — Medie distanze (Centro delle) p. 148, — Meridiani
§133, 144, — Metriche { Proprietd) p. 73, 168. — Meusen § 347.
352, p. 258 — Minoise § 342, 367, — Minima distanza § 60. 209.
— Moxee p. vi.§ 185, 356, p. 227,
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Normale (Retta, o Piano) § 118, 127, 174,

Obbiettivi (Punti, Linee, ec.) § 4, 6. — Ombilic § 351, 365, p. 122,
— Omografia p. 223. — Omologia, ¢ (Centro, Asse, Piano di) § 102,
228, p. 33, 36, 73, 173, 224, 226. — Omotetiche (Figure) p. 36, 176,
225. — Ordine delle curve o delle superficie § 159, 168, — Orizzon-
tale (Piano coordinato) § 4, 6. — Ortografia § 4, §, — Oseulatore (Cir-
colo, o Piano) § 121, 128, 319,

Pani della vite § 207. — Parabola § 106, 123, p. 77, 151, 226. —
Paraboloide iperbolico, ossia rettilineo § 154, 157, 162, 171, 200, 348,
354, p. 121, — Paraboloide ellittico, ossia convesso § 161, 168, 347,
— Parametro della parabola & il quadruplo della distanza del foco dal
vertice § 107, 347, — Pascar (Esagono del) p. 78, 175. — Passo del-
Pelica § 195, 330, — Permutazione dei piani coordinati § 84, — Piaai
numerati p. 1. — Pianta § 1. — Piramide, suo volume p. 146, — Po-
lare (Derivazione, Retta, Piano) o Polo p. 125, 126, 220, 222, — Po-
lare (Cono, Fascio, Triedro) § 69, p. £3, 112, 115. — Polare (Asse) o
Linea dei poli, veggasi Curvatura (Asse di).— Poliedri § 81, 88, p. 143,
— Poligono gobbo § 6. Area dei poligoni p. 153, — Poxcerer p.
298, — Primario ( Asse, o Diametro) § 110, 166, — Prisma p. 157,
149, — Profilo (Piano di) § 8 — Projettante { Retta, Piano, Cilindro)
§ &, — Projettive (Proprietd) p. 111. — Projezione, e (Centro, € Piani
di) § 4, 6, p. 73, 111, 224. — Prospettiva, e Figure prospettive § 3,
p. 72,76, 111, 168, 170, 173, 223, — Punteggiata p. 75, 112,924,

Quadrilatero gobbo p. 91.

Tadicale (Centro) di tre circoli, quello in cui s'incontrano le tre se-
canti comuni a due dei eircoli (le quali si dicono anche assi radicali); &
il punto Z della figura 17 § 55. — Rappresentazione § 10, 90. — He-
ciproche (Figure), ¢ Reciprocitd, e (Centro di) p. 112, 116, 179, 225,
296, — Negioni § 13. — Heglées § 185, — Regolari, cattiva denomi-
nazione equivalente a Rigate. — Negresso (Linea, o Spigelo di) § 186,
319. — Rettificante (Superficie) § 33&, p. 237, 255. — Reuificazione
approssimata § 126. — Rettilinee (Superficie) § 149, 159, 180, 197,
248, 266, 300, — Ribal § 10, — Riduzi di un angolo al-
Torizzonte § 66. — Riga (Geemetria della) p. 36. — Rigate, cosl furono
chiamate le Superficie generate dal moto di una retta, sieno desse reuti-
linee oppure sviluppabili. — Risalto della vite § 207. — Rivoluzione
(Superficic di), vegzasi Rotonde, — Nopricue § 367, p. 255, — Ro-
tazionc (Asse di) § 153, — Rotonde (Superficie) § 133, 143, 178, 212,
239, 957, 260, 266, 286, 293, 307, 312, 361. — Rovescie (Figure
uguali ¢) § 208,

Shieche (Superficie). Quelle che noi diciamo reutilioee § 197.— Se-
cante comung p. 471. — Secondario (Asse ¢ Diametri) § 110, 166, —
Senoide di un triedro, cosi pud chiamarsi il seno di uno dei suoi angoli
moltiplicato pel seno dell” inclinazione sul suo piato dello spigolo opposto.
I volume di un tetraedro & la sesta parte del senoide di uno dei suoi
triedri moltiplicata per le lunghezze dei tre lati che lo formano p-269.—
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Spaest § 264, 366, p. 253, — Sezioni circolari § 163, 167, 365, p.
116, 119. — Sezioni coniche § 102, p. T6, 116, 168, 221, — Sezioni
orizzontali (Metodo dellc) § 43, 220-242, 255, — Sezioni principali §
335, 347. — Sfera § 78, 80, 136, 259, 268, 203, 304, 312, 323,
367, p. 147, 153, 237. — Similitudine, ¢ (Centri di) § 316, p. 73,
176. — Simmetriche (Figare), veggasi Rovescie. — S1pson p. 146,
— Sinusoide o Linea dei seni § 195, 234, — Soliditi, veggasi Yolume.
— Sottangente § 107. — Specie delle curve ¢ delle superficie § 159.
— Spira dritta o rovescia § 208, — Stelle p. 75, 112,224 — Storte
(Superficie). Quelle che noi diciamo rettilinee § 197, — Stringimento
(Linca di) § 209, p. 237. — Superficie curve § 130, 212. — Superfi-
cied. s. o. (cioé del secondo ordine) § 159, 183, 263, 301, 308, p. 118,
124, 222, 22§, — Supplementare (Triedro) § 69, p. 43. — Susencide
di un triedro = al prodotto del seno di un suo diedro pel seno dellin-
clinazione dello spigolo di questo sulla faccia opposta; ossia senoide del
triedro supplementare, Ciascuna faccia di un tetraedro & proporzionale
al susenoide del triedro opposto; dunque (§ 86) ciascun lato di un qoa-
drilatero gobbo & proporzionale al seovide del triedro, che ha gli spigali
poralleli agli altei tre lati p. 259, — Sviluppabili { Superficie) § 159,
173, 183, 220, 249, 256, 272, 282, 315, 319, 332, 342, 343, 367,
p. 285 — Sviluppata, veggasi Evoluta. — Sviluppante § 124, 320,
360, p. 152. — STEixen p. 75, 110.

Tangente § 91, 99, 115, — Tangenzizle (Piano) § 172, 276, 278,
302, 311. — Terra(Linea di) § 6. — Tetraedro § 77, 78, 80, 86, 87,
273.— Topografia § 275. — Toro § 213. — TORRICELLY P. 146,
151, 154, —Torsione, e (Raggio di) § 129, 319, 327, p. 236. — Trac-
ce § 6,9, 16, 37. — Trasformazione p. 227, — Triedro § 63, p. 43,
110. — Trigonometria sferica p. §3. — Trocoide, lo stesso che Sinu-
soide,— Tubi (Superficie-) § 212, 297, 362.

Vertice 0 Centro di un cono § 132, — Vertici delle sezioni coniche
& delle superficie d. s, 0., i punti dove sono incontrate dai loro assi, ¢ nei
quali hanno un eontatto del 3.° ordine coi cireoli osculatori,—Yerticale
(Piano coordinato) § &, 6. — Vetori (Raggi) § 98, (Angoli) p. 115, —
Vite § 207. — Volte (Intersezione di due) § 266. — Volumi, loro de-
terminazione p. 143, — Warwis § 201,
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