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PREFAZIO

E

———

La pitt maravigliosa ed utile delle arli, — quella che to-
glie le dislanze non solamente di spazio, ma si ancora di tem-
po, — che trasfonde in noi le idec dei maggiori Ingegni non
solo contemporanei, ma cziandio dei secoli gid tragcorsi, —
quella sepza cui ogni arle appena polrebbe esistere nonehé
perfezionarsi, — la Serittura — chiede bene spesso un peees-
sario soceorso alla sua sorella maggiore, all’Arte del disegno.
Poiché la parola, si polenle ad esprimere raziocinii ¢ sentj-
menti, & non di rado inabile ad esprimere le forme: ed i mo-
delli, che lo polrebbero compiutamente, mancano quei van-
taggi materiali, che sarebbero necessarii per porli in grado di
accompagnarsi alla scriltura, Cosi egli ¢ importantissimo pro-
blema quello di delineare in manicra facile ¢ spediiy sopra un
piuno tale disegno, che trasfonda in chi lo guardi Iidea (el-
l'oggello a tre dimensiond, ehe si volle vappresentire,

E dell'arle del disegno sentono conlinuamente j| bisozno
quasi tutle le arti e le scienze cosmologiche, ¢ 1o sente pure
una scienza astratta quanto allra mai, cui la mete umana
seppe a sé slessa ercare. quale luminosa prova di sua rasso-
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miglianza alla Suprema Mente Crealrice; voglio dire la Geo-
melria. Poiché anche potenti intellelti di leggieri si smarrirch-
bero nei loro raziocinii geomelrici senza la scorla di oppor-
tuna figura.

La Geomelria descriltiva ha duplice scopo , offvire ri
prineipii al disegno rappresentativo, e dare le soluzioni dei
problemi geomelrici relativi alle figure dello spazios essendo,
sollo questo riguardo, conlinuazione e compimento della Geo-

melria piana.

Parcechi prineipii della Geometria descritliva erano qua ¢
la sparsi nelle opere che aveano per oggello la prospelliva,
— Pesatto delineamento delle ombre, — il laglio delle pie-
tre, — il tracciamento delle forlificazioni militari. Fu il Monge
che seppe creare con quesli elementi un nuovo ramo delle
scienze malematiche.

Baslerebbe accennare gli argomenti, a cui si applica la Geo-
melria descritliva, perehé se ne seorgesse I imporlanza; se
non che tutli i suoi pregi si compendiano el dire, eoll’illu-
slre fondatore della scienza, che la Geomelria deseritliva é il
linguaggio degli Ingegneri: il linguaggio cio¢ di quegli uomi-
ni, le cui ereazioni detlale dal genio, ¢ le cui esecuzioni gui-
dale da inlelligente esallezza, contribuiscono si maravigliosa-
mente al ben essere della civile Sociclh, — Nessun’ epoca
quanto la presente potrebbe a buon divillo chiamarsi 1’ epoea
degli Ingegneri. Per loro nuove maniere di ponti furono so-
spese su fiumi profondi; ed allra volla quei fiumi furono con
novello esempio valicali al di sollo de|

lle loro aeque. Dal seng
della terra si trae,

meglio che melalli preziosi ma poeo ulili,
un inerale che solto ignobile aspello cela una forza prodi-
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giosa; eol suo mezzo gli Ingegneri danno vita ad opificii uti-
lissimi, ed a quella mirabile macchina, ¢he col rapidissimo
corso, colla complicazione delle parti, ¢ colla :cgolanla dei
movimenli quasi si iglia a nuovo forlissi !
anziché ad una umana produzione.

Quantunque la Geomelvia deseritliva conti poco pin di
mezzo secolo di vila, pure, per la sua importanza, parecehi
trattati ne furono pubblicati presso ogni Nazione o
Quale scopo mi sia proposto nel pubbliearne un allro, mi sa-
rehbe inulile il dirlo: a che io sia pervenulo, i Lettori lo giu-
dicheranno. — Si vedra che preferii alle alive 'opera del
Leroy 5 spero che la massima parte delle leorie in essa tratlale
si troveranno qui comprese, ¢ che nulladimeno quesle mio
lavoro non si giudicherd né copia né imilazione di aleun al-
tro. — Di ogni problema diedi da prima la soluzione generale
a sole parole ¢ senza sussidio di figure: con cid lenlai eserei-
tare la menle e I'immaginazi dello studioso, ed inoltre

izzala.

volli schivare quell’insegnamento per casi parlicolari, ehe in
aleuni trattali fa perdere molle pagine a spiegare i problemi
pin sempliei. Sempre inopportuno, talora impossibile, si & I'e-
saurire per casi particolari quello che si comprende in poche
idee generali,

Perché il libro fosse qualehe eosa pit che il testo di lezioni
da polersi spiegarve agli allievi Ingegneri (quali ordinariamente
si presentano al secondo Corso dello sludio matematico), ag-
giunsi aleuni saggi delia Geomelria superiore o di derivazione.
Bramerei che cssi valessero ad invogliave i Giovani di studii
cosi generali e fecondi. Forse le Nole presenteranno qualehe
interesse anche come raceolla di pareechi teoremi non affallo
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comuni; ¢ come compendiosa esposizione di formule di pra!icu
applicazione, quali sono quelle della trigonometria sferica, e
quelle per la misura dei volumi ¢ delle arce.

Giustamente il Monge notd I'importanza di mostrare la cor-
vispondenza tra la Geomelria descrilliva e la Geomelria anali-
licaz ma cid si riferisce al caleolo dei differenziali parziali, il
quale non poleva entrare nel mio piano. Avrei slimato inop-
portuno dimostrare col caleolo quanto poleva otlenersi pitt spe-
ditamente colle considerazioni geometriche; ed anzi spi idi
non aver sempre ‘sapulo raggiungere I'inlento di rendere la
Geometlria descrittiva indipendente dalla analitica.

Ove nello scrivere non mi sia altenuto alle regole
mente adoltate per la nosira lingua, la eolpa non fu della mia
volontd. Riguardo al linguaggio geometrico eredelli opporluni
aleuni pochi cangiamenti, ed aleune aggiunte; ché in tanlo
progresso della seienza ¢ meslieri progredisca anche il linguag-
gio: chieggo di esser giudicalo non su qualche parola, ma su

tutlo I'insieme della lalura. Questa apparisce pii com-
piulamente dall'Indiee alfabelico, di cui eredetti opportuno
corredare questo lavoro.

L’edizione & mollo compalta, ¢ spero che, sia per I'esecuzios
ne lipografica sia per la scriltura, la materia si trovi maggiore
di quanto lo mostri il volume. Anche le formule algebraiche oc-

I inore spazio del lo, e cid specialmente per
V'uso dei due punti qual segno di divisione; il che forse le ren-
derd meno chiare a chi & abilualo all’altro segno; ma i ealeoli
per bene intenderli si deggiono serivere. — Ed & ancora pia
necessario costruire da sé i Disegni di Geometria deserittiva ;
perloché non si trovera grave difetto che le figure aggiunte a



x

queste lezioni sieno piccole ¢ solo sufficienti all'intelligenza del
lesto. Chi vorrd impararc costruird, seguendo quelle norme,
dei Disegni grandi e particolarizzali. — In recentissimo Gior-
nale si deplora che nella scuola politecnica di Parigi dail’ori-
gine della scienza fino al 4849 si sieno sempre copiali e rico-
piati gli stessi Disegni (Epures), con quasi nessun altro studio
dello Scolare.

Assistito da gentili amici procurai che troppi errori dei tipi
o della penna non accreseessero agli Sludiosi le oseurila, cui
non avro sapulo schivare, Prego poi il Leltore di por mente
alle correzioni ed aggiunle che slanno a pag. 257. — Sard
gralissimo a ¢hi mi fard avvertito di qualche errore di qualsiasi
falta.

A chi ha soll’occhio I'opera col suo Indice ¢ inulile parlare
dell’ordine e della divisione degli arg li5 dird oulladi
no ¢he il primo Libro riguarda i punti, le linee velle ed i pia-

ni, — il sceondo le linee e le superficic curve, — il lerzo le
mulue intersezioni di due o pilt superficie, — il quarlo i loro
contalli del primo ordine, — il quinto la curvalura delle linee
¢ delle superficie.

Se verra giudicalo che in quesl’ opera i pregi non sieno so-
verchiali dai difetli, e che essa lorni ulile agli Studiosi, pubbli-
cherd anche le applicazioni della Geomelria deserittiva. 1l pri-
mo Libro, che avra per oggetto i modi di raffigurare i corpi
medianle una sola projezione, conlerrd anche il metodo delle
sezioni orizzontali ¢ dei piani numerati (Plans cotés); segui-
ranno le applicazioni — alla delincazione delle ombre — alla
Gnomonica — alla Prospelliva lineare — alla Geografia — ed
alla Stereolomia.
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 LIBRO 1.

NOZIONI FﬁNDAH,E.NTALl E QUESTIONL RIGUARDANTI
I PUNTI, LE RETTE ED I PIANL

—

CAPSL

*Nozioni fond tali e ioni per rendere
i disegni pite espressivf.

1. Quam!u voglia rappresentarsi un corpo od una qual-
unijue figura dotata di tulte tre le dimensioni, e non si possa
presentare un esallo modello, benst sollanto un disegno falle
sopra un piano, ¢ palese che non si conseguira lo scopo se
non se ammettendo aleune eonvenzioni, mediante le quali chi
osservi il disegno possa raffigurarsi I'oggello che con csso si
volle rappresentare. Le vedule prospelliche sono all’ uopo in-
sufficienti, poiché quantunque guardando un quadre od una
prospeltiva talvolta si scorga con tulla chiarezza come si sup-
pongano disposte le figure umane, le fabbriche ¢ gli altri og-
getli che vi sono delineati, eid dipende dalla conoscenza che
noi abbiamo delle forme naturali di quegli oggettiz ma se in-
veee in una prospeltiva sia disegnalo un corpo di una forma
a noi ignola, non polremo intendere qual sia questa forma, ¢
¢id tanto piit supponendo il disegno a semplici contorni, ciog
senza colori ed ombre, — Quanto non pud aversi dalla pro-
spelliva si olliene per allra via, e speeialmente mediante due
disegniz gli Arehitelti per rappresentave una fabbrica costu-
marono sempre di darne separatamente la picate altrimenti
della icnografie, & Valzalo ossia ortografia; ed appunlo col
mezzo di una ienogralia © Ji una orlogralia la Geometria de-
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2 ’ .
serittiva inscgﬁa a rappresentare l:umpiul.'fmen'le- qualunque
figura dolata delle tre dimensioni. . 2
; 2. Lo scopo della Geometria deserittiva & pertanto offrire
un linguaggio con eui si possa mediante disegni piant far na-
scere in ehi li osserva I'idea del corpo che si volle rappre-
sentare: ma perché questo linguaggio sia compiulo bisogna
non solo saper intendere qual sia la forma dell’oggelto rap-
presentalo, € viceversa saper rappresenlare un d‘*'{’ corpo
I i iandi ¢ le regole per disegnare
una ﬁg;ra 7ch|: non si abbia presente, e della quale soltanto si
conosca la relazione di poéiziom: in cui deggiono stare le va-
rie parli; — bisogna saper aggiungere allre parli che con
quelle gid disegnate abbiano dale relazionis = bisogna*final-
mente saper dedurpe tulle le dipendenze geomelriche fra le
parli della figura rappresentata. — Cosi, per esempio, non ba-
sta saper rappresentare un_prisma che si abbia (ra le mani, e
saper intendere qual prisma sia dalla figura rappresentatos
bisogna eziandio saper deserivere un qualungue prisma solo
clie se ne conosea per definizione Ia forma ¢ la posiziones bi-
sogna saper aggiungere il cilindro ¢i reoserillo al prisma, ee.;
bisogna saper rovare sollo qual inclinazione si taglino le fac-
ce del prisma gia descrilo, ce. ee. — Siccome 1" oggetlo prin-
cipale della Geomelria desevilliva si @ di rappresentare quelle
figure che, per la sempliciti e precisione delle regole con cui
sono formale, soglionsi dire g ichey cosi la G ia
descrittiva, menire & un’arle che serve di necessario compi-
miento al Disegno lineare, @ molto piii una conlinuazione della
G tria ¢l lare; essa i a risolvere mediante la
riga ed il compasso, operando sopra un solo piane, i problemi
riguardanli lo spazio; colla |'a|:]:1‘|.:5t-nluzion|: delle figure a tre
dimensioni essa di oceasione di studiarne le proprieta. La
considerazione di fali fligure ed il loro uso nello studio delle
figure a due sole dimensioni diede origine a vaslissima ed ele-
ganle parte della Geometria, che frulle quasi esclusivo dei
Geomelri del secolo presente ¢ una mirabile continuazione
l!clln Geomelria sinlelica dovala al genio di*venti e pit seco-
liz wirabile specialsente in ¢id che, in luogo delle astruse vie
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i guesta, offre sl.rad:l facile, nella quale quasi per intaizione
nuove verita si discoprono. Spero ehe non fard cosa inutile
uscendo una qualche volta dai limiti comunemente attribuiti
alla Geometria deserilliva per far qualche cenno di guesta
nuova Geomelria di dericazione. G - -.

3. In quanto alle applicazioni della Geomelria deseritliva
vedremo che quella Prospeltiva, che dicemmo insuflicienle a
rappresentare compiutamente i corpi, lrac tutte le suc leoric
dalla Geomelria deseritliva, che ne & il pil naturale ¢ coﬁ\re-
piente fondamentos si esporranno pereid 4 - principii generali
che servono a descrivere le figure prospelliche, e si dimo-
streranno le regole praliche che si sogliono adoperare per,
abbreviare tal lavoro. — Una parte essenzialissima della Pro-
spelliva, e quindi anche della Piltura, si & la leoria delle om-
bre, della quale pure si esporranno i prineipii c¢he servireb-
bero alla Toro esalla deserizione, s¢ troppo lungo non ne fosse
I’ impiego rigoroso: ma che in ogni caso gioveranno a dirige-
re ulilmente quella pratica che si acquista eolla ragionata os-
servazione e col ben regolalo esercizio. — Dopo che I'Archi-
telto ha determinato quali forme debbano avere le parti di
una fabbrica, e specialmente gli archi ¢ le volle, perché me-
“glio soddisfacciano al doppio scopo della solidita e della bel-s
lezza, bisogna formare le sagome o modelli, secondo i quali
debbono tagliarsi le pietre’ perché formino le progetiate co-
slruzioni perlell le lra loro combaciando: questa & un’al-
tra applicazione della Geomelria deserittiva; eioé dopo avere
espresso col linguaggio in questa scienza adoltalo la vera fi-
gura di tali pietre, bisogneri insegnare a coslruirne le varie
facee, ed indicare ail”Arligiano le norme da seguirsi per la-
gliare le pietre all’'vopo occorrenti.

4. Yediamo ora in qual modo medianle due disegoi, cui
rassomigliammo alla pianta ed all'alzato, usati dagli avchitelli.
si possa rappresentare la forma ¢ la posizione di un oggelto
posto comungue nello spazio. §'immagini un piano orizzontale
e sopra di esso si fraceine in primo luoge fulli i punli o li-
nee che apparier
¢he realmente s

ono alla figura ehe vuol vappresentarsi, ¢
travane compresi i gquel piane: cosi avres
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mo formalo cio ¢he dagli Architetti si direbbe la pianta del-.
I'oggelto: ma in tal guisa rimarrebbero affallo ignole tutte =
parti della figura che slanno fuori del predello piano Orizzon-
tale (quando per’ caso non cadessero nel piano verticale, di
cui or ora‘parleremo). Ci bisagna dunque travar modo di deli-
neare nell’assunto piano orizzontale anche cid che sta fuori di
tal piano: da ogni punto della figura che vogliamo rappresen-
fare 'immagini calata una perpendicolare su quel piano oriz-
zoyfale; il piede di tal perpendicolare (ossia il suo incontro col
.piano) lo diremo la projezione di quel punlo: questa projezio-
ne non & sufficiente ad individuare, ciot a pienamente deter-
, minare, il punto di cui si tralla, poiché tuttj i punti della pre-
“detta perpendicolare hanno la medesima projezione. Vedremo
ben’ presto come si giunga a tale individuazione; inlanto sta-
biliamg di chiamare obbiettivo il punto che vogliamo rappre-
senlare, refta projeltante la perpendicolare da esso abbassal
ed icnografin del punlo la sua projezione sul piano orizzon-
tale. Se nella figura posta nello spazio siavi una relta, do-
vremo immaginare che da lulli i suoi punti sieno abbassate
le retle projettani, ed i piedi di queste coslituiranno la pro-
jezione od_icnografia della vella; quelle projeltanti saranno
+ lulle comprese nel piano condolto per la retla perpendicolars
mente allorizzonte, piano che noi diremo il piano projettante,
e Vignografia della retta, essendol’ intersezione del piano pro-
‘jeltante col piano orizzontale, sari essa pure una relta. In
ugual modo Iicnografia di una qualunque curva obbielliva
sard costituita dalle icnografic di tulli i punti di quella: tale
icnografia o projezione sarh, general parlando, una cur-
va, ¢ tutle le rette projettanti costituivanno una superficie che
dieesi cilindrica nel pin generale signilicato della parola, e
che noi chiameremo cilindro projettante: se per altvo Ta cur-
va obbietliva fosse tutta in un piano perpendicolare al piano
orizzontale, il cilindro projellante si ridurrebbe ad un piano,
e laprojezione della curva sarebbe una retla,  *
Per tal maniera possiamo immaginare che sul piano oriz-
zontale sieno disegnali it i punti e tutie le linee della pro-
posta figura: ma questo disczno non o insegua quali sieno le
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distanze dei punti obbietlivi del piano orizzontale, ossia le lun-
ghezze delle rette projellanti; noi eonseguiremo il nostro in-
tento di pienamente delerminare Ja figura obbielliva, median-
te una seeonda projezione di tulla la figura sopra un piano
perpendicolare al piano orizzontale, che noi diremo il piano
verticale.Vale a dire, immagineremo che da tutti i punti della
figura sieno condolle delle nuove relle projellanti tulle per-
pendicolari al piano verticale, ed i loro piedi cosliluiranno la
urtografia della figura. Quesle due projezioni eseguile sopra
due piani orlogonali, che dicemmo I'uno orizzontale, Ialtro
verlieale, non sarcbbero ancora sufficienti a far conoscere la
figura; bisogna in primo luogo saper distinguere le due pro-
jezioni che trassero origine da un medesimo punto, onde per
easo non eredere appartencnti ad uno slesso punto obbiclliva
Iicnografia di un punto e Iortografia di un altro cid si ol-
liene indicando Lali projezioni con una medesima lellera, che
si fa majuscola nel piano orizzontale, e minuscola nel verli-
cale; bisogna ihollre conoscere la vispelliva posizione che dee
darsi ai disegni conlenenli le eseguile projezioni, — La dis-
posizione pin nalurdle Sarebbe di porre i due_disegni I'uno
perpendicolare sull’altro nella slessa posizion cui si lro-
vavano quando su di essi furono deserille le due projezioni:
ma in lal guisa non si raggiungereblic lo scopo di servirsi di
un solo piano, ¢ malagevoli sarebbero le operazioni da ese-
guirsi su quesli due disegni tra loro perpendicolari: per to-
glierli il meno possibile dalla loro naturale posizianc, si sup-
ponga che uno di essi, per esempio il verlicale, giri intorno
alla loro comune inlersezione, finché venga ad applicarsi nello
stesso piano in cui si trova il piano orizzontale; cosi i due di-
segni saranno ormai posli in uno slesso piano, e per la strelta
connessione che tra loro esisle, ¢ che or ora avremo occasio-
ne di osservare, polranno considerarsi-come coslituenti un
solo Diseqno.

5, Ecco a che si riduce tullo questo processo. S'immagini-
no due piani perpendicolari 0 XY, 0X(Z) (Fig. 1) che po-
tremo supporre il primo orizzontale, il seeondo verlicales da
fulti i punli (D). (A), (B). ec. della proposla figura si consi-
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derinoabbassale su quei piani le perpendicolari (rette projet-
tanti) (DYD, (D)(d), (A) 4, () (a), (B)B, (B)(0), cl;.,;o».}:]u
punto (1) dari le due projezioni 2, {d), '!a retia (A)(B) da-
rit leglue projezicni A B, (a)(b), cc. Poscia si supponga che
il piano 0.X{Z) con tulla la projezione in esso disegnala giri
intorno alla 0.X fino a prendere la posizione 0 X' Z sullo sles.
s0 piano in cui si trova 0% ¥, Questi due piani 0:“: 0x2
ecalle projezioni in essi deserille si trasportino nella Figura 2
¢ siavrd eid che dicesi un Disegno (Epure, Figur) di Geo-
melria deserittiva S omelleranno le linee che chiudono i
quadri dei due primitivi disegni, ma si conservera la rella
O.X chie separa i disegni, ossia le projezioni falle originaria-
menle sopra due piani differenti, della cai essenziale impor-
danza i convinceremo quando indicheremo il modo di ado-
perare guesto complessivo Disegno (Fig. 2).

6. Ora premettiamo aleune ('Iclwmimlxinni, delle quali ¢
serviremo, unendovi i sinonimi usali da varii aulori, che gio-
veranno alla pin immediata intelligenza delle loro opere.— I
piani su eui si fecero le due projezioni si dicono piani coor-
dinati (piani_di projezione, piani fumfc‘;lueum-‘r',,(;rmufe&e-
ien), ¢ conservano vispellivamenle le qualifieazioni di oriz-
zontale ¢ verticale anche quando hanno presa la. posizione
della Fig. 2. L'intersezione OX dei due piani coordinati di-
eesi linea fondamentale (linea di terra, Projectionsaxe, schle-
chtweg Axe, Grundlinie). 1l punto D, Ia vella 4 B, ce. (Fig. 2),
che dicemmo iciograffie, si sogliono ehiamare projezioni oriz-
sonfali: similmente le orlografic d, ab, ce. si dicono projezio-
“ni'verticali: e con queste abbreviale espressioni 8’ intendono
projezioni sul piano coordinato orizzonlale o sul verlicale.
Quel punto, quella retta, ed in generale tulte le parti della
P"‘?I_‘Usta figura, delle quali il disegno presenta soltanto le pro-
Jezioni, si dicono punto, retta ce. obbicttivi, Le relle ed i
piani ehe uniscono i punti e le relte obbictlive coll’una o col-
I':}Ill’n delle lore projezioni li abbi v gid ehi i rette ¢ pia-
m prajettanti. — Se dal punto obbiellive (o, d), uqr dal
punto-che ha le projezioni 1) d, siabbassa la perpendicolare
(018 sulla linea fondamentale O Y. il suo piede & dicesi proje-
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zione sulla_fondamentale del punto (2, d). — Se una linea
obbietliva, retta o cupva incontra i piani eoordinati, i punli di
intersezione si dicono le sue fracee, dislinguendole in orizzon-
tale ed in verticale secondo che si lrovano nell’ uno o nell’al-
tro dei piani eoordinali. Divemo in seguito come si rappresens
tino i piani e le superficie curve: inlanto noteremo che s¢ un
piano od una qualuneue superficie taglia i piani coordinali, le
intersczioni sono le tracee orizzonfale ¢ verticale del piano o
della superficie. .

7. Per inlerpretare il disegno (épure) espresso dalla Fig. 2,
basterd por menle alla Fig. 4 da cui esso dipende, ed alle cose
superiormenle insegnale, Ricongscercino in primo lnogo ehe le
due projezioni J.d di uno stesso punto qualunqud sono -
pre siluale sopra una medesima retta perpendicolave alla 1
fondamentale 0 X; infatti la projezione 8 del punto obbietlive
sulla fondamentale dovei trovarsi lanto abbassando su questa
linea la perpendicolare D3, quanto abbassando la d&. Inten-
deremo poi facilmente che il punto obbiellive ¢he Ta le pro-
jezioni D d & situalo sulla perpendicolare al piano ovizzon-
fale elevala sul punto ), ¢ ehe la lunghezza di questa per-
pendicolare, ossia la dislanza del punto obibieltivo dal piano
coordinalo orizzontale & uguale alla distanza o' della proje-
zione verticale dalla Jinea fondamentale. Similmente la di-
stanza del punto ebbictlive (,d) dal piane coordinato verli-
cale, ¢ uguale alla distanza D& della sua projezione orizzon-
lale dalla fondamentale. $'intendera pure che un punto ehie ha
la projezione verticale sulla fondamentale eoineide colla propria
projezione orizzontale, ossid icnograling ¢ che la projezione
verlicale, ossia orlografia, ¢ la slessa cosa del punto obbielti-
vo, quando la projezione orizzontale di questo cade sulla fon-
damentale, — Le due projezioni di uno slesso punlo si di-
slinguono per essere segnale con lellere omonime, ed anche
per essere insieme unile mediante una linea puntegg
pre perpendicolare alla fondamentale. Per allvo, onde rendere
meno confuse le figure, spesso si omelleranno quesle linee
di inione fra le projezioni di uno stesso punlo, giacehé & fa-
cile immaginarle: nella pralica costruzione dei disegni non si
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dovrii mai (ralasciare di lirarle, od almeno di provare sc esse
sieno realmenle perpendicolari alla fondament 1 i.c“? T,
do di verificazione dell’esaltezza dei punli di projezione tro-
vali in altro maodo. X o RN

8. In qualehe raro caso polrd rendersi neecssario di consi-
derare la projezione della figura nbbic!li\'a‘saprn jn leesa
piano coordinato perpendicolare ai due piani di projezione;
noi lo chiameremo piano di profilo; e supporremo che esso
fosse originariamente elevato soprala O F I’l"'Pl‘“d""OI:'"" alla
fondamentale 00X, ¢che esso fosse cioé il piano ¥ O(Z) della
Figura 4, e ehe abbia giralo.intorno a questa O ¥ fino ad n.da-
giarsi sul piano, su eni fu gia ribaltato il COOI‘d_in?_fo vertica-
le. — Quimdo si conoscano le due prime projezioni di oni "j
gura, si polri facilmente dedurne la projezione sul piano di
profilo} infalli eonducendo da eiaseun punlo 4 (Fig. 2) della
projezione ori le la perpendicolare «f &, sopra la seconda
linea fondamentale O ¥ dimostreremo come precedenlemente
che la eereata projeziope di profilo a, dovra lrovarsi sulla pro-
lungazione di questa e, ¢ precisamente nel punto ehe si
determing, facendo «, a, eguale alla distanza ¢ a del punlo
obbiettivo dal piano orizzontale,

9. Un piano che taglia i due piani coordinali sard piena-
menle deferminato mediante le sue due tracce, le quali non
potranno incontrarsi che in un punto della f’und:nmenlule, cioe
nel punto in eni essa & lagliala dal piano propostos che se le
tracce saranno tra loro parallele lo saranno anche alla fonda-
mentale, ed appnrlcrmn'no ad un pi:uiq. parallelo esso pure
alla fondamentale. Se il piano prdposto & parallelo ad uno dej
coordinali non avry su questo aleuna traceia, e Ja sua traceia
sull’allre piano coordinato sara parallela alla fondamentale,
Tutte queste cose facilmente s”intenderanno stipponendo che
i piani coordinali riprendano la posizione perpendicolare che
avevano originariamente (Fig. 1),

40. Le due projezioni di una linea o di allra porzione di
una figura indicano bensi qual sia la posizione di tutli i suoi
punli, ma non presentano, generalmente parlando, una giusia
idea della sua grandezza e forma- infatli. eccellualo il caso
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che Ia linea sia parallela ad uno dei piani coordinati, le pro-
jezioni sono minori della linea obbieltivay ora riesce bene
spesso importanle di conoscere,e di dc&cmere la vera gran-
dezza dell’oggelto rafligurato dalle due projezioni; se 'oggetto
non fosse piano questa esalla descrizione sarebbe impossibile,
perehés le mostre figure sono sempre disegnale sopra un piano:
ma quando la linea o la porzione di figura & lulla posta in
un piano potremo descriveref coi processi che saranno in se-
guito indicali, una figura ad essa precisamente uguale, che noi
diremo Ja sua rappresentazione. La rappresent ione differi-
see“dalla figura obbielliva per la diversa siluaziones; giacché
questa & posta nello, spazio, cioé fuori det piino del disegno,
la rappresentazione invece ¢ deseritla su di esso. — Quesle
rappresentazioni delle varie parli di una figura polrebbero de-
seriversi separatamente dal disegno conlenente le due proje-
zioni orizzontale e verlicale, ma ordinariamenle sara pin op-
portuno descriverle riunite al disegno stesso, il che ne mo-
styerd meglio la dipendenza, Nella maggior parte dei easi sup-
porremo che una porzione della figura obbictliva giri intorno
ad un asse posto in uno dei piani coordinali, finché venga ad
adattarsi sul piano medesimo, e descrittala in quesla nuova
posizione essa rappresenlerd la vera forma e grandezea della
figura obbieltiva. Cosi si viene a deserivere la }nppiesenla-

zione mediante il ribaltamento (r i lo, raball
Aufklappung) della figura obbigtliva. Gli cst.mpu renderanno
pit chiaro queslo melod dl rappresent fi lone pa-

lesé lo SCOp0.

41, Le projezioni sui pmn: coordinali s"indicheranno come
dicemmo colle lclic‘rc majuscole e minuscole, quelle sulla li-
nea fondamentale colle lellere greche; i punti e le linee ob-
Dbiettive ¢he non sono gituali soi piani coordinali, 1i abbiamo
fin qui indicali mediante le lellere che ne segnano le due pro-
jezioni separale da una virgola, e chiuse tra parentesi: quan-
do non possa-paseer equivoeo porremo tra’ parenlesi le letlere
indicanti una sola projezione, facile essendo di soltinlendere
le leltere omesse omonime a quelle ritenute. I punti obbict-
tivi posti sul coordinato orizzonlale uso segnarli con lellere
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majuscole senza parentesi, e quelli del piano verlicale con
lettere minuscole lra parenlesi, € cid perché si suppotie che i
primi sieno Fimasti anche nelgDisegno nella loro posizione ab-
bielliva, e che i sccondi abbiano girato fino ad adagiarsi sul pia-
o orizzontale. Per le rappresentazioni adopero le lellere stesse
delle projezioni. distinle mediante uno o piti apici posfi loro a de-
stra ed in allo. Le lettere greche majuscole indicheranno nelle
nostre figure i punti della fondamentale che sono obl Wivi,
eome per esempio le sue intersezioni colle tracee dei piani.—
Altri autori adoltarono convenzioni aleun poco differenti 3 eosi
parecchi adoperano le lellere con uno o con due apici ‘per
indicare le projéiom orizzonlali o le verlieali: le leltere sen-
£a apiee indicano allora i punli obbietlivi: per le rappresen-
tazioni non si segue aleun uso costante. — Polrei aggiungere
qualehe eosa sulla opportuna seelta delle leltere, ma cid me-
glio s’intendera coll’uso; nolerd sollanto che, analogamente a
quanto si pratica con mollo vanlaggio nell’Algebra, ho prefe-
rite le ullime leltere dell’alfabelo per indicare i punti ricer-
cali; e che quando si hanno parecchi punti analoghi, li indico
colla stessa lettera distinguendolic con numeri posti a destra
inferiormente della medesima (°). '
42, Nei discgni giova adoltare alcune convenzioni che fa-
ciliting I"intelligenza dei medesimi:z eeco quelle che ¢i sem-
brano piii opportune, e delle quali le seguenti ligure presen-
t?ra.!mo molti ‘esempii . —Le lince che realmente appartengono
ai piani eoordinali si fanno%ingrossate; tali sono la.linea fon-
damentale, le tracce dei piani od in gencrale delle supcr‘lici::
cfle tagliano i piani coordinali; anche le tracee delle linee, os-
sia i punti nei quali esse trapassano. i piapi coordinati si po-
tranno fare alenn poco ingrossali.—Si avverfa che nella co-

(') Nello insegnamento si aspetterd ad fitrattenere lo studioso con
fueste convenzioni.e_con parecehie delle seguenti considerazioni, quando
i pl'plﬂcrni che si-avranno a rizolvere ne porteranno il bisogno od alme-
no | Opportanitd ; — lo stesso pud farsi riguardo alle cose dette ai n. &
€ 9; ricordando che una delle maggiori difficolti si & di giustamente ap-
r.m:ery.' e farsi abituale il linguaggio, lo s insegnerd un paco per vol-
mh: p:u:o:cﬁrjl ::wfovumhln i tornare di tratto in tratlo a spiegarlo
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struzione dei disegni ¢ necessario di traceiare tulte le linee,
compresa la fondamentale, molto sotlili, altrimenti riuscireb-
bero poco precise le loro intersezionis sicehé i suaceennali in-
grossamenli si faranno dopo terminalo il disegno.

13, Lo linee che sono le projezioni di linee obbiettive po-
ste fuori dei piani coordinali si segnano ordinariamente a tral-
to conlinuo ¢ sollile, purcﬁu. la linca obbielliva sia situata al
di sopra del coordinalo orizzontale ¢ al di qua del verlicale .
— 3 palese ehe i due piani coordinali (Fig. 1) indefinitamente
separano lullo lo spazio in quatlro regioni, che possono
si anteriore=superiore, posteriore-supériore, anle-
yiore-inferiore, € posteriore-inferiore ; chiamando superiori
le regioni che stanno al di sopra del coordinale orizzontale,
inferiori quelle ehe ne stanno al di solto, anteriori quelle che
rispetto al coordinato verticale 0 X (Z) stanno dalla parte Y,
e posteriori quelle che stanno dalla parte opposta. Quando il
coordinato vertieale ruota intorno alla .4 fino in OXZ, ea-
deranno al di l della fondamentale O l'sFi" 2 ¢ 3) non solo

le projezioni verticali delle pavli superiori dell’ oggello (sieno .

poi esse anferiovi o posteriori), ma anche le projezioni orizzon-
tali di tulle le parti posteriori; ed al di qua della fondamén-
fale si troveranno insieme colle projezioni orizzontali delle
parti anteriori anche le projezioni verticali delle parli inferio-
ri. Per distinguere le une dalleallre queste projezioni, olire
che le projezioni orizzonlali sono sempre indicale da lellere
majuseole ¢ le verlicali da minuseole, gioverd, a mio erede-
re, segnare a punti, anziehé a watlo continuo, le projezioni o-
rizzontali che sono al di li della fondamentale, e le verlicali
che eadono algdi qua. ¢ segnave con trallo sollanto interrotto
le projezioni orizzontali al di qua della fondamenlalé, ma la
eui linea obbictliva ¢ al di solto del coordinate orizzontale, e
cosi pure le projezioni “verlicali di linee posle nella regione
posteriore=superiore. Cio si renderd pia ehiaro esaminando la
Fig. 3, che presenta un quadrilatero &L MV, i cui lali sono
rispellivamenle po.su nelle :1ua1lru regioni segnale in abbre
lura lo a projezione. — Anche le linee tracciate
sui piani coordinali io le faceio punleggiale. a punti grossi.
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quando hanno attraversalo la fondamentale, cioé quando ap-
partenendo al coordinalo arizzontale sono al di la della f?rldn-
menlale, oppure soio al di qua ed appartengone al verticale.

44. Le rette perpendicolari alla fondamenlale che servano
a riunire le projezioni corrispondenti di uno stesso punto si
faranno sempre punteggiate a piccolissimi punti, e spesso an-
che si ometlerd di tirarle, facile essendo 1" immaginarle, —
Si osseryi péraltro che molti autori fanno a tralli interrolli le
predelle linee, facendo viceversa punleggiale quelle che noi
facciamo a tratli inlerrglli. — Alcune linee ausiliarie che ser-
vono alla soluzione dei problemi, principalmente quelle con
cui sono formale le rappresentaziond, si-facanno a tratli inter-
rolli alternali con punli: si noterd che anche nelle rappresen-
tazioni sono sollanto punleggiale le relle ed aleuni archi di
circolo, ehe servono a mostrare la corrispondenza fra le pro-
. jezioni e le rappresentazioni di uno stesso punto obbicllivo, —
Nei disegni dovrebbero dislinguersi due sorta di linee: quelle
che costiluiseono I"oggelto ¢ la soluzione del problema, e tulle
Ie altre che servano alla risoluzionc ; quando si avri da appli-
care la Geomelria deserilliva si tireranno tulte le lince col la-
Pis, poscia si dara I inchiostro a quelle della prima specie e si
cancelleranng le allre: nelle nostre figure lale distinzione non
fu falla, ma sarh facile* immaginarla. Fra queste lince ausilia-
rie aleune furono da noi déseritte a {ratlo conlinuo, altre a
lr_allo inlerrollo od a punli; e eid secondo la lora maggiore o
minore importanza, poco curando se sieno coperle o no, giac-
¢hé debibono intendersi cancellate.

A5. Se una figura comprende qualche piano od altra super-
ficie'si pub supporre che questa superficie sig, perfellamente
trasparénte, sicché s veggano in ugual modo e linee che
slanno .aI di sopra o al di sollo di fale superficie; ma bene
spesso j| d‘isegnu si renderi piit espressivo altribuendo a quel-
la superficie una semilrasparenza, per la quale si veggano di-
vers le le linee Jo che sono vispeito all’ osservatore
al di qua o :al di Ja della superficie: per indicare lale diffe-
:Eh:r:i“ lasciano a tratto continuo le: porzioni di quelle linee
H1€ rimangono scoperle, ¢ si fanna a tratli interrotti quelle
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parzioni che risultano coperte dalla superficie. Onde intenflere
quando si supponga che la superficie copra la linea, si consi-
deri che rispelloralla projezione sul piano orizzonlale si sup-
pone che la figura sia guardala da un osservatore posto per-
pendicolarmente sopra questo piano a distanza infinila, mens
fre rispello alla projezione nel piano verticale 1" osservatore
5" intende situato a distanza infinita su d’una perpendicolare
al piano verticale in avanti di queslo piano. Ed ¢ appunto
per queslo che nel n. 43 dicemmo di fare a tratlo interrotto
le projezioni orizzontali delle lince che stanno nella regione
anleriore-inferiore, e le verlicali di quelle che sono nella re-
gione posteriore-superiore; considerando anche i piani coor-
dipati come semilrasparenti. — [-piani ¢ molte superficie han-
no per loro patura un’estensione indefinita; ma nei disegni
se ne considera bene spesso soltanto una porzione, ¢ solamenle
ad essa si ha riguardo nello slabilire quali linee rimangano co-
perte, e quindi debbano farsi a tratli interrolli.

CAP. IL

Problemi elementari riguardanti i punti, le vette
. ed i piani.

Provuewa 1. Deserivere le projesioni della retta che passa
per due punti dati ; stabilire la corrispondenza fra le due
projezioni di uno stesso punto delln retia ; e trovare le tracce
di questa. . - "

16, La projezionc della retta che passa per due punti ob-
Dbieltivi & la rétta che unisce le projezioni dei-punti medesimi,,
sicehé la prima parle della questione non pud presentare al-
cuna difficolti: si osservi nulladimeno ¢he se uno dei punti
pei quali dee passare la relta fosse dato sul piand coordinato
orizzonlale, la projezione verlicale di quel punlo si-trovercbbe
sulla linea fondamentale nel piede della perpendicolare abbas-
sala dal punto dalo; in simil modo si opererebbe se uno dei
punti dati appartenesse al coordinato verticale; cheé gid in ogni
caso ci ehe dicesi di uno dei piani coordinali pud ripetersi del-
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I"altfo, —Le due projezioni di uno stesso punlo sono sempre$i-
tuate (n. 7) sopra una relta perpendicolare alla fondamentale:
dunque quando emo le due projezioni di o rc“f'
sarh facilissimo trovare quali sieno i loro punli che si corri-
spondono, ciot che sono le projezioni-di uno stesso punto ob-
Dietlivo. — Finalmenle osserviamo che tulli i punti del piano
orizzonlale, € quindi anche la (raceia orizonfale della retla
proposta, hanno le loro projezioni verticali sulla fondamenln.-
le; percid se (roveremo I"intersezione della projezione verli-
cale colla linea fondamentale, il punlo corpispondente sulla
préjezione orizzontale sari la traceia della retla, ciog il punto
in eni essa incontra il eoordinato orizzontale .

47. Disegno 1.° Sieno A-a, B b (Fig. 4) le projezioni dei
due punli: potremo in primo luogo assicurarei se le projezioni
A a possono realwenle apparlenere ad un medesima punto
obbieltivo, il che effeliueremo osservando se la vella A a sia
perpendicolare alla fondamentale « 3: dicasi lo stesso della
2 b: dopo eib lirale le velle A B, ab quesle saranno le pro-
jezioni della retta che passa pei due punti obbiettivi (4, a)
(8. ), i quali pit Lirevemente segneremo cosi (4) (B). Si no-
terd sempre che quando si*tralta di trovare una retta, bisogna
descriverne due, cioe le sue projezioni. — Se vogliasi lrovare
la projezione verticale del punto agpartenente alla rella ob-
bieltiva (/ B), che ha lasprojezione orizzontale €, lireremo
la € perpendicolave alla & 3, ed essa taglierh la projezione
verticale a6 nel punto ricerealo ¢. — Occorrendo spessissimo
di condurre delle vette perpendicolari alla fondamentale gio-
verd lirare accuralamente una di tali perpendicolari, alla quale
Jutte le altve saranno parallele, e facilmente si*tiferanno me-
ﬂiaptu_ lo squadretlo che si fa scorrere lungo una riga.—1La
Projezione verlicale a b inconlra la fondamentale nel punto x,
{llmquc la traccia orizzontale della vetta (4 ) sarh il punto X
inlersezione della A B colla = X elevala perpendicolarmente
fn!la lon‘dmm.-ntnlc. Similmente prolungheremo las 4 B finelis
l}l:t‘eﬂl‘:]ir; i_:l :olztlh.-m?untah’. inY, C'(‘.\'l,'.l'(‘ul[. _|;'. perpendicolare in
;l;a Fi::: ;;:, J; ;’I? af nella I.I’-'i(lclil verlieale ., —Nella no-

gura I €a frall interrollo (n. 43), pevehé I
L]
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“retta- obbieltiva (X ¥) & nella vegione inferiore; e la zy ¢ a
punti, perchd essa & projezione verlieale quantunque si trovi
al di qua della fondamentale.

8. Disegno 2.° La precedente delerminazione delle tracee
della velta che passa pei due punti dali (4, e) (B, &) (Fig. 5)
non polrebbe servire nel caso che le rette A B ab fossero per-
pendicalari alla fond tale. —Si noli che in questo caso le
projezioni A B ab non sarcbbero sufficienti per delermmare
la relta obbictliva; bisogna inollre ¢ la corrispond
delle projezioni 4 e, ¢ B b di due punli (A) (B) di que]la
rella. — Per visolvere il problema ricorreremo al lerzo piano
eoordinato (n. 8) cioé al piano di profilo: sia O a, (perpendi-
eolare ad (e} la linea fondamentale appartenente al piano di
profilo; le projezioni su di esso dei punli (4) (B) e quindi an-
che della relta (A 2) si otterranno prendendo sulle prolunga-
zioni delle perpendicolari A o, B 3, le porzioni o, a, B, b,ri-
spellivamente uguali alla ¢ 3 4. Dopo di cid vedremo che
le projezioni sul piano di prolfilo delle bracce della rella (4 B),
cioi: delle sue jntersezioni coi due primi piani coordinati, sa-
ranno x, ed ¥, ¢ che si otferrd la traccia orizzontale X liran-
do x, X perpendicolare alla O, , ¢ ia traccia verlicale pren-
dendo ¢y uguale ad Oy, —Se si cercasse la projezione ver-
ticale del punto della vetta (4 B, ab) che ha la projezione oriz-
zontale € si delerminerebbe la projezione corvispondente ¢, sul
piano di prolilo, poscia si prenderebbe ¢ ¢ uguale a },¢,. —
Pud osservarsi che nella Fig. b In a, b, o, € una mppressn!n-
zione (n. 40} della rella obbiclliva.

19, Disegno 3.° Quand’anche le projezioni 4 B ab non fos-
sero precisamente perpendicolari alla fondamentale, pure la
costruzione del disegno 1." davebbe con poea precisione le
fracce Xy, se quelle projezioni poco si discostassero da tal
dirvezione: si potrebbe ricorrere anche in questo caso al piano
di prolilo, ma sard piti opportuno descrivere inveee una rap-
presetazione della vella proposta (A B) (Fig. 6). — A tal fine
che la rella obbicltiva insieme col suo piano pro=
i intorno alla projegione orizrontale A £ fino ad
adagiarsi sul piano orvizzontale, ed a prendere la posizione
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A" B, che sarhd la rappresentazione della (4 B); OF-:I Slmm"f
la distanza del punto obbiettivo (4) dalla sua projezione £ ¢
uguale alla ¢a, cosi ¢ evidente che dovremo lirare la_ rf A
perpendicolare alla A ed uguale ad ee; similmente BB=P0.
— Ora per-delerminare I¢" tracee X y, osserveremo che m_:l
swaecennato giramento della (A #) inlorno alla 4 B la tm-ge:a
"X rimane immobile, e la traccia verlicale y va a siluarsi in
qualche punto ¥~ della ¥ ¥* perpendicolare alla 4 B; 4unj
que prolungheremo la rappresenlazione A’ B finché incontri
la .4 B nel punto X, che sard la traceia orizzontale, ¢ la trac-
cia verticale y sard determinala da ¥y=¥ ¥,

o Prosuens 11 Descrivere la retta che passe per un punto

dato ed ¢ parallela a data retta.

20. Si dovra sempre sollintendere che i punli ¢ le relte sono
date mediante le loro projezioni, e che si tratta di deéerivere
le projezioni della retta ricercata. Le rette parallele hanno le
projezioni parallele. e le projezioni della relta che passa per
un punto passano per da projezione di questo: dunque per la
projezione ovizzonlale del dato punle si tirerd la parallela alla
projezione orizzonfale della relta dala, ed essa sard la proje-
zione orizonlale della rella richiesta: in simil modo se ne
trovera la projezione verticale, — La facilita di questa solu-
zione dispensa dal darne alegn disegno.

Provrena 1. Determinare lg lunghezze di una retta di
cui si conoscono le projezioni: ¢ prendere su questa retta
ftna. !mlyn‘te:_zrt equale ad una data,

24. Se la retta sia parallela ad uno dej piani coordinati,
cssa sard uguale alla sua projezione su questo piano: poiché
la obbietliva, le projeftanti dei suoi eslremi e la projezione
formano in tal caso un parallelogrammo reltangolo. Noi rico-
noseeremo che una rella obbiettiva ¢ parallela al eoordinato
orizontale scorgendo che Ia sua projezione verlicale & paral-
lela alla fondamentale : ed ogni qualvolla Ja projezione oriz-
zontale sia parallela alld fondamentale, ne conchinderemo che
la obbieltiva & parallela al coordinato verticale, Eecelluali que-

sti due casi, 1a relta obbielliva & sempre maggiore di ciascuna
delle sue projezion.
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22, Ambedue i proposti problemi si visolveranno descriven-
o una rappresentazione della retta, di cui si conoseono le pro-
jezioni; eio polrd effeltuarsi in varii modi, che consistono nel-
1" immaginare la relta obbietliva ruotante intorne ad un asse,
che la lagli in uo punlo ¢ sia parallelo ad uno dei piani coor-
dinali, ¢ supporre che questa rolazione abbia ridolta la rella
parallela all'uno o all'altro dei coordinati.

23, Disegno. Collo slesso melodo adoperato al § 19 potre-
mo deserivere (Fig. 7) la rappresentazione 4 B della retla
obbicttiva (4 B), supponendo che essa giri intorno ad 4 B fi-
o ad applicarsi sul piano ovizzontale; ciod liveremo le Ad,
BE perpendicolari alla o/ B ed uguali alle ed, Bb. — Sie-
come presenlemente ei basta ¢ la lunghezza della ' B,
cosi polremo sosliluire ad essa la sua uguale A" B, che si ha
prendendo A 47 =ra= differenza delle a, (b5 ed & pale-
se che la retta obbiettiva (A B) ¢ ipotenusa d’un triangolo
rettangolo che ha per cateli la projezione orizzontale 4B,
e la differenza ra delle distanze dalla fondamentale delle due
estremitd della pm}ﬂ.mue verticale ab. Riconosceremo pure
che la medesima (o B) ¢ "ipolenusa dei due cateli ab SB.
Cosi la soluzione del problema si rviduce a costruire 'uno e
'altro di questi triangoli reltangoli, il ehe pud farsi in varic
suise.

24, Ordinariamente si costruisce il triangolo retlangolo che
ha i caleli 48 ra, prendendo sulla »b parallela alla fonda-
mentale la r&™ =4 B, ed at™ sari la lunghezza della retla
(A B). — Questa ab™ rappresentazione della (.4 B) pud im-
maginarsi prodolla nel seguente modo: si supponga che il
piano projeltante della {4 B) giri intorno alla relta projetlan-
le ()4 fino a che divenga parallclo al piano_coordinato ver-
ticale, ossia finehé la 4 /7 prenda la posizione' A T parallela
alla fundamentale ; dopo cib la projezione verticale di gueslo
piano sard ad esso uguale e dard la rappresemtazione della
(A B). — Giova mollissimo abituarsi a queste rolazioni par-
ziali che permettono di deserivere delle projeziopi uguali alle
figure obbiettive; gli studiosi polranno eseguire una costru-
zione simile alla precedente supponendo che il piano projel- .

Briravimes e, p 2




18

tante, che comprende la obbictliva (4 B) ¢ la projezione ver-
ticale ab, giri intorno alla retta ()a fino a ridursi orizzon-
tale. :

26. Se sulla data retla (/ B) debba prendersi partendo da
A una lunghezza data, deseriveremo I'una o 'altra delle rap-
presentazioni A'B, A" B, at”, e prenderemo una delle
A'X’, 4" X", ax” eguale alla data; poscia la X' X" X per-
pendicolare alla 4B, o la &'z parallela alla fondamentale
determineranno le projezioni X @ del cercato punto. — E gia
noto che basla lrovare una di queste projezioni, giacché esse
sono tra loro legate dalla condizione di dover essere Xz per-
pendicolare alla fondamentale.

. Proiuewa IV, Riconoscere se due relle sieno poste in un
medesimo . piano o no: e, nel primo caso, determinarne il
punto dinfersezione,

26. Due relle poste in uno stesso piano o sono parallele,
od hanno un punto comune: nel primo caso le loro projezioni
sopra ciascuno dei piani coordinati saranno parallele, nel se-
“'fd" si hslicrannn.ég due punti corrispondenti (cioé che
sono sopra una stessa perpendicolare alla fond. lale), ed
essi saranno le projezioni del cercato punto d'inlersezione, —
Quando le dale projezioni s incontrassero in un’punto molto
distante, la precedente costruzione potrebbe riuscire incomo-
day allora sceglieremo opportunamente due retle ausiliarie,
-ogouna delle quali tagli le due rette date, e indagheremo se
quelle sieno in uno slesso piano .

27. Disegno 1.° 11 punto ' intersezione delle rette obbiet-
tive (4 C) (BD) (Fig. 8) avrd le projezioni nei punti Xz, nei
quali si tagliano le dale projezioni di quelle relte, e quei punti
“dovranno trovarsi sopra una retta X perpendicolare alla fon-
damentale: che se ¢io non fosse, se ne dedurrebbe che le rette
proposte non si tagliano, e che non sono poste in un medesi-
mo piano, *

o :;; :}‘fwyn? 9-°Sle SiﬁﬂO,i’I‘?Pﬂﬂe le rette (4 B) (CD) (Fig.

3 ano troppo 5 & lireranno ad arbitrio le
relte parallele 4D BC, e si determineranno sulle ab cd i
» punti corrispondenti agli 4 B € D: le. rette proposie saran-
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1o in un piano solamente quando le ad &¢ rieseano parallele.
— Si potra operare in modo simile mediante le 4 C B,
che si lagliano in X, — Queslo modo di conoscere se le retle
(A B) (CD) 8" incontrino, varra anche nel caso che le proje-
sioni A B ab sieno perpendicolari alla fond tale, purché
si le projezioni corrispondenti A a e Bb, -

29, Le relle (4 D), (EF) non sono in uno stesso piano, per-
¢hé al punto @’ intersezione L delle loro icnogralie corrispon-
dono due punti diversi m n delle orlografie: si vede che il
punto (£, n) & pit lontano dal piane orizzontale del punto
(L, m), ciot che la retla (EF) passa al disopra della (4 D):
essa passa al disollo della (€D) e taglia la (B D). — Si noli la
necessith d’ indicare il punto obbiellivo (£, m) mediante ambe-
due le sue'projezioni, perché queste non sono segnale da let-
lere omonime.  * ;

30, Diseqno 3.° Quando riesca poco preeisa la delermina-
zione dei punti corrispondenti delle due relle (4 B), (C1)
(Fig. 9), per cor e se |'inlersezi x delle ab 2d corri-
sponda con quella delle AB €D, si formeri col punto E della
xf perpendicolare alla fondamentale. e con due punti 4 D
delle date projezioni il triangolo A1 E: ‘poscia fra le stesse
relle AB DC si livera la BC parallela alla AD, e le Bn
Cy rispellivamente parallele alle df DE, e la Ew sard divelta
verso il punto di eoncorso delle AB D C; sicchi basterd os-
servare se questa Ew sia 0 no la prolungazione della g
Che veramente le e relle A B D C £y condorrano in uno
stesso punto, noi lo riconosceremo immaginando che alle duc
projezioni A B D€ corvispondano due relte obbieltive poste
in uno stesso piano, e che il punto di coneorso di queste sia
unito col punto & mediante una lerza rella, poscia quesle tre
retle obbiellive sieno lagliale da due piani tra loro paralleli
{(ADE), (BCn); queste sezioni daranno due triangoli coi lati
rispellivamente paralleli, ¢ lo sfesso sari delle loro projezion:
ADE BCy. — Veggasi la Nola alla fine del Capilolo,

Prosuena V. Determinare Uinclinazione rvispettiva di due
vette-date (cioé delle quali si conoscono le projezioni).

31. Se le date rette obbicllive non si lagliano, polremo sup-
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porre che per un punto di una di esse sia condolta una paral-
fela all’altra, € cosi saremo sempre nel caso che le relle propo-
ste sieno in uno slesso piano, e si tratli di determinare I"an-
golo du loro formato. Si supponga che lali rette sieno lagliale
da una terza con cui formino un (riangolo; si trovino (§ 22) fo
lunghezzedei suoi lali, e col loro mezzo si deseriva la rappre-
senlazione del triangolo, e si avra I'angolo richiesto. Per sem-
plificare la_solozione si potrd tirare la terza retta parallela-
mente ad uno dei piani coordinali, essa sard percid uguale
alla sua projezione’ (§ 21), e rimarrd da trovare le lun-
ghezze di due soli lati dall'imn]aginaln triangolo. —Ek poi
conforme agli‘usi della Geometria. deseritliva di non costruire
separat le questo triangolo; bensi lenerlo unilo al dise-
400 supy do che il triangolo obbietlivo ruoti fino a ridursi
parallelo al coordinalo, cui & parallelo il terzo suo lato, e in
lal posizione descriverne la projezione, che sard nello slesso
tempo sua rappresenlazione.

32, Disegno. Si voglia delerminare I"angolo” obbieltivo
(84C) (Fig. 40); si tiri arbilrariamente la 6¢ parallela alla
fond le, che sia la projezione verlicdle di una rella oriz-
zontale che tagli le due relte dale: le projezioni orizzonlali
£ I'si determitieranno eolle solite perpendicolari 68, if.
Per descrivere la rappresentazione del triangolo (A8 1), 0s-
servalo che la 1 ¢ ugn'alc' alla sua chbiettiva, bastera coslrui-
re sulla B7 un triangolo BA'1,i cui lati BA 14’ sieno uguali
alle rette oblettive (BA) (74), cioé (§ 24) alle 5°a "a, es-
sendo v 4"=AB, #i"=A I — La rappresentazione BA’ [
¢ la projesione del triangolo obbiellivo dopo che ha girato
intorno al suo lato (B1) fino a vidursi parallelo al piano orig-
zontale: in questo movimento il panto (4) non esee dal suo
piano perpendicolare all’asse di rolazione: quindi le rette A'A
BT saranno perpendicolari: ¢ié servird di verificazione.

Progresa VI Trocare § punti di data retta che hanno co-
noscinta distanza da un punto dato; — ossia tropare le in-
Fersezioni di una rettd e di una sfera,

33. Si Uescrivera la rappresentazione” di un tri golo che
abbia la base sulla relta ed il vertice nel punto dato, fanscia
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fa rappresentazione del circolo descritlo nel suo piano coi dati
cenlro e raggio, finalmente si delermineranno le projezioni dei
punli & intersezione del circolo colla retla, — Se megligrelnu
i due lali di quell’arbitrario triangolo, paralleli rispeltivamen-
{e ai due piani coordinali, essi saranno uguali alle loro pro-
jezioni, sicehé oi reslerd da trovare soltanto la lunghezza della
lases ¢ da ¢id pure polremo dispensarei immaginando che la
vappresentazione del (riangolo si ollenga facendolo girare in-
torno ad uno dei suoi lali fino a ridursi parallelo al piano
coordinato, nel qual movimento ciaseun punto deserivera un
areo di circolo projettato in una retta perpendicolare a quel
Jato che servi quale asse di rotazione.

34. Diseqno. La rella dala sia quella che ha le tracee Ab
(Fig. 11), e pereio le projezioni A B ab, e sia (D) il punto
dato: si tirino parallel te alla fond lale le retle de
DF, e si delerminino le projezioni corrispondenti £ f. Ora
per deserivere la rappr lazione DEF del tri & I (D.Eﬂ
* possiamo trovare (§ 24) la lunghezza e ("= EF’ del suo lalo
(EF), gli altri due essendo uguali alle loro projezioni oriz-
zontale D E ¢ verticale d f: ma anche senza costruire la ef”
pud baslare la iderazione che ruotando il triangolo ob-
Diettivo intorno al suo lato orizzontale (D E), il punto (F) de-
sepive un arco di circolo projeltato nella # F° perpendicola-
re alla D E, sulla quale noi prenderemo D F'=d f. — Poscia
eol eentro D, e con raggio eguale alla distanza, che deve es-
servi tea () eg il punto ignoto della (EF), noi taglieremo la
rappresentazione EF’, ed avremo nei punti X" le rappresen-
tazioni dei punli cereali. Ci resta da riporlare ciaseuno di
questi A nella sua vera posizione; per I'immaginala rolazio-
ne basterd condarre X*X perpendicolare alla D £ (ossia pa-
rvallela alla F'F), e sard X Uienografia, da cui si deduee (§47)
I'orlografia x, che daltronde potrebbe aversi direllamente
{§ 25) prendendo ex”=EX, e tirando ="« parallela alla
fondamentale. Ty .

Propreaa VIL Per un dalo punto condurrve la refta che
taglin una vetta data ¢ forma con essa angolo pur dato.

35.1n questo problema, come nel precedente, si deserivera
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la rappresentazione del piano che passa pel punto e per la
retla, nonché della retta tirata su quel piano oolla.da_la_lfnn-
dizione. — Cosi falla la costruzione della Fig, 11 si EI'I'EI‘.:] la
DX, che formi I'angolo dato D X"F", e quesla I?X sara la
rappresenlazionc della rella richiesta; sard poi facile determi-
narne le projezioni, v Lt

Prosuena VI Trovare le intersezioni di due circoli, !!'r:c
quali si conoscano i centri, i raggi, ed un terzo punto del pia-
nn,.in cui ambedue sono situali.

36. Si deseriva la rappresenlazione di quel piano e dei cir-
coli in esso compresi, poscia non sard difficile delerminare le
projezioni dei punti d'intersezione, — 1 varii casi che’ pos-
s0no oecorrere serviranno d'ulile esercizio. Per esempio, se
nella Fig. 44 coi cenlri 2 F, e con dali raggi siasi deler-
minalo il punto ¥ rappresentazione del punto ignolo poslo
nel piano (D EF), si polra tirare la retta D ¥° X che ineon-
tri la £Fin X', trovare la sua projezione DX, poscia con-
durre ¥'¥ perpendicolare alla ) E. — Dopo aver parlato dei
piani lorneremo su questo problema, che qui abbiamo dalo
per eompiere cid che riguarda I'inlersezione delle relle e dei
cireali (5§ 16, 27, 25, 33).

Pronuena IX. Trovare le tracce del piano di tre punti dati.

37. Le tracee orizzonlale ¢ verlieale del piano passano. ri-
spetlivamente per le tracce orvizzonlali e verlicali delle (re
relte che uniscono i punti dalis cosi per determinare le due
tracee ricereate si hanno sei punti, ed oltre a cid la condizione
che esse si tagliano (§ 9) sopra un punto della fondamentale.
Del resto si potrebbero trovare quanti punli mai si volessero
di quelle tracee considerando alire relle che taglino i lali del
triangolo formato dai punti dati. .

38. Disegno. La traccia orizontale del piano (ABC, abc)
(Fig. 12) passeri per le tracee orizzontali T U7 delle relte
(BC) (A C), e supposto che Ta ab sia parallela alla fondamen-
tale, cioé ehe non I incontri ad aleuna distanza finita, anche
la T/ non incontrerd a distanza finita Ia £ B, cioé sara ad
essa parallela: la traccia verticale ¥ ¢ del piano ecerealo passa
per le tracee verlicali dei Iali del triangolo (A BC). Taoltre se
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sieno per esempio D d due punti corrispondenti delle proje-
zioni A C ac, le tracee del suddetlo piano eonlerranno anche
le tracce della (B D).

Propuesa X. Trocare le tracce di un piano che passi per due
punti e sia parallelo ad”una retla; — oppure che passi per
un punto e sia parallelo a due rette, o ad un piano.

39. Questo probl pud iderarsi come un caso par-
licolare ed un io compimento del problema preceden-
te; poiché quando uno dei punti del piano desideralo passa a
(Jistanza infinita, il piano dev’essere parallelo ad una retta:
{ornerd spesso ione di fare iderazioni analoghe a
questa. — Se sono dali due punti del piano cercato si uni-
ranno con una retta, poscia per uno di essi, 0 se si voglia per
ambedue, si condurranno (§ 20) le relle paralicie alla retla
dala, e cosi si avranno le projezioni di due o lre relte che
apparlengono al piano toy poscia si procedera come nel
problema IX. — Similmeate se uno solo sia il punto dato si
tireranno per esso due relte parallele a quelle, cni il piano
cerealo dev'essere parallelo, e si procederd ebme sopra. Quan-
do il piano dev’essere parallelo ad altro piano, di eni sono
date le tracee, queste si prenderanno per quelle due rette so-
praccennale, e si vedra che le tracce di piani paralleli sono
rispellivamente parallele, come gia risulta dal nolo leorema
che due piani paralleli sono tagliali da ogni piano in relte
parallele. )

40. Osservazione. I due ullimi problemi servono a determi-
nare le ombre projetle sui piani coordinali di uno spigolo rel-
tilineo quando i raggi luminosi partono da un' punto, oppure
s0n0 paralleli'. .

LR ]
Prosresa X1, Trovare le projezioni

" corrispondenti dei
punti o delle rette appartenenti ad wn piano dato (eioé del
quale si conoseono lg tracee). :

41. Cominciamo dal easo che sia data Ta projcxione, per
esempio, orizzontale di una retla appartenente al dalo piano,
¢ si eerchi la sua projezione verticale: quella projezione oriz-
zontale incontrerd la lraccia oriz.;cqulnlc del piano ¢ la linea
fondamentale in due punti, ai quali corrisponderanno rispel-

.
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flivamente un punto della fondamentale ed un punto delly
traceia verticale: la retta che unirh questi punti sard la pro-
jezione cereala. — Che se sia dafa la projezione di un punto
apparlenente al piano, per quel punto lireremo ad arbilvio
una rella, che considerala come projezione tlf una retla del
piano ¢i dard come sopra la projezione verlicale '-'UI‘I"SI"{D'
dente, ed il punto di questa che corrisponde alla data proje-
zione orizzontale sard la eercala projezione verticale. Quella
retta condotta arbilrariamente potrd esser parallela alla trac-
via orizzontale del piano, ed allora la projezione verlicale sari
parallela alla fondamentale.

42, Disegno. Se vogliasi determinare il punto apparlenen-
te al piano GJh (Fig. 13) che ha la projezione verticale d, si
conduea de parallela alla fondamentale, si projelli e in £, si
tiri £D parallela alla traceia GJ, e sn di essa si delermini la
projezione I corvispondente a d. Oppure, condolla per d una
rella aib;lrari_n gh, si osservi che la rella appartenente xl
piano GJh e che & projettata in gh ha le traceg G A, e per-
cid la projezione orizzontale G A, sulla quale si troverd anche
la projezione_del punio (D, d).

Proviens XIL Trovare Uintersezione di due piani dali.

43, Facilmente determineremo quanti punti si vogliano di
quella intersezione ; intanto se le lracee, per esempio, orizzon-
tali dei due piani si tagliano, il loro punlo comune ¢ un pun-
to obbiellivo della cereala. inlersezione; la projezione verti-
cale di quel punto é situata sulla retta fondamenlale. Se si
eonsiderano due relte situate rispettivamente swi due piani ¢
le quali abbiano una stessa urlografia, e gi delerminano le lo-
ro ienggrafie,(§ 41); quesle si taglicranno in un punlo che
sard’ I'ienografia di un punto della cercata intersezione: Ja
sua orlografia si trovgrh poi sulla ortografia comune alle due
rvetle ausiliavie. — Ordinaviamente si prende per comune or-
togralia delle due relte una_parallela alla fondamentale, allora
quelle song ¢ inlersezioni falle nei dali piani da_un piano
frizzontale: avremo piti volle oceasione di servirei di questi
piani orizzontali ausiliarii, il ehe cosliluisee i metodo delle se-,
doni orizzontali; sintende da s¢ che il metod ¢ lo slesso
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se i piani sono invece paralleli al piano coordinato verlicale.
— Quando i due piani incontranc la fondamentale in un me-
desimo punto, quello ¢ inlanto un punto della cercata inlers
sezione, ed un allro se ne ollerra col suddetlo metodo delle
sozioni orizzontali: ma se ambedue i piani sono paralleli alla
fondamentale, la comune orlografia delle due retle ausiliarie si
prendera obbliqua alla fondamentale: si polrebbe anche ado-
perare il piano di profilo.

§4. Diseyno. L'intersezione dei piani che hauno le tracce
MQu (Fig. 14) PPy ha le tracee nei punti X y dove si la-
gliano quelle tracee M2 PP, Qn Pg; quindi essa ha le pro-
jezioni X ¥ xy. — Per delerminarne qualehe altro punto si
liri arbitrariamente la rs parallela alla fondamenlale, le pro-
jezioni orizzontali delle relle poste rispellivamente nei due
piani, e che hanno ambedue la projezione verlicale rs, sa-
ranno le RZ SZ parallele alle tracee QM PP il loro
punto comune Z, ed il suo corrispondente = posto sulla rs,
saranno projezioni di un punto della cercata inlersezione, cioe
di quel punto in eni si tagliano le sezioni orizzontali(R 2, rs)
(82, sr). — Quesla delerminazione di Z = sarh necessaria
soltanto quande almeno uno dei punti X y eada fuori del fo-
glio del disegno. — Lascio allo studioso di coslruire le figure
per gli allri easi aceennati alla fine del § 43.

45. Questo problema oppure il seguenle pud servire a con-
durre per un dalo punlo una rella obbielliva che tagli due
relle dale; poiché i due piani (§ 37) che comprendono il
punto e ciascuna delle due velle si laglieranno nella cercata
inlersezione, oppure uno dei piani tagliera 1'altra retla in un
punto apparlenente alla eercata relta, che d'altronde dee pas-
sare pel punlo dalo. .

Puosrsia XHE Tracare Uinlevsezione di wna vetta ¢ di un
ping 5
46, 11 problema 8i riduce al precedente immaginando che
per la dala rella passi un’piano ausiliario (§ 37), il quale ta-
glieri il piano dato (§ 43) in una rvella, che incontrerd (§ 26)
la relta proposta nel cercalo punlo d'inlersezione. — Pud an-
che eercarsi (§ 41) la projezione verticale di quella retta che
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& situata nel piano dato e che ha la projezione ori{ag?wle [
mune colla relfa proposta: del resto facilmente Si riconosce
che questo' metodo & un caso particolare del precedente, poi-
¢ché esso consisle nel tagliare il piano proposto col piano pro-
jettante che conliene la rella data e la sua projezione orizzon-
lale. — Veggasi il disegno del probl guenlen — "I‘alwlta
potri tornare opportune di descrivere la rappreseotazione del
piano projeltante la rella dala come vedremo nel § 58.

Prosiens XIV. Per un dato punto condurre una refta per=
pendicolare ad un piano dalo; — oppure un piano perpendi-
colare ad una relta,

47. Quando vi sono nello spazio un piano ed una relta tra
loro perpendicolari, il piano projettante la retla sopra un pia-
no coordinalo & perpendicolare ad ambedue i piani dato ¢
coordinato; percid |'intersezione di quesli, cioé la traccia del
piano dato sarh perpendicolare al piano projellante, ¢ quindi
anche alla projezione della relta data. Percid le tracce di un
piano perpendicolare ad una retta sopo rispellicamente per-
pendicoluri alle projezioni della retta. — Cosi il primo pro-
blema non ammette alenna difficollh; giacehé le projezioni
della retla ricercata dovranno passare per le projezioni del
dato punto ed essere perpendicolari alle tracce del piano da-
lo. = Pel do probl il metodo di soluzione consisterd
pell’immaginare una retla ausiliaria, la quale passi pel dalo
punto, e sia compresa nel piano cercalo; suppostala orizzon-
lale, la sua projezione orizzontale (parallela alla traceia oriz-
rzontale del piano cercalo) sarh perpendicolare alla’ proj
della retta dala, e la projezienc verlicale sarh parallela alla
fondamentale; la traceia verticale di questa retla ausiliaria
dard un punto della traceia verticale del piano richiesto.

48. Disegno. Debba descriversi il piano che passa pel pun-
to (D) (Fig. 15) ed & perpendicolare alla retta {4 B). La rella
orizzontale (D #) sia posta nel piano richieslo, la dv sara pa-
rallela alla fondamentale, e la D # sari parallela alla traceia
del piano eercalo, ¢ quindi perpendicolare alla AB: per la
traceia. vertieale v della (D #) si conduca »¥ perpendicolare
alla ab, postia ta ¥ &/ perpendicolarc alla .4 B passerd per la
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traceia orizzontale U della (D U) parallela al coordinato ver-
ticale; sard U¥ v il piano dimandato. — Se invece si do-
vesse lirare pel punto () una rella perpendicolare al dato
piano U¥v si avrebbero immedialamente le cercale proje-
zioni AB ab tirandole perpendicolari alle tracee ¥ ¥v.
Per determinave poi il punto (X) in cui questa perpendicola-
re incontra il piano, si consideri (§ 46) la retta (G5, gn)
che appartiene al piano perché passa pei suoi due punti (G, 9)
(B, n) e che ha la projezione orizzont le coincidente colla 11:5;
questa relta (G B, gn), — oppure la (HM, ha), — laglierd
la (48, ab) nel punto desiderala (X, ). L

49. 11 disegno 15 & eseguito in riguardo al secondo pro-
Dblema, cioé si suppose che esistesse il piano U ¥ e che ad
esso fosse condolla la perpendicolare (4 X), € le projezioni di
questa si fecero percid in.parte a tratto interrotto consideran=
do quel piano (§ 15) come semilrasparente: si noli ¢he ri-
spello all’ osservalore che da distanza infinita guarda in gill
sul coordinalo orizzontale riesce coperla del piano U¥' v la
porzione di relta 4 X, e che invece rispetlo all’ osservalore
che guarda la figura perpendicolarmente al coordinato verlica-
le il piano U4 ¢ copre la porzione di rella xb.— Ove possa
nascer dubbio se nel punto k la projezione verlicale della( 4 B)
debba essere a trallo conlinuo, si determini la projezione oriz-
zontale orrispondente & della suddelta linea, ed inoltre (§
44) la projezione pur crizzontale L del punto (L, k) che ap-
partiene al piano ¥ ¢; se L eadrd piti al di qua di % la
linea dovra essere a (ratlo intérrollo, altrimenti sarebbe a trat-
to continuo.

Prosiews XY, Trocare le intersezioni di due circoli posté
in dato piane. :

50. Questo problema S‘l riduce alla costruzione della rap-
presentazione del piano e di quanto si suppone in esso de--
seriltos a tal oggelto si potri supporre che il piano tulto inte-
ro giri inlorno alla sua lraccia, per esempio, orizzontale, fino
ad adagiarsi sul eoordinalo orizzonlale; ogni retia del dalo
piano ¢he avea la projezione orizzontale pery dicolare oppur
parallela alla traccia orizzontale del piano stesso si ‘manterra
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perpendicolare oppur parallela a quesla traccia anche ’nclla
rappresenlazione; cid servira ad abbreviare la eo.?lruzlone;
gioverd pure segnar fin da prineipio la rappmsenla.slnnc della
traccia verticale del piano proposto. = Per eseguire la sud-
detla rotazjone polrebbe anche utilmente adoperarsi la rap-
presenlazione di un piano perpendicolare alla Iraceia che sel_--
ve da asse di rotazione; del ehie vedremo esempii nel Cap. IV.
5. Discqno, Nel plano GJh (Fig. 16) trovare i punti ()
che hanno date distanze dai punli (€) (D) posti essi pure in
quels piano. — Pel punto B si tivi la /G H perpendicolare alla
traceia GJ, la JH eguale alla Jh sarh la rappresenlazione
della traccia J &, e per avere la rappresentazione [ basteri
lirare d ¢ parallela alla fondamentale, prendere JQ'=Jq e ti-
rare Q' IV parallela alla JG; si polrd anche tirare D P paral-
lela alla fondamentate e PIY parallela alla JH', In simil modo si
delermineri la rappresentazione £ del punto (€) che eadri sulla
€ perpendicolare alla J G ; poscia coi eentri € I ¢ coi dali
raggi si formeranno le int joni X rapy tazioni dei
punti eereati. — Passeremo dalla vappresentazione A” alle pro-
jezioni X x procedendo inversamente a cid che facemmo per
passare dalle 22 d alla 2. Si noli che il punto D' viene ad es-
sere riferito agli assi coordinati J P J Q' medianle I ascissa
JP=Q'I¥ ¢ rovdinala PD'=J @, le quali quando sono
ricondolte nel piano G J h sono date dalle loro projezioni QD,
P ds—Polra servire di verificazione che giacché la D' C di-
vid®' per meti la X’ X", lo slesso sard delle D € d ¢ rispello
alle XX, xx, :le I’ ¢ X X, "sono anche perpendicolari, non
cosi le allre . . .
= 52. Il melodo ora deserillo riuseird opportuno ogni qual
volla si voglia descrivere una figyra o Tisolvere un problema
nel piane date & J i, che si vibalta in G I, poscia si vimet-
te nella posizione obbiettiva — Polrebbesi vispaymizre di de-
serivere la rappresentazione J [ prendendo Hy” = 116, poscia
sulla obbligua ¢k portando in ¢+ la distanza del punto X*
dalla JG, ed i due cateti del-triangolo rettangalo che ha 1'i-
potenusa " =" darebbero la distanza di X dalla JG, e lal-

- 8i vede che o”r” & la rappresentazione delle pro-

- A~
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jezioni sopra un piano perpendicolare allasse di rotazione J G.

Provues XV Trovare i punti di wn piano che hanno da-
ta distanza do un puile dato.

53. Quei punli sono in un cireolo che ha per cenlro la
projezione del punto sul piano dato; questa projezione si tro-
va mediante il problema X1V, ¢ delerminala anche la !unghem
(5 23) della perpendicolare abbassala dal punto sul piano, sari
poi facile trovare il raggio del circolo rieurwto,—-dmr‘wcrm.:
Ia rappresentazione, — poseia riportarne (§51) quanti punhi
si vogliano nella posizione obbietliva.

Prostess XVIL Trovare i punti che hanna dale distanze
da tre punti determinati.

54, Il problema non pud risolversi se non se ribaltando i
tre punti sul piano del disegnos riferivemo adunque il punto
cercalo al piano dei tre punti. Tre sono le condizioni cui deve
soddisfare il punto cercalo; per eiascuna di esse il punto dec
trovarsi sopra una sfera col centro in uno di quei punti ¢ di
dato raggio: col linguaggio della Geomelria analitica si dice
che ciascuna sfera @ il luogo geometrico di tulli i punti che
hanno dal centro una dala distanza; — il circolo in cui si ta-
gliano due di queste sfere ¢ il Juogo geomelrico dei punti che -
hanno date distanze da due punti, cioé che soddisfanno a due
delle condizioni del problema: — finalmente 1’ intersezione di
questo circolo colla terza sfera determinerd i due punti che
risolvono il problema. — 11 circolo d’intersczione di due delle
tre sfere ¢ perpendicolare al piano dei tre eentri delle sfere, -
pereid esso ¢ projellalo su questo piano in una retla: pren-
dendo le sfere a due a due noi aveemo Ire eireoli projettati
in tre relle, la cui comune inlersezione savd la projezione del
punto eercato. —(Per tal maniera la considerazione di tre sfere
i eonduce ad un osservabile teorema Ji Geomelria piana, che
le corde comuni a tre circoli ¢he si lagliano a due a due s’in-
contrano in.un medesimo punto). Trovala la projezione del
punto eereato sul piano dei tre puali dali, la considerazione
di uno dei eircoli in cui ¢ posto quel punto ¢i dard facilmente
la sua distanza dal piang: — dopo ¢id noi passeremo dalla rap-

pr ione alle projezioni della posizione obbietliva del pun-
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to cercato, mediante il | del §51 combinato coi §§ 48
e @b i

55. Disegno. Supponiamo che i lre punti dati (4) (B) (C)
(Fig. 47) sieno posti in un piano orizzonlale, cosi I'icl]ogr:![in
di tal piano ne sara anche la rappresenlazione: il eireolo d”in-
tersezione delle due sfere che hanno i centri () (B) ed i rag-
gi AD, BD siprojetta nclla DD, ; cost pure il circolo d’in-
tersczione delle due sfers coi cenlri (4) (C) si projetta nella
EE,; pereid i punti eercali avranno le projezioni nel punto Z,
che sarh comune alle tre corde DD, EE, FF,; esso si pro-
jetlera verticalmente in 2, —Se il coordinato verlicale sia pa-
rallelo alla o Z, il cireolo descritlo col eenlro a ¢ col raggio
= 4 D sara la projezione del circolo massimo della sfera nel
quale si lrovano i punli cercali, i quali saranno per conse-
guenza (£, x) (Z, z,). — Polremo anche in altro modo deler-
minare la distanza dei punli eéreali dal punlo (Z), conside-
rando il cireolo DD, X" come rappresentazione del predello
cireolo massimo, ¢ tirando Z X™ perpendicolare alla A4 Z .

56. Noi abbiamo insegnato a deserivere la retta che passa
per due punti dati (Probl. 1), il piano che passa per tre panti

“(IX.), Iintersezione di due relle (IV.), di due piani (XIL),
di una rella e di un piano (XIIL), di una retta ed una sfera
(L. Y1), di un piano ed una sfera (XVL), di un piano e due
sfere (VIIL. XV.), finalmente di tre sfere (XVIL). Cosi abbiamo
il mezzo di risolvere rispelto allo spazio qualunque problema
del 1.% o del 2.° grado che si sappia risolvere mediante le
relle, i piani e le sfere; quindi la Gegmetria deseriltiva offre
alla Geomelria teorica tullo quanto pud esigersi dall’uso della
riga ¢ del compasso. Gli allri problemi che andiamo esponen -
do servono soltanlo a semplificare le soluzioni che sarebbero
indicate dalla. Geomelria teorica.

Prosvesa XVIIL Determinare Uangolo diedro formato da
due piani dati,

57. Mediante ‘due relte perpendicolari ai piani questo pro-
blema potrebbe ridursi al V. Per risolverlo diretlamente ba-
sterd descrivere la rappresentazione di un piano perpendieola-
re all’inlersezione dei due piani, ¢ I"angolo compreso fra le
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due intersezioni del piano ausiliario coi piani dati sard I'an-
golo cercato.

58. Disegno. 1 piani MQn PPq (Fig. 18) si tagliano
nella retta (G H), la M L P perpendicolare alla G If prendasi
per traceia orizontale del piano ausiliario, il quale lagli per-
pendicolarmente la (G H) in ()3 per descriverne la rappre-
sentazione lo si fard girare intorno alla M P finché si adagi
sul piano orizzontale, e se (7) venga a cadere in P sara M V' P
I'angolo ricercato; rimane da trovare la lunghezza della l_..{.V)
che ¢ perpendicolare alla M P.ed alla (G H)3 a lal uopo si de-
seriva la rappresentazione del piano. projettante della (G H) ri-
baltato intorno alla G I, il ehe si olliene tirando H H" per-
pendieolare alla G ed uguale a fHh; posnfia la distanza L ¥
del punto £ della & H' si porterd in L 7. .

Proerena XIX. Determingre " inclinazione fra una rette
ed wn piano. .

59, Dicesi inelinazione di una retta su di un piano I ango-
lo che essa forma colla sua projezione su quel pianos si potrd
adunque determinare 1 intersezione della retta col piano e la

projezione di un allro punto della relta su quel piano, poscia

deserivere la rappr ione del tri lo retlangolo che ha
pp 8

per vertici quell’ intersezi quella projezione ¢ quel punto,

Si vede che Iinclinazione cercala ¢ il complemento dell’ an-
golo compreso fra la relta ed una perpendicolare al piano,
cosi il problema pud anche ridursi al V.

Proscens XX. Trovare la minima distanza di due rette non
situate in uno stesso piano.

60. La Geomelria deseritliva ci assicura facilmenle che la
minima distanza tra due relle & la retta perpendicolare ad
entrambe ; infalli se abbiasi preso per piano coordinalo oriz-
zontale il piano che passa per una delle rette date A B (Fig. 4 9)
ed & parallelo all’altra (€ D), la retta xy corrispondente al
‘punto X, in cui la projezione €I taglia la A B, sarh perpen-
dicolare ad entrambe le refte, e sara la minima distanza ri=
cercata; poiché la distanza di due quali si vogliano puti delle
retle obbietlive & (§ 23) uguale all’ipetenusa di un triangolo
di cui un cateto & appunto la xy.
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61, Le predetle considerazioni. ¢i ofirono anche il melodo
di soluzione del proposto problema, esso consistera nel deter-
uare. (Fig. 20) (§ 39) il piano. G/hi.che passa per la reita
data (4 B) ed ¢ parallelo all altra (C), projeltare. su di esso
(§ 47) la retta (CD) pella (KX), delerminare il punto (X)
dove questa projezione (A X} incontra la (A B), finalmente qal
punia (X) innalzare la (X ¥) perpendicolare al piaﬂu_GJh, In
quale incontreri’fa (CD) e sara la minima‘distanza ricercata.
— Giova ‘osseryare che la_projezione (K X) & parallela alla
(C_D] che ess; _j)_i_lé determinarsi anche col protesso del § 43,
essendo tersezione del piano GJk col piano passante per
la (CD) e per la vela (CK) perpendicolave al GJh.— La,
projezione (K) del punto (€) sul piano GJ 1 polrebbe trovarsi
anehe mediante larapprescolazione’ di un piano condollo per
(€) perpendicolarmente ad una dellg tracee GJ Jh; il che
tarnerebbe opportunissimo se I'allra traceia cadesse mollo da
lungi. — La minima distanza (X J) ¢ anche 1'intersezione di
duc piani che' passano per le (4 B) (CD) e sono perpendico-
lari ad un piano GJh parallelo ad enlrambe le rette, Sollo
questo punto di yista il presente problema & un easo parlico-
lave del § 45, poiché si tralta di tivare una rella che tagli le
due relte date e vada a quel punto situalo a distanza infiuita,
a eui si dirigono le perpendicolari al piano GJh, — L co-
struzione di quesli varii modi di soluzione servira di ulile
esercizio 1’ ultimo mi_sembra il pid cleganle; savh facile de-
terminare i due. piani i
GJTh condotle per (4) e per (€).

62. Disegno. Sieno (A B) (CD) (Fig 20) le relle date: la
la G(BA) parallela alla (CD) serve colle sue tracee a deter.
minare il piano: passante per Ia (4B) ¢ parallelo alla (CD).
Per (C) s’immagini un altro piano ausiliario perpendicolare
alla traccia GJ; ed esso si rappresenti. ribaltato sul eoordi:

nalo orizzentale prendendo CC* perpendicolare a ¢ 8 ed ugua-

I
le a 3 ¢; cosi pure BE=Pb: 1intersezione dei. due piani
al:lfiti_pr_i__i sard rappresentata in L B, ad essa si tivery perpen-
dleciinre_ la CK', poscia 1a K'K perpendicolare alla. € B, Ia
KX parallela alla €D, finalmente te Y ¥ 5 ¥ perpendienlari

le. perpendicolari al piano
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alle tracce GJ Jh saranno le projezieni della eercata minima
distanza.

Nota al Cap. 11,

Al § 30 abbiamo aceennato un modo per dirigere una
retla verso un punto che cada fuori della carta del disegno:
siceome avviene non di rado il bisogno di una tal coslruzio-
ne; cosi erediamo utile I'aggiungere due teoremi a eio parti-
colarmente opportuni,

Teorena 1. Dati sopra un piano dwe triangoli 123 456
(Fig. 214} se le vette ehe uniscono i lovo vertici omologhi s*in-
contrane in wn medesimo punto 0, i tre punti d'intersezione
F I ITE dei lovo lati omologhi sono in linea relta; e vice
versa.

§'immagini che i dali teiangoli sicno projezioni orizzontali
di due triangoli obbiellivi 4 2(3) 45(6), i eui vertici (3) (6)
sieno sopra una rella projeltata verlicalmente in 0376 ; nel
disegno ¢ presala 044 per linea fondamentale. T piani di
quei Iriangoli si taglieranno lungo una retta obbiettiva 117(1F),
e siccome i lati 2(3), 5(6) sono siluati nel piano 0 5(6), cosi
essi 8" incontreranno in un punto (£) della F7(H): dicasi lo
slesso del punto (£7) intersezione dei Jati 1(3) 4(6): ed es-
sendo ZH(HN(F) una relta, lo sard anche Ia sua projezione
AT IT 1. — Viceversa se i punti o' intersezione T IT IIT dei
lati dei triangoli 123 456 sieno in linea rella, immagi-
neremo una vella 27 (H) projeltata orizzontalmenle nella
I L, e due triangeli 12(3) 45 (6) siluali rispellivamente
nei piani J0U L JT1EL: vedsemo ehe i due piani 4 4(15)
25 (1) si tagliano nella relta (3) (6), la quale passa pel punto
d"intersezione 0 delle 14 25, ¢ che pereid avviene lo_ slesso
della sua projezione 3 6.

La dimosleazione preecdente ¢ un altro esempio (§ 54)
dell’evidenza che la Geometria piana pud lalvolla ollenere
dalla Geometria a tre dimensioni . — IF Tearema 11, non pud
forse dimostrarsi con allvellanta eleganza, ma conduee a so-

Berpnavinis o p, k!
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Juzioni pitt semplici, perchié esso riguarda nove punli anziché
dieei. . y

Trowen 11 e un esagono 123456 ha i vertici posti
alternaticamente sopra due vette 135 246 (Fig. 22}!_' P‘f"“
A intersesione I IT TTT dei suoi lati opposti sono in linea
retta, - B ;

§'immagini che il proposto esagono sia la projezione oriz-
zontale di una figura piana (1234 56), nella quale i due
punti (3) (6) abbiano egual distanza dal piano eoordinalo oriz-
zontale; preso ad arbitrio un punto (S) che abbia esso pure laloro
stessa allezza, si deseriva la traceia orizzontale della piramide
che ha il vertiee in . ¢ per base la figura (123456 [ I1 I11),
ciot: si determinine le lracee di ciascuna fetta (S1), (52), ce..
si ollerrd per lal maniera la figura 1, 777, 4,2, 11, 5, coi lati
alternativamente paralleli, e se si possa dimostrare che i punti
£, I, IT, sono in linea retta, lo saranno anche gli obbiel-
tivi (7} (1) (H1F), e quindi anche i proposti £ 11 1], —
Colla Geomelria analitica prendendo le ascisse parallele alle
136p==0, 4, 1I,=0, 2, Il,=—a-b, le ordinate pa-
rallele alle 4,/ ,=¢, 4,8=d, 5,[[i=c—4-d, ¢
I’ origine delle coordipale in i, vedremo che le relle
1,2, 6,4, 10,000, banno rispellivamente le equazioni
(e d)2 4 by=10, cl{r— a) 4 (a—-b)y=0, dz—
—a(y—c)=u0, delle quali la prima & uguale alla sommna
delie altre duey dunque le ire retle si tagliano in un mede=
simo punte £y, le eni coordinate soddisfaranno a tulle lre
quelle equazioni.

Peosiena I Dalsdato punto I, o parallelamente a data
ietba, tivare la retta che concorre insieme colle date AR CD
(Fig. 23) in uno stesso punto
Proponiameci pia propriamente di trovare il punto dove
a data retta A F ¢ tagliala da quella ehe unisce £ col punto
Wincontro delle A B € D. Tirala ad arbilrio la # D F segante
le date rette, eonduciamo le /CF CA 1B, ed unito il punto
Wincontro delle duc ultime con 22, questa velta £D lagliera
In AF nel eereato punto 1/, — Basta osservare i numeri po-
sli a canlo delle letlere (A 6. BY, 4. D3. E2, F3) per
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iscorgere 1'accordo di questa soluzione col teorema preceden-
temente dimostrato.

Bene spesso si potra supporre che a retta BDF sia tulta
a distanza infinila, e quindi livar parallele le vetle che prima
concorrevano nei punti B I F; cid si vede nella Figura 24,
dove per determinare la £ [ direlta al punle di eoncorso
delle Aa Cc si lirarono [C parallela alla AF, 1E parallcla
alla Aa, ed £ alla Ce.

Chi abbia posto menle al modo con cui si deggiono modi-
ficare e costruzioni, quando invece di’ un punto a dislanza
finita se ne ha uno a distanza infinila, cioé quando una retla
anziché passare per dalo punto deve esser parallela a data
relta, intenderd facilmenle che per determinare la rella paral-
iela alla LI (Fig. 25) che concorre insieme colle A4 B €D, si
potra lirare ad arbitrio la B D, poscia guidare le FC BE
parallele alla LU, 1a retla CAE, e la £D che taglievd la A F
nel punto f7 appartenente alla relta desiderata. — Quesla eo-
struzione pud semplificarsi supponendo ehe i punli £ E sieno
a distanza infinita, ¢ percio lirando # D (Fig. 26) parallela
alla da, FC parallela alla L1, e DI parallcla alla CA.

Prowena I Date due paja di rette che s'incontrano fuori
della carta, determinare qualsivoglia punto della vetta che
unisee i loro punti d'intersezione,

Sieno 4B CD e BE CF (Fig. 27) le due paja di relte,
sjia pur data la A £, e si cerchi in qual punto essa ¢ tagliata
dalla velta J I che unisee i punti d'intersezione delle pri-
me; si tivino le relle BOF CEA, ¢ la DE taglierd la A F
nel punto cerealo 11,

Il punto a distanza infinita della retla incognita 1 111 si
determina suppouendo che sia all'infinito la A F; pereid ti-
rando B (Fig. 28) parallela alla €1, CE parallela alla B/11.
¢ la DE savh parallela alla £ 117,

Nel caso che le relte A B €D sieno parallele (Fig. 27), ¢
cosi pure le BE CFy i punti 11 [ passano a distanza infi-
nita, quindi avviene lo stesso di #7 appartenente alla relta
1 1115 pereio 1a DE é parallela alla data A F. Cosi date due
paju di vette parallele si pus, adoperands fa sola i, fi-
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carne yuante altre si vogliano. Questo ¢ un bel teorema d.,-;-
la clegantissima Geometrit delfa riga (la quale insegna a ri-
solvere pareechi problemi senza il sussidio del r.:a.mr_lnsso}., ma
che non ¢ per noi di aleuna utilith, essendo facilissimo tirare
una rella parallela ad un’altra. )

11 teorema IL. ¢i ha dale soluzioni molto semplici, ma spes-

so le intersezioni delle relle riescono sollo angoli troppo
seutis fo raccomando agli sludiosi di esercilarsi applicando
alla soluzione dei precedenti problemi il leorema L., il quale
essendo suscettibile di maggior arbitrarieta pud dare soluzioni
molto piti opportune. Noi avremo pitt volte oceasione di tor-
nare sulla considerazione delle figure omologhes nella proje-
sione orizzontale del disegno 24 possiamo assumere uno qual-
unque di quei dieci punti, per esempio 0, come centro di
omologia, ¢ vediamo partire da esso fre raggi, su ciascuno
dei quali sono presi due punti che si dicono tra loro omolo-
ghi (cioé e d,2¢b, 3¢ 6), sicché si hanno due figure
omologhe 128 456, i cui lali omologhi s’ incontrano nei
punti dell’asse d’omologia 1 11 111, Nella costruzione del
§ 30 (Fig. 9) se prendiamo per centro d’omologia il punto di
concorso delle relle 4B CD Es, i lati omologhi dei due
triangoli ADE BCw sono paralleli, cioé concorrono in tre
punti posti a distanza infinila, i quali deggiono sempre consi-
derarsi come apparlenenli ad una stessa rella. In queslo caso
dell’asse d’omologia a dist infinita le due figure si dicogo
amotetiche (simili ¢ similmente poste).

CAP. 1L
Problemi relatici all’angoloide triedro.

63. Tre rette concorrenli in un punto non siluate in uao
stesso piano ed i Ire piani da loro delerminali formano un
angolo solido, o meglio un angoloide triedro; lo studio di
questa figara & importante quasi alireltanto che quello del
Iriangolo. Le propricta dell’ angoloide (viedro si sogliono in-
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segnare come propricti del triangolo sferico. che si oltienc
deserivendo una porzione di sfera ehe abbia il centro nel
verlice dell’angoloide, ¢ sia compresa tra le facee di que-
sto, cioé Ira i piani dei suoi spigoli presi due a due. Nella
Geometria deserilliva si considera 1"angoloide triedro indi-
pendentemente dalla sfera, ¢ s'insegna a deseriverlo od a
determinarne le varie parli, le quali sono i tre angoli formati
dai tre spigoli o lati del lriedro, ed i tre diedri formali dat
piani o facce del triedro, Ora (ratleremo non éolo 1ILHL sei
(|l.1l.5|.ll3ﬂl sull'l’.'ﬂl che comprend I ¢ la risol
del (riedro, ma anche di aleuni problemi che a(l esse natural-
menle si riferiseono.

Prosuoua [ Dati § tre angoli diown angoloide triedro, co-
struirlo e detevminarne § diedri.

64, Un triedro ¢ formato da tre vette 24 DB (D €) (Fig
29) che insieme concorrono in D si supponga che la facei:
AD(C) givi intorno a DA fino ad applicarsi sulla prolunga-
zione della faccia A DB: similmente I"altra faccia BD(C) si
viballi, intorno a &1, su quel medesimo piano; eosi si avean-
no le rappresentazioni delle tre facee del triedro proposto:
cit si dice il suo seiluppo. Conoseendo gli angoli di un (rie-
dro sarh dunque facile deseriverne lo sviluppo DA ADE
BDC: dove ¢ da notarsi che i punti € A B possono pren-
dersi ad arbilrio, ma che lo spigolo D€” essendo una sccon-
da rappresentazione dello spigolo rappresentato in D€ é ne-
cessariamente DC'=D€". — Ora in qualunque posizione
voglia deseviversi un triedro eguale al proposto si comineeri
eol deserivere (§ 35) 'angolo dalo A DB, poscia il punlo €
sard I'inlersezione di tre sfeve (§ 54) coi centri D A Bed i
raggi rispellivamente uguali a DC AC BC”: dopo avere
deserilto il triedro, ciod le projezioni dei suoi spigoli, si polra
determinare (§ 37) le tracee dei piani che passano pei me-
desimi, ¢ quindi anche (§ 57} i diedri da loro formati. —
Che se il triedro non debba descriversi in una delermina-
ta posizione & seeglicranno i piani coordinali in modo di fa-
cilitare la sua costruzione e la determinazione dei suoi die-
dri. — Se la somma di due dei dali angoli fosse minore del
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lerzo, la costruzione renderebbe palese Pimpossibilila del pro-
blema. i )

65. IDI“SP;}I!U. Sul piano coordinato orizeontale sia qﬂs‘;‘fl“ﬂ
o sviluppo (Fig. 29) del triedro che ha gli angoli dati €'DA
ADB BDC"; la fondamentale sia perpendicolare a DA, si
prendano su di essa A e €, e si faceia DC —=DC. Le :s‘fure
dei raggi DC A€ si lagliano in un circolo posto el piano
coordinalo verticale, che si deserivera col cenlro A‘, !!!_I il
raggio AL le sfere poi che hanno i raggi Dpe’ BCY siota-
sliano in un ecircolo, il cui piano & perpendicolare alla 83
pereio le sue tracee si aveanno lirando €€ perpendicolare
alla DR, e Ce perpendicolare alla fondamentale; il I‘U“|°"_-'
dove quesla Iraceia verticale incontra il precedente cireolo ¢
la posizione obbicttiva del punto (C) rappresentato in o
e projellalo ovizzonlalmente in C: cosi abbiamo deseritlo il
wiedvo DA B(C), ehe ¢ formato dal piano orizzontale DA B,
¢ dai piani D A4¢ DJe. $i noti che se la D8 incontra la fon-
damenlale in J si ha anche Je==J €. — 1l diedro formalo
dai piani DAE DAc & misuralo dall’angolo CAe; quello
formato dai piani DA # DJec & misuralo dall’angolo compre-
so lra la obbiettiva (Be) ¢ la sua projezione BC, percid si
prenderd CH'=CE. &¢ visullerd =BC”, e 'angolo Cb'¢
sarit il vicereato, Si potrebbe determinave (§ 58) anche il die-
dro che ha lo spigolo (DC), e cid profittando delle rappre-
senlazioni D€ D €7, alle quali si tiverebbero le perpendico-
lari dai punti d’intersezione delle DA DB colla traceia oriz-
zontale del piano ausiliavio perpendicolare alla (D C).

6. Se nella Figura 29 seambiamo tra loro i nomi dei due
piani coordinali, vediamo che il problema risolto ¢ identico
con quello che in Geodesia si dice riduzione di un angolo al-
{"orizzonte: cioé conoseendo I angolo obbiettivo (BD €)=
=B D", ¢ le inclinazioni dei suoi lati sul piano orizzon-
fafe cdJ (le quali sono i complementi degli angoli A4 DB
ADC), si determing Pangolo Jde. che @ la projezione di
(BDCy sul piano orizzontale.

Prowvews 11 Per un determinato punto Hrare una relte
che abbia date inclinazioni sui piani coordinali.
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67. Conducendo per quel punlo due relle perpendicolari
ui piani coordinali, la retta cercala dovra formare con esse un
triedro, del quale si conoscono anche gli altri due angoli, che
s0n0 i pl 1i delle date ineli i3 cosi il problema ¢
vidotto (§ 64) alla ricerca delle intersezioni di tre sfere:
quella ehe ha il centro el punto dato taglia le altre dug in
cireoli paralleli ai piani coordinatis si deseriveranno ambe-
due, oppure uno solo ed il piano dell’altro.

68. Disegno. Pel punto (1) (Fig. 30) debba tirarsi una retli
(D C) ehe formi colle (DA, d), (D, db) perpendicolari ai pia-
ni coordinati gli angoli A D € bde”s alla DC che incontra la
condamentale in € si faccia uguale la d¢”, si tiri ¢“cb paral-
leda alla fondomentales la DC=be", ¢ la de==AC saran-
no le due projezioni della cereala. Infalli il punto (€) dee tro-
varsi sulle tre sfere che hanno i centri (d,d, (D,d), (D4,
ed i raggi AC, DC==de", bey le due prime si taglians
nel cireolo deserilte sul evordinato verticale eol centro d ed
il raggio de==AC, le due ullime nel cireolo orizzontale pro-
jellato sulla be”, e ehe ba il iv DC

Prosena ML Dati § tre diedvi i wn triedro delevminarne
gli angoli.

69.Se da un punlo si livano tre relle rispetlivamenle per-
pendicolari alle tre facce d'un Iriedro, ¢ ciascuna rivolla dalla
parle interna alla esterna della faceia corvispondente del trie-
dro (oppure tulte tre direlte dalla parte esterna all’interna;
esse formano un secondo triedro che dicesi polare o supple-
mentare del primo, perché i suoi angoli ed i suoi diedri sono
rispeltivamente supplementi dei diedri e degli angoli del pri-
mo, — Viene da cio ¢be i problemi velativi al triedro dipen-
dono fra loro a due a due; ¢ che in parlicolare quello che
ora ci oceupa dipende dal primo, perché la conoscenza dei
diedri divun triedro trae sceo quella degli angoli del triedro
supplemenlare.

70.Talvolta invece del triedro polare o supplementare gio-
va meglio eostruire il triedro formato ancora da lre retle per-
pendicolari alle facee del primo triedro, ma alcune di esse di-
rvelle dalla parte inlerna all’esterna del triedro. ed aleuna dalla

=bc".




40

esterna all'interna; allora ciaseun (riedro ha due angoli uguali
ed uno supplemento dei diedri dell’ altéo triedro. Questo ¢ il
caso espresso dal disequo seguente, nel quale per costraire il
triedro DA B(C), di .cui sono dati i tre diedri, si coslruisce
da prima il tricdro (€)Lmn collo spigolo cn perpendicolare
alia faccia DA B ¢ direlto dalla sua parle interna all”esterna
(s'intende rispello al lviedro DA Be), e cogli spigoli cu (cL)
perpendicolari alle facce DAc DBe ¢ direlli dalle lore parti
esterne alle interne. il quale ha per conseguenza 1" angolo
(Lcm) supplemento del diedro (del triedro DABc) che ha lo
spigolo De, e gli angoli men (Len) vguali ai diedrvi che
lianno gli spigoli DA DB

74. Disegno, Suppongo che i dati diedri sieno aculi. Tirdla
la ne (Fig. 31) perpendicolare alla fond tale, gli angoli
nem nel sieno uguali a due dei dati triedri, ed mel” sia
supplemento del terzo; si prenda ¢”==-cl’, poscia nL==nl,
m Lo ==m!"; queslta coslruzione ¢ idenlica con quella del
§ 65, ¢ la "1 ¢ perpendicolare alla em. 1l triedro che ha il
verlice (¢) ed i cui piani hanno sul eocordinato orizzonlale l¢
tracee sn nl m L ha due angoli uguali ed uno supplemen-
to dei diedri del cercato triedro: questo sari percid formato
dai tre spigoli DA DB D(C) perpendicolari rispelliy. !
ai piani emn Lue Lae, ed i suoi piani saranno perpendi-
colari agli spigoli (¢L) cm en: dunque si livino le ¢d ¢J
AD CDH JD rvispettivamente perpendicolari alle cm ¢l mu
Lon L ed il triedro DAB{e) avea negli spigoli DA DB
Die) i diedri dati. Ora un angolo di questo triedro DA B¢
¢ l'angolo ADB, gli altri due si determinano colla coslru-
zione della Figura 29,

Provvena IV. Descrivere un triedvo di cui si conoscono due
angoli e il diedro intercetto.

72. Diseguo . Sieno (Fig. 29) JDA ADC gli-angoli, e
Jdc’ la miseu‘a del diedro interccllo; si faccia de=dC,
DC=DC, JC'=Je: tirata cC perpendicolare alla fon.
damentale, risulterda CC” perpendicolare alla 7 Iy Ipe”

sard il terzo angolo, ¢ €&'c la misura del died
i ro opposto al-
I"angolo A D ’ *r
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Proveesta V. Deserivere un triedro conoscendone i due die-
dri e Fangole intercetto.

78, Cid importa per due relle dale in un piano far passare
due piani, ¢he formino con quello dati diedvi: un punte qual-
unque della projezione sul piano dato dell’intersezione dei due
piani cercati aved le distanze dalle due rvelle nel rapporto
delle eolangenli dei due diedri.

Disegno. Sia A DR (Fig. 32) il dato angolo: sul piano ver-
licale perpendicclare a DA, si formino gli angoli 4'de db'c
eguali ai dati diedri, il punto € abbia dalle velle DA DB
dislanze uguali a J-d ')N!v':r sard (M€, dc) il lerzo spigolo del
triedro, la cui coslruzione sard compiuta in DJ hd.

Prosteaa VI Deserivere un triedro i cui sono dali due
angoli ed un dizdro opposto,

74. Per uno dei lati dell”angolo dato, non opposto al die-
dro, si faccia passare un piano che formi col piano di quel-
I"angolo il dato diedro: poseia intorno all’altro lato di quel-
Pangolo si faceia givare Ialtro angolo dato finché venga a for-
mare un Iriedro eol piano gia costruilo: cid si viduee a tro-
vare interseziene di questo piano con un cireolo di eui quel
lato € I'asse: gioverd prendere per piano coordinato quello di
tal cireolo.

Lhiseqno. Sia A DB (Fig. 33) uno degli angoli dali, ed
A DC quello che ¢ opposto al dato diedro; alla A B perpen-
dicolare a 2 1} si faceia uguale la A &', ¢ sia A 0"k uguale al
dato diedro, ed 4 k perpendicolare alla fondamentale; savan-
no 1Jk le tracce di una delle facce del triedro; si lagli la
Sk in ¢ col circolo di raggio d €, e sard (D€, de) il terzo
spigolo del triedvo. Quando A D € <7 A D B il problema pud
ammellere due soluzioni.

Proncena VIL Dato un angolo ¢ la sua projezione sopra
uno dei coordinati ¢ data U inclinazione su questo piano di
wite dei suoi lati, determinare la divezione dell’altyo lato. "

75. Questo problema differisee dal precedente soltanto per
la differente posizione ehe dee darsi al triedro, di cui si co-
noscono due angoli ¢ un diedro opposto. Non volendo adope-
rare un nuovo piano, considereremo, invece dol cireolo men-
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zionato nel § 74, due sfere, I'una col eentro nel vcl'_lif!e del
triedro, I'altra col centro nel piano coordinatossu cul ¢ data
la projezione dell’angolo, e precisamente nella traccia del lato
di cni si conosce I inclinazione sul coordinato; quesla sceon-
da sfera lagliera il piano, che forma un dato diedro -2_0' lell'lﬂ
del’angolo dato, in un circolo minore,, che sard poi lagliato
dal civeolo massimo della prima sfera che giace in quel piano
nei punti delerminanti le due posizioni del lato ignoto.

Diseqne. Sia BDC” (Fig. 34) il dato angolo ¢ Bdg la sua
projezione sul piano verlicale, inolire DBd la data inclina-
zione del lato DB eol coordinato verticale; si lratla di tro-
vare I'intersezione del circolo descritto nel piano Ddg col
raggio D C” (preso ad arbilrio sulla retta DC”), e della sfera
di raggio BC”. Col centro B e col raggio BC” si lagli la dg
in f g, ed il piano 24dfy si rappresenti in DAF G, ove si
deseriva il circolo col diamelro /G (rappresentazi della
intersezione di tal piano colla predelta sfera), nonché il eir-
colo col centro 2 ed il raggio 22C"; la loro intersezione [
riportata nella sua posizione naturale (€,¢) determinerd la di-
rezione dell’altro lato (22 €) dell’angolo rappresentato in BDE”
e projeltato in Bde,

Proscesa VI Deserivere un triedro conoscendone due die-
dri ed un angolo opposto.

76. Coslruilo il diedro adjacente al dato angolo, vimarra da
determinare un piano che abbia dala inclinazione con un pia-
uo dalo, ¢ passi per data retta: se un punto di questa si pro-
Jelli su quel piano, si dovra descrivere un circolo col centro
in lal projezione, il quale dovra esser locealo dalla traccia del
piano cerealo .

Diseqno. Sia A4 DC (Fig. 29) il dato angolo, ¢ fallo de—=dC’
sieno &'de db’c le misure dei dati diedri, dei quali il secondo
debba esser opposto a quell’angolos si sbbassi ¢C perpendico-
lare alla fondamentale, col centro € ed il raggio €U si de-
seriva un cireolo, al quale si conduca dal punto 2 la tangente
DB, e sara descritto il triedro




Nota al Cap. [,

Dal disegno 29 si possono dedurre con molla facilita pa-
recchie dellé formule trigonometriche ehe servono per la riso-
Iuzione del triedro, ossia del triangolo sferico formalo dai tre
archi di eircolo massimo nei quali i re piani del triedro la-
gliano una sfera, che abbia il eentro nel verlice 2. —Non
evedo inutile di qui presentarle ai giovani studiosi,

Supponendo che la retta obbielliva (2 €) sia uguale all'uni-
1, e chiamando a b ¢ i tre angoli BDC"=(BDC), ADC' =
=(ADC), ADB, ed A B €i diedri ad essi opposli, i due pri-
mi misurali dagli angoli Cde O e ed il terzo formato dai
due piani 28 (c) DA (), le definizioni della trigonomelvia
piana danno DA =cosb, de=senb, DB=cosa , cb'=sena;
¢ percid (1) ¢ C=senb.sen 4 =sena.sen B, dal che ne vie-
ng che in ogei teiedro § seni dei diedri sono proporzionali
ai seni deqgli angoli opposti. — Se caliamo su D B la perpen-
dicolare 4 P ed osserviamo che D P=D A cosc=cosbh cose,
AC=Ac. vos Ad=senb.cosAd, PB=dAC sene avremo
() DP=cosa=cosbeosc+senbsenccosd che & la for-
mula fondamentale della triedrimelria velaliva a tre angoli ed
un triedro. — Cosi pure si trova CB=sena.cos B, AP=
= cos b. sen ¢ == sen a. cos £ 4 sen b cos A cos ¢, quesla
mediante la (1) si rviduce ad un’altra formula tra quallro
clementi, la quale divisa per send pud seriversi cosi (III)
col b, sen e =sen A col B+ cos A cose. — Finalmenle appli-
cando la (11)al triedro polare o supplementare (§ 69) si trova pel.
triedro primitivo la(IV) cos A 4+ cos Beos C=sen P sen €. cosa,
— Queste sono le quattro fondamentali relazioni tra gli ele-
menti del triedro. '

Le formule si semplificano se uno dei diedri, oppure uno
degli angoli, sia relto: eceo quelle corvispondenti ad 4=90."
(1) senasen B=senb, (2)cosa=cosbeosc, (3) g Bsenc=1gb,
(4) cosmlg Blg C=1. Se nelle (L) (IV) permutiamo tra loro
i diedri A # nonché gli angoli a b, poscia poniamo A =190"
abbiamo le altre due (3.°)1g neos B=lge, (4. cosB=sen Ceosd.
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Queste sei relazioni fra tre elementi di un triedro avenle un
diedro retlo danno modo facile di ealeolare uno di essi- cono-
seendo gli altri: tulle le possibili combinazioni si ridueono con
semplici permulagioni tra le letlere B € b ¢ alle seguenti sei,
alle quali rispeltivamenle si riferiscono le formule indicate ac-
canto di esse: abe(2); Bab(1); Bac(3.)s Bal (4);
Bhe(3); BoC(4).

Spesso si visolve il triedro generale ridacendolo a due trie-
dvi, ciaseuno dei- quali abbia un diedro reftos ¢id si vede ese-
zuilo nella nostra figura dove il piano projettante lo spigolo
D (¢) forma i due triedei DAC (¢), DBC (c). Diciatuo m n i
due angoli ADC € DB, ed M N i diedri ad essi opposti formali
lungo la spigolo 22 (c), e prendiamoli positivi o negalivi in guisa
che abbiano sempre Inogo le relazioni c=m+-n, C=M+N.
— Mulando € ¢ in N u le equazioni (3.%) (4) danno

(8. 1gn=Igacos B, (4)cotN=cosalgh.

La figura ci mosira ehe CA=DC . senm=Cc . cold,
CB=DC .senn=Cc.coll} quindi dividendo

(3) senm :senn=cotd :col B
similmente DA : DI ei di

(6) cosm : cosn=cosh:cosa.
Nei due triedri a diedro retlo i teoremi espressi dalle (1) (4.7)
danno senbsen M =senm, senasen N=scnn, cos =
=sen.dcosm, cosN=senfcosn, col cui mezzo, rammen-
tando il teorema (1), le precedenti (5)(6) danno sen M:sen V=
=senmsena: sennsenb=coldsend: col Bsen B, cos M:
cos N =sen .Zcos m :sen Beosn=senacos b: senbevsa, ¢ fi-
nalmenle

(T)sen M:sen N=cosd :cos B,
(8) cos M :eos N=ecol b:eola,
la qual proporzione polrelbe dimostearsi direltamente laglian-
do il triedro con un piane perpendicolare allo spigolo ) (C).
Ecco i varii easi della risoluzione del triedro e I’ uso che si
pud fare delle precedenti formule .
4.° Dati due angoli @ & e un diedro opposto B si frovera
A colla (1); » colla (3.7, m colla (6). poscia w4+ n=¢c
Ncolla (4), 2 colla (8), My N=C.
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49 Dali due diedri .4 # ed un angolo opposto a si trovera
b oeolla ();  n colla (3.7), m colla {9), m4-n=c

Neolla (4), M eolla (7), M4+N=C.

3.2 Dali due angoli a ¢ ¢ il diedro inlercetlo B si trovera
acolla (3.7, e—n=m, b eolla(6), ed A colla (5).

4.2 Dali due diedri £ € e I'angolo intercello a si troverh
N colla (4), C—N=M, becolla (8), ed A eolla (7).

59 6.° Se siano dali i lre angoli o i tre diedri possono
servire le (I1) (IV): come de (I1) (III) possono servire a risol
vere il caso 3.° ¢ le (IV) (II) il 4.°, quantunque nel calcolo
logaritmico riescano aleun poco meno comode. ’

Chi non abbia frequenti occasioni di risolvere triedri potra
servirsi delle formule fondamentali senza curare poca abbre-
viagione di caleolo; I"importante si ¢ di abiluarsi con qual-
che esereizio a rellamente adoperarle.

CAP. 1V.

Problemi relativi ai poliedri ¢ ad altre figure
composte di piani.

Proveena 1. Descrivere un tetraedro conoscendone i sei
lati.

77. Sopra un dato piano formeremo un triangolo eguale ad
una delle facee, e 1"allro verlice del tetraedro sard evidenle-
mente I’ inlerseaione di tre sfere dale. Servira di esercizio la
costruzione di un particolare disegno.

Propcena 11 Trovare @ centro della sfera circoscritta ad
un dalo letraedro.

78. Ul luogo geomelrico di tulli i punti che stanno ad egua-
li distanze da due punti dati & il piano dimezzanle perpendi-
colarmente la retta che onisce questi due punti (vale a dire
quella proprieta appartiene a eiaschedun punto di quel piano
e non apparliene ad aleun allro punte): pereid il eentro ri-
eercalo dovendo essere ad uguali distanze dai quatlro vertici
del telraedro, si troverd su lulli sei i piani che lagliano per-
pendicolarmente per meta i sei lati del tetracdro: tre di que-
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sli piani saranno sufticienli a determinarlo, purché essi non
dipendano dai tre lati di una medesima faccia del lelrae-
dro. Dividere per meli uno dei lali del telraedro & cosa faci-
lissima, bastando dimezzarne ambedue le projezioni; il § 48
¢'insegna a eondurre pel punto di mezzo del lato il 10 per-
pendicolare a questo; pel § 43 determineremo 1’ inlersezione
di due fra questi piani; poseia o I'incontro di questa con un
terzo piano (§ 46), o il punto comune (§ 27) a due di tali in-
tersezioni di piani, dard il centro desiderato,

79. Disegno. Consiglio lo studioso a coslraire da sé il dise-
gno corrispondente ad una disposizione affatto avbitraria dei
quatlro verlici; le distanze del centro della sfera da eiaseuno
dei verlici (% 23) se riusciranno esallamen'e eguali gli daran-
0o la soddisfazione di aver operalo a dovere e con diligenza, —
La costruzione riuscird pin spedita se (Fig. 35) il tetracdro ab-
bia una faccia orizzontale: le relte ehe dimezeano perpendico-
larmente i lati della base 4B € delerminano il cenlro X del
circolo circoserillo, e sono le tracce dei piani, luoghi geomelri-
ci dei punti che sono ad eguali distanze da due dei punti 4
£ €:la retta verticale projellata in X (intersezione di quei
piani} & il lnogo geometrico dei punli che sono equidistanti dai
tre 4 B C.Se uno dei tre lati fosse parallelo al coordina-
to verticale sarebbe facile descrivere il piano che lo dimezza
perpendicolarmente; se cid non sia, gioverd sostituire a quei
tre lali Ja (D'H) parallela al coordinato verticale e terminala
(supponiamo che cio sia possibile) in un punto (7) del eircolo
(ABC) essa & di perpendicolarmente dal piano lutlo
projettato sulla propria traceia verlicale, che ¢ la retta dimez-
zante perpendicolarmente la d r: questa retta passa quindi per
la projezione verlicale = del cercalo centro,

Proveens 1L Trovare il centro della sfera ingeritta in un
dato tetraedro (Fig. 35).

80. Il centro dovendo esserc ad eguali distanze dalle facee
del tetraedro si troverd sopra ciascheduno dei piani che di-
mezzano uno dei diedri del tetracdros poiché ognuno di questi
&l luago geometrico di wili i punti che sono ad cguali di-
slanze dalle due facee formanti il diedro: tre di questi piani
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saranno sufficienti, purché non apparlengano ai tre lali di un
"medesimo angoloide del tetraedro. Il piano dimezzante un die-
dro si ottiene tagliando questo con un piano perpendicolare al
suo spigolo, ¢ dimezzando I'angolo che misura il diedro. — II
disegno riuscirh piit facile se la base A B € del tetracdro sari
orizzontale: infalti per dimezzare il diedro che ha lo spigolo
BC s'immaginerd il piano condotto pel vertice (1) perpendi-
colarmente a B C, e che supponiamo lo incontri in £ tal pia-
no si faceia girare intorno alla sua orizzontale (D L) finché esso
si riduca parallelo al coordinato orizzontale, ¢ si descriva la
rappr tazione della sezione che esso faceva nel tetraedros
dopo di ehe si dovrd dimezzare 1'angolo in £ con una relta,
la quale incontri la predetta ovizzontale (D L) in (L), e la retla
condotta per (L) parallelamente al lato B € sari I"intersezione
del piano dimezzanle il diedro suddetlo col piano orizzon-
tale condotto pel vertice (). In quesla costruzione il triangolo
DE'L ha due angoli uguali, pereid 22 L=—=D E'— alla distan-
za obbicltiva del vertice (D) dal lato & C. Similmente le inter-
sezioni col piano orizzontale condolto per ) dei piani dimez-
zanti i diedri degli spigoli AC A B passeranno pei punti (M)
(V)3 Vienografia 2 essendo perpendicolare alla AC ed ugua-
le alla distanza obbielliva di () da A € dieasi lo slesso della
D ¥ rispelto ad AB. Le iotersezioni a due a due dei piani
dimezzanti i diedri si olterranno unendo i verliei della base
ABC eon quelli del triangolo omaotetico (simile ¢ similmente
posto) formato dalle tre suddette relte passanti per L M N
e parallele ai lali di AFC; il punto comune a quesle tre in-
tersezioni sarh il eentro della sfera inserilla pel letraedro.

Prosrua [V, Descrivere un conoscinto parallelepipedo in
maodo che una sua faccin sin posta in wi dato piano,

81. Supponende che il dale piano giri inlorno alla sua trae-
cia orizzonlale fino ad adagiarsi sul piano coordinalo, deseri-
veremo da prima il parallelepipedo quando fa faceia di cui si
Iralla @ siluala nel piano orizzontale, poscia lo deseriveremo
pella posizione che esso aequista quando gira insicme col piano
che riprende la posizione data. Per passare dalla prima alla se-
eonda posizione bisognerd che il piano coordinato verticale sia




i8 )
perpendicolare alla retla intorno a cui si eseguisee Ja rolazio-
ne, ¢ se non lo fosse si adoprevebbe un piano ausiliario, che
farcbbe precisamente le veei del eoordinalo verticale.

82, Disegno. Se si i tre angoli che formano
angoloide triedro A BC D (Fig. 36), esso si coslruirebbe co-
me s'insegnd nel Capitolo precedenle: supponiamo inveee che
si conosea 1"angolo (#4 €), ehe noi coslruiremo da prima sul
piano orizzontale in B,A,C, 1 sia 4D la projezione su quel pia-
no del lerzo spigolo del parallelepipedo, e sia dalo 'angolo ¢he
queslo spizolo forma con quella projezione; presa 8, e ==A D,
e fallo I'angolo &,a'd, eguale al dato, saranno A0, ad, le
projezioni del lerzo spigolo del parallelepipedo quando esso ¢
posto sul piano coordinato. Ora se la base (A4 B C) del paralle-
lepipedo deve trovarsi sul piano A ale perpendicolare al coor-
dinato verlicale, le projezioni # € saranno situate sulle relle
BB C,C parallele alla fondamenlale ¢ corvisponderanno ai
punti & ¢ chesonoi b, ¢, trasportali sulla lraccia verticale
ah: anche £ savi posto sulla D, 2 parallela alla fondamen-
tale, e d si troverd tivando la ad eguale alla ad, ed inclinata
sulla ah quanto la ad, Io & sulla a8, . —E joi facile eompiere
le due projezioni dell’intero parallclepipedo, ricordando che
le projezioni delle rette che io dieo equipollenti, cioé parallele
ed uguali, sono par esse equipollenti. Nella figura ¢ deseritto
interamenle anche il parallelepipedo nella posizione ausiliaria
(AB,CD,. .}, ed & evidente che ogni verlice di (AR, ..) po-
trebbe dedursi da quello di (A B, .. .) facendolo ruotare intor-
no ad Aa nello stesso modo con eui () si & dedotto dal (D).

83. Se ¢’ imporlasse di avere la projezione del pavallelepi-
pedo (A BCD..) sopra un piano verticale differente da quello
perpendicolare alla A a, di eui ci siamo dovuli servirve, e fosse
@, 8, la nuova fondamentale , cioé I'intersezione del nuove
piano verticale coll’orizzontale, si condurrebbero I perpendi-
colari analoghe alla 23,, che si prolungherebbe finehi B,
fos.su uguale alla distanza §d del punto obbiellivo dal piano
orizzontale; e cosi si formerebbe la figura a,b,¢,4d,... proje-
zione del parallelepipedo sul desiderato piano, — Queslo pas-
saggio da ue piano di projezione ad un altro & sempre facile
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i . . g .
||uando il nuovo piano. b,gd, & perpendicolare ad uno dei
primi,"e lo.s"immagina vibaltato su di esso girando inlorno

alla loro intersezione a 3‘, ora tralleremo pit in generale la

questione del cangiamento dei pl.p!r qonnlmal:..
* Puopeena V. Date le ;u‘ajc*’imli ' un sistema i penti, de-

_serivere le sue pr a_'r'mlu sopra due altri piani coordinati,

84. Questo gencrale problema di perimutare i plani coor-
dinali pud risolversi coi precetli gia dali (§§ 47, 23) per- ab-
Dbassara dd un punto, di eui,si em.i;sbon‘b le projezioni, Ja per-
pendicolare sopra tn piano dato, e per delerminare la lun-
gherza _di' questa perpendicolare: se.non che giova maoltissimo
adottare un metodo di costruzione uniforme, che richiegga il
minor numero possibile di fcltp ausiliarie cosi®nel disegno
“dato, come in-quello che vool coslruirsi. Noi indicheremo
tal costruzione per un solo punto, facile essendo di applicarla
ad un numero qualungue, il ¢he formeri pei giovani studiosi
un esereizio tanto pid ulile quanto 1
di queslo problgma, mediante il quale si possono
queslioni colla scelta pii opporl.'um dei piani coordinali; giac-
ché la permutazione di tali pia® seeve poscia a soslitairvi
quelli che fossero vichiesti. “da peeuliari circostanze. Cosi
problema della minima distanza di due rette (§ 60) potra fa-
“cilmente risolversi prendendo per nuovo piano coordinalo uno
perpendicalare ad una delle due relle; — Chiamercmo primo
¢ secondo piang i (Iqe, coordinali primitivi: qualungue sia un
terzo piano perpendicolare al secondo vedewmo al § 83 come
si possa averg la projezione su di esso; per lal guisa noi pos-
siamo facilpente sostituive ai piani prinio ¢ secondo i due se-
conda e terzo. Che se vogliasi la projezione sopra di un guarto
piano, il quale non sia perpendicolare né al secondd né al pri-
mo, noi seeglieremo il terzo perpendicolare al secondo ed al
quarto: e dalle projezioni seconda ¢ ferza - passeremo colla
slessa facilith alle teyze ¢ quarte. Se mai potesse oecorvere, si
soslituirchbe” po.\»un al terzo un quiito planﬂ €550 pure per-
pendicolare al quarto.

85. Diseqnos Sia GJI (Fig, 37) il quarta piano su eui vuol
delerminarsi 1a projezione del punto dato mediante le proje-

Beorastvis 6. 5 4
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zioni d D, che diremo piima ¢ segonda. _[‘remlaui Pel‘"fﬂ'.'.u
piano quello ehe si eleva sulla LM perpendicolare ai” piani
secondo ¢ quarto, cioé, alfa Jro inlersezione (0 sulla DS,
‘perpendicolare, alla L‘lf_ﬁ:]:rcmln %,dlz—.ad, e f!ar;': d, 1?
térza projerione. supposto che il ferzo piano abbia ruolale

intorno alla LM fino ad adagiarsi sul secondo. Per passare

alla quarta |n'ujczion'c oecorre 1 inlersezione O’ del quarlo
col terzo piano; a maggior chiarezza eseguiamo cid nella fi-

gura 38, dove medidhte le perpendicolari QM “Man vi-

spettivamente pguali alle OMeMwm della’ figura 37 (o, se

queste fossero troppo corle, mediante le loro parallele e pro-

porzionali G H Ih) si formd 'angolo M Om eguale all’ju-

clinazione de¥ quarto sul secondo piano. Trasporlate dalla fi-

gira 37 alla figura 38 le 08, 3,0 84, si tiverh 43, per-

pendicolare alla nuova fondamentale 03,, e si” prenderh

8,0, =%, D-e saranno d, D, le desiderale projezioni terza

e quarta. — Pud visparmiarsi di livare aleane linee prenden-

do Oa, eguale alla_ distanza di A dalla OG [la quake si mi-

sura col compasso senza talare alcuna perpendicolare), poscia

perpendicolarmente alla L OB prenderi. e a, = alla dislanza

di-a dalla JH, e finalmente sulla -a,¢, la «, o, = alla_di-

stanza di A dalla £ O della figura 37. — E facile vedere co-

‘me vieeversa dalle projezioni terza e quarla a, 4, si passi alle ©
seconda e prima A a. *

Proveesis VI, Mostrare che per qialsiasi paliedro pud co-
struirsi un poligone chiuso, i cui lati sieno rispellicamente
perpendicolari alle facce di quello.e proporziopali alle loro
aree. 5 -‘

86. Un poliedro pud immaginarsi separato da piani secanli
i letiaedii, e ciascun lelraedro, conducendo dal suo verlice
tre piani perpendicolari alla base e che passino- per gli angoli

i questa, si separa in tre tetracdri aventi uno spigolo per-
frendicolare alla base. Uno di tali telraedri € quello” disegnalo
nella figura 39 eon una faccia DA posta sul coordinato
vrizzontale, la (C).A4 B perpendicolare al coordinato verlieale,
e le due (G)DA (OB D perpendicolari all’ erizzontale; da
wm punto qualunque O conduciamo la O M perpendicolare alla

ai miima Loz WM Rl
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faceia (€D A ¢ vivolla dalla parle interna all’esterna di que-
sta faccia rlspcﬂo al” letraedro; — poscia la M N perpendi-
colare alla faccia (C)BD e rivola dalla sua parle inlerna al-
| eslurna.' — ¢ la (0, 0l) perpendicolare alla DEA e rivolla
inveee dalla sua parle eslerna allinternat e queste tre OM
MN ol sicno rispeltivamente ;:mpumnnalt alle aree delle
'predette facce (C)D A (C/BD DBA. Le OM NN sono
dungue plgporzmmll ai prodotti de. 1.4 de. DB, ossia alle
DA DB e comprendono egual angolo, quindi la VO sard
pnrpmdleolnrc alla A4 B, e proporzionale al prodotto”de. AR
mentre la ol @ pmpnrmnak al prodolla da.A Bs;*percid
no(=N0):ol=dc:da, dal che risulta per la simililudine
dei “due triangoli reltangoli uuu‘ eda, che nl ossia la ob-
bieltiva N (£)°¢ perpendicolare alla ac ed alla faccia (C)A B,
ed & proporzienale al prodotld ca. A B, vssia all’area di que-
sla faceia. Per tal maniera’é dimostrato che i lati del poligono
gobbo (nen-piamt , roveseio, gauele) O IL\(!JO sono’ per-
pendicolari ¢ proporzionali. ul1e facee del tetraedra DAB(C) e
talti rivolli dall’interno all’ cslr.-l no, Le facee del tetraedro
potrebbero prendersi in ordine differente. dal .precedente, e
le relte a loro perpendicolari ¢ proporzionali formerebbero
sempre un quadrilatere chiuso.

Supponiamo ora che a questo primo telraedro se ne uni-
sea un altro DA E(C). che abbia con ¢sso comune la fac-
cia (€)D A, egli & certo che esisterh un poligono chiuso
MO(Q)PM, i eui lati saranno perpendicolari e proporzionali
alle facce (C)AD- D AE (C)PA (C)DE e vivolli dall’inler-
no all’esterno. Ora i due predetli poligoni OMNL) HO(Q)P
hanno i due lati O M MO, dipendenti.dalla faceia comune
ai due tetraedri, eguali e di opposte direzioni, pereio coll’unio-
tte dei dug poligoni possiamo.formarne ano solo (OQPMNL):
inoltre notando che i due lati (QQ) (L0, perché perpendi-
colari allo stesso piano, sono in. una slessa linea retla, avre-
mo il pentagono chiuso (Q PM VL), i cui lali saranno vispel-
tivamente perpendicolari e proporzionali alle facee del pen-
taedro, o piramide a base quadrilatera, (C)BAED. — Aggiun-
gendo suceessivamente eol pensiero lli gli altri telraedri
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bireltangoli, nei quali si & suppostd® separato il poliedro, si
scorge la verili dell’cnunciato teorema.

87. Queslo teorema stabilisce un’inlima rclaz.mm: fra i
teoremi riguardanti le lunghezze dei lati-dei poligoni, le loro
projezioni su allre relfe, ec., e quelli riguardanti le aree delle

facee dei poliedri, le loro projezioni su allri piani, ec. Per un |
esempio supponiamo -che nella nostra figura anche 1'angolo -~

BDA siarelto; il quadrilalero gobbo (£) O M N ayra tre Iali
fra loro a (Iue a due perpl,ndlmlnn. e sara (LN)®

= (L O = (O I = (M V), percio nel tetraedro mre;-
fangold DBA'(C) lu seconda potenza della faccia ipolenusa
(C) AR & ugnale alla somma delle seconde potenze delle am-c
tre favce. DGA (C)DA (OBD.



‘LIBRO 11,
DELLE LINEE E DELLE SUPERFICIE CURVE,

L —— T

'- CAP. L

Delle linee curve, delle !ora tangenti, dei crrcoh osculari,
X delle ecolute, ee.

88, 'Dopn aver parlato delle linee velle ¢ dei piani, ci oc-

© caperemo delle linee ¢ delle superficie eurve: i due libri se-

guenli avranno per oggello i mutui rapporli di due o pii sp-

perficie: in queslo ﬁi considererd ciascuna superficie curva

isolalamente, si ac anno le sue principali propricta, e si

insegneri il modo di deseriverla secondo i precetti della scien-
.z, Prima parl lerenmo ('Icllc linee curve.

89. Le lince curve si dislinguona in due classi secondo
che (ulli i punti di ¢iascuna curva sono tompresi in uno stes-
's0 piano, o no: le prime si dicono curve piane, le seconde si
dicono curve a doppia curatura (gauches, windseliefen, auf-
lurkr'.fbm ‘en), e meno mcsallamcnlc si [lossonu dire curve
gobbe, cioé non-piane.

0. Per deserivere una eurva qualunque, piana o gobba,
data comunqué nello spazio, bisognerh (It,t(.rnunare le proje-
zioni sui due piani coordinali di ciaschedun punto della eurva
cosi si avranno le due projezioni della curva, le quali servi-
ranno a mostrarne -Ja forma e trovarne le proprieta. Quando

- la curva ¢ piana si pud anche formarne una giusta rappresen-
tazione (§ 10}, supponendo che essa venga ad ad
piano del disegno: ¢io non polfebbe mai farsi rispetlo ad una
curva gobba; vedremo in seguitd come questa st sviluppi in
un’altra piana, nel quale sviluppo peraliro essa necessariamen-
le cangia di forma.
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94. Una retta diccs} tangente ad una curva ‘l”““‘?“ east
hanno di comune due punli infinitamente vieiniy ossia, pig
ehiaramenle, se per due punli M N di una eurva A LN
s ||1|1nng|m eun(lutla una I'i.'lld poscia il plmto N vada suc-
cessiy le ¢ indeli aecostand al punto M, che
rimanga lisso, la relta .V mulerd la sua ])omzlone e andri
sempre pin ¢ indefinitamente aceostandosi ad una cerla rella,

'l:hc dicesi la tangente della curva nel punto M e questo 3/

¢ il punto di conlalto della eurva colla tangenle. Ordinaria-
incnic si ollicne Ia medesima langente tanto considerando il
punto ¥ compreso fra M ¢ &, quanto considerando il puntd
L compreso (ra M ed A, suppasto he questo L si accosli in-
definitamente ad M : se in qualehe’ caso parlicolare eid non
fosse, si direbbe che nel punlo'.-lf vi sono due langenli diffe-
renti (le quali saranno rispettivamente i fimiti delle secanli
HN ML), e piullosto di una sola curvy A LMN B si avreb-
bero due curve, o due rami di curva IL M MNB che si ta-
gliano nel punto M. .

Prosiena’ I, Deserivere I rl{rsse, i:J'u' ¢ fn projezione di un
circolo, ¢ trovarne aleune delle ]'JHl,ibqulfn proprieti,

92, Per cominciare dalle curve piti semplici deseriveremo
la projezione di un eircolo posto in un piano non pe
coordinali; a tal fine supporremo che quel piano girs
torgo ad una sua traceia si adatli sul coordinato ed ivi trac-
ceremo la vappresenlazione del eireolo, poseia, in uno dei modi
gid insegnali, ne dedurremo le projezioni di ciascun punlo ob-
biellivo riportato alla sua “primitiva posizione, — In quanto
alle proprieta della curva_projezione del ciredlo, esse possono
dedursi da quelle del cireglo medianle i seguenti prioneipii per
st slessi evidentissimi. — Se due retle obbiellive sono paral-
lele fo sono pure le loro projezioni; ed il rapporto di due
porzioni qualunque di quelle l-et!c ¢ uguale al rapporto delle
loro projezioni: la langente di una cur va ha le sue projezioni
langenli alle proj sioni della"curva, ;:uw.ht. la projezione della
tangente don si viduca ad un punte. Si chiamano gffini due
figure che in ogni lore parte abbiano tali relazioni.

98. Diseqno. Pel nosiro seopo baslandoei deserivere una
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sola 1:rugc.num el cireolo, supponiamo che |I piano coordina-
1o verlicale sia perpendicolare al piano del cireolo, cosi la or-
tografia si Fidurrd ad una relta. Sia (€) (Fig. 40) il cenlro del
proposto circolo, ¢ G.J 1 il piano in cui esso ¢ siluatos guesto
piano giri ‘Miorno alla sna traceia (ino ad adagiarsi sul coor-
dinato drizzontale; il puntd (C) non uscirh dal piano, in cui si
trova, perpendicolare all’asse di rotazione 7, pereid la vap-
presentazione € del centro del circolo si_avri prendendo.
sulla prolungazione della €6 perpendicolare a (., una G
uguale alla distanza déi punti & (€], la quale ¢ uguale alla
sua projeziohe Je. Col eenlro € ¢ il dato raggio si descrive-
i la rnppru.su,nl:mnnc del eirevlo, e, per quanlo ora si disse,

" si vedra che le pnuozmm Ir 1 del puylo rappresentato in 7]
si ollengono tirande L'L L't pclpl.ntll(uhu alle -GJ Je,
prcnt]cnda Jl==JI, ossia cl=c't’, e tirando (L perpen-
* dicolare alla fondamentale.

94. Dally precedente coslruzione si \edn. che ncITa proje-
zione ogii lunghezza parallela-alla GJ (intersezione del piano
del circolo con quello su cui si fa la |:ru;wuuc) & uguale ¢
parallela alla sua obbietliva, ed ogni hunghezza pefpendieolare
alla suddetla G.J ha un costanle rapporlo colla sua obbietliva,
c¢he & essa pure perpemdicolare alla GJ. Siceheé 'se la trovata
projezione A L B A, nuovamenle si projellasse sopra un piane
tanlo inclinato al piano A LB quantoe lo & il primitive GJh,
¢ Talmente. disposto che la sua inlersezione ol piano ALY
fosse perpendicolare alla G- risullerebbe una seconda
projezione simile alla figura iva A'LE A5 poiché
bedue le dimensioni parallele alle ‘CB €A si verrebbero a
diminuire nello stesso rapporto. ~— Queste considerazioni i
daranno qualehe ffeile modo’di deserivere la curva ALBA
ehe dicesi ellisse. Descrillo un cireolo (Fig: 41) ogni sua ordi-
nata XL si laglierd in un coslanle vapporto nel punto £, ¢
tulti i punti Z costituiranno un’ellisse; e la slessa ellisse si
avra pure mediante il cireolo deseritlo col raggio €8 accre-
seendo ogni-sua ordinata ¥ 1 in quello stesso vapporto, in eui
si sono diminuile le XL': ed anzi, giacehé la lgura al B dec
visultare simile alla /L' B, si potra descrivere ellisse la-
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gliando i due circoli AL, al.. col mezzo di raggi CIL",
poscia trovando i punti @' intersezione L delle L'L parallele a
CB, e delle [ L parallele a €.4. — Tivando nelfa figura 40
la 'L’ tangente al eireolo, la sua projezione 7L ¢ tangente al-
Pellisse, e siccome la rella € A°T” & uguale all@®ua projecio-
ne CAT, cosi per'!uudurru nelld figura 41 la langente in. L
si liverd la L' T fangenle al cireolo, e sard 'L Ja cercala,

95. Se nel eireolo della Figura 40 tiviamo per € una cor-
da D'Dr, essa rimane dimezeata in €, ¢ le fangenti nei punti
D D, sono. paralleley quindi (§ 92) anche 1"ellisse & una
curva dotata di centro €, pel quale ‘condolla una qualungue
corda DD essa & dimezzata in €, ¢ le tangenli in D) D, so-
no pargllele. — Nel gircolo tulle ke corde M), parallele alle *
tangenti in D" I, vestano dimézzate dalla D' ] che pereid
prende il nome di diametro: 1o slessoé vero (§ 92) per la
ellisse. — Nel cireolo & evidente-che 1¢ tangenti in" " 3, st
incontrana in wn punto @ del dismetro 077, dunque an-

~ che pellellisse. — Nel civeolo-il diametro £ £, patallelo alla
corda M| dimezza le corde pavallele al diametro DD 1o
slesso avviene nell’ellisse; ed i diametri ) D EF, avendo tra
loro proprieli perfellamente s'ccipmch'e diconsi conjigati.

9. La propricta dei diametri conjugali 1" essere o
parallelo alle tangenti negli cs!r'emil dell’altro, e I'essere i dia-
melri conjugali di un’ellisse, affini (0 s vogliamo invece dire
projeziani) di Diametri tra loro artogonali di un cireolo ei*di
nel processo di descrizione esposto nel § 94 [Fig, 41 ) un
modo facile di trovare ollre’i punti dellellisse anehe le rispel-
tive tangenti (il che tanlo giova alla piti aceurala deserizione
della curva), e cié prendendo sul el=colo i punti L M tra
loro- distanti di un quadrante,”dal che fsulla che 1, cmr
sono diamelri conjugali dell’ellisse. .

97. Nel dircolo (Fig. 40) si ha {C'P'i’-}-[ﬁ'fl.f'j’:{c'_,l‘)a‘
alla qual equazione possiamo dare la forma 3

ACPCDY (PO Ep==1
dove ciaseun termine: & i rapporlo di due reite parallele :
fuesta medesima relazione pug anche seriversi cosi,
PAUCEY=DP.0 P Dy,
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pl:rc.i& (§ 92) anche nell’ellisse fra 1e aseisse C I e le ordinate
P M ha luogo l'eql‘lnxionu.(CP:!;PJ’—F(PM:CE;’:J, e

fra le ordinale ed i due segmenti del diametro la relazione

(PM:CEY --DP D, P:(CDy . — Nello stesso modo an—
ti.ndu dalle nolu,pru]ulcla dei triangoli rettangoli €1

D', M D troveremo rispello al eircolo due relazioni, .che pcr
essere costiluile da vapporli di rette parallele shappheanu al-
Pellisse projezionie del cireolo; & danno

CP.CQ=(CD?, CP.PQ=DP.D7P.

98, Fra i diametri conjugali “dell’ ellisse merifano partico-
fare ‘distinzidne’ quei due f 4, BE, (Fig. 40, 41, 42) che
sono tra loro perpendicolari, essi .si dicono gli assi: anche ri-
spello a-loro si ha (Figed2) ’ e % %

(PMy=(CBy —(C By (CPy: ((‘A’}

-

Sull’asse maggiore 4,4 csistono due punti & F, le eui di-’

stanze da ogni punto A dipentlono ragionalfuente dall” asﬂssa
(.'P per trovarli sostituiremo nellequazione”
Y (FMp=(PMy 4-(CF - CPy
il precedente valore di P ed avremo
(FMP=(CBy=4-(CFP—2CF. CP4-(CPy rtC.i’—CB; T :'{ Ay,
il eui secondo membro diviene un quadrato perfelto qoando
CF =)/ [(C. fj’—((‘ﬂl’] ”
e si I|.| FM—=CA—CP.CF:Cd, FM-—=Cd4CP.CF:CA:
i |1|1|11| ."- F, si dicono i fuchi, ¢ Ta distanza €2 I'eccentrici-
ti dell’ellisse; le vette #731 F, 3 sono i ragyi vettori del
punto M si vede che la loro 'somma & uguale all’ asse mag-
giore A, A, — S¢ poniamo € G==(C AP CF abbiamo
FM=(CG—CPCI: C;k:- MQ.CF:CA;
onde il raggio vellore £ ha per ttli i punti dell’ellisse un
coslante rapporfo colla dislanza del pusdo F dalla refta ),

che dicesi la divettrice velativa al foco £75 vi & un’altra di-

reltvice pel foco F,,

99, La.propriela predetla dei due fochi pud servire a de-
serivere per punti 1'ellisse. ma il metodo nlsrgnatq al § 94 é
migliore: perché ogni punto %i determina coll*intersezione di
linee perpendicolari. La genza dei fochi gioverd per con-
durre le tangenti all’ellisse, non solo pei punti dati su di es-
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sa, ma eziaiudic ';wi punti esterni, e ¢id anche senza che sia
* eostruita V'ellisse. Infalli se M U, ¢ tangente, bisogna che ogni
suo punto &' eada fuori dell’ellisse, e sia, percid
FUF,U>FMF,
ed abbassando dal foco*F' la perpendicolare F7 sulla tangeh-
le g.p_rnlilnguni]u!u daltrettanto fino in L sard bo ¥
. o LUAF US> LUA-F M,
quindi F, ML dovra esseré™uia linea retth: onde se sia dalo
il punto di contatlo A, la tangenle M7 si ollerrh dimezzando
I"angolo L@’]"-“ formalo da un raggio veltore e dalla prolun-
gazione dell’altro. Che se‘inveee la fangente’ débba condursi -
pel dato punto U si determinerh L osservando che UL=UF.
e 'f_l:rt LM - FM==_ A,, poscia la tangente M sard
perpendicolare alla FL, ed il punto di conlalto M si troveri
’ tagliandola colle F, L. Quando il punto £ é a distanza infini-
ta, cio¢ quando®si vuol descriverc la langente parallela ad
urdh rela dala,*ad essa si lireri perpendicolare la FL, che si
tagliera in L col circolo di eentro F, ¢ di raggio &=.4, .4,
Ia tangente ricereata diezzerd perpendicolarmente k FL, ed
il punto di contatlo sarh sulla F L, —- Ad" ogni punlo W
dell*ellisse corrisponde unspimto L del cireolo col centro in
F, ed il taggio eguale all’asse maggiore; i punti di mezzo 7
di, ciascuna delle F L costituiranno una ligura simile alla pre-
cedente, ciod un cireolo el diamelro eguale al predelto’ asse,
ed & facile conoscere chegesso & il circolo A 1, A, Percid se
pei duc fochi si tivino due relfe parallele FI F. 1, che tagli-
no il cireolo tircoseritto-all’ellisse, la vetta 7/, sard langenle
all’ellisse; modo molto svedito di deserivere un’ellisse me-
diante le sue tangenti” -~ Questo modo, non meno di quanto
abbiamé esposto nei §§ 97, 98, si estende facilmente all’ iper-
bola, ¢ con _piceole differenze anche alla parabala
100. Se €D CE (Fig. 43) sono due semidiametri conju-
gati dellellisse, il caleolo dimostra (*) che condolle pel punto

[*) Quanto qui ¢ asserito pud dimdstrarsi nel sex mode, |
i prj.ucipili del metodo delle equipolienze. che it esposi in un Saggio ne-
gli Amnali delle scienze del Regno® Lombardo Veneto pel 1835, ed in
pill estesa Memoria nei T VIL, VIIT (1837, $838) del medesimo, Gior-
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E le EK EK, per pendicolari gl ugnali alla €D, I'asse mag-
giore divide per meth I'angalo KCK,, e I'cceenlricita CF ¢
media proporzionale tra le {'K CK,. Cangmndu i due d:mme-»
tri conjugali non mul e lungl CK CK,, che sono
percio la somma ¢ la differenza degli assi Well’ellisse : se que-
sle due relte si fanno ruotare di ang goli uguali in versi-oppo-
sli, sicehé gli angoli FCK K, CF si conscrvino sempre ugua-
li, il punto di mezzo della retla K K, descriver Vellisse, a
cui essa KK & sevipre normale, — .-\ntlle senza lrovare i fochi’
si pulru deserivere.per punti ellisse, poiché tagliate propurzm- .
nalmente le €K CK, mediante la LL, ]Mlallela alla KK, col’
cenlri L L, od i.raggi eguali al semidianietro €0 si determi-
neranno i dué pur '+ sionoli che le w
L, D tagliano la relta €0 in T 1, in modo ehe Li-=HK,
[ 1,—HK,. Cosi Uellissc pud anche esser generata dal pun-
in M segnato sulla vetla di costante lunghezza IML, chesscor-
re ira le dut retle fisse O € K: dée avverlirsi che quesle

s » ; ’
" nale, e nel T. 1 (1843) delle Memorie dell’ L B, Istituto Yeneto. — Un

pollenza € Efeacose—-bsenzy/. (P
. goo, che adopere come fattore ad espr

punto-qualunque-£ dell'ellisse, che ha i semiassi a b, & dato dall* equi=

50 y in Inogn dell’apposito se-
ri-un cangiamento di direzione
di 90°, ¢ che si caleola come I immaginario /=1 )+ semidiametro
cp parnllelo alla tangente in F & equipollente ad asen@—beosz )/
quindi 2K eguale ¢ perpendicolare a, CJ) & equipollente a bheosa =
—~asenz)/ ; per lo che la €K cqui Tente alla composta CE<- EK
sard L (a-b)icosz—-senm s ciod eguale alla somma dei due semi-
assi ed inclinatag all’ asse maggiore dellangolo @: la CK, ¢ uguale ad
(a—Bb) ed egualmente mdmata dall’altra parte dell'asse maggiore. Es-
sendb (C FP Lo C EP—+(C Dy foo*— b, i punti F* F, non cangiano
se ai due semidiametri conjugati CD CE se ne sostituiscano altri due;
la predetta equipollenza di — (€ DpL=FE FE, ciok i due rogzi vet-
wri FE F, I sono ugnalminie i dalle l!nc parti della EK,
normale a €0, ed il loro prodotto & o e a(C D}’ —_ l,‘n punto qual-
onque dell’ ellisse @ tileritor ai due la
C M Lecost. C D—senl, CE: sg preadiamo CL&ccnl K. abbia-
mo LMD CM—CI  CDicost—senty/), pereiy LM=CD=KE.
Canfrontando tra loro ghi altimi wermini dei binomii cost. CP-+sent. AL,
sen £ CHf—+sent. HK rispettivamente equipollenti alle rette L] W, CL
si'seorge che lo projezioni sulla B A della LM e dells CL. assia
della TL, sone pmpou:mall dle EX HK; ed aventr gid trovato
LM=EK. qerisula TL—=HK.
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retle. possono avere le divezioni degli assi dell’ ellisse . non
. mai di due suoi diamelri conjugati obbliqui.

104. Del resto un modo pit conforme ai nostri principii
per descrivere ellisse, di cui sofo dati due semidiamelri con-
jugati €D CE (Fig, 44), ¢ ¢ di consitlerarla come affine del
civeolo di raggio CIF, ed immaginare che derivi da questo
inclinandone tulle le ordinate 2 divegual angolo, nello stes-
so tempo che tulte si mutano seeondo,un ugual rapporto.

- Soddisfaremn a questa duplice condizione tirando nel eircolo
il raggio C'E" perpendicolare a € D, e quante si voglidno or
“dimate PV, poscia conducendo le PN parallele a CF, ¢ le
AN paraliele alla®% £, Se seeglieremo sal cireolo i punti
AN distanti i un quadrante. i punti; M 9V visulteranno-
conjugali, ¢ pereid la tangente in M sard parallela al semi-
diamelro C N, e vieeversa. — Si pud verilicare che la curva
DMED, é un'ellisse notando che nel eircolo &
(PUP=D,P.PD. - quindi essendo PM: PM=CD: CE
sard (PAL CDp=—=(C J‘.‘,' D.P.PD, relazione che vedemmo
(§ 97) apparlenere allellisse.  « & )

Provcenn IL Mostrare la generazione delle sezioni coniche
mediante Uomblogia.  « '_ . ;

402.-Se el piano Fil (Fig. 45) siavi un eireslo od uria
qualunque Alisse. s"immaginino tirale tutle le rette che dai
punti di questa ‘eueva coneorrono in_un punto fisso (S, 5) o=
slo fuori di quel piano , tali relle costiluiranno una superficie
denominata cono: ¢ se questa si laglia mrguh aliro pjano
qualsivoglia Q& h. la curva & intersgzione dicesi una sezione
tonica, ed ¢ 'pure una sezion conica ogni projezione Wi tal
curva: proponiamoci di deserivere* unacdi queste projezioni.
— Per maggior comodita supponiamo che il eoordinato verli-
eale sia perpendicolare ai.due piani predelti; nel- piano £
esista una lale ellisse che sia projétlala’ arizzontalmente nel
circolo A" M5 a, ciaseheduh punto % di questo circolo eor-
l_ﬂislmndi: la projeziong verticale w’, ed ¢ facilissimo vedere

come si delermini Tintersezione (M, m) della retta (S, s’y -

.col piano‘ Qa.lﬁ: per lal guisa si ollercanno quanli. punti si
vogliano ‘della ‘cercata projezione 4 M.
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103, Le due figure A'M":. AM % si dicono tea’loro
omologhe : vediamo come una (|I esse possa dedursi dali allra
apche senza adopérare le projezioni verlicali, solo che si co-
noseano due punti tra lorosomologhi 4" 4. llpunto ‘onologe
di un dato M deve trovarsi sulla retta 8" M’; di pid se la
relta & M incontri in i la velta, H K, prnJeznouc dell’ inter-
sezione dei piani in cui.si trovano le due figure obbietfive,
sarh una retta.anche la A5 poiché le obbiellive (S A4')
(SMM') sono in uno stesso piano, il quale & tagliato dal pia-
no Qah nella rella obbictliva projellala sulla A+ MH, — Ab-
biamo adunque i due principii, chg serviranno a derivare da
una figura una sua omologa: Due punti omaologhi sono in li-
nea vetla con un punto fisso, che dicesi centro d’o'mo.‘og:‘a
Dhe rette omologhe si tagliano sempre in qualche punto (h
une retta, che dicesi asse A vinologia,

404, In due figure omologhe, alquanle relle ¢oncorrenti in
un medesimo punto hanno “sgmpre per omologhe altre rette
concorrenti esse pure in un puritos ora se nel piano Qah vi
sieno delle rette parvallele (¢ parallele saraono pure le loro
- projezioni) i piani che passano per esse ¢ pel punto obbielli-

vo (S, s) Lomplenderinnn la rella a loro parallela eondolla
per quel punto, retla che'si projellera verticalmente nella si,
supposto che questa sia. parallela alla traccia hw: dal ehe ri-
sull.a chie le omologhe delle predeite parallele concorreranno
in un qualche punto di una relta i/ paraliela all'asse d’omo-
logia, Questa retla i f conlienc lalli i punti della figuta AW,
che sono omologhi a quelli della figura A M.... che sl'umo i
distanza infinita ; sicehé a huona ragione possono considerarsi
come apbartuu.nll ad una sola rella tulli i punti di un piano
che sono a dislanza infinita. — In simil modo tutti i punti a
distanza infinita della figura 4 M., hanno i loro omologhi
sopra una rella projezione orizzontald di quella che & projel-
tata verticalmente nel punto i, essendo s¥ parallela alla Irac-
g c1a ‘ih. — Nella figura si feee in guisa che iy riuscisse per-
pendicolare afla-fond ",o[:e:cm bed

gono i punti loghi di quelli che stanno all’infinito,
voineiddno in una sola 7i: la quale. in questo caso parlico-

le rette, cheé
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lare i lugia, sl# equidistante tra il eculru e I" asse dr
omologia.
+408. Polremo’ passare da una figura alla- sua omologa an-
che in un allro modo, che consisle in sostanza pell’adoperare,
in luogo di die punti omologhi A ', un puntv a distanza
"infiita ed il 'suo-omologo. — La rella ‘omologa della 'L,
oltre’ passare, pel punto L all'asse d’omologia, dev’es-
sere diretta al.punlo omologo di Z, che sla a distanza infinita
© profiriamente “sulla direzione della .87 percit la LM sard
pavallela alla. SF. Tnolire se la WK e ]urﬂlt’la alla ST, la
sua omologa-sard la KT; ed essa incontrerd la prima nel pun-
to M omolago di M. — Dalla proparzione IM:TK=1IL:IF,
nella quale ai lermini di- ciascan rapporlo. possono sostituirsi
e distanze dalla velta £i dei punti M K, L ar', risulla che:
Le digtanze dafla vetta Ii di duespunti omologhi M M han-
no prodotlo eostante. Per lnl molivo quella relta dicesi asse
d'inversione. :
106. Disegnod ® Deserigizmo i;rprimu luogo la curva omo-
loga: del cireolo 4 M’/ (Fig. 45), che locca la vella /i omo-
loga dei punti all’infinito dell’altra figura: percid la corva
cercata 4vri una tangente lulla situala= dislanza infinila; ea-
rallere questo distintivo Ji quella sezione conica, che dieesi
~parahola. — Suppanfnmo per maggior semplicith .che la ST
sia perpendicolare alla i, e che 'asse d'omologia, /K passi
pel centrg F del circolo. Per ciaschedun punto I del ciredlo
condurremo Lo MW LI, poi le MK LA parallele alla [F:
linalmente si laglierd la LM colla 7K, e si aved un puote I/
della parabola: - Per avere la tangente alla parabola, si con-
durrd M T tangente al circolo, ¢ dal punto T dove “essa in-
contra 'asse d’omologia si tliverd la 7M. — Se si volessero
determinare le inlersezioni della parabola con una dala rella,
si pmlel:hn determinaresla relta omologa della proposl'l po-
scia i punti omologhi di que]il nei quali ultima retla “taglia
il cireolo .
107, Essendo f 4'=2.TF sarh I.—f—’!’F'w Cnntloltc
le WP JF P perpendicolari alla 7.4 abbiamo ezmndm.
LR Y Y B Y o
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ora i) circolo da (P My=11. F 4, percid nella parabola
sari (PMy=IP. P A'=IP.1d'—IP.IE=IF(2.IP_IF), ¢
finalmente (PMyP=4.4F. 4P — 1l punle F dicesi il foco
delld parabola, — La precedente equazione di pure

o (FMp=(AF—4-AP), cioe FN=IP;
ogni punto della parabola ha'distanze wguaki dal foco dalla
. direttrice [i.— In quanto alla tangenle ¢ nolo che *

FFP=(IFy: P} poscin essgndo ([ Mj=2.1F.AP,
sari - Fr=IF Ip:PU=IPPH:24P,
ed LT={A—dP)PU:2AP, ciot LT:ML=PM:24P,
pereio: fa sottangenle PF @ doppia dell’aseissn AP,

108, Diseqno 2.° Ogniqualvolta il cireolo . M tagli la ret-
ta /i omologa di quella che sla all’infinilo; noi olerremo per
curva omologa un’ iperbole, — Prendiamo pér maggior sem-
plicita un eiveolo che abbia il eentro € (Fig. 46) in Iy colla
precedente eostruzione el raggio CM'E, — delle relle WK
LM perpendicolari all’asse d’omologia [ KL, — ¢ del rag-’
gio CKM, ogni punto M del eivcolo dard un'punto M di una
iperbola. — II punte 6 def cigeolo di -un punto all’infinite
dell’ iperbola, e se la tangente in G incontra I'asse d’omolo-
gia nel punlo /7 sarh CH uno degli assintati delViperbola.

109. Perpendicolarmente all’asse ' inversione CG ed al-
P'asse d’omologia H B, conduciamo la rutla'CA"ﬁ)f, e su di
essa caliamo Je perpendicolari AP M P dalle proporzioni

PH:PNW=CP:CR=CH:CP, .
¢ dall’equazione del circolo si deduce facilmente quella della
iperbola (PMp=(AB.CP:CAp—(A By, avendo posto in
luogo di Cf Ia sun uguale A B guidata parallclamente *alla
LH fino ad incontrare 1'assintoto. )

4140° Sall’asse” A, A delliperbola vi sono i fochi F' F, de-
terminali da CF=CF,=CE, i quali godono,di proprieti
affallo analoghe a quelle dei fochi dell’ellisse. — Si ha

FMN=(CP.CF:CA)=CA, FMN—=FN=4A4 ce.;
CA si diee il semiasse primario dell’iperbola, chiamandosi
semiasse secondurio una rella condolla pel centro € uguale e
parallela alla ¥ B. Conosecendo questi semiassi.si ha subito
Iassintolo, C B3 fallo € =4 B, lirala la B, e descritlo il
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circolo col raggio CA'=fH, si ha I'gsse d’omologia, ed il
circolo col cui mezzo wsegnammo a deserivere Iiperbola. —
Se fossero dali '-I.i-ua:,in!uli CB CQ (e quindi anche le dire-
zioni €2 CG dei semiassi), ¢ 1'iperbola dovesse passare per
un dato punto M, si dtlcrmmerchl:eru I"asse d'omelogia ed
il ciredlo omologe dsll'mc&-lnn!a conducendo parallelamente
agli asdl le PMQ ML, e tagliandd questultima ol eentro €
ed il raggio CL=PQ: ml‘alll le propdrzigni

CL:CH=CN:CK=CP: Lﬁ. Hp:CR= PQ CP
damno CL==PQ, g
che si hannosle direzioni degli atsintoli oguiqualvolta si eo-
nosea un idiametro CM ed il iliamelro seegndario ad
esso conjugalo. — Deb reslo conoscendo gli assintoli ed un
punto M dell’iperbola, questa pud facilmente costruirsi tiran-
do per J una qualungue corda M, el avver! tendo chc lanto
all” iperbola quanto at sisfeina dei suuf inloli apparteng
gli stessi diamelri, sicché le porzioni ME wu di quella cor-
da ecomprese lra 1'||;c|luola e gli assm[oll sono sempre tra loro
uguali.

Provesad 1L # o f{'cm'c gmﬂcnmeilte che fuori del piano
di wna sezidn c.mum vi sono infiniti punti, che hanno pro-
prictd analoghe a quelle déi suoi fochi.

141, Nel piano* coordinato orizzontale siavi Nellisse. A, BA
(Fig. 47)il courdinato verlicale passi per I'asse maggiore 4,4
& s i esso i deseriva Uiperbola coi verlici nei fochi £ F,
_dell’cllisse, ed i fochi nei verlici A A,:-sicché il seniiasse
secondario (.‘ﬁ di questa iperbola sia uguale al semiasse mi-
nore” C 1 dell’ ellisse (sono omesse le meta dell’ ellisse ¢ del-
Iiperbola che cadrebbero nelle regioni posteriore ed inferio-
re). — Le u;uazlom dell’ellisse ¢ dell’ iperbdla delerminano i
quadrali delle drdinate Mm @, che sommali col quadrata
di mp=_C@p—Cm, danno

He)=(CP.CA:CF)—(Cm.CF:CA).
Facilmente se ne, deduce che mantenendo fisso il punto (@)
dell” iperhola, le distanze da esso di tatti i ]Junl! dell’ ellisse
sono proporzionali alle distanze dei medesimi® punti da una
retla posta nel piano dell’ellisse e pavallela all’asse minore, la

cché CH=CG= HE . .k gidrnoto.

B . o I v, S > " R 5. oot e S =y
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cui posizinr]e dipende da quella del punfo @, che puo consi-
derarsi come un foco dell'cllisse. Ne viene pure, e toslo lo si
verifica graficamente, che seeli ad arbitrio sull’ iperbola i due
punti @, @, ¢ consideralili come due fochi dell’ ellisse, la
somma delle distanze da essi di un qualunque punto di que-
sta & costante, ¢ pereid uguale ad AQ-+-A@, . Se i due punli
@ @, si fossero presi in uno slesso ramo dell’iperbola savel-
bé costanle la differenza, anziché la somma, di quelle due di-
slanze.

112, In egual maniera due punti qual: s \oglmm dellel-
lisse possono prendersi pér fochi dell” iperbola, poiché le di-
stanze da quei due punli fissi di “eiascun punln dell*iperbola
hanno una differenza coslante: Se_per pio prendi per
fochi dell’ iperbola i punti W 4 sara (N@)—A 3_‘1}'1« —AF:
quindi se si '\'glihna le intersezioni dell’iperbola col circolo
avente il centro sull’asse primario in m ed il raggio =mf =
=m@, bastera lagliare tal cireolo coll’altro avente il centro
in A ed il raggio A@=ML=—MF+AF. — Ricorrendo
agli immaginarii ¢ facile estendere questa coslruzione alfa vi-
cerea delle intersezioni dell”iperbala, o dell’ellisse con ogni
circolo, ehe abbia il centro sullasse primario o maggiore: no-
teremo il solo” caso dellé inlersezioni dell’ellisse eon un cir-
colo eol centro in € ed un dato vaggio: questo si porli da #
in K e le due porzioni AK A K, dell'asse maggiore daranno
i raggl vellori: delle cercale mlorscxmm vale a dire le distan-
ze (i K dai.vertiei A,*A B sono uguali alle distanze di un
punto dell’ellisse dai tluc foehi e dal eentro.

143, Tdtti i punti dell’ellisse possono considerarsi come
fochi dell'iperbola anche solto queslo’ riguardo, che per un
punto gualungque @ dell’iperbola non sono gia sollanlo le
due rette @A @A, , che facciano ‘angoli uguali colla tan-
genle dell’iperbola nel ‘punto @, ma si béne tulle le relle
obbictlive (@pB) (¢ M) ec. Perloche ciaseuni. punto dell” iper-
bola pud esser vertiee di un cono rolondo che abibia per se-
zione la data ellisse .4, B 4. Riconosecremo graficanente la
giuslezza di questa asserzione livando la tangenle in° @, che
dimezza 'angolo A @ .4, , poscia facendo ruolare inlorno wl

Biriavins . n 5
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essa i varii punti dell’ ellisse fino a giungere sul piano verti-
cale, e vedremo che essi Hitli vanno a siluarsi sull’una o sul -
Paltra delle £ @A, —— Precisumente la slessa cosa pud
divsi i utti i punti dell’ iperbola riguardo a ciascuno del-
I'ellisse. — Mediante iperbola F2... potremo risolvere il
problema: Dato wn cono rotoude determinarne la sezione che
¢ wittale alla data elbisse 4, B 4+ basterd deserivere nel pia-
no dell’iperbola un arco di circolo che abbiala A, A per cor.
da, e i cui angoli inseritli sieno eguali all’ angelo formate da
due apotemi upposti del dato eono, I'intersezione di guesto
cireolo coll” iperbola determineri i posizione del” verlice del
cono vispetlo alla sua sedone” A, B4

114: Lellisse eV iperbola, cllu hanno le predtlle pl’u;:rlc-
ta vicendevoli, polrebbero divsi conjugale, ma, le diremo in-
veee necoppinte, giacehé si chiamano conjugate due iperbole,
quando I'asse primario di una é asse secondarj dell’ altea e
vieeversa, — Due parabole sono accoppiate quando sono si-
tuale in piani tra loro perpendicolari, ed il vertice dell’una ¢
foco dellaltra ¢ viceversa, Sard ulile esercizio verilicare gra-
ficamenle che a lali parabole si estendono le proprieta or ora
indicate per le allre due sczioni coniche tra loro oppiale::
e ehe in particolare la distanza obbiclliva di due punli presi
ad arbitrio sille due, parabole accoppiate supera la propria
projezione sull’ asse comung costantemente del (Iuppm della
-distanza lra i fochi delle due parabole, il che offre (come &
vedemmo per Iiperbola) un facile modo di determinare le
intersezioni della parabola coi eivcoli che hauno i centri sul-
Iasse. g
Provuona IV, Deserivere fe I;anr_jcu.n' o fe normali di wne
cHrea pana n‘ul‘u per punti. .

445, Nella Guumuu‘la descrittiva si ha lrc:;ucnte occasi e
di disegnare a mano la cueya, della qquale si ¢ determinato un
certo numero di punti: dev'essere studio del disegnalore sce-
gliere quei punti ehe mu«lm dimostrine I"andamento della cur-
vaee Iraceiare con esallezza un tale, andamento. Quande Ia
curva @ eosi descrilla si puo anche livarne approssimatamente
le langenti (nella pposizione che la loro rigorosa delermina-
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ziotie non possa d si dalle lizioni del probl dal
quale risultd quella curva): noHadimeno polranno giovare al-
cune regole per livare tali langenti indipendentemente dal

Iraceiato della curva, ehe passa pei dali punti; e cid anche se
la tangente o la normate debba condursi per un punto eslerno.

146, Disegua 1.° La curva debba passare pei dati punti
MMM, My e siovoglia determinare approssi-
walamente la tangente nel punto M: per questo punto si ti-
rine (Fig. 48) alquante secanti .lf‘ M, [f',.‘i'. J.fa'f'. MM, e,
¢ s di esse si prendano e lunghezze uguali MU, MU,
J." U, M. .., si deseriva a mano Ja- curva dei punli

NI , la-quale si tagli in X col circolo, che ha
iI ccnlru in J.." {.:I iI vaggio egiale alla peedetta M £7; sarh ap-
pr tamente MY La langente desiderata.

117, Drauyuo 2 ° Dati .nlqmnu punti M, M,... (Fig. 49)di
una eurva se ad essa vaol livarsi la tangente da un dato- pun-
to. esterno D, si liveragno te M U,, M, U,,... perpendico-
lari alle langenti delerminate col precedente metodo (§ 146),
oppure per altra via conoseiute: dal punio dato 2 si condur-
ranno ad angolo refllo con queste perpendicolari le DU, -ec.
¢ le curve U L‘ MM, deseril
no nel punto X, dw pulm wu:ult"
tatlo della tangente. :

8. Disegno 3.° S¢ pel dato punto 1} {Fig. 50) dee «con-
dursi una ‘normale alla curvic M, M M, (cioé una relta per-
pendicolare alln tangenle nel punlo in cui essa incontra la
curva) si suol suggerire la-medesima. precedenle costruzione,
lirando_peraltro.le M, U, ce. langenli anziché normali alla
curvaz ma in lal guisa lr --m\a LU, locea ld eurva MM,
percid riesce poco preeiso il loro punto cum'um Inveee si li-
rino ke N, ee. lulle inclinale di un dito angolo, che po-
tremos :slab re semirello, ed in uno b_l{.‘.‘.'SlJ senso sull
della curva, e dal punta £ si guidine le DI,
colarmente a quelle tang :
data nel punto X piede della normale abbas 'lld. da D,

119, Disegno 4. Se Ia lang la-data eurva ilev esse-
re ‘parallela a relta data. si prenderanno sulle tangenti M NV,

a mano si laglieran-
st come il punlo di con-

wgenti
: pendi-
laglierd la
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ec. (Fig. 51) delle porzioni lulte uguali, ¢ ad esse pure si fa-
ranno eguali le V, U/, . ce. parallele alla cercata Mangenle; la
eurva U, U,. . taglicvd la M, M, .. vel punto che ha la tan-
genle p:lr.ﬂlcla alla retta dala. :

120. Non sarh difficile intendere la ragione delle prece-
denli coslruzioni: le curye ausiliarie che si descrivono e che
tagliano Ia curva proposta nel punto- cercalo si chiamano cur-
ve di errore. — Per ¢sercizio si applicheranno fali costry-
gioni alle sezioni coniche, per le quali abbiamo gid insegnalo
a eondurre esallamente le langenli. .

Puonerns V., Trovare il vaggio di curmmm di una data
curva piana, e descriverne la seiluppata e la seiluppante. -

124, In un punte M di una curva (Fig. 52) sia condotta
nel suo medesimo piano la vetta M Q perpendicalare alla tan-
gente M7, cioé Ja normale della ¢urva: se immaginiamo una
serie di circoli che abbiano i centri sulla normale M@, che
passino tulli pel punto M, e che-inollre laglino la curva nei
punti M, M,.. . sempre piit vicini al punto M, il limite
di lulli questi cireoli dicesi il circolo osculatore della curva
nel punte M: siccome questo circolo & quello che pid s'avvi-
cina alla curva nei punti prossimi ad M, cosi esso ne deter-
mina la cureatura in M, ed il suo raggio R dicesi il ragjgio
di eurcatura. Ordinariamente parlando da uno dei lati del pun-
lo M la eurva & pit incurvala del civeolo osculatore, e dall’al-
tro lato'lo & meno: ne viene clic il circelo oseulatare taglia la
eurva rimanendone esterno dal lalo M, ed iterno dal lalo
M., mentre inveee li tangente M-I ¢ lulla esterna alla cur-
va. — Fra la curva ed il cireolo ogenlatore ha luogo un eon-
tallo pin intimo di quelto che ha hiogo colla tangente, esso
dicesi contatto del ,2.%ordine. 1l circolo oseulatore pud anche
definirsi quello ehe ha comini colla eurva tre punti infinita-
mente \'ieinjl_; se ne avesse quallro si direbbe che il conlatlo
¢ del 3. ordine: cid avviene per esempio nei. vertici delle
sezioni copiche; coli il civcolo osculatore é tullo ES[LI‘]}I.'I o
tutto inlerno alla curva.

122, Disegno 1.° Per _determinare apprusslmalamcnte u
cenlro di enrvatura in W (Fig. 52) dulla linea che passa ‘pei
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dali punli M, M _M,..., s tivi (§ £16) la normale Q) e su
di essa sin S, il ucnlro del cireolo che passa per M e per M,
(esso si lroverd facilmenle, dopo avere preso ad arbitrio il pun-
to Q, facentlo M, Q=M Q, ed MQ, =M, Q, poscia laglian-
do la MQ colla M, Q,); similmente sia &8, il centro del eir-
colo MM, ec.: perpendicolarmente alla W Q si prenda &, U,
cguale alla distanza del puito M, dalla normale MQ, ec, La
curva dei punti- I/ lraceiata a mano laglierd la.normale M Q
riel centro di curvatura B: infalli la §& relativa-al punto R
essendo nulla, sarid pur nulla la distanza Mm. del -punto. M
dal punto m, in cui il circolo di raggio R faglia la curva.

193. Disegno 2. Nelle, curve di nota legge il vnﬂgto di
curvalura’ pud eostruirsi esallamente; cosi nell’cllisse esso
¢ uguale alla terza proporzionale dopo la distanza del punto
A dal semidiametro eonjugato con CHf, e quello slesso se-
midiametro (*). Percid nella figura 43 il vaggio di curvalura
ER ¢ =(CDy:EH, elosi-pud costruire lirando le K, Q
QR paralicle alle’ € CK, . E nella figora 42 se €V & con-
jugato con Cf, abbassando su di esso la perpendicolare Mpe,
prendendo pry—=CN, poscia formando I'angolo rello Mye
sarh .g-.-MR il raggio di curvatura in M. — La parabola
ha per raggio di curvalura nel p:mlc generico M il doppio
della porzione di normale MV, che & ipotenusa del triangolo
rettangolo & [V 'vol vertice dell’ angolo rello nel foco F.

424, Oguni archello infipitesimo della eurva pud supporsi
coincidente col relativo eireolo osenlalore, ne vience che due
normali infinilamente vicine della eurva si tagliano nel cen-
fro del corrisponiiente cireolo latore. Tulle quesle inter-

sezioni delle normali infinitamente vicine, cioé tutli i centri

") Col metodo delle equipollenze {Veggasi la nota al § 100) =i giunge
direttamente @ questo generale teorema, che potrebbe dimostrarsi anche
eolla teoria degli infinitesimi: Se il punto generico M di una curva pia-
na sia riferito ad un punto Asso € mediante 1'equipollenza tra la retta
CM ed una funzione di rette costanti ¢ di una variabile indipendente £,
elerewe MT M U sicno equipollenti alle derivate prima e seconda
di tale funziene prese rispetto alla t, il raggio di curvatora m M sord la
terza proporzicnale alla distanza del punto ¥ dalla M 7, ed a questa
NT.
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di eurvalura formano una linea che si dice Leeoluta p svilup-
pata della ciirva proposta, ¢ questa per converso chiamasi
evolvente o sviluppante di quella. Siceome ogni normale della
-uluppantc @ lagliata dalle.due normali. infinitamente vicine
precedenle e seguente, cosi quella normale (:ompreudv due
punti infinitamente vieini della sviluppala; ¢ioé’é ad essa tan-
gente; Vevolita considerata solla®questo aspello dicesi inei-
fuppo di-tulle le normali della sviluppante.

425, Disegno 3." Tiraudo un numero sufficiente di nor, mah
della*dala cursa M, W M, (Fig. 53) si polrd deserivere a ma-
ne la s\'ilﬁppala che e la eurva B, A E, locemle lntle quelle ret-
te. Se inleressi di.delerminare con maggior precisione il punto
di contatlo B della M8, colla sviluppata: si opererd in mo-
do poco differenle dal § 122, ¢ pei punti S, ce. dove la nor-
male M., & incontrala dille allve, ¢ innalzeranno delle per-
pendicolari §, L), ee. eguali alle distanze dei punti 37, .
dalla M5, : dupu i chela eurva: U, I i
nel punto wercalo i

426, Quando inveee voglia eostruirsi una sviluppante del-
ia curva R A K, , bisognerd livare a quesla le tangenti. n,
RN, ee., e presa wl arbitrio la-lunghezza RN, le R, lf
iy My ee.. si faranno uguali a quella AW aumentata rispetli-
vamenle degli avehi KR, F R, ec., mentre inveee le £, ce.
ne saranno minori degli archi IH? ce. Oral'archello &R, di
una eurva puo porsi sensibilmente eguale-a CH +c: 240,
essendo ¢ la corda R, ed » il vaggio di eurvatura  dell’ arco
R R, baslerd determinare ad oechio :Iuesln raggio, ed assien-
rarsi che sia traseurabile. I'errore ¢hé si commelle |1|1n:!emln
la_corda in luogo dell’arco. v

Proserwa Y1 Trovare In mi-erh.- la wovmale, il piann
normale, In rurm-‘rrm ed il piano osenlatore rh wne enrea
qobiba.

427, Se una curva piana-o goblm {t; 80) (AMNE) ¢ data
me(h.'mlc lee sue projezioni AMNE am nb (non occorre aver
solt’oechio aleuna figura) sui piani’ coordinati. & palese che la
secanle obbiettiva (M. i n) ba sempre le projezioni MV mn
Per quanto vicini si suppongana i punti (W, m) (¥, ). e
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pereio ancllc quando si giunge al limite corrispondente alla
la 1 le della eurva obbieltiva ba le sue
lnuju,mm I'mgmll alle projezioni della eurva, ed anche il
punto di contatlo obbietlive ha le projezioni nei punti-di con-
tatto delle projezioni. — Nel caso chie una curva gobba abbia
una_sua tangente perpendicolaie ad uno dei piani coordinati,
la projezione di quedta si viduce ad un punlo, e pereid essa
pitt non delermina la tangente della projezione della curvas
ma viceversa-la conoseenza dellu tankenti.delle curve projelte
baslera anche in questo caso a determinare la langente della
curva ohhu.lh\m poiche quando una di quelle-¢ ]KT[:eudnw
lare alla fondamentale, la langente della curva obbieltiva ¢
p:,rpentlieol'lre ad uno dei piani coord 5 che se poi ambe-
due quelle- tangenti fossero perpendicolari alla f 1 Lal
blsogmrchhe ricorrere al lerzo piano voordinato. —- Tutte le
perpendicolari alla in un dato punld di-upa curva
gobba formano il piano che dicesi mormaele alla curva; facile
sarh egslruirne le tracee mediante il § 47,

128, Tre punti infinilamente vieini di una eurva determi-
nano il circolo oscnlatore quand’ anche essa sia golibas ed il
piano di questo circolo si dice il piano osculatore della curva
nel punto di eui si fralla. — Quando si_harmo* le projezioni
di una curva, se essn & piana, col mezzo di tre suoi punti
quali si vogliano si delery mo le tracee del piano che
la comprende: ma se essa & gobba, per avere il piane oseu-
lalore in un dato punlo, poca precisione si aveebbe, adoperan-
dao tre punli vieinissimi: inveee si potrd determinare la trac-
cia orizzontale T della tangente nel dato punto della eurva
gobba, poscia le racee orizzontali 7.8, 78, ce di alquanti
piani che comprendano quella tangente ed sleuni punti della
eurva poeo diseosti dal punto proposlo; con un !'iggm arbi-
trario e col centro ¥ si deseriv Fareo S,.5,... (facile ¢
I'immaginare la figura) e sui raggi T8, ec. s |m-n=1cmnnn
le porzioni &, L, ee. eguali alle distanze del punlo proposto
dai punti della eurva ehe si trovano vispeltivamente sui piani
delle tracee 7'S, ., ec.: nolando bene di prendere le S, &)
8, U, ee. sni ragzi verso il centro T o sulle lore prolunga-
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gioni secondo che quei punti sono sulla curva dall’'uno o dal-
I'altro lalo del pumu'prpasto; fa-curva d'errore U, U, ta-
g,'[icr.i il circola in X, ¢ TX snr&.appm&siuwumenle. la llraneia
arizzontale del cercalo piano osculatore, Dalla traccia orizzon-
tale si deduee la verticale, loché il piano dseulatore com-
prende la langenle. ) .

129, Determinalo il piano osculatoré, se si voglia rovare
il circolo osculalore, ¢ quindi il raggio di curvatura della dala
enrva goliba, bisogneri projeltare questa curva sul piano oscu-
latore, e descritla la rappresentazione di lal projezione se ne
troveri poscia il cireolo oseulatore col processo del §422, —
Il centro del circolo vseulatore si trova sulla intersezione del
piano normale ¢ del piano osculalore, Ja quale dicesi la nor-
male della curva; pel medesimo cenlro passa pure Fasse della
curva (nel punto di cbi si tralta), ehe & Iintersezione di due
piani normali infinilamente yicini, ed ¢ perpendicolare al pia-
no osculatore. — Nelle curve gobbe ollre la curvatura dipep-
dente dall’ sllontanamento della curva dalla sua tangente, dee
nolarsi anche la tarsione dipendente dall’allont lo della
slessa dal suo piano osculalore. La cuevalura ¢ misurala dal
rapporto fra I"angolo di contingenza compreso fra due langenti
infinitamente vi¢ine e la lunghezza del corrispondente archetto
della curva; la lorsione ¢ misurata dal rapporto fra il dicdro
di torsione compreso Ira due piani osculatori Jnfinitamente vi-
cini e quel medesimo archelto infinilesi

Nota al Cap. 1. del Litvo 11,

Nella Notu alla fine del Cap: 11, del Libro §. e nel §102 e
seg. abbiamo vedulo qualehe esempio di quel fecondissimo
prineipio. con eui le proprield di.una ligura si derivano da
quelle di’una sua prospettiva, intendendo per prospettiva una
maniera di projezione pin generale i quella che si usa nella
l:"xeurnclriu deserilliva; perche eseguita con relle o raggi pro-
jflllalfli,,t‘lll!, nen sol le esseve obbliqui al piano, su
cui si esl:gufsm la projezione, ma eziandio, anziché paralleli ,
divergenti da un punto, il Quale dicesi centro di projesione
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o di prospettiva. —— Lo sviluppare anche in parte questo va-
shssunu argomento ¢i trarrebbe troppo lungi dal nostro. sco-
po: ne faremo qualche rapido cenno, non pér appagare, ma
per eccitare la curiosita di chi brami avere almeno una idea
delle parti pitt importanti delfa Geomelria Superioré.

Tra una figura piana cd una sua prospeltiva ha luogo una
relazione ehe dicesi di collineazione, per la quale se in una
figura si abbiano dei punti in linea relta, saranno pure in li-
nea rella i punti corrispondenti nella figura collineare, ¢ se
in und figura alquanle retle concorrano in un medesimo punto,
lo stesso sard delle loro corvispondenti nella figura collineare.
Anche le figure omologhe, guali le abbiamo definite al §103,
sono ra laro ‘eollineari. —- La collincazione & pili generale
della affiniti, nella quale a retle parallele corvispondono sem-
pre relte paralicles il ehe pud esprimersi dol dive che alla rella,
che virtualmente contiene tulli-i punti all'infinite di una fi-
gura, rigponde nella figura affine la w.t!a |ll.|:| essa siluata
allinfinito, La prospelliva di origine ad una Fgura aITJne
quando le relle prejettanti, che uniscono i punti corrispond
delle due figure piane, sono parallele. — La snmrhnuime €
un caso parlicolare della affinitd, come quesia lo & della col=
fineazione. Le figure simili nella posizione di omologia sono
omotcliché (pag. 36).

Le refazioni rigunardanti I'allineamento -:]| alguanti punti, o il
comune incontro di alquante relle, si dicono relazioni grafiche;
e sono invece relazioni melriche quelle che si viferiscone alle
lunghezze ed in generale alle grandezze. — Sono relarioni
melriche delle figure simili, I'nguaglianza dcg!n angoli, Ia pro-
porzionalith delle lunghezze. ee. — La principale r
melrica delle Ilgml. affini si @ che i vapporti delle relle pa-
rallele si conservang gli slessi da una figura all’allra, — Molto
meno semplici sone le relazioni melriche che si conservano da
una figura ad una sua collineare: esaminiamo due figure nella
lovo posizione prospettiva, quali sono le obbiellive (A4 BC...)
(A BC, . 54}, o nelia posizione di omologia, come le
AB A K. Chismale p p le distanze del eentro d'omo-
logia .5 da due relle omologhe 4B A'E < ha




. 2B p=8A.SBsndSE,

AR p=S4".58. sen ASH,
percio AR A B=85A4 .58 SA 5B p3
o due prodolti ditali rapporti saranno.necessariamente uguali
se conlengano le stesse lellere @ le stesse divézioni di rette.
Cosi, per esempio; s sui lati di un Iri jangolo A BC sieno po-
sti_rispettivamente i punti &V L M i due rapporli  +
AN.BL.CM:AN.BL.CM, BN.CLAM: BN .CLAW
saranio nguali, perehé contengono le sfesse lellere e le stesse
refte; quindi il rapporto AN BL CM: BN.C L. A M man-
tiene. 1o slesso valore in lutle e figure Ira laro collineari. Da
¢id si-traggono due importanti leoremi.

Teonehia 1, 82 i lati del triangolo A BC sono tagliati da
una rvetta NLM, i lovo sei segmenti danpo i die prodotti
nguali AN.BL.CM=BN CL. AN TInfatli noi possiamo
supporre che nella figura collineare A” B € queHa velta passi
a distanza infinita, sicehé le lunghezze’ 4N BV ambedue
infinile, e colla g!llfnrwm finita A" B, abbiano jI vapporlo
1:4; e sia lo stesso delle 8L CL, e delle O AW~
Mediante queslo teorema st pud, senza misurare aletin angolo
e senza tirare relte parallele delcrminni'l, la distanza , sup-
posta i ibile, A V: g ¢ il r i

AN:BN=CL.AN: J?L ca, .
(misurata anche la 4 B) darh facilmente le, 4N BXN. ’
" Treoneua 1L Se i lati del triangolo A B.C sono tagliati da
tre rette che dai vertici vanno ad wn punto comune 0, i sei
seqmenti dei lati formano i prodotti wyuali
: AN.BP.CM=BN.CP.AM.
Poiché se immaginiamo una figura collineare della precedente,
nella quale passing a dislanza infinila l'|u|= N, di (|ul,-
puali, le A B €' O saranno parallele, cosi pure le A €
B'0’; e saranno uguali le infinite AN BN cleCW AN:
pereid nella figura AR C' P sussislerh qucih auagli di
prodolli s e per gli stabiliti principii essa si verilicheri anche
nella figura primiliva. — Nei casi dei due predetli leoremi si
dicono involuzioni quelle formate dai punti A N B LG W, op-
pire ANBPCM: esse potranno distinguersi. dicendo la
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prima involuzione positiva e la secomda negativa, poiche,ove
si lenga eonto-delle divezioni in cui sono prese le rette, si ha

AN.BP.CM=—=BN. (.PA'U )

A tultici punti a distanza infinita della figura A" B'€ cor-
rispondono come loghi i punti della retta Ti: viceversa
ipunti a distanza infinita della figura A B C sono omologhi a
quelli della vella J £, Considerando le figure omologhe come
projezioni di due figure prospellive, poste sui piani /il Qah,
e lagliando questi piani con altei a loro paralleli condotii pel
cenlro di prospelliva ¢S, s) si-scol the quelle dae retle eor-
rispondenti alle projezioni vert i sono parallele al-
Passe d'omologiu #K, e che la distanza del centro’d’ omolo-
gia dalla /i ¢ nguale alla distanza della J*E dall’asse d’o-
mologia HK. — Le distanze’ del punto qualsivoglia A dalla
Ti, ¢ del suo-omologo A" dalla J°£' sono_inversamente pro-
porgionali : ¢idr risulla dal leorema che i lati.del parallelogram-
mo sily sono fagliali da- ogoi rvella saa’ in guisa che
fa.Wa =ih.whe per questa ragione e due relles [# JE
si dicono (§ 106) gli assi & inversione delle due figure omo-
laghe. ) :

Lo Steiner mosled t||1anl1 eleganza ¢ genevalith acquisti la
Geomelria cqlla considerazione delle figure elementariz quali
sono una serie di punti in linea retta, od una serie di_ raggi
parten(i da un punto comune: per fissare meglio ke idee da-
remo alla prima di quesle serie il nome di punteggiata (Ge-
rade dello Steiner) (), ed alla seconda serie il nome di stella
{ebéne Strahibiischel). Le punteggiate che appartenendo a due
figure collinéari tra loro si corrispondono, sono csse pure col-
lineari: dicasi lo slesso delle stelle corvispondenti in due fi-
gure collineari. — Nelle figure affini le punteggiate corrispon-
denti sono simili, cioé le (llsl.]nze tra i punti che cosliluisco-
no le punleggiale sono lulle propsrzionalizle slelle corrispon-
denti sono soltanto collingari - — Nelle figure simili le pun-

.

(*) Alle punteggiate io diedi il nome di RETTE in un Saggio di Geo-
metria derivata inserito nel Vol IV. dei \m.\l Sangi dell’ Accademia di
Padova. 1836,
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teggiate sono simili, e le stelle sono ugualis l_!iﬂ'?ﬂhf‘-' non &i ha
mai aleun riguardo alle lunghezze dei raggi.di una stella, e
mltmlh si considerana le Toro rispellive inelinazioni. "

Essendoché in due figur'e collineari esistono sempre gli assi
d”inversione (che di sopra delerminammo pel c.’u_solche tali ‘ﬁ-
gure sieno nella,pasizione di prospclli"a nppurc di onfolng,‘ : ).
in due punteggiate collineari esisteranno i due cer:m‘rt'm-
versione | E rispellivamente corrispondenti “ai -punti a di-
tlanza infinita dell’altra punteggiata; ¢ le distanze da-essi di
due plnli corrispondenti .4 A avranno il prodotto eoslan-
te 14.E4°. i A o

Una punteggiata ed una stella si dicono tra loro prospetti-
ve,-se tutli i raggi della stella passano - rispetlivamente gci
punti della punteggiata. — 3 palese che duc punteggiate pro-
speltive ad una medesima slella sono tra loro collineari, giac-
¢hé una delle punteggiale pud considerarsi come la prospetli-
va dell’altra, il centro di prospeitiva essendo il centro -della
stella: — Anche due stélle prospellive ad una medesima pun-
leggiata sono collineari; -poiché esse sono emologhe rispello
all’ asse d’omologia, che passa per tulli i punti della punfeg-
giata. — In generale due punteggiale prospellive a due stelle
collineari sono’ collinearis dicasi lo stesso di due stelle pro-
speltive a due punleggidle collineari.

_Coi principii della Geomelria di derivazione'si dimostrano
facilmente due teoremi importanti e mollo generali,

Troneus I Se in un piano si abbiano due punteggiate
collineari, tutte le vette che uniscono i loro punti corrispoi-
denti o s'incontrano in uno stesso punto (nel qual caso quelle
punleggiale sono prospeltive), o sono tutte tangenti ad wna
sezion conica, che tocca anche le vette delle punteqyiate.

Teonena IV, Se in un piano vi sieno due stelle collineari,
(utli i punti & intersezione dei loro raggi corrispondenti o
sono in linea retta o appartengono ad una sezion conica, che
passa pei centri delle Jue stelle,

Corollarii. 4.° Se duc punteggiate sono simili, al punto al-
Vinfinite dell’ una corvisponde il punto all’ infinito dell” alira.
-percid la rell che Ii unisce e ehe & una tangente della serione
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conica sla lulla & distanza infinita, quindi (§ 106) la curva é
una par.nhola e si ha il modo usitalissimo di deseriverla | prens
dendo sopra.ama delle tangenti le parli 44 T11 ce. (Fig. 55)
proporzionali alle A1 1 2 ce. prese sull’alira (e che possono
essere lulte fra loro uguah} poscia Lracciando la eurva che
tocea lulte le rette T 112 ‘ee. Y
2.¥1 raggi-di due stelle.uguali s mtcmeano per un teo-
rema di Geomelria elementare iei punti di un cifeolos il
quale Tacilmente i deserive sul-terreno quando in A cd.in
B si abbiano (Fig..56) due grafomelri per formare ‘gli angoli
uguali BAM=TAMN, BA M=TAM, cc.y sicche i raggi
che parlnno dai centri A B costiluiscono due stelle uguall
3.° §i formino due punleggisle simili 4123... [HHI..
(Fig. 57, 58) (prendendo per brevith

o 49=23=..., HI=NINI=..) .
le stelle cof eentri A A4, pmspellne a quelle punteggiate, 4:!0&
formate dai raggi A4, A4 LA, A, ... saranno ¢ol-

lincari, e percio le loro inlcrsczioni-eusliluirauuo una sezion
conica, che pagserd pei centri A A, delle due stelle. — Se 0
sia il punto corrispondente a quello O in cui la puulegglata
T H ... & tagliala dalla vetta A4, , la A0 sard tangente alla
sezion conica m A : siniilmenle se la A A, incontri la pun-
teggiata 12... nel punto situato a dmlansn infinita, la langen-
tein A, sara parallela alla 777 .. .z pereid sela 4 2..

|1al‘.llleld alla A, A, e la Tl sla paralln.]a alla A0, sari
AA, un diametro della sezion coniga, ¢ s¢- A, 0= OA o
ne sard- il eenlro. — Se .inollre, come nella ﬁgura .'l'?, il
punjo B apparteriente alle due punleggiale corrisponda a $¢
medesima, cioé sia 04: 07=0H:0R8, la sezion ‘coniea pgs-
seri anche per B,.ed OF sard il semidiamelro’ conjugalo
con OA. Per tal manicga traguardando dai punti fissi 4 4,
a paline equidislanti'disposli- sul semidiamelro OB & sulla
tangente B0 sar facile tracciare sul lerreno il quarto d’el-
lisse AMB: polremo descrivere 'lulla 1" ellisse disponendo
le paline sul dinmetro BB, e sulle due {angenti parallele ed
uguali al diametro conjugato 4, 4. — Se invece, come nella
figura 8. al punlo B corrisponde nella punteggiata /4. il
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punto. 8, tale che B, O0=08, i raggi l:m‘ris?un.deuli AR
o, ,Bll delle due stelle sono, nelle fatle sapposizioni; paralleli,
cioé concorrenti ad un punto all'infinite della-earva, ossia
paralleli ad un.assintoto dell iperbola, di cui ;l:.-l ] lfn dia-
metro primario, ¢ 8, il suo diametro secondario conjugalo.
4.° Tulle le tangenli dell’cllisse- A, N A (Fig. 57) polranne
“determinarsi mediante le loro intersézioni colle due langenti
fisse AL B, I, le quali itersezioni formeranno cosi le due
punteggiate 4, L.... al,.., che non saranno simili, ma sol-
taito collineari. Per. trovare una, relazione melrica tra i punti
corrispondenti L ! notlamo chie ai punti £ A, L e ed al punto
-a distariza .iul‘l'(i'ila della prima puntegziata debbono rispelli:
corrispondere nella-seconda il punto all’ intinito ed
i punti a { B, e, perché le 2B (parallela alla B.lyd, a Li
aB, de (parallela alla 24, L) sono langenti all’ellisse; essendo
adunque £ e i centri d'fnversione delle due punitggiale sara
ILel=IA, .ci=1Id.cB.. o '

5. Si pud descrivere la-sezione conica che passa per cin-
que punfi con soli aliineamenti , senza prendery aleuna misu-
ra, mediante il teorema del Pascal, pel quale: fn ogni esago-
5o A BCDEM inscritto in una sezion conica i (re pundi di
incontro S e a dei lati opposti sono in linet vetta. Possia-
mo dimnstrarl_u osservando che tolli i 'rn{_.fgi Passanli pel pun-
to S formano‘sulle due relte €D CR 1o punteggiate Ca .
Ce. " che per essere prospettive sono collineari: le due stelle
coi centri 4. £ formate dy \rthi | raggi Aa Ee sono tra lore
collincari perché prospettive a due puriteggiate collineari. quin-
di esse danno eo loro punti d'intersézione W una seziome co~
nica; e facilmegle si riconosce che essa olire passare pei cen-
trid E delle due stelle, passa anche pei punti B € . —
La-figura 60 mostra come I slessa woslruzione si applichi 4l
cisd élie la sezion conica debby avere'nei punti . £ date
tangenli, cd inoltre debba pass re pel punto.C. — B nella fi-
‘gura 61 si vede come si Weseriva la parabola, di eui si cono-
Seono i tre punti A8 € ¢ lIa divezione Cif dei diametri =
¥i si suppone che i punti D E della tignra 59 -eoincidano in-

“sieme nel punfo della pavabola ;

che sta a distanai igfinits




(sicehe laorettd DES sia quelia tangente a L!iailim!il-iil nita che
spella ad ogni parabola), quindi- per cinscuna va parallela alla
A B si tiveranno § due vaggi A e W (parallelo & Ca) e si
i un punto della ce i, == (uesle: coslrozioni i
pessono mulare in varie guise. e w, i

.
(CAP. 1L :

Generazivne defle superficie ¢ loro descrizione grafica. -

130. Come le lin )0SSON0 SUPPOrSi gentrdtL dal movi-
menlo di un punle, cosi dal movimento delle linee pn&suno
rale Ic supe: Iu.':c 1‘.\t| w.oudo ca;.w 1lera.1ll‘0 ri-

a slessa supcr[ ic pud supporsi *rqcrnta in infi-
niti modi diversi: bisogna poi che per eiaseuna poslzmne della
iee questy sia una linea |ltl.,]'l-ll.'|1f.:n|l. [lelcmunagn, ciog
se ne conosea lie pusizione ed anche la forma (in quante que-
sla fosse variabile). Talvolla la posizione e grandezza della ge-
neratrite si fa dipendere da una o pid-linge che restano im-
mobili, ¢ ehe diconsi diketivici. Avviene eziandio che si possa
generare Ta medesima supe supponendo che si muova la
linga da prima assanta per diretlrice, ¢ che percio questy di-
venga la generatrice; sicehe le qualilicazioni di generatrice e
di diretlrice non sono assolule; ma soltanto rélative al, modo
con cui si suppun : generaly ki seperficie, Gli esempii meglio
mastreranno Vuso dT fali yoeaboli, — Divemo in seguito guali
generatrici prendano talora il nome di cavatteristiche: le ca-
ralleristiche che noi considereremo saranno le linee rellg e le
cireolari, le pl’i'mu apparlencndo alle superficie sviluppabili, e
leseconde alle super! !Ic:c rolonde ed alle superficie-tubi.

131 Se una Hnea retfa si muove passando suceessivamente
pei varii punli di una eiveonferenzn di circolo, ¢ mantenen-
dosi sempre perpendicolare.af piano di queslo cirealo. quella
rella genera la superficie d'ui eilindro, ed & per queste che
lutle le iite posizioni della reda si dicono le generatrici
della superficie. ed il circalo si chiama la direttrice. La mede-
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sima Superfitie si_pud supporre generala dal wloto di un cir-
eolo ¢he si manlenga sempre: pimallelo a s¢ medesimo ¢ che
vada seorrendo fri due relte perpendicolari al suo plano, sullo
ques'lo aspello.i circoli possono considerarsi come le linve ge-
ngratrici e le due relte vome Je direllrici; peraliro quesie ul-
time inazioni ron si sogli mflnptrm'c. ed # ellindro
si considera generato nel primo modo, — Il nome di super-
[ficie cilindricn, & per brevith quello di eilindro, si di anche
ad altre supen‘]clc piti generali della precedente; purché pos-
sano supporsi generale da retle paraltele che vadano scorren:
do pei punli di una eorva gualunque; le relte sono le gene-
ratrici caratteristiche del eilindro; quella curva ne é la di-
reftrice. B ﬁalg_:sc che un medesimo cilindro ba infinile.diret-
Irici, non. essendo necessario che la diveltrice sia perpendico-
Tare alie generar.ncl e nemmeno che essa sia uba curva |u:ma

132, Sc una ‘rella, passando per un-punto fisso, pam inol-
tre woccsswamenlc le punti di una:linea cueva (il cui piano
non comprenda il punto fisso) essa geoera una superficie co-
nica, che piti brevemente diremo un eoio, Tulle le successive
posizioni della rella mobile sono le eapatteristiche del cono:
Ta linea che ne regola il movimento & una direttiice, il punlo
per cui passano-tulle le .generalvici carnl(msllelw il verti-
ce del cono. -

133, Quando_unalinea ruota intoino ad un asse in modo
che talti i suof punti‘desexivano. dei- cireoli av |.||u i cenlri-su
quell’asse ed i piani paralleli, “essa gencra upa super f,cie di
rivolusione, che per ispeditezza di lingtaggio diremo super-
.ﬁms rotonda: cosi se per esempio-la linea ¢ una rellz posla
in uno stesso piano coll’ wsse di rofaziond la superficie genc-
rala ¢ un cilindro od un cono rolondo - quali si considerano
nella Geomelria elementare: e se un tircolo ruota intorno ad
un suo diamelro esso gcncrn una sfeta, — Sc SO una si-
perficie rotonda si segna-una qualunque linea, che tagli tutli-i
ciréoli paralleli, essa pud prendersi come generatrice della su-
perficie: ma piu- speciali $i prende per generatrice quella
curva nella’quale la superficie ¢ tagliata da un piano qualun-
que condollo per I'asse. Essa'si chiama linea méridiana. ¢
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meridiani si dicono tulle le posizioni di questa generatrice.—
Del resto nelle superficie rolonde si pud prendere per gene-
ralrice anche un circolo, e supporre che si muova in modo
che il suo centro seorra sullasse ed il piano vi rimanga sem-
pre perpendicolare, e che la grandezza del circolo vada mu-
tandosi in guisa che la sua circonferenza lagli coslantemente
una delle predelle generatrici, che in lal caso fard I’ afficio i
direllrice, ed i eircoli si diranno le generalrici caratteristiche,
perché carallerizzano la natura delle superficie rotonde.

134. Qualunque sia la superficic che . voglia descriversi
graficamente, bisognerd delineare tnllo quanlo oceorra per po-
ter condurre una qualunque delle sue generalrici appartenen-
te a quel modo di generazione che si avrh seello come il piti
opportune. Si polranno anche segnare le projezioni di alquan-
te generalrici, ma in ¢id vi vorrd una cerla inisura, poiché
un soverchio numero di projezioni renderehbe confuso il di-
segno: nel tracciare tali projezioni gioverd seguire i precelti
gii dali (§ 15) per distinguere quelle porzioni di linee ¢l
rispello all'uno o all’allro dei piani eoordinati rimangono co-
perte dalla superficie di cui si tratla. od almeno da quella sua
porzione ehe si suppone esislere. — Se fossero descrille le
projezioni su un piano coordinato di tulle le generalrici della
proposta superficie, esse in molti casi non coprirebbero tutto
intero il piano coordinato, ciod vi sarebbero delle porzioni di
questo, nelle quali non cadrebbe aleuna projezione di gene-
ralrice, mentre altre porzioni sarebbero tutle coperle da lali
projezioni: le linee che separano queste due specie di porzioni
del piano coordinato si dicono il contorne apparente della
proposta superficie. — T contorni apparenti nei due piani
coordinali contribuiranno a far meglio intendere la forma del-
la superficie. — Quando questa lrapassa il piano coordinato
sard pur da deseriverne la lraceia, la quale in qualche mo-
do forma parte del eontorno apparente (specialmente se sj
traseuri fa porzione di superficie che sta al di 13 del piang
eoordinato); nulladimeno a questa traceia non daremo il nome
di contorno apparente. poiché essa ne differisee per una es-.
senziale proprieta, come diremi parlando dei piani tangenziali,

Brieavims v, p. L
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135. Uno dei primi problemi da risolversi mediante il di-
segno di una superficie <arh stabilire la corrispondenza fra le
due projezioni di uno stesso punto appartenente alla superfi-
cie: a tal fine si deseviveranno le due projexioni di guella ge-
ner’atrlm che passa pel punto obbietlivo, e siccome su quelle
projezioni dovranno (rovarsi le prajezioni del punto, u‘nsi sari
poi facile stabilirne la corrispondenza mediante la t:ulll:l rella
perpendicolare alla fondamentale. — I dati precetli non var-
rebbero per le superfieie di cui non si conoseesse aleun mo-
do geomelrico di generazione: allora per deserivere la super-
ficie non vi sarebbe altro mezzo che disegnare le projézioni
di un gran numero di linee ad essa appartenenti. indicando
yuali sieno le projezioni corrispondenti ad una medesima li-
nea obbicltiva; ma questa specie di superficic non forma og-
gello dei presenti studii, e soltanto avremo oeeasione di par-
larne nelle applicazioni della Geometria descrilliva.

Provcews I Descrivere una superficie sferica.

186, Pochissimo si richiede per rappresentare una sfera
che & pienamente determinata quando se ne conoseono il cen-
tro ed il raggio. onde se sui due piani coordinali si descriva-
no con questo raggio due eircoli ¢he abbiano per cenlri le
projezioni dél centro della sfera, questa sard bastantemente
rappresentala. — 1 cireoli predetli sono i contorni apparenti
della sfera secondo che essa @ riguardata in faccia ad uno od
all’altro dei piani coordinati da un osservatore supposto a di-
slanza infinila; ed & palese che le projezioni i tulli i punti della
superficie eadono dentro di quei due cireoli. — Ricordando
che la sfera pud esser generata dalla rolazione di un suo eir-
colo massimo intorno ad un suo diametro qualunque, ci sard
facile descriverne le fracee sui piani eoordinali, ed inollre
quante generalriei si vogliane della medesima; ¢ col mezzo
delle generatrici si polranno delerminare le projezioni corri-
spondenti dei punti della sfera. Le generatrici quanlundque eir-
colari | avere le projezioni ellittiche e quindi pii mal-
agevoli da deserivere: queste si doveanno per conseguenza
-sehivare, e, o scegliere per generalriei i civeoli deseritli sulla
sfera che hanno una projezione’ circolare e I"allra retlilinea.
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o adoperare la rappresenlazione di una generalrvice anziché Ia
sua projezione.

187, Disequo. La sfera rappresentata da due circoli uguali
AMA, ax'a, (Fig.-62) ha il centro in (C,c), quei due cireoli
ne sono i contorni apparenliz siceome il secondo laglia la fon-
damentale, cosi la porzione e e che cade al di solto del piano
orizzontale ¢ segnala a punli: facilmenle se ne ricava la lrae-
cia origzontale £ £ della sfeva, — Per lrovare le projezioni
verlicali dei punti della sfera projettali in X, si consideri il
circolo massimo ¢he ¢ projetlalo sul diamelro C X, la sua pro-
jezione verlicale € un’ellisse: ma se immaginiamo che esso
giri intorno al diamelro verticale fine a prendere la posizione
A A, la sua projezione sard allora il circolo a2’n, , che sari
anche rappresentazione del cireolo di eni si ralla: dopo il
suddetlo giro i punti projetlati in X lo sono invece in A7, ed
¢ quindi facile rovarne le rappresentazioni x° x, che poseia
daranno le projezioni verticali x x, corrispondenti ad X' —
Invece potremo considerare il*circolo della sfera che & projet-
tato sulla corda MM, lolla per X parallel le alla fon-
1 tale, la sua projezione verticale sara il circolo mam,,
sul quale si delermineranno immediatamente i punli corri-
spondenti ad X. 1 circolo maxm, & deserillo a tratto interrol-
lo perché esso riesce invisibile all’osservalore che guarda con-
tro al piano coordinato’ verticale. — Se vogliamo adoperare i
circoli che si projeltano nel cireolo XX, vedremo che essi
sono projettali verlicalmente nelle rélle 'z x"x, e saremo
ricondolli alla stessa penullima coslruzione. — Finalmenle
per rappresenlare il cireolo projetiato in €4 si puo adope-
rare il eircolo gid deserilto sul piano orizzontale, immaginan-
do che il primo giri fino a ridursi orizzontale: allora X™ X"
rappresenteranno i cercali punii, dei quali si avrannoe le pro-
Jezioni verticali facendo ’{.r:i:r.=}f X”.

Provcesa 1L Descricere una superficie conica conoscendo-
ne il vertice e la divett ice

138 Sari facile deserivere le projezioni di quanle si vo-
gliano generatrici caralleristiche della superficie. le quali sono
le relle condotle pel dato verlice ¢ per ciaseun punto della
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divettrice: le intersezioni di queste generalrici coi piani coor
dinali daranuo le tracee del cono. — Fra tulle le generatrici
projettate sopra uno dei piani coordinali gsserveremo ehe re-
quentemente ve ne sono alcune che formano il contorno ap-
parente. — Sulle projezioni di una stessa se_nerairlce si ‘h:u-
veranno le projezioni corrispondenti dei |1}|nt_| _dc_ll_a =i|:|)ur|llcuf.
-— In riguardo alla distinzione delle parti visibili dalle invi-
sibili (§ 15) si osservi che gquando si suppone che le genera-
triei sieno infinilamente prolungale da ambedue le parti del
vertice (il che & propriamente richicsto dalla natura della su-
perficie conica) avviene talvolta che una qi l|u('5le)l'u|du della
superficie copra per intero tulla Ja porzione detr alt!'a f:-l:fa
che rimane al di sopra e al di qua dei piani coordinali, sicché
non vi sia pint luogo ad aleuna distinzione fra le parti vi
ed invisibili di questa sceonda falda: potrd dunque
vantaggioso supporre che della supericig conica esisla sol
una parte, o che una delle falde non influisca nel rendere in-
visibile I'altra falda. .

139, Disegno 4.° Se (S.5) & il verlice del cono da deseri-
versi (Fig. 63) cd M, e, le projezioni della sua divet-
trice: per due punti corrispondenti di queste e pei punti fissi
S s si tiveranno le relte SM sm, ¢ sarh (SM, sm) una
delle generalrici del cono; quesla ha sui piani coordinali le
tracce X y. Adoperando un sufficiente numero di genera-
triei deseriveremo per punti le due tracce 4 CX bdy del
cono proposto. — Tulle le projezioni orizzontali S.X S ee.
delle generalviei sono eomprese fra le due SC SC, che sono
le tangenti alla tracein A4 CX, ed alla projezione della direl-
trice condolle dal punto S: quesle SC SC, formano il con-
torno apparente del cono sul piano orizzonlale. — La porzio-
ne di traccia CXC, e le generalrici che passano per essa sono
sul piane orizzonlale a tralto interrotio fino in S, perché ri-
mangono coperle dalla superficie: s intendera fa nle come
debbane segnarvsi tulle le altre parli della figura, — Per ave-
re la projesione verticale corrispondente alla projezione oriz-
zontale M di un punto poste sulla superficie conica basterd
conoscere il vertice (S) ed una delle tracee: infalli la retfa
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S M X sara la projezione orizzontale della generatrice che
passa pel cereato punto, e sard facile trovarne la projezione
corrispondente s 2, e s questa il punlo m corrispondente ad
M: soltanto succederd non di rado che ad una slessa proje-
zione orizzonlale corrispondano due o pilh projezioni verticaliz
questo ¢ anche il caso della figara 63, ed un secondo punto
projetlato in A si ollerrebbe prolungando §.X finché incon-
trasse una seconda volla la traceia A €, .

140, Disegno 2.° Se la diretlrice del cono sia un circolo
ed il cono sia rolondo, sard facile determinare 'asse mag-
giore ed una ordinala della traccia orizzontale, supposlo che
questa sia un’ellisse. della qmle poscia si Im\ erd I’ asse mi-
nore coi principii esposti al § 94 figura 44, Ove Iasse di ri-
voluzione del cono (cio la rella che unisee il suo verlice ,eol
centro del cireolo) non fosse pavallelo al piano coordinato ver-
ticale, ve lo si ridurrebbe mediante rolazione inlorno ad una
retta verlivale, oppure si adoprerebbe un allro piano coordi-
nato. — Sia (S) (Fig. 64) il verlice del cono rotondo che ha
per direltrice un circolo di dalo raggio, sia (€) il cenlro di
questo : facciamo givare il cono intorno alla verticale projet-
tala in H, finché Vasse prenda la posizione (8 C') parallela al
piano coordinato. allora il civcolo sara projeltato neila data
relta d'd.” perpendicolare alla 's'c’s tirale le 'd’a’ s'd,"a,
sarvh (o'’ A'A]") I'asse maggiore della cercata ellisse, il quale
si rimetlerd nella sua posizione primitiva A A : Ta semiordi-
nala A1 & uguale alla £ parallela alla ¢'d’. — La costruzio-
ne sarebbe riuscita pit semplice facendo ruotare 1"asse del
cono intorno alla sua projezione SC. Queslo pmct,sw si qdo-
pero nel piano verlicale, in eoi medianle la vapprese
£ ¢"d’, che fa le veei di un nuove piano coordinalo perpen-
dicolare al verticale, si costrui la traceia b16,.

Proncewa 11 Pesericere uwna superficie cilindrica eono-
scendone la diretlrice ed una generatrice.

144, 1l cilindro pud riguardarsi come un cono il eui ver-
tice siasi infinitamente allontanalo, sicché lulle le genera-
trici che concorrevano in un punto sieno divenule parallele;
perlanto iderando che le projezioni delle relle parallele
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sono parallele, si scorgerd che le slesse costruzioni date pef
problema precedente valzgone anche per questo, purché in lug-
zo delle retie condolle rispellivamente pei punti S s si ti-
rino delle retle paraliele alle due projezioni della dala gene-
ralrice.

142, 1 due precedenti problemi trovano immediate appli-
cazioni nel dese ¢ Fombra projelta sni piani coordinali,
oppure la prospelliva di un dato oggetlo.

Pooneena IV, Descrivere wna superficie votonda (ossia di
rivoluzione) conoscendone Passe ¢ la linea meridiana.

143. Questo problema preso in tulla la sua generalili con-
durrebbe ad una soluzione non poco laborivsa; infalli consi-
derando varie posizioni della linea meridiana (§ 133) come
le generalrici della superficie, per avere le projezioni di cia-
scuna di esse, hisogna prima deseriverne la rappresentazione,
immaginando che il suo pianv giri lino a divenir parallelo ad
uno dei coordinali, poseia dedurne le cercale projezioni. Né
molle pid breve sarebbe la deserizione delle ellissi projezioni
dei cireoli generatori della superficie e posti in piani perpen-
dicolari all’asse di rivoluzione. Daremo in seguilo le leorie
dalle quali dipenderebbe in questo caso generale la delermi-
nazione dei contorni apparenli della superficie, e delle sue
tracee sui piani coordinali. Ora ci limileremo a deserivere una
superficie rolonda nel caso pii ordinariamente consideralo
che I'asse di rolazione sia perpendicolare ad uno dei piani
coordinati.

144, Disegno. Sia (A MHKA, bwmhka) (Fig. 66) la linea
ehie ruotando inlorno all’asse verlicale (A, ab) genera la su-
perficie proposta, Ogni punto (M, m) di quella linea generera
un cireolo orizzonlale, il cui raggio sari la perpendicolare
(M A, nid) abbassata dal punte (M) sull’asse; pereid deserilto
il circolo X ¥ M col raggio AM, ¢ lirala la xmz, parallela
alla fondamentale ed ugoale al diamelro di quel cireolo, sa-
ranno queste le projezioni di uno di quei eireoli, che possono
considerarsi come le generalrici caratleristiche della superficie
mflundn 11 punte ff che ha la distanza massima dalla proje-
zione A dell’asse di rivoluzione da origine al cireolo massimo
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(EHE,, ee,) ¢he dicesi Vequatore della superficie rotonda, Si
noti che considerando la cosa in tulla la gene una su-
perficie rotonda pud avere pid equalori, ai quali compelano
dei raggi massimi rispetto ai cireoli ad essi ni, e che & da
riguardarsi come analogo all’equatore anche un cireolo che
abbia il raggio minimo rispelto a quello dei cireoli ad esso
prossimi. — Tutle le estremita = =, delle projezioni verticali
dei cireoli generati da ciascun punlo della linea (A MIT) for-
mano la akebx projezione verlicale ¢ nello stesso lempo
rappresentazione del meridiano (§ 133) della superficie . che
& parallelo ol piano coordinalo, ¢ che suol. divsi il meridiano
principale. — Per descrivere la projezione verlicale del me-
ridiano che ha la projezione orizzontale A F, tlirata una oriz-
zonlale qualunque dx, si projetti su di essa in y il punto ¥
determinato sulla A F facendo o ¥=dax: ¢l un sufficiente
numero di questi punti y dari it mode di costruire la curva
bya, il che pud anche facilitasi colla consideragione che ogni
dy ha un costante rapporlo colla corrispondente da: ne vie-
ne che le relle ex [y s'incontrano in un punte dell’asse ab,
e che lo stesso suceede delle tangenti in x ed in y.
145, Conoscendo la linea meridiana (AEXA aexh) & facile

stabilire la corrispond fra le projezioni ¥ y di vno stes-
s0 punto della superficic. Se sia data la projezione verlicale y,
si tirera dyx parallela alla fond le, ¢ la projezione eor-

rispondente ¥ sard I'una o Ualtra delle intersezioni del cir-
colo che ha il cenlro A4 ed il raggio =dx colla relta yy ¥
perpendicolare alla Se invece sia data la proje=
zione orizzontale ¥ si iderera (§ 437) wech come rap-
presentazione del meridiano projettato sulla o ¥'F, ¢ si fara
AX=4Y, )('Ea: ¥y perpendicolari i parallela alla
fondamentale. — Le falle considerazioni indicano abbaslanza
come si deserivano le tracee della superficie nel easo che essa
tagli i piani eoordinali. — La linca (A MHKA,bwhka), che
€ posla sulla superficie, e dalla cui rivoluzione si suppose ge-
nerala la superficie, ha le sue projezioni disegnate in modo da
distinguere la parte visibile da quella che si suppone resa
invisibile dalla superficie stessa. Si scorge che in ambedue le
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projezioni i contorni apparenti separano la parle visibile dally
Iiu\' ile. .
/' Poomrun V. Descricere Piperboloide ad una falda che é

generalo dalla rolazione di una relta.

146. Quando una rella ruota intorno ad un asse che non
la incontra né le & parallelo, essa genera una superficic che
dieesi iperboloide votondo ad una falda, perché la sua linea
meridiana é un’iperbola che ha "asse secondario nell” asse di
rivoluzione. La superficie di cui ora si tralla @ duntgue cosli-
luila dalle infinile posizioni della rella generalrice; faremo
vedere che esisle sempre un altro sislema di relle differenti
dalle precedenti, le quali generano colla rolazione la medesi-
ma superficic. Il circolo niininto della superficie € quello ge-
nerato dal punto della reita generatrice che meno si discosta
dall’asse, qui il suo raggio ¢ la minima dislanza fra 'asse
e la refla; la projezione di questa rella sul piano di quel eir-
ealo sard per conseguenza (§ 60) tangenle al circolo.

147. Disegno. 1l piano coordinalo orizzontale sia quello
stesso del circolo minimo, sicché esso tagli la superficie in
due parti uguali, delle quali descriveremo quella che rimane
al di sopra di tal piane, Se (M, T,, m,t) (Fig. 63) ¢ una delle
posizioni della relta generalrice, e € & la projezione dell’asse,
I'intersezione di quella col piano meridiano parallelo al eoor-
dinato verticale sari.il punto (X,, x,): per trovare quanle
si vogliano di queste generalrici si deserivano da prima le
projezioni T, 7,0 zz, di un circolo caralleristico della su-
perficie rolonda, ciot di quello ehe ¢ generato dal punto (T, t)
della data rettas lirata una qualunque M7 langenle al cir-
colo minimo sariv facilissimo delerminare la corvispandente
projezione verticale m ¢ della generatrice. ed anche il punto in
cui essa laglia il piano projettato in CEX,. Che questa linea
meridiana sia un’iperbola lo si dimostrera osservando che at-
leso la costante inclinazione della generatrice (M T, mt) sul
piano orizzontale si ba £ praporzionale ad M X, e quindi il
quadrato di £ ha un costante rapporto con

(MXP=EX.F, N=ef. ek,
1a qual proprieta appartiene (§ 109) all’iperbola che ha I'asse
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primario IXE gli assinloli sono le d,t, d, i, projezioni verti-
cali delle generatrici, le eni ienogralic sono parallele alla-fon-
damentale.

148, Ora immaginiamo una seconda rella che abbia sul
piano orizzonlale un’inclinazione eguale a quella della relta
(MT,mt), ed essa pure abbia la projezione orizzonlale tan-
genle al circolo EM, E;, ma la sua inclinazione sia in dire-
zione opposta a quella della (M 7'): questa nuova rella ruo-
lando intorno all’ asse (€) generera la slessa superficie di eni
sitralla: infatli se sia (AL, m, 1) una pesizione qualun-
e della seconda retta, essa incontreri il piano dél meridiano
(EX,, ex,) nel medesimo punto in cui @ incontrato dalla pri-
wa rella quando a la posizione (M, T, w, ) situata dall’al-
Ira parle e ad ugual distanza da quel meridiano: e siecome
una simil cosa pud dirsi di ogni allro meridiano, cosi ne vie-
ne che ogni punto della (MU, m,t,) appartiene ad una delle
prime generalrici (M T, mt). Donque I iperboloide ha due
sistemi di generatrici veltilinee, ed ogni retta di un sistema -
si appogyia su tutie quelle dell’altro sistema, ceceltuala una
sola a cni @ parallela, Nel disegno per dislinguere le genera-
trici dei due sistemi esse si sono tracciale diversamente; si
osservi_peraltro che ad ogni projezione speltano veramenle
due generalrici appartenenti ad ambedue i sistemi; cosi sulla
M, L. & projellala anche una generalrice del primo sistema,
ma essa non si considera perché & posla-solla del piano coor-
dinalo; e sulla myxg ollre la generalrice del secondn sistema
(M, Xy) & projeltata anche la generalrice del primo sistema
(M, X5, myxg), ma quesla non si considera, perché rispelto
all’osservatore che guarda eontra il coordinalo verlicale ri-
mane coperla dalla superficic: al eontrario nella porzione xyt;
¢ visibile la generatrice del primo sistema (X, 7%} ¢ non quel-
la del secondo. ¥

"Delle superficie doppiamente rettilinee.

149. Le superficie che sono generate dal molr di una linea
retta noi le diremo, purché non sieno soiluppabili (§ 178).
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superficie rettilince (Surfaces réglées, Surfaces geanches, fe
gel flaechen, windschiefen Flaechen). 11 moto della velta gencra-
trice pui regolarsi facendo che essa si appoggi costantemente
a tre linee lisse, che si prenderanno per direltrici. Nel caso
che anche queste direllrici sieno retlilinee,si dimostra che esi-
stono infinile direllrici tulle relilinee, sulle quali si appoggia
ciascuna genevalrice; ne viene che le diveltrici possono con-
siderarsi a lor volta come generalrici, le quali scorrano ap-
poggiandosi sopra tre retle scelte ad arbitrio fra quelle che da
prima si consideravano come generalric una parola, la su-
pevficie ¢ composta di due sistemi di genervatviei retlilinee tali
che ogni generatriee di un sistema laglia lulle quelle dell al-
tro sistema. A molivo di questa doppia generazione tali super-
ficic possono dirsi .doppiamente vettilinee: una di esse ¢ Jo
iperboloide rotondo ad una falda che abbiamo precedente-
mente deserillo: passeremo ora a deserivere ed a rovare qual-
che propriet delle due generali superficie di tal elasse.

Provuewa VI Desevivere Viperboloide ad una falda.

150. Quando sono date tre generatrici di un sistema, le
quali si prendano per direltrici, le generalrici dell’altro sisle-
ma si otlerranno immaginando un piano che passi per una
delle diretirici e tagli le altre due, la rella condolla pei due
punli d'intersezione sard evidentemente una delle cereale’ ge-
neratrici. Si faccia allenzione che due direltrici non debbono
trovarsi in un medesimo piano, poiché allrim anziché una
superficie curva si avrebbe un piano: inollre noi ara suppo-
viamo che le tre divellrici non sieno pavallele ad un medesi-
o piano. — Per dimostrare la doppia generazione dell’iper-
boloide cercheremo in primo luogo in qual mode la gencra-
trice vada tagliando nel suo movimento due divel per
tale questione adopreremo la Geometria deserittiv. prenden-
do i piani coordinati nel modo ehe conduca alla pin facile so-
luzione. 1l piano coordinalo orizzontale sia perpendicolare alla
dircttrice (£,ef) (Fig. 67) per la quale supporremo che passi-
no i piani ehe tagliano le altre due dirctlrici (AB,ab), (CD,ed);
due di questi piani abbiino le tracce ovizzontali 4D BC,
sicehi: due posizioni della generalrice sicno le (A D) (BCi: la
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generatrice di cui voglinmo parlare < la (A V). e si sup-
punga che il piano eoordinato verlicale sia perpondicolare al
piapo che passa per la direttrice (E,ef) e per la generalriee
(X ¥)s eid posto si cerchi una qualehe relaziene fra il modo
con cui il punto (X) taglia la divettvice (4 B). ed il modo con
cui il punte (¥) taglia la direttrice (D) osservianio che le
vetle obbiellive sono tagliale nella slessa proporziont delle
loro projezioni sulla linea fondamentale, sicché’

(AX)BX)=ae:fe, (DF)CY)=Eu:pe.

(AE:(DEy=ue:8e, (CF):(BF)=pefe.
quindi risulta

(A X)CY):(BX)YDY)=(AE)CF):(DE)BF) (*):

pereid il vapporto (4 .X): (B X). nel quale la direttriee (4 B)
& tagliata dalla generatrice (X ¥), ha un costante rapporlo col
rapporto (D ¥):(C¥), in eui la medesima generalriee laglia
la direllrice (D C); giacche il secondo membro della prece-
dente equazione ¢ affatto indipend dalla generatrice (XF).
Se ora sia (E'F') una relta differenle dalla (EF), che tagli
essa pure le tre (4D) (BC) (X¥), dimoslreremo con una
costruzione affatto simile alla precedente che

AXNCY):(BX) D )y=(AE)(CF):(DE)(BF),
ma il primo membro di quesla equazione conserva, per quello
che vedemmo di sopra, lo stesso valore qualungue sia la ge-
neratriee (X' F), percid quella stessa (£ F') che taglia una
delle (X V) taglia eziandio tulle le allre generatrici. Cosi €
dimostrata la doppia generazione rellilinea della superlicie di
cui si lralla, che ¢ coslituila da una rele di relle separale in
due sistemi, e lali ¢he ogni relta d’un sistema & in uno stesso
piano con ciascheduna di quelle dell’ aliro sistemia. Noi conti-

(") Questa ione pud spedi dimostrarsi li il teo-
rema L. della Nota al Cap. precedeate {pag. T4). poichi: se il piano che
taglia i lati del quadrilatere gobbo abed nei punti  fy ¢ incoatra la
diagonale ae nel punto w. i due wriangali abe acd danne le involuzioni
positive espresse da

az.bf.cu=bx.cf.au. au.ey.de=cu.dy.ar
Il eui produtto presenta la involuzione positiva di otto punti
as.bf.cy. de=bs.cf.dy.ac
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nueremo a chiamzre divellrici le generalrici del sistema (4 8)
(DC) (EF) e generatrici quelle del sistema (AD) (BC) (XF),
avvertendo ]icrﬁ ehe i due sistemi hanno proprietd perfetta-
mente analoghe , sicehé si possono sempre scambiare le diret-
Irici in generalrici e quesle in quelle.

151. Mediante la relazione or ora rilroyata si potrebbe de-
termintare una qualungue generalrice (F) conoscendo Ire di-
relirici e dve generatvici, e lale determinazione si effellue-
rebbe su ciaschedun piano eoordinato indipendentemente dal-
I"altra projezione, poiché la trovala relazione ha luogo lanto
nella figura obbietliva quanto in ogni sua projezione: ma sen-
za bisogno di ealeolare i predetli rapporti polremo adoperare
un metodo pit facile che dipende unicamente da considera-
zioni geomeltrichey se (/) (Fig. 68) ¢ il punlo d’inlersezione
della diagonale (£D) col piano che comprende la direltrice
(EF) e la geperatrice (X'F), quel punlo sarh anche silualo
sulle intersezioni (£.X) (F ¥} del piano predello eoi due piani
(ABD), (CBD): quindile rete obbieltive (BD) (EX) (FF),
e pereid anche le loro projezioni, s'ineontrano in un medesi-
mo punto. Cosi & facilissimo’ deserivere quante si vogliano ge-
neralrici della superficie, bastando di livare per un qualun-
que punto R della BD le relle KEX RFY: dalla projezione
orizzontale XV si dedurri poscia nel solilo modo Ia verticale
xy. Coslruzione affatto simile si ha adoperando un punlo
qualunque della A C; e si hanno allre quallre coslruzioni ana-
loghe determinando il punto Z in luogo di uno dei X ¥,

452, Prendendo il punto & in B, sulla EF si oltiene la
generalriee (X, ¥, = y), la quale ha sul piano orizzontale la
stessa projezione della direllrice (EF), ed & sempre vero che
la projezione di una direitrice & nello stesso lempo projezione
di una generalrice e viceversa: quindi qualungue piano con-
dotte per una direllrice dell’iperboloide laglia queste in una
seconda refta.che & una sua generatrice. — Ogni direllrice
ha una generatrice ad essa parallela, poiché, per esempio, se
la EH ¢ parallela alla 48, ed il punto R passi in H, X an-
dra a distanza infinita. ed ¥ sacd I'inlersczione della FH
colla €D, e la generatrice (X¥, xy) sara allora parallela alla
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direttrice (A B, ab). —— Si potrebbe supporre che. uno dei
piani coordinati fosse perpendicolare ad una direlirice e quindi
anche ad una generatriee, allora queste due si projelterebbero
in due punti e lulte le'allve geoeralrici e direllrici si projet-
terebbero in retle passanli rispellivamente per quei due punti.
In tal caso si possono distinguere con tratli differenti le pro-
jezioni delle generalrici e quelie delle direlltriei, dislinzione
che fu fatla anche nelle figure 67, 58, quantunque essa possa
aver luogo solamente considerando una porzione della super-
fieie, poiché, come dicemmo, in ogni vella & projettata una di-
rettriee ed una generalrice. — Nel suddello caso che le pro-
jezioni delle gencratrici ¢ quelle delle divellrici passino per
due punti fissi @ facilissimo trovare la generalrice che passa
per un punto di conosee una projezione ; non cosi nel
caso generale della figura 68, ¢ se sia dala la projezione oriz-
zonlale Z d'un punto della superficie per trovarne la proje-
zione verlicale (se non vogliamo ricorrere ad altri prineipii)
dovremo cercare con ripeluli lenlativi una delle projezioni di
generalrici o divetrici la quale passi per Z, e trovata la EF,
questa, considerala come projezione di direltrice, ci dard Ja
eorrispondente ef, ¢, iderala come projezione di genera-
trice, ci dard la corrispondenle x,y,: e percid avremo i due
punti (£,2), (£,=,) dell’iperholoide. 5

153, Seelle ad arbitrio la dirveltriee (e b), la generatrice
(be) e la diretiriee (ca,), sieno (o) ed {a,) i punli nei quali le
predetle direllrici sono incontrate dalle generalrici (ae,) (a,5,)
rispeltivamente parallele alle diveltrici (ca)) (ab), e si pren-
dano le lunghezze (ae,) (a,6,) equipollenti (cioé uguali, paral-
lele e divelte per lo stesso verso) alle (ca,) (ba): la (e,b,) riu-
seird equipollente alla generatrice (fe), ¢ siceome essa inollre
taglia le due generatvici (ae,) {a, b,), cosi essa sard una lerza
direltrice dell’ iperboloide, Facile € supplive alla ligura imma-
ginando nello spazio un esagono gobho (abea, b, c) i cui lati
oppusli siene tra lore ¢ + i snol verlici sono quelli
di un parallelepipedo quando si omettane due di questi tra
lore diamelralmente opposli: tre delle diagonali di lal paral-
lelepipedo sono le (ae) (56,) (cc,). le quali, come & nolo.

ipoilen
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si tagliano per meld in un medesimoe I’“ﬁ“’_ (), "'"f e l_] cen-
tro, rispetto al quale il parallelepipedo ¢ | e simme-
trico. Ora una qualungue quarla generatrice dell’iperboloide
dee tagliare le.tre divettvici (ab) (ca,) (b,¢): i punli diame-
tralmente opposti, rispelto al centro (o}, alle tre intersezioni
cadranno sulle generatrici (a,b,) (¢,a) (bc), & per:':id appar-
terranno ad una direltrice dell’ iperboloide, che sara parallela
alla predetla quarta generatrice, e simmelric te dis
vispello al centro (o). Dunque: L’ iperboloide ad una fulda ¢
una superficie dotata di centro; pel quale passa ogui piano
che mgﬁa la SVI’E".&"'EQ in due relte pm'u”ef&

Prosens VIL Deserivere il paraboloide rettilineo.

154. Quando nella superficie doppiamente retlilinea i due

(AX)(YC) (4E)(FC)
bri dell’ eq (.IB}(DY}E'WBEJ- del § 150 so-

no uguali all'unith, la superficie ha delle speciali proprieta ehe
Is dislinguono dal easo generale, che ¢ quello dell” iperboloide
ad una falda, e prende allora il nome di paraboloide iperbo-
lico. — Si vede che nel suddello easo ogni generatrice (X F)
taglia proporzionalmente le direttrici (4 B) (DC), e che'nello
slesso tempo la direltrice qualunque (EF) taglia in parli pro-
porzionali le due generalrici quali si vogliano (AD) (BC). Ora
se immaginiamo che per le rette (AD) (BC) sicno condolli
due piani paralleli ¢ nolo che ogni piano ad essi parallelo 1a-
glia proporzionalmente le relle (AB) (DC) intercelle fra i pri-
mi, dunque anche la generalrice (XY dee trovarsi in uno di
questi piani; cioé tutte le generatrici del paroboloide sono
parallele ad wn medesimo piano. E siccome il paraboloide &
formato da una rete di due sistemi di relle (§ 150). che noi
distinguiamo coi nomi di direltriei e di generalvici per sola
facilita di discorso, cosi per la slessa vagione tutte le diret-
trici sono parallele ad wi wedesimo piano, differente perd
da quello eni sono parallele le generatrici. Questi due piani si
dicono i piani direttori.

155, Per descrivere quante si vogliano generalriei o direl-
Iriei varvd la slessa costruzione insegnata al § 151 ed an-
che pel paraboloide vedremo che ogni relta £7 che ¢ proje-
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zione di una direltrice (EF) & nello stesso lempo projezione
di una generatrice (X, ¥ ). Ma nel paraboloide, al conlrario
di quanto ba luogo nell'iperboloide, non vi ¢ aleuna genera-
trice parallela ad una direltrice, poiché facendo la costruzione
del § 452 si trova che ambedue i punti (X) () passano nello
stesso tempo a dislanza infinita. Ed infalli, se vi polesse esse-
re una generalriee parallelaalla diveltrice (A£), ambedue sa-
rebbero parallele ai due piabi direttoci, ed allora le genera-
trici (BC) (AD), essendo parallele al piane cui é parallela an-
che la (A B), sarebbero situate in un medesimo piano, contra
quanto dicemmo al § 150,

156, Se il piano coordinato ori le & perpendicolare
al pinm:; divettore, eni sono parvallele le divellrici, queste han-
no le projezioni orizzontali lulle parallele; c siccome esse deb-
bono esser lagliale proporzionalmenle dalle generalrici, cosi
le projezioni orizzonlali di quesle eoncorreranno in un unieo
punlo. In questo caso, come in quello fotato nel § 152, si ha
per conseguenza eccezione alla regola clie ogni projezione ap-
parlenga nello stesso tempo ad una direllrice’ e ad upa gene-
ratrice. Peraliro rimane sempre vero ehe i piani verlicali con-
dolli per una generalrice comprendono anche una direttrice,
che & quella projellata orizzontalmente nel punto comune a
tulle le projezioni delle generatriei. — In quanto ai piani ver-
ticali che passano per ciaseuna divellrice essi non incontrano
la superficie in aleun altro punto: proprieta che hanno eomu-
ne con folli i piani paralleli ad uno dei divettori: deggiono
peraltro considerarsi come apparlenenti al paraboloide le due
relle che stanno a distanza infinita su tali piani paralleli al-
I'uno o all’altra dei piani direttori; per tal modo si rende af-
falto generale il teorema, per cui ogni piano, che taglia una
superficie doppiamente veltilinea lungo una vetta, la taglin
pure in una seconda relta. .

157. Polra lo studioso costruire da sé quello speciale pa-
raboloide che ha i piani divetlori orlogonali: pel verlice (#)
passi la divetteice (#)F perpendicolare al coordinato orizzon-
lale; e la generatrice (#je perpendienfare al verticale: ltte
le generatvici saranno perpendicolari “alla diveltrice (#) ¥ .
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quelle due che sono inclinate al coordinate verticale di un
semiretlo saranno dislanti dalla (#)e di una lunghezea che
diremo il semiparametro del paraboloides simil cosa avri Iuo-
go per le divellrici rispelto al coordinalo orizzontale. L’ asse
della superficic ¢ la relta che passa per (V) ed & parallela alla
fondamentale, eio¢ ai due piani direttori. — Si polrd veriti-
care graficamente che questo paraboloide € il luogo geomelri-
eo di lulli i punli equidistanti da due relle fisse, le quali sono
perpendicotari all’asse ed ugualmente inclinate al piano oriz-
zonlale, ma I'una per un verso, 'allra pel verso opposlo; le
distanze delle due rette dal vertice (#7) sono ambedue eguali
al semiparametro moltiplicato pel seno e pel coseno dell’ in-
clinazione di ciaseuna relta sul piano orizzontale. Questa in-
clinazione pud prendersi ad arbitrio, mulandosi cosi le due
velle fisse; la massima loro distanza dal verlice eguaglia un
quarlo del paramelro e corrisponde all’ inclinazione di un se-
mirelto. h . :

158. Disegno. Se il piano coordinato orizzontale ¢ perpen-
dicolare ad ambedue i piani divellori, le direlirici ¢ le gene-
ratrici vi si ‘projelteranno in due sistemi di relte parallele.
Sia A (Fig. 69) la traceia orizzonlale di una diretivice (AB, ab);
deserivendo le tracee di allre direllrici (£, F,) (E,F,) ec., le
quali tulle si appoggiano su due generatrici (4D) (X ¥}, non
e difficile riconoscere che una di tali tracee si lroverd sulla
A € perpendicolare all linea fondamentale; sia € quesia trac.
cia e (CD, ad) la corrispondente direllrice. Le projezioni ver-
ticali di quante si vogliano direttrici si olterranno lagliande
proporzionalmente le gencratrici (A D, ad) (CB, a b); queste
projezioni verlicali e,f, e [... avranno per inviluppo il con-
torno apparente del paraboloide sul coordinato verticale: tale
inviluppo & una parabola, perehé la relazione fondamentale
del § 454 ¢i di desaf=ae:bf=da:ab, sicehé le due lan-
genli da ab restano lagliale proporzionalmente dalle t genli
¢ (Veggasi il.Corollario 1. della Nola a pag. 76). — Per la
slessa proprietia della parabola le due langenli e;m e,d la-
gliate dalla tangente aé danno mfy.da=e,f;. e;a, pereid an-
che EFyNE,=DAEA, coé DC:ME,=CB:F.B.
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quindi il punto M eorvispondente ad we cade sulla -Imgolmk
DR, ta quale & per conseguenza la projezione “orizzontale
della parabola che da il cunlm'n:} npparcnte sul piano ver-

i lc.llc 2 .

; Dl-m; superficie del secondo ovdine. < 5
. 159, Le superficie del secondo ordine o gmd’o possono se-
iin tre generi secondo chg sugu,svdarppnbm, s'qhb-
ner, 0 cuuume vale a dire Mcuud&dlgp&r— ognldoro pumo
si o tracciare uia retla, che sia totta compresa sulla, saper-
— 0 se ne possono tivar duey,~ ¢ non si- g.mu-al.
cuna. Nel terzo caso la superficic veolge totia da i da
un lato € la concavith dal lato opposta’ 3-*- Anvece le-superti-
cie reililinee sono coneava-convesse , perehés in - ogifi loro: punld
volgono da una stessa banda e la convessila ¢ T coneavitiz—
e le sviluppabili presénlano una sola curvatura, togliendo Ja
quale posseno spiegarsi in un piano. — Questa separazione
in generi & naturale, in quanto che le superficie di uno slesso
genere possono derivarsi’le une dalle alire in una maniers”
analoga a quella’ che dieemmo oniologia o collineazione; sic-
ehé tra due di tali fligure pud slabilivsi ta)e carrispum'lcnza di
punti, che a punti in linea rette enl"l'ispondanu punli in linea
relta, ed a punti in uno slesso piano corrispondano punli in
uno stesso piano. — Diremo superficic’ della slessa specie,
quelle ehe sono tra lero affini, cioé nelle quali pud stabilirsi
fale corrispondenza di punli, che a relte parallele corrispon-
dano retle parallele. i
160. Le superficie del secondo ordine sviluppabili sono di
quattro specie: Cilindro ellittico, parabolico, iperbolico, e
Coiio del sccondo ordine. Questa ullima speeie presenta tutte
le sorta di sezioni piane ellittiche, paraboliche, od iperboli-
che, nelle quali ultime si comprende il caso del sistema di due
refle: vi € sempre una o due divegioni di piani sceanli ehe
dauno sezioni eircolari, Nelle tre specie di cilindri le sezioni
sono o tulle clliitiche (comprese le eiveolari) o tulle paraboH-
che o lutle iperboliche,

BiLiavims eon T



98

164, La sfera da origine -mediante la derivazione di omp-
logia alle tre specie di superficie del ‘secondo ordine convesse;
¢ secondo che si fa andare all® infinito od un piano che non
taglia la sfera, — od un piand che la tdcew in un. punto, —
" 6d un piano che la taglia; si ha I'ellissoide, — il paralioloide
ellittico,— o I'ipgrboloide u-due falde. Nella prima specie le
sezioni piane sono fulte ellittiche; nella seconda o p.-vuhuh-
chc o ellittiche.

162, Finalivente le superlicie “dél secondo ut\llnc rellilinee
“sbno quiellg due. spéuuh superficie dupplaml-uie rellilinee,
" cheabblamo_gib destrilte, ¢ che'sono 1" iperboloide ad ana
{n.idgvud il gwbolvuit.:‘pe folico, il qual ullioio non plmmu
alenna qllilmﬂ ! .

e Pmma \'l mc:e un eh‘murde
'."Hﬂi Haegr I_.,‘ Hissoide pud supporsi eostiluilo da una
Cdi _ellissi” simili - similmente poste (cio@ coi diamelri
eorrispondenti paralleli), i cui centri sieno in linea rela, ¢ le
cui grandezze sieno- lali ¢he tulle le ellissi generatrici sieno
lagliale da una ellisse fissa, che abbia un diamelro in quella
linea rella. — Perche il disegno meglio rappresenti tal gene-
razione , supponiamo che 1 ellisse fissa cogli assi (A, 4, a, a).
(BB, q) (Fig. 70) sia posla in un plauo inclinato al wmdlm-
Lo orizzontale; cosi la projezienc or lale dell’¢llissoide riu-
seird chiara quamo una prospelliva, e il disegno presenlerd
di leggieri le vere dimensioni, specialmenty se si prenda asse
(B, B, 0) perpendicolare al Luurdinalo verticale, — Ora im-
maginiamo che in un piano perpendicolare all’asse (A, ) sia
descritla un *ellisse col semiasse (P, p) eguale all’ ordinala
dl.ll.'l ellisse d:rl:llnm. (..-l BA), e il semiasse (PN) di una
g Jue ¢ perpendicolare al piano (OAB): poscia
facciamo muovere quella ellisse (MNM ), conscevandola simile
e similmente posta a sé slessa, e mutandola di grandezza in
modo che un suo asse coincida successivamente con lutte le
corde (MI) dell ellisse direltrice: si gencrerd per tal guisa
Pellissoide eoi semiassi (04) (0B) (0C). — Facile si &
Vintendere che tutli i punti dell’ellisse mobile deserivono al-
treltante ellissi aventi I'asse comune (4,4): una di esse @
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I'ellisse (anca,) parallela al coordinale’ verlicale: percid onde
descrivere le projezioni’ di quante si vogliano generatrici del-
Iellissoide si deseriveranno le ellissi A, BMA acaa; ogni
ordinata P M della prima si projelterd in p, & lirerd I ordi-
nata pn della seconda, si projellegd n in XV, e si deseriveri
I'ellisse coi semiassi P M PN, "

16 4. Dimostreremio pure che ogni sezione _dcl]'ulli'ssnide &
un’ellisse. Supponiamo da prima che la sezione sia falla da
un piano perpendieolare al piano (a,ca), e sia (rqr,) la loro
intersezione: nel punto qualungue (§) I'ordinata della eercata
sezione sard quella stessa della ellisse generatrice projetiata in
w'n,', e siccome tulle le generalriei sono simili, cosi il qua-
drafe di tale ordinala avrd (§ 97) un delerminalo rapporlo
eol prodotte n'g.qn,’, Ora & na proprieth dell’etlisse (la qua-
le mediante la derivazione di affinila si-deduce dal nolo teo-
rema rigaardanle il circolo), ehe se si abbiano allre corde ri-
spettivamente parallele alle rr, w'n’,, il vapporto w'q.qn’ srq.qr,
dei prodotti dei loro segménti & costante; onde il predelto
quadrate avrd un determinalo vapporto anche cal prodotio
v qr, s dal che risulla non solamente che la sezione projet-
tata in rr, ¢ ellitlica, ma cziandio ehe le sezioni ad essa pa-
rallele sono ¢lfssi letiche. Quesla dimostrazione si esten-
derd ad ogni altra sczione, purehé al piano (@, ca) si sosti-
tuisea' il piano che passa per 'asse (n,a)e per quel diametro
di ciaseuna ellisse generatrice, il quale dimezza 1'ordinata po-
sta nel piano della sezione di cui si tralta,

165. Ogni piano che passa pel centro (0) dell’ellissoide di-
ecsi un sup piano diemetrale: sono piani diametrali princi-
pali quelli delle tre ellissi (ABA,) (BCR,) (ACA,). — La
aca,c, ¢ il contorno apparente della superlicie sul piano ver-
lieale: in quanto al conlorno apparente sul piano orizzontale,
esso sard I inviluppo (§ 134) delle projezioni orizzontali
MNNM N, delle generatrici della superficie; tal inviluppo &
Iellisse projezione della sezione didgmetrale della superficie,
che si projella verlicalinente nel diamelro e, e corvispondenle
alle ordinale verticali. — Se due degli assi (4, A) (BB,
(CC,) sono uguali, ' ellissoide & rolondo, e dicesi anche sfe-
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roide: se i tre assi sono uguali, si ba lasfera., -~ Qllﬂlldo
(0A4)=> OB =>(0C), sc si prende or=or, = OB ogni sezio-
ne perpendicolare al piano verticale e parallela ad una delle
or or, ¢ circolare. --- Che se si vogliano prendere per ge-
neratrici le sezioni che si projellanc orizzonlalmente in-altret-
tanti circoli, si prenderi O5=08, e si lrovera s corvispon-
dente ad 8, poscia per ogoi corda paralleld ad os si delermi-
nera il circolo projezione di quella sezione; anche questi eir-
coli saranno inv |Juppal| dal preietto contorno apparente oriz-
zontale.

Prontesa 1X. Descrivere Piperbolvide a due folde.

166, Disegno. Questa superficic pud generavsi col movi-
menlo di un’ellisse sempre simile a sé slessa, la eni grandezza
sia regolata vome per I'ellissoide, la direllrice essendo perd
un'iperbola anziehd un’ ellisse. Nella figura 71 serve da di-
rettrice I"iperbola (A M. am) coll'asse primario (a,a) ed il se-
condario (B8, ,0), oppure 1"iy buh (ren) eguale alla propria
projezione verticale: le gene G sono ellissi li p(.'l'{ll:il-
dicolari al eoordinato verticale, nonehé: all’asse (A, 4); una
di esse & projeltata in NUN, ed in wn. (A4, A) (B B) (C,0)
sono i tre assi dell’iperbolode: (.o, ) & p}'fmm‘!:a‘, glialtri due
seconderiiz quando quesli sono uguali " iperboldiile & rotondo.

167. Anche per I"iperboloide si dimostra che tuile le se-
zioni tra loro parallele sono omoletiche: esse potranno essere
o iperbole o parabole o ellissi, e tra quesle vi saranno sem-
pre due direzioni, cai peteranno sezioni cireolari . Suppo-

. slo il eoordinato verticale parallelo all'asse primario ed al mi-
nore dei due secondarii, se si deseriva I'iperbold rer, con-
jugata della nan,, cioé (§ 444) che abbia 'asse primario
ec, ed il secondavio aa, ; poscia si prenda or=or,= 0B,
ogni piano perpendicolare al coordinato verticale e parallelo
ad una delle or or, se tagliera I'iperboloide, lo laglierd in
un circolo, — Il conlorno apparente della superficie sul pia-
no orizzontale & Minviluppo delle ellissi M N, ; non fu se-
gnato nella figura, perehé solo seopo di quesla & mostrare In
generazione dell’ iperboloide: del resto esso & la projezione
defla sezione diametrale che si projeita verlicalmente sulla ee,
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Proorrywa X. Desevivere il pavaboloide ellittico.

168, Anche quesla superficie pud supporsi generata da una
ellisse che si muove tenendosi simile e similment posta,
¢ deserivendo col suo centro una linea retta non apparlenente
al suo piano. — Questa superficie di una sola falda ha tutle
le sezioni ellitliche o paraboliche: & priva di centro; fra i
suoi diamelri paralleli uno solo- prende il nome di asse, per-
ché: & perpendicolare ai suoi piani conjugali, cioé ai piani
delle sezioni di cni esso comprende (utli i centri.

169. Disegio, La fondamentale sia parallela all’asse (4 P)
{Fig. 72) del paraboloide, sia (M, A M) la parabola orizzonlale
che serve da direllrice; le ellissi generalrici essendo perpen-
dicolari all’asse si projetteranno anche orizzonlalmente in una
reltas sia dunque MV, M la rappresentazione di una di es-
ses per la similitudine di fali generatriei anche le estremita
(V) dei loro assi verlicali saranno siluate in un’altra parabo-
la; ehe si vede projettata sul piano verlicale, — Per deseri-
vere la traceia orizzontale del paraboloide, osserviamo che i
punti della generalrice che sono projeltali in ! sono rappre-
senlati in L L, ¢ projeltali in L L,, essendo

L L =LL'=qa.
Ora per una proprieki delle ellissi (§ 97) e per la similitudine
di tatte le nostre generatrici il prodotto

ML:LM =(PMp—(PL?

ha un rapporto costante con (LL') ={x a)*, quindi & coslan-
le: percio tulli i (PL)* sono minbri del eorrispondente (PM)
di una quanlita costante, e (§ 107) la traccia LKL, & una pa-
rabola eguale alla MAM,.
! Proscess XI. Descrivere Uiperboloide ad fna falda,

170. Disegno. Quando I'ellisse generatrice ¢ perpendico-
lare ‘anziche all’asse primario (§ 166) dell’iperhola divelirice
al suo asse secondario (0, a) (Fig.73), la superticie generata
nel solito modo & un iperboloide ad una falda. L ellisse dia-
metrale principale (che & la pilt piceola) ha 1'asse (B, B) co-
mune coll"iperbola ed un altro asse arbitrario (€, C): quando
questi sono uguali I'iperboloide ¢ rotondo: al § 147 abbia-
mo gii dimasteato che in questo easo In superficic ¢ generata




102
anche dalla rotazione di una rella intorno ad un asse, che
non & nello slesso piimo eon quella retta: ora dimostreremo
che il pin generale iperboloide ad una falda @ la stessa sg-
perficie doppiamente rellilinea gia descrilta nel § 4154, —
Nel nosiro disegno il coordinalo verticale ¢ parallclo all'iper-
bola direttrice (b mr), e I'orizzontale & parallcla alle ellissi ge-
neralricis oltre la diametrale(B, € B), sono descritle ad arbi-
trio le due generatviei (M, VM) (£, SK). Si liri una qualun-
que X'Z tangenie all'ellisse B, CB, e che* inconlri la B SR
in Z, e, dopo aver determinali sopra b, 6 r,r i punli corri-
spondenti = =, si liri la relta 22y si roverd che i punti ¥y
sono fra loro corrispondenti, cioé che la rella (X'Z) taglia
anche I'ellisse (M, N ) nel punto (¥):'e valendo la slessa
cosa per tutte le ellissi generalrici, e per lulle le relle (XZ),
nonché per tutle le (XZ,), ne risullerd che iperboloide & eo-
slituito da una doppia serie di relle in esso compiutamente
comprese, e che percid & la superficic considerala al § 150,
poiché le retle (X'Z) non sono tutle parallele ad uno slesso
piano. — Per dimostrare quanto ora si & asserilo, s"immagini
deserilto un eircolo col diametro B B, . poscia il suo piano si
faccia girare intorno a BB, linehé esso abbia per projezione
I'ellisse BCE, (questa parle di fi fgura éeper ma’ggior chiarez-
za deseritla separalamente); sul piano suddetto si deserivano
i circoli coi raggi OM OR, i quali 8 projelleranno nelle
ellissi M, NM R SE simili alla B,CB; si deseriva pure la
tangente A“¥" Z, che ha la’projezione X ¥ Z. & una propor-
zione identica la
(0Mp—(0By (0 Ry —(OBy =XV p(Xzy;
il secondo rapporto & anche quello di (X ¥y :(X2Z): inoltre
nell’ipechola bmr si ha (§ 109) . "
(p i) —(o 67 = (qr'—(o b)'==(o p)": (0"

dunque XY:XZ=zy:zz=o0pioq,
e pereid il puoto y cade sulla pm, come si aveva asserilo,

Provuena XIL Descrivere il paraboloide iperbolico.

474 Disegno. Questo paraboloide si dice iperbolico perché
tulte le sue scz.u)nl sono parabole od iperbole, e si pud dire
retlilineo perché esso ¢ formalo da una rele di rette. —
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|‘nndere|||a per direllvice una parabola (m ,am) (Fig. 74) po-
sta’in un piano parallelo al coordinato verticales ogni sua
doppia ordinata (m, m) sard 1’ asse ‘primario di un’iperbola
(M X) situala in un piano orizzontale; tulle queste iperbole
géneratrici sono simili, percid i loro assi secondarii sono pro-
porzionali alle ordinate pawn: quando I'iperbola scorrendo da
(m) verso (a) giunge in (a), i suoi assi spariseono insieme, ed
essa si riduce alle due retle (4 F7) (4 F)) ehe sono parallele
agli assinloti di lutte le iperbole. Al di sopra del punlo (a)
I'ordinala pm diventa immaginaria, cosi I'asse dell” iperbola,
che era primarie divenla secondario, viceversa diviene prima-
rio quello che era secondario; conservando essi del reslo lo
stesso rapporto tra di loro e la slessa relazione colla distanza -
del vertice (), onde il semiasse primario (08} & I"ordinata
di una parabola eguale a quella che passa per tutte le esire-
mila degli assi secondarit delle iperbole (M X). Queste due
parabole {delle quali soltanto la prima apparliene alla super-
ficie) non si veggono nella nostra figura, perché sono projet-
tate nelle retle as ap: avendosi scello i piani coordinati in
modo da facilitare la dimosirazione pssere il paraboloid quéllo
stesso considerato al § 455. — Sieno (MX) (RY) ($2) tre
sezioni orizzontali del paraboloide, olire quella ehe passa pel
vertice () ed & costituita dalle. due relle (A F) (4 F); si.
tiri ZFXY parallela all’assintoto 4 ¥, di tulle le iperbole, e
la projézione verticale ez sia tirata in modo che la retta (PX)
passi pei due punti (F) (X) del paraboloide: dico che la
slessa cosa avverrh anche nelle sue sezioni (RY) (§Z), ciot
che anche i punti ¥ y, Z z saranno tra loro corrispon-
denli. Infalli da una nota proprieth dell’ipesbola risulta
AP FX:(AMy=AF FY:(4R (),

(") Nella figura 46 se poniamo C Pz, CA, PULy. 4 R ab-
biamo 2, CHLe(z—-y)CB-+(x—y)C B, (giacché CMLuCP+PM
CBiiL CA~+AB, CB Ll CA— 4 B), ¢, tiratala M F parallela
all'assintoto CB,, sard 2.CF Lu(z+y)|CB, 2.V WLz - y)CB, ;
"equazione dell'iperbola (§ 109) da  (x—~y)(& —y)=1, percid
b.CF FM=CB.CB:. Quindi nelle iperbole simili il prodotto
AF . FX (Fig. 8 ey ionale al quadrato del semiasse primario
A M: ed in due iperbole conjugate MX SZ sard J'X—F 3§
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pereio la parabola amr di .
VX FY=(pm): (g =apag=vrivy,

quindi a Yy & parallcla ulle #¢ Xa. Al di sopra del ver-
tice (a) la parabola direttrice (4 .5) ha le ordinate che stanno
a quelle (corrispondenti ad un’ugual ascissa) della parabola
(wa) come asse primario 8 dell’iperbola SZ sta all’asse
secondario: percid se M SZ sono due iperbole conjugale,
il che da FX=FZ, le ascisse as ap delle suddelle para-
bole corrispendenti alle ordinale (A M, pm}, (A S‘,r:) 500

ugualiy qhindi anche la Z=z ¢ perpendicolare alla fond,
lale. N
CAP. 1. 0 B

Dei piani tangenziali alle superficie.

172. Tulte le eurve sijuate sopra una qualunque superfi-
cie, ¢ passanli per un medesimo punlo, hanno in esso le tan-
genti ehe sono poste (eceelluali aleuni casi particolarissimi) in
un medesimo piano: queslo piano si dird tangenziale (lan-
genle) alla superficie in quel” punto. — Infalli sia (Fig. 75)
(M) il punto di’cui si tratla, (G M) una generalrice che passa
per esso, ¢ (D) un’altra curva che pud sempre prendersi
come direlirice; dico che la tangente di una qualunque altra
curva (M M”) & posta in quello stesso piano che coniprende
le tangenti delle due eurve (M G) (M D) poiché se (GM'IF)
¢ una vicina posizione della generatrice, Ia quale vada inde-
finitamenle accoslandosi alla’ (GM), in tal movimenlo la se-
cante (MM} si andra avvicinando alla tangente in (M) della
(M D}, ed avri questa tangente per limite; la retta (M ny
aveir per limite la tangente alla eurva (VM) finalmente sic-
come anche i punti () (M”) vanno a coincidere insieme in
(M), cosi anche la secante (M'D”) avra per limite la tangen-
te della generatrice (M G); quindi essendo le tre secanti si-
tuate sempre in un solo piano, lo saranno pure le Ire tan-
genti che sono i lore limiti, — Quando la generatrice i un
punto_di regresso. o lo acquista nel punto di cui si tralta. o
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yuando essa si riduee cold ad un solo punlo, non sussisle la
preeedente dimostrazione: e la superficié in- quel punfo sin-
golare wanea di piano langrnmlc qru.sin ¢ il caso del ver-
tice di un cono, e del punto posto-neli’asse della superlicie
rotonda, quande la linea meridiana ineontra | asse sotlo un
angolo obbliquo. ' o

178, Considerando una superficie in riguardo ai suoi piani
tangenziali si riconosce che le superficie si possono separare
in tre grandi classi: — 4.% [a superficie pianas — 2." le su-
perficie che o un senso combaciano perfetfamente con eia-
scheduno dei loro piani tangenziali, ¢ negli altri s-en«.i s'in-
curvano, esse si dicono supe ppabiliz — 3. le su-
perficie incurvate in (ulli i sensi, sicché ogni pmnu Inngen-
ziale le toeea in un solo puntg. —Le superficie della 3. elas-
se possono lalora suddividersi in superficie conwesse, le quali
s ineurvano, interamente-da una banda del piano tangenziale,
con cui hanno quindi un solo ]nlnlu comune , —— ed in-sp-
-perficie concavo-convesse, le quali s'incorvano in parte da un
lato ¢ in parte dall’altro del tangenziale, sicehé sono tagliate
da questo piano in due lince,-che passano pel punto di con-
talte, il qualé perd & futtavia I’ unico-punto in evi il piano
tocea la superficie. — Una stessa superficie pud essere in una
porzione convessayed in una concavo-convessa; nei punli in-
termedii fra quéste porzioni la: super[smc -y |:wur\n nun sén-
s0, ed in un altro combacia coi piani tang : non pertanto
tali superficie non appartengono alla 2. classe, poiché ‘a cid
si richiéde che la superficie abbia la suddetta propriety in
tutli i punti e non in aleunj soltanto. — Dicemmo (§ | 59) a
quali di quesle classi apparlengano le varie superficie del se-
condo ordine. : L

174. Dalla definizi del piano langenziale risulla, che lo
si delerminerd per un punto qualungue di una dala superficie,
costruendo il piano che eontieno le tangenti di due linee con-
dotte per quel punto sulla superficie; si polranna, per esem-
pio, adoperare una generalrice ed una direltrice, che passino
per quel punto, oppure due generalrici spetianti,a due modi
Ui generazione. Questo metodo generale polrh risevere qualehe
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maggior facilith .|sl)elto alle superficie sviluppabili, poiché
siccome queste sono loecale da un medesimo piano (ullo lun-
go und loro generalrice reltilinea, cosi invece di determinare
il langenziale pel punto di cui si tratta, si polrd determinarlo
per un altro punto scelto su quella. gencralrice caralleristica
nel modo pit’ convenienle; ed-é d'altronde palese che rimane
da Irovare una* sola Iam:l.nll,, poiché lien lnoge di una tan-
{.‘;onte la caralferistica, che ¢ tulla posta sulla superficie. —
Quando si ¢ Uelerminato il langenziale, se ne deduce facil-
mente la norhiefe, chiamandosi con tal nome la perpendico-
lare al piano langenziale innalzala dal suo punto di conlatlo.—
Dicesi pur piano normale alla superficie ogni piano perpendi-
colare al langenziale,

175, Vedremo.a suo tempo I'uso dei piani I.mgenz.mll nella
teoria delle ombre ¢ nelle pmspcttr\ + inlanlo possiamo gs-
servare, che essi serviranno a lracciare quelli ehe dicemmo
(§ 134) contorni apparenli sui piani coordinali: poiché il
conldrno apparente per un osservalore, supposto a distanza in-
- finila, ¢ la projezione di lulti i punti di conlallo dei piani tan-
genziali alla superhm, ¢ perpendicolari al coordmato di cui si
tralla.

Prourrua L Traoarc i piani tangenziali ad un drrto cong
o cilindro, '

476, Se in una superficie conica o clhncfnca s 1mmag|n1
un piane che comprenda uoa dala generatrice earatleristica
{(MX) (Fig. 63)-ed una generalrice ad essa vicina, poscia si
suppone ¢he quesla seconda generalvice si vada avvieinando
alla prima, ¢ che per onnseguenz,a il piano ruoli intorno alla
(M X) come asse, si 1 ilmente che quando le due
generatrici vengono a coincidere, il piano comprende tulle le
langenti delle eurve che possono tracciarsi sulla superficie per
ciascuno dei punti della (M .X); percid il piano & tangenziale
alla superficie in tutli questi-punti, ed i eoni appartengono
(eotme gii si disse) alla classe delle superficie sviluppabili.

477 Disegno. Se si vuole il piano tangenziale (Fig. 63) al
cono lungo da sua caralteristica (M X)), basla determinare il
piano che comprende oltre*questa gcncralrln- fa langenle ad
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una qualungue delle direlrici. Cosi prendendo. per direttrice
Ja traceia A XA, livala ad essa la langente X, questa sard
la traceia orizzonlale del piano richiesto, la evi traeein -verti-
cale ¥ o si determinerd considerando che il piano dee conte-
nere la generatrice (SMX), e pereid passare pel vertice (S)
del conos la ¢ sard anche tangente in y alla traccia verli-
cale del eono. — La norsiale al cono nel punto (M) & la retta
condoMa per (), le cui projezioni sono (§ 47) perpendicolart
alle tracee del langénziale X ¥y, — Se iyvece di un eono si
ha un eilindro, vale lo stesso metodo di soluzione, peiché.in-
vece del verlieé (8). pub adoperarsi qualungue punlo dclla ge-
neralrice (MA'}

Proxceaa 11, .Tl'oom’e il piano tangengiale ad. wna super-
ficie rotonda in un su0 !‘f-ml'u punto,

178. La linea, che colla sha rolazione genera la super! fluc,
ed un circolo caratteristico saranno le due gencralrici, di cui
si determineranno le tangentiz siceome la langenle del detto
circolo & perpendicolare al piano meridiano, cosi lo sard pure
il piano tangenziale, Se non sia descrifta la linea meridiana
che passa pel dato punlo, si polra servirsi di yualunque altro
meridiana, prendendone il punto che appartiene allo slesso cir-
colo caralleristico del punto dato: poiché dopo sara facile far
ruotare il Iangen_zi'ale intorno all’asse della superficie ,'ﬁgché
prenda Ta posizione, che spella al punlo dato: cosi se si trovi
I"intersezione del langenziale coll’asse ¢ palese che questa in-
tersezione rimarrd la slessa per tulti i piani che loccano la
superficic nei punli di un suo circolo earatteristieo: dopo cid

“il piano langenziale ricercalo passerh per quel punto dell’ asse
e pel punlo dato, e sard inoltre, perpendicolare al meridiano
de] dato punto. —— Quest'ultimo melodo sard mollo opportuno
anche per la determinazione della normale; & chiaro che nelle
superficie rolonde lulle le normali incoilrano 1'asse, e che
tutte le normali dei punti di un eireolo earalteristico lo in-
contrano in un medésimo pumdo. Deseritta la vormale; & poi
facile avere il tangenziale, che ha le tracee perpendicolari alle
projezioni di quella.

179. Diseqno. Nella figura 66 sc -si conosea la fangente
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della generatrice {AMHK A, bintika) nel punto (M), mediante
questa ¢ mediante quella del circolo (X ¥ M) sard fucile de-
lerminare il* langenziale in (M). — Che s¢ sia gid descritto
un meridiano (bra), e si voglia il piano langenziale nel punto
(¥), si deserivera da prima il langenziale pel punto (X)) posto
in quel meridiano e sul medesimo circolo di (Y), poseia quel
piano (zP'S) si fard ruolare inlordo all’ asse della superficie,
4n modo che prenda la posizione ¥ e, essendo la draccia
L7¥ perpendicolare ad A Y, e ¢ essendo delerminato dalla
condiziane che il pidno deg passare per (). Oppure si consi-
dererd che il tangenziale in (¥) dee inconfrart I'asse nel pun-
tu (A,1); pereid la lraccia verlicale passerd anche pel punto w
traccia delly orizzontale (A7, tw) parallela alla'&¥. — Op-
pure tirata xi normale alla curva meridiana baa sari (A Y, ny)
la normate in (¥), e a quesla sata perpendicolare it piano lan-
genziale. = Cosi le tracee del pl'mu cercalo sono perpendi-
colari alle AY ny, e passano pei-punti U ¢ w come so-
pra delerminali: di quesle cinque condizioni si seeglieranno
in ciaschedun caso quelle che lorneranno pith comode: si noti
che il punto Z+potrebbe anche "determinarsi, osservondo che
il piano cercalo dee comprendere la tangente al meridiano
(bya), la quale pel § 144 ¢ Ta (tyu, AYU).

Proweesn 1ML Trovare i pinni tangenziali di una superfi-
cie dopipiamente rettilinea. i

180. Rammentando ¢he il piano tangenziale ¢ quello, che
comprende le tangenti di due linee fracciale sulla superficie
pel dalo punto di contatlo, e considerando che, la superficie
comprende dne generalrici reltilinee (ehe noi abbiamo chia-
maie I"una direttrice, I"allrg generalrice), le quali si confon-
dono per conseguenza colle proprie langenti, vedremo che
basterd trovare la diveltrice e la generatrice. che passano pel
dato punto, ed il loro piano sard il ricereato. Tutti i purdi ap-
partenenti ad una medesima generalrice retflinea hanno i
tangenziali differenti poiché se due punti avessero il medesi-
mo piano hnncnmlu,, le due direllrici passanti per quei punti
sarebbers in un medesimo piano.

184, Disequo. Nelliperboloide rotondo ad una falda de-
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serilto nella ligura 65 le due generatvici che passano pel punto
(T,) sono le (T,M,) (T,V,): dungjue la traceia orizzonlale del
tangenziale in () sard (M, ¥ ): facile savh poi trovarpe la
traceia verlicale ricordando che il piano passa per (7). ——Se
il punto (7'} sj allontana indel ile, la corda (M V) ter-
mina col divenir un diamelro: pereid tulli i piani Llanggnziali
all’ iperboloide che hamno i punti di contalto a distanza infi-
nita passano pel.centro 3 essi totcano un cono rolondo, la
cui caratleristiea ¢ la (€S, ct,) ehe ha la slessa projezione ver-
licale della genevatrice (D, T, et)): questo cono, che ben o ra-
gione dicesi il cono assinfotico dell’iperboloide, incontra il
piano orizzontale ¢he ba la traceia z,z in un circolo col rag-
gio =08=DT,.

182, Per le superfi ficie doppiamente rellilinee si pud anche
risolvere il problema: Dato un piano che passi per una ge-
neratriee trocave il punto in cui esso tocea lu superficie. Si
trovino le intersezioni del dato piano con altre due genera-
trici della superficie, la relta che univh i due punli d"inler-
sezione sard la direltrice, che laglierd la prima generatrice nel
punte ricereato. — Quando la superficie & un paraboloide, sa-
i suflicienle una sola di quelle intersexioni, poiché la diret-
trice € determinata dal dover inconteare la prniza generalrice,
ed esser parallela al piano direttore.

Puoseena IV, Trovare i piani mlgen-mh di nna superfi-
cie del secondo ordine, )

183. Ritenendo la generazione di quesle superficie quale
fu esposta (§ 163 ec.) mediante generatrici parallele e simili,
si supponga descrilta la gencratrice, sulla quale & poslo il
punto di cui deesi trovare il langenziale: questo comprendera
intanto la tangente a quella curva: se il punto fosse situalo
sulla direltrice, essa darebbe una seconda langente, che deter-
minerebbe compiutamente il tangenziale ; altrimenti si dimo-
strerd che tutte le sezioni della supcriicie falte_dai piani che
passano pel diametro conjugato col piano della gencratrice han-
no le langenti, che incontrano queslo diametro in un medesimo
punto: onde, determinalo questo punto mediante la divellrice,
se ne dedurra la tangente della curva, che passa pel punto dato.
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18 4. Disegno. 1l langenziale nel punto (X) (Fig. 70) com-
prende la tangente della generalrice (MNJ’-)., la quale si sa
determinare (5§ 99, 127); inoltre la direllrice (4, MA4), che
ha il diametro (4,4) ¢ Vordinata (PM),avra la tangente (M)
determinata (§ 97) da (0 T)=(0 A): 0P . ¢ la sezione del-
'ellissoide falla dal piano (4, A X), di cui (A, A) & ancora
“un diametro relativo all'ordivata (P X); ci dard essa pure per
In sua tangente (XT), (OT)=(0A:(0OP): fdunqul.' il tan-
nziale in (X') comprendendo la tangent (AT) passerd pel
: puto (77, in cui la langénte (M 7' alla direllrice incontra |
suo diametro (A, 4). — Nei due iperboloidi quando il punto
di confalto si allontana indefinitamenite , tulli i piani tangen-
ziali passano pel centro, ¢ loccano il eono dssintolico. — 1|
"paraboloide ellittico ha un solo punto a distanza infinita, ed
in esso il langenziale ¢ lotlo a dislanza infinita

Note ai Cap. 1. ¢ III. del Libro 11,

La Geomeltria.suol dividersi in Geomelria piana ed in Geo-
melria dello spazio: ma una parte della seconda merita d'es-
serne distinla: e per 1" imporlanza e per le mollissime analo-
gie pud quasi metlersi a paralelly colla Geomelria piana. Come
in questa si considerano le proprieta dei punti — delle rette—
¢ delle curve poste in un medesimo piano: cosi in quella si
Studiano le velazioni delle relle — dei piani — e dei coni
passanti per un medesimo punlo. — Appartiene a lal parle
della Geometria lo stadio del triedro, di coi ci siamo oecupali
nel Cap. 1L del Libro . eosi pure lo sludio di quanti e quali
si vogli goloidi, purché il vertice - Se
yuesti angoloidi si lagliano con una sfera col centro in quel
vertice, ne risullano i triangoli ed alive figure sferiche , che,
eome ¢ nolissimo, pr molte analogie colle corrispon-
denti figure retlilinee.

Chizmeremo fuscio (Strahlbiischel im Rawme dello Steiner)
un complesso di vaggi o di piani passanti per uno stesso pun-
lo, senza lener conlo delle loro grandezze. solo badando alle
loro mutue inclinazioni : un complesso di raggi pud anche co-
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slituire un eono. — La causa dell’analogia tra un fascio ed
una figura piana, I si pué scorgere, inhnaginando che i rag- .
gi — i piani — i coni del fascio palsino rispellivimente per
altrellanti- punli — relte — curve della Iit,ur;a piana.Se un me-
desimo fascig ¢ lagliato da due piani, si hanne due figure pia-
ne Praspmwe, precisamente quali le abbiamo considerate al
.prmuplu della,Nota al Cap, L. (pag. 72); il centro di prospet-
tiva & quello che ora diciawo centro wiel fascw —— Nella pre-
detta posizione diremo che il I'asuq e la figura piana sono
prospetlivi: se mulassero la rispelliva loro posizione, ma ne
rimanessero invariate le forme, si direbbe éhe il fascio ¢ la fi-
gura piana sono cbfﬁueﬂri; intendendosi per collineazione,
che ogniqualvolla nella figura piana vi sieno punli in linea
rella, o relle concorrenti in un medesimo punto, nel faseio vi
saranno altretlanti raggi posti in uno slesso piano, ed altrel-
tanli piani colla medesi intersezione. — Ad ogni-
sezione conica, ossia linea del seeondo ordine, della figura
piana corrisponde nel fascio un cono del secondo ordine.

Una cagione di essenziale differenza tia una ligura piana
ed un fascio sta in cid, che quella pud variare sceondo che se
e fa andare all'infinjto I’una o 1'altra rella; invece tuddi i
piani di questo sono egualmente a distanza fnita, né vi é al-
cun caraltere che dislingua 1'uno dall’altro. Viene da cid che
menlre si conlano tre linee del secondo ordine, che differi-
seono perché o nessun punto (ellisse), od un solo ( parabola),
o due (iperbola), stanno a dislanza infinila, si ha invece un
solo cono del secondo ordine.

Le relazionj metriche che i dicono projettive, perche si
conservano da’una figura ad ogni sta prospettive (o pro_;e-
zione nel significato piti generale della parola (pag. 72)), si
conservano anche passando da una figura piana ad un fascio
ad essa prusp(_tmu‘ purché alle dislanze dei punti si sosti-
luiscano i seni degli angoli compresi tra i raggi. Cid risulta
evidenlemente dalle relazioni (A B)p=(854)(SB)sen(d S B),
ec. adoperate a simil nso nella Nota al- Cap. L. (pag. 74). —
Cosi il teorema 1. di quella pagina ¢'insegna che: Se le facce
di un triedro S 4 BC sono tagliate da un piano nelle rette
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SN SL SM, i seni dei s=i seqmenti degli angoli del tricdro
danno i due pmda!'h viguali

sen A4 SN.sen BSL. sen C'S;lf_senB.S;\ sen CSL.senAS I .

1 fasci“pr lano un importantissimo dualismo. Perpendi-
colarmenle a ciaseun raggio ed a ciaschedun pigno di un fa-
seio si conducano pel centro dello stesso fascio nim.ll,auh
piani e raggiy si formerd per tal maniera -un faseio pos
fave (§ 69) del primd, che avrd con esso un’intima rela-
zione, ed il primo sard a sua volta polave dell’allro. Se in
un faseio vi-& und serie di raggi posli in uno slesso piano
(stella) (pag. 75), nel fascio polare vi corrisponderd una se-
vie di piani passanti per une stesso raggio, e viceversa: i seni

“degli dngoli fra i raggi di-un fascio saranno uguali ai seni dei

diedri fra i piani dell’allro fascio.
1l dualismo-nei fasci. da origine al dualismo nelle figure

! piane. Se due fasci tra lore polari sono tagligli da due piani,

si oltengono due figure ra loro derivale-polari: ad una serie
di punti in linea retta (punteggiata) corrisponde nella figura
derivala-polare una serie di altrettante retle |1umnll per un
punlo (stella), e vieeversa: le relazioni melriche projettive lra

Jde distanze dei punti di una figura danno simili relazioni a

i seni degli angoli compresi dalle vefle devivate-polari di quei
punti. — Se i due fasci polari col centro comune si lagliano

- con un solo piano, le due figure piane hanno una pin inlima

relazione di quelle che sono soltanto derivale-polari: esse
possono dirsi figure reciproche, perché, abbassata dal centro
dei due fasci una perpendicolaie sul loro piano comune, si
olliene un centro oi ae‘npmcﬁa lale ehie le sue distanze da
un punfe e dalla rella sua derivata-polare (0. se cosi voglissi
chiamare, reciproca) hanno un prodoilo costanle, ossia una
distanza ¢ inversa dell’allra, Quel prodollo € uguale al qua-
drato della lunghezza della perpendicolare che dal centro dei
fasci polari va al eentro di rumpm(:llé posto nel piano delle
ligure reciprache.

Cerchiamio aleune delle proprieta dei coni del secondo or-
dine analoghe a quelle delle curve pizne dello stesso ordine,
¢he sono le t:ezioni eoniche. Cominciamo ad eperare col ealeolo
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ammieltendo che uno di tali coni sia taglialo da qualsiasi pia-
no in una linea del secondo ordine, — Condotto ad arbitrie
pel verlice (s} del cono il raggio (se}, immaginiamo che il
cono sia tagliato da una serie di piani passanti per (se); ed
in ciascuno di essi sieno (sm) (s} le caratteristiche del co-
na, ¢ sia (se,) un quarlo raggio che formi la stella armonicn
(sm)(se) (s )(se); tli i raggi (se,) saranno in un medesimo
piano (sed), che si dird il piano dimmetrale del cono eorvi-
spondente alla divezione (se). — Se Ia retta (s€) giri in un
piane (sde} anche il piano diametrale girerd intorno ad una
sua relta (se): in guisa che quando (so) verrd in (sd) il piano
diametrale sard (sce)z e le due stelle formate da tulli i raggi
(s¢) e da tutli i (a¢d) saranno tra loro collineari, o, il
che torna lo stesso, affini. — Inoltre se la (se) giri intorno ad *
(s) viel piano (sce) il suo piano diametrale girerd intorno alla
(sd): siecché le fre relle (sc) (sd) (s¢) polranno a buon di-
vitto dirsi tra lore conjugate,

Per dimostrare quanto ora abbiamo asserilo premettiamo
ehe dicesi stella armonica quella formata da quallro raggi lali
che senesm sene, sm,—=—senesm,. sen esm, dove il se-
gno — dipende da ¢io che debbono considerarsi come negali-
vi gli angoli (e quindi anche § loro seni), che andando dalla
prima alla levza lellera sono presi in verso opposto degli altri.
Questa relazione melrica ¢ projelliva, pereid se la stella si ta-
glia con una rella qualsivoglia eme, m, , si olliene una pren-
teggiata di quallro punti armonici, che danno
LU T em, . em, l'll.anclle ce,.mm =2 Sem, e,
dalle quali si deducono eziandio le .

1 1 2 1 LI 1 1 2
em | am, e, am o em mm,

e me +a , mm, "
Se uno dei quallro punti armonici, per esempio e, va a di-
slanza infinita, il suo corrispondente e, diviene il punto di
mezzo della rella wm,.

Cid premesso, immaginiamo che il cono sia tagliato da un
piano parallelo ad {sdej, e corde parallele alla {se) della ri-
sullanle sezione coniea saranno tulle dimezzale da un diame-
tro (ce,), il quale’ determinerd il predetto piano diamelrale

Brneavins o, n 8
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(sce,d); e se la (se) si muova nel piano parallelo alla sezio-
ne, questo diametrale (sed) girerd intorno alla (s¢) che dal
verlice del cono va al eentro della sezione; ed alla (sd} cor-
risponderi il piano diamelrale (sce). Che seora immaginiamo
una sezione del cono falla da un piano parallelo a (sce) le
corde; si del cono che della sezione, parallele alla (s €} saranno
dimezzale dallo stesso piano- diametrale (sce,d); inolire le
corde parallele alla (sc) saranno dimezzale dal piano (sde)
(poiché le due sezioni del cono fatte da piani paralleli ed equi-
distanli da (sde) sono uguali, ed ogni retta che ne unisce due
punti corrispondenti & di I da'l piano (sde) ed & paral-
lela alla retta (s¢) che passa pei eentri-di quelle sezioni, ¢ pel
vertice del eano)s percid Ia (sd) passerd pel centro della se-
" zione parallela ad (see), ¢ quanto dicemmo della (se) e del
piano (scd) potremo ripeterlo per la (se) e pel piano (sdc).

Nel piano diamelrale corrispondente ad una retta (s¢). che
diremo un diametro, vi ¢ un diamelro conjugalo e perpendi-
colare a (sc), ¢ vi sono pure due diamelri (sd) (se) tra loro
perpendicolari, i quali ultimi sono paralleli ai due assi della
sezione parallela al piano (sde). Non é altrellanto facile dimo-
strare (veggasi pia sollo) che esiste sempre una direzione (sc),
alla quale: corrisponde un piano di ale ad essa perpendi-
colare, ¢ che |R'rc:o in ogni cono vi sono tre diamelri conjugati
tra loro pery quali prend il nome di assi; di-
consi piani diametrali principali quelli che ;lahsano per due
assi ¢ sono perpendicolari al terzo.

Gli assi di un cono sieno (s¢) (FX) (SY) (Fig. 76) per-
pendicolari ai tre piani di projezione, e sia AMB la sua trac-
cia orizzontale; ogni punto M di questa ellisse ¢ riferito ai
due assi CB €A mediante 'equazione 2%:a’+ 4 : 6=, es-
sendo = y le distanze delle P QM da quegli assi: quesia
medesima equazione servird a riferive ogni caralleristica (SI)
del cono ai due suoi diametrali principali (SZF) (SZ2X).
essendo @:e yre (poslo (sc)=c) le tangenli trigonomelriche
dei diedvi compresi tra quei diametrali ed i piani (SPV V)
(SQMX): questi diedri sono misurati dagli angoli (CSP)
{CSQ). = Le quattro earatteristiche del cono. nelle quali la




s
sua curvalura € massima o minima, sono delerminate da
(S A)y=1g(CS A )=a:c, I1g(CSB)=1g(CSB,)=1b:c.

§’imniagini che il quadrilatero gobbo (SCPM) sia projet-
tato orlogonalmente sulla retla (SM,) determinata dalle coor-
dinate =, y, come la (SH) lo ¢ dalle @ y: le projezioni
sono eguali alle obbiettive moltiplicate pei coseni delle rispel-
tive loroinclinazioni alla retla su cui sono projettate; percip
le projezioni delle (SC) (CP) (PM) saranno date da ¢*:(SM),
ax (SM), gy (SM), la loro somma sarh identicamente
cguale alla projezione della (SH) sulla (S M) che ¢ la

(SMjeos(MSM,),
dal che rvisulla I'importante teorema: N coseno dell’ incling-
zione di due rette ¢ uguale alla somma dei tre prodotti dei
coseni deyli angoli che esse formano con ciascheduno di tre
assi ortogonali,

Mediante questo leorema se pongasi

15(CSF)=) (0> —b):| 7 (¢ + ") =e:c

st cos(F SM)=(e*+ex): /(¢ )+ 2y,

da cui si ricava ean facile caleolo”
g (FSM)=c(@—ex):a(c’ 4 ex):
¢ per una nolissima formula trig ica da quesla e dalla

tg(CSA)=a:c si ricava g[(CSA)—(FSM)]=ex:ac.
In simil medo si trova che lo slesso angolo, che ha la tangen-
e =ex:ae, & uguale a (F,. 8 M) —(CS.A): percid: 1. La
somma-dei due angoli vettori (FSM) (F,SM) é costante-
mente wgquale allPangolo compreso tra le due caratteristiche
(SA4) (SA)) della curcatura minima. Perloché le refle (SF)
(S#,) sono delte a buona ragione le focali del cono. — Si
noti che F F, non sono gia i fochi dell’ellisse A ME: il
rapporto di CF all'eccentricith dell’ellisse ¢ =(s¢):(SH).

1l proposto cono ha un cono polare, le cui caralleristiche
sono perpendicolari ai langenziali del primo, e viceversa: esso
€ lagliato dal piano BAB, in una ellisse coi semiassi CR=c"b,
Co=c":a, e le sue focali passang pei punti 3 3, delermi-
nali da C}f:c’l/{u"—-b’}:-5|,/[r:‘+c‘}_ I piani perpen-
dicolari a queste foeali del cono polare si ollengono prenden-
o CE=bL7 (@4 ¢"): |- (> 17): essi si dicono piani cielici
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del cono (S4B ..), perehi (ulle le sezioni eireolari di questo
sono parallele all’uno o all’altro dei piani (SGT) (SG, 1)

Per dare qualche saggio dell’ evidenza, con che la Geome-
tria derivata giunge a verita, cui sarebbe mollo pit lungo di-
moslrare col caleolo, applichiamo i principii di derivazione
alla ricerca delle proprietia delle focali dei eoni. Cerchiamo
prevenlivamente qual sia in un piano la eurva reciproca del
circolo A°M°.4° (Fig. 77) rvispello al eenlro di reciprocila
R per quanto abbiamo delle superiormente’, si ollerranno §
punti M della enrva, abbassando da £ le perpendicolari fi 7°
sulle tangenti M°/° del circolo, e prendendo’le M inversa-
menle proporzionale alle #/°: ¢ se si prendano le A7 inver-
samenle proporzionali alle M, le M perpendicolari aile
R T saranno langenli alla eurva, 11 centro comune dei due eonj
polari, che hanno sul piano della figura le tracee A°M", ..
AM.. .. & sulla perpendicolare al piano innalzata in £, ¢ ad
una distanza =" RM° R 1. La eavva di tatti i ponti 7 & il
circolo A A, giacehé per un leorema di Geomelria elemen-
lare, le f1i sono inversamente proporzionali alle R M°, percid
le BT sono proporzionali alle £i (*); ponendo mente a quanto
dicemmo sulla fine del § 99 (Fig. 42) se ne deduce che: [1. La
curva veciproca i wn civeolo é wna sezion conica, che ha i
foco el centro oi reciprocitd,

La reciprocitd nello spazio consisle nell’ immaginare che per
ogoi punto M della figura primitiva sia livato al eentro di re-
ciprocild £l un raggio MR, il quale sia prolangato di una lon-
ghezza 11" inversamente proporzionale alla £ . il piano eon-
dotlo per I* perpendicolarmente al vaggio M A si divh il pia-
no reciproco del punto M. T piani reciproci di due punti M
M, s'inlerseeans in una relta, che taglia perpendicolarmente
il piano WEM, in un punto che & reciproco in quel pinin
alla vetta MM,z per Io spazio si diee ehe I intersezione (i
quei piani ¢ reciproca della vetta 3 M, . 1 pisni reciproei i

(") Questa maniera di derivazione dal punto M al suo dinverso 1 in
1a dico inversione; intorno ad essa, combinata anche colla reciprociti,

pubblicai una Memoria nel T. VI degli Annali delle scienzedel Regno
Lombardo-Veneto pel 1836,
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fulli i punti di un piano MM, hanne un punlo comune,
che dicesi recipraco di quel piano; ¢id pure si rende palese
considerando le reciprocila nei varii piani condolij pel een-
tro & perpendicolarmente al piano MM, M, Anche nello spa-
zio vi & perfella reciprocanza tra due figure reciproche,

Ora abbiasi un eircolo (c”), ¢ fuori del suo piano il centro
di reciprociti Rz Wl i piani veciproei dei punti del cireolo
saranno langenziali ad un cona (C) col vertice ¢ reciproco
del piano di (c”); tal cono sarh del secondo ordine. Infatli se
per (<) passi un cilindro rolondo (A%), il quale sia tagliato
perpendicolarmente dal piano condotlo pel centro B nel vir-
colo (b°), Ta reciproca di tal cilindro sard una eurva (a), che
nel proprio piano sivi reciproca del circolo (h*), quindi pel
teorema II. sarh dessa una sezion conica: siecome il eircolo
(c”) appartiene al cilindro (A%}, cosi il cono (C) passeri per
la curva (a). Questo (C) non differisce, se non se nella posi-
zione del vertice, dal cono polare del cono che ha per ver-
tice il punlo & e per diretirice il cireolo (¢%), poiché i-lan-
genziali di quello sono perpendicolari alle caratleristiche di
questo. Per tal manieia abbiamo dimostrato, che il cono po-
lare di uno che ha per diveliviee un circolo ¢ del secondo or-
dines lagliando quesli coni polari con un piano qualungue
abbiamo, pit generalmiente del teorema IL: 1L fn wn pian
la reciproca di una sezion conice ¢ pur essa wna sesion co-
nica, — Dupo ¢id, presa in lnogo del circolo (c°) una qual-
ungque sezioue eo 5 il precedente ragionamento dimostreri
che: IV. Nello spazio una sezion conica é reciproca ad un co-
ne del secondo ordine. — V. Il cono polare di un cono d. s.
0. & pur esso del secondo ordine. e

In un qualunque cono d. s. o. R(c®) se (¢} ne & una sua
sezione circolare, il piano condollo pel vertice R parallela-
mente a tal sezione dicesi un suo piano ciclico; ¢ nel cono
(C) polare del predetto, la retta € perpendicolare a quel
piano ciclico, dicesi una sua focale. Pel teorema IL si vede
che: VI fu ogni cono d. s. o, le sezioni perpendicolari ad
una focale hanno un foco nella focale stessa,

Supponiamo che pel circolo (¢”) passi wna sfera ((S%)), e
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rispelto al centro di reciprocita /2 si abbia una superlicie ((S)),
i cui tangenziali sieno reciproci dei punti della sfera, ¢ viee-
versa: essa sard lovcala dal cono (C) reciproco di (¢°) tullo
lungoe una sua sezion conica, reciproea del cono eircoseritto
alla sfera lungo il cireolo {¢). — Tulli i piani condolli per K
e pel cenlre della sfera la lagliano in eivcoli massimi, e la-
gliano per conseguenza (Teor, 11.) la ((S)) in -coniche uguali
avenli un foco in Ry dunque: VIL La superficie reciprocd di
una sfera ¢ wia superficie del secondo ordine rolonda coi fo-
chi sull’asse di rivoluzione, ed ogni cono (C) ad essa cireo-
scritto ha una focale che passa pel foco della superficie. —
Siccome questa ha due fochi, e per ciascheduno ‘di essi pud
ripetersi in ordine inverso quante ora abbiamo dello, cosi:
VII. Ogni cono d. 5. 0. ha due retle focali. — Passando
(Teor. V.) al cono polare si scorge che: 1X. Ogni cono d. s, o,
ha due piani, ciclici, paralleli alle sue sezioni circolari. Nei
coni rotondi le dee focali eoineidono insieme, cosi pure i due
piani ciclici.

Se per una tangente del circolo (c°) e pel centro di reci-
procita K si faceid passare un piano; il quale lagli la sfera
((8")) nel eireolo (h°), il suo reciproco sarh un cilindro (H)
circoserillo alla superficie rotonda ((S)) e tangenziale al cono
{C) lungo una sua caratleristica. I piani che passeranno per
yuesla caratteristica e pei due fochi B F della superficie, ¢
quindi per le due focali del cilindro, cioé pei fochi di tulle le
sue sezioni relle, saranno (per una proprieta di. tali sezioni)

gualmente inclinate al tangenziale, che ¢ al cilindro,
alla superficic ed al eono (C); percio: X. In ogni cono del
secondo ordinie i piani condolti per wna sua generatrice CM
e per le due focali formano diedri uguali col tangenziale che
passa per la CM. Mediante 'analoga propricth delle sezioni
coniche, polremo estendere il precedente leorema al caso che
la relta € sia eslerna al cono; allora i due piani che pas-
sano per le focali ¢ per la CM formeranno diedri uguali coi
due tangenziali al cono condotti per la €.

Se dai fochi & F della superficie rotonda ((S)) si abbassa-
no le perpendicolari su ciasern langenziale, i piedi di tali per-
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pendicolari sono sulla slera, che locea la superficie nei suoi
due vertici; e il loro prodotlo € costante. Infalli siccome quelle
perpendicolari non escono dal piano meridiano, in eui si tro-
va il punto di contallo, cosi questo leorema ¢ conseguenza
immediala di quello che vale per le sezioni coniche (§ 99) ¢
di cui abbiamo gid fallo uso: la sua seconda parte é conse-
guenza di una nota proprietia delle corde del eireolo, in eoi
sono i piedi delle perpendicolari, e della simmetrica dispo-
sizione dei due foehi rispetto a quel eircolo, Ne viene che:
XL S ogni cono d. 5. 0, prodotto dei seni delle inclinazioni
delle due focali su ciaschedun tangenziale ¢ costante,

Il cono (C), e 'allre cono che ha per verlice un punlo &
della foeale del primo, e per diretirice il circolo (c°) reciproco
del cono (C) rispetto al centro &, sono, come dicemmo, tra

. loro polari; e la sezi ircolare (c”) del lo & perpen-
dicolare alla focale CR del primo. Si pud stabilive divettamen-
le anche la direzione delle allre sezioni eircolari che sono
perpendicolari alla seconda foeale di (C): poiché le caratleri-
stiche del cono R{c”) che sono rispellivamente perpendicolari
ai tangenziali del (C) li incontrano nei punti di una circonfe-
renza di circolo. Infatli per la legge della reciprocita le lun-
ghezze di quelle perpendicolari sono inversamente proporzio-
nali alle lungl delle medesime cavallerisliche da R ai punti
del eircolo (¢%), e la curva inpersa di un circolo ¢ sempre un
circolos il ehe si dimostra osservando che pel eireolo (%) pos-
S000 passare :nfunte sfere, ° che la superficie inversa di una
sfera € una sfera, giacché seeante condolta da R ad
una sfera & inversamente proporzionale alla sua parle esterna,
Dunque: XII Due sezioni civeolari di un cono sono tra lore
inverse, cioé le lunghezze di ciascuna carattevistica dal ver-
tice alle due sezioni danno prodotto costante,

Il dualismo tra un eono ed il suo polare e tea le focali del-
'uno e i piani ciclici dell’altro fa derivare dai leoremi 1., X.
e XL i seguenti: XIIL [ diedri formati dai due piani ciclici
cont qualsivoglia tangenziale del cono hanno somma costante,
che ¢ il diedvo compreso tra i due tangenziali lungo le ce-
ratteristiche di minima curcatura: purehé si scelgano op-




120 .
portunamente i diedei o i loro supplementi. XIV. Ugni tan-
genziale del cono taglia i piani ciclici in due rette equal-
mente inclinate alle caratieristica di contalto: o pin gene-
ralmente: Se un piano taglia il cono e i piani ciclici in quat-
tro retle, queste prese alternatamente formuno due angoli
'-tgrunh‘. — XV. Il prodotto dei due seni delle inclinazioni
di ciascuna caratteristica del cono coi piani cicligh ¢ coe
stante. A =

Se sulla foeale CR di un cono (C) siavi il verlice D di un
altro cono (D), il quale abbia la stessa focale Dt preso un
punto B di questa per centro di veciprocita, quei due eoni
avranno per reciproci i due eircoli (") (d”) posti in piani
paralleli, giaeché ambedue sono perpendicolari alla focale co- .
mune; per questi due eircoli possiamo far passare due coni
(E°) (E.%), pereio le lora reciproche (e) ‘(e,) apparterranng ,
ad ambedue i coni (C) (D); cioé: XVI. Due coni d. 5. o, che
hanno per focale comune la vetta, che ne wnisce i verlici, si
tagliano in due curve piane.

Coloro che bramano rendersi abituali le teoriche o la pra-
tica della Geomelvia deseriltiva, costruiranno in grande i di-
segni (§ 5) necessarii per verificare gralicamente i precedenti
leoremiz spero di far cosa grata, dando lore allro oggelto di
esercizio, coll’esposizione di aleune proprieta delle superficic
del secondo ordine. .

Le superficie d. s. o. rotonde, i cui fochi non sonu sull’as-
st (cio¢ lo sferoide schiaeciato e iperboloide vatondo ad nna
falda), hanno un circolo focale, che conliene ttti i fochi delle
lince meridiane, — Prendendo uno solo dj quesli fochi, e la
direttrice (§ 98) ché gli corrisponde nel piano meridiano di
cui si tralla, si dimostra che: XVIL La superficie rotouda ¢
il luogo geometrico di tutti i punti, e cui distonze da un
punto (foco) e da wna vetta (di'rcth't'-:e) hanno wn costante
rapporto. Infalli se # (Fig. 42) & il foco, GQ la direllrice,
AMA_la linea meridiana, CB 1'asse di rolazione, si ha (§
98) F4 :Gd=!-’z(,:{,'d,=.’-'.-l!:@.lf; ora € nolo, che tulti
i pl||I1Ii del cireolo generalo dalla rotazione del punlo A han-
no dai punti fissi F 17 o distanze in quello slesso rappor-
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to(*Js inollre lutli i punti, che hanno le distanze daj #' Q@ in quel
rapporto sono situali sopra una sfera, il eui centro cade sulla
£°Q; questa sfera taglierd il piano generalo -dalla rolazione
della vetta QM in un cireolo, il quale dovendo comprendere
i dye punli in cui la retta Q. incontra la curva, sard preei-
samenle il cireolo parallelo prodotto dalla rolazione del pun-
to M. — Se fosse costante il rapporto delle distanze da an
punto F ¢ da un piane, il luogo geometrico si olterrebbe fa-
cendo ruotare la sezione conica intorno all’asse dei fochi:

- Dalane occasione aggiungo gli enunciati di altri due teore-
miz XVIIL Futei § punti, le eni distanze da due relte fisse
hauno dato vapporto, appartengono ad wa particolar iperbo-
{oide adl wna falda ; esso divenla un paraboloide (§457) se il
rapporto ¢ di uguaglianza. — XIX. Gli spigoli di tutti i diedri
retli, le cui facce pussano per due rette fisse, appartengono
ad un iperboloide della stessa specie suindicata, le cui sezioni
circolari sono perpendicolari all*una o all’altra delle due ret-
te fisse, le guali ne sono une qeneratrice ed wna diveltrice
(§ 150). =

Le superficie del secondo ordine hanno per focali due se-
zioni coniche accoppiate (§ 44 4): eiascuna di esse & situala
nel piano di una sezione diametrale pri della superficie,
¢ ne ha gli stessi fochi, avendo per vertici i fochi delle altre
sezioni dismetrali prineipali, — I paraboloidi hanno due sole

oni diametrali principali, i cui fochi # £ sono i verlici

se
€ i fuehi delle due parabole accoppiate, ognuna delle quali &
posta, come dicevamo, nel piano della sezione principale, di
cui ha lo stesso foro, — L'ellissoide ¢ i due iperboloidi han-
no due sezioni principali coi fochi # F, E E, posli sopra
uno slesso asse, e la lerza sezione prineipale, se non é imma-
ginaria, ha i fuchi D £, in un allro asse: le focali sono Vellis-
s¢ e liperbola accoppiate che hanno i fochi e due verliei nei
qualtre punti F* F, E E,.— XX. Ogni piano normale ad
una focale taglia la superficie in wna sezione conica, di cui

(%) Poichi se a & un punto di quel circole, dalla proporzione
CF:Ca=Ca:CG risulta la similitudine dei triangoli CFa Calz.
percid Fa:Ga=CF:CA.
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un foco ¢ nella stessa focale, — XX1: Se una focale taglia (i
superficie, cid avviene ad angole retto; perehe la focale ha gli
stessi fochi della sezione principale della superficie s ed in
quella intersezione la sezione perpendicolare alla focale si ris
duce ad un circolo infinitesimos diremo in seguito che in quel
junto fombilic) la superliciv ha la curvatura sferica.

XXII Qgni cono circoscritto ad una superficie d. s. 0. ¢
col vertice in un punto di una delle sue focali é rotondo. —
XXIIL Ogni altro cono civcoseritio alla superficie ha gli stessi
assi e le stesse vette focali dei due coni, che col medesimo verti-
ce hanno per direttrici le due curve focali. — Siceowe i coni
colle retle focali comubi quando si lagli si_lagliano orto-
gonalmente (leor. X.), cosi: XXIV. Da qualungue punio si
guarding due sezioni coniche accoppiale, esse sembrano ta-
gliarsi ortogonalmente — XXV. I coni, che hanno il vertice
sulla superficie e le curve focali per divettrici, hanno un asse
che é normale alla superficie, e due che sono tangenti alle li-
nee delle curvature principali di questa: se la superficie é
costituita da linee relle, quelle due, che passano pel vertice
del cono, ne sono le focali.

XXVI. Due piani, che passino per una tangente delle su-
perficie e tocchino une delle sue focali, sono ugualmente in-
clinati sul tangenziale alla superficie. — XXVIL Per ciascun
punto di una curva focale possono esistere due piani tali,
che le distanze di un qualunque punto della superficie dai
piani abbiano il prodotto equale al quadrato della distanza
del medesimo punto da quel punto fisso, — XXVIIL Per ogni
piano tangenziale ad una superficie d.s. 0. ¢ costante il pro-
dolto delle sue distanze dai due punti di una delle curve fo-
cali, ave essa ha le tangenti parallele al tangenziale.
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CAP. IV,

Delle superficie seiluppabili, e degli invituppi
delle superficie,

185. Superficie svituppabili sono quelle ehe hanno in qual-
che modo (§ 173) una sola curvatura. tolta la quale esse si
seiluppano in un pianos ed una superficie piana flessibile pud
ravvolgersi supra una superficie sviluppabile in guisa da co-
prirla interamente senza soffrire né fenditure, né ripicgature.
Questo sviluppo pud eseguirsi facendo ruotare la superficie so-
pra un piano, in modo che tutle le parli di quella vengano sue-
cessivamente ad appoggiarvisi 1 bisogna dunque che la su-
perficie ed il piano si tocchino sempre per lulla la lunghez-
za di una retla, ehe sard una generatrice della superficie: que-
slo piano langenziale comprenderi pereid le tangenti di tutte
le curve che possono tracciarsi sulla superficie partendo dai
varii punli di quella generalrice, ¢ quindi comprenderd due
punli infinit te vieini di ci di tali curve, cioé due
relte generatrici della superficie. — Quantunque Je superlicie
sviluppabili sieno costituite da linee rette, noi, seguendo Monge
ed Hachelle, non le chiameremo rellilinee (réglées), riserbando
fquesto nonie per quelle ehe non sono sviluppabili,

186. Nelle superficie cilindriche e nelle coniche due gene-
ratrici rellilinee quali si vogliano, sono situale in un medesi-
mo piano: nelle altre superficic sviluppabili sono in uno stesso
piano soltanto le generatrici infinilamente vicine (Veggasi il §
2141), queste colle loro intersezioni formano una curva che ha
per tangenli tutte quelle generatriei : lal curva per conseguenza
non € piana, poiché allrimenti tutte le sue tangenli sarebbero
situate sopra un piano anziché sopra una superlicie sviluppabi-
le essa dicesi la linea o lo spigoly di regresso ( Wendecurve)
della superficie. Fra una eurva gobba ed una superficie svilup-
pabile ha dunque luoge un’intima relaziorie, per cui una di
esse trae seco 'allra: tulle le generalrici carallerisliche della
superficie sono langenti alla earva, e lulli i piani oscalalori
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i questa sono langenziali a quella, ¢ possono servire a gene-
varla, poiche le inlersezioni dei langenziali infinitamente viginj
sono le generalrici della superficie: per questa eireostanza di-
cesi che I piani sono ineiluppati dalla superficic, che prende il
nome d'inciluppo del sistema dei piani.

187. T-piani di un dalo sislema, anziehé esser delerminati
medianle una curva, di cui sieno i piani oseulatori, possono es-
sere i piani normali di una data eurva, ed ancora essi danno
origine ad una superficie sviluppabile che ne ¢ Uineiluppo: se
la curva direltrice & piana, la superlicie € un cilindro colle ge-
neratvici perpendicolari al piano della curva; e se quella @
una curva gobba descritla sopra una sfera, la superficie ¢ un
cono, perché wlti i piani normali alla curva passano pel eenlro
della sfera. — Por un altro modo di definire un sistema di
piani, supponiamo di avere una superficie non isviluppabile e
sit di essa sia deseritta una curva qualunques tutli i piani tan-
genziali alla superficie nei varii punti di quella curva saranno
aneora inviluppati da una superficie sviluppabile, la quale loe-
cherd la superficie proposta in tulli i punti di quella eurva,
avendo coli i tangenziali comuni: lale superficie sviluppabile
si dird circoscritta all'altra superficie.

188, La generazione delle superficie sviluppabili mediante
Pinviluppo di piani pub estendersi ad altre superficie:; ed in
generale si chiama superficie inviluppo il luogo delle interse-
zioni conseculive di un’alira superficie mobile, che varia di po-
sizione od anche di forma secondo una legge delerminala:
ognuna di queste superficie dicesi ineiluppata, ¢ le intersezio-
ni di due inviluppate infinitamente vicine prendono il nome
di generatrici carattevistiche della superficie inviluppo. —
Questo nome di caratteristiche noi lo adoperiamo peraliro nel
solo easo ¢he le superfici i ieno o piani o sfere, ¢
percio le caralteristiche suranno o rette o circoli; se non si fa-
cesse lal distinzione si correrebbe rischio di dover chiamare
caralleristiche lutle le generalriei. — Ogni superficie invilup-
Pata pud considerarsi come conlenenle due generalrici della
superficie inviluppo, quelle cioé in eui essa ¢ lagliata dalle al-
fre due superficie inviluppale infinitamente ad essa viel
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viene che ogui superficie inviluppala tocea Ja superlicie i
luppo tutlo lungo una sua generatrice,

189. Una superficie rolonda i presenta differenti manie-
re di generagione per mezzo dell’inviluppo di altre super-
ficie. S¢ immaginiamo una serie di sfere, che abbiano i een-
tri sull’asse della superficie, e la tocchino nei suoi varii gir-
coli paralleli, la superficie @ Vinviluppo di quelle sfere,
quesli circoli sono generalrici caratleristiche. — Ogni super-
ficie rolonda ¢ anche Iinviluppo dei coni rotondi’, ¢he hanno
i verlicl sull'asse, e che la toceano nei suoi varii circoli ca-
ralleristici: e lo @ anehe dei cilindri ehe la loccano lungo
ciaschedun swo meridiano. Ciascuno di quesli coni o eilindri,
i'aiutlc'usluuhé inviluppato, si dice (§ 187) circoseritto alla sii-
perficie, e forse meglio si divebbe abbraceiante’

190. Torniamo adesso alle superficie sviluppabili. Immagi-
niamo che il piano orizzontale sia quel langenziale ehe com-
prende le due generalrici caratleristiche infinitamente vicine
1.7 2.7 la superficie ruoti intorno alla 2.7 generatrice fin-
¢he il langenziale ehe comprende la 2.7 e la 3. generatrice
venga a combaciare col piano orizzontale: poseia, rimanendeo
fisse le pri ilriei, Lulle le successive ruotine inlorno
alla 3.% finché anche la 4.% cada sul piane orizzontale: cosi
procedendo col pensiero si comprenderi in che consista I’e-
salle sviluppo di una superficie sviluppabile, e s'inlenderd,
che in lale sviluppo le generatrici della superficie si manten-
gono della stessa forma reltilinea e della ‘slessa grandezzay —
che ogni altra linea traceiata sulla superficie muta di forma e
conserva la slessa lunghezza; — che la linca regresso per-
de la propria‘torsione (§ 129), perche i suoi piani oseulatori
girano inlorno alle langenli, ¢ manticne la sua curvalurag —
che gli angoli compresi tra Je caralleristiche ¢ le linee (rae-
ciale-sulla superficic non mutano di grandezza, e che quelle si
conservano tangenli alla linea dj regresso: — ne risulla pure,
che la linea pii breve che nella superficie possa condursi fra
due punti delerminati, diventa nello sviluppo una linea retta,

194, Per descrivere realmente lo sviluppo di una data su-
verficie non pud adoperarsi il predetto metodo, che ¢ pura-

i-
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inenle razionale: e. se in luogo delle cavatferistiche infinita-
mente vieine, si prenderanno quelle che hanno fra loro pic-
tole distanze, si avra uno sviluppo soltanto approssimalo ; ve-
diamo come in casi particolari possa deseriversi lo sviluppo
vsalto. Se primieramenle la superficie sia un cilindro, le ea-
ratteristiche saranno anche dopo lo sviluppo linee parallele, e
st nel cilindro si abbia una direllrice, il cui piano sia per-
pendicolare a tulle le carallervistiche, essa si svilupperi in
una linea rella perpendicolare alle caratteristiche sviluppate:
dunque rimane da prendere sopra una relta delle porzioni
uguali (§ 126) agli archi della diretlrice, e livare perpendi-
colarmente ad essa le caralleristiche nella posizione che pren.
dono dopo- lo sviluppo. In questo sviluppo piano ogni linea
brevissima & una relta, la quale forma angoli uguali colle ca-
rallerisliche, percio sulla superficie cilindrica le linee bre-
vissime hanno la proprieti d’incontrar sollo ugual angolo
tulle le caralleristiche; (ali linee si dicono eliche, esse so-
no fulle curve gobbe, ecceltuate quelle che sono perpendi-
colari alle caratleristiche. Avremo ben preslo oceasione di de-
serivere un’elica. Se un filo si ravvolge, tenendolo teso sopra
un cilindro, esso vi si conforma in elica; poiché il filo a mo-
livo della sua lensione prende su qualunque superficie la for-
ma della linea pit breve, che possa condursi da un punto ad
un altro.

492, Se la superficie, che vuole svilupparsi, sia un cmio-,
noleremo in primo luogo, che le sue generatrici saranno dopo
lo sviluppo tanti raggi partenti da un medesimo punio; rvi-
mane da immaginare sul cono una direlirice, di eni si cono-
sca la forma che prendera dopo lo sviluppo. Ora se partendo
dal verlice del cono si prendano su lulle le sue caralleristiche
delle lunghezze uguali, le loro estremiti saranno dopo 1o’ svi-
luppo siluate in un arco cireolare; dunque Dbisogna determi-
nare la lunghezza della direltrice, i ei punti sono ugualmente
loptani dal verlice, e fare ad essa uguale un arco del circolo
descritlo col raggio eguale alla distanza della direltrice dal

verlice, Anche di quesla teoria faremo in seguilo.qualehe ap
plicazione.
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193. Le lince brevissime descritte sulle superficie coniche
non hanno, come quelle sulle superficie cilindriche, la pro-
prieti di tagliare tulle le generalvici caratleristiche sollo un
wedesimo angolo; cerchiamo qual sia la proprieli comune
alle linee brevissime descrille sopra qualunque superficie svi-
luppabile. Se rappresenti in G'L'N (Fig. 78 0) o svilup-
po della superficie, ogni sua linea brevissima sara sviluppata
in una retta L'M°N’; ora quando tal figura si piega inlorno
alla superdicie il piano infinitesimo &MV ruota intorno alla
caralleristica G,'M', ¢ la retta L'M'N si conforma nella linea
brevissima (LM V) (Fig. 78 a): ora se il piano coordinato
orizzontale sia parallelo al piano (GLM), mentre il lato MV’
gira di un angolo infinitesimo intorno alla generatrice (G, M)
esso si conserva nel piano verticale in eui & posto (L), per-
cid la sua projezione MV si mantiene sulla prolungazione del
late LM dunque quando una linea brevissima (LMN) si
projetta sopra il piano langenziale nel punto (M), i due ar-
chetti infinitesimi (LM) (M N) si projettano per dirvillo I'uno
dell’ altro, cioé la curvatura della Projezione nel punto M &
nulla: la stessa propricty pud esprimersi anche in altro modo
considerando che il piano che eomprende i due lalercoli (L.M)
(M V) della curva dicesi il suo piano osculatore nel punto (M),
e che ogni piane perpendicolare al tangenziale dicesi (§ 17 4)
piano normale; pereid: Le curge brevissime hanno tutti i.
loro piani osculatori normali alla superficie cui apparten-
gono. — Il predello teorema si estende anche alle superficie
non isviluppabiliz infalli se abbiasi una superficie qualunque
e su di essa sia descrilla una corva brevissima, possiamo im-
maginare che una superficie sviluppabile (§ 187) sia circo-
serilta alla data tulto lungo quella curva, e la curva sari bre-
vissima anche rispelto a questa séconda superficie, poiché le
due superficie hanno di un el to infinilesimo in
larghezza, ma che si eslende per tulla quella eurva s.le due
superficie hanno nei punti di quella eurva i tangenziali co-
muniz dunque i piani osculatori della curva che sono nor-

mali alla superficie sviluppabile lo sono anche alla superficie
dala,
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Puosteua, Descricerve Uelicoide seiluppabile.

194. Sopra un cilindro sia deserilla una linea brevissima,
che dicesi elica (§ 194): tle le tangenti di questa eurvy
gobba coslituiscono (§ 186 ) una superficic che ¢ Delicoide
seiluppabile. Per descriverlo inceremo col di e |eli-
ea, il che non sarh difficile considerando che nello sviluppo
del cilindro I'elica si sviluppa in una retla; poscia per lirar-
ne una tangenle qualungue, osserveremo che essa € compresa
nel tangenziale del cilindro e forma eolla caralterislica un an-
golo dalo. — Delerminala la traceia dell elicoide sopra uno
dei piani coordinali, facile sard avere il piano langenziale lun-
g0 una caralleristica, poiché esso viene determinato (§ 173)
dalla corrispondente tangenke della traceia: ma anche sen-
za di eid polremo nolare che i langenziali della superficie
essendo (§ 41 86) piani oseulalori dell’elica, e quesli essendo
{§ 193) normali alla superficie cilindrica, cioé passando per
una retta perpendicolare alla gencratrice del cilindro ed alla
{angenle dell’elica, ne viene che I'inclinazione fra il tangen-
ziale dell’elicoide e la generatrice de! ecilindre & nguale al-
I"angolo coslanle formalo con questa generatrice dalla langenle
dell’ elieca . — Se vorremo svﬁl:l]:[mre I"elicoide, osserveremo
che nello sviluppo fa sua linea di regresso (§ 190) conserva
la stessa curvalura, ora ¢ evidenle, che se il cilindro sia po-
tondo, I'elica ha in tuli i suoi punti la medesima curvatura,
pereid nello sviluppo dell’elicoide essa si vidurriv-ad un eir-
colo. Per trovar il raggio di questo eircolo osserviamo-che il
piano oseulatore dell’ eliea tagliera il cilindro in una ellisse.
di cui estremith dell’asse minore apparterva all’elica; ei sara
dungue facile trovar il raggio di eurvalura di questa ellisse,
¢ quindi anche dell’elica. Dopo aver deserillo il cireolo, in cui
si sviluppa Ielica, prenderémo su di esso degli archi eguali
ai varii arehi dell’elica (i quali sono dati dallo sviluppo del
cilindro), e le tangenti corrispondenti formeranno lo sviluppo
delle curalteristiche dellelicoide. -— Se finalmente voglia de-
seriversi una linea brevissima sull’elicoide, hisognerd prima
tivare una rella sul suo sviluppo, poseia trasportare sull'eli-
coide i punti in cui essa faglia le caralteristiche,
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195. Diseguo. Sia proposto da descrivere Ielicoide svilup-
pabile dipendente da un’eliea di.un eilindro rotondo perpen-
dicoliive al piano coordinato orizzontale ; deseriviamo in pri-
mo luogo (§ 191} lo sviluppo del cilindro, e dell’ cliea che
diverrd In velta Za'm’ &, .. (Fig. 79 #): supposto che questo
sviluppo si ravvolga sul cilindro A, 2 .. (Tig. 79 a), sara
facilissimo dedarne la projezione vertieale ain, b, ... dell’elica
(:ule:{ta,curva wn b, ... dicesi. linka dei seni {sinusohle)).
L tangenziali -del cilindeo hanno le tracee M X, dungue le
retle-tangenti dell’eliea e émalleristiche dell’elicoide hanno le
projezioni M X; inoltre esse haino una costante inclinazione
A“E'd (Fig. 79 4) sul piano orizzontale, ¢ nel ravvolgersi
della A"MB,” intorno al circolo A M, B, (Fig. 79 «), la M E
prende la posizione M, X, ec.: cosi avremo la tracia orizzon-
talee EX, G ... dell'elicoide; ed ¢ palese che essa ¢ una svilup-
pante (§ 126) della basé del cilindro: projettando i punti X,
ec. sulla fond, lale avremo le projezioni verlicali i, ec.
delle generalrici caratleristiche dell’ clieside, e ne dedurremo
la traceia verticale € yy9,3-questa ha Vassintolo by oltre il
punte y, essa si abbassa nuovamente, e va a taglinwl la fon-
damenlale; unendosi coli alla continuazione della (raceia oriz-
zonlale: Tullo ¢id & prodolto da quella falda dell’ elicoide, che
discende obbliquamente dai varii punti dell’elica; ma le ea-
ralteristiche (M, X)) ec. si estendono anche al dj sopra del-
Veliea in (M, ¥,); cosi si ha sul “piana orizzontale la Iraccia
A AL prodolla dai punti dell’ elica ehe sono sollo® di esso
piano, ¢ sul verticale si hanno i rami analoghi a yyy, che si
uniscono con quella X, X ... Nella ligura si sono segnale a
tratti-intervolti quesle prolungazioni all’insi delle’ caralleri-
sliche, e le tracce che ne visullano, — polrd visparmiare
di costruive le porzioni troppo lontane della sviluppante del
eireolo, consider: che Wlli i piani orizzontali tagliano I'eli-
eoide in una sviluppante cguale alla 22X, 3 cosi se prende-
vewo Mo B =M X, il punte della earalle a ehe ha la
projezione A7, sard siluato syl piano orizzontale distanle dal
coordinato di tanlo di guanta il punto g & pi clevato di .,
peircio projetteremo A7, in e e sard s, o projezione di

Brinavine o, p 9
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una gcnemlriuu: Angi con una simile considerazione di due
piani orizzontali si possono.condurre le projezioni verlicali
delle generatrici senza bisogno di descrivere la curva mm;...,

la :;unic risulla I'inviluppo i quelle relle: per esempio, s.
pud prendere il piano m_ 2o, la cui dislanza dal eoordinalo sia
uguale al passe dell’ elica, cioé alla distanza g di due
punti successivi' posti sopra una slessa generatrice del cilin-
dro, ¢ projéttando i punti A X ec. in =i =, €C. saranno
zobgig g zomgwsxs ec. le projezioni verficali -delle genera-
trici, — La prcdella considdraziony giova per fare un modello
dell’elicoide sviluppabile: li un eilindro verlicale si
uniscano due pl.ml orizzontali, su questi si disegnino le svi-
luppanti del circolo, ¢ pei loro punti corvispondenti si tivino
dei fili, i quali i toecheranno il eilipdro e presenleranno
la giusta forma della porzione di elicoide compresa fra i “due
pia .

196. Per deserivere il piano langenziale all’elicoide lungo
la sua generalrice (M, X)), basta condurre un piano che passi
per questa rella ¢ ‘per la tangente in Y, della traccia EX;
ma la langente della sviluppanie & (§ 4 24) parallela alla nor-
male dell’evaluta, dungue ii tangenziale ricercalo & parallelo
al raggio O M, . Cosi per la caralleristica (B, @) il piano tan-
genziale ¢ perpendicolare al coordinato verticale, ed ha la trac-
wia gvb, . — Venendo allo sviluppo dell’ elicoide, il piano
oseulatore dell’elica nel p:m’lo (#,) taglia il cono nell’ellisse,
che ha ¥ semiassi (O8,, 6,), (04, br); se ne determini (§
123) il raggio di un'\.nlura ucl punto (£,), che sard anche il
raggio i eurvalura dell’ + poscia con lal raggio si descri-
va il cm.olu A” M, (Fig. 79 ¢), e su di esso si prendano
gli arehi MW", ec. eguali agli avehi, (4 M) ec. dell’ clica, e
quindi ai lore svill Caul, ec. (Fig: 79 0): si tivi
i ATET, WX e e osifacciano eguali alle relle
ul E)y (M X)) ec. u_hl. smlo anche uguali alle o’ £, w0’ ', ee.);

per tal modo si avei deseritto lo sviluppo dell’ clmm.!c e della
sua tracein sul piano orizzontale. — Se in queslo sviluppo-
a rella qualunque £ .87, 87, ., essa rappresenta una
linea brevissima della superficie: per deseriverne le proje-
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zioni si prenderannoe sulle generalrici () b' X) delle permom ob-
biettive (A S) eguali alle M S",

CAP. V.
Delle_superficie vettilinee,

197, Dieemmo gia che per superficie veltilinee noi inten-
diamo quelle fra le superficie generate dal moto di una rella.
(rigate, réglées, Regelflaechen) ehe non sono sviluppabili: al-
tri-le dicono superficic storle o gobbe (gauches, windsehicfen):
ma guesti nowi non accennano alla loyo generazione median-
te upa linea retta: sarebbe poi i lere il nome i
retlilince anche alle superficie sy che: quest’ulli-
ma lore qualilicazione, mentre include la idea che sono gene-
rale da una relta,esprime la lorg proprieta pit osseevabile di
essere incurvate in un solo senso, ¢ di potersi percio spiegare
lino a vidursi piane. Le supcr!‘cu. rellilinee si distinguono dalle
sviluppabili in ¢io, che due loro generdtrici infinitaménte vi-
cine non sono situate in un medesimo piano (Veggasi § 214);
cosi lesuperficie rettilinee non possono essere I’ inviluppo di
un piano mobile, né le loro gencraltrici possono dirsi caralte-
risliche. Le superficic rellllmee sono da per lullo concave-con-
vesse (§ 1739). g .

498, In varii modi pud immaginarsi regolato il movimen-
to della rella genevatrice: & condizione essenziale. che per
ogni punto rion passi che un numero limitato Ji generalrici,
poiché allrimenti lg generalrici o formerchbero un eono, o
riempirebbero una porzioné di spazio, anziehé eostiluire una
superficie; cosi non bastercbhe il dire, ehe la rella genera-
{rice dc\c incontrare due Jinee direllrici . ma se ne richieg-
gono-lre. Come, date re diretlrici curvilinee, si possano deter-
minare le gene che’ passano per ciaschedun plnto di una
di esse; lo intendercmo quandb avremo traltato dell’intersezio-
ne di due eoni col vertice comune, — Se una delle diveltrie ¢
una retla, ¢ 8" immagina che essa sia indefinitamente allonta-
nata; ne viene ehe le generalrici che dovevano incentrarla si
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riducone parallele ad un piane Gsso, il quale prende b nome
di piano diveltore. Quando oltre il piano direllore si ha upa
direllrice vetlilines;, la superficie generala si chiama Conoide:
si eselude il easo che anche Ialtra djreltrice sia retlilinea,
poiché allora si ha il paraboleide: e delle superficie doppia-
mente rellilinee abbiamo gid parlato. — 1 conoidi diconsi
rvetti, quando la rella divellrice ¢ perpendicolare al piano di-
rellore; allora pud dirsi, che la rella generalvice & costanle-
_mente perpendicolare ad una direttrice vettilinea: essa poi do-
vri inoltre, o lagliare un’altra diretirice, o loccare una su-
perficie curva, ce. ;

199, Prima di descrivere qualehe parlicolare superficie rel-
lilinea, no di aleune proprieta a tutte comuni. Le super-
ficie rettilinee nen hanno lungo ogni loro generalrice un uni-
co piano tangenziale, poiché questa.'prnprich‘l spella esclusiva-
mente alle sviluppabili (§ #85); e nemmeno i piani tangen-
ziali corvispondenti ai vavii punti di una generatriee sono in-
viluppati (§ 187) da una superficie sviluppabile, poiché in-
veee essio tubli comprendono questa gencralrice. — Due su-
perficie rellilinee possono toeearsi (eioé avere i piani langen-
ziali comuni} tulto lungo una loro generalrice comune; e per-
ché civ avvenga, basta che le superficie si toechine in tre punti
di quella retta, Infalti-sia (LAN) (Fig. 80) la generatrice di
due superficie retlilinee, le quali si téechino in tre punti (£)
(M) (N): nei tre piani tangenziali comuni si lirino ad arbi-
trio le velle (L), (MU), (NF): sia (L) un punto infinila-
menle vieino ad (L), sicehé esso possa considerarsi come ap-
partenente ad ambedue le superficie ehe hanno la tangente
(£T) comunc: sia (L"W'N) quell unica rella, che passando
pel punlg (L) taglia le due (ML) (Y F) (I quali non sieno
situale in un medesinio piano): essa sarh la generatrice infi-
nilamenle vicina alla (LJY) tanto deli’una come dellaltra
superlicic ! danque queste hanno due generatviei infinilamente
vicine comuni, ¢ percid anche nel punto qualungue (X) il lo-
0 piane langenziale & comune, poichd esso ecomprende la
(LM ed il punto della (£ V') iniinitamente vicino ad (X).—
La superfieie doppiamente reliilinea che ha le tre direltrici
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(LT) (ML) (VF) ba essa pure i langenziali in tulli i punti
della (LMN) comuni colle due proposte superf ed infi-
nite di -queste superficie doppiamente rellilinee s polran-
no avere mulando le relle (L7) (ML} (NF), purché ri-
mangano nei rispetlivi piani tangengializ ¢ pur palese che lé
relle suddette: possono condursi parallele ad un medesimo
piano dato: dunque: Per ogni superficie rettilinea vi sono
infinite superficie doppiamente rvettitinee, che ln toccano tutto )
lungo una sua generatrice, ¢ fra esse vi ¢ anche wn parabn-
loide col piano divettore parallels ad un piano scello ad ar-"
bitrio. — Queslo teorema ci giovera per déterminare il tan<
genziale ad -una superficie” retlilinea i un qualungue punty
(X) endone i tangei n (L3 (M) (NV]; poiché dopo
aver eondolle le tre tangenti (L 7) (ME) (NVF) parallele ad
un medesimo piano, la tangente in (X) del paraboloide retti-
lineo, che le comprendé, si ollerri conducendo per (X) una
vetta parallela al suddelto piano, ¢ ehe tagli una relta (PUV) la
quale incontra tutte tre-le (L7) (MU} (VF).—Che se invece
sia dalo un piano, che passi per la generalrice (L), e si cer-,
chi‘in qual punto esso. toeea Tn data superficie, si delermine-
rh come sopra la generatrice (IF) di un pariboloide. che
tocchi Ia superficic tutlo lungo la (L N).ese (¥) @ Vinterse-
zione di questa (7'£7) col piano dalo, si condurra (§.182) Ia
diréltrice (¥ X) del suddetto paraboloide, -ed (X) sardd il puntp
in eui il piano tocea la superficie,

200. fn qualungue superficie rettilinea tutte le normali
condotte pei punti di wia sun geaevatvive sono situate sopra
un paraboloide réttilineo. Infatti ¢ intanto palese che la su-
perficie comprendente le suddette normali & un eonoide rello, .
il piano direttore essendo perpendicolare alla generatrice di
cui si tralta: ora ' immagini che questa superfioie compia un
quarto di rolazione intorno alla generatrice (£L}) (Fig. 80),
le normali diventerarino le.tangenti (L) (1 L) (NF), ed il
conoide in questa nuova posizione toceheri la superfieie tutto
lungo la (LX), dunque oltre s velta (LY ) esso conlerri an-
che la generalrice infinitamente vieina (1, W), ¢ pereid po-
Iriv esser generato da wna retta (L 7), che mantenendosi pa-
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rallela ad un piano nluulnrc si appoggia sulle due relle (L)
(L' ¥): quindi csso sard un paraboloide iperbolico.

Proueys I Desericore il cona-cunco del Hallis.

204. La superficie cosi denominala ¢ un conoide relto, ciog
zeneralo da una vella ehe laglia perpendicolarmente una di-
reltrice rellilinea, 1 allra direllrice essendo um circoly, il cui
piane & parallelo alla prima_divettrice ed & perpendicolare al
piane ehe passa per questa ¢ pel cenlro del eircolo, Se consi-
deriamo dei piani perpendieolari alla direltrice, e che taglino
il eireolo diretlore in due panti ,'m'remo subito due posizioni
|||,II.1 gummtnw — §i noli LI\E: le genevalvici si estendono
i il te da ambedue. i lafi ‘della diretlrice, sieché la
supcr{ieir: {alla manicra slcssa delle superficie coniche )& co-
slituita da due coni-eunei uguali ehe hanno la dirctirice per
ispigolo. comune. Vedremo ehe le sezioni della superficie fatte
da piani paralleli a quello del eireolo direltore sono ellissi
che haunu (ulle un asse l.ldl.hl'l. — I piani I1n"cm,inh del eo-
no-cinen | due
tangenti (§ 172}, oppure ricorrendo al teorema del § 199, ¢
facendo vedere ehe il cono-cunco & locealo tullp Inngo una
sua generatriee da un pm‘almloidc ehe ha per piani direttori
quelle perpendicolare alla direttrice e quclfo del cireolo dl-
reltore.

o208, Dasvgno Ii piano eoordinato orizzontale sia pcrpl:n-
dieolare alla direltrice: la figura sarebbe pia semplice se il
piano verticale fosse parallelo al cireolo diretlore, ma gli ab-
biamo data un’altra posizione acciocché ka projezione su di
©esso riuscisse pitl espressiva: sia(C,ed) (Fig. 84) Ia direltri-
ce, od (A4 M B A) il circolo difeltore, (ca) (d0). (pm) le ge-
neratrici, che abbiamo terminate nei punti del circolo diret-
tore, e che dall’altra parte della dircltrice formano la lraceia
verlicale della superficie. Per avere due generslrici si consi-
dera il piono che ha ka traecia pan, ¢ si*trovano sulla 4 4, i
punli corrispondenti ad maw,; se non'si voglia ailoperarc] eI-
lisse ambao, polrd servire la lnpprescnt'w one a'm' i del cir-
colo obbiettivo, poscia prendeve 4 W= M,=a'1’. — E
facile delerminare le projezioni- corvispondenti di un medesi-

delermi i o dire
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mo punlo della superficie, cosi se sia daio 2V il suo punto cor-
rispondente # sari situalo sulla pm projezione verlieale della
generalrice projeltata in €M, —Tulli i punti della vetta IFH,
parallela alla A4, hanno le projezioni verticali corrvispondenti
che- tagli proporzionalmente le ca, pa, db, pwm, ca,
dunque la eurva hn h.e permo anghe Ta suumm uhhlcllln
fatta dal piano ver licale HIH,, ¢ un'ellisse,

203. Il langenziale nél punto (V) pud delerminarsi osser
vando che esso deve comprendere la generatriee (C M, puj e
Ia tangente alk sezione (#V): ord per la propricta dellellis-
se questa tangente (VK, n u) si olliene condueenido la tangente
wik (oppure #'t'), poscia tirando sutt” paraltela alla fonda-
mentale, ¢ tagliandola colla-verlicale A'w, ed il piano langen-
ziale sard quello delle due rette (CM, pui). (FNK, yuu), — Si
giunge alla slessa conclusione, parléndo dal leorema generale
del § 199, ¢ servenilosi del pavaboloide, che ha — lo slesso
piano’ direttore del conoide, — Ja slessa direltrice (ed), —
ed inolire la divettrice (QMB, gme) tangente in () al circolo
diretlore; questo ‘parabolaide. tocea il conoide tullo lungo la
(pm), ed ha le generatriei CQ, (CB,s1); percio sard fangente
al conoide in (&) la vella (R VK, rnu), che appartiene al pa-
raboloide, perchié taglia proporzionaliente le sue generatrici.
— Viceversa se sia dalo un piano che passi per la genera-
trice (pan) ed_ abbia la‘traceia ovizzontale L7, esso loccherh
(§ 199} il cono-cuneo nel punto (IV), ehe si determina taglian-.
do la L} eolla €Q dipendente come sopra dalla (pan), poscia
tirando & IV parallela alla o ., .

Proprena 11, Desericere I"nh'cor'gh' rettilineo, cioé ion isvi-
luppabile.

204. La pit semplice-delle curve gobbe ¢ V'elica descritta
sopra un eilindro rotondo, essa pud supporsi generata da’ due
movimenli perpendicolari, 'uno civeolare, Paltro vettilineo, ¢
partecipa delle propricla di queste linee: ha sempre ugual
curvalura come il eireolo, e sulla Superficie del cilindro ¢ la
linea brevissima. L'elica genera immediatamente (§ 186) Pe-
licoide sviluppabile di eui abbiamo parlato, ¢ serve da diret-
trice ad un elicoide rellilines: questo ¢ generato Jda una rella
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che scorre sull’elica e faglia 1"asse del cilindro con una co-
stanle inclinazione; se la generalrice ¢ perpendicolare all asse
I'elicoide retliliveo-cade nella classe dei conoidi retli, ¢ si dirg
elicoide vetto (kelicoide d plan directenr). — La perfelia
cguaglianza di-tulle le parli dell’eliea rende palese, eho la ge-
neratrice nel mentre scorre con moto uniforme sull’eliea, per-
corre uniformemente V'asse, e compie un givo, linehé la lun-
ghezza percorsa sull’agse ¢ uguale al passo dell'elica: si vede
pure che tulli i punti defla generatrice descrivono allre ¢li-
che di ugual passo, Le generatrici debbono prolungarsi inde-
finitamente anche olire 1"asse, ma noi deseriveremo soltanlo
quella porzione che ¢ compresa fra l'asse e I'elica. — Un pg-
raboloide, ¢he toeea 1'clicoide tullo lungo una sua generalri-
ce, avrei per divellrici asse dell’elicoide ¢ la tangente dell’c-
liea: se Veficoide ¢ retlo le sue generalrici..e quindi anche
quelle. del paraboloide, saranno parallele al piano perpendico-
Jare all’asse: percid sard facilissimo determinare una genera-,
frice del paraboloide differente dalla generatvice, che esso lia
comuns coll’ clicoide: allrimenti bisognera vicorrere ad una
lerza direlirice che sia la tangente di una di quelle eliche de-
seritle: dai punti deHa generatrice, e col mezzo delle, re di-
reltrici determinare una Jseeonda generatrice del paraboloide.
205, Disegno. 1l piano npnrdmalu orizzontale sia perpen-
dicolare all’asse del I elicoid circolo’ A M, A, (Fig, 82) sara
la pr o;Lzmne ovizzonlale dell'clica ; la sua projezione verlicale
si olterri dividendo in parti uguali Ta circonferenza 4 ME ed
in altrettante parti dividendo il passo dell’ elica, e prendendo
i punti a m, ee. ognuno pit alte del precedente di una di
quelle parti. Fra le generatrici dell’ elicoide quella, che ha la
projezione 0.4 parallela alla fondamentale, si determinera fa-
cendd I'angolo opa eguale a quello, che le generalvici debbo-
no formare collasse: e le suceessive generalrici (0 M pom)
ee. si aveanno prendendo e pp, ec. uguali a quella slessa
parie del passo dell eliea, di cui sopra abbiamo parlato, —
Limitando 1 clicoide fra I'elica ¢ |’ asse. il suo cantorno appa-
rente sara costituito da porzioni dell’clica ¢ da porzioni di
curve, che sono gl inviluppi delle Projezioni poan, ce, Se in
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ciascuna di queste i, ee. si vorri determipare il punto. in
eui essa locea i) contornd apparenle, bisognerd trovare (tome
insegncremo pit sotto} il punto, in cui il piano langenziale ¢
perpendicolare al vertieale. — La traccia della superficie sul
piano orvizzontale comincia nel punto ¥, dove tal piano ¢ in-
contrato dall’cliea; poscia siccome la gencratieernel ruotare si
abbassa uniformemente, cosi essa incontrerd il plano orizzon-
lale coi suoi punli sempre pin vieini all'asse; e le distanze
LM ¥ savanno proporzionali agli avchi . V.V; dunque la Iraceia
sul piano orizzonlale ¢ la spirale Ax -::lnmcdcn NFO.

206, Per.trovare i langenzialiy considereremo quelli ehe si
riferiscono ai punti della generatrice (04, pa): giacehé, per
la eguaglianza di ogni parle della eupu!:um f|||anlu si lrova
rispelto ad una generatrice.si applica a tutle fe allre. La tane
gente dell’elica nel punte (A) ¢ la (A £, ae) determinata ti-
ragdo AE perpendicolare ad 04 ed vguale all’arco 4V; dun-
que il piano tangenziale.in (4) ha la traccia orizzontale ET,
essendo 7' la traccia -della generatvice (OA,pa): sia (X) il
punto di mezzo della generairice (pa), esso descrivera un’eli-
ca dello slesso passo di quella deseritta da (A}, e la eui cir-
conferenza savi la meta di prima, pereid sari langenle-a que-
sta elica la (X' V), essendo A F-1a mela della AE, ed xy=ae;
e viene che ¥ cadg sulla OF. ed y sulla qe parallela alla
pe.— 1 paraboloide che tocea Ielicoide lunga T generalrice
(0 A, pa) ba le tre direttvici (A F) (XY} (O,pgk dungue um
sua generatrice ¢ la (OF, ge), che taglia le tre divellrici: ora
per qualungue punlo (X) della gencralrice (04, pa) aviemo
la diveltvice del paraboloide (e percio ta'n senle dell” i:llcou]u}
tivando la retla (X'} che inmnlu la (OF.qe), e sia nello
stesso tempo parallela al piano verlicale A4 £ a cui SON0 pa-
rallele, le divetiviei (AE), (0,pg). Sarebbe d'alironde facilissi-
mo dimostrave direltamente, che la (X)) & langente all’clica
deseritta dal punto (X), anche se X now & il mezzo della e,
Il tangenziale nel punto (X) comprende le due rette (04, pa)
Xr), e pereid Lv sua teacein orvizzontale 7'Z si olliene con-
dueendo la (Y Z,y¢) parallela alla (04, pa). — Vieeversa se
si domandi in qual punio delia generatvice (0 A, pa) Pelicoide
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¢ tocealo dal piano, ehe ha la traceia " Z; si tiverd A F per-
pendicolare ad 04 ed uguale all’areo AV, e dal punlo Z, iy
cui essa laglia la traccia 77, si condured Z Y parallela ad
04, che tagli la OF in ¥, ¢ VX paralicla ad AF, ¢ sara Y
la projezione del punto cercato. Questo metodo, che viene at-
tribuito a M. Gascheau, non consisle in allro, che in trovare
I"intersezione del dato piano ()T Z colta generatriee (OF, ge)
del paraboloide, che tocea I clicoide lungo la generalrice
(04, pa): poscia tivare fa direllvice (¥ X) del suddello para-
boloide. — Quando I’ elicoide @ relto le gencralrici del para-
baloide, che lo lucl:Mupgn la.(pa}, sono orizzontali; ed una di
esse ¢ la (OF,o0¢), allora iI' tangenziale in [A’; la la traccia
origzonlale ¥ 2. . .

. 207. Descrr_mm di una vite. Come applicazione dci pre-
senle problema si polra deserivere una vile: quesla é cosli-
tuila da.un risalto ravvollo a guisa delica intorno ad un gi-
lindro formante quelli, che propriamente si-dicono i pani (fi-
lets) della vite. Quando il. risallo & rellangolare bisogncm c!c-
serivere le quatiro eliche i ugnal passo am, .., am,
oy O, (an 83) generale dai verlici del retlan"ola
(ACCA, acca} che si manlicne sempre in who slesso piano
coll’asse ; 5 poscm le facce del risallo generate dai lati orizzon-
tali ac a'¢’ sarauno. porzioni “di elieoidi plt: ¢ la faecia ge-
nerata da aa’ sava una porzione di cilindro; — Non sarh mollo
piu difficile dgscrivere la vite quande il risallo é'generato da
un’triangolo isoscele, di eui Ia' base poggiata suila superficie
¢ uguale al passo delle eliche deseritte da tutlli i punti del
triangolo. — Polra pur servire d'esercizio la descrizione deb-
I'erta di una scala a chiocciola.

208. Non sara inutile notare, che due eliche potrebbero
essere uguali in ogni loro_parte, senza ehe una polesse giam-
mai eombaciare coll’allra. Tale c:rcu:.lanza pud sempre acea-
‘dere tra due figure a tre di ioni (purché ei non sia
formata di due parti eguali in guisa dessere simmeirica ri-
spelto ad un piano che la dimezza); parmi ehe (ali figure pos-
sano dirsi uguali, ma 1'una rovescia rispello all’ altra: aleuni
Te dicono uguali per simmetria, 0. meno esallamente. mnmr.
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trriche. — Un'eliea. i pani di una vile, una chioceiola, ee. pos-
sono ravvolgersi in due sensi opposli, costiluendo cosi due
figure wguali-roceseie. Suole chinmarsi spiva deitta quella che,
ascende nel senso A N B 2, (Fig. 83). e spira voceseia quella
ehe girando in quel senso discende. Le viti sono quasi tutte a
spira drilla; se fossero a spira rovescia, ne riuseirebbe inco-
modo 'uso a ehi é gii abitualo alle prime: anche le seale vol-
gono il piit spesso a spira drilia. Quando pin (ili debbono rin-
nirsi a formare una funicella, ¢ pit funicelle una, fune; se i
fili si lorcono-a spira dritla, le funicelle deggiono loreersi a
spira roveseia, ¢ la fune a spira drilta. — Le ﬁgu_rc piane
quando sono. uguali, sono sempre combaciabili; nulladimeno
se stieno in uno slesso piano o in plani paralleli, si diranno
roveseie quelle, che non polrebbero combaciare 'una sull’al-
1ra, S¢ Non se roves fone ima.

209. Due generatrici di una superficie rcllll:nl,'r hanno
una mlmma dislanza, ehe & (§ l"ﬂ) ;mrpcmlleuium afl entram-
bey se i 2ini eho esse indefinit si ‘acco-
slnndo i punti di loro minima distanza si n\'\‘iuincmlma SEMI=
pre pi a ecrli punti limili, che su eiaseuna generalrice sa-
ranuo quelli di minima distanza delle generatrici infinitamente
vicine: fulli i punti cosi definitf costituiseono.una linea di
stringimento (Einziefungslinie) di guel sistema di generatri-
ciz cssa © la linea pia bveve, elie possa tagliarle tutte. —
Considerando che le retle di minima distanza sono perpendi-
colari alle generalvici, ¢ che quando esse divengono evane-
seenli, si confondono coi punti della linea di string?m'enlo,
potrebbe eredersi che quesla linea lagli perpendicolarmente
{ulle le generalvici: gravissimo ervore, che ei & di avverli-
mento con ‘quenta eantela debba procedersi nei ragionamenti
poggiali agli infinitesimi considerali come evanescenli. Nell'i-
perholoide ad una falda (Fig. 65, 73) la linea di stringimento
¢ la minima ellisse appartenente alla superiicic, ed essa non &
per cerlo perpendicolare alle generatr ltilinee. 1 due si-
stemi di generatriei rettilinee del paraboloide iperbolico han-
no due dilfferenti linee di stringimento, che sono due parabo-
le. le quali nel easo del § 57 si vidueoiio alle due genera-
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triei perpendicolari all’asse. Nell’elicoide reltilineo la linca dj
stringimento delle generatrici ¢ 1'asse, il quale Jé taglia pee-
pendicolarmente nel solo caso ehe Pelicoide sia relto,

240, Possiamo dimostrare nel seguente miodo che 1" asse ¢
ver te fa linea di stringi dell’elicoide retlilinco. Sie-
no (O, pa) (OM,gm) (Fig. 84) due generatviei di_ ugual
lunghezza ed ugualmente inclinate all'asse (Q,0pq); per tro-
varne la minima dislanza. (£.5), esse si.projetline sul piano
A aq, perpendicolare alla prima di csse, sicehé la projezione
di questa si riduca al punto A, e ! seconda si- projetti nella
(Q,M,); Valtezza del punto (M) sopra di (4) sard eguale a
pg=uay: condolta la (4 S) perpendicolare alla (O, ),) ne do-
durremo (§ 84) la minimia dislanza (RS). Ora se I'areo” A )
sia infinilesimo del primo ordine, tali saranno pure AF py-
ay, AQ,, e sark infinilesima del secondo ordine la MF=mg,
¢ quindi auche la sua projezione m,q,, ossia la differenza
(A Q)= (FM,); percid, quando le due generatrici indefinita-
menle si-avvicinano, il punto (5,) ha per limite (Q,), ¢ i punti’
di minima distinza delle generatrici “infinilesime sono sul-
I"asse. . . |

244, Suol.dirsi ehe nelle superficie ‘svituppabili due gene-
ratrici infinitamente vicine sono in uno slesso piano, ma cib
¢ inesatlo; deve intendersi ( purehé: non si tratli delle super-
ficie cilindriche) che allo avvieinarsi di due caratteristiche la
loro minima distanza diventa infinitesima di ordine superiore
all’ infinilesima ‘distanza di un punto qualunque di una gene-
ralrice dail’altra: ordinariamente quella dist & (rispetto a
questa) infinilesima del lerzo ordine, — La linea di stringi-
mento delle superficie sviluppabili ¢ Ia loro linea di regresso.-
Ia quale ¢ tangente a tulle le caralleristiche.




CAPL VL
Di nloune altre superficie,

212, Fra le superlicie né sviluppabili, né veltilinee nai ab-
biamo, gii inseghalo a descrivere la sfera, le superficie roton-
dg, ¢ It, superficie del scccnda ordine; infinile allre se ne
| i ¢; ne indicheremo due classi: — 1.2 Su-
|n.r|"u(. che sunu 'inviluppo di una sevie di sfere; esse hhnno
per generatrici caratleristiche (§ 188) quei cm:uln, che sonp
intersezioni di due sfere infinitamente vicine, e nello slesso
tempo |IIILO di coplatlo délle sfere, colin superficie invilup-
po. — 2.0 .‘:Il|lcﬂn‘le costituite da divettrici tulle fra loro pa-
rallele, cioé che hanno i piani normali’ comuni ¢ le loro di-
slanze, misurate nei suddetli piani, costanti: 4ali superficie, che
si dicono superficie-canali, hanno quindi una serie di gene-
ralviei piane tulte fra loro uguali. e perpendicolari alle divel-
triei. — Le superficie rotonde appartengono rello stesso lem-
po ad ambedue queste elassi. perehé esse sond I inviluppo di
sfere disuguali avenli i centri sull’asse, e d'altra parle perché
sono coslituile da cireoli paralleli tagliali perpendicolarmente
da lutte le linee meridiane uguali, sieché, sollo queslo punto
di vista, i cireoli sono le diveltrici Tra loro parallele, e le
linee meridiane sono le generatriei, — Apparlengono ad am-
bedue fe classi anche le superficie inviluppi di sfere ugua-
li; infalti la carattevistiea & sulla.sfera mobile il eircolo mas-
simo perpendicolare alla direllrice percorsa dal centro della
sfera, e Wlli i punti di tak circolo deserivono delle curve pa-
rallele alla diveltvice. Tali superficie da aleuni sono delte sir-
fuces-canane, noi le chiameremo super/ficie-tubi (rochren for-
.rn.-,-u Flacche), poiché it nome di suporficie-canali spella na-
turalmente a folle quelie della predetta seconda elasse: Ora
deseriveremo una di queste superlicic-tubi, che é nello stesso
tempo superficie rolonda.
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Prowens. Descrivere win superficie analare, e wn torg

213, La superlicic rolonda generala dalla rotazione di-un
circolo inlorno ad un asse posto nel swo piano forma, pel
pitt dei casi, un anello: noi la divemo percio superficie anu-
Jdare: la sua parte esterna generala da mezza circonferenza
coslituisee quella parle archilettoniea ¢he si d ina tore,
Questa superficie ha dué eavatleristiche eircolari: i meridiani
ed i p.n-alluh Per dt.scrn erne il contorno appy renle sopra un
piano fqualung anerd T tare come si delermining
i tangenziali :h_llc perlicie rolonde (§ 178) adapulamiu e
nornl:di della linea meridiana; per tal manicra si troveranno
i tangenziali che ri perpendicolari al piano, ¢ I"invilup-
po delle’ loro tracee sarit il desiderato contorno apparente.

ﬂ! 4. Diseguo. La supf.r[l debba projettarsi sopra il pia-
no ori; tal all"asse della suerﬂc:u 80
prenderitil courdlmto\crhmlc parallelo all asse (A Q) (Fig. 3.;}
$’intende di per sé come si determinino i punti £ £, F F,
che cadono sulla ‘projezione dell’asse ¢ ¢he appartengono al
eontorno apparenle; cosi pure si delermineranno i punti. 8 B
D D, considegando che essi sono le projezioni del diametro
equatoriale 4'd’a, quando ruolando divenla orizzontale, All'ug-
podi lmva‘r gli allri prmli del eontorno apparenle, per eigseun
punto ” del eireolo e&'y” i tiri il vaggio cx’ che inconlri asse
imemg dn lalli § punoti del cireols parallelo deseritto da 27 la
sup'crl‘mic avri la normale, che passerd pel punto (n, V). e sard
uguale alla nz’: quando questa normale & orizzontale, il cor-
rispondenle langenziale ¢ uno di quedli che loceane il eontor-
no apparenle: ora il predetto civcolo paratlelo ha ta projezio-
ne z'zrx’, e la normale. quando diviene orizzonlale, si projelia
nclla nE pnraIILh alla fondamentale, ¢ nella V.Y uguale alla
na's cosi si determinano.i due punti (X) (V) che hanno i
langumail verlicali, e le cui tracee sono tangenti-in X X, al
contorno apparente ed anche al cireals dusr.ni[u col cenlro V:
similmente il punto . tagliald la 3 ¥, ¥ col centro Ved un ag-
gio eguale ad ny”, ¢i di (sulle sreller V) due pimii ¢
due tangenti del contorno apparente inlerno. 5i noti che B8
dimezen i due contorni apparenti eslerno ed interno, — Se i
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vogliono i punti della superficie che hanno la projezione ver-

licale =, si tiveranno zz° perpendicolare all’asse agq, ¢ pa-

rallela, ¢ =& pery lare alla fond , € si fard

QA=7z": cosi (QZ) sarh da relta rappresentata in gz In

questo mode fu deseritla la traceia orizzontale della superficie.
.

Nota al Libro {1, .

Ollre descrivere le ligure geomelriche importa mollo spesso
: le dellg linee §
ollenersi grafi le con bastante approssimazione (§ 126);
non eosi le aree ed i volumiy qui daremo aleuni principii per
determinarli (*). ; 2
Troneua 1. Due corpi sienv tali, che, tagliondoli con uw
fualsicoglin pianoe parallelo ad wno dato (per esempio oriz-
zontale), le due sezioni abbinno eguali aree, dico che { volumi
dei due corpi saranno pur essi uguali. Supponiamo da prima
che due sezioni sieno non solamente, equivalenti (cioé di ugual
area) ma ancora eguali, e che I'uma sia’ posta a combaciare
sull’altra: dopo cid se ideriamo le porzi lle dei due
corpi che stanno fra due piani orizzoutali vicinissimi, vedre-
mo che in esse vi ¢ una parle comune ad ambedue, ed aleune
parti eselusivamente appartenenti all’ uno o all’ altvo dei due
corpiz e noi polremo col peasiero Lanto avvicinare i due piani
paralleli, ehe il rapporto di gueste ultime parti alla parte co-
mune divenga piccolo oltre ogni misura; e cosi avremo di-
mostrato impossibi il rapporto dei due volumi compresi
tea qued piani viein differisca dall’unith di una frazione
(uanto mai piccola sio voglia. — Ora per ogni sollilissimo:

e ch

(%) In una Memoria inserita nel Tomo IV. dezli Annali delle scienze
del Regno L. V. 1834, pubblicai dite Teoremi zencrali, da eni si deduce
Farea di un polizono o il volume di un poliedro, solo che si conoscano le
distanze di tutti i suoi vertici tra di loro, oppure dai vertiei di oli-
£ o i un poliedro eonosciuto. Gli stessi I'eoremi furonn poseia pub-
blicati dollo. Staudt nel Journal fir die Mathematik, B. XXIV. 1842,
8. 252 ; .
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etrato dei due corpi possiamo formare velle due sezioni equi-
yalenti un ugual numero di figure tra loro rigpellivamente
egnali, ¢ a eiaseuna loro coppia riferire il precedente vagiona-
mento. Rendendosi cosi palese. ehe i rapporti dei volumi di
due strati corrispondenti non p differive dall’ uniti. di
niuna Menelé menoma frazione, ne verra di conseguenza che
cssi, non meno che le loro somme, ciot i volumi dei due eorpi,
soifh uguali,

S iulle le sezionio orizzontali di un wrpo sono tra loro
equivalenti, il suo volume sard dunque eguale a quello del
paraliélepipedo retlangolo di buse equivalenie e di ugual al-
lezza: ¢, ammesse le.solile convenzioni della Geomelvia. ial
volume sariv espresso dal prodotio dell’area della base per I'al-
lezda, ciot per la distanza dei due plani orjzzontali che limi-
‘tano il corpo.

Abbiasi in secondo I|m"0 un corpo, la cui sezione orizzon-
tale infima sia nulla, e le altre sez vadano erescendo-pro-
porziopatamente alla loro allezza, cioe alla loro distanza da
quella prima. Ce ne ofive pio un prisma triapgolare, che
pogzi un suo spigolo sul piano orizzonlale, a cui sia parallela
Ia faceia parallelogramma opposta a quello spigolo. I volume
di tal corpo sard equale alle metd del prodotto della base
superiore’ per Paltezza. Infalli, se i amo lagliato il
corpo da n—1 piani orizzontali eq , le basi dei sin-
goli strali avranno le arce 0, &; @, 26: 20, 3@:....
(i —4)@, no (essendo h=nwo area della base superiore del
corpoj ¢ le lore allezze, indicala con” & Pallezza del corpo, sa-
ranno ==h:n. Per ciascuno stralo polremo immaginare due
prismi di egual allezza, che abbi ispellivamente per basi
le due basi dello steato, e dei g uno sia per conseguenza
mindre, Uallro maggiore dello sirato stesso. Percio sommando
lulli questi prismi vedremo l:lm il volume del corpo € per
terlo maggiore di

[ﬂ +o+2a +[n—{jaJJ'i n—m-l}ha E]
v minore di
[e+20+3a... 4 nalhn=(n+ Ilha -2
Potendosi col pensiero indefinitamente eseere il numero .




145
vedremo che questi due confing (b—b:uph:2 (h-p-bin)h:2
possono indelinilamente av cinarst al loro comune limite
bh:2, che esprimerd, come dicemmo, il volume del eorpo.

Consideriamo in terzo luogoe un corpo, le cui sezioni oriz-
zonlali sieno praporzionali ai quadrali delle allezze. Ne abbia-
mo P'esempio in una piramide col vertice el piano, da cui
si contano le allezze, e la base superiore orizzontale. I suo
volume sard wquale al prodotlo della base per la tevza parte
delPaltezza. Infatli dividendo I'allezza & in n parli uguali, le
aree delle sezioni, posta #*@==6 quella della base superiore,
savanno @, 46, 9&, ec: e vedremo come precedenlemente
che il volume det corpo é il limite a eni tende fa quantita.

(@t 4o+ 9. Fwa)h: n=bl:34bh:2n4bh:Gn"
all’ indefinilo aumentare di n, sieché svaniranno i termini, che
16 hanno per divisore.
~ Sein quarto luogo le sezioni orizzontali del corpo proce-
deranno proporzionalmenle alle lerze potenze dell’ altezza, i
suo volume sard ugnale al prodotto della bage per la quarie
parte dell’altezza. Sia b=n'a la I)a.sc_ superiore, ¢ @, Ba.
27 ec. le arce delle sezioni: vedremo col solito ragionamen-
to, che il volume del corpo &-il limile di

(@+80+270 ..+ walliin=>bh:4 00 2a bl dnt
cioé bh: 4. o

Non & meraviglia che i quallro corpi ora considerati ab-
biano i volumi Sempre minori bh, bh:2, Lh:3, bh:d,
poiché mentre il primo ha dall’alto al basso eguali sezioni,
gli altei si ristringéno eiascuno pin rapidamente del preee-
denle..— Possiamo dive sexione media quella, che moltipli-
cala per I'allezza h darebbe il volume: essa é nei predelli
corpi b, b:2, 4:3, b:4. Cerchiamo di delerminarla eono-
seendo oltre le due basi anche la sezione, che ¢ parallela ed
equidistante da esse, e che noi diremo la sezione mediana:
questa ha nei predelli corpi area b, 5:2, b:d, b:8. Si
seorge che pei tre ultimi il quadruplo della sezione wediana
pid la base stiperiore b eguaglia-appunto il sestuplo della se-
zlne media: ed ollerremo lo slesso visullamento anche nel
primo corpo se al quadruplo della sczione mwedionn somme-

Brrravims o, n 10
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cemo olive [ base superiore anche la base inferiore, che in
quel, eorpo € =b, menlre n altri corpi & nulla. — Lo stes-
so valerd per un corpo ehe risulli da gualsiasi unione di parti
comprese tra ghi slessi piani paralleli, ¢ ehe sieno nell’ uno o
nellaltes dei quallro casi superiormente considerali; per lal
maniera giunger%mn al
Tronrua 1L Un volume comprese fri due piani paralleli,
che supponiamo orizzontali, nel quale Parea di cigsclna sezio-
e orizzontale dipenda dalla sua altezza mediante wna funzio-
ne algelbraica razionale intera di grado non superiore al ter-
za, sard dato dalla sesta parfe del prodotto dell’altezza per la
sommg detle due basi ¢ del quadruplo delld sezione mediana.
Questo imporlantissimo teorema dovuto al Torricelli serve
anchie per delerminare approssimatamente i volumi compresi
tra piani paralleli, le cui sezioni non sieno esatlamente s0g-
gelte alla predelta legge: suddividendo il volume in molti
strali, ¢ ad ognuno di edsi applicando il teorema predetto, si
perviene alla nota formula del Simpson. )
Coroltarii. 1.° 1l volume di un tronco di piramide o piu
generalmente di un corpo, che ha per basi due poligoni A‘#C}J
abed eoi lali rispellivamente paralleli, ed ¢ pl:rcii'r chiuso tutto
intorno da trapezii ABba BCcb ec., si olterr conoseendo i
lali e gli angoli.delle basi, poiché i lali della sezione mediana
saranno le i dei lati corrispondenti delle due basi
gli angoli ne saranno uguali. — Nel caso del troneo di pirami-
de. le cui basi simili ABCD... abed.. abbiano le aree a b,
la serione mediana sard pur essa simile ed avri i lali proper-
zionali alla media aritmetiea (Va-+V b):2, percid il qua-
druplo della sua avea sard @ {642V b quindi il volume
el tronco di piramide ¢ espresso dal prodotto della terza
parte dellaltezza per la somma delle basi ¢ della lovo media
proporzionale. - .
Escmpii. L'esaedro che ha Valtezza-0,046 0 e le due basi
vettangole coi Jati. 0.300 0,400, ¢ 0,0800 0,400 0 ()

() Posi tatti questi-zeri per indicare che quelle dimensioni sono
esatte fiuo Al ultima decimale: altrimenti sarebbe stato inutile calcotare
il volume con quattro cifre signifieative. Nell' esempio seguente sopposi
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ha la sezione mediame vellaingola coi lali 0,189 0,25 e il
volume 0.002 438, — La |'Il'l"xl!1liil1|.7. ehe ha altezza 10 ¢
per base un trapezio coi lali paralleli % 20 e i due lali non
pardlleli 7 8, ha il volume 245,432, — Il tronco di cono.
che ha per basi due circoli coi raggi 0,007 000 0,003 600
¢ P'ablezza 0,010 000; ha il volunie 0,000 000 fH 2 74,

2. Un troneo di prisma triangolare pud ridursi al preee-
dente corollariv prendendone per base il trapezio A £C0 .
sieché la base superiore si viduea al solo spigolo b parallely
ai due 4B DCIn pnrliel)ln.re: It voluwme del tronco di pri-
sma triangolare 4 BCDab, che ha la foccia” A BCD rettan-
gola & gli spigali pavalleli A8 DO wb, savd espresso da!
prodotto del sesto dell’altezza per

L AR BCH(ABval)BO=(2 A Bvab)BL.
Esempio. A B=270, BC=0,85, ab=1,90, allezz
=0,50: il volume ¢ =0,547. ’

" 8.°Un volume compreso tra due piani pavalleli ed una su-
perficie del secondo ordine pud determinarsi mediante il teo-
rema Torricelliano: essendoché le sezioni parallele di tal su-
|||.rﬁ(:|e sono simili, ed i quadeali dei.loro diametri omologhi
sono fanzioni del secondo grado’ delle Joro distanze dal cen-
tro. — In particolare il \uluuu- di un intero ellissoide si ol-
terra id lone per’ se liana I'ellisse di ale
principale, d‘ll. avendo i semiassi @ b ed essendo afline al
circolo, ha Pdrea rab; le dué basi sono i piani, che toccano
Iellissbide nei vertici, cd hanno tra loro la distanza 2e; cosi:
Al valume th'rHuso::fc_, che ha i semiassi a b ¢, (' 4 mabe.—
1t volume della “sfera equaglia il cubo del mggro ﬂm!hph-
calo per Jar.

" ‘Esempio, La sfera di raggio {:3\"5 D i1 \ulum(.
1080 650 000 00,

4. |I teorema 1L si apiplica al” eorpo clchmlo nel w:uila—
rio 1.° anclic se una sua faceia AL ba,-angichd esser pnl a,
sia cmlll‘.lllln l]‘l un p(u a!mluule reltifineo, di eui Aa fﬂr sieno

che le dimensioni fossero e:oresse esattamente da pomeri interi
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due direltrici, ¢ le gener .nluu AR ab ge. sienv lulle orizzon-
tali. Infalti considerando la porzione di volume limitata da
quel paraboloide, dai trapezii #Ceb CAac, e dai lriangoli
ABC ebe. vedremo che ogni sna® sezione orizzontale sard un
triangolo con un angolo =ACB=ach, ei due lati, che lo
comprenduno, rispelliv te proporzionali alle distanze del
piani della sezione dai due punli d’inconlro della mtta Ce
colle Aa Bb; sicché I'area di tal sczione sard una funzione
del secondo grada dell’allezza.

Passiamo a cercare i.volumi dei corpi chiusi tra due piani
non paralleli. Sapra una figura ABCDE immaginiamo elevato
un prisma relto, che sia tagliato ohbliquamente da un piano
abede: & chioro che il suo volume sard uguale alla base
ABCDE moltiplicala per und certa allezza media fra le” per-
pendicolari Aa Bb ec. Dimostreremo che lale allezza media
élal della perpendicolare Gy elevata nel centro di
gravila G dell’area A BC...__ e lerminata nel cenlro di grav‘d.;‘.
g della abe.. !

Dati alquanlr punti M N P Q. dicesi centro di gravitd,
o centro delle medie distanze, o pit spedilamente baricentro,
un punto G tale che possa formdrsi un poligono chiugo, i eui
lati sieno equipollenti (cioé uguali, paralleli e direlti per lo
slesso verso) alle relte GM GN GP GQ. Perloché se que-
ste si projellino sopra una qualunqueretta 0, la somma al-
gebraica delle loro projezioni sarh nplla; vale a dire la som-
ma di quelle, che si dirigono in un verso sard uguale alia som-
ma di juelle, che si volgono oppostamente. Ne viene che se,
seelto, ad-arbitrio wh punio @, si formi un poligono coi lati
equipollenti alle relte OM ON OF 0Q, occorrerd per
chiuderlo un altro lalo equipollente a tante volte la retla 06
quanti sono i pupli M N P Q: e la somma algebraica delle
projezioni di queste OM ee. sarh eguale a tante volle la pro-
jezione della,0G quanli sono i punti: queste ‘projezioni sono
anche le distanze dei puntl da un ]\I.'.II’ID condullu per O per-
pendicolarmente alla 0 X'

Cio poslo: immaginiamo ehe tutla 1"area A BCDE sia se-
parata in piccolissime porzioneelle di.uguali avee. i prismetli
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che su di esse si elevano, ¢ sono lagliali superiormente dal
piano abede, avranno i volumi eguali a quella_piceolissiur
area. molliplicata per le allezze, le quali.sono proporzionali
alle distanze delle basi da un piano’ passante per Vinlersezio-
ne dei piani ABCDE abede; percid la somma di tali volu-
mi sard uguale alla base A BCITE moltiplicala per Pallczza
G corrispondenle al baricentro G della base. '

Se.il tronco di prisma A B€Ddabe fosse obbliquo, il suo
volunie sarebbe uguale alla base A B C 0 molliplicata, non per
la rellw Gy, the unisee i centri di gravita delle arée A BCD
abed, bensi per la distanza di ¢ dal piano 4 BCD: ed anche
uguale all'area abed mollipticata per la distaiza di G dal suo
piano. Infatli i volumi dei pnsuu.ll: obbligui si hannoe molli-
plicando le basi {tulle uguali) per le altezze che sono le di-
stanze dei punli del piano abed daba base ABCD, ¢ laeui
media arilmelica si riconosce come sopra - essere 1 allezza del
haricentro g. i

A1 baricented di tre punti 4 B € si trova in G al lerzo
della diagonale A7 del pavallelogrammo A BD C: poiché (seel-
to il punto . a far Iufficio di quel punto @ di cui parlammo
nella definizione del baricentro) il lato 2D & equipollente alla
vella.4 €, ed il lalo 4 D che compie il poligono chiuso 48D
deve essere dquipollente a lanle volie la A & guanti sono i
punti 4 B € — Lo slesso punlo & & anche il baricentro
dell’area A £ C: infalli se quiesla si sparlisca in. infinilesime
porzioncelle ugoali, potremo col pensiero combinarle a doe
i due, per guisa che la relta, ehe le unisee, sia parallcla alla
BC, ¢ resti dimezzala dalla relta 4D, ed.a ciascheduno di
questi ambi di porzioncelle applicando il precedente ragiona-
mento vedremo che il centro di graviti sta sulla 4D, che di-
mezza il lalo BC: e per la stessa ragione slard in ciascuna
rella condolta da un vertice al mezzo del lato opposto, ‘sulla
quale & pure situato il centro di gravita dei lre verlici. —Vie-
ne da cid che: Il volwme di un tronco di prisma triangolare
ABCcal & espresso dalle base ABC moltiplicata per ln
wiedia aritmetica delle allezze dei punti g b ¢, Questa eon-
seguenza non polrebbe estendersi agli allei ronehi di prisma.
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Teonena WL Se wn corpo sic fagliofe de wn sevie i pini
i anero infinite divstrati tra lovo distinti, e cinsche-
duno di grossezza_infinitesima, in guisa che i centri di gra-
vitd delle aree di queste sezioni muo posti sopra wna turda
L.‘u' tagli pu;uudnafnlmrutr tutti i piani délle seziond, il
suo volume sard wquale @ quello di altro corpo, che abbja
allrettante sezioni pargllele rispetticamente equivalénti alle
predette sezioni, ¢ le cui distanze siene ugiali agli_arehetti
della predetta cwrea dei baricentri, — Citerisulta d:ﬂl.'ugun-
glianza dei singolf strali infinitesimi dei due, c.or]u — Il caso
particolarve, ehe llte le sezioni sieno equiv alenti, € cnnoscltﬂo
solto’ il nome di-teorema del Guldino.

Se la linea che cumpnndu i bavicentri delle sezioni non
fosse perpendicolare ai loro piani, bisogierebbe sostiluire a
ciaseun ‘elemento di fal eurva la sua projezione sopra una
perpendicolare_alle due sezioni inlfinitamente v
viewe, per eseapivonel visalto della (§ 207) generato da
un rettangolo, il cui centro di gravitd descrive un'elica, che ¢
sempre agualmente inelinata al piano del reltangolo: per ave-
ve il volume di una porzione di questo risallo bastera molti-
plicare 1'area del rellangolo per l'areo di circolo projezione
della predetla elica sopra un ]Jlillll.l p\rp('.ndlmlnrc a lulli i
reflangoli generalori.

Corollavio. Il volume chivse do una porzione di .superfi-
civ-canale (§ 212) ¢ dai piani di due generatvici ¢ uguile
(purehé le generalvici non si tagline) al prodetto dell’area
compivese in una generatrice per lo hinghezza della diret-
fiice, che pussa pei baviceatri, —In particolare il volume
di una superficie rolonda & uguale al prodotto dell’area della
meti di un suo- meridiano posta lutla da un Jato dell’asse di
rolazione, per la eiveonferenza deserilla dal centro di gravita
di 1 mezzo meridiano. — 11 volume di un anello (§ 243)
generato dala volazione di un cireolo di raggio » rustando
intorno ad un asse, che b dal eentro fa distanza d (non mi-
nore di ¢ & 2700,

Considerando 1'ellissoide rotondo (di eni gid rovaomo il
volume = 5 qra’’ ) come prodotlo dalla rolazione di mezza
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cllisse, se ne deduce che il baricentro di questa ha dal suo
asse 2a la distanza eguale al doppio dell’asse 24 diviso pel
tripla del rapporto 7 della eirconferenza al diametro.

11 teorema I1L si estende con vgual facilith alle figure pia-
ne, cioé:.

Tronews IV, L' area di-une figura pinna costituita dal
complesso di un sistema di vette limitate (Fig: 86 a) le quali
non si tagliano, é "gl.:ale all’avea i altra” fiyura costituita
da"retle vispettivemente nguoli a quelle, tutte fra loro pa-

wvallele (Fig. 86 ), e le cui distanze uguaglinne gli apchetti

infinitesimi della curca, che passa pei punti di mezzo delle
prime vette, moltiplicati pei seni delle lovo inclinazioni sulle
stesse generatrici. 1o stesso pud dirsi delle figure posle sopra
una superficie sviluppabile, i

Se la lunghezza di ei MY & funzione algebraica ra-
zionale intera non oltrepassante il grado terzo della sua di-
stanza O P, polremo applicare il teorema del Torricelli, ¢ Ua-
rea della fiyura 86 b sard la sesta parte del prodotto. dell’al-
tezza OQ per la somma delle basi A8 CD e del quadruplo
della sezivne mediana EF, o

Corollarii. 1.° Questa conelusione ha luogo in particolare
se le due curve 4 £C BFD sieno due parabole coi diamelri
paralleli alla AB. Cosi- Uaren di un seqmento parabolico
A ECFA (Fig. 87) equaglia i due terzi del parallelogrammo
circoseritlo ‘A‘C‘C,A;‘,, — Un arco di circolo pud senza gra-
Ve érrore scambiarsi con un arco di parabofa, percid 1'area
del segmento circolare & all’incirca eguale ai due terzi del
prodotle della.corda 4 C=¢ per la freccia EF={ (che in tal
caso ¢ la perpendicolare elevata nel mezzo della corda); peral-
tro il segmento cireolare supera il parabolico di eirca 8% 4 5¢.
— Cosi pel segmento cireolare, il cui areo € di 60,7 la corda
c=4, e la frecein f=0,433 975, si avrebbe approssimata-
mente 'area 0,089 317; la predetla correzione, par essa ap-
prossimata, sarebbe 8/*:15¢ =0,001 28%; il valore esalto

& 0,000 586.

2.” Se sulle tangenli 7V di una eurva (Fige 51) si pren-
dono delle lungiezee uguali 3N =3, V, = cc. I'area com-
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presa tra le due curve M, I M; N NN, ¢ due tangenti
M, N, MyN, ¢ uguale al prodotto della M, N, per la-lun-
ghezza dell’arco cireolare, che ha il raggio meth della M,
¢ che misura un angolo ugualc all’inclinazione delle estreme
M,N, M,N,. i

3.° Considerando tutle le tangenti 4 E M .X, (Fig. 79 a)
ad un circolo, che sono uguali agli avehi M./ MAM, ed i
cui estremi costituiscono pereid la sviluppante (§ 426, si ri-
conosce che le distanze tra i pinti di mezzo di due langenli
infinitamente vieine uguagliano rispellivamente le distanze teg
le uguali ordinate di una parabola, che ha il parametro qua-
druplo del raggio OA: quindi pel corollavio 4." si trova che
lo spazio compreso tra il circolo, la sua sviluppante MEX,,
e la tangente M, X, é espresso dal cubo di queésta :augﬂue
diciso pel sestuplo del raggio O A.

In questa leoria cosi delta centrobarica & pure mullo uli-
le-il

Teongna, V. Larea generata da wna linea pinnn, o quaie
si muove descrivendo con tutti i swoi punti delle lince per-
pendicolari al suo piano, uguaglia il prodotte della Lunghes-
za della generatrice e della linea déseritta dal suo bavicentro,
La predeita generazione ¢ appunto quella-delle superficie-ca-
nali (§ 242).

Corollavii. 1.° La pnrzmno di superficie conica generata
dalla rotazione intorno all’asse €A della relta 7"/ (Fig. 88),
che nel suo punto di mezzo focea il circolo di vaggio CR=CH
¢ equivalente alla porzione di superficie cilindrica generata
dalle rotazione della ¥ B, che ¢ la projezione delin TU
sulla tangente B paratleln all’asse di rotazione CA. Poiché
le lunghezze di quelle relte sono inversamente proporzionali
alle cireonferenze deseritle dai loro baricentri ruolando in-
lorno all'asse € .A.

2.° Potendosi dire di ogni porzione infinilesima dell’ arco
MY quello el si disse della tangente T'E7. ue viene che lo
zona descritta dallarco circolare N ruvlundo inlorno af-
Uasse CA equivale in area al eilindro descrillo dalla ¢, ed
& espressa dal pradotto dellaltezze PO della song per la eiv-
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conferenza del éiveolo di raggio CA. Percid il leorema @ in-
segna, che la distanza del centro di gravita dell’avco MN dal-
raggio €A € uguale al prodotto, PQ.CA diviso per I'arco
M N, e che quindi la sua dislanza dal eentro € & quarta pro-
porzionale all’areo, alla corda ed al raggio (°). Le analoghe di-
slanze del centro di gr.mla del sellore [:Irl‘.l)]al‘l.. CMN sono
i due terzi. delle predette:

In particolare la superficie della sfera ¢ cqui\'_ulcnt-f: a guel-
Ia della superficie cilindrica generata dalla rotazione della
DD,;. quindi equivale all’area di quattro swoi circoli mas-
simi. — Cosi la sf«?a i raggio ﬁ.‘!ﬁti ha«la superficie
509 260000, o

3.° 1l volume generato dalla rolazione del seltore mr;.ala-
re CMN pud oltenersi mediante il teorema II1. (avendo ora
trévato il baricentro di un arco di circolo, e quindi.anche di
un settore circolare), oppure osservando che esso uguaglia il
prodotto della zona generata dall’arco LN pel terzo del rag-
gio, quindi tal volume ¢ i due terzi del prodolte di -PQ per
I"area del eireolo di raggio C.4 . — Per lo slesso teorema 11
il triangolo CM N genera ruotando inforno a €. -un volume
eguale al prodolto dell’area del triangolo per la eitconferenza
deserilta dal swo centro di gravili, ossia pei-due terzi della
circonferenza deserilta dal punto £: ¢ siccome
eE=CE. PQ:MN - cosi tal volume uguaglia exiandio i
due terzi del prodolto della PQ per Parea del cireolo che ha

(") Per dimostrarlo direttamente cerrhiamn da prima il baricentro di
una porzione di poligone regolare MJKL... ¥ (Fiz, 89). sieno o B...
|hur|ccu|ru dei singoli lati; la € (z sari m|u1po11onm alla eomposta

Od -+ 0B~ 00
divisa pel numcm n di queste rette; e qu‘mmn |1:-| metodo delle equi-
pollenze & 0OCD=(0 By 0{_ ODL=( O BP0 A,
OTL(OBp= (04—, cosi poste ‘O U0 Bp:(0.Ay—
sard OGO OU - 04 (0B—04)
ciod OGLO4 AU AV,
essendo o Ffln. .4 B uoa retta prolungazione della 4 B ed ‘uguale
alla somma della A B, BC,... TU.— Se invece di un poligono si ha
un arco circolare MY, il suo baricentro & Uestremo della O & per-
pendicolare alla corda M ! N (come la o F lo & alla O.4) ed nguale al
prodotto della corda pel raggio diviso per Varco,
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il raggio CE. = Soltraendo il volume generato dal triangolo
da quello generato dal seltore si trova che il volume generato
dal seqmento eiveolare MENM equaglia i due ter zi del pro-
dotio della projezione P per Uarea del cirveolo, ohe ha per
diametro la corda M N,

. Pel teorema Torvicelliano il tronco di cono "cncrato dalla
volazione del irapezio p MEN g ha il \Ulllnll.

(M p)? +{\q)+4{ﬂj] PQ i
l|umrll si trova con facile caleolo ehe il segmento s,"e'm:a gc-
neraty dalla volazione di'p W N & espresso da
S WPy (N gp 4 4(Ee) 4 (EN)].P Q=
=sa[3(Mpy+3(NgP+ipghl.pg. 3

ed equivale alla sfera, che ha per diametro Ualtezza pq del
seguiento, pite la semisomma di due cilindri, che hanno lo
stessa allezza e per basi ciascheduna delle busi del segmento.

4° Una mezza circonferenza di vaggio r=0.043 3 ruo-
lando intorno ad un asse parallelo al suo diametro, ¢ che ha
da esso la distanza d=0,325, genera la superficic eonvessa
di un toro (§ 243); 'area di questa & uguale al prodotlo
della semicirconferenza, 7o per la circonferenza del circolo,
che ha per raggio la disl d siceresciula della di 2r:w
fra il baricentro della semicirconferenza ed jl diamelro; essa
si trova =0,301 4. Similmenle la parle coneavo-convessa
della superficie anulare generata dall’allra mezza circonferen-
za ha l'area 0,254 2. — 11 volume dell’apello ¢ 0,012 03
e quella del loro chiuso dalla superficie anulare e da due cir-
coli paralleli col raggio d

Ar{d(2d4 w4 -] =0.035 09




