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CAPITOLO XII.

Limiti.

124. S1 consideri il numero » definito dalla rela-
zione

1

€I

==
—

ad ogni valore di z, ecceltuato il valore zero, cor- .

risponde un determinato valore di »: y ¢ dunque fun-
zione di x.
Si allrilyniscano alla z sucecessivamente i valori
1, 2 g, .

5 W |. W " .;

subito si vee che i valori corrispondenti di y
£ 4 = oo
* 9 o :'i" 8 = & mow w
vanno semp T2 decrescendo: ¢ se si danno alla z valori
che cres*0n o indefinitamente, i valori corrispondenti
della y decr=scono indefinitamente, ciod, si pud, in-
grandendo 1= 2, rendere y minore di qualsivoglia nu-

mero positi¥o assegnato, comunque piccolo : Invero,
affinche, peT es. sia

y<0,001, ©¥vero y<C0, 0001, ovvero y << 0,00001,...
basta dare a2 & valori rispettivamente maggiori di
1000 | 10000 100000 ,

~ Cosi s1 wede che il numero 4, al crescere indefi-
nito di @, Dassa per una serie illimitata di valori, i
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quali, decrescendo sempre , si avvicinano allo zern,‘sfnn
a differirne per meno di qualsiasi numero posilivo
assegnabile. Si esprime questa proprieta del numero y
dicendo che esso ha per limile zero, appure tende al
limite zero, quando la variabile X va assumendo valori
crescenti indefinitamente.

Si noti che y non diviene mai eguale a zero.

Parimente se alla @, invece che valori positivi, si
danno successivamente valori negalivi

-1 , —2 , =3, ...
anche i valori corrispondenti di y

| 1

__15.—-:?‘—-3,-.-..
sono negalivi, e quindi tulli minori di zero: vanno
perd, come si vede, sempre crescendo : e al decfe+scere'
indefinito di @ per valori negalivi, possono avvicinarsi
indefinitamente a zero ; si dird anche qui che, y ha
per limite zero quando la pariahile X va assumendo va-
lori megativi decrescenti indefinitamente ciot, crescentt
indefinitamente in valore assolulo.

In questo caso abbiamo dunque un numero y va-
riabile che tende al limite zero passando per valori
successivamente crescenti, mentre nel caso [H'L‘.'CEE‘LIEH[E
il numero y tendeva a z¢1o0 pﬂ:SSElfll.lﬂ per valori suc-
cessivamente decrescenti. — Nell' un caso come nel-
Ialtro & il valore assoluto di ¥, che va decrescendo
indefinitamente.

Si consideri ora la funzione

(1T
Y
della variabile x: se si danno alla @ successivamente
1 valori
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la y assume i valori corrispondenti
1 1 1 1

—1 a E 1 —E 2 E ] —E  JRE T TR
questi valori essendo alternalivamente posilivi e nega-
Livi, si vede che y al crescere indefinito di 2 per valori
intieri e posilivi non va sempre crescendo o sempre
decrescendo, cid che accadeva negli esempi preceden-
ti: in certo modo esso oscillt intorno allo zero avvici-
nandovisi sempre e indelinitamenle, percheé i valori
assoluti di esso sempre decrescono ¢ possono, senza
mai diven're effetlivamente nulii, ridursi minori di
qualsivoglia numero positivo arbilrariamenle piccolo;
st dird anche qui che y ha per limite zero al erescere
indefinito di x.
Si consideri ancora la funzione

e si diano alla z i valori
1, % 3, &

>

&
- 1] L] ® - 3

1 valori corrispondenti di y sono
2 2
ﬂs D: :'j'-ﬂ,z,.....;

1

S o

y, sempre posilivo, non va sempre decrescendo: per
ogni valore dispari di > assume il valore zero, per
ogni valore pari di x assume un valore maggiore di
zero: ma via via che x cresce, il valore per cui ¥,
ad ogoi valore pari di &, si allontana da zero, va im-
piccolendo sempre pii, dimodoché, assegnalo un nu-
mero positivo ¢ piccolo quanto si voglia, & possibile
dare ad x un valore ablastanza grande perché per
tutti i valori successivi, gjj dispari, sia pari, che
assume, la y risulli sempre minore di ¢. — Perciod si

T,

i ——
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dice qui pure che y, al crescere indefinito di X per va-
lori inlieri e positivi, ha per limite zero.

Ecco dunyue la delinizione generale, che noi por-
Temo

Se § ralori assoluli, ch? un numero veriahile v va
assumendo, si succedono in mo lo ch? esst, da uno in noi,
ginno tutti minori di qualsiasi numero positive che st
possa assejnare piccolo ald ariirio, st dira allora che ¥
ha per limite zero e s:’_scrfr;e'rﬂ lim. v=20.

Os<envaziosg 1. E da notarsi che nel cazo in cui
i valori assoluli successivi di y cosliluiscono una
serie illimitata sempre decrescen'e, nessuno di essi
potrd mai divenire effettivamente nullo; perchié, non
esistendo valori assoluti minori di zero, 1 valori asso-
luti di  successivi a quello che fosse zero. non potreb-
bero pi1 decrescere. Quesla CDIH][I:UT‘IE si ¢ presentata
nei primi tre degli esempl prvfmlunlh — Ma, lsmt‘undl:f
la definizione posta, perche di un numero variabile si
possa dire che ha per limite zero, non ¢ alTallo ncces-
sario che esso vada sempre decrescendo in valore asso-
luto, e non si pud sjaindi escludere che esso divenga
anche effettivamente nullo. — Si & avulo esempio di
¢id nel numero

A2

Y T
Ossenvazioxg 11, Se un numero variabile y ha
per limite 0, anche il nunero variabile —y ha per li-
mile 0. | ‘
Quesla & una conscguenza immediata della defini-
zione precedenle. | |
125. Ogni volta che la dijerenza Ul'—'-) i'!'-"l ‘:m n;;
mevo finito e determinalo |, ¢ un mmwﬂ:'.' :;ff‘m:t E; m;
per limile zero, e solamente allora, noi diremo che 1
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numero variabile v ha per limite 1, tende al limite 1,
e st scrivera lim. v=1.

E manifesto, per 1'Osservazione II precedente,
che invece della differenza ({—v) si pud considerare
I'altra (v—I), peroccht le due ({—v), (»—!) vanno a
zero contemporaneamente : quindi, osservando che &

p—I = (—I)—(—), se ne deduce che se v ha per li-
mite I, —v ha per limile —I.

Esemrio. 1l numero variabile
2+

p =
3+

ha per limite 1, quando = cresce indefinitamente per
valori posilivi.
Infatti, la differenza

i “+x
l—y = 1— T

essendo per ogni valore di x eguale a
3-+x — (2-+x) i

34z T 34z

& sempre positiva per & posilivo, e decresce al crescere
di . Ora mostreremo che pud divenire minore di
quaisiasi numero posilivo assegnabile, cio¢, che ha
per limite 0.

Sia ¢ un numero posilivo arbilrariamente piccolo
e si ponga

s

perché questa sia sodisfatla, basta che io sia I’ altra
1 <:(34+2x)

ovvero
i—ESE < ”
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dal che si vede, che per ogni valore di x maggiore
. A1—3e : 2+ . S
di , la differenza 1 e & minore di e¢; €

questo prova che il numero
23
'=3+u

ha per limite 1, al crescere ind:finito di =. _

OssenrvazioNeE I. Se la differenza /—v) tende al li-
mite zero decrescendo sempre invalor= assoluto, come
accade nell’ esempio arrecalo, allora <ssa non diviene
mai effettivamente nulla, e quindi non & mai l=v,
ma se (/—v) non decresce sempre in valore assolulo,
non si pud escludere che v divenga ¢ zuale ad /. '

OssenvazioNg II. Di un nuomero coslante, se sl
applica anche ad esso la detinizione precedente, si puo
dire che ha per limite s¢ stesso, perocche, se q.uesin
numero ¢ [, la differenza (I—7) essen 20 nulla, & in va-
lore assoluto minore di qualsissi nu=nero asscgnab:ﬂe.

126. Dalla definizione dzta di lirmite discende im-
mediatamente questo importante teorema:

Nella serie dei valori, ¢z una r-ariabile Y assume
tendendo a un limite | determtnato e #inito, st pud sem-
pre trovare un valore tale che {2 differem za lra esso ¢ uno
qualunque dei successivi, si _t'n valor? nssa_lutﬂ minore
di qualsivoglia numero PosiLivo scelt o arbitrariamente
piccolo.

Sia

Poary ssees
ﬂl‘ HI] ;..l-n-'ﬂnj ﬂn*l‘...q.-l Bl %

la serie dei valori successivi che » assume tendendo
al limite 1. ‘
Si consideri la serie delle differ2nze

(—v,), (=), --.. (=02 C~vayy) = - (I—Vaye)s -oee
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Sccondo la definizione di limite, queste, da un
cerlo punto in poi, saranno tulle minori in valore as.
soluto di qualsivoglia numero scello piccolo ad arbi-
trio. Sia o un lal numero, ¢ sia (/—v, ) quella differenza,
a partire dalla quule tutle le successive sono minori
di ¢ in valore assoluto.

Ora si ha

Uy Vnpr = !_E_Lﬂn_ﬂ"+r
— (=t +(re—D.

Il valore assoluto di una somma & minore od
eguale alla somma dei valori assoluti dei termini dell
somma (n® D) : quinli il valore assoluto di (2,—Va,r)
& minore ol ezuale alla somma dei valori assoluti di
(I=vapr) € (0,—). ciascuno dei quali & per quanto di-
cemmo, winore di o ; per conseguenza il valore asso-
luto di (v,—?.yr) © Minore di 27, e 25 pud esser preso
piccolo a piacere, il che prova il teorema.

127. Riprendasi la funzione gid dianzi considerata

dove x ¢ un numero variabile ad arbitrio.

Si attribuiscano alla x valori positivi che succes-
sivamente decrescendo tendano al limite zero: p. es.
valori della serie indelinita

x) 0.1, 0,01, 0,001, 0,0001....;
y corrispondentemente a quesli, assume i valori
p) 10, 100, 1000, 10000. ...

ed & manifesto, che, prolungando indefinitamente la
serie dei valori «) si prolunga indefinitamente anche
la serie dei valori £), i quali vanno crescendo sin0 d
superare qualsiasi numero assegnabile ; si esprime cid
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dicendo che, mentre la variabile X decrescendo per va-
lori posilivi tende al limite O, y cresce indefinitomente,
ovvero ht per limile U infinito posilivo e si scrive
lim. y = —+2o, rappresentando col segno =0, un nu-
mero inlinito cio¢ superiore a qualungue numero as-
segnabile.

Se invece si dessero alla x successivamente i va-
lori della serie

&5 Oy S OO e 00K 55555

la y, corrispondentcmente a quesli, assumerebbe i
valori

g) —10, —100, —1000,....

ciod decrescerebbe sino a divenire minore di qual-
siasi numero negalivo assegnabile: si esprimercbbe
¢id dicendo che, meatre la X passando per velori nega-
tivi tende al limite 0, ¥ ha per lmite I infindo negativo
e si serivere'be lim. y = — o0 -

In generale, se il numero variabile 7 va assu-
mendo successivi valori assoluti, tali che, da uno in
poi, sieno tulli maggiori di qualsiasi numero positivo,
che si possa assegnare grande ad arbitrio, allora si
dird che y ha per limite I"infinilo: e se da un certo
valore in poi, tutti i valori successivi di ¥, sono del
medesimo segno pos Livo 0 negzativo il limite sard I in-
finito positivo o negalivo rispellivamente.

128. Un esempio di varmbile, che ha per limite
I"infinito si ha considerando la funzione y =a~*, dove
a & un numero delerminato maggiore di 1. — Si di-
mostra infalti che se si attmbuiscono alla T successivi
valori posilivi crescenti indelinitamente, contempora-
neamente y assume successivi valorl positivi pure cre-
scenll indeflinitamente.
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Invero, se € a>>1, sl puo porre
a=1-+nh
e h sard un numero posilivo: se ne irae
a—1=h
onde, moltiplicando per a
a*—a=ah
e moltiplicando nuovamente per a
a—a'=ah
e cosl continuando

ac—ag-'=a*"'. h
ma & ¢ >1: quindi
a—a>h
a—a'>h
ak—a ' >h

Addizionando membro a membro tutte queste di-
suguaglianze ¢ la eguaglianza, a — 1 =Hh, ollerremo:

a*—1>Fkh
OVVero
a* >1-+#kh;

ma & sempre possibile dare a & valori che sodisfino la

diseguaglianza
A+kth >w

w indicando un numero posilivo grande quanto si vo-

glia, giaccht basta prendere k }EJ:;— . quindi per gli

stessi valori di £ sard anche
f.'.lh ::.': fa)

e questo ¢ quanto si voleva dimostrare.
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E in seguito a cid, noi possiamo ora ache pre-

senlare un esempio di limite determinato e finito che
ci offre I'Aritmelica.

Sia la frazione decimale periodica
0. BL 81 81,

&

si prendano in essa x periodi, x indicando tn numero
intero; e sia y il numero che cosi resulla; :iog:

-1 =

1 . 3
1) y=0, 81 81 81....81 81,

evidentemente y & funzione di .
Moltiplicando per 100, si ha

2 x =1
100y — 81, 81 81 ... .81
w - - Sl
e aggiungendo di qua e di 14 100°
. 81_ 1 3 x-1 g1
lﬁﬂy-;-,—mw ==81, 31 81 ..- bﬂl+[ﬂ0‘
81 1 - SRR e
10Uy+m=-ﬂi, 81 81 ....8134

dalla quale eguaglianza sottraendo membrsy; membro
la 1) si olliene:

81
gﬁy—l—im‘;"—'“ 81
onde
31 31
¥Yy=7g9— 99.100"
oYvero

1 I s:in« X B'I Bl
01 81 Bl..ﬂlﬂgﬁ—' gg_ “H; )

se si danno alla @ successivi valori interi (.oscenti in-
definitamente, 100* (vedi es. precedente) (rescera in-
ARzELA, Algebra, — Vol L 21
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riabile secondo wuna legge determinata, & sufficiente
per individuare quel numero costanle.

2° Sieno v e N due numeri variabili con questa
legge, che, corrispondendosi © valori successivi che
esst vanno assumendo, ciascuno a ciascuno, la diffe-
renza tra esst abbia per limile zero. Se contemporanea-
menle uno dei nuwmert, p.es. v, ha un limite | determi-
nalo e finito, anciie I'a'tro v' avra lo stesso limite.

Invero, si ha identicamente

|l —p=]—p +~p—1p
= (I —0v) 4+ (v —2").

Il valore assolulo di una somma essendo (n. 5)
eguale o minore dalla somma dei valori assoluti dei
numeri componenti, il valore assoluto di (I —v") sard
eguale o minore dalla somma dei valori assoluti di
(l—v)e (v—2"); dimodoche, indicando con & il va-
lore assoluto di (¢ — '), con §, quello di (/—v), con &,
quello di (v — "), si ha

6 < 8, - 3,.

Ora ! —2) e (v —0"), per ipotesi, tendono con-
temporaneamente al limite 0: se con ¢ si indica un

numero posilivo  piccolo a piacere, si potra dunque
rendere

4]
31(%

<3
onde (121, 3°)

E’ —+ E. <{T
e quindi anche

¢ w.
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Il valore assoluto di ( — ") pud dunque divenire
minore di qualsiosi numero positivo assegnabile: si
deve quindi concludere, secondo la definizione del
n. 124, che ! —v' tende al limite 0 e quindi ¢ tende
al limite I: il che & quanto si voleva dimostrare.

CoroLLARIO. Se due numeri v e ©° variano assu-
mendo successivi valori eguali cizscuno a ciascuno, €
uno di essi ha un limite, anche I'altro ha lo slesso
limile,

9o |4 vera anche la proposizione reciproca: ciog,
se v e v sono due numert variabili che tendono contem-
poraneamente a uno stesso limite 1 determinato e finito,
la differenza tra essi avra allora per limile zero.

Si ha identicamente

p—v'=(I—0v)4+(@—10

e se si indica con & il valore assoluto di (r —2"), con
5, quello di (! —"), con &, quello di (v — ), si ha

§ <3, + 5,

ma (| —") e (v—1) haono, per ipptfsi.. per limite
zero; i loro valori assoluli &, o, divengono dunque
minori di qualsiasi numero positivo assegnalile; e ra-
gionando come precedentemente, S€ ne drfu“h.':ﬂ., ch*ﬂ
anche il valore assoluto & di (v — ") puo divenire mi-
nore di qualsiasi numero [}flsilifﬂ: I:*-‘*‘-E}‘{-'ﬁﬂf-”“‘-‘- ‘

4 Se due o piiv numert variahli tenfono ?g:naffru_-
neamente al limite 0, anche l1 loro somm?® avra per li-

mi!!? []' . T - u
Sieno § e & due numeri variabili, 1 quali tendono

al limite 0: diciamo che anche (3-+34) tendera con-

temporaneamente al limite 0. aaid] -
Indichi &, il valore assoluto di &, &', quello di g,

(3 +3",, quello di (5 +98). Il valore assoluto della
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somma di due pumeri & egnale o minore della somma
dei valori assoluti di essi; si ha dunque

(5 +8), < 8, +9

Ora denoti ¢ un numero positivo piccolo a piacere : si,

polra sempre rendere

o
El<§

' a
al<§

e quando siano verificate queste due, sard pure veri-
ficala sempre I’allra

8, +0, <o
e a piu forte ragione sarl

(0 +38), <

il che prova che la somma (5 -+ 3" ha per limite zero.
Il teorema enunciato ¢ dunque dimostrato Vero
per la somma di due variabili.
E'.D st dimostra subito anche per la somm? di Ire.
Sieno i numeri variabili 5. 3’ e §” avenli simulla
neamente per limite 0; si ponga per ua momento

bk o-—¢ 1 per quanto ¢ stalo ora dimostralo, A ha
per limile zero: ma o .

Atod'=5-1-§ 43

dunque (130, 2*, corollario) giacche la somma A--3's

E?rl" *:11'”110 ora fu dimostrato, ha per limite 0, anche
SOMMa (554 §5) ha per limite zero; il che @
quanlo st vglayg

In 1 . o .
rema & 11 49 analogo si dedurrebbe di qui che il teo-
“FO per la somma di quattro variabili, e co”
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tinuando lo si dimostrerebbe vero per un numero qua-
lunque di variabili.

1l processo di dimostrazione qui adoperato & effet-
tivamente applicabile per un numero qualunque finito
di variabili; se il numero delle variabili fosse inlinito
o tendesse a divenir tale a misura che le variabili ten-
dono ciascuna a zero, & manifesto che applicando que-
sto processo non si giungerebbe mai ad esaurire tulte
quante le variabili; non si potrehbe dunque, col metodo
precedente, dimostraré Vero il leorema per un numero
di variabili infinito o crescenle indefinitamente; né si
potrebbe dimostrarlo in allra qualsiasi maniera, per-
che infatti il tcorema non & allora vero in generale.

Esgnpio. Si abbiano le frazioni

i i 1

——

n1 n=2"""7 200

che, come si vede, sono in NUMEro di n, al crescere

indelinito di n per valori interi ciascumi ha per limite 0
e anche il numero di esse Cresce indefinitamente : ora

sl ha

| - P n | L A n
1 1 i1 , 1 A
n—+1 " nit-2 ﬂu:} In ' 2’ R
n
}‘:!n
q
9

il che mostra che il valore della somma
|
o e 23

e iy —l W AR ""}
nt+1  n-+2 e

54 g
al crescere di n & sempre maggiore di 5, @ quindl-a

somma medesima non ha per limite 0.
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2° Se due o pii numeri variabili, tendono ciascuno
a un limite determinato e fini'o, la somma di essi tende
contemporaneamente a un limite, che é equale alla som-
ma dei limiti dei numeri variobili considerals.

Sieno v, vy ....v,, (n numero finito), i numeri
variabili; 7., 7., ....1 i limiti rispettivi.

Pongasi

'!1—*1‘,'=5u Ii_ul=ali""fn_ﬂn=5n

dy5 03 ---. 9, saranno numeri variabili, che tendono a
zero, mentre v, v, .... v, lendono ai limitiZ,, I, ....1.
Or dunque sommando le precedenti uguaglianze mem-
bro a membro si olliene

Wb+ oooit-l, — (0,40, 4 ... +p)=
=0, 0. 0 _;

n essendo un numero finito, la somma 0, g —t=uen.
=+ 3, (4°) tende al limite 0, mentre le § tendono cia-

scuna a 0: epperd la somma O, +¥~+4....-p, ha
per limite 7, 41, —~. ...+,
Si ha dunque

lim. (v, + 0, 4. .. o )=l 41—+ ...+1l,.

6° Se 3 ¢ una variabile, che ha per limite 0, il pro-
dotfo md, dove m & un numerg costante, avra conlem-
poraneamente per limite ().

Indichi ¢ un numero positivo, piccolo ad arbitrio,
e my, o,, (m9), indichino rispettivamente i valori asso-
luti di m, &, m3: il valore assoluto di un prodotto
essendo 1l prodotto dei valori assoluti dei fattori (20)
si ha

. (ms), = m, 9,

ora, per ipotesi, si pud rendere

a.<,§;

[
o
¢
L
.:':.
il
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onde
m, 8, < ¢
e quindi anche
(md), < ¢;

cosi rimane provalo che il valore assoluto del pro-
dotto (m3) pud divenire minore di qualsiasi numero
positivo assegnabile : e quindi il prodolto medesimo mo
ha per limite 0.
7° Reciprocamente: se i prodolto ms di una co-
stante m, diversa da zero, per una variabile 5 ha per
limite 0, la variabile & deve avere per limile 0.
Invero, se & non avesse per limite 0, cid signifi-
cherebbe che il valore assoluto di essa si conserva
sempre maggiore di un cerlo numero dc!crminnti:- a
positivo e allora il valore assolulo del prodotlo mo si
conserverebbe maggiore di m,a e quindi ms non avrebbe
per limite zero. _ N
8° Se v,v, & il prodotto di due faltore variahili, uno
dei quali v, ha per limite zero m:*:ra!rr:*_f’n!!:r'a non cre-
sce indefinitamente in valore assoluto, tl prodotto mede-
simo ha per limite 0. X . .
Indicando con @ un numero positivo, di cui il va-
lore assoluto di v, si conserva sempre minnre, ¢ con
!J'l ; EJ', 4 {:e*l'uijl i ‘\-‘E]lﬂ-l‘i assolull 1'1517"'9"'[""""1 di Uyy Vyy (’vlut)r
si ha
(v,0,)s = V' Vs
ma ¢
i av',
e quindi
(v,04), <Lav';

ma, pel teorema (7°) il prodotto av’, ha per limite 0,
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dunque (v,v,), pud divenire minore di qualsiasi nu-
mero assegnabile , cosi @

lim . (v,vy) =0.

Qo Reciprocamente, se il profotto v,v, h1 per li-
mite 0, dei due fiuttori ~,, Vo uno almeno deve avere per
limite 0.

Se nessuno dei dme »,, v, avesse per limite 0,
¢cid significherebbe che il valore assolulo di ciascuno
si conserva sempre maggiore di un cerlo numero a
- positivo, delerminato ; quindi si avrebbe sempre, te-
nutle ferme le nolazionn: del teorema precedente,

(rypy). =0 ¥y > @
ciod, il valore assolute del prodollo (r,v,) non diver-
rebbe min're di qualsiasi numero assegnabile : il
produtto medesimo dunque non avrebbe per limite 0.

10° Se v é un nuwaero variabile arente per limile 1
numero finito e determinato e m é una costante, il pro-
dolto mv ha per limite ml.

Pongasi

l—v =3
8 avrd per limite 0; ora si ha:
ml—m = m(l—r) =mad,

e pel teorema (7°) mé ha per limite 0: dunque mv ha
per limite mf, come s@ voleva dimoslrare.
Ossenvazioxe. Se il limite di v fosse infinilo, sa-
rebhe tale anche quelo di me, del medesimo segno
di v, 0 di segno coutrario secondoche m & positivo 0
negatLivo.
. La cosa & manifesla, poiché il valore assoluto
di mv cresce indelinitamente insieme con quello di .
“.ﬂ S_e due o ;J.-‘_u‘: tewmert variabilt, tendono ciascuno
a un limite determina’o e finito, il prodotto di esst ha
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contemporaneamente un limite, che é quale al prodotlo
dei limuti.

Dimostriamo anzilutto vero il teorema pel pro-
dotto di due variabili.

Sieno v, , v, i numeri variabili z 7,/ i limiti ri-
speltivi.

Pongasi

3, e §, tenderanno al limite 0, quando ©, € ¥, tendono
ai limiti 4,, I,.
Da quelle si ha

U, = El_al y Uy = !1_‘6!

moltiplicando le quali membro a membro:

o0y = lly—00s— 3,0, .0,

onde
l‘-lh——q‘”’?"! - E|£I+5-,1_—5151*

i vede subito che il valore as soluto di [ l,—vt,
pud divenire minore Ji qualsiasi n2mMero posilivo as-
seznabile perché i singoli terwini 8, % - &.l,, 3,8, eviden-
temente possono rendersi piccoli simeche si vuule‘. col-
I"impiccolire delle §,, 35+ © il valore assoluto di una
somma algebrica & minore od eguaie alla somma del
valori assoluti de’ termini. AT

Cosi I.l,—u,p, ha per limite 0:- quindi ¢

lim. (r0.) =141~
ner un prodotlo di

Dimostrato vero il leorem:d
ito anche per uno

due variabili, lo si dimosird sul
di tre. N
Sieno o, , sy Uy 1 pumeri var .abili :
miti rispettivi, si ha
v, Vsly = {rl"'l) “a

L, by 4y i b
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e ponendo
09, =F

si ha

v0.0, = Vo,:
ma V= v, per quanto ora si € dimoslirato, ha
per limite 7, , vy ha per limite [,; quindi per la
slessa ragione ora invocala, Vo,—wv,»,v, ha per limite
(L)l = L L1,

Dimostrato vero il teorema per tre variabili ragio-
nando analogamente lo si dimostrerebbe vero anche
per qualtro : continnando allo stesso modo, lo si di-
mostrerebbe per un numero qualsiasi, purché finito,
di variabili, cioé si dimoslrerebbe che :

lim. (v2,...0,)=11,...1).
GDHDLL ARIO. Se in questa formula si fa

!-T’=JEE‘—_F—'-|-.| =|'_1n=E
e quindi (n® 130, 2° Corollario)
. ‘ o= =1
s1 otliene _
im. v" =;

ciod, se un numero varinbile v ha per limite un nu-
mero delerminalo e finito 1, v* ha per limite 1°, essendo
n un esponente tntero e positivo,

12° Se v* L per limite 1", allora v ha per limite
1, v ed | essendo presi del medesimo seqno.

Se née dispari, v" e », come pure " ¢ [, sono del
medesimo s2gno : e giacche »" ed /* sono per dalo del
medesimo segno, cosi sono pur tali v ed 1.

Se n ¢ pari, allora esistono due numeri v e —v
che hanno ®® per polenza %®*, come pure -+ e —f
hanno [* per polenza n*: in (al caso, si deve intendere

che ¢ —-v, che ha per limite <1, ¢ —v, che ha per li-
mile —/.
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Invero si ha I"identitd (54)
P—1" = ([—0) (P 41" o -0 ")
v ed | essendo presi del medesimo segno, il polinomio

Py +..... S L e

ha tatli i suoi termini sempre del medesimo segno, cio®
tutti positivi o tutti negativi; e giacché ! e quindi P
¢ costante, cosi al variare d: v il polinomio medesimo
si conserva sempre in valore assoluto maggiore di 2’™";
d’ altronde, per dato, (I"—v") ha per limite zero, dun-
que dei due fattori in cui (I"—v") & decomposto, uno
(9°) deve tendere al limite zero, e tale fattore & mani-
festamente ({—v) : » ha dunque per limite /.

130 Se v ha per limite |, numero finito, determi-

: 1 —
nato e diverso da zero, il reciproco —~ ha per limile 7
Si ha costantemenle

g . %— — 4
epperd, in virta dell’ Osservazione 1I (n. 125}, si pud
dire :
: 1
lim. (la" . ;) —{
ma § (11°) 1
lim. (E-‘ ; -:;) —lim. v. lim. (I*
quindi |
lim. v. lim. (E) =y
onde
hm.( ) hm =
0Ovvero

: o4
lim. (E) ™l

come si voleva dimoslirare.
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13° Se v, e v, sono due numeri rariabili, che ten-
dono conlemporancamsnte @i limiti rispettivi 1, 1y nu-
meri finiti e determinati, e det quali almeno |, & anche

' a il quozicnte — ha per limite il
diverso da zero, allora tl quUOIic Y,

R I
quoziente det limili ?' .
|

Per le ipotesi falle v, ha per limite {,, v, ha per

1
limite Z,; quindi, pel teoremd anlecedenle, T ha per

limite —J:*_; ¢ si ha pel teorema (11°)
1

come si voleva dimostrare. |
OsSSERVAZIONE. Sia a un Dumero determinato,

finito e diverso da zero, € ¥ un numero variabile
{ e o e

avente per limite 0: 7 avrd (n. 127) per limite | infi-
: a | -

pito: quindi il quozienle 7 =a. (E) avra (leore

ma 10°, Osservazione) per limite 1’infinito positivo O
negalivo, secondoche a e v sono del medemmuisrgnﬂ
o di segno contrario.— Per questa ragione, che il quo-

ziente T di un numero coslante a diverso da zero, per
[ 1

an numero variabile » avente per limite 0, ha per
limite 1" infinito, sé é conrenuto di riguardare il sim-

r

bolo -E—, a valore assoluto di a, (che nel concetto Or-

o Rkt oo
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dirario di quozienle non ha significato) come simbolo
di un valore assoluto infinito."

. : LA AL
Parimente, poiché, se v ha per limite 1" =, = ha

(124) per limite 0, si vede (teorema ©6°) che il
i a 1 : :
quoziente 3 (;) a numero delerminatu e [inilo,

ha per limite 0: ed & per questa ragione, che si &

. N 1 i
conrenuto di riguardare il simbol0 3z come equiva-
lente al simbolo 0.

Numeri irrazionali.

131. Gid osservammo a pag. 4 che coi soli nu-
meri dell’Aritmetica ordinaria non erano sempre pos-
sibili 1a svllrazione e I’ estrazione di radice.

Allo scopo di rendere sempre possibile la sotlrazio-
pe, introducemmo i numeri negativi; e sui numeri po-
silivi e negalivi, che divennero cosi oggetto delle nostre
considerazioni, mostrammo come fossero possiili sem-
pre le operazioni di addizione e sollrazione, moltipli-
cazione e divisione e quella di elevazione a polenza.

Ora dobbiamo occuparci delle operazioni inverse
di questa ultima; diciamo delle operazioni inverse,
perché, a dilferenza dell’ addizione ¢ moltiplicazione,
le quali hanno ciascuna una sola operazione inversa,
ciot la sollrazione e la divisione rispellivameante, 'ele-
vazione a potenza invece ne ha ~ue.

La soltrazione di un numero a da un numero ¢,
¢ ed a numeri qualunque posilivi © negativi. si propone,
come si sa, di determinare un pomMero b che sommalo

'E per guesta ragione, che quanc2 o nella risoluzione di equa-
i . 3
zioni (n. 89 e 102) s’ inconlira il simbole si suole anche dire,

che esse sono sodisfatle da valori infiniis.
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con a produca ¢; orad poiché in qna somma di_ due nu-
meri ¢ = a-+b si possono scambiare tra loro 1 numeri
medesimi @ e b componenti _]a somma, cosi | ﬂpﬁ'[iat,'
zione per la quale dalo¢ ed_a si vuol trovareb, e qﬂue .;
per la quale dato ¢ © b si vuole trovare @, S0DO S

stanzialmente ide ntiche.
zione inversa.

propone di deter minare un numero b, che moltiplicato

. e
T —

Ecco perche 1" addizione ammelte una sola opera-
La divisione di un numero ¢ per un numero a si

per g produca ¢: 0ra, poiché iE1 un prodotto I]fl ?uai
fattori ¢ = ab, sl poOssono scambiare tra loro 1 latlor
medesimi @ e b, cosi I'operazione per la quale dato :;
ed a si vuol trovare b e quella per la qi,:mle {11:1tn ce
si vuol trovare a, sono essenzialml:nlle identiche.

Ed ecco che anche la molliplicazione ammelie una
sola operazione inversa.

Si consideri invece I'elevazione a polenza.

Sia ¢ = a", ove n & numero intero, positivo 0 né-
gmw{giﬂamasi operazione inversa dell elm:aziune a po-
tenza quella, per la quale dato ¢ e n ci sl prupnnedd{:
trovare a: come anche I’altra, per la quale dato ¢ ed @

| si one di trovare n. Ry
e gr;sm sono due operazioni ezsenzialmenla.dnﬁe-
rentli fra loro; invero, pongasi che nperant:’m :n un
certo modo sopra ¢ ed n si trovi a tale che sla a ==::1
e che operando poi allo stesso modo sopra ¢ ed @ :
trovi n; questo n, appunto perche € lullenutu da cw
da a, nello stesso modo come di:m:'n a era nuenuha
da ¢ e da n, dovra essere tale che sia n*==¢C; lll«Jr c ;
pon pud essere, a meno che non sl abbia a" =%
e questo in generale non &.°
t Ad es. nom & 9 = 3!, 5*=2%, ec., ec.
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Il non potersi dunque nel simbolo a® scambiare i
due numeri a ed n fa si che si abbhiano due differenti
operazioni inverse dell’elevazione a polenza.

La prima ¢ quella per la quale data It potenza c e
I esponente n ¢ci sé propone di determinare la base a;
tale operazione & della estrasione di radice, chia-
mandosi radice n* di ¢, ¢ denotandost col simbolo

ve, il numero a tale che sia a" = ¢, dimodoche si ha

o
per definizione (V'E) = ¢; n considerato nel simbolo

v¢ prende il nome di indice della radice, ¢ quello di
radicanlo.

S
Se n =1, si ha evidentemente /ec=c¢;se n=2,
la radice si chiama radice seconda o radice quadrata e
si indica semplicemente con y/¢; se n— 3 si dice ra-
3

dice terza o cubica e si indica con /¢, ec., ec.

La seconda ¢ que!la per la quale data 1 potenza ¢
e la base a ci si propone di determinare I esponente n;
e quesla operazione vien della eslrazione o ricerca di
logaritmo, dandosi il nome di logaridmo di ¢ a base a
e denotandosi col segno log: ¢, il numero n lale che

i
sia ¢" = e¢.

Noi qui ora vogliamo occuparci solo della prima
operazione.

132. 11 valore asso'uto di un prodo!to ¢ (20), il
prodotto dei valori assoluti dei fattori; quindi il valore
assoluto di un pumero che & potenza n* di un allro, &
la polenza n* del valore assolulo di questo.—Per con-
seguenza, affinché un numero sia potenza x* di un
altro numero & intanto necessario che il suo valore as-
solulo sia esso potenza n* del valore assoluto dellaliro

numero, ovvero, che il suo valore assoluto ammetla
la radice ne.

el
ARzeLA, Algebra, —Vol. L 2
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Occupiamoci dunque per adesso solo dei valori
assoluti dei numeri posilivi ¢ negalivi ; limitiamoci
ciot, a considerare I estrazione di radice applicala so-
lamente ai numeri ordinari dell Aritmetica.

133. E noto che un numero intero non puo essere
potenza n* di un numero frazionario : dimodoche di
un numero intero che non & polenza n* di un allro nu-
mero intero, senz’ altro si pud affermare che non lo &
di alcun numero, ciot che di esso non esiste 1a radice
n*, ed & manifesto che di pumeri interi tali ve ne ha
infiniti. Parimente, perché un numero frazionario a
termini interi sia potenza a* di un altro numero fra-
zionario, richiedendosi che esso ridotto alla sua pilt
semplice espressione obbia per termini delle polenze
n¢ di pumeri interi, cosi, non potendo d° altronde un
numero frazionario essere polenza di un numero in-
tero. si vede che per tulti quei numeri frazionari, i
quali ridotti alla loro pin semplice espressione non
hanno per termini delle potenze n° di punieri interl,
non esiste la radice n*.

Cio mostra chiaramente, come esistano infiniti nu-

meri interi e frazionari, pei quali, tra i pumeri che

noi sinora conosciamo, manca la radice seconda, la
radice terza, la radice quarta, ec. ec.

Ecco dunque messa in evidenza la necessita di

nuovi numeri oltre gli interi e i frazionari, se pure sl
vuole assegnare ad ogni numero la sua radice n*.

Noi qui ci proponiamo appunto di definirli.

Si consideri, ad es., il numero 2 : esso non & qud-
drato di alcun numero intero o frazionario : non esls
ste dunque la sua radice quadrata : si hanno pero delle
regole certe che insegnano a determinare dei numerl
frazionari, 1 quadrati dei quali sieno minori di 2, € ne
differiscano per meno di qualsivoglia numero preso
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arbitrariamente piccolo: e parimnen'e si sanno deter-
minare dei numeri frazionari, i «yuadrat: dei qnali sieno
maggiori di 2, e ne differiscann>  per meno di qualsi-
voglia numero preso arbitrariazmente piccolo, ciod, si
sanno Lrovare quei numeri che in Aritmetica si chia-
mano radici approssimate per  fello e per eccesso.

Le radici di 2 approssimate per difello a meno di
i, 0,1, 0,001, 0O,0001, ec. ec., sono

o) 1., 1.4, 1.8, 1.48%%, 41,4142, ...

quelle approssimate per eccesso @ meno di 1, 0,1, 0,01,
0,001, 0,0001, ec. ec., sono

£ 2, 1,5, 1,42, 1.415, 1,4143,.....

I numeri «) costantem®nte crescono, e i B) co-
slantemente decrescono, ¢d ¢ possibile prolungare la
serie degli &) abbastanza s'no @ 1rovare in essa un nu-
mero avenle un quadralo. sesmpre minore di 2, ma
che ne differisca per meno di  «jualsiasi numero asse-
gnabile : e parimente si pud grolungare la serie dei
numeri ) sino a trovarne umO avente un quadrato,

' 1 numeri ), come & nolo, so= ™ ollenuli cosi: si malliplica
e si divide il 2 successivaments per 300, 100*, 100°, ec. cc. o si
ha la serie di numeri frazionari delle ¥orma

2: 100 @« 100" 2: 1006*
R o AT T R o L 008 T e Y
ovvero
200 anann 2000000
P  |TT gogu* " "t

tulli eguali a 2 : si trova la radice gqueedrata del massimo quadrato
inlero contenuto nel numeratore di craescuiit, cioé la radice a meno
di un'un'td di questo numeratore, & = divide pei questa radice
per 40, 409, 4000, ..... rispellivamenas.

I numeri g) sono ollenull dai = gmeri o) sumentando di una

unitd I’ ultima cifra di questi.
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sempre maggiore di 2, ma che pe differisca meno di
qualsiasi numero assegnabile.

Si considerino dunque le due serie formate cot
quadrati rispettivi del numeri «) e 2)

«’) 1, (1,8, (1,4), (1,455 .... :

B) 4, (1,5, (1,420 (1, 45), ...
evidentemente il numero 2, secondo 1l concelto da noi
posto (125) & il limite comune Verso cui lr:_n;lnuu i
pumeri &) e i numeri £'), crescendo quelli, decre-
scendo questi ; dimodoche se si pensa un numero &
yariabile che va assumendo per valori i numeri della
serie «) e uno y pure variabile, che va ‘assumendn
per valori i numeri della seric £2), sard 1l numero
variabile che assume per valori i numeri «’) y") quello
che assume per valori i numeri f2'), e per quanto ora
dicemmo, si avrd
lim, * =2 = lim. ¥°.

Le serie «') e ') dei quadrati dei numeri «) € B)
ammettono dunque un limile comune : gsisle un nu-
mero, il 2, che le separa. -

Ora noi osserviamo che i valori componenti cia-
scuna delle serie «) e ) sodisfano alla condizione
(vedi n. 126) alla quale sodisfano i valori di‘ una va-
riabile che tende a un limite : anzi pilt precisamente
sodisfano alle stesse condizioni, a cui sodisfano 1 va-
lori delle serie @) e £') : ciod i numeri «) sono tull
minori dei numeri £), e, crescendo quel_li, _decreﬂ
scendo questi, possono avvicinarsi cosl da ﬂl!TEI'lI'E.'! (ra
di loro meno di qualsiasi numero ass_Egnﬂrhllc. rima-
nendo pero sempre nettamente scpnr_uu: e mflunlu non

esiste un numero inlero o rra-.r.iupnrm che sia sc_:_nprai
compreso {rd gli uoi e gli altri, ciod, che li separi; per
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r*ﬂ{:E!hﬁ s¢ un tale numero esistesse, sarebbe il loro
limite comune, si avrebbe ciot, indicandole con !,

lim. r=1[=lim. y.
e allora pel Corollario del Teorema 11° (Teoria dei li-
mili) ne verrebbe

in. o =7=1in:
e quindi (pel Teorema 1°) dovrebbe essere

=1

il che non &.

Giacch® le due serie a) e £) sono nella condizione
per avere un limite comune, e inlanto questo limile
non esisle tra i numeri inleri e frazionari. cosi noi
conrerremo di riguardare le serie medesime come ef-
feltivamente convergenlti al un limite, e di dare anche
ad esso la denominazione di numero. Bem s”inlende
che questo cosi definito come limite delle serie «) e
£), non & un numero che, come quelli sim gui consi-
derali, si possa effettivamente ottenere contando unitd
0 parti d'unitd: esso & inesprimibile in unild e parti
d"unitd: percio si chiama irrazionale, per distinguerlo
dai numeri interi o frazionari, i quali si comprendono
nell’ unica denominazione di razionali, cio2, esprimi-
bili per unita e parti d’ unita.

Nella parola numero comprendiamo ade=s0 un’idea
Pill vasta di quella avuta sin qui; abbiamo oTa tre modi
di pensare un numero: lo si pud pensire come rig-
nione di unitd (numero intero), di parti di ©vnitd (pu-
mero frazionario), come limite comune (miMmero ir-
razionale) al quale convergono due numeri Variabili
Come gli anzidetti o e .

Ed & manifesto che se si prende gu=Tsiasi altro
numero intero o frazionario, che non sia «guadrato di
un altro intero o frazionario, noi possiam© Scmpre
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cosiruire due seric di numeri che sodisfino alle sl+m=sa
condizioni, alle quali sodizfano i xllume_ri delle serie o)
e P): e la considerazione i .l:I'II serie, come quella
delle serie «) e [£). ci condurra sempre a pensare un
limite comune per esse: limite che riguarderemo
come un numero. ‘

Analogamente, st Sl considera un numero a in-
tero o frazionario, che non sia potenza n* di un altro
intero o frazionario, si pos:0no sempre costruire ﬁmf
serie illimitate di numeri razionali, l'_una di numerl
conlinuamente crescenti ¢ avenli ci:lstnunn +Iu suy po-
tenza n* minore di a, 'alira di namert conlinuamente
decrescenti ¢ avenli ciascuno la sua polenza n* Mag-
giore-di a, ¢ tali che immaginandone in ciascuna serie
un numero sempre pii «ranle si possa colle pnlcnze:
n° degli ani e dJdeglt altri avvicinarsi ad ._1 quanto st
vuole, dimodoche sia @l limiie comune di quesic po-
tenze n°; allora, giaceh® per Vipolesi faita sopra a, I]E:ll'!
esislc un numero razionale, che sia minore di lul_ll 1
pumeri pensabili nella s'rie decrescente € mng.gmra
di tutti quelli pensabili neila serie crescenie, 5_1 con-
verra di ammettere an lunile comune per le s_.l::rm me-
desime, ¢ a questo limite si dard il nome di numero
irrazionale. :

Veiremo in appresso che i numeri cosi pensati
sono precisamente le radici delle quali dianzl EI'II\!EI"
timmo la mancanza; il chi ginstifichera I'introduzioné
di tali nuovi numeri nellr Avinnetica.

134. Le serie di numerr razionali, che ﬂl‘l! ab-
biamo considerate e per le quali si & convenalo di am-
meltere come limile un nonmero irrazinnalenerrfnfl
composte di numeri posilivi o meglio di numerl ol d_l-
pari dell’ Aritmetica. ¢ inolire costantemente crc?rcnlh
ovvero coslantemente decres:enti; ma perche sia con-
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cesso pensare che una serie di numeri razionali tende
a un limite determinato, non & necessario che la serie
medesima sia precisamenie composta di1 numeri posi-
tivi e coslanlemente crescenli, ovvero costanlemente
decrescenti. Vedemmo (n. 126) qual’ ¢ la condizione a
cui necessariamente sodisfano 1 valori successivi di una
variabile che tende a un limite razionale; ora ogni volta
che una serie di numeri razionali qualunque sodisfa
a quella condizione, se per essa non esiste un limite
razionale, non sard contradditlorio il pensare che la se-
rie medesima tenda pure a un limile. Nol siamo cosi
condolli a porre la seguenle convenzione :

Oqni volta che si ha una serie di numeri razionali
qualunque, positivi o negativi, pev qualy s& verifichi I'an-
zidetta condizione, cio?, si possa nella serie medesima
trorvare un numero tale che la differenza tra esso e uno
qualunque dei successivi sia in valore assoluto minore
di un numero posilivo scello arbitrariamenle piccoo, al-
lora, se i numeri di questa serie non hanno per limite
un numero razionale, st ammetterd per essi un linite a
cui si dara il nome di numero irrazionale, che si con-
siderera positivo o negatiro secondoché ¥ numeri della
detta serie sono, da uno in poi, tulli posttivi o tulli ne-
gativi.

In virti di questa convenzione, si pud enunciare
il teorema : Data una serie di numert razonale pei quali
si rerifichi It nota condizione, ch? nella serie medesima
si possa sempre lrovare un numere lale, che la dife-
renza tra esso e uno qualunque dei successit sua in va-
lore assoluto minore di un numero scello piccolo ad ar-
bitrio, esiste sempre un numero razionale o irrazionale,
che ¢ il limite dei numeri della serie.

Manifestamente & vera la reciproca.
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Operazioni sui numeri irrazionall.

135. Dobbiamo ora soltoporre al calcolo 1 nuovi
pumeri, dei quaii qui abbiamo stabilito il concetto.

Ne definiremo anzilutto I'eguaglianza, e postia
le operazioni di calcolo.

Nel dare siffalte definizioni, nol dovremo avver-
tire che esse sieno in armonia con quelie che gid si
hanno pei numerl razionali.

Ora, ci & subilo indicato in che modo cid possa
farsi agevolmente, quando si pensi che i numeri irra-
zionali sono definiti come limite di pnumeri razionali
variabili, e che anche certi numeri razionali, come nella
precedente Teoria vedemmo, possono averc la pro-
prietd di essere limiti i numeri razionali variabili; e
poiche il caraitere di limite, come serve a definire un
numero irrazionale, cosi basta pure a individuare (Teo-
rema 1°, n. 130) un numero razionale, si vede che,
considerati gli irrazionali ¢ i razionali, in quanlo sono
limiti, possono riguardarsi come coslituenti una sola
e medesima classe di enti aritmetici, che potremmo
denotare col nome di numeri-limili.

Deriva di qui, che si dovianno definire le opera:
zioni sui numeri irrazionali in modo che i teoremi di-
mostrati precedentemente intorno ai nameri razionali
che sono limiti di altri numeri razionali variabili,
vengano a sussisltere anche qguando i limili che si
considerano sono numeri irrazionali. — Quel teoremi
varranno allora in generale pei numeri-limiti, siend
questi razionali o irrazionali.

1° EGUAGLIANZA. Sia a un numero irrasionale U
mite della serie di numeri irrazionali

o) Bug By 4 Bg 9 seese
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a, un altro numero irrazionale limite della seric di nu-
mert razionali.

IEI') tu ¥ tl ] t’ g cesws

Se 1 numeri o) sono egnali ai numeri B) ciascuno
a eiascuno, ovvero, se la serie formata colle diff erenze
rispetlive

S0y 85—, 3 Sg—fa 3 crees
ha per limite zero, allora si dird, che a ed a' sono
equali.

Evidenlemente, ponendo gquesta definizione noi
non facciamo aliro se non estendere al caso di limiti
irrazionali i teoremi 1° ¢ 2° dimoslrati nella prece-
dente Teoria dei limili.

9> Sowya. Si consideri la serie, che si otliene
sommando i termini corrispondenti delle «) e B) che
definiscono i numeri irrazionali a ed a, come loro li-
miti, cio& la serie

?’) 3._1"]"’#.; 5 31—1‘-!1 5 51"‘:_4! g wmEas

Questa serie sodisfa alla condizione richiesta per-
ch® per essa esisla un limite. Invero, sia ¢ un numero
posilivo piccolo a piacere: indicando con s,-+f, uno
quolunque dei numeri della serie, € Con Suir—loys
uno qualunque dei successivi, si ba:

(,'S:L_!"'rr.) = (3n+r+rn+r) = ('F-'--_ 554-") s (rn_tn-i-'r}

ma per ipotesi si pud sempre, prendendo » con-
venientemente, rendere ciascun delle (8a=—8ugr)s

. O ’ L.
(t,—t...) minore in valore assoluto di 5 : quindi si

pud rendere la differenza (s, L) ($u+r+loys) MinoOre
in valore assoluto di o. _

Esiste dunque (13%) un numero A razionale o ir-
razionale limite dei numeri ¥) = @ questo numero A not



346 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

daremo tl nome di somma dei due¢ numeri a ed a,, e
scriveremo
a+a, == A.

Con questa definizione noi non facciamo altro, se
non eslendere al caso dei limiti irrazionali il {eore-
ma 5° della Teoria precedenle, dimostrato vero per li-
mili razionali.

Se uno dei due numeri p. es. @, fosse razionale
e 1’allro a irrazionale delinito dalla serie

@) 859 819 855 areae
il numero irrazionale limite della serie
T) 5.1_[_{?1 5 Si-_!_ﬂl 5 Ei_lr._ﬂ] § wsads

sarebbe somma dei due numeri a ed a,.

Definita 1a somma di due numeri irrazionali, e di
uno irrazionale con uno razionale, si definirebbe pol
la somma di pit numeri, dei quali alcuni o tutli fos-
sero irrazionali, precisimente come si fa per ura
somma di pilt numeri razionali.

3 PropoTTO. Si consideri la serie che si otliene

molliplicando i termioi corrispondenti delle «) e B)»
cioé la serie

E) S, t-: ’ Sgri ’ E!ti g seses
Osservando che &
Enla—8aixboy =— 'Sn(tn_tn".'r)_i_'rﬂ'*tﬂ'(‘sn'_sn'i't)

e che per ipotesi le differenze (b,—tu=c) s (82— Sasr)
col prendere n convenienlemente, si possono renderé
minori in valore assoluto di quel numero che pilt ci
piace, cosi si vede che altrettanto accadra della

(Hn l"lu._Sn‘i'r'!n-:q} .

il che prova che esistera per la serie §) un limile P ra-
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zionale o irrazionale : a questo numero P daremo il no-
me di prodotlo dei due numeri a ed a, e scriveremo

P=a.a,

Cosi facendo, noi estendiamo al caso dei limili
irrazionali il teorema 11° dimostrato pei limili ra-
zionali.

Se a e a, hanno il medesimo segno, lo avranno
anche i numeri delle due serie ) e £): i numeri 3) sa-
ranno dunque positivi, e quindi positivo P-scatca,
hanno segni contrari, 1 numeri della serie =) avranno
tutti segno contrario a quello che hanno i numeri della
serie £): quindi i numeri o) saranno negaltivi, epperd P
negativo ; in ogni caso il valore assoluto del In*mlutt{f
sard, secondo lo slesso concetlo, il prodotto dei valori

assoluti dei fallori. )
Se uno dei due numeri p. es. a, fosse razionale ¢

Y altro a irrazionale definito della serie

@) Bon Bya By esass

il numero limite della serie

a8, 3 @45 5 G383 5 oo

sarebbe il prodollo aa,. =Y Aty
Si definisce poi il prodotto di piu NUMET! IrTIZI0-

nali, nello stesso modo come si fa per pil mumeri ra-

zZionali. : _ e
4o PoTENZA. Sia a i1l numero irrazionale limile

della serie

&) 8o 9 B85 9 B2 oo
se ne facciono le potenze pesi™e, imliu:an_da p un nu-
mero intero ¢ positivo; si otliene la serie

?
l) s‘P 3 S.I.P 3 5. ] TEER]
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si ha (54)

§ —8§ =

DT

(i ]
=(s ] )(sp +3F 3 ~t..-18 sp +f
n nj.r - [+ 04Tt 0 Oor L B

e poichd s,—s.,.. col prendere n convenienlemente, si
pud rendere in valore assoluto piccolo a piacere, ciod

al crescere di » ha per limite zero, mentre il polino-

a LW p-2 . s SP'&-J— p-1
mio Sn i Sn EHE‘F : 5n+r"’ comundguae

LU T
grande si prenda =, non cresce indefinitamente in va-
lore assoluto, cosi se ne de-duce (Teorema 8°, Teoria del

limiti) che anche 12 differenza (s"—s’ ) al crescere di

n si pud rendere piccola quanto =i vuole, e cosit & pro-
vato che esiste un numero L raziontle o irrazionale li-

mite delln serie ©); a questo limite L no! daremo tl aome
di polenza p* del mumero a e scriveremo

L=ar.

Se p & pari, 1 numeri ¢) sono sempre posilivi
quindi anche L ¢ posilivo : se p & dispari, i numeri &)
hanno rispettivamente i medesimi segni dei corri-
spondenti <) : quindi L ha il segno di a.

Cosi facenlo. noi estendiamo al caso di limiti ir-
razionali il coro!lario del Teorema 11° della gid men-
zionala Teoria dei limiti.

Rimane ora ¢he definiamo le operazioni inverse.
Di esse noi daremo le definizioni medesime che sono
stale dale pei numeri raozionali.

0% Chinmeremo differenzt di due numeri a ed 3,
entram'i irrazionali, orero irrazienale I uno, raszio-
nale I'altro, il numero 4 tale che sommato con a, dia a.

Un tale numero esiste sempre.

CAPITOLO XII, 349
Siano

«) £ 3y 5 5 By g veves

£) 6 MRS Rl

le due serie che definiscono rispellivapmente i numeri
@ ed a,: si formi la serie

a) EU—I. 5 El—tl 3 Si_tﬁ »
ottenula sottraendo quelle termine a termine : si ha

(Sn_ln) S (3;;1-1-_ tn-'!-'-;J S (-Sn_ 3:-}-:) - 'l._th'“'.l.'_" tn)

le differcnze (8,— $u+r) , (fa— tusr), col prendere n
convenienlemente, si possono rendere piccole quanto
si vuole in valore assolulo: dunque aitretianlo avviene
della differenza (s,—t.) —(Sasr—liv:); © QUESLO prova
che esiste un numero d razionale o irrazionale limite
dei numeri della serie 4).

Questo numero d ¢ quello che sommalo con a,
produce «; invero il numero somma dei d_uﬁ d ed a,
&, per la delinizione di somma data sopra, il numero-
limite della serie

T"} (Sﬂ_tﬂ) _f_zn ] (Sl_").'{"_tl 5 (s:——r!}_{-"'tt 5 aHEEE
oltenuta sommando termine a termine Ie Seric j)ea):
la serie #) @ identica aila serie

o) So s Sy 5 Sy ceees
il limite della ) & dunque a, e si ha percio

a = d-+a,.
Scriveremo quindi
d = a6—4a,.

Nel caso che dei due numeri @ ‘ed Ty~ gﬂﬂ P .es.;r,
sia razionule, la serie che delinmsce il muamero g sar

}) sﬂ_ﬂl 4 ,El-—-ﬂ’ 3 ‘! ! a-" - a0y
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OssERVAZIONE. EstenderemoO ai numeri irrazionali
la definizione di diseguaglianza che s da pei numeri-
razionali, ciod, diremo che a ¢ maggiore o minore di a,,
secondoché (a—a,) é posilivo o neqatiro: e cosl in partico-
Jare (vedi n. 132) se il numero irrazionale a & definilo
come limite comune di due serie I’una a termini coslan-
temente crescenlti, I’altra a termini decrescenti, esso
sard maggiore di qualunque numero razionale compreso
pella serie crescente e minore di qualunque numero
compreso nella serie decrescente. E percid che 1 nu-
meri della serie crescente si sogliono anche chiamare
valori del mumero a approssimali per difelto e quelli
della serie decrescente valori approssimaly per eccesso,
ed & evidente che prolungando le seric abbastanza, st
pud nell’ una e nell’ altra trovare dei numerl prossimi
al pumero a sino a differirne IMCNO di ogni numero
positivo assegnabile.

6° QUOZIENTE. Chiameremo quozien'e di due nu-
meri a ed a,, entram’i irrazionali, ocvero irrasionale
I uno, razonale Vallro (a, per¢ diverso da zero), ti nu-
mero Q tale che moltiplicalo per 3, produce a.

Un tale numero esisie sempre.

Tenendo ferme le notazioni precedenti, sia il
numero a definito dalla serie ) : il numero @, dall’al-

tra ).
Si consideri la serie
8o 5, 8
'hi) E y r—i 4 tl y =
si ha
s.  Sawr _ Solusr - Setcln
H_—Lﬁ-. o i % n "

ora il numeratore
8a r|1.|.l"'_ Sa+r !ﬂ = &a (‘"‘1'1"'"— tn) = T fu (Eu—sn'l*r)
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al crescere di » tende al limite zero perch? vi ten-
dﬂnnl le differenze (f.+,—t.), (s,— s.—,), mentre il de-
nominalore t,f,+ non ha per limile zero, a, essendo

supposto diverso da zero: si vede dungue che al cre-
scera di n la dilferenza

'Sn 5n+'.r

L. byt
ha per limite zero: per consegnenza la serie v) am-
mette un limite Q razionale o irrazionale.
Questo numero @ & appunto quello che moltipli-
calo per a, produce a, invero il numero prodotto dei

due Q ed a, &, per la definizione di prodotto data so-
pra, il numero-limite della serie

p) 'E:.In ' T'rl s 5o elyg g eces

ﬂtlunqla moltiplicando termine a termine la serie v) e
la serie £): la serie g) & idenlica alla serie

o) Bion iy Byoarasams
1l limite dcella serie ¢) & dunque a, ¢ si ha quindi
a= (a,

come si voleva dimostrare,
Scriveremo dunque
1
0= g

Nel caso che uno dei due numeri dali p. es. a,
fosse razionale, il quoziente Q sarebbe il limite della

serie
3 S 85
1""} FI‘ ) F:‘ L] E:
7> Rapice. Cosi per un numero irrazionale, come
Per uno razionale a che non & potenza p* di alcun altro
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pumero razionale, chiameremo radice p* (p inlero e
posilivo) quel numero irrazionale R che elevato alla po-

tenza p* produce a. ;
Queslo numero, eccettuato il caso che sia @ nega-

tivo e p pari, esiste sempre.

Sj consideri il valore assoluto a’ del numero a.
Suppongasi primieramente a' razionale, non perd po-
tenza p* di alcun altro numero razionale.

Si costruisca una serie di numeri razionali, come
si pud sempre e come si & veduto al n. 133,

ﬂ.} S.. 5 Si 5 Sﬁ y mEmea

costantemente crescenti e avenli ciascuno la sua po-
tenza p* minore di a', la legge con cui essi pro-
cedono sia tale, che permelta di trovare nella seriée
medesima un numero la cui potenza p* differisca da @’
per meno di un NUMeEro posilivo scelto piccolo ad ar-
bilrio : manifestamente, se si forma la serie delle po-
tenze p° dei numeri «), ciod la

T} SﬂPj Slp‘ -Slp‘ ----- ;
questa serie avra per limite @'; quindi la differenza
(SP—SL_,), al crescere indefinito din, ha per limite
n

ZETO0.

Ora si ha 1'identitd

S 5 SF
o n¥r

w)
S R o A
o (En- sn'l'r) (Sn s n 3=.+:+' . n = neer n-r

osservando che la (s:_s:ﬂ), al crescere din, ha per

limit he s -0 8 a‘p—i-'*sr-]
imile zero e che s —+§_ sn+r+....-+ B

somma di termini tutti positivi non ha per limite zero

al crescere di n, cosi in virta del teorema 9° (Teorid
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dei limiti) si conclude che la differenza (s. Sq- ) deve
essa al crescere di n avere per limite z=ro. Questo
provaappunto I'esislenza di un limite R p=r la serie 2).
U.I'.'fl questo numero R ha per potenza pe Cwedi defini-
zione i potenza) il limite a cui tendono le potenze p°
dei numeri «): si ha dunque R" —a' : [z & ﬁcn:iﬂ: 1un
numero irrazionale.

Cosi rimane provato che i numeri inti=ri e frazio-
nari, che non sono potenze p° di altri interi e frazio-
nari, sono potenze di numeri irrazionali : € pperd I im-
possibilitd notata nell’ estrazione di radice pei numeri
dell’ Arvitmetica ¢ ormai tolla: possiamo < nque enun-
ciare la proposizione generale : esiste scempre la ra-
dice p* del valore assoluto di un numero ro =ionale.

Si sarebbe anche potuto costruire 13 serie ) di
numeri decrescenli e avenli ciascuno la s wa polenza p*
maggiore di @ e ripeltere un ragionamento analogo :
e veramenle la condizione che i numeri = sieno cre-
scenli o decrescenli non € precisament= necessaria :
cid che & necessario & che le polenze p° e numeri )
abbiano per limile a'.

Suppongasi ora @' irrazionale: e sia =(inilo come
limite della serie di numeri razionali

:!] S 5 s.' 5 3.,. 1 +i--l++;

Sas $,4 8 +..... SONO valori assoluti: di es=i alcuni po-
tranno essere potenze p° di numeri razio s {1, aitrt non
lo saranno : ma per ciascuno Jdi questi e pro- sibile, come
$i & visto dianzi, lrovare un numero r= onale lanto
Prossimo ad esso quanto si yuole,che siz £ otenza p* di
un numero razionale.

C10 posto, si considert la serie

L

L L F 5
1‘} Su‘ S.l‘ '."J .| PR

AnzelA, Algebra.—Vol. L.
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che si ottiene dalla precedente «) sostituendo a quelli
tra i numeri «) che non sono potenze p° di numeri ra-
zionali, rispellivamente i numeri s';, §',. 8", ..... che
sono polenze p° di numeri razionali e sono scelti pros-
simi a S,, 8, Si,-.-..- tanto quanto si vuole; ben
g’ intendé che dei numeri «') alcuni poiranno essere
identici ai corrispondenti ).

La serie ') ammeltle lo stesso limite « della se-
rie «), percheé la serie delle dilferenze successive

So— 86 s 8,—58y 5 S3—84 4 seres

ha manifestamente per limite zero : dimodoche a' pud
considerarsi come limite della serie &').

Si prendano le radici p° dei numeri «'): si for-
mera la serie

4 V., VE,, VT,
So » $1 Og g erees

di numeri razionali, pei quali, valendosi dell’ identitd
analoga alla w) precedente, si dimostra subito che esi-
ste un limite B,. Questo numero B, ha per polenza p*
il limite delle potenze p* dei numeri «"), ciot il hmitf-.
dei numeri &), che & a': dunque B," —da'; ed & evi-
dente che, ' essendo irrazionale, anche B, ¢ irra:
zionale.

Enunciamo dunque la proposizione generale:

Esiste sempre tra © numert razionoli e irrazionals
la radice p* del valore assoluto di un nuwmero qualsiro-
glia razionale o irrazionale.

Veniamo ora alla considerazione del segno del m'l-
mero « il cui valore assoluto abbiamo indicato con @ -

Diciamo chie esisle sempre, tranne in un caso, il
numero ¢ posilivo o negativo che & ralice p* di a.

Sia ¢ la radice p* di o' valore assoluto di ay
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prendendo innanzi a ¢ un segno conveniente si ot-
liene ' anzidello numero c.
Si osservi infatli : =
1° Se & a positivo e p dispari, allora si ha:
(' !"'ﬂ'}rl —— ,,_:__{‘.!.-.'i ) e -‘:—!f' — ."f
(—{;')T" — —{.-_.'Jf'] — ] = —] !
quindi si deve prendere ¢ =—--¢', ciod : per un nu-
mero positivo esiste una sola radice &' indice dispari ed
& un numero positiro.
20 Se a ¢ posilivo e p pari, allora si ha:

(4¢P = (c'?) = -+-d' =a
(—€' ) =-—4(c'T)=+a =a
si pud dunque prendere ¢=—= —+c¢" e anche ¢ = —¢':

ciot per un numero positivo esistono due radici d' in-
dice pari eguali in valore assoluto wma di segni con-
trari.

3¢ Sia @ negativo e p dispari, si ha:

(-:—ﬂ"‘jrs—‘;—(ﬂlp} - —:'-”'rzs-—-ﬂ
{;—f‘:}' F— ] ——([:III:J e --—1',!" = il
si deve dunqgue prendere ¢ —= —c': per un numero

negativo vi ¢ una sola radice d" indice dispari ed ¢ ne-
qativa.
4o Sia a negalivo e p pari, allora &
('Y =+(c'")=+0"=—a

(—c'=—4(c")=-1+a"——¢

non si pud dunque prendere ¢ cguale nt a —-¢’, nd
2 —e' ¢ ' altronde non si potrebbe prenderlo eguale
ad altro numero avente un valore assoluto diverso
da ¢ - tra i pumeri razionali e irrazionali, positivi o
negalivi, non ne esiste dangue ﬂh‘{l"ﬂ che sia radice
d’ indice pari di un numero negalivo: ecco dunque,
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anche dopo I'introduzione dei numeri irrazionali, un
caso d’ impossibilith nell’ estrazione di radice: non esi-
stono le raldici d indice, pari dei nwmmeri negalivi.

136. Poste nel modo, che noi qut abbiamo fatto,
le definizioni delle operazioni sui numeri irrazionali,
facilmente si dimostra che le leggi fondamentali a cui
sodisfano le operazioni di calcolo sui numeri razio-
nali, valzono anche pei numeri irrazionali.

Per dare un esempio, mostreremo che anche pei
numeri irrazionali valzono i teoremi:

Una somm ¢ indipendente dall'ordine dei termini.

Un prodotio ¢ indipendente dall’ ordine dei fatlord.

Siano a ed @' due numeri irrazionali delinili come
limili rispettivi delle serie di numeri razionali

@) Sas Sya Sy sesne

) 6o L s Bonsiens

La somma a-+a" &, secondo la definizione, il li-
mite della somma dei numeri

2)) Sotls » S, SsHIs 5 ciees
la somma a--a ¢ il limite della serie

BY lots,, s, L8 5.0nen
ma le serie 2) e 2) sono idenliche perché s., 8,
e to, fy, ... SONO Dumeri raziounali ¢ quindi per essi

gid sussiste il teorema, che si possono in una somma
invertire le parti: dunque i limiti delle detle serie

sono eguali, epperd
a-—it’ = a'--a.
Il prodotto aa’ & il limite della serie
7) Sibs o Bl B weid
il prodotto a'@ ¢ il limite della serie
7) B8 o BiBes, Wil 5 v
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ma nel prodolli di numeri razionali ¢id si sa, che si

possono inverlire i fattori, dunque i numeri 7') sono
identici ai numeri 7) : eppero

d‘ﬂj — -I'T 'n-l

E si potrebbero ora anche dimostrare veri pei nu-
mert irrazionali tulli i teoremi fondamentali sui quali
¢ fondato il calcolo algebrico pei numeri razionali,
come ad es. i seguenti :

Per molltiplicare una somoma di piit numeri per un
numero basta molliplicare per questo ognuna delle parti
della somma.

Per aoltiplicare un wwmiero pel prolotto di piic al-
iri, lo si puo moltiplicare successivamente per ciascuno
di essi,

Per moltiplicare un pro Iotto per un numero, basta
moltiplicare uno dei suoi fattori per questo numero.

Per wmoltiplicare un prodotto per un altro, basta
formare un prodotto unico cor fattori del moltiplicando
e con quelli del molliplicatore.

Per moltiplicare due potenize di wio stesso numero
basta sowimare gli esponenti, ec. ec. . . . . . .

Questi principii generali valgono dunqgue per tutti
I numeri sin qui considerati, razionali o irrazionali.
D’ora innanzi con una lettera. a meno che per essa
non si faccia espressamente gaalche riserva, o 1" indole
dell’ufficio che essa fa(come ad es. se essa fosse espo-
nente),non richiegga in modo esclusivo una determinata
specie di numeri, intenderemo di rappresentare indif-
ferentemente un numero gua!sivoglhia razionale o irra-
zionale ; e questa lettera sara trattata nel calcolo alge-
brico colle stesse regole alle quali era soggetta, quando
essa si riferiva unicamente a numeri razionali,
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Cost, noi intenderemo estesa anche al caso che a
sia irrazionale la convenzione relaliva al signilicato ﬂlﬂ
un esponente nullo o negalivo; intenderemo cioe,chea

o . 2 :
rappresenti 1l e chea™ rappresentl (F)‘E per tal modo

sard, anche per un numero irrazionale definita Ia.['m-
tenza ad esponente nullo e (quella ad espuncpm negalivo.

Inolire, se, come ¢ permesso, [}t":I]:H[IEnD un nu-
mero che varia assumendo valori razionali e 1rr'az:'ri-
nali e conlemporancamenlie un inilm nuiero x'_aFmtnFi
dipendente da quello, secun}lu il _cm_lr:refjlﬂ slabilito nfi.
Capitolo VIII, tulte le consideraziont 1vi esposte n.unr
nuano a sussistere, se il campo de: “'i:'ﬂh:ll‘l., che la va-
riabile e la fanzione puo assumere, sl esmuﬂ_ﬂ a tum.]
numeri razionzll e irrazionali, e se 1. numqp []E!’.EIF’]]I-_
nati, che EL11111'*211‘15{:GI]|D nell’ espressione di una Iun
i .ono irrazionali. :
zmneﬁi;:; altrettanto circa il cunle_*nutﬂ del Capitolo IX
intorno alle funzioni di pii variabili. e |

E cosi tutta la Teoria delle equaziont € dlsuig_u?-
olianze esposta nel Capitolo VIIL e spguenl] spsmsﬁ
:enza eccezione, se i coefficienti ﬂl‘.‘!lﬂ mlcagmle in ess
e i termini noti sono numeri irrampn:;l_t. _

Infine, se anche ai numeri variabili per 1::,11{:‘;:*1.1'3-
zionali e irrazionali applichiamo il c:nm:‘r:lfu _d} h-mﬁ;
noi dovremo ritenere che i teoremi sui limill ﬁm'lf]hl'li.
precedentemente nella supposizione che le ?fm'.jl.lg
sieno numeri razionali, valgono am:hu,:a per ‘.'ﬂl'li‘.l.hl lla
limiti irrazionali, percheé, come ¢ facile osservare, o
dimostrazioni date di quei teoremi sono :‘lﬂ:ﬂl{ﬂ in 3
pendenti dall” ipotesi che le variabili e i limit sieno ‘r'mi
zionali, e una volta esteso il calcolo algebrico, come n“E
abbiamo fatto, ai numeri irrazionali, si possono qm‘:ﬂ
dimosirazioni applicare identicamenle anche a gquest.

CAPITOLO XII. 309

Calcolo dei radicali.

137. Per quel che abbiamo vedato al n. 135 (7%
441
il simbolo y/a ha un significato ben definito quamdo
il numero a ¢ posilivo, qualunque sia il numere in-
tiero ¢ posilivo m, e anche quando « & negativo pur-
che m sia dispari.
m

E facile poi vedere che 4/a ha un significato defimito
anche quando m & un numero intiero negativo —m'

(escluso che m’ sia pari quando a & negativor purché

s"intenda sempre che y{/a rappresenti il numero «<he
elevalo alla polenza m produce a.

Esiste infatti un numero ¢ razionale o irrazipmale
tale che sia

cV=a,

poiché questa relazione equivale all’ altra

1
OVYero
1

ed il numero ¢ che sodisfa a questa, ¢ il Dupaero

=1
I.I' - ] L b 4 H g
.‘/ 2 che, come a principio si ¢ dello, esisle ..--Elu;’,'TE-.
L
tranne quando sia « negativo ed m’ parl

-

Si pud dunque dire : i simbolo \/a, dore a & wy mu-
mero cual inque, € M Wik RUMETo inliero {iﬂlﬁffﬂ D O guega-
tivo, ha un significato ben de inilo in tulli 1 cass . pmne
in quello, in cui a é negativo ed m pari, & pPer SRigs di

precisione, rammenteremo che, se m & dispari- y g =ap-
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presenta un unico e determinalo numero, positivo o
negativo secondoche & posilivo 0 negalivo a; se m @
pari ed a posilivo, esistono due numerl eguali in va-
lore assoluto e di segno conirario, che possono essere

n
rappresentati col simbolo y/a.
Noi prendiamo ora a considerare questo simbolo

*v:/n, e anzi per maggiore ceneralitd consideriamo vat
(eccettuato, ben s’ intende, il caso di m pari ¢ a” ne-
oativo) e ci proponiamo di stabilire alcune regole, alle
quali esso nel calcolo va soggetlo.

138. Per deflinizione, si ha

(v:‘ !I_) — q™."

La proprietd fondamentale di una radice & conte-
nula nel seguente leorema :

m

1l valore assoluto di un radicale \/a* non é alte-
rato, se si moltiplica U indice m e U esponenfe n del nu-
mero, che ¢ sotto il seguo, per un medesino RUmM2ro
ovrero anche se si sopprime un fattore che m ed n ab:
biano a comune.

Si vuole dunque dimostrare che sussiste I’ egud-
glianza tra i valori assoluli dei radicali

i i
1‘; 'EI k E v"{;lll:l- 5

dove p & un numero intiero gualunque.
Ci varremo qui della proposizione 8* {Gapim'iu VII).

P

Si elevi ciascuno dei ralicali y/a™ ¢ va* alla

potenza mp: la polenza mp di ya" si fa elevando
prima allo potenza m, indi il resultato alla polenzd

1o 1Ma
m m
(1.’.',."{;| ) — ﬂ‘ﬁ

CAPITOLO XII. 361
quindi
(va) = (¢) =a.

. mp =
La potenza mp di y/a* & a*®, per deflinizione ;

E Yy
i Ll

cosi le potenze mp== di y/a* e v a** sonoeguali, ep-
perd, pel rammentato principio, & dimostrala in ogni
caso I'eguaglianza (ra i valori as=oluti dei radicali

mp _

m
va e yav.

Questa eguaglianza

m__ mp

=

va = 1*’”"'"’-
(tra i valori assoluli, ben inteso) presentata, come &
permesso, nella forma

mp m o

1.:’. itr.l.- —_— L-rﬂ"

prova la 2* parte del teorema cnunciato, cio® che si pud
sopprimere un fattore comune all’ indice mp e all’espo-
nente np del numero, che ¢ sotto 1l segno.

In particolare, se si ha n=mp, allora ¢

15l m o

1 =
Vat =yatt = va =at=a .

E s¢e n=m

B | I
v’a'“ —- (1;";:’ = .

Ossrnvazione T. Quanto ai segni, osserviamo che
se m ¢ p sono dispari, come sl sa, VI ¢ anche egua-
olianza nei segni; difatti, allora @™ e @™ SO0n0 del me-

m

B —

mp___ ] 1 ]
desimo segno, y/a* ¢ y/a"” hanno ciascuno un solo va-
lore del medesimo segno di a® e a™ rispettivamente,
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quindi si pud scrivere incondizionatamente
Imp

mo C——
thll — vﬂ:up .

Se p & pari, mentre m & dispari, 4/a" ammelte
mp _

un unico valore del segno di @°, e y/a™ ne ammette
due differenti pel segno: allora I’eguaglianza

. T mp

vﬂ'u f— v.:"ﬂnp
come & naturale, s’intenderd posta tra il valore che

ha {j’aT e il valore di 1;&_' che ha il medesimo segno
di quello.

i mp .

Infine, se & p pari e anche m pari, 4/a* e y/a™
hanno ciascuno due valori differenti pel segno ; allora
I’ eguaglianza precedente s’ intende sussistere tra 1 va-

lori di v/a* e yva* del medesimo segno.

OsservazioNe 1. 1T valore assoluto di un radicale

L —— - » ¥ a " .

y/a" rimane mrvariato sinch? rimane tale il numero a
Q n , + :

e il quoziente - dell’ esponente del radicando per

I indice.

n, n_n

ja —=—; — rido lla pitt semplice espres-
Sia e m ridotto alla p P p

r

I =k
sione sia ﬁ;i dovri essere ﬂ:pn', m:pm', n, = (fit »

m,=qm' : quindi, per quanto ora & stato dimnstt‘*ﬂlﬂ,

sono eguali i valori assoluti dei radicali y/a" e y/a",

iy "
come pure quelli dei radicali y/an e 4/a" : sODO dun-

m,
que pure eguali i valori assoluti dei radicali 4/a @

o . "
y/an ; il che & quanto si voleva dimostrare.

CAPITOLO XII. 303

: : TR el
Reciprocamente ¢ quozienti - - e —1 debbono essere

i

m_—.
equali , se sono eguali i valori assoluti di y/da

x L
" e V"ﬂ”i . |
: Si seriva I’ eguaglianza tra questi valori assolut)
m.____ My
5 — F
va v ah 2

ed elevando 1'un membro e 1"altro alla potenza mm, .
sl otlerra

[(x"}ar)m]m': [(’{‘Jm-t)m']m
()™ = (o)

cioe

OVYETO

il che porta
nm, = n,mn

: onde
no__ E
. m o my
N :
3] come si voleva dimostrare.

Se dunque si considerano come variabili il nu-

noo. —_ S
mero @ ¢ il quoziente —- giaccht assegnato 1l valore

diaec quello di :% resulta determinalo il modo unico

secondo 1l concelto

¢ —
. . = i ] ﬂ” I:EISE %
il valore assoluto di y'a Jare questo valore

posto al Capitolo 1X, devesi riguar

- : v variabili a
assoluto di v/a* come funzione delle dué
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ed = ciot, e questo & ¢id che merila specialmente di

m
essere notato, ¢ valore assoluto Ai \/a* quando si tenga
fisso il numero a, non dipende precisamente dai valors
particolari di m e di n, benst dipende dal loro quo-
ziente.

Giacche poi dall’ essere eguali 1 valori assoluli

di (7 e . - deriva, che so anali i ienti
ltffﬂ' 1_3”:11 1 , CIIE SONO0 Enll'a'll IQHDE]EDI

non,

_.I - L - L] . m’
— @ —, c0si s1 vede che 1 radicali
m - om, Vv

m.,
ﬂlni E- v’ﬂ;nl [

m o e 7 ®
egnali in valore assolulo a 4/¢" e nei quali & sempre

tenuto flisso il numero a, si ottengono prendendo
n, M, n : _ _ ]
T e tra ess1 quello, In cui compari
scono il pilt piccolo indice e il pilt piccolo esponente
di @, si ha prendendo primi tra loro questo indice e

questo esponente. Se m ed » sono primi tra loro, si

LEL .

dice allora che 4/4" @& ridotto alla sua pia semplice
espressione.

110. RIDUZIONE DI PIU RADICALL ALLO STESSO IN-
DICE. — Sul teorema (139) si fonda la riduzione di
piu radicali allo stesso inldice cio, 1" operazione per
la quale dati pitt radicali con indici differenti si pud
trovarne altri rispettivamente eguali ai dati in valore
assoluto e aventi tutti un medesimo indice.

La regola per eseguire una tale riduzione & I
seguente : st moltiplica Uindice di ciascun radicale ¢
Uesponente del numero softo il seqno pel prodolto degli
;"mﬁr;‘.? dv tutle gli altri radieali.

E manifesto infatti che cosi facendo non si altera
il valore assoluto di alcun radicale, e tutli i nuovi rd-
dicali che si ottengono, hanno per indice il prodolto
degli indici di tuuj i radicali primitivi.

CAPITOLO XII. 365
Esgmrio. I radieali

H . P T r ot
Va* » V' . V¢
divengono con questa trasformazione
mpr N mpr - mpr
Viarr o« Ve 4 Ve
OssERVAZIONE. Quando gli indici di pin radicali
non sono primi tra loro, & possibile ridurre i radi-
cali medesimi a un indice comune minore del pro-
dotto di tutti gli indici.
Sieno i radicali

m = p - r. —
Va* , vbt , Ve
e sia ;. il minimo comune multiplo di we, p ed r; e si

abbia p=mm' , p=pp', p=rr'.
I tre radicali

mm’ ppt rr'
Viam' | V' , Vst
ovvyero
B " .
Vognm' Vi Vst
1 ¥

sono rispeltivamente eguali ai dati in valore assoluto
e hanno per indice comune il minimo comune multi-
plo degli indici primitivi.

La recola @ questa: s¢ frova iff minemio comune
multiplo dogli indici dei rodicaly dult e se da per mdice
(J'-'Hg’_»;f[_n ”“'”p'”m COmne J'H‘Hn'.!'flrnfu (1 CLISCHNO et raidie J'.ft.,
aveertendo di moltiplicare U esponen'e del numero solto il
seqno pel f‘.'rm;_funh* ottenuto diridendo i ominemo comune
HHH'H;J ' per U indien ..rj.r‘nm'.:'.".r'ﬂ del radicals m edesimao.

Si pud notare. che se ciascun radicale ¢ ridollo
alla sua pia semplice l.l'.-:‘tnl'v:iﬁ'lullﬂ, non si pud dare a
pitt radicali, quando in clascuno si tenga ferma la base
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della potenza che & sotlo il segno, un indice comune
minore del minimo comunc multiplo degli indici di
essi: perocche noi possiamo, nella condizione ora
detta, trasformare un radicale, che sia ridotto alla sua
pii semplice espressione, in un altro avente lo slesso
valore assoluto, solo moltiplicando 1" indice e 1" espo-
nente che ¢ sotto il segno, per un medesimo pumero:
per conseguenza I'indice comune che si puo darea piq
radicali deve esserc un multiplo comune agli indici idl
essi; epperd il pilt piccole indice comune possibile
sard il minimo comune multiplo.

Operazioni sui radicali.

141. Intendiamo, in quello che segue, per non én-
trave in troppi dettagli, di considerare solo i valori as-

soluti dei radicali e quindi nel simbolo y/a" , a" sard
sempre, a4 meno che non si dica espressamente il con-
trario, un valore assolulo.

ADDIZIONE E SoTTRAZIONE. Della somma @ diffe-

renza di due radicali {; a s :/;57“ non & possibile

qvere un’espressione piit semplice di quella che nascé
dalla indicazione dell’ operazione ciok, pil semplice di
quella che si ha scrivendo

mo r m. P 1

Vet +vVipr ¢ Viat — Vbt o

quando perd si abbiano da addizionare piit termini
contenenti tutti come fultore un medesimo radicale, St

pud, raccogliendo guesto a faltore comune, sempli-
ficare 1 espressione della loro somma.

1 8i avverta bene di non fare

m m m
\J{ﬂ"‘:—'\-;bzv’ﬂ—l—ﬁ-

CAPITOLO XII. 367
Cosi &
m - m L m 2t m
SaV o' 20V z' + 3V = (5a+20-+3c) V"
132, MorripLicAzioNE. 11 valore assolute dellr ra-
dice m* di un prodotto ¢ equale al prodotto dei valori
assoluty delle radici me dei singoli fattori.
Si vuol dimostrare che &

m m Pl -

tIEEE‘:'V}{I : V’ . "v"'rﬂ. .

Si elevi I'uno e I altro membro alla potenza m* :
si ha per delinizione

o §i ]
4 HEI.::) = abe;

inoltre, giacch® per elevare un prodotto a potenza si
eleva ciascun fattore, cosi &

[1»”.:1.1}-5.{?:,'.] (In:’u )(’:}ﬂ )'(;}ﬂ )
= abe. H

Le polenze m® dei numeri

m - r o
Vabe € Va.vb. e
essendo uguali, & dunque provata I’ ugunaglianza 1ra i
valori assoluti dei numeri medesimi.
Se I’uguaglianza precedente si scrive nella forma:
Im " e e
Va. Vb. Ve. = Vabe,
essa ci inlica il modo di fare la moltiplicazione di piu
radicali aventi il medesimo indice: si ha cio¢ la regola:
Si fa il prolotto di piit ra licali dello stesso indice,
moltiplicando tra loro ¢ radicandi e sovrapponendo al pro-
dotto di questi un segno radicale collo stesso indice dei
radieali dati.
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EsSEMPIO.

V8. V2 V16
de M =
Va. va& — Va

OssenrvazioNe I. Quando si abbiano da moltipli-
care piit radicali con indici differenti, converrd ri-
durli ad indice comune e poi applicare la regola pre-
cedente.

EsEgMPIO.
3

oV

|
|

)

Q.

|

30 30 30
Va®. V& Vi®

%0
— — 1% %0 p1%
vViat., @ b

15
— Vﬂﬁﬁ b\ﬂ
OssenvAzIONE II. Un numero pud sempre sotto-
porsi a un segno radicale di indice eguale all’ unitd :
ciod, pud sempre scriversi:

S
a=1+/a;

segue di qui che un prodotto della forma a’y/b Pud

|

Ly R
scriversi come prodotto di due radicali v/a".vb ©
allora si pud applicare la regola precedente: COSI
si ha:

m 1 ey e = Mmoo m. m -
Vb = Va Vb = Va™ vh = Var.b.

Quando dall’ espressione a'y/ b si passa all'altra

equivalente y/a". b, si dice che si & fatto passare solto
il segno radicale il fattore esterno a”, e come si vede,
cio si fa elevando questo fallore esterno a un e§po”
nente egualg all' indice ; quando poi inversamenié sl

B —

passa dall’ espressione {:’E“?Tb all’ altra "4/ b si dice

CAPITOLO XII. 260

che si & fatlo uscire dal segno ralicale il faltore a ) 8
cid si fa sopprimenlo all’esponente. che questo nu-

* mero ha solto il segno, un fattore eguale all'indice.

EsEmpio,
o

Vo' =Va'.¢d =a'.Va

V0 = V2.2 = V5.2 —5V3 .

143. Divisiong. It valore assoluto della radice m*
del quoziente di due numeri ¢ il guosienle dei valori
assoluti dede radici m® dei terminé del quoziente dato.

1 vuol dimostrare che é

ar]

"',r“'.r;l__'lirl
1"5 fres i e
\l

M —

Si elevi alla potenza m* il radicale ,‘E e si ha

f'? w4 il -
(VE)_H

il

R

. . 4 Via -
s1 elevi anche 1’ espressione -, , @ siha

e

Vb
v:uﬂ_ ({“__ rlr__) o L
m ; — = e b -
4 (1b_)

V3 . Va
h ‘lrll b

ARZELA , Algebra. — Vol. L 2%
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Se I’ eguaglianza precedente si scrive nella forma

‘9’1___,‘/?{
7 b

essa ci da la regola per ottenere il quoziente di due

radici dello stesso indice, ed e: . <,
Si dividono due radicali del medesimo indice, divi-

dendo i due radicandi e sorapponendo al loro quoziente
un seqno radicale coll’ indice comune.

EsEMprI0.

32 99 - —

z-—g: - dT-: — V16 =
'E_a -

3 - — 3 TR

vab 1/ﬂr B | e

;t"_b_“ o ab Va -
(1

OssERVAZIONE. Quando si voglia dividere, uno
per 1" altro, due radicali d”indice diflerente, converra
ridurli ad indice comune e si applichera poi la regola

precedente.
ESEMPIO.
[ ST 6 _
Vva* __ Va 6 —
e g e 1/{1
Va vViad
va _va __va a

b v b v b
144. PotENza. La potenza m* della radice D° di
un numero, in valore nssoluto é eguale alla radice n*® della
potenza m* del numero medesimo.
Si vuol dimostrare che &

(va) = (v

CAPITOLO xII. 374

n m
Si elevi \/a) alla potenza n*: avremo I espres-

(4]
m
sione [(&5) ] ; Mma In questa si possono scam-

biare i due esponenti » ed m e allora si ha l'altra

equivalente [(:/a)“:l : ma é (1:/;1)“ = g-. [ll]l]l]llE-

(@) ]=[Ga] ==

si elevi (’;’a—) alla potenza n*; evidentemente si ot-

= - n
tiene a™; dunque, le potenze n° di (\ ';,) e (1 ﬂ—)
essendo eguali, & provato che sono eguali 1 valori as-
soluti di queste espressiont.

Si pud enunciare il teorema ora dato anche in
questo modo : dovendo fiare successivzmenle un' eleva-
zione a potenza e un’ estrasione di radlice, ¢ indiffe-
rente in quale ordine st succedano le dwe operazioni,

145. Rapice. La radice m* della radice n* di un
numero, é eguale in valore assoluto afla radice mn* del
numero medesimo.

Si vuol dimostrare che &

m

Vv‘u”“'

si elevi '\/y‘n alle potenze mn*: il che si ﬁl ele-
vando prima alla potenza m* poi 1! resultato alla po-
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(v3e)=va

1)
{}E) —

tillt"qlle }

fenza n*: si ha

m mn 3
n_ Y—=—g; 1
VvV a |

la potenza mn* poi di (ﬂa) & @ per definizione; cosl
a dimostrato che sono eguali i valori assoluti di
"/{;’}i e di y/a. -
0sernvAZIONE. Applicando ripetutamente il 1e0-
rema i ha:

mnpg

la quale, letta a rovescio, {:i. dice : che ;?er esh'ﬂ?;f“ii:
un numero la radece d'indice mnpq. si pud esh s
prima 1 radice d indice , pot d::r!.rr:’%m!fnfﬂ q:’lﬂr.
d indice D, indi ln radice n* ec., ed é indifferente

dine in cui st succedono queste operaziont. -.
ESENPIO. |

. 292 ,
‘/ﬂ——-‘/‘:‘/‘/‘f" A

4] --
ﬂ\// 'L — : 1
Vva — @ 3

CAPITOLO XII. 373

Esponenti frazionari.

146. Si & veduto (Osservazione 11, n. 139) che il
valore assoluto del radicale v/a* & funzione del nu-
mero a e del quoziente %. Il simmbolo v’fT non &

dunque il piu appropriato per rappresentare quel va-
lore : sard preferibile un simbolo c¢ie ponga dinanzi

: i * " .o
agli occhi i due elementi a ed - das quali dipende la

quantiti che si voole rappresentare.

La proprietd dimostrata al n. 129 ci metfe subito
sulla via per stabilire un modo di rap presentare i radi-
cali tale che oltre a sodisfare alla co=.dizione predella,
¢i permeltera di abbracciare in un solo aspetto generale
quantitd, da noi considerate fin qui come dislinle.

Si & mostrato infatti che, qua=do n ¢ divisibile
per m ciot, ¢ n=mp, allora si ha

sa == at.

Eccoci dunque in questo caso il radicale v/a" rap-
presentato nella forma di una polenza =vente per base a
- n
e per esponente il quoziente —-, la quale forma so-

disfa alla condizione richiesta di me=iere 1i evidenza
: . n
1 due elementi a ed =

Questo fatto eci indica senz’
adotlarsi in generale. .
erea™ in luogo

altzo il simbolo da

Converremo d ora innanzi di scr=
=g gy o L
di va© anche gquando n mon 3 duwisibile per m;
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il si o a relazione
siffatta convenzione & permessa perche il ‘Elmhnln{'rn
ivisibil r m, non ha ricevalo sin -1’:1_
quando n non & divisibile per m, nor %o L '
qui significato alcuno, ed & quindi 1n nuﬂslm arbitr

I’ attribuirgliene uno. A questa ﬁ::-:jma a= daremo il
nome di potenza con esponenie frazionario. e
Per tal modo noi estendiamo _11 Elgnlﬁl:{iltﬂ ella
parola pofenza : in Aritmetica_ si da 1:1 nome di [;?l;nz:
ad un prodotto di fattori tuthi egpah fra loro 3 _p_rl
pente & di necessitd un numero ml.e‘m e posilivo; :ji
questo libro, al Capitolo Vi, noi abbiamo cnr}vendu}n“n
rigunardare come polenze ad esponenie negallvo t; :
aumero, le reciproche delle polenze ac_l gsponen p:q
sitivo del numero medesimo ; ora facciamo una nuovs
estensione: conveniamo di riguarda_re qual} potenze
ad esponente frazionario le radici dE} numerl: B
Prima di procedere innanzi, notiamo subito €

sussiste dunque per p intero o frazionario, positivo o
negativo.

147. Dobbiamo ora determinare le regole di cal-
colo per queste polenze ad esponente frazionario, che
abbiamo introdotto; e faremo vedere che, applicando
ad esse le regole gia stabilite pel calcolo delle polenze
ad esponente intiero, si ollicne sempre per resullato
un’ espressione, che, inlerpretata secondo le conven-
zioni poste, ci da il resultalo medesimo che si sarebbe
ottenuto operando direltamente sui radicali che con le
potenze frazionarie s’ intendono rappresentali,

Nel Capitolo VI (79) abbiamo stabilito per espo-
nenti inlieri, posilivi o negativi, le formule

1) (abe....d)=a"b"c"....d™

sk

m-r"-'
= w E- w - b -} “a_
convenzione di scrivere a= in luogo di Va El‘mi:?mri
lunque sieno, posilivi o negalivi, 1 numerl
n

T m iona-
m ed n, e che la forma ¢~ = ad esponente frazi

'l 3) am.at=g=*
rio negativo sta a rappresentare a E— 5 (@) — g™
[nvero & 5) z_:' __ g™

S m
s "=Vao= ‘/ﬂ'"*‘—‘
ET_ 1
»\/un m
Ve

nelle quali appunto sono contenute le regole di calcolo
per le potenze intiere.

Mostriamo che queste formule valgono anche se
gli esponenti che in esse compariscono si suppongono

|

n
frazionari. Delle espressioni come la = intendiamo ora,
a meno che non si dica espressamente il contrario, di
considerare solo il valore assoluto.

I

Flﬂlﬂ-

[/}
come si Voleyy dimostrare.



370 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

CAPITOLO XI11. 371
148. 1° Si consideri I’ espressione e pel teorema (143)
(abe....d)™ ; o 1: =
essa rappresenta, secondo la nostra convenzione, il ra- B = ‘ :
dicale ;’izu_bﬂ....r!f-: ma per la 1) si ha quindi
v {abe..dy =/ Tl E | (ﬂ, ) Y&

pel teorema (142) si ha poi g b T

{;’E’ ey Yoty VET..*.v‘ti_“ = 1 la quale pud scriversi n
ﬂIlﬂE- - (")_l! ﬂm

Ve Ay =\/a. Vb eV 0L T aE

la quale, per la mostra convenzione, pud scriversi: che & appunto la formula 2) mel caso di un esponente

frazionario.

9o passiamo ora alla moltiplicazione di due po-
tenze della stessa base.

Si abbiano da moltiplicare le due

" n n m n
(abe....d)= =a=.b=. c®....d" ;

e questo prova che la formula 1) precedente, vale an-
che per un esponente frazionario; cioe si vede che la
formula 1) applicata nel caso di un esponente frazio-
nario, se alle polenze con esponente frazionario si so0-
stituiscano i radicali corrispondenti, si trasforma nella
formula che si ottiene operando direttamente sui Ta-
dicali medesimi, secondo le regole che gia si hanno
per essi.

n F

aw per 4 T .
Per la noslra convenzione © =

IS

i » e rn ‘,-'I"‘
am.qs =%y 9 -Vd

S 2 ora (142, Osservazione I) &
9o Si consideri I’ espressione (E)E; essa, per de- m__n— ‘_: 254, g™
- Va.ya =YV
: o) ¢ per la 3)
1 ] 1 o i i g - = sqepm
finizione, rappresenta il radicale (—5) ; ma per :} 4 gt = V"4
la 2) ¢ Sy g7 : € per definizione

JEL
L »pm -y g S - L
0 a” 1 mg e 4 — T W™ 4z 9
E e ) / l.,L|_-|-._1|..J —a (1 P+ I - a ;
IF . — b.:. 1 1 i — p— X
) 3
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quindi

I
alo
g|e

+3
ciod, la formula 3) & vera anche se in essa gli espo-
nenti sono frazionari.

n = :
4° Si consideri 1’ espressione (ﬂ;)q ; per defini-
zione &

h &

T m___
a —=yva

(2= (o)

e per la stessa definizione

(ce) =v ()

ma pel teorema (144)

quindi

(‘E’ﬂ“)p'— ﬁ:"ﬂ“"
quindi

Vi) =V

pel teorema (145) &

a

v;’u‘“’ = ::’"“P

e per definizione

o

mgq
Vﬂ“p —— amq — a

e
=
ﬁll:
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n \P el
m = . 5
(ﬂ'“) a

facendo successivamente m =1, ¢=1 si hanno le for-
mule

quindi, finalmente

np

P
(ﬂﬁ}ﬂ —a q

n \P -
( ;) "‘;
(1 =

le tre ultime formule pruvann che la formula 4) vale
anche se i due esponenli in essa 0 uno solo ¢ frazio-

nario.
50 Si consideri ora la divisione di due polenze

della stessa base : ciod abbiasi

=

5 3
as

il
questa espressione rappresenta il quoziente —: e si

Va
ha (143, Osservazione)
POESIORERT | | I
Vi Ve
P
va  vew

@™
=1/Eﬁ,

e per la 5)

-—-_. p ﬂ““'“
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e sl pud scriver—e

14~ 1hp
mq |
V@ =g
1] mp
T mi
2
n P
m g
==
quindi &
o
ﬂf"' e
—_—g 9
w4
ﬂ‘-l

nella quale facermdo m =1, g =1 successivamente, si

hanno le altre

a” o e P
_p";ﬂ |
uq_

n

= e
a _m P
ar

Queste tre ultime formule mostrano che Jla. 9)
sussiste anche s-¢ in essa ambedue gli esponenti o uno

solo  frazionar:io.

Le formule  del n. 147 sussistono dunque, in ge-

nerale, per espcnenti intieri e frazionari,

6° Si consi deri per ultimo la

m

b
m
1/4!1“ —a

che & stata dim ostrata pel caso di n divisibile per m
ed & stata stabiliita come convenzione nel caso di n» non
divisibile per m. . Sinora in essa m ed n sono stali espo-

nenti intieri, PO=sitivl o negativi.

formula

.
£
I-

-

ok

CAPITOLO XII. J81
Ora si vuol mostrare che questa formula, come le
altre suaccennate, sussiste pure se in e=<=sa m, o n, 0
ambedue si suppongono frazionari; pur=i. & si slabilisca
che il simbclo v/ € rappresenti in ogns caso, cio®, an-

che se r ¢ frazionario, il numero che «levato alla po-
tenza r produce C.

L

» =

Si consideri dunque il simbolo B o5 - 980,
per definizione, rappresenta il numer—> & che elevato

, n : 0 .
all’ esponente - produce au , ciot si I.a

n ®
bu: - i_"Iq
ed elevando alla potenza m* I'un memm o e I'altro
El._
hﬂ — I ,
onde
,»/“?Ef
b= a
0VVero
vq .___.__...
EJ —_— V-'\q:llm
e anche

che pud scriversi

pm
b= a™

Ossia
(3)
b= 2
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per conseguenza &

=]
; o —
B ."1)
a* = a\®
che & appunto cid che volevasi dimostrare.
OsseErvAZIONE. La formula

— o
/ m m
a =4a
sussiste dunque per tutti i valori razionali di n e m.
In particolare si ha, essendo r un numero qualunqueé
razionale,

mr
e
"/a'" =a
I
— ﬂE

e quindi

mr m -
"/ﬂm = ‘/ﬂ,“

la quale relazione ci permette di enunciare in mﬂd;l_
zenerale il teorema (139) dicendo: il palore assoluto

un radicale ,:}5?-' , m ed n numert razionali qualunque,
non si altera moltiplicando o dividendo m ed 1 per us
medesimo numero v razionale qualungue. Dot

148. Riassumendo, noi abbiamo definito }l EIE“:
ficato del simbolo a®, per qualsiasi valore razmpalﬁ :
irrazionale di @, e per ogni valore razionale di h,
abbiamo stabilito delle regole generali, a cui @ss0
calcolo va soggetto.

Queste regole, che qui raccogliamo,
per non eptrare in troppi dettagli, inten

e nelle qualh
Jiamo di rife-
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rirci solo ai valori assoluti delle potenze ad esponente
frazionario, sono le seguenti:

1* La potenza n* di un prodotte, indicando n un
numero razionale qualunque, é equale al prodotlo delle
polenze ne dei fatlort,

2* La potenza n* di un quoziente (n raszionale qua-
lunque) ¢ il quoziente delle potenze n® dei termini di
ess0.

3* Il prodotto di due potenze della stessa base con
esponenti razionali qualunque, ¢ quella potenza della
base, che ha per esponente la somma degli esponenti di
quelle.

4* Il quoziente di due potemze, con esponenti ra-
stonali gqualunque, della stessa base @& quells potenza
della base, che ha per esponente la differenza degli espo-
nenli di quelle.

5* La potenza n* della potenzam®* (n ed m numers
razionali qualungue) di un numero @ la polenza mn* del
numero stesso.

6* La radice n* della potenza m* (n ed m razionali

qualunque) di un numero é la polenza -ﬂ{ del numero
slesso.

Si pud infine osservare che la 4* di queste regole
& contenula nella 3*, perché il dividere un numero
per un altro elevato ad un esponente gualunque equi-
vale a moltiplicare quello per questo elevato -:ﬂ me-
desimo esponenle preso negalivamente ; parimente
la 6* & contenuta nella 5°, perché I’estrarre da un nu-

1
mero la radice »* equivale elevarlo alla potenza = .

Le quattro operazioni molliplicazione, divisione,
elevazione a polenza, estrazione di radice, possono
quindi in certo modo considerarsi come ridotle a due
sole, moltiplicazione e elevazione a potenza.
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Applicazioni.

149. Nelle cspressioni algebriche, che abbiamo

considerato nei capitoli precedenti a questo, €rano so- B

lamente indicate le operazioni di aldizione, sotlrazio-
ne, moltiplicazione , divisione ¢ innalzamento a po-
tenza con esponente interos, e le espressioni mede-
sime si distinguevano in intere o fratte secondoche
non erano o erano in esse indicale delle divisioni, OV-
vero delle potenze ad esponente negalivo; d’ora in-
panzi avremo pure a considerare espressioni nelle
quali sieno contenute delle estrazioni di radice ovvero

potenze ad esponente frazionario : si chiamerd razio- -

nale un’ espressione algebrica nella quale non compa-
risca alcuna estrazione di radice, né alcuna potenza ad
esponenle frazionario: érrazionale invece, sé vi compa-
riscono estrazioni di radice o potenze con esponente
frazionario. Ben s inlende che questa denominazione
di razionale o irrazionale data ad un’ espressione alge-
brica si riferisce solamente alla forma e non al valore,
il quale dipenderd dai valori particolari che si altri-
buiranno alle lettere contenute nell’ espressione mede-

sima e polrd benissimo essere razionale quando anche

I’ espressione contenga delle irrazionalila.

b ¥ 3 : : _
ESEMPIO: a-+ 7 —— ¢ € Una espressione razionale

fratta: 24/ g+ 3b/i—+c & un’ espressione irrazionale:
perd ad es. il valore di essa sard razionale se si prende
per ¢ un valore razionale, per a un valore che sia il
quadrato di un numero razionale, € per b un valoré
che sia la quarta polenza di un numero razionale.

150. Indichi £ un numero variabile, m un numero

razionale determinato: allora 4/z ha un unico ¥&

CAPITOLO XII. 985

lore L{eiermznﬂtu per ogni valore di = sempre escluso
che s1a @ negativo e m pari) ovvero 1 ha due diffe-
renti pel segno, a seconda del valore 21 m; e p. es. se

Y . m
m ¢ Inlero, 4/x ha un solo valore =e m ¢ dispari,

ne ha ¢ pari : quindi = ' [
8 | due se m & pari: quindi se m = intero dispari,
v/x ¢ una funzione della variabile x el senso da noi
stabilito al n. 82; se m & intero msari, giacchd ad

ogni valore positivo di & corrispondcsmo due determi-

| 1Y

nati valori di y/x, cost diremo amcora che {/1 &
funzione di x, ma, per distinguerla. Ziremo, funzione
a due valori; quando perd si conver == di considerare
sempre uno solo dei due valori, allor== si potra riguar-

—

dare 4/x come funzione di @ a un =ol valore, cioe,
nel senso da noi inteso al n. 82.

Si consideri ora un’ espressione =!gebrica con un
numero finito di termini, nella quale =3 contenga la va-

riabile & non sottoposta a segni radi —all nt elevata ad
esponenti frazionari: se le altre let=ere, che in essa
compariscono, rappresentano numeri ¢ = terminati, questa

espressione sard una funzione algebrics vazionale dellax.
—Pongasi invece che nella espressiors= algebrica, che si
considera, si contenga la variabile x = sitoposta a segni
radicali o elevata ad esponenti frazi—mari: se Innanzi
a ciascuno di questi radicali, o pote=:=® ad esponente
frazionario si conviene di prendere ==M/Te, cio¢ per
ciascuno dei valori di z che si consi 2 =Tano, un segno
determinato, allora quella espressio=«= sard pure fun-
zione della z a un sol valore ¢ si @ixa funzione alge-
brica irrazionale di X.

Considerazioni e denominazioni zzmaloghe si esten-
dono alle espressioni algebriche che = ontengono piu di
una variabile : noi per brevitd tralas= s2mo di fermarci
intorno a cio.

ARZELA, Algebra.—Vol. L 5
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150. Indichi y una funzione irrazionale della va-
riabile z: ci si pud proporre, riguardo ad essa, I
questione «) o f2), ovvero anche, avendost pure un’al-
tra funzione z, la questione v) del n. 85: e allorasi e
conlotii a stabilire delle equizioni, nelle gual IMinco-
gnila @ comparisce soltoposla a seeni radicali, o ele-
vata ad esponenti frazionari.

Ad esempio sia

y = Vit +Vvo

intendendosi di prendere sempre innanzi a ciascun ra-
dicale il sezno -—. Si domandi il valore di x, pel quale
y assume il valore 4 ; si porrd I' equazione

Vit+tr+ve=4.

Per equazioni di questa forma come per le altre
gid considerale snssistono i principii stabiliti al n. 86,
giacche i razionmmenti 1vi tenull sOno affatto indipen-
denti dalla forma delle equazioni.

E ora mostreremo. trattando alcuni esempi, Gﬂmb:
si possa gqualche volta, mediante I"applicazione di quel
prineipit, ricondurre equizioni, in cui 1" incognila
comparisce solto segni radicali, o elevata ad esponenti
frazionari, alla forma di equazioni di 1° grado.

1° Prendasi I equazioue precedente:

1) Vi+r+yve=4:
si isoli nel 1° membro il radicale V/4-@, Lraspor:
tando V& nel 2° membro : si ha

2) Viti=—yz *
si elevi I'un membro ¢ I'altro a quadrato: in virld
del 4° principio (8u), resulla

I+ =10-8yox 4+
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e isolando ancora il Lrrmine 8y/z nel 2° membro

—12=—-8yz,

OvVVero

O, s — 93

V=
e elevando di nuovo a qualrato

3) dr—=29
onde
0

—

T=7.

L’ equazioni 3) e 2) non possono dirsi precisa-
menlte equivalenti (4° prin-ipio, 86) @ ogni soluzione
della 2) ¢ soluzione della 3), ma non si pud dire che
ogni soluzione della 3) sia anche soluzione della 2):
per conseguenza non si ¢ sicuri che la soluzione .r:-_g

sodizfi anche la 2) ossia la 1}, percid & necessario veri-
ficare la cosa mediante una sostituzione direlta. Ora

. AR
sostituendo a @ nella 1) il valore 7, si ha

) 1)
'\/-1—1-1-—-\’{1 = 4§

5 3

g +3=14

e - 8
che & una identith: dunque la soluzione x= y sodi-

sfa anche la 1),

151. Per ridurre una equazione irrazional? a una
fﬂ:!‘ﬂhﬂ.’.‘f‘E intera, bisogna qualche volla ricorrere ad
arlifizii, che si imparano colla pratica: perd non 5?
riesce sempre a ridurla al 1° grado: i[lI:ih‘!IE \'G“ﬂisl
riduce an’ equazione irrazionale a una t‘:]?‘.lﬂl’:’lll}‘ﬂ in-
tera di grado superiore al 17 ; vedremo in ?f‘i{Tlilﬂ la
risoluzione delle equazioni di 2° grado e dl cerle
forme di equazioni di grado anche superiore.
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Un artifizio spesso usato & quello di prendere
come nuova incognita un radicale contenente 1" inco-

gnita proposta.
Ad es. sia 1" equazione
w—b  Vax—b ’
v/ ax-+b ¢

Essendo il numeratore della prima frazione divi-
sibile pel denominatore, I equazione diventa

Var—b__,
=

o/ ax—>b
togliendo il denominatore si ottiene
evaw—cb—yaz-+b=¢

equazione, che diviene di 1° grado', se si prende come
incognita 4/t ¢ si ponga infalti

y=\an:
quella diventa

ey —cb—y-+b=c

ovVvero
(c—1)y=c"+cb—b
onde
__'EE'—FEFI—__bl
=g
ma & y=1+/ax: dunque
— ¢-+~ch—0b
Ve = ey
(e—Dh-+¢
_ e —1
'I'::
=b+_7"

CAPITOLO XII. 389
Elevando a quadrato

B g il e
M_(b'c—l)

_mi(,g, S 8
=== _1_E__1).

152, Se si hanno pii equazioni ¢rrazionali fra al-
trettante incognile; giaccheé anchie pei sistemi d' equa-
zioni tali sussistono i principii stabiliti al n. 96, e pa-
rimente per ciascuna di esse equazioni sussistono quelli
del n. 86, cosi mediante 1"apylicazione degh uni e
degli altri ¢ qualche volta possibile ricondurre la ri-
soluzione di un dato sistema di equazioni irrazionali a
quella di un sistema di equazioni di 1° grado.

Ad es. sia il sistema

onde

e —— R S

Vy—V20—a =1\ y—2=
1)
3/ —z=2vy—2
si moltiplichi per 2 la 1* equazione
9/y —2¢/20 — z=2VYy—2

e in virta della 2%, si ha

OVYCro

la quale puo sostituirsi alla 1*- = :
Si pud dunque consider=Te il sistema equiva-
lente : o
y=5sv="—"%
2)

3,/ 307 =2V 7%
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s1 elevi a quadrafo un mewbro o- I’ altro di ciascuna
di queste, si ottienc:
by =25(20 — x)
3) 90— ) =
920 — x) = i(y — )
che sono due equazioni di 17 grado.
Quesle risolute danuo

=10 y:'ﬂﬁ.

Osserviamo perd che le 3) sono oltenule elevando
a quadrato ambo i membri di ciascuna delle 2): non
si pud dunque dire che le une si#no equivalenti alle
altre ; percid & mestieri assicurarci mediante la sostl-
tuzione diretta, se la soluzione trovata sodisfi o 0o
alle 2) ossia alle 1).

i vede subito che i valori trovati verificano effet-
tivamente le 1).

153. Qualche volta analogamente a quanto si e
yisto per una sola equazione si riduce un gistema di
equazioni irrazionali a un sistema di equazioni di 1°
grado, mulando convenientemente le incognite.

Ecco un esempio semplicissimo.

Sia il sistema

Vi—y\y=2
1) b A
Va+yvy=1

si ponga 4/z=u, yy=ve si prendano per incognile
w e v:si hanno dungue le equazioni

u—ov=>2
u+-p=1
onde
3 1_
u=g , v=—g
Le due

Vei=u , V=

CAPITOLO XII. am

diﬂ'ngnnﬂ
il} X = .-
‘ V / o 3 ‘L/y

onde, elevanlo a quadrato,

9 1
%) B=7 s Py

|
I

Si osservi che le 3) non equivalgono precisamente
alle 2) : dalle 3) infattr si trae

Tt S Tl e

i<

le gnali sono pii generali delle 2). e le 2) ci mostrano
quali tra questi valori di & e 4/y si debbono pren-
dere perche le proposte sieno sodisfatte.

154. COME SI P.SSA RENDERE RAZIONALE IL DENO-
MINATORE DI UNA FiiAZIONE,

Quando il denominatore di una frazione conliene
dei radicali, spesso pud essere ulile, specialmente se
si abbia da caleolare un valore numerico approssimato
di queila frazione, di eliminare (uesti radicali, ciod
pud convenire di avere il denominatore razionale.

Qui appresso daremo alcuni esempi, limitandoci a
considerare radicali d" indice 2.

1° Sia J::—; moltiplicando i due termini della fra-
zione per 4/« si ottiene

m.__sva
va  a

2 Sia — i . moltiplicando 1 due termini
Vrr"z—‘\,/b

per 4y/a—4/b il denominatore diventd la dilferenza
(39) di due quadrati e si ha

m _ myva—v")
Va+yb— a—b
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90 Analogamente sara : 155. TRASFORMAZIONE DEL RADICALE Va-+y/b
m m(y/a -+4/1) 1 NELLA SOMMA DI DUE RADICALI SEMPLICL Consideriamo
:‘},;,:'{/{,="” a—0b ' . I espressione Va-++/b (che appresso im:n‘n_lrercmn)

o m(a — 4/b) ‘ dove supponiamo b numero razmnaltf posilivo, non

£ EI_'JEJ: = —F : perd quadr.:ﬂu di un _al_u'-:: numero razionale, ¢ a pure
' : numero razionale positivo, ovvero anche negalivo, ma

» m _m(n_—kﬂb}_ minore in tal caso di 4/b in valore assoluto, dimo-
2 a—vb a—b I doch® a-—v/b sia sempre positivo. Questa espressione si

m

pud qualche volta trasformare nella somma VE+\Y
6 Sia ora Vi vbh+ve

di due radici di numeri razionali # e y; ¢id puo tor-

. consideriamo il de-

nominatore come somma di (va-+4/b) e di(ve): |t nare utile specialmente quando si debba calcolare il
) allora si vede subito che conviene moltiplicare per I3 valore numerico di quella espressione. — Dei radicali
L differenza (y/a =+ v/b) — (v/c) e si ha .' qui cansndemmn i valori ns:-;c:-iuh.
| m my/a -4/ b —/c] | Premettiamo due lemmi.
| Va+-vh+ve (v’.'::_—*:gk{ij’_:? 1° Se si ha una equaglianza
i i J ]
| | Fie e r
e ‘.'H[’Jﬂ-%—_v_/f?__—' Vel 1) a-+y'h=ua ..v’h | |
i3 — a-+b-+2yab—c | dove a,a’, b, b’ sono numeri rﬁ*n:mgnh, bel pero
| m[y/a Vb —1/cl 1 non sono quadrati di allri numert razionali, allora deve
/a-+4/b —
=G Fi—c+Wab .- essere e
- 1=4a , = 0.

e cosi siamo ricondotti al 4° caso. Infatti, la 1) pud scriversi
m

7° Sia infine 1" espressionc a-}-vb—i—v’ﬂm: 518 a—a + v b=V
i considererd il denominatore come somina di (a+v0) Qi elevi qui a quadrato ciascun membro : st ha
) ¥ e di (4/e+4/d); moltiplicando i due termini della fra- = {H_{,')=_3_g,--:_~3{u_ﬂ*hft.- — b
1 zione per la dilferenza a-—/b — (Ve+vd)s si avrd: 4 onde | | =
144 i m[(a--1/b) -—(Vﬂ*‘-—}/dﬂ_ Qa—a' Wl = b -—EJ——(r::—u‘j BA
i a—yb-etryd (a-—v/ 0 — (Ve+Va) - il 20 membro & razionale, mentre I}r @ irrazionale se
A ’”[(”-'—1*’1’)—(1/;,*—:-—v'fﬂ] i (a—a’) non & Zero; affinche 'l r:‘'r:?‘“‘r_“-”_l-'-fl sussista, 13:1'
i e V) AV = : sogna dunque che sia a=a': € quindi anche b="¥":
i it gL b-+2ay/b—e—d—2V¢d 8 < quanto si voleva dimostrare.
1| : ?r?[(ﬁ+1ﬁh}—-(ﬁﬂﬂl; % Q2 Se ¢ 3 as |

e —

P p———
N e
-

= lab—o—d)--20vb—2VE I8

| a4/ b= V+VY
¢ slamo cosi ridotti al 6° caso.

¥
w

— -
e mr
e P
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dove per a, b, X, vy, valjono le condizioni delle dignzi,

sara

1/c1—1/b = VY.

Invero, si elevi a quadrato ciascun membro della
proposta : si oltiene

a+4b = x-+y-+74/zy *
pel 1° lemma precedcnte, sard
a =2y
b= dxy:
per conseguenza

a—\/b = x--y—N/xy
onde

—— o —

1/.;;_1/ b=+'z—\y
come volevasi,
Veniamo ora alla trasformazione propostaci.
Si vuol dunque vedere se, nelle ipotesi fatte prece-
dentemente sopra a € b, sia possibile determinare due
numert razionali x e v tali che

1) 1/a+y’b =T+
Pongasi per un momento che quesla eguaglianza

si verifichi: allora, pel 2° lemma dimostralo, sard
anche

1/:‘1—1/&' =4/ 2—\/y
¢ moltiplicando questa colla precedente, membro a
membro

1/a+1/ﬁ -1/11 Vb =WVa+vy)(VI—vy)

OVVero
1/u —b = z—y.
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Ma se si elevano a quadrato i due membri della
1* eguaglianza, si ha
a-+y/b = o-+y-+2\/zy
onde, pel 1° lemma

a=x+y.
Dalle due
Ty =n
I—‘y —_— 1/;]:- .b‘
si hia subilo
a-A/u—b a—y\/a*—b
£ — ——-1—4 s, Y= - 1-} -

—

Ecco dunque i valori di z e y atti a verilicare
la1): se a’—b ¢ il quadrato di un numero razionale che
indicheremo con ¢, allora z ¢ y sono razitoval e dati

dalle furmule

{a-+-C 1—C
T=-—F— + Y= :!-

¢ si ha la trasformazione clie si voleva

/ a-+c / i
1;-n+v’ﬁ= ﬂ--i—ﬂ, g 7

ma se a—>b non & il quadrato di un numero razio-
nale. allora non si ha pia nessun vautazgio dulla tra-

sformazione eseguila.
La relazione

sussiste anche se a'—>b non & 1l qua iral :J di un nu-
mero razionale, perche L|L\]IHIDII.L, i dJue nuln: bri a
quadrato si perviene a uhd identita ; pero In lal caso

ato nella somma

:
si ha il radicale 1, a~.—y’£.- irasform
a forma.

di due radicali che sono deila sua stes?
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s
5
Y e e
11 a A et H\,/u', Ve
on axpbx nE =Y
42° Vﬂht/!f-i/: . ( Vm“"‘ vV )
G ‘/
13° 1/(a“)" ‘\/{u ‘\/a— 1,/;;
14° (:u -—:-EJT)“ /3 . a '
(m;) (Em:) ( ) ﬂ‘
alr 1/”

16° 322 , 81%% , (—a~%)~".
Moltiplicare
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EsEMPIO.

T-+4/19—24 T—/19—2%
1/7-1-1@1 = '\/ 3 -+

Esercizi.

Semplicizzare ed eseguire le operazioni indicate :

—_— |

i° 1"/‘!’” ; 1{_#""{;'1:1 : V (ﬂ"""b)ié

-p —~y .3

{7 q+h-~a .bperab —a-b

s 5 ! L

3 i 5 3
18 ¢ —a°+a —a"-+a —a-+~a —1 per a +1
19° —34~°+-92¢~"p~* per —2a~"'—3a"'b.

343, v3E . Vg
4° 2497 —3/12 —4/75
5° (Va-+vh(va—vb), (av’ 3?-+’\/ é) (rn/:r:—-‘\/ :1'&)
6° (V:ﬂﬂﬂ "y) (1/ ﬁ_v/ﬂ)u Va-/ba/a—/b

Dividere

I 1 2 I 1
5 1 3 ] 3

3 3 3
20° @ —xy -+x y—y per & —Y

y=p 2x=13y . . E % 5 E ]‘! I j 3
(Vﬂ) (‘V "'1) (Vﬂ) 21° ui-—aib—l—ﬂi!f-—ﬂu'b’-t—bi per a —ab -+a b—b
I -2 '1n __3_11_' n "'-']_IT
(,;J ) A [ (‘/ i) :I _(‘./3' ‘/5} %E e (] pEl‘ ﬂ- —(

Trasfﬂrm'lre le seguenti espressioni in modo
che il denominatore divenga razionale:
(| 1 3-+v2

& T3 0 VeAB ' V2

90 (3@)4(&1/.::) —(a a‘:—_y) E
10° 1/;:_3/(1/ %—'\/ ;f), 1/ a-+b-+1/ Eeﬁi'.v a-+-h—y/2ab . i
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i o8 3-14/2 quando vi si fa
it 2 T VAV 2 a=o V1
T. "_:"'"'-t E_‘E '1 .t H
950 1—-;1’:-/-3 —'—ﬁ*’ R | (diviene egnale a 1).
Vit T vfiﬂ'*—'\/J | 32 Che diviene I’ espressione

| 26° Vb & b Quv—Vu'—1V ' —1) ,

| Va—y/b 1/,,_1_14_‘/[;._1 R quando vi si fa

‘. 4 1
B Semplificare le espressioni: - U=z , Ez*=y+yj ?
Bl 1 ity i —— N 2
e 970 :1:—_-1,/.L .—___1_.__;5—1,/.1_: =1 (diviene eguale a - -+ "') .
E i z—y'x'—1 z-+yz—1 3 3 &
i1 ' i i 33° Che diviene nella medesima ipotesi I espres-
(si trova  Axy/2"—1) " St
i 250 n'—3n-+(n'—1)y/n —1—2 ) Auv-+/w'—Ty/0"—1)?
t |“| B n'—on-+(n*—1 W on'—i-4+2 . 1
|4 H s i o diviene a —}—-—) .
i (Ei trova .(’?‘.‘-.‘”‘/”_Ti) 3 ( Iy
.’I (u—lw’u—'-ﬂ R | 34° Che diviene I" espressione
s | a4/ 1+
| & ¥ = 1 L
b Q0 | uL T = /Y _ r— -
4 V:ﬂ 4/ —y/— v’J 1 quando si fa

(si (rova ?—V’ J?!H)
X+

wp '\/a J—VEIJT o \/;-j;;‘_

(si {rova (aﬁ—a—bi)t)

31° Che diviene 1" espressione

I 1—ax 1+ br
i : 1-+ax 1—be

(diviene eguale ad a-+-D).
an° Chie diverra |" espressione

y’;r—-'--r -ia \"'f!'_f-—?l:'_
Va+-r—yva—z

22
I_. o !-l'l'—':—l

quando si fa

(divienc eguale a b).

e A s = —- ¥ i - 2
S T e e F P = e T - .
am " .
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36° Verificare I’ egnaglianza 3 s . a
: i 42° Va+vo +ya—ve =4b
a-vlgt— ml 3 a — (a*—b)* E_ i;li 3 . ; I’b—“'!'}
3 + | —>% =\ 0+ (51 trovaz =a — —5=
- 27h
i 37° Verificare che il valore 1 L 3
ai " 17k s, il 49° z " a “/ru::'ﬁ__
g E=[-!}+(*’I +p5)21.:+ { q (f{ -P}i
| (si trova x = — Ti" . valore che non sodisfa alla

sodisfa 1’ equazione
equazmne proposta; si ricerchi quale cangiamento

sia da mrecarsi in essa, perché il valore trovato
la sodisli).

o’ +3px+2¢ = 0.

————

i 38° Risolvere I’ equazione 3
4 o =TT A pepesty oL | (. S
i "/__ . i4 VI+v T —V\T—VE ":!‘/.r—i-v’z:
f 1 "IN R | -

LB = =2/ a+x —a 25

4 14 2 v (si frova :I:=iELJ:——D

| ( 3a

8 si trova & = .

44 & ; 9 SO .

. | 1/ 45 25 -+2V/ -z = e

] | PR —

| o] '1 — ’l— : —_— m_i - :IT

&1 > e (51 trova &= —4—)

i si trova x =~ e x=0; quesl ultimo valore 1 il 1

. ( tr Va I =— 4 q B {ﬂ*?-;!"}" . {i‘l'—"—."f']n____ I_ﬂ_

ib . 46° —_— T2 il

1-‘ | non sodisfa la proposta). @ &

i i c

ih b | si trova o=,

‘!:l 40° 1/{1+I, N ‘/m —= 1/%&—1"2: ( ( ).,-.

E"‘ I (Sl trova 3 = —-3 d A1 Vi—x -+ 2Ya+z = Va—z “ Vuz-+a'
f i 6iz _ .
ct}i - Vﬂ—iﬂ i ,‘/ﬂ " (si trova x =—, z=0ex= 3535 °* i dae ul-
fl e . = ok _:_ — . . -

TIEI -i.i V’{i+:.i: —_ 1/{;—-:1: VY timi valori non sodisfano Ia prﬂpﬂaiﬂ]-

1k

LR N o) AL EEL

E,E }' i (si trova o — ;ﬂ’)

‘ \ ;k A . ARZELA, Algetra. — Vol L. e
i 4

T
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CAPITOLO XIIIL

Equazioni di 2° grado.

156, Indichi y una funzione razionale intera di 2°
grado della variabile z; vedemmo al n. 84 che una
tale funzicne pud sempre ricondursi alla forma

y=Az'+Br+ C

dove A, B, C indicano numeri qualunque determinati;
& escluso perd che sia 4 =0, perche in ftal caso si
avrebbe y= Bxr—+C e questa non & di 2° grado.
Propeniamoci la questione del n. 85, ciod: se es
stano e quali sieno i valuri della x pei quali ln funzione
y assume il valore zero, ovvero un valore d assegnato
comunque: e s€ contemporaneamente si ha anche un’al-
tra funzicne z della variabile z di 1° o di 2° grado,
ci si pud anche far la domanda: se esistano e quals
sieno 1 palort della X pei quali le due funzioni y e Z as-
sumono valoré equali.
Siffatte Guestioni ci conducono a stabilire le equa-
zionl
Ax’ +~Bx+ C=0
Az +~Br—+ C=d

e supponendo che sia data z sotto la forma

z=A2" +~Bx+4+C

oppure
i z=Mr+ N
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in conseguenza dell’ultima domanda si seriveranno le
altre

Az’ 4 Bx -+ C=A2"+Bzx+ C
Axr” 4+ Bx 4+ ﬂ_—_.j_f_];:_[_NJ

e si avra da ricercare se esistano e quali sieno i valori
di x che le sodisfano.

Queste equazioni si dicono di 2" grado. Giacche i
principii posti al n. 86 intorno alle equazion» equiva-
lenti sono generali ed applicabili quindi arche alle
equazioni che ora si considerano, cosi, trasportando in
ciascuna di esse i termini del 2° membro nel 1° e ri-
ducendo quelli che sono simili, si ricondurra sempre
ciascuna delle precedenti alla forma

1) ar' +—br-+c=0

nella quale a, b, ¢ sono numeri qualunque, escluso
perd che sia a =0.
Assumeremo dunque questa come form=2 generale
per I’ equazione di 2° grado ad una incognita. +
Ci proponiamo di risolverla, di trovare cioe, 1
valori di z che la sodisfano. :
Essendo a, per ipotesi, diverso da zero . si pud
scrivere

br ¢
ﬂ) ”LEEPI_ E}I S-r=0 (I-F"'—: —
i i a (1

bxr ¢ .
- ¥ - 2 ok — 2 !-',r-' s
si osservi che nell’ espressione & -~ = o I" aggre

. = a - @ QPP Ae IE e
gato dei primi due termini coOD I’ aggiunta h,rl r

mine f: forma il quadrato del binomio (—l‘ +—35):%
-

i ) =sione 1
aggiunga dunque o si tolga alla detta espressione 1l
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b‘k
termine . - si avra

. br b U _J_E___h‘
x —+ G T __'13 -1—"'"_1_' 'i-i_'I! " a -fl:ﬂ-t
L ae—t

_ﬂ(x—r"?ﬂ i

epperd, dalla 2) si ha:

b g' dac—Db’ :
II.]JE—I-I?.I:-FEI—'{I [(-’F | ".*.H) T Lt 3

sard nulla I’ espressione dr *, pp-+c, ciod sard sodl-
sfatla I’ equazione 1), ogni volta che sia nulla e sola- =

mente quando lo sia I'¢sj ressione

b\ . iﬂ'c-—-b
3) (m_t—“’ﬂ) ' da® ?

giacche « & un numero costante diverso da zero. f
La 1* parte di questa somma 3) essendo 1l qua-

h
drato di (.1‘:~1--—) per qualsiasi va.ore razionale 0

3a
irrazionale, posilivo 0 necativo dalo alla x non b
mai negaliva: pud esser nulla solamente quando sid
nulla la base stessa del quadrato, ciog I LS[]TE—:-EI.GEH' .

1-_,._;_ la 2* parte & un DUIMEro costante che sard
It

pegalivo, 0 nuallo, o posilivo, e st si osserva che il de- ;

. dae—b g
pominatore dell’ espressione =g s essendo il qud*

i_- "
drato di un numero diverso da zcro, © scmpre ?B:a
tivo, si vede che la espressione medesima & negd ;ﬂt

pulla © pﬂsilh‘{l secondochie & tale il sud num !

LY

tore dac —Vb".
Dislinguiamo quesli Lre casl.
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dac — b~

4° 11 valore dell’ espressione e e sia nega-
tivo, ciot b*—4dac™>0; allora esiste sempre un nu-
- - —
mero 2 positivo che & radice quadrata di > :nc, ciod®
= ¥
sl ha
- \/*’l — e
4a?
onde
., b'—dac
Pr=—47

epperd all’ espressione 3) si pud dare 1a forma

4) (.’.‘ﬂ i ﬂb”)l £

2
92° Sia ﬁi—, rb— nullo, cio® b*—4&zec =0; allora

I' espressione 3) si riduce a

5) (;1: + T:E)‘

JUE B
3° Sia infline 'i—ﬁ;ﬁ,—’— posilivo,cio< b —dac < 0;

in questo caso esisle un numero positiwo B che & ra-
dice quadrata di esso, cio¢

"l‘ﬂﬂ'—'h
%
B== g 7 .

epperd all’ espressione 2) si pud dare 1= forma
BN

Riassumendo, si ha dunque : nef 4° caso I espres-
sione 3) ¢ la dijerenza di due quadra=ti, nel 2° & un
unico quadralo, rmi' 3° ¢ la somma di da= qua drati.
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Ora. la differenza di due quadrati p°—g° pud pre-
sentarsi come il prodotto di due fattori (p—+¢q) (p—1q)-
In conseguenza di cid 1 espressione J) nel 1°° caso,
ciot la 4) & eguale al prodotto di due fattori

(2+35—5) (o-+35-+2)

ciascuno dei quali contiene 1a x al 1° grado.
Questo prodotto si annulla ogni volta che si an-
nulla e solamente quando si annulla uno dei suoi fat-

tori: il 1°¢ fatlore si annulia se si di ad z il valore

ik gb&—:—,@a e solamente si annulla in questo caso: il 2

; b
fattore si annulla pel valore —g; — £ dalo alla x e so0-

lamente per questo : I’ espressione 3) nel caso, in cui
& b>—d4ac posilivo, si annulla dunque per ciascuno dei
due valori

b b
—gg 2
dato in essa alla z e solamente per questi; e cosi, per
quanto sopra dicemmo, questi due valori sono le ra-
dici dell’ equazione proposta.
Ecco dunque: nel caso, in cui b*— 4ac & posilivo,
I equazione
ax 4+ bx +=c¢=0

ha per radici i due valori disuguali

_ b 4 Pt D b —4ac
2a fat  ° % da’

e non pud ammetterne allre,
Denoteremo quesli valori con £, e &,; si vede che

CAPITOLO XIII.
ad essi si pud dare la forma

g —_ 0 VU —kic _ —b-ry/F—3dac
b /P —Jae  —b—y/b"—ia
E! 9 - 9a ‘;_;’a c .

_ Nel ?“ caso, ciot in quello in cui b*— &a< & nullo,

I" espressione 3) riducendosi all’ espressione ), si an-

nulla solo quando si annulla I’ espressione = —+ -, e

/|

questa si aonulla unicamenle pel valore —--_,E- dato
2a

alla x.

L equazione
ax'-+bx-+c =0,
quando é¢ b*—4ac =0, ammetle una sola radice che ¢
b

§— —g= *
: Nel 3° caso poi, cioé quello in cui 1" espres-
sione 3) si riduce all’ espressione 6), poiché 5~ & sem-
. : %
pre maggiore di zero e (11:4-;&) pud solamienle es-
sere posilivo o nullo, I'espressione 6) sara sempre
maggiore di zero. Si ha percio:
L' equazione

ar'+br+c =0

quando ¢ 1*—14ac negatiro, non ammette alcruma radice.
Aggiungeremo infine che in virti della =) e delle

4), 5) 6) si possono nei tre casi dare alla fanziope

0%'+-br-+c¢ rispettivamente le tre forme segmenli:
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Nel 1° caso
f h\* J
ax +bx+ec=a [(m-i— 5 e
nel 2° 4
b\? Ao
3) ax"+br-+c=a (m +§E)
nel 3° 4
hy* . _
ar +hr—+c=na I:(_T. _}-%) 4 B : ;
Esgypl. B mel 1° caso la funzione 2 r—1, 0
si ha
- . 1\* 5
r-+x—1 = (m+:.!) — %
1e radici dell’ equazione & -+x—1 = 0 sono ;
1-+/5 1—V5 y
Ei_" 1.2 -9 E!-— 2 . 2

nel 2° caso & la funzione 2z°—12x-+18 € si ha

Q$!“1E$+13 —_— 9.(;[:—3}1 :

I equazione 22’ —12z-+18 =0 ba per unica radice
tE=3;

3 pel 3° caso la funzione z*-+x-+1, e si ha
T 1\ 3
r +x+1= (‘.’E+ 5 4 i

e I’ equazione x’—4-x-+~1 =20 non ha radici.
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Decomposizione di una funzione <£3% 2° grado
in un prodotto di due fattori di 31" grado.

157. Si consideri la funzione de!l = variabile z

= b c
e
il i1

nella quale il coefficiente del termine in z' & 1" unild,
e a, b, ¢ sono numeri qualunque. *

Vedemmo nel numero precedemte che, quando
b*—4ac & posilivo, si pud scrivere

oo B e BRI BYY
I—F—EE—I-E——(:B : ";'H) B

essendo B = : I;,‘T— ; e giaccly® si ¢ poslo
b b
=mg P s A= T

cosl ne segue
b ¢ ' 4 e ¥
3 = +-—-— — r — < ..'. - - ¥
-I -'E""ﬂm ﬂ — LT :

b r' |

i - - » numeri qualunque

' Si polrehbe, poiché (") ¢ (“) sCcTm q que,
" = ar . L

considerare la funzione medesima nel'a forma rui; IFEmp]tce

T +pr--q, ma preferiamo continuare col = molazivni del numero

precedentle.
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nell’ altro caso, in cui b—4ac & nullo, vedemmo che

sl ha

b c [ bhA*
‘ E— _I — T— L

P T

e giacche si & posto £ — —-;— , COSl &

benim o) (o)

Ecco dunque : la funzione di 2° grado z* +— - :::+-

nella quale il coefficiente di ° & I’uniti e gli allri coef-

ficienti ( ) ( ) S0no numeri qualunque, pud nei

due casi, in cui &*—4ac & positivo o nullo, scriversi
nella forma di un prodotto di due faltori ciascuno dei
quali & di 1° grado rispetto alla z ed & formato sot-
traendo da wx una radice dell'equazione che si ha egua-
gliando a zero la funzione medesima. Se quesla equa-
zione ha due radici disaguali, i due fallori sono pure
disuguali: se ha uoa sola radice, i due fattori sono
eguali.

Nel caso in cui b*—4ac & negativo, non potendosi

. - b . =
ammettere che la funzione z° —I-E;r:—l—g si annulli,

non puod essa essere rappresenlata sotto forma di un
prodolto di due fattori

(r—a) (z—8)
dove « e £ sono numeri costanti. _
Infatti, se cid fosse, poich¢ un tale prodolto si
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annulla per x=ua e per z=28, anche la funzione

b ¢, 2 s
2+ a T+, si annullerebbe per i medesimi valori,
il che non é.
Riassumendo, si ha dunque che, se b®—jac @ po-

(i . b c R
sitivo, la funzione x* - o X 3 Puo decomporsi in un

prodolto di due faltori (x —E)N(x—&,), dore =, e £, sono le

s i G . b C
due radici differenti dell'equazione x* -+ 3 X +7=0; se

b c
b*—4ac ¢ nullo, allora la funzione medesima X~ - x -2

a a
puo presentarsi nella forma del prodotto { x—:&)(x—E)

b
dove £ é I unica radice dell’ equazione x -—ax—}- ﬂ-=-0

se poi b*—4ac é negatiro, non & possibile decomporre
in fattori di 1° grado in X la funzione considerata.

OssERVAZIONE. — Quando si ha, nel caso in cui
& bﬁ_ *iﬂﬂ:> {:"
b c .
' =2k = (x—E,)(z—

i due fattori @ —¢,, x —E, non si :mnull 4no contems-
porancamenle ; mentre nel caso, in cui & & — fac =0,
avendosi

- b E - i
2+ = (2—) (2—)

i due fattori x—¢&, x—£ <i annullano insieme per T=E;
ecco dunque: nel 1° caso, ciascuno dei val u_n t e g,
che si dia alla z, annulla uno solo dei fatiori, nel se-
condo caso, il valore £ gli annulla ambedue: si nota que-
sta diversita dicendo che nel caso in cui & & —i ac >0,

I" equazione
ST AE
T+ -
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ha le radici semplici & e E,: nel caso, in cui @&
b —dac—0. ha la radice doppia &, volendosi con cid
in certo modo significare che questa radice § pel fallo

; ol b c .
che essa annulla i due fattori di @ -+ S o, equi-

vale a due radici distinte. E per quesla ragione si
suole anche dire ed & anzi questa la locuzione piil
usata : ' equasione

b ¢

r+-z+-=0

a a
ammette due ralict disnguali, se é b*— 4ac™>0: ne am-
melte due ujguali, se ¢ b>—4lac=0: in un caso come
nell aliro le due radici, disuguali, o uguali rispetliva-
mente, sono date dalle formule

—b+y/ ' —4ac

r— e 3 'r'ﬂ —
! 2a = 2a

E se si rammenta che in virti della formula 2) (156)

le radici dell’ equazione
c

o —-pgt—=0
a a

sono le radici dell’ equazione

ax' +be+c=0

cosi si pud, nell’enunciato del teorema, sostituire

quest’ ultima equazione alla precedente.

Esgmpl. Sia la funzione
P +x—1:

per essa si ha b'—dac = 1-+4 =5 siamo dunque pel

1° caso e 1" equazione '+ x—1 =0 ha due radici dif-
ferenli, che sono

1—4/5

e

R
rﬁ

=
-
-

1 —

y &=
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e quindi si pud scrivere

1 a5 L Ta e
ﬂi"f-‘.?ﬂ-—*’.[:(‘];—]-i 1_})(: : l__ V"-J

— —
Parimente, sia la funzione
x — br-+9:
si ha qui b*—4ac=306—1.9=0: " equazione
z'—bx+9=0
ha pereid una radice doppia che ¢
£ =01
si pud dunque scrivere
& —06r+9 = (x—3) T —3)-
Infine, sia la funzione

r4+z+1

qui si ha P'—lrc=1—i=—3; oD vi sono dunque
radici per 1'equazione
r+r+1=0

e non si pud percio presentare la o —~x-+1 decompo-
sta in fattori di 1° grado.
158. La possibilila impossibi®iza della decomposi-
. b C
zione della funzione & —+— l_;!.-1*—:-— =
¢ positivo, nallo ovveroe negalivi®- dipenle da cid
che, come si & vedulo, nel 1° cas=2 4 ella f‘l'llit:ﬂu.‘_- ¢
uguale a una differenzi di quadrats - nel 27 a un unico
quadrato, nel 3° a und commna Ji =3 ir,m.
Una differenza di quadrati a—®" ¢ eguale al pro-
dotlo dei fattori a—b e a+b, che = sno di 1° grado ri-

spetto ad a e a b.

cecondoche h*—4ac
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si avrebbe
@b = o' —(—b") = a"—B" = (1—P)(a+p)

e questa sarebbe appunto la decomposizione richiesta.
Proponiamoci dunque di definire dei nuovi nu-
meri atli a rappresenture le radici d'inlice pari dei
npumeri negativi.
160, Consileriamo due retle che si tagliano per-
pendicolarmeute in un punto 0; su ciascuna di esse
y immaginimmo di avere una
moltitudine di oggetti dispo-
sti a deslra e a sinistra di 0
su quella orizzontale, al di
sopra e al di sotlo di O su
-2 -1 0 1 2 x quella verticale, a uguali di-
stanze lra loro e dal punto 0.

121

|
1
|
|
]
|
|

oy

s
=L :
o Prendiamo a conlare gli
=" coelli situati su una di esse,
|,

| p- es., sopra la orizzontale :
contando a destra (2) formeremo i numeri

) 1, 2, 3,....
contando a sinislra, i numeri
B Ay —2, =3 ...

Prendiamo poi a contare gli orgelti sulla '\fEI‘ll:
cale: se si vogliono distinguere i numeri, che cosi sl
ollengono, da quelli ottenuti contando sulla orizzonlale
bisogneard adoltare segni speciali. ;

Se si considera uno degli oggetti sulla verticale, st
acquista |"idea di un wnita che potrid distinguersl da
quel'a di eui si acquista.” idea considerando u _
oggelli sull’ orizzontale, convenendo di designare 1.a
prima col simbolo i e lasciando per la seconda

no degli
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segno 1; dimodoche i numeri formati wuno, due, tre
oggelll, ec., sulla verticale p. es., al di sopra di 0, si
indicheranno coi simboli

y) i, 426, +31,....

e di conseguenza coi simboli

) - = =% B,

quellt oltenuti contando uno, due, tre. ec., ozgelli al
di solto di O.

Vediamo subito, che questi numer: . se ad essi si
applica il noto (20) concelto di prodeiito, hanno per
quadrati dei numeri negalivi.

Si voglia, invero, il quadrato di + - esso0 &, per de-
finizione, il numero formato col moltips «cando ¢, nello
stesso modo come il moltiplicatore ¢ & Tormato con 1,
o anche si pud dire, & quel numero =l quale si tra-
sforma il moltiplicando ¢, se si prenlde per unita 1 il
molliplicatore f.

Per veder bene, quale effetto prodm =@ questo cam-
biamento d' unitd, sulla retta orizzont=le si segnino 1
pumeri 1, 2, 3..... a destra di 0:i numesri —1, —2,...,
a sinistra: sulla verticale i numeri ¢, =, 3/, .... al di
sopra di 0, i numeri —i, —2i,.... al i sotlo.

Se s immagina un osservatore sit.mato in O colla
faccia rivolta nella direzione dei numesT! _IT .
esso avra i numeri #, 2¢, 3¢, .... alla sw@a sinisira.

Ora, il prendere ¢ per 1 ha per efT=110 di cangiare
la direzione nella quale si contano i nameerb 1, 2,3,
ciod, conduce ad assumere la verticaz e come dire-
zione nella quale gli oggetli si numeTano cor segni
1,2, 3,.... e poiche i numeri ¢, 2¢. & ... sono alla
sinistra di un ossérvatore che stia riv =i10 ai numeri
1, 2, 3, ...., cosi ¢ manifeslo che. dogo0 1l dello can-

y =y A
8
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Il quadrato a* & eguale al prodotto di due fattori
eguali ad a.

La somma di due quadrati a’-+b*, al contrario,
non pud essere eguale a un prodotto di due fattoriche
sieno di 1° grado rispetto ad a e a b.

Pongasi, se & possibile, che cid sia, e si abbia
I’ identila, essendo a e b indelerminati,

b = (\a—+pb-+v) Na-+p ')

dove \, u, € v, ', p’, ¥ sono numeri che non dipen-
dono da a e b.

Si vede subilo intanto che X, p e v non possono
essere nulli insieme, perche in tal caso il 1° fatlore
del 20 membro sarebbe nullo, qualunque fossero i va-
lori di a e b, e cosi sarebbe nullo sempre il 2° mem-
bro medesimo, non potrebbe dunque sussistere la pre-
cedente idenlitd. Per la stessa ragione non possono
essere nulli insieme i tre A, p' e /. Non possono nean-
che essere nulli insieme X, w, N, p', perché, se fos-
sero, il 2° membro diverrebbe indipendente da a e b
non potrebbe dunque essere uguale al 1° per tullll
possibili valori di a@ e b. — Si potrebbe anche far_ ve-
dere che la precedente identitd porta che non siend
nulli insieme i due A e w, e parimente non lo sieno
due »' e »', € debbano invece essere nulli v e v': Mma
pel nostro scopo ci basta sapere che dei quatiro nu
meri », u, ¥ p uno almeno deve essere diverso da
zero ; sia g questo : il 1° fattore del 2° membro avra
allora una delle forme ub, pb-+v, ha-+ph, ra-+pi+v
secondoch® sono nulli insieme A e v, ovvero lo ©
solamente % o solamente v, oppure non lo & alcun®
dei due; e giacche inoltre non possono essere nulli10-
sieme i tre ', u', o', cosi il 20 fattore non sard identr
camenle nullg,
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Se il 1° fattore ha la forma pb , ciob se sono nulli

A e v, ecco che si pud farlo eguale 2 zero, dando ad a
un valore qualunque, e a b il valore zero. .

Se ha la forma pb-+v si puo farlo parimente nullo

- v
dando a b il valore =% e ad @ un walore qualunque.

Se ha la forma )a+-ubh, perche sia nullo basta
: . . @
prendere per a e b valori tali che si= - =_F
M
Se infine ha la forma ha-+ubh-+—~», aliora si pud
renderlo nullo prendendo per a un wvalore a placere e

-.I...?

dando poi a b il valore — —— .
| o

Se si fosse supposto diverso dz zero uno dei due
numeri N, p' si ragionerebbe analogamente sul 2° fat-
tore MNa-+p'b-+',

Cosi & dimostrato che si pud sempre rendere
eguale a zero uno dei due fattori &el 2° membro, e
quindi zero il 2° membro medesimo. senzach® sieno
insieme nulli @ e b; il che mostra e I'identith posta
& assurda, perche il 1° membro pu’ essere nullo solo
quando sono nulli insieme a e b.

Numeri immaginarsi.

159. Noi vedemmo al n. 135 77) che tra i nu-
meri posilivi e negalivi sin qui comsiderali non esi-
stono le radici d’ indice pari dei pumeri negalivi: non
esisle dunque, in particolare, la radice quadrata di un
numero negativo. Da cid appunto dip=nide la impossi-
bilith, che dianzi notammo, della Jdecomposizione in
fattori di una somma di due quadrats = 1mperocche, se
esistesse un numero £ tale che fosse 2" = —b", allora
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giamento d’unita, i numeri 7, 2{, 3{,.... cadono nella
direzione ove prima erano i numeri —1, —2, —3.

In soslanza, questo prendere ¢ per 1 gli & come
se si facesse ruolare il sistema delle due relte di un
angolo rello intorno al punto 0, nel verso da Ox a Oy.
Si vede bene che 1 coincide con i, e ¢ vaacadere in —1.

Per conseguenza —1 & il quadrato del numero i.

Parimente si dimosira che il quadrato di 2¢ & —4.

Il quadrato di 2i & il numero in cui si trasforma 2:
se si prende 27 per 1. Ora il prendere 2i per 1 porta,
come dianzi, ad assumere la verlicale come direzione
nella quale gli ozgeltti si numerano coi segni 1, 2, 3,....
e i numeri ¢, 2¢,.... cadranno quindi nella direzione,
ove prima erano i numeri —1, —2,....: inoltre, poi-
che il 2¢ che ora si prende per 1, & la riunione di due
delle precedenli unitd, cosi, mentre 1 cade in 2¢, 2 in
4i, 3 in 6i, ec., conlemporancamente i cade in —2,
2i in —4, ec. Gli ¢ insumma, come se si facesse ruo-
tare il sistema delle due rette di un angolo relto in-
torno al punto 0, nel verso da Ox verso Oy, e su cia-
scuna retla si contassero poi due oggelli in luogo di
ciascuno di quelli che si co.tavano prima del cangia-
mento di uniti.

Allora si vede bene, che 2i si trasforma in —4;
—4 & dunque il quadrato di 2i.

I quadrati dei numeri

£y 28, ...

e come sarebbe facile dimoslrare, anche quelli dei nu-
meri

sono dunque

rispetltivamente.
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Percid si pud scrivere

i—v—1

e quindi anche
2 =-2/—1, 3i=3¢/—1,....
e si vede che i quadrati
—4, —9,....

sl possono considerare come otlenuti applicando ai
numeri
2i

i W ﬂ‘lj L
la regola ordinaria di calcolo, per la guale si eleva a
quadrato un prodolto.

Qui si & dunque osservato questo fatto, che se il
contare nei due versi a partire da un punto O sopra
una retla di origine al numeri

'l e 9—-1. 31 L

e R

rispettivamente, il contare nei due versi sopra una
retta normale a quella nel punto O meZesimo da ori-
gine ai numeri
i 2i, by e
-, —2i, —3i,....

i quali, secondo il concetto di prodotio, hanno per
quadrati dei numeri negalivi. ,

161. Ora, noi ricerchiamo appunlo dei numeri, i
cui quadrali sieno negativi: ammellereino dunque
nella scienza i numeri che abbiamo ora inconlrato e
che definiremo, indipendentemente da ogni jdea di
grandezza concrela, nel modo segzuente = |

Si designi col simbolo i un numero tale che sia

=

1) "-,:——-I
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e con esso e col suo oy posto —1 definito dalla relazione
2) () +(—5) =0
st formino det numer«
£, 2, 3, ....

_E-.-, __Ei‘ _3£‘ s e ow

nello stesso modo com= con le unild -+1, e —1 sono for-
mate ¢ nuneri
1, 2, 3,-...
-1, -2, —3,....

rispettivamente.

Al numero i denito dalla relazione 1) si da #
nome di unila immaginaria, e precisamente si chiama
unita immaginaria po =itiva & numero —~i, unitd imma-
ginaria negativa il numero —i; e ¢ numeri derivati da
esse si dicono numeri immaginari; per contrapposto si
dice che -1 e —1 rappresentano I’ unild reale positiva
e negaliva rispeltivancznte, e @ numer: derivati da essa
si dicono numeri reals.

Un numero immiginario -~bi o —bi pud conside:
rarsi, secondo il nolo concetlo di prodotto, come il pro-
dotto del numero reale b o —b, per U unita i: in-
vero, il numero-+~hi, o —bi, ¢ derivato da i nello stesso
modo come il numero —=b, o —b rispettivamente é dert-
vato dan 1. _

In virti di quest” ullima esservazione, si conviene
di sottoporre al calecc’o t numert immaginart trattan:
doli come prodolti ciascuno di due fattori, secondo IE_
note regole del caleols algebrico pei prodotte di numert
reali, e nei resultati <he cosi si oltengono si sostituisce
ovungue —1 al simbolo i*.

162. Queslo, che noi cosi poniamo, & un concetlo
puramente aritmetico ; al solo scopo di fornire all” Al-
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g:.:hra i simhnli adalti a rappresentare le radici d’in-
dice priri dei numeri negativi noi ammettiamo un

nuove ente aritmetico la cui definizione & coutenuta
nella relazione
E] ;fl o _1

e da esso, come dall’unith 1, deriviamo dei numeri,
che si soltopongono poi al dominio del ecaleolo.

Questo, in sostanza, & cid che si fa; e un tale
concello si sarebbe potuto stabilire anche senza aver
prima esposto la considerazione del contezgio nelle
due dirczioni orizzontale e verticale : dimodoché la
ragione di essere dei numeri

1, ¢ EE T

-_-t‘ _ﬂ'{,

come enti aritmelici, non deve affatto ripor=1 1n qnella
considerazione, ma semplicemente nella foro delini-
zione, alla quale si & condotti dalla necessitd di ren-
dere in ogni caso possibile 1" operazione inversa del-
I'elevazione a polenza. La considerazione del conteggio
nelle due direzioni perpendicolari 1'una all’ altra fa
perd vedere che i numeri immagnari, cosl come i
numeri reali, posson trovare applicazione mnell’ ordine
concreto: la qual cosa, da un certo aspetto, si pud dire
che ginstifichi, autorizzi I' introduzione nelia scienza
dei numeri immaginari medesimi.

Noi, basandoci sulla loro definizione aritmelica,
diremo di essi quel tanto che & richiesto <allo scopo
nostro immediato, che & quello di ottenere Ia formale
decomposizione di una funziene di 2° grado in faltori
di 1° grado.

I limiti entro cui deve essere contemiilo questo
libro non ci consentono di esporne upa teoria com-
pleta; sviluppando I’ osservazione, fatta sopra . di sol-
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toporre al calcolo i numeri immaginari trattandoli
come prodolli, estenderemo ad essi le operazioni arit-
metiche, (ralasciando di ricercare quella interpreta-
zivne nell’ ordine concrelo che si pud dare ai resultati
di queste, quando pei numeri, sui quali le medesime
si eseguiscono, si lenga presenle il significato con-
creto che dianzi mostrammo che & possibile atiribuire
ad essi.

Prima pero di parlare delle operazioni, osserviamo
che non si hanno solamente i numeri immaginari

li, Eilit!-
_i, _E!:,-r--

nei quali il coefficiente di ¢ & un numero intero.
Si prendono anche in considerazione i numeri

della forma b (m ed n numeri interi) derivati da s
. m .

come i numeri della forma — lo sono da 1, e percid
m # - w [ ]

un pumero —- ¢ & definito dalla proprieta, che, molli-

cato per n produce m .

Parimente si designa col simbolo %Z, dove & & un
numero irrazionale, un numero che & rispetlo a @
quello che ¢ & rispetto a 1, ciog, se & & il limite della
serie di numeri razionali

Sg9 Sy Sgeen-
hi lo sard della serie di numeri immaginari

85, 88, St ...

Li

. : Mo s s
Questi numeri -E-t, ht si sotlopongono al calcolo

secondo il concetto precedentemente accennalo pei DU-
meri della forma mé, dove m & intero.
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In quello che segue il simbolo bi, dove b & un nu-
mero qualunque razionale o irrazionale ., posilivo o ne-
galivo, cio® un numero reale qualungue, rappresen-
tera un numero immaginario qualungque.

163. 1° Due numeri immaginari be, di st dicono
equali se é b =Ad. '

20 Somma di due numert bi, di é «f numero imma-
ginario (bh-+d)i.

3° Differenza é il numero immaginario (b—d)i,

4° Prodotto det due numert bi, di € 1l numero reale
—bd.

Infatli, I’applicazione pura e semplice della regola
di moltiplicazione da

bi . di = bdi®
e poich® & per definizione
i =—1
cosl
bi . di = —Dbi.

Nel caso particolare che sia b=d @ quindi bi=di
s1 ha
bi.di = (bi)' = —Vb’
onde et
bi = 4/—b"

ecco dunque : un nNUMero negativo ha per radice qua-
drata un numero tmmaginario. - |
164 Si chiama numero complesso 1 espressione
a--bi somma di un npumero reale @ Co0 un numero
immaginario bi e a si chiama parle reads, b coefliciente
L& g g ¥
della parte immaginaria bi. ' _ '
Qi conviene di sottoporre al ea'colo i numeri com-
plessi applicando ad essl, considerali come binomi, le
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nole regole del calcolo algebrico avvertendo perd di
sostiluire nei risultati —1 a 7.

A° Perché sussista U eguaglianza di due numeri
complessi

a—+h = a'+-b
é necessario e sufficiente che sia
a=4q ; b=l

Ogni altro modo d’intendere 1’ eguaglianza tra due
numeri complessi conduce sempre a quesla conse-
guenza, che ¢ sia eguale a un numero reale : il che &
assurdo perchd ¢ ha per quadrato un numero negativo
e qualunque numero reale ha un quadrato positivos

Segue da cid, che un numero complesso a-+bi
non pud essere zero se non é¢ a=0, b=0.

Se & solamente a=0, allora a-~bi si riduce al
numero immaginario bi: se & solamente b =0, si ri-
duce al numero reale « : i numeri complessi compren-
dono dungue come casi parlicolari, i numeri reali e i
numeri immaginari.

9o Secondo il modo anzidetto d’introdurre nel
calcolo i numeri complessi, si chiamerd somma di due
numeri complessi a-=bi, a'=-b'i il numero complesso
che si ottiene sommando le parti reali e le parti imma-
ginarie,

Si scrive dunque :

(a-+Dbi) + (a'-+b"0) = (a-+a") -+ (b+Db).

Si vede subito che l7 somma di due numert com-
plessi é indipendente dall crdine dei termini.

" - L] ¥ - e 4
3° Si chiama prodotto dei numeri a-=bi, a'+b'i i
numero che resulta dall eseguire, secondo le note regoie,

la moltiplicazione di queste due espressioni, ¢ dal sostt:
tuire —1 a i nel resyllato.
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Si ha dunque

(a-+00) (0" +-b%) = (aa'—bY')+ (ba'——a®')i
, F?i vedL_! subito che il prodotto ¢ indipemdente dal-
L ordine dei fattori.
E secondo questa regola si ha in particelare
%) (a-+bi)(a—bi) = a* -+ b*

formula che ci da quella scomposizione di uma somma

di due quadrati in un prodotto, la quale appunto ave-
vamo in mira di ollenere.

[ due numeri a-+bi, a—bi, che differiscono solo

pel segno della parte immaginaria, si dicor.o numeri
complessi coniuyali.

OssErvazioNe. Importa ora che ¢i ferm iamo a di-
mostrare che anche per un prodotto di dwi2 numeri
complessi sussisle la proposizione : geffinc/.’ ¢sso sia
nullo, ¢ necessario e sufficiente che sia nw/lo wuno dei
fattori.

Giacche si ha:

(a-+bi) (a'—+b'0) = (aa'—bb') + (ab'—+a b)s
perch® questo numero complesso sia nullo, © necessa-
rio e sufliciente (164, 1°) che sia
ad'—by'=0 , ab+abh=0,
ora quesle due insieme equivalgono all’ un=ca condi-
zlone

(aa'—bb' )+ (ab'+ a'b) =0;
ma ¢

(aa'— bY') - (ab'—+- ab)' = (a*-+ ) (a*— b ")

indi, affinche i - ylessam , Clod i
quindi, affinche il delto numero .tunu-h.::_ v u : 1
prodotto (a-+bi)(a'-+0b%) sia nullo, ¢ necessa==
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ciente che sla
(a*+ 1) (@’ +10")=0

e poichd questo & un prodofto di numeri reali, cosl
per esso sussiste la proposizione che ora si vuol dimo-
strare; & dunque necessario e sufliciente che sia

@ b* =0, ovvero a4+ 8" =0

ciod a=0 insieme con b==0, ovvero a'=0 insieme
con b'=0.

Se ¢ q=0, e b=0, & a+bi=0: se & a'=0,
b'=0, & invece a'~+b'i =0: cosi & dimostrato il teo-
rema. _

4° Si chiama potenza m* (m intero e positivo) del
numero complesso a——bi, il numero complesso che ré:
sulta dal prodotto di m fattori eguali ad a-+Dbi.

(a 4+ bi)™ = (a + bi) (a—'.—bf)....(a-{—bi}.

165. Le operazioni i{nverse sui numeri complessi
sono sempre possibili.

i° Esiste sempre un numero complesso che s0m
mato col numero a' -+ b'i produce a —+ hi.

Un tale numero ¢ evidentemente ‘5

(a—a')+ (b —0b")

si ha infatti, secondo la regola di addizione

(a— )+ (= 0)i-+-(d+0) = (a—a'-+a)+ G-I+

—q <+ bi.

Questo numero (z — a’) + (b —b')i ottenuto i
traendo le parti reali e le parli immaginarie rispe
vamente dei numeri a -+ bi, a’-+b't si dice differensé
di essi. )

plicato pel numero a'+b'i produce a-+bi.

2° Esiste sempre un numero complesso che mollr
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Un tale numero &

.y a' 3 _
i:lI Sk m) (ﬂft +b* —a at-+b" ') )

Invero si ha

quindi &

. a' oo ..
(a -+ Ui) (;;;i;:;_“f;i_&—:+ﬁ-u f) (@ b'0)= a+bi.

r ¥
. a b
j L -I . - ey —— 1
Questo numero (a —+ bi) (,,r...;_h T g -}—b'*')
chiamasi quoziente dci numeri a-—+bi e a’' -+ b7 e si
: o ; a— bi
rappresenta per cid colla nolazione . 5 -

3" Esistono sempre m numert complessi dilerents
che elevati alln polenza m prolucono il sewmero a -+ bi.

Noi ¢i imiteremo a dimostrare vero questo teo-
rema per m=2, cilo¢ moslreremo che, dalo un nu-
mero complesso a-+-bi, esistono due numeri complessi,
che hanno per quadralo a =+ bi.

Si denoti con r il valore assoluto della radice qua-
drata defla somma di quadrati di numeri reali @® —+-b*;
r sara manifestamente maggiore del walore assolulo
di @, dimodoche r-+—a e r—a sono cerlamente nu-
meri positivi ammbedue; epperd per ciascuno di essi la
radice quadrata & reale ed ha due valori difficrenti solo
pel segno. ‘

Cid premesso, i numeri complessi suaccennati
sono :

r - r—a .. t:_f— F=—=_a.
v ﬂ———{-—‘/——ﬂ——",le 2 2 « 1.
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Invero, si ha

r—a , 4/T—a i:ll==
VT

r-+-a r—a&. 9. r - P i
= g 2 TN

= g+ 4/ 1r*—a’. 1

= a-+ bi
poich®, per dato &
r*=a +V
onde r*—a =10
e \/ 17— a® =D.

Analogamente si dimostra che &:

= Dy - |
r—d r—a .| )
[— ‘\/ S '\/ 3 -t:| = g+ bi.

Noi abbiamo ora detto intorno ai numeri com-
plessi quanto & richiesto dallo scopo che ci siamo pro-
posto.

Scomposizione di ogni funzione di 2° grado
di una variabile in un prodotto di fattori di 1° grado.

166. Abbiamo dimostrato (157) che per la funzione
TR
B gT Ty

si presentano due casi: o essa pud, per valori conves
nienti di x, ricevere il valore zero , e allora & decom-
ponibile in un prodotto di due fatlorl

(ﬂ: _Ei) ('T:_'_E.i

£ e E, numeri determinati: ovvero, non pud per alcun
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valore di x, divenire zero, e allora non pud neanche
essere eguale a un tale prodotto (x—E,) (z—E.).

L’ introduzione dei numeri complessi nel calcolo
ha per effetto di togliere questa diversita.

Si_é veduto (156) ehe nel caso ullimo, che &
quello in cui & b*— 4ae < 0, la funzione

essendo

Ora, dopo I'introduzione dei numeri complessi,
noi possiamo applicando Ia' formula «) del n. 164, scom-
porre la precedente somma di due quadrati nel pro-

dotto
b ; b .
(‘E " 2a IB) (J;_;_. E!&_T'*H)'

Noi abbiamo dunque, nel caso in cui & §"— dac <0

epperd noi possiamo adesso enunciare la proposizione
. b c

. 4 ol s ' bl M, W
generale: ogni funzione razionale infera X —— o X7 4

nella quale il coefficiente di x* sia [unitd, ‘m.”j presen-
tarsi come prodotio di due futtor ciascuno di 1° grado
in Xx.

E dalla formula f) precedente, ramiz1onla{zi.iﬂ quanto
sopra (164, Osservazione) si & dimostralo riguardo al-
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’annullarsi di un prodotto di due numeri complessi, si :':':

trae anclie subito un’allra conscguenza, ciot che la fun-

zione z'-+ : T+ f—l, in questo caso in cuié b'—4ae <0,
ta

si annullerd, vale a dire sard sodisfalta I’ equazione

L g S=0
Bt g g=

D e
quando si dia alla » il valore cnm]:essu —ﬁ—HB
ovvero il valore pure complesso — 5- — iB; giacchd

per a:s_%—kiﬂ, e solamenle per quehstu, si an-

pulla il faltore z -+ -— — iB: per x=—g5; — 1B, &

2a 2a
solamente per questo, si annulla 1" altro faltore

T % —+ iB.

Dunque, nel caso in cui & b’— 4ac <0, 1" equa-
zione, precedente che non ha per radici numeri rea‘lh
ha invece per radici i due numeri complessi conit
gati,

b .
by 9 iB
b :
Es = 9 iB
¢ poicht &
o V’lmﬂ: — 0
B = o , cosl
— b+ i\ e — b
El. — fﬂ_
r b— iy/ ke — b
2= %
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che anche si possono scrivere nella forma

— b+ ‘v/h’ — 4

2a

£, =

[ il b e HTJIIT'IJ.'
;l- e 1‘; I -

ot/ |

La formula 1) si pud scrivere pin semplicemente

4 ¢
i v — == — -
&+ o+ = (z—E) (r—%,).

Richiamando qui il contenuto de’!” Osservazione
(n. 157) si pud dunque dire : I' equazeone di 2° grado
b c
k|
T -g+=-=0
L a a
ammelle tn ogni caso due radici date d=lle formule :

.E _ =b+y N —dae
= K

2l

2

) —b—4/b'—hac
S = 2a

se ¢ b*—J4ac>>0, esse sono due numeri reali disuguali,

se é b'—4ac =0, sono due numeri rexli ed equali: se

infine ¢ b*—4ac <0, sono due numeri complessi co-

ritngalt.

¥

. b
La funzione di 2° grado X° -+ _ X

i

€ ¢ in ogns
a
caso equale al prodotto (x—&)(x—E,) dove &, e &, indi-
cano le radici dell’ equazione
b €
z -+ I'T'..l?-‘l—ﬂ ==
Se ora si riprende la formula

2 2 s b ¥
ax +br+ec=a\T -+ T, J»
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essendo a un numero coslante diverso da zero, cosi,
come gia dicemmo, si vede che la funzione az’+bo—+e
si annulla per quegli stessi valori di x pei quali si an-

; g D c L )
nulla la funzione &+ o g quindi I’ equazione

ax —+bx+c= 10

che & quella primitivamente propostaci al n. 156, ha
le stesse radici dell’ equazione

z -’.—E:ﬂ-—i—E:U
il a

e quindi.date in ogni caso dalle formule 2) le quali,
come si vede, sono composte cosi: si prende, cangian-
dogli seqno, il coefficiente dellt 1* polenza di X nell equa-
zione proposta, e vi si aggiunge per arere la prima, 3]
si toglie invece per avere la seconda, la rgdice quadrata
del numero formato sottracnde dal qudtrato del detto
coefficiente il quadruplo del prodotlo del coefficiente di X3
pel termine che non contiene X : poi si divide il resul-
tato pel doppio del coefficiente di x”.
Inoltre si vede anche immediatamente che si pud

scrivere :
0z’ +b-+c = a(—E,) (@—E)

ciod: la funzione ax*+bx—-c puo scriversi come _P?'f"
dotto di tre fullori, dei quali uno é il coefficiente di X
e gli altri due sono le diferenze tra X e ciascund ra-
dice dell equazione

ax'+bx—+c =0.

Questi fattori x—E&, , x—E&, saranno reali disequalt,
se & bU'—dae>>0: reali ed uguali se & b —4ac=0;
complessi coniugati se & b*—4ac < 0.

167. Delermineremo infine la somma e il prodotio
delle due radicj,
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Si ha
» —b-+4/D* —4%ac = e hE— dac
E.l_HEE —_— 1.;;1 —+= ; 1’,5;; ~
—2b
2
h

I

— - =

i

7 E — —-F:—s—-\.f’f}‘—.iﬁ) (_.f,_‘ _?ﬁ-—-_.h;.:.-)
A 2a

#
/|

s (_"‘)!_(t’;_ — 4oe)’

£a% ...
bV — {_ﬁ' — dac)
=
Ty
T a

Si ha dunque : la somma delle due radict di una
equazione di 20 grado ¢ in ogni caso equake al quaza’?m‘r;
cambiato di seqno, del coefficiente di X pel -:nf*{ﬁﬂlpﬂfﬂ
di x*: il prodotto ¢ eguale al quoziente d=1 termine noto
pel coefffciente di X°.

168. Mediante le due formule

e —
——

l|."l
# 4

=

ol
191

J

EI-J'_EJ - i 1
che danno la somma e il prodotto delle ;-adici , si pud,
quando esse sieno reali, determinarpe 2 segnil, seénza
risolvere 1" equazione. :
Distinguiamo tulli i casi che posscmo PT*Z:EE""‘“TH
rispetto ai segni dei coefficienti @, & = - 3¢ :1. s
serva che @ pud sempre supporsi positiwo (Emfcl ;1_5‘-?
non fosse, si ridurrebbe tale cangiando segno a 1“1:_"*
termini dell’ equazione), si vede che a4 casl faﬁl i
ARZELA, Algebra.— Vol L.
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sono messi in evidenza nel seguente quadro

a b c
o ..... —+ —i- -+
2. ~1- = —
3 ... + —_ —+
£ viies + — —

nel quale i tre segni posti su una medesima riga sono
quelli che a, b e ¢ possono avere contemporanea-

mente. e de TR
Nel 1° caso ¢ ed a essendo positivi, & positivo 5=

e quindi le due radici, dovendo dare un prodotto
positivo, avranno lo stesso segno; e giacche per es-

sere b ed a positivi, —E & negativo, cosl le due radici,
dovendo anche dare una somma negativa, saranno
ambedue negative. — Nel 2° casug & negativo: le dug
radici hanno dunque segni confrari; e poiché & —

negativo, sard negativa la radice pitt grande in valore - |
assoluto. — Nel 3° caso, E ¢ positivo; dunque le due
radici hanno lo stesso segno: e poiche “‘2 & po- 1::
sitivo, cosl le due radici sono entrambe positive. —

; ¢ , -

Nel 4° caso infine, - & negativo: epperd le due radict

hanno segni contrari e giacché — b positivo, sard
: a

positiva la radice piit grande in valore assoluto.

Dimodoche i segni di Z,, £ sono (&, essendo Ia
maggiore in valore assoluto)

£y Es
nel 1° caso — s 3
nel 2° - - ﬁ
nel 3° s r
nel 4° - a8 2
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E se si chiama variazione il succedersi di due
segni dilferenti, permanenza il succeder=i di due segni
uguali nella equazione, si ha il seguente teorema:

Se una equazione di 2° grade ha «! primo terming
positivo e le sue radict reali, il numero Jd-Ile radici posi-
tive sara equale a quello delle sue variazsone e il numero
delle negative a quello delle sue permanenze, e la radice
piit grande in valore assoluto sara pos:fira o megaliva,
secondo che si arra prima, una varigzione, 0 una per-
manenzia.

Osserveremo qui,che le radici somo sempre reali,
quando a e ¢ hanno segni contrari : perche, allora, ac
& negalivo e quindi —4ac positivo e a jortiori V' —4dac
posilivo ;,ma a@ ¢ ¢ hanno segni contrari, quando ab-
biamo mnell’ equazione una permapenz= € una varia-
zione. Dunque: se una equazione di == grado ha una
permanenza e una variazione, le sue radict sono reali.

Applicazioni.

169. 1° Costruire un'equazione di =° grado, quando
ne siano date le radici. e

Si voglia un’equazione, che abbia ger radici 1 nu-
meri « e f3. . :

L’ equazione richiesta ¢ evidenlermente

(5—a) (@—F) = 0
OYYEro
I — (a:-—!—ﬁ:d‘.'r*l.—ﬁﬁ =1
9 Trovare due numeri, quando we & data la som-
ma e il prodotlo.
Sieno S la somma, P il
le due radici dell’ equazione
z'— Sx+P =10

prodotto <=1 due numeri:
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hanno (167) per somma S e per prodotto P: esse sono
dunque i numeri cercati, né vi pud essere altra solu-
sione all’infuori di questa, perche se si mette in equa-
zione il problema proposto senza pensare alle proprieta
dell’equazione di 2° grado, si & pure condotti all’ equa-
zione precedente.

Invero, si indichi con & uno dei due numeri,che
si cercano: 1’ altro sard S—; per dato, deve essere

ciot .
che & identica alla precedente. i
Da questa veramente si hanno due valori z; € T .
per , e quindi si ottengono due valori corrispondenti =
S—x,, S—u, per S—x : sono dunque due le soluzioni
del problema : una composta dei valori , e S—w,,l'altra
dei valori z, € S—x,: ma si vede che esse coincidono,
perché & @+, = S, e quindi S—x, =, S—x,= %" =
epperd i numeri x,, S—2, coincidono coi numeri &; =
e x, rispettivamente, e i due x,, S—x, sOno i U=
meri medesimi Zy, &,
OssgRVAZIONE. Dati S e P reali, affinché 1 nu=
meri, che si domandano nel problema precedenté,
sieno reali, & necessario e sufficiente che sia S‘—-iiP;_::U,

L S\’ : F
cloe Pg(;;) : ¢ quesla ci mostra, che quandn sia

fissata ]a somma di due numeri reali, il piu Efﬂﬂdﬁ'
valore che si potra prendere per prodotlo di essi, sard :
il quadrato della semi-somma; 1’ equazione, che li d4
& allora g

z'—Sx-+ (g)- =0

e questa ha le due radici eguali a g Di qui si €oB°

M

z(S—a)=P | 3
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clude : che il massimo prodotlo, che ¢ possibile ollenere
colle due parti di wun numero, lo si oftiene quando le
parti sono eguali tra loro.

170. Si ¢ veduto al n. 165 che

1D. . 0 s¢ si depotano
con &, e £, le due radici dell’ equazione

ar —+br—+¢c =20

0, come anche si suol dire.le due radici della fan-
zione ax’-+br-+c¢, si pud scrivere guesla funzione
nella forma di un prodolto, cioc :

2, i - P =
ar*+br—+-c = a(x—E,) (xr—=5,)-

: (Questa proprietd si presta utilmente a dimostrare
i seguenti teoremi :

1° Allorchs le radici &, e E, della fun=rone ax*-+-bx-+¢
sono reali e disuguali, ciod, se ¢ bhi— dac >0, la fun-
zione medesima ;:-renr!c un valore reale v seqno conlra-
rio a quello di a per ogni valore re le della X, com-
preso tra &, ¢ &y° prende invece un vaiore del medesimo
seqno di a per ogni valore della x nom compreso tra &
-1

[uvero, suppongasi £ > &,; 0Z0D¢ valore dalo a @
clie sia compreso tra g, e § rende x—=. pegativo e x—E&,
positivo : esso rende dungue negativo il prodotto
(p—£,)(w—%,): epperod siflatto valore di « faacquistare al
prodotto u-@——ﬁ,)(:c—i,},cin& alla funzone axr +br+c,
un valore di segno contrario a quesio di a. — Se, al
contrario, il valore dato alla @ > maggiore di § o mi-
nore di &,, i fattori x—%,, *—:5, sono ambedue positivi
o ambedue negativi: il loro prodoilo & posilivo €
quindi il prodotto a(x—E,) (@—%s) ciod la funzione
4z’ hp—c ha il medesimo segno di -

90 Allorché le radici &, & della fumzione ax -+bx-+¢
sono reali ed uyuali, cio? se ¢ b —4ac ==V, la funzione
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medesima prende un valore dello stesso segno di a per

qualsivoglia valore altribuito alla X, tranne per quello
che la rende nulla.
Invero, in questo caso &

\ b
5 =14, 9
e si ha come anche ci da la 2* delle formule 3) (n. 156)
; X AW
ax +bx-+4c = ﬂ(:r.:—i—-ﬂ—a :

per qualsivoglia valore dato alla x il quadrato

b\?* e .
(‘T'_i_ﬁ) ¢ positivo; solamente si eccettua il valore

b
x = —g- che lo rende nullo: la funzione dunque,

tranne per questo valore, ha sempre un valore del
medesimo segno di a.

3° Allorche leradici g, e g, della funzione ax*~+bx-C
sono numert complessi, ciol, quando ¢ bh'—4ac <0, la
funzione medesima prende, per qualsivoglia valore reale
dato alla x, un valore dello stesso segno di a.

In questo caso si ha [n. 156, 3)]

" Y ]
ﬂm:b‘rzcmn[m.’u) TB]
=l

la somma dei due quadrati entro parentesi & positiva

per qualsivoglia valore di z e non pud mai esser nulla, =

perché non & nullo B. Cid mostra che il valore di
ax’+bx-+c, per x reale, & sempre del medesimo se-
gno di a. :

OssErVAZIONE. Riassumendo, i tre teoremi pre-
cedenti possono comprendersi in un solo enunciato:
La funzione ax’-~bx—-¢ ha un valore del medesimo sé-
gno del suo primo coefficiente a, per qualsivoglia ﬁafﬂﬂf
reale dato alla x, salvo quando, essendo le radict realt,

= 2]

e =
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st attribuisce alla X per valore una delle radici, nel qual
caso la funzione si annulla : e quando, essendo le radici
reali e disuguali, si attribuisce alla X wun valore com-
preso tra esse, nel qual caso la funziome prende un va-
lore di seqno contrario a quello di a.

171. DISUGUAGLIANZE DI 2° GRADO. Se si ha una
funzione di 2° grado ax™-+bx-t-¢ e ci si propone di
determinare i valori di @ pei quali la funzione mede-
sima acquista un valore maggiore o minore di un nu-
mero k& assegnalo, ovvero maggiore o minore di quello
che contemporanecamente assume un’altra funzione
di 1% o di 2° grado della stessa variabile &, si ¢ con-
dotti a stabilire relazioni come queste

ax’-+bx-+¢ > h oppure <k
ax’—+br—+c > a'z-+b oppure a z-+U
a.c -+bx—+-¢ > a'x’-+ br-+¢' oppure <a'w'-+bx-+

che si chiamano disuguaglianze di 2° grado, e si tratla
ora di risolverle.

Poiché per queste disuguaglianze sussislono i
principii stabiliti per quelle di 1° grado, cosl si polri
in esse trasportare i termini del 2° membro nel 17, e
riducendo i termini simili, ciascuna prenderd una o

I"altra delle forme
1) Ax*+Br+C >0
2) Axr*-+Br+C < V.
I teoremi dati nel numero prece-.it:'!}h: trovano la
loro immediata applicazione nella risolazione di queste.

Si porra eguale a zero il 1° membro della di-
suguaglianza data, e si formera cosi I equazione di

2" grado _
Axr'+Bx+C=0.



4450 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.,

Distingniamo i tre casi: .

1° Le radici &, e &, di questa equazione sieno reali-
e disuguali; allora dal 1° dei menzionati teoremi si
irae subito questa conseguenza: se A ¢é positivo, ¢ sn-'ri
disfatta la disuguaglianza 1) per qualsivoglia valore
reale di X, che non sin compreso lra le due radici: #
sodisfatta invece la 2) per qualsivoglia valore reale di x
che sin compreso tra esse. — Se A ¢ negativo accade il
contrario ; ¢é :eriﬁmm la 1) pei valori di x compresi *
tra le radici ; & verificata la 2) per quelli non campmli

tra le mmfei:me. ¢
2° Sieno £, e & reali ed uguali a ;’i ; dal 2‘

teorema (170) si ha che: se A é positivo, é sud:sfﬂﬂ

la 1) per tulti i possibili valori reali di x, eccettuato b
1

T
valore — 5+, e non lo & mai la 2): se invece A éne-_
gativo, allora ¢ verificata la 2) per qualsiasi valore ﬂ-'ﬂk

di X, tranne pel menzionalo valore — —;A—g mﬂ*"'!:
la 1) non lo ¢ per alcun valore reale di X. '

3" Sieno £, e £, numeri cnmplenm dal 3° eurﬂtﬂ
(170) discende la conclusione : se A ¢ posilivo, @ sudh '
sfatta la 1) per qualsiasi valore reale di x, e non o &
mai la 2): se A ¢ negativo, ¢ sodisfalla la 2) per 0gmé=—
valore reale di x e non lo & mai la 1). 3

EseMpr. Sia la disezuaglianza

345z + %(U— -'"' t
Le radici dell’ equazione : |
3w+ 5:1:—1—:§==0 : |

I Y.
— 3 siamo dunque nel 1° caso: il 1 coef

30Nn0 ——% c
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ficiente 3 essendo positivo, sard verificata la disegua-

. T ‘ ,1 l‘
glianza per ogni valore di @ compreso tra — 3¢ —g;
; i |
ciot deve essere — 3 <ol — 5°

Sia ancora la diseguaglianza :
—x+6x— 9 < 0.
Le radici dell’ equazione
— -0 —9=0

sono reali e ambedue eguali a 3; siano dunque nel
20 caso: il 1° coefficiente —1 © negalivo: epperd Ia
diseguaglianza & verificala per qualsiasi valore di x,
salvo pel valore 3.

Sia infine la diseguaglianza

2—3x+T1>0.
Le radici dell’ equazione
p—3z+T7=0

sono numeri complessi : slamo dunaue nel 3° caso: il
{* coefficiente 1 & positivo e percio, la diseguaghanza
& sodisfatta per tatti i possibili valori di . :

{72. Termineremo queslo capitolo dando alcuni
esempi di equazioni, che contengono I'incognita nel
denominatore di qualche termine, OVVero solto segni
radicali, e che si riconducono faciimente alla forma

normale di equazioni di 2° grado. S s
Cio si otliene spesso mediante artifizi che si im-

parano colla pratica.
{° Sia ' equazione
x r+1 _}
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Liberandola dai divisori si ottiene
6t ——6x" --12¢ 4+ 6 =132" + 13z

questa equazione & di 2° grado ; riducendola alla forma
normale si ha: '

9) & 5—6 =0.

L' equazione 1) ¢ la 2) sono equivalenti, poicha i
valori di # che annullano il fattore x(x-~1), per cui si
& moltiplicato la 1), sondo # =0 e x=—1, e nessuno
di essi sodisfa all’ equazione 2). (Vedi Osservazione III,
n. 86).

Applicando le formule 2) del n. 166 all’ equa-
zione 2) si hanno le radici

g=2 , & =—3.

2° Sia a risolvere 1’ equazione

) N/F—a+3/% =H

Moltiplicando i due membri per 4/z—a si ot-
tiene

Aw — a) -+ 3y/2x(x —a) = Ta + Sz ;
2) N 2x(x — a)=9a + 3x

il valore # =a, che annulla il moltiplicatore 1/z—a,
non sodisfa alla 2): questa & dunque equivalente alla 1).

Si dividano ambo i membri della 2) per 3, e poi
si elevino al quadrato : resullera

22" —2ax = 9a°+6ax <+ z°

0ssia . y
J) & —8ax—9a" =0
dalla quale si ricavano le radici

r
*
-
Ii
'S
-
.
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La 3) pud non essere equivalente alla 2) (n. =6, 4°):
¢ dunque necessario verificare se queste radic® sodi-
sfino alla 2). Sostituendo 9« ad z nella 2) ambo & mem-
bri prendono il valore 36a: sostituendo invece il va-
lore —a, il primo diviene — 6a, il secondo —— ©€a: la
radice — a va dunque rigettata come estranea : essa,
invece che alla 2), sodisfa all’equazione

— 3 2x(x —a) = %a—+ 3.
3° Sia ancora I’ equazione
1) 22" +3r—5y/ 22" +3r+9 -+ 3=0._

E opportuno prendere come incognita ausi‘iaria il
trinomio 2x°+ 3x -+ 3. Pongasi

2) 2r*+3x + 3=y.
La 1) diviene allora
3) Y — Ey/y = =0
onde
y=>5ovy-+0b

ad elevando a quadrato

5) y* =25(y +0)
y — 20y — 150 =0

dalla quale si hanno le radici

y=30e y;=—5

uno e 1" altro di questi valori nel'a 3) si

sostituendo 1 __5 d duncae una

vede che solo il valore 30 sodisfa: S
radice prodotta dall’inalzamento a quadrato. i _
Fﬂl:'landn il valore 30 nella 2) s1 olliene = equa

zione
97"+ 3w+ 3 =30
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dalla quale si ricaveranno i valori di x

i [
31:
50
ﬁﬂ:
T o

gu

11°

1%°

15°

16°

¥ &

18°
19°

20°

TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

m1=3 a m’=—% #

Esercizi.

2’ —=Te+3=0 ; 20 T —3x =160
(x—1)(@—2)=6 , 4° Hx'-—1)=4dx—1
(36—5)(20—5) — (2--3)(w+1),
(x—1)(2—2)+(z—2)(x—4) = G(E:s-—-a)

(a=0)x =ab—x" 8° ex+ -—=- (ﬂ*f-ﬁ)@‘
or-+4 BO—EE Tx—14 . 9. 0 .'
5 —6 — 10 » 10z=2+p 08
r+1  2—2 9 | 19 r—3 x—=1 f'_ .
t—1 x4+2° 5 ° T—3 x—i . oW
1 1 1 {
RS W A4 (np—b)(he—a)=¢"
T+ . x4 ;.1: €
xr—a —b dp— e ) 1
ﬂ“i‘ﬂ(ﬂ-‘.“-ﬂ:‘g : ﬂ—[—-_;_‘,[: ( :
a+c(a—x)  x  a—2cx ;
a2’ —10 50-+a°
) 15 95
a—2x" b —a® 257
bﬂ i ﬂ.ﬂ e EE = ﬂ
Vi+o+at = ﬂ—-1/ | —x—+a2°, E
1 1 _E,l; : ;:
a—\/a*—y* s 3
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E_Iu 1—ﬂ-.1-r

NM—+=he -
i-i-ﬂ:t:

—b
22° V/(Isw)—ax + /(1 =z)"~ar =0

- S B P o
23 Va+-ax -+ a—x =1/2a,

- e ] EU.i .2
o /D 0 _A/B g3

1'-5“ 1 i i ) 1 __,___n
8 at+x ' a+2x¢
s
Eﬂ—".— 1 -
26° v2'+2+6 {’{I__i_j _Hf
3 Va6
0o 1 i V3
P13V 1T=F i1 =
28° 1/ a—I S/ ﬂ'_—*.’ﬂ - /0
x —ﬁiﬂm ~+4 L B 3 i
= r—bo+9 T =iy ) 2(x—1) L BT ek

31° 31,/:1:—51,/:.-: =12 (si prenda per incognila y:::-;/.r)
32° 2"+ ' —ax+1 = 2x-+3

(si prenda per incognita il radicale....)

L
(E data qui la somma di due quantiti, il cui
prudultu &4

[
i—:l:

94 ‘/_ - == ¢ (dicasi altretlanto).
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35 y/(I+z) —y/(1—a) =y/1—a°

(si prenda per incognila 5 = »\/::__E)

36° Va+z +vb+x -+ c+x =0
3
1

37° %m&ﬂ:——ﬂm i

i a2
[si osservi che & .1:13/.11=($\/;1:) ]

38° p'+/ox+a° =42—5x
(si prenda per incognita il radicale)

e 2, 1.2
s Amre—h SV (Vo ) =0

P

(si prenda per incognita z = {m

V'

40° Formare la somma dei quadrati, quella dei cubi,
quella delle quarte potenze e quella delle inverse
delle quarte potenze delle radici dell’ equazione

ax'+bx-+c=0
(si osservi che & (E—+E,)" =&, &, + 2, &,
(B +Ey)’ = B, &, -+ 38, Ey(§,-+E,) ec., eC.).
41° Trovare le condizioni, perche la frazione

Az’ + Bx+C
A'x*+B'a+C

abbia sempre un medesimo valore, qualunque
sia quello che si attribuisce alla .
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42° Scrivasi 1" equazione di 2° grado, una cui ==dice &

EEUE!IE a 1/a+b, ed il cui termine noto & =guale
ad a"—b. s

43° Fur_'mara I"equazione le cui radici sono reci= roche
di quelle dell’ equazione ax’ +bx—+-c = 0. }

44° le'mare I" equazione le cui radici sono i gwmadrati

. di quelle dell’ equazione az*+bp-ic — 0.

45° Formare I’ equazioni le cui radici sono muitaple di
quelle dell’ equazione n;r'+bm+c=0, seocondo il
numero K.

46° Che relazione vi deve essere lra (:—;) e (;_ } per-

ché sia £, =2z, £ e &, essendo le due radici
dell’ equazione ax*+br-+c =072
47° Qual’ & la condizione, perché le due equazioai

ax —+-bxr-+¢ =10
a's'+bx--c' =0
abbiano una radice comune ?
48° Per quale valore di m I’ equazione
2r"~+8x-+m =0

avra le due radici eguali?
49° Dimostrare che le radici di #'+pr—+q =0 s=ranno

razionali se & p = K-+ -'?-, dove p, ¢, & sono

quantitd qualunque razionali. _
90* Per quali valori di x ¢ sodisfatla la diseguaz ianza

PR m—— — ——— --. b— -
?/ii';i_;'\'..f! :}1_/&’+£t
dove & a>b?



il e et ey i Bl Wl
el #
5=

448

CAPITOLO XIV.

¥ quazioni biguadratiche.

173. Si consideri I’ equazione biquadratica.
1) ax'+bx’+c =0

nella quale, come si vede, & solamenle contenuta la 4*
e la 22 potenza dell’ incognita.

La risoluzione di un’ equazione siffatta si fa dipen-

dere da quella di una di 2° grado assumendo come in-

cognita &* : cio®, si pone " =y, onde g' =y": dimo-

doche la 1) diviene :
2) ay*+by+c=0
che & di 2° grado.

Essa ammette le due radici (166)
—b-+4/b" — dac
Y= 2a .
3) =
—b—4/b"—4dac
Y2 = véa :

in luogo di y nella " =y, si oltiene

9 —b—i—-—‘b‘,r‘ b"— 4ac
e 2a
1) <
g —b—y/b"—4ac :
LAl e %a

I}
o

sostituendo successivamente I’una e 1'altra di queste
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dalla 1* delle quali, si hanno le due radici

' —b-—/b*— Bac
2a :

e ——— _b = 'I“lf!: 3 1
5, =—/p=—A YV —dac,
=1

5) ¢ dalla 2%, le due

Ty =-+Vy =+

\ ' 2a

ecco dunque, la 1) ammette le qualtro radici dale
dalle formule 5).

Consideriamo separatamenle i tre cas:i possibili
rispetto alla quantitd b’ —dac.

1° Sia b*—4aec >0:y, e y, sono allora due nu-
meri reali e disuguali; se sono anche amlsedue posi-
tivi, i quattro valori »,, x,, x,, ¥, saranno reali : se
sono uno positivo, 1'altro negativo, allora =ono reali
due dei valori di z, immaginari gli altri d=e; infine,
se entrambi y, e », sono negativi, allora i quatlro va-
lori x,, ®.,, &y, ®, saranno immaginari.

2> Sia b*—4ac=0: y, e y, in tal caso sono reali

. l 5 :
ed ugualia —g- ; se h ed a hanno segni conlrari, v,

e y, 50no positivi, epperd z,, T,, T5, T, =ono reali:
se poi b ed @ hanno il medesimo segno, ¥, ¢ Y, sono
negativi, quindi @,, @., &y, T, SONO iMmMaZInari.

30 Sia b'—4dac > 0; y, e y, sono due numeri com-
plessi coniugati (166); ®,, Ty, Ty Ty somo dunque
numeri complessi, poiche (165, 39 la radice quadrata
di un numero complesso & sempre un NUMEro Com-

plesso.
ARZELA, Algebra. — Vol. L

s 1}
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OsSERVAZIONE. Si & presentato qui il radicale
della formay/A-++/B : al n. 155 vedemmo come sia
qualche volta possibile trasformare un simile radicale
nella somma di due radicali semplici 4/ M--/N.

Sistemi d' equazioni di grado superiore al primo.

174. Ci proponiamo di considerare un sistema di
due equazioni, 1'una di 1°, I'altra di 2° grado tra le
due incognite x e ¥.

Un’ equazione di 2° grado a due incognite x € ¥,
vidotla che sia a forma razionale e intera rispetto alle
medesime, non pud contenere se non sei specie di ter-
mini: termini in &, in ¥, in @y, in 2, in ¥ e ter-
mini non contenenti n® z, ne y, cio® termini noti; di-

modoche, raccogliendo quelli che sono simili, si potra

ridurla alla forma
1) Ax’-+By'-+Cry—+Dy+Ey+F=0.

Percid assumeremo questa come forma generale
per un’ equazione di 2° grado a due incognite.

Le due equazioni componenti il sistema, che ab-
biamo detto di voler considerare, saranno dunqueé
le due
ax-+by-+c=10

= Ax’+By*+Czxy +Dx+Ey+F=0. .

La risoluzione di un tale sistema si fa nel modo
seguente : si risolve I equazione di 1° grado rispetto
a una delle incognite, p. es. rispetto a y, € si ha

3} y ﬂJJ;—ﬂ .

si sostituisca questa espressione in luogo di ¥ nel-
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I’equazione di 2° grado, la quale cosl & iventa:

oy p(— 9+, az-i-¢ az+-c)
A:IT ¥ B(_ b —'—Cﬂ(— .Eil -——ﬂ(--—-- h )—;—

- Ey—+F=0

che contiene la sola incognita z ed & &= 2¢ grado: ese-
guendo le operazioni in essa indicate e riducendo i ter-
mini simili, si ridurra alla forma norrz:ale

4) Mz’+—Nr-+—~P=0.

Risolvendo questa, otterremo due valo==1 di x, », e r,;
sostituendo successivamente 1'uno e © altro di quest
nella 3) si avrd un valore y, corrispon Zenle a r, e uno
y, corrispondente a x,. I due wvalori =, y;‘fﬂﬁl“ui'
scono una soluzione; i due x,, y, ms= coslituiscono
una seconda.

Il sistema 1) ha dunque due soluz=oni.

Si risconlrano perd talvolta dei = stemi che pos-
sono risolversi con l'aiuto di taluni pas~ticolari artifizi,
dei quali ci proponiamo di dare un es< mpio.

10 Sia il sistema

T —&/
1) m’-%i’: b’

Elevando a quadrato i due membs1 nle;!:l i*, e sot-
traendone poi rispettivamente quelli & =lla 2*; si ha
* Qxy = a—b";
in luogo del sistema 1) si consideri d=manque I’ altro:
r-+=y=1a
2) a*—b
;i'.'y —— :!

somma e il pro-

Qui si vede che di x e y & nota 1= (169, 2°) del-

dotto: x e y sono dunque le radics
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I’equazione :
-4 |
a—b
Z—az- 5 =20

epperd si hanno le due soluzioni, I’ una composta dei
valori :

__atV/2W—a __a—/ 20 —qa*
Ty 9 y A 9
I" altra dei valori
__a—\/2"—a’ a4/ —a
Ly 9 ) i, = 9 .

175. In modo analogo a quello dianzi tenuto per
un sistema di due, si risolve un sistema di n equazioni,

una di 2° grado e le altre n—1 di 1°, tra » incognite.

Si risolvono le n—1 equazioni di 1° grado rispetto
a n—1 delle incognite: indi si sostituiscono le espres-
sioni trovate nell’ equazione di 2° grado in luogo delle
n—1 incognite medesime; 1’ equazione di 2° grado si
riduce cosi a contenere una sola incognita. — Da essa
si ricavano due valori per questa: portando poi suc-
cessivamente I"uno e I’ altro di questi due valori nelle
espressioni che si hanno per le altre n—1 incognite,
per ciascuna di esse si otterrd un valore corrispon-
dente a ciascuno di quelli; cosi si avranno due solu-
zioni, ciascuna composta di % valori, uno per ogni
incognita.

176. In generale non & possibile risolvere coll’ Al-
gebra Elemenlare un sistema di due equazioni tra due
incognite, di grado ambedue superiore al 1°, e tantq
meno un sistema di pin di due equazioni tra le quali
due almeno sieno di grado superiore al 1°.

Dalo un tale sistema, I’ eliminazione di tutte le in-
Cognile meno una conduce, almeno in generale,a una
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equazione ad una incognita di grado superiore al 2o e
quindi generalmente non risolvibile colle cognizioni
dell’ Algebra Elementare.

Talvolta perd s'incontrano dei sistemi nei quali
due equazioni almeno sono di grado superiore al 1°,
e che si possono risolvere mediante particolari artifizi,
pei quali non si possono assegnare norme precise.

Diamone qualche esempio.

1° Sia il sistema

:1:’+y’ —t ”I
oy =1V,

S1 moltiplichino ambo i membri della 2* per 2 e si
sommi membro a membro colla 1*: si avra

x4y -2y = a -+20°
cio@
(z+y) = a -+2b°
onde
r+y= =4/a’+2b" .

Cosl & trovata la somma delle incognite; il pro-
dotto & dato: la questione & dunque ricondotla ad un
caso gid considerato (169, 2°).

2° Sia 1l sistema

x'y-+ay’ =30
1)

o anche, mandando via i denominatori deiia seconda,
ry(z-+y) = 3V

3]
y+r =g (xy).
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Considerando zy e x-+y come due incognite uew,
avremo .

wy = 30
bv = ou.
2 : 4
La seconda di v = o us sostituendo questo valore
nella prima, essa diviene
O
Eﬂ’r = 30
ossia ,
% == 30

onde si traggono due valori per «
#, =06 . U, — —06

e quindi i valori corrispondenti di » sono:

v, =90 - v, = —0.
31 ha dunque
z+y=>0 )
Ty =9
se si prendono per « e v i valori 6 e 5: si ha i
z+y=—0 ;
ZY = — -3

se si prendono per u ¢ v i valori —6 ¢ —9d. — IH_
caso e nell’ altro si conosce la somma e il prodotid:
di = e y, si sa dunque trovare questi medesiml. - =

3° Sia ancora il sistema ;

Y+ = ‘
1) B+t =0 k.
yx = C3. 5

Se si elevano a quadrato i due membrl deli

i
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1* equazione, dopo aver fatto passare s nel 2° mem-
bro, si ha

&y 2y = a'-+3"— 2z
e se si soslituisce a x'-+4" ¢ a wy i loro valori dedotti
dalle altre due, si otterra

) »*
=

—2(a-+¢)z (@ —b") =0

che ci dard due valori z, e z, per z. — Conoscendo z
si avrd x-+y dalla 1* equazione, ay dalla 3*, e allora
nel modo solito si troveranno & ¢ .

Risoluzione e discussione di alcani problemi
di grado superiore al primo.

177. Calcolare la profondita di¢ un poszo, cone-
scendo il tempo U decorso tra U istante in cut si ¢ la-
sciata cadere in esso una pietra, e quello in cui ¢ stalo
inteso il romore fatto da questa pietra battendo nel fondo.

Per una legge fisica, lo spazio &, che un grave
cadendo verticalmentle percorre durante un tempo f, &
espresso, aslrazion fatta dalla resistenza dell’ aria, colla

formula
.!.? b |
g8 =75.1

nella quale ¢ ¢ un numero costante che si dice I acce-
lerazione della gravita e che oelle nostre latitudini ba
prossimamente il valore 97, 809. Onde chiamando =

la profondita del pozzo, € © il tempo impiegato dalla
] §1 o nRE
pietra ad arrivare al fondo sard z == g% , e quindi

ﬂ:\f f-’*“_, D' altra parle il suono si propaga con

q .
moto uniforme: e indicando con v la sua velocila, che

& comosciuta, e con &, il tempo impiegato dal suono
a giungere dal fondo del pozzo all’ orecchio dell'osser-

: .  r} = s
vatore sard z=1vf,, ¢ quindi f,=—; ma deve essere

o

|
i

{4 P

|;§ ] 2

1 & .
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per dato
f =06,

dunque I’ equazione del problema &

2

I
g’ (M

ed anche

Elevando a quadrato i due membri e riducendo,
si trova: '

x t 1
2) F_2(5+E)m+£!=0.

lJa quale ha le radici

f A E S
5 g (E_]_E) s ..
51 ‘1 ] fl.
ﬂ_z r-:'
i 1 ¢ AN F
£$w+g*\/(5+§)_ﬁ
! 1
-

Queste due radici sono reali, giacche la ’-I“ﬂﬂm% |

solto _il segno radicale & manifestamente posiliva. —-51__ |
vede inoltre che sono ambedue positive, giacché I'equa 4

zione presenta due variazioni (168). Intanto il problema
non pud ammettere che una sola soluzione, non po°
te;adu il pozzo avere due profondita differenti. — S
spiega questa singolaritd osservando che i valori £&
sono le radici dell’ equazione 2) e questa non & prect=
samente I’equazione del nostro problema ; 1'equazion® —
del problema & la 1), e la 2) & piu generale della 1); 58

2z x -
1 '\/ — — L
) : q ¢ v

-f
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essa © sodisfatta non solo quando lo & la 1), ma anche
se lo & quest’ altra

=
3) t—E::—\/ﬁ;
v 4

la 2) dunque equivale propriamente alla 1) e alla 3); ¢
noi dobbiamo ricercare quale delle due radici &, e &,
sodisfi alla 1). La 1) ci dice che deve essere

t—3 >0
0ssla

x

Sl t<_ 0
mentre la 3) richiede invece che sia

T

=== <0
cioe :

Z—1>0.

Ora si pud scrivere

v v /0 }
e poiche evideule?enle & - <\/§(F 4+ _r;) E_Dhi
Ei ¢ & positivo, -+ —t & Nggalive, epperd g, sodisfa

4
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all’ equazione 3), &, sodisfa all’equazione 1); la pro-
fondita del pozzo & dunque £,. — La radice £, & upa
soluzioneprodotta dall’elevamento a quadrato della 1).

2° Dividere una retta AB in due parti tali che il
quadrato costruito sulla maggiore sia equivalente al ret-
tangolo contenuto dalla parte minore e dall’ intera rella.

Sia g la lunghezza AB: indichiamo AX con x e
quindi BX con a—x: avremo |’ equazione

1) x = (a—x)a
cioe ) )
& +ar—a =0

onde si hanno le radici

. —aVa=iad a y

g = v; =3 (—1-+/5)
—a—A 402 @ N

g = ’k;, = (—1—1/5)

Come si vede, ambedue le radici sono reali,
poiché 4/5 & compresa tra 2 ¢ 3, cosi & g, posilivo, e
minore di a: mentre £ & negalivo e di un valore as-
soluto magziore di a.

Il valore £, risponde dunque precisamente alla do-
manda dell’ enunciato, perché ci fa conoscere un punto
compreso tra A e B, come & richiesto ; 1" altro valore

& estraneo alla queslione, come essa ¢ proposia.

Si spiega in che modo esso & nalo, osservando
che mentre nell’ enuncialo si domanda propriamente
un numero assoluto, nell’ equazione non & poi ripro-
dotta questa condizione.

L’ equazione 1) & veramente la traduzione in lin-
guaggio algebrico del seguente problema :

Sopra una retta indefinita dati due punti A e B con

una distanza a fra di loro, determinare un punto X fale

S
i _-f- .-.‘

Ly
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che il quadrato costruito sulla distanza AX sia equiva-
lente al reltangolo contenuto dalla relta AR dala e
dalla BX. L

Essendo assurda 1’ipote=i che il punto X si trovi
a destra di B, perché, per mn nolissimo teorema di
geomelria, & assurda allora La relazione

quadrato di AX = rettz=mgolo di AB per BX,

cosi rimangono solo le due 3potesi che il punto X si
trovi tra A e B ovvero a simi=stra di A.
Ora I’ equazione

z' =ala—7)

quando s’ intenda che z (dis==mnza AX) in essa rappre-
senli un numero algebrico & aalsivoglia, conviene al-
I’ una come all’ altra ipotesi.

Invero, se si considera *= 1° ipotesi, come si &
fatto nell’ enunciato primits Tdenlﬂ proposto, allora
si & gia veduto, che indican@@ con @ un NUIMero posi-
tivo, che rappresenta AX, 1~ @quazione del problema &
la precedente : se ora si co~® sidera la 2* ipotesi, ¢ sl
rappresenta (i) con un nur== eTro ﬂ*-ji—'ﬂ“"'u —z la |l1ﬂ;
ghezza AX a sinistra di 4, I =(uazione del problema ¢

(—=x)' =@ s—(—7))
7.2 in | | —a
la quale ricade nella prece=" nte, se in luogo di —a
si pone .
~—mazione
Cosi & provato che I' = sazl

m :—ﬂ ..i'-_'f)

~ro algebrico qualsivoglia
dove x rappresenta un nuTE"

(e al pr e _plema pilt generale dianzi
Em”“m"db Eﬂﬁmﬁegazm - date si rivela immediata-
enunciato; e dalle s = 2
i alle due radici tro

mente il signilicato da allr.pt-u'r”
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L " " T'
vate: la radice positiva minore di @ ci da un punto X tra

A e B: la radice negativa ci dd un punto X a sinistra

di A. :
Il problema generale ha cosi due soluzioni.

Esercizi.

Risolvere le equazioni :
1* ¢ = (v 1-+z—1)V/1—2+1)
(si pone 4/1+4+x=23)
2 (0+2)'+2(z-+2)V 0—3W & = 46+22
(si pone z—+4y/r+2=2)
3* 2*'—2*+2'—132=0 |

g o
(si aggiunga e si tolga &™— i s condurra alla 3

17* 529
forma [(:?:E—:rj "’E] _

4
4* (&*+5)'—4a"—160=0
5* &'+4/0*+11—31 =0

6 2" —2ax *—b* =0 n
(si prenda per incognila x*=y)
T g(w—c)’ =ala—¢)’

(una radice & evidentemente @ = a: il che prova
che x(x—c)’—a(a—c)" & divisibile per x—a: le

altre radici si troveranno eguagliando a zero il K

quoziente di tale divisione).

Risolvere le equazioni binomie : =

8 2’ —1=0
(ammette la radice x =1)

16 *

l-l‘

18

19*

["—1 = (z"—1)(z"+1)]
(si aggiunga e si tolga 2z%)

[2°—1 = (&"—1)(2"+1)]

Cﬂa—i—i =I':_I

(si ponga x = —y)
Jl?k—i =10
z-+1=0
z'—1=0
2’+1=0

CAPITOLO XIvV.

(si ponga z =y —1).
Risolvere le equazioni (rinomie :

ax’+bx'-+~c=0
(si ponga z* =1y)

ax’+bx'+c=0.

Risolvere :

it A M

r—/r*—a’

(ammelte la radice x =a)
o'+ —ir'+z+1 =0

€T

_

a

461

(ammelte due volte la radice r== 1)

1

{fl-i-;?}‘)T—l—(ﬂ—ﬂ?}?: h

. a
(si osservichese & 3=

P4,
P—1q

Wz-+-c)
e NI BE
a—> p—q
E, ¢ anche —g— = o

si applic==1 quest ul-
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tima formula alla proposta, che si presenla ap-
punto come eguaglianza di due quozienti)

90+ Esprimere solto forma di somma di due irrazio-
pali semplici le radici dell’ equazione

hx'—2ax"+b" =0 '
91+ Simile trasformazione per le radici dell’ equazione
hx*—A4(1—+n)a' o +na =0.
Risolvere i sistemi d’ equazioni :
1 1 1 1 i

E’u}n_.._L_-—ﬂ—- — |

|
- o ' y (1 k) mﬂ | y- b..-

=0 § -l
(si prendano per incognite =@ ﬁ)
23 v/ o+ y=41/a, +y="b

(si prendano per incogaite 4/ € V)

9t 2 ry-+y =aﬁ R

xy =10
(si sommino membro a membro)

3 el *
a5r Wmg, Zeg, =0’

= y

(si moltiplichino due a due) .
96 w(y+2)=p, yl@+3z)=p, 3(2+y) =P

(si trovano xy, &z, Yz);
n

970 a"a™4-b"y" = 2(az)”. (by)°
xy = ab
(si elimina % indi si pone /it = 3)

28* x+y=a , .:t:+y ‘=i’ 3
[si osservi che -+’ = (@+Y) S —Bay(z—+Y

29* z+y=a , oty =d }
(si trovi a'-+y" espresso per x-+y € pet xy

30"

ais

Jis

350
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L0 - - :
'y =3 , 2'+y’=5
] i
(s1 prendano per incognite x‘ey”:
al sistema 28°)

x /J; 61 S S
S o= =1 By =17
vy “ oy 1"';;1:;; ’ 1 X y 1 ly "3

(si prendano per incognile x4y e xy)

* e Y- &Y
J \/,"‘J 'tf_l_J 3

(z-+y)@y—+1) = 18xy
(' " )&y +1) = 2082y
(si divide la 1* equazione per xy, la 2* per

L) & - L % i
x'y : poi si prendono per incogumite wu == 1 —

1 &
e v= y-]-;f)

¢ condotli

ry =34

'\/ &/ LY+ \f‘ -y —=a
I
z+y+3y bay = b

(La 1° equazione pud scriversi V’I‘—'-{ Y — VvVa;
la 22 si trova |n1l.¢andu a cuhu i due membri di

quest’ altra 1/L—r~1,/’,;=-vb si prendano poi per
incognite u= 1/.5, 0= y’y)

3 3 3 =
- | F 1
T4z y-+y=4a

5 3

gy Yy =0b

3 W, 8 ,
1 5 I T
(La 2* si pud scrivere (.r -y ) —b+x y,lats
) ] g B

da 1::+y== a—x y ; si confrontino, ec.)
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+oy+y C—xYy+Y

& —+xy—+Y — =YY —p

o+ x—1

(si osservi che @
‘:F

3 3 3
i II:I: __y i E__:]: +y
:ﬂﬁ-!—:ﬂy—i—y = T—y g & -—Lﬂy—}—y = oy )

36"

37 p+y+z=13
a2 =01
9yz = o(5+Y)
ags 5'—y —Bylz—y) =0
ot —9xy -y =0 i
(in ciascuna ei[uazione s'! pud mettere in evi-
denza un fattore (x—y): il sistema & dunque sO-

disfatto per & =1, €C.» ec.).

Problemi.

1° Che lunghezza ha la diagonale di un quadrato
il cui perimetro € eguale a 100 metri? '

9o Due punti, partiti simultaneamente dal vertice
di un angolo retto, ne percorrono i lati. Uno perc_urrq
metri 4, b al minuto e I altro 6. Dopo qpanh minuti
i punti avranno una distanza di 300 metri ? _

9¢ Trovare un numero di due cifre tale, che di-
viso pel prodollo di queste due cifre, dia per quo-
zienle D+ %, ¢ che diminuito di 9, divenga eguale al
numero che si ottiene rovesciando le sue cifré.

4° Trovare un numero di tre cifre tale che il qua-
drato della seconda cifra sia eguale al prodotto delle
altre due, che il quoziente di esso diviso per la somma

; 124 .
delle sue cifre sia eguale a —=— ¢ che aumentato di

e
e, =
1%
=}

-
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094 divenga eguale al numero che si olliene rove-
sciando le sue ciflre.

5° Un viaggiatore parte da un punto B per andare
ad un punto € mentre un allro viaggiatore parte dal
punto € per andare verso il punto B. Ciascuno cam-
mina con velocili costante. Queste due velocild sono
tali che il 1° giunge in € quattro ore dopo che si sono
lincnnl,rati, e il 2° arriva in B, nove ore dopo queslo
incontro. Qual ¢ il quoziente delle due velocita ?

(Si indichino con x e y le velocild, con d la
distanza BC, con s la distanza dal punto B al punto
d’incontro; si troveranno le equazioni

2 d—z d-—:

P27 y ° "..,'E"Z-i . -HZEI)-

¢6° Nel mezzo di una piazza, lunga 70 metri e
larga metri 52, 5 si vuol tracciare un rettangolo, che
abbia una superficie eguale alla metd di queila delia
piazza ed i cui lati sieno egualmente distanti da quell
della piazza. Quali dimensioni devonsi dare al rellan-
golo?

<o Le ruote minori di una carrozza, menire que-
sta percorre 120 meltri, fanno sei giri pitt delle mag-
giori. Se la circonferenza delle une e delle altre fosse
un melro piu lunga, a percorrere la stessa strada, le
prime farebbero soltanto 4 giri pin che le seconde.
Trovare la circonferenza delle ruote.

3o Calcolare i lati di un triangolo rettangolo ABC
conoscendo la differenza d dei due cateti e la diffe
renza § dei due segmenti BD, ﬂCl!elerminnli‘sulla
ipotenusa dalla perpendicolare condotta dal vertice A

dell’ angolo retto. o . ‘
9° Decomporre la frazione 7 10 due fallori la cux

" )
AnzELA, Algebra. — Vol L .
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466 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.
somma sia eguale ad ! :

ﬂ_—l— b_ _

a—Db

10° Trovare le condizioni, perché la frazione

Ag® + Bx+C
N

abbia un valore indipendente da .
11° Se &
Ax® 4+ Br+C Ay +By—+C Az +Bz+C

. | p—

. : Ay o
A BarC - Ay—+By—+C — Az+B +C

due dei numeri x, y, 2 Ssaranno eguali, a meno che

ia .
non s A B C

AP«
(prendendo due a due quelle espressioni sl hdanliﬂl[:'ﬁ
equazioni; si riducono al avere per secondo :
bro 0 : si vedrd che il 1° membro avra un fatlore & r%—
0 x—z, 0 3—y; se & nullo uno di quoesti, allora ?jpvrh
vala la 1* parte dell’ enunciato : se nessuno 1o &, ﬂﬂﬂl
essor nullo per ciascuna equazione ) alLrn_ fattore i
1° membro: cid porterd all’ ultima condizione, ussehe
vando che in un’equazione di 1° grado ax—+b =0,0
ammette pit di una radice, deve essere
{2¢ Determinare le condlizioni,

Ay*+Byx +Cx” +Dx —|—E;;+F’
A'y*—i—B'y.I:—i-G'fﬁ—D"r—i-E y+F
abbia un valore indipendente da x e da y.
13> Decomporre un numero @ pella somma3

parti, il cui yrodollo sia masss’mq.
(Indichi z una delle parli, o
si chiami p il prodotto x{a—x): 1 condizion

1
-
£
o
iy
L
i
]

| #Di b =.0).
perche la frazioné

“il punto d’intersezione, e la

di due

41— sard 1'altra:
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le radici dell’ equazione
ra—zx)=7p

sieno reali, ci condurra a trovare quand’& che & mas-
simo p).

14" Decomporre un numero a nel prodotto di due
fattori la cui somma sia minima.

(Metodo analogo al precedente).
15° Trovare qual & il valore minimo che pud as-

. . a-+xr il1—.r
sumere 1" espressione =i essendo coslanle

I—I a-+—Jr
e x variabile.
W : a+r a—x
(bl osserviche ¢ —— . —— = 1)~
a—& a-+xr

16° Qual’é I'area del massimo di tatti 1 rettangoli °
che hanno lo stesso perimelro n ?

17¢ Fra tutti i quadrati che possono inscriversi in
un quadrato dato in modo che ciascun lalo conlenga
un vertice, qual ¢ il piin piccolo ?

(Quello che ha per vertice i punli medii dei
lati del guadrato dato).

18" Trovare tra quali limiti pud variare il trino-
mio az'-+bxr+c, quando si danno ad x tutlil possibili
valori reali. Ny

(Si indichi con m il valore di ox +br-i-c; la
condizione perchd le radici in x dell equazione
az’—-bric— m sieno reali, ci condurrd a trovare il
massimo e il minimo di m). ) ,

19° Due corpi si muovono colle velocild coslanti o
¢ v’ sopra duoe retle tagliantisi ad angolo retlo, verso
loro distanza da questo
sono @ e b. Quando si troveraono alla minima distanza
I"uno dall’altro ? Ll : : ;

(Si chiami d la distanza a cui si trovano dopo il

Pl . B
tempo ¢ ; si avra d’ = ~~J;'.-.—H)r:‘,—q[lit—-!* ()" ; la condizione,
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perché le radici di quesla equazione in f sieno reali,
dara il minimo di d).

9()° Dal vertice di un angolo retto partono sui lati
del medesimo, 7 secondi uno prima dell’altro, due
mobili con costanti velocitd; ¢ secondi dopo la partenza
del secondo;la loro distanza & d metri, e ¢' secondi
dopo la slesfa partenza la loro distanza & d’ metri. Cal-
colare le velocitd dei due corpi.

91° Dati due circoli, uno interno all’ altro, trovare
sulla linea dei centri un punto tale che le distanze del
medesimo, dai due punti dove le circonferenze sono.
intersecate da una stessa perpendicolare alla linea deil
centri, divise I’ una per 1'altra dieno un quoziente
costante, comunque varii la posizione della perpen-
dicolare.

(Sia R il raggio del circolo esterno, r il rag-
gio del circolo interno, d la distanza dei centri: st
chiami y la distanza lra il centro del circolo interno &
il piede della perpendicolare sulla linea dei cenlril,
2 la distanza tra il centro medesimo e il punto cer-
cato, la domanda dell’ enunciato porta a questo, che

la frazione

R*—(d .’_f}! (25— ﬂ
i —y—+ (—y)*
abbia un valore indipendente da y; per questo veggasi
I’ esercizio 10).
99° Condizioni, perché sia sodisfalta, qualunque
sieno « e y, la disuguaglianza

Ay -+Bry+ Cx’+Dy+Ex+F >0

(se A & posilivo, si scrive
Ay'-+y(Bx+D)—+(Cx’+Ex—+F):

perchd questo trinomio sia positivo per tutli i possi-

CAPITOLO X1V, 460

bili valori di y e di x, bisogna (171) chv= abbia per ra-
dici in y numeri complessi, qualungque =ia =: cio® per
ogni valore di x deve essere sodisfatza la disugua-
glianza

(Bz—+D)' —4A(Cx'+Ex+F  ~> 0
ec. ec.).
23" Calcolare i cateli di un triang='a rellangolo,
conoscendo I"ipotenusa a e |'allezza & abbassata dal

vertice dell’angolo retto sull”ipotenusa

24° Data la somma ¢ delle aree di Jae rettangoli,
la somma « delle loro basi, e le aree p = p° di due ret-
tangoli che abbiano la base dell’uno e I a'tezza dell’al-
tro, trovare le dimensioni di questi ret=amgoll.

25" Trovare due numeri la cui d:fT =renza dei loro
quadrati dia per resultato il numero 117 = fa cui som-
ma, moltiplicata per la somma dei lore guadrati, dia
per prodotto 1157.

(Si prendano per incognile la somma e la dil-
ferenza dei numeri cercati).
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CAPITOLO XV.

Funzione esponenziale.

178. E stato (n® 70, 146, 148) definito il signifi-
cato del simbolo a* per qualunque valore razionale e
irrazionale di @, numero posilivo, e per ogni valore
razionale di @; e si sa che 4* ha un unico valore posi-

tivo, se & € un numero intero; se poi & :r.=§,peqr

essendo due numeri inleri, a* ha un unico valore posi-
tivo, ovvero due valori differenti pel segno, secondoché
g & dispari o pari. p A

Basla, per ¢id, rammentare la formula a® =4/a%,
e quello che riguardo ai radicali & stato detto al n. 137,

Noi converremo qui di considerare sempre il
solo valore posilivo che I' espressione «* ammelle per
qualsiasi valore razionale di =: dimodoch& ad ogni va-
lore di & corrispondendo cosi un unico e determinalo
valore all’ espressione a*, questa sard, secondo il noto
concelto (82), funzione della z: ben s’ intende che alla
& si potranno solo altribuire valori razionali: ciog, li}
funzione a* & definita per ora per i soli valori razionall
della variabile.

[n tutto questo capitolo @ indica sempre un DU*
mero positivo,

Vogliamo ora studiare le proprietd di questa fun-
zione a*: il che ci condurrd naturalmente a stabilire
un significato pel simbolo medesimo a* nel caso che &
rappresenli un numero irrazionale.

CAPITOLO XV. 71

179. Una polenza ad esponente positi=o di un numero
positive & magqiore dell’ unttid, se tl nur=aero consilerato
¢ maggiore dell unita: ¢ minore dell uniita, sempre perd
maqgqiore di zero, se il numero stesso & minore del-
I unita.

Si consideri il numero a positivo = la potenza a*,
dove 4 & un numero positivo. — Se A& ntero, allora &

h . SRR,
:rliﬂil‘l-lﬂ

ed & evidente che questo prodolto & maggiore del-

I"unitd, se ¢ a > 1: & minore deil’ unita, sempre perd

positivo, se ¢ a< 1. — Se h & fraziopszario E, p e q

essendo numeri interi, allora &
i - —
a' = \/’rlFl
rl e "
e se & a>1, ciod a* >1, sard y/a* > 1, poiche &

q q
(‘:/F):n?equindi (1:/".':7) ~1; e seceendo quello che
abbiamo dello, solamente un numero ¢ hie & maggiore
dell’ unitd pud, elevalo a un esponente inlero g, pro-
durre un numero maggiore dell’ unité : se invece €

a<_1, cioé a* <1, sard y;'n?{: {, perché, per la ra-
gione gia della, solamenle un npumers minore del-
I" unitd pud, elevato a un esponente intesro ¢, produrre
un numero minore dell’ unita. ‘ _

180. Una potenza ad esponente negeativo di un nu-
mero positivo ¢ minore dell unita, se & er:-*ru f*:frﬂxh
derato ¢ magqgiore dell’ unita; ¢ maggior-e dell’ unua, se
il numero stesso é minore dell’ unita.

Sia a il numero e a~" la polenza a d esponente ne-

gativo che si considera : ¢ 1

a t=—

ﬂ".
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e questa formula, in virti della proposizione prece-
dente, mostra che, sia kb intero o frazionario, la po-
tenza a-* ¢ minore dell’ unitd, quando &€ a > 1: € mag-
giore dell' unitd, quando ¢ ' £l

181. La funzione a* cresce o decresece al crescere
della varishilz x, secondoché é a > 1. ovvero a < 1.

Qi attribuiscano alla x successivamente due va-
lori p e q razionali, e sia ¢ =>p: i valori corrispon-
denti della funzione a* saranno a®, a.

Si consideri il quoziente del primo pel secondo:
si ha

ma p—q & negativo, per ipotesi: quindi, per la propo-
sizione precedente, a*~% & minore dell’ unila, epperd
< av,se & a>1: a*"* & maggiore dell’ unith, ep-
perd a* >a® se & a<_1. — Ora I'essere a° < a* si-
gnifica che a* cresce, menlire la variabile x cresce
passando dal valore p al valore q: 1" essere a* > at
significa che a* decresce, mentre la x cresce dal va-
lore p al valore q.

Ci0 prova la proposizione enunciata.

OssERVAZIONE. Se si forma la serie di potenze

.1) ﬂnl‘ ﬂn-':‘ [I“a! o o oW

dove n,, Mys Mgy «--.s0N0 numeri razionali posilivi 0
negativi che sodisfano alla relazione

°) Ny < My < My -

dalla proposizione ora dimostrata deriva che i termini,
che s incontrano percorrendo, a partire da uno qua
lunque, la serie «) anzidelta da sinistra a deslra, vanno
crescendo se & @a>> 1, epperd vanno decrescendo quelli
che s’ incontrano percorrendo la serie da destra a sini-
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stra: se invece & a <1, accale il comtrario: decre-
scono quelli che s'incontrano andands da sinisira a
destra, crescono quelli che s'incontrano andando nel
verso opposto.

Pongasi ora che la serie di numeri razionall

B) vor e TN Ny TNy == 00
si prolunghi indefinitamente a destra e a sinistra sino
a oltrepassare da una parle qualsiasi numero posilivo
assegnabile, dall’altra qualsiasi numero negativo as-
segnabile.
La serie delle polenze di a

D.'-) " @ l'ﬂ“” ﬂnli f!r'-.‘ - =

aventi per esponenti i numeri della zerie precedente
presi nell’ ordine in cui sono disposti in questa, si
prolunghera essa pure indefinitamente da una parte e
dall’ altra, avendo perd sempre i suo termini tutti po-
sitivi; ese ¢ a >1, percorrendo ln =7 ie medesima nel
perso da sinistra a destra si perverrd a lrovare un ter-
mine che sara, esso e tulli i successiri, maggiore _‘ﬁ
qualsitsi numero positivo assegnalo & rande ur‘f mb_rfrm:
percorrendoln nel vers? opposlo, si geerverrd a incow
trarne uno che sara, esso e lulti i sucoessivl. mm.ara: .ri‘:
qualsivoglia numero posilive assegnais piccolo a .m;"‘f_’ e.
La 1* parte di quesia proposiz -:-nu;hsa:cn‘- e m;-
mediatamente da quanto fu detto al =- 128 ; Ihf:l!lh u
ivi mostrato che, essendo a > 1, p@ievasi ik SR
un esponente intero & tale da pros 3:‘?”?,”‘ m:"“;'?ﬂz
di un numero posilivo » grande ad+ ar .J-l'l'.T io; UII';. h;L :
serie dei numeri ), per ipolesi, st 1:--:{1- FrJ_iim ﬂt' uz i
sinistra a destra, un numero . che sia, esso e lu
: s . e ¢ la proposizione
successivi, maggiore di k: allora, ¥

(181) sopra dimostrata, &

ﬁ’ :-'} ﬂ.t
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onde segue
a>uw;

si trova dunque nella serie £) un termine a» maggiore
di w, comunque grande sia scello questo w. A piit

forte ragione ne saranno maggiori i termini successivi
ad a™ .
La 2* parte poi deriva subito dall’ osservare che

percorrendo la serie da deslra a sinistra s’ incontrano

le potenze ad esponente negalivo, e per queste si ha la
formula

1
a-h =—u—h 3
denoti ¢ un numero positivo piccolo a piacere: affin-
ché sia
Bt o
hasta che sia
1
<
ciod
1
b~ -~
a >G

e per questa, come dianzi abbiamo veduto, per quanto

. Tie
grande sia —, si troverd sempre un valore positivo A
che la verifichi.

Nel caso poi in cui & # <1 accade il contrario:

procedendo da sinistra a destra nella serie ) si perverra
sempre a trovare un termine, che sia, esso e tuttt v suc

cessivi, minore di quals ivoglia numero posilivo asseqnal0 i

piccolo a piacere: e procedendo da des'ra a sinistra st

perverrd sempre a trovarne uno, che sia, esso e tuth &
successivi, magyiore di qualsivoglia numero posuvo @5

segnalo comunque grande.

= '
- - T % s
i "ir Ay ] e

i L
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Cid appare manifesto se si riflette che un numero

positivo a minore dell’ unitd, pud porsi soltto la forma
1

=
dove @' & un numero maggiore dell’ unitd, e in conse-
guenza la serie «) si trasforma nell  altra

; 1 1 |
%) seseTTT, Tag . pTacw SALEa

e poich& per la serie di potenze
"8 @ ® ﬂ,“'l- ¥ l‘]*ul % ﬂr“. " o ow @
sussiste la proposizione dimostrata dianzi, cosi segue

subito che per la «’) sussiste la proposizione ullima

enunciata. i | 2
182. Se alla variabile x si altribuiscomo successivt

valort
;:Ei 4 J:] ¥ 1*-:'::!.'l -

i quali tendono al limite 0, contemporaneamente la fun-
zione a* assume § valori

ars: , G%, G5 s ees
i quali tendono al limite 1.

' z
Per mostrare che la funzione a
quando alla x si attribuiscono succe

lori

tende al limite 1,
gsivameopte 1 va-

,;I:l, .'I:Iii ;I'?.‘l'l""'

- .- I;‘---
aventi per limite 0, € necessario ¢ jul;ﬂ?zr::!eﬂ(t.;)
far vedere che il valore assa}uln @ella Ij:ul g o ;
pud ridursi minore di qualsivogha numn; l|‘,s| pulrn:
assegnalo piccolo a piacere. — Mostrer<mo que ,

che dando alla » successivamente 1 yvalor

By By cwmtt”
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si perviene sempre a incontrarne uno tale, che, per
esso e per tutli i successivi, sia verificata la duppm X

disuguaglianza
—ola"— 1o
ovvero 1’ altra equivalente

£) 1 —ol a"<1+4vw. 2

4.

&
=
L]
- 'I

Ora perche lo sia questa, & sufficiente che, tra 1
valori che si danno alla &, si pervenga a lrovarne uno
tale, ' che per ciascuno di l_'[uE]il., tra i valori succes- ;_-
sivi ad esso, che sono posilivi, sia sodisfalta la dise-
guaglianza :

7) (1—5)5‘ g (i—i—a)'} :

per ciascuno di quelli, che sono negalivi, lo sia m-
vece 1" allra

: x

) (=9 >a>(1+9)" .

Invero, se per un certo valore positivo 2, della

o & verilicala la ), ciod se si ha =)

CAPITOLO XV. 477

Se pol per un valore negativo — ', dalo alla = &
verificata la é), cio® si ha

0. r
(=) *>a>+e) v,
si osservi che questa pud scriversi

| i
_>%> ,

1—3) °

e questa equivale all’altra
t

(1—2) s { < (1+9) -

dalla quale, elevando all’ esponenle positivo x'. i nu-
meri positivi 1—g3, a, |+, si deduce I’ allra:

1
1—5<F;<1-i-5’

(1-+3)

che pud scriversi

1 1 |—o < a7 L 143
1 : la ¢) sodisfatta pel valore —ux.,
f_jli;t_ ; (‘.l—:r} < a {(1-4—:) 33{1;'2&;]1[?1 ;‘3. appunto la ¢)
h':‘j_j -':..'i ' ga quest:;., elevanda: all’eaponcmle positive 2] numeri b I dunque dimostrato, che se (ra i valori
| i positivi 1—g, a, 1+, si trae | altra S TR B,

: i l—o < a* <149
it che & appunto la ¢) sodisfatta dal valore & =~2:-

se ne trova uno tale, che per ciascuno dei valori suc-

R isfatla la relazione
S e posilivi sia sodisfa
cessivi ad esso e p -

7) (1—) <a L0+

i lo sia in\'ece I' altra

™ e e ol 4

el o =T e Eaawga SR L
S T . T, AT
=

! Circa ai valori o, , o,, oy, .... essendosi falla semplice
menie I'ipotesi che essi tendano al limite 0. & solo richiesto (4 2§) Iﬂ
¢id, che i valori assoluti di ¢ssi decrescino indefinitamente e del 3
resto i segni possono essere qualungue, — Se si suppone chb i[“ :
merix,, &,, oy, .... sieno lulli del medesimo segoo. la dir i
strazione diviene un poco pit semplice, ma cessa di esser geNErEEs

e per ciascuno dei nvgalw

5) (1—2)" }ﬂ:«‘-’(i*’"} ’

allora da cio si dedace subito, che per tutti indistin-




ol il

:‘"-l-'i\_"-:'l-'ﬂ-r' e - st

478 TRATTATO ELEMENTARE D’ ALGEBRA. * .
tamente i valori successivi a quello menzionato, & ve-
rificata la relazione
£) Tl o
Ora, che effettivamente nella serie dei valori
L, Xys Lsoc:

se pe trovi uno tale, che per ciascuno dEl q]ueH} ::{'1:
cessivi al esso sia verilicala © la.ﬂ o la d}, ;J[‘E[;i[gﬂ
riflettendo, che i numeri anzidetti, tendendo al li :

descrescono indefinitamente in valore assnlu:ﬁ, eiper-
: i valorTi= s = vees
¢id il numero s che va assumendo 1 va 2, T

- . : a

reciproci di quelli, cresce mdeﬁmlamﬂn{lta“f% ;i::m-
: tando il contenulo de

gssoluto; €, rammen | gl

zione precedente, si trae subito la conseguenza

= & i u L] rh
li. che per ciascuno di quelli che sono positivi sa
?

! ; i fokas
verificata la y), per ciascuno di quelli che sono nNeg

’una 0
tivi lo sard invece la o), epperd sempre O
I’ altra.

E con cid & dimostrata la pmpusizipne enunmﬁﬂi
183. I vera anche la reciproca: ciod, se, @

buendo alla X successivi valort

' * | valori
contemporaneamente la funztone a assume i t

a X3 *3
ﬂl1 ﬂ 1 ﬂ".l!l‘

che tendono al limite 1, i valori
:El 5 ﬂ:g L 3:3 y &0 N
tenderanno al limite 0.

CAPITOLO XV, 4T

Qui si ha dunque per ipotesi, che mentre la =
assume 1 valori

v

-T,i JE,, ‘1:3‘"""'

la differenza a*—1 diviene in valore assoluto minore
ﬂll qualsivoglia numero positivo o assegnato piccolo 2
piacere : danlo ad x quei valori, si perverra dunque

a lrovare verificala da un certo valore in poi, la rela-
zione

—e < a—1< o

ovvero I’ altra -
t) l—oc < a® < 1+43.

Ora perché lo sia questa, & necessario che lo si2

I’una o I'altra delle due precedenti relazioni ) o 2 -

ciod, per un valore posilivo di x lo deve essere la 7 .-
per uno negalivo lo deve essere la 3).

Invero, se per un valore positivo x, della x ¢ 8O-
disfatta la ¢), ciot, se si ha 1—s < a" < 1+, €le-

vando all’ esponente

i numeri posilivi 1—a, @™ »

1-+c, ne deriva I’ altra
_ T '
(A=) < a(1+9)™
ciok, ¢ sodisfatta la o) per lo slesso valore x, di T
Se poi la ¢) & verilicita per un valore negatLive
—x', della @, cioe se si ha

l—o <l g "< A0

1

. < 1+,

Ovvyero

i—0c <
questa equivale all’ altra

i . 'l__
1—::*:'}”!I - >'l—|—:'
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] . i & - =
dalla quale, elevando all'esponenle positivo —7 inumeri

positivi L ; a%e , si lraec necessariamente

1—so * 143 ;
I’ altra
1 1
> a> i
¥, g
(1—o) ' (1—2)
e questa pud scriversi
1 1

m—
— g—

(—0) *Sa>(1+d) "

la quale appunto & la 5) medesima, in cui ad x si &
sostituilo —x'; .

Cosi & provato, che il verificarsi della relazione ¥) _1
per un valore positivo della x, o il verificarsi della 0) =3
per uno negalivo, & condizione necessaria, aflinche per
i medesimi valori della x sia sodisfatta la ). :
Ora affinché, come richiede la y), la potenza

(l+’5)? ad esponente posilivo %del_ pumero 1-+a>1
{74
1 ;

divenga maggiore, e quella (1—g)" collo sless0 espo-

)
-

nente ﬂ—: del numero 1—z < 1 divenga minore del nu-

mero a, che & un numero dalo comundque, m“mrﬁ;fi: E
mente, pel contenuto dell’ Osservazione precedente .

, 1 -
sognerd che 1’ esponente = quando x va assumend

quelli tra i valori
3:-1‘ mi‘ :I:s,-lil-

; : -
che sono positivi, possa divenire gr:ande I'-IIJ""“I"':" 5_ ]
vuole : parimenle aflinche, come richiede la 3), 1a PO
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1

> ) 1
tenza (14-7) ad esponente negativo . del numero

1

{-+5>1 divenga minore, e quella (1—=)" del nu-

M
mero 1—a < 1 collo stesso esponente = divenga mag-

ior n ro a, qualanque questo sia, bisognera
iore del numero «, qualunq jues! bisogner

: 1 :
pure che |" esponente = quando = va assumendo quelli

tra 1 valori

Tyy TLsa Tgq=---

che sono negativi, possa divenire grande quanto si
vuole in valore assoluto; per conseguenza, aflinché,
da un certo valore di x in poi, sia sempre verilicala
I"una o I'altra delle dae 5), o 3). i valori

l I 4
€L,

1 ‘l'.l‘ ! -r“‘ L L] L *

1
che va assumendo I" esponente — dovranno andare

crescendo indefinitamente in valore assoluto : epperd 1
numeri

""rl. 2 "Fi 2 I.‘l "
dovranno andar decrescendo indefinitamente in mluref
assoluto . ciod avere per limite O : il che & quanto si

voleva dimostrare. 4
184. Se si altribuiscono alla variabile X successivi

valori razionali
Xy 4 Iy 4 ‘F: Sl
n limite b determiinato e finito, contem-

che tendono aid u il

H" L] A "u‘l
poraneamente la ,ﬁumwue a* assu

4 [’ g
ﬂl » ﬂ ¥ § = % 8 =

che tendono ad un limite I determinato ¢ finilo.

' 31
ARZELA , Algebra. — vol. L.
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Poiche i numeri

' By Tygs Lyyov-e
tendono a un limite &, cosi (126, 13%) se ne troverd
sempre uno tale che la differenza tra esso e uno qua-

lunque dei successivi sia In valore assoluto piccola
quanto si vaole. — Mostriamo che la stessa proprieta

sussiste pei numeri
axi k| HIE b ﬂIi LR R
Invero. si considerila differenza axs — a%ssr, dove

g% indica uno qualunque dei numeri precedenli &
gie+: & uno qualunque dei successivi ad esso. Se sl

pone
Lo = Lnd+r — E
si ha
fI%n — (JXn+r = (1%ngr e ol — (1Xn<-r

= (JIn+r, ﬂa — ﬂIu-I-r - 'i
= gtaaer. (@7 —1).
Ora, poiché i valori

Lyy XLygy Lgarres

tendono a un limite finito h, a¥s4r non pud, qualunqueé .

sia ..r» SUPErare un certo numero finito: la é, come
osservammo a principio, scegliendo convenientemente

%,, pud ridursi in valore assoluto piccola quanto St =

yuole, epperd, per la proposizione (tﬂﬂ_) antece@enta,
la differenza a® — 1 potra divenire parimente piccola
quanto s vinole in valore assolulo, e cns_i il prodolto
guosr (@8 — 1) (prop. 8. Teoria dei limiti) lpulril Pf“':
ridarsi in valore assoluto pic_cnlﬂ quanto si vuole;
cosi provato che tra 1 numerl

E:lj ﬂxﬂ, ﬂ"‘h,---r

iy
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sé ne pud trovare uno lale che la differenza *'ra esso e
uno qualunque dei successivi sia in valor= assoluto
piccola quanto si vuole. — In virth del tecrrema del
n. 134 si conclude che i numeri medesimi

ﬂI" HI:‘ ﬂ‘!q----

tendono a un limite H determinato e finito.

Il che & quanto si voleva dimostrare.

185. E vera anche la reciproca, cio®. se allri-
buendo alla X successivamente ¢ valori

ﬂ:, L] lIl'.‘ ] I= g5 aw
i valort corrispondents

ﬂI|| ﬂtlj all..*-.

della funzione a* tendono a un limite delerws nato H, @
valori
Tyy Lyy Tgyoess
deb’ono pure tendere a un limile delerminate h. ‘
Per ipolesi qui si ha, che nella serie du numerl

A%, %3, 0% 4 .:.-

se ne trova uno «% fale la differenza agx= —— @7 tra
esso e uno qualunque a¥e+r dei successivi =ia, 1n va-
lore assoluto, minore di qua'siasi numero Tw0s1lIVO 3s-

segnato comunque piccolo. — Ma se si pous=

Ly = Latr T+ J

si ha
%n — Aindr =— ﬂl:+r+5 —_ (] ta

— grer (A" — 1)
ora, poich& i numeri
ﬂll 5 EII ¥ ﬂtj LR ]

i valore po-
hanno un limite H, che ha un determinalo p
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sitivo ,
cerlo numero posilivo: epperd si pud supporre che
g¥a+e, qualungue sid Tujes er
positivo: dal che sezue, che (prop. 9% Teoria dei li-
miti) dovrd la dilferenza @’ — 1 essere essa, in valore
assoluto, piccola quanto si vuole; e cid richiede
(prop. 183) che sia ¢ piccolo quanto si vuole.
Tra i numeri
::Ei » mi 5 man_. = om on @
se ne trova dunque uno x, tale che la differenza o tra

esso e uno qualunque x.. dei successivi, & piccola
quanto si vuole. — I numeri medesimi dunque (126,

134) ammeltono un limite determinato i come sl VO-

leva provare. - :
186. Qui si presenta un’osservazione importante.

Si distinguano i due casi, che il limite h dei valori

:E'l‘ m:* :}:31""

che si danno alla x, sia razionale, ovvero sia irrazio- |

nale.
Se & & razionale, allora se si pone
r="h-+39
si ha
(a* — ﬂ-h — W8 =

— " '(ll_".!!5 —_ l)
e quando la x assumendo i successivl valorlt
Byy Lys Tygsevee

si approssima al suo limite &, contempora
& si approssima a 0, il che ci mosira che_l
@® —1, ¢ quindi anche Ialtra a=—a" d1¥

saranno, (a uno in poi, tulli maggiori di un 3

superi un certo numero

neamente la
q dilferenzd
jene in V&

CAPITOLO XV. AR5

lore assoluto piccola quanto si vuole = ¢id prova che
L'f funzione a* ha per limite a". e poiché, per una va-
riabile vi pud essere un limite solo, leve essere dun-
que IH=a".

S1 enuneia quindi la proposizione :

Se la varwable X assume successive valori che
tendono a un limite h razionale, conlemaporaneamente la
funzione a* lende al limite a".

E reciprocamente, se dando allzs X i sucecessivi
valori

Tyy Tgs Lyyse--

la funzione a* ha per limite una ypolenza di a ad espo-
nenle razionale a®, necessarviamente a X, assumendo
quet valort, deve tendere al limite h.
Si faccia, invero
x=—h-0o:
sard .
ﬂﬂ._ﬂh:ﬂh*’i _ﬂ!
=) b 'l:_ll']Ji — 1)

La differenza a* — a", mentre & assume i valori
anzidetti, per ipotesi, tende al limite O ; ¢" essendo co-
stante, bisognera dunque che tenla @ 0 la differenza
a’ — 1 (7 prop., Teoria dei limiti) € perché queslo
accada, & deve avere (prop. 18J) per limite O: se & ha
per limite O, @ ha per limite 4, come si voleva dimo-
strare.

187. Ma, come (18%) dianzi vedemmo, un limile
delerminato H per la funzione a* esis?e sempre quando
la z tenda a un limite determinato fi, & quindi anche nel
caso in cul la @ assuma valori aventi an limite & irra-
zionale; s¢ pon che il limite H_.che SETA Un numero po-
sitivo ragzionale 0 irrazionale, in quesi0 caso non pud,
come nel ¢489 precedente, cssere pres=ntato nella forma
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di una potenza di @ : perché noi conosciamo sin qui so-
lamente polenze ad esponente razionale, e quando la
variabile 2 tende a un himite irrazionale &, il limite H
di ¢* non pud essere una potenza di @ ad esponente
razionale, perocche, se fosse, allora la & (prop. 186)
dovrebbe avere per limite (uesto esponente razionale.

Or dunque, allo scopo di raggiungere la massima
generalitd e semplicitd nelle forme algebriche, si & na-
turalmente con/olti a pensare in qual modo si possa,
anche nel caso ora menzionalo in cui i valori della va-
riabile 2 tendano a un limite irrazionale k, presentare
il limite H dei valori corrispondenti della funzione a%,
nella forma di una potenza di «.

Cid si oltiene facendo una nuova estensione, oltre
quella gia fatta ai o' 78 e 146, del significato della pa-
rola potenza: converremo di chiamare potenza del nu-
mero a (a positivo, poiche qui consideriamo solo nu-
meri positivi) coll’ esponente irrazionale h, il numero I
limite dei valoré che la funzione a~ assume, quando alla
variabile X si altribuiscono successivamente valori ra-

zionali
B, 4 Dgy Lyosesss
aventi per limite h: e a rappresentare quesfo numero-
limite H introdurremo it simbolo a".
In conseguenza di questa delinizione si pud enun-
ciare in modo pii generale la prop. del n.186, dicendo:
Se In variabile x assume successivi valori razio-
nal{, che tendono a un limite h, razionale o irrazionale,
contemporaneamente la funzione a* tende al limite a".
Manifestamente & vera anche la reciproca. :
188 A questo modo noi abbiamo delinito il sigtln-
ficato del simbolo a*, per qualsiasi valore posilivo Llllﬂ
¢ per ogni valore posilivo o negalivo, razionale 0 II-
razionale di k.

CAPITOLO XV. ART

Dnhhiamn perd far vedere che le regole 3: calcolo
(148) stabilite per le potenze ad esponente ra =% onale val-

gono anche per quelle ad esponente irraz«mnale, che
ora abbiamo introdollte,

Per brevild, ci limileremo a dar qui 1= dimostra-
zione di una sola di queste regole.

Dimostreremo che il prodotio di due peotenze della
stessi bise con esponenti irrazionali qualunge=, & quella
potenza della base, che ha per esponente la somm degh
esponenti di quelle.

Sieno & ed &' definiti come limiti rispe=ativi delle
serie di numeri razionali

"‘I'll ¥ II 3 IJ Sl -Clr
Ty Tgy Taseoess

si vuol provare che ¢

ah . g =arr

si osservi che per definizione a" & il limite dei valori
&) @5 oy iy @8 yiferas;
e g ¢ il limite dei valori
g a. , a~s , @3
¢ si consideri il prodotlo a".aq" ; esso & CPTOP. 11s,
Teoria dei limiti) il limite della serie di proedotll

T) ax, ﬂ{l 3 (1% A% o @%s G2 5 o+ =

i i ST 2 i

ottenuti moltiplicando ordinatamente i nu===T ) pei

: . Hr oicht gli esspromentl In
pumeri £). Ma i numer! 7). poiche
essi sono razionali, possono SCrit ersi

-

,},} ax,tx, 4 @5TE A% %y 4 +++
B

¢ questi, per la prop. delD. 187 antecedent= 1anno per
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limite a"+* , perch la serie dei numeri
B+ 2, XTy+Lyy TgtLyy eens

ha per limite (135, 2°) il numero & I ; per conse-

guenza, polendo la serie di nuiueri y) avere un solo -

limite, deve essere

ﬂh . ﬂ]'l. — ﬂh,.'.h

il che & quanto volevasi dimostrare.

Con ragionamenti analoghi a questo si dimostre-
rebbero valevoli per esponenti irrazionaii anche tulle
le altre regole enunciale al n. 148.

189. Ma si puo inoltre aggiungere che tutle le pro-
prieta dimostrate in questo slesso capitolo dal n. 179
al n. 187 per le potenze ad esponente razionale sussi-
stono pure per le potenze ad esponente irrazionale.

Intanto si osservi, che le proposizioni 179 e 180
si deducono immediatamente dalla stessa definizion®
di potenza ad esponente irrazionale.

Sia b un numero irrazionale definito come limite

della serie d1 numeri razionali
Lyy Ty, ma!"":
allora " (a positivo) & il limite dei numeri

Hxl., ﬂ::;’-, ﬂxl!llil

Sia % positivo : cid significa che, da uno i_n.pﬂi,.i."' .
.. sono (134) tutti positivi: €p= =

NUMeri &,, Lyy Ly -
perd (179) i numeri positivi

A%, %4 (%3 4004

da uno in poi, saranno tutti maggiori dell’ unild se &
a™>1, saranno tutti minori dell’ unila, se e ﬂ{*‘l;-dru‘;
che segue che a*, limile dei numeri medesimi, S

-

5.

maggiore dell unita se ¢ a > 1: sara minore, $¢ éa

"
w

-
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Ecco dunque la proposizione n. 179 dimostrala
vera per una potenza ad esporsente irrazionale.

Sia k negativo: i numers x,, ry,.... ,da uno in
poi, saranno tulli negativi: eg perd (180) 1 numeri po-
silivi

AXry, %1 5y = =4y
da uno in poi, saranno tutli mninori dell’ unity, se ¢
a > 1: tulti maggiori, se & a = 1: il numero a", l[imite
di essi, é dungyue minore del’ wumilia se ¢ a >1, mayg-
giore, se ¢ a < 1.

1l che mostra vera la proposizione n. 180 per una
polenza ad esponente irrazior -lo.

Premesso ci0, si osservi.. che nelle dimostrazioni
delle proposizioni che segnor==» dal n. 181 al n. 187, la
condizione che le potenze, chwe in esse si considerano,
sieno al esponente razionale, mon ¢ veramente mai in<
vocala come condizione nece=saria; il ragionamento,
che ivi si fa, ¢ fondato unicamente sulle regole dei
calcolo per le polenze e sulle proprield contenute uelle
proposizioni 179 e 180. :

Ma si & gia veduto, che cosl queste due proposi-
zioni come le anzidelle regesie di calcolo sussistono
per polenze ad esponente g @alunque; percid quelle
dimostrazioni si potrebbero &denlicamente ripetere an-
che se 1n esse si prendesse™o i". considerazione po-
tenze al esponente irrazionzibe. Si deve :!u:u[-.m. rite-
nere che le proposizioni dei = 181 ¢ seguenli sino al
n. 187, valgano per potenzc ad esponente gualunqgue,
ciot, razionale o irrazionale- : ; ‘

190. Riassumendo quan=o siamo venuli esponenco
in questo capitolo, nu} abbizemo LF.iI‘IIflL]E, che :n!.‘::tgn!
valore reale di @ corrisponde, 10 viriu delle 1~11"|H=IM"-'III

osle. un unico valore reale delerminalo dc%l espress
Eiuuu1c:‘, Jove a & un pugmero positivo, dimodoche



T
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questa espressione ¢* & ora una funzione definita per
tutti i possibili valori reali della . — Nel calcolo essa
va soggelta a delle regole, applicabili senza eccezione,
che sono espresse dalle formule seguenti :

= (n'ﬁ)“

( i) =%

ﬂ!.‘_.._.. ﬂ_x-i-y

ﬂ?n'.

7 =0
(@) =a*
v i
‘\,/HI —a’

delle quali veramente tre sole, cioé la 1*, la 3* e la 5%,
sono distinte, potendosi la 2*, la 4* e la 6* far rien-
trare rispettivamente nella 1*, 3* e 5*.

Inoltre la funzione medesima ha le proprietd con-
tenute nelle seguenti proposizioni :

1* Per qualsiasi valore positivo o negativo di X, il
valore della a* ¢ sempre positiro : se X ha un valore po-
sitivo, a* ha un rvalore maggiore dell’ unita se @ a >1:
minore, se é a<_1; se X ha un valore negntivo, a* ha
un valore minore dell unita se ¢ a > 1: maggiore, se é
a< 1.

2* La funzione a* cresce, al erescere dell’ esponente
X, 8¢ ¢ a>1: decresce, se é a < 1. Iaoltre (Osserva-
zione n. 181) se ¢ a > 1, a* eresce sino a superare
qualsiasi numero positivo assegnato comunque grande,
quando alla X si danno successivi valori erescenti inde-
finitamente : decresce sino a divenire minore di qual-
siasi numero positivo assegnato comunque piccolo, quando
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alla X si danno successivi valori decrescenti indefimata-
menle, ciod, sino a divenire minori di qualsiasi nums=ro
negntivo asseqnabue. — Se poi ¢ a< 1, accade il con-
lrarto: a* decresce sino a divenire minore di qualsszss
numero posilivo assegnalo comunque piccolo, quands =
cresce indefinitamente : cresce sino a superare qual.sasd
numero positivo asseguabde, quando X decresce imdefi-
nitamenle.

Si vele dunque, chz in un caso come nell’ aliro sa
puo, dando alla X tutti i valo: i possibili da — o a —— =< ,
fare acyuistare alla a* valori maggiori di qualsiass =iva-
mero posilivo comunque gr ande, e valori minors di guad-
siasi numero positivo comunque piccolo.

3* Se alla x si danno successivi valors

Bys Lyy Ly ooee
che tendono a un limite h, i valori corrispondenti

ax, , @5, O% ..o
delln funzione a* tendono a un limite determinate ¥
che é cquale ad a": reciprocamenle se, dando alls X 7
successivi valort

T,o Tys. Byveeoe
i valori corrispondenti

4%, , @, 0%y :c-

o e &
delln funzione a* fendono a un limite delermin

finito 11, ¢ valori
-:I:l 1 ml 5 IS g-v "
mi nalo ¢
debbono pure tendere a un limie determinal

e sara 1=a". o
OssERVAZIONE. Per 2 ragione che, EE1I§;| :f g
ivi i Loyt 14 . Syr Tupw
alla z successivi valori &, &:+ Fs e
dendosi con una legge qualungue Lundunﬂ aun

fings I 2
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i valori corrispondenti
ﬂxlg ﬂI!g Exﬂiitimt

della funzione a* sempre lendono al limite a*, che & il
valore particolare che la funzione ¢* prende guando si
da ad z il valore I, si dice che la funzione a~ é conli-
nua pel valore h di X: e poiche qui & & un numero
gualunque, cosi si dee dire che a* ¢ funzione conlinug
di x per qualsiusi valore reale che si voglia assegnare @
quesla.

Equazione esponenzia'e. — Logaritmi.

191. Per quello che abbiamo veduto precedente-

mente, se si indica con y la funzivne ¢, ciog, sé si

pone o

, y=a,
dove a & supposto posilivo, ad ogni valore reale di &

corrisponde un unico valore reale delerminato della ¥,
che, come ¢ noto, & sempre posilivo. - ;:. A

Inversamente, ci si pud ora far la domanda: é pos:
sibile dare alle X un ralore, o piit genera’mente, valori

tali, che per ciascuno di essi la y assuma un valore as-
segnato b ?

Cio si traduce in linguaggio algebrico dicendo che
si domanda, se esistano valori di x, che sodisfino lare-

Inzione
'1) at ==

la quale chiamasi equazione esponenziale. e
Noi ci proponiamo ora di rispondere a quesla do- |
manda nel caso che b, come lo & a, sia un DUMED
posilivo. — Proveremo che esisle sempre, nell” ipotesl ;
ora detta che a e b sieno positivi, a perd diverso d{l‘-ﬂ“.
atto

I"unita, un valore reale della @ e solamente uno,
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a sodisfare 1’ equazione 1): e il processo, che adopre-
remo per cid, come si vedrd. sard anche idoneo a de-
terminare effettivamente siffatto valore della z : dimo-
doch® nel medesimo tempo che si proverd I"esistenza
di una soluzione per 1" equazione 1), sard anche indi-
cata la via per trovare effettivamente questa soluzione.

Anzitutlo perd & utile far qui un’ osservazione.

Dicemmo al n. 131, che I"elevazione a polenza
ammelle due equazioni inverse : 1" estrazione di radice
e la ricerca di logaritmo. Ci occupammo allora della
prima e per togliere le impossibilita, che essa presen:
tava, introducemmo i nuomeri irrazionali, e in se-
guilo per avere le ra lici quadrate dei nameri negativi,
i numeri immaginari. Ora, occupandoci della risolu-
zione dell’ equazione esponenziale, noi, in soslanza,
non lacciamo allro s2 non occuparci della seconda delle
anzidetle operazioni inverse.

La risoluzione del!’ equazione esponenziale &, 0
meglio comprende in s& la ricerca di logaritmo, alla
quale accennammo al n. 131.

" Infatli ivi si & chiamata ricerca di logariimo I'ope-
razione per la quale, dati b ed a, si trova il pumero n

tale che sia ;
b—a
neslto, che comsiste la risola-
ponenziale, dimodoche, se-
| n. 131, si pud dire che la

ed ¢ precisymente in
zione dell’ equazione ¢€s
condo il concetlo posto 3
risoluzione dell’ equazione
a*=~"b

¢ la quale dati 1 nameri positivia e
jtmo de b nella base a, chiamandosi
base a il valore di @ che sodisfa

& 1" operazione pe
b si trova il legar
logaritmo di b nell?
I' equazione medesima-
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Perd la ricerca di logaritmo, come qui ¢ intesa,

& pitt generale di quella della quale inlendevasi par-

lare al n. 131. — L’ elevazione a potenza, considerata
allora, era I’ elevazione ad esponente intero: e la ri-
cerca di logaritmo, una delle due operazioni inverse
ad essa; ora invece, noi abbiomo I elevazione ad
esponenle reale qualunque, e la ricerca di logaritmo,
che si considera, & l’operazione inversa a questa;
non vi & piit dunque pel logarilmo la condizione di
dovere essere un numero intero; esso pud essere un
numero reale qualunque,

E si noti che mentre 1’ elevazione ad esponente
infero ammelle effetlivamente due operazioni inverse,
I’ elevazione ad esponenle reale qualunque, intesa nella
sua generalild, ammelle, almeno for malmente, una sola

operazione inversa, la ricerca di lognritmo. — Peroc=

che I’ estrazione di radice d’indice % (& qualunque),
ciod I’ operazione per la quale dati i numeri b ed B si
vuol (rovare il numero a tale che sia b= a", si riduce
ad un’elevazione a potenza, cioé ad elevare il numero b

all’ espouente 3 poiche &
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192. Premesso cid, torniamo al nostro soggelto,
che & la risoluzione dell” equazione

1) a*=1b

ovvero, la ricerca del logaritmo di b nella base a.

Primieramente mostramo che non pud esistere
mai, pit di un valore che sodisfi la 1).

Pongasi, se & possibile, che ne esistano due h e k:
si avrebbe _

b=a"* e b=—a*,"

dividendo I'una per I’altra, membro a membro, si
ottiene BT
la quale, essendo a diverso dall’unitd, non puo essere
vera a meno che non sia

h—k=0
h=k.

Cid prova quanto dicemmo. :
Ora considerando prima il caso che sia a>1 e
b>>1, dimostriamo che una soluzione della 1) esiste

cioe

sempre. ' :
¥ Immaginiamo di dare successivamente alla x 1 ¥a-
h 3 | .
2 =k B | lori della serie
| Percio, mentre I’ estrazione di radice d’ indice =2 T s Yecs o B

tero non rientra nell’ elevazione ad esponenle intero, =

1 | ivamente i valori
3 zione a* prenderd rispetliy
dimodoche, quando si considera questa, si hanno ef- la fun p

: LI N do L §: 8V G a’, -
fettivamenle due operazioni inverse ad essa, Guabn " ? ‘o illimitata
poi si considera nella sua generalita I‘Elavaii""ﬂ_ gd by | che, come i precedenti. Iﬂrmnn? una SE.l"'I‘IE :une - c:ul
esponente reale qualunque si ha una sola operazion® = Si confrontino questi valori della funz

inversa, la ricerca di logaritmo; | allra, I estrazione
di radice &, come gid dicemmo al n. 148 1In {:er!ﬂ
modo sparita dalla scienza, o meglio & divenula, 10
. virtil delle convenzioni poste, un'elevazione a polenza.

' 1
numero b, o meglio si percorra la serie precedente .:i
: polenze d; a a partire dall unitd verso dcslr:, sah“n
e ! 2l B i 1 E 5“
. rammenta la proposizione 2* (0. {00) si ve
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che dovrh accadere uno di questi due casi: o una delle
polenze che s’ incontrano, & precisamente eguale a b:
ovvero, se non si trova una polenza
si perverra a incontrarne una,
pera b, ¢ allora la precedente a questa sard minore di
b, e si avranno cosi due potenze consecutive di a che

comprendono b.

Per conseguenza, o si ha

n, essendo un numero intero positivo, e allora n, & il
valore che sodisfa la 1), cio il logarimo di b nella
bhase a, ed & provalo cosi cid che si voleva; OVVero

m) any < b < an 1.

In quest’ ultimo caso si deve concludere che il |
valore di & che sodisfa la 1), se esiste, deve esseré
compreso tra n, ed n, -1, cioé deve essere

n, <<z n+1,

si ha

b = any

si potrd dunque porre

dove y rappresenta un numero positivo maggiore del-

I’ unitd ; e allora la

diviene

ovvero

onde

r=n,+

|

Y

di @ egnale a b,
che per la prima su-
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o O

Quesla & I’ equazione a cui deve sodisfare il nu-
. it .
mero y, e poiché & b > an,, e quindi e =1, si vede
i
che essa ¢ della stessa natura della 1).
Per determinare y si ripeterd dunque il processo

precedente : poiché & a™>1, si formano le polenze
successive ad esponenle intero positivo.

g @) . ) - G -

di a0 sene troverd una egunale ad a, ovvero due

L]
consecutive, che la comprendono.

Se si trova
ok
— — ﬂ
a
i

ecco, che allora ¢ y=mn,, € quindi x=mn, + o se
poi si trova

(@) <e<()

allora &
ny, <y < my+1
e quindi ; 1
n,-}—a-};r::;:n,hi—ﬂl 1
epperd

! .2
ﬁ) a“'+-|?:-:}ﬁ:>ﬂnl+ n, -+- 1

Si porra in tal caso .
y=n~n, - z

giome dell’ unita.

dove z indica un numero positivo mag ok

ARZELA, Algebra.—= Vol. L.



498 TRATTATO ELEMENTARE D’ ALGEBRA.

Sostituendo nella 2) questo valore di y, essa di-

viene ,
b \m—+

o —1
oy

(ai) E (ab"-)_: =
(E); — (5)
==[@)]

Questa ¢ I’equazione, a cui deve sodisfare z, €

poiche & a > (uﬁn)“‘ , € quindi ~(——;—;:—:> 1, cosi si
)

onde

OVVeEro

vede che ess1 & della stessa natura della 1) e della 2).

Adoperando lo stesso processo, troveremo dunque

z2=mn,

n, numero intero, ovvero due interi consecutivi che

comprendono 2, ciod
Ry 2 _ny—+1:

1 L] L
s¢c & z==mn,, allora & y=mn,+ - ¢ quindi
3

1
ny—+1_
LU

x=n,

ed & trovato il valore che si cerca.
Se poi &
n, << z<_f,-1

esi vede che esso &
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allora ne segue

1
ﬂ:+;‘>y}-n, :

n,-+1
e
1 1
"y —+ <zn- 3
ﬂ.+;a Lty
€ in conseguenza
0, == ! [ L
7) ' 1 ¢

i
& - u,+“_;<b{ﬂ ml_r_".-‘r-'l
In tal caso si porra
i
E=HE+E

e in modo analogo a quello tenulo per y € per = si
trovera

u=n,
essendo n, un numero intero, ovvero due inleri con-
secutivi che comprendono u, cio¢

n, < u<n,+ 1.
Si vede. che con questo procsso o si 1rova che

uno dei numeri z, 0y, 0 z, O u, €c., eC., e untnu_-
mero intero, ovvero pud accadere che per quaniu;il
prolunghi il processo medesimo non si lrﬂ_‘i"l F]-?em

cuno dei numeri z, 0 ¥, 0 3. €C., €Cxy che sia 11 .

' j eri x,
Se si trova che uno del pum |
ec.. & intero, allora & determinato 1| npumere x, ciod,

si ha:

oy, 0=, ec.,

i
-:I:—':nl“i_ 1
n, -+

ﬂ."l_"i,'_-l__i_

n,
un numero razionale.
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Reciprocamente, se esislé un numero razionale
r W : .
7 dove r e ¢ sono inleri, che sodisfa alla 1), il pro-
cesso precedente ci condurrd sempre a determinarlo.

Invero, si osservi che il detto processo consisle
in sostanza, nel delerminare successivamente la parle
intera di ciascuno dei numeri z, y, z, ec., ec., @
percid il processo medesimo ha fine quando si lrova
uno di questi, che sia intero. — Ora quando x deve

. r
essere un numero razionale -, accadra sempre che uno

dei numeri y, o z, ec., se non lo &  medesimo, sia

intero.
Ed ecco, come cid si prova.
Colla 1* operazione, che si fa nel processo anzi-

. : _ r :
detto, si determinera la parte intera n, di 7 ¢ ora si

noli che si pud scrivere

r 1
= AT g
r, essendo il resto della divisione di r per £: ovvere
anche
n
el

1
(i |
rl)
t w # W
e (F-) ¢ il numero che sopra & indicato con .
1

Colla 2° operazione si determina la parte intera

e ;
n, di >+ sl polra scrivere
1

[ r

1
— =y
s r,

rytesto della divisione di ¢ per r,: e anche si pud
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n, - !
- Bl rl)
rl
i -
e (r‘-) sta qui in lunogo del numero z precedente, ec.,
|

ec., si vede dungue che si & condo!li a trovare suec-
cessivamente la parle intera di csascuno del nuneri
,'r:‘ ;f— % ec. : quesli sono i quozienti esatli delle di.
visioni successive che si fanno quando si cerca il mas-
simo comune divisore r e £: uno Jdi essi dungue &
necessariamente intero. — Il che € quanto si voleva
provare. . .
Consideriamo ora I' allro caso in cui accade che,
per quanto si prolunghi il processo dianzi esposto, non
si trova mai uno dei numeri x, 0 ¥, 0 3, ec., ec., rhe
sia intero; allora si hanno, come si ¢ vedulo, le rela-

zioni
an. {:ﬁ'(:ﬂ'i* B
A gk
gt > >a" T e
1 : i
n, - — R T o

1
@ II;-’:"T. ﬁiﬂ

porre

t
ry

in pumero indefinito. :
| due esponenti di a che

qualunque di esse 10 generale hanmo,
forma

compariscono in una
come si vele, la

i
ng -+ i
o

R — 1
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1
Hl+ 1
ﬂ‘+na+‘___ . 1
: 1
Ly |

rispeltivamente.
Ora si vuole dimostrare, che la differenza tra que-

ste due espressioni pud, in valore assoluto, ridursi in-
definitamente piccola, se il numero s del numeri #, .
Ny, M- - - - N, BUMeNtA indelinitamente.

Si ponga
1
a, =N+ 1 B=n+ 1
n 7. ——
’+ﬂ,-’r--,_ _‘L 2 I_nl-—l—.. - i
=+ Ny T |
o N+ : B ' :
= At 4 3 ﬂ“ﬂ;3+_‘ 1
= 1
D — _ -
A i ﬁ;—ﬂ,-—l-n*_*_*l i
""]r'E ¥ *+ﬂ'.—1—'i

NP R Y
=1 fka-1 n. ’ g=1— Mg= 1 ﬂ;—|—’1

s Ps=n.+ 1;
Si ha manifestamente

Gy = MN:

S ek 3
1 1 Ps— 24

Gy = %y B, oy 2y

L " = ® =& w & - - & " " ]
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ﬁ'*l“‘ﬁn-l— : ;; —-ﬁ.ﬁ_.ﬂu.

_ Moltiplicando membro a membro le prime s—1
di quesle uguaglianze, si ha

(u|_ﬁl‘}(:l_5‘) . (ﬂ‘-l"_'ﬁ'l-l)=
= (By—a, (B,—=) - - - (Bioy — &,.1)) (Bi—2,)
RHgovssliye BgoevefBy
= (—1" 2 (ay =P (2, — Py). . .. (%01 —Pu1)
m,m;....u.ﬁi,@,..--ﬁ._— -

e sopprimendo i fattori comuni ai due membri, se ne
deduce

(1)
II:"';1'_!2"1_' - S S n.ﬁ,ﬁ,----ﬁ-

La differenza tra i due esponenti «,, 2, & dunque
una frazione, che ha per pumeratore +1, 0 —1 se-
condoch® s & pari o dispari, e per denominalore
un prodotto di 2(s—1) fattori, ciascuno dei quali &
maggiore dell' unita perché i numeri «,, ,.... come
gli altri B,. B3+ .... SONO maggiori rispettivamente di
Ngy MNyy-uas B quesli, essendo le parli intere I'ISIPEIIH"E
pei numeri ¥, 3, .- sono almeno egunli all’ uniia.

E dunque manifesto, che la dilferenza =,— 3, al
s, ciod del numero dei numeri

crescere indefinito di |
in valore assolulo piccola quanto

ﬂ]'l- ??’ AN ﬂl.q. diViEﬂE

si vuole.
Cnn!empnraneam&nla

, perché, se si pone

\

diverrd tale anche la diffe-

e 4
renza a '—a’q‘
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.

o0%

s1 ha
et
a t__ﬂigt =

= rlﬁ' (-‘11:'3|~ o— ‘l)

B9 B4
i1

e

e mentre il fattore a
menle perché non cresce indefinitamente il suo espo-

3
nente £,, I’altro faltore a —1 all’ impiccolire inde-
finito di 8§, diviene (prop. 182) piccolo quanto si vuole
in fattore assolulo.

Ma il numero b & sempre compreso ira a'e uﬁ':

dunque ciascuna delle due differenze b—a ', {;_f'

g : o g
& in valore assoluto minore della differenza a e s
epperd, al crescere indelinilo di s ciascuna delle due

b—a ', ﬁ-“ﬂﬁl diviene piccola quanto si vuole in vo-
lore assoluto : b & dunque il limite comune a cui ten-

dono le potenze s a’a‘ al crescere indefinito di $;
cosl & dimoslrato, che prolungando indelinilamente il
processo sopra esposlo per la determinazione del va-
lore di z atto a sodisfare la 1), se non si trova un va-
lore x, razionale tale che renda

ase = b.

si formano perd due serie di potenza di a, ad espo-
nenli razionali, I'una

1 -+
" n,+— IR 5
ﬂ ' ¥ ﬂ n’ ] ﬂ ."‘ g v e
1" altra .
1 i n,~ - 1
14—
ﬂ-“l_]_ 5 ﬂnl+n]+l 3 (1 D!I-i"i! @ w®

ciascuna delle quali ha per suo limite il numero b-.

3 g .
" non pud crescere indefinita-
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Riassumendo, noi abbiamo dim=strato che se il
numero b non & polrnza ad esponente razionale del nu-
mero a, ¢ perd il limite di serie di polenze di a ad
esponenti razionali, che & sempre possibile costruire
col processo dianzi esposto.

Ora, in virta della prop. 3*, n. 190, se le polenze
“:+ I‘!_I._i

l.—.ﬂ_l_-.

i
ﬂhl+r . ﬂ B g Sa e

n
' ,
tendono, come si & provato, a un limile b, anche gh

esponenti -
n, -+ 1
ﬂ! - E L]

debbono pure tendere ad limile determinato h; ma se
questi numeri

1
n4+—

ny, >

- & & @

1 1 ¥
n, ”I"f"*?" ' ﬂ.—i—-_'-____l:i”
? ns = T,
tendono a un limite &, le potenze
1
1 N AR
ﬂna : ﬂ“'_]-F.- . il R,y s ==
. = h = e
tendono (prop. 3*, n. 190) al limite 4" : deve dunqu
essere ey

i ; he sodisfa la
esiste dunque il numero delerminal® A ¢

nza ad esponente
1) ; e giacche a per dato non & pmf::-::z*unale ?lclluiln
razionale di a, cosi k & un pumers

‘ z zionali
come limite delle serie di mmn:rlil'i"I
1 -_-_'_,_-—'—'__"-_ ' & = W &
n n, -+ o Wy
i 9 i nl ﬂ’ 'il

ocesso esposto.
determinati successivamente dal P*
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s1 ha

Bt
i t___a|31.=

i (-::a — 1)

lgl'*'a By
a

e menire il fattore a
menlte perché non cresce indefinitamente il suo espo-

3 .z o S
nente B,, i'altro fattore ¢ —1 all’ impiccolire inde-
finito di §, diviene (prop. 182) piccolo quanto si vuole
in fattore assolulo.

; < 8
Ma il numero b & sempre compreso traa ' ea :

dunque ciascuna delle due differenze By b—nﬁ‘

) . : oe B
b in valore assoluto minore della differenza a — @ -

epperd, al crescere indelinito di s ciascuna delle due

&

b—a', b—a " diviene piccola quanto si vuole in vo-

lore assoluto: b & dunque il limile comune a cui ten-

ﬁ i 3 - L P
dono le polenze a 3 uﬁ‘ al crescere indefinito di 85

non pud crescere indefinita- =

cosi & dimostrato, che prolungando indefinitamente il

processo sopra esposto per la determinazione del va-
lore di x atlo a sodisfare la 1), se non si trova un va-
lore x, razionale tale che renda

A% = b.

si formano perd due serie di potenza di @, ad espo-

nenti razionali, I’ una
1

1 nt+—5
n, g = S A
a y & n, , B,y so0®
1’ altra
1
1 1 n, ] a 1
N~ n -+ ashlie=—g
ﬂ L ﬂ ! n:_“_l 3 ﬂ “I+ 9 g o @ W

ciascuna delle quali ha per suo limite il numero b.

§— ——— -

E
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Riassumendo, noi abbiamo dimostrato che se @
numero b non é potrnza al esponente razionale del nu-
mero a, é perd il limile di serie di po'enze di a ad
esponenti razionali, che & sempre possibile costruire
col processo dianzi esposto.

Ora, in virta della prop. 3% n. 190, se le polenze
1
i 'n_‘!" g 1

n n +_ L :
u : L] ﬂ ' “'I L ﬂ- LT

tendono, come si & provato, a un limite b, anche gli

esponenti
1
fly -3 WpEoadse At Tt
n
3 n, -+ 'ﬂ—. g st
debbono pure tendere ad limite determinato h; ma se

quesli numeri

i 1
H,—l—-ﬁ—! e

n‘_ 5 l o R

n, n.
3
tendono a un limite &, le polenze

1
+ : ﬂ.+ Pyt -L-
ﬂ“l . ﬂnl' n. ’ ﬂ- nl' 8 8@

tendono (prop. 3%, 0. 190) al limite a" : deve dunque
essere

qat=~"

esiste dunque il numero determinato A che sodisfa la

1); e giacche a per dato non ¢ polenza ad Eﬁpuneqte
raz,iunale di a, cosi h & un pmmero irrazionale definito

come limite delle serie di numeri razionall
i \

ﬂl' H’_+-r_'-1 n"'-l""‘ _'1_11111.
2 "t+—
"j

determinati successivamente dal processo esposto.
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Si conclude dunque : I equazione esponenziale
a=>b

dove a e b sono numeri maggiort dell' uniftd ammetle
sempre una sola_soluzione che é positiva e della quale,
mediante il processo precedentemente esposto, si sa sem-
pre determinare il valore esallo, se essa & un numero
razionale, si sa invece delerminare un valore tanto ap-
prossimato quanto st vuole, se essa é un numero irra-
zionale.

193. Rimane che consideriamo il caso incuniae b
non sono ambedue maggiori dell’ unitd. — Si pud sem-
pre allora trasformare | equazione

1) a"=1Db
in un’altra che sodisfaccia a questa condizione.
Infarti, siaa >1 e b < 1.
Si risolverd col metodo precedente I’ equazione

r 1
T=
dove a e A sono ambedue maggiori dell’unita: si tro-

b
vera un numero posilivo: questo numero preso col
segno —, sodisfara alla 1).
Saa<l1eb>1.
Si risolvera I'equazione

(&) =
(¥

dove % e b sono ambedue maggiori dell’ unita : il va-

lore positivo che cosi si trova, preso col segno —, $0°
disfara alla 1). : :
Infine, sia <1 e b <1; si risolverd I'equazione

HEh
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e il valore x che si trova per questa, sodisfa eviden-
temente aoche alla 1).

Calcolo con logaritmi.

194. Dati i numeri @ e b posilivi esisle sempre,
come si & veduto, un svlo numero A razionale o irra-
zionale tale che per esso sia sodisfatla la

a=Db

Queslo numero k, come gid fu detto, si chiama
logaritmo di b nella bise a, il che si indica scrivend®
h=log..b; e poiché ad ogni valore assegnato a! D&~
mero b, supposlo queslo variabile, corrispende U=
unico e determinato valore di z, cosi si pud dire che
z & funzione del numero b. ‘

Se & @ > 1, ad un numero b >1, corrisponde um
logaritmo posilivo: ad %0 numero b < 1 pe corri-

vO.
spungee uﬂnuﬂr:;gfii aﬂccada il contrario; _ad un numer;:
b>>1 corrisponde un logaritno nna_l[;‘::l:m ad un 0
isponde uno posilivo. "
mErﬂ{l?ﬁﬁizc::d{;ﬂir:;l;idimume ate dalla proposizioDe i

del n. 190. g
Il logarilmo dell’unita 5 sempre, qualunque s1a =2

base a, eguale a zero; poiche & a®= i L e

1l logaritmo della base a & I'unita, Ff"iﬂ ST

Se e a>1, 1l Iﬂ‘ﬁﬂrillﬂﬂ’dl un “urgeprand# S
se cresce queslo, e divenendo il numE"P,dEﬁnllmuenlt :
ogni limite, il logaritmo Cresce 5 :;E| pumero b, @
decresce il logaritmo & Tt::::;iie prossimo a Z€T9O
decrescendo questo SiNO _ _ <ino 2
tanto quanto qsi vuole, d'f‘ﬁc_""“e - mi;‘::?:; ass-
divenire minore di qualsiasi DO

¢nabile.




508 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

Se & <1, accade il contrario : crescendo il nu-
mero b indefinitamente. il log ritmo di b decresce sino
a divenire minore di qualsiasi numero negativo asse-
gnabile: decrescendo il numero b sino a divenire pros-
simo a zero quanto si vuole, il logarilmo cresce ollre
ogni numero posilivo assegnabile.

Queslo & una conseguenza immediata della propo-
sizione 2* del n. 190.

L’insieme dei logaritmi, in una base a, di tutti i
numeri positivi, si dice, che costiluisce il sistema di
logaritmi a bse a.

195. Per il calcolo con logaritmi appartenenti a
un medesimo sislema. cioé presi nella medesima base,
si hanno alcune regole fondamentali che sono un’im-

mediala conseguenza di quelle pel calcolo delle po-
tenze (190).

S1 abbia .
1) 2, =10g.. b,
x,=l10g.. b,

b,, b, essendo due numeri posilivi, ¢ ¢ pure un nu-
mero posilivo.

Le 1) equivalgono rispellivamente alle altre

ax, —

.2 . |
) ax. — 3
ora da queste, in virlu delle rammentate regole (190)
per le potenze, si trae immedialamente

1'I:I-"-II:
a = 0,b,
HIJ._"Ir et} P_,_
3
nE, A
a =D

T Ly . gy E] i r
A . i
, 3 - -
T
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La 12 di queste due, poiche¢ per ogni numero vi
& un solo logaritmo, ¢i mostra che &

ﬂ?l‘l—mt: !ﬂj' I(bl hl} ;

b,
r—ITy, = 'Iﬂg.. ( !.l;)

nr,=—log..b,".
Ma si ha dalle 1)

2,4+ 2y =10Z.. b, + log.. b,
x,— v, = log..b, —log.. b,

e la 2%, che &

la 3* che &

nx, = nlog..b,;
se ne conclude

lﬂg-. U.i‘ b}_—: Iﬂgq b: - i= Iﬂg__ f;l

b,
log.. (h_,) = l0g..0, — log.. b,

log..(b")=n log..b, ;

Si pud dunque enunciare : 1° Il logari'mo del pro-
dotto di due numeri é la somma dei logaritmi di quest

numert. ‘ _ 1
9= I logaritmo del gquozienle di due numeri ¢ la

] loqaritmi di te numert.
differen -a dei logwritmi di ques
g 3* Il logardmo di una polenza atl esponente qua-

lunque di un numero ¢ il pro 'o'to del If_a;a r:‘rm_n;; :ﬁ ;;",-
sto numero per U esponente della Fafrn.n consi tr:{r a.
OssenvAziONE [ — La 1t di queste proposizioni
sussiste anche per un prodotto di pia di due numeri :
invero, se si haono le uguaglianze
x, = 10g.s b,
Iy, = log.. b,
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queste si possono scrivere

x

a' =D,
X

a =,
Xr

a =D,

delle quali moltiplicando membro a membro si ottiene

X +....+X
ﬂ?ﬁ i r=hlﬁi‘__,br

¢ questa ci mostra che e

@, Ly < + 2, = l0g.. (b, by «oeu D)
OVVEro
10g.. by 108.a by oo 10g.. b = 10g.2(b, b, -.e0 b).
Epperd : Il logaritmo del prodolto n'.'i qaﬂﬂtf s:f ro-
.gh*anap;jﬂnri ¢ eguale alla somma dei logaritmi det

ultort. _ :
: O<SERVAZIONE II. — Se sl osserva che si pud

scrivere

T L
vVbh=10b"

cosl ne segue 1
g, b= dogic (57)
ma, per la 3* prop. precedente, &
> i
log.. (b7) = & log..t
quindi r .
log.. v b= = log.. b.

Si ha dunque : il logaritmo di un radicale si oF
tiene dividendo il logaritmo del radicando per I’ indice

del radicale.
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196. Sulle regole che noi abbiamo qui stabilito, si
fonda la grande importanza pratica, che il calcolo con
logarilmi ha per la esecuzione di moltiplicazioni, di-
visioni, innalzamenli a polenze, e estrazioni di radici.

Invero, in virta della 1* proposizione (195) gene-
ralizzata poi nell’ Osservazione I, si potrd lrovare un
prodollo mediante un'addizione. — Si cercheranno i lo-
garitmi dei fatlori e si sommeranno. La somma sara
il logaritmo del prodotio che si cerca. Conoscendo il
logaritmo, si avrd da trovare il numero corrisponden-
te. — Parimente, per trovare un quoziente si cercherd
il logaritmo del dividendo, se ne soltrarrd quelh:r del
divisore e la differenza sara # logaritmo del quozienie
incognito. Rimarra a trovare il numero corrispondente
a questo logarilmo. :

Analogamente si applicher la prop. 3 e I Osser-
vazione II a trovare una polenza € una ralice. : .

Si vede cosi che sapendosi trovare il logaritmo di
un numero. e inversamente, il numero corrispos lente
a un dato logaritmo, le gualtro operazioni, mulutph:
cazione. divisione, innalzamento 3 polenza e; ESI::E
zione di ralice sono ridolte rispettivamente alle 3
somma, sollrazione, moltiph _ ; :

Se non che I’ operazione del de[ﬂ-rlleeTutﬂ. i:ﬁ:-
ritmo di un dato numero &, L‘_—ﬂill::a ﬁd'el geterminare il
riosissima, e non Iu_é _menﬂ 1_3 la quale & in sO-
numero, dato che sia il logaritino, on esponente qua-
stanza un innalzamenlo 3 p.rDIEHI? 'I-'r volta tali opera-
lunque. — 1l dovere eseguire =y laggio delle regole
zioni, distruggerebbe affatlo il vap

recedenti. struite le
j Appunto per evilare cio. HF'"" ﬂa:;::malmenlﬂ
tavole di logaritmi. — Esse mns!slnnﬂann egnali i nu-
in una doppia colonna : in und sl iro¥

cazione e divisione.
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meri, nell'altra, e in corrispondenza a (questi, S0No
seritti i loro logaritmi presi tulti in una medesima
base. che dicesi bas: del si:tema dei f{?jﬂﬂfm!:. -

£ manifesto che avendo lavcle sillatte, vi si {rova
subito il logaritmo di un numero dalo, e reciproca-
mente vi si trova il numero, di cul sia noto il loga-
ritmo.

i da notarsi perd che una tavola a due colonne,
nell’ una delle quali sieno scritti tutti i numen_pusl-
tivi possibili, nell’altra i logaritmi corrispondenti, ma-
nifestamente non si potrebbe costruire.

Le tavole, che si usano nella pratica, conlengono
i logaritmi, yresi nella base 10, dei soli numeri intert,
non perd di tutti i numeri intert, il EIEE non snﬁre:hhza
possibile, perche la serie dei numeri interi & illimi-
{ata. ma solo dei numeri interi da 1 sino a un cerlo
pumero intero pit o meno grande secondo I'impor-
tanza delle tavole medesime. :

197. Nel sistema di logaritmi che ha per base ‘Il _10
e che chiamasi sistema dei logaritmi voljari, si distin-
guono i numeri intert aventi logaritmo Taziﬂnale da‘
quelli che lo hanno irrazionale, mediante il tenretﬂaé
nel sistema a bise 10, oyni numero razionale, che fiﬂﬂ
potenza al esponenle intero positivo o negalito di 10,
ha per logaritmo un numero irrazionale. N a4

Si consideri un numero razionale e posilivo b; 8
vuol dimostrare che il numero che sodisfa I' equa-
o 1) 10 =0

® irrazionale ogni qualvolta b mon & polenza inlera
di 'lﬂl

Se ¢ possibile, pongasi che esisla un numero ra-

AR R T d
zionale, che sodisfi la 1) : lo si indichi con 7=, ™ ©
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n essendo due numeri intieri positivi, se ¢ b > 1, con
m
— ; se e b{: 1.

Si consideri prima il caso che sia & > 1.
1 dovyra avere " identita

-
10" =10
cioé, elevando all’esponente n,
10" = 1"
oOvVVero
9. 5" =

1l i° membro essendo un numero intero, lo deve
essere anche il 2°, e quindi lo & b; inoltre i_l i° mem-
bro non ammetle altri fattori primi se non il 2eil 5:
alirettanto deve accadere del 2°. — Se b® non ammelle
altri fattori primi, se non il 2 e il 9. anche b non am-
mettera altri fattori se non quesli, sard dunque

p=2".5"
e allora I’ identitd precedente diviene

gm B — 5‘-“. 5'5-

e questa richiede che sia
m=an , M= En

da'le quali si ha yidis
epperd @

p=(2.5) =10

i jore dell’unita
razionale, Maggl
nque : un npumero 1 e
E{;cnu d,l:ﬁ {Lssere potenza ad esponenie rﬂzm_nalle :el nﬂ-
II;len:?*lD se non & polenzd ad espunein:et“;: :rhﬁzom’
tivo: 1 s::nli umeri interi, che , nel sisie

33
ARZELA, Algebra. = vol. L
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razionali sono le polenze di 10 ad esponente intero
posilivo e negalivo.

Da ci0 segue che dei numeri razionali, che non
sono potenze ad esponente intero di 10, mon & possibile
avere 1 logaritmi espressi in unitd e parti di unitd : si
possono solo avere, espressi cosi, dei walori appros-
simati di essi per calcolare i quali si d&nno nell’ Alge-
bra Superiore metodi assai piu spediti &1 quello da noi
qui esposlo.

E per cid che nelle tavole, di contro ad ogni nu-
mero intero che non ¢ polenza ad esponenle intero
di 10, si trova scrillo un numero decimmale, che rap-
presenta un valore approssimato del logaritmo del nu-
mero corrispondente. — La parle intera di questo nu-
mero decimale dicesi caratteristica del logaritmo : la

abbiano logaritmi razionali sono le potenze successive
intere di 10

10° , 10*, 10%,....
che, come si vede, hanno per logaritmi rispettiva-
mente i numeri

05 A 5 By o

Per conseguenza ogni altro numero intero, nel sistema
a base 10, ha un logaritmo irrazionale.
Si consideri ora che sia b< 1 ; si polra porre

i i ,

=y

dove b’ & un numero razionale maggiore dell’ unita; e
e o .oy
A8 dovrd avere 1" identili

i: ! 10 E_ 1 parte decimale manfissa. ‘

{ i 5 it Nelle tavole generalmente si trova _scrlua su!a-

i onde mente la manlissa, perche la narauer:shc:-t & subito

i iﬂ*"“:i.n trovata osservando che essa & egual_e ﬂI} esponente
della potenza di 10 immedialamente imieriore al nu-

Ovvero mero che si considera.

1 . = —1,— Per il modo di aldoperare le tavole alla ricerca del

‘. 10* N lozaritmo di un numero gualungue, che si trovi o o

| iy 0™ == b= tra quelli in esse considerali, e inversamente alla ri-

cerca del numero corrispondente a un dalo Iugarf!mn_
che sia o no tra quelli scritti nelle !nvu!e m!ade:.lme,
noi rimandiamo alla trattazione speciale che inlorno a

1 per la dimostrazione precedente b’ dovra dunqué Eﬂ:
sere una potenza di 10 ad esponente inlero posiLlivo -

1B

it epperd il numero b sard uno del numeri cio tutti gli autori di queste sozliono premettere.

[ . 7 = OssenvazioNg. Termineremo facemdo osservare

1§ 10, 107°, 107,.... B isremi di logaritmi, I’ uno
| che se si considerano due sisteml ¢ ,

mi i numeri

-
e m—

a base a, I'altro a base a’, il Fugarilm? = husﬁ a d:du;;
numero b qualungue ¢ eguale al logantimo a base a eh
medesimo numero b, moltiplicato per us fattore che

indipendente dal numero b considerato.

- 1 i quali banno rispetlivamente per logarit
AR R (3

Cosi & pienamente provato che i soli numert I;i*

zionali i quali nel sistema a base 10 abbiano logarit

S
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Invero sia
h=1log..b

h'=1log., b
cioe
at=~h

a™ =b.

Prendendo i logaritmi a base a' di ambo i mem-
bri della
gh==0
i hlog.. a=log.. b
0vYVero
h.log.ca=h

¢ questa mostra quanto & stato enunciato perche il
fattore log.. @, che moltiplica h, non dipende aflatto
dal numero b.

Si ha dunque : dal lognritmo di un numero qua-
lunque in una base a, si oltiene it logarilmo idel numero
medesimo in un’ altra base a', moliiplicando quello pel
logaritmo del numero a, preso nella base a'.

Esercizi.

Determinare il valore di @ che sodisfa alle se-
guenti equazioni:

1° log. 2=2 , log. =38 , log. z=05
9° log. x=1o0g. a—log. b, log. x=mn log. a—+n log. br

3° log.2=23 log. 18 — 4 log. 12

(basta tener presente che sono eguali due numer:
che hanno logaritmi eguali).

5-n-
ﬁn

]
L]
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Risolvere le equazioni
o' +y'=da , log. :1:+lug.y=3:—
(la seconda pud scriversi xy = «:?l[.‘l‘“ )
z +y'=a , log.z—+log. =2
=y P =93
(si prendano i logaritmi dei due membri di cia-
scuna).

105-0 6-0 =100 , a.b=1/c
(si prendano i logaritmi dei due membri).

: (a — "
(ﬂi —ﬂﬂ!b -+ bl’):-] _{ﬂ_+ b}l
g Fi 0
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CAPITOLO XVIL

Proporzioni.

198. Si chiama rapporto di due numeri a e b il

iente di essi *
quoziente 2

Si dice che quattro numeri reali ' a, b, ¢, d sone
in proporzione, quando il rapporto del primo al secondo
¢ equale al rapporto del lerzo al quarto.

Una proporzione & rappresentata scrivendo

(I C

— — g

b d
o anche, come pill comunemente si suole, colla nota-

zione
g.b=0e'd;

e invece di leggere
a diviso b equale a ¢ diviso d
si suole leggere
a sta a b come ¢ sta a d.

I numeri a, b, ¢, d si chiamano i termini della
proporzione: a b & il 1° rapporto, ¢ d il2°;e€cC
si dicono gli antecedenti, b e d i conseguenti; becl
medii, a e d gli estremi.

* In lulto questo capitolo si considerano solo numeri reali.

-

Bl
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Una proporzione si dice confinua se i medii sono
eguali tra loro, cioé, se & della forma

a:b=b.d,

b dicesi medio proporzionale tra a e d.

Una proporzione non & allro, in sostanza, se non
un’ eguaglianza, i cui due membri hanno la forma spe-
ciale di quozienti. — Sara una wdenlild se i quatlro ter-
mini sono numeri noli: un’equazione, se alcuno di
essi & incognito.

Al punto in cui siamo, una trattazione speciale e
completa della teoria delle proporzioni sarebbe super-
flua; sarebbe facile osservare che tutlo quanto noi
possiamo dire intorno ad esse & coutenulo implicita-
mente o esplicitamente in proposizioni gid nole o per
lo meno ne & conseguenza facilissima a dedursi. Perd,
giacche certe modilicazioni, delle quali una propor-
zione & suscellibile, shno di uso assai frequente, cosl
noi presenteremo qui raccolle le principali prupt?-'.izitmi
relative ad esse, contentandoci di enunciarle ; il dimo-
strarle d’ altronde & eslremamente facile, e polra es-

sere un esercizio pei giovani. ; ‘
1° In una proporszione il prodotto degli estremi ¢

equale a quello dei medul, ciot se @

.t
b~ d
& anche s
OSSERVAZIONE [. Se i medii sono eguali, ciod se
& h=—rc, allora D¢ segue
ad="0"
] due numeri a e d é la
1 medio prnpar..mnnk {ra
g b del loro prodotto.

radice quadrald
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OsservAziong II. L’ eguaglianza
ad="be

serve a determinare uno dei quattro termini, quando
sono noti gli altri Lre.
9° (ualtro numeri a, b, ¢, d sono in proporzione
se il prodotto degli estremi é eguale a quello dei medii.
Si ha

=2

¢
o

se ¢
ad =bc

OssenvAzioNE 111. Dai due precedenti teoremi
segue che una proporzione & giusta ogni volta e sola-
mente allora che il prodotto degli estremi & eguale a
quello dei medii: dimodoche in una proporzione si pos-

sono disporre i termini in tutti quei modi, nei quali

non & alterata I’ ugnaglianza tra il prodotto degli Eslremi

e quello dei medii. — Si hanno cosi olto diversi modi

di disporre i termini di una proporzione.
0ssERVAZIONE 1V. In una proporzione si pud mol-

tiplicare o dividere uno degli estremi e insieme uno 3

dei medii per un medesimo numero.

3° In una proporzione la somma dei due primi ter-
mini sta al secondo, come la somma dei due ullimi sia
al quarto, vale a dire, se &

@
;=

=~

@ anche

a+b c¢c+d
' TR

4° In una proporzione la diferenza dei due primb

termini sta al secondo, come la differenza dei due ullimé
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sta al quarto, ciot se &

S

b d
ne segue

=0, o
Bl 254
2° In una proporzione la somma dei due primi ter-
mini sta alln loro differenza, come la somma dei due ul-
timi sla alla loro diferenza, cioé dalla
a.b=c.d

deriva 1" altra

a+ba—b=c-+d.e—d.

6° In una proporzione ln somma o la differenza
degli antecedenti sla alla somma o differenza rispelliva-
mente dei consequenti, come un antecedente al suo con-
sequente, ciot dalla
glb=cid
discende I’ altra
a4+c.b+d=a’b

€ anche S ST,
7o Moltiplicando tra loro ordinatamente i lermini

di piii proporzions st olliene una nuora proporione.

Se &
a, €.
i 1
[ it
b.l 1
¢ anche - o 10,0
b‘ﬁ‘ = dldl
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8° Divilendo ira loro ordinatamente & termini d
due proporziont si olliene una nuova proporzione.
Dalle due
g, 5 a, Cy

———

b, d, * b d,
@ _)
L Cy
5.) 7 (4)

b, d,

9o Se quattro numeri sono in proporzione, anche
le loro polenze m° s0M0 iR proporzione.

deriva I’ altra

Se &
& 2
. b~ d
& anche
6> _ £~
bm_dm

10° Dati piie rapporti eguali, lo somma degli antece-
denti sta alla somma dei consequenti, come Uun anfece-

dente al suo conseguente.

Se &
@, My 1y
ne segue
{1,—1—{1&-—1—{{3—1—.... o
b, +b,-+bg+...- b,

PROBLEMA. Dividere un dato numero n in part:,‘
che stieno fra loro ordinatamenie come certi numers

dafé a; b, Ciies
Sieno x, ¥, ... queste parti: si ha

m+y+z+....=ﬂ
x Y 2

=

— —

a b ¢

CAPITOLO XVI. 923
Applicando I’ ultimo teorema.
e S o YOO
a+b+c+.... a
O
Wl
—c
ovvero
n £
a-+b-+c¢ <
AR =ty
a+=b—=+c¢.... b
AN AN e L A
a-+b-+e¢ ES

dalle quali si deducono x, ¥, 3,----

Progressioni aritmetiche.

199. Dicesi progressione aritmetica o per differenza
una serie di numeri tali che la differenza tra uno qua-
lunque di essi e { antecedente sia un numero coslanle.

La differenza costante tra un termine di una pro-
cressione e il precedenle chiamasi ragione della pro-
gressione.

Una progressione di # te
peralmente scrivendo

'i} -E.ﬂ’i.ﬂrﬂr*“-ﬂn-l-ﬂnn

Indichi d la ragione; se 7 & uno qualunque dei

termini, la legge a cui essi sodisfano ¢ espressa dalla

relazione et
E) ae = de-1 ==

rmini si rappresenta ge-
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onde
f'lr-_"'"‘-Iil!:rul_]-_'f:i

ﬂ‘r—]=”1_d

ciod , agyiungendo L1 ragione a un termine qualungue si
oftiene il termine sequenle : soltraendoln si olliene I an-
tecedente ; dal che segue, che conoscendo la raginne: e
un termine, la progressione pud essere prolungala 1n-
definitamente da una parte e dall’altra del termine
medesimo.

900. Se si indica con a, un termine qualunque,
una progressione illimitata da una parte e dall’ altra di
£580 sl rﬂpp['ﬁﬁﬂﬂlera scrivendo

= oog a F‘H_l‘ﬂ_!'ﬂ_iiﬂiiai!ﬂsll--

La serie dei numeri interi, positivi e negativi,
-i_'%li 1-{]!1-(2-3---1-

3 una progressione illimitata nei due sensi avente per
ragione 1. . 'y -

Se la ragione di una progressione & posiliva, cia-
seun termine & maggiore del precedente e la progres-
sione allora si dice crescrnte: se la ragione & negaliva,
ciascun termine & micore di quello che lo precede e
la progression® dicesi decrescenle.

vere—4.—2.0.2.4.6....
& una pmgressiune crescente :
eeeed.2.0.=2.—4%....
& decrescente.

901. Un lermine qunlunque di una projressione .

aritmetica ¢ equale a un altro qualsiasi, di quelli ch? lo
precedono, aumenlato del prodotto della ragione pel
numero intero successivo a quello che indica quanti ter-

CAPITOLO XVI. 595

mini si trorano tra I' uno e [ altro; e anche, ¢ egquale a
un altro qualsiasi, di quelli ch: lo sequono, diminuilo
del prodotto della ragione pel numero in'ero successivo

a quello che indica quanti termini si trorano tra | uno
e §'altro.

Sia la progressione

lﬂ-aiﬂ-l‘ﬂ_lﬂﬂitﬂt'la'ili

Si consideri un termine qualunque g¢,: vwno qua-

lunque a destra di esso sard a,,,: uno qualunque a si-

nistra sard a._,: s e f sono due numeri interi, Pposi-
tivi qualunque.

S1 ha per definizione
ey — @ =1l
Gy — Qe =— d

Qros — Oras-1 — d

sommando le quali membro a membro si ott3=0€
Aeys — d: = sd

1) Qr e =0+ 34
=a,+(—1+1)4d
e questa prova la 1* parte dell’ enunciato.
Poi si hanno le altre

& = ;-1 = d
Q-1 ™ Or-1 = d

sommando le quali membro a membro si ha

ﬂ:"‘ﬂr‘t_—-!d

onde . 'l

2) ﬂr-t"_—'—ﬂr'—'
=ﬂ,-—-(f-—l+‘|]'d-

e questa prova la 2* parte.
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I

0ssErvAzIONE I. Percorrendo, a partire da un ter- = cio¢ trovare m numeri x,, x.,
mine qualunque,un! progressione aritmetica illimitata .

« v e« T Pale che la serie

| nei due sensi, si incontreranno da una parte termiol By, Tpy DyoneBny b
HiR che supereranno qualunque numero posilivo assegna- il sia una projressione aritmstica.
:L bile, dall’ altra termini che saranno piu piccoli di qua- = = Manifestamente, per far cid basta conoscere la ra-
! « NiASF C
|

o =
n
. T e e e e ool
- [ g

Junque numero negativo che si voglia assegnare. gione, poiche aggiungendo questa ad a si otliene z
v iy

i Cio discende immediatamente dalle relazioni 1) e 2).

Essendo  un numero costante e potendo s e ¢ prendersi
grande quanto si vuole. anche i prodotti sZe {d (130,10°%)

aggiungendola ad x, si olliene x,, ec., ec. Ora la for-

mula 3) fa appunto al caso nostro, perché ci da im-
mediatamente

potranno divenire grandi quanto si vuole in valore as-
soluto : epperd, se d & posilivo, saranno posilivi sd
e td, e @.4., .-, diverranno, al crescere indefinito di
s e t, quello maggiore di qualungue numero positivo,
queslo minore di quaiungue numero negalivo : se d &
negalivo, saranno negalivi sd e {d, € Ges s ety al cre-
scere indefinito di s e ¢, diverranno quello minore di
L ogni numero negalivo, questo maggiore di ogni nu-
i 18k mero positivo assegnabile.

OssERVAZIONE 1I. La formula 1) che in sostanza
LERTE & identica alla 2), & una relazione tra 1 quallro ele-
menti a,, @, S, @, che permette di determinare uno
i essi, quando sieno noti gli altri tre.

203. ProBLEMA. Determinare la condizione neces-
saria e sufficiente, perch? tre numeri dats a, b e ¢ fac-
ciano parte di una stessa progressione arelmelica.

Pongasi primieramente che esisla una progres-
sione nella quale si trovino i termini a, & e ¢, e che,
procedendo verso desira nella progressiome medesima,
s” incontri prima a, di seguilo ad a un mumero m di
termini, dopo i quali si trovi b;a b succedano n ler-
mini e dopo questi s’ inconlri ¢.

La ragione d della progressione sard data (vedi
problema antecedente) dalla formula

| ciot la ragione é equale al quoziente della differenzd

i {1 tra un termine e un altro qualunque che lo procede, di-

fitil 1 visa pel numero dei ltermini intermedii ad essi aumen:
tato di 1. |

902. INSERZIONE DEI MEDII. La formula 3) pt:enﬂ-

14 dente serve a risolvere il seguente problema : tnsé:

1 rire M medii aritmetici tra due numert dati a e b,

dovrd dunque essere

| Specialmente notiamo che se ne deduce 1 b—a

i — m-+1

} L]

I B e anche dall’ allra

| 3) d =" c—b

‘ H s d=_— ;
f| n-+1

b—a c¢—0b
m—+—1"— n+1

OVVEro
b—a m -+

e — -

c-—bﬁﬁ_+i
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3% quella dell i
o quella della progressione {ra a, e a,:
le differenze a_,—a_,, ¢, —a_, Qy=—@,.... SONO

eguali, perche tulle rappresentano la ragione della pro-
gressione primitiva : si ba dunque :

H:_”—_i Iy — @, @, — :
—m+1" m+1" m+=1 " "

Le progressioni parziali, tra a, e a,, lra a, e a,
ec.ec.,iraa_, e n,, tra a_, e a_, hanno dunque tutte la
medesima ragione. Inoltre ["ultimo termine di ciascuna
di esse & il primo della seguente: per conseguenza
esse possono considerarsi come cosliluenti una sola
progressione la cui ragione & il quoziente della ragione
primitiva divisa pel numero dei medii inserili aumen-
tato di 1.

205. In una progressione arilmetica di n termini,
la somma di due termini equidistanti dogli estremi €
costante ¢l uguale alla somma degli estremi stessi.

Qja la progressione di n lermini

il TR /Y IRPRRPOY, IS
due termini qualunque equidistanti dagli eslremi sono
d. € dn_.+ - © sl ha (201)
ar = a,~+(r—1)d
Oy = — (r—1)d |
sommando le quali membro a membro si oltiene

a. + Ay —ry1 = Q, —+=ls

il che & quanto si voleva.
OsSERVAZIONE. Se il numero n dei termini & di-
spari, vi & un lermine egualmente distante dai due

. ‘g.

CAPITOLO XVI. =31

estremi. ._"':‘aa ¢ n=2m—1, quel termine sari a. , e
giacche vi saranno m — 1 termini innanzi ¢ m — 1 ter-

mini dopo di esso, cosi avremo

n = ﬂn“{m'—‘i}d
delle quali si Irae

2Wn==a,+ @
onde
a, —+ @a
I ="

si pud dire dunque :

In una progressione aritmetica con un numero di-
spari di termini, il termine medio é uguale alla semi-
somma degli estremi.

La semi-somma di due numeri si chiama media

aritmetica di essi. TS
906. La somma di n lermini consecutirs di una

progressione aritmelica ¢ equale alla semi-somma det

due estremi moltiplicata per n. ' 8
Si considerino gli #» pumeri in progressione arit-

meltica
%ﬂl_ﬁi,ﬂiuli-ﬂn—ltﬂn-

Qi indichi con s la somma di essi, ciog
§ = ﬂ,+{f,+-----}‘ﬂ=—l+ﬂn5

si pud anche scrivere

3=ﬂn—l—ﬂn-1+-.-.ﬂ,+ﬂt '
sommando membro a membro queste due uguaﬁglllan;z
e chiudendo eniro una parentesi 1 due termioi C
sono sopra una stessa yerlicale, Sl ha : £
28 = {ﬁ"—i—an)+(n,+a.,_1)+...—l-(ﬂ.-1 + @)+ (0 ;
e racchiuse entr® parenlesi,

ma clascupa’ dello AL termini equidistanti degli

essendo la somma di due

AN
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estremi, & eguale alla somma degli estremi stessi: il
numero di #tile queste somme & n; si ha dunque

28 = (a,~+a,) n

-+,
1) 3 = ( 2 .

onde

formula che dimostra la proposizione enunciata.

OssErvazioNg. Nella formula precedente la som-
ma s & espressa pei lermini estremi e pel numero to-
tale dei termini: si pud in essa sostiluire all’ ullimo
termine a, la sua espressione

a, = a,+(n—1)d
e allora si ha

i ——

{I,—F-{Ti—[—{ﬂ--ﬂd)
E = ﬂ

i (9&,4-(;—1)@) .

ciod la somma s espressa pel primo termine, per la
ragione ¢ pel numero dei termini,

La formula 1) n. 201 e la 1) n. 206 stabiliscono
due relazioni tra le cinque quantild a,, @, d. 7, 8,
dimodoche date tre di queste, & possibile, considerando
quelle due relazioni coms equazioni, determinare le
altre due guantitd incognile.

Progressioni per quoziente.

207. Dicesi progressione geomelrica 0 per q-u_ngt'e;nte
una serie di numeri tali che il quoziente del'a divisione
di uno qualunque di essi per il precedente sin coslante.

Queslo quoziente costante si chiama ragione della
progressione.

CAPITOLO XVI. 533

Per indicare che n numeri a,, a,,....a, sono in
progressione geomelrica, si scrive

':_Eﬂl:ﬂi:ﬂg:"":'ﬂn-—l:an
La legge con cui si succedono i termini di una
progressione geometrica & espressa dalla legge

.
1 — =
) [ P
dove ¢ indica la ragione della progressione e a,, € @,
rappresentano due lermini consecutivi qualunque.

Dalla 1) si ricava

ﬂl' = -1 li'
M.

Qe 1 =——
q

e queste ci dicono che: muﬂiplimnda‘un n:-rm:‘ne df
una projressione geometrica per ln ragione si otliene il
termine successivo e dividendo un termine di una pro-
gressione geomelrica per la ragione si oltiene il lermine

antecedente. _
Da cid segue che conoscendo un termine e la ra-

gione di una progressione geumelri‘cai, puo la progres-
sione medesima prolungarsi indelinilamente da una

" allr: ine dalo.
rte e dall’ altra del terming _ 34
e Se un termine della progressione & posilivo ed @

posiliva la ragione, pecessariamente detgbunn;is;zr%
positivi tutti gli altri: e allm:a_ se la rugmn:mrrfndgn
giore dell unita i termini che s’ incontrano pe

' EE In I a

. " unila. : :
mlnﬂﬂrggﬂ'}:i g:;mfnﬂ qualunque di una projressione geo-

metrica é equnle a un altro quﬂfsﬂiil' :;ﬁgurfii;.:: {:rf:;
cedono, moltiplicato per und polenza rag
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per esponente il numero intero successivo a quello che
indica quanti termini si trovano tra Vuno e U altro: e
anche & equale ad un aliro qualsiast di quelli che lo se-
guono, diviso per una polenza della ragione avente per
esponente il numero intero successivo a quello che indica
quanti lermini st trorano tra I'uno e U allro.
Sia la progressione iilimitata nei due sensi
-E"llﬂr_,sl'llrﬂrit!iaﬁ"ll‘*it
Per definizione si ha:

ﬂr-ﬁ_._l p— ﬂr-. g

'ﬂr -] — ﬂl'--n.+1 q

dr = Q¢ -1 q:
moltiplicando le quali membro a membro, si deduce
A= (-5 "
1) a, =—da,_, q[a-lj'-l-l

e questa prova la 1* parte dell’ enunciato.
Si hanno poi anche le altre uguaglianze

Ar+1 — (; q

Oy = e

Ut = Urgt-1q

le quali moltiplicate membro a membro danno

Gae—=— 0§’
onde
a eyt et
: i — Sli=1F1
q'- ql |

che &, in sostanza, identica alla precedente, e che
prova la 2* parte dell’ enunciato.

CAPITOLO XVI. 535

OsservAzioNE. La formula 1) precedente stabilisce
una relazione tra le quantita a,, a._, . ¢, s, talche date
tre di queste si pud determinare la quarta.

209. Percorrendo una progressione geomelrica a

termini posiliri, dllimitata nei due senst, si inconlrano

da una porte termini maggiori di quilungue numero
positivo assegnato grande ad arbitrio, dall altra termini
minori di qualsiast numero postitvo assegnalo comun-
que piccolo. ‘
Per la proposizione precedente, la progressione
pud scriversl
e, 0 .G
ﬂl.) “ e &—;..“_ q!. q .
ciod i termini di essa si oflengono mulli.pliicandu per
a, che & un numero determinato, i lermini della pro-

gressione

ﬂi:ﬂlq:ﬂlq':'---ﬂ,f]“-...

NN Py i e R L Pea TS -

171 =)
e ora basta rammentare la proposizione lula(ﬁ?*i E:i
' i ema (ui enunciato
vedere subito che il teor ps
ie di . 2). ma se & vero per las ,
la serie di numeri £); ‘
manifestamente & vero anche Ill:arlf: ?:::uﬁ. e
- - DEI MEDII. . 208
910. INSERZIONE DE P
serve a risolvere il seguente .prnl_llem{:.‘ _;r;:;rﬂr g
medii geomelrici tra due numeri datt postlit )

' .. tuli che la serie
trovare M numert Xy Xa- 7 Xeo

ﬂ, 1:’1 ;1:’1...-;‘!?:&

. omelrica.
sia una progressione gsr [arr::liﬁ basta conoscere la ra-
ifestamente Pt i olliene x
inn:lal:miché muihplicandu a PEI'*E:;T;‘; ill - c;.:
fl‘mtliEiIicaudu z, per 1a medesia <

Ora la della formula 1) ci fa appunto conoscere la
ra la
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ragione giacche ci da, indicando con ¢ la ragione in-
cognila
b:ﬂ’}m-"—l

m==1
_ \/ b
I=Va
e si prenderd qui per ¢ il valore reale e positivo che

M1

»\/E ammetle sempre, essendo a e b posilivi.

onde

211. Se fra cinscun termine e il successivo di una
progressione geomelrica a lermini posilivi s inserisce
uno stesso numero m di medit, la nuova serie di nu-
meri é una progressione che ha per ragione la radice
d' indice m—+1 della ragione primitiva.

Invero, sia la progressione

L [ [ ]
m———

‘.I-l.-lﬂ-_'-

L]

A_y .0y @y .0y, vvr-

S’ immagini d’ inserire m medii tra a, e a,, ra a,
e ag, ec., C., & parimenle tra a_, e a,, lra a_, e @y,
ec., ec.

Tra a, e a, si formerd una progressione avente
m=~1

ﬂ:l ’
o+ traa, e a,un altra avente per ra-
1

per ragione

L)
a i
gione \/a—', ec., ec., tfra a_, e a, una avente per ra-
-
mpl
; a . " ol a0
gione 4/~ , ec., ec., ma i quozienti ....—*, —,
- -y a4

ay

g, ' Sono tulti eguali alla ragione della progressione

proposta; si ha dunque
m=1 m=l ml

._,\/ﬂi ,\/"Tt My
6., a, Oy = -
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Le progressioni parziali tra a, e a,, tra a, e a,,
ec., ec., hanno dunque la medesima ragione. Inoltre
1’ultimo termine di ciascuna di esse & il primo della
seguenle : percid esse possono considerarsi come CoO-
stituenti una sola progressione, la cui ragione & la ra-
dice d’indice m—+-1 della ragione primiliva.

212. PROBLEMA. Determinare la condizione perché
tre numeri dali positivi a, b, c fuccuino parte di una
stessa progressione geometrien.

S’ immagini che effettivamente esista una progres-

“sione in cui procedendo verso destra s’ incontri prima

il termine @, poi b, e infine ¢ e che ra a e b siano m
termini : e ne siano n tra b e c.
Si avra allora, chiamando ¢ la ragione

b= ag™*
c —_— bqn"*"l

dalla 12 delle quali si trae
m1
b
=y
n-1
c
1=V o»
si deve dunque avere
o+1

me=1
b C
a

dalla 2*

b

G0N

Questa & la condizione necessaria, ciot, debbono
esistere due numeri inleri m-+1 ed n-+1 tali che la po-

0ssia
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tenza (n—+1)* del rapporto G’) sia eguale alla polenza

(m—1)° del rapporto (%)

Ma @ facile vedere che questa condizione & anche
sufficiente. Invero, pongasi che essa sia sodisfatla. Si
inseriscano m medii tra @ e b: si formera una progres-

m=1

g ; b . i
sione avente per ragione ‘\/ - ¢ se ne inseriscano n

tra b e c: la progressione cosi formala ha per ra-
n=1

gione '\/E : ¢ poiche &

-6

se ne deduce estraendo la radice ' indice (n—+1)(m-+1)

m=f=1 n+=1

“/’l_\/ﬁ
4 b

cosi le due progressioni hanno la medesima ragione e
la prima lermina col numero b col quale la seconda
incomincia. Esse formano dunque una soia progres-
sione, nella quale si lrovano i tre numeri &, b & ¢.

£ manifesto che se esiste una coppia di numeri
interi m+1, n+-1 che sodisfa alla condizione anzi-
delta, ne esis'ono infinite altre : tutte quelle che si ot-
tengono molliplicando per uno slesso numero intero i
due m+1 e n+1 o sopprimendo ad essi un fatlore €O
mune : infalli se & sodisfalla la

p\ ™+ e \ ot
@) =G)
lo & anche I’altra

b\ m-lp o (n+1jp
(5) =(5) '

CAPITOLO XVI. 339

APPLICAZIONE. Qualt sono i numeri razionali che

possono far parle di una progressione per quozienle
nella quale si trovano i termini 1 e 10 ?

Indichi p uno di questi numeri; secondo la posi-
zione che si suppone che p possa occupare nella pro-
gressione rispetto ai numeri 1 e 10, dovra essere
verificata ' una o ' altra di queste condizioni, ciog

p [e=1}
mege] e | A
10 —(m

|ﬂ)=+1
mrl — e
s (p
(l)tn'-l-l i

p

iﬂm-l_—u-i—'." — IFtl-ll-l
Prl+n+:| — 1.3nr+l
pm+1 — iﬂ-i"""l

Qvvero

la prima delle quali, per quanlo fu delto al n. 197 , €
mostira che p deve essere und polenza ad esponenie In-
tero e positivo di 10: 1a seconda, dove p & uprl.lum?:-lu
compreso ira 1 e 10 non pud mai essere sodisfatta - la
terza ci dice, che p & una polenza ad esponente inlero
j ne%:'.;l;zl::n:eﬂhi 10 sono dunque i soli nulmnri ra-
zionali che possono far parte di pnnaip:uf{:essmue geo-

ica i i si trovano i lermini 0.
mmn;laﬂ.l “I:Eut:ni progressione g5 Sermins t,I p:r:{-fnﬂf
di due termini egualmente distantt tfﬂ;ﬂ{ Efn mi é ¢co
stante ed equale al prodotto degli estremt S essi.

Sia la progressione di n termint

'E_:ﬂ;l..ﬂl:ﬂ‘l:"“'dn.

L]

L
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Due termini equidistanti rispettivamente dal primo
e dall’ ultimo sono @: € @a—41: Ora si ha:
(tn
qr—l
moltiplicando le quali membro a membro st ha:
ﬂr ﬂl:l.-*:l‘.p‘- p—— ﬂi En

il che & quanto si voleva. |

914. Il prodotto di n numeri in progressione (eo-
metrica ¢ uguale alla ratice quadrata del prodotlo degli
eslremi elevato all esponente n.

Siano gli # numeri in progressione

r=1

ﬂ'_r =ﬂ|q 3 ﬂn-r+'|_=

N A R LT T

s’ indichi con P questo prodolto, ciod
P=a, a,0g....0u-1.0x

si pud anche scrivere
P=0n.0u1::2:08y . O

moltiplicando membro a membro, e aggruppando i fat-
tori che sono sulla slessa verticale :

Pre= (ﬂlﬂn) (a, ﬂﬂ-l) b (ﬂn-l'?:) (ﬂn a,).

Ma pel teorema ora dimostrato ciascuno dei pro-
dotti chiusi entro parentesi & eguale al prodotlo degli
estremi : e poiché il numero di essi é¢n,siha:

P = (b, 0.
d
\oY P=4/(a,a.).

915. La somma di n termini di una progressione
geometrica é il quoziente che st oltiene dir:idﬂ_ndn per
la differenza tra Uunitd e la ragione, la differenza
tra il primo degli n termini e il prodotto dell ultimo
per la ragione.

I
Y

CAPITOLO XVI. S5#
Siano gli n termini in progressione :

o G, .0y ,:0eGa1 . Ba
se ne indichi con s la somma, cio®
1) s=a+a,+.... +0.14+a,

si moltiplichi da una parte e dall’ altra per la ragione
g : sl ollerra

=0, q+ 0 ¢+ F0aaf+ 0

e poiché, per definizione, &

a,q=2a, , 0,0§=10,, vevs a1 § =10y
risulta
Sg=ﬂ’+ﬂ=+-...+ﬂu+ﬂlq

sottraendo questa, membro a membro, dalla 1) si ¥=a
§ — 80 = a,—0af] ;

3“_'?}: a,— 0.9
onde

i i ialo.
la quale dimostra il teorema enunci &
! Osservazioxe L. Se nella formula precelent®

a, si sostiluisce la sua espressione
ay = 0,1

si ottiene RS q__ff_-_fL'_:.’?_'.) :

N e gul
T 2)
Osservazione I1. La formula 1)n. 207,¢€ la _

relazioni tra le qua”
i Jue relazioni : _
recedente stabiliscono _ ’

E Aoy G+ My 8¢ talchd date tre di esse, sl PO
i3 5 1

determinare le altre due.
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Limite della somma n di termini in progressione
geometrica per n crescente indefinitamente.

916. La somma di » termini di una progressione
geomelrica che indicheremo con S, & evidenlemente
una funzione di m. Ora si vuol vedere come yaria
questa funzione S.

Su=ﬂi+ﬂ=+l"*+ﬂn

al variare di n.
Per non entrare in detfagli, consideriamo sola-

mente il caso che la progressione sia a termini posi-

tivi; la ragione ¢ sard dunque positiva. Si consideri

che si ha

a, 0,q a_ a7

a—q 1—q a—q ¢—l

1° Sia g >1: al crescere indefinito di n,cresce ¢
(190, prop. 2*) indefinitamente ; cresce dunque pari-
mente il termine :}Ifl"
indefinito di n, S. ha dunque per limite 1’ infinito.

9¢ Sia g <1 : al crescere indefinito di n, ¢" (190,
prop. 2*) decresce approssimandosi indefinitamente allo
a,q
1—¢
miti) contemporaneamente allo zero.

Dalla formula

S = j

eppero cresce S,. Al crescere

tende esso pure (prop. 6% Li-

zero: il prodotto

a, a,q
—q 1—q
segue subito che, quando n cresce indefinitamente,

S, tende al limite ——
1—q

CAPITOLO XVI, 43
Logaritmi dei termini di una progressione geometrica.

217. Consideri

_ : amo la progressione geo ica i
- - - m I‘
limitata nei due sensi. n ? o

- -1 . |

SO, (A Fresy wd o |
dove ¢ & un numero positivo.

Sia r il logaritmo di ¢ nella base a, ciok si abbia
A ar=ygq.
noi avremo allora :

g!=ﬂﬂl ¥ ql=ﬂ1r--t;

=g = 3,
q —=a ", "'}':-_—"'ﬂ_"’,.

dimodoch®, osservando che & g° = a°, si vede che i
logaritmi rispettivi dei termini della progressione sono

...-""—Ef', "'-'r’ l:’i r‘ Er-l ﬂr-'—--t

i quali, come & manifesto, cosliluiscono una progres-
sione aritmetica avente per ragione il logaritmo della
ragione del'a progressione geomelrica data.

E se tra un termine e |"altro di questa, si inse-
risce coslanlemente uno stesso npumero m di medii, i
termini della nuova progressione geometrica che cosl
si otliene, hanno per logaritmi nella slessa hase a i
termini della progressione aritmelica che si forma in-
serendo coslantemente m medii tra un termine e I"al-
tro della precedente progressione aritmetica.

Invero, i medii che si inseriscono per es. trageq'

s Jhis, [L5.) e
sunﬂ q_m'l-'*i} . q{ﬂl'FTa' gooe ?'-“""' e qUEHtl h.‘!l‘lnl‘} FI-EI‘ ]ﬂgﬂ-

& - . * i
ritmi. nella base a, rlspeu_wamenle | numer! (ria'-.t-'i)'r'

2 3 ¥ i li sono appunto
(n:+1)"'"" ) -7 i qua pp

gli m medii aritmetici traOer. .
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Reciprocamente, sé si considerano due progres-
sioni I’ una geometrica, I alira aritmetica come le se-

guenti g

RO el ik
2 ....-—%r‘——r.ﬂ W L e

dove ¢ & posilivo, ed r & positivo o negativo, esisle
sempre un numero a positivo tale che i termini della

progressione aritmelica sono i lorarilmi, a base 7, dei
termini corrispondenti di quella geomelrica, cioe 0 lo-
garitmo di ¢°, 7 di ¢', ec. ec.

A

Questo numero a € q°.
Invero st ha

(ql')n=i=q“, (ql')r:qi; (;r)ﬂ: =" ;e

1y ~-= Iy = 2r
(q') —q'; (qr) =g e
e queste relazioni mostrano che dando per esponenl
1

successivi al numero a =4¢" i termini della progres-
sione aritmeltica, si producono i termini di quella geo-
metrica; cid che prova appunto che i termini dell'arit-

metica sono i logaritmi nella base g} dei termini di
quella geometrica.

In Aritmetica si suol definire un sistema di loga-
ritmi partendo dalla considerazione di due prngressioni
come le due precedenti.

Esercizi.

1° Trovare il 15° termine della serie
-6, —3, 0, +3, 46 ;..--
90 Qual posto occupa nells progressione aritmetica
=29 .5.8..
il termine maggiore di 1000 ?

3° Tnseriscansi dieci medii aritmelici tra—7e 114
4° Trovare la somma degli # primi numeri interi

14+2+3+ ... 0.

' 5“. Trovare la somma degli n primi nnmeri interi
dispari : degli » primi numeri interi pari.
6° Quanti termini occorrerd di prendere di una
progressione arilmelica, il cul primo lermine & 7 ¢ la
ragione 2 per avere una somma eguale a d67 ?
7 Trovare la somma dei primi n numeri della
forma 4r +1.
(Si oltengono questi numeri facendo successis
vamente r=0, 1,....2—1)
8¢ Trovare la somma di 2n termini della serie

1 —=345—T1+9....

(Si sommino prima i positivi, poi i nagalivi).
g° Per scavaré un pozzo arlesiano fino alla pro-
fondita di 500 metri si pagano lire 3.24 pel 1° metro
e lire 0. 05 di piu per ogni melro seguente. Quanto si
paghera per I' ultimo metro e quanto per tulto il pozzo?
10 Dimoslrare che le dilferenze dei quadrati dei
pumeri natarali coslituiscono una progressione arit-
metica.
11° Se nell' equazione oz +b =y si mellono suc-

cessivamente per @ i valori ¢, €+ d, e+24,.... a0
che i valori corrispondenti di n formano una progres-
sione geomelrica. ' '
42° Sopra und retta si trovano disposte n pietre
alla distanza di 10 melri |' upa dall’ altra: quale sara
[ di quesla rella lale cl'_m per trasportare 1D
:yamente ciascund pielra occorra un cam-
o di quello necessurio per trasporlarle nel

luogo occupalo dalla prima pietra.

Anzssh, Algepra-— Vol b 27
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(Si supponga in ambedue i casi di partire dalla
prima pietra).

13° Trovare la somma dei quadrati dei primi »
numeri naturali.

(Si osservi che & n’—(n—1)" = 3n* —3n-+1:
si ponga in questa successivamente, invece di n, n—I1,
ﬂ‘%jrril'Q‘ 11 E Ei- Eﬂm[n;l].

14° Trovare la somma dei cubi dei primi n» nu-
meri naturaii.

(Si osservi che &
n'—(n—1)" = dn’— 6n’+ dn—1,

e si operi in moio analogo al precedente).
15° Trovare la somma di # termini della serie

{1 .24....+n(n-+1).

(Si osservi che & n(n-+1)=n"-+n).
16° Trovare la somma di n termini della serie

1.2.3+9.3.4.... +n(@m-+1)(@+2).

17° Quali sono le progressioni per dilferenza, nelle
quali la somma di due termini qualunque fa parte
della progressione 7

18¢ Trovare cinqae numeri in progressione arit-
metica conoscendo la loro somma s e il loro pro-
dotto p.

(Si indichi con @ il medio,con y la ragione. —

Le equazioni sono 5x =3

2500 . sy* — 125 . s"* + ' —38125. p =0).
19¢ Trovare la somma di n termini della serie

a—+b

ﬂ!—-b!, ﬂ"i‘-f’, {I_:E;'““

CAPITOLO XVI. 541
920° Trovare la somma di 10 termini della serie
2_"%1-{"?-;_2"}—'-- & @

21° Quali sono le progressioni per quoziente nelle
quali il prodotto di due termini qualunque fa parie
della progressione 7

990 Provare che, se in una seriedi numeri ciascuno
& la semi-somma di quelli che lo comprendono, questi
pumeri formano una progressione per differenza. Se
ciascuno & medio proporzionale tra i due che lo com-
prendono. essi formano una progressione per quoziente.

93" Quand’ & che il rapporio 1ra la somma dei
primi #n termini di una progressione geomelrica e la
somma degli n che seguono, & indipenlente da n?

21" 4/2, 4/5, 4/1 possono far parle di una slessa
progressione per dilferenza e per qunzlgnte? : ;

(Si fondera quesia ricerca sui numeri 202

o 211). Pei e St

930 Se si prende 1a sPrie dﬂ_ npmen 1+mpar! i, :_!_
5.7,....elasi separa in grUFpl, il 10 dei quali abbia
un termine, il 2° due termini, il 3¢ tre termini ec €C.
la somma dei termini di uno slessd gruppn_t‘! un cubo.

96° Trovare il rapporio di L'l:.lE pameri T e ¥. ?-
pendo che il loro medio geometrico sia al loro medio

aritmetico come b 13 al a.
(Si ha VLR %_-E.——-b: a, che si riduce al-

1’ alira
X

_..._i _-bt
y = ﬂﬂ')'
T

==
n

270 11 prodotto di tre nume:'i in pfpgf;i“‘“qﬁ
: dei loro cubi .
metrica & 64 e la somma

sono questi numeri?
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28° Trovare il limite di ciascana delle somme

.i .1.!1 1
2 " 4 8 gy
I.J.l..litil_l
iFlE“i-JEI o
888
2 d7 g
‘l %t%l ‘i‘
E‘I"’irg:‘lﬂ-'l—-...

guando il numero dei termini di ciascuna cresce in-

definitamente.
(Per I'ultima si osserverd che &

1 i §—.1_r11!1
Z_E'"E ? 8—818131--..

éc. ec.).
vg° Trovare, 3pplicando la prop. 2%, (216) le frazioni
ordinarie generatrici delle frazioni decimali periodiche

0, 1iil....
0, 378 3i8....

30° Mostrare che @&
\/0, #5F.. . =0, 666....

91° Se in un qualrato dato si costruisce il gua-
drato che ha per vertici i punti di mezzo dei suoi lati,
e si ripete la medesima costruzione su questo secondo
guadrato e poi sul terzo, e cosi di seguito: quale s_ar:!l
il limite dclle aree dei quadrali inscrilli successiva-
mente gli uni negli altri, quando il numero di essi au-
menta indefinitamente ?

32° Se da un punto di uno dei lati di un angolo
di 60° si abbassa sull’altro lato una perpendicolare, e
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dal piede di questa si abbassa una seconda perpendi-
colare sul primo lato e dal piede di quest'ultima un’al-
tra sul secondo lalo e cosi di sezuito sino all’ infiuito,
quale sard il limite d-lla somma delle lunghezze di
esse, dato che la prima sia di m millimetri?

33° In un cerchio di raggio r sono lirali due dia-
melri perpendicolari: in ciascuno dei guadranti & in-
scritto un cerchio tangente al cerchio dato e ai due
dirmelri: poi un nuovo cerchio langente a queslo
cerchio e ai due diametri: poi un terzo cerchio lan-
gente all’ultimo cerchio descrillo e ai due diunwlr.i -
e cosi di seguilo indelinitamente. — Si trovi il I_imllﬂ
della somma delle aree di questi cerchi, il cul nu-
mero aumenta indefinitamente.

NOTA

gui numeri irrazionali.

Nell’ introdurre il concetto dei num_eri II'T_HI:I'I:I:::I,
al capitolo XII, non abbiamo ren:a!_.u mﬂ?:tlnmeliu
considerazione che esca dal dominio :e s
pura; ma possiamo anche mostrare ¢ E.:. e
irrazionale, cosi come uno razionale, pu

come misura di una grandezza 4r::nn:.rf:lta.rra peFEn,
Quando si inslituisce un confronto

si di-
dezze omogenee A € B possono accadere {re ca
stinti:
1° Che la A si possd pensare tf::::
un certo numero m di grandezze
B- e allora si dice che ques t
misura di A quando prende per

@ la riunione di
egnali all” altra

to numero intiero m & la

ita di misura B-



550 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGERRA.

9o Che la A non si possa pensare come riunione
di un certo numero di grandezze eguali ciascuna alla
B: ma che ciascuna delle A e B si possa pensare come
la riunione di un certo numero, diverso per ognuna
delle due, di grandezze tutle eguali a una lerza C
omogenea alle due A e B: ad cs. la A sia la riunione
di m granlezze eguali alla C, e la B lo sia di n: la C
sarebbe in lal caso la parte n* della B, e la A sarebbe
la riunione di m di queste parti n° di B: allora diremo

. : .- : ;
che il numero frazionario — ¢ la misura di A quando

si prende B per unita di misura.
3° Cle le due A e B non si possano contempora-

neamenlte pensare come riunioni di grandezze eguali a

un’ alira grandezza gnalsiasi omogenea con quelle.

Per provare come cid possa accadere, bastera por-
tare un esempio.
A B

.

D c rolte nel lato AD.

non esiste alcuna lunghezzala quale
si possn pensare come conlenuta

Pongasi, se & possibile, che questa lunghezza

esista: si polra sempre supporre che sia una retia.

Essa sarebbe una certa parte ad es. la m" parte diACe

conlemporaneamente la parte n* di ABe poiche &

AB< AC< 2AB
cosl sarebbe

n < m < 2n.

1l quadrato costruito sulla parte m* di A C sarebbe -_i-",
dunque eguale a quello costruito suila parten® di AB:

Abbiasi un quadrato ABCD:

esattamente un cerlo numero di %
volte nella diagonale AG e contem- =
poraneamente un certo numero di o
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ma il quadrato costruito sulla parte m* di AC ¢ ]a
parte (m)™=* di quello faito su tutta la AC; cosl
quello fatio sulla parte n® di AB ¢ la parte (n")™=* di
guelilo fatto su tutta la AB: dunque I"intero quadrato
fatto sulla AC & eguale al m® volte la parte (n*)y~i=e di

: m
quello fatto sulla AB; epperd il numero —= sarebbe la

misura del quadrato fatlo sulia AC quando si pren-
desse per unitd di guperficie il quadrato fatto sulla AB;
ma per un nolissimo teorema il quadrato Jella AC &
il doppio di quello della AB : quindi, secondo questo
teorema, il numero che misura il quadrato 41 AC
guando si prende per unita quello di AD deve essere
il 2 : bisognerebbe che fosse

m_q
n’
i impossibile.
: ch;f ;i“::?'ninma comune misura di due grandezze A
e B una terza grandezza C, che pud essere la slessa
B, la quale si possd pensare contenutd esallamente u;
certo numero di volte 'in A e un certo numero ¢
volte in B, dobbiamo concludere che f:slslunn gra::-
dezze che considerate I'una nspeluu all’altra ;:mmeu-
{ono una comuns misura, € n.e esmlcfnl: altre ¢ mh;ﬂe
ammettono alcuna comune misura. cl0€ due graq;lmm_
date potranno esSere commensurabili ovvero d
mea’:;!::d: due grandezze sONO cnn_n'nmsurahnh, :
lazio:.e che 1l confronto reciproco rivela _rr;l r:-.ss;e,
& 33_‘0* un numero inlero 0O frazionario Cioe con
ﬂﬁpr::l;::: razionale che si chiama la misura del-
un ,

I’ una rispetlo all altra, ciod 13 misura dell’ una quando
u

i prende p'T unitd dr misura I"altra: e viceversa, &
si

manifesto che sé |a misura di und grandezza rispetllo
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a un’altra & un numero razionale, le due grandezze
sono commensur:bili. Percid i numeri razionali so-
glionsi anche chiamare commensur.bii.

Se dunque si hanno pit grandezze omogenee delle
quali alcune sieno commensurabili con una certa gran-
dezza omogenea con esse, altre invece sieno incom-
mensurabili con questa, esisteranno i numeri razionali,
che sono le musure delle prime rispetto alla delta
orandezza: per le seconde. quando non si conosces-
sero altro che numeri razionali, non esisterebbero le
misure di essa rispetto alla data. — Epperd, quando
si avessero solamente numeri razionali, non si potreb-
bero sempre rappresentare con numeri tuite le gran-
dezze possibili Ji una data specie, quando si riferis-
sero lulle a una di esse presa per unila.

Ecco dunque per questo rignardo manifesta [a ne-
cessita di nuovi numeri, oltre i razionali; ciog quando
si voglia che il numero serva ad esprimere la rela-
zione di una grandezza ad un’altra omogenea, il solo
pumero razionale non basta a cid in tutli i casi, giac
ché non si pud con esso esprimere la relazione che
pure si comjrende che esiste, tra una grandezza ed
un’ altra incommensurabile con essa.

Ora mosireremo che il numero atto a cid & il nu-
mero irrazionale, da noi definito come limite di una
serie di numeri razionali che procedono secondo una
certa legge.

Dobbiamo investicare intimamente, la relazione
che passa ra una grandezza ed un’altra incommensu-
rabile con essa.

Trasportando dai numeri alle grandezze il con-
cetto di limite, (125, 129), limitandoci per lo scopo
nostro a considerare grandezze variabili sempre Cre
scenti ovvero sempre decrescenti, noi diremo :

CAPITOLO XVI. -

Una grandezza NV variabile secondo una certa l»gje
ha per limute una grandezza costante L, se V passanio
per stali succrssivamente creszenli ovrero per stati suc-
cessivamente decrescenti pud diJerire da L meno di ogni
grandezza assegnabile, ma non diviene mai eguale ad L.

Cié posto, prendiamo a considerare una retta OA
incommensurabile colla OB che si assume come unild
di misura; i ragionamenti che qui faremo sono iden-
ticamente applicabili a grandezze di qualunque altra
specie, purché esse godoro della proprietd di essere

ivisibili in parti.

1 A" B Si vede subito che
0 B 17 A"AB” B esistono sempre due
lunghezze 0A’ e OB" misurate da due numeri intieri
conseculivi @ ed a+1, una minore, | altlra maggiore
di 0A; poi se immaginiamo divisa ciascuna unild da
0 a B in n parli uguali e segnati i punti di dn'isinr!e_,
il punto A estremo della 0A cadra tra due conseculivi
di questi punti A", B': e la OA sard cosi compresa (ra

due langhezze 0A", OB’ misurate da due numeri [ra-

m m+Ai 5w M 4 5 3
i .M M., s poi immaginiamo ciascun
zionari —- € — P . £
gnita da 0 a B divisa in n'=mnp parli ﬂ{{ﬂﬂll. 1!
punto A cadra pure tra due conseculivi del nuovi

punti di divisione A" e B", e la OA sarh compresa tra

.m m' -+~ 1
! ' i i - 8 ¥ 3
le due 04", UB” misurale coi numeri & =8

dividendo poi ancora ciascuna unitd in n- =np parti
uguali, troveremo due lunghezze 04, OB"" misurale

col numer __.." ———-ﬂ i le ali pure CDIII]JI‘EI.‘!I].EIID
1 i ] E‘ I¥ q“

la 0A. — A questo
mente e formare cosl
x) 04’, 04, oA™ . ...

;ndu si pud continuare indefinita-
due serie di lunghezze, le une
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sempre crescenti, o almeno non mai decrescenti, e
sempre minori della 0A : le altre

&) OB, 08", OB",....

sempre decrescenti, 0 almeno non mai crescenti, e
sempre maggiori della 0B.

Ed & manifesto che, scegliendo in altro modo i
pumeri n', n", »"”' ... ., delle serie di granlezze che so-
disfino alle conlizioni, a cui sodisfano le serie x) e ),
se ne possono costruire in quante maniere si vogliono.
Qualunque sia la legge, secondo cui le grandezze di
ciascuna delle due serie si succedono, € per quanlo
ciascuna serie si prolunghi, non sard mat possibile che
ira le grandezze dell’ una 0 dell’ altra serie se ne Irovi
una eguale alla 04, perche essa & incommensurabile
coll’ unila.

Se ora si ammette che possa esistere una sola gran-:
dezza It quale abbia ln proprieta di essere sempre com-
presa tra le grandezse dell una e dell’ altra serie, si dee
concludere che la OA & precisamente quest'unica gran-
dezza e. secondo il concetto da noi stabilito, & il limite
delle une e delle altre.

Appunto in questo carattere di limite comune alle
due serie di grandezze commensurabili che scegliendo
comunque i numeri n, n', n'.... nel modo anzidetlo
si possono costruire, consiste la relazione che una
grandezza incommensurabile ha coll’ unitd, perche so-
lamente una grandezza incommensurabile coll’ unila
pud avere queslo caratlere. Infatli anche per una gran-
dezza. che & commensurabile coll’ unild, si potranno
cos'ruire due determinate serie, 1 una di grandezze
commensurabili crescenti, I’altra di grandezze commen-

surabili decrescenti, che abbiano per limite la grandezza
commensurabile data, ma non sara possibile che essa

=. M
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continui :ad essere il limite comune anche di tutte le
altre serie di grandezze, che in infinite maniere di-
verse si possono cosiranire cambianlo la legge secondo
cui sono presi i numeri n, n', n"....; perocché, es-
sendo essa commensurabile, si potranne anche pren-
dere quesli numeri cosl, che trale gran-lezze dell una
o dell’ altra serie o anche di enlrambe st trovi appunto
la grandezza commensurabile che si comsidera: e al-
lora, secondo il concetlo da noi poslo. essa non po-
trebbe dirsi il limite delle due serie di grandezze cosl
formate. :
Cosi & dimostrato, che una grandezza incommen-
surabile coll’umitd, cio® che non pud essere pensala
come riunione di grandezze egual all" unitd o a una
parte di quesla, puo essere considerata come il limite,
nel concello da noi sopra stabilito, di serie di gran-
dezze commensurabili. :

Cid posto, quando,come precedentemente, si sono

costruite le due serie di grandezze
o) 0A', 04", 04",.

g 0B, 0B, OB”, «+>
e la 0A, conlemporaneamente

nti per limite comun ‘ :
Erele ie di pumeri razionali

si hanno anche le due ser

) PR 3
m+1  m'+l '-1"_{._1
,@i') n ’ T-I n'
: . T
Ora un numero razionale ﬂﬂgﬂh‘:‘"‘ﬂ ::: :?slll;! IE:; X
meri «) e minore di tatti i pumeri #) f:: o e
che, se esistesse, sarebbe rs.-mf'ﬂ T]lf[;lms:unn ot
SEr{E z)e p) (vedi ' 133, 1) {': e
come loro limite comune un psmer
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Questo numero irrazionale, cusl definilo, & rispetto
al numero 1, quello che & la grandezza 0A rispetto
alla grandezza OB; esso esprime dunqgue la relazione
che passa tra la grandezza OA e la 0B, ciod & la mi-
sura della 0OA rispetto alla OB.

Cosi & dimostrato che, come un numero razio-
nale, cosi anche uno irrazionale pud assumersi come
misura di una grandezza concreta; e se, quando le
grandezze che si considerano sono di quelle per le
quali sussiste la divisibilitd dell” infinito, & ora per-
messo dire, che per ognuna di esse esiste un numere
che ne & la misura, cid accade solamente perche, oltre
ai numeri razionali, si hanno anche 1 pumeri irra-
zionali.

Per 1a ragione ora detta, che i numeri irrazionali
sono le misure delle grandezze incommensurabili col-
I’ unita, sogliono anche essere chiamatl numeri incom-
mensurabili,

FINE.
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ERRORI

b-+a'

a+(—b)—(-¢)

nelle precedenti rela-
zioni

e

divisore

fralta invece quando
cid non accade

formati uno ec.
£58a.

CORREZIONI

a' + b
a+(—b)+(—c)
nella penullima rela-

zione
0

quoziente

fratta quella la eul
espressione &, o pud
ridurss a uwna [ra-
zione avenle per nu-
meratore ¢ per de-
pomimatore una fun-
zione intera Jdella r,
e la funzione nume-
ratore non & divisi-
bile esatiamenle per
la funzione-denomi-
natore, — Il nume-
ratore polrd anche
psser e coslanle.

format: contando uno
es:e.
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