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CAFPITOLO VIII.

Numeri variabili.

82. Si consideri 1"espressione 2z, dove x rappre-
senta un numero qual=nque. Sinche il valore di z & in-

determinato, anche il ¥ 2lore dell’espressione 2z o tale; - r.?

ma se alla lettera = si allribuisce un valore particolare

| 1
p.es. 0, ovvero —1, ovwero 35 €C., allora resulta subito

determinato il valore d=Il"espressione medesima, e pre-

cisamente esso o egual= a0, ovvero a —2, ovvero a ?

: : 1
€C.: secondocht sifa v =0, ¢ p— I, 0 ¥ =g, €c., ecC.

E se effettivamente si danno alla lettera » un dopo
I’ altro i valori

——.-:3-1_'11 ﬂ,ﬁ.’_d-‘ 55-|--

scelli a piacere, ' espres
dentemente i valori

o o

sione 27 assumer? COrrispon

PR |

presenta, o pia semplica
thdipendente, o Y espre =
& un numero parigh; ;
arwbile dipendent
e da ¢
secondo una denominas e

| 1one adotlata in fufti i rami
della I'.I:alematm.a funzione g; quello; e se si denota
ton y 1" espressione 24 ciod si pone .

Y =9 ,

3

S10ne 2% rappresenta, ovvero,
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si dird dunque che x e y sono due numeri variabili;
la & variabile indipendente o arbitraria, giacchd va as-
sumendo valori scelli da noi a piacere, la y variabile
dipendente o funzione, perche per ogni valore partico-
lare assunto da quella, prende un determinato valore
speciale.

Parimenle, I’ espressione 2.0°—3 non ha valore de-
terminato sinch® rimane indeterminato il valore di z,
ma, se a questa si dd un valore parlicolare, anche
quella assume un unico e determinato valore speciale;
p. es. se si fa successivamenle

,;':—I,_;':D_‘ ""._'__;:r_’ .F‘_—..."E, oI

I” espressione 2+"—3 prende, corrispondentemente a
quelli, i valori rispettivi

_[, .__3‘ 3 - g

Se sl pone

¥
# e (5 ]
) l.il'_, —_— )

-t

si dovra dunque dire: che x e = sono due numeri va-
riabili : X variabile indipendente o arbitraria, z funzione
di quella.

: . N | i
Cosli pure I’ espressione ~» SC In essa si attribui-

scono alla w successivamente diversi valori, per cia-
scuno di questi (escluso perd lo zero) prende un unico
¢ determinato valore: si esprime cid dicendo che

: 1 . 58 .
I’ espressione ~ & una funzione della variabile arbitra-

ria ..
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Senza recare altri esempi, che & facile moltiplicare
all’infinito, porremo dunque questa definizione: se v ed
x rappresentano due numert indeterminati tali, che, se
si attribuiscono successivamente ad X valori differenti, y
prende, in corrispondenza a ciascuno di questt, un unico
e determinato valore speciale, allora ¥y si chiamera fun
zione delln variabile arbitraria X.

83. Un concetlo analogo a questo che noi abbiamo
qui posto pei numeri, ci si offire anche nella considera-
zione delle grandezze concrete.

Basta geltare uno sguardo nel campo della Geo-
melria:

1 Si considerino due rette che si tagliano: for-
mano due angoli opposti al vertice, che possiamo de-
signare I'uno con x I'altro con § (si noti bene che
qui & e # non rappresentano numeri): si faceia ruo-
tare una delle rette intorno al vertice, 1'altra rima-
nendo fissa: 1" angolo & cresce o decresce secondo il
senso della rotazione; e ad ogni stafo. per cui passa
nel suo variare I'angolo 4 corrisponde uno stato e uno
solo dell’angola j, si dird dunque che questo & una
grandezza variabile dipendente da quello: e la legge di
dipendenza, come & ben noto, & questa: che gli stati

successivi delt” uno sono rispettivamente eguali agli
stall corrispondenti dell’ altro.

2° Un triangolo A ha

i la sua base B sopra una
retla illimitata ¢ ] vy P

base; se s’ immgui erlli::E sopra un’altra parallela alla
della B l’a]u-ﬂ“ ia che, rimanendo fisso un estremo
2 S1 muova, la B cresce o decresce
sgz?:c:néia SCNS0 del moto; e ad ogni stato per cui
gu;u imusseftnlel S0 variare corrisponde uno stato
€ una grandez = rtangctlu.a; 1 dird dunque che questo
legge i dipencage, ¢ dipendente da quella: e I
“iza, come sisa, & questa: che se Ia

.r E
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base diviene doppia, tripla, ec., ovvero mell, un ter-
z0, ec., anche il triangolo diventa doppio, triplo, ec.,
ec., ovvero meta, un terzo, ec., ec.

5° Sopra una data retta si faccia il quadrato : se
s’ immagina che un esiremo della relta si muova e
sopra ciascuno dei successivi slati, per cui essa passa
si intende coslruito il quadralo, giacche sopra una
relta si pud fare un solo quadrato, cosi si vede che ad
ogni stato, per cui passa la grandezza lalo, corrisponde
uno ¢ un solo stato della grandezza quadrato: perciod
(questo & dipendente da quello, e precisamenle con
questa legge: che se il lato diviene doppio, triplo,
quadraplo, ec., il quadrato diventa rispellivamentle
(quattro, nove, sedici, ec..... volle pit grande.

> Dati due lati e I’ angolo compreso si pud co-
struire un determinato triangolo: si tenga fisso uno
dei lati dati, e si faccia muovere 1 altro, conservan-
done la lunghezza, intorno al vertice ; cresce o decre-
sce, a seconda del senso del moto, I" angolo compreso
tra essi, ma, come si vede, cresce o decresce insieme
anche il lato opposto : ed ogni stale di quello corri-
sponde uno ed un solo stato di questo: il lato & dun-
que, quando riman fissa la lunghezza degli altri due
lati, una grandezza dipendente dall’angolo opposto:
ma la legge di questa dipendenza non pud essere
data cqui.

5* Una retta cadendo sopra un’altra fa due angoli
adiacenti, che insieme valgono due relli; se si fa ruo-
tare quella retta intorno al punto d’inlersezione. uno
degli angoli cresce o decresce secondo il senso della
rotazione e contemporaneamente [ allro decresce o
cresce; e perche ad uno stato di quello corrisponde
un solo stato di queslo, cosi I'uno & grandezza varia-
bile dipendente dall’ altro ; con la legge, che dj quanto
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I' uno cresce o & ecresce, d”altrettanto I’altro decresce
o cresce rispeltivamente. o

o Sopra un= retta data si descriva una semicircon-
ferenza : unende un punto qualunque di quesla coi
due estremi del diametro si forma un triangolo rettan-
golo: s" immnagimi che quel punto partendo da uno de-
gli estremi del & iametro percorra la semicirmnferenzaf
uno dei cateti cresce, mentre 1'altro decresce : ad ogni
stato di quello <orrisponde un solo stato di questo;
I’uno & dunque dipendente dall’altro ; e la legge di di-
pendenza non & uella dell’esempio precedente, come fa-
cilmente ci si p<rsuade, se si osserva, che, quando uno
dei cateti ¢ plecolissimo, la somma di essi differisce
pochissimo dall ™ ipolenusa, mentre negli altri casi tale
differenza ¢ sen=ibile ; la legge di dipenlenza ci & qui
data dal Teorenz.a di Pitagora.

A quesli essempi, che noi abbiamo ricavato dalle
prime nozioni ciella Geomelria, se ne potrebbero poi
aggiungere infinciti altri che s’ incontrano nella Geome-
tria stessa ¢ anhe fuori del campo della Geomelria.

A noi basts aver fatto vedere che il concetto della
rrjrr'.-'ufu'mfi dipemdente ciot, di funzione che sopra ab-
biamo stabilite: pei numeri, lo si incontra effettiva-
mente ad 0gnl asso quando si considerano le gran-
dezze concrele
che y & funzioms !-: tun l&l.lmlem variabile «, diremo,
b, u‘puﬂ idar, 1; era 1_ Lz, sel espressione di essa
& il prodotto i unn Polnomio nel quale ogni termine

numero determinato per una po-

1 . - - X ‘e 1
f[’.:nzﬂ fhl.izt @ esponente positivo o nullo '; funzione
ralta invece q@ando ¢id non accade.
' La polenza a0 grdinar:
= qumuu??ufr:-?l-- " ordinariamente sj ometle , perchéd, come si
: 1 ~'te si dia alla 2 essa & sempre eguale a 1.
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Cosi le

1) Y = du-4+4
2 y=x'—22—3

2 1 i
3) = 5+ T 42"
g 2\ , 4
N A L W

i R L

sono funzioni ¢ntere; i coefficienti che moltiplicano
la x nei differenti termini possono essere qualunque,
interi o frazionari, positivi o negativi, come pure pos-
sono essere qualunque 1 termini che non contengono
la variabile x ciot, conlengono «°, e che si chiamano

termini costanti o termini not:.
Le

6) y==

1) y=2 — ——+dx
-1

sono funzioni fratte.

Una funzione intera si dice di 1°, 2°, 3, .. erado se-
condoche il massimo esponente, a cui in essg compa-
risce la variabile, & 1,02, 0 3....; cosi tra le prece-
denti la 1) & di 1° grado, le 2) e 3) sono dj 2 grado,
la 4) & di 3° grado.

Si pud osservare che una funzione interadi 1°grado
puo contenere due sole specie di termini: termini con-
tenenti la variabile @ come fattore al 1° grado e ter-
mini costanti, cioe, che non la conlengono ; se si rac-
colgono in un solo tutti quelli della 1* specie, dando
per coelliciente alla @ la somma algebrica dei coeffi-
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cienti che essa ha nei differenti termini, e si raccol-
gono pure in un solo tutl quelli della 2%, si potra sem-
pre ricondurre la funzione intera data alla forma

ax—+D

dove « significa il numero, che resulla dalia somma
dei coefficienti di x mnei varii termini, e b il numero
che resulta dalla somma dei termini costanti; e cosi
nell’ espressione ax-+—5h, @ e b esprimono numeri qua-
lunque ma determinati, » invece & il numero varia-
bile che pud successivamente ricevere differenti valori.

Considerazioni analoghe a queste ci permetlono di
dire che una funzione infera di 2° grado sl puo sem-
pre ricondurre alla forma

b+

dove a, b, e rappresentano numeri qualunque ma de-

termlna}ile & il numero variabile che pud ricevere
successivi valori differenti.

Equazioni.

80. RNiguardo alla funzioni si presenla ora natu-
ralmente la seguente questione :

=) Essendo ¥ una funzione di x, giacché ad
ogni L'niﬂf'e j:rrllf"!e't‘ﬂfaf":‘ di X corrisponde un determinato
valore '—’““F: st domamda ; ¢ possibile dare alla X uh V@~
lore o pits generalmente, valori, a ciascuno dei qualé
corvisponda per la y il valore zero?

E per dilucidare :
SR subito la cosa co S io, si
consideri la funzione I eREIRE

y=2u-+4;

s1 diano alla &, SUCC:essivamente i valori

D"" 1191 3} d:

CAPITOLO VIIL. 161

si vede che y assume rispettivamente i valori
i, 6, 8, 10, 12

e se si continua a porre in luogo di & un numerc po-
sitivo © manifesto che y non diverrd mai zero: si pro-
vino dunque i valori negativi : ponendo per .- SLCCes:
sivamente

si trovano per y i valori
_!_E, D: __':21 '_-i", —_ﬁ:

ecco dunque che dando alla x il valore —2, si & olle-
nuto per y il valore zero.
Cosi, se si ha la funzione

y = a'—1

si vede subito che, dando alla z il valore -1 ovverc
il valore —1, la y prende il valore 0.
Qui la questione & stata facilmente risoluta : ma
si domanda, si pud risolverla per ogni altra funzione?
Ma possiamo anche proporci un’allra questione
pin generale della precedente: possiamo, cio2, do-
mandarci :

) I possihile dare alla X un valore tale. vrves
ro, valori tali che a ciascuno di esst corvisponda per
la v un valore equale a un numero qualungue asseqnalo?

Riprendendo la funzione

y=2r+4

si puo domandare, qual & il valore, ovvero, quali sono
quei valori della = che sostituili nella 4 la rendono
uguale p. es. a 12.
E subito si vede che x=4 ¢ un tale yalore.
Possiamo poi anche proporci (uest’altra que-
stione :

ARZELA , Algelya. — Vol L. 11
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y) Se v e z sono due funzioni della variabile x,
¢ possibile dare alla X un valore tale, ovvero, valori tali
che a ciascuno di essi corrispondano valori eguali di y
edi z? '

Se si hanno le funzioni

y=2r+4 ¢ z=—=—3x+1
¢ si fain esse

divengono ambedue eguali a

2 . = =t |
't:.) ] i'—— 3’( —) i '1_5 .

Quando, avendosi una funzione y della variabile &
P-es. y= 2r—4, ci si propone la questione «), nil:rh;,'
si vuol trovare quel valore di 2 o quei valori di
clascuno dei g=ali rende 4 eguale a zero, ci0 manife-
stamente si pud anche esprimere dicendo: che si cerca
quel valore o guei valori gi ¥, se ve ne sia piu d’ ﬂﬂﬂ:’:
Clascuno de’ quali verifica Ia relazione 3

J)

2e-+4=0.

Cosi, i . _ -
mere Llilr_r1 IL_[?!"WD!-EI la_questione £) lo si pud espri=.
el = che si cerca quel valore o quei valori

di », quando sq o : :
j . ~'10 piu, per ciasc Y - rifi-
cata la relaziop, » P cuno dei quali & verifi=

¢)

- 3
Zlone 24,
Infine, il p

204 =12
st vuol fare acquistare alla funs

YOporei la questione y) a riguardo p.é

delle due funzig;

) : = _Suﬂ":_""fl 5
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lo si pud enunciare dicendo : che si cerca quel valore
o quei valori di x che verificano la relazione :

¥) Dyt f —=—Br-+-1.

Il volere esprimere col linguaggio algebrico una
delle questioni «), 0 £), 0 ¥), ¢i conduce dunque a
scrivere una delle relazioni ), 0 £), 0 %) : si dice allora
che si stabilisce un’ equazione.

£ manifesta la differenza essenziale che corre tra
le equazioni e le identitd, delle quali abbiamo parlato
nel capitolo precedente. — In queste si pud attribuire
alle lettere che vi compariscono dqualunque valore e
sempre si ha uguaglianza tra i due membri; nelle equa-
zioni non & cosi: in esse, quando si pone per la varia-
hile . che chiamasi " fneognita dell’ equazione, un va-
lore qualunque, in generale il {° membro, chiamando
cosi 1" espressione seritta a sinisira del segno =, as-
sume un valore diverso da quello che assume il 2°,
chiamando cosi " espressione a desira: e appunlo si
domanda qual ¢ quel valore di = o quali sono quelli
pei quali essi divengono eguali.

Il trovare siffatto valore o siffalli valori di z dicesi
risolvere | equazione. — Trovali che sieno, se uno
qualunque di essi & sostituito in questa, in luogo di »,
essa diventa un’ identita.

Cosi se si ha ' equazione

Qr4-3 = r-+D

se si di ad & un valore qualunque diverso da 2, i due
membri sono diseguali, ma se si fa x=2 quella di-
venla

2.2+4+-3 = 24-5.

I1 valore o i valori dell’ incognila &, per ciascuno
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dei quali I’ equazione diventa un’identitd, o come an-

che si suol dire, pei quali essa & verificata, ovvero
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se per un certo valore aftribuito alla inAeinB
questi assumono valori, che designamo con Az e By,
e che sono eguali, ciod se si ha

Az = Ba,

essa © soddisfatta, chiamansi radici o soluzioni del-
I’ equazione.

Due equazioni si dicono equivalenti, se ammeltono
la stessa radice o le stesse radici nel caso che ne ab-
biano pit 4" una. — Dimodoche, quando si tratta di
risolvere una data equazione, si pud invece di questa
risolverne un’altra, la quale si sappia equivalente alla
data. — Appunto in cid consiste la risoluzione di una
equazione ; consiste cioe, nel sostituire all’equazione =
proposta un’altra equivalente, ma pia semplice,a que-
sta, una terza anche pilt semplice, e cosi di seguito
sino a trovarne wuna cosi semplice che la soluzione 0
le soluzioni di essa sieno manifeste.

Siamo dunque condotti a studiare in che modo si -
possa da un’ equazione data dedurne un’alira equiva-
lente.

. 86. Siﬁf{tta trasformazione di un’ equazione in
un’allra equivalente riposa sui principii che seguono.

d[‘er brevita rappresenteremo un’ equazione scri-
yYendo

& anche vera I’ altra
Au—Bo=0;
ma A, —B, rappresenta il valore che assume la diffe-
renza A—B quando in essa si pone o« in luogo di x:
dunque A—DB assume il valore zers, ossia, & verili-
cala 1 equazione
A—DB =0

sgniqualvolta che lo sia la
= H.

Viceversa, se per un certo valore attribuito alla x
ia differenza A—B assume il valore zero, cid porla
che per quello stesso valore dix, A ¢ B assum2no
valori eguali : e cosi, se & sodisfatta I equazione

A—DB =0

lo & anche 1 allra
A=B.
Ogni valore dell’incognila, che sodisfa una delle
due equazioni, sodisfa dunque anche 1" altra.
0OsservAzIONE. Il principio ora dimostrato ci per-
mette di ricondurre sempre la questione £) e la v)
alla «). Invero, data una funzione y della variabile x,
sia proposto di trovare quel valore o quei valori della 2
che le fanno acquistare un valore eguale a ¢: si sa-
rebbe condotti a risolvere 1’ equazione
Sl

A=B

dove s’intende che 4 e B denotino i due membridella

medesima, ¢ quindi 4, o B, o anche ambedue rappre-
sentano funzioni delly variabile ..

1o Le due equazioni
A=Pp

£
A—B = () ma, pel principio ora detto, essa ¢ equivalente all’altra

sono equivalents,

Sappiamo [ i .
H ; ) nrﬂ[ll &
uguali, la loro Qjy ] che se due numeri sono

trenza € zero e yviceversa: quindl,
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e, conm= & manifesto, questa equazione & quella la coi
risoluz3 =ime risponde alla domanda: trovare quel valore
o quet =rzlort della X che rendono eguale a zero la fun-

zione (= ——¢).

Par=aznenle, se date due funzioni y e 5 della va- =
riabile == ci si propone di trovare quel valore o quei

valori .=« =1la variabile x, che fanno acquistare ad esse

valori «==zraali, si ¢ condolli a risolvere 1" equazione
y=2z:
ma essz: 2 equivalente all’altra

y—z =0

la cui z===oluzione risponde alla domanda : trovare quei

valori «e=ila x che rendono nulle la funzione y—z.

’ Co==1 ¢ provato, come si voleva, che ogni que- -
stione T resentala nella forma ), 0 ) si pud sempre

ricond===re a una della forma =),
2° 252 8i ha una equazione

| A=B
e una = «lentili

M=,
U equa = wone
A~m = B+m
ollenuses  addizionanda
vatente —aila proposta.
I et I equazione

quelle membro a membro ¢ equi-

1

‘ A=R |
¢, pel zarincipio che Precede, equivalente all'equaziﬂﬂﬂll.'-
A—B =0 1
ma ¢ Txzamifesto che s ha identicamente :
A=B=A—B - y—p,

= (A1) — (B-4-m) :
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quindi il porre 1I' equazione
A—B =0
equivale a por ' allra
(A=+-m)—(B-+m) =0,
il che ¢ quanto si voleva dimostrare.
Giacche m & qualunque, se gli si suppone la for-

ma —n, allora si ha che 1" equazione

A—n=DB—n

¢ pure equivalente alla proposta.

Si pud dunque enunciare il seguente principio ge-
nerale :

Aggiunzendo o soltraendo uno stesso numero ai
due membri di una equazione, st olliene wna nuora equa-
zione equivalente a quella.

CoroLLARIO 1. In una equazione si pud trasportare
un lermine da un membro all' altro purché gli si cangi
seqna.

Abbiasi, p. es., I’ equazione

E.I}v—{ — ] ﬂ.il".'-— ) :
si aggiunga 4 ad ambedue i membri: si ottiene, come
ora si ¢ provato, 1’ equazione equivalente

Qr—1+4d=0Our—4+4

ciod

dr—1+4=0x:
ora qui si tolga 2x: si ha

Qr—1 4+4—2 = br—2x

0ssia

—]+4 = Gx—32x.

Il che prova quanto si & enunciato.
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CoroLLArRTo TI. Si pud in una equazione cangiare
seqno a tulti i termiini del 1° e del 2° membro. |
Applicando 1a regola ora data, si trasportino tulli -
i termini del 1° nel 2° membro e tulti quelli del 2°
nel 1°, si otterra 1° equazione equivalente |

—B=—A4 !
clie si pud serivere
—A=—B.
¢ (questa & appunto quella che si ricava dalla proposta ',
A= y.

cangiando il segno (16) a tutli i termini di A e di B.
3" Se si ha una equazione
A=DnH

o wna wdentila

Nl == m,

dove m denola wun numero che ¢ diverso da zero e non.
"‘"”“E”E. Uincognita x dell equazione proposta, allora
/ equazione

mA =mB

:I“:ﬂ T :::t.#u:;‘w mf-;-"'ffﬁh'candﬂ le precedenti mem'ro a mﬂm-'ig |
¢ equivalente alla proposta medesima.
Invero, come giA abbiamo delto, I’ equazione
A=B
¢ equivalente all” allra

:‘1—-11] — 0.
Ora le due equazioni

A—B=0 ¢ A—B) =
30no equivalenti. Come si sq

; ‘ 23), per odotlo
sla nullo & necessarip ¢ sufﬁ( )y parchib 0t gy :

ciente che lo sia uno del

L
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fattori: quindi, affinché un valore di « verifichi I'equa-
zione

m.(A—B)=0
d necessario e sufficiente che verifichi 1'una o [ altra
delle due
m=0 , A—B=0:

ma, per le ipotesi fatte sopra m, & escluso che esso sia
identicaniente nullo o che lo possa divenire per qual-
che valore parlicolare di »; dunque ogni valore di x
che verifica la

m(A—DB) =10
ovvero la
md =mbB
deve verificare la
A—B=0:

viceversa, come & evidente, ogni valore di x che so-
disfa a questa sodisfa anche a quella.

OsservAZioNE 1. Se ad m si suppone la forma % i

il che ¢ permesso, purche sia n diverso da zero, al-
lora la proposizione precedente si Irasforma in que-
st’altra :

Se si ha un’ equazione

A=—=RB
e una tdentita
n=1

n denotando un numero che ¢ diverse da zero e non
contiene I incognita x, I' equazione
A B

—mr— -
Fm————y

i (il
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ottenuta dividendo quelle membro a memhro, € equiva-
lente alla proposta.

Questa proposizione e la precedente si possono
comprendere in una sola, dicendo:

Moltiplicando o divilendo i due membri di un’equa-
zione per uno stesso numero, che sia diverso da zero e
non sia funzione dell’ incognita dell' equazione, st otliene
una nuova equazione equivalente alla data.

OsservazioNe II. Importa che ci fermramo al-
quanto intorno alle condizioni poste per m. Se m fosse
zero, ¢ chiaro che il ragionamento sopra esposlo non
reggerebbe piil : sarebbe verificala la

mA = mB
anche quando non lo fosse la
A = B.

Se m & un numero espresso coi sezni dell’ Aritmetica,
il valore di esso ¢ sempre conosciuto : ma se m, pur
non essendo funzione della x, & espresso con lettere,
bisognera evilare, circa ai valori da attribuirsi a que-

ste, tutle le ipotesi che possano fare acquistare ad m
1l valore zero.

| hplfuntﬁ PEr questa ragione si & pure escluso
che m sia !'un:f:tﬂnc della variabile x: giacche, se fosse,
potrebbero esistere (Jej

rap valori particolari della a, pei

quali si ha m=0: ¢ allora ia p P
I‘H:,‘l—'Bj == D

potrebbe essere verificat

: a4 non solo 1 v 1 50-
disfano la pei valori che

A—B =0

ma anche per quelli ¢pp verificano I’ equazione

it = ()

A1
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che si puo stabilire eguagliando a zero il fattore m
funzione della x; e questi potrebbero essere differenti
dai primi.

Cio in sostanza significa, che se si hanno due
equazioni

A—=B=0 , m=0
I' eqquazione
mA—B) =10

ottenuta moltiplicando quelle membro a membro non
pud dirsi equivalente a una di esse : perch¢ essa pud
avere per radici, le radici dell’ una e dell’ altra invece
che le radici di una sola.

Il moltiplicare ambo i membri di una equazione
per un fattore m funzione della @ pud dunque inlro-
durre delle radici oltre quelle che gid pud avere la
proposta.

Ad esempio prendiamo I equazione

or—1 =12

| -

la (quale manifestamente ammette la soluzione r—= —

¥

o

emoltiplichiamone i due membri per U'espressione x—2.
Si olterra I’ equazione

o+ (x—2) = 2w (xr—2) :

, l
ammette anche essa la radice — 3, ma oltre a quesla

ammelle anche la radice 2, che non ¢ radice della pro-
posta, ma lo & invece dell’equazione

r—2 = 0.
Ma non accade sempre cosi : si consideri ad esem-
pio I’ equazione

4
= FErECL LR et
= p—1"
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essa ammette la sola radice x =3 : si molliplichi un

membro e I’ altro pel fattore x—1; si olterra
2x—1) =4

la quale ammette pure la sola radice » =3.

Qi dungue la moltiplicazione pel fatlore z—1
non ha introdotto alcuna radice estranea, per quanto
il fattore medesimo si annulli per x=1.

('sservAazioyE 111, La moltiplicazione dei due
mem™ri di una equazione

A=2B

per un numero m, ordinariamente, si fa allo scopo di

mandar via i denominatori dei termini frazionari che
possomo lrovarsi in essa.

Invero, quando si voglia otlenere cid, basta mol-
tiplicare ambo i membri dell’ equazione per un multi-

plo comune a tulti i denominatori che in essa compa-

riscono, perche una moltiplicazione siffatta porta nel
numeralore di ogni termine frazionario un fattore

eguale al denominatore del termine medesimo, e quindi, p

colla soppressione dei fattori comuni, spariscono tatli
i decominatori.

=€ nessuno dei denominatori contiene 1’ incognita
x, allora prendendo come moltiplicatore i il prodotlo

di essi, Ovvero, se lo si sa trovare, il loro minimo
comune multiplo, I' equazione

mA =mB
¢ cerio equivalente alla proposta
1) A=RH.

purchie alle lettere, che possono comparire nell’ espres:

sione di m., non si e g I : !
’ Eilll lhﬂlﬁ!:aﬂ q .[-En.
derlo nullo. 0 mai valori ath
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Esempio 1° Sia I' equazione

20 "1 . 1
0 "6 127 &

Per mandar via 1 denominatori basterd moltipli-
care tulti 1 termini dell’ equazione per 36, minimo co-
mune multiplo di 9, 6, 12, 4, e si avra

8r—0H=3x — 9
equivalente a quella.
Esempio 20 Si abbia I’ equazione
r B .:_? |
dbe 00 Bact 24°
dove, a nessuna delle lettere a, b, ¢ si dia mai il va-
lore 0.

Il minimo comune multiplo (58) sard 12270 e
moltiplicando per csso i due membri dell’ equazione si
avrd " altra equivalente

o ler — 2a°¢® = fab’ e — OB e .

Ma se qualcuno dei denominatori contiene 1’ inco-
gnita «, allora anche il loro prodotto e il loro minimo
comune multiplo, e in generale ogni loro multiplo
comune, quando essi sieno espressioni infere in x,°
dovra contenerla; saremmo dunque nel caso, per man-
dar via i denominatori, di dovere moltiplicare i due
membri dell’ equazione per un flattore funzione della v,
e la nuova equazione, che si olliene, potrebbe percio
non esser piit equivalente alla proposla.

I importante ricercare se si possa anche in questg
caso condurre siffatta operazione del mandar via i deno-

' Se i denomiratori non sono tulli inferi in 22, il loro prodotyg

puo non contenere la x: p. es. il prodolto delle due espressiop;

gy 2o 38

LG ]
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minatori in modo che I equazione priva dei medesimi,
2 cui si perviene, sia equivalente alla Qr?pnsta._ .

Si raccolgano in un membro tulll 1 termini fra-
zionari, o almeno tulli quelli che m::-nllengf:mq la x ne!
denominatore, e nell’ altro i rimanentﬁn; sl nduc:arlm i
primi allo stesso denominatore, e sé s pud, al minimo
denominatore comune: se ne faccia la somima algebrica
dimodoch:® la proposta venga ad assumere la forma

G
2) 2 =D
i
dove C, m e D son espressioni infere rispetlo a x: sl
sopprimzno tutti i fattori comuni a G e a m: quella
diverri 5
3) — =]}
m

indicando €' e m’ ¢id che divengono € ed m, dopoche ad b
essi sono tolli i faltori comuniy se ora si moltiplicano =
ambo i membri della 3) per m' si olliene 1’ equazioné =
1) C=m'D

che & priva di denominatori contenenti la 2 ed & equi-
valente alla proposta,
Se, come & possibile, m' non contiene la x, allora =
I"equivalenza & manifesta; ma pongasi che la contengd: =
(" ed m’ sono espressioni infere in x che non am-
meltono aleun divisore comune, non potrd dunqué =
esistere alcun valore a di x che le annulli contempo-
rancamenle, perche, se esistesse, allora €' e m' am=
metterebbero (52) un divisore comune = — «, il che
non €; e percid un valore di  che annulla m’ anoul® k.
lerd m'D, ma non gia ¢': quindi tale valore non & 3
vadice della 4): passando dunque dalla 1) alla 4) DO
°L @ Introdotlo alcuna radice estranea, epperd la 4) &3
equivalente alla 1) "
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Quesla, che qui abbiamo tracciala, sarebbe la via
corretla per dedurre da una data equazione un’alira
equivalente e priva di denominalori: ma, per essere
certi del successo, ¢ mestieri, come si vede, saper
scoprire, per poi sopprimerli, tutti i fattori in # co-
muni a € ¢ ad m, e quando questi sono polinomi, noi
non abbiamo dato un metodo generale atto a cid. —
Appunto il non sapere sopprimere nella 2) tulti i fat-
tori comuni a € ¢ a m & causa che non si possa poi
sempre da essa, molliplicando per m, dedurne un’al-
lra equivalente.

In pratica, quando da una data equazione si vo-
gliono mandar via i denominatori, non si ha sempre la
avvertenza di seguire passo per passo la via anzidelta :
I"avvertenza cio¢ di ridurre prima la 1) alla forma 2):
indi tentare di tozliere tutti i fattori in . comuni ai
due termini della frazione, che costituisce il 1° mem-
bro della 2) e molliplicare infine pel denominatore che
rimane: piit spesso si suole operare nel modo se-
guenle: si riduce, per quanto lo si sa fare, a pilt
semplice espressione ciascun termine frazionario che
trovasi nei due membri dell’ equazione; si ricerca, se
si pud, il minimo comune multiplo, e se no, si fa il
prodotto di tulli i denominatori; indi si moltiplicano
ambo 1 membri per questo o per quello secondochd fu
trovato I'uno o I'altro: cosi spariscono i denomina-
tori. — Ma & manifesto, che se il moltiplicatore ado-
perato contiene I'incognita &, I” equazione cosi ottenuta
puo non essere equivalente alla proposta. Allora si de-
ciderd se lo sia o no, uguagliando a zero il moltiplica-
tore adoperato e ricercando se tra le radici deli’equa-
zione cosi formata ve ne siano di quelle che sodisfano
la equazione medesima priva di denominatori, che si
considera; se non ve ne sono, ¢id ¢ sufticiente per con-
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cludere clie essa & equivalente alla pI'Fil?'[}SEH ; ma se ve
ne sono, allora per sceverare le radici Estram:ata dalle
radici proprie di quesla hiSGgHEI:fl ﬂperaire. cos: ﬂﬂp:’.}
aver trovato le radici dell’ equazione priva di depum-
natori, si sostituird successivamente clascuna di esse
in luogo dell’ incognita » nella proposta, e si riterranno
come radici proprie di quesia sulamen.lf% quelle per
le quali la proposta medesima resulta verificata.
Esgupio 10, Sia I’ equazione

2) l l i 3 2
(1:’ u_f""‘;;:..ﬂ_'_ -'I_F‘Ir_i_LJ
moltiplicando i due membri per x{x-+1), diviene
[
(2) 2" -3 p+4+p+1 = B’'—x+3x.

Si eguagli a zero il moltiplicatore x z-1):
| eqquazione

e(o-+1)=0
ha le due radici x =0, x=—1, delle quali nessuna
verifica I"equazione 2): dunque il moltiplicare lﬂ_i)
pel fattore x(x-+~1) non ha introdotto alcuna radice
estranea; eppero le 1) e 2) sono equivalenti.

Alla quale conclusione si & subito condotli anche
tenendo la via da noi primieramente indicata: cioe, st
trasportino in un membro i termini frazionari, nell’al
tro i termini interi: si ha I’ equazione

| 3
W
onde
ee+0" 1) T
Yiéro
| —9p
ole-+-1)"" r—3
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—
la frazione ——
ma la frazi o+

¢ manifestamente irriducibile :

quindi 1’ equazione
|—20 = x(x—+1) (r—3)

¢ equivalente alla precedente.
EsgMpio 2° Sia 1" equazione
1 1 1
r—a  r+4a x—a®’
giacche &

i

1) r—a = (r—a) (x+a)

cosi si vede che per mandar via i denominatori baslu
moltiplicare per &'—a’: si olliene 1" equazione:

2) Bi-+r—a =1
ovVvero
Iﬂ:.{._] = ﬂl
L' equazione
w'—a =0,
siacche & sodisfalta se ¢ x—a==0e¢ anche se ¢ &-+a-==0,
ha due radici @ =-+a e r=—a delle quall nessuna

verifica la 2): dunque il moltiplicare per & —a la 1)
non ha introdotto alcuna radice estranea; eppero la 1)
e la 2) sono equivalenti.
EseMpio 3° Sia ancora I’ equazione
g 1

— = —0:
.I.l_-l 1"_*:.

.1} ] =

si moltiplichino ambo 1 membri per x—1, si ollient
2) p——a = —1—0(r—1).
Si egnacli a zero il moltiplicatore adoperato ; € si hg
1’ equazione |

r—1l=U

AnzELA, Algebra. — Vol L =

s
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chwe ammelte la radice x = 1; la 2) ammette le radicj
6 2 1, delle quali solo la prima sodisfa la 1); moltiplj-
cando la 1) per z—1 si & dunque introdotta la radice
esfranca x = 1.

Se, invece di questo, applichiamo alla 1) il Iros
ce =30 dianzi indicato come il pit corretto, dedurremo
subito un’equazione equivalente alla 1) medesima e
priva di denominatori. |

Dalla 1) si passa alla

&
r—1 [—g— —1—0
& 1 2
Lit';_l“_}l——,af;:Jr

@ |

—1 g1 1
'—1
o !

€ =opirimendo il fattore comune xr—1, si ha infine

J£L-

-+

s

‘;}Hi‘ 3| ‘@ p : .

vamlag r,-; ; !M‘m.pm.m““"ﬁ bene, come possa riuscire

e 5.!’: S0 seguire il detlg [T0CCSSO
SSERVAZION -

che ahhjunl:‘h:-.[mg.w‘ Avvertenze analoghe a quelle

infiesita Z‘alm intorno all’ equazione ottenuta mol- -

PCr un numero m i dye membri della pro-

posia, si ilﬂb[}unﬂ ri :
elere r : g
ottenere dh’idendg,p € riguardo a quella che si pud

Non sj Possono diy

T idere per un Y pale a
zero 1 due mempyj g | P numero eg

dere per zerg p Una equazione, perche il divi-
adoperato y ey Stgnificato ; (quindi, se il divisoré
evitare, circa :;mrﬂﬁlh'_essmne letterale, hisognerd pol

valori particolari da attribuirsi alle
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lettere in essa, le ipolesi che polfrebbero renderla
eguale a zero.

E in particolare, se la divisione consiste nella sop-
pressione di un fatlore, funzione della x, che sia con-
tenuto in tulti i termini di una equazione proposta

A=D,

pud accadere che con cid si tolga ad essa qualcuna

delle sue radici, appunto perché la moltiplicazione per

un tale fattore, come si ¢ vedulo, potrebbe introdurne.
EseMpio. Se nell’ equazione

(8—1) 2+ I:j = |'_.:;—- 1) (:5—5— :)

si sopprime il fattore » -1 comune ai due membri si
otltiene I’ eqquaziome
20-4+1 = 5+ —.
N H
Ora fa prima & verificata pel valore x=1, mentre la
seconda non lo ¢; si & dunque soppressa una radice.

4" Aggiungiamo qui anche quest’altra proposi-
zione, quantunque di essa non avremo per ora da fare
applicazione.

Elevando i due membre di una equazione a wii
stessa polenza, la nuora equasione offenuta non sard, in
generale, equivalente alla dala,

Sia I equazione
1) A=21D:

elevando ciascun membro alla polenza m™, si otlienc
1" altra
2) A™ = B,

Ogni soluzione della 1) & manifesto che sodisfa anche
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alla 2): ma non possiamo dire che ogni soluzione
della 2) sodisfi anche la 1): a persuaderci di cid basta
rammentare la proposizione 8* del n. 81.

Se in parlicolare si suppone m == 2, allora si ha

A'—B = (A—B) (A-+B)
¢ quindi 1" equazione

A= R
ammette non solo le radici della
A=151

ma anche quelle dell’altra

{=—p.

Equazione di primo grado ad una incognita.

87. Quando la funzione y della variabile x, riguardo
alla quale ci si propone Ia questione «) o ), (85) &
una funzione intera di 1° grado (81), ovvero quando
le due l‘gmiuni Y ¢z, riguardo alle quali ci si propone
la questione ¥), sono ambedye funzioni intere di 1°
grado, allora |’ Cquazione, che cosi si & condolli a sta-
bilire, =i dice equazione di 1° grado ad una incognita:
din‘tmlu-*hi: un’ equazione (j |° grado ad una incognita
puo ‘fﬂf'-ffﬂﬂf'ﬂs sia nel 1°, sia ne] 2o membro, due sole
specie G1 termini: (ermipj aventi I'incognita x come
lattore al 1° grado e termini che non la CEH[EH”GIWI €
quindi si puo dire che I3 sua forma generale E;E

ar—+h = q'p-r-1)/
dove a, b, o W
lundque.

=1 Consj
anche una eq

Indicano numeri determipati qua-

dera pero come ¢quazione di 1° grado,
uazione, che, pur non presenlandosi sollo
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questa forma, ¢ perd tale che da essa si pno, secondo
i principii stabiliti, dedurne un’altra equivalente che
si presenti nella forma anzidefta.

Quindi se si ha un’equazione, in cui vi sieno dei
termini, nel denominatore dei quali comparisca I’ in-
cognila x, bisognerd, per decidere se essa sia o no di
1° grado, mandar via questi denominatori moltipli-
cando, come si sa, per un fallore conveniente e esa-
minare poi se 1'equazione nuova ottenuta & equiva-
lente alla proposta, e se abbia la forma richiesta.

E veramente, si manderanno via non solo i deno-
minatori contenenti I'incognita, ma, per ollenere poi
una maggiore semplicitd nei calcoli successivi, si man-
deranno via tutti i denominatori, quelli che conten-
gono I'incognita e quelli che non la contengono.

Noi vogliamo adesso vedere come si risolve una
equazione di 1° grado ad una incognita ovvero una che
si possa ridur tale nel modo che ora abbiamo detto.

Alcuni esempi ci indicheranno la via da tenersi in
tutlti i casi.

1° Sia 1" equazione

be—11  x—1  11z—1

4 E T T

Il minimo comune multiplo dej denominatori

e 60: si molliplichi tutta I’ equazione per esso :
60. (Hz—11) I;i_{;l_._(_.xj:[f_]_ _ ﬂf_b_ (1z—1)
4 T 10 12

sl ha

oVVero
15(52—11)—6(x—1) = 5(112x—1)
e sciogliendo le parentesi :

1Dr—1065—0ur+4-06 = S0r—>5,
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Questa & certo equivalente alla proposta, perchd il

Trasportiamo nel 1° membro tutli i termini con-

lenenti I'incognita & e nel 2° quelli che non la conten-
gono, si avra

100—081r—550 = 105—6—>

che si puo scrivere

(T5—6—55)2 =165—5—5

l oOvyero
14 . 2z = 154.

_- 444.— 4;. - —. -

Dividendo anche i membri per 14, si ha

154
J:-—-“i_‘i'—=‘ii ;

B — 2= R ey,

Ora quest” ultima & sodisfatta quando in essa In

luogo di x {;i ponga 11, e solamente in questo caso:
dunque 11 ¢ la sola radice della proposta.

2 S1 pud verificare Ia giustezza dei caleoli fatti sosti-

tuendo 11 in luogo di & pell
g : a proposla dendo se
essa ¢ sodisfatta. s # e

2" Sia I’ equaziope

1) B
20+1" ELI?——E i

Si moltiplichino i due mempyi pel prodotto

(20-+1 (b —8) :
sl ha )
%) 550 —8) = 2(2u--1),

Per esser 'l :
€re cerli che questa sia equivalente alla

moltiplicatore adoperato ¢ un numero diverso da zero.'

CAPITOLO Viil. 183

proposta si deve eguagliare a zero il moltiplicatore ado-
perato, che in guesto caso & una funzione di & : si ha

2z+1) (5r—8)=10;

manifestamente, perch® questa equazione sia verificata,
& necessario e sufliciente che sia verificata I’una o 1’ al-
tra delte due

2p+41 =0 , dx-8=0
La 1* di queste da
P == —
onde
1
I .:—-—ﬁ..
la 2 da
N 58
onde
o]
Jd =T
]

dimodoche i valori di  pei quali pud aunullarsi il
moltiplicatore sono

!:'=—: c J.'=:;.
ora di essi nessuno verifica I equazione 2): quindi
lu 2) & equivalente alla 1°.

Cio posto, la 2), sciogliendo le parentesi, si pud

scrivere

25r—40 = fu+2:

portando nel 1° membro i termini contenenti I'inco-
enita, nel 2° quelli che non la contengono s ha :

95 r—Aae = 40-+2
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08sla
(20—4)r =42
0 ancime
2{x =42
onde
42

HJ==;;H=§:

2 & d anque la sola radice della 1).
< " Dia ancora I'equazione

&z T 4a’

a+3 " a—3" a—9

L

2.vendosi
' —9 = (a-+-3) (a—3)

per Lt erare I equazione dai denominatori si moltipli-
chera Der a"—9, escludendo che sia

{1 = d::}
owremo

(1—=3)2-+(a+3)x — 4q°
OVVers

) AC—30+ar+31 = 4q°
e ancme

Eﬂ Y fi-ﬂ.i

dividerndo anche j me -
ml .
da zerw0), si ha )t1 per 2a (supposto a diverso

¥y = Eﬂ‘ :

se 5l sm _

pud fz _EDT: : EE‘:}‘”E a zero, tale divisione non si
iRty SIL puo ossery

& un’identit. are che allora la proposta
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88. Dopo queslti esempi possiamo enuwire la
regola:

1° Per risolvere un’ equazione, generalmer . 8 in-
comincia col liherarla dai denominatori.

2° Se dopo siffatta operazione T equasziov & di
1" grado, allora si trasportano in un membro ' 2rmini
contenenti I' incognita, e nell’ altro quelli che no'’a con-
tengono.

3° Si raccoylic la incognita a fattore conme i
tutti @ termini che la contengono e si eseguiino nel
corfficiente che cosi si ottiene, e nell’ altro men 3 nolo
tutte le riduziont possibili.

& Infine si dividono amho i membri pel coiciente
dell’ incognita ; il valore cosi oltenuto ¢ la nuzione
della equazione proposta.

Discussione della formula generale risoluzva
di una equazione di primo grado ad una izngnita.

80, Noi abbiamo ora imparato quale vias debba
tenere per determinar2 il valore che sodisfa ' equa-
zione di 1° grado ad una incognita.

Ora si domanda: Si perverra sempre effet cqmente
a detlerminare questo valore? pud presentar: jualche
caso tn cui esso non esista o ne esista piie o' i 9

Per rispondere a questa domanda, previigmo a
considerare 1’ equazione di 1° grado nella s forma
generale

1) ax-+bh =a'z-+0".

Portiamo in un membro i termini contetsq (i I in-

cognita e nell'altro quelli che non la COlngono ;
si ha:

ar—ax=I'—"
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OssErvAzZIONE. Il teorema ora dimosirato ci con-
duce a fare un’utile osservazione intorno all’equa-
zione (Osservazione III, n. 806)

1) mAd =mbB
che si deduce da una data
2) A=B,

moltiplicando questa per un fattore m allo scopo di
liberarla dai denominatori contenenti I’ incognita z, che
vi si possono frovare.

Osserveremo, cio¢, che se la 1) & di 1° grado, essa,
come ora fu moslrato, ammette, tranne in casi speciali,
una sola radice; e giacche le radici della 2), se m @
un’espressione intera rispelto alla z, sono certo radici
della 1), cosi anche la 2) ammeltera quella sola radice,
ovvero nessuna. Quindi per essere certi che la 1) &

equivalente alla 2), quando la1) & di 1° grado, basta
vedere che la radice della 1) sodisfa alla 2).

Ksereizi,

1. Risolvere le seguenti equazioni :

1" 2—=2=3, vta=d, p—h—_,

2 x+50 =4r4+12, 160—11 = To4-70
Ar—1) =9 (2+1) =3, 16(x —5) = 4(5—=)
4 a+le—x) =2, r4q— a—x
0 Aa+a(h—e) — 32 —3(a—wx)’

(#4+5)"~12 = 4" 70 47

(sl sopprimeranno i (ermi

memhrﬂ) nt uguali nel 41° e 2°

£

1 2°

1357

14°

1 7°

I8

19

)

lI._
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(a—ax) (h— z)y=x"
(a+u2) (h-+2) = (a—x) (h—u)+2

2r T
3 :-I" E; — ':II_I

i j cr [ (A—.r =t
S T N T T
21 -5 r o, & X
3 @ 1 pg—a—F+z—
| E ..I . ]
L O T WOl
TR 3 8
E’E_ﬂ r—1 1{x—1
10— 12
T+i 2r—106 245 10 3x-+T
11 3 i — 3 12
% o~ . 1 B
-2 nkr—;_.;' 'i.—E 10
& T & T 5 3
C—oI 7
(e — — |
- l—1-

2e+a x—b  Bew+(a—by
fi a al
Jdr o—b lpx—a =

= - —

20° a0 a'—b: g

1

o— iy

S
—

=4

i —

e e Q

F7 L—1 r—2N

=5 r—6 o—8 x—9

(prima di mandar via i denominatori conyjepe es0-

guire le sottrazioni indicate nei due membri.)
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dp+5  Sx+3
o1 de+i 81

2r-+3

_ 0, 45.2—0, TE}___J, 2 {}‘,B.m—ﬂ,ﬁ
0, o+ 0, 6 0, 2 0, 9
I . 3
T—a co—h  x'—ab
L~ -+1

e p(p—2) = (z—1)"

-._I

w'—2r—8  (Tv—2) (3x—b6)
D a0
3—2r 2x—o 1__ :5.;.-_:’1_—__‘1 o
{—2p 25—1 = 1—l16g-+4x’
r—i  2x 3 P—xn
a  x=4a_  ° a—ex
1 1 3 0

e —

r—1 2(x-+1)" 2(x*+1) s |

a v, alz—a) zplzta) o

—

x ' a EIEI:-J—I) f.r{nx:—{r) = =z

P—z+l o

r—I1 o1 e -3
0. 15 0 1352—0,22 0,36 0, 00.5—0,18
¥ 0 0,6 =0.2" 00

(r+1) (2-+2) 54+3) = (2—1) (1—2) (z—3)+
+-3(ka—2) (—1)
e GC
ne—Cc—d ~ np—b—d4
(a0~ (@—0)+-(r—e)' =3(e—a)w—0)@—=8
L S S -
B -t-ou+0

m.r (g —

E'E_:! I lE_T_'3

CAPITOLO viIr, 101
|

20” ; (m—g)—g (Lﬂ—{%)l(ﬁ—i) = ()

37° (tp—N) (d—cx) =0

O O [ R

397 (r—a)(r+a—20) = (z—b)(s—2a-+1)

40° e—a  x—u—1 r—bh  r—b—1

e o METSTAR TR
pr—g—1 pr—ng—2 r—b—1 p—0i—2

Prob'emi.

00. Sia proposto il seguente problema :

= In una societa di 90 persone, @@ numero deyli
womint supera di 4 quello delle donne, e il nymero dei
ragazzi supera di 10 quello degli adulti.

Di quanti womin?, donne, ragezzi é composta la so-
cieta ?

Parrebbe a prima giunta che i numeri da deter-
minarsi fossero tre, ma facilmeute si vede, che, se si
conoscesse il numero delle donune, st conoscerebbero
subito anche gli altri due, giacche I 1nunuiam del pro-
blema ci dice che il numero degli uomini ¢ il pumero
delle donne aumentato di 4, e il numero dei ragazzi &
la somma del numero di quelli col numero di queste
auientata di 10: dimodoche il solo numero incognilo
¢ veramente quello delle donne.

Ora ‘a via, che si ollre prima per lrovare que-
slo numero, & quella di vedere se un numero pen-
salo a caso sodisli alla queslione: ed ecco, come c¢id
si fa: si pensi, ad cs., il numero 20: se esso sod’sfa-
cesse alla questione, d]inra 20-+1 sarebbe il numero
degli nomini: 24-+204+10==5% sarebbe quello dei ra-
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gazzi e il numaero totale dei componenti la sociela sa-
rebbe

54+24+20 =208,

ma per dato 3eve essere 90, dungue il numero 20 non
& giusto; e ziaccht aumentando o diminuendo il nu-
mero delle donne aumentano o diminuiscono rispetti-
vamente gli =1tri due, e quindi aumenta o diminuisce
il numero tcotale, cosi si dee concludere che il 20 &
troppo grarvZ2; si dovrdi dunque provare un numero
minore; provando il 19 si trova pure che esso & troppo
orande : provando il 18 si trova che il numero degli
uomini sareZbe 22, quello dei ragazzi 50, e giacche &

cost si conciade che 18 ¢ veramente il numero delle
donne ; e la «guestione ¢ cosi risolata.

Ma subilo s"intuisce (uanto siffatto modo di
procedere p=t tentalivi debba, in generale, riuscire
faticoso. Nell” esempio ora citato, dopoche si era pro-

valo un nurmero, che si riconosceva essere troppo

grande, riim=nevano solo a provare i numeri intiers
assoluti m/nori di quello: il numero delle prove da
farsi era darque limitato, eppercio la riuscita del me-
todo era c#r'ia; ma non accade ogni volta cosi: dopo
falta una prizaa prova, dai resultati di questa non si de-
duce sempre pel numero delle prove, che ancora sono
da farsi, una limitazione cosi definita, come quella io-
contrala n¢l Droblema precedente,

Si oconsideri la 11[1!.‘5lil.l[ll.‘. s trovare wun nNUMero

«)

che agginunto ai due termini dellg frazione = la renda
o

equele a = -
:T I

In virttt del teorema 69, se si hanno le frazioni

CAPITOLO VIIL 193
(1 I he stivi. 8 nolo ehe
~ <1 e —=1ua,bedmnumeri positivi, € noio clic
/] 1
frazi L compresa (ra 2 e 1
* i} L T "
la fraziome - I a

(Ora, nel caso nostro avendosi

ol

el b
. —
L} q_'

0 ?,
- - 1‘._.--"' i :
5 —

tratlasi, come si vede, di aggiungere ai termini 2¢e 5
'.:j L] L]

della frazione = un numero che la ingrandisca pur

conservandola minore di 1. Questo numero, per 1" 0s-

servazion® precedente, si prenderd positivo: la (qual

cosa costituisce gid una certa limitazione nei tenlativi
da farsi.

Si provino successivamente i numeri 1, 2, 3:

cio¢ si agziunga ciascuno di questi ai doe lermini delia

" ) w0 & D 4 .

frazione 50 s ottengono i resullati G 70 %0 ciacche

si ha:
& 3 D
‘_:.-' = L -
7°~5 8

cosi si conclude che il namero da azgiungersi & come-
preso tra 2 ¢ 3: i numeri frazionari che cadono tra
due interi consecutivi essendo infiniti, il numero delle
prove da farsi potrebbe anche molliplicarsi all” infinito
senzache mai s incontrasse il nume2ro che si cerca.

Questlo inconveniente ci fa sentire la necassita di
possedere un metodo sislematico da sostituire a questo
del procedere per tentativi che ora abbiamo esposlo.

tiprendiamo il 1° problema.

Invece di penzare a caso un NImMe2ro da provarsi,
si ragioni a questo modo: inlichiamo con una lettera
P. €s. con @ il numero incoznito che sitratla di deter-

ARZELA , Algelbira. — Yol. L. 13
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minare e operiamo con queslo x come sl € operalo
prima, con uno dei numeri che furono provali; ciod

diciamo: se x & il numero delle donne, x-+4 sard
quello degli womini, x-+(r-+4)+10 = 2214 quello
dei ragazzi: per consegucnza sard

r—(r+4)+(2r-+14)
0ssia
Jr—+<18

il numero totale. — Quesla espressione 418 del nu-
mero totale ha un valore indelerminato, sinch & inde-
terminato il valore di x e acquista un unico valore
determinato appena si attribuisca ad 2 un valore parti-
colare: essa €& percid una funzione di x.

Ora I’ enunciato del problema richiede che il nu-

mero tolale dei componenti la societh sia 00: la do-

manda che si fa nel problema si riduce dunque a que-

staz qual ¢ ¢ valore di X pel quale la funzione 4x--18
prende il valore 90 ?

Si ¢ cosi condolli a stabilire 1’ equazione
dr-+18 =90 ;
facendo cid, si suol dire, che si sono tradotte in lin-
guaggio algebrico, si sono espresse coi segni algebrici
le condizioni contenute nell’ enunciato del problema.

Giunti a questo punto non rimane piu altro a fare
s¢ non risolvere quall’equaziung colle I‘E;D!E certe che

abbiamo stabilito per le equazioni di 1° grado ad una

inrognita.
Si deduce
dr="72
onle
72
I'I

CAPITOLO VIIL. 195

18 ¢ dunque il numero delle donne, 22 quello degli
unomini, 50 quello dei ragazzi.

Si consideri anche il 2° problema, e si dica: indi-
chiamo con x il numero da aggiungersi ai due termini

1% [

—r

D o ; ; -
della fraziona =: Sl otliene I"espressione = .. che @&

manifestamente una funzione di &, ora il problema do-

manta: quale ¢ il valore di X pel quale questa funzione
. 3

prende il valore =7

e}

Cosi si & conlotti a stabilire 1" equazione

Q+r 3

1)

—
—

B 5?

¢ ora non rimane pin altro che risolvere questa colle
regole note.

Si mandano via i denominatori moltiplicando per
5(9-+x) e si olliene 1’ equazione

2) o(2-+x) = 3(D+-1)

'3

che ¢ equivalente alla 1), perché essa & di 10 grado,
(Osservazione, n. 89) e la sola radice, che ammette,
sodisfa, come ora si vedra, alla 1).

La 2) si pud scrivere::

5.2+ 5.2=3.5+3.x

10+-5r = 15-+dx

=20
5
*I"=-.]
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nella 1), 1" identita

5 4-+5
f_'_:%_.(_.:?:) _9.3
b 7105y 15 &
d'ﬂ—g —%—

91. Un problema, la risoluzione del quale si fa di-
pendere d= un’ equazione di 1° grado ad un’incognita,
dicesi prolslema di 1° grado ad un’ incognita.

In un problema, in generale, si tratta sempre di
determinare uno o piit numeri incognili conoscendone
certi altri @ quali abbiano tra di loro e coi numeri in-
cozniti relzzioni determinate, le quali appunto costi-
tuiscono lz natura speciale del problema.

Noi per ora consideriamo soltanto problemi in cai
si tratti di determinare un solo numero incognilo.

La ri=olazione di un problema siifatto consta,

come si & veduto nei precedenti esempi, di due parti .

distinte : 1 una quella di esprimere col linguaggio al-
gebrico le relazioni che I enunciato del problema me-
desimo stabilisce fra i numeri che in esso sono dati,
¢ il numero che si vuole determinare : (questa prima
operazion conduce sempre a porre un’ equazione. —
Quando si € falto ¢id, s dice, che si ¢ intavolato il
problema, _Ehe 0 si ¢ messo in equazione. — L’ allra
pmﬁ r.:-::m.-*-lslﬂI mI":I risolvere |’ equazione cosi stabilita.
— Ora, quando I’ equazi o di 10 ' ‘
dato dl."”ti: regole ;ErL::t::?:drugllcllegI'lﬂdﬂ" H'ﬂl ﬂhh.lfimﬂ
; quali si pud risol-
TEI'II!_; ma Lon e possibile assegnare principii generali,
che Insegnino a condurre felicemente 1a prima parte
|_'[Ei|{1 risoluzione i 1nn ]'.ll'ﬂh'fﬂlnﬁ, ciop la messa in equa-
zfome di esso. La riuscita di questa operazione dipende
dall’acume  di colui che sj accinge ad eseguirla. — SI

puo solamente indicare la trace :
. - ‘ raccia che n ce-
nerale, & utile seguire, , almeno 1n g

by
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Si osservi che, se si & ben penetrati di tu le
condizioni del problema, si potrd sempre verilicz? se
un numero preso a caso sodisfi. Cio posto, si duigni
con x il numero incognito e si facciano, quando - 70s-
sibile, su questo .r e sui numeri dati nell’ enanciza, e
quando no, si indichino coi segzni convenienti ¢ 3pe-
razioni che si farebbero se, invece di rappresentre il
numero incognilo con x, si fosse scello a caso ui nu-
mero parlicolare e si volesse verificare se esso s:iisfa
al problema. — Il verificare se un numero so‘:fa a
un problema porta sempre a vedere se il resulizn di
certe operazioni su questo numero ¢ sui numer Jati
nell’ enunciato ¢ eguale al resultato di cerle allr: ape-
razioni, ovvero a un numero dato nell” enuncial: me-
desimo; ma se il numero incognito ¢ indicato cor ¢, il
resultato di operazioni sopra di esso e sa altri rimeri
¢ un’ espressione algebrica; il segnire dunque © pro-
cesso della verilicazione anzidetta porla ad egviliare
tra loro due espressioni algebriche, delle quali =4 al-
meno contiene @, ovvero a eguagliare una, ch: ron-
liene &, a un numero determinato. — Cosi si s27: sta-
bilita I’ equazione del problema.

Questa & appunto la via che abbiamo tenut: 1agii
esempi dali sopra,

Del resto mezlio di qualanque precetlo ip 18510
argomento, gioverd 1" esercitarsi a lungo nella 191y -
zione di svariati problemi.

Problemi.

1° La somma di due numert ¢ 89 ¢ la lor

‘ : . iife-
renza 3l : (rovare (questi numert.
2° Qual ¢ il numero che sommilo col; sua

quinta e colla sua sesta parte da o2 per resultat: s
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3¢ Unpa linea retta lunga 28 metri deve dividersi
in due marli tali che una di esse sia i tre quarti del-
I" altra.

4> T'n padre ha 30 anni e suo figlio ne ha 2: dopo
quanti znni I etd del padre diventerd otto volte quella
del figlio ?

5° >i domanda un numero tale, che prendendone

«)
[ ; . :} e a si ottenga per somma 654,

07 A puo compiere un certo lavoro in 8 giorni
¢ B in 40 : in quanti giorni lo compiranno lavorando
insieme 7

1 _L.:{ differenza dei quadrati di due numeri interi
consecwlivi & 15 : trovare i numeri.

8 11 denominatore di una frazione supera di 3 il

numerasore. Aumentandoli entrambi di 1, la frazione
. 2
divennla eguale a 5 Trovisi la frazione.

Qg 3
it

I'_'l':"

4% Una frazione & equivalente a .; ¢ la somma dei

SUoL teTmini ¢ eguale 108. Trovisi la frazione.

z EEAE
l L] —— * - H
10= Sia j Una frazione data: si domanda quel nu-

mero cae aggiunto ai due lermini di essa la rende

eguale a2 un’allry [razione data £,

: )
'lh.if‘:lll:_e}* ?ugégl-i?sﬂm :ultm-.:y;li[ﬂ , che deve essera
secondo deve ess_-ﬁ;:]‘lﬁ:l"'h: l;xa 1 suoi figli: la parte {l:'al
mo, diminnj i eguale a m volte quella del pri-
outa b e la parte del terzo deve essere

lﬂ ii o | ¥ oy - ’
Farte di quella el sécondo, aumentata di e

Quali sono le tre parti?
Ir wwala | .
= i l E{} = f
7 — 9 i, * luzlﬂnﬂ_} Sl Sll}ipﬂnga i [ﬂﬂ,ﬂﬂ'ul

-

= < §
20,000, n=2, c—1 0,000.
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12¢ A, B e Criunirono insieme lire 276 A pose
il doppio di B, pi 12 lire, ¢ B il doppio di €, pii
12 lire: quanto verso ciascuno ?

13 La prima cifra di un numero supera di 4 la se-
conda. Dividendo il numero per la somma delle sue due
cifre, si ha 7 per quoziente. Trovisi questo numero.

14° La somma di due numeri ¢ 100, la differenza
dei loro quadrati ¢ 1400. Trovinsi questi numeri.

19" La differenza di due numeri ¢ 10, la differenza
dei loro quadrati & 600. Dicansi questi numeri.

1Ge La somma delle etd di due fratelli & a. L uno
ha oggi un’eti, che & m volle quella che esso avea,
allorquando I'altro avea un’etd eguale a » volte quella
che il primo ha oggidi.

Quali sono le etd?

17° Una lepre precede di 80 suoi salli un cane le-
vriere: essa fa 3 salli nel tempo che il cane ne fa due;
ma la lunghezza del salto del cane ¢ eguale alla lun-
chezza di due salti della lepre. Si domanda quanti
salti avra fatto la lepre allorquando sard raggiunta dal
cane.

8¢ A pud compiere un lavoro in 10 giorni e B
in 8. Dopo che A ha lavorato per 3 giorni viene £ ad
aiutarlo. In quanti giorni il lavoro sard condotto a
compimento ?

19° Una fontana pud riempire una vasca in @ ore:
un’ altra Ja pud viempire in b ore. In quanto tempo la
riempiranno versando tulle e due conlemporanea-

mente ? (in un’ora la 1* fontana riempie la parte
della vasca: la 2°, la perte L: dunque versando insie-

A S W SR _
me, riempiono la parte (”- ‘i"'r]) : questa perte molli.

plicata pel numero « delle ore, deve divenire ).
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20° Un orologio ha due indici concenlrici : il pia
celere fa una rivoluzion2 ogni dodici ore e il piu lento -
fa una rivoluzione in sedici ore : in quanto tempo il
piit celere guadagnerd una rivoluzione completa sul
meno celere ?

21o In quale istante fra le 3 e le 4 i due indici di
un’ orologio si troveranno nella stessa direzione?

22° [ due indici di un orologio si troveno ad an-
golo retto alle 3: determinare dopo quanto tempo si

troveranno di nuovo ad angolo retio.

23° Si hanno due verghe d’argento, i titoli delle
quali sono 0,775 e 0,940 (cio® su mille parti, nel

primo caso 775, nel secondo 940 sono d'argento puro

e le rimanenti di lega). Qual peso si deve prendere di

ciascuna di esse, per formare 25 grammi di lega al ti-

tolo di 0,900 7
240 1l carbone casta a irenze lire 9, 42 ogni 100

chilogrammi, e a Pistoia lite ©,2); la distanza da Fi- =

renze a Pistoia ¢ 2k chilomelri : sipendo che le spese
di trasporto si elevano a lire 0, 12 per ogni tonnellata
e per ogni chilometro, si domanda in qual punto della L
strada vi ha lo stesso vantagzio a far venire il carbone =
si dall’ una che dall” altra citti. 2

25" Un corriere percorre ¢ chilometri in d oré, -
ed un altro e chilometri in f cre: decorse b ore dalla
partenza del primo, si fa partire il secondo da un =

luogo distante a chilometri dal punto di partenza del b

primo : quante ore occorrono al secondo per raggiun-
gere il primo ?

26" Un colonnello voleva disporre il suo reggi-
mento in forma di quadrato. In una prima prova avan-
zavano 88 uomini, madisponendo un soldato di pil per
riga, gli mancavano, a compiere il quadrato, 57 u0~ =
mini. Si vuol sapere la forza del reggimento.
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97° Una contadina porta al mercato un canestro
d’uova coll’intenzione di venderle a 7 centesimi l'una.
Deponendo il canestro ne rompe o, € facendo poi i suol
conti trova, che riscuoterebbe la stessa somma ven-
dendo le rimanenti a 8 centesimi. Quante uova aveva
nel canestro?

28° Un vaso si pud votare mediante tre cannelli;
aprendo solamente il primo, il vaso si vuota in m mi-
nuli primi: aprendo solo il secondo, si vuolain n mi-
nuti secondi e aprendo solo il terzo si vuola in p ore.

In quanto tempo si vuoterebbe se tullie tre i can-
nelli fossero aperti insieme ?

20 Gli indici delle ore, dei minuli e dei secondi
sono tutti e tre sulla cifra XII del qunadrante. Si do-
manda dopo quanto tempo I"indice dei secondi divi-
derd in due parti uguali l'angolo formato dai due altri.

30° Tre mobili percorrono una medesima linea
relta con moto uniforme e con le velociltd o, o' e o".
Essi sono attualmente alle distanze a, a" e «" rispelli-
vamente da un punto O di questa retta, dal quale si
allontanano tutli e tre. Si domanda dopo quanlo tempo
il primo sara ai 2 della distanza che separa gli al-
tri due.
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CAPITOLO IX.

TFunzioni di due wvariabili.

02. Si consideri I’ espressione 22— 3y—+1, cle
rappresenteremo con 2, nella quale @ e y indicano nu-
meri indeterminati. Sinché si lasciano tali z e ¥, o
semplicemente sl lascia indeterminato uno di essi
dando all’altro un valore determinato, la z rimane in-
determinata ; essa assume invece un valore determi-
nato, appena si dieno valori determinali ad ambedue
¢ y. Dimodoche la = prende un valore determinato ogni
volla e solamente allora, che si di contemporaneamente
un valore determinato a ciascuna delle due 2 e Y.

i esprime ¢id dicendo che Ig z ¢ funzione delle

due X e y, le quali si chiamano variobil; indipendenti.
Analogamente le espressioni

S=I-1
1 2
== — —— - _ -3
E oy

=2x"—3y -1
st dicono funzioni delle due « e .
: E in generale, ogni espressione algebrica, che con-
tiene 1 due numeri indeterminati x, ¥ e allri numeri
determinali, uniti in modg (qualunque gli uni cogli al-

tri dai segni delle operazioni da noi sin qui conside-
rate, sera Iunzione dei due Y.
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Cid & manifesto, quando si pensi che le operazioni
d’ addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione e
innalzamento a potenza, applicate a numeri determi-
nati, danno ciascuna per resultato un numero determi-
nato e «uindi anche tutle le possibili combinazioni
delle cinque operazioni precedenti applicate a numeri
determinati producono un numero determinato. Percio
un’ espressione algebrica, la quale contenga i numeri
indeterminali @, y e altri numeri determinati, rappre-
senla un unico e delerminato numero ogni volta che
al due v, y si attribuiscono valori delerminati: essa
deve dunque riguardarsi come una funzione, nel senso
da noi inteso, dei due numeri variabili x, y.

V3. La considerazione delle grandezze concrete ci
olire facilmente esempi di grandezze, la determina-
zione delle quali dipende dalla delerminazione di due
altre.

S1 considerino i tre angoli X, Y e / di un trian-
zolo: giacche la loro somma deve sempre uguagliare
tue retti, uno di essi p. es. X & delerminato in modo
inico, ognivolta e solamente aliora che sono determinati
Ve Z L’angolo X b dunque una grandezza varicbile di-
pendente dalle due f’e /, perche pud successivamente
passare per stafi diversi al variare di Y e ;’, e re-
sulta determinata, quando sono delerminate queste.

Gosl la porzione di piano contenuta entro il peri-
metro di un triangolo pud passare successivamente
per stati diversi, quando variano la base e I'allezza
del triangolo medesimo: e resulta determinata in modo
unico, quando si prende una delerminata base e una
determinata altezza: quella porzione di piano ¢ dun-
que una grandezza varicbile dipendente dalle alire due
base e altez:za.
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E si potrebbero trovare moltissimi altri esempi
consimili anche fuori del campo della Geometria. 4

9. Ritornando ora al nostro primitivo soggetto,
chiameremo funzione infera delle due veriabilizey
una funzione la cui espressione &, o pud ridursi, aun
polinomio nel quale ogni termine ¢ il prodotto di un X
numero determinato per ' una o per I allra o per am-
bedue le i« e y elevate ciascuna ad un esponente posi-
tivo o0 nullo. Funzione fratta quella, la cui espressione
€, 0 pud ridursi a una frazione avente per numeratore
e per denominatore, o almeno per denominatore, ' una :
funzione intera delle z ¢ y; e la fanzione-numeratore
non ¢ divisibile esattamente per la funzione-denomina-
tore. Uno dei due, numeratore o denominatore polrd
contenere una sola delle due variabili, purche I'altro
contenga 1" altra di esse, ovvero le contenga ambedue.
Il massimo tra i numeri, che si oltengono sommando
in ciascun termine di una funzione intera gli esponentt 4
di z e y che vi comperizcono, dicesi grado della fun- =
zione. %z

're

Cosi I3 ) 2

e

=0ty -3y 2

¢ una funzione intera dj 4° grado.
~ Noi ora considereremo qui specialmente le fun= =
zioni intere di 1o grado.
Una funzione intera dj 1° grado di due variabili =

& €y pud, secondo la definizione data, contenere tre
sole specie di termini: termini che contengono la ¥a&
riabile =, termini che contengono la y, termini che nod
mn[eng_or,-a neé x ne Y, cioe lermini cosfanti o come i_-
anche si suol d're, termini noti: dimodoch® se si rac '_
colgono in un solo i termini contenenti la x, in un solo

" Il cumeratore polr
(oslante.

¢bbe essere semplicemente un numere =
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quelli contenenti 1a 4, e in un solo i termini noli, una

fanzione intera di 1° grado di due variabili polrd sem-
pre ridursi alla forma

ax—+by--c

dove a indica il numero determinato che resulta dal
raccogliere insieme i coefficienti di & nei vari lermini,
i quello pure determinato che resulta dal raccozliere
quelli di y, e ¢ rappresenta I' insieme dei termini noti.

Equazioni a due incognite.

Ja. Data una funzione qualunque z di due varia-
bili @ e y ci si pud proporre la questione analoga a
quella propostaci per le funzioni di una sola variabile -
possiamo ciod domandarci : £ ¢ possibile trovare una
coppea di valori, uno per x e uno per v, tali che lg z
fissuma, corrispondentemente al essi, il valore Zero, o
piit generalmente un valore asseqnato d ?

7)o anche: date due funzioni z ¢ 2’ delle due -
realeli X e v, ¢ possibile trovare una coppia di valori,
“io per x. e uno per y, tali che, corvispondentemente ad
essi, le due fanzioni assumano valori cquali ?

Siffatte questioni si possono anche enunciare di-
cendo che ci si propone di trorare una coppia di valori
URO per x e uno per v, ovvero le coppie di valori, se ve
ne ha pii & una, atti a verificare la relazione z—dq gp.
vero U altra z=z'.

Quando si scrive una di queste relazioni z=g,
i=:"dove z e z' indicano funzioni a due variabili, si
dice che si stabilisce una equazione a due Incognile
€ y. — Risolverla significa trovare le coppie di va-
lori delle = e y che la verilicano, che la sodisfano,
0ssia, che la riducono una identity. Una coppia, un si-
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<tema di valori, uno per x e uno pery, alli a cid, co-
<lituiscono una soluzione, un sistema di radici del-
I’ equazione medesima.

Come per un’'equazione a uni incognita, cosi per
una a due incognite diremo, che essa ¢ equivalente ad
un’ altra quando ogni soluzione della prima ¢ anche so-
luzione della seconda e viceversd.

I a questo rignardo osserviamo qui subito che 1
principii stabilit nel capitolo VIII intorno all’ equiva-
lenza di due equazioni ad una incognila continuano a
sussistere anche per equazioni a due incognite.

A persuaderci di cio basta notare che i ragiona:
menti. coi quali abbiamo stabilito quel principii, si
possono ripetere identicamente sostituendo in essi
alla considerazione di una incognita la considerazione
di due.

Cosi, per considerazioni analoghe a quelle svolte
nalla Osservazione 11 (principio 30 n. 86), riguardo al
moltiplicar< ambo i membri di un’ equazione a due in-
cognite per un fattore non costante, ciot, che pud con-
tepere una € anche ambedue le incognite, dovremo
vitenere che silfalta moltiplicazione possa produrre
una equazione non equivalente alla proposta, dimodo-
che ogni volta che si sard condotli a far cid, bisognerd
poi esaminare se la nuova eqquazione ollenuta sia 0 no
equivalente alla prima.

In virtin del 1° principio (36), ogni equazione a due
incognile z==d ovvero =3 si pud ricondurre alla
forma Z==0: perch® la z=d si pud scrivere z—d=0¢
la 2=z si puo serivere 3—z'=0; ¢ allora rappresen-
jando con Z, in un caso (z—d), nell’ altro (z—32'), si
vede che si ottiene la forma Z=0: cioe, il proporci 13
questione di trovare i valori di & e y che rendono 2
eguale a d ovvero uguali le due z e 2z’ equivale a ri-
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cercare quelli che rendono nulla la funzione
vero I"altra (z—2z").

| In pgr!ma]are se z e z' sono funzioni intere di
1° grado delle due variabili z e y e quindi riducibili
sempre alle forme ax—+by-+-¢, e d'x +b y-+~¢' rispettiva-
mente, le tre equazioni | i,

51 polranno presentare nelle forme

ax-by—+-c=0
ax-+-hy-+~e—d=10
(@x—-by-+c) — (a'c+b'y-+-¢") =0,
la 2* delle quali, ponendo ¢ —d=f diviene
ar—+-by-+1=0,
e la 3*, ponendo n—a'=d", h—V'=W", c—c'=c¢", diviene
a"p-+0"y-+c"=0,
¢ quindi in ogni caso si ottiene sempre la forma
1) Ar +By+C=0,

;i;ve A, Be Cindicano numeri determinati. Essa & Ig

Mma generale di una equazione di 1° g i

_ ; rado a 2

cognite, : R

5 Si vede subito che vi sono infinili sistemi di va-

dﬂn per & e y che la sodisfano : perché, se alla = sj
un valore particolare x, scelto a caso, la 1) diviene

Az, ~+By-+C=0

l.ﬂ s . * r — *

; E']uuale ¢ una equazione di 1 grado a una incognita y

e me ¢ noto, tranne in casi speciali, & sempre possi-
trovare per y un valore y, e uno solo, tale che

207
(s—d) ov-
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essa sia verificala, cioe la
i‘l"l.:.J-{- ij.:-—ll_r: :D

<ia una identita.

1 due valori x,
della 1): giacch® x, E scelto a piacere e ¥, © e
nsto in seguito a cio, cosi ¢ manifesto che dei siste :
di valori, come il sistema x,, ¥,, S€ ne possono aver

in numero infinito. .
Si consideri. p. es., | equazione

, 1/o cosliluiscono una sﬂluziuna-

2p —3y-+1=0
si prenla @ =0 si olliene
—3y--1=0
onde
|
y =735
ed ecco una prima soluzione composta dei valorl
1
J. ——l:l J..—‘—“ﬁ =

1
Si yrenda @ = 5: si olliene

1—3y-+1=0
onde
_.._%.
=33
| 5
| valori @ =5, y==" costiluiscono una seconda solu-

zione: cosi sene Pﬂwcnnn lrovare quante sz ne 1nglmnﬂ

OSSERVAZIONE. Sj pud osservare che, per ogni ¥a-
lore particolare datg alla & nella ) ricavandosi da 3553

¢ determi- |

-
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un determinato valore di y, e cosi ad ogni valore scelto
ad arbitrio per la # corrispondendo un unico e deter-
minato valore di ¥, secondo il concetto danoi posto (82)
si deve dire che, quando i numeri .r e y debbono sodi-
sfare un’ equazione come la 1), il numero y & funzione
dell’ altro @ che si riguarda come variabile arbitraria ;
ed ¢ evidenle, che se invece, il che evidentemente &
permesso, i valori arbitrarii si dessero alla #, allora
sarebbe x da riguardarsi come funzione di y.

Se si aggiunge che, pei rammentati principii sul-
I’ equivalenza di due equazioni, la

1) Ap-+=By—+C=10
s1 pud scrivere anche nella forma
By=—C—Ax
onde
—C—Ax
E) y = B T

questa mostra esplicitamente come ¥ sia funzione di .
Quando dalla 1) si passa alla 2) si dice, che si ¢
risoluta la 1) rispetto a y.

Sistemi di equazioni,

96. La questione del risolvere una data equazione
di 1° grado a due incognite ciot la questione £') o )
non & una queslione ben determinata perche, come si
¢ vedulo, ammelte infinite soluzioni diverse.

Proponiamoci quesl’altlﬂ questione:

Date due funzioni z e z’ delle due variabili x e y,
¢ possibile trovare un sistema di valori, uno per x e uno

per v, tali che facciano acquistare a ciascuna delle z e 2’
ARZELA, Algebra. — Vol. L 14
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il valore zero 2 orvero, il valore d alla z e il E?'il‘!'{:!rﬂ d’
alla 2, d e 4" essendo numert qualunque nsseg;:mn? ov-
vero anche, ¢ possibile trovare per :~'.' ey rﬂ_fm-{ tali Fﬂg
fucciano acquistare alle due z e 2 _mn’m*a rispettiva-
mente equali a quelli che funno acquistare @ due altre
funzioni date v e v'? ‘ .

Le questioni ora enunciate sl 1rﬂduﬂuqn in lmi-
guaggio algebrico dicendo che si domanda di delermlt
nare una coppia di valori, uno per & € uno pery, atti
a sodisfare contemporancamente le due equazioni

1) =0 e z'=
ovvero le due
2) z=d e 3'=4a

ovvere, le altre
3) =y, "F'=w.

Quando si pongono due equazioni come le 1)9 _
come le 2), o le 3) e ci si propone di trovare un sit- =
stema di valori per z e » che sodisfi ad ambedue, s1
dice, che le due equazioni poste coslituiscono un ﬂ".-'-
stema di dwe equazioni a due incognite, o anche che
sono due equazioni simultanee tra due incognile.

Un sistema di due equazioni si dice equivalenté @
un altro pure di due equazioni, se ogni coppia di valori =
per le due incognite, che verificaambedue le equazionl =
componenti il 1° sistema, verifica anche quelle del 2%
e viceversa. _

1> Di qui deriva subito, che due sistemi ¢ quﬂﬁ_ﬂ
compongono di equazioni equivalenti, ciascuna @ €W =
scuna, evidentemente sono equivalenti. '

Cosli il sistema 2) & equivalente all’ alro

z—id=0, z'—d'=0
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e il sistema 3) all’ altro

z—v =0, z'—=v'=0;

dimodoch® si pud dire che una qualsiasi delle que-
stioni precedentemente enunciate conduce sempre a
dover risolvere un sistema di due equazioni a due in-
cognile della forma

Ze=0, Z'=0

dove Z ¢ Z denotano funzioni delle variabili x e y.

Intorno all’equivalenza dei sistemi di equazioni, ol-
tre a quello ora enunciato, stabiliremo due altri principii,
che, convenientemente eslesi, varranno non solo pel
sistemi di due equazioni a due incognile, che noi qui
consideriamo, ma anche per quelli di un numero qua-
lunque di equazioni, che appresso studieremo. A per-
suaderci di cid, basterd osservare che 1 ragionamenti
che ora faremo, sono applicabili anche a sistemi di un
numero d' equazioni superiore a due.

2 Dato un sistema i due equaziont, si olliene un
sistema equivalente, sostituendo a una qualunque di esse
I' equazione oltenuta alddizionando le proposte, membro
a memhro.

Rappresentiamo, per brevita, le due equazioni con

A=B
) A=B

Si vuol provare che questo sistema ¢ equivalente
all’ altro
2) A+A'= B+D
R A'=DB.
Infatti, se un sistema di valori per le incognite
x e yrende A identico a Be A’ identico a B, allora
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per quezli stessi valori dovrad anche essere (6, 3%)

A-+A' identico a B+B': dunque ogni sistema di valori
che verigica le 1), verifica anche le 2). Reciprocamente,
se un sistema di valori per x e y, rende A-—A" identico

a B-+~B'. e A’ identico a B', e quindi anche —A"iden-

tico a — B’, renderd anche A-+A4'-+(—A") identico a
B-+DB'-+— —DB") cioé A identico a B: dunque ogni si-
stema di valori che verilica le 2) verifica le 1). — Cosi
& provat. o il leorema.

OssiERVAZIONE. Prima di addizionare le 1) membro
a memb ™0 si pud anche moliiplicare ciascuna per un
numero qualunque, purché siffatta moltiplicazione pro-
duca serapre un’equazione equivalente a quella mede-
sima ch= st moltiplica. — Cio& : al sistema 1) si pud
sostituir2 quest’ altro

mA=mB

nd' = nB’
e a questo, l'allro

md = mB

mA+nA' = mB-+nB'
o anche
A=DB
mA+nA"= mB-+nB'.

3" Se si risolve wuna delle equizioni proposle ri-
spelfo . wna incognita e si sostituisce 1 espressione cosi
trovata ﬂ;:f*H’ allra equazione in {uogo dell’ incognila me-
desima, il sistema composto di questa equazione e i
quella oll=nuta risolvendo la prima rispetto a una iNeo-
gnita, ¢ equivalente al sistemn dato.

Il si=lema

1) A=B8B
J A=F
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¢ equivalente al sistema

pe={;

E} Alﬂ ] B]t_

essendo = C la prima delle 1) risoluta rispetto a z,
e A'.= B'. la seconda delle 1) dopoche in essa in luogo
di & si ¢ posto C.

Incominciamo dall' osservare che il sistema 1) &
manifestamente equivalente al sistema

& %= 0
Y A'=—=PB'

siacche queste due equazioni sono rispeltivamente
cquivalenti alle 1).

Basta dunque mostrare che 1 sistemi 2) e 3) sono
equivalenti.

Sia &, », una coppia di valori per le @ e y che
verifica uno dei sistemi 2), o 3): si vuol provare che
verifica anche 1" altro.

Poiche la 1* delle 2) e la 1* delle 3) sono identi-
che, vi ¢ dunque da mostrare, che se la coppia x, ¥.,,
verifica questa 1* equazione . — € comune ai due si-
stemi, e inoltre una delle due A'=B', A'.—=DB'., veri-
fica certo anche I'allra di quesle.

Il fatto. che per x=ux,, y=1¥. ¢ verificala la z =,
significa che ponendo nella € (che contiene %) y, nel
luogo di », la € acquista il valore w,.

Esaminiamo ora le due A'=DB', A".=DB'. ; esse dif-
feriscono solamente in cid che, dove nella 12 vi & gz,
nella 2* vi & @: quindi, se nella A'=5B si fa, x=u,
e y=y., cli ¢ come se nella A'.="5B si ponesse x, al
posto di € e y, al posto di ¥, e cio si fa, ponendo nel-
I"equazione medesima A'.=DB". semplicemente y, al
posto di y, giacche cosi appunto il & diviene x,.
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IX dunque provato che si oltiene il medesimo risul-

tato sia ponendo, nella A'=5', x, in luogo di = ey, A

in luogo di y, sia ponendo nella A.=DB'., y, in luogo

di y, essendo, ben inteso, x,, y, una soluzione della

a=C; quindi, se cosi facendo una delle due A'=8,
''=—=B'. ¢ verilicata, lo & certo anche 1" altra.

Risoluzione dei sistemi
di due equazioni di 1" grado a due incognite.

97. Noi qui supponiamo, che le funzioni rispetio
alle quali ci si propone I'una o I"altra delle questioni

enunciate al principio del n. 96, sieno intere e di 1°

grado : allora si vede subito (93) che le due equazioni
da risolversi saranno, o potranno sempre ricondursi
alla forma
1 {:.:3:+br:;+c-=ﬂ
aL-+by-+c' =0

delle quali si dird, che costituiscono un sistema di
due equazioni di 1° grado a due incognite.

Ciascuna di esse ammette, come si & falto vedere
al n. 95, infinite soluzioni : ora si vuole ricercare sé

tra le infinite soluzioni dell’ una ¢ tra le infinite del-

" altra ve ne siano di comuni.

S'immagini di dare alla z nella prima equazion¢

Successivamente i valcri x,, x,, T,,.... scelli ad arbi-
trio: si troveranno i valori corrispondenti ¥y, Yo Yore-s

Le coppie di valori Lo Yoy Ty Yyy Ty UYgyees. SATANN0 le .

soluzioni della prima.
Anche nella seconda, siacch® si cerca una solu-

=10me comune alle due, si diano alla  successiva”

mente i medesimi valori

Los Ly Ly evun

3
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si troveranno i valori corrispondenti

il

ki LS L

dimodoche 1 sistemi @, ¥, =, Y, &, ¥, .... saranno
le soluzioni della seconda.

E manifesto, che la condizione necessaria e sulfi-
ciente aflinché fra le soluzioni

Lo Yos Ty Yyo Ty Yas oees
ve ne sia una identica a una delle soluzioni
To Yy 2y Y, @ YO, ...
e, che uno dei valori
Yos Yis Yss --
sia identico al suo corrispondente tra i valori
Yy, Y9,

Perché si possa avere una soluzione comune alle due
equazioni, bisogna dunque poter scegliere per la 2 un

.valore x, lale che, ponendo in esse questo x, in luogo

di &z, e risolvendo le due equazioni a una sola in-
cognita ¥ che si ottengono, i due valori, che cosi si
trovano per y, risullino eguali. Ecco dunque detto in
(qual modo deve essere scelto il valore x..

Se si fa x = @, nelle due equazioni, esse diven-
gono
ax,+by-+—c=0

2) a'xw+by+c' =0

risolvendo la prima si ha
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risolvendo la seconda

c'<a'y,

.

7o
dovrd dunque essere identicamente

Y. =y"
OvVYCro
¢+ar, c-a
b g

: o= g
3) s__ctaw

| Si conclude dunque che, affinch® esista una solu-
zlone comune alle due equazioni proposte, & necessario
L: sufﬁc}cnlu che esista un valore di z tale che verifichi
llr.'quazmne 3). Ora & noto che essendo questa un’equa-
zione di 1° grado a una incognita, si sa sempre, eccet-
luali casi speciali, trovare un valore e uno solo di
che la sodisfa: e giscchd le 2) sono pure ciascuna di
1° grado e quindi se pe ricava un solo valore per ¥,
cosi & provalo, che esiste sempre, tranne in casi spe-
ciali, un sistema e uno solo di valori, uno per z e uno
per ¥, che sodisfano le 1). :
'In_ soslanza si vede, che se al sistema delle 1) si
sostituisce il sistema equivalente costituito dalle due

C—ax
b
c'—-q'
? :"l——- .-__r II:
o

e si conviene di attribuire

i alla  nell’ *altra
di queste due espressioni una e nell’a

8li stessi valori, la questione
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propostaci si riduce a questa: avend” dme [Fawzioni
cC-+ax ¢/=t .
l'una y = e laltray = — — — i uraa slessa

variabile x, ¢ possibile trovare per la+n valore tale,
che faccia acquistare a quelle valori equi?

Ora & questa appunto la questicz:-) pro poslaci
al n. 85, e gid risoluta in senso afferciivo.

I dunque provato il teorema :

Dato un sistema di due equazionii'' gra<= o a due
incognite esiste sempre, tranne in casi v iali, =orea COp-
pia, e una sola, di valori uno per X ¢ wiper . «<helr
sodisfane.

08. Diciamo ora come si poss: myvare ¢ uesla
coppia di valori.

MeTopo pr coxrrontTo. Il metod: :pmte  pe2r di-
mostrarne la esistenza & anche idonec:y effeziiiva de-
terminazione di essa.

Alle due equazioni proposie

ap—+hy-i-c =10

2 a'x-+b'y+-c' =
si suol dare comunemente la forma
n ax-—+by = —c¢
a'w-+by=—¢c

e, ponendo —e =1k, —¢'=1F', si hy
ax-+by =1k
E} i - # - A_!
axr-+by==~r.

Al sistema di quesle equazioni z | ¢ gtzzaisce il
sislema equivalente

T
y R —.-.-b —

];'_.-ﬂ’_]-_:
Y=



218 TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

ottenuto risolvendo rispelto a una stessa incognita y

ciascuna di quelle. .
Si eguagliano le due espressioni trovate per y e si
ha cosi I’ equazione
k—ax  E'—a'z

e

b h'

dalla quale si dedurra il valore di .

Ottenuto questo, lo si soslituisce in una (qualun-
que delle 2) e se ne ha quello corrispondente di y. —
Ma, per ottenere il valore di y, si pud anche seguire
la stessa via che si @ tenuta per quello di z, ciod: ri-
solvere le 2) rispelto a x: cosi si avrebbero le

o E=by
r

s X 0Y
1 )

eguagliando si ha:

=by  k'—b'y
il _'-_[;'_ _

dalla quale si deduce il valore dj Y. e

Questo si chiama il metodo di confronto.

stgmzazmxﬂ. Quando, da un dato sistema di due
€quaziont s¢ ne (rac un allro equivalente, nel quale
una delle equazioni contenga una sola delle due inco-

gn_ite, allora si dice che I'alira incognita & stata elt-
minala.

METODO DI SOSTITUZIONE. | un’ applicazione del 3°

principio del N. 96. Si risolve una delle equazioni ri-
spelto a una incognita p. es. 1a 1° rispetto a x; si ot
liene una equazione della forma

—_—
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dove ¢ contiene y: si soslituisce ¢ in luogo di z nella 2*
e avulasi cosi una equazione conlenente la sola inco-
enita y, sirisolve questa nel modo che gia conosciamo.
Trovato il valore di y, lo si sosliluisce in ¢ ¢ cosl
si otliene il valore di w.
Eseguiamo i calcoli. Dalla 1* si ha
3) P | 3

" il
portando tale espressione in luogo di @ nella 2%, que-
sta diviene

A W
£) o (=

+by=F.

Il sistema coslituito dalla 3) e 4) ¢ equivalente al
sistema 1).

Dalla 4) si ricava il valore di y. Si moltiplichi
per a, essa diviene

a'(k—by)-+ab'y =ak'

OVVero
a'k—a'by—+ab'y = ak’
o anche
—a'by-—ab'y = ak'—a'k
, ylah'—a'by=ak'—a’k
onde
.z ak'—a'k
°) Y="abi—a'b

Qi sostituisca questo valore di ¥ nella 3): si ha

al'—a’'k
k—10. (

‘ ab’ —ab
S a
f.-(nb'—a'm_—z_.a{nk’——ﬂ’ﬂ"!)
(_' - ab—a'h
L P — B .

fl
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k(ab'—a'b) — blak'—a'k)

——

a(ab’ — a'b)
— kab'—lka'b—bak'<-ba'k:
o a(ab’'—a'b)
, . Kb’ —bak’
— a(eb'—a'b)
= p— JEY — &'D)
s alabl’—a'h)
e infine
. Y
6) C=dh —

- Le due formule 5) e 6) ci danno dunque i valori
di 2 e y att? a sodisfare il sistema proposto: si chia-
mano forwitile di risoluzione. Esse mostrano hene come
esista una s ola soluzione per un sistema di due equa-
zloni di 1”7 Zrado a due incoonite.

MeETODO DI RIDUZIONE ALLO STESSO COEFFICIENTE.
Date le equazioni
1 :':-'-.-l'.:"'.'—{-‘y =k
ax-+-by =}

si moltiplicl:i la 1* per o', 1g 90 per a@: avremo le altre

aax--a'by = a'f;
aaz-~al’y = ak';

in queste Ia x ha lo stesso coefficiente: sotiraendole
membro a mmembro, si otliene

2) alby—ab'y = q'lk—al’
la quale. in virti del secondo
slema 1) essere
zioni propose.

e principio, puoé nel si-
soslituita a una qualunque delle equa-

= . lp‘.;
5
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Si moltiplichi ora la 1= dell: ) per &'_ la 2* per b:
si ottengono le due

{Ib'.'r—}—bﬁ'y —t 1
abr=-bh'y =i

nelle quali la » ha lo stesso cociiiente; -—-ottraendole
membro a membro, si ha

3) ab'p—a'bx =1 —Fk'b.

Le due equazioni 2) e 3) co-.iniscono ud sistema
¢quivalente al sistema 1): ma ciszina delle 2) e 3) con-
tiene una sola incognila; sappiaz: dunque risolverle:
dalla 2) si ricava

e GO0k oF-alk
Y="db—ab' = a=ab
dalla 3)
k&b
B el

3i possono anche, in alcuni =35, dedwarre dalle 1)
due equazioni, nelle quali la &« y abb:iano un me-
desimo coefficiente pia semplic: |j quell =0 che sia il
prodolto dei due coefficienti di » o (i y. » rispeltiva-
mente, nelle proposte.

Si trovi il minimo comune u|jplo d«ei due coel-
ficienti di quell’ incognila 0 ¥+ ; quale -si vuol dare
uno slesso coefficiente nelle due: yq2zioni : € si molli-
plichi poi ciascuna equazione pel ;yozient=2 che si ot-
liene dividendo questo minimo :;yupe paultiplo pel
coefliciente della detla incognilz se]]g ey ®13zione me-
desima: cosi il coefficiente comus yvorra ad essere il
minimo comune multiplo.

09. ALbiamo dunque espos!s (re mete+di per la ri-
soluzione di un sistema di due nazioni 2 due inco-
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k0 —ED _ak'—a'k
T=ab—ab Y = ab —a’b -
Si p=d dare una regola pratica semplicissima per
stabilirle. Si osservi che il denominatore & lo stesso in
enlrambi e che esso & la differenza di due prodotti,
I'uno de: quali risulta dal moltiplicare il coefficiente =
di & nella 12 equazione per quello di y nella 2*: l'altro
dal moltsplicare il coefficiente di # nella 12 per quello
che ha 12 = nella 2. Dal denominatore comune poisi
oltiene ciascun numeratore, sostituendo ai coefficienti
dell’ incoznita, il cui valore si vuole trovare, i termini
notr rispettivamente corrispondenti.
La diflerenza di due prodolti, ciascuno di due fat-

torl, p. es. mn—pq, sichiama determinante del sistema
del quattro numeri

1 m p .
g n
e si ::-uc-If:I appunto denotarla con questo simbolo, ciod,
d:spunen —0 Lnumeri m, n, p, 4 cost che la figura da
€sst occapala renda immagine di un (quadrato; e pre-
Clsamenie ponendo sulla diagonale che discende da si-

ni_su-a a cZestra i due fattori del 1° prodotto : sull'altra,
gli altri due.

Dimaodoche, secondo questa notazione, scrive-

remo
I kb | a k
i.=_._._’i'l___&r___-' a k'
| a b i—_’y:_ Ca b Fy-
I a ¥V | a v
In un determinante
| m
b9 n
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i numeri m, #, p, q si chiamano gli elementi del de-
terminante : m, ¢ sono gli elementi della 1* colonna,
p, n quelli della 2*; m, p quelli della 1* riga, q, n
quelli della 2*.

Avendo sott’ occhio le equazioni proposte

ax—+hy ==~k

a'w-+b'y =L
si pud enunciare la regola: Il ralore di una qualunque
delle incognite X 0 ¥ & espresse da una frazione avente
per denominatore il determinante del sistema dei coeffi-
citenti delle ineoqgnile nelle due equazioni, ¢ per numera-
tore il determinante che si deduce da quello, mutando la
colonna formata coi cocfficienti dell' incognita ehe si con-
sidera, nelle colonna formater coi vispetlivi termini
nolt.

EsegMr1o. Siano le due equazioni

T3y = 4T
b — y“':ﬂa
si ha
| 47 9 1 i
- 0 —1 A7 . G_ 0 289
® 7 3 | YT T T 3%
| 6 —1 | By
Esegympio 2°, Sia il sistema
| y |
r—dy =3
—ay =1,
sl avrd
g o ) 1 3
r___‘_’t__—.i [~ _;_1" AN 'l}_ ‘.I__ " 1
- | T8 .- B A=sr=d
| 0 —4 | 0 —4
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OssSERVAZIONE. Il determinante ‘ ;ﬂ ﬂ ‘:mn'—ﬂ ;f:
dicesi di 2° ordine. F

Sarebbe facilissimo dimostrare alcune proprietd
che noi qui ci contentiamo di accennare. 3

Il determinante non cangia, se si mutano le linee
in colonne. 5

Il determinante cangia solamente il seqno ¢ non il
valore assoluto, se si scambiano tra loro le due linee o
le due colonne. ' B

I determinante si moltiplica per un numero, mol
tiplicando per questo tulli gl elementi di una linea o di
una colonna.

Il determinante ¢ nullo, se le due linee o le due co-
lonne sono identiche. |

Discussione delle formule di risoluzione.

1!_:'![}.' Nel dimostrare, che per un sistema di doe
equazioni '
1) -ri'ﬂ:-d—&y—_:k
Ar+by=Fk'
esiste una soluzione e una sola, abbiamo accennato
casi specla_ll, In cui questo pud non accadere.
Prendiamo a esaminare intimamente i metodi di .
risoluzione esposti, e ricerchiamo le condizioni, per-
ché essi sieno sempre applicabili.
Si c}s?ervi anzitutto che ciascuno dei tre processi
dati consiste pPropriamente ip questo: nel ricavare

d_&lle 1) una equazione Contenente una sola incognila,
cioé, nel pervenire all’ equazione

E} ﬂf{ﬂﬁ"——ujb) — ,.rl r_krb
ovvero alla
J) Yab'—a'h) = ak'—q)
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e ottenuta poi una di queste, nel dedurre anche I"altra,
sia seguendo lo slesso processo, sia sostituendo in una
delle 1) il valore dell’ incognita che si {rae da quella
delle 2) e 3), che & slata prima oitenuta. — In sostan-
2a, sl viene sempre a soslituire al sistema 1) il sistema
formato dalle 2) e 3), ciascuna delle quali, contenendo
una sola incognita, gia si sa risolvere,

Ora, perché si possa dalle 1) dedurre legittimamente
le 2) e 3) e ricarare da queste un valore unico per cia-

scuna delle X ey, é necessario e sufficiente che il deter-
| |

; ab| Db . : et
meinante 'ﬂ, h'f — ab’—a'b del sistema dei coefficienti
i i

delle incognite nelle equazioni proposte sia diverso da
zero.,

La condizione & sufficiente.

Se ab'—a’b non & zero, cid significa intanto che
dei quatlro numeri a, b, a', ' nessuno & zero, o lo &
uno solo, o se lo sono due di essi, quesli sono i due
aeb ovveroa e b; ma non lo possono essere i due
aed a’, oidue b el insieme, ovvero, i ducae b,
0,a e b ;e tanto meno lo possono essere tre di essi.

Se nessuno dei quattro numeri a, b, a', b’ & zero
allora & sempre possibile o col metodo di confronto o
con quello di riduzione allo stesso coefficiente dedurre
dalle 1) le 2) e 3), giacche il dividere o moltiplicare
per aed a' e per b e b, che & cid che si fa in quei
metodi, ¢ sempre concesso; e dalle 2) e 3) si hanno
valori delerminati per x e y, giacché ¢ permesso di-
videre per ab'—a'b. — Se poi uno di quei numeri,
p. es. @, & zero, allora la 1* delle 1) si riduce alla
forma

by=k

e terrebbe essa il luogo della 3); di qui ricavando

ARZELA, Algebra. — Vol. 1. 1o
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k -
Y = 3 ¢© soslituendo nella 2* della 1) si otterrebbe la2)

b
da cui si dedurrebbe il valore di .

Infine se sono nulli i due @ e ¥’ le 1) si riducono
alla forma
by = k, i ='F
€ queste saranno appunto le 2) e 3): e di qui si dedu-
cono i valori di @ e y.
Se sono nulli i due b ed o’ allora le 1) divengono;
' ar =15, by=1FL'
e slamo nel caso precedente.

E dunque provato che la condizione & sufficiente.

Mostriamo ora che & anche necessaria,

o Inlral,u, p;ngasi che sia ab'—a'b=0, senzachd sia

ullo alcuno dei numeri a. « '
possibile, come dianzi dici:m;n%,Edbe&uar]':'zr?iil:eﬂp?:
2) e 3): ma & noto (89) che, a voler ricavare da que-
ste 2) e 3) valori determinati per le z e y, ¢ condi-
zlone necessaria che ab’—a'p sia diverso da zero:; dimo-
ﬂﬂli:hé, se cio non &, non esisteranno valori delerminati
attl a sodisfare le 1),

Pongasi poi che sia ab'—g'h — 0 e insieme sia
nullo qualcuno dei numeria, a’', b, e b': si vede subito
che, se 1o & uno, lo & certamento anche un altro als
Meno; e cosl saranno nulli insieme i due ¢ ed @', ov-
:lelarc: ae .!.-_; oppure 1 duebd' ea’, o i duebd e b:' ma
1 notl, dedures legiiomertorr oon SeTe 4SS

Cosi & chiaramente proy ; J E- ) ¥ ]i'
Aed s e € provato, che I’ essere ab’'—a't

¢ condizione necessaria perché si possa

dalle 1) dedurre. applican . _ :
due formule pplicando uno dei metodi noti, le

4) "=k __ak'—a'k

; Yy Y — —— .
ﬂb—-—ﬂ.’j 3 J ﬂb'—ﬂ:b
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101. Ma possiamo ora mostrare che effetlivamente
I’essere ab'—a’b = 0 signifia sern mre che il sistema 1)
0 non ammelle alcuna soluzone @ ne ammelte un nu-
mero 1nfinilo.

1° Pongasi primieramere ch= sia ab'—a’b =0 sen-
zache alcuno dei numeri a. %, @’. ' sia nullo.

Si ha
ab’' =1'b
onde, dividendo per a'l’,
{LEE
a b
e se si pone
a b
i et

r sard un numero delermnato 2 iverso da zero, e si
otterra a=a'r, b=>br: dnodoc:¢ la 1* della 1) di-

viene
areg+iny—«

ovvyero

18

a'w-+by—

La 2* essendo

ﬂ'ﬂl—f—ff.'a —

si vede che, per ogni sistems di = alori determinati at-
tribuiti alle 2 e y, i due primi = =mbri di esse diven-
gono identici ; quindi, perciz es =12 un sistema di va-
lori che le sodisli ambedue, @ pe-cw@ssario che sia
t: r
iy
r
ovvero
c=r¢'.
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Se questa condizione non & verificata, vuol dire

che non esiste alcun sistema di valori per z e 1y, alloa
sodisfare contemporaneamente le 1): il che si esprime
dicendo che esse sono incompatibili. — Se poi quella
condizione & verificata, allora le due equazioni sono
identiche, dimodoché, invece di due cquazioni di-
stinte si ha veramente una sola equazione a due inco-
gnite : e quindi esistono infinite coppie di valori per
le & e y che le sodisfano.

Cosi, pel caso qui considerato, & provato quanto

abbiamo asserilo.
OsSERVAZIONE. Prima di passare alla considera-

zione del caso, in cui qualcuno dei numeria, b, a', 8"

sia nullo, osserviamo che la condizione

ré =g¢
: . @ b :
sostituendo ad » successivamente @’ 3 ©quivale
alle due
a |, b ,
a;-l'ﬂ ‘—-'ﬂ 5 '_bp--t: =g
ovvero

ac'—a'c = s be'—b'e=0:
v_u:g]mp.:m Cloe, notare Specialmente questo,che, quando
sl verilica la relaziope
ab’'—a'b =0
senzache alcuno dej numeri a, b, @', ¥ sia nullo, le

due relazioni Precedenti non possono verificarsi sepa-

ralamente, vale g dire, o non & verificata alcuna delle
due, ovvero, lo sono entrambe,

o " = - ’
2” Suppongasi ora che, essendo ab'—a'b =0, sia

nullo anche qualcuno dej numeri a, b, a' b'.

Si vede subito, che se ¢ nullo uno, di necessild

=)
-
o
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dovrd esserlo anche un altro; dunque poniamo sen-
2" altro che sieno nulli due di essi: potranno essere
nulli @ ed ', o b e b': ovveroa e b, 0 a' e b'; se
lo fossero i due @ e b ovvero a’' e b, lo dovrebbe poi
essere anche un terzo.

Siano nulli @ ed a': allora le equazioni si ridu-
cono alla forma

Oz+by=c , Ox+by=c':

perche si possano assegnare alle x e y valori atti a so-
disfarle, ¢ manifesto che sard necessario e sufliciente
che esista un valore di y che sodisfi le due

hy=we ; dyg=¢
per il che deve essere

c 4

it (e

] b

Se questo non si verifica, non esisterd alcun si-
stema di valori per x e y, che sodisfi le proposte, ma
se si verifica, allora se ne avranno infiniti . ciod, tutti

quelli che & possibile formare associando al valore %"
)

preso per u, un valore qualunque per z.
Se fossero nulli b e ¥ si ragionerebbe in modo

analogo.
Sieno nulli @ ¢ b: le equazioni divengono
0.z4+0.y—=¢
ax+by=c

per ogni sistema di valori assegnabili per = e y 1a 1= &
sempre della forma

0—e
che & assurda, se ¢ non & zero : dunque se ¢ ¢ diverso
da zero, non esiste alcun sistema di valori per z e Y
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atti a sodisfare le proposte : se poi ¢ & zero, allora la |

1* equazione diviene
0.2+0.y=0

che & sodisfatta da tutti i possibili valori di xz e y; ri-
mane quindi solo a veriflicare la 2* e si hanno infiniti
sistemi atli a cio.

Dicasi analogamente, se sono nulli a’ e b'.

Sieno nualli a e b’ : lo dovrd essere anche uno al-
meno dei due a' e b: lo sia @' le due equazioni si ri-
ducono alla forma

{}.:::-.'—by —
U.:c—:—ﬂ.y T >

¢ evidente che se ¢’ & diverso da zero, non esiste al-
cun sistema di valori per x e y atti a sodisfarle : se ¢'
¢ nullo, allora se ne hanno infiniti, tutti quelli cio#,

. . c
che si formano associando al valore Er preso per y un
valore qualunque per .

Allrettanto si concluderebbe, se fossero nulli fre

altri qualunque dei numeri a, b, o', V',

Se tulti e quatlro sono nulli, & chiaro, che non
esisle alcuna soluzione, se dei due ¢ e ¢ uno sia di-
verso da zero; e se ambedue ¢ e ¢’ sono nulli, allora
ogni coppia di valori assegnabili per x e y verifica le
proposte.

Cosi & dimostrato come si voleva, che I'essere
nullo ab’—a’b porta sempre, che le 1) o non ammet-
tono alcuna soluzione o ne ammettono infinite.

102. In pratica, quando si hanno da risolvere due

ﬁ?lﬂ equazioni a due incognite si sogliono, per bre-
Vila, scrivere le espressioni

k' —k'b ak'—a'k

al’—a't ° E}Eﬁ'-—uij

. o i
i
iy g S

L
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che danno i valori di x e y, secondoch® insegna la re-
gola del n. 99, e non si pensa affallo a dedurli appli-
cando ogni volta uno dei metodi noti.

Dalla discussione, che qui siamo venuti esponen-
do, discende la conclusione: chz se il denominatore co-
mune ab'—a’b di quelle due espressioni ¢ diverso da
zero, esse ¢i dinno per X ¢ y valori ben definiti, i quali
sodisfano effeltivamente alle equazioni proposte, perché,
come sappiano, le espressiont medesime st potrebbero
dedurre legittimamente dalle 1) inediante uno dei noti
meloli di risoluzione. — Se poi ab’—a’'b é nullo, quelle
espressioni, secondoché non sono o sono nulli anche i

numeratori rispettivi, si presentano nelle forme %1-, 0

0
e allora st deve sempre ritenere che le equazione propo-

ste 0 non ammeltono al-una soluzione o ne ammettono
un nwmezro infinito.— Nel caso particol re che, essendo
ab’—a'b nu'lo, non lo sia perdé mnessuno dei numeri
a, b, a', b, si pud anzi aggiungere (vedi ultima Osserva-
zione) che tali due forme singolari rion si presentano mai
contemporaneamente, valz a dire, che ambedue le espres-

my g 1mn
stont di¢ X e y assumono la forma T ambedue la forma

o see ondoch? non é, ovveroéverificata lt condizionec'r =,

, . oy oo

e che il presentarsi della forma o significa, che le equa-

zwoni 1) sono incompatibili, cioé, non ammettono al-
_ _ _ 0

cuna soluzione, e il presentarsi della forma o Stgnifica

che le due equazioni sono identich? e ammettono quinds
infinite soluzioni » o come anche swucl dirsi brevemente, Ig

: J W
forma -U"i significa I impossibilita del sistema, 0 stgni-

fica U indeterminazione.
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in seguito alla discussione fatta precedenlemente, se il

: m 0 .
presentarsi delle forme o © ) @ssociale o no, nel caso

in cui qualcuno dei numeri a, b, @, ¥’ sia nullo, si-

gnifichi I'impossibilitd o 1’indeterminazione del si-
stema proposto.

103. Termineremo questa discussione consides

rando un sistema di due equazioni in cui i secondi
membri sono nulli, della forma ciod :

1) ar+by =0
az+by=0
le formule
kb'—k'D ak'—a'k

T=ab—ab> Y= ab'—a'b

divengono allora
0
ab—a'b al’—a'b
r r o
Se ab'—a'b & diverso dj zero, allora le 2) sono

equivalenti alle 1), e giacchd le 2) ¢i dinno solamente

i ?fllﬂri =0, y=0, cosl sono quaesti i soli valori
atti a sodisfare le 1).

Se poi ab'—a'h & zero, allora le 2) assumono le
forme

_0
m——-ﬁ., y‘__—:

SNo

¢ tali quozienti sono indeterminati, ma non si pud dire

allora che |le 9)'siem:- €quivalenti alle 1): studiamo
dungue queste direttamente.

Dalla ab'—a'h —
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se nessuno dei numeri a, b, o', b’ & zero, segue

— e (N

ed r & diverso da zero:
onde a=—=ar, b=0br:

soslituendo, la 1* delle 1) diviene
a're-+bry =70
OVVero
a'x-+=by=>~0
che ¢ identica alla 2.

Le due equazioni si riducono dunque ad una sola:
epperd si hanno per esse infinite soluzioni, che si ot-
tengono, come si sa, prendendo per una delle inco-
gnite un valore a piacere e ricavando dalla equazione
proposla il valore di y corrispondente.

Si pud perd osservare che il quoziente dei due
valori di = e y che coslituiscono una medesima solu-
zione, ha uno stesso valore determinato per tulle le

soluzioni. _
Invero, se si divide ciascuna equazione per x si ha

S x e Ve

“"E’(:s)'ﬂ
i (BN,
a -+b (ﬂ?)_ﬂ

e giacche E‘:-g :% . cosi esiste un unico valore deter-

minato di (%) che le sodisfa entrambe.

Dovendo essere

|
2T b

e
o —

»
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tutli i sistemi di valori atli a sodisfare
proposte saranno dati dalle formule

y=—a , x=1»n
ovvero

Y= —h@’ s =X

dove » indica un numero arbitrario.

Lasciamo al lettore Ia discussione de] ¢
essendo ab’—a'h =

meria, b, a’, b.

aso in cui,
0, & anche nullo qualcuno dei ny-

Funzioni di tre variabili.

‘lﬂli. Indichino z, y e z tre numeri indeterminati:
se, ogni velia che ad essi si altribuiscono contempora-
reamente valori speciali determmaﬁ, un altro numero v
acquista esso pure un determi
che v ¢ funzione dells

tre variabili x
Ad esempio sia R

V= Ty+z 2
e anche g
U=uxyz;

sinche i numeri g, ¥, z, 0 tulti

= ! L

mente, Eﬂ”ﬂ_ lﬂdclermmmi, Son pur lali » ed u, che ne
:'s;prescntanu'la s0mma e il prodolto: ma se a Lutlie
¥, ¥, = conlemporaneamente si danno valori parti-

colari determinatj, g
: » anche la somma e j !
deranno ciascuno | prodotto pren

dunque funzioni dei tre
variabili indipendent;
gliere valori a piaceré.
E in generale o
numeri indeterming
altri determinati

0 alcuni di essi sola-

numeri x, y, z, che si dicono
perche si possono per essi sce-

S0l espressione che contenga i tre
l-::ll'm’ Y, = legali fra di loro e con
cdianle 1 segni delle cinque opera-

L] . "-'
le equazionj

at,

un delerminato valore; » e usono

nato valore, si dice allora

i
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zioni sin qui considerate, sard una funzioné dei tre
x, Yy e 2. 2

Ora considereremo solamente funzioni, | espres-
sione delle quali & un polinomio di cui ugni_ lermine €
il prodotto di un numero delerminato per una delle
variabili z, o y, o 5 elevala alla prima polenza, OV-
vero ¢ semplicemente un numero determinalo ; dunn:
doche se si raccolgono in un solo i termini conlenenti
la variabile , in un solo quelli contenentl lay, e in
un solo quelli che conlengono la z e infine pure 1n-
sieme i termini costanti, ciog¢, che non conlengono al-
cuna delle variabili, una tale funzione si potra sempre
ricondurre alla forma

ax—+by-+ecz+d

dove a, b, ¢, d indicano numeri determinati.

Tale espressione dicesi funzione intera di 1° grado
delle tre variabhh @, ¥, =. +

105. Ci proporremo ora la questione analugala
quella gid risoluta per le funzioni a due € a una varia-
bile, cioé, ci proporremo di determinare quelle terne
di valori pei numeri X, Y, Z, che fanno acquistare a
una data funzione v di essi un valore assegnalo h, ov-
vero, che fanno acquistare valor: equale a due date fun-

zioni v ed u. _ _

Si esprime algebricamente una questione siffatta
dicendo che si cercano i valori di &, ¥, 7 atli a sodi-
sfare la relazione

p = h, ovvero I’altra v = u.

Quando si scrive una relazione, Ejﬁlmuﬂ una di que-
ste, v ed u essendo funzioni inlcrbf di ‘l gr:uln’ delle
tre variabili @, y e z, si dice che si stabilisce un’equa-
zione di 1° grado a tre incognite.
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Un’ equazione siffatta pud dunque avere I'una o

I” altra di queste forme

ax-+—by-+-cz4+-d=h

ax—+by—+cz-+d = a'z—+by+4-c'z+d'.
Se, analogamente a quanto si & fallo per le equazioni
a una e a due incognite, due equazioni a tre incognite
si dicono equiralenti, quando ogni terna di valori che
verifica I’ una, verilica anche I" altra e viceversa, per la
stessa considerazione esposta al n. 95 per le equazioni
a due incognite dovremo rilenere, che i principii sta-

biliti nel capitolo 8° intorno all’equivalenza di due

equazioni a una incognita valgono anche per quelle a
tre incognite. E cosi, in virti del 2° di quei principii,
si ha subito che ognuna delle precedenti equazioni pud
essere ricondotla alla forma

1) Ax+-By+Cz =K
che sard quella, soilo cui in generale prenderemo una
equazione di 1° grado a tre incognile.

Ora si vede immediatamente, che la questione
propostaci & indeterminata, giacch® si pud fissare ad
arbilrio un valore per z e allora la 1) diviene un’ equa-
zione a due incognite x e y, per la quale gia sappiamo
che esistono infinile soluzioni.

Anche I'altra gneslione: — date due funzioni v e
V' delle varichili X, ¥, z, determinare le terne di valori
per X, ¥, z, che fanno acquistare ad esse valori rispet-
tivamente assegnati d e ', orvero, che fanno loro acqui-
stare valori rispettivamente eguuli a quelli di due altre
date funzioni w e u': —sarehbe indsterminata, giacché

qmi saremmo condolli a slabilire dye equazioni simul-
lance a tre incognite della forma

2) Ar+By+Cz =K
A’{E‘i—'ﬂ'yni-—ﬂ"" N 4

[ —
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e manifestamente si avrebbero infinite soluzioni, per-
cheé, scelto a piacere un valore per =, le 2) coslilui-
rebbero un sislema di due equazioni @ due incognite
x e y, pel quale sappiamo che, lranne in casi speciali,
sempre esiste una soluzione.

Proponiamoci dunque quest: terza queslione :

Date tre funzioni v, ¥', V" &lle tre variabili x, vy,
z, determinare guelle terne di vhri che fanno ad esse
acquistore valori rvispetlivamenl: assegnati d, d', d”:
ovvero, che funno loro acquistar: valor« rispellivamente
equali a quelli che contemporanainerte assumono tre
altre funzioni u, ', " delle stesse variabili X, v e 2.

Si & cosi condotti a stabiire il sistema di tre
equaziqni a tre incognile

Ap+DBy-+~Cz=K
1) Ae+By+Cs=K
Ar’ﬂ;"[_B”y—:"{:”:: H“

e si domanda se esistono e ¢ime si determinino le
terne di valori per @, y, z atli z sodisfarle.

Analogamente a quanto si:detto pei sistemi di
due equazioni, chizmeremo equirglonts due sistemi di
ire equazioni, se ogni terna di vilori per le incognite,
che sodisfano il 1°, sodisfano anche il 2° e viceversa.
E come gid osservammo i tre principii stabiliti per
I’ equivalenza dei sistemi di lue equazioni valgono
identicamente anche pei sistemidi tre, giacche le di-
moslirazioni che ne furono date:j applicano immedia-
lamenle anche a questi.

Cid posto, dimosiriamo anzitutto . che, tranne in
Casi speciali, esiste una lerna ¢ yna sola di valori de-
lerminati per x, v, z atti a sodisfire il sistema 1).

Consideriamo una delle 1) p. es. la 1*: giacche
PEr ogni coppia di valori delermpati per x ¢ y, che sij
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pongano in essa, resulla determinalo un unico va_lnre
per z, cosi questa puod riguardarsi come una fu_nzl_m_}fa
delle due variabili @ e y; e infatli, pei noli principil,
si pud scrivere I’ equazione anche nella forma

Cz = K—Ax—By
onde

K—Az—By
C

2) z ==

la quale mostra bene come z sia funzione delle due
%, .
Quando dalla 1* delle 1) si passa alla 2), si dice
che si & risoluta I’anzidetta 1* equazione rispello a z.
Si risolva parimente ciascuna delle allre due
delle 1) rispelto a z; si otterra dalla 2%)

K'—A'x—DBy
3) g=— "
dalla 3%)
K'—A"x—DB"y
;ﬁ.) - == E_” .

Le tre equazioni 2), 3), 4) costituiscono un si-
stema di equazioni equivalente al sistema proposto 1).
Ora se si considera il sistema delle 2), 3) e 4), si vede
che la questione propostaci si riduce a questa: a It
cercare se esistono coppie di valori per le due x € ¥,
che facciano acquistare valori eguali alle tre espres
sioni di z che si hanno, ciod, si dee vedere se esi-
stono coppie di valori per z e y che sodisfino alla dop-
pia relazione

F—J‘[.I':-—Hy el .ft“__-.;i",‘?-{i.’.ﬁ - ﬁ-”'_A”{I."'-B”y_
¢ i = o
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ovvero alle due

K—Az—By _ K'—A'zs—BYy
C il

K—Az—By _ K'—A"s—B'"y

S s - R

ma queste sono due equazioni simultanee a due inco-
gnite, per le quali & noto che, tranne in casi speciali,
esiste una soluzione e una sola: cosi rimane provato
che anche pel sistema 1) esiste una soluzione e una sola.

Risoluzione dei sistemi di tre equazioni.

106. Il processo tenuto per dimostrare l'esistenza

di una soluzione ci dd un metodo per trovare effelli-
vamenle questa soluzione.

1° Si risolve, come si & veduto, ciascuna delle tre
equazioni rispetto a una delle incognite: eguagliando
due a due le espressioni che si oltengono per questa,
si & condotli a stabilire un sistema di due eqnazioni
contenenti solo le altre due incognite : risolute le quali
con uno dei metodi noti, si avrd poi il valore della
Prima incognita sostituendo i valori trovati per le altre
due in una qualunque delle espressioni che si hanno
per I’ incognila medesima.

Questo si chiama metodo di confronto.

Quando dal sistema proposto si deduce un sistema
di due equazioni con due sole incognite s dice che
I"altra incognita ¢ slata eliminala.

2> Un secondo metodo & questo: si risolve una
delle equazioni rispetlo a una incognita, ¢ sl sosti-
luisce I’ espressione ottenuta nelle altre due equaziont:




e ——
h
g & g -

g ey

L
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il sistema costituito da queste due e dalla precedente &,
in wirtu del principio 3° (n. 96), equivalente al sistema
proposto; ma intanto nel nuovo sistema due delle
equazioni contengono due sole incognite; se ne rica-
vano i valori di queste, e sostituendoli poi nell’espres:
sione che si & primitivamente ollenula per la prima
incognita si ottiene il valore della medesima. ¥

Questo & il melodo di sostituzione.

3° Un terzo metodo & quello di rendere eguali, -
moltiplicando per fattori convenienli, i coefficienti di
una stessa incognita nelle tre equazioni, e di sollrarle
poscia due a due in modo che se ne ottengano due
equazioni con due sole incognite : queste due, associale
a una qualunque delle proposte, costituiscono un si=
stema equivalente al proposto. Si risolvono, al solito,
le due equazioni a due incognite e portando poi i va-
lori trovali in una qualunque delle proposte, se né -

trae il valore dell’ incognila rimanente. !

E questo il metodo di riduzione allo stesso coefi-
cierite.
Si vede che ciascuno dei tre metodi, che abbiamo
qui 1ndicalo, consisle nel dedurre dal sistema proposto
un Elslt?ma avenle una equazione di meno e una inco:
gni‘a di meno, il quale si sa risolvere. N
107. Aggiungiamo ora un altro metodo detto dei
fattort indelerminati.
Sieno le tre equazioni : b

Ai:‘—l'-By—}-C: —
1) Az+By+Cz=K'
A'G+By+Cz=K"

Si ]]]ﬂl[i]]“ﬂhi la {a per 15 la 9a per }-',lr'.'l 3a pgr }..I'L__

r ” . = ® . . - e
A e  essendo due numeri indeterminati diversi perd
da #zZe€ro. |
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Quelle diverranno
Az—+By-+Cz=
2) NAz+NBy+NCz=NK
NAe+NB y-+-NCz=»K"
Sommandole membro a membro i ottiene :

3) (AN ANAY) -y (B4-NB+NBY) -+
=43 (C+NC+)'C )= K-4-NK'+>2'K"

Giacche i1 numeri 2", »" sono indeterminati, & con-
cesso porre le equazioni
0 B4+NB'—+-V'B'—=0
: C+NC-+-N'C'=0
le quali servono a dare valori delerminali per »' e A\":
risolvendole si ha

Ch'—B(C bBC —
— W= _, e

) * BC—CB

— BC—CLB

Ora se nella 3) sostitniamo in luogo di »' e )" i va-

lori 5) trovali, & manifesto, in virtir delle 4), che spa-

riscono i termini conlenenli le incognile ¥ e z, e si ha
I equazione.

C— B0 30— B
6) :T[A—:—(EF e )1— ) = A"]:

C—C¥W BC—CB
. FBC—BON\ . . [BC=BC
=X\ Fe= {:'u') Aok (u'c =T

contenente la sola incognila x e che si sa risolvere.
Moltiplicando per B'C'— C'B" diviene
z [A(B C'—C B)+A(B'C—BC")+A"(BC —B ()=
= |K(B C'—C B")+K (B'C—BC")-+K'(BC'—EBC) ]
onde
7) __K(B'C"—CD) +K( H"E—-BG"'}-}-H"{ HL‘~—B'C} _
L= A(BC'—CB)+A(B'C—BC)+A (BU—BC)
ARZELA , Algebra. — Vol. L 16
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Se invece di stabilire le 4), poniamo le
A4+-NA4+-0VA"=0
C+-)ME0+=\C'=10

in virtl di queste la 3), operando in modo analogo a

quello tenulo ora, si riduce a contenere la sola y; ri-
solvendola si ha

g K4 C'—C 4K (A'C—AC)+K'(AC —A'C)
B(AC—C A")y+B (A"C—AC)+B(AC—A4C)

8)

ovvero
y =K (CA"—A'C)+K'(AC"—A"C)+K"(A' C—AC)
7 B(CA—AC)+B(AC—A"C)+B'(A C—ac”) *

Se infine, invece delle 4) e delle 8) si stabili-
scono le

9)

A_‘E‘}\'A'-'}_'}MHA”:D

10) B4+ NB' +N\NB"=0

la 3) si riduce a contenere la sola z, e se ne ricava

11y z— K(AB'—A'B)-+K (4'B—AB")+K" (AB'—A'B)
C(AB—AB)+C'(A'B-AB)--C"(AB —A'B)
Nol abbiamo qui dedotto i valori di y e = diretta-
mente dalla 3) : ma, una volta ottenulto il valore di 2,
¢ possibile dedurre quelli delle # e z mediante una
semplicissima operazione. — Sj immagini per un mo-
mento di avere gid risoluto il sistema 1) proposto, di
avere, cio¢, dedotto dalle 1) tre equazioni della forma

12) x=M , y=N

.

dove M, 'N_e P rappreséniano espressioni algebriche
contenenti i coeflicienli dejje incognite e i termini
noti.

Appunto in c¢id consiste 1a rigoluzione
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Il sistema 1) e il sislema 12) essendo equivalenti,
se escguendo una cerla operazione sulle equazioni del
sislema 1) queslo non cangia, la slessa operazione po-
trd pure farsi sulle 12) senzach® il sistema di esse
cessi di essere equivalente al sistema 1).

Ora si vede subito che se nella 12 delle 1) si
muaxiny, yinzezinx:poidin B, BinCe G
in 4, quesla equazione non cangia. Altrettanto accade
delle altre se si opera su esse in modo analogo. — Si
facciano dunque quesle stesse operazioni nelle 12),
ciod, in esse si muli x con y, y con z, = con x; A con
B, Bcon C, Ccon A: A'con B, B' con C’, C' con A": A"
con B, B" con C', €' con A": allora il 1° membro
della 1¢ diviene il 1° membro y della 2, quindi M do-
vra divenire N, ciot la 1° delle 12 diviene la 2*; cosl
la 2+ diviene la 32, e la 3" diviene la 1* ; — ecco dun-
(que che, oltenuta la 1* delle 12), se in essa si opera
come ora si ¢ dello, se ne trae la 2*): e da questa allo
slesso modo se¢ ne lrae la 3*; epperd ottenula la 7),
da essa si otterrd la 9), e da questa la 11).

108. Nella pratica perd, quando si hanno da risol-
vere tre equazioni a tre incognite, non si fa tatlo il
calcolo che noi abbiamo fatto qui per deduarre dalle 1)
le formule 7), 9), 11). — Si pud Jdare una regola assai
semplice per comporle.

Si osservi che il denominatore & lo stesso per tutte
e tre e che il numeratore di ciascuna si ricava dal de-
nominalore sostiluendo in esso ai coeflicienti dell in-
cognita che si vuol trovare i rispetlivi lermini nolj:
dimodoch® basta dire come si componga il denomina.
lore comune. — Se lo si considera nella espressione
che dd il valore di x, esso ¢ la somma dei prodolti che
si ollengono moliiplicando:

1o 1l cocfliciente A di z nella 1* equazione per
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B'C'— C'B” differenza dei prodolli én croce dei coeffi-
cienti delle altre due incognite y e z nella 2° e 32 equa-
zione ;

2= 11 coelficiente A" di x nella 2* equazione per
B'C—BC «ilferenza dei prodotli in croce dei coeffi-
cienti delle allre due incognile y e z nelle 3* e 1* equa-
zione;

3° Il coeflficiente A" di x nella 3* equazione per la
differenza dei prodolli in eroce dei coelficienti di y e z
nella 1* e 2.

Se si considerass2 il denominatore nelle espres-

sioni di » e z, se ne dedurrebbe un modo di formarlo
interamente analogo a questo.
OsscrvazioNe. L’ espressione

1) ABC —ACB'+AB'C—A'BC'+A'BC—A'B'C

denominatore comune dei valori di , y e z, dicesi de-
terminante dei 9 numeri costiluenti lo schema

| A B (C :
E) AJ‘ B! r:r |
A" BY @ ]

che si olliene frascrivendo dalle equazioni proposte

semplicemente i coellicienti delle incognite nell’ ordine
con cul €ss1 1vi si presenlano,

'4,’ B, € sono gli elementi della 12 riga;
A ’ B, € quelli della g

A", B' ¢ quellt della 3 ;

A4 A" A" quelli della 1° colonna

- - o = - & L -

[l determinante 1) che si suole rappresentare me-
diante o schema 2), dicesi del 3° ordine.

Da quanto ora dicemmo, segue immediatamente
che in Clascuna delle formule 7), 9), 11) del numero
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precedente, il numeratore pud presenfarsi nella forma
di un determinante che si deduce dal determinante 2)
col sostituire alla colonna formata dai coeflicienti del-
1"incognita che si considera la colonna formata coi se-
condi membri delle equazioni proposte; dimodoche le
formule 7),9) e 11) si scrivono anche cosi:

| K B C |

K B C |

K B¢ |
®= T4 B €|
A B -C ]

| A% B

| A K C
| A K C |
-4 B |

3) Y="T A B C
| A B ]
A" B C' |
‘A. B H’i
A" B K |
4 B K
FELTA B €]
=A% B & ]
e

Vediamo ora di enunciare una regola che insegni,
dato lo schema 2), a dedurne I espressione 1), ossia,
come anche si suol dire, a fare lo sviluppo del deter-
minante rappresentato collo schema 2).
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Avendosi

AB'C'—AC'B" +-A'B'C—A'BC'"+ A"BC'—A"B'C —

=AB'C"—C'B") - A'(B'C - BC") -+~ A"(BC' —B' C)

e rammentando (99) che
B'C'-CB" , B'C—B(C' , BC—RBC

sono delerminanti del 2° ordine che si possono rap-
presentare cogli schemi rispetlivi

B c'*l B C

F oo o

B G [B-' c.ﬂ
sé ne conclude I’ eguaglianza
ABC(C _
A"B'Cr =A :” gf - AFIB'-' C‘r J C
A“B” G-r | |B Cl | C
4) |
et " G
B c]|+( “U‘ g ¢
Ma si ha anche
ADBC| » -
apc =BCA—AC)+BAC—aC)+
A”B” E-al B B {:,-i_ C....‘,-i C'J
°)

F _B ¥ f A
== )|AC|+311"6‘+( B)JA’(?'
e parimente si ha:

ABC :
‘AJB'{?:C{ABJ 4”BJ+C(BA“"—AB:]+
lapg| THEMAB— Aﬂ)
6) 1B
_Crl A"B ‘L(_G) —+ 'ig

Le uguaglianze 4), 5), 6) ci aulnr:zzanu a enun-
ciare la regola:
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Lo sviluppo di un determinante del 3° ordine ¢ la
somma algebrica dei prodolli oltenwti molliplicando gh
elementi di una colonna rispetlivamente pet determi-
nanti del 2° ordine, che si deducono da quello dato sop-
primendo in esso la riga e la colonna a cut apparliene
I' elemento che st considera, il quale deve essere preso
col seqno che ha o con seqno contrario secondoché la
somma dei due numeri inlicanti la riga e la colonna,
nelle quali esso ¢ situalo, ¢ un numero pari o dispari.

Eseumpio. Sia il sistema di equazioni :

fr—2y+ z=1
r—3y-+2z=2
Jr+ y—2z=3
In virta delle formule 3) si ha:

1 —2 1 |
2 -3 2
R
P="TE—2 1
1 -3 2 |
3 1 -2
5§ 41 1
1 2 2
3 3 —2 |
- e Ty s T N
1 —3 2 |
| 38 414 —2 |
4 —2 *li
£ 3 2 |
- ey I
T g =9 A o
1 —3 2
3 41 =2
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Ma per la regola ora data si ha:

4 _'g %i* |—3 %|—1!—~a 1]+3| —2 ¢
1 = 19 | 1 —9 —3 9|
e 1 —a| | - | |
=1 (6 —2) —1(4 —1) +3(—4+3)
=10
— '
‘; Ts o] 22| 11~L3 —2 1
— P = 0 =
'3 1 —2| ; 1 4 | 1 2 3 2
=1 (6 —2) —2(4 —1) +3( 4+3}
— —2
£ AR, i] & |
| __ 2 2|—1| 1 1]+3] 1 1
K 2 2|=4| o o i N
'3 d—ﬂ] z =
=4(—4 —0) —1(—2 —3) -+-3(2 —2)
=—35
—5
f__g 3‘!:1 —3 2|—1|—2 1]|+3|—2 1
- ¢ |4 t 3 |13 [-3¢2
=4(—9 —2) —1(—6 —1) +3(—4+3)
= —40;
quindi
o 9 —35 40
v 10° Y 10° = 10
ovvero
o - Y 7
W= G y=—3 s=—14

Funzioni di » variabili.

i 109. Sieno X\ x5, X, ....x, n numeri indeterms-
?;ﬂf se, ogni vo'ta che m! esst si allribuiscono valori
determinati, conltemporaneamente un altro numero

o
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acquista un unico e delerminato wvalore, si dice allora
che z ¢ funzione di quelli n numeri, che chivmansi va-
riabi'i indipendenti.

I'er esempio, sc &

lIIl" "L":I-' -:_ @ mowow _I":.En
OVVEro
F— -;Trri -'Ir: . oe oo -:I:p

manifestamente z & funzione di @, oy «. . . T

Ogni espressione algebrica che conlenga n numeri
indeterminati »,, x,, ....x. e che anche possa conte-
nerne altri deter mlnﬂi, uniti quelli e questi in qua-
lunque modo dai segni delle operazioni a nol nole, &
una funzione di x,, &y, « .+ Tsn

La dimos'razione ¢ analoga a quella da'a per le
espressioni contenenti due numeri indelerminati x, y.

Noi considereremo qui s»lamente funzioni I'espres-
sione delle quali ¢ un polinomio, in cui ogni termine &
il prodotto di un numero delerminato per una delle
variabili «,, @,, .... @, elevala alla prima potenza,
ovvero, & semplicemente un numero determinalo.

Le chiameremo Junzioni tntere di 1° grado delle
nvariabi'i T, Ty <« o« Ta-

Una funzione silfatla, se in essa si raccolgoro in
un solo i termini contenenti la variabile &,, in un solo
quelli contenenti la x,, ec., ec., € in un solo i (ermini
costanli, si potrd sempre ricondurre alla forma

a, &,-a, Lygt= v oo s=tGa ﬂ'n—t—'bl

dove a,, a,, ....a,, b, sono numeri determinati,

110. Si abbiano n di queste fanzioni: ¢i si pud
proporre la questione : trovare i sistem? di valori per
le X,, X,....X, alli a fire acqustare alte n funzioni
date gli n valori rispettivamente assegnati d,, dy, . ... d,.
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Si & cosi condolti a stabilire le n relazioni
ﬂ“ 1-'-1‘1"—1"?.!-'1'1"!- LI ] -:"{IIH;E_,'J.—bl — dl.
H!‘l J:I_F-ﬂ:ill:.!‘_}_ 8o _:rﬁlll.'lﬂu_ql-&! _— d!

1

'ﬂ‘nl ml—f—'ﬂ,,lﬂ:‘t—F- . _:-nun,lru,._i_bu — fl,'ﬂ

che cosltiluiscono un sistema di » equazioni a n inco-
goile x,, x,,....x, che si Iralla di risolvere.

Come si vede, abbiamo indicalo i coeflficienti
delle = con una stessa lettera alla quale abbiamo ap-
posto due indici, ciascuno dei quali assume tutli i va-
lori da1amn; i coeflicienti in una stessa equazione
hanno tulli lo slesso 1° indice e il 2° varia da1an:
i coeflicienti poi di una slessa incognila nel'e varie
equazioni si distinguono tra loro per avere differenti
i 17 indici.

Per ciascuna delle equazioni 1) valgono i principii
intorno all’ equivalenza stabiliti al capitolo VIII, giac-
che i ragionamenti fauli allora si potrebbero ripetere
qui: e cosi trasportando nel 2° membro i termini noti
byy by; - ... by, siriducono quelle alla forma

ﬂltnrl"‘-_ﬂl!-r!'J." LI T -Jl_ﬂln'irﬂ — ﬂ*l

ﬂ)! ﬂzinrl":"ﬂii-ﬂl"i— o om W +ﬂl'-1'.ll =kt

L L] - - = - - »

oo _:__thlzﬂu =ku1

A questa forma siricond urrebbero immediatamente an-

che delle equazioni, in cui ambedue i membri conte-
nessero le variabili.

Consideriamo dunque il sistema 2) e dimoslriamo
che per esso esiste sempre, tranne in casi speciali, un

ﬂnimt'_j'-ﬂpim!_‘}- - ow

I -
. Se in qualcuna delle equazioni non compariscono tulla le n
Incognite, si pud intendere, quando occorra presentar complete le

equazioni medesime che e incognile mancanoli vi sieno moltiplicale
per coellicienti nulli,

o il =
s —— ————— W
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sistema e uno solo di valori per le incognile X, X, ... . Xa
alli a solisfurlo.

Il metodo di dimostrazione che adopreremo indi-
cherd al tempo stesso la via idonea a trovare eflelliva-
mente questi valori.

Rammentiamo anzitulto che, se due sistemi di n
equazioni si dicono equivalenti 1"uno all’altro quando
ogni soluzione dJell’uno & una soluzione dell’altro e
viceversa, i principii stabiliti al capitolo VIII intorno
all’ equivalenza dei sistemi di due equazioni valgono
anche per quesli di n equazioni. I ragionamenti fatti
allora sarebbero invero applicabili immediatamente an-
che qui.

Sirisnlva ciascuna delle 2) rispello a una s!essa in-
cognila, la @, p. es.; st otlengono le n nuove equazioni

ki_-_‘ﬂlimli— LI _ﬂlr.'ll:ﬁ_

I'I," i [P
. i,
ﬂ“_fri -'l.-r!_ - = W & _”l.lE:.
3) e S
21
‘I‘T"'___"_’"%'Tt"‘.' cos T Qanda
by = Uy

Affinch® esista una soluzione per le 2) ciot per le 3,
sard necessario ¢ sufliciente che esisla un sislema di
valori per le &, @, - ... @, alli a fare acquislare valori
€guali alle n precedenti espressioni ricavale per la z,:
Cosi siamo condotli ad eguaghare quelle n espressioni
tra loro due a due e con cio si stabilisce un sistema di
R—1 equazioni tra le n—1 incognile &Tys Ty - - - . T,

Ecco dunque che il sistema proposto di n equa-
zioni ammellerd soluzioni se e quante ne ammelttera il
buovo sistema di n—1.

Se per questo sislema di n—1 equazioni si ripete




b
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lo stesso ragionamento tenulo ora sul sistema pru "id
sto. si sard condotli a concludere che tale sistema di
n—1 equazioni e quindi anche quello proposto dlﬂ-‘
ammelte soluzioni se e quante ne ammelle il srstemr
di n—2, che col processo suesposlo si deduce dl
quello di n—1.

Aillo stesso modo si & condotli a concludere nhn,
questo sistema di n—2 e quindi ar.che il proposto dis,
ammelle soluzioni se e quanie ne ammelte uno df
n—3 equazioni, che si deduce da quello. o

E cosi continuando si perviene a qnesta ﬂnm:lu- :
sione : che il sistema proposto ammette soluzioni see
quante ne ammelle un sistema di due equazioni; ml 5
questo, come si sa, lranne in casi speciali, ammette
sempre una, e una sola, soluzione: quindi ﬂ[lret!anw
accade pel sistema proposto.

Il metodo di dimostrazione, che qui abbiamo tﬁ*- ¥
oulo, e che chiamasi di confronto, quando sia effetti: -
vamen'e applicato a nn dato sistema, condarrd semplFT
alla determinazione dei valori delle x, ,...- %a cumé
ponenti 1a soluzione del sislema IHEJE‘HHI’LD. "«‘

Ma si pud anche indicare un’altra via atta a €id.

Si risolva una, p. es. la 1® delle equn?mm pfﬂpﬂ*
ste rispetlo a una incogznita p. es. @, € si snsttlulﬂﬂ-
I’ espressione cosi (rovata nelle altre n—1 Eqﬂﬂzlﬂﬂiﬂ
le quali cosi si ridurranno a contencre solo le al
n—1 incognile.

Il sistema composto della 1* equazione rlstﬂﬂll'
rispetto a x, e delle altre n—1, dalle quali & slala @
minata la z, ¢ (95) equivalente al proposto.

Risoluto che sia il sistema che resulla i:.i:lrrll.'i'ii‘l”rl'3'ﬁ
queste n—1 equazioni tra lo n—1 incognile Ty--Tar
si olliene subito il valore di x, dall’ espressioné CHEE
per @, si ¢ ricavata dalla 1* equazione. 3

' I
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Si consideri dunque tale sistema di n—1 equa-
zioni contenenti le incognite x,, #,....x. Oprrando
su questo, come sul proposto, ciog& risolvendo una
delle equazioni di esso rispellto p. es.a x, e sosli-
tuendo I espressione trovala nelle altre n—2 equazio-
ni, si fard dipenlere la risoluzione del detlo sistema
di n—1 equazioni, e, per conseguenza anche queila
del sistema proposto, da quella del sistema ora de-
dotto di n—2 equazioni lra n—2 incognile.

Allo stesso modo si fa dipendere la risoluzione di
queste da quelle Ji una di n—3 equazioni con n—3 in-
EOZDILE 2y, Xy o s Ly

Cosi continuando si perviene a un sistema di tre
0 due equazioni fra aitrettante incognile, che si sa ri-
solvere.

Determinati i valori di gueste ullime incognite,
risalendo per le espressioni delie altre incognite pre-
cedentemente lrovale, si ollerranno anche i valori di
queste. Questo ¢ detto il metodo di sostituzione.

111, Si pud perd applicare a un sistema generale
di » equazioni il metodo di risoluzione detlo dei fultori
indeterminati, che sopra applicammo a un sistema di
tre equazioni.

Si riprenda dunque il sistema:

(8,0 Ly=t=s s - o ——l, =":‘1
1) ”:.;‘I:].- :_rrzj'.l:’_i'- s 0w & = fn'..l ,.I: el .
ﬂuiml_s_'”n‘:rl'j_' a8 ow -:_anl l:r" P— kn

si molliplichi la 2* equazione per *,, la 3" per )y, ....
la n* per »,, %, »,....%, indicando numeri indetermi-

nati, e poi si sommino tutle le n equazioni membro a
membro.
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Iy (ﬂll+}‘tqii+}‘uq: 1_[_- , -"{'_}"nanl} E 2o
) a3 (R S A ST oo W Y B o
iy W e W arElEcE B SYah W .

"Ii i -3 !h_f_}",ﬂﬁﬂ ‘+lll+}"'||ﬂ“n k)

€ quesla equazione pud sostituirsi (96) a una qualun-
que delle proposte. Ora noi possiamo valerci del!a in-
determinazione dei numeri »,, »,...%, e slabilire che
essi debbano sodisfare le n—1 equazioni che si olten-
gono eguagliando a zero i coellicienti di n—1 delle in-
cognile nella 2). Si possono purre, ad es.. eguali a zero

1 coeflicienti delle x,, x,...x,, e si banno le equa-
zlonj :

ﬂl!-_i_”i!}"'l : ﬂnj}-—ﬂ : "'-E-ﬂl'uﬂ}ll'l =0
3) a0y h Ay -, Al h = 0

llllll L] i ] L] L] - L] L L

~— =k =U

b 0N

in cui le incognite sono Key Kiown Kais
§1 Slabilisce un sistema di n—1 equazioni con allret-
tante incognite e si sa allora, che esisle sempre una

solnzione. — Determinati i valori delle », che sodi-

sfamo le 3), se si sostituiscono nella 2), questa si Ti-

duce a contencre la sola @,, ed & quindi subito Il
solata, :

Se invece si pongono eguali a zero i coefficienti
delle x| a,, Z,...x, nella 2), si avrd un altro sistema
ana‘ogo al sistema 3), in virti del quale la 2) si i
durrd a contenere la sola s

Analogamente operando si ridurrd la 2) a conte
Nere successivamente, una alla volta, le incognite Ty»

- cosl facendo
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Ty...%,, € queste equazioni contenenti ciascuna upa
sola incognila sono subiio risolute,

Come si & visto, a ciascuna di queste equazioni
si perviene risolvendo un sistema di n—1 equazioni
a n—1 incognite : cosi dunque la risoluzione di un
sistema di n equazioni si fa dipendere da quella di un
sistema di n—1: questa allo stesso modo si fard di-
pendere dalla risoluzione di un sistema di n—2 equa-
zioni: e cosi via via continuando si sard condolti a
risolvere di un sistema di 3 o 2 sole equazioni, il che
sl sa sempre fare.

OsservazioNe 1. Pué accadere che non tutte le
equazioni del sislema dato contengano tulte le inco-
gnite : allora & possibile, mediante qualche speciale
riguardo, abbreviare il calcolo.

Si consideri, ad es., il sistema

4r—y—+2—24 = 3

r—2y+z =2
w+y—dz =1
r—2 =4

La ¢ entra solamente nella 1* equazione; si pud
dunque considerarla come se essa fosse aid stata eli-
minata dalle altre tre: quindi si vede subito che &
conveniente risolvere anzitulto il sistema delle ultime
tre, giacch® portando poi nella 1* 1 valori di =, y, z
trovati, se ne trae subito la £. Ora si osservi che la z
enlra in due sole di quesle equazioni: epperd se si ri-
solve una di esse rispetto a z e si porta I' espressione
irovata nell’altra si otterrd un’equazione colle sole in.
cognite @ e y, che associata all’ultima delle proposte
¢i dard un sistema di due equazioni @ due incognite.

Si risolva dunque rispetto a 2z la

;F_EH_:-;; —D
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.

nella quale = ha coefficiente piti piccolo che nell’altra:
si ha .

z2=5—x+2y:

sosliluendo nella
2r4y—3z =1
questa diviene
2z-+y—15+-3x—06y =1
dx—5oy=160.
Le due equazioni
du—oy =16
rT—2y =4
sono subito risolute : dalla 2* si ha
& ="2y-+4
sostituendo nella 1°
1Cy—+-20—5y =16
55; =a_ }

e quindi

L

Portando i valori di & e y nell’ espressione di 2,
si ha: |

-
-&

el
[
| oo

A
- E— |

e portando infine i valori di , y e z nella 1° delle
proposte : .

-
i
21

S e

12 .
4-"5“-%- 1 —9f—3
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onde
21
= i

Da quanto si & fatto qui si raccoglie: 1° che se
una delle incognite comparisce in una sola delle equa-
zioni & ulile risolvere anzitulto il sistema formato
dalle rimanenli equazioni tra le rimanenti incognite :
2° che se una delle incognile comparisce non in tutte
le equazioni di un sistema ma perd in pit d’una,
come la z nel sistema delle tre ultime precedenti, &
utile far subito la eliminazione di questa incognita e
nel fare questa eliminazione se si adopera il metodo
di sostituzione conviene risolvere rispetto a questa in-
cognila quella equazione in cui I'incognita medesima
ha il piit piccolo coefficiente in valore assoluto.

OsservazioNe 1I. Qualche volla le equazioni del
sistema proposto presentano delle forme particolari co-
siccheé si possa adoperando qualche speciale artifizio
pervenire alla soluzione pit speditamente di quello
che si farebbe applicando qualcuno dei metodi gene-
rali. Non possiamo assegnare regole generali a questo
rignardo; la pratica insegnerd I'uso di tali arlifizii :
noi daremo qualche esempio.

Sia 1l sislema

T+y-+s-+-t=a
y+z+t-+v="b
z+l-4+v+x==C
t-+v-+x+y—d
vy ==.
Addizionando membro a membro queste cinque equa-
zioni, si ha:
4(@+y+z-+t+0) = a-+b-+c-+d-+e

AnzELA, Algebra. — Vol. L 17



-

258 TRATTATO ELEMENTARE D’ ALGEBRA.

onde

a—+b-+c—+d-4-e
4

se da questa si sottraggono membro a membro suc-
cessivamente le proposte si oltengono le equazioni

r+y+s+H-+v =

b-+c-+d-+e— 3a
4

a--c—+d-+-e — 3b
4

a--b—+d--e — 3¢
¥= i

o=

o =

__a+b-4-c+e— 3d
4
__ a+b+c+-d—3e

S A B i SN

4

€ (uesle :Ernnu appunto le formule di risoluzione.
2° Sia il sistema

— — ., —

mr—t-ny--pz = k.
E noto (68) che

23

y_z ML —+Ny—+ps
a b ¢ ma-+nb-pc

e quindi

x__ ok

a  ma-+nb—+pe

y____ k

b~ ma-+nb+p

z k

¢ ma-t+nbi-pe
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dalle quali
ak
= ma-+nb—+pe
bk
Y= m u_—i—ui.--T'-_,l_'if&
ck
= ma—+nb-+pc

-
-

Sistemi di equazioni
che non si presentano nella forma sinora considerata.

112. Se & dato un sistema di equazioni, nelle
quali compariscono dei termini frazionari contenenti
le incognite nel denominatore, allora i metodi di riso-
luzione, che abbiamo qui esposto, non sono ad essi
applicabili: ma si potrd sempre mandar via questi de-
ncminatori moltiplicando, come ¢ noto, ciascuna delle
equazioni, pel prodotto o pel minimo comune multi-
plo, quando lo si sappia trovare, dei denominatori
che nell’ equazione medesima si presentano. Cosi si
ridurranno sempre le equazioni a forma intera rispetto
alle variabili: e se le equazioni cosi ollenute saranno
anche ciascuna di 1° gradp, allora si potrd risolverle
con uno dei metodi dati. E da notarsi perd, che il si-
stema delle nuove equazioni oltenute moltiplicando le
proposte per fattori che contengono le incognite, po-
trd non essere equivalente al sistema dato.

Invero, abbiasi il sistema di due equazioni a due
incognite

1) A=0 , B=0:
per semplicitd prendiamo due sole equazioni, ma il

ragionamento & applicabile a sistemi di un numero
qualunque d’ equazioni; A e B sono espressioni alge-
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briche qualunque che contengono le variabili z e y.
— Sieno m ed n due espressioni algebriche contenenti
@, 0 y, 0 anche ambedue x e y, e inlere rispetlo alle
medesime.

Il sistema

2) mA=0 , nB=0

non pud dirsi equivalente al sistema 1).

Sia @,, ¥o una soluzione delle 1); se in Aein B
si fa z=umx, € y=1y., 4 ¢ B divengono idenlicamente
nulli: m ed n, s¢ anche in essi si fa &=, ¥ = Yo,
assumono valori determinati: quindi anche mA ed aB
sono nulli per = x,, ¥ = Y.. — Ogni soluzione del
sistema 1) sodisfa dunque al sistema 2); ma non 8
vera la reciproca, perché le 2) possono* essere verifl-
cate non solo per le coppie di valori di = e y che
annullano contemporaneamente A e B, ma anche per
quelle che annullano insieme m ed n, ovvero m @ B,
ovvero anche n e A.

Per concludere che il sistema 2) & equivalente al
sistema 1) bisognerebbe accertarsi che nessuna delle
soluzioni dei sistemi

gm:ﬂ n=>0
0) }m={} B=10
n=0 A=0

* Si dice qui che le 2) possono essere verificate anche da cop-
pie di valori che anoullanomed n, ovverome B,one A.—Invero
sia «,, ¥, una coppia di wvalori che annulla m ed n; se ponendo
x, ey, inluogodizeyin deinB, Ae B assumono valori deter=

minati allora i prodottim4 e nB saranno nulli per z =z, e y=%i
ma se A e B per x=x, y—y, non essendo gspressioni intiere in :

x ein Yy, non assuMong, come & possibile, valori determinati,

p. es. qualche lermine i essi sj riduce alla forma P allora noo si

ﬁ‘l-

pud dire che i prodoili yu4 e nB sieno nulli.
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sodisfa al sistema 2): e in luogo dei sistemi 3) si po-
tranno considerare 1 sislemi

( m=0 n=0
m=0 nB=0

4)
t n=0 mA=0

giacch® o questi sono precisamente equivalenti ai pre-
cedenti ciascuno a ciascuno, o se anche gli ullimi
due dei sistemi 4) non sono rispetlivamente equiva-
lenti agli ultimi due dei 3), perd le soluzioni che cia-
scuno di questi ultimi due sistemi 4) pud ammettere
oltre quelle che ammette il corrispondente sisiema 3),
sono solamente le soluzioni del sistema m =0, n =0;
quindi, in complesso, tulte le soluzioni dei sistemi 4)
sono tutte quelle e solamente quelle dei sistemi 3).

5 cosi provato che quando, per mandar via i de-
nominatori, si devono moltiplicare le 1) per delle
espressioni m ed n contenenti le incognile, le nuove
equazioni che si otlengono

2) mA=0 , aB=0

possono non essere equivalenti alle 1).

Osserveremo perd che quando queste equazioni 2)
prive di denominatori contenenti le incognite, sono di
l° grado, ed & appunto questo il caso del quale qui
specialmente ci occupiamo, per accerlarsi che il si-
stema 2) & equivalente al sistema 1) non vi ¢ bisogno
di seguire la via dianzi tracciata, cio® quella di verifi-
care che nessuna soluzione dei sislemi 3) sodisfa al
sistema 2); infatti, essendo le 2) di 1° grado, esse in
generale ammeltono una sola soluzione z,, y,: e
quindi si puod senz’altro concludere che anche il si-
stema

1) A=0 , B=90
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ammette quest’ unica soluzione, ovvero, non ne am-
melte alcuna. — Si risolverd dunque il sistema 2), e
trovata I’ unica soluzione di esso, rimarra solamente a

verificare se questa soluzione sodisfa anche al si-

stema 1). — Diamo un esempio.
Siano le due equazioni

5) z2+06 3 i 1

y—-i:_i_ﬂ" y—2 g=0
si moltiplichi la 1* per y — &, Ia 2* per y —2 > si ot
tengono le

§—2
2

3
J:+ﬁ—$(y—-m)={},m =1

ovvero .
6) Te —3y=—24, 2w— y=—2.

Risolvendo queste si trovano i valori
rt=—18, y=—34,

che wverificano anche le 5),

113. Qualche volta si pud, cambiando conveniente-
mente Incognile, ricondurre alla forma di equazioni

intere © di 1° grado, certe equazioni, che non vi si

potrebbero ricondurre in altro modo. Non si pud asse-

gnare unaregola generale riguardo a ¢id; daremo solo
un esempio.
Sia il sistema

E §|£ =
T y T 3—-&
. 1 2 3
| e e e .
) e Hy— ="
2_1 1
x ooy 7 =1
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seé sl pone

2) %=I

By | =

=4, =~ ==

&

02|

le equazioni date divengono

WU—3u-+ v=>5
3) {4+ 2u—3r==6
U — u-+ =1

e queste sono infere e di 1° grado rispetto alle inco-
gnite f, u e v. — Si trovano i valori di ¢, ne v; e se
questi sono diversi da zero, allora dalle 2) si ricavano
subito i valori di x, ¥ e z.

Sistemi in cui il numero delle equazioni
supera o ¢ superato da quello delle incognite.

114. Abbiamo dimostrato al num. 107 che un si-
stema di n equazioni di 1° grado a n incognite am-
mette sempre, tranne in casi speciali, una, e una sola,
soluzione.

10 Pongasi ora che sia dato un sistema di n-+p
equazioni tra n incognile : scelte n delle equazioni pro-
poste, queste costituendo un sistema di n equazioni
tra n incognile ammettono una sola soluzione. Ora non
vi & ragione, perché i valori componenti questa solu-
zione sodisfino anche le rimanenti p equazioni; il si-
stema proposto di n-+p equazioni tra » incognite pud
dunque non ammettere alcuna soluzione.

Se i coeflicienti delle incognite o qualcheduno di
essi sono delle lettere per le quali non siano gia fissati
valori particolari, allora sostituendo le espressioni ri-
cavate per le incognite dalle n equazioni scelte, nelle p
rimanenti, queste dopo la sostituzione non conterranno
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piu le incognite, ma bensi le letiere che rappresen-
tano i coeflicienti, e saranno cosi p relazioni, alle quali
debbono sodisfare questi coellicienti letterali, affinchg
i valori delle incognite dedotte da n delle equazioni
sodisfino anche le p rimanenti.
Sia il sistema

T+ y=2a

t— Yy=2>b
2e+3dy= a-+2b
3x —+ 4y =2a + 3b —1.

i)

Le due prime equazioni dinno
r=a-+0b, y=a—~a,

sostituendo queste espressioni nelle due ultime equa-
zioni si lua

9y 2(a-+b)+3a—b)= a+2b
3(a —+b) + 4(a — b) =2a + 3b — 1.

Se si vucle che i valori di z e y dedotte dalle prime
due delle 1), sodisfino anche le ultime due, bisognerd
quindi Ell‘a ad @ e a b si dieno valori tali che sodisfino
le 2); si considereranno dunque queste come due

€quaziont 1n cui le incognite sono @ e b: risolvendole
sl trova

a=3, b= 4,
ﬁf\rzﬁgﬁn? S1 PODgono per a e per b questi valori esse
T =
B Y= 8
23 + 3y =11
36—+ 4y =17

le quali sono sodisfatte per x =17, y=——1. Le 2) 81
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dicono le equazioni di condizione perche il sistema 1)
ammella una soluzione.
Sia ancora il sislema

2y =c¢
dr—y=d
o-+4dy = c—il.

Le due prime equazioni dinno

c—2d 634
canss IR S

sostituendo queste espressioni nell’ ultima equazione,
s1 ha
c—24 12¢—8d

1
e B

, , - S

ovvero
Qe—d = (),

Affinch® un medesimo sistema di valori per le
x e y sodisfi a tutte e tre le equazioni proposte, &
necessario e sufficiente che si prendano perc¢ e d valori
che verifichino I' nltima relazione trovata; ed & mani-
festo che questa puo verificarsi in infinili modi.

Di quanto qui si & detto, si rileva che dalo un si-
stema di n-+~p equazioni con n sole incognile, se si
vuole che esista per esso una soluzione, & necessario
che i coeflicienti letterali sieno almeno in numero di p.

9° Qja dato un sistema di n equazioni contenenti
n-+~p incognile: si vede subito che esso & indetermi-
nato, ammelte, ciog, infinite soluzioni: Iinvero, se a p
delle incognite si attribuiscono valori scelli a piacere,
le # equazioni si ridurranno a contenere solo # inco-
gnile, e quindi si avrd per essé umna sola soluzione;
potendosi dunque scegliere ad arbitrio i valori di p in-



266

cognite e ogni volta trovare un valore determinato per [

- 'l_
l_lit .-J;l

TRATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

ciascuna delle allre & provato che si hanno pel sistems
proposto infinite soluzioni.

11‘1

Ea

‘i.ﬂ-

51:'

gn

Esercizi.

Sistemi di equazioni a risolvere.

3 2 1 5}
Eai'.i'"—"gy:i . E:II—I-Ey:ﬁ
T =a = m——y:b

(si sommino e si sottraggano membro a
membro).

mr+ny=c , mr—ny=d

(si faccia altrettanto).

iy . o—y o M
8 ° 6 4 3

(si cangino le incognite ponendo x-+y=1u,
T—Y=v).

0,30-0,125y =16, 3z—0,5y=28—0.25
0,082—0,21y=0,33 , 0,122-+-0,7y = 3,54

=B —10

837193 3¥—3 z—y 1
T 33 —2 > pry~ 5
3 y
4 9

m n n.m

e pp— ooy NE
. - 1

=5
=

18
iy

LT

10°
11°

12°

13°

140

1o°

16°

Y
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z+ay=>0 , ax—by=c
(a—b)z+(a+by=c , (@*—b")(z-+y)=d

: 17 d
[SI lrova E=op\a—3 ¢}~
) i]
Y=\ " a+0
M |
ptcxy-—y=>b , E:_E:c

(si moltiplichi la 2* per wxy: si aggiunga
poi membro a membro questa equazione
ollenula alla 1* ec. ec.)

5 T 7 8]
-2y 2x+y ° 3xr—2_ 06—y
(si inverta).
r+y=a , x—Y =b
2x+dy-+4z =16
dr-+2y—oz =

dax—by-+3z= 6
(si trova x=3, y=2, gi==4),

=
I
{ £5])
L
ta
|
bol O
S
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o+y-+z="2¢
_ 2 (e—b—a)
(5' trova & = re b a)(c+b—a)
2be

i — e i

— b—a-+c

2a¢ ) -
o a—b--c y

r+y+z=0
(b-+c)x+-(a-+c)y-+(a+-b)z =
bex+-acy—-abz =1

u i i |
(SI trova m_(&—b")_(ﬂ—f-) ) ‘!r'““(.!r-—a)('b—c}

1
“==aen)"
a'+a’z+a’'y-+az+u=0
b4z +by+bzt+u =0
' +c’r-cy+ez+u =0
' +-d"w+d*y+-dz+u=0 A
(si sottraggano dalla 1* successivamente le

23, 3* ¢ 4*: si otlengono tre equazioni colle

sole x, y e z: si semplicizzino e nuovamente

si soltraggano allo stesso modo). ‘
oy 1 2z 1 iz =4

Z+y 5 * x+z 6 ° y+z 1
(si inverta e si semplicizzi).

Tu—13z = 87
Su+x =57
20y—3x =11
204+112z = a9

(si trova r=3, y=1, =3, u=18).

22°

240

25°

26°
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Tx—2z+3u=17
dy—22+4+t =11
oy—3r—2u= 8
dy—3u-+2t = 9
z48u=3

(si trova v=2, y=4, z=13, u=3,
t=1).

T—Yy—z =33
T+ = 19
T+z="12

(si sommino la 2* e la 3*: poi quella cosi
oftenuta colla 1*).

z—y=11
.'I.T—:_—_.E:!
y—z =11

(sommando la 1* ¢ la 3* membro a mem-
bro, si ottiene la 2*: dunque il sistema &
indeterminato : si vegga che forma prendono
le formule risolutive).

x4y =10
r+z=11
g—z=— 2

(sommando la 2% @ Ja 3* si ottiene una
equazione che contraddice alla 1*: il sj-
stema ¢ dunque impossibile: si vegga che
forma prendono le formule risolutive).

Gy—ix 90z —& y—2z

3:—7 — Vg 2=t
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21 | = r+y+s+ut+v+w-i
0 = z-+ay-+bs+cu-+dv+ew+ft
0 = z+a’y+b’z+c u+d"v+ew-f't
0 = z+a’y+0" 2+ utd v+t
—= p+a'y+b* s4-cu—+d've w1t
0=rx+a'y+"z+c"u+d’v+e’w-f't
0 = z+a"y+b"s+c" z+d"v-e"w-+f L.

Problemi.

1° Trovare due numeri, che divisi I’ uno per I’ altro
2
diano per quoziente g e tali che aggiungendo 4 a cia-

scuno le somme oltenute divise rispettivamente 1'una

per 1’ altra diano per quoziente g.

2° Trovare due numeri che divisi I’ uno per I’ altro

] : 3 2
diano per quoziente 5 © il prodotto dei quali sia
eguale a 12 volte la loro somma.

3° Un pumero & composto di due cifre, la cul
somma & 5: aggiungendo 9 al numero stesso si ottiene
il numero che & composto colle stesse cifre scritte
perd in ordine inverso. Trovare il numero.

4° Una frazione & tale che diviene eguale a 1, sé
si aumenta di 1 il suo numeratore e insieme si dimi
nuisce di 1 il suo denominatore: diviene invece eguale
a 4, se il numeratore si aumenta del denominatore e
questo si diminuisce del numeratore. Trovare questa
frazione.

50 Una certa somma & stata divisa in parti eguall
fra pia persone; se queste fossero state 3 di pil, cia-
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scuna avrebbe ricevuto una lira di meno, e se fossero
state 2 di meno, ciascuna avrebbe ricevuto una lira di
piti. Trovare il numero delle persone e il numero di
lire toccate a ciascuna.

6> In un certo paese i1l giorno piit lungo supera di
10 ore e 2 minuti la nolle pii corta. Si domanda
quanto durino ivi il giorno pin lungo e la notte pil
corta.

7° Entro un cerchio di diametro 4 si trova un
punto che ha una distanza a dal centro: quali sono le
distanze, la massima e la minima, di questo punto
dalla circonferenza ?

8> In una adunanza di 80 persone fu eletto il Pre-
sidente con una maggioranza di 18 voti. Quanti gli vo-
tarono contro e quanti in favore?

Q¢ Il rombo di un cannone percorse in un se-
condo m. 3i4, 6F nella direzione del vento e 3306, 12
nella direzione contraria. Quali erano le velocita del
suono ¢ del vento in quell’ istante ?

10° 2 monete d' argento di duoe lire e 2 monete

d’argento di una lira messe in fila fanno un decimelro.
L .
[I diametro della moneta di una lira ¢ 5= di quello

della moneta di due lire. Qual & il diametro di cig-
scuna monela.

11 1l diametro di una moneta d' argento da 2
lire & di mm. 27 e per la monela da 5 lire ¢ mm. 37,
Ponendo in fila 30 di tali monete si ottiene una lup-
ghezza di un metro. Quante ne furono impiegate (j
una specie e quante dell’ altra ?

12° La differenza dei quadrati di due numeri g
eguale a 840. Aumentando ciascun numero di 3 la dif-
ferenza dei quadrati @ 900. Trovinsi questi numeri.

13° Su di una circonferenza la cui lunghezza @
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100 metri, si muovono due punti, che si incontrano
ogni 20 secondi quando si muovono nella stessa dire-
zione, e ogni % secondi quando si muovono in dire-
zioni contrarie.

Si vuol szpere quanti melri ciascun punlo per-
corre in un secondo.

(Si consid=rino i due punti nell’ istante in cui si
sono incontrati; essi continuano poi il loro movimento
e s incontranc un’altra volta dopo 20", ovvero dopo
4", secondoch® si muovono nella stessa direzione o in
direzioni oppos=te).

140 Su di =ana circonferenza lunga m. 999 si muo-
vono due punti nella stessa direzione: essi si raggiun-
gono ad ogni 37 secondi e uno dei punti & 4 volte pii
veloce dell’ altro. Si vuol sapere quanti melri sieno
percorsi in un secondo dall’uno e gquanti dall’ altro di
quei due punlti.

15° Sommando ordinatamente tre a tre i lati di un
quadrilatero, 1 ottengono le lunghezze seguenti: 130,
135, 147, 152 mnelri. Si vuole conoscere la lunghezza
di ciascuno det lali.

16° Su di una circonferenza si muovono due punti
e questi si incontrano ad ogni 20 secondi quando si
muovono nella stessa direzione, e ad ogni 10 secondi
quando si mucvono in direzioni opposte. Nel secondo
caso se si trovino a una distanza di 30 metri I’ un dal-
I’altro, dopo & secondi si trovano puovamente tra di
loro a upa distanza di 30 metri. Da questi dati de-
durre la lung hezza della circonferenza e il numero
dei metri percorsi da ciascuno dei punti in un S€
condo.

17° Una cisterna che contiene 1200 m. c. & riem-
pila da tre condotti A, B e C che versano insieme, iB
24 minuli. Il condotto A da solo impiegherebbe 20 mi
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nuti pit di quanti ne impiegherebbe € solo, per riem-
pire la cisterna; e il condotto ¢ versa in un minuto
10 m. c¢. meno di quanti ne versano insieme A e B.
In quanto tempo ciascuno, versando solo riempi-
rebbe la cisterna?
(3i prendano come incognite i numeri di m. c.
versali rispettivamente dai tre condolli in un secondo).
18" Delerminare i coefficienti del trinomio

axr —br ¢

in modo che questo trinomio si annulli per & =1 ¢
per x==n e divenga eguale a p per r==7q.

(Si stabiliscano (re equazioni nelle quali si riguar-
dano come incognite a, b e ).

19 Due individui A e B percorrono un chilo-
metro:; ¢ A, che ha dato a Ir, 4§ m. di vantaggio, ar-
riva 51 secondi prima di B: nel ritorno poi, ¥ si
muove 1 minuto e 15 secondi primadi A, ed & vinto
per 81 metri. Trovare i tempi, che A e B impiegano
a percorrere un chilomeltro.

(Se x indica il numero di secondi ¢he impiega A
a percorrere un chilometro, » =51 sard quello che
impiega B a percorrere 1000 — 41 letri; in un se-

_ {000 — 4
condo B npell’ andata percorre dundue s me-
tri; si trovi I’ espressione analoga pel ritorno; la ve-
locitd di B essendo una sola, quelie due espressioni
saranno eguali, ec., ec.).

20° Un treno, dopo aver viaggialo per un’ ora,
per una cagione imprevista, ¢ obblizato a trattenersi
per un’ ora, dopo di che conlinua il viaggio con velo-
citd eguale ai g di quella che avea prima, e cOsl ar-

o
riva al termine del viaggio prefisso 3 ore dopo del
AnzeLA, Algebia, — Vol. 1. =
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tempo fissato: se la fermata di un’ora fosse accaduta
50 chilometri pin innanzi, il ritardo sarebbe stalo solo

di 1 ora e 40 minuti. Trovare la lunghezza del viag-
gio e 12 velocild primitiva del treno.
(Indichi z la lunghezza del viaggio e x la velocita™

primitiva del treno, ciog, il numero di metri percorsi
in un minuto nella prima corsa; dopo la 1* ora, il
cammino che ancora rimane a fare, sard z — 60x; il
tempo che ci vorrebbe a percorrerlo colla velocitd z

—GDL

sarchbe — = : (quello invece che ci vuole colla ve-
.. 3 . Z—060x
locita 5 r, & —45-——1 e questo, per duto, supera queIla-_r_-. |
= ols
)

di due ore; ec., cc.).

217 A, B e € si mettono a ginocare e masﬁunﬂ
possiele un certo numero di lire. A perde con B

¢ € tante lire, quante ne ha ciascuno di essi: Poscidy

B perde con A e C tante lire, quante ne possiede ora .
ciascuno di essi: da ultimo C perde con A e B lante
lire, guante ne possiede ora ciascuno di essi. _

Dopo tutto questo giuoco, ciascuno dei giocatork
si tro=a con 16 lire: trovare quante lire ciascuno pos-
sedeva prima del ginoco.

22° Due persone A ¢ B potrebbero, lavorando i =

sieme . compiere un lavoro in m giorni: ma, dopo

aver lavoralo insieme n giorni, A & chiamato altrové |
e B termina da solo il lavoro in altri p giorni. I“'
quanti Ziorni ciascuna persona da sé sola mmplﬂrﬂbhﬂ ¢

il J]avora?

(Indichi 2 il numero dei giorni che vi 11!19133‘“' :-
rebbe -1, y quello che vi impiegherebbe B: 1D unl_

giorno A fa, di tutto il lavoro, una parte che & ° B,
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y . 1
pure in un giorno, ne fa una parte 7" dunque insieme

1 1 :
ne fanno = v ¢ per dato tulto il lavoro ¢ m volte

VAR
g ; ec., ec.).

23" Due treni rispeftivamente lunghi 92 e 84 me-
tri si muovono ciascuno con velociti uniforme sopra
due rotaie parallele. Quando i due (reni si muovono
in direzioni opposte, c¢i vuole un minuto secondo e
mezzo perche 1'uno pass: I’ altro; mentre quando si
muovono nella stessa direzione il treno pin lungo passa
I"altro in 6 secondi. Trovare le velocita di ciascun
treno.

24° Data la serie

a-+b, ap-+by, ap®-+=by’, ap®~+bg", ap'+bg', . ...

trovare due numeri & e y tali che ogni termine di que-
sta serie possa otlenersi, moltiplicando il precedente
per x, ¢ 1'antiprecedente per y, e sommando i re-
sultati.

(Il termine generale della serie data & ap" —+ bg"
un altro qualunque sard ap™ -+ bg™: dovranno dunque
verilicarsi le equazioni

ap® b = (ap*~' + 0" ") x = (ap" T = bg" ) y
ap™ - bg™ = (ap™ "'+ by™ )+ (ap" T =g y).
25” Sia data la serie
a-b-+c, ap-+by-cr, ap’+by-+er®, ap’-+-byp'-—er®

e si domanda di trovare tre numeri x, y ¢ z lali che
ogni termine di questa serie si uttcnga, moltiplicando
il precedente per x, 1’ antiprecedente per y ¢ quello
che precede di tre posti per z.
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2G> Ponendo

x=al-+ Lu
1) y=c't-+pu

nelle equazioni

ax -+ by =c

2) ar-+by=c

si ottengono due equazioni colle incognile ¢ ed u: ve-
rvificare che il denominatore dei valori ¢ e u, che se ne
deducono, & il prodotto dei denominatori che si tro-
vano, risolvendo le equazioni l) rispetto ate awu,é@
le 2) rispetlo a & e y.

27 Fare la stessa verificazione pei sistemi di
equazioni

S p=ul + LU -+ yv

1) Y=ot +Lu-+ v
( s=—at-+pRu—+v"v

anw by -+~cz =d
2) dx by +—cz=d
a'c+by—+cz=d

28° Un treno T, la velocita del quale & v, parite

dopo un altro treno 71", la cui velocild e v, eil ri- 4
tardo © caleolato in modo che debbano arrivare cob=
temporaneamente al punto destinato. Il treno T° € €0 .

stretto a diminuire per meta la sua velocild, dopo aver

= i F
s

percorsi i due terzi della corsa: e i due treni sirag-

giungono ad a leghe prima della fine del viaggio. Tro-
vare !a lunghezza totale del viaggio.
=i trova
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20° Qual reclazione bisogna supporre tra A, B, A’
-+ B
Az + B
vede, funzione di @, abbia sempre un medesimo va-
lore, comunque si prenda @ ?
(Chiamando & questo valore, bisognera che
I equazione

¢ B' percht I’ espressione che &, come si

Arx -+ B
e e
L~

sia verificata per ogni valore di x: ec., ec.).

30° Quali relazioni bisogna supporre tra A, B, €
Av-+~ By —+ C :
Ax—+ By-+C' abbia
sempre un medesimo valore, comunque si prendano
x e y, ciot sia, come snol dirsi, indipendente da a
e da #? Pud essere indipendente da x senza esserlo
anche da y?

31° Trovare due frazioni che abbiano per denomi-
natore, una 3 -4z, l"altra 6 -7z ¢ tali che la loro
somma sia eguale aila frazione

27 + 34z

(3 + 4z) (b + 12)

A', B, € perche la espressione

\dmr{: =~ indica un numero indeterminato.

392° Cercare la condizione per cui il sistema delle
tre equazioni

== ()
ax-+=by—+ e =0

av-+by +— ¢

d'v -~y -+ =0

& sodisfatto dai medesimi valori di =, » e trovare
(questi valori.
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- parad
= .

93¢ Cercare la condizione per cui il sistema delle %

(quattro equazioni ‘.3
r=az=4+p L=azi+p X
y—:h.’;-—i—fj y:b'g+q' .

& sodisfatto dai medesimi valori di @, y e z ¢ lrovare
cquesti valori.
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CAPITOLO X.

Discussione
della soluzione di un problemin.

115. La risoluzione di un problemaa piit incognite
consta, come quella di un problema a una incognita,
di due operazioni distinte: I’ una, quella di tradurre in
linguaggio algebrico le relazioni che I'enunciato del pro-
blema stabilisce fra i numeri incognili e i numeri dali
nell’ enunciato medesimo: e questa prima operazione
condurrad sempre a stabilire delle equazioni contepenti
i numeri incogniti ; I” altra consiste nel risolvere que-
ste equazioni.

Quesla seconda operazione, quando le equazioni
sono di 1° grado, noi sappiamo sempre eseguirla: non
cosi la prima, per la quale possiamo solo indicare la
traccia che & ulile seguire, e che ¢ anologa a quella
indicata pei problemi a una incognita.

Qi denotino con le lettere @, ¥, 5 ---.1 numeri
incognili e si indichino, e, quand’e possibile, si fac-
ciano su essi e sui numeri dati nell’enunciato (utte
le operazioni di calcolo che si farebbero se, in
vece di rappresentare i numeri incognili con leqtere,
si prendessero per essi dei valori particolari scelti a
caso, e si volesse verificare se questi valori sodisfano
al problema. Ora una tale verilicazione Eﬂﬂf‘-‘-ii‘-ll'rehhe
propriamente in questo: nell’ esaminare sé 1 Tesullati
di certe serie di operazioni sopra gli anzidetli yvalori
scelli a caso e sui numeri dati nell’ enuncialo sono
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eguali rispeltivamente ai resultati di certe altre serie
di operazioni sui medesimi, o a cerli numeri dati; ma
se i numeri incogniti, invece che sostituili da valori
particolari, sono rappresentati con lettere, allora i re-
sultati di operazioni sopra di essi saranno espressioni
algebriche: e cosi si sard condotti ad eguagliare siffatte
espressioni algebriche, contenenli le leltere x, ¥, s.....
tra di loro, ovvero a dei numeri dati.

Di qui si vede intanto che un problema sara deter-
minato. cio¢, ammelterd una soluzione unica determi-
nata,' se tradotlo in lingnaggio algebrico dard luogoa
un sistema di tante equazioni di 1° grado o riducibili
al 1° grado, quante sono le incognite, delle quali si

domanda la delerminazione, e se inoltre tale sistema

di equazione ammellerd una soluzione unica. a9

Fermiamoci ora su quest’ ultima condizione. Noi
sappiamo che cosi un’ equazione a un’ incognila come
un sistema di equazioni a pit incognite non ammette
sempre una soluzione determinata: qualche volta non_

ne ammette alcuna e qualche volta pud ammelterne,

infinite.

Se applicando a un sistema di equazioni uno dei
noti metodi di risoluzione, o in qualsiasi altro modo,
se ne deduce legittimamente una relazione assurda per
se stessd. ovvero contradittoria a qualcuna delle equa- =
zioni del sistema, allora cid inanifestamente significa
che €550 € un sistema insolubile, e se invece si & col-
dotti @ unaidentith, ovvero si scopre che qualcuna delle
equazi'ﬁlli ¢ conseguenza delle altre, dimodoché non
si abblanio lanle equazioni distinte quanle sono le inco- “a
gnite, allora cid significa che il sistema ammette infi-
nite soluzioni. ¥

1 §'inten i . : : 3
e de dire che il problema ¢ determinato in questo casd,
senza escluderp

» ber adesso, che lo possa essere anche in altri casi-
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Or si domanda: quando il sistema di eqnazioni
corrispondente a un certo problema non ammelte al-
cuna soluzione 0 ne ammetle un NUMeEro infinito, che
si deve concludere rispetto al problema medesimo?

Se nelle equazioni sono riprodotte fedelmente
tutte e sole le condizioni, che I’enunciato del problema
impone alle incognite, allora ¢ manifesto che anche del
problema si dovrd dire che non ammette alcuna solu-
zione, che & un problema assurdo, ovvero che ne am-
meltte infinite, vale a dire che ¢ indeterminato, secon-
doche 1" unacircoslanza o 1'altra si presenta pel sistema
di equazioni. o A

I veramente, nel caso che il sislema d” equazioni
non ammelte alcuna soluzione, per concludere che an-
che il problema non ne ammetle, non & afTatto lnenes‘-
sario che le equazioni riproducano tutte le condizioni,
che I’enunciato impone alle incognite; & sulliciente
chie esse esprimano delle condizioni necessarie a cui
debbono sodisfare le incognite medesime.

Rammentiamo poi che nel caso particolare di una
sola equazione, OVVero di un sistema di due, nelh?
quali nessuno dei coeflicienti sia nullo, la mancanza di

ogni soluzione, ci & rivelata dal presentarsi della forma
E'- per la formula o per le formule risolulive: I" esi-

s 0, SRR,
stenza di infinite soluzioni dalla forma 0 > quindi I'in-

A 0. :
¢ §j poti che una frazione pud ridursi alla forma o seguito

a ipotesi particolari circa i valori da atll_'ihuirﬁi alle letlere in EE‘;EI:I;
o allora & da avvertire che la furma anzidellanon provenga dall’ an-
o =] - g : z \
nullarsi di un fattore comune ai due Lermini della frazione ; in tale

g @ 2 ¥ . kY
caso la forma o non sarebbe simbolo di indeterminazione, perche,
F i u -

se le ipotesi parlicolari, alle quali a dovuto 1'annullarsi del detto
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contrare queste forme ci fa concludere altrettanto ri-
spetto al problema, cioé che esso & assurdo o indeter- .
minalo rispettivamente.

Se, dato un problema,fosse sempre facile o almeno
possibile, colla scla considerazione dell’ enunciato, sco-
prire se esso amimella 0 no una soluzione determinata,
si penserebbe a tradurlo in equazione solamente allo-
ra, che 1’ esistenza di una soluzione determinata fosse
prima riconosciuta, e la risoluzione della equazione o
delle equazioni nelle quali fossero riprodotte esatta-
mente tutte le condizioni del problema, condurrebbe
alla conoscenza di questa soluzione. Ma noncheé facile,
non & sempre possibile, alla sola lettura dell’enunciato, )
riconoscere se esista o0 no una soluzione. E per questo 3
che ordinariamente la traduzione del problema in equa-
zioni si fa senza affatto preoccuparsi in antecedenza
della sua risolubilitd o no, e si tenta poi di risolvere
le equazioni: cosi si affida al calcolo non solo la deter-
minazione della soluzione, quando essa esiste, ma an-
cora la decisione se ne esista una sola, o nessuna o un
numero illimitato.

Diamo alcuni esempi.

fﬂ“DI‘E, si fanno ﬂﬂpﬂﬂhé il rﬂ.ltﬂ-rﬂ- medesimo & stato SOpPPresso dai
due termini della frazione, allora questa pon assumerd pih la

0
forma 0

Se ne ha un esempio nella frazione & - 5
F) -

Ei‘f-&ﬂ-:b: e cid prE'-’iEnlE! dal fattore a —p che & comune ai due ler-
mini, e che appunto si annulla per g =1 : se, prima di supporre
a_-=b, s sopprime il detlo fatlore, la frazione si riduce all’espres-
sione a--b, che per a=1>0 diviene 2a.

; E dunque mestieri, innanzi di fare ipotesi particolari intorno
ai valori da altribuirsi alle lettere, sopprimere i fallori comuni,

che i due termini della frazione che sj considera, possono pre-
sentare.

3

= ]

, che diviene —sé =g |
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Esgmpio 1°. Trovare due numeri X e y lali che
quintuplo del primo piic il triplo del secondo facciano 17,
e il decuplo del primo, piiv il sestuplo del secondo fac-

ciano S1.
Le equazioni del problema sono

x—+3y=17 , 10x-+-by=31.

Applicando la regola (99), st ha

| 4T 3
M 6 | 9
i T = 0
| 10 6
< L S
, 1'[] 3! L __—lf-l
F=mmmheeae 801t e B
10 .6 |

il che rivela che non esiste alcuna soluzione; cid si
vede anche, come © naturale, applicando alle equa-
zioni proposte uno dei metodi di risoluzione; giacche
cicavando x dalla 1%, e sostituendo nella 2%, si olliene
’assurdita 3¢ =31. -
Il problema ¢ dunque unpﬂssthn_c- |
Eseupio 20, Trovare due numert tali che {1 terzo
del primo equagli la meti del secondo meno 1, e il se-
q ]

g A .y F . l-}

condo eguagli t 5 del pruno p =.

Le equazioni che emanano dall’ enunciato sono

r_Y i - y.-:f.[.‘—-idﬂ

3= 92
OVVETo

Ip — Jy=—"0, —9x -+ 3y =0.
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Le formule risolutive danno

|—6 —3 | ‘ 2 —b6
= O @i B el 6 e
*’3—5;:_3!-11’5’*\ 2 —3| -0
—2 3 | | — 3

il che mostra che il sistema ammette infinite solu-

zioni e il problema & percid indeterminato. Si pud
veder subito, che le due equazioni poste sono identi-
che 1"una all’ altra.

OsservAzIoNE. Sel"incognita di un problema fosse

la distanza tra un punto dato soprauna rettae il punto

in cui essa ¢ incontrala da un’alira, e si trovasse per

_ , : W e
la detta distanza 1" espressione o cid significherebbe,

che non esiste una distanza assegnabile a partire dal

le medesime sarebbero parallele; se poi si trovasse la

dalo Pllrsna a cuile due rette s”incontrano, vale a dire

forma 5, cid significherebbe che quella distanza pud

avere infiniti valori: le due rette dunque coincide-

rebbero.

116. Quando le equazioni riproducono fedelmente =
tutle le condizioni contenute nell’enunciato di un pro- =
blema, la soluzione di quelle & la soluzione giusta del

problema. Ma non accade sempre che le equazioni Ii-

prodocano tutte ed esaltamente le condizioni del i«

I’enunciato. Alcune volte non ¢ possibile esprimere

perfettamente col linguaggio algebrico certe condizionl,
che 1" enunciato impone alle incognite e cosi le equa- =

zioni, che si pongono, rimangono pin generali di quello
che veramente dovrebbero essere; allora se il prnhlemﬂ
ammette una soluzione, certo questa deve essere anche
soluzione delle equazioni, ma se queste ammettono
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una soluzione non ne segue che la medesima sodisfi
pure il problema, il quale pud benissimo non ammet-
terne alcuna.

Diamo qualche esempio.

Eseymrio 10 In una societd di 10 persome st ¢ falla
una colletta pei poveri; ciascun womo ha dato b lire,
ciascuna donna ha dato & lire. La somma totale raccolla
& di 45 lire. Si domanda il numero degli womini e il nu-
mero delle donne.

Sia x il numero degli uomini,  quello delle don-
ne. Si ha dapprima

L= = 10),
Poich® eciascun uomo ha dato 6 lire, » uomini

hanno dato Gz : poich® ogni donna ha dato 4 lire,
y donne han dato 4y. Dunque si ha:

G4y = 4o.
Risolvendo queste due equazioni, si trova
15

v Y=Tg

-

I
|
rS| &

Questa & 1" unica soluzione del sistema d’equa-
zioni. Le equazioni esprimono delle condizioni ne-
cessarie, che 1 enunciato del problema impone alle
incognite: esso non potrebbe dunque avere aitra solu-
zione all’ infuori di quella; ma intanto quella ci offre
numeri frazionari, epperd non pud convenire a un
problema la cui natura richiede numeri interi. 3i dee
dunque concludere che il problema proposto ¢ assur-
do : assurditi che avremmo dovuto rilevare dal solo
enunciato. Si spiega in che modo accada che le equa-
zioni abbiano una soluzione, mentre il problema non
ne ha alcuna, osservando che in queslo si richiede che
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i numeri incogrili sieno inleri e tale condizione non &
riprodotta nelle equazioni, le quali sono cosi pia ge-
nerali di quello che sarebbe richiesto.

EseMr10 20 Ripartive 6 palle in due urne di guisa
che el una se ne trovino 8 pitt che nell altra.

Sia x il numero delle palle da porsi nella prima
arna. y quello da porsi nella seconda : dovra essere

w4y =0
e L=y = 8
onde

J.‘:‘-l‘- 5 y=_‘1—

Ma © evidente, che un numero negativo quinon
pud avere significato ; la soluzione trovata rivela dun-
que 1" impossibilith del problema la quale del resto si
scopre immediatamente alla sola lettura dell’ enunciato.

Le due equazioni poste sono veramente la trado:
zione del seguente problema: trovare due numerila
somma dei quali sia 6 ¢ la differenza 8 @ e (uesto pro- =
blema & ben piit generale di quello proposto, perche
in ©ss0 non si richiede affatto che i numeri sieno
positivi il che @ invece essenzialmente richiesto dalla
pnatura del problema proposto. 4

Esevrio 3° Una persona impiega un operaio di
rante 13 giornate di estate ¢ ritiene sul suo salario
22 lire per alcuni guasti, che [ operaio ha arrecati.
Ur' altra volta essa impieqa il medesimo durante I
giorni d'inverno; essa gli div ogni giorno 2 lire di mend
che per una giornata di estate, ma aggiunge el salari
un regalo di 28 lire come ricompensa dello zelo MO~
strato nel lavoro. Ciascuna volta U operaio ha ricevuld

la stessa somma. Si domanda la mercede di una giors
Hﬂfﬂ' [f!' i‘.'-‘-ifﬂ'l't".
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Sia x questa mercede: x-2 sard quella di una gior-
nata d’ inverno. La prima volta I’ operaio ha ricevuto
(132—22) live : la seconda volta 17(x—2)-+28; si ha
dunque 1" equazione

13.0—22 = 17(r—2)-+28.

Risolvendola si ha

x = —4i.

Le equazioni esprimendo condizioni necessaiie con-
tenute nell’enunciato, il problema non pud avere altra
soluzione all’infuori di questa, che sodisfa all’ equa-
zione : d” altronde le unita, che qui compongono il nu-
mero x, cioe le lire che costitniscono la mercede di
una giornala, non possono evidenlemente essere con-
tate in doe versi opposlti, cioe, come credilo e come
debito (1), il segno — qui non pud dunque avere signi-
ficato. Se ne conclude, che il problema € assurdo. La
condizione imposta dalla natura della questione, che w
sia un numero positivo, non ¢ riprodotta nell’ equa-
Zione.

Esempio 4° Trovare un numero di due cifre tali,
che il ;ju-nh-upfu della ﬂfﬁ'rj' delle wnilid SGI'}*-'HM' i wuna
unita il triplo della cifra delle decine : e che soltraendo
da questo il numero seritto inversamente st abbia 36 per
resto.

Qia + la cifra delle decine, e y quella delle unita:
si hanno evidentemente le equazioni

by—3x =1
100-+y—10y—x =13b.

Risolvendo <1 ha
Y — lT o f’l' — IH.

Il problema non potrebbe avere altra soluzione

Ll
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all’ infuori di questa, ma la natura di esso esige che i
pumeri ¢ ¢ y sieno ciascuno minori di 10 : dunque il
problema & assurdo. La condizione che x e y debbano
essere rainori di 10, non ¢ espressa nelle equazioni.

117. Da tutto quello che siamo venuli sin qui
esponendo si raccoglie, che ottenuta la soluzione di
un sistema di equazioni corrisponidenti a un certo
problemna, se non ci si & aecerlali a priori che le con-
dizioni lel problema sono tulte, e solo esse, esalta-
mente riprodotte nelle equazioni, rimane sempre ad
esaminztsi se effettivamente la soluzione f(rovala con-
venga anche al problema.

E = questo riguardo noi riterremo come segno di
assurditi nella questione da risolvere la comparsa di
una soluzione che oltrepassa i limiti, entro cui I"indole
della questione esige che rimanga conlenula la sola-
zione medesima, e anche la comparsa di un numero,
che norn © della specie volula dall” indole concreta della
questione proposta. Cosi un numero frazionario lo
sari sempre, quando comparisca come soluzione di
una questione, che per Iindole sua non consente, che
le unil 2. a cui il detto numero frazionario si riferisce,
si possano pensare divise in parli : un numero negd:
tivo lo sard parimente ogni volta che si presenti come
soluzicne di una questione, la cul natura non per-
ﬂ_lﬂl_lﬂa .'L‘IIEB le unita, alle quali il detlo numero negalivo
si riferisce, si possono contare in due versi opposti (H)-
: 113, Abbiamo dunque mostrato, che (quando non
L‘.Dﬂfﬁihllu riprodurre nelle equazioni tulte le condi-
zioni r'_hu I" indole concreta del problema impone alle
incognite, allora le equazioni rimangono pitt generali
ll_l quello che veramente sarebbe richiesto ; e la solu-
sy che queste possono ammettere, pud non conve:
nire al problema, il quale, non potendo d’ altronde am-
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metterne altra all’ infuori di quella, devesi ritenere
come impossibile.

Accade perd qualche volta che le condizioni,
che non © possibile riprodurre pelle equazioni, non
sono propriamente condizioni necessarie volute dal-
I'indole concreta del problema, i piuttosto sOno
imposte da colui che, accingendosi alla risoluzione
invece che intendere il problema nell’ aspetto pill
generale compatibile colla natura del medesimo, ne
considera un particolare aspetto ed ¢.condotto cosi @
presupporre nelle incognile condizioni di esistenza tali
che anche senza di esse il problema avrebbe pure un
significato concreto ben definito.

In questo caso dunque., come in quello prece-
dente, le equazioni rimangono piit generali di guanto
il problema particolare veramente porterebbe, ma cosi
generali, come esse sono, corrispondono a un pro-
blema che & in sostanza il problema medesimo, modi-
ficalo ovvero generalizzato - € allora la soluzione che
esse ammetlono, se non conviene al problema par-
ticolare primitivamente pensato, che sard cosi rico-
posciuto come impossibiie. polrd perd convenire al
problema generale che comprende quello come caso
parlicolare.

Ecco dunque che, (rovata la soluzione di una
equazione o di un sistema di equazioni, dopo avere
riconosciuto che essa non conviene al problema, come
esso & proposto, Vi ¢ qualche volla luogo a ricercare
se non si possa da questo trarre un problema piu ge-
nerale, al quale quella soluzione convenga.

L’occasione di sillalta generalizzazione si presenta
specialmente per quel prnbtemh nei quali 1 numerl
incogniti si riferiscono a anita, per le quali, conside-
rate per loro stesse, ¢ qminissibile il conteggio in due

ARZELA , Algebra. — Vol. L. 19
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versi opposti (4), e all’indole del problema che si
considera, non repugna, che effellivamente queste
unitd si contimo piuttosto in un verso che in un altro.

119. Ed ecco in che modo : sia proposto un pro-
blema in cui il numero incognito (qui si parla per
semplicith di mn solo numero incognito, ma il ragio-
namento & applicabile anche a pii1) si riferisca, come
¢ stalo ora detlo, a una specie di unita, per le quali &
ammissibile il conteggio in due versi opposti, ma nella
domanda, che si fa nell’ enunciato, sia esplicitamente
richiesto che Juesle unitdh si debbano contare in un
verso determimnalo.

Sia gia stzbilito il verso positive e il verso nega-
tivo : ciod, sia=1 gid [issato (4) che ai numeri d’ unita
contate in un certo verso si dehba anteporre il se-
gno -+, ai nurneri d’uniltd contate nel verso opposto
si debba anteporre il —: allora se nella domanda che
si fa nel problema, si richiede un numero d’ unita da
contarsi in un certo verso, & manifeslo che, affinch®
la domanda sia soddisfatla, hisogna che si trovi eflet-
tivamenle un numero affetto dal segno corrispondente.

Si indichl con x questo numero : la condizione
che esso abbia un segno determinato o il <+, o il —,
pud accadere c1e non sia riprodotta nell’ equazione: e
cosi questa nOM sard propriamente la traduzione fedele
del problema enunciato, bensi di un problema pid ge-
nerale nel quale sia soppressa la condizione che il nu-
mero incognito debba avere un segno delerminato.

Allora se I" equazione ci di pel numero incognito
un numero avente il segno voluto, queslo sard vera-
mente la soluzione del problema enunciato, ma se Ci
da un numero 4i segno contrario a quello, cid significa
che il problema come & stato primitivamente propo-
sto, non ¢ possibile, ma lo & invece il problema piill
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generale, che comprende il proposto come €0 parti-
colare. o
Non si possono stahilire principii gcner.nh rlspetl_u
al modo di fare simili generalizzazioni dei problem.
Daremo solo aleuni esempi.
1° Due mobili che percorrono una linea retla, par-
tono dai due punti A e B, posti a una distanza d I uno
dall' altro, e si muorono nella stessa direzione colle velo-
citit date v e v'. Dopo quanto tempo si rngg;rfwaf,:m*rm_n_ﬂ?-
Sia convenuto di rappresentare con numeri posilivi
le lunghezze percorse verso destra, 11egalive_ L]ueile_.
percorse verso sinistra: e con un Numero l,‘]lﬂsﬂﬁl’ﬂ si
rappresenti il tempo futuro, con uno ne_gniwu il passato.
Se con x si indica il tempo richiesto, affinche la
domanda del problema sia soddisfatta, hisﬂgperh ch%
si trovi per & un numero positivo. ll'iﬂ p'{rjhl_le la cul
velocila & », percorre lo spazio v nfll_ unita di tempo,
e quindi nel tempo & percorrerd rx: il 3 [-..a:lln slesso
tempo percorre 10 spazio o ora perche si raggiun-
gano, bisogna che il primo abbia percorso lo spazio d
e inoltre lo spazio del 2°: dunque s deve avere
vx—o'rx="
1

onde

r=

v—U

Se la direzione in cui si TUOYONO 1 mohili & quella
verso destra, d, v € ¢’ saranno PDSHITi s v > u’,
allora si ha di qui per x un valore posilivo, che ri-
sponde precisamente alla domanda fatta nell enunci:alﬂ;
ma se & » < ¢, allora si ha per @« un valore negativo,
e cid significa che il problema, cOsl come ¢ proposto,
non & possibile. Perspiegare come NAsce {uesto valore
negativo, si osservi che nell’equazione

ve—vx=d
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la condizione che x rappresenti unicamente un numero
positivo, non @ riprodotta. Il ragionamento fatto per
stabilire quell” equazione sussiste pure se si suppone
@ un numero Jualunque algebrico: non solo, ma, a dir
vero, neanche la condizione che i mobili partano dai
punti A e B rispetlivamente, & contenuta nell’ equa-
zione; si pud benissimo pensare che essi siano in
moto da temp0 indelinito e che in un certo istante si
trovino nei punti 4 e B e si misuri il tempo a partire
da quell’islante, e cosi quell’ equazione & la traduzione
in linguaggio algebrico, non precisamente del pro-

blema enuncizlo, ma di quest’ altro che si oltiene ge-
neralizzando 1! proposto :

Due mobiTi che da tempo indefinito percorrono una
linea relta, st Trovano in un certo istante nei due punti
A e B, posti a una distanza d ' uno dall’ altro e si muo-
vono nella stessa diresione colle velocita v e v'. Trovare
il tempo, a pertire dal detto istante, dell’ inconlro dei
due mobili.

Allora s1 wede bene che il valore negativo trovalo
per x ha un stanificato ben chiaro: esso ci da il tempo
trascorso dall istante dell incontro gia avvenuto, al-
I istante in €ut i mobili sono in 4 e B. d

OSSERVAZIONE. Se & p—14' allora si ha x=7°
I"incontro dei due mobili non & avvenulo, né avverra
mai; se conlemporaneamente & anche d=0, allora
I’ incontro succede ad ogni istante.

2° Le ela di due individui sono a e b: dopo quanto
tempo U eta del primo sard do ppia di quella del secondo?

lndiﬂhf ~ 1l tempo richiesto: 1’ equazione del pro-
blema & evidemtemente

1) B4+ =920+ 5
onde -+

2) T=aq—2)
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se & a>>2b, x ha un valore positivo che sodisfa ap-
punto il problema enunciato, ma se € «a < 2b, allora
ha un valore negativo, e cid significa che la domanda
del problema non pud essere sodisfatla. Ei_spicgn iniﬂhe
modo si & prodolto questo numero negativo, sé sl 0§
serva che, non essendo fatta alcuna ipotesi su a e b,
non © espressa nell’ equazione la condizione che x,
come richiede 1’ enunciato, debba esser¢ un numero
posilivo: quella equazione corrisponde, non pr_npriaﬂ
mente al problema proposto, ma a quest’altro pia ge-
nerale: le eta di due individui sono a e b:trovarel epoca
in cui U eta del primo ¢ doppia di quella del secondo. Ea
questo problema sodisfa tanto un \’almje posilivo, quanto
uno negativo; un valore positivo indichera che I'epoca
a futura. uno negalivo che & passata, e nel problema
medesimo non & richiesto, come in quello proposto,
che sia quella anziché questa.

Qi poti che vi & anche un caso d’impossibilitd: se ¢
a<b, allora x & negativo ¢ ha un valore assoluto mag-
giore di b: nel nostro problema esso non pud dunque
avere significato: ma intanto la 1) ¢ sodisfatta in questo
come in ogni altro caso.

Sj osservi che veramente I’ equazione 1) ¢ la tra-
duzione in linguaggio algebrico di questo problema,
ciot - dati due numeri a e b, trovare quale numero X st
deve aggiungere ad a e a b, perch? la Ssomma a—-x resulte
doppia della somma b-+=X; € se qul |'?_[*T'm|ﬂ numero,
somma, aggiungere hanno il loro Elg“"'mm_fﬂﬂﬂh“ﬂﬂ.
& manifesto che questo problema ¢ fmche‘ piil generale
del precedente, ed esso veramente ¢ smhsruu‘u dal va-
lore di x che si ricava dalla 1), qualunque sia questo
valore. ‘ :

9 Una vasca, che in questo istante ¢ vuota, ¢ ali-
mentata da due fontane, la prima delle quali pud riem-
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pirla in @ minuti, la seconda in b, e contemporanea-
mente é aperto un foro nel fondo della vasca che, se
essa fosse piena, la vuolerebbe in ¢ minuti. Si do-
manda in quanto tempo la vasca st riempira.

Sia il npumero dei minuli richiesti.

La 1* fontana da sola riempie in un minuto la

parte i—f—l della vasca; la 2* da sola riempe la parte %— 3
versando insieme in un minuto riempiono dunque la
parle %i —t—%; ma nel medesimo tempo il foro praticato
nel fondo lascia uscire il liquido occupante la parte

1
- della vasca : dunque alla fine del 1° minuto il liquide

- 1
che rimarrd nella vasca, occuperd la parte %4-%—;
della vasca: alla fine di & minuti sard quindi occupato

[ 1 1 1
il volume (E +E_E) x; poiché questo deve esser

quello dell’ intiera vasca, si avra dunque

1 1 |
onde

ithe

o —
be 4+ ac — ab

Sia (b +a)e > ab; allora z ha un valore positivo,
e indica appunto il numero di minuti, dopo il quale,
come ¢ domandato nel problema, la vasca sard riem-
pita; ma se & (b-+a)e<ab, ciod, se & negalivo
1 1 1

2 T p— g allora z & negativo: e cid significa che I3

vasca non sl riempird mai. Si osservi che 1 espres:

:
sione — 3 — . indica la porzione di vasca che &
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riempita in un minuto, se & :— - L j}:, ciacche, al-

lora entrando nella vasca pin liquido di quello che_nnn

ne esca, effeltivamente una parte di vasca sara riem-

pita; ma se %—;—%— % & negativo, cid significa chela

quantith di liquido che esce, supera queila che entra,
1

e quindi — -+ L —{1 veramente rappresenterebbe la por-
il H

zione di vasca che sarebbe vuotata in un minuto, se la

vasca essendo piena in antecedenza, si aprisse nel suo

fondo il foro, e si facessero in essa conlemporanea-

mente versare le due fontane alle condizioni esposle

nell’ enunciato. — In questo caso dundque in cul & ne-
)

galivo X B % . I’ equazione 1) che da per x un va-

lore negativo, & la traduzione del seguente problema :
una vasca, che in questo istunte ¢ vuola, ¢ stala HHFHIEH-
tata da due fontane, la prima delle quali puo riempirla
da sola in a minuti, la seconda in b mentre perd queste
versavano, era rimasto aperto un [oro nel fondo della
vasca, capace di vuolarla in ¢ uru'nuﬁ., se le due fﬂﬂ!‘f::fw
non avessero versato; si domanda : in quanti minuti é
stata vuotata ® ossia quanti minul t sono trascorst dal-
P istante in cui era piena, a questo in cut é vuola ?
Ecco dunque, che un valore positivo per @ ci da
il pumero dei minuti che ci vogiiono per IZIEIIEpI[‘LEl,
quand’ essa sia vuota: un valore negativo ci dice in
quanti minuti ¢ stata vuolata, supposto che essa fosse

piena in antecedenza. \ _  abe
Se & (b-+a)c=ab, allora Sl ottiene T =-5-:

i

I' equazione, come il problema, non ammetle ah:un:
soluzione, cio, la vasca non sard malf piena se !ura =
vuota, e rimarra sempre piena, se 1o fu una volta.
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invero qu==10 & il caso in cui @ 2 Tp =" €cio si
gnifica che Ia parte di vasca riempita dalle due fontape
in un min=to & eguale a quella votata dal foro aperto
nel fondo. 12 qual cosa mostra appunto ¢uanto ora di-
cevamo.

4° D7« sopra una retta due punti A e B, il primo
alla sinistra di un punto O alle distanza a, il secondo
alla dirittes . @ una distanza b: determinare sopra questa
linea un t=~r=0 punto X, in modo che prendendo il punto
M in mez=0 a BX, poi il terzo di AM, a partire da A,
il punto cosi determinato coincida con 0.

Sia stabilito di rappresentare con numeri positivi
le lunghe=z= conlate verso destra, con numeri negalivi
quelle verso sinistra, dimodoch® a sia negativo, b po-
sitivo.

Chiazmando x la distanza OX, si ha:

2
_ b+
| — E__

AQ deve =ssere il terzo di AM, ciot, —a deve essere
eguale ad 1n ferzo di —a -+ OM, quindi

i b—gm
onde
r=—4da—1>

e indican20 con «' il valore assoluto di a
T=4q"— ).

: Se & ‘i'*_‘r >b, x ha un valore positivo, e ci0 si-
gnifica che= i punto X & a destra di 0: se & 40’ <b,
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allora = ha un valore negativo e cio significa che il
punto X & a sinistra di 0. —E cosi I'una come I'altra
soluzione convengono al problema, nel quale, come &
stato enunciato, non si ¢ posta alcuna restrizione in-
torno alla posizione del punto X.

120. Se, dato un problema, invece che conside-
rarlo sotto un aspetto particolare, che non riesce sem-
pre di riprodurre esattamente nelle equazioni, o si
intendesse ogni volta nel suo aspetto piii generale pos-
sibile, allora non si sarebbe obbligati a studiare poi le
mddificazioni o generalizzazioni convenienti da intro-
dursi nell’ enunciato del problema allo scopo di dare
un significato conereto alla soluzione che s_i trae dalle
equazioni, e che qualche volla non conviene al pro-
blema inteso nell’ aspetto particolare anzidetto,

Lo studio, come quello che noi abbiamo fatto negli
esempi contenuli in questo capitolo, di tutte le circo-
stanze notevoli che pud offrire la soluzione di un si-
stema di equazioni, sia rispetto a questo medesimo,
sia rispetto al problema, dal quale si & dedotto il EI
stema d’ equazioni che si considera, coshituisce la di-
scussione della soluzione.

il ol
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Discguaglinnze.

121. Un numero a, come & noto (n. 6), si dice

maggiore di un altro b, e si scrive a™>b, quandd la
differenza a—Db é un numero positivo.

La relazione
a>b
equivalente all’ altra
a—b>0

e che anche pud scriversi

b<la
dicesi disequaglianza.
Stabiliamo intorno alle diseguaglianze alcune re-

gole che sono di facilissima dimostrazione.
1* Se si ha
a >b

a+m >b-+m

essendo M un numero qualunque positivo o negativo.
Cid & manifesto, quando si pensi che &

¢—b=(a+m)— (b m)
e quindi I"essere @ — b > 0 porta che sia
(@ -+m) — (b -+ m) > 0.

_ OssErvAzioNE. Si pud anche enunciare questo prin-
cipio dicendo: si pud aggiungers o sottrarre uno stesso

si ha anche
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numero at due membri di una disequaglianza, senzaché
essa st alteri. E di qui segue che si pud trasportare un
termine da un menibro all’ altro di una disequaglianza,
purché gli si cangi segno.

2* Se si ha
a—>b
st ha anche
am >bm
se m ¢ un numero positivo: si ha invece
am <_ bm

se m ¢ negativo.
Inyero, la diseguaglianza

a >b
a—Db >0;

il prodotto m (¢ — b) & dunque positivo, ciot si ha
ma > mb :

se & m positivo: invece il prodotto m(a —b) & nega-
tivo, cioe si ha

equivale all’ altra

ma <_mb
seé m & negativo.

1
OsSERVAZIONE. Se ad m si suppone la forma _, dalla

a>0b
81 ha |’ altra

a_ !

n-n

e n & positivo: e invece
a .0
n ~n
S¢ n ¢ negalivo.
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OssERvAzZIONE. Le regole 3* e 4* si possono enun-
ciare dicendo : due disequaglianze del medesimo senso
st possono addizionare membro a membro e si ottiene
una disequaglianza del medesimo senso: non si possono
perd sottrarre; si possono invece sollrarre membro a
membro, non perd addizionare, due disequaglianze di
senso contrario, e si ottiene una disequaghanza del
senso di quella da cut si sollrae.

o* Se si hu

1) a>"b

2) a >l
se ne deduce

3) aa’ > bl
ovvero

4) aa’ < bl

secondoché ¢ quattro numeri a, a', b, b’ sono positivi 0
negativi.

Si moltiplichi la 1) per ', la 2) per b, se essi sono

positivi, si otlengono le disuguaglianze
aa > ba’
ab > by
dalle quali discende immediatamente
aa’ > bb';
se poi a' e b sono negalivi, allora dalle 1) e 2) si hanno
le altre
aa < ba'
a'b < by
onde
aa <_hb'.
OssErVAZIONE I. Se & positivo b, lo deve esseré
anche a; ma se lo & @', non ne deriva necessariamente
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la LE_} & 1nlfjeru a fortiori se, essendo
24llvo ; dunque, veramente pe
. r‘
~che tlialle 1) E_EJ SI possa sempre dedurre la‘3‘i &
sufficiente che sieno positivi j tre a, b e a’. — Analoga-
I]EIEI][E, perc!lﬁ 1 possa sempre dedurre |a 4), ¢ suffi-
ciente che sieno b, o' ¢ I negalivi.
g8 Osservazione II. Se & @a>b, aeb essendo posi-
livi se ne Eieducc a" 5", n intero e positivo.
Se poiaeld S0no-negativi, ed & @ = —a’, h=— —p'
Ll = ’ o
Ia“ dlsEEnaglmnza @ b porta che sia a'< V' : quindi
a"<< b Orasen o dispari, si ha

che lo sia anche ¥’ :
a' positivo, b’ sia ne

a" = (—a')“ = gy
W= (—p )" — -
Ma ¢ =

—a'" > —p'"
a’ > bh".
Se n & pari, allora si ha

= (—a)" =q"
El'“ = l:--.b')“ ey b'n

quindi

ed ¢ quindi
a < b".
g Osservazione II1. Dalle 1) e 2) non si pud de-
urre necessariamente la diseguaglianza

a b

iy
O¥vero I’ altra

a1 b

a < b
0Vvero I" egnaglianza

@ -0

e
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colle 1) e 2) & compatibile una qualunque di queste tre
relazioni; onde segue, che, se la 3) & cu_ns:_aguﬂnza
delle 1) e 2), una di queste perd non puo [1}1'5[ conse-
guenza necessaria dell’altra e della 3) medesm}ﬂ. — Pa-
rimente dalla 4) e da una delle 1), e 2) non sl pud ne-
cessariamente dedurre I’ altra di quesle.

6* Se si ha :

1) a >b
2) a < b
se ne deduce 5
1
3} }ir_ :}-' _ﬁ'r'
ovvero )
a
1) ]

secondoche i quattro numert a, b, a', b', sono positivi 0
negativi.
Invero, le 1) e 2) si possono scrivere nella forma
a>b, bV >a
e allora, per la regola precedente,
ab' > ba'

al’ < ba'

secondoché «a, a', b, b’ sono posilivi o negativi.
Dividendo ambo i membri di ciascuna di queste

ovvero

ultime diseguaglianze per a't’, che & un numero post-

tivo, dalla 1* si ha
0] b
el
dalla 2=
a b
e
che ¢ quanto si voleva.
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OssErRvAZIONE. Le regole 5* e 6* si possono enun-
ciare raccolte in una sola dicendo : due disuguaglianze
del medesimo senso si possono molliplicare mem'ro a
membro, se i quattro membri di esse sono tutti del me-
desimo segno, e si olliene una disuguaglianza del mede-
simo senso delle date, se questo segno ¢ il +: se ne ol-
tiene una di senso conltrario se questo seqno é il —.

Se st hanno due disuguaglianze di senso conlrario

- 8k pud dividere la 1* per la 2* membro a membro, se i

quatiro membru di esse sono tutti del medesimo segno, e
st oltiene una disuguaglianza del medesimo senso della
1*, se il seqno di essi é 1l 4 : se ne olliene una del
senso della 2+, se il seqno é 1l —.

Non si pud dare regola generale negli altri casi.

Disuguaglianze ad una incognita.

122. Sia y una funzione della variabile z; ci si
pud proporre la questione: per quali valori di x la fun-
siome 'y assume valort superiori a un numero asse-
gnato d, ovrero, superiori a quelli che contemporanea-
mente assume allra funzione z della stessa variabile xX?

Cid si traduce in linguaggio algebrico dicendo,
che ci si propone di trovare per quali valori della x &
verificala la disuguaglianza

y >d
y>s

le quali chiamansi disuguaglianze a una incognita.
Una disuguaglianza ad una incognita si dice equi-

valente a un’altra se i valori dell’ incognila, che sodi-

sfano la prima, sodisfano anche la seconda e viceversa.
Intorno all’ equivalenza di due disuguaglianze si

dimostrano facilissimamente le seguenti proposizioni :
ARZELA , Algebra. — Vol. L 2

ovvero 1" altra
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colle1)e2)e compatibile una qualunque di queste tre
relazioni; onde segue, che, se la 3) ¢ conseguenza
delle 1) e 2), una di queste perd non puo dirsi conse-
gmenza necessaria dell’altra € della 3) medesima. — Pa-
rimente dalla 4) e da una delle 1), e 2) non si puod ne-
c2ssariamente dedurre I altra di gueste.

G* Se si ha -

1) g ==b
2) g < b
=e ne deduce :
it
3) riZa
Ovvero
a b
%) a 'i: b

secondoché i quattro numeri a, b, a’, b, sono positive 0
negativ.

Invero, le 1) e 2) si possono scrivere nella forma
a>h bV >da
e allora, per la regola precedente,
ab’ > ba'

al < ba'

secondoch «, a', b, b’ sono positivi 0 negativi.
Dividendo ambo i membri di ciascuna di queste

u_ll;imﬁ disegnaglianze per o'/, che & un numero posl-
tivo, dalla 1* si ha

ovvero

dalla 2+

i 7
IIT(:‘ T

che ¢ quanto si voleva.

CAPITOLO XI. 305

OSSERVAZIONE. Le regole 5* e 6* si possono énun-
ciare raccolte in una sola dicendo: due disuguaglianze
del medesimo senso si possono molliplicare memiro @
membro, se i quattro membri di esse sono tutti del me-
desimo segno, e si oltiene una disugnaglianza del mede-
simo senso delle date, se questo segno & il —+: se ne ol
tiene una di senso contrario se questo segno é il —.

Se si hanno due disuguaglianze di senso conlrario

- si pud dividere la 1* per la 2* membro a membro, se i

quattro membri di esse sono tulli del medesimo segno, ¢
si oltiene una disuguaglianza del medesimio SEN<0 della
A*, se il segno di essi ¢ il -+ : se me ottiene una del
senso della 2*, se il segno é U —.

Non si puo dare regola generale negli altri casi.

Disuguaglianze ad una incognita.

122. Sia y una funzione della variabile x; ci si
pud proporre la questione: per quali palori di X l1 fun-
zione Y assume valori superiori a un numero asse-
gnato d, ovvero, superiori a quelli che contemporanea-
mente assume altra funzione z della stessa variabile x?

Cid si traduce in linguaggio algebrico dicendo,
che ci si propone di trovare per quali valori della x &
verificata la disuguaglianza

y >d
y >3

le quali chiamansi disuguaglianze @ una incognita.
Una disuguaglianza ad una incognita si dice equi-

valente a un’alira se i valori dell’ incognila, c_he sodi-

sfano la prima, sodisfano anche la seconda € viceversa.
Intorno all’ equivalenza di due disuguaglianze si

dimostrano facilissimamente le seguenti proposizioni :
AnzELA, Algebra. — Yol I. 20-

ovvero |’ allra
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1* La disuguaglianza
1) A>B
dove A, 0 B o anche ambedue sono funzioni della varia-
bile x, e [ allra
2) A+m >B-+m
dove m é un numero qualunjque, sono equivalenti,

Invero, se per un valore « di &, & sodisfalta la 1),
ciog si ha

A > By
indicando con Ax e B. i valori che assumono Ae B

Per x =«, allora, per la regola iz, del n. 121, & anche

Az ~=Mx > By~ Ma

dﬂﬁ?: mx indica il valore che prende m per v —c,sem
conliene la x; cosi ¢ solisfatta la 2): se poi per un
valore £ di x & verificata la 2), cioé, si ha
Ag-+-m3a > Bz +mp;
per la rammentata regola, & anche
Az ~+mg—mz > Bj ~+~mg — Mg

Ag > Bg
cioe, & verificata la 1).
ConruLLario. Segue di qui manifestamente, che si
puod trasportare un termine da un membro all’ altro di

una disuguaglianza ad una incognita purché gli si
cangl segno.

2° La disuguaglianza
A>B

dove A, o B, o anche ambzdue, sono funzioni della X, €
Ualtra

0ssia

mA > mB
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-gurero

mA < mB

seccndoch? m, numero costante, é posilivo o negalivo,

sono equivalenti.
Invero, se per un valore « di &, sl ha

As > Ba
si avra anche, per la rezola 2* n. 121,
mA. > mBax
se m ¢ posilivo, €
maAsx "':: mBe

se m & negativo.
Reciprocamente, se un valore 2 di x rende

mAz: > mbBz

essendo m un numero positivo, di qui si deduce, me-
diante la regola rammentata (Osscrvazione)

Az > Ba:

mAz < mBj
m essendo negativo, deriva
Az > Ba.
03SERVAZIONE. Supponendo ad m la forma -1_: si ha
che la disuguaghanza

e se si ha invece

A>B
& equivalente all’ altra
I3
et
ovvero
Aoy B
1 n

secondoch® n & positivo o negativo.
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Disuguaglianze di 1° grado ad una incognita.

123. Se la funzione y della variabile x, ovvero le
due funzioni y e z, rispelto alle quali ct si propone la
questione enunciata al n. 122, sono funzioni intere di
1° grado, allora la disuzuaglianza

y>d
y >z

che cosi si & condolli @ stabilire, dicesi disuguaglianza
di 1° grado ad un’ incoznita; dimodoché una disugua-
glianza siffatta sard dunque della forma

axr-+b > d

OVYETOD

ovvero
ar—Db > a1
a, b, a’, b’ essendo numeri dali qualunque.

Osservando che la 1*di queste due disuguaglianze
pud riguardarsi come caso particolare della 2*, quando
in questa sia a’=0, cosi si vede che si pud rilenere
come forma generale di una disuguaglianza di 1° grado
a una incognita la 2* delle precedenti.

Per risolverla, si trasportano (122, regola 12 Co-
rollario) in un membro tulti i termini contenenti I’in-
cognita, nell’ altro quelli che non la contengono : si
olterra la forma

ar—a'z > b'—b

(a—a"x > bV'—b.
Qui conviene distinguere due casi:
1° Se a—a’ & positivo, allora, dividendo (re-
gola 2* Corollario), si ha

OVVEroD
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20 Se poi a—a' & negalivo, allora si ha

Onde si vede che la disuguaglianza
ax—+b > a'z+-V

¢ sodisfatta per infiniti valori di x; per tutli que™'i che
.. b=b jes .
sono superiori a ——, se ¢ a—a’ posilivo: per tutl

quelli che ne sono inferiori se é a—a’ negativo. — Si
pué nolare, che questo limile inferiore o sup=Triore
rispetlivamente & il valore di & atto a rendere =guali
i due membri della disuguaglianza.

Esercizi,

1° Dimoslrare che &

;; (ﬂi—!—ﬂt) > ab
a ¢ b essendo numeri disuguali. _

2> Mostrare che fra tutte le coppie di numer 1, ch_ﬂ
sodisfano la relazione #+y = a, quella a cui ©Orri-
sponde il massimo prodotto xy, si ha prendendo 2guali
i numeri x e y. .

(Ci si vale della disuguaglianza dell’ es=rTCizio

precedente). )

3 Mostrare che fra tutti i.sistemi di num==T1 po-
silivi z,, a,...2,, che verificano la relazionc

l.rl--ll"_lI.!_i-l-i _E_.llr-‘n ﬁﬂ
a numero dato, quella, a cui corrisponde il m = iisumu
prodollo x,x,,...2,, Sk la prendendo eguali nu-

mErl ';rj,i- 'Tt ""Erl-'
(Ci si vale dell’esercizlo precedente).



