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AVVERTENZA.
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Questo libro di Elementi di Algebra fu com-
posto allo scopo che possa servire come libro di
Testo nei nostri Licei.

Or dird brevemente a quale concetto esso é in-
formato.

L’ argomento pit difficile a trattarsi con rigore
e chiarezza, fra quanti ne offre la matematica ele-
mentare, & senza dubbio quello dei numeri irra-
zionali; e come sa per prova chi deve insegnare,
la difficolta di trattazione, che il soggetto ha gia di
per s¢, diviene addirittura grandissima quando si
voglia esporlo al suo naturale luogo, cioé in quella
parte di Aritmetica che si insegna ai giovani della
quinta classe ginnasiale; e veramente si pud bene
asserire che una traltazione un po’ rigorosa dei nu-
mer1 irrazionali dovrd riuscire difficile anche agh
alunni della prima classe liceale, tra i quali spesso
si raccolgono, dai differenti Ginnasi, giovani di
scarsissima coltura matematica.

Per questa ragione io penso, e mi conforta a
¢io anche il parere di autorevolissime persone, che
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nell’ insegnamento liceale convenga ritardare ogni
considerazione di numeri irrazionali sino al punto
in cui ai giovani, e per I’etd e per I istruzione ri-
cevuta, falti pi maluri di mente, sia concesso ap-
preslare argomenti di studio alcun poco pil elevati.

E ¢io pud ottenersi agevolmente disponendo la
materia, come io ho falto in questo libro.
Presupposto che i giovani conoscano quel tanlo

d’ Aritmetica che riguarda i numeri interi e frazio-
nari, ¢ che nell apprendere la teoria dell’ estra-
zione di radice abbiano solamente avvertito, sen-
z’ allro insistere su cid, la mancanza di numeri atti
a4 rappresenlare le radici di certi numeri interi e
irazionari, incomincio coll’ introduzione dei numeri
posilivi e mnegativi, ed espongo poi la teoria delle
quatlro operazioni sui monomi e sui polinomi.

‘ Tien dietro un cenno syl massimo comun di-
visore e sul minimo comune multiplo : indi la teo-
ria delle frazioni algebriche e il calcolo delle po-
tenze ad esponente inlerg posilivo e neeativo

Al Gapitolo VII song raccolli ﬂlﬂl]?’]i ineipii

lle eguaglianze: nel g, : g

:a-lttu d'i: v::*i'lhile Ry }Lgulen[e ¢ slabilito il con-

¢ . unzione, e da questo si é
naturalmente condotli 3 qyelly g equazione

Seguono le teoric (¢ bt
‘ : € equazioni ¢ .
guaglianze di 1¢ grado, q ¢ delle disu

lSl.EEﬂLII‘.lECE CO%! fuella parte dj Algebra nella
quale si considerano solqgptq numeri interi e frazio-

nari, e che formerebbe 13 mageria d’ inseo
nsegnamento

del primo anno licealn
; “= ¢ anche del prinecini
secondo. principio del

AVVERTENZA. v

Al Capitolo X1I & introdotto il concelio di li-
mile e sono stabiliti 1 teoremi elementari relativi
ad esso. Si deliniscono poi, come limiti di certe se-
rie di numeri razionali, i numeri irrazionali, i
quali a questo modo sono ammessi nella scienza
come purl enli aritmetici, indipendentemente da
ogni idea di grandezza concreta; in fine del libro
¢ parso perd utile aggiungere una nota nella quale
si mostra che anche 1 numeri irrazionali, cosi come
1 numeri razionali, possono essere misure di gran-
dezze concrete.

Rapidamente si estendono ai nuovi numeri le
operazioni aritmetiche e si dimostra che le regole
fondamentali del calcolo con numeri razionali, sta-
bilite nella prima parte del libro, sussistono anche
pel numeri irrazionali.

Cosi ¢ esteso il campo dell’ Algebra.

In seguito si prendono in particolare conside-
razione i radicali e, introdotti poi gli esponenti fra-
zionari, si generalizzano le regole del calcolo delle
potenze.

Formano argomento dei Capitoli che seguono
le equazioni di 2° grado, i numeri immaginari e
complessi, le disugnaglianze di 2° grado, le equa-
zioni biquadratiche, i sistemi d equazioni di grado
superiore al 10, la funzione esponenziale, i loga-
ritmi, le proporzioni e progressioni.

Questa é la disposizione della materia; e a me
pare che essa, oltreché non offra in sé alcuna di-
sarmeonia, si coordini poi anche perfettamente con
quella dell” insegnamento geomelrico, quando que-
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sto si faccia, almeno per la parte piana, col me-
todo euclideo: giacché in tal caso il concetto di
numero in generale, non interviene in esso prima
che 1’ insegnamento dell’Algebra, procedendo pa-
rallellamente , abbia fornito anche il concetto di
numero irrazionale.

In fine di ogni capitolo ho aggiunto buon nu-
mero di esercizi, che ho tolti in gran parte dai li-
bri di Bertrand, Todhunter e Faifofer, e pei piu
difficili dei quali ko anche indicata la via di riso-
luzione.

Ho cercato, meglio che ho saputo, la preci-
sione dei concelli e il rigore dei ragionamenti,
avendo pur sempre la massima cura perché I’ egpo-

sizione fosse facile e piana, quale si conviene a un
libro destinato alle scuole secondarie,

Forse la viva sollecitudine di a
facilita al rigore, mi ha condoyg qua e 11 a dare
troppo largo sviluppo a certe considerazioni, a ip-
sislere troppo su cerle dimostrazionj: o In con-
seguenza di cio qualche numero del libro potra
parere meno imporlante ¢ po, lécessario in yn

corso di lezioni. Il professore vedra da
numeri si possano sallare se

Ccoppiare la

immediatamente dopo q

Uueste ed altrattalj
vorra arrecarle dasg,
venienti,

mﬁdiﬁtazimli, I

Ygniqualvolyg Ja giudichi con-
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A me nella molta peritanza, con che presento
questo libro, sia concesso sperare, che nel recarne
giudizio non si vorrd dimenticar mai che esso aspira
solamente a essere una guida, un aiuto all’ alunno
nel seguire con frutto le lezioni orali del profes-
sore, alle quali ¢ pur sempre riserbata la parte pii
efficace dell’ insegnamento.

E mio dovere, e di buon grado lo adempio,
esprimere i pil vivi ringraziamenti ai miei amici,
I professori Padelletti dell’ Universita di Napoli, e
Grandi del Liceo di Pistoia, che hanno avula la
bontad di leggere le prove di stampa, e mi furono
larghi di utili consigli e di osservazioni. Similewin-
graziamento io lo debbo pure, per la prima parte
del libro, al signor Cantone, mio allievo dell’ Uni-
versitd di Palermo.

Santo Stefano di Magra, ottobre 1880,

L' AvToRE.

Alcune pagine, non pia di dieci, nei primi Capitoli, sono
tolte letteralmente dal Tratiato d'Algebra di Giuseppe Bertrand ,
tradotto dal professore Enrico Beiti: cip € accaduto, perché il
primo progetto del libro fu quelle di una compilazione condotta

sulle traccie dell’ anzidetto Trattato, progetto che {y poi subito
abbandonato,

R s - e
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Spiegazione dei segni Algebrici.

I segni abbreviativi che si usano nell’Algebra sono,
quasi tutti quei medesimi impiegati nell’ aritmetica e
perciod conosciuti dal lettore : nondimeno crediamo utile
di farne parola.

=+ € il segno dell’addizione; si pronunzia piit;
a-+b indica la somma dei due numeri rappresentati da
a e da b.

— ¢ il segno della sottrazione: si pronunzia meno;
a—>b indica la differenza dei due numeri rappresentati
daaeb.

- X ¢ il segno della moltiplicazione; si pronunzia
moltiplicato per; a><b indica il prodotto dei due numeri
rappresentanti da a e b. Si omette spesso questo segno
e s’ indica la moltiplicazione scrivendo i fattori 1’ uno
dopo I'altro, ab invece di a<b, (a+b)(c+d) invece di
(a-+b)X(c=d). Gid non pud farsi per i prodotti di fat-
tori numerici, perché allora si dovrebbe, per esempio,
rappresentare nello stesso modo il numero 54 e il pro-
dotto 5><4.

. significa diviso per: a'b indica il quoziente della
divisione dei numeri rappresentati da @ e 6. S’indicano
le divisioni anche scrivendo il dividendo sopra al di-

: _ . . a,
Visore, e separandoli con una linea orizzontale ; p 1n-

dica il quoziente della divisione di a per b.
ARZELA, Algebra. — Vol, L 1
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= esprime la eguaglianza delle espressiﬂni'pns ;
a destra e a sinistra di questo segno; ¢==b esprime
eguaglianza dei numeri rappresentati da a e b.

—> significa maggiore di; a>>b esprime che il n
mero rappresentato da ¢« & maggiore del numero ra
presentato da b.

< significa minore di; a<C b esprime che il n

che vi sono indicate, e la parentes; come esprimente

numero che ne risalta. Cosi

t—(a—b—c¢)

indica la differenza che Passa trace il numero g—p—

CAPITOLO 1.

Numeri positivi ¢ negativi.

1. Nell’ Aritmetica noi abbiamo primieramente
considerato i numeri interi, cio® i numeri esprimenti
collezioni di unita, e poscia i numeri frazionari, ciod,
quelli esprimenti collezioni di parti di unitd e per gli
uni e per gli altri abbiamo stabilito le regole di calcolo.

Vedemmo che le tre operazioni dj addizione, mol-
tiplicazione e innalzamento a potenza effettuate sopra
numeri interi davano sempre per resultati dei numeri
Interi, e che effettuate sopra numeri frazionari davano
per resultati dei numeri frazionari e anche potevano
dare dei numeri interi.

E se noi consideriamo come possibile un’operazione
quando essa conduce a up resultato che & uno di quei
numeri, dei quali gid abbiamo conoscenza, dovremo
dire che le tre anzidette operazioni sopra numeri interi
e frazionari sono sempre possibili,

Veramente, secondo il concetto da noi posto della
possibilita di una operazione, anche la divisione & sem-
pre possibile: perché fu dimostrato che un numero fra-
zionario a termini interi & il quoziente del suo nu-
meratore pel suo denominatore e quindi, quando il
quoziente di due numeri interinon & un numero intero,
allora & un numero frazionario che ha per numeratore
il dividendo e per denominatore il divisore; e pari-
mente fu fatto vedere che il quoziente di due numeri
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frazionari sempre sjesprime cON un numMeEro fraziona-
rio a termini interj W
Ma non accade glirettanto per le altre operazioni,
cio®, per la sottrazigge e estrazione di radice. :
Quanto alla sol(razione, osserviamo, che in Arit-
metica abbiamo imparato a sotirarre un NuUmMero da
uno maggiore di esso ¢ anche da uno eguale, ma non
abbiamo idea di ci) che possa essere il resultato di una
soltrazione in cul il spttraendo superi il minuendo, e nol
diciamo senz’ altro che una tale operazione & impossi-
bile perché tra i numeri dei quali abbiamo conoscenza,
non ne esiste alcuno che possa esserne il resultato.
Analogamente rigyardo all’ estrazione di radice
quadrata gia osservammo, che tulti i numeri interi
compresi tra i quadrati di due numeri interi conse-
cutivi come non erano quadrati di altri numeni interi,
cosi non 1o erano neanche di numeri frazionari ; e che
tutti quei numeri frazionari, i quali ridotti alla loro
pit SE“}DHEE €Spressione non aveano per termini dei
quaqj_r;m [Terl'ﬂili, non potevano essere quadrati di nu-
pert fl‘ﬂzlqnari. Dimodoche, se per certi numeri interi
Ei ;zazinna}-l erd Possibile trovare le radici rispettive,
Ehﬂb;]il:g:inaums; mteri_e frazionari nspet_twameqte
At glin imice raﬁtg rlﬂl:ﬂﬂuﬂﬂ‘ita[:m quelli, per in-
0 frazionari, che Ii =114 Mipoesibile: I_mmen m_terl
Vano od Er:a sulam{:?sem per qu:adrau, non esiste-
et prmss.jmaln e ]]EISSIIJIIE,.II trovare _le radici
I unith cost piggola popy i o U2 frazione del-
numeri frazippari, j ;:grslt-vgl??ﬂ’ Uio%s tr_uvare dE!’
detti numer; per mﬂng . alt del 'ljlail ‘ﬂlﬂEHSSETD dai
1 UD3 quantith piccola a piacere.

Sino ; i pans
 iiacicir: che s1 vagiona soprg numeri dei quali sono
> § valori, sj sa sam

® Possibile ¢ guando Impos

Pre quando un’operazione
sibile : ma nell’Algebra non

CAPITOLO 1I. 5

& cosi: essa studia le operazioni indipendentemente dai
valori particolari dei numeri, sui quali si debbono ese-
guire; e appunto percid, in generale, essa li rappre-
senta non pit coi soliti segni dell’ Aritmetica ma con
lettere: cosi i numeri, sui quali si opera, sono inde-
terminati, almeno sinche alle lettere, che li rappre-
sentano, non sono atlribuiti dei valori particolari: e le
operazioni non si possono piu eseguire nel modo che,
cosi dicendo, s’intende in Aritmetica: solamente si
possono indicare: ed & appunto a una indicazione di
operazioni, a un insieme di lettere e segni, che si d3
il nome di espressione algebrica; cosi ad es. a+-b—e,

a(e—+-d)— ; sono espressioni algebriche.

Or dunque non conoscendosi il valore dei numeri
sui quali si opera, non si pud pil sapere quando una
certa operazione sia possibile e quando sia impossibi-
le; e giacche, come dicemmo, in Algebra le operazioni
si indicano, cosi non potremmo sapere, se una cerla
indicazione di operazioni, un’ espressione algebrica ab-
bia o0 no un significato, cio®, se rappresenti un numero
a nol noto; per essere sicuri di ¢io, bisognerebbe fare
intorno ai valori da potersi attribuire alle leltere, che
enirano in essa, tutte le ipotesi, le restrizioni necessa-
rie, percheé e le operazioni ivi indicate e tutte quelle
che possono essere occorse per pervenire a quella
espressione e delle quali in essa non sia piii rimasta
(raccia, fossero sempre possibili; la qual cosa ognun
vede quanto intralcerebbe i ragionamenti e quanlo infine
limiterebbe il significato delle espressioni algebriche.

E dunque importante di togliere le impossibilita di
certe operazioni, che sopra abbiamo messo in evidenza.

Noi qui per adesso non ci occuperemo afatto del-
I'estrazione di radice e dei numeri nuovi che bisogne-
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rebbe introdurm perché essa fosse sempre Pﬂ_ﬂﬂlbllﬁ;
intenderemo di mnsiderare solo numeri interi e fra-
zionari, dimode® la parola numero significherd per
noi un numero ztero o frazionario, e ci occuperemo
subito di toglier: ' impossibilitd della sottrazione, che
sopra abbiamo 12tato; e giacche essa proviene da que-
sto che tra i numeri interi e frazionarii che noi abbiamo
detto di considerire, non ve ne sono, che possano rap-
presentarne i resultati nei casi dianzi notati in cui il sot-
traendo superailminuendo, cosi si vede che bisognera
inventare, definirz dei numeri nuovi atti a cid, ed ap-
plicando poi anche ad essi le operazioni del calcolo, in-
trodurli nel dominio dell’ Algebra.

2. Immaginiamo diavere una moltitudine indefinita
di oggetti disposti sopra una retta illimitata nei due
sensi a partire da un punto 0.

Se prendiamo acontare questi oggetti incominciando

dal primo a destra di 0 e procedendo verso destra, noi
formiamo cosi la serie dei numeri nalurali

3 Ay e

Se poi contiamo gli oggetti
dendo verso Sinistra, formiamo

:‘) 11 E'-'-} .;

4 sinistra di 0, proce-
Parimente i numeri
B) 1, 2 3,

-= il-....;

ma ¢ diverso il mog

i 0 Con cni uesti e -
lenuti: si ottene q quelli sono ot-

000 i primi contando ;
- ver
secondi contando yerso sinistra. S0 destra, i

Se si voglj
con

11‘ :!1- :J=

....

CAPITOLO 1, 7
e 1 numeri £coi se gni
1!‘, %r! 3" L | I;.

Ma cosi facendo, introdurremmo nella scienza dei
segni affatto nuovi; il che devesi, quanto si pud, evita-
re. Epperd, noi ci faremo ora ad investigare pilt intima-
mente i significati dei segni +e — nell’Aritmetica, e da
cid saremo naturalmente condotti, allo scopo di distin-

- guere i numeri «) dai numeri B), a fare la convenzione

di premettere agli uni il segno -+ agli altri il segno —.
Prendasi uno dei numeri

1, 2, 3, .....

che son quelli considerati in Aritmetica, ad es. il 5 e
ad esso vogliasi aggiungere il 3, vogliasi, cioe, il nu-
mero eguale a 5-+3: secondo il concetlo che noi ab-
biamo dell’ addizione, dopo aver contate cinque uniti
ne conteremo altre tre di seguito; e se per meglio fis-

sare le idee, pensiamo (il che non restringe affatto Ia

generalita del ragionamento) che le unitid da contarsi
siano gli oggetti disposti sopra la retla come sopra di-
cemmo, si vede che 1’ operazione indicata dal segno
-+ npell’ espressione 543 consiste propriamente nel
coniare, dopo avere contato 1 primi 5 oggetli a destra
di 0, 1i treche vengono poi, procedendo cosl in avanti;
e piu precisamente nel contare di seguito al numero 5
il numero 3 in quello stesso verso in cuj si contato
quando si & formato il numero 3 nella serie a); allora
S1 sono contaii tre oggetti verso destra a partire dal
Punto O, cio& prima che ancora ne siano stati conlati
altri, e anche si potrebbe dire, dopo non averne ancora
Contato alcuno; mentre ora si contano tre oggelli pure
procedendo verso destra, ma dopo averne gia prima con-
tali cinque; il verso dunque in cui si conta quando si
aggiunge 345 o quello stesso in cui si conta quando si
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forma primitivamente il 3 nella serie «): solo & cams
biato il punto di partenza. .-
Vogliasi ora dab sottrarre 3, cioé trovare il numeri§
ecuale a 5—3- secondo I’idea che abbiamo della sot:
{razione in Aritmelica, & manifesto che, pensando &
solito le unitd come oggetti disposti sopra la retia, §
potrd operare cosl: ciod, contare prima sulla retta sin
al quinto oggetto e poi contare 3 a ritroso: e precisa
mente nel verso opposto a quello in cui si & contal§
per formare primilivamente il numero 3 nella serie
e cosl si viene a contare il 3 in quello stesso verso I
cui si & contato per formare il numero 3' nella serie 2
solamente differisce il punto da cui s’incomincia a co
tare; nell’ un caso si conta 3, nel verso ora detlo, dof
aver gid contato 5; nell’ altro, si conta pure 3 nell
stesso verso, ma dopo non avere ancora contato nu
Raccn‘gﬁandﬁ le cose esposte si vede, che i segl
+ € — in Aritmetica hanno propriamente 1’ uffickf
El'mdu‘:are lf_-, due operazioni del contare il nume '
Innanzi a cui sono preposti, di seguito a un altro nf
mero dalo procedendo in avanti o tornando indietro
con questa sola limitazione, che se si tratta di cont:
I avanti, clog, dell’ operazione indicata col segno
il numere da contarsi di seguito a un altro pud esse
uno qualwnque dei numeri ol
se si tratla i 2 3 ’
2 . i LT
e J-maif;?ﬁjl :;:T:Ereall mdmh:n cioe, dell’ of
4072 Sasarh e ﬂkﬂT m—-; allora il detto nume!
ol (rile e Gasen mnan‘Eaualﬁ a quello di seguil

Mai nmameri 2) ¢ i nymeri £)
mediante 1= due Operazioni del

sono appunto for

e contare in u

vero in quello ¢ i o o

e qli ﬁ!_f' i.['Ih::rstu, 4 partire dal numero 0 -'-'
col simDolo ) ) non aver contato nessjutl

CAPITOLO I. 9

geito; vien dunque fatto naturalmente di pensare a
valersi anche qui dei segni -~ e —; converremo, cioé,.
di estendere I'uso dei segni <+ e — a indicare le due
operazioni del contare mei due versi opposti anche
quando queste si fanno a partire da 0; e cosi allora i
numeri «) verrebbero rappresentati colle notazioni

o) 0+1, 0+2, 043, ..-..

e i [2) colle altre
B) 0—1, 0—2, 0—3, .....
Si vede bene che a questo modo il significato dei segni
+ & — non & cambiato, ma solamente esteso; d’ora
innanzi si indicheranno con questi segni le due opera-
zioni de! contare in due versi opposti, non solamente
quando le si fanno a partire da un dato numero della
serie «), ma anche quando le si fanno a partire da O,
ciot, senza aver prima gia contato un altro numero.
Per brevitd nelle notazioni precedenti si tralascia
il segno 0, e si hanno cosi i simboli
+1, +2, +3, .....
che rappresentano numeri positivi, secondo una deno-
minazione addottata; e i simboli
-1, —2, —3, ...,
che rappresentano numeri negativi.
Innanzi ai positivi si ommette spesso il segno -+,
e gli uni e gli altri si possono comprendere in una
sola classe disponendo i positivi a destra di 0 1 nega-
tivi a sinistra
Y emems — 3 =92 —1,0,4, 2 3, ¢eisi :
se in uno qualunque di questi numeri che chiameremo
algebrici si astrae dal segno, rimane uno degli ordinari
numeri dell’ Aritmetica, che dicesi valore assoluto di
quello.
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Prima di procedere innanz, facciamo subito osser-
vare che colla considerazione 2i numeri negalivi spa-
risce quella impossibilita di w=rte softrazioni, per la
quale appunto fummo condott:a sentire lanecessita di
nuovi numeri oltre quelli del’Aritmetica. Invero, se
a e b sono due dei numeri ordnari dell’ Aritmetica ed
@ b—>a , si eseguisce, seconde il concetto noto, I’ ope-
razione indicata nell’ espressio2 a— b contando prima
il numero a, a partire da 0, zella serie ¥): e quindi
contando il numero & all’ indistro: ed & evidente che
facendo cio, si cade sul numero negalivo — ¢: essendo
¢ eguale all’ eccesso di b sopra a: dimodoch? si ha

a—b=— (b—a);

cosi si vede che le sottrazioni prima impossibili danno
come resultati dei numeri negativi.

. 3: Sin qui noi abbiamo sempre parlato di contare
uniti in un verso o in quello opposto, e abbiamo cosi
gFl}EFalﬁ 1 numeri precedenti, cigd i numeri interi po-
sitivi e nfrgutivi; ma & manifesto che tytte le conside-
razioni g1a fatte valgono pure se ip luogo di cont
umli_L supposta questa divisilile ip parti, si ntare
parti d'unitd; e allora si produgpg i Hume;i fr;;[;j;rc;

positivi e negativi; cosi se quel; ;
S . che
n* dell’ unita si genera la seric 81 conta & Ja parte

s =B G (ot

che comprende in st |a proce:;

E

mente si ha fte, giaccha evidente-

(E) =1, (ﬂ”) - 9 2N
9 n ’ ;1#) = 3,
— (l_?) L__.__,l "I_}.H‘

H : u)z“:,__(aﬂ,

Ta")=""'3,J

n’

3 4
5 Ia-..

+++++

CAPITOLO 1. 11

dalla serie d) generale, sideducono infinite serie dando
ad n successivamente i valori 1, 2, 3, 4, ....; per n=1,
si ha la serie dei numeri interi

..... — —q. B, X, 2, coien
per n=2, si ha

----- ( 5 5 5 I C W @ B oW
per n——
s _"") — 1) 0 1 b ikt iy
lllll (‘:] 1 (E k| 5 E ".3 3 3 L] L

e cosi di seguito.

4. Dopo avere cosi stabilito il concetto dei numeri
positivi e negativi, dovremmo applicare ad essi le ope-
razioni di calcolo : ma prima dicid vogliamo fare un’ os-
servazione.

Per generare 1 numeri positivi e negativi, noi ab-
biamo finto di contare oggelti disposli su una retta, a
destra e a sinistra di un punto O; ma ¢ da osservarsi,
che le due operazioni del conlare unild in due versi
opposti sono operazioni che effetlivamente si ha assai
spesso occasione di fare nella pratica. Cosi, quando
sopra una retta indefinita nei due versi a parlire da un
punto fisso O, si prendono delle lunghezze a destra e
delle lunghezze a sinistra del detto punto 0, ci6 si fa
appunto contando un numero di metri a destra e un
numero di metri a sinistra; e giacche per le nostre con-
venzioni, a quello si antepone il segno -4, a questo il
segno —, ecco che la considerazione dei numeri posi-
tivi e negativi ci offre il mezzo atto a distinguere le
lunghezze prese a destra da quelle prese a sinistra evi-
tandoci cosi l'uso della [rase, numero a di melri «
destra o a sinistra, la quale altrimenti hisognerebbe
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pure adoperare. — Pzimente si leggono i gradi sulla’
colonna termometrica 1 partire dallo 0 contando verso
I’ alto o verso il basso: # i numeri che si ottengono s'_
distingueranno coi sezn.+ e —: la qual cosa ci evita
di dovere aggiungere ad¢ un dato numero di gradi letto
sulla colonna del termometro le parole « al di sotto g
al di sopra di zero » cone saremmo pure obbligati fare
se non avessimo all’ nopo gli anzidetli segni. Una certd
quantita di danaro pud essere contala come un credito
0 come un debito: un numero di anni pud essere pas
sato o futuro; e cosi si possono avere mille altri casi
In cul si debbono contare unitd in due versi opposti,
ed & quindi manifesto intanto il vantaggio reale che
nasce _daII avere delle notazioni semplici per distin
guere In tutli i casi queste due operazioni,

Addizione e Sottrazione sui numepi algebrici.

2. Incominciamo a
glianza.

Ex E}Il!{;ruz-nm egu-:“_:ﬁ I Numers g e b, rappresentando con!
ue numersi qualunque algebrici, quando avranne

lo stesso valore o

e 4 Sﬂﬂfﬂfﬂ e lo st q efqu |
: €880 Seqno ali n va-
lore assoluto e yon i'-.H 8¢ , h i ‘

5 gno, se ¢ sodi
condizione e non Ia secondq ’ &

Riguar j . :
G 1;“!?3 ?‘;?r al_j_num_eri frazionari positivi e nega-
se st hanno pi, i Stguenle avvertenza: che
Eresmery frazionari e g .
artenenti e L positivi e neqatini an-
:;“}m!:;:” a diffzrenti gepjp, Cloé, con diﬁerﬁitf denf:?-
e St POSSORO Sempire tropgye altrettanti nu; ‘,'
gg,;ﬂ nary rispetterament e equali g quelli e E-Fee Hn:.‘?r- .
n apparten-
nominatoye. » abbiano o stesso de-|

nzitutto col definirne I egua-

5

L

Una medesimaq sep-io Ciog
- ..'
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Si faccia per un momento astrazione dai segni; ri-
marranno allora dei numeri frazionari come quelli del-
I’ Aritmetica che si potranno percid ridurre, secondo
le regole note, al medesimo denominatore; trovati cosl
dei numeri frazionari equivalenti in valore assoluto ai
numeri proposti, si ristabiliranno i segnirispettivamente
eguali a quelli che si avevano nei proposti medesimi.

ADDIZIONE. — Ad un numero a addizionare un nu-
mero b, essendo @ e b numeri interi algebrici, ovvero
frazionari appartenenti alla medesima serie, infende-
remo che significhi contare, di sequito al numero a, il
numero b nel verso stesso in cui st conta, nella serie a
cui essi appartengono, per avere questo numero b.

SOTTRAZIONE. — Da un numero a sottrarre un
numero b significa conlare, di seguito al numero a, il
numero b nel verso opposto a quello in cui si conla per
avere questo numero b.

Queste definizioni sono, come si vede, in perfetta
armonia coi significati che le parole addizionare e sot-
trarre hanno nell’ Aritmetica e che dianzi noi abbiamo
richiamato e giuslificano pienamente la denominazione
di operazione inversa dell’ addizione, che si suol dare
alla sottrazione.

Intanto si ha qui manifesto che le due operazioni
si riducono ad una sola, giacch® se il sottrarre un nu-
mero b, positivo o negalivo che sia, significa contarlo
in verso opposto a quello in cui si conta per formarlo,
ciot nel verso opposto a quello che & indicato dal suo
segno, & chiaro che ¢id equivale all’addizionare il nu-
mero b cambiato di segno; si hanno, ciog, le relazioni:
se b € un numero positivo + ¥’

a— (+b')=a+(-0")
«) se b & negativo — b’
¢ —(—b)=a+ (+b).
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Dobbiamo duncue prnpriﬁn}e_nte occuparci solo
*addiz <ui numeri algebricl. . :

5 %d*;ﬁ;?l':ﬁ to si vede subito che I’ addizione .ﬂl due ‘
pumeri algebrici da sempre un resultato che s1 trﬂ;_a
tra i numeri algebrici; se i numeri a e b, che si El.d- i-
sionano o si soltraggono, sono ambedue 1nteri positivi |
o negativi, & chiaro cheil resultato sard sempre un nu- -
mero intero; ¢ se saranno frazionari col mﬂdeslm? dis:'.- ]
nominatore , cioé, apparlenenti alla medesima serie, il ;
resultato sard pure un numero appartenente a]la_ stessa:
perch® la differenza tra gli interi e i frazionari slﬂla_- 1
mente questa, che mentre quelli sono collezionl d! ]
unita, questi sono collezioni di parti di unitd : e quindi
se, dopo avere contato un certo numero di parti d’unitd, |
si conta di seguito, in un verso o nell’altro, un al-
tro numero di eguali parti dell’ unith, evidentemente

il resultato sard un certo numero di queste stesse parti |
d’ unita.

(uanto poi all’ addizione di numeri algebrici frazio-
nari con differenti denominatori, & chiaro, per I'osser-
vazione fatta qui a principio, che si riconduce sempre

all’ addizione di numeri frazionari aventi il medesimo
denominatore.

Vediamo ora i differenti casi.

“ 4 w LI L .

17 Siano a e b ‘lue numeri positivi +a’ e + ¥,
ovvero due negativi —g' ¢ — p': i avra, secondo la
definizione

1) (H) - (+b) = + (a'+-b')
(=) 4 () = — (1)

ciod, la somma algeipipq g; due numer
& un numero del miedesim

t di egual segno
tn valore assoluto aly ¢,

0 segno degli addend; ed eguale
mma dei loro valor; assoluti, e

CAPITOLO T. 15

in particolare, se sono frazionari e hanno, come st pud
sempre supporre, il medesimo denominalore, se ne farda
la somma algebrica addizionando, come U Aritmetica in-
seqna, t numeri frazionari, che ne rappresentano i va-
lori assoluti, e dando poi al resultato il seqno comune
ai numeri proposti.

2" Sia a positivo + a’ e b negativo — I, ovvero
negativo a e positivo b : si ha

(+0) -+ (—b) =

essendo ¢ un numero eguale in valore assoluto alla diffe-

renza det valori assoluti a' e b' ¢ avente il seqno che sta

imnanzi al maggiore di questi due, dimodoché se a e b sono

frazionari e col medesimo denominatore, si applicherd la

nota regola della softrazione delle frazioni in Aritmetica

e al resultato si dard poi il segno conveniente.
Altrettanto dicasi del numero

d=(—a')+ (+0');
dimodoche se & a' >V, si avra

2 (+0) + (=) = +(¢—b)
(=) + (+V) = —(a—b');

se & ru’{ﬁ*, allora
g )+ (=) =—('—a)
(—0') + (+b' )=+ —0a);
se poi &a' =1V, si ha

() (- ) =0
(—a') 4 (') =0



16 TRATTATO ELEMESTARE p' ALGEBRA.

ciod, la somma di due wsmeri eguali in palore assoluto,
ma di seqni contrari, é zero; & VICeversd, se ¢

a=—b=0

ae b sono equali in valore assolufo, ma di segni con-
trari ; perche da quella segue

CAPITOLO T, 17

Richiamando le formule precedenti si vede che
essendo evidentemente

—+ (@) =+ (b'-+a")
eem (AT Yo e (i)

cosi per le 1) sard

onde a+b—b=—b | | | |
4) 4= —b; (4+a) + (+b) =(+b) 4+ (+a)
ma per la «) si ha (~&) + (=) = (=) + (—4a);
a--b = a—(—b)

Dalla 7« delle 2) e 2“ delle 3) poi, se & a >/, si ha
e se a e b sonc di segni contrari, @ ¢ —b saranno di
segni eguali: quindi le proposizioni ora dette si pos-
sono anche enunciare cosi: la differenza di due nu-
meri eguali in ralore assoluto e in segno, & zero: e Vi-
ceversa se la differenza di due numeri & zero, questi
sono eguali in valore assolulo e in segno.

6. Qui si offrono alcune osservazioni.

1° Si dira che a ¢ maggiore @i b, a e b essendo
qualunque, se a—b & un numero positivo.

SGFDI]dﬂ questa definizione, di due numeri positivi
¢ maggiore quello che ha un pit grande valore assolulo;
0gni numero positivo e anche lo 0 2 maggiore di qua-
lunqu_a numero negativo: e di due numeri necativi &
maggiore quello che ha un piu piceolo valore a:sulutn.

E cosi non si deve pj
: ' € pil pensare, che, come accade
in Arilmetica, I'addizione di s

(+a) + (=V) =+ (d- 1)
(—b0)+ (-Fa) =+ (a'= b
d’ onde
() 4 (= V) = (=) + (+4a);
e dalla 2« delle 2) e 7« delle 3), se & &' < /' si ho
(=) + (+a) =— (V' —a)

(+a) + (=)= — (V—a)
d’ onde

(=) + (+a) =(+a) + (—1);
il che & quanto si voleya.

un numero b ad - 2 snsihe

duca sémpre un numero maggiore di uiasuuu{: &};;li G
addend:,‘ e che la sottrazione produca sempre un nu- : _F
mero minore del minzendo. e segue -

0 . = i T
) sni ufﬂ;ﬂ[;ﬂmﬂ di due numeri algebrici gode, come - a

‘Ma di due numeri ordinari dell’ Aritmetica. della pra———
propriela commutativg o

Cio, non se

cambiando Pordine degli addends. ne altera il valore

Cid & manifesto 1o si
by » quando si tenga presente la do-
finizione data di addizigne. 4 e

ARZELA , Algebra, — Vol. I.
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Somme di pid numeri.

7. La somma u+h+c+d+e. di pin Mr:lm;l ba'lﬁ;
brici & il numero s ollenulo agg!ﬂﬂglmﬂc_' . z ttﬂl' =
ad a+b, e: indi ad a+b4-c, d e Vid di seguilo;

a, b,e,d, ¢ sono i termini della sqmma. ‘ 9

Richiamiamo, dandone una drmciusf.rathﬁﬂ g.em? -8
rale, due principii noli e gid adoperati in M“‘“E“ﬁ?‘

1° Per aggiungere a un nlumern P'Iu sominda -.
a-+b-=-c di pilt numert positivi, st puo aggiungere Suc- -
eessivamente ciascuno di essi.

2 Pep sottrarre da un numeroP la somma a-+-b-+cC
di piic numeri positivi, si pud sottrarre successivamente -
clascuno di essi. e

Qui il numero P & qualunque, positivo o negativo, =
e l1a somma a-+b--¢ pud anche in valore assoluto su-
perare P, . |

Abbiasi dunque la somma s =a+0+¢ e si voglia |

a P’ aggiungere o sottrarre s; secondo le definizioni,
bisognerd, dopo aver contato il numero P, contare di
seguile in un verso o nell’ altro il numero s; ma que- -
sto computo di s, si pud pensare di farlo contando una *
unit® &lla volta; e allora si perverri anzitutto a contare
@ unita, giacchd & a<s; continuando poi a contare
unita, dopo queste prime a, se ne conleranno altre b,
glacels® &, a-+-b<s: ed & chiaro che dopo averne con-.
tale @ +b, ne rimarranno ancora a contare ¢, se si
voole ‘che tutte insieme le unitd contate sieno s; dun-
que d% seguito al numero P sj 3 conlato prima il nu-
E{:ﬂt‘;{;,}fﬁ:ﬂﬂ:} Egigl;:ﬂ _all numero P—+q, o0 P—a si
R r:'* ol o gl 0aP+ta+bo P—g—b sid
’ 0 manifesto che per aggiungere 0

CAPITOLO 1. 10

soltrarre s a P, si aggiunge o si soltrae successiva-
mente ciascuna delle parti di s, il che si esprime scri-
vendo :
P+ (a+b+4c) = P+-a+b-+-c
P—(a+b4-c) =P—a—b—¢

Tutto questo ragionamento si rende intuitivo, pensando
le unila da contarsi come oggetti distribuiti sulla solita
retta.

Sié qui presa la somma s composta di tre parti
a,b, c; ma ¢ evidenle, che si pud, ragionando allo
stesso modo, pervenire alla stessa conclusione anche
se la somma s si compone di piu di tre parti.

8. La somma s=a-++h+c dei tre numeri a, bec

rimane immutata, qualunque sieno i primi due numeri
che si sommano, cioé si ha:

(@+b)+c = (a+¢)+b = (b-+c)+-a

Primieramente suppongasi che i tre numeri g, b,
¢ sieno positivi; allora la cosa & subito manifesia,
giacche il numero s & la collezione di unitd resultante
dal contare prima le unita di a, poi di seguilo, proce-
dendo innanzi, quelle di b, e continuando poi, quelle
di ¢; dimodoche in s vi sono tutte le uniti che sono
in g, in b ein ¢ ciascuna una volta sola: ora, che prima
si contino le unitd di @ e b per contare poi quelle di ¢,
ovvero prima quelle di @ e ¢ e poi quelle di b, ovvero
infine quelle di b e ¢ per poi contare quelle di a, cid ¢
indifferente pel numero totale delle unity che si con-
tano, giacche in tutli i casi ciascuna unity o confata
una volta, e una volta sola.

La cosa pud rendersi intuitiva immaginando un
cerchio sul quale siano distribuite a partire da un punto
¢ le unita di 4, di seguito a queste le unitd di b, indi
quelle di ¢ per modo che I ultima unita dj ¢ cada con-
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dete che il resultato © 3
ipcominei a contare par- o

20 TR
tigua alla prima di a; ¢ evl

» - il
yre lo slesso, 81d che 8 i nel-a ¢ ;
f:::l[n dalla 10 u;ﬂlfl di a e si conlinui poi con quelle

dibe dic;sia che s’ incominel flalla i*ldi b per ,E?:I;: }.
tinnare con quelle di ¢ e di a: sia che mﬁm} 8 12_ If;
minci daila 1* di ¢ per cunlinuurf:*cﬂn quelle !fll f.: e diD. :
~ Suppongasi ora che uno dei tre numerl sia nega- .
livo, ciod e=—¢'; si ha :
g-t-b-+¢ = (a—+b) + (=€) =(=¢) + (a-+h)

giacch® considerando la somma cOmMe composta di due: :
parti a-+b e — ¢ si pud in essa scambiare queste partt =
(6, 2*); ma pel 1° dei principii dimostrati al n. 7 :
(—¢) + (a+b) = — ¢ +a+b
e quindi
(a-+0) -+ (—¢") = (—c'+a) +Db
¢ (uesta relazione ci dice appunto che & indifferente if |

far prima la somma a-+b o la somma —¢'4-a.
Avendosi poi anche
(—¢") + (a+b) = (—¢) + (b+0a)

= —C'+b+a
= (—¢"-+b)+a, :
cosi si vede che si pud anche incominciare col far la.
somma —¢' b, 1
Sieno ora negalivi b e ¢, ciod h= =V, p=v¢’; sk
ha (5, «) |
+b4-ec = a4+ (—0") (—¢) =a=b'—¢

e (7, 2°)
a—b—¢ =a— V')

— A+

CAPITOLO 1. 21

dunque intanto, & indifferente far prima la somma
a-+ (—U) ovvero la somma a+ (—¢').
Inoltre

a+ (=) = (—¢') = a— (I'+-c')

===t [ — {0 g} ]
— (V'+e)+a
~b'—c'+a
[(=1)+ (—¢)] +a

ciot, si pud anche far prima la somma (—b)+(—¢).

[

Sieno infine tulti e tre negalivi, a=—q’, b= —1,
¢=—¢'; allora &
At-bt-e = (—d') + (=) + (—¢') = — (d+b'+¢) ;
mna, esseado a', V', ¢’ numeri positivi,
— (@' +b'+e') = — (a'+c'+b")

[

(—@) =+ (—¢) 4~ (=)
¢ anche

— ("l +-¢") = (b'—¢'s a)

cosl qui pure & provato che & indifferente far prima la
somma (—a’)+(—b") o I'altra ( &) -+(—c") o I"altra
(—=b")+(—¢").

Le relazioni

(a+b)4-¢ = (a+¢)+b = (b4-e)+a

sono dunque vere sempre.

Il significato di queste si puo anche enunciare
Cosl:
9. Per aggiungere un numero ¢ ad una somma

a+b, lo si pus aggiun : :
Jgiungere all una o all altr
della somma stessq, a parle
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Osservando poi che g-+-b = b+a, a+Cc=C-"a,

bt = c-+D si avra .

(a-+b)-+c= (h-+a)+€ = (a+c)-+b= (c+a)-+0
(b-+c)+a=(c+ b)+a

lo che prova che il valore dﬂllla somma a-+b—+c ¢ 1:_1 '.
dipendente dall’ ordine con cul st aggiungono IE: parti. -
Tulti i ragionamenti e quindi le conclusionl espo-

ste nei ni 7 e 8 sussstono identicamente _am:he se P,.
a, b, ¢ sono numer frazionarii : infatti, pﬂstl.) cha;
abbiano tulti lo stesso denominatore, come S Puﬂt
sempre supporre, giei ragionamenti si possono ripe-s
tere identicamente sostituendo 1n essi alla parola unifd
le altre parte d’ uniti; giacche, come gia dicemmo e
come ripetiamo qui una volta per sempre, di un nu-
mero frazionario si pud in certo modo dire che esso &

an numero intero in cui & una parte d unitd che fa da

unita.

Polinomi.

10. Una sommz di pil termini, come la somma di
due e di tre, gode della proprietd commutativa, cio

il valore di essa ¢ ndipendente dall’ordine che si tie
nell aggiungere ¢ diferenti termini, '

Dimostriamo rimieramente che se nel fare Ia

somma si scambiaty due termini consecutivi gqualun<
que, il valore di esa non muta,

lEiasi ﬂllEnulfl a somma a+b+c=gs - ad essa sh
aggiunga d e pol illa somma s+d i aggiunga ¢ : i
e g § - e 1 : l . .
avrd s-d-+-¢e ; M2 oi sappiamo (9) che per aggiungere

un numero € a ubi spmma $d si ; .
: 81 pud 7 .

($d)--e = (s+€)+d

CAPITOLO I, 23
aggiungendo poi f ad ambedue,

(s—+d)-+e+f= (s+e)+d+f
cloe

a+b-+c+d-+e+f=a-+b-+c+ e+d+f

il che prova cid che dicemmo.

Ora mediante una serie di scambi di due termint
consecutivi si potranno portare i termini di una somma
a essere disposti in quell’ ordine che si vuole. In ef-
fetto, si potra scegliere uno qualunque tra essi e con-
durlo al 1° posto mutandolo successivamente con quelli
che si troveranno alla sua sinistra; cid falto, s1 potra
scegliere un secondo e condurlo al modo stesso al
2¢ posto, poi un lerzo che si portera al 3° posto, e cosi
di seguito, dimodoché, dati i termini disposti In un
certo ordine, si pud, mediante i detti scambi, traspor-
tarli nei posti, che possono ad essi essere rispettiva-
mente assegnati in un’ altra disposizione della somma.

Cosi & pienamente provato il teorema.

11. Una somma a-+0b di due numeri algebrici chia-
masi binomio ; di tre numeri a-+0-+c¢, frinomio; di pia
numeri a-+b—c—+d-+e—+f polinomio.

Se fra i numeri a, 0, ¢, d, e, f ve ne sono di ne-
gativi e per esempio ¢ b= —10' e= —¢', mettendo in
evidenza i segni si ha

a+b—4-c+d+e+f= a+(—0)+c+d-+(—e")+f
= a—b'+c+d—e+f

che & la forma sotto la quale si presenta pill spesso un
polinomio, cioe, come un insieme di piu termini legati
tra loro da segni + e —.

1l valore di un polinomio é la differenza tra lu
somma dei termini preceduti dal seqno -+ e la somma dz
quelli preceduti dal seqno —.
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Infalti, giacch si possono scrivere 1 EIJIE:I ter::;a;?; ._.
nell’ ordine che si vuole, chiamando P queslo va :

si ha

- TR —b—e
P—a—b+c+1-€+f= a--c+d-+f G oz
= (a-+c+d+f) — ('+e')

come si voleva. o i
12, In wna somma di pits numert algebrici si pud S
sempre sostituire a due 0 piit di essi la loro-somma ese- -
guita.
Sia
§ — a+b+ec+d-+e e p=c+d;
giacche ¢

§ = c+d+a-+b+e

cosi si vede che per avere s si pud incominciare col- -
I’ ottenere la somma ¢+-d=p; e quindi a questa ag-
giungere a, poi b, e poi e: si ha dungue : :

§ = p-+a—+b+-e
¢ anche

= a-+b+p-e.

13 Per aggiungere un numero ad una somma di
Pt ;umerc » 8L pud aggiungerlo a uno di questi, |
puéh; ns 1:; a--b-+c+d ¢ si vogliaad s aggiungere e; si
ﬂh:_{,.i..: rerlare s come la somma di due parti, I’ una |
ge'rc : aJ altra 4 e allora SL 82 (9) che si puo aggiun-

una di queste parti, p. es. a g quindi

$ € = (a+b+c4-d)t-e — a-+b+c+(d+-e)

- 1. Per agatunge;
st forma wnq
somime,

SUhima 1:_1"1\‘] S?H%mﬂ ad un' altra so mma
Mmica coi singol; termini delle due’

CAPITOLO I, 29
Sia

s, =a-+b-+c+d e s, =e+f-+7;
diciamo che &
s,-+8, = a-+b—+ec+d-+e +f+g.

Infatti, giacche (11) in una somma si puo sempre
sostituire a pilt termini la loro somma eseguila, cosi
se si prende la somma

§ = aq-+b-+c4-d-+e Hf+g

si pud in essa al luogo di a-+b<c—+d soslituire s, € in
luogo di e-+f~+g sosliluire s,: si ha quindi

§ = §,+35,
che i pud scrivere
a-+ +c+d-4-e-—f+4g = (a—+b-+c-+d) + (e-+f+7g)
ovvero, cid che ¢ lo slesso
(a+b+tc4d) 4 (e+f+9) = a+-b+c+d—+e-+f+g

e questa relazione dimostra appunto il teorema.

15. La proposizione ora dimostrata ci da la regola
per aggiungere un polinomio ad un altro.

Dieno

P=gq—btct+d—e e () =[f+g—h-+m—n

due polinomi e si voglia a P addizionare (. I due po-
linomi si possono scrivere, come si sa, solto forma di
somme : cioe

P=a+ (=) +c+d+(—e)
e (= f+g-+(—h)+m+(—n);
e allora, acciungendo al primo tulti i termini del se-
condo (14) si ha

P+ =q4 (=) +e+d+(—e)+[+g+(—=h)+m-+(—n)
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OYVero
P+(0=a— h—2-+d— e-+H+g—h+m—n

Si sa (5, «)che il sottrarre un numero da-un altro
& lo stesso che aggiungerlo, cambiato perd di segno:

. dice dimodoche
la quale relazione ci (i€ . _ ol ]
2 Per aggiungere un polinomio ad un altro st scri- P—(Q = P+(—0)
vono i termini di quello di sequito ai termini di queslo: ora & (16)
coi segni che hanno. ; N ‘ —_ Q= — h+g—Il+m—n
(6. Si cambia il seqno di un polinomio cambiando | ] quindi

seqno a tutti i suoi termini.
Sia il polinomio

P = a—b+c+d—e—f

P—(Q =(a—b+c+d—e—[) — (h—g-=l—m-+n)
— (a—b+c+d—e—[) + (—h+g—i+m—n
= g—b+c+d— e—f—h-+g—l-+m—n
che & quanto si voleva. |

18. Da quanto ai n' 14 e 15 si & veduto, risulta
che, presentando il polinomio da ageiungersi ad un al-
tro sotto la forma di una somma, la regola per I’ addi-
zione si pud in sostanza enunciare dicendo : per aggiun-
gere un polinomio ad un altro, si aggiungono a questo
tutti ¢ termine di quello.

Si pud ora dare un enunciato analogo per la regul_a
della soltrazione, dire ciod: per sottrarre un polinomio
da un altro, si sottraggono da questo successiwamente
tulti ¢ termini di quello.

Infalli se si scrive

Q= h+(—g)+l+(—m)+n:

e sia
Q = —a-+b—c—d+e+f

diciamo che &
()= —P,

Infatti addizioniamo () con P: avremo

P+Q = a—b+c+d—e—f—a+-b—c—d+e+-f;
e giacche si possono scrivere i termini nell’ ordine che
s1 vuole

P+()=a—a-+h~ ﬁ+ﬂ—ﬂ+d—d+e--&+f—f
e (quindi

Pi-()=o

onde, per la 4) del n 5 sl ha
P— Q =(a—b—+c+d—e—f)—[A4+-(—g)-+I+(—m)+n]:
ma si & gia trovato

G: —..P‘_

\7. Per soltrarr . :

: ; : " un polinomio 7
scrivere di sequito ai da un altro bask

: : rming di I 4
coi seqni cambiati. questo i termini di quell

P—Q = a—b+c+d—e—f— h+g—Il-+m—n
Sia

che si pud scrivere
P—Q=a—b-+c+d—e—f—h— (—g)—t—(—m)—n
¢ questo prova quanto dicevamo.

e FL‘T bterd—ef
=g+l - mp,
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Formule algebriche.

19. Due espressioni algebriche si dicono equivas

lenti quando prendono zalori eguali qualunque sieno I
valori particolari che si allribuiscono alle lettere In
gsse conlenule. -3

Gii dicemmo che nell’ Algebra, 1 numeri rappre-
sentandosi per mezzo di leltere, le operazioni su di
essi potevano solo indicarsi, e da siffatle indicazioni
di operazioni nascevano appunlo le espressioni algebri-
che: aggiungeremo ora che il calcolo algebrico consisie
nel trasformare, quand’é possibile, un’espressione
un’allra equivalente. |

L’equivalenza di due espressioni algebriche che
rappresenla ponendo tra esse il segno =, cosliluisce
una formula,

Cosi le relazioni stabilite al n, 5, cioe

@ =(+b") = a+{~b)
=(=0) =a-(+¥)
(+0) + (+') = ('Y
}-—ﬂr:l -l-{—-b') = _(ﬂr_I_ﬁ.r}
TE)F () =+a=b) se & a >SN

Ve fj"_ﬂll -S ] i
le altre V=) 50 & a'<h

del n. 3 Rt —=Peg h—e
le
(O+b) <o —
del n. 8 ) b= (h4-¢) 42
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e tutle le altre dei numeri seguenti sono allreltante
formule.

Per chi conosce il linguaggio algebrico queste for-
mule esprimono le proposizioni corrispondenti con
la stessa chiarezza che si ha usando le parole e quasi,
si potrebbe dire, in modo pilt intuitivo: certamenle
poi in modo pii breve.

Ma non & solo questo il vantaggio delle for-
mule; come gid & manifesto anche da quanto si ©
fatto in questo stesso capilolo, e come avremo spesso
occasione di notare in seguito, I’uso delle formule
rende le dimosirazioni dei teoremi assai pit semplici
di quello che sarebbero se si usasse il solo ragiona-
mento con parole: e ne mette in pit viva evidenza
{utte le conseguenze.

Parentesi.

90. Aggiungiamo alcuni schiarimenli intorno al-
1’ uso delle parentesi.

Gia fu detto, che un’ espressione chiusa tra due
parentesi rappresenta il numero che resulterebbe dal-
Veffettuare le operazioni, in essa indicate, quando alle
lettere si attribuissero valori particolari.

Secondo questo concetto, per indicare che ad un
numero P si aggiunge o si sottrae un polinomio
a4—h-—e—d, come gia si ¢ fatto, si scrive

P-+(a—b+c—d) ovvero P—(a—bh-+c—d):
e se si osserva che per la regola del n. 15 si ha
P+(a—b+c—d) = P+ a—b—+c—d

cosi si pud dire : se un polinomio ¢ chiuso tra parentesi
e vi ¢ preposto il segno <, questa si pud sopprimere.
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Parimente, dallaregola del n. 47, s ha:
P—(a —b+c—d)= P—a+b—c+d

il secondo passo & questo:

-- P4-[a—b=4-c+g) = PHa—b+c+d:
la quale ci permette di enunciare che: se un polinomio g
¢ chiuso fra parentesi e vi & preposto il segno —, questa
si puo sopprimere purché si cangi il seqno a tully @ ter-
mini enlro di essa. 2

Se le due formule precedenti si scrivono sotfto la
forma -

e infine si ha:
P+-[a—(b—¢)+d] = P+a—b-+c+d.

Si pud perd seguire anche la via inversa, cio, in-
cominciare col sopprimere la parentesi esterna e poi
via via le altre, tenendo sempre presente che si dee
considerare |’espressione entro una parentesi come un
numero unico ; cosi si ha:

P-+q—b+e—d = P4+-(a—b+-c —d)
c P—a4+-b—c-d=P—(a—b+c-d)

ci permetlono di dire che: in un polinomio un certo nu-
mero di termini puo chiudersi entro parentesi, lasciando

loro i seqni che hanno, o cangiandoli a tutti, secondochd P+[a—(b—e)+d] = P+a—(b—c)+-d

tnnanzi alla parentesi si mette il seqno <+ o il —. e P+a—(h—€)+d = P+a—b-+c-+d.
‘Alcune volte occorre di racchiudere tra parentesi

un msiizme di termini che gii apparlengono a una

espressione che & pure racchiusa da parentesi; allora Esercizi.

s SDg':i.DnD adoperare parentesi di forme diverse: cosi
p. es. I espressione

P+[a—(b-c)+-d)
significa che a P sj dee
sulla dal soltrarre da g
ppi d; — dimodoche
sione entro la parentesi

g 4
1. Ponendo a=1, b=§, e £f=='f=€='-—5=

1 : . :
1 2 B pr— i e it — 4 T 1 [-l'.
azgiungere il numero che re- [=06,9=—77> =8 trovare i valori delle seguen

il numero bh—c e daly aggiungere espressioni :

calcolare b - ¢ ¢io Rl ﬂﬂ‘i:rebhe Incominciare col - {° a—=b-+e—id—e-+f

parentesi ime:-lﬂme les:pressmne racchiusa entro Ja 2° a—f e

mere una parr.-r:?: 'E [qﬂmd] quando si voglia soppri- 3° —b—(e—d)+f

¥a'ociera =*~ﬂmprw;ﬁ1 1c '® e contiene delle altre, sj co- 4 a—(b+h-+d)+e+f

nell'espressione Friu;?pprlmme le piu interne : cost 5° (a+g+c) — (&=l =)
T ente il pri 5 R =

auelo indicao Gl equg s ™ PO 00 frsi & o a—D—e—gre—f]

poy - T g —{b—[c—(d-+e)—g]+h

i

I’+[u——;:rj_.,3} : 8 a—+ \h—[g+h—(c+d—=e)—c]—[\

—

t d]f=lp—i—-[ﬂ__b+ﬂ+d:[‘
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9 Effettuare le operazioni indicate nelle ESPI‘E_’

siont : - 3
Lo la-+b)+(a—10) 4
90 la+b)— (a—b) . ‘
3 (a-b—¢)— {0+ c—a)+c-+a—b)— (a-+-b—¢)

9. Calcolare il valore del polinomio
a 10 +0.10*+¢.10-+d

quando & ¢=3,h=14, e=1,d="5. .8

4. Tre giuocatori pongonsi a giocare; il prime
con « lire, il secondo con b, il terzo con ¢ lire e pak
tuiscono che colui che perde raddoppi le lire degl
altri. — Dopo tre partite, che sono perdute succes _'
vamente dal primo., dal secondo e dal terzo, quanto
rimane a ciascuno 7

Risposta: al 1° da—ib—4c
al 2° 6 —2a—2¢
al 3° Te—a—>b.

5. Dimosirare che la somma dei primi » nume
interi, cio2 §=1+2+3+,.....+(n—1)+n & dall
dalla formula
nn-+1)

s
(S1 0sServi prima di tutto che se si sommano duf
IEI"II::IHI qul.ldlﬂ‘lanli dagli estremi, ciod, 2 ¢ n—1, St
n—2, e cosl di seguito, si ottengono sempre sommé

eguali_a i]tl_f”ﬂ de; due estremi stessi 5 ed 1 : provae
€10, si noli che si pug scrivere anche |

8 =

= =)+ =) ... +3 421

e allora si somyy;j membro

.3 ' 1 a .I
Prima espressione g o) membro questa con

CAPITOLO 1. o3

6. Dimostrare che la somma dei primi » numeri
dispari & eguale ad n’.

(Si scrivano i numeri 1, 3,5, 7,9 .....: si os-
servi che possono anche scriversi

Qd—f, DG, B8t SR BB

di qui si rileva subito 1'espressione del termine »n°,
(n—1)°, (n—2) .....; e allora si seguird in tutto la
via tenula nel problema precedente).

7. Qual’ ¢ la somma dei primi #» numeri pari?

8. Tre vasi conlengono acqua e vino : il primo «
litri di acqua e & di vino : il secondo «' litri di acqua
e b’ di vino : il terzo a" di acqua e 0" di vino.

Si prende la meta del liquido contenuto nel primo
vaso e si versa nel secondo: poi il terzo del liquido
che si trova allora contenulo in questo, e si versa nel
terzo. Trovare le espressioni che indicano le quantiti
di acqua e vino contenule in ogni vaso dopo queste
operazioni.

Sono le seguenti :

a . i
1° vaso: acqua = 5 , Vino = 5
9° vagQ * 2a'+a 2h'4-h
Vdaso : b — —'—""3—" . ¥ == "%
- 6a'+2a'+a 6h"+2b4-b
J° vaso: » = 6 B ey

ABRZELA , Algebra, — Vol L.
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Moltiplicazione algebrica.

Prodotto di due numeri algebrici.

20, Tn Aritmetica moltiplicare p. es. 3 per 4 si-.—l_
anifica ripetere il 3 quattro volte, ciod, si ha

3.4 ==3-+34+3+3

onde si vede che il prodotto & formato col mnliipliﬁ' :
cando 3 come il moliplicatore 4 & formato con 1,
giacche &

b= 1414141,

"
1*3][[11&111L, i'lﬂﬂl.hb I]JCIILIDIIEHI’E p. €s. g per ; si-_
gnifica prendere i :

J

i l]l g, e questo si fa prendendn
prima - di = © ripetendo poi due volte il resultato —= .,37

cosi si ‘-Eﬁt, che wche qui il prodotto & formato col
moltiplicando come i muillplmatﬂre coll’unitd, perché:

. |

per formare = 51 prevde prima 5 dl 1, indi si rlpﬁtﬁ

(questo due H:ltle .
Ura, per for

mare il prodotlo dj
bricia e b, due numeri alge-.

noi partiremo dg questo slesso concetlos

formeremao, Cloe, ¢l
noltiplicandg "
nello Eff::.?ﬂ mate ¢ o v

om? .
con 1. b motiplicatore b ¢ coyposto

CAPITOLO II. 35

Yediamo nei differenti casi che possono presen-
iarsi, come, partendo da questa definizione, si otlenga
il valore assoluto e il segno del prodotlo, dati che
sieno i valori assoluti e i segni dei fattori « e b.

1" Bia a intero, o frazionario positive; b intiero
positivo o negativo;in b vi & a distinguere il valore as-
soluto e il segno, cio?, il quante volte & contata I'unit2
per formarlo, e il verso in cui & contala.

Secondo il nostro concetto, per formare il pro-
dotto ¢ si dovra dunque contare di seguito tante volte g,
quanle volte si & contato 1 per formare b: il segno di b
non influisce affatto su questo quante voite si ha da con-
lare @ per formare c: esso indicheri solo il verso in
cui si deve contare: il segno di b non inflnisce dunque
sul valore assoluto del prodotto: perocche in sostanza
il prodotto ¢ & la riunione di tante volte il dato nu-
mero «, quante ne dice b, o anche si puod dire: il pro-
dotto ¢ & formato conlando tanti gruppi, ciascuno di
@ unild se a ¢ inliero, ovvero ciascuno di p parti gesime

dell’ unita, se & g = (f:), quante sono le unith che

si contano per formare h; e che la riunione di tutti
questi « si faccia, contandoli piuttosto in un verso che

in un allro, ¢id non fa nulla al valore assoluto del pro-
dotto.

Cosi ¢ ]}rm'atn intanto che il valore assoluto del
prodotto ¢ & il prodotto dei valori assoluti dei numeri
@ e b, che si sa otlenere colle regole dell” Arimelica.

Vediamo il segno.

Se si distinguono i due casi di b positivo e di b ne-
galivo si vede subito che i prodotti

al-+=b) e a(—10)

debbono essere di segni contrarii, perocch® in quello
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i conta 1 per formare —+b: in

deve contarsi @ come 5 i
questo invece, come Sl conta per 1

nei due casi si conta in due versi opposti: e_ nﬂtandu:..
poi che a(-+b) & in soslanza una_ somma di n;:xlgzl.,?
positivi, si deduace che a(-+b & posilivo, a{—10)
alivo. T S _
3 Tutto cid si rende intuitivo, se sl 0sserva che "“}'.

ud serivere : .
Ele h & positivo -+0', denotando con b il valore assu-? _.
luto di b,

T T ¥=1 y)_
h=n+F=v+(b+L+l+n.u*+4+d:

¢ se b & negativo —b’
1 2 e =1 ﬂ.')-
= —h' = —\1+1-+1+..... “+141):

e quindi, giacche, per la nostra definizione, il pro-
dotto & in sostanza il numero che si oitiene quando
nel moltiplicatore in lnogo di 1 si pone il moltipli--
cando -+a’, indicando o' il valore assoluto di @, si ha
manifestamente :

e

b =]

r !:

T a J- ._:__a)]m___{ﬂlibr}
¢ qu;aste due' formule mosqray, bene, come il valore
e nellun cako o ygjpg il prodotto det
valori assoluti. e moltre

' d ; COlng g4 HH - )
(+-a)) (1), negativo j| l;mdnu:l{ii?,s Etwﬁ?} il prodog
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2° Sia ora a negativo —a' - tenendo sempre pre-
sente il concetto ora detto di prodotto, si vede che
si ha:

(—a) (+1) = +[(—lﬂ') : ( Ea') r (—:z’)+ .
a4 -:i’)ﬁ-(—wa’)]
=1 &

------

| 2 3 ' :
= ——(ﬂ’-'r a'—+a'+ ... +u‘-:—cz’)
= —(a'b");

(—a') (—=b) = — [(*——]ﬂ')'—!—(—?ﬂj)—[—-(—jﬂ')+ '

.. +(:z'*)—:r~( :a’)] ''''

. B oo s « B=1 B’
= +\a'+a+a'+... +u*+a’)
= +(a'l);

queste altre formule mostrano pure che il valore as-

soluto del prodotto & sempre il prodotto dei valori
assoluti dei fattori, e che (—a) (+0') & negativo, e
(—a') (=V') & positivo.

d9° Sin qui abbiamo supposto ¥ intiero ed a qua-
lunque, intiero cio# o frazionario.

Fermiamoci ora a considerare pil specialmente il

. )
caso che sia ﬂ=—!—-§, ovvero a=— -—% e b=—+10,

P, q e b essendo valori assoluti interi.

Sia e .
G

dvremo

a. b= (#5) (+b) =+ Gi] '!") a (?)
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e P N
frazionario posilivo (-'.— E) PH'}..: ]

e quindi un numero

considerarsi come il prodotto di (-J— ) per t*?’)s.f.

giacchd si ha : ;
1 - o
(*'fq)(‘?‘f”:"(ﬁ F)“+(q)' _
b'=¢, si o=

Qe pella relazione anteceente si prende

y "
u w " ¥ . e & I. t{:' E.'I -T

ciod, il numero - - © e che mulllp cato p q
dimodochi, se si tragporla qui la deno-

liene :

produce —+ p :

minazione dell” Aritmetica, il numero +‘E— si dovrd

chiamare quoziente di —-p diviso per --g.

ervando che &:
()= )
g8 - \4/%

Parimente, osse
IH_ - x e 'lﬁ
Th il quoziente di -rli.-pef 4 8.

F.'_ {1 gy =— L. 'P_
(+2) =i Eia)e

si dird che -~
o | [Illﬂ*ﬂl|.+ ora rr_...f?..

Ij. 2
<ard

=) 1)),

¢ cosl un numero {razionario ﬂﬂgﬂtiw} (._f_]) puo cons

siderarsi come 1l prodotto i (

(5-1,— :) per
(-h)-
|

per (<-p) o ﬂ
—P)s Slacchd si hy

== () (-9

CAPITOLO IT. a4
Se nelle precedenti relazioni si prende /' =q, si

olliene :
V Py
(=5) 1=—(4) =

iy L ot
cioe il numero -—:;; moltiplicato per ¢ dd per pro-

dotto — p - epperd =i dovrd dire che — f{, il quoziente

di — p diviso per ¢, parimente osservando che &

) _ps_ D
) (= S

i 1 ,.E:‘.,. " T - iy - [ "”
si dira che o e il quoziente di q per s.

Abbiame cosi definito il quoziente di un numero
positivo o negativo intiero o frazionario diviso per un
intiero positivo : e questo ci servird ora per la deter-
minazione del prodotto b, quando b & frazionario.

4* 8i consideri dunque il prodotto «. b, essendo «
intiero o frazionario ma positivo. e 6 frazionario posi-
R

/]
I & & formato contando p volte di seguito Ia

parte g« dell’'unitd in un verso o nell'altro a seconda del
segno ; per avere c=ab, si dovra dunque prendere la
parte ¢* di a, cio¢ il quoziente di @ per 4 che ahbiamo
ora imparato ad esprimere in tutti i casi, e contarla p
volte di seguito in un verso o in un altro: torniamo
dunque cosi nel caso 1° precedentemente trattato, sol-
tanto che, in quello si contava pii volte di seguito il
numero a, in questo si conta invece una parte di ao:

livo 0 negalivo -~

- dunque intanto anche qui si conclude subito che il va-

lore assoluto del prodotio non dipende affatto dai segni
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T - . o8
o to dei valori as-

diagedibe quindi ess0 3 il prodot
oluti diaedib.

:-alul(:}:;nﬂm ai segni, con un T i

quello fatlo prima, si prova subito che i

ﬂl:+b}, ﬂ(._'h) ‘ ::! .

Ga a intero o frazionario, debbono .annhe qui avere

segni contrari, posilivo _quell?. pegativo questo. .

Ma cio si rende pil chiaro, osservando che
pud scrivere st & b posilivo |

gionamento analogo
prodotti

1 2 a4 »n
Ji g 1
= E=—i—(—+—-+——+ ..... +")
o ¢ 10T 7
R
e se L.‘znegall?n—q,

.

dimodoche, secondo il dato concetto di prodotto, _L:_
sendo a il valore assoluto di a, si ha: |

1 2 ML 2+ Nl
RRta w T AR e AR Y

~+a'

i i

l' '!r ......... _!':IF -I-

g IS el

¢ .
‘-r l' 2' ......... P 3

0 1 g I
le quali relazioni mostrano che (-+a") (+E) & posi it
q ;

Syt I ] _ o
( "ﬂ('“?!) negativo, e il valore assoluto dell’ udf

ovvero, giacché &
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dell’ aliro & %.p=n*.% ciot¢ il prodotto dei valori

assoluti dei fattori.
5 Sia ora a negalivo —a'; si ha:

f

(-0 ==+ G+ +G)]

!

dove

rappresenta la parte ¢g* di —a’, ciod il quo-

zienle di —a’ per ¢, che sopra abbiamo definilo tanto
per a’ inliero quanto per a' frazionario ; si ha dunque

1 B wamae e
. a_.a E‘). (u’ )
e +-— = === + _]_--1-_1" _ = m—
( ‘”( r;) (f} q q g ¥

/ ! r '
_'l. _E =_|:_'£I._I_E__]___l_ EE):- (I'.:I_ )
( HJ( f}_ ] \.1{3 I q +q + g-p

onde si vede che (—-a’j(-}- "—;) & negalivo E(_ar}(_g

& positivo , e che il valore assoluto di entrambi & a'’.

Raccogliendo le cose sin qui delle, si ha dunque :

Il prodotto di due numert algebrici é un numero
algebrico, il cui valore assoluto é il prodotto dei valori
assoluti dei fattori, e il cui seqno ¢ it + o il —, secon-
doché questi hanno lo stesso seyno o seyni differenti.

921. Non cambia il prodotto di due nwmert algebrict
cambiando 1 ordine dei fattori: invero, non cambia il
suo valore assoluto, perché esso & il prodotto di due
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pumeri aritmetici: non cambia il segno, perche questo
non dipende affatto dall’ ordine con cui si succedonoe
nei fattori i segni — e —. {

22, de s1 ha

a=q
b=\

e manifeslo che sari
ﬂb:ﬂpbr'

23, Se ¢ due numeri a e b sono diversi da zero. il
prad_a!m ab ¢ pure diverso da zere; cid discende i:m-
Il}ﬂdlalﬂnllflllﬂ da quanlo & slato ora detto sul prodotio
di due numeri algebrici e &’ altronde & anche mani-
festo per la stessa definizione di prodotto.

S¢ poe uno dei fatlori ¢ zero. il
<8ra. ,
Sia

prodotto ¢ sempre

T, e :n—-“'l~':': per definizione ¢ & formato contando
‘T0 «a lante volte e nello st :

©880 Verso, come si

si

conta 1 per formare 0-
< : ma per formare () i
fat i dmiy non si
alT o né in un verso né in un aliro - 1]1;11 o
tiene non contlando affatto epperod e t; 0 e
Ma ¢e=0.g: ¢ } : iy
A ¢ e formato ¢
Sota A par. fas ontando 0 ¢q .
45, il ba Ormare a; ma, sinchy g t:n:mtan::umtle I1
r]- 4 Per resullato zerg - dunque & egi
\arshalt 5 ; =
d e e in prﬂr!ﬂf.{ﬂ 0 "
sufficiente che wuno dei due ; !i't e
) atlori s

1 + necessario e
I poi evidente che & “ zerg,

24. Il or.

4 - [ira

In Aritmetic - neri algelyis;

dott Ay olplicando ;i pp: sk

ollo oltenuto pey g - Pruni dye,
“ Cosi via wi

1 vig g

st fa come
indi il pras
ino ad esqu-

CAPITOLO II. 43

rire tutti i numeré dati. Dal che segue subito che il
valore assoluto del prodotto & il prodotto dei valori
assoluti dei fattori. — Quanto poi al segno, facilmente
gara mostrato che esso sard il =+, se il numero dei
fattori negativi & pari, sard il —, se ¢ dispari.

Osserviamo percid, che si pud sempre introdurre
-1 come primo fattore; perché moltiplicando un nu-
mero per -+1 non se ne cambia né il valore né il se-
gno. — Nelle moltiplicazioni successive che bisognera
eseguire per fare il prodotlo, il segno che cosi al prin-
cipio & -, cangerd tanle volte quanti fattori negalivi
vi sono: ora ¢ evidente che ridivenlerd -+ se il nu-
mero dei cangiamenlti & pari, e — nel caso contrario.

Se, come in Avitmetica, sé el polenza un pro-
dotto di fattori tutti eguali tra loro, da quel che pre-
cede risulta evidentemente che le potenze con €spo-
nente pari di un numero negativo sono posilive e
quelle con esponente dispari negative, mentre le po-
tenze di un numero positivo sono tulte positive.

F. poi anche manifesto che il prodotto di piu nu-
meri algebrici non muta mutando 1" ordine dei fattori,
giacche, per quanto si & detto sopra, si vede che non
muta il suo valore assoluto, essendo esso il prodotto
di numeri arvitmetici: e non muta il segno, perche
questo dipende solo dal numero dei fatlori negativi,
che vi sono.

95. Da quanto abbiamo qui esposto discendono
come immediate conseguenze (e si dimostrerebbero
come si fa in Aritmetica) i teoremi :

L* Per moltiplicare un numero algebrico pel pro-
dotto di piiv numeri algebrict, st puo moltiplicarlo suc-
cessivamente per eiascuno di questi.

90 Per moltiplicare un prodotto per un numero ba-
sta moltiplicare uno dei suoi faltori per qiesto numnero.
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3¢ Si pud moltiplicare un prodotto per wn altrg
prodotto, formando un prodotto unico coi fatzor: del mol-
tiplicando e quelli del moltiplicatore. . 8
4" In un prodotto si pud sostituire a wn numero
r;!mfrm;uﬂ di fattori il lore prodotto efettuato.
o* Per moltiplicare due potenze di wno stesso -
mero, ¢ sufficiente aggiungere i loro esponenati.

HMoltiplicazione dei monomi,

26. Dalla moltiplicazione dj pill numeri alg
sinche alle lettere che i g

gnano valori particolari,
come le seguentj

ehrici,_-
Ppresenlano non si asse-
nascono delle espressioni

+da'l’e, ——Ba‘bc‘d?f

che si dicono monomi ;
mio un’ nspnsmme in-c
tici, che vi com;
segni 4- e —
numerier., 4
Si vogliano molging: 3
45 20ltiplicare (rg lorg questi due mo-
Dal teoremy
essi & un mﬂnnmm )
il segno sara dato, e

chiamandosi i gene:
ui le lettere
lariscono, nop sOno
3 1 Gttori 5 e 8 si chi

rale mono-
€ i numer; aritme-
rioniti fra loro da -

torj di ambed ue;.

{‘J."E!ﬂ b* {,} {__aﬂlflﬂ'l:f'n ....("

Per il leorem, (i

CAPITOLO 1I. 45

prodolto 40; EIEI a.t

' il prodotto «° (teorema 5°); a
b’b, b*; a mf

Lllmﬂdﬁché si ha
(+ 5a‘a“c) (—8a'le*d*fy= — &0a’b*cd’f.

Il metodo & generale e conduce alla regola se-
guente :

Il prodotto di due monomi si ottiene moltiplicando
¢ coefficienti tra loro, dando @ ogni leltera comune ai
due monomi un esponente eguale alla somma di quelli
dat quali ¢ affella in ognuno di essi e prendendo le m‘nc
lettere come fattori, senza cangiare i loro esponenti ;
fda poi il seqno al monomio prodotto secondo la ;egﬂm
nota pel prodotto di due numeri algehrici,

Si fa il prodotto di un numero qualunque dl mo-
nomi moltiplicando (ra loro i due primi, poi il prodot-
to, che & un monomio, per il terzo, e cosi di sezuito.

Moltiplicazione dei polinomi.

27. Abbiasi da moltiplicare una somma a-b—c

di numeri algebrici qualunque «, b e ¢ per un numero
algebrico m.

1° Sia m intiero e positivo: allora &

(a+b+c)m = rr—‘—fa-'- ¢) + (a+b+r:)—1- {a—}m b+r:}

=1 Lﬂ-l— -rﬂ—1~b-|~b+ +b+c+f:+ +c
= am -~ bm -+ cm

Se m ¢ negativo (—m'), si ha per la regola dei
segni

(a-+b+c)m = (a-+b-r¢) (—m') = [ —(a+b+c)m' ]| =
= [(—a)+(—b)+(—e) m’
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e allora siamo nel caso precedente : quindi

o= [ (—)H=b)H(—0) I =
(a-+h-4-c)m @I{ia)m'-’c-{——ﬁ)m’ T

ma ,
(—a)m' = a(—m’)=am,
(—hym' = b(— m)="bm
(—Om' = ¢(—m')==cm
onde

(a+b-4-cym = am-=+-bm—-cii

anche se m & negalivo : s'intende che ai prodotii par-';
ziali am, bm, em i segni saranno dati secondo la nola
regola. g

s Ly TN T . #
2° Sia m [razionario e positiv ! ; 8l dovra, se-=

condo la definizione di prodotto, prendere la ¢* parte
della somma a+b--c, ciod, dividere a+b+c per g€
poi ripelere il quoziente cosl ottenuto p volte di se-
guito. Ora una somma di numeri algebrici a-~b—+c¢ st
divide per un numero intero ¢ dividendo ciascun ter

mine di essa per q; giacche, da quanto gid si & detto
sopra, resulla immediatamente |’ eguaglianza

('_‘ 223 +E) Wb " e

¢ g T) =E-q+i.q+§.q:ﬂ+b—k¢ :

eppero E+E+Eé il quoziente di ivi F
1y nte di a4-b+e¢ diviso per -

Avremo dunque

1 B T P
Chidic o) (rz)ziﬂﬂ+w aib+g
q 1 Gr, uash =

CAPITOLO II. AT
] z L 1 b i 1 2

_...E :E t E—L-f}-—l—f—j—:—-f-—-—l—-i-i— _[__f
q q @ 9 q 7 4 q
i li ¢

=I'_".-T ﬁ+§‘ﬁ+é'ﬂ

= FE—!—.’J.'E-]—{' P

come s1 voleva.

Se wm fosse negalivo, si ragionerebbe in modo
analogo a quello tenuto nel caso di m intiero e ne-
zalivo.

I dunque dimostrala in generale la formnla

1) (a+b+e)m = am-+bm-+-cin

dalla quale, mediante 1'inversione dei fattori, si ha
subito I altra.

2) m{a—-b-+c, = ma+mb—+inc

28, Le due formule ora stabilite coniengono le
regole per la moltiplicazione di un polimonio per un
monomio e viceversa, percheé un polimonio pud sem-
pre scriversi solto la forma di una somma. — Cosi
se s1 ha da moltiplicare il polimonio

e—b+ec+d—e—f
pel monomio m, si avra

1) (t—b—+c+d—e—f)m
= |a+(—b)+c+d-+(—e)+(—])|m
= in—+(—b)ym-+ecm-+dm-+(— eym-+—(—f )m
= (in— i +cni-+dm—em—[mn

onde si ha la regola:



| : ' ALGEBRA.
4 TRATTATO ELEMENTARE D

per un MONOmMio, s -

b olinomio , 3
Pler moltiplicare un p omio pel monomio,

i
MOliydica cinscun termme del 1:1&? le, che cosi st forma,
aPpiscando al ogni prodotto parziale, ‘e aggiungendo =
le hee regole pel prodotto di due mﬂnm;l: uw?
o I ' Ty &1 .
POl &t yebricamente i prﬂdﬂﬂ_ﬁ parziali 0
Lavertendo i fattori, si ha:

2) m(a—b-+c+d- e—f) =
, — ma—mb-+me+md—me—mf.

29, Se nella formula 1) del n. 28 sllscal‘f‘ljnanu?. :
I" oo con I altro i due membri, ciod, se si scrive

Crw— b+ em+dm - em—fm = (a—b-t+ec+d- e—[f)m 1

CS=x ci fa vedere, che, quando i varii. termini di un
PO Limomio ;

am—bm--cm-+dm -~ em— fm

Fle<entano un fattore comune m, questo si pud sCrl= =
Veure fuori di una parentesi dentro la quale si scrive “'; ;'
PCYl nomio medesimo sopprimendo perd in ogni tﬂr‘:f:
M vme il fattore .

Cosl facendo, si dice che si raccoglie il numerom
® “Zaltore comune dei terminj gl polinomio. "

e, p. es., si ha il polinomio
—20a'be® + 12qh% — 8a’he’f:
Juresio si Pud scrivere
(—5a°c" 4 3) — 2ac’f). dabe,

30. In un Polinomio si digopg simili quei terﬂli“--

FHEGI'II'.E]'I_gﬂnG le stesse lettere affette rispettivamente
=11 slessi esponeptj. |

Cosi 13{11{*‘::,

EhL‘.E
da

= dpm P is 3 - 8
—ia'h’e sono termini simili.

CAPITOLO 1I, 49

I termini simili possono dunque differire solo per
i coefficienti e per i segni.

Le cose delte precedentemente sul raccoglimento
a fattore comune permeltono sempre di sostituire un

solo termine a piu termini simili che possono presen-
tarsi in un polinomio.

Sia il polinomio
8a’be — 2a’ch — Sabc® 4 10gh%c

dove sono dei termini similj.
Si pud scrivere evidentemente

8a’be — 2a’be — (8—2) a’be = 6a°pe

Sab’c” +10ab’c’ — (5-1-10) ab*c* — 15"
dimodoché il polinomio dato si riduce al seguente :
6a’be -+ 15ab*c®.

Quando in un polinomio si hanno piu termini si-
mili si pud cosi raccogliere a fallore comune la parte
letterale di essi scrivendo entro la parentesi, fuor
della quale si mette questo fattore, i termini stessi
sopprimendone perd il detto fattore : entro la parentesi
si avranno dunque dei coefficienti sui quali sard possi-
bile eseguire le oOperazioni, e si polrd quindi alla pa-
rentesi stessa sostiluire un unico coefficiente.

Questa operazione si chiama riduzione dei terming
simili : e giacché per essa un polinomio acquista una
forma pia semplice, cosi, sia nei polinomi da sotto-
porsi a delle operazioni di calcolo, sia nei resultati ot-
tenuti da queste, sara sempre opportuno, almeno in
generale, fare tulle le possibili riduzioni di termini
simili.

ARZELA, Algebra, — Vol. 1. 4
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Moltiplicazione dei polinomi.

31. Abbiansi da moltiplicare I due polinomi

A) a—b+c+d—e—f
B) m-+n—p+q—r. -
Se alle lettere m, n, p,q, T si altrlhmsset:n va-
lori particolari conosciuti, sl p:.]lrehbernhesﬁgu;u; :11;
questi le operazioni indicate, e s truvere’n_ e cos _
valore del polinomio B) un numero P pu.mtnrﬂ 0 nega
tivo: altrettanto vale pel polinomio A4); & duﬂgue con- |
cesso dire : rappresentiamo con una letiera B il valore
del polinomio B), e 2 sara jndelemirgalu sinché sono
talim, n, p, q, r; diverrd determinato, quando lo &
siano m, n, p, q, 1. _
Cid posto, si indichi per un momento con f 1l
valore del polinomio B): allora si ha

(@—b--c+-d—e—f) (M+-n—ptg—r) =
= ([a—b+ec+d—e—f).

e cosl siamo condotti a molliplicare un polinomio per
un monomio. Z
Si ha quindi (n. 28): '

(a=b+c+d—e—f) (m Hi—p+g—r) =
=B -+ CR+dR—ef—fp
e sostituendo a £ il polinomio M+-N—p—-gq—r
(@ =b+c4+-d—e—f) M0 —ptg—r) =
= a(m-+~n— p+g—r)
— [.H:?H-‘ -ﬂ-p-!_q._r}
-+ ¢{m =P g—r)
4=l m 5"1-P+q--r)
~=6m “h=p-~q—r)
— [l -_R__F_l‘q__r)

CAPITOLO II. o1
e per I’ ultima formula del n. 28

(@—b+4c+d—e—f) (m4-n—ptqg—r) =
= am-+-an—ap--aq — ar
— bm—bn—+-bp—bg—+-br
= CM~+Ch—cp—+-cqg—cr
-+ etlc. elc.

Si ha dunque la seguente regola :

Per moltiplicare due polinomi, si moltiplica ciascun
termine del moltiplicando per ciascun termine del molli-
Plicatore applicando ogni volta le regole note pel prodotio
di due monomi: e si fa infine la somma algebrica dei
prodolti parziali ottenuti.

OssERVAZIONE. Se nella formula precedente si in-
vertono i due membri, cio® si legge prima quello che
ivi & 2° e poscia quello che ivi & 1° membro, si vede
che si pud enunciare anche quest’altra regola: Se i
termine di un polinomio sono ciascuno il prodotto di
due fatlori, e possono disporsi su tante righe orizzon-
lalt, in ciascuna delle quali ne comparisca un equal nu-
mero, e ponendo v termini delle differenti orizzontali gli
unt al di sotto degli altri, resultano distribuili ahche
sopra tante verticali, in modo che quelli appartenenti
alla medesima orizzontale, come pure quelli appartenenti
alla medesima verticale, presentino un fattore comune,
allora il polinomio dato ¢ il prodotto dei due polinomi
aventi per termini, I' uno i fattori comuni che si raccol-
gono da tutte le orizzontali, U altro quelli che si raccol-
gono da tutte le verticals.

Moltiplicazione di un numero qualungque di polinomi.

32. Per fare il prodotto di un numero qualunque
di polinomi, bisogna moltiplicare il primo per il se-
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. : si di seguito.
nm?du. pm S o IE_IE{;‘E: : zli{::}mi & sagmprﬂ 1
Poiché il prodotto esegullo di PORROTL |
WS T alunque sia il pumero
un polinomio, bastera, qu _ i ik
' ' car
dei fattori, sapere moltiplicare due polinomil P
l a“r‘giana p,, p,, P,, P, i polinomi dei E[}lﬂll sl vaol
fare il prodotlo; moltiplicando P,, per P,, s cftterrsl un
prodotto Q, i termini del quale sono (n. 31) i prodotly
di tutti i termini di P, per tutti quelli di P, si molti- ;
plichera Q, per P,, e si ollerra un prnd?ttl? Q,che
sard la somma dei prodotti di tutti i termini di Q, Derig
tatti quelli di Py; ciod la somma di tutti i prodotti di
tre fattori, che si otlengono, prendendo un fattore tra -
i termini di P,, uno tra i termini di P, e uno final- :-
mente tra i termini di Py. Quindi Q, si moltiplicherd =
per P, Il risultato Q, di questa moltiplicazione sara la 3
somma dei prodotti dei termini di Q, per quelli di P;
ciod, di tulti i prodotti di quattro fattori presi rispet= =
tivamente nei polinomi P,, P,, P,, P,. Si polra cosi 1:‘;_
continuare indefinitamente il ragionamento, e si vedrd
che il prodotto dei polinomi P B Py Py d 1 som-
ma.di tutli € prodotti di n fattori, formati con un ter-
mine di Py, uno di P, uno g P, .....euno di Pn- =

Prodotto di due polinomi ordinati
Tapporto a una lettera.

3?1.. o1 dice che un polinomio & ordinato rapport0
? ;1::1; etlera, quando j lermini sopg disposli secondd §
*ordine di grandezzg degli esponenti di questa letterd;
10 modo clue glj g

ponenti vadapo conlinuamente dimk

CAPITOLO 1I. 93
82" +3x -+922 —x—1
¢ un polinomio ordinato rapporto a z.

OsseErvazioNE 1. Se la lettera rapporto a cui si
ordina, si trova in pilt termini collo stesso esponente,
si riuniscono questi termini in un solo, e si riguarda
come coefficiente di questa potenza della lettera ordi-

natrice, la somma dei fattori che la moltiplicano in
questi differenti termini.

Esemp10. Per ordinare il polinomio
a’+4a’b+2a°c*+a’b+-c

EsEMPIO.

r

rapporto ad a, si scrive nel modo seguente :
@'+ (4b+2¢"a+ba’+-c.

OsservAzIONE II. L’ esponente che ha la lettera
ordinatrice in un termine si chiama il grado di questo
lermine rispelto a questa lettera. Il grado di un poli-
nomio rispetto ad una lettera & quello del termine di
grado maggiore rispetto alla medesima.

Non vi & da mutar niente nella regola della molti-
plicazione, quando si vuole applicarla a due polinomi
ordinati rapporto a una slessa leltera. Faremo soltanto
una osservazione sulla forma del risultato.

Quando sara eseguito il prodotto, si potra dimi-
nuire il numero dei suoi termini, riunendo quelli che
sono simili ; ma si pud dimostrare, e quesla osserva-
zione & molto importante, che almeno due termini
del prodotto sussisteranno senza riduzione. Questi due
termini sono: il prodotto del primo termine del moltj-
plicando per il primo molliplicatore, e il prodotto

dell’ultimo termine del moltiplicando per I’ ultimo del
moltiplicatore.

Infalti: & evidente che il primo di questi prodotti

conlerra la leltera ordinatrice a una potenza pin alta,



l' -
5% TRATTATO ELEMENTARE p’ ALGEBRA

o il secondo a una potenza meno alta di tutti gli altri.

Non potranno adunque ridursi con essi, finché la let- | ".

tera ordinatrice rimarra indelerminata.
Esgmplo. Se si moltiplica

B e n ot
per
m—‘l 8

il termine z° e il termine —4, che nascono rispettiva-
mente dalla moltiplicazione dei primi e degli ultimi
termini tra loro, non si ridurranno con alcan altro.
Eseguendo la moltiplicazione, si trova che il prodotto
si riduce a questi due soli termini, gli altri distrug-
gendosi due a due.

34. 11 prodotto di due polinomi &, per cid che ab-
biamo detto, composto almeno di due termini. Se i
polinomi contengono piir lettere, potranno ordinarsi
successivamente rapporto a ciascuna di esse, e appli-

cando la precedente osservazione, si otterrd un certo 3

numero di termini che dovranno sussister senza ridu-

zione nel prodotto. Se, per esempio, s moltiplicano i

due polinomi seguenti, ordinati ra pporto ad a,
¢ +a'0"+a’b" 1",
' +0"D4-0"V b

| termini a*)a® p*y

5 b
e i ab dovranno sussister senza Ti- |
Dl Ofotto. Ordinando i medesimi polinomi ]

rapporto a b, i F'imi t e oli ul |
i gl

! bt e a < a* :jn g-annﬂ i
dunque sussisterp sénza ri ! { . |

apj ermini sono ¢** & 4%
. o 0 e a'h
limi a’ e a’; i de terpip; a

termine a’ <a° g

differenti,

€ abbiamg soltanto

| tre termini distinti che
1 stinti che
nel risultato noy POssono provare riduzione =

CAPITOLO 1I. 2D

Alcune formule di uso frequente.

35. Applicando le regole esposte per la moltipli-
cazione si hanpo immediatamente le formule

(a=+b)' = (a-+b) (a+b) =a’+2ab-+b"
@)
(a+b)’= (a—+b)* la+-b) = a’-+3a’b~+3ab*+b".

Queste formule sono ottenute lasciando a e b com-
pletamente indelerminati ; sono dunque vere anche se
si suppone b negativo —b' ; e allora esse diventano

(a—b)’=a"+2a(—b) +(—b)= a"—2ab'+b"
P)
(a—b')'= (a—b')"(a—b") =
=a"+3a*(—b")+3a(—b')*+(—b')'=a’—3a’b'+3ab” — "
Le formule «) ci danno piii propriamente lo svi-

luppo della 2* e 3* potenza di una somma di due ter-

mini : le 2), quello della 2* e 3* potenza di una diffe-
renza.

Si ha pure immediatamente

(a+D) (a—b)=a"—b’

che ci insegna a scomporre la differenza dei quadrati
di due numeri in un prodotto di due fattori, dei quali
uno & la somma, l’altro la differenza dei numeri stessi.

36. Faremo una applicazione del metodo di dimo-
strazione che spesso si adopera e si chiama 4’ indu-

zione malematica, dimostrando il seguente teorema :

Il quadrato di un polinomio é uguale alla somma

dei quadrati dei suoi diferenti termini, aumentata di due
volte la somma dei loro prodotti due a due.
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La formula
| @+ =a-+2ab+Y

gid dimostrata ci dice intanto che il leorema & Vero

per un binomio. :
Ora si fa subito ¥

conseguenza immediala

anche per un trinomio. _ ‘ :
SiE il trinomio a—+-b—+¢ + 81 rappresentl per un E

momento con § [a somima a—b : avremo
(a+b+c)= (sc)'=8"+2sc+C":
sostituendo ad s il suo valore e sviluppando :

(a-+b-+c)'= (a-+)-+2(a-+D)e-+¢"
— ¢’ +-2ab-+b"+2ac+2be+¢’
= g*+b*+c*+2(ab—+ac+be)

edere che di qui discende come
la verita del teorema slesso

come si voleva.

un quadrinomio e cosi di seguito. b
Ora si pud dimostrare in modo generale, che dal- =
U esser vero il teorema per un certo polinomio discend®
sempre come conseguenza la verith del teorema stess0 =
per un polinomio avente un termine di piti; ciod si
puo far vedere che, se si ammette vero il teoremad
PUL VETO per un polinomio di n-+1 termini.
dia
P=aitat. ... +g+..... 0,
O=a+a,+.,..

—_— P_l.—‘]h-i-l :
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si supponga vera la eguaglianza

P=(a+a,+..... +a )=
=@ 0. ... -+a’ +2a,a,-2a,a,~.. +2a,_,a,.
Abbiamo

Q= (P+a,.,)'= F+-2Pa, . +a’,, =
=@ +0"y+...+a" +20,0,+2a,0,...+2a,_a, +
H2(a,+a,+...+a)a,.,.,

;|
—+a n=4=1

=+t 0", +
+2a,a,~+2a,0,+. . .~+2a,_,a, <+
"‘I’“%ﬂ'l {1 n+1+ﬂaia:ﬂ + [+ alii +E E.l'l'i.i';!:l'l.-'i-l.

=a' 0"y 0 0
+2(a,a,+a,a,+... a0+ . .+a.a,..,).

Si vede come il quadrato di Q contenga i quadrati

© di tutti i suoi fermini, giacch® i quadrati dei primi =

termini sono contenuti nel quadrato di P e vien poi
aggiunto il quadrato del termine (n-+1)°; contiene inol-
tre tulll i doppi prodotti possibili perche tutti quelli
che si possono ottenere moltiplicando tra loro due a
due i primi n termini, gid si hanno nel quadrato di P, e
si hanno poi ancora tutti quelli, che si possono formare
col moltiplicare il termine (n—+1)° per ciascuno dei pri-
mi », nel lermine 2Pa,,; dimodoche il quadrato diQ &
precisamente formato secondo I’ enunciato de! teorema.

Cosi & provata la sopraccennata dipendenza.

Cid posto, rammentiamo che il teorema & effetti-
vamente dimostralo vero per un binomio e per un
trinomio: dalla dimostrazione generale ora esposta se-
gue dunque che esso & vero anche per un polinomio
di 4 termini; ma se & vero per un polinomio di 4 ter-
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mini, & vero -anche per uno di 5: quindi per un¢
di 6: ec. ec., i’ -1 teorema & dunque effettivamente verg

per un polinor—mio di un numero qualunque di termini
OSSERV Az~ IONE. Lo sviluppo della 2° e della 3* po-

tenza di un poolinomio si pud dedurre agevolmente e
anzi in modeo pil diretto, anche da quanto & stalo
detto al n. 32-.. Non ci tratteniamo intorno a cio,
standoci awer=me fatto cenno affinch® i giovani vi tro--
vino occasion«e di un utile esercizio. ¥

Esercizi.

{. Acldi=zionare i polinomi:

1° 2" —3azy-+— Fl‘f‘*ﬂ+y—1.ﬂfﬂ*+ftmyﬁﬂy’—%m-—ﬂyﬁé |

20 30— Seary——4y'+3u-+-y—2, 62’ +-10zy+-5y* -+

¥ o' 2’ —+a"2, 2’ +3ax*, 22" —qz?,

1 yab—a ", S35 —2ab, 2ax—2bz;,

5 a'-pay +—08 & y—ayz—a's,
By-+y Y=y —y r—ay2,
&5 I — Y sy — gz,

2. Settrzarre:

jo Eﬂ_gb‘.._;-f'_ﬂﬂ—d da 5ﬂ~—3b+4{:—7d

2° 3' 22" —=20"+60—1 da 2 +da’—25° 4T 21, . .
3° q—bh—2(c—d) !
¥ (a0 ely @ @+ (o),
5 dr'—27 — 214 da T'—9'y 94 9
¢ dal resutas=d soltrarre 2z°—85% 1 4. 46 :

da ﬂrﬂ——f]‘)—f__l__d'

~ (Nei res=nltati di queste operazioni sj dee fare B
riduzione des" termini simili; e sj avyerta che a qué*
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sto scopo & utile scrivere i polinomi da aggiungersi o
da sottrarsi gli uni al disotto degli altri, come si fa
pei numeri in Aritmetica, in modo che i termini si-
mili sieno situati nella medesima colonna.)

3. Eseguire per ciascuno dei quattro casi seguenti
le tre operazioni di addizione sottrazione e moltiplica-
zione:

+Tah  +Ta%h —Ta*h
+3a°  —3a’ —3a’b

4. Raccogliere x—y a comun fattore dall’ espres-
sione : |

(& y) (3a—4&b) — (da—5b) (w—y) +(z—y) (20—80)

5. Raccogliere a fattore comune x—y dall’ espres-
sione (z°—y*)+ (z-+¥)".

6. Raccogliere a fattore comune a’—b" dall’ espres-
sione a'—b*—(b"—a’).

7. Decomporre in fattori il polinomio

—Ta’b
+3a°b

ac—ad—+he—bd.
8. Porre sotto forma di prodotto il polinomio
m—me—m--x.

9. Decomporre in tre fattori e'—b*; in quatiro
fattori a*—b’.
10. Moltiplicare
{0 3p°—dy 455" per 2x°y
9o iﬂgyﬁ—-y”z“rt—z‘m’ per £§_y231
3o o’ B +24r-+60 per x'—6x -+122+12
i° -3, 2—1,0+1,e 2-+3
g1, o' x+1, e o*—a’+1
6° 2°—5x'—+135°—z—z+2 per ¥ —25~2.
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(Si avverla sempre nell'eseguire le multip!inaziﬂﬂi;
di scrivere i prodotli parziali, che debbono poi essere:

addizionati, in modo che i termini simili sieno nelli
medesima colonna: cosi si ottiene subito nel resultato §

finale la riduzione di essi).
11. Semplificare le espressioni

1o (a-+bcd)+ ([a—b—c+a)'+(a—b-+c—d)'+

~+(a+b—c—d)’.

90 (a-+b--¢)* — alb+c—a) — bla+-c—b) — cla+-b—e). :;
3° (@ b+ — (a-+b-c) (a-+b—¢)(a-+-c—b) (D-+c—th

12. Dimostrare che

1° 42y @’ +y) =@ ray+y — (2'—ay-+y?)
2° dxy(r’—y) = '[:.'E!-—f-:{.'y_y’}__ (m’—my—y‘)‘
3> (a-+b-+c) (a-+b—c) (a-+-c—b) (h+-c—a) —

= 20°0" 207" 420 — g — 't

4~ Essendo
a+b-4c+d= 4 a+-b—c—d — B
0—b+c—d= C, A—b—c+-d=—1D
W@ +-0") = e 4-g?)
ne segue

5 2y 32t

13. Dimg
. sirare che ]
aguale alla somma de cubo

: 1 che si ofy
# : "~ 7 E
CI2SCUn lermine per j quadralo gj j
pia seivolte la sompy i

de_: Prodotti dei termini tre a tré.

138

~ U (st o0t

o di un polinomio b
€l termini, pia tre volte
Dgono moltiplicandd’
ascuno degli alrh
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14. Dimostrare che se due numeri interi a e b sono
tutti e due pari o tutti e due impari, la semi-somma
dei loro quadrati & una somma di due quadrati.

15. Se si fa nel polinomio

ax"+2bxy—+cy’
la sostiluzione

T =X +Ly

y=c'z'+pY
esso prenderd la forma
Azx”+2Bx'y'+ Cy”
e si avra la relazione
B*—AC=(b"—ac) («p'—R=')".

16. Di quanto varia il prodotto di due fattori
eguali, se I’un fattore aumenti di », e I'altro dimi-
nuisca di altrettanto ?

17. Di quanto varia il prodotto di due numeri, se
a ciascuno dei due fattori si aggiunge o si toglie 17

18. Provare che

{e (a+b-+-c) — (b-+c—a) — (a—b-+c)’—(a-+b—c)’ =
= 2labe

3 (g-+b-c) — a’—b"—c’ = 3(a-+b) (b-+c) (c-+-a)

30 (a-b-+¢)*—(b-+c)'—(c—+a)—(a+b’)4a’+b'+c'=
— balc

2 [(az—+by): +(ay—bx)’] [(az—+by) — (ay—+bx)*] =

—(a'—0b")(z'—y) |
5° (a—b)'+ (b—¢)’ ~+(¢c—a)’= 3la—b) (b—c) (c—a).

_-..:;:.-_—

L aa

-y -I.-\'-—# —_'—-
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Divisione algebrica.

37. Dividere un wmero a per un numero b, aeb .
‘essendo numeri algelrici significa, come in Aritme-
tica, trovare un numero c che moltiplicato per b ripre-
duca a. 4

IX questa |’ operazione inversa della moltiplicazio- _-
ne, perche dato il prodotto a di due faltori b e ¢ e uno 4
dei fattori b, essa si propone di trovare I altro c. I

. Si vede facilmenle che essg ¢ sempre possibile, B
cioé, che presi comunque a e b nella serie |

A ... 2l A SeR
n ’ﬂin]n’tmli.

[

dove n ¢ ?f.i'h??‘ﬂ f}‘ifﬂf{:nwg’ e escludendp che sin b =0,
sempre esiste nella meag; '

3 Ima serie 1 -
sia be = a. ' il numero c tale che
In - -8
il Tﬂlu::]] ﬂal;nﬁﬁg ?;-hr":',dmeﬂlmﬂ intorno ai prodotti;
di b e di ¢: quindi Iﬂq_ﬁ il prodotto dei valori assoluti §
- ""‘E‘Cﬂﬂdf-r L dﬂﬁﬂi-lure assoluto di ¢ & i) quozien: i,
S i &
di a diviso per one data, del valore ascolald

nells 43
dente si trm-ax?n 5’;;;’ ma lnellu serie 4) prece
¥y Scegliendo % opportuna

mente, due numerj
y 1, |I_Il'lﬂ [Jll'.']E-i|',i:"|"\‘:‘\1|I llﬂ“l‘{} ﬂEgEtifﬂ :

aventi un valore gs:
Sy *0ito d T * 8
"YUu€ Vi si trovano anch, ; alo arbitrariamente : dun- j

] ] "
un valore assoluto egy,, ﬂaue mlllll‘len aventi ciascuno
quello del quozi ia
iente d1 ¢

diviso per b - dj .
P 3 di i'[ut':stl [h,'lE numeri E!Dl aventi il dEl.tﬂ"

\
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valore assoluto, sard quoziente di @ per b il positivo
o il negativo, secondoche a e b hanno lo stesso segno
0 segni contrari.

Ciod resulta subito dalla regola dei segni data nella
moltiplicazione.

Giacché deve essere

a=h.c

se a b sono ambedue positivi, & chiaro che ¢ dovra
esser positivo: se a e b sono negativi, ¢ dovra pure
essere positivo. Se poi a & positivo, b negalivo, ¢ do-
vri essere negativo perché altrimenti non potrebbe
essere a positivo: e se infine @ & negativo, b posilivo,
sard ¢ negativo, perche ci vogliono due fattori di segno
contrario per avere un prodotto negativo.

E provato cosi, come si voleva, che il quoziente
di a per b, esiste sempre nella serie A): e raccogliendo
le cose qui dette, si pud enunciare la regola:

Il quoziente di un numero algebrico a per un altro
b, é un numero ¢ equale in valore assoluto al quoziente
del valore assoluto di a per quello di b, e di segno posi-
tivo o negativo secondoch? a e b hanno lo slesso segno
0 seqni contrari.

OsservaziONE I. Abbiamo escluso che sia b=0,
perché, comunque si prenda n, non si pud pensare
nella serie A) un numero che molliplicato per zero
produca @, essendo a diverso da zero; sappiamo in-
fatti (23) che il prodotto di un numero qualunque b
per lo zero & uguale a zero.

Il quoziente di un numero a, diverso da zero, per
st stesso & uguale all’ unitd, perocche si ha manife-
stamente

o=

ma non & pitl cosi, se sia a=0; come ora abbiamo
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rammentato, se b indica un numero qualunque de ¥
serie A) si ha
0.6=0,

quindi il quoziente 0 non ha un unico valore detar‘-

0
minalo. ; .
OsservAZIONE II. Se & a=d', b=10', & manifests §
che si ha
a_d {
b

<18
escluso, s'intende, che sia b=0'=0, o’ ed &’ essendy
diversi da zero: e che sia b=b'=0 e insieme anche
a=a'=0.

38. Il quoziente di due numeri algebrici non muls

&

molliplicando e dividendo entrambi per uno stesso M
mero diverso da zero. il
E, come si vede, la proprietd fondamentale g
posta pei quozienti in Aritmetica. 3
~Infatti non cambia il valore assoluto del quoziente:
di due numeri algebrici col moltiplicarli o dividetl
Per uno stesso numero, perchd esso & il quoziente @él
valori assoluti dei numerj dati ; ﬂ
la proposizione

quindi vale per ess)
_ dimostrata in Aritmetica : non cam ia
1 S€gN0, perche moltiplicando o dividendo i due oW
meri PET 0o stesso numero, conservano ambedu®
! segni che hanno, o

tra loro, rispetto aj segni,

- : sa: e da clo 508
dipende i] segno del quoziente, . it

Mediante j ragionamenti analoghi a quelli fatﬁ'_

Arilmetica si d; .
al metica si dimostrereppery veri anche pei numét
gebrici § s€guentj teorem; - 3

."
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1o Per dividere un prodotto di numeri algebrici per
uno dei suoi fatlori, basta sopprimere questo fattore.

2° Per dividere un prodotto per un numero basta
dividere uno dei faltori del prodolto per questo numero.

3° Per dividere un numero pel prodotto di molti
fattori, ¢ sufficiente dividerlo successivamente per cia-
scuno di essi.

4° Per dividere due potenze di uno stesso numero,
hasta sottrarre ¢li esponenti.

Divisione dei monomi.

39. Giacch® un monomio & in sostanza un numero
algebrico, vale intanto per la divisione dei monomi la
regola precedente: ciot si divideranno I'uno per I allro
¢ due monomi dati facendo astrazione dai seqni, e si
dara poi al quoziente ottenulo il segno, secondo quella
regola.

Dobbiamo dunque occuparci della divisione di
due monomi considerandoli come non preceduti da al-
cun segno.

Un monomio p. es. 40a’h’c* & un prodotto, ove
le lettere differenti a, b, ¢ possono considerarsi, sin-
ché rimangono indeterminate , come numerj ciascuno
dei quali non ha aleun divisore comune con numeri
rappresentati da altre lettere : e quindi si potranno ri-
guardare come fattori primi del monomio: e se il coef-
ficiente numerico di questo & effetlivamente scomposto
nei suoi fattori primi, il monomio potrd considerarsi
come un prodotto di fattori primi.

Allora, ragionando come si fa in Aritmetica, si di-
mostra il seguente teorema: :

Perché due monomi sieno divisibili I'uno per I altro

ARZELA , Algebra. — Vol. 1. ]
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ciod, perché esista un mﬂnnn?iﬂ che ﬂ_? ;.ﬂ fffrj;f}niﬁ :
quoziente, ¢ necessario ¢ s*?tfﬁﬂm”?g_ che 1 E “"t.'g 1 sl
tenga tulti i fattori primi del chms?re'e evd ;,f a} po-
nenti rispellivamente equali 0 superiort @ qUel ché essi
hanno nel divisore medesimao. » _
Questa condizione & recessaria: pongasi infatti che
i due monomi dali sieno divisibili, & sl IMmagini che
il dividendo, il divisore, e il quoziente sieno, nfal
senso che noi abbiamo detlo, risoluti in fattori primi;
il dividendo essendo il prodotto del divisore pel quo- =
ziente, & il prodotto di tutli i fattori di questi due nu- =
meri. Tutti i fattori del divisore debbono dunque fro- =
varsi nel dividendo elevati rispettivamente ad esponenti
per lo meno eguali a quelli, che essi hanno nel divi-
sore medesimo. | ¥
Questa condizione & poi sufficiente: se infatti essa =
¢ sodisfatta, prendendo tulli quei fattori del dividendo
che non appartengono al divisore, e inoltre tutti que-
gl altry, che sono comuni al dividendo e al divisore,
ciascuno con un esponente eguale all’ eccesso dell’ espo-
nente che esso ha nel dividendo sopra quello che ha =
nel divisore, omettendo affatto i fattori comuni aventi
aqui‘fenti eguali nel dividendo e nel divisore si potra di
1utu_1 f?_tluri cosi scelti formare un prodotto unico, che
moltiplicato pel divisore riproduce il dividendo ; que-
sto prodotto sara appunto il monomio quoziente. :
t El}da l:ll'\*_ldEIjsl il 10n0mio 4[)&?;&:# @ pel mono-
nio sabe, ossia risolvendoli in fattori primi |

5.2°.a’bed per 2°.a.b%¢.

Si vede subito che sons Qivigibili ¢ che il quo-.

qu"le‘ secondo quanto si & detto, sard il monomio |
a'd. i

Se si osserva che, operando sui coefficienti DU
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merici dei due monomi da dividersi nel modo che si
¢ esposto nella precedente dimostrazione e come sié
fatlo nell’esempio ora dalo, non si fa altro se non la
divisione (Vedi Aritmetica) dei coefficienti stessi; cosi,
raccogliendo le cose dette, si pud enunciare la regola
seguente:

Per dividere un monomio per un allro, quando
sieno sodisfatte le condiziony di divisthilita; 1° si divide il
coefficiente numerico del divilendo per quello del divisore:
20 e lettere comuni al dvridendo e al divisore si scrivono
come futtori del monomio quozienle dando a ciascuna un
esponente equale all’eccesso di quello che essa ha nel di-
videndo su quello che ha nel divisore: 3° le letlere che si
trovano nel dividendo e non nel dirisore si trascrivono
come esse sono, a fatlori nel quoziente: 4° le lellere
comuni al dividendo e al divisore e aventi esponenti
equali, st ommettono: 5° al monomio cosi composio si
da il seqno secondo la nota regola.

40. Quando qualcuna delle condizioni di divisibi-
lith non & sodisfatta, allora il quoziente dei due mo-
nomi si pud solamente indicare scrivendoli I’ uno al
disopra dell’ altro separati da una lineetta . dando cosi
origine ad un’ espressione come la seguente:

40a*bef 'R’
35f%"b°'m

che si chiama menomio frazionario e anche frazione
algebrica a termini monomi.

I monomi considerati sin qui, € nei quali non era
indicata alcuna divisione, si chiameranno d’ ora in-
nanzi, per disltinguerli, monomi interi: interi di forma,
s'intende, ché i valori da attribuirsi alle lettere in essi
possono essere qualunque.

Un monomio frazionario si pud qualche volla sem-
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' i due leoremi: un quoziente di
plicizz;?f:I ﬁ?-li::??i?z lmit[::u., dividendo ambedue _z' lter. ‘
T fmﬂ stesso mumero; e l'altro: per :Iu{adm b |
T:Z;u{;:aun per uno de suoi fattori, basta sopprimere
Euesrg'i qui deriva subilo che si possono snpgfnmara 8
fattori comuni al dividendc:f e a_l ﬂi‘-’le}l‘E. -e, cosi
I" espressione precedente si ridurrebbe all” altra:

s
Tg*bm

68

Quando una frazione con i termini monomi & stala_
ridotta aila pin semplice espressione, non deve p:ilf‘-,_
contencre nessuna lettera comune ai due termini, per- 4
che altrimenti la si potrebbe sopprimere in ambedue

elevata ad un esponente eguale al minore di quelli che -
ha nei due termini.

Divisione di un polinomio Per un monomio.

41. Perch? un polinomis infero," i cui termini sieno.
tutli dissimili un dalf altro, sin divisibile per un mona-
Mio inlero ciod si pogsy esprimere il quoziente di und
seJatta divisione con wn qltrg polinomio intero, ¢ necess
‘ario ¢ sufficienle che cigsoun termine del polinomi
dmm:ﬂdﬂ st divisibile pel monomio divisore. i

1 4+-B+C+D4-E il polinomio dato- A, B, G
D, _E", ‘appresentano i differans: Vi

gativi del polinoyijq stesso

2351 Primieramenta che ciascuno dei Eﬂfmiﬂii
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A, B, C, D, E, sia divisibile per M, e si abbia

A B_,C_ L LI B2
M~ == =24 35=¢

a, b, e, d, e essendo monomi interi: si avra I’ identitd
A+B—+C+D+E = (@—+-b—+c—+d+e) M

quindi a~-b—+e¢—+d--e & un polinomio intero che e il
quoziente di A+B—+C+D-+E diviso per M.

Cid prova che la condizione posta & sufficiente:
ma ¢ anche necessaria, perché se supponiamo che il po-
linomio A+B-+-C—+D--E sia divisibile per M, cid si-
gnifica che esiste un polinomio intero che moltiplicato
per M produce A--B--C-+D-+E; ora tale polinomio,
supposto, come si pud, che non abbia termini simili,
avra tanti termini dissimili un dall’ altro (quanti ne ha
il dividendo, perche dovendosi ottenere nel prodollo
di delto polinomio per M i termini A, B,C D, E, el
essendo questi dissimili, possono essi, solo provenire
dal moltiplicare per M altrettanti termini dissimili:
dunque il detto polinomio quoziente sard della forma

a+b—+c+d—+e

@, b, ¢, d, e indicando monomi interi: e si avri
identicamente

A4+B+C+D+E—= aM--bM—+cM-—dM-eM-

ma i termini A, B, C, D, E,, come pure gli altri aM,
OM, eM, dM, eM, sono tutti dissimili fra loro, dunque
quella identitd pué sussistere solo quando i termini
del polinomio a sinistra sieno identici ciascuno a cia-

SCuno a quelli del polinomio a destra: si hauno percio
le identitd

A=aM, B=bM, C=cM, D=dM. E—eM
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le quali provano che A, B, C, D, E, sono appunto di-
visibili per M. o o
Cosi & provato che la condizione ¢ anche neces-
saria. . | .
Dalla dimostrazione ora fatta discende immedia-
tamente anche la regola per eseguire effettivamente, =
quando sia possibile, la divisione di un polinomio per
11D MOoNomio :
Si diride ciascun termine del dividendo pel mono-
mio dirisore ; i quozienti cosi oltenuti sono & differenls
termini del polinomio divisore.

Divisione dei polinomi.

42. 11 pit delle volte il quoziente di due poli-
nomi si pud solamente indicare scrivendo 1’ uno al di
sopra dell” altro e separandoli con una linea, ed & im-
possibile trasformare una tale espressione in altra pill
semplice. R

~ Quando perd il dividendo e il divisore sono po-
linomi entert rispeito a una medesima lettera in essi'
contenuta, 1 puo. qualche volta, porre il quoziente

alla medesima letlirg. 7

Un polinomio djcesi
In €350 conlenuls,
comparisce come

tntero rispetto ad una letterd |
Quando in messun termine essd -
gl nil'ﬂSﬂI'E‘ — Gli altri fattori poi che
Posiono moltiplicare la potenza di que*
sta letlera, che ivi comparisee di cui essi nel lor0.

Insi '0slituis i : |
Slelne costituiseong i) coefficiente numerico o letteralt,
polranno anche essere frazionar 3
e ’ . c L B I_'i
lelh-:l": Lﬂt:"l.!illi[l]n]{? L due polinomi jugep; rispetto a und
e su 1”:” 2 secondo le potenze decrescenti di essdy
pponiamo che esista up lerzo polinomio intero -
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spetto alla medesima letlera che ne rappresenti il quo-
ziente. — Vogliamo vedere come si debba operare per
trovare effeltivamenle questo polinomio, del quale
presupponiamo 1’ esislenza.

Incominceremo col ragionare su un esempio par-
ticolare, e stabiliremo poi la regola generale.

Si debba dividere

A=z"+6x"+42’—42’+~1r—1 per B=x"+x —1

e supponiamo che esista un terzo polinomio C intero
rispetto alla lettera x che moltiplicalo per B riproduca
A e si immagini anche il polinomio € ordinato secondo
le potenze decrescenti della lettera m.

Giacché deve essere identicamente

A=B.C

cosi per quanto si sa dalla moltiplicazione dei poli-
nomi ordinati (33), il 1° termine z° di A deve essere
il prodotto del 1° termine &* di B pel 1° termine di C;
dunque questo 1° termine di € & il quoziente del 1°
termine di A pel 1° termine B, ed, &

s X
X = —3.
.."EE

Disponiamo I operazione che prendiamo a fare.
scrivendo il divisore alla destra del dividendo e sepa-
randoli con una linea verticale nel modo seguente :

26 i —Ax'<-x—1

T —4x—A4
'+ —x :

L — | #'+5x*+1
o' +ox'—dx'+z—1 |
he' =o' —Ha?

x-+~ax—A1
+z—1 |
0, |

]
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Trovato il 1°termine del quoziente, che scriveremo E,.
sotto il divisore, si moltiplichi questo 1° termine 3’
pel divisore e si sottragga il prodotto dal dividendo: °

gi oltiene 1l resto 50 +51'—4x’+x - 1.

Questo resto che indicheremo con A4, & il prodotto -
del divisore per la parte di quoziente che ancora ri-

mane a trovare oltre il 1° termine z°.
Si indichi questa parte di quoziente con C,: al-

lora il quoziente € si polrd rappresentare con ;J.TE—F-Cl: 'g-.*'

e sostituendo nella

A=R.C
si ottiene
A = B(z'+-C))
OVVero
A = Bx'+-BC,
d’ onde
A—Bs’ = B,

: 3
ma A—Bx" non & altro se nop 4, : dunque

‘4’ = B'CJ

¢ quindi €, & il quoziente di
leva provare.

Ecco dunque che,

. Per troy : =18
(quozienle che ancora ri are C, cio¢ la parte di -

lmane olire

a dovere cercare il quoziente gj
El- & g =3 2

Ay = 5" 52" —4y “~—~1 pep B=g"1 p—1

cloe ad una divisione che si pres

dizioni di quella di A per p v

dividengy parziale, e B dir

Yisore sono ordipati Second

A, per B: come si Y0-

a nelle stesse con-
A, che si chiama {o :

0 Ie potenze decrescenti .-.'
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della lettera x, precisamente come lo erano 4 e B; G,
loro quoziente & supposto ordinato pure secondo le
potenze descrescenti di x, perché esso & la parte
di € che segue il termine z’; dunque ripetendo lo
stesso ragionamento fatto prima si ha, che il 1° ter-
mine di C, cioé il 2° termine di € si trova dividendo
il 1° termine di 4, pel 1° termine di B: questo 1° ter-
mine di €, ovvero 2° di € ¢ dunque
_ , bz’
o =—%
@

Trovato questo termine 5z*, si molliplichi per
esso 1l divisore e si sotlragga il prodotto da A,: si ot
tiene il resto 4, = x"+zx—1.

Questo resto, che chiameremo 2¢ dividendo par-
ziale, ¢ 1l prodotto del divisore per la parte del quo-
ziente C, che ancora rimane a trovare oltre il termine
5x" ovvero per la parte del quoziente C che ancora
rimane oltre i termini x* e 5z°.

Cio si prova subito ragionando come precedente-
mente ; se si indichi con C, questa parte di quozien:
te, che ancora rimane a trovare, si avra

C,=5x"+C,

e ineltre
A= Bl

quindi per trovare €, siamo condotli a dividere 4,
per B, ciod nuovamente a una divisione che si pre-
senta nelle stesse condizioni di quella di A per B, e
di quella di A, per B, che abbiamo incontrato prima :
dunque troveremo il 1° termine di C,, che sarad il 2°
di €, o anche il 3° di C, dividendo 1l 1° termine di A,
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pel 1° termine di B: il termine cercato sard cosi

gk

5 A R

Moltiplicando ora il divisore per questo termige
trovato e sottraendo il prodotto da A, si ottiene per
resto 0: onde si conclude che il polinomio |

g | !

E_Lale che moltiplicato pel divisore B riproduce il di-
vu:’lendﬂ A : giacche col togliere da A come si & fatto
prima il prodotto di B per g’ poi dal resto A 1
prodolto di B per 5z°, infine dal nuovo resto Al:
prodotto di B per 1, siamo venuti in sostanza a sob.
trarre da 4 il prodotto di B per Lutto il polinomio '

25241 ;

e 1" aver travalp come
stamente che

{
resto 0, cid significa mani :

A= B(&'+55"11)

-
A
4

danque @
= -—-4.—_. 3 i 3
B =% -+0x"4H1.
43. Se iny : -
PR €ce dei dge Polinomi 4 e B ora consi-

s S€ ng hﬂﬂl’]ﬂ- d X
ue altr : . o el
4003 medesjpy, lettera ! qualunque interi nspe!w

eSS Tipefera idane: » © manifesto che si potra per:
} Polinomi, €330 & inleramenye mnﬁﬁiu su cio, ¢ho
l : siderg : : A
€ polenze g i 10, sieno ordinati secondd:

“l Una slessy Jettera, cio chel

pad EE‘mprE
¢ TR e i , e so gl
© Esisla j] quzgll‘ﬂ sulla Presupposizione
IEnte, '

ECrescenlj
ﬂl[ﬂﬂﬂ[‘si :
Polinomio-

i
il
!
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Il ragionamento ¢ dunque generale, e ci conduce
a dire:

Dati due polinomi interi rispetto alla stessa lette-
ra, se esiste un polinomio intero rispetto alla stessa
lettera, che sia il quoziente dell’uno diviso per I’ al-
tro, lo si pud determinare operando secondo la regola
seguente :

1° 8Si ordinano t polinomi dali secondo le polenze
decrescenti della lettera, rispeito a cui sono infert.

9° Si divide il 1° termine del divilendo pel 1° ter-
mine del divisore : il quozienle cosi oltenulo sard il
1° termine del quoziente dei due polinoni.

3° Si moliiplica il divisore per questo 1° termine
del quoziente e si toglie il prodotto dal diridendo.

4° Si ordina il residuo, come sono slati ordinate i
due polinomi, e si divide il 1° termine di questo residuo
pel 1° termine del divisore. Casi si olliene il 2° termine
del quoziente.

5° Pel nuovo termine del quoziente si moltiplica il
divisore e si soltrae il prodotto dal detto residuo.

6° Ordinato il nuovo residuo ottenuto, se ne divide
il 1° termine pel 1¢ del divisore : cid da il 3° termine
del quoziente.

7° Con questo 3° termine si opera come si é ope-
rato col 2°, e cosi via si conlinua sino a che non si
trovi un resto nullo.

A4. 1l ragionamento precedente suppone essen-
zialmente, che il quoziente possa esprimersi con un
polinomio ; dimodoche parrebbe che questa regola
fosse da applicarsi, solo quando, gid prima si sapesse
che il polinomio quozienle esiste : ma ¢ facile accor-

gersi, che non dobbiamo affatto preoccuparci di questa
questione : si applichera la regola, senzache si sia gid
prima in qualche modo riconoscinto che il polinomio
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gola data ce lo fard effettivamente trﬂv:':lre; s¢ poi
non esiste, a un certo punto dell’ operazione avremo
sempre il modo di riconoscere cid, e potremo tralasciare
di continuarla.

Vediamo come cid accada. |

Osserviamo che quando il polinomio quoziente
esiste, dividendo, divisore e quoziente essendo ordi-
nati per le potenze discendenti di una stessa leltera,
come il 1° termine del dividendo & il prodotto del
1° termine del divisore pel 1° del quoziente, cosi, per
quanto si sa dalla moltiplicazione dei polinomi or-
dinati, anche I'ultimo termine del dividendo & il
prodotto dell’ ultimo del divisore per I'ultimo del quo-
ziente : dunque quest’ ultimo termine si ha dividendo
Iultimo del dividendo per I’ ultimo del divisore.

Quindi, perch®é una divisione sia possihile & ne-
cessario inlanto che: il primo e T ultimo termine del
dwidendo sieno rispettivamente divisibili pel primo e per
U ultimo termine del divisore.

] ]t:ull:'fa, i primo termine di cinscun resto, che via
via St olliene nel processo dell operazione sopra de-
::r{:i‘f;r g:;‘shzs§fr‘;riﬂ$:sif{fa pel anm termine del dis
dotto ILIE| primo termine d;illé{n? st .

; . IVisore per un certo ter-
mine del quoziente.

Infine, dopo un certo numero
r*r?:'tsif‘f* deve oltenersi ql quo
F-’n‘rf::‘r:v pel divisore, T'r;.-,vrr:rhmrr i dividendo parziale dal
quale fu ottenuto - cosicche si ahbi

Se queste condizion; 0N0
ﬂh;ﬁ_ l'ﬂp_lﬂrﬂziune suesposta c¢i dara

’ A€ appunto pel

effetlivamente un
Isore riprodnce il
Corso dell’ operazione

ero i divisioni parziali suc- |
sienle un termine, ehe molli-

a di quiun resto nullo. ~_ ':
sodisfatte, & manifesto 4
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noi veniamo a togliere dal dividendo successivamente
I prodotti del divisore pei singoli termini ottenuti al
quozienle, cioé, in sostanza, togliamo dal dividendo
il prodotto del divisore pel polinomio composio con
quesli lermini, e se infine il resto & zero, vuol dire che
siffatto polinomio & veramente il quoziente cerecato.

D’ altronde, se una delle due prime anzidette con-
dizioni non si verifica, I’ operazione della divisione, a
quel punto in cui cid si avverte, non polra pilt conti-
nuarsi; esse sono dunque condizioni necessarie per-
ché possa trovarsi un polinomio che rappresenti il
quoziente, ed & evidente di per sé la necessita della
terza condizione.

43. Nel fare dunque, come sopra si & insegnato,
la divisione di un polinomio per un allro, dovremo
arreslarci e concludere che non esiste un polinomio
quoziente, appena incontreremo un dividendo parziale
il cui 1° termine non sia divisibile pel 1° termine del
divisore, il che accadra solo quando quello contenga la
lettera ordinatrice a un grado minore di questo, giac-
cheé noi vogliamo che il quoziente sia intero rispetto
alla lettera ordinatrice e del resto i coefficienti di que-
sta ne’ varii lermini possono essere gqualunque : ma
I"impossibilita dell’ operazione sari spesso pia facil-
mente riconosciuta, se prima ancora d’ incominciarla,
dividendo I’ ultimo termine del dividendo per I’ ultimo
del divisore determineremo il termine, che dovrebbe
essere I’ ultimo del polinomio quoziente quando (questo
esistesse. Ollenuto un tale termine, se poi nel for-
mare i successivi termini del quoziente col processo
indicalo, se ne incontrera uno, che sia rispetto alla
lettera ordinatrice di grado eguale a quello, senza es-
sergli identico: ovvero anche uno di grado inferiore,
sl potra subito concludere che il polinomio quoziente
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siate, giacehd, | dividendl parzisfi successhr
vauos dimiteeods sempre & grado, o quinds asch |
terminl ohe sl trovans o quatlente, sono via via di
gradi minore: epperd i, dops Incontrale an bermise
come quello anxideiia, i coslisassse ancord |'operr-
aione, &l olieerebbere bermind di grado sempre pE
bassa: sarebbe dasque impiasibile oilenere qoelio che
Joveebbe eszere | ollimo del policeasio quoshenie, u
qarsio rililesse
b, Dismo gl un esenpie; s da dividers
Il 2" pet 1T
T oS3 | e
[T % Py

M prigao teroice del quociente b 5", qoovies
della divisione di & per 2. Molliglicando o* per 0l &
wlsome & solirseeds il podoio 3l dividendo, il rese
B A2 dn' dlvies per o' b per quozienie Ix”de
dovrebbe eniere Il seecada bormime del quozicsse. M,
SE0L andsrd ik avesl, sl wide che I operazions sl
it s B s e i qumiol
. quaziesle dplly divisiong di 2o" piF
‘I‘ v P8 a2l i esiitenne un qinsziente ealis

1 |:l|"|1_l|l'lll' I;'Hjmm - parte.
2 TAROE, Le migole precedenti nios 595

TAESeEd @ nelle pegple.
Esewro. Bividers

B vl .
S e i bt 2 r o

[Tty el
h‘\—lﬁf‘l-..l_w_# i-l'--lﬁ'—ill "

s e R

CAFETOLA ml. b
[ prime terming del quockenin, & il guozienie
delly daviidsss di per =", oula g, Modlipticsndn g*
per il divisore, & solirmend s i peodotta dal dividends,
Toakd
(2" =2 b — (i L " e
Il peeondo fermine del quoxienis & (24— ', quo-
Elonla defla divisions di (20"—+") 2* per &' Moltiphi-
cande il divisore per (da'—c'ie’, o solirsendo || pee-
dotle dal dividends , resia
(0" ra"c" ' —a'— 2" —a"e,
I teree ferming del quozients & o'o’c’, quoziente
della divisions di {o'-a'e’)e’ per £ Selrauio il pre
bty di @'—-'e’ per il divissrs Jall" wltioms dividends
parpiale rosta ) dongue [ divigione si fa eaiemenle,
il quoziente &
B N e
Esmarsn 3. B debda dividess
(" =" i Bt = g D= "
=i W B e e T T,
=
("4 = kg en®,
Il prima lermine del quozienin &
{o*=b"11* .
l,n'-i—h‘u'_{u W
continuando I operacions, s vedrd che @ calecia @
argmi lermeines el quesbanbs rizhlede b dlviskone di dus
polinoas] afgebrici andinalk rapporte ad o, il davissre
essendn sempre a-pb'. Effetluandas | ealeoll, sh trgwers
per quecisnbs
[ T
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Delle divisioni che non si possono fare esattamente,

48. Quando due polinomi non hanno per quo- ._*_
ziente un terzo polinomio, si dice che non sono divi-
sibili uno per I"aitro. Ma si puo dare, in generale, al- -
I’espressione del loro quoziente, una forma pii semplice
di quella che risulterebbe dalla sola indicazione del-
I’ operazione. Infalli, si pud dimoslrare il teorema se-
guente : :

Se due polimoni interi A e B contengono una stessa

. L] 5 3 ﬂ I j.l
lettera x, si pud sewmpre porre il quoziente o softo la

forma di un poliveomis () intero rapporto a x, aumentato
di una espressione [rizionaria | ¢he ha il denominatore

equale a quello di B € per numeratore un polinomioR,
i x di grado inferiore q B, |

~Applichiamo ai due polinomi 4 ¢ B il metodo di
divisione esposto (43), fino a che si trovi un resto di

grado minore dl.quenu di B; i termini che cosi si ot !
terranno al quozients 5

o ’ Coslituiranno un polinomio, che
indicheremo con () ; i

\diche co nlero rispetlo g i idi-
ﬂdqndil parziali dai qyg|j queiptermin?’degﬁﬁrs s{mu'--.
tutti di grafdn non iiferiore 3 B, ciot il 1° termine in
Clascuno di tali divijepgi contiene # a un grado pil 3
alto o eguale a quell; gg| 1° termine di B ¢ quindi la

divisione di quell

03 |
W JET questo ’
lermine in cui ring q y S€ Hnﬂhﬂ p]‘ﬂd I_II'I"E‘I un

s questam.rfa indicata C[EH]FI}E divisione, nﬂl-:;-
Il dividendo ['r.ﬂ ““'{ sard mai contenuta la - b

si perviene dopo Ei:rzlam di grado inferiore a B, acui
dichi con R esso & ' Certo numerg g; divisioni, si io:
» 5350 € ¢id che resty o dividendo A, dopo
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aver solttratti successivamente i prodotti di B per i
diversi termini di ¢; R & dunque eguale ad A—RBQ, e
si ha

A=B(Q-+R,
onde

A R

=0+

4

il quoziente B ¢ quindi posto sotto la forma enuncialta.

OSSERVAZIONE, Se A fosse di grade minore di B,
il quoziente Q sarebbe eguale a zero, e lo stesso divi-
dendo sarebbe il resto.

Esgvpr. 8i trova col metodo precedente,

=9 +x—1 - dx—1
=X
r —3 i e e
19, 33
1 . ot e - T--t: oy - 1-!.?“'“" i
20 310 —5xr4+1 2 ] ] '
- ; — .l — T _'_. : . ——
T —r—1 7 T ——p—A1

OssSERVAZIONE. Quando si applica al quoziente di
due polinomi A e B la trasformazione precedente, si
da al polinomio intero Q il nome di quoziente infero,

e al numeralore R della frazione ﬁ quello di resto

della divisione.

Divisione dei polinomi ordinati secondo le potenze
crescenti di una lettera.

49. In alcuni casi, invece di ordinare un polino-
mio secondo le potenze decrescenti deila lettera ordina-
trice, si dispongono i termini in modo che I'esponente
di questa lettera vada aumentando dal primo termine

ARZELA , Algebra, — Yol. 1. i
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fino all' ultimo. Si pud fare la divisi_nn}a di [}ua pul_inlnmi 3
ordinati in questo modo e trovare 1 dl:VEI‘Sl lt'ermtlm del \
quoziente, cominciando da quelli nei quali la etlera -
ordipatrice ha il minore aspunente: La teorica & pram'. |
samente eguale a quella che abhlan}ﬂ esposta per 3!1 4
modo ordinario, ma quando I’ operazione non & possi-
hile esaltamente, ciod, quando non esiste un polino-
mio intero in @ che esprima esattamente il quazienle,‘,‘
allora, come i sa, si rappresenterd questo scrivendo il
dividendo al di sopra del divisore e separandoli com
una lineetla, e non sard pii possibile, come dimostre-
remo, trasformare tale espressione del quoziente nel
modo, come nel n. 48 si & veduto che si pud, guando
si prendono i due polinomi ordinali secondo le potenze
discendenti. §
Diamo un esempio di questo modo di fare |'ope-
razione, viprendendo la divisione effetluata al para- =
grafo (42). Ordinando i due polinomi, secondo le po-
tenze crescenti di x, ,

~1+or—do' i’ 00" +2° | — g5

— ﬁ.l!}l"-—]—--‘i-ilm-i— 5&'31-}—;1}?' .

— = ~ ':l_
" 1. ":"UIL: i £
' ! &

-

diremo : poiché il dividendo @ il prodotto del divisore
R I quoziente, il termine che in esso contiene » A ¢
pitt hasso esponente deriva senza riduzione dal pro:
dotto rle_i lermini analoghi del divisore e del quozien- -
1€, e quindi, il primo termine del quoziente & il quo: -

ziente del primo termine del divs il pri
| el dividendo per il primo
termine del divisore. d 5

Dimostreremg come
tr%endu dal dividendo i
Primo lermine del
—1 diviso per

abbiamo fatto (42) che sob
prodotto del divisore per i
quoziente che sary il quoziente 41
—1, ciod 1, si ottiene un res ;
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—5"+4x’+06x"+2", che diviso per il divisore dara
i termini che devono completare il quoziente.

Il primo di questi, per le ragioni date sopra, sari
eguale al quoziente di —5x" diviso per —1, cio a 5"

Sottraendo dal primo resto il prodotto di Hz* mol-
tiplicato per il divisore, si ha un secondo resto
—a'—+x'-+x", che diviso per il divisore dard gli altri
termini del quoziente. Il primo di questi sard ", quo-
ziente di —a" diviso per —1.

Sottraendo il prodollo di x* moltiplicato per il di-
visore del secondo resto, si trova una differenza nulla,
¢ (quindi I’ operazione ¢ terminata.

o0. Nell’ esempio precedente, 1" operazione ha un
termine, e il resullato & identico con quello trovato
nell’altro modo; ma non avverrebbe lo slesso, quando
la divisione non polesse effettuarsi esaltamente. Ri-
prendiamo la divisione accennata (48)

—4-—22"4-2" | —3+2"
IT -1 i B 3 l-_
=L-’--E;-L"—f.};f_' =2 1 Sl 1
. 3 =2
1 8" ':] # T | .-'
T 3 I\.'E T .;_]l 1.1 _r"".‘}

1 due primi termini oltenuti in quoziente sono ‘15 ¢ —i; 5
¢ non hanno alcun rapporto con quelli che ottenemmo
ordinando i polinomi per le potenze decrescenti di :
il resto ha I’ esponente minimo eguale a due se cj si
arresta a questi termini, ma continuando | operaziope
andra continuamente aumentando. Da questo & facile
dedurre in generale, in modo analogo a quelly che aly-
hiamo tenuto (48), il seguente teorema :

Il quoziente di due polinomi interi A e B, quando
non ¢ un polinomio intero, pud sempre porsi sotto ln
jorma di un polinomio Q intero e di grado elevato quanto
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si puole, rispelto a una lettera X contenula in B, au-

e -
mentato di una [razione p, che ha per numeratore uw

polinomio T che non conliene X inalzata a esponente mi-

nore del grado di (). _ i
Esewrio. Eseguendo nel modo indicato la divi-

sione di 1 per 1—z, si trova

l i | 'L

— = 2
.1_;,} :

1

dove n & un numero positivo qualunque.
OsservAzIONE. Quando si fa I’operazione della di- A
visione sopra due polinomi ordinati secondo le po-.
tenze ascendenti, se questa non & possibile esaltamen-
te, mon avremo piir, per accorgerci di cid, il criterio
che si aveva nell’altro caso : quello ciod di pervenire
ad incontrare un dividendo parziale, il cui 1 termine
!'nsseidi grado minore di quelle del divisore. In und:
divisione di polinomi ordinati secondo le potenzé
a‘scemlenti, 1 dividendi parziali successivi vanno con-
lnnuamcn}n aumentando di grado: epperd, non prenn-j_.
cupandoci noi della divisibility de coefficienti, la di- -
visione del 1° termine gj ciascuno di essi pel 1° del
divisore & Sempre possibile. Ma cj sard un criterio
:;Ealﬂgﬂu I:11 secondo di quelli dati nell’ altro easo : inve-
Fﬂlﬁinsmni?:u EIIL“H-D”E ® possibile, I ultimo termine dﬁl-f,
i di‘r]}t.?zlxlen!e dn'vrit‘uttenersi dividendo l'ultl---_.
dunque |Iete~m'ﬂ e ﬂlt:mn. del divisore ; si pntl'i'l'_l_
zientle nnehe-m'mam,guﬂ‘qt _ull}m-::. jeriiing: Go quu—->
¢id, se poi, nﬁfls:iciq;nﬂﬂf“‘”mm ' operazione ; fatl0 =
zienle yp lermine ﬂi‘ ;radlgq;esmi Nt {[11“;_—;
gli sia identigy. vy Bualo 2 quello o che DY
J u*n.urc? uno di grado superiore, S\

asciare i continuarla, perche 13

y
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lermini successivi, che si troverebbero al quoziente,
sarebbero di grado via via pit alto, e quindi non si

potrebbe pin incontrare il termine che dovrebbe essere
I"ultimo del quoziente.

Differenze e analogie tra la divisione aritmetica
e la divisione d=i polinomi.

ol. T polinomi ordinati secondo le potenze di una
lettera, presentano con i numeri interi alcune analo-
gie, le quali sard bene osservare. Un numero intero
come 783214 esprime 7><10°+8 10" +3<10°+2 <10’
~+1>10-+4, e coincide col polinomio

7_1;"+gi~‘._:_34~“-;~:’_1.,1:2+=1'—1'~-i,

(quando si ponga x=10. Non bisagna credere,pero che
ogni queslione d'aritmetica relativa a numeri interi sia
puramente e s:mplicemente un caso particolare di una
questione d'algebra, nella quale siano sostituili a que-
sll numeri i polinomi corrispondenti.

Confrontiamo, per esempio, le due (questioni se-
guenli :

Dividere

183214 per 231.

Dividere

T2 482" -3’22 +w+4 per 20°4-3p-+1.

Le condizioni dei due problemi hanno tra loro

delle differenze soslanziali, che non permettono dj

considerare il primo come un caso pariicolare del se-
condo.

1° Il quoziente della divisione aritmelica dev’ es-
SEr'c un numero intero, mentre il quoziente della di-
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visione algebrica pud esseré un pnlipnmlq mt‘f;ru Il
spetto a . ma che abbia i coefficienti frazionari. .
2° Le cifre del quoziente e del 1'F5t*_3, nella divi- 1
sione aritmetica, devono essere minori di 1D,iII}E}1“'E 4
i coelficienti delle diverse potenze di x nella divisione =
algebrica non hanno alcun limite. . a
3° Nella divisione aritmetica, il resto dev’essere
minore del divisore. Nella divisione algebrica deve es.
sere di grado minore. '
4 Finalmente, i risultati ottenuti in algebra con- .'
Vengono a talli i valori di #; non vi ¢ condizione ana-:;_i-
loga in sritmetica. '

Condizione perché un polinomio sia divisibile
per un binomio della forma (r—a).

©=. Rappresentiamo per breyild con X il Pﬂli““*f_{"'
mio da dividersi; ordiniamolo secondo le potenze
discendenti Qalla lettera 2 contenuta in esso, e im-
maginiamo (i eseguire la divisione di X per z—-
L operazione continuera fino 2 che non si sia trovaio
i TEsto di grado minore del divisore: sia R questd: :_.
resto - esso dunque non conterra affatto z - sia Q il po=
linomio '

. intero rispetlo a g trovato al quoziente. Sih2=
identicamepte

X=(p—a)0--R
Elﬁmh 11es1a eguaglianza si verifica indipﬂﬂdﬂmﬂmem
4 quatsiasi valore che Possa altribuirsi alle lettere che:
Lompariscong poj due me

mbri; quindi continua pure:
E Eubfiii‘er}h ¢ si attribuisee alla lettera 4 il valore
assutne g e, & S a al posto di z, e

~ peciali che indicheremo con X,,

: “=32nn0 valori s
o IRSDtre i p Hon possiamo affatto fare una lal

1

CAPITOLO III. 27

soslituzione, - giacché esso non contiene z; I'egua-

glianza precedente dunque, se dappertutto in essa si
mette a al posto di ., diviene

G (ﬁ.—ﬂ} 0.+ R
OVYEro

X,=R

il che ci fa enunciare il teorema:

Il resto R ottenulo nella divisione di un polinomio X
per un lLinomio della forma x—a, ¢ il valore X. che il
polinomio assume quando in esso si melte a ol posto
di X,

Di qui discende subito la conseguenza :

Affinché un polinomio sin divisibile per un binoinio

X—a, ¢ necessario e sufficiente che il polinomio si an-
nulli, quando in esso si fuccin x =a.

Modo semplice di calcolare il resultato della so stituzione
di ¢ ad r in un polinomio.

05. Gade qui opportuno mostrare yn modo sem-
plice di calcolare il valore che un polinomio X as-
sume, quando in esso si dia al

d . un valore partico-
lare «,

nell’ ipotesi, ben s'inlende, che 1 coefficienti
di x nei differenti termini sieno numeri conosciuti.

Si prenda per esempio un polinomio de] 3¢ grado,
ctoe, della forma

O, 00 - --a,

0 @4y @3, a4y sleno numeri assegnati e alla « si dia if
valore «: si vuol dunque calcolare il resultato

At 0,01 (-0,
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Si fara cosi: ‘
Primieramente sl utte?ga 1,

si aggiunga a,, il che da 7 ﬂ’,ﬂ-;{—ﬂi

si moltiplichi per a, si avrd ﬂufl':-i—ﬂlﬂ

si aggiunga a,, ci da u@f&ﬁ;{—ai

si moltiplichi per a, ﬂnna—t-a,a ;HIa“

si aggiunga ay, si ha infine (1,0 0,0 0,0

Si pud disporre il calcolo nel modo seguente:

i ”i H! Ha i "
a.a aa--a,a 4,0 0 Ayl

e e —

a4 2
aa+-a, 68 -+a,a-+0; 0,000 -+0,0-0 3

Il metodo ¢ evidentemente applicabile a polinomi -
di qualsiasi grado. ;

Legge di formazione del quoziente {nlero 48)
nella divisione di un polinomio per r—a.

Hk. La differenza ™—a™ & sempre divisibile per @
x—a giaccht se in x™—a™ si fa p=q, si ottiené
a’'—a =10 ]

Se si eseguisce la divisione, dopo alquanti ter-
mini trovati al quozienle facilmente si riconosce Ia
legge con cui essi procedono e si ha: '

j.“-‘t__ﬂm
ﬁ'_.‘:; = -—-—:,]L'-_.l-i'Ji—'ﬂ;B_l_'l‘—i— m—2_. , —
X -a v AT B0

la quale identita, del resty, pyp dimostrarsi anche eseé:

guendo la moltiplicaziore ge] 9¢ membro di essa pﬁ!“
x—a : 81 lroveria come Prodolto —g

Premesso ci0, si prenda a
mio di grado m, ciod delly fop

"
]

considerare un polino-
ina: -
X=a o "+qa™1
S' i Rk BRI +ﬂm-1{ﬂ+ﬂ'm -
1 indichi X : ;
':E'Il 1¥1 % Hua‘h"l"ﬂlﬂ_m“i__t__‘ ' .-“1"1;.11-1-{-{;'@

CAPITOLO I1l. bt

il resto della divisione di X per x —a, con Q il quo-
ziente intero: si ha 1’ identitd :

A=(x—a)0+X,
d' onde
X=X, =(x—a)(
la quale identitd ci mosira che ( & il quoziente esatlo

della divisione di X-X, per x —a.
Abbiamo dunque

X i XI
(} —_— — —
£ —
(@87 40,8 e a1 B o i) ~( A" 0 AT e G- 1G-G)
T—0

OVYETO

R R e L L =" )+ -1 2-a1)
U= —

" —a" > t—ag™
——/ ! ! Hi s R e
" £ — XH—a

L) ]

i o= J-:-_”.T J;__a
8 PRy Mo and W

ma per la formola x)

pMe—a™ —_— oy ) 3 -
= ™ T e
xr—a
n—1__ m=1 a
&z s Y, 1 M T T e IR I
xr —a
n 3
€T —il m 5
———p ar+a
I —il
;EE-—Ef
= r—+d
XI—a
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Sostitnendo si ha :

O=a o™ '+ +a g™ 40"
+a, (2 ™ L T T )
T g™ A ™)

=

Sl s(T—02-0°)
- o L01)

‘_i_-'rqtm_ i

e ordinando secondo le potenze di Z, s1 olterrd

P m -] |
U=ar -!-—l:f.‘ur?—.'—i?ljét-'m'2+({£ur£3—}-{?-l(£—:-f!-3:".fﬂ‘“_ﬂ-[-..-'J—

i m=32 -3 :
_.‘{#ﬂﬂ -+"E? 1{315- +l . ¢+ﬂlﬂ— :'-r!'_'_L{'rlu o ::}m_l-

i m-1 0= ] 2
= aam -t g 2~y 1)

che possiamo brevemente dinotare cosi

!'.:‘:_..'lh. :III“I'JF"I?I-..[?I“_'E'_:"?!:T L=3

avendo posto

'?.}zrlu, f}lzﬂuﬂ+ﬂ
Si vede che-

I quoziente |
. ~tente iniero () o T .
e di grady per ~ W UR poiinomio X infero in X

grado m—q , -d-L—'&* ¢ un polinomio intero in x del
il ;m;fmm Secondo le potenze decrescenti di
i
WMoziente ¢ Iy
. slesso nyy ; :
20 : Prono coefficiente del dipi -1l
< cor, : el dividendo; 1
: Eﬂfﬂﬁﬂ_’!ﬁﬂm 8t deduce gqp 4o i
r ”Hﬂ“f”gﬁ'ﬁ{fﬂ !':." 99
Coefliciente '
T qiungenqd,
Jenerqls
Plicang,

coefficiente del dividendo: il 3°
deduce gy 9 o spanaieid
lou 3 coefficien
: _;" Coefficiente po
W Coeflic 3

| Niciente (n—1) PET a e aggiungendo al

A" g0

T -‘_:"";frn-‘.“-r"_:'EIIEI—I 1-'-

Ly IQ‘E:HUq__:'{F'lﬂ'Jl'_fFE:ir- . E

R0Ito proposto X . I 1° coefficiente del

» moltiplicando questo per

wmoltiplicando questo per a €
e del dividendo: ¢ cost .
nel quoziente si tropa molti-

CAPITOLO 1II. M

prodotto il coefficiente n° nel dividendo. Se il dividendo
non ¢ un polinomio completo si introdurranno i termini
maneanti, dando ad essi per coefficiente 1o zero.

Se X, fosse zero, allora il polinomio O formato
secondo la legge qui esposta sarebbe il quoziente esatto
della divisione di X per »z—a.

Applicazioni. »

90. 1" Gid si & vedufo che x™—a™ ¢ sempre di-
visibile per x—a e che si ha

= T ™ ~~a" - "p-+-am-1,

Si possono ora aggiungere alcune utili applica-
zioni dei teoremi esposti:

20, X™—a™ & divisibile per X-+a, quando m ¢ pari :
infatti al binomio #-~a si dia la forma di una diffe-
renza serivendolo #—(—a) e nel polinomio z™—a™ si
faccia @=—a: si olterrd il resultato (—a)™—a™ che &
zero, solo quando m & pori, menire se m & dispari,
¢ uguale a —2am.

St avrd dunque, se m & pari (54)

I I"___r'a'iul

o+a
=¥} I'-'|__ﬂ E"--L'_j__a.:lu'n'.—';_ """" —' _I;.-l':!:_:—'ﬂl:l__I-"_ﬂm-l
¢ se m e dispari (48)

f .'|'|-_ﬂl.l

T

Dam™

—— i l_'- =24 .".|—--'_‘I-I| _— = LUECY B S "
== ax™ -0 a*~*z-+a~"") o
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0 xm-ig™ mon ¢ mai divisibile per x—a perche met-
tendo a in luogo di = si ha 2¢™: quindi & (48) e (54) =
ar+-a" : i 2a"

£ __=_";-\.-|'|-.ll‘“-_:--{I'w'[II I.-_ﬁ._l'll'l'l--Jl_{;I"I- m_i_ﬂll-'l—'-l_i__ n
a r—g

Ao xm-am ¢ divesibile per x—+-a, quando m ¢ dispari » -.
perché se si scrive z+a=z—(—aj) e in x™+a™ si
melle —a al posio di = siottiene il resultato (—a,™qm, ,_
che® zero, solo quando m & dispari: mentre se m &
pari, ¢ 2a™. Si ha Cuanque, se m & dispari '

iy o7
T+a
=;;1:'n“1“*ﬂ¢'[:"'_.'"i'—ﬂ5-£" |—:::___““ "f‘ﬂm"ami—ﬂt"-‘g;ﬂ _{_ﬂm-l

e s¢ m & pari

:,L'“.‘-a—ﬂln

X 1+0a

T =1

=

—ax" " 4-q gr-d —

LI

Eam

S i o L e
X2 _ L1+
ob. Dimostreremo aneors che:

| Se un polinomie: X intero ip x i annulla, quando :‘
a;u essu'm Izﬂﬂﬂ dr.iifr: X 8t sostituisce uno guﬂfu;adi'ug dei 8
wmert a, b, c....l di "erens ¢ ] -

. ag = = o Tﬂ l ! i -
visibilz pel prodotto. re, & polinomio 8, d

]
Teg

(@ —a)(x ~b)(z ~c)

Infatti, poi o ¥

che esso & El'?iig?bif;eﬂnuuua Per w=q, cid significa -

il quoziente: siayry iﬂﬂ;li;nig?' Si indichi con 0

' ‘t_‘:{fﬂ'—{i) Q-

Ques_la ldentitd sussig . = -

voglia attribuire ally . 3 il valore che si

. =07 sl oltliene |
Yo =(—g) Ob

CAPITOLO TIT. 93

denotando Xy e Qp i valori che i polinomi X e Q as-
sumono per x=>0h; ma per ipotesi &¢ Xnb=0; dunque
<i ha

(h—). 0 =0;
giacche non & h—a==0, cosi ne segue che debba essere
Obh=0;

dunque il polinomio @ intero in . si annulla se in
esso si faccia x=0; quindi & divisibile (52) per x—b;
e si avrd

O — (.T;— |"}1_] Qr

()" essendo un polinomio intero in a: e sostituendo
verra
X=(z—a)(z—b).(Q
la quale prova che X ¢ divisibile pel prodotto
(r—a) (x—10).
2e in questa identitd si fa z=¢, si olterrd
O=(c—a)(e—h).0)

e giacché non & ¢—a=0, né «—0b=0, se ne conclude
(e =0:e cosi il polinomio Q" ¢ divisibile per x—e¢,
cloe sard

0= (x—c)(';
eppero sostituendo
N=(x—a)(x—0(r—2e).Q"
il che prova che X & divisibile pel prodotlo
(z—a)(x—Db)(x—e).

Procedendo cosi, si yroverebbe che X & divisibile
pel prodolto (z—a)...(x—1).
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Esercizi.

1. Dividere

152" per 3a

242" per 8z

182y" per 6a'y
20a'b's"y" per b’x'y
J'—8x’ 4162 per 4a
' y—3"y +day’ per zy
50a'l’c* —48q°D et
r'4-1 per z-+-1
a“*b" per a--b
£ =Yyt —y® per g —y

=" —To-+12 per -3
220058091 per 73

» =S Ua' 19516 per &"—3x+-3

T -0 =2y —«3&:1‘-1—31 per a’4-22—3
I—2—3y"— 5 per 1+2x4p*

1 1

50" +27," Per 3-~2p-1-95*
a—+h gt — dabe

per q-prp
a’—p_ 3

¢ —3abe per q—p— —c
L' —~(ab4-c) Jo *ﬁ[ﬁb-l*ﬂﬂ-k-bﬂjif*ﬂbf?

per o' —(q—1p L+ab
L _'j‘f.l-‘ —._..[;,;

) -"*_T‘g"’ﬁ—-;—-f )3 _.1_,3
BH ['I“"T‘f) "["q"(:}}+1 }a*._i_-a

+36aD'c'—20abe" per 4abe®

:-nr:b —V)x-a'hrap® pEl‘ -'ﬂ'l'b;

iu
A T

Bﬂ

4o

11°
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2. Dividere

'i"'—';:'.,! FEF 1—-,_“‘
1—ax per 1 - bax
1 per 1—2x+ux".

3. Calcolare il valore del polinomio

6’ —20" 520" +2p+8 per x=3.
1 ﬂ;‘i'.-'ﬁ—é'l;-'.-'l'—:--ﬁ;'r_‘ﬂ —12 per =2 p PET T— — i
3 — ({u_';hi—-iﬂ.t:“——”l -0

4. Risolvere in fattori le seguenti espressioni :

et

x —81
o —+125
x—0k
' —256

& +92+20

r—+u—132

r—To—44

x —20x-+100

Az +y) —T(x+y) (4+b)+3(a--b)’
a''—a" in cinque faltori.

A’ —(a*~-b"—¢)" in quatlro fattori.

. Dividere

('’ b+0") (a~+-b) per a'~+ab+1’

(si osserviche & a'—-a'b'+b" =@’ +-b" —a'b').
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%

%  (a*——ax+x")(a"+2") per a'-a’w +x

(osservazione analoga alla precedente)
3 bl a0 — o) -a¥m-a) per (a—+b) (z-a) |
¥ o a—=¥4-ad’b'(a'- V') per (@"—ab+07) (@' +-ab+b)

5 (" —3x+2)(x-+4) per 2+ —2.

6. Dimmostrare che :

w

1° (o —ay-+y*) -+ oy & divisibile 3
per 2a°-+2y°,
20 r——y)'—az"—y" & divisibile per {mi—r—:r:y—:—y’]’.;
Je Y — gy =y — 200 B divisibile
Per (3—y)(x—2)(y— 2).
go el iy ‘:r_f_yn 1 -t =P 'k yr_ $ryr1 =P__ I,"FE'HS'FP'— ot :Fq

¢ divisibile pel medesimo prodotto.
Che se m & dispari, il polinomio

[}

et

I:.ﬂ'_i"ﬁ_!"ﬂ} e ﬂ.m'-_ bm__ o

¢ divisibile pel prodotto (ﬂ‘f‘b}(ﬂ-{—-ﬂh‘f_}ﬁ_c}

(cost per questo come pei d ¢
a8 ue precedenti esercizi st
fara uso del teoremg go n. 56) : th esercizliny

1. Trovare |3 izi
condizione necrsgoy; jente
s e ) ssfria e sufficiente
Frychb £ —a" sia divisibile per 20— g -
si esegnise ivigi '
alt[u;freuiliri“IE?Jt:]im-mﬂnf col processo ordinario ; dopo
A _ 8 SLvede qual’ & 1a for i
dividendi parziali; ¢ g Lt 4 orma Eenrra_le' det
Perchd se pe nacd educe la condizione
B Possa frovare upg che si '
EHT& Es3ire m multiplo (j n :

- ATOVare la condizi )
zlone perche 1;“~+-E,1;P—“y“'+f‘

sia divisibile DEr (i5-+y)?

CAPITOLO IV,

Massimo comune divisore ¢ minimo
comune multiplo di pinn monomi
imtoeri.

57. Dalle condizioni di divisibilitd pei monomi in-
leri esposte al n. 39 si pud, come in Aritmelica, fare
ulile applicazione alla ricerca del m. ¢. d." e del m. c. m.
di pit monomi interi.

Massimo comune divisore.

ALbiansi pit monomi inferi decomposti nei loro
fattort primi: pel teorema menzionalo del n. 39 un
monomio, che sia divisore comune di essi, deve es-
sere un prodotto di fattori primi che sono comuni ai
monomi dali e dei quali ciascuno © preso con un espo-
nente minore o eguale al pin al minimo di quelli che
ess0 ha nei monomi medesimi, ¢ reciprocamente un
monomio cosi composto ¢ sempre un divisore comune
i essi.

Si potranno dundque formare tultiidivisori comuni
a pitt monomi dati formando tutli ¢ possibili prodotti
di fattori primi comuni ad eszi nel modo ora detto.

Il prodotto composto di tutti i fattori primi comuni
ai monomi dati yreso ciascuno con un ésponente eguale

" Colle segnalure m. ¢. d. @ m. ¢. m. si vuole significare
massimo comune divisore e minimo comuné mulliplo rispeltiva=-
menle,

ARZELA, Algelra, — Vol, L.
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al minimo degli esponenft che esso ha nei mt‘:trmmi ma-ﬁ;
desimi, menlre sard un divisore comune ai mum:'mil;*i
dati, sara alla s1a volta divisihilﬁ_per ozni allro divi- -
sore comune ai monomi medesimi. ‘ :

Un tale prodotto, per analogia con cid che si fa-
in Aritmetica, si chiamerd il massimo comune divi--
sore dei monomi dati. - N

Se ora osserviamo che il prodotto compostoditatli
i fatlori primi comuni ai coefficienti numerici dei mo--
nomi dati presi cogli esponenti che abbiamo detto, non
€ altro (vedi Aritmetica) s2 non il massimo comune.
divisore dei coefficienti medesimi, cosi possiamo enun<
ciare la regola: s

IT ., c. d. di pitv monomi inferi ¢ il prodotto del M
. d. dei coefficienti numerici dei monomi dati per tutli &
fottori letterali comuni, press ciascuno col pii picmm}'_'
a7 esponenti che esso ha nei monomi medesimi.
S1ano per esempio i monomi

Na'b’z  50a’de

“Vvero anche, decomponendo i coefficienti in fattord
primi

i

2ol dx’ :

5.2 a'. 1P B2 3 g3 g g
-‘*“aﬂtb --fl':' a-%-ﬂgab.{g.iv 5_.{?,{33.@.33!-.}
Nm e d sy -

E:.'l HE}.!lEm ':I

: EHﬂé"ﬂ;:]I_i;zuﬁt?lﬂﬁ[mizii:!mr, data del m. ¢. 4. di pil mﬂﬂ'ﬁ:.
1 Hﬂ;f.‘?du““ Immediatamente i teorami : &

24 1""‘:*?”';!::' ;‘;‘;Tfifﬂ e 0 pil monoimi interi per uno s
7 T0 M. e, A, & moltiplicato per questo-

Dix :
mi pel loro m. c. d. §%

o videndo due o piie mong
4, ¢ i monomi si diranno ’_!.‘_'

-

SEoridurrd gl ynit
44 Sory,

-
N,

..
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I m. c. d. di due monomi non si altera moltipli-
cando o dividendo uno di essi per un monomio che é
primo con ' altro.

Minimo comune multiplo.

98. Un monomio énlero divisibile per ciascuno di
piu‘ monomi énteri dati si dird un multiplo comune di
€351,

Quindi un monomio intero per essere mulliplo
comune a piu altri deve conlenere tulti i fatfori primi
contenull in essi, preso ciascuno con un csponenle
superiore o almeno eguale al massimo di quelli che hy
nei monoini dali.

Il numero dei multipli comuni a piit monomi in-
teri ¢ evidenlemente infinito : {ra essi quello che ¢ il
prodotto dei fattori primi differenti, contenuti nei mo-
nomi dati, preso ciascuno con un csponente eopale
al massimo di quelli che esso hi nei monomi H,E-Erf;.sfmi

sara un divisore comune di tutti gli altri multipli eo-
muni.

Questo sard il m. ¢. m.

_L+z| regola per comporre il m. ¢. wi. di pit mo-
nomt interi & dunque questa:

Si trora o m. c. m. dei cofficienti numnaric essi
e st serivono di sequilo a questo, come fatlori, tutte Ie
lettere contenute nei monomi dati, dando a eiaseuna per
esponente il massimo lra gli esponenti ch? essa hq nes
monomi miedesimi.

l:lnsi, pei monomi, dei quali dianzi abbiamo tro-
vato il m. e. d., il m. ¢. m., sard:

ll-l?._ : a
5. 2° a*. bt d. 2%
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Divisori e multipli comuni a pit polinomi dati.

59. Dati due o pilt polimoni énferi rispetto a una
stessa lettera contenula in essi, si chiama loro re‘:z:esurs~
comune intero, qualunque polinomio énfero I'Tﬂpﬂlt'u‘_
alla stessa lettera, che divide esattamente ciascuno
qquelli. Si chiama .amu’npm comune inlero, qualunque pﬂ=._"
linomio éntero rispetto alla stessa lettera, che & divi-"
sibile per ciascuno di quelli. %

Non possiamo, per amore di brevitd, occuparei m
questo libro della teoria generale dei divisori e dei
muIllpll comuni a pilt polinomi dati: possiamo suh}
fare un’ osservazione che & spesso ulile. it

Dato un polinomio intero rispello a una cerla lat-
tera =, mediante applicazione dei teoremi 52 e 56, &
IBSE“J”E qualche volta scoprire, se esso ammetta dei .

fattori binomi della forma x#—a, dove ¢ indica un nu-
mero determinato qualunque.

Ora dunque quando sieno datj pilt polinomi mten
rispelto a una lettera a, potra accadere che, col mezznh
che ora abbiam detto, si pervenga a scoprire per cia-
scuno di essi alcuni fattori binomi dj primo grado in :1:‘"_':
In modo che ciascun polinomio dato si possa presen-
lare HEI.IE forma del prodotio dej fattori binomi in esso
“coperti, molfiplicati per un polinomio intero in @,
di grado inreri{:ure_z (uello del pnhnﬂmn:: dato, ﬂV‘FEIﬂ;

l-'l'" al e .'_l

Clascuno dei polinomi (gt in un prodolto di fattm‘l

binomi, in modo ¢l
ﬂlﬂSﬂuﬂﬂ 0 a
forma di un pmdnug come Possa presentarsi nelld

=)' (x—c)?, . (r—[)
r:he non contiene .
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Nell’ un caso come nell’ altro 1a semplice ispezione
dei prodolti, nei quali sono stati rispetlivamente de-
composti i polinomi, fard conoscere se tra quelli, che
cosi sono stali messi in evidenza, vi sieno divisori
comuni binomi o polinomi, e se si possano comporre
mullipli comuni di grado in « inferiore a quello che ha
il prodotto di tutti i polinomi dati; ma, nel secondo
caso noi potremo fare anche di piti: polremo ciod
sempre, comporre un polinomio (che polrid anche es-
sere un binomio), che, per analogia con cid che si
fa peli monomi, dovremo chiamare . ¢. d. o m. e. m.
rispettivamente dei polinomi dati.

Infalti, se ciascun polinomio dato ¢ decomposto
in un prodolto della forma

Mz —ay"(x—b)(x—c)P. .. . (2—I1)°

dove M & un monomio che non conliene x, e i nu-

meri a, b, c.... sono differenti, allora si potranno con-
siderare 1 fattori

r—a, 1—h, r—e,....

come 1 fatlori primi¢ del polinomio, e rappresentandoli
con letlere differenti, cioé, ponendo

r—a=A, x—b=B, x—c=0C,.... 1—I=I.

ciascun polinomio assamerd la forma di un monomio,
come
M. A=, B*. CP,... L®

eppery st polranno applicare le regole date preceden-
temente per trovare il m. ¢. d, e il m. c. m, di pin
monomi.
Per non entrare in troppi dettagli, non conside-
riamo I'altro caso in cui M sia un polinomio.
Dilucidiamo le cose dette con degli esempi:
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=

Siano i due polinomi

A=82"—122"—82"— 12224
B—=62"'—205"—10x"—162-+8 :

facilmente si vede che cost I'uno come 1’ altro si an-
nullano per w=1, ¢ £=2: dimodoch¢- ciascuno & di-
visibile pel prodotto (x—1) (z—2)=a"—32-+2; e si .
trova che si possono decomporre nel modo seguente:

*1

A =4(x—1)(x—2) (22" +-3+3)
= 2x—1) (—2) (32" —x-1-2).

Ura =i vede subito che x—1, come z—2 come
anche il prodotto 2(x—1) (x—2) & un divisore comune
di A e di B, ma non possiamo affermare che non esi-
stano anche altri divisori comuni, che sieno rispetto
a x di grado superiore a quello; giacché non Sﬂppiam{}jr

ora veder® se 223043 ¢ 35" 52 non ammettano’ |
(ualche divisore comune., .

Cosi il prodotto
4

=1)(@—2) (20" +32+-3) (32" —x—+2)
¢ certamente un my]t
inferiore al prodotio
dianzi, non possiamo
multipli comupj gj

Lousideriamo

Plo comune di A ¢ B di grado
4, B, ma, per la ragione detla
ora dire che non esistono altrh
grado inferiore a quello. i
ora i due polinomj

(=2"—124" 199,49
D=14"—361" w4 — 30

(. st annully pep
D si annuall
C ¢ dungue

r==1 y £=2
divisibile per i pr

W= ' s
L) :{::ﬁ-, __'
odollo r:;g.ﬂ-[:lw_g}{m,_.ﬁ}'t:r

T
L ]
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D lo & pel prodotto (x—1)(wx—3)(x—>5): e facilmente
<l trova
((=2(n—1)(r—2)(r—23)
D= 4(x—=1)(x—3)(x—>5).

Di qui si vede che (z—1), (w—3), (x—1)(x—3), 2(x—1),
2r—3), 20z—1)/x—3) sono divisori comuni di C e D:
e secondo la denominazione posta sopra, 2(x—1)(x—23)
si deve chiamare m. ¢. d. dei polinomi dati.

Cosi il prodotto

4(x—1)(x—2)(w—3) ‘x—37)

sara il m. ¢. m.

Termineremo dando qui due formule che riescono
spesso di facile applicazione per la decomposizione in
fattori binomi dei polinomi di 2° e 3° grado

Si ha, come ¢ facile verificare:

1) o (a0 e-+~ab="w+a) 'z+0b)
2) ' —(a-+=b-+re)x -—(ab-+ac+beye—abe =
— (v —a)(x—10b) (x—c)

Ad esempio la 1) ci da subilo:

i |

' 90+20 = &'+ (44D a-+4.9 = (x+4) (x+5)
2 —=155-+50 = &+ [(—98)+(—10)Je"+(=5) (—10) =
== {_1—-—(—:}]1 o+ (—10)] =
— ILI——:J_J{_L— I.'U:‘I.
' —Tr—44 = o[ 1) e+ H—11) =
= (r+4) [+ (—11)] =
— (p—+4) (x—1 13.




Trovare il m. ¢. d. o il m. ¢. m. OVVero un dnrr«
<ore o un multiplo comane alle seguenti espressmm 3

P°
90
a0
40
”
&

-

i

'Bn

-g.ﬂ
10°
41?7
12
13
14°

15
16°
ir

La 2)-ci da
' —br' 11 r—b=u —(1 —1—%—!—3}3}‘ =t

b
g L .:l
: :'-f;_-"
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+(1.24+1.3+2.3) —
—1.2.8= |
= (z—1) (2—2) (x—3)-

Esercizi.

s

152", 18%°

16a°0’, 200’0
362"y°s", 482"’z
35a’b’c"y', 494’0 'y’
Ya-+1), 6(x’—1)
6(x+1)",9(z’—1)
12(a*-+b7", 8(a"—1").
o' =y ot =y

r'—32+2 e '—p—9 h
5('“ -'9’) (ﬂ' n-') (a'—b") (a—b), *12(&’-4")
—y e g —y '

¥'—02-+14, #’5112-+28
(@+1) (*—1), 2°—1 4
'+20—120, &' —25—80 S
(si ha +'2J;-—12{]—-($ ) =11 ;
& -—%.]:-—B{]n = (E—i) _ga
& +BI+‘ID 9520
{ﬂ‘—'ﬁ') s ._bi_
da(a+b), 60(a’+-1)

18°
19°
20°
21°

CAPITOLO 1V.

a'—b, a’'—=b’.

r—3r—i4, r*—r—12.

Aa’b’e, dab’c®, 18a’hs’,

8(a'—b"), 12(a+b)", 20(a—b)’

Ala+b), 6(a*—b"), 8(a’+b")

15(a’b—ab’), 21(a*—ab), 35(ab™+b")

'—1, 2" +1, 2’1,

2’—1, "1, 2*+1, "1

x'—1, 2*+1, *—1, 2"+1

' +3c+2, 2*+3x+3, &'+dx-+06.
z—1 e mz—i—m—ﬂ

r—z, 2°—1, 2'+1

' —ia’, (2+24)°, (x—2a)’

Qp—1, dxr—1, dx"+1.
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CAPITOLO V.

8

Frazioni algebriche.

tU. Abbiamo vedulo che quando non esiste un_':.;i
monomio intero che sia il quoziente di due monomi
i

interi dati, questo lo si indica scrivendoli I’ uno al di-

sopra dellaltro e separandoli con una lineelta: in modo

analogo =i indica il quoziente di due polinomi, quando®

non esiste un terzo polinomio che ne possa essere il
quoziente, 8

-
o

4

% A

Da questi casi 4’ impossibilita nella divisione na-

scono dunque delle espressioni della form
¢ B sono monomi o polinomi:
questa proprietd, ciod, che (-}T) B=4
Nni o ;
01 ora, EEﬂErﬂllHﬂndﬂ, Prenderemo a considerare
de

nomi o polinomi, interi di forma
porre nulla sulla loro q visibility
Stont algebriche; A sarj i mmwr.:r

tore della frazione IE‘

» Senza affalto presup-

tore ¢ B il denomina-

Mostreremo : .
le stesse regole df]i{[i le}ﬁ ‘azione afgebr:’ske valgono
« D L P . +» A
che, per quanto qu 1€ per le frazioni aritmeti-

elle sieno :
sle: e la ragione ( e

L questo farro sla in cio, che per le

lle espressioni ."_1 - P
B dove 4 ¢ B rappresentano mo-

e le chiameremo fra-

i |

A -9
a5 dove 4
e che sono definite da

g
"

u generali di que- -
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algebriche sussiste la stessa proprietd fondamentale,
che per le aritmetiche : ciod :
: . A
Il wvalore di una frazioneg algebrica %— non mula
quando ¢ suol due termini sé moltiplicano o si dividono
per wna slessa espressione che non sia nulla.
G : . G .. :
Gid si ¢ veduto che il r]uﬂ-zlﬁ'ﬂlﬁg di due numeri
algebrici « e # non muta, molliplicando o dividendo
ambedue per uno stesso numero algebrico; ma 4 e b
non sono altro, in sostanza, che numeri algebrici;
quindi moltiplicando o dividendo A ¢ B per una stessa
espressione che polra essere un monomio o un polino-
mio, ma sard sempre in valore eguale a un numero
algzelrico, non deve mutare il quoziente di A per B

cioe la frazione %

I’ importanza della proposizione ci spinge a darne
una dimostrazione direlta.

Sia j una frazione algebrica: A e B, essendo co-
me si & detto, in valore eguali a due numeri algebrici,

) A . )
e la frazione ;- rappresentandone il quoziente, essa

I
sard in valore eguale a un certo numero algebrico 7,
giaccho si sa che il quoziente di due numeri algebrici
¢ sempre un numero algebrico. — 51 ponga dunque
A

ff :i.il'

¢ perche per definizione s1 ha

A
) B=4
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L]

cosi resulla
A=B.q.

Moltiplichiamo i due membri di questa egua-
glianza per una espressione che indichiamo con m ;

avremo 4

mA =mB. q

la quale ci fa vedere che ¢ & il quoziente di mA4 di-
viso per mB : quindi si pud scrivere

md _
mB:
epperd =
A_md 5
B mB 28

A h
la quale mostra che 5 on mala moltiplicando 4 ¢ B

Per m; e se si considera Ig f.
or
i mula precedente nella :
mA A
mB — B l-

m A

mB 1O0 muta dividendo m 4 e mB per .
Cosi & provato il teorems.

si vede che

In parlicolare, Supponendo m = —1, gj ha -
2 -
A .
B =x
Riduzione dj ypa frazione algebrica X

a forma piu sempice,

Sopprimendg i fatlory ﬂar:;?;?; ‘4 st rende piie semplice
E evident at suoi due terming
e ¢ .

"® questa operazione, in virty del
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teorema precedente, non muta affatto il valore della
frazione algebrica.

Per vedere come nella pratica si eseguisca tale
semplificazione distinguiamo qui due casi:

1° I termini della frazione sieno monomi:

Cerchiamo il m. e. d. di essi e dividiamoli ambe-
due per questo m. ¢. d.: 1 due termini diverranno
primi tra loro e si dimostra allora, ragionando preci-
samente come in Aritmetica, che la frazione & ridotta
alla sua piu semplice espressione: ciog, dato che A e B
sieno monomi primi [ra loro non polra essere

M e N monomi interi, a meno che non sia M=pA4,
N=pDB essendo ;. un monomio o anche un numero
intero.

Infatti perché la precedente eguaglianza sussista
deve essere

AN
B =M

epperd il monomio AN deve essere divisibile per B:
ciot deve contenere nel modo noto (39) i fattori di B ;
ma A non ne conliene alcuno: duncue & il mono-
mio NN che contiene tutli i fattori di B: ciot si ha

N=ubB

e iuindi M= pA il che & quanto si voleva.
Sia ad es. la frazione

ﬂﬁrf‘_ﬁis{.?.!tﬂ ‘
28ab’cd °

il m. ¢. d. dei due termini & 4eb'ed, dividendo cia-
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Si riconosc2 che ciascuno dei suoi termini si an-

scuno di essi per questo m. ¢. d.: 1a frazione diventa
3 nulla quando in esso si fa a=I1; dunque ciascuno &

3. |
E}%:"- ' divisibile pel binomio a—1; e dividendo numeratore
- ¢ denominatore per a—1 la frazione si riduce alla
9> T termini della frazione sieno dei polinomi. b forma
Se vi ¢ un monomio fatiore comune a tutli i ter- N T

mini del numeratore lo si pone in evidenza, e altret-

tanto si fa pel denominatore ; si cerca poi il m. e. d.
dei monomi cosi trovati e si sopprime nei due fer- L, & .
mini della frazione questo . ¢. d. 9 Riduzioni delie frazioni allo stesso denominatore.

Cosi la frazione

(== 4

L

::jl;"

124'0" — 8a’D’ 3 62. S/ riducono pitt frazioni allo stesso denomina-
16a’h — 20a°h’ lore wnoltiplicando, come si fu in Aritmetica, i due ter-
si pud serivere nella forma 4 mini di ciascuna pel prodotio dei denominatori i tutte
o le altre.
AdD*(3ab—2) 2 Sieno le frazioni
da’b(4a"—50" f A a ¢ e
= . R LY 3%
¢ allora =i vede subito che si pud sopprimere il m.c. d. b @’ f
4a’h dei due monomi 4a’h’ e 44 o 1a frazione assume operando sopra di esse, come sopra si & detto, esse di-
abBab—2)  34°p—2qh ; adf  cbf  ebd
‘irfa-_aﬁ* AT 'I{:;E::ﬁ_b'\- 2 | I lIl' .I’;”‘ E!l.l'blllrl d flf lrlllrr
Dopo una tale soppressione dei fattori monomi che sono rispettivamente eguali alle precedenti e hanno

comuni =i due termin; . : g lo sles nominatore b lf.
dere se ﬁesisti;mmm] della. axlqne; vimarrebbe ¢ e 15?? :llg:mulfinamri l.l:.‘:l{ﬂ frazioni date ‘
o~ 1000 anche dei fattori polinomi comuni i 3 E i S E B e g el 100
(Juatll puile si POssano EUPDTiHIE-ra . ma intorno Hl[ﬂ: I'i* - nomi infteri, glaccne s1 sa trovare 1l lorg M. €. in. sl
cerca dei fattori polinomi comuni ; d I1' i dati, possono formare delle frazioni eguali rispettivamente
non pos=iamo fare aliro che richiaﬂlaurzplﬂ u;{;n; delt; i alle proposte e aventi per denominatore comune que-
- e 5 .« :
al n. 59. 510 minimo comune multiplo.
Sia, 2d es., la fraziope Sieno per esempio le frazioni

ﬂ'i“_—_gﬂa'{-tf-r.!z-—'fﬂ._}_ i 3 . A B C

e e 3 124°0°¢* 16a’b" ° 18abe’
 —+-0a—§ g




S0ab (" —b") 26a’y,

=
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p 2 oab gt Az 3 PR

il m. ¢. m. dei denominatori 62 3abec; 1 qur.:nmentl T

di esso diviso successivamente per Clascuno dei deun-._;_
minatori sono - L

2® 3h%*; Fac’; 2a’h; _

moltiplicando i due lermini della prima frazione per

il primo di questi quozienti; i due termini della se-

conda pel secondo, ec., ec., si hanno le tre _

1245°¢ 9Bac’ 8Ca’h’ &

v

Lida'h'e®® 14da’be®’ 144a’b'c’”’

Ma se i denominatori delle frazioni sono dei poli-
nomi, allora non possiamo qui indicare una regola ge-
nerale che insegni a ridurre pilt frazioni a un denomi- -
natore pitt semplice di quello che sia il prodotto dﬂij.j
loro denominatori e solamente richiamiamo quanto fa =
detto al n. 59 sulla ricerca dei multipli comuni a pit
polinomi dati. -_!

Sieno le frazioni ;
20 _a--b a—1b 21
377 2a—b) da(a-+b)’ 94’ (@ —0")

giacche & ﬂ:"—f"""—:(r'r+fr) (a—0b), cost I esprﬁssiunﬁ..
Sbabla—b) &, (59), il minimo multiplo comune di*"

tutti 1 denominatori; i quozienti di essa divisa Per.
quesll sono:

- N

- .| %
12a’ \ -0

» 18a’b(a—+-b), 9ab’(a—b), 41’

e le frazioni equivalen(i alle proposte sono E

a1 4 1 g : T A i . "".
2ha (a'—b ) 18a ’»*-J_Tﬁ'fﬂ}“ _9ab*(a—1bY’ ﬂb'[ﬂh‘%@,_ﬁ

@—b") 3600 (" —b7) 36ab (@ —0)" ]
e denominatori sarebhe slato _
260’0 (a’—p?y, ;

Il prodotto (
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Operazioni.

G3. ADDIZIONE. Per fare I addizione di frazion:
avente (o stesso denominaltore, st sommano i nwerator:
e st da alle somma i denominatore comune.

Ad esempio si ha

@ b -

(-=-l——¢
m m ' m- 1

Infatti il 2° membro rappresenta il quoziente di
a-+b+c¢ diviso per m: dunque moltiplicandolo per
produce a--b-+¢: ora anche il 1° membro moltiplicato
per mi dd per resultalo a-+b-1-¢, giacchd si ha

g b e e b e
N — - - I”g:..-_ _;_.,., ___:.,_..._
it i 7 i i "

ma due numeri moltiplicati per uno stesso numero,
che non sia nullo, danno prodotti egunali solo quando
essi medesimi sieno uguali; nel nostro caso m non
essendo zero, € cosi provala 1’ eguaglianza prece-
dente.

OsservazioNe. Se le frazioni da addizionarsi
avranno denominatori differenti, si ridurranno prima
allo stesso denominatore e poi si applicherd la regola
precedenle.

64. SOTTRAZIONE. Quande le frazioni hanno Iy
stesso denominalore, dual nuwmeratore della frazione mi-
nuendo si sollrae il numeratore della frazione sollraends
¢ st da alla differenza i denominatore comune cios,
st :

i l a—0

it m - m "
-"!lid-".El.."&, Magebivg, — Yol L
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" i " h H) m = ﬁ ’ 'i:
Infatli per definizione si ha { — = a—b : 3___

a I am bin
: ——— ) =————=a—D).
inolire = m)

OsSERVAZIONE. Se le due frazioni hanno denomi-
natori differenti si ridurranno prima allo stesso deno-

minatore, indi si applicherd la regola precedente.
65. MOLTIPLICAZIONE. Si fu il prodotto di due fﬂl
zioni, dividendo il prodotto dei numeratori pel pradaﬂn
det denominatori.

: Ak : ! : ¢ i
Sia da moltiplicare la frazione - j, ber la frazione 72 -

rappresentiamo con p e ¢ i valori ch queste frazioni:

cloé si ponga

4 ¢
Esz E.E—_'g
s1 avra per definizione
t=1Ubp, c=dq
¢ moltiplicando membro a memhbro queste uguaglianze. :
ac=hp. dq ‘
ovvero
=bd. pg
la quale prova che i - . "
onde si ha Pq € il quoziente di ac per M:,*
Lo
: bi P
UYYero
aCc aq ¢
b1 d i

come voleyasi dimuslrare.

I'.‘1_-
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OsservazioNe. II prodotto di pinn frazioni si ot-
tiene dividendo il prodotto dei numeratori pel prodotto
deil denominatori.

606. DIVISIONE. Si divide una frazione pzr un’altra,
moltiplicando la frazione dividendo per la frazione divi-
sore rovesciata; ciod si ha:

a, ¢ _a d ad
b d = b e b’

Infatti &
4 4\ ¢__ade =4
b oS dT bed
il che prova che E = é il quoziente di - dl'ﬂED per f;

67. OssErvAzIONE. Nella teoria qm esposta ab-
biamo fatto vedere come le operazioni da eseguirsi
sopra le Irazioni conducono sempre ad operazioni da
eseguirsi sopra i termini di esse : e giacch® questi ter-
mini, secondo I' ipotesi fatta a principio, erano dei mo-
nomi e dei polinomi dnleri di forma, cosi erano gia
state stabilite le regole per le operazioni sopra di essi.
Ma pud anche occorrere di dovere considerare delle
espressioni che rappresentino il quoziente di due fra-
zioni algebriche, espressioni cio®, aventi la forma

A
(%
s
(1:?
Espressioni di questa forma si possono sempre ri-

condurre alla forma di frazioni come quelle gid consi-
derate inquantoche @

(H) _ Aﬂ ‘
(___) €~ BC



110 TELATTATO ELEMENTARE D' ALGEBRA.

ma quando l& si vogliano conservare nella forma I]E!l&‘_:__:_
quale sono prooposte, si pud subilo vedere che a sif-—
(atte frazioni a termini frazionart, Sl EPPliﬂaﬂﬂ tu_tt_l 1
principii fonZamentall di uah:u_lu Fha abbiamo stabilito
per le fraziozi a termini inler: di f-‘]?‘mf{: hasta Osser-
vare che in tatli i rogionamenti esposti per stabilire
(quei principii, la condizione che i termini delle fra-
zioni fosserc interi di forma non & mai slata invocata:
tutti quei razionamenti i potrebbero ripetere identi:
camente per le frazioni a fermini frazionari: dunque
quei principii valgono anche per queste: e in virtl di
e=si le operzzioni da eseguirsi sopra siffaite frazioni
sono ricondotte ad operazioni da eseguirsi sopra i loro 1§
termini, cio®, sopra frazioni a termini interi di forma, v

¢ (ueste operazioni, per gli stessi principii, si ricondu-
cono ad operazioni sopra espressioni di forma intera.
Noi possiama dunque ritenere, e questo & cid che im-
porta, che Ia teoria precedentemente stabilita vale per

frazioni 4, . 1 cui termini sono espressioni algebriche
qualuncque imlere, ciod o frazionarie. 3

M ‘
Noteremo che al : N/ .. A
0 che alla forma anzidetta ~~-% si ricon

ducono le espressioni della forma

b d :
[/ I — _:__ L
.‘| E [] f F @ &
, 4
'-—‘—- - — L] ¥
,! .f...ﬂ E [] LI

neile quali ciop. i : . _ .
ancl » 1l numeratore, o il denominatore, ¢

¢ am! o il . _
termini d;efue Eﬂntquﬂm termini di forma intera @
-0rma frazionaria ; & manifesto}infatti ches

CAPITOLO W, 117

riducendo in ciascuno tutti i termini allo stesso deno-

minatore, si condurranno numeratore o denominatore

alle forme rispettive _"{1 %—, dove M, N, P, O sono

espressioni znlere, e cosi si ricondurrd sempre una di
quelle espressioni alla forma
‘M
(3

P

(7

'a quale poi, quando si voglia, si ridurrd all’altra

M.Q
N.P

Applicazioni.
68. TEOREMA. Se piit frazioni sono equali tra loro

st ofliene wuna frazione equal? a ciascuna di esse divi-

dendo la somma del nuwmmeratori per la somma dei de-
nominalori.

Si abbia
i a a’
N S e s
onde
ﬁ-'zh'pj-! a = 7, a'’t — h-..q, -

addizionando queste uguaglianze membro g membro,
sl ha:

4 +@'—a"". ... = g+ g5-....
0OVvero
a+a—+a"+...— l;'_fll-.l—rf-'“-}—bm-—l—-....:) q
il che prova che ¢ & il quoziente di a'+-a¢' 0" . _
diviso per b'—+="+b""~-....: ciod si ha
__EI-! -j-.ﬂl'_l ll Ial,I.l'rr : - ﬂf ﬂ_fr
q_ br"i‘_b“_i"'b”r-'{_' R il b' -_-5._' ==



3 118 TRATTATO ELEMENTARE D’ ALGEBRA.

0sSERVAZIONE. Siccome si ha evidenlemente :

a}' EF}J al‘l ﬂrJLﬂ ﬂ"f ﬂ-‘.”}'-r”
-EI'_:F_?J’ F———ﬁ"ﬂ bn‘:: W, aues

cosl pel teorema precedente si ha anche
ﬂ'}:—}—ﬂ'r}n"—i-ﬂ;”}hm—l—* = af}-f Gﬂ

A e - ON - O T

60. TEOREMA. Se pils frazioni a termini posilici
sono disuguali, la somma dei numerator: divise per
la somma dei denominafori di una frazione compress

fra la pit grande e la piis piccola di quelle.
Siano le frazioni

<< <o <G

a
si ponga -+ 7 =1 onde a'=b'qg: si avrd

H' t

n)
Ia -..-\-"ﬁ': i >4 e pinn >q
onde

u':ﬁ'q, (f:)ﬁ" : ﬂ”’:} b.r.ri' s ﬂllnj}ﬁ.lnlq

€ addizionando membro a membro

n:__{_au__[_ﬂm__l_ ----‘{"ﬂ{nl}bJQ"J;*b‘iQ‘f-b”FQ'{_ ”“_-f—mﬂ:‘q? |
+b)g

b" 1 fe iz
quinds > (W'-b"+b"

ﬂ-*'I"'ﬂn‘i"'ﬂ”j"i" + gh}
b+b'+ﬁ"m-—[—,.. __i_bl:n:u >4I

ﬂ'F
> gr—

. o)
Si a .
Dﬂﬂgﬂ ﬂrﬂ EET: : g1 avra

“Up, a'< VP wves ™ = p® p

CAPITOLO V.
¢ quindi
a+a"+ oo +a < (V0" -F- D) p
onde
o-+a—+....+a" _a"
b+ 0 < pir
Esercizi,
1. Semplificare le seguenti frazioni:
- 12a'b"x a —+al a’—ab
184°by *  20ab ° @’—ab
90 ‘ii}f{_:': 4(a—+b) @—+b°
sate—15ay® ° 5(@—bY) * a'—b
50 (a=b) =2 2’
a—b ' =1 7 af—1
" ma—+m—iu—1 ' +-b"—c"+2al)
' m —1 T a ="+
" r+3w+2 o 100421
&' +6r+0" &' —2r—15
6o _.L “+(a-+b)w—+ab g?!—(r:-:hb_]m—i-ﬁ_b
Ha+c\v—ae W x'+(e—a)z—ac
i (x—+a)' —(b+c)* r'—+a’e’-+a*
i PR h T T o T
(w=+-b0)'—(a+c¢)* ° x"—a’
go ' 4"+ a1 ' H-ax'y
L.L_:i__i 2 ‘Ei-_ﬂ-'tyi ’

119
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2 Ridurre al minimo comune denominatore le

seguenti frazioni :

1 3 & 5
A A —
de * 62" 1 124°

5 1 3 &

- z+1 * dx+4d 7 x"—1

) " x s ax

a—x ' a—g ' 2*—q' ' @ —z"

T g A (L

8 =3 . &5
=i rart+a ' a—d

¥ 2
.L-}@_ 1 . i

- __. —

| ) |_ 4 i "E . = b -
U —r+a' * Partd ' o ar .

9. Eseguire le operazioni indicate nelle seguenti -

espre ssioni -
i o _l!’_.'_ i _|':||_ -
a+b  a—D
= _a 0
Qa—2h " 12y
:5 l '1- — -E. i _ll
be  ac ' ab
i I 3
i x+2 (ﬂl.-r. ®
- (@+b% a b
frb(a_.g) S
0o l ﬂ+b_ l+-¢ c+a 3
\ ‘—E) l:ﬂ—-{ i') {ﬂ__ .ﬁ') [:'T_:'-EJ} ] (.r;— bj [iﬁ;#}

)=

10

14

12°

14°

170
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r—Y . - ol LT
T R I, Ty s "% . 3
pr—=pyyt ey Y
Pt ? i':- e y :
o, ry-=y ==y
3 i k]
2 r—23 T

ra-h i —dx T ' +-64

Ea~ -C
ah e

.r.'—-i"
—= - a’-LeT—b"
n‘{

{r!—-f.i % r {'i

e -

b+t 2 x(a—Db)




122 TRATTATO ELEMENTARE D’ALGEBRA.
1 P CAPITOLO V. 123
L Yol
] +;1:+ T Trovare i valori delle seguenti @spressioni:
180 ,
oA oW (1— _ab
{—mx ; M 1o — l]l]ﬂl'ldﬂ I J}——*;}—_ﬁ
Verificare le seguenti uguaglianze : b 9 9
20 Cotby quando & e =175, b=73
[° 2 +(J —b7) (z"—b’) (y-c}{zﬁc) L+ 3’ J
bc* b*(h—c?) Ke—py !
] i 0] e 4o ‘ﬂ i y e — ?"f E_ ——— iﬂ_
= Ly {f_b_i(ff;z_b?(f“f“) . Y ey Ty T
.._g") J
(1: —c*) (' —e') (2" —e y r—a\’' o—2a+b iy a-+b
e —b) ) st " (.—1:—.!: e DA By
J° (:1: —4 '(52—3 ) {.,r: —e (=2 . r+y—1 a—+1 . (bt
=2y quando & x= b1 %Y =

M G R e s e

8
———

1
— 1
(g_a)(q:f)(a:ﬂ)“‘” (—0) o) (@1 D)
. Gpnot g
(e=a)(e—B)(a-+) ™ ra) (@0 (7r-0)
6 1—¢* 1
(1——ax)— {{I-Htr)r_ —x*
TS ¢
: _ b a+9p a+b
¢ G .
(~=2h -_u+31;. .

u—+3b
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CAPITOLO VL

Potenze.

10. Potenza é il prodotto di piv fattori equali: il
numero che & cosi preso come fattore pilt volte dicesi

base della potenza; il numero che indica quante volte

lo 2, chiamasi esponente, o grado.

Cosi il prodotto a. a chiamasi potenza seconda 0,an- %

che impropriamente quadrato di a e si scrive a°: a. 4. a
polenza terza o cubo di o e si scrive «° e via di 5e-
guilo.

Il numero « si suole pure considerare come una

polenza, ciot, come la potenzq prima di sé stesso: &
Per cio che qualche volla si sepive

t=q",
l:luestﬁ 30no definizioni bep nole.
1. Anzitulo osserver
numero algebrico, essendo
gebrici, @
guendo j v

o e IO 3 e w umrs, ot
di # cop Espmﬂmﬂnegﬂa:;w, :‘1 *anltii?a‘ ogni polenza
eésponente disparj. parl, negativa ogni potenza con
Anche questo
Se poi ¢ ¢ y
¢ sempre up pyy

~e

un prodotto di numeri al-
Sémpre un numerg algebrico : e distin-

fu gid detto 4] n. 24.

I Numero jn(eyo, 0gni sua polenza
€ro intero,

@ ¢ frazionapio —_ P
HEIDI]dI'iG-T-E, n,--.i;g ed & irriducibile,

émo che una potenza di an

Mt casi noteremo che, se « & un numero
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come si pud sempre supporre, allora ogni sua polenza
¢ pure un numero frazionario irriducibile : perché,
astraendo ora dal segno, pel quale vale la regola data
dianzi. si ha:

-610) ()
1) ~\g) )\

. L | A
T (f
/"

¢ come si sa dall’Aritmeltica, se p e ¢ sono primi tra
loro, sono pur tali p" e 4"
Aggiungeremo ancora che se @
=1l
m=m'

m ed m' interi e posilivi, & manifesto che si ha

-

-ﬁ!:l“ ietesd ﬂ:

giacche a™ ¢ @™ sono prodotli composti I’ uno e I’ al-
tro di uno stesso numero di fattori rispettivamente
ecuali ciascuno a ciascuno.

Esporremo ora intorno alle polenze aleuni teo-
remi, che in parte sono gid noti, ma per I'importanza
di essi & utile raccoglierli qui, dandone dejle dimostra-
zioni generali.

72. La potenza n* di un prodotto ¢ equale al pro-
dotto delle potenze n® det faltori.

Abbiasi il prodotto a. b. ¢.....1: si ha -

(abe. . .ETJ":(HEW- i f) (NE{:. i .-"). e r-’E‘E‘. e :'T)
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ma, come si s& (25), si forma il prodotto di pi pro- €

dotti formand< un prodotto unico con tutti 1 fattori di
quelli ; si ha dunque:

(abe...l)" =abe...l . abe...1..... abe . . .1
e giacche I’ or dine dei fatlori & indifferente, cosi
(ahe...1)" = G- 0- .8 WD n sl o CLEilvivn Uil

e 1nfine
il"fbﬂ- -y lr_)n=ﬂu 5-1 ﬂ“- .. E.‘l

come si voleva.

Questo te-orema contiene, in particolare, la regola
per I innalzamzeento a potenza di un monomio intero;
questo infatti mon & altro se non un prodotto di nu-
meri algebricl..

13. La po=enza n* di una espressione frazionaria é

il quoziente delle potenze v dei termini di questa.
Infatti si 'ma:

e giucche si fa il prodotto di
rie moltiplicarsdp j numerato

. ri fra 1 tnAa-
tori fra loro, cosj - loro e i denomina

¢ infina

come si volevy,

pit espressioni fraziona-
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Questo teorema e il precedente ci insegnano ad
innalzare a potenza un monomio frazionario : giacché
pel teorema ora dato s'innalza a potenza un monomio
frazionario, che ¢ il quoziente di due monomi interi,
innalzando 1 suol due fermini: e I innalzamento a po-
tenza di quesli si fa secondo che insegna il teorema
precedente.

Iiguardo all’ innalzamento a potenza di un polino-
mio, noi rammentiamo di aver dalo la regola per I’ in-
nalzamento a quadrato, ma non possiamo dare in
questo libro la regola generale per 1’ innalzamento alla
potenza n".

T4. Il prodotto di due polenze della stessa buase ¢
quella potenza della base ¢he ha per esponente ln somma
degli esponenti di quelle.

wia il prodotto a™. a".

5 1 1o b4 e i 1 |
~1 ha a'"=da. a. d......da

quindi (25) il prodotto a™ . «" resulta composto degli
m fattori di a™ e degli n di a", ciod di m-n faltori a-
¢ dunque

& 1 - g m-n
at. a4 =a. . [ S

—a n‘.-l_-n.
OsSERVAZIONE. In modo analogo si dimostra
che ¢:
ﬂ!u‘ E-'!.'lll ﬂ'P' ﬂ.r f— ﬂtli-f-'-‘-'i-?-h- R

12. La polenza n® della pofenza m* di un numero
¢ la polenza mn® del numero stesso.

Sia ¢™ da innalzare alla potenza n°; si ha per defi-
nizione

1 o Tl

(= =8 @™ e @™
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e pel teorema precedente (osservazione)
(rt1::)l1=ﬂtﬂ+n1+ & @ & & ==

cloe

(I'Im)“ — ﬂ.”""‘.

Co=i, si ha pure:

(ﬂ_u)m — ﬂnm

¢ giacelue :
i = nii
ne segu2
n Ik 1

(") =(a")".

OssERVAZIONE. Si deduce immediatamente che &z

[{:{t“'}n] s (e

infatti si ha:
['.Hm}“:__. o :
(quindi sostituendo -

mi e § !
(ﬂ- 1} — (ﬂmn‘} :
ma, pel leorema org dato, &

(ﬂmn}"____ Hﬁnp .
quindi,

ey ]=

‘ E di qui si vede ane
S1POSsono scambiare fra

cosl in [(f.r:r'-'n]l

(que 1 L tr
fue tra loro i tre esponenti m, n, ¢ p.

' Si avy i
érla bepe di
: rerla 1 non
fossero eguali » bise
rale, nop &.

§

S0ereb
2 be che fosse Mti=mn, e questo, in gene-

; n” &
he subito, che, come in (@)
loro i due esponenti m ed #,

si :
s1 Possono scambiare in modo qualun-

confondere (am)® con a(m") ; perché.
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In generale si ha:

( (( {an-}"}”)"")‘; s

¢ si possono permufare in tufti i modi possibili gli
esponenti m, n, p, ... r.

16. Il quoziente di due polenze della stessa base ¢
quella potenza della medesima base, che ha per esponente
la differenza fra l' esponente del dividendo e I esponente
del divisore, se quello ¢ maggiore di questo.

m

Abbiasi a‘l;', e sia m=n-+p

si ha
am ﬂﬁ'l'l]
a".af
— _ﬂ“_
==

ma ¢ p=m—n: quindi

am

el
come si voleva dimoslrare.

17. Il quoziente di due potenze della stessa base ¢
equale all’ unita, quando U esponente del dividendo ¢
equale a guello del divisore: se poi quello ¢ minore di
questo, allora il detto quoziente ¢ una frazione avente
per numeratore I unitd e per denominalore quella po-
tenza della stessa base, che ha per esponente la differenza
fra U esponente del divisore e U esponente del dividendo.

La prima parte del teorema ¢ evidente, giacche

. : e
se in h;é m=n, ne deriva a* = a", e quindi

"

—_——
—

a*
ARZELA , Algelbra, — Vol. 1, o
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Quanto alla seconda parte, si osserva che se &

% >m, si polrd porre n=m-+-1:
t{ﬂiﬂdi

Serir TRl BR T

ﬂm ﬂ.m
Hn il {].“H'r
ﬂ'm- |i k

R 1 :
1

— e,

=

¢ giacche & » =n—m, cosi

EI:'I—II]

33
[
!

come si voleva.

Esponenti negativi,

£

i8. Intorno al quoziente di dye potenze della
stessa hase, cui si riferiscong j due ultimi teoremi, si ,-
bresenta qui una osservazione importante. 3

La formola
) :
valevole nel casg gj m>n, el alira
&~ . 1
a" =

=, T
-

che vale . 3 3o
oo S€ & <n, pongono soylo gli occhi idué =
“iementi dai quali

Propriamente dipende il valore del
quoziente ——. < « 4 i
® @5 Sivede, cioe, che se ¢ m>n, esso di-

pende da g ¢ gy ;diﬂerenza (n—n), se & m < n, di=
d differenzg (:.'-“l-—-m.‘); e dicendo cosl, 1101_}
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. . . " - i <
vogliamo significare che il quoziente g+ 52 per a si

prende sampre uno slesso valore, ha un valore unico
¢ determinato per ogni valore che s altribuisca alla
(m—n) in un caso e alla (n—in) nell’altro; e lo mula,
(quando mula il valore di questa.

Cid si spiega rammentando la nola proprieta, che
ha il quoziente, di rimanere invariato so si moltipli-
cano o si dividono i suoi due termini per un mede-
simo numero, e di cangiare valore, so si moltiplicano
0 si dividono per numeri differenti.

Moltiplichiamo i due termini a* ed 4 per a®: cosi
i due nuoovi termini che si ollengono, saranno ancora
potenze di a: avremo

o ae . av

av e ”n .ar

a™ +p

S —

T, ﬂ“-Fi'_

fo ché mostra bene come si pud aggiungere ad m e ad n

i

uno stesso numero p, senza che —— cangi valore. Pari-

i
mente se dividiamo a™ ¢ " per a", ess*ndo pP<me

p<_n:siha:
H‘“)
'F i’ e

R AN
(v

¢ questo spiega, perche si pud togliere ad w e ad # uno

a +
slesso numero p, sanzache i cangi valore: mentre

cangerebbe sicuramente, s2 si molliplicasse o divi-
desse a™ per una potenza a, e «* per un’altra a°, cioe,
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4

se ad m si = aggiungesse o togliesse p, mentre ad n si s
aggiunge o = si toglie 4. . -
“Cosl & « chiaramente spiegato come accada, che il

11}

. a .
valore del qryuoziente —, quando si prende per a sem-

a" :
pre uno stes=sso valore, non dipende propriamente dai
valori particezolari che possono avere m ed », ma bensi
dalla loro diilifferenza, giacch® & appunto questa che ri- k.
mane invariwiata quando si aggiunge o si toglie uno
stesso numenero ad m e ad n, e che cangia, quandoa
questi si agzzzgiungono o si tolgono numeri differenti. E

i 1 :
Le due = nolazioni g™ e prrpey) che si hanno dalle

formule prewecedenti per rappresentare il quoziente

oo Det due ==zasi di m >n e n<m, sono dunque meglio

: ; . ﬂm : A
appropriate - della stessa notazione u—n,lnquantnnhé pon-
gono sotto =33li occhi i due elementi a ed (m—n), ovvero
wed (m—m« ., dai quali veramente dipende la quantitd che =
sl vuole r= T ppresentare.

ti da == ronsiderarsi perd, che I'avere forme differenti -

m

, a
per rappre=sentare -+, secondochs & m>n o n< My

evidentem ==ente nuoce alla semplicita e generalita dei cal-
coli; nasce: @ quindij naturalmente il desiderio di vedere sé
non si poss&. a1n qualche modo, senza contraddire a prin:
CIpil stabilitati, ridurre le due forme ad una sola; e giac-

ché delle drTiue notazionj gu-» o

gi-w 1a prima & la pit

a ricercare come si possd
a, ciod, come si possa,an:

semplice, CCr0si si & condolti
ridurre la s#=econda alla prim

che quando e m<n, rappresentare il quoziente EF
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scrivendo a™-", precisamente come si fa quando &
m _>n.

Ora questo si ottiene subito stabilendo la conven-
i [ ol s, - Ll i
zione di scrivere a~v invece di b

Allora infatti, se & m <me precisamente 5 —m-— 7
abbiamo

i 1 1
a g g

e quindi se si scrive
1

a4

giacché & —p =m —n, cosi segue :

ﬂ_tll

——— gm-u

a
che ¢ appunto cid che si voleva.

Al nuovo simbolo (a-*), che cosi viene introdotto
nell’Algebra, daremo il nome di potenza con esponente
negativo chiamando —p il suo esponente, o pilt breve-
mente lo diremo potenza negativa. — A questo modo
noi estendiamo il significato della parola potenza: sin
qui si & dato il nome di potenza a un prodotto di fat-
tori tulli eguali tra loro, e I’ esponente era di necessiti
un numero intero e positivo, e secondo questo con-

: 1 :
cello, il numero v sarebbe propriamente la potenza p®

7 : . 1 v
del numero g \nverso di a, poiché & T G) ;d'ora

Innanzi si riguarderanno come potenze di un numero g
anche quelle che, nel senso inteso in Arilmetica, sa-

, 1
rebbero veramente potenze del numero 4 ciot: le po-



-
i .5
e
= e

Ty i
temze, nel significato aritmetico della parola, cosi de}
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nuamero ¢ come del suo inverso — si conviene di con- %

G erarle tutte quali pofenze di a, con esponente posi--

m—-:. quelle, negativo queste.
Se poi, oltre la convenzione di scrivere a-®in

| _
lu=go di v con che si rende valevole la formula

i
il

]
e
_.__.ﬂhl o g

ne_ caso di m<n, ne facciamo ancora un’ altra rela-
tiv2 al caso di m =mn, renderemo quella formula com-
pleriamente generale.

La convenzione da farsi &, che ¢ simbolg a° ‘ﬂ,ﬂ

presenti Punitd: infatti, giacchd, quando @ & m=n,4
SI na '

Y
.f'

ﬂlm
=1
5 .
posta ndeita convenzions, potremo scriv ere - = (U &.
qr- 1ndi «,-
a™
ar=a'"-u_ 4
“
, niﬂ anque, riassumendo, mediante le due ﬂDnTEﬂf
Z1e %
J 1 )
a "=*ﬂ-;, 4° —

ne? Tendiamo completamente generale, come appunto
si vuole, la formuly B

ﬂl‘l‘l

— e, ST =T :
n —— .
a'

ed © Manifesto che cogj facendo non cunLraddi{:iamﬂ"
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nessun principio gia stabilito, inquantoché i simboli «-*
. : : l

a° che introduciamo per rappresentare le quantiti oy

e 1 prima d’ ora non sono slati contemplati nell*Alge-
bra e quindi per essi & concesso stabilire quei signifi-
calli che meglio ci piacciono.

79. Dobbiamo ora determinare le regole di cal-
colo per quesle potenze ad esponente negativo e nullo,
che abbiamo introdotte; e faremo vedere che, appli-
cando ad esse le regole gid stabilite pel calcolo delle
potenze ad espmmnte positivo, si olliene sempre per
resultato un’ espressione, che, interpretata secondo le
convenzioni posle, ci da il resultato medesimo che si
sarecbbe ottenuto operando direttamente sulle quantiti
che con le potenze negative e zero s intendono rappie-
senlate.

Le regole fondamentali pel calcolo delle potenze
al esponente positivo sono, come abbiamo veduto,
espresse dalle seguenti formule :

I:} (ﬂ:'!-‘[: . . I!'E:'L“ e ”'llt. b'l:’ ﬂhl* I !.Elilu

:} ” 1 *'{1“
'-')] LF . b'll].

L‘;) ”..t ] ﬁ'“ P ﬂ'.."l".'
i_) {:”:l:n.)'ﬁ

E ﬂ"l 1
;']) THeams ar-".

{2

Mostriamo che (ueste formule valgono anche se
gli esponenti, che in esse compariscono, si suppon-
gono negativi o nulli.

1° Si consideri |’ espressione :

(abe...d)™;
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essa rappresenta, secondo le nostre convenzioni, la

i ;
i s er la 1) si ha:
frazione (ahe.d)™ ma p ) :
1 i ), ._
(abe...d)™ a™.b". c®...d" 2

{1 1 1 i ;4_,
“_'ﬂm ' bm . ﬂm 'r--ar-_:_ﬁ- (ﬁﬁ) Jick

e giacche @

cosl
(le...d) =" " s saad™, '3
La formula 1) sussiste dunque anche se 1 espo-

nenle, che in essa comparisce, ¢ negativo.
Se ora si osserva che, per convenzione, & :

{_”bl‘:. . .-‘."'.j“ —1 v i

a* =1 i
bt =1 | % l‘
= &
PR e« S '..~ 'r
evidentemente si hy pure : M Iu
(abe, Y=, .. o -

'.l)' (u‘!'!“',_.d'}m::ﬂm b
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; . X a\"
2> Si consideri I' espressione (E) : essa, per

definizione, rappresenta la frazione : — 1 ma per
(i)
la 2) &
a\* _a
() =
quindi
ay~™ 1
(TJ T
(5)
- (66)

=

1
{I“‘I.

( i onde

( ) h""m
come si voleva.
E poi evidente che &

() =%
b) b

poiché questa non & altro se non 1’ identita

e
S—

|

La formula

2)

sussiste dunque per m posilivo, nullo e negativo.
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3> Passiamo ora alla moltiplicazione di due pﬂ_.:
tenze della stessa base. 3
Primicramente si abbiano da moltiplicare le dye -
a~™ per a°. b

o

Per le nostre convenzioni, & :

"."rﬂ_m:f,ﬁ_n_l 5
quindi
" 1
4 m.t’duzaa o7 i
e 'E#j - ’ .:':‘
= (65) o
113 ¢ st ili T, i
ato stabilito che, sia n;,;-—m, sempre si ha:
a
—— — pf=m
: . ﬂ.n H
quindi
(1= ﬂ“ = qgn-m
—_— ﬂ-“l.l...il

cloe la formula

¢ vera anche se u :
= uﬂ (IEI a &
Sieno ora pe due esponenti & negativo.

da moltiplicare 8allvi entrambj glj esponenti: ciod siilli.l

@™ per ¢
Avendogj '

— =

f!-“l

g — 1

(' e

¥
a1 g
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cosl ne deriva
a " r&““:l : _111_
_ﬂ:ll‘l -I'E
epperod
- . 1
il 'l. ( 1="£_1L1_|Tn
ma, per la solita convenzione,
'_'i‘-ﬁ — 1 bl
..Il'l.l.'l- H
— i_--'l!'ll—ll
——F'/ Abe i el - 11
(quindi
A gt = g

il che prova vera la formula 3) anche se i due espo-
nenli in essa sono negativi.

I poi evidente che essa sussiste pure se uno o
entrambi bhanno il valore zero: dunque la

) a= . q" =—gor"
vale per ogni valore di m e di » positivo, nullo o ne-
calivo.
4” Per I'innalzamento a potenza di una potenza
distingueremo (re casi:
1o Sia (a™)™".
>1 ha, per definizione

l

) =

=
ma per la 4), &

(r.{_m)-.i = ﬂ"m
quindi

RO
=
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e per la nostra convenzione

__1__ = mn
ane
onde
{ﬂm)“'—_ 11T
come si voleva. '
2° Abbiasi ora (a™™)".
Si ha
—
=g
onde
,1 n
i TR
(a™™) (am
1
= (13)
—¥ Bl
3" Sia infine ()",
i ha
.
=
onde
{ =
=m = —
()= =
A
)
H_m
.~ 4
=)
a™
—¥) s
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provano che la formula
.i)f (ﬂn])ﬂ — ﬂml'.i

sussiste anche se m o n 0 ambedue sono negativi: ed

& poi evidente che essa vale pure se uno, o ambedue
sono nulli.

0" Bi consideri infine la divisione di due potenze

della stessa base : e suppongasi prima di tutto che sia
a—™ da dividersi per a".

S1 ha
1
&

@)
0

= (69)
| — I i
= (69)
——— ﬂ—gl.u-rng.
- {I-Hl-—“

come si voleva.

m
Sia poi ol si ha
am "
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a® a
S B |

_— ﬂm-[-n

— 1/ a8
-

Sia infine i_,, "
Abbiamo

nl

E
o
S~

| =3
I|IhM‘"""—'-""'Illl

I

=

!
o
aﬂ[hﬁ-
S

=
=

I

fas]
E
n-:-‘;

ll

S |
2 =

N==T111

I
=

—— =14

l

- = gi=m)=(-n)

Le tre formyle

_-.___ —— ——— 3
X q—m—n : — — pO={—n) (= m) o)
y —= ==
H]DE“'EHG Ehﬁ ]ﬂ fﬂr[ﬂﬂla

ﬂl'll

Ty o—

a

vale anche g, m

3
Se Poi fos
8

rebbe -

» O 1, 0 entrambi sono negativi.

8 2 .
48r0 m, ed n positiyo, quella diver-
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c_]m ¢ appunto la convenzione stabilita: e se n & nega-
tivo, diviene
1

AL -—.”-rfur-]'

o T

(1 0
1

R | —

@

EF
o
f—
=k ]

che evidentemente & giusta.

‘ Se & zero n ed m posilivo o negativo, allora di-
viene

I

”1;’ Ht'-l
1

che ¢ una identitd; e se entrambi sono zero, allora di-
viene

I

Concludendo, la formula

) ﬂul'l!l
) =0

a

17 =11

vale per ogoi valore positivo, nullo, o negativo di m e
di n.

Raccogliendo il sin qui detfo, si pud concludere
che la convenzione fatta di riguardare come potenze
ad esponente negativo le frazioni aventi per numeratore
I"unitd e per denominatore una potenza nel senso apit-
metico della parola, mentre ci arreca il vantaggio di
rendere generale I" imporiante formula

I,-"!"I

—

1]

non produce poi nell esecuzione dei calcoli aleuna
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t:nmphr:azmne maggiore, perche per queste nuove ;;m- -

9. ific . TS
tenze, come si & veduto, valgono le stesse regole che Semplificare le seguenti espression

si hanno per quelle ad esponente positivo ; e tali re- L -3 \ 1
gole di calcolo acquistano cosi una maggiore genera- 1* @27 (3) = (0.2)"
lita. L”introduzione degli esponenti negalivi & dunque i
pienamente giustificata. 6P ( ) 8 e
Esercizi. b A a ab™ a
-. L ﬂ:—t ] T —2 ? _”9
{. Eseguire le operazioni indicate nelle seguenti Pi(—=ag'yr , (—a¥Yy
espressioni : 3 @y
. o a ¥ 5"‘ e S
I° ey’  , 2 (—22%z) ¥ 107"
3 (—3ab*c)’ 4o (E—”Eﬂ ; 6° (@~ +y~") K @ —y)
! , 5 - *
x g 3 T (@) X (1)
—4r L e
° (3,3 v ) , & ( y;) 8 (a'—2-+a") X (a"—a™)
@) (a—by, 8 (I4x)(1—x) 3 9° (6do—"+-2Ty™") : (4a~'+3y™)
( =h : 100 'y~ =Sy 1oy~ —5u™+2uy)
ah) X ( ) & (Tt =Ty ey ™)
10° WN\* fe - {1° (—3a~54+2a~"0") 3 (—2a~*—3a'b
0 3 R
r L' ¢ x | 2 12° (2~ 4 a7 —a™") : (7 e e 40T
11° {.r‘;,-[j‘*:.-1 (ﬂ—ﬂ} ;
490 (Y=~ "
= e/,
‘ (z-+y)*
130 (u——{,) a1  (b— n‘)?“ £
EI [(RIIIJL.E)E] . ‘15..3‘ [:J;“‘f‘l)r" h.‘
16° (ﬂ‘z_‘al‘ﬂ)m ﬂb..hg r'.
(a—+a0) ) 1.7%, = ,
o (O+b\* s, _p\3 .9
g (‘E‘i*'f) ' (F!_'_b) ("E:y_i '! )
N .I:——y Hi_b'! !

AnzeLA, Algebra., — Vol, L
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CAPITOLO VII.

Eguaglinnze.

1
-

80. Quando si afferma che un numero a & egoale.
ad un numero b e si esprime cid scrivendo :

a=1"b

si dice, che si stabilisce un’ equaglianza: a e b snﬁﬁ
membri dell’ eguaglianza: a il 1°, e p il 2°; ed & evi-
dente che si pud anche scrivere "

=g

~Sono eguaglianze tutle le formule, che siamo Ve
MUl sin qui stabilendo e mediante e quali abbiamo

espresso le regole di caleolo - cosi le
a-+b = bt-q b

(a+b)* = a*4-2gh-1.)°

(a-+-b) (@—b) =u*—p" k

= a(h+€) = ah-rge i

ﬂ:lll 3 ﬂ,!.'l — ﬂ“1+n

S0no altretlan(e euaglianze.,
Anche queste alre

2=—9

fl=gq 4

-+ = (1~
ah = g
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sono eguaglianze, ma tra queste e quelle vi ha una
differenza essenziale: le @) affermandoci che un nu-
mero & eguale a st stesso affermano cosa che & evi-
dente di per sé, ¢ la nostra mente non acquista per
esse alcuna cognizione ; le «) invece sono egunaglianze
non affatto evidenti per loro stesse, ma che discendono
come conseguenze di una serie di definizioni e giu-
dizi, e cosi esse ci offrono sempre una cognizione che
di per s¢ non apparisce.

Le ), in cui i due membri hanno la stessa forma
¢ lo stesso valore, si dovrebbero piit propriamente
chiamare identita di forma e i valore: le %), In cui i
due membri hanno lo stesso valore ma forme diffe-
vrenti, identita di valore e non di forma, o anche, piu
semplicemente, éentita le prime, equivalenze le se.
conde.

81. Richiamiamo qui, allo scopo di presentarli rac-
colti insieme, alcuni principii gia stabiliti e dej quali
Zia abbiamo falto uso nei ragionamenti precedenti.

1o Se a due numeri eguali si aggiungono numeri
equali, si oftengono numeri equali.

2° Se due numeri equali si moltiplicano per numeri
equali, @ prodolti saranno pure eguali.

3 Se due numeri equali si dividong Per numeri
equali, si ottengono numeri equali. *

4% Se due numeri equali si elevano ad esponenit
eguali, si ottengono numeri equali.

Vediamo ora che delle prime tre di queste pro-
posizicni sono vere anche le reciproche : non ¢ perd
vera sempre la reciproca della 4.

" I numeri eguali, pei quali i divide, debbono essere diversi
da zero, perché, come & noto, il dividere per zero dej numeri di-
versi da zero non ha per noi significalo.
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K I‘
5° Se, aggiungendo numeri equali a due num
dati si oltengono numeri egualé, ¢ dali numeri debbon K
pure essere equali.

Se si ha

ed ¢ | —
diciamo essere anche |
a=a - 4
Aggiungansi ai numeri eguali a-+b e a'+b' rispet-
tivamente i numeri eguali —§ e —0U'; in virtu della *
proposizione, si olterranno numeri eguali: cioé
+d—b=a'-+b'—l
OVVero

r

d==da.

6" Se, moltiplicando due dati numeri per num

egualt, che non siano zero, si ollengono numers eguﬂfh
dale numert saranno pure equals.

Se e :
ab=a'ly
e | - b‘
ne deriva *
d=qa
purché non sig jie Vs .

Si divil:t :
410 i numeri eguail ab e a'l’ pet num arf

irth della 3 N
numeri Eguﬂlh Ciod proposizione, si avran -

ﬂ b (i
ovvero -

'*""I»:»
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Se fosse b=>0'=0, allora non si potrebbe necessaria-
mente concludere a =a’; I’ eguaglianza

ab=a'l’
ciod a3 0=a'><0

sussisterebbe anche se a ed @' fossero differenti.
OsservazioNeE. Se I’ uguaglianza ab=a'l’ si scrive

ba="b'a,
cosi, supponendo sempre che si abbia

h=10,
ne segue, come dianzi

f,i':ﬂ‘.r

il che si pud enunciare dicendo: se due numneri equali
b e b moltiplicati rispeltivamente pei numeri a ed a
producono numert equali, allora @ moltiplicatori a ed a'
considerati, debbono pure essere uguali, escluso sempre
che sia b =0'=0.

7° Se, dividendo due dali numeri per numeri equali,
che non sieno zero, si oltengono numeri eguali, anche i
dati numeri debbono essere eguali.

Se &
i} _g'
h — IV
e h=1
ne deriva a=a

supposto che non sia b =0b'=0.

. TN T . a4 a .
Si moltiplichino i numeri eguali p © j Pelnume-

ri eguali b e b': in virtk della 2* proposizione si ot-
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tengono numeri eguali; cio®

6 ._4a . 3

O Ady .

ciod 3
a=a;

si esclude che =ia b="0b=0, percheé i quozienti g%'

in tale ipotesi mon avrebbero significato.
(OSSERVAZIONE. Se si suppone

r

a a

o

insieme con 1" =ltra 'L

ﬂ=ﬂ', A

ne deriva o
b= |

Infatti, si moltiplichino i numeri eguali% 3 ri-
spettivamente per b e U'; si ottengono i numeri ¢ eecla“

che sono eguali: ‘-'lllmdl per 1" osservazione fatla pl‘Eﬂﬂ'
dentemente dowri essere

b:b'; r'

escluso che sia a=a'=0: perche, se cid fosse, Ver-
» ’
rebbe ,——- =0¢ qumd:? b=0, > iy -0’ =0 anche s&-
b el sono diffepepti.

8° Se
rmfm;-m; due dati numer; elevaty ac esponenti Eyuﬂﬁ.-
: S equali, © dati nimer: sono necessas

:;‘:;””” CGuati quando gli esponenti sono dispari, pos:
OR ESSETlo quando gli esponenti sono pari.

L. Sia m positive e dispari; avendosi

) Am — Bm ;
diciamo clie deye essere £

CAPITOLO VII. 151

si vede subito intanto che A e B debbono essere po-
sitivi se A™ e B™ sono posilivi, negativi se A™ e B*
sono negativi (24): dunque A e B sono sempre di
segni eguali. Ora si osservi che sussiste I egua-
glianza (D4)

AP—Bw = (A—B) (A" '4-A"-*B-+A4= "% B+
v oo - AR B

e che 'espressione A" '-+A"?B-4....-+=B""" ¢ sem-
pre positiva, perche ogni termine di essa & posilivo;
cio & evidente, se A e 2 sono positivi; se poi sono ne-
gativi, si noti che, m essendo dispari, u—1 & pari,
quindi A=-' & positivo: m—2 ¢ dispari, eppero V. Lol

negativo, ma anche B essendo tale, A=~". I} & posi-
tivo: m—3 ¢ pari, epperd A=-*. B & positivo: cosi
continuando si trova che ogni termine della detta
espressione &, come dicemmo, sempre posilivo; ma
deve essere A"—Bm=0: giacché non & zero I'altro
fattore, sard dunque (23) 1-—13’——0 cioe, A=20, come
si voleva.

Se m & negativo e dispari —m', sl sa che

" i [ — | T
-'1- === _‘.._1:;' 2 B j'jm
ora |’ eguaglianza
RN
l_il:l.\-i F— Blul

(1°, Osservazione), richiede che sia AR =R 8 al-
lora cadiamo nel caso precedente : quindi si conclude
anche qui

. e =
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2. Sia m positivo e pari 2n; * si pud scrivere

Am_Bm - AEn__BZ'n — {:;iijﬂ_ (BE}I.‘I .

¢ se F'er un momento sipone A*=x, B*=y, avremo.

ALu_Bm — {A'—’-Jﬂ_ {:BE)D - mﬂ__yn
= (r—y) @7 2"yt L ~+gy* y‘*"’};"
Ina a7 € y somo numeri positivi, perché quadrati di
altri pameri, dunque 1’ espressione

-Il“_j"f"ﬂrg“-!y"]"xn_ﬂyi_i“ P _i___i.:yu—-ﬂ_’_yﬂ—i
non prad essere zero: quindi perche sia
Am_Bru"z ‘Bﬂ‘__y'ﬂ. — D

& necr2ssario e sufficiente

. _ che sia z—y—= i
b =S 12 r—y=0, nm&

A'—B"=(4—B) (4-+-B)
quind * dovrd essere
A—B =0
ovver @ A+4-B = ).
clod A=B ovwero g—_p
Cosi &

» dall’ essere 4™ =B"
n valore assoluto, ma

g ro in 1
sibile per 2, ogsiy tero, come ¢ noto, si dice pari, quando & divi-
ey pm:i l:;u:an;c: ¢ un multiplo gj 9 - & quindi evidenle -
mero jpiero qualsiasj pre della forma 2n dove n indica un 0U-
Ne deriva dj oqn. i
Conse en 3

02 -4 Ovvero, cig chgu!ﬂ :asf:sﬂsclrj : ;umf o dspart & 4
7 A=, 5
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non perd necessariamente che sieno anche eguali di
segno.

Se m ¢ negativo e pari —2n, si ha
1 1

—2n ___ —2
A = A!u | B ’ = B!'-l ?

e dall’ eguaglianza

deriva (7v, Osservazione)
A=
e quindi, per quanto dianzi ¢ stato dello,
A=D ovvero A= -—D.
OSSERVAZIONE. Se m & zero, dall essere
A® = B™
non si pud affatto concludere
A=DB,

perche¢ qualunque numero elevato all’ esponente zero
vale 1, |



