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PROBLEMES DIV ERS.

PROBLE M E.

151, ET-A’NT donnée une éclelle SL ,

trouver la surface du triangle ABD,
et du quadrilatére ABCD [ fig. 7617.

Solution. Faites & BA =B a, et & D A
— Da [11]; portez sur l’échelle § L les
distances 4 a et B D prises avec le compas.
Supposons , par exemple, que l'on trouve

Ada=7y, B 1) =36 , multipliez ces deux nom-
bres entr’eux; prenez le quart du produit

'=— 14, ce nombre exprimera la surface du

triangle 4 B D.

Pour trouver la surface du quadrilatére
ABCD , aprés avoir déterminé le point @
comme ci-dessus, onfera a B C= L c et a
DC=— Dc; ontrouvera sur 1’échelle les deux
distances 4 a, C ¢ ; soit par exemple 4 a:=—=7,
Cc=15; prenezla somme de ces deux quan-

ties
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tités — 12 ; multipliez par cette somme = 12
la valeur de B D trouvée sur I’échelle — §;
prenez le quart du produit — 24, ce nombre
exprimera la surface du quadrilatére 4 B C D.

Démonstration. Laligne 4 a estdouble de
la perpendiculaire qui tombe du point A4 sur
la ligne B D (14); maisla surface du triangle
A B D est égale a la moitié de la surface d’un
parallélogramme qui auroit pour basela ligne
BD, et pour hauteur cette perpendiculaire
(41. Ziv. 1) : donc elle est égale au quart du
produit de 4 a par BD ; de mémela surface
du triangle B C D est égale au quart du pro-
duit de Cc par B.D :donc la surface du qua-
drilatére 4 B C D est égale au quart du pro-
duit de la somme des deux paralléles 4
C ¢ par leur perpendiculaire B .0,

152. Le probléme préceédent peut servir A
mesurer la surface d’'un espace renfermé par
un polygone quelconque, en imaginant des
droites qui le partagent en autant de triangles
ou de quadrilatéres que I’on jugera convena-
ble; ‘'on pourroit proposer encore d’autres
maniéres de la réduire en trapézes; mais on .
peut facilement les déduire de la méthode
avec laquelle on a résolu ce probléme.

K
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Panositr it M E.

. 153, Etant donnés [ fig. 77] les plans
z‘rfaﬁguzafﬁrﬁ qui comprennent une py-
ramide tétraédre, trouver sur sa base
le point ow tombe la perpendiculaire
abaissée die sommet , et itrouver sa
frauteur. |

Solution. Soit le triangle 4 B C la base de
cette pyramide tétraedre, et soient 4 F C,
BDC, AFB les plans triangulaires qui vont
se réunir a son sommet; du centre C et du
rayon €' D=CE, soit décrit un arc qui passe
par les points e et & ; du centre B et du rayon
B D , soit décrit un arc qui coupe le premier
en d; du centre 4 et durayon A4 £, soit d¢-
critun arc qui coupe lerayon en e ; soittrouvé
le point P ou se coupent les deux droites D &,
E e[ 112]; ce point sera celui out tombe la
perpendiculaire abaissée du sommet de la
pyramide.

Soit divisée par moitié la droite C Faupoint
m [ 66 1; du centre m et du rayon 7 C', soit
décrite la demi-circonférence Cp E; soit fait
a CP—=Cp;laligne E psera la hauteur de
la pyramide.
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Démonstration. Sidansla pyramide SABC
gqui a pour base le triangle .4 B C', et pour
sommet le point §, on mene dans le triangle
§ C Bla droite § ¢ perpendiculaire 2 C B, et
si on éléve du point & pris dans le plan de la
base 4 C B la perpendiculaire §# &, elle con-
tiendra le point P, ou tombe du sommet la
perpendiculaire § P [ 11. /iv. 11 ]; de méme,
sidu point §dansle plan § 4 C, ion méne A
A Cla perpendiculaire §¢, et si du point ¢ -
dans le plan de la base 4 C B, on méne i la
mcéme droite .4 C la perpendiculaire ¢ e ; elle
contiendra le point P : donc ce point sera
Pintersection des deux droites ¢ &, ¢ e. Mais
dans la fig. 77, ol les points D et £ représen-
tent le point § de la fig. 78, D d est perpen-
diculaire & B C'en un point [ 14 ]; de méme
aussi Iy e est perpendiculaire & 4 C en un
point¢ : donc le point P estle point cherché.

De plus, les deux triangles CP §[ fig. 78],
Cp E[ fig. 77 ], étant rectangles en Pet p,
le premier par supposition, et le second par
la 31.¢ prop. duliv. 3 ; et C' § étant la méme
ligne que C E, én a (P= Cp; on aura
encore P S —=p E; car [ fig.78] (47. liv. 1):

(CSyp—(CPY=(PS);
de méme on a [ f1gv 777 :
(CEY—(Cpy=(pEy.

K 2
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Mais (CS): — (CP ) =(CEy»>—(Cp)::
donc (PS8 = (pE); dou PS= pl;
donc p E est la hauteur de la pyramide.

154. Jusqu’ici toutes les démonstrations
que nous avons données é¢toient fondées sur
les elémens d’Euclide. Mais comme nous ne
pourrions pas toujours suivre la méme mar-
che sans étre trop prolixes, nous emploie-
rons quelques équations qui sont démontrées
dans tous les traités de trigonométrie plane.

155. Si, dans un cercle décrit avec un
rayon égal & I'unité, on appelle = et v deux
arcs quelconques, on aura :
sin. (& ==y )=sin.x cos. 'y + sin.y cos. x.
sin. (x —2y ) =sin.x cos. y — sin. y cos. x.
cos. (& =1y )= cos. x cos.y—sin.x sin. y.
cos. (x—1y)=cos. x cos. 'y =+ sin. x sin. Y-

156. Si dans la troisiéme équation I'on fait
x=—1 , ONn aura:
cos. 22 = ( cos.x)* — (sin. x )?;
et comme ( cos. z )2+ (sin.x)>=1; d’oun
Von tire : (cos. x)> =1 — (sin. x )?>, on aura:
COS. 2% =1 =2 ("§im. x )}

] — €08, 2X .
s Suns @ P — , et swm. x

a4
/(l—cﬂs 2 X
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157. Si 'on ajoute les deux premieres équa-
tions [ 155 ], on aura :

sin, (x-+ ) +sin. (x—1y) =osin. x cos. :y s
sin. (x4+y) +sin. (x —y)

d’ousin. x cos. Y=
B ﬂ.

Silon fait (x4 y)=p, (z =) =gq,
Onaura : 22X=—=p—+4 g, 2y—p — q :

5 DA . o . P17 P—q
d ﬂu - S.{Hip_k SIE' ? ZS.E-E- ""‘2_ - ﬁlﬂlgi( 2 L

158. Si l'on ajoute les deux dernieres
équations (155), on anra :

cas.{r—i-y)'-i-cﬂs.(x——}")_

cCos. i T
ﬂ.S';I;‘fﬂngh = >

d’otr: cos: p-cos. g=2.cos. (EL;E. . COS. (p—T—q_)_

159. Si T'on retranche la 3. des mémes
équations de la 4.e, on aura :

. - COSs Y — —_— 8. X
Sin. x Sin. y=— Vi -IL Seinr 9.4

d’ou cos. q——cﬂs.]}:zsim.(ff’;*'_‘?) . SIL. (f’:"i)
" 2 b |

160. A causedel’équation 2sin. x=—=corde 2z,
on aura ( 156):

1—cos. 2 2
corde 2 x = 2 = :

et si 'on suppose 22 == , on aura :

corde r = 2 ]/‘_'m”‘ = =V (2—2co0s. x).

Si 'on appelle £ la corde d'un arc, cle

cosinus, s le sinus, %4 la corde du complé-
K3
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ment , on aura : k2—a2—2c, et i2—2—2 3.

~La premiére de ces deux équations donne
c==1-—3;A2; et comme on a :
s=V(1— ) =V (ke — 3 K=k (1 —} k),
on aura : /P==2— 2k VvV (1 —} £?).

Prosrt v E,

161. Dans un triangle équilatiéral
ABC [fig. 797, inscrire un quarré
e bcd[fig. 124]7.

I.ere Solytion. Si on veut se servir des cOtés
donnés du triangle; soit décrit du centre A4,
et avec le rayon 4 B, le demi-cercle BCDE
[64].

Du centre .£i et avec le rayon £ C, soit dé-
critun arc qui coupe le coté donné 4 B en 64 ;
du centre A4 et avec le rayon B 4, soit décrit
un arc qui coupe le mé&me cOté en e ; des cen-
tres e et b , et aveclerayon e 4 ,soient décrits
deux arcs qui coupent les cOtés A Cen a, et
CBen c;ebed sera le quarré chercheé.

Démonstration. Faisant pour abréger 4 B
= T,onaurda Eb—=FEOC=BD=y/3[3];
do: BOb=BE—FEb—2— V3= 4de;
dottontre: be—=AB—2 de=2vV3-3

= (2—V3). V3=bc ; donc on aursa:
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355-"(2—-\/3) (2—Vv3). V3.1 V3.
Mms si on suppose que 4 B soit Gnupée a
milieu en 77 par la perpendiculaire C' 7", on
aura aussi :
BETITC Y /3T 1647
cest-a-dire, BT : 7T C ::1:V3:
donc 4 cest parallélea 77 C[ 2. Ziv. 6], et par
conséquent perpendiculairea 4 Bl 27. liv.1] :
on démontreroit la méme chose pour la droite
de :donce b c dest le quarré inscrit.

I1.c Solution. S1ion ne vouloit pas se servir
de 'intersection des cOtés donnes du triangle
A B C, mais qu’étant donnés seulement les
trois points 4 , B et C sommets des angles du
triangle, on diit trouver les quatre points 4, ¢,
d, e duquarré ainscrire ; du centre £, comme
dans la solution précédente, et avec le rayon
FC, soit décritun arcqui passe parb, Ceta ;
du centre B, et avec le méme rayon , soit dé-
crit un arc qui coupe en @ celui qu’on vient
de tracer; du centre 2, etavec le rayon 4 B,
soit coupée la demi-circontérence B CDE en
I ; et soit fait dans cette circonférence d H a
—=HH I—=1K ; du centre D et avec le rayon
aK , soit décrit un arc qui passé par &6 ; le
point & sera déterminé ; du centre 4 et du
rayon B3 4, soit décrit un arc ui passe par le
peint e; du centre C' et durayon €4, soit dé-

N4
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crit un autre arc qui coupe le dernier en e;
des centres ¢ et C, et du rayon b e, soient
décrits deux arcs qui se coupent en &; des
centres b et C', avec le méme rayon b e , soient
décrits deux arcs qui se coupent enc; bcede
sera le quarré cherché.

Ou bien en employant le cercle BCDE &,
et faisant & 4 B—FJ ; des centres /) et 4, et
avec le rayon ¢ K déterminé plus haut, soient
décrits deux arcs qui se coupenten & ; le reste
se fait comme ci- dessus.

Démonstration. Le point K sera ici déter-
miné comme dans lafig. 9 (32) par le moyen
du méme point @, ainsi I’arc BK sera un vingt-
quatriéme de la circonférence. On a ensuite
dans la fig. 9, B K — Bk — E M ; si on com-
pare les pointsa , K ,B,k, 4, M avec les
points Q, 4, R, S, p, Bdelatig. 4, on tirera
pour la fig. 9, de 'équation :

(4Q)»=(RQ)>—4S8.p Ql20]
celle-ci: (a K)>=(Ba)>—Kk.4da:
or K k estlacorde d’un douziéme dela circon-
férence. Pour trouver savaleur , en supposant
pour abréger 4B — 1, on ale sinusde BN
—=Kkik=4 X[fig.12]=1, et le double de
son cosinus, c’est-a-dire, 2 NX= N O

—=B D= v3: dou substituant K & pour x,
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et /3 pour 2 cos. x , dans I’équation [ 159 ]:
corde x =/ (2 — 2cos. x),
onauraladroite K A=V (2—V3)=Vi—V3;
do: (e K2 =3—(Vi—VvVi).Vval27]
:37(#3—1):4—-—\/3.
Maintenant, si des centres D et d, etavec le
rayon a K , on décrit deux arcs qui se coupent
en 4, le point 4 sera sur la droite BL£[13], qui
divisera en deux parties égales a angles droits
la ligne D & au point R[ 141, en faisant , R.D
=— 1 V3[104]: donc, puisquel 47. Lv.1]:
(DbY>>=(DR)+(bR):
onaura: (6R2= (Db —(DR)
—4— V3I—31= 1_:‘_".:;*..":.3;

etde-ld : b R= /3 —1, etb E= /3.

Donc par la démonstration de la solution, le
point 4 est une des extrémités du quarre : on
le trouvera de mé&me avec les centres D et £,
et avec les deux rayons « K et B D comme
dans la premiére partie de la I1.e solution ;
puis les deux triangles C' 4 e, CB b ayant
tous leurs cOtés respectivement égaux , on aura
Vangle CBb—=CA4e [8.liv.2 1=CBA4;
d’olt le point e sera sur la ligne B 4 et sera
une autre extrémité du quarré. Enfin, comme
dans cette seconde solution les droites C & ,
C e sontles mémes de grandeur et de position
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que dans la premiére solution, et qu'ona aussi
dans la premiére solution Cd=ed,Cc=0bc
a cause du triangle équilatéral C ¢ d et de la
ligne ¢ d paralléle & 4 B[ 2. liv. 6 7, les points
d et ¢ seront déterminés dans cette seconde
solution comme dans la premiére.

Pros1r M E.

162. Inscrire dans le quarré ABLF
[ fig. 80 un triangle équilatéral, qu:
a un angleB a un des angles du quarré.

I.ere Solution. Du centre 4 et durayon 4 B,
soit décrite la demi-circonférence BF E , en
faisant & ' B — F FE ; soitfaitausst a B £ —
B Q = FE Q :si on veut se servir des sections
des cOtés donnés du quarré; du centre F' et
du rayon F Q, soit décrit un arc qui coupe
deux cOtés du quarré aux points M et N, les
points B, M, Nseront les sommets des angles
du triangle cherche.

Démonstration. L’angle Q 4 B étant droit
(83), on aura:

(BQpP=(A By + (4 Q) [ d7.liv. 113
et faisant pour abréger 4 B=— 1, on aura :
4=1+(4Q);
dour: AQ=V3; FQ=4Q—A4F

ol N B e J = A e N
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dott: (FM2=(FN)—=4— 2V3;
et par conséquent,
(MNYe=(F'M)Y+ (FN)Y=8—4V3;
ensuite comme on a:
IM=—LF—FM=—=—1—(V3—1)=2—V3;
on aura : (LMY =r—4V3; d'ou:
(BMy=(BL)*4 (L. M) =8— 4/ 3—=(NMN)>:
on démontre de méme que (BN)2= (I N)>;
donc: BM— M N=— B N.

I1.e Solution. Si on ne suppose données que
les quatre extrémités 4 , B, L, F' du quaryé,
aprés avoir trouvé comme dans la premicre
solution le point Q, soit décrite du centre
F', et avec le rayon FQ, la circontérence
QRSN M; puis faisant &3 FQ—=QR=RS
— SN, ducentre B etavec le rayon B N , soit
coupée cette circoniérence au point A ; les
points 3 , N, M serontles scommets des angles
du triangle cherché.

Démonstration. L’arc Q RSN est la moitié
de la circonférence (15. /liv. 4) : donc le point
N est sur la droite Q /74 , et est aussi eloigné
de /' que dans la premicre solution; donc il
est le méme. Le point A se trouve aussi dans
la premiére solution , comme dans la seconde,
a Vintersection des deux arcs décrits des cen-
tres F et M et avec des rayons égaux a I Q et
a B N; donc il est le méme; donc, etc.
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Prosz1rt£ M E

163. Dans un triangle équilatéral
dont les sommets p, q, R sont donnés,
inscrire un exagone régulier.

Solution. Divisez la distance QR [ fig. 811
en trois parties égales aux points cet & (68);
des centres ¢ et'd, et du rayon ¢ &, décrivez
deux arcs qui se coupent en 4, du méme
rayon et du point 4 pris pour centre , décri-
vez un cercle, faites sur la circonférence a d¢
—cB=B(C=CD =D E;lespoints B, C,
D, FE, d,e, seront les sommets de I’exagone
1nscrit.

Démonstration. Le triangle B ¢ Qa sescltés
B cet Q cégaux aux cbtés 4 det ¢ d du trian-
gle 4 dc : de plus, 'angle compris entre ces
cotés est egal dans chaque triangle & cause du
parallélisme des lignes B c et 4 d [27. liv.1):
donc ces deuxtriangles sont égaux ( 4. /iv. 1),
et 'angle ¢c QB —= dc 4= ¢ QP :donc le
point B est sur la droite P Q : on démontre
de la méme maniere, que les autres points
C, D, E sont sur les cOtés du triangle pro-
posé : donc, etc.

i
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Pros1i1 £nMm =

164. Dans un quarré donné ABLF,
1Scrire uin octogone rcgufzer .

I.ete Solution. Sil’on veut se servir des inter-
sections des cotés du quarré donné , du point
A pris pour centre [ fig. 82 7, et du rayon
A B, décrivez la demi-circonférence BCDE
en faisantd 4/ B—=8B C=CD — D E; faites
AaBF=BQ,alFd—=FEQ; du rayon 4 Q,
et du centre 4 , déterminez les points 4 et g;
puis du méme rayon etdes centres B , L et I,
coupez les®@0tés aux points e, d, ¢, f, e, 4,
ces points seront les sommets de ’octogone

abcecdefgh.

‘11.e Solution. Ayant déterminé le point Q
comme dans la premiére solution, du rayon
A4 Q et des points .4 et B pris“pour centre,
décrivez deux arcs qui se coupenten O ; avec
le méme rayon et du centre 4, déterminez
le point 4 sur le cOté 4 B; du point O pris
pour centre, et du rayon O 6, décrivez un
cercle qui coupe les cOtés du quarré dans les
‘autres points ¢, &, e, [, g, /2, a; ces points
seront les sommets de 'octogone.

111.e Solution. En supposant que les cdtés
du quarré ne soient pas donnés , mais que 'on
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conniit seulement les quatre sommets 4, B,
L, I”, on déterminera le point Q comme dans
la premiere solution ; onfera a £ C= K I,
a B F—=—BM:du rayon 4 M et du centre
A , décrivez un arc qui passe par les points
¢ et d; du méme rayon et du centre B, décri-
vez un arc qui passe par les points fetg ; du
méme rayon et du centre I, décrivez un arc
qui passe par les points Z et @ ; du méme rayon
et du centre F', décrivez un arc qui passe par
les points 4 et ¢; du rayon 4 Q et des centres
A, B, L, F,coupezces arcs aux points 4, g,
d,a,c,f,e,h;ces points serontles sommets
de octogone. o
Démonstration. Supposons pour plus de
simplicité 4 B—=1, on aura: 4 M = % /6
[104]; 4 Q=3 V2, et au moyen de I’équa-
tion (B d)>=(4Q)*=;,on aura : (A4 d)*
—(AMY> =2 =14+ 1=(4AB)2+ (B d):
donc’angle 4Bdsera droit (48. /iv. 1), et par
conséquent le point & sera sur la droite B L :
on démontrera de la méme maniére que tous
les autres points sont sur les cotés du quarré
proposé ; on aura de plus Ld =B L—Bd
—=1—3 Va=J.le, Et(dﬁ)ﬂ — (L(f)2+ (L e)?
[47. liv.1] =2 (L d)*: dou l'on tire : de
—Ld.Vo—=Va2—1.Maisonacd=—28 L
~ld—Bc=BL—2ld=1—2+- V=
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=2 —1:donc cd—=de; on démontrera
dela méme maniére que tous les cotés de I'oc-
togone sontégaux entr’eux. De plus, les trian-
gle& Lde,Bbc, dah, Ffg étant égaux en
tout, leurs angles aux points @, b,c, d, e, [,
2, }'z seront €gaux : donc leurs supplémens,
c’est-a-dire , les angles de I'octogone seront
aussi égaux (13. liv. 1).

Pros1r tmBE

165. Etant donné un octogone régu-

licr ABhgfF GH, trouver facilement
[ fig. 667, 1.° le cbté d’un octogone
réoulier dont la surface soit double ;
2.0 Je c0té d’un octogone dont la sur-
face soit triple.

Solution. Avec le c6té 4 B de 'octogone
donné, pris pour rayon, des points F'et A
comme centres , soient décrits deux arcs qui

se coupent en «.

1.0 a fou a A serale c6té de 'octogone
double.

2.0 A B ou a g sera le coté de Poctogone
triple.
- Démonstration. Si on suppose 4 B=—1, on
aura :

ad=af=V2[139];aB=ag=V3[2];
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mais les surfaces des figures semblables sont
entr’elles comme les quarrés des cOtés homo-
logues (20. liv.6) : donc a A4 sera le cOté d'unt
octogone double et 4B celui d’un triple.

Prosrs1trt M E

166. Dans un cercle d’un rayon AB
[ fig. 837, inscrire trois cercles qui le
touchent et se touchent entr’euzx.

Solution. Dans la circonférence du cercle
donné, soit faita 4 B=BC=CD=DZE
— FEd=—dc; du centre B et du rayon BD,
soit décrit un arc qui passe par les points «, p,
et 2 : du centre £ et du méme rayon B D, soit
coupé cet arc en @ et »; avec le méme rayon,
des centres C'etc, soient décrits deux arcs qui
se coupent en /, et des centres D etd, deux
autres arcs qul se coupenten v ; des centres
Vet v, etavec le méme rayon, soient décrits
deux arcs qui passent par et z; des centres
act ¢ et du rayon 4 B, soit coupée la circon-
férence du cercledonnéen G, H ,eten g, /; .
soit fait dans cette circonférence au méme
rayon 4 Be=G L—=H I—gl=/i; soitfait
dda=BF;allL=LY=IY=I[ly=1iy;
A Yy—=Fm —Fn;d Dn—= D p : du centre

| A
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A et du rayon mn, soit décrit le cercle
PSRXQT, sur la circonférence duquel ,
prenant un point arbitraire P, on fasse & P4
=P S=SR=RX=XQ=QT:enkhn, des
centres P,Q, R et du rayon p 2 , soient décrits
trois cercles ; ils seront tangens au cercle
donné , et tangens entr’eux.

Démonstration. La droite I L étant corde
d’un douziéme de la circonférence (32), on
aura :

IL=+ (2—V3)[160];

etcomme on a (47. fiv.1.31. liy. 3):
le carré du diameétre (Lz)2 = (/L )2 <+~ (Ii)ﬂ,
onaura:4=2—V 3+ (1)>;
dou:(Iir=2+V3, etIz_V(z+v’5)
On aura ensuite (20) : |
(al)? :(HB)E—IE.Aﬂ:3~V(4+ﬁJ3)

=3 —(14V3)=2—V/3;
dovw gl=IL=+v/(2— /3);
on aura par les mémes raisonsae L —= L I ;
d’otia I Y L sera un rhombe, et on aura (139)+

(a Yy=4(aly—(IL =3 (ILy;
dor: @Y= IL.\3 : mais les points 7 et L.
étant également éloignés du point 4, les trois
points @, ¥, A seront dans la méme droite
(13); dour:

AY =Ada—al = \/z-—-\/(ﬁ——?n/'d)
=Va— 3V i—Vi)=vi—-vVvi=IL.
L
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La méme démonstration s’applique a la ligne
Ay ; ensuite le point y étant sur la ligne ¢ «,
c’est-a-dire, sure 4 (13), on aura ¥ y=—
2 A4 Y :orles points V, B, 4, E, v sont dans
la méme droite (13). Si on suppose pour un
moment que les points 7.z, n soient dans la
méme droite, on aura :
Am=—=— AV — Vim—2— /3.
En effet, si on compare les points C, ¢,”, B,
A , E avec les points 4, B, Q,P, p, g dela
fic. 3, on aura dans cette fig. 83 : VY B=4 E
(14): dou 4 V=2 et Vm=+3; ondémon-
trera de méme qu'on a An=—2— V3; d’on
onaura:(Fm = (A m)> 4+ (A F)*(47. liv. 1)
—r—4V3+1=4(2—V3);

don:Fm—=2aVvV (2—V3)=24Y;

de plus ona, parla construction de la figure :

Frn—=a2V (2—V3);

donc le point z sera dans la droite 7 4 : on
démontrera la méme chose pour le point 7 -
donc, Pulsque Am—a2—+\V3,onaura:mn
— 4 —2 {/3; puis les triangles Bp D, vn D
ayant les cOtés égaux entr’eux, on aura l'angle
Dvn=DBp(8.lv.1). Mais Iangle Dwv n
qui ‘est le méme que I'angle Dv B, étant égal
a 'angle DBV ( 5. liv. 1), on aura l’angle
DBp =DBwv: donc le point p est dans la
droite 4 E; on a ensuite Drn— Dp :on dé-
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montre de méme que d n—dp : donc compa-
rant les points D, d, 4,n,p , E de la fig. 83,
avec les points 4, B, Q, sP5q de la hig. 3
on trouvera [ fig. 83 ]: -

o S An—-—fz—-—\/B;d’ﬂﬁ:-- ' )
_P?E""A.E——-z.dﬂ—“"l -2V 3—ay/3-L15,
De plus, le trian cle Lqmlﬂt{:rﬂl PQAR étant sem-
blable au trian crle équilatéral BDd, et par
conséquent auasi le triangle 4 B.D semblable
au triangle 4 P R(20. /iv.6), on aura;

- AB:'BD:*AP: PR;
c’est-a- dlI‘E“. z
: \/3::4—-zv’3 *PR;
d’ou on tire:PR:zi V3—6=2pn.
Donc la ligne PR étant cnupéetpar moitié au
point p , le point p se trouvera également sur
les deux circoniérences des cercles décrits des
centres P et R, et sera le point de contact
" (12. Liv. 3); qu’on ajoute ensuite & la.droite
AR =mn= 4—2+/3, le rayon du cercle
décrit ducentre R , ou bien la droite Rr =np
t=2v3—3, on aura : '
r:4— H=='y = AN,
Donc le point » sera également sur les deux
circonférences } et le ®ercle décrit du centre
R touchera intérieurement le cercle donné
(11. v.3) ; on démontrera la méme chose
pour les-autres cercles ; donc, etc.
L a
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Ce probléme se trouve élégamment résolu
avec larégle etle compas, par Thomas Simp-
son, dansson ouvrage: Select Exercises , etc.
Géometrical Problems, probléme 13 : on voit
qu’on peut par notre construction résoudre ce
probléme avec la régle.et le compas plus brie-
vement encore que ne le fait Simpson , en
menant la droite Va v, et apres y avoir pris
adB=BV=Fv,entaisanta BD— }V m
— Bp=—w m; puis en décrivant du centre
A et du rayon m n le cercle P Q R, et faisant
tout le reste de la construction comme dans
la solution précedente.

Prosr M E.

167. Du centre A [ hg. 83 ], décrire
un cercle qui touche extérieurement les
trois cercles inscrits par le probléme
précédent (166) a un cercle donné.

Solution. Cherchez une troisiéme propor-
tionnelle aux deux droites 4B, 4m [86];
avec cette ligne prise pour rayon et du centre

' A4, soit décrit un cercle; ce sera le cercle

cherché. , \
Démonstration. A B étant —1, et 4 m—

2—1/3, on aura la troisiéme proportionelle
= 7 — 4V 3. Simaintenant durayon 4 r=1,
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on soustrait le diamétre ¢ » du cercle décrit
du centre R, c’est-a-dire, si on soustrait 2 7z p
— 4/ 3 — 6, on aura précisément 7—4/3 :
donc un cercle décrit du centre A4 et avec cette
troisiéme proportionnelle pour rayon, sera
tangentau pointga ce cercle inscrit (12. Zv. 3),
et aux deux autres cercles.

ProsrL & ME.

168. Inscrire dans un cercle d’;
rayon donné A B[ fig. 847, quatre cer-
cles qui lui soient tangens, et qui soient

tangens entr’eux.
]
Solution. Soit fait dans la circonférence du

cercle domné, &4 /I B=BC=CD=DE;
a BD=Ba—=Fa;a da = BF — Bf;a
AB=FN=FO;eta BD=NP—= 0 P;
du centre 4 et du rayon a P, soit décrit le
cercle QR S8 T; puis prenant un point arbi-
traire Q sur la circonférence, soit fait 3 B Q
=FR=FS=/fT; entin des centres Q, R,
S, T, et du rayon a F, soient décrits quatre
cercles : ils seront les cercles demandés.

Demonstration. Comme on a (27)
BF=EFEE=Lf=fB,
L3
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on aura aussi (93 ) :
OR—RS=—8 T=T0x

donc P’angle 7".4 Q sera droit ; donc:

(TQY=(4 T+ (4 Q=2 (AT);
puis ayant fait 4 B—1, on aura aussi (165) :
F'P—1;dou: 4 P—2;0nauraencore(27):
A= 1-”25 d’ﬂﬁ:ﬂP:::z.—\/E; f.Z.F:\/Q.—-I.;
d’ou on tire :. -
2(d Ty =2 (@Py =(TQ)=2(2—V2);
et
TQ=(2-vV2)V2—=2V2-3=x2(V2-1)=2a F:
donc la distance des deux centres 7' et ) est
égale a la somme des rayons des deux cercles
décrits de ces points comme centres : donc ils
sonttangens en p au milieu de 7 QOOI‘I prou-
veroit la méme chose pour deux autres quel-
congues. Soit ensuite r le point, ot la ligne
A r prolongée coupe le cercle décrit du centre
R, on aura:
Ar—mAR+Rr—aP +aF—=P F=1—A4B:
donc le point rsera sur la circonférence du
cercle donné ; d’ot on voit que la ligne 4 r
passant par les deux centres 4 et &t , sera per-
pendiculaire ala tangente qui les touche tous
deux au point 7 : donc ils seront tangens
entr’eux (13 et 16. Ziv. 3) ; la méme démons-
tration s’applique aux autres cercles.
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Pros1r £ M E.

169. Du centre A (fig. 84), décrire
un cercle qui touche les quatre que [’on
vient d’inscrire (168) dans un cercle

donné. "

‘Solution. Cherchez une troisiéme propor-
tionnelle aux deux droites P, Fa[ 86] ; avec
cette ligne prise pour rayon et du centre .4 ,
soit décrit un cercle , 1l sera le cercle cherché.

Démonstration. P I étant égald 1 ,et Fa
=— V/2—1, on aura la troisiéme proportion-
nelle =3 — 2 / 2; or soit ¢ le point ou le
rayon A4 r coupele cercle décrit du centre R :
gren sera le diamétre =22 =22 —2;
soustrayant de 1 — 4 r cette valeur, on aura :
A g =3 — 2\/2 = cette troisiéme propor-
tionnelle : doncle point ¢ sera dans les deux
circonférences ; mais il se trouve dansla droite
AR; donc la perpendiculaire a cette droite
sera tangente en ¢, aux deux cercles, lesquels
se toucheront au point g (13 et 16. Ziv. 3 );
on démontrera la méme chose pour les autres
cercles.

L 4
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Pros1r &mME.

170. Zrouver [ hig. 835 wun arc de

cercle dont le cosinus éga[e' la corde.

Solution. D’un rayon 4 B qu’on fait =1,
soit décrit ’arc BCD E, et soit fait & 4 B
=B C—=CD=DFE=DP='CP; soit fait
ensunite a BD—=Ba—=Fa,eta Ada— B F':
du centre B, et du rayon P F, soit décrit un
arc qui coupe 'arc BC en Q ; 'arc B Q sera
celui que 'on cherche.

Démonstration. Les points 4 , F',a, P sont
dans la méme droite (13); puis les points B,
A4 , D, P étant tous éloignés du point C de la
distance C B, sont dans la circonférence d’un
cercle qu’on décriroit du centre C et durayon
CB:commeonadeplusa CB=BA=A4D
— DP, BCP sera le diameétre de ce cercle
(15. lLiv. 6), eton aura PA— /3 [2]; dou:

PF—=V3—1=BQ: -
s1 maintenant on abaisse sur 4 23 la perpendi-
culaire Q R, on aura (13. Ziv. 2):
(BQY=(A4B)>4+(4Q)2—24B. 4R ;
dest-a-dire :
(Vi3—1)2=4—2V3=2—24R;
d’ou: A_R:x/a._ﬁ =B U;
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ainsi qu'on s’étoit proposé de le faire. Ces
derniers problémes sont d’Ozanam, qui les a
résolus avec la régle et le compas.

Pros1r £mE.

171. Etant donnés les axes BE, M N
d’une hélice, décrire autour d’eux
1 . .
un ovale compose de cercles qui soient
tangens entreux.

Solution. Du centre 4 ou les axes se cou-
pent et du rayon 4 B qui est la moitié du plus
grand axe, soit décrite la demi-circonférence
BDE, et soitfait a ' 4 —FE D ; du centre B
et du rayon B.D, soit coupé 'axe B Een d :
du centre A4 et du rayon 4 A , soit coupé le
demi-axe 4 F en m ; du méme centre A4 et du
rayon Ad, soit décrit 'arc de, et soit fait &
Em—de; des centres d et e et d'un rayon
pris arbitrairement, soit coupél’arc B.D E en
& et ¢; du centre 4 et du rayon d'¢, soit coupé
Vaxe B Een Pet (Q; des centres Pet Q et du
rayon P B —=Q F,soient décrits les arcs F' B f,
GEg,etsoitfaitd PB =B F=Bf=EG
=— Eg; soit fait ensuitea PQ—=PR=Pr—
QR =Qr; puisdu centre R et durayonRF,
soit décrit I’arc ' G qui passera par A : enfin
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du centre r et du rayon & F'—=rf, soit décrit
l'arc fg qui passera par IV, et toute la cons-
truction sera faite.

Démonstration. Les trian gles BFP,PQR
étant é:juilatéraux , les angles B P F, Q PR
seront €gaux (8. Lv.1); etles deux lignes

&
P, I' R formeront une seule droite, parce

que les deux angles F'PA 4+ 4 PR sont
égaux aux deux angles # P4 + 4 P N (13
et 14. liv. 1) : donc les deux arcs BF, FG
seront tangens 'un & 'autre en F (13. /Zv. 3) :
la, méme démonstration s’applique aux points
de centact f, G, g.

Soit fait ensuite pour abréger 4 B—=1,
on aura : BD=v 3[2]=Bd; dou:

Ad— V3 —1;
et comme on a[ g3 ]:
Ad*der* 4 de.
On aura encore en multipliant les deux termes
du premier rapport par V341 (4. fiv. 5):
Ad(V3+1)ide(V3+1)ii 49 e
puis substituant les valeurs numériques de
A d et AJ, et exécutant la multiplication
dans le premier terme, on aura :
2:de(V 34 1)1 d¢;

d’ou :
2de—=0AdAP=de(V 34+1)=PQ=PRA.
De plus, PR Qr étant un rhombe, on

1
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aura (139 ) : '
(Rry2=4(PR)>—(P Q)=:3 (PH)2 :
d’ou :

Rr=PR.V3=de(34+ V3);
et R A4 -—".-:fe(?)—l- o)
On a ensuite :
AM—Am—A F—Em=—=A4 F—de—1—de ;
d’ot : RA+AM=—1+%tde(14+V3);
ou bien : RM—=—1+ ;PR ;
el comme on a:
Y i e o fr s AP.—__l—%,PR,
on aura ' |
PF+PR—i+ % PR, c’est-a-dire , FR—RT.
Donc larc F' G passera par M : on feroit
voir de méme que l'arc fg passe par = :
donc, etc.

Prosxr £mMm E.

172. Décrire [ fig. 877 une spirale
BLEMFNGPH , composée de plusicurs

arcs de cercle.

Solution. Soit B E— B F'la distance qu’on
veut donner aux révolutions de cette spi-
rale ; aprés avoir divisé B £ en deux parties
égales au point 4 (66); de ce point comme
centre et d'un rayon 4 B, seit. décrite la
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demi-circonférence B L E (64); du centre
B et du rayon BE, soit décrite la demi-
circonference £ M F ; soit encore décrite.
du centre 4 , et avec le rayon 4 ' la
demi-circonférence F N G ; soit encore dé-
crite du centre B, et avec le rayon BG la
demi-circonférence G P H , on pourroit ainsi
continuer cette spirale a Pinfini.

On pourra de la méme. maniére doubler
cette spirale, en décrivant des centres 4 et
8 alternativement les demi - circonférences
ble,emf, fng, gph, etc.; aprés avoir
pris le point 4 a une distance arbitraire de
B sur la ligne 4 B (73).

Ce probléme n’a pas besoin de démons-

tration.
PrRos1 £ M E

173, Trouver Y Vaery 3.

Solution. Avec le rayon 4 B=1, et du
centre A4 , décrivez (frg. 83) la demi-circon-
férence BC D E, en faisant 3 4 B=B8 C

l{_ DE; pms faites A BD—Ba—=—Fa ;

a A B—=—F P ; marquez sur la

deml mrcnnierence les points /, 7, K , en

faisant 4 la méme ligne 4 B—=a H = H I
= I'K, |

Des centres £ et 4, et du rayon 4 P,
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soient décrits deux arcs qui se coupent en
L et M; on aura : LM =+/y2.

Des centres a et K , avec le rayon 4 B,
solent décrits deux arcs qui se coupent en
Q et R;on aura Q R = Vv 3.

Démonstration. ELHM étant un rhombe,
on aura (139) :

(LM )y >=4(LH p—(HE)>=4(AP)>—(AE)>.

Mais,

(AP)—=1[104], (HE)>»=2—V2[30et 36] :
donc (LM)2=v/2; d’on on tire : LM—=—\/yo.
aQ KR étant aussi un rhombe , on aura
egalement

(QR)2=4(a Q)f“*—-* (a K ).

Mais (A4 Q)>=(A4B)>=r1; (aK)>—=4—+/3[160]:
donc (QR)>=V'3; d’ou1 on tire : QR=V/y3.

174. On pourroit, par de semblables arti-
fices, obtenir les racines quatriémes des autres
nombres entiers, sans employer la méthode
de trouver les moyennes proportionnelles (gg).
Pour avoir V' v2 par cette méthode, on au-
roit eu A trouver une moyenne proportionnelle
, entre 1 et /2, ou entre X et 2 2, ou entre
deux autres quantités qui, multipliées 'une
par l'autre, fussent égales a /2. Mais cette
marche seroit beaucoup plus compliqueée.

En cultivant cette géométrie du compas,
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on en retirera de trés—grands avantages. J’ai
sur cette matiere d’autres recherches toutes
prétes qui pourront trouver place dans un
ouvrage plus étendu que celui-ci. Voici une
application du probléme précédent relative
a la pyramide tétraédre réguliere.

Prostr it mE.

175. Etant donné le cdté AB d’une
pyramide tétracdre régulicre SABC
[ fig. 89 {, frouver, 1.° sa hauteur;
2.0 le cdté d’un gzﬁarré gui lui soit éoal
en surface; 3.° le cdté du quarré, sur
lequel il faudroit construire une pyra-
mide qui eilt pour hauteur le cdté de -
celle proposée, pour qu’elle [ui filt
égale en solidité; 4.° le cd8té du quarré
sur lequel il faudroit construire une
pyramide de hauteur ézale a celle de
la pyramide proposée, pour qu’elle lui
fiit aussi égale en solidité ; 5.0 rayorn
d’une sphére circonscrite.

Solution. La figure 88 élant construite ayec
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le rayon 4 B, comme dans le probléme 173,
du centre B et durayon B a, soit décrit 'arc
a N, et soit faita 4 a—F N; descentres A4 et
£, avec le rayon 4 N, soient decrits deux
arcs qui se coupent en 7 ; du méme rayon
nA , coupez la demi-circouférence B C D £
au point S. Enfin divisez en deux parties
égales L M au point m (66), ainst que Q A
en g. 1.° B S sera la hauteur de la pyramide;
2.0 Q R sera le cOté du quarré qui lui est
égal en surface; 3.0 Mm sera le coté du
quarré qui forme la base d’'une pyramide de
hauteur égale au coté de celle proposée, et
qui lui est égale en solidité ; 4.0 Qg sera
le cO6té du quarré gni sert de base a une py-
ramide égale en hauteur et en solidité a celle
proposée; 5.0 AN est le diametre d’une sphere
circonscrite. e
Démonstration. Si du sommet § de la Py~
ramide on abaisse une perpendiculaire § m
sur le cOté 4 B, 4 cause du triangle équila-
téeral § 4 B, elle coupera par moitié au
point m la droite 4 B (12. /lv. 1). Donc
-si, sur la base 4 B C, on éléve au point
de la droite 4 B la perpendiculaire m 7,
elle passera par C (11. liv. 1), et contien-
dra le point 7" oit tombe la perpendiculaire
abaissée du sommet § sur la base (11, Zv. 11).
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On démontre de méme que le point 7" est
dans la droite Bz , qui divise en deux par-
. ties égales le coté 4 C. Soit menée la droite
mn , elle sera parallele & BC (2. liv. 6),
et le triangle 4 . n sera équiangle au triangle
ABC (27. liv. 1), et B C sera double de
mn (4. liv. 6); puis les triangles BCT', mnT
auront les angles égaux chacun a chacun,
et on aura (4. Ziv. 6):
e ot O m T

Donc CT est double de m7; d’ov m I
— 1 Cm; puis faisant 4 B—=1,0ona Cm
—Sm=21V3[104] : donc T'm=1% v/ 3.
De plus, comme on a:

(Sm)>=(m T)ﬂ’-{— (§T)2[47. liv. 1];
c’est-a-dire., ;=5 + (8§ 1 )?*;
on aura : (8 7T')>— -3—; $3do S T'= V3.
On a ensuite ( fig. 388) :

AN=1V6[104|=Vi=Vi=dn:
on a aussi (f1g. 69 ) :

An. A8 .. 48 : 8§B[386];

c’est-a-dire, Vi ;1::1.8 B;
doitona: §SB=V 5=387; ce quil fal-
loit 1.0 démontrer.

Ensuite la surface de la pyramide tétraédre
est égale au quadruple de la surface de la
base ABC [ fig. 89 ]; laquelle étant égale

az1dB.Cm=; \/3[41 liv. 1], sera la
surface
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surface de la pyramide —=v/3; d’oti le c6té du ‘
quarré qui lai est égal:\/ v 3. Mais on a (ﬁg
88) : QR=Vv3[173 ] : donc QR est le cOté
du quarré cherché . C . Q. F. 20, D.

Dans les pyramides égales, les bases étant
en raison inverse des hauteurs ( 9. Zy. 12),

on aura : |
1. V3 : V3! alabasede la pyramidequi
a pour hauteur 4 B—1; d’ou la surface de
cette base = V2, et le cdté du quarré de
cettesurface—;Vv2—=»Mm[173].C.Q.F. 30. D.

Les pyramides de hauteur égale étant
entr’elles comme leurs bases, le quarré, qui
est égal au triangle 4B C=; V3, aura
pour c6té 3 Vv3=Q ¢ [175 ] .C.Q.F. 4o.D.

Enfin le quarré du diamétre de la sphére
circonscrite & la pyramide tétraédre vaut une
fois et demie le quarré du coté de la pyra-
mide (13. Ziy. 13 ), c’est-a-dire le diamétre

—v/3:ilestdoncégala 4 N.C. Q. F. 50 .D.
PrositMmE
176. Etant donnéde la hauteur S'T

[fig. 89 et 88 d’une pyramide tétraédre

regulicre , trouver son cdté A B.

Solution. Avec un rayon 4 B ( jfig. 88)
M
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égal a § T ( fig. 89), soit décrit le demi-
cercle BCDUE en faisant 3 A B=B(C=CUD
=D E; du centre B et du rayon B D,
soit décrit 'arc D Na ; du centre E et avec
le méme rayon , soit coupé cet arc au point @;
du méme centre et avec le méme rayon
A a, soit coupé le méme arc en N; 4N
sera le cOté cherché égal au coté 4 B de la
figure 89.
Démonstration. On a dans la figure 88 :
AB AN v Vi[175];
et comme on a :1 V2! vV31, ainsi
que cela se démontre en égalant le produit
des extrémes aun produit des moyens, on aura :
AB; AN VED 1

c’est-a-dire, que 4 B est & 4N dans le rap-
port de la hauteur de la pyramide tétraedre
a son coté (175). Donc, etc.

Pros1itme.

177. Diyviser [fig.. go] la ligne AB=1,
en cing parties égales , lors méme qu’on
ne peut pas ayoir une ligne quintuple

de A B, comme au n.° 6g.

Solution. Aprés avoir, du centre 4 et du
rayon 4 B, décrit le cercle BDp , et avoir
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fait dans sa circonférence 3 4B=BC=CD
—=VE,et'a BD—=Ba—Bes—=FEa=F«x,
soit du centre o et du rayon 4 B, coupée
la circonférence en g; de ce point g comme
centre et du méme rayon, soit décrit l’arc
A n o ; maintenant du centre ¢ et du rayon
B FE , soit coupé cet arc en 7 ; du centre B
et du rayon « 2, soit coupée la circonfé-
rence en P et p; des centres p et P, et du
méme rayon p B, solent décrits deux arcs
qui se coupent en Q ; 4 Q sera un cinquiéme
de 4 B, et sera placée sur sa direction.

Démonstration. Si on Prend un point z
sur la direction de A4 E, et qu'on aie A«

— da, on aura , a cause des angles
droits a A u , o« Au: |

(an)>=2(A4 a)*=2(ad )*= (2u)*=4=(BE)?;
dout: cu=—=cu=BE=an;

puis les angles égaux g4 B, g A o valant
chacun la moitié d'un angle droit (30), les
angles g4 a, g4 u égaux entr'eux, vau-
dront chacun trois fois la moitié d'un angle
droit. D’ou les deux triangles g 4 a , g4 «
ayant un angle égal compris entre coOtés
égaux , le troisiéme coté g a sera aussi égal
au troisiéme cOté g u (4. liv. 1) : donc un
cercle décrit du centre g et du rayon ga,

M 2
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passera par le point z , et sera cnncentrxque
au cercle 4 ne,
On a ensuite ga=—V5[185]; et comme
an=—uu, on al93]:
ga. gA’ *tautna;g
c’est-a-dire, vVH 122 na:
donc on aura : 7 a=— ;—1—55 d’ott aussi chaque

> A
de

c6té du rhombe P Bp Q=nae =

donc si on compare les points P, B, p,
de la fig. 9o avec lespoints 4 ,p, B, P,
la fig. 3, on dura pour la fig. go:

BQ.B A=(B P)>[19], c'est a-dire, B Q =%
d’ott4 Q quiestdansla méme droite[13])=71.

rCDf’CD NE

L1 ]

178. Ce probléme, qui a une solution assez
simple, devoit trouver place ici & cause de la
division décimale qu’on exécute en divisant en
deux, puisen cinqouréciproquement. Le pro-
bléme suivant est aussi de quelqu’utilité.

P-RGBLﬁM-'E.

179. Former [ hig. 9o un triangle
?‘ecta:zgfe dont les cOtés soient en pro-
portion arithmétique.

Solution. Apres avoir fait la construction
de la solution précédente (177), du centre £
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etdurayon £ Q , soit coupée la circonférence
en N ; letriangle BNE seralietriangle chercheé.
Démonstration. Ce triangle sera rectangle
(31. Ziv. 3); puis faisant 4/ B =1, on aura :
de plusona (47. liv. 1) :
(BE)> =(EN )+ (BN), c. i d 4= +(BN)>
on auradonc: (BN )>=%; dou BN =&
d’ott on vmt que les cutesEN:'f sy BN==1,
b £ — =2 seront en proportion arlthmethue.

W e

ProBLEME.

180. Former (fig. 91) un triangle
rectangle dont les cdtés soient en pro-
Pﬂrrzwr gcamea‘rzgue

Solution. Du centre 4 avec un rayon 4 B,
soit décrit un cercle B D d, et soit fait dans
sa circonférence &4 A B—=B(C=CD—=DF—=Ed
—d c; soit faitensuite A B D —=B a —F a et
AA a=D b=db —=Cpg—=c g ; maintenant du
centre F et du rayon 68, soit coupée la cir-
conférence du cercle en N; le triangle BN F
sera le triangle cherché.

Démonstration. La ligne 4B est divisée
en ben moyenne et extréme raison ( 46 ): donc
sionfait { B—1, 45— x, on aura:

Bb=1—2x, et x2—1—x;

M3
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et résolvant cette derniére équation
' x=Ab=i(V5—1);
d’ot résulte :
OB=0Adb—=+v5~1=EN;
on a ensuite (31. iv. 3) ( 47. liv. 1) :
(BE)Y =(EN)*+ (BN )y;
c’est-a-dire,
=6—2V54-(BN)2;
d’ou on tire :
(BN)Y2=2(Vb—1)—BE.NE:
donc on a (17. liv.6): '
BE:BN::BN*'NE:
donc, etc.

181. Lemme. S1 on fait les cO6tés des cinq

polyedres réguliers — 1, on aura le rayon
d’une sphére

I

W= W W

au tétraédre
" au cube

v
v 3,
circonscrite{ 2 Poctaedre Vo2,
au dodécaédre=;Vv/3.(V/541)
1 (5 +1/5

a 'icosaedre —

Démonstration. Le quarré du diamétre de
la sphere circonscrite a la pyramide comprise
entre quatre triangles équilatéraux vaut ( 13.
liv. 13), une fois et demi le quarré du coté
dela pyramide, c’est-a-dire , en faisant le coté
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=1, le diametre est égal -/ %; d’ou lerayon

=13,
Le quarré du diamétre de la sphére circons-
crite au cube , vaut (15. Zv. 13) trois fois le
quarré du cOté de la pyramide , c’est-i-dire,
le diamétre = /3 ; d’ou le rayon == L v/3.
Le quarré du diamétre de la sphére circons-
crite a I'octaédre (corps régulier terminé par
huit faces qui sont toutes des triangles ¢quila-
téraux), est (14. Lv. 13), double du quarré
du coté d’un de ces triangles, c’est-a-dire ,
le diamétre == /23 d’ou le rayon =1 /2.
La spheére circonscrite au dodécaédre (corps
régulier, terminé par dpuze faces qui sont
toutes des .pentagones réguliers), est aussi
circonscrite (17. Zv. 13 ) 4 un cube qui a
pour cité une diagonale de ces pentagones.
Mais si on fait [ fig. 64 ] le c6té 4 B=1, la
diagonale B N du pentagone A BL M N
—1(V54-1); en effet, ona (137): BN=LE
= Ab + AE=1(V5—1")Y41 [180]
= 1(V5+ 1) : donc BN ou la diagonale d’un
pentagone quiale cote=1, est ega.le ar(vV/5+41).
Si sur cette ligne on {nrme un cube , on aura
le quarré du diamétre de la sphére gui lui
sera circonscrite = 3 (B N )2, et le diamétre
=(V5+4-1). V3 : donclerayonde la sphére qui
comprend le dodécaédre =z v 3.( V5 +1).
M 4
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Si1 4 B est le diameétre de la sphére qui com-
prend l'icosaédre, [ /9. 92 ], et qu’apreés avoir
pris sur ce diameéire 4 C—=4 C B, et élevé
la perpendiculaire C'D quirencontreen D la
demi-circonférence 4.D B, on décrive avec le
rayon D B un cercle , et dans ce cercle un
pentagone régulier, le coté de ce pentagone
sera [ 16. ly. 13 ] le cOté de l'icosaédre ( corps
régulier terminé par vingt faces qui toutes
sont des triangles équilatéraux); or le coté
du pentagone est au rayon du cercle circons-
crit comme B besta BA[ fig. 121 (40) ; mais
faisant 4 B —1 , on a:

Ab=34V5—1);

(Aby=z(6—2V5)=1(3— V));
(Bby=(AB)+(40Y [47 liy. 1] =25
,__,/f

d’oti. on aura :

mais ona : ]/(EHV'S reey’ (5“/5

Donc supposant le coté de licosaedre — 1,
on aura :

BD [ /g 92]—1/(“‘/5

On a ensuite :

(4 BY»=15 (BD)Y [ 16. Lv. 13]_“”'5-

doncAB_]/ ﬁ) etlerayon=; ]/ ( 23V,
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Prqq3B1L £ M E.

182. Etant donné le cdté A B des cing
corps réguliers (fig. 93), trouver le
rayon des différentes sphéres qu’ils
comprennent.

Solution. Du centre 4 avec le rayon 4 13,
soit décrit le cercle B D d, et soit fait dans
sa circonférence a 4 B =B C=CD=DUFE
. —F d ; soit {ait ensuitea B D —Ba—B o —
£ o =Fa; du centre « et avec le rayonaa,
soit décrit 'arc ez P ; du méme centre « et avec
le rayon « B, soit décrit 'arc Bpgs; du
méme centre o etavec le rayon 4 B , soit dé-
crit 'arc grz; du méme centre « et avec le
rayon B FE, soit décrit Varc M QR S T'; des
centres D et & , avec le rayon 4 a , soient dé-
crits deux arcs qui se coupent en 4 ; du centre
E et avecle rayon 4 4 , soit coupgée la circon-
férence en L ; soit fait & 4 B—=a P =M Q;
AAda=MZR;AEL=MS; et d BL=MT;
soit fait ensuite a e B=Pp; a MB=Qgq
=S8ssetaMog=Rr=1T7¢;

B p le tétraédre,

B g | sera le rayon | le cube,
g7 Y dela sphére Voctaédre ,

B s qui COllll}rend le dodécaédre ’
g | Iisocaedre.
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Démonstration. En faisant 4 B—1, ona:
ea—2VvV2[100],a B=V3.
on aensuite:ea aB aP ; Bplg3l;
c’est-a-dire, 2/ 2 \/3::_1 cBp;
on aura donc: Bp=1: v 1;dou, etc.[181].
Onaaussi[gﬁ] :a,M:aB::JI:ZQ:.Bq;
c’est-a-dire, 2 V3::1 ;! Bg; d’ou Bg=1 V3.
On a de méme ﬂ-M - ﬂg:: MR gr;
c’est-a-dire,
251 v Va :g'r; d’nﬁgr:-} V%3
on a éga]ementﬂ-M_ aB 't MS: Bs.
MaisMS— E=1(V5 4+ 1)[131]
donc 2! V3::x(Vb+1): Bs;
d’ou _B.i‘—— v’?) (Vo+41).
On aenfmmM'mg”_/V[T' tymais M T=BL.
Deplus,(BL)>=(BL)>-(LL)>[31.liy.3.47.liv.1];
cest-a-dire , (BL)?* =(BE)> — (40b)

—4—21(3—V5)[18r]=22L;

dott BL =M T = (5'“”5) ;
(5+1,/5

et par cﬂnséqu.ent 2,

dov gz=1 ]/(5"*"'/5

Donc les distances Bp, Bqg, gr, Bs, gt
seront respectivement les rayons des sphéres
qui comprennent les cinq corps réguliers,
savoir : la pyramide , le cube, I'octaédre , le
dodécaédre et 'icosaédre.
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ParostrtmMmE.

183. Etant donné (fig. 94) le rayon
A B de lg sphére qui comprend les cing
corps réguliers , trouver leurs cotés.

Solution. Du centre 4 avec le rayon 4B,
soit décrit le plus grand cercle de la sphere
B D d, etsoit fait dans sa circonférence & 4 B
=B C=CD=DE=Ed; pus 2 BD =2Ba
—F a, et A 4Aa=D b—=d b ; soit fait ensuite
dans la circonférente 4 4 B—aH,etd da
—FEF=Hh; du centre a et avec le rayon
a E , soit décritl’arc £ § Q P; duméme centre
a et avec le rayon e/, soit décrit l'arc 2 T';
soitfaitd 4@ —=FEP;AAB=FQ;a4b6—
ES;ab = A T. Puis, soitfaita EL—=Pp
—Qu=x8s,etasl. =T"2;

L p sera le c6té du tétraddre,

L :s 55 _++ . du cube,

Aa o ths « . de Poctaédre,
Ls . ....... dudodécaédre,
&l i iy v de l'icosaédre.

Démonstration. On a Varc E/4 égal 3 un
huitiéme de la circonférence (30); d’otr 2 /%
=v/5 [185]; et comme l'angle droit 4 4 F
est le m¢me que B A4 F , parce que le point 6
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est surla ligne 4 £ [ 13. 27 ], b F sera le coté
du pentagone (40), et 4 4 le coété du déca-
gone inscrit au cercle B Dd [ 41 13 faisant
donc 4 B=—1, on aura: 4b6=; (V5—1)
[180]; et (6B =(AF)» 4 (45b6)

— 14+ 1(6 — 2 V5)=""L; PoubF

P 7

On auraensuite: e £ tal,:: EP ! Lplg3],
cest-a-dire, V3 ;2 :: Va2 Lp:
donc on aura : L p=—2ay/ %. Or le rayon de la
sphére est au cfté du tétré,édre qu’elle con-
tientcomme ; V2 210181121 2V 3: donc
taisant le rayon 4 B de 13. sl:rhére —1, Lp
sera le cOté du tétraedre qui y est contenu.

On auraaussi (93):a £;al; EQ: Lg,
c’est - a-dire,

vV 22 2! 1*:Lg; d’ou L g =2V 3.

Or le rapport du rayon de la spheére au coté
du cube qui y est contenu , est :

L3 :1[1817::1:2V3;donc, etc.
On aura de méme .A a—\/2 pour cité dé
Poctaédre ; car le rapport du rayon de la
sphére au coté de 'octaédre qui y est contenu
est : Ly/2:1[181]::1V2,donc, etc.
On aura également : e £ alL ;. ES.; Ls,
cest-a-dire , V3 7213 ( \/5_-_-1) : Ls,
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dlon L o= Vf,;l Or le rapport du rayon de

la sphére au coté du dodécaédre qui y est
contenu , est :

PV3.(VE#r)ir 8] B
donc , etc. Enfin on aura :
atr el 2T :L2[9g3],

c’est-a-dire , V5 ; 2 "]/(ﬁiﬂﬂ t ik
d’ou : Lr:z/( ) Or le rapport du

rayon de la sphere au coté de l’mﬂsaédre (qui
y est contenu, est:

-;*]/(5“";”5) c 11817 001 1/(‘““’5

Donc, etc.

Prosr £ M E.

184. Etant donné un point B sur la
circonférence d’un cercle donné[fig.957,
trouver denx autres points Li ez M, tels
gue le triangle BLM soit équilatéral
et mz{c/w le cercle par le cdté LM auw
point E qui en est le miliew.

Solution, Soit {ait dans la circonférence du

cercle donné 4 son rayon 4 B—B C=C D
=D E=Ed; puis, soit fait a BD=Ba-FEaz:
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du centre a, et avec le rayon a4, soit décrit
un arc qui passe par «; du centre E et avec le
rayon E 4, soit décrit un arc qui coupe le
précédent en ; du centre o, avec le méme
rayon « £, soit coupée la circonférenceen P.
Puis, du centre £ et du rayon £ P, soit dé-
crit un arc qui passe par L et A ; des centres
D et 4 avecle rayon a P, soient décrits deux
arcs qui coupent le précédent en L et A ; les
points L et M seront les deux points cherches.

Démonstration, Si on compure les points a,
A, E,a, P delafig. 95, avec les points Q, 4,
ps By Pdelatig. 3, de I’équation :

(4Q)y=(4p)y+(pQ)y—pP.pQ
qui appartient a la fig. 3, on tirera pour la
fig. g5 celle-ci:
(Ada)y>=(AEyY+(Ea)—FEP.EFa;
et substituant les valeurs numériques [ 27] :
2—14+3—FEP.V3,
d'olt: 2 =EP.V/3i3et EP=%V33
et comme les trois points E, P, asont dans la
méme droite [ 13 ], on aura :
Pa=Fa— EP=3+v/3.
Si on suppose menée la ligne B E qui coupe
en R laligne D d, onaura [1047]:
BR=%; RD=iv/3; BE—n}

d’ol la quatriéme proportionnelle aux trois

lisnesBR,RD, B Eseraégalea? 3= EM:

4
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on aura aussi [104]1: RE=%,BD= \{3[2 1;

d’olr la guatriéme proportionnelle aux trois
lignes BR, BD, R Eseraégalea 5 /3=DM:
donc les lignes EM , D M seront de la lon-
gueur nécessaire pour que le triangle B E M
soit semblable au triangle B R D (2. liv.6):
donc ils seront scmblables ; carle point 4/ ne
peut étre placé dansun autre endroit (3. Zzv. 1).
On prouvera dela méme maniére que le trian-
gle BRd est semblable an triangle BEL; d’ou
on voit que le triangle B D d est semblable au
triangle BM L ( 20. liv. 6 ): donc aussi ce
dernier est équilatéral. De plus, les angles
B E M,BE L égaux aux angles BRD, BRd
sont droits, etleslignes £N, E Lsont égales:
donc BL .M est le triangle cherché. \

ProB1r £ ME.

185. Dans un cercle dont. le rayon
A B soit donné { fig. 96, inscrire cing
quarrés égaux , dont l’un soit concen-
trique au cercle ct les autres le touchent
chacun ayant un c6té commun avec le
quarré du milieu.

Solution. Sment faites égales aurayon 4 B
les cordes .5 C' ch,.D E Soit faitd B D =
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B a—LF a; faites encore égalesa .4 ales cordes
BI;Bf: du centre @, avec le rayon 4B,
coupez le cercle en G et faites la corde &' g ==
A a;du centre g avec le rayon ga , décrivez
un arc e P et taites sa corde a P —ad; du
meéme centre g et avecle rayon g4, décrivez
un arc 4 p sur la direction de I’arc a P ; faites
aad=Pp; faites maintenant égales a 4 p
les cordes Bqg, frn, Em,I'[; avec le méme
rayon A p et des centres B, g, f,n, E,m, F, [,
décrivez des arcs qui se coupent dans le cercle
enl,Q,N,M; LMN Q serale quarré cen-
tral, et BLQqg, fQNn, ENMm, FML!

seront les autres quarrés cherchés.

Démonstration. Si on compare les points
a0A4d,G, B, gde cette figure avec les points
Q,p,A,R,Sdelatg. 4, onaura(21) pour
la fig. 87 I’équation :

(ag)> =(aB)y+Gg.4da,
c’est-d-dire, en faisant le rayon 4 B—1,

(ag)? =34+2=5[l271; dorag=vV5.
De plus, ona a P —a 4 —=\/».
Or:ga:aPigd:dplg3l,
c’est-a-dire , VO I V2l 1:dp;
d’ou Ap__:;:r_—Eﬂf |
et comme B C D FE cst unedemi-circonférence
[ 641, BmE sera un angle droit (31 fiv.3) ;

d’ot :
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d}Dﬁ ‘ |
(BE)y=(Bm)*=~(mE);c.a.d. 4=(Bm)>+%;
dou(Bm)=9.5,et Bm=3 :=3mkE.
On trouvera la méme valeur pour ¢ Z, et on
démontrera que tous les autres angles du qua-
drilatere Bm Eg qui sont inscrits et appuyés
sur un diameétre sont droits : donc ce quadri-
latére est un parallélogramme rectangle. On
démontre de méme que F/fn est un parallé-
logramme rectangle.

Si on fait la corde Fm=K, m F sera la
corde du complément de langle droit = £
[159], etonaura i2—2 — 2k V (1—%4A2);
d’ou, a cause de k2 =%, on aura :
fp—a—okV s=2—2V F—2—$=%f=a2kz,
c’est-a-dire , ( F'm )? (FM)J ~+ (M m)>;
d’ou 'angle F M m sera droit ( 48. liy. 1),
_ainsi que les autresangles BL ., f'Q g , £ Nu.
Puis, st on appelle x la distance du point 7z &
celui ou tombe du point /"la perpendiculaire
sur B m, on aura (13. /Ziy. 2) :

(BEy=(Fm)y>+ (Bm)> — EBM-J:',
c’est-a-dire, 2 =% 4 18 -——-6:1:'\/
doux VvV i=:, et d}.wsant par
Ensuite, si on nomme y la perpendiculaire
qui tﬂmhe du point /' sur B m, on aura :
(fm)z_mz “‘"-—-%:%;
N

"_i!
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douontire:y =V 3i=FI M.
On démontre par-la que les points Met I sont

surla ligne B ; et comme on a :
Bm=—3.Em=Mm-4+BL 4+ Em;

on aura donc aussi: L.M—FEm..

De plus, on démontre que les autres cOtés

MN, NQ,LQontlamémevaleur. De tout

ce qui précéde, il résulte que les angles exté-

rieurs au quadrilatére L M N Q qui ont leurs

sommets aux points L , M, N, Q sont droits :

donc les angles intérieursle seront aussi : donc

on aura les cinq quarres demandés.

Pros1i & ME.

186. Etant donnés les cing points
A,B,C,D,E, sommets des angles d’un

pentagone régulier [ fig. 97 ], trouver
pent les diagmzaies de ce pentagone.

- Solution. Des centres 4, B, C, D, E avec
le cOté 4 B du pentagone pris pour rayon,
soient décrits des arcs qui se coupent en @, b,
c, d, e; cespoints seront ceux d’intersection
des diagonales.

Démonstration. Si on suppose les diagonales
menées et les cotés du pentagone 4 B CDE

tracés, onaural’angle B4C=BDA (29. liv.3)
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=CAdD:do0 4db=056D (6. liv.1). On aura
ensuite BO A —=b6D A 4+bA4D (32. liv. 1)
csBAbLA+bAD=BAD=ABD (5. liv.1);
d’ou le triangle 4 B b sera 1soscéle (6. Ziv. 1),
c’est-a-dire,onaura 4 B= 4b=5D; donc, etec.

Prosz1r £ME.

187. Dans un cercle d’un rayon AB
donné[ fig. 98], inscrire six pentagones
réguliers.

Solution. Soitfait dans la circonférence du
cercle donné, 4 4 B=BC=CD=DE=Ed;
3 BD=Ba=FEa; etd Aa=BF=Db=d5b;
soit aussi fait dans la méme circonférence a
bF=BP—=PQ=QR=RS; avecleméme
rayon b F et des centres B, P, Q,R, S, soient
décrits des arcs qui se coupenten 2, p, g, 7, s.
Maintenant des centres 8, P avec le rayon 2 p,
soient décrits deux arcs qui se coupent en ¢
avec le méme rayon et des centres P, p, soient
décrits deux arcs qui se coupent en d; on
aura deux des pentagones cherchés, savoir :
8p g rsquiason centreen 4, etgpdPcqui
touche le cercle donné en P. On trouvera dela
méme maniére les sommets des angles des
quatre autres pentagones p qfQe, griRg,

rskSi,spmBL
N 2
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Démonstration. Les points B, P, Q, R, §
seront les sommets des angles d’un pentagone
régulier inscrit au cercle donné (4o.128);
d’ou les points 2, p seront dans la diagonale
B Q, et les points p, g dans la diagonale P R}
[186 ]; et comme Bp—~(Q, onaura Ba=pQ.
On prouvera de méme que Pp=—=g¢ R, et 4 cause
de BQ=PR 27./liyv. 3], on aura aussi B
= Pp,etp=p q. On prouvera aussi de la
meéme manicre que tousles cotés du pentagone
gp grs sont égaux entr'eux. De plus, on a
Yangle pg, c’est-a-dire, Bp R—=B PR
-+ PBpl[32./liv.1]; mais P Bp, c’est-a-dire,
PBQ=QPR:donc kbpg—=25P Q. On dé-
montre de méme que les autres angles du pen-
tagone gp g rs sont égaux aux angles du pen-
tagone B P Q RS : donc ils sont tous deux
réguliers. En outre , 'angle QB A formé par
deux diagonales du pentagone B P Q RS, qui
est ’angle 8 B s sera égal A 1'angle 8 ¢ s formé
par deux diagonales du pentagone gpgrs
(20.Ziv.6). Or comine les triangles g Bs, 8gs
sont isosceles, ils auront aussi les angles 4 la
basecommune Bségaux entr’eux (5. 32./iv. 1) ;
d’olt aussi les triangles seront en tout égaux
(26. Ziv. 1); d’ou les triangles Bm#& , Bpqg
ayant tous les cOtés égaux entr’eux, auront
aussi les angles égaux (8. Zv.1), ainsi que les
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triangles B/s, s rg : donctous les cdtés et tous
les angles du pentagone Bm s/ seront égaux
aux cOtés et aux angles du pentagone gp g rs 5
ils seront donc tous deux réguliers. On dé-
montre la méme chose pour les autres pen-
tagones pc Pdp,peQfqg,qgRhr,riSks:
donc, etc.

188. Le point 4 sera le centre du pentagone
pmB /s, et la distance 6 B le rayon du cercle
circonscrit 4 ce pentagone et aux autres qui
lui sont égaux , ainsi que nous le démontre-
rons bientOt : ce qui ajoute encore une belle
propriété au point & que nous avons déja re-
marqué tant de fois dans cette géométrie. Car,
outre les divisions en moyenne et extréme
raison qu’il nous afait obtenir dans le diamétre
BAE (45, 46), outre qu’il a servi a détermi-
miner le cété 6 F du pentagone inscrit au
cercledurayon 4 B [40], lecdté b4 du déca-
gone inscrit aumeéme cercle (41); on a encore
le rayon B4 du cercle circonscrit aux six pen-
tagones qu'on peut inscrire au plus grand
cercle du rayon 4 B, comme dans le présent
probléme; car si on suppose lerayon 4 B—1,
ona: Ab—=1(Vb—1)[180]; et comme
(31T 3)
(BEY=(BQ)(QE)=(BQy+(4by;

N3
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on aura : B Q= (5+ L

On a ensuite : .GQ-BP_ﬁF_-I/(s_ 5) [181]:
dob : BQ:aQ:1BQ.8Q:(5Qr1 V5
ci123(Vb—1)iiB4:b4:
dou: BQ:BQ—BQ::BA4A:B4A—b4d,

c’est-a-dire , BQ : B8:: BA: Bb.

Donc les deux diagonales des pentagones
BPQRS, Bmbsl seront entr’elles comme
BA:bA : donc B A étant le rayon du pre-
mier pentagone , B4 séra le rayon du second

(20. Liv. 6).

Pro=s1r® ME.

189. Etant donnés les sommets des
angles d’un exagone regulierBCDEdc
[fig. 99, trouverles pointsl,m,n,g,p,q

ol se coupent celles de ses diagonales
qui ne passent pas par le centre.

Solution. Soit fait &4 BD — Ba—=—Fa;
puls a BEO=BA—=—Cd=D8u;a cd=az;
ae B=z=aP=4 P. Maintenant des centres B, C
avec le rayon @ P, soient décrits deux arcs qui
se coupent en /; des centres C', D, soient
décrits deux autres arcs qui se coupent en ,
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et ainsi de suite ; ces points /, 7z, etc. seront
les points cherchés.

Démonstration. Supposons que les diago-.
nales indiquées se coupent en/ym ,2,8,p,9,
comme on a l'angle BDc—=DckE(29.liv.3 ),
B D sera paralléle a ¢ £/ (28. Ziy. 1) : donc le
triangle C'/m sera semblable au triangle CcE
(2, 5. liv. 6), et par conséquent equi:atéral.
De méme on aura le triangle B/g semblable
au triangle BDd , puis les triangles CcE et
Bd D ayant les cbtés égaux, seront égaux(2)
(8. 4. liy. 1) ; etle cbté BD, et par consé-
quent /m étant & égale distance du cbté ¢ E
que le cbté Cc, ainsi que ¢ / du cdté 4D ( 14.
liv. 3), si on applique le triangle Bd D sur
le triangle C¢ £, la droite ¢/ tombera sur la
droite /m ,et elles seront égales; mais B/=/g:
donc B/=Im. De méme on démontre que
D m=—ml.Donc , en faisantle rayon du cercle
BC=4AB= 12T, ona:

Bl =3 BD=3 Vv 33
deméme C/=3 /3. mais on a fait précisément
Bi=Cl=qaP =+ vVilibik:
donc / estun despoints cherchés. On démontre
la méme chose pour les autres points 7, z, g,
P59 ; donc, etc.

N 4
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190. Dans le cercle du rayon donné
A B[ fig. 1007, inscrire sept exagones
réauliers , dont un soit concentrique au

cercle , et les autres soient disposés
autour du premier.

Solution. Soit {ait dans la circonférence du
cercledonné da A B—=BC=CD=DF=Fd;
puisa DB=D V =d V. Des centres C'etA4 ,
avec le rayon C V/, soient décrits deux arcs
qui se coupent en P; du centre P, avee le
méme ravon P C, soit coupée la circonférence
du cercle en & ; &9 sera le cOté des exagones
a inscrire , et que ’on inscrira facilement 'un
prés de l'autre. Ensuite , des centres & et d',
avec le méme coté &9 pris pour rayon , soient
décrits deux arcs qui se coupent en ¢ ; du
centre @ et avec le méme rayon, soit décrit un
cercle dans lequel on inscrive (15. liv. 4) un
exagone régulierdd mnpg. Du centre 4 avec
lemémerayon, seit décrit un cercle qui passera
par z p ; soit décrit dans ce cercle I’exagone
qui a pour un des cbtés la ligne pz ; sur les
cOtés de cet exagone, soient décrits les au-
ires exagones, comme on a fait d’abord sur

le cOté d &, et on aura les sept exagones de-
mandé¢s.
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Demonstration. En faisant pour abréger
A B=—1, ongura.CP=C¥= V.7 Lioo] =4 P:
puis on aura 4 P ; 4y 48, 8d[86],
c’est-a-dire, V7 :12:1 ;8d; dot d d=y/5.
Supposons pour un moment inscrits les exa-
gones cherchés, et soit leur c6té 4 qui est la
quantité inconnue = 2 ; on divisera cette ligne
en deux parties egales au point v, et on
menera la droite 4 v, qui lui sera perpendicu-
laire [ 837, et passera par o centre de l'exa-
gone, dont 4 est le cOté, en coupant aussi
par moitié au point u le c6té pn de 'exagone
central ; et comme on a dans le triangle équi-
latéral 4pn:

pridy 201 232 VI [I04]3

onaurax . LudlrivV3;doudu=txVv3,
et A v=3 dwe=2a 3, et-encore dv=i1% ;
puis , comme 1=(A'd)*>=(Av)> <+ (dv)?, on aura:
i=L a2+ s x2mgxzydonz?=] etx=V5
valeur qui est précisement celle déterminée
pour la ligne &4 dans la solution du pro-
bléme, ainsi qu’on vient de le démontrer;
donc, etc.

On trouve dans Pappus, Ziv. 8, probl. 15,
prop. 19, ce probléme résolu avec la régle et
le compas , d'une maniére qui n’est pas plus
simple que la précédente. 1l v a aussi ajonté
une construction mécanique,
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191. Nous croyons avoir jusqu’ici rempli
les promesses que nous avons faites (6 et 7).
Quant au premier point, nous avons déja
donné tous les élémens de la Géoméirie du
compas , c’est-a-dire ,la totalité des problémes
qui suthisent pour trouver avec le compas seul
et sans la régle tous les points qu’on peut trou-
ver avec ces deux instrumens réunis. Pour dé-
montrer ceci [71 ], on observe d’abord que la
géométrie élémentaire fournit le moyen de
trouver les points d'un probléme, ou par la
section des arcs entr’eux ( et ce moyen est
tout-a-fait propre a la Géométrie du compas),
ou par la section des arcs et deslignes droites,
ou par celle des lignes droites entr’elles ( et
tout cela se trouve compris dans le livre 7),
[ 110 et suivans ]. Ensuite une droite quelcon-
que nécessaire a la solution dun probléme se
trouve déterminée de grandeur et de position.
Par rapportala grandeur, nous avons enseigné
dans leliv. 3, [ 64 et suivans ], etdans le liv. 4,
[72, 73, 74], a aggrandir, diminuer, diviser
une grandeur quelconque finie en un nombre
quelconque de parties ; puis, dans le livre 5,
[36etsuiv. ], & trouver les troisiémes, les qua-
triemes , les moyennes proportionnelles, ainsi
qu’a diviser une droite dans un rapport quel-
conque donné. Quanta la position des droites,
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elle se détermine par la position de deux points
pour chacune d’elles ; orle livre 4 [76 et sui-
vans ] enseigne i trouver les points pour tous
les cas des perpendiculaires et des paralléles.
Le livre 8 [113 et suiv. ] donne tout ce qui
est nécessaire po'r déterminer la position des
lignes droites entr’elles sous un angle quel-
conque, donné par le moyen de deux points,
On a épuisé dans le liv. 2 [ 27 et suiv. ] les
divisions de la circonférence du cercle et de
tous les arcs qui sont du ressort de la Géomé-
trie élementaire. Je ne vois plus d’aprés tout
cela quels autres élémens on pourroit desirer.-
A Tégard du choix des Prublémes que nous
avons recueillis ici, nbus laisserons aux
Mathématiciens le soin de juger si dans un
grand nombre de cas utiles ou récréatifs, il
n’est pas préférable, non -seulement pour la
précision du résultat , mais encore pour la
promptitude de la construction, d’abandon-
ner la régle et de se servir du compas seule-
ment, jusqu’d ce qu’ayant trouvé les points
nécessaires an probléme, on méne, s’il le faut,
d’'un point A ’autre une ou plusieurs droites
que 'on ne peut pas & la vérité tracer avec
le compas seul, et qui exigent I'usage de

la régle.
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PROBLEMES RESOLUS PAR
APPROXIMATION.

102. Tﬂtrs les problémes supérieurs au se-
cond degré ne peuvent étre résolus géomeétri-
quement seulement avec larégle et le compas;
mais ils exigent des intersections de courbes
‘coniques ou de degré superieur ; et par con-
séquent on ne pent les résoudre exactement
avec la seule Géométrie du compas. Les ins-
trumens faits pour décrire la cicloide, la con-
choide , la cissoide, la trajectoire et d’autres
courbes semblables qui servent 4 la résolution
de ces problémes, sont assurément d'une
invention tres - ingénieuse et d’'un prompt et
élégant usage dans la pratique. Pourtant,
lorsqu’on n’a pas besoin d’avoir toute la trace
de la courbe a laquelle ils sont destinés, et
quil suilit d’obtenir un point par l'intersec-
tion de cette courbe avec d’autres lignes,

o
comme ils laissent toujours quelques soupgons




Liva® Dpovz1iwMmeE. 205

de petites erreurs qu’on ne peut pas quelque-
fois bien calculer, il vaudra mieux, dans beau-
coup de cas, préférer a I'exactitude théorique
de ces méthodes lapproximation pratique
sutfisante d’une construction faite avec larégle
et le compas. Alors je dis que le plus souvent
uine solution obtenue avec le seul compas sera
encore préférable. On pourra s’en convaincre
par des exemples, en comparant nos solu-
tions avec celles déja connues.

193. Comme il n’y a encore aucune méthode
cénérale pour obtenir par la Géométrie élé-
mentaire ces approximations , on ne doit pas
attendre que j’en propose aucune par ma
Géométrie du compas. Je n’appelle point
méthode géométrique d’approximation celle
par laquelle on obtient une valeur approchdée
a l'aide d’une de ces echelles qu'on nomme
géométriques , puisqu’avant de s’en servir il
faut faire un calcul arithmétique : une telle
méthode doit étre plutdt appelée arithmdti-
que. Supposons par exemple, qu’on veuille
la racine cubique du nombre 2, I'extraction
quon veut faire arithmétiquement de cette
racine, pour pouvolr ensuite prendre les
portions décimales ou une fraction quelcon-

que sur une ¢chelle géométrique ayvec le com-
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pas, afin de doubler un cube , se fait par un
movyen qui est plutdt du ressort de 'Arithmé-
tique que de celui de la Géomeétrie.

194. Je n’ai pu encore jusqu’ici appercevoir
d’autre moyen d’obtenir d’une maniére trés-
approchée la solution de plusieurs problémes
utiles supérieurs au second dégré, que celui
de trouver des genres, et pour ainsi dire des
classes diftérentes de construction de fignures
élémentaires ; puis de soumettre an calcnl le
plus gra.nd nombre p_nasihle de cas particu-
liers presqu’innombrables qui en résultent , et
de choisir parmi ceux qui tendent le mieux
au but qu’on se propose, et les einployer &
résoudre le probléme.

195. J’ai déja examiné plusieurs de ces
genres , et pour ainsi dire de ces classes de
constructions, etj’ai entre lesmains des recher-
ches sur cette matiére. La classela plus simple
est celle dont nous ferons presqu’uniquement
usage dans ce dernier livre de notre Géomé-
trie. Elle est fondée sur les trois points remar-
quables @, b et e [fig. 9, 11 et 12] (59), qui
nous ont déja tant servi dans les livres précé-
dens, et sur lesquels nous avons & donner les
douze équations que nous avons promises[59].

196. Soit le point Z un point quelconque
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pris surle quart de la circonférence B I dans
la fig. 12 construite comme dans le livre se-
cond, et soit pris dans lautre quart B f'le
point z , de maniére qu’on ait Bz=—=B827,
on aura [20e€et 21]:

[4])... (eZ)>=(aB)*—Zz.Aa

[B]... (6Z)y=(6B)y>+ Zz.45

[£]...(eZ)*=(eB)>—Zz.Ade

197. Sion veut avoir les équations pour les

distances des trois points @, 4 et e du point z,
on n‘aura qu’a changer les signes du second
membre des équations précédentes et on aura
[20et 21]:

W il 150 (az)*:(aﬂ)ﬂ-{-zz Aa

[(B’]...(6z)>=(6B)>2—zZ.4b

[E!]:..(ez)p=(eBr+zZ.4ec.

198. La droite Z z étantla corde de l’arc
double de B Z =2 sin. B Z , et supposant 4 B
— 1, ce que nous sous -entendrons toujours ,
onaura:(aB)>=(BD)*>=3[2]; (4 a)*=2[27];
(Bby="L[1811; (de)y=2— V 2[38];
d’ou (eB)2 = (ADB)>~+ (Jffe)ﬂ—_.—?; —V2; et
Ab—=21(V/5—1)[180]:s1i on fait e Z—ua,
onaura:|[ 4’ ]... a2=3—asin. 4./ 2.
Cette équation comprend aussi le cas ou l’arc
A estnégatif comme Bz, dans lequel le signe
— placé devant 2 siz. 4 v/ 2 se change en +.

/
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199. La valeur de @ peut toujours étre celle
d’une corde quelconque du cercle B.DdJ,
excepté dans le cas ol la valeur dela distance
a z exprimée par aest plus grande que 2. Pour
calculer alors plus facilement la valeur de «,
comme on a:

Vo ="BF =2 sin. 459,
ctasin. A . sin.45°—cos.(A-45")-cos. A+ (45°)
— c0s. (45— 4 ) — sin. (45°—_A4) [ 158 ];
Oon aura:
[¥] @2=3 —2 cos. (45°—4 )42 sin. (45° —A).

200. Dans les autres cas ol @ est plus petit
que 2, en appelant 47 T'arc dont a est la
corde , on aura :

b . - A
%—:Sﬂzﬂ 1/1”—“1 i L1556 1

2z

—3—sin. AV y—=3—sin. 4. cos. 45°;
d’otr réduisant cos. A= 2 sin. 4. cos. 45— ;
d’onr encore [159 ],
cos. A’ =sin.(A 4+ 45°) 4= sir. (4 -45°)-sin.30°,
ou bien,

[1] rm.A*’ cos. (450-A)-sin. (450-A)-sin.300.

201. Si on veut se servir de cette équation
pour obtenir une des divisions de la circonfé-
rence que 'on ne peut pas avoir exactement,
on y introduira au lieu de 4 un arc précis,
par exemple, la vingtiéme partie de la circon-

férence
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Férence =18, en faisant B Z=180 fig. 121,
et on aura :
cos. A" ==ros. 27° —sin. 27° — sin. 3o0.
Or sin. 27° = 0,4539905

sin., 36° = 0,5000000

e - - —

0,9539905
cos. 27°=— 0,8910065

d’olt cos. A’ =—0,062984o.
On trouverensuite dans les tables :
0,0629840 = sin. 3° 367 133, |
Or comme la valeur de 333 approche tel-
lement de 3, qu’il n’ya pas seulement erreur
d’une unité entiére dans le dernier chiffre du
nombre 1935, on pourra prendre 0,0629840
pour le sinus de 3° 36 40", sans qu’on puisse
reconnoitre avec les tables ordinaires, s’il y
a erreurd’une tierce. Donc ’arc 47, qui a son
cosinus négatif, sera=—93° 36’ 40", et BZ étant
supposé — 18°, la distance ¢ Z sera la corde
de cet arc. Dnnc en appliquant Pnur corde
sur la circonférence la distance @ Z prise avec
le compas ,on détermineraun arc=g30 3 6 ’ 4o
avec une approximation suffisante.

202. Pour rechercher’erreur qui se trouve
dans les nombres des tables ordinaires, on

observe que le sinus de 18° étant égal 4 la
| O
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moitié de la corde de la dixiéme partie de la
circonférence, c. a. d. =t 4b=%(V/5—1),
et le cosinus de 45° étant égal a ; V 2,
I’équation cos. 4" —2 sin. A .cos. 45°- 1 [200]
donne cos. A" =; V2 (Vb—i1)—;
=z (V10— V2)—}=0,0029839824.

Puis, calculant aussi avec plus de chiffres le
sinusde 3° 36’ 40" , on trouve 0,062984061154,
et en se tenant a huit décimales ,

on trouve sin. 3° 36’ 39" — 0,06297921
la différence pour 1’ ou 60" est de 485 ;
donc si 485 donne 60", 8 donnera 2 et

97
par conséquent ne donnera pas une tierce

entiére. Donc 'arc qui a pour corde la dis-
tanceé a Z n’excéde pas d'une tierce enticre
930 367 40".

203. D’apreés cela, voici I'usage qu’on
pourroit faire de cette valeur pour I’ancienne
division du cercle. Il est clair qu’elle pourroit
servir & diviser une minute en trois parties,
dans des cercles ol on auroit marqué les
minutes ; car on trouveroit les 40", c’est-a-
dire, % entre une minute et la suivante, et cela
sans erreur d’une tierce. On peut encore I’em-
ployer pour trouver la troisiéme partie d’un
degré. En effet , comme ’arc ¢cBN = go°, et
Np=3° [31.43],sionprend BZ=Kp,
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alors on aura l’arc B Z — 18° [32]; du point
¢ pris pour centre avec le rayon a Z , soit dé-
crit un arc 5 il coupera la circonférence entre
pet Penun point distant de p de 367 4o" &
trés-peu de chose prés. Nommons y ce point,
et triplons par exemple I'arc Ny =3¢ 36/ 40",
nous aurons un arc = 10° 50’ , sans qu’il y ait
une erreur de trois tierces, et s1 c’est de N
vers Gqu’on triple cet arc, laderniére division
tombera entre = et $; nomnions » le point o
elle tombe, de maniérequ’on ait Nn =10° 50/ ;
nommons ensuite « le point qui est a la moitié
de l’arc = ¢ obtenu parle n. 58, on aura V’arc
m =20’ sans qu’il y ait erreur de troistierces,
c’est- a-dire, qu'on aura obtenu un tiers de
degré de l’ancienne division avec une telle
précision , que je ne crois pas qu’on en puisse
desirer une plus grande dans la pratique.

204. Nous avons pris cet exemple parmi
toutes les valeurs de cos. 47 calculées en intro-
duisant successivement , dans ’équation[1] au
lieu de 4, les arcs 9go°, 880 30/, 87°, et ainsi
de suite jusqu’a o°, puis—1° 30’/ ,—30, etc. jus-
qu’'a — 19° 30’ inclusivement ; au-dela de cet
arc, I’équation[ 1 jn’a plus lieu, parce que ses
valeurs deviennent plus grandes que 1'unité.

205. Nous allons maintenant continuer la
recherche des autres équations.

O a
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Toute distance du point & des points de la
circonférence, quiseraplus petite quele diame-
tre 2, pourra étre corde d’'unarc. Nommons B8’
Varc qui a pour corde la distance 4 Z, on

bZ
aura — = sin. > B’; etnommant Bl'arc BZ,

on aura Z z = 2 sin. B; puis, divisant par 4

l’équ:a.tiﬂn [B]du n.°196, on aura:
_5—y/5

——

Y1—cos. B’ |/5-—1

SHI
—

d’ou cos. B’ =1-—-—( :'/5 — Si7.
— 1— 2 sin.2 36° — 2 sin. B.sin. 18°
=c0s.72°-c0s.(B-18%)4-cos.(B4-18°)[155,158] :
donc on aura :

[2] cos. B’ =sin.18°4-cos.(B+4-18°)-cos.(B-18").

206. Pareillement si on nomme E’ l’arc
qui a pour corde la distance e Z, et E l’arc
B Z , Véquation [ E | du n.c 196 donnera :

sinat Bl =220 3-:"“ simydn LoV s

)

d’ou ou tire :
cos. El—=vV:— 42 sin. E. V(E:VE

= sin. 45°—sin. 30°~=2sin. F sin.22°307

et enfin : ,
[3] cos. E! == sin. 450 = sin. 30°
<+ c0s. ( E — 22° 30’ ) —cos. (£ = 22°307).

207. Au moyen de ces trois équations , un
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arc A, B ou FE étant donné, on aura, avec
les tables des sinus et cosinus naturels , et
par de simples additions ou soustractions,
les cosinus et les arcs 47, B’ et E’, qui ont
pour cordes les distances e Z, 6 Z , e Z ,
que l'on trouvera étre les mémes, en dou-
blant le sinus de la moitié des arcs 47, Bh
et £’.

208. Réciproquement si la distance @ Z est
égale & une corde d’un arc connu .4’, et si
on cherche de quel arc Z z deviendra la-
corde, ou de combien de degrés deviendra
I'arc BZ , qui en est la moitié, et est=—=_4 ;
de I’équation [198 ] :

| a? =3 — 2sin. A 23
3—a?

on tirera siz. 4 =— - a5 et substituant la va-

leur de @2 =4 sin.?2 .2 4A'—2—2cos. A’ [155],

“ 1
on aura : Siu. A::-;-..V—;;-l—cas. A’k

= sin. 30°.sin. 45° 4+ cos. A’ sin. 45° 3
et[156,158]comme sin.(45°4=A" )=cos.(45°-A")

on aura cette équation : [ 41 sin. 4 =

2 (sin. 450-+sin. (45— A")+cos. (45°—A"))s

229. De méme si on connoit I'arc B/, qut
a pour corde la distance 67 , et si on cher-.

che 'arc B= BZ par le moyen de Z z.,
O3
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qui est la corde de 2B, en multipliant I’é-
quation [ B] du n.° 196 .par V5413 et a

cause de ( 6B )2 = 5:'/5, et de 46=%(V/5-1),

on aura : (52 )2. (V5-+1) =2V b5+4sin. B;
et substituant pour (4 Z)2 sa valeur
4 sin2 5 B! — 2 — 2 cos. B’. [ 1565 1],

on aura , apreés avoir fait les réductions :

sin. B=— I — 2 cos. B’. V—Eil).
Or B b, étant le cOté du pentagone

iR
== ( :’ )cﬂrdﬂ de 72°, sera

5—\/'5 i
]/( : )._...SHI. 360 ;
d’ou : n (5_;/5 —sin2.236°;
or: I -—sw.?2 36° = cos.2 36° = sin.2 54°
6-—[—-2 |,/ 5 |/5-I-- 1MN2 .

16 X, 45 ( 4 ) )
d’ol1 on tirera sin. B—=21 — 2 cos. B’ sin. 54°;
et enfin [ 156 ] . _
[5] sin. B — sin. 30° — sin. ( 54° + B’)
— sin. ( 54° — B/).

M-

210. De méme si on connoft I'arc £/, qui
a pour corde la distance eZ , et si on
cherche le degré de Varc B Z—=F , égal
a la moitié de ’arc qui a pour corde Zz
=—=sin. E , en substituant dans I’équation [ Z]

du n.° 196 pour (e Z)2 sa valeur 2—2 cos. £’ ;
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pour ( e B)? sa valeur 3— V2, et pour 4 E

sa valear V(2 — V 2) = 2 sin. 22° 30’

[ 198.38], on aura :

2sin. EV (2—V 2)=2¢0s. B/ +1— /2

ce qui, en multipliant par v (24 V2) V 2

donne :

4 sin. E=12cos. E' - / 2V (2+V 2)
_(V 2a—1)V 3V (24 V 2)

= 2 cos. E'V(2+V2)V2-(2-V2)V (24 V2)

=2 cos. I/ /(24 V2)V2-V(2-V2) V2

puis divisant par 4 , et considérant que l'on a:

V (2 4+ V 2)=2sin. 67° 30’ [37],

et V2= 2sin. 45°, on aura [ 156 , 157, 158 ]:

sin, E = 2 cos. E! sin. 67° 30’ sin. 45°

— sin. 22° 30’ sin. 45°, ou sin. F—

cos. E*"( cos.(67° 307 - 45°) —ﬂﬂs.(67°3u’+45°))
— sin. 22° 30/ sin. 45°;
ou bien sin. E = cos. E’ cos. 22° 30/
~+ cos. B! sin. 22030 — sin. 22° 307 sin. 45°;
ou enfin : |
cos. ( E'+ 220 30') + sin. ( E'+ 220 30')
[6]sin. E=; { ~+ sin, 220 30' + cos. ( B’ 220 30') }'

— sin. ( B' — 2290 30' ) — c0s. 220 30’

211. Ainsi des trois équations [ 4], [ B1,
et [£] nous en avons tiré six au moyen des-
quelles, des arcs étant donnés , nous pourrons

O 4
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en obtenir de nouveaux, ainsi que leurs nou-
velles cordes, & l'aide des trois seuls points
a, b ete.

212. Comme il peut y avoir une infinité
d’arcs, chacune de ces équations donne une
infinité de solutions. Mais si on ne veut avoir
la valeur que des arcs que 'on peut trouver
par le moyen des mémes points @ , 4 et e, on
en trouvera 120 pour chaque équation , quand
il n’y aura de limites particulieres pour aucune
d’elles. En effet, on pourra, par le ‘moyen
de ces trois points, diviser la circonférence en
240 parties égales (57), et par conséquent
la demi - circonférence en 120 ; on aura done
6o points Z et 6o points z, qui pris ensemble
détermineront 120 cas pour chaque équation.

Mais aucune d’elles n’aura de limites pﬂrti~
culieres.

213. Si on vouloit prendre avec le compas,
par exemple , 12 corde de 3°, c’est-a-dire, de
la cent vingtiéme partic de la circonférence
(42 ), et décrire un arc-en plagant en < la
pointe du compas, cet arc ne pourroit couper
la circontérence en aucun point Z, attendu
que sa corde est plus petite que la distance
a F'— /2 — 1. On ne pourra donc pas dans
Péquation [ 4 ] mettre au lieu de 4’ V'arc de
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-

3o, etsion veut le faire, on trouvera pour
sin. 4 une valeur plus grande que l'unite ,
C’est-a-dire , une valeur absurde. Pour voir
quel est le premier arc qu’on pourra mettre 2.
la place de 4’ entre les arcs de la serie 1° 30/,
3o, 4° 307, etc. on observera quel est l'arc
qui a pour corde la distance a F, qui est la
plus petite entre le point « et le cercle, et qui
- est égale & Vo—1=2sin.45°—3=—0,91421356
—co0s. 23° 54’4~ . Donc le premierarcqu’on
puisse employer de ceux qu’on trouve par le
moyen des trois pointsa , b et e sera celui de
24°. Aprés cet arc, on pourra employer tous
les autres arcs de la suite 25° 307, 27°, 29° 30/
jusqu’a 180°; car les cordes de tous ces arcs
peuvent étre des distances du point @ a quel-

que point Z ou z de la circonférence.

214. Les équations [5] et [6] sont plus limi-
tées; car dans ’équation [5] on ne peut pas
employer les arcs B’ dont la corde est plus
petite que 4 f ou plus grande que 4 F': de
méme 1'équation [6] n’admet aucun des arcs
E’ dont la corde est plus petite que e F' et
plus grande que e £ '

215. Nous verrons dans la suite dans quel
cas on peut se servir avantageusement de quel-
ques-unes de ces valeurs pour la division du
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cercle ou pour quelqu’autre probléme qu’on
ne peut résoudre que par approximation , en
choisissant celles qui approchent le plus de la
valeur qu’on cherche, et se déterminent en

méme - tems par des sections d’arcs qui dif-

ferent moins de I’angle droit.

216. Pourtant, afin de retirer tous les avan-
tages possibles des trois points @, b et e sans
en introduire de nouveaux, des trois équa-
tions[ 4], [B]et[E] nous en tirerons six
autres pour avoir de nouvelles valeurs d’arcs
et de cordes.

217. Soit B Z un arc connu, par exemple,
un de ceux qu’on obtient par les problémes
du livre second et nommons B cet arc; on
prendra avec le compas la distance 6 Z , qu’on
portera de @ a quelqu’autre point Z/ qui dé-
termine un autre arc B2’ —.A4 , et comparant
les deux équations[4] et [B], on en tirera' me
nouvelle équation qui fait connofitre sa val¢ ur.
En effet, si dans ces deux équations, on fait
b Z—a Z’, enfaisant dans la premiére | 4]
Z z=2sin. 4, puis dans la seconde [B]
Z z—2 sin. B, on aura :

(aB)e—2sin. A. Aa= (bB)*+-2 sin. B. A0,
ou bien [193]:

S3—asin. 4. Va= S_JE—I-SJEIL B(V5—1);
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et decrﬂcreant sin. A4 , on aura :

sin. J—Vs:_l s—asin. B, Vﬁ——\/‘

—sin.54° sin. 45°—a2, sin. B.sm.lﬂﬂsm 45°[209]
=1(c0s.9%4-sin.g0)-sin. B(cos.27°-sin.a7°)[158] ;
d’ou (155 et suiv.) :
| €OS. 9° == si71. Q°
[7 ]sin.4d=2% {+ cos. (B-27°)-sin.(B-27°)
-c0s. (B-63°)+sin. (B-63°) ‘

218. On ne pourra pas non plus prendre
icl pour B tous les arcs , mais seulement ceux
qui donnent un¢ distance 4 Z ou 6z qui ne
soit pas plus petite que a F.

219. Maintenant soit connu un arc B Z que
Pon nomme 4, si on porte la distance a Z
prise avec le compasde 4 a quelqu’autre point
7’ de la méme circonférence, qui détermine
Varc B Z’—=2R8, on connoitra cet arc B, et si
on veut sa corde, en dégageant siz. B de 1’é-

quation [ 217 ]
V 5+1

N E—2sin. B. Vi_l \/‘

Multipliant cette _équation par le facteur
2(V5 4g1) V2, on aura :
2 sin. A ( V/b41) V2=3+Vb5— 4 sin. B ;
d’ou on tire :
sin. Be= "2 — fsin. 4 . Y22

==2, §int2 H4°—4 Sin. A sin.b4° sin. 45° [209];

sin., 4=




220 GiomeTrRIE pU CoMpPAsSs,

et traitant comme ci-dessus les équatmns [ 155
€t suiv.], on aura enfin :

£8.]1sin. B—=1+ sin. 180 —sin. (4 + ¢°)
= €0s. (A 4=g° )—sin. (4—q°)— cos. (4-9°).

220. On ne pourra pas dans cette équation
[8]employer pour 4 les arcs B Z qui donnent
une distance @ Z plus grande que b F.

221. Actuellement si dans ’équation [ 4 ]
du n.° 196, on fait Z z=2 sin. 4 et dans
Véquation [E]une autre distance Z z=2s:z. F,
en faisant en outre dans ces deux équations
(a Z)>=(eZ)?, onaura, apres les substitu-
tions nécessaires (193) :
3—=2 sin. 4./ 2=3—\/2—asin. EvV (2—V/2);

Sirn. A:§+ZSEH.E.V(2:VE}. vV I

=L 4 2 sin. Esin. 22° 30’ sin. 45°, et [ 158 ]
— 2 4-sin. E cos. 22° 30’ — sin. E sin. 22° 30/ ;
d’ott enfin [156, 153] :
~+= sin.(E <+ 22°307 )
~+ cos. (£ 4-22°307)
[o] sin. A=73\ 4+ sin. (£ —22030") [
—cos. (£ — 22030%)

222. On peut encore trouver cette neuviéme
équation d’'une autre maniére pour rendre le
calcul plus facile par le moyen des sinus et
cosinus artificiels que ’on trouve dans les
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tables de dix en dix secondes. C’est pourquoi
comme On a : |

sin, 4 =13% —l-z.sm..E‘/(EHVﬂ) V=

Vl=2y)
=(aasvo e E) 5
(V(ﬂ+|/ )-l-sm _E)V'(ﬂ—l/ﬂ)

— v

sin. 220 30!

= (sin.67° 30’ 4~ sin. k) — [ 3773
et faisant 67° 3o/—=p ; E—g , on aura [156] :

. 670304 E 6';n 3o'—E
| Sin. == COs. = )
sin, 4 — $ 3
( 9 )I tos. 220 3o

équation qu’il sera facile de calculer par

le moyen des logarithmes des sinus et des
cosinus.

223. Si donc on prend avec le compas une
distance du point e a un point quelconque Z ,
extrémité d'un arc connu BZ—=1F, et quon
la porte du point @ & quelqu’autre point Z/
de la circonférence, on connoitra le nouvel,
arc B A’ =— A par le moyen de I’équation{ g ]
ou de celle (9). - Ces equations auront leurs
limites, puisque I'arc B Z devra étre tel que
la distance e Z ne soit pas plus petite que a F.

224. On a trouvé [ 221]:
asin. AVa2=Va+42sin. E. /(2 —V2);
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V (24 V2)
Va 2

multipliant cette équation par

on aunara :

a2 sin. AV (@e+V2)=V(@e+V2)t+2sin. F;
d’ou sin. E—2 sin. A4 . iy _,‘/(2"' V.23,

= 2

—osin. 4. sin. 67° 30’ —sin. 67° 30’ [37];
d’ou | 158] : _
[10]sin, E=cos.(A-67°30") - cos. (A+67° 307)

— sin. 670 307,

- 225. On peut encore préparer autrement
cette équation powr la rendre soluble par
I'usage des logarithmes. En effet, puisqu’on a:

site B = 2 sin. (4 — 1 )'22xV2)

& 2

— o (sin. A =+ sin. — 30°) sin. 67° 3o’

en faisant 4/—p ; —30°=—g¢ , on aura [156]:

- . A—30° A+4-300
[10] sin. E=fsin. ———co0s. —;

sin.67°30/ .

296. Il est évident que cette dixiéme équa-

tion aura aussi ses limites, puisque 'on ne

pourra pas y introduire toutes les valeurs de
Varc BZ ou Bz== 4, qui donneroient la dis-
tance @ Z plus grande que e /.

227. Enfin on peut de la comparaison de
Iéquation [ B] avec celle [£], tirer deux
autres équations. Car si on porte une distance
du point ¢ a un point quelconque Z de la
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circonférence , qui soit Iextrémité d’'un arc
connu B Z = FE, et que du point 46 comme
centre et de cette distance eZ prise pour
rayon , on décrive un arc qui coupe la circon-
férence en quelqu’autre point Z’/ qui déter-
mine 'arc BZ’—=28 , on connoitra cet arc au
movyen de son sinus de la maniere suivante :
soit fait dans 'équation [ Bl dun.c 196, Z z
— o sin. B, dans celle [E] Zz=2 sin. F, et
dans toutesles deux 6 Z=—eZ, on aura, apres
avoir fait les substitutions nécessaires [198] :

J—Vﬁ —i—.S‘L" B (\/5_1)=3 \/E“M;E.E\/(z-\/z) ’
d’ m‘.l on tire :

asin. B(\/5-1)=V/ 5+1-2V2-4 sin.EV/ (2-V 2) ;

et multipliant les deux membres de 1’équa-

. v 541
tion par g » On aura: |
sin. D= - :J . N L -4sin. FE — V‘(ﬂdp@) ———V :_]

— 2 sin.? 540 — 9 sin. 540 sin. 45'3

— 4 sin. E sin. 22° 30/ sin. 54° | 209 ] ;
d’or on tire [158 ] :
sin. B=—1 — cos. 108° — cos. ¢° — sin. g°
— 2 sin. E ( cos. 31° 30" — cos. 76° 307 ) ;
et par comséquent [ 156 ]:
[11] sin. B=1+4sin.18° —cos. g°>— sin. g°
—sin. (E+31° 30’ ) — sin. ( E— 31° 307)
+ sin, (L4760 30’ )4~ sin, ( L— 76° 307).
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228, L’équation [11] aura aussi des limites
de deux cOtés; car la distance la plus petite
eF—1—+V (2—V 2), est moindre que
celle 6 f=1 — (Vv 5—1), et la plus
grande e/ est plus grande que & F.

V (2+4:y2)
4y 2

229. Si on multiplie par I'équa-
tion .

2sin. B(V/5-1)=V/ 5+1-2V/ 2-4 sin. E / (2-V 2)
que l'on a trouvé plus haut [227], on aura :

ST !/5+1 V(z—i—y’.a) \/_ __;/{z—l—]/sa)
4 2

-—43133 B'/&_I V(ﬂ"'\/“} \/: -‘

—2o sin. 54° sin. 67° 3:::’ sin. 450—sin. 670 30/,
— 4 sin. B sin. 180 sin. 67° 30’ sin. 45°
== sin. 67° 30/ ( cos. 90+ sirz. §°) —sin. 67° 307,
—o sin. B. sin. 67“30’(;;‘3.5‘_ 270_—5531_ 270 )

— L ( sin. 76° 30’ — cos. 760 30’
. =+sin. 580307 4 cos.58° 307)
—sin. 67° 30’ — sin. B (sz'n 85° 30’
t=5int. 40°307 —c0s. 40° 30 —cos. 85° 30’ Y
d’ou on a enfin :

. : sin, 760 30" — cos. 760 30’
{ 12 ] sin. E=3 = sin. 58030'4-cous. H8e 3o’ } — sin. 67° 3of

cos. (850 30' — B) + sin. (850 30'— B)

— cos. (850 30' 4+ B ) — sin. ( 85030’ + B )

) + cos. (400 30' — B) + sin. ( 400 30' — B)
— cos’ ((40° 30' 4~ B ) — sin. (400 30'+ B)

Bl

—

équation qui n’a pas de limites.
ajo.
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230. Si par hasard quelqu’une des valeurs
qu’on trouve avec ces douze équations est au
premier abord treés - approchante de quelque
valeur utile et cherchée dans la solution des
problémes , on aura avantage de parvenir au
méme but par un moyen trés-simple. Car on
n’aura a employer d’autres points pris hors
de la circonférence que les trois seuls points
a, bete que 'on a déjd remarqué tant de fois,
et dans la circonférence quelqu’un de ceux
qui servent a la division exacte de la circon-
térence par le moyen des solutions des pro-
blémes du livre second. Nous allons actuelle-
ment donner.quelques exemples.

231. Nous verrons d’abord comment on peut
diviser le cercle a 'ancienne maniére en de-
grés et minutes sans erreur d'une seconde.
Pour cela, nous supposerons que la circon-
férence du cercle BD d [ fig. 127, est divisée
en deux cent quarante parties [ 57, 58] dont
chacune comme P ¢ contient 1° 30/, que
’on commence & compter les quantités posi-
tives de B vers F, et de méme les quantités
négatives de B vers f, et que les points Z
et Z/ sont des points vagues soumis pour
le moment & la seule condition de se trouver,

eavoir : les points Z et Z’ entre B et F sur
P
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fa circonférence, et les points z et z/ entre
les points B et f. Nous en agissons ainsi,
pour éviter le trop grand nombre de figures
dont on auroit besoin si on en répétoit une
pour chaque probléme. D’ailleurs, la petitesse
des divisions les laisseroit a peine apperce-
voir méme dans une figure beaucoup plus
grande que la figure 12.

=

- PrRob»xr £ M E.

232. Trouver [ fig. 127 Parc d'un
degré de Pancienne division , ow de 1°

sans erreur d’une demi-secornde.

I.ere Solution. Soit 'arc Bz — —559 3o/
[ 231 ]. Prenez avec le compas la distance 6z,
et du point ¢ comme centre, décrivez un arc
qui coupe la circonférence en un point Z;
on aura ’arc B Z — 520 59’ 1232, ¢’est-a-dire ,
de 530 sans qu’il y manque vingt-cinq tierces.
On a ensuite dans les divisions de B vers F
exécutées par le probléme dun.° 42, Parc de
540 =% . On aura donc aussi I'arc 54— 53¢
—10° avec ’approximation demandée.

Démonstration. Si dans ’équation [ 12} on
fait B — — 55° 307, on trouve a la fin du.
calcul sin. E=0,7986343=sin.52° 59" £

uﬂ
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II.e Solution. Soit 'arc B Z =100 30’ ; du
centre a et avec la distance 4 Z prise pour
rayon , déerivez un arc qui coupe la circonfé-
rence en un autre point Z’ ; onaura ’arc B2/
=129° 29/ 35+, c’est-a -dire ,==29° 30’ sans
erreur d’une demi-seconde. On trouve ensuite
dans les divisions du cercle faites au n.o 58
Parc de 280 30/ = ;% de la circonference.
Donc on aura la différence des deux arcs égale
a 1o avec I'approximation demandée.

Démonstration. Si dans Yéquation [7] on
fait B —10° 30’ , on trouvera a la fin du calcul

sin. A=0,4924215=sin. 2% 29’ 1>:
donc les arcs ne différeront pas de 29", de la

valeur d’un dﬂ'gt‘é.

233. Cette seconde solution est moins appro-
chée que la premiere, de 5", mais les sec-
tions des arcs s’y font sous un angle qui dif-
fere moins de 'angle droit.

234. Puisqu’on a I'arc de 1° 30’ [225], et
qu’'on a trouvé [ 226 ] ’'arc de 1°, on aura aussi
en soustrayant 'un de Pautre ’'arc de 30/, ou
le demi-degré , et par conséquent on anra la
maniére de diviser toute la circonférence en
demi-degrés sans accumulation d’erreurs, et
sans qu’aucun point soit éloigne, d’une demi-
seconde , de sa véritable sitnation.
| Pa
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235.- Trouver FParc d’un quart de

degré ou de 15’ , sans erreur d’unc tierce.

Solution. Soit ’arc B z =— — 12°, la distance
e z sera égale ala corde de 87015/ ; d’'unrayon
égal a cette distance prise avec le compas et
du point B comme centre , coupez 'arc B F
en un point Z’ , on aura 'arc B2/ =8y°15’.
On a de plus par les divisions du cercle faites
aun.c42 ’arc de 87° = 2% delacirconférence.

120

On aura donc la différence de ces deux arcs
= 3hl. .

Démonstration. Sidans]’équation [ 3] (206)
cos. E! = sin. 45° - sin.30° 4 cos. (E-22°30" )
— cos. ( E 4 22° 30 ),
on fait £=—— 12°, on aura:

sin. 45° — sin.30° = 0,2071068 |
cos. —34° 30’ = 0,8241262
— c0S. 10° 30/ — —1, 0167451

cos. L.’ — o,0479781.

Or dans les tables qui donnent les sinus natu-
rels avec sept chiffres, on trouve o, 047978
— cos. 87° 15/ sans aucune différence méme
dans le dernier chitfre. En employant ensuite
plus de décimales , on trouve :



LIVRE®E DOUZIEME. 229

cos. E/ =— 0,0479730622
cos. 87°. 15’ = 0,047978128520;
et ne prenant que huit décimales, on a:
cos. 87° 15/ 1" —o0,04797229.
On a donc pour 1" la différence 584. Or s1
584 donne 60" de différence, 7 donnera 123 de
tierces. On aura donc l'arc £7, qui a pour
corde la distance e Z/, = 87° 15/ avec une

erreur plus petite que 1”.

236. On poutra, parlemoyende ce probléme,
diviser la circonférence en 1440 parties, c’est-
a-dire, en 1440 quarts de degrés sans qu’il y
ait en aucun point de division une erreur de
trois tierces. Car si on fait sur chaque arc
P& de 10 307 trois divisions de 157 en 15’/ de
P vers & et deux de & vers P;1’'arc Pd'se trou-
vera divisé en six parties, dont chacune sera
d'un quart de degré sans qu’il y ait erreur de
1" dans la position d’aucun point de division; -
il en sera de méme pour le reste de la circon-
férence. D’aprés cela , nous supposerons doré-
navant la circonférence divisée en degrés et
quarts de degrés , en les considérant comme
exacts, afin de simplifier le calcul. On pourra,
quand on voudra, tenir compte des erreurs.

P53
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Prorz1tME.

237. Trouverun arc deio’ ou la sixiéme
partiec d’un degré, sans errcur de 10"

ou de la sixiéme partie d’une seconde.

Solution. Soit ’'arc B z—-—4qg° 30’ ; la dis-
tance 4 z sera égale a la corde de 1'arc de 38°
50’ sans erreur de 10" : puis snustrayant PParc
de 33¢ 50’ de celui de 3g° =L de la circonfé-
rence qu’ona par len.°42, on aura 'arc de 10/,

Deémonstration. Si dans ’équation [2] on
fait B—— 49° 30/, elle deviendra :

cos. B’ = 0,7789738 = cos. 38° 49’ :g;z;
on a donc B’ =38° 50’ 4 moins de 9" pres.

238. Soustrayant d’un arc de 50’ auquel
manquent 9" un arc de 45/ [ 236 ] auquel il
manque quelques tierces, on aura l’arc ded’
ou la douziéme partie d'un degré sans gu’il
v ait une erreur de g".

ProB1r £ M E.

239. Trouver Parc de 6’ ou un dixiéme
de degré sans erreur de 137,

Solution. Soit 'arc Bz = 45°, c’est-a-dire,
soit 'arc BG; du point 6 comme centre etavee
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la distance B G prise pour rayon , soit décrit
un arc ¢ui coupe la circoniérence en z; on
aura, sans erreur de 13", 'arc Bz —=—/40° 6’.
et soustrayant [2361 'arc de.....,.—4o°;

on aura pour reste 'arcde. ... ....... 67,
Démonstration. Si dans 'équation [5] on

fait B/ — 45°, elle deviendra :

sin. B ——o0, 6441228 — sin. — 40° 5’ 3Z:L,

On anra donclarc B—=8B z=—-40°6’7 amoins

de 12" prés.

240. Soustrayant dé P’arc de 67 [239] l'arc
de 5’ [238 1, 'arc restant sera de 1/ avec une
erreur de quelques tierces. Mais on peut trou-
ver immédiatement cet arc par le probléme

sulvant.
Pros1 &M=

241. Trouver immédiatement [’arc
de 1/ sans erreur de 22".

Solution. Soit ’arc Bz=—-— 27°; du pointe
comme centre et avec un rayon ¢égal a la-dis-
tance bz prise avec le compas, soit coupée la
circonférenceen Z. Onaural’arc B Z=29° 59’
avec un exceés de 10" : donc ’arc BN étant
de 30° [31], ’arc Z N sera de 1/ avec 10"
de moins.

Démonstration. Si dans1’équation [121] on
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fait B =— —27°, on aura :
sin. 5 =—=0,4997496 =sin. 29° 59’ 15
donc, ete.

Prosrr it mE.

242. Trouver Parc de o’ sans qu’il
Y ait erreur de 7"

Solution. Du point e comme centre , avec
la distance & X prise pour rayon, soit décrit
un arc qui coupe la circonference en z; on
aura ’arc Bz—— 4° 23/ avec un excédentde
6", lequel soustrait de — 4° 30/ donne pour
reste 9/ sans erreur de 7"

Démonstration. Si dans ’équation [ 12]on
fait B—15°c =B K [32], on aura :
sin. £—=— 0,075849{= sin. — 4° 21/
donc ’arc Bz = — 49 217 o" 6".

Ce probléme servira encore a la nouvelle divi-
sion du cercle, ainsi que nous le verrons Cl-

apres [ 256 ].

1)01 o

243. L’arc de 15/ manquant de moins
de 1" [ 2357,
celui de 107 excédent de moins de 10" [237],
celui de 6/ manquant de moins de 13" [239],
celuide 1/ . . . . . de moins de 22" [241],
et celui de 9. . .. de moins de 7" [242],
on pourra les combiner par addition ou sous-
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traction, sans accumuler beaucoup les erreurs,
de maniére qu’a la fin toute la circonférence
se trouve divisée en degrés et minutes, sans
autre erreur que de trés -peu de tierces. En
effet, en doublant, par exemple , I’arc de ¢/,
on aura un arc de 18’7 4 moins de 14" pres;
et soustrayant de cet arc celui de 6”7 approché
a moins de 13", on aura ’arc de 127 a moins
d’environ 1"”. Soustrayant maintenant cet arc
de celui de 15/ approché & moins d’une tierce
[ 2357, on aura 'arc de 3/ avec a peine une
erreur d'une tierce. Par ce moyen, on pourra
diviser en cinq parties chaque arc de 15/, et
toute la circonférence se trouvera divisée de
trois en trois minutes avec une erreur moindre
de six tierces sur cette derniére division ;
erreur qui deviendra encore moindre, si on
la porte en sens contraire de celle de trois
tierces au plus qu’on commet dans la division
de 157 en 157 [235]. Puis employant ’arc. de
1/ quia 4" de moins [ 240] a diviser chaque
arcde 3/, onne commettra plus une erreur de
10", et on aura divis€ la circonférence endegrés
et minutes.

On pourroit aussi combiner ces arcs ou
d’autres tirés des douze équations précédentes,
de maniére que l'on parvint a commettre
de moindres erreurs, et nous emploierions

]
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pour cela quelques problémes, si d'un cdté
la division du cercle en 360° ne devoit pas
avec le tems cesser d'étre employée, et si
d’ailleurs nous croyions que les artistes qui
voudroient continuer a s’en seryir, trouvassent
ces recherches avantageuses pour la pratique.
Nous ne croyons pourtant pas devoir omettre
les problémes suivans, dansla solution des-
quels nous supposerons que le cercle entier
est divisé en anciens degrés et minutes que ,
pour la simplicité du ealcul , nous considére-
rons comme exacts.

ProBLEME.

o44. Trouver [’arc de 20" ou un tiers

de minutte qui ait a peine 1" de trop.

I.ere Solution. On trouve [ 201 J1’arc de 40"
avec moins d’une tierce de trop. Donc aussi
I’arc de 20", complément d’une minute, n’a
pas tout-a-fait 1” de moins.

I1.e Solution. Du point e comme centre et
avec un rayon égal A la corde de l'arc de
61° 30’ prise avec le compas, soit coupée la
circonférence en Z ; on aura larc B Z —
200 39’ 40" avec a peine une tierce de trop;
puis soustrayant cet arc de celui de 20° 4o/,
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I'arc restant sera de 20/ avec-a peine 1" de
moins.

Démonstration. Si dans éguation [6] on
fait ££7=61° 30/, en employant de plus gran-
des tables de sinus, on aura :

sin. BZ —sin. = 0,35283991 ;

on a ensuite szz. 20° 39’ 40"=—o0,35283984.
Or log. 0,3528399 =—9,5475777
log. sin. 20° 39’ 40" —o, 5475776
log. sin. 20° 39’ 50" = ¢,5476334

différence — 558.
Donc E surpassera 'arc 20° 39 40%
environ, c’est-a-dire, de 1" et un pen plus.

ProsBs1r t M E.

245. Trouver Parc de 15" ow un quart
de minute a moins de 10" prés, ou
ernyiroit.

Solution. Du point e comme centre, avec
un rayon égal a la corde de 31° 30’ prise avec
le compas, soit coupée la circonférence en un
point Z; onaura 'arc B Z=57°30’ 15" a ¢"
de moins preés.

Démonstration. Si dans 1’équation [6] on fait
E’ =31° 30’ , on trﬂuvera E = 570 30/ 2
mais 0.11 a 1359;3 — 1. Donc ce qui lui manque
estde <+ environ, c’ast-.%.-dine, d’enyiron 10",
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246. Trouver larc de 12", on un cin-

guieme de minute a 1" de moins prés

OIL €7IVirori.

Solution. Soit B z—=—-—10°30’; du point
a comme centre et d’'un rayon égal a la dis-
tance b6z prise avec le compas, soit coupée
la circonférence en Z : on aura 'arc B Z
— 40° 40¥ 12" avec environ 1” de moins.

Démonstration. Si dans I'équation [ 7] on
fait B—=—— 100 30/, on trouvera par le calcul
A — 40° o’ 22, Or on a = -: on a donc

22004 22086 — § *

en moins une erreur de = , c’est-a-dire, de

22006 2

1" environ.

Si on avoit fait le calcul avec de plus gran-
des tables, on auroit relevé ’erreur avec plus
dé¢ précision.

Prosr1rt M E.

247. Trouver arc de 10" ouun sixiéme
de minute gqui surpasse d’enviromn 1".

Solution. Soit 'arc B z ——24°. Du point
@ comme centre et d’un rayon égal a la dis-
tance ez prise avec le compas, soit décrit un
arc qui coupe la circonférence en Z ; on aura
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I’arc BZ — 16° 15’ 10" avec !’ uppmmmatmn
demandée.

Démonstration. Si1 dans 1’équati0n [9]on
fait £/=— — 24°, on trouvera pour résultat :
log. sin. A =— 9, 4469652.
Ce 1ngﬂrithme se trouve étre celuir du sinus

de 160 15/ 10" 2%-: donc ’exces ne va pas &
deux tierces.

Prosnzi £ M x

248. Trouyer ’arc de 5" ou d’un dou-

ziéme de minute avec une erreur inap-
préciable par les tables ordinaires et

noindre que 2",

I.ere Solution. Soit 'arc B Z = 4° 30’ ; du
point @ comme centre avec un rayon egﬂl ala
distance e Z prise avec le compas , soit décrit
un arc qui coupe la circontérence en un autre
point Z’; on aura Varc BZ’ — 320 51/ 5"
avec 'approximation demandée.

Démonstration. Si dans 1’équation (9 ) on
fait £= 4° 30/, on aura pour résultat :
log. sin. A —=9,7343692 ;
or log. sin. 320 51’ = 9,7343529,
et la diftérence est 163; de plus, dans les
tables, la dilférence pour dix minutes est 326,
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Clest - A - dire ; précisément double de 165:
donc, etc.

En eal{m-lant Perreur avec de grandes tables,
on la trouve moindre que 2",

11.e Solution. Soit Varc B Z — 31° 30’. Du
centre @ avec un rayon égal a la distance e Z
prise avec le compas , soit coupee la circon-
férence en un autre point Z’/ ; on aura l’arc
B Z'! = 51° 30’ 55" trop petit de moins
d’une tierce.

Démonstration. S1 dans 1'équation (9 ) on
fait £ — 31° 30/ , on trouvera par le moyen
des tables ordinaires :
log. SEH.A:9,8936365: log.sin.51°30" 50" A% ;
laquelle fraction =% se comparant ZL 10", don-
nera 5" avec nn excés moindre de 1”. On aura
donc 4 =510 30’ 55", lequel arc soustrait de
51031’ dennera 5" avec Papproximation de-
mandéee.

Mais il est tems de passer 4 la démeonstra-
tion de l'usage qu’om peut faire des douze
équations préceédentes quand on veut diviser
Ja circonférence du cercle suivant la nouvelle

maniére des Francais.

249. Suivant cette maniére , la circonférence
se trouve divisée en 4oo degres, atin que le
quart de cercle qui est le fondement de toute



LivaRe DOUVZIEME. 239

la trigonométrie soit par-1a divisée en 100 de-
gx:és. Chaque degré est divisé en 100 minutes,
chaque mirfute en too secondes, et ainsi de
suite. On peut, si on veut, se dispenser de
dénommer les degrés, minutes- ou secondes,
la position des décimales faisant assez con-
noitre la nature de ces fractions.

250. Par conséquent on voit que neuf de-
grés anciens valent 10 degrés nouveaux , ou
bien que g° = o0, 10; que 54’—o0,01 ; que 27"
— 0,005 ; que 4/ 24"'=o0,001; que 32" 24"
— o,0001 ; ¢’est-a-dire , qu'un degré nouveau
vaut 54 minutes anciennes, qu’une minute nou-
velle vaut 32" 24" de V’ancienne division , etc.

251. Les divisions obtenues exactement par
le moyen des trois points @, 4, et e dans le
second livre donnent jusqu’a la 240.me partie
de la circonférence [59]. L’arc quitorme cette
partie est exactement de 1° 3o/ de ’ancienne
division. Il ne s’exprime pas également avec
an nombre fini de décimales dans la division
moderne; le premier arc, formeé par I’assem-
blage de plusieurs 240.m¢s, qu’on exprime avec
un nombre fini de décimales du quart de cer-
cle est celui de 35 ou de 35 de la circonférence,

lequelest de 4° 30’ =0, 05 du quart de cercle,
c’est-a-llire, de 5 degrés de la nouvelle divi-



240 GiomiTrIiE pu ComMpas.

sion. On peut donc avec les méthodes du livre
second et par le moyen des trois seuls points
@, b et e pris hors de la circontérence, la divi-
ser en deux parties égales, chacune de cinq
degrés modernes , et cela avec la précision
géomeétrique , ce qui est un des avantages de
cette Géomeétrie.

252. On pourroit, si on vouloit , par la divi-
sion des arcs en deux parties égales [6o ],
diviser ensuite la circonférence en arcs de
deux degrés et demi chacun ou de o, 025 et
continuer ainsi cette division ; mais il est clair
que par ce moyen On ne pourra pas ayoir un
degré avec précision. Il ne reste donc d’autre
movyen a la Géométrie, pour obtenir ’arc d’un
degré [63], que celui de chercher quelque
construction qui le donne au moins par ap=
proximation.

Proe1t M E

253, Trouver I’arc d’un nouveau degré,
ou deo,o1 sans gu’il excéde d’un sixiéme
de ?ecorzde de la nouvelle division ou a'f:
3 tierces de [’ancienne.

Solution. Prenez avec le compas la corde
de 138 de l’ancienne division, ou de qua-

rante-six vingtiémes de la circonférence [42],
et
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¢t du point @ comme centre, décrivez. un
" arc qui coupe le quart de cercle Bf en un
point z, Varc Bz sera de 11 degrés de la
nouvelle division ; d’ou. soustrayant ’arc de
9°=—0,10 [252], on aura pour reste un
arc = 0,01 avec l'approximation demandée.
Deéemonstration. Si, dans ’équation [4],
on fait 4/=—138°, on aura :
Sin. A =} (sin. 45° == sin. 183°~4= sin. ~93°)
— 1 (sin. 45°— sin. 30 — sin. 879 ).
On a ensuite —sin. 39 =— 0,0523360
— §in.87°=~+ 0,0986295
sin, 45°=  1,292893a

A A
— 0,3438587
—0,1719293
On a de plus sin. ¢° 54’ = 0,1719291
sin. g° 55/ =—o0,1722156.
Donc Varc Bz= 4 = ¢° 54/, avec le seul
excés de 7= d’'une minute de V’ancienne di-
vision , c’est- a -dire, sans qu’il y ait un
excédent de 4", et par conséquent sans qu’il
'y ait erreur d’une seconde de la nouvelle
division. |

254. On pourroit, avec des tables un peun
plus étendues que celles ordinaires , recher-
cher cette erreur avec plus de précision.
Dans tous les cas, elle est si petite, qu'en

Q
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Paccumulant encore deux ou trois fois, elle
ne seroit pourtant pas sensible dans les plus |
grands quarts de cercle. Or, dans leurs di-
visions , on n’a pas besoin de l'accumuler
plus de deux fois; car on a déja, avec la
précision géométrique, l'arc de o,05 [251].
-Si sur cet arc on trace deux divisions d'un
degré en commencant des deux extrémités,
et allant en sens contraire, on aura marqué
sur cet ar¢ quatre points qui en donneront
la division en cing degrés , et chacun de ces
pomts ne sera pas éloigné de sa véritable
position de six tierces entiéres de I’ancienne
division, ou d’un tiers de seconde de la
nouvelle.

255. D’aprés ce probléme, on supposera
maintenant la circontérence divisée en 4co
degrés de la nouvelle division.

Prossift ME

256. Trouver I’arc d’un nouveau demi-
degré, sans qu’il y ait exces de six
zierces de [’ancienne division ou d’un
tiers de seconde de la nouvelle.

Solution. Prenez avec le compas la dis-
tance du point 4 au point K , et du point e
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comme centre avec ce rayon & K , décrivez
un arc. qui coupe la circonférence en un
point z, vous aurez I'arc Bz=-—-4° 21/, avec
un exceés moindre que 7" ; soustrayez en un
arc de 3°= N p [43], il viendra pour reste
10 21/, cest-d-dire, un degré et demi de la
nouvelle aivision ; alors de tous les points
des degrés [2257] pris pour centre, et d’'un
rayon égal A la corde de cet arc, op pourra
diviser tous ces mémes degrés en deux: par-
ties égales. '
Démonstration. Si dﬁns”i‘éqnatidﬂ'( 12 )
on fait B = B K = 15°[32], on" ‘aura
E—__ fo21" 7. Donc , ete. [ 24217

Pros 1t mBE

257. Trouver are d’un cinguieme de
degré de la nouvelle division , sans gu’il
vy ait excés d’une seconde ancienne.

Solution. Du point ¢ comme centre , avec
un rayon égal a la corde de 51°, prise avec
le compas, décrivez un arc qui coupe le
quart de cercle en Z, larc B Z sera de
trente-sept degrés nouveaux plus un cin-
gquiéme de degré avec la précision demandée.

Démonstration. Si dans l'équation [ 6 ]

Q 2
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on fait £/ =519, on aura :

F =330 28/ 75 — 330 28/ 48" 3532,
Mais 33° 28/ 48" = 0,372. Donc, etc.

ProsB1i M E

253 Trouver Parc de 4 dz:z:'z,émes d’un

nouveau degré , sans qu’il y &';z‘ exces
de 26" ‘anciennes.

- u - L_.'.'J

Sﬂz.utzﬂn. Smt Yarc B Z —r6°0 30/; puis
du. peint, 2 comme centre , et- d’une ouver-
tu.}'e“de__ cnmpas—é 2 prise pour rayon,
décrivez un arc. qui coupe le quart de cercle
en un point Z’; on aura ’arc BZ’=o,094,
c’est-a-dire ,de neuf nouveauxdegrés et quatre
dixiémes , avec 'excés indiqué.

Démonstration. Si dans I’équation [7] on
fait B—=76° 30/, elle deviendra 4/=—8027/ 1235,
Maa_s;dﬁ_? 27/ 2555 =0,094. Donc, etc.

Pros1 &M E

259. Diyiser un degré de la nouvelle
divisior en dix parties f.fg'ales.
Solution. Aprés avoir divisé cet arc en

deux parties égales 256 7, Otez de Parc de
0,000 les arcs de o,004 [253] el de 0,002 [257],
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et on aura les arcs de o,001, et de 0,003,
avec une erreur de quelques tierces de I’an-
cienne division seulement; on aura donc
tous les arcs, par la division de l’arc de
0,005 en cinq parlies; et divisant ensuite
de la méme maniére l’autre moitié de I’arc,
il sera divisé en dix parties égales.

260. On, pourra soustraire et ajouter ces
arcs de maniére que balangant les erreurs
en plus et en moins , on obtienne exacte-
ment la milliéme Partte d’un nouveau degré :

on pourra donc par la suite supposer le quart
de cercle divisé en milliémes ou de dix en
dix mouvelles minutes. On les considérera
comme exacts, pour la simplicité du calcul.

Pros»s1tME.

261. Trouver larc d’une nowuvelle
minute , sans erreur d’une lierce
ariciesiile. -

Solution. Soit un arc Bz — — 10 30’3 la
distance « z sera corde d’un arc de 1,3609,
sans erreur d’une tierce ancienne. Soustrayant
cet arc de celui de 1,361 [260], on aural’arc
de o,0001.

Démonstration. Si dans I’équation [13 on

Q3
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fait /—-—103’, elle devient 4/—1290 2872112

==122° 28/ 517 36"—=1,3609 [250]. Donc¢ , etc.
ParosiritmMmE

262. Trouver I’arc de deux nouvelles
minutes , sans erreur dd’une tierce

ancienrne.

Solution. Soit 'arc B z —= — 480 ; la dis-
tance 6z sera corde d'un arc de o,4422 avec
la précision demandée. Soustrayant de cet
arc celui de 0,442 [ 260], ’'arc restant sera

de o,0002. !
Démonstration. Si dans I'équation [2] on

fait B — — 48, elle devient :

B=39o47’ +£32:=39°" 62" 48"=—0,4422 [ 2501].

Donc, etc.

PrRoBL EWME

263. Tr{}{wer [’arc de trois nouvelles

minutes , sans erreur d’une nouvelle

lierce.

Solution. Soit un arc Bz——78°; du
point & comme centre, avec la distance e z
prise pour rayon , soit décrit un arc qui coupe
le quart de cercle B/ en un point z’; on
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aura V’arc Bz’ — —0,0187 avec la précision
demandéé ; et soustrayant celui-ci de Var¢
= — 0,019 [ 260], en aura l’arc restant
== —~0,0003.

Démonstration. Si dans I’équation [¢] on
fait £=— — 780, le sinus de 4 devient nega-
tif 3 en changeant les signes dans les deux
membres de l’équation, on a Jog. sin. 4
—8,4678991. Or dans les nouvelles tables
de Callet pourla nouvelle division du cercle,
on trouve :

8. 4678990 = log. sin. 0,0187;
puis de log. sin. 4=8,4678991
soustrayant 1D §=6,1960574 ( 7. CarrET.)

on aura 2,2718417="/log.187,00004.
On a donc 4 —=-—0,018700004 ; ’erreur se
trouve encore moins forte , si on emploie
plus de chiffres dans les logarithmes.

264. On a pour la ’]:msitiﬂn du point dans
les trois problémes précédens, et spécialement
dans le dernier, une telle approximation ,
qu'on n’en peut pas desirer une plus grainde.
Au moyen des arcs trouvés par ces pro-
blémes , on peut diviser de plusieurs ma-
niéres un milliéme du quart de cercle [260]
en deux parties égales, c’est-a-dire en mi-
nutes de la nouvelle division du cercle.

Q 4
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265. On pourroit de méme obtenir des
divisions plus petites; mais il faudroit em-
ployer des tables plus. grandes que eelles
dont je me suis généralement servi dams les
calculs des douze équations précédentes.
On pourroit aussi, si on en avoit besoin,
étendre la division de la circonférence au-
dela des minutes du nouveau systéme fran-
gais.

' ProszxrtmeE

266. Dans un cercle d’un rayon donné
AB, trouver une corde Bb gui approche
d’étre égale au quart de la circonfé-
rence.

Solution. Faites (fig. 101) sur la circon-

terence a A B=B C= CD = D F; puis
2 BD=Ba=Ea; du point C pris pour
centre , et du rayon (Ca, décrivez un arc
qui eoupe la circonférence en &, B b sera
la corde cherchée.

Demonstration. 4 B étant supposée =1 , si
Yon fait B C—= _4=60° dans V’équation [1],
on aura 47— 43033’ 2% — (Cb. Donc l'arc
B Cb sera de 1030 337 F& ; sa moitié, qui

est de 51° 467 53, a pour sinus 0,7855998.
Doncla corde B4 aura pour valeur 1,56711996 ;
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le quart de la circonférence étant ensuite
égal a 1,5707663 ; 'erreur ne sera donc que
de o0,0004 environ, '

267. Suivant le rapport d’Archiméde ,
en supposant le rayon— 1, on trouve pour
le quart de la circontérence > —=—1,5714.
Donc la construction du probléme ci-dessus
[266] donne une plus grande approximation.
Cette construction étant d’ailleurs trés-simple,
il sera plus commode de 'employer dans la
pratique que les autres que nous pourrions
bien donner aussi; mais quoique susceptibles
de donner dans la théorie un plus grand
degré d’approximation , elles seroient plus
compliquées, et par conséquent plus sujettes

a4 erreur.

Proz®1 i mE.

268. Dans un cercle d’un rayon
donné A B, trouver I’arc qui approche
le plus d’étre égal au rayon.

Solution. Faites sur la circonférence
BLCMFDOEd (fig.102) a AB=BC
e CD=DE=Ed;d BD—=Ba=Fa;
a g BF—=Db=db=al, 24 4.8
=FO, etentin d b F=0M; Varc LM



; . ! "
250 GiomernrE pUv CoMPpAs.

sera celui qui approchera le plus d’étre égal
au rayon. |
Démonstration. Si dans ’équation [4] on
fait 4/ = go°, cetarc ayant pour corde a L,
on aura BL— 4 —20° 42’ 225, comme
on a de plus O M= 54F corde de la cin-
quiéme partie de la circonférence [40], ou
de 720, et I'arc F G = 60°, on aura l'arc
Fm=12°, et par conséquent l'arc LM
=BF-BL-FM=5y0 17/ 1235 = 57017/ 43" +...;
on aura donc pour larc égal au rayon
570 17/ 44", comme on le saitdéjd. Dong, etc.

Pro=®1 £ M E.

269. Trouver le coté d’un quarré qui
approche le plus d’étre égal en surface

a un cercle d’un rayon donné AB.
Solution. Faites sur la circonférence

BPCQDRE (fig. 103), a AB=BC
— CD = DE ; du méme rayon B4 et des
centres B et E, décrivez les deux arcs 4Lc,
A Md; des centres C' et D et du rayon DB,
décrivez les arcs ¢ N M, dIN L ; faites A
AN=BP=PQ; puis 8 LM=QR,
B R sera le c6té cherché.

Démonstration. Si dans le triangle isoscele

CN D on suppose la base CD=1, divisée
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en # en deux parties égales, on aura (C'N)3
= (Cu)24 (N#&)2, ou [2] =3 =7+ (Nn).
Donc Nwmr=21v11; ensuite on a ((Ca)?
—=(Cw)4(4m), et par comnseéquent
Ar=1%/3, Donc on aura A N==%1(v/ 19—V 2)
= 0,7922869 , valeur qui se trouve étre celle
de la corde de 'arc de 46° 4o/ 222 =B P
= P Q. Donc 'arc BQ sera de 93¢ 20/ 22373
tirez les droites B L divisées par le milien
au point n, BD, Dn, BE, et les perpen-

diculaires D ¢ , L [/, M m perpendiculaires
a la méme ligne B E aux points &, / et m.
L’angle DB E étant égal a 300 [20. /liv. 3],
on aura : sin. DB E=%; cos. DBE=131/3.

On a ensuite , suivant les propositions de la
B n

trigonnmétrie cos. DBn—=_; sin. DBn

DB
2 ou cos. D.B nz=%v3;et comme l'on a

D n = /((DB)E——(_BH)ﬂ))z sV,
on aura siz. D Bnrn=1:33. On a ensuite
[154] cos. LBl =6 (DBn—D BE)=
cos. DBn.cos. DBE 4 sin. DBn. sin. DBE

=4 (3+ Vv33)=2'=B1(BL étint

gal&ﬂd—-l) Donc 4/ =4B— B/
— 7 (9— V33), et par conséquent L m
"'—LM"—“ZA [—=2%(9— V/33) =0,5425729,
valeur qui est celle de la corde de 31° 28/ 555
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— QR. Donc Yarc B QR sera de 124e
49’ 322 5 sa moitié 620 24/ £232 a pour sinus
0,8863283 , et par conséquent on aura la
corde de B Q R =—1,7726566. Or en faisant
" le rayon=1, on a la surface’ du cercle
=3,1415926, qui a pour logarithmeo,4971499.
La moitié de ce logarithme , c’est-a-dire,
0,2405749 = log. V/3,1415926 se trouve étre
log. 1,772453. On n’a donc qu’une errreur
de 0,002 environ ; ce qui donne une appro-

ximation suffisante.

- 270. Au lieu de 4 N, on auroit pu em-
ployer les lignes 4L ou c¢M, qu'on doit
trouver égales a cette ligne 4 N.
Démonstration. Menez les droites & I, et
Dp au point p milien de 4 N, on aura

sin. LD p="75E. Mais langle LDp=1LDd

1 (BDJ—BDL) =— 300—BDn. Donc [154] :
sin. LDp—=7cos. BDn —3%\/3sin. BDn
' _z.%\/SS—-—-}\/S.é\/S;

dou L p=D L sin. LDp= ; V11— 33,
et Ld= Vi —;Vv3=d4N.

PrRosB1L £EME.

271. Etant donné le coté AB d’ur
guarré [ fig. 104], trouver le rayon d’ur
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cercle qui approche de lui étre egal

e .swy‘i::ce.

Solution. Du centre 4 , avec le rayon 4B,
décrivez la circonférence BCFD LPMEd;
faites 4 A B=BC=CD=DE=Ed;
du centre B et avec le rayon BD , décrivez
Varc dn'N D a; du centre E et avec le méme
rayon , coupez cet arc en «; faites A A«
—BF=Db=db, e¢t a AB=Dn=dN ;
du centre C et avec le rayon C'N, coupez
la circonférence en P ; faites A Nn=~P M ,
et da FBa CL; on aura LM pour le cbté
cherche.

Démonstration. Si on fait 4 B—=—1, le
triangle B N & ayant les cOtés respectivement
égaux a ceux dutriangle BDL de la fig. 103,
on aura :
sin. * dBN=1% /3 ; cos. ;dBN=% V33 [2707;
d’onr :
sin. ABN=2.sim.z;dBN.cos.;dBN[154]= \/ 113

cos. dBN—=+(1—sin? dBN) = 3,
De plus, I’'angle CBd étant droit (31. Zy. 3),
on aura :

cos.” CBN= sin. dBN=%V/11.
Mais on a par la trigonométrie :
(CNY—=(L)24- (LN )>—2BC.BN. cos. CBN

donc :

CN = 1/(4——-2%3.%]/11):{(4-%\/33)
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== 1,4440025 , que 'on trouve étre la corde
de 920 26/ 22— CP;

201 3
puls on a :
Sin. N.BE.._BN._.SEE. (CBE—CBN)

—T[154]sin. 65°cos. CBN—cos.60°sin. CBN
=3 V3.iVvV11 —i.3;
on aura Nn—=2B N .sin. NBE
— 2 (3V11 —5 V3) = 0,2149367 ,
que l'on trouve étre la corde de 120 20/ 2t
=P M. On aura donc larc CP M —
104° 467 335355 d’on soustrayant V'arc C I,
qui est un cinguiéme de la ci _niérenca
[40] = 729 il restera 'arc LM—=850 46" %312
dont on trouve la corde = 0,5643274. Or
nommant = le rapport de la circonférence
au diametre , et R le rayon du cercle, on
a, comme on sait, sa surface — » R2; fai-
sant donc 7 R2==1, qui est la surface du

quarré du rayon 4 B—1, auquel on veut

que le cercle soit égal, on aura R — / f,; ’
et log. R—= — ;. log. » = — 0,2485749
= — 1 ,7514251 = log. 0,5641896 ;

Perreur ne sera donc pas de o,0002.

Parosrzr t v 5

o92. Etant donné le rayon AB d’une
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spheére | fig. 105 ], trouver le cdté d’un
cube dont la solidité approche d’étre
égale a la moitié de celle de la sphére.

Solution. Aprés avoir décrit du centre 4
aveclerayon 428 la circonférence BG CDPEd;
faites A /. B=BC—=CD =D E=Ed; du
centre B, avec le rayon B D, décrivez l’arc
aDNd; du centre E, et avec le méme
rayon , soit coupé cet arc en a ; faites &
M B—a G—=dN; et a EN=CP; PG
sera le co6té cherché. _

Démonstration. En etfet , on aura [271 ]
CN corde de 92° 26”7 2. On aura ensuite
G C=15°[327; d’ou P G=107% 26/ 2%
dont la corde , en faisant 4 B— 1, se trouve
étre égale 4 1,6122696. Or dans la méme
hypothése , et supposant le rapport de la
circonférence au diameétre — ', on a la so-
lidité de la sphére —%#, et son logarithme
—=log. 4 + log. " —log. 3=10,6220886 , dont
le tiers 0,2073628 se trouve étre le loga-
rithme de 1,611991 ; et par .conséquent l’er-

reur qui en résulte ne va pas & 0,0003.

PrRoer £t M E

173. Etant donné le cété AB d’un
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cube [ fig. 106, trouver le rayon &’ urne
sphére qui approche de lui étre éoale
en solidité.

Solution. Du centre 4 avec le rayon 4B,
décrivez la circonférence BLCMFDE;
faites a A B=BC=CD=DFE; a BD
==Ba=Fa;a da=BF; puis A Fa=FM,
et & Fld=FL; L M serale rayon cher-
ché.

Démonstration. On aura l'arc L — 600
[ 15. liv. 4]. On a ensuite, en faisant 4B—1,

al—=Ada—AF—=+\/2—1[27] = 0,4142136,
que P'on trouve étre corde de 230 54/ &, On
aura donc larc L M =360 5/ 322, qui a
pour corde 0,6195986. Or la solidité d'une
sphére qui a R pour rayon, est, comme en
sait, exprimée par la formule 3 » R3 : si on
fait 4 # R3—1, qui est la solidité du cube
donné, on aura :

ZDg. R — log.3 — log. 4 — log. =
= |

——1 4, 7926371 = Jlog. 0,6203504.
Donc l'erreur en moins qui en résulte, ne
va pas & 0,0008.

274. Comme toutes ces approximations
dans la rectification, la quadrature et la cu-

bature de la circonférence , du cercle et de
la
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la sphére, et dans les problémes inverses,
‘ne font pas erreur d'une milliéme partie du
rayon , on les regarde comme suflisantes
dans la pratique. Quand on voudra pousser
plus loin les approximations, il n’y aura
autre chose a faire, qu’d trouver en degrés
et minutes I'arc dont la quantité linéaire
que l'on cherche est la corde ; puis tirer
cette corde dans le cercle, aprés ’avoir divisé
dans le nombre trouvé de degrés et minutes,
en employant les méthodes précédemment
démontrées [ 235, 243].

Prosi M E

275, Doubler le cube par approxi-
maltion.

Solution. Soit 4 B le cdté du cube qu’on
veut doubler [ figx 107 ]; aprés avoir décrit
du centre 4 avec le rayon 4 B la circon-
térence BQM N CFP D Ede, ety avoir
fait A A B=BC=CD=DUZE; 3 BD—Ba
= EBa; a dea=BF 3 et;qa L= FN;
aN sera, a trés-peu de chose pres, le coté
du cube double.

Démonstration. 1’arc BN sera un dou-
zieme de la circonférence [ 31 ]1=30°; si on
fait cet arvc BN =4 dans I'’équation [1],

R
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Varc 4’7, dont a N est la corde, sera =

78° 2/ 2222, On a donc, en faisant 4B8=—1,

a N =2 sin. 390 14 ;;ig —1,2592300.
On a ensuite /2 — 1,2599399
L’erreur en moins qui en résulte n’est donc
pas de o0,0007.

I1.e Solution. Si on vouloit une plus grande
approximation, apres avoir fait la construc-
tion de la premiére solution, et avoir fait en
outreadAB—=FEd=dc;\Ada—=BF=Db
—dbyaalN=c Mz==MPsd Fb5—=F Q ; PQ
sera le cOté cherché, avec une approximation
plus grande que dans la solution précédente.

Démonstration. Comme, pour la démons-
tration de la 1.r® solution, on a l'arc ¢ M
=80 2/ 222 = M P, on aura larc c. M P

2846
1460 57 2225 puis soustrayant l’arc £ Q
72° [ 4o ] de Yarc F.Bc = 150° [27, 29 ],
on aura l'arc restant ¢ Q= 78°; en le sous-
trayant de Parc ¢ M P, on aura l'arc Q P

= 702 A7 2270 dont la corde se trouve étre

Il

28462
1,2599190 ; l’erreur en moins qui en ré-

sulte ne sera donc que de o,00001¢9, c’est-
a-dire, a peine de deux millioniémes de rayon.

PRrRosBL M E.

a76. Tripler, quadrupler, etc. et
octupler le cube [ fig. 108 7.
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Solution. Soit 4 B le cOté du cube donné ;
du centre A4 et avec le rayon 45, décrivez
la circonférence Bw Gu Cev FL.DO Edc;
faites yd 4 B=B(C=CD=DE=FEd—dc; des
centres B, ¢, d, £, D, avec le méme rayon
A B, décrivez les arcs Adnc, Agd, ckddE,
Apd, A4+ FE; du centre B, avec le méme
rayon B D, décrivez l'arc dvdD a; dn
centre £ et avec le méme rayon, coupez cet
arc en a; des centres C et DD, et avec le
méme rayon , décrivez les arcs ¢ p g L,
Bexd; faites A da= BF; A A B=FQO
::ﬂG::GL; aktL — & s e - — Be;
Apd— Br; et agr—ur,onaura :

40 double [ 275 1,
C & - triple,
OG pour cbd qufldruple ;
O o quintuple ,
C s du cube sextuple ,
Cv septuple ,
B L octuple.

Démonstration. Si on fait 4 B—1, on
aura [271] : Cd =V (4—3 V33)=1,4422493;
on a ensuite v/3=1 y4422493. Donc l'exces
n’est pas de o,002.

2
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L’arc OF G étant de 105° [29, 30 ], sa
corde O G sera égale a 2 sin. 52° 30/ —

1,5867066. On a de ph:fsf S/:i: 1, 5874007.
Donc ce qui manque est de 0,0007 environ.
On aura ensuite Parc £ L= 2 de la cir-
conférence [ 321 =75°% si dans l’équation
[4], on fait 47 =—=r5°, on a
Parc 4 = B w=—=2320 27/ 2I-;
et comme £ O=—60° (15. liv.4) , on aura

Varc, O F v = 11689 32/ iizi, qui a pour

corde 1,7102744. On a ensuite V5= 1,7099757.
Donc 'exces n’est pas de 0,0003.

Puisque BD=Br—=Dr=V3,et D~
— Bxr—1, onaural[23]: ‘
T .BD_(.BB)E—'—'(B?I)EJ C’est-a-dire,» 7./ 3=2;
d’oltt r r=2 V3 =1,1547005 , que ’on trouve
étre la corde de 70° 317 23 — B¢ On aura

) /] 1723 1
doncl’arc ¢ B ¢, de 130° 31 Z[7Ys.qui 8 pour

corde1,8164964. Ona ensuite \/6:1,8171204.
Donc on fait une erreur en moins qui n’est
pas de o,0007.

Les deux triangles C' ¢ p, B p 4 ayant les
cOtés respectivement égaux, seront égaux
(8. et 26. liy. 1); et comme ils sont sur la
méme base pd', les droites p &', B C seront
paralléles entr’elles ( 39. Zv. 1). On aura
domnc V’angle C B&=B 3 p (27. liv. 1 ).
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Donc cos. CBd& =% V11[ 271 J=cos. Bip.
On a ensuite par la trigonométrie :
(Bpr=(BN+(pd)>—2B4d.pd.cos. Bp ;
et les lignes Bp et C 4 étant égales , puis-
qu'on les détermine par la méme construc-
tlﬂn on aura : g
4—-—— 1/33—J+(PJ‘)2-——2;H‘ V3.2V 113
d’ou 1_1\/3.:1:(};5‘)2——}95".;1/33:
ajoutant dans les deux membres de I’équa-
tion le quarré de: + /33, on aura :

(1—-—1./3:3)2 (PJ‘———- 33 )2 ;
don pd —2 V33 ==k (1 —3 V 33).
On aensuite [ 23] pd. d E=(d E)>—(pd)>,
c’est-a-dire, pd=1— (p d)2, et par con-
sé¢quent la ligne pd est plus petite que l'u-
nité ; puis on déterminera p & — 1 v/ 33 — 1
— 0,9148541 , que l’on trouve étre corde
de l'arc de 54° 267 ;333. On a ensuite ¢ 7
— L M de lafig. 103 =1a corde de I’arc de
310 28/ 2= [._69] Donc V’arc ¢B #v = 60°
=+ 540 267 1322 31058/ 1'““'—'145‘:' 557 2697

2588 2799 3622 9
arc dont on trouve la corde ¢ r=1,9122214.

. 3
On a ensuite Vv 7 = 1,9129309. Donc on
fait une erreur en moins qui n’est pas de

3
0,000702 j0on a enfin AL —2=—1+/ 3. Donc, etc.
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PrRo=sL1 & ME.

277. Sous-doubler le cube par approxi-
mation [ fig. 108 7.

Solution. Soit A B le c¢Oté du cube donné ;
du centre 4 avec le rayon 4 B, décrivez la
circonférence BCD Ed, et faites & 4B
=BC=CD=DF=FEd; du ceatre B,
avec le rayon B D, tracez larc DJd; du
centre &, avec le rayon d4 ,tracez 'arc 43'E ;
D & sera le cbdté cherché.

Démonstration. La droite DJ de cette
figure a été déterminée comme celle & 1. de
la figure 103. On aura (‘1:;}11{; [ 2691 D4
— 0,7922869. Or on a V ;= 0,7937039.
Donc on fait une erreur en moins qui n’est
pas de o,002.

278. Nous n’avons pas voulu omettre les
solutions de ces deux derniers Prob!émes,
quoiqu’il y ait erreur dans quelques résultats,
savoir : d’un ou deux milliémes dans les uns,
et de quelques dix milliemes dans les autres,
parce que ceserreurs sont souventnégligeables
et que d’ailleurs les solutions en sont sim-
ples. On peut avoir des valeurs beaucoup
plusexactes que les précédentes , pour former
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des cubes, non-seulement dans les rapports ci-
dessus exprimés, mais eucore dans d’autres ,
st on cherchoit les arcs exprimés en degrés,
minutes et parties de minutes , qui ont pour
cordes les racines cubiques, ou leurs moi-
tiés, leurs tiers, etc. nécessaires pour la
construction du cube cherché; on retireroit

ensuite ces cordes du cercle divisé exacte-
ment en degrés, minutes, etc. [243, 2441,
et on les emploieroit ensuite , ainsi que leurs
multiples, a la méme construction du cube.

279. C’est ici que se termine enfin la Géo-
métrie du Compas : si elle est accueillie fa-
vorablement des Géométres , et si elle peut
étre de quelqu’atilité aux Artistes, aux Des-
sinateurs , et spécialement anx Ingénieurs
en instrumens de mathématiques a l'usage des
Géographes et des Astronomes, je me trou-
verai bien récompensé du long ennui que
m’a colité sa composition.

F I N.
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