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PREFAZIONE

[N

11 presente volume, che il lettore vorrd riguardare come un comple-
mento alle mie Lexions di geomelria differenxiale [2.2 edizione in due
volumi. Pisa, Spoerri 1902-1903], & tutto dedicato allo seudio delle su-
perficie applicabili sulle superficie generali di 2.° grado (quadriche). Esso
contiene un’esposizione pilt completa, e semplificata al tempo stesso, delle
teorie fondamentali da me sviluppate in un lavoro che ebbe 1’onore di
essere accolto fra le Memorie dell’Accademia di Francia ?).

La risoluzione completa del pitt importante problema dell’applicabilita
che consiste nella determinazione di tutte le superficie di assegnato ele-
mento lineare non & riuscita, come ben si sa, che in pochissimi casi par-
ticolari. Ma lo sviluppo dei metodi della geometria infinitesimale, dando un
nuovo aspetto al problema, ha condotto ad attribuire un’importanza sempre
maggiore ad una specie di procedimenti ricorrenti, o di parziale integra-
zione, mediante i quali, partendo da una superficie del dato elemento li-
neare, si riesce a costruirne infinite nuove, con un numero grande quanto
si vuole di costanti arbitrarie. .

Il primo esempio di siffatti procedimenti venne offerto dalla teoria
delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante, iniziata nella
mia tesi di abilitazione del 1879 colla trasformazione complementare e
generalizzata poi felicomente da Bécklund nel 1883 colla trasformazione
che porta il suo nome. Lo sviluppo ed il perfezionamento di questa teoria,
a cui hanno principalmente contribuito Lie, Darboux e Guichard, si sono
protratti per tutto un ventennio ed i risultati acquisiti costituiscono ora
un importante capitolo, ormai ben noto, della geometria infinitesimale 2).

1) T. XXXIV des Mémoires des Savants étrangers.
) V. DarBoux, Legons ecc., t. III, livre VII, chap. XII, XIII e le mie
Lezioni ecc., vol. II, cap. XXIV ¢ XXV,
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Guichard fu il primo che si occupd di ricercare metodi analoghi di
trasformazione per le superficie applicabili sulle quadriche. Particolarmente
notevoli per eleganza geometrica seno i risultati da Iui conseguiti per le
deformate delle quadriche di rotazione, risultati che gia ho avuto occasione
di esporre nel seconde volume di queste lezioni (Cap. XVII). Per quanto
riguarda le quadriche generali, i metodi di trasformazione che Guichard
ha fatto conoscere sin qui, in brevi comunicazioni all’Accademia di Parigi
a cominciare dal 1897, si discostano notevolmente da quelli g‘eometrici
gia noti per lg superficie a curvatura costante. Essi si fondano prinei-
palmente sulle proprietd delle equazioni a derivate parziali del 2.° ordine
del tipo di Moutard, che ammettono gruppi di soluzioni quadratiche, ed
utilizzano considerazioni di geometria infinitesimale a piu di tre dimensioni.

Fin dai miei primi studi su questo argomento (1899) io posi la ricerca
sopra tutt’altra via che, senza uscire dal campo dell’ ordinaria geometria
infinitesimale, mirava a costruire una teoria generale delle trasformazioni
delle superficie applicabili sulle quadriche coi mezzi stessi che servono
per le deformate della sfera. In particolare mi lasciai guidare dall’idea
che I’elemento essenziale geometrico per le trasformazioni dovesse anche
qui essere fornito da congruenze rettilinee W colle due falde applicabili
sulla quadrica fondamentale.

Tale previsione venne pienamente confermata dalla ricerca; e ne &
sorta la leoria delle trasformazioni per le deformate delle quadriche che
espongo in questo libro. '

Le relazioni fra le quadriche del sistema confocale a quella data e
le singole trasformazioni, e principalmente la notevole legge di applica-
bilitd delle due falde focali delle ricordate congruenze, che si risolve
nell’affinitd d’Ivory fra due quadriche omofocali, conferiscono, mi sembra,
alla tcoria un aspetto geometrico ostremamente semplice.

N& meno notevole & un secondo aspetto, che ho cercato di porre in
evidenza in pilt luoghi del presente volume, dimostrando come la teoria
stessa costituisca in sostanza un ulteriore svilappo delle nuove idee ap-
portate da Lie nella teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura
costante, che vennero da lui riguardate quali trasformazioni infinitiformi
degli elementi piani o faccette dello spazio.
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E sembra probabile che la fecondita di questi concetti di S. Lie debba
apportare nuovi frutti in ulteriori ricerche di geometria infinitesimale.

Avrei desiderato di poter completare I'esposizione della teoria contenuta
nel presente volume coll’esame dei metodi, gid sopra -accennati, dovuti
a Guichard; ma il ritardo nella pubblicazione della memoria premiata di
Gtuichard non mi ha permesso di fare il confronto dei due metodi, che
- non mancherd certo di condurre a conseguenze interessanti.

Nonostante ho stimato opportuno di non ritardare la pubblicazione di
- questo volume, parendomi che le ricerche qui esposte costituiscano gia
una teoria in s& completa. Le trasformazioni per congruenze W, che ne
costituiscono il fondamento, sono, come gia si & detto, la naturale genera-
lizzazione di quelle delle superficie a curvatura costante, alle quali si
- riducono se la quadrica fondamentale diventa una sfera. Esse posseggono,
se non erro, tutti i caratteri di trasformazioni geometriche elementari,
onde sembra probabile che in combinazioni pit o meno complicate di
queste elementari debbano risolversi tutte le altre trasformazioni che si

potranno costruire per le deformate delle quadriche.

Pisa, giugno 1909,






CapriToLO L

Le trasformazioni per le deformate rigate delle quadriche

§ 1.

Preliminari.

Le ricerche che si espongono in questo libro hanno per iscopo di
costruire per le superficie applicabili sulle superficie generali di secondo
grado (quadriche) una feoria delle trasformazioni perfettamente analoga,
nei metodi e nei risultati, a quella ben nota delle superficie a curvatura
costante (V. Queste ultime superficie possono anche considerarsi come
le deformate per flessione della sfera reale od immaginaria, secondo che
la curvatura és‘ﬁegétiva b‘&positiya; e, come per le deformate di questa
speciale quadrica, cosl per le deformate di ogni quadrica Q noi riusci-
remo ad ottenere degli analoghi procedimenti geometrici di trasforma-
zione che perinettono, partendo da una deformata iniziale S della qua-
drica Q, di costruirne infinite nuove, dapprima precisamente una doppia
infinita; poi, ripetendo le trasformazioni, da ciascuna di queste ancora
infinite nuove, e cosi via di seguito illimitatamente.

L’elemento essenziale geometrico per le nostre trasformazioni viene
nuovamente fornito da speciali congruence reftilinee W, le cui due falde
focali sono applicabili sulla medesima quadrica Q. Ogni deformata S di
una qualunque quadrica Q da luogo ad una doppia infinitd di tali con-
gruenze W, secondo il seguente teorema fondamentale:

TeoREMA A. — Per qualunque superficie S applicabile sopra una qua-
drica Q esistono ©® congruense rettilinee W che, avendo S per prima
falda focale, hanno le loro seconde falde focali S, applicabili sulla mede-
sima quadrica.

() Lezioni, vol. II, cap. XXIV e XXV,
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11 passaggio dalla prima falda focale S di una di queste congruenze
alla seconda S, dara appunto una delle nostre trasformazioni.

Ed ¢ molto notevole che, quando la quadrica Q & reale e generale,
esistono sempre o tali trasformazioni reali, che conducono dunque da
una deformata reale di Q a nuove deformate reali; laddove, se la qua-
drica Q diventa di rotazione, le trasformazioni reali possono sparire, o
pilt propriamente ridursi alla sola trasformazione complementare. Si
presenta cosi il fenomeno, singolare a prima vista, che rispetto a questa
teoria delle trasformazioni si comportano piti semplicemente le quadriche
generali che non le speciali di rotazione, come ad ésempio la sfera reale.
Ma, pur restando nel campo reale, esistono molte classi di superficie
reali applicabili su quadriche immaginarie, per le quali le nostre tra-
sformazioni sono ancora reali. L’esempio piu semplice, che & stato il
punto di partenza di tutta Pattuale teoria generale, & quello della sfera
immaginaria le cui deformate non sono altro che le superficie pseudosfe-
riche; in tal caso le trasformazioni generali si riducono appunto alle
trasformazioni di Bécklund.

Ritornando al caso generale, diciamo che le operazioni di integra--
zione necessarie per dedurre dalla deformata iniziale S della quadrica Q
le o® nuove deformate contigue S, consistono ancora nella integrazione
di un’equazione differenziale del primo ordine del ¢ipo di Riccati, preci-
samente come nel caso particolare delle trasformazioni di Backlund delle
superficie pseudosferiche.

Un perfezionamento notevole del processo d'integrazione risulta poi
ancora dal feorema di permutabilita, che, nell’applicazione successiva ed
illimitata dei procedimenti di trasformazione, permette, appena eseguita
Iintegrazione della prima equazione di Riccati, di compiere I’integra-
zione delle seguenti con soli calcoli algebrici e di derivazione.

I1 teorema di permutabilita permette altresi di utilizzare, nel campo
reale, le trasformazioni éimmaginarie, insegnando a comporle convenien-
temente in trasformazioni reali, precisamente come avviene per le tra-
sformazioni di Bicklund -delle superficie a curvatura costante.

Abbiamo cosi accennato ai principii fondamentali della nuova teoria.
La descrizione dei notevoli fatti geometrici che ne accompagnano lo svol-
gimento risultera nel corso di questo libro. E si vedra in particolare
come vengano ad introdursi quali elementi geometrici fondamentali,
nello studio metrico-differenziale della deformazione delle quadriche,. il
sistema omofocale determinato dalla data quadrica Q e quella corrispon-
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denza (affinita d’Ivory) fra i punti di due quadriche omofocali che viene
segnata dai loro punti d’incontro colle trajettorie ortogonali del sistema,
corrispondenza ben nota pel suo significato in questioni di geometria
pura e di fisica matematica. B}

Fra le deformate delle quadriche tengono un posto notevole le de-
formate rigate, che rispetto alle nostre trasformazioni formano un gruppo,
poiché le trasformazioni stesse, applicate a deformate rigate, danno sempre
nuovamente superficie rigate. D’altronde, mentre le proprieta generali delle
nostre trasformazioni si conservano per il gruppo delle deformate rigate,
esse acquistano qui un significato piu semplice ed intuitivo, che permette
una piu facile traduzione in analisi del problema. Conviene quindi co-
minciare lo svolgimento della teoria dal caso pil seinplice delle defor-
mate rigate delle quadriche per elevarsi poi da queste al caso generale.

E poiche il nostro principale interesse si concentrera sulle superficie
reali applicabili sulle quadriche (reali od immaginarie), in questo primo
capitolo, dedicato allo studio delle deformate rigate, noi supporremo che la
quadrica fondamentale Q abbia generatrici reali, ed avremo cosi a distin-
guere i due casi del paraboloide iperbolico e dell’iperboloide ad una falda.

I calcoli che dovremo eseguire e le formole finali conservano natural-
mente il loro valore analitico se alle variabili reali adoperate si sosti-
tuiscono variabili complesse. E cosi anche i risultati geometrici appaiono
immediatamente estendibili al campo immaginario, senza che sia neces-
sario ripetere gli enunciati corrispondenti. Aggiungiamo che in tutto il
corso del libro verrd fatto dell’immaginario largo uso, perd sempre cosi
diretto che ad ogni momento della ricerca possa distinguersi quale & il
significato dei risultati ottenuti nel campo reale, senza di che non sembra
possa riguardarsi la trattazione come completa.

§ 2.
11 teorema di Chiefli.

Per non interrompere nel seguito il corso delle ricerche sard utile
che premestiamo la dimostrazione di un bel teorema, osservato nel caso
generale dal Sig. O. Chieffi, e relativo a tutte le superficie applicabili
sopra superficie rigate (9,

) Veggasi i1 § 1 della memoria del Dott. O. Cuierri: Sulle deformate del-
Uiperboloide rotondo ad wna falda e su alcune superficie che se ne deducono.
Giornale di matematiche, vol. XLIII (12.° della 8.2 serie), 1905,
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Sia S una qualunque superficie applicabile sopra una rigata R, alle
cui generatrici corrispondera sopra S un sistema di linee geodetiche che
indicheremo con g. Prendiamo sopra S una linea asintotica qualunque a
e conduciamo nei punti di @, le rette » tangenti alle geodetiche g che
vi passano. Il luogo di queste rette » sari una rigata R,, circoscritta
alla S lungo I'asintotica a, che sard pure evidentemente asintotica
di R,. |

11 teorema di Chieffi consiste nella proposizione seguente:

La superficie rigata R, é applicabile sulla superficie S e nella appli-
cazione di S sopra R, Uasintotica a rimane rigida (V.

Di questo teorema, che il Chieffi dimostra analiticamente, daremo
qui una semplice dimostrazione geometrica che ci-permette di distinguere
se l'applicabilitd delle due rigate R, R, ha luogo per deformazione con-
tinua ed ha inoltre il vantaggio di applicarsi senz’altro alle deformate
delle superficie rigate negli spazi di curvatura costante. Il teorema di
Chieffi sussiste quindi nella metrica ellittica od iperbolica come nella
euclidea. ‘ .

La superficie S &, per ipotesi, applicabile sulla rigata R ed alla as-
sintotica @ di S corrispondera sopra R una certa linea a. Il ben noto
teorema di Beltrami sulla deformazione delle rigate (vol. I, § 121, p. 265)
c¢i assicura che esiste una ed una sola deformazione continua della ri-
gata R in un’altra rigata R’ tale che la linea o di R divenga sopra R’
un’asintotica a’, e qui osserviamo esplicitamente che il teorema stesso
vale per la deformazione delle rigate negli spazi a curvatura costante.
A causa della applicabilitd della S sopra R’ le due curve a,a’ si corri-
spondono punto per punto, per eguaglianza d’archi, ed hanno in punti
corrispondenti la medesima prima curvatura, poiché questa eguaglia per
I'una e per P'altra la curvatura geodetica; esse hanno inoltre, pel teo-
rema d’Enneper, torsioni eguali in valore assoluto. Le due curve a, @
sono quindi congruenti, ovvero I'una & congruente colla simmetrica
dell’altra.

Nel primo caso se sovrapponiamo con un movimento o’ ad a, la ri-
gata R’ risultera circoscritta ad S lungo I'asintotica comune ¢- E poiche
le generatrici di R’ incontrano la linea a (a’) sotto il medesimo angolo
come le geodetiche g di S, esse saranno le loro tangenti nei punti di a,

(1) Pel caso particolare delle deformate del catenoide questo teorema trovasi
gid osservato nel volume II di queste Lezioni (vedi § 377, pag. 399).



TEOREMA DI CHIEFFI ' b

cioé la rigata R’ coinciderd con R,. Dunque: In questo primo caso la
rigata R, ¢ applicabile per deformazione continua sopra R; nella appli-
cabilita di S sopra R, Pasintotica a rimane invariabile.

Se poile curve @, @' sono simmetriche invece che congruenti, sosti-
tuiamo p. e. alla R’ la superficie simmetrica, sulla quale la nuova linea o’
sara simmetrica della primitiva e quindi direttamente congruente con a.
Ne segue, come sopra, che la R, & ancora applicabile sopra R; ma defor-
mando in modo continuo la R, si ottiene soltanto una superficie sim-
metrica di R.

11 teorema di Chieffi & cosi dimostrato e possiamo di piut giudicare
a priors se la rigata R, circoscritta ad S lungo D’asintotica a & applicabile
per deformazione continua sulla rigata R, ovvero sulla sua simmetrica.
Si presentera il primo caso quando il segno della torsione della asinto-
tica @ concorda con quello delle asintotiche curvilinee di R, il secondo
se i segni delle due torsioni sono contrarii. _

Osserviamo ora che il teorema di Chieffi, appena nota una deformata
non rigata S di una rigata R, di il modo di costruire in termini finiti
due serie di rigate applicabili sulla R (sulla S}, circoscrivendo le rigate R,
lungo le singole asintotiche del primo ovvero del secondo sistema (V.
In ciascuna delle due serie le rigate sono applicabili per deformazione
continua 'una sull’altra, mentre da una rigata della prima serie non
si passa per deformazione continua ad una rigata dell’altra serie, sibbene
alla sua simmetrica. E chiaro poi che le rigate di ciascuna serie hanno
per inviluppo la superficie primitiva S, su cui sono applicabili, e le cui
linee asintotiche di un sistema sono le caratteristiche.

Consideriamo da ultimo il caso particolare, piti importante per noi,
che la superficie S sia‘applicabile sopra una quadrica Q. Siccome questa
¢ una superficie doppiamente rigata, potremo applicare la proposizione
di Chieffi in quattro diverse maniere, due per ciascun sistema di gene-
ratrici di Q. Se in fine supponiamo che la S sia essa stessa una rigata R,
avendosi qui un solo sistema di asintotiche curvilinee, potremo applicare
in due soli modi il teorema di Chieffi. L’uno di essi conduce alla su-
perficie R stessa, 'altro ad o' rigate R; applicabili sopra R.

‘.

#) Si pud anche dire che il problema di deformare la superficie S, lasciando
rigida l’asintotica @, in una superficie rigata viene risoluto dalla proposizione
di Chieffi senza alcuna integrazione.
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§ 3.

Deduzione di alcune formole fondamentali.

A base delle nostre ricerche sulla deformazione delle quadriche por-
remo alcune formole generali relative ad una superficie qualunque S che,
deformandosi, trascina seco invariabilmente legati una doppia infinita
di segmenti rettilinei, tangenti nel primo estremo alla superficie S di
partenza.

Sia la superficie S riferita ad un qualunque sistema curvilineo (u, v)
ed intrinsecamente definita dalle sue due forme quadratiche fonda-
mentali ' B
O Edw -+ 2F dudv+ G d?

Ddu® + 2D dudo + D' do* .

Per ogni punto F=(z,y,2) di S tiriamo, nel piano tangente, un
segmento rettilineo FF, in direzione arbitraria, ma fissata col punto F.
Le coordinate x,,y,,# del secondo estremo F,, giacente nel piano tan-
gente in F alla S, saranno date da formole del tipo seguente

’ ox ox

|

\ 3
\%~y+ly+m ,
./ 0z
| zl—z—l—lau+ma—v,

\

(2)

dove con I, m si indicano funzioni determinate delle coordinate curvi-
vilinee %, v del punto F (V. Supponiamo che la superficie S, flessibile ed
inestendibile, si deformi comunque, seco trascinando i segmenti tan-

(1) Basta considerare che deve annullarsi il determinante
1 L)% Ny m*
du du du

oy %
! v W v

l o Yy oz
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genti FF,, e facciamo 1’osservazione ben semplice ma fondamentale pel
seguito che: se nelle (2) si mantengono fisse le funzioni 1, m di u, v, queste
formole daranno sempre le coordinate del secondo estremo F,, in qualunque
configurazione di S. Per convincersene basta osservare che, in questa
ipotesi, la lunghezza d dei segmenti FF, e le loro inclinazioni sulle
linee coordinate (w,v) non varieranno per qualunque deformazione. Ed
invero abbiamo

& = (xl;x)2+ -9+ (@—-2*=EPF 4 2F1lm 4 Gm?;

inoltre indicando con w,, v, le inclinazioni del segmento FF, sulle linee
coordinate v = costante, u = costante, abbiamo

L n—2 1 o
cogwy =Y, = -\—/:E—_ = \/E (El+Fm)

coso, =3 A% 1 %zd_\/l_é (Fl+Gm).

d \/G ov

Come si vede, d, », e w; non variano al flettersi della superficie S.

Per ogni configurazione di S il luogo degli estremi F, sara una su-
perficie 8;, od eventualmente una linea. Importa calcolare di questa
superficie S, gli elementi fondamentali, in particolare le derivate di
%1, 9,2 rapporto ad u,v. Basta per cid derivare le (2), applicando le
formole fondamentali della teoria date al § 55 delle Lezioni (vol. I,
pag. 116). Se poniamo

1

S
iz

o w2 5] 2
BB a-E e o

avremo cosi le formole

Su

d

(3”‘ L +M ® L DI+Dm)X

@ p % 4L 0¥ L (piD'm) X
3 T Q5 +D+D'mX,

ove si tralascia, come nel seguito, di scrivere le analoghe per y,, #,.
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Esaminiamo ora se pud esistere una configurazione della S nella
quale i segmenti FF, riescano tangenti nei secondi estremi F; alla su-
perficie S, loro luogo, nel qual caso la congruenza delle rette FF, avra
precisamente le due superficie S, S, per falde focali. Perché ci¢ accada
& necessario che si annulli il determinante

H—-2 Y-y 2-2

oz, o A

dw  wm |

o, o, 02,

W
viceversa se ¢ nullo questo determinante e non sono nulli simultanea-
mente i minori della matrice delle due ultime linee, il luogo dei punti F,
¢ un’effettiva superficie S, tangente ai segmenti FF,. Se si annullassero
poi tutti i minori della detta matrice, la superficie S, si ridurrebbe ad
una linea ed i piani tangenti ad S, alla doppia infinitad di piani tangenti
a questa linea, sicché anche in questo caso eccezionale la condizione
geometrica imposta & da riguardarsi come soddisfatta, colla sola parti-
colarita che la seconda falda focale della congruenza rettilinea FF, si
riduce qui ad una linea (V.

Ora le formole (2), (4) dimostrano che il determinante scritto si ri-

solve nel seguente prodotto dei due determinanti

oz oy o

w 3w | |1 ™ O

% % % |.(L M DI+Dm |,
dv v v

X Y z P Q DIi+D'm

Py

e di questi il primo, come eguale a \/E G-F?, & certamente differente
da zero. Ne concludiamo adunque:
Affinche in una configurazione di S, individuata dalla seconda forma
fondamentale
Ddw+ 2D dudv+ D" dv*,

la superficie S,, luogo dei secondi estremi F,, risulti la seconda falda

() Trascuriamo come privo d'importanza il caso ulteriore in cui la S, si
riduca ad un punto. La S sarebbe allora un cono col vertice in questo punto,
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focale della congruenza rettilinea FF,, & necessario e sufficiente che si
verifichi Uequagione

m 0
(5) L M DI+Dm |=0.

P Q _ D'i+D"m "

§ 4.

Enunciato del teorema fondamentale.

Entriamo ora subito in argomento ed occupiamoci delle deformate
rigate delle quadriche. Per fare intendere chiaramente lo scopo dei cal-
coli che eseguiremo, premettiamo in questo paragrafo ’enunciato delle
proprietad fondamentali su cui risulterd fondata la teoria delle trasfor-
mazioni per le deformate rigate delle quadriche. ’

Supponiamo dapprima di considerare una coppia qualunque R, R’ di
superficie rigate applicabili e supponiamo di piu che I’applicabilitd di R
sopra R’ abbia luogo per deformazione continua, sicch® il sistema delle
generatrici di R’ sia destrorso o sinistrorso secondo che & destrorso o
sinistrorso quello delle generatrici di R. Consideriamo due generatrici
qualunque corrispondenti , # di R, R". Se un punto M -percorre la gene-
ratrice r, il punto corrispondente M’ descrive, per tratti eguali, la gene-
ratrice " e i piani tangenti in M e M" ad R, R' compiono rotazioni eguali
e del medesimo senso attorno rispettivamente ad » e #', come segue p. e.
dalla formola di Chasles (vol. I, § 118, pag. 259-260). Segue di qui che
se muoviamo una delle due superficie, p. e. R, nello spazio in guisa da
sovrapporre le due generatrici », # pei loro punti corrispondenti e inoltre
i due piani tangenti in due punti iniziali, fuffi i piani tangenti lungo +’
di R’ verranno a coincidere coi corrispondenti di R; le superficie R, R’
si toccheranno lungo la generatrice comune . Immaginiamo p. e. la su-
perficie R fissa nello spazio e, per ciascuna generatrice » di R, consi-
deriamo la.superficie R' cosi collocata da toccare la R lungo ». La R’
acquistera cosi una semplice infinitd di posizioni, e noi diremo precisa-
mente che essa rotola sulla rigata applicabile R.

Cid premesso, consideriamo una quadrica rigata Q ed una rigata R
- applicabile sopra Q, e supponiamo che alle generatrici di R corrispondano
per deformazione continua p.e. le generatrici del primo sistema.di Q.
Facciamo rotolare, nel senso sopra spiegato, Q sopra R, ed immaginiamo
che in questo rotolamento la quadrica Q trascini seco, invariabilmente
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legata, una quddrica qualunque Q' confocale a Q. Mentre Q rotola sopra R,
le generatrici del 1.° sistema della quadrica omofocale Q' genereranno
una prima congruenza rettilinea I', e similmente quelle del 2.° una se-
conda congruenza T. Se consideriamo una qualunque rigata R, della con-
gruenza:'I‘ o della T, che da ciascuna posizione di Q prenda una gene-
ratrice, potremo intendere stabilita una corrispondenza fra i punti di R
e di R,, ad ogni punto F di una generatrice » di R facendo corrispon-
dere quel punto F, di R, ove il piano tangente in F alla R interseca la
retta corrispondente ;.

Il teorema fondamentale per la teoria delle trasformazioni delle de-
formate rigate delle quadriche sara il seguente:

TeoruMA B. — Se lo quadrica Q rotola sopra la rigata applicabile R,
le congruenze ¥, T, generate dalle rette del 1.° o del 2.° sistema della qua-
drica confocale Q, sono decomponibili ciascuna, in un modo unico e deter-
minato, in una semplice infinita di rigate R,, alle quali appartengono le
sequenti proprieta: a) ogni rigata R, forma insieme colla rigata R pri-
mitiva le due falde focali di una congruenza rettilinea W, costituita dalle
congiungenti FF, i loro punti corrispondenti; b) le rigate R, sono appli-
cabili sulla medesima quadrica Q e quindi sulla rigata R, Uapplicabilita
delle R, sulla R avendo inoltre luogo per deformazione continua.

Diciamo subito che le proprieta enunciate sussistono ancOra_‘,_quando
la quadrica omofocale Q diventa degenere nella schiera e s.i' riduce
(come inviluppo) ad una delle coniche focali, i due sistemi di generé’trfoi
confondendosi in tal caso nelle tangenti della conica focale. Si ha allora
una sola congruenza I' generata dalle tangenti della conica focale, che
la quadrica Q trascina seco nel rotolamento sopra R.

Nello sviluppo dei calcoli che conducono alla dimostrazione del teo-
retia fondamentale B), tratteremo separatamente i due casi che la qua-
drica fondamentale Q sia un paraboloide iperbolico, ovvero un iperboloide
ad una falda, cominciando dal primo ove le formole sono pil semplici.

§ 5.

Prime formole relative al paraboloide iperbolico.

La quadrica Q sia un paraboloide iperbolico che indicheremo con P,
di cui scriveremo ’equazione sotto la forma normale consueta
2

3 Yo
(6) = — D=2,
r g °
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ove le costanti positive p, ¢ indicano i parametri delle due parabole
principali.

Riferiamo il paraboloide P, alle sue generatrici rettilinee (», v) (asin-
totiche) col porre

(M) o =Vpu+v) , p=Vq@u-v), &= _2uv.
Per Velemento lineare ds, del paraboloide abbiamo di qui
dss=Edu*+ 2F dudv+ G dv®,

avendo E, F, G le espressioni seguenti

(8) E=pt+q+4v*, F=p—qt+duv, G=ptqt+iu’.
Se poniamo

(9) H=p@u-v°"+q@+)+pq,

avremo

(9% EG-F=4H. !

Calcolando i coseni di direzione X,, Y,, Zo della normale positiva
a P,, abbiamo subito

X0=V_E.@ , Yoz'\/l—f’(j):u) Zo=——@,
VH VH VE

onde pei coefficienti Dy, D'y, D", della seconda forma fondamentale si trae

. _2Vrg

(10) Dy=D"=0, Do="—\/_1.)__q~
VH

La curvatura totale K di P, & quindi data da

K____DoD"o—'Dlg___M_
— EG—F  H*’

]

talché ponendo con una notazione consueta

1
11 K=-1,
) >
avremo -
() p=—
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Occorre in fine scrivere i valori effettivi dei simboli di Christoffel
pel nostro ds, che si calcolano subito dalle (8), ovvero anche dalle solite
formole fondamentali (I), vol. I, § 55 (pag. 116).

Si trova cosi:

(12) 51112=§212%=3121§=i222l=0, 3'112§ éalvgp % ;=’;‘

Prendiamo ora, nella schiera omofocale

2
(13) Y g

determinata dal paraboloide P,, un secondo paraboloide iperbolico, per
la qual cosa converra dare al parametro £ un valore qualunque nell’ in-

tervallo (—'g, p)
—¢<k<p.

Indicheremo questo paraboloide omofocale con P, ed osserveremo
esplicitamente che, mentre intendiamo escluso dai calcoli seguenti il
valore £ =0, pel quale P, verrebbe a coincidere con P,, non escludiamo
affatto i valori estremi k= —¢, k=p. Per questi valori di % il parabo-
loide P, si riduce rispettivamente al piano y =0, ovvera al piano =0,
ricoperto due volte, o meglio alle regioni di questi piani esterne alle

rispettive parabole focali .
x2
=0, = 2z+
Y Pig q
y2
=0, <= -2z+p.
P+ ¥

11 piano tangénte a P, in un punto F==(x, y, 2,) sega il paraboloide
confocale P, in una conica C (o in una retta pei valori singolari k= -g,
% =p) ed un punto qualunque F==(z,, y,,2,) di questa comica avr, se-
condo le formole (2), coordinate della forma

_ Zo=Vp (utv+l+m)
(14) %o=V4q (u—v+l—m)
Zo= 2 (wotol+tum).
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I coefficienti 7, m saranno determinate funzioni‘ di 4,v e di un pa-
rametro ), che individua il punto mobile F, sulla conica C. Assumiamo
per questo parametro : quello di una generatrice variabile sul parabo-
loide P, sia nel primo, sia nel secondo sistema. Se indichiamo, per ab-
breviare, con p/, ¢" i parametri delle due parabole principali di P, po-
nendo dunque '

(15) Y=p-k, ¢ =q+k,

saranno p’, ¢ positivi, e per le equazioni delle generatrici di P, avremo
d P \/1?
v =V (o= 5]+ 37

y=£2V¢ (z—lﬁ) + Ve

2 2’

(16)

il segno superiore riferendosi al primo, I’inferiore al secondo sistema
di generatrici.

Ponendo in queste ultime formole per x, y, z i valori (14) di @y, o, 2,
otteniame due equazioni lineari per determinare 7, me.
Risolvendole ne deduciamo

(1) =2 m—,
dove U, V, W hanno i valori seguenti
| U=2(Var' 7 Vo) #—2 (Vp g FVId) hu—
| ~ b Wi VD e+t VI E Vi)
(18) \ V=2 (Var' £ Vpd) ¥o'—2 (Voa+ VP d) o —
~ ¥ Ve T Ved) P+ Var £ Vrd)
W =2} [Vpg—Var (wto)h £Vpd (w-v)1] .

Si osservi che, in tutte queste nostre formole, il passaggio dai segni
superiori agli inferiori equivale a scambiare » con v,
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§ 6.

Rigate R applicabili su P, e congruenze T

Sia R una deformata rigata qualunque del paraboloide fondamen-
tale P, e supponiamo p.e. che le generatrici di R corrispondano per
deformazione continua alle generatrici v = costante di P,. La superficie R
sara definita dalle sue due forme quadratiche fondamentali (1) § 3, delle
quali la prima coincidera col dsj del paraboloide P,, mentre nella seconda

Ddu*+4 2D dudv + D' dv*,

le linee (v) essendo ancora asintotiche, sard D=0 e conseguentemente,
a causa della equazione di Gauss

D Du___ Dlg —_ D0 D"o_ D:% ,
si avra
D* =D},
onde
D' = _'_,"_ D’o .

L’incertezza del segno si toglie per I'ipotesi fatta che le generatrici
di R provengano per deformazione continua dalle (v) di P,, e si ha de-
finitivamente

D—Dy= -2 Y22
VH
Per calcolare D' ricorriamo alle formole di Codazzi.(vol. I, § 56,

pag. 119), osservando i valori attuali (12) dei simboli di Christoffel; ne
deduciamo

alogD”_,12;_M
w o (2) ou ,
e quindi
| D'=VEG-F.p () =2VH. (),

indicando con ¢ (v) una funzione arbitraria della ». La forma di questa
funzione dipende dalla speciale deformata R che si considera e la in-
dividua.
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Abbiamo dunque per la rigata R

(19) D=0,D=Dﬁ—g@g,W=2Vﬁ¢m,
VH

e per cid

(20) = rr@.

Cid premesso, e secondo le indicazioni del § 4, facciamo rotolare il
paraboloide P, sulla rigata applicabile R e consideriamo la congruenza I
(0 T) generata dalle rette del 1.c sistema (del 2.° sistema) del parabo-
loide confocale P, trascinato da P, nel rotolamento. Si tratta in primo
luogo di scrivere le formole relative ad una qualunque rigata R, della

congruenza I'. Per cio nelle formole (2) (pag. 6)

ox ox

, €CC.
facciamo percorrere al punto (x,y, ¢) la superficie R e sostituiamo per
I, m i valori (17), (18). Se diamo a », » due valori costanti arbitrarii, la-
sciando variabile la sola «, il punto (x., %1, #1) percorrera un raggio ge-
nerico della congruenza I', precisamente quello in cui si trasporta la
generatrice (1) di P, allorquando il paraboloide P, tocca la rigata R lungo
la generatrice (v). Risulta di qui che se nelle formole (2) poniamo per
una funzione arbitraria della sola v

h=2\(0),

avremo appunto definita una rigata qualunque R, di T.

Ed ora, secondo I'enunciato del teorema B) § 4, dobbiamo cercare di
determinare la funzione X (v) di » (e di una costante arbitraria) in guisa
da decomporre la congruenza I nelle o' rigate R, soddisfacenti alle con-
dizioni @), b) enunciate. Ora si presenta qui una prima circostanza ben
favorevole al nostro scopo e ciod che: la decomposizione richiesta della
congruenza I in o' rigate R, & gia pienamente determinata dalla sola
condizione che ciascuna R, formi colla primitiva R le due falde focali della
congruenza rettilinea FF, delle congiungenti i loro punti corrispondents.
Le altre proprieta enunciate in ) ne derivano poi come conseguenze.
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La condizione sopra enunciata si traduce, a causa della equazione (5)
§ 3, e delle (19), (20), nella equazione seguente

I m 0
(21) L M m
P Q Il-ugw.m

Siccome nei secondi membri delle formole (3), che definiscono L, M,
P, Q, le derivazioni implicano anche la funzione incognita X (v), conte-
nuta in 7, m, sard conveniente separarne le parti che si ottengono riguar-
dando \ come costamte, e noi porremo quindi, avendo riguardo ai valori
attuali (12) dei simboli di Christoffel,

I
°

(22) ol 1 dlogp om 1 dlogp
P=a%Ts 2 b » ©=5 T3 5 b
dopo di che avremo
g L=L, ) M=M,
*

Cosi I’equazione fondamentale (21) diventa

I -m 0 Looom, 0
23) L M, m |-+ Lo, M, " =0,
ol dn om di
P, Q I ﬁ%,g)\*%,"{'?@)-m

ed implica la funzione incognita X (v) colla sua derivata prima, ed in-
sieme apparentemente le due variabili », ». Ma noi andremo ora a ve-
rificare che la variabile u sparisce in effetto dall’equazione stessa (9,
talché resta soltanto un’equazione differenziale'ordinaria per X (v).

@) Questa circostanza ben notevole & dovuta alla scelta del paraboloide
eonfocale P come rigata trascinata da P, nel rotolamento. Sostituendo a Px una
qualunque altra rigata, la circostanza stessa non si presenterebbe piul, come si
pud senza difficoltd dimostrare.
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§ 7.
Equazione differenziale di Riceati per ) (v).

L’equazione trovata (23) subisce una prima semplificazione pel fatto
che il primo determinante

I m O
O0=|L M, m
P, Q !

& identicamente nullo. Di questo possiamo renderci ragione a priori
semplicemente osservando che se si fa ¢(v) =0 e si prende A\ costante il
primo membro della (23) si riduce appunto a ©. Ora c¢io equivale a ri-
durre la rigata R al paraboloide stesso P, e la rigata R,-ad una retta,
cioé alla generatrice considerata (A\) di Ps; vma,. secondo un’osservazione
fatta al § 4, I’equazione (5), cioé la (28), deve allora risultare soddisfatta.
Giova perd verificare anche col calcolo effettivo che si ha ® =0 poiche
ne risultano delle identitd utili nel seguito.
A causa delle equazioni (22), abbiamo

om ol 1 dlogp 1 3logp .
ZMO—WGLO—"'ZS—J—M%—F‘Q‘ '———au lm—§ _—a’l) m-—-m
(24) 0 ol 191 121
—m o 4 1 9M08p g, 1clgp,
lQo—mPo—lav mav+2 o P 7 3 Im+l,
e per cid

om AN m (l om d
ou au) v

®=l(l——m-—- —--—m—l)—2lm,
w

che scriviamo

ovvero per le (17)

@ _U 3 (V) V3 (l) , v

W wm\U/~ W aw\U U

Secondo le (18), la U non contiene esplicitamente v e 12 V non con-

tiene u, onde, indicando con U', V' le derivate esplicite di U, V rapporto
‘ 2
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agli argomenti u, v rispettivamente, la precedente si scrive
@ V (4 !
l,———-U_—W(U +V+2W).
Ma si verifica immediatamente, sui va,lon effettivi (18) di U,V W
che sussiste I'identita

(25) ‘ U+V+2W=o0,

e per cio in effetto 8 =0, c. d. d.
Dopo cid 1’equazione (23) si riduce alla

d)\ IM, - mL,
= pp(v) ~——-° E:n ,
ax l"é‘f

che si puod scrivere, per la prima delle (24),

13 1 a(l) 1%

an (v)28um ® 3 20 m
T 0 ’
oA\m)’
0 ancora, poiche
t_ U 1_W -
m V’'’m V’
’ U9 V3
d\ P(U+W)“ET{;+§9%
N oA ‘

Ora si ha per la (11)
p(u—v) + q(utv)’ F+r

p=
Vg
indi
’ 13p p(u—v)—l;q(u+v) 1% _ gu+v)—pu- 2f)
2 3u Vg 2% Vrg

dopo di che, se paragoniafno il numeratore ed il denominatore nel se-
condo membro della («), troviamo la identitd
ov oU U3

(26) U — V5 =k[p(U+W) —

Vp
2 3u+2av
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che secriveremo anche sotto la forma ad essa equivalente pel calcolo

superiore .
‘ ol om ko
% wo__tm_ W _
(26%) " - l =V (IMy—mLy).
A causa di questa identitd, la () si riduce semplicemente alla se-
guente
d. Vo)

dove si vede che la variabile » & affatto scomparsa dal secondo membro,
come 8i era enunciato. Ed ora, sostituendo per V il suo valore effettivo
(18;), abbiamo l'equazione differenziale definitiva per la funzione inco-
gnita A(v):

d)\

2.2 ;[2 (Vo' +Vpd)? ——(\/ wFVrd )} - 2(Vag Vo )+ 5(Vip'+ VM):

Si osservi che il secondo membro &, rispetto alla funzione X, un po-
linomio di 2.° grado; cosi la nostra equazione differenziale fondamentale
(I) & del tipo di Riccati.

§ 8.

Le superficie trasformate R,.

L’ analisi sviluppata nel § precedente ci dimostra che, ove si prenda
per X(v) una soluzione della equazione di Riccati (I), le formole

ox ox
xl=x+l§d+m§5, ecc.

definiscono una rigata R, della congruenza I' (o T), che soddisfa alla con-
dizione seguente: Le congiungenti ¥F, le coppie di punti corrispondenti
F=F(,y,%) , Fi=(x,,2), dele rigate R, R, formano una con-
gruenza le cui falde focali somo appunto le rigate R, R,.

Facendo variare la costante arbitraria nella soluzione A(v) della (I),
ne resta cosl wumivocamente determinata la decomposizione della con-
gruenza T (T) nelle o' rigate R,, conformemente a quanto si & detto
al § 6.

Resta ora da dimostrarsi che queste o’ rigate R, soddisfano alle altre
condizioni enunciate nel teorema B) § 4.
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Una di queste proprietd, e cioé la corrispondenza delle linee asinto-
tiche sopra R, R,, & di immediata dimostrazione. Basta infatti osservare
che R, R, sono le due falde focali della congruenza FF;, e quando il
primo fuoco F descrive una generatrice (v) di R, Paltro fuoco F, descrive
su R, una generatrice corrispondente. Dunque sopra R, R, si corrispon-
dono gid le asintotiche di un sistema, cioé le rette, e per cid (Y) anche
quelle del secondo sistema (asintotiche curvilinee); in altre parole la
congruenza FF, & una congruenza W.

Cosl, pel caso attuale del paraboloide iperbolico, la prima parte del
teorema B) & completamente dimostrata e resta solo a dimostrarsi la
proprieta ivi enunciata sotto ), che cioé ciascuna delle o' rigate R;
in cui, mediante I’equazione differenziale (I), abbiamo decomposta la
congruenza I', & applicabile sul paraboloide fondamentale. Differiamo
questa dimostrazione, che richiede ulteriori sviluppi di calcolo, ai pros-
simi paragrafi (§§ 10 a 12).

Ammettendola qui provvisoriamente, chiameremo trasformazione B,
il passaggio dalla deformata R del paraboloide P, ad una nuova de-
formata R,.

Queste trasformazioni B, contengono due costanti arbitrarie: la co-
stante % (posta in evidenza nel simbolo B, per la trasformazione) che
fissa il paraboloide confocale P, e figura nei coefficienti della equazione
fondamentale (I) di Riccati, poi la seconda costante che proviene dalla
integrazione di questa equazione differenziale. £ ora evidente che, per
individuare una delle w® trasformate R, della deformata primitiva R del
paraboloide, basta

1.° scegliere uno dei due sistemi di generatrici

2.° assegnare in grandezza ed orientazione un segmento focale ini-
ziale FF,.

Si hanno quindi propriamente due classi di trasformazioni ed «® tra-
sformazioni in ciascuna classe.

Fissiamo ora la prima costante k. La trasformazione B, fa nascere

(*) In generale, per qualunque congruenza rettilinea, sulle falde focali si
corrispondono gia i due sistemi coniugati intercettati dalle sviluppabili della
congruenza. Basta quindi che si corrispondano altri due sistemi coniugati perché
tutfi 1 sistemi coniugati (le linee asintotiche) si corrispondano. In particolare
la corrispondenza sulle due falde delle asintotiche di un sistema assicura quella
delle asintotiche dell’altro sistema.
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allora, dalla deformata rigata R del paraboloide P,, una semplice infi-
nitd di nuove deformate R,. I punti F, di queste w' rigate R,, corri-
spondenti ad un punto F di R, hanno per luogo nel piano tangente a
R in F una conica C, precisamente la conica nella quale, quando il para-
boloide P, si applica su R, si tragporta la conica sezione del piano tan-
gente nel punto corrispondente ¥, di P, col paraboloide confocale Py.
Cosi ciascun piano tangente di R porta una conica C e queste oo? coniche,
invariabilmente fissate nei piani tangenti di R, si trasportano, quando R
si applica sopra P,, sul paraboloide coenfocale P,.

Consideriamo ora quattro particolari superficie trasformate R,; esse
corrisponderanno a quattro soluzioni particolari '

)\1 ’ )‘2 ’ )‘3 ’ )‘4

della equazione (I) di Riccati, il cui birapporto (x;, s, %s,As) & quindi
costante. Quale & 1'interpretazione geometrica di questo fatto per la
trasformazione B,? Basta riflettere che dal parametro )\ dipendouo ra-
zionalmente, per funzioni di 2.° grado (col medesimo denominatore), le
coordinate ,,9,,4 di un punto mobile sulla conica C (!) per dedurne
che il birapporto (%, Ay, As, A uguaglia quello dei quattro punti corri-
spondenti sulla conica C. Abbiamo dunque il teorema:

Quattro superficie R, trasformate della primitiva R per mezzo di una
trasformazione B, incontrano le ©* coniche C, tracciate nei piani tangenti
di R, secondo gruppi di quattro punti di egual birapporto.

A questo teorema possiamo dare anche la forma equivalente:

Le superficie trasformate R, segano projettivamente le »* coniche C.

Ritorniamo alla equazione (I) di Riccati per dedurne una semplice
ma importante conseguenza. Se invece di assegnare ¢ (v) e determinare
A(v) per integrazione, assegniamo ad arbitrio ) (v), ne avremo immedia-
tamente, in termini finiti, un unico valore di 10)]

k dr

(F (7}) = V %’ 1)
() Precisamente secondo le formole
o o
m,=x+la—u+ma—v ecc.

ove u,v abbiano valori fissi e A si lasei variabile,
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e ne risulterd individuata una deformata rigata R del paraboloide. Per
interpretare questo geometricamente, si osservi che assegnare A in fun-
zione (continua e derivabile) di v significa fissare ad arbitrio una legge
di corrispondenza fra le generatrici di uno stesso o di diverso sistema
dei due paraboloidi confocali Py, P,. Ne risulta la proposizione segueﬁte;

Si stabilisca ad arbitrio una corrispondenza fra una generatrice g mo-
bile sopra il paraboloide P, ed una generatrice g, (del 1.° o del 2.° sistema)
sul paraboloide confocale P.. Esiste allora una ed una sola deformazione
del paraboloide P, in una rigata R, tale che le gemeratrici g,, trascinate
ciascuna invariabilmente dalla corrispondente g, hanno per luogo, dopo la
deformazione, una rigata R, trasformata di R per mezzo di una B,

Per esempio se si prende : = costante ne risulta ¢(v)=0 e la rigata
R si riduce al paraboloide stesso P,, mentre la rigata R, si restringe
. alla generatrice (\) del paraboloide confocale Py.

§ 9.

Le tr_asfoi'mazioni singolari B_,, B, , B,.

Abbiamo gia detto, al § 5, che le nostre deduzioni conservano il loro
valore comunque sia scelta la costante % (dapprima con esclusione del
valore k = 0) nell'intervallo (- ¢,p), inclusi i valori estremi 2= —¢,%k=p.

Esaminiamo pit da vicino queste trasformazioni B_, , B,, che diciamo
le trasformazioni singolari. Allora i due sistemi di generatrici del para-
boloide P,, dati dalle formole (16) § 5, vengono a coincidere nelle tan-
genti dell’una o dell’altra parabola focale:

4

y=0 ’piq= 2¢-q ., per k=—q

<

z=0, =—2¢ , per k=p,
Py +2,p p

e le due classi di trasformazioni coincidono in una sola classe. La con-
gruenza I' & generata in questo caso dalle tangenti alla corrispondente
parabola focale trasportata col paraboloide P, nel rotolamento. Tutte le
formole trovate conservano per questi valori estremi 2= —¢,%k=p un
senso ben determinato. Cosl p. e. per k= —¢q, 'equazione (I) di Riccati,
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essendo qui p'=p+q,q =0, diventa:
dr \/ﬂ—é 2 _1_ i L .2 '\/E 1\/10—-!-41 =
(27)dv+(‘°(v)'“2 T.v +2\/q(p+q) -2 q)\v+2 Z ‘~0.

Questa fissa il modo come si deve prendere da ciascuna parabola
focale una tangente in guisa da costituire una rigata R, trasformata di
R mediante la B_,. La proprieta che il birapporto (},,};,)s,%,) di quattro
soluzioni particolari della equazione di Riccati & costante riceve qui ’in-
terpretazione geometrica seguente:

Sopra quattro rigate trasformate R, quattro gemeratrici corrispondenti
sono tangenti ad uno sedesima posizione della parabola focale e formano
un_ birapporto costante.

Ma, oltre le trasformazioni singolari B_,, B,, vogliamo ancora con-
siderarne una terza da indicarsi con B,, corrispondente al valore k=0
fin qui sempre escluso.

Ora faremo vedere che anche in questo caso, ove le formole ottenute,
in particolare la equazione (1), presentano singolarita, si conservano an-
cora le proprietd essenziali delle nostre trasformazioni. Nel caso che ora
consideriamo il paraboloide P, coincide con P, e le congruenze ', I’ sono
generate dalle rette stesse del 1.° o del 2.° sistema di P, mentre questo
paraboloide rotola sulla rigata applicabile R. Ora & evidente che la con-
gruenza [’ generata dalle rette (v) di P, si decompone appunto nelle o
posizioni di P, che costituiscono altrettante rigate applicabili sul para- -
boloide P,, anzi congruenti con questo.

Quanto alla seconda congruenza r , generata dalle rette () di P,, si
osservi che per ogni posizione di P, esse sono tangenti nei punti della
retta (v) di eontatto fra P, e R alle geodetiche di R trasformate delle

rette u; e per cid la I non & altro,che la congruenza (normale) formata
dalle tangenti a queste geodetiche di R. Ed ora osserviamo quale signi-
ficato assume 1’equazione differenziale (I) di Riccati nel caso attuale.
Siccome qui dobbiamo prendere le determinazioni inferiori dei segni e
porre k=0, i suoi coefficienti

Voo —Vrd _ Valo-9H — Vpg+h
k k

Vog —Vrd _ Voa — V(-9 @+h)
k k
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si presentano dapprima sotto la forma indeterminata g; ma un calcolo

elementare da subito

lim l/q_p’:_\/l_’q_z _bte
i Y22 —=VIL . a-p
ok 2V

onde I’equazione di Riccati si riduce, al limite per %=0, alla seguente

a _e@f{, e 1
B~ Ve (p-9)2—[(p +9 0" +pg]X 4@+4)i-

D’altra parte le formole (16) § 5, ove si scelgano i segni inferiori e
si ponga k=0, paragonate colle (7) del paragrafo stesso, danno

1

=0

onde I'ultima equazione diventa

&

_ o 2 2 |
@ = S|P gt 0,

ossia, per la (9) § 5,
du__ o)
dv o VITQ H,

che si pud anche scrivere, per le (19) § 6,

2D'du+D"dv=0.

Questa & precisamente 1’equazione differenziale delle asintotiche cur-
vilinee sulla rigata R. In questo caso adunque l’equazione (I) di Riccati
decompone la congruenza I nelle o' rigate R, che si ottengono asso-
ciando i raggi di T' (tangenti alle geodetiche di R trasformate delle
rette (#)) lungo le asintotiche curvilinee di R. Ma queste rigate sono
appunto applicabili sul paraboloide P,, pel teorema di Chieffi § 2, onde
anche in questo caso la congruenza I' & decomponibile in o' rigate R,
deformate del paraboloide P,. Per tal modo noi abbiamo gia dimostrato,
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per questa trasformazione singolare B,, le proprietd di applicabilita ()
che ci restano ancora da stabilire nel caso generale. In fine si pud osser-
vare che la interpretazione geometrica del birapporto costante non da
altro qui che il teorema di P. Serret. che le generatrici della rigata R
sono divise omograficamente dalle asintotiche curvilinee.

§ 10.
Elemento lineare delle superficie R,.

Ritorniamo alle trasformazioni generali B, nell’intento di dimostrare
la proprietd provvisoriamente ammessa della applicabilitd delle super-
ficie trasformate R, sul paraboloide P,. Per c¢id occorre anzi tutto calco-
lare, nelle attuali coordinate u ,v, il quadrato ds? dell’elemento lineare

delle R, per verificare poi che esso & trasformabile nel ds®* del parabo-
loide fondamentale P,.

Cominciamo dallo scrivere le formole (4) § 3 sotto la forma equiva-
lente, a causa delle (22%) § 6,

o, . o oz ,

, ol 9z . Om dx\ d\ "
a—_P°au+Q°a +D’X+(m %5 Sv)d +D'mX.

Se poniamo
=Y dz} =E,dw* + 2F, dudv 4 G, dv*,
ne deduciamo:
E,=EL: +2FL, -+ GM -+ D’*m?
F1 =ELyP, + F (Lo Qo + MoPo) + GM, Q, -+ D*Im +-
d
-+ |( [ EL, + FMO) . —|— (FL, 4+ GM,) m] + D'D'm*
(28) <

49 [ (EPy+FQ) & = L L (FP,+GQy) aa’f] D oD Im+
e o4 s

(‘) Rispetto alle proprietd espresse nella prima parte del teorema B), questo
¢ evidentemente un caso degenere.

|
,Gl —EP: 4+ 2FP,Q, + GQS +DRr
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Giova, per semplificare i calcoli, ricordare dal §'7 che se la rigata R
si riduce al paraboloide stesso P,, la rigata R, si restringe ad una sola

generatrice (A) di P,. Indicando con ,, %y, % ; %o, %, % ¢i0 che diven-
tano allora rispettivamente z,y,2; 2,4 ,4:, avremo

[
%_LOQQ'O_F Moaxo'}"D,
(29) _
) oz 0 ,
S =Pt Qg DK,
e ponendo

B-3() n=32% o=3(2)
si ha quindi

E,=EL} - 2FLM,+ GM; -+ D%m?

F,=EL,P, +F(L,Q, + M,P,) + GM,Q, 4 D2lm

G, =EP; + 2FP,Q, 4 GQ} -+ D3Z.

- E, poiche D'=D'0, le formole (28) possono ora scriversi:

N
EI_EO,FI F,+ [(EL0+FM0)§)Z\ (FL0+GM)%’;‘]Z +D'D'm?
* om] dr "
@89 | G,=G, + 2 (EP0+FQ0) +(FPo+GQ) | -+2D'D I +
3l oA om . Bm\T] (AN
+lE(3)\)+2Fa)\a)\+G( )'](d) +D

Ora, pel modo stesso come al § 5 abbiamo calcolato ,, %, 2, ab-
biamo

mo-—)»\/p(.eo ) \/p
?Io_"‘)\\/f(”o 2) \é)?/’

e derivando queste, per A\ costante, ne deduciamo
ax() 3.30 a}/.() . -7 3;0
( Wo R T Vd u

%_ _r§;_0 3.‘/_0___ 3.6’0
zav‘wp o o=tV

(30)

(31)
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e quindi

® B=01+0+0(2), Bm[1+ 102 2

azo Szo .

o=[1+-(p+q)rﬁ](%%)2-

Se formiamo poi effettivamente dalla (14) § 5 il valore di 2,

§0=2(m; 4 E‘_V_‘V{V'_”E)’
risulta
(33) 7o [£Vrd @ —2) - Vap (w+0)] B - 4 Vpguor 4+ Vgp' (u+v) £V pq (u-9)

A

Come si vede, 2, & una funzione lineare si di » che di v e derivando
si ottiene dopo semplici riduzioni

a.eo 2

v ) U

Sostituendo nella (32) otteniamo pei valori definitivi di E,, F,, Go:

16pq[1+ p+q9) W]

(35) E,= e MV,

Per calcolare i termini restanti nelle espressioni (28*) di E,F,K6 G
osserviamo che, formando le somme

~ 0%, 3960 \ %, axo %, 3.1?0 0% 3.';0
Y 2 S X%

dalle (29) e (31), si ricava

92, ;. 0% 8
EL; 4+ FM, =52 |(VIA 5 + V') y°+au

E —[—FQO 849'0 vpxaxo_‘*_\/ ,layo azoJ

(89 ( .
(FL0+GMO=%~ Vi 2 sy 3|
/

[ ax d Sz‘
vp, + 60— [V 22 v 24 32
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Ora prendiamo le formole

o,y 0%,

w,,——xo—{—l +m§17

e deriviamole rapporto a X, che nei secondi membri entra solo in I,m,
onde

on ol axo

(87) R T o

Dopo di ¢io moltiplichiamo le equazioni di ciascuna coppia (36), 36%),

la seconda per om

. ol . . R
la prima per 5. © sommiamo, cio che da per le (37):

o’

ol om 33’0 7 axo ayo 32‘0
g (BLy + FM,) 3 + (FL, + GMy o — 2% [\/ 2804y U

(38)
((EP0+FQ0) + (FPy+ Q) o — O [\/ 2,7 oy 3%]

Al fattor comune ai secondi membri in queste formole diamo un’altra
forma, osservando che dalle (30) segue

R L B R

2

3.770_ T("‘ __) \/q SZO
éf_i '\/q 2y — B . +)\\/

by Gl FIN

onde deduciamo

k
(59) \/ )\gx0+\/ )\ayo+__{1+ (+q) xz] ,_+ p+q))\( 2)+q 5):1—276.

Ancora dalle (37), quadrando e sommando, abbiamo

R S

Preparate tutte queste formole, sostituiamo i valori trovati nelle
espressioni (28%) di E,, F,.G,, osservando che per le (19) § 6

DD'=—4Vpgp@®) , D" =4H.¢*(v);



(41)
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abbiamo cosi in fine:

dv

o

| 5 o7 3

E,=Ey,Fi=Fo+ o [\/ NI EVd kc—J—°+ Z"] 4\/209W2<P()
9

_ 820@ 7 a?/o a‘5‘0
G=C+25 % [\/ *ax—‘/ At ax}

2

_Squwzw(v) (d:;) 2(33?) +4Hg ()sz.

§ 11.
L’affinita d’XIvory e le tormole d’applicabilita.

I calcoli eseguiti al paragrafo precedente c¢i hanno fornito gli ele-
menti necessarii per esprimere il ds? delle superficie trasformate R;, ed
ora si tratta di dimostrare che questo ds? & trasformabile nel ds® del
paraboloide P,. Se qui applicassimo i criterii generali per 1’ equivalenza
dei due ds® (vol. I, cap. VII), i calcoli assumerebbero subito una grande
complicazione, a causa specialmente della presenza della funzione arbi-
traria o (v) net valori di E,, F,,G,. Noi perverremo a stabilire le formole
effettive d’applicabilita, e ad avere insieme la loro interpretazione geo—

- metrica, colle considerazioni seguenti.

EY

Siano F,F, due punti qualunque corrispondenti di R,R;. Se disten-
diamo R sopra P,, il segmento FF,, trasportato nella deformazione,
risultera tangentg nel suo primo estremo M, al paraboloide P, e termi-
nera nel secondo M, al paraboloide confocale P,. Cosi ogni punto F, di
R, da un punto M, sopra P,. D’altronde se R, & applicabile, come vo-
gliamo dimostrare, sopra P, stesso, in questa applicabilita (}) ad ogni

(!) A parlare propriamente ’applicability di R, sopra P, sard determinata
solo a meno di un’applicabilitd di P, sopra sé stesso. Ora basta osservare che
in una tale applicabilitd i due sistemi di generatrici debbono scambiarsi fra loro
o restare singolarmente invariati per riconoscere che vi sono tre sole applica-
bilitd del paraboloide sopra sé stesso (oltre 1’identitd) corrispondenti rispettiva-
mente a cangiare (¥,v) in (v.u) , (—v,—u), (—wu,—v). Queste sono rispet-
tivamente due simmetrie rispetto ai piani principali xz,yz, e la terza un ribal-

“tamento attorno all’asse 0z (asse del paraboloide). Insieme coll’identitd formano

il gruppo completo richiesto [Vierergruppe].
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punto F, di R, corrispondera un punto M, di P, ed avremo subito le
cercate formole d’applicabilitd, se riusciamo a riconoscere la legge geo-
metrica di corrispondenza fra i punti M; ed M, delle due quadriche con-
focali Py, P,. .

Ora fra i punti di due quadriche confocali vi ha una legge, per cosi
dire naturale, di corrispondenza, quella segnata sulle due quadriche dalle
traiettorie ortogonali della famiglia cui appartengono. Essa & semplice-
mente una projettivita, e piti precisamente una affinitd che diciamo afinita
d Ivory, perché considerata per primo da questo geometra in ricerche

che dovremo utilizzare anche pil avanti. Pel caso attuale dei paraboloidi
confocali

2
Py -If—%g—_—zzo
Pk,) :’;—%:——‘22—70,

le formole dell’affinitd d'Ivory sono semplicemente

z %o y Yo k

Vi Vi Ve Ve TTRTE
Ora noi dimostreremo appunto questo semplice teorema che: la legge
@ applicabilita delle due rigate R , R, é data dalla affinita d Ivory fra i
due paraboloidi omofocali P, , P, Questa fortunata ciréostanza vale poi,
come dimostreremo, in tutti gli altri casi delle trasformazioni B, per le
deformate delle quadriche ed & quella che conferisce all&teoria un aspetto

relativamente semplice.

Restando al nostro caso attuale, ed indicando con z,, o, # le coor-

dinate di M,, con z,,y,, 4 quelle di M,, valgono le formole (7) § 5 e
le (16) del medesimo paragrafo

et

v — V7l B =Vd
?/o—-'t)\\/Q(ﬁo—Q)-f- oy
_ EN

D’altronde se con £, 7,¢ indichiamo le coordinate del punto M, di

P, che corrisponde nell’affinita d’Ivory a M, abbiamo, come si & visto
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sopra,
13 50 U] _?;0 -k
(41 ==t = e
Ve v# Ve .y 2
e percid

Siano ora u,,v, i valori delle coordinate curvilinee »,» nel punto
M, =, n,{) del paraboloide P,; per le (7) § 5 abbiamo

¢ 0
“1+"7 = =
Ve VY
N ?_/o

ul"'—’v _— = = - 9
Ve VY
cioe
- k
 + v, = 7\(%—‘2‘)—}—2%
(42) .
— 1
ul_vl=i)\<30—§):f:ﬁ .

In queste so@ituiremo per 2, il suo valore (33) § 10 in funzione di
u,v 6 ci restera da verificare che: queste formole danno precisamente le
cercate formole d’applicabilita delle rigate R, sul paraboloide P,.

Si dovra dunque provare che il ds? di R,, gid calcolato in coordinate
u,v al §10 ‘

ds} =E, du* + 2F, dudv 4 G, dv*,

si trasforma, nelle nuove coordinate u,, v, nél ds di P,
dst = E,du? + 2F, du, dv, + G, dv?
dove E,,F,, G, hanno, per le (8) § 5, i valori seguenti
48) Ei=ptq+ant, B=p—g+dm,o, G=p+gt+sud

A questo punto diventa necessario separare la trattazione dei due
casi dei segni superiori o inferiori nelle nostre formole, secondo che
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' dunque le rigate R, sono composte con raggi della congruenza I' o della

T (§ 4) generata dalle rette del primo o del secondo sistema di P,. Ma
una semplice osservazione ci dimostra che possiamo limitarci al primo
caso, poiché il passaggio dall’'uno all’altro caso equivale nelle (42) a
scambiare u, con v, e d’altra parte si & gid osservato, alla fine del § 5,
che il medesimo passaggio equivale a scambiare « con v in tutte le for-
mole: bastera dunque compiere le verifiche pel primo caso, quelle del
secondo deducendosi da queste con un semplice cambiamento di notazioni.

Per altro si deve osservare che lo scambio di » con v nelle formole (7)
del § 5 ha per effetto di cangiare il segno di y,, cioé equivale ad una
riflessione del paraboloide P, sul piano zz. In questo caso adunque le
formole (42) d’applicabilita equivalgono all’affinitd d’Ivory congiunta
con una simmetria rispetto al piano zz.

Dopo queste considerazioni, sceglieremo d’ora innanzi in tutte le
nostre formole i segni superiori; cosi le (42) danno

=k 1
(44) u1=A<zo————§) , vl=27.

Sostituendo per z, il suo valore (33), abbiamo definitivamente per le
cercate formole d’applicabilitd

_ Vard (k0) + Vod (1—0) — Vg w4 B2
(45) o [Vrd —o)h — Vap a0)h & V]

1

2—):’

v =

e non ci resterd piu altro che da eseguire le opportune verifiche. Intanto
si osservi che v, risulta per queste formole funzione della sola », come
doveva essere, poiché anche nell’applicabilitd si debbono corrispondere
Ie generatrici di R e R;.

§ 12.
Verifica della applicabilita delle rigate R; sul paraboloide.

. _ e
L’identitd ds?=ds! dei due elementi lineari che dobbiamo dimo-

strare equivale, poiché », & funzione di v soltanto, alle tre equazioni
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seguenti:
3“1 3u1 aul a“; 3’01 aul da\
B, = El(a ) Fy= "’( 3 TR ax) Su do
(46) 9 o 90, \u, di 9 ou, 0 ] dn\2
%, W1 V1 \0Uy W, Uy 'Ul (7
Gy = E‘(a ) (E‘ T +F sx)av dv [ ‘(ax) +2Fig FINEN +G‘(3x) ](d) ’

dove con 88 s aa si indicano le derivate esplicite di u, rispetto ad » e v.

Dalle formole (44) e dalle (34) § 10 (pag. 27) si ha

ou, 8;0_ — .5 V

3 = My =4 Vg n W

(4n ’ '
aul . 3;:) _ — 2 V
=05, =4V .

onde, essendo per la (43,)

= 1
Ei=p+a+ 35

deduciamo intanto, osservando le (32) § 10 (pag. 27)

w E(f-n, s5iion, 50 -c.

Confrontando queste colle (41), vediamo che la prima delle (46) &
gia verificata ¢ le rimanenti si riducono alle relazioni seguenti che con-
verrd verificare:

Sul ‘— 00\ Suy dh . 3z, o . 0%, |32,
“’""( Y F‘ax)a dv [V “/Wﬁ*a—x]a“% 4\/Mw=“’("’)
aul 8’01 aul aul Sul SUI 31)1 d)\
B)"'2( v >Svdv [E‘(ax)”F‘ax G*( )](30)
on ; ayo azo 3z, dM ov dx o, 2
[ VOVZ+5 5 7~ 8 VP g0+ ( )Z(ax)“HW”(v_"

Quanto alla (x) osserviamo che, avendosi

a Ve
v~ kO

2 —. V Sul_ —., V
=4V ,55—4\/1)41 W

Q)IQ)
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essa puod scriversi

(E1 a)\-f-Fx 3@:1) [\/ 8x0+v )\Syo 830}‘)\_]5

od anche, per la (39) § 10 (pag. 28),

=00

du, v ] . 92 of= K\ 9-»p
ax) [1+(P+q))\}.)\5)\—+(p+q)>\(zo—§>+——2.

(49) (E1 oY +F,

Ricorrendo alle (44), abbiamo

du, 950+ B oow 1
n AT T T

e d’altronde per le (43)
= — k
=1+ @+o¥, F=p—g+2(a—j),

¢id che riduce la (49) ad una identitd. Cosi la nostra prima equazione -
() & verificata.
In forza di questa si ha altresi

ou ov,\ Ju, dr oz, . 0z,] 9z, A\
(B3 + R e =V R+ 2+ }m—v

cosicché la (B), che resta ancora a dimostrarsi, si riduce alla seguente

du, ou, 31;1 o, dan 2__ axo AN \'E
[E‘(ax) g +G‘< )}(@) _Z(ax) ( ) tHm ' 0)

2 2 2
od anche, dividendo per (%) _Y ;‘; © all’altra
du, du, o o ~ (3, ! 4FH
o0 EG)+eReEE+ad) -G -5

Per verificarla nel moddo pil semplice si Osservi che, pel modo stesso
come furono calcolate al § 11 i valori di u;, v, si ha

du, du, 801 o, 08\?
( ) +2hg n "I'G‘(ax) 2(37) ’
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indi per le (41%)

(3R B 3=+ 4 6

e perd

du, — du, o, v, Sﬁ—; ? (p (8__52 2 (1_ (8_172)_
E‘(ax) 2R ax*G‘(ax) z(ax) —(p’ 1) ax) +\¢ ) Y
Dopo cio la (50) diventa

1 (3, 1 [y, 4kH

% _ _ —_—

(650%) 7o) (3=
Ma dalle formole

— ! 1 N
\/p w35 25" \/ 7" T
1 (9_52 ’ ayo) __2m
P \ax)  g\ax AT N
e la (50%) si riduce infine alla seguente

2
(51) dw _ 2Ny

segue

o\ wE

La derivazione effettiva rapporto a A del valore (45) di »,, porge

duy, _ 2V[gp’ (u+v)* — pg (4 —v)* — pg(duv+- k)]
an w2 *

Ma siccome
p,—'—-—']?——k ’ d=Q+k ’
si ha identicamente
qp' (u+v)* ~pg ( ~ o) ~ pg (4uv+k) = ~k[p(u - v)*+ glu+o)*+pg] = - kH,

cid che dimostra appunto la (51).
Tutte le nostre verifiche sono ora compiute e possiamo enunciare la.
proposizione finale:



36 cAPITOLO I. — § 12,13

.

Le ! superficie rigate R,, dedotte per trasformazgione B, dalla defor-
mata rigata inisiale R del paraboloide P,, sono esse stesse applicabili su
questo paraboloide, e la legge dapplicabilite fra R e R, é data semplice-
mente dalla affinita & Ivory fra i due paraboloidi omofocali P, ,P,.

Un ultimo punto resta solo da completarsi perché risulti stabilito in
tutte le sue parti, per le deformate del paraboloide, il teorema B) enun-
ciato al § 4, e cioé che 'applicabilitad fra le due rigate R, R, ha luogo
per deformazione continua.

Dobbiamo provare che i loro due sistemi di generatrici hanno lo
stesso senso, sono cioé insieme destrorsi, ovvero sinistrorsi. Questo &
una semplice conseguenza del fatto che R, R, sono le due falde focali
di una congruenza W, poiche in qualsiasi congruenza W colle falde focali
S, S, le asintotighe corrispondenti di S, S, hanno sempre torsioni di
egual segno. Nel caso nostro particolare di falde focali rigate R, R, lo
vediamo anche direttamente colle considerazioni seguenti. Siano #,7,
due generatrici corrispondenti di R, R, ed F,F, due punti mobili cor-
rispondenti su r,r,. Essi descrivono manifestamente due punteggiate
projettive e perd le congiungenti FF, generano una quadrica che tocca
R lungo r ed R, lungo r,. Per cid, quando F,F, descrivono r,n, i
rispettivi piani tangenti di R, R,, cioé quelli della quadrica considerata,
ruotano nel medesimo senso ¢. d. d.

§ 13. _
Relazione reciproca fra R e R,.

Abbiamo cosi completamente stabilito, per le deformate rigate del
paraboloide, il teorema B).

Ma ora ci si presenta un’altra questione bene importante. Ogni de-
formata rigata R del paraboloide da luogo, come abbiamo visto, per
trasformazione B, ad o' nuove deformate rigate R,. Come dipende in-
versamente la deformata primitiva R da ciascuna di queste R,? E ben
naturale di pensare che la relazione sia perfettamente reciproca e cioé:
Se la R, proviene dalla R per una trasformazione B, , inversamente la R
proverra dolla R, per la medesima trasformazione B,. Questo appunto i
proponiamo ora di dimostrare, per la qual cosa, a causa del modo stesso
come furono trovate le nostre trasformazioni, dovremo provare che:

Se la rigata R, si applica sul paraboloide P, e ciascuna sua genera-
trice r, trasporta seco, in sistema imvariabile, la corrispondente gemeratrice
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r di R, queste rette r si disporrammo, a deformazione compiuta, precisa-
mente sul payraboloide confocale P .

La dimostrazione si pud far dipendere, colle considerazioni seguenti,
da proprietd elementari dell’affinita d’'Ivory.

Siano g, due generatrici qualunque corrispondenti di R,R, ed F,F,
due loro punti corrispondenti. Se si applica R su P, la retta g si so-
vrapporra ad una retta g, di P, e la retta y, trascinata da g, verrd ad
occupare sul paraboloide confocale P, una certa posizione che indiche-
remo con g,; ogni segmento FF, si disporrd in un segmento M, M;, di
eguale lunghezza, tangente a P, nel primo estremo M, e terminato nel
secondo estremo M, alla g, su P,. Ora siano g,,g; le rette di P, ,P,
rispettivamente che corrispondono, nell’affinita d’Ivory, alle g,,g:, e
medesimamente siano M, , M, i punti di g;,g. corrispondenti a M;, M,
nella detta affinitd. Se la proprieta enunciata sussiste, siccome applicando
R, su P, la 7y vi assume precisamente la posizione g,, la g, trascinata da 7,
dovra prendere la posizione g, su P, ed i segmenti F, F dovranno adattarsi
sui segmenti M, M,. Dovra dunque esistere un movimento invariabile che
trasportl la coppia di rette g,, g, coi rispettivi punti M, , M; nella coppla
gl ,g» e nei rispettivi punti M, , M,. Due di queste quattro rette g,,9., gvl , g, ,
P- €. 91, 92, 8000 in sostanza perfettamente arbitrarie e siamo cosi ridotti
a verificare una proprieta elementare dell’affinitda d'Ivory, dalla quale
poi potremo inversamente trarre la proprietd enunciata delle trasfor-
mazioni By.

Siano M,=(2,y,2) , My==(, ¥: #;) due punti qualunque del para-
boloide P, e siano My==(z,7,2) , My==(22 4: ) i loro corrispondenti,
nell’affinitd d’Ivory, sul paraboloide confocale P,; avremo (§ 11)

~_ /=% —_vq+k F— e k
xl—w‘\/ p .xl,yl— ‘ q -y1331“21+2

L ]
— —k — k — k
xz=\/pp -xz,?/s=v%a?/z,zz=ﬁz+§,

Osserviamo successivamente le proprietd seguenti:

1.* (Teorema d’Ivory) I segmenti rettilinei M, M, , M, M, hanno sempre
eguale lunghesza

E -invero avendosi
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segue che 1'espressione

2(%—@”—2<xz—a>e=kg(§_zqi)_(§_,§

)+ 26@—a)

¢ identicamente nulla. '
2.2 Laffinita d Ivory fa corrispondere le generatrici per tratti eguali.
Si ha invero

@ —22)* + G — 9o+ (1 —2) = (2, — ) + (h— 1) + (1 —2)* +
(=) @—a)
B T"Y) %)
+ q »
e quando M,, M, sono sopra una stessa generatrice (quindi anche M, M)
si ha identicamente

() — 25)° — (i, — ?h)z
p g '’

onde appunto M, M, = M, M, (%).

In fine ci occorre ancora osservare questa 8.* proprietd: Se il piano
tangente in M,, al paraboloide P, passa per M,, inversamente il piano
tangente a P, in M, passerd per M,.

E infatti le due espressioni

xlag yl}}z - x2 51 yg ;1 -
—— — (5 t2) , — — LT (g2
p q ( 1 2) p q (2 l)

sono eguali fra loro ed all’altra

. —k k k
\/pps .xlxg—\/q%.%yz_(ﬁl""zz‘*_g):

e si annullano quindi insieme. Ma l'annullarsi della prima esprime che
il piano tangente in M, a P, passa per M,, e quello della seconda che

il piano tangente in M, passa per M,.

(!) Questa proprietd dell'affinitd d'Ivory, che da luogo alla costruzione del
paraboloide e iperboloide articolato (Henrici), risulta anche dalla forma dell’ele-
mento lineare, giacché i coefficienti estremi E, G [§ 5 formole (8)] contengono
p,q nella sola combinazione p+¢ e non variano se si passa dal paraboloide
ad un paraboloide confocale. '
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Premesse queste proprieta, prendiamo ora due generatrici qualunque
&, 9, del paraboloide P,, che possono appartenere allo stesso o a con-
trario sistema, e siano g,, g, le loro corrispondenti, nell’ affinita d’Ivory,
sul paraboloide confocale P,. Stabiliamo una corrispondenza (projettiva)
fra i punti di queste quattro rette, facendo corrispondere ad ogni punto
M, di ¢, quel punto M, su g,, ove g, incontra il piano tangente a P, in
M,. Allora i punti M, M, corrispondenti a M, , M, nell'affinitd d’'Ivory
descriveranno in modo determinato le rette 3;1 , g2~ Per quanto si & visto
sopra, la corrispondenza cosi stabilita fra i punti delle quattro rette
91192, 01, 9. godra delle proprietd seguenti: .

«) Ogni segmento M, M, sarid eguale in lunghezza al corrispon-
dente M, M.

) Gli stessi segmenti toccheranno rispettivamente P, in M, e M,.

1) Le punteggiate g:, g, descritte da M, , M, saranno eguali e me-
desimamente le g, , g;.

Un’altra proprieta essenziale resta ancora da osservare e cioé¢ che le
due coppie di rette (g,,9:) , (g1,9:) presentano il medesimo angolo e
momenti eguali, ovvero eguali e di segno contrario, secondo che le ge-
neratrici g, , g, sono prese da uno stesso sistema o da sistema opposto.
Basta per accertarsene scrivere le equazioni di queste rette ed applicare
le notissime formole di geometria analitica.

Tutte queste proprietd rendono ben evidente che la coppia (g, , 92);
coi suoi punti M,,M,, sard sovrapponibile alla coppia (g:,g:) ed ai
punti M;, M,. e pitt precisamente con un movimento rigido nel primo
caso (quando g,,g. appartengono al medesimo sistema) ed invece con
una simmetria nel-secondo. Questo del resto si verifichera nel prossimo
paragrafo col calcolo diretto.

Ed ora basta riprendere le considerazioni al principio di questo pa- .
ragrafo per dedurne I’enunciata proprietd. Sia R una deformata rigata
del paraboloide P,, e sia R, una sua derivata per trasformazione B,
e supponiamo dapprima che R, prenda le sue gemeratrici dalla prima
congruenza I', o come diremo che la trasformazione B, sia della prima
classe. Indichino g,y due generatrici qualunque corrispondenti di R, R,
e sopra di esse siano F,F, due punti qualunque corrispondenti. Appli-
chiamo R su P,; la retta g si sovrapporra, diciamo, a ¢, e la 7 (tra-
scinata da g) si disporrd sopra una certa generatrice di P., di sistema
omologo a quello di g,, che diremo ¢:. Consideriamo le due generatrici
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1,9 di Py, P, corrispondenti a g,, g, nell’affinita d’Ivory. Un movimento
rigido sovrappone, come si & detto, 1a coppia (g;, g) ed i segmenti M, M,
alla coppia (g,,9,) ed ai segmenti M, M,.

Ora se applichiamo R, sopra P,, la generatrice y occuperd (per la
legge d’applicabilitd) precisamente la posizione g, ed ogni piano (F,7)
tangente in F, a R, si sovrapporra al piano (M, , g;) tangente in M, a P,:
per cio tutti i segmenti F, F si disporranno sui segmenti M, M e la
retta g luogo dei punti F si collochera adunque sulla generatrice g, del
paraboloide confocale Py, c.d.d.

11 risultato & ancora il medesimo. quando la trasformazione B, ap-
partenga alla seconda classe. Allora nell’applicabilitd di R, sopra P,
fissata dalle formole (42) § 12, la retta 1 non si collochera piu sulla g,
ma sulla sua simmetrica ¢, rispetto al piano w2, come ivi abbiamo os-
gervato. E poiché in questo caso ¢ una simmetria che sovrappone la
coppia (g1, g) all’altra (g,,¢s), sard ancora un movimento rigido che
sovrappone la prima coppia alla. simmetrica dell’altra.

, § 14.
Espressione effettiva del movimento invariabile o simmetria.

Per non lasciare alcun dubbio circa le deduzioni del paragrafo pre-
cedente, andiamo ora a stabilire le effettive espressioni del movimento
rigido e della simmetria ivi considerati. -

Suppongasi dapprima che le rette g, g, appartengano ad un mede-
simo sistema di P,, p.e. al primo, e siano le loro rispettive equazioni

Vr \/p

x,=)\1\/-p731-|—§x xga)\zvaZ
g . — %) —
yl=)\1\/hq—zl—}2/7ql yq—}\g\/qez \2/)?.

Le generatrici g1, 9, di Py corrispondenti a g,,g, nell’affinita d'Ivory,
avranno per equazioni
VP \/ p

H=MVp o+ zy=2 V1 &+

;1) 51 = )‘1 V?zl —_ \'2/_;!\—1 yz) yg———)\gv¢.€2 vp

- k - k
21=-71+§ 2«'2=Zg+§
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ed ai punti (2,,9:,#) , (%:,%,4) corrisponderanno i punti (z,,¥,,2),

(@2, ¥2 5 22).
Siano ora

f=mztoyto24a

n=fha+By+pr+p

C=nz+trnyt+wuetr
le formole che definiscono un movimento rigido, ove z,y,2 e &,7,§
indicano rispettivamente le coordinate di un punto qualunque dello
spazio prima e dopo il movimento. Affinché questo movimento sovrap-
ponga, come vogliamo, la coppia (g;,g:) ed i punti M,, M, alla coppia
(91, g2) ed ai punti M, , M, occorre e basta che le equazioni superiori siano
soddisfatte ponendovi

T=X , Y= , 2=2
=% , =4 , L=z,

qualunque sia #,, ed ancora per
X=X, Y=Yz , =172

E=x , 1=Yy, (=2,

con qualunque 2,. Queste condizioni danno altrettante equazioni lineari
quante occorrono per determinare i 12 coefficienti incogniti o«,B,y e
dalla semplice risoluzione si trovano i valori seguenti.

Ponendo

A=(Var' +Vrg) 3439 + k(Vpg - Voo - 2(Vog+ Vo s,
i coefficienti ¢, , v risultano determinati dalle formole
g Aoy = (Vg + VI D) 0460 + 5 (VP7 - Vo) N - 2(Var + VpdMide
( Aoy=2E0 (VM- Vi)
AB =k =D +EA
g AB=(Vpg+ VId) 008+ 5(Vpg - V)8R -2(Vap + Vo)
ABy=2k0 0 (VDha = VM)
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Ary=2Ba M (V= Vah)
Ave=2000 (VoM = V')
A= (Vod + Var) 0309 +5(Vaw - Vog) i -2(Vag + VD) M
Aa=F(V - Vi) + BV
AB=E(VP'h~ VX)) -F V)i

z(\/qp+\/pd)(ﬁ->”)+k(\/p¢ \/qp)m2+2(\/pq Vidu )\J-

Ora ¢ facile verificare sui valori precedenti di «;,B;,v; (¢6=1,2, 3)
che essi rendono la sostituzione

oy Og Og
_(“) B B Bs
Tt T2 s

ortogonale e destrorsa (a determinante 4-1).

Le formole trovate definiscono adunque appunto un movimento rigido,
come si era asserito.

Suppongasi ora in secondo luogo che le rette g,, g, appartengano a
sistema contrario e siano

r=NVpa + \/p )\2\/1922-}— \/p
) _ 93
y=xVagan— qul Y= W Vga L \/q

le loro equazioni. Procedendo precisamente come nel caso precedente,
8i trovano per i ceefficienti o, J;, 7, valori che si deducono da quelli
sopra scritti semplicemente mutandovi V¢ in - V¢ e cangiando di
segno By, Be, Bs. -

Questo ha evidentemente per effetto di cangiare la sostituzione or-
togonale o) da destrorsa in sinistrorsa (determinante= —1); per cid il
movimento rigido & sostituito da una simmetria.



§ 15.

Posizione relativa dei piani tangenti di R e R,.

Riprendiamo a considerare due deformate rigate R, R, del parabo-
loide fondamentale P,, trasformate 1'una dell’altra per una trasforma-
zione B, e i loro piani tangenti =, w, in punti corrispondenti F, F,, che
contengono il segmento focale FF, e passano rispettivamente per due
generatrici corrispondenti 7, »,. Immaginiamo nuovamente di applicare
R sopra P, e che R trascini seco, in sistema invariabile, i segmenti FF,
ed i piani m;,. I termini F, dei segmentl si disporranno sul parabolmde
confocale P, ed i piani =, sui piani =, condotti pei segmenti stessi (dopo
la deformazione) e per 1'una o per I'altra generatrice del paraboloide Pk
che passa pel secondo estremo.

Precisamente si tratterd della generatrice del 1.° sistema o del 2.°
secondo che la trasformazione B, apparterra alla prima o alla seconda
classe. Questi piani =, sono tangenti al paraboloide P, in un punto della
detta generatrice e siccome passano anche pel primo estremo M del
segmento essi sono tangenti al cono circoscritto da M al paraboloide P, .
Dopo cio, se volgiamo le nostre considerazioni alle ' rigate R, trasfor-
mate di R, potremo completare le nostre considerazioni geometriche come
segue. Immaginiamo le o? coniche C sezioni dei piani tangenti del para-
boloide P, col paraboloide confocale P, e dualmente gli o® coni A cir-
coscritti dai punti di P, al paraboloide P,. Ed. ora deformiamo il para-
boloide P, nella rigata R, supponendo che nella deformazione trascini
seco, in sistema invariabile, le coniche C ed i coni A. La tripla infinita
di punti e di piani tangenti delle »' superficie trasformate R, & data
dai punti delle coniche C e dai piani tangenti dei coni A. Riprenderemo
pitt tardi (§ 40) queste considerazioni che conservano il loro valore per
qualunque deformazione della quadrica come per le deformate rigate. Qui
noi vogliamo ancora trovare le formole effettive per la giacitura dei piani
tangenti «, alle superficie trasformate R, e dedurne alcune conseguenze
importanti per il seguito.

Indichiamo . con

' X, Y.,%

i coseni di direzione della normale alla superficie trasformata R, nel-
Pestremo F, del segmento FF,. Poiché essa & perpendicolare a questo
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segmento, avremo -

2 Xz, —x)=0 R
~ ed aggiungendo a questa condizione 1’ altra
2X1 Sml

potremo determinare X,, Y, ) Zl Ci converra scrivere X,,Y,, Z, sotto la
forma

XI—A +B +CX
L=a2Z4BY oy
7z, =AY 1BY oz

e determinare A, B, C. Siccome si ha (§ 10)

ox o
5 —T= la_u + m

ox,

ox ox ,

le due condizioni scritte si traducono mnelle altre
(Bl +¥mA 4+ (Fl + Gm)B=
(EL, + FM,) A + (FL, 4 GM)B 4 CD'm =0,
onde risulta
A:B:C=Dm(Fl 4 Gm): —D'm(El + Fm): (EG -F?) (IM,-~mLy).
E siccome (pag. 11 e 15)
BG— P —4H , D= 2VH

VH
potremo scrivere, indicando con R un fattore di proporzionalita,

3
(62) A= —R(FI+Gm), B=R(El+Fm), C=R. 20 (M;-mLj)=
mY pq

2‘/H .6 (My—mLy

=R.
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e quindi

(63)" X, = (Fl+Gm) +(EZ+F )d \-/_—..(ZMO mLg) X

colle analoghe per Y,, Z,.
Per calcolare R* basta osservare che deve essere

2X’f=1

e perciod
(54) EA* 4 2FAB + GB* 4 C*=1.

Ora si ha dalle (52) ’

EA*+4 2FAB+ GB*=R*EG - F?) (EI* 4 2Fim + Gm?)
e poiche, indicando con 9 la lunghezza, del segmento focale FF,, si ha
8= (2, - 2)* = EI 4 2FIm + Gm*,
la precedente puo scriversi
EA* 4 2FAB 4 GB*=R?. 4H?

e dalla (54) segue quindi
1

o) ¥= 4H [a* + yﬁ:-z (M, - mLo)=] '

Come si vede, i valori (53) di X,,Y,,Z, non contengono pill traccia
dei coefficienti della seconda forma fondamentale di R, ¢id che corri-
sponde al fatto geometrico della posizione relativa invariabile del piano
tangente =, alla R,.

Se indichiamo con @ I'angolo dei due piani focali n, x;, abbiamo

£ oM, -mLy)
8= C =
\/a= £ (M, mLo?
e quindi
& 2 Pz 2
somg = 0 +W(ZM0"‘mLo) ,
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ossia
82
(56) o = EE 4 2Fim 4 Gw® —|— (lM(, mLy)* .

Ricordiamo ora che la congruenza a falde focali R, R, & una con-
gruenza W, cio che secondo un teorema di Ribaucour (vol. IT § 245 pag. 59)
si caratterizza colla relazione

T 1YL
sen*Q ~ ¥V KK’

dove K, K, sono le curvature delle due falde focali. Ora abbiamo

‘ 2 2
K=—21 oo p=2®z¥ t+altv)+m

P Ve
e similmente

L
Py —0)*+q (0, +0) 4 pg
Vrg

La relazione di Ribaucour ci fornisce adunque la seguente identitd

1
Ki=—-5 con p=
P1

(57) EP 4 2Fim + Gm* 4 £ (M, - mLo) = ppa,

la quale, a causa delle formole » '

U .=V

wW’'TTwW

e della identita (26*) § 7 (pag, 19), pud anche scriversi sotto la forma equl-'
valente

=

6™  EU2FUV+ GV 1.;2( °U U?{) Weop .

Naturalmente si puo verificare anche direttamente questa identita e
8i ha cosi una nuova dimostrazione della corrispondenza delle asintotiche
sulla superficie primitiva R e sulla trasformata R,.

§ 16.
Formole relative all’iperboloide ad una falda.

Colle ricerche dei paragrafi precedenti abbiamo esaurita la trattazione
delle. parti fondamentali della teoria per le deformate rigate del para-
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boloide iperbolico ed ora ci volgiamo all’altra quadrica rigata: 1'iper-
. boloide ad una falda.

I procedimenti di cui faremo uso sono affatto analoghi a quelli gid
impiegati pel i)araboloide e potremo quindi abbreviarne I’ esposizione
riferendoci al caso gia trattato.

Scriviamo Pequazione dell’attuale quadrica fondamentale, che diremo
Qo, sotto la consueta forme. normale

2
& +§ — 5= 1,
dove, per fissare le idee, supporremgé
‘ at éb",
e riferiamola alle sue generatrici rettilinee (u,v) colle formole

(58) 1—|—uv u—ov 1—uw

To == sy Yo=0—7—, &=

S etv wto T W
Per gli elementi fondamentali dell’iperboloide troviamo

st =Edu® + 2Fdudv 4 G do®,

ove
B (a + )2 —a’+20°)v*-a’ ¢
(w-0)
(59) F (a’-kc’)u”v’—l—(c’—a”) @+ — 41V ww+ o —{—c’
(% +o)*
(a +Aut +2(c’——a + 208 u* ot -I—c”
(w—+v)*
indi
o, OB (1—w) +-0 (1 +w)’ 4 d’’ (u—0)
(50%) EG—TF=4 oy )

I coefficienti D,, D'y, D", della seconda forma fondamentale hanno i
valori seguenti

4 abe

60 Dy=D"=0 , Dy=— e S—
(60) e T wto)VEG—F

onde segue per la curvatura K

1 a?b® (1 —ww)® + 0% ¢® (1 4 wv)? —l—a"c“(u——v)’
6) K=—p.r= abe (uF-of

_

Ak
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In fine si trova che i simboli di Christoffel hanno qui i valori seguenti:
,;11* | 1221 2 gu;_ 22‘__0
2y uto’ {2} |1 -

€2) 112$ 1alogp

ou

12; __123logp

Prendiamo ora un secondo iperbeloide rigato Q, confocale a Q,, e sia

WA
W trrs a— !

.

la sua equazione, dove dunque favré,v un valore arbitrario nell’inter-
vallo (-3%,¢)

- B<E<cE.
Qui, come nel caso del paraboloide (§ 5), 'eS“cludiamo bensi il valore
k=0, ma non i valori estremi k=—05*,%k=¢* corrispondenti rispet-

tivamente all’iperbola ed all’ellisse focale. Indichiamo con o, &' ,c¢ i
semi-assi dell’iperboloide Q,

6)  d=VETEk, b= VFFE, ¢ =VF=k

e scriviamo le equazioni dei due sistemi di generatrici di Q,. gotto la
forma @

+

a ‘ e
—8 sen0 .2+ a'cos® .

(64) (
Z y=7F 2,—cose.z-f-b’sen(i,

N

dove il doppio segno distingue i due sistemi, e  indica il parametro
variabile che fissa la generatrice nel suo sistema.

Come al § 5, consideriamo la conica C sezione del piano tangente a
Q, nel punto (z,¥,2,) colla quadrica confocale Qx. Un punto qualunque
(#,, ¥, 2) di questa conica avrd coordinate della forma

ox
x.,_-xo—l-l +m % ecc.,

¢ dovremo calcolare i valori di 7, m in funzione di u ,v,0.

e s x sati p l a  e Tmt v L e
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" Dalle (58) risulta

3

‘5_ wm<+w+w—w+w—ﬂm

0 =— Q

u+v)2
(u—l—-v)(u—v)+2vl—2um
(65) w="0 woP
P (u-!—v)(l—uv)—(v”-l-l)l—(u +1)m
K | 2= (w+v)?

e ponendo nelle (64) per z,y,# questi valori o, 7,2 abbiamo due
equazioni lineari per determmare l, ", che risolute danno le formole
seguenti ’

¥

(66) l=(utv) g » m=(utv).

2|<

le funzioni U, V, W essendo espresse per «,t, 8 colle formole

be a

‘U=(ia—‘fcg_fzb),)2ucosﬂ+( % ,~‘7)( )senﬁ—{—( b’+ )( 1)
(67) V=(¢aa,—i,—§,)20cosﬁ—}—( b,,+ >(v—1)sen6—|—<,b,_ )( +1)
W=—-2[ﬁ:£,—i—,(u~—v)cosﬁ ?I)?—z,(l-{—uv)senﬁ—{—' (1 uv)]

Si osservi che il passaggio dai segni superiori agli inferiori equivale
a scambiare in queste formole « con v, cangiando il segno di 6.

§17.
Rigate applicabili su Q, — Equazione differenziale per 6(v).

Sia R una deformata rigata qualunque dell’iperboloide Q,, e suppo-
niamo p. e. che le generatrici di R corrispondano per deformazione con-
tinua alle generatrici (v). Delle due forme quadratiche fondamentali di
R, la prima sard data dal ds§ di Q, e per la seconda avremo (cf. § 6)

D=0, D=D,=— Y22
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Ricorrendo poi alla seconda equazione di Codazzi, ¢oll’osservare le
(62), abbiamo

dlogD” 9 .
=3 0gl+ o} VEG-F7],

da cui .
D’ = (4o VEG-FPy),

la forma della funzione arbitraria ¢(v) fissando la deformata R. Abbiamo
dungque le formole

(68) D=0 , D'=D\=— YE‘(}_—F , D=+ VEG-Fp()
e quindi
(68%) —g—, = — (u+v)p. 0.

Sia (x,y,2) un punto mobile sopra R e nelle formole
ox o
xl=z+l§?—&- -}—m% ecc.,

poniamo per 6 una funzione arbitraria 6(v) di »; avremo cosi definita
una rigata R, della congruenza I' descritta dalle generatrici (del primo
o del secondo sistema) dell’iperboloide Q, trascinato dal confocale Q,
nel rotolamento di questo sulla rigata applicabile (cf. § 6). Si tratta di
scegliere la funzione 6(v) in guisa che la rigata R, venga a formare colla
primitiva R le due falde focali della congruenza generata dalle congiun-
genti FF, i loro punti corrispondenti F==(z,y,2) , F.==(2, %, 2).

Per questo occorre e basta soddisfare ’equazione (5) del § 3 (pag. 9),
che per le (68), (68*) diventa qui

I m
(69) ) . JL M m =,
P Q

Procedendo come al § 6, indichiamo con L,,M,,P,,Q, c¢id che di-
ventano L, M, P, Q nell’ipotesi di 6 costante ed avremo, a causa delle
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(8) § 3, e dei valori attuali (62) dei simboli di Christoffel,

a2 1alogp a 13logp
L= u u+vl+2 o » M= + 2
(70) o 19
ol  13dlogp _gﬂ lalogp 2
Po= ov + v ! Q 81)+2 ou ! u+v m+l,
indi .
L=L, M=M,
(70%) 3l a8 om df
. P P0+ ae d’v ] Q QO + ae d?) .
L’equazione (69) diventa dunque
I m O l , m 0
(7 1) L0 MO m + LO e ] 2/‘[0 e m — 0 .
a da om d! .
P, Q ! HBdo ' 3y’ —p(u+v) o). m

Per la ragione stessa addotta al § 7, si vede a priori che il deter-
minante
I m O

@ == Lo Mo m
Py Q 1

si annulla; ma conviene verificarlo anche col calcolo effettivo, mostrando
adunque che si ha l'identita

(72) 1AMy —mLo) = m(IQ,—mPy).

E infatti abbiamo per le (70)
@ m 2 m 9 (m 2 m] _m
r l[@u( )+M+UT]—M[%<T>_M+U7{I—2T,
od anche per le (66)

o= U‘;V[2U+2V—2W—-(u+v) (U’-{—V’]

indicando al solito U’ la derivata esplicita di U rapporto a « e simil-
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mente V' la derivata esplicita di V rapporto a ». Ma dalle espressioni
effettive (67) di U, V, W segue appunto I'identita

(78) o) (U+V)=2U+2V—2W;

dunque =0, c.d.d.
Dopo ¢id I'equazione (71) resta

(3, om '
(74) Ez‘(ma‘e 56")-— (u—+0)*pp (v) (Mo —m L),
e per cid
dm 3, (13logp 1 3logp ,
db lau 8u+(§ du +u—|—v) 2w
=== (u+0)*¢ (v) p
v Sl l%— )
"% 20
od anche
(u+vrap 1 (wtodp , 3 «g (u+0)'p
el o 3 +2(u+v)p m o %—-—(uﬂz) o m)_ -
=¥ aG
20 m)
Siccome
1_U wto_W
m _V " m vV’ v
ne deduciamo
2 . -
dO W?”£+2(Hothﬂwmww W;”?v-w+mmv
PPl V30
3~ "6

Ma si ha per la (61)

@B (1 — uw) + B2 ¢* (1 +uv)® + aPc® (u — v)*

abop = (u+0)

indi

a_bc_a_p b’c’v(1+uv) +a’c*(u-v) —a’b'v(1 ~wv)  abc,
2 %u (w+v) u+v

abe 3p _ V'cu(l+uv) —a’c*(u—v) —a*Bu(l —wv)  abe
2 v (w+o)? wtot
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e la formola precedente per ——, utilizzando 1I'identitd (73), diventa

dv’
@_Vgo(v) N

" abe 30 v’
V%~ U

ove si ¢ posto

N=[a’t*(1—m)* +8°¢*(1 +uv)’+a’c’(u—v)2]v_,g—ty +

—[—[b’c"v-(l +uv) +a* & (u— v)—a*B*v(1 —uv) U —
— [0*Fu(1+uv) — ag‘c”(u -v) —a*b*u(l —uv)]V.

Se si calcola questa espressione N mediante le formole effettive (67),
e si paragona con quella di

W _ L

Vs —Usm:

si trova facilmente 1'identita

abe.d'b'¢ ., U ov
Abbiamo dungue il semplice risultato
db albd
(75) %=iTV‘P(’”)a v

e qui osserviamo che, dal paragone di questa eolla (74), risulta 1’identitd

(76) 1 abce ( ol am)

— =4 -7 (moe—1=
g ((Mo—mL) =+ 7o {msg— %)
che dovremo utilizzare in seguito.
Tornando alla (75), sostituiamovi per V il suo valore (67;) (pag. 49)
ed avremo per l'equazione differenziale che determina la funzione inco-

gnita 6(v) la forma definitiva:

I i?;=?_§?‘ (— ach' Fa'cb) 2vcosb + (bea’ +:b'¢ a) (* - 1) sen b + (a'd'c + abc) (v*+1)] .
E questa Dequazione differenziale che determina, nel caso attuale
delle deformate dell’iperboloide, la decomposizione della congruenza I’

nelle »' rigate R, richieste. Si osservi che se, in luogo di 6, si assume

.
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6
per parametro tang§, ovvero anche il parametro

. 1_— senf
~ cosf

’

dal quale dipendono razionalmente le coordinate di un punto mobile sulla
conica C, l'’equazione fondamentale (II) assume nuovamente la forma
di Riccati.

§ 18.

Le trasformazioni B, per le deformate rigate dell’iperboloide.

Abbiamo cosi stabilito per le ‘deformate rigate dell’iperboloide ad
una falda i medesimi risultati fondamentali come gia al § 7 per quelle
del paraboloide iperbolico.

Diremo anche qui,fcome al § 8, che ciascuna rigata R, deriva dalla
rigata R mediante una trasformazione B, e dimostreremo nei prossimi
paragrafi che sussistono ancora tutte le altre proprietd enunciate nel
teorema B) (§ 4). Dopo c¢id & chiaro come tutte le deduzioni del § 8, re-
lative al paraboloide, valgano inalterate per I’iperboloide. Sarebbe inutile
ripetere qui gli enunciati di quelle proposizioni; solo osserveremo espli-
citamente 1’esistenza delle trasformazioni singolari

B4, Bas,
corrispondenti ai valori estremi
h—=— b, b=
del parametro k. Allora la congruenza I' diventa quella generata dalle
tangenti dell’iperbola focale

1, per k= -0,

ovvero della ellisse focale
i

#=0, @+

y2
+m=1 , per k=ct,

quando queste coniche accompagnano 1’iperboloide Q, nel suo rotola-
mento sulla rigata applicabile R.
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Consideriamo ancor qui il caso escluso %Z=0, pel quale valgono le
medesime deduzioni come al § 9. E in effetto, se nell’equazione fonda-
mentale (II) adottiamo i segni inferiori ponendovi £=0, i coefficienti si

. . . 0
presentano dapprima sotto la forma indeterminata o’ ma, calcolandone

i veri valori, troviamo che la (II) si riduce alla seguente

_ 0 (B*c* — a*b® - a*c®) 2vc080 - (B°c* + a*B? — a®c) (v* — 1)sen 6

9
dv 2 abe

+ (P + a*B® +b*c®) (0* + 1)} .

D’altra parte le equazioni (64) (coi segni inferiori) ove si faccia k=0,
paragonate colle (58), danno

__1-+-senb
T cosb

Sostituendo nella precedente, si trova facilmente

e w()

o __ YY) Yo e 2 2 2f . N2 272 (1 _ 3
o= Sae bt (14 w)® + a*c®(u - v)* + a®b* (1 - w)?},

che si pud scrivere ancora

du D

- 2D
e combina colla equazione differenziale delle asintotiche curvilinee di R.
Dunque per ottenere qui la decomposizione della congruenza I' nelle o?
rigate R,, conviene associare i raggi di T’ lungo le asintotiche curvilinee
di R. Ed appunto il teorema di Chieffi assicura che queste rigate R, sono
applicabili sull’iperboloide fondamentale. Esse debbono dunque conside-
rarsi come le trasformate di R per la trasformazione B, (Cf. § 9).

§ 19.

Elemento lineare delle superflcie trasformate R,.

Ritornando alla generale trasformazione B, , andiamo ora a dimostrare
che ciascuna superficie derivata R, & alla sua volta applicabile sull’iper-
boloide Q,. Cominciamo dal calcolare il ds} della R, in coordinate u,v,
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imitando il procedimento del § 10. Limitiamoci per altro al caso in cui
si prendono in tutte le nostre formole i segni superiori, ché le verifiche
per l'altro caso non ne dlfferlscono se non per mutamenti di notazione
(cf. § 16 in fine).

Scriviamo in primo luogo le formole

o . o oz ,

ox, _ , ol oz om ox\ do "
v P°3 +Q°3 +D5X+(368u+39 av)dv+D mX,

alle quali, derivando esplicitamente le

xo_xo—f—lax"-}— m%% ecc.,
rapporto ad w, v, associamo le altre
.
%0‘ = Lo o + Mo o ‘I‘ D'ymX,
(7n N
o o oz ,
\ avo 0 auo—l_QO . +DOlX0-

Poniamo ancora
' N ?_:E_o 2 axo axo _ v dmo\2
E"*E(au) =23 u G = "‘("8;)
ed avremo (cf. § 10)
E=E,, F,= F0+[ EL0+F\40) o + (FL,+GM,) ] -+ D'D"'m?

(18) | Gu=Go-+2| (BPo+ FQ) -+ (FPo+GQ Gy | 55 + 20Dt +

+[pf s+ o ) ) o
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Dalle equazioni (64)

g Ty = Z—, sen 0 2, + a’ cost
(79)

- X -
( y=-7 cos8 2, 4+ b'senb
derivando si trae

azo 8?70 _ b_‘ ?_2‘2

i Ll wi e el A
(80)

o, _d .02 3y U 3

%—c—,senegv—,%———c—,cosfﬁa;.

Ora se calcoliamo effettivamente 2, dalla (654)

)1+t W—('+ 1)U — @ +1)V
T (w+ oW

troviamo

- 2 1b a ab
(81) ¢=s5 E(I+uv)cos6+07(u—v)sen6——ﬁ(u+v) ,
e derivando abbiamo facilmente

(82) %z__zxabc vV @_z_o__ _4abc U

Colle formole precedenti, calcolando E,,Fy, G,, risulta

TR 2322 T 2

o | By= 13,—;2,26—6,62 azsen?6+b’coszﬁ+c2]w‘]—4
23122 [

272 .2 °

e cosl sono noti i valori dei primi termini nelle espressioni(78) di E;, F;, G,.
Per calcolare i rimanenti, formiamo dalle (77) e (80) le somme

ax;, 3z, < O on ~ 97, 3z, 0%, 3:1:0
2—87;8“ z‘av u )Su 23 281} ol
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il che da
(ELo—i—FMO—a—; [g; sene 4 Syo _,r_azo
(FL0+GM.,=%[§; ne%iig Y o 9y0+3;2
EP0+FQ0=%%[;’S 6%%_2 3yo+3zo
e S R |

Ora moltiplichiamo le due equazioni di ciascuna delle coppie prece-

denti rispettivamente per 93% , _Sgg e sommiamo, tenendo conto che, a

causa delle formole

a:_xo—{—lam"—-}— %’ ecc.
si ha

o, _ ol 8:1:0 om 3z, .
(84) 0 09 T3 o0

cosi otteniamo

3m 9.50 3.27 b ayo azo
. ( (BLy+ FM,) o5 + (FLy+ GMy S = 2 [ en0 20— cos0 01 ]
Bm _ 320 a GJE, b’ Syo 820

2
In fine, formando dalle (84) la somma 2(%) , abbiamo

(86) (ae) +2F gfa aarg +G ( ae) z(?a_%))"

Le formole (83), (85), (86) danno tutti gli elementi necessarii per il
calcolo dei valori (78) di E,,F,,G,.
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§ 20.

Formole d’applicabilitah delle R, sull’iperboloide.

Dopo questi preparativi andiamo a verificare che ciascuna rigata R,
¢ applicabile sull’iperboloide Q,, e dimostriamo nello stesso tempo che
la legge d’applicabilitd fra R e R, & data ancor qui dall’affinitd d’Ivory
fra i due iperboloidi confocali Q,, Qx (9.

Al punto (z,¥,2,) di Q. corrisponde, per l'affinitd d’Ivory, sopra Q,
il punto (§,7,¢) di coordinate

@ - b - ¢ -
(87) &_;ij’ "I'—y?/o,’:=glzo-

Se con u,, v, indichiamo i valori delle coordinate curvilinee %, v nel

punto (£,7,(), abbiamo per le (58)

3 14wmo, 4 w—v 1—wu
* P_Tm% O — a1
(87 ) _— ) ul 1)1/ )

e quindi

ul=& = =
%y )
a+ a '¢
1 %
, 1 2 1 7
l= == = —
¢ ¢ Zo | %
a+c a—'+g—’

() S8i tenga presente che per due quadriche a centro confocali

2 Y 7

Atsto-l
at |yt A
TN R

(A, —A=B,—B=C,—C) le formole d'affinitd d'Ivory si scrivono

w1=\/§—:-m,y1=\/§:‘y,zl=vg-z~
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Sostituendo per z,,y, i valori (79), abbiamo

14sen 8- cos6 ﬂ,‘
¢

Uy = =
cos 0+ (1 + sen 6) zc—‘,’
(88) _
1-—senf6+4cosb ‘fci,
v =

“y
o

cos 0+ (1 +senb) .

- 6 6
dove nella seconda, essendo 1-sen — 08 , v, risulta indipendente
~ cos O 1+ senf :
da 2,, e precisamente
S 1 —sgenb '
YT cos6 T

Sostituendo nella prima per 2, il valore effettivo (81), abbiamo le
formole definitive :

bla ¢ ac b
. ——=(1 - - Rabdl [PPSR B 6
5 [a,(l ) 7 (14u v)] (1+sen 0)+a,c, [u v+b, (u+v)] oS
“ = 3Ta ¢ ac b
(89) ?[? (1 —uv)+?(1+uv)] cos 0 +W[u—v - 7(u+v)](1 4-sen 6)
o = 1-senf
177 cosf

Noi dobbiamo ora verificare che queste sono in effetto le formole
d’applicabilita, per la rigata R;, sull’ iperboloide Q,, che cioe il d s} di
R, in coordinate wu,v

dst=E, du® -+ 2 F, du dv -+ G, dv*,
dove E;, F,, G, sono dati da.lie (78), si trasforma in coordinate u,, v

nel dst di Q
ES% = El du? ‘+‘ 2 Fl du'l dvl + Gl dv% 3

ove dunque E,,F,, G, hanno i valori che risultano dalle (59) cangiando
in queste w,v in u,,v, . Ma pel nostro scopo basta osservare che, a
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causa delle (87*) si pud scrivere altresi
= 8 X o of%k\?
%0) - B "2‘( ) Fi- 23'“130 2‘(571) :

Cid premesso, 1’ identitd da dimostrarsi dsi= ds{si traduce nelle
tre equazioni seguenti

Qi duy aul du, v,\ Qu, db
»EI—EI(S) Fi= B, G0 20 (E1 + T ae)au i
= 9 ? v, \du, 30 3 du, d ] )
W, %, 0\ Uy %, U, OO, ,\2] [00\2
G = E‘( >+2(E‘ae+F‘ae)avau [E‘< ) +2F o ae+G‘( )](%)

che dobbiamo dunque verificare essere equivalenti alle (78).
Dalla prima delle (90) abbiamo

Qu, % du,
E, (9u> 2 (aul Su)
ovvero se esprimiamo & per «,v, ricordando che v, & funzione della
sola v,
duy _N 98)\?2
B (5] =2
Questa per le (87) ci da
dut, oz, (Syo) ¢ (@% 3
El(au) = ( ) +b’” _l_c’2 au) ’

ossia, perche¢ o*=a’+k , ®*=0+k , *=—k,

dm\?_ N (0o)? 1 (3209 1 [3m)*
B () = 20n) +4 )~ ) —

Ma dalle (80) segue

)+ (e = )

L(@)”
b?\ou

e resta quindi
aul Sxo

onde effettivamente combinano nelle (78) e (91) i due valori di E,.
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Se consideriamo poi che u, & funzione lineare di #, secondo la (88),
abbiamo

du, _ du d2, du, du, 3z,

ou 92, u’ v 9z, v’
e perd per le (82)

onde dalla (92) deduciamo le altre

owou, U

= 3%1 ‘{J2
B % VE"’E(a_) = b
A causa delle (83)
U U2 .
VE0=FO ) VEEozGo,
e quindi abbiamo
Qu, du; Juy = [Fu;\?
L ] ——— === —_—) =
(92%) E(a“) B, Eqi ot =TF,, E(av> G, .

Queste ci dimostrano che anche la seconda e la terza delle (91) com-
binano, nei loro primi termini, colle corrispondenti (78) e futto si riduce
quindi a verificare le due identitd seguenti

aul Svl) Ju, 6 3

(93)( by l+(FL(.+G\Jo)

[(ELO +FMy) am] b

+D'D'm?
dav

ou, ov,\ du, db du, au,avl ov,\?] /db
(94) 2( 136 +F186)8v v [ l(ae) +2Figg G‘(ae)](d ) =

=2[(EP0+FQ<,)» + (FP, + GQ,) ae}dewn'])"z m

ol ol 9m om \?| (dB s
+ [5G +ox G+ o) | (@) o
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§ 21.

Verifiche relative all’applicabilita.

Se sostituiamo nella (98) i valori (68) di D', D” ed il valore (85,) di

ol 2
(EL, -+ FM,) g5 + (FLy 4 GM,) g ,

indi dividiamo tutta 1'equazione per

do ab”
=% V¢,

essa diventa

(@) ( avl) du, (g_' S_JE; Ii' 3o  0z\ 92, abe V.
135t Figg) 3, =\ senfgg — g o0 636+80)3u AW

Prendiamo ora la formula
% _ %t %t
0 Qu, 30 ov, 90
o 9 ot

colle analoghe per 7, ¢, moltiplichiamole ordinatamente per TR TR

e sommiamo; cosi

TR

e per le (87)

5o avl au, oy B3 _ ot dmdz, B Omdy 32 e
50 00u  a* B du 0736 u W

Questa, a causa delle (80), si scrive

du, v\ duy a? o, b ayo ¢ 32,\ 92,
(E‘ae+F‘ )au ( S — 5o + * ae)

e riduce 1'identita (a) da dimostrarsi alla seguente

ad & , (b B Syo ( 02)920 8_;!_ abcl
[(c_'"a'_c')se“e@“(c"‘b' ')"Oseae L-5)5u |5 = 50 W
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od anche, perché a*=a*+k , 8*=0"+k , ¢*=c* -k, all’altra

1 om 1 Y, _ 1-32)\3s _ , abe V
(b) (;,Sene ae—b COSO%—;E)@ 4:‘7—0 Wwee
Ma dalle (79) abbiamo
% = %senﬁg—?—i—% cos 2z, — a’sen b
(95)
%%05—% cose?a%ﬁ—{— (Ij—,sen620+ b cosh,
e percio

1 dm, b dy 10z
;sen a—e——?cosﬂﬁ_—?.ﬁ__l,

onde la (B) diventa

azo _4abcl7_
ou ab Wt

e combina appunto colla (82;). Cosi abbiamo dimostrata I’equazione (93),
alla fine del § precedente, ed altro non resta che dimostrare anche la (94)
‘Intanto dalla (93) gia stabilita, ricordando che si ha

u, om
. U s (EP+FQ) 86+ (FP, +-6Q) 55
moV du om ’
" (BLo -+ FMy) 3 -+ FLo + GMy) 2
segue 1'altra
Qul avl Su, do om| do ' D"
(% +7 ) e B =[@p+ ) Gt e+ 600 S| 2 - Dt

per cui la (94) si riduce alla seguente:
aul T aulavl 301 2
B ora () (@) -

RECAS ol dm om\?] (d6\2 -
—[E<§6_) +2F568—6—-+G(a—e)2](%) + D'm
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Ma si ha
" b’ (1+uv)+a’c(u - v)*+a** (1 - w)®
D" = (BG - ) 1+ o)t ()= 4 “ T EC - SR BLm ga
2
m2=(u+v)2%7v—2

e la precedente, divisa per
de 2 12 b’2 /2 V’2 (P2 (’U)
v i ’

N

si riduce, a causa della (86), all’altra
Ou, du, O, LA N CAt 41
© (ae) +2Fig 5 Gl(ae) Z(ae) + W X
X [0 (1+ww)’+ o’ (u—v)+a*t? (1 —uv)*].
Dalle formole

0% du, 0% v, o€

du, 90 ' 3v, 30 a9 o

quadrando e sommando, viene
du, du, o, 0\ (k\_
(ae) +2Fgg 5+ G‘( ) = 2(56) =
o la (¢) si trasforma nell’altra

@\ (3m)\* (. B\ (Byo)? da\?, 4R
-2 B o) e

X [B*¢ (14w +a*Pu—v) +ab* (1 —uw):] =0,

a® (3r\E B [dyo\T . ¢ [3%,)?
(%) +17f(?e*> el

od ancora, riducendo e dividendo per %,

W HE A AE)
X [0*e*(14-uv)® +a* c® (u—v)*+a*b* (1 —uw)*] = 0.

Dalle (95) deduciamo

o, 3, 1 /32 _x_?, 2 2,
(5 )"sz(ae) 7<§6> FemT!
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e la (96) diventa

W zo 3z, 4%

(96%) —— W2 % + W2+ P —5 s LO°C (1 +uv)’ + @’ (u—v)* + a*b* (1 —uv)’ ] =0.

Ora abbiamo‘ dalla (81)

Wz,
-

be ac abe
=2 [ﬂ (14-ww) cos b 4 g (u—v) sen B — g (u+v)]

e dalla (67,)

ac be ab -
= C (p— p % 21—
W=2 [a’c' (w—v) cos 5 (14-uv) sen b 4 po (1 m:)} .

Quadrando e sommando queste due ultime, si trova

Wz;z bt 22 b abict
c'so 4 b'—giﬁ(l‘l"w")2+ 2'26'2(“_1’)2 2b2(1 —uv)*+ —m b 5 (o) +
2 2
+2[ abc (u v) (1 —up) — ;%(u-i-v)(l—{-uv)]cosﬁ—
ab’c
[ Hig : (1 —uw) (14 uv) + -2 P ,,(u—i—v)(u—v)}sene

Derivando la (81) rapporto a 0, otteniamo

i W’Z o,

¢ 86—4

{abc u—ov) (1 —uv) — 22 s (U~ 1) (1+uv)]cose—

_[“bz (1— uv)(l—l—uv)+£%f;5(“+v)(“—”)Jsene+

ab?c

bez atc

Sostituendo nella (96%), i termini contenenti cosf,sen® spariscono
e si ottiene I'equazione

2b2 2b2 ] . b 2
o |G ol + S ko — 51+ ) — |

| + e VU4 0 o) B — ] =0,
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od anche
(97) @*c¢*b*(u—v) 4 b*c*a* (1 +uv)® — a*b%c*(1 —wv)® — a’b*c* (u+v)* =
=k [bzc’(l +uv)® + a’c* (u—v)* 4 a*b* (1 —uv)? |.

Basta qui sostituire per a®,b?,¢* i valori a®+k%,b°+k,c*—k per
riconoscere che & una identita.

Cosi anche per le deformate rigate dell’iperboloide tutte le verifiche
sono compiute e possiamo concludere: Le oo’ rigate R, derivate per una
trasformaxione B, da una deformata rigata R dell’ iperboloide sono appli-
cabili sull’ iperbolotde stesso.

Ed infine la medesima osservazione fatta alla fine del § 12 dimostra
che Papplicabilita di ciascuna rigata R, sulla primitiva R ha luogo per
deformazione continua.

§ 29.

Relazione reciproca fra R e R,.

Resta ancora che dimostriamo pel caso attuale dell’iperboloide le
proposizioni corrispondenti a quelle stabilite ai §§ 13, 14 per il parabo-
loide. Basta per cid procedere nel medesimo modo, utilizzando il teorema
d’Ivory e le altre due proposizioni elementari del § 13, che sussistono
anche qui, come subito si verifica.

Adottando le medesime notazioni, siano g,,g. due generatrici qua-
lungue dell’iperboloide Q, € g1, g le loro corrispondenti, per Iaffinitd
d’'Ivory, sull’iperboloide confocale Q. Stabiliamo fra i loro. punti
M,,M;,M,, M, una corrispondenza come al § 13.

Supponendo dapprima che le rette g,, 4. appartengano ad un mede-
simo sistema, per es. al primo, scriviamo le loro equazioni:

z, = gsenﬁl 2, -+ acosh, x, = gsenﬂ;zz + acos b,
9 < 5 g2 b
yl_:—-;cosﬂlzl—!-bseng, yg=—;00S6§52+bsen62-
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Le lore trasformate g,, g, per 'affinita d"Ivory avranno le equazioni
" 2! ’ - ’ 12 ’
&, = a senb, = —+ a’'cos 6, : Ty = @ senﬁg—c- + a' cos b,
9) ] yy=—1 cosb, % - &' senb, ) go=—10 cosﬁa%’ + brsenf,

14
& = ¢

e 1 :i2
¢

L = C
2 0’

Cerchiamo, come,al § 14, i coefficienti per le formole di un movimento
rigido che sovrapponga la coppia (gl,_;g) ed i punti M, , M, alla coppia

|
: (9:,9:) ed ai punti corrispondenti M, , M.
Ponendo

A = (ach'+a'ct’) cosh, cos b+ (abe’ + abe) sen 6, sen 6,— (abe’ +a'bc),
avremo pei coefficienti «,3,7v i valori seguenti

Aoy = (abe' +a'bc) cos b, cos .+ (abe+-a'b’c’) sen b, sen-eg— (ach’ +-a'cd)

Aoy = k(¢ cos 6, sen 6, — ¢’ cos 6, sen 6,)

Aoz =k (b senf,— b senb,)

AB, = %(c cos B, sen 6, — ¢’ cos 6, sen 6,)
AB; = (abc+a'b'c’) cosb, coé 0,4 (abc’ +abrc) send, 8en 6, — (ab'c’ + a'be)
AR = k(o o8 0,— acosf,)

3, ' Ay, = k(b sen 6, — b’ sen 8;)

- Aty =k (a' cosB,—a cos B,)

} o Ay, = (ab'c’ +a’be) ¢0s6, cos 0, 4 (ach'+ a'c') sen 6, sen 8, — (abe+ a'b'c’)

Aa=Fk(bc cosO—b'c eosf,) , AB=Fk(ac' senf;—a'c senb,) ,
Av=k(ab’ cosb, senb;—a'b cosb, senb,) .
Anche qui si constata che la sostituzione

% Og Os

B Be Bs
T Ta Ts
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¢ ortogonale destrorsa, cid che dimostra I'esistenza del movimento in-
variabile.

Se le genmeratrici g, , g, appartenessero a diverso sistema, scrivendo
le loro equazioni

a a
x = -c—senﬂlzl—l—a cos 0, x2=—gsen0,zg+acosﬁg

9) . 9 .
yl==—;cosﬁlzl+bsenﬁl Yy = Ecosﬁzzg—{-bsene,,

si troverebbero pei coefficienti «,,(;,v; dei valori che risultano dai
precedenti cangiando in questi ¢ in —¢ e cangiando i segni di ¥,7s,7s.
La sostituzione considerata resta ortogonale, ma cangia da destrorsa in
sinistrorsa, ed il movimento invariabile & sostituito da una simmetria
(ef. §19).

Da tutto cid si raccoglie: Se la deformata R, dell’iperboloide proviene
dalla R per una trasformazione B,, inversamente la R deriva ancora dalla
R, mediante una B;.

§ 23.

Posizione relativa dei piani tangenti di R e R,.

Le considerazioni geometriche svolte nella prima parte del § 15 in-
torno alla giacitura reciproca dei piani tangenti =, =, in punti corrispon-
denti di due deformate R,R, del paraboloide, trasformate I'una del-
Paltra per una B,, si possono ripetere esattamente per le deformate
rigate dell’iperboloide, ed & inutile insistervi.

Qui vogliamo trovare le formole analoghe alle (53) § 15 (pag. 45),
che danno i coseni di direzione X,,Y,,Z, della normale alla superficie
trasformata R;. Potremo porre anche qui

ox o
X,=A5+B%+0X ecc. ,

e determinare A, B, C dalle due condizioni
ox
2X1(x1—w)=0 ’ EXI ‘a—ul'=0-

Procedendo come al § 15, troviamo ancora

A:B:C=D'm(Fl+Gm): —D'm(El+Fm) ;. (EG—F?) (lMo;mLo) ,

\
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ovvero, poiche

4abcp . 2 \/abc

M
EG—1= T (wto)f D= @+’ Ve

m=(u-+v) %,

" A:B:C=—(FI+Gm) : El+Fm %V;‘%P (IM,—mLy) .

Abbiamo quindi

b
(98) X, =R —(Fl+Gm)g—Z (Bl Fim) vﬁ}fjv)ip (IMy—mLy) X

dove il coefficiente R di proporzionalitd ¢ da determinarsi ancora dalla
condizione

EA* 4 2FAB + GB* 4+ C*=1.
Ne risulta una formola analoga alla (55) § 15, e cioé

(w+v)* 1
2
£ACE P M, mLy

?

(99) . R=

essendo ancora qui

8=V EPF 2Fim+ Gm?

la lunghezza del segmento focale FF,.
Indicando con @ I’angolo dei piani focali, ne deduciamo nuovamente,
come al § 15, la formola (56) (pag. 46)

“2

- 2 2
= El+2Flm+Gm+ (ZMO mLy)?,

indi, come condizione di corrispondenza delle asintotiche fra le due falde,
la medesima (57)

EP + 2 Flm + Gm* + (ZMO —m L) =pp,
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Verificando questa direttamente si viene a stabilire nuovamente che
le nostre congruenze, aventi per falde focali la superficie primitiva R e
la trasformata R,, sono congruenze W.

\ § 24.

Caso particolare dell’iperboloide di rotazione.

Termineremo questo primo capitolo coll’esame di un caso molto par-
ticolare che ci confermerd in un esempio semplicissimo la teoria generale.

Prendiamo 1’iperboloide rigato rotondo, dove dunque a="5, e consi-
deriamo la trasformazione singolare B_,:, corrispondente al valore
k=-—a’=—0b*, Qui 'iperboloide confocale Q, si restringe all’asse, nel
quale vengono a coincidere tutte le generatrici, o le tangenti dell’iper-
bola focale. Le o' superficie trasformate R, di una deformata rigata R
qualunque coincidono ora in una sola superficie: quella generata dall’asse
dell’iperboloide Q, nel rotolamento su R. Ma quando la superficie R
diventa 1'iperboloide stesso Q,, i segmenti FF, tangenti in F a Q, ven-
gono a terminare in F, sull’asse; essi sono per conseguenza tangenti
alle iperbole meridiane. Se ne conclude che la superficie R, non & altro
che la complementare di R, rispetto alle geodetiche deformate dei me-
ridiani (vol. I, § 133) !). La trasformazione B_, acquista dunque nel
caso attuale il significato seguente:

!} La medesima cosa segue dalle formole generali, ove si osservi che qui
a=b , k=—a?, indi

a=b=0, c’=\/a2+c2.
Le formole (67) § 16 danno subito

2-|-1 Y _ 141
1—up’

5
wl

U_1
w21

indi le (66)
l=u+v u?+41 m_u+v v +1

2 l—ww’ 2 1—ur’

Dopo c¢id le formole
' ml—w—}-lau-[-m L ece.

vengono appunto a definire la complementare della superficie primitiva,
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Se si fa rotolare Uiperboloide rigato rotondo sopra una qualunque ri-
gata applicabile R, Uasse dell’iperboloide descrive una seconda deformata Ry
dell’ iperboloide, che é la complementare di R.

Non sard inutile dimostrare come questo risultato, insieme ad altri
dovuti a Laguerre e Bioche, possono dedursi con considerazioni geome-
triche dirette dalle proprietd generali della trasformazione complementare
per le deformate delle superficie di. rotazione.

Prendiamo una rigata R applicabile sull’ iperbeloide Q, e sia g una sua
generatrice. Consideriamo i segmenti rettilinei FF, che toccano nei punti
F di g la R e negli altri estremi F, la superficie complementare. Appli-
cando R su Q,, questi segmenti, senza cangiare la loro posizione relativa,
vanno a terminare all’asse dell’iperboloide. Dunque se F descrive una
retta g di R, il secondo fuoco F, descrive un’altra retta g,, che & la
posizione acquistata dall’asse dell’iperboloide quando questo tocca la R
lungo g. La complementare della R & quindi una seconda rigata R,. Essa
¢ applicabile, pel teorema di Weingarten, sopra una superficie di rota-
zione la quale, come risulta dalle formole generali, non & altro che
I’iperboloide stesso ). Cosi abbiamo dimostrato direttamente il teorema
superiore.

Ma proseguiamo le nostre considerazioni geometriche, e prendiamo
sopra R, R, due generatrici corrispondenti g,g, e la loro minima di-
stanza MM,, di cui i punti M, M, siano i'rispettivi piedi. Applicando R
sopra Q,, la g diventa una generatrice dell’iperboloide e g, 1’asse; per
¢id M si colloca sul circolo di gola. Dunque la. linea 7 luogo del punto M
& sopra R la trasformata del circolo di gola (linea di stringimento); e
similmente la ¢, lnogo di M, sopra R,. Ora la MM, & normale comune
a R, R, e per cido normale principale comune delle due linee geodetiche
1, 7. Queste sono dunque (vol. I, pag. 50) due curve di Bertrand coniu-
gate. Le binormali di queste due curve hanno evidentemente le direzioni
g1 e g e formano fra loro un angolo costante, che & quello d’inclinazione
delle generatrici dell’iperboloide sull’asse. Ed anche il segmento MM,
di normale principale comune a ¥,7, & costante (eguale al raggio del
cerchio di gola) ed indipendente dalla speciale deformazione considerata.
Cosi abbiamo dimostrato geometricamente il teorema di Laguerre (vol. I,

1) La medesima cosa si pud anche provare geometricamente riducendo R
all’asse dell’iperboloide ed allora R, coincide coll’iperboloide stesso. (V. per una
dimostrazione diretta il § 91).




CASO DELL’ IPERBOLOIDE ROTONDO 73

pag. 270): In ogni deformazione dell’ iperboloide in una superficie rigata
il circolo di gola si trasforma in curve di¢ Bertrand della medesima fa-
miglia Y).

Ma insieme abbiamo anche dimostrata I’altra proposizione (Bioche):
Se per ogni punto M, della curva v, di Bertrand si tira la parallela alla
binormale nel punto M corrispondente della curva coniugata v, la superficie
R, luogo di queste parallele & applicabile sull’ iperboloide rotondo.

Di piu risulta da quanto abbiamo detto che 1’altra rigata R ottenuta
scambiando nella costruzione precedente 7 e 7, & complementare di R,
(Cf. vol. 11, nota I, pag. 576).

In tutto questo ci siamo limitati a considerare la sola trasformazione
sitgolare B_,: delle deformate rigate dell’iperboloide rotondo.

Le trasformazioni generali B, potranno pure evidentemente riguar-
darsi come trasformazioni delle curve di Bertrand, che sono le linee di
stringimento delle deformate rigate di questo iperboloide.

Ed in effetto, quali trasformazioni di curve, esse furono gia studiate
prima in un caso particolare da Demartres ?) poi nel caso generale da -
Razzaboni 3), ‘

Il caso di Demartres corrisponde all’altra trasformazione singolare
B per la quale I'iperboloide omofocale Q, si riduce al circolo focale.
Le trasformazioni di Razzaboni corrispondono alle nostre generali B,.

1y Ciod la relazione lineare che lega le due curvature & sempre la stessa.

?) Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences 1888, T. 106.

%) Un teorema del sig. Demartres generalizzato. Atti del Reale Istituto Veneto
anno 1900-1901, t. LX parte 2.2



CaritoLo II.

Le trasformazioni B, per le deformate generali
delle quadriche rigate

—_————————

§ 25.

Descrizione del metodo per la ricerca delle trasformazioni.

Dopo avere esposto nel precedente capitolo i principii f9ndamentali
della teoria delle trasformazioni per le deformate rigate delle quadriche,
passiamo ad occuparci in questo secondo delle deformate generali delle
quadriche rigate.

Premettiamo alcune considerazioni che hanno per oggetto di spiegare
il passaggio dal caso gia trattato delle deformate rigate a quello delle
deformate generali.

Un primo modo di eseguire questo passaggio si collega al teorema
di Chieffi (§2) e pud descriversi come segue.

Sia S una superficie qualunque applicabile sulla quadrica rigata fon-
damentale Q. Prendiamo le linee asintotiche @ di un sistema di S e co-
struiamo, secondo il teorema di Chieffi, le o' rigate R deformate di Q
e circoscritte alla S lungo le singole asintotiche a (§ 2). La S & allora
Pinviluppo di queste o' rigate R, applicabili I'una sull’altra e sulla' S
stessa. Secondo i risultati del Cap. I, ogni trasformazione B, cangia
ciascuna rigata R in o' rigate trasformate R, applicabili sopra Q. Ora
domandiamo: & possibile scegliere per ogni rigata R una rigata R, per
modo che le o' superficie R, formino un sistema come le R ed abbiano
quindi un inviluppo 8, applicabile sopra Q? Le ricerche seguenti stabi-
liranno appunto questa possibilita e precisamente si vedra che di una R
iniziale si pu¢ scegliere ad arbitrio la corrispondente trasformata R,, e
la trasformazione ne risulta cosi individuata. Per tal modo le trasforma-
zioni B, per le deformate generali delle quadriche appaiono composte
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di o' trasformazioni elementari B, delle loro rigate inviluppanti se-
condo il teorema di Chieffi. :

Ma per la ricerca effettiva di queste generali trasformazioni B, ci
converra applicare un metodo ben diverso che andiamo in primo luogo
a descrivere.

Nel sistema omofocale, determinato dalla quadrica fondamentale ri-
gata Q, prendiamo ad arbitrio un’altra quadrica rigata Q,, e conside-
riamo le »* coniche C, sezioni dei piani tangenti di Q colla quadrica
confocale ‘Q, .

Da ciascun punto F, di una di queste coniche C escono due gene-
ratrici di Q,, fra le quali fissiamo per es. quella del primo sistema e
chiamiamo m; il piano determinato da questa generatrice e dalla con-
giungente FF,. Immaginiamo ora che la quadrica Q si deformi in una
qualunque superficie applicabile S seco trascinando, invariabilmente le-
gate alle flessioni di Q, le coniche C coi loro punti ¥, ed i piani =,.

Per dimostrare I’esistenza delle trasformazioni generali B, converra
dimostrare che & possibile (e cio in o' modi) scegliere su ciascuna conica
C wn punto F, in guisa che la superficie S, luogo dei punti F, stia colla
primitiva S nelle relazioni seguenti:

@) La superficie S, abbia in ogni punto F, per piano tangente il piano
m, corrispondente, cio che ha in particolare per consequenza che le due su-
perficie S, 8, siano le due falde focali della congruenza FF, ).

b) La superficie S, risulti applicabile su S (indi sulla quadrica Q) e
" la legge dapplicabilita di S, 8, sia data dallaffinita d& Ivory fra le due
quadriche confocali Q , Q.

Le condizioni @) per sé sole, servono gia ad individuare le nostre
trasformazioni, ed allora le &) ne derivano come conseguenze. Ma anche
inversamente le condizioni 4) determinano gia le trasformazioni e trag-
gono seco le a).

Ne deriva che in due modi possiamo arrivare alle trasformazioni, ap-
poggiandoci sulle condizioni @) ovvero sulle ).

Nel caso delle deformate rigate (Cap. I) abbiamo appunto adottato
il primo modo, servendoci delle condizioni @) per dedurne poi le &) come
conseguenze. Qui, per le deformate generali, troviamo preferibile il se-
condo metodo e cioé cerchiamo di trovare le superficie trasformate S,,

1) Tale congruenza & inoltre una congruenza W, come si vedra.
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imponendo loro di soddisfare le b), e verifichiamo poi che anche le a) ri-
sultano soddisfatte.

Le considerazioni esposte tracciano anche la via per I'analisi che do-
vremo applicare. Riferiamo la superficie S alle linee (u,v) trasformate
delle rette della quadrica Q, e indichiamo con «,y, 2 le coordinate di
un punto F qualunque di S, con z,,,,2 quelle di un punto F; sulla
conica C, situata nel piano tangente a S in F. Avremo allora

or . oz
(1) ml=x+£+m§5 ecc.

dove le funzioni I, m avranno i valori assegnati dalle formole (17), (18)
§ 5 (pag. 13)ovvero dalle (66), (67) § 16 (pag. 49), secondo che la qua-
drica Q sara il paraboloide iperbolico ovvero I’iperboloide ad una falda.
Queste funzioni 7, m contengono, oltre le variabili »,v, il parametro
nel primo caso, ovvero 6 nel secondo. Noi dovremo considerare X o 0
come una funzione incognita di u,v

A=\u,v) , 0=0(u,v),

che si trattera di determinare in guisa da soddisfare alle condizioni b).

Avvertiamo ancora, prima di cominciare i calcoli, che, pel modo di
trattazione da noi scelto, non vi & piti alcuna ragione di conservare i doppii
segni nei valori di U,V, W. Sceglieremo quindi sempre nelle formole
citate i segni superiori.

§ 26.

Elemento lineare della S, nel caso del paraboloide.

Cominciamo anche qui dal caso del paraboloide iperbolico P,, con-
servando tutte le notazioni del Cap. I. Sia S una qualunque superficie
applicabile sopra P,; essa avra per prima forma fondamentale il ds} di P,,
e sard quindi intrinsecamente determinata associandovi la seconda forma
fondamentale

Ddu® + 2D’ du do + D" de? .

Le condizioni (necessarie e sufficienti) cui debbono soddisfare D,D’,D”,
per definire una deformata S del paraboloide, sono date dalla equazione
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di Gauss

(@) DD’ —D*=—Di=— ¥
H
e dalle equazioni .di Codazzi [vol. I, pag. 119] che, a causa dei valori

attuali dei simboli di Christoffel, dati dalle formole (12) Cap. I (pag. 12),
si scrivono qui '

D __13logp alogp ,
(Sv T w2 D +~ D
3
@) 822 S_Q'_lalogp lalong,,
w w2 w 3

Immaginiamo di sostituire per A, nei secondi membri delle (1), una
determinata funzione di #, v

r=\(u,v).

Derivando rapporto ad »,v, avremo [§§ 3, e 6]

o, o ., ol ox , Om Ox\ P

o Loa + M, 5 4D, X+(8)\3u+8)\ 81))8 +[Dl+(D ——Do)m]X
or, , 3l dx . Om dx \ oA A "
2 B Y (L (AL

dove I;o s Mo, Py, Qo hanno i valori (22) Cap. I (pag. 16). Ora supponiamo
come al § 8, di ridurre S al paraboloide P, e di dare a A un valore co-
stante qualunque. Indichiamo con ,, ¥, 2 ; Xo, Yo, Z, ¢i0 che diven-

tano allora z,y,2 ; X,Y,Z e sianp Z,, 50,50 i valori che assumono
1, % ,2. La S; siriduce in questo caso alla generatrice (A) del parabo-
loide confocale P, e si ha [cf. § 10 formole (29), (37) pag. 26, 28]

\ '% == 3.760 "|' Mo o + D'ymX,
ou
= BG4 Q3 DX,
oz, alow, , om o,y

F axau"' N
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Dopo cid, se attribuiamo ad E,, F,, G, i significati del § 10 (pag. 26},
si vede che i coefficienti E,, F,,G, nel ds¢ della superficie S, in coor-
dinate u, v

dsi=FE, du® 4 2F, du dv + G, dv*
si calcoleranno dalle formole seguenti:
om 9)\ '
E,=E, + 2 |(EL, + FMo) n + (FLo + GMo) =~| 5 -+

+ Z(axo) : (u) -+ (Dl + D'm)® — D2m?

B =Fu+ (R0 + FQ) §f + (P, + Q)

@ lEnrnn 4 e e 22
+ 2(3”") A gx + (DI 4+ D'm) (D' + D"m) — D’%m

6= G,+ 28R+ FQ) 5 + P, + 60) 2|2

o\ Sv+

+)(3”°) . (v) 4 (D'1+D'mp — DEE.

Per quanto abbiamo detto al paragrafo precedente, dobbiamo ora

" esprimere che questo elemento lineare

E, dw* 4 2F, du dv + G, dv®

& trasformabile nell’altro
E, du? + 2F, du, dv, + G, de?

avendo E,,F, G, i valori (43) § 11 [pag. 31], e le formole di trasforma-

zione essendo le (45) del medesimo §. Ora osserviamo che la (45,) v, = 1

2
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dimostra che le derivate esplicite di », rapporto ad ,» sono nulle. Ri-
sulta di qui che i valori (5) di E,, F,, G, debbono essere rispettivamente
eguagliati ai seguenti:

E, = E, (3“‘) 42 (E1 LT a”‘) %‘: g—z +

(B en 0 )6

ou 8u ou ov,\ [Qu, oA du, O\
F‘—E‘ l 1+(E‘ 1+Fl 1)(37:;3“4’3“19@)""

(6%
u, du, o, ov,\2] N oA
+[ ( ) toR g5 +Gl(v_)]@é}3

G =E (3“‘) + 2 (El L a”‘) %’: =4

+ [ (a“‘) +oF o ?;il +3(3) ]@)

E dunque da queste tre condizioni che noi dobbiamo ora cercare di
determinare la funzione incognita A (u, v).

§ 27.

Le equazioni differenziali fondamentali per la funziome A(x,v).

Il paragone delle formole (5), (5*) e quindi la deduzione delle equa-
zioni differenziali per A diventa facile ricordando le identita seguenti, che
abbiamo dimostrato nel Cap. I:

formole (48) § 12 E1 (aul) E, , El ou, Ju, —F, , E (aul) =G

pag. 8. Ju E 0
aul 301 aul _‘ )\2V 3170 ayo 1 320 _7&
(E‘ H th )_ Vo W’[ > Tim R

(a*) ibid. e (47)

3 d — oz a 192, &
( ul"*'F‘ax>u1 4\/4 [ o %+xax0 )T']
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= 8 950 ayo 1330
;gg(ELo+FMo)a)\+(FLo+GMo)3)\—_4\/qwz[\/p % _ v a“m_]

(34) e (38)
pag. 27,

' —2U ax — 3y, 10

dalle quali deduciamo intanto le due identita

ou 9v,\ Ju 3l om — 9
( 2y, al;) 1 [(ELO +FM,) o - (FL, + GM,) o ]z ik \/_g_gz_
ou dv,\ u al m et
( 1 3)\1 +F 3)\1) o 1 [(EPO-I- FQo) i -+ (FP, + GQ,) ﬁ—]=_4k‘v—€gz‘“

Ricordiamo in fine che si ha

formola (50) duy Ou; dv, | = [(Iv\? 0, g_ 4F°H
§12 pag. 34 1( )+2F1 3)\5\'+Gl ﬁ>_2-§)’: =W
ed in fine pag. 15)
. o
D=,

Dopo ci0o, paragonando le (5), (5%), si hanno immediatamente le #re

equazioni quadratiche seguenti per le derivate g—:; , g% della funzione
incognita:
2 \/qu 3)\ 29 s (DU+D'V) _
o 2 _VpgUd _ VpgVa _ DDU42DD'UV4DD'V'_
6) {3, 30 “kH Ou kH iFH ==

5 — 0= =0,

(ax) 2\/ qu aA L Pe 1 (DULD'VY
v, PH 4P°H

Si osservi che nella prima e nella terza i tre primi termini formano
un quadrato perfetto, onde possono sostituirsi colle due equazioni
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lineari

ou

ok \/qu+ (DU+D'V)

k\/ﬁ

& _ Vrgy ¢ o
= —I—kvﬁ(DU—{—DV),

™

dove ciascuna delle due quantitd e, ¢’ & eguale all’unita, positiva o ne-
gativa. Ma resta ancora a soddisfare I’equazione media (6), la quale per
le precedenti si riduce alla

&' (DU + D'V)(D'U + D'V) — (DD'U? + 2DD"UV + D'D"V?) — 4—11_;1 Uv.

Ora D, D', D” non sono legate fra loro da altra equazione finita che
dalla equazione (2) di Gauss, onde vediamo che, per soddisfare anche
la media delle (6), occorre e basta prendere e,¢ concordanti in segno,
cioé

e==¢=+1.

Le equazioni differenziali per la funzione incognita  sono dunque,
sotto forma definitiva, le seguenti

n _ \/pq ,
== +2kv_ (DU +D'V) |
) V (e=%1)
.pq / i
Sv U+2kv__(DU+DV).

La scelta di e=+1 o di e= —1 equivale come vedremo, alla sepa-
razione delle nostre trasformazioni B, in due classi, corrispondenti le
prime al primo sistema di generatrici di B,, le seconde al secondo.

Si osservi che i secondi membri delle (I) sono lineari omogenei in
U,V e ancora lineari in D , D", D”; come funzioni di A\ essi sono poli-
nomii di 2.° grado, perche tali sono U, V.

Ed in fine si osservera ancora che il passaggio da e=+1ad ¢= ~1
equivale a cangiare nelle (I) contemporaneamente il segno di D,D’, D”,
cioé a sostituire alla S la superficie simmetrica.
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§ 28.
I_llixhitata integrabilith del sistema (I).
Abbiamo trovato che la funzione incognita » deve soddisfare alle

equazioni simultanee (I), ossia alla equazione ai differenziali totali (del
tipo di Riccati):

PRVET kH

Noi vogliamo ora dimostrare che questa equazione & illimitatamente
integrabile, cioé che essa possiede una soluzione A con una costante arbi-
~
traria. Formiamo per cio I’espressione

= [‘/p-"w————(DU+D'V)]du+[‘/“U+ ke\/_ﬁ(D’U+D”V)ldv.

o=1 [ \/— (DU + D' V)] [ = (DU + D”V)] ;

dovremo provare che essa & identicamente nulla, in virti delle (I) stesse.
Calcolando effettivamente @, abbiamo dapprima:

0= V2w 1)+ Vpev 2(2)- Ve Z(2)+

H

4+ & (DU+D’V):( 1 ) (DU+D”V)3 (1 )+

VH VH
+VH”Q 98‘{ [\/qu+ ki/— DU+D”V)]-—
—Vé’q%[g [\/WV+2W_ D’U+D”V)]+
+2e\?ﬁ(%15)—992,)‘%1(%—%:) RO

Vrg e v "
(D5T+D ——)[kH Ut OU+D V)J—

( 3U+D,8V)[\/pqv+

(DU + D’ V)]

TV
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Ora si ha, per le equazioni (3) di Codazzi, .

dD 3D’ 19logH 13logH _,
W w3 @ DT3P

o _aD_1dlgHy, | 13logH

e d’altra parte la formola (2) di Gauss dimostra che il determinante

U |, .,V U , 3V
PartPa Dt <W"M(§ U%
DU +DV DU+ D'V )

equivale a

4pq( v aU)
T \Oa —V

Colla sostituzione di questi valori Ia Q diventa un’espressione lineare
intera in D, D’, D", diciamo:

Q=oD -+ BD + D'+ 3.

Dopo alcune riduzioni evidenti, si trova

o(='{=0
e si ha inoltre
_ R dlogH GlogH gqu( U
2:VH. p_%_;a VU U SV 2 Uax ,vﬁf),
Prendiamo ora l’identitd (26) dimostrata al § 7 [pag. 18]
v ou ' 1% lap
Ué‘i"vﬁf'k["m*m 120 +35 Y
e, ricordando che p= \/ , avremo
, . dlogH _3logH  2V7pg U\ o
v-vuel_yolel 2V (Uﬁ-vax) U4V +2W.

Per I'identitd (25) § 7 (pag. 18), il secondo membro & nullo e per
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cid anche
p=02=0;
dunque =0, ¢. 3. 9.
Ne concludiamo: Le equasioni differenziali fondamentali (1) formano
un sistema completamente integrabile.

§ 29.

| Le trasformazioni B, delle deformate del paraboloide.

Le equazioni (I) ammettono, come si & visto, una soluzione )\ con
una costante arbitraria, per la quale possiamo assumere il valore che
si vuole attribuire a A\ in un punto iniziale Fo=(u,v,) di S. Se per A
sostituiamo nelle formole (1) una tale soluzione delle equazioni fonda-
mentali (I), avremo definita una superficie S,, luogo del punto (z,y,4),
che verra a soddisfare alle condizioni b) § 25 e sard applicabile.sul pa-
. raboloide, la legge d’applicabilita fra S,S, essendo inoltre data dal-
I'affinita d’Ivory. Diremo che la superficie S, & derivata da S per una tra-
sformazione B.. Cosi ogni deformata S del paraboloide da luogo per una
trasformazione B, (fissato il valore di %) ad o' superficie trasformate S,.

Conforme a quanto si & detto al § 25, dobbiamo provare che anche
le condizioni @) risulteranno soddisfatte. Cominciamo dal dimostrare la
proprieta:

I segmenti rettilinei ¥F,, che toccano in ¥ la S, sono altresi tangenti
alla S, in F,, onde S, 8, sono le due falde focali della congruenza FF,.

Secondo 1’equazione (5) del Cap. I (pag. 9), la proprietd enunciata
equivale all’annullarsi del determinante

l m 0

ol o\ om oA ,

3l 3 ma

ossia al verificarsi della identita

, 3 3\ 3]
(Dl + D'm) [zQ,,—mP0 + (l—a’—f— ——mﬁ)é;] -
® 3 31\ O
' " om __ .\
(D14 D'm) [lMo—mLo + (z “. max)au}‘
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Ora, come si & visto al § 7, il determinante

l m 0
O=|L, M, m
P, Q I
§i annhulla, ciod si ha
9) m (1Qo - mPy) = I(IM, ~mLy).
D’ altronde, siccome
L 4
TweUTTw?
. I . . ) )N . I
se si sostituiscono i valori (I) di 3 3 nella (8), questa diventa
Vg ol
U}1Q,- mP,+ LS U(zW a‘x)]"
) Vog,(,0m 3
—D V[lMo mLo+ kHv(z g mﬁ)]—e.

Ma si ha, a causa della (9),
-U» ( 0 0, ‘7 0 0,

e 1’equazione superiore pud scriversi .

DU - D'V [}V (IM, = mLe) -+ %_%‘l(z%% — m§—i)}= 0.

Sotto questa forma risulta che essa & un’identita, annullandosi a
causa della (26%) § 7 (pag. 19) il fattore fra parentesi [ ]-

Concludiamo adunque che la superficie S primitiva e la sua trasfor-
mata S, sono le due falde focali della congruenza di rette che uniscono
i loro punti corrispondenti.

Osserviamo ancora un’altra proprietd delle trasformazioni B, che
risulta dalla forma di Riccati dell’equazione ai differenziali totali in A
(cf. § 8). Ne deduciamo:

Quattro superficie trasformate della S per mezeo di una B, tagliano le
o® comiche C, tracciate nei piani tangenti di S, in quattro punti di birap-
porto costante.
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§ 30.

Verifica delle condizioni a).

Coll’analisi del paragrafo precedente abbiamo gid dimostrato che le
superficie trasformate S, soddisfano ad una prima parte delle condizioni
a) enunciate al § 25, e cioé che i loro piani tangenti =, contengono i
segmenti rettilinei FF,. Per completare la verifica resta ancora a dimo-
strare che se S si applica sul paraboloide P, e il piano tangente = di
S trascina seco, in sistema invariabile, il piano tangente =, alla §,,
quest’ultimo viene a passare inoltre, compiuta la deformazione, per 1'una
o per l'altra delle due generatrici del paraboloide confocale P, uscenti
da F,; e precisamente per la prima o per la seconda secondo che la
trasformazione B, appartiene alla prima od alla seconda, classe (§ 27).

"Conviene pel nostro scopo calcolare i coseni di direzione X,, Y, Z,
della normale alla 8, in F,, che porremo nuovamente (cf. § 15) sotto la
forma

dx oz
X1=A§;+B%+CX,

cercando di determinare A,B,C. Poiché la direzione (X,,Y,,7Z,) &
normale al raggio FF, (§ 29), avremo in primo luogo

EXI (xl"x):O,

e basterd a questa condizione aggiungere per es. l'altra

om
2Xio2=0

per dedurne A,B,C, a meno di un fattore di pfoporzionalits‘x. Ora si
ha (§§ 25, 26)
ox ox

xl—x=llﬁ+m%

o ol i\ ox om\ oz ) .
-@—(Lo+a—l@)@+(Mo+ﬁ)—8;+(Dz+Dm>X,

onde le due condizioni sopra scritte si traducono nelle due equazioni
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lineari omogenee in A,B,C
(El4+¥m)A 4 (FI+Gm)B=0

[(EL0+FM0) (Eal + Fa"‘)gk

A\
P8 ]A+[(FL°+GMO)+( ’”)

antm)3
+ (DI+D'm). C=0.

B+

Di qui si traggono le proporzioni

A:B:C= (DI+D'm) (FI+Gm): —

A0 (DI D'm) (B1+ Fm) : (BG - F?) [lMo mLo+( ag'; 32)3*]
Ma, a causa della (26%) §7 (pag. 19), si ha
l%g_m%=_V@E(zMo nLy,
e per cid
g, mLo+(lg’f g‘i)g—i= {T%%(ZMO Lo)(\/p!lv g:;)

La prima delle equazioni differenziali (I) per A (pag. 81) dimostra
che il secondo membro dell’ultima equazione equivale

e\/H (DU+D'V) = - s\/HW

2V \/pq

sicché dalle proporzioni (10) sparisce nei secondi termini il fattor comune
" DI +D'm; e, poiché inoltre EG — F*=4H, resta

(Dl +D'm),

(10 A:B:C= ~(Fl+Gm): (El+ Fm) : 2eH* 1 (M- mLy).
mVpg

Aggiungendo alle proporzioni (10*) la condizione Y, X!=1, ovvero
(cf. § 26)
EA* 4+ 2FAB+ GB* 4+ (* =1,

risulta che i valori di A, B, C non contengono esplicitamente D,D’,D",
¢ per cid la giacitura relativa dei piani m,m resta sempre la medesima
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in qualunque flessione della S. Cid posto se la trasformazione B, ap-
partiene alla prima classe, ciod ¢=-1 (§27), le formole precedenti
combinano appunto colle (52) § 15 (pag. 44), onde segue che, applicata
la S sul paraboloide, il piano =, viene a passare per la prima gene-
ratrice del paraboloide P, uscente da F,.

Sia ora la trasformazione B, della seconda classe, e=—1. Per
vedere qui la posizione relativa di =, =, riduciamo S al paraboloide stesso;
" allora

D=D'=0 , D/=D,0=— g_‘\_/ﬂ

e le equazioni differenziali fondamentali (I) con e=—1 diventano
o Vr o Yoy,
(11) a AR 2%H U

Troviamo immediatamente 1'integrale generale di questo sistema
(illimitatamente integrabile secondo il § 28) osservando che se nella
funzione %, di u,v, ) data dalla (45,) § 11 (pag. 32) introduciamo per A
una soluzione del sistema (11), la », diventa una costante. Poiché invero

denotiamo con (aﬁ) , (%) le derivate totali di », rapporto ad «,v;

ou v
‘avremo
O, ou, | Ou; oA au, \/ pq ou,
(au) u + X + 2T N
du\ _ O | du O au1 \/ pq Sul
(av) T m o T2EE Vo

Queste, a causa delle (47) § 12, possono anche scriversi

(au.) \/pq v <8u1 + 2E)\ H)

0 H oA W2
ouy qu ou,  2kNH
(av) FH U( + 55

e sono nulle identicamente a causa della (51) § 12 (pag. 35). Abbiamo
qu1nd1 il risultato analitico: L’ mtegmle generale del sistema differen-
giale (11) &

- o, = cost.te
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Interpretandolo ora geometricamente, si ha appunto la verifica ri-
chiesta. E invero risulta che, riducendo S al paraboloide P,, la superficie
trasformata S, si riduce ad una generatrice u, = cost.t* del secondo si-
stema di P, !) e per questa generatrice viene quindi a passare il piano =,.

Abbiamo cosi verificato in effetto che le superficie trasformate S,
soddisfano a tutte le condizioni @) del § 15. Ma importa osservare che
inversamente: Le condizioni a) bastano da sole ad individuare le trasfor-
mazgioni B,. :

E infatti come dalle equazioni differenziali (I) seguono i valori sopra
calcolati pei coseni di direzione X,,Y,,Z, della normale alla S,, cosi
inversamente da queste espressioni di X,,Y,,Z, seguono le equazioni
differenziali stesse.

§ 31.

Corrispondenza delle asintotiche sopra S e S,.

Dalle considerazioni superiori possiamo trarre una prima dimostra-
zione del teorema: Le trasformazioni B, delle deformate del paraboloide
conservano le linee asintotiche. Diciamo cioé che sulle due falde focali S, S,
della congruenza rettilinea FF, le linee asintotiche si corrispondono,
ciod la congruenza stessa & una congruenza W.

Secondo il teorema di Ribaucour, ricordato al § 15, basterd dimostrare
che fra gli elementi delle due falde focali ha luogo la relazione carat-
teristica '

8 1
sen’Q~ VKK’

indicando con 3 la distanza focale, con @ I’angolo dei due piani focali e
con K, K, le curvature
1

1
3 0 Ki=—=
[4 1

¢

K=

delle due falde. Ora se la trasformazione B, appartiene alla prima classe,

1) Colle notazioni del § 11, il punto di coordinate
E=V-Z_7 (e +v) , 7 =V§(ul—’01) , G=2u, v,

descrive la generatrice u, — cost.t di P, ed il punto (,¥,%) di Px che gli cor-
risponde nella affinitd d’' Ivory descrive quindi la generatrice corrispondente.
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ivaloridi A,B, C combinano, come si & visto sopra, con quelli dati al
§ 15 o la relazione di Ribaucour colla (57*) (pag. 46):
ou ov
EU* 4 2FUV -+ GV* + k,,( e —T ax) Weop, .

Questa, come abbiamo avvertito al § 15, & un’identitd in u,v,X e
il teorema & dimostrato. Se poi la B, appartiene alla seconda classe,
nelle formole per A, B, C cangia solo il segno di C e la relazione di
Ribaucour si riduce alla medesima identita (57%).

Un’altra conseguenza importante si pud trarre dai risultati del §
precedente, e cioe il teorema:

Se la deformata primitiva S del paraboloide é una superficie rigata R
anche tutte le sue trasformate S, per trasformazioni B, (di prima o di
seconda classe) sono rigate e le trasformazioni B, diventano quelle del
Cap. I

Per dimostrarlo, supponiamo che la rigata R abbia le sue generatrici
corrispondenti per deformazione continua per es. alle generatrici (v) del
paraboloide; avremo allora (§ 6)

D=0, D—=— 2\)@“ D= 2VH. ¢l0).
1.° Se la B, appartiene alla prima classe 8i ha e=+1, e le equazioni
differenziali fondamentali I (pag. 81) si riducono alle due

EE—O oA Vo(v)
- w  k

Cosi A & una funzione di v soltanto, che risulta precisamente deter-
. minata dalla equazione di Riccati al § 7 per le trasformate rigate R,
della R, cid che dimostra il teorema. :

2.° La B, appartenga alla seconda classe: allora le (I), essendoe= ~ 1,
diventano

Ve, N \/pq VP(U)
8u =27 Y = Ut+—

ed il calcolo stesso eseguito alla fine del § precedente dimostra che w,
risulta funsione di v soltanto, avendosi identicamente

ou,
(aw) 0-
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Per cio sulla trasformata S, le geodetiche u,= cost.t® corrispondono
alle rette v=-cost.t® di R e, pel teorema della conservazione delle asin-
totiche, sono quindi esse stesse asintotiche, conseguentemente rette.

Dunque la superficie trasformata & una rigata R, ,c.d.d.

§ 32.

Seconda dimostrazione della corrispondenza delle asintotiche.

Della proprieta delle trasformazioni B, di conservare le linee asin-
totiche andiamo ora a dare un’altra dimostrazione, la quale ci condurra
altresi a stabilire altre importanti proprieta delle nostre trasformazioni.

Premettiamo la dimostrazione di semplici formole relative alle linee
asintotiche di una superficie S qualunque. Sia ¢ una qualunque asinto-
tica di S ed s il suo arco. Colle notazioni consuete abbiamo lungo @

Ddu*+ 2D"dudv 4+ D" dv* =0,
ovvero

(Ddu + D' dv)* = (D —DD") dv*,
od anche

Ddu + D' dv)* = vt

EG-F*
p2

1 .- . . .
essendo K= — 7 la curvatura della superficie. Possiamo dunque scrivere

e
Ddu-+D'dv= \/EG‘; F v,
da cui segue anche
_VEG—P

DNdu+D'dv=F Y u

i segni superiori avendo luogo per le asintotiche di un sistema, gli in-
feriori per quelle dell’altro. Abbiamo dunque: Lungo una linea asintotica
a di ogni superficie S sussistono le relagioni

du , dv \/ EG —F* dv
. D ds +D ds * p ds
(12) VEG=F
du o & _VEG-Fdu
ds + D =+ p ds’
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 segni superiori avendo luogo per le asintotiche di un sistema, gli inferiori
per quelle dell’altro.

Quale relazione ha il segno della torsione dell’asintotica coi segnmi
nelle (12)? Facilmente si vede che i segni superiori corrispondono alle
asintotiche a torsione positiva (sinistrorse), gli inferiori a quelle a tor-
sione negativa (destrorse), ed anzi dalle formole (12) stesse si trae nuo-
vamente il teorema d’Enneper (vol. I pag. 159), precisato nel segno 1).

1) Indichiamo qui rapidamente la dimostrazione. Se per la linea a si man-
tengono le consuete notazioni della teoria delle curve (Lezioni Cap. I) si ha

« B 1
1§, dh_(a & &
=2 % =% @ &
A n v

Ma poichd la linea a & asintotica, abbiamo

A—=+X , p=t+Y , v==4%,

indi
w  dy e
ds ds ds

1

@ T—|4E 4 az
ds ds ds
X Y Z

Ora

dr__oxdu , % dv
s~ mdsTawds
. © per le formole fondamentali delle Lezioni al § 55 (pag. 117) si ha

X _ FD'—GD3x FD — ED’ 2z
™ EG—F ou T EG—F

3_X_FD”—GD’2)_a:+FD’—ED” ox
v EG—F% u ' EG—F &'

Sostituendo in («), il secondo membro si scinde nel prodotto di due determi-
nanti, di cui il primo

dx dx

W 3w X

dy Yy R
% o 1 |=VEG—F,
oz oz

3w w %
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Supponiamo ora che la nostra superficie S sia una deformata del
paraboloide Py, e applichiamo le formole (12) per formare, secondo le
equazioni fondamentali (I), la derivata A considerata, lungo la linea a,
come funzione di s. Abbiamo

d\  O\du , O\dv Ve ryy] du
& uds Twds { Vet va PU DY ’]%“F

Vg ]dv
— (DU4-D'V)| ==
| + %% Ut g UV
Le (12), essendo qui
VEG-F _ 2V
p Ve’
danno
fp®_ 2Vrd
ds ds VH ds
D,du+D,,du _2Vpq du

e resta quindi

’” _ Ve (vd“+U ) (Uf’lg—v@)

~ EH d ds

o in fine

JA_2\/E dv
) &= 3H U@
o

a  2Vpq . du
x =Lt -
(187) | & Vs

¢ resta quindi

3= VEO—F || @ —ED) 24+ (D — 50 32| 22 —

- [(FD’—GD)-&?-HFD" GD) & ] 3:1

Osservando le (12) del testo si ha infine

() s (r8 o)) -2
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secondo che il segno di ¢ concorda o meno col segno nella prima delle (12).
In altre parole la (13) vale per le trasformazioni B, di prima classe ed
asintotiche sinistrorse e per quelle di seconda con asintotiche destrorse,
la (13) nei casi opposti.

Ora, lungo la linea a, le quantitd »,», U,V ,H sono funzioni.note
di s, e per cio la (13) o (13%) da per la funzione \(s) un’equazione diffe-
renziale del 1.° ordine del #ipo di Riccati, che dipende soltanto dalle
espressioni delle coordinate curvilinee % ,» di un punto mobile sopra a
in funzione dell’arco s.

Supponiamo ora che la superficie S si deformi, piegandosi attorno
all’asintotica @ mantenuta rigida !). Per quanto si ¢ detto, 1'equazione
differenziale (13) (o (18*)) restera sempre la stessa, e, se fissiamo di pid
il valore iniziale %, di A per un valore iniziale s, di s, anche la funzione
A (s) resterd sempre la stessa. Ma il valore iniziale ), fissato per ) fissa
altresi, per ogni speciale configurazione di S, la superficie trasformata S,
e, su questa, la linea @, che corrisponde ad a sard data dalle formole

ox ox
xl=w—|—l§1;—{—m% ecc.,

ove il punto (u,v) percorre la linea a. Siccome lungo a le quantitd

dr Ox
Tz s 3 A i,m
mantengono inalterato il loro valore, lo stesso accade di z,,,,#;; lalinea
a, rimane dunque fissa e rimangono pure invariabili in grandezza e po-
sizione i segmenti FF, congiungenti i punti corrispondenti di a,a,.

Di piu, siccome il piano tangente a S, in un punto F, di a, contiene
il segmento FF, e la tangente in F, alla a,, anche questo piano restera
fisso. Dunque: la linea trasformata a, resta fissa coll’ asintotica a e la
superficie S, conserva sempre, lungo a,, le stesse normali.

Ma fra le configurazioni di S, ad asintotica rigida @, vi ha pure (pel
teorema di Chieffi) quella della rigata R ottenuta conducendo pei punti
di a le tangenti alle geodetiche g di § trasformate delle rette di un si-

1) 8i ricordi [Lezioni I pag. 243] che, rendendo rigida un’asintotica, la su-
perficie pud ancora deformarsi in infiniti modi. Precisamente queste deforma-
zioni dipendono da una funzione arbitraria di una variabile.
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stema del paraboloide. La trasformata S, & allora una rigata R,; sulla
quale la a, & un’asintotica; dunque questa linea @, & ancora asintotica
su tutte le superficie S;. Il teorema della conservazione delle asintotiche
nelle trasformazioni B, & cosi nuovamente dimostrato.

Di piu, mediante 1’equazione differenziale (13) o (13*), noi abbiamo
come risolute le trasformazioni B, delle deformate della quadrica in
trasformazioni di singole curve: le loro linee asintotiche, precisamente
come le trasformazioni di Béacklund delle superficie pseudosferiche pos-
sono risolversi in trasformazioni delle curve a torsione costante che ne -

sono le asintotiche.
§ 33.

Proprietd ulteriori delle trasformazioni B,.

Proseguiamo 1e’nostre considerazioni geometriche, sempre supponendo
che la superficie S si fletta attorno alla asintotica rigida a. Per ciascuna
configurazione di S consideriamo la trasformata S,, fissata da un segmento
iniziale FF,, assegnato in grandezza e direzione nel piano osculatore in
F di a. .

Si & visto che la linea @,, corrispondente sopra S, alla @, resta sempre
la stessa e si conserva asintotica di S,. Vogliamo ora dimostrare di piut
che la superficie S, si deforma alla sua volta attorno alla asintotica ri-
gida a,. Per cid0 osserviamo che quando la S, in una qualunque delle
sue configurazioni, si applica sul paraboloide P, la linea a occupa sempre
su P, una medesima posizione «, ed i segmenti FF, uscenti dai punti
F di a vanno sempre a collocarsi nelle medesime posizioni, tangenti nei
primi estremi F' a P, e terminate nei secondi F, al paraboloide confocale
P., sul quale disegneranno una linea fissa o,. Per la legge d’applica-
bilita, data dall’affinitd d’Ivory, segue che se si applica S; sopra Py, la
linea @, andra sempre ad occupare su P, la medesima posizione, quella
che corrisponde, nell’affinitd d’Ivory, alla o, di P, !). Abbiamo dunque
il teorema :

Se si deforma la prima falda focale S di una delle nostre congruenze
W attorno alla linea asintotica rigida a, e contemporaneamente si tiene

1y In altre parole le formole d'applicabilita (45) § 11 (pag. 32) faranno sempre
corrispondere ad un medesimo punto della linea ¢, un medesimo punto-del pa-
raboloide P, .
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fisso un segmento focale imiziale uscente da un punto di @, anche la seconda
falda 8, si deforma attorno alla corrispondente asintotica @, mantenuta
rigida.

Un corollario notevole di questo teorema si ha considerando quella
particolare configurazione di S che & data dalla rigata R circoscritta
alla S lungo 1’asintotica a, secondo il teorema di Chieffi. Allora anche
la trasformata S, sara rigata e coincidera colla rigata omologa R, cir-
coscritta a S, lungo a,. Si ha dunque il teorema:

Le due superficie rigate R , R, circoscritte lungo due asintotiche corri-
spondenti a ,a, alle due falde focali S ,S, di una delle nostre congruenze
sono alla loro volta le due falde focali di una tale congruenca.

Si osservi che per ogni coppia di asintotiche corrispondenti a , a, si
ottengono cosi propriamente due tali coppie di rigate (R sR;) secondo
che per formare la R si tirano, lungo a, le tangenti alle geodetiche di S’
trasformate del primo o del secondo sistema di generatrici del para-
boloide P,. :

I risultati precedenti ci conducono ad un’altra importante conse-
guenza, che per le deformate rigate venne gia stabilita al § 13, e cioé
al teorema: ‘

La relazione fra le due deformate S, 8, del paraboloide é reciproca ;
la superficie S proviene cioe per la trasformazione B, da S, come la S, da S.

E infatti, considerando la coppia (R, R;) di rigate circoscritte lungo
due asintotiche corrispondenti, sappiamo gid che R, R, si trovano in
relazione invertibile.

Dunque, siccome nell’applicabilita di S, sopra R, ’asintotica @, rimane
rigida, se si distende S, sul paraboloide, i segmenti ¥, andranno a col-
locarsi cogli estremi F sul paraboloide confocale P,. Pel modo stesso
come abbiamo determinate le trasformazioni B, dalle condizioni 3) § 25,
ne risulta appunto che S, & trasformata della S mediante la Bj.

}§ 34.

Corrispondenza dei sistemi coniugati permanenti sopra S, S,.

Abbiamo visto che ad ogni sistema coniugato di S corrisponde un
sistema coniugato di S,. Ora fra i sistemi coniugati di S ve ne ha uno,
perfettamente determinato, caratterizzato da cio che il sistema corrispon-
dente per I'applicabilitd sul paraboloide & egualmente coniugato; lo
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diremo il sistema coniugato permanente di S. Esso & formato da due
sistemi di linee reali od immaginarie, ma sempre distinti, salvo quando
la S & una rigata R, ché allora esso si riduce al sistema delle genera-
trici di R (contato due volte) ).

In ogni caso vale il teorema:

Nelle nostre congruenze W, colle due falde focali S ,S; applicabili sul
paraboloide, si corrispondono sopra S, S, i sistemi coniugati permanenti.

Per dimostrarlo cominciamo dall’ osservare che le due seconde forme
fondamentali del paraboloide P, e della superficie S sono rispettivamente,
in coordinate u,v:

2D, du dv
Ddw* + 2D du dv + D" dv?

e per cid il loro sistema coniugato comune, la cui equazione differenziale
si ottiene eguagliando a zero il Jacobiano delle due forme, sara dato da

(14) Ddw—D'd* =0.

Per Paltra superficie S, la seconda forma fondamentale & propor-
zionale, pei risultati dei §§ precedenti, alla stessa

Ddw + 2D dudo+ D" de* .

D’altronde, nella applicabilitda di S; su P, le trasformate delle rette
di P, sono le linee u, = cost.t , v, = cost.te, sicché la seconda forma fonda-
mentale di P, & proporzionale, in coordinate u,,v,, al prodotto du, dv, e

quindi, in coordinate «,v, essendo »; funzione di A (vl %) & propor-

zionale all’espressione
du, aulax) du, Sula)\ dn
[(8u+3)\3ud +( axa) Haud ut 55 ]

che scriviamo
Adw® -+ 2 Adu dv + A dv?,

1) E infatti se questo doppio sistema & di linee coincidenti, esso & formato
"di asintotiche tanto sul paraboloide che sulla superficie S; queste linee di S,

essendo asinfotiche eggeodetiche, sono rette.
7
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ponendo _
_(%Jr%_a_x L (au1+aulax 3)\+(3u1 %a_x)a_x
“\9u ' 3\ dudu’ du ' 9\ Su)av o\ v du’
Su, | duy OX\ N
" 1 L bl T
A= (av T av)av'

L’equazione differenziale del sistema coniugato comune ad S, e P,
(sistema coniugato permanente di S,) & adunque

Ddu+D'dv Ddu+D"dv
=0 R

Adu-+ A dv A du+ A" dv
ossia

(DA —D A d?+ DA —D'A)dudo+ (DA —D'A)d?*=0.

Dobbiamo dimostrare che questa coincide colla (14), per il che oc-
corre e basta verificare che si ha

DA —D'A=
ossia

Quy,  du, M\ N o (O, Quy IN\ IN
D(ﬁ? 375;,)55—”( +§xéa)5——°-
Ma, per le formole (47), (51) del § 12 (pag. 38, 35), si ha

g__ . V0w — NBU oy 2kMH
=tV s =V e

onde la identitd da dimostrarsi diventa

(2\/1; U_kﬂgk)a_x__D,,(m/ V— ax)g_:‘___().

Per le equazioni fondamentali (I) (pag. 81) la precedente si scrive

D[\/p—qU—Ev—z—ﬁm'v+D"V)].[\/FqU+E‘/—QE<D'U+D"V>]—

—o[Vav— Yooy [vary+ L ov+ o] =

=D [m UG 00 DHW]— D” [M V- OU+ D'V)2] =0
»
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Riducendo, questa diventa
(DU* — D'V¥) . |ng -|-§14- (DD’ —D") | =0,
ed ¢ una identita, essendo per I'equazione di Gauss § 26 (pag. 77)

p g 4mq
4 — 2 T e ————e
DD D*= i

11 nostro teorema & cosi dimostrato.

§ 35.

Superficie deformate dell’iperboloide ad una falda.

Veniamo ora alle deformate generali dell’ iperboloide ad una" falda.
Riprendendo le notazioni del § 16 e segg., supponiamo che sia S una
deformata qualunque dell’ iperboloide Q,, intrinsecamente definita dal
ds® di Q, e dalla sua seconda forma fondamentale

Ddu® 4+ 2 D'dudv + D"dv®.

I coefficienti D,D',D" dovranno unicamente soddisfare all’equazione
di Gauss ed alle equazioni di Codazzi, che per le formole al § 16 di-
ventano rispettivamente

4 abe -

TR Y
(15) DD — D=

oD D' 12logp (_l_alogp 2\
(%_SE~2 v D+ 2 u +u—|—v)D
oD” SD’_(lalogp 2 )

, 19logp
W w2 TaioP Ta e D

(16)

Secondo il metodo generale descritto al § 25, consideriamo la su-
perficie S, luogo del punto (x,, 4, #),le cui coordinate sono date dalle
formole

ox ox
7 w1=m+Z@+m-a—vecc.,
dove !, m hanno i valori assegnati dalle (66), (67) § 16 (pag. 49) colla

determinazione superiore dei segni, e 6 & una funzione incognita di «, v
da determinarsi.
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Calcoliamo in- primo luogo 1’elemento lineare
dsi = E, du® 4 2 F, du dv 4~ G, dv*

di S,. Derivando le (17), abbiamo

o, . oz dx - [olox  9m dx] 06 A
S = Lo gt Mo, +Diom X*[a‘eai*'a@ﬁv‘}é‘ﬂ[‘)’*(l) ‘,DW”]X
oz, , ol 9z |, Im x| 30 Ve "
5= Fogy Qg DS [aerE%}%Jr[(D‘Do)”DmJX’

dove L,, My, P,, Q, hanno i valori (70) § 17 (pag. 51).

Consideriamo in particolare la superficie S ridotta all’ iperboloide Q,
e la 8, ridotta ad una generatrice (6) dell’ iperboloide confocale Q. Ado-
perando le medesime notazioni come al § 26, abbiamo

31’0 axo 3:1)0 ’

51;' = 0 au + MO + D

o2 4 0,2 4 DX,
ox, 9ol dx, , om ox,

/T ww+%%'

Da queste formole deduciamo (cf. §265:
E,=E,+ 2| (EL,+FM FL, -+ GM,) o7 . 2
1= Ly ( 0+ 0) ae+( 0 0 ae @—’_
+ Z (3230) (_) _I_ (Dl+ DI m)2 . Dlgmﬁ
2
Fi=Fo+{(BP+FQ) 5+ ER+60) G 5+

i)
(18) +[(ELO+FM) 6+(FLO+GM)3”’] Al

W W

37\ 3630 T Ty T
+26®.@%+mHanDHDm%mﬂm

P 6
m}@_}_

ol :
G,=0Go+2 ‘:(EPO +FQy) % + (FPy+ GQo) |3

+Z()(> + (D1+D'mp—D2E,
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dove E,, F,, G, hanno il medesimo significato come al § 19:
o7, o 851; oT,\2
(3 e 35 0 2

ed i valori effettivi (83) ibid. (pag. 57).
Cid posto, noi dobbiamo determinare la funzione incognita 6 =6 (x,v)
in guisa da soddisfare le condizioni b) al § 25, cioé da identificare i due

elementi lineari '
E, du* + 2 F, dudv + G, d*

E, du? + 2 F du, dv, -+ G, de?
le funzioni u,, v, di u,v essendo date dalle formole d’applicabilita (89)

§ 20 (pag. 60) ed E,, F,, G, avendo i valori (90) ibid.
Dovremo dunque confrontare le (18) colle altre

E = (a“‘) +2(E1 C a”’) g—::‘—g%+

ou, du, v, v, 20\3
% (%”wa+&(H«ﬁ
Su; u, ouy v\ [Ou, 30 = Ou, 30
Fi=E 5 5 +(E1 3 +h ae) (av £ W%)

ou, duy oy dv,\27 06 20
+[ < )+2F‘ % ae+G*( )]Suav

3 3 30, Buiy 90
G =E (ul)‘”(E‘ % +h a?t);) e

ou, Su, o, v\ 2 20\*
+[(»“Ew%+&%”‘@"
il confronto ci fornira le equazioni differenziali caratteristiche per 6 (cf.
§ 27).

(18%)

. § 36.

Le equazioni differenziali per la funzione 6 (u,v).

Per paragonare i valori (18),(18* di E,, F,, G, occorre in primo
luogo ricordare alcune identitd stabilite nel Capitolo I, e cioé le seguenti

ou,

aul aul_:FO’Fl(a ) :GO

— (3
(92%) § 20 (pag. 62) E, ( “l) =F,, B 52 5
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g5 Su, o aul 4abc v T, ., 3G, 0% ]
g % (Elae +F 86) 774 W |9 nﬂae bcoseae+c 80+k
a8

B2 (w0 )0 4abe U[, 3% . o0 2_930 k]
58 ( 135 +F, 86) v WE|? senf 3 —b'cos 20 + —|—

om 4abc V ‘s 3‘ , o, 1%
E:_a’b’c’W[a 0 —Ycos b 2 t¢ —]

L
om  4dabeU [, T, ayo ,0%,
(EP,+FQo) 96+(FP°+ GQo) 5= 777 W {a sen § o5'—b'cosb =%+ 86]

3l :
(ELo + FMo) 55+ (FLo +GM,)

(85) § 19 (pag. 58)

dal cui confronto si rilevano le altre

abe l
abc W

om

du, AR
( ) %]—m

5o+ o ) 3 —| L P G (FL + GM)

o AN, be U
(BE+R5) - [(EPOJFJFQo ) o+ (PR, GQ9 39] —ap e U

In fine ricordiamo la formola

Bu, o + G, (301) 2 (85?0)2_ 4 1 abe (u+v)*p

= (0
(¢) § 21 (pag. 65) El( “l) +2F = 5 30 %) = 7re N

e le altre

Z=(u—|—'v)%,m (u-{—vXV,D" (u4+":f;”

Dopo cid, paragonando le (18) (18*), risultano le seguenti tre equa-

zioni quadratiche in — % , %
u
4 ¥ abe 0 8 kabe 36 4abc ., |
g Ut (Su) T il o P
—~(u+v)* (DU +D'V)¥ =0
4 K abe 0030 "4 kabe

o0
/zblz 12( )2 9 av a/b’cl (U—“+Va)
— (u+v)* (DD' U+ 2DD" UV +D'D'V?) = 0

4 k¥ abe o6\* 8kabc 00 , 4dabc _,
lzbm Iz( + ) ( )_—&!b!‘d‘U%'}_(u_i_v)z; -

— (42 (D'U4D"Vy=0.
(%) gﬂ—t{,‘bb crescone { QM“W/AMj;? 4 Lu 'é ﬁq%wumwuw ey //(av?) B%(/ ”/‘0\
Qo oll el mmmgivaie M o 77"” 7/”72? e st
ZMAZ/W,,JU (E/ B0 JWVM c U v hey e

'u/v —~b/£ quenmb + La(u. —‘()Je‘,é ~é01/ i‘l/)

(@)

V:: —i b 3 emd »LCL(}?L«!].@V(-) -+ cczﬂg,/
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La prima e la terza, risolute rapporto aa8 ,g , danno (cf. § 27)

26 abr! Ibll ,
St AR Ve V_(DU—|—DV)
N_ 4V yye 2V yytp),

v k(utv)®p

2% Vabe Vp

dove ¢, ¢ in valore assoluto sono eguali a 1. A causa poi della equa-

zione di Gauss
4 abe

NET TN

si vede che per soddisfare anche la media delle () occorre e basta as-
sumere ¢,¢ concordanti in segno. Le equazioni differenziali cercate per
6 assumono dopo cio la forma definitiva:

DD' — D%=

(<!
206 ab'd altd "
e T AR TEVaevs OV T
(11 (e==1)

N EL] abed . at'c
g U % _(DU+D'V).
3= Earois O T oy O U DY)

La scelta di e=-+1 ovvero e= —1 corrispondé anche qui, come al
§ 27, alla separazione delle trasformazioni B, in due classi.

Come si vede, le equazioni (II) hanno una struttura del tutto ana-
loga alle corrispondenti (I) per le deformate del paraboloide e nel pa-

1—senb . , . . g
rametro A = cos 6 esse equivalgono ancora ad un’equazione ai dif-

ferenziali totali del tipo di Riccati.

§ 37
Illimitata integrabilith del sistema (II).

Andiamo ora a dimostrare che le equazioni simultanee (II) per la
funzione incognita 8 costituiscono un sistema completamente integrabile.
Dovremo dimostrare per cid che I'espressione (cf. § 28)

9 v Kl [ U D
u [(uto)’p 2\/abc\/~

=% |wrore 2\/0;5\/(,

DU+D’V)] — U+D'V)
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si annulla identicamente, se si ha riguardo alle (II) stesse. Col calcolo
effettivo troviamo dapprima

VU V_afn U 2 (U—V) D’
T wroe (u+v)*av(p> wtor au()+ wro'e 5 Vabe Vo

\/abe OU+DV)5. ( le) \/abc (D'U+D'Y) 2 (V?) +

e B ?—D_SD' _ SDII_aDI
+2vrbcv‘;[U(av )V 3]+

V'=U)+

1 V[ a'b¢ abd
5 +e D'U+D"V
(utv)*p 08 [k(u+'v)’p 2k\/abc\/ DU+ )]
1 oU[ a'b¢ abd
— TS ——(DU+D’
(utv)’p 06 {k(%+v)2 PY \/abc\/p( + V)]+
. 'b’ 4
te—20°¢ [U( a54-1)'3‘7) V(D’ = +D"%§)]+
Qk\/abc(“'*'”)zp"
ab¢ (03U Y
+ Thasy OV D)( U%).

Ed ora, sostituendo per '

D oD 3D" 3D

" T2 oV
DD D’Sv o’ wm v

i valori dati dalla equazieme (15) di Gauss e dalle (16) di Codazzi, ab-
-biamo per £ un’espressione lineare in D,D’, D"
@=aD4BD' +yD"+38.
Troviamo subito
o=7=20
e per 3,9 le formole

2¢ \/?z_bé\/_pp=(u+v)2p.8=v’-U’+glo—g—pU—MV+u—L(U—V)+

ou o
2a'b¢ ( v v oU
Euto)p\” 36 8—0) )

Quest’ultima espressione, moltiplicata per

abe p (u+v)?,
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diventa
(V = U) [B6* (1 + w0} + @ (u—0)* + a*b® (1 —un)?] L
+ 22U v (1 + wv) + a*c®(u—v) — a*bPo(l —uv)] —

— 2V cu(l +uv) —a*c(u—v) —a*b*u(l —uv)] +

T2 Ve~ Vm);

I X4
abc a’b'¢ (U ov SU)
essa & identicamente nulla, come risulta dal calcolo eseguito al § 17 per
determinare la quantitd ivi indicata con N.
Se ne conclude che a,f,y,2 sono tutti nulli e per cio anche Q, onde:
Le equazioni (1I) formano un sistema completamente integrabile. La,
sua soluzione generale 6 contiene una costante arbitraria, che si fissera
dando il valore iniziale 6, di 6 per un sistema iniziale (u,v,) di valori
delle variabili.

§ 38.

Le trasformazioni B, per le deformate dell’iperboleide.

Abbiamo cosi stabilite le proprieta fondamentali che assicurano 1’esi-
stenza delle trasformazioni B, per le deformate generali dell’iperboloide
ad una falda, ed ora possiamo dedurne tutte le proprietd gia dimostrate
per le deformate del paraboloide. Cosi tutti i teoremi dal § 29 al 34
sussistono ancora per le deformate dell’iperboloide. Sarebbe inutile ri-
peterne gli enunciati; solo converra indicare i punti ove le dimostrazioni,
a causa delle formole diverse, debbono essere modificate.

1.c Per dimostrare che la superficie S e la sua trasformata S, for-
mano le due falde focali della congruenza FF,, generata dalle rette che
ne congiungono i punti corrispondenti, bisogna verificare che si annulla

- il determinante

{ , m , 0

3l 3 om 30 ,
L0+E% N Mo+‘a—e'@ ,Dl +Dm

ol 36 om 96 o e
Po‘f‘g@g{, ) Q°+3—6§{; , DU+D"m




106 CAPITOLO II. — § 37 ' N

che cioé si ha identicamente

(Dl + D'm) [(on —mPy) + (z%_'g_mg%) ai:] -

om ol\ 36
-— 4 ,, — — —— —— ] ——
=(D'l+D"m) [(ZM0 mLy) + (l % mae) Sv] .

Ora si ha, per la (72) § 17 (pag. 51)
Z(ZMO - mLo) = m(lQo —_ mPo)
e inoltre
l=(u+v) o

e la identita da dimostrarsi, osservando le equazioni fondamentali (IT),
diventa

, av'e D om dl\ _
DU (Qs - mP) ~ D'V (Mo —mPo) + - Fwros (DU - V")( 3 gg)~0-

Questa, a causa della relazione

ZQo—mPo_ lMo—mLo
u Vv ’

pud scriversi anche

N b”(aﬂ g
(DU DV)[ @ - my) + oo (15 —ma—g) —0;

essa trovasi verificata a causa della identitd (76) § 17 (pag. 53).
2. Per calcolare i coseni di direzione X,,Y,,Z, della normale alla
S, (cf. § 30) 'si ponga ‘

v A% o
X,—A§;+B5&-+CX ecc.
. Procedendo come al § 30, si trovano le proporzioni
A:B:C=(Dl+D'm) (Fl+Gm): — (DI+D'm) (El+Fm):

am a1\ 8
. . ) — e — )
. (G F)[ZMO mL°+(l " ’”ae)au]’

e ‘servendosi della identita gia sopra ricordata (76) § 17, e del valore di
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i]
g—“ dato dalla prima equazione fondamentale (II), si vede che i tre se-

condi termini della proporzione hanno il fattor comune DI+ D'm e resta

A:B:C=— (FI+Gm) : (Bl +Fm) : 2?‘1“;’” (M, —mLy).

I valori di A,B,C non contengono quindi esplicitamente D,D’,D”,
onde segue (cf. §3'O) che la giacitura relativa dei piani =, =, tangenti
a S,8S, (piani focali della congruenza) rimane la stessa per qualunque
flessione di S. Dopo ci0 basta continuare come al § 30 per rico-
noscere che le superficie trasformate Sl soddisfano alle condizioni 5)
del § 25.

Segue di qui, come al § 31, che le trasformazioni B, per le deformate
dell’iperboloide conservano le linee asintotiche, ed ancora segue che, ap-
plicate a superficie rigate, danno sempre come trasformate altrettante
rigate.

Anche la seconda dimostrazione per la conservazione delle asintotiche
(§ 32) conserva il suo valore, appoggiandosi sulle formole (12), e da essa
si traggono le medesime conseguenze come al § 33.

3.9 Per quanto riguarda infine la corrispondenza dei sistemi coniugati
permanenti sopra 8,8, (cf. § 34), questa si tradurra da prima nella equa-
zione

u, . Ou, 96\ 30 D’ Ou, , ou, o9\ 06
( T3 a‘v)% ( T 974)@=

Ma se si prende il valore di u, dato dalla (89) § 20 (pag. 60) e si in-
dica per brevitd con ¢ il denominatore

b= [ A (s + o u o wr] 1 45e00),

si trovano facilmente le formole

du, __ 2abe 1+sen0V du, _ 2abc 1+sen_(_5U
u  dbd P "w oAbl @ ’

ou abc (1+senb
361 k“%m )( +v)°p,
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¢id che riduce la identitd da dimostrarsi alla seguente

0
Y

[2U L ko) ?ﬁ]g—emp"[zv k o (uto)'p ae]

Ed ora, facendo uso delle equazioni fondamentali (1I), questa si con-
verte nell’altra

D[ 2—Mp(D’U+D"V)2] 1)"[v2 (“+”

T abe p(DU+D V) ]

(u+v)

” N
Sep(DD” D)}.—O

= (DU~ D"V [1

la quale trovasi identicamente verificata a causa della equazione di
Gauss (15) § 35. ‘
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CariToLo III.

Le trasformazioni B, per l¢ deformate delle altre specie i quadriche

§ 39.

Considerazioni preliminari — Enunciato di un problema generale.

Nelle ricerche sulle deformate delle quadriche sviluppate fin qui si &
trattato esplicitamente solo il caso delle quadriche reali rigate: il para- -
boloide iperbolico e 1'iperboloide ad una falda. ‘

Ma ¢é ben chiaro che tutta la parte analitica della trattazione, e quindi
anche il contenuto geometrico, conserva inalterato il suo valore per qua-
driche di qualunque specie, reali od immaginarie. Cominciamo qui ad
enunciare, sotto altra forma, i risultati principali della nostra teoria, senza
preoccuparci dapprima della distinzione fra reale ed immaginario. Sara

-utile al nostro scopo di collocarci da un punto di vista pilt generale e

riguardare le nostre trasformazioni come trasformazioni infinitiformi degli
elementi piami o faccette dello spazio. Seguendo i concetti di Lie, riguar-
deremo come elemento piano 1'insieme di un punto P e di un piano =
incidenti, e poiché il piu delle volte bastera considerare del piano = solo
un intorno infinitesimo del punto P,. diremo anche I'elemento una fac-
cetta, di cui P sara il centro e = il piano.

Le faccette f dello spazio formano una varietd a cinque dimensioni,
dipendendo ogni faccetta da cinque coordinate indipendenti, per le quali,
riferendoci ad assi ortogonali, prenderemo colle notazioni di Monge le
quantita

Z:Y,2,0,9-
Qui #,y,# indicano le coordinate del centro della faccetta, mentre

p q —1
Viir+d ' V1i+/+d Viip+¢

danno i coseni di direzione della normale al suo piano.
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Ora consideriamo una trasformazione infinitiforme delle faccette dello
spazio, che ad ogni faccetta f==(x,y,2,p,q) faccia corrispondere o'
faccette f’=(',¥,7,9,q).

Una tale trasformazione sara analiticamente rappresentata da quattro
relazioni fra le coordinate di f e f”:

Fi(z,y,2,p,9 ; 2,¥,4,0,4)=0
Fe, . . . . ... . . .¢)=0
Fa%, . « v « v « . . . q)=0
(E(w, . ... ... d)y=0.

(1)

Se facciamo percorrere ad f=(z,y,#,p,q) le ©® faccette piane di
una superficie #2=2(z,y), ove dunque
oz oz

ax ’ q_é:’-/’

le corrispondenti faccette f formeranno una tripla infinita ed in generale
sarda impossibile distribuire queste ©® faccette [ in una semplice infinita
di sistemi oo® costituenti altrettante superficie S'.

Perche cid abbia luogo occorre e basta che, ponendo nelle (1) per
#,p,q le loro espressioni per z,y, convenienti alla superficie S, ed eli-

nando dalle (1) le variabili x,y, le due equazioni risultanti in «,y,2,p',¢

gq)l(x,’y,’z,’p,rd):‘o
‘.I)z(x",?/',-d,ﬁ,q'):o

conducano ad un sistema completamente integrabile (o in involuzione)
) o7 o
‘I’x(x',yl;z’,é? ) é?)=0
% 3
(I)2<x,’y,sz,’ 5‘; s a_y/):O .

In tal caso si dird anche, per abbreviare, che la trasformazione infi-
nitiforme data dalle (1) trovasi in involuzione colla superficie S.

Cid premesso, pensiamo la superficie S come flessibile ed inestendibile,
ed immaginiamo che nelle deformazioni di S ciascuna sua faccetta piana
trasporti seco, in sistema invariabile, le »' faccette corrispondenti f”.
Ogni configurazione di S dara cosi una trasformaZzione (1) corrispondente
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delle faccette dello spazio, e possiamo p;'oporci il problema generale se-
guente:

Trovare tutti i casi nei quali, deformando comunque la superficie S,
la trasformacione infinitiforme (1) corrispondente rimane sempre in involu-
ziome colla superficie.

§ 40.

Principii generali per le trasformazioni.

Noi ci limiteremo qui al solo enunciato della questione generale ed
osserveremo che la nostra teoria delle trasformazioni per le deformate
delle quadriche corrisponde appunto ad una notevole soluzione del pro-
blema ora enunciato, che si ottiene colla costruzione seguente:

Prendasi per superficie S una qualunque quadrica Q (reale od immagi-
naria) e, scelta a piacere una seconda quadrica Q' confocale a Q, si faccia
corrispondere ad ogni faccetta piana  di Q una semplice infinita di fac-
cette ', coi centri distribuiti sulla conica sezione del piano = di f colla
quadrica confocale Q, ed i cui prani ' inviluppino il cono circoscritto dal
centro di f alla quadrica stessa Q.

Per ogni deformazione della quadrica Q in una superficie S le o®
faccette f* corrispondenti si distribuiscono in effetto nelle faccette di oo’
superficie §', ed ha luogo di pil la proprieta che ciascuna superficie ¢ra-
sformata §' & applicabile sulla quadrica fondamentale Q, mentre la legge
di applicabilita fra S e §' & data dall’affinitd d’Ivory fra le due quadriche
confocali Q,Q’.

Collochiamoc} ora dal punto di vista reale e domandiamoci quando
avverrd che siano reali insieme la superficie S e le sue trasformate S'.
E qui osserviamo subito che non & affatto necessaria per questo 1a realita
della quadrica fondamentale Q. L’esempio pill semplice e notevole delle
superficie reali' pseudosferiche, applicabili sulla sfera immaginaria, basta
per dimostrarlo chiaramente. Le trasformazioni reali corrispondenti
sono allora le trasformazioni di Bicklund, primo esempio delle trasfor-
mazioni che nel presente libro vengono estese alle deformate di tutte
le quadriche.

Ritornando alla questione sopra proposta, supponiamo perd ora che la
quadrica fondamentale Q sia reale e che sia S una sua deformata reale. Per-
che risultino reali le superficie §' trasformate, & evidentemente necessario
e sufficiente che siano reali le faccette ' trasformate, per la qual cosa:
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1.c I piani tangenti della quadrica Q dovranno produrre sezioni (co-
niche) reali nella quadrica confocale Q'

2.° T coni circoscritti dai punti di Q alla quadrica Q' dovranno pur
essere reali. )

Per soddisfare insieme a queste due condizioni occorre e basta evi-
dentemente assumere per quadrica Q una quadrica reale rigata. -

Dunque: Per oltenere trasformazioni reali B, delle deformate di una
quadrica reale é necessario e sufficiente scegliere la quadrica confocale Q
nella famiglia delle quadriche rigate.

Si osservi che, se la quadrica fondamentale Q & generale, nel sistema
confocale a Q esiste sempre una famiglia di quadriche rigate, e per cio
per quadriche generali si hanno sempre trasformazioni reali B,. Per
quadriche particolari (di rotazione) esamineremo caso per caso la que-
stione negli sviluppi seguenti. -

Ma vi ha un altro punto che importa qui di esaminare; esso riguarda.
la ‘specie dell’applicabilita fra la superficie primitiva S e la sua trasfor-
mata 8. L’applicabilita di cui parliamo deve intendersi nel senso che i
due ds* sono analiticamente equivalenti; ma tanto pud darsi che la cor-
rispondenza d’applicabilitd fra S e 8’ abbia luogo fra le loro regioni reals,
quanto invece che alla regione reale dell'una superficie ne corrisponda
una immaginaria dell’altra. Nel primo caso diremo che le due superficie
sono realmente applicabili (in senso stretto), nell’altro che I'applicabilita
¢ soltanto ideale Y).

Per distinguere quando ha luogo il primo e quando il secondo caso
basta ricordare che la legge d’applicabilita & data qui dalla affinitd d’Ivory
fra Q e Q. Ora se la prima quadrica Q & rigata, come la seconda Q', esse
si corrispondono (nell’affinitd d’'Ivory) per regioni reali. Se invece la
quadrica ‘Q & a punti ellittici, la detta affinita fa corrispondere alla re-
gione reale di Q una regione immaginaria di Q. Per cid adunque: Nelle
nostre congruenze W a falde focali S,S' applicabili sopra la quadrica Q,
Vapplicabilita di S,S' ¢éreale se Q ¢ a punti iperbolici, ideale quando Q
e a punti ellittici.

1) La distinzione fra le due specie di applicabilitd, che qui diciamo reale
o ideale, appare la prima volta nelle ricerche del geometra russo Peterson. Cf.
specialmente la memoria: Sur la déformation des suffaces du second ordre (Tra-
duit du russe par M. E. Davaux). Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse 2.° Serie T. VIL.
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Se si ricorda la relazione che esiste fra le congruenze W e le defor-
mazioni infinitesime delle superficie (vol. II § 242), ne risulta che la de-
formata S della quadrica Q & suscettibile di una deformazione infinite-
sima nella quale ciascun suo punto si sposta parallelamente alla normale
nel punto corrispondente alla S'. Possiamo quindi enunciare il teorema
seguente: Dai punti di una quadrica Q si circoscrivano i coni T ad una
quadrica confocale Q', e siano I' i coni supplementari dei coni T, che im-
maginiamo invariabilmente legati alla quadrica Q nelle sue flessioni. Una
qualunque deformata S della quadrica Q & suscettibile di w' deformazioni
infinitesime nelle quali i punti di S si spostano secondo le generatrici dei
coni 1", K da questa singolare proprietd, che conservano le quadriche in
tutte le loro flessioni, che dipende D’esistenza delle relative congruenze W
e delle trasformazioni B, di cui ci occupiamo.

Dopo queste considerazioni generali ¢i volgeremo ora alla ricerca
effettiva delle trasformazioni reali B, per le deformate delle varie specie
di quadriche. Le formole generali svolte nei due capitoli precedenti ci
daranno il materiale analitico a cid necessario, ma dovremo adattarlo
alla trattazione dei singoli casi per presentare ogni volta i risultati finali
sotto la forma reale definitiva che abbiamo in vista.

§ 41.

Le trasformazioni B, delle deformate del paraboloide ellittico.
Cominciamo le nuove ricerche sulle deformate delle quadriche reali
prendendo a considerare il paraboloide ellittico, del quale scriveremo
I’equazione sotto la forma normale

%, Y
— 4= =248;
p+q °

qui le costanti p,q si intendono positive e, per fissare le idee, si sup-
porra per es.

r=gq.

Le formole relative a questa quadrica si deducono da quelle del § 5 -
relative al paraboloide iperbolico, cangiandovi ¢ in —¢, indi Vg in i V7.
In particolare le formole (7) § 5 (pag. 11) daranno tutta la regione reale

del paraboloide eilittico, assumendovi le variabili »,v coniugate immagi-
' 8
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narie. Separando il reale dall’immaginario, poniamo

u=a——‘i3 v=a+iB

2 1 2 ?

con «,B reali, e le citate formole diventeranno

az_{_pz.
2 b

xo=\/§-°‘ ’ yo=\/§ﬁ y &=

pel dsi di P, avremo
©2) dst = (o +p) do+ 208 dr dp+ (F+ ) d3* .

Conformemente alle considerazioni generali del paragrafo precedente,
dobbiamo ora scegliere nel sistema confocale a P, una quadrica rigata,
ciod un paraboloide iperbolico P,, la cui equazione scriveremo
x2 y2
k—p q—k

+22—~k=0,

ed il parametro % potra avete un valore qualunque nell’intervallo (p, q)

p=k<gq.
Se poniamo

(2% y==k—p , ¢ =q—k,

saranno p’,q positivi e potremo dedurre le formole pel caso attuale da
quelle al § 5, cangiando in queste rispettivamente

Yo, Va. V¥, V¢
Vr ., Ve, —iVy , V7.

In particolare le formole per U,V, W date dalle (18) § 5 (pag. 13),
colla determinazione superiore dei segni, si muteranno qui nelle seguenti:

U=2(Vay—iVad) ot +2(Vod—iVoa)u— L (Vad +iVag)e+
+3 (Va7 —iV)

OV (Vg VD) 2 (VET +iVaio— S (Vi —Vad)ie+

per es. in

+ s (Vo' +iVad)

W=21[i Vpg— Ve w+ o)1 +iVpg (w—v))] .
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Siccome w ,v sono immaginarie coniugate, si vede che se al para-
metro A si da un valore puramente immaginario, la quantita W sara reale
ed U,V immaginarie coniugate. Adottando, per abbreviare, la notazione

A per indicare la quantitd coniugata di una quantitd A complessa qua-
lunque, avremo dunque

indi anche

- Consideriamo ora una qualunque deformata reale S del paraboloide

ellittico P,. Le quantitd «,y ,# saranno reali e le loro derivate a_x a_x

ecc.
du ' v

coniugate immaginarie, come le variabili »,v. Le formole

%—x+l +m

dimostrano che z,,¥,,# saranno reali, e per cid la superficie trasfor-
mata S, sard pure reale. Per ottenere dunque delle trasformazioni reali B,
per le deformate del paraboloide ellittico basterad poter soddisfare alle
equazioni differenziali fondamentali (I) § 27 (pag. 81) ove faremo e= +1: .

Vm
(@ v+ v_mU+DW

) \/pq U
\ o gk\/
assumendo per i un valore puramente immaginario.

Ora, essendo la superficie S reale, tale dovra essere anche la sua
seconda forma fondamentale

@

(D'U+D™),

Ddw 4+ 2D dudv -+ D"d?,
e si avrd per cid
D=D",D=D,D'=D.
‘D’altra parte la quantitd H data dalla (9) § 5 (pag. 11), ove si cangi
qim —q,
H=pu—v —g@u+v)’ —pg= —[g"+pF + pq]
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e essenz1almente negativa e noi porremo
H=—", VH=ih.

Con cid le (4) diventano *

36N _ Vpay, | 1 ,
3 — e | am PU+DY)

(4%

3N _ Vg "
% — hE 0T 2kk(DU+D V).

I loro secondi membri sono immaginarii coniugati per i X reale, come
le variabili u,v. E dunque possibile soddisfarvi in effetto con un valore
reale di i), che resta inoltre inizialmente arbitrario.

Cosi I'immaginario nelle formole precedenti & solo apparente, e ba-
sterebbe, per presentarle sotto forma reale, introdurvi le variabili reali
o, B. Ne concludiamo adunque, conformemente alle osservazioni pitt ge-
nerali del § precedente: '

Ogni superficie reale S applicabile sul paraboloide ellittico generale
(p<q) ammette, per ogni valore del parametro k nell’ intervallo (p,q),
trasformagioni B, reali. :

Ed osserviamo che anche i valori estremx k=p,k=q sono permessi
e danno luogo alle trasformazioni singolari.

§ 42.
Applicabilith ideale delle trasformate S, sul paraboloide.

Secondo la teoria generale, le superficie reali trasformate S, saranno
applicabili sul paraboloide stesso P,, nel senso che il loro ds? risultera
trasformabile in quello di P,. Ma, per quanto abbiamo detto in generale
al § 40, questa applicabilita sara soltanto ideale. Questo andiamo ora a
confermare pit da vicino nel caso concreto attuale, ricercando I'effettiva
espressione reale del ds?.

Intanto cominciamo dall’osservare che, allorquando la prima falda
focale S della nostra congruenza W, generata dalle congiungenti FF, i
punti corrispondenti di S, S,, si distende su P,, i segmenti FF, si di-
spongono- coi loro estremi F, sul paraboloide iperbolico confocale P,
e ne ricoprono la regione reale. Ma I'affinita d’Ivory fra i due para-
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boloidi
Py) %20‘ += ?f =22

Ps)

Y 9,
k—sz

fa corrispondere i loro punti secondo le formole (§ 11)

VAT VA R o
xo—\/p—kw s Yo= q_ky y fo—=2& g7

CVE, eV st
mo—z\/p,.w s Y=V, a=e—g,

che cangiano la regione reale di P, in una immaginaria di P,.
Per avere poi sotto forma effettiva reale il ds? delle superficie tra-
sformate S, si osservi che, dai calcoli eseguiti ai §§ 10 s. s., risulta

(6) dsi= (p—q+4o]) dui + 2 (p—q+4wmv) duydvy + (p—g+4ud) doi,

ovvero

dove le variabili u,,» sono espresse per u,v colle formole (45) § 11
(pag. 32), nelle quali perd dovremo cangiare (§ 41) '

Ve, Ve, VP, V¢

in
esse diventano per cio .
o — V& (ut0)+iVpg (u—0)—iVpg(4w+B)
1=
6 2[i Vg =02 —Vpd (wto)+ iV pa]
1
1)1 —_ 2)\ .

Poiché ) & un immaginario puro, ed #,v sono immaginarie coniugate,
si vede che le variabili #;,,v, sono puramente immaginarie; poniamo
adunque

61'}' 1 -Bl_al

Uy =it —— , v,=14
’ 2

con o, P; reali. La (5) diventa nelle nuove variabili

(7) dst = (23+g) dof — 2 aufrdondfy + (B - p) dBi
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e da il ds? sotto forma reale. I due elementi lineari (2), (7) si trasformano
Puno nell’altro colle formole

0‘1=B ’ pl=ia,

che implicano 1'immaginario, onde le superficie reali d’elemento lineare
(7) debbono dirsi applicabili idealmente sul paraboloide ellittico. Abbiamo
dunque stabilito il risultato:

Ogni deformata reale del paraboloide ellittico appartiene, come prima
falda focale, ad »* congruenze rettilinee reali W, le cui seconde falde focali
sono applicabili idealmente sul paraboloide stesso, ed hanno Uelemento li-
neare (7).

Dimostreremo reciprocamente, nel prossimo paragrafo, che: Ogni
superficie reale applicabile idealmente sul paraboloide ellittico (delemento
lineare (7)) do luogo similmente, come prima falda focale, ad ©* con-
gruenze reali W, le cui seconde falde somo applicabili realmente sul para-
boloide stesso. :

Cosi le trasformazioni B,, applicate alle deformate del paraboloide
ellittico, conducono sempre da una superficie applicabile realmente
(idealmente) sul paraboloide ad una seconda applicabile invece ideal-
mente (realmente), onde conviene ripetere un numero pari di volte queste
trasformazioni se si vuole che la superficie iniziale e la finale si corri-
spondano per l’applicabilitad colle regioni reali.

- Abbiamo supposto fin qui il paraboloid‘e generale (p$¢). Che cosa
avviene nel caso particolare del paraboloide rotondo? Allora si annulla
I'intervallo (p,¢) e resta per % un unico valore possibile

k=p=q.

Le nostre trasformazioni reali B, si riducono in questo caso ad una
sola: la trasformazione complementare. Cio & ben chiaro geometricamente,
poiche il paraboloide confocale P, si restringe qui all’asse (cf. § 23).
Analiticamente si conferma esaminando le formole (3) che, per essere
qui ’

p=q , p=¢=0 k=p,
danno
: U=—2iphu , U=—2iprv , W=2ip),
e per cid
l=—u, m=—v,.
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Cosi le formole che definiscono la superficie trasformata S, diventano

ox ox
~— — ¥ =— @CC.

Ty o= —u
! ou v

e coincidono con quelle che danno la complementare di S 1).

§ 43.

Trasformazioni B, delle superficie applicabili
idealmente sul paraboloide.

A completare le ricerche del § precedente ci resta ancora da inver-
tire i risultati ottenuti e provare che ogni superficie d’elemento lineare
(7) ammette oo® trasformazioni B, in superficie applicabili realmente sul
paraboloide ellittico.

Sia dunque S una superficie reale d’elemento lineare (7), o, cid che
& lo stesso, col ds® dato dalle formole del § 5, ove si cangigin —qe
si assumano le variabili # , v puramente immaginarie, cid che esprimiamo
nelle nostre notazioni cosi

(8) Uz=—o , V=—0.
Applichiamo a questa superficie S una trasformazione B,, colla co-

stante k& presa ancora fra i limiti p e ¢. Vogliamo che per la super-
ficie trasformata S, data dalle formole

ox | O
x1=x‘+la—d+m%ecc.,

si verifichino le condizioni seguenti :
1.° la superficie S,, sia reale
2.° essa sia applicabile sulla regione reale del paraboloide.
La prima condizione esige, secondo le (8), che si abbia

9 ’ Il=—1, m=—m;

la seconda poi si traduce nell’altra che le variabili , , », definite dalle

) Le linee inviluppate dai raggi della congruenza sono infatti le linee

u a . . . sqs s
= cost.t®, ovvero o- = cost.t, ciod a dire le trasformate dei merxdlamy—o = eost.te
0

B
del paraboloide,
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(6) siano coniugate, che si abbia cioé
10) T i VPa—Vay @to+iVed w-v)h
Ve (u-+v)+i Vod (w—v) - Vpg (duw+5) A
Poniamo
(1) A=Vpg(dw+%), C=Vpg, B="Vpq (u—v)+i Vgz (u+v)
B=—Vpd (u-v)+iVgp (w+v),

e la (10) prende la forma bilineare in A X
(12) ANN4+Br+Br4+C=0,

dove & da notarsi che i coefficienti estremi A, C sono reali ed i medii

B, B coniugati immaginarii, a causa delle (8). Notiamo ancora che il de-
terminante

BB —AC=—pg (4uwv+k) —qp (u+v)* —pg (u—v)®
& eguale identicamente a
(13) BE——AC:k[p(u—v)’—q(u+v)’—pq]=kH.

Esso & dunque positivo, poiché % & positiva ed & pure positiva H 1),
Dimostriamo in primo luogo che, verificata la relazione bilineare (12)

fra X, X, si troveranno pure soddisfatte le (9), ossia si avra
U, U V.,V
~(14) W_{_W—_O’ V:V-I-W_O

Prendasi la prima delle (14) che, avendo riguardo ai valori di U, W
dati dalle (3) ed osservando che

W=2i\(BrL+0),

1) Ponendo come al § 42
=i31‘2[‘“1 iﬁl'_al

u 3 ’

V=

si ha
H=¢B?—pa*®—pq,

quantitd positiva perché dd I'E G —F* dell’elemento lineare (7).
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8i scrive
— o T 7 A \T TN e SO o e Y 2N o PO oo
2(Vap'+iVpd )@ ut -2 (Vg +i Vo) u—5 (Vap' - i Vag )R+ 5 (Vap +iVpd)
1 - =
(e) X(BX+C)
AT Tl_k__—ll_l_/
2(Vap' —iVpg )W+ 2 (Vg —iVipg) hu— 5 (Ve +iVpg) 2+ 5 (Vao' —i V)
= X (Br-FC) )
Ora dalla (12) si ha
. -  Br4C
(16) Aalaven £
indi per la (13)
== EHA
Bi4+C=— _,
+ A)X+B
da cui _
(16%) % (B + )= HHABAEC)

(AN+B)

Dopo ci0, sostituendo anche nel numeratore del primo membro della
(15) il valore (16) di f, la (15) stessa si riduce all’altra

2 (Vap' + i Vod) w* (BA+C) + 2 (V5'd + i Vpg) u (AN + B) (BL+C) —
— (V& —i Vod) B+ OP+ 2 (Vi +i VD) (4 + B =
—KE (Vg — i Vpg )W+ 2 (Vi —i V) he— (VI + iV e+ L Ve~ iV

ora questa identitd fra i due polinomii di 2° grado in A si verifica fa-
cilmente, ricordando i valori (11) di A,B, C € i valori (2%) di p,¢. In
modo affatto simile si prova che anche la seconda delle (14) & una con-
seguenza della (12).

Dopo cid6 non abbiamo piut altro da dimostrare che & possibile sod-
disfare alle equazioni differenziali (4) per A, in guisa che l'espressione
bilineare

Q=AM+ BA+BA+C

si annulli. Per ci0 scriviamo, insieme alle (4), le equazioni per la co-
niugata A, avvertendo che H & positiva come si & visto, che inoltre,
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u,v essendo puramente immaginarii e la superficie S reale per ipotesi,
sono reali D, D', D"; cosi cangiando nelle (4) ¢ in —4 si ha

Vras 1 =
v— kv_ﬁ(DU-f—DV)

Bu “&H

(a7 V
pq 1 " T "7
a— iU k\/ﬁ(D U+ D'V).

La nostra asserzione si riduce a provare che il sistema differenziale
formato dalle (4) e (17), insieme all’ equazione bilineare @ = 0, forinano
un sistema completo, che ciog, in forza delle equazioni stesse, si annul-
lano le derivate di Q. Prendiamo p. e.

3Q QM |, Qan - =
T 8k8u+3)\8u+3u A+SZ)‘+¢?—1;)\+@’

che per le formole precedenti diventa

oQ
ou

iVpg ,
(AH—B)[ V+2k\/—(DU+~DV)}+

a8 +m»+m[%?v v_mU+Uw}k
4 Vpgork+ (Vod +i Var) r— (Vpd —i Vap )X .

Ed ora, per le (14), si ha

>~
i
>
+

e

U_V__W_X\
U VvV W 1B+0)’
od anche per la (16%)
U_V_ _kH
U V. @+By

Ma si ha dalla (16)

(19) AT4p—BB—AC__ kH
AW+ B ASB
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onde
U_V_A+B
U V A4B

In forza di questa si elidono i termini in D, D', D" e resta

'g;u o8 \/pq (AX+B)V+4Vpg oak + (Vo +iVed)r— (Vod—i Vap)¥.

Osservando la (16) e la (19), nonché il valore (8;) di V, possiamo
scrivere

(Av+B) ——2szq 2(Vgp'+i \/pq Weot—2(Vrg+iVpg)o—
~EVa-ivag e+ (Ve +iVed)
— 4 VpgoA(BA+0) + (Vpq +iVap ) (A4 B)+(Vrg—i Vap) BA+C) .

Il polinomio di 2° grado in X nel secondo membro & identicamente

nullo, e per cid aa—fj = 0. Similmente si prova che anche %% = 0.

Dopo cid arriviamo al termine delle nostre deduzioni osservando che,
per quanto si & dimostrato, basta integrare le equazioni (4) in X per
modo che la condizione @ =0 sia soddisfatla inicialmente, per un par-
ticolare sistema di valori (u,,v,) di u,v, ché allora sard soddisfatta per
tutti 1 valori di »,v. Ma per valori fissi di w,v la Q=0 é,hnel piano
della variabile complessa )\, 1'equazione di un circolo, e questo circolo
& reale, poiché il determinante

BB — AC=FkH

& positivo, come si & visto. Basta dunque scegliere per valore iniziale
X di % l'affissa di un punto reale di questo circolo. Ne segue che, per
ogni valore di % nell’ intervallo (p, q), avremo o' superficie reali S, tra-
sformate di S ed applicabili sulla regione reale del paraboloide ellittico.
Questo & appunto il teorema enunciato nel § 42.

Aggiungiamo che il procedimento ed i calcoli sviluppati nel presente
paragrafo si potranno applicare in varii altri casi, la cui trattazione po-
tremo abbreviare, riferendoci alle proprietd qui esposte in tutti i par-
ticolari.
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§ 44.
Trasformazioni B, delle deformate dell’ iperboloide a due falde.

Passiamo ora alle quadriche a cenfro a punti ellittici, cominciando
dall’ iperboloide a due falde Q,, di cui scriveremo 1’equazione

e supporremo, per fissare le idee, ,
P <c.
Le formole relative a questo caso si dedurranno da quelle al § 16

per l'iperboloide ad una falda, cangiando in queste b in ib; cosi le for-
mole (58) § 16 (pag. 47) diventano

14+uv — b U—v 2 _cl—uv
utv ’ Yo= uto ' " T utw

Ty=q

. . . b8
e mostrano che, per avere la regione reale di questo iperboloide, con-
viene assumere le variabili

. Yo Y%

1+zb 1 zb‘
Y e w' T w #
0 0 0 (1}
a+c a+c

immaginarie coniugate.
Prendiamo ora 1'iperboloide confocale Qx ad una falda (cf. § 40) di

equazione

52

wz yi _
Wantir e

ove il parametro % giacerd nell’intervallo (&%, ¢®)
P<hk<~¢,

¢ introduciamo in fine le quantitd reali positive (semi-assi di Q)

d=V&&+k , b¥=Vi—8& ,c=V—k.

Le formole (67) § 16 (pag. 49), ove si adottino i segni superiori e si
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cangi soltanto & in ib, diventano:

ac

U= (—— b,)2ucos0+(z———>(u——l)senO-i—( b )(u’-}—l)

ac
V=<——§Z———tf)2@cos0+(z-—+ )(v—l)sen9+( 2 )2—|—1)
W= 2[—(u v)cosO—z——(l—i—uv)senO—{-z b(l——m))]

Se si assume O reale, e si ricorda che

w=y ', V=u,

ne risulta

(2) : U=—V , V=—U, W=—W,
e percid

(o) T , m=l.

Cio posto, sia S una deformata qualunque reale del nostro iperbo-
loide, onde avremo

®) D=D" , D'=D", D’=D.
L’equazione (61) § 16 (pag. 47), che da il valore di g, diventa qui

b202(1+uv) -+ @?8% (1 —uw)* — 2(:2(u~—v)2
abe(u+v)*

e si vede che il coefficiente di ¢ nel secondo membro & reale positivo.
Indicandolo con R?, avremo

p=iR* (R reale),

e le equazioni differenziali fondamentali (II) § 36 (pag. 103), ove si faccia
e=-+1 e si cangi b in ¢ diventano

20 . abd i abde

i Y - A 270R\/_( U+DV)
(20) 6 e
. ; 3 ‘ abl 4 . a rr , "
=i (u+v)2R2U_ TRV (D'U+D'V).

A causa delle (2), (8), i loro secondi membri sono immaginarii co-
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niugati per 6 reale, ed & quindi possibile soddisfarvi con un valore reale
di 6 inizialmente arbitrario.
Dopo cio 1e formole

or o
xl=x-{-l§;‘~+m-a; ecc.

daranno per le («*) una superficie S, reale trasformata, onde concludiamo:
Ogni superficie reale S applicabile sulla regione reale dell’iperboloide ge-
nerale a due falde possiede »* trasformate reali S, per trasformazioni B,.

Queste superficie trasformate S, avranno certo un elemento lineare
trasformabile in quello dell’iperboloide a due falde; ma le considerazioni
generali al § 40 dimostrano gid a priori che la:loro applicabilitd sul-
I'iperboloide Q, ha luogo soltanto sulla regione ideale.

Anche qui troviamo la forma reale effettiva del ds? di queste super-
ficie S, ricorrendo alle formole d’applicabilitd (89) § 20 (pag. 60), col
solito cangiamento di & in b, cio che da: ‘

) —%[%(1—uv)—57(1+w;)](1+sene)+%[u—v+ib—b,(u+v)}cose

ib b
(21)! %[g,(l—uv)+—z~,(1+uv)]cose+§§,[u—v-—z?(u-w)J(Hsene)

_ 1—senb
Y7 cosB

Siccome 6 & reale, ed »,v immaginarie coniugate, vediamo che le
nuove variabili u,, sono reali e quindi:

L’elemento lineare delle superficie trasformate S, si ottiene da quello
al § 16 relativo all’iperboloide ad una falda, cangiondovi b* in —b?, e
lasciando le variabili w ,v reali. :

Per altro & da osservarsi che queste variabili reali sono qui assog-
gettate a soddisfare la diseguaglianza

a' S (u—v)t > a’b* (1 —uv)® -+ bic* (1-+uw)?,

che esprime, come facilmente si vede, la condizione necessaria e suffi-
ciente affinché il corrispondente ds} sia definito positivo.

Ed ora, con un’analisi del tutto simile a quella sviluppata nel § pre-
cedente per le deformate della regione ideale del paraboloide ellittico,
si dimostrerebbe inversamente che ogni superficie S coll’elemento lineare
sopra indicato (applicabile sulla regione ideale dell’iperboloide Q,) am-
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_ mette o® superficie trasformate S, applicabili sulla regione reale del-
I'iperboloide stesso a -due falde.

A tal uopo converrebbe dimostrare che, nelle ipotesi ammesse, si
pud soddisfare alle equazioni differenziali (20) con un tale valore di 6
che le variabili «,,», date dalle (21) riescano immaginarie coniugate,
dopo di che le superficie trasformate S, risulterebbero reali. Ci dispen-
siamo dal riportare qui i calcoli relativi tanto pilt che avremo occasione
piu oltre (V. § 48) di sviluppare calcoli del tutto analoghi. '

Resta in fine che vediamo quel che accade delle nostre trasforma- .
zioni B, per le deformate dell'iperboloide a due falde quando questo
diventa rotondo. Allora, essendo & = ¢?, resta il solo valore possibile per %

k=0 =c*,

e, come nel caso del paraboloide ellittico (§ 42), tutte le trasformazioni
reali B, si riducono alla sola complementare.

§ 45.
Caso dell’ ellissoide — Cambiamento di notazione.
Per trattare il caso dell’ellissoide basterd cangiare nelle formole

del § 16 relative all’iperboloide ad una falda ¢ in éc, ¢i6 che da dap-
prima

t—a 14w —pt=? , _icl—uv
=0 e T e AT
onde risulta
Y h B
u——i+b . 1 b a+zc
By _ b E_ & %
a lc a zc 1+b

e si vede che per la regione reale dell’ellissoide la variabile » & co-

niugata di % Conviene quindi modificare le formole al § 16, cangiando

la variabile v in w=%; le formole per I’ellissoide diventano

u-+w uw —1 . . wW—u

=0 e N T
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e si ottlene la regione reale dell’ellissoide assumendo u,w complesse
comugate '

U=w , W=u.

Nell’ equazione dell’ellissoide Q,

Q) -I—-I-

supporremo, come di consueto,
a2 2 b2 2 02 ,

e per quadrica confocale Q, assumeremo (§ 40) un 1perb0101de ad una
falda '

¥ £
a*+k + b¥*+k + c+E 1

prendendo la costante % nell’ intervallo (—8°, —¢%
—P<k<-—¢.
In fine porremo
d=Va+k, ¥V=VF+Ek, ¢ =VY=(c"+h)

e saranno a, b', ¢’ reali (positivi) ; con questo nelle formole al § 16 avremo
soltanto da-cangiare ¢ in ic.
Ora prendiamo le formole

wl=-x—|—l —I—m 5 ecc.

che, nelle nuove variabili %, , diventano

or o
(22) m=a+ls+ms,
ove si ponga
lo=l, m°=—‘w2m.

Dopo cid, ricorrendo alle (66), (67) § 16 (pag. 49) colla determi-
nazione superiore dei segni, ed effettuandovi il detto cangiamento di ¢
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in é¢c, abbiamo

.ac b . a ab
1 1—|—uw(z ,c,—5)2ucose+’(z b_—?z_)(u —1)sen9+(-—b_1,c)(u +1)
(D) . ac i
Qe (uw— 1)cos6—zb,—d (u+w)
. - (ig%+;)2wcos6+(iI,’—c,—l-g,)(uﬁ—l)sene—(gi —H%) (w?*-+1)
0 2 .

ac be ab
. _ —e 6 _-
i - (ww—1) cos zbc(u—i—W)sen o w4

Siccome w., w sono coniugate immaginarie, si vede che, per 6 reale,
le quantit:‘i 1, ,m, sono anche esse coniugate immaginarie, e le formole
(22), applicate ad una deformata reale S dell’ellissoide, dimostrano-che le
superficie trasformate S, sono reali. Resta dunque soltanto da esaminare
se & possibile, con 6 reale, soddisfare le equazioni di trasformazione.

§ 46.
Trasformazioni B, delle defermate dell’ellissoide.

Le equazioni differenziali fondamentali (II) § 36 (pag. 103) diven-
tano qui, pel cangiamento di ¢ in ic, e prendendo e=-1:

26 ab'e ave

—= .V =0 (DU + D'V
du  k(utv)’p T 2k Viabe \/p( + )
20 ald abc

= .U DO'UT+D'V
o k(uto)p’ + 2k\/@abc \/p T )

Siccome il valore di p- (61) § 16 (pag. 47) diventa ora

bzcz(w—l—u)z—{—a ¢ (1 — uw)®*— a?b* (u — w)*
abe (1 + uw)® ’

si pud scrivere evidentemente
p=14R* . (Rreale);

per cid
36 abd abdc
S S AR 2 s wYvv »
3= i Y z2kRv%(DU—|—D V)
B . adbc . . a'bd . "
o~ Erw® T m Va0
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Cangiamo queste formole in coordinate «, w e sia, in queste coordinate,
A du? + 2 A du dw + A" dw?
la seconda form;, fondamentale di S, onde _

" A=D,N=-2 , = L
w

w
Poicheé inoltre
8 _ 196
ow- W’
le equazioni per 0 si scrivono
0 . abc . . a'be
m=—t e WV — i ——— (AU —u?A'V
@23) ga“ ~ k(14ww)'R? 2kR\/abc( )
? 96 ., abe abc
A = = . U —1i — (A'U—u?A"V
i) Ty S orRyae U AV

Dalle (67) § 16 deduciamo le espressioni effettive di U, #*V (can-
giando ¢ in ic):

a’c

U.—_( %, _ g)2ucosﬁ+(ibb,—z,-%,)(u" —1)sen0+(g%,——ic—°:)(u’+l)
wV= (—za—i—g)chosﬁ (@5% )(w——l)senﬂ-}—( -4 )( ’+1),‘

e queste dimostrano che, per 6 reale, le quantitd U, «*V sono imma-
ginarie coniugate come w,w. Poiché inoltre la deformata S & reale,
si ha

A=A", A=A, A'=A,

onde i secondi membri delle equazioni differenziali (23) sono immagi-
narii coniugati, e possiamo dunque soddisfarvi con un valore reale di 8
inizialmente arbitrario. )

Cosi anche per quest’ultimo caso di superficie applicabili sulla re-
gione reale di quadriche reali abbiamo stabilito Vesistenza di o tra-
sformazioni reali B,, conformemente alle osservazioni generali del § 40.
E qui nuovamente, come negli altri casi di quadriche a punti ellittici,
le superficie trasformate S, saranno applicabili non sulla regione reale
dell’ellissoide ma bensi sulla regione ideale.

7




" TRASFORMAZIONI B, PER LE DEFORMATE DELL’ELLISSOIDE 131

L’espressione effettiva reale del ds? di queste superficie trasformate
si otterra ricorrendo alle formole d’applicabilita (89) § 20 (pag. 60), che,

pel cangiamento di ¢ in ic e di v in ol diventano

%[ (w— )——(w+u)](1+sen6)+i6%[uw—l+;(1+uw)]cos6

Uy ==
g—, [% (w—u)—|—7 (w—l—u)]‘cosﬂ + i‘-;cg, [uw—- 1 —-—??, (1 -}—uw)] (14sen®b)

1=

1— seﬂ
cosf

. Siccome
w=w , w=u , 6=0,

le nuove variabili «,,» sono reali e quindi: L'elemento lineare delle
superficie trasformate S, si ottiene dall’elemento lineare dell’ iperboloide ad
una falda (§ 16), cangiando in questo ¢ in —¢* e lasciando le variabili
u,v reali.

Si noti perd che queste variabili reali sono qui assoggettate alla di-
seguaglianza

a* (1 —uwv)* > B (14+w)* 4 a*c® (u—v)®

per assicurare che il ds* riesca definito positivo.

Ed ora si pud dimostrare coi soliti procedimenti (cf. §§ 43, 44) la
proposizione inversa, cioé che ogni sufrficie reale applicabile sulla re-
gione ideale dell’ellissoide ammette o? trasformazioni reali B,, tali che
le seconde falde focali delle relative congruenze W riescong applicabili
sulla regione reale dell’ ellissoide stesso.

Le nostre ricerche, per quanto riguarda le superficie applicqbili sulle

: regioni reali delle quadriche, sono cosi al termine e possiamo enunciare
il risultato finale (cf. § 40):

Ogni superficie S reale applicabile sulla regione reale di una quadrica
generale Q appartiene ad ®* congruenze rettilinee reali W, le cui seconde
falde focali somo applicabili sulla regione reale di Q se questa quadrica
e a .punti iperbolici, invece sulla immaginaria se & o punti ellittici.

Ritorniamo ancora al caso dell’ellissoide per esaminare ci0 che av-
viene quando esso diventa di rotazione. Qui dobbiamo distinguere le

i
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due forme

1.» ellissoide schiacciato (a* =8 >¢)
1.* ellissoide allungato (a*>0*=c").

Nel primo caso le trasformazioni B, esistono ancora in una doppia
infinitd come per 1’ellissoide generale, potendo % avere un qualunque
valore nell’intervallo (—a®, —¢%) ).

In particolare la trasformazione singolare B_,: & la complementare,
onde tutte le trasformazioni B, per le deformate S dell’ellissoide ro-
tondo schiacciato portano a superficie trasformate S, applicabili sulla
complementare dell’ellissoides

Se prendiamo invece la seconda forma (ellissoide allungato), I’ inter-
vallo per k (—B,—¢c°) siannulla e tutte le trasformazioni reali B, si
riducono nuovamente alla complementare.

Riassumendo ancora i risultati relativi alla esistenza dellew?® tra-
sformazioni reali B, per le quadriche rotonde, vediamo che esse persi-
stono solo per queste due forme:

iperboloide ad una falda
ellissoide schiacciato,

mentre per le altre tre forme

paraboloide
iperbolgjde a due falde
ellissoide allungato

esse spari®eono, o meglio si riducono ad un’unica trasformazione, la
complementare.
La ragione di questo fatto sta in cio (§ 40) che nei rispettivi si-
stemi confocali abbiamo effeftive quadriche rigate (iperboloidi) solo per
- le prime due forme, mentre per 1é ultime tre queste degenerano nei
piani per 1’asse.

.*) Naturalmente si esclude il caso della sfera, ove da capo tutte le trasfor-
mazioni reali By si riducono alla complementare.




§ 47.

Trasformazi%ni B, delle superficie applieabili sulla regione ideale
V' del paraboloide iperhbolico.

Le ricerche del presente Capitolo sulle deformate delle quadriche a
punti ellittici ci hanno condotto forzatamente a considerare, insieme alle
superficie applicabili sulla loro regione reale, quelle reali applicabili sopra
una loro regione immaginaria. Questo ci pone in avvertenza che persino
per le superficie reali applicabili sulle quadriche a punti iperbolici il
soggetto non & ancora esaurito. Nelle relative ricerche del Capitolo II
si & trattato invero soltanto delle superficie applicabili sulla loro regione .
reale; ma esistono egualmente classi di superficie reali applicabili ideal-
mente sopra di esse, e per queste classi di superficie si hanno ancora
le trasformazioni reali B,, come per le deformate della regione reale.
Sono questi i nuovi casi che andiamo ora a trattare.

Cominciando dal paraboloide iperbolico, riferiamoci alle formole del
§ 5 e definiamo la regione immaginaria del paraboloide con un ds* reale,
definito e positivo, assumendo le variabili #,v coniugate immaginarie.

Separando il reale dall’immaginario col porre

a-t4p o—1 .

U=-—5 1;=—_;—2~E (o, B reali),
avremo

. . . 2 2

Zo=Vpo, o=iVeB , =" —;B ,

indi
(24) dsy = (0" +-p) do’ + 208 dadB + F—g) dF*, 9
e basterd assoggettare le variabili o, f (reéli) alla diseguaglianza

P8 > q* 4 pg

per avere un ds; definito positivo.
La quantita

H==p@u—0v)+ ¢+ +pqg=pg — pf* + ¢o*
risultera negativa e noi porremo

(24%) , . H=—m, VH=ih (hreale).
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Abbiasi ora una superficie S reale d’elemento lineare (24) (applicabile
sulla regione ideale del paraboloide); la sua seconda forma fondamentale

in coordinate u,v
Ddw + 2D'dudv + D"dv*, v

essendo % ,v coniugate, soddisfera alle condizioni
(25) D=D",D=D, D'=D.
Prendiamo ora la costante % positiva e minore di p
0<k=p

e passiamo, mediante la B,, dalla S ad una superﬁue trasformata S,
colle solite formole

n=uz-+ l —|— m
Noi vogliamo ora 1.° che la superficie 8, sia reale, 2.° che essa abbia
I’ elemento. lineare (24). Per la prima cosa occorre che si abbia
Il=m, m=1,
cid che si traduce nell’unica equazione
U v
(26) £ W -

Per la seconda poi bisogna che le formole d’applicabilitd (45) § 11
{pag. 32) assegnino valori immaginarii coniugati ad Uy s 01, cioé che si
abbia %

_ Voot [Vpd a—v) — Voo’ (u4v)] 2
" Vod (u— v)—l—\/qp (u+v Vg (dun+ k)

ossia che sussista fra )\, la relazione bilineare

(27) Axi-|- Br 4+ Bi 4+ C=0,

ove

o8) (A= Vpg(duo+k) , B=Vpd@—v) — Vg (u+v) , C=Vpg
(

B=— Vo7 (u—v) —Vap (utv).
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Siccome #=v , v=u, i coeficienti estremi A, C sono reali e i medii

B,B coniugati immaginarii, inoltre il determinante
BB — AC = g’ (u+v)* — pg’ (u—0)* — pq (4uwo+F)
essendo p'=p—k , ¢ =q-+k, & identicamente uguale a

—k[p@—of + qu+of + pal,

cioé
(29) BB— AC=—FkH.

Dunque BB— AC & positivo, perché % & positiva, H negativa, come
si & visto !). Dopo cid bastera imitare I’analisi gia sviluppata al § 43

per arrivare al risultato in vista.
In primo luogo si verifichera che la (26), ossia sviluppando secondo

le formole (18) §_5 (pag. 18), 'equazione

2V — Vo) P —2(Vaa— VFD) o~ s (Var + Ve 2+ sV —V2d)
. A[Br+0] -

2(Var + Vi) 2 (Vag +VFL o— s (Var —Ved) ¥+ s (Va5 + VD)
- A(Br+0)

¢ una conseguenza della (27). Per cid basta osservare che si ha

— (=< ' EH) (Bx
x(m+c)=-%+g)f)

e procedere come al § 43.
Le equazioni differenziali fondamentali (I) § 27 (pag. 81) si serivono

qui per la (24%).

* Vg i
= "z QDY)

M Vi i g o
=" U am U,

1) Appunto perché risulti BB—AC>0 abbiamo dovuto assumere k>>0.
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da cui, cangiando ¢ in —%,

bo(a \/pq T DT
TR kh2U+2kh (D'U+DY)

A Vpg ,
o k}I;qV+2kh(DU+DV)'

Queste equazioni differenziali, insieme alla equazione bilineare (27),
formano un sistema completo, come risulta eseguendo un calcolo analogo
a quello del § 43.

Basta dunque soddisfare inizialmente alla (27). Ora questa, per valori
fissi di »,v, rappresenta nel piano complesso A un circolo reale, e basta
quindi prendere per valore iniziale X, di A l’aﬂissa di un punto della
sua periferia.

Da tutto questo risulta il teorema finale: Ogni superficie reale S ap-
plicabile idealmente sul paraboloide iperboktico (delemento lineare (24)) am-
mette ©® trasformazioni reali B, in superficie S, della medesima specie.

§ 48.

Trasformazioni B, delle superficie reali applicabili
sulla regione immaginaria dell’ iperboloide rigato.
Passiamo ora alle ricerche analoghe per I'iperboloide ad una falda.
Qui pero abbiamo due classi distinte di superficie reali applicabili sopra
regioni immaginarie delliperboloide. La prima classe s! ottiene pren-
_ dendo nelle formole del § 16 le variabili %,v coniugate immaginarie,
cioé

]
l

a) v,v=u,

la seconda assumendo v coniugata dell’inversa di w:

_ 1
y V=~

b)) @ %'

I
|

Ambedue le volte infatti basta assoggettare la parte reale ed il coef-
ficiente dell’immaginario in » a soddisfare una conveniente disugua-
glianza per ottenere un ds* reale, definito e positivo. Per I'una e per
I’altra classe esistono trasformazioni reali B, ; ma noi ci limiteremo alla
prima a), ché per la seconda b) la trattazione procederebbe in modo
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analogo. E d’altra parte le ricerche ulteriori del' Cap. V ci daranno una
nuova trasformazione colla quale si passa dalla prima classe @) alla se-
conda b). .

Consideriamo dunque una superficie reale S d’elemento lineare del-
P’iperboloide ad una falda (§ 16), ma colle variabili »,» immaginarie co-
niugate. Prendiamo poi la costante % positiva e minore di ¢

0<k <¢,

e conserviamo tutte le altre notazioni del § 16, adottando nei valori di
U,V, W i segni superiori. Appfica,ndo la trasformazione B, alla S, ot-
terremo superficie reali S, trasformate, del medesimo elemento lineare,
se potremo far si che !, m risultino coniugate e le variabili «, , v;, date
dalle formole d’applicabilita (89) § 20, risultino ancora coniugate.

La prima condizione da

U Vv
e la seconda, se si pone
1—sen9 cos 0
* —— —
(30%) cos 6 1+4senf’
onde

1—)

=_~" 0—-
cos 6 1% sen T

si traduce nella equazione bilineare fra A X,
(31) AM+Br+4Br+C=0,
i coefficienti A,B,B,C essendo dati dalle formble

Aég%(l—uv)+£%(l+uv) , C=—£~,(l ~uv)+ blf—i,(l-l.—uv)

(32)
ac

Bz—ﬁ u—v-—l—g(u—{—v)}, §=afc,[u—v——%(u+v) ,

che mostrano essere A, C reali e B, B immaginarii coniugati.
Anche qui il seguito del calcolo & affatto analogo a quello del § 43.
In primo luogo si osservi che EG —F?, essendo le variabili «,» coniu-
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gate e il ds® definito (positivo), deve avere un valore reale negativo ),
cioe¢ per la (59%) § 16 (pag. 47) deve essere

a’b* (1 —uv)® + b°¢ (1 + uv)® 4 a®¢® (w — v*<<0.
Ora pel determinante BB - AC si trova subito

BB—AC=— E%W 20 (1 —uv)® 4+ B¢ (1 4+uv) + atct (u—ov)?
e quindi
BB — AC>0.

Dopo cio dalla (31) segue gid (cf. § 43) Ia (30), e resta solo da com-
binare la (31) colle equazioni differenziali per 0. Qui si osservi chela
quantita

’b’(l———uv)’-l—b’c’ (1 + uv)® + a*c* (u —v)*
abe (u + v)*

& reale negativa, e si ponga
p=—R:, Vp=iR.
Le equazioni differenziali per 9 (II) § 36, pag. 103, diventano

a0 ab'c abt'c

—=— e V—i§ — (DU+D'V) .
ou k (u+v)* R? 2kR \/abc( TV
o6 abcd . abc - ’ "

» = FarR U n v U Y

e scrivendole invece nel parametro A:

o\ ab'c av'c
W kR T gppya O TP
(32) a)\ bl ) bl 4
% =7r_,*————(u+v)2R2 U,+4 kR\/_ DU, +D"V)).
1) Se infatti si introducono variabili reali ponendo
u=—(¢+2ﬁ), V=73 (a— i),
ed &
ds*=F'do? -} 2F dedp 4 G df?
si ha
EG_—F*—(EG—T) (3((“ 8) — G-,
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dove si & posto
B3) U=@1+MU, \i=14+¥V, W,=01-+3)W.

Scrivendo, insieme alle (32), le coningate ed aggregandovi I'equazione
bilineare (31), si vede, nel solito modo, che si ottiene un sistema com-
pletamente integrabile.

Anche per le attuali superficie applicabili sulla regione ideale del-
I’iperboloide ad una falda vale quindi la stessa proposizione finale del
§ precedente.

Cosi adunque per tutte le nostre cengruenze reali W a falde focali
S, 8, applicabili realmente od idealmente sopra una quadrica a punti iper-
bolici le due falde focali sono applicabili per le loro regioni reali. Pre-
cisamente 'opposto accade per le quadriche a punti ellittici, come sopra
si e visto.

§ 49.

Trasformazioni B, delle superficie applicabili
sulla sfera immaginaria.

Esaurita la trattazione per le superficie reali applicabili sulle qua-
driche reali, ci dovremmo ora volgere a quella delle superficie reali ap-
plicabili su quadriche immaginarie. Esistono invero svariati tipi di ds*
reali definiti e positivi appartenenti a quadriche immaginarie. Ma noi
qui non intendiamo di svolgerne una teoria completa, sibbene di scegliere
fra .essi alcuni casi particolari pitt notevoli. E comincieremo da quella
classe che ha fornito il punto di partenza di tutta la teoria, cioe dalle
superficie applicabili sulla sfera immaginaria :

2yt B =0.
Le reali fra queste non sono altre® che le superficie pseudosferiche
di raggio R, o a curvatura costante negativa. Ma in questo primo para-
grafo prescinderemo dalla condizione di realiti ed applicheremo le for-

mole generali del § 16 ove, assumendo per semplicitd R =1, dovremo
fare '

Cosi abbiamo (§ 16)

(34) E=G=0, F= =1

2
o ?
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4 du dv
2
(35) . ds (u+ ,U)Z 7
le linee coordinate sono qui le linee di lunghezza nulla (generatrici della
sfera).

Applicando la trasformazione B., sara
d=V=iVi-k, ¢ =VI1—k,
e la quadrica omofocale Q, diventa la sfera concentrica
e y+E4+1—-k=0

di raggio =1 \/1 —~%. Ne segue gia che nel caso attuale tutti i segmenti

focali FF, hanno la lunghezza costante V7% .
Calcolando mediante le (67) § 16, pag. 49, (segni superiori), le quantita
U, V, W abbiamo ’

U_l—\/1—~fa % _14+Vi-k
(36) - 1k 1+sen6’ ~ 1—%k 1-+senb
w—2 2 Cl—l-sen6>’ K Aa
\\)\P‘ — L{\i(\,ag}

avendo posto per brevita .

(37) A=cos0 + u(l 4 senb), p.=cos6 —v (1 senb).
Dalle (36) si ha

1=to) =" 2
(38)
m=(u+v)—% 1+V1 /1-k ., +ok,
indi .
lm:]c(u:—_z_))_”’

e per cid essendo
3 =ElF+ 2Fim + Gm®

il quadrato della distanza dei fuochi FF,, si ha
=k, 8=Vk,

come gia sopra avevamo osservato.
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Se applichiamo poi la formola di Ribaucour (cf. § 15)
_® _4/ L
sen*@  V KK,’

essendo qui
K=—1, K1=—'1,

viene per l’angolo Q- dei piani focali
senQ=V%, cosQ=V1-%,

come si otterrebbe anche dalle formole per A, B, C al § 38. Cosi adunque:

Nelle attuali congruenze W colle falde focali applicabili sulla sfera im-
maginaria ¥+ y*+ 2+ 1=0 & costante la distanza focale 8, ed & in-
sieme costamte Uangolo Q@ = arcsen 8 dei piant focali.

§ 50.

Trasformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche.

Collochiamoci ora dal punto di vista reale e supponiamo di avere
una superficie S reale applicabile sulla sfera immaginaria di raggio 4,
cioé una superficie pseudosferica (di raggio = 1). Volendo ottenere tra-
sformazioni B, reali, bisognerd che & ed Q siano reali, onde la costante
k& dovrd essere scelta reale, positiva e <1, poniamo

k=cos*s
con o angolo costante reale, e avremo

0 ==1C080 sz=g——c.

L’ elemento lineare della S si avrd dalla (35) assumendo le varia-
bili #,v coniugate immaginarie, e ponendo

u=o-+if v=0—1if,
assumers la ben nota forma
2 2
ds*=da -}—;d_@_

o

della pseudosfera, nella qualé le = cost.t* sono geodetiche parallele e
le a==cost.t gli oricicli ortogonali (vol. I, § 158).
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Affinché la superficie trasformata S,, data dalle formole

:vl-—w—l-l -|- aecc,

sia reale occorre e basta che !, m siano coniugati. Ma si ha dalle (38)

Z=a(1—senc)z\, m=a(1+senc)%
(39) s

Im=a®cos’s

onde, indicando con ¢ un angolo reale, potremo porre

(40) l=atcosce’”, m=oacosce ",
da cui
(41) ei‘p:l—sencs&.

COS 5

Alla funzione incognita 6 (4, v) sostituiremo dunque qui la funzione
(reale) ¢ (u,v) e cercheremo le equazioni differenziali che la determinano.

Le formole (36) danno

1—sens __l4senc p?

(42) U= cosc 14senB’ = cossc 1-+senf’

e le equazioni differenziali fondamentali (II) § 36 per 6 (¢ =+ 1)

0 sen’s . sen’o 'y

w-  (w+tov)fcosa” Vtigss PUTDY)
(43)

26 sen®’c . sen®a

@ (wtofcoss’ T g eosta 0 U +D'V).
Ma, derivando la (41), abbiamo

7/a_r,o 1+sen 9+ (u+9) (1+sen ) 20
u Ap Ou

dp _1-sen 0+(u+v)(1+sen0)a_0
o A v
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e sostituendo in queste i valori (43), coll’osservare le identita

14+senf 1 (_ coS G e—iw)
A utv 14-seno

1+sen0= 1 ( co8 o ei‘P—l),
1) u+v\l —senc

otteniamo in fine le richieste equazioni per ¢

Lo 1 e\  isens o .
2S—u“u—i—v(l—“cosa)-{_ cos & (u+9) (€D + e~ D)

, Op 1. (el isenc o TV L oo TY
z%_u-l-'v(cosc_l)_l— oS 6 () (e D'+ e~ D).

Per riconoscere che si possono soddisfare con ¢ reale (inizialmente
arbitrario) basta trasformarle in coordinate reali a, con che I’imma-
ginario sparird dalle formole.

Indichiamo infatti con

Ado? 4 2 A do dB + A" B

1a seconda forma fondamentale della superficie pseudosferica S in coordi-
nate reali a,B; i coefficienti A, A’, A" saranno reali, e poiché

Ade® 42N dxdB+A"dP =D du*+ 2D dudo + D" dn?,
avremo

A=2D'+D+D",N=iD—D", A"=2D'—D—D".

Le (44), sommate e sottratte, danno le formole definitive sotto forma

reale
dp _ sengp '
ga_a—cag—g—[—a'tgc(Acosgo—l—A sen ¢)
(45)
dp _ coss—cosy ' "
(55_ eoio ~+atgo (A cos o+ A'seng).

Esse formano, come & evidente, un sistema completamente integra-
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bile 1) e, presa per ¢ una sua qualunque soluzione, le formole
- 0w ox
(46) ml—m+acosc(cos¢£—|—sen ¢§B) ecc. .,

danno la superficie pseudosferica trasformata 8,, la quale colla primi-
tiva S forma le due falde focali di una congruenza (pseudosferica).

Dalle (46) risulta altresi il significato geometrico dell’angolo ¢, come
inclinazione del raggio della congruenza pseudosferica sulle geodetiche
parallele B = cost.te di S.

Le formole (45) non sono altro che le formole per la trasformazione
di Bicklund (cf. vol. II, § 373); e soltanto qui per linee coordinate, in
luogo delle linee di curvatura di S, sono prese le geodetiche di un fascio
parallelo e gli oricicli ortogonali. '

§51.

Paragone colle proprieth generali delle trasformazioni B,.

Le trasformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche sono
cosi nuovamente ottenute come caso particolare delle trasformazioni ge-
nerali B,. E istruttivo osservare il significato delle principali proprieta,
segnalate per le trasformazioni B,, nel caso attuale particolare ; ritro-
viamo cosi proprietd. ben note delle trasformazioni di Bicklund.

1.° Sappiamo che sulle due falde focali S, S, di una qualunque delle
nostre congruenze si corrispondono le linee asintotiche ed inoltre i si-

. stemi coniugati permanenti (§§ 31-34). Ora per una superficie applica-
bile sulla sfera (reale od immaginaria) il sistema coniugato permanente
& quello delle linee di curvatura che si conserva ortogonale (coniugato)
sulla sfera.

1) Cid del resto si verifica anche subito, avendo riguardo alle equazioni di

Codazzi ‘
d(ed) 3(ad) _
da B
d(ed) 3@A)_ ,
B  da

e all’ equazione di Gauss

(AN — A% = —1.
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Ricadiamo cosi sulla ben nota proprietd :

Le trasformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche .conser-
vanro le linee asintotiche e le linee di curvatura.

L’ ulteriore proprieta della trasformazione di Bicklund di conservare
la lunghezza degli archi delle asintotiche appartiene solo a questo caso
particolare e non ha riscontro nelle trasformazioni generali B, delle de-
formate delle quadriche.

2. La legge d’applicabilita delle due falde focali S, S, di una delle
hostre congruenze generali W & data, come sappiamo, dall’affinitd d’Ivory.
Come si interpreta questa proprietd nel caso speciale pseudosferico? Qui
dobbiamo osservare in primo luogo che le due falde focali S, S; non
sono pilt applicabili in un solo modo (in un numero finito di modi) ma
esistono «?® applicabilita di S sopra 8,, poiché queste superficie hanno
la medesima curvatura costante. L’affinitd d’Ivory fra le due sfere con-
centriche

?4+y+L4+1=0
2+ yi+ 2+ sen’>s=0

dara qui wne fra queste o?® applicabilita.
Le formole effettive di corrispondenza

Ty=TsENG, Y, =Y SeNG , £, = 28N G

fanno corrispondere due punti di queste sfere sul medesimo raggio. Se
la superficie pseaudosferica S si applica sulla prima sfera, di centro O,
il segmento focale FF, = cos ¢ diventerd un segmento MM, tangente
in M alla prima sfera e terminato in M, alla seconda.

Il punto M’ sulla prima sfera corrispondente nell’ affinitd d’ Ivory a

M; sara nel piano OMM, e chiamandogl’ angolo (puramente immagi-

nario) MOM’ avremo

cos 6 = i tang (g) ==tangh § .
Ne risulta la propdsizione seguente : ‘
Se 8,8, sono le due falde focali (di curvatura costante = — 1) di una
congruenza pseudosferica col segmento focale ¥FF¥, di lunghezea costante

- = €08 0, Si oftiene una delle leggi d’applicabilita fra S e S, nel modo se-
10
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guente. Si prolunghi geodeticamente sulla superficie S il segmento FF, di
una lunghezza geodetica costante FF, =8 tale che

(47) tangh d = coss.

Il punto ¥ a cui si arriva sarg il punto di S che nella detta appli-
cabilita corrisponde a F, .

Questa & precisamente la costruzione data al § 382 delle Lezioni
(vol. II pag. 410) e dedotta dallo studio delle reti di Tchebychef sulla
pseudosfera. Qui essa appare come una semplice conseguenza dell’affi-
nitd d’Ivory, che spiega altresi la formola (47) %).

Osserviamo poi che, dalle nostre formole generali d’applicabilita (89)
§ 36, possiamo dedurre quelle del caso attuale pseudosferico sotto forma
reale. Basta infatti porre nelle dette formole

1
TP ¢ seno’

‘ls:
Q"
(Y

e ponendo
“1=°‘1+ipl, ’Ux=°‘1_7:pl

si trova subito per le formole cercate

asens
o=
1 —cos acosyp
(48)
_acossseny
B=f+i—¢ —€0S3CcOS ¢ -

1) In effetto questo caso particolare gid noto & stato per I'A. il punto di
partenza per risalire alla legge d'affinitd d' Ivory nel caso generale.
?)- Si osservi che, eliminando ¢ fra le (48), si ottiene

BGi—82+ (%—-—~———)2= acotto.

sen

Interpretando («, B) come coordinate cartesiane ortogonali di un piano, si ha
precisamente la rappresentazione conforme (stereografica) della superficie pseudo-
sferica sul piano, che abbiamo studiato al Cap. XII delle Lezioni (vol. I § 174).
Per a, B fisse 1’ equazione superiore rappresenta nelle coordinate variabili a, , 8,
un circolo che non taglia (in punti reali) la retta. a—0, ciod sulla pseudo-
sfera un cerchio a centro reale e precisamente col centro nel punto (a, §). Cal-
colando il suo raggio geodetico 3 dalla formola a pag. 395 del vol. I

/4
sen o 1

—cothd — 2 — O3 _—
py r acoto €08 3

si ritrova nuovamente la formola (47), di cui abbiamo cosi una seconda verifica.
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‘Queste formole d’applicabilitd diventano illusorie nel caso speciale
6 == 0 della trasformazione complementare, poiché allora tutta la regione
reale di S, verrebbe sopra S allontanata all’ infinito. In tal caso si os-
servi che le (45) ri riducono alle
dp__seng 9dp 1-cosp

- o B a

e integrate danno

.1_ — L te
tang2(p =:"F (c cost.te) .
I raggi della congruenza inviluppano allora un sistema di geodetiche
parallele, in particolare per la soluzione ¢ = 0 (¢ = =) le geodetiche
stesse {3 == cost.te.

§ 52.

Trasformazioni B, delle superficie applicabili
sull’ellissoide immaginario.

Alla sfera immaginaria (§ 49) sostituiamo in generale 1'ellissoide im-
maginario

x* 2
stptati=o.

Esistono parecchi tipi di ds® reali, definiti e positivi riducibili al ds*
di questa quadrica !). Ma noi ne considereremo uno solo, quello che si
ottiene cangiando nelle formole del § 16 per I’ iperboloide ad una falda
a,b rispettivamente in ia, b ed assumendo le variabili  ,v complesse
nuovamente coniugate ; per a=b==c si ottiene il ds* della pseudosfera.E per
le superficie reali S con questo ds* cercheremo le trasformazioni reali B, in
superficie della medesima clgsse. Intanto si osservi che EG — F* deve
qui risultare reale negativo (cf. § 48), e poiché dalla (59%) § 16 (pag. 47)

a®b® (1 — uv)® —b*c® (1 4 uv)® —a’c* (u — v)?

.._2=
EG—F=4 o

1) 11 Peterson nella memoria citata nella nota al § 40 ne enumera nove di-
versi [m. c. § II}.
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ne risulta
(49) @ (u—v)® + b (1+uv) > a®b* (1 —uv)®. -

Prendiamo ora la costante % reale positiva e minore di ciascuna
delle tre
&, 0, c,
€ poniamo
d=Va—k, =Vl —k,c=VE—k;

a,b,c saranno reali (positive).
Sia S una superficie reale della classe considerata e cerchiamo se
le trasformate S,

ox ox
w,_m—[—l@—l—m—a—b ecc. ,

mediante la B,, poSsono essere nuovamente reali e della medesima classe.
In tutte le formole del § 16 relative all’iperboloide ad una falda
dobbiamo cangiare

a,b,d,t
rispettivamente in
ia , b, ia’ , b,
cio che lascia invariati i rapporti Z—,  F %
(segni superiori) restano formalmente le stesse e la medesima cosa ac-

cade per le formole d’applicabilita (89) § 20.
Le condizioni imposte alla 8, si traducono nelle due equazioni (cf. § 48)

. Cosi le formole (67) § 16

=W

@

Nel solito modo del § 43 si prova che la prima & una conseguenza
della seconda, e questa, ponendo ancora

__1—gen®

cosh °’
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prende la forma bilineare in A,

(50) AMX+BA+Br+C=0,

con
(A = bé[% (1+uv)_+ii,(1—uv)] , c-_—%{g (1+uv)—%‘,(1—uu)]

) ac b = ac b '
( B=—-a,—c,[u—v+—b—,(u+v)] , B—W[M—v-——g,(u+'v)].
I coefficienti A, C sono reali e B, B complessi coniugati; il deter-

minante
k

BE -—AC= -aTb,g?

[a’c’ (w—2)*+ b (1+uv)* —a’bi(1 ——uv)z]

¢ positivo per la (49), essendo £>0.
Resta solo da combinare 1’equazione in termini finiti (50) colle equa-

zioni differenziali per A ,A. Ma se si osserva che qui

a*c® (u—v)® + B¢ (1+uw)® — a*b* (1 —uw)®
abe (u—+v)

¢ reale positiva, e si pone
p=R*, Vp=R,

le equazioni differenziali per % prendono la stessa forma (32) come al
§ 48 e le verifiche per la completa integrabilitd del sistema procedono
nel medesimo modo. ,

Dunque: Ogni superficie reale S della classe considerata, applicabile
sull’ellissoide gemerale immaginario, ammette ©* trasformasioni reali B,
che la cangiano in superficie S, della medesima classe.

Si noti che le superficie S della classe attuale risultano applicabili
sopra superficie di rotazione quando a=b.

Se nello stesso tempo a==b<¢, per superficie tipica di rotazione
si pud prendere il cafendide accorciato (vol. II §§ 259 e 390) e le tra-
sformazioni B, delle sue deformate vengono a collegarsi colle trasfor-
mazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche.
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In fine se @=">b=1c ritorniamo alla sfera immaginaria, le superficie S
sono le pseudosferiche e le trasformazioni B, coincidono colle trasfor-
mazioni di Backlund (§§ 49, 50).

§ 53.

) 2 2
Trasformazioni B, per le deformate del paraboloide: %-l—%:%z.

Nei casi sopra considerati la quadrica Q fondamentale era bensi im-
maginaria, ma con equazione a coefficienti reali. Qui vogliamo ancora ad-
durre un esempio in cui 1'equazione stessa della quadrica Q & a coeffi-
cienti immaginarii e scegliamo il paraboloide

T
— = =21z
P+Q

con parametri ip,ig puramente immaginarii, avendo inoltre p,q il
medesimo segno, per es. il positivo. 7
Indicando con o, ( due variabili reali, le formole
2 2
.o .
Pk

(51) =Vre yo=Vep 2%=— .

definiscono una regione del nostro paraboloide il cui ds?
(52) ds* = (p— o) de — 203 do: 43 +- (q — B

& reale definito e positivo purché sia soddisfatta la diseguaglianza

LR

(53) P4 —pF—qe*>0.

Consideriamo le superficie reali 'S con questo ds® e cerchiamo le loro
trasformazioni reali’' B, in superficie S; della medesima ¢lasse.

Bastera applicare le formole generali relative al paraboloide iper-
bolico (§ 5) colle considerazioni seguenti. Precisando i sensi delle radici

quadrate Vi, Y —i col porre

(54) Vi=ltt yv5e 17“.23

Vs
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facciambo il cangiamento di variabili
(55) wto=V—i.a, u—v=VYip;
le (51) diventano .
o——\/zp(u—l—v) , Yo=V—ig (u—v) , 2,=2uv

e ’coincidon’o colle formole (7) § 5 (pag. 11) ove V7, V¢ siano cangiate
in Vip , Y —ig. Notiamo poi che, a causa delle (54), le variabili u,v
sono assoggettate a soddisfare le equazioni

{56) ‘ =iy T=1iu;

viceversa se queste hanno luogo, le variabili «,B definite dalle (55) sono
reali.
Cio premesso, prendiamo la costante & puramente immaginaria (po-
sitiva)
k=ik,
con % positiva e minore delle due quantitd p,q, sicché ponendo

(57) ‘ P=p—¥ , P=q—¥,

saranno p’, ¢  positivi.

Abbiasi’ una superficie S reale d’elemento lineare (52) e cerchiamo
di trasformarla mediante la B, in un’altra superficie S,, data dalle
solite formole

wl-—x+l +m ecc,

che sia reale e della medesima classe.
Nelle formole del § 5 dovremo cangiare ,

Vo, Ve, Vo, Vi, &

rispettivamente in

Vi, V= V7 VT,
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onde le (18) del detto paragrafo (pag. 13), coi segni superiori, diventano
U= 2(Var— Ve —2 (Vo — VED) k- (Ve + Vad e+
+ iV —Ved)
9 {v = 2(Var+ VaDDe—2(Va+VFDho— % (Vi —VET+
+ (Wi +4)
W=2\[Vpg— Var -+ +Vod u—o))] .

Le formole d’applicabilifé, (45) § 11 (pag. 32) si scrivono

" = \/W(uﬂ) +4VW (““'_"_’1 —Vm (4uv-{;z’k’)x

o= L
Y

Le formole (56) dimostrano che la superficie trasformata S, sara reale
solo quando sia

T=im , m=il,
ossia quando si abbia

U .V
—_— =t ==

(60) = =iy

Lé condizione poi che la S, abbia il medesimo elemento lineare della
S si traduce in questo che le nuove variabili.«, , v;, definite dalle (59),
" soddisfino alle (56), cioé sia

(61) 51 = iul .

Ed ora basta applicare il procedimento pil volte usato, a comimciare
dal § 43.
La (61) da

5 [Vod 6—0)— Vap' w+0)] 2+ Vg
i[Vap o)+ Vod u—o)]+Vpg (K —4iuw) )
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ciod la relazione bilineare fra X, X
(62) - ANV +Br+Br+C=0,
ove si ponga:

A=Vpg (¥ — i) , O=—Vpq

(63) . _ il o
B=Var (utv)— Vg (u—v) , B=iVap (u+v)+iVpd —v).

Le (56) dimostrano che i coefficienti A, C sono reali e B, B com-

plessi coniugati; inoltre pel determinante BB —AC, a causa delle (57),
si ha |

BB —AC=i¥[p(u—0)*—q(u+v)*—ipq] =¥ [pg— pf*—q7] ,
e pero
BB—AC>0.

- Le equazioni differenziali fondamentali (I) § 27 (e=+-1) diventano

qui
o __.Vm
I k,HV— k’\/—(DU+DV)
(64) \/
= Py ,
av— k’H 70'\/— (D'U+D"V),
con

H=pq + ip (v —v)*—ig (u+v)* =pg —p* —

‘reale e positivo.

Per scrivere le equazioni coniugate delle (64) occorre osservare che,
essendo la superficie S reale, sard pure reale la sua seconda forma fon-
damentale

Ddu® + 2D dudv + D" dv?,
cid che, per le (56), equivale alle relazioni

D=—D",D=—D, D'=—D.
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Dopo c¢io, cangiando nelle (64) ¢ in —i, otteniamo

_ Vm
o KH

_ 1 _ —
T _(D'T+DV
+ 2k’\/H( + ,)
(649 .
oA J I 1 PTT LT T
or__Vmay _ (D' T+D' V).
% T WH T ggyEe v Y

Si verifica facilmente, nel solito modo (§ 43), che le equazioni diffe-
renziali (64), (64*) insieme alla equazione in termini finiti (62), formano
un sistema completamente integrabile, tenendo conto delle identita

che seguono dalle formole precedenti.

Abbiamo dunque il risultato finale:

Ogni  superficie reale S applicabile sul paraboloide immaginario
7

2
r + Z— = 24z (d’elemento lineare (52)) appartiene come prima falda focale

ad ®® congruenze rettilinee reali W, le cui seconde falde focali sono super-
ficie S, della medesima classe.

E notevole che le attuali trasformazioni si conservano qui anche nel
caso del paraboloide rotondo p =g, mentre esse spariscono pel parabo-
loide rotondo reale (§ 42).

La classe di superficie applicabili S corrispondente & precisamente
quella delle evolute delle superficie W di Weingarten coi raggi principali
di curvatura »,, 7, legati dalla relazione

1
y— ry = %sen[Qp(rH-rz)] Y.

1) Per dimostrare 1'asserzione nel testo si osservi che per p=q si ha
ds® = p(de® + df*) — (ada+ B B)?,
e siccome o?-}-82<p, si faccia il cangiamento di variabili

a=Vpeosweosy , B=VPpcoswseng,
con che

ds? = p?[sent wdw? -}- cos?w de?].

Questa & precisamente la forma dell’elemento lineare per le evolute delle su-
perficie di Weingarten (cf. vol. I, pag. 292).
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Si sa che Weingarten ha determinato in termini finiti questa classe
completa di superficie applicabili fino dal 1861 (Lezioni vol. I § 135) e
Darboux ne ha dato poi un’elegante costruzione geometrica per mezzo
delle superficie di traslazione a curve generatrici di torsioni costanti
eguali e di segno contrario (vol. II § 245).

Dalle nostre ricerche risulta ora 1’esistenza di classi di congruenze
W colle due falde focali appartenenti a questa classe di superficie ap-
plicabili. '




CariToLo IV.

[ teorema di permutahilitd ¢ le sue applicazioni

—_———————————

§ 54.

Considerazioni preliminari sul teorema di permutabilita.

Gli studi sulle deformate delle quadriche che abbiamo esposto fin
qui ci hanno condotto a costruire per ogni classe di superficie applica-
bili sopra una quadrica fondamentale Q, di qualunque specie, una teoria
perfettamente analoga, nelle sue parti fondamentali, a quella delle tra-
sformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche, che ne & d’al-
tronde, come si & visto, un caso particolarissimo. Ma se ci facciamo a -
considerare il vantaggio cosi ottenuto per la ricerca effettiva delle su-
perficie della classe, ossia per 1’integrazione della corrispondente equa-
zione a derivate parziali del 2.° ordine della applicabilita, vediamo che,
al punto attuale, manca ancora quel perfezionamento dei metodi di tra-
sformazione, che per il caso delle trasformazioni di Backlund delle super-
ficie pseudosferiche ci venne fornito dal teorema di permutabilita (vol. IT
8§ 383 a 386).

Data una superficie iniziale S applicabile sulla quadrica fondamentale
Q, se vogliamo determinare effettivamente le sue ! trasformate con-
tigue S, per una trasformazione B,, abbiamo da integrare un’equazione
(a differenziali totali) del tipo di Riccati, di cui, nota una soluzione
particolare, si trova la generale con quadrature. Cosi, conosciuta wna
trasformata contigua S,, si avranno tutte le altre con quadrature. Ora
se di una qualunque di queste S, cerchiamo alla sua volta le trasformate
contigue, fra queste 'trovi_amo la primitiva S, e le altre si hanno quindi
con quadrature; e cosk'\?ia, applicando indefinitamente il metodo di tra-
sformazione. Cosi adunque, al punto attuale della nostra teoria, ogni
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nuova applicazione del processo di trasformazione richiede sempre nuove
quadrature.

Il perfezionamento che vi arrecheranno le ricerche del presente Ca-
pitolo dipendono, dal punto di vista analitico, dalla proposizione seguente :

Supposto di avere integrata la prima equazione di Riccati per la tra-
sformaczione B, , per un valore arbitrario della costante k, tutte le successive
equazioni di Riccati sono insieme integrate in termini finiti, e Uapplicazione
successiva ed illimitata del processo di trasformazione non richiede pin altro
che calcoli algebrici e di derivazione.

Geometricamente poi i risultati enunciati si-appoggiano sopra un
teorema perfettamente analogo a quello di permutabilitd per le trasfor-
mazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche, che possiamo enun-
ciare sotto la medesima forma:

TEOREMA DI PERMUTABILITA. — Se di una superficie S, applicabile sopra

la quadrica fondamentale Q, si considerano due superficie trasformate con-
tigue S, , S; per mezzo di due trasformazioni Be, , Bx, a costanti k, , k, diffe-
renti, esiste una quarta deformata S’ della medesima quadrica, che si
trova rispettivamente legata a 8,8, da trasformazioni By, , By, colle co-
stanti invertite. Note le tre deformate S,8,,S,, la quarta ' & perfetta-
mente determinata e costruibile in termini fmiti ). v

Per dimostrare questo teorema e stabilire le formole relative, noi
comincieremo dallo studiare le proprieta relative al caso particolare delle
deformate rigate delle quadriche, e da questo poi risaliremo al caso
generale. ,

Qui osserviamo ancora che, in ordine all’enunciato del teorema stesso,
si arriva dalla S alla S' sia eseguendo prima una By che da S conduce
ad S;, poi una By, che trasforma S, in §', ovvero, passando prima con
una Bz, da S a 8, indi da S; a §' con una By,. Esso stabilisce quindi
che per la composizione di due successive trasformazioni By vale una
sorta di permutabilitd, onde il nome dato al teorema.

§ 55.
Nuove proprieta dell’affinita d’Ivory.

Comincieremo la nostra trattazione dal caso delle deformate rigate
del paraboloide iperbolico e prima, seguendo: un procedimento che pil

) V. piu avanti, al § 66, la costruzione effettiva.
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volte ci ha servito nelle ricerche precedenti, studieremo il caso nel quale
la superficie iniziale S si riduce al paraboloide P, e le due trasformate
contigue S,, S; si restringono rispettivamente a due generatrici g, ,g.
dei paraboloidi confocali Py, , Py, ; dimostreremo che in questo caso la
quarta superficie S' del teorema di permutabilitd & data dal paraboloide
stesso, trasportato in conveniente posizione nello spazio. Le proprieta
da dimostrarsi si riducono allora a semplici proprietd della corrispon-
denza d’Ivory fra i paraboloidi confocali, delle quali dobbiamo in primo
luogo occuparei.

Siano g, ¢, 9. tre rispettive generatrici dei tre paraboloxdl confo-
cali Py, Pz, , Py, e supponiamole qui senz’altro tutte tre appartenenti
al primo sistema (v).

Se, colle notazioni del § 5, poniamo

n=p—h,an=q9+h
p=p -k, @a=q+k

ed indichiamo rispettivamente con X, ;, %, i valori del parametro A ap-
partenenti a ¢,4:,9:, le equazioni di queste tre rette si scriveranno

v p Xy =y \/pl &+ \/Pl

z=\Vpeot 55
g) \/ 91) yl"‘)\x \/—— & — \/Qh
y=AVgz— ——q
2= k
1 1T 5
Ty==hq \/Pz L+ vpi

92) Y=y \/flz G _._l/l’

zz=cz+’2£2-

L’affinita d'Ivory fra i paraboloidi confocali Py, , Py, fa corrispondere
ai due punti M, = (x5, 2), My = (£, 4, %) di Py, , Py, rispettivamente
due punti di Pg,, Ps, che indicheremo con

Mx @7 z), Mz (@5 Gs %)
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Mentre M, descrive la generatrice g, di Py, il punto M, descrivera
su Pg, una generatrice g, corrispondente (per tratti eguali); e similmente
alla g, di Py, corrisponderd su P, una generatrice g,. Per le formole
dell’affinita d’ Ivory (§ 11), le equazioni di queste due nuove generatrici
g1, g» sono

Z=huVp cl+¥—fj Ty \/Ecz+‘2/f;‘
gl) ?71=)‘1\/Ecl'—12/% -‘7?) ?72———)\2\@%—\2/5

— k _ k

n=20 52 %2=C2+§l-

Sappiamo dal § 14 che esiste un movimento rigido M, pel quale la
coppia di rette (g:,¢:) coi loro punti M;, M, si sovrappone alla coppia
(3., J2) ed ai punti corrispondenti M,,M,."

Consideriamo ora la quadrica determinata dalle tre rette g, g, gs,
che diremo la quadrica (g, 9:.¢.). Essa ha a comune col paraboloide P,
la generatrice g e nessun’ altra generatrice, come & facile intendere a
priori e come risulterd confermato in seguito dal calcolo. La prima pro-
posizione che andremo a stabilire sara la seguente : Se si assoggetta la
quadrica (g, g1, g2) al movimento rigido M, che trasporta la coppia (g, , gs)
nella coppia (§,, Js), essa tagliera ancora, dopo il movimento, il parabo-
loide P, in una ed in una sola generatrice g’ del primo sistema.

Cominciamo dall’ osservare che le generatrici del secondo sistema
della quadrica (g , g1 , g:) segnano sulle rette g, , g, coppie di punti M;, M,
. che generano due punteggiate projettive ; ad ogni punto M; corrisponde
cosl un determinato punto M, di g,. Questa corrispondenza (projetti-
vita) sard analiticamente espressa da una relazione bilineare fra ¢;, &,
sia / ' ’

(1) AC1C2+BC1+CC2+D‘=O"

Vogliamo anzi tutto calcolare, in funzione di A, %, ,Xz i coefficienti
A ,B,C,D. Basterebbe per questo esprimere che ogni congiungente
M, M, si appoggia alla retta g, ma per lo scopo nostro & piu utile pro-
cedere nel modo seguente. Alla coppia di punti M; M, facciamo corri-
spondere quel punto M= (z y 2) dt g, ove il piano di questa genera-
trice e della retta M, M, tocca il paraboloide fondamentale P,.
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Serivendo che il piano tangente in M = (v y #) a P, passa pel punto
M, = (z, ¥y, 4), abbiamo la equazione

Ty ?/?/l
— =g+ 2,
»q T

che, per le equazioni sopra scntte d1 g,9, si traduce nella relazione
bilineare fra zef;:

((Vaz—Vez)oh . &+ (Vami Vi) g —Via# +

P — )\ - 1 kl
+ [(\/qp1+ Vrg) 55— \/pq] G + Vo ;m\/p L S Vpg=0

Similmente avremo fra z e {; l'altra relazione

(Vo= Voapn . o+ (Vim+ Viw) 55— Vaa] s +

[(quz-l— Vow) 22— \/pq] G+ Vo : n\/p _yp=o0;

ed, eliminando fra queste due la #, ne risulta la relazione bilineare cer-
cata (1) fra {,, ¢ coi valori seguenti pei coefficienti A,B,C,D:

A = (Vpgi— Vaw) M+ (Vape— Voas) M + (\/E_ Vap)
B—(Vap+ Vrw) 55+ (Vap+ Vi) 35— (Vo Vaz) gy +
+ 2 (Vaa—Vae)\h — Vg

@ | O=— (Va4 VIE) g (Va-+ Vi) 22+ (Vo +-Vam) 32

~ 5 (Vam— Vo)t Vrg

_ Vaw:— Vouige , Vot— Vap: | Vap. — Voo,
=", T ow, T oaow T

— - A Fe—Ty o —
+ kx(quz+qul)m—h(qul+ qux);ﬁ-l+ 5 Vre.

Si osservi che, scambiando fra loro gli indici 1 e 2, i coefficienti
estremi A , D cangiano segno, i medii B, C si permutano cangiati di segno
o la relazione bilineare (1) resta invariata, come era prevedibile a priori.
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« § 56.

Determinazione della quarta generatrice ¢ .

Per dimostrare la proposizione enunciata al paragrafo precedente,
siccome la quadrica (g,¢,,¢:) dopo il movimento M diventa il luogo
di tutte le congiungenti M, M,, dobbiamo provare che esiste una ed i
una sola generatrice g’ di P, appoggiata a tutte queste rette M, M,. In-
dichiamo con X' il valore incognito del parametro A per questa genera- i
trice ¢, e cerchiamo di determinarlo. Siccome le equazioni delle rette ;
J1, 9. si ottengono (§ 55) scambiando %, con %, e conseguentemente p, !
con p;,q; con ¢g,, noi esprimeremo la condizione che la retta g si ap- |
poggi a tutte le rette M, M, mediante la relazione bilineare

(1% ALL+B L+ CL+D =0,

cangiando in questi A in A" e scambiandovi %, con %, p, con p, e g; con
¢.. Le due equazioni bilineari (1) e (1*) debbono coincidere ed il no-
stro teorema sara dunque pfovato se dimostriamo che esiste uno ed un
solo valore dell’ incognita A" che soddisfa simultaneamente alle tre equa-
zioni

i
dove i valori di A’, B/, C',D' si ottengono dai valori (2) diA,B,C,D }
3) o= ==, |
i
!
f

Indicando con A ¢ il valor comune dei quattro rapporti (3), ove {

5):1
sard una nuova incognita, e ponendo ancora

(4) E=2)%, n=2V\,

le condizioni da soddisfarsi si traducono nelle guattro seguenti equazioni 1
lineari per le tre incognite &,7,(: '

©) |(Vaz—Vow) b + (Vogi= Vap) s |- ¢+ (Vo ~Vaz)itsn+

+ | [(Vap—Voa)a+ (Voz~Vam) |1+ (Voaa— V) | e o

11

1
1
i
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(59 by (V2 V) b~ (Vamt Vim) - +
+ [2Vaahs + (Vs + Va) ] -1+
[V V) + s Vot = Vam)iona e - [2Va0 (Vo + Vam) o+

+ (Vam + Vog) u xz§ t=2 (Vapet Vog) 1a e

©) [l Vot — Vao) oact (Va+ Vom)|é — |2Voa i+ (Vi Vi) ]+
| [l (Vam— VamDiora — (Ve Vom) |1+ Va2 + (Vs + Vi) o=

= (Vap+ Vpg) ol - =—2.(Vam+ Vag) s

© [ (Vaz+ Vemdh — b (Vam VeI e+
+ 20 R0 (Va0 + (Vi Vo)l +
#{ [l (Vs + Vazd -k Van-+ Voa) ]+

+ |2 (k= k) Vg ke + (Vaipe— \/qu)]wr(\@— Vap) s+ (Vap— Vra) x2} =
=2 (\/Z’—Q}_\/ﬁ) N+ 2 (\/q—pz_ \/1712) hg.

Noi dobbiamo dimostrare che queste quattro equazioni lineariin &, 4, ¢
ammettono una ed una sola soluzione per la quale risulta inoltre, con-
formemente alle (4),

P=2¢.

Cominciamo per cid dal prendere le prime tre equazioni (5)), (5),
(55) e risolviamole colla regola di Cramer; avremo

Al o Ag

—_ ___A3
—K7W—K’

(6) € (=7

Per calcolare i valori dei determinanti A, 4, A,, A, introduciamo le
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tre seguenti quantitya L ,P,N

L= (\/1_9?1_ \/ﬂ’—l) M+ (\/!I_Pz— \/?q—e) As,

P= (\/q_pz““ \/1@) AN+ (VP_%_‘\/Q_PI) Ae s

N=(Van. + Vre.) — (Vap. + Vrao)' +

[ (Vani—Vow) (Ve + Vi) - 1 (Varn— Vo) (Vizs Vo) b,
e poniamo inoltre

_ (Van+ Vo) — (Vap+ Vo)

8)
\/lez VP1Q2

Osserviamo che si hanno le identitd, facili a verificarsi,

5 — (Vo + Vo) Vapi+ Vo) — 2 Voa (Vape + Viae)
Vra,— Vam

3 — (Vawe+ Vigs) Vaps+ Vozr) =2 Voa (Vam+ Vrg) |
Vrg.— Vaps

Tenendo conto di queste identitd e delle altre

k(Vam+Vre) _ (Vap+Vrg) _ (Vam+ Vea) Vapa+ Vog)

Vg — Vap: Vo2 — Vap: p+q

si vede primieramente che la quantitd N definita dalla (7;) pud anche
scriversi

(8)

® Neh(Viz— Vo) [1 + Ve —Vre) Vap.— Vas), x]

p+a

e pei valori cercati di A, A,, A,, A; risulta, dopo alcune riduzioni ele-
mentari,

M — _ 2
(A = (NA—hPy, 1_2hxlxg[LH(\/plqz_\/glp,)xlxg]

10) | 8= 202 L2 + (Vpgs— Vaa)ha] - (N~ 4P),

( ——2xlxg[hLP+(\,plq2 \/qlTog)mgN].
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E intanto evidente di qui che si ha
A% =2 Al A P

ossia ' =24&, come si era asserito.
Resta ora soltanto da verificare che i valori cosi determinati colle
(6) per &,7,L soddisfano altresi la (5,), ossia che sussiste 1'identita

- (Vam + \/p?)l)+(\;qu+ Vo) by +[ (bam ) VT M Dot (\/q——%_v@ﬂ At

n {(\/qpl + \/pi:)Jr(\q/qu +Vog) [ el [ o= To) VAT et (Vo \/g@)]x_la; Ay
—2LA=0.

Sostituendo qui i valori (10) per A, A,, d;, 4,, si ha nel primo mem-
bro un polinomio di 2.° grado in A, i cui coefficienti, come facilmente
si verifica, sono identicamente nulli.

La proposizione enunciata risulta cosi dimostrata ed abbiamo di piu
la formola effettiva che da il valore cercato di A’

18I0+ (Ve — Vags) e
2 A NA—hP

(10%) N =

Sostituendovi per L ,P,N i valori effettivi (7), (9), abbiamo la for-
mola definitiva

((VEa—Vazo-+(V eV s |1 + (VogVaa) 1
o V=1 ,

dove si ¢ posto:

<I>=(\/El—pg—\/p_lq§){1 + Var— Via) Vap—Vig), | J it

p+gq

+ (\/pq_z— \/Q_Pz) 7\1+(\/E—I’1— Vo 1))\2 .

Se in queste si fa k,=k;, indi p,=p,, ¢.=¢, ne viene semplice-
mente X =X e la generatrice ¢' coincide con g stessa. Ne risulta appunto,
come avevamo asserito al § 55, che la quadrica (9,4, ¢s) ha a comune
col paraboloide P, la sola generatrice g.

Osserviamo poi che la formola (I), ridotta a forma intera, assume
la forma quadrilineare in A, N, A\, )

@ (Voz— \/qlp)X(\/qp 7 ?;)Jr(\q/qp »— Vre) )\)\’)\1)\,-}-)\’)\—1-&1)\,]'4-

+ (Vaps— Vog) X + 20 + (Vi — Vap) e N + 00 = 0.
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Essa non varia sia scambiando %, con %, e A con ), sia scambiando
fra loro A, X5 e X con X, proprieta di cui & facile rendersi ragione a priori.

§ 7.
Birapporto costante delle quattro rette g,7,¢:,9:.

Consideriamo il movimento M™', inverso di M, che trasporta la
coppia (7, , 7s) nella primitiva (g;, g) e quindi la quadrica (¢, 71, 2) nella
(9,9:,9:). Esso trasportera la generatrice ¢ su quest’ultima quadrica,
in una certa posizione che indicheremo con §. Le quattro rette

! gl’g?-:g’ga .

come generatrici di uno stesso sistema sulla detta quadrica, formeranno
fra loro un certo birapporto

9=(91,92,g;g)-

Noi vogliamo dimostrare la semplice ed importante proprieta :
11 birapporto Q=1(9,,9:,9,9) & costante (indipendente da X, , k)

e precisamente eguale al mpporto% delle due costanti k, , k.
2

" Calcoliamo effettivamente il valore di Q.
Una qualunque delle congiungenti M, M, incontrera le due rette g, g

in due punti che indicheremo rispettivamente con N, N, ed avremo
| Q= (M, M; N ).

Indicando con m, 7% i rapporti semplici dei segmenti

N _ MNXN
=_———, M=— s
NM, NM,
sara
Q="
m

Ci bastera calcolare m , poiché un semplice cangiamento nelle nota-
zioni dara il valore di .
Se X,Y,Z denotano le coordinate di N, avremo

X_mwz—l—xl Y_____my,—{—yl Z___mz,+z,
T om41 m+1"’ m4+1

o
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Ma poiché il punto N & sopra g ed i punti M,, M, rispettivamente
sopra g, , g», dalle equazioni di queste tre rette (§ 55) si traggono le due
equazioni per m

2
(ngcz+vp2)+m/plcl Xf‘ ,_m(c,+ )+cl+1”—‘ Vi
L= + 3P

m—+1 b m -+ 1 2\

M(lz\/q—ziz—g—kq:)+7\1V§Cl—\2/)f‘- v_m<2+ )+t1+— Vi

m—+ 1 =r Ve m—+ 1 TN’

onde deduciamo per m la doppia espressione

()‘ \/p—)‘lvpl)tl + *\Q ___\_/_17_14_701)\ \/— ()\ \/q—)\ \/ql)cl +E _l/_!l ) ky . \/'é

20 2h 2

R v”’ ﬂ—@ Vo (xg\/qz—n/q)cww“g%'l%x\g'

L’ eguagliare questi due valori di # conduce, come ¢ naturale, nuova-
mente alla equazione bilineare (1) fra ¢, e ¢. Possiamo utilizzare questa
doppia forma del valore di m per semplificarne 1'espressione. A tale

oggetto moltiplichiamo i due termini del primo quoziente per V¢, quelli
del secondo per \/1_0 e sottragghiamo; ne risulta

(Vim—Vam) e — Y2k Vo0 | Voo

(Vi — Vw4 VEiVo0 Vi

(11) m =

Ora per avere il valore di 7 si osservi che, indicando con N’ il punto

ove la M, M, interseca la g/, avremo

M N
NM’

m =

poiché il movimento M sovrappone M;, M,, N rispettivamente a M, ,M,, N
Ne risulta che il valore di 7 si deduce da quello superiormente calcolato
per m semplicemente scambiando %, con %, indi p, con p, e g, con g,
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e cangiando » in )'; dunque

(Vo7 — VIz) 1t — \/qu—;\/ Pas \/Az’oq

(Vam— Voa)ute + Vi V22 _ Vg

(11% m ==

Dividendo la (11) per la (11%), si ha dunque pel cercato valore di @

_ n o
(Ve — Vi)t + Vap+Vor. \/xzfq

2k

(Vo —Vaz) e + Yt Vra Vo
9_

(Vap — VIg) 1ebe + v qm;;g\/ 7 \/> Z

(Vi — Vom) e + Vi Vo0_ Vo0

X

Ora P’equazione bilineare (1) ci da

_ Bu+D
AL +C’

52=

e poiché @ & certamente indipendente da {,, possiamo calcolarne il va-
lore dalla precedente facendovi per es.
B
C1 = ® , Cz - K ’
onde segue

 (Veu+rVen Ve — =
Q_Y_qpx—qul( % 25 )A—!—(\/pql \/qp)xz.m.

- Van-Ven (Voo Vow o VP o 4 (Vg Vap) . 2B

Ricorriamo ora al valore (2,) di A, che per la (7,) pyd scriversi

A=Tr+ (Voige — Vo) bk,

e quindi per la (10%)

A_N—iP.
N h !
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cosi abbiamo
e \/E(\/qp1+\/pql)A+(\/pql Vap)i. 2B— 2\/pq (NA—AP)

\/qu \/1922 (\/qp2+\/pq,—2\/pq )A+(Vpg12 \/qu))\z-QB

Per dimostrare la formola enunciata

conviene verificare 1’identita

b (Van~VE0) (Vi Vo) A+ (Voa— Ve 28 —2 VI )| =

= (Va— Vo) | (Vaza + VEm)—2 Y2 | o+ (Va— Vahs. 23].

Ora se si osserva che identicamente

k(Vap—Voa)(Vap+ Vra) = t(Vap— Vogs) (Vape+ Voas),

la precedente, moltiplicata per ;\ , resta

[ (Vap— V) =1 (Vap— Vo)) - 205 B+25 Vg (F ap— Vpge) A +
+ 20V (Var—Vaw) (51 —r) =

Basta sostituire qui per A,B,N,P i valori (2), (7) per verificare
che si ha nel primo membro un polinomio di 2.° grado in A identica-
mente nullo. Il nostro. teorema & cosi dimostrato.

§ 58.

Conseguenze — I1 teorema di permutabilitd al limite.

Dai risultati ora ottenuti deduciamo alcune conseguenze che vengono
in sostanza a dimostrare il teorema ’di permutabilitd nel caso limite,
indicato al principio del § 55, ove la superficie S si riduca al paraboloide
P, e le due trasformate S,, S, si restringano rispettivamente alle due
generatrici ¢,,9; di Py, Pg,.

Se facciamo percorrere alla generatrice g il paraboloide P,, tenendo
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fissi A1, %, e rendendo variabile 1, I'altra generatrice g' percorre proiet-

tivamente !) il paraboloide stesso, e la quarta retta § percorre il pa- j

raboloide congruente, che indicheremo con P, in cui si trasporta P, pel 5

movimento M™'. Ma abbiamo visto sopra che le quattro generatrici

(gI-, 92,9, 9) della quadrica (g:,9:,9) formano il birapporto costante IZ?
2

Se consideriamo dunque 1'omografia biassiale ® di cui g,,g, sono le due

b

punteggiate di punti uniti e %
2

la costante dell’omografia, possiamo
dire:

L’omografia biassiale ® trasporta il paraboloide P, nel paraboloide con-
gruente P’y precisamente come il movimento M.

Cio equivale a dire che I'omografia ®M, composta di ® e di M, tra-
sforma P, in sé medesimo e sui punti delle due rette g,,g. ha il me-
desimo effetto come il movimento M.

Cid posto, ricordiamo che ai due punti M,, M, di g, g, corrisponde
quel punto M di g ove il piano M, M, g tocca P,; e medesimamente ai
punti M, , M, corrisponde su g’ quel punto M’ ove il piano M, M, ¢ tocca
P, stesso. Dunque il movimento M, che trasporta M, M,, g inM,,M,,q
e il paraboloide P, in P’,, trasportera M’ nel punto M ove il piano
M, M; g tocca P’,. Dopo cid & evidente che 'omografia ® sopra conside-
rata fara corrispondere al punto M il punto M. Per cid la retta MM si
appoggiera ad ambedue le rette g, , g e i due punti d’incontro di MM con

queste due rette formeranno con M, M il birapporto gﬁ Segue di qui
2

in particolare che i due piani (M, g,) , (M, ¢:) coincidono e cosi gli altri '
due (M,g,), (M, gs). Ma il movimento M trasporta i punti M,,M,, M
rispettivamente nei punti M,,M,, M’ e le rette g,,g; in ., Js; esso
trasporta quindi i piani

(M,g9)=(M,q) , (M,g)=(M,g)

rispettivamente nei piani (M', g,), (M, gy).
Enunciamo esplicitamente questa proprietd importante per il seguito :
Il movimento M che trasporta la coppia (9., g:) e © suoi punti M, , M,

1) Si ricordi che per la (I) ' & funzione lineare di A.
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nella coppia (7, , §s) coi suoi punti M,, M, sovrappone altresi il piano
M, ) al piano (M, g,) e similmente il piano (M, g,) al piano (M’ 7).

Facciamoci ora a considerare i due paraboloidi-congruenti P,,P’,,
posti dall’omografia @ in corrispondenza di punto a punto, tale che i
loro piani tangenti in punti corrispondenti M , M incontrano le due rette
g1, 9. nei medesimi punti M, , M. La configurazione formata dai due
paraboloidi Py, P, e dalle due rette fisse g, , g, pud considerarsi come
caso limite della configurazione Q (S,S', S;, ;) dell’enunciato teorema
di permutabilita (§ 54), le superficie S,, S, essendo rispettivamente con-
tratte nelle due rette g,,g,. E invero evidente (cf. § 8 in fine) che g,
rappresenta una trasformata S, di P, per la Bj, ed una trasformata di
P, per la By, e similmente g, una trasformata S, di P, mediante By,
e di P, mediante By,.

Da ultimo ritorniamo sull’osservazione gi fatta sopra che: Uomografia
DM cangia il paraboloide in sé stesso e trasporta la coppia (g, , g,) ed i suoi
punti M, , M, nella coppia (g, ,3z) e nei suoi punti M, M,, per darne
una nuova interpretazione in geometria non-euclidea. Se prendiamo P,
per assoluto di una metrica del Cayley (a ds* indefinito), I’omografia
M=®M rappresenta in questa metrica un movimento. D’altronde la
schiera di quadriche confocali a P, nel senso euclideo & ancora una
schiera di quadriche omofocali nella metrica Cayleyana. Il movimento. M
non-euclideo compie precisamente, rispetto a questa metrica, il medesimo
ufficio come il movimento M euclideo nella metrica ordinaria. Questo
dipende dal fatto che tutte le proprietd dell’affinita d’Ivory valgono
egualmente nella metrica non-euclidea, come si puo facilmente dimostrare.
Ed anzi, servendosi di queste considerazioni di metrica non-euclidea, si
riconosce a priori l'esistenza della omografia biassiale ® =MM™, che
sopra abbiamo dedotto direttamente dalle ricerche precedenti. Per tal
modo si giungerebbe ad una nuova dimostrazione dei risultati stabiliti,
con calcoli molto piu semplici.

§ 59.

Preparativi pel teorema di permutabilita.

Le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti sono di natura ele-
mentare e corrispondono a semplici proprietd dell’affinita d’Ivory. Per
prepararci la via alla dimostrazione del teorema di permutabilita, con-
viene ora procedere ad altri calcoli di natura differenziale.
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Sia R una deformata rigata del paraboloide fondamentale P,, siano
R, , R, due trasformate della R per mezzo delle trasformazioni Bg, , Bx,,
e indichiamo con

Y31 ,7

una terna variabile di generatrici corrispondenti di R,R,,R,. Se si
distende R sopra P,, la retta » andra a sovrapporsi ad una certa gene-
ratrice g=(\) !) di Py, e le due rette r,,7,, trascinate in sistema in-
variabile da r, si disporranno rispettivamente sui due paraboloidi Py, , Pz,
in due loro generatrici g,=() , g.= (k). Se ricordiamo che )\=2iv ,
dalla equazione differenziale fondamentale (I) § 7 (pag. 19) vediamo che

A1, considerata come funzione di v= —-, soddisfera all’equazione diffe-

2\
renziale _ ’
dh_ 9(v) — — o kg — — s — — 1
02) G =T 2(Van+Vin) i+ (Vom— Vaw) =2 (Via+ Vi) 0.+ .
1, — L ‘
+5 (Vam+ \/pql)t ;
similmente si avra 1'altra
N
(12*) d = “k: [2(\/(1]72'!'\/10%12)” + (\/P% \/sz)] )\2—2(VPQ+ \/quz) v A +
1, — —
+ §(V€lpz+ \/1722)2 .
Dividendo la (12) per la (12*) ed esprimendo v per A, ne segue
[(Var+ Voa) + b (Vea— Vap) 2 13— 2 (Veg + Vo) M +
1y Bk +(Vapi+ Vea)®
13) — .
A
W b [(\/qu—lr Vg + 5 (Vog.—Vap)¥*] -2 (Vog + V) 1oh +
+ (Vap:+ Vpa)¥®

Supponendo adunque che ad una generatrice variabile A di P, si
facciano corrispondere rispettivamente sui paraboloidi confocali Pz, , Px,

1y Con questa notazione indichiamo che la generatrice g corrisponde al
valore A del parametro.
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due generatrici A,, A, vediamo che: se esiste una deformazione del pa-
raboloide P, in una rigata R tale che, ciascuna generatrice (\) di P,
trascinando seco in sistema invariabile le due (), (A di Pz, , P,
queste abbiano per luogo, dopo la deformazione, due rigate R,, R,,
trasformate di R mediante due trasformazioni Bz, , Bz, le due funzioni
M, Ay di A dovranno soddisfare la relazione differenziale (13). Ma quel
che piu importa pel nostro scopo & di osservare che questa condizione
¢ anche sufficiente, ciod: Se le due fumeioni \,, ) di ) soddisfano
la relaxione differenziale (13), esisterd una (ed una sola) deformazione del
paraboloide Py in una rigata R, tale che le generatrici (\,) , (Ae) di Pr,, P
rispettivamente, trascinate dalla corrispondente (\), avranno per luoghi,
dopo la deformazione, due rigate R,, , R, trasformate di R per due trasfor-
mazioni By, , Bg,.

La dimostrazione segue facilmente dal teorema alla fine del § 8.
Esiste infatti, ed & individuata, una deformazione di P in una tale rigata
R che la generatrice () di Py, trascinata dalla corrispondente (A), abbia
per luogo dopo la deformazione una rigata R, trasformata di R me-
diante By,. La deformazione stessa & determinata dal valore di ¢(v), che si
ha dalla (12). Similmente esistera una seconda deformazione analoga scam-
biando %, con £ e A, con A,; ma le due deformazioni coincidono perche, in
virta della (13), alle due appartiene il medesimo valore per la funzione ¢(v).

Cid premesso, supponiamo ancora che R sia una deformata rigata
(qualunque) di P, e R,, R, due sue trasformate mediante le trasforma-
zioni By, , By, e indichiamo con

P S

i valori del parametro A per tre generatrici corrispondenti », r, , 7,. Sa-
ranno A, , A, due funzioni di A soddisfacenti alla (18). Ora prendiamo quella
funzione )" di A che & data dalla formola finale (I) del § 56, (pag. 164).

Dimostriamo che: considerando X, ,}, come fumzioni di N esse soddi-
sfano alla relazione differenziale che viene dalla (13) cangiandovi )\ in N
e scambiando k, con k,, indi 101 con pp,q: com gy. Dobbiamo dunque pro-
vare che si avra

wmvp‘q;>+k2<vp“qz-va@)wm—'z(v;am@m

) %_@ +(Vap+ Vog))?
De ks [(Vam+ Vim) +h (\/pm Var)r* [ii—2(Vog+ V)b +
+ (Vap+ Vog)r?
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Paragonandola colla (13), e ricordando che per le (6)

VI

2 ___ _—
W=3.2=7%,

y 2N

si veﬁe, che la (13*) equivale alla relazione seguente

[2(Vape+ Vrgs) A+ ke (Vo — Vaps) &) —2(Vog + Ve g 8 +
+ (Fgp, 4+ Fpg.) A,
[(Vap.+ Vo) + o (Vo — Vap) 2] 2 - 2 (Vg + Voug) Wr +
+ (Vo + Vap) 2
[2(Vap:+ Vo) A+ b (Ve — Vap) &) 3 -2 (Vg + Vog) 1 A+
: + (Vap + Vo) A
| (Vap:+ Voas) + b (Voge — Vap:) 210 - 2 (Vg + Vougs) 1+
+ (Vape+ Vo)

Si osservi ora che, per le formole (7), (10), i valori di A, A;, A; non
cambiano scambiando (\;, X)), (b1, %), (01, 02) , (@1, ¢:), onde il secondo
membro della (14), prescindendo dal fattore g, si deduce dal primo

1
precisamente coi detti scambi. Ma se nel primo membro della (14) so-
stituiamo per A, ,A;, A, i valori (10) si vede che il numeratore & un po-
linomio di 2.° grado in X come il denominatore, e il loro quoziente &

indipendente da A ed eguale alla espressione seguente

0 %‘W (Var+ Vo) [(Vam— Vam)h + (Vrgi— Vap)hel +

+ (Voige— Vaws) 5 [(Vars+ Vig) + 1 (Vo — Vap) N +
+2(Vrg + Vo) (Vogs— Va) [ (Vape— Vg )M+ (Vo — Vap)hl M.

(14)

&

Se indichiamo dunque con @, cid che diventa I’espressione stessa
scambiandovi gli indici 1 e 2, la (14) si riduce all’ identita

k0 =10,

che éi verifica con breve calcolo.
Dungue la relazione (13*) & in effetto verificata, onde deduciamo
pel teorema dimostrato pill sopra: Esiste una deformaeione perfettamente
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determinata del paraboloide P, in una rigata R, dopo la quale le gene-
ratrici (M), (h;) di Pr,, Pr, rispettivamente, trascinate in sistema invaria-
bile dalla corrispondente (\') di Py avranno per luoghi due nuove deformate
R,, R, di P,, legate rispettivamente a R da una By, ¢ da una By, .

Ed ora c¢i proponiamo di dimostrare che un medesimo movimento
sovrappone la coppia (R',, R’;) di superficie alla coppia primitiva (R;, R,),
dopo di che il teorema di permutabilita sara dimostrato.

§ 60.

Congruenza delle due coppie di superficie (R,, Ry), (R}, R’).

Pel modo stesso come, data la terna R, R,, R, di deformate del pa-
raboloide, abbiamo costruita 1'altra R’,R’;, R';, resta stabilita fra que-
ste superficie una corrispondenza di punto a punto. Siano

J
7o,y ¥ 1T
sei loro generatrici corrispondenti e
F’FlaFR; F,’F’UFI2

sei punti corrispondenti sopra queste. Se R si distende su P, la generatrice
r prendera la posizione g= (), e r,, 7., trascinate da , prenderanno
su Py , Pz, le rispettive posizioni g, = (\)), g. = (\)) . Distendiamo ora
R’ su P,: la #" prendera la posizione ¢ = (') ed #',, #;, trascinate da
7', andranno ad occupare rispettivamente su Py, , Py, le posizioni §, = (\),
g2 = (X;), cioé appunto quelle che corrispondono nell’affinitd d’'Ivory a
91,9:. Al punti ¥, F,,F,; F,F,, F; corrisponderanno cosi i punti M,
M;, M:; M, My, M, sulle rispettive rette

9d,91:9:; 9,1.61352:

e queste formeranno precisamente la configurazione del § 58.

Dopo cio possiamo vedere che: la corrispondenza stabilita fra i punti
F.,F, di R,,R ¢ appunto quella & applicabilita; e lo stesso vale per
la corrispondenza fra i punti Fy, ¥, di R,,R;. E infatti i due punti
M,, M, di Py, Pr,, ai quali vanno a sovrapporsi F,, F'; quando R si di-
stende su P,, si corrispondono nell’affinitd d’Ivory e per cid corrispon-
dono anche nell’affinitd d’Ivory ad un medesimo punto di P,, ed in que-
sto punto, per la legge d’applicabilita, vengono dunque a sovrapporsi
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tanto F, quanto F’;, se si distende R, ovvero R, su P,. Dunque, F; ¢ F;
si corrispondono nell’ applicabilita di R, sopra R';.

D’altra parte segue dal § 58 che esiste un movimento rigido, pel
quale la coppia (r, , r3), coi rispettivi punti ¥, , F, si sovrappone alla coppla
(r1,75) ed ai rispettivi punti F',, ¥y, mentre il piano (F, ) tangente
in F, alla R, si trasporta nel piano (F',+,) tangente in ¥, ad R';, e si-
milmente il piano (F,r,) tangente in F, alla R, sul piano (F,,#;) tan-
gente in F', a R’,. Tutti i segmenti F, F, hanno quindi rispetto alle due
superficie R, , R, (cioé rispetto ai loro punti F,,F, ai loro- piani tan-
genti ed elementi lineari spiccati da F,, ;) la medesima giacitura come
i segmenti corrispondenti F'; F’; rispetto ad R, R;. Da tutto cid & fa-
cile inferire che la superficie R, & congruente con R,, R’; con R, ed un
medesimo movimento trasporta (R,, R) in (R';, R'y). Poiche infatti la R,
¢ certamente applicabile sopra R, e se immaginiamo che in questa de-
formazione della R; nella R i segmenti F,F, restino invariabilmente
legati alla R,, la superficie R, luogo degli estremi F, serba, per quanto
si & visto, il medesimo elemento lineare e la medesima giacitura dei
suoi elementi rispetto ai segmenti F, F,. Si puo riguardare come geo-
metricamente intuitivo che in tali condizioni la detta deformazione deve
ridursi ad un puro movimento. Ma per non lasciare alcun dubbio al pro-
posito procediamo ora analiticamente ed esaminiamo in generale se una
superficie qualunque S, da ciascun punto M della quale esce un Segmento
retlilineo MM', puo flettersi in guisa che la superficie S’ luogo degli
estremi M’ dei segmenti, trascinati nella flessione, serbi lo stesso elemento
lineare ed i segmenti MM’ restino ancora invariabilmente legati ad S'.

Per semplicita riferiamo la S ad un sistema coordinato (u, v) orto-
gonale, le cui linee u = cost.t® siano normali ai segmenti M M’. Adottando
le consuete notazioni (cf. in particolare vol. II pag. 91), per una qua-
lunque configurazione di S, le coordinate «’, 4/, # dell’estremo M’ del seg-
mento MM’ saranno

¥=x-+AX, J BX;, ecc.

dove A, B indicano due funzioni fisse di », ». Derivando si ottiene (1. c.
formole (1)).

o' — 0A D A a\/E 3B D
5——(\/E+§E—B¢)Xl ( VG)X2+( +A—_)X3

%) VE VG v du  YE
%%:(aaﬁ \?)Xﬁ(\/@%a;@/ﬁ B\?:})Xz—i-( VDﬁ)Xs
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e per ipotesi restano invariabili nella deformazione considerata
ox/\2 oz’ 3z’ o 02/
_2(575) ! Eau FoR 2(31))

Inoltre due qualunque elementi lineari spiccati da M , M’ rispettiva-
mente sopra S, S formano sistema invariabile col segmento MM’ ed i
due piani tangenti. Ne segue che serberd invariato il proprio valore
ciascuna delle quantita

or e o
EXI@ ) 2X25:’; ] 2X35;

Y W g O
ZXZ%’EX’%’ZXS%’

cioé ciascuno dei coefficienti di X,,X,,X; nei secondi membri delle (15),
e quindi anche

AD , AD’, BD , BD’, BD”".

" Dunque anche D, D', D” non variano !) e la deformazione supposta
di S & un puro movimento.

§ 61.

11 teorema di permutabilita per le deformate rigate -
del paraboloide.

Le considerazioni del paragrafo precedente c¢i hanno dimostrato che
un movimento rigido porta a coincidere la coppia di superficie (R',, R})
colla primitiva (R,,R,). Immaginiamo effettuato questdé movimento;
avremo cosi la quaderna di deformate rigate del paraboloide

R,R ,R, R
poste in corrispondenza di punto a punto per modo che, se
M, M, M,NM
sono quattro loro punti corrispondenti, le quattro congruenze rettilinee
1) Si osservi che se fosse B=0, sarebbe certo A0 (altrimenti 8' coinci-

derebbe con 8) e perb non caugxerebbero D,D’, conseguentemente nem-
meno D",
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generate dalle congiungenti
MM, , MM, , M'M, , M'M,
sono congruenze W della nostra specie, aventi per rispettive falde focali
®R,R), R,R), (R,R), (R,Ry).

Le trasformazioni B, colle quali si passa da R rispettivamente ad
R,,R; hanno le costanti k,, k,; quelle con cui si passa dalla quarta R’
alle medesime R;, R,, hanno ancora le stesse costanti %, , k,, ma invertite.
Il teorema di permutabilitd & cosi completamente dimostrato nel caso
attuale. ' .

Ma le ricerche eseguite ci danno altresi il modo di formulare una
semplice e notevole costruzione geometrica, colla quale dalle tre super-
ficie R, R, R,, supposte note, si deduce in termini finiti la quarta R'.

Si ricordi (§ 57) che se

7
7,7,71,7’2

sono quattro genmeratrici corrispondenti di
R H R, 1 Rl ’ R2 ?

queste quattro rette sono generatrici di un medesimo sistema di una
quadrica e formano il birapporto costante

Possiamo dunque formulare il nostro risultato nel modo definitivo
seguente :

Siano R ,R,,R, #re deformate rigate del paraboloide fondamentale,
delle quali le due ultime R, , Ry provengano dalla prima R mediante due
trasformazioni By, , By,. Presa una terna variabile vy, ry, r di generatrics
corrispondenti di R,,R., R, sulla .quadrica (r,,r,,r) determinata da
queste tre relte si determini quella quarta retia v del medesimo sistema,
che forma colle prime tre il birapporto costante

k

(”'1,7'217':7")=Ez-

Questa quarta retta v descrive la quarta superficie R' del teorema di per-

mulabilita, legata rispettivamente a R, R, da due trasformazioni By,, By, .
12
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La costruzione superiore fornisce la quarta superficie come luogo di
rette; ma importa altresi, specialmente per I'estensione del tevrema alle
deformate non rigate, formulare una costruzione per punti, che da cia-
scun punto M della prima superficie R conduca al punto corrispondente
M' della quarta R. Questo & ora ben facile ove si osservi che ogni con-
giungente MM’, intersezione dei due piani tangenti MM, M' , M\ M'"ad
R,,R, in M,, M,, si appoggia alle due rette #,,r, ed anche manife-
stamente ad »,7. Essa & quindi una generatrice del 2.° sistema della
quadrica (r,r,,7,), e per cio-i due punti ove r,,r, incontrano MM’
formano con M,M' il birapporto E‘ La costruzione domandata & dun-
que la seguente: - ?

Se M & un punfo quolunque di R ed r,, v, le generatrici di R,, R,
uscenti dai punti corrispondenti M, , M, si conduca per M la retta s ap-
poggiata in due punti N, , N, a r,,r,, e si prenda su questa retta s il
quarto punto M’ tale che il birapporto

(N,N; MM)

. k ,
riesca costante ed uguale a ]?1 . Questo quarto punto M’, variando M su
: 2

R, descrive corrispondentemente la quarta superficie B’ del teorema di
permutabilita.

Come si vede, la nostra costruzione ¢ data semplicemente da un’omo-
grafia biassiale, ad invariante by costante, ma colla coppia di assi (r;,7)

2
variabile, che percorre le coppie di generatrici corrispondenti di R,, R,.

Si osservi che se le due costanti %, , %, sono eguali, la quarta super-
ficie R’ viene a coincidere colla prima, come risulta dalla costruzione
stessa. Se &, &, sono eguali e di segno contrario 'omografia biassiale
considerata & armonica. Cid accade per es. pel paraboloide equilatero
(p=4q) e per le due trasformazioni singolari corrispondenti alle parabole
focali.

Un’altra conseguenza importante si pud dedurre dal teorema di per-
mutabilita: esso permette di utilixzare anche le trasformazioni B, imma-
ginarie (a costante k complessa) per dedurne, mediante composizione, delle
trasformazioni reali.

E infatti prendasi per %, una costante complessa qualunque e per X,
una soluzione, necessariamente complessa, della equazione fondamen-
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tale di Riccati (12); la rigata R, trasformata di R mediante la B,, sara
immaginaria. Ora per la seconda costante %, prendasi la coniugata di %,

If& = I_‘;l s
ed ai radicali
\/pz ) qu

si attribuiscano i valori coniugati di

Voo, Va.

Potremo soddisfare evidentemente alla equazione differenziale (12%)
prendendo per A, la coniugata di X, '

La nuova rigata R, sard la coniugata di R, e due loro generatrici
corrispondenti #,, r, saranno rette coniugate !). La nostra costruzione
dimostra che la quarta superficie R' sara reale come la prima R.

E infatti 1a retta condotta pel punto reale M ed appoggiata alle rette
coniugate 7,7, & reale e le incontra in punti immaginarii coniugati
N:, N;; ma poiche il birapporto

(M, M, MM') = Ik“—;

¢ di modulo =1, anche M & reale.

A conferma di tutto cio si osservi che la formola fondamentale (I) § 56
(pag. 164) pel teorema di permutabilitd mostra chiaramente che X' & reale
per A reale poiché, nelle nostre ipotesi, il numeratore ed il denominatore
nel secondo membro sono puramente immaginarii. Ora A, X’ sono i valori
dei parametri delle due generatrici del paraboloide su cui vanno a di-
stendersi due generatrici corrispondenti »,7” di R,R’, quando queste

superficie si applicano sul paraboloide.

1) Per vederlo chiaramente basta riferirsi alle formole fondamentali
‘ o ox
xl=w+l% —}-m% ece.,

i cui secondi membri assumono per le due superficie R, , R, valori coniugati.
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§ 62.

Prime considerazioni pel caso dell’iperboloide.

Passiamo ora alle ricerche analoghe pel caso delle deformate rigate
dell’iperboloide ad una falda. Troveremo che anche qui sussiste, e sotto
la medesima forma, il teorema di permutabilitd, ed in particolare la
costruzione finale data al paragrafo precedente per la quarta superficie R’
vale, senza alcun mutamento, per le deformate rigate dell’iperboloide.
Noi non staremo perd a sviluppare tutti i caleoli anche per questo caso;
bastera indicare i punti principali della ricerca per la quale terremo una
via alquanto diversa da quella prima seguita, avendo in mira principal-

“mente di trovare la formola che, nel caso attuale dell’iperboloide, tiene
il luogo pel teorema di permutabilita della (I) § 56.

Ci converrd quindi introdurre subito le considerazioni differenziali
analoghe a quelle del § 59, le quali ci permetteranno di stabilire facil-
mente la formola indicata.

Supponiamo data una qualunque deformata rigata R dell’ iperboloide
fondamentale ad una falda Q,, e consideriamo due sue trasformate (rigate)
R, R, mediante due trasformazioni Bz, , Bz,. Poniamo

al:‘\/zz—z—*—kl ) bl=vb2+k1 s 01=\/02—k_1

(16) — — _—
a2=\/a2+k2 ’ b2=\/b2+k2 ) 02=V02—k2;

le due trasformate R,, R, saranno definite dalle formole del § 16 e pre-
cisamente la prima R, da quelle formole, ove per o' ,d,¢ si ponga
" @y, by, ¢; e per b una soluzione 6, della corrispondente equazione di Riecati

%%1 = 897?’) % (bea, + by ¢y a) (F—1) senb, -+ (abe, -+ a, b, ¢) (VP + 1) — {ach, + a, ¢, b) 2 v cos 012 .

Similmente la R, dipenderd da una soluzione 6, dell’altra

Z—%:%U) (beas+byc,a) (0*—1)senf,+ (abey+ azby0) (0P 4+ 1) — (achy+ az¢:.5) 2 v cos 62$.
Se si divide la prima per la seconda, si vede che le funzioni 6, e

6, di » soddisfano alla relazione differenziale

db; ks (beay-bi0,a) (o —1) senb - (abe, 4-a,bic) (v + 1) — (ach, +aeb) 2v cos 0,
2

(17) d9, Ky (beagt bycoa) (P — 1) sen 0, -+ (abe, + asbye) (¥ + 1) — (achy+ayeb) 2 veosh, ’
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il cui significato & perfettamente analogo a quello che aveva la corri-
spondente (13) § 59. Mediante le funzioni 6,(v), 0,(¢) vien fatta corri-
spondere ad una generatrice mobile (v) sull’iperboloide Q, la generatrice
(6,) sull’iperboloide confocale Qz, e la (8,) sopra Q,. La (17) esprime la
condizione necessaria e sufficiente perché esista una deformazione di Q,
in una rigata R tale che le generatrici (6,), (62) di Qg , Qx,, trascinate
nella deformazione dalla corrispondente (v), vengano ad aver per luogo,
a deformazione compiuta, due rigate R,, R, trasformate di R mediante,
rispettivamente, la By, e la By,.
Introducendo le nuove costanti
oy =bea, + b,c,a , B =cab, 4 ¢,a:b , 7, = abe, -+ a,be

18
( ) agzbca2+b202a , Bg=cdbg+02a2b N ngab02+agbzc,

scriviamo la (17) cosi

(179 !;91_13; (11 +eusenb)v® — 2B, co80, v+ (1, —o; sen b))
dez_ kl (“(2+(ngen 92) '0_2 - 232(:08627)"*‘ (]’2'—‘0(25611 62) )

Ed ora, se sussiste il teorema di permutabilitd, avremo una quarta
superficie R trasformata delle medesime R,, R, mediante le By,, By,.
Indicando dunque con (¢) il parametro di quella generatrice di Q, su
cui viene a sovrapporsi, nell’applicabilitd, la generatrice di R corrispon-
dente alla (v) di R, dovra sussistere la medesima (17*), ove si cangi v
in ¢ e si permuti %, con %, indi (01, 22), (B, B2) , (11, v2). Avremo dunque
fra v e ¢ la relazione ‘

By (1 + oy sen 6)0* — 25, cos 0, v + (; — o, sen 0))

by (72 + oy 5en 8,)0* — 2B, co8 6,0 + (2 —ap sen 0,)

__ k(12 + oz 5en 6))v” ~ 2B, cos 6, ' + (1, —ap sen 6y)
" ke (n + oasen 8;)0® — 28, €08 6,0 + (7, — oy sen §y)

Ma qui perd, per maggior simmetria delle formole, converra sosti-
tuire ai parametri 9;,0, delle generatrici di Qg,, Qx, i corrispondenti
valori »,,», del parametro », secondo le formole

1-4%
1 1
cos 0, = sen b, = ———
R S T

)

co8 6, = 5, sen, =
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cosi la formola precedente si scrive

7_‘732 [(r 4 o) + (1 —“1)031”2‘451 0o+ (1 -a) + (1 +°‘1)1%]=
Fy [Cra+ 02) + (V2 — 02) 3] 0° — 482 20 + [ (Y2 — 09) + (Y2 + 02) 23]

= by [(re +a9) + (12— ag) 03] 9" — 4Bpn ¥ + [ (12 = o) + (12 + %) 07 ]
By [ (1 + o) + (11— o) 93] 0% = 481wy + [ (11— o) + (1 + o)2d]

(19)

Questa & per 1'incognita ¢’ un’equazione di 2.° grado, ma le sue ra-
dici, come vedremo, sono razionali in v (e »,,®,) anzi lineari in queste
quantitd talche fra », ¢, v, , v, sussiste una relazione guadrilineare, che
e I'analoga della (I*) § 56, e fornisce la formola del teorema di per-
mutabilitd nel caso attuale. Scriviamola sotto la forma

R

(20) ro+s’

e cerchiamo di determinare i coefficienti p : q,r,s in funzioge di v, , v,,
ricordando un’altra proprietd che, in analogia al caso del paraboloide
(§ 56), dovra presentarsi anche qui e cioé che per k, =%, la (20) deve
ridursi a v =wv, ossia debbono annullarsi ¢, e risultare p =s % 0.
Per i calcoli che andiamo ad eseguire conviene tener presenti le se-
guenti identita. Dai valori (18) o;,B:,v:1; %2, 0,7 e dalle (16) risulta

=R+ ), B— =K@+ o)
e percid I'identita
(21) B —eod) =K G —ad),
che conviene anche serivere sotto le forme equivalenti

By (e +29)  ka(n+ o)
(22) o th— ) Ty (s — o)

KL (ye + 00 — 15 (1, + o)? Bt o) kB4 w)?

[ (h— 0‘1)2 — B (s — ‘12)2 o K th— d1)2 Kk (2 — az)z ’

(22%)
§ 63.

Formole del teorema di permutabilita.

Sostituiamo il valore (20) di ¢’ nella (19), che dovra ridursi ad una
identitd. Questo ¢ espresso dalla eguaglianza dei sei seguenti rapporti
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che indichiamo con @;,9Q,, 95,2, 5, O

Q — [(‘!2 + dg) + (fa— 1) 17%]?2 =480 pr+ [(Yz“ otg) 4 (12 + 22) vﬂ r
' ks [(“{1‘+ o) + (11— o) Uﬂ

Q. — [(ri420) + (11 = o) 03] 9 - 431'”:10""' [ = o)+ (11 + ) 3] 7
T B[ (12 4 02) + (Y2 — @) 03]

[(Yoto2) (12— 22) 03 [pg — 4 Bo: (8 + 1) + [ (Ya—0t2) + (Yo + o) v]rs

93 "‘2]62@101
0, — nto)+h—n ”2]Pq 451”2(p3+qr)+[ ""%)"1‘(71"}‘0(1)75%]”3
‘T —‘21513202
952[(72+U~2)+(72—"°'-2)”ﬂ92—4@2”143+[‘{2—9‘2)+(Yz+a2) 0?]32
ch[(7l_al) + (h+o) ’Uﬂ
Q. — [((1""01)';‘(71“01)”2]9 —4B1'U2q3+[ T1— 0y +(“{1+°‘1)”§]~5'2
T R [(ra—02) (12 +0t2) 03] )
L’eguaglianza ©,=%, d& pel quozxente Pequazione di 2.° grado
P\ 00f L R—
(23) P(r> 202 4 R=0,

dove, osservando le identita (22), (22%), i coefficienti P, Q, R hanno le
espressioni seguenti ‘

E(
/P:[k?(q’y-”-zf‘“ﬁ(ﬁ_“1)2] : [v?vg kz(‘;{fizf;

Q =2 [70?{32 (Yz‘l" o(2)”1—‘ k%ﬁl (Tl + 0‘1)?72] +2 Ulvz[k? Bz Yz“az)vz“" k% l’31 (“(1 - “1) ’”1]
\R= [ki (n+ ogf — I3 (1 — o) ] v+ [k? (1e— 2> — I3 (11 4+ 011)2]??% .

Formando il discriminante Q*—PR della (23), si vede che esso & il
quadrato perfetto della espressione

\/ Q@ —PR=2kk [ (“H‘al) Beva—(12+02) :31”1]'*‘?’1”2[ (11—04) Betr—(2—0t) Blvz] }

‘Avremo dunque

p_Q+eVQ@—PR
;"“" P ) (E—i-l)
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e poiche, osservando 1'identita

k1(72+°‘2)’”1+5k2(“(1+°‘1) — kl Ta+ 02

eka (11 al)vl+ kl(m—“z) kz n—oy’
si trova
k
Q+:V Q@ —PR=2 (kB —ck:fy) [Fex (re—212) vz+°k2(71—°‘1 vl l”l”“+‘ kl .:2i:j
2 11 1
abbiamo per i—o il valore
(24) 1;9 (klpz—"?kzal [kl fo— % ’Uz‘l'skz( 10 01] =+1).

ky Yo to =
(B rs— s —Kitn—aa)”]. o - 3 22

Si osservi ora che I’eguaglianza
Q= Q

da pel rapporto Z- la equazione stessa (23) per ,170’ ove pero nelle espres-

sioni di P,Q,R si cangino «,,a, rispettivamente in —o, , —o,; avremo
dunque

(25) 2 = 2 (B — €' Fo) [Fer (- a0 w2 + €'y ( Z‘ + )] (f=+1).
R e

Ma T'osservazione fatta al § precedente, che per k,=#k, debbono an-
nullarsi r, q e risultare p=s3:0, ci dimostra subito che deve prendersi
e=¢=—1. In fine utilizzando una delle altre eguaglianze fra i rapporti
@ si vede che, disponendo del fattore di proporzionalitd arbitrario nei
quattro coefficienti p,q,7,s, si pud prendere

(2=2(FBe + ) [ (Yo—ta) 03— Fop (11 — o11) 01 ]

kl Te— %
kz N+

[75z {2‘]‘0‘2)2 k%(“(l"i‘“l)z] . [”1”2‘5‘7272*&2]

r = [l =o'~ K= ] [+ 12 222

Z? (Fr B4 Ko By) [Fe1 (1o 4 0) v — Fos (1, + ) 1]
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restando cosi eguali tutti i sei rapporti Q. La (20), coi valori precedenti di
p,q,7,8, siscrive sotto la forma quadrilineare annunciata in v, ,,,0,:

k, ( 2+°‘2

(L) [ (ra—aef—l3(ri—on)*] (00" ”1”2+1)+ AV [k2 (ta—0t0)*—F3 (i—e)* J(ov' +vy00) +

+2k, (‘(1—% (FaPot-%sB1) ('UUH“U ”z)—Q ky (ra—oie) (BuBot-Fesy) (””2“"”,”1) =0

Essa ¢ la formola del teorema di permutabilitd pel caso delle de-
formate rigate dell’iperboloide, e corrisponde precisamente alla (I*) § 56
pel paraboloide. Come questa, essa rimane invariata scambiando %, con
k, e v con ¢, ovvero scambiando fra loro v,, v, ed insieme v,v'.

§ 64.
Verifiche relative all’ affinita d’ Ivory.

Resta ora da verificare effettivamente sulla formola trovata il teo-
rema di permutabilita, per la qual cosa sard da dimostrarsi che si arriva
precisamente a questa formola procedendo per 1'iperboloide nel modo
tenuto ai §§ 55, 56 per il paraboloide. Siano g,g:,¢, tre generatrici
prese rispettivamente (nel primo sistema) sull’iperboloide fondamentale
Q, e sui due confocali Qz, , Qx,. Indicando con 6,6,,6, i valori del pa-
rametro O per queste tre generatrici, le loro equazioni saranno

a
z = Esenez+acose
9 5
y:—c—cosez-}—bsene
N senb 0 4 = Zend 6
x = é—sen &1+ aycos b, Xy = c—sen b2, + a5 080,
1 2

9) " 92) "
h=— é—lcosﬂlzl -+ b,senf, Z Yy = — cfcos 0,2, -+ b,senb,.
1 2
Nell"aﬂinit& d’Ivory fra Qz,, Qx, ai punti M, = (2, 1 21) , Mo = (292 25)
di Q, , Qx, corrispondono rispettivamente sopra Q,, Qxr, i punti

M(, b, @

Mx~(alx1 ' b, Y 0152)

v ) b 4!
2_(‘1:% ’ bzyz ’ 0'.6',)
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e quando M, , M, descrivono ¢;,g,, i punti M, , M, descrivono le gene-
ratrici corrispondenti g,, g,

_ P _ 2
Z, = aysenb gl + a, cosB, Ty = a senf)gc—2 -+ a, cos 6,
1 2

) ¥, =— b, cos 6, ;‘ —+ b, senb; g2) ¥y =— b, cos 62? + b senbg
1 2

_ 2 _ 2
Xy == Cy — Xy == € — .
¢y Ce

Procedendo come al § 55, stabiliamo la corrispondenza analoga fra
i punti di g,9,,9. 1, .. Le congiungenti M, M, sono le rette del 2.°
sistema della quadrica (g,9,,g.), e noi dobbiamo provare che la quadrica
generata dalle altre congiungenti M, M, sega I'iperboloide Q, in una
sola generatrice ¢'=(0) di Q, (cf. § 55).

Ora la corrispondenza fra M,, M, & data da una relazione bilineare
fra z,,2,, che scriviamo

(27) Az 2, + Beoy, 4 Cey 2, 4 0,6, D=0,

e, col procedimento stesso del § 55, troviamo pei coefficienti A,B,C,D
i valori seguenti:

A = a(cbyco80,—cyb, cos0)) send+b(a, ¢, 5en 6, — ayc, senb,) cost +
+ ¢(bya,cos 6, sen b, — b, a, sen 6; cos 6,)

B = abc;+ ¢ (@b, 5en 9, sen 0, -+ a, b, cos 0, (cos ;) —

— (bea, sen 0, +ac b, senb,) sen 8 — (ach, cos 6, 4 bay ¢, 0s 6,) cos 6

C =— abec,— ¢ (a,b, sen b, sen 6, + a, b, cos 0, cos b,) 4

+ (bea,sen b, + ac, b, sen 6,) sen 0 -+ (ach, cos0, -+ ba, ¢; cos 0,) cos 6

D = ayb;co0s6,sen0, —a,b, cos 0,sen 6, b (a,cos 6, —a, cos 6,) sen 6 +

+ a (b, sen b, —b,sen ;) cosh.

La (27) esprime altresi che la g si appoggia a tutte le rette M, M;,

e per esprimere che la ¢’ si appoggia a sua volta a tutte le M, M, dob-
biamo scrivere la (27) stessa, scambiandovi 6, con 6,,8 con 6 e can-

. . . . ¢ ¢ gy
giando rispettivamente 2,2, in 6532 , 6—2z1). Se indichiamo pertanto
2 1
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con A',B’,C’,D’ cid che diventano A,B,C,D rispettivamente, quando
vi si muti 6 in 0 e si scambi 6, con 0,, la nuova relazione bilineare fra
21,2 sard

(28) Nzz,+Be.2a+Ce.zy + cee D' =0.
Esprimendo che questa coincide colla (27), abbiamo le proporzioni

AN C B D
(29) A=B=C~D"
e queste tre relazioni fra 6,6,6,, 6, esprimono tutte le condizioni ne-
cessarie e sufficienti perché la generatrice ¢ di Q, si appoggi a tutte

le congiungenti M, M,.
Ora nelle (29) si introducano al posto dei parametri 6,6 ,6,,60, i
corrispondenti valori di »

__1—senf , __1—sen® __1—senb, v_l—senﬁg
~ cos® 7 cos® > ' " cos®, ' " cosb, -

Esse diventano altrettante equazioni di 2.° grado in ¢/, che si con-
vertono in identitd sostituendo per v" I’espressione lineare (20) del § pre-
“cedente, coi valori (26) dei coefficienti p,q,r,s., Con un procedimento
analogo a quello del § 57, si dimostra anche qui che il birapporto delle
quattro rette

g ’ g ’ gl ’ 92
sulla quadrica (¢9,9:9,) & costante e precisamente ancora eguale a %‘
. 2
Dopo di ¢i0o nulla & pit da mutare ai successivi ragionamenti dei §§ 58, 60,
ed i teoremi finali del § 61 e la costruzione ivi data per la quarta su-
perficie del teorema di permutabilitd valgono senz’altro anche per le
deformate rigate dell’iperboloide ad una falda.

§ 65.

Il teorema di permutabilita per le deformate generali.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema di permutabilitd per
le deformate generali delle quadriche, come venne enunciato al principio
di questo Capitolo (§ 54); e di pil potremo assegnare una semplice co-
struzione geometrica per dedurre da tre delle superficie S, S, S,, sup- ,

o
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poste note, la quarta S'. Procederemo per cid geometricamente, appog-
giandoci sul teorema di permutabilita gia dimostrato per le deformate
rigate, e ricordando le proprieta delle trasformazioni B, stabilite al
Cap. 1L

Sia dunque S una deformata qualunque della quadrica fondamentale
Q, e siano S,, S, due trasformate contigue di S per mezzo delle rispet-
tive trasformazioni By, , Bx,. Consideriamo sopra S le geodetiche g tra-
sformate delle rette di un sistema di Q, e sopra S,,S; le geodetiche
omologhe g, , gz, e chiamiamo C, C,, C; le congruenze rettilinee (normali)
formate dalle tangenti alle geodetiche dei rispettivi sistemi (g}, (g1) , (92)
ed aventi rispettivamente per una delle falde focali le superficie S,8,, S,.

Siano ora M, M;, M; tre punti qualunque corrispondenti di S,5,, S,
e siano

r,r,"

i tre raggi delle congruenze C,C,, C, che escono rispettivamente da
M,M,,M,. Sulla quadrica (r,7,,7), determinata dalle tre rette r,,r,,r,.
prendiamo quella quarta generatrice » del medesimo sistema che forma
colle tre precedenti il birapporto costante

k
ry, 7o, 7, 7)==

ke

Prendiamo inoltre su questa retta il punto M’, ove la incontra quella
retta dell’altro sistema sulla quadrica (r,,7.,7) che esce da M. Dimo-
striamo: _

La superficie S’ luogo del punto M’ & la quarta superficie del teo-
rema di permutabilitd, ed i raggi » generano la relativa congruenza C’,
di cui la §' ¢ una falda focale.

Cominciamo per cid dall’osservare che se muoviamo M sopra S lungo
un’ asintotica a, per es. del primo sistema, i punti M,, M, descriveranno
rispettivamente sopra S,, S, le asintotiche corrispondenti a,,a,, ed i
raggi r,r,, 7. descriveranno rispettivamente tre rigate R, R,, R,, cir-
coscritte lungo a, @, ,a; alle 8,8,,8;. Queste tre rigate sono applica-
bili sulla quadrica fondamentale Q, ed inoltre R, & trasformata di R
per una Bz, e similmente R, per una By, (§ 33). Mentre M percorre a,
il punto M’ descrivera una certa linea che diremo o’ ed il raggio ' de-
scriverd una quarta rigata R’ la quale, pel teorema di permutabilita delle
rigate, sard applicabile sopra Q e legata a R,,R, da trasformazioni
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By, , By,. Inoltre la linea a' sard asintotica di R' ed il piano M'M; M,,
tangente ad R’, sard il piano osculatore di a'.

Ma, ricorrendo ora nel medesimo modo all’asintotica @ di S del se-
condo sistema uscente da M, avremo medesimamente sopra S’ una se-
conda curva @, avente in M' il medesimo piano osculatore MM, M,.
Facendo variare le asintotiche a, & nei rispettivi sistemi, vediamo che
la superficie S’ & ricoperta dai due sistemi di curve o', @, che in ogni
loro punto M’ d’incrociamento hanno a comune il piano osculatore. Que-
sto & dunque il piano tangente di S" e i due sistemi di curve o', @
sono le asintotiche di §'. Risulta inoltre che i raggi »" della congruenza
C’ sono tangenti alla S'y che ne & una falda focale, ed associati lungo
un’asintotica o’ del primo sistema, ovverd lungo un’asintotica @ del se-
condo, formano delle rigate R’, R’ circoscritte alla ' lungo queste asin-
totiche ed applicabili tutte sulla quadrica fondamentale.

Dopo cido & facile concludere che la S’ stessa & applicabile sulla qua-
drica Q e deriva da S,,S, per trasformazioni By, , Bs,.

Invero i piani tangenti in M, , M’ alle due superficie S;, S' sono gli
stessi che per‘ le rigate R, , R’. Se applichiamo S, sulla quadrica Q, mentre
S, trasporta in sistema invariabile i punti M’ ed i piani tangenti M’ M, M,
della superficie §’, questi assumono alla fine la medesima posizione che
operando analogamente per R,, R’, poiché nell’applicabilita di R, sopra
S, i punti dell’asintotica comune si corrispondono. Dunque il punto M’
si collochera sulla conica sezione del piano tangente a Q colla quadrica
confocale Qx, (poiché R' & legata ad R, da una By,) ed il piano tangente
M’'M, M, risultera tangente al cono circoscritto alla quadrica Qz, dal
punto di Q ove viene a sovrapporsi M,;. L’osservazione finale del § 30
(pag. 89) ci dimostra allora che la superficie 8’ ¢ trasformata della S,
per una By, c.d.d. '

§ 66.

Costruzioni relative al teorema di permutabilita.

Il teorema di permutabilita & cosi dimostrato in generale e possiamo
formulare i nostri risultati colla costruzione geometrica seguente che,
data una deformata qualunque S della quadrica fondamentale e note due
sue trasformate S,,S, per le rispettive trasformazioni By, , Bz, serve
a trovare, in termini finiti, la quarta superficie §':

Siano M, M, , M, una terna qualunque di punti corrispondenti sopra
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8,8,,8,; e si considerino quelle due tangenti r,,r, di S;, S, che escono
da M,, M, nelle direzioni corrispondenti, per Uapplicabilita, alle rette du
un medesimo sistema della quadrica Q. Si conduca per M la retta s ap-
poggiata alle due rette r, , ry in due punti che diciamo N,, N, e si prenda
sopra, s il quarto punto M tale che il birapporto (N,N; MM) sia costante

ed equale a ]kil Questo quarto punto M’ descrive allora la quarta super-
3 :

ficie S’ del teorema di permutabilita.

Si osservi esplicitamente che se nella costruzione precedente si so-
stituiscono alle due rette »,,7, le altre due 7,7, tangenti ad $,, S; nelle "
direzioni delle generatrici del secondo sistema, si arriva alla medesima
quarta superficie S'. E invero le rigate circoscritte a S, S;,S,, S' lungo
quattro asintotiche corrispondenti, e colle generatrici corrispondenti alle
rette del secondo sistema di Q, formano sempre una quaderna del teo-
rema di permutabilitd ed il birapporto di quattro generatrici corrispon-

denti & sempre eguale a y .
2

La costruzione precedente si applica in sostanza in tutti i casi, qua-
lunque sia la specie della quadrica Q; soltanto, se la Q ¢ a punti_ ellit-
tici, le due 7,7, della costruzione saranno immaginarie.

Ma possiamo anche formulare la costruzione in altro modo che valga
per tutti i casi, senza far uso di elementi immaginarii. Per questo &
opportuno introdurre una denominazione, ricordando che per una qua-
lunque deformata S della quadrica Q, in relazione con una data trasfor-
mazione B, abbiamo in ogni piano tangente = di S una determinata
conica C; la diremo la conica appartenente alla trasformazione B,.

La conica C & il luogo di tutti i punti delle o' superficie S,, tra-
sformate della S per la B,, corrispondenti al punto di contatto di = ?).
Cid posto, consideriamo una quaderna

(S8,8,,8;,5)

di deformate di Q nella relazione del teorema di permutabilitd e siano
M, M, M, M |

quattro loro punti corrispondenti e

’
T, ,T, T

1) Essa & anche la posizione occupata dalla conica sezione del piano tan-
gente alla quadrica Q colla quadrica confocale Q. quando Q si applica su S,
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i rispettivi piani tangenti. Diciamo C, la conica di =, apparfenente a By,
e C; quella di =, appartenente a By,; poiche S & legata a S, da una By, e
a 3, da una By, queste due coniche hanno a comune il punto M e, come
facilmente si vede 1), questo soltanto. Per la medesima ragione, se di-
ciamo C, la conica di %, appartenente alla trasformazione By, e C’; quella
di n, appartenente a Bz, queste due coniche si taglieranno nel solo
punto -M'. Possiamo dunque formulare la costruzione per la quarta su-
perficie 8’ del teorema di permutabilita nel modo generale seguente:

Sia S una deformata qualunque della gquadrica fondameniale @ ed
S, Sy due sue trasformate per le trasformazioni By, , B, ¢ siano M, M,, M,
tre loro pumti cowispondent‘i € ™, T, Ty ¢ vispettivi piani tangenti. Trac-
ciamo nel piano =, la conica C', appartenente a Bz, e nel piano =, la co-
nica C', appartenente a Br,. Queste due coniche s incontrano in un solo
punto M' della retta (x,, ), ed il luogo del punto M' & la quarta super-
ficie S' del teorema di permutabilita.

E ben naturale che, interpretando analiticamente questo risultato,
potremo determinare univocamente le coordinate del quarto punto M/,
poiché le due equazioni di 2.° grado che servono a determinare i punti
d’intersezione della retta (=, m) colle due coniche C';,C, hanno una
ed una sola radice comune.

§ 67.

Applicazione successiva delle trasformazioni B..

Veniamo ora alla piut importante applicazione del teorema di permuta-
bilita, gia indicata al principio del Capitolo (§54), al perfezionamento del
processo d’integrazione nell’applicazione ripetuta delle trasformazioni B, .

Supponiamo dunque che della deformata iniziale S della quadrica Q
si conoscano tutte le o® trastormate contigue per le trasformazioni B,
cioé si sia completamente integrata la corrispondente equazione diffe-
renziale di Riccati col parametro k arbitrario. Prendiamo una qualunque
di queste trasformate contigue, sia S,, derivata della S per una parti-
colare By,. Dico che: della nuova. superficie S, potremo trovare, in termini
finiti, sensa alcuna quadratura, tutte le o trasformate contigue per tra-
sformazioni B, .

1) Per convincersene basta per es. ricorrere al caso piti semplice delle tra-
sformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche.
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La dimostrazione & la medesima come pel caso particolare delle
trasformazioni di Bécklund delle superficie pseudosferiche. Sia §' una
qualunque trasformata contigua di S, per una trasformazione B, e sup-
poniamo dapprima % F,. Esiste, pel teorema di permutabilitd, una quarta
superficie ¥ legata a S dalla B, e a §' dalla By, . Ma questa ¥ ci & nota
per ipotesi, come contigua a S; le costruzioni del paragrafo precedente,
applicate alle tre superficie note S, $S,, X, faranno dunque conoscere,
in termini finiti, la quarta S’ ancora incognita.

Abbiamo escluso il caso k=%, cioé il caso in cui della S, si vogliano
determinare le altre trasformate per mezzo della By,, oltre la S; ma &
ora facile trattare anche questo caso per mezzo di considerazioni al limite
(cf. vol. I, pag. 417).

Supponiamo per es.; per fissare le idee, che la quadrica fondamentale
Q sia un iperboloide ad una falda. Per la deformata S conosciamo, per
ipotesi, la soluzione generale 6 delle equazioni differenziali fondamen-
tali (II) § 36, la quale contiene, oltre le variabili % ,v, il parametro &
ed una costante arbitraria ¢, seriviamo

6=06(u,v; k,c).

Sia

0,=0(u,v ; k,e)
la soluzione particolare corrispondente alla trasformata S,. Consideriamo
una semplice infinitd di soluzioni 9, contenente la soluzione 6,, ossia,
geometricamente, prendiamo ad arbitrio, entro la doppia infinitd di su-
perficie ¥, una semplice infinitd contenente S,. Per cid bastera prendere
per ¢ una funzione arbitraria di %

c=¢p(k),

assoggettata alla sola condizione di ridursi a ¢, per k=%,.

Ora, finché la superficie £ & distinta da S,, la quarta superficie S'
dopo (S,X,S,) si ottiene (§ 66) colla costruzione seguente:

Siano M, N, M, tre punti corrispondenti di $,%,S, e =, i piani
rispettivi tangenti di ¥, S,; e si traccino nei piani =, =, le coniche C,, Cy
appartenenti alle trasformazioni Bz, , By. La retta (z, =) uscente da M
incontra le due coniche C', , C, in un solo punto comune M' che descrive
la quarta superficie S'. Ma se teniamo fisso M, gli o' piani tangenti =
delle ' X inviluppano un cono determinato ' col vertice in M e tan-
gente al piano =, poiché la S, & una di queste X. Sia g la generatrice
di contatto di =, con I'; essa ¢ evidentemente la posizione limite della
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retta (=, ) quando si fa tendere % verso k,. D’altronde per k=#k, la
conica C, diventa la conica Cy, tracciata in =, ed appartenente alla By,
conica che passa altresi per M, essendo S legata ad S, dalla Bz,. Ne
concludiamo che il quarto punto M' converge al limite, per k=Fk,, verso”
il secondo punto d’intersezione della retta g, uscente da M, colla co-
nica Cy,. Possiamo dunque formulare pel caso attuale la costruzione geo-
metrica seguente:

Se di una deformata S della quadrica fondamentale Q si conoscono
tutte le o' trasformate contigue ¥ per la trasformazione gemerica B,, e
di una speciale trasformata S, per mezeo della By, si vogliono trovare le
ulteriori trasformate per la By, oltre S, si scelga ad arbitrio una semplice
infinita di superficie T contenente S,, e nei piani =, tangenti di S, si trac-
cino le coniche Cr, appartenenti alla By,. Preso un punto qualunque M
di S, i piant tangenti nei punti corrispondenti alle ®' superficie X scelte
inviluppano un cono col vertice in M, tangente al piano =, lungo una retta
uscente da M. L'ulteriore punto M’ d’intersezione di questa retta colla cor-
rispondente conica Cy, descrive una trasformata di S, mediante la By,.

In questa costruzione abbiamo naturalmente supposto di scegliere la
semplice infinitd di X con % variabile per una catena continua di valori
contenente %,, e basta prendere o' di tali sistemi (¥) per avere tutte
le o' trasformate di S, per la By,.

Ma & facile vedere che la costruzione non fa nemmeno difetto se per
la semplice infinita di ¥ si prendono le o' trasformate di S per mezzo
della B;, stessa, cioé se si prende % fisso =#%,. Allora le dette coniche
Cr, toccano in M la corrispondente retta limite, cioé la generatrice del
cono circoscritto da M alla quadrica Q,, il punto M’ coincide con M e
la trasformata della S, viene a coincidere colla S primitiva.

, § 67*
Conflgurazioni di Mébius di 8, 16,..., 2" deformate
della quadrica Q ).

Terminiamo questo Capitolo coll’esposizione di ulteriori proprieta
delle trasformazioni B, relative al teorema di permutabilitd. Questo

1) V. per ricerche piu generali la mia memoria: Sulle configurazioni mo-
bili di Mbbius nelle trasformazioni asintotiche delle curve e delle superficie (Ren-
diconti del Circolo matematico di Palermo, T. XXV (1908).

13
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teorema stabilisce in sostanza l'esistenza di cicli di 22=4 deformate di
una medesima quadrica Q, cosi costituiti che ciascuna superficie nel ciclo
ne ha due contigue per trasformazioni By, , Bz,. Procedendo ulterior-
mente nella ricerca, dimostriamo 1’esistenza di cicli di 2°=8 deformate
della quadrica Q tali che ciascuna superficie nel ciclo ne ha tre contigue
per trasformazioni

Bkl , Bk2 , Bk3 : L 4

e in generale 'esistenza di cicli di 2" deformate tali che ciascuna su-
perficie & contigua per trasformazioni

By, , Bg, ... Bi,

ad altre #» superficie del ciclo stesso. Se si considerano 2" punti cor-
rispondenti delle 2" deformate e i loro 2" piani tangenti, essi formano
una configurazione (2"),;, della geometrica sintetica, cioé ogni punto
giace su n-+1 dei piani ed ogni piano passa per n+1 dei punti. Ogni
tale configurazione (27),,, risulta dalla riunione di due configurazioni in-
feriori (2"7"), rispettivamente inscritte 'una nell’altra. In particolare la
configurazione (2°), & 1'insieme dei vertici e delle facce di due Zetraedri
di Mobius inscritti I’uno nell’altro. Le dette configurazioni si diranno
per cid configurazioni di Mibius.

Bastera occuparsi delle configurazioni di 8 deformate, perche da questo
caso particolare si deduce facilmente il generale. Sia dunque S una de-
formata della quadrica fondamentale Q, e siano S,,S,,S; tre sue tra-
sformate contigue per trasformazioni

Bk,,Bk,,Bk,,

a costanti %, ,%,, k%, differenti. Pel teorema di permutabilitd, la terna
di deformate

8182183

¢ completata a quaderna (o configurazione (2%);) da una quarta defor-
mata, perfettamente determinata, che indicheremo con S,. Similmente
siano S, , S; le deformate che completano le rispettive terne

(S ’ Ss 3 Sl) (S ’ SlsS2)°
Abbiamo cosi le sette superficie

Sa~slsss,83,§1s§2,§3
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e noi dimostriamo che ne esiste una offava S legata ad S,,S,, S, dalle
trasformazioni By, , B, , Br,; essa & il luogo del punto M ove si incon-
trano tre piani tangenti corrispondenti di S,, §2, S,, ed altresi I'invi-
luppo del piano determinato dai tre loro punti corrispondenti. I1 ciclo delle
8 deformate di Q cosi trovato avra allora appunto le proprieta descritte.
Per dimostrare il teorema bastera provare che se si considera la super-
ficie S completante, secondo il teorema di permutabilita, la quaderna
S:,5:,8:,8),

gli elementi di questa S si compongono simmetricamente con quelli di
S.,S,, S, ciod non varia S se si permutano comunque fra loro S,, S;, Ss.
E per le considerazioni esposte nei paragrafi precedenti, ove abbiamo
dedotto il teorema generale di permutabilita da quello relativo alle rigate,
basterd provare la nostra asserzione per le deformate rigate. A questo .
scopo basta utilizzare convenientemente la formola del teorema di permu-
tabilita (I) § 56 (pag. 164) per le deformate del paraboloide e la corrispon-
dente (II) § 63 per quelle dell’iperboloide. Ma ci limiteremo al primo caso,
ché la dimostrazione pel secondo sarebbe perfettamente analoga. Siano

T, e, s, T, Ty, T,
sette generatrici corrispondenti di

S,Sl,Sg,Sg,gy,—S—z,g:;
e siano
)‘311512:)‘3,11:)\2,7\.3

i corrispondenti valori del parametro A.
Scriviamo le corrispondenti formole (I) § 56, introducendo per brevita
le 6 quantitd seguenti

w:al——-\/ﬁ-—\/ﬁ , o= Vots —Vap: > %=Vpts —Vam

bl=\/1;e—§;—"\/@ s bz:\/M—\/ﬂl ) b3=\/ﬁ2—\/@»

tra le quali hanno luogo, come subito si verifica, le due seguenti identita

(31) % a1b1+agbg+a3b3=0
azagbl + a3a1bz + alagbs + blbgba =0 1).
'4) Per questa seconda si osservi che si ha
aya3by 4 a3, by + @y Ay By = — b, byby =
=(p+9) [ (g —&3) VDr9y + (s —Ky) Vpo 1z + (i —ky) Vp:—s%]
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Allora per le espressioni di A;, A¢, A; avremo

X _(az)\z"as)\s) <A bikkg
) ==

G @
’—bl(l +p:_sq >\2>\3) . )\+a3)\g'—'a2)3

)_\' __(as)\g—al)\l) . )\+b2>\3)\1
g =

32 ’
( ) _bg(l —l—‘::?lq )\3)\1) . )\+a,)\3——a3)\1
)T3= (al)\l—ag)\z) . ;\+b3)‘1)\2 .
""bé(l —I_:l_l(_zzq)\l)‘!) . )\—|—a2)\1—-a1}\2

N

Consideriamo ora la superficie S completante la quaderna
(S3 ] -S_l ? -S_z,g):

e sia A il valore del parametro della corrispondente generatrice. Siccome
la terza della (32), risoluta rispetto a X, da
_ (@l — al)\:)_):a — bsh Ay

A= )
a, a, -

b(l ”M)x a N — agh

3 +p+q12 3+ 171 t 244

cosl avremo corrispondentemente

(“z—ix — al_)\.z) Ay — bsil i1:

aay = = - =
bs (1 —}-pi{_;)\l )\2) A @k —aphy

- (33) A=

In questa sostituiremo per M, i valori (32) ed avremo cosi A
espressa per A,k , A, ), € tutta la nostra dimostrazione si riduce a
provare che questa espressione di » & simmetrica rispetto agli elementi
di S,,8;,8;. Ora se nella (33) eseguiamo la detta sostituzione, poi li-
beriamo dai denominatori parziali, troviamo dapprima A come quoziente
di due polinomi di 2.° grado in A, scriviamo

64 i= A+ BA+G

Ag)} “i"‘ Bg)\ + Cg =
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Introduciamo le due funzioni di A,, Ay, As

Q == bl)\g)\a + bz)\a)\l "l" b3)\1>\g
bbb
8 = ﬁi)\lkz)\a—‘ bl)‘l '—bz)\z‘—bs)% ’

e pei coefficienti nella (34), osservando le due identita (31), troveremo
facilmente

252 232
A1=a1a2 (1","' a3)‘3) . Q, Ag=a1a1(1+—a-8‘)i).0

p+q p+q
Cl=a1a2)\§ . g 3 Cg=ala2;\§ . @

(35)

e inoltre

Bi=A, al(ag_ag_‘_b?))‘? )\3+az(a§;af“b§))\37\1+(a'zaf—afsa%‘f‘alblbs—azbzba)lx)*z;

p+q
— ay(B3—a3+ b)) \—ax(a3—azi—bY) ho— (@08 —a303-+0,b1D5—ab:Ds) A t .

(36) ' B,=he] [ @5 B by (22 —0t2)+-,bobs(6d—ad)+aghsby(ai—ad) |

Le (35) dimostrano che si ha

ma di piu si ha ancora

poiche, a causa delle identita (31), risultano le proporzioni
abiba(F—ai) +a:bsbs(a5—as)+ asbibi(ai—al) _ on(ai—ad+b?) _ ay(af—ai—b;)
bibebs b b, -
_ 07— 05 03-+015105—ashebs
= B .
Percid nella (34) il secondo membro & indipendente da A e resta
semplicemente ‘

_ bidads + bodahi+bshi Xe
- b1b2b3 :
D ;\lxg)\a—blxl‘—'bg)\z—‘bs)g

espressione simmetrica rispetto alle tre superficie 8,,8,;,S8; ¢.d. d. ).

1) Si noti che Q e 8 non cangiano affatto per una permutazione pari fra
8,,8;,8; e cangiano contemporaneamente di segno per le dispari, a causa dei
valori (30) di b, ,b;,8;.
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Il nostro teorema per le conﬁg’urazioni di 8 deformate della quadrica
fondamentale Q & cosi dimostrato. Ed ora osserviamo che se

MiMl)M2)M3,M1’_M21—M3,M

sono 8 loro punti corrispondenti e

Ty, Mg, Ty, Ty ,Tg, T3, T
i rispettivi piani tangenti, ciascuno degli 8 piani contiene 4 dei punti e
ciog

M,

=
=
=|

r=M,M,M,M) , = )

’ Mz ’ MS)

If

1 ’

=l

nlE(Mlvam’m) Ll 1;1 (1\_419

Il

m=M, M, M, M) , m=(,,M,M,M)
me= (Ms, M, M,, M;) , m= (M, M,M,, M),
e dualmente ciascuno degli 8 punti giace in 4 dei piani: i due tetraedri
| MMGM, , MMMM,

hanno ciascuno i vertici sulle facce corrispondenti dell’altro, cioé sono
due tetraedri di Mdbius.

In generale, se di una deformata S della quadrica si considerano
trasformate contigue

81,8:,8;,...,8,

per trasformazioni By, , B, ,..., Bx,, e si applica ripetutamente il teorema
i permutabilitd e la proposizione precedente, si arriva ad un ciclo di 2"
deformate, costituenti la configurazione generale di Mobius (2"),,; sopra
accennata !). Se si applicano questi risultati generali al caso particolare
delle trasformazioni di Bicklund delle superficie pseudosferiche, le rela-
tive configurazioni di Mobius vengono allora a godere di speciali pro-
prietd metriche molto notevoli. In questo caso ogni vertice della confi-
gurazione dista dagli » circostanti, nel piano corrispondente pel vertice
stesso, di » lunghezze fisse

hiyle gyl

1) V. per i dettagli della dimostrazione la nota sopracitata.
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Se si pensa congiunto ciascun vertice di una tale configurazione
(regolare) agli » circostanti mediante » aste rigide, liberamente mobili
attorno ai vertici, si ottiene un sistema articolato di ».2"' aste, che
¢ ancora in alto grado deformabile.

E invero risulta che: un tale sistema articolato & suscettibile di un
movimento a due parametri nel quale 2" vertici descrivono 2% superficie
pseudosferiche ed © 2" piani della configurazione restano costantemente ¢
loro piani tangenti.



CariToLo V.

Le quadriche coniugate in deformazione ¢ 1a trasformazione H

— e

§ 68.

Coppie di superficie coniugate in deformazione.

Andiamo ora ad introdurre nella nostra teoria della deformazione
delle quadriche una nuova trasformazione di natura affatto diversa da
quella delle trasformazioni B, studiate fin qui. Questa nuova trasforma-
zione, che si troverd per molti rapporti assimilabile alla trasformazione
di Hazzidakis per le superficie a curvatura costante positiva, da il pas-
saggio dalle deformate di una quadrica Q a quelle di un’altra quadrica
Q, in generale distinta da Q, e combinata colle trasformazioni B, per-
mette in certo modo di duplicarne i risultati.

Siamo condotti alla nuova trasformazione, che diremo la ¢rasforma-
zione H, dallo studio di una questione generale relativa alla deforma-
zione delle superficie che andiamo dapprima a formulare ).

Diciamo asintotiche virtuali di una qualunque superficie S ogni doppio
" sistema di linee tracciate sopra S, suscettibili, dopo una conveniente
flessione della superficie S, di diventarne le linee asintotiche effettive.
Un noto teorema di Bonnet (V. vol. I, § 114) ci assicura che dal sistema
di asintotiche virtuali la corrispondente deformazione risulta determi-
nata (intrinsecamente) in modo unico.

1) Della questione qui accennata mi occupai la prima volta in queste due note:

1. Sopra un problema generale relativo alla deformazione delle superficie
(Rendiconti dei Lincei aprile 1902).

2. Sulle quadriche coniugate in deformazione (Ibid. aprile 1904).

Cf. anche la nota del sig. ServanT: Sur la déformation des surfaces (Comptes
"Rendus de 1’Académie des Sciences 2.m¢ sémestre 1902).
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Suppongasi ora di avere una coppia (S, S) di superficie, poste in
tale corrispondenza di punto a punto, che vi sia corrispondenza fra le
loro asintotiche aftuali ed inoltre: ad ogni sistema di asintotiche virtuali
sopra S corrisponda un sistema di asintotiche virtuali sopra S, e viceversa.

In tale ipotesi & chiaro che alle deformazioni dell’'una corrisponde-
ranno biunivocamente le deformazioni dell’altra, per modo che i due
problemi di deformare la S, ovvero la S, saranno intrinsecamente equi-
valenti. Di due tali superficie si dira per cid che esse sono coniugate in
deformacione; ed & da osservarsi che ogni tale coppia (S,S) viene tra-
sformata, per deformazioni corrispondenti, in altre coppie (S',8’) di su-
perficie nuovamente coniugate in deformazione. o

Se le due superficie S, S sono reali, come generalmente supporremo,
e la corrispondenza fra i loro punti ha luogo fra le regioni reali, & chiaro
che le asintotiche, attuali o virtuali, saranno insieme reali od insieme
immaginarie per le due superficie S,S, le quali avranno dunque in
punti corrispondenti curvature di egual segno. Se questo segno & il po-
sitivo le asintotiche sono immaginarie, e, per enunciare la questione
ancora sotto forma reale, basterd parlare della conservazione dei sistemi
coniugati.

Allora, per qualunque deformazione della S, vi ha uno ed un solo
sistema coniugato, sempre reale, che si conserva coniugato dopo la de-
formazione e che diciamo il relativo sistema coniugato permanente di S.
Sulla coppia (S, S) di superficie coniugate in deformazione si corrispon-
dono i sistemi coniugati attuali ed i sistemi coniugati permanenti.

Premésse queste definizioni e considerazioni fondamentali, il pro-
blema generale da trattare sarda quello di determinare tutte le coppie di
superficie (S, S) coniugate in deformazione. Soluzioni evidenti di questo
problema si hanno associando ad una qualunque superficie S una sua
omotetica S; ma una tale soluzione & tanto ovvia e cosi priva d’interesse
che P'intenderemo sempre scartata in seguito.

Un’altra osservazione importante vogliamo fare ed & che nulla & a
cambiare alle considerazioni precedenti se S ed S, in luogo di apparte-
nere allo spazio euclideo, appartengono ad uno spazio a curvatura co-
stante, e pit in generale a due spazii di diversa curvatura costante.
E T'analisi del problema che facciamo ora seguire, appoggiata sulle equa-
zioni di Gauss e di Codazzi, si applica appunto indifferentemente al caso
Euclideo, ovvero al caso piui generale testé indicato.
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§ 69. -

Equazioni di eondizione.

Suppongasi che le due superficie S,S, riferite punto per punto, siano
coniugate in deformazione, e siano

(§h) ds*=Edu*+2F dudv + Gdv®

(1% dt =Edw + 2F dudv 4 Gd* )

i loro ds* riferiti a linee cordinate ,v corrispondenti. Ogni configu-
razione della S, flessibile ed inestendibile, & infrinsecamente determinata
dalla sua seconda forma fondamentale

Ddw 4 2D dudy + D" d?

dove i coefficienti D,D’, D" dovranno unicamente soddisfare alle rela-
tive equazioni di Gauss e di Codazzi. La nostra ipotesi che S, S siano
coniugate in deformazione equivale a cid che per ogni tale seconda forma
fondamentale della S ne esista una corrispondente proporsionale per la S

Ddu® 4 2D dudv + D' dv®.
Pei calcoli seguenti sard perd pill opportuno sostituire a D,D’, D"
le quantitd proporzionali '
[ Y O S VS
VEG—-F VEG—F VEG—F

‘e analogamente a D,D’, D" le altre

D - D’

K=: A' —*,Kn=t.

VEG-F VEG—_F
L’equazione di Gauss per la S si scrive allora

@ AN —A* =K,

4 E quasi superfluo avvertire che le notazioni E, F, G ecc. non hanno pitt
qui e nel seguito il significato introdotto al § 41 e seguenti,
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dove K designa la curvatura assoluta di S se la S appartiene allo spazio
euclideo, o la sua curvatura relativa se S & immersa in uno spazio a
curvatura costante (cf. vol. I, § 213) 1). Le equazioni di Codazzi si seri-
vono poi in ogni caso (ibid):

R I
3 y
2o o,

i simboli di Christoffel essendo costruiti per la prima forma fondamen-
tale (1) della S.
Ora si ha per ipotesi

A=2\A, =) A, A'=2\A",

dove X indica un fattore di proporzionalita, che si vede subito restare
invariato per qualunque deformazione simultanea di S ,S. Risulta in-
vero dalla corrispondente equazione di Gauss

e quindi

K K
4 L ,)\__‘\/___
@ K K

Se scriviamo le equazioni (3) di Codazzi relative alla S e ne sot-
tragghiamo ordinatamente le stesse moltiplicate per ), otteniamo le due
equazioni di condizione:

o 22) (22 120 (1207, o, 1) (100]4 av
T WR WO W
W00 [122) (22 ;12;__i1_2‘ , gﬁ%_gus v
(A w Yt BTE 1 ﬂ“‘"’?[ 1 R | Y p jjra=0

E siccome A non cangia di valore, comunque si deformi la S, queste

sono relazioni lineari omogenee in A, A", A” che debbono risolversi in
identita (cf. vol. II, pag. 90). Troviamo cosi le sei equazioni di condizione

1) K ¢ adunque in generale la curvatura della forma quadratica (1) dimi-
nuita della ¢urvatura K, dello spazio.
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che debbono aver luogo fra i due ds®

R R BN

dlogh [ 12‘ 1‘5; '222 2_2z \/i‘i

6 -_— — —_— — — -

(6) w 2 1 1 { 1 2 3 9 {\} K

2=t )=

2y {2y {1)y (1§

queste esprimono manifestamente le condizioni necessarie e sufficienti

perche ai due ds®(1) e (1*) appartengano coppie di superficie coniugate

in deformazione. .
Osserviamo subito che, se siamo nell’ordinario caso euclideo, ¢ sup-

poniamo X costante, le (6) ci dicono che le due forme (1), (1*%) hanno

gli stessi valori dei simboli di Christoffel e le curvature in rapporto co-

stante.
Dalle formole (IV) al § 37 vol. I segue allora che

KE=KE , KF=KF, KG=KG,

cioe
ds*
s

=R

==

= \* == cost.te,

e le due superficie corrispondenti S,S coniugate in deformazione sono
omotetiche col rapporto A di omotetia. E il caso ovvio che abbiamo
escluso.

Se poi, sempre supponendo A costante, le due superficie §,S ap-
partenessero & spazii di curvatura costante K,, K, si trarrebbe ancora
dall’ eguaglianza dei simboli di Christoffel

ds!

as

B

== cost.te ),

dove k, % indicano le curvature dei due ds*, o le curvature assolute

k=K+K, , k==K+K,

1) Si vede subito che se-due ds? proporzionali hanno i medesimi valori pei

simboli 117; di Christoffel, il fattore di proporzionalitd & costante..
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delle due superﬁcié. Ma, poiché anche % & costante, se ne conclude, esclu-

dendo il caso ovvio della similitudine, che le due superficie S ,S sono esse
stesse a curvatura costante. Si ha cosi il risultato ben noto che il pro-
blema di determinare le superficie a curvatura costante & sempre il me-
desimo qualunque sia la curvatura (costante) dello spazio ambiente.

\

§ 70.

Corrispondenza delle geodetiche.

Riprendiamo il nostro problema generale.
Dalle equazioni di condizione (6) risultano in particolare le quattro
relazioni seguenti fra i valori dei simboli di Christoffel dei due ds®:

NI BRAH

11 12 11 12) {22] 12 (22 12
f el ==el3] Bl el
Ora queste hanno un notevole significato geometrico, che troviamo

ricorrendo alla equazione differenziale delle geodetiche per un dato ds?
scritta sotto la forma del § 87 vol. I (pag. 188):

G R B

‘dove lungo la geodetica si suppone v espresso in funzione di %, e

dv y __d'v

v’=%, O—W.

Osservando le (7), si vede che esse esprimono essere la medesima
I’equazione differenziale delle geodetiche pei due ds*. Dunque due su-
perficie S, S coniugate in deformazione si corrispondono di necessita
geodeticamente, cioé alle linee geodetiche dell’una corrispondono le geo-
detiche dell’altra. _

Ma & facile invertire questo risultato e dimostrare che se due su-
perficie S, S si corrispondono geodeticamente, e si corrispondono inoltre
le asintotiche attuali, si corrispondono anche tutte le virtuali. E infatti
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indichino A,,A%, A% Ay, A, A% i valori attuali di A, A, A”; &, X', A"
per la configurazione supposta di S,S. II calcolo eseguito al paragrafo
precedente prova che A,, A%, A soddisfano le (5), e poiché 8,8 si
corrispondono, per ipotesi, geodeticamente, hanno luogo necessariamente
le (7), onde le (5) si scrivono

N a1ogx g } gng A,Ofalg)ugk“;lz‘_ ,12“_

alogx+2;12§ 3112”:0.

Ma si ha, a causa delle (7) stesse,

R

dlogh , (22| (22)_ dlogh (12] {12
( 3 +32£ (2§_ % +2§1£*2}1§’

A
s P

(a)

e le precedenti diventano

Aogalogl 222: ;22H X,

e -1

11 0
_ alog)\ 22 22) , (dlogh (11 11))
sof e+ (- e To e [T o

Ne segue che, se si suppone

B A"y — AT =K%0,

sono necessariamente nulle le quattro quantita (a) ed, essendo verificate
tutte le (6), le due superficie S,S sono coniugate in deformazione ¢.d. d.

Possiamo dunque enunciare il risultato colla proposizione seguente:

Affinche due superficie S, S dello spazio euclideo, o pin in generale di
due diversi spasii a curvatura costante, siano coniugate in deformazione
& mecessario e sufficiente che esse si corrispondano per sistemi coniugati
attuali e per linee geodetiche.

Il caso escluso K=0 corrisponde alle sviluppabili dello spazio eu-
clideo o a curvatura costante, caso questo ove il nostro problema perde
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ogni interesse. Ma si osservi che in questo caso ogni sistema di asinto-
tiche virtuali 8i riduce ad un solo sistema o' di geodetiche arbitrarie
e basta far corrispondere geodeticamente le due svMuppabili nei due
spazii (ci0 che & sempre possibile come & ben noto, poiché le loro cur-
vature assolute sono costanti ed eguali alla curvatura dello spazio) e le
due superficie sono coniugate in deformazione. Il teorema precedente
vale dunque in ogni caso.

Il nostro problema & cosi ricondotto a trovare tutte le coppie di
superficie rappresentabili geodeticamente 1'una sull’altra, coll’aggiunta
della condizione che si corrispondano i sistemi coniugati attuali. E ben
noto come, sopprimendo quest’ultima condizione, il problema delle coppie
di ds® a due variabili in corrispondenza geodetica & stato risoluto dal
Dini ). Partendo dai risultati del Dini, si pud risolvere il nostro pro-
blema generale.

Nella prima mia nota citata al § 68 ho risoluto appunto in questo
modo la questione pei ds® appartenenti a superficie di rotazione. Suc-
cessivamente il sig. Servant (n. c¢.) ha trovato che due superficie, coniu-
gate in deformazione, non applicabili sopra superficie di rotazione, sono
deformate di quadriche.

Indipendentemente dal sig. Servant io sono giunto per mia parte alla
nozione di quadriche coniugate in deformazione per una semplice via
geometrica che si lega nuovamente alla considerazione dei sistemi con-
focali di quadriche (V. 2.* nota citata).

Andiamo ora a riprodurre queste considerazioni-geometriche perché
esse ci servono di base per lo studio della nuova trasformazione H.

§ 71.

Quadriche coniugate in deformazione.

Consideriamo una quadrica qualunque Q e la schiera (Q) di quadriche
confocali a Q. Con una proiettivita cangiamo Q in un’altra quadrica Q e sup-
poniamo che la detta proiettivitd cangi la schiera confocale (Q) nell’altra

<schiera confocale (Q). Dico allora che le due quadriche Q , Q sono coniugate

‘j Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle rappresen-
tazioni geografiche di una superficie su di un’altra (Annali di matematica t. III,
pag. 269 (1869)).
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in deformagione. Bastera provare (§ 70) che si corrispondono sopra Q, Q
i sistemi coniugati e le linee geodetiche. La prima cosa & evidente, poiché
la corrispondenza fra Q,Q & un’omografia. Per dimostrare anche la
seconda si osservi che la nostra proiettivitd, cangiando la schiera con-
focale (Q) nella schiera confocale (Q), ad ogni retta normale a Q in un
punto M fa corrispondere la normale a Q nel corrispondente punto M,
percheé le altre due quadriche della schiera uscenti da M s’intersecano
secondo una linea normale in M a Q (V. per es. Clebsch-Lindemann-
Vorlesungen, Band. II, pag. 269). Dunque ogni piano normale in M a Q
viene cangiato dalla omografia in un piano normale in M a Q.

Ora una geodetica g di Q & caratterizzata dall’avere in ogni suo
punto il piano osculatore normale alla superficie, e la medesima pro-
prietd compete quindi sopra Q alla linea corrispondente g, che & per
¢i0 una geodetica c.d. d. Cosl possiamo enunciare il teorema:

Se due quadriche Q Q st corrispondono in una proiettivita. che cangi
il sistema confocale (Q), nel sistema confocale (Q), esse sono cowiugate in
deformasione. ’

E Dben noto che in una proiettivita, distinta da una similitudine, vi
ha una sola schiera di quadriche confocali che si cangia in un’altra tale
schiera. Essa traduce quindi ogni quadrica della prima schiera in un’altra
coningata in deformazione della seconda.

Data una quadrica Q, per trovare le sue coniugate in deformazione
basta quindi cercare le omografie che cangiano la schiera confocale (Q)
in un’altra schiera confocale. Una schiera confocale di quadriche & ca-
ratterizzata, come ben si sa, da questo che delle quattro quadriche limiti
(o singolari come inviluppi di piani) l'una si riduce al circolo assoluto
(circolo immaginario all’infinito) mentre le altre tre sono le coniche focali.
Affinché una proiettivitd trasformi la schiera confocale (Q) in un’altra
schiera confocale, occorre e basta che essa cangi una delle coniche focali
nel circolo assoluto, ovvero questo in sé medesimo. Noi escludiamo perd
questo ultimo caso perche la proiettivitd sarebbe allora una similitu-
dine e si avrebbe il caso ovvio di quadriche coniugate in deformazione
omotetiche.

Py

Tutto cid che abbiamo detto fino ad ora & assolutamente generale
e vale per qualunque specie di quadriche reali od immaginarie. Ma fer-
miamoci qui particolarmente al caso pill interessante per noi di qua-
driche reali generali a centro, trasformate da omografie reali in quadriche
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coniugate in. deformazione., Scriviamo l’equazmne del smtema confocale
sotto la solita forma

8 +L 4 =1,
®) a —|—p [ +p
supponendo come di consueto

at > >c.

Le quattro quadriche limiti sono qui il circolo assoluto p=w e le
tre coniche focali

az_(,s+bTii6?=1 » #=0 (ellisse reale) p=—¢*
2
a;ibz - lﬁ;i_” =1 y ¥=0 (iperbola reale) p=—2%°
b” + + 1=0 , =0 (ellisse immaginaria) p=—a®.

La proiettivita reale cercata dovra dunque cangiare la terza conica
nel circolo assoluto, e per cid il piano £=0 nel piano all’infinito.
Indicando con Z,%,% le coordinate del punto ove I'omografia tra-
sporta il punto (x,¥, %), le formole dell’omografia saranno
~ v W
T= = —
z

y ; —

)

&lc}

dove U,V,W dovranno essere tali polinomii lineari in z,y,# che
I’ equazione
F+F+P=0
dell’assoluto equivalga a quella della terza conica focale
@—e)y* + (") & + (@*—b°) (a*—¢*) = 0.

Trascurando un fattore costante d’omotetia, dovremo dunque avere
identicamente

U+ Vi W= (@) (@°— ) -+ (@°— )y + ("~ ) &,

\
onde segue che U,V , W non conterranno la « e potremo porre, a meno
di una sostituzione ortogonale,

U= V@@= , V=VFF s, W=Va—2.y.

14
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L’ omografia cercata & data dunque, a meno di movimenti e omotetie,
dalle formole

o 2=YEIED 5 yape i_ya—ely,

Essa cangia eﬂettivaménte il sistema confocale (8) nell’altro )

(10) N S
E—N@—) @ ETe @A)
a@*+p a*+p a*+p

che & ancora un sistema confocale, anzi coincide col sistema (8) stesso,
come si vede osservando che se si pone

Be*—a? (B + ¢+ p)

(11) p= i )
la (10) si scrive
(10% _+- Ty

a? +p B+p & + p
Ai valori singolari di p
p=ow , —¢¢ , =0, —a?,
appartenenti alle quattro coniche confocali, corrispondeno per la (11) i
valori medesimi permutati

{;=—“2 ’ —b ’ - y ®©

onde l'omografia (9) scambia il circolo assoluto coll’ellisse focale imma-
ginaria e le due coniche focali reali fra loro. Essa muta evidentemente
la famiglia degli ellissoidi in quella degli iperboloidi a due falde, e la
- famiglia degli iperboloidi rigati in sé medesima.

Se, in luogo del sistema confocale (8) di quadriche a centro, pren-
dessimo quello dei paraboloidi confocali

2 -, ¥
— }+ = =224k
p+k " gtk ’
1) Si vede subito che questa & un’omografia biassiale armonica avente per
punteggiate unite le due rette

o=t V@—W@—a) , yVa—c T sV -0 =0,
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e domandassimo ancora le omografie reali che lo trasformano in un si-
stema confocale, siccome qui il circolo assoluto & conica focale doppia,
non avremmo altre omografie che similitudini, solito caso ovvio che tra-
scuriamo. Ma nulla impedisce di utilizzare per la teoria generale delle
deformate delle quadriche (anche-solo dal punto di vista di deformate
reali) omografie immaginarie. E cosi per es. se nel caso attuale ese-
guiamo I’omografia immaginaria

che cangia la parabola focale

=0, 4"+ (p—q) (22—p)=0

nel circolo assoluto, il paraboloide

z ¥
—t==22
p + q
viene trasformato nella quadrica a centro
72 72 (7 LAT 2 z 1
1@ +7) — 29 G+i0 + 0—0 (7 + ) =0,

la quale, come facilmente si vede, & tangente in un solo punto al cireolo -
assoluto (V. vol. II, § 300).

Queste quadriche tangenti in un solo punto al circolo assoluto si sono
presentate, come si sa, nelle ricerche di Darboux; le diciamo gquadriche
di Darbouz. '

Qui osserviamo inversamente che se Q & una quadrica di Darboux
tangente in un punto P al circolo assoluto C_ ,la schiera di quadriche
confocali (Q) & formata di quadriche che si toccano tutte in P ed il loro
piano tangente comune contiene una conica focale I' (almeno) doppia.
Una omografia che cangi I nel circolo C, cangia dunque il sistema con-
focale (Q) in un sistema confocale di paraboloidi. Ne deduciamo: Ogni
quadrica di Darbouzx ammette come quadrica coniugata in deformazione
un paraboloide. In questo fatto risiede la ragione geometrica della pro-
pi’ieté nota che i due problemi della deformazione di una quadrica di
Darboux o di un paraboloide sono equivalenti.
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§ 72.
Ellissoidi ed iperboloidi coniugati in deformazione.
Ritorniamo all’omografia reale (9) che trasforma in sé medesimo il

sistema’ omofocale (8). Se prendiamo un ellissoide della schiera, per es.
I'ellissoide p=0

12) AN RS

vediamo che la quadrica coniugata in deformazione & 1'iperboloide a due
falde

% z y __ B
(12% @D E—)  @—PE  @E—HF L
. a2 a2 a2

© riconosciamo cosi senz’altro che sono problemi intrinsecamente equi-
valenti i due della ricerca delle deformate dell’ellissoide e delle defor-
mate dell’iperboloide a due falde coniugato. In particolare se si suppone
2 2
24 >2 ué-fj,‘ f’ W&,
I ellissoide diventa di rivoluzione sehigesiato ¢ la quadrica coniugata in
deformazione ¢ un iperboloide rotondo a due falde. Abbiamo gia incon-
trato queste coppie particolari di quadriche rotonde coniugate in defor-
mazione nello studio dei teoremi di Guichard sulle deformate di queste
~quadriche (vol. II, § 405), ed abbiamo visto come si collegano alla tra-
sformazione di Hazzidakis delle deformate della sfera.
Prendiamo ora nella schiera (8) un iperboloide ad una falda

2 ]

z 2
(13) Pt E—E=1W>B;
I’omografia (9), o cid che & lo stesso, 1'altra.

VE-_B) X+
oz

a4 7=  I=VE-FL, a=VETCL

lo cangia nell’altro- iperboloide ad una falda coniugato in deformazione

Ez 9‘2 2

+ x
(Az_Bz)(A2+Cz) (Az_Bz)Cz_(A2+Cz)Bz

=1,

(13%)

A? A? A?
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Si osservi che questi due iperboloidi sono in generale distinti ¢ non
simili. _
Solo quando

ki
I'iperboloide, che dicesi allora orfogonrale, coincide col proprio coniugato
in deformazione ). L’omografia (14) lo cangia in s& medesimo e con-
serva ad un tempo le linee geodetiche. I due problemi di deformare
I'iperboloide (13) o il coniugato (13*) sono equivalenti: per 1'iperboloide
ortogonale le deformazioni si presentano dunque a coppie di deforma-
zioni coniugate. :

Importa osservare che ’omografia (9) trasforma fra loro le due re-
gioni reali delle due quadriche coniugate in deformazione, ma cangia
anche nel medesimo tempo una regione ideale dell’una in una regione
ideale dell’altra; e se a queste regioni appartengono ds® reali definiti e
positivi, avremo ancora coppie reali di superficie corrispondenti coniu-
gate in deformazione.

Esaminiamo appunto a questo proposito come si comportano le re-
gioni immaginarie di queste quadriche, che abbiamo considerato nel
Cap. III, appartenenti a ds* di superficie reali. Per I'iperboloide ad una
falda abbiamo detto al § 48 potersi considerare due di queste regioni,
la prima corrispondente nelle formole
u—v 2 1l—uy

z__ 1-+uv
A utv

utv ' C° uto

Y=
' B

1) Nella schiera confocale (8) vi ha uno ed ain solo iperboloide rigato ed
ortogonale, quello che corrisponde al valore di p

= VB @E— —a

esso viene trasformato in sé dall’omografia (9). Ma vi ha nella schiera una ed
un’altra sola quadrica che 1'omografia cangia in s8, cioé I'ellissoide immaginario
corrispondente al valore di p

p—— V@@ —a.

Se si’ prende quest’ultima quadrica come assoluto di una metrica del Cayley
si ha uno spazio ellittico nel quale 'omografia (9) & un movimento. Due qua-
driche del sistema coniugate in deformazione sono congruenti per quella metrica
ellittica (cf. piu avanti § 78).
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ad assumere #,v complesse coniugate, la seconda ad assumere v co-
. . 1
niugata di —.
w
Ma il primo caso corrisponde nelle formole superiori ad assumere
#,z reali y puramente immaginaria,
il secondo a prendere invece
z,y reali 2z puramente immaginaria,

e le formole dell’omografia (14) dimostrano come questa scambi appunto
fra loro le regioni delle due specie. I due ds* relativi sono quindi co-
niugati in deformazione onde basta limitarsi, come abbiamo fatto al § 48,
a considerare uno di essi.

Ancora per Pellissoide e per I’iperboloide a due falde si sono pre-
sentate spontaneamente due loro regioni ideali (§§ 44 e 46) sulle quali
sono applicabili le seconde falde focali (S,) reali delle relative con-
gruenze W. Per D'ellissoide si ottiene la regione in discorso assumendo

2,y reali 2 immaginaria

e per l'iperboloide

z,# reali y immaginaria.

L’omografia (9) cangia 1'una regione dell’ellissoide nell’altra dell’iper-
boloide e i due corrispondenti ds* sono da capo coniugati in deforma-
zione, come i ds* della regione reale.

§ 78.

La trasformazione H e le sue prime proprieta.

Consideriamo due quadriche Q, Q coniugate in deformazione. Ogni
deformata S di Q determina intrinsecamente una deformata S di Q, cor-
rispondente ad S per sistemi coniugati e linee geodetiche: la sua co-
niugata in deformazione. Diremo ¢rasformazione H il passaggio da S a S.
E questa una trasformazione di carattere involutorio (a periodo 2), che
fa passare dalle deformate della quadrica Q a quelle deil’altra quadrica
Q, e viceversa. Essa non si traduce, come le trasformazioni B, in una
costruzione geometrica nello spazio colla quale si passi dalla prima su-




LA TRASFORMAZIONE H 215

perficie & alla seconda S 1); cid non ostante essa ha colle trasformazioni
B, molte proprietd a comune, come ora deduciamo facilmente dalla de-
finizione stessa della H.

In primo luogo, osserviamo che, se la S & rigata, sara ancora rigata
la sua coniugata in deformazione S, poiché le rette di S, essendo ad un
tempo geodetiche ed asintotiche, avranno per corrispondenti sopra S
linee che saranno pure geodetiche ed asintotiche, cioé linee rette.
Dunque: , v

La trasformazione H cangia ogni deformata rigata R di Q in una
deformata rigata R di Q.

Discende poi immediatamente dalla definizione stessa quest’altra
proprietd, che abbiamo visto appartenere pure alle trasformazioni By:

La trasformazione H conserva ¢ sistemi comiugati ed in particolare
cangia il sistema coniugato permanente di S nel sistema coniugato pér-
manente di S.

Supponiamo ora che la S si deformi attorno ad un’asintotica rigida a.
Nella deformazione corrispondente di S la linea @, che corrisponde ad a,
si manterra sempre asintotica e per ci0 rigida, perché non varia né la
sua flessione (curvatura geodetica) né la sua torsione (teorema d’Enneper).

Segue di qui: Se la superficie S si deforma atiorno ad un’asintotica -
rigida, anche la sua coniugata in deformazione S si deforma attorno alla
corrispondente asintotica rigida. ‘

Se in particolare deformiamo la S attorno all’asintotica rigida ¢ sino
a rettificare le geodetiche g trasformate delle rette (di un sistema) di
Q, e a trasformarla quindi nella rigata R ecircoscritta ad S lungo a,
secondo il teorema di Chieffi, lo stesso avrd luogo per la S e si ha
quindi il teorema:

Se per i punti di due asintotiche corrispondenti delle due superficie
coniugate in deformagione S,S si tiramo le tangenti alle geodetiche tra-
sformate di rette corrispondenti delle quadriche Q,Q, 1 due superficie
rigate R , R che si formano sono ancora applicabili rispettivamente sopra
Q,Q, e coniugate fra loro in deformazione.

Abbiamo detto, al principio di questo Capitolo (§ 68), che la trasfor-
mazione H delle deformate delle quadriche & assimilabile sotto molti

1) Fissata la posizione di S nello spazio, la S & determinata solo intringse-
camente a meno di movimenti e simmetrie.
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rapporti alla trasformazione di Hazzidakis per le superficie a -curvatura
costante positiva (deformate della sfera).

Vediamo la ragione di questo riguardando 'effetto della trasforma-
zione di Hazzidakis, anziché sulle superficie a curvatura costante positiva,
sulle loro falde dell’evoluta, le quali costituiscono, secondo il teorema
di Weingarten, classi di superficie applicabili. Dimostriamo per cid la
proposizione seguente:

Se di due superficie a curvatura costante positiva, trasformate di Haoe-
-gidakis UVuna dellaltra, si considerano due falde omonime della evoluta,
queste si corrispondono per sistemi coniugaty e per linee geodetiche e sono
quindi superficie coniugate in deformazione.

Per dimostrarlo prendiamo le formole relative a due superficie £, 3
di curvatura K=-1 e trasformate di Hazzidakis I’'una dell’altra, date
al § 392 delle Lezioni (vol. II, pag. 436). Se ne consideriamo le due prime
falde dell’evoluta S, S, ne troviamo gli elementi lineari dalla formola
(9%) § 126 delle Lezioni (vol. I, pag. 275) che ci da

dau? i
L Jp—
" senh®H + senh®0

_— du’ a9
2
" cosh?0 + cosh*6”

Q:lesti si riducono alla forma tipica di superficie di rotazione ponendo
rispettivamente o ==coth 6 nel primo caso, « =tanghf nel secondo, con
che

ds® = do® + (a*—1) du®
ds® = do® + (1 —o?) du?.

Secondo le formole relative alle geodetiche delle superficie di rota-
zione (vol. I, pag. 208), I'integrale primo di Clairaut dell’equazmne delle
geodetiche per la prima superficie S &

(a® — senh®6) du* — db6* =0,

e per la seconda S

(5 — cosh®6) du?* — dB* =0,

essendo o, b due costanti arbitrarie. Basta legare le due costanti colla
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relazione }
' V¥ —a’=1

per far coincidere queste due equazioni. Dunque la corrispondenza fra
ipuntidi S,S, fissata dalla corrispondenza stessa fra i punti delle evol-
venti Z,E, trasforma le geodetiche di S in geodetiche di S. D’altronde
la trasformazione di Hazzidakis conserva i sistemi coniugati sulle super-
ficie & curvatura costante positiva £,Z 1), ed a questi corrispondono i
sistemi coniugati sulle evolute (vol. I, pag. 282). Per cio sulle S ,E si
corrispondono, oltre alle geodetiche, i sistemi coniugati e le due super-
ficie .sono quindi coniugate in deformazione c. d. d.

Un altro ravvicinamento fra la trasformazione H per le deformate
delle quadriche e la trasformazione di Hazzidakis & gia stato ricordato
al § precedente e si riferisce ad un ellissoide rotondo schiacciato e ad
un iperboloide a due falde coniugati in deformazione.

§ 74.

Congruenze W corrispondenti.

Riprendiamo a considerare in generale due superficie S,S coniugate
in deformazione. :

Ad una deformazione infinitesima della S corrisponde una determi-
nata deformazione infinitesima della S e nelle due deformazioni si cor-
rispondono i sistemi coniugati permanenti. Possiamo ulteriormente pre-
cisare queste proprieta ricorrendo alla nota relazione fra le deformazioni
infinitesime di una superficie S e le congruenze W aventi S per una
delle falde focali (vol. II, § 242). Consideriamo una congruenza qualunque
C di raggi tangenti ad S: se pei punti di S tiriamo i raggi tangenti
nelle direzioni corrispondenti a quelle dei raggi di C, avremo una con-
gruenza C che si dira corrispondente a C. Ora dimostriamo il seguente
teorema:

Se la congruenza C colla prima falda focale S & una congruenza W,

!) Secondo le formole citate del § 392, vol. II, le due superficie X, thnno
infatti la seconda forma fondamentale

senh 0 cosh 0 (du? + dv?)

a comune.




218 _ CAPITOLO V. — § 74

anche la corrispondente C, avente per una falda focale la coniugata S in
deformazione, sara una congruenza W.

Per dimostrarlo prendiamo a linee coordinate sopra S le linee
v—cost to inviluppate dai raggi di C ed a linee %= cost.® le loro linee
a tangentl coniugate !), sicché avremo D' = 0.

Le coordinate «;, y,,# del secondo fuoco F, potranno scriversi (§ 3)

. ox _ dy _ oz
wl"'x_i_lz":yl—y"'-lé;‘ ? zl—‘e-’_lé;‘:

ed applicando le formole del § 3, ove sard da farsi
m=0, D =0,

troveremo dalla (5) ibid.

Q=0

e dalle (3), (4)

o, L M DIX

™ + +
(15) ) ;

oz, 47

) =P u
ove

at i w={l

(16)

P“*+112tl Q= ’1221+1
. e siccome Q =0, ne verra
=12
I 2
Per esprirhere che la C & una congruenza W basta porre la condi-

zipne (vol. I1 §242) che esista una deformazione infinitesima della se-
conda falda S,, nella quale i punti (#,4, 2) di questa si spostino nella

1) Con cid escludiamo il caso che le linee (v) siano asintotiche, caso che non
fa perd eccezione al teorema del testo.

?) Si osservi di passaggio che se si ha 1122§ ==0 le sviluppabili circoscritte

alla S lungo le linee (u) sono cilindri, cioé queste linee sono linee d'ombra.
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direzione (X, Y, Z) della normale alla prima falda S. Siano
¢eRX, ¢cRY, cRZ

gli accrescimenti subiti da 2,,¥:,#, dove ¢ indica una costante infini-
tesima ed R =R (u, v) un fattore incognito di proporzionalitd, che dovra
soddisfare (vol. II § 224) alle condizioni necessarie e sufficienti

23 (RX) 3z _ Ea (RX) 3z,

du  du v =0
(17)
E3(RX_) oz RX le
ou
A causa delle (15) e delle altre
oz oX 9z 0X ”
ESuSu 23080_—1)

2‘3:1: oX o 9% 0X.

WA 2‘% =D

la seconda delle (17) ¢ un’identitd e le altre due danno

dlogR L 2dlogR P_'_% ‘D"
w1

ovvero per le (16)

«310gR=310gl+§112__§12’

T 3u
(18) 31-353 alogl_,_g % 311‘]1))”'

Come unica condizione affinché la congruenza sia W si ha la con-
dizione d’integrabilita delle (18)
12 11) D"
1 §+ H 2 "ﬁ] ’

of{11 (12 )
19) sl 15l =%l
e questa si suppone adunque soddisfatta.

Dobbiamo ora dimostrare che anche la congruenza corrispondente
C ¢ W, per la qual cosa bastera dunque provare che esiste una funzione
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R (u,v) soddisfacente alle due equazioni analoghe alle (18)

Slogf_{_elogi iﬁ}_:ﬁ}
ou +

dlogR _ alogl 2 zﬁ‘__ﬁl
v +% D

Sottragghiamo da queste le (18) ricordando che, essendo S, S' co-
niugate in deformazione, sono soddisfatte le (6) § 69 ed &

(o]

H_E.
—D’

) R\ 0 7\ 13log)
e lg() aul"g(i) 2 ou
810 (ﬁ il (z __13logh
SgR)Svogl)28v'
Queste si soddisfano senz’altro ponendo
R7

I_{,='—-—:
l

|

cosi si trova

>

ed il teorema & dimostrato.

Ma nel seguito & un caso particolare di questo teorema che ci interessa,
quello in cui S,S sono applicabili sulle quadriche Q,Q e per con-

gruenza C si prenda una di quelle che corrispondono alle trasforma-

' zioni B;. Allora si vedra che anche la congruenza corrispondente C &
della medesima specie e da quindi-una corrispondente trasformazione
B, di S. Cosi, in questo caso speciale, la proposizione viene vieppii
a precisarsi e pone in relazione le trasformazioni B, per le deformate
della quadrica Q' con quelle delle deformate della coniugata in deforma-
zione Q.

In fine si osservi che, insieme al teorema ora dimostrato, sussiste
Ialtro:

Ad ogni congruenza normale C colla falda focale S corrisponde una
congruenza normale C colla falda focale S. Questa & una immediata con-
seguenza della corrispondenza delle geodetiche sopra S, S. Supponiamo
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in particolare che S sia applicabile sopra una superficie di rotazione e
prendiamo per C la congruenza delle tangenti alle deformate dei meri-
diani. Questa & allora insieme una congruenza W e normale, e lo stesso
accade quindi della congruenza corrispondente C; dunque in tal caso
anche la S & applicabile sopra una superficie di rotazione e sopra S,S
le geodetiche trasformate dei meridiani si corrispondono.

§ 75.

Formole relative a due iperboloidi ad una falda coningati
in deformazione.

. -

Veniamo ora allo studio delle proprietd che pongono in relazione,
come si & detto, la trasformazione H colle B,. Siano sempre Q, Q due
quadriche ceniugate in deformazione e S, S due qualunque loro defor-
mate coniugate. Per mezzo di una trasformazione B, trasformiamo la
S in un’altra S, applicabile sopra Q, e consideriamo la congruenza
C formata dalle congiungenti FF, i loro punti corrispondenti. Se appli-
chiamo S sopra Q, isegmenti focali FF, si dispongono col primo estremo
M tangenzialmente a Q e col secondo M, sulla quadrica confocale Q,,
e i secondi piani focali (tangenti ad S,;) diventano i piani #, della retta
MM, e della generatrice della Q. (del primo o del secondo sistema se-

condo che B, & della prima o della seconda classe) uscente dal punto M,. ~ -

Ora l’ombgraﬁa che cangia Q in Q, e I'intero sistema confocale (Q) in
sé medesimo, cangia la quadrica Q, in un’altra quadrica Qk_ dello stesso
sistema confocale, e muta quindi i segmenti MM, in segmenti MM, tan-
genti nel primo estremo alla Q e terminati nel secondo M, alla qua-
drica Q_, ed insieme i piani = in piani =, pel segmento MM, e per
la generatrice di ;- uscente da M, . Cio posto, prendiamo la superficie S
coniugata in deformazione di S e deformiamo la seconda quadrica Q,
che seco trasporti in sistema invariabile i segmenti MM, ed i piani =,
nella superficie applicabile S. Il teorema finale, alla cui dimostrazione
¢i accingiamo, & allora il seguente: La superficie S, luogo dei nuovi ter-
mini M, dei segmenti MM, avra per piani tangenti i piani =, dopo la
deformacione e insieme colla superficie S formerd le due falde focali della
congruenza MM, , talche S, STI saranno trasformate U'una dell’ altra per la

By Inoltre la S, sara coniugata in deformazione della S, come la'S di S,
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Per eseguire i calcoli necessarii alla dimostrazione di questo teorema,
ci riferiremo, per maggiore determinatezza, al caso di due iperboloidi ad
una falda coniugati in deformazione; ma avvertiamo che il procedimento
analitico stesso conserva il suo valore per ogni altra coppia di quadriche
coniugate in deformazione.

Sia dunque

N R :

w45 —-5=1 a?>b

a2 + b2 02 ( > )
’equazione del primo iperboloide Q; il coniugato Q in deformazione
avra per equazione (§ 72)

El e z2 -
F+f-3m
dove abbiamo posto
=) (D) S
(20) iY@ ba)(“ +o) 5=% Va—b , E=%Va2+c2,

e le formole dell'omografia che cangia Q in Q saranno
Z, _
(21) 5=

Esprimendo #,,y,, 4, per le vcdordinate curviline %, v colle formole
(58) § 16 (pag. 47), avremo per le espressioni corrispondenti di Z,, 7, %,

(22) | Ty=a

Calcoliamo di qui le quantitd
E,F,G,D,,D,, D% ,p,
che sono per I'iperboloide Q le analoghe delle
E,F,G,D,,D,,D%,p
per il primitive Q. Troviame in primo Iuogo le formole

EG-F @ (utv)
EG—~F " o (1+w)

(23)
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@9  Dy=Dy=0, Dym—— 4882
1+w)VEG—F
e quindi
- (14 w)* ( E(}— F?) :
P= 4abe
onde ricordando che
_ (u+9)) (BG—F?)
- dabe ’ : .
ed osservando la (23), segue
g ¢ (utv)
p 5 E (1 4uw)?’
Ma dalle (20) si ha subito
abc=abec
e resta quindi
P _(uto) :
(25) P TFuw) :

Aggiungiamo che i valori dei simboli di Christoffel per il ds* del-
I'iperboloide Q sono i seguenti

11; (12$=1810g5 g”é?zz;o

@6) g 1+m;’l 2 v |1
iu% — ;T}_lélogg 22)_ 2w
2y 12y 2 du % ‘_ 14+uw’

Confrontandoli coi valori corrispondenti (62) § 16 (pag. 48), si vede
subito che le condizioni (7) § 70 sono soddisfatte e si ha cosi una verifica
che sopra Q, Q si corrispondono le geodetiche e Q, Q (corrisponden-
dosi gid i sistemi coniugati) sono coniugati in deformazione,

Ora prendiamo una deformata qualunque S di Q, e sia

Ddu’ + 2D dudv 4 D" dv*

la sua seconda forma fondamentale. Per la coniugata S in deformazione
la seconda forma fondamentale

Ddw + 2D dudv + D' d?
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sard proporzionale alla precedente e precisamente sara

D _D,

_D_
=p=D-D,"

ool

~ Ma per la (24), e per la corrispondente (60) § 16 (pag. 47)

D0 abé (ut+v) VEG—F*
D, abe (1+uv)‘vEG P’

onde per la (23) '
ﬁo be u-tv a u-+v .

D, becltw altu'
e quindi »
(27) D_.D_D _autv —ﬁ\/ﬁ,

D D D alltw

Se trasformiamo la S mediante una B, nella nuova deformata S, di
Q, avremo per la S, le solite formole

' oz °x
(28) xl-_—x—l—lgi—.‘-{-mé—?;,ecc.

Indicando con Z,7,Z% le coordinate del punto M corrispondente di S
e con 7, ¥ , % quelle del secondo estremo M, del segmento M M, otte-
nuto nel modo descritto al principio di questo paragrafo, potremo scri-
vere le formole corrispondenti

* =L T2 L m®
(28%) ml—w—l—lau—{—mav ecc.,

dove resteranno da calcolare i coefficienti 7, 7. Intanto, siccome i raggi
MM, , MM, delle congruenze C, C sono tirati in direzioni corrispondenti,
saranno [, proporzionali a !, m, scriviamo

T=h, om=hm

e cerchiamo il fattore % di proporzionalitad. A questo oggetto, osserviamo
che se si indicano con &, 7, cid che diventano z,,y,, 2 quando 8 si
applica sopra Q, e medesimamente con &, 7, € cid ¢he diventano z,,¥,, 2,
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quando S si distende su‘ Q, avremo

. . oy 9%,
T -, +9% _ 9%,
e per cio
€ (utv) Q4uw) +-10*—1) +m@’—1)
a (w—+v)?
£ (to)(14u) —I(*—1) — i@ —1)
= = .

(14 uv)®

D’altra parte si passa dal punto (¢,%,¢) al punto (§,7,¢) mediante
I’omografia (21), e quindi

¢ a,
a ¢’
ne segue
(u+0) (14u0) =R 1P —1)+m (w—1) ] _ (u0)?
(1 +uv)? T (uto) (1-+ww) - U —1) -+ m (v*—1)’
onde pel valore cercato di %
(u+0) (1 +uv)

h= o) 1 +w)+i@P—1)+tmu—1)

Sostituiamo qui i valori (§ 16)

l=(u—|—v)% , m=(u—l—v)%,

ed avremo
14 u) W

h= IFuw) W+ &—1)U F+ @—1)V

Pei valori effettivi (67) § 16 (pag.49) di U,V , W (segni superiori)
si ha

14+u)W + (*—1)U + (®*— 1)V = (u+2)Q,
ove si ponga
(29) Q=2 %(l—uv)cose—;—i,(uﬁ—v)sene—{—%(u-—v) ;

15
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cosi il valore di % diventa
- 14 uv y
T uto Q°
da cui

Il=HW=(_1+w)= m=km=(1+m;)%,

e in fine per le formole (28%) che definiscono S,

14wy

(30) 51=E+T(Ug§-+V%§)

§ 76.

La superficie S, come trasformata della S per una B..

Per dimostrare il teorema enunciato dobbiamo in primo luogo dimo-
strare che le formole (30) ora ottenute definiscono una trasformata S,
della S mediante una conveniente B,-. Occorre anzi tutto calcolare questo
valore k¥ in funzione di %, cid che si fa subito osservando che esso &
il valore del parametro della quadrica confocale Q.

i 72 z°
R R S

1,

in cui I'omografia (21) trasforma la quadrica Q. di equazione

zt o s
FiE T RIE R

si ha subito di qui per la formola cercata

- @.k
= — .
(31) a2+k
Ed ora per compiere le verifiche indicate conviene trasformare le

formole relative all’attuale iperboloide Q nelle nostre primitive del § 186,
e cosl scriviamo, in corrispondenza colle (58) § 16,
14+u9v _ - U—7 1—uv

j_ = 5 Yo= b )
w0

Eo_-——a
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queste, confrontate colle (22), danno subito le semplici formole,

u =

S

, V=v

pel passaggio dalle antiche variabili », v alle nuove #%, .
Secondo le formole del § 16, una trasformata S', della S mediante
la B. sard data dalle formole

o oz oz
(81%) xl=w+)“8_ﬁ+p'8_q7 ece. ,

dove

U= (_C_t,ﬁ, - %)Qﬁcosﬂ—l-(% - %)(ﬁz—l)senﬂ—i—(g,—% - _ﬁ,)(d”—}-l)

c

b'e’

- a b\ __ be . a ab ¢\, _
(32) V=(—wa—=Jmmm6+(,.+§yﬁ—1ma@+&ﬁ7+?yw+n

— ac be
W=2 [_ﬁ,?_—,(a—ﬁ) cos b — _,.c_,
ac ¢

_ ab _
(14 %7%)senb +%,(1—uv)] ,

sy

e le costanti a’, 5", ¢ gli altri
(33) d=Va&+k , 0V =Vo+k, ¢ =V&e—k.

Dovra inoltre (%, ¥) soddisfare le corrispondenti equazioni differen-
ziali fondamentali (IT) § 36 in coordinate (%, 7) per la trasformazione B

Dalle (33), osservando le (20) e la (31), si traggono intanto le segﬁenti

’

Y| >
SEREN
S| o
SURY
NI
Q~‘| QN

a
a

SR

(34)
Se si sostituiscono poi nei valori (32) di U,V , W per @, i valori

_ 1

U = -

o w

y V=10,

e si confrontano colle (67) § 16 e col valore (29) di @, si trovano subito
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le seguenti
— /2 . — 2
1=—%50 v-Zv, w22
a* o a a® u
Ma, in coordinate #,v, le (81*) si scrivono
oz ox
= 4,208
Ty =T — M a“'}‘f"av’
mentre per le precedenti si ha
wU U
s __[2 2 e —_
A ( +v) == (14 wv) 9
1 v
onde '
U 3' v oz

formole che coincidono colle (30).

Resta ora da eseguire la seconda verifica differenziale, cioé da provare
che la funzione 6 (« ,v), che soddisfaceva alle equazioni differenziali della
trasformazione B, relative alla superficie S, cioé alle

ae bl ’ bl ’

v ———— (DU D'V
- k(u+tv)p + 2%V abe Vo +DV)
(8e) 6 ‘b e
a a bl 4 a ’ 7
U —(D'U4+D"V),
= kw+o)p +2Ic\/abc Ve +D")
soddisfa altresi alle altre
o6 ave = abec o
— = -V — ’
geu T AT RV \/;(AU+ v 4
(37) _ . (e==+1)
( _ —t bl EI ﬁ d’ bl E’ A” V
v k(m+of, Y \/abc\/p )

relative alla trasformazione B della S, ove con

Adu* + 2 N dudv - &' d7*
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si indica la seconda forma fondamentale di S
Ddw® + 2D dudv + D" dv?,

“trasformata in coordinate #=-,7=wv. Bastera dunque provare che,

S

scegliendo convenientemente il segno di ¢ nelle (37), queste vengono a
coincidere colle (36). Ma si ha ,

Z=u41_), E/=___“21_)" 'A—”='—'u’ .

indi per le (27)

ed essendo
®_ 136 36 _ 30
M- Wow ' b’
le (387), ove si prenda e=-—11), e si osservino le (35) e (38), danno
o0 av'e a* av'e a*a
ou E(Q+uw)y &8 okVabeyp @ (DU+DV)
20 abe o abec @*a ., " ,
o= T Earwr @ giyaa e @ o
Ed in fine, osservando le formole
_ @. abc & ave o
=t e T @ v T a
= _ (uto)
p= (1+u7))2 H

vediamo convertirsi le precedenti nelle (36), cid che completa le veri-
fiche proposte.

1) La scelta ¢=—1 dipende dal segno preso nelle (27) per D,D’, D", ché
se questo si cangiasse nell'opposto verrebbe allora ¢—--1. Si ricordi a questo
proposito che la S determina la conijugata in deformazione S solo a meno di

" movimenti e simmetrie.
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§ 77.

Conclusione. — Permutabilita della trasformazione H colle B,.

I calcoli del paragrafo precedente ci hanno dimostrata solo la prima
parte della proposizione enunciata al § 75 e cioé che la superﬁci'e S
luogo dei punti M, (data dalle formole (30)) & una trasformata della
S per Ia B, , onde segue poi che i suoi piani tangenti sono appunto i

piani 7, dell’enunciato. Quello che ci rimane ancora da provare & che
la superficie S, & coniugata in deformazione della S,. Questo dedurremo,
senza alcun calcolo, dalla legge d’applicability per le due falde focali
di una delle nostre congruenze W, data come sappiamo dall’affinita
d’ Ivory.

Osserviamo per cio che, quando applichiamo S sopra Q, ise;gmenti
focali FF, si dispongono col primo estremo in un punto M di Q, tan-
genzialmente a Q, e vanno a terminare nel secondo M, alla quadrica
confocale Q.

Ora, per il modo stesso come al § 75 abbiamo costruito S,, allor-
quando distendiamo S sopra Q i termini dei rispettivi segmenti focali
FF, si dispongono sulla quadrica confocale Q—h nei punti M, corrispon-
denti ai punti M, nell’omografia- (21). Trasportiamo ora, coll’affinitd di
Ivory, il punto M, da Q, in N, sopra Q, e medesimamente M, da Qx
in N, sopra Q. Saranno allora rispettivamente N, ed N, le posizioni oc-
cupate da F, e F, quando si distende la S, sopra Q, ovvero la S, sopra
Q. D’altra parte ’omografia (21) cangia in sé¢ medesima la famiglia
" degli iperboloidi confocali ad una falda e perd anche quella delle loro
A trajettorie ortogonali, onde segue che i due punti N,, N, si corrispon-
dono nell’omografia (21). E siccome questa cangia le geodetiche di Q
in quelle di Q, ne segue che se F, descrive una geodetica sopra S, il
punto F, corrispondente su S, descrive pure una geodetica. Dunque nella
corrispondenza fra S, e S, le geodetiche sono conservate; ma sono con-
servati anche i sistemi coniugati, poiché questi corrispondono ai sistemi
coniugati di S,S, i quali si corrispondono fra loro. Concludiamo per-
tanto che S,, S, sono coniugate in deformazione c. d. d.

Possiamo enunciare la proposizione cosi stabilita anche sotto la forma
equivalente :
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La trasformazione H cangia contemporaneamente le due falde focali
S, S, di una delle nostre congruenze W nelle due falde focali S ,S, di
un’ altra tale nuova congruenza.

Si vede cosi che per passare da S ad S, si pud eseguire prima la
B, da S ad S,, indi la H da S, ad S,, ovvero anche prima la H che
da S porta ad S e successivamente la B che conduce da S ancora ad

S;. Si pud dunque dire che il risultato ottenuto esprime la permuta-
bilita della trasformazione H colla B,, nello stesso modo come il teorema
di permutabilitd (cap. IV) riguardava la permutabilitd delle B, fra loro.

Se le due superficie S, S coniugate in deformazione sono note, ed
é nota altresi una trasformata S, di S per una B,, si ottiene senz’altro
in termini finiti una corrispondente trasformata S, di S per una B_e

questa S, & al tempo stesso la coniugata in deformazione di S,. Per
¢i0, nell’applicare le trasformazioni B, alle deformate di una quadrica
Q, conviene sempre associarvi le deformate dell'altra quadrica Q co-
niugata in deformazione, poiché i due problemi di trasformazione si
risolvono I’uno coll’altro. Per tal modo, in particolare, si passa dalle
deformate dell’ iperboloide ad una falda a quelle del coniugato in de-
formazione e cid tanto che si tratti delle deformate delle regioni reali,
quanto che si tratti invece di quelle immaginarie.

Similmente dalle superficie applicabili sulla regione reale o ideale
di un ellissoide si passa, colla trasformazione H, a quelle applicabili
sulla regione reale od ideale dell’ iperboloide a due falde. Ed in fine
osserviamo che, siccome l'omografia, che cangia la quadrica Q nella co-
niugata Q, scambia fra loro le coniche focali, le trasformazioni singolari
per le deformate della prima quadrica vengono cangiate dalla trasfor-
‘mazione H nelle corrispondenti trasformazioni singolari per le defor-
mate dell’altra quadrica.

§ 78.

»
Cenno sunlla estensione delle trasformazioni B,

alla geometria non-euclidea.

Tutte le teorie che abbiamo sviluppato in questo libro per le defor-
mate delle quadriche nello spazio euclideo si trasportano inalterate (coi
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medesimi principii geometrici fondamentali dei sistemi confocali di qua-
driche e della affiniti d’Ivory) alle deformate delle quadriche negli
spazi di curvatura costante, positiva o negativa. Noi qui perd ci limi-
teremo ad indicare un modo di effettuare questo trasporto, servendosi
della trasformazione H studiata in questo capitolo.

Premettiamo per c¢id le osservazioni seguenti:

Di due quadriche omofocali Q,Q dell’ordinario spazio prendiamo

p. e. la seconda Q come assoluto di una metrica del Cayley. 1l ds* di
questa metrica appartiene, come ben si sa (vol. 1§ 192), ad uno spazio
di curvatura costante e la quadrica Q euclidea & al tempo stesso una
quadrica dello spazio curvo o, come diremo, una quadrica non-euclidea.
E evidente che i sistemi coniugati-di Q nel senso euclideo sono anche
coniugati nel senso non-euclideo. Ma importa di pitt osservare che : la
quadrica Q ha le medesime geodetiche sia nello spazio euclideo sia nello
spagio curvo. Questa proprietd, osservata la prima volta da Darboux ),
si dimostra subito ricordando che il polo del piano tangente in un punto
p alla quadrica Q rispetto alla quadrica confocale Q’ & situato sulla nor-
male in p a Q, e percid ogni normale alla quadrica Q nel senso euclideo
& pure la normale non-euclidea. Ora una geodetica euclidea di Q
ha il suo piano osculatore normale nel senso euclideo a Q e per cid
anche nel senso non-euclideo, onde essa & altresi geodetica non-eu-
clidea, e viceversa ogni geodetica non- euclidea di Q & anche geodetica
euclidea.

Se a queste osservazioni associamo il teorema dimostrato al § 70,
vediamo che:

La quadrica Q ha i medesimi sistemi di asintotiche virtuali tanto nella
metrica ordinaria come in quella del Coyley e per cio i due problemi di
deformare Q mel senso euclideo o nel senso non-euclideo sono imtrinseca- -
mente equivalenti.

Cosi adunque ad ogni deformata euclidea S della quadrica Q cor-
risponde una deformata S non-euclidea, che & coniugata in deformazione
della S; Ia, trasformazione H da il passaggio dall’'una specie di defor-
mate alle altre. :

Ed ora si presenta ben naturale la domanda :

Dalle deformate delle quadriche euclidee si ottengono cosi tutte le

1) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques. Paris 1873,
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deformate delle quadriche non-euclidee? Consideriamo la questione dal
punto di vista reale, e distinguiamo secondo che si tratta di metrica
ellittica od iperbolica. Nel primo caso l'assoluto Q' sard un ellissoide
immaginario, nel secondo una quadrica reale a punti ellittici. Per quanto
precede, la questione & riportata alla elementare seguente : Si pud ese-
guire un’ omografia reale che cangi le due quadriche Q, Q" in due qua-
driche omofocali ? ,
Se siamo in metrica ellittica ed adoperiamo coordinate di Weierstrass

Ty, Xy, T, T3 (vol. I, § 193), I'equazione dell'assoluto ¢ &
Q) ot o+ o+ =0,

e con una sostituzione ortogonale reale su x,, x,,%,, 2;, che rappre-
senta una trasformazione delle coordinate di Weierstrass (ovvero un mo-
vimento dello spazio ellittico), possiamo ridurre I'equazione della qua-
drica Q alla forma normale ’

B # o, 5
Q T+E+E+2=0,

dove le costanti A, B, C, D non saranno tutte eguali ; altrimenti Q coin-
ciderebbe con Q. Escludiamo inoltre il caso in cui queste costanti siano
a coppie eguali; allora la quadrica (reale) Q avrebbe I'equazione

w; + ot —tang’ o (2 + 28) =0

con o costante reale e sarebbe la superficie di Clifford ). Nelle nostre
ipotesi vi sard dunque una alméno delle quattro costanti diversa da tutte
le altre tre, poniamo p. e. A. Introduciamo coordinate cartesiane orto-
gonali ordinarie =,y ,#, ponendo

rT=q—, y=b£’, g==cC—
) %y 0

1) Se si esprimono x,,x, , %, , x; per due variabili %, v colle formole
Ty=—COSGCOSU , &X;==COSTSEN U , L, =SNG COSV , &y==SEN G SEN V,

si vede subito che queste rappresentano una superficie di Clifford riferita alle
sue linee di curvatura u,v (circoli).
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con a,b,c costanti. Le equazioni delle due quadriche Q, Q diventano
A A A
LA A

e queste sarango omofocali se

: O
A

2

o —a2§=b”—b

=c'2—c’§,

ciod se le costanti @,b,c¢ sono prese in guisa che sia
#A—B)=VA—C=cA—D),

¢io che & sempre possibile con valori reali per a,b,c¢ se le tre diffe-
renze (non nulle) A— B, A— C, A—D hanno il medesimo segno. Se
B, C,D sono diseguali fra loro, e da A come si & supposto, bastera
scegliere per A la maggiore di esse per trovarsi nel caso ora detto.
Resta il solo caso che due delle B, C, D, sieno eguali fra loro per es.

B = C e differente dalla terza D ) e le differenze
A—B ,A—-D

abbiaﬁo segno coﬂtrario. Ma allora le altre due
D—A,D—B

hanno egual segno e basta quindi scambiare A con D per ritrovarsi nel
caso precedente: ‘

Concludiamo adunque: Esclusa la superficie di Clifford, ogni alira
quadrica dello spazio ellittico ha la sua quadrica (a centro) coniugata in
deformazione nello spazio euclideo, e quindi il problema di deformare una
quadrica, diversa dalla superficie di Clifford, in metrica ellittica é perfet-
tamente equivalente al problema della deformazione delle quadriche a centro
dello spazio euclideo.

Che la superficie di Clifford faccia veramente eccezione, che cioé non

1) Se fosse B=C =D le differenze A — B, A — C, A — D sarebbero eguali
e quindi del medesimo segno.
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esista una quadrica Q euclidea coniugata in deformazione, si vede per
es. osservando che la Q, corrispondendo geodeticamente alla superficie
di Clifford che & a curvatura nulla, sarebbe (pel teorema di Beltrami)
a curvatura costante, quindi o una sfera o un cono o cilindro di rota-
zione. Ambedue i casi sono da escludersi perché sulla superficie di Clif-
ford le asintotiche sono reali distinte mentre sono immaginarie sulla
sfera e coincidenti sul cono o cilindro.

Ricordiamo poi che il problema della deformazione della superficie
di Clifford & gia completamente risoluto, poiché le sue deformate sono
le superficie a curvatura nulla dello spazio ellittico di cui si conoscono
le equazioni in termini finiti (vol. I, § 219).

Abbiamo qui esaminato la questione proposta solo per lo spazio ellit-
tico. Per I’iperbolico le cose procedono diversamente perche, a causa
della realitd dell’assoluto, non & piu possibile in ogni caso ridurre I'equa-
zione della quadrica Q a somme di quadrati. Cenverrebbe quindi sud-
distinguere varii casi parziali, nel cui esame non vogliamo qui adden-
trarci. , ’ .

Ritorniamo ora al nostro oggetto principale, al trasporto della teoria
delle trasformazioni B, delle deformate delle quadriche dalla metrica
euclidea alla metrica ellittica od iperbolica. Essendo dunque Q una qua-
drica, ¢ Q' una quadrica confocale, presa come assoluto di una metrica
non-euclidea, consideriamo, come sopra, una sua deformata euclidea S
e la corrispondente deformata non-euclidea S coniugata in deformazione.
Applichiamo alla 8 una trasformazione B,, che la cangi in una nuova
deformata (euclidea) 8,, sicché S, S; sono le due falde focali della con-
gruenza rettilinea FF, che ne congiunge i punti corrispondenti.

Applichiamo nel senso euclideo S sopra Q, dopo di che i termini F,
dei segmenti focali FF,, trasportati nella deformazione, verranno a di-
sporsi sulla quadrica omofocale. Ed ora immaginiamo che la quadrica
stessa Q, trasportando i segmenti FF,, si deformi nel senso non euclideo
nella superficie S; il luogo dei termini F, dei segmenti cosi trasportati
sard una nuova superficie §,.

Ora vale qui il medesimo teorema come nel caso euclideo (§ 75), e
cioé:

La superficie S, e la S sono, nello spazio mon euclideo, le due falde
focali della congruensa FF, ed ambedue risultano applicabili sulla qua-
drica Q. Inoltre S, sard coniugata in deformazione di S, come S di S.
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Questo teorema, che ci limitiamo qui ad enunciare, mostra appunto
come la teoria delle trasformazioni B, sia esténdibile dallo spazio euclideo
agli spazi a curvatura costante ed il trasporto si possa effettuare per
mezzo della trasformazione H. :

Un caso particolare ben noto & quello delle superficie a curvatura
costante dello spazio non-euclideo, alle quali sono coniugate in deforma-
zione ancora superficie a curvatura costante nell’euclideo. Cosi la teoria
delle trasformazioni di Backlund per le superficie a curvatura costante
sussiste indipendentemente dalla curvatura dello spazio. E questo un ri-
sultato che stabilii per tutt’altra via la prima volta nella mia memoria:
Sui sistemi di Weingarten negli spagt di curvatura costante ).

1) Memorie della R. Accademia dei Lincei, Serie IV, vol. IV, {1887).
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[ sistemi coningati permanenti sulle deformate delle quadriche

‘8. 79.

Sistemi isotermo-coniugati sulle quadriche.

Le trasformazioni B, delle deformate delle quadriche conservano,
come sappiamo dal § 34, i sistemi coniugati permanenti sulle due falde
focali 8,8, delle relative congruenze W. D’altronde una deformata S
della quadrica fondamentale Q & intrinsecamente determinata quando si
conosce sulla quadrica Q il sistema coniugato permanente nel passaggio
da Q ad S, ovvero il corrispondente sistema di asintotiche virtuali. E
quindi naturale di pensare che si possa fare uno studio delle trasforma-
zioni B, senza uscire dalla quadrica, cioé riguardandole come trasfor-
mazioni dei sistemi coniugati permanenti, o delle asintotiche virtuali. In
questo senso appunto, al § 381 delle Lezioni (vol. II, pag. 406}, si sono
studiate le trasformazioni di Backlund per le superficie pseudosferiche
come trasformazioni delle loro reti di Tehebychef (asintotiche virtuali).
Stabiliremo nel presente Capitolo i principii fondamentali per lo studio
indicato e ne dedurremo, fra le altre, varie proprietd notevoli delle de-
formate delle quadriche, gia note per le ricerche di Darboux, Calapso
e Servant.

Premettiamo una ricerca sui sistemi isotermo-coniugati delle qua-
driche; e qui, estendendo la denominazione introdotta al § 79 delle Le-
zioni (vol. I, pag. 167), diremo isotermo-coniugato ogni sistema («,p) di
una qualunque superficie che dia alla sua seconda forma fondamentale
la forma :

D (do® + ) ,

valendo naturalmente il segno superiore per una superficie (o regione)
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a punti ellittici, 1’inferiore per una superficie a punti iperbolici. Si noti
che le equazioni delle asintotiche saranno

a4 if=cost.t* , « —iB = rcost.te

nel primo caso, ed
o+ pB=ncost.te , o — f=cost.te

nel secondo.

Consideriamo ora una quadrica qualunque Q riferita dapprima alle
sue generatrici («,v) (reali od immaginarie). Siccome esse sono ad un
tempo asintotiche e geodetiche, si avra

pew=o 2] =[]0

onde segue per le formole fondamentali (vol. I, pag. 116) che le coor-
dinate z,y,z di un punto «,v della quadrica saranno soluzioni del si-
stema simultaneo

a e (11)88  ?¢_ (22)%
) Bu”__{ 3%’5—’02‘_; v’

che, ammettendo la quarta soluzione §=1 linearmente indipendente da
Z,y, 2, sara illimitatamente integrabile. Si avra quindi im particolare

3
v

11) 3 (22
1{ 22

cio che risulta anche dalla formola del Dini

9
v

2

) _2
T u

122
ricordando che si ha

® Slog\/aEG F2_111‘+112I alog\/aEG P 2

:12:
Segue di qui che, indicando con L una conveniente funzione di u,v,
si potra porre .

11) _, dlogL 22 dlogL
21%“2 3 : ? 30
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e il sistema (1) prendera la forma

¢ 2ZPIogL % 6, ologLag

* os hi]
(%) ut M T T w

Dalle coordinate asintotiche (u,v) passiamo ad un sistema isotermo-
coniugato («, 8) ponendo

a=u+v , f=u—v;
‘ed anzi, stante I'arbitrarietd dei parametri asintotici » , v, avremo cosi

il pit generale sistema isotermo-coniugato. Il sistema (1*), trasformato
in coordinate («,f) si scrive

¢ , dlogL ae dlogL 3¢
gaz"'apz‘" o B T?TH %
( *t  dlogL ge_ n dlogL 8
03B B o da 3°

Qui perd si osservi che se le asintotiche «, v sono reali i parametri
o, possono intendersi reali, ma quando le asintotiche sono immaginaﬁe
converrd, per conservare «,f§ reali, cangiare 8 in 3. Abbiamo dunque
il risultato:

Le coordinate  ,y ,z di un punto mobile sopra una quadrica, espresse
pei parametri o, B di un sistema isotermo-coniugato, sono solusioni del
sistema simultaneo illimitatamente integrabile

32& 3’ _ alogL 3& alogL i3

K alogLa_z‘; + alogLai
dad3  * 98 da o B’

@

dove e = + 1 secondo che le generatrici sono reali od immaginarie, ed L
& una conveniente funzione di o, .

E facile vedere che, a causa della illimitata integrabilitd del sistema
(I), la funzione L («,P) deve essere una soluzione della equazione di
Liouville o

FlogL FlogL
32 ° oF

=k L* (k costante) ,

e viceversa, se L soddisfa a questa equazione, il sistema (I) ¢ illimita-
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tamente integrabile !). In tale ipotesi vale la proprieta reciproca della

precedente :
Se z,y,2 sono tre soluxioni indipendenti del sistema (I), le formole
=20, y=y@,p, e=2(,p)

') Pongasi per un momento L—ef e si considerino le equazioni simultanee

2 -
(I) che scriviamo colle notazioni di Monge (p———gfz—,q:g—g ,r=ga—§ ,s=§3—§6 ,
_2€
t=5%)
_ 0
S=%? Tl

o6 26
t=235&p+2@q——er.

Per formare le condizioni d'integrabilitd si traggano da queste le

or 0s *0 0036 %6 [96\% bl
Cri —aaaﬁa“aid“[a—ﬁ(@)]“ﬁé’
% _2s
da~ 28’

e da quest’ultima
or 6 6 {06\2 20 *0 26 26 a0
&“[25&3“55@‘2(@) —E(éﬁﬂp“L[e aaap“a_aaa]q“’a_ar

Ed ora, formando
‘ d for\ 3 [or
() — (=) =Ar+B
le condizioni di illimitata integrabilitd consistono nell’annullarsi dei coefficienti
A ,B,C, Ma si trova

. 3 2 2
A—o B__ B0 . &6 0050 3050

LR FP b
26 26 6 %6 06 9%
=ﬁ—em—2a—aa—?+ eéaa—pg.
Le condizioni B=0 , C=0 si scrivono
o [*6 26 06 [*6 276
- alrE
2 [320 329}_ a6 {820 8”6]

e E= -l I | P
e integrate danno 0 6
‘ o 0
gzg—s'é-é?——keza,

* che & ’equazione di Liouville del testo.
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definiranmo una quadrica, riferita ad un sistema isotermo-coniugato

(, B).

E infatti avremo

D+eD'=0
e, ripristinando le variabili primitive «, v, risultera -
” 11
D=D'=0, j 5 } 2—. 0,

onde le linee »,v, essendo asintotiche e geodetlche, saranno rette e
la superﬁcxe sard dunque una quadrica.

§ 80.

'Proprieth dei sistemi isotermo-coniugati sulle gquadriche.

Supponendo la quadrica Q riferita al sistema isotermo-coniugato (=, )
ove
(8) D'=—e¢D, D=0,

indichiamo con ;zzkii simboli di Christoffel pel

it =Ede*+ 2F dadB+ G d*

- in coordinate (o, B). Dalle formole (I) paragonate colle fondamentali ab-

biamo subito

}122 dlogL g12;__‘ dlog L

1 ap 2 da
11 22) _ dlogL ;22[ (11 SlogL
31 +EH—2 o ’l2,+ez2 g -
- Associando a queste le (2) e introducendo la nuova funzione
@ V= VEG

o

avremo pei valori dei simboli di Christoffel le formole

%IIZ_QSIOgL 13log H (12 alogL 22% __edlogH

2 da ’ "2 da

1D . :
%112__3810gH 312 _ 22%_ p2logL  123log H
2§72 98 l2) Qda (2 B "2 o

16
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Osserviamo che se della quadrica Q si considera una quadrica Q
coniugata in deformazione (cap. V), il sistema (= ,f) sard ancora isotermo-
coniugato sopra Q e varranno quindi formole come le (II).

Dalle formole (6) § 69 (pag.204)risulta poi che: passando dalla quadrica
Q alla coniugata in deformazione Q, la funzione H resta la medesima e

4

. la L si cangia in VLf

Per le (3), le equazioni di Codazzi danno

QgD _ 8 (L) dlogh 2, (LY
B g(vﬁ‘) TR B g(\/ﬁ)’
da cui
(5) D= G/.L_ , D= — ecl‘: (¢ costante) ,
VH VH
indi per la curvatura
ec?
(©) ==

Vediamo adunque che per il ds® di una quadrica, riferita ad un si-
stema isotermo-coniugato (z,f) qualunque, i simboli di Christoffel hanno
i valori (II), dove le funzioni L, H sono legate ad EG —F? ed alla cur-
vatura K dalle (4), (6). ‘

Inversamente suppongasi che per un ds® reale, definito e positivo i
simboli di Christoffel abbiano i valori (II), e le funzioni L, H siano le-
gate fra loro dalla (4) ed alla curvatura K dalla formola

K. HL* = cost.te

Se la curvatura ha il segno opposto ad e, il valore della costante ¢
tratto dalla (6) sara reale ed i valori (5) di D, D” soddisferanno alle
equazioni di Gauss e Codazzi ed esisterd una superficie reale corrispon-
dente

(7) r=xz(,0) , y=y(=,8 , ¢=2(=,f),

che sard una quadrica a punti iperbolici se e= -1, a punti ellittici
se e=—1.

Quando invece K abbia lo stesso segno di ¢, sard ¢ puramente im-
maginaria quindi anche D, D”; in tal caso si potranno prendere nelle
(7) per es. z,y reali, # puramente imnmaginaria (vol. II, pag. 143 nota)

N
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e le formole (7) daranno una quadrica immaginaria, ovvero una regione
ideale di una quadrica reale.

Dalle formole stabilite deduciamo ora il seguente teorema di Servant:

Ogni sistema coniugato isotermo di una quadrica ¢ un sistema perma-
nente in una deformazione infinitesima della superficie 1.

Per dimostrarlo ricorriamo al secondo metodo per la teoria delle
deformazioni infinitesime esposto al § 231 delle Lezioni. Converra provare
che si possono soddisfare le equazioni (20), (21) a pag. 23, vol. II pren-
dendo

I'=0, I"==¢l.

Esse diventano

) ; 12 22 2 —
éy%r_bg—elkjﬂ%@Vm
3 12 1y 9

a—ﬁlogl‘_% 1 -——6322 Sﬁl%LvH

e si soddisfano effettivamente con
I'=LVH.

Domandiamoci ora*di pit se un sistema isotermo coniugato (=, p)
della quadrica puo essere permanente non solo in una deformazione infi-
nitesima ma anche in una deformazione finita, nel qual caso esisterd una
deformazione continua ad un parametro che mantlene (%, P) coniugato
(vol. II, pag. 43). I valori dei simboli

11»’3

per la rappresentazione sferica sono (vol. I, pag. 167)

g %___2" % __13logH
~ D 2 B
of D __12igH

D’ g_ 2 O

1y Si osservi inoltre che un tale sistema coniugato & sempre ad invarianti
eguali perche
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e le condizioni richieste si esprimono colle equazioni (vol. II, pag. 42)

_:9_%12’_3_ 12( _ , (12/(12]
3 li“aﬁ 22_ %1“2%
ossia con

. *H

3 0

La circostanza voluta si presenta dunque allora soltanto quando H
ha la forma

f@) 4@ .

_ Osserviamo una classe particolare notevole di sistemi isotermo-coniu-
gati sulle quadriche. Si ottiene sempre un tale sistema intersecando la
quadrica con due fasci di pianii cui assi siano rette polari reciproche
rispetto alla quadrica. E invero la proprietd ha luogo per la sfera ove i
sistemi sono formati da fasci di circoli ortogonali, e dalla sfera traspor-
tiamo il risultato a qualunque quadrica con una trasformazione proiettiva;
perché ogni tale trasformazione comserva i sistemi isotermo-coniugati
(vol. I, pag. 169 nota 2.7).

In particolare, se per asse di uno dei fasci di piani si prende un asse
della quadrica, la funzione H avrd la forma sopra notata

-
H=f0+¢@,

come ora constateremo.

§ 81.

Casi particolari.

Sara utile, prima di procedere oltre, applicare le formole stabilite ad
alcuni casi particolari, riferendo ogni volta la quadrica ad uno speciale
sistema («, ) isotermo-coniugato, e calcolare i corrispondenti valori delle
funzioni L, H nelle formole (II). v

s
2

. e XY
1.° Paraboloide ellittico 7 + 7 =2z
a) REGIONE REALE. Per sistema («,[) prendiamo quello delle sezioni
prodotte dai piani paralleli ai piani delle parabole principali, ponendo
come al § 41: Y s
—_ — o + ¢
z=Vpo, y=Vqp, e= 2p’
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onde
= (-+p) do* + 2oBdadd + (@4 0) G

EG —F'=gqa’+p8 -+ pg.
Pei valori di D,D’, D" abbiamo . ‘ ¢

D =D" \/pq , Dl= 0 ;
VEG_F® ' i

e per quelli dei simboli di Christoffel

,3111; 3212 lalog\/EG—F* g22} zllz_wlog\/EG_Ff 12; 1122 0. i

Qui abbiamo dunque nelle formole generali del § precedente

: EG— F2 o?

1 e=—1,L=1, H= 1.
1 . e + +

, b) REaIONE IDEALE (cf. § 42).

Pongasi

o= _ o 2
w:-:-@\/pﬁl , I’/=\/Q°‘1 y #== 1231,

onde _ ‘

ds*= ("%"*"Q) ds}—2a Bl dxy dsl + (f‘f—]?) dﬁ
EG —F*=gfi — pri—pq .

Ne seguono le formole 5

Ve oy

VEG-F . _

29;_~311]=310g\/EG—E 3122_3122_0
2| 3, T2

D"=‘-'D=

; ; 322% aloo\/aie o

Dobbiamo dunque prendere qui

e=+1,L=1,H="—-2—1
+ p

2.2 Paraboloide iperbolico %— =2z

S

a) REGIONE REALE.
Poniamo ' ’

r=Vpa, y=Vap,s=23F,
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onde
ds* = (o -+p) da* — 208 da d3 + (F*4-g) dF
EG —F =g« + pf* +pg

D=““"'D” \/pq , DI=0
. ViEG—P

E?F_

Qui adunque & da farsi nelle formole generali

:222_8]0gi(}_j_E“’322§__(11E dlog VEG—F gm;zimgzo.

1y du 2 lef{T &

. 2 2
=+41,L=1,H=242 41,
s =7 P Tt

b) REGIONE IDEALE (cf. § 47).

a2+lr32
2

xz\/ga , y=i\/E.B, o=

= (a’+p) do® -+ 20B dadB + (*—q) d3*
EG—TF* = pf — go* — pg

D=D"= _Z_}/i , D=0
VEG—F

% 2 18100\/85(} F | 24 (11‘_1alog\/EG —F ?12‘ 112)_0

I valori di ¢,L, H sono quindi

2 2 2
3.0 Ellissoide reale: ‘% £ %; 4+ ’:—2 =1

@) REGIONE REALE.
Pongasi

cosB __ senf .
, Y= osha #==¢ tangha

cosh o
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e si trovera

1 9L 7o | > _ (a®—b")senhasentcosp a*sen’3+b’cos’3
= oshta (@*cos®3+b*sen’3)senh’a+t-c*|, cosiia ,G= cosh®a
EG—FZ—~62 (a?sen*B-+-b%cos®B) +a*bPsenh®»
- cosh®a
D — DII — abc. , D/ —
~cosh'a VEG—F
11)_ 2b’senhoz 12 _ 322 _ 2b’senhoz

=—tangha ,

§lll_ﬁ(a’—b2)sen8cos5 122

22 % _ ¢*(a®>—b°)senfBcos
2)  cosh®a(EG—F?) ’

2} cosh®s (BG—F?)

Queste formole corrispondono a prendere nelle formole generali

1

s=—1, L=ha

, H=c*a’sen*B-b*cos?p) - a*b*senh’a.
b) REGIONE IDEALE (cf. § 46)
Qui si ponga

cosf , g=b senf

oS & cosa * ° = lotanga,

r=a

¢io che corrisponde a cangiare nelle precedenti o in éia.

Si trova
——a® ] 2,002
= ——|(a?cos*B+b*sen’?) sen’a—e? ,F_< a’)senasenfcosB , _ a’sen B‘tb cos’B
cos . cos’a, cos’a
EG —F*— a*b*sen’a — c*(a’sen®B+ b2 cos’f)
e cos®o
' tabe
Du — _D —— I=0
cos*aV EG—F*
1) _ otang ¥ sen 2= A2 | ___@¥sena
1) + o cos®e (EG—F?) T cosfa(EG—I?)

ll

]
g 1% a*—b%)senfcosf

212$=tanga
COSaEG F5 12 ’

22 2 I G, senfcosf3
~ cos’a (EG—F%) °

2
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Esse corrispondono a prendere nelle formole generali

e=-+41, L= _co_lsz , H=2*b"sen*a —c* (a*sen®*B - b* cos*p) .

Formole analoghe a queste si troverebbero riferendo le regioni reali
od ideali dei due iperboloidi al sistema coniugato («,£) delle sezioni coi
piani normali ad un asse e dei piani per questo asse. Come negli esempi
superiori, si troverebbe che la funzione H ha sempre la forma f(a)+¢(3),
onde (§ 80) un tale sistema isotermo-coniugato di una quadrica & per-
manente in una deformazione continua.

Fu Peterson il primo ') che avverti I'esistenza di queste deformate
delle quadriche. Le loro equazioni in termini finiti dipendono dalle fun-
zioni circolari ed iperboliche nel caso dei paraboloidi e dalle funzioni
ellittiche “per le quadriche a centro.

§ 82.

Sistemi coningati permanenti sulle deformate delle quadriche —
Caso e=—1.

Volgiamoci ora all’oggetto proprio di questo Capitolo, allo studio dei
sistemi coniugati permanenti («,v) sulle deformate reali delle quadriche.
E qui notiamo che la quadrica fondamentale Q pud essere reale o im-
maginaria e varranno sempre le formole (II) e le (5) del § 80, quando
la quadrica sia riferita ad un qualunque sistema isotermo-coniugato (o, B).
11 valore della costante ¢ nelle (5) pud essere reale o puramente imma-
ginario; nel primo caso si trattera della regione reale della quadrica,
nel secondo di una regione ideale della quadrica reale Q, ovvero di una
quadrica Q immaginaria. .

Sia S una deformata reale qualunque di Q, e consideriamo il sistema
coniugato comune (u,7) a Q e ad S. Intendendo qui escluso, come sempre
in seguito, il caso delle deformate rigate, questo sistema coniugato co-
mune consta sempre di due distinti sistemi di linee # ,v reali, ovvero
coniugate immaginarie. Esaminiamo quando potrd aver luogo questo se-
condo caso. La seconda forma fondamentale di Q in coordinate o, &

cL
\/_

1) V. la memoria citata al § 40.

do® — edpe) ’
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per cui indicando con
Ddo? 4 2D dxdB + D'dg®

- quella di S, per il sistema comugato comune avremo I'equazione diffe-
renziale

D do. + D' d3 D'dx+ D'dp
do. —edp

=0,

ossia 1’equazione di 2.° grado nel rapporto gg

D(Zg) (D”-}— D) 7 FeD =o.

Se e=—1 le radici sono manifestamente reali, e per e=--1 sono
immaginarie solo quando

(D"+Df*~4D* = (D'—D)* + 4 (DD'~D* = (D" ~D)* + 4 K(EG —F?)

risulta negativo. Dunque: il sistema coniugato comune (u,v) puo essere
immaginario solo quando e=-+1 e la curvatura K ¢ negativa.
Cid premesso, cominciamo a trattare nel presente paragrafo il caso

g=-—1, dove valgono le formole
(11 2310gL+lalogH §12$_310gL 22 1@&3_11
- | 2 . T2 dx 11§ 3 |1} 2 aa
411)  13logH (12) SlogL alooL_{_lSlogH
32 T2 3 |2 3 2 3

Per il sistema coniugato comune (u,v), certamente reale in questo
caso, indicheremo le rispettive seconde forme fondamentali di Q e di
S con

Adut 4 A"dvt... per Q
Adu*+ A" ... per S.

Si avrd quindi in primo luogo

A du? + A d* = % (do? 4 d2Y)

BN S N et G P oI A

e oo et e

A s e £ A o
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L3+ ]
=[G+ 6]

onde si ricava

(9)

ed ancora

dxdx 93B3
(10) ou +9u D) =0.

Ponendo
98
2 __

=) + )

(11)

B+,

(12) A=l pr_ el

Vi Vet

scriviamo le (9)

i simboli di Christoffel re-

. - 124
Ed ora, continuando a indicare con ;l

lativi al ds* comune a Q e ad S in coordinate (a,B), introduciamo an-
che i simboli di Christoffel relativi al ds® in coordinate (u,v), che in-

dicheremo con$ . Le funzioni «,B di »,v dovranno soddisfare alle

{7
equazioni del 2.° ordine di Christoffel per I’equivalenza dei due ds® in
coordinate (= ,8), e (u,v)[Vol. I pag. 64 equaz. (II)]. Di queste consi-
" deriamo solo le due relative alle derivate miste di «,8:

| Fa 11)3adx a9 9o 3B 2209838 _
EAR RN TaRE (3u30+803u)+ ud

12 12)3a

- v

(13)

B da. 92 {12 (@}3_3 dx 33 n 22)93B3p _
dudv ; 2V ou Qv+ 2\ 0udv ' au) udv

1 _112 3B, {12)

\ 1) Ou dv’

k
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le quali, a causa delle (8), (10), possono scriversi ancora

o ,dlogL dada alogL@zS_B a_aa_g)_gfi L 12) 3
159 dudv %o Judv ' o8 \owodw  ovdu w23
_3_’_[3_+2810gL§E£§ BlogL(eaaﬁ 8_a§(_3)+ 12 8(3+ 12 B
du dv 0B Odudv da \Qudv dvou ou ’

g 1 , . do . o
Moltiplichiamo la prima di queste per @la seconda pery e som-

miamo, osservando la (10), cio che da
129 9B dlogL da 9logL 33 (ﬂi <
2 [(au) +(8u) ]—I_( do. 81)+ T8 80) [(au) + Su) -

_ 12) [[/3a\2 . (3B\?
=IYHG) + 61
ovvero, ricordando la posizione (11),

= 2 log (L*2Y).

(14) 2%12 5

1

Similmente, moltiplicando la prima delle (13%) perg—zla seconda per

g—ie sommando, si dedurra
12 2
" 9 2,2
(149 2§2E—3ulog(L ¢ -

Cid premesso, prendiamo le due prime equazioni di Codazzi relative
alle due superficie Q e S

ov 1 2)
A (12)— (11)=,
- 1§A_§2€A

e moltiplicando la prima per A, la seconda per A, e sottraendo coll’os-
servare che, per I'equazione di Gauss;

(15) AN =044,
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ne viene
A(A*— Ay (12) =
7“21 X Z(A,——A’),
cioé per la (14)

A —A) o ., -
Integrando si ha di qui
16) A — A= (u). L%,
¢

dove ¢ () & una funzione della sola %. Escludiamo il caso in cui ¢ () =0
perché allora sarebbe A*=A*, A=+ A, indi per la (15) A=+ A" e
la superficie S sarebbe identica a Q, caso ove il nostro problema perde
ogni significato.

Similmente dalle seconde equazioni di Codazzi dedurremo

(16%) ' A" — A" =p (). L*p,

con ® (v) .funzione della sola v, e sard ¢ (v) % 0.
Cangiando i parametri #,v in u,,v,, le funzioni ¢ (w), ¢ (v) risul-
tano, come subito si vede, rispettivamente moltiplicate per i fattori

du)2 dv)’

du,) ’ \dv,

e per cio, cangiando convenientemente i parametri, potremo dar loro
un valore costante qualunque, che potra risultare perd positivo o nega-

- tivo. Indicando con @ il -modulo della costante ¢ (reale o puramente
immaginaria), noi sceglieremo i parametri u, v per modo che si abbia

$(u)y=ca*, p()==¢at,

dove ¢,¢ sono eguali ciascuna all’unitd positiva o negativa; con cié
avremo '

(17) M= ea? 2, A =A" | ¢ a? 122

ed ora, sostituendo qui per A, A” i valori (12), diventa necessario sepa-
rare 1 due casi di ¢ reale, ovvero ¢ puramente immaginaria ; nel primo
caso sard da farsi ¢ = a, nel secondo ¢ =ia.
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‘ § 83.

Separazione dei due casi c=a, c=ia. Trasformazione del problema.

1.° caso c=a
Le (12) diventano

(12%) A={‘7%P, A"—?;-/—Lﬁuz,
e le (17)
A2 __ 27232 E A2 — 42T 2,2 E‘j-
A= L2\ (e 4 A" = a* Lip2(e +
H/’ H/®

Ma per la (15) dobbiamo avere
Kz Z/tz = A? Anz’
onde : ,
N Fepided H=0.
Ora, H essendo positiva, come A*,p?, necessariamente ¢,¢ hanno

segno contrario e si pud fare peres.e=+1,¢ =—1, ché il caso op-
posto equivarrebbe a scambiare 4 con ». Cosl resta

(18) WP N=H
— 27232,,2
A2 AII}Z a LH)\ p‘ ;

e siccome qui A,A” debbono avere lo stesso segno, come A, A”, (per la
(15)), avremo
aLxy
VH
E importante osservare che inversamente, se le funzioni o, di »,v
soddisfano le due equazioni (10) e (18) ‘

(19) =03 —

9 PP
3 dwdw 0

&+ 6] =[G+ 6] -men,

i valori (19) di &,A" soddisfano alle equazioni di Codazzi e di Gauss,

(A)
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e ne resta quindi intrinsecamente definita una deformata S della qua-
drica Q, sulla quale le linee u,v tracciano il sistema coniugato per-
manente

2.0 caso ¢=ia

Qui abbiamo per le (12)

A— tal 2, A= ial,

Vi

vE"
onde le (17) diventano
— 2 - ["‘2
A= g Lﬂ’(e — ﬁ) , A= a2L2112<s’ — —H—) ,
e siccome A,A” debbono essere reali, bisogna evidentemente che sia
s=¢&¢=-1. La condizione

A2 ”2 A?A'I2
da
(20) Nyt =H
e resta
on_ a 2.2 A2l
= A T
Ma deve essere
— 2T 2
AR = AN = — “—HIL A2
e per cid si puo prendere ‘

V CVE
Il sistema (A) & surrogato in questo caso dall’altro

da do. BB
du + 54 ud

B [ RN

¢ il problema della deformazione della quadrica Q & qui ridotto alla
integrazione di questo sistema.

I sistemi (A), (B) sono suscettibili di un’interpretazione geometrica
evidente. Riguardiamo o, come coordinate cartesiane ortogonali in un
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piano = sul quale rappresentiamo punto per punto la quadrica’). La
prima equazione del sistema (A) o (B) dice che ad ogni sistema coniugato
permanente della quadrica Q corrisponde sul piano = un sistema orto-
gonale, cid che del resto ha evidentemente per conseguenza che a qual-
siasi sistema coniugato su Q corrisponde un sistema ortogonale sul piano =.
Ma di piu, se il sistema coniugato di Q & permanente (in una defor-
mazione finita), deve verificarsi la seconda equazione del sistema (A) o (B).
Scrivendo 1'elemento lineare del piano

A =d* + dff = edu® + gdv®,
questa seconda equazione si scrive
gFe=H(x,p).

Possiamo dunque dire:

Il problema di deformare la quadrica Q equivale all’altro di ridurre
Velemento lineare del piano =, in cui o, sono coordinate cartesiane orto-
gonali, a forma ortogonale

ds* = edu® + g di?,

tale che la differenza o la somma dei coefficienti g, e sia equale ad una
determinata funzione H di o, 3. '

Ricordiamo che la funzione H(~,f) dipende essenzialmente dal si-
stema isotermo-coniugato («, ), a cui la quadrica Q é riferita, e varia
con questo sistema (2, ). Di questa indeterminazione della H possiamo
appunto approfittare per dare alla H, in ogni singolo caso, la forma pit
conveniente. Del resto & molto facile vedere come varia la funzione H
quando si cangia il sistema isotermo-coniugato (o, ), in un altro (o', p),

poiche dovra essere evidentemente o --i7% funzione della variabile com- -

1) Per es. nel caso del paraboloide ellittico (§ 81, 1.%) si pud prendere per
questo piano rappresentativo il piano tangente nel vertice al paraboloide e le
formole
x g Yy
— == e
Vo Vg
dimostrano che la detta rappresentazione si ottiene con una semplicissima co-
struzione geometrica, e ciod proiettando prima ortogonalmente i punti del pa-

a =

raﬁoloide su w, indi trasformando la figura coll’affinitd a, — vi__, y1=/—‘1{_
p

Ve
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plessa a--i3 (o della coniugata a—:f); il detto fattore & quindi

0a\2 | (da'\?
(&) + () -
Per es. se la funzione H ha la forma

H={1({a) +¢@,

si soddisfera alle condizioni (A) o (B) prendendo o funzione della sola
u e § funzione della sola v per modo che

(%) # (&) =10+

‘cioé determinando « , B colle quadrature

(B =yt (=17 100,

con % costante arbitraria. Questa osservazione conduce nuovamente alle
deformate di Peterson delle quadriche (cf. § 81 in fine).

§ 84

Sistemi coningati permanenti nel caso e=-1.

Abbiamo fin qui considerato soltanto il caso che nelle formole gene-
rali del § 80 si abbia e=—1; dobbiamo ora trattare I'altro caso e=--1.
Qui il sistema coniugato (#,v) comune ad S, Q pud essere reale, ovvero
immaginario. Ci limiteremo a trattare il primo caso; le formole relative
all’altro se ne dedurrebbero cangiando le variabili reali »,v in variabili
complesse coniugate.

Riprendiamo 1'analisi del § 82, adoperando le medesime notazwnl
avvertendo perd che alle formole (8) debbono ora sostituirsi le altre

311‘ SlogL 13logH ;’12_810gL 3222 19logH

o T3 s 1y 33 1§72 8
11(__1 dlogH ;12 SlogL 322: 2810gL 19logH
; 217 2 a8 2} B 2 B

Qui abbiamo
Adu? + A" d* — \—”/—I_I‘{_ (d2 — 5
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e per cid N
o~ -]

o= -]
w o BE-EE-

In forza di quest’ultima i due binomii

GG G-
du \Bu) > \v (Sv)
hanno segno contrario 1), e senza alterare la generalitd possiamo sup-

porre positivo il primo, negativo il secondo (in caso contrario si scam-
bierebbe # con v); poniamo dunque

-G~
- -G

(25)

e le (28) si scriveranno

____ﬁI‘;)\z A”=——C—L—p,2.
VE ' VH
Prendiamo ora nuovamente le due equazioni(13) di Cristoffel, le quali,
a causa delle (22), (24), danno ancora le (13*). Su queste procediamo
" come al §82, ma per sottrazione anziché per addizione e troveremo
nuovamente le formole (14), (14*). Se ne deduce ancora che, scegliendo
convenientemente i parametri », v, si avranno le medesime formole (17)

(26)

A=A ea? PN, A= A"+ @’ con [e|=|¢|=1.

1) Si ha invero

-2 B3y

_ %
S auav_—avau)
11
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Qui occorre nuovamente separare i due casi di ¢ reale o puramente
immaginaria:

1.° caso c=a.
Allora si ha per le (26)

Lo, = Bl

=i
< |
e

v

e perd
A_’—— 2L!)\2( _|_E K'/2__ L2 /+P*_2
== g H) ) = e+t g)
Dalla condizione
A*A” = A*A™
si trae
N4 epl+e’H=0.
Qui manifestamente debbono ¢,¢" avere segno contrario e potremo fare

e=-+1,d=—1,

ché T'ipotesi contraria equivarrebbe solo a scambiare A con p scambiando
(o,f) , (w,v). Dopo cid abbiamo

27) W A=H

e
- @’ LA p?
2 AT
F=ir= ot

indi estraendo la radice quadrata e badando che A, A” debbono avere‘
segno opposto, si avra

aLp. __aLip

vi YT

Nel caso attuale adunque il problema della deformazione della qua-
drica & equivalente alla integrazione del sistema

(28) A=

dudw udw

il i

(C)
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2.° caso ¢c=ia
Per le (26)

a=8lye g _taL

VE v

e quindi
A A2 — u?
A2 — a2L2)\2(e _ ﬁ_) , AII2 — aszp}(e'-—ﬁ) .
Ne deriva che necessariamente
e=d =1,

dopo di che l'equazione
' Zz Kuz = AIA™

da

(29) p+N=H

e conseguentemente, avvertendo che A, A” debbono avere lo stesso
8egno,

(80)  R=m =t

VE '

Al sistema (C) deve allora sostituirsi 1’altro

e BB_,
(D) ( 3% v Ju dv
|-G G~ G = mee. -
§ 85.

Teoremi di Darboux e Servant.

Dalle formole sviluppate nei- paragrafi precedenti deduciamo facil-
mente due notevoli teoremi, gida noti per le ricerche di Darboux e
Servant.

Abbiamo visto che per ogni deformata di una quadrica, riferita al
suo sistema coniugato permanente (w,v), si ha sempre

A=24", ovvero A =—"4"

[formole (19), (21), (28), (30)]. Questo ci di il teorema di Darhoux:
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Sopra qualunque deformata di una quadrica il sistema coniugato per-
manente & isotermo-coniugato.
Ed ora dimostriamo 1’altro teorema dovuto a Servant:
Nota una deformata S di una quadrica Q, il suo sistema coniugato
permanente si ha con quadrature.
Sia ’
ds® = B, du’ -+ 2F, dudy + G, dv* .

il ds* comune a Q e S, in coordinate curvilinee qualunque #,v, e siano

Ddw® + 2D dudv + D" di?
D,dw® 4 2D, dudv -+ D", do?

le loro rispettive seconde forme fondamentali. L’equazione differenziale
del sistema coniugato comune si ottiene eguagliando a zero il Jacobiano
delle due forme, od anche il covariante irrazionale
Ddu +D'dv D'du + D"dv
Didu-+D\dv Dydu-+D"dv|

1

Q=_::_
VEG—F

Ora dimostriamo quest’altro teorema:
La forma differenziale quadratica che si oftiene dividendo il covariante

Q per VTﬁT ¢ a curvatura nulla. I1 teorema di Servant ne segue allora
come corollario, per le proprietd delle forme a curvatura nulla (vol. I,
pag. 79).

Per la natura invariativa della proprietd ora enunciata, bastera di-
mostrarla per un particolare sistema (x,v), e prendiamo per questo ap-
punto il sistema coniugato comune. ‘

Riferiamoci ad esempio al primo caso trattato al § 83; abbiamo

) 1 Adu A'dy
CVEG-F |Za Ado
ossia per le (12%), (19)
a*LE . v
—_— i dv |
H VEG—F ( +)
cioe per la (18) .
2 2
Q=— -—;EM; dudy.
VEG—
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Ora, siccome

E,dw’ -+ 2F, dudv - G,d* =E ds* + 2F dad3 + G d&*

si ha
o du?
2 »3 au av 2142,,2
E,G,—F} = (EG—F? - = (EG—F?) 2?2,
.
e pero
27 2
2=~ e
indi per la (4) § 80 (pag. 241)
, -
Q= — — dudv.
LVH

Ma, siccome per la (6) ibid.. (pag. 242)

YK=Y
LVH’
ne viene '
2
VK

¢io che dimostra I'ultimo teorema.
Si osservi che nel caso particolare delle deformate della sfera il si-
stema coniugato permanente & quello delle linee di curvatura, e la di-

=—aVadudy,

mostrazione precedente si riduce a quella di Weingarten (vol. I pag. 284)

pel teorema di Lie sulle superficie W.

§ 86.

Nuova trasformazione del problema.

Andiamo ora a trasformare i sistemi di equazioni a derivate par-
ziali (A), (B),(C), (D) §8 83, 84, alla cui integrazione si riduce il pro-
blema di deformare una qualunque quadrica, in altri sistemi equiva-
lenti. Questa trasformazione venne effettuata da Calapso nel caso dei
paraboloidi, ove essa riesce particolarmente utile, come ora vedremo.

1.° caso: Sistema (A). ‘
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Ponendo come prima

G+
B+ -

introduciamo come funzione ausiliaria un angolo w definito dalle formole 1)

%—j:—)\senm , %‘i:)\cosw
(81)
dot B
3y — PrCos O , 3, kseno,
con che la prima equazione del sistema (A) riesce soddisfatta, e dob-

biamo al sistema aggregare I’ ulteriore
(32) pP— ¥ =Hla,p).

Coi soliti processi generali dobbiamo formare le conseguenze diffe-
renziali del sistema (31),(32). Le (81) derivate danno le due

9 )
a—v(k sen o) -+ 3 (. cos w) = 0

9 C}
a—v(xcosw)—a—u(psenw)=0,
ossia
A __dw O dw
it PLEN Vel vi

Derivando ora la (32) rapporto ad u,v, e ponendo per brevita

°H oH
Hl—a—a1 H2='¥)
si ha
N oN __I_I_l H,
‘*é‘,}"‘)‘éﬁ“ 3 )\senm—l—?).cos(o
pL%‘.Z__)\g_z=512—Ipucos.m>--|-%I—zpsenw

1) 8i osservi che sul piano rappresentativo (8§ 83) d’elemento lineare
ds®=du®+dB=Adu? 4 p2dv?® 'angolo o significa 1'inclinazione delle linee (v)
sulle rette a = cost.®.
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onde, combinando colle precedenti, abbiamo il sistema

o B or H; H, Sw d._ do
()(au_ ksenw,51—4..lcosw,a 3senw —2—cosw % ’3u %)\
a

(%— cos ® ®B_ seno o0 _do %_ Hcosm+Hsenm+§—k

P " N Tt 3T S 2 3

Si osservi che, se le funzioni «,8,\,u,® di »,v soddisfano al si-
stema (a), ne segue

2 2 2 __ —_ _g 2__32 —_—
au(p.—)\ H)—O,av(pu NM—H)=0
e per cid

p?— N =H + cost.te.

.Basterd dunque che si abbia inizialmente, per un particolare sistema
di valori (u,v,)

(@) w*— == H per (4, v) = (4 , %)

e la (32) sard soddisfatta per tutti i valori di (, v).
La trasformazione del sistema (A) nel sistema (a), coll’aggiunta della
condizione iniziale (a,), & quella che volevamo eseguire.
Se si formano le condizioni d’integrabilita pel sistema (a) ponendo
*H ¢ H oH

87’ le:éa_ap’ H22=‘3? s

Hn =
si trova unicamente 1’ equazione del 2.° ordine in o

82 2 ® Hu Hl2
(o) 2—{-8”2 5 senwcosw—-7c052m.

Se la funzione H & un polinomio di 2.° grado ina,B, le Hy,, Hy,
H;, sono costanti, e questa & un’equazione del 2.° ordine implicante pu-
ramente . Il problema della deformazione & allora ridotto alla inte-
grazione della equaziomne () di tipo ben noto ed alla successiva inte-
grazione del sistema (a) lineare omogeneo nelle quattro incognite o,B,k,p..

Procediamo ora in modo analogo per gli altri tre sistemi (B), (C),
(D), che bastera ora indicare.

2. caso: Sistema (B).
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Facendo le medesime posizioni come nel primo caso, otteniamo il
sistema
do I on_ H do Spt ow
gﬁ——lsenm,a—u_kcosw,@- 3 senm+ coso.\+8 3, %l
o\
&)

®) _
9(0 o H; H, 0
—cosw+—senm A,

(3‘0(. 1, COS ® senw
f‘ 1o 156 =" 3p 2 o

v
colla condizione iniziale
(%) p? 4+ A = H per (4, v) = (4, ) -
L’ equazione (o) € surrogata dall’altra

82 ® 32 ()] Hgg"—Hu H12 '
®) b 3 senmcosw+—é—cos2w

3.% caso : Sistema (C).

Qui introdurremo un’incognita ausiliaria 6 ponendo

g_;_:zkcoshe s g—i=)\senh6
g%.—;p,senhe , —g%=;zcosh6,

ed avremo il sistema seguente

o R ax H, H
—_— = A 9 — = = - — — —
" L coshb , 3u Asenh6 , 5 cosh 6 ® senh 6 +
20 Bp. 20
+Sv 'du %k
© 2 B _36 % H
o P __ W,
82;—pusenhe,a pucosh(i,a 3 P13, senh9+
+5 H, cosh 0 —|— A,
colla condizione iniziale
(¢o) p?— N =H per (u,v) = (4, v,) .

L’ equazione di 2.° ordine per 6 &

) G Hu+Hn
f TP

senh 6 cosh 6 + 2 cosh 26 .
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4.° caso: Sistema (D).
Introducendo 1'ausiliaria 6 come nel caso precedente, abblamo il si-
stema :

on oB A H, 0 du o0
(d)(a— )\coshﬂ,a = A sen hﬁ,a coshﬂ—l——senhﬁ 3 3 av)‘
za———p.senh()a —p.coshe,a 539 nhﬂ-{—?coshﬂ_—a—uk
colla condizione iniziale
(db) p* 2 =H per (v, v) = (4, v)

e 1' equazione di 2.° ordine per 6

P66 2°0
@) 8u’+ vt

_Hy 'gﬁ senh 6 cosh 0 —_}-H; cosh26 .

§ 87.

Caso dei paraboloidi.

Nel caso speciale dei paraboloidi i risultati precedenti assumono una
forma particolarmente semplice perche, assumendo a linee coordinate
(2 ,P) le sezioni fatte coi piani paralleli a quelli delle parabole princi-
pali, la funzione H risulta un polinomio di 2.° grado in «,f. E invero,
percorrendo gli esempi relativi del § 81, abbiamo:

2 2
H= % + 7 -+ 1 per la regione reale del paraboloide ellittico
H=Y——"—1 per la regione ideale » »

2 <
=—-} r + 1 per la regione reale del paraboloide iperbolico

1 4

2 0.2

H =E— ri 1 per la regione ideale " »

Per quanto abbiamo detto al paragrafo precedente, questo fa si che
le rispettive equazioni (%), (8), (), (?) diventano equazioni pure del 2.°
ordine in w o 0, alle quali ¢ da associarsi ogni volta il corrispondente
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sistema lineare ed omogeneo in .

“,[3»>~,P

dato da (a), (b), (c), (d). Si osservi perd che questa circostanza favore-
vole alla trattazione del corrispondente problema di deformazione non
si presenta soltanto per i paraboloidi (reali od immaginarii) ma ha luogo
ancora per tutte le quadriche di Darboux tangenti in un punto al cir-
colo assoluto, perché ogni tale quadrica ammette per coniugata in de-
formazione un paraboloide (cf. § 71 in fine), e per due quadriche co-
niugate in deformazione la funzione H («, ) resta la stessa (§ 80).
Scriviamo ora esplicitamente i sistemi differenziali da cui dipende
la deformazione di un paraboloide nei quattro casi sopra considerati.
Per semplicitda di formole, cangiando il paraboloide in uno simile, por-
remo fra i parametri p, ¢ delle parabole principali le rispettive relazioni
1

5_%=IPMWMMMBMMw

1104_ -ql- =1 pel paraboloide iperbolico. -

1.° caso: Regione reale del paraboloide ellittico.
Siccome e=—1 e.D,D" sono reali (§ 81), siamo nel 1.° caso del
§ precedente, ed essendo

a2 2
—5+E+
2a 28 2 2
H=—, H;=—,H,,=-,Hpy=>, Hy=0,
1 p 2 11 p 22 q 12
il sistema (o) diventa
9—m-————)\senm ﬂa-——7cosm %—Esenw—EcOSm—gf
du "Ou - du p q Wt
o dw
(38) : W Wt
]
do _ B _ oA dw  d_a g Jdo
av_p.cosa),av——p.senw,%——aﬁp.,%—gcosm—i—{-l—senm-%—a—d)\,

colla condizione iniziale

* JERCP S
(33% w24+ 1
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L’equazione () diventa semplicemente

Fo, Fo
(34) W-{—W——senwcosw.

Da ogni soluzione di questa risultano intrinsecamente determinate
?® deformate del paraboloide, che si ottengono integrando il sistema
hneare (83) in a,B,),p, coll’aggiunta della condizione iniziale (33%).

2.% caso: Regione ideale del paraboloide ellittico.
Qui abbiamo § 81) e=-+1, D, D" puramente immaginarii e siamo
2 2
nell'ultimo caso del paragrafo precedente, ove & da farsi H= % — —;—1 —1
e quindi
' %0, 28 2 - 2
H:——-,H:—’H =—",H _—-—",H :———Oo
1 q 2 p 11 q 22 p 12

Dunque : la deformazione delvla regione ideale del paraboloide ellit-

tico dipende dalla integrazione del sistema lineare

ooy _ Ny ooy B
_87&"‘;“ os,hﬂ,a llsenhe,a —q—coshﬂ-}—;senhe—
' 0 o
35) M T !
da; B o 30 oy, oy
B pulsenhﬁ,a p,coshﬂ,a 3t 3 = —-?senhe—i-
6
\ B‘ cosh 8 — g— M,
colla condizione iniziale
2 2
35+ EPL Y < e
(85%) [ P q

essendo 0 (»,v) una soluzione della equazione a derivate parziali

6 2%6
(36) - au*"'w senh 0 cosh 0,

3.% caso : Regione reale del paraboloide iperbolico.
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Per essere qui e =41, D, D" reali, siamo nel terzo caso del § 86.
2 Y3
Abbiamo H= —:;——l— % -1, quindi: le deformate della regione reale del

paraboloide iperbolico dipendono dall’ integrazione del sistema lineare

# |9 _B_ 8‘__ a B
a—_)\coshe +senh, A coshf — q—senhe +
6 on 2
+§E‘L’§1—&_8_v
@37 e
da _ B _ on 9 Sp,
%_psenhﬁ,a—v_ucoshﬂ,a W e senh6+

E 90
+q coshﬂ-}-au)\

colla condizione iniziale

2 2
37* =245 1
(37%) ® p+q+

e colla equazione a derivate parziali per 6

6 96

(38) P b senh 6 cosh 0.

4.° caso: Regione ideale del paraboloide iperbolico ¢

Essendo e=—1, D, D" puramente immaginarii, siamo nel 2.° caso
2 2
del § 86 e dobbiamo fare H = ﬁ——%— 1.
11 sistema lineare (b) diventa .
da R N o 8 do B dw
( )gau )\senw,a _)\cosm,a —senm+§cosm+a ‘*’au Sv)‘
39
(égzpcosm,g—zzp,sen ,g)‘ g‘: ,g‘; —%cosw+Z—senm—g—%l
colla condizione iniziale
2
39* poB_%_ g
(39%) e 77

ed o deve essere una soluzione della equazione a derivate parziali
Fo Fo

(40) W T

=Sen o cos w.
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Si osserverd che questa & la medesima equazione da cui dipende
la determinazione (intrinseca) delle superficie pseudosferiche [vol. II,
pag. 391 equazione (13)].

- § 88. .

Le trasformazioni intrinseche delle deformate dei paraboloidi.

Colla deduzione delle formole precedenti si collega naturalmente la
domanda : come si esprimono le trasformazioni B, delle deformate dei
paraboloidi mediante i sistemi di equazioni a derivate parziali del pa-
ragrafo precedente, che intrinsecamente le definiscono?

Prendiamo per es. una deformata S della regione reale del parabo-
loide ellittico. ‘

Alla 8 corrispondera una soluzione o deila (34) ed una quaderna
(¢,8,2,p) di soluzioni del sistema lineare associato (33); queste fun-
zioni o,f,\,p,® di w,v si potranno calcolare, pel teorema di Servant
(§ 85), con quadrature appena sia nota la superficie S. Viceversa, siccome
note o,B,A,p,® & individuata la S, scriveremo S=(a,8,\,u,0).

Sappiamo che dalla S, mediante una trasformazione By, derivano o'
superficie S, applicabili sulla regione ideale del paraboloide ellittico
(8§ 41, 42) e a ciascuna di queste corrisponderanno cinque funzioni
(B hiypa,0) di w,v delle quali la 6 sard una soluzione della (36)
ed o, , N, integrali del sistema lineare (35). E bene evidente che
la trasformazione B, che porta da S ad S, si deve tradurre analitica-
mente nel passaggio da una soluzione » della (34) ad una soluzione 0
della (36) e da un sistema integrale {»,3,%,p) delle (33) ad un corri-
spondente sistema integrale (v, , B, %, o) delle (85). Sono queste le for-
mole che si tratta di stabilire. La via naturale per risolvere la questione
proposta sarebbe manifestamente di cangiare le formole delle trasforma-
zioni B, dalle primitive coordinate asintotiche a quelle del sistema co-
niugato permanente, nella qual cosa dovremmo servirci del teorema al
§ 85 dal quale abbiamo dedotto il teorema di Servant. Qui, per abbre-
viare, sopprimiamo i calcoli intermedii e diamo le formole finali, sulle
quali & poi facile compiere le opportune verifiche.

Data la costante %, compresa fra p e g,

p<hk<gq (cf. § 41),
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e ricordando che qui si & preso

=1,

RS |-
K| -

.

. . T,
introduciamo un angolo costante reale ¢ fra 0 e 3 tale che

q9—k
kq

k—p .

| —
(41) sen®s = Fp

, Cos%c =

dipendentemente dal valore di k¥ I’angolo s potra avere un valore qua-
lunque fra 0 e g, non esclusi gli estremi, che corrisponderanno alle tra-

sformazioni singolari

k=q , k=p.

Ci0o posto, prendiamo il sistema simultaneo seguente fra o e 6

e—al——§=cosccoswsenhﬁ—sencsenwcoshﬂ
ou 90 .

(42)
§24—3—6——-sen S senh6 + coss sen o cosh®
o T SeRocose cose -

Se deriviamo la prima rispetto ad # la seconda rispetto a v e som-
miamo, avendo riguardo alle (42) stesse, la 6 resta eliminata e troviamo
che o deve soddisfare la (34). Se invece deriviamo la seconda rispetfo
ad u, la prima rispetto a v, sottraendo si elimina o e ne segue che 6 deve
essere una soluzione della (36). Inversamente se per 0 mettiamo nelle (42)
una soluzione della (36), il sistema in o & illimitatamente integrabile e
I'integrale generale o, contenente una costante arbitraria oltre s, & una
soluzione della (34). Similmente se nelle (42) mettiamo per » una solu-
zione della (34), il sistema in 6 & completamente integrabile e il suo
integrale 6 soddisfa la (36).

Siano (»,0) due tali funzioni di »,v legate dalle (42) e consideriamo
i sistemi lineari associati (33),(35). Allora abbiamo questo semplice ri-
sultato: Da ogni quaderna (o,B,\ , 1) di solucioni del sistema (33) si passa
ad una corrispondente quaderna (o, B, ,p1,N) di soluzioni delle (35) me-
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diante le formole di sostituzione lineare

o

=—genos.B—cosh6.A -+ senh8.p

B3]l

=—co8c.a—senh0.\ + cosh®.p

o

(43) \
a B
=—senw.—-+coso .- —DA+4 By

p q :

]

o B
= cosw.——+senw.~+AN—Cuy,
® p+ ® q+ W

£

2 S 5 S

dove si & posto

A = coss cos® senh® — senc senw cosh®
(44) B = coso senw cosh 6 4 sen o cos » senh 6
C = cos s cosm cosh 0 - - sen 6 sen » senh 6

D = coss seno senh 6 -} senc cosw cosh 6.

La verifica & ben facile: supposto che o, 3, ), soddisfino le (33),
la derivazione delle (43) dimostra che «,B,2,p, soddisfano le (35). Ma
un’altra osservazione essenziale & da farsi, e cioé che si ha identica-
mente

o

____p_%_'_)z_{_ 2=9f+_2+)\2_ 2
g p TR T P T v
per cui se «,B,\,p soddisfano la (33%), le a,B,X,p, soddisferanno
la (35%).

Dobbiamo poi notare che, risolvendo le (43) rispetto ad a«,f,A,
si hanno le formole inverse:

V% = ¢086.0 — senw .M -} coso.p,
8
V—Z:—sens.al—i—coswkl—l— Seno . 4,
(48%) X
A

=—cosh6.gql—|—senh6.%—D)\l+Apl

£

\/
R
v

——senh. % + coshe.%— Bh + Cpa

=
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le quali inversamente da una quaderna (z,, B, A\ ,pa) di soluzioni delle
(85, , (35%) conducono ad una corrispondente quaderna (x,B,A,p) di so-
luzioni delle (33), (33%*).

Le dette due quaderne («,(,\,u) (¢, B, A, 1) definiscono intrinseca-
mente due deformate S, S, del paraboloide ellittico, la prima della re-
gione reale, la seconda dell’ideale. Si mostrera nel prossimo paragrafo
. che esse possono collocarsi nello spazio in guisa che risultino le due falde
focali della congruenza rettilinea che ne unisce i punti corrispondenti,
intendendo per punti corrispondenti F=(u, o) ¥Fi=(u,v) di S,8, quelli
. dati dalla medesima coppia di valori delle coordinate curvilinee u,v.
Allora sara facile vedere che si passa da S ad S, colla trasformazione B,.

Diamo ancora le analoghe formole di trasformazione intrinseca per
le deformate della regione reale del paraboloide iperbolico. Qui la co-
stante % della trasformazione B, puo¢ avere (§ 5) un valore qualunque
fra —¢q e p; ma supponiamo per fissare le idee k>0, bastando nel-
faltro caso scambiare p con g. Prendiamo allora una costante o reale,

tale che
1 pg =l 11
—{—k,senhc % p).

cosh®’c =

SR

Prendasi allora il sistema

3,

B
o + g-v = — (cosho senh 8 cosh 6, -+ senh s cosh 6 senh 6,)

(45)
0 ]
%—v‘ -+ % = (cosho cosh®senh6, 4 senhcssenh6 cosh®,),

che lega fra loro due soluzioni della medesima equazione (38), come prima,
il sistema (42) legava due soluzioni corrispondenti delle (34), (36). Pon-
gasi inoltre

A’ = cosho senh 6 senh 6, - senh s cosh 6 cosh 6,
B’ = cosh 5 senh 6 cosh 6, -~ senha cosh6 senh 6,
(46) (' = cosh s cosh 6 senh 0, 4 senh s senh 6 cosh 6,
D’ = cosh s cosh 6 cosh 8, + senh s senh ® senh 6,

1) Si ricordi che k<<p e %-}-%:1,
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Da una quaderna («,B,*,p) di soluzioni del sistema (37) si passera
ad una quaderna (o ,8;, 2, ) di soluzioni del medesimo sistema, ove 6
sia sostituito da 6,, colle seguenti formole di sostituzione lineare:

o

= cosh®, .\ 4 senh6,.p —senhs.a

= senh®, .\ 4 cosh 6, .y - coshs. B

I

(47)
= —coshf> — senheE — AN —B'p
p q

|

P S

= senhﬁ% + coshﬁS—J}- C'N+D'p.

=

Inoltre si ha identicamente
a? % <2 Py a2 2
- L A — —_—— Ll )\2 —_y2 ,

per cui se la quaderna («,f, A, p) soddisfa la (37%), lo stesso accadra
della quaderna (o, B, M, ). Le due corrispondenti deformate S, S,
del paraboloide, convenientemente collocate nello spazio, derivano 'una
dall’altrd per la trasformazione B,.

§ 89.

Nuove formole per le trasformazioni B, delle deformate
, dei paraboloidi.

Per dimostrare quanto abbiamo asserito nel paragrafo precedente
daremo ora le formole effettive che, nota la superficie S, fissano 1’altra
S, nella posizione voluta.

a) Per il paraboloide ellittico le formole richieste sono le seguenti

o MOz | W Oz
(48) zl—w—ﬁ(Ta—u%—E%) ecc.

Se si derivano infatti queste rapporto ad #,v e si calcolano gli ele- .

menti relativi per la superficie S, luogo del punto (»,¥, #,), si trova che
essi corrispondono precisamente a quelli che definivano intrinsecamente
questa superficie.

18
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Il lettore potra trovare sviluppati i calcoli relativi nella mia memoria
degli Annali di matematica (Tomo XII della Serie III, 1906). Qui, sup-
poste effettuate queste verifiche, occupiamoci di constatare che in effetto
la B, derivera dalla S per una trasformazione B, . Bisognerd dimostrare
per ¢io: '

1.° che, se si applica S sul paraboloide ellittico, i segmenti focali FF,,
trascinati nella deformazione, andranno a collocarsi coi loro estremi F,
sul paraboloide confocale P,.

2.° che la legge d’applicabilita di S sopra S, & quella data dall’affi-
nitd d’Ivory fra i due paraboloidi.

Queste sono invero le proprieta caratteristiche colle quali, al Cap. II,
abbiamo determinato le trasformazioni B,.

Per quanto riguarda la prima, cominciamo dallo scrivere le (48) in
coordinate o, i

(49) xl-—-x'—]-lg;—l—m%% ecc.
Osservando le (33), ne viene
% ! = VE(seno—p, cosw)
m=— \/E()\l cosw-+p, sen o) ,

ovvero per le (43)

(50)

(l == k(Lcos:s _E)
b
(m=k(Msenc—E),
q
dove si & posto’

L = coshf.p. —senh6 .2

(51)
M =cosh6 .\ —senh6.p.

Ora quando S diviene il paraboloide si ha

e=Vpo, y=Vaf , 2= (6+8)

e dalle formole (49) per le coordinate dei termini dei segmenti, ricor-
dando che

1 1 , 1 ,
- = = Sen“g = — — ¢os8°s
k q+ » ’
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si hanno le formole
@, =k Vpcoss (L — acosa)
62) (Y1=FVygsens (M + Bseno)

(a2+p”) + k(aL coss+ M seno)-—k( Zz)

Se osserviamo che per le (51) si ha identicamente
L2 — M2 . Y T + i +1
o = —_— A= — — 3
: p q

ne viene

4 g
Epcos’s  Kgsen’s

2

+270'=1,

ovvero

«} ¥ .
k_p—m+ 231-——70-——0,

che & appunto I'equazione del paraboloide (iperbolico) P, confocale al-
I'ellittico P,
$2 yl
- -—= 1 .
Y4 T q
Il primo punto essendo cosi dimostrato, passiamo al secondo. Qui
I’affinitd d’Ivory fra i due paraboloidi & data dalle formole

. k— —k
(53) wx=2\/cppx y1=\/g—q—.

Ma si ha

I
\7 Vq
e le due prime equazioni (52), a causa dei valori (43) di «,, B, si scrivono

xl=\/ﬁcosc'ﬁl: y1=—\/ﬁsen0-an
ossia

x1=vm-ﬁx ) y1=~\/q_——76-a1
e il paragone colle (53) da
B=ia, o=—8.

Queste sono precisamente le formole d'applicabilita di S, S, (§ 43),
¢io che completa la nostra verifica.
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Affatto analogamente si prova che, nel caso del paraboioide iper-
bolico, le formole corrispondenti alle (48) sono le seguenti

Mor | p, o7 '
xl—m-}—\/k()\ du p.av)

e 8i dimostra che le due falde focali S,S,; della relativa congruema
W derivano l'una dall’altra per trasformazione B,.

§ 90.

Estensione delle ricerche al caso non-euclideo.

Indichiamo ora rapidamente come le proprietd dei sistemi coniugati
permanenti e le formole fondamentali ad essi relative si trasportano
senz’altro dallo spazio euclideo allo spazio a curvatura costante. Bastera
dimostrare come le formole (II) del § 80, relative ai sistemi isotermo-
coniugati delle quadriche, sussistono invariate in geometria non-euclidea,
poiché & su queste formole e sulle equazioni di Codazzi, le quali con-
servano la medesima forma nello spazio curvo, che noi abbiamo fondato
le successive deduzioni.

Chiamiamo K, la curvatura dello spazio e poniamo per semplicitd
K, = %1, secondo che si tratta di spazio ellittico od iperbolico, ed in-

dichiamo con x,,z,,x,, z, le coordinate di Weierstrass di punto, legate
fra loro dalla identitd

950‘*‘Ko(“;1'|"172‘}“1”’z ) =1.

Essendo S una qualunque superficie riferita ad un sistema curvi-
lineo (u,v) e colle due forme fondamentali,

Edw’+ 2F dudv + G dv®

D dw® + 2D’ du dv + D" dv®,
" valgono qui le formole fondamentali (vol. I§213)
3’ 11 11 8
. azw, 12 ax ‘12 3:1:,- ’
|13 T2 ReFm D
Sza:, _ 2 ax.' '22 ax; "
Tl - ren e

per ¢=0,1,2,3, ’
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dove & ,6,&,& sono le coordinate di Weierstrass del piano tangente,
legate dalla identita quadratica

K&+8+8+&8=1.
Supponiamo ora che la 8 sia una quadrica, che riferiamo dapprima
alle sue generatrici rettilinee (v ,v); avremo

TV 11_222_
D=D"=o0, 322_ 1!_0.

Dunque 7y, 2, , 2, , 23 saranno quattro soluzioni del sistema (illimita-
tamente integrabile)

&z 11) oz
(2)
2
e _ 1% g,

e si avra in particolare (cf. § 79)

__11L__g’2%

w1y wml2)’

onde potremo porre
11‘ _ 2QlogL 222? alogL
i T w2 T

Dopo cid, passando dalle variabili asintotiche alle variabili «,B di
un sistema isotermo-coniugato col porre

ca=u+v , f=u—v,

il sistema (o) prenderd la forma

o’z __ o 0logLdz dlogL oz
3a.2+8f52— 0 3 T2 3 TAC

Pz dlogLox ologL ox
%% T % T ow @ O”

dove A, B sono funzioni di «,B, che non importa precisare. Volendo
adoperare variabili reali «,( in tutti i casi, si scrivera

oz x__ dlogL oz dlogL 3z
(a”‘ T2 3 3 T m A

o'z __ dlogL 3z dlogL 3
( dadf % @ e @Y
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Come si vede, il sistema ha la medesima forma del sistema (I) § 79,
salvo 1’aggiunta dei termini Az, Bz nei secondi membri. Di qui, ragio-
nando come al principio del § 80, si traggono pei valori dei simboli di
Christoffel in coordinate (x,B) le stesse formole (II), e solo naturalmente,
nella formola (6) ibid., per la curvatura K devesi intendere la curvatura
relativa della superficie. Dopo cid tutte le deduzioni, dal § 82 al § 86,
relative alle proprietd generali dei sistemi coniugati permanenti sulle
quadriche, si applicano senza variazioni di sorta alla deformazione delle
quadriche in geometria ellittica ed iperbolica.
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Le trasformazioni B, per Ie deformate delle quadriche rotonde
¢ delle quadriche tangenti all assoluto

§ 91.

La trasformazione complementare.

In quest’ultimo capitolo ci proponiamo di ritornare sulla teoria delle
nostre trasformazioni generali B, per le deformate delle quadriche e
di esaminare in primo luogo pil da vicino il caso particolarmente interes-
sante delle quadriche di rotazione. I bei teoremi scoperti da Guichard nel
1899, al cui studio abbiamo dedicato il Cap. XVII (vol. II, pag. 87-129)
delle Lezioni, collegano, come si sa, la deformazione delle quadriche ro-
tonde a quella delle superficie a curvatura costante. S’intende quindi che
le trasformazioni B, per le deformate delle quadriche rotonde si debbono
tradurre in corrispondenti trasformazioni delle superficie a curvatura
costante. E noi dimostreremo che queste ultime non sono altro che le
trasformasgioni di Bdcklund. Per altro sard pid opportuno .allo scopo
nostro tenere qui il cammino inverso, cio¢ dimostrare come le trasfor-
mazioni di Bécklund delle superficie a curvatura costante, conveniente-
mente interpretate col teorema di Guichard, si traducono nelle trasfor-
mazioni B, per le quadriche di rotazione.

Questa ¢ in effetto la via per la quale giunsi la prima volta alle
trasformazioni B, nel caso speciale delle quadriche rotonde e lo studio

) I primi §§ di questo capitolo fino al § 98 sono una riproduzione della
memoria dell’autore: Teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle
quadriche rotonde. Memorie della Societd italiana delle Scienze (detta dei XL)
Serie 3.2, tomo XIV (1905).
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delle circostanze geometriche che si presentano in questo. caso, come
nell’altro direttamente trattato dei paraboloidi, mi permise di risalire alle
leggi del caso generale, confermate poi dai procedimenti di calcolo esposti
nei primi Capitoli di questo libro.

Comincieremo la nostra ricerca dal caso particolare della trasforma-
zione complementare delle deformate delle quadriche rotonde per esami-
nare pill da vicino la relazione fra i due ds® di due tali deformate com-
plementari. Prendiamo per asse delle ¢ I'asse di rotazione della quadrica
Q e indichiamo con r,# le coordinate rettangolari di un punto mobile
sulla curva meridiana, la cui equazione scriviamo

% 2P
its=1h

significando A, B due costanti reali, che supponiamo perd diseguali a fine
di escludere il caso delle superficie a curvatura costante. Poiché » & il
raggio del parallelo, ’elemento lineare della quadrica Q sard dato dalla

formola
AL (B—A)#

2 P A it A PRI ]
ds® = A(A—7) drz+rdv,

il parametro » indicando la longitudine.
Pel calcolo dell’elemento lineare ds della superficie complementare
S ricorreremo alla formola generale data nelle Lezioni (vol. I pag. 296),
ed avremo
Esz — r’dpg + pldvﬁll ,

ove si ponga.

_ A/ X+ B-AP
(2) , p= \/ A (A—r”) .
Di qui, eliminando 7, troviamo
73 A1)
2 2 2

e questa ponendo
g D
P 3 vl _ k )

e determinando convenientemente la costante %, si riconduce nuovamente
alla forma stessa (1)

AL B-AF -

ds* = A T



S
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;B, onde le formole per

I'identificazione dei’ due elementi lineari della deformata S e della sua

' . A
Basta invero assumere per questo k=
L] .

complementare S sono

A/ EFB-KHF A A

V=

@) r= Ar® "Ei-B’'' VA B

Se ne conclude intanto: Ogni deformata di una quadrica rofonda &
applicabile (nel senso generale analitico) sopra la sua complementare. Questo
risultato ci era gia noto dalla teoria generale, poiché la trasformazione
complementare non & che una particolare trasformazione B,.

Ma conviene ora completarlo coll’esame della specie d’applicabilita
fra S e S, e cid discutendo le formole (4) non solo riguardo alla loro
realitd, ma anche rispetto ai limiti entro i quali variano i nostri para-
metri, supposti reali. Distinguendo cosi le cinque forme di quadriche a
centro, troviamo i risultati seguenti

a) Ellissoide allungato: A=a* , B=0b*, con a*<<b?).

Le formole (4) dimostrano che 7,7 sono puramente immaginarii
quando 7,v sono reali (essendo r*<Ca?), e quindi D’applicabilita delle
due superficie complementari & soltanto ideale.

b) Ellissoide schiacciato A=a® , B=0?, con a* >¥.

Allora 7,7 sono bensi reali con #,v; perd mentre nella regione reale
dell’ ellissoide & r*<Ca®, si ha invece dalla (4)

—_ @ a'—(a*—b)r?
T @b -

>a’.

Alla regione reale di S ne corrisponde una immaginaria di S e 'ap-
plicabilitd & ancora ideale.

¢) Iperboloide a due folde: A=—a® , B=0".

La quantitd 7,7 sono (puramente) immaginarie per »,v reali e
I’applicabilita & sempre ideale.

d) Iperboloide ad wna falda: A=a*, B=—10".

Le formole (4) diventano

@I . @
@5 =) ' Vaie

r=aqa

!) Qui ed in seguito @, b denotano costanti reali positive.
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e danno valori reali per 7,7 quando »,v sono reali; ma di pii, essendo
nella regione reale dell’iperboloide #*>>a®, ne risulta anche. *>>da?.
Dunque: Nel caso delle deformate dell’ iperboloide rotondo ad una falda
Vapplicabilita delle superficie complementari ha luogo per le loro regioni
reali. E cosi & dimostrato direttamente quanto abbiamo asserito in nota
al § 24.

- D’altra parte perd osserviamo che 1'elemento lineare di questa
quadrica
(az—}—bz)r —-a,

2
ds* = =

dr2+r v’

riveste forma reale anche quando

r* < <a,

a4
ail +b2
cioé per una regione ideale della quadrica stessa. Esiste quindi un’altra
classe di superficie reali applicabili sulla regione ideale dell’iperboloide;
il loro ds* si scrivera sotto la forma

g — 8 f—(a? +b2)

F@— art + Fdv*.

Noi I’abbiamo gia considerata per l'iperboloide generale rigato al § 48
ed ¢ facile vedere che essa appartiene al secondo dei casi ivi conside-

rati (d =% , 0= ?14) e che pel caso dell’iperboloide rotondo il ds® si

riduce appunto alla forma precedente. E chiaro che anche per questa
classe 1'applicabilita di una superficie sulla complementare & reale.
e) Ellissoide immaginario: A=—a* , B=—10".
Qui abbiamo
o'+ (a* )7
A @+

e le formole di trasformazione (4) sono

. "B (@ =) -
=V awrs Ty

A = — drz—}—r dv®

Qui dobbiamo suddistinguere, come pel caso dell’ellissoide reale,
secondo che a*<b*, ovvero a*>0%.
e;) Supponiamo dapprima a®<(?*, e 1'elemento lineare precedente



TRASFORMAZIONE COMPLEMENTARE 283

rivestira forma reale sia per r,v reali, sia per »,v puramente imma-
ginarii. Per ,v reali scriviamo

at—(b*—a®)r?

’ 2
€) ds® = FEEH

ar* 72 do?,

4
C a .o .
colla naturale limitazione 1~2<b—2 &5 €0sl 7,7 sono pure reali e 'ap-

plicabilita delle due superficie complementari & reale.
Per r,v puramente immaginarii, cangiandoli in ir, iv, scriviamo

a—l—(bz—a)r

“) R

@ -1 d?

colla limitazione #*>>a®. Qui ancora 7,7 sono puramente immaginarii
e 'applicabilita di S, S & reale. Per superficie tipica di rotazione cor-
rispondente si pud prendere il catenoide accorciato (vol. II, pag. 109)

p= Vb —a?cosh (%) ,

2 2

dove p= —\Z r designa il raggio del parallelo.

e;) Supponiamo ora a®>>%*; allora 7,7 sono puramente immaginarii
per 7, v reali ed inversamente. Come superficie tipiche di rotazione cor-
rispondenti si pud prendere il sinusoide iperbolico (vol. II, pag. 109).

p=Va&—b Ny senh(b)

e la sua complementare. L’applicabilitd dell'una sull’altra & ideale.

§ 92.

Deformazione di inviluppi di sfere colle due falde
a curvatura costante.

Per stabilire le relazioni enunciate fra le trasformazioni di Backlund
delle superficie a curvatura costante e le trasformazioni B, delle defor-
mate delle quadriche di rotazione, dobbiamo qui riprendere e generaliz-

zare la ricerca effettuata al Cap. XVII delle Lezioni sulla determina-

zione di quegli inviluppi di sfere pei quali, deformando comunque la
superficie S, luogo dei centri, 1’una e quindi anche 1'altra falda dell’invi-
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luppo serba sempre la medesima curvatura costante K. Allora si suppo-
neva reale non solo la superficie S, luogo dei centri delle sfere, ma anche
reali le sfere stesse e di piit le due falde dell’inviluppo. Qui lascieremo
solo la condizione che sia reale la superficie S, luogo dei centri, potendo
le sfere stesse essere reali od immaginarie, ed anche per sfere reali
potendo le due falde dell’ inviluppo essere immaginarie. Nella discussione
cosl completata del problema vedremo presentarsi, come & prevedibile
a priori, tutte le superficie applicabili realmente od idealmente sulle
quadriche a centro rotonde delle varie specie.

La parte analitica della trattazione, come & esposta nei §§ 253-259
delle Lezioni, resta naturalmente inalterata; solo conviene riprendere la
discussione delle formole finali al § 259 sotto il punto di vista pid gene-
rale attuale. Intanto la superficie S, luogo dei centri dovra essere appli-
cabile sopra una superficie di rotazione ed il suo elemento lineare avra
la forma (vol. II, pag. 107)

(5) dsy = — do’ + cot?s do*
csen's (1 +f% sen® c)

dove o, v sono rispettivamente i parametri dei paralleli e dei meridiani
nella configurazione rotonda di S,, e ¢ indica una costante arbitraria.
Il raggio T della sfera, invariabile lungo ogni singolo parallelo, & dato
dalla formola (1. c. formole (31) ¢ (32)

1 1
(6) T—"\/K+csen”o'
Ora, per ipotesi, la S, deve essere reale ed il suo ds? ridursi quindi
alla forma reale di superficie di rotazione

ds; = du® + r* dv}.

Paragonando colla (5), si ha

r=Fk coto (% costante),
indi
A3
SN 1IN
k’c\(—ﬁc +B+7 )
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dunque 1’espressione
‘ B4

Ho ("2”+v+ﬁ)

deve essere reale, variando » in un certo intervallo reale, per la qualcosa
& evidentemente necessario che tutte tre le costanti K, ¢, %* siano reali.
Dunque nella (5) dovra o assumere tali valori che cot®s risulti reale
(positiva o negativa), e corrispondentemente il parametro » sara reale,
ovvero puramente immaginario. La formola (6) dimostra poi che T* & in
ogni caso reale, e per cio il raggio T della sfera sara, secondo i casi,
reale ovvero puramente immaginario.

Siccome nella (5) possiamo aumentare ¢ di un multiplo di = senza
che cangi la formola, la condizione che cot’s, ovvero sen’s, sia reale
da luogo a questi tre casi distinti: 1.° o reale, 2.° s puramente imma- -

ginario, 3.° s—35 puramente immaginario. Il primo caso & quello gia

completamente discusso nel Cap. XVII e qui non avremo pit dunque da
occuparci che degli altri due che diremo
Caso o) o=ir . (v reale).

Caso B) o =g + it (t reale).

§ 93.

Proprietd comuni ai tre casi.

Prima di intraprendere la discussione & opportuno ricordare dai §§
265, 266 alcune proprietd fondamentali, che valgono indipendentemente
dall’essere reali o immaginarie le due falde dell’ inviluppo di sfere.

Indichiamo con 2, , ¥,, 2 le coordinate del centro M, della sfera mo-
bile sulla superficie S, e con X,,Y,, Z, i coseni di direzione della nor-
male alla S,, e siano

ME(@',?/&) ’ MSE(xsnyszs)
i due punti simmetrici, rispetto -al piano tangente di S,, ove la sfera
di centro M, e di raggio =T tocca le due falde dell’inviluppo, che diremo

rispettivamente le superficie S,S;. Ponendo sotto forma invariantiva
~ le formole (b) a pag. 88 vol. II, abbiamo facilmente

mn ct=2,—TV (T, x)+TVI=A,T. X,ecc.,
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ove \/ (T, #s), A, T sono i soliti simboli di parametri differenziali, cal-
colati rispetto all’elemento lineare di S,. Pel radicale \/l—A,T si pren-
derd nelle (7) uno qualunque dei suoi due valori ; I'altro dara le formole
per s, ¥s,#s. Osserviamo che, siccome T & reale o puramente immagi-
nario, le (7) mostrano che S, S; saranno reali o coniugate immaginarie;
ed ancora si noti che, pur essendo T reale, le due falde S, S, dell’in-
viluppo saranno reali soltanto se A, T <1.

Ai §§ 265, 266 delle lezioni abbiamo dimostrato che alle due super-
ficie 8,8, di curvatura costante K sono contigue, per trasformazione
di Bicklund, due altre superficie S,, S, colla medesima curvatura K e
le quattro superficie

(Ss SI’S2’S3)

formano una quaderna del teorema di permutabilita, ed il quadrilatero
sghembo M M, M;M, coi vertici in quattro punti corrispondenti & una
losanga coi quattro lati di lunghezza costante

d=\/1.
4

Le coordinate x,,¥,,4 di M, e quelle x,,4,,2 di M, sono date
dalle formole

T \/ 1 1
(L’l—xo"l—aggxl—!"tgc '—'K——E. Xz
® T 1 1
=xo+c—0°s—c‘X1—'tgG‘\/—K— ;. Xzeccu,

‘dove (X, Yy,Zy), (X;,Ys, Z;) sono i rispettivi coseni di direzione delle
tangenti alle deformate di meridiani e dei paralleli sopra S,. E come
le normali a S,3; in due punti corrispondenti M, M, si incontrano in
M,, cosi le normali in punti corrispondenti M,, M, a S,,S, si incon-
trano in un punto M,. Se si tiene presente che i coseni di direzione
dalle normali di S,, S, sono rispettivamente proporzionali ai binomii

TSGDGX,z?\/—-I%—%XI, TsencY,?\/——IlZ——%Yl,

TsencZ,?\/——%—-}Z,,
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si trova subito per le coordinate Z,,%,, % di M,

Cco8 ¢

———— X, ecc.
¢ Tsen?c

(9) Ty = Ty +

Il luogo di questo punto M, & precisamente la superficie S, comple-
mentare di Sy, come risulta dalle (9) stesse ; le sfere descritte col centro
in M, e di raggio T dato dalla formola

Vili+)

(10) T = -

toccano in M, , M, rispettivamente le due S,, S,, le quali formano dunque
I’ inviluppo del secondo sistema di sfere. Ricordiamo poi 1’'importante
proprietd : Sulle quattro superficie a curvatura costante S ,8,,8:,8: 4
sistemi coniugati si corrispondono fra lore ed a quelli delle superficie S, ,So.

Notiamo ancora che dalla forma (5) dell’elemento lineare di S, ri-
sulta per la sua curvatura K,

ctsen*s
K

(11) K,=

Il numeratore & reale e positivo e quindi K, ha il segno di K.

§ 94.

Caso o) eon K, negativa.

Volgiamoci ora all’esame dei singoli casi possibili, cominciando dal
caso indicato con o) alla fine del § 92, ove o & puramente immaginario
=¢r, indi

sehc=1isenht , cossc=coshr.
Allora nella (5) deve essere anche v puramente immaginario, e noi

lo cangiamo in i%wv, essendo la costante ¥ ed il nuovo parametro v
reali. Cosi la (5) diventa ’

ar

(12) ds§ = .
¢ senh? r(i sen h®t — 1)

+ K coth® . do?
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e la (6) da laltra

—%senh’c—l'

13 T= csenh®t

Sotto il segno radicale abbiamo qui una quantitd che ha il segno
stesso del coefficiente di dt* nella (21) ed & per cid positiva; dunque

"nel caso attuale le quantita
: T

CoS s

sono reali. Ora dobbiamo scindere la discussione in due, secondo che
la curvatura K & negativa o positiva. Trattando in questo paragrafo il

primo caso, poniamo
1

K=_E)”

con b reale positiva. Manifestamente perche il dsf, dato dalla (12), ri-
sulti reale occorre che ¢ sia negativa e noi poniamo
c=—

3799

onde risulta |
4 2
(14) dst — atdr

senh*t (@® — *senh’c

)'—I—k”coth”cdv”.

Se diamo alla costante arbitraria % il valore

a2

=
RN
€ poniamo
2
(15) r=kcothr=—\—/;(a_—bzcothr,
la (14) diventa
(14% = %—) P + 7 dit.

Questo elemento lineare, secondo la (1) § 91, appartiene all’lper-
boloide ad una falda coll’ iperbola meridiana

2 2! .

@ E= L "

2_|_b2

E poiche, per la (14), deve essere senh’t < ol 1nd1 coth®t>
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segue dalla (15) : #* > a®. Dunque la superficie -S, & nel caso attuale
applicabile sulla regione reale dell’ iperboloide. Osserviamo poi che la
formola (13) per T ci da

= VEFE s VP
a a

3

il valore del secondo membro ha un significato geometrico semplicissimo,
eguagliando il tratto di generatrice dell’ iperboloide dal punto M, che
si considera fino al circolo di gola. .

Si avverta ora che, sebbene’il; sistema ? di sfere sia in questo
caso reale, le due falde S, S, dell’ inviluppo sono immaginarie (coniu-
gate), poiche A, T = cos®* s = cosh®t = 1 (§ 93). Quando la S, ha la forma
dell’ iperboloide,’ le due falde 8, S, si riducono a due sfere di raggio
=14b coi centri nei due fuochi immaginarii dell’ asse di rotazione. In .
fine la superficie S, complementare & applicabile sulla regione reale
~stessa dell’ iperboloide e le due falde del relativo inviluppo di sfere coi
bVEF B

T

superficie S,, S; pseudosferiche immaginarie (coniugate) che completano
con S,83; la quaderna (8,8,,S;,S;) del teorema di permutabilita as-
sociata ad S,, S,. Per questo primo caso enunciamo esplicitamente i
risultati ottenuti nella proposizione seguente: Se atforno ad ogni- punto
dell’ iperboloide rotondo ad una falda come centro, e con raggio equale al
tratto di gemeratrice che intercede fra il detto pumto ed il circolo di gola
si descrive una sfera, imde si deforma comunque per flessione U iperboloide
" che seco trascini le sfere, U'inviluppo di questo sistema o* di sfere consta

centri nei punti di S, e di raggio T = , sono le altre due

sempre di due superficie immaginarie coniugate S, S; colla curvatura co-

stante K = — -5 , essendo b la lunghesza del semi-asse immaginario del-

1
? )
r iperboloide. Queste due superficie pseudosferiche S , S; sono completate ad
una quaderna del teorema di permutabilita (S,S,,S,,S;) da altre due
superficie S,,S; della stessa specie, ottenute nel medesimo modo dalla su-
perficie complementare della deformata dell’ iperboloide.

Ed in fine si noti che la lunghezza d del lato della losanga del
teorema di permutabilitd ha qui il valore

v

essendo a il raggio del circolo di gola.
19
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§ 95.

Caso «) con K positiva.

Supponiamo ora sempre ¢ =i t, perd K positiva, poniamo

1
Kzz'z' N
e la formola (12) diverra
‘ dr’

¢ senh?t (¢b® senh® ¢

(16) dsi = — -+ k* coth®t do® .

Qui conviene suddistinguere secondo che la quantita

che figura sotto il segno radicale nelle (8) § 93, & positiva, negativa o
- nulla. ;
Cominciando dal primo caso, poniamo

1
¢=——3, con at>bt

ed avremo
atde®

dsg = 1 ? D ?
senh*t (a® -+ 0* senh®«

) -+ K coth?c do®,

Se poniamo
2

2
a a
e ——— — T=‘_——2 coth‘f,
Va* —b & —a

questo ds rientra nella formola (1) § 91, ove si faccia
A=d,B=0,

ed appartiene quindi all’ellissoide schiacciato rotondo di ellisse meridiana
2P
a;—|— = 1 (a* >0 .

4 4
Perd, siccome #* = aza E coth*t > ag%b?>a”, la superficie S, & ap-
plicabile sulla regione ideale dell’ ellissoide ; la complementare S, sard
applicabile (§ 91) sulla regione reale dell’ellissoide stesso. Si osservi poi
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che nel caso attuale il raggio T delle sfere del primo sistema, coi centri
nei punti di S,, & reale, ed invece quello T delle sfere del sistema

complementare & puramente immaginario.

1
1

o
sono due a due coniugate immaginarie (S di S; ed 8, di 8,) e i lati della
losanga hanno la lunghezza

Le quattro superficie (S,S,,S,,S;) di curvatura costante K=

d=1ta.

Restano da considerare i casi lc>—b2, lc:—bz; ma vediamo su-
bito che essi conducono ai risultati gid noti del cap. XVIL. E infatti
se lc>—bz, tutte le quantitd che figurano nelle formole (8) § 93 sono .

reali (perche s=1i1) e le due falde S,, S, del secondo inviluppo di sfere
sono reali. Rispetto alla superficie S, siamo dunque nel caso reale, onde
So & applicabile sull’ellissoide allungato o sull’ iperboloide a due falde;
e invero se nella (3) § 91 che di I'elemento lineare della complemen-
tare si pone

1

k=1, p=-cothr, Az—c, B =10,

si ottiene appunto la (16) attuale, onde risulta che avremo un ellissoide
allungato se ¢ & negativa, un iperboloide a due falde se ¢ & positiva.

| . .
In fine nel caso limite Pl b* le due superficie S, , S, vengono a coin-

cidere fra loro e colla S,, la quale & adunque una superficie a curva-
tura costante positiva.

§ 96.
T,
Caso B): c=§—{—zr

Qui abbiamo

sen 6 = cosht, coss = —isenhr,
indi '
dr?
%)) dsi=— + k*tgh’r dv®
ccosh'z (1 + _I% cosh® r)
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1—|—~I%cosh"c |

(18) T= ccosh®t °

Il raggio T della sfera & puramente immaginario, per cid prvate

7 & reale.
senhz

Per non ricadere nel caso di S,, S, reali, dovremo dunque supporre
. 1 1
(19) K + <0,

altrimenti i secondi membri delle (8) § 93 sarebbero reali. Cid premesso,
distingniamo anche qui due casi, secondo che K & positiva o negativa.
Caso B): K>0, poniamo "

K—

v
e dalla diseguaglianza (19), o dalla forma (17) del ds*, risulta che ¢
dovra avere un valore negativo, e sia

1
C = "a—, ’
onde per la (19)
(19 ae@>b.
La (17) diventa
a*d®

2
(20) dsy = cosh? ¢ (a*— b®cosh?

o T tebte i

¢ se prendiamo
2

(21) k“—:"_v—;;_——"zé,f:ktghf,
avremo
4 (2 7P 2
m=&?%:%1w+ﬁw,

formola che coincide colla (1) § 91 ove si ponga A=a*,B=0*. La §,
¢ dunque applicabile sull’ellissoide schiacciato; ma questa volta, siccome
nella (20) il parametro t deve assumere valori pei quali
ot — b

a

?

toe
cosh?t << % , tgh?r <
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risulta dalla (21) ' <<a'e la S, & applicabile sulla regione ideale del-
Pellissoide, indi la sua complementare sulla regione reale.
Manifestamente questo & lo stesso caso considerato al paragrafo pre-
cedente ; soltanto‘So,_S-o sono permutate.
Caso B;): K<< 0, poniamo

1
K _— ?
e le (17), (18) diventano
(22) st = s + ¥ tght dv?
®™" ¢cosh®t (¢b®cosh®t — 1)
¢b* cosh®t — 1
23) ‘ T _\/— ccosh’t  °

Per la diseguaglianza (19) sara 16<b’ , & dobbiamo ancora suddi-

stinguere due casi secondo che ¢<C 0, ovvero ¢>0.
1.° caso: Sia ¢ negativa, poniamo
1
C=— ;2 )
la (22) diventa
g — a'd®
*™ cosh*t (a® 4 &° cosh?

2 2 e
SRS

e ponendo

az

Va7
.81 traduce nell’elemento lineare
at — (az _+_ bz) r2

ds; = —;
0 a® (az - rz)

k=

,r==7o;tgh1:,

dr’ +»* dv*

dell’ iperboloide ad una falda. Perd, siccome qui

a at .
2 e
r——zlbztght< ,|b2<a,

la S, & applicabile sulla regione ideale dell’iperboloide. Il lato & della
losanga ha ancora qui il valore d=ia come nel caso del § 4 delle de-
formate della regione reale ; ma mentre allora il raggio T della sfera
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era reale, qui ¢ puramente immaginario
PRt
Vot 4+ a® ) 5——
T=i \/—0—?_— V@ =72,

2.% caso: ¢ 0, poniamo
1

c=—

a2

e sard per la (19) o®*<<?®®. Dalla (22) abbiamo

2 a'de 24 o h2 2
0= 1 CIN 2. 2 2 )
ds cosh*z (b° cos h*r a)+kt"hrd”
che ponendo
. &
= \ﬁ y Y= k tgh T
si converte nella
' at— (B —a
dsﬁ—T(%;:’_—))dv + P dv® .

Queésta forma del ds? appartiene precisamente a quella classe di su-
perficie applicabili sull’ellissoide immaginario contraddistinta nella for-
mola ¢) § 91. Il raggio T della sfera & puramente immaginario

T — \/bz—a\/ T

e il lato d della losanga del teorema di permutabilitd ha la lunghezza

“reale d =a.

§ 97.
Formole relative alla composizione di due trasformazioni
opposte di Bicklund.

Ci occorre ancora pel nostro scopo riprendere e completare le for-
mole per la composizione di due trasformazioni opposte B, e B_, di
Bicklund, date al § 390 delle lezioni (vol. IT pag. 429-431). Sia dunque
(S,8,,8;,8S;) una quaderna del teorema di permutabilitd di superficie

1 R R,
a curvatura costante Kz—R—2 relativa a due trasformazioni di Bé-
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cklund B, , B_, con costanti eguali ed opposte, e siano
ds® = R? (cos® 0 du® + sen® dv*) , ds} = R? (cos® 0, du® 4 sen® 6, dv?)
ds; = R® (cos® 0, du® + sen® 6, dv?) , ds3 = R* (cos® 0; du® - sen? 6, dv?)
i loro rispettivi ds® riferiti alle linee di curvatura (,v). La funzione
B, & determinata per 6,6, , 6, colla formola del teorema di permutabilita

b—8_ 1 66,
2  sens 2

(24) tg

La losanga MM, M; M, coi vertici in quattro punti corrispondenti di
S,8,,5;,8, ha il lato di lunghezza costante d

d=Rcoss;

le normali in M, M; alle S,S; si incontrano in punto M, e similmente
quelle a S, S, nei punti M,, M, si incontrano in un punto M—o, e questi
due punti M,, M, descrivono due superficie complementari applicabili
sulla medesima quadrica rotonda (cf. § 93).

Calcoliamo ora gii elementi relativi alla superficie S,. Ponendo (1. c.)

- _6—86, - 6,416,
(20) Q= 9 ’ ® = 9 ’
abbiamo

(25%) z, =2 4+ Rsenscot Q.X; ece.

€ se poniamo ancora

A =cos 0sen Q- sencsenfcosQ

(26)

B=sen0OsenQ—senscosfrcosQ,
si ha
@n cos6dQ=AcosPdu -} Bsen® dv.

Ancora & un differenziale esatto ’espressione

Asen® du—Beos®dv,

e se si pone
27%) dV=Asen® du — Bcos® dv,
per I'elemento lineare della S, abbiamo

2 2 2 2
(28) dst = R? sen®s -}- cos® o sen’ QdW—}— av

sen® Q| °

sen’ Q
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Questo appartiene alla quadrica Q di rotazione colla conica meri-
ridiana definita dalle formole

sen Q
e colla longitudine » data-da
+V
1)1 = .
coS o

Calcoliamo ora, in coordinate #,v, la seconda forma fondamen-
tale di S,
' Fy=D,du* + 2 D'y du dv + D", dv®.

Per cid si osservi che i coseni di direzione X,, Y,, Z, della normale
alla S, sono

sen ¢ cos @ X; + sen o sen ® X, --- cos s sen @ X,
28%) X,= ecc. ,
( ’ Vsen® s + cos® ¢ sen® Q

e calcolando di qui
Fo=—Xdr, dX,,

dalle formole del vol. IT pag. 891 e dalle precedenti si trovér:‘z facilmente

RAB

v — du?) .
cos 5 senQ Vsen® s + cos? o sen® Q ( )

(29) F,—

D’altra parte se con Foindichiamo similmente la seconda forma fon-
damentale della quadrica rotonda Q, abbiamo
F, = iR @V +cosfad @),
cos s sen Q Vsen® s - cos® o sen® Q

ossia per le (27), (27%)

iR —— (A*du*+ B dvf) .
cos ¢ sen Q \/sen2 6 -+ cos® o sen®* Q

(29*) Fo =

Tanto nella (29) che nella (29* manca il termine in du dv e quindi
il sistema (u,v) & coniugato comune alla quadrica Q ed alla sua de-
formata S,. Se ne conclude 1’ importante teorema : Alle linee di curva-
tura (u,v) delle guattro superficie pseudosferiche (S, S;,S;,8s) corri-
sponde sulle deformate complementari S,,S, della quadrica Q il sistema
coniugato permanente,
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§ 98.

Congruenze W con falde applicabili su quadriche rotonde.

Dopo tutti questi preparativi arriviamo al punto fondamentale della
nostra ricerca: alla dimostrazione della esistenza di congruenze W colle
due falde focali applicabili sulla quadrica rotonda.

Per cid riprendiamo dal § 67* il risultato relativo al caso particolare
di una configurazione di Mobius composta di 8 superficie pseudosferiche
legate ciascuna a tre nel ciclo da tre trasformazioni di Bicklund
B, , Bs, , Bo,. Questo teorema si pud enunciare sotto la forma seguente:
Ogni quaderna (S,S,,S,,S;) di superficie pseudosferiche del teorema di
permutabilita é cangiata da una qualunque trasformazione di Bicklund B.,
che cangi S in un'altra S, in un’altra tale quaderna (8', S, 8, S%).

Applichiamo questo alla particolare quaderna (S,S,,S;,S;) del §
precedente relativa a due trasformazioni opposte B,,B_,.

Come le normali ad S, S; in punti corrispondenti si incontrano nel
punto M, che descrive la deformata S, della quadrica Q, cosi le normali
alle trasformate 8',S'; s’incontreranno in un punto M, che descrivera
un’altra deformata S', della stessa quadrica. Le due superficie S,, S,
hanno una posizione relativa nello spazio perfettamente determinata e
sono poste, pel modo stesso della loro generazione geometrica, in corri-
spondenza di punto a punto. Ora noi dimostreremo la proprietd fon-
damentale:

Le rette My M, congiungenti le coppie di punti corrispondenti M, , M,
delle dve superficie S,,S’y generano una congruenza W, di cui S,,S’y sono
le due falde focali. .

Siccome gia nella corrispondenza fra S,, S’y si corrispondono le asin-
totiche, perché le une e le altre corrispondono alle asintotiche delle
superficie, pseudosferiche, bastera mostrare che il segmento M, M’, tocca
S,in M, ed &, in M,; anzi bastera verificare la prima cosa, che 1'altra
ne segue allora permutando S,,S.

Indichiamo con accenti le quantitd relative alla nuova quaderna
(¢,9,,5,,8,) dedotta da (S,S,,S,,S;) colla trasformazione di Bi-
cklund B, ed applicando la formola generale del teorema di permuta-
bilita (vol. II, pag. 416) alle successive quaderne

(S,SI,S,,Sll) ' (S,Sg,S’, Ii) ] (Ss’sz’ ’3» '3 ’(SMSUS':HS’!)
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abbiamo le formole seguenti

s+t 6—1
o e,1__6—.(3OST‘t 91—6' t‘Jge,z__e_—_-(.‘JOS—Q—' gez—e,
T e
2 2
(80)
e+t 6—1T
06 “C 2 00, 80 _ T3 69
pER = R e S
2 2

, Se dalle due prime formiamo il valore di

ALY

deduciamo, con semplici trasformazioni trigonometriche, la formola se-
guente importante pel nostro scopo:

6, -6 0,—0
, .,  Senccost sen(ﬁ’— ‘—+—2)—— COS G 8€n T Sen ———
o0, 9

2
6, —6 i 6, -6,
2 OS5 cos—‘i——’—cosr cos(ﬂ’— ‘_2{_ 2)

(81) tg

Ricordiamo ora che per le (25%)

#,=x -+ Rsens cote‘_e"

XS ’
indi similmente

6, -0,
oy =2 - R senscot ‘2 2X'5.

Ma poiché si passa da S a S’ con una B, si ha (vol. II, pag. 391-392)

2 =ua -+ Recosc(cos&X; } senb'X,)
X’'; = costsen® X, — costcos X, — sentX,,

e le precedenti diventano quindi

e/ _ 4
(32) 2y — = R cost [cos 8" 4 sens sen & cot — 3 gg] X, 4+
7 ’ 6’1_6’2
-+ Rcost [sen® — sens cos® cot 5 X,

0,—6,

— R sens {cot 7 -+ sent cot L ’;i?] X;.
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D’altra parte pei coseni di direzione X,, Y,, Z, della normale alla S,

abbiamo le formole (28*), ove @ = . Se scriviamo

6, -6, 6,46,
2 ® 2
dopo c¢io la condizione

E X, (@o—z) =0,

la quale esprime che il segmento M, M’, tocca S,in M,, troviamo subito
che essa coincide colla formola (31), e la nostra proposizione & cosi di-
mostrata.

Si osservi poi che, fissata S,, esiste una doppia infinita di super-
ficie trasformate Sy, poiché ogni quaderna (S,S,,S,,S;) ha appunto
»? quaderne trasformate (S',S',,S;,S%). Cosi adunque per una nuova
via siamo giunti, nel caso delle deformate delle quadriche rotonde, a
dimostrare il teorema fondamentale A) enunciato al § 1. Ed ora altro
pil non ci resta che verificare come le trasformazioni cosi trovate coin-
cidono colle generali trasformazioni B, delle deformate delle quadriche.

§. 99.

Identita delle trasformazioni trovate colle B,.

Per dimostrare I’asserita coincidenza delle due specie di trasforma-
zioni noi dobbiamo provare che se la superficie S, si applica sulla qua-
drica Q, seco trascinando i segmenti tangenti M, M’;:

L.° Il luogo dei nuovi estremi M, sard una quadrica Q, confocale a Q.

2.2 La legge d’applicabilita fra S, e S, corrisponderd all’affinitd
d'Ivory fra Q e Q.

Secondo quanto si & osservato al § 97, quando la S, assume la forma
della quadrica Q, le coordinate di un suo punto sono date dalle formole

iC08a 7 CO0SG
(33) x0=Rmcova , Yo=R son O SenY 2, = RcotQ,
ove
10 — Acosd du -+ Bsen®d
(54) coS s COS 5

v = iA—SeIg du —1iB EO—SE dv.
oSG coSG
Poniamo le formole (32) sotto la forma

ox, ox,

(35) wo»—x0=R( W—{—g.gv—l-) ecc.,
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ove ora per variabili indipendenti sono prese €,v,, in luogo di u,v, e
calcoliamo i coefficienti A, p.
Se scriviamo dapprima

ox ox,
x) . A / — 7% ¢xo
(35%) ay — la + m o ecc.

e ricordiamo che si ha (vol. II, pag. 431)

%——R A __ sens 8_9
du  lsenQ 7' sen*Qow

oz, B senc 99
E [senQXZ_sen”Q £ ]

dal confronto colle (32), viene

( IA = costsenQ [cos & - seno sen® cot e—‘gg—*]
(36)

ZmB: cosrseng[sene' — senacos 6’ cote’g,ez} .

Confrontiamo_ queste formole colle (34) e (35) e poniamo per brevita

(37) ;p=e'_¢=e'_°_x_-2%0_z,9,=%-_e/_z

ne deduciamo per i valori cercati di A,

= LG (lA cos®+mBsen®) = COSC;:?—Q [cos$ +sens send cot Q']
b= oss (ZA sen® —mBcos®P) =i coscf):eq_S_! [—send-+senscoscotQ].
‘Per la (31) si ha
r_ €083 €08 — COS T oS

* Q=
(37%) cot 8enc cost send -— cosssent senQ’

onde i valori precedenti di ),y diventano

senc cos 2 send —sentsenQ cos¢
sens cost send — cosc sent sen Q

A= costsen®

(38)
__tcostsenQ senacosscosQcosp+cosasencsensen—sens cost

0583 senscostsen¢—cosssentsen
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Trasformate cosi le formole (32) nelle (35), coi valori superiori per
A, 1, esse si applicano in qualunque flessione di S,, e supponendo in
particolare che la S, diventi la quadrica (33), ne deduciamo calcolando
Loy to, 20t

cosacost [sentcos Qcosd -+ senssenQ send] —senrtcos®s

z,=iR cosv
0 Sen s costsen g — coss sent senQ it
+Rcosa cost[senscosQcos$+sentsenQsend] —sens cos’c senv
Senccostsend — cosssentsen Q !
(89) ly/,—iR cos 6 cost[sent cosR cosd -+ sen ssen Qsend]—senr cos® S conv
Yo=t senacostsensy — cosasentsenQ :
p C083c08T [senscosQcosd - sentsenQsend] —senccos’t cosD ]
$en 6 cosTsen ¢ — coso sent sen 2 !
C0S3 oS8P — oSG cos
Zy,=Rsent b .
senccostsend —cosssentsend
Paragonando da queste formole 2%+ con 273, si trova subito la
relazione
/2 72
Tt Yo
40 1=0,
(40) R?*(coss — cos®r) + R’sen T +

mentre I'equazione della quadrica fondamentale Q dalle (33) &

x5+ Yo

* Lo Yo
(40%) R*cos®o

+8 1o,
Come si vede, la (40) rappresenta una quadrica Q. confocale alla
fondamentale Q e di parametro

(41) k= R?cos®t.

La prima delle nostre asserzioni & cosi dimostrata.
Per dimostrare anche la’ seconda cominciamo dall’osservare che la
formola (28), applicata alla Sy, da per il suo ds®
sen’s + cos®’asen®®’ av?

2 _ . P2 %]
(42) =R .sen®’ a2® + sen*Q'|’

ove €, V' sono le quantita analoghe ad Q, V. Ora Daffinitd d’Ivory fra
le quadriche (40), (40*) trasporta il punto (o', #o) nel punto (& 7 %)
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della seconda, ove

’

_coss Fo — 0SS Vo ) E 2
S i 0 Yo= F=———"Yo %0 = .
\/ cos?o—cos’c \/ cos®s — cos’t sent

(48) %=

D’altra parte se con @,V indichiamo i valori di @,V in @, %, Zo,
avremo anche per le (33) '

(43%) iozchoEccos( zV_)’z_ozcho§c sen( iV ” %,=R cot &
sen @ €086 senQ C0S G
e sard
2 2
(42%) d5 = R [ben s+ costosen®Q aE 4 dV_] . <
sen'Q sen®Q

I1 confronto fra le due ultime equazioni (43), (43%) da

¢0S T OS¢ — oS 5 €08
sens cost send — coss sent senQ’

cot @ ==

onde, osservando la (37%),
' Q=—0Q,

B chiaro che con questo i due primi termini nelle espressioni (42),
(42%) di ds?, dsi vengono a coincidere. Ed ora altro piil non resta che
dimostrare la relazione

AV =dV.

Per questo basterebbe calcolare dalle due prime (43*), confrontate

colle (43), il valore di V, indi verificare che ne risulta

dV = A’sen® du — B'cos ¥’ dv .

Cosi siamo giunti ancora, per mezzo delle trasformazioni di Bicklund
delle superficie a curvatura costante, alle trasformazioni B, delle defor-
mate delle quadriche rotonde. In questa deduzione pero noi non ci siamo
preoccupati della distinzione fra il reale e I'immaginario. Volendo per
questa via separare la discussione delle varie specie di quadriche ro-
tonde, saremmo condotti ad uno studio pitt accurato delle quaderne
(8,8,,8;,8;) di superficie pseudosferiche, reali od immaginarie, asso-
ciate alle deformate reali delle quadriche rotonde. Questo studio trovasi
esposto nella memoria citata dell’autore !) e conduce in particolare ai

4) Societa dei XL, t. XIV,
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risultati gid osservati nel § 46 di questo volume per le regioni reali delle

. quadriche rotonde. Ma I'apparato analitico necessario a raggiungere per
questa via lo scopo indicato & ben lungi dall’offrire qualche maggiore
semplicitd in confronto di quello che & stato costruito nei Capitoli pre-
cedenti per le deformate delle quadriche generali.

§ 100.

Paraboloide tangente nel centro all’assoluto.

Le trasformazioni B, per le deformate delle quadriche rotonde si dedu-
cono, come 8i & visto, dalle trasformazioni di Bécklund delle superficie a
curvatura costante, dalle quali il teorema di Guichard le fa dipendere.

Ma vi ha un’altra classe di quadriche per le cui deformate il me-
desimo fatto si presenta. Le quadriche rotonde possono caratterizzarsi
come bifangenti all’assoluto e le altre, di cui ora vogliamo trattare, sono
le quadriche di Darboux (cf. § 71) tangenti in un solo punto al circolo
assoluto. Esse sono necessariamente immaginarie, ma ne esistono perd
varie classi che ammettono deformate reali (cf. vol. II §§ 303-311) e
queste appunto ci interessa qui di considerare.

Cominciamo dalle deformate di quella quadrica (paraboloide) a cui
conduce il metodo di Weingarten (vol. II § 291), applicato alle super-
ficie a curvatura costante.

Prendiamo una superficie pseudosferica S, il cui raggio R facciamo
per semplicita = 1, e riferiamola, come al § 373 delle lezioni, alle sue
linee di curvatura «,v. Avremo

ds’ = cos® 6 du® 4 sen® 6 dv*
ry=—1tgl, r,=cotH

‘

e varranno le formole fondamentali (1. c.):

o . 90X, aX2 %0 3%y
g%—cosﬂ.xl,-ﬁ s—Xz sen 6X3, Xl, S =sen0X,
) 2 X, 36 93X 20 X
X 1 2_ 3___
( 30 6 Xg, 31) a Xg, a é&Xl’*‘coseX;;, "%——— COSGX(;.

Poniamo ora
(45) A=Q2X,,p=X2X;, 0= QzX,

B=g @Y+ =30 fp ), 7
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sicché A, p., a sono le distanze algebriche dell’origine dalle tre facce del
triedro principale di S, col vertice in (z,y,2), e B & il semiquadrato
della distanza dell’origine dal vertice stesso. Secondo il metodo di Wein-
garten, formiamo le tre espressioni

(46) dr,=zdB+ X;da,dyy=ydB+ Ysda,dz,=2dB + Z;d~,
che sono tre differenziali esatti. Si hanno cosi le funzioni Zy s Yo, 2, de-

finite ciascuna a meno di una costante additiva; il punto (x, 7, 2,) de-
scrive una superficie S, d’elemento lineare

(46%) dst=do® +20adadB+20de.
Questo appartiene alla quadrica definita dalle formole

(7 etiy=3,c—iy=a+f, 2=

di equazione

(48) @iyt S =x—iy.

Essa &, come si vede, un paraboloide le cui generatrici sul piano
all’ infinito
z+iy+iz=0,x+iy—iz=0
8’ intersecano nel punto z=1, y=14, 2=0 del circolo assoluto, che
tocca dunque questo paraboloide nel centro.
Si osservi ora che le funzioni

Ap,a,f

di »,v, definite dalle (45), vengono a soddisfare, a causa delle (44), al
sistema lineare seguente :

u 8. da

g:; gep senf. a+cos6,a‘@ﬁ:—a—vk,é&——-sene.l,%%:cose.)\
49
“ e 0, %u_ 20 2o Y
o w3 h+cos 6. a+sen0,a =—c0s0. p,a——sen n,

coll’ integrale quadratico
2 4 pf o+ o — 2 8= cost.t,

e, per quanto precede, 1a costante del secondo membro deve prendersi nulla.
Le formole (46) possono ora scriversi

0.

o Ty (zcosh 4 ngen 6\,

(50) . (m senf—X,cos 0) u ,

3?)
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e derivate nuovamente danno le formole

'
P, 1910z, - 2230 23x,
W T Nudw pavae Tl
Rx, 1Az, A00 Swo

* ——————
(50%) udv Aowou pdvow

oz, _;Léﬂamo
W “Advow Tude oo TRk ec

Dalla media di queste risulta che D', =0, cioé il sistema (u,v) &
coniugato sopra S,. Poiché inoltre, sommando le estreme ed osservando
che identicamente 1)

"¢os b —asenfdx,

sen b +acos 99z
X,k Xpp= au+“—t_—°

B o’

segue che D,+ D', =0, vediamo che il sistema (u,v) & isotermo-co-
niugato sulla S,, come sulla superficie pseudosferica S, talche ai sistemi
coniugati di S corrispondono sistemi coniugati su S, .

Osserviamo di pitt che il detto sistema (u,®) & il sistema coniugato
permanente di S, nella sua applicabilita sul paraboloide (47). E invero
la seconda forma fondamentale di questa quadrica in coordinate a.,f &
proporzionale a '

\

da® + d3?

e, trasformata in coordinate w,», manca del termine in du dv, perché

\

dada , BB
3u80+3u80 .)

Ne risulta di nuovo, pel teorema di Darboux (§ 85), che-il detto si-

Y

stema permanente (u,?) & isotermo-coniugato.

1) Si osservi che dalle (45) si ha
r=AX;4+pX,+aX,.

?) La stessa cosa segue dall'osservare che «,8,a® - 2 sono tre soluzioni
dell’equazione di Laplace

udv houdu povov’ ,
20
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§ 101.

Le trasformazioni B, per le deformate S, del paraboloide (48).

Della superficie pseudosferica S prendiamo una trasformata di Bi-
cklund 8’ per la trasformazione B, (I § 373), e sia

ds”® = cos® 0 du® + sen® & dv* ;
indicando cogli accenti le quantitd relative, avremo le formole (I. ¢.):
(51) @’ =z 4 cos o (cos & X, 4 sen &' X,)

X1=AX,+BX,—cosasenb X,
(52) (X'2=CX1—{—DX2—!—cosccosﬁX3
(X’3= cos s sen 0 X; — cosscos O X, — sens X,
dove si €& posto
A = co0s0cosb — senc senbsen 6’
(53) B = cost sen% - sens sen 6 cos &
C =sen 0 cost - senc cosbsent

D ==senBsen® — senc cosbcost.

Calcoliamo ancora per la S le quantitd
)\', p’l, a” p’ 3

- analoghe alle A, ., o,B per S; troveremo subito dalle precedenti le
formole di sostituzione lineare

N=A)+Bp—cosssenba- cosscosb
p'=Ch+ Dp - cosscos a4 cosssenB
(54) o' = cos s sen ' A — cos 5 cos &' p. — sen o o

B’=cos<scos6’)\+coscsen0’g+p—}—%cosgc.

Ed ora come dalla S abbiamo dedotto la S,, cosi dalla 8’ deduciamo
una seconda deformata S, del paraboloide (48), definita dapprima, a
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meno di una traslazione nello spazio, dalle.formole corrispondenti alle (50)

3xlo 7 U ] Y4 am,
(55) _32;—(@ cos 6' 4- X';8en 0) ), %

0 —_ (xr sen 91__ 13 cos 61) P‘I;,

- che per le (51), (52) possiamo scrivere

aa"‘::" = (cos & 4 cos 5 X; — senasen & X;) N
(55%) -
’a? = (sen & = + cos 6 X, + sen q cos & Xy) p/

Supposta fissata la S, nello spazio, dimostreremo che: & possibile
fissare la S'; per modo che la congruenza generata dalle congiungenti MyM’,
@ punti corrispondenti abbia S,,S', per falde focali.

Basterd per cio provare che, disponendo delle costanti additive in
@y, Yo, o, sipossono determinare due tali funzioni !, m di », v da ren- -
dere (§3)

o,

+ 'R

x,

x0=fl’0+l

Possiamo determinare facilmente 7, m osservando che, siccome D', =0,
si avra di qui colle notazioni del § 3

%9-”—‘-’ ax"—l—MoawO-}—DoZXo
U

o d 2 ’
_S__Po axo‘I"Qo . + Dym X,

e per cio dalle (55%)

Dyl = Z‘{osx" [cos ¥ ¥ X,z + cos o XX, X, - senc sen )X°X3]
=V 3y ! / N AN
D'om= YLXa = =p'Isenb PXox + cos s XX, X;+senacos O ¥ X, Xyl

Ma si ha per le (50)

2X0m=0, 2X0X3=0,
indi per le (50%)

Exoa N =2 9K, X,, D"O—ZXOS =0 3% Xy,
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e sostituendo nelle precedenti, abbiamo i valori per I, m

! 1

Z——cosa;\,m=cosc§,

e cosi
‘o ! )\axo P.axo
(56) 2y = 2 + o8 0 ( ok aa,)

ossia per le (50)
(56%) @y=1m, 4+ cos o (2 cos 6 + X;sen b) X'+ cos o (z sen 8 — X;cos0) p’ ecc. '

Ed ora si derivino queste rapporto ad «,v, osservando le (44) e le
formole analoghe alle (46) soddisfatte da X,p.... sostituite 6 a0, e ri-
cordando inoltre che per le formole di trasformazione di Bicklund

B 0 96 C

coss’ ov +8u——coso’

+ 30
si verifica cosi senza dliﬁcolta che i valori di 'y, ¥, 7, fissati dalle (56)
soddisfano effettivamente le (55*). Ed osservando ancora che si ha iden-

ticamente
(x cos 6 + X;sen 6) X' + (x sen & — X; cos 0) p' =
= (@' cos & 4 X'y sen &) A 4 (' sen 6 — X5 cos &) p, 1) ece.,

vediamo che le (56) possono scriversi sotto la forma equivalente

%y =y — 08 6 (i: aax‘)—l— i 3;:‘)0)

Le nostre formole (56) collocano dunque effettivamente le due de-
formate S,, S, del paraboloide in tale posizione nello spazio che la
congruenza generata dalle congiungenti M, M/, i loro punti corrispon-
denti ha S,, S, per falde focali. Questa congruenza & inoltre una con-
gruenza W, perché i sistemi coniugati di S,, S, corrispondono a quelli
delle superficie pseudosferiche S, §’, e si corrispondono per cio fra loro.
Si osservi di piut che i sistemi coniugati permanenti di S,, S, corri-
spondono alle linee di curvatura (u,v) delle superficie pseudosferiche.
E evidente poi che, fissata Ia S,, esistono «* congruenze della specie de-
scritta ed aventi S, per prima falda focale.

1) Nel modo pit semplice si verificano queste formole osservando che se si mol-
tiplica ordinatamente per X, , Y,,Z, e si somma, indi similmente per X, , Y, ,Z,
poi per X;, Y3, Z;, tutte tre le volte risulta un’identit.
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§ 102.

Verifiche relative al sistema confocale.

Tutte le proprieta sopra descritte coincidono con quelle che abbiamo
dimostrato aver luogo per le trasformazioni generali B, delle deformate
delle quadriche, ed in effettoc andiamo ora a constatare che le trasforma-
zioni trovate per le deformate del paraboloide (48) appartengono appunto
alla classe delle trasformazioni B,. Per questo converri dimostrare che
hanno luogo le proprietd stesse gia enumerate al principio del § 99.

Cominciamo per c¢id dallo scrivere le formole (56) in coordinate «,8,
invariabili per le flessioni; siccome per le (49)

dw,  9xyda Sxoa_ﬁ ( 2.9@, %)
o au apan hpen? a«"‘,"°s9 %

0z, 9z, o 8%33 ( 9%, 3.7;0'
W c°se +s )

le (56) diventano ‘
&=, -} cos s (senO.)\’-—cosﬂp, —[—coso (cos 6N - sen O ) 383
ossia per le (54)

(67) w’o=x0+cosc[—bencsen6’)\+senccos@’p,—cosca]aa%'-}—

-+ cos s[cos 6" A -+ sen® p. 4 cos o] %%) ecc. 4
Ora, quando la S, affetta la forma del paraboloide (47), abbiamo
@ +iyo=p, m—iygp=a"+F, s,=2,
e le (57) danno corrispondentemente 1)
Z+iy =P+ cosc(cos b A sen 6 p - cos o)
o —iy =o®+B+2c0s6. o[- senssent A+ senccosb'p —coss.al+
+ 2cos . B[cos 6 A -+ sen &' p 4 cos o]

% = a sen® ¢ 4 sen o cos 6 [— sen O\ - cos 6 ]

(58)

Se formiamo di qui l’espressione

) @i+

_( _iyl)!

1) Qui, per semplicity di serittura, abbiamo soppresso 1'indice 0 a ', ¥, 2",
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ricordando I’ identita

B pt=28—d,
troviamo

2
(@ +iy) + 'S"g{é—c' — (# —iy) = cos*s+2[Bcos®s + 2 cos’s (cos 60 +sen Olp,)

= 2¢0sc (¢ +4y') — cos's .

Dunque: quando la S, si applica sul paraboloide (48), seco trascinando
i segmenti focali MMy, il luogo dei secondi estremi My diventa la quadrica
. ’

(x’ + iy')z—l- s?zn’_o — 2co08’s (2 +iy) — (@ —iy) + cos*c=0.

Ora questa & precisamente una quadrica confocale al paraboloide (48),
poiché per I'equazione di Q' in coordinate tangenziali (cartesiane) u,v,w
troviamo .

34’ +-Hv*+2iuv + 8u - 8iv—4 sen’o (W +1*+uw’) =0,

che & 'equazione di una schiera di quadriche di cui fa parte, come qua-
drica singolare, 1’assoluto

W+t uwr=0.
Il parametro % del sistema ha il valore k= 4sen’s, e per o =g si

ha il paraboloide fondamentale (48).

Py

Cosi la prima proprieta (§ 99) & verificata; passiamo alla seconda.
- Quando la seconda superficie S', si applica sul paraboloide, il punto
2,90, %, va nel punto di coordinate curvilinee (o', ), od anche, se si
vuole, (—o' ,{). Diciamo Z,7,Z i valori delle coordinate cartesiane in
questo punto; avremo per le (47)

:Z-}—zg:p' ] E_ig:o',z"l_ﬁz ’ i:—a',
‘ossia per le (54) (e ricordando che A+ p.=28—:3)

Z+-ig=coss(cos8' . A+sent.p)+ B+ % cos’s

T-—iy=cos®s(2p—o®)+f*+o"sen’s + i cos*o—2asenscoss (senth—cos )+

23085 (cos '\ +senb'p) + cos®s (cos 6'n -+ sen Bp.) 4-feos®s

#=coso(—sen®h+cosbyp)+-osens,
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Paragonando queste colle (58), si trova subito

T+ ig=a+iy — —;— cos’s

(59) : E—z‘gj:z’—iy’—i—cos’c(m’—l—iy’)-—% cos's
_ 7
= .
sens

Queste formole definiscono un’omografia, che cangia la quadrica Q
Q @+ig) + 2 — @—iy) =0

nella quadrica confocale Q; essa rappresenta precisamente Uaffinita d’ Ivory
fra le due quadriche. E invero si scrivano le (59) risolute

¥+ =T+ig+ %cos’c
(59%) W I .
& —iy =Z—if —cos’s (E+ ) + 7 cos's

¢ =17Zsens.

Se, tenendo fisse Z,%,%, si fa variare ¢ il punto (z',y,?)) descrive
infatti una traiettoria ortogonale del sistema confocale (Q), poiché calco-
lando dalle (59)

de’  dy dY

ds’ ds ’ ds’
si trovano subito proporzionali ai coseni di direzione della normale alla
quadrica Q.

Concludiamo che le trasformazioni date dalle formole (56) per le de-
formate S, del paraboloide (48) non sono altro appunto che le trasfor-
mazioni B, della teoria generale.

§ 103.

Quadrica Q osculante I’assoluto e famiglie pseudosferiche di Lamé.

Passiamo ora alle quadriche a cenfro tangenti all’assoluto e trattiamo
in primo luogo di quella singolare quadrica Q osculante 1'assoluto, che
gia incontrammo alla fine del vol. II. Le sue deformate reali si otten-
gono dalle famiglie (S) di Lamé costituite di superficie S a curvatura
costante, ma variabile dall’una all’altra superficie della famiglia, colla
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notevole costruzione seguente (1. c. pag. 568): nei punti di una di queste
superficie S si considerino i piani osculatori delle traiettorie ortoganali della
famiglia (S); la superficie S, inviluppo di questi piani ha un elemento li-
neare che dipende solo dalla curvatura XK di S ed appartiene alla quadrica
Q osculante Uassoluto di equaxione

P2 -yt =

==

Se la famiglia di Lamé & costituita di superficie colla medesima cur-

vatura costante (sistemi di Weingarten), vale ancora il risultato. prece-

dente, ma la superficie S, diventa allora una complementare della su-

' perficie a curvatura costante ed & applicabile sopra una quadrica Q che

iperoscula 1’assoluto (ha un contatto quadripunto coll’assoluto) (V. piu
avanti). ‘

Per avere trasformazioni reali B, di queste superficie S, conviene
-partire anche qui da superficie psendosferiche 8.

Sia dunque S una tale superficie pseudosferica (di raggio=1), per la
quale valgono le formole (44) § 100. Nel sistema triplo ortogonale pseudo-
sferico, di cui S fa parte, consideriamo la distanza normale infinitesima
¢p fra la S e la superficie successiva nel sistema. La ¢, come funzione
di % ,v, soddisfa ad un sistema simultaneo di equazioni del 2.° ordine,
il sistema segnato (») a pag. 566 del vol. IL. Introducendo le due nuove
funzioni

: 9 1 3
au * " senb v’

questo sistema si scrive sotto la forma lineare

L o O _ 00, 3
S = 5y T 088 L g—esend , Zm=—=0, o

% _
Et b a—v_u—gz;)&senﬁ. ¢+eccosh | $~sen6.,u,

1
l_co'se

=cos86.A
(60)

dove ¢ & una costante, che & nulla soltanto per i sistemi di Weingarten,
mentre nel caso generale, che vogliamo ora considerare, alterando A,
di un fattor costante, si pud dare a ¢ un valore fisso qualunque e noi
prenderemo senz’altro

c=1.

I piani osculatori delle traiettorie ortogonali della famiglia (S) nei
punti di S non sono altro che i piani normali alle linee di livello ¢ =cost.t
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di S. I coseni di direzione della tangente a queste linee sono
pXi—0X o _pVimdY, , _ pZ—)Z

Vi " Yy T Ve

e questi sono altresi i coseni di direzione della normale alla superficie S,.

Indicando con- z,, ¥, , % le coordinate del punto M, di S,, corrispondente
al punto M=(x,y,2) di S, si trova subito

(61) X0=

(62) a‘co=x——-i 0 Xi+pX, +Xq) ece.,
onde‘ derivando abbiamo

( oz L {()\XrlfP«Xz) cosO .\ -+ (ysenf + cose)kX;;}

ou  ¢f
(63) 3 i v
$=F (X, +p.Xo) sen6 . p. + (—eosd+sen®)pX, | .

Si osservi che, in forza delle (60),

3 . v} :
a—v(/‘sene)———@(p.cose),

e si introduca una quarta funzione w, determinata a meno di una co-
stante additiva, dalle formole

w uw
£ o — —
(60%) au—sene.k By = cosf.p .

Si véde allora. che l’éspressione
W pf— ¢ 20
¢ una costante onde, scegliendo la costante additiva in u), possiamo fare
(64) 2 pt=¢ — 2w,
Ora, scrivendo le (63) sotto la forma

q)lg Xy +pXe) @ + (pdw+ d9) Xof ecc.,

ne deduciamo subito per 1'elemento lineare di S,

_ W 1—20) @ 4 2¢dhdew - §*du’

dr, =

dsg

q)d .
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Questo appartiene alla quadrica definita dalle formole

_ 2 | g2

¢ ¢ ¢

essa & la quadrica Q di equazione
T—y+@)f+y’+4+1=0

ed osculante 1'assoluto, come sopra si & detto.

Le formole precedenti sono relative al caso dei sistemi pseudosferici
a curvatura variabile; per quelli di Weingarten invece bisogna fare nelle
(60) ¢c=0, e allora si ha

N4pi=¢*4C (Ccost.t).
Per I'elemento lineare ds, il medesimo calcolo da
(¢*+ C) dy* + ¢* dw?
— q)4
e questo appartiene alle complementari delle pseudosferiche (vol. I,
pag. 294), come & evidénte a priori perché allora le linee ¢ =-cost.te

sulla S sono circoli geodetici paralleli e precisamente col centro reale a
distanza finita, all’infinito (oricicli), ovvero a centro ideale secondo che

C<0, C=0, C>0.

(65) -dsy

Ma TI'elemento lineare (65) si pud anche riguardare come appartenenlte
alla quadrica
w 1 . C w4l
==, Yy—i2=—=, Yy-+r=—— .
g YTETy YRR T
questa ha 1'equazione
@4y —Cly—idf +1=0

ed iperoscula 1’assoluto per C+0. Se C=0 essa diviene la sfera imma-
ginaria. P

§ 104.
Trasformazioni B, relative.
Della famiglia pseudosferica (S) consideriamo un’altra famiglia (S')

trasformata di Backlund della primitiva per mezzo di una B, (vol. II,
§ 434). In particolare le due superficie pseudosferiche S, S’ saranno. le-
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gate fra loro dalle formole (51), (52), (53) del § 101. Sia {’ la distanza
normale infinitesima della S' dalla successiva, e pongasi
V= 1 9 y__ 1 3y

“eosT ¥ T sent B
sieché A',p’, ¢ sono per la 8’ le quantiti analoghe alle ) s, ¢ del §
precedente per la S. Se si prendono ora le formole effettive della trasfor-
mazione di Bicklund pei sistemi pseudosferici (I.c.), si trova facilmente
che ¥,/ , ¢ dipendono linearmente da ) ,p., ¢ colle formole seguenti:

N=A\+Bp -+ cosccosf.) —cosasenb
(66) W' =C\-+4Dp - cosassenf.9 -4 cosscosd
/= c086 cosb'A 4 cososen®p. + ¢.

E del resto facilmente si verifica che questi valori di A',p’, ¢ sod-
disfano alle equazioni (60), ove si cangi 8 in & e si prenda la costante
¢ =—sens.

Cid posto, consideriamo insieme alla superficie S, I'altra Sy, inviluppo
dei piani normali alle linee di livello ¢'=cost.t* sopra §'; per essa
avremo le formole analoghe alle (62), che, a causa del valore attuale

della costante ¢ =—seno, si scriveranno
. , N / seno
(67) xo=x_'¥,x3_§(;7xg+—q7~x’3.

Ed ora andiamo anche qui a verificare che: le due superficie S,, S,
sono le due falde focali della congruenza rettilinea My M'y. Per cid bastera
evidentemente dimostrare che si ha

2 Xo(@o—z9) =0,

che cioé il raggio M,M’, tocca S, in M,, ché allora per la medesima
ragione tocchera S’y in M’y. Osservando le (61), (62), (67) e le (51) § 101,
la relazione da dimostrarsi diventa

2 (ELX;—)\Xg)gCOSG cos0'X,+cosasent X, - %X,—!—% X2+%X3 —

’ ’
*)%X’l—&X'2+wX'al?0,

¢ ¢ ¢

e facilmente si vede, tenendo conto delle formole precedenti, che essa
si riduce ad una identita.
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Con un calcolo simile a quello eseguito al § 102 si dimostrerebbe
poi: 1.° che applicando la prima falda focale S, della congruenza M, M/
sulla quadrica Q il luogo dei secondi termini diventa una quadrica omo-
focale a Q, 2.° che la legge d’applicabilitd fra S, o 8 ¢ data dall’af-
finita d'Ivory fra le quadriche omofocali Q,Q’.

Possiamo dunque enunciare il risultato seguente: Se si considerano
due famiglie di Lamé di superficie a curvatura costante, trasformate Uuna
dell’ altra per trasformazione di Bicklund, e per due superficie corrispon-
denti S, 8" si costruiscono le rispettive superficie S, , S, inviluppi dei piani
osculatori delle traicttorie ortogonali delle famiglie nei punti di S,%,
queste due superficie S,, S’y sono applicabili sulla quadrica @ osculante
Vassoluto e trasformate Uuna dell’altra per trasformazione B, .

La proprietd vale anche naturalmente nel caso particolare dei si-
stemi di Weingarten ed assume in questo caso la forma seguente :

Siano S, 8" due superficie pseudosferiche in trasformazione di Bicklund
e si consideri quella speciale applicabilita dell’ una sull’ altra data dal-
Vaffinita & Ivory (v. § 51 e vol. 11 pag. 410): se si prendono due fasci di
geodetiche corrispondenti sopra S ,S’, e rispetto a questi si costruiscono le
superficie complementari S,, Sy, queste ultime formano le due falde focali di
una congruenza W e derivano Uuna dall’altra per una trasformazione B, .

§ 105.

Caso delle quadriche tangeuti‘all’ assoluto.

Veniamo in fine a trattare del caso delle deformate delle quadriche
a centro di Darboux semplicemente tangenti all’assoluto. .

Secondo i risultati esposti nel cap. XX delle lezioni, esse si otten-
gono nel modo seguente. Si prenda al solito una superficie pseudosfe-
rica S e, indicando con ¢ una costante arbitraria ma 1, si consideri
il sistema lineare completo nelle quattro funzioni A, v, d,w

—n 3
3e =5, T (1—mcosb.y—ysenB.w, & =—1,

%=cos6.)\,a—lg=sen6.)\

©8) o 20, " u

oA __ oY op . oY _

a,v""eup'savi a“)“!'(l Y)sen 8.9+ cosB.w,
%

ow

~=send.p, — =—cosh.
3, = senf.p, cosB.p

v
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coll’ integrale quadratico

(69) N w4 — 1) ¢ =C (costt) .

La superficie S, inviluppo dei piani normali alle linee ¢ = cost.t & data
da

(70) xo-—x‘}" AX F 1 X) +7wXs)

1)<P

essa ha un elemento lineare dipendente soltanto dal segno della co-
stante C nella (69) ed & applicabile sopra una quadrica fissa di Darboux
tangente all’assoluto (cf. vol. II § 308).

Ora prendasi una superficie pseudosferica 8" trasformata di Bicklund
della S per una B, e si consideri per essa il sistema lineare nelle funzioni

Ny, ¥, W,
ottenuto dal sistema (68) cangiandovi soltanto 6 in 6. Si dimostra fa-
cilmente che si passa da una quaderna (h,p,¢,w) di soluzioni del

primo sistema ad una quaderna di soluzioni pel secondo mediante le
formole di sostituzione lineare

=AM+ Bp -+ (1—17)cosccosh.y—ycosssenb.w
W=CA+Dp-+(1—+)cosasent.p - ycosccosb.w
¢ '=cosccos A+t cososenty 4 ¢
w=-coscsen A —cosscost p. —senscw.

(71)

Ed ora, come dalla S abbiamo dedotto la S, mediante le formole (70),
cost dalla §' deduciamo la corrispondente S’y mediante le analoghe

w’—w-l- N X ' X+ yw X).

l) ¢
Verifichiamo facilmente che S, , S'y sono le due falde focali della con-
gruenza M, M, che ne unisce i punti corrispondenti.
Basta per cid, a causa della relazione simmetrica fra S, e S, ve-
rificare per es. che si ha

. Exo(xlo““w,o)=0,
08s1a

DX, — 2 Xy) (@ — @) = 0.

Introducendo in questa i valori effettivi di =,,«,, e tenendo conto
delle relazioni precedenti, si trova invero che questa condizione & iden-
ticamente soddisfatta.
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Cosi si ottengono, anche per le deformate S, della quadrica Q tan-
gente all’assoluto, delle trasformazioni per congruenze W, che si po-
trebbe dimostrare col solito procedimento (cf. § 102) appartenere alle
trasformazioni generali B, delle deformate delle quadriche.

Terminiamo il presente volume, tutto dedicato allo studio delle con-
gruenze W colle due falde focali applicabili sulla medesima quadrica,
coll’accennare che esistono ancora congruenze W colle due falde focali
applicabili sopra quadriche di diversa specie. L’esempio piut semplice
di tali congruenze & fornito dalle congruenze delle tangenti ad un fascio
di geodetiche di una superficie a curvatura costante S. Qui la prima
falda & la superficie S stessa applicabile sulla sfera, e la sua comple-
‘mentare S; & invece applicabile sulla quadrica Q, considerata alla fine
del § 103, iperosculante 1’assoluto. Similmente si dimostra senza dif-
ficoltd 1’esistenza di congruenze W, la cui prima falda & applicabile
sopra una qualunque quadrica rotonda, mentre la seconda falda & de-
formata di una quadrica di Darboux tangente all’assoluto ). Ma noi ci
contenteremo qui di aver accennato ad un nuovo campo di ricerche che
‘resta ancora da esplorare.

Y) Cf. la mia memoria. Sulla deformazione delle quadriche [Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo t. XXII 1906].




NotaA I

Sulle' trasformazioni B, della seconda classe

————————

Le trasformazioni B, per le deformate delle quadriche rigate sono
state distinte in due classi, corrispondenti rispettivamente ai due si-
stemi di generatrici della quadrica fondamentale [cf. particolarmente
pag. 81, 88 e 103]. Da quanto abbiamo detto nei luoghi ora citati ri-
sultano in sostanza due diversi sistemi di formole per definire le tra-

sformazioni B, di ciascuna classe. Nel testo abbiamo fatto uso di uno -

dei due sistemi di formole; qui vogliamo scrivere anche il secondo per
paragonare i due sistemi fra loro e riconoscere come si portano a coin-
cidere. Ci limiteremo al caso delle deformate del paraboloide iperbolico,
per l'altro caso delle deformate dell’ iperboloide ad una falda valendo
considerazioni analoghe.
Riferendoci alle trasformazioni della seconda classe, ricordiamo che
esse furono definite (pag. 81) mediante le equazioni differenziali

A Vregy

u - kH 2k\/H

_Vmy

37) H 2k\/H

(DU 4+ D'V)
(4)

U +D"V),

dove le funzioni U,V , W sono date dalle (18) pag. 13, coi segni su-
periori :

U=2(Vag —Va2) ot~ 2 (Vog— Vod) hu— & (Vo' + Vog) ¥+
+ 5 (Vi — Vad)
®){ V=2 (Ve + Vpd) 1ot =2 (Vaz+ VD) ho — & (Var — Vo)1 +
+ 2 (VaF + Vid)
W=2>»[Vz?&—\/q?(u+v)x+\/p—q"(u—v)x :

v —r
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Se si prende per ) una funzione di #,v che soddisfi le equazioni’
fondamentali (A), la corrispondente superficie trasformata S, & data dalle

formole

Udx  V ox
©) n=2+wantwan &

La seconda maniera di determinare le medesime trasformazioni B,
consiste (cf. § 30 in fine) nel prendere nelle formole (I) pag. 81 e=+1,
come per le trasformazioni B, della prima classe, assumendo invece
nelle (18) pag. 13 per U,V , W i segni inferiori. Per paragonare i due
sistemi di formole e mostrarne ’equivalenza, scriviamo nelle formole
corrispondenti alla seconda maniera &, U, Vi, W, al posto di 4, U, V, W;
cosi avremo le equazioni differenziali

a)‘l \/pq

" du IaHV‘+2k\/H (DU, + D'V))

1 .

: n \/zoq
87) +2k\/HDU1+DVI)’

.e per U,,V,, W, le espressioni

Ui=2(Va+ VD) o - 2 (Vg +VED) hu— & (Vai—Vpd) i+
- % (Ve +Vd)

®) { Vi=2(Vap—Vpa) 1t~ 2 (Vaa—VFT) v~ o (Ve +Vid) ¥ +

+ L (Vv —Vid)

Wo=2X |Vog—Var w+0) 2 —Vod (— ) M|,

mentre le formole (C) diventano

U] ox V1 ox
(C) =2+ tWan"

Si riconosce in qual modo si riconduce il sistema delle formole
(A),(B), (C) all'altro delle (A), (B,), (C)), esaminando le formole d’ap-
plicabilitd (45) pag. 82 ; queste ci danno 2, in funzione di u, v, colla
formola

) o ALEB

Cr 4D’
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dove A ,B,C,D hanno i valori seguenti:

A=Vpd (w—v)—Var' (w+v), B=Vpq
C=—Vpg(duv+H , D=Vp¢ (—2)+Vop (u-+2).

Ed ora, verificando direttamente che, mediante la (1), le (A,), (By), (Cy)
si traducono nelle (A), (B), (C), veniamo a riconoscere l'equivalenza dei
due sistemi di formole.

Per cid si osservi in primo luogo che dalle (2) segue I’ identitd

@)

(3) AD—BC=F%kH.
Inoltre, osservando la (1), si trova

EH .. kH EH
W U="Gor " " =" T o
onde segue .che le (C,) vengono ad identificarsi colle (C).
Resta a verificare che, soddisfacendo i alle (A), la funzione }, defi-
nita dalla (1) verra a soddisfare le (A,). Ma dalle (1), (2) e dalla iden-

tita (3) si trae

(&, kKH & AN+B[ - — v (Ved—Var)
a_u_ (C)\+D)2 %+(C)+D)2 [4quvk~(VQP +\/p4)]+ C)\+D

d  FH A, AMEB[ o~ . — = (Vpd+Vap)r
(CA D) é;"r (CZ+D) {‘%qu u /~+(\/M—\/QP>]— —C)‘—-%_D—— .

Basta ora sostituire questi valori nelle (A,), avendo riguardo alle (A)
ed alle identitd (4), e si vede che le (A,) riescono identicamente sod-
disfatte, cid che da la verifica richiesta.

21




Nota II

Sopra un caso limite delle trasformazioni B, per le deformate
delle quadriche

————

§ 1.

Considerazioni generali.

. Nella teoria delle trasformazioni B, per le superficie applicabili sopra
una quadrica, esposta in questo libro, si & sempre supposta la quadrica
fondamentale Q non degenere. Mi propongo di dimostrare nella presente
nota che tutte le proprietd essenziali di queste trasformazioni si con-
servano ancora nel caso limite in cui la quadrica Q diventa una delle
"quadriche singolari nella schiera confocale, degenerando, come‘inviluppo,
in una delle coniche focali;, le cui tangenti vengono a rappresentare i
~ due sistemi (coincidenti) di generatrici.

Il teorema fondamentale B § 4 (pag. 10) continua invero a sussistere,
convenientemente interpretato, in questo caso limite e da luogo a tra-
sformazioni di quella classe di curve che si ottengono dalle coniche ordi-
narie, rignardando queste come curve flessibili ed inestendibili, e torcendo
comunque la curva senza alterarne la flessione in ciascun punto. Indiche-
remo pei‘ brevita le curve cosi ottenute col nome di coniche distorte,
riguardandole come deformate delle coniche, od applicabili sopra queste.
I1 piu semplice esempio di curve di questa classe si ha nelle deformate
del circolo, cioé nelle curve a flessione costante (circoli storti secondo
Cesaro). ,

Supposto adunque che nel citato teorema B (pag. 10) la quadrica Q
si riduca alla sviluppabile delle tangenti alla conica focale C, vediamo
in primo luogo cosa debba intendersi per una rigata R applicabile sopra Q
in guisa che le gemeratrici si corrispondano. La R sard essa stessa una
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sviluppabile ed il suo spigolo di regresso I' sard una conica distorta de-
formata di C, nel senso sopra stabilito 1).

Nel rotolamento di Q sopra R, la conica C rotola sulla sua deformata
I' in guisa che il piano di C si porta_successivamente a coincidere coi
piani osculatori di I'. Consideriamo ora una quadrica Q del sistema con-
focale (avente dunque C per conica focale) e sia. C' la conica, confocale
a C, sezione principale di Q nel piano di C.

Questa conica C, trascinata nel rotolamento, descrive una superficie
modanata, che indicheremo con ¥, inviluppata lungo le coniche C' dalle
varie posizioni della quadrica Q. Le generatrici (dell’'uno o dell’altro
sistema) di Q  descrivono una congruenza, per la quale le sviluppabili
di un sistema hanno gli spigoli di regresso I sulla superficie modanata
L, e sono quelle curve che seguono, in ogni loro punto, la direzione di
quella generatrice di Q' che vi passa. Se il teorema B rimane vero anche
al limite, come si & asserito, queste sviluppabili cogli spigoli di regresso
I" saranno distendibili sopra Q, le generatrici trasformandosi nelle tan-
genti della conica C; queste curve I” saranno dunque coniche distorte
deformate della fondamentale C, come T. . '

Avremo dunque il seguente teorema: Se la quadrica @ viene trasci-
nata da una sua conica focale C nel rotolamento di questa curva sopra
una sua deformata T, le refte (dell'uno o dell’altro sistema) di ¢ gene-
rano una congruenza, le cui sviluppabili di un sistema hanno per spigoli
di regresso altrettante nuove coniche distorte I deformate della medesima C.

Dimostreremo appunto in questa nota il teorema ora enunciato, col
quale le trasformazioni B, delle deformate delle quadriche si cangiano,
come si era detto, in questo caso limite, in trasformazioni delle coniche
distorte.

Le formole date nel libro pel caso di una quadrica non degenere
male si presterebbero al nostro scopo attuale, e converrebbe anzitutto
cangiare tutte queste formole da coordinate di punti in coordinate di
piani. Ma, poiche ’attuale questione appartiene alla teoria delle curve ed
¢ di natura piu elementare, gioverad meglio procedere per via diretta, nel
modo che andiamo ora a descrivere in generale.

Consideriamo una deformata qualunque I' della conica fondamentale

1) In generale se una sviluppabile si deforma, conservando rettilinee le ge-
neratrici, il suo spigolo di regresso serba in ogni punto invariata la flessione,
cangiando la torsione.
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C, e riteniamo per questa curva I' le solite notazioni del Cap. I delle
Lezioni, indicando con « un parametro che fissa la posizione di un punto
mobile su I'. Similmente sulla conica confocale C’ prendiamo un secondo
parametro v per individuare la posizione di un punto mobile su C'.
Quando Ia conica C, rotolando sopra I', viene con essa a contatto in un
punto P==(z,y, 2), corrispondente al valore « del parametro, le coor-
dinate «’,%",2” di un punto qualunque P’ di C’, corrispondente al valore »
del parametro, saranno funzioni di #,» della forma

¥ =+ la+ mé
(1) zy’=y+lﬁ3+mn
¥ =zx41ly+m{.

Qui !, m indicano due funzioni di #,v, che restano sempre le stesse
comunque si deformi la curva I'(cf. § 3 pag. 7), e per calcolarne i valori
basterd assumere I' nella forma stessa della conica C.

E chiaro che, se in queste formole (1) lasciamo u,v variabili indi-
pendenti, esse c¢i daranno la superficie modanata ¥ generata dalla co-
nica confocale C’, quando C rotola sopra I'.

Per una posizione qualunque di C’, consideriamo la quadrica Q' che
tocca X lungo C’, e indichiamo con X,Y,Z i coseni di direzione della
generatrice considerata di Q', uscente dal punto («,v). Seriviamo X,Y,Z
sotto la forma .
X == La -} M¢ - P2
(@) Y=L§+ My + P

Z=Ly+M{ +Pv,
dove L, M, P sono tre funzioni di #«,v, la cui forma & indipendente
dalla forma di I

Le formole (1), (2) insieme definiscono la congruenza generata dalle
rette di Q nel rotolamento di C sopra I'. Noi dobbiamo cercare quelle
sviluppabili della congruenza che hanno gli spigoli di regresso 1" sulla
superficie modanata E, luogo della conica C', e dimostrare poi che le curve
I sono altrettante coniche distorte deformate della conica C.

§ 2.
Caso di una parabola.

Applichiamo dapprima il metodo generale ora descritto al caso che la
conica fondamentale C sia una parabola. Supponiamo questa parabola
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nel piano.coordinato zz e scriviamone l'equazione sotto forma normale
(3) @’ = 2pz (p=>0).

L’equazione di un qualunque paraboloide iperbolico Q, avente C per
parabola focale, sara

z v
(4) m—'——lz-—-22—k,

il parametro % giacendo nell’intervallo (0, p):

0<k<p.

Assumiamo a parametro « di un punto mobile sulla parabola C quello

definito dalle formole
2

(5) x=\/i.u,y=0,x=—g—.

La parabola confocale C', sezione principale del paraboloide Q' nel
piano zz, avra P’equazione

z'?
(3I —7=223’-—'k
) b
con
p=p—rk.

Il parametro v di un punto mobile su C' sard quello definito dalle
formole analoghe alle (5)

— 2
(5" w’=\/p’.v,y'=0,x’=vgk:

E qui notiamo che i punti delle due parabole confocali C, C, corri-
spondenti ad un medesimo valore del parametro (u»=v), si corrispondono
altresi nell’affinita d Ivory, secondo le formole

x’=\/1_'ll.x , z’=z—}—k.
P 2

Per I'elemento d’arco ds della parabola C abbiamo

(6) ds=Rdu,
avendo posto
t6*) , R=Vu+p,
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e per il raggio p di prima curvatura si trova

R3

\72

Consideriamo ora una qualunque deformata I' della parabola, che
risulterd intrinsecamente definita quando alla espressione (7) del suo

raggio di curvatura si aggiunga quella del suo raggio T di seconda cur-
vatura

(7 . P

T= <p-(u).

La forma della funzione (arbitraria) ¢ («) fissa la parabola distorta I'
che si considera.

Secondo le osservazioni generali al § 1, cerchiamo ora le espressioni
delle 7, m nelle formole (1), in funzione di u,v. Quando la curva 1' as-
sume la forma stessa della parabola C, i valori di z,y,2; 2",y ,7
sono quelli dati dalle (5), (5), e pei coseni di direzione del triedro prin-
cipale della curva si ha

_Vr . — _u
«=Yl,p=0,1=¢
® u vz
e:-—-—-— s 'f] .—_:0 s C: R

Ora dalle (1) si ha _
I =@—2)e+ G-y + @ —2)7
m=(@—2) ¢+ -y 14 -2,

e quindi per 7, m.le espressioni effettive seguenti:

Vo eVF —uVD) +5 (0 —u + )

I = R

©) = |
%I—’ (u2+v2+k)—\/§' .U
R

m ==

Per calcolare le espressioni di L, M, P nelle (2) cominciamo dall’os-
servare che le equazioni dei due sistemi di generatrici sul paraboloide
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Q' sono B B

i segni superiori valendo per un sistema, gli inferiori per 1’altro. Si passa

dall’uno all’altro caso mutando il segno di V%, e percid noi scriveremo
le formole seguenti soltanto per i segni superiori. C

Quando la curva I coincide con C, i coseni di direzione X,Y,Z sono
per le (10)

Ve Vi
£ —_— e
(10 ) R' ’ Y R’ ) Z

e

dove, conformemente alla (6%), si & posto
(11) R=Vi+p.

Dopo cid si hanno subito le espressioni di L, M, P dalle formole

gL:Xm.;}:Y&f[-)ZX = Yop Yy

‘ é
M= xp+\n\t Boo= MY, o3
P =Xy 4+ Y{ -+ Zv, Sy
osservando le (8) e (10%), e si ha cosi:

Vir tw o oVp—uVy ,_ VE
@ =" M="m - TTTF

Ottenute cosi le espressioni (9) di 7, m e le (12) per L, M, P, os-
serviamo che sussistono le formole:

a4 Rm
g -—a%——-P +R=0
(13)

om . Rl
('s—u_"{"_p' —Oa

queste si constatano subito col calcolo diretto, ma risultano anche «
priori osservando che, quando I' coincide con C, le funzioni

z4latmé, y4I8+my, e lytme

sono indipendenti da u,
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Abbiamo inoltre le altre

& _wri, " _wu.

(14) ) -

Cid premesso, facciamo percorrere, nelle formole (1)
¥=z+la+mé ecc,,

al punto (z,y,#) la deformata I' della parabola C, ponendo qui per
I,m i valori (9). Le (1) ci daranno cosi la superficie modanata ¥ de-
scritta dalla parabola confocale (', che accompagna la parabola C nel
suo rotolamento su I'.

Derivando ora le (1) rapporto ad «, v, ricordando le formole di Frenet,
ed osservando le (6),(13),(14), troviamo

ox Rm . od ,

(15) 5;—~—T—)\,—3;—R(La+M&),
colle analoghe per ¥, 7. Per I'elemento lineare ds’ della superficie mo-
danata ¥ abbiamo quindi

R*m?

ds* = =~ du® + B (L + M*) do
Ma poiche
P M=1—"P,
si ha
R*(L* 4+ M) =R*—5k,
e quindi
(16) ds® = RT’:‘ -+ (R — k) dv* .

Cerchiamo ora I'equazione -differenziale delle curve I' inviluppate,
sulla superficie ¥, dalle rette coi coseni di direzione X, Y, Z. Spostan-
dosi lungo una curva I', si deve avere

de :dy :dd =X:Y:Z

e per cio
o dv
8u+312 T =H(La+ME+PY)
YWD Hrp+Me+ Py
v du B 1 P
37 dv

L+ Me 4P,
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dove H indica un fattore di proporzionalita. Osservando le (15), abbiamo

,dv Rm . Vi
R El—&_H’ ——T—-—HP——*»R—,H,

e quindi, eliminando H, l'equazione differenziale cercata :

dv_ Rm _Vp@*+w+hH—2Vpuv

" TVE 2T Vk '
Come si vede, questa & un’ equazione del tipo di Riccati per la fun-
zione incognita v di w. Le curve I definite da questa equazione diffe-
renziale si diranno le curve trasformate di I per mezzo della B, e di-
mostreremo nei prossimi paragrafi che esse sono altrettante parabole
distorte, deformate della fondamentale C.

La superficie modanata ¥ contiene inoltre un secondo sistema di
tali parabole distorte I", la cui equazione differenziale si ottiene sem-
plicemente dalla (I) cangiamo Vi in—\/l? , cioé mutando il segno del
secondo membro. Esse corrispondono al secondo sistema di generatrici
del paraboloide Q'

0

§ 3.

Proprieta delle curve trasformate I".

Una prima conseguenza che si trae dall’avere l’equazione differen-
ziale (I) la forma di Riccati si ha nel teorema :

Sulla superficie modanata 3 le ' parabole distorte T trasformate di
T per una B, segano projettivamente le coniche C', che sono i profili di 2.

Una seconda osservazione & da farsi sulla (I). Se in luogo di fissare
la forma della funzione T («), diamo invece arbitrariamente » in fun-
zione di u, ne risultera determinata unfvocamente ed in termini finiti
T; verrd ciod fissata una determinata configurazione della parabola di-
storta I'. L’ interpretazione geometrica si ha evidentemente nel teorema
(cf. pag. 22): o

Si stabilisca unw corrispondenza qualunque (continua) di punto a punio
fra le due parabole confocali C, C' e si considerino i segmenti FF' con-
giungenti le coppie di punti corrispondenti, come invariabilmente legati alla
parabola nelle sue deformagioni per torsiome. Esiste allora una ed una
sola deformazione di C in una parabola distorta T, tale che i termini F'
dei segmenti hanno per luogo, dopo la deformazione, una seconda para-
bola distorta I', applicabile sopra C, e trasformata di I per una B,.
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Procediamo ora alle verifiche delle proprietd enunciate per le curve
trasformate I'. In primo luogo l'elemento lineare ds’ delle I" sara dato
dalla (16), ove per du si ponga il suo valore
T \/E dv

W=

tratto dalla (I); risulta cosi
ds =R dv= \/m dv.
Questa formola, paragonata colla (6)
ds = Vi +pdu,

dimostra che se si fa corrispondere ad ogni punto di I’ col valore v
del parametro » quel punto di I' ove il valore del parametro u & il me-
desimo, le due curve si corrispondono per archi eguali. E si osservi che,
per 'osservazione fatta al § 1 di questa n?)ta, questa legge di corri-
spondenza fra i punti di I', I" & data semplicemente dalla affinitd d’'Ivory
fra le due parabole confocali C, C'.

Ed ora, per dimostrare che I & una parabola distorta deformata
di C, bastera provare che il suo raggio ¢ di prima curvatura & dato
dalla formola (7) stessa, cangiato » in », cioé¢ da

amn g’::% .

A tale scopo calcoleremo gli elementi relativi alla curva trasformata
I', che indicheremo cogli accenti. In primo luogo, pei coseni di dire-
zione o, {,% della tangente avremo

,_dx¥ 1 (o 4

= ET R’dv(aud T )e"“"
e quindi, per le (15) e per la (I),
(18) o =La-+ME-+ P,

Differenziando nuovamente colle formole di Frenet, e ricordando che

ds =R dv, ds=R du,
viene '

R ) du 3L ,3M, P
& =5 (Lot ME+PA], o e £5 84500,
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cioé per la (I)
R, T\/k K

Se si eseguiscono le derivazioni, avendo riguardo alle identita

JL RM oM RL

(19) 'a;=T’ w:_T"

i oftiene

, R, oL M, VE.P P VEM
(20) ~& Sv o+ (av m ) ¢+ ( m )

colle analoghe per 7, ¢.
Quadrando e sommando, abbiamo

o e e R0

e la formola (17) da dimostrarsi si traduce nella seguente

(21) %=(%f}:)’+( )_‘_2\/k(PW_sz)+k(Pu;Mi).

m

Ora dalle (12) si ricava

22) = \/p(u\/p——v\/p) oM p\/p+\/p uww P ’I)\/k
3?) RR”® ' w RR"? ' W RE

da cui

@p@MLg kb _p (AP
P Sv)_R" R° R* (9@)

L’identita (21) da dimostrarsi resta cosi

k(P*+ M)

m2

_O;

o

e siccome si ha
M P VEp
P Mm% = wme

W@+ +k—2Vppur 2Vp.Rm
pr e —? L Voruo _ \fé'm ,

la (21%) & in effetto identicamente soddisfatta c. d. d.
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Ne concludiamo che in effetto : Le curve " trasformate della para-
bola distorta T' per una B, sono altrettante parabole distorte deformate
- della primitiva C.

§ 4.

Relazione reciproca fra T, I".

Un’altra proprietd essenziale che dobbiamo stabilire & questa che:
le curve T', T' stanno fra loro in relazione reciproca, ¢ cioé la I proviene
dalla T per una trasformazione By, precisamente come I' da T.

Bastera per cid continuare il calcolo degli elementi relativi alla curva
trasformata F’ «¢id che in particolare ci fara conoscere l'espressione della

sua torsione T .

Cominciamo dal far védere che, insieme alle formole
¥—rx=latmé,
sussistono le analoghe
o—x =Ud +m'¥,
dove U,w indicano i valori stessi (9) di 7,m, ove si scambi % con v.

Se si confrontano le formole precedenti, avendo riguardo alle (17), (18),
(20), si hanno per I',m’ le tre equazioni lineari

, ,R?3L
lL-[—mv_%—-—
- ,R? (3M |, V&P

(23) UM ' Vs (aﬁ" m) ——m

e G+

Dall'ultima di queste si trae

0.

gsu'=§(u2—v2 + 5+ Vp(u V7 —oVp)

(Qm—y—p vt k) — Vo uv,

indicando con @ un fattore di proporzionalita. Sostituendo nelle prime
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due (238), si trova concordemente Q =R', cosicché i seguenti valori di

Vo (u V=0 Vo) +5 0~ + )
i R'
—\g(u’—i—vz—l—k)—\/j_o—’uv

R/

m =

soddisfano in effetto alle (22); essi risultano appunto dai valori (9) di
1,m per lo scambio di » con ».

Da quanto abbiamo dimostrato fin qui risulta intanto che ogni seg-
mento MM’ che unisce due punti corrispondenti

M=(@,y,s), =@,y ,7)

di T', T giace ad un tempo nel piano osculatore di I' in M e nel piano
osculatore di 1" in M/, onde le due parabole distorte I', I" sono asin-
totiche della rigata Iuogo delle rette MM’ Y).

Ma, proseguendo nel calcolo degli altri elementi della curva trasfor-
mata I', troviamo facilmente i valori di X', p",v da quelli gia calcolati
per o, B, 7 &, 7, ¢ i

( o =La+Mé-+ P '
e L

e risultano cosi le formole

\/k sz \/]?2‘,(“”'”2_”—\@“”

(24%) N =-— 1~ ¢4 R .\, ecc. ?) ¥

Ora, per dedurne il valore della torsxone T di I, basta differenziare

1) Secondo le denominazioni introdotte nella mia memoria: Sulle configu-
razioni mobili di Mibius nelle trasformazioni asinlotiche delle curve e delle su-
perficie (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXV, 1908), le due i
curve I' , 1" sono da dirsi trasformate asintotiche 1’una dell’altra. ’i

%) Queste possono anche dedursi dalle due equazioni <

Na -’84y =0
N @t mE) 4y @B mn) v (- mE) =0,
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dall'una e dall’altra parte le (24*), osservando che.
? R’ »
aN = T‘, dv .
Sostituendo qui per ¢ il valore (24,) e paragonando nei due membri
il coefficiente di o, si ha
1 R® 3L wVk ZV%)
e —— ) = ( R3 — m du,

cioé per la (I) e per la (22))

m — — _uRm—\/—ﬁ.Rl.
Vo —o Vo) =5 ;

m

ma si ha facilmente

uRm — VpRl=@wVp—vVp)R
e resta quindi |
Vp —
(25) BIT = RPm? = | 5= (' +0*+ ) —Vpw)|.
Questa ci di adunque il valore cercato della torsione della curva
trasformata

1. _ kT
T  Rw?’
Ed ora si vede che I'equazione differenziale (I)
dv _ Rm
e TVE
pud anche scriversi
du _ R'm
v TVE’

che & I'equazione differenziale stessa scambiato % con v. La simmetria
delle formole cosi stabilite dimostra appunto che le due curve I',T"
stanno fra loro nella relazione reciproca che abbiamo enunciato al prin-
cipio del paragrafo.

§ 5.

Le deformate della ellisse.

Prendiamo ora per conica fondamentale C la ellisse

$2 2
Z+E=1 Gz,
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e consideriamo Dellisse confocale minore C' di equazione

et l=1,
ove .,
d=Va—k , ¥ =V0—k
0<k<F.

Per quadrica Q" prendiamo I'iperboloide rigato

2 /2 22
P -+ ?/_'2 % =1,
avente C' per ellisse di gola, e C per ellisse focale.
Per determinare rispettivamente un punto mobile sulle ellissi C, C'

prendiamo i parametri % ,v definiti dalle formole

x=a0cosu , y=bsenu

' =acosv , ¥y =0bsenv,

ed osserviamo anche qui che i punti di C, (', corrispondenti ad un
medesimo valore del parametro (#=1v), si corrispondono nella affinita
d’ Ivory. . '

Ed ora, procedendo in modo affatto simile a quello tenuto al § 2 per
la parabola, troviamo in primo luogo per I'elemento d’arco di C

(26) ds=Rdu, con R= Va’sen’u+b*cos’u,

e per il raggio p di prima curvatura di C

R3

(27) =E—Z; .

I valori delle funzioni I,m ; L,M,P nelle (1), (2) risultano qui dati
dalle formole

] — (a*—b®) senu cosu— aa’ sen % cosv-+ bb' cosusenw
- R

( ab— ab' sen u sen v — ba' cos % cOS v
m = R

(28)
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__ ad'senw senv - bb cos u cos v

L= RR'
M ba' cosusenv — ab’ sen u cos v
P= VE R = Va’sen®v + b cos’v ).

FEmw

\

Sussistono inoltre ancora le medesime equazioni (13), (14) del § 2,
e quindi anche le (15). Per l'equazione differenziale delle curve I tra-
sformate di I' risulta quindi ancora

@__ Rm
du  TVE’
ciog
(ID) d_v _ zﬁrab senusenv— ba’ cosu cosv )

du TVEk

Se al parametro v si sostituisce per incognita 1’altro
v
A= th ’

abbiamo ‘anche qui un’equazione del tipo di Riccati. ‘
Per verificare che le TV sono ellissi distorte deformate di C, comin-
ciamo dall’osservare che 1’elemento d’arco di una IV &

ds =R dv.

Diffefenziando le formole

o = Lo+ Mt P,

viene come al § 3

R, oL (aM \/%P)e (ap \/%M> )

R T v e AR N
indi

R?  (L\* , (M , VE&P\: [P VEM\?

R R

1) Queste (28), (29) si #eriscono alle generatrici di un sistema di Q, per
aver quelle relative all’altro sistema basta cangiare ' in — o', '
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Py

e noi proveremo che la I & un’ellisse distorta applicabile su C dimo-
strando che si ha

,__R®

= Eg- ,

’
‘l

cioé che sussiste I'identita

(30) L (BL)2+ G+ ﬂ—P)2+ <a_1> — V%M)z :

R T\ RY) m v m

Per cid basta tener conto delle formole .

oL _ ab(ba' senu cosv— ab’ cosu senwv)
o * RR"?

M _ o’ senwusenv+b%a’ cosu cosv
o ~ RR?

) V' (a*—b? senv cos v

v R ’

e delle altre conseguenti

(SL)2 + (SM)”_ a’t® k(! sen®v -+ b* cos®v)

J v R* R’
9 ' (8_13 ! k(a'sen’v-bcos’y) k-
av) o R* R?
u® OM _ V' (ab’ senw senv+-ba’ cosu cosv) ‘.
D) v RR*
ab’senu cosv— ba’ cosu senv)® +k(a?sen® u-+ b%costu
M2+P2=( R”R”’) +k( + )_

Sostituendo nella (30), la troviamo identicamente verificata, sicche
in effetto I" & un’ellisse distorta deformata di C. ‘
In fine pei coseni di direzione 1’,u’,v" della binormale a I” troviamo

, VE . IVE o' b —ab’ cosu cosv—ba’senu sen v
(B1) N'=— pratp -t + R o

e si ha inoltre
x — .'1/" — Z'U." + m!&l ,
. - .pmavedo ', m’ i valori che seguono da quelli (29) di 7, m per lo scambio

#4i u con v,

8.

22
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1

Differenziando poi le (31), troviamo che per la torsione T

ancora la formola (25) § 4

(32) - ETT = R*m?,
e per cio

di I vale

due _ Rm _ R'wm
& TVE TVE
Cost adunque, anche per le trasformazioni B, delle ellissi distorte,
le due curve I', IV sono in relazione invertibile.

§ 6.
Le deformate dell’iperbola.

Prendiamo in fine il caso che la conica fondamentale C sia un’iper-
bola e, per ulteriore confronto colle formole del § precedente relative
all’ellisse, scriviamone 1’equazione

52

C—Lz

— =]

L

Consideriamo un iperboloide rigato Q’, avente C per iperhola focale,

e quindi di equazione
132 ?72
FIE TPk

= R

=1,
ove o
0<k<B.
Poniamo altresi
d=Va+k, 0V =Vo—k,
e dell'iperboloide Q" consideriamo la sezione principale
=72 —/2
{—B-_'z — g—'z =1,
a b
che & un iperbola C’ confocale alla fondamentale C.

Introduciamo ora i parametri @, % sulle iperbole C, C' colle formole

Z=acosh# , § = b senhu
Z'=a cosh? , ¥ =0 senhv,

e procediamo ai medesimi calcoli come nei casi precedenti della parabola
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e della ellisse. Supponiamo che sia T una qualunque deformata del-

I'iperbola C, definita dall’espressione della sua seconda curvatura —%— in

funzione di @. Per I'elemento d’arco ds e pel raggio p di prima curva-
tura abbiamo
R3
ﬁ .

Alle formole (28), (29) del § precedente si sostituiscono qui le ana-
loghe

ds=Rdu , R="YV a*senh®a + b*cosh’*@ , p=

I — @@ senh @ cosh ¥ + b5’ cosh % senh ¥ — (@*+ b%) senh cosh &

R
P b@ cosh@ cosh ¥ — @b’ senh # senhv — ab
R
T— aa senhusenh-+-bd’coshitcoshd M= ba@ coshsenhv—ab'senh#cosh?
- Rr » T R/
) i’? R’ P 25 1 Be 25
P=——E7 , R'=V @senh® + b*cosh*s .

Per I'equazione differenziale delle curve [” trasformate si trova

@'_ _ Rin _ ba cosh @ cosh ¥ — @b’ senh % senh ¥ — @b
a@ TV TVE ’

(I11)

che nel parametro
v
A= b
tangh 5

ha la forma di Riccati.
Si verifica poi, in modo analogo come per 'ellisse al § precedente,
che si ha

3

SI%

8—57 =R dv s -{7 =
oude le curve T’ sono iperbole distorte deformate dell iperbola C.
E si trova ancora che per la torsione —%}— delle I” si ha I'equazione,

analoga alla (32),
(32%) ETT = R¥n?.
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In fine si compiono nello stesso modo le altre verifiche che provano
trovarsi I',T" in relazione invértibile.

. § 7.

Casi particolari.

Fra le trasformazioni B, delle coniche distorte I" & notevole la tra-
sformazione singolare, che si ottiene quando la conica confocale C' de-
genera nell’asse focale ricoperto due volte, e la quadrica rigata Q' si
riduce quindi alla totalitd delle tangenti alla conica focale C di C. La
trasformazione singolare corrisponde al valore k=p del parametro, nel
caso parabolico, ed al valore k=23* nel caso ellittico od iperbolico.

Le equazioni differenziali (I), (II), (III) delle coniche distorte trasfor-
mate I” diventano allora rispettivamente )

dv W+ v+p
= or  ber la parabola

dv _ a(l—ecosu cosv) N
T = T , per l'ellisse

dv a(ecoshucoshv— 1)
du T

, per I'iperbola,

indicando -con . e 1'eccentricita.

In questo caso la superﬁcié modanata ¥ luogo delle I’ & la svi-
luppabile generata dall’asse focale di C nel rotolamento su I'. Lo spi-
golo di regresso di X & quella geodetica della sviluppabile delle tan-
genti di T, sulla quale si distende ’asse focale di C, quando il piano
di C si distende sulla detta sviluppabile, applicando C sopra I

Non sara inutile enunciare esplicitamente la proprietd geometrica
corrispondente a questo caso particolare sotto la forma seguente:

Si considerino due coniche C, C, focali luna dell'altra, e si faccia
rotolare una di esse, per es. C, sopra una conica distorta I' sua defor-
mata. Le tangenti dell'altra conica focale C, trascinate nel rotolamento,
generano una congruenza le cui sviluppabili di un sistema hanno eviden-
temente per spigoli di regresso le oo posizioni occupate da C; le svilup-
pabili del secondo sistema hanno per spigoli di regresso I' altrettante co-
wiche distorte deformate di C.
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Consideriamo ora in particolare il caso in cui la conica fondamen-
tale C sia un circolo di raggio = a; l'iperbola focale degenera qui
nell’asse del circolo (nella perpendicolare elevata nel centro al piano
di C). Ogni deformnata I" del circolo C & allora una curva a flessione co-

stante é, e quando C rotola su I', 'asse di C descrive la sviluppabile

polare di I'. Questa ha per spigolo di regresso la curva r luogo dei
centri di curvatura di I, che & una curva colla medesima flessione co-

1 . . . . . .
stantea ed in relazione involutoria con I'. La trasformazione singolare

By diventa qui adunque quella trasformazione delle curve a flessione
costante che gid abbiamo considerato al principio delle lezioni (vol. 1
pag. 85). Del resto le nostre formole generali, essendo ora
=b,a=V=0,R=a,

danno
l=0,m=a,

¥=x+at,

cio che conferma quanto ora si & detto. Inoltre la formola (32) si can-
gia ora nella

onde

1
T &

| —

(cf. vol. 1, pag. 35).

©

Se per il caso del circolo consideriamo poi anche le altre trasfor-
mazioni B, non singolari, con k<Cd? la conica confocale C’-diventa un
circolo concentrico e minore di raggio \/%. La superficie modanata ¥
& in questo caso la superficie canale di raggio \/75, che ha per asse la
curva I'; Juogo dei centri di curvatura di I'; su questa suaperficie ca-
nale le curve I” trasformate, a flessione costante, sono le traiettorie

VE

isogonali dei circoli, sotto 1’ angolo arc cos (7) . Ricadiamo cosi in

quelle trasformazioni delle curve a flessione costante di cui gia abbiamo
accennato nel vol. II (pag. 563) delle lezioni.

.

§ 8.

Ellisse ed iperbola focale come coniugate in deformazione.

I.e ricerche precedenti ci hanno dimostrato come le proprieta fon-
damentali delle trasformazioni B, per le deformate delle quadriche si
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conservano al limite per le deformate delle coniche. E interessante os-
servare ulteriormente come anche le proprietd delle quadriche comiu-
gate in deformazione (cap. V) sussistono ancora per le coniche distorte,
traducendosi in proprietd di deformazioni coniugate di due coniche focali
I’una dell’altra.

Questo dimostriamo paragonando fra loro le formole stabilite ai §§ 5
e 6 per le ellissi ed iperbole distorte.

Della ellisse

2 2
.,y
consideriamo I’ iperbola focale di semi-assi trasverso ed immaginario
a=Va—0, b=5,

e, collocando I'iperbola nel piano stesso della ellisse, scriviamo ’equa-

zione di C sotto la forma
_ ' z

0) r_¥_

aa _
(9) w-":%,y:a

Pellisse C si cangia appuflto nell’ iperbola C, e insieme la schiera omo-
focale determinata da C nella schiera omofocale di C. Precisamente 1'el-
lisse confocale C’ di equazione

, x/z 2
% at =t
con
0 =Va—Fk, b =Vo'—k (0<<k<V,

¢ cangiata dalla omografia @ nell’iperbola C' confocale a C

— z* g
©) ol
con
- aa
2 ___ =2 —
=a+ k= ol .
- ka
(33) ) k=—/g .
== !
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Si confrontino ora le formole (§ 5)

r=acosu y=>bsenu

' =a cosv oy =" senv
colle altre

La corrispondenza data dalla omografia Q fra i punti delle due coppie
- di curve si traduce nelle semplici relazioni seguenti fra i respettivi
parametri («, @), (v, ?)

cosht = 1 , senhu=tgu
cosu

(34) )
' cosh? = ——, senh o =tgv .
cosv
onde segue
(35) dv __ cos u dv .

di cosvdu’

Confrontiamo ora le due equazioni differenziali (II) e (III) per le
trasformazioni B, e B della ellisse distorta I' e della iperbola T. Esse
coincideranno se si puod rendere

__cosuab—ab senusenv — ba’' cos u cos v
cos v TVEk

’

¢io che per le (33) e (34) si scrive

abd 1 ab' @ senwusen v i
a  COSu COS v a  coSu COS v .
— = a -
T.Vk—
v a

cosu ab — ab' senu senv — ba’ cosu cos v
cosv TV% )

Riducendo, resta la semplice formola

(36)
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Ponendo fra le torsioni di I' e di T questa relazione, le equazioni
differenziali (II) e (ILI) per le trasformazioni B, e By delle coniche di-

storte T e T vengono dunque a- coincidere.
Consideriamo ora di pit le rispettive curve trasformate I'eT' per

le cui tofsioni'% , ’_Tl_” abbiamo le formole (§§ 5 e 6 formole (32) , (32%))

kETT = (ab — ab’ sen u sen v — ba’ cos u cos v)*
KTT = (5@ cosh i coshs — a5’ senh @ senh % —a b)®.
Di qui, dividendo ed osservamdo le (33), (34), troviamo

ETT & 1
ETT = a?®costucos®y’

ciog

TT 1

TT = cos’ucos’o’
e dalla relazione (36) segue ora che la medesima relazione sussiste fra
le torsioni di I" e I, e cioé

. 1 costv
(36) %'—= T

Mediante la formola (36), ad ogni deformazione della ellisse C in
un’ellisse distorta I'-corrisponde una determinata deformazione della
iperbola focale C in un’ iperbola distorta T, ed inversamente.

Diremo per cid che le due coniche distorte I', I' sono coniugate in
deformasione ed il passaggio dall'una all’altra curva equivarrd alla tra-
sformazione H per le deformate delle quadriche. Le considerazioni su-
periori dimostrano poi che ad ogni trasformazione B, della I' in una
nuova ellisse distorta I" corrisponde una trasformazione della coniugata
in deformazione I' in un’altra iperbola distorta I''; le due curve I', T sono
nuovamente coniugate in deformazione, come risulta dalla (36).

Possiamo formulare questi risultati-geometricamente come segue :

Siano T', I due deformate dell’ellisse C, trasformate 1'una dell’altra
per una B,, e consideriamo i segmenti FF' che ne uniscono i punti
corrispondenti. Quando la curva I' si applica sulla ellisse C, seco tra-
sportando i segmenti FF', questi si dispongono coi loro estremi F' sulla
ellisse confocale C'. Colla omografia @ le due ellissi confocali C, C si tra-
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sformano nelle due iperbole confocali C, C’ ed i segmenti FF' si dispor-
ranno secondo segmenti corrispondenti F . Si deformi ora I'iperbola C
‘nell’iperbola distorta T, coniugata in deformazione di I'; i segmenti F F,
trasportati in questa -deformazione, si dispongono coi loro estremi F'
sulla iperbola distorta I' coniugata in deformazione di 1".

Queste proprieta delle deformate della ellisse e della iperbela fo-
cale corrispondono perfettamente, come si vede, a quelle delle quadriche
coniugate in deformazione.

§ 9.

Teorema di permutabilita.

In fine osserveremo che anche per le trasformazioni B, delle coniche
distorte sussiste un teorema di permutabilita, affatto analogo a quello
per le deformate delle quadriche (Cap. IV), sussiste cioé la proposizione
seguente: Se I'y, Iy sono due coniche distorte, contigue per trasformazioni
Bi, , By, alla conica distorta T, esiste una quarta tale conica ¥’ legata alle
medesime T'\, Ty da trasformazioni B'y,, B, colle medesime costanti ki, k,
permutate. )

Bastera trovare la formola del teorema di permutabilita relativo per
es. alle parabole, ché gli altri casi si tratterebbero in modo analogo.

Nelle formole del § 2 indichiamo con u, , u, i valori del parametro v
per le trasformate I, T, di I'; I'equazione differenziale fondamentale (I)
c¢i da

du _ Vpu—2Vpwmu + Vp 4k

: du 2T,
(37) . _ VA _
duy _ Vpu'—2Vpwu Vp g1k
| du 2T V7,

(p=p—k , pp=p—k).

Se la quarta parabola distorta I’ del teorema di permutabilitd esiste,
dovranno, per le condizioni di questo teorema, sussistere le formole
analoghe

[ du, _ Vpu®—2Vpswmu + Vp (st +h)
dw 2T'\/E

dus  Vpu® —2Vpuw +Vp(d+h)

’

(87)

I

I

u 2TVE
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Paragonando le (37),(37"), si ottiene 1'equazione di secondo grado in «:

Vpu—2Vp,uu + VpT_(u?-b k) Y \_/Z u—2Vp wu+ \/E_QH k)
\/P W' —2Vpuu + Vo @+k) \/10 u'—2 \/172 Up ¥+ \/l’ (uz+F,)
Se si indicano con ', %" le due radici, si trova facilmente che esse

sono razionmali in w,u,,u, e lineari in u; esse hanno precisamente le
espressioni :

Vo (VE— VE)u-t (Vi — Vi) (s Vi)
(Voo — Voikeo) u + Vp (Vi — s V)

— \/Z’ (“1 \/E -+ :“2 \/E) U — (VZTkz+ VM’> (“1“2 — lek—z)
(Vo Vo)~ Valu V- wVE)

che si deducono I'una dall’altra cangiando il segno di \/E.

Di queste la prima, (38), che per k =1, si riduce ad u, risolve la
questione proposta. Si pud verificare invero che questo valore di %' sod-
disfa alle due equazioni differenziali

(38) w

(38) o'

CM — \/1_9 (“'2 +ui k) —2 \/172 Uy w
du, 2T, \/7{2

(_d_u_= \/17(“’84‘7/12‘*"]51)_2 VITI’“N‘
duy 2T, Vi

e che le due trasformate corrispondenti I, T, hanno la medesima tor-

sione % e sono quindi congruenti. Ma di pid, applicando le formole

' =x+la+mé ecc.,

si vedrebbe che I';, I, coincidono assolutamente per la loro posizione
nello spazio, cio che dimostra I'enunciato teorema di permutabilita.

FINE,
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