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PREFAZIONE

»

Dimostra_tasi I’ opportunita di una seconda edizione del presente
trattato, ho stimato utile, pur conservando nelle sue linee fondamen-
tali il disegno generale dell’opera, d1 accrescerne notevolmente le pro-
porzioni, per modo che non poche parti della teoria, costrette prima
in troppo angu$to spazio, venissero a trovaré nella nuova trattazione
un pilt adeguato sviluppo. E diversi nuovi capitoli ho aggiunto sia per
trattare teorie relativamente gia antiche, ma che non poterono venire
accolte nella prima edizione, sia per far conoscere quelle ricerche di
data affatto recente che segnano, come sembra, i piit notevoli progressi
fatti dalla geometria infinitesimale negli ultimi tempi.

La mole dell’opera per tal modo raddoppiata ha reso necessaria la
divisione in due volumi, ed ho cercato che cid corrisponda all’incirca
alla divisione delle teorie in generali e speciali.

Il presente primo volume consta di quattordici capitoli, dei quali 1
primi dieci riproducono, con molte variazioni ed aggiunte, i capitoli
corrispondenti della prima edizione, dalla quale tolgo ancora le seguenti
avvertenze.

“ Il metodo a cui il presente corso & totalmente informato ripete
“le sue origini dalle celebri Disquisitiones generales circa superficies
“ cwrvas di Gauss, e consiste nel riguardare la geometria infinitesimale
“ come lo studio di una forma differenziale quadratica, o di dud tali
“ forme simultanee. Per cid, dopo un primo capitolo che tratta delle
* curve a doppia curvatura, si trovera un secondo capitolo ove 010
“ esposti, in tutta brevitd, i fondamenti della teoria delle forme diffe-




“ renziali quadratiche. Gli algoritmi che da questa teoria derivano hanno
“ il grande vantaggio di dare alle formole un aspetto semplice ed ele-
“ gante, che facilmente si imprime nella memoria, pur conservando alle
“ linee coordinate tutta la loro generaliti; essi vengono usati costante-
“ mente nel seguito del libro a cui questo capitolo serve di preliminare.

“ Lo studio generale delle superficie, e cioé tanto delle proprieta
“ inerenti alla loro forma effettiva nello spazio quanto di quelle inva-
“ riabili per flessione delle superficie (teoria dell’ applicabilitd) si trova
“ esposto nei seguenti sette capitoli (III-IX). Il capjtolo X tratta la
“ teoria generale dei sistemi doppiamente infiniti di raggi (congruenze),
“ teoria tanto importante per lo studio generale delle superficie e alla
“ quale la geometria infinitesimale deve molti dei suoi risultati pi
“ notevoli ,,.

I quattro capitoli seguenti riproducono, con maggiori sviluppi e
numerose aggiimte, I’ esposizione dei principi fondamentali della geometria
infinitesimale a » dimensioni che ho gia dato nell’ edizione tedesca del
libro (Y. 11 capitolo XI, poste le convenzioni fondamentali per la metrica
lineare ed angolare di uno spazio qualunque a » dimensioni, introduce
la nozione di curvatura Riemanniana e generalizza alle curve ed alle
ipérsuperﬁcie le formole della ordinaria teoria, con particolare riguardo
alle proprieta delle linee di curvatura.

Passo poi a trattare piii particolarmente degli spazi a curvatura
Riemanniana costante; e mi occupo dapprima nel Cap. XII (che corri-
sponde al Capitolo XVI della prima edizione) della geometria pseudo-
sferica 2 due dimensioni, con un breve cenno sulla geometria non-
euclidea.

Nel seguente Cap. XIII studio in generale la geometria degli spazi
a n dimensioni di curvatura costante, introduco la metrica del Cayley
ed il sistema di coordinate del Weierstrass e mi occupo particolarmente
della rappresentazione analitica e delle proprietd dei movimenti negli
spazi a tre dimensioni, per terminare coll’ importante nozione del paral-

&) Vorlesungen tber Differentialgeometrie deutsch von M. Lukat (Teubner.-

Leipzig 1899). : .
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lelismo di Clifford nello spazio ellittico e coll’estensione delle formole
di Frenet per le curve alla geometria ellittica ed iperbolica.

In fine nel Cap. XIV vengono applicate le teorie generali allo studio
delle ipersuperficie negli spazi a » dimensioni di curvatura costante, con
particolare riguardo al caso delle tre dimensioni, ove vengono estesi
tutti i principali risultati gid noti per lo spazio euclideo.

Al collega prof. O. Niccoletti, che gentilmente mi coadiuvé hell’ ul-
tima revisione delle prove di stampa, rendo qui le piu sincere grazie.

Pisa, Aprile 1902.
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Curve a doppia curvatura

———g———

Tangente e piano normale. — Prima curvatura o flessione. — Piano osculatore. — Triedro
principale.— Seconda curvatura o torsione.— Formole di Frenet.— Equazioni intrin-
seche. — Eliche cilindriche. — Superficie inviluppi. — Superficie canali. — Superficie
sviluppabili.— Sviluppabile rettificante e sviluppabile polare di una curva.— Spigolo
di regresso della sviluppabile polare.— Evolventi ed evolute.— Traiettorie ortogonali
d#¥una semplice infinitd di piani.— Trasformazione di Combescure,— Curve a flessione
costante ed elica sferica,— Traiettorie ortogonali di una semplice infinitd di sfere,—
Curve di Bertrand.

§ 1.

Tangente ¢ piano normale.

Per definire analiticamente una curva C, riferiamola ad un sistema
di assi Cartesiani ortogonali Oz, Oy, Oz, ed esprimiamo le coordinate
z, 9, 2 di un punto mobile sulla curva in funzione di un parametro u:

r=a0) , Y=y , =20

Rispetto alle funzioni x(w), y(u), 2(w) diclamo una volta per tutte
che si suppongono finite e continue insieme alle loro derivate prime,
seconde e terze, in tutto Uinlervallo per la variabile indipendente u nel
quale esse somo definite, fatta astrazione al pin da punti speciali.

Ad ogni valore particolare u;, attribuito al parametro « entro I'in-
tervallo considerato, corrisponderd una posizione particolare M, del
punto M generatore della curva 'e, variando % con continuitd, il punto M
si muoverd con legge continua nello spazio, descrivendo la curva C.
Supporremo poi sempre che il senso secondo cui si muove il punto
generatore M quando cresce il parametro « sia preso per senso positivo
della curva C, 'opposto per senso negativo.

Il piu delle volte assumeremo per parametro o variabile ausiliaria «
Parco s della curva C, contato a partire da un punto fisso (origine)
sulla curva. In ogni caso, per definire s in funzione di u, abbiamo la

' 1



2 CAPITOLO I. — §8. 1, 2

ben nota formola:

“'V +( +!@” o0
\ du) (du )’
ove fissando di contare s nel verso crescente di u, dovremo scegliere
pel radicale il segno positivo.

In. un punto M delia curva C consideriamo la tangente, la cui
direzione positiva si assume concordante col senso positivo della curva.

Indicando allora, come faremo costantemente in seguito, con «, B, 1 i
coseni di direzione positiva della tangente, avremo le formole:

dx a
a= du i & ’
2 2 2 /
V@ Ve
&
VT
ovvero
(1) y“=g§"3=%" =u

In queste formole (1) & indifferente considerare i secondi membri
come quozienti di differcnziali o come derivate, prese rispetto all’arco.

Il piano normale in M alla tangente dicesi piano normale della curva;
esso ha per equazione

X—2)a+ Y—g)B+ Z—-2)7=0,

indicando X, Y, Z le coordinate ’corrent_i di punto.

§. 2.

Prima curvatura o flesgione.

Dalla deviazione pilt 0 meno rapida che il punto, descrivente la curva,
subisce dalla direzione rettilinea noi giudichiamo della maggiore o mi-
nore flessione della curva stessa. Per precisare questo concetto e renderlo



PRIMA CURVATURA O FLESSIONE 3

suscettibile di misura, consideriamo un punto M della curva ed un punto
vicino M,; se dividiamo I’angolo piccolissimo Ae che formano fra loro
le direzioni delle due tangenti in M, M, per la lunghezza d’arco MM, =As,

il quoziente A—: , quando M, si accosta indefinitamente ad M (cioe As

converge verso zero), converge verso un limite determinato e finito, che
si assume come misura della prima curvatura o flessione della curva

in M. Indicheremo questo limite con — e la sua inversa p, interpretata

14
come lunghezza, si dird il raggio di prima curvatura.

Per provare 1 esistenza di questo limite e trovarne in pari tempo
Pespressione, facciamo uso delle considerazioni seguenti.

Col centro nell'origine e con raggio eguale all’unitd descriviamo una
sfera, ed intercettiamo colla superficie di questa i raggi condotti paral-
lelamente alle direzioni positive delle successive tangenti della curva.
Il Iyogo degli estremi di questi raggi si dird 1'indicatrice sferica delle
tangenti; ad ogni posizione del punto generatore M= (z, y, #) sulla
curva C corrispondera un punto M'= (¢, ¢/, #) sull’indicatrice sferica ¢/
delle tangenti, e si avra evidentemente
@ - d=a,y=p, /=1. \

Ora, se consideriamo un punto M; della curva € vicino ad M, l'an-
golo Ae sard misurato precisamente dall’arco di cerchio massimo che
sulla sfera rappresentativa unisce i punti immagini M’, M’,. Trattandosi
di calcolare il limite

1 _ lim (éf‘> :
P As—0 \As/’ :

potremo sostituire a A= il corrispondente arco dell’indicatrice, che, per
Az convergente a zero, & un infinitesimo il cui rapporto a Ae tende
verso I’ unitd. Indicando con ds’ ’arco elementare dell’indicatrice sferica,
avremo dunque senz’altro

1 ds

p_?i;’

ovvero, per le (2):

o VETEE




4 caPITOLO L.*— §§.2, 3

Ove si assuma s per variabile indipendente, questa formola puod
seriversi per le (1):

1 P2\T (BT [de\®
@ =V@E) @+ (@)

In queste formole, convenendo di attribuire olla prima curvatura
soltanto un valore assoluto, intenderemo sempre scelto il valore positivo
del radicale.

Osserviamo subito che una curva C non pud avere per un tratto nulla

la flessione, senza essere rettilinea per quel tratto. E infatti, per le
conseguenti equazioni

do _ o B_, d_
&0 %70 =%

sarebbero «, B,y costanti, e perd avremmo le formole
z=oast+a , y=0s+b, #=1s+c,

con a, b, ¢ costanti, che definiscono una linea retta. -

§. 3.

Piano osculatore.

Fra tutti i piani che passano per il punto M della curva C ve ne
ha uno che, nelle vicinanze di M, si scosta meno di ogni altro piano
dalla curva C e dicesi il piano osculafore in M alla curva. Scriviamo
infatti 1'equazione di un piano qualsiasi condotto per M==(z, ¥, 2) sotto
la forma

(4) a(X-2)+b(Y~y)+¢(Z-2)=0,

ove a, b, ¢ indicano i coseni di direzione della normale al piano. Pren-
dendo per parametro # I'arco s della curva, consideriamo un punto M’
vicino ad M, corrispondente al valore s+4 dell’arco, ove % si riguardera
come infinitesimo di primo ordine. Se Az, Ay, Az S000 gli accrescimenti
corrispondenti di x, y, #, nel passaggio da ¥ ad s+A, per la distanza o
del punto M’ dal piano (4) avremo '

S—alz+bAy+cha,
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Ora abbiamo

d2 2

Az h+dsf +a
g .

(@) py=Yay BT,
2

P LAY

ove g, &, & SONO inﬁnitesimi del ferzo ordine, e perd
7
= (o E b W B ay (o T W ) By,

essendo 7 un infinitesimo del terzo ordine.
Il piano individuato dalle condizioni
| dz

de | L, dy | G __
Eg-{—bds-l—cds-o

&z & a*
a?js—g—i—b %{—}—c f,:o,

la prima delle quali esprime che il detto piano passa per la tangente,
& adunque quello che, nell'intorno di M, meno degli altri si scosta dalla
curva. Cosi abbiamo dimostrata 1'esistenza del piano osculatore, la cui
equazione, per quanto precede, possiamo scrivere sotto forma di deter-
minante cosi (¥:

X2 Y-y Z—=2

W d
(5) ds ds ds |=0,
ds* ds* ds*

(M Anche con una variabile indipendente « qualunque 1'equazione del piano
osculatore conserverebbe evidentemente la medesima forma':

X—ax Y-y Z—=
o« Yy - 2 =0,
w’l y" z"

gli accenti indicando derivazione rapporto ad w.



6 CAPITOLO I. — §8.38,4

11 piano osculatore in un punto M della curva & in generale unico
e determinato.

Eccezione si ha soltanto per quei punti ove si annullano contempo-
raneamente i tre minori della matrice

I Ay &
ds ds ds
Fx dy d*=

ds* ds® ds®

Ma poiche, a causa delle formole

)+ () + (@)=

de d'xz | dy dy | de d'z

ds d° Tds a8 L ds ds O
il quadrato di questa matrice eguaglia, per la (3*), il quadrato della
flessione, si vede che i detti punti singolari sono quelli ove & nulla la
flessione.
~ Accenneremo anche ad altre definizioni del piano osculatore che
conducono sempre, come facilmente si vede, all’equazione (5).

Se per la tangente in M e per un punto vicino M' di C si fa passare
un piano, questo, al convergere di M’ verso M, tende al piano osculatore
come piano limite. Ancora: se per M e per due altri punti vicini M’, M”
si fa passare un piano, questo tende verso il piano osculétore quando M/,
M” convergono simultaneamente verso M (in guisa che le differenze fra
le coordinate di M’, M” non diventino infinitesime d’ordine superiore
rispetto alle corrispondenti differenze con M). Per quest’ultima propriets
si dice anche, in modo abbreviato, che il piano osculatore in un punto
¢ il piano condotto per questo punto e due punti successivi sulla curva.

§. 4.

Triedro principale.

Fra tutte le normali in M alla curva dicesi normale principale quella
che giace nel piano osculatore, cioé la retta d’intersezione del piano
osculatore col piano normale. Dicesi poi binormale della curva la nor-
male al piano osculatore.
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NORMALE PRINCIPALE E BINORMALE 7

Abbiamo gid fissata la direzione positiva della tangente; converrd
ora che fissiamo, con opportune convenzioni, le direzioni positive della
normale principale e della binormale. Queste tre direzioni positive in-
dividuano un triedro trirettangolo che diremo il ¢riedro principale della
curva, relativo al punto M che si considera.

Indichiamo in seguito costantemente con

€, n, ¢
i coseni di direzione (positiva) della normale principale e con
Ay, o, v

quelli della binormale. Dalla equazione (5) del piano osculatore seguono
subito le proporzioni '

dz dx difil

dy de | | dz du .
ds ds ds ds ' ds

ds® ds* ds* ds® ds® ds®
e conseguentemente (poiché £a+74B+(7=0, EA+qpu+lv=0):

=d”w.d’y_ e

E:m:¢ T aR g

onde per la (3¥) deduciamo:

d*z &y dz
6) &—ip—ds—i,’q=ipw, C_iPFlS—"

Ora consideriamo il piano della tangente e della binormale, la cui
equazione &
(7) X2+ Y —y)n+(Z-2)L=0,

e calcoliamo la distanza & da questo piano di un punto M’ della curva
vicino ad M. Colle notazioni del §. 3 avremo

0=EtAxz+nAy+tAz,

e, come & ben noto dalla geometria analitica, & risultera positivo o ne-
gativo secondo che M’ sard situato dalla banda positiva o negativa del
piano (7), cioé nella regione verso la quale & rivolta la direzione positiva
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8 CAPITOLO T — §. 4.

(&, 1, %) della normale al piano o nella opposta. Ora, applicando le for-
mole () pag. 5, ed osservando le (6), otteniamo

h2

®) | b=ty A,
indicando v uun infinitesimo di terzo ordine. Da questa formola il segno
di 9 risulta indipendente da quello di 4, onde si vede che: Nell’intorno
di ogni suo pumto la curva giace tutta da una parte del piano della
tangente e della binormale (Y. Assumeremo come pagina positiva di questo
piano quella che, nell’intorno di M, & rivolta verso la curva, e conse-
guentemente ne verrd fissata la direzione positiva della normale prin-
cipale. Dietro questa convenzione il segno di 2 nella (8) dovra riuscire
positivo, e per cid il segno da adottarsi nelle (6) & il superiore. Abbiamo
dunque le formole definitive

' a’z dy =
) E=p e 1=Fga » =05

In fine converremo di fissare per direzione positiva (A, 1, v) della
binormale quella che giace, rispetto alle direzioni positive gia fissate
della tangente e normale principale, come la direzione positiva dell’asse
Oz rispetto a quelle degli assi Oz, Oy. Il determinante

a B 7
E 1 ¢ s
Aopoy

dei nove coseni delle tre direzioni principali risulterd eguale all’unitd
positiva, ed ogni suo elemento eguagliera il proprio complemento alge-
brico. Si avra cosi

d
)\=BC—M=P<% T ds ds) -

de dx dx gliz)
ds ds*° ds ds*

(10) p=ré-at—p (T - %

Lo _ (dx d% - dy d%)
Bt AV - Rl i AR

() Si debbono escludere i punti singolari nei quali é nulla la flessione.
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§. 5.

Seconda curvatura o torsione. &

11 piano osculatoré di una curva C varia in generale al variare del

punto M d’osculazione e la rapidita della sua deviazione, cioé dello
scostarsi della curva dalla giacitura piana, si misura colla seconda cur-
vatura o torsione. v

Per precisare anche qui tale concetto, considereremo un punto M
della curva ed un suo punto vicino M,; i due piani osculatori in M, M,

L . . ]
comprenderanno fra loro un angolo piccolissimo As ed il quoziente As’
indicando As 'arco MM,, convergera, al tendere di As a zero, verso un
limite determinato e finito che si assumera come misura della forsione
. e e as . 1
della curva e, preso con un segno conveniente, si indichera con T la
sua inversa T si dira il raggio di seconda curvatura. Per trovare 1’espres-

. .1 .. . s
sione di 7 comineiamo dall’osservare che quest’angolo As & misurato

dall’angolo delle due binormali successive in M, M,. Se quindi, in modo
del tutto analogo come al §. 3, costruiamo la indicatrice sferica delle bi-
normali, il cui punto generatore ha le coordinate

xl=)\ s ?/1=P« 3 51=V,
e con dél indichiamo il suo elemento d’arco
ds, = \/dwf +dy§+d2‘? ’

avremo manifestamente

1 ds, [ 7 dN\? dp\? dav\?
= — - == — L — .
(11) T * ds \/ (ds) + <d3> + (ds)
Fisseremo nel modo pit conveniente il segno della torsione nel pros-
simo §; intanto osserviamo che le uniche curve a torsione nulla sono

le curve piane. E infatti se %=0, segue dalla (11) che X, p, v sono

costanti. Se prendiamo dunque per semplicitd la direzione fissa della
binormale per asse delle 2z, avremo

A=0, p=0, v=1,

indi 7 =0 e perd 2= costante; dunque la curva sard tracciata in un piano
parallelo al piano zy.

L
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10 CAPITOLO L — §. 6

§. 6.

Formole di Frenet.

Andiamo ora a stabilire le importanti formole che esprimono le de-
rivate (prese rispetto all’arco) dei nove coseni delle tre direzioni prin-
cipali per i coseni stessi e pei raggi p, T di prima e seconda curvatura.
Tre di queste risultano immediatamente dalle (9), §. 4 (pag. 8) che danno

da E d3 _n. & _ ¢

(@) s p'ds pds  p°

Ora, se deriviamo rapporto ad s le due identita

ah+Bp+vv =0
)‘2"{_9'2—{_‘/2:1)

ed osserviamo le precedenti (a), deduciamo

an ay. dv
a“&g‘+3 ES_+Y E.;'—O

1)
Nt +—o

e quindi le proporzioni

v dp dv B T o o B
ds S ds - ds MY Aopl’
cioe
an dp dv
Dunque i tre rapporti
1dv 1 dp 1 dv
Eds’n ds’ C ds

sono eguali; il loro valore assoluto eguaglia evidentemente il valore
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Fisseremo il segno della torsione, assumendo

1 1dv _ 1dp 1 dv

T  Eds wqds Cads’

ed avremo
@ ds T'ds T'ds T°

Cosi alla torsione verra attribuito non solo un valore assoluto ma
anche un valore algebrico e resterd da esaminarsi, cid che faremo fra
breve, a quale circostanza geometrica corrisponda il segno positivo o
negativo della torsione. :

Completiamo le formole (@), (@) con quelle relative alle derivate

a¢  dn dt

ds’ ds ’ ds’
Se osserviamo che si ha p. e.
E=qp-fv
e deriviamo, osservando le (@), (@), otteniamo:

&1 o1 ‘
ds = o Ep—nv) + T (n—BO,
cioé
d__ o
ds p T’
e analogamente per le altre due derivate.
Riassumendo le formole ottenute, abbiamo il quadro seguente:

W fo=-tog, =tk e T2

S
21
2
=

T
£ nod_ L
ds T’ ds T ’ ds T
Sono. queste le formole di FRENET, pill comunemente note sotto il
nome di formole di SERRET.



12 CAPITOLO I. — §. 7

§ 7.
Segno della torsione.

Esaminiamo ora quale significato geometrico ha il segno positivo o
negativo della torsione, che gia dalle formole (A) dell’ultima linea risulta
indipendente dal senso positivo di percorso sulla curva C, poiche, can-
giando questo nell’opposto, non mutano §, v, ¢ mentre A, 1, v cangiano di
segno insieme col senso positivo di s.

Al nostro oggetto calcoliamo, sino agli infinitesimi d1 terzo ordine,
Ja distanza & di un punto M’ della curva vicino ad M dal piano oscu-
latore in M di equazione

X-2)h+ (Y -9) p+ @—2)y=0.
Colle solite notazioni dei §§. precedenti avremo

d=rAz }pnAy+vAz;

ora si ha \
[ Ape @y TE W | 0 i
gAw_dsk+d322+ds tea

_dy Py ¥ &y K
=gt gt gt
de &z B &z B
| AmE T s T e T

dove ¢, ¢, e sono infinitesimi d’ordine superiore al terzo rispetto ad k.
" Dalle formole di Frenet risulta d’altronde:

de gz & dx_ 1 ¢ dp
= = e LT &
e quindi
- 3 ’
o= - 6{)Tk+n’

N oy e pe 1 1
dove %3 ¢ infinitesimo con A. Supponendo che le due curvature 2T '
non siano nulle in M, si vede che il segno di & cangia col segno di 4,
ciod: la curva attraversa in M il piamo osculatore. Piu precisamente la

formola precedente ci dimostra che se %>O il punto generatore,
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movendosi nel senso positivo sulla curva, passa dalla faccia positiva alla
. . 1 .

negativa del piano osculatore e I'opposto accade per T < 0. Risulta anche

di qui che il segno della torsione & indipendente dal senso positivo
scelto sulla curva poiche, rovesciando questo, si permutano altresi le
due pagine, positiva e negativa, del piano osculatore.

Per esprimere piu concisamente il nostro risultato immaginiamo un
osservatore collocato in M sull’una o sull’altra faccia del piano osculatore
e rivolto verso la direzione positiva della normale principale. La curva,
nell’innalzarsi rispetto all’osservatore, passa in M dalla sinistra alla
destra o dalla destra alla sinistra; nel primo caso si dira che in M la
curva & destrorsa, nel secondo sinistrorsa.

Ed ora se fissiamo, una volta per tutte, che sulla pagina positiva
del piano xy la direzione positiva Oy giaccia alla sinistra della Oz,
vediamo subito che: La torsione di una curva C, calcolata dalle formole
di Frenet, risultera positiva o negativa secondo che nel punito comsiderato
la curva C sara sinistrorsa o destrorsa.

§. 8.
Equazioni intrinseche.
Possiamo applicare subito le formole di Frenet alla dimostrazione
dell’importante teorema: Una curva gobba C & pienamente determinata
di forma dalle espressioni delle due curvature % , »% n funeione dell’ arco.

In altre parole, diciamo che se due curve C, C’, ad eguale arco, hanno

eguali tanto le flessioni che le torsioni, esse sono sovrapponibili. Indi- .

cando cogli accenti le quantitd relative alla C’, avremo intanto per
ipotesi: : » t
§=s, ¢=p, T'=T.
Ora muoviamo la curva C’ nello spazio in modo da sovrapporre un
suo punto, p.e. l'origine s=0 degli archi, al punto corrispondente di C
e contempora\neamente il suo triedro principale a quello di C nel me-
desimo punto s=0. Avremo allora

Ol’:'-:a, B,=p, 7’27)
§=4&, 1=n, C’=C>per s=0.

V=L, W=p, V=yv
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Scriviamo le tre formole di Frenet nella prima colonna del quadro (A)
pag. 11 tanto per la curva C che per la C':

dﬂ. . & ﬁ _ o I d)\ &

d  p’ds p T’'ds T
dd & d o W d);’ ¢

ds  p'ds

;T T T
moltiplicando le prime tre ordinatamente per o, &, ' le seconde per
o, £, A e sommando, il secondo membro risulta zero, onde segue

& (el + 8N =0,

cioe
oo + & 4 AN = costante.

Ma poiché inizialmente, per s=0, il valore del 1.° membro & I'unita,
avremo per ogni valore di s:

oo 4-E8 AN =1,
la qual formola, a causa delle identita

e =1
alz__*_ &12+ )\/2= 1 ,
puod scriversi
(a—of + E—EF + A —N)=0;

ne segue

=0, F=§, N=1.

Similmente dedurremo
F=p, 17=7, p'=p
't/:’( ’ C/=C ) V,=V,
e perd
d@-z) A -y d@—2)
ds =0, P i =0

Le differenze 2’ —z, 3 —y, 4 — 2 sono dunque costanti ed, essendo ini-
zialmente nulle, saranno sempre nulle, ¢io che dimostra il nostro teorema.

Note le espressioni di % , 7}; in funzione di s:

F=10, §=%0),
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(dove, per le fatte convenzioni, la funzione f(s) dovra essere sempre po-
sitiva) la curva & dunque individuata di forma senza riguardo alla sua
particolare posizione nello spazio; per ¢i0 le equazioni superiori diconsi
opportunamente le equasioni intrinseche della curva.

§. 9.

Integrazione delle equazioni intrinseche.

Fondandoci sui teoremi che assicurano 1'esistenza degli integrali delle
equazioni differenziali, vediamo poi facilmente che: Date ad arbitrio le
equazioni intrinseche

L=r@), f=70

di wna curva, la curva corrispondente esiste effettivamente.
Indicando con I, m, » tre funzioni incognite di s, scriviamo infatti
il sistema delle tre equazioni lineari omogenee

1) F=nfe, = 1f0-nr , B=mo@,

di cui, se la curva esiste, saranno appunto, per le formole di Frenet

(2, & 1), ®, N ), ,(7: - v)

tre sistemi integrali. Sappiamo dalla teoria delle equazioni differenziali
che, dati arbitrariamente i valori iniziali, p. e. per s=0, delle funzioni
incognite 7, m, n, esiste un sistema integrale (I, m, n) delle (12) che per
§=0 si riduce al sistema iniziale assegnato (I, 7o, ng);.anzi, essendo
le (12) lineari, gli integrali 7, m, » esisteranno e saranno regolari in tutto
quell’intervallo per s nel quale le funzioni assegnate f(s), ¢ (s) si man-
terranno finite e continue. .

Osserviamo di piu che se (I, m, n), (I', w/, ') sono due sistemi inte-

grali delle (12), distinti o comudentx risulta dalle equazioni differen-
2iali stesse

% U +mm +nn) =0,

e pero
- U +mm +nn’ = costante,
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Cio posto, prendiamo nove costanti
lo l’o l"o
mo mlo m”o
ny Wy Ny, .
che formino i coefficienti di una sostituzione ortogonale, ed indichiamo con
Cm,ny, O, n), (,m' n)

s 1 tre sistemi integrali delle (12), che per s=0 si riducono rispettiva-

mente a
'
(ZO’ My, nO) ’ (Z'Oa mlo; nlo) ’ (l’lo, m”o, %’ 0)'

" ) ‘ . .
Risulta dall’osservazione superiore che per tutti ¢ valori di s saranno

l l! Z"
m . ml ml’
n w n

i coefficienti di una sostituzione ortogonale, in particolare sara
P4+141"=1
Pongasi ora

w_—:flds, y=fl’ds, z=—fl"ds,

e si interpretino z, y, 2 come coordinate di un punto mobile M; la curva
luogo del punto M avra evidentemente s per arco e I, 7, I' per coseni
di direzione della tangente. Se inoltre si tien conto delle equazioni dif-
ferenziali (12), cui soddiéfano @G mn, I,m,n), ', m, n), e delle

formole di Frenet, si vedra subito che le due curvature %, % della
curva avranno appunto i valori assegnati

S=f0 ., 7=¢0.

Da ultimo dimostriamo con Darboux come I’integrazione del sistema
(12) si riduca a quella di un’equazione differenziale del tipo di Riccati,
Per ogni sistema integrale delle (12) si ha

P+ m®-- n® = costante

e moltiplicando 7, m, » per un medesimo fattore costante (con che si
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ottiene un muovo sistema integrale a causa della omogeneita) si pud
supporre senz’altro

Pt+mt+n=1.
Esprimiamo allora 7, m, » per due angoli 0, ¢ colle formole
!=sen0 cosp , m==send senp , n=cost,
¢ le (12) daranno per 0, ¢ le due equazioni simultanee

SR 4

d9  seno cot 0 cos

ay PP, %y

Introduciamo poi, come unica.incognita, la funzione complessa
s o
| 6 == cot 5 ¢
(alla quale piu tardi (Cap. III) riconosceremo il significato di variabile
complessa sulla sfera); dalle (13) seguira per ¢ 'unica equazione
do | io® | is @

_ — — — ] (1)
dalla quale inversamente, separando il reale dall’immaginario, seguono
le (13). Dunque: 1! problema di determinare una curve dalle sue equazioni
intrinseche st riduce alla imtegracione della equazione (14) del tipo di
Riccati.

Per note proprieta delle equazioni di questo tipo, basta la conoscenza
di una soluzione particolare per risalire con quadrature all’integrale
generale.
~ Come esempio, consideriamo il caso di una curva piana determinata
dalle sue equazioni intrinseche:

1 1
S=16), =0

Allora la (14), ovvero le (13), risultano subito integrate. E chiaro
che 6 avra un valore costante e, senza alterare la generalita, potremo

fare 0 = —;—; indi colla quadratura

(15) o= [re s

) Nel modo pii semplice si esegyira il calcolo derivando logaritmicamente
la s, osservando le (13), e sostituendo a sen o, cos ¢ le loro esin‘-essioni per l'e-
sponenziale,

ey

®
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si otterrd ¢. Per la curva domandata avremo infine
(15%) x=a—|—fcosq;ds, y=b+fsengods, e=c,

essendo @, b, ¢ costanti. Cosl se supponiamo f(s) = —]:— (% costante), cioé

domandiamo la curva piana nella quale il raggio di curvatura & propor-
zionale all'arco, troveremo subito dalle (15*) che la curva domandata &
una spirale logaritmica.

§. 10.
Eliche cilindriche.

‘ Applichiamo ancora le formole di Frenet allo studio di un’importante
" classe di curve, note sotto il nome di eliche cilindriche. Si da un tal
nome a quelle curve tracciate sopra una superficie cilindrica arbitraria,
che ne tagliano sotto angolo costante le generatrici. Distendendo la su-
perficie cilindrica sopra un piano, l'elica si distende secondo una linea
retta e, poiché nello spiegamento le lunghezze lineari non si alterano,
segue che una proprietd caratteristica dell’elica cilindrica consiste altresi
nel segnare sul cilindro il piit breve cammino fra due suoi punti.

Collochiamo 1’asse delle 2 parallelo alle generatrici del cilindro ed
avremo in conseguenza

7 == costante.

Dalle formole di Frenet;

o L ok v _ v oL
s~ p'ds p T'ds T
segue _ .
=01 , y=costante , -,-%:—{—:costante.

Abbiamo dunque:
1.0 In ogni punto di un’elica cilindrica la normale principale del-
Velica coincide colla normale al cilindro. '
Questa proprietd & evidentemente caratteristica per lelica.

) S8i intende escluso il caso ~2—:0, che appartiene solo alla linea retta.
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2.2 Per ogni elica cilindrica & costante il rapporto delle due curvature.
Anche questa seconda proprietd & invertibile col teorema di Bertrand:
Ogni curva che ha costante il rapporto delle due curvature & un’elica

cilindrica. :
Per dimostrarlo supponiamo che per una curva C sia

L=
T ="

essendo % una costante. Dalle formole d_i Frenet deduciamo

d_pdn dp_p B b _p &y
ds T ds’ds T ds'ds T ds’
ossia ‘
a d a
%O\—-ka)_oy %(P'—kp)—o, a}—(v—k?):os

da cui integrando
A—ko=A, p—kB=B, v-ky=0C,

essendo A, B, C tre costanti, per la somma dei cui quadrati sardy evi-

dentemente
AP+ B+ CP=1+K.

Posto dunque
' A B C
o=— , b=, ¢c= —————
VA*+B*+C? VA B +C VAT+B+C*
saranno a, b, ¢ i coseni di una direzione fissa nello spazio e dalle pre-
cedenti si deduce

ao-+bRter=—

VIFR
Dunque la tangente alla curva C forma un angolo costante con questa

direzione fissa e per cid la C & un’elica del cilindro che si forma con-
ducendo pei punti di .C le parallele a quella direzione fissa.

§. 11.
Eliche cilindriche speciali.

Per stabilire le formole generali relative alle eliche cilindriche,
prendiamo 1’asse delle 2 parallelo alle generatrici del cilindro e supposto
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che le coordinate z, y di un punto della sezioné retta z=0 del cilindro
siano espresse in funzione dell’arco u della sezione stessa dalle formole

r=a@, y=y ), -
vedremo subito che per le coordinate di un punto mobile sull’elica si avra
z=zw), y=yw) , z=wucote®,

ove ¢ indica I'angolo costante d’inclinazione (che si pud supporre acuto)
dell’elica sulle generatrici' del cilindro.
Applicando le formole dei §§. precedenti, troviamo

_ du _ U (5

T sene’ " sene
o =sene & (u), B==senecy (W), T=cose,
da B &

— = gen’e 2’ (u) ,

% _ sen’ o "t _
7 % sensy(u),ds 0,

gli accenti indicando derivazione rapporto ad . Di qui segue per la
flessione dell’elica

%:sen”a\/m,

ovvero .
1 sen® e
(15) PR
essendo _11? la curvatura della sezione retta. Per la torsione % troviamo
poi dalla formola
p__ T
T y !

T
ed osservando che v= 0} +e,

1 sene Cos ¢
(16) T =+ —R -
11 segno superiore vale per le eliche sinistrorse, l'inferiore per le
destrorse, come risulta dal criterio stabilito al §. 4, ovvero anche dalla

considerazione geometrica diretta.

() Per semplicita, contiamo 1’arco » dal punto ove la sezione retta incontra
I’ elica.

® Si conta 1'arco s dell’elica a partire dalla sua origine sulla sezione retta z=0.
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"Da queste formole segue che i raggi di flessione e torsione sono
costanti solo per le eliche del cilindro circolare retto. '

Una tale elica dicesi circolare (Y e la sua proprietd caratteristica
(secondo Puiseux) di avere costanti i Mie raggi di curvatura corrisponde
alla proprietd, che ha a comune soltanto colla retta e col cerchio (come
segue dal teorema fondamentale al §. 8), di essere in ogni sua parte
sovrapponibile a sé stessa. ’

Dalle formole (15), (16) si vede che il problema di determinare un’e-
lica dalle sue equazioni intrinseche si riduce al problema analogo per
la sezione retta del cilindro; dunque: Date le equaszioni intrinseche di
uwelica cilindrica, questa si trova in termini finiti con quadrature (.

Applichiamo queste considerazioni ad una seconda elica, che dopo
Pelica circolare merita particolare menzione, alla cosi detta elica cilindro-
conica. ' - ¢

Definiamo questa curva colle equazioni intrinseche

p=as, T=bs,

con a,b costanti. La sezione retta del cilindro, su cui tale elica ¢ de-
scritta, avra il raggio di curvatura proporzionale all’arco e, per l'osser-
vazione in fine al §. 9, sard quindi una spirale logaritmica. Ne segue
che le equazioni della nostra elica possono porsi sotto la forma:

z=Ac'tcost , y=Aetgent, z=Be?,

dove ¢ & il parametro variabile che individua i punti della curva e A, B, 2
sono costanti. L’elica & quindi tracciata sulla superficie

A2
2t 8 =0,

che & un cono di rotazione attorno all’asse. delle z col vertice nell’origine.
g

@) Essa pud considerarsi generata da un punto che scorre di moto uniforme
lungo una generatrice del' cilindro circolare, mentre questa rota di moto uni-
“forme attorno all’asse.

® La medesima cosa segue anche subito dalle osservazioni generali del

§.9, poiché della equazione fondamentale (14) di Riccaii, essendo.% costante =F,

conosciamo subito due soluzioni particolari costan};i, le radici della equazione
di 2.° grado o*4-2k 0—1=0, cioé

oy=—k+4 V1 , cy=—k—Vif1.
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Essa taglia sotto angolo costante.le generatrici del cono, cioé & una
lossodromica del cono (V. E infatti pei coseni di direzione della tangente
all’elica si trova )

A(hcost—sent) _ A (h sen ¢+cos £) . - B
\/A2+h2 (A2+B2) \/A2+k2 AT+ BY) ? V'/A_ 1 * (A*+BY)
e per quelli della generatrice del cono
_ Acost b_Asent ¢ — B v
VARB  VARB T VARB
onde .
2 2
ao+bB+ey = _hVARE = costante.
VAR (A%BY)

Da queste proprietd deriva il nome di elica cilindro-conica (¥.

§. 12.
Superficie inviluppi.

Allo studio delle ulteriori proprietd delle curve gobbe & utile‘ pre-
" mettere alcune brevi nozioni sulle superficie inviluppi.

Sia
(17) [y, 2a)=0

P’equazione di una superficie, contenente un parametro arbitrario o, che
supponiamo variabile con continuitd entro un assegnato intervallo. Sup-
poniamo inoltre che, nel campo di variabilitd che si considera per z, y, 2, «
la funzione f di queste quattro variabili sia ﬁnlta e continua ed ammetta
le derivate parziali

F o o of O

By’ 3’

pure finite e continue. Ad ogni valore speciale o; di o corrisponde una
particolare superficie del sistema o' (17); variando « con continuita, la
superficie stessa si muovera deformandosi in modo continuo nello spazio.

) Sopra una qualsiasi superficie di rivoluzione dicesi lossodromica una linea
che tagli sotto angolo costante i meridiani.

(® Si osservi che, spiegando il cono in un piano, 1'elica cilindro-conica si
distende secondo una spirale logaritmica.
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Ora consideriamo una speciale superficie
(18) f(x’ Y, 2, 0(1) =0

del sistema ed una vicinissima, corrispondente alla variazione % del
parametro
f@y 2 0+h)=0.

La curva intersezione di queste due superficie (reale od immaginaria)
al convergere di % verso zero, converge sulla superficie (18) verso una
posizione limite che si dice,msecondo Monge, la caratteristica della su-
perficie (18). Per dimostrare Pesistenza di questa curva limite sostituiamo
alle due equazioni precedenti il sistema equivalente

f(zy e2)=0, f(z,y,z, aﬁh%b—- f(z,y,2,0) —0.

La seconda di queste, al convergere di % verso zero, converge verso
f’equazione limite
of
e =0,
30!, ==y

e si pud dimostrare in tutto rigore che la curva determinata dalle due
equazioni simultanee

9 , 2,
f(x,y,z,al)_—_o , <f—(w_,_m> pr— O
dut o=,

¢ appunto la curva limite cercata. Il luogo di tutte le caratteristiche &
una superficie che prende il nome di inviluppo, mentre ogni singola su-
perficie del sistema (17) dicesi un’inviluppata. L’equazione della superficie
inviluppo si ottiene, per quanto precede, eliminando & fra le due equazioni:

f =0 ’ aj; — 0)
0, cid che & lo stesso, traendo il valore di o in funzione di z, y, 2, dalla
seconda equazione e sostituendolo nella prima.

Dunque ’equazione:

fz 9y 20 =0,
che per « costante ci di un’inviluppata, ci rappresenta altresi 1'invi-
luppo, quando per o vi si sostituisca ,quella funzione di z, %, ¢ che si
ottiene risolvendo rapporto ad o la

of

5&——0.
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Dopo cio si vede sublto che: Ogm mmlwppata tocca U inviluppo lungo
tutta la caratteristica.

E infatti 'equazione del plano tangente all’ 1nv11upp0 in un punto
(xy,2) &:

(E+ts)@-o+(L+L5) <Y—y>+<f+§’;’f;°;)<z- )=
of

ma poiché « & qui tratta da 3 0, questa resta identica alla equazione

X x-m+ f(Y—yH I @-9=0

del piano tangente in (z, y, #) all’inviluppata, c. d. d.
La caratteristica della superficie (18) incontrera la superficie vicina

f(x, Y, %, O"1"";1') =0,

in un certo numero discreto di punti, i quali al variare di 4 si muove-
.ranno sulla caratteristica e, al convergere di % a zero, tenderanno verso
certi punti limiti che determiniamo nel modo seguente.

Per ciascuno dei detti punti d’intersezione sussistono le tre equazioni’
simultanee

ki

@ =0, L0, @y zath=0,

all'ultima delle quali possiamo sostituire la

kz azf
fagd + 2 54 g0,

dove 7 & infinitesimo d’ ordine superiore al secondo rispetto ad 5. Al
sistema (@) possiamo sostituire 1’equivalente

—o. I of —
f=0, 5=0, gt 3 =0

ora I'ultima di queste, quando % tende a zero, converge verso I'equazione
limite

f

P R 0.

I punti limiti cercati sulla caratteristica, corrispondente al valore «
del parametro, sono quindi determinati dalle tre equazioni simultanee

f=0, L —o K T _,.

' Qm P
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I1 luogo ‘dei punti limiti delle.varie caratteristiche prende il nome

di spigolo di regresso sulla superfi¢ie inyiluppo. Le sue equazioni si ot-

terranno eliminando = fra Te tre supei'iori,‘ossia traendo o jn funzione

di z, y, # dalla terza di esse e sostituendola nelle due prime. E poiché

le prime due, per » costante, rappresentano la caratteristica, ne segue

che ogni caratteristica tocca nei punti limiti lo spigolo- di regresso (V;

insomma lo spigolo di regresso (quando esiste) &, sopra la superficie
inviluppo, 1'inviluppo -di tutte le caratteristiche.

. g \Y

§. 13.

Superficie canali.

Come primo esempio consideriamo una sfera di raggio costante a
che si muove nello spazio assumendo una semplice infinitd di posizioni
e cerchiamo la superficie inviluppo. Per definire il sistema o' di sfere
basterd dare la curva C luogo dei centri, per la quale riterremo qui
le solite notazioni. L’equazione della sfera mobile sara

(19) X-2f 4 (Y =9f + Z -2t =

e il parametro variabile sard attualmente l’arco s della curva C. Per
trovare la caratteristica sulla sfera (19) converra associare a questa
equazione quella che se ne oftiene con una prima derivazione rapporto
ad s, cioé la

(20) X—zjoa+ (Y—¢) 8+ Z-2)y=0,

che & T'equazione del piano normale alla curva C. Dunque: La caratte-
ristica della sfera mobile ¢ quel suo cerchio massimo che giace nel piano
normale alla curva C nel centro. 11 lnogo di questo circolo mebile, di

-

) Se dx, dy, dz indicano. differenziali presi lungo lo spigolo d1 regresso,
avremo le equazioni

( f+§:g; dw+(§§+§§ 3—;) dy+(-a~f+g’~: gg) dz =0

f O 2u »f | *f Sf | Py,
(sctn+ o0t ax) -+ (aa_a; T3 ay) Y+ (505 T ok 52) =0

2
le quali, essendo —gf 0, g—f == 0, gi riducono a quelle che determinano i differen-

ziali presi lungo la caratteristica.
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raggio. costante o, il cui centro descrive la curva C ed il cui piano
rimane costantemente normale alla “curva stessa, e dunqhe I'inviluppo
cercato; una tale superﬁcle dicesi una superficie canale.

Se ora vogliamo determinare sulla superficie canale inviluppo lo
spigolo di regresso, dobbiamo derivare nuovamente la (20) ed associare
la nuova equazione cosi ottenuta:

@1 =)+ -9+ Z-)l=0p

alle (19), (20) stesse. Ora la (21) non & dltro che I’equazione del piano
normale alla normale principale condotto per quel punto di questa nor-
male che dista da M==(z,y, 2) e dalla parte positiva precisamente di
una lunghezza eguale al raggio p di prima curvatura (centro di curva-
tura). I punti limiti sul cerchio caratteristico saranno quindi reali e
distinti quando ¢ <Za, reali coincidenti se p = a, ed immaginarii per p>a.

Lo spigolo di regresso sulla superficie canale sara dunque reale e
constera di due rami distinti per quella regione della curva C ove a>p.

§. 14.
Superficie sviluppabili.

Per la teoria delle curve gobbe dovremo considerare esclusivamente
il caso in cui la semplice infinitd di superficie inviluppate sia costituita
di piani, nel qual caso la superficie inviluppo prende il nome di svilup-
pabile, per una’ ragione che ora diremo. '

La caratteristica di ogni piano del sistema sara evidentemente una
retta e tutte le rette caratteristiche saranno le tangenti dello spigolo
* di regresso; la sviluppabile & adunque il luogo delle tangenti ad una
curva, che ne & lo spigolo di regresso. E facile vedere che il piano
mobile (inviluppata) coincide col piano osculatore dello spigolo di regresso.
E infatti ritenendo per questa curva le solite notazioni, l’equazmne del
~ piano ostulatore &

X-2)h+ (Y=g)p+ (Z-2)v=0

e la caratteristica sul piano osculatore mobile si ottiene associando a
. questa equazione quella che se ne ottiene derivandola rapporto ad s, cioé

E-2) €+ (Y-9) 1+ @-0)t=0;

ora l'intersezione di questi due piani & appunto la tangente.
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Per altro & da osservarsi che lo spigolo di regresso pud ridursi ad
un punto ed allora la sviluppabile diventa un cono od un cilindro, se-
condo che questo punto & a distanza finita ovvero all’infinito. '

Ogni piano inviluppato tocca la sviluppabile lungo tutta la retta
caratteristica (generatrice) e perd i piani tangenti di una sviluppabile
costituiscono un’infinitd semplice, mentre per ogni altra superficie i piani
tangenti formano una doppia infinita (V.

Il nome di sviluppabile viene da cid che, supposta la superficie fles-
sibile ed inestendibile, si pud spiegarla senza rottura né duplicatura sul
piano. Viceversa ogni superficie dotata di tale proprietd & necessaria-
mente una sviluppabile, come sara pil avanti dimostrato.

In relazione con ogni curva gobba vi sono da considerare tre svi-
luppabili inviluppate rispettivamente dalle tre facce del triedro princi-
pale. Quella inviluppo del piano osculatore non & altro che il luogo delle
tangenti alla curva data, come sopra si & visto. L’inviluppo dei piani
normali porta il nome di sviluppabile polare della curva C e 'inviluppo
dei piani normali alle normali principali quello di sviluppabile rettificante.

§. 15.
Sviluppabile rettificante.

Trattiamo ora di queste due sviluppabili, cominciando dalla séconda.
Il piano mobile ha qui per equazione

(22) K-+ -9+ (Z-2L=0

e la sua caratteristica si ottiene associandovi 'equazione che ne risulta
con una derivazione rapporto al parametro s:

(08) (X-2) (Z+p)+a-n(E+B)ra-a(L+5)=0.

Questo secondo piano passa ancora pel punto M=(x, y, 2) della
curva C e la caratteristica € quindi una retta uscente dal -punto M di C
e giacente nel piano della tangente e della binormale; essa dicesi la retta
rettificante. La nostra sviluppabile £ passa dunque per la curva C e la
normale principale a C coincide colla normale alla superficie X.

() Secondo il principio di dualitd, ad ogni superficie corrisponde una super-
ficie, salvo che ad una sviluppabile corrisponde una curva,
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Ora quando una curva, tracciata sopra una superficie, ha in ogni punto
la sua normale principale coincidente colla normale alla superficie, la
curva, prende il nome di linca geodetica della superficie; essa segna il
pilt breve cammino (come piti tardi dimostreremo) per andare sulla su-
perficie da un suo punto ad un altro. La sviluppabile, rettificante contiene
adunque la curva data C come linea geodetica; distendendo Ia svilup-
pabile sul piano la curva C si rettifica, da cui appunto il nome di
sviluppabile rettificante. £ chiaro che non vi ha alcun’altra sviluppabile
contenente la curva come linea geodetica.

- La retta rettificante, intersezione dei due piani (22), (23), ha evi-
dentemente i coseni di direzione proporzionali ai tre binomii

R R S R

T ¢’ T ' T .
e quindi, indicando con o Pangolo d'inclinazione della retta rettificante
sulla tangente, potremo porre -

l

1 1 ,

T » - .
0§ 6 == ————— , 86N 0= —————

1 1 1 1
’ \/E+T2 \/?JF"T**

cioé si avra

(24) ' ) tgc=%‘—.

Come si vede, quest’dngolo s & costante solo per le eliche cilindriche,
nel qual caso la sviluppabile rettificante non & altro che il cilindro su
cui I’elica & descritta e le rette rettificanti coincidono colle generatrici.

Differenziando nuovamente la (23), si otterrebbero gli elementi per
definire lo spigolo di regresso della sviluppabile rettificante. Ma piil
interessante ¢ il problema inverso: Trovare:tutte le curve C, di cui una
curva assegnata C & spigolo di regresso della sviluppabile rettificante, o in
altri termini: Data una superficie sviluppabile, trovare tutte le sue linee
geodetiche, problema che facilmente si dimostra risolversi per quadrature.

E invero, indicando con i, ¥, # Ye coordinate di un punto M, della
curva cercata C, situato sulla tangente in M==(z, y, ) alla curva data C,

avremo:
(25) m=gx+to , py=y+t, a=z+t7,

indicando ¢ il valore (algebrico) del segmento M M,. Il nostro problema

Y &
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¢ adunque questo di determinare ¢ in funzione di s in guisa che la
curva C,, descritta dal punto (z,, %, 2,) definito dalle (25), abbia per nor-
male principale la direzione (, p., v) della binormale alla curva primitiva.
Ora dalle (25) derivando abbiamo:

£ (i)t =) 1red

dey _ (1, @ L
'(Ts—<1+ds, TRy

e quindi, indicando coll’apposizione dell’indice 1 gli elementi relativi

alla curva C;: ]
ds, A /& /., dt\® .
aVer(g)

(26) o, =acoss+§sens ﬁ1=3é0s<:+1)senc , fi=7cosas+isenc,
’ A

dove si € posto

CO8 G == - ,'- sen ¢ == - g -
L4 ¢ dt
; +<1+ds Vet (+g)
ciog
* =P @
(26 )” cot 6 = y <1 +ds> ,

e o significa quindi I'angolo d’inclinazione della C, sulla tangente allg C.
Derivando nuovamente le (26), otteniamo nel primo membro quantitd
proporzionali a §, n, {;, ciod per ipotesi a X, p, y; dovremo dunque
avere:
a
' T (Becoss+nsens) =Ky ,
A (*( ¢08 6+ sen c) = Kv

() gs (o cos o+£ sen c) =KX\

indicando K un fattore di proporzmnahta
Eseguendo le derivazioni, troviamo

‘ ds | 1 ds | 1 sen o
—senos <3§+p—>a+coss<07$+;> §— T A=KAx

® —seno (T + ) bt ooss(F 4+ ) 1~ p=Ks

ds ds , 1 sen o
_senc(\js—[—p—>7+(zosq<d—6+;>t— T v=Kyv
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e quindi deve essere

do_ 1

ds ¢’

onde si ottiene s con una quadratura
27 6=¢— f _o_l;

e successivamente dalla (26*) si otterra ¢ integrando un’equazione dif-
ferenziale lineare del 1.° ordine, il che da:

1 , -
(28) . = P (¢— f sen s ds).

Viceversa, assumendo o, ¢ nel modo dato da queste formole, veniamo
a soddisfare a tutte le condizioni richieste. \

Cosi con due quadrature, che introducono due costanti arbitrariec, ¢,
.abbiamo risoluto il problema; ne concludiamo: Date una superficie svi-
luppabile, bastamo due quadrature (27), (28) per trovare in termini finiti
la doppia infinita delle sue linee geodetiche.

E bene osservare che le (27), (28), non contenendo %—, dipendono

solo dalla ﬂessione%% dello spigolo di regresso C della sviluppabile. Se

dunque si deforma comunque la curva C torcendola, senza alterarne la
flessione, il valore (28) di ¢ rimarra sempre lo stesso. Considerando ora
due qualunque di queste forme della C, siano C, €/, le due sviluppabili
corrispondenti X, ¥’ saranno distendibili I’una sull’altra in guisa che C, '
- 8i sovrappongano per i loro punti corrispondenti e le generatrici di ¥
si distendano sulle corrispondenti di £ (¥, Con cid la osservazione
superiore acquista evidentemente il significato che: ogni geodetica di X
si distende sopra una geodetica di ¥ E questo un caso particolare di
‘up. teorema generale che incontreremo piu tardi nei nostri studii.

) Se in particolare prendiamo per C’ la trasformata piana di C, la
sviluppabile ¥’ diventa il piano della curva e le sue geodetiche non sono

(U Geometricamente la cosa & evidente, potendosi considerare ogni svilup-
pabile come costituita di successive striscie comprese fra due generatrici conse-
cutive. L’indicata deformazione avviene facendo rotare ciascuna striscia attorno
alla generatrice comune colla precedente di un angolo conveniente, cid che evi-
dentemente non altera la flessione dello spigolo di regresso.

’
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altro che le rette del piano. Cid risulta del resto analiticamente dalle («), ()

" pag. 29; poiché infatti le (8), per %= 0, danno K =0 e quindi dalle (=)

risulta
dn _df _ dn_
ds ds ds ’
Dunque ogni curva C,, avendo la sua tangente una direzione fissa,

¢ una linea refta.

§. 16.
Sviluppabile polare.

Passando ora a trattare dell’inviluppo dei piani normali ad una
curva C, partiamo dall’equazione del piano normale

(29) X=2)a + Y=y 8-+ (@—2)1=0,

che derivata rapporto ad s ci da

(80) X-2)E+ -9+ Z-)l=p.

Questo secondo piano & normale alla normale principale nel punto M,
situato sulla direzione positiva di questa alla distanza ; dal punte M -
della curva; il qual punto dicesi cenfro di curvatura, mentre il circolo
descritto nel piand osculatore col centro in M, e con raggio MM, =p
dicesi circolo osculatore (V. La generatrice della svilppabile polare &
adunque la normale al piano osculatore nel centro del circolo osculatore
o, come si dice, I'asse del circolo osculatore.

Per determinare poi il punto M, ove questo asse tocca lo spigolo
di regresso della sviluppabile polare, dobbiamo associare alle (29), (30)
I'equazione che gisulta dalla (30) con una nuova derivazione, cioé:

(X-2)h+ (- p+ @-s)y=-T %

Le coordinate z,, ¥, 2, di M,, sostituite nelle (29), (30), (31) per

() In effetto fra tutti i circoli per M il circolo csculatore é quello che, nelle
vicinanze di M, meno si scosta dalla curva,
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X, Y, Z, debbono simultaneamente soddisfarle, ¢id0 che da risolvendo:

— ap
S z -+ pt—T ds)\ ‘
(32) ’yo=y+m—Tgsv«
dp

‘\zO“"z+PC_ %V.

La sfera descritta col centro in M, e col raggio M,M dicesi la sfera
osculatrice in M alla curva C perche, con un metodo del tutto simile a
quello tenuto al §. 3 per definire il piano osculatore, si dimostra che
fra tutte le sfere condotte per M essa & quella che, nell’intorno di M,
meno si scosta dalla curva (Y. E chiaro che il circolo osculatore & 1'in-
tersezione della sfera osculatrice col piano osculatore.

Indicando con R il raggio della sfera osculatrice, abbiamo

R = (@—2)" 4+ @ -9’ + (2-2),
cioe per le (32):
(33) | 2 + T2 (d{‘>

‘. 8. 17.
Spigolo di regresso. della sviluppabile pola.re..

Andiamo ora a studiare, in relazione colla curva data C, la curva C,
luogo del punto M,, cioé lo spigolo di regresso della sviluppabile polare,
ovvero il luogo dei centri delle sfere osculatrici. '

In primo luogo, derivando rapporto ad s le (32), otteniamo

_jpy @ i?) Wo__ _ d( dp
T+ds<Tds x., gT Tds)}‘*’

dz, p a dy &
T T @ <Ta;>§ g

Consideriamo dapprima il caso particolare in cui sia zero 1’espres-

dz,
¥ 270
(32% =

sione —,% + % (T Z—z> . Allora, per le (82%), 2, ¥,, % sono costanti, cioé

) Con minor rigore di linguaggio, essa pud anche definirsi come la sfera
che passa per M e per tre punti successivi della curva.
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.~

il centro della sfera osculatrice ¢ immobile. Siccome inoltre dalla (33)
derivando risulta

’ dR dp (p a dp>
* e \ B i N
(859 _ Rds_Tds’T—l_ds(Tds

. . dR L R
si vede che in questo caso F 0, cioé R & costante; la curva e dunque

tracciata sopra una sfera di raggio R. Viceversa se la curva ¢ sferica,

tutti i piani normali alla curva passano pel centro della sfera, che &
osculatrice in tutti i punti. Di qui si vede che: L’equazione intrinseca

(T dp\

e ‘caratteristica delle curve sferiche (V.

Se la curva C non & sferica, abbia.mo una effettiva curva C, luogo
dei centri delle sfere osculatrici e, indicando gli elementi di questa curva
coll’apposizione dell’indice 0, avremo dalle (32%):

SPEIC]

34 — =
( A ) ds
dove ¢ indica I'unitd positiva o negativa; se conveniamo di contare s,

* . : . P a dp
crescente con s, dovremo dare gd e il segno di T -+ s (T %> .

Dopo di cid avremo
(85) L g=—eh , PBo=—ep , o= —ev,

da cui con una nuova diﬂ'erenziazione

ds, ds ds, ds ds, ds
— = - —— y — = - — , — C = £ - .
Poeo sTé po'flo ETQ Poo ETC
Ne segue
ds, ,ds
(36) . —‘; =& T N %
dove ¢ indica I'unitd, positiva o negativa secondo che % ¢ positiva o

negativa.

) Si v Vi _P - P)
Si osservera che 'pEI" una curva qua,lunque C se T + ds (% si annulla

in un punto, ivi la sfera osculatrice & stazionaria, e la curva C, ha nel punto
corrispondente un punto di regresso.
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Abbigmo quitdi:

37 bo=—cd§, N=—ed 7, {=—c€{
e da queste e dalle (35) si deduce
(38) ' M=o, p=—¢p, w=—¢1,
dalle quali infine differenziando risulta per le (37):

. ds, _ _ds
(39) T, =

Le formole precedenti dimostrano che in ciascuna delle due curve
C, C, la tangente dell’uns & parallela alla binormale dell’altra e le loro
normali principali sono parallele, risultati che (prescindendo dalla deter-
minazione precisa de1 segni) & ben facile vedere a priori geometrica-
mente. : .

.Si osserverd come bastino gia le tre formole (34), (36), (39):

ds,  (p , d dp®
ds _eiT+ds (Tds)z ’
dy _ @
T, e
. ¥
per calcolare (con una quadratura) le equazioni intrinseche della C,, date
quelle della C. Cosi se C & un’elica cilindrica sarda pure C, un’elica
cilindrica; se di pit C sara un’elica circolare, ovvero un’elica cilindro-
conica, lo stesso avverra per C,.

11 raggio della sfera osculatrice & costante nel caso di una curva
sferica; ma dalla (33%) vediamo che vi ha un secondo caso in cui questo

L . do .
raggio & costante, cioé quando 7 =0, ossia quando la curva ha costante

la flessione. Allora, sparendo dalle (32) il terzo termine, il centro della
sfera osculatrice comc1de col centro del circolo osculatore e per la curva C,
Iuogo di questi centrl essendo qui ¢ =¢, risulta dalle formole precedenti

-

ds, = e T ds

po=p, ToT=¢"
? 50.=—g y h=—7, CO=¢C-,

. Dunque: La curva C, luogo dei centri dei circoli osculatori di una
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curva C a flessione costante al ha la medesima flessione, e il prodotto delle

PR 1 . ,
due torsioni & equale ol quadrato 2 della flessione comune; la relazgione

fra C, Cy é inoltre imvolutoria, cioe C é il luogo dei centri di curvatura di C,.

§. 18.

Evolventi ed evolute.

Consideriamo la sviluppabile X delle tangenti di una curva C e
cerchiamo le curve C' tracciate sopra I che:tagliano ad angolo retto
tutte le generatrici, cioé le tangenti di C. Sia M==(z, y, #) un punto
qualunque di C e M'==(«, ¢/, 2) un punto di una di queste curve C’,
ove la C'interseca ortogonalmente la tangente in M. Se pOniamb MM =,
avremo

d=z+ta, y=y+tB, {d=z+t7;
sara t una funzione di s da determinarsi in guisa che la tangente a 04
sia normale alla tangente di C. Ora abbiamo

%=<1+%>a+c§—

e siccome deve essere

. dec .
ne risulta —-= —1, cioe =
ds . ,

-

t=c¢~-3s,

indicando ¢ una costante (arbitraria).
Le formole '

(40) d=z+(c-9a, y=y+-9)B, =2+ (-9

ci definiscono dunque una semplice infinitd di curve C' ortogonali alle
tangenti di C. Poiché MM =¢ ~'s, ovvero contando s da un conveniente
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punto sopra C, MM = —s, si vede che se si avvolge un filo flessibile ed
inestendibile sulla curva C e si svolge dalla curva stessa (a partire
dall’origine degli archi) per modo che il filo resti sempre teso, la porzione
rettilinea MM’ di filo svolto resterd sempre 'tangente in M alla curva
ed eguaglierd in lunghozza T'arco s. L'estremitd libera M’ del filo de-
scrivera adunque la curva C', che dicesi per ¢i0 una evolvente (o svilup-
pante) della C, mentre C prende il nome di evoluta (o0 sviluppata) della
curva C'.

Cosi adunque: Ogni curva C ha una semplice infinita di evolventi
che sono, sulla sviluppabile delle tangenti di C, le traiettorie ortogonali
delle genmeratrici.

Dalle (40), derivando, si trae (supposto ¢=0):

do! $ dy s did__ s

a‘;=—;€, s 0 N s Td—s—__p*c’

e quindi, contando s’ crescente con s:
ds s
) % - E)— ’
e per cio : .
al=_&’ BI=_7]’ T’=_C.

‘Queste formole dimostrano che la tangente all’evolvente & parallela,
ed opposta in direzione, alla normale principale dell’ evoluta.

Occupiamoci ora del problema'inversoz

Trovare tutte le evolute di una curva data C. Indicando con C' una
qualunque delle evolute cercate, essa dovra essere lo spigolo di regresso
di una sviluppabile formata con una semplice infinitd di normali della
curva C. Se riferiamo il punto M’ dell’evoluta C’, giacente nel piano
normale in M all’evolvente C, alla normale principale ed alla binormale
come assi mobili ausiliarii, e indichiamo le relative coordinate di M’
con u, v, per le, ordinarie coordinate #, ¥/, & di M’ avremo:

o =ztubtod, o =ytuntop , Z=z+ultov.
Si tratta ora di determinare u, » in funzione di s in guisa che la

tangente in M’ alla (', luogo di M/, sia precisamente la normale M'M
della C; dovremo esprimere cioé che

a dy &
ds > ds’ ds
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sono ordinatamente proporzionali a
wé+okh , untop , ul+tov.

Eseguendo le derivazioni, si trovano subito per =, v le condizioni

seguenti
. 1 /@ v\ _ 1 /dv  wu
v (@) =5 (@ 1)
ovvero
do_, do
I P s ds _ 1
=P p2+,v2 "'—'T ’

'ultima delle quali integrata da
v S ds
arc tg (Tz.}o —,I—‘—{-c,
cioe ' '
v=0p tg (x+0),

dove ¢ & una costante arbitraria, e si & posto

r—fsis
o T .

Il problema proposto si risolve adunque con una quadratura mediante
le formole:

(41) ¥ =x+pbtptg(cr) h , ¥ =y+pntp tg(tie) 1, & =2+pl+p tg(t+e)v.
QOsserviamo le formole

(41%) o' ==cos (r+¢) & +sen (x+c) h , B ==cos (c+¢) -+ sen (c+c)p ,
¥ =cos (t+¢) L-+sen (x+c) v,

che seguono immediatamente da queste; ne risulta: Pangolo che la tan-
gente all’evoluta forma colla normale principale dell’ evolvente é dato da t+-c.

Corrispondentemente agli infiniti valori della costante ¢ nelle (41),
abbiamo o' 8volute della curva data C, tutte tracciate sulla sua svilup-
pabile polare. Poiché inoltre la normale principale di ogni evoluta &
parallela alla tangente della evolvente, ed & quindi la normale della
sviluppabile polare, vediamo che tutte le evolute sono geodetiche della
sviluppabile polare. Se si spiega questa sviluppabile in un piano, le evolute
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si cangiano in un sistema di rette e precisamente, come si pud dimo-
strare, in un fascio di rette (V.

Si osservi che se la evolvente & una curva piana, essa ha una sola
evoluta piana, il luogo dei suoi centri di curvatura; le altre evolute sono
eliche del cilindro retto (sviluppabile polare) che ha per base I'evoluta
piana.

Un teorema molto importante per le sue applicazioni risulta dall’os-
servazione fatta sopra sul significato geometrico di t+c¢ nelle (41), (41%).
Se consideriamo due diverse evolute, corrispondenti ai valori ¢, ¢;della
costante arbitraria ¢, la differenza (t+¢) — (v+¢) ==¢,—c¢, rappresenta
Pangolo compreso fra le due tangenti alle rispettive evolute, uscenti da
un medesimo punto M della evolvente, onde risulta: ‘

A) Le tangenti o due diverse evolute, uscenti da wn medesimo punto
della evolvente C, formano fra loro un angolo costante lungo C.

E utile enunciare questo teorema sotto forma alquanto diversa, cosi:

B) Se le generatrici di una superficie sviluppabile si fanno rotare
attorno ai rispettivi punti d incontro con una loro traiettoria ortogonale,
nel piano normale di questa, di un angolo costante, il luogo delle nuove
posizioni delle generatrici € un’altra superficie sviluppabile.

§. 19.

Traiettorie ortogonali di un sistema o' di piani.

11 metodo tenuto al §. precedente per trovare le evolute di una
curva data pud applicarsi alla risoluzione dell’altro problema: Defermi-
nare tutte le curve C', di cui una cuwrva assegnata C & il luogo dei centri
delle sfere osculatrici. Siccome i piani osculatori di C debbono essere i

(1) Anticipando sulle nozioni del prossimo capitolo III, osserviamo che se
nelle (41) si cousidera ¢ come variabile, e ponendo

p —
cos (x¢) R,

*
si costruisce, il quadrato dell’elemento lineare della sviluppabile polare, si trova
ds = dac’? | dy -+ dz® = dR* - R de?,

elemento lineare del piano in coordinate polari, il che dimostra la proprieta
enunciata nel testo,
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piani normali della C’, la ricerca proposta equivale evidentemente a
quella delle curve C' che tagliano ortogonalmente una serie assegnata oo’
di piani, Se C’ & una tale curva, ed M’ il punto ove essa incontra orto-
gonalmente il piano osculatore della C in M, fissiamo la posizione di M’
in questo piano mediante le sue coordinate cartesiane ortogonali u, v,
riferite alla tangente ed alla normale principale come assi. Per le ordi-
narie coordmate Z,9,2 di M’ avremo cosi:

(42) ¥=xtuatvf , ¥y =ytufton, =z+ui+vl,

P . y . axs dx dy dd
e la ‘condizione imposta alla C', luogo di M, porta che T ds ds

siano proporzionali a ), 1., v; troviamo cosi per le funzioni incognite u, v
di s le equazioni

Cangiando la variabile indipendente s col porre

ds
6= | —,
p
avremo
__@ du
T T d ' ds
cioé
dw
do* s T v=¢,

da cui integrando

v == ¢ C08 6+¢ Sen 6—cos cfsen o ds+sen cfcos s ds,
essendo ¢, ¢ costanti arbitrarie. Successivamente avremo
dv ., ‘ :
=~ ==csenc—c cosc—sen [ sens ds—cos o | coss.ds

e, sostituendo questi valori di w,v nelle (42), avremo cosl determinate

*
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con quadrature lé curve C richieste, le quali costituiscono, come era
geometricamente evidente, una doppia infinita.
Analogamente come pel problema del §. 15, osserviamo (cf. pag. 30)

che i valori delle incognite u, v e quindi quello R=Vu?++* del raggio

della sfera dipendono unicamente dalla ﬂessione% . Torcendo comunque
.

la curva C, che seco trascini i suoi piani osculatori, il luogo dei medesimi

punti M’ sard sempre una curva C ortogonale a questi piani. In parti-

. 1 . , . .
colare se si rende T=O’ le (42*) dimostrano che #, %/, & si riducono

costanti, cioé la curva C’ si riduce ad un punto. Dopo cid possiamo
presentare la soluzione geometrica del nostro problema (problema di
Jamet) sotto la elegante forma seguente dovuta al prof. Cesaro (V: Data
uma curva, C, per costruire tulte le serie di sfere che hanno i centri sopra C
e risultano osculatrici di una curva C', si trasformi C, alterandone solo
la torsione, in una curva piaona T e si considerino le sfere che hanno i
centri su I' e passano per un punto fisso M’ del suo piano. Se la curva T,
trascinando seco rigidamente le sfere, riprende la forma C, le nuove sfere
osculeranmo una curva C', luogo delle nuove posizioni di M.

§. 20.

Trasformazione di Combescure per le curve.

Date due curve G, C,, se & possibile stabilire una tale corrispondenza
fra le due curve che ad ogni punto M di C corrisponda un punto M,
di C, in guisa che le tangenti in due punti corrispondenti risultino sempre
parallele, diremo che le due curve si ottengono 1'una dall’altra per éra-
sformazione di Combescure (®. Perché due curve C, C; siano trasformate
di Combescure 1'una dell’altra & evidentemente necessario e suffi-
ciente che abbiano a comune 1'indicatrice sferica delle tangenti, come
accade p. e. per due curve omotetiche, o per due curve piane in piani

paralleli. Siccome poi, dalle formole di Frenet, risulta che la tangente

() Leziont di geometria inirinseca, pag. 146.

® La trasformazione di Combescure si applica veramente ai sistemi tripli
di superficie ortogonali che piu tardi studieremo; applicata alle curve, conduce
appunto alle relazioni geometriche considerate nel testo, e sembra quindi con-
veniente adottare la stessa denominazione.

E
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all’indicatrice sferica delle tangenti di una curva ¢ parallela alla normale
principale di quest’ultima, vediamo che: Se la curva C, si oftiene per
trasformazione di Combescure dalla curva C, le tre direzioni principali
in un punto M, di C, sono rispettivamente parallele alle tre direzioni
principali corrispondenti nel punto corrispondente M di C.

In particolare i piani osculatori di C, C, in due punti corrispondenti
M, M; saranno fra loro paralleli; viceversa si vede subito che se due
curve G, C, si corrispondono punto a punto in guisa che i piani osculatori
in due punti corrispondenti M, M, siano paralieli, le due curve saranno
trasformate 1'una dell’altra per trasformazione di Combescure.

Da queste osservazioni risulta che la costruzione geometrica per
dedurre da una curva data C una qualunque sua trasformata di Com-
bescure & la seguente: Ad ogni piano osculatore della curva C si conduca
un piano parallelo ad una distanza arbitraria, variabile con continuita
al variare del piano osculatore di C; la sviluppabile inviluppo dei nuovi
piami avra per spigolo di regresss una trasformata C, di Combescure della
curva data.

Ritenendo per la curva C le consuete notazioni, e denotando gli ele-
menti corrispondenti di una trasformata C, di Combescure coll’apposi-
zione dell’indice 1, le formole che definiscono la C, saranno evidente-
mente le seguenti: '

@  a=[sr0d, n=[sr0d, a=[1r@a,

indicando f(s) una funzione arbitraria di s (Y. Per le equazioni intrin-
seche della C, avremo quindi '

ds _ds  ds, _ds

ds, = ds ’ =TT, T T/ T
$1 f (S) p] p \ T
cioe
ds, .
(44) D=1, a=pf® , Ti=TF@.
Se ne deduce in particolare —,%1 = % , ciod la proprietd della tra-
1

sformazione di Combescure di lasciare inalterato il rapporto fra le due
curvature.

™ Se si prende per f(s) un valore costante si avrd una trasformata omotetica
della C. :
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§. 21.

Curve a flessione costante ed elica sferica.

‘Fra le trasformate di Combescure di una qualsiasi curva C vi ha
sempre una curva a flessione costante, con valore assegnato per la prima
curvatura, per es. con p, = 1. Per ottenere questa particolare trasformata,

basta porre evidentemente f'(s) =rl . Dunque, data una curva qualunque C,

o ds des f*[ds
H=f— , h=J})] —, 51—} —
p p P

ci danno la trasformata C, di Combescure a flessione costante =1. Se
si osserva poi che

le quadrature

% = Vd + dF + df* = ds

si vede che: le formole
(45) z=fads , y=f[3dc, g== [y ds,

dove a, B, 1 sono funzioni arbitrarie di un parametro, legate dalla relazione
a2+ﬁ2+72= 1’ e

(45%) dos =Vdo*+ dB+ dy?, -
definiscono la piw generale curva a flessione costante %= 1.

Applichiamo ancora la trasformazione di Combescure alla ricerca
dell’elica sferica.

Per questo “osserviamo dapprima in generale che dalle (44) si hanno
le formole: '

Tz, =T Er,

gli accenti indicapao derivate rapporto ad s. Se si vuole adunque che
la trasformata C, di Combescure della C.sia descritta sopra una sfera
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di raggio =1, si dovra determinare 7 dalla equazione

CAE+T =10,
che integrata da
/ S ds

{Jf=Sen(T+6), t=/ T, ¥

J0
dove ¢ & una costante arbitraria. La trasformata sferica richiesta sara
quindi definita dalle quadrature

\

(46) 2, =f°‘ sen (;'i'c)ds /B sen (t+c) ds zl:f.ﬁgn_%w.v

E chiaro che 1a semplice infinitd di curve sferiche cosi determinate
ci dard le traiettorie ortogomali di quel sistema di circoli massimi della
sfera che giacciono nei piani condotti pel centro parallelamente ai piani
‘normali di C. Cosi, colle formole precedenti, & risoluto per quadrature
il problema di trovare le traiettorie ortogonali di un sistema oo® di
circoli massimi (geodetiche) della sfera.

Applichiamo in particolare il risultato precedente alla ricerca delle
eliche sferiche, di quelle curve ciog, tracciate sulla sfera, le cui tangenti
sono inclinate di un angolo costante sopra una direzione fissa. Esse sono
le trasformate sferiche, per trasformazione di Combescure, di un’elica
circolare, ossia le traiettorie ortogonali di un sistema di circoli massimi
della sfera tangénti ad un medesimo circolo minore. Se partiamo dalle
equazioni dell’elica circolare

r=cosu , y=senw , 2=ucot e,

tracciata sul cilindro retto di raggio =1, dove ¢ denota 1’angolo costante
d’inclinazione delle tangenti sulle generatrici, avremo

1 . 1
—==8en"e , ;s==86enecCose,
sen ¢ p T

T = is—-—ucosa
= T =

(0 Propriamente, per le osdervazioni al §. 17, ’equazione del testo non &
caratteristica delle curve sferiche, ma potrebbe ancora appartenere ad una curva
* econ p,==p f=1, cid che viene escluso nel testo lasciando da parte I’ integrale
singolare p f=1.

indi

I T T
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ed applicando le (46) col porre ¢=0 (M, ed eseguendo le quadrature, si
ottengono le formole seguenti che definiscono I'elica sferica:
i o sen’e
T2
__sen’e gcos (v (1+cose))  cos(u(l—cose))
h=-3 1-+cose 1—cose

sen (w (1+cose))  sen(u(l - COSE))‘
1+coss 1—cose

2, == sen ¢ cos (u coSe) .

E da osservarsi che se ’angolo ¢ corrisponde ad un valore razionale
di cose, 'elica sferica & una curva algebrica razionale.

8. 22. v

Traiettorie ortogonali di un sistema «!' di sfere.

Passiamo ora a trattare per un sistema o' di sfere il problema gia
risoluto al §. 19 per un sistema di piani, il problema di trovare le
loro «?® curve traiettorie ortogonali. I risultati che qui faremo conoscere
sono dovuti a Darboux che 1i ha esposti, sotto altra forma, a pag. 35 e ss.
delle Legons sur les systemes orthogonaux et les coordonnées curvilignes
(Tome I). ‘

Per definire il sistema o' di sfere, daremo (¥ la curva C luogo dei
centri delle sfere, per la quale riterremo le consuete notazioni, ed inoltre
il raggio R della sfera come funzione dell’arco s di C. Un punto qua-
lunque M’ = (&, ¢/, #) di una delle sfere potrd definirsi colle formole

#=x- Rsenfcospo+ Rsenbseno £+ Recos 02

(47) ¥ =y -+ Rsenbcosy B+ Rsenbseny -4 RcosBp
Z=2z-+ RsenOcospy+ RsenOsenpt+ Recosbv,

dove R, 6, ¢ sono le coordinate polari di M’, riferito al triedro principale

di Cin M. Per una curva C’ ortogonale a tutte le sfere dovranno essere
0, ¢ tali funzioni di s che le tre derivate

w a
ds ’ ds ' ds
— ’

A .
(@) E chiaro geometricamente che, dando a ¢ un altro valore, si ottiene la
curva stessa spostata sulla sfera per rotazione attorno all’asse polare (asse Oz)
® Lasciamo da parte il caso ovvio di un sistema di sfere concentriche.
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risultino proporzionali ai binomii
-z, y—y, ¥—z.
Un semplice calcolo conduce alle equazioni differenziali del 1.° ordine

per 6, o:

sen co8 6 coS
(48)
: cot 6 cos p semp 1
+ + sen® R 0.

. A queste, come gia alle (13) pag. 17 che ne sono un caso particolare
per ¢= 0, si pud sostituire un’unica equazione del tipo di Riccati,

introducendo anche qui la variabile complessa sulla sfera
b o
a=R cot 5 [
si trova cosi I’equazione:

ds 1 dR ¢ i 1
48 &= T+2R+<R as E)“Jrﬁ_ﬁ"
dalla quale inversamente, scindendo il reale dall’immaginario, seguono
le (48).

Dunque: Dato un sistema o' di sfere, la determinazione delle loro
traiettorie ortogonali dipende dalla integrazione di un’equazione di Riccati;
il problema si risolve quindi per quadrature, appena nota uwna delle traiet-
torie ortogonali.

Si pud facilmente constatare, con calcolo diretto, che se una delle
traiettorie ortogonali del sistema di sfere & nota, ’equazione di Riccati
si riduce lineare e si integra quindi con quadrature. Supponiamo infatti
che la curva data C sia una delle traiettorie ortogonali e sia R=R (s)
il raggio della sfera. Le coordinate 2/, ¢/, ¢ di un punto M’ della sfera
si potranno ora scrivere sotto la forma:

x’=x+R(1+cosﬂ)i+Rsen9cosgo&+Rsen6sencpk
(49) y =y 4+ R(1+cos 0) 8+ Rsenbcos o - Rsenbsenoyp
Zd=z+R(1+cos0)y +Rsenbcosv -+ RsenOsgenopv.

Se vogliamo che il punto M’ descriva una traiettoria ortogonale delle
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sfere, dovremo prendere per 0, ¢ tali funzioni di s che

& dy A
ds ’ ds ’ ds.

risultino proporzionali ordinatamente a
»
%’—.’E—Rd, ?/—.’/—Rp, %I—Z—R“{,

cio che da per 6, ¢ le due equazioni simultanee:

dd R +1 sene_(1+cos9)cosep
d - R p
* 0
(49 cot - o seng
ap _ a1
ds @ T

Se si pone nuovamente
9 .
s==R cot 5 &e,

si trova per ¢ I'equazione
do o? i 1
z=T+(r-5)*
che & lineare in % e integrata da:
(1
G0) l=eJ(E‘T)ds§ f S (g—)a ds%
o ,

con C costante arbitraria (complessa); cosi il problema & appunto risoluto
per quadrature, e facendo variare le due costanti arbitrarie contenute
in C, si avra la doppia infinitd deélle traiettorie ortogonali richieste.
Dalla (50) si pud dedurre inoltre un’altra elegante proprietd geometrica
dei sistemi di sfere, osservata da Darboux. Applicando questa formula
a due diverse sfere S, S, della serie, e indicando con o, 5, le corrispon-
denti variabili complesse, segue evidentemente dall’eliminazione di C
fra o, o, che le due variabili complesse sono funzioni lineari I'una del-
Paltra. Linterpretazione geometrica di questo fatto (come risulterd nel
Cap. III, §. 52), da il teorema: :

Riguardando in due sfere qualunque S,’S, del sistema come punti
corrispondenti i pumti d@ incontro com una medesima traiettoria ortogonale,
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la rappresentazione dell’ una sfera sull’altra conserva gli angoli ed i circoli
(affinita circolare di Mibius).

In fine osserviamo che, se si vuole nel calcolo superiore evitare 1'in-
troduzione dell’immaginario, basta procedere nel modo seguente. Si as-
sumano come funzioni incognite, in luogo di 0, ¢: .

0
tg2—cos’go=L y tg%sen<p=M

e le (49*) assumeranno la forma lineare

[ dL R’+1

@ L+ M+, =0
aM R’+1

@~ ® M—pl=0

Queste s8i riducono subito alle quadrature col metodo di D’Alembert,
cercando un moltiplicatore X tale che L+AM soddlsﬁ ad un’equazione
lineare; I’equazione per » &

an  N+1

609 s T

da cui integrando si ha
: -8 g
A=tg (t+0) , 1:=j_ T
0
‘Cosl potremo prendere
=1tg%, A=—cotcr
e le due incognite
6
tg 0) cos (t—¢)

COS T

L+)\1 M =

tg % sen (t—¢)
L+ M= ——— ' .
cos © _

verranno determinate da un’equazione lineare ciascuna (V.

) Prendendo per A, , %, gli integrali singolari A =1, 12=—z, si ritornerebbe
alle formole precedenti cogli imnmaginari.
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§. 23.
Metodo di Darboux.

Insieme alla soluzione analitica del problema trattato al §. precedente,
facciamo conoscere anche una seconda soluzione, pil geometrica, che &
appunto quella data da Darboux (l.¢,), il quale ha utilizzato a tale scopo
la trasformazione di Combescure (§. 20). ,

Insieme al sistema oo' di sfere, datoal §. precedente coll’assegnarne
la curva C luogo dei centri ed il raggio R=R(s) della sfera, conside-
riamone un altro qualunque che si ottenga trasformando la curva C luogo
dei centri in un’altra curva C, per mezzo di una trasformazione di
Combescure colle formole (§. 20):

dss=f()ds , p=pf(@s), Ti=Tf(s),
e nello stesso rapporto riduciamo il raggio della sfera assumendo
Ri=R{f(s);

diremo che ibsecondo sistema di sfere ¢ derivato dal primo per trasfor-
mazione di Combescure.

Allora si vede subito che le equazioni (48) per 6, v restano le stesse,
sicché, integrando il problema delle traiettorie ortogonali del sistema
dato di sfere, & contemporaneamente risoluto il problema stesso per
tutti i sistemi derivati per trasformazione di Combescure. E ben fatile
dare l'interpretazione geometrica di questo semplice risultato, ove si
osservi che due punti di due sfere. corrispondenti, dati dai medesimi
valori di 6, ¢, riuniti coi rispettivi centri, danno due raggi paralleli.
Dunque: Da una traiettoria orfogonale del sistema dato di sfere si deduce
una traiettoria ortogonale del sistema trasformato di Combescure segnando
sopra ogni sfera S, del secondo sistema il pumto M, corrispondente al
punto M, ove la sfera primitiva S & incontrata dalla traiettoria ortogonale.

Cosl adunque vediamo che, trasformando per trasformazione di Com-
bescure un sistema o' di sfere, anche le loro traiettorie ortogonali
vengono & subire la trasformazione di Combescure.

Ora Posservazione fondamentale pel metodo di Darboux & la seguente
che: nota una delle traicttorie ortogonali C del sistema di sfere, si pud
con quadrature sostituirvi un sistema trasformato di Combescure nel quale
tutte le sfere passino per un punto fisso.
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Per dimostrarlo, teniamo per la curva C le consuete notazioni e
saranno

my=a+Ra , yo=y+RB, 2%=2¢+R7

le coordinate del centro della sfera. Tiriamo per un punto fisso, p. e. per
P'origine O, un segmento R, (da determinarsi in funzione di s) parallelo
alla tangente in (z, y, 2) alla C; saranno

, n=Ra, =R B, ai=Ri7
le coordinate dell’estremo, e affinché la sfera _
(X—a)f + (¥ =9)' + (Z—af =R}
descriva il sistema trasformato di Combescure dovremo determinare R,
in funzione di s in guisa che si abbia:

de, dy, do, _ day dyy . de

ds " ds " ds ds " ds * ds

Queste condizioni danno subito per R, l'equazione

R, _ 1+FR
R~ R
¢ quindi integrando .
8§

R, = CReJ R (C costante).

Ma viceversa il sistema cosi ottenuto & effettivamente trasformato di
Combescure del primitivo, poiché si verifica subito che si ha

ds, __ ds,

RTRC
indicando con dsy, ds; gli elementi d’arco delle rispettive curve luogo
dei centri.

Ridotto cosi il sistema di sfere a passare per un punto fisso, un’in-
versione per raggi vettori reciproci, col centro in questo punto fisso, cangia
le sfere in un sistema o' di piani e le traiettorie ortogonali delle sfere
nelle traiettorie ortogonali dei piani, poiche, come ? ben noto, la detta
inversione conserva gli angoli. Il problema generale & cosi ridotto in
fine a quello speciale del §. 19 e si risolve quindi per quadrature.

4
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§. 24.
Curve di Bertrand.

Chiuderemo questo primo capitolo coll’esame di un problema proposto
e risoluto da Bertrand. Partiamo dal risultato ottenuto alla fine del §. 17,
secondo il quale le curve a flessione costante si presentano a coppie
aventi a comune le normali principali e domandiamo di: deferminare
tutte le curve C che ne ammettono una seconda C avente le stesse normali
principali di C. Indicando cogli accenti le quantitd relative a C', per le
coordinate «, ¢/, # del punto corrispondente al punto M==(z, y, 2) di C
avremo

(51) ¥=z+ké , y=y+kn, ¥ =2+k{,

ove % indica il tratto di normale principale MM’. Ora, essendo per ipo-
tesi MM’ normale in M’ alla C’, dovremo avere in primo luogo

dx’ dy dz’
— 4+
5 ds + C ’
il che da
& _ 0 , ossia k= costante.
ds

In secondo luogo dalle (51), derivando e ponendo

_k k

{(52) coso= P , Sen g=

(58) o = acosc+hsens , ﬂ’=ﬁcos6+gxsenc, Y == cos 3+vs8en s,

otteniamo

dove o indica dunque I’angolo delle due tangenti in M, M’. Derivando
nuovamente le (53), dalle formole di Frenet e dall'ipotesi che C' abbia
le stesse normali principali della C deduciamo

6 == costante,

e quindi dalle (52) il teorema: La curva C deve avere le due curvature



CURVE DI BERTRAND 51

legate dalla relazione lineare:

(54) b C"(I)‘S S _ ksin S + sens = 0.

Viceversa supponiamo che una curva C abbia le curvature legate
dalla equazione lineare

(649 THE+C=0,

- senza che siano costanti insieme p, T (caso dell’elica circolare). Identi-
ficando la (54) colla (54*) troveremo allora una seconda curva C’ colle
stesse normali principali di C, la quale sard pienamente determinata
dalle formole

(55) k= tgo:—g,

B
-3
ed & chiaro che le due curvature della C’ soddisferanno alla medesima
relazione (54*). Nel caso dell’ elica circolare invece si potrd pren-
dere % affatto ad arbitrio; dunque: le ¢raicttorie ortogonali delle normali
principali di un’elica circolare hanno tutte a comune le normali prineipali.
La superficie delle normali principali di un’elica circolare si presentera
piut tardi in questi studi come elicoide rigata ad area minima.

§. 25.

Determinazione di tutte le curve di Bertrand.

Le curve che soddisfano all’equazione intrinseca (54*) diconsi curve
di Bertrand. Esse si presentano a coppie aventi a comune le normali
principali e le loro tangentj in due punti corrispondenti fanno un angolo
costante o.

Come gia al §. 21 per le curve a flessione costante, cosi per le curve
generali di Bertrand possiamo dare per quadrature le equazioni esplicite
di queste curve, aﬁp]icando la trasformazione di Combescure. E infatti
basta osservare che, data ad arbitrio una curva C, essa ammette fra le
sue trasformate di Combescure una curva C, di Bertrand le cui curvature
soddisfano la relazione lineare prefissata

A, B
24z 4c=0,
pl-i-Tl—i-
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che per le (44) pag. 41 ci da

1 /A | B\
f)=—¢ (;+T/.‘

Introducendo questo valore di f(s) nelle (43) si avra appunto una
curva C, di Bertrand.

Possiamo risolvere la medesima questione in questo secondo modo.
Proponiamoci per c¢io il problema: Data una curva C, trovarne una se-
conda C' che corrisponda alla C per eguaglianza & archi ed abbia in ogni
punto la normale principale parallela a quella nel punto corrispondente di C.

Indicando con s I'angolo di due tangenti corrispondenti a C, C’, avremo

(56) o'==acoschsens , f=pPcosc+pmsenc , 7 =+ coSo+ysenc
e per ipotesi
(56%) f=xt, =29, {==+¢.
Derivando le (56), ne risulta subito
6 == costanté

e per ci0 la curva cercata C' dovrd essere data dalle formole:

(567) x’=f(acos s+Aseno)ds , y’=f(Bcosc+psenc) ds ,
7 =f(7 o8 6-+v sen o) ds.
Ma viceversa, dando a ¢ un qualunque valore costante, le (57) defi-

niscono (a meno di una traslazione) una curva C’ che sta colla C nella
relazione domandata. Dalle (56), (56*) deduciamo poi

(56*%) N==x4hcosoFasens , p'==+pcossFpsenc,

vV =+vcoscFysenc

e dalle (56), (56%), (56**) seguono per derivazione le formole

-

1 CoS G sen o
==k

gp ( p + T>
(»71 ___ coss senc
VT T p ’

cioé le due curvature della C' sono combinazioni lineari ed omogenee
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di quelle della C; inoltre si osservera che: la somma dei quadrati delle
due curvature & un invariante per questa trasformagione.

E chiaro cost che le trasformate di ogni curva di Bertrand sono
altrettante curve di Bertrand; in particolare ogni tale curva ha una
trasformata a flessione costante. Le piu generali curve di Bertrand si
ottengono adunque applicando la presente trasformazione alle curve a
flessione costante gia determinate al §. 21.

In fine osserviamo il caso particolare della nostra trasformazione nel

quale si faccia s =§: le . formole

x’=flds , g/=fpds , é’=fvds

definiscono una curva C, corrispondente per uguaglianza d'arco alla C;
le due curvature e le direzioni della tangente e della binormale vengono
per la trasformazione permutate.
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Forme quadratiche algebriche.— Definizione degli invarianti e parametri differenziali di una
forma differenziale quadratica.— Parametro differenziale primo Al U.— Parametro dif-
ferenziale misto y (U, V).— Equivalenza di due forme differenziali quadratiche. — Equa-
zioni fondamentali di Christoffel.— Simboli di Christoffel a tre indici [rts} , :rtsg —
Derivate seconde covarianti.— Parametro differenziale secondo A2 U.— Condizioni di
integrabilitah, delle equazioni di Christoffel e simboli a quattro indici.— Curvatura di
una forma differenziale binaria.— Forma trilineare covariante a due forme differenziali
quadratiche simultanee. — Riduzione di due forme binarie simultanee a forma ortogonale.

§. 26.

Forme quadratiche algebriche.

Per la trattazione sistematica della teoria delle superficie nell’indi-
rizzo inaugurato da Gauss, a cui il presente corso & informato, & indi-
spensabile che premettiamo alcune nozioni fondamentali sulla teoria delle
forme differenziali quadratiche. Questo sara 1'oggetto dell’attuale capitolo,
ove del resto ci limiteremo a quanto & necessario al nostro scopo (V.
I semplici algoritmi, che desumeremo da questa teoria, ci permetteranno
di condensare in poche formole trasparenti le equazioni fondamentali
della teoria delle superficie.

Ci converrd premettere con Beltrami (7.¢.) un breve cenno sui teo-
remi algebrici relativi alle forme quadratiche. Consideriamo una forma

() Le principali memorie che hanno servito alla redazione di questo capitolo
sono le seguenti: ] :

BerTrAMI. — Sulla teoria generale dei parametri differenziali. (Atti dell’Ac-
cademia di Bologna, 25 febbraio 1859).

CHRISTOFFEL. — Ueber die Transformation der homogenen Differentialau-
sdriicke zweiten Grades. (Crelle 's Journal, Bd. 70).

Ricor. — 1.2 Sui parametri e sugli invarianti delle forme quadratiche diffe-
renziali. (Annali di matematica, s.° 22, t. X1V). — 2.2 Delle derivazioni covarianti
e controvarianti. (Padova 1888). .

WERINGARTEN. — Ueber die Theorie der auf einander abwickelbaren Oberfitichen.
(Festschrift der Tecnischen Hochschule zu Berlin 1883).
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quadratica f ad » variabili indipendenti z,, #,,...2,
l...n
(1) f= 2“15 Zy s (ar:=asr) s

dove la sommazione indicata si riferisce a tutte le combinazioni dei due
indici 7, s prese dalla serie 1, 2,... n. Rispetto ai coefficienti (costanti) a,.
supporremo solo che il determinante

ay Qg...0n

Ay COigg e » o« Qgn
Q ==

. . . . .

Qny Qnge + « Apn

che dicesi il discriminante della forma, sia diverso da sero. Cangiamo le
variabili # nelle nuove variabili #’ colla sostituzione lineare omogenea

l.e.n
(2) xr=2pn‘xli (7'=1, 2,...”),

gli #* coefficienti (costanti) p,:; essendo soltanto supposti tali che il de-
terminante .
Pu P Pin

P— Pa P . Pon

Prnr Pnz- - . Pun

Iy

(o modulo della sostituzione) sia diverso da zero, come & necessario,
essendo le z,, 2y, ... Zn indipendenti.' Per la sostituzione (2) la £ si cangia
in una nuova forma quadratica f’ mnelle z’:

1...n
(3) f = 2 @vs & &,

s

i nuovi coefficienti a’,, essendo espressi per gli antichi ¢ e pei coeffi-
cienti p della sostituzione colla formola

l...n
(4) . af’rs = 2 Qix Piv Pis -
ik

4

Da queste, indicando con &’ il discriminante della f’, segue, per la
regola di moltiplicazione dei determinanti, il teorema fondamentale
espresso dalla formola

(5) a'=aP?
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Pongasi ora

1 9
(6) X-s E’ (Tmf‘:;—— Z ara xr,

da cui, risolvendo rispetto alle z:
l.e.n
(6% ' Xy = 2 Ais X,

dove con A;;, come costantemente in seguito, si indica i complemento
algebrico di ars nel discriminante a, diviso per a stesso. Avendo riguardo
alle (6), (6%), si formi la somma 2 X, . e risultera:

2‘ X, &, = Eamx, xs—E A X, X,
La forma quadratica
l...n
(M F=Y A. X X,

si trasforma nella f colla sostituzione (6), come inversamente la f nella F
colla (6*), che pud anche scriversi :

1 oF

Come si vede, la relazione fra f e F & reciproca e le due forme
quadratiche f, F' diconsi per cido forme reciproche.

Supponiamo ora che, medianteela sostituzione lineare (2), la f si
. trasformi nella /" e sia

l...n
F/ — 2 A’rs X,r X/'
la reciproca di f. Ora mediante la sostituziene
l...n
X, = 2 &rs s .

la F' si cangia nella f’, questa poi nella f mediante la inversa della (2)
cio¢ colla

a"/s =12" Pis 2

(dove con P,, indichiamo il complemento algebrico di p;, in P, diviso



FORME QUADRATICHE RECIPROCHE 57

per P stesso) ed in fine la 7 si cangia nella F mediante la (6*) o
l...a
Xy — 2 A"}g Xk.
[]

Colla sostituzione
l...n
(8) X, =Y, dvs Pis Aix Xa,

s ik
composta.di quéste tre successive, la ¥’ si trasforma dunque nella F. Se
nella (8) sostituiamo ad o'y, il suo valore dato dalla (5):

1.

Lo

’ N

Ao = 2 Dy Prr Dygo
A

abbiamo
i 1...n

X, = .%:}\ alp. Aik Dyy -pl.ts Pis Xk'
8% K, At

Ma se si indica con s, I’ unita quando r=s, e lo zero quando s, si ha

; Pys Pis= Eip
e quindi :
X'o= 2 a; Ay vy X
ik, N
perché inoltre

.
2i4 ; Ay = o,

resta in fine la formola semplice

@% X, = mr Xu.

' k

Questa sostituzione non differisce dalla (2) che per la trasposizione
dei due indici della p e dicesi per cid la sostituzione trasposta della (2).
Ne concludiamo:

Se la forma f si trasforma nella [ mediante la sostituzione |piv|, la
reciproca ¥ di ' si trasforma nella reciproca F di f colla sostituzione
trasposta |pyil.

Ne risulta che le A,, si esprimeranno per le A’,; come le o',, per
le a,,, ove si scambino gli indici delle p; abbiamo cosi la formola che
importa notare: -

l...n
(9) A,= zAli& Pri Psk.
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§. 27.

Forme differenziali quadratiche.

Essendo 2y, 2;,... %, » variabili indipendenti e dz,, dx,,...dz, i
loro differenziali, consideriamo la forma differenziale quadratica

l...n
(10) f=">) a, dz, dz,,

ove i coefficienti sono date funzioni delle z.

In generale riterremo che le z,, z,, ... 2, siano » variabili reali e
supporremo che siano a,, funzioni reali delle z, nel campo di variabilita
che si considera, e siano ad un sol valore, finite e continue ed ammettano
tutte le derivate parziali prime e seconde rispetto alle z, pure finite e
continue (¥; inoltre nel campo stesso il discriminante @ della f si sup-
porra sempre diverso da zero. Le teorie che andiamo a svolgere conservano
del resto il loro valore anche se si suppongono le z variabili complesse
e i coeficienti a,, funzioni analitiche di queste, come il lettore facil-
mente avvertira (2,

Se esprimiamo le % variabili # per » nuove variabili arbitrarie 2’
colle formole ’

Zi=fi(@, ... 2s) (1=1,2,...0),

ove nuovamente per le funzioni f; delle « si riterranno le ipotesi fatte

precedentemente per le a,,, i differenziali

dr, , dry, ... dz,
subiranno la sostituzione lineare

oZy

l...n
- ¥ A # e
(11) d.’l:,- = 2‘_ Pri ar y Pri ax/'_

) Occorrendo qualche volta di considerare anche derivate d’ordine superiore,
intenderemo sempre tacitamente ammesso che esse siano finite e continue.

® A questo proposito conviene ricordare che i teoremi d’esistenza degli
integrali delle equazioni simultanee a derivate parziali (quali ei occorrerd di
applicare in seguito) hanno molto maggiore generalitd limitati al campo reale
che non estesi al campo complesso. Ed appunto al campo reale si applicheranno
generalmente in queste lezioni.
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e la f si cangiera in una nuova forma differenziale quadratica

(12) f’ = 2 a/” dx’r dwls N
ove sara

, o %k
13 rs — ik N~ 7 AT
( ) @ Y it ox', o,

Il modulo P della sostituzione lineare (11) sui differenziali & qui il
determinante funzionale delle x rapporto alle &

P___S(xl,xg, o Tn) |
9 (x'l,.x’g, A

esso & diverso da zero poiché le # sono indipendenti, e si ha
a = aP?,
essendo a, @' i rispettivi discriminanti di £, £
Serbando alle A, ,, A’,, il significato del § precedente, avremo per la (9):

LT dx, oz
R \\| [ id _'
(14) A= 2: A 37, 3,

§. 28.

Invarianti e parametri differenziali.

" Supponiamo ora di avere un’espressione formata coi coefficienti a,,
della f e le loro derivate prime, seconde ecc.

0. O Far )
(‘o\'s’Swt’Sxtamu"'

di tale natura che, operando un cangiamento qualsiasi delle variabili z
in nuove variabili 2/, essa si cangi nella medesima espressione
d aallrs agaln
LA A P )

formata nello stesso modo coi coefficienti a’,, della forma trasformata f’
e colle loro derivate; diremo allora che ¢ & un invariante differenziale
della forma f.

Se in un’espressione ¢ della natura precedente, oltre ai coefficienti

della forma fondamentale / e alle loro derivate, entra un eerto numero
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di funzioni arbitrarie U, V.... insieme colle loro derivate, in tal guisa
che per un mutamento gqualsiasi di variabili si abbia ancora

® au,aa” .U,Y,. (LY ay—...)—',o(a’“ %...U’ Vv S_U’ gl,l)

o " w: Oy 'y T )

dove U, V'... sono le U, V... stesse, ove per le z si siano sostituiti i
loro valori in funzione delle #/, diremo che ¢ & un parametro differenziale.
Un parametro differenziale si dira d’ordine  se le piu alte derivate delle
funzioni arbitrarie che vi figurano sono dell’ordine ».-— Come si vede,
i parametri differenziali, relativi ad una forma quadratica £, sono espres-
sioni formate coi coefficienti della f, con un certo numero di funzioni
arbitrarie e colle derivate dei coefficienti e delle funzioni, che non can-
giano di forma per un mutamento qualsiasi di variabili. Ove in una tale
espressione manchino affatto le funzioni arbitrarie, si avrd un invariante
differenziale.

Prima di procedere alla effettiva costruzione di quei parametri dif-
ferenziali che pill ci interessa di conoscere, sard bene chiarire il metodo
che seguiremo colle osservazioni seguenti (1.

Supponiamo di conoscere una forma differenziale ¢, gquadratica o
di grado superiore, i cui coefficienti siano formati con quelli della forma
fondamentale f e colle loro derivate, e insieme con un certo numero di
funzioni arbitrarie e di loro derivate, e la ¢ sia di tale natura che,
mutando comunque le variabili, si cangi nella forma differenziale ¢’ for-
mata nel medesimo modo rispetto alla forma trasformata f* ed alle
funzioni arbitrarie. Diremo in tal caso che la forma ¢ & covariante alla f;
¢ chiaro che se consideriamo f, ¢ come forme algebriche (nei differenziali),
costruendo i loro invarianti simultanei assoluti, otterremo appunto dei
parametri o degli invarianti differenziali della f, secondo che nei coef-
ficienti della ¢ entrano o no funzioni arbitrarie.

§. 29.
Parametri differenziali primi A, U, V(U, V).

Se U & una funzione arbitraria di z,, #, ... z,, nel quadrato del
suo differenziale primo

@y =20 U

~ B, aw. %y 4,

) Cf, specialmente Riccr Z.c.




PARAMETRI DI¥FERENzZIALI PRIMI A, U, V(U,V) 61

abbiamo manifestamente una forma differenziale quadratica covariante
alla forma data. Indicando con A un parametro arbitrario, sara quindi
anche
U U
(P = ,,E, <ar3 + A a};—r a—xs> dxr dxs

una forma covariante alla f. I coefficienti delle varie potenze di A nel
quoziente del discriminante della ¢ pel discriminante a della f saranno
quindi altrettanti parametri differenziali primi, formati colla funzione
arbitraria U. In particolare il parametro differenziale, coefficiente della
prima potenza di A, che indicheremo con A, U, ha manifestamente il
valore

1.2 aU aU
(15) A,U.—;A“ 3 3.

lo diremo, con Beltrami, il parametro differenziale primo della funzione U.
Sia ora V una seconda funzione arbitraria; nel prodotto dei due
differenziali primi

l...n
awav="3 T % g, a,

abbiamo nuovamente una forma covariante a f e le stesse considerazioni
fatte sopra provano che l'espressione

l1...n aU av
g‘ Ars éE 5x—’

¢ un parametro differenziale primo colle due funzioni arbitrarie U, V.,
Questo si indica, secondo Beltrami, col simbolo

v@V)

e si chiama il parametro differenziale misto @i U, V. E chiaro che se nel
parametro differenziale misto

1...n AU av .
(16) V(U’V)=§ Ass 3%, Iz

si fa V=U si ottiene il parametro differenziele primo A,T.
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§. 30.
Equivalenza delle forme quadratiche e formole di Christoffel.

Diciamo equivalenti due forme differenziali quadratiche
f= 2 a5 Ay dzs s f, == 2 “,rs dx’r dx’s

dove le a., sono funzioni assegnate delle variabili indipendenti 2;, 2,,...2,
e similmente le &', delle 2, 25, ... 2., se & possibile dare a z,, 2,,...2,
tali valori in funzione di «;, 5, ... 2, che la prima forma si cangi nella
seconda. Per l’equivalenza delle due forme & adunque necessario e suf-
ficiente che si possano determinare le » funzioni incognite

/ J .
i (@, @y &), i=1,2,...m

1 (n+1)

in guisa da soddisfare le 5

equazioni simultanee a derivate par-
ziali del 1.° ordine

(I) a'rs=2aik . -a? .

n (n+1)
2
Pequivalenza delle due forme richiederad particolari relazioni fra i coef-
ficienti. Per esaminare la compatibilita delle equazioni (I) converra pro-
cedere nel modo che insegna la teoria generale, e ciod esaminare le’
equazioni che ne seguono per derivazione. Una prima derivazione ci
‘porterd subito a questa importante conseguenza che fuffe le derivate
seconde delle funzioni imcognite x si esprimono per le derivate prime, per
le funzioni stesse e per le variabili indipendenti. Sono queste le formole
fondamentali di Christoffel, che andiamo ora a stabilire. Per ci0 deri-

viamo la (I) rispetto ad una qualunque delle «’ sia «/,; avremo (V:

Gia da questo primo computo (essendo >n> risulta che

oy 5 daix Ox: Oxx O Pz 0 oo, O
a__Ea;,xxx/_}_E“‘ 2 xk+x xk>

@ o =%, m 3, o, .o, 3. o . o,

oM 8i ricordi che le a'ys sono funzioni immediate delle «/, mentre le a,, sono
funzioni delle x che contengono le «' e quindi:

aa“,, _ Qa;k 3.73;
W, — 2 5m, o,
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Scambiamo in questa I’ indice s con £, permutando nella somma tripla
del secondo membro gli indici di sommazione %, I, onde risulta:

3, 4 3w o, %, T T A \Sa,’ W, 3, T3, o)

®) od, ¢ 2 Qa;; dx; Sxp Oy + 2 Px; x|, xS >

In quest’ultima permutiamo » con s e nella somma tripla del secondo
membro, come nel secondo termine della somma doppia, ¢ con %; avremo:

aa st Sakz 3.%'.' Sxk axz ( ax, 3.'13/. 3.161. ax‘ >
©) S, =25 W, o, 3, T 2% oo, o T, )
Sommando la (b) colla (¢) e sottraendovi la (@), deduciamo:

od ri

o, T, o

Sa st Ga’,, RN Ba,l aak; aalk ax.- ax;. ax;
) (exk o, ) 3, ¥, Oy +

3 .’l,. axk

+2 3 6 g ax't

che si pud scrivere evidentemente:

1 (aa rt oyt aa,rs> _

v \az, T, ~

_ N 1 (Paq | dar  dair\ Oz Ok G
=222 (8:0,‘ o a—x,”> o, o, T 2% 5,5,

.k i

Introduciamo con VChristoﬂ'el il simbolo a tre indici (di L.* specie):

i k] _ 1 (%aq | daxni  Odai
(17) [z]“‘é‘(axk"@a“@)
e gli stessi simboli per la f indichiamoli con un accento; la formola
precedente si scrive allora

rs| 8:1:, i k) 3z Omy %y
[t:\ a,»d,zz[ ]Ba/ Sz’,+2 W o o
E facile ora risolvere le » formole che derivano da quest’ultima
tenendo fissi #, s e ponendo ¢=1, 2,...n, rispetto alle » derivate se-

.
conde W (7/-- 1, 2,...%).
A tale oggetto si moltiplichi I’ultima formola per
o,

Ay
o,
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e 8i sommi rispetto a p, fdalan rico;dando ¢he per la (14) (pag. 59) &

, %%,
2 Mo, = A

{0 per iFv . \
mentrez a;; Ay =¢;, <con 5y =% 1 P iiv>; si ottiene cosi:

”

oz,

’ ax‘ Sxk
Z(ZAN[t ] 81/ ~)<2sz L D o, 3, T,
Introduciamo i nuovi simboli di Christoffel a tre indici (di 2.* specie)
(18) %7’ k; =Y Au [’ k} :
v - {
e indicando cogli accenti i simboli analoghi per la trasformata, avremo

le formole finali:

oz,
o, oxy 2

r s)’

ety

P k} ox; ox:
o, oy’

Sx -t

Queste sono appunto le formole di Christoffel, che esprimono nel
modo asserito tutte le derivate seconde delle funzioni incognite.

§ 31.
Proprietd dei simboli a tre indici.

I simboli di Christoffel a tre indici saranno costantemente usati nel
" seguito ed & quindi necessario trattenersi alquanto sulle loro proprieta.

I simboli di 1.* specie [a k} definiti dalla (17) godono evidente-

l
mente della proprietd espressa dalla formola

i k] __ [k
1] Lty
onde per la (18) segue che anche in un simbolo di 2.* specie g % lo
scambio dei due indici superiori non ne altera il valore.
Osserviamo poi che mentre i simboli di 1.* specie [2;’:’ si esprimono

per le derivate dei coeffigienti, inversamente ciascuna di queste si pud
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esprimere come aggregatd di due tali simboli. E invero si ha
' daix _ [41 k1
1 -SRI

E da notarsi poi che, mentre i simboli di 2.* specie si esprimono
per quelli di L colla (18), ipversamente questi si esprimono per quelli
colla formola '

i k
)1

ik
(18%) [ ! ] = a
Ne segue che la (19) pud anche scriversi sotto la forma

zulz ary + g gkp‘l

aal k

(19*) axl =

az'p..

In fine & da osservarsi la formola che esprime la derivata logaritmica
del discriminante a, rapporto :ad una qualsiasi delle z, come aggregato
di simboli di 2.* specie.

Per 1a regola di derivazione dei determinanti abbiamo

1% 95z
ORI Rl

ik

ovvero "'ffer la (19)

el raali]

e poiché le due somme nel secondo membro sono eguali

1 da il
ﬁ@_zgm[}.
Introducendo i simboli di 2. specle colla (18), abblamo dunque la
formola richiesta:

(20) ' dlog Va _ ) iiil ; .

3.’1?1
Dalla (20) deduciamo ancora una formola di cui dovremo far uso
fra breve, Scriviamola per cid (come sopra)

aloagxl\/a ZAa [@ZL
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e aggiungendo da una parte e dall’altra 2 Ai{z Zk}’ osservando la (19),
i,k R
avremo

al°g\/“ EA.,,L ]=2A. Ly
Lk

Ora, derivando rapporto a z; 1’identitd.

2 Air gy =¢en
k

e sommando rispetto a 4, risulta

aakl_ aAik
gAik a—x'—'—g ) AR

onde in fine la formola richiesta:

i k ) ' oA
1) ¥ A [@l :|=—— log Va — Y au ﬁ—l‘
ik [ 3

axl

§. 39.

Parametro differenziale secondo A, U.

Servendoci delle formole (II) pag. 64, possiamo ora costruire una
forma differenziale quadratica, covariante alla forma data f, i cui coef-
ficienti siano formati con quelli di f e colle derivate prime e seconde
~ di una funzione arbitraria U.

Indicando infatti con U’ cid che diventa U, esprimendovi le z per
le «/, abbiamo evidentemente

U’ oU 2z,
o, - vE oz, ox,’
indi s 3 P,
32U’ 32U Z, x
ax'rax’s—g o, 3, 8, 3, -+ 2 Sx TR

ciod per le (II):

U’ 5 (r s)
o, ods %

P

au » *U p‘ y} oz, o,
ol & | 3w, 3, du; | oy, 0l "
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Introduciamo ora la notazione:
T N gp. v U
[

(22 Uy = o, ox, oz

e, servendoci della notazione analoga cogli accenti per la forma trasfor-

mata, avremo:
Sx oz,
@) Ve =20 57 a7,

Questa formola dimostra che le combinazioni delle derivate prime
e seconde della funzione arbitraria U, indicate nella (22) col simbolo
UPV , 'sono appunto i coefficienti di una forma quadratica covariante alla
fondamentale f, giacche dalla (23) segue evidentemente:

f,z., U,y dfy dat's = %U‘“ dz, da, .

Per cid le U, si dicono (Ricci) le derivate seconde covarianti della
funzione U, costruite rispetto alla forma fondamentale f.
Operando sulla forma covariante

> U, da, da,

(che puo dirsi il differenziale secondo covariante della U) come al §. 29
sul quadrato del differenziale primo dU, concluderemo che i coefficienti
delle varie potenze di A nel quoziente del discriminante della forma

S (@ o+2 Ure) dar das

. pel discriminante ¢ della f sono altrettanti parametri differenziali (se-
condi) di U. In particolare il coefficiente di A, che indicheremo sempre
con A, U e chiameremo il parametro differenziale secondo di U, sara dato da
U ;z k; ?_Il%

@4 AU= zA,kU,,_EA,,,za”xk

Osservando la (21) pag. 66, possiamo dare all’espressione di A,U
un’altra forma, che sarad poi quella piu frequentemente usata nelle appli-

cazioni. Sostltuendo nella (24) ai simboli | .°{ di 2= specie quelli di 18,

abbiamo:
U

‘ oU
U= 20 o ikzuAm “[ ]99«"1
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ossia per la citata (21):
_— 3\/ a _
SU=Rhegaa s 3 ”axﬁz,;, A

Ora, siccome
D Ay =re,
]
resta

MU= A 70

8\/a SA,-k aU
* Qu; Oy axk “2 ”833;\_1_2 dx; Omy’

che, mutando nella somma medla la notazione degli indici, si pud scrivere -
sotto la forma definitiva:

(25) aU= 35 e (Savag,).

Per le forme binarie, quali si presentano nella teoria delle superficie,
bastano gia i parametri differenziali introdotti -

AIU ’ V(U,V) ’ AQU

poiché ogni altro parametro differenziale, come si pud dimostrare (M, si
puo ridurre alla ripetuta applicazione dei tre simboli operatorii precedenti.
Sard bene perd considerare esplicitamente un altro parametro diffe-
renziale secondo, molto importante per la teoria dell’applicabilitd. Lo
definiamo come il quoziente dei due discriminanti delle forme

Un dx? + 2 Ulg dxl dxg + Ugg dxé
ahy dxf + 2 e dxl dxg + Qo2 dx; N
e indicandolo con A, U abbiamo:

(26) Ay U= w

Ay gg— ity
Esso si esprime del resto pei parametri fondamentali colla formola

2A,U.V(U, A U)— AI(AIU)

4A, U
come si verifica facilmente osservando che la formola sussiste per @,;=a.—0,
al qual caso c¢i possiamo sempre ridurre con una trasformazionme di
variabili.

(26%) AU =

® Vedi DarBoux. Legons etc., T. IIi, pag. 260.
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§. 83.

Equazioni ai differenziali totali per le pix.

Ritorniamo alla considerazione delle equazioni di Christoffel (II)
(pag. 64), che abbiamo dedotto come conseguenze differenziali dalle (I).
Introducendo come altrettante nuove funzioni incognite, oltre le x,
Za, ... %y, le loro n* derivate prime

= 2
plr h— a w'r )
possiamo sostituire alle (IT) il sistema di equazioni ai differenziali per
le n(n+1) funzioni incognite

.Z‘l,'xg...xn,p,',«

dxi=2p“ dx/s

(%) r s)

e =513

alle quali poi sono da aggiungersi, come equazioni in termini finiti fra
le z,p, le (I), cioé:

I > ik Pir Pis == rs.
ik

k ,
?/V % Pirpksg dax’s

Ora importa osservare con Christoffel (7.c¢.) che, supposto le z;, p,.
tali funzioni delle «/ da soddisfare le (I[*), le (I*) risulteranno identi-
camente soddisfatte quando lo siano per un sistema iniziale di valori Z,
delle variabili indipendenti. Nelle ipotesi precedenti pongasi infatti

Q= kaug Dir Pis-

Derivando questa rispetto ad una qualunque 2’,, si avra

39, s aa, % 317; r 3101: 8
= 2 p.rpkspzt—{- Za-k pke-l-;a;kper-a—x,—t ,

ed osservando le (IT*) e ricordando le proprietd dei simboli a tre indici
(§. 31), ne dedurremo le equazioni

89”_31 ritf gsp—}_E‘St

axt e
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che possiamo\considerare come un sistema di equazioni lineari ed omo-
genee ai differenziali totali per le ... E peiche, per le (19%) (pag. 65),
anche le &', soddisfano alle medesime equazioni, dal teorema di unicita
degli integrali di un tale sistema, per valori iniziali assegnati delle fun-
zioni incognite, risulta che se inizialmente, per #’; =2';, si ha

Q5 == 'a'rs
sard anche per tutti i valori delle
Qs=dss s

¢i0 che prova appunto quanto sopra & asserito. Possiamo dunque limitareci
‘a considerare le equazioni indefinite (IT*), aggiungendo come condizioni
iniziali le

Y Gir Pir prs =1drs  (per ¥i=a).

Il sistema di equazioni ai differenziali totali (II¥) potrebbe, come &
ben noto, al massimo ammettere un sistema integrale con » (n+1) costanti
arbitrarie, i valori iniziali delle funzioni incognite z,, p,,.. Ma poiché

(n+1)

questi sono legati dalle " 5

denti) ne concludiamo: Le formole della pitw generale trasformazione di
una forma differenziale quadratica f a n variabili in ww'altra [ possono

contenere al massimo @_(;ﬁl)
Cid vale in particolare delle trasformazioni di una forma f in sé
stessa; e poiché in tal caso queste trasformazioni formano evidentemente
~un gruppo, discontinuo o continuo, secondo che nelle formole di trasfor-
mazione entrano o no costanti arbitrarie, ne deduciamo:
Le trasformazions di wna forma differenziale quadratica a n variabili

N . . . . n{n+l)
in sé¢ medesima formano al massimo un gruppo continuo con T pa-

relazioni (I*) (manifestamente indipen-

costanti arbitrarie.

rametri.

Per proseguire le ricerche generali sul sistema misto di equazioni
ai differenziali totali (II*), (I*) converra ora costruire le condizioni d’in-
tegrabilita delle (IT*), é‘ se queste condizioni d’integrabilitd, che saranno
relazioni in termini finiti fra le x, p, risulteranno identicamente soddi-
sfatte, ovvero se saranno conseguenze algebriche delle (I*), il nostro
sistema sard illimitatamente integrabile e nel suo integrale generale

(n+1)

entreranno appunto “ 3 costanti arbitrarie.
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In ogni caso, 'esame della possibilitd di trasformare la f nella f* ed
il computo del numero delle costanti arbitrarie, che entrano eventual-
mente nelle formole di trasformazione, viene cosi ridotto a successive
differenziazioni ed all'esame della compatibilita di equazioni algebriche.

La costruzione di queste condizioni d’integrabilitd c¢i condurra inoltre
a costruire, nel caso delle forme binarie, un importante invariante dif-
ferenziale, '

§. 34.

. Le condizioni d’integrabilita.

Per formare le indicate condizioni si pud operare sulle (IT*) o, cid
che & lo stesso, sulle (II) nel modo seguente. Scriviamo le due formole (II):

o, (r 4) Ox Oz _ 24 a
ax o 8 o, g B é

o, rh) %x, Oz ay) o
ax ax + ,2, Sx x’T = ,2

deriviamo la prima rispetto a x’T, Ia seconda rispetto a x’a e sottrag-
ghiamo, omettendo i termini che si distruggono, il che da:

o[ yrd) 9 (rk] 3 dx dmn ~ {04 Fr Ow
r,z.,‘;, [axhs v oz; | v ] ', M Qx’T + ,2,‘ o, Sx’T 3.70’3

‘z h( Fu m _§ Lg1p§’_ o far) ‘%_[_
AR oaly o', W |t gl t)] o,
o B) axv aql O,
+Z ¢ ax’t aZJT - ,Z t, ax’t 3«:’5 :

Sostituendo in questa per le derivate seconde delle x i valori dati
dalle (IT), i termini contenenti i prodotti di due derivate prime si elidono
e cangiando convenientemente in alcune delle somme la notazione degli
indici (si da far comparire le stesse derivate nei termini omologhi) risulta
la formola: :

5 |19 (rd 0 rh lz‘) ow, Oxi Omn .
2l " e L )|, W

aT

z _

- H (3

1)

-3l
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. . O, oz, %z, 9z,
I coefficienti di o, e del prodotto o, Qx'p 3 “’”’T nelle somme

del secondo e del primo membro sono costruiti colla stessa legge, 1'uno
rigpetto ai coefMenti della f’ Paltro rispetto a quelli della 7, e dipendono
ogni volta da quattro indici. Introducendo i nuovi simboli a quattro indici:

| =2 rt 9 (rh ri) (Lh) _{rh| (i
(27) zrv,@h%—-axh v T 'I—Z(l zv;_ VD’
la precedente si scrive |
) O dwi dmn ' om,
) 3 {rin] o, Saly ol Zgat,ﬁv =

Insieme ai simboli a quattro indici dé 2. specie (27) introduciamo -
ora i nuovi simboli a quattro indici di 1.% specie colla posizione

(29) (rk, sh) =", ayg {rv, ik},

dalla quale formola, risolvendo rispetto ai simboli {rv, ¢A}, risulta poi:
29 v, ibf =2 A (o, i)

Se moltiplichiamo la (28) per

Sxk
Oy oy

e sommiamo a tutti i valori di v, k, osservando le (I), abbiamo in fine
le formole:

) r__ . ax, Sx,- th Sxk
(11 (@9, ByY = Eh(rk, ih) 3, 8.70'[3 3 “’/T 3y

LA A

che sono appunto le nuove relazioni fra le derivate prime fornite dalle
condizioni d’integrabilita.

§. 35.
Simboli di Riemann e loro proprieta.

.

-+ 1 simboli a quattro indici (rk, ¢h) erano gia stati introdotti, prima
che da Christoffel, da Riemann in una memoria postuma (9; si diranno

() RiEMANN ’s WERER, — Commentatio mathematica etc., pag.391 (2.2 ediz.)
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@

per c;o i simboli di Riemann. Conviene che ci trattemiamo alquanto
sulle loro proprieta, esprimendoli innanzi tutto pei simboli a tre indici
di 1.» specie. Per le (27), (29 ) abbiamo:

] )
(rk, zh)——Z Byl — 2 ““k@;

Oxh
%l h)

-

( el V)
=1 } =m
’f’ =[] vki =[]

rh

rh

A+

rh
l

Ora si ha

II

ll

z Ay g

e quindi

b []-A3] 31
+2<¢ i [lkhJ B rl}zz zkzD

[

da °a, . . .. .
Y2 2% § loro rispettivi valori

Sx,- axh

e+ T
ne segue
ok =y [rkz] - o [ ] R ([ ‘|

ovvero, esprimendo i simboli di 2.* specie ’rlhi

aav k

P E

v

r i sa’vk

v

+

axh

l

Sostituende per

rk

-1

[

ri
l b
rlz per quelli di 1.2;

. 9 [ri] 9 rh k] [ri][hk
oo k=[] -2 [3+ pan PA-L 1)
Sviluppando effettivamente nel secondo membro i primi due termini,
che soli contengono le derivate seconde dei coefficienti, abbiamo:

. 1 7 3 Faix Pay Fani
* e e . b —
(307 (rk, m) 2 (aw,- Oy T 5% Oz, dxn. Omomy Oz, 8x.> +

2 (0L
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*

Da quest’ultima formola discende subito che si ha
(kr, k)= —(rk, ih)

@ \
{ ¢k, hi)= —(rk, ih),

ciod per lo scambio frh i due primi o fra i due secondi indici in un
simbolo di Riemann il valore del simbolo cangia solo di segno; in par-
ticolare se i due primi o i due secondi indici sono eguali il simbolo &
identicamente nullo. Dalla (30*) seguono ancora le identit-

(rk, ih) + (ri, bk) 4 (rh, ki)y=0.

b
® (ih, rk) = (rk, i h).

Tenendo conto di queste relazioni, si vede facilmente che il numero

" dei simboli distinti di Riemann per una forma a % variabili & data da

(Christoffel, 7. ¢.)

_ wr(n’-1)
No=—1
cosi N;=1, N;=6, N;,=20 ecc.
§. 86.

Caso di illimitata integrabilita.

Le equazioni (IIT) aggiungono in generale nuove condizioni del 1.°
ordine alle (II); ma vi ha un caso molto notevole in cui esse risultano
identicamente soddisfatte, ovvero si riducono alle (II) stesse; allora le

. equazioni fondamentali (I), (II) formano un sistema illimitatamente inte-

grabi'le. Esaminiamo subito questo caso, la cui importanza risultera meglio
in altro capitolo, dove tratteremo degli spazi a curvatura costante
(Cap. XI). '

Supponiamo, per cominciare dal caso piil semplice, che tutti i simboli
di Riemann, tanto per la forma f quanto per la f’, siano identicamente
nulli; allora le (II) si risolveranno in altrettante identita.

La prima forma sard quindi equivalente alla seconda e le formole
% (n+1)

2
punto di vista reale, & necessario aggiungere la condizione necessaria
che le due forme algebriche ‘

25‘;‘3 gr &s ’ EJrs er Es

di trasformazione conterranno costanti arbitrarie. Per altro, dal
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(dove con a,,, o, intendiamo i valori assunti dai coefficienti per i par-
ticolari sistemi di valori z, 2 delle variabili) siano algebricamente equi-
valenti, per sostituzione lineare reale, cioé ridotte a forma ortogonale
contengano lo stesso numero di coefficienti positivi (legge d’inerzia).
Ora osserviamo che per una forma differenziale /* a coefficienti costanti
i simboli di Riemann sono certamente nulli e si ha quindi il risultato:
Affinché la forma f sia equivalente ad una forma a coefficienti costanti,
& necessario e sufficiente che si annullino tutti ¢ simboli a quattro indici
di Riemann.

Supponiamo ora che per la forma f i simboli di Riemann siano in
un rapporto costante ¢ coi minori di 2.° ordine del discriminante a se-
condo la formola ‘

81 (rk, ih)=c (a,; G — Crp B1).

Per una ragione che apparird nel Cap. XI diremo allora che: la
forma f é a cwrvatura di Riemann costante =c. 11 caso precedente cor-
risponde evidentemente al valore ¢=0 della curvatura. Ora le (III) ci

danno
dx; oz, Oxz
/g ox, o

o, o,
(29, By) =¢ E (@i Our ~ Grp, W) aa;'
L

,k,%.h
le quali per le (I) si riducono alle
(31*) (aa: BY)’ =0 (a’aﬂ a,TB_a,a‘( a,B 8) )

che sono le (31) stesse costruite per la f. Dunque: Se la forma f ¢ a
curvatura di Riemann costante =c, qualunque forma [ equivalente ad f
ha pure la medesima curvatura di Riemann costante.

Inversamente se supponiamo che le due forme £, f* abbiano la me-
desima curvatura Riemanniana costante ¢, essendo soddisfatte le (31),
(31%), le condizioni (IIT) risultano conseguenze algebriche delle (I) e per
cio il sistema delle equazioni fondamentali (I), (II) & illimitatamente inte-
grabile. Ne concludiamo: Due forme differenziali quadratiche colla me-
desima curvatura di Riemann costante sono sempre equivalenti, e le formole

per la trasformazione dell’ una nell’ altra contengono n (g+1) costanti

arbitrarie.
In particolare abbiamo il risultato:
Una forma f a curvatura Riemanniana costante ammelte un gruppo

(n+1)

centinuo di trasformazioni in sé stessa cow 3 parametri,
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§. 37.

Curvatura di uns forma binaria.

Le formole (IIT) conducono subito nel caso binario, # =2, a ricono-
scere l'esistenza di un invariante differenziale. _

In ‘questo caso infatti, per le proprietd dei simboli di Riemann (§. 35),
vi hanno quattro soli simboli (rk, ¢4) non nulli, e cioé

(12,12), (12,21), (21,12), (21, 21),

dei quali perdo i due estremi sono eguali ¢ i due medii eguali a questi
cangiati di segno. Le formole (III) si riducono quindi ad una sola e cioe

- oxr, dx, Ox; 8.7:2)2

e poiche anche pei discriminanti o, a di f', f vale la medesima relazione

se ne conclude

(12, 12y _ (12,12)

Dunque: Nel caso di una forma binaria il quoziente dell’ unico simbolo
di Riemann pel discriminante ¢ un invariante differenziale della fom",m.

Questo invariante differenziale si indica col simbolo K e si chiama
la curvatura della forma; si ha dunque

(12,12)

Alla curvatura K si possono dare varie altre forme, che importa di
considerare per il seguito. Dalla (29*) e dalle proprietd del simbolo di
Riemann (rk, i¢%) nel caso n=2 seguono subito le quattro formole
seguenti:

Ka,=112,12} , Kay=|{11,21}, Ko, =22, 12} , Kap = {21, 21},

I
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che, sviluppate pei simboli a tre indici, si scrivono

axz)ll‘ = 12$+¥11$ 312}+,11§322E 312H ’122§2
Kay,— - %l2§ axggll;_{_%m;gm; 311 $22
122§ ail 212 %12! 311“22$

112{_'_3222 {112$+3212;§111 _§122$§2122_§112E’.

22
K“”—%,z -
Ora scriviamo la prima della (IV) nel modo seguente:

Ka,=

) .
Kaypy=+

Ko Uof=am o § = 1] (01D + 5] (B +
£ 2 (3111} 5122;_2112} 11;
ricordando che per la (20) §. 31 (pag. 65) &
b §+,12$ L;aa% e 12§=\/%a$’

e sostituendo risultera:

K=_L(_f>‘_(\/jsu)_§_(@

2+

Va (3 \au 12
- e (- 1 D)

Ma il fattore di —1—,_ & 1dent1camente nullo, come risulta dalle (19%)
0y

pag. 65, e resta quindi la formola:

o x=LiEE -2 @@ )
V a QWg a; xl a, 2
Per calcolare K da questa formola converra che sia a,+0. Se &
an=0 ed ax+0, si potré, calcolare K dall’altra simmetrica:

iy ‘ Sw, PN §22D 322 \(i: 12;)%'
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Qu_ando siano @y, =ax =0, le (IV) intermedie, essendo allora

'121 _ 212 _ '11& _ 22;_0
_ “b“’l’
311 - dlogay, 322} __dlogai,
1 i Qr, T {2)T Bx
ci danno . ‘
_ 1 &logax
VD O Ty Omy O,

~ Consideriamo ora il caso particolare in cui la forma binaria abbia
nulla la curvatura K. Pel teorema generale al §. 35, la forma f sara
traducibile in un’altra a coefficienti costanti, e se consideriamo il risultato
dal punto di vista reale per forme reali f, dovremo distinguere solo il
caso delle forme indefinite (a discriminante a,; ay— @, negativo) dal caso
definito (ay ag — a:i > 0).
Nel primo caso per forma tipica a coefficienti costanti si potrad prendere

- [=dy.dy,

e nel secondo f=dyi+dy;. Se consideriamo p.e. il primo caso e scin-
diamo f nei suoi due fattori lineari reali o dv,+8 dx,, 7 dx,+8 dz, avremo

(o dzy+8 das) (v dx1+8 dxy) == dy, dy,
e quindi
dyy =\ (e, +Bday) , dyy = % 4 dan 8 )

- -essendo A un conveniente fattore.

Dunque se f ha la curvatura K nulla, decomponendo f nei suoi fattori
lineari, esiste un fattore iutegrante del primo la cui inversa & fattore
intégrante del secondo. Ne segue che questo fattore pud determinarsi
con una quadratura. E infatti posto A=¢" avremo

o(a) _3(ef) (™) __23(™9)
o, dr, ' Oz ox, '’

cioé
d» %o P
; P * ow, 53'3—2 axl

i e
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quindi, essendo ad—ByF+0 perche a, ax—ai$0, otterremo i valori
. oy
di g}: , 5{;; |
due quadrature. Nel caso di una forma definita il risultato & il medesimo,
onde abbiamo il teorema:
Una forma binaria o curvatura nulla si pud ridurre alla forma nor-
male 'dyl dy., se indefinita, o all’ altra dyi+dy;, se definita, con sole ope-
razioni di quadrotura.

ciog v con una quadratura, e successivamente ¥, , ¥, con altre

§. 38.

Forme quadratiche simultanee.

Riprendendo ora il caso generale di % variabili, prendiamo a studiare
due forme quadratiche simultanee

f=2a,.s dzx, dz, , (P=Ebndxrdxsa

delle quali la prima & soggetta sempre alla condizione di avere il discri-
minante ¢ non nullo. Quanto ai coefficienti b,, della seconda, potranno
essere funzioni delle sole z, ovvero anche delle a, dei coefficienti a,, e
delle loro derivate, come anche di un certo numero di funzioni arbitrarie
e delle loro derivate, purché in questo secondo caso si aggiunga la con-
dizione che la forma ¢ sia covariante alla f. Ci proponiamo di costruire
una forma trilineare in tre sistemi di differenziali, covariante alle f, ¢,
forma trilineare che ha la massima importanza nelle applicazioni geo-
metriche.

Supponiamo che per una trasformazione delle variabili z nelle 2’ le
f: si cangino rispettivamente in ' )

o
ff=Xd. do, d, , ¢ = PV, dol, da
r,$ r.$

e prendiamo la formola

RS ox; o,
brs_%bibéa?; 87;,

che deriviamo rispefcto a o, col sostituire alle derivate seconde i valori
dati dalle formole fondamentali di Christoffel (II) pag. 64; otteniamo:

-, sty ., rt
(33) o, —ggp, brl*_.%

N (0bx N
_i. .lzaxl %

4

Vg =

iy skl Oz, dmy Bz,
oo 2l 2 2
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i simboli di Christoffel essendo costruiti al solito per la forma f e la
la sua trasformata f’.

Il primo membro della (33) ed il coefficiente del prodotto delle tre
derivate prime nella somma tripla del secondo membro sono costruiti
nello stesso modo 1’uno rispetto alle forme trasformate ', ¢, 1'altro
rispetto alle primitive f, ¢, siccheé la forma cubica

9bi1 i 1 k1l
) oz, ‘?M”vk‘g

i,k,1

dz; dx, dz,

biy

& una forma covariante al sistema delle f, ¢. Queste espressioni a tre
indici

3 3i z; tk l
s D _ By —
64) 3w, %“ p) R § p

biy

diconsi per cid, secondo Ricci, le derivate covarianti del sistema dei
coefficienti b, rispetto alla forma primitiva. Esse si annullano identica-
mente quando si pone ¢ =£, ¢iod b,z = @,,, come risulta dalle (19%) pag. 65.
Pel nostro scopo dovremo considerare le espressioni a tre indici che
nascono dalla (34) sottraendo da questa quella che se ne ottiene scam-
biando % con I, cioé:

(35) biny, = abi:‘ — By -+ 2’ z by — %%i}; bk »

oy

che indichiamo col simbolo &;;;, ed avremo

ox; Oz, Ox
E z &k 12
(35 ) rst - 2 b‘hl Sx', Gx', ax/t .

1.k,12
Si verificano subito le formole
bim "I‘ b; =0
biny + brri -+ 015 == 0.
Indichiamo ora coi simboli d, 8, D tre diversi sistemi di differenziali

delle variabili indipendenti «; moltiplicando le (35*) per do’,. o', D,
e sommando rispetto a 7, s, ¢ otteniamo

2 b,rst dx,,,. 39:'5 Dx’, = 2 bikl d{tl 6.’”3, DW}.

.8, t,k,1
Dunque la fornla trilineare
2 b,k; dx 6xk Dx;

$h, 0
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& una forma covariante ad f, ¢; essa si dird la forma trilincare costruita
per la forma o rapporto alla f e si indicherd con

(s @) =i2l bin; dz; Oz, Dz, .

Vediamo che: Vannullarsi identico della forma trilineare (f, ¢) esprime
una relagione fra le due forme f, o che non wvaria per wun congiamento
qualsiasi di variabili, :

Per losservazione fatta sopra, la forma trilineare (f, ¢) si annulla
identicamente se si fa p=f£.

Supponiamo ora in particolare »=2; abbiamo allora quattro sole
bix, non identicamente nulle e cioé

b112 » 6121 H b212 ’ b%l ’

delle quali perd le prime due e le ultime due sono eguali e di segno
contrario. In tal caso: Vamnullarsi identico della forma trilineare (f, )
& espresso dolle due relazioni

bm = 0';“, bzzl =0,

ciog, sviluppando. colla (35)

N e

(VII) om, 3122}] ba §121= e =0
- B oo [
§. 39.

Forme binarie quadratiche simultanee.

Consideriamo da ultimo due forme binarie quadratiche simultanee

f=audw§+2audxldxz+“22dx§
o =by, dat 4+ 2 bye divy diacy + ey

delle quali la prima almeno supponiamo a discriminante @ =@, @ — a2
diverso da zero.
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Nelle espressioni

H=u bgs — 2 Gys bio+ g by
== P
0 gz — Gz

bll b22 - bll

au gy — 3

abbiamo due invarianti algebrici simultanei di f, ¢ (1, Se costruiamo ora
il Jacobiano delle due forme

ay dxy 4 a; dy , oy day + Gy dxs
by dzy + by dxy ,  byy d, - by divy

abbiamo una forma quadratica che, per un cangiamento qualsiasi di
variabili, acquista per fattore il modulo della sostituzione, precisamente
come la radice quadrata del discriminante a = a;, @y —a,?.

Ne segue che la forma quadratica

ay Az, 4 ay dwy |, e d, ~+ @y diry
by dxy + by dovy |, by dimy + bye diry

——

2
\/llu Qg — Qg

¢ un covariante (irrazionale) simultaneo di f, ¢. Per questa terza forma

: 0 = ¢, da} + ¢y, dir, d, +- €z d}
" . . . (x
il discriminante 4¢j, ¢ —c; si pone identicamente sotto la forma J
1 2a
46 CoaCis= — a [au bes—ss bu"‘a—12 (a/ublralzbu)] g (au bie a/ubn)
11

supposto che sia a;,+0. Supponiamo ora che la forma f sia definita,
Ciod @ =ay, as— a3 >0; sard 4¢, ¢x -3 negativo, ma non nullo se non
sussistono le proporzioni by : bis: by =ay : 4yt @, ciod se ¢ non diffe-
risce da f per un fattore, nel qual caso ® & identicamente nullo.

L’equazione differenziale quadratica ® =0 si decompone adunque, in ,
questo caso, in due fattori lineari reali e distinti

(a) " ddwl-i-ﬁdx,:o
® 1 day + & daey = 0.

M H .e K sono i coefficienti di A, \* nel quoziente
an+rby @by,
Gpt+hbig gyt Ay

¥J :%ﬂlg '14“1‘72%,{;-_72/;{{ C([( CZ 2 +aLL Lo~ QIL Lo ) Ll}<4 @/

1
a

1 2 L
% (C(l Aa (g } l@” (9 "ZalLCu) + LC“'ZCaadll“ﬂ[i? ) >O
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Se indichiamo con 2/, = costante, z’, = costante i rispettivi integrali
delle (@), (b) e prendiamo per nuove variabili z’,, <, (che sono certa-
mente indipendenti perché o8 —pfy+0), & facile vedere che nelle due
forme trasformate

f, =a'y, dz’} 42 a doy dod'y + o'y Ao’}
% ({J, = bllg dx’% + 2 b’l‘Z dx’l dxlg -,i" b’gg dx’g

. N [® 27 { ¢
risulterd ad un tempo . CXX] =€, —o €

a’12=0 N b’12=0. {

o [
/‘2”4; a,l:u 4{7 T O
E infatti il covariante

4 7 7 7 ? 4 4 4
1 aydr, + apde’y , aydr, 4 @'y dis

ot

deve ridursi per ipotesi, salvo un fattore, al prodotto dx’, dx’g,‘ e perd
sard:

©

]

by dey -+ by, do'y s Ve Aoy —+ by do's

.

ay be— d’12 =0
3 Vo' be=0.
Eliminando p, e. ¥}, fra le (¢c) segue
a’,l2 (“’n blzz —~ g b,u) =0,

e poiché D'ipotesi @'y ¥y —~a'sd1,= 0 & da escludersi perché insieme
colle (¢) condurrebbe alle proporzioni

N T T I Y
Vuiby:bp=0an:a,:dy,

avremo necessariamente a’,=0, e quindi anche per le (¢) ¥,;=0.

Inversamente si vede subito che, supposte trasformate f, ¢ in £, ¢’
con o', =b3=0, le nuove variabili #,, 2’;, eguagliate a costanti, danno
appunto gli integrali delle (a), (b). Abbiamo dunque il teorema: Date due
forme differenziali quadratiche binarie, di cui una almeno definita, si puod
con una trasformazione reale di variabili ridurle a mancare contempora-
neamente del termine medio, o, come si dice, a fofma ortogonale. Le nuove
variabili da introdursi somo quelle che, equagliate a costanti, danno gli
integrali dell’equazione quadratica © =0,

In fine si osservi che nel caso escluso della proporzionalitd delle due
forme la riduzione pud farsi invece in infiniti modi.

gt ————



CapiToLo III.

Coordinate curvilinee sulle superficie. — Rappresentazione conforme
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Cooranate eurvilinee sopra una superficie. — Elemento lineare.— Angoli di una curva sulla
superficie colle linee coordinate.— Simboli di Christoffel, parametri differenziali e cur-
vatura, — Sistemi isotermi. — Parametri isometrici. — Teorems di Lie. — Rappresentazione
conforme di una superficie sopra il piano o di una superficie sopra un’altra.— Sistemi
isotermi sulle superficie di rotazione.— Proiezione stereografica polare della sfera.--
Sistemi doppi ortogonali di circoli sulla sfera e sul piano. — Movimenti della sfera
complessa in 8® medesima rappresentati da sostituzioni lineari (Cayley).

§. 40.
Coordinate curvilinee.

Una curva che si muova deformandosi con continuitd nello spazio
genera una superficie. Potremo ottenere la determinazione analitica di
una superficie con un processo analogo a quello tenuto al §. 1 per le curve.
Per questo supponiamo che le coordinate

x=x(u) ’ yz?/(“) ’ 'g=z(u)

di un punto mobile sopra una curva, oltre alla variabile «, i cui singoli
valori individuano i punti della curva, contengano un parametro v, siano
- cioé funzioni (finite e continue in un certo campo) delle variabili , v,
talche si possa scrivere '

48] x=2xwv) , y=yuv) , 2=2uv).
Ad ogni valore particolare », di v corrisponderd una curva speciale
56==$(u,?)1), ?/=?/(“»?’1), 2‘=Z('M,UI)

e, variando v con continuitd, questa curva si muovers con continuitd nello
spazio, descrivendo una superficie, la quale risulta analiticamente definita
dalle formole (1). Fra le tre equazioni (1) eliminando u, v 8i ottiene evi- -
dentemente una relazione

f (=, Y, 2)=0,

che & l'equazione ordinaria della superficie.
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Questa superficie sara ricoperta dal sistema di linee ora considerate,
ciascuna delle quali corrispondera ad un valore particolare di v e si dird
percio una linea v =costante, 0 pil brevemente una linea v.

Ora & manifesto che quanto si & detto rispetto alle equazioni (1) per
la variabile », si puod ripetere per la #. Dando cioé ad « un valore co-
stante «,, la curva '

2=z ,v), y=y,v) , 2=2(W,v)

sard tatta sulla superficie (1) e, variando « con continuita, questa curva si
muoverd descrivendo la superficie. Otteniamo cosl un secondo sistema di
linee sulla superficie che diremo le linee u = costante, ovvero le linee u.

Un punto P della superficie sard noto quando si conoscano i valori
w1, v delle variabili #, v in esso punto. In altro modo possiamo dire che
il punto P & individuato come punto d’intersezione delle due linee

U—u , V=10,

appartenenti rispettivamente 1’una al sistema w», ’altra al sistema v. I
valori #,, v, dei parametri diconsi le coordinate curvilinee del punto,
mentre le linee u, v assumono il nome di linee coordinate.

Una equazione
2) o (u,v) =0
fra le coordinate curvilinee del punto mobile P ne limiterd evidente-
mente il corso ad una linea tracciata sopra la superficie; diremo per cio
che la (2) & lequazione di questa linea.

Infiniti sono i sistemi di coordinate curvilinee che possono scegliersi
sopra una superficie data
ON f (@ g, ¢)=0.

Se ne ottiene uno ogni qualvolta si esprimano le coordinate =, g, #
di un suo punto mobile per due variabili indipendenti o, B, in modo che
eliminando «, B fra le tre corrispondenti equazioni

=1 (0, y=y (a,ﬁ) y e=2(a,0)
si ritorni all’equazione (3) della superficie. Quando poi sia gid stabilito
sulla superficie un sistema di coordinate curvilinee («, v) se ne ottiene, nel
modo pit generale, uno nuovo («, 3) ponendo «, v eguali a funzioni di «, B:
“=“(°‘;.p) » v=u(a,B).

Per altro ¢ da osservarsi che se per es. % («, B) contenesse una sola

delle nuove variabili, poniamo «, le linee coordinate » non verrebbero
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cangiate per tale trasformazione, essendo « costante con « e viceyersa;
soltanto il parametro che le individua nel loro sistema verrebbe cangiato
da % in o. In fine notiamo che rispetto alle funzioni

z v, yuov), 2uo,
che danno le coordinate cartesiane dei punti della superficie, si supporra
sempre in seguito che: in tutto il campo di variabilita da considerarsi
per u, v esse siano finite e continue ed ammettano, rispetto ad u, v, le de-
rivate parziali prime, seconde e terze pure finite e continue, tranne tutfo
al pi in punti singolari o linee singolari isolate.

‘Le coordinate curvilinee che abbiamo cosi introdotto diconsi anche
coordinate di Gauss. Esse sono utilissime nell’analisi delle proprieta delle
superficie, come quelle che per loro natura sono gia intimamente legate
alla superficie in sé, astrazion fatta dalla sua posizione nello spazio.

-

§. 41.
Elemento lineare ed elemento d’area.

Supponiamo scelto sopra una superficie S un sigtema di coordinate
curvilinee (u, v) ed espresse quindi colle formole (1) le coordinate correnti
di un punto della superficie.

Se consideriamo una linea qualunque
(@) ¢ (u,v)=0
tracciata sulla superficie, ¢ con ds indichiamo il suo elemento d’arco,

avremo
.« 4 =da® + dyt + de?,

ove per z, ¥, # si sostituiscano i valori (1) e in questi w, v siano 'legati
dalla (a). Ora abbiamo

_ oz o __dy dy __dz oz
dx—audu—l—avdv ) dy—@du—k—%dv s dz—a—udu—i—é;dv,
quindi ponendo con Gauss
_[om\? W\ | /9z\?
p=(5) + () + ()
_dxdx , dyody , % %
@ = mTan T an

om0+ @)
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avremo
(5) ds* =E du® + 2°F du dv + G dv*,

dove, essendo u, v legate dalla (a), saranno conseguentemente i diffe-
renziaI,i du, dv vincolati dalla relazione -

% % .
au d’l{«"‘"‘ 37)(1’0—-0-

Valendo la (5) per qualunque linea tracciata sulla superficie, 'espres-
sione data per ds dalla (5) si dird l'elemento lineare della superficie.
La forma differenziale quadratica

Edw'+ 2F dudv + Gdv*,

che ne eguaglia il quadrato, si dird la prima forma quadratica fonda-
mentale. 11 suo discriminante

. ou u u
EG-F=
o 3y %
v v W

¢ positivo, cioé la forma stessa & definita.

E chiaro che i suoi coefficienti E, F, G, dati dalle (4), sono funzioni
finite e continue di #, v ed ammettono (per le ipotesi fatte) le derivate
parziali prime e seconde pure finite e continue. Inoltre E, G, come E G-F?,
sono sempre positivi e coi simboli

VE, VG, VEG—F

denoteremo sempre in sequito i valori positivi dei radicali.

In ogni punto di una linea coordinata u, o v distingueremo la dire-
zione positiva della linea dalla opposta negativa, e converremo di assu-
mere per direzione positiva delle linee » quella secondo cui cresce 'altro
parametro v, e cosi per direzione positiva delle linee v quella del para-
metro » crescente. Ne segue che se ds,, ds, indicano gli archi elementari
pogitivi delle linee %, v, si avra per la (5)

ds,=VG dv , ds,=VE du.

Se ‘ A A A
cos (ux) , cos (uy) , cos (uz)

cos (v/;é) , COS (1?3/) , COS (z/;\z)
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denotano i coseni di direzione (positiva) delle tangenti alle linee coor-

dinate u, v, avremo dungue: i
A 1 oz A 1 % A 1 92
cos (ux) = — ~ , 08 (uy) = — = , 08 (ue) = — <~
\/ G 20 ' w \/G o /I~ ov
®) ) - |
cos (vx) = —1__ 83: , €o8 (vy) = ——l_L aﬂ , cos (ve) = —}_ aj .
0 0 "
VE o VE % VE

Indicando con o 1'angolo, compreso fra 0 e =, formato in un punto
della superficie dalle direzioni positive delle linee coordinate u, v che
vi passano, avremo

€OS ® = ¢08 (@:x) oS (Q;\x) -+ cos (Jy) €08 (vlg\/) -+ cos (u/\z) cos (v2) ,
ovvero per le precedenti e per le (4):

6) c.os<n=L ;

VE

(o3}

ne risulta poi

() sen o — YEG=F
VEG
i valori adottati pei radicali essendo al solito i positivi. ‘

Dalla (6) risulta: La condizione necessaria e sufficiente affinche le linee
coordinate u, v siamo ortogonali fra loro & che nella espressione (5) dell’e-
_ lemento lineare sia F=0. ‘

~ Consideriamo il quadrilatero infinitesimo racchiuso sulla superficie
dalle quattro linee coordinate w, u+du, v, v+dv; esso, a meno d’infini-
tesimi. d’ordine superiore, pud riguardarsi come un parallelogrammo e
poiché

VE du , \/G dv

sono le lunghezze dei suoi lati, mentre I’angolo o racchiuso dai due primi
lati (»,v) & dato dalla (6*), la sua area sari

VEG—F® du dv
onde il teorema: L'elemento d’area ds della superficie é dato dalla formola

do=VE G—F° du dv.
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§. 42.

Angolo di una curva colle iinee v.

Consideriamo una linea qualunque C tracciata sulla superficie, per la
quale sia fissata arbitrariamente la direzione positiva delParco s. Per
misurare senza ambiguitd gli angoli che in ogni suo punto la curva C
fa colle linee coordinate w, », immaginiamo in ogni punto P della su-
perficie il piano tangente e conveniamo di riguardare come faccia positiva
di (juesto piano quella in cui la rotazione della tangente nel senso po-
sitivo alla linea v verso la tangente alla linea w, attraverso 1’angolo o
sopra definito, avviene nel senso positivo delle rotazioni, che sard per
noi quello da destra verso sinistra (Y. Cid premesso, indichiamo con 6
I’angolo fra 0 e 2n, di cui deve rotare nel senso positivo sul piano
tangente la direzione positiva della tangente alla linea v per sovrapporsi v
a quella della tangente alla curva C.

Se un punto mobile M si sposta lungo C, le sue coordinate curvilinee
u, v e le cartesiane z, y, 2 possono riguardarsi come funzioni di s e se con

cos (Cgc) , C€OS (C/_;/) , €OS (CAz)

indichiamo i coseni di direzione della tangente alla curva C, si avra quindi:

ny__ %z du | dx A 9y du | dy dv
@ sl =y Htann SO =% E T s
» oz du | 9z dv
O =50 & Ta @

indi
¢0s 0 = cos (Cgv).cos (1?:0) -+ cos (6y) oS (121/) -+ cos (62) €08 (v;) ,

ossia, per le (b) del numero precedente:

1 du dv
) cos O,v—v,—]_g E %—l—Fﬁs—) ,

® In cid teniamo ferma la convenzione gi& fatta al §. 7 (pag. 18) rispetto
alla orientazione degli assi; supponiamo cio& che sulla faccia positiva del piano

a/:\y la direzione positiva di Oy giaccia a sinistra di quella di O,
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Ora, a causa della (5), abbiamo I’identita

1 du an\? EG—F /dv\?
E(Eﬁs”"FEs)"‘ i Zié)::l’

onde
/ e
sen 9 =i.- \EG.——F_ ‘_12 .
VE ds
L’incertezza del segno si toglie osservando che, pel modo secondo
cui abbiamo convenuto di contare 6, sen 8 & positivo se v cresce con s,
negativo nel caso opposto. Abbiamo dunque

(7*) ‘ sen 0 —= M @ .

Da queste e dalle (6), (6*) del numero precedente deducesi anche

\

. )
®) sen (0-6) = YEI—I" &
VG
Come si vede dalla formola
T v
. e
9) tang 0 = VE G—F TTwiF

P’angolo d’inclinazione d’una curva tracciata sulla superficie sulle linee '
_coordinate dipende soltanto dal rapporto degli incrementi du, dv delle
coordinate curvilinee lungo la curva stessa.

Se le linee coordinate u, » sono ortogonali (¥ =0) le nostre formole
diventano semplicemente

(10)  cos 6= VE g—?, sen6=y/§g§, tg9=\/%%.
Supponiamo ora che sulla superficie S da un punto M della curva C
esca una seconda curva C' ortogonale alla C e cerchiamo di esprimere
la condizione per la loro ortogonalita.
Nel punto M i coseni di direzione della tangente alla C sono dati
dalle (¢) e se con &s indichiamo I'elemento d'arco della C/, con du, %v
gli incrementi delle coordinate curvilinee spostandosi da M nella direzione
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della C’, avremo similmente:

r v __Oxdu | dxdv , dy du |, dydv

cos (C'2) du ds +31; ds ’ cos (C'y) = du ds + s’
’ d¢du , dzdv
cos (C'2) = u s + 3 s’

e la condizione d’ortogonalita -

o8 (Cz) cos (C'z) + cos (Cy) cos (C'y) + cos (C2) cos (C'2) =0
diventa quindi
11) - Edudu+F(dudv+dvdu) +G dvév=0.

Essa esprime insomma la condizione perché i due elementi lineari
spiceati dal punto (w, v) della superficie ai due punti infinitamente vicini
(utdu, v+dv) , (u+du, v+2v) siano fra loro ortogonali.

Per mezzo della (11) possiamo facilmente risolvere il problema: Dafo .
un sistema o' di curve sulla superficie, trovare U equazione differenziale
delle loro traiettorie orfogonali. L'equazione delle curve del sistema dato,
risoluta rispetto alla costante arbitraria ¢, sia

. o u,v)=c.
Se ou, &v sono gli incrementi delle coordinate curvilinee (#,v) di un
punto, spostandosi lungo la linea p che vi passa, si avra evidentemente:

&PSM—}—GP =20,

cioe

) d . dp
Su ¢ 8'0—-% ~ 3

e la (11) da quindi per l’equazione differenziale cercata delle traiettorie
ortogonali

(12) (EP )d+< G%)M:O.

Ma importa notare che anche se le curve del sistema % non Sono
note, ma soltanto definite da un’equazione differenziale del 1.0 ordine
Mdu+Ndvo=0,

avendosi la proporzione

Scp o
M:N= u’ W’

potremo immediatamente scrivere I'equazione differenziale delle traiettorie
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ortogonali sotto la forma -

| e (13)

-

R o § S
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(EN — FM) d’u + (FN—GM) dv=0.

§43

Simboli di Ghnstoﬂ’el parametri differenziali e curvatura.

1

~

Nelle questioni trattate al §. precedente, come in tutte quelle che -

. concernono soltanto la cosi detta geometrm della superﬂcw mtervengono
esclysivamente i coefficienti E, F, G della prima forma fondamentale. E

‘ ut!le quindi che fin d’ora calcoliamo i valori espliciti dei simboli di
Christoffel, dei parametri differenziali e della curvatura per la nostra forma

Edé +2F dudo +G aef,

ave, considerando % come prima e v come seconda variabile, faremo- ,

B 1

quindi

PO ¥
.A11=

CU=X , V=20
au='E‘, al'g=F N agng,

_ P
G _ F ., _E
B e=—gg-p ~=ggo@-

I §1mb0h di Christoffel di 1.* e 2.* specie hanno quindi i valori che
‘riuniame nella tabella seguente:

- 11

=1

W |

117
1]

—

13E [12]_ 13E [22]_9oF 123G
= 29u’ |_ T 2% [1]T ®» 2o
F 193 [12]_ 13G [22]_ 13G
w23’ |2] 2%’ [2] 2%
8B, _3E. __oF E., . F _3E
"% % W Py r2Eg By
2(E_G—F-2) g ’{2&“‘ 2 (EG -
aE aE '
b 2R B
2(EG F’) ‘“2(EG F’) *
g3 oF 3G 3 , 3G, _oF
P %% e “zazg_E‘aE"*Fau"ﬂéE,
Y i F’) Tl T T - m

- -
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I parafnetm differenziali 1.° e 2.° di uné funzione arbitraria ¢ e il

parametro differenziale misto di die funz;om arbitrarie ¢, ¢ assumono
le nspettwe espressmm '

;\ 2
E<3'p> 21«*3‘”3%(}(3) 4

ool N ov ou do 2
i V‘ SRR o \/EG’ i

b

‘ ‘*3‘: R . Egg 34, F(B(p 8!,: 3 afP\

asy. . v(<p $= Eg qu/ u’

. ' Per la curvatura della nostra forma fondamentale (di cui lmparéremo
piu tardi a conoscere il Bignificato geometrico: come curvatura della su-

2
walori effettm datl nella tabella (A), abbmmo I'espressione:
S
an ‘Rz~ )2

ayEG—F | %

perficie), dalla (V),§ 37 pég. 77, sostituendo ai simboli 3?11:‘. , 122 2 e

_J'.sy

1 {ar o F em 1 s
EVEG—F% VEG— o

+.a, 9 ¥ . 1 9 F eE)
[VEG— F’Q“ VEG—F® EJEG—F % 5

Suppomamo in: particolare che le linee coordinate siano ortogenah,
ciod F“—O ‘allora Tespressione precedente per K dlvénta

DR 1 9@ 1 3VE\)
2 s \/EGg (\EW +9”(Té % )i

‘Ancor pit in particolare se, essenda semprg F=0, & inoltre
E=G=\ o

(cid che si pud ottenere per qualsiasi superﬁcxe, come ora Yedremo) ne
risultera per K l'espressione semplicissima:

Flogh.  Plogh| -
% L g;

| <19>¢.,_;,~- _ Km—ﬁ
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§ 44.
Sistemi isotermi.
Per mezzo dei parametri differenziali, possiamo risolvere il problema
di calcolare i coefficienti della forma trasformata della fondamentale
Edw + 2F dudv + G df,

quando alle variabili », v se ne sostituiscano due nuove arbitrarie ¢, ¢.
Sia infatti
El d’Pz + 2 F‘l d’P dq) + G'1 dq)2
la forma trasformata. Per la proprietd fondamentale dei parametri diffe-
renziali, i valori di
Mg, v, 9) s At

calcolati per la forma primitiva sono eguali a quelli calcolati per la
trasformata. Ma per quest’ ultima risulta dalle (14), (16)

G, F, E,
A(p EG an V(P’q)) I'TG—';—'—F?, A1‘~P ElGl Flgs
da cui
1
e 2 (4 e —

4, ¢ Al ‘I’ v (‘P, q)) El G, - F12

e perod
AY -V 9
20 E = : F,= ,
@) = N -v e T RA-v @D
G A ¢

T AA -V (5 Y
Come si vede, la condizione perché le nuove linee coordinate
p ==costt® , ¢ = costte |
siano ortogonali & che si abbia:
| v 9=0,

il che risulta altresi dal §. 42.
Osserviamo poi che il denominatore comune nelle (20) si pud mettere



SISTEMI ISOTERMI 95

identicamente sotto la forma
% 9 [
ou dv
% 3|
du dv

Applichiamo subito le formole (20) alla dimostrazione dell’importante
proprietd, gid superiormente accennata, che si pud (in infiniti modi)
eseguire un tale cangiamento di variabili, che ne risulti

E=G , Fi=0.

A tale scopo prendiamo per ¢ una soluzione dell’equazione a deri-

vate parziali del 2.° ordine

L 4

1
AigMib-V )= g5

AgCP=0,

dp 9 dp I
2 (G@‘F%> +3(E§5‘Fa—u> e
\/EG-F/ P\/EG-F

L’ espressione

ciod:

—_———du A ————
vEG-T VEG—F

¢ dunque il differenziale esatto di una funzione, che indicheremo con ¢,
e si ha:

% oy
3 2o Fa
- vwao
EG - F*
(21) v
¥ %
o _ oo,
®  VEG-F
Queste, risolute rapporto alle derivate di ¢, danno
% 9
% . "o "o
au - —
EG-F
(21%) v
% b
% __ Y8 o,
%  VEG-F

it SO
: 3&;*1 v
LT T,
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ne risulta che la funzione ¢, determinata a meno di una costante addi-
tiva dalle (21), & alla sua volta una soluzione di

Az q) = 0

e noi la diremo la solusione coniugata di ¢.
Segue inoltre che si ha

V=0, Ao=A471¢
e perd la trasformata, ponendo

=1 .1
A, P 1 ‘P ’
assume, per le (20), la forma enunciata

N (@t 4 dg) .

IN

§. 45.
Linee di lunghezza nulla.

Il risultato ultimamente conseguito & di tanta importanza che sard
bene ritrovarlo per altra via.
Decomponiamo la forma quadratica

d*=Eduw*+2F dudv + G dv*

. 4 . . . . . ] . .
nei suoi due fattori lineari immaginarii coniugati

ds* = WE du+®+i \/EG—F’)%
. E

VEdu+(F-iVEG—I i’@
% +( VE)

Dal calcolo .integrale si sa che esistono fattori integranti di

dv
3

(a) VEdu+ (F+iVEG-F)

uno di essi sia

b+ iy
talche avremo, indicando con ¢+i¢ la funzione (complessa) di cui la (a),
moltiplicata per p-+iv, diventa il differenziale esatto:

@+ iv) ) VE du +v(F+nfla:'G‘—F")v”’iE =dp+ i dd
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onde

(& — i v) \/Edu+(F—iVE_G‘:Fi)% =dp—ido ,

¢ moltiplicando queste due ultime fra loro, col porre )\=E-i—v,, risulta
(22) ds* = h (d* + dg) .

Questi particolari sistemi ortogonali (o, upj, che danno all’elemento li-
neare della superficie la forma caratteristica (22), diconsi sistemi isoterms.
La loro ricerca dipende, come si vede, dall’integrazione dell’equazione

VEdu + (F+iVEG-T) L —o,
VE

ossia
d=Edw+ 2F dudv+ G d* = 0.

Le linee immaginarie della superficie, determinate da questa equa-
zione, diconsi percid le linee di lunghezza nulla; esse sono caratterizzate
dalla proprieta che le loro tangenti si appoggiano al circolo immaginario
all’ infinito. (¥ '

I sistemi isotermi (¢, ¢) godono di una proprietd geometrica, che li
caratterizza. Per enunciarla, osserviamo che il quadrilatero, racchiuso
sulla superficie da due linee o, ¢ e dalle due infinitamente vicine nei
rispettivi sistemi

e-+dp , b+di,
pud riguardarsi, a meno di infinitesimi di ordine superiore, come un ret-
tangolo. Ora se il sistema (p,¢) & isotermo e si fanno crescere ¢, ¢ per
incrementi infinitesimi dyp, dd costanti, prendendo inoltre dp=dy, si ha
il risultato in questione: I sistemi isotermi dividono la superficie in qua-
drati infinitesimi. '

() Per vederlo basta osservare che, detta z2==2(2,y) ’equazione della super-
ficie, I’equazione differenziale delle linee di lunghezza nulla (colle notazioni di
MoONGE) é:

- dat - dy? - (pda + gy =0.

Se si sceglie l'origine 0 in un punto della superficie e il piano tangente per
piano xy, si ha p=¢=0 per x=y=0 e le direzioni delle tangenti alle linee
di lunghezza nulla sono determinate da dx?®- dy*=0 che si scinde nelle due
dx +idy =0, le quali danno appunto le direzioni cicliche.
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In fine osserviamo, ritornando alle formole (21), che se il sistema
primitivo (v, ) era gid isotermo, esse diventano semplicemente:

% _ 9%
u =
d_ _%,
v u
Queste esprimono, come & ben noto, che
©+id

e funzione della variabile complessa u-+iv.

Poiché inoltre, mutando ¢ in —¢, la forma caratteristica (22) non
cangia, abbiamo il risultato. Nofo sulla superficie S un sistema isotermo
(¢, ¢), ogni altro sistema isotermo (¢, ) si oftiene ponendo

¢ +if=F(p+i{),
dove F & il simbolo di una funzione arbitraria di variabile complessa.
Aggiungiamo che ad ogni funzione complessa

pt+id,
formata con due soluzioni coniugate dell’equazione
Ag (P == 0 )

si da il nome di variabile complessa sulla superficie.

§. 46. ,

Parametri isometrici.

Se in un sistema isotermo, che di all’elemento lineare della super-

ficie la forma
d32 =R (duf + d’l}lg) s

senza cangiare le linee coordinate w,,v,, si cangiano i barametri che le
determinano ponendo
wm=¢@w , o=1{(),
I’elemento lineare prende la forma _
dst =) (¢’ (u) d® + * (v) &),
in cui il quoziente di ;
E=X\¢%(u) per G=21{?()
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¢ evidentemente il quoziente (o il prodotto) di una funzione della sola
w per una funzione della sola v. Inversamente, se in un sistema orto-
gonale (u, v) '

(23) ds*=E du’ - G dv®
si ha
‘ E_T

essendo U funzione della sola u e V della sola v, i potra scrivere anche
E=,U0, G=\V,

onde
ds* ==\ (U du®* + V dv®)

e cangiando i parametri (u,v) col porre
SVOau=uw , [VVd=o,

avremo la forma
ds? =\ (du,® + dv®) .

Per questa ragione, se nel sistema ortogonale (u,%) & verificata la
condizione (24), il sistema (u,v) dicesi ancora isotermo. I parametri
%, v,, che danno all’elemento lineare la forma caratteristica con E=G,
diconsi parametri isometrici.

Dopo queste osservazioni, possiamo facilmente esprimere la condizione
affinché le linee ;
¢ == costte,
ingieme con le traiettorie ortogonali, formihé un sistema isotermo. Per
cid & necessario e sufficiente che, cangiando convenientemente il para-
metro ¢ col porre .

= F ((P) ’
risulti
Ag (P]_ == 0 .
Ma risulta subito dalla (15) §. 43 (pag. 93)
&[F@l=F () e+ F Ay,
gli accenti indicando derivate rapporto a » e perod

Ay_ _F(®
Arp F

(25)
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Il secondo membro & una funzione della sola ¢ e tale deve essere

I o, . Co
anche il primo. Inversamente se Lp ¢ funzione della sola ¢, si pud

1
(dalla precedente) determinare F (¢) in modo che risulti
AF(@=0.

Dunque: La condizione necessaria e sufficiente affinche le linee ¢ = coste,
insieme colle traiettorie ortogonali, formino un sistema isotermo é che il
rapporto dei due parameiri differenziali 1° e 2° di ¢ sia funzione di ¢
soltanto. oo

§. 47.

Teorema di Lie.

Supposta soddisfatta la condizione ora enunciata, cio¢ note in un
sistema doppio ortogonale isotermo le linee di uno dei due sistemi

¢ == costte,
quelle dell’altro sistema si avranno con quadrature. E invero le (21)
§. 44 (pag. 95), ove si cangi ¢ in F (¢), danno

/ % _po%
{9 , E@v Fau
- ~F ) ———
“ VEG—F?
9% _ nor
GZE g
X pp >,
| 3 VEG—TF*
mentre dalla (25) segue
Ay
— dyp .
A ?

F(p=e

Possiamo enunciare questo risultato sotto la forma: Sele linee ¢ = coste
appartengono ad un doppio sistema isotermo, scritta Uequazione differen-
ziale delle traiettorie ortogonali softo la forma (12) pag. 91

g% _po cP_pd
)
0] u du u v =0,

VEG-F  VEG-F
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se ne ha immediatamente un fattore integrante dato da
A
- [z
19
p=e .

Possiamo, con Lie, spingere piu avanti la presente ricerca e dimo-
strare che: se delle linee di un sistema isotermo si conosce soltanto un’e-
quazione differenziale del 1° ordine

Mdu+ Ndv=0,
di cui esse sono gli integrali, se ne potra avere con quadrature equazione
in termini finiti. ’ '

E invero risulta dalle (21) §. 44 che esiste in tale ipotesi un fattore

integrante A di -
Mdu -+ N dv,

il qualé ¢ al tempo stesso fattore integrante di
EN-FM FN-GM

——— U+ ————— dv .
VEG —F VEG-F*
Ponendo per un momento
M,,_EN—FM, FN-GM
VEG—F* VEG - F*

avremo quindi le due equazioni
g O0M) _ 3 N

v ou

fa0M) _30N)

Vo ov u
da cui ) N NN
oN M\ 1 1
(26) dlog) (%_—78—;) —M (5;__87)
w MN,-M,N ’

/AN M oN, %)
alogh N\ 3w — %) ~N <”37 &
v - MNl—NMl
e perd A si ha con quadrature (V.

@ Si noti che _
—MN, +NM;=EN*—2FMN+GM,

a causa di EG~F2>>0, non pud essere nullo.
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Si osserverd che si ha qui al tempo stesso il modo di decidere, dal-
I’equazione differenziale ‘
' Mdu+Ndv=0,

se le linee integrali appartengono ad un sistema isotermo. Per le (26)
¢ perciéo necessario e sufficiente che I'espressione

" <8N 8M> o <3Nl B 8M1>

w - w u dv
MN, — M, N du +-
Nl(?lﬂ _=3_M) _ N(Q_M _ 9&)
+ ou v du v Py
TMN,— W, N

4

sia un differenziale esatto.

§. 48.

Rappresentazioni conformi.

Supponiamo noto sopra una superficie un sistema isotermo ridotto
ai parametri isometrici (%, v), che dia dunque all’elemento lineare la forma

ds* = ) (@ + dv*),

e interpretiamo w,v come coordinate cartesiane ortogonali &,7 di un
punto in un piano ausiliario (piano rappresentativo), ponendo

E=u, 1=v.

Cosi ad ogni punto' P = (u,v) della superficie, o di quella regione di
superficie cui si estendono le nostre considerazioni, faremo corrispondere
quel punto P’ del piano rappresentativo &1, le cui coordinate cartesiane
eguagliano le coordinate curvilinee di P; avremo insomma una rappre-
sentazione della nostra superficie sul piano. Ed ora andiamo a stabilire
che in questa rappresentazione gli angoli sono conservati, cioé 1'angolo
sotto cui si tagliano due linee qualunque della superficie & eguale a quello
formato dalle linee rappresentative sul piano. ‘

Per accertarsene, basta ricordare le formole fondamentali del §. 42
in particolare la (9) (pag. 90), che nel nostro caso diventa

dv

e dimostra che ogni linea (obiettiva) sulla superficie taglia le linee » = costte
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sotto lo stesso angolo; che la sua linea imagine sul piano fa colle rette
7 = costte.

In generale, se stabiliamo una corrispondenza fra i punti P, P’ di
due superficie S, S’ (o regioni di superficie), in guisa che ad ogni punto
P dell’una corrisponda un punto P’ dell’altra e, se P si muove con
continuitd sulla S, il punto immagine P’ si muova con continuitd sulla
§', diciamo che si fa wna rappresentazione dell’'wna superficie sull’altra.

Se la rappresentazione & tale che gli angoli siano conservati, essa
si dice comforme. Talora si esprime anche lo stesso fatto, dicendo che
la rappresentazione conserva la similitudine delle parti infinitesime, il
che corrisponde evidentemente appunto alla conservazione degli angoli.

Dietro il risultato ottenuto al principio di questo numero, & chiaro
che, per risolvere il problema generale della rappresentazione conforme
di una superficie S sopra una superficie S’, bastera rappresentare 1’una
e l'altra superficie in modo conforme sopra un piano e domandare poi
la pil generale rappresentazione conforme dell’un piano sopra 1’altro.

§. 49.

Rappresentazioni conformi fra due piani.

Per risolvere il problema ultimamente enunciato conviene distinguere
il caso in cui gli angoli corrispondenti delle due figure piane sono eguali
e dello stesso senso da quello, in cui pure essendo eguali, hanno senso
contrario(?, Scelti nei due piani =, n’ due sistemi di assi cartesiani or-
togonali Oz, Oy; 02,0, siano z,y le coordinate di un punto P di =,

#,y quelle del punto corrispondente P’ di #z’; la nostra rappresentazmne
sard analiticamente espressa dalle formole:

¥=o(,y) , Y=y (9

e dobbiamo ora ricercare le condizioni, che debbono imporsi alle funzioni
#,y di x,y (che supporremo finite e continue insieme colle loro derivate
parziali nella regione da rappresentarsi), perche la rappresentazione riesca
conforme.

() In cid supponiamo che per 1'uno e per l'altro piano si siano figsate le
faccie positive e supponiamo che gli assi cartesiani ortogonali Ox, Oy; O'z, O'y'
dei due piani siano egualmente orientati.
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Essendo P==(x,%) un punto di =, P’==(2’,%) il corrispondente di ',
consideriamo una curva di = uscente da P in una direzione arbitraria.

Per I'inclinazione 6 della sua tangente sull’asse delle x, misurata nel
verso positivo delle rotazioni, abbiamo la formola

@n ‘ tang 60 = %

e per la curva C' immagine analogamente
* ’ dy ox - ay
27%) tang O/ = =~ = — 2 — .
S PR
dx oy 4
Se per una seconda curva C,, uscente da P, il valore di 6 &6, e il
corrispondente di ¢ & ¢, deve essere
' 0, —0—0, —¢
nel caso della conservazione diretta degli angoli, e invece
B, —0 =0 —9,
per la conservazione inversa. Ne segue
6’ = 6 + e

nel primo caso e
V=—0-4a

nel secondo, essendo o dipendente soltanto dal punto P, ma costante ri-

spetto alla direzione fissata dal rapporto dy . Ponendo per abbreviare

dz

tang o =m ,

avremo dunque -
tang ¥ = 1F¥mtgh’

i segni superiori valendo nel 1.°, gli inferiori nel 2.° caso. Per le (27),
(27%) ne risulta la equazione:

% | Y dy dy
3x+éyfix_ ™ £ G
o ' dy 1_¥qu

oz T Jy dx dx
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che deve valer per tutti i valori di d_y Ne seguono le relazioni

dx
o'
Ty
o oy
% =T

che caratterizzano 2/+iy come funzione della variabile complessa x +iy.
Ne concludiamo: La pie generale rappresentazione conforme di un giano
sopra, un altro si ottiene, ponendo la variabile complessa dell’ un piano eguale
ad una funzione (arbitraria) della variabile complessa dell’altro piano, o
della coniugata. Nel primo caso si avrd conservazione diretta degli angoli,
nel secondo gli angoli corrispondenti saranno eguali e di senso comtrario.

Se ricordiamo ora il risultato al principio del numero precedente, ne
deduciamo pilt in generale: La pin generale rappresentazione conforme di
una superficie sopra uw allra si ottiene, ponendo la variabile complessa
dell'una equale a una funcione della variabile complessa sull’ altra (o della
coniugata). l

§. 50.
Caso delle superficie di rotazione.

Applichiamo i risultati generali dei numeri precedenti ad una classe
di superficie per le quali si sanno immediatamente determinare i sistemi
isotermi, alle superficie di rotazione. Sopra una di tali superficie assumiamo
a linee coordinate i meridiani ed i paralleli. Per parametro di un me-
ridiano variabile prendiamo 1’angolo o, che il suo piano forma col piano
di un meridiano fisso (longitudine), e per parametro del parallelo il suo
raggio r, restando cosi escluso per ora il caso del cilindro (circolare retto).
Se per asse delle ¢ prendiamo ’asse di rotazione e per meridiano fisso,
da cui si conta la longitudine o, scegliamo quello del piano xz, le co-
ordinate di un punto della superficie saranno date dalle formole

(28) Z=rcose , y==rseno , 2=¢ (),

essendo
s=19 (")

Iequazione della curva meridiana. Per 1’elemento lineare ds della super-
ficie, in coordinate 7, », abbiamo quindi

W=“+wmmwww.
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Cangiando il parametro » nell'arco » del meridiano, contato da un
punto fisso, col porre

w= [VITF@ o,
—¢ @,

la natura della funzione ¢ determinando la specie della curva meridiana,
e si avra

(29) ds® = du® + r* dw®.

Questa vale anche pel caso del cilindro, ove si ha

avremo

Z=rcosw , y==rsene , 2=u,

con r costante. E poiche nella (29) » & funzione di » soltanto, ne segue
pel §. 46:

Sopra ogni superficie di rotazione i meridiani e i paralleli costituiscono
un sistema ortogonale isotermo.

Se scriviamo poi la (20) sotto la forma

2
s = r* (d%—{— dm’),
vediamo che: I parametri isometrici sono ® e u, = f o_i; .

Per ogni superficie di rotazione sappiamo dunque risolvere il problema
di rappresentarla in modo conforme sul piano. In particolare ponendo

fe—o ,p‘___.f@,
.

e riguardando £, v come coordinate cartesiane ortogonali di un punto sul
piano rappresentativo, si avra una rappresentazione conforme, in cui i
meridiani e i paralleli hanno per rispettive immagini le rette parallele
all’asse delle v o delle £ (M,

- § 51
Sfera complessa.

Consideriamo la sfera
ey +a=1,

M) Si osservi che in questa rappresentazione le lossodromiche, cioé le curve
della superficie che tagliano sotto angolo costante i meridiani, hanno per immagini
le rette del piano rappresentativo. Ne risulta p.e. il teorema seguente: In ogni
triangolo racchiuso sulla superficie di rotazione da tre archi lossodromici la somma
degli angoli & eguale o due retti.
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il cui raggio abbiamo posto per semplicitd eguale all’ unitd lineare. Essa
pud pensarsi come superficie di rotazione attorno all’asse z'e le coordi-
nate di un suo punto sono allora

T=SENUuCOSV , Y==SeNuSenv , &=cosu,
dove v & la longitudine ed u la distanza angolare del punto dal polo .
w=0, cioé il complemento della latitudine (colatitudine); per I’elemento
lineare avremo quindi
ds® = du® 4 sen®u di?,
e i parametri isometrici essendo

U, = —du——lo t ~l—uv
1= genw . B g WY

potremo prendere per variabile complessa sulla sfera t=e—"u+i?, ciod
1 .
(30) t=cot§u. etiv,

Per variabile complessa { nel piano dell’equatore possiamo prendere
f = 0 eiﬁ
p, 9 essendo le coordinate polari; e ponendo t=¢, cioe

81) p=cot%u,6=v,

avremo una rappresentazione conforme della sfera sul piano dell’equatore.
Questa rappresentazione puo ottenersi geometricamente cosi. Dal polo
w=0 si proietti il punto M= (u, v) della sfera sul piano equatoriale in
m e questo sard precisamente il punto rappresentativo, dato dalle for-
mole (31), Tale rappresentazione della sfera sul piano prende percio il
nome di proiezione stereografica polare.

Oltre alla proprieta di conservare gli angoli, questa rappresentazione
ha anche l'altra importantissima che ogni circolo della sfera ha per im-
magine un circolo sul piano e viceversa, proprieta che si pud dimostrare
con considerazioni geometriche elementari (1. .

() In modo molto semplice cosi. Si osservi dapprima che se M, M' sono due
punti sulla sfera, m,m' i due punti immagini sul piaro dell'equatore, il quadri-
latero M M' m' m & inscrittibile. Supponiamo che M descriva un cireolo C sulla
sfera e sia M’ una posizione speciale di M, m' la sua immagine. La sfera che
che passa per C e per m' contiene, per quanto precede, tutto il circolo M M'm' m.
(che ha sulla sfera tre punti) e perd il luogo del punto immagine m & il circolo
¢ d’ intersezione della detta sfera col piano dell’equatore.
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Dalle formole di rappresentazione (31) essa risulta subito, osservando
che I'equazione d’un circolo sulla sfera &

asenwucosv -+ bsenusenv +ccosu +d=0

con a, b, ¢, d ‘costanti e la sua immagine piana, avendo per equazione in
- coordinate polari (per le (31))

2apeosb-+2busend 4 ¢ (@®—1)+d(P+1)=0,

N

e un circolo (0 una retta). L’inversa & pur vera evidentemente.

§. 52.
Sistemi ortogonali di circoli sul piano.

Per mezzo della rappresentazione stereografica della sfera possiamo
facilmente risolvere il problema: Deferminare tutti i possibili sistemi doppi
ortogonali di civcoli (o rette) sul piano.

Un tale sistema, riportato sulla sfera, deve pur dar luogo ad un sistema
doppio ortogonale di circoli (C) (C)). Ora si vede subito che la condi-
zione necessaria e sufficiente affinché due circoli sulla sfera si taglino ad
angolo retto, & che il piano dell’uno passi pel polo del piano dell’altro.
Per cio i poli dei piani dei circoli del sistema (C) dovendo essere situati
sopra ogni piano di un circolo di (C'), il loro luogo & una retta #’, per
la quale passano tutti i piani del secondo sistema. Similmente tutti i
piani dei circoli del sistema (C) passano per una retta », che & eviden-
temente la polare reciproca di # rispetto alla sfera.

Ne concludiamo che il modo piii generale di costruire un sistema
doppio ortogonale di circoli sulla sfera & d’intersecare la sfera con due
fasei di piani, i cui assi siano rette polari reciproche rispetto alla sfera.

Se supponiamo dapprima che la retta » non sia tangente alla sfera,
essa, 0 la sua polare reciproca #’, intersechera la sfera in due punti reali
distinti, che saranno comuni a tutti i circoli del rispettivo sistema. Proiet-
tando stereograficamente sul piano, otteniamo:

A) Due fasci ortogonali di circoli, U uno coi due punti base reali, Ualtro
coi punti base immaginarit.

In particolare, se la » & 1’asse polare della sfera, il sistema A) si cangia
nelle rette di un fascio e nei circoli col centro nel centro del fascio.

Se » & tangente alla sfera, »* tocca la sfera nello stesso punto in
direzione ortogonale a » e per proiezione stereografica si ottiene sul piano:
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B) Due sistemi di circoli che toccano nel medesimo punto due rette fra
loro ortogonali.

In particolare, se il punto di contatto di #,#" colla sfera & il polo
di proiezione, abbiamo nel piano, come caso limite, un sistema doppio
ortogonale di rette.

§. 53.
Formola di Cayley.

Supponiamo di far rotare attorno al centro la sfera su sé stessa e indi-
cando i punti della sfera col valore della variabile complessa t (pag. 107)
in esso -punto (Y, sia <’ il punto in cui va r dopo il movimento. Poiché
due figure descritte dai punti corrispondenti t, < sono eguali, nonché
conformi, sard ¢ una funzione della variabile complessa t, ed ora diciamo
che 7 & funzione lineare di t:

(39) , Y= %z—fg .

Giovandoci dei teoremi fondamentali sulle funzioni di variabile com-
plessa, cid si dimostra subito osservando che v ha un valore. soltanto
per ogni valore di ¢ e inversamente. Pili elementarmente lo proviamo
osservando che sulla sfera, come sul piano rappresentativo, ad ogni circolo
descritto da © corrisponde un circolo descritto da . Ora le rappresen-
tazioni conformi del piano su s& stesso che cangiano i circoli in circoli
sono date necessariamente da sostituzioni lineari (.

@ Cib & evidentemente lecito, poiché vi ha corrispondenza univoca tra i valori
della variabile complessa t e i punti della sfera, non escluso il valore 1=,
che ha luogo nel polo di proiezione.

@ Che una sostituzione lineare
ezt

@ 7= :(“Z—_Fg

cangi i circoli descritti da 2’ in circoli descriiti da 2z (e viceversa) si prova nel
modo seguente. Indicando (con Hermite) con a, la coniugata di una quantita
arbitraria @, I'equazione di un circolo descritto da 2' si scerive nel modo pil
generale

A+ B2+ B2, +C=0,

essendo A,C costanti reali. La corrispondente linea descritta da z ha per equa-
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Il determinante «d —Bv della sostituzione lineare (32) essendo essen-
zialmente diverso da zero, si pud supporre, senza alterare la generalita,
eguale all’unita:

. (33) ad—Br=1;

ed ora vogliamo ricercare quali particolari relazioni debbono aver luogo
fra i coefficienti a, B, v,  perché la (32) rappresenti effettivamente un puro
movimento della sfera. Esprimiamo per cio I'elemento lineare

ds* = du* -+ sen® u dv®

della sfera per la variabile complessa © e la coniugata t,. Essendo

1 . 1 )
T = cot 0 ue®, t, = cot gue—“’,

troviamo subito
s 4dudry

T Gty
Perche la (32) rappresenti un movimento, & adunque necessario e
sufficiente che ne risulti
dr’ d, dr dr,

(1) (4 1)

zione, secondo la (1):

A (az+B) (29 2y + Bo) + B (a2 +B) (10201 30) -+ By (220 +-Bo) (121 3) +
+C12+8) (124 8) =0
ed & quindi nuovamente un circolo.
Osserviamo inoltre che se 2, & un punto arbitrario del piano, la sostituzione

lineare ¢
g == (c costante)
2—2,

cangia i circoli tangenti nel punto fisso 2, a una determinata direzione in rette
parallele, che, prendendo ¢ (I’argomento di ¢) convenientemente, possono rendersi
parallele ad uno degli assi coordinati. Cid posto sia

=)
una rappresentazione conforme del piano su sé stesso che conservi i circoli. Le
rette parallele agli assi coordinati nella figura (') si muteranno nella figura (2)
in un sistema di circoli che toccano in un medesimo punto due rette ortogonali

. . S . c .
Questi, con una conveniente sostituzione lineare 2= 2 si mutano nuovamente,

nella figura (2'), in rette parallele agli assi coordinati.

Ora, poiché ponendo ' ="} iy",# = o’ -+ iy, deve risultare " funzione della
sola o, o della 3, e corrispondentemente y" di y' soltanto, o di ', la relazione
fra 2,2 & evidentemente )
: =ae
con « costante reale (o puramente immaginaria).

Dunque 2’ ¢ legata linearmente a z c.d.d.

R
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ovvero, avendosi per la (32)
r dt ;L dt,
= (ye+0)*’ dro = (ToTo+30)* °
(@t +B) (@m+B) 4 1T+ (ot 8)=1m+1.

L’ultima relazione, dovendo verificarsi per qualunque valore di <, da:
adg+7T=1 aBo+7%=0
(30(0—{-5’]’0=O ﬁﬁo—l—ﬁst):l.

Queste, per la (33), si risolvono nelle condizioni necessarie e sufficienti
d=a , 1T=—5;

ciod d & la coniugata di « e 7 la coniugata di 3, cangiata di segno. Ne
concludiamo : |

1l movimento pin generale della sfera complessa im sé medesima si
rappresenta colla sostituzione lineare sulla variabile complessa
__ottp

~Bottan
"Questa formola & dovuta a Cayley.

In ogni tale movimento (34) della sfera in sé¢ medesima i due punti,
che corrispondono ai valori di © radici dell’equazione di 2.° grado

ot + (a=a)t+E=0,
rimangono fissi. Essi sono, come & chiaro, diametralmente opposti e il
movimento consiste in una pura rotazione attorno al diametro che li con-
giunge. Per I'ampiezza ® di questa rotazione si trova facilmente la
formola:

0N  ata,
(35) €08 <'§> =5

(34) 7 aog+BR=1.

) La formola (35) & d’ immediata evidenza nel caso §==8,=0, Ora se.con
S indichiamo una qualunque sostituzione (34), con T una sostituzione (34) che
porti i due punti fissi della S nei poli t=0,t=1c0 della sfera, la trasformata di
S per mezzo di T:

T-'ST

¢ una rotazione della medesima ampiezza di S attorno all’asse polare. D’altronde
S e T—48ST hanno la medesima somma del 1.° e del 4.° coefficiente, come si
verifica subito col calcolo effettivo.

e e
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Formole fondamentali della teoria delle superficie

—pe—

{ Edut+2F du dv + G do?

{ Dduz4-2D'dudv 4 Drdo?
le derivate seconde di z,y,2z e le derivate prime di X, Y, Z.— Equaazioni di Gauss e Mai-
nardi-Codazzi fra i coefficienti E, F, G, D, D/, D" delle due forme fondamentali. — Esistenza
e unicitd della superficie corrispondente a due date forme fondamentali, per le quali le
equazioni di Gauss e Codazzi sono soddisfatte. — Linee di curvatura.— Raggi di 1.* cur-
vatura delle linee tracciate sopra una superficie. — Teorema di Meunier. — Formola di
Eulero. — Indicatrice di Dupin.— Curvatura totale e curvatura media. — Sistemi coniu-
gati. — Linee agsintotiche. — Calcolo di parametri differenziali.— Elementi di una super-
ficie in coordinate cartesiane.

Le due forme quadratiche fondamentali — Formole che danno

§. 54,
La seconda forma quadratica fondamentale.

Nelle proprietd studiate nel Capitolo precedente abbiamo visto in-
tervenire una sola forma differenziale, quella che da 1’elemento lineare
della superficie

f=dss=Edu’+ 2F du dv +G do*,
cioé la prima forma fondamentale. Ma quando si studiano le proprieta
inerenti alla effettiva forma che la superficie ha nello spazio, insieme
alla precedente interviene una seconda forma differenziale quadratica e,
come fra breve vedremo: La teoria delle superficie, considerata dal nostro
punto di vista, si riduce essenzialmente allo studio di due forme differen-
ziali quadratiche simultanee.

Per introdurre la seconda forma differenziale accennata, cominciamo
dal fissare i coseni di direzione positiva della normale alla superficie,
che indicheremo costantemente con

X, Y, Z.
Come al §. 42, fissiamo che la faccia positiva del piano tangente sia

quella sulla quale la direzione positiva della tangente alla linea u giace
alla sinistra rispetto a quella della linea ¢ (%,

() Tenendo sempre fissa la convenzione: che sulla faccia positiva del piano
xy la direzione positiva Oy giaccia a sinistra rispetto alla Ozx.
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PN

‘La direzione positiva della normale sard quella verso cui & rivolta .
la faccia positiva del piano tangente. Per note formole di geometria

analitica abbiamo allora:

1y 1
B \/iau’ \/E " B
—senm 1 3_7/ 1 22 ? “senw
vaav’ \/'G‘ v
1% 1Y
) \/il w VT*]G“
2=—
seno | 1 3 1 Y
\/'Gav’ Vaav

o essendo 1'angolo delle linee coordinate definito al §. 41.

di questo § (pag. 88) risulta adunque

o

dy oz
- X=—1— u  u ,
VEG—F |3y o
v
g 1
VEG—F®

Y

a_x
ou
oz

2
v "

1
VG

a_z

VEG—F | 3

v
%
ou
%y
o

v

La seconda forma differenziale che introdurremo sari

o= —(dz dX+dy dY+dz dZ),

per la quale adopereremo costantemente la notazione

(2)

1
\,’E 9u
1w
VT} dv

Per 1a (6%)
oz

ou

a—‘x ?

Jv

p=— X dedX V) =D du+ 2D du dv + D" &*.

Osserviamo subito le diverse forme che si possono dare ai coefficienti

D, D', D" di ¢. Dalle identita

.

Qv OF ox

@ I1 simbolo sommatorio X qui ed in seguito indica una somma di tre
termini che si deducono dal primo, cangiando rispettivamente x, X in y, Y; 2, Z.

8
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derivando rapporto ad u,v seguono le altre:

Oz oX 9z
%X a—uf.='237 S
oX oz

2 auav 2
oz °oX oz
ZX o zav N

Abbiamo dunque:

W w

D=VX 3§ﬁ=_2?§ X

ou? ou u
or 9X

3
@) 2‘ X 5 Buav 23% e

D”=2X -e—-g- =--2-a—? a,.}_(

8,02

dv v

oX oz
Zau dv

oz oX
23'0 ou .

Per le (1), possiamo quindi anche scrivere D, D', D”, sotto forma di

determinante:
ou? ou® o’ Sudv Sudv Judv
@ D=—1t | W | p_ 1 @ 3y 2
VEGTF | ou ou 2w |’ VYEG-F| o« ouw ou |’

dv w | v w W

W W

pe_ Ll | % 3 &

VEG-F| o« Oou Odu

Wy %

dov v W

Le due forme differenziolj quadratiche

f="det=Edu+2F dudo+ Gdo*
o=— Y dedX=Ddu’ + 2D dudv D" d*

st diranno la prima e la seconda forma fondamentale della superficie S.
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E chiaro che, cangiando comunque le variabili u, », esse si trasfor-
mano nelle nuove forme fondamentali.

§. 55.

Equazioni fondamentali.

In questo paragrafo stabiliremo le equazioni fondamentali della nostra
teoria. Premettiamo per cid I'osservazione seguente. Se A, B,Q sono
tre funzioni qualunque di #,v, possiamo determinare tre coefficienti in-
cogniti o, B, ¥ in guisa che si abbia:

ox ox
A=oaz +B5 +1X
8
(@) LN
| g=ad® g%
\\ C=ua u +B av+7z,

perché il determinante

dr ox

m 3w X

dy — s
w o Y |=VEG—F

2 2 ¥

¥4 Z

5 3 2

non & zero.
Cid premesso, riprendiamo per un momento la notazione cogli indici,
ponendo
U=uu , V==, ®
E=o,, F=ay, G=ay
D———bu ’ D’=bxz ’ D'= by .
Essendo o
_ykE
T~ Qu, du,’

3a u. u zau, {r s} :

ne segue

e el iggs g o ocn s s el s
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Se nelle (@) facciamo

oz oy o
A_@Z,—BZZ ,» B= o, u, ’ =~ ou,ou,’
or dy 9z
indi, moltiplicandole ordinatamente una prima volta per ~— , = , —,
ouy ’ duy ' duy
una se(,onda per am , ;Z-, aaz , una terza per X, Y, Z, ogni volta

sommigmo, risulta

< ay o - ap B = [7’18]
vvarnf]
¥ =0b,,
da cui
= fi] et
sl i1
e perod
& ox s) oz
' Sudw, 105w T 25 T %

o pii brevementesgolla notazione delle derivate seconde covarianti (§. 32)
Zps = brs X.

Scrivendole per disteso, colla notazione antica, abbiamo il primo
gruppo di equazioni fondamentali

. Tz (1103, (11) %
W_glMT 9 {3 TDX
‘ 12 12) oz ,
) auav_g +§2 5 T DX
Fx 22 ox 22) ox "
=11 m T e T DX

dove omettiamo quelle per y, 2 perfettamente simili, che se ne deducono
col cangiamento di X in Y, Z rispettivamente.
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’

Il secondo gruppo di formole fondamentali sara quello che esprime le

derivate parziali prime di X,Y,Z per %—"j , g—jj , X ecc. Facendo nelle (a)
successivamente:
). ¢ oY °Z
A= % ’ B= ﬁ ’ C= @ ’
. oX Y 97
- A= '5,5 ’ B= % ’ C= % s

troviamo per le formole in questione:

X _FD-GD 3  FD-ED &

= EG-F ' BG-F dv
n

X _FD'-GD'3% , FD'-ED" %

» EG-F a_u_i——ﬁ(}—F‘ v’

ove nuovamente si omettono quelle analoghe per Y, Z.

Come si vede, i coefficienti dei secondi membri nelle formole (I), (IT)
sono formati unicamente coi coefficienti delle due forme fondamen-
tali f;p (M.

§. 56.
Equazioni di Gauss e di Codazzi.

E,F,G; D,D,D"

I sei coefficienti

delle due forme fondamentali non sono fra loro indipendenti, bensi legati
da tre relazioni importanti che andiamo ora a stabilire. Per ci0 scriviamo
le condizioni d’integrabilitd del sistema (I):

2y 2o
v 0w  Ou aua'v)_

2(9_’1‘_?_3’;”_0
ou\of) ~ 30 \owam) T

(1 In particolare, bisogna sempre ricordare che i simboli di Christoffel gr :g R

ehe compariscono nelle (I), sono costruiti rispetio alla 1.4 forma fondamentale f.
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cioe
o f(11) oz ox ° [(12) %=z (12) 0z .,
%[%1 Bu a«;*DX] au[g1 Bu a‘+DX]
®
o [(22) 9z (22) oz X o [(12 Sx |12 ,
%[15& 3 30 TP ]ézB ‘ +D4

E chiaro che, facendo uso delle formole fondamentali stesse (I) (II),
i primi membri delle (b) si pongono identicamente sotto la forma

ox oz’
a5 T8 +1X
, 0z , oz ,

onde dovendo sussistere insieme le equazioni

3 3 Ia 13 /
aaﬁ+B£+7X=0 (aaz-kﬁa—z—HX——-O
/9y , %Y ’ :
-|-p Y1y =o o5 FB5 F7YT=0

Z oe
as +8 5 +1Z=0

,02 , 02
(“@+3%

avremo per le condizioni d’integrabilita:

oa=0, =0, 1=0
=0, =0, Y=0.

Le quattro condizioni

=0, =0, =0, f=0,
mediante i simboli a quattro indici di Christoffel (§. 34, pag. 72), si
scrivono
DD'—D* . _ |
D D'—D"
DD'—D"
mg_ F = 22’ 12 y
DU Drg ‘
B 6 =221

+7Z=0,
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~+ Indicando con K la curvatura della prima forma fondamentale, esse
damno concordemente (§. 37, formole IV):

D D'—D"

(III) F6_F

=K,

in parole esprimono cioé che: il quoziente dei discrimimanti delle due
forme fondamentali <, f eguaglia la curvatura K della prima forma fon-
damentale f.

Quanto alle altre due condizioni

1=0, 7'-_"0:

gviluppate, diventano:
%13_ aD' ;12ED+<111§ 31220 D,+§11‘D,,___0
%_8D’+=22§D+<§22$ 3120 D’—zmn”

. ed esprimono, secondo il §. 38 (pag. 81), che la forma covariante trili-
neare (f, ¢), costruita per la seconda forma fondamentale p rispetto alla
prima f, & identicamente nulla. .

L’equazione (III) & data da Gauss nelle Disquisitiones etc., ove si tro-
vano gid tutti gli elementi per la deduzione delle (IV). Queste ultime si
citano pit comunemente sotto il nome di formole di Codazei, perché
equivalenti appunto alle equazioni date da questo geometra (V; esse
furono perd date assai prima, sotto altra forma, da Mainardi (1856) (3.

Alle formole (IV) si pud dare un’altra forma utile ad osservarsi,
giovandosi delle formole (20), §. 31

3 log VBE;G——Fg _ glll§ n %12§

3 log vaf_(}‘:ﬁ _ g22l n ’12: i

) Annali di mat. T.II, p. 273 (1868).
® Giornale dell’ Istituto Lombardo T.1X, p. 895.
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esse risultano infatti equivalenti al sistema seguente:

%(\/%ﬁ)_a% (\/B%__F_J_!_f;g \/Elz;r—-Fﬂ 112§ VE G—F’+

3112_12"_=0
- VE G-F*
[ (e e e
SR

Le relazioni (IIL), (IV), che esistono fra i coefficienti delle due forme
fondamentali, danno le condizioni necessarie e sufficienti a cui essi
debbono soddisfare. Enunciando questa proprieta sotto forma pili precisa,
abbiamo il seguente teorema fondamentale:

Date due forme differenziali quadratiche

f=Ed@+2F dudo+ G dv®
p=TD du* + 2D dudv + D" di?,

delle quali la prima definita, perché esista una superficie che le ammetta
rispettivamente per prima e seconda forma fondameutale, & necessario e
sufficiente che siano soddisfatte le relazioni (III), (IV). Verificate queste
- condigioni, la superficie corrispondente & uwica e determinata, prescindendo
da movimenti nello spazio.

Colla dimostrazione di questo teorema, che ora faremo, resta giusti-
ficato il nome di forme fondamentali dato ad f,¢ e s’intende che tutte
le proprietd inerenti alla forma della superficie non potranno dipendere
che dai sei coefficienti delle forme fondamentali. In analogia col nome
di equazioni intrinseche per una curva (cap. I, §. 8), si potra dire in-
somma che le equazioni

. f=Ed¢+2F dudo+ G d*
o=D du*+ 2 D dudv + D' dv*

sono le equazioni intrinseche della superficie.



121

§. 57.

Integrazione delle equazioni intrinseche.

Pel carattere invariantivo delle equazioni fondamentali (III) (IV),
potremo, nella dimostrazione del teorema enunciato; introdurre le va-
riabili indipendenti w, v pilt.convenienti. E qui, utilizzando il risultato
del §. 38, cap. I, assumeremo guelle variabili «, » che rendono simul-
taneamente

F=0, D=0.

Come abbiamo visto al numero citato, eccettuato il caso in cui sus-

siste la proporzione :
D:V:D"=E:F:G,
la quale, come si vede facilmente, ha Iuogo soltanto nel caso di una su-

perficie sferica (o piana) (Y, queste nuove variabili u, v sono pienamente

() E invero si ha in tal caso

: D=AE, D=\F, D'=1G.

- Ma sostituendo nelle (IV) col ricordare (§. 38) che si ha identicamente

°E oF 12 11 12 {11
% s B () '32§>F+§2 G=0
oG oF 22 22 120\ o 12 .
su s HhiEE () =5l e =0,
risulta ~ ~
oA o
e perd

, == costante,

~ Le (II) pag. 117 danno quindi, ponendo

1
A=— " (R costante) ,

o 90X dy oY
e Y Vou=Fm | Pou
8K )y 0Y |
w—P5% (2% B%w <
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determinate. Esse, eguagliate a costanti, danno le cosi dette linee di
curvature della superficie (Cf. il §. 60). 1

Le equazioni fondamentali (I1LI), (IV*), sostituendo in quest’ultime
ai simboli i loro valori effettivi (tabella (A)), pag. 92) e per K ponendo
il valore dato dalla (18) pag. 93; diventano

‘oo, 5 (1 aVE), 2 (1 aVE\_
\/E—GJFBM(\/E 3u >+av(\/@ 91)) 0

(D D’ 3VE
(V) 3_U<—~:)_E % =0

Per la superficie di cui vogliamo dimostrare l'esistenza e 1’unicita
(nell’ipotesi che le (V) siano verificate) considereremo in ogni punto un
triedro trirettangolo, che diremo il friedro principale, formato dalle di-
rezioni positive della tangente alla linea », della tangente alla linea u
e della normale alla superficie. Indicando con (X, Y, Z), (X:*Y: Z;),
(X3 Y5 Zy) i rispettivi coseni di queste tre direzioni, avremo:

1 1 Yy 1 3
M=o 0T BT s
VE vE VE
X, — 1 oz 1 o _ 1 2%
== 5, Ly=— 3, Ly=— &

\/GSQJ ma«; \/Gav
X3= X Y3= Y Z3== Z-

che integrate danno
z=RX+a, y=RY+b, z2=RZ+ec,
con a, b, ¢ costanti, e perd
(@—ay+ @y —bP+ (= —of=E,
equazione di una sfera di raggio R. Nel caso A==0 risulta poi che X, Y, Z sono

costanti cioé la superficie & un piano. E invero, senza alterare la generalita,
possiamo supporre allora

X=0, Y=0, Z=1
e dalle (1) pag. 113 risulta quindi

oz 0z
a—/wzo, a—v=0,

ciod z = costante.
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Dalle formole fondamentali (I) (II) pag. 116-117, sostituendo ai sim-
boli di Christoffel i loro valori effettivi attuali, deduciamo le formole
seguenti:

X, 1 3yE

—-—~:——Xz+—_Xa
ou VG v VE
X, 1 3VG
o 9V Xyx,

v \/E u

X, _ 1 3VEy

u VG o

X, 1 9VG D"
== a—X; 4+ — X,
v \/E u ! \/G
[Xs__ D ¢
Sau VE !

X, D
(%‘—ﬁ&-

Le funzioni incognite X,, X,, X, debbono dunque soddisfare alle tre
equazioni lineari omogenee ai differenziali totali:

«’ Xm--—-§— l_ag/Engr—,D:XJd o+ l_aa\/GX,;dv
L ve *® T VE § VE
/ . 7
@ ax,=1 By, +§ 1 93"le+,3_)§3 do
Y6 & VE % VG
dxa_-'—D—deu———X,dv
VE VG

Al medesimo sistema (4) dovranno pur soddisfare (Y, Y,Ys), (Z, Z; Zs).

Ora il sistema (4) & un sistema illimitatamente "integrabile, poiche,
le condizioni d’integrabilitd si riducono appunto alle tre relazioni (V),
che supponiamo soddisfatte.

§. 58.
Esistenza ed unicita.

Appoggiandoci ora sul noto teorema che di un sistema di equa- :
zioni ai differenziali totali, illimitatamente integrabile, esiste sempre un %

.
T N T Ty AR P
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sistema integrale, che pei valori iniziali
U=Uy , V=1

delle variabili si riduce a valori iniziali arbitrariamente dati, possiamo
facilmente condurre a termine la nostra dimostrazione. Per cid conviene

ancora osservare che se (X;, X;, X3 (X'}, X%, X5) sono due sistemi in-
tegrali, distinti o coincidenti, delle equazioni (4), a causa della forma

speciale di queste equazioni, si avra
X, X 4 X, X/, + X; X5 = costante ,

poiche il differenziale totale del primo membro risulta identicamente
nullo in forza delle equazioni (4) e delle analoghe per X', X', X.
Cio premesso, siano (X, X, Xs), (Y, Y, Ys), (Z, Z; Z;) tre sistemi
integrali della (4), che per w=u,, v=v, si riducano ai nove coefficienti
X{ X9 X
(U IS
o7y 7,
di una sostituzione ortogonale. Dall'osservazione precedente risulta che,
per tutti i valori di u, v, saranno

X, X, X;
Y., Y, Y,
Z, Z, Zy

i coefficienti di una sostituzione ortogonale; in particolare, si avra
X+ Y+ 2=1 |
X1X2—I—Y1Yg +Z1Zg=0
ece.

Ora, per le (4) stesse, le tre espressioni
VEX,du-+VGXydv, VEY,du +VG Yo dv, VE Z, du + VG Z, dv
sono differenziali esatti e ponendo

=f(VEX1du+V—GX2d1J) y y=f(V1_‘3deu+VGdev) s
‘ z=f(VEZ1du+VGZ2dv),
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col riguardare z, y, 2 come coordinate correnti di un punto di una su-
perficie, si verifichera che questa superficie ha per forme fondamentali
le due forme assegnate.

In fine per la parte del teorema fondamentale che si riferisce all’u-
nicitd, essa risulta sia dalla forma lineare delle (4), sia dal ripetere il
ragionamento gia fatto al §. 8 per le curve.

Osservazione. — Nel dimostrare il teorema enunciato ¢i siamo riferiti,
per semplicita, ad un particolare sistema di linee coordinate (linee di
curvatura) ; ma ¢ bene osservare che si pud anche, lasciando alle va-
riabili indipendenti tutta la generalita, introdurre come triedro principale
p. e., quello formato in ogni punto della superficie dalle bisettrici delle
tangenti alle linee coordinate e dalla normale. Pei nove coseni di queste
tre direzioni troveremmo ancora un sistema lineare di equazioni ai diffe-
renziali totali, come il sistema (4), illimitatamente integrabile in virti delle
equazioni fondamentali (III) (IV). E, come al §. 9, si potrebbe ridurre
il problema della determinazione della superficie alla integrazione di un’e-
quazione (a differenziali totali) del tipo di Riccati, onde il risultato:

Pey trovare effettivamente la superficie corrispondente a due date forme
fondamentali occorre integrare wn'equazione del tipo di Riccati.

/

8. 59.

Linee di curvatura.

Se si considera sopra una superficie S una linea qualunque L e lungo
di essa si conducono le normali alla superficie, queste formano, in ge-
nerale, una superficie rigata non sviluppabile. Nel caso particolare che
questa superficie rigata sia sviluppabile, cioé le normali alla S lungo L
siano le tangenti ad una curva dello spazio (ovvero passino per uno
stesso punto), la linea L si dird linea di curvatura della superficie.

Osserviamo subito che, secondo questa definizione, ogni linea tracciata
sopra un piano od una sfera deve considerarsi come linea di curvatura,
perché la superficie rigata delle normali corrispondenti & un cilindro o
un cono.

Per ogni altra superficie, come ora andiamo a dimostrare, esiste sol-
tanto una semplice infinitd di linee di curvatura, formanti un doppio
sistema ortogonale di linee sempre reali. N

Notiamo in primo luogo alcune proprietd delle linee di curvatura
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-che seguono dalla loro definizione stessa e dai teoremi A) B) sulle evo-
lute, dati al §. 18 (pag. 38).

Se U intersezione C di due superficie ¢ linea di curvatura per ambedue,
Vangolo sotto cui le superficie si tagliano lungo C é costante. Viceversa, se
due superficie s incontrano sotto angolo costante e la loro intersezione &
linea di curvatura per U una superficie, tale sara anche per Ualtra.

E poiché sul piano e sulla sfera ogni linea & linea di curvatura,
avremo come corollario:

Se un piano o una sfera tagliano una superficie S lungo una linea
di curvatura, taglieranno S sotto angolo costante. Viceversa, se un piano
o una sfera tagliano S solto angolo costante, la intersesione sara linea
di curvatura per S.

Cosl p. e. sopra una superficie di rotazione i meridiani ed i paralleli
sono linee di curvatura.

Cerchiamo da quale condizione analitica viene caratterizzata una linea
L di curvatura. Lungo di essa u, v; 2, ¥, 2; X, Y, Z sono da riguardarsi
come funzioni di una sola variabile, p. e. dell’arco s di L. Se M=(z, , 2)
¢ un punto di L, M,==(x,, 9, 2) il punto di contatto della normale in M
collo spigolo di regresso C, della sviluppabile, generata dalle normali
alla S lungo L, avremo '

(5) H=x-rX, pm=y—rY, ay=2-r7,

indicando con r il valore algebrico del segmento M, M (dove dunque r
¢ positivo o negativo secondo che la direzione da M, verso M coincide
colla direzione positiva della normale o colla opposta).

Derivando le (5) rapporto ad s, ed osservando che per ipotesi

dxl Ch/l dzl

ds ' ds ' ds
sono proporzionali a X, Y, Z, avremo

dx ax dr

_dy _dX_ dr
)‘Y—%——r %‘—"Yds

o dz dZ ar
)\Z—-—-a‘s‘——-f‘ %‘—Z'd—s 3
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Moltiplicando queste ordinatamente per X, Y, Z, e sommando risulta

onde
dx dX dy dY dz az

@ dscds " dsds | ds’
ovvero: Spostandosi lungo lo linea L di curvatura, deve sussistere la
proporzione
®) de:dy:de=dX:dY:dZ.
Viceversa, se lungo L ha luogo la proporzione (6), e con » indichiamo
il valore comune dei tre rapporti

cde __ dy  dz

dX — dY dZ°’
si vedra subito che le (5) ci definiscono una curva C,, le cui tangenti
sono le normali alla S lungo L. Dunque: la proporzione (6) é caratte-
ristica delle linee di curvatura.

Né viene qui escluso il caso, in cui la curva C, si riduce ad un punto;
soltanto, essendo allora

dx’1=dy1=dz1=0,

sard altrest dr =0, cioé r=costante.

§. 60.
Linee di curvatura in coordinate curvilinee.
Trasformiamo ora le equazioni
dx=rdX , dy=rdY , de=rdZ,

caratteristiche per una linea di curvatura, in coordinate curvilinee. Scri-
vendole per cid:

ox o X X
E du-}-a—v dv-r(a du+§v—dv>
ox o . (9 . Y
-a‘ll;du—l—a—vdﬁ——r\au du 'l——a";"d’u>

dz 0z oZ oZ
3 du+3_v dv-r(—a? du—l—%dv),
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possiamo sostituirvi il sistema equivalente che si ottiene moltiplicandole
dr oy 9z ox %y e
' Ju’ du dv’ v’ v
terza per X, Y, Z e ogni volta sommando.
L’ultima volta si ottiene un’identitd e troviamo cosi le equazioni
(Ctf. §. 54):

Y

, una seconda per

una prima volta per ~ , una

Edu-+ F dv=—r (D du+D’ dv)
Fdu-+ Gdv=—r (D du+D" dv) .
Eliminando » fra queste due, si ottiene:

Edu+Fdv Fdu+ G dv
(8) =0,
Ddu-+D'dv D'du-+ D"dv

come equazione differenziale delle linee di curvatura.

Il determinante scritto & precisamente il Jacobiano delle due forme

fondamentali; se escludiamo adunque il caso
D:D:D"=E:F:G,

in cui la superficie & una sfera o un piano (Y, ricordando i risultati del
§. 39, pag. 83, abbiamo il teorema:

Sopra ogni superficie esiste un doppio sistema ortogonale sempre reale
di linee dii curvatura. Indeterminazione vi ha soltanto per la sfera e per
il piano, ove ogni linea é linea di curvatura.

Per ogni punto M della superficie S passano due linee di curvatura
L;, L;, che ivi s’incontrano ad angolo retto. La normale in M tocca lo

() Alla dimostrazione analitica di questo fatto, data nella nota al §.57, &
facile ora aggmgere una semplice dimostrazione geometrica. Nel caso della pro-
porzione

D:D:D'=E:F:G.

ogni linea tracciata sulla superficie S 8, per la (8), linea di curvatura. Ne segue
che se M,M' sono due punti qualunque di S, le normali in M, M’ giacciono in
un piano. Per la normale in M e per M' si faccia infatti passare un piano, che
seghi S lungo la curva C. Le normali lungo C alla S formano una sviluppabile
ciod sono tangenti ad una evoluta di C e poiché la normale in M giace nel piano
di C, ogni altra normale lungo C, in particolare quella in M' giaceranno nel piano
stesso. Dunque tutte le normali di S 8’ incontrano due a due e perd, non po-
tendo giacere in un piano, passeranno per un medesimo punto O. Se O & a
distanza finita la S & in conseguenza una sfera (col centro in 0), se O & all’in-
finito la S & un piano.
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spigolo di regresso della sviluppabile, generata dalle normali a S lungo L,
in un punto che indicheremo con M,; questo punto dicesi il centro di
curvatura della superficie in M, ¥elativo alld linea di curvatura L,. Si-
milmente abbiamo sulla normale in M un secondo centro di curvatura M,
relativo alla L, e i segmenti

7’1=M M N 72=M2LI e

portano, pér una ragione che ora vedremo, il nome di raggi principali
di curvatura della supetficie in M.

Se dalle nostre equazioni (7) eliminiamo il rapporto du: dv, otteniamo
evidentemente il risultato:

1 raggi principali di curvatura r,, v, della superficie sono dati in ogni
punto dalle radici dell’equazione di 2.° grado in »:

9  (OD'-D%r+ (ED'+GD=2FD)r + EG-F =0.

§. 61.
Curvatura delle sezioni normali.

Pagsiamo ora ad esaminare le relazioni che esistono fra i raggi di
(prima) curvatura delle infinite linee, tracciate sopra una superficie per
un medesimo punto M,

Sia C una tale curva, lungo la quale w, v; z, y, 2 sono funzioni del-
‘Parco s di C. Ritenendo per la G le notazioni del cap. I, avremo anzi
tutto pei coseni di direzione delld sia tangente:

Oz du , % dv ___ayc}ﬁ Sy@ _S_zdu a_z@
U0 o= oot P ouas Tovds T uds T

Indicando con ¢ l'arigolo, fra 0 e #, formato dalle direzioni positive
della normale principale di C e della normale alla superficie, abbiamo
per le formole di Frenet:

yx % _ coss
X F el
onde per le (10):
cos6  Ddu*+2D dudv+D"

P ds? ’

® Si ricordi che r,, r, sono computati positivi o negativi, secondo che le
direzioni da M, verso M (o da M, versé M) coincidono colla direzione positiva
della normale o colla opposta.
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ovvero
1) coss _ Ddu’+2 D dudv+D"dv*

p  Edw+2F dudv+G dv*°

Per la normale in M alla superficie e per la tangente in M alla C
facciamo passare un piano; esso produce nella superficie una sezione I,

che dicesi la sezione normale tangente a C. La prima curvatura %f di T in

M sara data dalla formola stessa (11) ove si faccia
coso=+1,

secondo che la concavitd di I & rivolta verso la direzione positiva o ne-
gativa della normale. Ne risulta intanto la formola

p==+Rcoss,

cioe il teorema di Meunier:

Il raggio di prima curvatura di una curva C tracciata sopra una su-
perficie S equaglia in ogni punto M il raggio di curvatura della sezione
normale tangente alla curva C in M, moltiplicato per il coseno dell’ angolo,
che il piano della sezione fa col piano osculatore alla curva.

Potremo dungue limitare il nostro studio a quello delle sezioni normali.

Per le sezioni normali la formola (11) diventa
1_.D du’ + 2 D' du dv + D" dv®

R “"Ed@+2F dudv + G do®’

la scelta del segno superiore o inferiore essendo legata alla circostanza
" sopra notata; con questa scelta (a seconda della convenzione fatta nella .

teoria delle curve di dare alla prima curvatura sempre un valore positivo)
il segno effettivo del 2.° membro risulterd in ogni caso il positivo.

Ma qui, essendo tutte le lunghezze R (per le infinite sezioni normali)
contate sulla medesima retta, la normale in M, sulla quale & gia fissato
un verso positivo, converrd meglio attribuire ad R anche un segno. E noi
converremo di contare R positivo, se la direzione che va dal centro di cur-
vatura della sezione normale al piede M della normale coincide col verso
positivo di questa, negativo nel caso contrario (Cfr. numero precedente).
Con questa nuova convenzione, avremo senz’altro in tutti i casi

19) 1 Ddd+2D dudo+ D' d*
(12, R Edéi+2F dudv+ G dv®’
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§. 62.
Formola di Eulero.

Assumiamo ora a linee coordinate le linee di curvatura e, indicando
con 7, 7, rispettivamente le quantitd introdotte al §. 60, avremo spo-
standoci lungo le linee di curvatura w:

de=ur dX , dy=nr dY , de=r, di
e lungo le »:

dz=r, dX , dy=rs dY , de=r, dZ,

ciod:
e _, X w_, 0N &% _ %
: ( - tw wmT w w o
(13)
a“m—’_""?é %——re_Y aﬁ:y% (1
w T w T
onde
1o p--E peo, wonC,
re r

quindi per la (12):

‘E ., G .,
_1,,_;;01“ +7ldv _E

L =B () Oy
R Ed®+ G d?* ™ r \ds rn \ds) "
Questa, indicando con 9 1’angolo che la sezione normale considerata
fa colle linee v, ci da la formola di Eulero :

1 . cos®8  sen® 6
— + .

(1 5) E o 7 71

Di qui risulta intanto: »,,», sono i raggi di curvatura delle sezioni
normali tangenti alle linee di curvatura. Queste sezioni diconsi sezioni prin-
cipali ed 7, , r, chiamansi percio, come sopra si & detto, i raggi principali
di curvatura; i centri di curvatura delle sezioni principali sono i due
punti M;, M,, considerati alla fine del §. 60, che si dicono i centri di
curvatura della superficie in M. ) :

) Queste sono le formole che si citano comunemente sotto il nome di for-
mole di Rodrigues.
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Esaminiamo ora come varia il raggio R di curvatura della sezione
normale, quando si fa ruotare il piano della sezione. L’ immagine piii chiara
del modo di variazione si ottiene, facendo uso delle considerazioni seguenti:

1.2 Supponiamo che nel punto in considerazione r,, r, abbiano lo
stesso segno, p. e. il positivo. Nel piano tangente in M stabiliamo un si-
stema di assi cartesiani ortogonali ¢ y, coincidenti colle tangenti alle linee
di curvatura w, v rispettivamente, e consideriamo la ellisse, che ha per
equazione:

&2

7

.nz
(16) + +t=1.
4]
Un semidiametro di questa ellisse, inclinato dell’ angolo 0 sull’ asse 7
(tangente alla v), ha una lunghezza p data dalla formola

1 _ cos’® | sen’® B
P ’

4 ¥e "

ossia si ha per la (15)
¢ =R.

Dunque: Il quadrato & ogni semidiametro dell’ ellisse (16) eguaglia il
raggio di curvatura della sezione normale, il cui piano é condotto per il dia-
metro Stesso.

Per questa ragione la ellisse (16) si dice Pellisse indicatrice.

T da notarsi che, se , =, I’ellisse indicatrice diventa un circolo e
tutte le sezioni normali per M hanno lo stesso raggio di curvatura. Il
punto M dicesi allora un punto circolare o un ombelico, L’ unica superficie
a punti tutti circolari & la sfera (V.

2.° Abbiano ora 7, , 7, segno contrario e, per fissare le idee, suppo-
niamo #, positivo, », negativo. Consideriamo allora nel piano tangente le
due iperbole coniugate

2 2
g7 _,
i, =7

@amn
g .,‘2
=1,
Yige — 72

o si avra col sistema di queste due iperbole consegﬁita la rappresentazione
geometrica stessa, che ci era dianzi fornita dalla ellisse (16).

@) E infatti si ha allora
D:D:DV'=E:F:G.
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La ellisse (16) nel primo caso e il sistema delle due iperbole (17) nel
secondo costituiscono la cost detta indicatrice di Dupin, dal nome del
geometra che primo diede la interpretazione geometrica superiore della
formola di Eulero. ‘

E da osservarsi che, mentre nel 1.° caso la superficie nell'intorno di M
giace tutta da una parte del piano tangente (le sezioni normali volgendo
tutte da una stessa parte della normale la loro concavita), nel 2.° caso
invece la superficie giace ora da una parte ora dall’altra del piano tan-
gente (Y e precisamente quelle sezioni normali, il cui piano incontra in
punti reali la prima iperbola (17), volgono tutte da una parte le loro con-
cavita, le rimanenti (i cui piani incontrano in punti reali I’iperbola coniju-
gata) dalla parte contraria. Il passaggio dall’ una all’ altra specie di sezioni
ha luogo, quando il piano normale passa per 'uno o per I’ altro assintoto
delle iperbole (17) e allora per la corrispondente sezione si ha:

1

==0,

R

cio che indica un flesso nella sezione corrispondente. Queste due speciali di-
rezioni uscenti da M nel piano tangente prendono per cid il nome di di-
rezioni assintotiche ; esse dividono la superficie nell’intorno di M in quattro
settori che a vicenda passano dall’una all’altra parte del piano tangente.

§. 63.
Curvatura media e curvatura totale.

Il modo come una superficie S & incurvata nell’intorno di un suo
punto M dipende essenzialmente, come ora si & visto, dai valori dei
due raggi principali di curvatura r,, 7, In luogo di r,,r, possono darsi,

& Allo stesso risultato arriviamo pill brevemente cosi.

Consideriamo il piano tangente nel punto (u,v) della superficie e calcoliamo
la distanza & del punto infinitamente vicino (u-h , v-+k) (ove &, k si riguarde-
ranno come infinitesimi di 1.° ordine) dal detto piano; troviamo

=g DR 42D Rk 4D R 47

essendo 7 infinitesimo di 3.% ordine. Il segno di 3 dipende adunque da quello di
() Dh24-2D' Ak D" K2,
Ora se D D"— D> 0, ciod se il punto & ellittico, la forma (o), & definita

6 o eongerva sempre lo stesso segno; se D D' — D2< 0 (punto iperbolico) la forma
(o), e quindi 3, assume valori positivi e negativi.

i
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per definire questo modo d’incurvamento, due combinazioni di »,, #;, dai
cui valori possano-inversamente trarsi quelli dir,, #,. Le pidt importanti
funzioni di r,, 7y, che occorre di considerare, sono il prodotto e la somma

oo 11 . . .
delle due curvature principali Py Le indicheremo rispettivamente con
. 1 2

K= 1 ,H=l+—1—'

7 [ T

La prima porta il nome di curvatura totale o di Gauss della superficie,
la seconda quella di curvatura media. Se ricordiamo che, in coordinate
curvilinee qualunque, i raggi principali di curvatura sono le radici della
equazione di 2.° grado (9) pag. 129, otteniamo senz’altro pei valori ge-
nerali di K ed H:

DD —D*
K=Fe—F
(18)
g_2FDV—ED'—GD

EG—T° ’ .

ove i secondi membri sono invarianti assoluti delle due forme fondamentali
(Cf. §. 39) (M,

Ma per la curvatura totale, secondo i risultati del §. 56, abbiamo di
pit I'importantissimo teorema: La curvatura totale di wna superficie
equaglia la curvatura della prima forma fondamentale.

Questa proprietd della curvatura di Gauss, di dipendere soltanto dai
coefficienti della forma che rappresenta 1'elemento lineare, & quella
(come si vedrd in appresso nel capitolo dell’applicabilitd) che da alla
curvatura stessa I'importanza preponderante nelle applicazioni geome-
triche. Essa si designa spesso per cid semplicemente col nome di curvatura.

La curvatura K & positiva nei punti a indicatrice ellittica, negativa
in quelli a indicatrice iperbolica; i primi si dicono punti ellittici della
superficie i secondi punti iperbolici.

In generale esiste sopra una superficie una regione di punti ellittici
ed una regione di punti iperbolici, confinanti ad una linea di punti
parabolici, ove cioé la curvatura K & nulla.

@) Cib corrisponde al fatto che la curvatura totale e la media hanno un
significato affatto indipendente dalle coordinate curvilinee scelte sulla superficie.

va
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A complemento di queste osservazioni dimostriamo il teorema: Una
superficie a curvatura nulla in tutti i punti é una superficie sviluppabile.

Che le sviluppabili abbiano tutte la curvatura nulla risulta subito
dall’osservare che, pei teoremi sulle evolute delle curve (§. 18), le linee
di curvatura di una sviluppabile sono le generatrici e le loro traiettorie
ortogonali; delle due curvature principali quella relativa alle generatrici
¢ costantemente nulla.

Inversamente, se la superficie S & a curvatura K nulla, sard

. DD"—D*=0
e,' prendendo a linee coordinate u, v quelle di curvatura, sari
D=o,
indi anche D, o D”. Poniamo che sia
D=0, D=o.
Per le formole fondamentali (IT) pag. 117, sara quindi

oX Y 9Z
w0 W= W=

ciog¢ X, Y, Z saranno funzioni di » soltanto. Ma dalle formole

1oy 1% 1 22
Xy + —Lz=0
VE® © T yg o VE %

R SR IR SR ST
VE Ou v YVEOu & | ygpoud

la seconda delle quali segue da D' = 0, risulta allora che i coseni di direzione

1 oz 1 o 1 22

VEM ' YE M ygou
della tangente alle linee di curvatura » sono funzioni di » soltanto,
quindi costanti lungo ogni singola linea ». Le linee di curvatura » sono
dunque rette e, pei teoremi ora citati sulle evolute, la S ¢ quindi svi-
luppabile. '

§. 64.
Tangenti coningate.

Due tangenti ad una superficie uscenti da un suo punto M diconsi,
secondo Dupin, coniugate se esse sono conitgate rispetto alla indicatrice.
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Riferendosi alle linee di curvatura u, v, e indicando con 6, & le in-
clinazigni di due tangenti coniugate sulla linea v, abbiame, per la defi-
nizione pigssa: ~

Dtgh= -1
tgbtgl= -

Dlaltronde se col simbolo d indichiamo gli incrementi delle coordi-
nate curvilinee lungo la prima direzione, con & quelli lungo la direzione
coniugata, abbiamo

_1/6 dv & G
tge—\/ \/E Su

19 ?gdub‘u-{—%dv@v:&

e perd

A considerare le direzioni coniugate sulla superficie siamo anche
conddtti dall’osservazione seguente. Sia C unacurva arbitraria tracciata
sulla superficie S, riferita ad un sistema qualunque di coordinate cur-
vilinee (%,v). 1 piani tangenti alla § lungo C inviluppano una svilup-
pabile circoscritta alla S lungo C. Dimostriamo che in ogni punto di C
la tangente a C e la generatrice della sviluppabile circoscritta sono tangenti
coniugate (Y

Scriviamo percid I’equazione del piano tangente a S in un punto
(x,9,2 di C

(20) E—2) %+ (-9)Y + €—2) Z=0,

- indicando con &, v, ¢ le coordinate correnti. Spostandosi (z,y, 2) lungo C,
tanto x, y, # quanto X, Y, Z sono funzioni dell’arco s di C e derivando
la (20) rapporto ad s, 'equazione risultante

Ix LY. i
@1 =) 5+ a9+ -2 G =0,
associata alla (20), da la generatrice G dell’indicata sviluppabile uscente
da (z,y, 2). Indicando adunque col simbolo 3 gli accrescimenti di z, y, #

) In particolare segue di qui: Swulla sviluppabile circoscritta ad una super-
ficie S tungo una linea di curvatura C, la curva C & traiettoria ortogonale delle
generatrict. E questa una proprietd caratteristica delle linee di curvatura, che
potrebbe servire a definirle.
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spostandosi sulla superficie nella direzione (&, osservando che i coseni di
direzione di G sono proporzionali a
i _,dY ,dX o dZ . dY _dX

e e A R b

come anche a &z, dy, o2, avremo

S dX 4 Sy dY -+ 32dZ =0,
ovvero esprimendo #,y, 2, X, Y, Z per u, v:
(22) D du 3u + D’ (du Sv+dv 3u) + D" dv dv = ‘0.

Questa, se per linee u, v si prendono quelle di curvatura, coincide
appunto, per le (14), colla (19) e dimostra la’ proprietd enunciata.

Si osservera che la (22), la quale esprime che i due elementi lineari
corrispondenti agli accrescimenti d, & sono coniugati, & costruita rispetto
alla seconda forma fondamentale, nel modo stesso come la condizione
d’ortogonalita (11) §. 42, pag, 91

E dutu+ F (du Svt+dviu) +- G dvdv=0

rispetto ai coeflicienti della prima forma fondamentale.

Un doppio sistema di linee tracciato sopra una superficie dicesi un
sistema coniugato, se in ogni punto le direzioni delle linee dei due si-
gtemi, che vi passano, sono goniugate,

E chiaro che uno dei due sistemi pud prendersi ad arbitrio e se la
sua equazione, risoluta rispetto alla costante arbitraria, é:

P (,v) =c¢,

le linee del sistema coniugato saranno le linee integrali dell’equazione
differenziale del 1.° ordine (Cf. §. 42)

<D%—D'g—;> du + <D'%€~D”§7‘:> @ =0.

In particolare si osservi: La condizione mecessaria e sufficiente af-
finche le lince coordinate w,v formino un sistema coniugato & che si abbia
D'=0. '

Il doppio sistema delle linee di curvatura & insieme un sistema or-
togonale e coniugato ed & l'unico dotato di questa doppia proprieta.

3
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§. 65.

Linee assintotiche.

Una linea tracciata sopra una superficie dicesi assinfotica, se in ogni
suo punto la tangente della linea coincide colla propria coniugata. Dalla
(22) segue che lungo un’assintotica deve essere soddisfatta la condizione

(23) Ddv+ 2D dudv+ D" d*=0

e viceversa, se una linea della superficie soddisfa 1'equazione differen-
ziale (238), essa & un’assintotica. Come le linee di curvatura, le assinto-
tiche, che hanno la (23) per equazione differenziale, formano un doppio
sistema (in generale non ortogonale) e in ogni punto della superficie le
direzioni delle due assintotiche, che vi passano, coincidono cogli assintoti
della indicatrice di Dupin.

Naturalmente le assintotiche sono reali soltanto se D D”"— D?<Z0,
cioé nella regione dei punti iperbolici, immaginarie nella regione dei
punti ellittici. Soltanto per le sviluppabili (§. 63) accade che i due si-
stemi di linee assintotiche coincidono (nelle generatrici della sviluppabile).

Osserviamo poi che dalla definizione stessa delle linee assintotiche
risulta il teorema: .

In ogni punto di una linea assinfotica A il piano osculatore della linea
coincide col piano tangente della superficie. Viceversa, se una linea A gode

di questa proprieta, essa é assintotica.
' Infatti la sviluppabile circoscritta alla superficie lungo I'assintotica A,
ha per generatrici le tangenti di A, che ne & lo spigolo di regresso.

Viceversa, se la sviluppabile circoscritta alla superficie lungo A ha
la linea stessa per spigolo di regresso, questa & assintotica.

Le proprieta qui osservate seguono anche subito analiticamente dalla
formola (11) pag. 130, poiche ne risulta che se lungo una curva si ha

D du*+2 D du dv+D” dv*=0, sard anche %—G =0 e quindi cos s =0,

0 p—= 0, cioé o il piano osculatore della linea coincide col piano tan-

Py

gente alla superficie, ovvero la linea & retta. Ma in quest’ultimo caso,
il piano osculatore essendo indeterminato, si pud ancora riguardare come
coincidente col piano tangente.
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§. 66.

Proprietd dei sistemi coniugati.

Andiamo ora a dare con Darboux (Y alcune importanti proprietd dei
sistemi coniugati e delle linee assintotiche.
Supponiamo che le formole

z=xWu"v), y=yuv), 2=2u,v)

ci definiscano una superficie riferita ad un sistema coniugato (u, v). Al-
lora I'equazione media fra le fondamentali (I) del §. 55, pag. 116 essendo
D'=0, ci da il teorema:

Le coordinate cartesione x, y, 2 di un punto mobile sulla superficie
sono soluzioni di una medesima equazione di Laplace della forma

28 ;’sf:gv— % s gg/ %1122 53%122» .

Inversamente sussiste il teorema: Se z(u,v), y (u,v), 2 (4, v) sono
soluzioni di una medesima equasione di Laplace (24), sulla superficie

z=xWmv) , y=yu,v) , 2==zu,v)

le linee (u, v) segnano un sistema coniugato.
E infatti si ha allora

Pz oy P2
oudv oudv u
oy % |
u u w |
vy %
v v o

cioé D'=0.
‘ Supponiamo ora invece che le linee u, v siano le assintotiche. In tal
caso avremo per la (23).
D=0, D=0
e le equazioni (I) §.‘ 55 danmo il teorema:
Le coordinate z,y,z di un punto mobile sopra una superficie, espresse
n funcione dei parametri u, v delle linee assintotiche, soddisfano simul-

O T. I. p. 127 s. s.
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taneamente a due equazioni della forma
e
ou
i
o

©

=“g73+5 g‘g ' “"‘1111; ’ p‘“rzl%
(25)

%6 .8 _222 _%22

Inversamente, se due equazioni simultanee (25) ammettono tre solu-
zioni comuni z, y, # linearmente indipendenti (¥, le formole:

a:=x(u,'v) y Y=y , 2=z (4, v)

definiranno una superficie riferita alle sue linee assintotiche.

Queste proprieta possono servire a dare la dimostrazione analitica del
teorema: .

Le trasformazioni proiettive conservano i sistemi coniugati e le linee
assintotiche di una superficie (*,

Una trasformazione proiettiva & data dalle formole

J

o
x=§ a?/_——'% ’zl=:5('7
dove a, B, v, sono espressioni lineari intere in z, ¢, 2 e perd soluzioni della
(24) se (u, v) & un sistema coniugato, o del sistema (25) se le u, v sono
assintotiche. Ma, se si pone
0 =

b

[STIN- -]

la (24) si trasforma per © in una equazione analoga, e similmente il si-
" stema (25) in un sistema della stessa forma, il che dimostra la proprieta
enunciata. Nel prossimo capitolo, trattando delle coordinate tangenziali, si
vedra similmente che anche le trasformazioni dualistiche, o reciprocita dello
spazio, godono della stessa proprietd (vedi §. 82).

Fra i sistemi coniugati («, v) vi ha pure quello delle linee di curva-
tura. Possiamo quindi domandare quale proprietd speciale apparterra al-
lora alla equazione (24), cui soddisfano z, y, #. In tal caso possiamo ve-

@ 11 sistema (25) deve per cid costituire un sistema illimitatamente inte-
grabile. .
® Geometricamente risulta subito dal fatto che la sviluppabile circoseritta
a una superficie lungo una curva si cangia, per trasformazione proiettiva, nella
sviluppabile circoseritta alla superficie trasformata lungo la curva trasformata.
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dere, con Darboux, che sard pure

dy 4

una soluzione della (24). Posto infatti
=2ty +

risulta dalle (I) §. 55:
LT
du v 1

d (12)3p
@‘h%@_QF

e perd, se F=0 e allora soltanto, p & una soluzione della (24).

Da questa osservazione Darboux ha tratto un’elegante dimostrazione
del teorema: L’ inyersione per raggi vettori reciproci conserva le linee di
curvatura. Le note formole per quest’inversione sono, sotto la forma pit
semplice :

o = Rz , Ry o — Rz
Tdtyta YT Ayt P T Aty v
Ora, poiché nel caso attuale
p=2a" 1ty + 4
¢ una soluzioneé della (24), la trasformazione

2|
oy O
p
cangia la (24) in una equazione della medesima specie, cui soddisfano

evidentemente
Z .,y , 7

4 .
ed anche 2 4 ¢® 4 ¢* = % , giacché 6 = R* & una soluzione della

(24) M. Per I'osservazione precedente anche sulla superficie S' luogo del
punto (' ¥ #) le linee (w, v) sono le linee di curvatura.

§. 67.
Oasi particolari.

Diamo ora qualche applicazione_dei risultati del numero precedente.

) Darsoux, T.I. pag. 208.
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1.° Consideriamo I’ equazione
%0
du v
il cui integrale generale & la somma di due funzioni arbitrarie, una
della w, 1’altra della ». Ponendo in conseguenza

Q6) z2=fHW+n® , y=FfLW+70) , ¢=FWtr0),

sulla superficie cosi definita le linee (%, v) formeranno un sistema coniu-
gato. Queste superficie diconsi superficie di traslazione, percheé sono gene-
rate dal moto traslatorio di una curva, i cui punti descrivono altrettante
curve congruenti per traslazione. Basta infatti dare alla curva

z=fHw) , y=tw , z=f)

un moto traslatorio, in cui ciascun suo punto descrive una curva con-
gruente colla curva

=0,

r=00 , =@ , =%

E chiaro che il modo di generazione di queste superficie & doppio,
cioé esse nascono sia dalla traslazione di una curva « sia da quella di
una curva o. ‘

8i pud, con Lie, considerare le superficie di traslazione generate nel
modo seguente. Prendiamo le due curve

z2=2fiw) , y=2f@w , 2=2fW.
2=200) , yY=2%0) , 2=2¢0).
La superficie & il luogo dei punti medii di tutti i segmenti, che con-
giungono un punto della prima curva con un punto della seconda.

Si osservi che 1'equazione differenziale delle assintotiche per le su-
perficie di traslazione & data da:

A, @, £ W) o' @) @ (), 9" @)
L@, e, @ d+ (@, (W, W] d=0;
e @), ¢ @, %@ e @, e ), ¢ ()
e 8e si suppone in particolare
fo=0 , ¢ =0,

® Darsoux, T. I. pag. 98, ss.
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le variabili si separano, cioé: per una superficie di traslazione, le cui curve
generatrici sono in piami perpendicolari, le assintotiche si ottengono con
quadrature.

2.2 Consideriamo in secondo luogo 1’equazione (¥

e »
@1) =) ™ ™ 5% "au

Si vede subito che
0 = A (u—a)" (v—a)*
ne & una soluzione, qualunque siano le costanti A, a. Prendiamo adunque
2= A (u—a)" v—a)", y = B (u—b)" (v—b)", 2 = C (u—=c)™ (v—0)"

ed avremo una superficie su cui le linee %, v tracciano un sistema coniugato.
Per I’ equazione differenziale delle assintotiche di queste superficie si trova.

m (m—1) du® _ n n—l) v’
(u—a) (u—b) (u—c) (v—a) (v—0) (v—0)’

che s’integra per quadrature con funzioni ellittiche.
Se m=mn, I’equazione della superficie &:

(5 0=+ (§)" e—a + (5 ¢ = @0 0—0) e—)

e integrale delle assintotiche & algebrico in u, ».
Congideriamo in particolare il caso

m=n = ,

DO |

ed osservando che allora u + » & un integrale della (27), si vede che
prendendo
A4+ B+ C=0,
.
le linee w, v saranno precisamente le linee di curvatura della superficie

di 2.° grado, giacche 2* 4 y* + 2* ¢ soluzione della (27). Cosi per I'ellissoide
xg .
g+g:+ , W>FE>

@ Dazrsoux, T.I, p. 242.
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basta prendere
g CEHD @) B EHOETY) o 6 ()
(@@= ~7)’ E-r)E-a)’ (-’ (F—F)°
ove variando « fra —4* e —p*ewv fra —p?, —«® e si avranno tutti i punti
reali dell’ellissoide (in coordinate ellittiche).

§. 68.
Linee e raggi principali di curvatura in coordinate cartesiane.

Oecorre spesso di dover applicare le formole generali del presente
capitolo al caso in cui 1'equazione della superficie sia data, in coordi-
nate cartesiane ortogonali, sotto la solita forma # =2 (2, y). Poniamo colle
notazioni di Monge:

2 oz & % &

p=§5—0’ q=a—y) r=afx’i:'s=é‘m, t=a7)

pei coefficienti E, F, G dell’ elemento lineare, inténdendo ¢he sia u=uz,
V=g, avremo:

(a) E=1+p2! F=Pq, G=1+q29
Pei coseni di direzione della normale risulta:
® X=—*_;__‘I)—_,Y=_:—L,Z=“——l-___,
Vitpi+g Vitp +¢ Vitp'+g
indi pei coefficienti D, D', D” della seconda fortha fondamentale:
@) D=-—r———___, D'=——s“-_________, D”=—___t:,
Vi +p*+q° Vi +p°+¢° Vi + p*+¢°

La curvatura media H e la curvatura totale K sono daté per conse-
guenza dalle formole:

__ZTpgs—-(14p)t-(+g)r _ _rt-¢
(6) H (1 +p2+q2)_3_ ’ (6*) K (l+pi+qi g ¢

Notiamo in fine che ’equazione differenziale delle linee assintotiche sara
@) rdz®*+2sdedy+tdy®*==0,
e quella delle linee di curvatura

" 1A +p0)s—parida®+{(1+pY) ¢ —(1+O)r} de dy+ipgt— (1 +¢%s {dy* = 0.
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§ 69.
Calcolo di parametri differenziali.

Termineremo questo capitolo col dare le importanti espressioni dei
parametri differenziali di z, y, 2, X, Y, Z ¢ delle due loro funzioni

p=g @9+, W=Xa+Yy+Zs,

che rappresentano rispettivamente, la prima la metd del quadrato della
distanza dell’origine dal punto (z, y, 2) della superficie e la seconda la
distanza dell’ origine dal piano tangente.

Per questo calcolo, giovandoci delle proprieta mvarlantlve dei para-
metri differenziali, ci riferiremo, ove phi convenga, alle linee di curvatura
come a linee coordinate, ricordando che il determinante:

1o 1 % 1 0
VE® ' yE % yg %
1o 19 -12%|=+1
VG® VG yg
i X , Y , Z

¢ il determinante di una sostituzione ortogonale e servendoci in tal caso
delle formole

o X & X
=" w o w T M w
Essendo
o9\ | 1 39\* 1093¢ , 19939
Ap= E(au) +G(%)’ Ao =FErsutGaw 2’
troviamo _ . . _:
(28) Az=1-X, Ay=1—Y, Aze=1—2
(29) * V@y)=-XY,; V@o)=-XZ, V@e)=-YZ.
Abbiamo poi |
11 [\ | 1 1 [0x\? {
sx=5g () el
10
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e analogamente per A, Y, A, Z, onde

(30) AX+AYFAZ=14 L,
AT
~Per calcolare A, z ci possiamo riferire alla formola generale (§. 32 pag. 67)
' Az¢=ﬁxll+Ex”—'2Fx12’ d
I EG—F?

le 2., essendo le derivate seconde covarianti di x rispetto alla prima
forma fondamentale; ma, secondo le formole (I) §. 55 (pag. 116), si ha

$11=DX», wlg=D,X., wgg=D”X,

onde

GD+ED'—2FD

EG_F X

Ag‘w =

ovvero (§. 55):

71 7y,

(A)A2x=—HX=—~(l+ l—)x.

Questa formola importante (Beltrami) dimostra che nelle superficie a
curvatura media nulla (superﬁcie minime) le sezioni fatte con un sistema
di piani paralleli appartengono ad un sistema isotermo.

Un’altra formola, di grande importanza per la teoria dell’applicabi-
litd, si ottiene costruendo il parametro differenziale (§. 32 pag. 68)

Xy X — 13

bet=Fo—P -

che, per le formole testé ricordate e per le (28), da

®) Aggx=(1—A1w) K.

Essa & un’equazione a derivate parziali del 2.° ordine per z (alla
quale soddisfano pure y e 2), i cui coefficienti sono formati soltanto con
quelli della prima forma fondamentale. .

A un’equazione della stessa natura soddisfa anche

L4

. p=5 @ + 9+ ).

E invero troviamo in primo luogo (riferendoci alle linee di curvatura)
MAp=2 p— W=, :
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Indi, osservando che per le derivate seconde covarianti di p risulta
ou=E+DW, pp=F+DW, ppe=G+D'W,
avremo subito
somaowfi ).
By = 1—W(1- + 1—) +W2K

71 7y,
ed eliminando W, W* fra le espressioni di A, p, A, p, Ay p, otterremo la

formola richiesta:

(C) Bsp —Bpp=1+K@Aip—29p).




CapIiToLo V.

Rappresentazione sferica di Ganss. — Coordinate tangenziali

————

Rappresentazione sferica di Gauss e sue proprietd. — Teorema di Enneper sulla torsione
delle assintotiche.-— Formole generali di rappresentazione sferiea, — Le superficie riferite
alle loro linee assintotiche. — Formole di Lelieuvre. — Le superficie a curvatura positiva
riferite ad un sistema isotermo-coniugato.— Formole di Weingarten relative alle coor-
dinate tangenziali.— Superficie con assegnata immagine di un sistems coniugato.—
Superficie con un sistema di linee di curvatura in piani paralleli.

§. 70.
Rappresentazione sferica di Gauss.

Per lo studio di ogni superficie non sviluppabile & molto utile una
rappresentazione geografica della superficie sulla sfera, che si chiama la
rappresentazione di Gauss e si ottiene nel modo seguente. Sia S una su-
perficie, M un punto obile su di essa; descriviamo una sfera e pel suo
centro conduciamo il raggio parallelo alla direzione positiva della normale
in M alla 8. L’estremita M" del raggio si dird I'immagine del punto M,
e mentre M si muove sulla superficie S (o sopra una regione di questa),
la sua immagine M’ si muovera sopra una regione corrispondente della
sfera rappresentativa. In generale s’intende che questa immagine sferica
ricoprira con piu strati la sfera, quando accada che, nella regione consi-
derata di S, in punti diversi la normale di S abbia la stessa direzione po-
sitiva. Volendo,. si pud in generale scindere la regione di S in pil re-
gioni parziali, in guisa che 1I'immagine sferica di ogni regione parziale
sia ad un solo strato.

Supponiamo per semplicita il centro della sfera nell’origine delle coor-
dinate e il suo raggio eguale all'unitd lineare. Allora & chiaro che se
(z, 9, 2) sono le coordinate di un punto M di S, quelle del punto imma-
gine M’ sulla sfera saranno appunto i coseni di direzione (positiva) della
normale X, Y, Z. Indicando con ds’ I’elemento lineare flella sfera rappre-
sentativa, avremo dunque

ds® = dX°® -+ dY* + dZ?
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¢ ponendo
ds* =edu® -+ 2 fdudv + g d*,

dalle formole fondamentali (II) §. 55 (pag. 117) troveremo facilmente
(1) e=—&KE+HD), f=- (KF+HD’) , 9= —(KG+HD") (O,

cioe '

(2) ds®= —K (Edu*+2F dudv+Gdv®) - H (D du*+2 D' du dv+D” dv®).

In generale in ogni rappresentazione per punti di una superficie sopra
un’altra vi ha uno ed un solo sistema ortogonale (sempre reale) dell’una
che si conserva ortogonale sull’altra, a meno che la rappresentazione non
sia conforme, nel qual caso ogni sistema ortogonale sull'una si conserva
ortogonale sull’altra (. Ora si vede subito che in generale: il sistema
ortogonale della superficie che si conserva ortogonale nella rappresentazione
sferica di Glauss é quello delle linee di curvatura.

E infatti se il sistema (u, v) & ortogonale sulla superficie, si ha F=0;

Y

e se & ancHe ortogonale sulla sfera risulta
HD =0,

quindi (escluso il caso H=0) sard D' =0. Ora le equazioni F=0, D'=0

caratterizzano il sistema (w,v) come quello delle linee di curvatura.
Nel caso H=0 ogni sistema ortogonale sulla superficie ha un’imma-

gine sferica ortogonale, onde risulta: La rappresentazione sferica di Gauss

)

4 K, H designano al solito la curvatura totale e media

D D'— D' __2FD'—ED'—GD

K=re—w  B="Fma_p

@ Questo teorema discende facilmente dai risultati sulle forme binarie qua-
dratiche simultanee ottennti al §. 39. Sulle due superficie si scelgano a linee
coordinate due sistemi corrispondenti (u, v). Le due forme quadratiche (definite)

dst=Edu?+2Fdudv+4 Gdv® , ds®=FEdu?++2F dudv+ G de?,

che ne rappresentano gli elementi lineari, possono ridursi in uno ed in un solo
modo simultaneamente a forma ortogonale, a meno che non sussista 14 pro-
porzione

E:F:¢.=E:F:G;
ed allora la rappresentazione & conforme, cioé tutti i sistemi ortogonali sono con-
servati e la riduzione pud farsi in infiniti modi.
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riesce conforme soltamto per le superficie a curvatura media nulla e per
la sfera.

Questa importante proprieta delle superficie cosi dette d’area minima
(a curvatura media nulla) ¢ il fondamento della relazione che esiste fra
la teoria delle superficie minime e quella delle funzioni di variabile com-
- plessa, come si vedra in appresso. *

§ 71

, o
Torsione delle assintotiche e teorema d’ Enmneper.

Dalle formole (1) possiamo trarre un’altra conseguenza, che merita
di essere notata. Supponiamo che il sistema (u,v) sulla superficie sia
coniugato, cioé

Le (1) danno

G D* fo_ EDD __ ED"
T EG—F’ EG_r ITEG_—F

e se indichiamo rispettivamente con o, @ I’angolo formato dalle direzioni
positive delle linee coordinate in ogni punto della superﬁme S e della sfera
rappresentativa, dalle formole

€08 m=—F: , CO8Q= _f:;—(l)
VEG Veg

risulta :
o8 Q=+cos o,

il segno superiore valendo se il punto in considerazione di S & iperbolico
(D, D” segno contrario), 1'inferiore per un punto ellittico. Ne deduciamo:
Nella rappresentazione sferica Uangolo di due direzioni coniugate sulla su-
perficie viene conservato in grondezea o cangiato nel supplementare, secondo
che il punto da cui escono le due direzioni e iperbolico o ellittico.

Con minore precisione questo teorema risulta anche dall’osservazione
seguente. Siano ¢,¢ due direzioni coniugate sulla superficie; adottando i
simboli d, & pei differenziali calcolati in quelle direzioni abbiamo (§. 64,

pag. 137)
SxdX + 3y dY - 82 dZ =0

) Si rammenti che i segni dei radicali da prendersi sono i positivi.
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e, poiche dX, dY, dZ sono proporzionali ai coseni della direzione sferica
corrispondente a ¢, risulta che questa direzione sferica & perpendicolare a ¢'.

Segue di qui che per le direzioni principali e per queste soltanto la di-
rezione sferica corrispondente riesce parallela olla obiettiva, come si vede
anche dalle formole di Rodrigues (13) §. 62, pag. 1381.

Notiamo ancora che per le direzioni assintotiche si ottiene da quanto
precede la definizione seguente: le direzioni assintotiche sowo quelle che
nella rappresentazione sferica vengono deviate di un angolo retfo.

Ritornando alle formole generali (1), calcoliamo Y elemento d’area

(8. 41, pag. 88) s
do’ = Ve g—f* du dv

della’ sfera; otteniamo
A =K VEG—F dudv =K do,

essendo ds ’elemento d’area della superficie.
Se adunque attorno ad un punto M della superficie tracciamo una pic-
cola curva chiusa e con o indichiamo I’area racchiusa, con & quella del-

7

. . . . . o ST .
I’immagine sferica corrispondente, il rapporto = all’impiccolire indefinito

dell’area o (con qualsiasi legge), converge verso il valore della curva-

tura totale
1

7

K=

nel punto M. Questa definizione della curvatura, data da Gauss, presenta,
come si vede, stretta analogia con quella della curvatura delle curve
piane.

In fine dalle stesse equazioni (1) o (2) deduciamo il teorema di En-
neper: Il quadrato della torsione delle linee” assintotiche im ogni punto &
eguale alla curvatura totale X della superficie presa con segno contrario.
Per dimostrarlo, basta osservare che per una assintotica i coseni di di-
rezione della binormale sono appunto

X, Y, Z
e quindi
: 1 dX*+dY*+dZ*
™ ds® ?
ma per la (2), avuto riguardo che lungo un’assintotica risulta
- Ddi*+2D dudv+D"d*=0,
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otteniamo

Questo teorema verra ulteriormente precisato al seguente §. 74, dove,
avendo riguardo anche al segno della torsione, si dimostrerd che: in
ogni punto (iperbolico) della superficie le due assintotiche, che vi si incro-
ciano, hanno forsione eguale e di segno contrario.

§ 72.
Formole generali di rappresentazione sferica.

Per molte questioni della teoria generale delle superficie & impor-
tante lo studio delle superficie con assegnata rappresentazione sferica. E
appunto in questo numero esporremo le formole generali in cui: Data
la teraa forma differenziale

(3) ds® =edu’+ 2f dudv + g dv®,

cioe assegnati e, f, g in funzione di u, v, si cercano le superficie corrispon-
denti.

Per cid noi cercheremo le condizioni necessarie e sufficienti, cui deb-
bono soddisfare i coefficienti D, D', D” della 2.* forma fondamentale; sod-
disfatte queste condizioni e supposte note X, Y, Z, in funzione di w, v, si
vedra che la corrispondente superficie si ottiene con quadrature.

Importa anzitutto scrivere le formole fondamentali (I) §. 55 (pag. 116)
applicate alla sfera rappresentativa. I coseni di direzione della normale
della sfera, diretta verso l'esterno, essendo appunto X, Y, Z, la seconda
- forma fondamentale relativa alla sfera & identica alla prima, presa con se-
gno contrario (V. Le citate formole diventano quindi nel caso attuale:

/ajl(__gu’gi_( , gu'a_x_ X
dut wm dv é
12)
@ Quav_i +j —fX
82X

() Qui adunque per faccia positiva della sfera si prende la esterna e, in
armonia colle convenzioni fondamentali n. 46 ¢. IV, si suppone che su questa
faceia positiva la direzione positiva » giaccia alla sinistra della v.
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'accento sui simboli di Christoffel indicando che essi sono costruiti coi
coefficienti e, f, g della terza forma fondamentale (3) (9.

Scriviamo le formole fondamentali (§. 55, pag. 117) introducendo
per mezzo delle (1) §. 70 i coefficienti ¢, £, g; troviamo:

% _ fD'—yD 3X  fD—el &X
W eg—f* eg—f* v

oz __ fD'— gD’8X+f —eD” 3X
dv~ eg—f* u eg—f* v’

()

Ora scriviamo le condizioni d’integrabilita

9 /d9z\ Q [ox
30 ( w) ~ B (z‘a@) =9
esprimendo le derivate seconde di X colle (4) e alle derivate dei coef-

ficienti e, f, g sostituendo i loro valori pei simboli di Christoffel. Dopo
semplici trasformazioni, troviamo per le condizioni richieste (2:

A (%13 _ %_I;' _ §112 ’D + Blﬁ;’_{lj” D+ 311
(alm _ %_1: N 3212{1) N B222;'__g112 J D,_3122}'D,,=0

. Ju
Queste sono le equazioni stesse di Codazzi (IV) §. 56 (pag. 119), so-
stituita la terza forma fondamentale alla prima. Se D, D’, D” le soddisfano,

D'=0

() Omettiamo, come sempre, di serivere le formole analoghe in X, Z.
2 Per eseguire in modo breve questo calcolo pongasi per un momento

fD’—gD___M fD—eD

cg=rr =M g =N
FD'— gD'_ fD'— eD”_Q
eg—7f* 7 eg—f*

onde )
Me4Nf=—D , Mf+Ng=Pe+Qf=—D', Pf+Qg=—D".

Per le condizioni d’integrabilitd si trova
oM 511% 322" 312”( . )
g'éZ 1§ BTN 1% M=Q
2Q _ 315' _ 22/ tll;' . :12%’( _ )__
(’"a% RZ 12 Tlef P =l Q)=0,

che si mutano subito nelle formole (6) del testo.

0

\
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esiste la superficie corrispondente, che si ottiene dalle (5) con quadra-
ture. Otteniamo cosi il semplice risultato: Date le due forme differenciali

D du® + 2 D'du dv +- D" dv*
edu+ 2 f dudv-4 g d,

delle quali la seconda definita e a curvatura +1, perché esista una su-
perficie corrispondente che le ammetta per la 2. e 3.° forma fondamentale &
necessario e sufficiente che siano soddisfatte le relazioni di Codazzi (6). La
superficie corrispondente & unica e determinata e, note X, Y, Z in funzione
di u, v, si ottiene per gquadrature dalle (5).

La ricerca di X,Y,Z quando siano noti soltanto i coefficienti e, f, g
dipende da un’equazione di Riceati (§. 58). .

Come al §. 56 (pag. 120), si osservera che le (6) possono scriversi
sotto la 2.* forma:

3 D \ af I 22/ D ,q12f D
o (\/69-7”) u (\/e_g—.—f’) +§ 2) Veg—F° 3 2 § \/ey——f"+

11) D"
=
(6%
2 D’ 2 D . 29) D 12) D
37¢<¢53:?>'3‘*9 (v’«sg——?‘z)J“i A==
e

Da ultimo osserviamo le formole che danno i valori di
ritre , N7,

essendo 7y, 7, i raggi principali di curvatura della superficie. Per I’equa-
zione di 2.° grado che li determina deduciamo, come al §. 60

m (eg -7+ (eD"+gD—2fD)r +DD"—D"* =0,
onde: ’ .
r1+¢2=2fD_eD —9gD
DD’ -D*
Py, = ——

eg—f*
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Dalle (1) §. 70 troviamo pei coefficienti dell’elemento lineare della
superficie: ' i

9) E=-(ri+r)D—rinne, F= ;‘(7’1"'72) D'—nrnf,
G=~@+r) D' —urireg.

§. 73.
Superficie riferite alle assintotiche.

Applicheremo queste formole generali a due casi di speciale inte-
resse. Nel primo caso a linee coordinate (u,v) sulla sfera prendiamo le
immagini delle linee assintotiche della superficie, che supponiamo adunque,
limitandoci ad enti reali, a punti iperbolici almeno nella regione che si
considera.

Avremo in questo caso

D=D"=0,

e ponendo .
nr=-g,

cioé indicando con ————:_2 la curvatura della superficie, avremo dalla (8)

D o (@,
Veg—F*
Le equazioni (6*) di Codazzi diventano
, dlogp (12) dlogp _ %122’
(10) du ‘"2.%22’7‘ 2114

il significato geometrico di p essendo dato dalla formola

1

5 .

@1y K=

e~

Abbiamo dunque il risultato seguente trovato la prima volta dal
Dini ®:

() Qui omettiamo il doppio segno e riguardiamo p, definito dalle seguenti
formole (10), come positivo. Il cangiare il segno di D’ equivale soltanto a can-
giare i segni dei secondi membri nelle (5), cioé a sostituire alla superficie la
sua simmetrica rispetto all’origine. -

& Annali di matematica, serie 24, t. IV.

B R D S

.
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Perche le linee sferiche (u,v) siano le immagini delle assintotiche di

112 ;12€ , calcolati

per Uelemento lineare sferico, soddisﬁno la condizione

12; ) 12;

uno superﬂme & mecessario e sufficiente che i simboli

(12)

Soddisfatta questa condizione, le (10) determinano p a meno di un
fattore costante di proporzionalitd e, osservando le (5), abbiamo:

La corrispondente superficie ¢ definita per quadrature, a meno di un’o-
motetia, dalle formole

dw __ _of & pe X

W Veg— M Veg—p %
(13)

’z_ pg X of X

v Veg—F° ou Veg—7° v’
Le (8) diventano poi

2fp

s N1 Y= _Pg 3
\/eg—f2

1117, =

e conseguentemente le (9)
E=¢e, F=—-¢*f, G=7p'g.
11 quadrato dell’elemento lineare della superficie prende la forma
(14) ds® = F(edu’ -2 [ du dv +g dv°).
' Conviene ancora Ehe osserviamo le semplici relazioni che passano fra
i simboli di Christoffel %rts} , :’rts;’ costruiti rispettivamente per la su-

perficie e per la sfera. Dalla tabella (A) §. 43 (pag. 92) troviamo semipli-
cemente (Y

® B qui il luogo di far conoscere un gruppo di formole semplici e generali,
osservate da Weingarten, e da questi comunicatemi per lettera. Prendiamo
le quattro formole:
__ @ [, g o oX ., ox oX
D=—2usu D um V=2 V"2
e deriviamole ciascuna una volta rapporto ad %, una seconda rapporto a v. Se
per le derivate scconde di x sostituiamo i valori dati dalle formole fondamen-
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' 11} — ;ll* 312‘ 3222:_3222 312%
@ 112g___ 3 $112 % E 1122 ’
e ARRAE ]

Segno della torsione delle assintotiche.

Dimostriamo in primo luogo come da queste formole discenda nuo-
vamente il teorema di Enneper, completato nel senso gia indicato al §. 71.

tali (I) pag. 116, e similmente per quelle di X i valori (4) pag. 152, abbiamo
le formole in discorso riportate nella tabella seguente:

© -ttt o+ 2
R HE R H
2o o+f2]s
R L R
2
2 2o {22 o2
=S+ FJe] ] 4[]
’%%’= 2 Dv+§ ) t {2 o,

Confrontando opportunamente queste otto formole fra loro, si otterranno di
nuovo le equazioni di Codazzi sia rispetto alla 1.2, sia rispetto alla 8.2 forma
fondamentale. Se nelle formole di Weingarten ora secritte si fa D =D"=0, ne
seguono subito le formole (@) del testo.
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Considefiamo, sulla superficie S le linee assintotiche v il cui elemento
d’arco ds, & dato, secondo la (14), da

ds, = p Ve du.

Per la curva v, mantenendo tutte le notazioni della teoria delle curve,
avremo

ao Lo o 1% 1%
Ve T e T
ciod per le (13)
am— X Ve X

Il piano osculatore della linea v coincidendo col piano tangente alla
superficie, si ha poi

Ah=4X, n=+Y, v=+17Z

e perod
Y Z
e |V oglpf N Ve Y f om_ Ve oz
Bl | VeVeg ¥ Veg %' VeVegpd vegpdv

colle formole analoghe per 7, £. Se Tl— indica la torsione defla linea v,

abbiamo per le formole di Frenet

%=2&£}=ip—‘1/e_26%,‘
ciog per la precedente:
X Y .z
X Y oz
ERER N B 7 e £
eVl vr X Ve oy v 3z
Veg—F @ Veg—p ¥ ' Veg—p




SEGNO DELLA TORSIONE DELLE ASSINTOTICHE 159

Ma si ha
"X Y Z
X oY %
on ou U | = Ve 9— f2 ,
X oY % |
v W
onde k
1 1
(15) .= +? .
Similmente, indicando con Tl la torsione delle assintotiche u, troviamo
1 1
* P,
(15%) T. .

Come si vede, queste formole c¢i danno nuovamente il teorema di En-
‘neper e dimostrano di piu che le due assintotiche, uscenti da un punto
della superficie, hanno bensi torsioni eguali, ma di segno contrario.

§. 75.
Aggintotiche sulle superficie minime.

Le formole del §. 73 applicate a due classi importanti di superficie,
che studieremo in seguito, le superficie d’area minima e le superficie
pseudosferiche, danno immediatamente alcuni risultati che importa
notare.

Come gia fu accennato, diconsi superficie d’area minima quelle, che
in ogni punto hanno i raggi principali di curvatura eguali e di segno
contrario. Le loro linee assintotiche sono reali ed ortogonali fra loro, la
indicatrice di Dupin in ogni punto essendo costituita da due iperbole
(coniugate) equilatere. Dovendo qui aversi

2fp
Veg—f*
segue f=0, F=0, cio¢ le linee (», v) sono ortogonali sulla superficie e

nell’'immagine sferica, come ora si & detto. Ma di piu dalla (12), essendo

12)) 1 3dloge {12 _ 1 3logg
1y 2 W ’%2“2 u

Nty = =0,
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segue
*loge  Plogyg
udv = wdw

Questa esprime (§. 46.pag. 99) che le linee sferiche (u, v) sono iso-
terme e cangiando i parametri w, v, potremo fare senz’altro

e=g=——

p

L’elemento lineare sferico e 1’elemento lineare della superficie pren-
dono quindi rispettivamente la forma

ds* = % (e +d®)
ds* = p (du*+dv’).

~ Dungue: Le linee assinfotiche di una superficie minima e le loro im-
magini sferiche formano un doppio sistema ortogonale isotermo. Le formole
precedenti dimostrano nuovamente che la rappresentazione sferica di
Gauss riesce conforme per le superficie minime. Poiché inoltre tutti i
sistemi isotermi della sfera sono noti, tutte le superficie minime si avranno
con quadrature dalle formole del §. 73.

§. 76.
_Assintotiche sulle superficie pseudosferiche.

Consideriamo una superficie a curvatura costante negativa
1
K= - r (p costante);
queste superficie diconsi anche pseudosferiche e p si dice il lora raggio.

Dalle (12) segue
12) 12y
%1}—0’ 322_0’

cioe
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da cui
de

9g
==0, =0

ou ’
Essendo e funzione della sola # e g della sola v, cangiando i para-
metri u, v, si pud fare semplicemente

e=1, g=1,
e chiamando » l'angolo delle linee assintotiche della superficie, risultera

(16) ds® = p* (du® - 2 cos o du dv -~ dv®)
(16%) ds® = du*—2 cos w du dv 4 dv*.

Consideriamo sulla superficie pseudosferica S il quadrilatero racchiuso
da quattro linee assintotiche

U=U , U=U , V=19, , Vv="1.

Essendo pdu I'elemento d’arco delle v e pdv quello delle », i due
lati opposti ’ ' ‘

hanno la lunghezza p (u;—u,) e gli altri due 'la lunghezza p (v,—wv,). Si
ha dunque il teorema:

In ogwi quadrilatero curvilineo, compreso fra quattro assintotiche di una
superficie pseudosferica, gli archi opposti sono eguali.

E poi evidente, per Ia (16%), che la medesima proprieta compete alle
immagini sferiche delle assintotiche. :

Aggiungiamo che tanto I'una quanto l'altra proprietd sono caratte-
.ristiche_delle superficie pseudosferiche. E invero la proprietd supposta
per le linee sferiche (u, v) porta che, cangiando i parametri w, v, si pud

4 ’
fare e=1, g==1, ondejlfg =0 %122; ==0; e perd, per le (10), p = costte.

Osservando poi le formole (a), pag. 157,

(12) (12} 122____ 12

1Yy 12y T2

& chiaro che si giunge alla medesima conclusione, supponendo ‘che la
proprietd in discorso appartenga alle assintotiche u, v sulla superficie.
Il problema di determinare le superficie pseudosferiche equivale a

quello di trovare sulla sfera i sistemi (w, v) di linee, che danno all’ele-
mento lineare la forma (16), cioé i sistemi che dividono la sfera in qua-

4
2

11
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drilateri curvilinei coi lati opposti eguali. Ora, se colla formola (17) §. 43
pag. 93 si esprime che la curvatura della forma (16*) & eguale a+1

(ovvero quella della (16) eguale a,—:—g) si trova per o 1'equazione ca-

ratteristica :
)
17 T ==S8enw.
amn ou v enw
Ad ogni soluzione » di questa equazione a derivate parziali corri-
sponde una superficie pseudosferica di raggio assegnato p e viceversa (Y,

§. 77.

Formole di Lelieuvre.

Le formole (13) pag. 156 sono suscettibili di un’elegante trasforma-
zione, data da Lelieuvre (¥, che ha grande importanza per la teoria
delle deformazioni- infinitesime. Tale trasformazione delle (18) si ottiene
osservando le identitda (®:

(1 Risulta infatti dal teorema generale al §. 56 che, se o soddisfa la (17),
D’elemento lineare (16¥) appariiene alla sfera. Dato m, la ricerca della corrispon-
dente superficie pseudosferica dipende dalla integrazione di un’equazione di
Riccati (§. 58).

@) Bulletin des Sciences Mathém. t. 12, p. 126.

®) Queste identitd sono casi particolari delle altre che valg'ono per una su-
perficie qualunque:

v _ g% ___E % F o -
% _,0__F w6

YT % T g yEam

che si dimostrano sostituendo per Y,Z i loro valori (1).§. 54 ¢. IV. Cosi p. e.

udv vu

Yo" 23, 2 w\oudv " 30w

TN T S

) 2 G G B a2

% Lo 1 g % (az e azam) dy (Soc oy away)

= VEG—F
_E % F %
T VEG=E T YEG—P
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—f X e X _ %,

w T —mw W ow
Veg—f* Veg—F »
ﬁy_gli_ ____f____g_}_(.. _Yg§+zg;}¥;
Veg—"  Veg—F

Y Z Y Z
or _ oz _
i) G/ 3= TP Y oz

ou o v

Z X Z X
% _ % _

W™ TPIZ X 05T Rl X

u u v

X Y X Y
9z _ o
5&__'9 X Q_Y ,3—1)—-'-9 X a_Y—

ou Ou v W

Pongasi ora
Vex=¢ , ViY=n , Vpz=t

e risulteranno le formole di Lelieuvre:

‘,
n & g
x__ o K !
o KIS Tl VR
ou  Ou dv W
5 ¢ & 5 ¢ &
Y Y
(% R AT T R
ou du ‘ v dv
. £ &
9z 9z
|3 g | T Ay
ou  ou : v
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. Ora X, Y, Z sono, per la intermedia delle (4) §. 72 e per le (10) §. 73,
soluzioni della equazione di Laplace

& Bthpa¢ Sthpap
auau4‘ % du T w3 T I¢=

questa, essendo ad invarianti eguali (¥, col porre

Ve o=0
si trasforma nell’altra
0% 1 @V ’vVep
(19) udw =Mb, M» \/pau v —f.

Ne risulta: Nelle formole (18) di Leliewvre &, 1,  sono tre soluzioni par-
ticolari dell’ equazione (19).
Ora importa osservare che inversamente: Presa ad arbitrio W’equa-
zione di Laplace della forma
2%

Swae — MO

dove M & una funzione qualunque di u, v, se ne conosciamo tre soluzioni
particolari linearmente indipendenti §, 1, ¢, le (18) daranno per quadrature
una superficie, sulla quale le linee u,v saranno le assinfotiche e la cui
curvatura K sard data in ogni punto da

1
(&2 + 7}2 + C?)? *
E chiaro infatti che le condizioni d’integrabilita delle (18) so%o iden-
ticamente soddisfatte; nella superficie risultante

K= —

= (u,v) ’ =Y (u’”) )y =2 (u,’l)) ’

per le (18), & 7, { sono proporzionali ai coseni di direzione della normale
onde, ponendo

. p = 52 + Tf + C2 Py e
sard '

X== ,y=1 gzt

Vo Ve Ve

) Cf, Darsoux, t. II, p. 27.
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e le formole
2z X

9z X
25 5u=0" Z % %
che seguono dalle (18), provano appunto che le linee , v sono le assin-
totiche. Dopo di cio, ponendo ancora

dAX*+dY* - dZ =eduw®* + 2 [ du dv + g dv*

dalle (18) si ritorna alle (13), il che completa la dimostrazione.

Dal teorema precedente, prendendo delle convenienti equazioni (19),
potremo avers infinite superficie sulle quali conosceremo immediatamente
le linee assintotiche. Cosi p. e. se prendiamo 1’equazione

A
w0

e scegliamo le tre soluzioni particolari

=0 , 1= , (=u,
essendo ¢ (v) una funzione arbitraria di », le (18) integrate danno
(20) z=-ud@ , y=uv , 2= (WY @W-d@) dv.

Queste formole ci definiscono una superficie, le cui assintotiche » sono
evidentemente rette appoggiate normalmente all’asse, cioé una conoide
retta. Stante Parbitrarietd della funzione ¢ (v), essa & la pitt generale
conoide retta.

Secondo i risultati precedenti, ad ogni data superficie S (a curva-
ture opposte) corrisponde un’equazione di Laplace 9%2% = M0, deter-
minata a meno di un mutamento dei singoli parametri u,v. Ad ogni tale
equazione data corrispondé invece un’intera classe di superficie. Ora &
noto che una soluzione 8 della detta equazione & determinata quando si
conoscono le funzioni 0 (u, 0) =0 (u), 9(0, v) =9 (v) e 9 (u), ¢(v) possono darsi
ad arbitrio. E facile dare di questo fatto I’ interpretazione geometrica.
Si prendano infatti ad arbitrio due curve nello spazio, assoggettate alla
sola condizione di tagliarsi in un punto e di avere ivi lo stesso piano
osculatore con torsioni eguali e di segno contrario. Potremo far passare
una superficie S della nostra classe per queste due curve, in guisa che
sopra S siano le assintotiche w=0, v=0 e potra ancora fissarsi ad arbi-
trio la corrispondenza dei punti delle due curve ai singoli parametri u, v.
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§. 78.

Superflcie con assegnata immagine sferica di un sistema coniugato.

Il secondo caso particolare, a cui applicheremo le formole generali
del §. 72, sara quello in cui le lince sferiche (u, v) sono le immagini di un
sistema coniugato sulla superficie.

Allora avendosi D' =0, le (6) (pag. 153) diventano semplicemente

aD 12 7 1y .,
2 HD—MD'

{

v

(21) 5
D" 120 ., (227
S

Dato ad arbitrio un sistema sferico (u,v), esistono infinite superficie
che lo ammettono per immagine di un sistema coniugato. Se ne ottiene
una ogni qualvolta si assumano per D, D” due funzioni di «, v che soddi-
sfino le (21), o le equivalenti

}11 /

ol + Heg 2+l

a%<\/ el;g—f*)ﬂ?’ Veg-F il \/el.;” e

e indi si determinino ,y, # per quadrature dalle formole (5) (pag. 153),
che diventano qui

= 0

(1%

| oz D 7/ oX X
\@*@ fzk—y—a;—i-f—a;)
|2z _ D (2
\ v eg—f* ou )’
e dalle analoghe in ¢, 2. ‘

Dalle (8) risulta

(28) oty =—

(22)

eD"+gD I DD
eg—f T eg—F
e le (9) danno

74 12
(24) E — _gD fDD __eD

R T
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Se calcoliamo con quesi:e ultime i simboli {Zs: per la superficie, avendo

riguardo alle (21), troviamo (¥ :

ill% __dlogD gllz’ {22; _ dlogD” 122"
1y~ u 1) 4 2§

F) 297 o
(25) 312§= _ ]_)_%11: ,312 - _ _1)71225
1y D2 2 D" (1
1= -5l = - i
W1y D2} {2y D" {1} "

Supponiamo in particolare che il sistema sferico (u, v) sia ortogonale,
e pero le (u, v) siano sulla superficie le linee di curvatura. Allora essendo

De=—er, , DV=—gr |,
sostituendo nelle (21), collo sviluppare i valori dei simboli di Christoffel, -
otteniamo:
[ or, dlogye M
3o = ) SRS
26) . _
"o, dlog Vg
o ) e

11 problema di: costruire Te superficie con assegnata rappresentazione
sferica delle linee di curvatura viene cosi ridotto, in. questo primo modo
di trattazione, ad integrare il sistema (26). ‘

Un altro modo piu elegante e simmetrico si dedurra fra breve dalle
formole per le coordinate tangenziali.

§. 79.

Sistemi isotermo-coniugati.

Sopra una superficie (o una regione di superficie) a curvatura totale
positiva esistono infiniti sistemi coniugati, che danno alla 2.* forma fon-

damentale
D du*+ 2D du dv 4+ D’ dv*

®) Le formole seguenti del testo seguono anche immediatamente dalle for-

mole di Weingarten, date nella nota §. 73 pag. 157, facendovi D'=0. T

,%uwn 5«‘4‘01.:/\44)(/340402 ce) S/: 1)”11»6%’ c/Lp/:!«l/u‘md L;,,.)fyw jq,jo .a') QJ“C:‘
pe (u o) T, (o v). §w1mdn;‘um~ewc’.s~‘ Md?nn«\:’lﬂd ja«,{j;w % 9“_'_ h:/ )
) AWM ! K
'mn./t 31 ta,,l/(:uwuu/ »ygum, Y, ?l@y Z\W 4@%;/ va::th?o 2 Ao T e
‘U:w-U,w mwmwﬁ/ jww»fv (‘Mijww‘(k/ - 0 YA wv])

s

(g
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‘la forma isoterma, che rendono cioé, per una conveniente scelta di pa-
rametri w, v,

D=D" , D=0.

Per abbreviare, chiameremo questi sistemi isofermo-coniugati. Andiamo
ora a stabilire le formole relative a questi sistemi, che per molti riguardi
si comportano rispetto alle superficie a punti ellittici come il sistema delle
assintotiche rispetto alle superficie a punti iperbolici. In particolare,
senza, rinunziare alla realitd delle linee coordinate (), potremo con essi

dare per le prime superficie un sistema di formole affatto analogo alle
formole di Lelieuvre.

L’ipotesi D = D” nelle formole del numero precedente, ponendo
D _ DH
Veg—rF*  Veg—r
e sostituendo nelle (21%), da:
dlogp %11;’ 322" alogp §22§ 11)
@0 =5 = [1 R R K~ +3

ove il significato geometrico di ¢ & dato dalla formola

==

@m™ K= El,— ,

e le (22) diventano
oz p < oX oX
et (%
Ju Veg—F u ov
v Veg—P du v

A’ =g (g d* — 2 f du dv + e dv®) .

" (28)

onde

@ L'equazione differenziale delle assintotiche diventando
du?-4 dvt=0 ,
le loro equazioni in termini finiti sono
u-+iv=cost® , u — iv=costte,

ed anche dietro questa osservazione potremmo effettuare il passaggio analitico

dalle formole dei §§. precedenti a quelle del presente §.
( i
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Dunque: Affinché un sistema sferico (u, v) sia U immagine di un sistema
isotermo-coniugato sopra wna superficie & necessario e sufficiente che i sim-

,
boli di Christoffel grts , calcolati per Delemento lineare sferico, soddisfino
la condizione

?v <$11% 322 )%(2225 —J'rgl;%'),

Se questa & soddisfatta, dalle (27), (28) si avrd per quadrature la
corrispondente superficie, che & definita a meno di un’omotetia.

Si pud ancora osservare che essendo D =D”, D’ =0, le coordinate z,y,#
di un punto della superficie soddisfano, a causa delle (I) §. 55 pag. 1186,
le due equazioni simultanee:

o= 1) 3t {2}
Judv 2) %

R A B AR

Viceversa, se due equazioni simultanee della forma

%0 0
R
%0 %0

W TP
costituiscono un sistema completamente integrabile () e

z(uv) , yuv , 2w
ne sono tre soluzioni linearmente indipendenti, sulla superficie
r=zwv) , y=yuv) , s=2zu.v)

le linee (u,v) tracceranno un sistema isotermo-coniugato (®.

 Un sistema come queilo scritio nel testo pud ammettere al massimo
quattro soluzioni linearmente indipendenti (compresa la soluzione f=costt¢); se
le ammette esso & appunto illimitatamente integrabile.

® Da questa osservazione, con un metodo .di dimostrazione affatto analogo
a quelle del §. 66 pag. 140, si trae: I sistemi isotermo-coniugati si conservano
nelle trasformazioni proiettive.
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§. 80.

Nuove formole di Lelieuvre.

Per mezzo delle identita (@) nella nota al §. 77, possiamo nuovamente
trasformare le formole (28) in altre perfettamente analoghe alle formole
di Lelieuvre. Ponendo infatti

(29) VeX=¢t , VpY=19 , VpZ=t,

esse diventano, per le identitd ora ricordate:

m € n
or or__
el VR S K re E VR
v W ou u
5 ¢ & 5 ¢ &
Yy_ Y _
(30) T 3 8|23, | AL B¢
v W u u
5 § . £
2 2
=] at o [ H T |3 oy
v v du Ou

Ora X, Y, Z soddisfano alle (4) §. 72; sommando la 1.> e la 3.* di
- queste, coll’osservare le (27), si vede che X, Y, Z sono soluzioni del-
1’ equazione

dlogpdp | dlogp ap

Questa, ponendo

VF()&:O,
diventa
20 1 (&Vy,  &Vp
(3) 32+3112 M6 ) M=F_§'auzy - 30 (e+g)
p

e, per le (29), &, ¢ sono tre soluzioni particolari di quest’ultima equa-
zione,
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Inversamente: Presa ad arbitrio un’ equazione della forma
%0 0%
= M¥H9 ,

u? + i =M
dove M é una funzione qualunque di u, v, se ne conosciomo tre solugioni
linearmente indipendenti &, 1, ¢, le (30) danno per quadrature una super-
ficie

z=z (u,v) , y=y wo) , 2=2 (w,v) ,

sulla quale le linee w, v tracciano un sistema isotermo-coniugato. La di-
mostrazione & la stessa come al §. 77; ed anche qui si osserverd che la
curvatura K della superficie & data da
I S
E+7 4+
Esempio: Si consideri Pequazione

a%e ¥
(33) ot =

e si prendano

(32) | K=

ove a & una soluzione qualunque della (33), lar cui comugata, B & defi-
nita dalle condizioni

da _ B a3
3u ¥ ' dw
Le (30) integrate danno
. o w0 . do
v= _“+“a‘a » Y= ’ z‘“p_”au

e c deﬁniscono una superficie sulla quale il sistema (u,v) & isotermo-
coniugato. Si prenda p.e.

o=—hv , B=hu
e 8i avra il paraboloide di rotazione

-+ &
y=

=gy ( costante) .

Le linee u, v del sistema isotermo-coniugato sono in questo caso le
sezioni paraboliche (eguali) della quadrica in piani paralleli ai piani
principali.
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§. 8l.

Formole di Weingarten in coordinate tangenziali.

Alla teoria della rappresentazione sferica di una superficie si pos-
sono naturalmente collegare le formole relative alle coordinate tangen-
ziali, di cui ora andiamo a trattare (V.

Pensiamo una superficie (non sviluppabile) come inviluppo del suo
piano tangente, e per definirla diamo le coordinate di questo’ piano in
funzione di due parametri (coordinate curvilinee u,v). A coordinate del
piano conviene per noi assumere i coefficienti della sua equazione; scritta
sotto forma normale

cioe i coseni di direzione (X, Y, Z) della normale alla superficie e la di-
stanza algebrica W del piano tangente dall’origine. Essendo note X, Y, Z, W
in funzione di «, v, quindi i coefficienti ¢, £, g dell’elemento lineare sferico
rappresentativo (3) §. 72, ci proponiamo di calcolare le coordinate «, y, z
del punto di contatto dal piano tangente. Per cio dalla formola

(@) 2X4+yY+2Z=W,
derivando rapporto ad #, v otteniamo

; oX

s

®

Y T °Z W
T o +y%+z§u~—~3;

X oY oZ oW
x—éq-)——{—y%—yz%—% ’

onde, risolvendo il sistema lineare (@), (b) rispetto a z,y,2:

W Y Z

1 | 3W oY oz

N X = Su 3% Su
eg—f*

OW 3Y 93Z

v W W

(&) WEINGARTEN — Ueber die Theorie der auf einander abwickelbaren Ober-
fidichen (Festschrift etc. 1884).



COORDINATE TANGENZIALI 173

ovvero, per le identita (@) pag. 162 (nota):

oW X dW X = W X W oX
——f( ) +

x—WX+ey P lou du ou Sv+ 0 u ‘o W

Questa e le analoghe per y, ¢ si scrivono
(34) 2=WX+V(W;X),y=WY +VYW,Y),2=WZ+V(W,Z),

il parametro differenziale misto V (come gli altri che ora incontreremo)
essendo calcolati per I'assegnata forma

e dut-+2fdu dv+ g dv®

dell’elemento lineare sferico.
Si osservi che dalle (34) quadrate e sommate risulta

(34%) E+yP+t=WAW

Per la superficie cosi individuata possiamo inoltre calcolare facil- ‘

mente i coefficienti D, D', D” della 2.* forma fondamentale.
Dalle (b) segue infatti con una nuova derivazione rispetto ad w, v:

ax FW X W FX_ W
2z5a- 2@ =2

D= EEIL DL v il w v Rl w2k

che, osservando le formole fondamentali (4) pag. 152, si scrivono

—p =% a” w_ 2E3W+ We=WyteW
*
, 12f oW
69 = = L~ o — o W =Wat £ W
,_FW  jo2yaw
—v = P e R oW = Wad W,

dove le W, sono le derivate seconde covarianti di W rapporto alla forma
eduw’+ 2 fdudv+gdo® .

Per le formole che danno la somma e il prodotto dei due raggi prin-
cipali di curvatura abbiamo conseguentemente dalle (8) §. 72 (pag. 154):

an 2fW12+eW22

rl"l—rS— €g— f2 +2W
_ Wy Wy, — W3 9 W, —2 fWe +eWy 2.
¥y == eg— fz _I" ; eg__fz +W’

T W cew, se M oW
Ve / ] /
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ovvero
(37 rAbr,=AWJ{2W
‘(38) 7‘:1‘2=W2+WA2W+A”W,

dove i parametri differenziali secondi A,, A, sono calcolati per la solita

forma fondamentale .
edut+2fdudv+tgdt.

Di queste due ultime formole la prima & specialmente notevole per
semplicitd; di essa daremo in seguito alcune importanti applicazioni.”

E bene osservare che, quando si determina una superficie per mezzo
delle coordinate tangenziali, pud darsi il caso che essa si riduca ad una
curva, la doppia infinitd dei piani tangenti essendo allora costituita dagli
o' fasci di piani aventi per assi le tangenti alla curva. Questo caso
singolare si presentera allora soltanto quando risulti EG — F*==0, ossia,

. VEG—F* . . .
perche VoIt = 7 7;, quando W sia una soluzione della equazione:

eg—r
Ap W+ WA, W -+ W2 = 0. Questa considerazione geometrica di eviden-
temente l'integrale generale della equazione ora seritta.

.

§. 82.
Superficie con assegnata immagine sferica di un sistema coniugato.

Supponiamo ora che il sistema (u, v) sia sulla superficie un sistema
coniugato. Dovra risultare per cid D’ =0 ossia per I’intermedia delle (35)

. le + f W = O ]

cio¢ W deve essere una soluzione della equazione di Laplace
M {12/ 12:’ »

(38) = 1] ou Tl a0

di cui sono altresi soluzioni particolari (§. 72) X,.Y, Z. Dunque: Se il
sistema (u, v) & coniugato, le coordinate tangenziali X,Y,Z, W sono solu-
zioni di una medesima equazione di Laplace (38). Inversamente si vede
subito che: Se le coordinate tangenziali X, Y, Z, W sono soluzioni di una
stessa equazione di Laplace della forma
- 0% ob 20
m:a@—{—ba—y--l—cg,

il sistema (u,v) & sulla superficie un sistema coniugato.
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Il problema gia accennato al §. 78 di: costruire le superficie con as-
segnata rappresentagione sferica di wn sistema consugato (u,v) viene cosi
ricondotto all’integrazione dell’equazione (38) di Laplace; ogni soluzione
di questa equazione (linearmente indipendente da X, Y, Z) ci da una su-
perficie che risponde alla questione. . .

Osserviamo ancora che se il sistema (u, v) & sulla superficie quello
delle assintotiche, sara simultaneamente D=0 D”==0, cioé W sard una
soluzione comune delle equazioni

¥ _juyed s g
W |11 % ‘23 w o ¢
¥ (22/36  (22/ 20
W_]}%+2)%_M’

delle quali sono pure soluzioni comuni X, Y, Z.

Da queste osservazioni si puo trarre la dimostrazione analitica del
teorema gia enunciato al §. 66 che: Le trasformazioni dualistiche o reci-
procita dello spagio conservano i sistemi coniugati e le linee assintotiche di
una superficie.

In cid, per quanto gid si & visto al numero citato, basta limitarsi
ad una particolare reciprocita, e noi sceglieremo quella trasformazione
dualistica che ad ogni piano

EX+1Y +L{Z=W
dello spazio fa corrispoﬁdere il suo polo rispetto alla sfera

E+r+0=1,

cioé il punto (z,y, #) di coordinate 4
X Y 1z
W 'Twe fTwe

Se il sistema (4, v) & coniugato, sulla superficie inviluppo del piano
X,Y,Z, W), l'equazione

2% 00 o0
Suae = O T 05 T ef
cui soddisfano X,Y,Z, W, colla trasformazione

=W,
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si cangia in un’equazione

Ca N
Euav“aéﬁ-{-p%’

cui soddisfano dimultaneamente z,y,2 e perd sulla superficie luogo del
punto (z,y, 2) le linee ((u, v)‘ tracciano pure un sistema coniugato.

Del tutto similmente si dimostra la proprieta pel caso delle linee as-
sintotiche.

§. 83.

Superficie modanaste.

Abbiamo osservato in generale che la determinazione delle superficie
con assegnata immagine sferica (w,v) di un sistema coniugato equivale
alla integrazione della equazione (38) di Laplace. Cio vale in particolare
del problema di determinare le superficie con assegnata immagine sferica
delle linee di curvatura. B noi, per darne qui una semplice applicazione, '
ci proponiamo di determinare tutte le superficie le quali (come le super-
ficie di rotazione) hanno un sistema di linee di curvatura in pioni pa-
rallel.

Per ciascuna di queste linee I’immagine sferica sard evidentemente
un circolo in un piano parallelo al piano della linea (Y, e perd le super-
ficie cercate sono caratterizzate dalla proprietd di avere per immagine
sferica delle linee di curvatura un sistema di meridiani e paralleli della

. sfera rappresentativa. Ne risulta che le linee di curvatura del secondo si-

stemasono ancora pi%ne e i loro piani tagliano ortogonalmente la superficie.
Ora, essendo al solito

X=—Sen#ucosv , Y==Senusenv , Z ==C08#

le coordinate di un punto dell’immagine sferica in funzione dei para-
metri w, v dei paralleli e dei meridiani, e quindi

ds® = du® + sen® u dv*

Iespressione dell’elemento lineare sferico, la equazione (38) da integrarsi

) Si ricordi che in ogni punto di una linea di curvatura la tangente & pa-
rallela a quella della immagine sferica.
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diventa
e
duaw Oty

il cui integrale generale & dato da

W =sen up (0) + ¢ () ,

essendo p (v),  (w) funzioni arbitrarie di v, « rispettivamente. Le (34).

¢i danno quindi per le superficie cercate le formole

gx=cosvcp(v)—senvgo’(v)—{-cosv[qa(u)senu+<p’(u)cosa]

y=-senv ¢ (v) + cos v ¢ (v) | sen v [$ () sen u + ¢ (u) cos u]
\ 2 = ¢ (u) cos u — ¢’ (u) sen .

I piani delle linee » sono i piani normali condotti per le generatrici
al cilindro parallelo all’asse#, la cui sezione retta sul piano zy & la
curva : '

( Z==cos v (v) —senv ¢ (v)
(@)
( == gen v ¢ (v) + cos v ¢’ (v)
e in ciascuno di essi le equazioni della linea v, riferita alla normale di
questa curva e alla generatrice del cilindro come assi delle %,{, sono
evidentemente

@) =0 ) senu-+¢ (w)cosu , C=10 () cos u—¢ () sen u.

A causa della presenza delle due funzioni arbitrarie ¢ (v), ¢ («), tanto
la forma del cilindro (@) (direttore) quanto quella del profilo piano (b)
restano arbitrarie e perd le superficie cercate si generano nel modo se-
guente: Presa una superficie cilindrica e tracciato in un piano x un profilo
arbitrario 1' e nel piano stesso una refta arbitraria r, si faccia muovere ©
in guisa che, coincidendo r successivamente colle generatrici del cilindro, il
piano w© si mantenga normale al cilindro; il profilo piano T’ descrivera la
superficie domandata.

Una tale superficie si dice una superficie modanata o sviluppabile di-
rettrice cilindrica (moulure di Monge) (Y. Le sue linee di curvatura sono

() In generale diconsi superficie modanate (moulures), quelle che hanno un
sigtema di linee di curvatura in piani normali alla superficie. Esse si generano
col movimento di un profilo piano, il cui piano rotola, senza strisciare, sopra una
qualsiasi superficie sviluppabile.
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le varie posizioni del profilo I'e le sezioni fatte coi piani normali alle
generatrici del cilindro direttore.

Modificando leggermente le notazioni, se con » indichiamo 1'arco della
sezione retta del cilindro direttore, con « 1'angolo che la tangente alla
sezione fa coll’asse delle = e con

r=2z@ , y=y@)
le equazioni della sezione retta del cilindro, in fine con
1=U , {=fVI—U% du

le equazioni del profilo generatore riferite al suo arco w, avremo evi-
dentemente per le equazioni della superficie

(39) 2=2(®)+Usena , y=y@®) —Ucosa , 2= f\/1—0%du , .
da cui per 1I'elemento lineare
U 2
ds’=du’+<1+ﬁ) at

essendo R==R (v) il raggio di curvatura della sezione retta del cilindro
direttore.
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. Curvatura geodetica — Linee geodetiche :

——— e

Curvatura tangenziale o geodetica.— Formola di Bonnet.,— Espressione di Liouville per 1a
curvatura K.— Linee geodetiche.— Varie forme della loro equazione differenziale,—
Linee geodeticamente parallele.— Elligsi e iperbole geodetiche.— Torsione geodetica di
una linea.— Teoremi generali sulla integrazione della equazione delle geodetiche.—
Geodetiche sulle superficie di Liouville, in particolare sulle superficie di rotazione,—
Teoremsa di Gauss sulla curvatura totale di un triangolo geodetico.— Sistemi doppt
ortogonali di linee a curvatura geodetica costante.

§. 84.

Ourvatura tangenziale.

Consideriamo sopra una superficie S una curva C uscente da un
suo punto M e proiettiamo la C ortogonalmente sul piano tangente in M;
la curvatura della sua proiezione y in M dicesi la curvatura tangenziale
o geodetica (M della curva C nel punto M; ed il centro m di curvatura
dellay in M prende il nome di centro di curvatura geodetica della C, mentre
il segmento M m, la cui inversa & la curvatura geodetica, prende il nome
di raggio di curvatura geodetica. Indicandolo con

po=Mm

ed osservando che esso & misurato a partire da M sul piano tangente
nella direzione normale alla C, fissato su questa direzione il verso po-
sitivo, noi attribuiremo a p, un valore positivo o negativo, secondo che
la direzione da M verso m procede nel verso positivo o negativo. Cid posto,

1. ... . o
se con - indichiamo la prima curvatura (presa come al solito in valore

assoluto) della curva C in M, e con = 1'angolo che la direzione positiva
della normale principale in M alla C forma colla direzioné gositiva ora

() La ragione di questa seconda denominazione si vedra in appresso (§. 99).
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fissata nel piano tangente, normalmente a C, avremo

1 _cose
by P

Andiamo dopo cid a ricercare la espressione della curvatura tangen-
ziale di una linea tracciata sopra una superficie, quando ne sia nota I'e-
quazione '

¢ (u, v)=0

in coordinate curvilinee. Esaminiamo dapprima il caso in cui le linee coor-
dinate (u, v) sono ortogonali, quindi

ds* = E du® + G d?,

e si cercano le espressioni delle loro curvature geodetiche, che indiche-
remo con
: 1 1

)

Pu Pv
rispettivamente; a queste, secondo le convenzioni precedenti e quelle gia
fatte rispetto alle direzioni positive delle linee coordmate, conviene un
segno perfettamente determinato.
Per una linea % = costte, mantenendo le solite notazioni della teoria
delle curve (c. I), abbiamo

ds,,=\/@dv
1 oz 1 o 1 92
a=-—5 ,8= —x 11T = — a2,
\/Ga’l) erSv' VGB’U

onde, derivando nuovamente rispetto all’arco della linea # e avendo
riguardo alle formole di Frenet, risulta

E~L§_<_1_ a.) ﬁ=_1_z<_u_y> 5__13(_1_83)
p \/@av VG v/’ p \/éav \/aav ’ p. \/Gav v@a«; ’

essendo p il raggio (assoluto) di 1.* curvatura della linea u = costt>. Ne
deduciamo

1 _co 2&__356 zaxa 1 o),
Pu P p VE du \/EG ou dv \y/g )’

L) Ela for;mbla di Meunier pag. 130 applicata alla C e alla sezione retta y del
cilindro che proietta C sul piano tangente. Si vede che il centro m di curvatura
geodetica & il punto ove 1’asse del circolo osculatore di C in M incontra il piano
tangente, :
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ora
289:3 1 ox 1 @c@"_x
ou v \/Gav \/G ou 2v*°’
a causa di 25 3
z Oz
zauav

e inoltre da quest’'ultima, derivata rapporto a v, risulta

ox oz oz oz 193G
25 = D = 23w’
onde
0 1__13/6
Pu VEG ou

e similmente

1 1 9yE
1* ool SN Mo
( ) p” \/E—-— a”

§. 85.

Formola di Bonnet.

Possiamo porre la (1) e (1%) sotto un’altra forma, introducendo i
parametri differenziali. Abbiamo infatti

1 : 1 2 G
A‘“_E’ Bou= _“——Ga" \/E

e perd la (1) pud scriversi
1 A 1

2 —— = _g_u_ + vl w—].
p"' vAl u Al u

Dopo cio possiamo facilmente risolvere in tutta generalita il problema:
- Riferita la superficie ad un sistema qualunque di linee coordinate (u, v),
che diano all’ elemento lineare la forma ‘

ds*=Edu’ + 2F dudv + G do*,
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e U equazione
@ (u, v) = costte

v

@ wn sistema di linee sulla superficie, esprimere la curvatura geode-

tica —5—— di queste linee.
?

Per fissare anche il segno di f, converremo di prendere per direzione
positiva normale ad una linea ¢ = costante nel piano tangente quella
secondo cui cresce il parametro ¢. Se prendiamo per linee cqordinate
le linee ¢ == costante e le loro traiettorie ortogonali ¢ = costante, I'ele-
mento lineare prendera la forma

dst =K, dy* + G, dy?

e per la (1) avremo
1 1 oVG, .

be VE G, o

ovvero per la (2)

1 Ao 1
3 —— =2 Ly, ——).
) Py VAlsv_+ <¢ VAHP)

Per la proprieta fondamentale dei parametri differenziali, & indiffe-
rente calcolarli nelle nuove coordinate (¢, ) o nelle antiche (u,v), e
perd la formola precedente ci da 1'espressione richiesta. Sviluppando il
secondo membro della (3), risulta

% o % g
S S S 3<Gau"FaU>+g E%*F@> n
Po VEG—F Vi o |*\VEG—F/ % \VEG_F

9p L 0p | op '830
] [G%'F%a 1 B Faua 1 )}

VEG—T o <VA1 <p> VEG—T® o (VA1 o

VEG—F
dp dp o op
1 3<Ga7,—F§;,>+§_ Ea?:“%&)
VEG—F (¥ \VEG—FA, ¢ % \VEG—F4,
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Abbiamo cosi la formola di Bonnet:

re_g

@ _1_ 1 v ou +
Po VEG—T 7o %
\/E( ) F 5 Sv+G( )
o dp
2 P B

e E(F)—2r ¥ Fra(R) |
‘ <81)) du v + ou
il cui secondo membro & un parametro differenziale di ¢. La circostanza
ora accennata esprime un’importantissima proprietd della curvatura geo-
detica, di cui riconosceremo il significato geometrico nella teoria del-
I'applicabilita.
Se le linee

¢ == costante ,

anziche in termini finiti, sono definite da un’equazione differenziale del

1.° ordine
Mdu+Ndv=0,

possiamo evidentemente calcolarne la curvatura geodetica per la (4),
osservando che

d . dp
u' v =M: _N
e pero
. 1 1 3 FN—GM
(4% Pl ym—
o VEG—F({“\VEN—2FMN-+GM

3 FM—EN
W\VEN_—oFMNI+GM/)

§. 86.

Formola di Liouville per ia curvatura K.”

Alle formole precedenti si lega una notevole formola, data da Liou-
ville, per la curvatura K della superficie espressa mediante le curvature

»




®
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geodetiche
1 1

~ | [—

~ delle linee coordinate. Dalla formola di Bonnet (4) abbiamo

1_ 1 e (.PL)JE
P VEG—P(|%\vG
®) _
1_ 1 3 (F) JVE
o VEG—F (% <VE> %

Sostituendo nei secondi membri per le derivate dei coefficienti i loro
valori pei simboli di Christoffel, troviamo le formole equivalenti

Ora preﬁdia_mo la formola (V) §. 37 pag. 77 per la curvatura K:
Ko 1 3 (VE G—F”ill; 3 (VEG—P
VEG_T® ov E 2 ou E ’
che per la seconda delle (5*) possiamo scrivere intanto
1 (3 (VE\ o (VEG=PF(12)\).
@  K=-—1r 32 (VE)_ o (VEGI12))¢
i \/E G—F ( v\ p, ou E 2

Introduciamo I'angolo @ delle linee coordinate (u,v) mediante le for-
mole ben note

12
2

/ —F
cosQ=—F: , senQ=E(-}:Ii.
VEG VEG

Derivando la prima rapporto a » e sostituendo per sen Q il valore
dato dalla seconda, abbiamo

@ _ 1 [QF_FSE FaG]

b

_%“Fw d 2Ew  2Gw
sostituendo nel secondo membro alle derivate dei coefficienti i valori
espressi pei simboli di Christoffel segue

e VEG—F"%22$ n VEG'—Ffzm
- G 1 E 22’
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ossia, pef la prima delle (5%)

erﬂ:_@_a_s_a-

E 2 Pu v
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In conseguenza la (@) prende la forma elegante e simmetrica

0 s 2 3

CVEG—T 3w pu

che ¢ appunto la formola di Liowville.

)

b

. . . . T .
Nel caso che le linee coordinate siano ortogonali (9 = —), essa 8i

pud scrivere:
k=L (L4 L2(L), L 1 8vs
VE#\e)  yg o\ e yEG W
ovvero, per le (1) (1%), osservando che

VEdu , VGdv

sono gli archi elementari
ds, , ds,

delle linee coordinate:

§. 87.
Linee geodetiche.

Chiameremo linea geodetica di una superficie S una linea L tracciata
sopra S, quando in ogni punto di L la normale principale della linea
coincide colla normale alla superficie; in altre parole le linee geodetiche

sono le linee a curvatura tangenziale nulla (3.

® E un’immediata conseguenza di queste formole il teorema: Soltanto
sulle superficie a curvatura costante negativa (pseudosferiche) esistono doppt si-
stemi ortogonali di curve, per le quali le linee di ciascun sistema hanno la stessa

curvatura geodetica costante.

@ Quando la linea in discorso & una retta, basta ricorrere a questa seconda

definizione per riconoscere che & una geodetica.

2
11 v G
P yEG %

2
) ),

R
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Partendo da questa definizione, cerchiamo 1’equazione differenziale
.delle linee geodetiche.

Supposto: per cid che G sia una tale linea, immaginiamo espresse le
:coordinate curvilinee (#,v) di un punto mobile su G in funzione dell’arco
s della G stessa; avremo intanto la relazione

du dv , 2
@ ‘ ( @) e e(z)—
Per la linea G, adottando le solite notazioni del cap. I, avremo:
__Ox du  Ox dv oy du |y dv dz du 9z dv

= u ds+30 ols’y3 ou ols+31)ds’ T ou ds+av ds *

Derivando nuovamente rapporto ad s, osservando che per ipotesi
=X, ==Y, (=47,

risulta, per le formole fondamentali della teoria (I) pag. 116.

S=RE R [N 9’”+Dx](gg)+
+2[%”2 A S [ )

colle analoghe per Y,Z. Se ne deduce che per una linea geodetica deb-
bono aver luogo le equazioni caratieristiche:

11

+

D o
(20 o) (2 2] e o 2] (20,

Queste, insieme colla (7), determinano il corso delle geodetiche sopra
la superficie.

Alle (8) possiamo anche sostituire le due che se ne ottengono mol-
tiplicando la prima per E la seconda per F e sommando, e una seconda
volta moltiplicando la prima per F la seconda per G e sommando, cioé:

du &’ 117] (du)\* 12 dudv | [22] (dv\?
E@+Fd?+[1](£) 2|7z + 1) @) =0

ool (3] e [+ [ 6 o
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queste possono scriversi sotto la forina semplice :
d (. du dv\ K [du\? OF du dv | 3G [dv\®
%@%+Fﬁ=@bﬁ“ﬁ%%+m%)

M,

ds

ds

d (. du dv OF [du\? Fdudv , 3G [dv\?
2%@£+G@—%(y“%%%+%()

In fine, se, lasciando indeterminato il parametro che individua i punti
della geodetica G, vogliamo scrivere I'equazione differenziale delle geo-
detiche, basta dedurre dalle (8) equazione seguente:

(10) du d% — do du + 3121§ e + (2 {122$ — H:) @i do -+
+<z222v;—-2=112})dud’v’—%gfsdv3=0

che vale evidentemente qualunque sia la variabile indipendente. In par-
ticolare, se prendiamo « per variabile indipendente e scriviamo ’equazione
della geodetica

V=10,

”,_dv , _ dv

ponendo

' ' T @

@ B bene osservare che delle due equazioni (9), o delle (8), I’una & con-
seguenza dell’altra e della (7). Derivando quest’'ultima rapporto ad s, si oftiene
infatti 1'identita :

du dv
(@) age TBg=0,
dove si & posto
_ o du ‘dv) OE ,duy? dFdudv oG dv)2
=2 (B +7 )~ 5 (@)~ u 25— 5 (as
e a du av oE (du)’Z Fdudv 3G rdv\?
=2 (PG 05— @) 2 5% a0 (@)

Da questa identitd (a), che vale per qualunque linea tracciata sulla super-
ficie, segue che, fatta astrazione dalle linee coordinate u, v, per qualunque altra
linea 1'una delle due equazioni (9):

; d=0, B==0 "
trae seco 1’altra. Ma se si tratta di esprimere che una delle linee coordinate,

p. . una v = costante, & geodetica, dovremo scrivere la seconda condizione
f=0, la prima «=0 essendo in ogni caso identicamente verificata,

4
1
"i‘
!
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abbiamo per la determinazione deﬁé geodetiche 'equazione differenziale
del secondo ordine:

(10 ,,,_32122 5 (§2221_2{112£)v,,+<2 3122}_31110?”{121;:0.

Da queste diverse forme dell’equazione delle geodetiche risulta: So-
pra ogwi superficie esiste una doppia infinita di linee geodetiche; una geo-
detica ¢ individuata quando sia fissato un punto della superficie, per cui
deve passare e la direzione che essafha uscendo dal punto.

Alla teoria delle linee geodetiche siamo condotti altresi dal seguente
problema di calcolo delle variazioni: Dafi due punti A, B sopra wna su-
perficie, trovare la linea pin breve che sulla superficie uwisce A con B.
Se (supponiamo che G sia la linea domandata, dovremo esprimere, se-
condo le regole del calcolo delle variazioni, che la variazione prima della
lunghezza di G fra A e B, quando a G, supponendo fissi gli estremi,

si dia una deformazione infinitesima, & eguale a zero. Ora, se esprimiamo
lungo G w,» per I'arco s di G, dobbiamo porre

B
|, w=0,
A

essendo u, v legate dalla relazione

du\? du dv an\?

Applicando le regole del calcolo delle variazioni, troviamo per tal
modo appunto le equazioni (9); ne concludiamo: La linea piu breve fra
due punti della superficie é necessariamente una linea geodetica, cioé la
normale principale della linea deve in ogni tho coincidere colla mormale
alla superficie. ‘

Perd & da osservarsi che se sopra una linea geodetica G si segnano
due punti A, B ad arbitrio, non si potrd affatto asserire che G sia la
pi breve linea che sulla superficie riunisce A con B. Tale proprieta
avrd luogo soltanto sicuramente, come fra breve vedremo, quando A e B
siano fra loro sufficientemente vicini. Basta considerare ad esempio so-
pra una sfera un arco di circolo massimo (geodetica) maggiore di una
semicirconferenza, o sopra un cilindro circolare retto un arco d’elica che
faccia pilt di mezzo giro sul cilindro, per convincersi geometricamente



1 du dv
{a) cosg-——\—/:<Ed—s+Fa;>,sen0
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dell’esattezza della nostra asserziome. La proprietd permanente delle
linee geodetiche in tutto il loro corso ¢ quella da cui siamo partiti al
numero precedente per definirle; I'altra di segnare il piti breve cammino
fra due suoi punti vale in generale soltanto per archi di geodetica di lun-
ghezza convenientemente piccola.

§. 88.

Equazione differenziale di Gauss per le geodetiche.

Gauss ha dato a,ll’equaziolb differenziale delle geodetiche una forma
notevole, facendovi comparire I'angolo 6 d’inclinazione della geodetica
sulle linee v. Misurando 6 nel modo preciso del §. 42, abbiamo le formole

VEG—F dv
\/E ds'

Ora, se supponiamo che la linea geodetica di cui si tratta non sia
una v==_costante, potremo esprimere la condizione perché sia geodetica
mediante la prima delle (9) (vedi nota al numero precedente) che pud
scriversi:

E

®) Z&S.d(\/ﬁcose)~-—~d’+2 o dudv +

ora abbiamo per le (a) stesse

2ddeEcos0)=]1§(Edu+de)dE—-2\/EG—F2dvd6=aa—]3-du’+
+%Edud +]1;d @Ed +83—Ed >—2\/EG—-F2dvd9.

Sostituendo nella () e togliendo il termine 3{-} du® comune ai due

membri, indi dividendo per 2 dv, che per ipotesi non & zero, abbiamo
Pequazione di Gauss
1F (BE oE

EGF =L
1) VEG-—F*db = 5 Elg, Wt

190FE oF 1 3G
Questa, come subito si vede, vale anche, a causa della seconda delle

(5), nel caso dapprima escluso di una geodetica v==costante.
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In particolare, se le linee u,» sono ortogonali, avremo 1’equazione
semplice

¢E§-d@=l@§u_

109G
T M T P
che possiamo scrivere
1WE, 1¥G

(11% di = v .

e Ty

Mediante queste formole possiamo dare un’altra definizione della
curvatura tangenziale o geodetica di una linea, che giustifica appunto
la seconda denominazione. Essendo ! una linea qualunque sopra S, con-
sideriamo un suo punto M e preso un punto M’ di ! vicinissimo ad M,
tiriamo in M, M’ le geodetiche tangenti che s’incontreranno in un punto
N formando fra loro un angolo piccolissimo A e. Se dividiamo Ae per la
lunghezza A s dell’arco M M', dimostriamo che: 17 limite del rapporto %Z ,
quando M’ si awvicina indefinitamente ad M, eguaglia la curvatura geo-
detica della linea 1 nel punto M.

Per dimostrarlo, prendiamo le linee coordinate (u, v) ortogonali e sia
=0 la linea I e siano (o, v) (0, v + dv) le coordinate curvilinee di M, M.
Essendo g, ¢ le geodetiche tangenti in M, M’ ad?, N il loro Bunto d’in-
contro, indichiamo con P il punto ove la geodetica g incontra la linea

v+ dv, sotto I'angolo ;i + d8. Per la (11*) sara

WVE VG
p_ LVE, 1 VG

= —_————adv;
VG ®  VE %

e poiche in M si ha 6 =’21 , du=0, sard

-
o LG

= ——a“) v

Ma il triangolo infinitesimo M’ NP, a meno d’infinitesimi d’ordine
superiore, pud riguardarsi come rettilineo e ’angolo in N di g, ¢’ & mi-
surato da d9; si ha inoltre

arc MM = ds, = /G dv

)
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e perd
lim Ae 9 1 9/ G

As=o0As ds, JEG ou

Questo valore combina appunto con qﬁello della curvatura tangen-

ziale 1 delle linee , calcolato al §. 84 pag. 181.

Definita in questo secondo modo, la curvatura geodetica di una linea
tracciata sopra una superficie & la naturale estensione del concetto di
curvatura ordinaria di una curva piana, alle rette (geodetiche) del piano
sostituendosi le geodetiche della superficie.

Ne risulta altresi un’altra proprietd caratteristica della curvatura
geodetica, secondo la quale essa pud dirsi anche curvatura di sviluppo.
Sussiste infatti il teorema: La curvatura geodetica di una linea L tracciata
sopra una superficie S ¢ equale alla curvatura ordinaria della linea piana
in cui L si trasforma, quando si spieghi in un piano la sviluppabile X
circoscritta a S lungo L. E infatti, poiché S e X si toccano lungo L, la
L ha la medesima curvatura geodetica tanto se si pensa appartenente
a S come a I. Ma, sviluppando £ in un piano, le lunghezze lineari e gli
angoli delle figure tracciate sopra ¥ non si alterano e le geodetiche di
Y si cangiano nelle rette del piano.

Se applichiamo p. es. questo teorema alla determinazione della cur-
vatura geodetica di un parallelo sopra una superficie di rotazione, os-
servando che in tal caso la sviluppabile circoscritta & un cono di rota-
zione attorno all’asse della superficie, abbiamo il risultato:

Il raggio di curvatura geodetica di un parallelo sopra una superficie
di rotazione ¢ eguale alla porzione di tangente al meridiano compresa fra
il punto di contatto e Uasse di rotazione.

§. 89.
Proprietd generali delle geodetiche.

L’equazione differenziale delle linee geodetiche non si sa integrare
che in pochi casi particolari; cid non ostante, partendo dall’equazione
differenziale stessa, si possono dimostrare alcune importanti proprietd
delle linee geodetiche, di cui ora ci andiamo ad occupare.

Consideriamo in primo luogo un sistema semplicemente infinito di
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linee geodetiche e le loro traiettorie ortogonali. Assumiamo questo dop-
pio sistema ortogonale a sistema coordinato (v, v) e supponiamo che le
linee v siano le geodetiche; avremo allora

‘ ds® = E dv* + G dv*
e per ipotesi

1 1 IVE
—_,—_——— =0,
o VEG
cioe
VE
ov =0,
ovvero
VE=T

essendo U funzione della sola . Cangiamo ora il parametro #, che in-
dividua le traiettorie ortogonali, in f Udu e P'elemento lineare assu-
merd la forma caratteristica

(12) ds®* = du* + G dv* ,

dalla quale si deducono conseguenze di grande importanza. Se conside-
riamo ’arco di una qualsiasi geodetica » compreso fra due linee fisse

U= %, u=u

del sistema u, la sua lunghezza sara data da

U
du = u, —u, ,
u

che ¢ affatto indipendente da v, onde il teorema:

A) Gli archi intercetti sopra le geodetiche v da due loro traiettorie
ortogonali hawno tutti eguale lunghezza.

Questo teorema pud anche enunciarsi sotto I'altra forma:

B) Se pei punti di una linea L si conducono le geodetiche g ortogo-
nali e sopra ciascuna di queste, a partire da L, si staccano archi di
equale lunghezza, il luogo degli estremi di questi archi é un’ altra traiet-
toria ortogonale delle geodetiche g (M.

o B questa una proprietd caratteristica delle linee geodetiche, ciod se in
un sistema doppio ortogonale (u, v) 'arco delle » compreso fra due traiettorie
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Per cio le traiettorie ortogonali di un sistema oo! di linee geodetiche
diconsi geodeticamente parallele. i notevole 1'espressione della curvatura
totale K della superficie nelle coordinate geodetiche #, v della formola
(12); essa diventa (formola (18) pag. 93).

1 *VG
VG o
Cerchiamo ora di esprimere la condizione affinché un sistema ' di
linee, la cui equazione sia

(13) | K=—

¢ (u, v) = costante,

risulti costituito da un sistema di linee geodeticamente parallele. Se
prendiamo a linee coordinate le ¢ = costante e le loro traiettorie orto-
gonali ¢ == costante, I'elemento lineare prendera la forma

ds’ = El dcpz 'l— G’) d¢2
e sara

1
AI(P=E'—1

e perd, se le ¢ sono geodetiche, avremo:

e AI(P—'——f(SO)’

essendo f(p) funzione della sola ¢. Dunque: Affinche le linee o = costante
siano geodeticamente parallele, ¢ necessario e sufficiente che risulti :

Ao =1(p).

In questa ipotesi, se cangiamo il parametro ¢ nell’arco 6 delle geode-
tiche ¢ contato da una traiettoria ortogonale fissa, cioé poniamo

6-—~f—f’?4_~,
VI

AIB-'::.]..

avremo

ortogonali qualﬁnque u,, ¥, & eguale per tutte le v, queste sono ‘geodetiche,
E infaiti prendendo per parametro 1’arco « delle v, contato da una traiettoria
ortogonale figsa, riesce E=1,

18
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Abbiamo cosi I'importante risultato: Se la funzione 6 (u,v) é un in-
tegrale dell’equazione a derivate parziali

A, =1,

le linee 8 = costante sono geodeticamente parallele e & Uarco delle geo-
detiche ortogomali, contato da una linea fissa 0=19,.

. §. 90.
_ Forma geodetica dell’ elemento lineare.

Nel teorema B) del numero precedente la linea L & arbitraria e se
supponiamo che essa sia una curva chiusa piccolissima descritta attorno
ad un punto O della superficie e, restringendola indefinitamente attorno
al punto O, la riduciamo da ultimo a questo punto, il teorema B) si
muta nel seguente: Se sulle geodetiche, spiccate da un punto O della su-
perficie, si staccano a partire da O archi di eguali lunghezze, il luogo
degli estremi di questi archi é una curva ortogonale a tutte le geodetiche.

L’elemento lineare della superficie, prese a linee coordinate queste
geodetiche e le loro traiettorie ortogonali, assume ancora la forma (12).

In modo pitt rigoroso e diretto possiamo dimostrare questo teorema
come segue. A parametro v, che individua le singole geodetiche uscenti
da O, prendiamo ’angolo che una geodetica “wariabile del fascio forma
con una fissa e per linee  prendiamo il luogo degli estremi degli archi
geodetici eguali ad u spiccati da O; l'elemento lineare della superficie
assuma la forma '

ds*=Edw+ 2F dudv+ G dv®.

Poiché 'arco elementare delle geodetiche v & eguale a du, avremo
intanto E=1 ed, essendo le v geodetiche, sard per la (5) pag. 184:

e perd
F=¢(@),

dove ¢ (v) indica una funzione della sola ». Ora se z,,¥,,2, sono le
. .
coordinate di O, le funzioni ’

z(wv) , yuv) , z(“:'v)
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si riducono per =0, qualunque sia v, alle tre costanti z,,y,, % e si
ha percio

oz _ oy _ %z i
<§5>u=o— 0 ’ (%)u_—.o— 0 (31: w0 ©

e perd anche

Ma, poiché F & indipendente da w, ne segue che & costantemente
F =0, cioé le linee «, v sono ortogonali, come si era asserito. L’elemento
lineare prende ancora qui la forma

ds* = du* + G dv* ;
ma alla funzione G competono nel caso attuale proprietd speciali che
importa osservare. Sviluppiamo per cio
z (u’ ?)) b y (u’ v) b 2 (u7 v)

nell’intorno di O per le pbtenze di u, tenendo conto soltanto delle po-
tenze seconde di , e per semplicitd situiamo gli assi coordinati coll’ori-
gine in O, facendo coincidere ’asse delle z colla normale alla superficie
e l'asse delle « colla tangente in O alla geodetica iniziale v = 0. Ab-
biamo in conseguenza E

T=u €08 v + &

=u 8en v+ &

essendo e, ¢, & infinitesimi di 3.° ordine rispetto ad , e ¢ indicando il
raggio di prima curvatura della geodetica. Ne segue

G =u 4 1
con 7 infinitesimo del 3.° ordine, e perd

(B (il

Se abbiamo poi riguardo alla formola (13)

*VG

se =—K VG,
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ne deduciamo ancora

i e+ (3 =~ T

essendo K, la curvatura della superﬁc1e in O.
Sviluppando adunque "G per le potenze di #, abbiamo la formola

-

(14) _ V@=u—K°6“3+...

Nel caso che ora consideriamo le linee u = costante, che godono
della proprieta di avere tutti i loro punti alla stessa distanza geodetica
dal punto fisso O, diconsi ;circoli geodetici (, O si dice il loro centro
e questa distanza costante il loro raggio.

Dalla (14), per la circonferenza C di un circolo geodetico di raggio
infinitesimo w, troviamo:

2r
C= VG dv
.O ;
© Ko %
(15) C= 3

o

essendo ¢ un infinitesimo d’ordine superiore al 3.°

Dalla forma geodetica (12) dell’elemento lineare possiamo dedurre
in fine la dimostrazione del teorema: Per due puméi A, B, presi a di-
stanza sufficientemente piccola sopra una geodetica g, questa é effettiva-
mente il pin breve cammino per andare da A a B.

Consideriamo infatti nella (12) per u,v un campo di variabilita, nel
quale la funzione G si mantenga ad un sol valore, finita e continua e
siano

A=(4,v) , B=@w,v

&) Per la proprieta ora ricordata i circoli geodetici sono la naturale esten-
sione dei circoli nel piano. Ma se si ha riguardo all’altra proprieta del circolo
ordinario di avere costante la curvatura, si & invece condotti a definire per cir-
coli geodetici le linee a curvatura geodetica costante. Aleuni autori, come Dar-
boux, adottano appunto questa seconda definizione. Cio che importa osservare
8i & che le due definizioni, concordanti nel caso del piano (e pit in generale
della superficie a curvatura costante), caratterizzano per una superficie in ge-
nerale curve di specie ben distinta.
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due punti scelti sulla geodetica » in questo campo. La lunghezza del-
I’arco geodetico A B sard data da

%
A=y — uy ;
J U

v=10 ()
che riunisca i medesimi punti A, B, restando nella regione considerata,
la lunghezza s dell’arco fra A, B ¢ data da

U '
s=f \/1+G(p'2(u)du
Uy

Uy
e supera evidentemente f du = u, — u,
Uo

per un’altra linea

§. 91.
Elligsi ed iperbole geodetiche.

Fissiamo sopra una superficie S due curve C, C, che non siano
geodeticamente parallele, e prendiamo a linee coordinate #, ¢ le linee geo-
deticamente parallele a C, C’, assumendo a parametro w la distanza geo-
detica dalla curva base C, ¢ a parametro » quella dalla curva base C. Se

d*=Eduw’+ 2F dudv + G dv*

¢ Pespressione dell’elemento lineare, per il risultato alla fine del §. 89
(pag. 193) dovremo avere

Au=1 , Av=1,
ciod
_& _, _E __
EG—F® ' EG—F
ovvero
E=G , F=VEE—T).

Indicando con « 1’angolo delle linee coordinate, sard dunque

1 coS ®
E=G=—yp , F=%
sen® sen® o
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e pero
du® + 2 cos o du dv -+ dv®
2 — H
(16) ds® == won’ o .

Introduciamo ora a nuove linee coordinate le

# -+ v = costante , wu -— v == costante,

col porre
ut+ov=2a , u—v=28,"
ed avremo
2 2
) df= B B

+ .
2 [ ® 2 (@
sen < 2) COS ( 2)

Le nuove linee coordinate sono dunque ortogonali, cioé: Sopra una
superficie qualunque le curve luogo dei punti, pei quali la somma o la dif-
ferenza delle distance geodetiche da due curve basi fisse é costante, formano
un sistema ortogonale. (Weingarten). ,

Se le curve C, C’ si riducono ciascuna, restringendosi indefinitamente,
ad un punto, il sistema ora considerato ¢ la generalizzazione del sistema
di ellissi ed iperbole confocali nel piano. E in generale le curve

o = costante , (== costante,

qualunque siano le curve basi, si dicono ellissi ed iperbole geodetiche.

La forma (17) dell’elemento lineare conviene, per quanto si & visto,
a qualunque ‘superficie ed & chiaro che, ogni qualvolta 1’ elemento lineare
¢ ridotto a questa forma, le linee o =costante, f=costante saranno
ellissi ed iperbole geodetiche rispetto a due convenienti curve basi. Per
ridurre effettivamente 1'elemento lineare di una dafa superficie alla
forma (17) basterd conoscere le linee geodetiche della superficie ed il
loro arco. Cosi p. e. pel piano e per la sfera sapremo ridurre nel modo
piut generale I’elemento lineare a questa forma (U,

8. 92.
Torsione geodetica.

Una linea geodetica & individuata dal passaggio per un punto P
in assegnata direzione e noi ci proponiamo ora, conoscendo questi due
elementi per una geodetica g, di calcolare la torsione % in P, col segno
che le appartiene. !

) Per le formole effettive corrispondenti veggasi DArBOUX, t. I, p. 422.
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Per una tale linea geodetica, ritenendo le solite notazioni, abbiamo
_Oxdu Odxdv | _ dydu 3y dv L _9%2du | 3% dv
TwasTwa TThwatwa TmasTh G
t=+X , n=2Y , (=27 "

indi: ‘
B v ? 32\ d d 3\ d
— — °Yy __yo&\ou Y _y#E\w
M= . _i<zau 8u>dsi<zav Y%)ds
n G ,
colle formole analoghe per u, v. Osservando la identita (§. 77 nota, pag. 162)
ZE?Z_YSE.:__I (Fa_x_Ea_’O
ou u VEG—1* u v
7% _yo%_ 1 Ga_x___Fga_:>’
v ov VEG—F ou °v
risulta
oz ox ox ox
"2 Paow % a0
A==+ d— + —d_
VEG—F ¥ VEG— &
% % % %
F u E v du G u F o dv
PTE e & yEe— &
VEG—F* VEG—F®
oz oz oz oz

F— —E-Z G:——F =
" Ju 8@;@_}_ du Sv_d_v

VEG—TF & Ee_p &

Ma, secondo le formole di Frenet, si ha

1_ 5, %, (Kdu 3Xdo
T, = Z*%“+2W@£+@Q

e sostituendo per A, p,vi valori precedenti, sparisce 1'incertezza del
segno e 8i ottiene per la formola richiesta

1 _(FD-ED)d'+(GD-ED") dudo+(GD -F D) de?
T, VEG-F (Edu*+2F dudv+G dv®)

che di appunto la torsione della geodetica uscente dal punto (u, v) della

(18)

’

superficie nella direzione fissata dal rapporto % .
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Si osserverd che il numeratore di questa formola & precisamente il

Jacobiano
Ddu+Ddv , Ddu-+D'dv

+ Edu+F dv , Fdu-+ G dv

delle due forme fondamentali, che eguagliato a zero da I’equazione diffe-
renziale delle linee di curvatura. Ne risultano i teoremi, che sarebbe
facile stabilire direttamente (Y :

1.0 Se una linea di curvatura é geodetica, essa & piana.

2.0 Ogni linea geodetica piana é linea di curvatura.

I risultati del numero precedente conducono a introdurre per una linea
qualunque L tracciata sopra una superficie, in ogni suo punto, un altro ele-
mento geometrico che & importante di considerare, la cosi detta forsione
geodetica. Secondo Bonnet, s’indica con tal nome la torsione della geo-
detica tangente in un punto P alla'L (¥. La torsione geodetica Ti di

: g
una linea L & data dalla formola (18), ove per du, dv s’intendano gli
incremediti delle coordinate curvilinee spostandosi lungo L.

Da questa formola segue evidentemente per le linee di curvatura
I’altra definizione:

Le linee di curvatura sono quelle, che in ogni pfmto hanno nulla la
torsione geodetica.

Osserviamo ora che dalla (18) seguono in particolare per le torsioni

geodetiche Ti , Tl— delle linee coordinate le formole:

() Se si prendono a linee coordinate le linee di curvatura, la (18) prende la
forma semplice:

1 —f 1 1\du dv 1 1
' ,1"3—'—-—\/E (7”_1-7; _l_l (7’—1_’;'; COSOSBHO,
ciod X 11 1
T—f?(;;";; senl.

Di qui si vede che le direzioni delle linee di curvatura scindono il fascio
delle geodeticlie uscenti da P in due parti; le geodetiche dell'una metd sono
destrorse, quelle dell’altra metd tutte sinistrorse. Due geodetiche ortogonali

-hanno torsioni eguali in valore assoluto e di segmo contrario Le geodetiche

1
bisettrici delle direzioni principali hanno la massima torsmne (- =

71
® Si osserverd che il nome di torsione geodetica non é in analogla con
quello di curvatura geodetica, poiché la curvatura della geodetica tangente sa-

rebbe invece quella che abbiamo indicato come curvatura normale della linea.
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GD —FD”
G VEG—F*
1_FD—E D’
L. EVvEG—P
» e pilt in particolare se le linee u, v $0n0 ortogonali (F = 0)

1 1 D’
* p— Pt
o L= T vig’

f

7

(19)

onde si vede che due geodetiche uscenti da un punto in direzioni orto-
gonali hanno torsioni eguali e di segno contrario. (Cf. 1a nota precedente).

Ricerchiamo ora la relazione che passa fra la torsione geodetica e la
torsione assoluta di una linea qualunque tracciata sopra una superficie. Per
semplicitd, prendiamo per cid a linee coordinate %, » un sistema ortogonale
e la linea L in considerazione sia una linea del sistema u. Indichiamo
con o ’angolo che la normale della superficie fa colla normale principale
di L e precisamente I’angolo di cui deve rotare in verso positivo, sul
piano normale ad L in punto P, la direzione positiva della normale alla
superficie per sovrapporsi a quella della normale principale di L (9,
Avremo colle solite notazioni:

192 1 oy 1 oz

o =—— — = —_—

vgo _‘_/E% N S VG o

¢ =coso X -+ sen g ~— aa ﬁ-coch—Jr senc——a—y

VE VE %

{=cos6Z - Sechl_az

E°
)\=—-sencX+cos<sVLEg—xd , po=—sgencY 4 coso 1—/153_?/
v=-—senocZ -+ coso ‘TIE—:gz
quindi per la torsione assoluta T della linea
*_2%’3" 2 - \/]1)3:'(} /lerg%

) 8’intende che per faceia positiva del detto piano normale si prende quella
rivolta verso la direzione positiva della tangente a L.
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che si puod scrivere per la (19%)
: 1 1 ds

@0 =T s

E questa la formola che si trattava di stabilire; essa ci dimostra che
la torsione geodetica coincide coll’assoluta per tutte e sole quelle linee,
la cui normale principale & inclinata di un angolo costante sulla super-
ficie. Appartengomo a questa classe le linee geodetiche e le assintotiche;
per le prime si ha ¢ =0 (ovvero ==}, per le seconde s & un angolo
retto. In generale le linee di questa specie corrispondenti ad un valore
fisso costante per s formano, come le linee geodetiche, un’infinitd doppia,
T

5 (linee assintotiche) (V.

eccettuato nel caso limite di 6 =

§. 93.

Teoremi sull’integrazione dell’ equazione delle geodetiche.

Ritornando ora alla equazione differenziale delle linee geodetiche,
andiamo a dare alcuni teoremi generali che ne riguardano 'integrazione (9.
Osserviamo in primo luogo che la formola di Bonnet, (4*) pag. 183,
conduce subito al teorema seguente: -
A) Se le linee definite dall’ equazione differenziale del 1.° ordine

Mdu+ Ndv=0

sono geodetiche, le loro traiettorie ortogonali si determinano con una qua-
dratura.
Infatti 1'equazione differenziale delle traiettorie ortogonali & data
(pag. 92) da:
EN—FM)du +FN—-GM)dv=0

e per la formola (4*) ora citata si ha per ipotesi -

_g( FN—GM >=i( EN—-FM
W \VEN —2FMN+GM/ *\VEN—2FMN+GMW

) Per quanto si & detto nella nota a pag. 200, risulta di qui nuovamente
_ che e due assintotiche, uscenti da un punto, hanno torsioni eguali e di segno
contrario. : '

® DaRBOUX, t. II, p. 424 ss.
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cioé 1’ espressione
EN—FM FN—GM

au -+ v
VEN*—2FMN 4 GM? VEN*—2F MN4-GM?

¢ un differenziale esatto. Ponendo adunque

B (u, ) = ,/§ _EN—FM____ FN—GM !

JIWWEN2FMNFGM*  VEN-—2FMNFGM

avremo
Ab=1

e in conseguenza (pag. 194) le traiettorie ortogonali richieste hanno per
‘equazione B = costante e 0 & I’arco delle geodetiche, contato da una
trajettoria ortogonale fissa.
Supponiamo ora che sia noto un integrale 6 dell’ equazione a derivate
parziali
Al=1,

il quale contenga una costante arbitraria a essenziale, cioé non additiva
in 0. Se si deriva 1'equazione

B0\ 2600, (30\7 .
E(a—v) —2F@§5+G(3—d) —~EG_F

rispetto al parametro @, che entra soltanto in 0, si ottiene

20
(0.9 =o.

Cid dimostra che, per ogni singolo valore di a, 1’equazione

(21) gg = b (b costante arbitraria)
rappresenta le geodetiche ortogonali alle linee 8 = costante. L’equa-
zione (21) contiene le due costanti arbitrarie a, b ed & 1’ equazione generale
delle geodetiche sulla superficie. Per provarlo basta dimostrare che
una linea

0 = costante

pud farsi passare per un punto qualunque della superficie in direzione

. 0 0 R 1
arbitraria. Ora il rapporto di 8%2 a —g; non pud essere indipendente da a,
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poiché altriinenti, essendo inoltre g% , g?} legate dalla relazione 4, 6 =1,
sarebbero ambedue indipendenti da @ e perd @ additiva in 6. Ma, essendo
(u, ;) un punto qualunque della superficie, 1’ equazione

] ('c;, v, @) == 0 (4, v, a)
rappresenta una linea 6 = costante uscente da (u, v,). La sua direzione in

questo punto dipende dal rapporto 239_2 : g che, variando a, pud assu-

mere tutti i valori (V. Abbiamo dunque il teorema:
B) Se ¢ nota una soluzione 8 dell’ equazione a derivate parziali

A O0=1,

con una costante arbitraria essenziale a, ' integrale generale dell’equazione
delle. geodetiche si avra per derivazione colla formola ‘
o0
i
essendo b una seconda costante arbitraria. L'arco di ogni geodetica é eguale -
alla differenza dei valori della funzione B nei due estremi.
Appoggiandoci ai risultati- ora ottenuti, possiamo dimostrare con .
Jacobi che: Basta conoscere un integrale primo con una costante arbitraria
a dellequazione differenziale del 2.° ordine delle geodetiche, per avere con
quadrature in termini finiti Uequazione di queste linee. Sia infatti

av 5
Et—t =¢ (“: v, a)

" wn tale integrale primo. Facendo nel teorema A) del numero precedente

b,

=—0 N=1,
vediamo che l’espressione

(E+Fo)du+ (F+Go)dv
VEF2F ¢+ G

sara un differenziale esatto.-Ponendo adunque

g [ELTFo)du+ (F+Go)dv
f VE+2Fp+ G¢

?

() DarBovUZx, t. II, pag. 498.
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sard pel teorema B)
00
8~ |
I'equazione in termini finiti delle geodetiche.

Applichiamo subito questo risultato ad una muova dimostrazione del
teorema gia stabilito al §. 15: Sulle superficie a curvatura nulla (sviluppabili)
Vequagione differenziale delle geodetiche s integra con due quadrature.

Scriviamo infatti I’equazione differenziale delle geodetiche sotto la
forma di Gauss (pag. 189):

1 FOE , 9E = _oF 1 FIE 3G

_ oKX i Kol oG
2VE G T Eou " 3 23u du + 2VEG_F)Eo ausd”

b .

dove ¢ & I'angolo delle geedetiche colle linee ». Per la formola (17)
pag. 93, la condizione K = 0 ,esprime che il secondo membro di questa
formola & un differenziale eéatto; con una quadratura si ha subito un
integrale primo . '
b=f (’M, v) +a

con una costante arbitraria @, e una seconda quadratura da ’equazione
in termini finiti delle geodetiche. In altre parole si pud dire che se una
forma differenziale quadratica

"Ed*+2F dvdv + G’

& a curvatura nulla, bastano due quadrature per ridurla alla forma nor-
male d»® + dy?. (Cf. §. 37 c. II).

§. 94.
Geodetiche sulle superficie di Liouville.

Vi ha una classe di superficie, considerata per la prima volta in

tutta la generalita da Liouville, per le quali il metodo per 1 integra-
zione delle geodetiche, dato dai teoremi al §. precedente, riesce com-
pletamente Sono queste le superﬁcle, il ‘cui elemento lmeare & riduci-
bile alla forma:

2 + 50 | (ant -2,

essendo o (¥) una funzione della sola u, e @ () una funzione della sola
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v. Per questa forma speciale dell'elemento lineare I’equazione
Al e _ 1

diventa

[

0\2  [90\2
) +G) =2 +e0 .

Cerchiamo di soddisfarvi, ponendo 6 eguale alla somma di due fun-
zioni Puna di #, altra di »:

b=U+4V,
il che da )
U —a(w)=p0) —V:=a,

essendo a uffh costante arbitraria. Ponendo adunque
(23) e=f¢a.(u)+adui f\/"s(v)ﬁdv,

sard O un integrale di A, 0=1 colla costante essenziale ¢ e in conse-
guenza (§. 93) per ’equazione in termini finiti delle geodetiche avremo:

(2,4) a—ez du + dv —b
. f«mﬁ”ﬂm- ’

mentre la (23) ci da il loro arco 6. Notiamo ancora che, indicando con ¢
I'angolo delle geodetiche colle linee v, si ha

dv
tgyp= du ’
onde per la precedente
(25) B(v)cos®) —a(w)sen* ¢ =a,

che c¢i da un integrale primo dell’equazione delle geodetiche sulle super-
ficie di Liowville.

11 Dini (¥ ha osservato che la forma (22) dell’elemento lineare si
puo caratterizzare dicendo che: le linee coordinate w, v formano un sistema
isotermo di ellissi e iperbole geodetiche. Per dimostrarlo si cangino i pa-
rametri «, v ponendo

u=uw) , v=ov@),

) Sopra un problema della rappresentazione geografica di una superficie
sopra un'alira., (Annali di Matematica, t. III, 1869).
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in modo che si abbia

(%’3)5 +(52) =20 +60)

e ponendo

du, dv,

® du ©® dv
sen 9T === 0052—=:_—_._:,
V@) +B@) V o () +8 @

la (22) assume la forma caratteristica (17) del §. 91, (pag. 198).

g — du; n dvs

2 © 1@
sen®s  cos®y

che dimostra appunto la nostra asserzione. Inversamente si vede subito
che se un sistema ortogonale di ellissi e iperbole geodetiche & inoltre
isotermo, con un cangiamento di parametri, si riduce I’elemento lineare
alla forma di Liouville.

Possiamo dunque dire: Le superficie di Liouville sono quelle, sulle quali
esiste un sistema ortogonale isotermo di ellissi e iperbole geodetiche (V.

8. 95.
Geodetiche sulle superficie di rotazione.

Alla classe di superficie di Liouville appartengono le superficie di
2. grado e le superficie di rotazione, sulle quali le linee di curvatura
formano appunto un sistema isotermo di ellissi ed iperbole geodetiche.
Applicando per ora i risultati del numero precedente a quest’ultimo caso,
cioé all’elemento lineare (§. 50)

ds® = du* + r* d®

che riduciamo aj parametri isometrici
du
%, = I v,

() I limiti imposti a questo trattato non ci consentono di parlare qui dei
recenti ed importanti risultati, relativi alla teoria delle superficie di Liouville,
ottenuti da varii geometri, in particolare dei criterii per riconmoscere se una
&uperficie data appartiene a questa classe.
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- avremo :
ds® == r* (du} + dv®).

Questa forma dell’elemento lineare rientra nella formola (22) di Liou-
ville, ove si faccia

O"(“l)=r2 , B =0.

La costante a della formola (23) dovra avere nel caso attuale, per
le geodetiche reali, un valore negativo e ponendo quindi

a=--K,
Pequazione (24) in termini finiti delle geodetiche diventa
 du

26 v=+=+%
(26) 7‘\/7—70"

+0

e la formolal (238), che da l'arco s delle geodetiche

@7) s_+7w+f‘/f—k’d _f rau_
ViE—

E chiaro che il sistema o' di geodetiche che si ha dalla (26), fis-
sando il valore di % e facendo variare b, consta di geodetiche tutte con-
gruenti per rotazione attorno all’asse.

L’integrale primo (25) ci da la formola

(28) rseng==F% ,

cioe il teorema di Clairaut: In ogni punto di una geodetica tracciata so-
pra una superficie di rotazione & costante il prodotto del raggio del parallelo
pel seno dell’ angolo d inclinazione sui meridiani.

Se la superficie ha un parallelo massimo di raggio R, per ogni geo-
detica reale il valore della costante % sard minore di R e il suo corso
reale si svolgerd tutto nella zona, ove i raggi dei paralleli superano .

§. 96.
Curvatura totale di un triangolo geodetico.
Ritornando alla teoria génerale delle linee geodetiche, consideriamo

con Gauss un triangolo geodetico A B C (cioé formato da tre archi geo-
detici) che racchiuda una porzione della superficie S e calcoliamone la
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curvatura totale, cioé 1'integrale doppio

2=ka

esteso a tutto il triangolo, dove ds indica 1'elemento d’area. e K, come
al solito, la curvatura.
Prendiamo a linee coordinate v le geodetiche uscenti dal vertice A,
e per parametro v I'angolo, che esse formano colla geodetica fissa AB
(v=0); per linee « prendiamo le loro traiettorie ortogonali (circoli geo-
detici), contando l'arco « delle geodetiche dal punto A. L’elemento li-
neare essendo dato da
ds* = du® + G dv*

la funzione vG soddisferd alle condizioni (p. 195)

(29) (\/E)H =0 (a—;/;)H =1.

Avendosi poi

*VG _
\/—1_-%(*- do—=VG dudv
G

sara,
o 3 u O G
(80) 2 ff— \/Gdudv—-/ dvf —T\/,Edu,
o 0 *

ove ﬁ indica'l’angolo in A del triangolo.

Lungo la geodetica B C, il cui senso positivo fisseremo da B verso
C, sard soddisfatta 1’equazione differenziale di Gauss delle geodetiche
[(11%) pag. 190], ciod ’

(31) de=___a‘-/§d

Se con ﬁ, 6 indichiamo gli angoli in B, C del triangolo, avremo
quindi ’

A

fg=—=n—B B, =

’ ’

essendo 0, O; in valori di 0 in B, C rispettivamente.
Ora la (30) ci da

5= (Y0225

14
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ciod per le (29), (31)

2=/“W44m=ﬁ+%_%=ﬁ+ﬁ+6—n.
0

Questa notevole formola esprime il teorema di Gauss:

La curvatura totale di wn triangolo geodetico & eguale all’cccesso della
somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti.

Quest’eccesso & positivo se tutti i punti interni al triangolo sono
ellittici, negativo se iperbolici, ed & nullo per le superficie sviluppabili.
In fine notiamo che, se la curvatura K della superficie & costante, il
teorema precedente da come caso particolare l’altro:

Sopra una superficie a curvatura costante Uarea di ogni triangolo geo-
detico & proporsionale all’eccesso della somma dei suoi angoli sopra due
retti.

§. 97.

Sistemi doppi ortogonali di linee a curvatura geodetica costante.

Termineremo questo capitolo col dimostrare alcuni semplici teoremi
relativi alle linee a curvatura geodetica costante.

Supponiamo che in un sistema doppio ortogonale (x, v), tracciato sopra
una superficie S, ciascuna linea dei sistemi # e v sia a curvatura geo-
detica costante. Se

ds* =E du* -}- G dv*

¢ l'espressione dell’elemento lineare, avremo per ipotesi (pag. 181).

2V G VE
(a) —}:‘—a\/—G:—U ) ”jT%—F}=V,
VEG VEG &
dove U & funzione di » soltanto e V di ». Ne risulta
oV G oV E
- ¢G=U VE

Su v O’

ovvero
3(VVE 3(UVE)
ou v !

dunque

UVEdu + VVGdv
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¢ il differenziale esatto di una funzione ¢ e si ha
VE=L 2, Ve=12%.
“Uou’

Sostituendo nella (a), si ha per determinare % 1’equazione

Po %3
ude  oudv’

il cui integrale generale &

p=-—1log

«@)+B0) |,

essendo a (u), B (v) funzioni arbitrarie di u, v rispettivamente. Ne risulta
che 1'elemento lineare ha la forma

o1 [ o ) 1 B0 g
e TR R0 A d%

ovvero, cangiando i parametri u, v:

du} + dv}
U+ V)

Abbiamo dunque il teorema :

Un doppio sistema ortogonale di linee a curvatura geodetica costante &
necessariamente isotermo.

"Sussiste altresi il teorema reciproco:

Se in un sistema doppio ortogonale isotermo le linee dell'un sistema
sono a curvatura geodetica costante, anche quelle del secondo sistema sono
a curvatura geodetica costante.

Scegliendo i parametri isometrici, I’elemento lincare ha la forma

ds®* =\ (du® + dv®) .

(82) ds® =

() Nel caso che le funzioni U, V siano costanti assolute, 1’elemento lineare
prende la forma

dst = dv®) , (a,b costanti)

by @
ed appartiene ad una superficie pseudosferiqa di curvatura
K=—(a?}b?%.
(Cf. la nota pag. 185).
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Ora si ha
L_gy, Loz
AV VAR T A5

e le due condizioni:

_a_(i —0 9 (1) _
w\p,) 7 dm\p)
sono, come si vede, I'una conseguenza dell’ altra.
E chiaro che i sistemi doppi ortogonali qui considerati esistono sol-
tanto sopra superficie particolari. In particolare sul piano e sulla sfera

esistono infiniti di questi sistemi, e al §. 52 abbiamo gia risoluto geo-
metricamente il problema di determinarli tutti.
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Superficie applicabili

—

Superficie flessibill. — Teorema di Gauss sull’invariabilith della curvatura per flessione.—
Criterii per riconoscere se due superficie date sono applicabili.— Caso delle superficie
a curvatura costante.— Applicabilith, di ogni porzione di una superficie a curvatura-
costante sovra un’altra porzione qualunque della superficie stessa.— Superficie che
ammettono una deformazione continua in 58 medesime.— Superficie di rotazione appli-
cabili, — Elicoidi e teorema di Bour.— Equazione a derivate parziali del secondoe ordine
da cui dipende la deformazione di una superficie data.— Teoremi generali relativi alla
deformazione. — Teorema di Bonnet relativo alla possibilita di deformare una superficie
con conservazione delle linee assintotiche di un sistema.

§. 98.
Superficie applicabili.

Come nella geometria piana e nella sferica si studiano le proprieta
delle figure tracciate sul piano o sulla sfera, prescindendo dalla loro po-
sizione assoluta nello spazio, cosi pud farsi uno studio analogo per qual-
siasi superficie. E quelle proprietd che concernono soltanto le relazioni
di grandezza e posizione delle figure descritte sulla superficie, in quanto
esistono sopra di essa, costituiscono la geometria della superficie.

Sotto questo punto di vista, due superficie assai differenti nella forma
possono avere la stessa geometria. Cosi & chiaro che i teoremi della
geometria piana non cessano di essere validi se il piano, su cui le figure
sono descritte, s’immagina avvolto sopra un cilindro, un cono o una
superficie sviluppabile qualunque.

Per ben concepire la natura delle proprieta che costituiscono la geo-
metria di una superficie, conviene immaginare che la superficie sia
formata da un velo infinitamente sottile, perfettamente flessibile ed ine-
stendibile.

Quelle proprieta che non si alterano flettendo comunque la superficie
appartengono alla sua geometria, le altre sono inerenti alla forma e po-
sizione attuale della superficie nello spazio.
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Due superficie S,8" fra i cui punti P, P’ si possa stabilire una tale
corrispondenza, che gli elementi lineari corrispondenti risultino eguali,
hanno la medesima geometria, perché allora anche gli archi finiti, gli
angoli e le aree delle figure sopra S sono eguali ai corrispondenti delle
figure sopra §’. In tal caso le due superficie S,S’ diconsi applicabili
Puna sull’altra, volendo con cid significare che flettendo 1'una superficie
(o una porzione di essa) si puo distenderla senza rottura né duplicatura
sull’altra. Ma, perche tale spiegamento possa considerarsi come effetti-
vamente realizzabile, & chiaro che bisognera dimostrare I'esistenza di una
serie continua di configurazioni della superficie flessibile S, che dalla S
conduca alla §'. '

Quando di due superficie S, 8’ siano date le espressioni degli elementi
lineari

d* =Edu’ + 2 ¥ du dv + G dv*
ds*=F du* + 2 F du dv + G dv”*,

per riconoscere se sono applicabili, converrd dunque esaminare se si pud
stabilire una tale corrispondenza fra i punti (x, v) dell'una e i punti («/, )
dell’altra che ne risulti I'eguaglianza degli elementi lineari:

ds = ds .

Per Dapplicabilitda delle due superficie & quindi necessario e suffi-
ciente che le forme differenziali

Ed# +2F du dv + G dv?
Edu” 4+ 2F dv & + G dv*
siano trasformabili I'una nell’altra.
Dalle considerazioni precedenti risulta che la geometria della super-

ficie & gia perfettamente definita dall’espressione del suo elemento li-
neare, ovvero dalla sua prima forma fondamentale:

0} ds*=Edi¥ +2F dudv 4+ G dv* .

In altre parole le infinite configurazioni, che una superficie S pud
assumere per flessione, hanno a comune la prima forma fondamentale;
ciascuna di esse risulta poi individuata dalla sua seconda forma fonda-
mentale (c. IV). '

Quando si studia la geometria di una superficie come definita dal
suo elemento lineare, conviene prescindere da gualunque forma speciale
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di superficie che lo realizzi. Analiticamente avremo una moltiplicitd a
due dimensioni, generata dalle due variabili w, v, i cui elementi (punti)
saranno forniti da ogni coppia speciale (u,, v,) di valori per w, v; la di-
stanza ds fra due punti infinitamente vicini (u, o) (u-+ du, v+ dv) si
misurera colla legge fondamentale (1), e ’angolo 0 dei due elementi li-
neari ds, 8s che congiungono il punto (u,v) ai due punti (u-du, v4dv),
(u+-8u, v+5v) dalla formola

E du 8u 4+ F (du &0 + dv u) + G dv 8o

cos § = ds &s

Fra i punti della moltiplicitd a due dimensioni e le coppie (u,v,) di
valori delle variabili avremo cosi una corrispondenza univoca.

1l campo di variabilitd che considereremo per u,v sara sempre tale
che in essa le funzioni E, F, G siano ad un sol valore, finite e continue,

- insieme alle loro derivate parziali prime e seconde, inoltre E, G, EG - F?
siano positive. L’angolo » delle linee coordinate u, v, definito dalle formole
¥ VEG-F
COSw=—""— , Senow= ———
VEG VEG
nel campo che consideriamo varierad quindi con continuita fra 0 e =, senza
mai assumere i valori estremi.

In questi studi generali trovano un’immediata ed importante appli-
cazione i concetti di invarianti e parametri differenziali di una forma
quadratica, di cui abbiamo trattato al cap. II. La curvatura totale di una
superficie & un invariante differenziale della forma (1); il suo valore in
ogni punto dipende unicamente dai coefficienti della forma (1), e rimane
quindi lo stesso comunque la superficie si fletta.

Ne risulta il teorema fondamentale di Gauss: La curvatura fotale di
una superficie non cangia per qualsiasi flessione della superficie stessa. Con-
viene enunciare questo risultato anche sotto I'altra forma: Se due su-
perficie sono applicabili, in due punti corrispondenti esse hanno eguale
curvatura.

E questa la proprietd che da alla curvatura di Gauss, come gia al-
'trove abbiamo detto (pag. 134), I fmportanza preponderante .nelle ap-
plicazioni geometriche. :

Consideriamo ora un parametro differenziale della forma (1), conte-
nente una o pill funzioni arbitrarie

s P
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Il valore che esso assume in ogni punto della superficie & indipen-
dente dalle coordinate che si adoperano@per calcolarla e rimane lo stesso

per qualunque flessione della superficie. Eguagliando p, .. a costanti,

si hanno sulla superficie altrettanti sistemi di linee e il parametro dif-
ferenziale rappresenta un’espressione inerente a queste linee, che mon
muta comunque si fletta la superficie.

Consideriamo ad esempio la curvatura geodetica—l— delle linee
¢

¢ == costante;

essa & data (§. 85 pag. 182) dal parametro differenziale

1 Ay 1
- E‘=——+V P ——} -
¢ \/Al(P \/Al

Ne risulta: La curvatura geodetica di una linea tracciata sopra una
superficie non muta, se la superficie si flette.

In particolare le geodetiche di una superficie S si mutano, per fles-
sione di S, nelle geodetiche della nuova superficie. Quest’ultimo fatto
risulta d’altronde direttamente dal considerare la proprieta caratteristica
delle linee geodetiche (§. 90) di essere le linee piu brevi tracciate sulla
superficie fra due loro punti sufficientemente vicini. Se ne trae una
nuova dimostrazione dell’invariabilita della curvatura geodetica per fles-
sione, quando si ricorra alla definizione di curvatura geodetica data al
§. 88, pag. 191.

Neé lascieremo di osservare che da queste ultime considerazioni risulta
una prova pil intuitiva dell’invariabilitd per flessione della curvatura
totale di Gauss. Se si considera infatti un circolo geodetico di raggio
infinitesimo # col centro in un punto P, della superficie, la lunghezza
della sua circonferenza C & data, a meno d’infinitesimi d’ordine supe-
riore al 3°, dalla formola (15) § 90 (pag. 196):
© K; u®

3 ’

C=2nu—

essendo K, la curvatura della superficie in P,. Comunque si fletta la
superficie, la lunghezza di C non muta e perd K, non varia per flessione.
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§. 99.
Rigoluzione del primo problema dell’applicabilita.

Utilizzando la teoria dei parametri differenziali, possiamo, nel modo
pill semplice, risolvere il problema: Date due superficie S, S, riconoscere
se esse sono applicabili Uuna sull’altra e, nel caso affermativo, trovare le
formole dell’ applicabilita.

Il problema equivale analiticamente a quello della trasformabilitd di
due forme differenziali date

E di* 4 2F du dv + G d?
E du® -+ 2F du dv + G dv®
I’una nell’altra. Ora supponiamo che siano
£ (u9 'Z)) = (?/ (“” Z)’)
¢ (w,v) = ¢ (, ")
due relazioni indipendenti fra u, v, ¢/, che stabiliscano la legge di cor-
rispondenza fra i punti dell’'una e dell’ altra superficie nella supposta
applicabilita. Per le proprietd dei parametri differenziali, dovremo avere
3 MAo=MNy¢ , veh=vVE) , Ad=4"¢,
gli accenti indicando che i parametri differenziali dei secondi membri
sono costruiti per la seconda forma. Per applicabilitya & adunque ne-
cessario che le relazioni (2) abbiano per conseguenze le (3). Tale con-
dizione necessaria & altresi sufficiente per l'applicabilitd. Dal risultato

al §. 44 (pag. 94) segue infatti che, assumendo per la prima forma a
nuove variabili ¢, e per la seconda ¢, ¢/, si avra:

Abde—2y (p,9) dp db+A p dif
A 9l ¢ — V¥ (3, §)

MY dg? -2V (¢,¢) g dy +A, ¢ dy?
Ay ‘P" Y- @, )

(2)

Edit+ 2F dudo + G de* =

Edu*+2F & dv + & dv*=

e, per le (2), (8), i secondi membri risulteranno eguali.
Cio premésso, escludiamo da prima il caso che una delle due super-
ficie sia a curvatura costante. Indicando con K (u, v), K’ («,¢) le rispet-
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tive curvature delle due superficie, il teorema di Gauss ci da immedia-
tamente, nell’ipotesi dell’applicabilita, una relazione (2) colla formola

4) . K (u,v) =K @/, ).

Di piat & chiaro che qualunque parametro differenziale della funzione
K dovra essere eguale al corrispondente parametro calcolato per K.
Prendiamo in primo luogo la relazione.

(5) A1 K = A1, K/ ,

che, associata alla (4), pud dar luogo ai tre casi seguenti.

1.2 Le relazioni (4), (5) sono contraddittorie; allora le superficie non
sono applicabili.

2.0 Le (4); (5) sono compatibili e distinte. In tal caso perché le due
superficie siano applicabili sara, per quanto si & visto sopra, necessario
e sufficiente che le (4), (5) traggano dietro di sé le relazioni

VE MK =V (K,A'K) , AQK =4"(MLK),

il che potra decidersi con calcoli algebrici.
3.0 Le (4), () rientrano Uuna nell altra.
Cio avverra quando A; K sia una funzione di K, e A/ K’ la mede-
sima funzione di K'.
Nel caso ultimamente considerato

@ MK=fE® , AK=fE&),
sostituiremo alla (5) 'altra relaziorie
(5*) Ag K hnd Ag’ K’

e ridurremo nuovamente il problema ad eliminazioni algebriche, quando
non si presenti il caso ulteriore espresso dalle formole

® AK=9E) , 4K =¢(K).

Resta pertanto da considerare il solo caso, in cui sussistano insieme
le (@), (&).
Essendo allora
8 K _ ¢ (K)
AKX FE)’

le linee K == costante (di egual curvatura), insieme colle traiettorie or-
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togonali
¢ = costante ,

formano un sistema isotermo (§. 46 pag. 100).
La funzione ¢(x,v) si trova con quadrature dalle formole §. 47 (pag. 100)

¢ () o 9K 9K

= IO a T
VEG—TF
(P(K) IK
Fm ™ ey —Fy
' \/EG P
onde segue
- ¢ (K)
My—o f(K)dK
e perd
¢ (K)
2ff(K)"’K
Edu’+2qudv+dez=ZI§+6 5 .odg
2ff(K)
_4dK e d¢?
=T &

Le funzioni £, ¢ rimanendo le stesse per la seconda superficie, a questa
conviene la stessa forma dell’elemento lineare, che appartiene altresi
ad una superficie di rotazione.

Dunque: Se sussistono le relazioni (a), (b), le due superficie sono ap-
plicabili sulla stessa superficie di rotazione e quindi Vuna sull altra, in
una semplice infinitc di modi.

Per trovare in questo caso le formole effettive dell’ applicabilitd oc-
corrono, come si & visto, due quadrature.

§. 100.
Caso delle superficie a curvatura costante.

Nella risoluzione data ai due numeri precedenti del primo problema
dell’applicabilitd, abbiamo escluso il caso che 1'una delle due superficie
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sia a curvatura costante. Allora, perche le due superficie siano applicabili,
¢ necessario che l’altra superficie abbia la medesima curvatura costante.
Ora & molto notevole che in tal caso il criterio fornito dal teorema di
Gauss & altresi sufficiente per 'applicabilitd, cioé:

Due superficie colla medesima curvatura costante sono applicabili l'una
sull’ altra.

Questo teorema non & che un caso particolare della proposizione sta-
bilita al §. 36 pag. 75. Due forme differenziali quadratiche a due va-
riabili colla medesima curvatura costante risultano invero trasformabili
I'una nell’altra, in una tripla infinitd di modi.

Per il caso delle superficie a curvatura nulla noi abbiamo poi dimo-
strato questo risultato ancora in un altro modo al §. 63 pag. 135, dove
si & visto che una tale superficie & sviluppabile. Qui ne daremo una

‘nuova dimostrazione, che si estenderd facilmente alle altre superficie

a curvatura costante non nulla, dimostrazione che avra inoltre il vantaggio

_ di fornirci determinate forme tipiche normali per I'elemento lineare di

una superficie a curvatura costante.

Tracciamo sopra una superficie a curvatura costante K una linea geo-
detica L, e prendiamo a linee coordinate le geodetiche ortogonali alla L
e le loro traiettorie ortogonali, assumendo a parametro # I'arco delle
geodetiche v, contato a partire dalla L, che sard quindi la =0, e a
parametro v 'arco della L, contato da un suo punto fisso. L’elemento
lineare prendera la forma

ds* = du® + G dv*
ed, essendo nulla la curvatura geodetica della =0, sard
2y @)

e inoltre, poiché 'arco elementare della =0 & appunto dv, risultera

® (v G)u=0= 1.
Ora abbiamo

__ 136G,

) K= — \76 E

ed, essendo per ipotesi K costante, se distinguiamo i tre casi

K=0, K>0, K<0,
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troveremo i risultati seguenti.
1.0 Se K =0, risulta

Ve=9¢@®.u+¢@ ,
essendo ¢ (v), ¢ (v) funzioni di v. Ma dalle (=), (§) segue
P@)=0 , $O)=1,

onde
ds* = du® + dv® ,
che & l'elemento lineare del piano.
2.° Se K>0, poniamo

K=R1~2<R reale) ,

e dalla (y) avremo:
/ m— —_— —_
\/G-—?(”) cosR—l—qa('v) ssenR ,

indi per le («), (®) : /
b@=0 , p()=1,

e perd
) ds* = du® + cos® (%) .

Questo elemento lineare appartiene alla sfera di raggio R; dunque:

Tutte le superficie a curvatura costante positiva El,, sono applicabili sulla

sfera di raggio R, e quindi Puna sull’altra.
3.2 Se K<C0, poniamo
1
K _— i{—?
e la (y) dara
VG = ¢ (v) cosh % + ¢ (v) senh =

indi per le (2), (B)

b}

=]

p@=1, ¢@=0.

Dunque: L’elemento lineare di ogwi superficie pseudosferica di raggio
R ¢ riducibile alla forma

) ds® = du® + cosh® (%) at .

Ne segue che tutte queste superficie sono applicabili I'una sull'altra.
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§. 101.

Le «? applicabilith di una superficie a curvatura costante
sopra 8é stessa.

I risultati ora ottenuti possono applicarsi, anziché¢ a due diverse
superficie colla stessa curvatura costante, a due porzioni di una mede-
sima superficie a curvatura costante ed otteniamo cosi 1'importante
teorema:

Ogni porzione di una superficie a curvatura costante & applicabile sopra
qualunque altra porzione della medesima superficie, in modo che due punti
qualunque A, B della prima possono sovrapporsi a due punti qualunque
A, B, della seconda, purché la distanza geodetica di A’ da B’ eguagli
quella di A da B.

Per le superficie a curvatura costante nulla o positiva il teorema &
evidente, perché il piano e la sfera, su cui sono rispettivamente appli-
cabili, godono appunto della proprietd enunciata. Per dimostrarlo in tutto
rigore anche per le superficie pseudosferiche, assumiamo una prima volta
per geodetica L. del numero precedente la A B ed avremo

u

ds® = du® -+ cosh® R

vt ,

ove 'arco v di AB si conterd a partire da A, sicché sara A = (0, 0).
Operando nello stesso modo rispetto alla seconda geodetica A" B/, ot-
terremo:

ds’* = du® + cosh*% v .

Ora, ponendo semplicemente

risulta
ds® = ds”*

e al punto A==(0,0) corrispondera il punto A'==(0,0), al punto
B==(0,7) il punto B'==(0,7), essendo ! la lunghezza comune degli
archi AB, A’B’. Dunque la superficie & applicabile sopra sé& stessa in
modo che A si sovrappone ad A’ e B a B, come si era asserito.
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Questo teorema ci dice che ogni figura, tracciata sopra una super-
ficie a curvatura costante, pud trasportarsi, per via di semplice flessione,
sovra un’altra porzione qualunque della superficie, senza che gli angoli
e le grandezze lineari e superficiali subiscano alterazione.

Per la geometria delle superficie a curvatura costante vale dunque
in generale, come per il piano e per la sfera, il principio di sovrapponi-
bilita delle figure. E questo il fondamento delle analogie, che esistono fra
la geometria delle tre specie di superficie, come in seguito vedremo.
E chiaro poi, pel teorema di Gauss, che per nessun’altra superficie pud
valere lo stesso principio.

Da quanto abbiamo detto risulta che due superficie S, S’ colla me-
desima curvatura costante sono applicabili I'una sull’altra in una tripla
infinitd di modi. Date le due superficie, per trovare uno di questi modi
di applicabilitd converrebbe integrare lequazione delle geodetiche. Se la
curvatura & nuila, la questione si risolve con quadrature (§§. 15 e 93);
per gli altri casi il problema si riduce, come sard dimostrato in altro
capitolo, alla integrazione di un’ equazione differenziale del 1.0 ordine del
tipo di Riccati. (Vedi Cap. XII, §. 182).

§. 102.

Le tre forme tipiche del dst per una superficie pseudosferica.

Ritorniamo ora alla forma (7) dell’elemento lineare, che conviene a
qualunque superficie pseudosferica di raggio R. Insieme a questa forma
dell’elemento lineare, che si dice del tipo iperbolico, vi ha luogo di con-
siderare altre due forme dell’elemento lineare egualmente importanti, che
si diranno rispettivamente del tipo ellittico e parabolico.

Consideriamo un punto (ordinario) P di una superficie pseudosferica
e prendiamo a linee coordinate le geodetiche v uscenti da P e le loro
traiettorie ortogonali », assumendo a parametro v I'angolo che una geo-
detica variabile del fascio fa con una geodetica fissa, e a parametro u
Parco delle geodetiche, contato a partire da P. L’elemento lineare as-
sumerd la forma

ds* = du® 4 G dv®

(‘/G)‘wo= o (a‘\@

ou )u=0

e sard (§. 90)
=1.
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Ora, per quanto si & visto al §. 100, &
— w %
VGE=1¢ (v) coshﬁ + ¢ (v) senh R
e le condizioni precedenti danno
(F(’l))=0 ’ !.l)(‘l)):R,
onde
ds* = du® + R® senh? % ' .

Questa & una forma dell’elemento lineare che conviene ad ogni su-
perficie pseudosferica di raggio R e si dice del tipo ellittico.
Da ultimo prendiamo per linea L del § 100, in luogo di una geo-

detica, una linea a curvatura geodetica costante % Una tale linea sopra

una superficie pseudosferica di raggio R dicesi un oriciclo (V. Avremo
ancora

]

—d

ds* = du* -+ G d*, VG = v (@) cosh % + ¢ () senh T

e dovendo essere
® (v) senh % + ¢ (v) cosh il

(va)u___oﬂ,(vié%g*)uﬂ:% — ()Senhz L
¢ (v) cosh ¢ $ @ Ry
risultera ' .
P@)=90) =1,
onde _

P23

ds® = du® + e® di?.
. Questa terza forma la diremo del ¢ipo parabolico.

Riassumendo. Abbiamo dunque ottenuto per le superficie pseudosfe-
riche di raggio R le tre forme tipiche dell’elemento lineare:

2u
A) tipo parabolico: ds*= du’+e * dv?
B) tipo ellittico:  ds* = du® -+ R? senh? (%) d*
Q) tipo iperbolico: ds* = du? + cosh?® (%) do* .
@ Sarebbe facile vedere che sopra ogni superficie pseudosferica esiste una

doppia infinitd di oricicli; ma uno studio piii circostanziato di queste proprieta
verrd fatto in altro capitolo.
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§. 108.

Superficie pseudosferiche di rotazione.

Esaminiamo ora le piu semphcl forme di superficie pseudosfenche
quelle di rotazione. 1
Il loro elemento lineare, riferito ai merldlanl e ai paralleli, avra la
forma (pag. 221):

2
s = dut + (Ce% +c'e“%) i,

Distinguiamo tre casi, secondo che delle due costanti C, ¢/ una &
nulla, ovvero hanno segno contrario, o lo stesso segno. Cangiando il
~parametro v in cv, (¢ costante), otterremo le tre forme dei rispettivi
tipi A) B) C)

2
I) ds* = du® + e®*d}
I0) ds* = du* + \* senh® %d«:’f

II0) ds* = du® + M cosh® = dv”

con A costante, che realizzeremo con tre superficie di rotazione, sopra
le quali » sia I’arco di meridiano e v, la longitudine. Indicando con r
- il raggio del parallelo e con 2 == ¢ (r) I’ equazione della curva meridiana,
avremo rispettivamente nei tre casi:

I)r-—:e%, z_f\/l——e“du
_ w o Mo
1) r—ksenhﬁ,z—f\/l —R—,cosh (I_{)d“
III) » =Xecosh =, 2 = 1 X nh*_(;"_d
r=hecoshg,2= gedent’ |z ) du.

Discutiamo ora le forme delle tre curve meridiane.
Nel caso I) possiamo eseguire 'integrazione per funzioni ordinarie.
Ponendo

l
R

eR®=Rsengp,

156
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sara ¢ I'angolo della tangente alla curva meridiana coll’ asse 2, e le formole

2
, r=Rseng z=Rf@—s—<Pd'p=R
sen ¢

log tg % % - cos ¢

ci daranno le coordinate di un punto della curva in funzione del para-
metro ¢.

Alla curva rappresentata da queste equazioni, che ha 1’asse delle 2
per assintoto e gode della proprietd che la porzione della sua tangente,
intercetta fra il punto di contatto e 1’assintoto, & costantemente eguale
ad R, si da il nome di ¢raftrice. La proprietd ora citata si pud riscon-
trare direttamente sulla equazione della curva, come anche dedursi dal
fatto che la curvatura geodetica dei paralleli nella corrispondente super-

ficie di rotazione & costantemente eguale a ]15—{ (Cf. pag. 224). Questa

superficie prende il nome di pseudosfera ed & la piit semplice forma di
superficie pseudosferiche (V.

Frg. 1.2 — Pseudosfera.

Caso II. Tipo ellittico. Per ottenere una superficie reale bisogna
supporre

A
g<!

e ponendo A = R sen o, il massimo valore per cosh = sara

1 e pero il
R sen o P

raggio r del parallelo oscilla fra

r=20 e r=Rcosa.

Quando r=0, & r

Sy Senae perd tutti i meridiani incontrano in »==0

() La presente figura e le due seguenti sono tolte dal catalogo dei modelli
costruiti da L. BriLr, a Darmstadt.
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I’asse di rotazione sotto 1'angolo «; questo punto & un punto conico
della superficie.

Le coordinate di un punto della curva meridiana si esprimono per
funzioni ellittiche di un parametro t, col modulo %= cosa. Poniamo
infatti

senh == ch—, cn (t, k)

ed avremo
T H
r=Rkenr, z=Rk"f sn%dr:R’Kr—Z(r); ,
0 .

essendo o
26 =5;

la funzione di Jacobi e H, K le note costanti della teoria delle funzioni
ellittiche. Il tratto della curva da t=10 a t=2 K & rappresentato nella
figura IT); quando t aumenta di 4 K la curva si riproduce periodica-
mente. La superficie di rotazione corrispondente consta di infinite parti
congruenti per traslazione lungo I’asse; i paralleli massimi di raggio
r==R cosa sono di regresso per la superficie, poiche¢ i punti ==2 m K
(m intero) sono cuspidi del meridiano.

F1e. 2.2 — Superficie pseudosferica di rotazione del tipo~ellittico.
Caso I1I. Tipo iperbolico. In questo caso abbiamo

dr X i
)\coshR W Rsenhﬁ ;

il massimo valore che assume u nel tratto reale della curva corrisponde

Sy
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a senh% = I%' , e il raggio del parallelo oscilla fra il minimo A e il mas-
simo VRF -+ A% .
Ponendo qui
R P—
\/ RPN

esprimeremo le coordinate di un punto mobile sulla curva per funzioni
ellittiche del parametro t colle formole

q__dn(r,k)
R ¥

ko, cosh

R

9‘=—IB

dnz , z=%t%t—Z(t)t .

La forma della curva da t=0 a t=2K & rappresentata nella
figura 8.!); quando t aumenta di 2 K, la curva si riproduce periodica-
mente. I paralleli massimi corrispondenti a = 2m K (m intero) sono
di regresso per la superficie e quelli minimi corrispondenti a t=(2 m+-1) K
sono geodetiche.

Fie. 8. — Superficie pseudosferica di rotazione del tipo iperbolico.

Le tre forme di superficie’ pseudosferiche di rotazione ora consi-
derate sono fra loro distinte, né & possibile applicare una di esse sopra
un’altra di specie diversa in guisa che i paralleli si distendano sui ppral-
leli. Per accertarsene basta osservare che nel tipo parabolico i paralleli

sono a curvatura geodetica costante I—I{ , el tipo ellittico la curvatura geo-

detica dei paralleli & >I_1i e nel tipo iperbolico invece <C 1—1{ . Perd stdnte

il teorema generalé (8. 100), ogni superficie pseudosferica di raggio R &
applicabile sopra ciascuna delle superficie I) II) III). Volendo considerare
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pilt da viciio questo modo di deformazione di ogni superficie pseudo-
sferica a superficie di rotazione, faremo le osservazioni seguenti:

a) Sopra una superficie pseudosferica S si tracei un orieiclo e si
considerino le geodetiche ad esso ortogonali. Per flessione potra darsi
alla superficie la forma di una pseudosfera, di cui le geodetiche segnate
diventeranno i meridiani.

b) Sulla superficie pseudosferica S si segni un punto P e si con-
siderino le geodetiche uscenti da P e i circoli geodetici ortogonali; as-
sumendo i parametri «, v come a pag. 224, avremo

dst = du® - R? senh? % it .

Confrontando coll’ elemento lineare della superficie di rotazione del
tipo ellittico
%,

ds} = du? 4 A* senh® R i,

otterremo per le formole d’applicabilita

U =u, -R V=0,

Ne risulta che quando alla longitudine v, nella superficie di rotazione
II), si fa compiere un intero giro da 0 a 2 w, I’angolo » percorre I'in-
tervallo fra v =0 e v = 2« sen & < 2 =. Basta dunque una porzione di
S intorno a P per ricoprire interamente una falda della superficie II).
Inoltre la parte di S al di 13 del circolo geodetico di raggio

u = sett cosh (L)

sen a
non ha corrispondente sulla superficie (II); la porzione di S attorno a P,
alla quale si pud dare la forma di una falda della superficie II), & dunque

limitata da un settore geodetico.

¢) Nel caso delle superficie III) del tipo iperbolico il parallelo minimo
¢ una geodetica e potremo quindi applicare una superficie pseudosferica
qualunque S sopra la III) in modo che una geodetica arbitraria g di 8
si distenda sul parallelo minimo. La parte di S, che si applichera effet-
tivamente sopra una falda della IIT), & racchiusa da una striscia limitata
da due linee geodeticamente parallele alla g ed equidistanti da essa, le
quali dopo la deformazione diventano i parallei massimi (di regresso)
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della zona. Nel senso della geodetica g la striscia & poi limitata da due
geodetiche ortogonali a g, le quali si riuniscono dopo la deformazione in
un solo meridiano della zona. La lunghezza e la larghezza dela striscia
dipendono solo dal raggio che si vuol dare al parallelo -minimo.

§ 104.

Superficie con o ! applicabilitd in s2 stesse.

La proprietd fondamentale delle superficie a curvatura costante, che
abbiamo dimostrato al § 100, pud enunciarsi dicendo:

L’ elemento lineare di ogni supérﬁcie a curvatura costante ammette ©*
trasformazioni in s& medesimo.

Domandiamo ora se esistono altre superficie che ammettono flessioni
continue in s& medesime. Se queste flessioni costituissero una doppia in-
finitd, ogni punto della superficie, disponendo dei due parametri della
trasformazione, si potrebbe trasportare: in qualunque altro punto (di una
conveniente regione) e, pel teorema di Gauss, la superficie sarebbe a
curvatura costante e le flessioni sSupposte costituirebbero una tripla
anziché una doppia infinita.

Ora & chiaro che ogni superficie applicabile sopra una superficie di
rotazione ammette una flessione continua in sé medesima, corrispondente
alla rotazione della superficie su cui & applicabile attorno all’asse.

Importa osservare che sussiste il teorema inverso: '

Ogni superficie S, che ammette una flessione continua in s¢ medesima,
¢ applicabile sopra una superficie di rotazione. In sostanza questo teorema
risulta gia dalla discussione al §. 99, poiche ivi si & visto come le formole
d’applicabilita di due superficie S, 8’ possono contenere un parametro
arbitrario nel solo caso che le S, S’ siano applicabili sulla stessa super-
ficie di rotazione. Ma possiamo dimostrare nuovamente la proprieta colle
considerazioni geometriche seguenti. Se la S & a curvatura costante, il
teorema & gid provato dalle ricerche dei numeri precedenti. In caso
contrario, durante la flessione continua supposta, le linee L di egual °
curvatura

K = costante

dovranno, pel teorema di Gauss, strisciare sopra s¢ medesime. E poiché
tale flessione dipende da un parametro variabile con continuitd, ogni



SUPERFICIE CON DEFORMAZIONE CONTINUA IN SE MEDESIME 281

punto di una linea L pud trasportarsi in qualunque altro punto della
linea stessa; ne risulta che le linee L sono a curvatura geodetica costante.
Inoltre le linee geodeticamente parallele ad una linea L, durante la detta
flessione, strisciano pure evidentemente sopra sé medesime. Da queste
considerazioni segue facilmente il teorema enunciato, e invero sussiste
la. proprieta:

Se una superficie S possiede un sistema di linee L geodeticamente pa-
rallele e a curvatura geodetica costante, essa & applicabile sopra una su-
perficie di rotazione, i cui paralleli sono le deformate delle linee L.

Prendasi infatti a sistema coordinato quello formato dalle linee L
(u=costante) e dalle geodetiche ortogonali (v==costante); 1’elemento
lineare prendera la forma

as* = du® + G dv®.
Ora & per ipotesi ’
1 _3lg VG
r 3 — ¢,
onde
VG=TV,

essendo U funzione di 4 e V di v. Ponendo

de7)='vl,

si pone in evidenza I'elemento lineare

ds* = du* + U* dv}}

di una superficie di rotazione.

§. 105.
Superficie di rotazione applicabili.

Consideriamo ora alcuni semplici esempi di superficie applicabili e
in primo luogo cerchiamo se due superficie di rotazione S, S, possono
essere applicabili 1’una sull’altra.

Dal teorema di Gauss segue anzitutto che i paralleli di S si disten-
deranno sui paralleli di S,, e quindi anche i meridiani sui meridiani.
Naturalmente fanno eccezione le superficie a curvatura costante, ma le
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considerazioni seguenti valgono anche per queste superficie, quando si
aggiunga la condizione che i paralleli dell’una si distendano sui paral-
leli dell’altra. v

_ Se I'elemento lineare di S & dato da

ds* = du® - »* &
e quello di S, da
dst = duy + i dv}, -

potremo fare senz’altro w, = u, contando gli archi meridiani da due
paralleli corrispondenti. Per trasformare i due elementi lineari 1'uno
nell’altro, converra porre v, = v, (v), determinando questa funzione dalla
condizione

dv
r'(“)d_vl =7 (u).
Di qui risulta
="k , v,= %(k costante arbitraria) .

Se adunque r = ¢ (u) & I'equazione del meridiano di S, le coordinate
del meridiano di S, saranno date da

r=ke W , z=f\/1——k’tp”‘(u)du.

Ne segue: Ogni superficie di rotazione pud deformarsi in ' modi,
conservandosi - superficie di rotazione. '

Consideriamo pit da vicino il modo d’applicarsi della S, sulla S. Se
supponiamo % <Z 1, la formola

v=k’01

dimostra che quando la longitudine », ha compiuto un intero giro su S,
diventando eguale a 2 =, la longitudine v diventa

v=2kz<2m.

Dunque, applicando Ia S, sulla S, questa non ne resta interamente
coperta, ma viene a mancarne una porzione (fuso) compreso fra due me-
ridiani, i cui piani formano un angolo di ampiezza eguale a 2 = (1—F).
Per distendere S, sopra S, conviene quindi tagliare S, lungo un meridiano
ed aprirla deformandola in guisa che gli orli del taglio diventino sopra S
due meridiani distinti. Se si osserva che la curvatura geodetica dei pa-
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ralleli e la curvatura totale della superficie non variano nella deformazione,
si vedra subito che in due punti corrispondenti la curvatura del meridiano .
di 8 supera quella del meridiano di S,.

Alcaso s >1 corrisponde evidentemente la deformazione inversa di S
in §,, per la quale conviene togliere da S un fuso, ristabilendo poi la
continuitd della superficie col riunire per deformazione in un solo i due
meridiant del fuso tolto. E poi da osservare che ad un punto del meri-
diano di S corrisponde un punto reale del meridiano di 8, finche % ;Z—Zg <1,
cid che sempre avviene se k¥ <C 1. Ma quando %> 1 i paralleli, cui cor-

1..dr .. . R .
% di Zl% , limitano sopra S una zona, che & la porzione

di S effettivamente applicabile sopra S,. Dopo la deformazione, i paralleli
estremi di questa zona diventano paralleli di regresso per S,.
Come esempio, consideriamo le deformazioni delle superficie di rota-
zione a curvatura costante.
a) Per la sfera di raggio wumo si pud assumere.

risponde il valore

r=CO8u%

e le coordinate dei meridiani deformati sono date dalle formole
r=1=Fcos u , z=f\/1 —Psen® udu.

Possiamo esprimerle per funzioni ellittiche di un parametro . Percio,
se k<C1, poniamo cos » =cn (r, %) e avremo

r=kenc , z=(1 —II;{X)@—}- Z (z);

se £ > 1 cangiamo % in 1’; e ponendo

co8 % ==dn (t, k)
avremo

dnc H 1
] T’ z—(k-—-K—k)t +EZ(‘U).

Nel caso di 5<C1, si otterrd una superficie a forma di fuso, i cui
meridiani incontrano I’asse in un punto (conico per la superficie) sotto
I’angolo « = arc sen 4. Nel caso k> 1 si ha una zona limitata a due
paralleli minimi di regresso. Le tre figure seguenti rappresentano appunto
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‘le superficie corrispoﬁdenti ai tre casi. Sulla intermedia, sfera, & segnata
_la zona che’ si applica sulla superficie della fig. 6.

f E=1
N

Fic. 4.2 Fia. 5.2 — (Sfera).

Fi6. 6.

L]

b) La pseudosfera gode della singolare proprieta che tutte le sue
deformate di rotazione coincidono colla pseudosfera stessa, come risulta dal-
. . . - 1

I’ osservazione che la curvatura geodetica dei paralleli & costante =R
Nel caso del restringimento dei paralleli (¥ < 1) il parallelo massimo (di
regresso) diventa un parallelo minore e resta cosi scoperta la zona com-
presa fra questo parallelo e quello massimo. Nella deformazione inversa
un parallelo minore diventa il parallelo di regresso; ma per effettuare
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questa deformazione occorre prima tagliare dalla pseudofera la zona com-
presa fra questo parallelo e il parallelo attuale di regresso.

La deformazione delle altre due classi di superficie pseudosferiche di
rotazione conduce a superficie del medesimo tipo, variando nel caso. delle
superficie del tipo ellittico I’angolo d’apertura al vertice (punto conico)
e per quelle del tipo iperbolico il raggio del parallelo minimo.

§. 106.

Elicoidi e teorema di Bour.

11 risultato del §. 104 consente un’immediata applicazione ad una
importante classe di superficie, che diconsi elicoidi. Sono queste le su-
perficie generate da una curva piana o a doppia curvatura, dotata attorno
ad un asse e parallelamente a questo di un doppio movimento rotatorio
e traslatorio, il rapporto delle cui velocita sia costante. I varii punti
della curva generatrice descrivono altrettante eliche circolari, aventi per
asse comune 1’agse dell’elicoide e tutte del medesimo passo. Se osser-
viamo che il moto elicoidale, col quale la superficie & stata generata, fa
strisciare I'intiera superficie sopra sé medesima, bastera applicare il
teorema del §. 105 per ottenere I’elegante risultato dovuto a Bour:

Ogni elicoide ¢ applicabile sopra una superficie di rotazione; le eliche
si distendono sui paralleli.

E chiaro che la superficie di rotazione & ricoperta infinite volte dal-
I’ elicoide, ogni elica avvolgendo infinite volte il corrispondente parallelo.

Diamo ora una dimostrazione diretta di questo teorema, per trovare
altresi le effettive formole dell’ applicabilita. Osserviamo per cid che con-
ducendo un piano per I’asse si produce nell’elicoide una sezione, e se a
questa sezione (profilo meridiano) si da attorno all’asse il moto elicoidale
che ha generato la superficie, la sezione stessa descrivera I’ elicoide. Un’e-
licoide ¢ individuata, se viene assegnato il suo profilo-meridiano e il pa-
rametro del .moto elicoidale.

« Preso per asse delle 2 1'asse dell’ elicoide, e indicando con ¢ la di-
stanza di un punto del profilo meridiano dall’asse, sia

2= (p)

I’equazione del profilo meridiano. Indichiamo poi con » I'angolo di cui
ha rotato, dopo un tempo qualunque, il piano del profilo meridiano e con 7
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il rapporto della velocitd di traslazione a quella di rotazione. Le coor-
dinate z, y, 2 di un punto mobile sull’elicoide saranno date in funzione
di p, v dalle formole

Z=pcosv , y=psenv, 2=0 ()t mo,
da cui

d8’=3 1+¢%() l di* + 2m ¢ (¢) dp dv + (¢ + m') do”.

Cangiamo le linee coordinate », ponendo

¢ (o) dp
o+ m’
essendo % una costante arbitraria, e ne risultera

v=k'01-—_'m

ds* =

[ 99/2 (9) 2 2
1+ EEO] 4 ) ot

Paragonando questo elemento lineare con quello

a={14+¢ 0| a+ra

di una superficie di rotazione, di cui
g=1{(r)
sia I’equazione della curva meridiana, li potremo identificare, ponendo fra
r, ¢ (), p, ¢ (o) le relazioni
1.2 —_ kz (92 + m2)

n dr\® ¢ ¢ ()
Ltvol(f)-1+55a.

Queste formole dimostrano di nuovo il teorema di Bour; di pii si vede
che presa ad arbitrio un’ elicoide o una superficie di rotazione, si potranno
trovare con quadrature le superficie di rotazione o le elicoidi su cui sono
applicabili. Nel primo caso, eliminando p, si avra infatti ¢’ () e nel secondo,
eliminando », si otterrd ¢’ (p).

©)

§. 107.
Elicoide rigata d’area minima ed iperboloide rigato.
Applichiamo le formole (8) a due semplici esempi.

1.0 Il profilo meridiano sia una retta perpendicolare all’ asse; 1’ eli-
coide generata & U elicoide rigata & area minima gia considerata al §. 24
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¢. I. Avremo allora nelle (8) ¢’ (p) = 0, quindi

oy (9\ r
1+¢ (’)—(d—r)—ﬁ(ﬁ:m—%

¢ prendendo la costante arbitraria %=1, risulterd

oy [
s=¢ (= /\/r’—m’

ed eseguendo la quadratura

14
¥ =1m cosh— .
m

La curva meridiana & adunque una catenaria comune, avente per
direttrice 1’asse di rotazione.

La superficie di rotazione corrispondente dicesi cafenoide. Le genera-
trici dell’elicoide si distendono sui meridiani e 1'asse p=0 diventa il
circolo di gola r=m del catenoide.

2.0 1l profilo meridiano sia una retta inclinata sull’asse di un
angolo o; la sua equazione sard

2==p cot a
e ponendo nelle (8)
¢ (p) =cot a,

risultera
2 2 2
. . 14 q’lg MN=i14 a k’:r: Joot'e k’(rzjksm’)
¢ ponendo
k=cota,
avremo -
tgor

O e

L’equazione del meridiano della superficie di rotazione & adunque

z=tgo Vr—micot’a,
cioé .
T f
mtcot? « mP
La superficie di rotazione & quindi un iperboloide di rotazione ad
una falda. Facilmente si vede che 1'asse p=0 dell’elicoide si distende sul




238 cAPITOLO VII. — §§ 107, 108

circolo di gola dell’iperboloide e le generatrici dell’elicoide sulle gene-
ratrici di un sigtema dell’iperboloide.

§. 108.
Il secondo problema dell’applicabilita.

Passiamo ora a trattare del secondo e pil importante problema
della teoria dell’applicabilitd, che consisterebbe nel: Trovare futte le
superficie applicabili sopra una superficie data, ovvero: Trovare tutte le
superficie con assegnato elemento lineare.

Questo difficile problema non si sa risolvere completamente che in
pochi casi particolari, che verranno considerati nel seguito di questo
trattato. Pero i teoremi generali sulle equazioni a derivate parziali per-
mettono di stabilire dei risultati generali molto importanti relativi al
problema enunciato. E di questi appunto vogliamo ora occuparei, per
quanto lo consentono i limiti di brevitd che ci siamo imposti (V.

Un primo modo di trattare il problema attuale risulta naturalmente
dalle formole fondamentali della teoria delle superficie (cap. IV). Essendo
assegnata la prima forma fondamentale

Edw+2F dudv + G &* ,

ad ogni superficie col dato elemento lineare corrisponderd una seconda
forma fondamentale

Ddu*+ 2D dudv+ D" &,

e le funzioni D, D', D” dovranno soddisfare alle equazioni (III), (IV) §. 56
(pag. 119), cioé alla equazione di Gauss e alle due equazioni di Codazzi.
Viceversa, se D, D/, D” sono tre funzioni di #, v che soddisfano alle tre
citate equazioni, esiste una superficie corrispondente coll’elemento lineare
assegnato, e la sua effettiva ricerca dipende ulteriormente da un’equa-
zione di Riccati.

Cosl p. e. se prendessimo 1’elemento lineare di una superficie di ro-
tazione ‘

ds* = du* -+ ¥ dv*

@ 11 lettore trovera nel tomo III delle lezioni di Darboux p. 263 ss. una
trattazione completa del problema.
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potremmo soddisfare alle citate equazioni fondamentali prendendo
D, D', D” funzioni della sola w. Le superficie applicabili sulle superficie
di rotazione, che cosi troveremmo, sarebbero appunto le elicoidi §. 106 (¥,

§. 109.

Equazione a derivate parziali pel secondo problema.

Ben pii importante del metodo precedente e quello che ora passiamo
ad esporre, fondandoci sul risultato ottenuto al §. 69, e precisamente
sulla equazione (B), pag. 146. '

Per ogni superficie

xzx(“’”) ’ y=y(u,v) » ’9:5(“’7))
coll’assegnato elemento lineare
9) dz* + dy* + d2* = E du® + 2 F du dv - G dv*

lequazione ora ricordata insegna che ciascuna delle tre funzioni inco-
gnite z,y, ¢ soddisfa alla equazione a derivate parziali del 2.° ordine

(10) Apz=(1—A2) K,

i cui coefficienti sono appunto formati con E,F, G e le loro derivate
prime e seconde (¥, '

®) Per dimostrarlo basta osservare che in questo caso tanto la prima quanto
la seconda forma fondamentale ammettono la trasformazione continua in sé
medesime ;
‘ w=wu , v=wv--costante

e percid la superficie, ammettendo un movimento continuo in s&¢ medesima, &
un’ elicoide.
® Se, usando delle notazioni di Monge, si indicano con p, g; 7,s,¢ le de- '
rivate prime e seconde della fanzione incegnita, 1’equazione si scrive
2
)=

o) (o1 )=~

1 ;p B P { 2
ed ha la forma lineare di Ampére rapporto a

=K2~EG-—F’ _ [Eq=~2 FPQ+GP”]§

‘rt—s* , rs8t.
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Ora importa osservare con Darboux che I’equazione (10) ha il signi-
ficato seguente:
Se x (u, v) ne é una solusione, la forma quadratica

Edi +-2F dudv + G dv* — da* =
oz @ ox dx
,=§E (a)gd +2€ aa%dd-{-

avra la cuwrvatura nulla.

o )
(a ) ( @
Per dimostrarlo nel modo pit semplice si faccia

= , F=0,

il che evidentemente & lecito per la proprietd invariantiva della nostra
equazione. La (10) diventa allora :

1)

e, sostituendo ai simboli di Christoffel i loro attuali valori

222 _ 112}2=G(E_1) K

%11‘__1_8_E ’122 1 OE 22 1.9
T 2E %’ 2E v’ T 9E u’
si ottiene

3E 3G | [(3E .

5;@-+( )+4EG(E 1)E=0.

Ora in coordinate ortogonali si ha (§. 43, pag. 93):

2 )] o [BE ] -

FE | @ G}

(11) 4EGK=E

e la precedente, moltiplicata per G, si scrive
oE 3G JE oG 9G\?
G[8u8u+< )J+E(E 1)[31)3'0 (a‘d)]*’

+GE— 1)[§E§S (gif)]—wem D53 + 5] =0
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Sopprimendo i termini che si distruggono e dividendo per E, si ot-

tiene 1’equazione equivalente
2 .
9E oG G\ oG 3E 9E\?
<<E“1)[%5; + (a_u)] +@ [3725& + (55)] -
FE | G
—2(E~1)G[§v~,—|— 5@7}=0 ,

la quale, secondo la (11) stessa, esprime appunto che la forma
(E-1) dw* + G d®

ha la curvatura nulla. v

Cio premesso, supponiamo di conoscere una soluzione z (, v) del-
I'equazione (10) e vediamo se esistera una superficie reale corrispon-
dente coll’assegnato elemento lineare. La forma differenziale

12) Eduw -+ 2F du dv + G d* — da®

essendo allora a curvatura nulla, perche esistano die altre funzioni reali
-y (u,v), #(u,v), che soddisfino la (9), & necessario e sufficiente che la
(12) sia una forma definita, cioé si abbia

m- G| oG] - [P -% 3>

A,,x<1.

Qvvero

Supponendo questa condizione soddisfatta, si avranno y, # per qua-
drature (§8. 37 e 93); e manifestamente y, # saranno determinate a meno
di una trasformazione di coordinate.

Dunque: Ad ogni soluzione reale x (u,v) dell’equazione (10), che sod-
disfi inoltre alla diseguaglianza A, x <1, corrisponde una ed una sola
superficie reale coll’ assegnato elemento lineare. Nota la detta solugione, la
corrispondente superficie si avra per quadrature.

§. 110.
Indeformabilitd della superficie con una linea rigida.
Occupiamoci ora della questione seguente: FEssendo data una super-
ficie S e una curva I tracciata sopra di essa, puo flettersi la superficie,

senza deformare la curva?
© 16
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Nell'ipotesi affermativa, sia S, una delle forme che assume S per
flessione, restando rigida I': potremo supporre la configurazione S, della
S cosl vicina .alla iniziale che le normali ad S,, S lungo I' siano vicine
fra loro quanto si vuole. Ma allora, se si osserva che I' ha la medesima
curvatura geodetica sopra S, e S, e si ricorda la relazione che lega la
curvatura geodetica coll’assoluta (§. 84), si concluderd subito che lungo
T le normali ad S,, S coincideranno.

Ora prendiamo per semplicitd su S (e S,) un sistema coordinato or-
togonale (u, v), e sia

v=20

I'equazione della curva I'. Indichiamo coll’apposizione dell’indice 1 le
quantitd relative alla 8,, ed avremo evidentemente:

x1=w 5 y1=y 3 zl=z
oz, dx dy _ dy 0z oz

du  w’'.ou  w’ wm O
o, dx dyp _ Y 9 _ 3

W W W
X1=X_ Y1=Y Z1=Z

per v==0.

Ora, se consideriamo p.e. z,, , esse sono soluzioni della medesima
equazione a derivate parziali del secondo ordine (10), che coincidono nei
loro valori e in quelle delle loro derivate prime per »=0. Se proviamo che
anche le tre derivate seconde di x, coincidono con quelle corrispondenti di
x per v=0, in ordine ai teoremi generali sulle soluzioni delle equazioni
a derivate parziali (M, sard dimostrato che #,, z coincidono per tutti i
valori di u, . Lo stesso potendosi ripetere per v, y; #:, 2, ne seguird
che 8;, S coincidono. Ora dalle condizioni iniziali

w T g PV
segue intanto
Oz Px Pm Pz —0
% R mov dmaw PEFVTY

Le formole fondamentali (I} §. 55, pag. 116, della teoria delle super-

) Cf. p.e.GOURSAT. — Legons sur Uintégration des équations aux dérivées
partielles du premier ordre, p.° 22.
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ficie dimostrano in conseguenza che si ha
D,=D , D,=D, perv=0.

L’eguaglianza
D D” - D,2 = Dl D”l _ D,f 3

fattovi v =0, di quindi
DD'"=DD", , per v=0 .

(D”‘) -0 (Dﬂ)v=o ’

a meno che non sia (D),—, = 0. Escluso questo caso, dalla terza delle
citate formole (I) §. 55 segue appunto, come si voleva provare

Ne segue

o, Sz

W e PrU=0,

e perd S;, S coincidono.

Nel caso escluso, (D),., =0, la linea v =0 & una linea assintotica
di S; possiamo dunque enunciare il teorema: Se di una superficie fles-
sibile S si mantiene rigida una curva I, la superficie non si pud defor-
mare, @ meno che la curva I' non sia una linea assintotica di S.

Nel caso che la linea I' sia una linea assintotica, ulteriori proprieta
delle equazioni a derivate parziali, le quali qui non possono che venire
accennate, dimostrano che & effettivamente possibile deformare la su-
perficie senza deformare la curva. E questa una singolare proprietd delle
linee assintotiche, per la quale esse diconsi anche linee di piegamento.
Questa proprieta, che le distingue da ogni altra linea della superficie, di-
pende propriamente da cio che: Sopra ogni superficie S le linee assintotiche
sono le caratteristiche dell’equazione a derivate parziali (10), da cui di-
pende la deformazione di S (V).

@) Scritta la (10) sotto la forma

®(r,s t)=0
della nota al numero precedente, 1'equazione differenziale delle caratteristiche
o0 20 o9
T duwr — 2 9% dv? —
% dw R du dv + o v 0,

per le (I) §. 55, diventa appunto 'equazione differenziale delle assintotiche
Ddu?+ 2D du dv + D" de? = 0
(Cf. DarBOUX, t. III, pag. 252).
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§. 111,

Deformazione della superficie con assegnata deformata di una curva.

Il teorema ora dimostrato rende naturale la domanda:

« E possibile deformare una superficie S’ in guisa che una curva asse-
ghata C sopra di essa assuma una forma prestabilita T ?

Osserviamo in primo luogo che, se la deformazione cercata & possi-
bile, la curvatura assoluta di I' dovrad in ogni punto essere maggiore, o
tutto al pit eguale, alla curvatura geodetica di C nel punto corrispon-
dente. Supponiamo questa condizione soddisfatta, ed anzi intendiamo per
ora escluso il caso dell’eguaglianza della curvatura assoluta e geodetica
di T, ché allora la I' sarebbe assintotica sulla superficie deformata.

Nell’ipotesi che esista la deformazione richiesta, sia S la superficie
deformata, sulla quale prenderemo un sistema coordinato ortogonale (u,v)
come al numero precedente, tale che la curva I sia la la v =0. Fissiamo
inoltre per maggior chiarezza che il parametro w sia Uarco di I contato
da un suo punto fisso, talché avremo

E=1, per v=0.

Indichiamo con s I'angolo di cui deve rotare, in verso positivo, nel
piano normale a I', la direzione positiva della normale a S per sovrap-
porsi a quella della normale principale di I'. Ritenendo per la curva I’
le solite notazioni della teoria delle curve (c. I), avremo cosi, per v=0:

ox oy %
Oﬂ—a—u,ﬁ——@,'{—é&

&=cos<sX—senc—vljaﬁ, nzcosoY-—senc—l—g‘z

G VG & ’
v
18 {=cos0Z—sens— —
A= —cosc—1: % _ sencX , p=—CoS 6 L_ %—sencY,
VG VG ¥

1 9%
V= —cpscf%~sencz.
Ve
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Ora si ha

2

-+ et
colle analoghe per v,z e poiche ’
a9 P~ (%E) oY - nZ—(d) L

2E ujv—=0 (2 Jo=0 2G8v_p,,u—_—o\/(}’
dal confronto colle (13) deduciamo _
(15) D80 , _1_=__‘seno.
p fo p

La seconda di queste, essendo note la curvatura assoluta ;— e la geo-

detica 1 di I', da per 'angolo incognito o due valori supplementari.

[ »
Intendiamo preso per o uno di questi due valori, ciascuno dei quali
condurri effettivamente ad una corrispondente superficie S (Y, e dalle (13)

dx dy e .
per i valori iniziali (per v=0) di % 30 3 avremo:
g“:;«:-—— VG (¢ sen s + X cos o)
%
(16) %—-—VG(qsencﬁ—pcoss)
oz /N
%=—\G(Esenc+vcosc) .

Converrd anche notare i valori di X, Y, Z lungo I', che sono
X=¢coss —Asgens
(11%) Y=1rcosc—psenc
Z=1{_cosc—v senc.
Ne risulta che per queste tre soluzioni della equazione (10)
Db =01 —A0K |
) Che il problema proposto abbia per tal modo due diverse soluzioni non
contraddice al teorema del §. 110, poiché le due superficie S, che cosit si otten-
gono, sono bensi applicabili 1'una sull’altra, e la curva T nella deformazione

continua dell’una superficie nell’altra riprende bensi in fine la forma che aveva
in principio, ma cangia di forma negli stati intermedii.
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conosceremo anche i valori iniziali (per v=0) delle funzioni stesse e
delle derivate parziali seconde

Pz ¥ Ty ¥y Fe Fe
ut ’ Judv’ 0w’ Budv’ ' udv’

L’equazione a derivate parziali (10), cui soddisfano, fornira poi al-
meno per una di esse i valori delle derivate seconde
Pz y e

0 W’ W’

poiché in caso contrario, dovrebbero annullarsi per »=0 la espressione
2

%;—311 g—g— Hg aa%, colle due analoghe per ¢, 2. Ma queste, colla sosti-
tuzione di valori iniziali, ed avendo riguardo alla seconda delle (15),
diventano

%(&cosa Asen o) , -—(—««(qcosa—p.seno), —Og--f(ﬁcosc—-vseno)

n . . .
e solo nel caso esclusos =3 Dossono simultaneamente annullarsi. Senza
alterare la generalitd, potremo dunque supporre
() Ecosc—hsenc+0;

allora di quella soluzione z, (x, v) della equazione fondamentale (10),
che soddisfa alle condizioni iniziali

o, oz —
® =, =0, —=—1G(Esenc+hcoss) perv=0,

ou v
verranno perfettamente fissati anche i valori iniziali delle tre derivate
seconde e per cid essa esisterd e sard pienamente determinata. D’al-
tronde, se calcoliamo il valore di A, x, per »=0, troviamo.

Az <3x1) Tg (axl) =o’ + (Esens + k cos o)’ =1 — (€ cos 5 —A sen o)’

ed & quindi a causa della (a), A; 2, << 1 per v=0. Essendo 4, z, funzione
continua di «, v, se ne conclude che, in tutto un campo finito a due
dimensioni per #, v, risulterd A, z; <71 e percio (§ 109) alla soluzione z,
della (10) corrispondera una superficie S, pienamente determinata di
forma coll’elemento lineare assegnato,
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§ 112.

Verifica’ relativa alla superficie deformata.

Dopo la discussione del § precedente altro non resta che verificare
come la superficie S, cosi trovata soddisfi veramente alla condizione
richiesta, cioé sulla S, la curva C, di equazione v=0 sia congruente
coll’ assegnata curva I'; a tale oggetto converrd dimostrare che C, e T
hanno, ad eguale arco u, eguale flessione ed eguale torsione (§ 8). Indi-
cando coll’indice 1 gli elementi relativi alla S,, dalle osservazioni al §
precedente risulta intanto che per v =0, cioé lungo C,, i coseni di dire-
zione della normale a S, saranno dati dalle (16) e quindi in partico-

lare sara
X;=£&coss—Asens, perv==0.

Ora, se nella equazione

oz,

oz ;11
+ e + D X,

ale_gu oz,
ou

(1

poniamo v =0 e sostituiamo i valori iniziali corrispondenti, troviamo

—i:——l- (Esenc— Aseno) + D, (§cos s —Aseno),
ovvero per la seconda delle (15):

e (Ecos s—A sen ) = D, (€ cos s —A sen o)

ed osservando la (a):

D1=&Ps°, perv==0.
N ) 1 seno
Ma (D)), & la curvatura normale della v=0 ed essendo —P—==— p
v /]
la curvatura geodetica, il quadrato della flessione Pl della C, sara
1
1 1 1
—_— == I)2 — = =,
A=t a=e
e qmnd1;=% , cioé le due prime curvature di C, e I sono eguali ad
1

eguale arco. Per dimostrare poi che lo stesso accade per le due torsioni
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e | B

,11—, , = ricordiamo che, secondo le formole del § 92 (pag. 202), si ha
1

1 1 _do_ Dy do
T, T, du VG du *
Ora, derivando rispetto ad u la relazione (8)

0
—xl'——\/G(&senc-{—)\cOScs),

col ricordare le formole di Frenet, otteniamo:

Pm_ VG = do
M Hpe g, Eseno+hcos 5) ~ VG (¢ cos 5 — A sen 6) =+

T perv=0.
D’altronde facendo » = 0 mella formola generale

or, 12
T 3

-+ VG sen 6 (%—{—T) —VGeoss &

awl

2
le_sw —|—D’X,,

dudv
coll’osservare che si ha

‘12 13E_ VG _VGsens 12§ 136 13VG
1lom0" 2E%  p»  p 12{T 2Gaw VG du ’
. B P ) oz,
e ricordando i valori iniziali di B =% —~ VG (¢sens + X cos o),
=£ 08 6 — A sen 5, si ottiene:
o, _ SVG VG sen o , . a
3030 v (Esens + A cos o) + a+D’ (Ecoss —ksens), perv=0.
Questa formola, paragonata colla (y), ci da
— ds 1 ,
VG (§COSG—)\Sen6)(d—u +T>-_ -D’;(Ecoss—Aseno),
quindi, sopprimendo il fattore non nullo §cosc—Asenc
1__D:i_do
T VG du
onde appunto 1 1— Abbiamo cosi dimostrato il teorema:

T, T
E possibile (in due modi differenti) deformare una superficie S in
guisa che una sua curva C assuma una forma arbitrariamente prestobilita
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I, pwrche la prima cwrvatura di T sia in ogni punto maggiore della cur-
vatura geodetica di C nel punto corrispondente. ‘

§. 118.

Deformazioni speciali.

Resterebbe ora da considerare il caso escluso che la curvatura asso-
luta di I' sia eguale alla curvatura geodetica della sua forma primitiva.
Allora & facile vedere che la curva I' non puo piu prendersi ad arbitrio
perché, supposta possibile la deformazione, la T riuscird assintotica sulla
deformata e la sua torsione (pel teorema di Enneper) dovra essere eguale

in ogni punto a V-K , indicando K la curvatura delle superficie. In tal
caso il problema proposto si cangia adunque nell’ altro. Deformare una
superficie in guisa che una sua curva C assegnata diventi assintotica dopo
la deformazione.

Per quanto sopra si & detto, la nuova forma I' che dovra assumere
C resta pienamente determinata, venendosi cosi a conoscere le equazioni
intrinseche di I. Qui ci limitiamo ad enunciare il risultato che la defor-
mazione richiesta & sempre possibile e pud quindi (§. 110) effettuarsi
in infiniti modi. .

Ritornando al teorema generale stabilito al § precedente, possiamo
osservare che da esso segue 'altro: Si puo deformare in infiniti modi
una superficie S in guisa che una sua curva assegnata C diventi linea di
curvatwra sulla superficie deformata. Per assicurarcene osserviamo che
bastera scegliere la deformata I' di C in guisa che lungo I' abbia luogo
la proporzione

dx : dy : de=dX : dY : dZ,
la quale, avuto riguardo alle (16%), di semplicemente (Cf. §. 92)

d _ 1

dw T°
Si potrd dunque assumere ad arbitrio la funzione s (v) e determinare
poi-la curva I dalle equazioni intrinseche

ds

du *

1 1
p p» S€N o

L
)T"_
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Deformando, secondo il teorema generale, la superficie S in modo
che la C assuma la forma [, questa sara linea di curvatura della super-
ficie deformata. E chiaro che le infinite forme I' assunte da C, quando
diventa per deformazione linea di curvatura, soddisfano all’equazione
differenziale del 1.° ordine fra peT:

-5V
du\p,) T o)

In particolare fra queste infinite forme I" ve ne sono ancora infinite,
per le quali I' riesce linea di curvatura piana. E invero basta in tal caso

T . .
dare a o un valore costante qualunque compreso fra 0 e 5 gli estremi

esclusi. Pit in particolare, se la curva C & a curvatura geodetica costante,
diventando linea di curvatura piana, assumerd la forma circolare.

§ 114.

Deformazioni che conservano le assintotiche di un sistema.

Esaminiamo da ultimo la questione seguente: Pud una superficie S
deformarsi in guisa che le assintotiche di un sistema si conservino assin-
totiche dopo la deformazione?

Nell'ipotesi affermativa, riferiamo la superficie alle sue linee assinto-
tiche attuali (v, v) e supponiamo che le linee « si conservino assintotiche
dopo la deformazione. La risposta alla nostra questione si ottiene fa-
cilmente, ricordando i risultati del cap. V, § 73, relativi alle linee
assintotiche di una superficie. Siano

D,, D, D"

i valori di D, D, D” dopo la deformazione; avremo per ipotesi

) ])I/1 — 0
indi ’
D% D, 1
—_—— = — ———— e —
EG—F ' Vgeom

Le formole di Codazzi, scritte sotto la seconda forma (IV¥) §. 56
pag. 120, danno
2 D, ) %225 D, 2{12} D,

—_ Ty — =0.
a”(VEG—F* 1Y VEG— 1

VEG—F
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Ora si ha, per le formole citate del §. 73:

dlogp {12y 512}
v 23 1§ 2 {1}?
. e perd la precedente diviene:

22

1 1 % Dx =0.

Se supponiamo D, =0, cid significa che anche le linee » si conservano

assintotiche e in conseguenza, mantenendo E, F, G, ¢, f, g i loro valori,
la nuova superficie ¢ identica all’ antica (§. 73).

Se invece
22
1 1 ;= 0
le linee » sono geodetiche e, poiché sono assintotiche, esse S0no neces-
sariamente linee rette (. La superficie & adunque una superficie rigata
e le deformazioni richieste sono quelle, nelle quali le generatrici restano
rigide. Ma per una superficie rigata tale deformazione & effettivamente
possibile in infiniti modi. E infatti rimane soltanto da soddisfare la
prima delle citate equazioni (IV*) §. 56, che diventa

JAE T -
Y\VEG—F* VEG—F?
E chiaro che, se D, & una soluzione di questa equazione, la solu-

zione pilt generale sara
D 19 (u) )

ove ¢ (u) & una funzione arbitraria di w.

Abbiamo dunque il seguente teorema dovato a Bonnet: E impossi-
bile deformare una superficie S in guisa che le linee assintotiche di un
sistema st conservino assintotiche, a meno che la S non sia una superficie
rigata, di cui quelle assintotiche siamo le generatrici rettilinee.

Per una superficie rigata al contrario & possibile deformare la su-
perficie, mantenendo rigide le generatrici; le corrispondenti deformazioni

dipendono da una funzione arbitraria ¢ (u).

() Che una linea C assintotica e geodetica sia una linea retta risulta dall’os-
servare che, in caso contrario, il piano osculatore di C sarebbe ad un tempo
tangente e normale alla superficie. Viceversa, ogni retta esistente sopra una su-
perficie 6 ad un tempo linea assintotica e geodetica,
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Deformazione delle superficie rigate.

———

Superficie rigate applicabili.— Elemento lineare di una rigata.— Linea di stringimento e
teoremi relativi di Bonnet. — Assintotiche del secondo sisterna.— Formola di Chasles, —
Deformazione delle superficie rigate secondo il metodo di Minding. — Metodo di Beltrami
ed equazioni fondamentali relative. — Problemi di deformare la superficie rigata in guisa
che una linea assegnata sulla superficie diventi assintotica, o linea piana, o linea di
curvatura. — Superficie rigate applicabili sopra superficie di rotazione.

§. 115.
Superficie rigate applicabili.

Le speciali deformazioni delle superficie rigate, di cui ora abbiamo
riconosciuta l'esistenza, hanno un particolare interesse. E noi dediche-
remo il presente capitolo al loro studio, che si compie con mezzi ben
semplici. Ma prima di tutto dimostreremo con Bonnet che collo studio
di queste deformazioni si risolve il problema generale di trovare tutte
le superficie rigate applicabili sopra una rigata fissa.

Sussiste infatti il teorema seguente (Bonnet): Se due superficie rigate,
che non risultano per deformazione da una medesima superficie di 2.° grado,
sono applicabili Uuna sull’altra, le generatrici dell’una debbono distendersi
su quelle dell’altra. :

Che le deformate delle superficie di 2.° grado, a generatrici reali,
facciano eccezione al teorema risulta chiaramente dall’osservare che, pos-
sedendo una quadrica un doppio sistema di generatrici rettilinee, essa
puo deformarsi sia lasciando rettilinee le generatrici del primo sistema
¢ incurvando le altre, sia inversamente.

Dimostreremo il teorema enunciato semplicemente cosi. Siano S, S,
due superficie rigate applicabili e supponiamo che, nell’applicabilita, alle
generatrici # di S non corrispondano le generatrici v di S,. Prendiamo
allora sopra S, S, a linee coordinate le u, »; le due superficie S, S, avranno
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a comune la prima forma fondamentale e, indicando con

D, dw* + 2D, du dv - D", dv®

1)
D duw + 2D dudv + D" dv?

le rigpettive seconde forme fondamentali, avremo
DII == () 3 Dl = 0 ’

perché le » sono assintotiche sopra S e le v sopra S,. I due discrimi-
nanti delle forme (1) essendo inoltre eguali, pel teorema di Gauss, sara

D’lziD,.

Ora esprimiamo che le due forme (1) soddisfano alle equazioni di
Codazzi (IV¥) §. 56 (pag. 120), osservando che, essendo le u,v geode-
tiche, si ha:

§212§=0 511§=0;

ne risultano le equazioni

? D’ 12) D
LY SEC I S
v (\/E G-F2> 1) VE G—1¢

o

@(VE%) +2)y] \/E’—(];j@ =

+

Queste ci dimostrano che si soddisfa altresi alle equazioni stesse di
Codazzi, prendendo:

e lasciando a D’ il valore precedente. Esiste dunque una terza super-
ficie S; applicabile sopra S, S,, che ha per linee assintotiche le w, . La
S; & quindi doppiamente rigata, e in conseguenza & una superficie di 2.°
grado, come si voleva 'provare. ‘

Per quanto poi riguarda le superficie rigate applicabili sulle super-
ficie di 2.° grado, & chiaro da quanto precede (Cf. anche §. 114) che le
loro generatrici si distenderanno sull'uno o sull’altro dei sistemi di ge-
neratrici della quadrica,
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§. 116.

Flemento lineare di una superficie rigata.

Allo studio dell’applicabilitda delle superficie rigate premettiamo al-
cune considerazioni generali su queste superficie.

Sopra una superficie rigata S immaginiamo tracciata una curva qua-
lunque C, che riguarderemo come direftrice ed assoggetteremo solo alla
condizione d’incontrare tutte le generatrici. Per definire la rigata S, ba-
sterd dare la direttrice C e, in ogni punto di questa, la direzione della.
generatrice che vi passa.

Sia v Parco della direttrice C, contato da un suo punto fisso, siano
P, ¢, r le coordinate correnti di un punto di C espresse in funzione di v,
mentre I, m, » stanno ad indicare i coseni di direzione (positiva) della
generatrice, che passa pel punto (p,¢,7) di C e sono pure determinate
funzioni di ». Indichiamo poi con il valore algebrico del tratto di ge-
neratrice, che intercede fra il punto (p, g, #) della direttrice ed un punto
qualunque (z,y,2) di S. Le formole ‘

1) z=p+tlu , y=q+mu , 2=r+nu

ci definiranno la superficie S, esprimendo z, y, z in funzione di u,v. Cal-
coliamo l’elemento lineare di S; indicando per ci0 con apici le derivate
prese rapportd a v, poniamo

' (l’2 +m? 4-n? =M
2) Uy +wqg + w7y =N
{ lpy +mqg +nv =cosb,

ove M, N, 0 saranno funzioni di », e 'ultima di esse rappresenterd evi-
dentemente 'angolo d’inclinazione della generatrice sulla direttrice. A
queste formole dovranno aggiungersi le altre

B 4+mtnt=1
gw+w+W=L
Per 1'elemento lineare della- superficie avremo

ds?=du’ + 2cosOdudv + M*uw*+ 2Nu + 1)dv® .

@)

Una prima osservazione da farsi & la seguente. L’equazione differen-



ELEMENTO LINEARE DI UNA RIGATA T 255
ziale delle traiettorie ortogonali delle generatrici &
du+cosbdv=0;

con una quadratura si ha quindi subito I'equazione in termini finiti di
queste traiettorie ortogonali

u - f ¢os 0 dv = costante (V.

Consideriamo una generatrice (v) e la generatrice infinitamente vicina
(v -+ dv); se con dy indichiamo I'angolo infinitesimo, che esse formano
fra loro, avremo evidentemente :
de* = dit + dm® + dn®
ciod
4) dp=M dv.
Se indichiamo inoltre con do la lunghezza infinitesima della loro mi-

nima distanza, e con U il valore di » al piede di questa minima distanza
sulla generatrice v, avremo per note formole di geometria analitica:
pl ql rl
I mn
UVwl'w

do= T d’l),'

ma §i ha
rdr
I m n | = M?sen?6 — N2, -
Um'n

onde

_ Vs —xe

(5) ds 5

Ponendo poi

A=

(1 Questo risultato non & evidentemente che un caso particolare del feo-
rema A)'§. 93, pag. 202.

|
'i
|
:
|
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avremo
: ¥y 1+U dv A
g m-+wdv B
U= Y w+4u dv C!
- Az + Bz + Ci
e, trascurando nella seconda colonna i termini infinitesimi, troviamo
N
§. 117,

Linea di stringimento.

Le rette condotte per un medesimo punto dello spazio parallelamente
alle generatrici di una superficie rigata formano un cono, che si dice il
cono direttore. Prendendo per vertice del cono l'origine e intersecando
il cono con una sfera, avente il centro in questo punto e di raggio=1,
la curva sezione si dird 7' indicatrice sferica delle generatrici. L’elemento
d’arco della indicatrice sard evidentemente dy = M dv.

Il piede della minima distanza della generatrice v dalla successiva
dicesi il punto centrale della generatrice stessa. Il luogo di questi punti
centrali costituisce una linea molto importante per lo studio delle super-
ficie rigate, che prende il nome di linea di stringimento. Per la (6),
Pequazione della linea di stringimento &

(7N My +N=0;
la linea di stringimento coincidera colla direttrice se N =0.

La linea di stringimento & sempre unica e determinata, salvo il caso

che sia simultaneamente M =0, N =0; allora, per la prima delle (2), la

a

superficie & cilindrica. Per le superficie sviluppabili, caratterizzate dalla

relazione
M?gen®’ 60— N*=0 ,

la linea di stringimento coincide collo spigolo di regresso.
Calcolando la curvatura geodetica % della direttrice # =0 colla for-
mola (§. 86, pag. 184).
l=VEE:ﬁf%
o agvg (1)’
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facendovi per la (3) _
E=1 , F=cos0 , G=MNu+2Nu-}1,
troviamo
1 N
po  sen 0 +%

Ne risulta che, se due delle tre quantita

1 a9
EO—’ N ) %

PN

sono zero, la terza ¢ pur zero. Interpretato .geometricamente, questo
risultato da il teorema di Bonnet: _

Se ad una linea tracciata sopra una superficie rigata appartengono
due delle tre sequenti proprieta: 1.° di essere linea geodetica, 2. di es-
sere la linea di stringimento, 3.° di tagliare le generatrici sotto amgolo
costante, ad essa appartiene anche la fterza.

E chiaro che le superficie rigate, sulle quali esiste una tale linea,
saranno il luogo di una retta che si appoggia ad una curva (linea di
stringimento) normalmente alla normale principale e facendo un angolo
costante coltr curva. In particolare solo per le superficie rigate luogo
delle binormali ad una curva, accadrd che la linea di stringimento sia
ung traiettoria ortogonale delle generatrici.

Osserviamo in fine che, assumendo per direttrice una traiettoria orto-
gonale delle generatrici, sarad 0 =—-g, e per la curvatura geodetica 1

uw

delle % = costante avremo:

1 Mu+ N
P MEuP+2Nu+1°

onde segue che: la linea di stringimento puo anche definirsi come il luogo
dei punti della superficie rigata, nei quali é nulla la curvatura geodetica
delle traicttorie ortogonali delle generafrici.

§. 118.
Parametro di distribuzione del piano tangente.
Sopra ogni superficie rigata le generatrici sono le assintotiche di

un sistema, come & chiaro geometricamente. Analiticamente cid viene
' 17
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subito confermato dal calcolo dei coefficienti D, I, D” della seconda forma
fondamentale; troviamo infatti:

4 w n
D=0, D'=V_~__1 1 m n -
2 242 26
M2%®+ 2 Nu + sen P Alu, g rmu, P |
U'm w
= ! Il mn
VMEw®+ 2Nu+sen®d | , ,
rpar
p//_l_lllu , q"-i-m”% s 7‘”+n”’M/
1
D" = AN l m n
22,2 29
M’M,+2NM+SGII p’+l’u, ,q/+m/u’ ¢I+n/u

L’equazione differenziale delle assintotiche del secondo sistema es-
sendo quindi
9D du+D"dv=0,

ha evidentemente la forma di Riccati

g%’—i—Au*-{—Bu—{—C:O,

-

ove A, B, C sono funzioni della sola . La proprietd ben nota delle equa-
zioni di questo tipo che il rapporto anarmonico (u; u,usu,) di quattro
loro soluzioni particolari & una costante, osservando il significato di «,
da immediatamente il teorema di Paul Serret: Il rapporto anarmonico
dei quattro punti, ove una generatrice qualunque interseca quattro assin-
totiche fisse del secondo sistema & costante.

Inoltre si vede che: Basta conoscere una delle linee assintotiche del
secondo sistema per determinare le altre con quadrature.

Calcoliamo ora i valori dei coseni di direzione X, Y, Z della normale;
essi sono dati dalle formole:

{ m " n l

d+mu, ¥+a'u r+ou, p+lu
T VMW@ +2Nu+senid Y=VM"u’+2Nu+sen”6 ’

l m

P+Hlu, d+mu
7 = .
VM*u? +2Nu+ sen®0
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Se indichiamo con X,, Y,, Z, i valori di X, Y, Z al punto centrale
U= — %, con @ I'angolo (fra 0 e =) che formano fra loro le due di-

rezioni positive (X, Y, Z), (Xo, Yy, Z;), da cos Q=XX,+YY,+ Z Z,,
troveremo )
V MEsen?6-——N°

cos @ = — .
MVM % +2Nu - sen®6

I valori dei radicali ed M stesso essendo da assumersi positivi, si
vede che 1'angolo Q & sempre acuto, come era facile a prevedere geo-
metricamente.

Supponiamo ora, per semplicita, che la direttrice sia una traiettoria
ortogonale delle generatrici; avremo allora

b= e dut (u"Jr-QI\%u +Mi2)M2dv*,

2
wl=fMdv

(ove dunque v, rappresenta ’arco della indicatrice sferica delle genera-
trici), col porre inoltre

N Y —N¢
= e P

e cangiando il parametro v in

saranno o, 8 funzioni di v, e l'elemento lineare prendera la forma

®) ds® = du? +- §(u — a5 @t

La formola superiore per cos  diventa

s
Va—ar e

onde segue la formola di Chasles

cos =

U—0o

tang @ = ,
8 g

ove attualmente Q viene preso fra — T e E, e il suo segno dipende dal

2 2
senso secondo cui ruota il piano tangente, quando il punto di contatto
si muove dal punto centrale verso il punto che si considera.
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A seconda che la rotazione del piano tangente attorno alla genera-
trice, spostandosi il punto di contatto nell’'uno o nell’altro senso lungo
di .questa, avviene da destra verso sinistra o da sinistra verso destra,
la superficie rigata si potrd dire simistrorsa o destrorsa. Sulle sini-
strorse le assintotiche curvilinee saranno destrorse, ed inversamente
(Cf. §. 74, pag. 159).

Dalla (9) deduciamo subito alcune conseguenze notevoli. Si faccia
rotare attorno alla generatrice (v) il piano tangente nel punto centrale
dell’angolo Q; esso risulterd tangente alla superficie nel punto (u,, v)
determinato dalla relazione '

ul"“'a=ptang9 N
e risultera normale alla superficie nel punto (u,, v) dato dalla formola
U —o=—Fcot Q,

onde
(w, — o) (“2"‘"0'-):_@2 .

Dunque ogni piano per una generatrice individua sopra ogni gene-
ratrice due punti P,, P;, nei quali & rispettivamente tangente e normale
alla superficie. Rotando il piano attorno alla generatrice, la coppia di
punti P,, P, genera una involuzione, il cui centro & il punto centrale.

Da ultimo osserviamo che dalla (8) segue per la curvatura K P’espres-
sione

ci )
K _ ; 28
[(e—a) + @
questa & essenzialmente negativa, come & naturale, essendo reali le as-
sintotiche. Lungo ogni generatrice, per la quale non sia B =0, il massimo
del valore assoluto di K ha luogo al punto centrale e, allontanandosi da
questo punto, questo valore decresce tendendo a zero.

§ 119

Deformazione delle rigate secondo il metodo di Minding.

Veniamo ora al problema proprio del presente capitvlo, alla deter-
minazione cioé¢ di tutte le superficie rigate con assegnato elemento li-
neare. Allora, essendo dato ’elemento lineare, che assumeremo sotto la
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forma generale (3), saranno date
6, M, N

in funzione di v, e il problema consisterd nel determinare le sei funzioni
incognite p, g, r, I, m, » della sola variabile v, in guisa da soddisfare le
cinque equazioni fondamentali

P+ m 4+ =1

(10)
74 m® = M
P+

(11) W+ mg + m’ =cos
. ltpf_i_mlql.{_n/rI:N.

Otteniamo due metodi differenti per la trattazione del nostro pre-
blema, secondo che riguardiamo dapprima come note I, m, » e cerchiamo
», ¢, 7, 0 inversamente, supposte note p, g, r, cerchiamo /, m, n. Nel primo
caso abbiamo il metodo esposto da Mmdmg, che conduce ai risultati
seguenti.

Siano [, m,n tre funzioni di v, che soddisfino le due equazioni (10).
Le (11) daranno allora i valori di p;q, ' e da questi con quadrature si
avranno p, g, 7.

Ora, se. si pone

l=senwcos¢y , m=senwsend , n=coso ,

dove ©,¢ sono due funzioni di », rimarra solo da soddisfare la seconda
delle (10) che da '
w? 4 ¢* sen’ o ={M* ,

onde, rimanendo ® arbitraria, si avra ¢ con una quadratura dalla formola

f VM —a

sen o

L’arbitrarietd, che rimane nella soluzione colla presenza della fun-
zione arbitraria o (v), si pud interpretare geometricamente dicendo che
alla superficie S si puo fare acquistare, per deformazione, un cono diret-

tore fissato ad arbitrio.
E infatti le coordinate 7, m,n di un punto dell’assegnata indicatrice
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sferica delle generatrici soddisferanno alle (10), quando fra Parco ¢ di
questa indicatrice e I'arco v della direttrice si stabilisca la relazione

¢=fM%.

Il cono direttore della corrispondente superficie avra allora la forma
fissata. ’

Notiamo poi che, risolvendo le (11) rapporto a p’, ¢, 7, si ottiene

10'=lcos@—f—Z’Ni“\/l\lﬁesen”e-—N2

/ ' Ve sef § e
(12) ‘ d =mcos O 4 M NEby l\ipsen N

¥ = n cos 6 -{—”'Nic\/M" sen® § — N*
\ M2 I
dove si & pesto

m n n 1 I m

a == ,b= , C=

w 0 U U w

E poiché, non essendo la superficie sviluppabile, si ha
M?sen*d — N*>0 , -

i due sistemi di valori per p',q’,7’, corrispondenti al doppio segno del
radicale, conducono a due superficie essenzialmente differenti.

Abbiamo dunque il risultato:

Ogni superficie rigata pud deformarsi in guisa che il suo cono direttore
acquisti una forma fissata ad arbitrio, e cio in due modi diversi.

I calcoli necessari alla determinazione delle due superficie deformate
consistono soltanto in quadrature.

§. 120.
Metodo di Beltrami.

Col metodo precedente determiniamo effettivamente “tutte le super-
ficie rigate applicabili sopra una data. Perd, quando si volesse deter-
minare la funzione arbitraria o (v) in guisa da soddisfare una assegnata
condizione, s’incontrerebbero il pit delle volte difficolta insormontabili.
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Sara allora preferibile il secondo metodo, che ora passiamo ad esporre,
metodo dovuto a Beltrami (9,

Questo metodo consiste nel ricercare dapprima quali forme puo as-
sumere la direttrice, deformando la superficie. Per ognuna di queste forme,
la forma della corrispondente superficie risulta determinata dall’osservare
che la curvatura geodetica della direttrice e ’angolo 6 non variano per
la flessione. K chiaro a priori che, la soluzione generale del problema
comportando una sola funzione arbitraria, le forme possibili per la di-
rettrice sono necessariamente vincolate ad una condizione, che si tratta
appunto di ricercare. :

Anche dai teoremi generali sulla deformazione segue la medesima
cosa poiché alla curva assegnata si pud bensi fare acquistare, per de-
formazione della superficie, qualunque forma, ma soltanto supponendo fles-
sibili anche le generatrici. ]

Consideriamo una di queste forme della direttrice, per la quale rite-
niamo le solite notazioni della teoria delle curve. Indicando con s I’angolo
d’inclinazione del piano osculatore della direttrice sul piano tangente
alla superficie, avremo:

I = ocosb+4 (coss+ Asenoc)senb

(18) m = B cos 0 + (v cos s | p.sen o) sen O

n="7c080 -4 {coss-+|vsenc)senb .

Calcolando 7, m, #/, per mezzo delle formole di Frenet, le equazioni
fondamentali (10), (11), cui debbono soddisfare 7, m, », si riducono alle
due seguenti

, , COSG N
Y

2 2
seng()(e,_}_c_os_c) + ;c—“O:G-F(COSGsenG)'-{—S_ellG—,IW% +
2
+§(sencsen6)’—@§3;ﬁn_e$ —M O,

) Sulla flessione delle superficie rigate. Annali di matem. 1865, t. VII,
p. 105.

@ Con (cos s sen 6) (sen o sen 6) si indicano, per abbreviare, le derivate
rapporto a v della funzione fra parentesi.
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ovvero
cos o N

; . I )
(14) p sen 0

6 6)2
(15) c__o: -+ (cos o sen 0) + Sen o sen v cfrsen -+

cos s sen 9 )?

—_— M2 __ N2
T =M —NZ?,

+

(sen o sen 6)" —

Le incognite del nostro problema sono
s, p, T
ed & chiaro che, se dalla (14) si trae il valore di o e si sostituisce nella
(15), questa si muta in una relazione

dp\
(16) ) f (07 £y Ty %) ‘— 0 ’

che vincola i raggi di prima e seconda curvatura della direttrice tra-
sformata.

Ad ogni curva, i cui raggi di flessione e torsione soddisfino la (16),
corrisponde una speciale deformazione della superficie rigata, i cui ele-
menti si calcoleranno dalle (14), (13). Il problema attuale viene cosi col-
legato coll’altro della teoria delle curve di determinare una curva dalle
sue equazioni intrinseche (§§. 8, 9).

§. 121.

Deformazione che cangia la direttrice in un’ assintotica.

Diamo ora le pit importanti applicazioni dei risultati generali pre-
cedenti. '

Proponiamoci in primo luogo il problema di deformare la superficie

rigata in guisa che la direttrice diventi assintotica. Dovremo porre allora

6=0 (o=m)

e risultera :

1 _ (N ,
@ T=%F(gg ).,
dove naturalmente il segno del secondo membro & determinato dalla con-

) Questa esprime che la curvatura geodetica della direttrice non varia per
flessione. (Cf. §. 117).
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dizione di dare per p un valore positivo. La (15) da quindi

® 1 V M®sen® 6 — N°
T sen?® 0 )

Dunque: Ogni superficie rigata pud flettersi in modo che una linea trac-
ciata ad arbitrio sopra di essa diventi linea assinfotica. La direttrice tra-
sformata & individuata dalle equagioni intrinseche (a), (b) (V.

Consideriamo il caso particolare in cui la direttrice & geodetica; al-

lora risulta

PN

cioe la direttrice trasformata & una linea retta. Ne segue:

Ogni geodetica di una superficie rigata puo rettificarsi, deformando la
superficie.

Per ottenere le semplici formole relative a questo caso, assumiamo
la direttrice trasformata per asse delle # e avremo

=0 , ¢g=0 , r=v
n=-cos0 ;
e, ponendo
l=3senl cosy , m=senb sen¢ ,

da
P m®n?=M

risultera, come a pag. 261
VMR 07

son 0 av; . .

$=
per la superficie deformata avremo dunque le formole

z=wusenb cos¢ , y=wusenb sen¢ , e=v+u cosh.

In particolare se 6 = %, cioé se la suf)erﬁcie ¢ il luogo delle binor-

@ Cosl per le superficie rigate resta dimostrato un teorema, che abbiamo
goltanto enunciato in generale a pag. 249; potersi cioé sempre flettere una su-
perficie in guisa da far diventare assintotica una sua curva qualunque. La de-
formazione resta qui determinata, perché consideriamo solo quelle flessioni della
rigata che lasciano rettilinee le generatrici. )
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mali della direttrice, la superficie deformata sara una conoide retta, e
avendosi in questo caso
1
M= T

dove 1 ¢ la torsione della direttrice primitiva, risultera

T

Piu in particolare se la direttrice primitiva & a torsione costante, la
conoide trasformata & lelicoide rigata d’area minima.

Inversamente, se si cercano tutte le superficie rigate applicabili su
questa elicoide, il cui elemento lineare & (pag. 237)

ds® = du* + (ﬂ +1 )dv2
m* ’

avremo
T T 1
_ — 0=_— = — =
c 2 b 2 b M m b N O )
onde la (15) da
1_1
T m’

Dunque: Le superficie rigate applicabili sull’elicoide rigata & area mi-
nima, di parametro elicoidale m, sono tutte e sole le superficie generate dalle

. . . 1
binormali delle curve a torsiome costante m

§. 122.

Deformazioni diverse.

Supponiamo ora che la direttrice attuale sia traiettoria ortogonale
delle generatrici; rendendola assintotica col deformare la superficie, le
sue normali principali saranno le generatrici della superficie deformata.
Dunque: Flettendo una superficie rigata, si possono rendere le gemeratrici
normali principali di una loro traiettoria orfogonale.

Proponiamoci ora di deformare la superficie in guisa da rendere piana

la direttrice # = 0. Basta per cid porre nella (15) -—%= 0, il che da un’equa-
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zione del 1.° ordine
d
(P (17: & %) =0

pér determinare p, onde si conclude: I possibile in o' modi deformare
una superficie rigata in guisa che una sua curva arbitraria diventi piana.

In particolare, se la curva data & traiettoria ortogonale delle gene-
ratrici, essendo '

T 1
e - E ) T - O )
la (15) diventa
* =M —N?*,

onde si ha con una quadratura
c=fVM2—N2 v ,
e la deformata piana risulta determinata dalla (14), che da

cos o
N b]
dopo di che la deformata piana si ha con quadrature (§. 9).

In fine ricerchiamo se & possibile rendere colla deformazione una
curva prestabilita linea di curvatura. Essendo

X=)cosc—zsens , Y =1 cos6-—vsenc , Z=vcosc—7_8enc

i coseni di direzione della normale alla superficie lungo la direttrice tra-
sformata, dovremo avere percio (Cf. §. 18). '

1 ds
T &’

1
(j ’
determinare o un’equazione differenziale del 1.° ordine. Cid suppone na-

ed eliminando colla (14) e colla precedente dalla (15) —,—11-‘ , AVremo per

. T
turalmente che non sia 6 =

o ché altrimenti la superficie dovrebbe

essere sviluppabile (Y.
Se ne conclude: E sempre possibile deformare una superficie rigata in

) Cid & confermato anche dal calecolo ora indicafo, poiché il primo membro
della (15) risulterebbe nullo.
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guisa che una sua linea arbitraria diventi linea di curvatura, purché non
sia traiettoria ortogonale delle generatrici.

Osserviamo poi che, se la curva data & geodetica, diventando linea
di curvatura diventa piana, come & chiaro geometricamente. Cid risulta
anche dalle nostre formole; e invero la (14) da:

coss=0 , indi %=o,

e la (15) diviene
2
c_opsTB +cos*b . 07 =M*—N?,

il che individua p e quindi la curva deformata.

§. 123.

Superficie rigate applicabili sopra superficie di rotazione.

Risolviamo da ultimo la questione seguente: Quali sono le superficie
rigate reali applicabili sopra superficie di rotazione?

Una tale superficie dovra ammettere una deformazione continua in
sé medesima, durante la quale 1’intero sistema di generatrici dovra can-
giarsi in sé medesimo (§. 115), ove attualmente, a causa della continuitd
della deformazione, non & nemmeno escluso il caso delle superficie ap-
plicabili su quelle di 2.° grado.

Sia ora '

ds® = du?® + g'(u——oc @)+ @) &

Pelemento lineare della superficie, supposta riferita alle generatrici ed
alle traiettorie ortogonali. Durante la deformazione continua supposta,
la linea di stringimento scorrera ‘sopra sé medesima e perd taglierd sotto
angolo costante le generatrici e sara quindi geodetica (§. 117); inoltre
lungo di essa sard costante la curvatura K, della superficie. Ora si ha
Iungo la linea di stringimento u=o

Ko = ? ’
per cui si conclude intanto .
B (v) =k (k costante).

Indicando poi con o ’angolo (costante) d’inclinazione delle genera-
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trici sulla linea di stringimento, abbiamo

1 du 1,
Cotw—p—%—]; o (’U),
onde
¢ () =Fkvcotwm,
potendosi includere la costante additiva in .

L’elemento lineare delle superficie cercate ha adunque la forma -

amn ’ dsz=du2-{-g (u——k‘cotwv)2—}—k2gdv2.

Per o =g esso appartiene all’elicoide rigata d’area minima di pa-

rametro %; per
T

all’iperboloide di rotazione ad una falda, la cui iperbola meridiana ha
i semi-assi traverso ed immaginario «, b dati dalle formole

a=keto |, b=f,

come ora si vedrd (V. Dunque: Leé uniche superficie rigate reali applicabili
sopra superficie di rotazione sono le deformate dellelicoide rigatd ad area
minima e dell’ iperboloide di rotagione ad una falda.

La classe completa delle superficie della prima specie & gia stata
caratterizzata al §. 121, come quella che comprende le superficie delle
binormali delle curve a torsione costante.

Per le seconde si ha un elegante teorema, dovuto a Laguerre, che
ritroviamo nel modo seguente. ‘

Poniamo nella (17) -

k .
—_— p=y u—k cotw v =u
sen o 1 t Lo

ed avremo per I’elemento lineare delle superficie in discorso
2 2
ds* = du} + 2 cos ® du, dv, +- ("—“S]ce:‘J + 1) it
e, confrontando colle notazioni primitive, abbiamo quindi

) T , N=o.

) Lasciamo la verifica diretta al lettore.
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Se nella (15) introduciamo questi valori, coll’osservare che s = g ,
otteniamo: _
COS ® sen o sen o

onde il teorema: Le curve in cui si trasforma i circolo di gola dell’ iper-
boloide ad una falda per deformasione della superficie (restando rettilinee
le generatrici) somo curve di Bertrand.

Di qui segue una verifica della proprietd osservata che I’elemento
lineare precedente appartiene all'iperboloide ad una falda. E invero, se
si rende piana la linea di stringimento (§. 122), si ha per la (18)

1,1;=0 , p=k coto,

e perd essa diviene un circolo di raggio =% cot o e la superficie & evi-
dentemente un 1perb0101de ad una falda, che ha questo circolo per circolo
di gola.



CaprIroLo IX.

Superficie evolute e teorema di Weingarten.

Proprietd generali delle due falde dell’evoluta — Evoluta media di una superficie secondo
Ribaucour — Superficie W, i cui raggi principali di curvatura sono legati da una rela~
zione — Teoremi di Ribaucour relativi alla corrispondenza delle linee assintotiche sulle
due falde dell’evoluta — Determinazione per quadrature delle linee di curvatura di una
superficie W — Le due falde dell’evoluta di una superficie W sono applicabili sopra
superficie di rotazione (Teorema di Weingarten) — Teorema reciproco di Weingarten —
Forme particolari dell’elemento lineare sferico-corrispondenti alle superficie W — Ap-
plicazione alla determinazione delle superficie &’ area minima »+r,=0 e delle superficie
di Weingarten 2 (r,—ry) = sen [2 (r;+r)] — Evolventi e complementari delle superficie pseu-
dosferiche.

§. 124.
Le due falde dell’ evoluta.

Riprendiamo nella prima parte di questo capitolo lo studio delle
proprietd generali delle superficie, per applicare poi i risultati ottenuti
ad una classe particolarmente importante di superficie.

Abbiamo veduto che sopra la normale in ogni punto M di una super-
ficie S esistono due punti speciali M;,, M,, che sono i suoi centri
principali di curvatura, ovvero i centri di curvatura delle due seziomi
normali principali, uscenti da M. Quando il punto M si muove sulla
superficie S, i centri di curvatura M,, M, descrivono una superficie,
che dicesi 1'evoluta della superficie S, mentre questa dicesi 1’ evolvente.
L’evoluta si compone evidentemente di due falde S,, S,, I’ una descritta
dal centro M,, l’altra dal centro M,.

Possiamo generare le due falde S,, S, dell’evoluta anche nel modo
seguente. Consideriamo una linea di curvatura C di S; le normali alla
superficie S lungo C genmerano una sviluppabile, il cui spigolo di re-
gresso I & appunto il luogo dei centri di curvatura delle sezioni normali
tangenti a C. Se facciamo variare C nel suo sistema, la sua curva evoluta
I' descrivera una falda dell’ evoluta.

Stabiliamo ora con semplici considerazioni geometriche alcune pro-
prietd fondamentali delle evolute e in primo luogo dimostriamo il teorema:
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Gli spigoli di regresso delle sviluppabili, luogo delle normali alla, super- .
ficie lungo le sue singole linee di curvatura, sono geodetiche dello superficie
evoluta. ‘

Per dimostrarlo cominciamo dall’ osservare che ogni normale all’ evol-
vente & tangente in due punti all’evoluta, e precisamente alla prima
falda S, nel primo centro M,, alla seconda falda S, nel secondo centro
M;. Consideriamo ora un elemento M M di una linea di curvatura del
secondo sistema. Le normali in M, M’ s’incontrano (a meno d’infinite-
simi d’ordine superiore) nel secondo centro M, e toccano la prima falda
S, nei rispettivi primi centri di curvatura M,, M'; su quest¢ normali.

Il piano M M, M’ contiene dunque due direzioni distinte M; M,, M, M,

- uscenti da M, e tangenti ad S, ed & per conseguenza il piano tangente
in M, alla prima falda. Ne segue intanto:

La normale in M, alla prima falda é parallela alla tangente in M alla
prima linea di cwrvatura; similmente dicasi per U altra falda.

Ora se C, & una linea di curvatura del primo sistema e [, lo spigolo
di regresso della sviluppabile, generata dalle normali a S lungo C,, la
tangente a C; in M & parallela alla normale principale della curva evoluta
I',, onde risulta dimostrato il teorema sopra enunciato.

Possiamo di piu facilmente determinare quali sono sopra una delle
falde dell’ evoluta, p. e. la prima, le curve traiettorie ortogonali di queste
geodetiche I',. E infatti se 4 & una di queste traiettorie ortogonali sopra
8., ¢ la linea corrispondente di S, le normali a-S lungo £ generano una
superficie rigata, sulla quale le curve ?, £, sono traiettorie ortogonali delle
generatrici. 11 segmento M M, di questa generatrice compreso fra ¢, , &
adunque costante (teorema (A) pag. 192) quando M si sposta lungo ¢, cioé
lungo la linea ¢ di S & costante il raggio di prima curvatura 7.

Dunque: Le traiettorie ortogonali delle geodetiche, inviluppate sopra una
delle falde dell’ evoluta dalle normali alla evolvente, corrispondono a quelle
curve della superficie evolvente, lungo le quali é costante il rispettivo raggio
principale di curvatura (V. ‘

() Non sar3 inutile osservare che la dimostrazione qui data della proprieta
che le r,=costante sono le traiettorie ortogonali delle I'; & indipendente dall’al-
tra che le T, siano geodetiche. Ed anzi se ne pud trarre una nuova dimostrazione
di questo fatto, osservando che, per le proprietd delle curve evolute, 1’ arco delle
curve I', compreso fra due loro traiettorie ortogonali & eguale per tutte (Cf. §. 89,
pag. 192 — nota).
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Viene qui escluso il caso in cui il raggio principale di curvatura che
si considera & costante; ma allora, come ora si vedra, la corrispondente
falda dell’ evoluta sj riduce ad wpa linea.

§ 125.

Calcolo degli elementi fondamentali dell’ evoluta.
Confermiamo per via analltlca le proprietd elementari preoedentl e
deduciamone altre di grande importanza. : ,
* Nel modo piu semplice eseguiamo i calcoli a ¢id necessarii, riferendo
la superficie evolvente S alle sue linee di curvatura («, v). Indicando con

ds* =E du* + G do*

il quadrato dell’elemento lineare, con r, », i raggi principali di cur-
vatura corrispondenti rispettivamente alle linee #, », abbiamo (§ 62,
pag. 131):
, D=0 . D”=—9—

pe_E R
7‘2 rl *

e le formole di Codazzi diventano semplicemente nel nostro caso (Cf.
le (V), §. b4 pag, 122) '
3B _13VE 23 (V&) _ 13V@
el 2 )"

o » T ou

r r o
B e
| (-2 )

Quanto alla equazione dixGauss, essa. si scrive -

’ 11 (8 (123VE)\ 3/1 3B
2) 7y \/EG ou VE o 3? VG )

Nelle (1) possiamo introdurre, in luogo di E, G, i coefficienti ¢, g
dell’ elemento Imeare sferico .

‘= du + g a;

ovyero

(1)

18
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per le formole di Rodrigues
gBX__ 1oz Y 193y 9Z _19s

u romw’ du  row’ w7 ou
)
(agiﬁla_av N_ 13y % _ 1%
v rnw'w e’ nw’
si ha :
,_E __G
_,r:s "-r%y
onde le (1) possono seriversi
dlogv e 23 _ )
(i) gy =0
@
dlogvg 2
(rn—my) ‘T\/g‘*"é%‘:o

Queste formole sono gia state ottenute al §. 78 (pag. 167).
Possiamo subito applicarle alla ricerca di quelle superficie, per le
quali & costante uno dei raggi principali di curvatura.
Sia p. e.
r, = costante;
dalle (1) e (4) segue

cio¢ le line » = costante sono geodetiche sulla superficie e sulla sfera..
Dunque ogni linea » = costante della superficie S & tracciata in un piano
normale alla superficie ed, avendo costante il raggio di curvatura

r,=R,

¢ un circolo di raggio R. Descriviamo la sfera, che ha questo circolo
per circolo massimo; essa tocca.la S lungo il circolo e quindi S & I'in-
viluppo di una sfera di raggio costante R, il cui centro percorre una
curva dello spazio, ciod una supefﬁcie canale (§. 13). E chiaro che in-
versamente ogni superficie canale di raggio R ha costante, eguale ad R,
uno dei raggi principali di curvatura. Delle due falde dell’ evoluta, quella
relativa ai circoli si riduce evidentemente all’asse della superficie canale,
cioe alla curva luogo dei eentri delle sfere inviluppanti. La seconda falda,
come si vede subito geometricamente, & la sviluppabile polare dell’ asse.
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§. 126.
Le due forme fondamentali dell’ evoluta.
Indicando con 2z, 4, 2, le coordinate del prlmo centro M, di curvatura,
abbiamo (V:
() n=z—nX, p=y—nY, a=2—rnlk,
da cui derivando risulta per le (3)

gea&u:(l rl)ax iy I (1__3y BT,Y 9z, ( r,)az on

ou refou  Ou " du 7. Jou  ou ' du 7o fou  Ou
(
dmy, I Sy,__ or 0 _Srl
E o THmE O WS T mY 0 W T ml

Indicando coll’apposizione dell’indice 1 le quantita relative alla prima
falda S, dell’evoluta, troviamo subito intanto

1 oz 1ai, 1 os

© h=rm DT igw BT

formole che dimostrano il secondo teorema osservato al §. 124.
Troviamo poi

. or or 31'1 or
® E=E (1 - -—) (au) Fy= uw’ » = (8’0) ?
onde '

(9) dsgaa E (1 _ ,_) +<arl>

Prendendo a linee coordina.te sopra S, le linee » = costante e le
r, = costante, la (9) si scrive

d2+287~18¢1d P +(8r1)

D) dst = dr? + E(l — —) e,

ponendo in evidenza che sopra S, le linee # sono geodetiche e le loro
traiettorie ortogonali sono le r; = costante (Cf. §. 124).

() 8i ricordi il senso, secondo cui », & misurato (§. 60).
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Osservando le formole (§. 57 ¢. IV):
X, LOVE 19 X __19VG 103 VG
w VG % '\/ﬁau’ v VE du 'v'Eau "
per i valori di

(10)

D, , Dy, D,

troviamo per le (6):
=3/
D, = _239713X1_ \/E \/E(l _’r_l)

Te

v ou-’
Vv _womdX_ _VGan
Di= -5 % = "5 %
Eliminando dal valore di D, quello di 3 per mezzo della prima
delle (1), abbiamo .
an D= Endn py_g, . VG
VG rs v r oW

Essendo D', =0, vediamo intanto che sulla prima (e sulla seconda)
falda dell evoluta le linee u, v, corrispondenti alle linee di curvatura del-
Vevolvente, formamo un sistema coniugato.

Cid risulta anche immediatamente dall’osservare che sulla 5, le tan-'
genti alle linee w, lungo una linea v, generano una sviluppabile, il cui spi-
golo di regresso & la corrispondente linea v sopra la seconda falda S,.

Notiamo ancora che per la curvatura K, di S, risulta

_D]_ D,’I—D,%
K=f6—F"
cioe
ors
1
4 Bt
v .
Similmente, per la curvatura K, della seconda falda S,, avremo
an
1 Ju )

(12%) K, = -

(ry=7y)? _a_—f'_;

ou
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§. 127. _
Oostruzione di Beltrami pel raggio di curvatura geodetica.

Diamo in questo paragrafo una costruzione, dovuta a Beltrami, pel
raggio di curvatura geodetica di una linea qualunque tracciata sopra una
superficie, costruzione che da subito un importante risultato per la teoria
delle superficie evolute.

Consideriamo un sistema o' di linee geodetiche (g), tracciate sopra
una superficie S, e sia L una linea a tangenti coniugate colle geodetiche
(9). Le tangenti lungo L alle (g) generano una sviluppabile, il cui spigolo
di regresso indichiamo con I'; sia £ una qualunque di queste tangenti, M
il suo punto di contatto con S ed m quello di contatto col detto spigolo
di regresso I. Dimostriamo che: Il punto m é il centro di curvatura geo-
detica in M di quella traiettoria ortogonale delle geodetiche (g), che esce da M.

Prendiamo infatti sopra S a linee coordinate v le geodetiche (g), e a
linee u le loro traiettorie ortogonali. Prendendo convenientemente il
parametro », avremo per 1'elemento lineare di S:

ds* = du* + G &’

e il raggio di curvatura geodetica p, delle » sard dato in grandezea e
segno dalla formola §. 84 (pag. 181):

1 139G

— T ——

Ora siano z, y, # le coordinate di M, &, v, ¢ quelle di » e poniamo
il valore algebrico del segmento M m eguale a ; avremo:

_ o %y 9z
€—x+r§;£ , *q—y+réﬁ , &= etra.

Se spostiamo M lungo la linea L, e con & indichiamo gli incre-
menti corrispondenti, risulta quindi:

] du ou v

Oy, . % 3y, (%Y Py
an—auw-i-a 8'v+6r8 (8 5 U + 5 3061))

Qe oz oz + (3’3 % 5 )

2 2
5 = g S +%‘”a Lor 3”+r(3 8 st 8 81))

8C-——8 +a +6ra—u r Wau_l_—‘auav )
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Ora &, o1, o sono proporzionali ai coseni di direzione della tangente
¢ allo spigolo di regresso I', onde moltiplicando le precedenti ordinata-

mente perg—z , g% g«; e sommando, coll’ osservare le formole
oz oz or\? dr Pz 106G %z _
2530 E(a‘v) =6 Y 0 o Udsae=

avremo

G6 +r3G —o,
ciog
1_ 196G
r  2G ou

Dunque 7 coincide in grandezza e segno con p,, come si voleva provare.

Dimostrato cosi il teorema di Beltrami, consideriamo di nuovo la
prima falda S, dell’evoluta di una superficie S. Sopra la 8, le traiettorie
ortogonali delle »=costante sono le », =costante, mentre le linee a
tangenti coniugate delle » sono le v. Dunque: Il centro di curvatura
geodetica di una linea v, = costante sopra S,, in un punto M,, & il punto
corrispondente M, sulla seconda falda S,.

Ne segue che il raggio di curvatura geodetica delle r, = costante sopra
S,, 0 delle r,=costante sopra S,, & dato (salvo il segno) dalla differenza
r — 7y dei raggi principali di curvatura della evolvente,

§. 128.
Evoluta media.

Insieme alla ordinaria evoluta di una superficie S, composta delle
due falde S,, S,, consideriamo ora brevemente un’altra superficie stret-
tamente collegata colla superficie S, il cui studio & dovuto a Ribaucour
e che diremo con questo geometra la evoluta media di S. Consideriamo
il punto medio M, fra i due centri di curvatura M,, M, di S; il piano
normale in M, al segmento M, M,, cioé il piano condotto per M, pa-
rallelamente al piano tangente in M alla evolvente S, si dird i piano
medio.

La superficie ¥ inviluppo dei piani medii & quella che porta il nome
di evoluta media della S; inversamente diremo la S evolvente media
della X.



EVOLUTA MEDIA 279

»

Le coordinate del puuto medio M, fra M, e M, sono evidentemente

41
2 z,

xo=x—£‘—g—r’X, yo=y—#Y, By=8—

e perd, indicando con o la distanza (algebrica) del piano medio dal-
V'origine delle coordinate, si ha

w=2Xxo=2Xx—ﬂ-§U—% .

La somma £ X z rappresenta d’altronde la distanza dell’ origine dal
piano tangente all’evolvente S; indicandola con W, abbiamo dunque
w=W_"t"
2
Ora, per le formole di Weingarten in coordinate tangenziali (§. 81),
si ha;

7'1+'r2__ l ’
g = WAV,

il parametro differenziale secondo A, W essendo calcolato rispetto al-.
I’elemento lineare sferico rappresentativo della S (Y. Ne segue quindi

(13) Aw=—%MW.

Con questa formola, che vale per qualunque sistema di linee coordi-
nate, viene evidentemente risoluto il problema: Data’ I'evolvente trovare
Vevoluta media. Essendo infatti nota W, dalla (13) si calcolerd o e
colle formole (34) §. 81 pag 173, (ove per W si porrd ) si determinera
I'evolvente media Z.

Il problema inverso: Data una superficie X trovare le superficie S, di
cui la X & evoluta media si riconduce, colla (13) stessa, ad una ben nota
questione d’analisi. Scelto infatti sopra ¥ un sistema coordinato (u,v)
arbitrario, conosceremo « in funzione di #, v e dovremo determinare W
dall’equazione a derivate parziali

(14) NyW=—20;

@) 8i osservi che corrispondendosi S, ¥ punto per punto per parallelismo
dei piani tangenti, 1'elemento lineare sferico rappresentativo & lo stesso per S
o per X,
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L d

ogni soluzione della quale dara, come & chiaro, una sbluzione del problema.
In particolare se una delle evolventi medie, corrispondente p. e. alla
soluzione W, della (14), & nota, ponendo g

' W=W+2Q, *

la ricerca delle altre evolventi medie sard ricondotta alla integrazione
della equazione '
(14%) Ay Qz=0.

Bastera assumere a linee coordinate (u, v) un sistema cui corrisponda
un sistema isotermo sulla sfera, per dare alle (14), (14% la forma ben
notd in analisi

FW . FW
(15) : a—m+§y=’f(“,v),
ove f(u,v) & una funzione nota di #, v, o nel secondo caso l'altra
FW W
£ 3 s —
(15 ) aui + 81)2 0 M

Se la evoluta media si riduce ad un punto, le evolventi sono le su-
perficie studiate da Appell (Y, per le quali i piani medii passano per
un punto. Esse corrispondono alle soluzioni della (15%).

- § 129
Le superficie W e le due falde dell’evoluta.

Applichiamo i teoremi generali sulle evolute ad un’importante classe
di superficie, quelle @ cui raggi principali di curvatura r,,r, sono legati

) American Journal of Mathematics, V. X.
Nello stesso volume Goursat ha studiato le superficie pit generali che, nelle
nostre notazioni, hanno la proprietd espressa dalla formola
r, 4+ ro =n W (n costante).
La loro determinazione dipende dalla equazione
ANy We=(n—2) W,
Per esse la (13) diviene
n—2
w=—— w,
e dimostra che: L’evoluta media di una superficie di Goursat & una nuova su-
perficie di Goursat omotetica alla primitiva.
E questa evidentemente una proprietd caratteristica delle superficie di
Goursat.
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fra loro da una relagione
i p(r, r)=0.

Per abbreviare, indicheremo ogni superficie di questa classe come
una superficie W. '

. Alle superficie W siamo subito condotti dall’esame della questione
seguente. Stabilendo fra i punti delle due falde S,, S, della evoluta quella
corrispondenza, che nasce dalla loro stessa generazione geometrica, riguar-
dando cioé come corrispondente ad ogni centro M, di prima curvatura
dell’evolvente il secondo centro M., domandiamo: Quando accade che
sulle due falde dell’evoluta si corrispondono le linee assintotiche? Sara per
¢id necessario e sufficiente che i coefficienti della seconda forma fonda-
mentale di S, siano proporzionali a quelli della seconda forma fonda-
mentale di S,.

" Ora, dalle (11), si ha per S;:

4 Y/ a a
DI:DI:D’1=Er§ai;:O:-—— rié%
¢ quindi per S,
' S ’ " or 2
Dg:Dg:Dg= r%@?:o:_"(}rga_:°

La condizione imposta porta alla relazione

or, on
w
=0,
arg ‘ arg
m

la quale esprime che 7,7, sono legati da -una relazione. Abbiamo quindi
il teorema di Ribaucour: La condizione necessaria e sufficiente, offinché
sulle due falde- dell’ evoluta si corrispondano le linee assintotiche, é che la
superficie evolvente sia una superficie W.

¥ chiaro che, invece di parlare della corrispondenza delle linee as-
sintotiche sopra S,,S,, si pud anche dire che ad ogni sistema coniugato
sopra S, corrisponde un sistema coniugato sopra S,. Per tal modo si
da forma reale alla corrispondenza, anche se le linee assintotiche sopra .
8., S; sono immaginarie. Non sard inutile osservare che sulle due falde
8,, S; corrispondendo gia alle linee di curvatura della evolvente S, qua-
lunque essa sia, due sistemi coniugati, basterd aggiungere la condizione
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che ad un nuovo sistema coniugato di S, corrisponda un altro sistema
coniugato di S;, per trovarsi nel caso della corrispondenza ora consi-
derata (%,

Se si aggiunge poi la condizione che alle assintotiche delle due falde
di una superficie evoluta corrispondano le assintotiche della evolvente,

Py

la cui equazione differenziale &

]—ﬂdug—i— gdfu”=0 y
Te 41

si trovano subito le due condizioni
0 °
3 (7‘1 rg=20 , e n 7s) .= 0,

onde il teorema: Pcr le evolute delle superficie a curvatura costante e per
queste soltanto accade che alle assintotiche della evolvente corrispondono le
assintotiche sulle due folde dell’evoluta.

Osserviamo in fine che le formole (12), (12*), applicate alle curvature
delle due falde della evoluta di una superficie W, danno:

1 dr,
K=—F= 7o)t dry

(16) ‘
K, — — 1 dr,

(r—7y) drs’

e ne risulta quindi il notevole teorema di Halphen, espresso dalla formola
_ 1

(n—r)*”

(17) K1 Kg ==

Di qui segue in particolare che le due falde della evoluta di una super-
ficie W hanno sempre, in punti corrispondenti, curvature di egual segno.

§. 130.
Teorema di Ribaucour sulla corrispondenza delle linee di curvatura.

Un altro teorema di Ribaucour si deduce agevolmente dalle nostre
formole generali. Esso & relativo al caso, in cui sulle due falde dell’evo-
luta di una superficie S si corrispondono le linee di curvatura. L’equa-

) Basta applicare alle due seconde forme fondamentali di S,, S, il risul-
tato del §. 39 c. II (Cf. anche pag. 149 nota).
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zione differenziale delle linee di curvatura sulla prima falda S,

Edu+F dv , Fidu 4+ G, dv
. =0,
Didu+Ddv , Dydu-+D"dv
sviluppata colle formole (9), (11), diventa
(18) Er? =9" ory du’+%EG(r,,—-rl)’+Gr"(ar‘) +E g”‘ g"’ du do +
+ Grgarl arl o =

Per I'equazione differenziale delle linee di curvatura sulla seconda
falda S, si ha analogamente

(18='<)E*a’"29’”%z’z EG(rg-—rl)’-l—Gr’g::gr’—I—E (a“) }dudv—!—
Sr or
LG g

Se le linee di curvatura si debbono corrispondere sulle due falde,
le due equazioni (18), (18*) debbono coincidere, il che da subito le con-
dizioni

or ore or, ore

W w T w
ovvero r, —ry=costante. Dunque: Solfanto per le due falde dell’ evoluta
delle superficie W, & cui raggi di curvatura sono legati dalla relazione

r, — 73 = R (R costante) ,

accade che le linee di curvatura si corrispondono. Le formole (16) dimo-
strano d’altronde che in tal caso: le due falde dell’evoluta sono superficie
colla medesima curvatura costante negativa K — — %2 ),

Osserviamo che le assintotiche si corrispondono egualmente sulle due
falde e di piti: gli archi corrispondenti di assintotiche sono eguali. E in-

) Le (16) dimostrano anche che soltanto per le evolute delle superficie -

r, — ry==costante e per quelle delle superficie ad area minima accade che le
curvature delle due falde nei punti corrispondenti sono eguali,
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vero abbiamo per la (9%)

dst = dr? 4+ 7% (ry — 7)* du?

ds} == dar: -+ g (7'2 —_ rl)g v’ y
1

ed essendo dri=dr:, e inoltre lungo le assintotiche

Er} du* = Gri dv® ,
segue appunto
dS% = dS; ’
Quest'ultima osservazione & dovuta a Lie. Le eleganti proprietd ora
dimostrate sono suscettibili di un’importante generalizzazione, che fa-
remo conoscere in seguito.

§. 131.
Teorema di Lie sulle superficie W.

Lie ha osservato che: Sopra ogni superficie W si possono determinare
con quadrature le linee di curvatura. Daremo pin tardi la dimostrazione
di Lie; ora riportiamo la dimostrazione analitica di Weingarten di que-
sto teorema. Ricordiamo per cid che Iequazione differenziale delle lines
di curvatura di una superficie S si ottiene, eguagliando a zero il cova-
riante quadratico

. 1 BEdu +Fdv , Fdu+ G dv

VEG-F | Ddu+D'dv , D'du+D"do
delle due forme fondamentali. Indichiamo con Kq, la curvatura di questa
forma differenziale, e per calcolarla assumiamo a linee coordinate le linee
di curvatura ponendo
E=eri , F=0 , G=gr

D=——67'2 N D,=0 N D”='—grl;
avremo

q’=v;9(rl_r2) du dv ,
‘quindi (§. 37, formola (VI) pag. 78)

1 FlogVe . logVy n 3t log (r, — 73)
(h—r)Vog| M T oud 3 B0

Ky=—
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Ma per le (4)'§. 125 pag. 274, si ha:

ar,
FlogVe 3 o
udv = dur —
37'1

FlogVyg 3 du
auav - v Yo — 1

e quindi
or 1 87'1

K, = — 1 u W

Veg (n—m) o, Oy

u W

Dunque: Per le superficie W e per queste soltanto la forma ¢ & a cur-
vatura nulla. Il teorema enunciato risulta allora dal §. 37 pag. 79.

Rispetto alle linee assinfotiche di una superficie W, non si conosce
un teorema analogo, salvo nei due casi particolarmente interessanti delle
superficie d’area minima e delle superficie pseudosferiche. Per le prime
la seconda forma fondamentale

Ddu® 42D dudv + D" dv®

¢ (indefinita) a curvatura nulla e per le seconde la forma stessa, mol-
tiplicata per r,—r,, diventa ancora a curvatura nulla (Cf. §§. 75, 76);
ne risulta quindi (§. 37) che le assintotiche si ottengono per quadrature.

§. 132.
Il primo teorema di Weingarten.

La proprietd pil importante e feconda della teoria delle superficie
W & quella espressa dal bel teorema di Weingarten:

A) Ciascuna falda dell’ evoluta di una superficie W & applicabile sopra
uma superficie di rotaziong; la cui forma dipende unicamente dalla rela-
#ziome che lega i raggi principali di curvatura r,, r, della evolvente W.

La dimostrazione risulta subito dalle proprietd fondamentali dei
§8. 126, 127. E infatti soprala prima falda S, dell’evoluta le r, = costante
sono geodeticamente parallele e, poiché il loro raggio di curvatura geo-

detica
ry 7y
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& funzione di , soltanto, esse sono altresi a curvatura geodetica costante,
e perd la S, & applicabile sopra una superficie di rotazione (pag. 231).
Inoltre, poiche la funzione

frn)=nr—nr
dipende unicamente dalla relazione che lega r,, 7,, anche la seconda parte
del teorema risulta evidente.
Direttamente risulta il teorema della formola (9*) pag. 275
dst = dn +E(1—;~‘) dut® ;

2
calcolando infatti

- ﬁ _ rl drg
alogg‘/E<1_7’2)$_alog\/E_l_ 1= 7y dry
an, It
v
osservando la prima delle (1) pag. 273, troviamo
Bl =N
Slogg \/E(l “) } o
37‘1 o 7 — 7 !
onde
dr,
[

. e, cangiando # in f e?(u) du, si ha quindi il risultato:

Lelemento lineare della prima falda S, della evoluta di una superficie

W ¢ dato dalla formola
9 ar,

(19) dt=drt+e T e,

E chiaro che la seconda falda S, della evoluta sara applicabile sopra
una superficie di rotazione, il cui elemento lineare & dato da

2[ dr,
r? rld2

Dal teorema di Weingarten ora dimostrato si pud nuovamente trarre
il teorema al §. 131, nel modo come ha fatto Lie. E infatti sulla S, co-

(19%) A= di+
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nosciamo immediatamente le r, = costante e con una quadratura (§. 47)

- 8i hanno le traiettorie ortogonali, alle quali sulla evolvente W corrispon-
dono le linee di curvatura del primo sistema; similmente dicasi per quelle
del secondo sistema.

§. 133.
Il secondo teorema di Weingarten.

Come Weingarten stesso ha dimostrato, insieme al teorema A) sus-
siste il suo reciproco, salvo un caso d’eccezione che sara pit avanti no-
tato. Per dimostrarlo ci serviremo delle considerazioni geometriche se-
guenti, dovute a Beltrami (V.

Sopra una superficie arbitraria S tracciamo un sistema oo ! di linee (g)
e consideriamo il sistema oo *® di rette loro tangenti. Affinché queste rette
costituiscano le normali ad una superficie X & necessario che le (g) siano
geodetiche, poiché una delle falde della evoluta della X & allora la S
(§. 124). Dimostriamo che questa condizione & altresi sufficiente. Se le
(9) sono geodetiche, sia # una loro traiettoria ortogonale e consideriamo
le o! curve evolventi (C) delle (g), che hanno il loro punto di partenza
da ¢; la superficie X, luogo di queste evolventi C, avrd appunto per nor-
mali le tangenti alle (g). E infatti, se MP & un tratto di una delle tan-
genti, compreso fra il punto di contatto M con una geodetica g e il punto
P ove incontra ¥, esso ¢ intanto normale in P alla evolvente C; se spo-
stiamo M lungo una traiettoria ortogonale ¢ delle g, M P rimane costante
ed eguale all’arco delle (g) compreso fra ¢ ¢ e percido il luogo degli
estremi P sopra ¥ & altresl normale in P al tratto M P. La tangente
M P, essendo dunque normale in P a due diverse curve uscenti da P
sopra %, & normale a 3, c.d.d. '

Abbiamo dunque il risultato: La condizione necessaria e sufficiente,
perche un sistema ©* di rette tangenti ad una superficie S sia il sistema
delle normali di una e quindi di infinite superficie (parallele) %, é che le
linee imviluppate sopra S # queste rette siano geodetiche di S.

E chiaro che S & una falda dell’evoluta di una superficie X e uno
dei raggi principali di curvatura di ¥ & ’arco delle geodetiche (g), contato
da una traiettoria ortogonale fissa. La seconda falda S' dell’evoluta di X

() Ricerche di analisi applicata alla geometria (Giornale di matematiche,
vol. II, III).
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si dird la superficie complementare di S rispetto alle geodetiche (g). Essa
pud anche definirsi come il luogo dei centri di curvatura geodetica delle
traiettorie ortogonali delle (g) (§.127).

Possiamo ora dimostrare facilmente il teorema reciproco di Wein-
garten. Sia infatti S una superficie applicabile sopra una superficie di
rotazione, e supponiamo che le geodetiche (g) deformate dei meridiani non
siano linee refte. Le o* tangenti delle (g) sono, per quanto precede, le
normali di una superficie X e, se con

ds® = du® + ©* (u) dv®

indichiamo 1’elemento lineare della S riferito alle geodetiche (g) v = costte
e alle traiettorie ortogonali, con 7, », i raggi principali di curvatura
della evolvente, abbiamo

r; = u -} costante

1 _dm
n—r o

e perd r,, r, sono legati da una relazione, che dipende unicamente dalla
forma della funzione ¢, cioé dalla superficie di rotazione, su cui & ap-
plicabile la S. Il caso escluso si presenta in effetto e le ricerche sulle
superficie rigate del cap. VIII (§§. 121, 123) lo caratterizzano perfetta-
mente; se le geodetiche (g9) deformate dei meridiani sono linee rette,
la superficie & il luogo delle binormali ad una curva a torsione costante
e la superficie di rotazione, su cui & applicabile, & il catenoide (§. 107) (V).
Possiamo dunque enunciare il teorema reciproco di Weingarten:

(&) Senza ricorrere ai teoremi oftenuti al Cap. VIII nello studio della de-
formazione delle rigate, si pud stabilire questo risultato nel modo seguente. Sia
ds? =du? 1 r® dv? I'elemento lineare di una superficie di rotazione, che appar-
tenga altresl ad una superficie rigata, le cui generatrici siano le v. Per questa

12 t
rigata sard D=0, %=; e dalla prima formola (IV¥) di Codazzi (pag. 120)
ﬁ:
J
risulta—?j =1% (con ¢ costante). Avremo quindi per r 1'equazione differenziale

c?
;‘31
r2=u?+4 m? (m costante). La superficie di rotazione corrispondente & appunto
il catenoide. Sopra una sua deformata rigata il circolo di gola darad una geo-
detica ortogonale alle generatrici, onde la rigata & il luogo delle binormali di
una curva, la cui torsione si vede subito dover essere costante —m.

7= da cui integrando e trascurando in » un fattore costante, risulta
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B) Escluse le superficie rigate luogo delle bimormali alle curve a
torsione costante (applicabili sul catenoide), ogni altra superficie applica-
bile sopra una superficie di rotazione pud considerarsi come una falda del-
UVevoluta di una superficie W.

§. 134.

Elemento lineare sferico rappresentativo di una superficie W.

I teoremi dei paragrafi precedenti dimostrano che: i due problemi di
trovare tutte le deformate per flessione delle superficie di rotazione, o
di determinare le superficie 'W, si equivalgono perfettamente. L’ultimo
problema pud alla sua volta ridursi, come ha dimostrato Weingarten,
alla ricerca di quei particolari sistemi di linee ortogonali sulla sfera,
che danno all’elemento lineare la forma

ds® =e du® - g dv® ,

dove g & una funzione di e. _
Per dimostrarlo, osserviamo che le (4) §. 125 (pag. 274), nel caso che
la superficie appartenga alla classe W, possono scriversi
dlogVe 3 [ dr
v  wJSr—mn
dlogVg 3 [ dn
w  SuJ ry—mn

3

onde integrando e cangiando convenientemente i parametri «, v, potremo

porre
dry dar,
7'2 _— 7'1 ?

(20)

— N — 7 -
e=¢ , Vg=e
e perd ¢ g diventano funzione 'uno dell’altro.

E utile scrivere le formole precedenti, liberate dai segni di quadra-
ture. Percid, supposto che 7, non sia costante e quindi nemmeno Ve,
poniamo ’

Ve ==
a
e saranno Vg, r,, r, funzioni di . La prima delle (20) da
o adn
1 _' 2 o dﬁ ’ da - a dg'g

19

e e b s i ety ey B
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e la seconda delle (20) stesse da

— 1
V g S % .
“do.
Se poniamo
re =10 (a) ,

ne risultera
n=0@—ab (@ , Vg=
1 ( ) ( ) ’ g 6/ (a)
Possiamo cosl enunciare il nostro risultato sotto la forma:
C) Se di una superficie W si fa la rappresentazione sferica di Gauss,
potranno scegliersi ¢ parametri u, v delle sue linee di curvatwra in guisa
che Uelemento lineare sferico assuma-la forma

u? d
/3____ Q!(
(21) =Tt

dove o, é funziong di w,v e i raggi di curvatura r,, ry della W sono dati
- dalle formole

(22) r,=0() , n=00)—ab (a) .

Sussiste poi il teorema inverso:
C*) Se Delemento lineare (21) appartiene alla sfera di raggio 1, esiste

una corrispondente superficie W, che rappresentata sulla sfera ha per im-
magini delle linee di curvatura il sistema sferico (u,v), e i cui raggi prin-
cipali di curvatura sono dati dalle (22).

Cio risulta subito da che le equazioni fondamentali (4)‘ §. 125 sono
allora soddisfatte.

Aggiungiamo che, note X, Y, Z in funzione di «, », si avra la super-
ficie W con quadrature dalle formole:

oX X
w——f 7'2 du—l—rla dv), y=f( ngu+ ,aY )

oZ oZ
z—f(rga—u—du-i,-rl—a;dv) .

Operando sulla (1) §. 125, come ora abbiamo fatto sulle (4), otte-
niamo i teoremi seguenti, che bastera enunciare:
D) L’clemento lineare di una superficie W, riferito alle linee di cur-
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vatura (u, v); pud porsi sotto la forma

‘ o du’ dv*
(23) dS - pg + e/g(p) ’

dove B & una funzione di u,v, e i raggi principali di curvatura della W
saranno dati dalle formole

1
B!

(24) S =00, - =00 —BV @ .

D*) Se Pelemento lineare (23) & tale che, calcolandone la curvatura,
risulti

K:@@[M@—BW®},

esso apparterra ad una superficie W, i cui raggi di curvatwra saramno
dati dalle (24). ,

E infatti la equazione di Gauss e le equazioni di Codazzi risulte-
ranno allora soddisfatte.

§. 185.
_‘Olassi complete di superficie W.

Limitiamoci per ora ad applicare i risultati precedenti, in ‘particolare
i teoremi C) C*), a due casi nei quali si pud determinare per quadra-
ture la classe completa di superficie W, i cui raggi di curvatura sono
legati da una determinata relazione e quindi, pel teorema di Weingarten,
la classe completa di superficie applicabili sopra una determinata super-
ficie di rotazione.

Il primo caso & quello in cui il sistema («,v) che da all’elemento
lineare sferico la forma (21), & un sistema isotermo. Allora si porra sem-

plicemente
2

@@:a,ﬁ@:%

e si avrd

o) R,

0_2
1‘2=5 , 7’1=—-

Le corrispondenti superficie sono tutte le superficie d’area minima
e si ottengono per quadrature. Il catenoide essendo una superficie di
rotazione d’area minima, le evolute delle superficie minime sono appli-
cabili sulla evoluta del catenoide, cioé sulla superficie di rotazione che
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ha per curva meridiana l'evoluta della catenaria e per asse la diret-
trice (V. Di questa superficie di rotazione possiamo dunque ottenere per
quadrature tutte le deformate per flessione.

Un secondo caso risulta dai teoremi al §. 91 (pag. 198) sulle ellissi
e le iperbole geodetiche.

Sappiamo infatti ridurre, nel modo pii generale, I'elemento lineare
della sfera alla forma

2 2
(25) P dw . i av .,
2 2
sen (2 ) COS (2)

che appartiene appunto. al tipo (21), ove si faccia

m=sen‘23 , 0’(a)=cos§ )
da cui
¥ (o) do = %’i’s—“’ do
__w+seno
0 (0) = 2 .
Le (22) danno quindi
(26) 72=m+4enm ’ 7’1=m 4fienm

e per la relazione, che lega i raggi di curvatura delle corrispondenti
superficie W:

2 (r, — r)) = sen [2 (rz-[—rl)] .
Sappiamo dunque determinare per quadrature la classe completa di

queste superficie W, per quanto la relazione che ne lega i raggi di cur-
vatura sia di forma ben complicata.

Le due falde dell’evoluta di queste superficie W hanno per rispet-
tivo elemento lineare, per le (19), (19%) pag. 286

ds§=i—, sen* ( )dw*+cos ( ) dau?

ds§=%§ cos* ( )dw —l-sen"( )dv

,

) Per 1'una o l'altra falda dell’evoluta di una superficie d’area minima si
trova dalle (19), (19%) la formola;

ds?=do® - a dp? .
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esse sono applicabili I'una sull’altra (giacché ds, si cangia in ds, mu-
tando © in *~w ed # in v) e sopra una medesima superficie di rota-
zione. Anche di questa speciale superﬁcie' di rotazione sappiamo dunque
determinare tutte le deformate per flessione.

Ritorneremo su questi risultati in altro capitolo, quando potremo far
conoscere la elegante costruzione geometrica di Darboux, per ottenere
tutte le superficie W della classe (27).

§. 136.

Evolventi e complementari delle superficie pseudosferiche.

Applichiamo ancora il teorema di Weingarten a sviluppare alcune
conseguenze, che riguardano le superficie pseudosferiche.

Tutte le evolute delle superficie pseudosferiche sono applicahili sopra
una medesima superficie di rotazione, 'evoluta della pseudosfera, cioé il
catenoide; dunque:

Ciascuna falda dell’evoluta di una superficie pseudosferica é applica-
bile sul catenoide.

Consideriamo ora sopra una superficie pseudosferica S uno degli in-
finiti sistemi di geodetiche v, che, presi a linee coordinate insieme colle
traiettorie ortogonali, danno all’elemento lineare una delle tre forme del
tipo parabolico, ellittico o iperbolico (§. 102 pag. 224)

b

@) ds* = du? + e® dv

() ds* = du* + R? senh? (%) d?

(IIT) ds* = du* + cosh® (%) @ .

Ogni volta le tangenti alle geodetiche » costituiscono le normali di
una superficie (evolvente) W; e noi vogliamo ora ricercare da quale re-
lazione saranno corrispondentemente legati i raggi principali 7, di
curvatura della W. Considerando la superficie pseudosferica S come prima
falda dell’evoluta di W e paragonando le forme (I), (II), (ILL) dell’ele-
mento lineare colla (19) §. 132 (pag. 286).

2fdr1
#

1— T2 df]f

dsy = drl + e
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dovremo eguagliare i due elementi lineari, ponendo
wu=r -+ C , v=>»r o (C,Acostanti).

Per la relazione che lega r,, r, troviamo cosi corrispondentemente

nei tre casi
Iy n—ry=R

() r,--r, =R tgh (“;{C)

R

1l valore di C nelle ultime due formole dipende dalla speciale evol-
vente ¥, che si considera.

Domandiamo ora: Su quale superficie di rotazione sono applicabili le
rispettive superficie complementari di S nei tre casi?

Nel primo caso la risposta risulta subito dal teorema al § 130;
si vede che la superficie complementare & allora una nuova superficie
pseudosferica di raggio R. Possiamo enunciare questo importante risul-
tato (le cui conseguenze saranno sviluppate nel cap. XXIV) cosi: I7 luogo
dei centri di curvatura geodetica di un sistema di oricicli paralleli sopra
una superficie pseudosferica & una nuova superficie pseudosferica.

Venendo agli altri due casi, osserviamo che per I’elemento lineare
della seconda falda dell’evoluta, dalla (19%) §. 132 (pag. 286) si trova

2
dst = tangh* (fl:i_—g) ar? + L

R cosh? (ﬁiR_—g)

(ITT) #,— 7, =R coth (f‘—ig) .

" el caso (), e

2
dst = coth?* (rl + C) dr? + @

R rn—+C
senh® (——R—)

nel caso (III). Le curve meridiane delle corrispondenti superficie di ro-
tazione possono definirsi colle equazioni

r senyp , z=R;log tang;—go-kcosgo}

_VNH+1
nel primo caso e

1
P=-——————8§eny , z=R=10gtang—rp+cos<p}
vl_R2k2 2
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nel secondo, & essendo una costante. Paragonando queste formole colle
altre §. 103 (pag. 226)

r=Rseny , ¢=R ( logtang%cp—l—cosq:) ,

si vede che la prima curva & la proiezione della trattrice ordinaria sopra
un piano per 'assintoto; la diremo traffrice accorciata. La seconda curva
ha invece per proiezione ortogonale sopra un piano per I'assintoto la
trattrice e si dird ‘rafirice allungata.

Dunque: Le superficie complementari di wna superficie pseudosferica nei
rispettivi casi (L), (IT), (IIX) sono applicabili sulla superficie di roftazione che
ha per meridiano rispettivamente la tratirice ordinaria, la tratirice accor-
ciata o la trattrice allungata, e per asse Uassintoto.

§. 136*.

Calcolo dell’elemento lineare della superficie complementare.

Dato I’elemento lineare
(a) ds* = du* + ¥ dv*

di una superficie S applicabile sopra una superficie di rotazione, occorre
qualche volta di dover calcolare direttamente quello della superficie S’
complementare di S rispetto alle geodetiche v deformate dei meridiani.
A questo servono i calcoli seguenti che dimostrano nuovamente la pro-
prietd della ', gia dedotta dal teorema di Weingarten, di essere appli-
cabile sopra un’altra superficie di rotazione.

Ritenendo per la S le consuete notazioni, ed indicando con #, v/, 7
le coordinate del punto M’ della complementare S’ corrispondente al
punto M == (2, 9, #) di S, basta osservare che la curvatura geodetica delle

g

. X 7 . R
linee » sopra S & data da,——-; per dedurne che si avrd

. r oz . r dy
(d) x,—'x-‘?a_u ) y,_y_;.—/au ’

Ora le formole fondamentali (I) pag. 116 danno nel caso nostro

o Fx

w=DPX s g =,5%tDX
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onde, derivando le (o), si dedurra

o/ rv” o Dr ox' D'r

— T e — —p ——X .
du * u v T 7

Indicando con ds’ I'elemento lineare di §’, avremo dunque

9 re’\% o, 1 /e
ds? = e du —l—;,—g(deu—{-rD a)? ;

ma in virti della prima equazione di Codazzi (pag. 119) si vede che
I’espressione » D du + » D' dv & un differenziale esatto. Ponendo adunque

v, == r(D du + D dv) ,
avremo per la formola richiesta
@ dst = (T ;:) o

questa dimostra appunto che la S’ & applicabile sopra una superficie di
rotazione. Alla (b) possiamo anche dare la forma equivalente

®" ds*® = [rd (;l;,)r + % .

Se applichiamo p. e. queste formole assumendo per la (a) le forme
(I), (II), (IIT) del ds® del §. precedente, troviamo nuovamente i risultati
ivi stabiliti.



297

CAPITOLO X

Sistemi oo di raggi o congruenze rettilinee

Congruenze rettilinee. — Punti limiti e superficie principali. — Congruenze isotrope di Ri-
baucour. — Fuochi e sviluppabili della congruenza. — Congrnenze normali, — Teorema
di Beltrami. — Teorema di Malus-Dupin. — Congruenze con assegnata immagine sfe-
rica delle superficie principali. — Congruenze con assegnata immagine sferiea delle svi-
lappabili. — Formole relative alle due superficie focali. — Congruenze pseudosferi-
che. — Congruenze di Guichard. — Superficie di Guichard e di Voss.

§. 137.

Le forme fondamentali della congruenza.

- La teoria che andiamo a svolgere nel presente capitolo riguarda i
sistemi doppiamente infiniti di rette distribuite nello spazio in modo che
' per ogni punto dello spazio, o di una conveniente regione di spazio, passi
una retta o un numero finito di rette del sistema. Tali sistemi oo? di
rette (raggi) diconsi anche congruense rettilinee, o semplicemente con-
gruenze. L’insieme delle normali ad una superficie non & che un caso
particolare di questi sistemi.

Questa teoria, nata da questioni di ottica geometrica, & venuta acqui-
stando un’ importanza crescente per la teoria delle superficie e non sem-
bra dubbio Jﬁhe debba vieppil contribuire in avvenire ai progressi della
geometria.

Noi ne stabiliremo qui i fondamenti, attenendoci specialmente alla
classica memoria di Kummer (Y, e ne faremo conoscere in questo capi-
tolo e nei seguenti le principali applicazioni.

Occupiamoci in primo luogo di definire analiticimente la congruenza.
Tagliamo per cid 'intero sistema di rette con una superficie S e per
ogni raggio del sistema riguardiamo come punto di partenza il punto

&) Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme (Crelle ’s Journal 57°).
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(o uno dei punti) ove incontra S. Riferita la superficie S ad un sistema
di coordinate curvilinee (u,v), definiremo analiticamente la congruenza
esprimendo in funzione di u,v le coordinate

Z, Y, #

del punto di partenza e i coseni di direzione del raggio, che indiche-
remo con
X, Y, Z.
Rispetto alle funzioni z,4,2, X, Y, Z di u,», supporremo che esse
siano finite e continue insieme alle loro derivate parziali.
Conducendo pel centro della sfera

Py ta=1
il raggio parallelo alla direzione positiva, del raggio della congruenza, le
coordinate dell'estremo M, saranno X, Y, Z; riguarderemo questo punto
come I’immagine sferica della retta (u,v) della congruenza. Variando la
retta (u,v) nel sistema, il punto M, descriverd limmagine sferica della
congruenza. '
Osserviamo che le coordinate &, v, ¢ di ogni punto P sul raggio (u, v)
sono date dalle formole

(1) L= +tX | g=y+tY |, {=24+t7Z,

essendo £ Pascissa del punto P sul raggio, contata dal puntb di partenza
Py==(z, y, #) come origine.
Introduciamo con Kummer le seguenti funzioni fondamentali

@ 2(%’5) 2 a-F 3E)=c

oX oz oX oz oX oz oX 2z
(B)Zauau 2 szSu " Zavav

per le quali si esprimono le due forme differenziali quadratiche
(4) dst =Y dX*=E du* + 2 F du dv + G &*
(5) YdwdX =ecdu+(f+f')dudv + g dv* ,

che diremo le due forme fondamentali. La prima rappresenta il quadrato
dell’elemento lineare della rappresentazione sferica; si osserverad che ds,
misura altresi P’angolo infinitesimo di due generatrici sueccessive (,v),

(u—+du -, v+ dv).

ou av=f’
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Indichiamo poi con dp la lunghezza infinitesima della minima distanza
del raggio (u,v) dal raggio infinitamente vicino, con cosa , cosd, cose
i coseni di direzione di questa minima distanza e in fine con » il valore
dell’ascissa ¢ al piede di dp sopra il raggio («, v).

Abbiamo:
cosa:cosb:cosc—-—;(YdZ—ZdY) (Z dX—X dZ) : (X(ZY —Y dX)
cosa:cosb:coscF——,{(Yg@Z‘ aY) du —I—( Y)d 2:
oX Y/ 3X o7
{52 2w (1E 5
(g3 _y3X Y 93X\ . |
g(xau a)d +( - Y%)dz;’.

Per le identitd osservate al §. 77 pag. 162 (nota) si pud scrivere .

€08 a:cosb:cosc=j (E@—(—F@—( du — (Gal(—F% dv
v Ju u v

> Y. 3 oY
.g(E—a;—Fa—Y)du—<G@—F%>dvg.

{(3Z—2%) a — (a2 ¥
tEE-)v Fa du Gau Fa” dv

2

e risulta quindi

X X X
o (PEB e (2o
VE G—F VE duw*+2F du dv+G dv* .
( Y)d +( A GSY)dv
u
(6) cos b =
v VEG-—FZ \/Edu+2qudv+Gd1; .
A/ 7 9
(E%—Fa)d +( G@)dv
CO0S ¢ =
\ VEG—F VE 12T du dv+G @
Qra si ha

dp = 2 cos @ dxz ,
ossia per le precedenti:
Edu+Fdv, F du-tGadv

edu +fdv, f du+gdv

1

" =
’ VEG—F ds,

e et LN P

A A a2t - TOSIa o
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Essendo » 1’ascissa del piede di dp sopra il raggio (u,v) e ¢ quella
del punto ove incontra il raggio (u -+ du, v+ dv), avremo

2+rX4dpeosa=zx-+de+t(X -+ dX),
colle analoghe in y, 2, ovvero

( rX +dpcos a=dzr+ ¢ (X 4 dX)
rY 4 dpcos b=dy + ¢ (Y + dY)
( rZ +dpeosc=dz +t(Z + dZ) .
Queste, moltiplicate ordinatamente per X, Y, Z e sommate, danno

t=r— Y Xdz.
ciod ¢ differisce, come & naturale, infinitamente poco da 7. Moltiplican-
dole invece per dX, dY, dZ e sommando otteniamo
D dedX + (r— Y Xdr). Y dX*=0,
onde, trascurando gli infinitesimi di ordine superiore:

_ Y dzdX
Y dxt

cioé

®) - r__edu*’«}—(f—{—f')dudv-{—gdv”
- Edw+2F du dv + Gdv* -~

§. 138.
Punti limiti e formola di Hamilton.

Le formole ora stabilite conducono a notevoli conseguenze, che nel
modo pitt semplice stabiliamo, servendoci di una conveniente trasfor-
mazione delle coordinate curvilinee (u,v). Escludiamo per cid dapprima
il caso che le due forme fondamentali (4), (5) abbiano i coefficienti pro-
porzionali, cioé che sussista la proporzione

E: F: G=e:f—_g—f—v:g.

Allora, con una trasformazione deferminata reale delle coordinate u, v,
si pud rendere simultaneamente

F=0 , f+f=0.
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Supposta effettuata questa trasformazione, la (8) diventa

e dw? g dv*

* —_——
(&% = Eaf L Gdr

Indicando con 7, il valore di » corrispondente a dv =0, con », quello
corrispondente a du =0, avremo

[
rl=—E ) 7,2:__%’

restando escluso, per l'ipotesi fatta, il caso di ,=7r,. La (8%) si scrive
quindi

2 2
©) =Er1du + Gry dv

E dw* + G dv®

e, supponendo p.e. 7, >, si ha

. G’ (1'2 — 7'1) d’02 — E (7‘2 "‘—'7'1) du?
TN EW T Gar T B T G
onde segue
n<r<r

Indichiamo con L,, L; i piedi delle minime distanze del raggio (u, v)
dai due raggi infinitamente vicini (v 4 du, v) , (u, v + dv) rispettiva-
mente; le loro ascisse sono »,,7,. Per quanto precede, il piede della
minima distanza del raggio («,v) da ogni altro raggio infinitamente vi-
cino (w-du , v+ dv) cade entro il segmento L, L,; gli estremi L,, L,
di questo segmento diconsi percid i pumti limiti.

Se con ,

co8 @, , CO8 b, , cCO8 ¢

COS @, , C€OS by , COS Cp

indichiamo i valori di cos @, cos b, cos ¢ ai rispettivi punti limiti L,, Ls,
abbiamo dalle (6)

-1 X 1 Y 1 9Z
Cos @y=—— , €08 b= —— , €08 ¢ = —— —
VG VG VG 3y
ST ). S eS NN L S . A
vV E du V' E du E %u

onde .

CoS @, COSa, -+ cos b, cosb, 4 cose, cosc,=0.

T
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Si ha quindi il teorema: Le direzioni delle minime distnze del raggio
(u, v) da quei due raggi della congruenza, pei quali i piedi di esse distanze
cadono nei punti limiti Ly, Ly, sono fra loro ortogonali.

Chiamansi piani principali del raggio (w, v) i piani condotti per questo
raggio normalmente a quelle due minime distanze; il risultato prece-
dente si enuncia quindi: I due piani principali di ogni raggio sono fra
loro ortogonali.

Possiamo ora scrivere la (9) in altro modo introducendo 'angolo o,
che la minima distanza dp del raggio (u, v) dal raggio (u+ du, v+ dv)
forma con quella dp, relativa al punto limite L,. Abbiamo infatti

. VE du
€0s » = X COS @ COS @, = — ,
VE du? 4 G dv*
T Eduit + G dt’ " E d@® + G d®
e perd la (9) da la formola di Hamilton:
(10) r=nr cos*o Jrsen’o.

§. 139.
Congruenze isotrope.

Esaminiamo ora il caso escluso
e:f——;f :9g=E:F:G;

‘le considerazioni del numero precedente rimangono ancora applicabili,
colla differenza che la trasformazione effettuata pud compiersi ora in
infiniti modi. Risultando # =#,, i punti limiti I,, L, coincidono sopra
ogni raggio in un sul punto, e in questo punto cadono i piedi di tutte
le minime distanze del raggio dai raggi infinitamente vicini. Queste sin-
golari congruenze furono considerate la prima volta da Ribaucour, che
diede loro il nome di congruenze isotrope. 11 loro studio presenta molto
interesse per la relazione di queste congruenze colle superficie d’area
minima, che fra breve stabiliremo.
Qui facciamo le osservazioni seguenti. Un’equazione

? (u,0) =0

fra le coordinate u,v di un raggio di qualsiasi congruenza rappresenta
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. una superficie rigata, le cui generatrici sono raggi della congruenza, o,
come si dird brevemente, una rigata della congruenza. Per ogni rigata
di una congruenza isotropa & chiaro che la linea di stringimento coin-
cide col luogo dei punti limiti dei suoi raggi. Invece per una congruenza
generale c¢id avviene soltanto per le due serie di superficie rigate

u=costante , v=-costante ,

le variabili », v essendo quelle introdotte nel numero precedente. Per
ogni superficie » = costante la linea di stringimento & il luogo del punto
limite L, sui raggi corrispondenti e similmente per una u = costante il
luogo del punto limite L,. Le superficie rigate di queste due serie si
diranno per cid le superficie principali della congruenza. Nelle congruenze
isotrope, ed in queste soltanto, ogni rigata della congruenza & superficie
principale.

Se per una congruenza isotropa scegliamo a linee (u,v) sulla sfera
un sistema ortogonale, e per superficie'di partenza prendiamo la super-
ficie luogo dei punti limiti, che si dice la superficie media della con-
gruenza, avremo

r=r=0,
quindi .
e=0, f+f=0, g=0,
cioé sard identicamente :

dz dX +dy dY + de dZ=0.

Se si fa dunque della superficie media S una rappresentazione sulla
sfera, non al modo di Gauss, ma conducendo il raggio della sfera pa-
rallelo alla direzione del raggio della congruenza isotropa, la formola
precedente insegna che ogni elemento lineare di S & perpendicolare al
corrispondente sulla sfera. Si ha quindi il teorema di Ribaucour:

La superficic media di wna congruenza isotropa S corrisponde per or-
togonalita. d'elementi alla sfera.

Viceversa si vede subito che se una superficie S corrisponde per or-
togonalitd d’elementi alla sfera, conducendo pei punti di S le rette pa-
rallele ai raggi che vanno ai punti corrispondenti della sfera, si forma
una congruenza isotropa.

In fine osserviamo che se a partire dalla superficie media S si porta
sopra ogni raggio una lunghezza costante £, le coordinate dell’estremo
. essendo
E=x+tX , N=y+itY, C=2+tZ,

TR &

-_,,_4).\,._‘,4, -
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I’elemento lineare della superficie luogo degli estremi ¢ dato da’
¥+ A’ + d = da® + dy* + do* + £ (dX® + dY* + dZ7)

e non varia quindi cangiando ¢ in—¢ Le due superficie S,, S, che si
formano portando il segmento costante ¢ dall’ una parte o dall’altra sono
applicabili, corrispondendosi i punti sullo stesso raggio, e la distanza di
due punti corrispondenti & costante, eguale a 2¢. Viceversa & ghxaro che:
Se in una coppia di superficie applicabili la distansa dei punti corrispon-
denti ¢ costante, le congiungenti © punti corrispondenti formano una con-
gruensa isotropa. '

§. 140.
Ascisse dei punti limiti.

Ritorniamo ora ai risultati generali del §. 138, che abbiamo _étteimto
introducendo un particolare sistema di variabili, quelle cieé che, égua-
gliate a costantl danno le superficie principali della congruenza Sup-
ponendo ora le variabili «,v qualunque, vogliamo stabilire 1a ‘formola
fondamentale che da le ascisse #,, 7, dei punti limiti. L’equazione’ diffe-
renziale delle superficie principali si ottiene (§. 39) eguagliando a zero
il Jacobiano delle due forme fondamentali (4) (5), cio¢ il determinante

Edu+Fdo , FdustGado
edu—l—%fdv , ’%fdu-maw

Essa si scrive per cid:

=0,

(A):f——giE—eFEdu* +ng—-eG§dudv+§gF—t—%f-G

Pei valori di %—u che soddisfano a questa equazione, la (8)

(edu+f+fdv)du+(f+fdu+gdv)
" (Edu-+Fdv)du + (Fdu-+ Gdv) dv

1

8i pud scrivere
edu—l—f—l_dev f——;/—’du#—gdv
Edu+Fdv ~ FdutGdo

¥ = —
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o 8i hg quindi
- (Er+e)du+(Fr+f—+~f) dv == 0

(Fr+f+f)du+(Gr+g)dv—0

Ehmmando fra queste due il rapporto du: dv, si ottlene I'equazione
di secondo grado in r
®B) (EG—F)r+

gE F+F+eGlrteg—

(f +f )
le cus radici. sono le ascisse dei punti limiti, ’

§ 141.

Fuochi e sviluppabili della congi'uenza,.
&

Cerchlamo ora se fra le superficie rlgate della congruenza ve ne sono

di sv11uppabxh Per una tale superﬁcxe

. : ¢ () =0,
deve -esseré dp=0, cioé per la (7)

’ Edu—I—de, Fdu - G dv

edu+fdv , Fdutg dv
ovvero, sviluppando

=0,

(©) (E-eF)dwl+|gE+(f-HF-oGlaudotgF-fG) dt=0.

Dunque: 1 raggi della congruenza possono associarsi in due serie (reali
od immaginarie) di superficie sviluppabili.

Alla stessa equazione differenziale (C) delle sviluppabili della con-
gruenza arriviamo anche nel medo seguente, che ci fornisce inoltre
un altro importante elemento. Supposto che la (11) sia !’equazione di
una sviluppabile della congruenza, indichiamo con p I’ascissa del punto
F ove il raggio (u,v) tocea o splgolo di regresso della (11); le coor-
dinate di F saranno

n=2+pX, y=y+eY, a=2+pZ.

i ~Se differenziamg queste formole, ritenendo «, v légaté da.]la (11), sa-

20
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ranno per ipotesi dz,, dy:, dz, proporzionali a X, Y, Z, onde avremo:
dx4pdX=\X , dy+pd¥=2Y , detpdZ=>\Z,

essendo A un fattore (infinitesimo) di proporzionalitd. Moltiplicando or-
dinatamente queste tre equazioni, una prima volta pe | X ox oz
q q ) prima v Per 2 3t Fu

oX Y 9Z

una seconda per % 3 3 ° sommando si ottiene:

edutfdv+pEdu +Fd)y=0,
f’du+gdv+p.(qu+de)=O .

Eliminando p, si ottiene appunto '’equazione differenziale (C) delle
sviluppabili della congruenza. Ove si elimini invece il rapporto du: dv,
si ha per p l'equazione di secondo grado:

0) E6—F)¢+|gB—(+NTF+eGloteg—ff=0;

le sue radici p., p, Sono evidentemente le ascisse dei due punti F,, Fy,
ove il raggio (u,v) tocca lo spigolo di regresso dell’'una o dell’altra svi-

* luppabile delle due serie che passano pel detto raggio. Questi due punti

diconsi i fuochi del raggio (u,v) e ‘possono anche eonsiderarsi come i
due punti in cui i} raggio (u,v) & incontrato dai due-raggi mﬁa@amente
vicini, appartenenti all'una o. all’altra delle %vﬂuppablh (4, Essi sono
reali od immaginarii, secondo che le sviluppabili ‘della congruenza sono
reali od immaginarie.

Dalle (B), (D) confrontate risulta

prtpe=ntry,

quindi: I7 punto medio dei punti limiti coincide col punto medio dei fuochi.

" Questo punto dicesi per cio il punto medio del raggio, e la superficie

luogo dei punti medii chiamasi la superficie media. Dalle (B), (D) risulta
inoltre \ *(f .

9192=7’172+m ’
quindi

(7‘1‘—‘ r2)g - (Pl - 92)2 = E(fG—f );\2 .

®) L'incontro ha luogo sqltan?:o a meno di infinitesimi d’ordine superiore,
ciod dp & infinitesimo d’ordinmi;gﬁariore al primo in F,4 F,.
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-
..Se si indica quindi con 24 la distanza dei punti limiti e con 28 quella
dei fuochi, si ha
' -ty
P) =T )
(12) @-2 4(EG-F)
Quando i due fuochi sono reali, essi giacciono dunque, come segue
anche dal §. 138, entro il segmento. dei punti limiti.
Prendiamo per semplicita a superficie di partenza la superficie media;
allora la formola (10) (pag. 302) di Hamilton, ponendo
"= d y To= — d y
si scrive - :
r=dcos2 o ,
onde si vede che, mentre il piede della minima distanza del raggio (u, v)
da un raggio infinitamente vicino percorre il segmento dei punti limiti

da +-d a—d, I'angolo o cresce da 0 az, assumendo il valore Z“ nel

p}‘mto medio del raggio. Indicando con ®;, ®, i suoi valori nei fuochi

pr=0, p=-—0,

abbiamo
0820)——8 cos2'w—-—6
C l_d, ’ 2= "3
e perd _
T
(!)1+(9g—‘2— .

Diconsi piani focali i piani condotti pel raggio e pei due raggi infi-
nitamente vicini che lo incontrano; ne risulta: I piani focali hanmo gli
stessi piani bisetfori dei piami principals.

Se indichiamo con

T
'{=0)2—(»1=§-2'0)1

P’angolo dei due piani focali abbiamo, per le precedenti, le formole:

b ; V-3
(13) seny=z , COSY="—q— .

§. 142.
Superficie focali.

>

In relazione con una data congruenza vi sono da considerare cinque.
superficie e ciod la superficie media, luogo dei punti medii, le due su-

‘,;ﬁs)-*"} e
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perficie limiti luogo dei punti limiti, e in fine le due superficie focali luogo
dei fuochi (V. Le prime tre sono sempre reali, le due ultime soltanto
per le congruenze a sviluppabili reali. La congruenza & allora formata
dalle tangenti comuni alle due falde S,, S, della superficie focale. Es-
sendo i due fuochi F,,F, i punti di contatto del raggio colle superficie
focali 8,, S;, & chiaro che i piani focali sono i piani tangenti in F,, F,
alle superficie focali. I raggi della congruenza inviluppano sopra S, un
sistema o' di curve, che sono gli spigoli di regresso I', delle sviluppa-~
bili di uno dei due sistemi, e analogamente sopra S,; si vedra subito
che il piano osculatore in F, della curva F,, che vi passa, & altresi il
piano tangente in F, alla S,. Le due serie di sviluppabili della con-
gruenza tagliano ciascuna delle superficie focali secondo un sistema co-
niugato.
Possono le superficie focali coincidere? In tal caso le linee inviluppate
~ sulla superficie focale dai raggi della congruenza coincidono con quelle del
sistema coniugato, cioé sono le assintotiche di un sistema. Di piu si di-
mostra facilmente che la distanza 2 d dei punti limiti & data allora da

9d=—t_ |

V-K
essendo K la curvatura della superficie focale.

" E infatti prendasi a superficie di partenza la superficie focale, e a
linee coordinate le linee assintotiche » in considerazione e le loro traiet-
torie ortogonali » e sia '

ds*=F du® + & dv?

I’ elemento lineare della superficie. Per i coefficienti della seconda forma
fondamentale avremo *

4 D2
D—O, ETG'/—_K’
Poniamo
1= 1_%_% s Yl":""_,l_.T?g y Zl=“}_':’a"f
VE ou vVE ou VE du
X, = 1_% , Yp== l_di/ s Z2=éa£
V& v V& V&

@ In molte ricerche torna utile la considerazione di una sesta guperficie
detta da Ribaucour la inviluppata media, che & 1’inviluppo dei piani normali ai
raggi nei punti medii’ (piani medii).
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e dalle formole fondamentali (I), (II), pag. 116-117 dedurremo
X, _ 1 9WE - X _ 1 3@

du v& " w VE \/E’
Essendo appunto X,, Y,, Z‘l i coseni di direzione del raggio (u,v)
della congruenza, per le quantita fondamentali (2) (3) pag. 298 troviamo

EN AR AVE /T dya\' v
E=(1 ¢E).,F=_ 1 VE ‘/G,G=(—1— \/_G) g

X.

p— p— — + =
V& % VEG » ou VE du E
i 7 a 7
e—0 _ﬂ,f__o g_\/G VG’
onde Ay
D” ( E
— 2—_.—_.__. —
EG —F E & 81;,)

T

La (B), essendo nullo il termine medio, di quindi

%
4%,=E?,—G=—K,c.d.d.

§. 143.

Congruenze normali.

Un sistema di raggi si dird un sistema o una congruenza normale,
se esiste una superficie normale a tutti i raggi e quindi (§. 133) una
. serie o' di tali superficie.

Se una congruenza & normale, dovra esser possibile assumere nelle
(1) pag. 298 per ¢ una tale funzione di w, v che la superficie luogo del
punto (§,v,§) riesca normale ai raggi; dovranno quindi i dlﬁ'erenzmh
dg, dn, di soddisfare alla condizione

X#&+Ydy+Zd;=0.
Ora si ha '

d=det+dt. X+¢.dX, dn=dy+dt . Y+¢.dY, dL = de+dt . Z+td Z
e perd la condizione richiesta diventa

@+ S Xdr=0;
se si pone-

_vx® y_yx¥®
(14) U=2X-, V=X,



310 cAPITOLO X. — §8. 143, 144
avremo per determinare ¢ la relazione

dt =— (Udu-+V dv),
onde la condizione richiesta si traduce nella equazione
(15) AN
che si pud scrivere anche, per le (3):
(15%) f=f.

Supposta la (15) o (15%) soddisfatta, esiste una serie di superficie
(parallele) ortogonali alla congruenza, definite dalla formola

(16) t=0C— [ (Udu+ Vdv).

Essendo f=f’, si ha
T
d=d, 7 =73

e viceversa dall’una o dall’altra di queste ultime segue f=f". Dunque:
Lo condizione necessaria e sufficiente affinché una congruensa sia
normale é che i fuochi coincidano coi pumti limiti, ovwero che i piami focali
siano fra loro perpendicolari (V.
Le due superficie focali per una congruenza normale coincidono evi-
dentemente colle due falde dell’evoluta delle superficie ortogonali ai raggi.

§. 144.

Teorema di Malus-Dupin.

Poniamo la (15) sotto altra forma, introducendo gli angoli o, B, che
il raggio (#,v) forma colle linee coordinate v, w della superficie S di

partenza. Se
ds* =K du* + 2 F du dv - ¢ dv*

& l'elemento lineare di questa superficie, abbiamo

10z __ V

U .
= — , coS B = X_ — p)
\/EI 2 \/G/ dv V G_l

®) Questo teorema risulta anche subito dalle considerazioni geometriche
del §. 142,
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onde la (15) si scrive

) (\/ii—}’ oS o) _ 3 (V& cos )

v ou

(17)
e, supponendola soddisfatta, la (16) diventa
(18) t=C——fﬁ/ET’cosadu + V& cos B dv) ,

In queste formole figurano soltanto gli angoli «, B e i coefficienti del-
Pelemento lineare della superficie di- partenza. Beltrami ne ha dedotte
le seguenti interessanti conseguenze. Supposta la (17) soddisfatta, im-
maginiamo che la 8 si deformi, seco trasportando il sistema di raggi
invariabilmente legato alla superficie, in modo cioé che gli angoli «, B
non varino. La (17) rimarrd sempre soddisfatta e il valore (18) di ¢
non varierd per la deformazione. Si ha quindi il teorema di Beltrami:

Se i raggi di una congruenca normale, uscenti dai punti di una su-
perficie 8, s’ immaginano terminati ad una delle superficie ortogonali %, in
ogni deformazione per flessione della S, che seco trasporti i raggi della
congruenza invariabilmente connessi alla superficie, il luogo dei medesimi
estremi sara sempre wna superficie ortogonale ai raggi (V.

Dalla formola (17) si deduce inoltre facilmente il teorema di Malus-
Dupin:

Se una congruenza normale di raggi luminosi subisce un numero qua-
‘lunque di riflessioni o rifrazioni, essa rimane sempre una Ccongruenso
normale.

Prendiamo a superficie S di partenza la superficie riflettente o ri-
frangente, e a linee coordinate » sopra la S le linee inviluppate dalle
proiezioni ortogonali dei raggi sui piani tangenti a S, a linee v le traiet-

- torie ortogonali: avremo

T T
o= E ’ ‘3 — E — 7,
essendo 7 I'angolo del raggio colla normale a S. La (17) diventa allora

3 (V@ sen v)
SV T Veoo,
ou

) Si pud osservare che, siccome nella (17) e nella (18) figurano solo E, @&,
si pud anche ammettere che la superficie flessibile S sia soltanto parzialmente
inestendibile, ciod lungo le linee coordinate u, v, ed anche in queste deforma-
zioni pilt generali sussisterd il teorema di Belframi.
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e, se & soddisfatta, continua ad esserlo cangiando y in ¥’ colla condizione

geny = n sen 7 , (n costante) ,

¢id che dimostra il teorema.

§. 145.

Congruenze con assegnata immagine sferica delle superficie principali.

" Ritorniamo ora alle congruenze generali per trattare successivamente
due problemi, che possono considerarsi come la generalizzazione dell’altro
di trovare le superficie con assegnata immagine sferica delle linee di
eurvatura, cioé¢ le congruenze normali con assegnata immagine sferica
delle sviluppabili (§. 83). Per una congruenza normale le sviluppabili
della congruenza coincidono colle superficie ‘piincipali, mentre nel caso
di una congruenza generale i due sistemi sono distinti. Converra quindi
che ci occupiamo successivamente delle due questioni:

1.% Determinare le congruense con assegnata immagine sferica delle
superficie principali.

2.5 Determinare le congruenze con assegnata immagine sferica delle
sviluppabili.

In questo numero ci occupiamo del primo problema che ha sempre
un significato reale, siano le sviluppali reali od immaginarie.

11 sistema sferico («,v), immagine delle superficie principali, deve
essere un sistema ortogonale (§. 138) e sia

ds* = E du* + G do*

* Yelemento lineare della rappresentazione sferica. Prendiamo a superficie
di partenza la superficie media, talché le incognite del nostro problema
saranno le coordinate z,y, # del punto medio del raggio (u, v). Per 1p0-
tesi, dovremo avere

, f+1 =0, eG+gE=

¢, indicando con 2 la distanza dei punti limiti, sard quindi

oz ax o 02 90X 9z X oz 0X
19) 2z, 253 =" 2wt 2 —
Introducfé,mo una nuova funzione incognita ¢, ponendo
oz 9X oz 0X

20) =253 =°¢ VEG 1"'=253 =" ¢VEG;




CONGRUENZE CON ASSEGNATA IMMAGINE DELLE SUPERFICIE PRINCIPALI 313

.il significato geometrico di ¢ risulta subito dalla (D) (pag. 306) giacche,
ge con 2p si indica la distanza dei fuochi, si ha

(21) L g=r .
(so\/

Dalla prima delle (20) calcoliamo —f>—"2  osgervando che si [ha
per le formole fondamentali del cap. V (pag, 152):
X 11)0X - (11} dX .
=115t o e EX

e inoltre, per la prima delle (19)
'z X 3(rE) oz ({12)3X 12)9
28%3@:3@4 ) 2%({1 @.}“235@—)'
Ne risulta, osservando le (19) e (20) stesse:
VRS _ vm(g 4+ }12}) [E S Gﬁ?}] +

4 9 (;E)

ma si ha nel nostro caso

S

u
onde .
1 o(rE) G o9
(@) 2 X 5 F
Similmente derivando la seconda delle (20) rapporto a v, si troverd
Gy ox __ 123(rG) Eap
(.b) ZX@__E u + Gav’

Basta ora associare le (a), (b) colle (19), (20) e, risolvendo rapporto
Sx dy dz ox %y 09z

a“ 3’ % 3 30 3p° si ottengono le formole:

w X 'E X Eop 4 |
A TR T 3+3\/G8v G o | X
(22) -
s _, X G X (130E)_ 4 /G2
v T T o

colle analoghe in y, 2.

e e AN o e o s g e e g i
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Viceversa, se r, p sono due tali funzioni di #, » che le condizioni
d’integrabilitd per le (22) siano soddisfatte, queste ci definiranno per
quadrature una congruenza coll’assegnata immagine sferica delle super-
ficie principali. Ora, calcolando effettivamente le condizioni d’integrabilita
per le (22), tenendo conto delle équazioni fondamentali che danno le
derivate seconde di X, Y, Z (§. 72, pag. 152), troviamo che esse 8i ridu-
cono alla unica condizione fra r e ¢:

ordlogE | 9rdlogG , *log(EGR)

(23) 29uau+au T30 3 T aea = VEG (upt+29),

essendo A, ¢ il parametro differenziale secondo di ¢:

1 ) G a¢> 3 \/“E 3™
A”’o_\/méa_d< Eou +av< G%) :
Si vede quindi che il problema proposto ammette una grande arbi-
trarietd nella soluzione, potendosi prendere ad arbitrio » o p, e determi-
nare successivamente ¢ o » dalla equazione a derivate parziali (23).

In particolare, se la congruenza deve essere normale, avremo © =0
e Pequazione per r diviene

* | dlogyEdr  dlogy G or 3’log\/EG .
@) 5%t % mt T mT Twm =0

che & precisamente l'equazione aggiunta ( dell’altra

@5) FW _2logVEIW _2logVGIW _ 0.
) ou dv v ou ou v

da cui abbiamo visto al §. 83 dipendére lo stesso problema. E ben noto
che la integrazione della equarzione (24) e quella della sua aggiunta (25)
sono analiticamente equlvalentl

§. 146

Inviluppate, media di una congruenza isotropa.

Qui ci limitiamo ad applicare la (23) al caso di una congruenza iso-
tropa, ove si ha r=0. La ricerca delle congruenze isotrope dipende

) Veggasi Darboux, t. II, p. 71 ss.
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per la (23), dalla equazione

Ao +20=0,
che, per le formole di Weingarten relative alle coordinate tangenziali
(Cf. §. 81), si pud interpretare anche come I'equazione tangenziale delle
superficie ad area minima.

Ed appunto la teoria delle congruenze isotrope & stata posta da Ri-
baucour in relazione con quella delle superficie minime mediante il se-
guente teorema fondamentale:

L’ imviluppata media (V di una congruensa isotropa & una superficie
darea minima.

Questo teorema segue con facilitd dalle nostre formole generali (22)
ove, trattandosi di una congruenza isotropa, per la quale le superficie
principali sono indeterminate, potremo assumere arbitrariamente le linee

ortogonali (u, v) sulla sfera rappresentativa; e noi le supporremo iso-

terme, ponendo
E=G=\, r=0.

Cosi le (22) diventano
ox o oX
PR FE
ow % X
T TR

e, se con W indichiamo la distanza del piano medio dall’origine, sara

W= }_“ Xz,
indi
; oW oX
k w + 2' u
/ W ax
\\ a,u + 2 .
Ne segue
*W . X |
’+sz 2 (3u’+30) —21 %X,
cioe
FW FW

S T35 T2 W=0,

. il che dimostra il teorema di Ribaucour.

& Cf. la nota al §. 142 (pag. 308).
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8. 147.

Congruenze con assegnata immagine sferica delle sviluppabili.

Veniamo ora alla seconda questiohe proposta al §. 145, che comporta,
come ora si vedra, un’arbitrarietd molto minore nella soluzione. Gli im-
portanti risultati che andiamo a stabilire sono dovuti a Guichard, che
li ha dimostrati nel modo seguente (V.

Sia

ds* =E du®* 4 2 F du dv + G dv*
Passegnato elemento lineare .sferico, essendo le (, v) le immagini delle
sviluppabili della congruenza, Prendiamo anche qui a superficie di par-
tenza la superficie media della congruenza, assumendo per incognite le
coordinate z, y, # del punto medio del raggio. Se indichiamo con 2p la
distanza dei fuochi, saranno

r+pX, y+peY, e +pZ
le coordim?,te dell’un fuoco e
z—pX, y—pY, 26—pZ

quelle del secondo fuoco. Supponiamo che il primo corrisponda alle
linee v = costante, il secondo alle linee = costante; dovremo avere allora

9 (z+p X) dy+pY) d(e+pZ)
ou ou Ju -

ov ’ o ’ v ’

=hrX, =hY, hZ,

essendo %, I convenienti fattori di proporzionalitd. Se seriviamo queste

equazioni cosi:
oz op oX
g T (” - éz) =t

gﬁ(+)+x

(26)

W} Surfaces rapportées & leurs lignes asymptotiques et congruences rapportées
& leurs dévéloppables (Annales scientifiques de 1’ Ecole Normale Supérieure,
t. VI, 8.e série).
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colle analoghe in y, 2, indi formiamo le condizioni d’integrabilita

3 (o __3(3;" — 0
81:3_%) du 80)_ ’

X 12; X 12 SX
t 14 ou + ‘

osservando che

~FX,

troviamo

oh 91 &
@) % ~ 3 Zaum T20F=0,

e [gz N §1122 p}

h=2[§%—}—3122;p}.

Cosi le (26) diventano

- [
27 )
o 2] 2

e la (o), sostituendovi per 7, 2 i loro valori (8), dd I'equazione per p

L

Viceversa, se p ¢ una soluzione di questa equazione, le (27) danno
per quadrature una corrispondente congruenza, chie ha l'assegnata im-
magine delle sviluppabili.

Si osserverd che la equazione di Laplace (28), da cui dipende il pro-
blema, & 1’aggiunta dell’altra
W (12 aW (12
udv g EN 12} +FW~O.
dalla quale, al §. 82, abbiamo visto dipendere il problema di trovare le
superficie che hanno per immagine sferica di un sistema coniugato il
sistema (w,v). Questi due problemi sono dunque equivalenti.

®

12 ap 312

B
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§. 148.
Formole generali relative alla sfera.

Volendo ora esprimere gli elementi relativi alle due falde della su-
perficie focale, converra stabilire un sistema di formole, che ci sara poi
utile in altre ricerche.

In ogni punto («,v) della sfera consideriamo il triedro trirettangolo
formato dalla normale alla sfera e dalle direzioni bisettrici delle linee
coordinate (», v); i coseni di queste ultime due direzioni saranno indicati
rispettivamente con

Xl i} Yl ’ Zl
XZ ] Y2 y Z2
e, indicando con Q I'angolo delle linee sferiche (u, v), definito dalle formole
EG_—F° '
cosS!:é , senQ-——VE(%__F ,
VE VEG
troveremo subito:
1 1 9X 1 93X
X, =T =
2 sen — V E au V G 8”
(29) % 1 19X, 1 GX)
2= T O . T - ’
v 2 co8 — V E au G 30 )

colle formole analoghe in Y, Z.
Le formole che dobbiamo stabilire esprimono le derivate parziali dei
nove coseni di direzione

X y Xl 3 X2
Y ’ Yl ] Y2
Z y . Zl ’ Z2

linearmente pei coseni stessi e per i coefficienti dell’elemento lineare
sferico.
Dalle (29) si ha intanto

29X — Q. — Q
. & v _\/Esen§X,+VEcos§Xg
X

— @ — 0
_8.17_—.—\/(3'rsen§X1 + chos§Xg
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e perd _
ZXSXI Exl——--VE sen2g
ZXaX’ ‘>’Xla = VG sen'-g
3X2 VE Q
X L= X2 VE cos 5
ax, TS
ZX —2X2—a;——VGCOS 5.

Ora calcoliamo le due somme

3 x, % axl ——3x% axg

2X28X1 —_ 2 X13X2 .
Si ha, per le (29). .

e R YR B I K 9X)§
*u 2sensz WG w\WVEow/ VEwWmVG

ed essendo
10X 1 X

VE u . VG o ’
derivando rapporto ad wu, risulta

cos @ =

LR (L) %0 l_a_xz(_lf!ﬁr
EJGavau \/Eau) u z%iauau VG o)’

talché la precedente pud scriversi
X, 1 asa 2 X2 ax
Se si sviluppa, osservando la formola

FX %12 X
oudv ou

?z{——FX

risulta

X, _ 1 .2 12 g
2X’_ 2sen9[sen98u+\/EGg z §+F$£

Ora si ha .
oG f“ 12 12
2o =2x | ea )

. P VU
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&
indi

19] | (12] F 3G _ EG F?
E$1§+F§ 2 26w

312} Esen’Q 11122 ,

per cui otteniamo

3X, X, 1299 E (12
P8 pn o 2/ e
Similmente
axl_ 5y 0X, 109 G (12
ZXg = ZXI%—-EQ—;}+‘\/E32 senQ .
Queste due formole, associate alle (@) ed alle identita
> Xl SXl _ oX

1 Py
, 2: X1 e == 0 etc., .
danno subito il gruppo di formole richieste

QI—C—VEsengX1+\/Ecos Xz, 29—}S:—A/Gr:sen Xl+\/Gcos X,
Ju ov
(30) X, _ = X,

Q - Q
%——AX,—-\/EsenEX , —5”——fBXg+\/(_}sen—X

2
= = AX1~¢Ecos%X , %—*=—-BX,-¢Gcos9x

2
dove si & posto per abbreviare

(81) A_lm.{.\/Ggm%senQ Bmlsg+v 12 sen @,

E bene osservare che, per le formole sviluppate al §. 86 (pag. 184),

si possono anche esprimere A, B per le curvature geodetiche 1 ldelle

fu’ Po
linee cqordinate nel modo seguente
 VE 199 VG 139
* —— 1 U —_ =
(319 A== Pu 2 u’ B P 2 00

Le formgle, (30), quando sia dato I'elemento lineare ‘sferico, danno
per X, X,, X, il sistema di equazioni ai differenziali totali gii accennato

al §. 58, che ¢ illimitatamente integrabile; la sua integrazione dipende
da un’equazione di Riceati.
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§. 149.
*
Elementi delle due falde della superficie focale.
" Ritorniamo ora al problema ed alle formole di Guichard, dove attual-

mente l'angolo @ delle linee sferiche (u,v) rappresenta altresi 1’angolo
dei piani focali (Y. Le (27) si scrivono

. Bx_ Sp 12 = Q = g
= [@+2:2% p]X——VEsen§ eX, —VEcos 5 p X,
(32)
_ o ;12 = Q Q
= [Q—U—I—Q lip]X——VGsen2pX1+VGcos pX,.

Indichiamo con 8,, S, le due superficie focali, con 2, %1, 21 %3, ¥a, %
le coordinate dei rispettivi fuochi F,, F,, talché si ha
#=a+pX, p=y+pY, sy=2+pZ
ty=r—pX, p=y—pY, n=2—07%;

indicheremo poi con .
El y F1.7 Gl a Dl ) D,l ) DUI
E,F,G ; D, D;, D"

i coefficienti delle due forme fondamentali di S,, S, rispettivamente. Tfo-
viamo per le (30), (31)

oz, op om _ 12 —~  Q —~ Q-
= 2[3 +{ 9 MX s —2: %pX—2VGsen§pX1+2VGcos—2—p'X,
oz

-

;12€)X 2VE sen=— pX1—2VE cos2pX,,, 88 = —2[SZ‘+312§p]X .

), _Le linee sferiche u, v sono le indicatrici delle tangenti degli spigoli di
regresso delle sviluppabili' %, v nella congruenza, onde risulta subito la nostra
asserzmne Anahtlcamente si perviene allo stesso risultato, osservando che si ha

eﬂ—PE f=pF, fl=—pF, g=0G,
onde la- (B) pag. 305 da

21
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Ne risultano intanto le formole

= ] - e ) oo

(33)
|

2
| E, G, ~F1=16 G * [MHI;%;:}

e analogamente

E2_4p§312‘ . _4§12; [p’f%?}"]’Gﬁ‘i[g%jlf%“}g

(39 2
EG-F2=16E*§’E~1—112 .
g g — Ig 4 P 1 p

Indichiamo ora con &, w, ¢, i coseni di direzione della normale a 3,,
con &, 7, §; quelli della normale a S,; abbiamo

Q Q
&,=cos§X,+s§n-2—X,

~‘.ig——cossQX1 sengX,.

2 2
Calcolando
, 08, dx, D, 0¢, oz, D, — 08, Oz,
2‘8%8% Zauau ‘"2%’55
 0&; Oz, D, — ~ 08, Oz, g 3, Oy
ZSu u’ Zau v’ 2 v v’
troviamo

D1—2\/Esen9rp ,12§ } D,=0,D"= -2/G [ \/Ggmzseng]
(34)
34 Dg=2\/Ep[g—S—;+‘\/g{112

# Le formole D',=0 , D';—0 esprimono la proprietd ben nota che le linee
(4, v) formano un sistema coniugato sopra ambedue le superficie focali. I valori
di D", , D, possono anche scriversi )
2
Gp . Dy—— 2Ep )
pu {)V

enQ} ,=0, D,,=-—2\/Gsen9{8 312 ]

Dl" pu—
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le curvature K,, K, delle due falde sono poi date dalle formole

E o) G {12 ]
o \/ésenQ[a—v + \/«—E% 9 EsenQ_
1-—-—_ —

El (12
493—5+{2 0

G .2 4 /E(12

X ‘\/Eseng[ﬁ+\/(§§1
= — _ .
op 12 ,
4p_8_v+zl P- . /

/

(53)

sen Q

§. 150.
Applicazione alle congruenze pseudosferiche.

Applichiamo le formole generali del paragrafo precedente a due casi
particolari. Proponiamoci in primo luogo la questione: Esistono congruenze,
nelle quali sia contemporancamente costante la distanza dei fuochi e quella
dei punti limiti? Dal §. 130, sappiamo che esistono effettivamente con-
gruenze normali di questa specie e sono quelle formate- dalle normali
ad una superficie W, i cui raggi di curvatura r,, . sono legati dalla
relazione :

7, — rp == costante. ‘

Ora, trattando la questione generale, dobbiamo supporre nelle for-

mole del numero precedente

p=costante , € = costante;
allora le (35) diventano

sen® Q
Kl = K2 - 492 3
e, poiché
2p
senQ 2r

¢ la distanza dei punti limiti, abbiamo il teorema: Se in una congruenza
rettilinea sono costanti la distanza dei fuochi e quella dei punti limiti, le
due superficie focali sono superficie pseudosferiche di raggio .eguale alla
distanza dei punti limiti., '

Le congruenze di questa specie, di cui piu tardi dimostreremo 1'esi-
stenza per tutti i valori di p e di @, si diranno congruenze pseudosfe-
riche. Qui, nell’ipotesi della loro esistenza, deduciamo ancora alcune pro-
prieta della corrispondenza dei punti sulle due falde della superficie
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focale. Per la equazione differenziale delle assintotiche sopra ambedus
le falde troviamo dalle (34): '

E du? —Gdi'=0,

onde le linee assintotiche si corrispondono sulle due falde; di piit per
gli elementi lineari ds,, ds, avendosi

st = 4 [({lisdu——;lf

dsi = 4 [(313 ozu—%lf;'ozu )2+ E du’] ,

risulta che gli archi di assintotiche corrispondenti sono eguali. Dalle (33),
(84) troviamo poi per I'equazione differenziale delle linee di curvatura sul-
I'una e sull’altra falda

12)(12
JRir
Abbiamo quindi il teorema: Sopra le due falde della superficie focale

di una congruenza pseudosferica si corrispondono le linee di curvatura e
le linee assintotiche, e gli archi corrispondenti di assintotica sono eguali (.

dv )2 + G dv”}

12)* 12) {12 .
o | o 0 ] oo

dut — [E G+ E3112t2+q

) Meritano di essere osservate le conseguenze che derivano dalle formole
del §. 145 per le immagini sferiche (u, v) delle superficie principali di una con-
gruenza pseudosferica. Essendo costanti r e p e quindi o =\r"—p?, la (23)
. pag. 314 diventa

FlogVEG ¢ o e
A =% VEG =cos QVEG .

Dunque: L'elemento lineare sferico, riferito alle linee (u,v) immagini delle

superficie principali di una congruenza pseudosferica, prende la forma
(a) ds?=Edu?- Gdv?,
dove il prodotto VEG @ una soluzione dell'equazione di Liouville:

o2 ].Og \/E@

() " —cos VEG (Q costante) .

T chiaro inversamente, pel §. 145, che ogniqualvolta 1’elemento lineare sfe-
rico & ridotto alla forma (a), ove la (b) sia soddisfatta, esiste una congruenza
pseudosferica corrispondente.

In particolare, se la congruenza pseudosferica & normale, si ha Q=%,
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§. 151.
Congruenze di Guichard.

La seconda questione che ci proponiamo & la seguente (¥: Per quali
congruense accade che le sviluppabili della congruenza tagliano le super-
ficie focali lungo le linee di curvatura? ‘

Dovremo avere allora

' F,=0 , F,=0,
e quindi per le (33), (33%) (supponendo che le superficie focali non si
riducano a curve) risulteranno quali condizioni necessarie e sufficienti

(12 |12
RELIAELE
Ora queste esprimono (§. 76) che le linee sferiche u, v sono le im-
magini delle assintotiche di una superficie pseudosferica e perd abbiamo:
Le congruenze richieste sono tutte e sole quelle, che hanno per immagine
delle sviluppabili le immagini delle assintotiche di una superficie pseudo-

sferica.
Potendosi fare allora (§. 76)

E=G=1 , indi F=cosQ,
I'equazione (28) di Laplace, che definisce p, diventa

)
(86) %—Sq—)—{—pcosQ:O.

Ad ogni soluzione p di questa equazione corrisponde una congruenza,
della specie ora considerata; diremo queste congruenze: congrueneze di
Guichard.

a’mai-———‘é/v&g=0 e si pud fare senz'altro yEG = 1. Riguardando allora u, v
come coordinate cartesiane ortogonali di un punto in un piano rappresentativo,
si ha una rappresentazione della sfera sul piano che conserva le aree e nella
quale al doppio sistema ortogonale delle rette parallele agli assi coordinati nel
piano rappresentativo corrisponde un doppio sistema ortogonale sulla sfera.

A questi ultimi risultati si arriverebbe direttamente, cercando secondo il
teorema C) pag. 290 le linee sferiche immagini delle linee di curvatura di quelle
superficie W, nelle quali & costante la differenza fra i raggi principali di cur-
vatura.

Notevole ancora & il caso Q =0; allora la congruenza & formata dalle tan-
genti alle linee assintotiche di un sistema di una superficie pseudosferica. Cfr.
§. 142, pag. 308.

@ (Cf. GuicHARD 1. c.).
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Per gli elementi lineari delle due falde della superficie focale di una

" congruenza di Guichard si hanno dalle (33) le semplici formole

ds} =4 a—pgdu’-{-tl dv?
YT \u 4

2 2 7.2 ap\? 2
ds;=4p* du +4§7,] av® .

Nella (36) Q indica una soluzione qualunque della equazione

rQ
3u3e = —sen Q
s . N 2Q . . .
e si pud osservare con Guichard che 3’ 3p SOmO soluzioni particolari

della (36); una delle due falde focali & allora una sfera.

Sulla superficie S, di Guichard le linee di curvatura v == costante
hanno per tangenti i raggi della congruenza; sia I, I'evoluta di S, ri-
spetto alle v == costante. La normale a I', in un punto & parallela al
corrispondente raggio della congruenza di Guichard e, poiche le (u, v)
sulla I, sono coniugate, si ha per la I, la proprietd che, facendone la
rappresentazione sferica di Gauss, 1’immagine del sistema coniugato
(w,v) di T, coincide coll’immagine delle assintotiche di una superficie
pseudosferica. Ora basta riportarsi alle formole (25) §. 78, pag. 167 per

vedere che, indicando con m i simboli di Christoffel costruiti per la
L
T, sard
22 11
=0 2=

. cioé le u, v sulla I'; sono geodetiche. Le superficie di questa specie, sulle
quali esiste un sistema coniugato formato da linee geodetiche, furono stu-
diate la prima volta da Voss (Y e si diranno superficie di Voss. Dunque:
Ogni. superficie di Guichard ha per una falda dell’ evoluta una superficie di
Voss.

Inversamente si vedra. subito: Le evolventi di una superficie di Voss
rispetto all'uno o all’altro sistema di geodetiche del sistema coniugato sono
superficie di Guichard.

Ritorneremo piu tardi sulle proprieta delle superficie considerate in
questo numero e sulle loro relazioni colle superficie pseudosferiche.

() Sitzungsberichte der Miinchener Akademie der Wissenschaften (Mirz 1888).
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CAPITOLO XI

Spaii 2 » dimensioni. Ipersupeificie e curve di questi spazi

—_——————

Lo spazio §, definito dal suo ds?. — Metrica angolare. — Linee geodetiche. — lpersuperficie
geodeticamente parallele. — La curvatura secondo Riemann, — Spazi a curvatura co-
stante. — Le tre curvature principali di uno spazio a tre dimensioni. — Formole gene-
rali relative alle ipersuperficie negli spazi curvi. — Generalizzazione delle formole di
Gauss e di Codazzi. — Curvatura delle linee. — HEstensione del teorema di Meunier e
della formola d’Bulero. — Linee di curvatura di un’ipersuperficie. — Proprieta delle

rappresentazioni conformi. — Sistemi n?’’ ortogonali negli spazi a n dimensioni, — Caso
degli spazt a tre dimensioni, — Teorema di Dupin e Darboux. — Le famiglie di Lamé.

§. 152.

Convenzioni fondamentali.

Dopo avere studiate nei precedenti capitoli le proprietd generali di
geometria inﬁnitqsitﬁale, relative all’ordinario spazio- (Euclideo) a tre di-
mensioni, ¢i proponiamo ora di porre i fondamenti per I'estensione di
queste ricerche agli spazi di quante si vogliano dimensioni e di natura
qualunque.

Considériamo # variabili reali indipendenti

iy Bayeoln,

ciascuna delle quali possa assumere tutti i valori da — « a + o, L’in-
sieme di » particolari valori .

x(l?), x(go),..Z'(,(:) b
dati alle variabili si dird un punto e i valori 2 (i=1, 2,..n) pren-
deranno il nome di coordinate del punto. Spesso, per denotare il punto,

useremo la notazione
@M (=1, 2,...n).

La totalita dei punti si chiamerd spazio S, a »n dimensioni. Se
Z, %, ...%,, invece che illimitatamente da — o a -}- o, variano entro
certi rispettivi campi, parleremo di una regione di S,.



.

328 . CAPITOL® XI. — §. 152

Consideriamo ora in S, 'insieme dei punti che si ottengono ponendo
le coordinate #,, #,... z, eguali a determinate funzioni di m <» variabili
. Uy Us oo o U s
poniamo
1) _ Bi==@; (U, Ug,eo.Uy) T=1,2,...m #
Questa totalitd di punti, rappresentata dalle (1), si dird una variela,
o0 spazio subordinato in S, ; e precisamente, se le funzioni ¢, (u;, %s...%,,)
non possono esprimersi per meno di m variabili, la varieta si di® una
varietts V,, a m dimensioni (Y, In particolare se m==1 la varieta si dira
una curva, se m==2 una superficie, se m=n-—1 un’ipersuperficie.
Quando le (1) siano equivalenti ad un sistema di equazioni lineari
nelle , diremo che V,, & uno spasio lineare e 1’indicheremo con S,,. In
particolare lo spazio ambiente stesso S, sard riguardato come lineare (3,
A fondamento della mefrica nel nostro spazio S, poniamo una forma
differenziale quadratica :

l...n

f= 2 @ix dz; dz,

i,k
che in tutta la regione di spazio da considerarsi supponiamo a discri-
minante @ = | @, | non nullo. Supponiamo poi che i coefficienti @, siano
funzioni reali, finite e continue delle z, insieme almeno alle loro deri-
vate parziali prime e seconde. In fine supponiamo che la forma f risulti
definita o positiva in tutta la regione considerata (.

() Perché una tale riduzione non abbia luogo si sa che la matrice

% On 3

u, * duy 1" Du
Ops 995 s
Su, * Ouy ' Ou,,

. . . . . . .

ou, ' '
deve essere precisamente di caratteristica m, cioé deve avere almeno un minore
d’ordine m non nullo. ‘ )

@) Propriamente lo spazio lineare dei geometri sintetici & qui per noi sol-
tanto uno spazio rappresentativo.

®) Quest’ultima condizione, che si pone per ragioni geometriche, non &
veramente necessaria dal punto di vista analitico. Il lettore riconoscera facil-
mente negli sviluppi seguenti del testo quali continuano a sussistere togliendo -
la detta condizione.
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Definiremo come distanza ds di due punti (z;), (z; -} dz;) infinita-
mente vicini I'espressione data dalla formola

l...n

(2) dsg == z 1% d.%,,/ dxk ,

e diremo anche ds Uelemento lineare dello spazio. Cosi, se consideriamo
in S, una curva C
xi=xi(t) (’i=1,2,...u),

essendo ¢ il parametro che individua i punti della curva, I'arco di essa
curva da ¢==*%, a ¢=>¢, sard dato dall’integrale definito

f ‘\/Eamx' o, . dt,

gli accenti indicando derivazione rapporto a t.

In particolare, se chiamiamo linee coordinate (z;) quelle lungo le
quali varia il solo parametro z;, e con ds; indichiamo il loro elemento ’
d’arco, avremo manifestamente

dsrg = Va—h; dx, .

§. 153.
Misurazione degli angoli.
Definita la legge per la metrica delle lunghezze in S”,.passiamo a
definire quella per gli angoli. Consideriamo per cid due elementi lineari

ds, Os spiccati da un punto (2;) a due punti infinitamente vicini (z;+dz;),
(®;+0z;), talché

dst = Za“ de; day, ) 88 =), au 32; 02, .
i, iR

11 valore assoluto dell’espressione

Y g, B 0
= ds 3s

essendo minore dell’'unitd, (! esiste un angolo reale » perfettamente de-

() Per accertarsene in modo semplice basta osservare che, essendo la forma

L]
A
quadratica 2 Qi &i & definita, 'equazione di secondo grado in E
Tok

Z&“M (& + ) W&+ ) =0
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terminato, compreso fra 0 e =, tale che sia

. dz, oz,
(3) COS@:%“MT&EE{.
Quest’angolo o si dira ’angolo formato dai due elementi lineari ds, s,
o dalle loro direzioni. A giustificare questa convenzione & bene osser-
vare col Beltrami (Parametri differenziali pag. 14) che la distanza Ds
dei due punti infinitamente vicini (z;+dz;), (. +6x¢) ¢ data, a meno
a 1nﬁmtes1m1 d’ordine superiore, da

Ds*= 2 @ip (dac; — 82;) (day — ) ,
T,k
cioe da
Ds* = ds* 4+ 9s*— 2 ds 8s cos o,

precisamente come se si trattasse dello spazio ordinario.

Dalla formula (8), indicando con ®;, ’angolo formato dalle direzioni
(positive) delle rispettive linee coordinate (z,), (), si deduce in par-
ticolare

a.
(3% CO8 Wy == ——

Qi Oyx

A complemento della definizione dell’angolo, conviene poi aggiungere
le osservazioni seguenti. Se mutiamo le variabili # in altre variabili ¢,
e corrispondentemente trasformiamo la forma quadratica fondamentale,
le lunghezze e gli angoli, quali sopra 1li abbiamo definiti, non subiscono
alterazione. Inoltre' se in 8, consideriamo una varietd V, e, ponendo
nella (2) per le z i loro valori espressi per le w, otteniamo per il ds®

"della varieta

1...m
29 ds*= D b,, du, du, ,

le lunghezze e gli angoli misurati in V,,, secondo la (2¥), coincideranno
colle lunghezze e cogli angoli, misurati secondo la (2), nello spazio am-
biente S,,.

deve avere le radici immaginarie e percid .
2
(; Qi & ﬂh) <(§ @iy & éh) . (zc Qin Ms ’f]h) .

az; oz,

—— , si verifica appunto 1'asserzione del testo.

Facendo &, =
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§. 154.
Oostanti di direzione.

Una direzione uscente da un punto (#?) risulta fissata dai valori delle

n costanti
dz;
ds

che diremo le costanti di direzione; esse sono legate dall’identita

2 Aix éz E.~h=1 .
T,k

&i=

Gt=1, 2,...n)),

Chiameremo per brevitd direzione (§;), relativa ad un dato punto
(z:), quella che ha le costanti di direzione &, &,...&,.

Considerando due direzioni (£7), (&%), uscenti da un medesimo punto,
pel loro angolo o avremo

cos =Y a; & & .
1,k

Se (&¥), (¢%)... (&™) sono m direzioni uscenti da un punto (29) e
si considera la varietd lineare definita dalle formole
4 2=+ +u+. . P, , (=1,2,...n),

essendo %, , %.... W, m parametri, questa sard a s dimensioni, cioé un
S., se m & la caratteristica della matrice
HWEPED ... & i=1, 2....nm .
ed allora le m direzioni si diranno indipendenti; se la caratteristica &
r<m, allora le m direzioni giacciono in un S, e diconsi dipendenti.
Supponiamo di essere nel primo caso e consideriamo un’altra dire-

zione qualsiasi (§;) uscente da (#) e giacente nello spazio S,,, definito
dalle (4). Per le costanti di una tale direzione avremo dalle (4)

o= N L e
(i=1,2,...m),
dove le A sono legate dall’identitd quadratica
MAENALAEF 20 cosa fL L =1

indicando a,, 'angolo delle due direzioni (£77), (&2).
Si osservi che per un punto (ordinario) di una varietd V,,:

xi=(P,;(M1, ug...“m)
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8i possono condurre 7 direzioni indipendenti tangenti alla varieta, p. e.
le m che hanno costanti §; di direzione proporzionali alle derivate

a(P,; _
3w, r=1,2...m).

Esse individuano I'S,, tangente alla V,,. Ogni direzione per quel punto
(#9), normale a tutte le » direzioni che individuano 1'S, tangente, &
pure normale ad ogni altra direzione in §,, e dicesi normale alla varieta
V... Gli S; normali alla varietd formano un S,_,; in particolare, se la
V,. & un’ipersuperficie (m =#%—1), vi ha una sola direzione normale.

Per angolo di due ipersuperficie in un punto P loro comune inten-
deremo l’angolo formato dalle due direzioni normali.

Ora se si considera un’ipersuperficie coordinata x, = costante, o come
diremo 1’ipersuperficie z,, si trova subito che le costanti &; di direzione
della sua normale sono proporzionali ai minori della linea »™* nel di-
scriminante a, e per c¢i0, conservando le notazioni del Cap. II, si ha

Art
\/ Arr

Se indichiamo adunque con Q,, I’angolo delle due ipersuperficie coor-
dinate z,, z,, avremo

o=

cos grs — Z azh Art Ash ,
VA, A,
cioe
. cos Q,, = ——AL ,
VAL A,
" formola che, coi simboli dei parametri differenziali, possiamo scrivere
o8 91‘5 ) M .

\/AI z, A 2,

Per la natura invariantiva dei parametri differenziali, ne segue che
se consideriamo due ipersuperficie qualunque di rispettive equazioni

U@, 2,...2,)=0

V@, ,... 2,)=0,
pel loro angolo @ d'intersezione in un punto qualunque avremo- la
formola: .

(5) ' cos@—= 0 V)

VAU . AV
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In particolare adunque la condizione necessaria e sufficiente perchd
le due ipersuperficie si incontrino ortogonalmente si esprime coll’annul-

‘larsi del parametro differenziale misto V (U, V).

§. 155.
Linee geodetiche.

‘Colla legge di misurazione delle lunghézze in S, viene altresi sta-
bilito il concetto di linee geodetiche, come quelle linee che fra due loro
punti qualunque A, B, presi sufficientemente vicini, segnano il pil breve
cammino per andare in S,, da A a B.

Occupiamoci di stabilire, secondo le regole del calcolo delle varia-
zioni, le equazioni differenziali di queste linee. Sopra una tale geodetica
g esprimiamo le coordinate (z,) di un punto mobile in funzione dell’arco
¢t di g, contato da un punto fisso; avremo:

dz; dw,
£ 3 oy — ——— ==
(5 ) 2 [/ 3% F dt 1.

Prendiamo ora il tratto di geodetica ‘compreso fra due suoi punti
A, B, corrispondenti ai valori £,, ¢, di ¢ ed esprimiamo che, sostituendo
alla geodetica g una linea infinitamente vicina, coi medesimi estremi A, B,
la variazione dell’arco & nulla.

Da

1.4
d32= 2 [175% dx,- dxk )
. t,h
indicando col simbolo & le variazioni, segue
" da dx; du, &

dz;
6ds—-§i“awl—d—sdsdsb‘ +2a” 3dx,,

onde integrando dalle due parti ‘ed eseguendo sull’mtegrale

tl lL...» .
f S a0 2 gt
to .t

un’ integrazione per parti, coll’ osservare che per 1potes1 le variazioni dx;
ai 11m1t1 to, ¢, .sono nulle, otteniamo:

a ds f laamdxdzh dE dz;

Dl i AP L
Dunque le equazioni differenziali che esprimono l’annullars1 did ds

-

%ds?x; .
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saranno le seguenti:

d er do; _ 173§ 3, dz; doy
at 24 Yot T o z,g oz, dt dt

esse sono le equazioni differenziali cercate delle linee geodetiche. In-

troducendo i simboli di Christoffel (Cap. II), possiamo scriverle sotto la
forma equivalente:

1...n dzxi )\p‘ dx)\ dﬁv
®) 2 % aE [l] T

A)

(=1, 2, 3. n) 5

=0,1=(,2,..%) ;

I'indice a apposto al simbolo di Christoffel indicando che esso & costruito
per la forma Ek @, dx; dx, . Alle (B) possiamo sostituire quelle che si

ottengono risolvendo rispetto alle derivate seconde, cioé

d*x; A dz,
(B =+ 2 %)‘LE %W"O =1, 2, 3...m) .

Se integriamo le (B) o (B*) in guisa che le x; assumano per f==f,

valori prestabiliti 22 e le derivate prime % valori iniziali £; pure dati

ad arbitrio, ma soddisfacenti alla condizione
2 @ b =1,
T,k

la condizione (5*) sard sempre soddisfatta, perche, a causa delle (B), si
avra:

La linea corrispondente sarid dunque una geodetica e ¢ sari il suo
arco. Vediamo di qui che una geodetica di S, & fissata quando sia dato
un suo punto (%) e la direzione (§;) secondo cui esce dal punto.

Ottenute cosi le equazioni differenziali (B) o (B*) delle geodetiche,
possiamo prescindere dal modo come furono dedotte e definire le linee
geodetiche ‘come quelle che soddisfano a queste equazioni differenziali.
E facile infatti verificare il carattere invariantivo delle (B) rispetto a
qualsiasi cangiamento di variabili indipendenti (trasformazione di coor-
dinate), ¢ido che prova direttamente come una linea geodetica rimanga

(@ Nel caso particolare n=2 queste equazioni differenziali sono gid siate
stabilite al Cap. VI, §. 87 (pag. 186).
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geodetica comunque 8i trasformino le coordinate. Di piit si vedrad che
una geodetica dello spazio S, & altresi geodetica su qualunque varieta
V.. in S,, sulla quale si trovi tracciata.
Siano infatti
Ti=1p; (U, Up,.. . Uy) (=1, 2,...7m)

le equazioni della varietd V,, ovvero se m=mn le formole di trasfor-
mazione delle coordinate. Pel ds® della varietd V, avremo

= lzmbik du; du,

dove

tar dr, Oz
6 b, = a (O
( ) ik % MJ, aui auh .

Se calcoliamo di qui i valori dei simboli [@lk ] di Christoffel per que-
. :

sta seconda forma differenziale, troviamo subito la formola:
. lL...n 1...n

o[]S m]a_zlaﬂaﬂ o, dn,

(6% Mb l%v[v 2B g 3y T % o s

Ora, essendo le z funzioni delle » e queste funzioni di #, si ha
dz, l..m aﬂb‘;\ du;
@ 4 u, @
a'z v P du, du m 3%y
N & + z

G T A uou, @ @t w, af

Sostituendo nella (B), segue:

l...m a
Sy o dudn S, BT

,h du; u, di ou, df

+ 2" )\P 4 m ax)\ axp. du,; duk
)\,p. Ve Tk auz au),, dt dt
v

questa moltiplicata per aa_x., e sommando da v=1 a v=n, ci di& per
Uy

16 (6), (6%: C

T d’u du; du
N z z__k — .. ,
;b” z”b = @ —00@=1,2,3. m)

e queste sono appunto le equazioni differenziali (B) delle .geodetiche,
costruite per la varietd V,, cid che dimostra le nostre asserzioni su-
periori.
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§. 156.
Forma geodetica del dst.

Supponiamo che le linee coordinate (z,) siano geodetiche e di piit
il parametro z, sia l'arco di queste geodetiche, contato a partire dal
corrispondente punto d’incontro con una determinata ipersuperficie coor-
dinata ,, p.e. colla @, =0, talché le altre ipersuperficie z, siano il
luogo degli estremi di archi eguali staccati sulle dette geodetiche, a
partire da = 0. Applicando le equazioni differenziali (A) alle attuali
geodetiche (z,), avremo subito, a causa di a, =

aall_ o
) ax,_o’ l=2,38,...n) .

Se supponiamo adunque che le geodetiche () siano ortogonlali al-
I'ipersuperficie iniziale 2, = 0 e sia quindi

;=0 per z,=0 (1=2,3,...m),

essendo per le (7) a,; indipendente da 2,, ne segue che identicamente
ay;; = 0, ciog anche tutte le altre ipersuperficie , sono normali alle geo-
detiche (z,). Abbiamo dunque il teorema:

Se per ogni punto di uw ipersuperficie ¥ si conducono le geodetiche
normali e sopra di esse si staccano archi eguali, il luogo degli estremi &
un’ ipersuperficie X' ortogonale alle geodetiche stesse.

Le ipersuperficie ¥’ cosi ottenute diconsi geodeticamente parallele
alla X,

Questo teorema & evidentemente una generalizzazione del teorema
di Gauss relativo alle geodetiche di un’ordinaria superficie (§. 89) (teo-
rema (B) pag. 192), ma pud del resto dedursi geometricamente da que-
sto suo caso sparticolare, per n=2, nel modo seguente. Le geodetiche
g normali a I, spiccate dai punti di una sua linea arbitraria L, formano
una superficie a due dimensioni di cui le g sono geodetiche, e per cid
il luogo L’ degli estremi di archi eguali staccati sulle g a partire da L
¢ una curva ortogonale alle g stesse; d’altronde questa L’ & una linea
arbitraria tracciata sulla ¥, onde risulta appunto che ¥’ & normale a
tutte le geodetiche g.

Ritornando alla forma dell’elemento lineare nell’ipotesi superiore,
poiche

oy=1, a,=0 (=2,3,...m),
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avremo
2...m
(8) ds* = da} + ) a,, dw, dx. .
r, S

Questa si dird la forma geodetica dell’elemento lineare.
Osserviamo che si ha

A=A =1;
e viceversa diciamo che se una funzione 0 (z,, 2, ...%,) soddisfa al-
I'equazione
(9) A =1,
le ipersuperficie 6 = costante saranno geodeticamente parallele e di piu
la distanza geodetica costante fra due ipersuperficie 6 =0,, 0 ==0, sard

data precisamente da 9, — 6,. E infatti si faccia un cangiamento di va-

riabili # nelle # ponendo
$’1 = e

e scegliendo #,, #5...2, in guisa che sia
V@, @) =0, V&, #)=0... V(#, #,) =0,

il che significa geometricamente che assumiamo a linee coordinate (#))

le traiettorie ortogomali delle ipersuperficie 8 = costante. Indicando con °

d32= Z a’ik dwli da'//),,
T,
I'elemento lineare trasformato, avremo quindi

A’]_g=0 A.113=0.-. A.’m=0

e perd '
a,m:o aI13=O...'a/,1n=0;
inoltre da :
Ax’, R Alu =1
segue
oy = 1 _ 1
1 = A,u - 3

cioé il ds® ha la forma geodetica,
2.1 .
st =da’} + Y o, Ao, Ao
. 2,5

¢i0 che dimostra la proprietd enunciata. In generale perché le iper-

superficie
U (@, ... z,) = costante

siano geodeticamente parallele sard evidentemente necessario che sia

22

&
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A; U funzione della sola U
A, TU=f(U) ;
ma questa condizione & pur sufficiente poicheé, cangiando il parametro

U in
0=
f\/f(U)

questa funzione 6 viene a soddisfare la (9).
Supponiamo ora che dell’equazione a derivate parziali (9)
A 0=1

si conosca una soluzione completa 0, contenente cio, oltre una costante
additiva in 9, altre % —1 costanti arbitrarje

Ay Qgy e an—-l--

Poiché dalla (9), derivando rapporto al parametro @, segue -
20
v(e  5)=0
vediamo che le ipersuperficie

L]
~— == costante
oa;

s0no ortogonah alle 6 == costante. Indicando con b,, b;,.. b,—, nuove
costanti arbitrarie, avremo qu1nd1 I'integrale generale delle equazioni
delle geodetiche sotto la forma (Cf. §. 93 pag. 204):

20 a0 0
a_%=bl,§_a2:b2’...aan_l

Cosi nel caso che ’elemento lineare dello spazio abbia la forma di
Liowville (Cf. §. 94):

=X+ Xe+...+X,) @]+ dei + ...+ dzl)

dove X, indica una funzione della sola z;, la (9) diventa

<%)2+(:—9)2+"-- +‘<589%)2=X1+X2+...X,,

&y

(9%

=bn-l .

e si ha subito la soluzione completa richiesta ponendo

legando le costanti a,, a,,... a, colla relazione
a1+az+...+an=’0 .
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§. 157.
La curvatura secondo Riemann.

Andiamo ora a stabilire 1’importante concetto di curvatura dello spa-
#io secondo Riemann. Consideriamo per cid un punto M, == (#?) dello

spazio e due direzioni (¢7), (¢%) uscenti da M,; queste determinano un
fascio di direzioni

(10) = ald e

giacenti in un S,, ovvero, come si dird, determinano un’orientazione
in 8,. '

Le geodetiche uscenti da M,, secondo le varie direzioni del fascio,
avranno per luogo una superficie ¢ che si dird una superficie geodetica.
Ci proponiamo di calcolare la curvatura K della superficie geodetica o
in M,, cioé la curvatura della forma differenziale binaria che ne dj il
il ds®, calcolato in S,. Questa curvatura K si dird la curvatura dello
spazio in M,, relativa alla assegnata orientazione dell’ S,.

Per una qualunque delle geodetiche considerate sviluppiamo le coor-
dinate .; di un suo punto mobile secondo le potenze dell’arco #, misu-
rato a partire da M,, arrestandoci, colla formola abbreviata del Taylor,
alla seconda potenza di ¢, come & lecito per le ipotesi fondamentali
(§. 152). Per le equazioni differenziali (B¥) pag. 334 delle geodetiche
avremo

somdt+it— 2 6§ L

ovvero, sostituendo per le & i valori (10):

2= Dty 898 —
— 2 Batren) (@utan)+...

Se prendiamo sulla superficie geodetica ¢ a variabili coordinate

w=rta , =13,

avremo per la formola precedente
1 .
) wo=a e+ 8= g 31 (600 + 85 00) (60 0 87 )

Per calcolare la curvatura di s in M, basta restare in un piccolo in-
torno. di M,, ove ¢ & un infinitesimo di primo ordine, e quindi anche
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w,, #y, ¢ i termini scritti nella (11) bastano giad per calcolare i valori
in M, delle derivate prime e seconde delle x rispetto a u,, u,. Contras-
segnando questi valori con un apice (0), avremo dalla (11):

)\ O Pz, \O )
* el — &) : — (R} £k)
(11% (auk) £ ( ) 1’2“3@.2“@.&“ :

Qu,, Ouy

Indichiamo ora con
dsg = bu du% "l"‘ 2 blg dul dug “l" bgg du%
il ds* della superficie o, riferita alle coordinate w,, u,; avremo secondo
le formole (6), (6%) pag. 335:

oy, ax
(12) b, = a,
' 2 N S Buh

ik Y& M) oz Sx o y >z oz,
m Bl R R R Y
12 e )\,Pz,v du; u, am+ );2“ P ou; Ju, au, :

La curvatura cercata K di o in M, & data dalla formola (32) §. 37
(pag. 76).

13) g (2,120

(bry bog — B2)"

e conviene quindi calcolare i valori dei simboli [zlk ] e delle loro derivate
b

in M,. Intanto dalle (12*), (11*¥) e dalle relazioni che legano i simboli
ai tre indici di Christoffel di prima e seconda specie segue subito che

b

tutti i simboli [’Ilk ] si annullano in M,.

§. 158.

Formola. per la curvatura Riemanniana.

Ora per le osservazioni superiori sostituendo al simbolo (12, 12)? il
suo valore effettivo dato dalla formola (30) §. 35 (pag. 73) dovremo cal-
colare il valore della differenza

() 53‘2 [121],,_ 9%1 [I;L

per u, = u, = 0. Dalla (12*) abbiamo

11 3 [}\p] ), om, O, o oz da
=20 i 3 T T ™ S G
{12] [)\‘C] ax)\ 3.%1. axv AN i ) a'l‘
C = ad D)
b AT [T

2 duy @2 3—“; M oy 8“2 é_“z
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nel formare la differenza (o) si distruggono i termini colle derivate terze
e due termini colle derivate seconde delle x provenienti dalla deriva-

- '
3_7’ Jus
vate prime si sostituiscono i valori iniziali (11%), si ha dapprima

zione dei fattorl medii nelle somme triple; e se per le deri-

9 [u1 9 _[12 g {9 [ _ 2 M) £® &
O s lal s 2hm, 2w R e e
Ap. £m ¢@ F‘P‘] O e, da B (2) £ o
+%l]l*“9u13u2+§, %aﬂ%vax“aw

Fo Pz, e ) he S

@ a0 N (1) £(2) —_—
+2 R au % [VL; S ouy 1:2\,[\'}:»&1 * S0,
Fzy Fmy

— N\ M’- @ &)
Z o, &H 5 aul au2 2 Do Qu, Jus du, Sus 8u2 ’

Kygv

Si osservi ora che per le seconde delle (11*%), si ha
o z, (e &

2‘ a)\p. —8—” = — alp. 12," 3}" }u &‘1:2) &g) 2 [ :l E(g) &g)

N

e simllmente

92
2 lpau 3 Eh[ ] &(i) e(k) 3

(2

onde, sostituendo nella (8) e raccogliendo i termini contenenti le mede-
sime derivate seconde delle 2 (cangiando a tal uopo opportunamente
gli indici di sommazione), si ottiene

o[y __ e n2y _ 9 [ 9 ) &1 £@ &2
3“2[2]1: 3“1[2];—7\,%,: a“":["]a o, [ ] fa'\& V& T

)\p.] Pz, [p.v] o,
. £D £ — g g b
' k%l[l a " & ud ZEV Y vy ouy

e e e e

Oz, -—3
L=
ous -

32:6; — :)\Ts 1) £2)
au'),aug & &

vt
@ £

)
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si avra ‘
onoe, 3 G201 P LB xegee

1l coefficiente del prodotto & & & &7 sotto la somma quadrupla
non @ altro (pag. 73) che il simbolo di Riemann (v, p.t), e si ha quindi:
(12,120 = 3 (v, pr), & & ey,

Ay,

dove la somma del secondo membro & estesa a tutte le combinazioni da
1 a » dei quattro indici A,p,v,t. Ora, avendo riguardo alle proprieta
del simbolo di Riemann, espresse dalle formole (§. 35 pag. 74):

()\V, P‘r) = (V)‘: 'r"t) = — (b, "P) = (V)" TF*);
possiamo scrivere la precedente cosi:

ga\) 5(2) I

‘(1) 2(2) ‘

) 2@
& g

(12, 12)Q = 2 (M po)a g g

Av, pe

1

Paccento nella somma XY indicando che essa deve essere estesa solo a
quelle combinazioni delle coppie A,v; ., t nelle quali &

) A<y, p<r.
D’altra parte si ha:

by by — by = 2 Dy, i(i) &g) E a, - &f) 5(.?) — 2 (/7% ﬁ()l\) &z) 2 .y &g’ &‘f’ s
A TV ) T W, v

e per una nota identitd della teoria dei determinanti (! possiamo anche

serivere

alp )<

bu bzz - bfz = 2,

1 &) (1) £(2)
ey e
v, T

(1) @ | A a® | °
& & & &

a,

aVP. VT

@} Del resto scrivendo

by by — b3 = . Y @y 0y — Bz ay ) & & &)
VRt

Ay Opr

basta ogservare che il minore di secondo’ ordine gode delle proprieta

Ay, G
 stesse sopra ricordate pel simbolo di Riemann (A, v<), onde applicando la tra-
sformazione stessa si giunge alla formola del testo.
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Sostituendo nelia (13) pag. 340, abbiamo quindi la formola definitiva
di Riemann: ,

, 1 2@ M o

S 0w, p9 &Y & &P &P

PBEa | e e | 0|0 g

© K — Av,pt v Sy T St
- 2 1) &8
oo | R 8 E
My, pt | Gy Gyg &9) &?) &g) E'(cg)

Si osservera che i determinanti di secondo ordine formati colle &,
che qui figurano, non sono altro che i minori della matrice

Q... &
P, .. &
cioé le coordinate dell’S, corrispondente alla assegnata orientazione e la

curvatura Riemanniana K, secondo la (C), & il quoziente di due forme
quadratiche in queste coordinate, la forma al denominatore essendo inol-

tre definita, come la primitiva ¥ a,, &, &, .

8. 159,

Spazi di curvatura costante.

Diremo che lo spazio 8, & a curvatura di Riemann costante K, quando
dovunque si prenda un punto M, in S, e qualunque orientazione abbia
il piano tangente in M, alla superficie geodetica & che si considera, la
curvatura K di s mantiene sempre lo stesso valore K,.

Nel prossimo §. 161 si stabilira poi il notevole risultato (dovuto a
Schur) che basta supporre la curvatura invariabile in ogni orientazione
attorno ad ogni singolo punto perché ne risulti K assolutamente costante.

E facile trovare le condizioni cui debbono soddisfare i coefficienti
a,, del ds* perche lo spazio abbia la curvatura costante K,. In tale ipo-
tesi infatti, se manteniamo p. e. fissa la direzione (¢¥) e lasciamo 1'altra
" (&7) affatto variabile, sicche le corrispondenti costanti di direzione &, non
siano legate da altra relazione che dalla

2 g b bh=1 ,
Tk

la formola Riemanniana (C), posto K=K, ci di una relazione quadra-
tica omogenea nelle §, che dovra dunque essere un’identitd ed avremo
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quindi per tutti i valori degli indici X,v; p.,t le relazioni:
(v, pr) =K, (“Mx Qyr— Q) ¢ avp)

Viceversa, soddisfatte queste condizioni, lo spazio avra evidentemente
la curvatura costante K,; dunque:

Le condizioni necessarie e sufficienti affinché lo spazio S, sia a cur-
vatura costante X, sono espresse dalle formole:

(15) ()“V ’ p.’t):Ko(a)\P‘ Ay — W+ a’vp.) s

che debbono valere per tutti i valori degli indici N\, v,p,t da 1 an.

Conviene innanzi tutto assicurarsi della effettiva esistenza di spazi
ad un numero qualunque » di dimensioni a curvatura costante, cid che

2 2

\ T . —1
non & a priori evidente, il numero Nn=n—— (??1 9——) (§ 35) delle rela-
zioni (15) superando evidentemente il numero # (n+1) dei coefficienti
@,.,. Troveremo subito quella forma tipica per 1’elemento lineare degli
spazi & curvatura costante K, che fu data da Riemann, cercando di sod-

disfare alle (15) col porre

(16) _ st — dxt -+ dok —It;z .+ dxd ’

essendo U una conveniente funzione di ., #;...z,. Osserviamo per cid
che in generale, se il ds® ha la forma orfogonale

ds’ = Hi do} + Hi do + ... + H da?, ,

* i valori dei simboli Riemanniani sono i seguenti, significando », %, %, &
quattro numeri diversi, presi nella serie 1,2,...n

(rk , ik)=0
@H, 1 9H.9H, 1 3H,3dH,

| (7’76, kh) = H, a axh H axh axr E @: -é.:;;:
) 3 (1 oH, 13H,) | ' 1 OH, OH,
_ N - TR YRR
(7'79 ) k?‘) —" Hr Hk I:ax (H axr) + axk (Hk, ax,) _!Hi ax; axt

1 9H, 9H, 1 ¢H, oH,
H: Oz, 0z, H: Oz, 9,

Applicando queste formole alla forma (16) del ds* per costruire le
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equazioni (15), abbiamo per determinare U le condizioni
U
o, 0,
*U |, 0 oU\2
O+ )=+ e

/

(18)

Dalle prime risulta
U=X1+X1+-:-+X7m
essendo X, una funzione della sola ;. Ponendo poi per abbreviare

dX-i —_ ! d2X1 .\ : 3

i, = X, W X”;, abbiamo dalle seconde (18)
X”I — Xg’l =, ., == X”n,

e pero

X;=axi 4+ 2b;2; +c¢; ,
indicando @, b;, ¢; costanti. Le s.econde (18) si riducono cosi all’unica
4a(a2x’i +2¥ bz + Eci) =K, 4 (az; -l-@-ig )
cio¢ alla relazione
19) Ky=4aX¢;,— 4L

fra le costanti @, b;, ¢;.
Se poniamo nulle tutte le b; e prendiamo £¢; =1, abbiamo

U=1+2%at;
si ottiene cosi la forma tipica di Riemann:
doey 4 day . . . + dad,

D) ds® = - K 2
LR ot o)

per il ds* di uno spazio a curvatura costante K,.
Se la curvatura costante K, & negativa, poniamo
1
-R_? )
nel quale caso diciamo lo spazio pseudosferico di raggio R, possiamo
adottare un’altra forma tipica notevole pel ds*, soddisfacendo alla (19)

1
Q—E,’ bg=b3.=.-.bn=0,

Ko-——_-—

col porre tutte le ¢; =0, a=0 e inoltre b, =
¢id che da: ,
(E) e =2 (@t - dat ... )

x




346 CAPITOLO XJ— §. 160

§. 160.

Applicabilitd di due sp-a,zi S. colla medesima curvatura costante K,.

Agli spazi di curvatura costante siamo necessariamente condotti
cercando degli spazi per i quali la geometria di ogni regione sia iden-
tica a quella di ogni altra regione, vogliamo dire tali che ogni figura
in essi esistente possa trasportarsi in un’altra regione qualunque dello
spazio ed inoltre orientarsi in modo arbitrario attorno ad un suo punto
fisso. Per esprimere il medesimo fatto in modo pilt espressivo, introdu-
ciamo la definizione di spaet applicabili, dicendo che tali sono due spazi
S., ', a » dimensioni se & possibile porre gli spazi stessi (o conve-
nienti loro regioni limitate) in tale corrispondenza di punto a punto che
le lunghezze corrispondenti risultino eguali. In altre parole 1li diciamo

applicabili se i corrispondenti ds®

ds* = 2 Qi dx; dxk
Tk
ds,z == z a’“,, dx,,‘ d:lfh

sono dati da forme quadratiche equivalenti. Gli spazi che noi cerchiamo
debbono dunque essere tali che ogni loro regione risuiti applicabile su
qualunque altra regione dello spazio stesso, con orientazione pure arbi-
traria attorno ad un punto. Dalla definizione stessa di curvatura Rie-
manniana risulta allora evidente che questa dovra essere costante, ed anzi
bastera per questo ammettere soltanto che si possa portare un punto P
_sopra un altro qualunque P’ e far coincidere un angolo col vertice in P
con ogni angolo eguale avente il vertice in P’ .

Dunque tutti gli spazi nei quali vige un’identica geometria in tutte
le regioni, nei quali cioé vale il principio della sovrapponibilitd delle
figure, sono necessariamente a curvatura Riemanniana costante. Ma vice-
versa in ogni spazio a curvatura costante vige una geometria indipendente
dalla regione che si considera, vale cioé per la geometria di tutti questi
spazi il principio di sovrapponibilita delle figure. Si deduce questo im-
portante risultato dal seguente teorema generale:

Due spazi a n dimensioni colla medesima curvatura di Riemann
costante K, sono sempre applicabili U uno sull’ altro e le Formole & appli-
n(n+1)

2

cabita contengono parametri arbitrarii, in guisa che si pud portare
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un punto P dell’ uno in un punto P’ arbitrario dellaltro e far coincidere
un n—edro() ortogonale uscente da P con un n—edro ortogonale arbi-
trario uscente da P’ -

In sostanza noi abbiamo gia stabilito questo risultato fondamentale
al Cap. IL. §. 36, come ora vediamo subito interpretando geometricamente
1 teoremi allora ottenuti. Le due forme (definite positive)

f= 2 [/ % dxi.dx;,,
i,k

f - 2 a',-h dx/i dx/k ,
i,k

che danno i ds® dei due spazi colla medesima curvatura costante K,,
sono infatti equivalenti e per trovare le # in funzione delle ' possiamo
assegnare ad arbitrio, per un sistema iniziale di valori delle «; p. e.
per 2;=0, i valori delle ,, siano p. e. x; =0, e inoltre nel medesimo
punto possiamo assegnare ancora ad arbitrio i valori iniziali delle derivate

5:0_: , purché soddisfacenti alle condizioni iniziali
)

4 —_— 8.’13‘, 3.%';,,
,ars—zlaikaz/; a—a;rs

Ora se, per maggiore chiarezza, eseguiamo una sostituzione lineare
sulle # e sulle « s1 da rendere nei punti injziali #,=0, 2/;=0
Qip = 0 per 7 :F ]ﬂ
;=1
e medesimamente o';;, =0 per i+ %
a’ii =1,

le condizioni precdenti diventano

Zaxi ax,-=0 rs

™ 3, o,
oz, \*
3 )=
. . . o,
e si soddisfano - ponendo = & dove
. ... e

2

() Per n.— edro ortogonale, uscente da P, intendiamo il sistema di n dire-
zioni uscenti da P, che siano due a due ortogonali.

#
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sono # coseni di una direzione e le » direzioni corrispondenti a =1, 2,..n
formano un n—edro ortogonale arbitrario uscente da x;=0. Nelle for-
‘mole d’applicabilita stabilita fra i due spazi questo # - edro va appunto
a sovrapporsi all’ % —edro ortogonale coordinato uscente dall’origine (o)
in §',, ci0 che dimostra completamente il teorema enunciato.

Le osservazioni precedenti provano inversamente che se nelle formole
n(nt+l1)
2
questi due spazi hanno necessariamente la medesima curvatura Rieman-
niana costante, poiche le equazioni per la trasformabilitd dei due corri-
spondenti ds* debbono offrire il caso della illimitata integrabilita, esa-

minato al §. 36. '

Applicando il teorema generale dimostrato a due diverse regioni di
un medesimo spazio a curvatura costante, otteniamo evidentemente il
risultato enunciato. Se chiamiamo movimento di uno spazio S, ogni ap-
plicabilita dello spazio sopra s& stesso, possiamo enunciare questa
proprietd sotto la forma equivalente:

Ogni spazio a n dimensioni di curvatura Riemanniana costante ammette

(n+1)
2

un gruppo continuo di movimenti con

costanti arbitrarie,

d’applicabilitd di due spazi S, , S, entrano

parametri; viceversa se i mo-

n(n+1)

viments di uno spazio S, formano wn gruppo continuo, con 5

ba-
rametri, lo spazio ha curvatura Riemanniana costante.

Osserviamo il caso particolare dello spazio a curvatura Riemanniana
nulla, o come diciamo dello spazio euclideo. Il suo elemento lineare &
riducibile alla forma tipica

ds = do} -+ dad + . .. + dal ;

le sue geodetiche (rette) sono allora rappresentate dalle equazioni li-
neari :
X; =a; t "I"b,, (?:= 1, 2,..”),

ove @;, b; sono costanti delle quali le » prime, legate dall’identitd
Yai=1,

sono i coseni di direzione della retta.
Ne segue che la distanza o fra due punti (z;) (¢';) & data dalla formola

&* =12%(xi —%/i)g .
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§. 161.

Teorema di Schur.

Gia al §. 159 abbiamo accennato ad un notevole risultato conseguito
da Schur (¥, che si pud enunciare nel teorema:

Se la curvatura Riemanniana dello spazio attorno ad ogwi singolo
punto ¢ la stessa in qualungue orientazione, essa mon varia nemmeno da
punto a punto, cioe lo spazio ¢ a curvatura assolutamente costante.

Alla dimostrazione data da Schur (L. c. §. 7) che procede in parte
per via geometrica, utilizzando speciali proprietd delle superficie geode-
tiche, sostituiamo qui una dimostrazione puramente analitica, fondata
sulle proprietd dei simboli Riemanniani a quattro indici. Scriviamo per
cio il valore effettivo 'di un simbolo di Riemann (§. 35):

=[] [+ gl LR

e deriviamolo rapporto ad una qualunque a sia z, (?, osservando che
per le derivate delle A si hanno le formole:

(@) -a—Aﬂ——}]u NEDTHINE

Queste ultime si verificano invero facilmente derivando rapporto a
z; I'identita

e =0 per s:i:‘A)

2“;{ Ay = eg (
2

ggg == 1
il che da
QAM

Boug =3 [V 3fl].

Moltiplicando quest’ultima per ASF, e sommando das=1 a s=m, si

ottiene appunto la (a®).
Utilizzando la (a*), la derivazione rapporto a x, del simbolo (r%, ik)

4 Math. Annalen Bd. 27,
® Con cid naturalmente veniamo a supporre che i coefficienti a,; della forma
fondamentale ammettano anche derivate terze, finite e continue.




350 CAPITOLO XI. — §. 161
da:

) 2 hin— S b ax[ )+ EAW[M}; NG
2o VR[]
S R
(- F s

Trasformiamo ora i varii termini delle ultime somme triple nel modo
seguente, che indichiamo per esteso per uno di essi, p. e. pel primo

.

ARER
sel 11 [
%t A N n
Siccome si ha
r h rh
gAlt[;\]—__' t

=34 m ’
NINEIAPTININE

Analogamente procedendo pei rimanenti, troviamo che la (%), con
leggieri cambiamenti nelle notazioni per gli indici, pud scriversi:

@ g obin=gi - S M [

w3l -3l - Eﬁ”ax,[”]*-
w3l L B L -

L *

s VB -3 AR

cosl si pud scrivere

3 &, i“

At e

ri
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Permutiamo ora nella (¢*) circolarmente i tre indici 4, 4, I una prima
indi una seconda volta, e le due formole ottenute sommiamo colla (c*) stessa.
Allora si vedra subito che nel secondo membro si elidono i termini con-
tenenti derivate seconde dei simbgli a tre indici di prima specie, e po-
nendo insieme i termini che hanno a moltiplicatore il medesimo simbolo
a tre indici di seconda specie, si trova la seguente identita:

o

. ] 0 \ ri
(@) 5 (rk,ih) + a7i(rlc,hl) +%(rk,l1,)_= ; ;

ke, 1) 4

+ 3w in + 37 e m0 + 3 0,00+
[4 t / t

kh ,
+2t g ; (rt,ih) .
Queste sono notevoli relazioni fra i simboli Riemanniani a quattro
indici, che valgono per tutti i valori da 1 a » dei cinque indici

rh, ikl,

dei quali perd i tre ultimi, come anche i due primi, si prenderanno di-
versi fra loro, ché altrimenti si risolverebbero in pure identita formali (¥,

Dalle relazioni (d*) cosi stabilite si deduce facilmente la dimostrazione
del teorema di Schur, procedendo nel modo seguente. '

Essendo, per ipotesi la curvatura Riemanniana K dello spazio inva-
riabile attorno ad ogni singolo punto al cangiare della orientazione,
dovranno (§. 159) sussistere per tutti i valori degli indici equazioni
della forma

(rt, 1) + Zt iktl

(rk, ih) =K (a,: G — Gra @ix) ,
dove K & una funzione di z,, 2,...%,, e dimostreremo il teorema di
) Se si introducono, secondo le osservazioni fondamentali di Christoffel
(l.c. §.6), i simboli & cinque indici mediante la formola
1 7|
¢
1 lh
(rk, th) — 2
t t t

questi, secondo le denominazioni di Ricei, diconsi le derivate prime covarianti
dei simboli Riemanniani, e le identitd (d¥) del testo si scrivono:

(rk,ihl) 4+ (rk, h1d)+ (rk, Lik)=0.

rk, ihi) =a—z— wh, il) — SV @k, in) —
. [ t

Iy

p (rk, id)

-2

t

wt, ik —
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Schur provando appunto che K & necessariamente una costante, ciod

K K __ 3K _

59—0—1=3—w_2_'."_8x,, 0.

Sostituendo nella identitd (4*) ai simboli Riemanniani i loro valori
dati dalla (a*), si vede subito che si elidono tutti i termini che non
contengono derivate di K e resta quindi:
9K

K
3z, +(@ry Gin— i Cry) 3_93—;._0 .

K
(a/n' @y = Qrp, Qi) 3% + (arh @yn — Bry Qi)
?

Moltiplicando questa per A,; e sommando rispetto a » da 1 a #n
(essendo 4, A, tre indici diversi) si ottiene semplicemente

oK oK

Ank 3?_“”37 =0.
! 3

Tenendo qui fissi %,/ e dando a % tutti i valori da 1 a », se ne
conclude che sard necessariamente ‘

K,
dx, ~ dwn

ovvero saranno nulli tutti i minori della matrice

Oy Opg o o o Opy

a“ alg “ s e a[”

ma- quest’ ultima ipotesi & assurda, essendo il discriminante @ della forma
diverso da zero. Cosi il teorema di Schur & dimostrato.

§. 162.

Le tre curvature principali in uno spazio S; .

Ritorniamo ora al caso di uno spazio curvo con una forma qualsiasi
del ds?, ma supponiamo che sia % =3, cioé trattiamo in particolare degli

() I risultati che esponiamo nel presente § possono considerarsi come gid
implicitamente contenuti nella memoria fondamentale di Christoffel (1869), ove
& riconosciuta l’esistenza di ire invarianti differenziali per un ds? a tre variabili;
questi corrispondono appunto alle tre curvature principali. La considerazione
dei tre massimi (o minimi) della curvatura appare, per quanto sembra, la prima
volta in una memoria di SouvoROF: Sur les caractéristiques des systémes de trois
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spazi curvi a tre dimensioni. In questo caso la formola Riemanniana (C)
(pag. 343) per la curvatura si presta ad una discussioné ben semplice
quando si ricerchino le orientazioni secondo le quali hanno luogo i mas-
simi ed i minimi delle curvature. Essendo # =3, possiamo definire una
orientazione (un S,) attorno ad un punto semplicemente col dare le tre
costanti &, &,,4 della direzione normale a questo S,. Se introduciamo
le coordinate omogenee di questo S,:

& & ] |

T et M = e | e | e

avremo evidentemente:
(20) 51:521&3=2A1~:VI~:32A2¢7)~:?zAst"h,

e la formola (C) dard K come quoziente di due forme quadratiche nelle
tre variabili indipendenti v,, v, 5. Ora le coppie di indici A,v;p,t sono
composte, ciascuna, di indici diseguali e se indichiamo con r il terzo in-
dice dopo A, v e cosl con s il terzo dopo ., t, invece di supporre come
prima A<{v, p<Cr, converra qui meglio convenire di prendere X,v;p,t
in guisa che tanto la permutazione A,v,r quanto p.,t, s sia una permu-
tazione ciclica diretta di 1,2, 3. Cid puo farsi evidentemente poiché nella
formola Riemanniana (C) uno scambio p. e. di A con v non altera il ter-
mine corrispondente.
Con questa convenzione avremo:

() 2) (1) (2)
&g & & &
= = s

(1) (2) U (1) (2)
g oo
Uy Gyy — g Gy = G A, .

Se poniamo adunque
ab.,=Qv, p7),

dimensions, pubblicata in lingua russa (Kazan 1871); un'analisi di questo lavoro
fu pubblicata dall’autore nel T.o IV del Bulletin des sciences mathématiques (1873).

Successivamente Schur nei citati lavori (1886) ritorna brevemente sulla legge
di variazione delle curvature Riemanniane nelle diverse orientazioni. Il nome
di curvature principali adottato nel testo venne introdotto dal Rieci nella memoria
Sui gruppi continui di movimenti (Societd dei XL - T.° XII 1899).

%

23
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onde ,
b =1L (ur, hv)=b
o= BT, AV) = 0,5 ,
avremo :
b -—l(23 23) b —‘l(3l 31 b ——1(12 12
u—'a Dy ’ 22_0’ ) )1 33—'; ’ )
1)
b—'——l—'2331) 6—13112 6—11223
12'_'“( ) s 23_;( ’ )v 31'—';( ’ )

e la formola di Riemann (C) per la curvatura si scrivera
1..3
X b s
,2; Ao,

Ricerchiamo ora le orientazioni per le quali hanno luogo i massimi
e minimi della curvatura K; diremo queste orientazioni principali e
chiameremo diresioni principali quelle che sono ad esse normali. Indi-
cando per brevitd con ¢ la forma quadratica al numeratore della (C*),
con F la forma (definita) al denominatore, dovremo cercare i valori delle 4
pei quali si ha

(C*) K

oF %
‘PE_FE(S—I:2:3)1

ciod
oF o0

o % _F
. Pams P"‘"(P'

I valori dell’incognita p sono le ré,dici della equazione cubica:
An—pbn, Ap—pbe, Ap—pbs
(22) Ao —pbs , Ap—pby , Ap—phy| =0, .
Ay —pbs , Ag—pby , Agp—pby
che indicheremo con p,, p,, ps. Queste radic'i sono sempre tutte tre reali,

: . 1 1 1 . . . . e e .
e le loro inverse — , — , — daranno i valori massimi o minimi della

P P2 Ps
curvatura, ossia le tre curvature principali
1 1 1
Kl = —, Kg , Ka = — .,

4 - f: Ps
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Ad una radice ¢ della (22) corrispondera un solo sistema di valori pei
rapporti delle 7, da calcolarsi dalle equazioni, i .

(22%) A 2‘ A =pbn) m=0 (i=1,2,8),

e quindi una sola orientazione principale se quella radice & semplice.
Quando invece la radice p sia doppia, ed annulli quindi tutti i minori
di secondo ordine nel determinante (22), le v sono legate soltanto da
un’equazione lineare omogenea e le direzioni principali corrispondenti
formano un fascio (giacciono in un S;). In generale se p, ¢’ sono due ra-
dici distinte e w0, e, %5 ; 71, e, s valori corrispondenti per le v si ha,

come ¢ ben noto
E,A“ 7 0. =0.

Indicando aduﬁque con (&, &, &), (81, &, &) le due direzioni princi-
pali corrispondenti, risulta dalle (20)
2 Aa,;006:8,=0,

ry8,1%
ciog
Eaik & &h=0,
1,k

il che dimostra il teorema: Due direzioni principali corrispondenti a
radici distinte della (22) sono sempre fra loro ortogonali.

§. 163.
Triedro principale in S,.

Per uno spazio curvo S; le tre radici p,, p;, ps dell’equazione cubica
(22), relative ad un punto M, sono in generale distinte ed abbiamo con-
seguentemente tre direzioni principali corrispondenti, uscenti da M, che
formano una terna ortogonale; il triedro da questa formato si dird il
triedro principale relativo al punto M.

Se avviene che una radice dell’equazione cuhi_&g,msia doppia e 'altra ps
semplice, abbiamo uma direzione principale perfet¥agaente determinata
corrispondente alla radice semplice ps, mentre qualunqu"“ -gltra direzione
normale a questa pud riguardarsi come una direzione principale corrlspon-
dente alla radice doppia. In tal caso si pud assumere come triMro

principale quello formato dalla direzione corrispondente a ¢s € da un altm\;\

coppia qualunque di direzioni ortogonali a questa e fra loro.
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Pud darsi in fine il caso ulteriore che l'equazione cubica abbia un’u-
nica radice (tripla) ed allora qualunque triedro trirettangolo col vertice
" nel punto & da riguardarsi come triedro principale. Se questo avviene
per tutti i punti dello spazio, allora la curvatura & costante in qualunque
_orientazione attorno ad ogni singolo punto e, pel teorema di Schur (§.
161), essa & assolutamente costante, cioé lo spazio & a curvatura Rie-
manniana costante. Colla nozione del triedro principale possiamo porre
la formola Riemanniana (C¥) per la curvatura sotto una forma notevole,
. affatto analoga alla formola d'Eulero (§. 62 pag, 131) per la curvatura
delle sezioni normali di una superficie dello spazio ordinario. Per cid,
fissato un punto M, dello spazio, assumiamo le linee coordinate (z,) (x)
(@) in guisa che escano da M, = («?) secondo le tre direzioni principali,
¢i6 che evidentemente & possibile in infiniti modi.
Avremo allora :

O = Gy == ;3 = 0 per &; = 27,
e di pin, disponendo dei parametri =z, 2y, 3, faremo per semplicitd
G == Qg = a3 =1 , per z, = z9 ,

Cosi le costanti di direzione & &; & pel punto M, coincideranno cogli
ordinarii coseni di.direzione e sard per le (20) '

711:711:”3:&1:523&3.

Poicliléj;le direzioni delle linee coordinate in M, sono quelle principali,
dovranno essere soddisfatte le (22*) ponendo successivamente

m=1 g=2=0, p=np
mM=0 N=1, =0, p=4p
mM=0 N=0, =1, p=p,

onde segue
1 1

by=— , bpy=-—, bg=-—
11 pl’ 22 Pg ‘33 ps

by =Dby=05b3=0,
e la (C*) diventa quindi
g8, 8

K=Pl 2 s ,
8+&8-+8
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cioé
(28) K=K8+Ki+Ké&,

indicando K;, K,, K; le tre curvature principali e &, &, & i coseni:
degli angoli che la direzione normale alla orientazione considerata forma
colle tre direzioni principali. L’analogia di questa formola con quella gis
citata d’Eulero & evidente. Ed & ovvio che ’analogia pud spingersi oltre
introducendo, per I'esame del variare della curvatura K nelle varie orien-
tazioni, la quadrica indicatrice ‘

leg"i—Kgyg-*‘Ksze:il s

che tiene qui il luogo dell’indicatrice di Dupin. (Cf. §. 62).

La nozione di direzioni principali in ogni punto di un S; conduce
ad introdurre quella delle linee principali, di quelle linee cioé la cui
tangente in ogni punto & una direzione principale. Se indichiamo con
&1, &, & le costanti di una direzione principale, saranno queste funzioni
‘note di #,, #;, x5 e le linee principali corrispondenti saranno ‘manife-

stamente le linee integrali delle equazioni differenziali simultanee

de,  dwy _ dx
& & &

Corrispondentemente a ciascuna delle tre direzioni principali, avremo
una doppia infinitd di linee principali, che riempiono lo spazio o, come
diremo, una congruenza principale. Abbiamo cosi tre congruenze princi-
pali; da ogni punto dello spazio escono tre linee principali, una per
ciascuna congruenza, ed ivi si incrociano ad angolo retto. '

In generale non avviene che colle linee delle tre congruenze princi-
pali si costituisca un sistema triplo di superficie ortogonali. Esistono perd
infiniti spazi curvi nei quali avviene appunto questa circostanza.

§. 164.

Le ipersuperficie negli spazi curvi.

Ritorniamo ora agli spazi di un numero qualunque di dimensioni per
occuparci delle ipersuperficie in essi contenute e dare per esse le formole
- analoghe a quelle stabilite nel Cap. IV per le superficie dello spazio
euclideo a tre dimensioni. :

Cangiando alquanto le notazioni, consideriamo uno spazio S, 4% n+1

©mme i

P
<
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dimensioni, le coordinate correnti. di un cui punto indicheremo con

x()’wlsxi'--xn
e gia

0...n
(2¢4) ds* = _Sk G dx, dzy, (L,Ek=0, 1,...m)

la forma fondamentale che ne da il ds’. Consideriamo in S,,, un’iper-
superficie V,,, data dalle formole

xi=(Pi(u1, Ug . . '“n) (’L=0, 1, '°n)
e sia

1..n
(25) ds* = )\2:1 by, duy du,,

il suo ds, di guisa che si ha:

S a oz, oz, (M

(26) by, = S an 37;\3_14:

Consideriamo le ipersuperficie geodeticamente parallele alla V,, (§. 156)
e sia u, 1’arco delle geodetiche ortogonali, contato a partire da V,.
L’elemento lineare di S,;,, in coordinate u, u, . . ,, assumera la forma
geodetica :

27 ds® = dug + 2 Con du; diy,
Tk

dove le ¢;; sono funzioni di w,,u,...u,, che per u,=0 si riducono ri-
- spettivamente alle b,,. Per una funzione qualunque ¢ (uy, w,, %, ... u,)

introducendo la notazione abbreviata

=00, wu, u..u),
avremo dunque

Cin = bun .

Per ottenere le formole fondamentali che abbiamo in vista conviene
considerare, insieme alla V,, la ipersuperficie parallela infinitamente
vicina u,=¢, dove ¢ indica una costante infinitesima. Se, trascurando le

. Qui ed in seguito adoperiamo i due simboli sommatori S,X; nel primo
la somma si. estende per gli indici variabili da 0 a n, nel secondo da 1 a n.

e,
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potenze superiori di ¢, indichiamo con

(28) o d32= ~2¢ 2 Q,;k du,; d’uh
%,k

la" variazione del ds® nel passaggio dalla V, all’ipersuperficie infinita-
mente vicina, avremo manifestamente

_ _1_ 9,
(29) o fu=—g (Buo)'

Le due forme differenziali quadratiche

2 b,;h d“i duh ) 2 91;),, d’u,; duk .
i,k 1,k

si diranno rispettivamente la prima e la seconda forma fondamentale
dell’ ipersuperficie V,,; esse corrispondono - esattamente alle dne forme
fondamentali per una superficie dell’ S; euclideo, introdotte al Cap. IV.

Consideriamo inoltre in un punto di V, la direzione normale, le cui
costanti direttive siano X,,X,...X,; avremo

X, = (91) (=0, 1...n)
e quindi le formole

_S aihg%xk=0 (r=1,2...2)
(30) i.k r .

S [173% X.i X.k, =1 5

ik

dalle quali si calcoleranno appunto i valori di X,, X, ...X,, appena date
le equazioni z;=7; (u;...u,) della V,.

§. 165.

La generalizzazione delle equazioni di Gauss e di Codazzi.

Cid posto, andiamo a stabilire le relazioni che passand fra i coeffi-
cienti b;,, Q. délle due forme fondamentali della nostra ipersuperficie
(Cf. Cap. IV). .

A tale oggetto basta applicare alle due forme differenziali equiva-
lenti (24), (27) le formole del Cap. II. In primo luogo prendiamo le
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" formole (II) di Christoffel §. 30, (pag. 64):

@) A s %rs oy )ak oz dx, (M
Su, a’u. - A A cau)\ ik (Y aau,. au,'

e facciamo in queste #,=0, ponendo da sé i termini corrispondenti all’in-
dice zero ed osservando che se 4, &, I sono indici pres1 nella serie 1, 2.
si hanno le formole

o [I-f Bl [

{?} 7], M“Q“‘

Dalle (@) otteniamo cosi le formole fondamentali richieste:

o, r,s=1,2..n
i I -I—Q”X 3 gzk ox; 0z
du,. Ju, 7 du, ik Su,. du, v=0,1,2..n
SXV ax i k| axk g
(@) ., Z By Qs 5, ~ 5 ’ o O, X s

queste sono la cercata generalizzazione delle formole (I), (II) Cap. IV
(pag. 116-117).

Facciamo ora la medesima sostituzione nelle formole (III) del Cap. IT
§. 34, pag. 72):

. o, oz, ox, ax,,
(@3, B1)e —,.‘,,%- ( ki h)“8 Sua BMB au ’

ove supporremo o, B, v diversi da zero.
Ricordiamo che il valore effettivo del simbolo (a8, By) di Riemann

& dato (§. 35 pag. 73) da:
.09 = g [ - &3]+ s [LIE-CAR-
=1 Cp=0 perm+0, .*

aup

e _d’altronde avendosi

) L'apposizione degli indici a,b,c ai simboli di Christoffel sta ad indicare
che essi sono costruiti rispettivamente per le forme quadratiche (24), (25), (27).
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et = [S]5]=[F1[6] + o [¥].- a5 [71.+
P LN e il

Se ora supponiamo dapprima 3+0, facendo I'indicata sostituzioné, o
troviamo le formole:

(H) Qaﬂ 981 _ 9{1‘( QB% = (ae,pY)b - r Ei,h ('rk: ik)a

ox, Sav1 oz, Bx,,
o, Sug duy Suy

b

che valgono per tutti i valori da 1 a % degli indici 2,8,7,0 e sono
manifestamente la generalizzazione dell’equazione di Gauss

DD’—D*
EG - I

per la curvatura delle superficie nello spazio S, euclideo.

= K

Nel caso poi che sia 5=0, la medesima sostituzione porta alle equa- =

zioni seguenti, che sono le formole di Codasei generalizsate:

Qg - 32, aﬁ{ Tt'—z

_3;;.; auﬁ t
= S (rk h),,

oy

)

g =

o, Qm,; Bxh
) auﬁ auT *
e valgono per tutti i valori da 1 a » degli indici o, B, v.

Nel caso generale di uno spazio curvo qualunque le equazioni (H),
che diremo equazioni di Gauss, e le equazioni (J) di Codazzi contengono,
oltre i coefficienti b,,,Q,, delle due forme fondamentali della V, e’le
loro derivate, anche le derivate prime delle funzioni incognite & delle u.

Ma basta supporre lo spazio ambiente S,,, a curvatura costante K,
perchd dalle (H), (J) spariscano le derivate prime delle x, restando sol-
tanto delle relazioni fra i coefficienti delle due forme fondamentali.

Si ha infatti in tale ipotesi (§. 159)

k, ih), =Ko (@ri Gnx — Frr @in)

e quindi _
: o ax, awi Swh aa&'k .
MSJ_'h (rk, ih), o, é—up @; Sy =
_ oz, ox; ox;, Oxs, o, oy, ox; Oy
- KO rSi Ay a_ua 5;[;); . N 2792 auT s - r%; Qrn 8'7(1 37-‘ . S Ain aup 3“8]
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.e quindi per la (26)
oz, dx; ox, O,

- hsi h(rk h)a "'?;; a—ué a—u‘T" 5”: == Ko(ba§ ™~ ba-‘ bﬁa) .

Abbiamo poi similmente

oz,

S Ok, i k)a Sx, ax, axh 3

PRARY aug Su

X],, —_— Ko bap S a,,k Xh b S a;ha_x!' Xh
h.k ik ug

e le due somme fra parentesi nel secondo membro sono nulle a causa

della (30). Dunque: Se lo'-spazio‘ ambiente S, ha curvatura costante K,

le equazioni (H) di Gauss e le (J) di Codazei diventano rispettivamente :

(H*) Qaﬂ 96’( — Qo Qpd = (@3, B1)s — Ko (buﬂ baT —_— bai bﬁa)

o R 3l

E molto notevole che nel caso attuale le relazioni (H*) (J*) fra i
coefficienti delle due forme fondamentali sono necessarie e sufficienti per-
che esista una corrispondente ipersuperficie V,.

Cid si pud dedurre dal fatto che allora le equazioni fondamentali
(F), (G) formano un sistema illimitatamente mtegmbde rispetto "alle
(n+1) (n+ 3) incognite

S}Bt

oz,

come risulta da cid che le equazioni (H*) (J*) rappresentano le condi-
zioni d’integrabilita per le (F), (@), pel modo stesso come furono de-
dotte (Cf. Cap. II, §. 34). Un’altra verifica di questa proprietd si otterra
in un prossima Capitolo (Cdp. XIV), dove essa si presenterd in modo
piu direftg.

Ritornando ancora al caso generale, importa di-osservare le formole
seguenti che, data I’ipersuperficie V,, permettono di calcolare i coef-
ficienti Q,., della sua seconda forma fondamentale. Per cid moltiplichiamo
la (F) per g, , X, e sommiamo rispetto a u,v da O a »; otterremo

2, X;

o'z k] Ox; Ox,
LY grs“psv“thva aﬁ'zgp[]auau,x
formole che raggiungono lo scopo prefisso. Avendo riguardo alle (30),
esse possono scriversi anche sotto la forma equivalente:

&) - o, ——S a2 k"“] o, 20,

X
\ . Py v VP' au aus 1,k,H[ aur au:

.
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| §.-166.
I.e;'purye nello spazio S, .

Consideriamo una curva qualunque C dello spazio S,.4, e siano. .
Zo=a, () , ;=2 (l)... o, =%, (f)
le coordinate di un suo punto mobile, espresse in funzione dell’arco #
della curva, misurato a partire da un suo punto arbitrario Mo. Per de-
finire la curvatura o flessione della curva C in M,, protederemo con
Voss (1 nel modo seguente. Tiriamo in M, la geodetica g tangente a C
e sull’'una e sull’altra curva stacchiamo, a partire da M, == (¢0), due ar-

chi infinitesimi di eguale lunghezza ¢ e sia M == (z;) 1’estremo di detto -

arco sopra C ed M ==(x,) quello sulla geodetica g.
Indicando con d la distanza fra M, M, dimostreremo- che il rap-
porto : '

2d
tz 9
al tendere di £ a zero, avri un.limite determinato e ﬁnito, che. indi-
cheremo con . .
1 . 2d

e questo limite si chiamerd la prima curvatura o flessione della curva

C in M, ®. Per calcolare effettivamente questo limite, sviluppiamo z;, #; E

per potenze di £, trascurando le potenze di ¢ superiori alla seconda ; avremo

L Bz
)ﬁi(w)ﬁ

i

e a-causa delle equazioni differenziali (B*) §. 155 (pag. 334) delle geode- .

tiche, sara

- [dz)\ = & M) (dz d,
=) t(—‘) _ty M (_L) (_&)
v &), T il ),

— 3(d2x¢) ms.g (dxl) dx ) s
i T Xy = T eyl B S . —— .—P‘ .
o v 2 dt? .oq}_)\,p.z?’ a\ df o(dt 0

&) V. Mathem. Annalen Bd. 16. . -

® 11 lettore verificherd subito che per lo spazio euclideo a tre dimensioni
questé, definizione della flessione di una curva coincide coll’ ordinaria, mentre
nel caso di uno spazio qualunque a due dimensioni (un'ordinaria superficie )
corrisponde alla curvatura geodetica.

quindi

i
3
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Trascurando le potenze di ¢ superiori alla seconda, abbiamo

a =;Visha“, (x,: —Ei) (xk'—;k) V,
onde pel valore effettivo di ;— troviamo

1 : iz, i)\p,é ), dx d*x;, )\p.t day, dz,
—= 8§
(31) Pg i aik{ + dtz + 'L " 71; ’a dt dt

formola che ci di l’espressione cercata per la flessione.
E da osservarsi che, siccome la forma S a,, &; & @ definita, essa
- i.h '

non pud annullarsi che annullando tutte le £; la (31) ci dimostra quindi
che: soltanto per le geodetiche dello spazio riesce nulla la flessione.
Non possiamo qui trattenerci a proseguire tutte le analogie e gene-
ralizzazioni che spontaneamente si offrono dalla ordinaria teoria delle
curve (Cap. I); ma solo ci bastera fissare la nozione di normale prin-
cipale. Le nostre formole precedenti dimostrano che I’elemento lineare

MM, al convergere di M,"M verso M,, converge verso una direzione

limite, uscente da M, colle costanti di direzione

;d’mi {;\‘L% dm) dx
as

62 = & @

A questa direzione (¢;) daremo il nome di normale principale in M,
alla curva C. E manifesto geometricamente che essa & normale alla curva
in M,, come risulta confermato analiticamente dall’essere verificata la
relazione '

S an&' dxk:o .
ik

fat

Quella superficie geodetica, relativa al punto M,, che & individuate
dal contenere le direzioni della tangente e della normale principale alla
curva C pud dirsi la superficie geodetica osculatrice di C in M,. Facil-
mente si vedrebbe che essa & il limite di una superficie geodetica varia-
bile che passa per la geodetica tangente in M, e per un punto M di C
prossimo a M,, quando M si faccia convergere verso M,. La normale prin-
cipale & adunque quella normale di C che & tangente alla superficie geo-
detica osculatrice.
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§. 167.

Le curvature delle linee tracciate sopra un’ipersuperficie.

Consideriamo in 8, un’ipersuperficie V, definita dalle solite for-
mole §. 164 ed una curva qualunque C tracciata in V,. Essendo M, un
punto qualunque di C, avremo da considerare in My:

1.° la curvatura (assoluta)g- di C rispetto allo spazio ambiente S,

2.° la curvatura relativa di C rispetto all’ipersuperficie V,,, o spazio
subordinato, nella quale C & immersa; questa curvatura relativa si in-

. L 1 s L. Y . . - -
dichera con Py e si dird anche (per la ragione che si vedra in appresso)
g9

la curvatura geodetica di C rispetto all’ipersuperficie

8. la normale principale (assoluta) di C rispetto a S,.;, le cui co-
stanti di direzione si indicheranno come sopra con &,

4.° la normale principale relativa di C rispetto a V,, le cui costanti
di direzione si indicheranny con &, .-

Introdotte queste denominazioni e notazioni, osserviamo-che essendo
lungo Cle = funzioni delle u, e queste funzioni dell’arco #, avremo

dxi Sx,- du,

i 2ap Pl
ax o', du, du 8:0t d’u,
T = H o

Ora sostituendo in quest’ultima per i valori che vengono

.
Su, ou,
dalle formole fondamentali (F) pag. 360, si trovano subito le seguenti
formole fondamentali:

d’.’t; d‘u, du;

m“LE%ﬁﬁ+

l@%%
Y, dt dt

[d’u,

+Za’“z

~ 11 primo membro di questa equivale, per le (32), a &—; e, per le for-
mole stesse, la (juantitét fra parentesi nel secondo membro sotto la se-

conda somma, eguaglia gﬂ, indicando con v, le costanti di direzione nello
g
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spazio subordinato V, della normale principale (relativa) di C, onde
segue )

Ly L R ‘i“j%}_@.
au;[ +2 l b at dt ——Pg,

. le (¢) dunque possono scriversi

au, du, E
S

(33) %:x,. 3 @

Applichiamo queste formole generali al caso particolare in cui la C
sia una linea geodetica di V, e quindi

Py
allora, indicando con % la curvatura assoluta di questa geodetica di V,,
avremo
au, du,
&i =X€-R§9ra"d7 at

e poiche le §; come le X; sono costanti di direzione, avremo necessa-
riamente

& s ar T df
ciod
1 1-23 Q,, duf du, (0
(38% . R c

b, du, du,

Di qui deduciamo intanto il teorema:

Una linea geodetica di wun’ipersuperficie V,, é caratterizeata dall’ avere
in ogni suo punto la direzione della mormale principale (assoluta) coin-
cidente con quella normale all ipersuperficie.

La notevole formola (33*) ci dd poi la curvatura (assoluta) di quella
geodetica g di V, che esce dal punto considerato nella direzione asse-
gnata dagli incrementi du .

Ritornando al caso di una curva C qualunque in V,, la (33) si

() Propriamente dovremmo scrivere il secondo membro della (33%) con un
doppio segno. Scrivendo la formola come nel testo veniamo ad attribuire a R
non golo un valore assoluto ma anche un segno (Cf. Cap. IV §. 61).
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scrive ora

® +

o |
I
o e
el il

indicando 11—1 la curvatura della geodetica g di V, tangente in M, alla
C. Evidentemente le due direzioni (X.), (€;) sono fra loro ortogonali e
le formole precedenti dimostrano che la direzione della normale prin-
cipale assoluta (¢;) giace nell’S, individuato dalle due precedenti; ciod:
Per ogni curva C tracciata sopra un’ ipersuperficie V, le direzioni della
normale a V, e delle due normali principali assoluta e relativa di C giac-
ciono in un S;. ’

Indichiamo ora con s 1'angolo che la normale principale assoluta (§;)
fa colla normale (X,) dell’ipersuperficie; avremo

coss= S a; & X,
ik
indi per le osservazioni superiori
sens= 8 ané &,
LX)

e dalle (B) seguono subito le formole notevoli (Cf. §. 154)

1 co8S G
(34) E=
1 sen ¢
34* — = .
(347 Pg p

La prima di queste di 1’estensione del teorema di Meunier (§. 61 pag.
130) al caso di uno spazio curvo di quante si vogliano dimensioni. Invero -IR ,
curvatura della geodetica di V, tangente a C, misura altresi la curva-
tura di quella sezione normale di V, che si ottiene intersecando V, colla

superficie geodetica individuata dalle direzioni della tangente a C e
della normale a V,,.

Quanto alla (34%), essa ci dimostra come la curvatura relativa 1 di
g

C rispetto all’ipersuperficie V, corrisponda esattamente all’ ordinaria
curvatura geodetica (Cf. §. 84).
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§. 168. .

Curvature principali di un’ipersuperficie e formola d’ Eulero.

La formola (33*) pud scriversi evidentemente

) DA
(T e oS
R 2 brs M s

indicando v, 7s,..%, le costanti di direzione entro la ipersuperficie V,
della geodetica di V,, uscente dal punto fissato M,, che si considera.
Essa ci da anche la curvatura della sezione normale di V, corrispon-
dente alla detta direzione (v;). Ricerchiamo ora i massimi e minimi di
queste curvature e le direzioni secondo cui hanno luogo, ¢id che ci con-
durra alla estensione dei risultati stabiliti al Cap. IV per le curvature
delle linee tracciate sulle ordinarie superficie. Per ottenere questi mas-
simi e minimi dobbiamo eguagliare a zero le derivate rispetto alle 7
del quoziente delle due forme quadratiche nelle v che figura nel secondo
membro della (7).
Questo ci da le » equazioni lineari ‘ed omogenee nelle 7:
(35) Y (s —RQ) M, =0 (r=1,2,...n),

s

essendo % precisamente la curvatura della geodetica di V,, spiccata nella

corrispondente direzione (7,). L’eliminazione delle v fra le (85) conduce
alla equazione di ben nota forma:

bll'—RQll ’ bll—RQw e bln_Rgln

by —RQy , by — R ,... by, — RQ,
(36) 21 21 2 22 2 2 ,

bm—Rgm ’ bm— Rgnk y oo b»»"'—B’Q@m
che prende il nome di equazione secolare.

-

La forma quadratica 2 by, M. 7, essendo definita, 1a (36) ha sem-
A

R, R,... R,
tutte reali; le loro inverse

pre le sue » radici
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danno i massimi e minimi richiesti. Ad una radice semplice R, della
(86) corrisponde una sola direzione, la quale si dird la direzione prin-
cipale corrispondente dell’ipersuperficie V,,, e si indicheranno le sue »
costanti di direzione, cioé i eorrispondenti valori delle 3, con

R S

esse si calcoleranno dalle equazioni
(35*) Z(bfl_Rh rs) 7)”—0(7‘=1 2... n) ,

aggiungendovi la condizione
Eb P =1 .

Quando la radice Rk sia multipla d'ordine %, nel quale caso essa

rende il determinante
' l brs - Rk Qrs I

precisamente di caratteristica n— A, fra le equazioni (35) o (35*) se ne
avranno » — 4 linearmente indipendenti e quindi esisteranno o di-
rezioni principali corrispondenti, giacenti in un S, _,. Si intende che il
caso h>>1 si presentera solo eccezionalmente, cioé le » radici della (36)
saranno, in generale, distinte.

Se le due direzioni principali

() (1)
corrispondono a due radici R,, R; della (36) fra loro distinte si ha, come

¢ noto, la relazione
Eb Myl =0 (O,

@ Cid si ricava subito dalle equazioni

2 brs 'Q(:') = Iy 2 Qrs "[(sh)
2 b, 7](:) =R; 2 Q. n(r“ ’

le quali danno
. z b,, 1 ¥ = R, 2 Q,, 7V 7®

-
2‘ b ,‘(t) (sk) =R, Z Q,, 7‘(71) 'ﬂ(s”
7,8
e quindi

( )Zb 7](” ,(k).__O

24
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e quindi quelle due direzioni principali sono fra loro ortogonali. Per
un’ipersuperficie V,, qualunque abbiamo dunque » curvature principali
| 111
R’R,’"""R,’
e corrispondentemente » direzioni principali
o) @) .. ),
che formano un #°*"° ortogonale.

Se indichiamo ora con a,, os,... o, gli angoli che una direzione qua-
lunque (7;) forma colle » direzioni principali, avremo

N =cos a, 1P + cos o7 + ... + cos o, P

t=1,...n
e la formola (33%):

1 5
==Y QW N

p
R~ A

che da la curvatura della sezione normale nella direzione (v;), tenendo
conto della identita

...1_ — i} ol%)
R, - g}’- 9}‘“ 7]3\ 11\-"

;‘LQM 171 n‘({’: 0, per itk
ci da:
1 cos® o cos® o, cos?® o,
6 = = +.. 4+ =

7

Questa & manifestamente ’analoga della formola d’Eulero, genera-
lizzata cosi a spazii curvi qualunque di quante si vogliano dimensioni.

E chiaro che per rappresentare geometricamente la legge di varia-
zione delle curvature delle sezioni normali nelle varie direzioni potremo
servirci di una quad/rz'ca indigatrice

%,
+ —|- ,+Rn=i1

nell’ ordinario spazio euclideo a » dimensioni.

La nozione di direzioni principali di un’ipersuperficie V, porta al-
tresi a definire le linee di curvatura come quelle la cui direzione in ogni
punto coincide con una direzione principale. E manifesto che in gene-
rale avremo # sistemi di linee di curvatura, tali che da ogni punto di



CURVATURE PRINCIPALI DI UN’ IPERSUPERFICIE 371

V. esce una linea di ciascuno degli » sistemi. Le equazioni differenziali
delle linee di curvatura corrispondenti alla direzione principale (n@)) sa-

ranno manifestamente

oy dwy o du,
RO B I

che si possono anche scrivere sotto la forma (§. 167):

Y @, —Ry Q) du, =0

r=1, 2,...%n.

§. 169.

Casi particolari.

Applichiamo i risultati generali precedenti dapprima al caso n=3,
cioé¢ consideriamo in uno spazio S, a quattro dimensioni le ipersuper-
ficie Vs, ed anzi supponiamo di piu che lo spazio ambiente S, sia a cur-
vatura di Riemann costante K,. La Vs, come spazio curvo a tre dimen-
sioni, possiede in ogni punto tre direzioni principali formanti un triedro
ortogonale e tre curvature Riemanniane principali K,, K,, K; (§§. 162
168); dimostriamo che: Le tre direzioni principali di ogni spazio curvo
Vs, immerso in uno spazio S, a quattro dimensioni di curvatura costante,
coincidono precisamente colle direzioni delle linee di curvatura e le tre cur-
vature Riemanniane principali K,, K;, K; di V;, come spazio a tre di-
mensioni, hanno coi raggi principali di curvatura R,, Ry, Ry le semplici
relazioni .

1 1 1
Kl—Ko=B:'E ) Kz””Ko'_—"EE3 ’ Ka_Ko:BTﬁ; .

E invero facciamo in un punto di V;, come & lecito;
by=by=0by=1
bin=Qu=0, per ik,

per il che basta prendere le linee coordinate (), (4s), (#;) sopra V;in
guisa che nel punto abbiano le direzioni delle linee di curvatura, indi

(§. 168):
1 1 1

911=R‘1,922=E: 933__—}_{3'
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Applicando le formole di Codazzi (H*) pag. 862, troviamo subito:

28, 28) =g R +K,, (31, 31)0——RS+K0,(12,12),,=R}R~2+K0

(@3, 31) = (31, 12) = (12 , 28)=0 .

Queste ultime ci dimostrano che le linee coordinate (u,) () () dello
spazio V; hanno nel punto considerato precisamente le direzioni prin-
cipali e per le curvature principali K,, K,, K; si ha appunto

1 1
K, = Rz + K, Ke= 1R3+K°’K3_R_1_R,+K°’Cdd

Da queste formole. segue in particolare che se uno spazio a tre di-
mensioni colle curvature principali K,, K,, K; pud essere immerso in
uno spazio a quattro dimensioni e di curvatura costante K,, si ha sem-
pre necessariamente

—K,) (K, —Ko) (Ks —K))>0.

In particolare adungue:

In uno spazio a quatiro dimensioni di curvatura costante XK, non esiste
alcun spazio a tre dimensioni di curvatura costante K <K, .

Cosi lo spazio euclideo a quattro dimensioni non contiene alcun spazio
pseudosferico a tre dimensioni (di curvatura costante negativa). Cosi pure
vediamo che in un tale spazio euclideo non pud collocarsi alecun spazio
a ‘tre dimensioni le cui curvature pr1nc1pah smuo tutte tre negative,
ovvero due positive ed una negativa.

Applichiamo ancora i risultati generali del §. precedente al caso n =2,
cio¢ consideriamo una superficie V, immersa in uno spazio curvo qua-
lunque S; a tre dimensioni. Indicheremo col nome di curvatura relativa

della superficie V, il prodotto delle inverse dei raggi principali di

1
R.R,
curvatura (Y, mentre serberemo il nome di curvatura assoluta K della
superficie a quella che compete al suo ds® misurato nell’S;. Avremo

1 9,9, — O
Rl R2 - bll b22 - b??

() Aleuni autori sogliono dare in generale il nome di curvatura per un’iper- .
superficie V, in uno spazio S,41 all’inversa del prodotto R, R,... R, dei raggi
principali di curvatura. Non adottiamo questa denominazione che potrebbe ge-
nerare confusione col comcetto di curvatura Riemanniana.
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e dalla formola di Codazzi ((H) pag. 361) trarremo
o OX, OX; O, O
1 2,12), e 0 Bemy S o, O,

BB bube—0h By by — B

Ora il primo termine del secondo membro non & altro evidentemente
che la curvatura assoluta K della V,; quanto al secondo si riconosce
facilmente (§.-158) che esso coincide colla curvatura K, dello spazio nel-
I’orientazione del piano tangente a V,, cioé colla curvatura della super-
ficie geodetica tangente; si ha quindi

1

37 R E, |
o in parole: La curvatura relativa in un punfo di una superficie Vy in
uno spazio a tre dimensioni & equale alla differenza fra la curvatura as-
soluta e la curvatura Riemamwiona dello spazio nell’ orientazione che ha
la V; in quel punio.

=K""Ko ’

8. 170.

Spazi in rappresentazione conforme e teorema di Liouville.-

Ritornando al caso generale di un’ipersuperficie V,, immersa in uno
spazio qualunque S,;; ad #+1 dimensioni, consideriamo un secondo
spazio §',4, che corrisponda punto per punto ad S,;, in guisa che gli
angoli siano conservati, ciod vi sia rappresentazione conforme dell’uno
sull’altro. Mantenendo le notazioni dei §§. precedenti, ed indicando con

ds"——-" 'Sk. a',ik dx,» d’”k
il quadrato dell’elemento lineare di S,.,, perché la rappresentazione di

Sn41 sopra 8,4, sia conforme, dovremo avere manifestamente propor-
. zionalitd fra i coefficienti a';, ed a,, scriviamo adunque -

don="TVa,.
Alla ipersuperficie V,, coll’elemento lineare

s = %bm duy du,

. corrispondera in §',,, un’ipersuperficie V', coll’elemento lineare

ds'? = U”)z by, duy, du,
"
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Indicpndo cogli accenti le quantita relative alla V’,, avremo intanto

;o A
V=T, , X,=3.

Ora pei simboli Kﬂ di Christoffel costruiti per la forma S iz dz; dz,
o ik
troviamo subito
K] o [i U W aU
L=l roleng g — o)

In conseguenza, se adoperiamo le (K) §. 165 (pag. 362) per costruire
i coefficienti &’,, della seconda -forma fondamentale di V’,, avremo dap-
prima:

- oU oU oU\ dz; ox,
9,.,=U9”+i,§’P(“kp@:+“iP%_aik§@)%ﬂ B

Ma si ha, per le (26), (30) pag. 358-359:

ax,; awk, _ axh —
B0 s, T e, e =0
ox; .
zi %ip 3, Ko =0
e resta quindi
@, =0Q,,—b,, S ng—q .
po Ty

Possiamo porre quest’ultima formola sotto forma pilt espressiva, ri-
cordando (§. 164) che le costanti di direzione X‘L della normale a V,
non sono altro che le derivate.

X, = o
Uy
delle z, nel senso normale all’ipersuperficie, onde abbiamo
/ — 5 —— —
(88) e, =02, —b,, u,

Dopo cid le equazioni differenziali (35) pag. 368 delle linee di cur-

vatura della V',:

> ., —RQ,) du, =0 (r=1,2,...%)

diventano

b., £, , b, dlogU .
Z(‘ﬁf—‘ v+ _aﬁf)d“‘—o :
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Ora queste si deducono dalle corrispondenti

N brs _ .
2‘ ("R‘ rs) du’s - 0

della V, semplicemente ponendo

1 dlogU
(39) E Rl + auo .

Ne deduciamo il teorema generale:
Se fra due spazi qualungue, di quante si vogliano dimensioni, vi ha
rappresentazione conforme, sopra due ipersuperficie corrispondenti si cor-
1

rispondono sempre le linee di curvatura e le curvabure principali R R
sono legate dalla relazione lineare (39), i cui coefficienti dipendono uwi-
camente dal modulo U (U della rappresentazione e dalla sua derivata
normale.

Il teorema precedente pud applicarsi in particolare agli spazi eu-
clidei (a curvatura nulla). K facile risolvere la questione di trovare tutte
le possibili rappresentazioni conformi dello spazio euclideo a » dimen-
sioni sopra sé stesso; appena % >>2 il gruppo delle rappresentazioni
conformi dello spazio euclideo S, & infatti, come ora vedremo, un gruppo
continuo finito, cioé con un numero finito di parametri, mentre & ben
noto che per =2 (pel piano ordinario) il gruppo ¢ infinito. Sia

ds* = da? + dad + . .. + da?

I'elemento lineare dello spazio euclideo; volendolo rappresentare in modo
conforme sopra sé stesso dovremo porre

det + de + ..
(g :

ds’* =

e determinare U in guisa che lo spazio d’elemento lineare ds” sia a sua
volta a curvatura nulla e si possa quindi porre

ds? = do/ 4 do's + ... ddk .
Il problema & gia stato in sostanza risoluto al §. 159; la funzione

!
() Dicesi modulo della rappresentazione appunto il rapporto % =T di due

- elementi lineari corrispondenti.
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U ha necessariamente per %>2 la forma
U=a@i+a+...+2)+280, 2, +C,

dove dovendo aversi per la (19) (pag. 345)

(40) aC=2p,

possiamo scrivere, supposto a+0
U=alle, + b,y
a2 (m,- a)

e, cangiando z; in z; —% , non alteriamo la generalitd prendendo
U=a@+a+...+43),
ciod
ds'? = da} + dry ... dzl,
@' @i+ o+ ...y

Ora colle formole

) T /

. —
le_azxﬁ 9 xﬂ‘—'azwz Xy =

L2

-.—_—_xn
a Yo ’
v
che sono le formole dell’inversione per raggi vettori reclprocl si ottiene
appunto
Y, da

= g T

BT T
le pid generali' formole cercate si ottengono quindi combinando la pre-
cedente inversione con un’applicabilitd dello spazio S’ sopra s stesso,
cioé con un movimento. D’altronde nel caso trascurato @ =0 la (40) ci da

bi=b=...=b,=0,

quindi U == costante, e la corrispondente trasformazione dello spazio
non & che una similitudine. Ne concludiamo:

Le pin genevali trasformuzioni conformi dello spazio euclideo di n>>2
dimensioni in sé slesso si ottengono combinando le inversioni per raggi
vettors reciproci coi movimenti e colle similituding.

E questo il teorema di Liouville (dimostrato da Liouville nel caso
n=3).
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§ 171.

I sistemi »*'‘ ortogonali negli spazi a » dimensioni.

Dato il ds* di uno spazio qualunque S, a » dimensioni:
l..,m
ds2= 2 1738 (Zm.,; dxk N
i,k

non & in generale possibile introdurre % nuove variabili indipendenti y,,
 Yay ... Yy tali che il ds® assuma la forma ortogonale
(41) ds*=Hidy: + Hidy; + ... + HL dyl .
Le ».funzioni incognite y; delle «# debbono infatti soddisfare alle
n(n—1)

3 equazioni simultanee alle derivate parziali:

Viy: , 9.) =0, per ik,

. n(n—1)

e siccome ———

forma ortogonale non sard possibile per gli spazi a pid di tre dimen-

-gioni che in casi  particolari. Ma supponiamo che nello spazio da noi

considerato una tale riduzione alla forma ortogonale (41) sia possibile,

nel qual caso diremo che le ipersuperficie coordinate (v,), (%) ... (#.)

formano wn sistema n?'° orfogonale. Cerchiamo allora quali sono le linee
di curvatura delle ipersuperficie coordinate, p.e. delle y, = costante.

Calcoliamo per ¢io i coefficienti @, , della seconda forma fondamentale

~>n, appena » >3, §’intende che la riduzione a

1..,n~1

2 Qi d?/z‘ d(l/h

2,k .
di queste ipersuperficie. Le costanti di direzione della normale all’iper-
superficie y, = costante sono semplicemente (§. 154)

A .
Xim= 2 i=1,2,...m,

VA,

cioé
1
~ X1=Xg=..-=Xn_1.=O, Xn:ﬁ”.
Jalcolando quindi le Q,, dalle (K) §. 165 (tenendo conto delle mu-
tate notazioni), troviamo subito

rs| 1
Q“—[n]m , r,s=1,2,...n—-1)
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e quindi

/

R
(42) n OYn

Q.. =0 per r*s.

Essendo zero tutte e Q@ con indici diseguali, vediamo che le linee
di curvatura delle gy, = costante sono appunto le linee coordinate
W), () ...¥nn). Abbiamo dunque il teorema: Se in uno spazio curvo
a n dimensioni esisteun sistema n*'° d'ipersuperficie ortogonali (), (¢s)... (¥.),
sopra. ciascuna di queste ipersuperficie le linee coordinate (v,), (¥2), ... ¥n)
sono le linee di curvatura.

Enunciamo in particolare il teorema pel caso n =3 sotto la forma:
In ogni sistema triplo orfogonale di superficie in uno spazio qualunque a
tre dimensioni le superficie di diverso sistema si tagliano (orfogonalmente)
lungo linee di curvatura.

E questo, pel caso dell’ ordinario spazio euclideo, il celebre teorema
di Dupin, che completeremo nel prossimo §. colla dimostrazione di un
teorema inverso, dovuto a Darboux.

Tornando al caso generale di un sistema »*'° ortogonale in ‘un S,,
calcoliamo ancora dai valori (42) delle Q, i valori dei raggi principali
di curvatura delle ipersuperficie coordinate. Per ¢id introduciamo la no-
tazione seguente: indichiamo con r,, il raggio principale di curvatura
dell’ ipersuperficie y; = costante lungo la linea di curvatura (y.). Il raggio
di curvatura r,, della y,=-costante sara dato da

1%
. L Oxx
ossia per le (47) da
1 . 1 9H,
5 - Hn Hh a!/n

In generale abbiamo dunque il risultato: In un sistema #*'° orfo-

gonale
ds*=Hi dyi + B} dy; + ... + H;, dy,,

i raggi primcipali di curvatura delle ipersuperficie coordinate somo dati
dalle formole

(43) =

Altre formole pure notevoli si ottengono cercando le flessioni delle
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linee coordinate (y;), che indicheremo con ITl . Calcoliamo p. e. R’ dalla

formola (31) pag. 364 che diventa qui

1 @ M dyxdy)
44 2 2 (Y j ®
44 R §H( 5l @ &

Ma qui abbiamo df = H, dy,, indi
W _o TN

= s W-O per A¥n
Y. 1 Y. 1 °H,
@ H,’ @& 3y,
e quindi
) 9 d?/p__ Vw1 [om
Mlzi 77_—3,§i‘ HZH%L&'}’
cioé ’

w)dn dy_ 1 3,
Mgi @ @ TH,E oy, P i 3
wulnd @ @ W 3, |

Nella somma a destra della (44) si annulla dunque 1'ultimo termine

e resta )
1R 1 (eHe
R = El I 3y, )
cioé per le (43):

m=E ottt

7‘2,, 'rw—l.n
'—2' = 2 s
R} A rlz
dove l'accento nella somma indica che X prende i valori da 1 a » escluso
il valore . 3

e in generale

§. 172.

Caso degli spazi a tre dimensioni.

|
i
b

Termineremo il presente Capitolo coll’applicare i teoremi precedenti *

al caso degli spazi (curvi) a tre dimensioni, ove la ricerca si pud facil-

‘mente precisare e completare. Ed in primo luogo dimostreremo che in 1

qualunque spazio (curvo) S; valgono i seguenti teoremi relativi alle linee '
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di curvatura che per lo spazio euclideo abbiamo dedotti al § 59 dalle
proprietd delle evolute:

Se in uno spazio curvo S, due superficie si tagliano lungo una linea
C, che sia linea di curvatura per ambedue le superficie, esse si tagliano
sotto angolo costante. Viceversa se due superficie in S; s imcontrano sotto
angolo costante e la loro intersezione é linea di curvatura per Uuna su-
perficie, tale sara anche per Valtra.

Per dimostrare questo teorema riferiamo il nostro spazio S; ad un
tale sistema coordinato (xz,, w,, x3) che le due superficie in questione
siano due delle superficie coordinate, p.e. le 2,=0, z;=0, le quali si
tagliano dunque lungo una linea (z,). Sia ora

1...3
d82= 2 /298 dxi dxk
1,k

I'elemento lineare dello spazio ed esprimiamo in primo luogo che sulla
2;=—=0 la linea z,=—0 & una linea di curvatura. Per questo calcoliamo
i coefficienti @i, Qis, Qs della seconda forma fondamentale per la 23=0.
Intanto per le costanti di direzione della normale abbiamo (pag. 332):

XA oy Ay Ax

Ag VA, Vi
e le formole (K) pag. 362 ci danno quindi
1 rs
-3l
P. S
t t VAsa 3
L’equazione differenziale delle linee di curvatura sulla x; =0 &

ay Az, + e Ay (e A%y - g dz,

Q de, + Qp doey R diry + Qe divy

e quindi la #,==0 sulla superficie ;=0 sara linea di curvatura quando

si abbia:
. Ay Qg =a; &, , per xz=1a3=0,
ciog

(@ an

12 11
3‘——0»1233;:0 , per xe=x3=20 .

Similmente la condizione perché sulla superficie z,=0 la linea ;=0
sia linea di curvatura si otterra dalla precedente scambiando gli indici
2, 3 e sara quindi:

13 11
® “1132;—%332%:0, per «3= ;=0
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© D’altra parte I'angolo @, sotto cui si tagliano le dette due super-
ficie coordinate, & dato (pag. 332) da

cos Q =

Esprimiamo che quest’angolo & costante lungo la linea () egua-
gliando a zero la derivata di cos Q rapporto a z;, cioé colla equazione

a A23 aAgs aAﬂ .
oy t Awn - oz, )

Ora per una forma differenziale con un numero qualunque di variabili
vale la formola ({(a*) pag. 349) :

ey f-gaf]

2 Agg A33 == Ag3 (Agg

sicché la precedente divents
1 1t
Ase Ass(Et AM 13§ + ztAsc z2§)=
3 1¢ 1¢
=A,,A,32t‘A3,§3E +AnAn S Ay }22 :

' Omettendo i termini che si distruggono, .questa si trasforma in:

A (A A — A A ’ } + A (An A —

511

+ Ag (A Ais —~ Ap Arg) 2 | + Ay (Ap Ay —

13]
2§._0.

Tenendo conto delle note relazioni che legano i minori di secondo
ordine del determinante (reciproco) delle A,, agli elementi del deter-
minante primitivo, la condizione perché I'angolo Q sia costante si tra-

duce nella:
11 18] 11
3;)+Asa(aui2 gfalag 2})=0 , per zy=u3=0.

Ay (“u ! 132
Quests & evidentemente soddisfatta se lo sono simultaneamente le
(@), (B); e viceversa da una di queste e dalla (y) segue l'altra, perche,
_essendo la forma X @, dr; dr, definita, As, Ay sono diverse da zero.
Cosi il teorema enunciato & dimostrato.
Facciamo ora una seconda ricerca, diretta ad invertire il teorema di
Dupin (§. 171). Supponiamo di avere in S; due sistemi «® di superficie

— Qg
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X, ¥ che si taglino mutuamente ad angolo retto e domandiamo quando
accadra che esista un terzo sistema X” ortogonale ad ambedue. Sappiamo
gia dal teorema di Dupin che condizione necessaria & che due superficie
qualunque ¥, ¥’ si taglino lungo una linea di curvatura; ora dimostre-
remo che questa condizione & anche sufficiente ed anzi, senza supporre
dimostrato il teorema di Dupin, proveremo insieme che la condizione
& necessaria e sufficiente. Scegliamo per cido a superficie coordinate
&3 =costante le superficie ¥ di uno dei due sistemi, a linee coordinate
(%5) le loro traiettorie ortogonali (¥, in fine a linee coordinate (x,) le
intersezioni delle % colle superficie ¥’ del secondo sistema, che saranno
dunque le x; = costante. L’elemento lineare dello spazio prenderd la
forma

(45) ds, = @y 4o - 2 tye Aty Aty 4 gy At - gy A2 |

poiché, le linee (x;) essendo ortogonali alle superficie ;= costante, sard
Oy = ayp=0.

Ora per esprimere che sulle superficie x;=costante le linee () o
x, = costante sono linee di curvatura abbiamo la («):

?

llz

a 12{ =
1133 - W12 3

ma, essendo qui

A13=0 ’ A23=0 ’ A33=

a 12 - 11
ujg = Oy 3

aalz - 3(1,11
X . —— = _—
(&™) an o, 12 o,

1
@ )
la precedente si scrive

ossia

da cui inftegrando si ha
Qg == Oq f(xl ’ .’1:'2) 3

() 1. esistenza di queste traiettorie ortogonali & geometricamente evidente.
Analiticamente, dato un sistema oo! di superficie, e indicando con X,, X,, X,
le costanti di direzione della normale in un punto (x, a, x;) dello spazio alla
superficie del sistema che ivi passa, si ottengono le traiettorie ortogonali inte-
grando il sistema di equazioni differenziali ordinarie
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dove f(x; z;) & una funzione di x,, x, soltanto. Indicando con X un fat-
tore integrante di

dxl +f de ]
scriviamo

ds® = au

(A day + ) fdrs)® + (a — an [7) 5 + g darf .

Se ora poniamo
= [ ) (dw, + fdxy) ,

avremo ridotto il ds® alla forma ortogonalé
dsg—andyl + (g2 — an *) dak + a5 dx}

senza canglare le superficie coordinate x, = costante, x; = costante. Cosi
¢ dimostrato che la condizione enunciata & sufficiente; ma si vede su-
bito (senza ricorrere al teorema gid dimostrato di Dupin) che essa @
anche necessaria. E infatti se, mantenendo le superficie coordinate
x, = costante ;= costante, si pud ridurre la (45) a forma ortogonale, cid

si dovrd avere mutando solo la variabile #, in ¢ (4, ), cid che da:

NI

e dovendo essere g " +£0, sard ai: funzione soltanto di x,, «, e la (a¥)
sard quindi soddisfatta. Abbiamo dunque dimostrato il teorema: fn wno
spazio qualunque a tre dimensiont la condizione necessaria e sufficiente
perche a due sistemi di superficie, ortogonali fra loro, possa associarsene
un terzo ortogonale ad ambedue é che © due primi 8 incontrino lungo lmee
di curvatura.

Questa importante inversione del teorema di Dupin, nel caso dello
spazio euclideo, ¢ dovuta a Darboux; qui I’abbiamo estesa ad uno spazio
curvo qualunque a tre dimensioni.

§. 173.
Sistemi tripli ortogonali in un S;.

Quando lo spazio & a tre dimensioni, del resto con un qualunque
ds®, ricorrendo ai teoremi generali di Cauchy sull’ esistenza degli inte-
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grali delle equazioni a derivate parziali, facilmente si pud provare che
esistono nello spazio S, infiniti sistemi tripli ortogonali, cioé le tre equa-
zioni simultanee (§. 171) in tre incognite

V(.%,?lz)=0 [} V(?/z,?/s)=0 ] V(?/u?/a)':()
ammettono infinite soluzioni. Lio dimostreremo provando che affinché ad
un sistema o' di superficie

(@) ] h@m, #, x3) =c¢,

Py

dove ¢ & un parametro variabile, possano associarsene altri due orto-
gonali a questo e fra loro & necessario e sufficiente che la funzione ¥,
delle tre variabili #;, @, 2 soddisfi ad un’unica equazione alle derivate
parziali terze. Questo importante risultato venne stabilito la prima volta
da Darboux per lo spazip euclideo; qui lo dimostreremo per uno spazio
curvo qualunque.

Dato il sistema (o) di superficie, nel nostro S; coll’elemento lineare
qualunque

d32= 2 Qg dx,; dxk ’
i,k

se esistono due altri sistemi formanti con (@) il sistema triplo ortogo-
nale cercato, uno qualunque di questi dovra avere per traiettorie orto-
gonali le linee di curvatura di un sistema di tutte le superficie (a). Vice-
versa se le linee di curvatura di wun sistema sulle () ammettono una
serie di superficie ortogonali, queste taglieranno le (@) ortogonalmente
lungo linee di curvatura e quindi (§. 172) esisterd un terzo sistema or-
togonale ad ambedue. La condizione necessaria e sufficiente richiesta si
riduce dunque a questo che la doppia infinitd di linee di curvatura di
un sistema delle superficie (¢) ammetta una serie di superficie ortogo-
nali. Ora se indichiamo con X,, X,, X; le costanti di direzione delle
tangenti a queste linee di curvatura, le superficie ortogonali cercate, se
esistono, saranno date dall’integrare I'equazione a differenziali totali

1...8
2 a“,Xh dx¢=0 .
1,k

Questa equazione deve essere adunque illimitatamente integrabile e
viceversa, soddisfatta questa condizione, esistono le superficie ortogonali
cercate; se poniamo

1.3
|

Y. = z @i Xy
k
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la condizione d’integrabilitd si scrive

Y, Y, oY, oY Y, dY
® =gt bl TR &)=

Ma dalle formole generali (§§. 165-168) relative ad un’ipersuperficie
qualunque ed alle sue linee di curvatura risulta che X, X,, X; e quindi
Y,, Y;, Y; si esprimono per x;, z,, 2z ¢ le derivate prime e seconde
della funzione y,. Sostituendo nella (b), questa dovra risultare un’iden-
titd in z,, x,, z; e si risolverd quindi in un’equazione alle derivate par-
ziali terze per y,, che di piui sara lineare nelle derivate terze.

Ogni soluzione g di questa; equazione ci fornird una famiglia (a) di
superficie appartenenti ad un sistema triplo ortogonale, o zome si dice,
una famiglia di Lamé.

Ritorneremo su questi risultati generah in -altro capitolo, dove stu-
dieremo pitt da vicino i sistemi tripli ortogonali nello spazio euclideo.

e a il

s
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CapriToLo XII

Geometria pseudosferica a due dimensioni

it

Rappresentazione conforme delle superficie pseudosferiche sul semipiano, — Movimenti (fles-
sioni) della superficie in s medesima rappresentati da sostituzioni lineari sulla variabile
complessa. — Geodetiche pavallele ed angolo di parallelismo. — Trigonometria pseudo-
sferica. — Cenno sulla geometria non euclidea. — Rappresentazione geodetica di Bel-
trami. — I’equazione del tipo di Riccati da cui dipende la ricerca delle geodetiche so-
pra una superficie pseudosferica, — Coordinate di Weierstrass nel piano non-euclideo, —
Equazioni a derivate parziali di Weingarten per le coordinate di Weierstrass.

§. 174.

Rappresentagione conforme della superficie pseudosferica
sul semipiano.

Vogliamo ora occuparci in particolare degli spazi a curvatura di Rie-
mann costante per studiare la geometria delle figure in essi tracciate.

Comincieremo le nostre ricerche dagli spazi a due dimensioni, cioé
dalle ordinarie superficie a curvatura costante, che consideriamo qui
come unicamente definite dal loro ds® (§. 98), senza riguardo alcuno alle
forme effettive che queste superficie possono assumere sia nell’ordinario
_spazio euclideo, sia in altri spazi. E poiché la geometria delle super-
ficie a curvatura costante nulla o positiva coincide coll’ ordinaria geo-
metria piana o sferica, potremo limitare e limiteremo questi primi studi
alla geometria sulle superficie pseudosferiche, o, come diremo, alla geo-
metria pseudosferica.

Porremo a base delle nostre ricerche una rappresentazione conforme
delle superficie pseudosferiche sull’ordinario piano, che ha servito molto
utilmente nelle importanti ricerche analitiche di Klein e Poincaré sulle
funzioni automorfe (Fuchsiane).

Riteniamo 1'elemento lineare della moltiplicita pseudosferica a due
dimensioni definito dalla formola

2u
)] ds® = du® -- e® dv® ,
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%
R

dove R & il raggio della superficié pseudosferica. La funzione VG =

rimanendo sempre finita, continua e positiva, ad ogni coppia di valori
reali e finiti u,, v, di «, v riguarderemo come corrispondente un punto
reale e a distanza finita della superficie e viceversa; valori infiniti di
u, v daranno punti all’infinito della superficie.

Riguardando x,y come coordinate cartesiane ortogonali di un punto
del piano rappresentativo, le formole
(2) r=v |, y=Re__“—
ci daranno la rappresentazione conforme di cui sopra & discorso. I punti
reali e a distanza finita della superficie corrisponderanno univocamente
ai punti del semipiano y > 0, che diremo il semipiano positivo; i punti
all’infinito della superficie hanno per immagine i punti dell’asse delle =,
che costituird la refta limite (V.

Cominciamo dall’osservare quali immagini hanno sul piane rappre-
sentativo le linee geodetiche della superficie. L’espressione dell’elemento
lineare essendo data dalla (1), per 'equazione in ‘termini finiti delle geo-
detiche si avra (pag. 208)

»
TR

+R\/1 —+b

_k2

essendo %, b due costanti arbitrarie. Per le (2), la linea immagine sul
piano ha per equazione
R2

3 @—0b)+y=
durtque: Ogni geodetica della superficie é mppresentata, da un circolo orto-
gonale alla retta limite e viceversa. Si osservera che non fanno nemmeno
eccezione le geodetiche v=costante, rappresentate da rette normali al-
I’asse delle 2 (circoli col centro all’infinito).

Ora, poiché per due punti del semipiano passa sempre uno ed un
solo circolo ortogonale alla retta limite, ne segue I’importante risultato:

) Converrd riguardare il piano rappresentativo come piano complesso di
Gauss, con un solo punto all’infinito, che & altresi il punto all'infinite del-
I'asse delle a.
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Due punti arbitrarii M, , M, della superficie pseudosferica possono riunirsi
con una geodetica ed una Ssoltanto.

Esaminiamo ora come viene data nel piano rappresentativo la di-
stanza geodetica obiettiva dei punti M,, M;. Per 1'arco s delle geode-
tiche abbiamo (pag. 208)

s==f " du -Rlog%%+\/;%7—:-_k’:,
VA

ciog, per le (2)

S—
s=Rlog§E +\/R—, ——k’; +c.
Yy y
Misurando I'arco s dal punto obiettivo del punto di massima ordi-

nata y = R nel cerchio, dovremo prendere C=—Rlogk, ciod

k
s—Rlogik —I—k\/Rz——k’E .

La quantita sotto il segno logaritmico, come facilmente si vede, & il
rapporto anarmonico del gruppo di quattro punti sul circolo, formato dai
due punti d’incontro del circolo colla retta limite, dal punto anzidetto
di massima ordinata e dall’obiettivo dell’estremo dell’arco.

Ne risulta in generale: La distansa geodetica dei due punti obiettivi
M,, M; si oftiene moltiplicando per R il logaritmo del rapporto anarmo-
. mico, che i due punti immagini m,, m, fanno sul circolo immagine della
geodetica, M, M; coi due punti & incontro di questo circolo colla retta limite.

Se con ¥, ¥, indichiamo le ordinate di m,, m,, la formola che di
la distanza geodetica ¢ dei punti obiettivi M,, M, si scrive:

R
v \/_ i
o = Rlog -

B k
f’/z——\/g;—

dove nel denominatore devesi scegliere il segno superiore o 1'inferiore
del radicale, secondo che i due punti m,, m, stanno dalla stessa parte
o da parti opposte del punto di massima ordinata.

3
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§. 175.
Applicabilitd o movimenti di prima specie.

Poniamo Y
o=x-+iy=v+iRe *

e riguardiamo i valori della variabile complessa o distesi sulla super-
ficie pseudosferica, talché ogni valore di w coll’ordinata positiva dard un
punto della superficie e viceversa; potremo quindi indicare un punto
della superficie col valore corrispondente ® della variabile complessa.
Abbiamo visto al capitolo VII che ogni superficie psendosferica ammette
una tripla infinitd di applicabilitd o movimenti (con flessioni) in sé me-
desima ed ora, supposto che per un tale movimento il punto o si tra-
sporti in o, domanderemo, come gid per la sfera (Cap. III, §. 53), quale
& l'espressione analitica del movimento. Il risultato & del tutto analogo
a quello ottenuto per la sfera ed, in certo senso, pili semplice.

La figura descritta da " essendo congruente a quella descritta da o,
sard o una funzione di o, restando escluso il caso che o’ sia funzione
della coniugata w,, se ammettiamo che la deformazione avvenga in modo
continuo e vi sia quindi conservazione diretta degli angoli. Cosl « & fun-
zione di » definita da prima solo pei valori di @ nel semipiano positivo;
ma poiché o & reale per » reale (i punti all’infinito della superficie
restando all’infinito dopo il movimento) risulta o’ definita per tutti i
valori di ® nel semipiano negativo dalla condizione che, pel valore w,
coniugato_di o, o’ assuma il valore coniugato /. Ora basta osservare
che ad ogni valore di @ ne corrisponde uno solo per o e viceversa, per
concluderne che «’ & funzione lineare di o:

/ oo+
(5) @ = 1o g ’

" Inoltre, essendo o’ reale per o reale, saranno a, £, 1, d reali (a meno
di un fattor comune che si pud sopprimere); di piy, lordinata di o es-
sendo positiva con quella di o, il determinante od—j37 sard positivo e
potremo senz’altro supporlo eguale a + 1.

Esprimendo ora 1'elemento lineare (1) per mezzo della variabile com-
plessa @ e della coniugata «,, troviamo

4R?
* “ds® == — .
(5% ds* = (0 — ) de dw, .




390 CAPITOLO XII. — §. 175

Su questa formola si verifica subito che la sostituzione lineare (5),
con =, B, v, 0 reali, trasforma l’elemento lineare in se medesimo, onde
abbiamo il risultato:

I movimenti della superficie pseudosferica in sé medesima sono rap-
presentati dalle sostituzioni lineari sulla variabile complessa ©:

/_‘7"’) *‘B

e Fs

(6)
a coefficienti reali.
Per ogni sostituzione (6) vi sono due valori di » che rimangono fissi;
questi sono le radici dell’equazione di secondo grado
™ ¥o 4 (-x)o —B=0.
Ora possono presentarsi tre casi diversi, secondo il segno del discri-
minante

03 —Br=1,

@G-+ 4Bi=@+ 3 —4.

1.0 (2+8)* < 4. Le radici della (7) sono complesse coniugate; una
¢ nel semipiano positivo, 1'altra nel semipiano negativo. La prima rap-
presenta un punto P della superficie, reale e a distanza finita, che rimane
fisso pel movimento. In tal caso il movimento, che si dice ellittico, con-
siste in una rotazione (con flessione) attorno a P.

2.% (a4 8)* = 4. Le radici della (7) sono reali e coincidenti. Allora
rimane fisso un solo punto all’infinito della superficie e il movimento
si dice parabolico. ’ '

8.° (» + 9 >4. Le radici della (7) sono reali e distinte. Se A, B
sono i punti rappresentativi nel semipiano (sull’asse reale), al circolo
descritto sopra il segmento A B come diametro corrisponde silla super-
ficie una geodetica, che scorre sopra sé medesima durante il movimento.
In tal caso il movimento si dice iperbolico; esso consiste in uno striscia-
mento (con flessione) della superficie sopra sé medesima, pel quale una
determinata geodetica scorre su sé stessa.

Un’immagine assai chiara di queste tre specie di movimenti si ha
considerando il moto di rotazione attorno all’asse delle superficie pseu-
dosferiche di rotazione dei tre tipi ellittico, parabolico ed iperbolico
(§. 108).

E bene confrontare i risultati ottenuti con quelli relativi ai movi-
menti in sé¢ medesima di una superficie a curvatura costante positiva
o nulla, prendendo a superficie tipica la sfera complessa, o il piano com-
plesso.
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N

In ogni caso I’espressione analitica del movimento ¢ una sostitu-
zione lineare sulla variabile complessa. Per la sfera abbiamo la formola
di Cayley (pag. 111):

= 2 TF +.B——

—Bor +

nel movimento restano fissi due punti della sfera diametralmente op-

posti. Vi ha dunque una sola specie di movimenti, che sono sempre
effettive rotazioni.

Per il piano complesso # i movimenti sono rappresentati dalle so-
stituzioni lineari intere

) O‘ao"l“ppo:l 5

d=e¢%24+C,

con o costante reale e C complessa. Essi si distinguono in due specie,

secondo che e« & differente da 1 o no; i primi sono rotazioni attorno
ad un centro a distanza finita, i secondi traslazioni.

§. 176.
Movimenti di seconda specie.

Consideriamo ora quei movimenti della superficie pseudosferica in
s¢ medesima, per i quali vengono permutate le due faccie, che diremo
movimenti di seconda specie, mentre diremo di prima specie quelli sopra
considerati (V. Per trovare l'espressione amalitica dei movimenti di se-
conda specie, basta osservare che il ribaltamento della superficie attorno

;N

alla geodetica v==0 & rapprésentato semplicemente dalla formola
0), = — 0.
Ora, poiché dalla combinazione di due movimenti di seconda specie
risulta un movimento di prima specie, combinando la precedente colla

(6), si ottiene subito il risultato: I movimenti di seconda specie della

superficie pseudosferica sono rappresentati dalle sostituzioni lineari
)00 —f

®) O, — 8

a coefficienti reali e a determinante ~ 1
Un movimento (8) ripetuto da luogo al movimento di prima specie

. e BN +E—a)
" —G—aet @ —F7’

M Cf. KumIN-FriCckB. — Elliptische Modulfunctionen, 1.e* Bd. pag. 196 ss.
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che, supposto dapprima differente dall’ identita, & necessariamente iper-
bolico, avendosi

@+ 5 =27 = — 0 42| >4

Volendo ricercare se, pel movimento (8), vi sono punti che rimangono
fissi, si osservi dapprima che un tal punto deve pure restar fisso pel
movimento ripetuto e il valore di o in esso deve quindi esser reale.

" Ora le due radici della equazione in a
16— @-+a)a+B=0
essendo appunto reali e distinte, si vede che pel movimento (8) riman-
gono fissi due punti reali, distinti e all’infinito della superficie, che sono
altresi i punti fissi del movimento iperbolico (8*). La geodetica che ri-
mane ferma nel movimento ripetuto (8*), rimane pur fissa nel movimento
(8); invece tutte le altre geodetiche cangiano di posizione.

Consideriamo ora il caso particolarmente interessante, in cui la (8)
ripetuta da luogo alla identita, il che avviene solo se d=o. Allora, per
la (8), rimangono fissi nel piano w tutti i punti del circolo

1@ +y)—2024+=0,

3 r=3.

che & un circolo reale normale alla retta limite (Y. Dunque: Un movi-
mento di seconda specie a periodo 2 non & altro che un ribaltamento della
superficie attorno ad una geodetica reale, i cui punti rimangono tutti fissi.

Da quanto precede risulta poi subito:

Ogni altro movimento di seconda specie si ottiene, combinando un ribal-
tamento attorno ad una geodetica con wno scorrimento della superficie in
s¢ medesima lungo questa geodetica (movimento iperbolico).

Lasciamo al lettore di confrontare questi risultati con quelli relativi
al movimenti, con inversione delle faccie, per la sfera e pel piano.

ovvero

§. 177.
Altra rappresentazione conforme. Conservazione dei circoli.
Della figura immagine dei punti della superficie pseudosferica, otte-

nuta al §. 174, facciamo ora una inversione per- raggi vettori reciproci,

#) Naturalmente, se 7=0, il circolo & sostitnito dalla retta o= QB; normale
alla retta limite.
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ponendo il centro, d’inversione nel semipiano negativo. La retta limite
si trasforma allora in un circolo limite; i punti reali e a distanza finita
della superficie sono rappresentati entro al cerchio limite, i punti al-
I'infinito sulla periferia, mentre ai punti esterni non corrisponde alcun
punto reale della superficie. Le geodetiche della superficie saranno rap-
presentate da circoli ortogonali al cerchio limite e la distanza geodetica -
obiettiva di due punti si misurerd con legge perfettamente analoga a
quella osservata al §. 174. o

Fra i circoli ortogonali al cerchio limite figurano anche i diametri
di questo; le geodetiche ebiettive escono da un punto reale e a distanza
finita della superficie. Fondandoci su questa osservazione, possiamo sta-
bilire le formole di questa rappresentazione, partendo dalla forma ellittica

ds® — du? + R? senh? (%) py

dell’ elemento lineare della superficie (pag, 224), e paragonandolo coll’ele-
mento lineare del piano in coordinate polari
ds* = d* + * dt* .
Riducendo ai parametri isometrici, si vede che la formola di rappre-
sentazione sard

1ogtgh(§%)+iv=m(logp+z’6)+a+ib )

dove m, a, b sono costanti reali. Ma, gli angoli dovendo essere conservati
anche nell’intorno dell’orig?ne =0, dovremo prendere m=1.

La costante b pud prendersi nulla e la costante @, cangiando la figura
in una omotetica, pud farsi eguale a zero. Cosi le formole di rappre-
sentazione saranno semplicemente

(9) p=tgh(2iR) , 6=0

e il circolo limite sard di raggio =1, avendosi p==1 per = .
La rappresentazione ora indicata, come quella da cui siamo partiti,
ha a comune colla rappresentazione stereografica polare della sfera 1’im-
portante proprietad espressa dal teorema: Ogni linea di curvatura geodetica
costante della superficie ha per immagine un circolo sul piano e viceversa.
Per dimostrarlo, cominciamo dall’osservare che sopra ogni superficie
pseudosferica (come su qualunque superficie a curvatura costante) le linee
geodeticamente parallele ad una linea a curvatura geodetica costante
hanno pure costante la curvatura geodetica e formano colle traiettorie
ortogonali un sistema Isotermo. Prendiamo infatti a linee coordinate u, v
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le geodetiche v =costante normali a L e le loro traiettorie ortogonali
u = costante, fra le quali la =0 sia la linea L, fissando inoltre che il
parametro v sia P’arco della #=0 contato da un punto fisso ed u sia
Parco delle geodetiche, contato da = 0. L’clemento lineare avra in con-
seguenza la forma (pag. 221).

» _w)\2
ds’=du2+(go(v)e“ +d@e “) a®,

e poiche la curvatura geodetica

1 _ 1lo@—149(@

w Re®) 44 @)
della % =0 & per ipotesi costante, ne seguira per ’elemento lineare una
delle tre forme tipiche A), B), C) del §. 102, cido che dimostra il lemma.

Cid premesso, se L & una linea a curvatiura geodetica costante della
superficie, le geodetiche ad essa normali avranno per immagine un
sistema di circoli, che, formando parte di un doppio sistema isotermo,
sard un fascio (§. 97); e in conseguenza tutte le traiettorie ortogonali
di questi circoli, in particolare I'immagine di L, saranno circoli del fa-
scio ortogonale.

Viceversa, se C' & un circolo del piano, insieme al cerchio limite
(retta limite) determina un fascio di circoli, i cui circoli ortogonali sono
immagini di geodetiche appartenenti ad un sistema isotermo; le traiet-
torie ortogonali di queste geodetiche sono quindi linee a curvatura geo-
detica costante.

Le linee a curvatura geodetica costante della superficie pseudosfe-
rica di raggio R si distinguono, corrispondentemente alle tre forme ora
mentovate B) A) C) dell’elemento lineare, in tre specie ben distinte. Per

la prima specie la curvatura geodetica & > Tl{, per la seconda = ;—{, per

la terza <}l1 . Dalla immagine piana si distinguono nel modo seguente.

Prendiamo ad esempio la rappresentazione sul semipiano e sia
(x— @) + (y — b =+*

Pequazione del circolo immagine della linea L. Osservando che 1’elemento

lineare (5*) della superficie si scrive

d’.—.:B—-'gde
s y2(x+dy’)’

e applicando la formola di Bonnet, (pag. 183), per la curvatura geode-
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.

tica della linea L, troviamo

- 1 1 b

,e R 7

Cio conferma le nostre deduzioni superiori e ci mostra inoltre che
la linea L apparterrd alla 1.2, 2.* o 3.* specie, secondo che il circolo
immagine & tutto interno al semipiano positivo, ovvero tocca I’asse reale,
o infine lo taglia (Y. Le linee L della prima specie sono effettivi circoli
geodetici col centro reale e a distanza finita. L’immagine del centro
nel semipiano positivo & il punto di questo semipiano pel quale pas-
sano tutti i circoli normali alla retta limite ed al cerchio immagine di
L. Nel secondo caso questo punto viene sulla retta limite e il suo punto
obiettivo sulla superficie si allontana a distanza infinita; percid le linee

a curvatura geodetica costante g S riguardano come circoli geodetici

con centro a distanza infinita e si dicono anche oricicli. Estenderemo in
fine la denominazione di circoli geodetici ancheal terzo caso; ma allora
i punti base del fascio di circoli normali alla retta limite e al cerchio
immagine sono immaginarii, e perd diremo che le linee L. a curvatura

geodetica costante <% sono circoli geodetici a centro ideale. 1 circoli di

quest’ultima specie possono anche definirsi come le linee geodeticamente
parallele ad una geodetica.

Osserviamo da ultimo che nella’seconda rappresentazione si distin-
gueranno dalla immagine le tre specie di circoli, secondo che il cerchio
immagine & tutto interno al cerchio limite, lo tocca internamente, ov-
vero lo taglia.

§. 178.
Geodetiche parallele ed angolo di parallelismo.

Consideriamo sopra la superficie pseudosferica una geodetica g e un
suo punto o fuori di ¢ e cerchiamo come si comporta il fascio di geode-
tiche uscenti da o rispetto alla geodetica g. Serviamoci della seconda

() In quest’ultimo caso, indicando con ¢ 1'angolo d’inclinazione del circolo
immagine sulla retta limite, sard evidentemente

1  cosd

g R
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4

rappresentazione conforme, eseguendola in modo che il puntgeo abbia
per immagine il centro O del cerchio I'. La geodetica g sard rappre-
sentata da un cerchio G ortogonale a I' e il fascio di geodetiche uscenti
da o dal fascio di rette di centro O. Siano A, B i punti ove G incontra I';

le rette per O che cadono entro 1’angolo A(A) B incontrano G in punti
reali e le altre non la incontrano. Sulla superficie le geodetiche obiettive
di OA, OB sono le geodetiche oa, 0b, che diconsi parallele alla g
essendo i loro punti d’incontro con g all’ infinito. Esse segnano il limite
fra le geodetiche del fascio (0), che tagliano g in punti reali, e quelle

che non la tagliano.
Ir

FIiGg. T2.

Se dal punto o caliamo la geodetica op normale a g, essa avrd per
immagine la minima distanza O P di O dal circolo G; gli angoli A AO P,
B 6 P essendo eguali, sard pure a 8 p=20 /c; p.

Quest’angolo a=a(§ p dicesi angolo di parallelismo del punto o ri-
spetto alla geodetica g; esso dipende soltanto, come ora vedremo, dalla

distanza geodetica 3 ==o0p del punto o dalla geodetica g. Per trovare la
relazione fra o e 8, osserviamo che indicando con C il centro di G (sopra



ANGOLO DI PARALLELISMO 397
OP) dal triangolo rettangolo O C A si ricava

CA’+OA’—(CP+OP)’ CA*+0P*+4 2CA. OP
onde

°I

OA = 0A —0P

20P

Ora si ha o
OA=1 , CA—tg«
e per le formole (9) di rappresentazione

| OP=tgh (2 R)
ne risulta per la formula richiesta

(10) cot o = senh (%) s

che si pud scrivere sotto la forma equivalente

1 3
- (10% cot§a=e“ .

Dunque: Per ogni punto 0 di una superficie pseudosferica passano due
geodetiche parallele ad una geodetica fissa g; Uangolo o di parallelismo
e la distanza geodetica & di 0 da g sono legati dalla formola (10) o (10%).

Quanto pidt piccolo & 8, tanto pill o converge verso 5 ciod le due

geodetiche parallele tendono a confondersi in una sola, se il punto o si
avvicina a g. ‘

§. 179.
Triangoli geodetici e trigonometria pseudosferica.

Prendiamo ora un triangolo geodetico o @b della superficie ed effet-
tuiamo la seconda rappresentazione conforme, in modo che I'immagine
del vertice o cada nel centro O del cerchio limite. I1 triangolo imma-
gine OAB sard formato da due segmenti rettilinei OA, OB e da un
arco di circolo AB ortogonale al cerchio limite; se con D, E indichiamo
gli ulteriori punti d’incontro di O A, OB col cerchio AB, il cui centro
sia C' avremo:

OA.0D=1 , OB.OE=1,

ang A=AED , angB=BDE,
e quindi

angA+angB+ angO n———AC’
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Fia. 8.

Conformemente al teorema di Gauss (pag. 210), si vede che la somma
dei tre angoli di wn triangolo geodetico & minore di due retti; e poiché
Peccesso & eguale all’area divisa per R® (ibid.) e quest’eccesso nella nostra

figura & dato dall’angolo a=AC’'B, sari
A=Ra ),

Osserviamo poi che ad ogni triangolo geodetico pud circoscriversi,
_come nella geometria piana e sferica, un circolo geodetico; perd questo
circolo nel caso attuale pud essere un effettivo circolo geodetico a centro
reale, ovvero un oriciclo, o infine avere il centro ideale. Per distinguere
i tre casi dall’immagine piana, basta costruire il circolo AOB ed osser-
vare se esso & tutto interno al cerchio limite, ovvero lo tocca o lo taglia.

() Partendo da questa semplice formola, sard facile al lettore dimostrare
i seguenti teoremi:

1.0 8e di un triangolo geodetico d’area costante sopra una superficie pseudo-
sferica rimane fissa la base in grandezza e posizione, il luogo del vertice & un cir-
colo a centro idegle.

2.° Pra i triangoli geodetici con due lati di lunghezza assegnata ha Uarea
massima quello, in cui U'angolo compreso fra i due lati assegnati & equale alla
somma degli altri due.

Su questo ultimo teoréma, comune alla geometria piana ed alla sferica, pud
fondarsi, come & ben noto, tutta la. teoria degli isoperimetri.
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Come nella geometria sferica, cosi nella pseudosferica un triangolo
¢ determinato da tre suoi elementi e vi ha quindi luogo di considerare
le relazioni (in numero di tre indipendenti), che legano i tre lati e i
tre angoli, e cioé le formole di frigonometria pseudosferica. Indicando
con ABC un triangolo geodetico, designiamo con A,B,C i tre angoli,
con a,b,c 1ilati opposti; tutta la trigonometria pseudosferica & racchiusa
nell’osservazione seguente:

Le formole trigonometriche delle superficie pseudosferiche di raggio R
si deducono da quelle sulla sfera di raggio R, cangiando in queste ulbime
Rin RY-1.

Con cié le funzioni trigonometriche dei lati si cangiano in funzioni
iperboliche.

Per dimostrare il teorema, basterd provare che sussistono le tre
formole fondamentali '

a b ¢
senh (-E) _ senh (ﬁ) _ senh (ﬁ)

senA  senB = senC

an

(12) cos A = sen B sen C cosh <%) —cos B cos C,

le quali si deducono, nel modo indicato,” da tre formole fondamentali di
trigonometria sferica.

Rappresentiamo il triangolo CAB sul piano in modo che I'immagine
del vertice C cada nel centro C del cerchio limite e prolunghiamo i lati
rettilinei CA, CB del triangolo immagine ad incontrare ulteriormente in
A’ B il circolo immagine del terzo lato AB (fig. 9), sicché avremo

CA.CAN=1, CB.CB=1.

BI

Fia. 9.
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Se le diagonali AB’, A’B del quadrilatero ABB'A’ §’incontrano in M,
dai triangoli simili AA’M, BB'M ricaviamo

AAN : BB = MA" : MB =sen A : sen B .

Ora, secondo le formole di rappresentazione, si ha

indi
A= —Ch=—"r
CA senh (ﬁ)
BF = — —CB=—>—,
CB senh (ﬁ)
e perd
. aly b
senh (ﬁ) senh (Ti)

senA ~  senB
11 valore comune di questi rapporti & chiaramente eguale anche a

senh (—I%)

sen C

e quindi sussistono le (11).
Per dimostrare la (12), osserviamo che si ha

CB _ sen ANAB
CA snABC
CB _ sen ABB
CA  senBAA
onde :
CPB R ( a ) sen A’AB sen B'A’A
— == coth® |-——=] =
CB 2R

sen A ﬁ’ Csen A’ ﬁ’B

Ora avendosi ’
A+B+C=z-2ABC, ~A+B+C=7-2A'B'B .
A-B+C=z-2BAA, A+B-C=z-24'AW,



TRIGONOMETRIA PSEUDOSFERICA ) 401

la precedente’ pud scriversi
A+B—C A—B+-C

coth* ( ) 08 —5 008 2 __ cosA+cos(B-C)
2R, cos A+B+C co8 -A+B+C cos A+cos (B+C) ’
2 2 ‘

ovvero
co8 A -+ cos B cos C = sen B sen C 3 cosh? ( ) + senh? (2 R) }

formola che coincide appunto colla (12).
Al medesimo risultato si potrebbe arrivare direttamente, applicando
i teoremi sulle geodetiche delle superficie di rotazione all’elemento lineare

st = du? +R’senh’( )dv’

Cosl p. e. le (11) si deducono subito dal teorema di Clairaut (pag. 208).

Osservazione. — NélI’applicare le formole di trigonometria pseudo-
sferica, si terra presente che nella geometria pseudosferica possono pre-
sentarsi circostanze ben diverse da quelle dell’ordinaria geometria sferica,
come p. e. che un vertice, o due vertici o infine tutte e tre i vertici del
triangolo cadano all'infinito. Cosi p. e., supposto il triangolo rettangolo
in A, e applicando la formola

tgh ({;—) == genh (%) tgB,

se si suppone che, rimanendo fissi A, B, il vertice C si-allontani all’in-
finito, risultera
limtgh (£> =1
R
b=w
e la formola precedente si convertird nella (10), che da 1'angolo di
parallelismo.

§. 180.
Goeometria non euclidea e rappresentazione di Beltrami.

Nei principali teoremi di geometria pseudosferica, sviluppati nei para-
grafi precedenti, & visibile una stretta analogia con quelli della geometria
piana e sferica. Possiamo vedere a priori la ragione di queste analogie,
come delle differenze fra le tre geometrie. Esaminando infatti gli assiomi
e i postulati fondamentali della geometria piana, come sono posti nel

26
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primo libro di Euclide, e sostituendo per le superficie pseudosferiche la
geodetica alla linea retta, vediamo che, se si prescinde dal postulato XIL
sulle parallele, tutti i rimanenti sussistono inalterati nella geometria
pseudosferica. Cosi & in particolare del principio di sovrapponibilitd delle
figure e dell’'altro che una geodetica & individuata da due suoi punti.
Quei teoremi della geometria piana, che non dipendono dal postulato
delle parallele, valgono dunque altresi per la geometria pseudosferica;
gli altri si modificano in guisa da ridursi agli antichi, se il raggio R
della superficie pseudosferica si fa infinitamente grande.

Le considerazioni precedenti provano gia 1'inutilitd dei tentativi fatti
per dimostrare il postulato delle parallele. Se questo potesse dedursi
logicamente dagli altri principii, esso dovrebbe pure valere per le su-
perficie pseudosferiche nello- spazio euclideo o in qualunque altro spazio.

Effettivamente quando nella geometria piana non si ammetta il po-
stulato d’Euclide, si & condotti ad una geometria cosi detta astratta o
non-euclidea, i cui fondamenti furono posti da Bolyai e Lobatschewsky,
e che coincide perfettamente (ammessa la retta infinita) colla geometria
pseudosferica. ’

Il primo a stabilire che i teoremi della geometria non-euclidea tro-
vano un’effettiva interpretazione sulle superficie pseudosferiche fu il
Beltrami colla sua celebre memoria: Saggio &’ inteipretfazione della geo-
metria non-euclidea. A base di queste ricerche di Beltrami, sta una
rappresentazione delle superficie pseudosferiche sul piano, la quale ha
colle rappresentazioni sopra studiate la medesima relazione, che la proie-
zione centrale della sfera colla proiezione stereografica polare.

Noi deduciamo la rappresentazione di Beltrami da quella al §. 177
nel modo seguente, indicato da Klein. Immaginiamo una sfera tangente
al piano della figura rappresentativa nel centro del cerchio limite e di
diametro egunale al raggio del cerchio limite. Proiettando il piano ste-
reograficamente sulla sfera da,l'polo opposto, il circolo limite verrd proiet-
_ tato sull’equatore della sfera, i punti interni sull'emisfero superiore e
i circoli ortogonali al cerchio limite (immagini delle geodetiche delle
superficie) si convertiranno nei circoli, il cui piano & ortogonale al piano
dell’equatore. Proiettiamo ora i punti dell’emisfero inferiore orfogonal-
mente sul piano dell’equatore; otterremo una nuova rappresentazione
piana della superficie pseudosferica, in cui la regione reale verra tutta
rappresentata entro il circolo equatoriale e le geodetiche avranno per
immagini le corde di questo cerchio limite. K questa la rappresentazione
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di Beltrami. Essa #on conserva gli angoli eccetto quelli intorno al centro
della figura,

'Le formole relative alla rappresentazione di Beltrami possono subito
ottenersi, esprimendo analiticamente I’ indicata costruzione di Klein. Sia a
il raggio della sfera, quindi 2 a quello del cerchio limite; per le formole
di rappresentazione del §. 177, avremo

p=2atgh(2—uR—) , B=w.
Ora diciamo z,y le coordinate cartesiane ortogonali sul piano equa-
toriale 'del punto corrispondente nella rappresentazione di Beltrami e

m, 0; lef ;:oordinate polari; avremo

, o
P1=FTa4r)a—i=atgh(%), 91=6,
indi ' '
u u
(13) z = a tgh (ﬁ) csSv. y=ua tgh (ﬁ) sen v .

Se prendiamo per linee coordinate sulla superficie le linee (geodetiche)
x = costante, y=costante, per ’elemento lineare della superficie

ds* = du? -+ R* senh? (%) Py
troveremo dalle (13): o

st — R? (@* —9*) d2*+2 z y dz dy+ (a® - 2°) dy?
- (az - yz)z

(14)

)

che & la formola fondameutale_mdi Beltrami. Per quanto sopra abbiamo
detto, & chiaro che in queste coordinate z,y l'equazione di ogni geode-
tica sard lineare.e viceversa.

§. 181.
Le geodetiche rappresentate -da equazioni lineari.
La formola (14) per ’elemento lineare delle superficie pseudosferiche
era stata ritrovata dal Beltrami in una memoria anteriore (¥, ove & pro-

posto e risoluto il problema di cercare le superficie rappresentabili geo-
deticamente sul piano, cioé in modo che le geodetiche della superficie

) Annali di matematica, t. VII, pag, 185 (1866).
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siano rappresentate da rette sul piano. Egli trovd che le uniche super-
ficie suscettibili di una tale rappresentazione geodetica sono quelle a
curvatura costante. Noi vogliamo qui rapidamente stabilire questo im-
portante risultato.

Scelto sul piano rappresentativo un mstema cartesiano (u,v), sia
ds’=Edu’—|—2qudv—} G dv*
il corrispondente elemento lineare della superficie. Per ipotesi &
' v=au-+b,

con a,b costanti arbitrarie, I’integrale generale delle geodetiche; ma la
loro equazione differenziale, scritta sotto la forma (10%)§. 87, pag. 188 é:

_(22) 312% 3 ;22} " ;11;_ ;121 , 111(
—(10-1—21 2v+1 2202,
onde risulteranno per E, F, G le condizioni
11 22
%22“0 ’ M—O’

'gnt > ,12% ’ 122; — lmi .

Prendiamo ora le quattro formole (IV) §. 87 (pag. 77) per la cur-
vatura K, che nel caso nostro diventano

12 12 12) (12 9 (12
o)~ 2" it ‘“a“um
12) (12 12)2 2
xr={ ) - g lal - xe={1] -4
Se deriviamo la prima rapporto a v, la seconda rapporto a % e sot-
tragghiamo, osservando 1'identita

dE OF (12 12
w w155

e le precedenti, troviamo

KE =

oK 9K

(16) E 5+ 3 —F Fviae 0.
Similmente operando sulle seconde (15), risulta
P _ g% _

v ou
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e da questa, associata alla precedente, segue
9K oK

a-=0, ~—=0,

ou v

cioé K=_costante come si era asserito. :

Dimostrato cosi il teorema, basters, osservare che, se si tratta di
una superficie a curvatura costante positiva, cioé della sfera, la rappre-
sentazione domandata si otterra combinando la proiezione centrale con
una omografia del piano rappresentativo e analogamente, per la super-
ficie pseudosferica, basterd far seguire da un’omografia la rappresenta-
zione del §. 180. 7

§. 182.
L'equazione di Riccati per la ricerca delle geodetiche.

Nel capitolo VII, (§. 101) abbiamo gii enunciato il teorema: L’ infe-
grasione della equazione delle geodetiche per una superficie data a curva-
tura costante dipende da uw'equazione differenziale del primo ordine del
tipo di Riccati. Ci limiteremo qui a dimostrarlo per le superficie pseudo-
sferiche, nel caso della sfera risultando gid la proprietd da quanto si &
detto in generale al cap. IV, §. 58 sulla determinazione di una super-
ficie, di cui siano assegnate le due forme quadratiche fondamentali.

Sia dunque

d8 =Eduw* 4+ 2F du dv + G dv*

I’elemento lineare di una data superficie pseudosferica S, il cui raggio R
faremo per semplicitd = 1. Per risolvere il problema della ricerca delle
geodetiche, basterd conoscere sulla superficie un sistema di oricicli pa-
ralleli e il sistema delle geodetiche normali, che escono da un punto
comune all’infinito della superficie, poiche, appena noto un tale sistema,
potremo fare la rappresentazione conforme del §. 172 e saranno note
tutte le geodetiche.

Ora indichiamo con 6 1’angolo, che le geodetiche del sistema paral-
lelo supposto fanno colle linee v = costante, definendolo secondo le for-
mole fondamentali pag. 90 colla formola

VEG—F dv
EdutF¥av ’

ove du, dv sono gli incrementi che subiscono le coordinate curvilinee », v
spostandosi lungo una délle geodetiche parallele. Se la funzione 6 (%, v)

tgb =
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¢ nota, si avrd P'equazione in termini finiti di. queste geodetiche, effet-
tuando 'integrazione dell’equazione differenziale

() Esen0du -+ (Fsen — VEG—Ftcosf) dv =0 ,

che pel teorema di Lie (§. 47, c. III) si otterrad con quadrature. E simil-
mente con quadrature si integrera 'equazione differenziale degh oricicli
ortogonali:

®) E cos 0 du + (F cos 8 + EG—T* sen 6) do = 0 .

Esprimiamo ora, mediante la formola di Bonnet (4*) §. 85 pag. 183
che la curvatura geodetica delle linee (a) & nulla e quella delle (b) &
eguale a 1; troveremo le due equazioni

3 \/EG -F =

e (VE §0 4 Y1 \/E sen e) 5% (\/E cos B) = 0
VEG—F T — —

3“( \/E sﬁ—vﬁsen")+a—i(\/Esen6)=\/EG—F’.

Eseguendo le derivazioni e risolvendo rapporto a gg , g—g , coll’in-

trodurre i simboli di Christoffel e I’angolo w delle linee coordinate, de-
- finito dalle formole

F VEG-F*
cos 0 = —— , sen o = ————
VEG VEG
troviamo per la funzione incognita 8 (u, v) le due equazioni
/ 38 — 11 Va
= _— yo
: 3u VE sen 0 §2€ E
()
g—g =— VG sen (0 — o) = = ’12£

ovvero la equazione a differenziali totali

(15%) dG—{-[\/TL‘ sen9+{121}%] du -+ [\/asen (0-0) + \/—é

———e.

122 }dv=0,

che, prendendo per incognita tg -;— B, si riduce subito alla forma di Ric-

cati. Siccome esiste una semplice infinitd di geodetiche parallele e quindi
la equazione precedente ammette un integrale 6 con una costante arbi-
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traria, cosi & visibile @ priori che la condizione d’integrabilitd per la
(15%) risulterd identicamente soddisfatta.

Cio si potra constatare facilmente, tenendo conto dell’ipotesi K= -1,
e utilizzando la formola (V) pag. 77 per la curvatura.

§. 183.°

Le coordinate di Weierstrass nel piano non-euclideo.

La geometria della moltiplicitd pseudosferica a due dimensioni coin-
cide, come si & visto al §. 180, con quella del piano non-euclideo, alla
geodetica della moltiplicitd corrispondendo la refta del piano non euclideo.
In molte ricerche di geometria non-euclidea riesce utile I'uso di un par-
ticolare sistema di coordinate che si dicono coordinate di Weierstrass 11
e delle quali ora andiamo a trattare. Esse si deducono semplicemente
dalle coordinate cartesiane ortogonali «, y della rappresentazione geo-
detica di Beltrami (§. 180), sostituendovi coordinate omogenee col porre

Per semplicitd poniamo R==1, cioé assumiamo come unitd lineare
il raggio della moltiplicitd pseudosferica, e prendiamo ancora =1 il
raggio del cerchio limite nella rappresentazione di Beltrami. Il bunto .
(,y), che ci rappresenta un punto reale della moltiplicita, essendo in-
terno al cerchio limite, sara

x’+?/2<1 ’
o+ <lag;

e noi fissiamo il fattore di proporzionalitd, che & ancora arbitrario in
Zyy %1, g, €Ol poOrre

indi

amn n—B—zi=1.
Dopo di cid le (13) §. 180 ci danno le formole
(18) ®y==coshu , 2 =senhu cosv , x;=senhu senv ,
che esprimono le coordinate (%, z, #,) di Weierstrass di un punto del

piano non-euclideo per le coordinate geodetiche (u, v) corrispondenti alla

) Weterstrass si & servito di queste coordinate soltanto in lezioni orali (Cf.
Killing-Nicht-euklidische Raumformen Art. 12). ‘
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forma ellittica
ds* = du® J- senh® u dv*
dell’elemento lineare (3. :
Osserviamo in primo luogo la formola che di la distanza geodetlca. 8
fra due punti P = (2, 21, ) , P = (¢, 7, @).
Ponendo, secondo le (18)

Zy=cosho , #,==senhu cosv , #/;=senh« senv
si ha, per le formole di trigonometria pseudosferica:
. cosho=cosh u coshu —senhu senh# cos (v —1/):
quindi la formola domandata si scrive
(19) coshc#xado—wl ¥ —x sy .

Una linea geodetica della superficie pseudosferica & rappresentata in
coordinate di Weierstrass da un’equazione lineare ed omogenea (§. 181),
che scriviamo

(20) — &% +ba +2=0.

Questa retta rappresentativa nel piano, per corrispondere ad una
geodetica reale della superficie, deve essere una corda del cerchio limite
e quindi si deve avere:

GE+6>8.

Fissiamo il fattore di- proporzionalitd delle coordinate omogenee di

retta &, &, & in guisa che sia

(20%) grg-g=1,

e chiamiamo & &, & le coordinate di Weierstrass della refta, o della geo-
detica; esse sono altresi le coordinate del polo della retta (20) rispetto
al cerchio limite.

Consideriamo ora due elementi lineari ds, ds spiccati dal punto (u, v)
ai punti (v +du, v+ dv), (u + %, v + &) e 0 indichi I’angolo com-
preso fra ds e &s; abbiamo
du Su 4 senh® u. dv P

0 ==
08 75 55

() Si osserverd che le coordinate di Weierstrass sono in sostanza pel piano
non-euclideo le analoghe delle coordinate (X, Y, Z) sopra la sfera di raggio 1:
X2+ Y2 |- Z2=1, ciod sulla moltiplicitd a due dimensioni di curvatura costante
positiva K=-+1.
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- Ma dalle (18) si trae subito
ds* = da} + do — da} , 85 = Sa} + Sa} — Oad
— A%y 8y + dxy 8y + dxy 82, = du Su + senh*u du Sv

e per ci0
dxl aﬁl + dxg 6%, - dxo on
ds 38 )

(5 (- (5

S, \2 DA dxo\®
o+ 3 - 5 =

co8 0 =

Supponiamo che I’elemento lineare &s sia sulla retta (& &, &) e Pele-
mento ds sia normale & questo nel punto (z,, , #,); avremo

& oz, + &, oz, —'&05x0= 0
o+ oy — &2 =0

come anche
s du, 8y -+ dixy 8y — Ay S%y =0
z doy, + 2 drg — 2 doy =0
e quindi
Cday iy c dey =&t b i &,
onde si trae
=10 BB o o
ds’ ds ’ ds *

Vediamo adunque che: le coordinate di Weierstrass di una retta coin-
cidono colle derivate, nel semso normale alla retta, delle coordinate di un
suo punto.

Risulta altresi dalle formole precedenti che se (& &, &), (¢, &, &) sono
le coordinate di due rette aventi il loro punto comune (x, , ;) interno
al cerchio limite, pel loro angolo 6 nella metrica non-euclidea si ha la
formola

(21) co8 =6 ¢ &€& —6&E, .

In particolare le due rette saranno ortogonali nel senso non-eucli-
deo se si ha
‘ 61&’1"'—&2&,2—&0&,0:0’
se cioé le due rette sono coniugate rispetto al cerchio limite.

E da osservarsi che l'espressione del secondo membro nella (21) rie-
sce in yalore assoluto <C 1, e quindi 8 reale, solo quando il punto d’in-
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contro delle due rette & interno al cerchio limite; se invece
&8 +6E—&E [>1

il punto d’incontro delle due rette & esterno al cerchio limite e la (21)
da per 6 un valore (puramente) immaginario. Nel caso intermedio

&1&’1 +62€,2—$oé’ =+1
le due rette sono parallele nel senso non-euclideo (si tagliano sul circolo
limite). ‘
Abbiasi ora un punto (z, , 2,) ed una retta (& £ &) passante per esso,

sicche
&lwl +&2m2""&0x0=0 .

Sulla normale alla retta (¢) nel punto () si stacchi un segmento di
lunghezza non-euclidea = s; si domandino le coordinate z, , 7, , z, del-
'estremo. Poiche la normale considerata passa pel polo &, &, & della
retta considerata, avremo ,

o=\ +pb , m=Am+pb , =Irzm+pb
e A, p si determinano, osservando che per la (19)

Lo Xy — Xy By — Xy Xy = h == cosh 5
e poiché inoltre
R B—Hde=N =1

sard g = + senh c. Le formole richieste sono adunque le sequenti:
(22) x:= Zycosh s + & senhs | 'w_1= 2, coshs 4§ senhs |

' %, = 2, cosh 6 + & senh 5. ‘

Di qui possiamo dedurre Ia formola che da la distanza non-euclidea
di un punto (%, ., ;) da una retta (&, &, &); troviamo subito
(23) senhd=§ o + &2, — & bco .

§. 184.

Le equazioni a derivate parziali di Weingarten
per le coordinate di Weierstrass.

Per stabilire sopra una superficie pseudosferica un sistema di coor-
dinate di Weierstrass, occorre conoscere le linee geodetiche della super-
ficie. Quando sia data soltanto una forma differenziale quadratica:

- Edi*+2F dudv + G dv?
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di curvatura costante K negativa che assumiamo nuovamente — — 1
che definisce il ds* della superficie pseudosferica, o del piano non-eu-
clideo, dovremo integrare un’equazione di Riceati (§. 182) per trovare
un corrispondente sistema di coordinate di Weierstrass a,, #,, ,, che
saranno tre funzioni di #, » tali da soddisfare le equazioni simultanee

w—ai—ay=1

24 : .
24 dot + doy — dey=E du* + 2 F du dv 4 G dv* .

Importa ora osservare che le tre funzioni x (u,v) sono integrali di
un notevole sistema simultaneo di equazioni alle derivate parziali del
secondo ordine, affatto anaiogo al sistema delle equazioni (4) pag. 152 per
le coordinate X,Y,Z di un punto della sfera di raggio 1, definita sol-
tanto dalla sua prima forma fondamentale. Per formare 1'indicato si-
stema di equazioni, che venne stabilito la prima volta da Weingarten
nel t.° 94 del Giornale di Crelle (M, possiamo procedere direttamente
sulle equazioni (24) od anche semplicemente osservare che, se si pone

=X , ;m=14Y , wy=4iZ,
le (24) diventano ‘ |
X4+ Y+ 2Z2=1
AX*+dY +dZP=— Edw’+ 2F dudo + G dv®)

e giccome la forma
— (Edu* + 2F dudv + G dv*) _

ha evidentemente la curvatura K= 4 1, siamo. analiticamente ricondotti
alle citate equazioni (4) §. 72. Ne concludiano:

Data una forma differenziale quadratica E du®4- 2 F du dv + G dv*
di curvatura K = — 1, appartenente quindi come quadrato dell’elemento
lineare al piano mon-euclideo, le coordinate di Weierstrass x,, %,, %, di
un punto del piano sono soluzioni del sistema simultaneo di equazioni:

8’ 311 (11 9a:+E
@) 81:31; ‘12 ax+§7;81)+F
\gi::_g22ax ;223-{—(}

) Ueber die Eigenschaften des Linienelementes der Fldchen von constantem
Kritmmungsmass.
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A causa di K== —1 & questo un sistema illimitatamente integra-
bile (Cf. §. seguente), come si rileva anche subito dall’osservare la na-
tura invariantiva del sistema (A), che ridotto il ds* alla forma tipica

ds® = du® +- e dv*
ha le tre soluzioni linearmente indipendenti '
e, ve* , vie* - e
Suppongasi ora in particolare che il dato ds* del piano non-euclideo

abbia forma ortogonale, cioé sia F =0, e si indichino con z,, 2, 2,
le coordinate di Weierstrass di un punto e con

609elael
7]0,711»")1

rispettivamente le coordinate delle rette tangenti alle linee coordinate
(ortogonali) u, v; avremo (§. 183):

(so e L I
5) . VE vE VE

lamiis Ll Lo

G VG % VG %

e le formole (A), sostituendo ai simboli di Christoffel i loro effettivi va-
lori (pag. 92), danno luogo al sistema lineare seguente:

— E — 0N
a_w_:-_\/Eg a_e_.__-___La_\/E-q.l_\/Ex 31)_ 1 _\LE

o \ou ‘O g " yG
(A% ¢ _
— 1 VG M 1 8\/(}
w=VE = ™ g Ve

del quale sono soluzioni le tre terne

(x()’&():'qo)’(xl»&l,nl),(xiselsnt)'

8i potrebbe del resto stabilire un sistema del tutto simile al sistema
(A*) anche nel caso generale di F+0, procedendo come al §. 148 per
I'elemento lineare sferico.

A tale oggetto basterebbe assumere come nuove incognite (& & &),
.("lo T M) le coordinate delle rette bisettrici delle linee coordinate (, v).

e §0 4 e
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CarrroLo XIII.

Geometria degli spazi a curvatura costante

Forme tipiche del ds? per gli spazt di curvatura costante. — Rappresentazione conforme
dello spazio pseudosferico sul semispazio euclideo. — Immagini delle linee geodetiche
e delle varietd geodetiche. — Movimenti dello spazio iperbolico a tre dimensioni e for-
mole di Poincaré. — Rappresentazione geodetica di Beltrami, — Metrica del Cayley o
coordinate di Weierstrass. — Equazioni a derivate parziali di Weingarten per le coor-
dinate di Weierstrass, — Gl scorrimenti in geometria ellittica ed il parallelismo nel
senso di Clifford. — I parametri di scorrimento e ’angolo di parallelismo. — Le rigate
& ourvatura nulla e la superficie di Clifford. — Le formole di Frenet in geometria el-
littioa ed iperbolica. — Applicazione alle curve di torsione costante.

§. 185.
Equazioni simultanee di Weingarten.

Dopo avere studiata la geometria delle superficie a curvatura costante,
¢i proponiamo nel presente Capitolo di estendere questi studi agli sgazi
di curvatura costante di quante si vogliano dimensioni. E in primo luogo
dimostreremo in un nuovo modo il teorema, gia stabilito al §. 160, (pag.

346) che due spazi a » dimensioni di egual curvatura Riemanniana costante

afnep1)
2

K sono sempre applicabili 'uno sull’altro,in o ® modi diversi,

Questo nuovo modo ha il vantaggio di far conoscere nello stesso
tempo particolari forme tipiche importanti per l'elemento lineare di un
tale spazio.

Ricordiamo che, al §. 159, abbiamo espresse le condizioni affinché lo
spazio S,, definito da

. 1,..n
(1) ds® = 2 Qo dz; A2y,
abbia la curvatura Riemanniana costante K colle formole:
2 (rk , th)e =K (a,: Gur — @1 Grs) -

Ora osserviamo che se, in luogo dei simboli a quattro indici di prima
specie, introduciamo quelli di seconda specie (§. 34), possiamo scrivere

IRy
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le (2) sotto la forma equivalente:

rk ih$=0 per k+i,h .
(2%
3rk , ils2=KaM- ‘

Cid premesso, partiamo dall’osservazione seguente di Weingarten

(I. ¢.), che generalizza al caso di » variabili le proprietd del sistema (A)

del §. precedente. Indichi U una funzione incognita delle » variabili e

n(n+1)
2

FU__ § (ik) 3T

ox; 3z, 41,0z,

G,k=1,2,...n,

si consideri il sistema delle equazioni simultanee

(A) _‘Ka,')‘U

che da futte le derivate seconde della U espresse linearmente per U e
le derivate prime. Il sistema (A), essendo soddisfatte le (2%) con K co-
stante, risulta illimitatamente integrabile, come subito si verifica. Ne
segue che possiamo trovare una soluzione U della (A), assegnando ad
arbitrio in un punto di S, i valori (iniziali) di U e delle sue » prime
desivate.

Osserviamo di-piu che se U, V indicano due soluzioni, distinte o coin-
cidenti, del sistema (A), sussiste la relazione

3) V({U,V)4 KUYV = costante.
E infatti se poniamo

Q=Y (U, V) + KUV =T Al 3% + KUY
i,k

e deriviamo rispetto ad una qualunque z, sia z;, osservando che U,V
sono soluzioni delle (A) e d’altronde si ha per le formole (a*) pag. 349:

SAM = m — S %u!

si trova subito:
‘ oQ

3z, =0.

Dalle (3) segue in particolare, facendo V=T
(3% A, U 4 K U® == costante.
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Questa ci dimostra (§. 156) che: se U é una soluzione delle (A) le ipersu-~ .
perficie U = costante sono geodeticamente parallele. Dimostreremo ora di
pil che queste ipersuperficie U = costante sono esse stesse spazi ad n—1
dimensioni di curvatura Riemanniana costante, onde seguira facilmente
la nuova dimostrazione del teorema fondamentale.

§. 186.
Forme tipiche del ds® per gli spazi di curvatura costante.

Per dimostrare 1'ultima asserzione, presa una soluzione U del si-
stema (A) di Weingarten, assumiamo le ipersuperficie U = costante, che
sono geodeticamente parallele, a ipersuperficie coordinate x,=costante
e precisamente prendiamo per parametro z, 1'arco delle geodetiche orto-
gonali contato a partire da una di queste ipersuperficie fisse. L’elemento
lineare assumera la forma geodetica

=1

1.
d52 = dxi "‘I" Z b”., dx,- dxk

e sard U funzione della sola z,. Avendosi qui

B,.=0 perr¥n

B..=1,
sard
§ik ___[i] —_Laba
n, 7y 2 oz,
Le (A) diventano quindi ‘
“) U'=—-KU
@ ot yx Dpum20a
dove si & posto per brevita
' U’=Z—2 , U"———,g—mx—: .
La (3% diventa
(5) U4+ KU*=C (C costante)
e le (4*) integrate danno
(6) bin=U"%.¢cq,

essendo le ¢, funzioni soltanto di x,, &3, «. . Zury.
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D’altra parte, se indichiamo con Q) (i , k=1, 2,...n— 1) i coef-
ficienti della seconda forma fondamentale per 1'ipersuperficie z,, ab-
biamo (§. 165).

130
Qo = 9 B,
ossia per le (4), (4%
U
(7) th =K_.[j.", b”,, .

Se sostituiamo questi valori nelle formole di Gauss (H*) §. 164
(pag. 362). ’
Qup Ly — Loy g3 = (23, B1)y — K (Byg b3y — by b)

_troviamo \
@, o = (B g5 + K) Bug by — by B
cioé per la (5):
(03 , B7)e =%§ (bag b3 — buy bgs)
ossia

C
® (@3, Pr)e = C—:-K—K‘-U_’ (baﬁ byy — bay bgd) -

Di qui segue appunto: Le ipersuperficie U = costante somo spazi di
KC
C—KU*
@) Cid premesso, supponiamo dapprima K =0 (per trattare di nuovo
questo caso gia risoluto al §. 36); avremo
U*=C
e si potrad fare U'=1, da cui

1.,.0~1
ds* = da}, + 2” by dz; dzr,

- m—1 dimensioni a curvatura di Riemann costante =

le b,, essendo indipendenti da z, e la forma Lf;bu @, dz, essendo
& curvatura nulla. Nel caso »=2 ne segue
ds* = dai + by, da}
con b, funzione solo di 2, e cangiando il parametro 2, si pud fare b, =1
ds = da} 4 das .

Se ammettiamo ora dimostrato che un ds* a curvatura nulla con »—1 va-
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riabili possa ridursi alla somma dei quadrati dei differenziali
dot +dai -+ ...+ dw,

la stessa cosa ne segue per un ds® a » variabili e di curvatura nulla,
ed il teorema & quindi stabilito in generale.
b) Supponiamo ora che la curvatura costante K sia negativa

1

Ez ’

essendo adunque R il raggio dello spazio pseudosferico. Disponendo dei
valori iniziali della soluzione U del sistema (A) e delle derivate, pos-
siamo rendere nulla la costante C del secondo membro della (3%), ossia
della (5). Allora ne segue

K=—

Zn
U=ekl
e 8i ha quindi
2, »
e l...n—1
dst = dx’ﬁb —I—‘e B 2 Cin dxi dxh 5
i,k

dove la forma 2 ¢:x d%; doy,, pel teorema dedotto dalla formola (8), sara
1,k

L4

a curvatura nulla e quindi riducibile alla forma

A+ dyi + ... + dyis .

Avremo dunque
2

n

ds® = da2 + e R @i +di ...+ di)

e ponendo

ritroviamo la forma tipica (E) §. 159 (pag. 345)

_ R At )
o v,
per elemento lineare dello spazio pseudosferico.

Se la costante C del secondo membro nella (3%) o (5) non & nulla,
dovremo distinguere secondo che C & negativa o positiva; nel primo caso
potremo porre, senza alterare la generalita

@ ds*

U=R cosh(%’) ,

27
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e nel secondo
Ly
U = Rsenh (ﬁ) .

11 d¢* prenderé, per la (6) la forma

1,..0~1
(1) ds* = du?, + senh? (”E) oo da: doy
o D'altra
1...n—1
(I1I) . ds* = da?, + cosh? (‘-”R-) S o o dm

essendo le ¢;; indipendenti da z,, e la (8) ci dimostra subito che la
forma a #» -1 variabili

1...n—1

2 Cin dxi dxk

€,k
avrd la curvatura Riemanniana costante e precisamente == -} I—I{—, nel
primo caso, —1% nel secondo. Le forme (II), (III) del ds® corrispondono
alla forma ellittica ed iperbolica del ds* di una superficie pseudosferica,
mentre la (I} appartiene al tipo parabolico (Cf. §. 102).
¢) Supponiamo in fine che sia K positiva

1
K = + ﬁ .
Allora la costante C nella (5) e necessariamente positiva e facendo
(cid che non altera la generalita):
. Lo oot T _
U—RcosR,mdlU sen 3 , C },
avremo

l...n—1
ds® = dx? + sen® (%) 2 Cin dx; day,
Toh
1,..n—1

la forma a »#—1 variabili 2 ¢.x dz,; dz, avendo essa stessa la curva-
i,k

tura K=% .

Applicando la medesima formola  di riduzione a questa nuova forma
e cosi via di seguito, giungiamo manifestamente alla seguente forma

tipica del ds® per uno spazio a » dimensioni di curvatura K =g’
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<.

xn xn Lpy

V) ds*= da, + sen® (E) ), + sen’ (ﬁ) sen* (—R—) st ...

-+ sen® (%‘) sen® (%R_1> ... sen? (%) dat .

Da questa riduzione del ds’® di uno spazio a curvatura costante a
forme tipiche fisse si pud evidentemente dedurre, come sopra abbiamo
asserito, il teorema dell’applicabilita di due spazi colla medesima cur-
vatura Riemanniana costante, gia dimostrato al §. 160.

§. 187.

Rappresentazione conforme dello spazio pseudosferico
sul semispazio euclideo.

Per studiare la geometria degli spazi pseudosferici a » dimensioni,
ossia la geometria pseudosferica a m dimensioni, comincieremo dall’esten-
dere al caso di »-qualunque la rappresentazione conforme che ci ha
servito nel Capitolo precedente per n=2.

. Partiamo per cid dalla forma tipica (I)

gt WA T A A .. A dy
Yn

)

dell’elemento lineare, dove per semplicitd abbiamo posto =1 il raggio
R dello spazio pseudosferico. Riguardando y,, ¥,,...¥%. come ordinarie
coordinate cartesiane ortogonali di uno spazio euclideo d’elemento li-
neare
dsi=dyi +dy; + ... + dyn,

la (I*) stabilisce una rappresentazione conforme dello spazio pseudosferico
sullo spazio euclideo. I punti reali del primo spazio hanno nel secondo
per immagini dei punti situati tutti dalla stessa parte dell’iperpiano
limite y, ==0, i cui punti rappresentano punti all’infinito dello spazio
obiettivo. Per fissare le idee riterremo che la regione dello spazio eu-
clideo, rappresentante punti reali dello spazio pseudosferico, sia la re-
gione y, > 0.

Cerchiamo per prima cosa la soluzione piu generale del sistema (A)
di Weingarten per l'elemento lineare (I).

In generale osserviamo che quando il ds® ha la forma ortogonale

ds* =Hidy; + Hidy; + ... + Ha dy,
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i valori dei simboli di Christoffel, indicando ¢,%,7 tre indici diversi,
sono dati dalle formole

’

ik) k) _ dlog H,

@ BIEUERHEE 8
ikk‘___li,@ (kh) _ dlogH,
1y T Wy kY Oy

Nel caso dell’elemento lineare (I*) si ha adunque
gnk _ 1 kkg__l_ gnns__l
EY Ty wY oy UnY T oy

mentre sono nulli tutti gli altri simboli e le (A) si riducono alle seguenti,
dove gli indici #, s sono presi nella serie 1,2,...%—~1:

*U U 10 U
7T AR 7 AR TR

PU _ 13U ¥U__ 130 .U
Y 3y, Yy, O Y Y = Ui

Si trova subito che la soluzione pitt generale U di questo sistema,
a meno di una costante moltiplicativa, & data dalla formola

) U=:;1; (.'yl—“l)g"}‘(?/z_f‘az)?'l"--- + oy — aa)” + ¥ + €}

indicando a,, @s,...a,,, ¢ costanti arbitrarie; di qui si trae:
(10) AU=T0*—14c.

Le ipersuperficie U = costante, indicando con 2a, la costante del se-
condo membro, hanno per equazione

(1) -a)+ @G-+ .. +Yu—a)=1r"

r=a, —c

?

cioé nello spazio rappresentativo sono sfere di centro e di raggio arbi-
trario. Pel teorema al §. 184 (formola (8)) queste sono immagini di spazi
subordinati ad % -1 dimensioni di curvatura Riemanniana % costante. E
siccome abbiamo qui per la (10)

C=-4¢, K=-1

ne risulta
4¢ _ [

k=U‘— 4¢ ~ al—c¢
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o in fine

(12) b=

Dunque: Ogni ipersfera dello-spazio euclideo rappresentativo ¢ U im-

magine di uno spazio subordinato ad n—1 dimensioni di curvatura co-
-7t . - o .
5 questa curvature & adunque positiva se Uipersfera rimane

r®
tutta nel semispazio positivo y, >0 (al,>1r%) , negativa se traversa U iper-
piano limite (a3, <r%) ed infine nulla quando Uipersfera é tangente all’ iper-
piano limite (ay,=1r).

In quest’ultimo caso I’ 1persuperﬁcle dicesi un’orisfera dello spazio
pseudosfenco

E notevole il caso a,,—O quando cioé I'ipersfera ha il centro sul-
I'iperpiano limite. Allora la (12) da k= —1, cioé 1'ipersuperficie obiet-
tiva ha la curvatura stessa dello spazio ambiente; vedremo nel prossimo §
che essa & un’ipersuperficie geodetica, ossia che tutte le sue geodetiche
sono geodetiche dello spazio ambiente.

2
stante k = i

§. 188.
Immagini delle linee geodetiche e delle varietd geodetiche.
E facile integrare le equazioni differenziali delle geodetiche per la

forma (I*) del ds*. Applicando infatti le osservazioni generali del §. 156,
possiamo determinare subito una soluzione 6 dell’equazione

Al e _ 1 ’
contenente #— 1 costanti arbitrarie effettive. Ed invero se poniamo

U= (h—a)+ (v —ag)t ..+ Yna1— Bu)’+ Yu®
Yn

b

con a,, ds, . . @, costanti arbitrarie, abbiamo visto al §. precedente (for-

mola 10) che si ha
Al U = .U2

6= (42U _igU
VAT

da la richiesta soluzione del A, 8=1.

e quindi (§. 156)
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Py

Secondo quanto si & visto al §. 156 si avranno quindi le equazioni
in termini finiti delle geodetiche eguagliando ad altrettante costanti
arbitrarie (che indicheremo con 4,,5,...5,_,) le derivate di 6 rapporto
ai parametri a@,, @,..a,, il che da:

(@) yi—ai=~b2iynU (i=1,2,..n-1).

Inoltre I'arco s delle geodetiche sara dato da 6 stesso a meno di una
costante additiva; avremo dunque
® = Ce*,
essendo C una costante di cui potremo disporre ad arbitrio. Colle for-
mole precedenti possiamo esprimere ¥, ¥;, . . ¥, per s. Quadrando e som-
mando le (») aggiungendo 42, otteniamo

bz
ynU = I y’iUz—*_ ?/3% )
avendo posto per brevitd
=0 +b+..+ b

Per 1a () ne risulta

Yo = Ce*
e e B

b4C els + 1
e ponendo C= % sara dungue

' 1

Yn = pcoshs
Dopo di cio la (o) diventa
b, e*

Yo 8 =5 Gosh s’
cioeé v
o,
yi=ﬁ tgh8+ ¢; ,
con ¢; nuove costanti. Ne concludiamo: Le linee geodetiche dello spazio

pseudosferico sono rappresentate dalle equazioni sequenti, che esprimono le
coordinate di wn punfo mobile sulla geodetica in funzione dell’arco:

Y = % tghs + ¢, (=1,2,..n-1)

=15 coshs’
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essendo by, by . . b,y 61, Co. . Coy cOSEanti arbitrarie e B®=bi+bi+ .. +03_,.
Questa linea giace evidentemente nell’ S, determinato dalle » -2 equa-
zioni lineari ‘

bh=e) = b @e—0) , B(—0) =b@a-0) ..
b, (?/1‘“ 01) =p (y'n_x - C'n—l) s

che rappresentano ciascuna un iperpiano normale all’iperpiano limite;
di piu avendosi

1 e

S o=,

i punti della linea distano egualmente dal punto (¢, ¢, €s1,0) di
questo S;. Per questo diciamo una tale linea un circolo; esso incontra
ortogonalmente 1’iperpiano limite y,=0 nei due punti (corrispondenti
as=+wo)

(028, s, s b2 o).

Ne concludiamo: Le immagini delle linee geodetiche dello spazio pseudo-
sferico somo circoli normali all’ iperpiano limite; viceversa ogni tale circolo
¢ immagine d una geodetica.

Come si vede, I'attuale rappresentazione estende al caso di » qua-
lunque le proprietd studiate nel Cap. precedente pel caso #=2. Cosl
ripetendo le osservazioni di questo capitolo, si vedra che due punti dello
spazio pseudosferico individuano, senza eccezioni, una linea geodetica;
la loro distanza geodetica effettiva & misurata, nella nostra rappresen-
tazione, dal logaritmo del rapporto anarmonico che sul circolo immagine
formano i due punti immagini coi due punti d’incontro del circolo col-
I’iperpiano limite.

Consideriamo ora un’ipersfera ¥,_,

=)+ =0’ + . . A+ Yo = )’ -+ ¥h = r
col centro sull’iperpiano limite. Se tagliamo 1'ipersfera X, , con un iper-
piano normale all'iperpiano limite, otterremo una varietd sferica X, ..,
il cui centro sard il piede della normale abbassata dal centro di X,_;
sull’iperpiano segante e sard quindi ancora sull’iperpiano limite. Inter-
secando nuovamente =, , con un iperpiano normale a y, =0, avremo una
varietd sferica X, 5, col centro su y,=0, e cosl continuando arriveremo
alle ordinarie sfere ¥, col centro sull’iperpiano limite. Ogni tale sfera con-
tiene una doppia infinita di circoli ortogonali all’ iperpiano limite e rappre-
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senta quindi una superficie geodetica rispetto ad uno qualunque dei suoi
punti. Per cid stesso & manifesto che queste superficie geodetiche hanno
curvatura costante ed eguale a quella dello spazio. Cosi pure tutte le
varietd sferiche sopra considerate

Ts, T4 v .. Sesn i

rappresentano altrettante varieta geodetiche, ciodé tutte le loro geodetiche
sono geodetiche dello spazio ambiente; esse hanno tutte inoltre curva-
tura Riemanniana costante, eguale a quella dello spazio.

§. 189.

Movimenti dello spazio iperbolico a tre dimensioni.

Lo spazio a # dimensioni di curvatura costante ammette (§. 160) un
(n+1)
T2
curvatura negativa e di » =2, abbiamo ottenuta al £ap. precedente la
rappresentazione analitica di tali movimenti mediante le sostituzioni li-
neari a coefficienti reali sopra una variabile complessa z. Vogliamo qui
risolvere la questione analoga per lo spazio iperbolico a tre dimensioni
per arrivare alle importanti formole stabilite da Poincaré nel 3.° volume
degli Acta mathematica.

Per ogni movimento dello spazio iperbolico il piano limite, come luogo
dei punti all’infinito, deve trasformarsi in s& stesso. Di pia due sfere
qualunque ortogonali al piano limite debbono cangiarsi in altre due tali
sfere, che si tagliano sotto lo stesso angolo; per cid la corrispondente
trasformazione del piano limite dovra essere conforme e mutare i circoli
in circoli; essa sard dunque ww’offinita circolare di Mobius.

Il ds?,dello spazio iperbolico sia ora dato dalla formola

a4+ do+ @
¢ ’

gruppo continuo di movimenti con » parametri. Pel caso della

(14) ds* =

il piano limite essendo il piano {=0.
Su questo piano distendiamo i valori della variabile complessa

e=E&+in;

ad ogni movimento dello spazio iperbolico corrispondera sul piano limite
un’affinity circolare rappresentata (§. 53, nota a pie di pagina) da una
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sostituzione lineare

(15) _az4p

T
sulla variabile complessa ¢ o dall’altra sulla coniugata 2:

_ az‘0+ﬁ

16 = .
(16) Y%+0

Ma se ci restringiamo dapf)rima a considerare i movimenti diretti,
che si possono generare in modo continuo con movimenti infinitesimi,
dovremo escludere la formola (16).

Volendo ora trovare le formole che legano le coordinate &, v, £ di un
punto P con quelle ¢, 7, ¢ del punto P’ in cui si trasporta P pel movi-
mento corrispondente alla (15), basterd procedere con Poincaré (. c) nel
modo seguente. Le sfere ortogonali al piano limite e passanti per P si
mutano in quelle ortogonali al piano limite ¢ passanti per P’. Sia nelle
solite notazioni (§. 53) ‘

(a) A3/4Z/0+B5’+Boz,0+0=0

I'equazione del circolo nel piano limite di una di queste sfere per P/,
talche, ponendo

="+ 0
sard T

(a%) A+ BZ+ B4+ C=0

I’equazione della sfera stessa. Per la sostituzione (15) il circolo (a) si muta
nell’ altro:
(Aaagt+Bare+Byagy+Crvo) e20+(Aafy+Bad,+ BBy +C180) 2 +
+ (A 2B +Bo a0 +B B0+ C108) 0+ (ABR+BE 8+ Bofsd+C33) =0 ;

e siccome la sfera che ha questo circolo per circolo massimo deve passare
per P=(, , ), si avra
A (ov0op® +aflo 2400 B2y +B o)+ B (2o p*+at o e+B1020+B%) +
+ By (oo pf+ 0082+ Bo12+3a8)+C (¥ Top*+7 8,2+ 020 4-0%) = 0 .-

Ogniqualvoita le costanti A, B, C soddisfano la (@) dovranno pure
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soddisfare (iuest’ulti’ma; dal confronto risultano le formole di Poincaré:

e 0 tofietafe+B B
TP+ Q02+ 20+3 8,
an ¢ = 2l tade Bt
TP+ %0 2+707 20423 8
- oY PP 08 20+Bo ¥ 2B S
TV P +7 82 +702+8 8,

0

Se supponiamo inoltre come & lecito
ad — B 1= 1 »

ciod la sostituzione (15) wwimodulare, calcolando di qui {*=p*=24,,
troviamo 1’altra formola:

) , C
ar ¢= TT* 4702+ 020+88,

E facile vedere inversamente che ad ogni sostituzione lineare (15)
corrisponde un movimento dello spazio iperbolico, dato dalle formole (17)
di Poincaré. Cid si verifica subito invero per le sostituzioni delle tre
forme elementari

d—2da, d=he, z’=%,

ed ogni altra sostituzione lineare si pud decomporre in sostituzioni di
questa forma.

§. 190.

Classificazione dei movimenti nello spazio iperbolico.

In un movimento dello spazio iperbolico pud darsi che vi sia qualche
superficie geodetica la quale strisci sopra sé stessa (senza inversione delle
facce) ovvero nessuna. Nel primo caso il movimento dello spazio & gia
perfettamente determinato da quello della superficie in s¢ e dicesi per
cio ellittico, iperbolico o parabolico secondo la specie a cui appartiene il
movimento della superficie in sé medesima (§. 175). Se nessuna super-
ficie geodetica striscia sopra s¢ stessa, il movimento dicesi lossodromico.
_ Per distinguere la specie del movimento dai coefficienti o, B, 7, 3 della
corrispondente sostituzione lineare (15), che supponiamo unimodulare,
osserviamo che si pud sempre cangiare la sostituzione (15) in una sua
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trasformata, ciod il .dato movimento in un movimento affine, e ricordiamo
che nel passaggio da una sostituzione (15) ad una qualunque sua trasfor-
mata la somma «+3 & un invariante, che diciamo j.

Ora se nel movimento vi & una superficie geodetica che striscia sopra
s@ stessa, sostituiamovi un movimento affine nel quale strisci sopra s stesso
il piano n=0. La sostituzione corrispondente acquistera coefficienti reali;
e poiché la variabile complessa &+i{ sul piano =0 subisce la sostitu-

. (oc, B) -
zione stessa , avremo:
T, 9
un movimento ellittico ~ per |j| = |a+8| <C 2
» parabolico per |j|==2
» iperbolico per |j| > 2 .

- In tutti tre i casi la sostituzione ha reale I'invariante j. Viceversa
se questo invariante & reale il movimento sara di una di queste tre specie,
ciod mon lossodromico. B infatti potremo cangiare la sostituzione data in
una sua trasformata della forma

d=22 (a8=1),

>l R

se i due punti fissi della sostituzione data sono distinti, o nell’altra

d=s+p

se sono coincidenti. In quest’ ultimo caso le formole di Poincaré danno
una traslazione dello spazio euclideo rappresentativo, e vi sono infinite
superficie geodetiche (rappresentate da piani paralleli normali al piano
limite) che strisciano sopra sé stesse; il movimento & parabolico. Nel
primo caso poi, essendo a+3 reale e #d=1, saranno «,3 reali, ovvero
coniugati immaginarii e di module =1; il movimento & iperbolico nel
primo caso, ellittico nel secondo.

Riassumendo: Il movimento é lossodromico se I invariante j=o0+3 ¢
complesso; se j & reale il movimento ¢ ellittico, parabolico od iperbolico,
secondo che |§| <2, |5|=2 o |j|>2.

Osserviamo poi che, escluso il caso parabolico, vi sono sempre due
punti fissi distinti A, B nel piano limite ed il circolo ortogonale a questo
piano nei due punti A, B rappresenta una geodetica dello spazio iper-
bolico che nel movimento striscia sopra sé stessa (asse del ‘movimento),
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Possiamo allora ridurre la corrispondente sostituzione alla forma

/

g =

2, ad=1 |,

>l R

dalla quale si rilevano le circostanze seguenti.
~ Nel caso ellittico tutti i punti di questo asse restano fissi e il movi-
mento dello spazio & una rolacione attorno a questo asse. Posto

o=, d=e"%,
si ha
o = 2% 4

e I'ampiezza Q della rotazione & data da 2¢; ma si ha j=0+3=2cosp,
dunque
. Q

(18) j = 2cos g -

Nel caso iperbolico ’asse del movimento striscia sopra sé stesso e
con esso tutte le superficie geodetiche che lo contengono; ciascun punto
dell’asse si sposta di un tratto costante d (calcolato nella metrica iper-
bolico), che diciamo I’ ampiezza del movimento iperbolico. Nuovamente
quest’ampiezza d dipende solo dal valore dell’invariante j. E invero, es-
sendo qui o, d reali e B=y=0, la formola (17* ci da

S
8_2 3

U=
e siccome per la geodetica rappresentata dall’asse delle ¢ si ha
ag

d8=-‘E‘,

ne segue
D’altronde

onde la formola richiesta
(18%) j = 2cosh g— ,

che & da ravvicinarsi alla (18).
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Nel caso lossodromico infine I’asse del movimento scorre sopra sé stesso
¢ nel medesimo tempo lo spazio ruota attorno all’asse; il movimento si
compone evidentemente di un movimento ellittico e di uno iperbolico col
medesimo asse.

Insieme ai movimenti proprii rappresentati dalla (15), possiamo con-
siderare anche quelli corrispondenti alla (16), che diremo wmovimenti di
seconda specie. Per essi due figure corrispondenti in luogo di essere diret-
tamente congruenti lo sono imversamente. Le formole relative a questi
movimenti si deducono evidentemente dalle (17) scambiandovi 2 con 2,.

Fra i movimenti di seconda specie sono notevoli quelli a periodo 2
che diconsi riflessioni e si distinguono in due categorie. Quelli della prima
categoria sono effettive simmebrie rispetto ad una superficie geodetica,
quelli della seconda si ottengono combinando una tale riflessione con una
rotazione di un angolo piatto attorno ad un asse geodetico normale alla
superficie geodetica di riflessione.

§. 191.
Rappresentazione geodetica di Beltrami.

Dalla rappresentazione conforme dello spazio iperbolico ad » dimen-
sioni sullo spazio euclideo, studiata nei §§. precedenti, possiamo facil-
mente dedurre un’altra rappresentazione che ha servito per punto di
partenza al Beltrami nelle sue ricerche sugli spazi di curvatura costante.
In essa le geodetiche dello spazio iperbolico hanno per immagini rette
(geodetiche) dello spazio euclideo. \

Consideriamo lo spazio iperbolico a curvatura K= -1 e a n+1 di-
mensioni coll’elemento lineare

_ dej+dai+. . dad

2
(19) ds e
Se nello spazio euclideo rappresentativo consideriamo 1’ipersfera
(20) Btdtait.. . fat=1,

col centro sull'iperpiano limite, essa ci rappresenta (§.188) un’ipersu-
perficie geodetica, cio® uno spazio pseudosferico a » dimensioni di cur-
vatura K= -~ 1. _

Le geodetiche di questo spazio sono altresi geodetiche dello spazio
ambiente a n+1 dimensioni e, come tali, rappresentate dalle equa-
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zioni (13) pag. 422

1
cosh s

bwo =

(21) x,=%§-tghs+'c, (r=12,...n)

BB B ... B,

dove attualmente, per avere geodetiche giacenti sull’ipersfera (20), do-
vremo aggiungere le due seguenti relazioni fra le costanti:

7=

1 L3
(21%) EIb,c,=o, F—{-Zci:l.

Riguardiamo ora «;, «,,..2, come coordinate cartesiane ortogonali
in uno spazio euclideo rappresentativo S,,, a » dimensioni. Il nostro spazio
iperbolico (20) sara tutto rappresentato entro 1’ipersfera

ot +a <1,

mentre i punti di questa ipersfera rappresentano i punti all’infinito. A
causa poi delle (21), le geodetiche saranno rappresentate dalle » — 1 equa-
zioni lineari nelle xy 2, 25 . .. 2,

x,=%’tghs+c,.,

cioé da rette dello spazio euclideo S,; ne consegue che le superficie
geodetiche saranno rappresentate da piani, e in generale ogni varietd
geodetica da uno spazio lineare subordinato (Y.

Importa ora osservare la legge secondo cui, presi nello spazio rappre-
sentativo euclideo S, due punti (z;) («';) interni all’ipersfera limite

ntAg+.. . ta=1,

viene misurata nello spazio iperbolico la distanza geodetica & dei due
punti obiettivi. Per cid misurando nelle (21) I'arco s a partire dal punto

() 11 lettore osserverd che il passaggio dalla rappresentazione conforme pri-
mitiva all’ attuale geodetica del Beltrami si compie precisamente colla costruzione
geometrica di Klein indicata al § 180 ed estesa qui ad un numero qualunque
di dimensioni.
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(#), avremo
g V1I—Idi
coshd == —* — |

o J1—3 2}

i

Ora abbiamo, per le (21), (21%)

\ x,r=cr; zwrx’r=zx’3’
e la precedente pud quindi scriversi '
1—X2, 2.

cosh d = .
Vi-Za?y1-X2°¢

Ponendo per brevita
1 —Sai=Q,, , 1—Id2=Q,,
1-X %y x'r == wau
abbiamo dunque

(22) o cosh § = _Bew

\/Qxa: me .

Ora, se consideriamo la congiungente i due punti immagini (z;) («',),

questa incontra 1'ipersfera
o4 =1

in due punti che coi due precedenti formano un rapporto anarmonico M,
dipendente da 3, come si trova facilmente, secondo la formola

(22%) - 8=—;—logM.
E infatti se (y;) & uno dei detti punto d’incontro, avremo
P +q;
) p+g

e per determinare il rapporto )\=§ si ha l'equazione di secondo grado
Dy +2A Q0 + Q=0 ;

il rapporto delle due radici ,, A, & precisamente M, da cui

Mtk Qy

2Vink VL0

formola che confrontata colla (22) ci da dppunto la (22%).

3 odparh =
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Notiamo poi che pel valore del rapporto anarmonico M si avrd la
formola

wa’ + \/Qjcxf — g.mv gwm
Qw.m - \/Qfm - wa Qa;w'

Se volessimo dare al raggio dello spazio iperbolico il valore R an-
ziche 1, dovremmo manifestamente moltiplicare il secondo membro della
(22¥%) per R.

Dunque: Nella rappresentazione geodetica dello spazio pseudosferico
entro Uipersfera la distanza geodetica di due punti & data, salvo un fattore
costante, dal logaritmo del rapporto anarmonico che questi due punti for-
mano sulla loro congiungente coi due punti d intersezione coll’ ipersfera
limite.

(23) M =

§. 192.
Metrica del Cayley.

1l risultato testé conseguito ci conduce a parlare della metrica del
Cayley. Come si vedra, questa metrica, stabilita dal Cayley anteriormente
alle ricerche di Beltrami suil’argomento, equivale in sostanza alla metrica
degli spazi di curvatura costante e dd un’immagine molto chiara e sem-
plice della geometria di questi spazi.

All'ipersfera di Beltrami

e+ Fah=1

sostituiamo una quadrica arbitraria, la cui equazione
f(xl, .7)2,....’.6,,) =0

sia a coefficienti reali, aggiungendo per altro la condizione (di cui ve-
dremo subito il significato) che non esistano rette reali sulla nostra qua-
drica. ,

Presi due punti arbitrarii dello spazio P, P’, definiamo come loro
distanza il logaritmo, moltiplicato per una costante, del rapporto anar-
monico

(PP'AB),
indicando con A,B i due punti ove la retta PP’ sega la quadrica.

Se restiamo in quella regione di spazio dai cui punti non partono
tangenti reali alla quadrica, & manifesto che la distanza cosi definita si
annullera solo quando i due punti P, P’ coincidono, e ne conseguira che
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il ds* sard rappresentato da una forma differenziale quadratica definita,
conformemente alle convenzioni fondamentali. Per questo appunto ab-
biamo dovuto supporre che la quadrica non contenga rette reali; altri-
menti da ogni punto dello spazio partirebbero tangenti reali alla quadrica.

Notiamo poi che i punti della quadrica fondamentale rappresentano
nella metrica Cayleyana punti a distanza infinita; percid questa quadrica
dicesi anche 1'assoluto.

E facile vedere a priori che la metrica del Cayley & quella di uno
spazio di curvatura costante. Una quadrica arbitraria in S, ammette in-

fatti, come & noto, un gruppo continuo, con " ("2_}: b parametri, di col-

lineazioni in s&; e siccome le collineazioni conservano i rapporti anar-
monici, cioé le distanze della metrica Cayleyana, per lo spazio col
corrispondente ds® questo & un gruppo continuo di movimenti e perd la
curvatura dello spazio & costante (§.160).

Diciamo inoltre che nella metrica del Cayley le geodetiche sono rap-
presentate da rette. Prendasi infatti una qualunque retta (un S,) non
tangente all’assoluto ed il suo spazio lineare polare S,_, che non ha
con S, alcun punto comune. L’omologia assiale armonica che ha per spazi
di punti uniti S,, S, ¢ una collineazione della quadrica in sé, nella
quale tutti i punti di S, rimangono fissi, ma nessun altro punto nell’m-
torno di S, (V.

Dunque se A, B sono due punti qualunque di S,, dovendo la geo-
detica che li unisce rimanere pur fissa, essa coincide con S,.

Ora, introducendo coordinate omogenee

Loy Xyy Tgeooly,
scriviamo 1’equazione della quadrica

Sa., z 2,=0.

s

Poiche¢ essa non deve contenere rette, riducendo, nel noto modo, con
una sostituzione reale la forma @ del primo membro a somme di qua-
drati, dovranno i coefficienti dei quadrati o avere tutti il medesimo segno,
ovvero tutti tranne uno. Senza alterare la generalita potremo dunque
porre, dopo una trasformazione omografica:

wx""xo'i"xl—}‘xz—i_ +xn,

(® T soli punti dello spazio che rimangono fissi, oltre quelli dell’S, sono i
punti dell’ S, polare.

28
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ovvero
Qm::-—-xg-{—x’f-{—xg—l—...xf,.

11 secondo caso ci riconduce evidentemente alla rappresentazione geo-
detica del Beltrami per lo spazio pseudosferico (§. 191), o alla metrica
iperbolica, il primo alla metrica ellittica (con assoluto immaginario) di
cui ora andiamo ad occuparci.

§. 193.
Metrica ellittica e coordinate di Weierstrass.

Posto
Qm: == § xﬁ: )

per la distanza & di due punti, secondo la metrica Cayleyana, avremo

per la (23)
2ot + v \/ Qwa: 9 gxx'
5= hlog ( = ) ,

QJM" —1 \/ Qxx vaa:l

2
St

con % costante; e poiché la quantitd sotto il segno logaritmico & com-
plessa di modulo = 1, affinché & risulti reale converra prendere % pu-

. L . R
ramente immaginario, poniamo 4 = onde avremo:

\/ ch Q'x'x'
Fissiamo il fattore arbitrario inerente alle coordinate omogenee, as-
sumendo

(24) xo"l‘xx‘}‘ Aa=1,

e la precedente d1v1ene

(25) cos(%)=§x,- o=+, +... + 2.2, .

~ Calcoliamo ora il ds* del nostro spazio colle considerazioni seguenti.
Sopra una curva qualunque consideriamo due punti infinitamente vicini
(x.), (x; + dz;) e sia h l'accrescimento infinitesimo dell’arco nel pas-
saggio da (z;) a (z; + dz,).

Ponendo nella (25)
dx dzx S
8=h,x’,-=x,-—|—ds 0} + e,
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avremo .
4 . de; | W d’z;
1 —2—R§+...'—-Sﬂ$¢ ‘{—hs.’t,—d?-i—gsx,st—l—... ,
da cui osservando la (24) e paragonando i coefficienti di 4%, deduciamo

2

“dst ds RE’
e quindi per l’elemento lineare del nostro spazio
(26) ds* = R* (dag + dai + . . . + da3) ,

essendo le z,, z,,... x, legate dalla (24).
Di qui vediamo facilmente che P'attuale spazio ha appunto la cur-

vatura costante positiva = R2 E infatti se, cangiando per un momento

I’interpretazione geometrica, riguardiamo Ry, Rz,,... Rz, ome coor-
dinate cartesiane ortogonali (non omogenee) di uno spazio euclideo S,
ad 7+ 1 dimensioni di elemento lineare (26), la (24) & 1’equazione di
un’ipersfera di raggio R, che & appunto in S,,, uno spazio ad » dimen-

>

. s 1. 1
sioni di curvatura K = R

Ma ritorniamo alla interpretazione primitiva di z, z,, 2, .. .2, come
coordinate omogenee (legate dalla (24)) di un S, rappresentativo, ove
le geodetiche dello spazio ellittico sono rappresentate da equazioni li-
neari; diremo #; @, . . . %, le coordinate di Weierstrass di punto (Cf. §. 183).
Se si considera un iperpiano di equazione

(27) &oxo+&1xl+-'..+enwn=0
e si fissa nuovamente il fattore nelle coordinate omogenee § dell’iper-
piano in guisa.che sia

S&=8+8+...+8=1,

chiameremo le ¢ le coordinate di Weierstrass dell’ ipérpiano (1), Possiamo
altresi riguardare le & come coordinate di un punto, il quale, per la (2 7),
non & altro che il polo dell’iperpiano rispetto all’assoluto

oot o=

della metrica del Cayley. Ora se consideriamo i due elementi lineari
() Nell’ interpretazione superiore le £; sono nello spazio Syya i coseni di
direzione della normale all’iperpiano.

/f/‘\:“
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spiccati dal punto (z;) ai due punti infinitamente vicini (x; + dz,),
(z; 4 dx;) si vede subito che la condizione d’ortogonalitid dei due ele-
menti sard espressa da
Sdﬁi 5.%‘,::0 (1).
Se il primo elemento appartiene all’iperpiano (¢;), sara
Sé de;, =0 ;

d’altronde gli incrementi ¢x; delle x nella direzione che unisce (z;) al
polo (§;) dell’iperpiano sono proporzionali alle &; e per cid questa dire-
zione ¢ normale a tutte le direzioni nell’iperpiano cioé: nella metrica di
Cayley la normale in wn punto (x,) ad un iperpiano ;) é la congiun-
gente (z.) col polo dell’ iperpiano rispetto all’assoluto.

Possiamo definire una retta dando le coordinate (x;) di un suo punto

e le coordinate (§;) dell’iperpiano normale in (x,) alla retta, sicche
Sz, 6,=0.
Le coordinate ’; di ogni altro suo punto saranno
¥, =N, + pné

con M¥4pP=1. Se § & la distanza di («';) da (z,) avremo per la (25)
—enfg) v =sn(g)
== 7) 0 p=sen|z

indi

(28) & ; = 2; cos (%) —+ & sen (%)

Similmente le coordinate &'; dell’iperpiano normale nel punto («;)
alla retta saranno

(28%) ¢, ==2,;sen (%) — &, cos (%) .

) Cid si pud vedere sia ricorrendo alla rappresentazione nell’ S,.41, sia diret-
tamente osservando che se si esprimono le  per n variabili indipendenti u, v, ... %,
e si ha ‘

Sdat = 2 s du, du, ,
ne segue '

S du; 8x; =Y a,, du, Su, .
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Se in queste formole facciamo crescere con continuitd & da 0 a =R,
manifestamente il punto «’; descrive a partire da (x;) I'intera retta e
ritorna al punto stesso, perché dopo I'aumento di xR siha o’;= -z, e
nello spazio S, rappresentativo si ritorna dunque al medesimo punto.
Dunque se riguardiamo come coincidenti due punti dello spazio a cur-
vatura costante positiva aventi la medesima immagine nello spazio eu-
clideo S, e chiamiamo spazio ellittico semplice lo spazio a curvatura co-
stante cosi considerato, possiamo dire: Nello spazio ellittico semplicé di
raggio R la refta ha la lunghezza finita =R.

Se al contrario riguardiamo come punti distinti due punti dello spazio
curvo le cui coordinate siano eguali e di segno contrario, la retta si
chiudera soltanto dopo un giro di 2 zR. E mentre nello spazio ellittico
semplice due rette che si tagliano hanno un solo punto comune, nello
spazio ellittico doppio invece due rette che si incontrano in un punto
si tagliano nuovamente nel punto (diametralmente opposto) distante dal
primo di =R.

Notiamo in fine le due formole seguenti che si deducono dalle su-
periori e danno nella metrica ellittica ’angolo ¢ di due iperpiani (¢;) (¢';)
e la distanza 3 del punto (x;) dall’iperpiano (&;); esse si scrivono

(29) cosp =8¢ ¢,
(30) sen (%) —Su.t, .
§. 194.

Metrica iperbolica.

Diamo ora le formole relative alla metrica del Cayley con assoluto
reale, la cui equazione in coordinate omogenee scriviamo

i a3 4., o —a5=0.

Essa coincide, come gia si & detto, colla metrica del Beltrami (§.191),
trasformate le formole in coordinate omogenee.

Stabiliamole direttamente, in analogia a quanto abbiamo fatto nel
§. precedente. Lo spazio iperbolico viene rappresentato nella regione in-
terna all’assoluto (§. 192), cioé le coordinate di ogni punto a distanza
finita dello spazio iperbolico soddisfano la disuguaglianza

Ty — T — ... — &5 >0




438 " CAPITOLO XIIL. — §. 194

e noi fissiamo il fattore arbitrario nelle coordinate omogenee in guisa
che si abbia

(31) wﬁ—wf——w%...—'wﬁnwﬁ—-zw%:l.
1

Posto
\}
me—x(z) zx’i ,me'—xow,o_Ewix/i )
3 3

3

abbiamo per la (23) R
M = Qo -+ V/ Qo — 1

Qxac. — \l/ sz.zlA —1 ’

indi per la distanza 3 di due punti
R

ossia

(32) cosh (%) =&y — Q& oy .
[

Se i due punti si assumono infinitamente vicini, se ne deduce per
Ielemento lineare ds dello spazio la formola (Cf. §. 193)
ds® = R (da} + dxj + . . . + do;, — dag) ;

questo ds® appartiene, come giad sappiamo (§.191), allo spazio pseudo-

sferico di raggio R.
Consideriamo ora un punto, di coordinate omogenee

GL&&... .6,
esterno all’ assoluto, pel quale adunque
g§+8+...8>8,
e fissiamo qui il fattore di proporzionalitd in guisa che sia

(31%) IE¢ —-8=1.

L’iperpiano polare del punto (¢;) rispetto all’assoluto ci rappresenta
un’ipersuperficie geodetica dello spazio iperbolico coll'equazione

(33) Zéixi——éoxo=0.

Diremo le z; (legate dalla (31)) le coordinate di Weierstrass di
punto, e le §; legate dalla (31*) le coordinate di Weierstrass dell’iperpiano.

g
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Se consideriamo due elementi lineari spiccati dal punto (z) ai due
punti infinitamente vicini (x4 dz) , (# + ¢z), la condizione d’ortogonalita
dei due elementi si scrivera

dez Sxi—dﬁo 5$0=0.

Come al §. 192, se ne deduce che nella metrica del Cayley la nor-
male in un punto ad un iperpiano & la congiungente il punto col polo
* dell’iperpiano.

Se definiamo-allora una retta dando le coordinate (z;) di un suo
punto e le coordinate (§;) dell’iperpiano normale alla retta nel punto,
le coordinate («';) di ogni punto della retta saranno date dalla formola
analoga alla (28)

b

(34) o, =ux; cosh (‘%) + &; senh (R) ,

i=0,1,2...n;

similmente le coordinate &; dell’iperpiano normale in (2/;) alla retta
saranno

;o g 9
(34% ¢; = 2, senh (I_{) —+ &, cosh (R) .

Nella metrica iperbolica la retta ¢ infinita ed ha due punti distinti
- all’infinito, i suoi due punti d’incontro coll'assoluto; da ogni punto dello
spazio partono ad una data retta due distinte parallele (nel senso non-
euclideo) ece. (Cf. Cap. XII). ,

Se due iperpiani si segano internamente all’assoluto formano fra loro
un angolo ¢ dato dalla formola

(35) COS ¢p = 2 §:8:—6& &

per la distanza & di un punto (z) dall’iperpiano (§) abbiamo poi la
formola

(36) Senh (%) = 2 934,; &,; ——mo &o .

La formola (85) ci conduce a parlare dell'elemento angolare, che cor-
risponde dualmente all’elemento lineare. Se consideriamo una semplice
infinita d’iperpiani, le cui coordinate ¢ siano espresse in funzione di un
parametro 7, potremo considerare l'angolo infinitesimo d¢ che forma un
iperpiano del sistema col successivo. Per calcolare d¢, che chiamiamo
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elemento angolare, diamo al parametro ¢ nella (35) un incremento infi-
nitesimo % e sviluppiamo dall’'una e dall’altra parte per le potenze d1
h; avremo

dep
= h(dt) +..
R %
¥=¢ H‘dt+ 2 dt2+
indi
R (d . .,
@ 15 =S e )+
% %, %,
+§<Z‘5 & " dt2)+
Ma avendosi
yeE—g=1,
ne segue
d . .
Ze Lg%y

d%, d%, dé,
Dig g = Z() +(a)

e il paragone dei coefficienti di 4* nella («) da quindi la formola richiesta

37 dgt=, des — d&} .

Questa formola si applica a due iperpiani qualunque infinitamente
vicini, siccheé se esprimiamo le coordinate & d’iperpiano per » variabili
indipendenti #, (r=1, 2, 4) il secondo membro della (37) & una forma
differenziale quadratica

2 &, du, du,
rr

(indefinita) la cui curvatura, come subito si vede, & costante = + 1.

§. 195.
Le equazioni di Weingarten per le coordinate di Weierstrass.
Facciamo ora per uno spazio di curvatura costante a # dimensioni

la medesima ricerca che al §. 184 abbiamo compiuta pel caso di uno
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spazio pseudosferico a due dimensioni. Supponiamo cioé dato soltanto il

. . 1 . .
ds*-di uno spazio a curvatura costante K = iﬁz che scriviamo

d52=R22 /23% d!/i dyk »
N3

talché la curvatura Riemanniana della forma X a,; dy; dy. sard costante
ed =4+1; domandiamo di stabilire in questo spazio un sistema di coor-
dinate di Weierstrass, cid che equivale ad integrare le equazioni diffe-

ﬁlz, Paltro
caso trattandosi in modo perfettamente analogo. Dovremo dunque de-
terminare le »+ 1 funzioni incognite 2y, #,, ;... delle ¥ in guisa che

si abbia

renziali delle geodetiche. Eseguiamo il calcolo per il caso K = +

(Swi =1
38 ; :
(38) |S st =73 andys dpn
r TR

¢id che sappiamo a priori essere possibile.
Dalle equazioni

or, ox
ok 7y
(38 ) ayl ayh = s
si traggono subito le altre
Fx  ox ik
39 A A i =
(39 5. 99 =0 e
e dalla prima delle (38) derivando
o’z
* s = —0a.,
(39 ) S ayl a?/k x Ain o

Tenendo nelle (39), (39*) fissi gli indici 4,% e dando a X i suoi #
valori 1, 2,...n, risolviamo queste equazioni lineari rispetto alle »+1
incognite

o, oz, oz,
dy: Oy * Oy, i " Oy, dyy
osservando che il determinante dei coefficienti non & nullo, perché il suo
quadrato per le (38), (38*) eguaglia il determinante delle a. Avremo
cosl manifestamente delle formole del seguente tipo
Pz
3y s

=Y (;?ﬁ )
—zzld'ziayt_]—pzkx’
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che valgono per qualunque delle »+ 1 2, rimanendo fissi i coefficienti
alfl, Bin. I valori di questi si calcolano subito sostituendo nelle (39),
(89%) cid che da

Bin==—an

e quindi semplicemente
6 — zk}
Ne concludiamo: Le coordinate di Weierstrass xy, &y, Za, « . . &, SONO
soluzioni del sistema & Weingarten (§. 183): ’
Pxr ;zk Oz
oy Y (1), af’/z
E facile vedere che per trovare le coordinate di Weierstrass «,, ;... Z,,

data soltanto la forma differenziale a curvatura K=+1, & necessario
e basta determinare del sistema (A’) »+1 tali soluzioni particolari

(A)

— G T .

Ty L1y Lgeeoly

che i loro valori éniziali per y, =49 e quelli delle loro derivate soddi-

sfino le equazioni
oz, ox
Swi:l ) S-——'-——’—"=a »
ayi ayh (2
per y;=y?.

11 caleolo per la curvatura negativa & precisamente lo stesso, e le
- coordinate di Weierstrass in questo caso soddisfano alle equazioni si-

multanee 2
z

an BT _ 3

( )ayi L 2

che sono ancora le equazioni (A) di Weingarten per K= —1. Come si
vede, abbiamo cosl estesi alle % dimensioni i risultati del §. 184.

Per applicare le osservazioni superiori ad un esempio interessante
prendiamo la forma tipica Riemanniana (D) §. 159 per il ds* di uno spa-

Ok; —+anw,

zio a curvatura costante K = 4. —

4 Rg che scriviamo, cangiando leggermente

le notazioni:
) s =R2(dy§+dy§+...+dyf,)

B+ +...+ R0
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il segno superiore valendo per la curvatura positiva, 1’inferiore per la
negativa. Chiamiamo ¥, ¥, ..., le coordinate di Riemann di un punto
dello spazio a curvatura costante e proponiamoci di esprimere le coor-
dinate di Weierstrass «,, #;, %,... 2, per quelle di Riemann ed inver-
samente. Ci basterd qui scrivere le effettive formole di passaggio che
si possono dedurre nel modo sopra indicato, ma che sono del resto d’im-
mediata verifica.
Nel caso della curvatura positiva le formole si scrivono

P —29 Y-
W= N TN G
i+ Zyﬁ 1+ 21‘ Yi
e per la curvatura negativa
XY+ Y-
=, P, = .
X —1 XY -4

Le formole inverse sono evidentemente le seguenti

@

(IT) %

1 x
* el r
I Y =5 1
| r=1,2,...n)
1 @
* —_— ”,
(II) y7—2 xo“"-l.

Se si riguardano v, #,,...y, come coordinate cartesiane ortogonali
di uno spazio euclideo rappresentativo, la formola Riemanniana da una
rappresentazione conforme dello spazio a curvatura costante sullo spazio
Jjeuclideo. Si vede subito che le immagini delle linee geodetiche sono
circoli, i quali nel caso iperbolico tagliano ortogonalmente I'ipersfera
limite

@ B+t =7 ;

entro la quale viene rappresentato tutto lo spazio. Nel caso ellittico essi
tagliano ancora ortogonalmente I’ipersfera immaginaria

Bt ottt r=0,

ossia tagliano in coppie di punti diametralmente opposti 1'ipersfera
reale ().
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§. 196.
Gli scorrimenti in geometria ellittica.

Trattando ora in particolare dello spazio ellittico a tre dimensioni,
vogliamo occuparci del gruppo dei movimenti di questo spazm, come
gia al §. 189 abbiamo fatto per lo spazio iperbolico.

Adoperando coordinate «,,, %, %;, #;, di Weierstrass, legate dalla
relazione

(40) il ol taf=1,
avremo per il ds* (8. 193):
(40%) ds* = R? (dat + da? + dad + dad).

Ogni movimento dello spazio ellittico & dato da un’omografia dello
spazio euclideo rappresentativo, per la quale la quadrica assoluto si
trasforma in s& stessa; esso & quindi rappresentato da una sostituzione
lineare

&y =g % + an @1 + Goe Ty + s 23
&y = Gy %o -+ O T1 + Gre T2 + A1z T
Ha== O Xy + O ) + Oy X + 05 3
&y == Gy To + Ga1 T) + Az X3 + Ba X5 .

(41)

Sicecome deve essere
Szt =82 =1,

- & manifesto che questa sostituzione deve essere ortogonale.‘ 11 gruppo
continuo dei movimenti dello spazio ellittico & dunque rappresentato dalla_
totalitd delle sostituzioni ortogonali (41), il cui determinante deve es-
sere = +1, ossia dalle rotazioni dello spazio euclideo a quattro dimen-
sioni attorno ad un punto fisso (origine).

Fra questi movimenti dello spazio ellittico ve ne ha una classe di
particolare importanza, che non ha riscontro nei movimenti dello spazio
iperbolico, ed & assimilabile, sotto molfi rapporti, al gruppo delle tra-
slazioni dello spazio ordinario. Definiamo questi movimenti come quelli
nei quali tutti i punti dello spazio distano egualmente dalle rispettive
posizioni che vengono ad occupare dopo il movimento; essi diconsi scor-
rimenti (Schiebungen). Per dimostrarne I'esistenza e trovarne in pari
tempo 'espressione analitica, basta esprimere secondo la (25) pag. 434
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che ’espressione
: B &o+ 0, &1+ X Xy + 237,

" calcolata dalle (41), & costante.
Ci6 d& immediatamente

)
a00=a11=a22=a33=A=005(§) N

indicando con ¢ il tratto costante di cui ogni punto dello spazio si spo-

sta, ed inoltre
Gin + oy =0 (i £K).

Poiché d’altronde la (41) deve essere una sostituzione ortogonale, ne

deduciamo
Gy Gy + G Gy =0

ay + a3 = as + @ ,

da cui
A= Az , Oy = F Qg .

Distinguendo i due casi dei segni superiori e degli inferiori, troviamo
due classi distinte di scorrimenti dati dalle rispettive formole:

do=Azxy— B2, —Cxy— D,
2y =Bz, +Ax,—Dux, 4+ Cx;
2y=Cx+ Dx,+Ax, —Buz,
Z3=Day—Cx,+ Bz + A,

()

e dalle altre

¥o=Axy—Bx,—Cay—Duay
w’,'=Bw0+ Az, —Dax,—Cus
¥y=Cuxy, —Day+ Az, +Bu,
. \ @3=Day+Cax,—Ba, + Ay,

(III¥)

essendo ambedue le volte A, B, C, D costanti reali qualimque, legate dalla
relazione 7 ’
A+B 4+ C+D=1.

Evidentemente si puo dare a queste quattro costanti il seguente si-
gnificato: esse sono le coordinate del punfo in cui si trasporta il punto
(, 0, 0, 0) dopo lo scorrimento.

Come si vede, uno scorrimento di prima specie (III), o di seconda
specie (III*), & perfettamente determinato quando si fissi la posizione
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che deve occupare dopo lo scorrimento il punto (1, 0, 0, 0), ovvero un
altro punto fisso qualunque dello spazio.

Consideriamo uno scorrimento qualunque, p. e. uno scorrimento di
prima specie (III); per esso ogni piano (& & & &) si trasporterd in un
nuovo piano (£g€) &5 &;) e le formole per la trasformazione delle coor-
dinate di piane, sono identiche alle (III), cioé sono date da:

§o=A§—B&L—C&E—DG
( g, =B&+A;—DE1-Ch
§,=C&+D&+AE—BE
§e=D&—C&+ B+ AL,
Di qui risulta che se consideriamo un piano (§) condotto per la con-
giungente il punto (%) colla sua nuova posizione ('), dopo lo scorrimento

(III), il piano nella sua nuova posizione (') passera ancora per la con-
giungente (#) («). E infatti dalle ipotesi

Sxé=0 Sa'&=0

segue subito per le (ITI), (III))
S#¥¥=0 . Szf=0.

(111

Osserviamo poi che per 'angolo ¢ di due piani corrispondenti si ha

cos p =S £¢
e dalle (IIT) risulta
cos p==A,
. cio@
3
=g

No concludiamo adunque: In ogni scorrimento le rette che congiunm-
gono due punti corrispondents scorrono sopra sé stesse; ogni punto su questa
congiungente si muove sulla congiungente stessa del tratto costante,

% = arc cos A ed ogni piano condotto per essa ruota attorno a questa retta

‘ 3
dell’ angolo costante ¢ =3z

Se vogliamo considerare la semplice infinita di scorrimenti che fahno
muovere il punto fisso (1,0, 0,0) lungo una medesima retta basterd’

porre
A=cost , B=psent . C=ysen?{ , D=23dsent
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essendo ¢ un parametro variabile e B, 7, o tre costanti tali che
B+ +o=1.

Le formole (III) ovvero le (III*) definiranno un gruppo continuo, ad
un parametro, di scorrimenti; ed in questo scorrimento continuo dello
spazio le traiettorie dei singoli punti saranno altrettante rette, formanti
una congruenza che si dice una congruenza di Clifford. La distinzione
degli scorrimenti in due specie (III), (IIT*¥) corrisponde al senso destrorso
o sinistrorso secondo cui rota un piano nel corrispondente scorrimento
continuo; per cio si indicano anche le due diverse specie di scorrimenti
col nome di scorrimenti destrorsi o sinistrorsi.

§. 197.
I movimenti come omografie dell’ assoluto in sa.

Ogni movimento dello spazio ellittico essendo un’omografia dello
spazio rappresentativo che trasforma la quadrica assoluta in sé mede-
sima, se consideriamo le due serie di-generatrici dell’assoluto, ciascuna
di queste si trasformerd proiettivamente in sé stessa (!, In particolare
in uno scorrimento, tutti i punti movendosi rettilineamente, dovranno
rimanere singolarmente invariate le generatrici dell'una o dell’altra
serie, poniamo quelle della prima. Allora nella seconda serie le genera-
trici si scambieranno proiettivamente e vi saranno due particolari ge-
neratrici (coniugate) che rimarranno fisse, insieme evidentemente ad ogni
loro punto. Uno scorrimento non & altro adunque che un’omografia bias-
siale avente per assi due generatrici coniugate di una medesima serie;
e viceversa si vede subito che ogni tale omografia biassiale & uno scor-
rimento.

Le oo® rette di una congruenza di Clifford sono dunque caratteriz-
zate dall’appoggiarsi a due generatrici coniugate dell’ assoluto.

Si osserverd che componendo due scorrimenti della medesima specie
si ha un terzo scorrimento della medesima specie, ed ancora trasformando
uno scorrimento S per mezzo di un movimento qualunque M, cioé co-
struendo il movimento trasformato M~ SM si ottiene nuovamente uno
scorrimento S’ della medesima specie (.

) 11 gruppo continuo di movimenti non puo evidentemente scambiare i due
sistemi di generatriei.

® Invero il movimento M—1SM lascia fissa la medesima serie di genera-
trici dello scorrimento S ed & percid uno scorrimento della medesima specie.
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Risulta di qui che gli «* scorrimenti della medesima specie formano
nel gruppo totale a sei parametri dei movimenti un sottogruppo inva-
riante a tre parametri.

Di pid facilmente vediamo che qualsiasi movimento si decompone in
due successivi scorrimenti di specie opposta. B invero in ogni movimento
M, che non sia uno scorrimento, restano fisse due sole generatrici (co-
niugate) g., g. della prima serie e due ¢, g, dell’altra serie. Queste
quattro generatrici formano un quadrilatero gobbo le cui diagonali sono
rette reali, polari rispetto alla quadrica, e nel movimento strisciano cia-
scuna sopra sé stessa; cio® in ogni movimento si hanno due assi @, o’
del movimento polari rispetto all’assoluto. Sia ora g; un’altra genera-
trice della prima serie (di g,, g) che per M si trasporti in gs; se com-
biniamo M con uno scorrimento S’ di seconda specie che lasci fisse le ge-
neratrici g,, g e porti g, in g5, il movimento composto M S lasciando
fisse le tre generatrici g1, g, g5 lasciera fisse tutte le altre generatrici
di questa serie e sard uno scorrimento di prima specie S, onde

M8 =S, M=S8S8" c.d.d

Notiamo ancora che due scorrimenti, S, S" uno di prima ed uno di
seconda specie sono sempre fra loro permutabili, cioé

S8’ =988,
come §i vede subito osservando che il movimento S§ o laltro 8'S pro-
ducono sulla medesima serie di generatrici lo stesso effetto e perd coin-

cidono. B facile del resto verificare analiticamente le proprieta dei mo-
vimenti che qui abbiamo dedotto per via geometrica.

§. 198.
I1 parallelismo di Clifford.

Le singolari proprietd degli scorrimenti in geometria ellittica hanno
condotto Clifford ad introdurre I'importante nozione di parallelismo di
due rette in questa geometria. Le idee di Clifford su questo argomento
vennero fatte particolarmente conoscere e sviluppate da Klein (V. Se

@) V. la memoria nel 37° Vol. dei Math. Aﬁmlen e le lezioni litografate
del KLEIN: Nichi-Eulklidische Geometrie, Gottingen 1890, A questi lavori riman-
diamo il lettore desideroso di maggiori ragguagli.
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come per la geometria euclidea ed iperbolica, volessimo definire come
paraliele due rette che hanno un punto comune all*infinito, dovremmo
dire che nello spazio ellittico, non essendovi punti (reali) all’infinito, non
esistono parallele. Ma le parallele della geometria iperbolica solo in parte
posseggono le proprietd delle parallele della geometria euclidea; molte
delle pilt semplici proprietd vanno in realtd perdute. Cosl in geometria
euclidea prese due parallele possiamo muovere tutto lo spazio in guisa
che le due parallele striscino sopra sé stesse; due parallele hanno in-
finite perpendicolari comuni ecc., proprietd che cessano di sussistere per
due parallele nello spazio iperbolico. Invece possiamo ritrovare nuova-
mente queste proprietd nello spazio ellittico ricorrendo alla seguente
definizione di Clifford del parallelismo:

Due rette dello spazio ellittico si dicono parallele quando si appoggiano
ad una medesima coppia di generatrici coniugate dell’assoluto, ossia quando
appartengono ad una medesima congruenza di Clifford.

Si osserverd subito che, al contrario di quanto accade in geometria
euclidea ed iperbolica, due rette parallele nel senso di Clifford non giac-
ciono in un piano.

Il parallelismo deve distinguersi in due specie: parallelismo destrorso
o sinistrorso; da ogni punto dello spazio partono ad una data retta due
parallele, una nel senso destrorso, 1’altra nel sensa sinistrorso; queste
coincidono soltanto (nella retta polare della data) quando il punto da

cui si conducono le parallele dista di un quadrante ﬂzﬁ dalla retta. E

chiaro che, fissate due rette parallele nel senso di Clifford, vi ha uno
scorrimento dello spazio nel quale le due rette scorrono ciascuna in sé
stessa. Se da un punto A’ della seconda retta a' caliamo il segmento
A’ A perpendicolare in A alla prima retta, questo segmento A’A nello
scorrimento continuo strisciera coi suoi due estremi sulle rette a,d’; e
poiché rimane di lunghezza costante ed ¢ normale in tutte le sue posi-
zioni alla @, sard pur normale alla o’ (V.

Dunque, come in geometria euclidea, tutti i punti di una. retta di-
stano egualmente da ogni parallela alla retta, e le due rette hanno infi-
nite minime distanze tutte eguali fra loro.

() Sulla rigata luogo delle rette A A' il luogo di A & infatti una traiettoria
ortogonale delle generatrici, quindi, pel teorema di Gauss, lo stesso accade
della ' luogo di A,

29
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Osserviamo di pil che se assoggettiamo una qualunque retta » ad
uno scorrimento, p. e. destrorso, che non la faccia scorrere sopra sé stegsa,
ma la trasporti in una nuova posizione 7/, le due rette »,# saranno
parallele sinistrorse. E infatti nello scorrimento destrorso tutte le gene-
ratrici del secondo sistema sull’assoluto scorrono in s stesse e per cid
anche le due (coniugate) ¢., . a cui si appoggia r; dunque anche # si
appoggia a g,, g, ed & quindi parallela nel senso sinistrorso ad ». Di
qui risulta che se due rette paraliele #,# sono tagliate da una mede-
sima retta p esse formano con p nei due punti d'incontro A, B angoli
(alterni) eguali come nella geometria euclidea. E infatti se il paralle-
lismo di »,7 & destrorso si faccia uno scorrimento sinistrorso che tra-
sporti A in B; la p scorrerd in s& stessa e la » si sovrapporrd alla »*

§ 199.
I parametri di scorrimento e P’angolo di parallelismo.

Risolviamo ora il problema di trovare le due parallele che ad una
data retta » escono da un dato punto dello spazio (V.

Per questo supponiamo definita la retta » nel solito modo coll’asse-
gnare le coordinate (z;) di un suo punto e le coordinate (§;) del piano
normale in (x;) alla retta, ossia individuiamo la retta mediante le coor-
dinate (x;) (§;) di due suoi punti coniugati rispetto all’assoluto (distanti
di un quadrante).

o e . .. . =R .,
La retta  individua due scorrimenti di ampiezza = 5 I'uno de-

strorso I'altro sinistrorso, che portano ciascuno (z) in (§), indi (§) in ().
Per ambedue gli scorrimenti si ha nelle (III), (III*) A=0 e i tre rima-
nenti parametri B, C, D, legati dalla relazione

B+ C+D=1,
risultano determinati D. e. nelle (III) dalle formole
&= -i%xl — Czy — Dag
§& = By, — Dz, + Cas
& = Cx, 4 Dz, — Ba;,
§; = Dzy— Cz, + Bz, ,
) Le considerazioni che seguono nel testo furono svolte dal dott. G. Fu-

bini nella sua tesi di laurea: Il parallelismo di Clifford negli spazt ellittici (An-
nali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa — Vol. IX-1900).
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le quali risolute rapporto a B, C, D, tenendo conto delle relazioni

Sa*=1 , Sz&=0,

danno subito le formole: _ ' :
B=(mé&—aé) + @&—xb)
(42) C=@b&—28) + @& —o )

D=(x&—x&) + @& —zb).

Similmente, indicando con §, T & i parametri dello scorrimento di se-
-conda specie individuato dalla retta », troveremo

B= (@ & — éo) — (z; & — 3 &2)
(42%) T= (@ & — 22&) — (s b —a1 &)
d=(mbs— > &) — @6 —x, &) .

Come si vede, questi sei parametri di scorrimento non sono altro
che semplici combinazioni, per somma e differenza, delle 6 coordinate
usuali della retta

Pon=2; & — 2 &
e precisamente

43) B=pu+ps , C=putpn , D=ps+ P
B =Pn—DPs s 1T =Pue—DPa , 8 = P — D1z -
Nelle questioni riguardanti il parallelismo nello spazio ellittico 1’in-
troduzione, come coordinate della retta, di questi sei parametri di scor-
rimento (legati dalle due relazioni

B4 CAD=1, F+r+8=1
¢ molto utile, come si pud vedere sviluppato nella citata tesi del dott.
Fubini. . |
Calcolati i 6 parametri di scorrimento di una retta, si risolve subito
la questione di trovare le due parallele tirate per un punto (% y: %2 Ys)

dello spazio alla retta data. Indicando infatti con g, i, M, M le coor-
dinate del punto situato p. e. sulla prima parallela alla distanza di un

quadrante da (y:), avremo:
= -Byp—Cyp—Dys , %= Cyo + Dy — Bys

(44) .
n, = By,— Dy, 4 Cys , Pp=Dy,— Cy, + By
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e analogamente per le coordinate 7, del punto alla distanza di un qua-

CAPITOLO XIIL — §. 199

drante da (y;) sulla seconda parallela:

(44%

Qui applicheremo soltanto queste osservazioni alla determinazione
dell’angolo @ di parallelismo. Con questo nome indichiamo ’angolo che
le due parallele tirate per un punto (y.) dello spazio ad una data retta

"—E;=—pﬁ'/1_*(?_h"‘a?/s
)El = Byo + Y — 1
<%=m—%+m

'E% = 8o + 19— By

7 formano fra loro.

E chiaro @ priori che quest’angolo @ non pud dipendere che dalla
distanza ¢ del punto dalla retta, poiche se il punto P ha dalla retta »
la medesima distanza che il punto P’ dalla retta +, con un movimento
dello spazio possiamo portare r su # e P su P’ e le due parallele tirate
per P ad r si cangiano nelle due parallele tirate per P’ a #.

Prendiamo ora per la retta » la congiungente i due punti (1, 0, 0, 0),
(0,1, 0,0); le sue coordinate p,, sono tutte nulle, tranne la p,=1. Per

i suoi parametri di scorrimento si ha quindi dalle (43)

B=1, C=0 , D=0
B=1 , =0 , 8 =0.

Ora consideriamo il punto di coordinate

il quale dista dalla retta r appunto di d; appllcando le (44), (44%

troviamo

L’angolo Q delle due parallele, ossia dei due piani .(4;), (4;) normali

d d
f’/o=COS(R) sy =0, yo= Sen(ﬁ) » ¥:=0,

d d
=0, 'ql=cos(—R> , =0, 1)3 = sen(ﬁ)

_ _ d\ - _ d
'f]0=0 y 'q1=cos(§) y 7]2=O s M = —sen(ﬁ) .

in {y;) a queste due rette ¢ dato da

ciog

cosQ =S ,

— cost[@ 24\ _ (_2_
cos Q = cos (R — sen R = ¢08 7))
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Abbiamo dunque il semplice risultato: L’angolo Q delle due parallele,
tirate da un medesimo punto P ad una retta r, dipende dalla distansa
d di P da r secondo la formola

2d

Qo= — |

R
Si osserverad che per d=0, come per d =“—2Ii, le due parallele coin-

cidono; in quest’ ultimo caso, come gia abbiamo osservato sopra, le due
parallele coincidono nella polare »* di » rispetto all’agsoluto.

§. 200.
Le rigate a curvatura nulla e la superficie di Clifford.

Un’altra notevole analogia fra il parallelismo in geometria euclidea
ed il parallelismo in geometria ellittica si ha nelle seguenti proprieta.
Congideriamo in una congruenza di Clifford una semplice infinitd qua-
lunque di rette, cioé consideriamo una rigata S le cui generatrici siano
parallele nel senso di Clifford. Lo scorrimento continuo individuato da
quella congruenza fa scorrere S sopra sé stessa, ciascuna generatrice
strisciando in sé medesima. Dunque ’elemento lineare della S, riferito
alle generatrici » = costante e alle traiettorie ortogonali » = costante, pel
teorema al §. 104, (pag. 231), ha certamente la forma:

ds® = du® + ¢* (u) dv* .

Ma poiché le linee u = costante sono geodetiche, sard ¢ (») = costante,
onde il ds® ha la forma dell’ordinario piano euclideo (Y. Abbiamo dunque
il teorema: Ogni rigata dello spazio ellittico, contenuta in una congruensa
di Clifford, & una superficie a curvatura totale nulla. Con questo teorema
vengono assimilate le rigate di Clifford alle superficie cilindriche dello
spazio euclideo.

Consideriamo in particolare la rigata di una congruenza di Clifford,
le cui generatrici g escono dai punti di una medesima retta 7, non ap-

() Le considerazioni del testo possono anche presentarsi sotto quest’altra forma.,
Presa una delle fraiettorie ortogonali ¢ delle generatrici, lo scorrimento porta
questa in tutte le altre traiettorie ortogonali. Dunque gli archi intercetti su que-
ste traiettorie ortogonali (¢) dalle generatrici sono eguali e percid (V. nota al
§. 89) le (¢) stesse sono geodetiche. Dunque la superficie S, possedendo un doppio
sistema ortogonale di linee geodetiche, & a curvatura nulla,
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partenente alla congruenza. Esse.formano una particolare rigata sulla
quale esistono due diversi sistemi di géneratrici (g9) (v) parallele fra loro,
quelle dell’'un sistema nel senso destrorso, quelle del secondo nel senso
sinistrorso (Cf. §. 196 in fine). In ogni quadrilatero formato da due coppie
di generatrici (g,, g2), (11, 7:) i lati opposti e gli angoli opposti sono
eguali (nella metrica ellittica). Questa superficie, che dicesi superficie di
Clifford, possiede evidentemente due scorrimenti di diversa specie in sé
medesima, fra loro permutabili, dalla quale circostanza appunto Clifford
desumeva la proprieta della superficie d’avere nulla la curvatura, la
qual cosa, come sopra si & visto, appartiene del resto a qualunque rigata
con generatrici parallele.

Si ottiene un’altra notevole generazione della superficie di Clifford
colle considerazioni seguenti (V. I due scorrimenti che possiede la su-
perficie di Clifford individuano due rette, polari rispetto all’assoluto, che
sono parallele tanto alle generatrici dell'uno quanto a quelle dell’altro
sistema. Siano 7, # queste due rette, che diciamo gli assi della super-
ficie di Cliﬁ'ord; questi per I'uno e per 1'altro dei due scorrimenti stri-
sciano sopra sé stessi e quindi anche per qualunque movimento com-
binato dai due scorrimenti. Ora si combini uno scorrimento destrorso
lungo » con uno sinistrorso di eguale e contraria ampiezza angolare;
tutti i piani per » scorreranno in s& stessi e con essi le sezioni che essi
producono nella superficie di Clifford, la quale scorre pel movimento
considerato in sé medesima. Ma nel movimento del piano ellittico pel
quale una retta scorre in sé stessa tutte le altre traiettorie dei punti
sono circoli, geodeticamente paralleli alla retta, il cui centro & il polo
della retta. Dunque le sezioni fatte nella superficie di Clifford con piani
per Y'asse » (e quindi normali al secondo asse 7') sono circoli di raggio
eguale coi centri distribuiti sul secondo asse #'. E evidente che una
pura rotazione attorno ad » scambia i circoli considerati fra loro. Si pud
dunque generare la superficie di Clifford nel modo seguente: Preso un
circolo e tracciata nel suo piano la retta polare del cewtro, si faccia rotare
attorno a questa retta il piano; il circolo descrivera la superficie di Clifford.

E evidente che la superficie di Clifford possiede un secondo sistema
di circoli, e facilmente si potrebbe dimostrare che questi due sistemi di
circoli non sono altro che le linee di curvatura della superficie e, come
tali, sono le bisettrici del doppio sistema di generatrici.

& Cf. la mia memoria. Sulle superficie a curvatura nulla in geometria el-
littica (Annali di matem. 1895),
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§. 201.
Le formole di Frenet in geometria ellittica ed iperbolica.

Le ultime ricerche del presente Capitolo saranno volte ad estendere
la teoria delle curve, esposta nel Cap. I, alla metrica ellittica ed iper-
bolica a tre dimensioni. Ci limiteremo a stabilire le formole di Frenet (M
in questi spazi, e col sussidio di queste formole fondamentali il lettore
potra riprendere le singole ricerche del Cap. I ed osservare le lievi mo-
dificazioni che nei risultati finali introduce la curvatura dello spazio.

Consideriamo una curva C dello spazio ellittico a tre dimensioni, che
riterremo definita dando le coordinate di Weierstrass

xo, Xy, xg, X3

di un suo pun‘to mobile in funzione dell’arco s. Se con oy, o, o, 03
indichiamo le coordinate del piano normale in (z;) alla curva, avremo

d,
ds

le o, si diranno anche i coseni di direzione della tangente. Cominciamo

(45) d,;=R ’ (i=0!1,2,3) :

dal calcolare la curvatura % di C, ricorrendo alla definizione generale

(§. 166) di —)— come limite del rapporto significando d la distanza

t2 I
dei due punti M’, M che si ottengono staccando sulla curva e sulla tan-
gente in M due archi infinitesimi =¢. Abbiamo

¢ d
x,i—wi i Rai+2R d:i—}—

— 3 ¢
Z; = X; COS ('R) -+ a; sen (E)

— t t2
wi=xi+ﬁai —'2—R“295i+--- )

trascurando di scrivere le potenze di ¢ superiori alla seconda. Ne segue

— a
m’i—$t 2R[da;'+R:|+...

i=RVS @ —z) ,

#) Ho dato queste formole la prima volta nella mia memoria degli Annali
citata pii sopra.
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e quindi

1 . 2d [ Jda;  w;\2
E=llm—£; =\/ S(ds +§> .
Qui, come in geometria euclidea, converremo di dare alla flessione
solo un valore assoluto e prenderemo per cid pel radicale il valore po-
sitivo.
- In pari tempo si vede che i coseni di direzione &, & & & della nor-
male principale in M alla curva sono dati (§. 166) da

Z;

(46) ' &;=p(d;; +§) .

La tangente e la normale principale individuano il piano osculatore;
indicheremo con )y, Ay, Ae, As le coordinate di questo piano, ossia i coseni
di direzione della binormale alla curva. Il determinante

Ty Xy T Xs
Oy Oy O O3
go él 52 &3
MM A g

(47)

¢ allora il determinante di una sostituzione ortogonale e per determi-
nare le A completamente, conveniamo che il valore di questo determi-
nante debba essere positivo, cioé =+ 1. L’equazione del piano oscula-
tore in (z,) & data da

XO ’ Xl ’ X2 ’ XS
Lo y 4 y T2 y 23
ds ’ ds ' ds ' ds
dzxo\ dle d2x2 d2x3
dst ’ dst  dst ’ ds

indicando con X, le coordinate correnti di punto. Il lettore verifichera
subito che a questa medesima equazione si perviene adottando la de-
finizione del §. 3 pel piano osculatore, ovvero una delle altre accennate
alla fine di questo §.

Fissata la nozione del piano osculatore,”si definira la seconda cur-

. 1 . R
vatura o torsione T precisamente come al §. 4, e se ne dedurra pel va-
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lore della torsione
)\' 2
(48) 1 s(d ) .

.T ds

Dopo di cid stabiliamo subito le formole di Frenet, che danno le de-
rivate rispetto all’arco degli elementi del determinante (47), espresse per
gli elementi stessi e pei raggi p, T di prima e seconda curvatura. Le
(45), (46). danno gia due gruppi di tali formole. Ora dalle identita

SzA=0 , SarA=0 , SNM¥=1,
derivando rapporto ad s ed osservando le (45), (46), segue

ar a dr
S;c%-—o , S“%"“O , S}\a;-—O
e quindi
_ dr;
ds

essendo K un fattore di proporzionalita.

Dalla (48) risulta Kg—_-Tl.z,

ad attribuire alla torsione non solo un valore assoluto ma anche un
determinato segno; avremo dunque

dh; . £

ds T °

Rimangono solo a calcolare i valori delle derivate

=K¢; (=0,1, 2, 3),

. . -1 .
e noi poniamo K = 7 con che veniamo

as
fa subito ricordando le proprietd del determinante ortogonale (47) e
facendo uso delle formole gia ottenute.

Riepilogando, abbiamo per le formole di Frenet in geometria ellit-
tica il quadro

dxi i oy dd,; &1: X, déq, o; )\1 a\;

ci0 che si

TR T dh: &
W) F=R B BB T & T
i=0,1, 2, 3

Da queste formole fondamentali, procedendo precisamente come ai
§8. 8, 9 Cap. I, si dedurrd che anche nello spazio ellittico una curva &
perfettamente determinata di forma dalle sue equazioni intrinseche

I SO

le quali possono venire assegnate arbitrariamente.
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Un procedimento del tutto analogo a quello ora tenuto serve per
stabilire le formole di Frenet nello gpazio iperbolico. Mantenendo le
notazioni stesse, queste formole si scrivono: ..

le relazioni fI:a le x, a, £, A essendo attualmente: |
B—%ati=1, Lo —al=1, 28 -8 =1, 20 —E=
Lz, —xp00=0 , Ya;§ —aé=0, ecc

Del resto le (49*) si deducono subito dalle (49) della geometria el-
littica cangiando Rin ¢R; o, @, @3 in —éa, —ia5, — 125300, &, Mo
in ey, 4&, i), rispettivamente (V.

§. 202.
Applicazione alle curve di torsione costante.

Terminiamo il Capitolo colla deduzione dalle formole di Frenet di
alcuni semplici risultati che ci saranno utili nel seguito.

Consideriamo una rigata di Clifford (§. 200): essa & a curvatura nulla
e le traiettorie ortogonali delle sue generatrici sono geodetiche (con-
gruenti) della superficie. Una tale rigata ¢ adunque il luogo delle bi-
normali di una curva, ed ora dimostriamo subito che questa curva & a
torsione costante e precisamente si ha

1
=%

=

Consideriamo infatti la superficie rigata S’ luogo delle binormali di
una curva C e per individuare i punti di S prendiamo a coordinate cur-
vilinee 1.° I'arco » della C, 2.° il tratto » che intercede sopra una gene-
ratrice (binormale) fra il punto (z;) della curva ed il punto (z.) che si
considera sulla superficie. Avremo

@; = %; CO8 (%) + A, sen (%)

@) Per la deduzione diretta delle (49%) Cf. la nota di A. RazzaBoni: Le
formole del Frenet in geometria iperbolica e loro applicazioni (Bologna, Gambe-
rini 1897). ’ .

L d
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e derivando rapporto ad « e a v, coll’osservare le formole (48) di Fre-
net, si ha:

(Om o (W) & nﬁ)
Sa«;‘“Rc"SR- TR

(9_2;]_ —‘,ﬁsen 3‘—)+&cos(ﬁ)
R R/ 'R R

e di qui, per I'elemento lineare
ds* =TR? (dz} + da} + da} + dai)

della superficie, deduciamo

(50) dst = [cos” (%) + %: sen® (%) ] it 4+ e

by

Affinché la rigata abbia la curvatura nulla & adunque necessario e
sufficiente che si abbia
R2

,—r—,=.1 , ossia

Di qui si vede che in ogni rigata di una congruenza di Clifford le
traiettorie ortogonali delle generatrici sono curve a torsione costante
1

o + 7 come si era asserito. Ma di piu riconosciamo anche che tutte le

curve a torsione costante %;— i;—{ dello spazio ellittico si ottengono

in questo modo, cioé le binormali di ogni curva di questa specie sono
parallele nel senso di Clifford.

Per dimostrare questo e riconoscere anche il senso del parallelismo
delle corrispondenti binormali consideriamo p. e. una curva a torsione

=+

=i~
=<l

costante positiva %= +% . Se calcoliamo i parametri B, C, D dello scor-

rimento destrorso relativo ad una binormale, secondo le formole (43)
pag. 451, abbiamo

Ty o Xy X3
B = -+

N AN he Ag

Ty T T X
C= +

ho A s M

Zo &g Ly X
D= -+

A A PR ¥
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e se deriviamo rispetto ad s, osservando le formole di Frenet (49) e le
relazioni che legano i minori di secondo ordine nel determinante orto-
gonale (47), troviamo subito

aB _

dc__ D
s s

ds 0, s 0.
Tutte le binormali della nostra curva hanno dunque eguali i para-
metri di scorrimento destrorso, e percio sono parallele nel senso destrorso.
Concludiamo adunque: Iie ogni rigata (a curvatura nulla) luogo di un
sistema di rette parallele nel senso di Clifford, le traiettorie ortogonali delle
generatrici somo curve a lorsione costante 1. +l ovvero —1—=—i se-
. T R’ T R
condo che il parallelismo delle generatrici & destrorso ovvero simistrorso.

=iR1— ha le sue binormali

le—-‘ -

Viceversa ogni curva colla: torsione costante
parallele nel senso destrorso o sinistrorso.

o : . 1 1
Per avere la pit generale curva a torsione T iR—

scegliere ad arbitrio una rigata a curvatura nulla e trovare (con una
quadratura) le traiettorie ortogonali delle generatrici (V.

.Consideriamo ora piit in generale le curve dello spazio ellittico la
cui torsione —1,1; & costante, senza essere=iRl. Dalla formola (50), che
da 'elemento lineare della superficie luogo delle binormali, si vede che
questo elemento lineare & indipendente dalla configurazione della curva,

basta dunque

purche 7}‘— rimanga la stessa, ed appartiene d’altronde ad una superficie

di rotazione. E poiché nello spazio iperbolico si ha un risultato perfet-
tamente.analogo, sostituite nella (50) alle funzioni circolari le iperboliche,
ne concludiamo: Nello spazio ellittico ed iperbolico (come nell’ euclideo) le
superficie luogo delle binormali delle curve colla medesima torsione co-

stante ,},— =C sono applicabili U una sull’ altra e sopra una medesima super-

ficie di rotazione, le generatrici distendendosi sui meridiani.

) Per le ulteriori proprietd delle rigate a curvatura nulla, in particolare
per lo studio delle loro geodetiche (eliche della geometria ellittica), veggasi la
mia memoria gia citata negli Annali (1895).

e e



CariToLO XIV.

Le ipersuperficie negli spazi, di curvafura costante

————

Formole generali relative alle ipersuperficie dello spazio euclideo. — Indeformabilita delle
ipersuperficie supposte flessibili. — Le linee di curvatura di un’ipersuperficie e 1'iper-

superficie evoluta, — Rappresentazione sferica e coordinate tangenziali., — I sistemi nplt
ortogonali nell’ipersfera e i teoremi dt Darboux. — Formole generali per le ipersuper-
ficie negli spazi di curvatura costante. — Proprieta particolari delle linee di curvatura. —
Le superficie in geometria ellittica ed iperbolica a tre dimensioni. — Sistemi coniugati
e linee assintotiche. — Le superficie riferite alle linee di curvatura.— Le due falde del-
Y evoluta e il teorema di Weingarten. — Le superficie riferite alle loro linee assinto-
tiche. — Le superficie a curvatura nulla nello spazio ellittico. — Formole per le super-
ficie dello spazio curvo rappresentate conformemente sullo spazio euclideo.

§. 203.

Le ipersuperficie nello spazio euclideo.

Applicheremo nel presente Capitolo le teorie generali, svolte nei
§§. 165-168, relative alle ipersuperficie negli spazi curvi, al caso parti-
colare in cui lo spazio ambiente sia a curvatura costante e ad un numero
qualunque di dimensioni, per fermarci poi pii particolarmente sulla esten-
sione dei principali teoremi relativi alle superficie dell’ordinario spazio
al caso della geometria ellittica ed iperbolica a tre dimensioni. -

Cominciamo la nostra ricerca dal caso delle ipersuperficie V,, immerse
nello spazio euclideo S,y, ad #+1 dimensioni. Prendiamo il ds* dell’S,.;,
sotto la forma normale o

0,.n T
ds* =8 da? ,
ove la distanza D fra due punti (z;) («';) & data da

Dt =§ (2, - &)

Indicando, colle notazioni del Cap. XI, con

;,b““ du; du, , z&u du; dus,

’

le due forme fondamentali dell’ipersuperficie V,, , i coefficienti » ed Q
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saranno legati dalle equazioni (H*), (J*) pag. 362 di Gauss e Codazzi:
® S (8, By = Qup 0y — 0y O "

aQ 1,
af af
1) B, auﬁ + 2

Tt -
[3
a,B,7,8= 1,2,3...n
Note le due forme fondamentali della ipersuperficie, se indichiamo con

xo’xl. oo Ty

~ le coordinate di un punto mobile sulla ipersuperficie e con X,, X,...X,
i coseni di direzione della normale espressi per le variabili u, qualunque
coppla (x, X,), perv=0,1,2..n, dovrd soddisfare alle equazmm fonda-

. mentali (F), (G) pag. 360:

. I g rs
@) sge = D1 haw T X
rs=1,2,3..n
oX oz
B) @:—‘_%BML st%'

Notisi poi (§. 165) che le formole che definiscono-nel caso attuale
leX ed i coefficienti Q,, della seconda forma fondamentale sono le
seguenti :

SX awv =0 (7'-—-1,2, %)
v " ou,
©)
8% =1
0, =X ¥z, oX, oz,
® =S S = S e

Nel caso che ci occupa possiamo dimostrare (Cf. Cap. IV §. 58) che,
supposte soddisfatte le condizioni di Gauss e Codazzi (I), (II), il sistema
di equazioni simultanee (A), (B) & illimitatamente integrabile. E infatti

se poniamo
x _ o

ou, ’

il sistema (A), (B) pud considerarsi come un sistema di equazioni lineari
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ai differenziali totali per le »+1 funzioni incognite

p(l) , p‘) .. .p(”) "X
e ciod:

" = 2(2 rls M+ e, X) du,
s ] b
© '

T = - 3 (% By 0y 200 ) -
1

8

Se si formano le condizioni d’integrabilitd di questo sistema, facil-
mente si vede che esse sono identicamente soddisfatte, in virtl appunto
delle (I), (IT). Di qui & facile trarre la dimostrazione dell’esistenza ed
unicitd della ipersuperficie corrispondente a due date forme fondamen-
tali, per le quali si suppongono soddisfatte le (I), (1I).

Il sistema («) essendo illimitatamente integrabile, prendiamo » + 1
diversi sistemi di soluzioni

) 0. % X, (v=0, 1,2...%)
individuati rispettivamente dai loro valori iniziali, presi ad arbitrio. Po-
niamo allora
S p) — b, =38,., per r,s=1,2,..7n
v
S X, =a,,r=1,2,...n

v

X —1=1,
y

e dalle (¢) dedurremo per le % (n+1)+1 funzioni §,,, a., v il seguente
sistema di equazioni lineari ed omogenee ai differenziali totali

2. t . .
RIS HERLEE
da, < irs q

= I o, — Y By, Qe Brw T+ e T

m z 7{% %l Ap s Prp rs

%
a—=—2 2 By, & oy,
ou, | %

Basta dunque scegliere i valori iniziali, diciamo per u;=uf, in guisa
che inizialmente siano nulle le ’

prs s Oy T
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percheé risultino identicamente nulle per tutti i valori delle ». Per vedere
con maggiore chiarezza come possano scegliersi effettivamente i valori
delle

p(v"' ) , Xv x
in guisa che risultino inizialmente nulle le 8,,, o,, ¥, rendiamo p. e. con
una sostituzione lineare sulle u:

b,,=1, b,,=0, per r£s ,
e allora basterad scegliere per valori iniziali delle
0P L@, X, (v=0,1,2...%)
i coefficienti di una sostituzione ortogonale a n+ 1 variabili. Dopo di
cid avremo, per tutti i valori delle u, le identita:

S 27 gy =bn.
Sy X, =0
v

SXP=1.

v

Ed ora poiche, in forza delle («), le espressioni

X P du. v=0,2,...n),

N

sono altrettanti differenziali esatti, poniamo
¢y z, =f2p‘;“’ du, (v=0,1,2,...n),

e si vedra che la ipersuperficie V,,, definita da queste espressioni delle
z in funzione delle », avra appunto le due forme fondamentali assegnate.

Cosi & dimostrata D'effettiva esistenza della ipersuperficie, e quanto
all’unicitd essa risulta dalla dimostrazione stessa, poiché larbitrarietd
che resta nella scelta del determinante ortogonale iniziale e delle co-
stanti additive nelle x, nelle formole (1) corrisponde precisamente alla
libertd di muovere comunque 1’ ipersuperficie V, nello spazio S,..

Concludiamo adunque: Affinché a due date forme quadratiche fonda-
mentali

1:*m l...n
b du, dug . D, Q. du, du,
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corrisponda una ipersuperficie V, ‘nello spazio euclides 8,4, & necéssario
e sufficiente che siamo soddisfatte le equazioni (1), (1I) di Gaiiss e Codaezi;
U ipersuperficie ne risulta individyata i meno di movimenti nello spaziv.

§. 204.

Indeformabilith delle ipersuperficie nello spazio euclideo.

Nelle proprietd esaminate al §. precedente & perfetta I’analogia colle
proprieta delle superficie nell’ordinario spazio a tre dimensioni. Ma, ap-
pena il numero delle dimensioni supera 3, intervengono proprietad affatto
nuove che ora vogliamo esaminare. Ed in primo luogo dimostriamo: Una
ipersuperficie V., in S,y & gia, in generale, pienamente determinata, ap-
pena n>2, dalla sua prima forma fondamentale

b, du, du, .

Quando #>>2, bastano infatti in generale le equazioni (I) di Gauss
a definire, a meno di un cangiamento simultaneo di segno; i coefficienti
Q,, della seconda forma fondamentale, salvo il caso. in cui tulti i minori
di terzo ordine nel determinante |Q, | delle @ si annullino.

La veritda di questa proposizione deducesi dal seguente teorema sui
determinanti: Se due deferminanti d’ordine n™>2

lans| [d]

hanmo eguali tutti i minori corrispondenti di secondo ordime e non nulli
tutts i minori di terzo ordine, gli elementi & ., dell'uno saranno eguali ai
corrispondenti a., dell’altro, a meno di un eangiamento simultaneo di
segno.

Per dimostrare questo teorema procediamo con Killing (Y nel modo
seguente.

Poiche i minori del terzo ordine in (a,,) non sono tutti nulli, e tanto
meno quindi tutti quelli di secondo, cangiando opportunamente gli in-
dici, potremo supporre che sia

27V G/ P

0.

A Qg

() Nicht-Euklidische Raumformen in analytischer Behandlung (Teubner
1885) pag. 236-237.

80



466 _., CAPYTOLO XIV. — §. 204

Fra i minori del terzo ordine non nulli dovra esservene, pel teorema
di Kronecker; qualcuno contenente il precedente come minore di secondo
ordine, e senza alterare la generalitd, potremo supporre

ay G Oy
Gn Gy Om [F0.
O3 Qg Ogs

Indichiamo con A il valore di quest’ultimo determinante e con A,
(r,s=1, 2, 8) i suoi minori di secondo ordine e notazioni analoghe
teniamo pei corrispondenti minori in |a’,,|. Poiché per ipotesi &
A, =A,, e quindi

. A' 2 p— A2 ,
sard, g

A=4+A.

I determinanti di secondo ordine formati colle A,, sono eguali-ai
corrispondenti colle A’,,, onde per le relazioni dei minori di secondo
ordine del determinante reciproco cogli elementi del primitivo, segue

Ad,,=Aa,, (rrs=1, 2. 3),
ciog intanto
d,==a,, (r,s=1,2,3).

Ora abbiamo per qualunque valore di »

A O ay Oy
? 7’
a 1 Drg A py ari
’ ’
Qg Qg Qg1 Qg
1 4 = !
a 1 @ r2 arl arz

ciod
ay (@2 F @) — e (@1 F @,)) =0
g1 (@ s F Gps) — g (@1 F @) =0,
da cui, essendo a;; @y — ay, ay + 0, deducesi
Opn==H+a, , @,s=0a,

per r=1, 2, 3...%n,
ed affatto similmente

’ ’
O, = L0, O = =Tay,

(r=1,2,8...n).
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Finalmente essendo », s due indici-qualunque, si ha:

) ’
Gy O an Gy
. =
’ ’
afz'l @ s [/ 25/ P
’ ’
Qg Oy Qe Oy,
=3 - ’
’ ’
@ r2 @ s a'rz ars

da cui.per le precedenti segue ¥

ay @, Fa,,) =0

[Z51) (a,rs '_F ars) == 0
e quindi, non essendo simultaneamente
an =0 =0,

-abbiamo
&y =+a, (r,s=1, 2,...2),

cio che dimostra il teorema.

Come si vede adunque, la prima forma fondamentale serve gia per
s& sola a fissare 1’'ipersuperficie V,,, a meno di movimenti. L'unico pos-
sibile caso d’eccezione si presenta quando nel determinante (2,,) delle @
siano nulli tutti i minori di terzo ordine. 11 significato geometrico di questa
condiziane si rileva subito dai risultati del §. 168 allora nella equazione
di grado » in R ivi segnata (36) (pag. 368), le cui » radici sono i raggi
principali di curvatura dell’ipersuperficie, mancano le potenze di R su-
periori alla seconda, cioé % —2 dei raggi principali di curvatura sono
infiniti. Possiamo enunciare dunque il risultato: Nello spacio euclideo
it di tre dimensioni ogni ipersuperficie é indeformabile (non puo flettersi);
uw’ eccezione pud presentarsi soltanto wnel caso che tutti i raggi principali
di curvatura dell’ ipersuperficie, tranne due al pin, siano infiniti.

L’effettiva ricerca delle ipersuperficie deformabili & ben poco avan-
zata per ora. Risultati notevoli in questo indirizzo sono stati ottenuti
da Schur pel caso dello spazio a quattro dimensioni (¥, ma noi qui non
possiamo che accennarvi.

) Ueber die Deformation eines dreidimensionalen Raumes in einem ebenen
vierdimensionalen Rawme (Math. Annalen Bd XXVII pag. 344).
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§. 205.
Le equazioni dell’ applicabilita.

Per dedurre i risultati del §. precedente ci siamo appoggiati soltanto
sulle equazioni. (I) di Gauss, le quali per #» > 2 individuano le ., ap-
pena note le b,, (salvo il notato caso d’eccezione). Ma se teniamo conto
anche delle equazioni (II) di Gauss, vediamo che nemmeno la prima forma
fondamentale dell’ ipersuperficie V,L% dello spazio euclideo S, pud darsi ad
arbitrio. E infatti le Q,, tratte dalle equazioni (I) di Gauss debbono
inoltre soddisfare le equazioni differenziali (II), e solo in questa ipotesi
esisterd 1'ipersuperficie corrispondente.

E facile accertarsi a priori della verita di questa proposizione. Se
vogliamo infatti realizzare il dato ds® a » dimensioni:

l...n
2 brs d’“r dus

entro lo spazio euclideo S,4,, dobbiamo determinare le »+1 funzioni
incognite xy,, 7, %... 2, di w, %, ...%, in guisa che sia

1..,m .
deg + dot + ...+ dal= ) b, du, du, .
Per una qualunque delle »+1 z la forma a » variabili

1,..n
> (b,s e Ba;) du, du,

deve essere adunque a curvatura Riemanniana nulla. Eguagliando a zero
li n*(n*—1)

12
gono cosi altrettante equazioni simultanee a derivate parziali per I'unica
funzione incognita x, le quali, come subito si vede, sono del secondo
ordine. Queste equazioni, che possono dirsi le equazioni dell’ applicabilita,
sono naturalmente compatibili solo in casi speciali.

Le considerazioni sopra esposte non sono manifestamente che una
generalizzazione di quelle al §. 109 per I'applicabilitd di superficie nello
spazio ordinario. Ed & anche facile formare effettivamente le indicate
equazioni dell’applicabilita procedendo, come al §. 69, al calcolo di pa-
rametri differenziali. Partiamo per cio dalle equazioni fondamentali (A)
pag. 462, le quali coi simboli delle derivate covarianti si scrivono

Zrs = ., X,

simboli di Riemann di quest’ultima forma (§. 35), si otten-
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Da queste deduciamo
Lps Ty — Ly Tps = (Qrs gkt —Qb-t gk.s) X® ’
ossia per le equazioni (I) di Codazzi

(2) Lps Tt — Lpy Ty == (7"0, St)b }I.g .

Ora si ha, come nel caso ordinario
(3) Az=1-X*,

la quale formola si verifica nel modo pid semplice rendendo nel punto
iniziale %{ ove si vuole calcolare il valore di A, x, con una sostituzione
lineare sulle «

bpp=1 , b,,=0 per r%s,
sicché per u, =1 il determinante

oz, or,  ‘dw,

5;1 %...%Xv

(v=0,1,2,...n)

¢ il determinante di una sostituzione ortogonale; allora & -

oz, \?
(A‘”“)fZ(ﬁ) =1-X.
Sostituendo nelle (2) il valore di X* dato dalla (8), troviamo le:
(II) Bpy Tay — Lpe Tns == (rk, st), (1 — A7),
r k8, t=1,2,8...n,
che sono appunto le indicate equazioni dell’applicabilita.
Notiamo ancora la formola che da il parametro A,z :
A2x=2Brsxrs = X2B'M Qrs ’
La somma del secondo membro non & altro (§. 168) che la somma
1 1 1
‘ TRt TR,
delle -inverse dei raggi principali di curvatura della ipersuperficie. Si ha
quindi

@ A,z=(%l+é+...+é)x,

la quale formola generalizza quella del Beltrami ((A) pag. 146). 11 lettore



.

470 CAPITOLO XIV. — §. 205
osservera che si possono scrivere formole analoghe per la somma dei pro-

dotti a due a due, a tre a tre ecc. delle inverse che noi qui omet-

1
E )
tiamo.

Facciamo un’applicazione di queste osservazioni generali ricercando
se nello spazio euclideo Satt esistono spazi a » dimensioni di curvatura
Riemanniana costante K, (Cf. §. 169). Per le formole (II) di Codazzi

dovremo avere
Qg Ay — Ly U = Ko (Bog by — by ) .

Ora, con una sostituzione lineare sulle w, possiamo rendere in un
pumto iniziale u? ‘ ‘
bii=1 , by =03 =0 (per i+k),
dopo di che avremo le equazioni

Q% =K,

Ma, indicando R,, R,,... R, i raggi principali di curvatura, si ha
Q; =R1: e le precedenti si scrivono adunque
1
K,

dove ¢, & sono indici differenti. Ora se supponiamo »>2, da tre di
queste equazioni

RiBy— o (i3k=1,2,...%) ,

1 ' 1 1
RiRk—E, RiRL"‘E ’ RNRI'—I_{TO
segue
R = -
t_Ko

e percio intanto deve essere K, positiva, diciamo K°=§2, e sard
R,=R;=...=R,=R.
La seconda forma fondamentale

2 Ql‘k du,; du),,
i,k

dell’ipersuperficie non. differisce adunque dalla prima X b;, du,; du, che

per il fattore costante ;_t Se ricorriamo dopo cio alle formole fonda-
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mentali (B) pag. 462, ne deduciamo

oX 1 oz
o . _29B, 5.2
u, Ra M08 3y
ciod 5 -
x
= "B
e quindi
' z,=o¢,—RX,,

essendo le ¢ costanti. L’ipersuperficie richiesta & adunque !’ipersfera di
raggio R v
@o—c) + @ —c)+...+ @, —c.)=R.

Concludiamo adﬁnque: Nello spazio euclideo a pin di tre dimensioni
non esiste alcuna ipersuperficie che sia uno spazio di curvatura Rieman-
niana costante negativa; di ipersuperficie a curvatura Riemanniana co-
stante positiva K = %,, esiste soltanto Uipersfera di raggio R. Come si
vede, le ipersfere dello spazio euclideo sono indeformabili.

§. 206.
Le linee di curvatura di un’ipersuperficie e 1'ipersuperficie evoluta.

Riprendendo lo studio delle proprietd delle linee di curvatura di
un’ipersuperficie (§. 168) nel caso particolare attuale di uno spazio am-
biente euclideo, vediamo come le linee di curvatura siano allora su-
scettibili di una seconda definizione, che & la generalizzazione di qixella
da cui siamo partiti per lo spazio ordinario (§. 59) (V: Una linea, tracciata
sopra un’ ipersuperficie V,, in S,y é linea di curvatura se le normali
all’ ipersuperficie lungo la dettn linea risultano tangenti ad una curva dello
spazio; il valore (algebrico) del segmento, che intercede fra il piede della
normale ed il suo punto di contatto colla detta curva, rappresenta il cor-
rispondente raggio principale di curvatura.

Supponiamo sulla ipersuperficie V, una linea L a cui appartenga
Y enunciata proprieta, ed essendo M il piede della normale sopra L ed
m il punto di contatto della normale colla curva C inviluppo delle nor-

) Nei §§. seguenti dimostreremo che lo stesso accade pii in generale per .
uno spazio a curvatura costante. ‘
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mali lungo L, poniamo
p=mM,

dando dunque ap il valore positivo o negativo secondo che la direzione
da m verso M procede nel senso positivo o negativo della normale.

Il punto m si dira il centro principale di curvatura corrispondente
alla linea L. ’

Procedendo precisamente come al §. 59, troviamo che una tale linea
L & caratterizzata dalle equazioni

de, =pdX, (r=0,1,2,...m)
i differenziali essendo presi lungo L. Se scriviamo queste equazioni:

oz, _ X,
Z Jus dus =p Z ou, du,

indi le moltiplichiamo per a—%—‘i e sommiamo rispetto a », osservando che
k

or, ox,
Vo,
S oX, 9z,

rm%=—9rn,

brk

otteniamo le equazioni perfettamente equivalenti
21);“ s +P ngs du’————O )

che coincidono colle (85) pag. 368, ove si faccia p= -R. Cio dimostra
appunto le proprietd enunciate.

Osserviamo poi che sopra ogni normale all’ipersuperficie V,, avremo
da considerare gli »n centri principali di curvatura m,, m,,..m,, il cui
luogo, 'composto di » falde, diciamo I’ ipersuperficie evoluta. Le conside-
razioni geometriche al principio del Cap. IX (§. 124), sono immediata-
mente estendibili al caso di un numero qualunque di dimensioni. Ne
risulta che sopra ciascuna falda X; dell’ipersuperficie evoluta, corrispon-
dente al raggio principale p;, le linee inviluppate dalle normali del-
I'ipersuperficie primitiva lungo una linea di curvatura corrispondente sono
geodetiche di X; ed esse ammettono in X; una serie di varietd ad n—1
dimensioni ortogonali, varietd che hanno per equazione p; = costante. La
verifica analitica di queste proprietd & ben semplice (Cf. §. 126). Pren-
dansi infatti a linee coordinate (u,) sopra V, le linee di curvatura di un

"sistema e sia p, il corrispondente raggio di curvatura e con x, indi-
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chiamo le coordinate del corrispondente centro di curvatura; avremo
Qv = .’IJV - Pl XV .

Ora si ha per ipotesi

o
e conseguentemente

'y oz,
R AL T AL TR

§=2,3,...n.

Indicando adunque con b,, i coefficienti dell’elemento lineare per la
prima falda X, dell’ipersuperficie evoluta, ne deduciamo

o 3[)1 2 T I_ 3p1 apl
=) n=nk
= _ 8m O (?ﬂ_ 8_)_(1) (axv 8Xv)
b”_aurau, +5 . ou, ) \ow, "3u,

e quindi \
ds* = dg} + 2 iy s Ay,

le o;, essendo funzioni di w,, u,,...%,.

Dunque in ¥, le varietd p, = costante sono geodeticamente parallele
ed hanno per traiettorie ortogonali le linee (u,), che sono quindi geo-
detiche sopra X, c. 2. 9.

Inversamente si dimostrera che se entro una ipersuperficie V, di
S,y Si traccia un sistema o' di variety ad n—1 dimensioni geodeti-
camente parallele e si tirano in S,,, le tangenti alle geodetiche orto-
gonali a dette varietd, queste riusciranno normali ad una serie d’iper-
superficie (parallele) X,, ciascuna delle quali avra dunque per una falda
dell’evoluta la V, data.

§. 207.

Rappresentazione sferica delle ipersuperficie.

Ci proponiamo ora di estendere allo spazio euclideo a pidt dimensioni
la teoria della ordinaria rappresentazione sferica di Gauss (Cap. V),
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nella qual cosa ci limiteremo a stabilire le formole fondamentali, sulle
quali sard facile al lettore ricostruire 1’intera teoria.
Data un’ipersuperficie V,, in S,,,, consideriamo 1'ipersfera

wptai.. =1

col centro nell’origine e di raggio =1;preso un punto M==(, 2,...2,)
sopra V, tiriamo il raggio dell’ipersfera parallelo alla normale (X;) in
M. Questo raggio incontrerd 1’ipersfera nel punto M’ di coordinate

x’i=Xi (?:=O, 1,...”),

che riguarderemo come immagine del punto M della ipersuperficie V,,.
Affinché I’immagine dell’ ipersuperficie V,, abbia lo stesso numero » di
dimensioni, converrd soltanto escludere il caso che uno o piu dei raggi
principali di curvatura della V, siano infiniti (¥; quando parliamo di
rappresentazione sferica di un’ ipérsuperficie intendiamo senz’altro escluso
questo caso.
Indichiamo ora con
)] ds'? = 2 V.. du, du,

il ds*® dell’immagine sferica di V.., ponendo ciog

3X, 93X
=S v v
(6) =" 3. 3u.

La forma quadratica (5) si dird la terza forma fondamentale dell’iper-
superficie V,, e noi dovremo cercare in primo luogo le relazioni che la
legano alla prima ed alla seconda forma:

b, du, du, , L9, du, du, .

Sostituendo nella (6) per zX

i X, i valori tratti dalle formole fon-

r s

@ 11 numero delle dimensioni dell’immagine sferica di V, & infatti <= solo
quando le funzioni
Xi (v, Ug...tn)
possono esprimersi per un numero di variabili < n. E allora se, cangiando le
variabili %, supponiamo p.e. le X; indipendenti da u, , vediamo che si annul-
lano tutti i coefficienti Q,» (r=1,..7) e per cid la (36) §. 166 ha almeno una
radice infinita. '
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mentali (B) pag. 462, si trova subito intanto
(M ¥,, = 2 Bin Qi Qs ©
T,k

D’altra parte le formole (A), applicate all’ipersfera stessa, danno le
seguenti

(A% *X

au,,;auk-—; ——b X,

ﬂc;
Bt a%k

I'indice &' apposto ai simboli di Christoffel indicando che questi sono
costruiti per la forma quadratica (5), cioé per il ds* dell’ipersfera.
"Ora se deriviamo la formola

or oX 9z 09X
SRR T TR
rapporto ad una u;, tenendo conto delle formole (A) e delle precedenti

(A*), troviamo subito:

Q5 il
(a:) au,l 2:“ ? % Qs + 2 g ¢ zb’
" 1 .
® ;;s;; =y Wg Q. - o M

Se permutiamo in (@) % con ! e combiniamo per sottrazione le due
formole, otteniamo

9 _ 3y

Su; Suk -4

il
2 @t gb gkt=0 :

queste non sono altro che le formole (IT) di Codazzi. Ma se procediamo
nel medesimo modo sulle (4), otteniamo le altre, perfettapente simili
rispetto alla terza forma fondamentale

Q. 39,,, 1276 Q,,
Su; 2

ar)

il
;sb' 91”:0 .

Queste ci dicono che la forma trilineare covariante, costruita per la

seconda forma fondamentale Y, Q,, du, du, dell’ipersuperficie V, ri-

spetto alla terza ), ., du, du,, & identicamente nulla (§. 58). Diremo

le (IT*) le equazioni di Codazzi per la rappresentazione sferica.

() Queste non sono altro che le formole di Weingarten (V. nota a pié di
pagina 156) estese ad wn numero qualunque di dimensioni.
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Date due forme quadratiche
XQ., du.du, , IV, du,. du, ,

come seconda e terza forma fondamentale per un’ipersuperficie V., per-
ché esista una corrispondente ipersuperficie & necessario che siano sod-
disfatte le condizioni seguenti:

1.2 La forma % ¥,, du, du, rappresenti il ds* di uno spazio sferico
ad »# dimensioni di curvatura Riemanniana K=1

2. Siano soddisfatte le equazioni (II*) di Codazzi.

Ora dimostriamo che queste condizioni sono anche sufficienti e 1’ iper-
superficie V,, ne risulta determinata (a meno di movimenti nello spazio).
Intanto, essendo il determinante

X, X, X, < 019
%:a—'m-...é—z;; VIV—-, ybees M
diverso da zero (¥, potremo certamente esprimere le derivate delle z,

rapporto alle « come aggregati lineari ed omogenei degli elementi della
riga scritta del determinante, poniamo

e,

ox, o X,
%‘—' ;aira—?';; +thv
v=0,1,2,...m,

la quale cosa segue del resto anche dalle (B) pag. 462. Per determinare
i coefficienti a;,., B;, osserviamo che si ha

ozv 9X, X, X,
—NFT A= ikss_——-—":’rh

L Ou; duy v Ou, Ou

‘ SX o, 0,8 X, éx*
vé_d:_—‘ :vaauk’—O ’ ; v—'l )

e ne dedurremo
B:i=0, 2 gy O =—Qu
r

e quindi, risolvendo rapporto alle o,
Olgp == = 2 B’rh Qih ’
[3

bn b ... 0.
@ Tl suo quadrato éinfatti =| .". . . ... ..
Ut Ung. o+ Olun
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cid che di per le formole richieste:

oz, X,
(IV) aul;‘—'—'_zBrhgtha

y=0,1,...n ; i=1,2,...m.

7'

Essendo cost determinate tutte le derivate delle z,, 1'ipersuper-
ficie & individuata, a meno di una traslazione nello spazio (Y. D’altronde
se si scrivono le condizioni d’integrabilitd per le (IV):

, X, 3 , ).
au,EB”“ thau auiEBthzk 8u,=0’

.k

©

tenendo conto delle (A¥), delle equazioni (II*) di Codazzi che supponiamo
verificate, ed infine delle seguenti identitd (Cf. le (a*) pag. 349):

B2 =—3B. {1 ~ 3B

8i vede subito che le (c) stesse si risolvono in altrettante identitd, cid
che dimostra tutte le nostre asserzioni.

Stabiliamo ora le formole che esprimono i raggi principali di cur-
vatura e le equazioni differenziali delle linee di curvatura per mezzo
della seconda e terza forma fondamentale.

Lungo una linea L di curvatura debbono essere soddisfatte le equa-
zioni differenziali caratteristiche (§. 200)

daz, ==de (2

ax
Uy "Pz a

v=0, 1,2,...n

b
b

oX
Moltiplicando queste per 7" e sommando rispetto a v da 0 a #, si
k

ottengono le equazioni equivalenti

(8) 2 Qik dui + {lzb,“ du,- =0
k=1,2,...n

) Questo perché abbiamo supposto fissata 1’ immagine sferica; rotando
questa sull’ipersfera, ruota 1'ipersuperficie nello spazio.

® Come per l'ordinario spazio, vediamo che le linee di curvatura dell’iper-
superficie sono caratterizzate da questo che la loro tangente non viene deviata
nell’ immagine sferica.
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Eliminando le du,, si ha I’equazione di »™° grado in p

e + P by Qe+ p b o oo -+ 4 bn

(9) Qy +Pb,n Qpe +Pb,22 co Qo +Pb’2u -0,

Qn[ + Pb,nl an + pb'nﬁ LR gms + Pb,fm
le cui » radici p;, | P2...p, sONO i valori dei raggi principali di curva-
tura; in particolare avremo

(10) ' ptet o= - Bala.

§. 208.
Coordinate tangenziali.
Vogliamo ora estendere le formole di Weingarten relative alle coor-
dinate tangenziali (§. 81), ritenendo la ipersuperficie determinata come
inviluppo del suo iperpiano tangente, ed assumendo come coordinate me-

triche di questo iperpiano i coseni di direzione X,, X, ... X,, della sua
normale e la distanza W dell’iperpiano dall’origine, che & data da

(1) W=SzX,.

Per un’ osservazione gia fatta al §. precedente, potremo determinare
le coordinate x, del punto di contatto dell’iperpiano tangente con for-
mole del tipo seguente

°

X,

(12) v, =aX, + 2B
. i aui
' v=0,1,2...%,

le B;, o essendo funzioni delle ». Intanto dalla (11) risulta subito =W
e poiche, derivando la (11), si ottiene

W oX
. AR S v
(13) Sty v y du, ’

- dalle (12), per determinare le 8;, ricaviamo le eéquazioni

oW = 2 b,u.. Bi

a“h %

k=1, 2,...n;
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e quindi, risolvendo rapporto alle j:
, oW
Bi -— Z B ik a_u; .

Sostituendo nelle (12), abbiamo le formole richieste

3X, oW
=WX, B o
+§ e B
ossia’
v) 2, =WX + VW, Xs),

il parametro differenziale primo V' essendo calcolato rispetto al ds'® del-
I'immagine sferica.

I coefficienti Q,; della seconda forma fondamentale si determinano
poi facilmente derivando nuovamente le (13) ed osservando le formole
fondamentali (A*) pag. 475; otteniamo cosi:

*W ik
b. —_0.
3“1 s Z ; by a“z aW—Qa,
ciod
(14) —‘9“‘,=W“¢+b,ikw (?./ k=1 2,...”) )

indicando W, la derivata seconda covariante di W, costruita rlspetto
a ds*.

Cosl abbiamo tutte le formole necessarie per il calcolo degli elementi
dell'ipersuperficie in coordinate tangenziali. In particolare per la somma
pr+ pe. ..+ p. dei raggi principali di curvatura, otteniamo dalla (10)
e dalle (14) la formola

P1 +Pz+ +Pn=2hB’uWu+W2hB’u b’n ’
che si- scrive sotto la forma notevole

(VD NeWH+naW=p +p+...+pn .

Per tal modo abbiamo esteso al caso di un numero qualunque di
dimensioni le formole relative alle coordinate tangenziali del §. 81.

Ma per osservare una rilevante differenza che si presenta nel pas-
saggio ad un numero superiore di dimensioni, proponiamoci la questione
seguente: Possono darsi ad arbitrio per un’ipersuperficie le immagini sfe-
riche delle linee di curvatura di un sistema?
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Osserviamo subito che il problema ammette sempre una soluzione
evidente quando si prende per ipersuperficie un’ipersfera qualunque,
giacche su questa ogni linea & linea di curvatura. Intendendo natural-
mente esclusa questa soluzione ovvia, per rispondere alla questione assu-
miamo sulla ipersféra rappresentativa le linee date a linee coordinate
(u)), le altre (ug) (us) ... (u,) prendendo comunque; sia p, il raggio di-
curvatura corrispondente alle linee (#,). Esprimiamo le condizioni richieste
ponendo nelle (8)

y=duy=...=du, =0, p=p
il che da le » equazioni
Qu + mbn=0,
ossia, eliminando p,, le #—1 equazioni

b’lh gll_b,ll th=0 (k=2, 3,...‘”) .

Traducendo queste condizioni in coordinate tangenziali, secondo le (14),
avremo

(15) Vu Wy — 0y Wi =0 (k=2,3...n).

Queste equazioni sono sempre fra loro compatibili, ammettendo al-
meno, secondo le (A), le n+ 1 soluzioni linearmente indipendenti

Xo ’ Xl * ---Xn

¢ quindi la soluzione

(16) W=R+8qX,,

essendo a,, a,,...a,, B costanti arbitrarie.
Questa soluzione (16) corrisponde, come subito si vede, a prendere
per I'ipersuperficie richiesta I'ipersfera

S(z,—a,f=R:.

Dunque: 17 problema proposto ammette effettive solugioni, oltre le iper-
sfere, solo quando le n—1 equazioni simultance del secondo ordine (15)
ammettono, oltre la (16), altre solusioni comuni. .
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§. 209.
I sistemi »#'‘ ortogonali nell’ipersfera e i teoremi di Darboux (¥).

Applichiamo le formole sopra stabilite alla deduzione di alcuni im-
portanti risultati dovuti a Darboux (l. c.).

Da ogni punto di un'ipersuperficie V, in S,;, egcono # linee di
curvatura di V,,, una per ciascun sistema, secondo direzioni due a due
“ortogonali. Ora, in generale, non & possibile trovare = tali variabili
Uy, Us,...%, che lungo ogni linea di curvatura una sola di esse varii;
in altre parole non si pud costituire in V, un sistema n?’° ortogonale,
le cui linee d’intersezione siano le linee di curvatura di V,. Perd esi-
stono infinite ipersuperficie di questa particolare specie, che Darboux
chiama a linee di curvatura coordinate. Intanto & evidente, per le pro-
. prieta della rappresentazione sferica, che I'immagine sferica di una tale
ipersuperficie da luogo ad un sistema »**° ortogonale nell’ipersfera rap-
presentativa. Ora Darboux ha stabilito inversamente che: Dato un qua-
lunque sistema n?*° ortogonale nell’ ipersfera, esistono infinite ipersuperficie
dipendenti da n funzioni arbitrarie di una variabile ciascuna, che lo
ammettono come immagine delle loro linee di curvatura, le quali sono
adunque coordinate.

Sia infatti

(16) ds'? =12 du? 4 HE dud + ...+ HE du?

il ds® dell’ipersfera, riferita ad un sistema Pz ortogonale. Per trovare
un’ipersuperficie che abbia per immagine delle sue linee di curvatura
le linee () (uy) . . . () dell’ipersfera, dovremo, riferendola a coordinate
tangenziali, determinare W dalle M2—) -equazioni simultanee (§. 205).

Wio=0 (i+h) ;

si tratta dunque di esaminare la compatibilitd di queste equazioni. Per
la forma ortogonale (16) del ds’?, queste si scrivono
W 9logH, oW | dlogH, oW

amn A TRRE L T

Gth=1, 2,...n).

M) V. Legons sur les systémes orthogonauac et les coordonnées curmhgnes,
pag. 173 e seg. (Gauthier-Villars 1898).

! ) 31
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D’altra parte se ¢, %, ! indicano tre indici diversi, il ds’® dato dalla
(16) avendo la curvatura Riemanniana costante (=1), si ha

(ik, k1) =0;
cioe (§. 159 formola (17)):
OH, 1 oH, 3H, 1 9H, 9H,

dw, du, H, du, u, H, du; ou;, *

(18)

Ora se prendiamo una seconda equazione (17)

W _ 3logH,dW , 2logH,dW

aui 324; - Sui auz, au; aui

e formiamo le condizioni d’integrabilita

— au;

d <alogH_,aW dlogH,dW| _ 3 (@_gﬂ,,gvy dlogH, 3W
a’u,- au[, a“; 9%,) ) ’

o u, ou: du, U, Oug

sostituendo per le derivate seconde di W i valori (17), troviamo che in
forza delle (18) esse risultano identicamente soddisfatte. Per noti teo-
remi sui sistemi simultanei di equazioni a derivate parziali (Y si con-
clude di qui che le (17) posséggono una soluzione comune con # fun-
zioni arbitrarie. E pil propriamente, scelto un punto () dell’ipersfera
e considerate le linee coordinate (u,) (us) ., (w,) uscenti da quel punto,
possono darsi ad arbitrio i valori di W lungo queste linee.

La ricerca delle ipersuperficie a linee di curvatura coordinate si ri-
duce dunque alla ricerca dei sistemi #*** ortogonali nell’ipersfera (ovvero
nello spazio euclideo ad » dimensioni sul quale I’ipersfera pud rappre-
sentarsi in modo conforme) ed alla susseguente integrazione dei sistemi
della forma (17).

§. 210.
Formole generali per le ipersuperficie nello spazio ellittico.
Passiamo ora a stabilire le formole fondamentali per le ipersuper-

ficie negli spazi a curvatura costante in generale. Sard opportuno far
uso delle coordinate di Weierstrass sia nello spazio ellittico che nell’iper-

() DARBOUX. Legons sur la théorie génerale des surfaces, IV® Partie, pag.
267 s. 8.
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bolico (§. 193, 194) perche allora queste formole risultano affatto simili
a quelle stabilite nei §§. precedenti per lo spazio euclideo (V.
Cominciando dallo spazio ellittico S, ad » dimensioni, di curvatura

K= 1%, definiamo il suo ds* colla formola

(19) ds* = R’ (dag + dat + ... 4 da}) ,

essendo z, 2, %, ...z, le coordinate correnti di Weierstrass di punto,
legate dalla relazione

(20) Sa:t:l.
v

Il piu spesso giovera considerare #,, , ..., come coordinate omo-
genee di punto in uno spazio euclideo §', rappresentativo, ove & sta-
bilita una metrica di Cayley rispetto all’assoluto

(21) g+2+...+2,=0.
Prendiamo in S, un’ipersuperficie V,., definita dalle equazioni
2, =2, (U, they . . Upy_y) , v=0,1,...% ,

e indichiamo al solito il suo elemento lineare con

1...n—1
(22) ds*= Y b, du, du, , .
dove dunque si & posto
(23) b, = RS 2% OB
v 3%, Sus

Siano poi & & &...&, le coordinate di Weierstrass dell’iperpiano
tangente in (x;) a V,_;; esse risultano definite, a meno di un cangia-
mento simultaneo di segno, dalle equazioni (§. 193):

, oz
b, S&=1, S§a,=0, S&vé;v=0(r=0,1,2...n).
N4 v v r

Esprimiamo ora per mezzo delle =, & e delle loro derivate i coef-

@ Nel caso dello spazio ellittico ed iperbolico a tre dimensioni, e per una
forma ortogonale del ds? della superficie, queste formole furono date la prima
volta dal Fibbi nella memoria: I sistemi doppiamente infiniti di raggi negli
spazi di curvatura costante. (Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa
T. VII 1895).

TR Ps oy S
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ficienti Q,, della seconda forma fondamentale di V,.,. Per questo dob-
biamo calcolare la variazione del ds® nel passaggio dalla ipersuperficie
V... alla infinitamente vicina parallela secondo la formola (28) §. 164
(pag. 359)

1,..0—1

dds* =—2 ) Q. du, du,,

r,8
indicando ¢ la distanza infinitesima fra V,_, e la infinitamente vicina

Vo1
Ora per le coordinate #, di un punto di V,_, abbiamo

5, =008 (g) + & sen (3)

cioé, trascurando le potenze superiori di ¢

E"=mv+§,&v

ovvero

Swv=§§v.

.Di qui si trae, variando la (19)
dds* = 2R*Sdw, ddz,=2Re S dz, d§,,
e quindi
oz, 9%, Fz,

Q,——RSs%
(25) RS& s

v ou, aus

Ora se osserviamo che il quadrato del determinante *

(26) Raﬁ, 3_,...R Oy
duy uy Uy,

v=0, 1, 2,

1x\4’e\‘

eguaglia, per le (28), (24), il discriminante della prima forma fondamen-

tale (22), ed & quindi diverso da zero, vediamo che si potranno espri-
oz,

ou, ou,

mere le derivate seconde delle z, ,
2

e le derivate prime delle ¢, ,

5 —-(v=0, 1, 2...n) linearmente ed omogeneamente per gli elementi
u, \

della riga scritta del determinante (26), con coefficienti indipendenti
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dall’indice v. Ma se si osservano le identita

2
oz, =0 , S Fa, b_"_‘
ou, v Ou, ou, R?
S 3'% ?f’: _ l rs
y Ou, Ju, ou, R|¢],°
che seguono derivando le (20), (23), e si tiene conto altresi delle (24),
(25), si trovano subito le seguenti formole:

rs

O ox b, Qr,
N e x+ —3

ou, u, 1Y, Ou R? R
(E) U, OU z b OUy

o o
a-“—r=—R§LBML9}w5‘;{ . (T=1, 2,...%—'1),

Sz,
v

g, (r,s=1,2,..08=1)

\
le quali valgono sostituendo per , § una coppia qualunque (=, §)
per v=0, 1, 2,...n.

Queste sono le formole fondamentali richieste, che giova confrontare
colle (A), (B) stabilite al 208 per lo spazio euclideo.

Se si scrivono le condizioni d’integrabilita del sistema (E), con un
semplice calcolo si trova che esse si riducono alle equazioni di Gauss
e di Codazzi, gia stabilite al §. 165 (equazioni (H*); (I*) pag. 362):

1
‘ (F)  Qup Qp — Qy Qs = (23, B1)y — w (bag b3 — oy bgs)

a.saaﬁ 390:7

—_ Q, —
3“1 Jus + 2 b Tt 2
E, con un processo affatto analogo a quello tenuto al §. 203, si di-
mostrerd che inversamente, date le due forme fondamentali

2 b.s du, du, , 2 Q.. du, du, ,

per le quali siano soddisfatte le equazioni (F), (G) di Gauss e di Codazzi,
esiste una corrispondente ipersuperficie V,_,, determinata & meno di
movimenti nello spazio.

Come per lo spazio euclideo, si osservera anche qui che le ipersuper-
ficie nello spazio ellittico a » dimensioni, per >3, sono in generale
indeformabili ed anzi di pit che non si pud in generale collocare uno
spazio ad n-1 dimensioni di dato ds® entro lo spazio ellittico S,. E
cosl p.e. non esistono in S, ipersuperficie di curvatura Riemanniana co-

of
(@) :

oy
i

Qo =0.
b

stante <C 1% e di ipersuperficie a curvatura costante K > %, esistono

solo le ipersfere.
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§. 211.

Le formole per le ipersuperficie nello spazio iperbolico.

Affatto amalogamente procederemo per il caso iperbolico, ove il ds®
¢ dato (§. 194) da

@) ds* =R? (da? + do? + ... + de’, — dof) ,

le coordinate di Weierstrass di punto ,, ...z, essendo legate dal-
I'identita ‘

(28) G—yat=1.
Considerando un’ipersuperficie V,_, in S,, definita dalle formole
Zy =xv (“1; YUsg .. -un—l) )

indichiamo ancora il suo ds® con

1,.,,m—1
L(29) dst =Y b,, du, du, ,
essendo
ox, oz ox, O
— R2 vl Ve % G
(30) b, =R (2 o zm,) .

Le coordinate & & . ..é&, dell'iperpiano tangente in (2;) a V,_, sono
definite dalle equazioni simultanee

(381) 2&%_ £ = 2:1;1:;,,—5 =20, 2&’3 Eo
(r=1, 2,...n-1).

S.ro

Con un calcolo simile a quello del §. precedente, pei coefficienti Q.
della seconda forma fondamentale troviamo

s N\ ox; ax _ 98, o, %, oz,
(32) QTS—R[; &iau,. s anu au] R[a“"ma—m % Ju, du,

e per le formole corrispondenti alle fondamentali (E) dello spazio ellittico,
abbiamo nell’ attuale caso iperbolico :

32 1...n—1 { f brs Qrs
gaurau, 2;“ , 0 R2w+§§,(f,s=1,2..n—1)
E*
du, A e S a <=1,
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le quali sono nuovamente soddisfatte. per tutte le coppie (=, , &),
v=0,1,...n
Le equazioni di Gauss diventano in fine (§. 165):

1
(F%) Qg Oy — iy Bgs = (3, B)o + 75 B b — bey B 5

mentre le equazioni (G) di Codazzi restano ancora le stesse.

Nell’attuale caso iperbolico conviene considerare, insieme alle formole
(E*), (F*), anche un secondo gruppo di formple fondamentali, che corrispon-
dono a queste secondo una legge di dualita melrica vigente in questo
spazio, quando alla considerazione dell’elemento lineare dell’ipersuper-
ficie si ponga a riscontro Velemento angolare dp di due successivi iper-
' piani tangenti, dato secondo la formola (37) §. 194 (pag. 440) da

dg? =Y d&t — di} .
v '
Esprimendo le & per w,, %... #,, introduciamo come terza forma

fondamentale la

(33) R dg? =2V, du, du, ,

dove si & posto

0, 3%, o, 3&0]
/ —_ 2
(34) b, =R |2 . du. 3w, m.,

Potremo allora esprimere le derivate
%, oz,
ou, ou, ' du,
linearmente ed omogeneamente per
9, 9, %,
é—“l ’ 3_7;2 T
e si troverd cosi, come formole duali delle (E) le seguenti:

g 32& 1..§1 5”'3% a& b/rs & . Qrs

’ ‘Sv’xv

x;(r,s=1,2...n-1)

u, du, 4 |1\,du, R* R
(E*)

oz 1.1 , 3& _

fau,—_R gBMQw% , r=1,2,...n-1).

Quanto alle condizioni d’ inteérabilité, esse si riducono nuovamente
alle equazioni di Codazzi, che conservano la solita forma (G) pag. 485;
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¢

‘le equazioni di Gauss che completano le condizioni d’integrabilitd as-
sumono qui la forma:

dove i simboli g debbono essere costruiti per la forma delle ¥';

Bap Up — Uy Upp
R® )
Ritornando per un momento allo spazio ellittico, vediamo che anche
qui possiamo parlare, ed anzi in modo pit completo, di una legge di
dualitd metrica, introducendo come terza forma fondamentale la

(F**) QaB 9*{8 — Qa“[ 933 = — (a0, B)n + :

(85) ds'* =R'S d& = Y ¥,, du, du, .
v v B

Siccome le coordinate &, dell’iperpiano tangente a V,_, coincidono in
questo caso colle coordinate 27, del suo polo rispetto all’assoluto, ossia
del punto situato sulla normale in (z;) a V,_, alla distanza di un qua-

R . . . N
drante %, cosi la (85) ci da 'elemento lineare dell’ ipersuperficie V',

parallela geodeticamente alla V, , e distante da questa di un quadrante.
Diciamo la V', 1'ipersuperficie polare di V,_, ed & immediatamente
evidente che insieme alle formole fondamentali (E), (F), (G) sussistono
le loro duali che si ottengono scambiando in queste le # colle § e i coef-
ficienti b,, della prima forma con quelli #,, della terza forma fonda-
mentale,

§. 212.

Le linee di curvatura di un’ipersuperficie in geometria ellittica
ed iperbolica.

Abbiamo osservato al §. 206 come le linee di curvatura di una ipersu-
perficie nello spazio euclideo a pitt dimensioni possono ricevere una
definizione affatta analoga a quella ordinaria. Ora dimostriamo che la
medesima cosa accade per uno spazio qualunque a curvatura costante
e ciod: Una linea L tracciata sopra uw’ipersuperficie V,_, di uno spasgio
S, @ curvatura costante é linea di curvatura quando le normali all’ iper-
superficie lungo la linea riescono tomgenti ad una curva C nello spazio.

Supponiamo dapprima che la curvatura di S, sia positiva = + I% e sia

L una linea dell’ipersuperficie V, ., dotata dell’anzidetta proprietd;
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indichiamo poi con w la porziohe di normale a V,_, lungo L, compresa
fra il piede (x.) ed il punto (2/,) ove la detta normale tocca la curva C.

Avremo
/ w w
x, =z, cos (R) ~ ¢, sen (1—1) ,

e lungo L saranno x,, &,, w indi o/, funzioni dell’arco s della linea L.
Derivando rapporto ad s, abbiamo

%—%cos (E —disen('i) ——1—(5 cos(ﬂ + . 2 )dw
ds = ds R) ds R) R\™ R) vse"R)%'

dax’ ‘
Ora le quantita Kv sono proporzionali ai coseni di direzione della

tangente in (#,) alla curva C, ciod per ipotesi alle coordinate dell’iper-
piano normale in (&, ) alla retta congiungente (2, ), (2, ), che sono date
(§. 193) (28*) (pag. 436) dai binomii

¢, cos (%) + 2z, sen (%) .

Le precedenti si mutano quindi nelle altre:

% cos (%)——gi—v sen (%) = A s&v oS (%)—{— x, sen <%—))z
(v=0,1,2,...n),

indicando con A un fattore di proporzionalita che rimane lo stesso per tutti

i valori di v. Moltiplicando le precedenti pei binomii stessi £, cos (%) +

+ z, sen (%) e sommando rispetto a v, si vede subito che si ha A=0,
onde sisconclude che, spostandosi lungo una linea L dotata della voluta
proprietd, debbono aver luogo le equazioni caratteristiche
w
dxv=tg(ﬁ) &, 0=0,1,2...7).
Supponendo riferita 1'ipersuperficie V,_, ad un sistema di coordi-
nate w;, s, ... U1, queste si scrivono
1,..n—1 axv

W\ %
e L

r
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e col solito processo (§. 206) si cangiano nelle equivalenti:

w
Zb,, du, -+ Rtg(I—{)ZQ” du, = 0
(r=1,2,...n-1), '

che, paragonate colle formole generali del §. 168, dimostrano appunto
I'identita della nuova definizione delle linee di curvatura colla antica ed
assegnano di piu al corrispondente raggio principale p di curvatura il
significato geometrico

p=Rtg(%) .

Corrispondentemente agli #» — 1 raggi principali di curvatura

Plr p2s LI pn—l:

avremo quindi sulla normale all’ipersuperficie V,,_, #—1 centri di cur-
vatura distanti dal piede delle lunghezze wy, w; . .. Wa1, definite dalle
formole (¥

(86) pi=Rtg(%) (i=1,2,...n-1).

Se invece dello spazio ellittico consideriamo lo spazio iperbolico, di
curvatura K= _Rl” c'on un calcolo affatto simile al precedente, arri-

viamo ancora alla medesima conclusione. Soltanto la relazione (36) fra
il valore del raggio principale di curvatura p; e quella della distanza
w,; del centro corrispondente di curvatura dal piede della normale si
modifica, sostituendosi alla tangente circolare I'iperbolica; si ha cioé:

* = o]
(36%) o Rtgk(R) : )

Si ha quindi un valore reale per w; solo quando |p;|<CR; nel caso
invece |p;| >R il corrispondente valore di w; & immaginario. Perd I'in-
contro. di una normale colla successiva ha sempre luogo nello spazio
rappresentativo euclideo, secondo la metrica del Cayley; soltanto il punto

() Siccome nello spazio ellittico (semplice) la retta si chiude dopo un giro
di =R, possiamo sempre assumere w; positivo fra o e =R e la formola (35) del
testo definisce perfettamente w; , dato p; .
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d’incontro & esferno all’assoluto, e come tale rappresenta un punto ideale
dello spazio iperbolico.

' Se vogliamo definire le linee di curvatura in modo reale in tutti i

casi, basta porre la condizione che le normali all’ ipersuperficie lungo una

tale linea L formino una superficie (a due dimensioni) sviluppabile, cioé

di curvatura assoluta eguale in ogni punto a quella dello spazio am-

biente.

§. 213.

Le superficie nella geometria ellittica ed iperbolica
a tre dimengioni. :

Volgiamoci ormai al caso particolare degli spazi a curvatura costante
di tre dimensioni, all'oggetto di estendere a questi spazi i principali
teoremi dell’ordinaria teoria delle superficie.

Nello spazio a tre dimensioni di curvatura costante, che indicheremo
con K;, consideriamo una qualunque superficie S. E qui, per migliore
confronto colle formole dell’ ordinaria teoria, indichiamo con u,v le va-
riabili indipendenti, o coordinate curvilinee, sulla superficie S e deno-
tiamo con

gEdu’+2F du dv 4 G dv?

(87
[ Ddu 4 2D du do -+ D" de?

rispettivamente la prima e seconda forma fondamentale di S. Conside-
riamo altresi la terza forma fondamentale (§. 211), che indicheremo con

(87% Edi + 2F du dv 4+ G dv*

la quale ci rappresentera il quadrato dell'elemento angolare della su-
perficie primitiva, ovvero anche, nella geometria ellittica, il ds® della
superficie S’ polare di S.

I coefficienti delle due prime forme fondamentali sono legati in primo
luogo dalle consuete equazioni di Codazzi ((IV) §. 56 pag. 119); che qui
trascriviamo:

oD oD’ 12 11 12 , 11} .,
2 %_HD“LHJ_%MD +32§D =90

(VII) D D (99 (99 121w (12) s
w—m e = e =o
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o sotto forma equivalente (pag.120)

i(vEg F*)ﬂi(\/mg F") { iVEG P gm‘\/EG i ¥

;11t VED”

-=0

(VII¥ .
3/ D 3/ D {22% D 312 D’
e = ) +
o vig-m| \vig-m VEG-F¢ (1 WEGTE

11 D
+ 0.
1 WVEG-F

Quanto alla equazione di Gauss, indicando con K la curvatura asso-
luta della superficie S, essa si scrivera

DD" —D*
(VIII) To_p — KK,
dove sard K, = +I—:§ nel caso ellittico, e Ko = — R—* nel caso iperbolico.

I1 primo membro della (VIII) non & che il prodotto delle inverse dei
raggi principali di curvatura e si dird la curvatura relativa della superficie
S; indicandola con % avremo (Cf. a pag. 373 la formola (37)):

EF=XK—K,.

Insieme alla curvatura relativa % ci converrd considerare anche la
curvatura media H, cio¢ la somma delle inverse dei raggi principali ri-

dotti di curvatura
1 1

[}

Siccome I'equazione di secondo grado le cui radici sono i raggi prin-
cipali di curvatura & sempre la (9) §. 60 (pag. 129) cioé:

DOV -D?p*+ (ED"+G6GD-2FD) p+EG-F=0,
avremo anche qui la formola :
1_2 FD'—ED"—GD
EG—F? ’

Le relazioni fra E, F, G, D, D', D”, espresse dalle equazioni (VII),
(VII*) di Gauss esprimono le condizioni necessarie e sufficienti perché esista

(VIII¥) H=- +
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Ia corrispondente superﬁcle S (§. 215). Se siamo nel caso dello spazio

ellittico con K, = -+ la determinazione della superficie S, date le due

R”’
prime forme fondamentali, dipende dalla integrazione del s1stema illi-
mitatamente integrabile:

oz 11 11 E D
u® ; g z R + l_?,&
12 ¥ D’
(38) m—’ % —ma
22}z G D”
{—, e _l?x+§g . .
3 —R D’—GDS_x+FD—ED’9_:c
ou EG—F 2u,, EG—F W
39 _
(39) 8_&__R FD"—GD 8x+FD’-—ED” ga_:]
@ |EG—F o' EG—F %
Per lo spazio iperbolico, quando K = —-I—i—,,, abbiamo un sistema per-

fettamente simile; anzi si vede che: nel caso K = — Il{” le formole (39)

restano le stesse e cangiano le (38) solo in questo che mei secondi membri
dobbiamo cangiare il segno del termime lineare im x, ossia mutare E, F, G
in -E, -F, -G.

Osserviamo poi che la terza forma fondamentale E du® + 2 F du dv +
+ G’ dv® & ancora qui una combinazione lineare omogenea delle due prime,
ed anzi ¢ data ancora dalla medesima formola (2) del §. 70 (pag 149):

(40 i (E’du +2F dudv+ G dv*) = —Fk (E du®* 4 2 F du dv 4 G dvf)
—H (D dw® 4 2D du dv -+ D" du?) .

Per dimostrarlo riprendiamo per un momento la notazione dei doppi

indici, e riferendoci ad esempio al caso ellittico (il calcolo pel caso iper-

bolico essendo del tutto simile) deduciamo dalle seconde delle (E)
pag. 485:

3%, o, . dx, dx
¥,,—=RS™ ™ Rt By, Qur Buy Qg B2 22
v ou, du, m%,p M YE S S B
=R ¥ b By Buw Qur Q.
)‘P")"ﬂp"
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Osservando che si ha
=0 per p FAi
2’ b)\)\v B)\v‘,j = E)\p_v
X 1= per p'=1,

vediamo che si pud scrivere
b, = RQLE B)\p. & Q[J.S ’
e

cioe
é’_ﬁ — b22 glr Q1s - bl2 (er 925 + le 927‘) + blr Qw 923
R? by bes — bl

Di qui deduciamo appunto:

‘E’ _2FDD'-ED*-GD* E(DD"-D'*)+D(2FD’ - ED"-GD)

RS OEG-F EG— T -#E+HD
_F_FOD'+D*)-EDD'-GDD’ _F(DD'- D)+ D'2FD'~-ED"~GD) -
B EG—F = EG_ =
—kF 4+ HD'

¢ _2FD'D'-ED"*-GD'* _G(DD'-D')+D"(2FD'-ED"-GD)

TR EG_T EG-T° —kG+HD",

il che dimostra la formola (40).

§. 214.

I sistemi coniugati e le linee assintotiche.

Le definizioni di tangenti coniugate ad una superficie S nello spazio
euclideo, quali abbiamo dato al §. 64, si trasportano invariate alle su-
perficie degli spazi a curvatura costante; anzi si pud osservare che la
rappresentazione geodetica degli spazi a curvatura costante nello spazio
euclideo (metrica del Cayley) trasforma senz’altro i sistemi coniugati
della superficie obiettiva nei sistemi coniugati della superficie immagine.

Se col processo del §: 64 si ricerca la condizione affinché due ele-
menti lineari ds, &s, spiccati sulla superficie da un medesimo punto,

siano coniugati, si trova subito che questa si scrive
S dx, 8, =0
v

nel caso ellittico, e
1...3
2 dﬁi 67/"5 -_— dxo a&0= 0
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per lo spazio iperbolico. In ambedue i casi, introducendo coordinate cur-
vilinee u, v, si esprime coll’annullarsi della forma bilineare

D dudu + D' (du v + dv Su) + D" dv dv.

E cosl le linee coordinate (u,v) formeranno un sistema coniugato
quando sia D'=0; allora la media delle formole fondamentali (38) di-
mostra che: Le funzioni x,, x,, z,, %3 di u, v, legate dalla identita qua-
dratica

ot afaitai=1,
(nel caso ellittico) (V sono soluzioni di una medesima equazione di Laplace

_pa s v
udv  |1)du 2/ R?

Da questa osservazione fondamentale, che si pud immediatamente
invertire, si possono trarre conseguenze affatto analoghe a quelle che
valgono nello spazio euclideo, la qual cosa omettiamo qui per brevitd
di sviluppare.

Colla nozione dei sistemi coniugati viene introdotta nel medesimo
tempo quella delle linee assintotiche, coniugate a sé stesse e caratteriz-
zate dalla proprieta di avere in ogni punto il piano osculatore coinci-
dente col piano tangente alla superficie (Cf. §. 65). L’equazione differen-
ziale delle assintotiche & ancora qui

Dadw+2D dudv+D"dv*=0,

onde le assintotiche sono reali od immaginarie secondo che la curvatura
relativa & & negativa ovvero positiva.

Esse coincidono soltanto quando la superficie & applicabile sul piano
del corrispondente spazio ellittico od iperbolico; la diciamo allora una
sviluppabile ed & facile dimostrare (Cf. §. 63) che in tal caso, precisa-
mente come accade nello spazio euclideo, la superficie & un luogo di
rette tangenti ad una medesima curva dello spazio (spigolo di regresso)
la quale perd, nel caso iperbolico, pud anche essere totalmente imma-
ginaria. E infatti assumiamo sulla sviluppabile S a linee coordinate
v=costante le assintotiche e le loro traiettorie ortogonali u = costante;

avremo .
F=0, D=0, D=0

) Nel caso iperbolico la relazione quadratica fra le x & invece

—a— X —ai=1.
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. e naturalmente D"+ 0, altrlmentl la superficie, a causa delle formole
fondamentali (39), sarebbe un piano. :

4

La prima formola (VII) di Codazzi si riduce a 1121;=0 e ci dice che

le linee v = costante sono geodetiche, e poiché sono anche assintotiche esse
sono rette (. Distendendo la sviluppabile S sul piano, queste si disten-
deranno secondo un sistema di rette che. nel caso ellittico avranno cer-
tamente un inviluppo, il quale perd potra essere immaginario nel caso
iperbolico. Alla curva corrispondente sopra S sono dunque tangenti tutte
le generatrici c. d. d.

Ritornando alle assintotiche sopra una superficie qualunque, esten-
diamo il teorema di Enneper che nello spazio a curvatura costante si
enuncia: Il quadrato della torsione delle linee assintotiche in ogni pumto
¢ eguale alla curvatura relativa k della superficie presa col segno contrario.

E infatti per un’ assintotica i coseni di direzione della binormale coin-
cidono con quelli della normale alla superficie e si ha quindi

1_ K _ 1B dud+ & @
T® ds  RE du*42F dudv + G dv* °
Ma dalla formola (40), osservando che lungo le assintotiche &

Ddu*+ 2D dudv+D dv®* =0,

si’ trae appunto
. 1

,Ti=——k. c.d.d.

® A questo punto la dimostrazione si potrebbe proseguire analiticamente
ricercando la condizione affinché una semplice infinitd di normali ad una curva
formino una sviluppabile. Servendosi delle formole di Frenet (§. 201) si trova
che indicando con t I'angolo d'inclinazione della normale richiesta sulla nor-
male principale, bisogna assumere come in geometria euclidea (§. 18):
ds

T == N

la quale formola include tutta la teoria delle evolute. La distanza w che inter-
cede fra la evolvente C e I’evoluta I' si determina dalla formola

(E “Recost
nel caso ellittico e dall’ altra

Wy P

tgh (R) Rcost

nel caso iperbolico. Qui adunque 1’evoluta & reale solo dove il secondo membro
& in valore assoluto <(1.
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§ 215.% »
La superficie S riferita alle sue linee di curvatura.
Le formole fondamentali che abbiamo stabilito ci permetterebbero di

riprendere la intera teoria delle superficie per svolgerla nel caso ellittico
ed iperbolico parallelamente all'ordinaria teoria dello spazio euclideo.

Ma qui dovrémo limitarci a rilevare alcuni punti principali di siffatta

estensione, che si compie del resto ben facilmente. E per prima cosa ci
occuperemo di estendere il teorema di Weingarten sulle evolute delle
superficie W (§§. 132, 133) (teorema che da una delle pitt importanti
proprieta delle superficie) alla geometria ellittica ed iperbolica (1.

Cominciando dal caso dello spazio ellittico, riferiamo innanzi tutto
la data superficie S alle sue linee di curvatura (,v) e sia

ds® = E du® + G dv*
la prima forma fondamentale ¢
D du® + D" dv*
la seconda, e siano
oy P2

iraggi principali ridotti di curvatura. Indicando, come al solito, z,, 2, , %2, 25
le coordinate di un punto di Se &, &, &, & quelle del piano tanBente
(coseni di direzione della normale), per le formole al §. 212 sussisteranng
in primo Iuogo le formole

% _Rds % _Ro
_ o  pow’ w pw’

dove per brevitd di scrittura omettiamo gli indici alle lettere z,§&. Di
qui deduciamo intanto

_ oz E
D=0

ox 0% G

/! — RO

D= Rsa«; v p

@) Questa estensione del teorema di Weingarten venne data la prima volta
nella mia memoria del 1887: Sui sistemi di Weingarien negli spazi a curvatura
costante (Memorje dei Lincei, Vol. IV, S.e IV, pag. 221). :

LE]
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Ora introduciamo anche i co%?ni di direzione delle tangenti alle linee
di curvatura » = costante, » = costante, che indicheremo con

7]0)’)1’112’7‘3
CO’CI’CB’CS,

quantitd che possono anche interpretarsi come coordinate dei due piani
principali di S, cioé dei piani condotti per la normale e rispettivamente

~ per le tangenti alle linee w, »; avremo

Le formole (38) §. 213 e le superiori conducono allora al sistema

seguente:

% VE oz \/G

W~ R TR
% _VE _ VE_ VE,  13VE & 18\/Eq

(41) u” Ps o T R o \/G avc’au v— v
%_VG, o _ 10VG, &_ _VE_ \/G 19\/(}1Z

v p W \/E 8u " R \/* ou
che ¢ fondamentale per la nostra ricerca.

Affatto analogamente si procedera nel caso iperbolico, dove le equa-
zioni corrispondenti alle precedenti si scrivono

d VE \/G
TRV IR
VE oy _ \/E VE, 1 3VE SE 13 \/E
(41*) u_ p2 q’ au Pz E \/G_ a/u C’

%_VG, ¥_10yG, & _vG VG, 109VG
v p "o VE wm ' w RY o VE du

e non differiscono, come si vede, dalle (41) che pel segno del termine

in « nei secondi membri.
Notiamo poi che le equazioni di Codazzi conservano nell'uno e del-

Paltro caso la forma che hanno per lo spazio Euclideo (pag 273), e
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(1 ])alog\/E ) (l)
-z 2 2 _°(2l=0
P1 Pe a’U 3’0 Pe

- 02

Quanto all’equazione di Gauss, essa si scrive

cioé:

(42)

1 1
43 — =K—K,=KF =
(43) P Ps R’

il segno superiore valendo nel caso ellittico, 1’inferiore nell’iperbolico.

§. 216. ’ ,
Le due faldeZdell’evoluta.

Come in geometria euclidea, abbiamo in geometria ellittica sopra
ogni normale della superficie S due punti M;, M,, che sono i centri prin-
cipali di curvatura. Il luogo di questi punti M,, M, & I’evoluta della
S composta di due falde ,, ¥,, che sono altresi le due falde focali
della congruenza delle normali ad S. Per le distanze w,, w; dei centri
di curvatura dal piede della normale si hanno le formole

pl=Rtg(%l) , p,:Rtg(%’) .

In geometria iperbolica valgono formole analoghe; ma siccome w,, w;
sono qui da calcolarsi da

wy

_ w\ w,
pl——Rtyk(R) , P Rtyh(R),

cosl nn centro di curvatura & reale soltanto quando il corrispondente
raggio p e in valore assoluto <ZR, e per ¢id pud darsi che una o tutte
due le falde dell’evoluta siano immaginarie.

Calcoliamo ora gli elementi relativi alle due falde dell’evoluta, pre-
cisamente come abbiamo fatto al Cap. IX (§8. 125, 126) per il caso eu-
clideo. Basterd sviluppare i calcoli nel caso ellittico, ed indicare poi le
modificazioni pel caso iperbolico. Indichino \

x01x11x¢1x3

ol
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le coordinate di un centro di curvatura, sia M,; avremo (§. 210)

— w w:
Z=2x cO8 — — & sen —

R R~

Di qui derivando, ed osservando le (41), deduciamo:

S_E:\/E (co w_ R _w_l)

1 W, w,) iy
e sﬁ~p—2senR q—R(xsenR+écosR>a“
35__ 1 w @awl
%_——ﬁ(wsenﬁ—i—&cosR) T

Le cordinate & del piano tangente in (x) alla prima falda £, del-
I’ evoluta risultano quindi date da

&v=cv , (v==0,1, 2, 3)

cioé questo piano tangente non & altro che il secondo piano principale
della evolvente S, cid che poteva stabilirsi @ priori geometricamente

(Cf. §. 124).
Se indichiamo con
dsi=FE, du* + 2 F, du dv + G, &’
D] du? + 2 D’l du dv + D”l a’

le due forme fondamentali di ¥,, per i coefficienti troviamo dalle pre-
cedenti, avendo riguardo alle (41), (42) i valori seguenti:

w; — W
sen? ( ! 2

_w \ R ) ow)\* . Ow, dw, _[ow,\?
El—"E sen2 (u_)z) + (a;) ) Fl'— 5/[; W 3 Gl—("a_v_)
R
sen (— —
1 E (R)a , ) G 9
o 2=l g e (B

43) dst = dut + B — =

onde segue che sopra I, le u=costante sono geodetiche e le loro traiet-
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torie ortogonali sono le w, =costante, ossia le 7, = costante. Per la se-
conda falda avremo similmente:

\/E 1 8@02
E - Y™ o2 4 = 7 - -2
(427  Dy= R (wg) du ' ? 0,D R\/f} ,(w,) u
sen ﬁ'
sen® (w-—————‘ — w,)
s = dut + G — % L g
' sen’ (%‘)

Indicando con %,, k. le curvature relative delle due falde, se ne trag-
gono poi le formole notevoli

du, B,
1 v 1. du
M4 h=——m———— e p—m— ———— .,
( ) 1 2 o [W1—Ws awl k2 Py o[Wr— W aWQ
R? sen? |—=—] R?sen®| ——|) —
' R v R ou

Non staremo a scrivere le corrispondenti formole pel caso iperbolico
che si deducono semplicemente dalle precedenti cangiando i seni cir-
colari in seni iperbolici, quando ambedue le falde siano reali, cioé w,, w,
reali. Se invece w, & reale e w, immaginario per essere |p;| >R, con-
verra lasciare nelle formole precedenti il valore di p, invece che intro-
durvi w,. .

Osserviamo in fine che, calcolando la curvatura geodetica 1 delle
wy

linee w, == costante sopra £, (p.e. da,lla,' formola di Bonnet §. 85), si
trova la semplice formola ‘

(45) =~ =

§ 217.
Le superficie W ed il teorema dl Weingarten.
Come nel caso euclideo (§. 129) siamo condotti anche qui alle super-

ficie W dal ricercare: quando accade che sulle due falde dell’ evoluta si
corrispondono le assimfotiche? Le formole (42), (42*) danno subito per
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la condizione richiesta 'annullarsi del determinante funzionale

O (wr , wy) .
o(u,v) ’ .

* quindi: la condizione necessaria e sufficiente & che la superficie evolvente
S abbia i raggi principali di curvatura leg(m da una relazione, sia cioé
una superficie W.

Per una tale superficie W le (44) diventano

S s
R
w
ky=— R sen® <1 wg) gw:
R
e danno quindi la formola, corrispondente al teorema di Halphen (§. 1§9):
(46) Ty by = 1

4 Wy — W )
R'sen ( B )
Dalla formola (45), applicata al caso di una superficie W, risulta

che 1 ¢ allora funzione di #, soltanto e questa funzione dipende uni-
wy
camente dalla relazione
¢ (P 1 P!) =0,
che lega i raggi di curvatura della evolvente. L’elemento Imeare della
prima falda dell’evoluta assume dunque la forma

ds* = dw? + ¢* (w,) du®,

che possiamo realizzare nello spazio ellittico od iperbolico con superficie
@ rotazione (Y.

1) SBe nellojspazio ellittico si fa rotare una curva piana attorno ad un asse
nelZsvojpiano e si indica con « I'arco di meridiano, con r il raggio del paral-
lelo, che sard una funzione della sola a, per 'elemento lineare della superficie
di’rotazione sijtrova subito: :

ds = do® L R? sen’( )gdpz
indicando f§ la longitudine. Nello spazio iperbolico vale la formola analoga

ds* — da? +- R? senh? (TR) ag .
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Abbiamo cosi esteso allo spazio a curvatura costante il teorema di
Weingarten:

Ciascuna falda dell’evoluta di una superficie W & applicabile sopra una
superficie di rotazione, la cui forma dipende unicamente dalla relazione
che lega i raggi di curvatura (,, py della evolvente W. :

Ora le considerazioni geometriche di Beltrami per dimostrare il teo-
rema reciproco, che abbiamo esposto al §. 133, si trasportano inalterate
allo spazio di curvatura costante, sicché vale anche qui il secondo teo-
rema di Weingarten quando si escludano le superficie rigate applicabili
sopra superficie di rotazione in guisa che le generatrici si distendano
sui meridiani. Come si & visto al § 202 tutte le superficie luogo delle
binormali delle curve a torsione costante appartengono alla classe di
queste rigate; ma con un processo del tutto simile a quello tenuto nella
nota al §. 133 (pag. 288), & facile vedere che esse esauriscono I'intera
classe in discorso. E infatti supponiamo di avere p. e. nello spazio el-
littico una superficie rigata, che riferita alle generatrici »v=costante e
alle loro traiettorie ortogonali abbia il ds* della forma tipica-

ds® = du® + ¢* (u) dv* .
Avremo qui D=0, e la prima equazione di Codazzi (VII*) pag. 492
¢i da quindi

D_ e
e ¢’
essendo ¢ una costante. D’altronde l'equazione di Gauss.diventa
D'ie (15" 1
CACRE
0 "’ 2
v 1 ¢
¢ TR
Moltiplicando per 2 ¢ %’ e integrando una prima volta, ne risulta
, 2 62
4 = hz - %2 - ? ’
indicando % una nuova costante. Se poniamo ¢*==0, possiamo scrivere
e’ 2 26 2 462
=4 b0 — 4 ¢ — -R—z
0

' 3
e/=\/ (R - 402)—(3]_,?—;@23) ,
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e di qui con una seconda integrazione deduciamo

2=_'B"

=10 3

PR+ VR —4 c*cos(%-‘)} ,
la quale formola, confrontata colla (50) §. 202 (pag. 459), dimostra che la
nostrarigata ¢ applicabile sulla superficie luogo delle binormali di una curva
a torsione costante, ed & quindi essa stessa una rigata di tale specie (4.
La dimostrazione pel caso iperbolico ¢ affatto analoga; ne concludiamo
adunque che per qualunque spazio a curvatura costante sussiste il teo-
rema’ reciproco di Weingarten:

Escluse le superficie rigate luogo delle binormali di una curva a tor-
sione costamte, ogni altra superficie applicabile sopra una superficie di ro-
tazione pud considerarsi come una foalda dell’evoluta di una superficie W.

§. 218.

Le superficie riferite alle loro linee assintotiche.

Applichiamo ora le formole generali del §. 211 al caso in cui la su-
perficie S dello spazio ellittico od iperbolico sia riferita alle sue linee
assintotiche u,» che supponiamo reali, cioé supponiamo che la curvatura
relativa k=K - K, della S sia negativa. Se poniamo (come al §. 73)

k=—§,
avremo qui
D=D'—0, —2 L1
VEG=F °
e le formole di Codazzi (VII*) pag. 492 diventano
/] ()
(47) algfr _ 2{122E , a—%’?:ﬁ {112% .

Viceversa, se la curvatura K della forma differenziale

(48) ds*=FE du* + 2 F du dv + G dv*

@ Si osservi che sulla rigata luogo delle binormali di una curva C questa
é geodetica'e comunque deformando la rigata, lasciando rettilinee le genera-
trici, queste restano le binormali di C, e la curva C conserva quindi sempre la
torsione costante,




SUPERFICIE RIFERITE ALLE ASSINTOTICHE 505
¢ tale che ponendo
1
(49) K=K — 7

sussistano le (47), esistera una superficie dello spazio ellittico od iper-
bolico (secondo che K,>>0 o K, < 0) il cui elemento lineare, riferito alle
linee assintotiche u, v, sard dato dalla (48).

Applichiamo queste osservazioni generali a due casi particolari:

1.2 Consideriamo le superficie d’area minima, o a curvatura media
H nulla. Siccome qui

2F D
H=ge-pr

sard F =0, cioé le linee assintotiche sono ortogonali. Poiché inoltre deve
essere per le (47):

dlogp 9 312}_810gG
u T {2)T m
&g_P__2312_.§J°gE
v 12“ v

si potra fare, cangiando i parametri u,v
E=G=yp

Dunque: Su futte le superfcie & area minima negli spazi a curvaturo
costante, le linee assintotiche formano un sistema ortogonale isotermo.

Se poniamo p = 2 avremo ds® = 2 (du? -+ dv"), e la (49) diventa:
p

0 3% 2 920
s a4 —K,e*" .
(50.) ou? F o’ 0
E questa adunque I’equazione da cui dipendono le superficie d’area
minima; ad ogni sua soluzione 6 corrisponde una superficie d’area mi-
nima dello spazio a curvatura costante K,. : ‘
2.° In secondo Iuogo consideriamo una superficie S a curvatura co-

stante. Come al §. 76, vediamo che, essendo qui p costante, sara

12,

- (12
| 2§ =0

=0

e quindi, cangiando i parametri u, v, potremo fare E=1, G=1 e, in-
. . . L
dicando con @ l’angolo compreso fra le assintotiche, avremo

(51) ' ds' — du? + 2 cos o du dv -+ do? .
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I teoremi dimostrati al §. 76 per le assintotiche delle superficie
pseudosferiche nello spazio euclideo valgono dunque in generale per una
superficie a curvatura costante (con assintotiche reali) in uno spazio a
curvatura costante, Ed anche la loro determinazione dipende dalla me-
desima equazione a derivate parziali per o, poiché la (49), applicata al
caso attuale, ci da:

2
(52) 8?40;0 = (—1— — Ko) sen o = — Ksenw

{J2

§. 219.

La superficie a curvatura nulla in geometria ellittica ().

Applichiamo le formole sopra stabilite alla ricerca di una notevole
classe di superficie dello spazio ellittico, alle superficie di cui & nulla
la curvatura assoluta K, che hanno ciod la geometria dell’ordinario piano
euclideo.

Gia al ‘§. 200 abbiamo trovata un’intera classe di queste superficie, -
le rigate delle congruenze di Clifford, ossia le superficie delle binormali

alle curve di torsione costante IT: :t;—{ Cominciamo qui dal dimo-
strare che esse sono nello spazio ellittico le uniche rigate a curvatura
nulla. Riferendo una tale rigata alle sue assintotiche, di cui le » = costante

siano le rettilinee, avremo per la (51):
ds® = du® + 2 cos o du dv + dv*,
e inoltre, le v=costante essendo geodetiche, sari

' o
T
indi
ds* = du® + 2 V' du dv 4 dv* ,
dove V & funzione della sola ». Se si pone u,=u+ V, la precedente
si scrive
ds*=dui + (1 — V'3 d*,

onde si vede che le traiettorie ortogonali delle generatrici sono tutte
() Le sicerche del presente ¢ dei seguenti due §§. sono tolte dalla memo-

ria dell’ autore: Sulle superficie a curvatura nulla in geometria ellittica. (Annali
di matematica, 1895).
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geodetiche e per ¢id hanno per binormali le generatrici stesse. La formola
(50) §. 202 (pag 459) dimostra quindi che esse sono curve (congruenti) di
1
R’

Dunque: Le rigate a curvatura nulla dello spazio ellittico sono tutte
¢ sole le rigate delle congruenze di Clifford.

Passando ora a considerare le pit generali superﬁme a curvatura
nulla, osserviamo che, essendo K =0, la (52) ci da

(D=U+V,

1
torsione costante T ==+ =

dove U, V sono due funzioni arbitrarie I'una di », I'altra di ». L’elemento
lineare della rigata, riferita alle assintotiche u, v, prende adunque la forma
caratteristica :

(3)  ds=du*+ 2 cos (U 4+ V) dudo + d*.

Osserviamo che esso si riduce al ds* = da® -+ dy® dell’ ordinario piano

ponendo :
S z= [senUdu— [senVdv
(y= JcosUdu+ fcos Vv,
onde vediamo che sul piano euclideo le curve «, come le curve », sono
congruenti fra loro per traslazione.

Ed ora dimostreremo facilmente la notevole proprietd che una cosa
perfettamente analoga accade nello spazio ellittico, ove le assintotiche
% 0 v di un sistema sono congruenti fra loro per uno scorrimento.

Per questo cominciamo dal dimostrare il teorema: Le tangenti con-
dotte per i punti di un’assintotica u = costante di una superficie a cur-
vatura wulla alle assintotiche dell’altro sistema somo rette fra loro paral-
lele (nel senso di Clifford). .

Secondo quanto si & visto sopra, bastera per cio dimostrare che la
rigata formata da queste tangenti & a curvatura nulla. Indichiamo con

il tratto di generatrice contata a partire da w=1u,, e con z', 2, 2, 25
le coordinate dell’estremo.

I coseni di direzione della tangente alla linea v essendo

a”’ (=0,1,2,39),

avremo .

o=y (g) + 5y s )
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Derivando rispetto a v, coll’osservare che, a causa della equazione
media (38) pag. 493, si ha

>z ___cosw sen ®

wm TR T RS

si ottiene
awlzi ox P

¢ 1 t
% =%cos( )—i—Rg [senm& —cosmx}sen(R> .

E poiché inoltre

0oy _ 1 [da; s(i xsn(i
%  R|ow R TN R)’
per I’elemento lineare

ds'* = R?[dx§ + do} + do’s + dx'3]

della rigata si avra:

cos( + V)
R

che & appunto un ds® a curvatura nulla.

2
—df 22 dt dv +§2 ,

§. 220.

Le superficie a curvatura nulla come superficie di scorrimento.

Dimostriamo ora facilmente le enunciate proprieta calcolando le fles-

sioni 1 , 1 delle assintotiche della considerata superficie (53); queste

w  Po
coincidono colle rispettive curvature geodetiche e si ha quindi
1 Jw .
o
1 do ,
T

Se consideriamo dunque due assintotiche del medesimo sistema, p. e.

U=U , U=U,

o esse hanno, ad eguale arco », la medesima torsione %= %ed anche
B- la medesima flessione
1
* o =V (’0) ’
p’ul Puq

e sono quindi curve congruenti (§. 201).
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Ora se consideriamo il movimento continuo che:porta un’assintotica
a coincidere successivamente con tutte quelle del medesimo sistema, i
varii punti dell’assintotica descrivono archi di assintotica di eguale
lunghezza. In particolare nel movimento infinitesimo che porta un’as-
sintotica nella successiva i punti descrivono tratti eguali in direzioni
parallele; quel movimento infinitesimo & adunque uno scorrimento.
E poi da osservarsi che le assintotiche dell’un sistema sono tutte a
torsione positiva -+ %, quelle dell’ altro sistema a torsione —% e la su-
perficie a curvatura nulla si gemera sia collo scorrimento continuo di
un’ assintotica del primo sistema in guisa che un suo punto descriva
un’ assintotica del secondo sistema, sia collo scorrimento continuo di
un’ assintotica del secondo lungo una del primo.

Le superficie a curvatura nulla dello spazio ellittico appartengono
per ci6 ad una classe generale di superficie, che indichiamo col nome
di superficie di scorrimento, e che definiamo nel modo seguente. Nelle -
formole del §. 196 relative ad uno scorrimento, poniamo di prima specie:

&y = Azy — Bzy — Cx, — Daz;
&y = Bxy 4+ Az, — Dz, + Co;
&y = Oxy + D, + Az, — Bag
2y = on.— Cx, + Bx, + Ax,

(54)

assumiamo per le #; quattro funzioni di un parametro «, sicche le equa-
zioni :
z, =2; (u)

ci definiscano una curva I' nello spazio e le (54) la durva stessa dopo
lo scorrimento (A, B, C, D). Supponiamo ora che i quattro coefficienti
A, B, C, D siano variabili, funzioni di un parametro v

A=y@® , B=nuk , C=10 , D=y,

le quali alla loro volta definiscono una curva I’ per mezzo delle equa-
zioni
Y =y (v).

.

Sostitnendo nelle (54) avremo una superficie che nasce dallo scorri-
mento continuo destrorso della curva I' lungo la curva F. Ma 4’ altra

»
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parte, se ordiniamo le (54) rapporto a ¥,, ¥, ¥, ¥s, abbiamo

x’o=xoyo—w1?/1‘—wz?/2—xs?/3

yv=a Y+ Loty + By — 22 Ys
(54%)

90’2=372?/0—$3?/1+%!/2+x1y3

x’3=xsyo+x2yl’—‘xly2+w0y3;

queste ci dimostrano che la superficie pud generarsi altresi collo scor-
rimento continuo sinistrorso della I” lungo la I'. Diciamo appunto che
la (54%) & una superficie di scorrimento colle curve generatrici I', I".
A definire una tale superficie basta dare le due curve ', IV uscenti da
un medesimo™ punto.

Tutte le superficie a curvatura nulla si ottengono dunque colla se-
guente costruzione geometrica: Prese due curvé I', T’ a torsione costante

,IT== -+ lﬁ per U una, IT =-— }11—1 per Ualtra, e del resto arbitrarie, si situino
nello spazio in guisa che abbiono un punto M comune ed ivi lo stesso piano
osculatore: se si da a I' uno scorvimento continuo lungo IV, owero a 1’
lo scorrimento continuo di opposta specie lungo I, si ottiene la pin gene-

“rale superficie a curvatura nulla.

Le curve a torsione costante = ;—{ essendo tutte note (§. 202), come

traiettorie ortogonali dalle generatrici di una rigata di Clifford, vediamo
che risultano cosi determinate in termini finiti tutte le superficie a cur-
vatura nulla dello spazio ellittico.

Osserviamo in fine che se delle due curve arbitrarie I, I una si
riduce ad una retta (cioé una delle due funzioni arbitrarie U, V si riduce
ad una costante) la superficie a curvatura nulla diventa una rigata a
generatrici parallele, e pill in particolare se tutte due le linee genera-
trici I, [V si riducono a rette la superficie diventa la superficie di Clifford.

§. 221.

Ulteriori proprietd delle superficie a curvatura nulla.

Troviamo altre notevoli proprietd delle nostre superficie applicando
le formole dei §§. 215, 216. Se diciamo p,, p. i raggi principali di cur-
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vatura, essendo K =0, avremo

1 __ 1
. P1 P2 R?
ciod
W, Wy
tg (23 g [22) = —
(7)o (g)=—1
e quindi
W, — w — R
1 2 — 9
. zR
Viceversa da w, — w; = 5 segue
1 1

K=0;

1P TR
dunque: Le superficie a curvatura nulla dello spazio ellittico sono carat-
terizzate da questo che sopra ogmi normale @ due centri principali di cur-
vatura distano di un quadranite. :

Ne risulta in particolare che: le superficie parallele ad una superficie ‘
a curvatura nwulla sono tutte a curvatura nulla.

Osserviamo ora che nella metrica Cayleyana la congruenza delle nor-
mali ad una superficie & rappresentata da una congruenza in cui i due
piani focali di ogni raggio sono coniugati rispetto all’assoluto; di pid
nel caso speciale che ora consideriamo anche i due fuochi sopra ogni
raggio sono coniugati. Cosi vediamo che: Nella metrica Cayleyana, la
congruenza delle normali di una superficie a curvatura nulla gode della
proprieta (caratteristica) che i due fuochi sopra ogni raggio sono coniugati
rispetto all’ assoluto ed i piam} foeali per ogni raggio sono altresi coniugati.

—w, T
—— == — ¢i danno
R 2

Osserviamo ora che le (44) pag. 501, essendo “
1 1
k1= - Eg' ’ k2=_’ﬁg‘ ’
le quali formole contengono il teorema: Le due falde dell’evoluta di una
superficie a curvatura wulla sono ancora a cwrvatura nulla.
I valori di D, D',, D", per la prima falda dell’evoluta diventano,
secondo le (42):

sen(ﬂl ’
1 E R awl ’
D1=E—‘:_7"",D1=0
VG cog? R—‘)
i VG _1_a
o R sen(@) %
R
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e d’altronde si ha

quindi
D:D,:D,=D:D:D
da cui il teorema:
Alle assintotiche della evolvente a curvatura nulla corrispondono ancora
le assintotiche sulle due falde dell’ evoluta (V.
Se applichiamo ora la formola (45) (pag. 501) al caso attuale, abbiamo

ciod le w, = costante sono geodetiche sulla prima falda dell’evoluta
(comé sulla seconda); e poiché le » = costante sono geodetiche ortogonali
a queste, le une e le altre formano un sistema di geodetiche parallele
nell’ordinario senso euclideo. Viceversa se prendiamo sopra una super-
ficie a curvatura nulla un sistema di geodetiche parallele nel senso eu-
clideo e tiriamo a queste le tangenti, esse costituiranno, pel teorema
reciproco di Weingarten, le normali di una superficie W, la quale, come
risulta dalla (45), ha ancora la curvatura nulla. Dunque: Zracciando
sopra una superficie a curvatura nulla un sistema qualunque di geodetiche
parallele nel senso euclideo, le rette tangenti a queste geodetiche hanno per
superficie normali (evolventi) altrettante superficie a curvatura nulla.

- QOsserviamo poi che mentre la superficie di partenza S & la prima
falda dell’evoluta dell’evolvente X, la seconda falda si ottiene staccando
sulle dette tangenti, a partire dal punto di contatto, un segmento
By,

2

Abbiamo quindi il teorema:

Staccando sulle rette tangenti alle geodetiche @i um sistema parallelo
sopra una superficie a curvatura nulla S, a partire dal punto di contatto,

un segmento eguale ad un quadrante =R

5 il luogo S’ degli estremi & una

nuova’ superficie a curvatura nulla.

(® Pit in generale questa proprietd vale (come proprietd caratteristica) per
le superficie evolventi di curvatura costante, come si trova facilmente dalle
(42), (42¢).

@ 11 senso & naturalmente indifferente.
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Con questa costruzione da una superficie S a curvatura nulla ne de-
riviamo «' 8§ complementari, e facilmente vediamo che queste superficie
S’ sono parallele ed hanno per normali le rette polari, rispetto all’asso-
luto, delle normali di ‘S. Ed infatti la normale in un punto M’ ad s
giace nel piano tangente ad S nel punto corrispondente ‘ad S ed &
normale in M’ al segmento MM’ che ha la lunghezza di un quadrante;
essa & dunque sul detto piano tangente la polare del punto di contatto,
ossia la polare rispetto all’assoluto della normale in M ad 8. Cosi adun-
que: La congruenza delle normali ad una superficie S @i curvatura nulla
ha per congruenza polare una congruenza della medesima specie.

Si vede subito, con considerazioni di metrica Cayleyana, ovvero con
caleolo diretto, che & questa una proprietd caratteristica di siffatte con-
gruenze cio¢ nessun’altra congruenza di normali ha per congruenza po-
lare una congruenza di normali.

§. 229,

Formole per le superficie nello spazio curvo in rappresentazione
conforme coll’ euclideo.

Nelle ricerche dei §§. precedenti ci siamo serviti esclusivamente della
rappresentazione geodetica degli spazi a tre dimensioni di curvatura co-
stante sull’ euclideo.

In alcuni casi pud tornare invece pilt utile servirsi della rappresenta-
" zione conforme. dei detti spazi, cid che conduce talora a stabilire nuove

proprietd delle superficie dell’ordinario spazio. Cosi p. e. se consideriamo

" le superficie W dello spazio a curvatura costante e ricordiamo il teorema di
~ Weingarten sulle evolute, & chiaro che saranno ancora applicabili le consi-
derazioni di Lie esposte alla fine del §. 132 (pag. 286), onde risulta che ba-
stano quadrature per trovare le loro linee di curvatura. Ora sulle superficie
immagini nello spazio euclideo, nella detta rappresentazione conforme, le
linee di curvatura corrispondono a quelle della superficie obiettiva ed
otteniamo quindi una nuova classe di superficie dello spazio ordinario le
cui linee di curvatura si avranno, per ogni superficie nota della classe,
con quadrature.

Ci proponiamo qui di scrivere le formole che danno la curvatura
totale relativa e media di una superficie dello spazio a curvatura co- -
stante K, quando il ds* dello spazio sia posto sotto la forma

_d - dy* 4 d2°

(55) d =S LL T
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che stabilisce appunto la rappresentazione conforme in discorso..Quanto
al valore di A si potra prendere (§. 159 pag. 345)

(56) X—1+ (w’-i-y + ),

con che lo spazio sara riferito ad un s1stema di coordinate di Riemann,
e nel caso dello spazio pseudosferico potremo assumere pit semplice-
mente |
(56%) \ =% ,

secondo la rappresentazione conforme che abbiamo studiato diffusamente
al Cap. XIIT (§§. 185-188).

Ma eseguiamo i nostri calcoli sulla forma generale (55) perche i risultati
che cosi otterremo varranno per qualunque spazio a tre dimensioni suscet-
tibile d’essere rappresentato in modo conforme sull’ euclideo. Basta al no-
stro scopo riprendere la formola generale (39) del §. 170 (pag. 375) che lega

L di un’ipersuperficie qua-
R’R’ ™
lungue in uno spazio curvo arbitrario e della sua immagine in uno spazio
conforme. Indicando qui con »,, 7, i raggi principali di curvatura della
superficie immagine nello spazio euclideo, con ¢, p, quelli della super-
ficie obiettiva nello spazio curvo (55), dovremo sostituire nella detta for-:
mola (pel modo come sono ora misurati i raggi di curvatura) a R, R’

T . .1
le curvature principali corrispondenti -

rispettivamente -7, —p e per la funzione U dovremo porre l . Otte-

niamo cosi la formola fondamentale

‘ 1 A oh
(67) _ e T
dove 239_)7; indica la derivata di ) presa nel senso della normale positiva
alla superficie considerata, cioé o = Xa -+ Y {— Z Se scriviamo

on
I’equazione della superficie immagine nello spazio euchdeo sotto la forma
2=z (x,9),
e per le derivate prime e seconde di # temiamo le consuete notazioni
di Monge, avremo (§. 68)
X =P , Yo 9 : Z__._____l_____
Vi+/+¢ Vitri+¢ Vi+r+¢



4
FORMOLE IN COORDINATE DI RIEMANN : 515

e quindi Y
a_ 5% _ &
% L 1y
Vit Fe
Dalla (57) otteniamo quindi '

‘1 A o (1 1 <8)»”
— 2 ol on
P1 Pe 7 on (r, +r2) + Qn)

1 N
LS SEYTE S S

71 )

(67"

ossia (§. 68)
_l__:)\, rt— + (8)\ p% 3)\)(1 +99)r - 2pgs+ (1+pY¢
ppe (147 +q)" a1y A+p°+0)
' oA A oA\2
(a7 13)
(58) 1+7°+¢

O 3 3
l+l 2pqs - (1+gHr-(14+p5¢ 2/10 ox ‘—’ay %
ol et (1 +p+g}

Cosi in particolare se facciamo

2
=%,
avremo:
[1 & rt-s z(1+q’)r 2pqs+(1+p”)t+__ 1
o TR+ L+ + ) R (1+7°+4")
59
( ))l 1 52pqs—(1+q’)r—-(1+p’)t_ 2 )
P FR (1+p°+ ¢} R(1+p+ )%

Supponiamo ora che la superficie =2 (x,y) sia nello spazio iper-
bolico una superficie W. Precisamente come nella dimostrazione .data
da Weingarten del teorema di Lie (§. 131), appoggiandosi sulle formole
(42) §. 215, si vedra che il covariante © delle due forme quadratiche

fondamentali

o 1 bu du + bl% dv N blg au + bzz av

Vb b — b | Qu du+ Q do, Qp dut - Qp




. # .
516 CAPITOLO XIV. — §. 222

nel caso che la superficie considerata sia una superficie W, & caratte-
rizzato dall’avere nulla la curvatura. Avendo riguardo alle formole del
§.-168, vediamo che per la forma

dz® + d ds?
dsf — ____j.—._‘e:?g__.—k.___

il covariante ® diventa
R (I +p)de+pgdy , pgde+(1+q)dy

O=———
2(14p*+ ¢ rdz + sdy , sdx + tdy

e non differisce che pel fattore %— dal covariante ® calcolato per la su-'

perficie immagine nello spazio euclideo.

Come applicazione di queste osservazioni generali consideriamo ad
esempio le superficie ad area minima dello spazio non euclideo. Le loro
superficie immagini nello spazio euclideo saranno per la seconda delle
(59), le superficie integrali dell’ equazione del secondo ordine:

(60) 2{Q+r—2pgs+ QA+t + 20+ H0)=0.

Siccome le superﬁcie d’area minima negli spazi a curvatura costante
hanno le linee di curvatura isoterme, lo stesso accade. delle loro super-
ficie immagini nella rappresentazione conforme sullo spazio euclideo, onde
si conclude: * .

Sulle superficie integrali della equazione del secondo ordine (60) le
linee di curvatura formamo unm sistema isotermo.

Piu in generale, questa proprietd appartiene a tutte le superficie di
curvatura media costante dello spazio curvo, e quindi anche alle super-
| . ficie dello spazio ordinario integrali dell’equazione

1 1
— -+ — == costante.
P T Pe
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