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Maniera da ridurre in serie infinita il
guoziente di una divisione , la quale
nion puo essere esaitamente
eseguila.

105. Noi abliamo vedulo, che qualora
tma divisione € Stata condotta fino a quel
punio , i cu la lettera per rapporto alla
quale sono stati ofdinati il dividendo , ed
1l divisore, s1 trova avére nel residuo divi-
dendo un esponente minore di quello, che
ssa ha nel divisore, la divisione non s fa
procedere piu oltre, e per completareil quo-
ziente non si fa altro se non se indicare que-
sto complemento aggiugnendo al quoziente tro-
vato la frazione, che ha per numeratore il
residuo dividendo , e per denominatore il di-
visore. Nulladimeno di questo residuo si puo
niraprendere la divisione secondo le regole
date, e proseguirla tanto oltre quanto a not
pracera. Avremo, cio ficendo, una infinta
serie di termini, la quale godendo pecu-~
liari proprietd, ci mena ad importanti conse-
guenze.

1 | p |
Cos1 so questo complemento & , di-
| | 1m~+n

videndo secondo le regole date p per mtn,
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s1 ha per primo quoziente ., indi multi-
ITe

plicando questo quoziente per lo divisore, e sot-
traendo 1l prodotto dal dividendo, si tro-

_np

va per residuo —: divido questo resid uo
m ?

per lo primo termine del divisore , ed ot-
-

tengo il secondo termine del quoziente =%
?

di pot multiplico questo termine del _quozien-
te per lo divisore , e sottraendo questo pro-
dotto dal residuo dividendo ; trovo per se-
n'p ..
condo residuo dividendo — il quale divi-
so per lo primo termine del divisore da il
. n'p :”} .y
quoziente = , che & il terzo termine del

m’ ?

quoziente ; e cosi procedendo avanti, nor ot-

terremo sempre nuovi termini al quoziente ,
» - % } - b » e '

la divisione non terminerd mai, ed ayremo

2 3. 4 1
n + /2 42 . me2 m-.’; nbﬂi m )
e he £ di tutii i ter-
poiche — e fattore comune di tuth b ter
n



104

‘) 14 7.’ --???' 4 |
-.-I_H..--.---.. — p*- | — -%'_ i --u--E- + ————y S (".,C )
m-1-1n ' m me e m m* |
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Se m vece di 51 scrivesse , la
m—n n-t+m
divisione c1 darebbe
3 4
4 m ., m’ m mt
mt+n n n. n n nt

Dal che rcaviamo, che la medesima fra-
: p | I
m-n
essere swluppata all’ infinito per due differen -
t1 maniere. Quando queste risultanti espres-
siont , che sl conceplscono continnate all’ in-
finito , si vogliono terminare prendendone
un certo numero di termini, bisogna sempre
aggiugnervi la frazione corrispondente , la
quale ha per numeratore I’ ultimo residuo,
¢ per denominatore i1l divisore, affinche le
eguaglianze superiormente Il(}tdte si verilichi-
no ; qumdl arrestandoci al qumto termine
del quoziente , avremo

2i0ne per mezzo della divisione puo




‘Tutte le espressiont, le-quali sono.com-
poste da un sggregato di_ tepmini, Ii quali
crescono , . dectescono secondo qualunque.
legge manifesta, hanno ricevuto il nome™di
serie . Qtitlle serie, che hatho un numero
finito di termini si chiamano serie finite ,
come sarebbe la serie, che nasce dallo svi=
luPPo T frgzwne Ll 3, quellehg Pl
omposte, da .un_..numerg ,infinito t%i' |

‘ ;

r B mi T o T Ml ey Srail o e R ;
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serie infinite, e queste si distinguono in con~
vergenti , divergenti, e parallele . Chiamia-
mo serie convergenti quelle , nelle guali 1 ter-
mini vanno successivamente dimihuendo di va=
lore, divergenti quelle nelle quali vanno aumen-
tando, e parallele quelle in cui son tutti di’eguale
valore; Cosi la serie 1. sarad convergente se m>n,
e sara divergente quando m<n ; nella secons
da poi accaderd tutto il contrario: essa sara

L

che '5_0316 €

termpma -




& d
mfvergente quando m<n e d.wergente quan—
“do m>n; e ambedue sarauno parailele quan-
do m=n. In fatti nella serie prima’, facendo
'astramone dalh segm , Supponendp ¥n>n , &

n

'-ewde\nte che 1] secondo termine = & una fra-

zi0ne vera, e percm ¢ minore del ano ter-
‘mine , il quale e F unita ;. il terzo termme

nﬂ
| o e mlnore del precedende i

~dendo ?Wa,ﬁf.l ' "‘---‘*"‘ﬂa il contrario aceade nel-

i

, € .COSl proce-

lﬁ”'bfre "seconda . nella quale @ssem m>n
m : ?ﬂ* by ;,,,1.
Jl secondo ternﬂne ; € una. esPressmne ﬁ-a...

zionaria ,' e Percm magglore della unita ,
qumdl del priuno termme della: serie e
che & = 1; ma da noi si & dimostrato, che
le esPresqum frazionarie qualora si elevano a
polenza . vanno gem re crescendo quando 1}

rado della otenza aetmsﬁe - umd:.
5 P ’
b gy ‘ ﬁj_. . 2 '~_
m - om mﬁ'4 S m’
_rn—- ; e ’ oy st | ec . : :

o L
r' - - * o
""'Fi' fifr} ; "'__"'"-‘;"?cu ?f

dunque +1n questo casu la 531‘13 é dwergente.
-..Jue serie convergono , o dwergon@ tanto piu
- Or-ARENo rapldamente quarito magglore 0 .ml-
nore ¢ la diffcrenza che passa tra. 1 succes-
SIvl tenmm di esse , e percio quanto piu una

S ‘
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serle sara convergente tante minore numerg
de’ suol terminl sara nECessaris per rappiresen-
tare i1l valore approssimativo della frazione ,
che le ha data; arigine. Le serie convergen-
ti sono utihissume qualora dobbiumo determi-
nare un valore , che non si pud determinare
per altra via, nel mentre le serie divergenti
¢ parallele non sono di alcuna wtilita.

Per dare a questa teoria uun Inaggiore ri=
schiarimento , mnoi1 ne faremo 1’ applicazione
a varj casi particolari; ed in primo luogo ,
proponiamocl di ridurre in serie infinita la

. _

espressione ";—"; . Incominciamo Qal fare la

‘dl:V iSiUﬂ'e dl | PET I—a , noi aviemo Pel”
primo gnoziente 1 , € per residuo «, e con-
a

- chiudiamo che i quoziente completo ¢ 54 v

ma eseguendo la divisione di g per 1~a', noi

a a’
= a- T, ef eseguen
T = 4t T ed eseguendo

la divisione di @ per 1—a , trovasi
3
o

troviamo

similmente o pe-

2

er quoziente a’ -+
per g " sl
. a’ x a
rando avremo —— -—g° ~ - ec. :
, - T [~ d

%

| |
Dal che conchiudiamo, che la frazione s

] o




1 63

| g . ' «l J

puo essere posta sotio le forme 1 - —

T : | ] ~—(l 3

a2 . 633 .
I+a+.l—a’ I+a+aﬂ+:ec.,

le quali sono tali , che facendo le ne-

cessarie  riduziomi , sempre riproducono
' I

; dal che conchius
-

diamo , che 11 valore della frazione data &
sempre composto da wuna parte ntera e da
un’ altra irazionaria, e che la parte inlera &
la somma delle potenze successive di a, inco-
minciando dallo esponente zero , cioe da a°=1,
e da una frazione la quale ha sempre per
denominatlore 1—a , ed ha per numereiore
Ja lettera a con un esponente il quale supe-
va di una unita lo esponente che la lette-
ra a tiene nell’ultimo termine della parte in-
lera; quindi essendo a noi nota questa legge
)

la frazione pr()posta

~dello sviluppo della frazione , Nol met-

] —0
I

leremo guesto svilnppo sotto la forma 1
. 1—a

an..{_ I

b

a“+a‘+a"+a3+ _____ +an+1 a_In
fatti mettendo n=3 , il termine a” sarebbe
1l quarto termine della serie, ciot a*, met-
tendo n=4, a" sarebbe il quinto termine
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della serie, ovvero a*, e cosi procedendo
avanti ' H

Supponiamo in primo luogo che sia a=rt,
ed in questo caso il valore dello sviluppe
precedente divieme o '
1 1 o o
T =g=r1+1+14r1r+---+ cc;
ma noi abbiamo dimostrato in aritmetica,
che 8— ,. indica 11 limite dello accrescimento,
che puo ricevere il quoziente di una divisio~
ne , che noi soghamo indicare col segno o ;
quindi questo sviluppo deve essere eguale al=
I’ nfinito ; ed in fatti questo sviluppo avendo
ciascuno delli suoi termini eguale alla unita,
ed essendo 1l numero de’suoi termini infinito ,’
esso sard eguale allo infinito. _

Nella medcsima {razjone mettiamo a=2 ,
avremo

I :
[ ——9 =L :I+2+4+8+I B-4-3 a-}-msa4 €C. "

risultato il quale a prima vista sembra assur-
do , ma non sara cosi se, arrestandoci ad
un determinato numero di termini, alla som-
ma di essi aggiungiamo il corrispondente ter-
mine frazionamo. Cosi se supponiamo, che ci
arrestiamo al termine seste cioe a 32, ner
ayremno '
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63—64=—1 , e qui generalmenie osservere-
mo , che qualunque sia il termine, al quale
ci arrestiamo, aggiungnendo la parte frazio-
naria, la quale ¢ sempre negativa , e negali-
vamente supera la parte positiva di una uni-
ta, e che per conseguenza il risultato & sem-
P s _

Passiamo ora a vedere quello , che accade
qualora ad @ si da un valore maggiore del
gero e minore dell’unila, e per -esempio met-

I d 1

tlamo a=——} avremo — —
L ) 1

I ——

2

I |

T
2 — I 5 -+ Z -+~ g-{- ec, ; or se di questa

serie si prendono li soli due primi termini, la som-
I
ma sara 1+ = la quale differisce da 2 per

y
~ ; se si prendono Li tre primi termini, la
2 . lepmink

3 -
somma sara I—I-Z , la quale differisce da 2

I
soltanto di —

4 )

e cost procgdendo avant:,
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' T

2 g I7t
chiaramente - vedaﬁmm - che a prapqrzxoﬁe -

che " noi aeldmmna'm R DUMED . ]
re di termim . , la differenza tra 1 e
. della serie’, e la somma de’ termini', che si
sono. addizionati, contmuamente dumnmsce e
pud divenire minore “di quélsivog’ quantlta
assegnabﬂe per quanto PlCCOla eSSa ém

""‘cgndnudlamo mhe 2 e ll hﬂllte dell& som--

ma delli termlm della S'erle.
, iy !

4

Suppomamo a_—:—-_‘g ; avrerno
E *._"3_ : '
--+ éc. Se di questa serie  si addmonassem
| 'I
41 due primi termml : avremmo I + 35 ‘¢he
I
dxfferlsce daI vero quozfé”nte per i % somw
Ali tre primi Terniini” differs w 8.0\
ma de i tre prum ermini ET1SCR: ve;

_ . |
" I0 quoziente per i prendendo la somma

""!ﬂ' 1'1

?h quattl‘o pnm1 ternnm ‘16 érrore dl _Z-
i
€ ¢Osl prmedendmavantn , 1101 Ossgylayi‘ol che
- ‘l\g I

lo errore dmene sempre dello errore ° pre-r

ﬂ.;-.f;edankge s £ PErCy esso gpntmuampnte_ 51 ap-
) ooy % ."J'fl_,-i o e - "'I.'* T ‘ ‘a
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pressiin dwenu'e ,zemmﬁéal che . conchins
Himo » _che la somma delh termml tendem-

. = 5. P ‘ :
.* : .-.I : ﬂ"ﬁ'-. ' A . J L] o [} J i . !ijr-l I
n e %

do;sempreadlvemre eauale a .3 ", 11 llmlte

3
.-. - L 1:ﬂr"-
7 -5 o

de’ﬁa somma delln -serie & -5 N

Suppomamo a= 3 3 > aﬂ'emo """":3 e

3 S
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lr-l i

g o M e e Ao ec., SEn

** ¥ 9“; 37+ 8r + oy ,
~tal ,-*ch:e* se. C].I essa 8 aﬂd,lpona,na h due

2

pnml termlm I + trov 1amo che Ia sbm—

' x
. ma d.lffensce dal vero valore 3 per 1+ 3

. addmonando tre termini la dlﬂ"erenza ¢
.'f:rﬁ v |
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do soltanto tre termini per la serle mtera noi

troviamo , che lo errore ¢ soltanto di 2}—5

Dal che generalmente conchiudiamo , che
T

qualora nella frazione no1 sostitulamoe

1—a
ad a un valore mrrg;‘;lore del zero, e minore
defla unita 1. tutti i termini della serie 1n-
cominciando dal primo vanno continuamente
decreqcen(lo in modo che 1l pmmo termine |
¢ il massimo , che il secondo & maggiore di
ciascuno delli termim segucnti , e cosi in ap-
presso. 2. Che qualora li termimi decrescono
rapidamente, la somma di un piccolo numero
di termini differisce dalla somma totale di
una quantita plLCOllelln& - dal che ricaviamo
che se da noi si conosce soltanto la serie .
not possiamo accostarci al valore della frazlo-—-
ne, che le ha data la origine , tanto quan-
to bisogna per lo stato della quistione, e che
percio ad esse abbiamo dato il nome di se-
rie convergenti , poiche esse hanno la pro-
prieta di dare con -la addizione dellr primi
termini di esse un valore molto approqﬁman—-
te alla intera serie , il quale non si potreb-
be trovare. _ |
Seguendo 1l metodo tenuto per ridurre

|

m serje nfimta la frazione — noi potre-
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mo ridurre 1n serie mﬁmta anche la frazio-

| I
e troveremo

“1+a’ | 1+a

a*—a’4-----4 ec. indefinitamente. _
I Y

| 141
I —1-41—14--~ ec.. Questa serie mostra
‘una coniradizione apparente , poiche se addi-
zioniamo li soli due primi termini avremo
zero per risultato, e se addizioniamo tre ter-
mini , il risultato € 41, ma questa precisa-
mente & la cosa sopra della quale dob-
biamo fare attenzione , giacche dovendosi da
nol prendere un numero indefinito di termi-
w1, non Ppossiamo .arrestarci piuttosto al term;-
ne 41, che al —1; dal che ricaviamo , che
il yalore della serie non pud essere zero, né
=1, ma deve essere una quantita jpiermedia

i

tra zero ed 1, cio"e; ; 11 che «¢1 ha con-

dott1i ad osservare , che se alla som-
ma delli termini, che addizioniamo , si ag-
giugne la parte frazionaria 3 st ritrova 1l me-
desimo risultato; cosi se ci arrestlamo al ter-
mine quinto, dvren:m

=le—a-}a’—a’-

L ot
e

Supponendo a=1 , avrenmo

I I |
I+I I_I+I_' I+I f—% + 2
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e se ci arreshamo al termine sesto, avremo

I | I I
e T I v 4] o [ ] e ] e, o=
I T T + T I-1 2

_ I X
UpPONIAMO @ == =~ AVIECIMO0 =————— ——
Supponian " T
| 2 I X |
e sneliupiibennerl Sosmandite T e e s
I 8 2 4 8 10
|
2
I
32 T
nella quale serie se addizioniamo li due pri-
4 T
mi termim, troviamo I— — = = valore
2 T
che ¢ minore del vero T per= ; se

addizioniamo 1i tre primi termini, avremo la

3 |
somma "4—, la quale & maggiore del vero
2 I
valore 3 per -I—-;; addizionando 1i quatiro

prins termini, ayremo la somma -, la qua-

5 1
le ¢ minore del vero valore = per — . €
¢ - 3 P 24 ’
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cost pmcedendo avant ;  quindi conchiudia-
mo*, che le por zionl successive della serie |

?
sono alternativamente una minore I’ altra mag-

2 |
giore-de-l valore 3 della intera serie , e' che

le differenze, che passann tra asse' e la in-
tera serie vanno countinuamente dimimuendo

tanto in eccesso quanto 1n difetto.
Noi possiamo ridurre la medesima frazione

I

1+a
dividendo 1 per a+1; la quale frazione,
dando ad a delli valori ‘particolari, in a]cum

casi pud cambiare la serie da dwergente 1n

in una serie differente dalla precedente

convergente.
Riducendo secondo il metodo medesimo in
o . . - a
serie infinita la frazione T > vremo
a ab ab ab’
II d ™ L
Se nella frazione pramy nor mettiamo
a mb

r""

L

m(x__b “’”('}_ + a2t ET )

‘;-& -+ €cC.

=mb , avremo ——= —
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Prima d1 lasciare questa materia stimo es-

sere utile di .aggiugnere ‘alcuni esemp] per
- esercizio degli studenti.

Esempio 1. Proponiamoci di ridurre in se-

- 3a b’ :
rie infinita la frazione —— 3 S1 mettano
| - 20~—4d -

3ab'=p, 2c=m , —fd=n, indi si sostitui-

scano questi valorit nello sviluppo di —

mn
Ba b  3a b 4d 16d*  64d?
avremo——-—- e 14— o o o ——
. ac—A4d 20  2c 4 8¢

256d4 .

4 ———- - etc.] , e riducendo li termini
10c4 | |
alla minima espressione , ed aggiugnendovi
_ 3ab?
la parte frazionaria , si. ha —~————=
' - 20—4d
3ab* 1 20! 4 8d? 10d%
—-—-[ (f— o —— o —— f ——
2c '+ & i ct
i_/;ds
ot
~+— ; osservando In questo sviluppo co-
- 2c—Ad

I2
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me un termine derviva dal termine , che
lo precede, noi vediamo che ciascuno di essi
nasce dal precedente multiplicato per la fra-

2d
zione ~— ; quindi essendosi conosciuta quesia
c
legge di derivazione, noi possiamo per mezzo
deila semplice multlphcazlone sviluppare qua-
lunque frazione in serie infinita.
LLsem. 2. Proponiamoci disviluppare in serie

mﬁmta la frazmne —. Si metta p=3, il de-
"I
nominatore 11 sl concepisca divi‘so’iﬁ'm-}-l,

p 3
¢ st metta m=10, n=y, —— = ; ed
m-n 10-1
3 3 1 I X
AVIEMO e T e | e e e e ——
10-1 I0 10 100 1000
X 10000
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Esempm 3. Lo swluppo in serie mﬁmta

- mb
della frazione ————— & sommamente comodo
o/

per ridurre in frazione decimale una frazione
ordinaria , nella quale il denominatore manca
da 10, 100, 1000 clc. per una quantita molto
piccola.

Proponiameci di ridurre in frazione decima-

50

le la frazione ordinaria ——— , e che st vo-
9993
glia la approssimazione fino a sette cifre de-
cimali. __
S1 metta il denominatore 9993 =r0000—=;

ed 1l numeratore 56=8x7, indi nello svilup-
mb |

po della frazione —-— . si soslituiscano 8 in
x—>0b

vece di m, 7 1n vece di ‘b6, e 10000 in vece

50 8X7

di ;7 ed aviemo —— =— —

.
9()91) I 00{) (}—-'—7

=8 (0, 0007 4 (0, 0007 )* - (o, 0007 ) 4+ ete.
=38 (0, 000740, 00000040) -+-cte. ; de]h qualt
due termini la somma ¢ o 000“0049 , la qua-
le multiplicata per 8 da o, 00360392, proces-
so molto piu semplice i quellr) , che avrem-
mo dovuto adoperare seguendo le regole dd[(’i
nella aritmelica.

.
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Adoperando lo stesso sviluppo polremo ri-

o 46
durre la frazicne ordinaria , meliendo
' =90t
16
~——Xg
3
questa frazione sotlo la forma———m—— | e
I 000—Q
| - mb
sostituendo nello sviluppo della frazione ——
x—0b
H 10
ivece di m la frazione = , il numero g 1n
3

vece d1 6, e 1000 In vece di x.
' C A P. X.I-
Delle progressioni.

106. Diamo 1l nome di Progressione ad una
serie di termini, 'li quali sono tali, ;che il
rapporto di ciastuno di essi a quello, che lo
precede & costante , ed in specialita s dice
progressione aritmetica , 0 progressione per
differenze quella, nella quale la differenza
delli due termini consecutivi ¢ costante ; e la
progressione nella quale il quoziente , che si
ha dividendo qualunquc termine per quello,

g
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che lo precede e costante , si dice progressio-
ne geomelrica , 0 progressione per qguozienti.
Dippiu nella progressione per differenze si di-
ce ragione della progressione la differenza
costantc , che hanno fra essi i termini conse-
cutivi, e mnella progressione per quozienti si
chiama ragione della progressione il quozien-
te costante, che si ha dividendo qualunque
termine di essa per quello, che lo precede.
Nelle due specie di progressioni chiamiame
crescenti quelle , nelles quali i termini vanno
divenendo continnamente piu grandi , e decre-
scenti quelle , nelle quali 11 termini vanuo di-
venendo continuamente minori.

Cosi la progressione aritmetica 1, 4, 7,
10, 13, etc. ¢ crescente, e la sua ragione
¢ 3; la progressione geometrica 64, 16, 4,

I

1, —, etc. ¢ decrescente , e poiche clascuno
r _
delli suoi termini ¢ = di quello, che lo pre-
I
cede , la ragione di essa ¢ — .

4
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Articore 1.

Delle progressioni per d}ffer‘en:e.

107. Secona, b,c,d, e, et dise-
gniamo li termini successivi di ana progres-
sione per differenze , noi la scriveremo —~ a .
b.c.d.e. etc. e la enuncieremo dicendo
a sta a b come b sta a ¢ come ¢ sta a d
come d sta ad e ctc., ed essa equivale ad una
serie di equidifferenze continue , nclle quah
ciascuno delll termini serve da anlecedente,
e da conseguente , eccettuati li termint primo
ed ultimo, poicht il primo serve soltanto da ante-
cedente e 'ultimo scrve soltanto da consequente.

108. Supponiamo uvna progressione per dif-
fercnze , e sc essa ¢ crescente, -la sua ragione
si disegni con r, se poi ¢ decrescente la sua
ragione si disegni con —r. Noi dimostreremo
le proprieti , le quali appartengono alle pro-
sressioni crescenti , poiche esse savanno le me-
desime per Je decrescenti cambiando 7 1 —r.

In conseguenza delle: defimzioni date ¢ evi-
dente, che b=a34r, c=b-4r,d=c—+r, clc.
e per conseguenza c=d-2r , d=a--3r, elc.
Dal che ricaviamo generalmente , che qualsi-
voglia termine di una progressione ariume-
tica ¢ eguale al primo termine pit la ra-
gione multiplicata per lo numero de’ termi-
ni . che lo precedono.

Cost se noi disegniamo con A 1l termiue
che nei consideriamo, ¢ con 2 1l numero del-
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li termint incomingigndo dal pumo fino a &
ll‘mlutslVarnenh;,,t avremo 1l termine gunemle
A*(t«f-(:z——x)u ¢ 5¢ la progressione fosse de-
crescente. avremg.. k=a—(n—1)r, e per con-
seguenza la. for mola generale sarya Ak=a¥
(rz-—-[)t' per mezzo della quale possiamo. deter-
jninare qudlswon‘lm tecrmine della progressione
scuza calcolare tutti L tumnm che lo prece-
dono 3 cost volendo ‘deter uuuare i1l termine
trentesimo della progressione ~ 1 . 4 .7 . etc.
nol  faremo n=3o, ed r=3;. ed avremo
k=1-+429X3=88.

109. Prima di pabsale piu oltre dimostria-
mo , che in qualunque progre.s‘swne per drf
jerenze la somma delli due termini estremi
e eguale alla somma di due termini qua-
lunque , purché essic sieno « distanze eguali
dalli n’rw estremi.

Dlsegmdmo con x il tenmne che ne ha m
avanti di se, ¢ con y il ter mme, che ne ha
m dopo di se , € siano a il primo , e &k I ul-
timo termine dclla progressione , nol avre-
no x=—aua-mr

y=hk—1nr

g

Quindi addizionaudo quesle due equazioni
membro a membro, avremo a+-y=a-+k; dun-
que la somma delli due termini 2, ed y pre-
st ad eguale distanza dagli cslrum & Eguale
alla somma a+4A delli medesimi estrema.

116. Dal che ricaviamo , che essendo /a
somimna di due termini presi qd egudle cll -
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stanza dagli esiremi eguale alla somma di
due altri termini presi pure ad una altra
eguale distanza dalli medesimi estremi , st
fatti termini presi nell’ ordine , nel quale
st trovano nella progressione , formano una
equidifferenza. | el )

Sia la progressione —~a.b.c.d.e ......
i.k.u, e sotto di essa si scriva la medesi-
ma progressione 1n ordine 1nverso —~u. k.1 -
ve vese s 0o € . b . a;chiamando S la somma del-
la prima progressione , 25 disegnera la som-
ma delle due progressioni , ed avremo 2S
= (a+u) +(b+k) +(c+i)+ . .... + (i+c)
+(k+b) +(uta); ma (atu), (b+k) etc.
sono eguall , dunque sard 2S=(a+u)n, ed

(a+tu)n ._
Sz=————. Dal che gencralmente ricaviamo,
s _
che la somma delli termint di una progres-
sione per differenze é eguale al prodotto,
che si ha multipticando la somma delli ter-
mini estremi per la meta del numero delli
termini di cssa.

Esempj. 1.° Si dimanda la somma delli 50
primi termini della progressione

~2.9.16.23 etc. )

In primo luogo facendo uso della formola
u=a-(n—1)r,noi determineremo il cinquante-
simo termine,il quale ¢ eguale a 24 49X7=345,

wf




- (a4u)n
indi servendoci della formola S----—--—-
2
(24—345)50
avremo 8= mmmm——— =347%X25=8675.

2 |
2. Della mcdesima progressione si cerca il
centesimo termine , € la somma delli 100 pri-
mi termini ; avremo u=2-9gX7==095 ; ed

(24695)100
S= ———— =6g7%X50=34850.
2
111. Se si volesse determinare la somma
di una progressmne per differenze senza pri-
ma determinare 1’ ultimo termine ., allora nella
(a+u)n

formola S e

invece di u sostituiremo
i | |

il

11 suo valore a+4(n—1)r, ed essa sara trasfor-

(2a—|—(n———-1)r

T BT v, "G, SR A - v ma

b

mata nella formola S=
2

questa forma ¢ poco usitata.

112. Le formole u = (a4 (n—1)r, ed

(atu)n
S==——-—— contengono le cinque quantitd a,
2

r, u,n, Ss; e per conseguenza esse conten-
gono 1l problema gcnelal(, , date tre di que-
ste cinque quantita determinare le altre due;
questo problema generale conticne 1n se mol'-a
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th pmhlﬁmi particolsu‘ih, tra i quali no1 scio-
glieremo soltanto 1l seguente , date le quan-
tita a , n., u determinare le altre duce r, s.

| w—a
La formola u=a+4(n—1)r ci da r= ——,
' 1—I
| _ (atu)n _.
e la formeta S= —-—, c¢i da 1mmediata-
2

mente il valore di S.
113. Fra li molti problemi, che 1n se con-
tiene il problema generale da noi enunciato
ho scelto 1l precedente; In primo luogo , per-
cht la sua soluzione noa dipende da principj
da noi non ancora dimostrati, in secondo luo-
go perche esso ci da 1l processo , per mezzo
del quale not possiamo inserure tra due nume-
ri dati @, & un numero qualunque di medie
differ*erwiali, dando 1l nome di medie dg]b-
renzialt alli numeri , che st vogliono 1inserire
tra a, 6 1n modo, che essi formino con a, b
una progressione per differenze , quindi  pro-
poniamo il problema: tra due numeri dati a, 1y’
inserire wit numero m di medie differen-
zialt.
Della progressionc , Cche not dobbiamo for-
mare, b ¢ !’ uitimo termine , ed 1l numero delli
termini di essa cvidentemente ¢ m-4-2: quin-
H—c

di nella formola r» =-—— sostituendo & in
_ 7i—T1

vece di «, ed m-42 in vece di n, essa si
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b—a b—g
tlasformem nclla formola r =———m——-
m+3-—1 m-

il che ct fa vedere, che la ragione della pro-
gressione dimandata’ si ha dividendo la dif-
ferenza delli due numeri dati a, b per
lo numero delle medie differenziali da in-
serire tra a , b accresciuto di una unita.
Avendo determinata la ragione, ¢ facilissima
~cosa 1l determinare le medie difﬁ,renziali , che
s1 voghono inserire tra a , b. In fattr per
avere la prima di esse, noil la troveremo ag-
b—a

giungendo ad a il valore di r , cioe -
T | m—I—I
per avere la seconda noi aumenteremo dello
stesso valore di r la prima trovata, e cosl pro-
cedendo avanti. *
Proponiamoci di inserire 12 medie differen-
zlall tra 12 e 77, facendo uso della formola pre-
b—a 7712 05
cedente re=—— , AVIEMO 1= —————— ===——IzJ!
M-I 13 13
quindi avremo la segucnte pr(:}ﬂ‘u,:asmnc, :--+r12

17 . ..,..'77 32 37 42 . 47 . 7
02 . 09 . n2 . e, _ |
114. Da quello che abbiamo detto rica-
viamo la seguente ;III]I}(‘?tdnli‘é'%iHla conseguen-
za ; OSe tra twlli li termini di una progres-
stone considerali a due a due st inserisce
un medesimo nwmers di medie dif ferenziaic
quest: ternune , e le medic differenzialt tra
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essi inserite , riuniti formano wna sola pro-
gressione. - |
In fattista =~ a. 6. ¢c. d. eetc. una pro-
gressione , ed m disegni il numero delle me-
die differenziali , che si vogliono inserire tra
a, b,tra b, c, trac, detc.; la ragione
di ciascuna delle progressioni parziali sard
b—a C—j-b d—-c
—— -— , —-—, etc.; ma poiche a,
n+4-2 m-+t2  m-2
b, ¢, d,etc. sono 1n progressione, ne segue
che b—a=c—b=d—c etc. dunque anche le
b—a c¢c—d d—c
ragionl —-— , ° ;
m -2 m—- 2 m-4-2
gressionl parziall sono eguali, In oltre I ulti-
mo termine della prima progressione parziale
serve di primo termine delia seconda , I’ ulti-
mo termine della seconda fa da primo termi-
ne della terza, e cosi 1n appresso; dunque
tutte queste progressioni parziali formano una
v sola progressione.

etc. delle pro-

ArricoLo II.
Delle progressioni per quozienti. -

115. Se con a, b, ¢, d, e disegniamo
una serie di numeri, li quali sono in progres-
sione per quozlentl, noi noteremo questa pro-
gFGSSiOHE COSi*“H ad . [) Y 4. (Z - e ;f: cle.,
¢ la enunciercino nella medesima maniera, che




13
abbiamo enunciata una progressione per dlﬁ:})—
renze , facendo pero attenzioue, che quella ¢
una serie di differenze eguali, nel mentire che
questa ¢ una serie di quozienti cguali , nella
quale clascun’ termine serve da antecedeme,
e da conseguente, ad eccezione del primo ter-
mine , che scrve soltanto da antecedente, e
Pultimo , che serve soltanto da conseguente.

110. Rappreseullamo il primo termine della
progr essione con a . ultimo con 2, ¢ la ra-
gione con q - ed avvertiamo , che qua]ora fa
progressione ¢ crescente g>1 , e qualma &
decrescentu g<1.

In conseguenza declla definizine data si vede
chiaramente , che la progressione data puo es-
sere posta sotto la forma =~ a :aq : aq’
ag® . agh........ 1 ag"—; qumdi' avremo u
=aq"—" , formola la quale indichera 1l ter-
mine generale della progressione , per mezzo
della quale potremo valutare un termine qua-
lunque della progressmne , senza calcolare an-
ticipatamente 1i termipi , che lo precedono.
Cosi per determinare 11 termine otlavo delia
progressicne =~ 2 : 6 : 18 : elc. nol mettere-
mo a=2, g=3, n=38, ed avremo u=2X3’

)(2187—"4374 Similmente il termine of-

tavo u della progressione decrescente = 04 :
i

10: 4 :1:—: etc., s1 avra mellendo

{
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a=64, g=—n=8, ed avremo u=—604X —

4 47

47 4 256

117. Proponiamoci ora di determinare la -
somma delli 7 primi termini di una progres-
sione geometrica = a : aq :aqg* : ag®: agh.....
ag"="; Si chiami S la somma di questa pro-
gressione , avremo S:a-—]—aq-l—aq“-—}?aqg-l-.....
agr--; e multiplicando per g ambi li mem-
bri di questa equazione, ayremo Sg =ag+4ay’
+ag*+.....+aq", e sottraendo da questa equa-
zione la prima, membro a membro, avremo
Sq —~S=aqg"— a, ¢ per conscguenza S(g—~ 1),

a(g"— 1)
—a(g"— 1), € percid S=—m—m7m —— .
g, 1

118. Si puo ancora avere un’ altra espres-
sione della medesima somma , facendola di-
pendere dall’ ultimo termine, dal primo, e
dalla ragione; in fatti considerando che 1’ ul-
timo termine w=—ag“—*' , avremo ng=aq" ,

ﬂ(j’n-——l o

quindi nella formola trovata S—=—— sosti-

q-—r I
 ug— a
tuendo ug in vece di ag®, avremo S=——
dal che generalmente conchiuderemo , che per
ayere la somma di un dalo numero di termi:

>
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ni di una progressione per quozienti , bisogna
multiplicare U wltimo. termine per la ragione
e soltrarre dal prodotto il primo termme,
indi dividere il residuo per la ragione di-
minuita di una unita.

11Q. Qu1 ])lcogna avverlire , che qualora la
progressione ¢ decrescente’ q< 1, ed ua, e

1LGg— a

nercio la espressione S=

— I
va; ma noi abbiamo dimostrato , che il valo-
re di una frazione non si altera qualora si
cambiano tutti li segni del numeratore , e del
deﬁommalore ; qumdl conchinderémo . che qua-

uq—

lora la progressione ¢ crescenle S= . e

g 1

o o L m]
che qualora essa ¢ decrescente S==— .
. _ 1— g
Cosi la somma degli otto prim1 termint
della progressione ercscente — 2 : O : 18.....
2X37, ossia —~ 2 : 6 : 18..... 4374 sard

374X3~2 13122~09 13120
7 — ==—— ==0650o0.
= 1 2 2

D ==

E la somma delli dodici primi termini del-
la progressione decrescente =~ 04 .: 16 : 4




I [ B S - o®
I & ..., O4X| —~ | ; ossia = 64 : 16
4 4 '
I I A=~ U
4 : 1 — eeieen ———— , sara :
4 65536 1~ g
, I
64— X Z-'
6553 e e :
i > f , € multipkcando li due ter-

4

. it
mini di questa frazione per 4 , sard
1~ g
16777215
256 —~ 65536 65536 16777215
B 3 . 3 196608
65536
= 85 4
196608

120. Se si ha la progressione =i 1 : 1
1 : etc., nol la possiamo considerare come
progressione per quozienti, nella quale a=1,
u=t , =1 , Oppure come progressione per
differenze , nella quale a=1, wu=1, r=o0;
trattando questa progressione considerandola




come progresswnif’

| 0
S pub avere una mﬁmt& dﬂ valorl ll che
sarebbe assurdo , gtacche é wxdente che la

somma., delli «@H;P @ﬂmt lﬁéegﬂaleale

ma noi abhzamo dllhostrato ¢ che la’ EsPressm-
o ~ ,
ne ~— ', }g quale 5”’??2 é ~-£ mba
:a |

determlnazlone y puo provenire ancora da un
fattore comune delli due termini della fra-
zione , da- cul essa. deriva, 1l quale per qualche
lpOlBSl Parhcol.uae fatta sopra le quantlta date
diviene 'nullp, e €id & appunto quel}v ‘che
accade nel caso presente n fattl nol abbiamo

qﬂmhl

dtmostrato ; qhe la espressmne |-
| g~ I
13



R r = w 3
W Ay o

l..

ﬂ’ﬁm F 1 wmitan?) JT'!--L

Hq + q-rq - - + %.—]P I .; ed effet-
tll&lldﬂ questa dwuume .1*\1*(«3[;11(),j S“aq”-—l
yi—2 N3

;{ + aq + . .« o Fagta, ‘nella gua-
acendo "¢ = YU "dvremo S=a +a+a
,._.na Se poi la medesuna Pmo*resmone da noi

Yratta come progressione ‘per differenza ,
ayremo u=a - (n-——x_)(r s € poichc nel caso
Plesente r=o, avremo u=a’ e soslituendo in
vecg, dl u, il " suo va]me a nella fmmola

_ Tiiadde 103 “5 4
e L S .‘ 2 i *.:f.:"f q-. - L

f{f‘:ﬁ??\ -u-

A T i 1 |
S P S=—— =an il qus-
aﬁ : 2 ! - 2 '-". i

fc & To stesso vanre ) che abbraﬁfé ritfovato,
qualora nefla progresswne per quoziente ab-
biamo rldotta alld minima espressione la for-
' a(]”-—.-a
mola generale S g e apphcatd al caso
g-—1 '

particolare PI’OPOatO. _

121. Si ¢dimostrato , che nella pmﬂressmne

-  a—ug
decrescente S =——, ma u=ag"=* diilnque so-
| Reegf
B O | g | a—-aq o

st:ituendo avmmo S = espréssmne, la quale

a aqu a

' pua ﬁSSB.!‘Q postasot;o la forma S =— — — =—

1—q 1-4 1—q
a

Xg", ¢ poiché si ¢ supposto , che la

- I=—q
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progressione sia decrescente, g & un rotto tale,
che il suo ‘valore-decresce-a misura’, - che-n

St g BN -
giore, quindi —~=Xg"™ diverra tan-
to piu piceolo , quanto maggiore & il numero
delli termini, che si prenderafino netla: pro-
oressione , e per conseguenza la somma di
questl termim si accostera a divenire eguale

- a
alla prima parte di S, cioe ad ~— , talmen-
l-—-
teché se si prenderd n-maggiote di-qualunque
numero dato , o cio che vale lo stesso , se si

diviene mé;

- | a
mette n=ao 5 1l Vﬂlore di -r-—-—)(q"diverrﬁ mi-
T A
nore di qualsivoglia ‘numero dato, e pereid
L = T . 5 e . : A e

sara —-—X¢q"==0,e¢ la espressione —— espri-

Y —— | | 3 B B AR
mera il valore di tutta la serie, dal <che ri-
caviamo ; che- la espressione della somma del-
It termini di wuna progressione decrescente

_ a | R - - ;
allinfinito ¢ S—=—— . Questa espressione a
1—q |

propriamente parlare ¢ il limite verso del qua-

le tendono le somme parziali, che si ottengo-

no prendendo nella progressione un mumero-di

termuni - sempre crescente ; talmente «che la

differenza , ¢he passa tra queste somme par-
»*
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ziali , e la espressione —— diviene continua-

o 1—q /

mente minore , e puo divenire tanto piccola

quanto a noi piacera , e diviene effettivamente

nulla, qualora il numero de’ termini, che si

prendono & infinito ; e per indicare, che que-

_ a
sta espressione S =—-—indica il limite della
| prs _
somma della progressione decrescente, noi la
e _

noteremo Lim. S=
a— | —
a

12a. Applicaz. della formola Lim. S =——
s | - * I_
Esempio 1. Si cerca la somma di tutti i

termini della progressione decrescente ~ 1 :
S |

—— : = elc.
2 4 .
Il primo termine di questa progressione ¢ 1,
o  §

¢ la ragione ¢ ~— , quindi sara Lim. S =~—-—

.

zm————==2, In fatti & cosa molto facile vede-
NS . . g mu

re, che la somma delli termini di questa pro- -

gressieme continuamente tende a divenire egua-

le a 2, e che la differenza, che passa tra es-
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sa ¢ 2 pud divenire tanto ~piccola  quanto a
noi piacera , prendendo un numero. sunfficiepte
di termini, ma che essa non puo considerar-
si come eguale a 2 1a altro cdso, che in quel-
lo in cui supponiamo , che I’ ultimo ternrne

P | : I . B

sia eguale ad —— , termine verso del quale
continuamente ci avviciniamo , Ssenza itrovarlo
slamnmai, ‘ '

'
Esempio 2. Sia la serie &= r :.— —:
_ e 2
R ST i | .
4 ~—: e = — = etc. In questa serie il
s . B ¢
primo termine e 1, e la ragione ¢ ——;
* 2
T ¥ 2

qUindi avremﬁ let Sﬂ-—-—v— T ee— S ——
e AP
' I : ; . l+?- (% ) 3
132.La cousiderazione delle cinque a , g , u,
71, s, le quali entrane nelie formole y=qq,"—

aq'—a ._ |
S==—-?—--- da la origine a dieck problemi par-
g—1
‘ticolari , delli quali mot ne scioglieremo due
soltanto , cioe quelli nelli guali ci preponiamo.
di determinare ¢, ed S, qualora sono cono-
sciute le quantita @ , v, n, giacehe questy
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possopo: essere sciolti con le- cognizioni fino ad
orasacquistate. - .

_+La prima formola ag"—'=u'y €i da g"—*

| ' ol |
u . ) -
=——, dalla quale ricaviamo q::.\/ - 3 il
a - | | ;

quale valore di g sostituito nella formola
Filf=—rl .

S = da il valore di S.
g—1 .
| _ n—]‘ | ¥ G
124. Lia formola qz\/ ¥, ci da 1l processo se~
a

conde il quale operande st pud inserire fra due
quantita date qualsivoglia numero di medie
proporzionali.

Proponiamoci di inserire tra a , b un nu-
mero m di medf&'_pr(:rporzio'nali, cioe m quan-
tita tali, che facciano con a , b, considera-
te come termini esiremi, una progressione.
per quozienti. '

Pcr la soluzione di questo problema basta
conoscere la ragione ;, quindi essendo m il nu-
mero delli termini da inserire tra @, 6, 1l
numero totale delli termini sard - m-}2 , e
percio sara n=m-42, ed n—1=m<1-; dip-
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2 k
3. Jlemand

piu essendo _u_f“-:.b s € g ..*:::\/ %_ﬁ,____!-f-.gf.;:.SUs-lfituendo
m+41 in vece di n—1,e b in vece di w, sard

- m+ | -
q :\/ " ;’dal che ricaviamo, che per tro-

vare la ragione dobbiamo dividere b per a,

ed estrarre dal quoziente la radice mdfé'ata.
dal numero delli termini da inserire aceresciu-
to di una uniia , ed avremo allora la progressio-

"m-l-l. m+1 - nrh | |
e “lllb -*'I-

ne a : ’\/ \/ *_
: a3

Cosi se §1 Vo riono inserire sei medre pmp()r—
zionali tra 3 e 384" » Mol metleremo a-—-3

& 7.

I
o

b 384, e troveremo cf:'\/ 384 \/”3 =g,

d onde ricaviamo la pmglessmne ~ 3 6 :
: 24 : 48 2 96t 1921 384,

125 'Con una. dlmostraz1oue analagaaqueﬂa,
che abbiamo esposta nella teoria delle pro-
gressionl per differenze s puo dimostrare ,
che se tra tuiti Ui termzm di una progres-
sione per quozienti conszdemu a due adue
s linserisce un medesimo numero di medie
proporzionali , tutte le prugressioni , che ne
nasceranno costztmscono una solc progres -

sione.




