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PREFAZIONE

Il presente volumetto ha lo scopo modestis-
simo di preparare il lettore allo studio delle clas-
siche lezioni sull’icosaedro (Vorlesungen idiber das

<" Ikosaeder und die Auflssung der Gleichungen vom
s finften Grade, Leipzig 1884) di Kirmy, e del trat-
tato sulle funzioni modulari (Vorlesungen iiber die
Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Leipzig
1890, 1892) di KLEN e Fricke. La prima di que-
ste opere, un modello di eleganza geometrica e
una vera miniera di idee nuove e geniali, ¢ di
assai difficile lettura, e per i molti concetti che vi
sono adombrati appena e non svolti, e pit ancora
perche, anche dopo aver intesi i varl particolari,
il nesso che li lega, il filo conduttore riesce tut-
taltro che evidente, e viene in luce soltanto dopo
un profondo studio ed un radicale rimaneggia-
~mento dell’intera materia. Quanto alla seconda
opera, essa, per la mole e per il multiforme con-
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tenuto, non si presta agevolmente ad un primo
studio. Tali, almeno, sono i risultati della mia e-
sperienza personale. E poiche, tranne alcuni capi-
toli dei magistrali corsi di Branchr sulle sostitu-
zioni e sulle funzioni di variabili complesse, non
conosco alcun trattato che si sia proposto il com-
pito di facilitare 'apprendimento della teoria delle
funzioni poliedriche e modulari, ho creduto mio
dovere far st che lopera di elaborazione com-
piuta per uso mio potesse servire anche ad altri,
risparmiando loro la ripetizione di questo utile ma
faticoso lavoro.

Fui troppo ardito tentando di racchiudere nel
breve spazio di un manualetto i principii di due
vaste ed importanti teorie? Forse; perd ritenni
utile, malgrado la maggior concisione da ci6 im-
postami, abbinare le due teorie, per evitare le ri-
petizioni che si renderebbero necessarie trattandole
separatamente, e per mostrare che la teoria dell’i-
cosaedro, la quale potrebbe apparire nel campo
dell’Analisi come un elegante edificio isolato e di
un tipo speciale, non & altro che la prima d’una
serie di costruzioni congeneri e collegate stretta-
mente fra loro. Meglio ancora sarebbe stato fare
un altro passo, ed includere anche la teoria delle
funzioni automiorfe; ma cid, come ognuno com-
prende, esce dal campo del possibile.

Per la ristrettezza dello spazio, e per leurit-
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mia della trattazione, ho dovuto ammettere che il
lettore, oltre ad avere una certa familiaritd con
quelle parti della Matematica che si sviluppano nel
primo biennio delle Facoltd di Scienze, possieda
anche alcune nozioni di varie teorie piu elevate:
analysis situs, funzioni di variabili complesse e su-
perficie di Riemanw, funzioni ellittiche, integrali a-
beliani, equazioni differenziali lineari, risoluzione
algebrica delle equazioni, teoria dei numeri. Non
mancano eccellenti libri, anche italiani, dove si
possano trovare tutte le nozioni delle quali mi &
occorso di far uso.

Anche per questo volumetto mi fu di prezioso
aiuto il mio ottimo collega prof. R. Marcoroxco,
non solo per la sua assistenza nel penoso lavoro
di correzione, ma anche, e piu, per i suoi sugge-
rimenti, che mi permisero di togliere varie imper-
fezioni e di colmare varie lacune. A lui esprimo
qui pubblicamente la mia sentita riconoscenza.

Meritano pure una parola di sincera lode il
Comm. U. Hoepli, uno dei pochi editori che in-
coraggiano la produzione scientifica in Italia, e la
Tipografia Matematica di Palermo, che non &-se-
conda ad alcun’altra per la correzione accuratissi-
ma, per l'esecuzione tipografica perfetta, e per la
cortesia inalterabile verso gli autori.

Messina, aprile 1906. ’
G. VivanTL
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Elementi della teoria dei gruppi d’operazioni.

1. In Matematica si suol designare in gene-
rale col nome di operazione quell’atto della mente
per il quale da uno o pit enti di una certa classe
si passa ad un altro ente della classe stessa. Cosi
per es. 'addizione, la quale deduce in modo deter-
minato da piti numeri un nuovo numero, & un’o-
perazione.

Noi ci limiteremo a considerare quelle opera-
zioni per le quali si passa da un ente d’una certa
classe ad un altro ente di essa. Tale sarebbe per es.,
rispetto -ai punti d’un piano, una rotazione di data
ampiezza intorno ad un certo punto del piano
medesimo ; essa trasforma ogni punto del piano
in un altro punto ben determinato.

Come in Meccanica si considera la quiete come
un moto (nullo), cosi noi considereremo come
operazione anche quell’atto della mente per il quale

~da ciascun ente si passa all’ente medesimo. Tale

Vivaxri. . 1
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operazione si dice operagione identica od identita,
e si denota sovente colla cifra 1.

Dicesi poi inversa d’un’operazione P quell’'o-
perazione che distrugge leffetto di questa, per modo
che, se per l'operazione P lelemento 4 si trasfor-
ma nell’elemento B, per la sua inversa B si tra-
sforma in 4. L’operazione inversa di P si suol
denotare con P*.

2. Si dice prodotto di due operazioni P, Q,
e si designa con P Q * l'operazione la quale ha lo
stesso effetto delle P, Q successivamente applicate.
Analogamente si definisce il prodotto d’un numero
qualunque d’operazioni.

E facile accertarsi con esempi che il prodotto
di pitr operazioni non possiede in generale la pro-
prietd commutativa; esso possiede invece la pro-
prietd associativa.

Due operazioni P, Q tali che sia P Q=0QP
si dicono permutabili.

Evidentemente si ha:
1.P=P.1=P,
permutabile con ogni operazione.

1

siccheé l'identita ¢

* Alcuni autori invece di PQ scrivono QP. Ecco come
puo giustificarsi tale notazione. Se a & un elemento, e con
Pa si designa il suo trasformato mediante l'operazione P,
QPa denotera il trasformato di Pa mediante Q, cioé ele-
mento che si ottiene da a applicando prima l'operazione P
e poi l'operazione Q.
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.relazione scritta mostra anche opportunitd del
nbolo scelto per I'operazione identica.

Se P, Q sono due operazioni, 'operazione
"PQ =P si dice la trasformata di P mediante
Q. La condizione necessaria e sufficiente perche sia
P =P ¢ che P e Q sieno permutabili ; infatt, se
Q= QP, ne segue:

Q'PQ=Q7QP=P,
‘e reciprocamente, se Q7' P Q — P, ne segue:
PQ=QP ‘
Se P, Q sono due operagioni qualunque, e
Voperazione P muta lelemento a mnell’elemento o',
mentre Poperazione Q muta gli elementi a, o' ri-
spettivamente negli elementi a_, a., Ioperagione
"Q7'PQ muta a_in o .
Infatti dalle :
o =Pa, a, = Qa, a =Qa
segue :
4= Q(Pi)=PQa=PQ(Q"a)=0"PQa,.
5 3. L’operazione che ha lo stesso effetto del-
-~ Poperazione P ripetuta n volte si denota ovvia-
mente con P*. Adottando le convenzioni in uso
nell’Aritmetica per gli esponenti, si ha quindi che
- P° rappresenta l'operazione P applicata nessuna
- volta, cio& — qualunque sia P — identitd, e che
" P~ rappresenta l'operazione che, moltiplicata per
P, da lidentitd, cioé linversa di P (cfr. art. 1).
Pit generalmente P~" ¢& l'inversa di P".
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4. Dicesi gruppo un insieme di operazioni tale
che il prodotto di due operazioni qualunque del-
~ Pinsieme appartenga all’insieme stesso. Per es. tutte
le rotazioni intorno ad un dato asse formano un
gruppo.

Un gruppo dicesi finito od infinito secondoche
esso consta di un insieme finito od infinito di ope-
razioni. Ordine d’'un gruppo finito & il numero
delle operazioni in esso contenute.

Un gruppo contenuto in un altro dicesi un
suo sottogruppo.

Le operagioni permutabili con una medesima
operazione costituiscono un gruppo.

Sieno P, P’ due operazioni permutabili con
una stessa operazione () ; sard:

PO=QP, PQ=QP,

e quindi, per la proprietd associativa del prodotto:
(PP)Q=P(PQ)=P(QP)=(P QP
— (QP)P'= Q(PP),
sicch¢ anche PP’ & un’operazione permutabile

con Q.

Le operazioni comuni a due gruppi costituiscono
un gruppo.

Infatti, se le operazioni P e P’ appartengono
a due gruppi, appartiene pure ad ambi questi gruppi
l'operazione PP'. '

5. Se per un’operazione P esiste un valore
t=ua per cui la relazione:
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(1) P =1

¢ soddisfatta, ne esistono evidentemente infiniti
altri; tali per es. tutti i multipli di a. Il minimo
fra tutti i valori ¢t che soddisfanno alla (1) dicesi
ordine dell'operazione P. Per esempio, una rota-

. . 27, .
zione dell’ampiezza di ~, intorno ad un asse &

un’operazione di ordine » *.

Se P ¢ un’operazione d’ordine n e. Q un’ope-
razione qualunque, la trasformata di P mediante Q
¢ pure d’ordine n.

Infatti: .
(Q"PQy=Q"PQ.Q"'PQ ... 0"PQ
= PQ=0"0=1

Se P & un’operazione di ordine n, ogni numero
t per cui P' =1 ¢ multiplo di n.

Infatti, se ¢ non fosse multiplo di #, eseguendo
la divisione, si avrebbe :

t=gun-tr, n>r>o,
quindi :
1=P =P’ =pP"P = (PP =P,

cio che & impossibile perché r < n.
Se P & un’operazione d’ordine n, la sua inversa

¢ P ed & pure d'ordine n.

* E evidente che non tutte le operazioni hanno ordine
finito. Per es., 'operazione consistente nel moltiplicare per un
numero intero m diverso da - 1, per quanto ripetuta, non
da mai Pidentita,
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Infatti, essendo:
PP = 1,
ne segue:
Pt =P
inoltre, essendo #» — 1 ed » primi tra loro, il pit
piccolo numero m per cui P"~V" ¢ una potenza
di P ¢ m—=mn.
Analogamente si trova:
' Pt =p,

Dunque: Se P & un’operazione dordine n, st
pud in una sua potenza aumentare o diminuire I'e-
sponente di un multiplo intero qualunque di n senza
che ‘sia alterato il significato del simbolo.

6. Le potenze (d’esponente positivo, nullo e ne-
gativo) di una stessa operazione formano um grup-
po; infatti P'P*=P™**. Anche le sole potenze po-
sitive formano un gruppo, e cosi le sole potenze
negative.

Le potenze d’un’operagione di ordine finito for-
mano un gruppo finito il cui ordine & Uordine del-
Poperazione stessa.

Fra le potenze d’un’operazione P d’ordine »
le sole:

P, P ..., P P'=1q,
e tutte queste, sono diverse tra loro. Infatti, se m
¢ un numero diverso dai numeri 1, 2, ..., 7, si
pud aggiungere o togliere ad esso un multiplo di
n tale che il risultato coincida con. uno di questi
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# numeri, per es. col numero 7, ed allora P"=P"
(art. 5); d’altra parte, se, essendo r, s due dei
numeri I, 2, ..., #, fosse P' P’, supposto r> s,
si avrebbe di conseguenza P~ =1, il che ¢ im-
possibile, perché » — s non pud essere n¢ nullo
né multplo di #.

Il gruppo formato dallidentitd e dalle prime
n — 1 potenze di un’operazione d’ordine # si dice
un gruppo ciclico.

Un gruppo, le cui operazioni sieno potenze
d’una stessa operazione d’ordine finito, & ciclico;
infatti si vede facilmente che, se P” ¢ la minima
potenza di P che figura in esso, il gruppo consterd
di tutte e sole le potenze di P".

7. Se due potenze d’un’operazione sono eguali
tra loro, operazione ¢ d’ordine finito.

Infatti, se P"= P, essendo r > s, ne segue
P~ =1

Le operazioni d’'un gruppo finito somo tutte
d'ordine finito.

Infatti, se P appartiene al gruppo G, appar-
terigono pure a G tutte le sue potenze; ma, poi-
ch¢ G contiene soltanto un numero finito di ope-
razioni, per es. n, & certo che tra le operazioni:

p, P, ..., P
ve ne saranno almeno due tra loro eguali. Ne
segue che P & d’ordine finito.

8. Ogni gruppo finito possiede.le due proprieta
- seguenti :
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a) Esso contiene I'operagione identica ;

b) Esso contiene I'inversa di ogni sua opera-
gione. .
Se P appartiene al gruppo finito G, essa
(art. 7) ¢ d’ordine finito m, sicche P"=1. Ora
P™ appartiene a G, sicché la proprietd a) ¢ dimo-
strata. Inoltre anche P™~' appartiene a2 G; ma
P7=* & (art. 5) linversa di P, sicché risulta di-
mostrata anche la proprietd b).

Non ¢é superfluo far notare che le proprietd
a), b) non appartengono sempre ai gruppi infiniti.
Per es. il gruppo formato (art. 6) dalle potenze
positive d’un’operazione d’ordine infinito non pos-
siede nessuna di quelle due proprieta.

9. L’ordine d’un sottogruppo d’un gruppo finito
¢ un divisore dell’ordine del gruppo *,

Sia G un gruppo d’ordine n, H un suo sot-
togruppo d’ordine 7. Denotiamo con :

(1) P =1, P, P,...,P_,
le operazioni di H. Se Q, ¢ un’operazione di G
diversa dalle (1), le operazioni :

(2) POQJ: Q,) P,Qn Psz Ty .Py__;Q;’
le quali appartengono tutte a G, sono diverse tra
loro e diverse dalle (1). Infatti, se fosse:

PiQx - PbQ(’

* Di qui segue che un gruppo, il cui ordine ¢ un nu-
mero primo, non contiene alcun sottogruppo, tranne sé
stesso e lidentita,




ELEMENTI DELLA TEORIA DEI GRUPPI D’OPERAZIONI 9

ne seguirebbe P,=P,; se fosse P,Q =P, , ne
seguirebbe PP, = Q,, il che ¢ impossibile, per-
che, P appartenendo ad H (art. 8), apparterrebbe
pure ad H il prodotto P'P,, ossia Q.

Se G, oltre le (1), (2), contiene ancora altre
operazioni, prendendo una di queste Q, si potranno
formare altre r operazioni:

PO, =0, PO, PQ,...,P_0Q,
diverse tra loro e dalle (1), (2). E cosi di se-
-guito. Ma poich¢ G ¢ un gruppo finito, si avran-
no finalmente tutte le operazioni di G raccolte

nella tabella seguente, dove s :—Z-:
PO = I, P; ) Pn

PnQ :Qx’ PxQx? PzQx) AR Pr——le
(T)* P Q Qz? P Q’? P Qz? A Pf—-xQz

* E chiaro che, invece della tabella (T), possiamo for-
mare l'altra:

P, =1, P, P,, ey P,
. QP:Q;s prl, Q1P29""Q1Pr._x
() Q,P=0, Q, P, QP .., QP

. Q:——x Po - QS—-I > QS—I P( ] Qs-—l Pz 3 Qs—-x Tl
dove le Q; possono essere diverse da quelle della (T), e -
la distribuzione delle operazioni di G nelle varie linee &
pure in generale diversa.
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. n
La relazione s — — mostra che » & sempre mul-
r

tiplo di 7.

Se si prende un’operazione qualunque di cia-
scuna delle linee della tabella (T°), si dice che queste
operazioni formano un sistema di rappresentanti
del gruppo G rispetto al sottogruppo H.

Il numero s delle linee della tabella (T) &
Pindice del sottogruppo H rispetto al gruppo G;
esso & il rapporto degli ordini dei due gruppi quan-
do questi sono finiti. Anche un gruppo infinito
pud avere sottogruppi di indice finito.

10. Se G & un gruppo finito d’ordine #, e
P & una sua sostituzione, il cui ordine sia s, il
gruppo ciclico (art. 6) d’ordine m generato da P ¢
un sottogruppo di G, quindi (art. 9) m & un divi-
sore di ». Dunque: L’ordine d'una sostituzione ap-
partenente ad un gruppo finito & un divisore del-
Pordine del gruppo.

11. Abbiansi due sottogruppi G,, G, di in-
dici 5,, 5, d'un medesimo gruppo finito G. Se G,
¢ il gruppo (art. 4) delle operazioni comuni a G,
G,, e se s, & l'indice del sottogruppo G, [di G,
vogliamo dimostrare che s, s, s,.

Diciamo # l'otdine di G, e poniamo:

TS, =*n (=1, 2, 3)

Sieno:
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le operazioni di G,, e fra questele 1, P, ... P'3_1
costituiscano G,. Formiamo per il sottogruppo G,
il quadro (T):

I, P, P, sy P

R

st—x ’ P Qs -1 P Qs -1 " Pr,—szI-—x’
‘scegliendo, fin che & posmbﬂe, le Q, in modo che
, appartengano a G,; ele Q, contenute in G, siano
9,0, ..., Q, _,, dove evidentemente t, Ls..

Il quadro:
I7 Pz? P27 c 2 Pv—x

3
Ql) PxQx’ PzQ[’ ) PV;—IQI

Qi PQo POy PO,

§ conterrz\. tutte le oper'zzlonl di G2, sicche sara:
g b=,
, Ne segue:
: ‘ r, L TS
- ossia:
S, L85,

12. Se si trasformano tutte le operazioni di un
gruppo mediante una stessa operazione, si ottiene
ancora un gruppo, che si dice il gruppo trasfor-
mato di esso mediante questa operazione.

Infatti, se P;, P, sono le trasformate di P

2 I

e di P, mediante una stessa operazione Q, PP,

2
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¢ la trasformata di P, P, mediante Q, giacch¢ dalle:
Q"PQ=P, Q"PQ=P,
si deduce:

Q~'P,P,Q=Q"P,QQP,Q=PP,.

Pud accadere che il trasformato di G mediante
un’operazione Q sia identico a G; in tal caso si
dice che G & permutabile coll’operazione Q.

Se il gruppo dato & ciclico, lo & anche il suo
trasformato. Infattiy se P’ ¢ la forma generale delle
operazioni del gruppo, e Q7' PQ="P', sard:
Q" PQ=Q'PQ.Q"PQ ... 0"PQ=P".

Se il gruppo considerato & un sottogruppo H
d’un certo gruppo G, e se Q appartiene a quest’ul-
timo gruppo, anche il trasformato di H mediante
Q, che pud denotarsi con Q7'H Q, & un sot-
togruppo di G.

I sottogruppi H e Q7' H Q si dicono equi-
valenti. In particolare, se R ¢ un’operazione del
gruppo, le operazioni R ¢ Q'R Q si dicono equi-
valenti.

Se il gruppo considerato contiene lidentitd e
Pinversa di ogni sua operazione, I'equivalenza ha
le tre proprieta fondamentali dell’eguaglianza. In-
fatti:

» a) Ogni sottogruppo & equivalente a sé stesso;
infatti :
1" Hr=H.
b) Se H ¢ equivalente ad H'y H' ¥ equivalente
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ad H; infatti se:
Q«I H Q =H,

© ne segue:

L H=QHQ=(Q)H(Q™),

. che esprime I’equivalenza di H' ad H, essendo Q~*
- un’operazione appartenente al gruppo.

: ¢) Se H ¢ equivalente ad H' ed H' ad H",
" H ¢ equivalente ad H'; infatti dalle:
Q"HQ=H, QTHQ =H"

segue:

Q- QHQQ =H,
(QQY"H(QQ)=H",

. che esprime I'equivalenza di H ad H", essendo
Q@ un’operazione del gruppo.
, Puo accadere che i due gruppi He Q' H Q
. coincidano tra loro; per es. cid accade di neces-
- sitd quando Q & un’operazione di H e H ha le
" proprietd a), b) dell'art. 8. Se, comunque si prenda
Poperazione Q in G, i sottogruppi H e Q' H Q
sono identici, si dice che H & un sottogruppo
invariante di G.
13. Se H & un sottogruppo non invariante di
G, pud sempre determinarsi un sottogruppo K di G
contenente H, e rispetto al quale H sia un sotto-
gruppo invariante. ’
Osserviamo anzitutto, che I'insieme delle ope-
razioni di G aventi la proprietd di trasformare H

ossia:
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in sé stesso costituisce un gruppo K. Infatti dalle:
QHQ.=H, Q'HQ,=H
segue:
QIO HQ Q, =4,
che pud scriversi:

(Q, Q)" H(Q,0)=H
Il gruppo K or ora definito contiene H, giac-
ché — come si & osservato poc’anzi — ogni opera-
zione di H trasforma H in sé& stesso; inoltre H &
evidentemente un sottogruppo invariante di K.
Puob anche notarsi che K ¢ il massimo sotto-
gruppo di G rispetto al quale H sia sottogruppo
invariante.
Sieno 1, O, Q,, ..., Q,_, le operazioni
di K, e costruiamo per questo sottogruppo il qua-
dro (T), dove 7s =mn, ordine di G:
1, Q,) Qz’ teey Qr—x
R, OQR, QR,..., QO_R

I Al ]

Rs‘_x ) QI Rs—x ’ Qz RS—] [ Qr— Rs—
E facile vedere che le operazwm d’una stessa
linea di questo quadro trasformano H in uno
stesso sottogruppo equivalente; infatti, tenuto conto

che:

_lHQh =H (=12, .., r—1),
si ha: '
(Q.RY"H(Q,R) =R Q;'H O, R, = R-HR,

(=12 ..., 5s=1),
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ove, come si vede, il risultato ¢ indipendente da
. Dunque:
Il numero dei sottogruppi diversi equivalenti ad
- H, compreso H stesso, & s, ossia & eguale all’indice di
K. Questo numero percid ¢ sempre un divisore di #.
Il sottogruppo costitutto dalle operagioni comuni
-a tutti 1 sottogruppi tra loro equivalenti & un sot-
- togruppo invariante, giacché & equivalente soltanto
; a sé& stesso.
g 14. Sieno:

G =(1, Py PyoP, ) Gi=(t, Q1 Q1 n Q)
" due gruppi ﬁnm d1 operazioni, e qualunque ope-
’ razione del primo gruppo sia permutabile con qua-

- lunque operazione del secondo. Le operazioni:

{ L Px Pz? ’me
' Qr’ QxPx? lez’ I Q!P
(I) QZ’ Q2P17 Q2P27 Q P —

.......................

Qn—x’ Qn—-x Px? Qn——x 29 " Qn— Mm—1

. costituiscono un gruppo G, , dicui G,, G, sono

sottogruppi invarianti. Infatti si ha anzitutto:
Q,P,Q,P,=Q, QkPP__OP

. in secondo luogo:

k (QP)P(QP)=P " Q7'P,Q.P,=P'PP,=P,,

, (Q:P)"0Q,(Q;P)

» - Ph_l QTI QtQi Pk - QT! QtQi — QV )

1 Noi vogliamo vedere come dai sottogruppi di

- G, » G, possano dedursi quelli di G, .

:
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Sieno :
G‘L:(I, Pn Pz, cey Pp_;)7
Gv:(}a Qn Qz? cety Qv—x)

due sottogruppi rispettivamente di G,, G,. Le o-
perazioni :

1, P, P, sy Py

Q, QP, QP, ...,QFP_
({0, QP, QP, ...,QP,

Qv_x ) Qv—x P( 3 Qv-x Pz’ R Qv._l Pp._x

costituiscono un sottogruppo G,, di G,,,, che pud
dirsi ottenuto mediante combinazione dei sotto-
gruppi G,, G,. Non pud asserirsi perd recipro-
camente che ogni sottogruppo di G, risulti per
combinazione di due sottogruppi rispettivamente di
G,, G,. Sia G, un sottogruppo di G,,,, € sieno
G,, G, i massimi sottogruppi comuni ad esso
rispettivamente con G, , G,; il gruppo G, con-
terrd evidentemente il gruppo G,,. Se p=pv, i
due gruppi sono identici. Se invece p>pv, G
contiene altre operazioni oltre quelle della tabella
(2). Sia Q, P, un’operazione di G,; esso conterrd
ancora le:
Q,P,P, QPP, ..., QPP ;

ora PP, P,P,..., PP, sonou—1 opera
zioni di G,, che indicheremo con Py, , Py, .., Pi,_,,
siccht possiamo dire che, se GP contiene Q,P,,
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contiene altre p.— 1 operazioni :
QiPhi (j:I, 2,...,y.—1).
Non ne pud contenere altre per cui ¢ abbia
lo stesso valore; infatti, se in G, vi fosse un’altra
operazione Q,P,, dove % si suppone diversa da
tatte le b, posto P, =P, P,, sarebbe necessaria-
mente / > p. — 1, ¢ G, dovrebbe contenere anche

operazione :
- _

(QP) QP,P=P,
mentre, per ipotesi, le sole operazioni P in esso -
comprese sono le 1, P, P, ..., P,_ . Dunque
pud concludersi che, se G, contiene un’operazione
d’una linea della tabella (1), esso ne contiene pre-
cisamente p.. Ad un’analoga conclusione pu6 giun-
gersi rispetto alle colonne della stessa tabella. Per-
tanto, se p > p.v, G, contiene, oltre agli elementi
(1), altri elementi che, con opportuni mutamenti
d’indici, possono designarsi come segue:

S QPp.’ QPu+1? * Q 2p—1
(3) Qv HPp.’ QV+1 pt+1? . . QV+1 2p—1

sz_x Ppn sz——x Pp-H’ Tt sz-; P2|L—x -
E cost via. I rettangoli (2), (3), etc. sono con-
tenuti nel rettangolo (1), e stanno tutti intorno
ad una medesima obliqua come diagonale, come &
. indicato nella figura, in cui si & supposto:
3 m=38, n=6 p=v=2 p=12=3X 4
e si sono indicati con punti gli elementi di G

mn?

RS A

-
:

Vivanri. 2
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marcando pili fortemente quelli che appartengono
a G,

Posto ¢ = fp.v, possono prendersi come rap-
presentanti di G, rispetto a G,, le operazioni:

) Qv Pp.) sz P Q(O_x)v P(O—xm
Le 1, P, P, ..., P«,_”p formano un sotto-
gruppo Gy, di G,. Che queste operazioni forma-
no un gruppo, si vede come segue. Se Q, P,, Q,P
sono due operazioni di G, sicche:
h£L(@—np, 10—y,
anche:

QP QP =0Q QPP =0QFP
appartiene a G, sicche s £ (8 — 1)p; ciot il pro-
dotto di due operazioni PljL(h—1)p] & uno-
perazione dell’insieme stesso.

Parimentile 1, O, Q,, ..., Q_,, formano
un sottogruppo G, di G,.
Per combinazione dei sottogruppi Gy, , G, di
G, e di G, si ottiene un sottogruppo Gy.,, = G,
di G,, contenente G, come sottogruppo *, ed

mu

(g2~

* Esso sarebbe rappresentato nella figura da un rettan-
golo di dimensioni 6, 6 avente un vertice nel vertice supe-
riore di sinistra del rettangolo principale.
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questo evidentemente il minimo sottogruppo com-
inato avente tale proprietd.

Dunque, dato un sottogruppo G, non otte-
nibile per combinazione, si pud costruire un sot-
‘togruppo combinato G, che & contenuto in esso,
d un altro Ggs,, che lo contiene. Percid i sotto-
gruppi non combinati si chiamano intermedi, € pud
~ dirsi §he i sottogrupps di G, o sono combinati o
‘sono intermedi.

E da osservarsi che G, & sottogruppo inva-
riante di G,,. Infatti, se P, appartiene a G, ¢ P,
o ) k -
, esiste in G, un’operazione Q,P,, e quindi
. appartiene pure a G, la:
—1 —_— — I — .
5 (Q,P) P, Q,P, =P, PP, =P;

' ma G, & il massimo sottogruppo comun¢ a G,»
G,, quindi P,, che appartiene ad ambidue, fa
parte di G,. Parimenti G, & sottogruppo inva-
. riante di G,,. Se ne deduce immediatamente che
G,, ¢ sottogruppo invariante di Ggay, © quindi
di G,.

Osserviamo ancora, che come rappresentanti

di G, rispetto a G, e di Gy, rispetto a G, pos-
'sono prendersi rispettivamente le operazioni:

L Pp.’ Pzp.? ey Po_ps Ty Qs Quys > Qioorwe

Dopo cit, dati due gruppi G,, G, e presi
- due loro sottogruppi G, , G,, si cerchi di costruire
due sottogruppi G, G, di G,,; G, conténenti ri-
- spettivamente G, , G, come sottogruppl Invariantl, €
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tali che i loro ordini siano proporzionali a &, v. Po-
sto p.'=0y, v'=hv, si scelga un sistema di rappre-
sentanti 1, P, P, ..., Py . di Gy, rispetto a
G,, ed uno di rappresentanti 1, Q,, Q,,, -y Qjg_,,
di G, rispetto a G,. Mediante questi elementi noi
potremo costruire un sottogruppo intermedio di
G,,,; ed & chiaro che se, tenuto fermo per es.
Pordine dei primi rappresentanti, variamo quello dei
secondi, otterremo in generale sottogruppi inter-
medi diversi.

15. Ogni gruppo contiene almeno due sotto-
gruppi invarianti, cioé s¢ stesso e il gruppo costi-
tuito dalla sola identitd. Se un gruppo non con-
tiene, oltre questi, altri sottogruppi invarianti, esso
dicesi semplice; nel caso contrario si dice composto.

Ogni gruppo finito, il cui ordine & un numero
primo, & semplice (v. art. 9).

Un gruppo si dice transitivo rispetto ad una
determinata classe di enti, se, dati due enti qua-
lunque di questa classe, esiste sempre nel gruppo
un’operazione per la quale si passa dall’'uno all’altro
di essi; nel caso opposto si dice intransitivo.

16. Se fra due gruppi G, G' pud stabilirsi
una corrispondenza tale, che ad ogni operazione
di G corrisponda in G’ un’unica operazione, e che
al prodotto di due operazioni di G corrisponda il
prodotto delle due operazioni corrispondenti di-G’,
si dice che i due gruppi sono isomorfi. L’isomorfi-
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smo dicesi oloedrico quando ad operazioni differenti
di G corrispondono sempre operazioni dlﬁ”erentl
di G’, meriedrico nel caso contrario.

Due gruppi oloedricamente isomorfi sono iden-
tici tra loro dal punto di vista formale, e non pos-
‘sono differire se non per la natura delle opera-
zioni di cui sono composti. Se sono finiti, hanno
lo stesso ordine.

Nell'isomorfismo all’identitd in G corrisponde
identitd in G'. Supponiamo infatti che alla 1 di
G corrisponda in G’ un’operazione Q diversa
dalla 1; allora, se P, P' sono due operazioni cor-
rispondenti di G, G, alla 1.P==P in G dovrebbe
corrispondere in G’ la QP’, che & diversa dalla
P'. Ora, se 'isomorfismo ¢ meriedrico, vi sono pil
operazioni di G aventi come corrispondente in G’
Pidentita. Tali operazioni formano un gruppo, giac-
che, se a P, Q corrisponde in G’ la 1, anche a
P Q corrisponde la 1. Di piu questo gruppo, che
- vogliamo indicare con G,, ¢ un sottogruppo inva-
_riante di G *; infatti, se P ¢ un’operazione di G,
e O un’operazione qualunque di G, e se Q'

. operazione corrispondente a Q in G’, allopera-
. zione Q7'P Q di G corrisponde in G’ Poperazio-
“ne Q"1 Q' = 1, sicché anche Q' P Q appartiene

* Di qui segue che, se G ¢ semplice, I'iSomorfismo non
pud essere meriedrico.
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a G,. E facile poi vedere che, se all’operazione R di
G corrisponde in G’ la R, Pinsieme delle opera-
zioni di G corrispondenti alla R’ si ottiene molti-
plicando per R le operazioni di G,. Di qui segue
che lordine di G, ¢ il quoziente degli ordini di G
e di G'. Questo quoziente si dice grado di merie-
dria; se esso ha il valore 2, isomorfismo si dice
emiedrico.

Sostituzioni lineari.

17. Noi dobbiamo applicare le cose esposte
ad una classe importante di operazioni: quella
delle sostituzioni lineari.

Dicesi sostituzione lineare quell’operazione, per
-cui si passa da un valore qualunque g ad un altro
7' legato ad esso da una relazione della forma:
() 7 = 2z 0

YX A+’
dove le o, £, v, 8 sono quantiti reali o complesse
soggette all'unica condizione :
(2) 28 — By £o.

La sostituzione (1) si denota talvolta breve-
‘mente con:
o (ﬂ) )
(Y 31’

la quantitd «d — 8y dicesi il determinante della so-
stituzione.
Osserviamo che, qualunque sia ¢, purche di-
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verso da zero, si ha sempre :

. ca ¢\ (2P

) (CY 63) ~ (Y 3)'
Ne segue, tenuto conto della (2), che si pud
sempre, senza alterare il significato d’una sostitu-
zione lineare, porla sotto forma tale che sia:
@ 2y — Py =1
Noi diremo sostituzione unitaria una sostitu-
zione lineare il cui determinante € 1, e supporremo
in generale, salvo avvertenza in contrario, che le
sostituzioni con cui avremo a fare sieno unitarie.
Risolvendo la (1) rispetto a g, si ha:
: . 8(' — 6

() (S
e scambiando ' con z:

N {4,
¢ =X
—yxita’

che & Poperazione inversa della (1). Dunque: L’o-
pem(zone inversa d’'una sostitugione lineare ¢ una
sostituzione lineare.

Per 2=030=1, {=vy=o0 la (1) diviene
=7, che & la sostituzione identica.

Risulta chiaramente dalle (1), (5), che una
. sostituzione lineare fa corrispondere ad ogni va-
B lore di 7 uno ed un solo valore di 7, e ad ogni
valore di 7’ uno ed un solo valore di z.
Adottando la solita rappresentazione geome-
trica dei numeri complessi, pud considerarsi una
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sostituzione lineare come una trasformazione biu-
nivoca dei punti d’un piano in quelli d’un altro,
od anche — quando 7z e 7’ si rappresentino nello
stesso piano — come una trasformazione biunivoca
di un piano in sé stesso. In tale trasformazione,
come in qualunque altra del tipo:
=/

dove f(z) rappresenta una funzione della variabile
complessa 7 nel senso di CaucHY-RIEMANN, le am-
piezze degli angoli, come & noto, si conservano.

18. Data una sostituzione lineare non iden-
tica :

(I) = ﬂéa

TR+ 8
possiamo domandarci se esista qualche valore z
che sia eguale al corrispondente valore z'. Facendo
nella (1) 1 =3, essa diviene :
(2) 18+ —a)x—b=o,
equazione Ja quale nel caso gid escluso della sosti-
tuzione identica (x =8 =1, ¥ =y = 0) si riduce
ad un’identita, e in ogni altro caso ha due radici
distinte o no. Dunque:

Una sostituzione lineare non identica lascia
invariati uno o due valori di z. Tali valori si di-
cono poli della sostituzione.

19. Consideriamo alcuni tipi speciali di sosti-
tuzioni:

a) ¥ =z+h
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Tutti i punti del piano vengono trasportati di
un vettore eguale ad h, e perci6 la sostituzigne
dicesi traslagione. Ogni figura conserva la propria
forma. La sostituzione ha un unico polo, che ¢ il
punto all'infinito del piano *.

Posto :

= Fe[q:, =¢ ei$’, k= ceia,
si ha:
= =9+

Quindi il raggio vettore d’ogni punto viene

- moltiplicato per una quantitd costante, e l’argo-
mento viene aumentato di una quantitd costante;
si ha cioé¢ una trasformazione per similitudine ri-
spetto all’origine accompagnata da una rotazione

“intorno all’origine stessa. Diremo per brevitd for-
sione la sostituzione considerata. I suoi poli sono
. Porigine e il punto allinfinito.

) Casi particolari della torsione sono la rotazione,

“che corrisponde all’ipotesi ¢== 1, e Uestensione, che
~ corrisponde allipotesi & = o.

: . I

‘ 6) 7= 7 .

._ Posto :

R=x-41iy, L =x"+1iy,

L_ * Non si deve dimenticare, che nella teoria delle fun-
: zioni di variabili complesse si considera il piano come avente
- un solo punto all’infinito.

:
{
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si ha:

N S,

Da quest’ultima relazione risulta che la sosti-
tuzione considerata trasforma linterno del cerchio
di raggio 1 col centro nell’origine nel suo esterno
e viceversa e la circonferenza in s¢ stessa. Essa
dicesi percid inversione. I suoi poli sono i punti
4.

L’equazione :

a(x +y)+ 205+ cy) Fd =0
rappresenta in generale un cerchio, il quale si ri-
duce ad una retta se 2 =o.

Applicando la sostituzione considerata si ot-
tiene :

d(x* ")+ 2(— bx 4cy) Fa=o,
che rappresenta pure un cerchio, o per d=o,
una retta. Dunque, se si considera la retta come
un caso particolare del cerchio, pud dirsi che:

L’inversione muta 1 cerchi in cerchi.

Questa proprietd di mutare i cerchi in cerchi
appartiene evidentemente anche agli altri 2 tipi di
sostituzioni considerati.

20. Abbiansi due sostituzioni lineari:

a (ﬂ) o B
Y 8 ’ (\‘,l 8/ 9
che indicheremo con S, §'. La S muta z in:

¢ =2t P
N
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12§ muta 7’ in:
A (DD
IS R G LR & S CRE R)
quindi I'operazione $S' muta z in:
("2 4 B )ZA(# ¢+ £'9)
GV DA GBI
Di qui si vede che il prodotto di due sostitu-
‘gons lineari ¢ una sostituzione lineare, la cui espres-
sione ¢ data dalla formola seguente:
AWE MY a'a By 7’(‘—|-”3
SS':“‘( N :(, , \,).
I) (T 3) Y 6’) 77.—{—6'] {{a—f—bs
Scambiando la S colla §’ si ha di qui:

S,S:(a’ E’)(o{ B):(za’—f—@y' a(&’—{—{.‘\)?i')
v\ ) T Ny 3y 3

_-donde risulta che in generale le operazioni S’
¢ ¢ §'S sono diverse.

! 21. Ogni sostituzione lineare puo esprimersi
" come prodotto di traslazioni, torsioni ed inversioni.
’ Puo verificarsi infatti che si ha, tenuto conto

delle (3), (4) dellart. 17

o b ) o——I)Io)ya
N 2 H
Y0 oxy/\1r o J\oy 0¥
- delle sostituzioni che figurano nel secondo membro
- la prima e l'ultima sono traslazioni, la seconda &
' un’inversione, la terza una torsione. Ne segue

. (art. 19), considerando sempre la retta come un
. caso particolare del cerchio, che:

r
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Qualungue  sostituzione lineare muta i cerchi
in cerchi.

22. Dati due triangoli a lati rettilinei o circo-
lari aventi gli angoli rispettivamente eguali, esiste
una sostituzione lineare che trasforma Vuno di essi
nell’altro.

Sieno ABC, 4 B,C, i due triangoli, e gli
angoli omonimi sieno eguali *.

Se ilati 4B, AC, A4 B,, 4, C, sono retti-
linei, con una traslazione T si porterd il punto 4
sul punto 4 , poi con una rotazione R si fard
coincidere il lato 4B col lato A4, B, ; allora, per
Peguaglianza degli angoli, il lato A4 C coincidera
col lato 4, C,, e le figure 4BC, 4, B.C, saran-
no omotetiche, sicch¢ con una estensione H A B C
si mutera in 4 B C,. Dunque nel caso considerato
ABC si trasforma in 4, B C, mediante la sosti-
tuzione lineare TR H.

Se 4B, AC non sono ambidue rettilinei,
detto D il secondo punto d’incontro dei cerchi, o
del cerchio e della retta, di cui questi due lati fan-
no parte, ogni sostituzione S che muta D nel
punto all’infinito- muterd 4 BC in un triangolo
A'B'C’' coi lati A'B’, A'C’ rettilinei. Indicando
con §, una sostituzione analoga rispetto ad 4 B, C,,
con A4 B, C' il triangolo in cui esso si trasforma,

* Omettiamo la figura, che & semplicissima.
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A'B'C’ si trasformerd in A !B, C! mediante una so-
stituzione TRH, e quindi 4BC in 4 B,C, mediante
a sostituzione STRHS,".

p
23. Sia ( 3) una sostituzione lineare avente
!

i
3
- due poli distinti. Questi poli, che indicheremo con
9, ¢, avranno l'espressione :

:
: Pi 2V (2 —dyaty _ a3V (D) —4
q 2Y 2y '
‘ Poiche p, ¢ soddisfanno all’equazione (2) del-
- Part. 18, sard: _

W H+G—2p—p=0, v+ —x)g—pE=0o,

da cui:

—p(x—yp)=—3p, —gl—19)=E—3q.

Ne segue :
T_‘{,_P:az—l—(ﬂ_P:(z—*{P)z—l—(ﬁ——w)
Yi4d Sl
5 I Gl 21 C Gl )
" 12+
P G ol SN ok ()L & ol (B 2 )
v3+9 7R+
_e—19k—9)
i+
da cui
(’—P___e(—p

X —9q x—q’
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02— (a—yp)’ _  (=—yp)
a—yg  (a—yp)oa—yg) @ —=y(p+9+1Pg
D’altra parte si ha:
x—0 - [

pta= > apq:_—Y_7

quindi :
@ —ay(p+g)+ypg=ad—by=1,
€:

9:(“"7'1))2:[“""8"“/@]’ .

La sostituzione (1) prende denominazioni di-
verse a seconda dei diversi valori di 6.

Se 0| = 1, la sostituzione si dice ellittica; se
6 & reale e positivo, iperbolica; in ogni altro caso
lossodromica.

24. Se .~ 8 ¢ reale, la sostituzione nom pud
essere lossodromica.

Sia dapprima |x -8 > 2; allora § & reale, e
la sostituzione ¢ iperbolica.

Sia invece |x-}-d] <2 **; posto a-d=2F,

* Se y=0, uno dei poli, p. es. g, ¢ all'infinito, e la so-
stituzione assume la forma piti semplice :
F—p=0x—0p,
dove 6 =a*.
* Se a - 8 & reale, non pud essere jx - 8| = 2, giac-
ché ne seguirebbe (x - 8)> =4, e i due poli non sarebbero
distinti. ‘
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j_ﬂ()ve |kl < 1, si ha:
' 0 =(k—iV1— F);

b ora :

L ki1 —H =V —F) =1,
quindi || = 1, e la sostituzione ¢ ellittica.
Una sostituzione lossodromica & il prodotto d’una
- sostituzione ellittica e d’una sostituzione iperbolica.
Infatti, se § = ce™, la sostituzione :

=D __yx—p

=9 X
¢ il prodotto delle due altre, prese in un ordine
| qualunque :

R—p __jpk—p X—=p__ R—P

- =g z—¢ =g =9’
di cui la prima & ellittica, la seconda iperbolica.
2
25. Sia ora (mg
v

cui poli coincidano. La condizione perché cid av-
‘venga ¢:

) una sostituzione lineare i

. 1+8:i2,
‘e 'unico polo r & dato da:
5 o« —39
r= ,
2y
donde :
x—yr=yr—+3.

Inoltre si ha (cfr. art. 23):
—r(a—yr)=p§—3r.

Ne segue:



32 SOSTITUZION! LINEARI.

f_ ke (r—ynz (B8
TR+ 72+ 3
_(z—=1nNGR—=")
7z 49
_ =Nk =r) _ (G—ynN&=")
T@—n+Gr+d 1@—n+(@—1y7)

da cui:

4

I I
Z_’_r—n—l—(_r,

dove :
=" — 2Y
*—Yr  a-f 3

Le sostituzioni aventi un unico polo si dicor
paraboliche.

I risultati di questo articolo e del preceden:
mostrano che la specie di una sostituzione (un
taria) dipende dal valore della somma dei su
due coeflicienti estremi.

26. La trasformata d’una sostituzione median
un’altra qualunque & della stessa specie della sost
tuzione primitiva.

Sieno:

(). o=()

due sostituzioni qualunque. Poiche (art. 17):

=47

si ha (art. 20):

+v.
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vy [(2d—%c —ab4-Ba
Q P_"(yd—(?c —*{b—f—Sa)

3

- e quindi:

; 0P Q
L [(2ad—Bac-pybd—dbc  —arab4-Ba’—yb*4-dab
T\ acd—pc*yd>—dcd —abc—]—ﬂac—ybd,—]—Bad)’

- sicche, posto :

Q?Q:P=CW),

sl ha:
2 =oad—PBac+ybd—Nbc
“(1) Y =—aab-+B8a—ybFdab
' '—acd—0 - yd*—dcd
¥ =—abctBac—ybd+4dad
5 Di qui segue, tenuto conto che ad —bc=1:
: 2+ ¥ =a-3,
| relazione che dimostra il teorema.
27. 1l significato geometrico delle sostituzioni
b lineari risulta pili chiaro mediante un cambiamento
< di variabile.
¥ Consideriamo dapprima la sostituzione a due

-

l

: poli:
) Z.“‘P____e( b4
© F—q x—q

b dalla relazione :

i ¢ introduciamo la nuova variabile Z legata alla g
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La (1) diviene:

(2) Z'=H40Z.
Consideriamo la sostituzione :
AR — OIZ,

dove intendiamo che l'esponente % possa variare
con continuitd, per valori reali, positivi e crescenti,
dal valore o, a cui corrisponde la sostituzione iden-
tica, al valore 1, a cui corrisponde la (2).

Se la sostituzione ¢ ellittica, posto :

Z=ype® Z' =¥ 8=2¢",
si ha:
o' =p 9 =9-41%re

sicche il punto mobile, per andare dalla posizione
iniziale a quella finale, percorre un arco di cerchio
di ampiezza « intorno all’origine.

Se la sostituzione & iperbolica, posto § =,
si ha: .

o=t 9T =9

il punto mobile percorre un segmento di un rag-
gio uscente dall’origine.

Infine, se la sostituzione ¢ lossodromjca, posto :

§—¢ eia’
si ha:
o' =0t ¢ =g e

come si vede da queste formole, il raggio varia
in proporzione geometrica mentre I'argomento va-
ria in proporzione aritmetica, quindi il punto mobile
descrive una spirale logaritmica col polo nell’ori-

gine.
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Chiameremo in generale #raiettorie della so-
stituzione le linee percorse dal punto mobile nei
vari casi.

28. Imaginiamo una sfera tangente al piano
Z nell’origine, e proiettiamo stereograficamente il
piano sulla sfera, prendendo per polo il punto della
sfera opposto al punto di contatto. Considerando
come asse il diametro che unisce quest’ultimo punto
col polo, i raggi del piano uscenti dall’origine si pro-
iettano sulla sfera in altrettanti meridiani, e i cerchi

- col centro nell’origine in altrettanti paralleli; inol-
tre, per la proprietd della proiezione stereografica
di lasciare inalterati gli angoli, le spirali logarit-
miche col polo nell’origine, le quali, come ¢&
noto, tagliano ad angolo costante i raggi uscenti

. dall’origine stessa, si proiettano in linee che ta-

- gliano ad angolo costante i meridiani. Tali linee

_si chiamano lossodromie; di qui il nome di sosti-

-tuzione lossodromica. :

29. Ritorniamo dal piano Z al piano z, limi-

- tandoci a considerare le sostituzioni ellittiche ed i-

-~ perboliche.

Poiché I'operazione per cui si passa dal piano

. 7 al plano Z & una sostituzione lineare:

z==P
X9
ai cerchi del’'uno dei piani corrisponderanno nel-

Paltro dei cerchi. Ora ai punti p, g del piano 3
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corrispondono nel piano Z i punti 0, oo; quindi
la famiglia dei raggi uscenti dall’origine nel.piano
Z, i quali possono considerarsi come cerchi pas-
santi pei punti 0, oo, avrd per corrispondente nel
piano z la famiglia dei cerchi passanti per p,
Tale famiglia costituisce dunque I'insieme delle
traiettorie delle sostituzioni iperboliche coi poli p, ¢
Quanto alle sostituzioni ellittiche, le loro tra-
iettorie si trovano facilmente osservando che, per
essere |O =1, si ha:
X—p__|x=p
=gl x—4q’
sicché il rapporto delle distanze del punto mobile
dai punti p, ¢ & costante. Le traiettorie sono dun-
que cerchi rispetto a cui p € ¢ sono -punti coniu-
gati.

Importa trattenerci un momento sul caso delle
sostituzioni ellittiche per meglio determinare il mo-
vimento del punto z’. Posto # = ¢ si ha, indi-
cando con arg. # l'argomento della quantitd com-

“plessa u:

Z'— P
ar = o ar
g 7 — g =g’

ossia:
arg. (X' — p) —arg- (X' —¢)
=a-arg. (x — p) — arg. R — ¢)-
Ora, indicando con P, Q, Z, Z’'i punti del
plano che rappresentano i valori p, ¢, z, 7/, si ha:
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arg. (x — p) —arg. k — ) = QZP,

: arg. (' —p) —arg. X — ) = QZ'P,

- sicche:

! QZP=ua- QZP.

Per ottenere quindi il punto Z’ dato il punto

* Z, basta costruire sulla corda P Q un arco di cerchio
che nei punti P, Q formi coll’arco PZ Q un an-

(Fig. 1).

golo di ampiezza «; lintersezione di quell’arco col

cerchio passante per Z e rispetto al quale P e Q

sono punti coniugati sard il punto Z'. ‘
30. Veniamo ora alle sostituzioni con un solo

polo:
1 I
="t
Facciamo il cambiamento di variabile:
Z=— ;
31—

. la sostituzione diviene:
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L'=mn+Z,
che & una traslazione.
Consideriamo la sostituzione:
L' =xn + Z,
dove X varia per valori positivi e crescenti da 0 a
1. Il punto mobile andrd dalla posizione primitiva
alla posizione finale percorrendo un segmento di
lunghezza e di direzione costante. Le traiettorie
della sostituzione costituiscono dunque un fascio di
‘rette parallele. Ora due rette parallele possono con-
siderarsi come due cerchi i cui due punti d’inter-
sezione coincidano all’infinito. Quindi al fascio di
rette parallele del piano Z corrisponderd nel piano
z un fascio di cerchi passanti per r e tangenti in
questo punto ad una stessa retta.
31. Se P ¢ una sostituzione a poli distinti p, q
=P T S P
=y R—q’
e se Q= (? E;,) ¢ un’altra sostituzione qualunque;

Pespressione della soxtitu(ione Q'PQ ¢

(Sl SRS el i

X—q ( —q"’

L) e ol SRRRT B b

P = sy 1 5
TP+ 19+

Per formare la sostituzione Q~'PQ, dobbiamo
eliminare 7', 7"’ fra le equazioni:

dove :
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=
dove:
o T -+ L»
oy
Eliminando 7', 7

_ X e I
wWAS

si ottiene:

LT e wl G Gl Y. Gt S H(”—I—B
Y(“I‘S ' —q =9 v 48’
si ottiene cosi: '
= dx—b
—vz" + _9—*{(-]—&
37" —p dr—p ’
B S ok —YXte
ossia
oo_ap b _apt
1P+ _ vp+9
Z”’_Q_tq——{—j _‘x_qj—_ﬁ
1949 Tg+9
32. Se P ¢t una sostituzione a polo umico r:
I I
- =+ 71—’

e Q= ( ) ¢ un’altra sostituzione qualunque, Ue-
spressione della sostituzione Q7P Q é:

I
g—r

)

‘r)' :7«,(*{1’—{-3)2.

tra le equazioni:

I ”, a "
—n— 2 P

YK"+3
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I
se—r ="t

YK A —1z+=
ossia:
Lt € i wle e —yz3+F=
yr—}—szu, ar4f Yr—[—sz___“"‘i"g’
yr-+3 yr--9
od ancora (tenuto conto che ad — fy=1):
1 - 1
vr+8| vr ,u*«r—f—@)
G0 (¢ =2
1

_.n+ Y+ 4 ?
+8 (vr _ar—'—b
Y L G +8)(z w+3>

e infine:
m——"(ﬂ‘}‘s)‘f‘ 77+H
Y73 yr+3

33. Una sostituzione lineare pud essere un’o-
perazione d’ordine finito ?

Anzitutto una sostituzione parabolica non lo.
¢ mai; essa infatti equivale ad una traslazione, e
questa, per quanto ripetuta, non pud mai ricon-
durre il punto mobile alla posizione primitiva.

- Cerchiamo dunque fra le sostituzioni a due

poli.

Ripetendo m volte la sostituzione:
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(I) = P _ —4 R— P
=y x—¢q’
si ottiene la SOStltUZlone'
L—q¢  x—4q 9’
affinché questa si riduca allidentitd, dev’essere
0" = 1. Ciot: Affinché una sostituzione a due poli
(1) sia d’ordine finito, & necessario e sufficiente che
b sia una radice dell'unita d’indice finito. Quindi :
Le sole sostituzioni lineari che possono essere di or-
dine finito sono le sostituzioni ellittiche. E come con-
seguenza (v. art. 7): Ogni gruppo finito di sostitu-
Zioni lineari consta di sole sostitugioni ellittiche.
34. Se due sostituzioni d’ordine finito hanno
ghi stessi poli, pud trovarsi una terza sostitugione di
cui ambedue sono potenze.
Abbianti le due sostituzioni degli ordini m, m':
F—p —yi =P P _gi—P
F—q x—¢ ¥—q i—q
Se n & il minimo multiplo di m, m’, e se n
¢ una radice primitiva #*™ dell’unitd, sard:
bn b'n

0 —_— 7]‘"} mr

r—
b =",

.

»
3
3

)
“essendo b, b’ interi, e le due sostituzioni saranno
’

:le potenze (M )-esima e (M)-esima della:
g m m' )

; " :
1—q 2—q
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35. Sia G un gruppo finito di sostituzioni
e supponiamo che tra queste le sostituzioni P,
P, ..., P_, abbiano un polo comune ¢. E evi
dente che esse, insieme all’identitd (rispetto all:
quale tutti i punti si possono considerare com
poli), formano un- sottogruppo; giacche, se le P,
P, lasciano invariato il punto g, lo stesso ha luo
 go per la P P,. :
Supponiamo per semplicita che il punto g si3
~ allinfinito; allora le P, avranno la forma (art. 23)
X —p:=9,x—p) (=12 ., r—r

Si ottiene facilmente per la sostituzione P, P,
R'=00,2+5,
F=08z+~
6=-—108,9p,+6,(p,—p,) ‘f‘}’w
T=—"0,0p,+9.(,—p)+p:-

Ne segue per la sostituzione (P,P))™", ossi
—1 D—1,
PP

e per la P, P;:

dove :

r__ X7
¢ 6.9,

e quindi per la sostituziorie P,P P 'P;":
o [zta] s
61' 6}1
G—7T
=1+ =ty D G~ 1~
Se nessuno dei fattori dell’ultimo termine fos
nullo, la sostituzione P,P, P7'P;" sarebbe parab
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lica; ma cid & impossibile perché (art. 33) essa
appartiene ad un grappo finito. E poiche 0, =4 1,
8,54 1, dev’essere p. = p,. Dunque le sostituzioni
' P,a Pz, -y P_, hanno comuni ambi i poli, e
| perd (art. 34) sono potenze d’una medesima so-
stituzione. Da cio segue (art. 6) che il gruppo 1,
P,P, ..., P_ ¢ cicico. Concludendo:
‘ Le sostituzioni lineari d’'un gruppo finito aventi
| comune un polo hanno comune anche Ialtro polo e
formano un sottogruppo ciclico.

Dal teorema dell’art. 31 segue che:

Se p, q sono i poli delle sostituzioni d’un sotto-

gruppo ciclico © d’un gruppo finito G, e Q = (g E;)

¢ una sostituzione di G, i poli delle sostituzioni del
- sottogruppo ciclico (art. 12) IV = Q7' Q sono:

ap 48 , _xg+p

p= ps = Q) ¢ o Q(9)

I poli p, p’ diconsi equivalenti, e costi poli ¢, ¢'.
g 36. Sia G un gruppo finito d’ordine #, I' un
' suo sottogruppo ciclico d’ordine v formato (art 35)
- da tutte le sostituzioni di G aventi i medesimi
Epoh p, q. Sieno 1, P, P*, ..., P7' le sostitu-
é zioni di I, e il quadro (T) (art 9) relativo a questo
L. sottogruppo sia :
1, P, P2, , P
Q, PQ, PO, ) PQ,
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Poich¢ p non & polo d’alcuna sostituzione di
G allinfuori di quelle della prima linea, i punti:

. n
p=0:) (i=nz... 5 —1)
saranno tutti diversi da p. Essi saranno poi anche
diversi tra loro, giacché, se fosse:

- Q)= Q@)
ne seguirebbe :
p=Q,Q"(p),

€, poiche le sole sostituzioni che lasciano invariato
p sono P e le sue potenze, dovrebbe essere per

un opportuno valore di I:

QhQi_‘ :Pla
Qh:PlQn

il che ¢ impossibile, perché¢ gli elementi del qua-
dro sono tutti diversi.

ossia :

Abbiamo dunque -~ poli equivalent p, p,
Pos -os b, tutti differenti tra loro, e possiamo
v

concludere che:

Il numero dei poli diversi equivalenti ad un
polo dato, compreso questo stesso, & eguale all’indice
del sottogruppo formato dalle sostituzioni a cui ap-
partiene quel polo.

E facile vedere che: Ogni sostituzione del
gruppo G ha per effetto uno scambio dei poli

brbis s b,

v

tra loro.
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Infatti prendiamo una sostituzione qualunque
[ P}Q, di G, ed applichiamola ad uno qualunque
2; dei poli considerati; avremo :
PhQL(P)— PO, (p)-
Ma Q.P’Q,, come prodotto di sostituzioni
d1 G, & una certa sostituzione P'Q, di G; quindi:

P'Q,(p)=PQ,(p)=p,.

Un’osservazione importante ¢ questa. I punti
D D,s P, - sono poli dei sottogruppi I', Q7'TQ,,
Q;7'rQ,, .... Perd dal fatto che quei punti sono
tutti diversi non pud dedursi che lo sieno anche
quésti sottogruppi, anzi essi coincidono due a due
quando uno dei punti p, p,, ... & il secondo
polo ¢ di I, quando cioe¢ i due poli. di I' sono
equivalenti. Infatti, se p, =g, le sostituzioni dei due
sottogruppi I' e Q7' I'Q,, avendo un polo comune,
hanno comune anche laltro (art. 35), e perd i
due sottogruppi sono identici; e lo stesso avviene
degli altri sottogruppi due a due, giacche, se:

g=p,= Q) ¢,=Q, (9
ne segue:
7,= Q.0,() =P'Q,(p) =1,

37. Le considerazioni esposte permettono di
determinare tutti i possibili gruppi finiti di sostitu-
zioni lineari.

Sia G un gruppo d’ordine #. I poli delle sue
n— 1 sostituzioni diverse dall’identitd, contati cia-
scuno tante volte quante sono le sostituzioni a cui
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esso appartiene, sono in tutto 27—2. Supponiamo
che un polo sia comune a v _sostituzioni, compresa
Pidentita ; a]lora (art. 36) esso fard parte d’un si-

stema di — poli equivalenti. Analogamente vi sa-
v
I

cemi di . " n b equi

ranno sistemi di ——, —=~, ..., — poli equiva-
2 7

lenti; e, tenuto conto che un polo dell’-esimo si-

stema appartiene a v, — I sostituzioni diverse dal-

I’identitd, sara:

v

}_:-v_(vi—_l)zzn—%

f==1 i

ossia :

B I 2
I I—— ) =2—-=.
( ) z=Zx ( v; ) n
Dobbiamo cercare i sistemi di numeri interi
e positivi v, v,, ..., v,, n che soddisfanno a
questa equazione.
Evidentemente si ha: ‘
BNV, N2 (i=1, 2, ..., 1),
quindi :
£ 2
1’>Z(I‘—— A—, 2>2‘—7;I,
1

i=1

donde segue, per la (1):
,
1’> 1, 2> "2_7

ossia :

1<r <4
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Cioé¢ r non puod prendere che i valori 2 ¢ 3.
Sia r =12; la (1) diviene:

I 1 2
5 + o
1 2 n
- che, per essere v, L m, v, £ n, ammette l'unica

_soluzione:

. vy, =v,=1n.
Sia ora r = 3,l sicché I’equazione (1) diviene :
: I I I 2
(2 T+TZ+T=I+7-
| Se tutte le v, fossero X\ 3, il primo membro
- avrebbe valore £ 1, cid che ¢ impossibile. Dunque
-una almeno delle v; ha valore 2.
Poniamo per es. v, = 2, quindi:
I I 2
DR
Le v,, v, non possono essere ambedue X 4,

giacché allora il primo membro sarebbe é%,

-quindi una di esse deve avere il valore 2 o il va-
. lore 3.

' Supponiamo dapprima che una delle v,, v,
- abbia il valore 2, per es. facciamo v, = 2; ne ri-
; n .. s .

Csulta v. = —, quindi # dev’essere pari.

f ’ 2

Supponiamo invece che né v, né v, abbia il
valore 2; una di esse dovrd avere il valore 3.
?Poniamo v, = 3; ne risulta:

1 I 1 + 2

v, 6 n’
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donde v, < 6. Facendo pertanto v. =3, 4, s, si
ottiene 7 — 12, 24, 60.

Riassumendo, si hanno le seguenti soluzioni
del’equazione (1), alle quali corrispondono altret-
tanti gruppi PossiBILI di sostituzioni lineari:

r v, v, Vs n
I 2 n n n
IT 3 2 m | 2m
II1 3 2 3 3 12
IV |3 2 13 1 4 | 24
Vv 3 2 3 s 60

Se questi gruppi esistano realmente, lo vedre-
mo pit innanzi (art. 52).

38. Le sostituzioni lineari fratte d’una varia-
bile possono porsi sotto forma di sostituzioni li-
neari intere ed omogenee d’una coppia di variabili.

Data la sostituzione:

o LG

yz+9¥
€ posto: '
. Zz%, (’:’%’
si ha:
R %% B
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e quindi, indicando con A un fattore qualunque :

() ¢ =2(2z, +82), =2r(yz +3z).

Da ogni sostituzione non omogenea (1) risul-
tano pertanto infinite sostituzioni omogenee (2).
Perd, se noi teniamo conto soltanto delle sostitu-
zioni omogenee unitarie, di quelle ciog, il determi-
nante dei cui coefhcienti ha il valore 1, ad ogni
sostituzione (1) corrisponderanno due sostituzioni
(2); infatti il coefficiente A sard determinato dalla
relazione:

V(S —By) =1,
che da per esso i due valori:

1/13—?)'(

Se in particolare la sostituzione- (1) & unitaria,
i due valori di A sono = 1.

Se si ha un gruppo G di sostituzioni non
omogenee, le corrispondenti sostituzioni omogenee
formano evidentemente un gruppo G'; G’ & emie-
dricamente isomorfo a G (e quindi di ordine doppio,
se Pordine di G ¢ finito), e all'identitd in G corri-

spondono in G' le due sostituzioni :

A=

=%, L=Z% L=—%, L=—%,-

VivanTi. 4
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Pseudosostituzioni lineari.

39. Diremo pseudosostituzione lineare * quel-

Poperazione, per cui si passa da un valore qualun-
que z ad un altro:

(1 ¢ =tAte

dove 7 denota il numero complesso coniugato di
2 €
2y —Pyz£o.

La quantitd od-— @y si dice il determinante
della pseudosostituzione.

Non esiste alcuna pseudosostituzione che sia
un’operazione identica.

Infatti, perché la (1) muti in sé stesso il va-
lore o, dev’essere (b — 0; perché muti in sé stesso
il valore oo, dev’essere y = 0; perché muti in sé
stesso il valore 1 dev’essere o =3. Cost la (1) si

riduce a g’ =3z. Ma questa non & un’operazione
identica, perche vi sono infiniti valori che essa non
lascia invariati; infatti essa muta ogni valore com-
plesso nel suo coniugato.

L’inversa d’una pseudosostituzione & una pseudo-
sostitugione.

* Come per le sostituzioni, cosi per le pseudosostituzioni
ometteremo spesso la parola lineari.
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Dalla (1) segue infatti:
1= 3z —b |
I K
prendendo i coniugati d’ambi i membri e scrivendo
poi 7' invece di gz e viceversa, si ha di qui:

zt___ ;\;z'——ﬁ
—iiF=
Il prodotto di due’pseudosostituzioni & una so-
stitugione.
Sia:
,_axtb
g X =, ;
Yi+9 T 49
Dalla prima segue:
o _2x+tP
- s
1249

Y @I EDRAEED)
(a2 E433)
Il prodotto di una pseudosostituzione e di una
sostituzione, o di una sostituzione e di una pseudo-

sostituzione, & una pseudosostituzione.
Infatti dalle :

TS . _wX
v+ Y+

X

4
segue :
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o a A EPT( B
FatdD4+G8+99)

az—l—ﬁ’ L 4
Yx+3 v+

(@t @-I-@'S)
CERRIIENCERRL)
Ogni  pseudosostituzione & il prodotto della

pseudosostituzione ' = — 7 ¢ di una sostitugione.
Si verifica infatti immediatamente che la (1)

z
e dalle:

segue :

¢ il prodotto della 7’ = —7 e della sostituzione
« —f
(Y — 3)'
La pseudosostituzione 7’ = — 7, che scambia

fra loro i punti simmetrici rispetto all’asse imagi-
nario, pud dirsi riflessione rispetto a quest’asse.
40. Considerando una pseudosostituzione Q:

(I) ==

come una trasformazione in s¢ stesso del piano
della variabile complessa, possiamo chiederci se vi
sieno punti che rimangano invariati in tale tra-
sformazione.

E evidente anzitutto che, se un punto rimane
fisso per la pseudosostituzione Q, esso rimane pure
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 fisso per la sostituzione Q7 quindi, tranne il ca-
- s0 in cui Q sia la sostituzione identica, Q non
* potrd lasciare invariati che tutt’al piu due punti.

: Consideriamo dappnma il caso in cui Q* =1,
f e quindi Q & un’operazione di 2° ordine. Si ha
’1

- (art. 39):

Q= (“g_‘}' By B+ @:§> ,
yatdy B89
quindi, per l'ipotesi fatta :
(2) “;"f"B—Y_:TE—I‘SS; “E—"I"BS:(), Y;_{—S:(—:O
© Se B=vy=o0, si ha dalla prima delle (2)
e} = |8], sicché la Q diviene:

g v iA,,
i {=¢7%,
;éod anche:
2%
. | —
==
—_—
,'L-:'E
preso a ==¢ °*

Se le B, ¥ non sono ambedue nulle, suppon-
gasi per es. Y% 0. Allora si potrd imaginare di a-
ver moltiplicato i quattro coefficienti di Q per una
quantitd tale da rendere reale y, dopo di che le-
(2) diverranno : .

aat-By=yf+9, oB-Hp=0, y(ar-3)=o.
L’ultima di queste relazioni ci di « -3 =0,
ossia § = — a, da cui o] =13, ed allora la pri-
ma diviene:
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_ 1 — E) =0,
donde B =18; la seconda risulta dopo cid ident
camente soddisfatta.

Osservando che la condizione 8 = —« sus
~ siste anche per 8 =y =0, pud concludersi che:
La forma generale delle pseudosostituzions di
2° ordine &:
€)) 7= “H_(’
1R—a

dove B e vy sono reali.

Per trovare i punti che restano invariati pe
la (3), basta porre in essa g’ =z. Si ha allora:
(@ - yrrw—ex—ex—f=o,

che, come & facile vedere, rappresenta un cerchi

. o . .
di centro — e di raggio:
T

o Vaatpy _yY=a

b - ’

dove A (che & sempre reale) ¢ il determinant

*. Secondoche A>

<o,i

della pseudosostituzione

* Poniamo infatti :
1=x+iy, x=a, 4 iq,;
avremo:
14y — 20, x — 20,y —f=0
ossia :

(=)' b =g
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. cerchio ¢ imaginario o reale; esso si riduce ad una
y retta per Y= o0. Dunque:

.. La pseudosostituzione di 2° ordine (3) non la-
sia invariato alcun punto del piano, o lascia inva-
- riani tutti © punti d'un cerchio, secondoché il suo de-
. terminante & positivo o negativo. Per Y=o, il cer-
¢ chio si riduce ad una retta.

Il cerchio (4) dicesi cerchio di simmetria della
~ pseudosostituzione.

41. Cerchiamo in quale rapporto di posizione’
stieno due punti legati dalla relazione (3) dell’arti-
colo precedente.

Sia dapprima y = 0; il cerchio di simmetria
si riduce alla retta:

247zt b=o.
Se { & un punto di questa retta, si ha:
1) «l+a2l+4p=o.

La pseudosostituzione ¢, nel caso che consi-
- deriamo:

%X t8
==
da cui, qualunque sia {:
—a®R =l = az+{+
k¢ in particolare, se { appartiene alla retta di sim-
,metrla, per la (1):

—2@ =0 =2Rx—0),
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da culi, ricordando che nel caso considerato & |x|=1:
R —8U=k— 8=k~
Ciot la retta di simmetria ¢ il luogo dei punti
equidistanti da 7’ e da z; ossia ¢ punii g, ' sono
simmetrici rispetto alla retta di simmetria.
Sia ora ¢ 54 o. Essendo:
pa
z

yx—a
si ha, qualunque sia {:
T e BT
YL—=
Ora Pequazione del cerchio di simmetria pud

. . . 9 .
scriversi, considerando che — & il centro:

l(— 2| = cost
Y .

Indicando quindi con { un punto qualunque
del cerchio, si ha:

YCE—- «l —2{ —B=o, [y§ — o = cost.,
e per conseguenza:
¢ —f= B —al | L @=0)
YX—« S (St
Prendendo i moduli d’ambi i membri, e te-
nendo conto della relazione |y{— af =cost., si

- R =8

ha di qui che il rapporto =", ossia

i k—{
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¢ indipendente da ¢, purché sia { un punto del
cerchio di simmetria. Cid dimostra che i punii z,
' somo coniugati rispetto al cerchio di simmetria.
Osserviamo che questo risultato comprende
come caso particolare quello trovato per y=o.
. Possiamo percid concludere in generale che:
Due punti corrispondenti rispetto ad una pseudo-
sostituzione di secondo ordine somo coniugati rispetio
al cerchio di simmetria di questa pseudosostituzione.
Invece che coniugati, diremo qualche volta che
essi sono simmetrici; e chiameremo una pseudo-
“sostituzione di 2° ordine una riflessione rispetto al
suo cerchio di simmetria. :
Proiettiamo stereograficamente il piano sopra
funa sfera. Il cerchio di simmetria, che diremo ¥,
della riflessione avrd per proiezione sulla sfera un
cerchio vy,. Sieno z, ' due punti corrispondenti
* rispetto alla riflessione considerata; poiche essi sono
» coniugati rispetto a y, ogni cerchio passante per
- questi due punti taglia y ortogonalmente. Ora,
' siccome nella proiezione stereografica le grandezze
. degli angoli si conservano, le proiezioni z,, 7, di
%, %' sulla sfera avranno la stessa proprietd rispetto
al cerchio vy,.
- Se in particolare y, ¢ un cerchio massimo,
allora, affinche i punti z,, z/ abbiano questa pro-
prietd, essi dovranno essere simmetrici rispetto a
nel senso ordinario. Dunque :
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Se si proiesta stereograficamente una riflessione
sopra una sfera in modo che il cerchio di simmetria
abbia per proiezione un cerchio massimo, le proie-
zioni di due punti del piano corrispondente rispetto
alla riflessione sono due punti della sfera simmetrict
(nel senso ordinario) rispetto a quel cerchio massimo.

42. Consideriamo ora una pseudosostituzione
Q che non sia del secondo ordine:
¢ =Xtk
‘ vz 49
e poniamo:

sz(“EJr@ “@Jﬂﬁf):(ﬂ' 5.

va-+dy yE43 ¢D

Si ha: ,

A4D =+ b7 475435,
che ¢ evidentemente una quantitd reale; dunqu
(art. 24):

1l gquadrato d'una pseudosostituzione non puc
essere una sostituzione lossodromica.

A seconda che Q* ¢& ellittica, iperbolica o pa
rabolica, Q dicesi ellittica, iperbolica o parabolica

43. Come si & gid osservato, i soli punti ch
possono rimanere fissi per una pseudosostituzion
-Q sono i poli di Q° Vediamo in quali casi quest
punti rimangano effettivamente fissi.

Indicando con p, ¢ i due poli della Q*, ch
possono essere distinti o no, si ha (art. 23):
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p|_A—D+Y@FDy—3

@ * “ ,
supposto, cid che & sempre lecito:
(2) ad—fBy=1,
e quindi:
S ad—fy=1,

AD—BC= (25 —By)(ad—B)=1.
Perche il punto p resti fisso per la Q, dev’es-
sere:
_=p 8
1p+3

o vbpdp—ap—b=o,
che puod anche scriversi, moltiplicando per y e
~tenendo conto della (2):
(3 (p—@p+H=—1
Per riconoscere se questa relazione sussiste,
- dobbiamo stabilire alcune identitd.
Si ha anzitutto : _
(4) A—D:Z—D:v;——-b\s )
| Inoltre, poiché (art. 39) lespressione della
. pseudosostituzione Q' &:
31—
= (—Z = P—a
g —YXt e
' si ha per Pespressione dei prodotti Q*°Q~" e Q™' Q*
- rispettivamente (ivi) :

p

ossia:
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(43 —CTBI+(B3—DP)

¢ =(—2?+?:?>Z+(— B +D%)’
(Ab—BY)z+(—AP+B°t)
(C3—D7)x+(— CB+Da)
ma:
QCO=0"0=0
quindi : '

IOl

g 43— CP=45—By=«
G) ‘B8 —Dp=—A¢+Ba=5p
( —Ady+Ca=Cs—Dy=y

—BY+Da=—CB+Da=3.
Dopo cid scriviamo la (1) cosi:
pi_A—DZER
qg 2C ’
dove R ¢ nullo, reale e diverso da zero o imagi-
nario puro, secondoché Q & parabolica, iperbolica
od ellittica. Essendo dunque:

_A—D-+R

P— 2C b
sard : B

— —D+R

p= 2C ;

dove deve prendersi il segno superiore se Q &
iperbolica, l'inferiore se Q ¢ ellittica (se Q & pa-
rabolica, R=R=o0, quindi il segno ¢ indifferente).
Di qui segue:
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Yp——a_—_z—lc(yA——yD—zaC—f—yR),

B - _ .
' YP—'-S:;%(*{A—)’D—{—ZSCiYR)a

e quindi in virtd della (4) e delle equazioni che
si ottengono prendendoi coniugati d’ambo i membri

delle (5):

p—a=5plrd+1(d—D—A)—22C+yE]
= el2(rd—2C)—v(A+D)+7R]
= —a[—2y—1(4+D)+R],

"5+8=51—C[7'(A+D——D)——YE+ 20C+yR]

I j— _
= L—20D—0)+ 1+ D) £ K]
= =Dy +y(4+D)+1R]
Quest’ultima relazione pud scriversi :
—_— I _
vP+3=Z[27+1(4+ D)+ 1R—2¢R]
dove ¢ =0 oppure = —y secondoché Q ¢ iper-
bolica od ellittica. Ne risulta:
. Gr=aGr+d)

=—'m§[2T+Y(‘4 +D)f —v'R*—<Tj,
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dove:

T=—2R[— ZY—Y(A+D)+YR]
S¥iluppando, e ricordando Iespressione di R,
si ha: '

| (tb— 0P+
=———[47 + 4774+ D)+ 47 —=T]
4CC :

I 2
== cel
D’altra parte:
CC=(ya+3nQa+37)
=TI AT
=wayy+ v @Y+ D+ Er+ D+ 1738
=Y 4y +v1(d+ D),

quindi :
— N =
(p—=) (1P +3)= " c =

Confrontando colla (3), si ha e=o0. Pud
dunque concludersi che: Se Q ¢ parabolica od i-
perbolica, essa lascia invariati uno o due punti, ciod
il polo o i poli di Q%; se essa & ellittica, non lascia
invariato alcun punto.

Pud aggiungersi che: Se Q ¢ ellittica, essa
scambia tra loro i due poli di Q°. Sia infatti p
uno di questi poli, ¢ la Q muti p in un altro
punto s. Poiche Q7 lascia invariato p, deve Q
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utare s in p; cioé i punti p, s si scambiano fra
oro per effetto della Q. Ma allora & chiaro che
(Q* lascia invariato anche s, sicché s & il secondo
olo di Q.

44. Se si trasforma una sostituzione non losso-
romica mediante una riflessione rispetto ad una
ua traiettoria, la sostituzione trasformata & eguale
lla primitiva.

Consideriamo nuovamente il piano Z degli
art. 27, 30. Una sostituzione ellittica od iperbolica
P prende la forma:

AL VA
dove |8 = 1 nel 1° caso, 6 ¢ reale e positivo nel
2°. Le traiettorie sono rispettivamente i cerchi col
centro nell’origine e i raggi uscenti dall’origine.
Una riflessione R rispetto ad un cerchio col
centro nell’origine, di raggio 7, ha la forma:
7' = —Cz— . .
Z
Per formare la R PR, dobbiamo eliminare Z,
Z" tra le:
2 2

Zr =, Z"—_-GZ’, Z'”:
Z

=~

1y

NI

supposto |8 = 1, si ottiene :
an — OZ’
sicche RPR=P.
Una riflessione R rispetto ad un raggio di
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argomento « uscente dall’origine ha la forma:
7 — eziaz

Per formare la RPR, dobbiamo eliminare Z’
e Z" tra le:

Z'=e"7, Z"=07', 7' =e"]",
supposto 6 reale e positivo, si ottiene :

Z" =982,
sicche RPR=P.
Nel caso d’una sostituzione parabolica:
Z'=n+4Z,
dove possiamo anche supporre n reale, la riflessione
R rispetto ad una traiettoria costituita da una retta
parallela all’asse reale e distante da esso di b &:
Z'=2ih+Z.

Eliminando Z’, Z"" tra le:

Z'=2ih+Z, Z'=n--2', Z'"=2ih+2",
si ottiene :

7" =+ Z,
sicché anche qui RPR="P.

45. Se un gruppo di sostitugioni G & permu-
tabile (art. 12) con una riflessione R, e se P denota
in generale un elemento di G, le operagioni P, PR
“(oppure P, RP) costituiscono un gruppo G, il quale
si dice ottenuto da G mediante ampliamento. Se
G & di ordine finito, Pordine di G & doppio di
quello di G

Sieno P, P, due sostituzioni qualunque di
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G, e pongasi:

RPR=P,, RP,R=P],
dove, per U'ipotesi del teorema, P!, P, appartengono
pure a2 G.

Consideriamo i 4 prodotti :

PP, PR.P, P.PR, PR.PR

Il primo & evidentemente un elemento di G. Il
secondo puo scriversi P PR, ossia P P,.R, e
quindi ¢ della forma PR. Della stessa forma & il
terzo. Finalmente il quarto pud scriversi P . R P, . R,
ossia. P PR*, od infine P P,, sicche appartiene a
G. Con cid resta dimostrato il teorema.

46. Se un gruppo G (finito od infinito) di sosti-
tuzioni ha la proprietd che qualunque suo elemento
puo porsi sotto forma di prodotto i cui fattori appar-
tengono ad un insieme finito di sostitugioni P_,-
P,, ..., P, e se una riflessione R trasforma cia-
scuna di queste sostituzioni in sostitugioni di G, il
gruppo G puo ampliarsi mediante la riflessione R.

Pongasi in generale :

RP,R=P; (i=1,2..., 1)

Se:
P71 P%2P?%
N
dove 7, i, i,, ... sSOno numeri, non necessaria-
mente diversi, appartenenti alla serie 1, 2, ..., 7,
- & una sostituzione qualunque di G, si trova senza
" difficolta :

E Vivanti. 5
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RPHPEPYS ... R=PPIPD ...
sicche il teorema & dimostrato.
47. Se P ¢ la sostituzione a poli distinti p, q:
St N Sl
Zr — q { __ q ’
e se Q ¢ la pseudosostituzione :
,__2x+08
=
TR+
Pespressione della sostituzione QP Q=1P" ¢:
zf _p’ :'GZ‘_'P’
Z.[ _ q' ( . ql b

’

X

dove :
p,:“E—l-@, q,:@—f-@_
vp+38 vq-+9

Eliminando infatti 7', '’ tra le:

_“Z’_{_B (”‘_P_e('—P nl_a(”_i—ﬁ
Z—' - 1 re — ’ ) Z _‘—‘—‘,,—’

vi+8 '—g ¢ 7748
si ottiene :

S —F 3z—B
—1"+ —p —YRET*
dr—e 0 3x—b
7+ —Tita

ossia :
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2//! P+?) Z_..ap—}-ﬁ

1h+3 _ 1p+3 ,
Z’” “Q‘f‘ﬁ z_aq—'—E
Tg+3 vq+3
¢ prendendo i coniugati d’ambo i membri:
aptb _2p+P

© T n'p+3:{ 1p+3
(m_uq-l—(i {_«g-f-@
Tq-+3 vq+3
come si doveva dimostrare. ’
Pub dirsi dunque che:
a) I poli di P’ sono i trasformati mediante
Q dei poli di P;
b) Se P ¢& iperbolica, lo & pure P’, ¢ le due
sostituzioni hanno lo stesso coefliciente 6;
¢) Se P e ellittica, lo ¢ pure P', e i coefﬁcienti
b delle due sostituzioni sono coniugati.
48. Se P ¢ Ia sostzta{zone a polo unmico:

g —
ese Q¢la pseudosostztu(zone.
,_ax+b
==
v2+9

dove si suppone ad— By =1, Pespressione della
sostituzione Q7'P Q=P ¢
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1
z-f
dove :
THE o x
r—=— , 0 =mn(yr-9d).
S =
Eliminando 7/, 7' tra le:
o Yl
:“z;_'—r:? nI ,:"‘+ ’ - Y (”': ai +B'
A{z-'_l_b 3 — {—r Y(”—'_S
si ottiene :
I I
<= — =1 —— = >
LAl Ll N
— " += — Yzt
ossia, colle stesse riduzioni dell’art. 32'

I
L
_(—rn + b ) z- + P

vr - N vr+3%
e prendendo i coniugati d’ambo i membri:

I - = I
_— = (yr ) .
e T e

vr -3 yr-+3

Gruppi finiti di rotazioni d’'una sfera sopra sé stess
e loro ampliamenti.

49. Dopo avere stabilito le proprietd delle s
stituzioni e pseudosostituzioni lineari, dobbiam
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passare allo studio dei gruppi di sostituzioni, e
particolarmente dei gruppi finiti, ¢ dei gruppi di
sostituzioni ampliati.

Di gruppi non finiti avremo a considerarne
uno solo, il gruppo modulare, e di esso daremo
pitl innanzi la definizione aritmetica diretta.

Quanto ai gruppi finiti, noi giungeremo molto
facilmente alla loro costruzione mediante un arti-
fizio geometrico al quale abbiamo gid accennato
(art. 28).

Rammentiamo che i gruppi finiti constano di
sole sostituzioni ellittiche (art. 33).

Abbiasi una sostituzione ellittica coi poli p, ¢
rappresentati dai punti P, Q * e consideriamo la
famiglia di cerchi T rispetto 2 cui P e Q sono
punti coniugati. Per effetto della sostituzione ogni
cerchio T si muta in sé stesso, ed un punto Z di
questo’ cerchio si muta in un altro Z’ tale che la
differenza degli angoli QZ'P, QZP sia costante
(art. 29).

Nel piano perpendicolare al piano z passante
per P, Q scegliamo un punto / tale che 'angolo
PV Q sia retto, poi, condotta per ¥ la perpendi-
colare CV al piano g, descriviamo la sfera di cen-
tro C e di raggio CV. Proiettiamo stereografica-

* Nella figura si sono segnate a tratto pieno le linee
poste sul piano gz, a tratto interrotto le altre.
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mente il piano sulla sfera dal punto 7, e indichiamo
in generale con M, la proiezione sulla sfera d’un

punto M del piano. Poiche¢ C sta sulla PQ, il
piano V' P Q passa pel centro C della sfera, quindi
P, Q, stanno sopra un cerchio massimo passante
per V (il contorno apparente della sfera); e poi-
ché inoltre P'angolo PV Q ¢& retto, P, Q, & un
diametro della sfera. Sieno 4, B i punti d’incon-
tro della retta P Q con uno qualunque dei cerchi
I'; il gruppo di punti PQAB sara armonico,
quindi lo sara pure il fascio V(P Q AB); ma VP,
V Q sono ortogonali, quindi essi sono le biset-
trici degli angoli formati da V' 4, V' B. Pertanto
P ¢ il punto di mezzo dell’arco 4 B , la retta
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4, B, ¢ perpendicolare alla P, Q,, e la projezione
stereografica del cerchio 4B & un cerchio 4, B,
posto in un piano perpendicolare al diametro P, Q.
Per la sostituzione considerata:

(I) (:—PZOK*P:e.aZ—P

L—q X—4q 1—9q
un punto Z del cerchio 4B si trasforma in un
altro punto Z’ dello stesso cerchio tale che i seg-
menti di cerchio PZ Q, PZ' Q facciano tra loro
Pangolo «. I segmenti PZ Q, PZ’'Q si proiettano
sulla sfera nei semicerchi massimi P, Z Q ,P, Z’ Q ,
e, per la permanenza degli angoli nella proiezione
stereografica, I'angolo dei piani di questi due se-
micerchi & eguale ad «.

Dunque alla sostituzione lineare considerata cor-
risponde sulla sfera una rotazione di ampiezza «
intorno al diametro P, Q,. I punt P, Q, pos-
sono dirsi poli della rotazione,

Per determinare il senso in cui avviene la
rotazione, consideriamo un caso speciale, quello in
cui p=o0, g =oc. Allora la sostituzione assume
la forma piti semplice :

¥ =0z=1¢"z,
e rappresenta una rotazione del piano su sé stesso
intorno all’origine, di ampiezza « nel senso che va
dall’asse x positivo all’asse y positivo, cio¢ da de-
stra a sinistra. Ad essa corrisponde una rotazione
della sfera su st stessa, di ampiezza «, da destra
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a sinistra, intorno all’asse 7 7. Ma poiché nel caso
considerato P coincide con ¥ e Q, con 7, pud
dirsi che si ha una rotazione della sfera di am-
piezza « da sinistra a destra intorno all’asse P, Q| *).
Se dunque si considerano come positive le ro-
tazioni da destra a sinistra, pud concludersi che
alla sostituzione (1) corrisponde una rotazione
della sfera di ampiezza — « intorno all’asse P, Q,.
E degno di nota che, mentre la trasformazione
del piano z in sé stesso che rappresenta la sosti-
tuzione lineare (1) & accompagnata in generale da
una deformazione, la trasformazione della sfera
in sé stessa consiste semplicemente in una rota-
zione della sfera intorno ad un suo diametro.
s0. E noto che la successione di due rotazioni
intorno a due assi concorrenti equivale ad un’uni-
ca rotazione intorno ad un asse passante pel loro
punto d’incontro. Quindi le rotazioni di una sfera
sopra sé stessa costituiscono un gruppo. Ogni sot-
togruppo di questo pud considerarsi come l'ima-
gine di un gruppo di sostituzioni lineari ellittiche **,

* Cio¢ che appare diretta da sinistra a destra ad una
persona che sta coi piedi in Q, e colla testa in P, .

* I poli di queste sostituzioni non possono essere di-
sposti comunque nel piano. Infatti, se P, Q sono i poli di
una qualunque di esse, deve esistere un punto 7 tale che
i piani PV Q sieno perpendicolari al piano z, e gli angoli
PV Q sieno retti.
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ed ¢ quindi oloedricamente isomorfo ad un tal
gruppo, ossia ¢ ad esso identico dal punto di vi-
sta formale. Ora noi impareremo a costruire dei
gruppi finiti di rotazioni, che corrispondono ri-
spettivamente ai gruppi- di sostituzioni lineari com-
presi nella tabella dell’articolo 37; e di qui po-
tremo concludere che tutti i gruppi, di cui ab-
biamo piti sopra dimostrato la possibilitd, esistono
realmente.

Un primo -tipo di gruppi finiti di rotazioni
¢ quello dei gruppi ciclici (art. 6), uno dei quali
¢ costituito da una rotazione la cui ampiezza stia
in un rapporto razionale con 2=, e dalle sue po-
tenze. Se questo rapporto, ridotto ai minimi ter-

mini, & %, il gruppo & di ordine #; lo indiche-

remo con C,.

Ciascuno dei due poli comuni a tutte le ro-
tazioni del gruppo ¢ equivalente soltanto a s¢ stesso,
giacche il gruppo non contiene alcuna rotazione
che scambi tra loro i due poli; si ha dunque colla
notazione dell’art. 37:

e per conseguenza v, =v,=mn. I gruppi ciclici
corrispondono pertanto al tipo I della tabella,
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s1. Per costruire gli altri gruppi finiti noi
ricorreremo ai poliedri regolari, che imagineremo
iscritti nella sfera. Perd, oltre ai cinque noti corpi
regolari, che diremo poliedri propri, noi dovremo
considerarne anche un sesto, degenere, che dire-
mo diedro, formato da due facce poligonali rego-
lari coincidenti. Esso si riterrd iscritto nella sfera,
quando il poligono regolare da cui & costituito
sard iscritto in un cerchio massimo della sfera,
e il diametro perpendicolare al piano di questo
cerchio massimo si dird asse del diedro.

Se il poligono ha m lati, il diedro si chia-
mera m-gonale. Per m — 2 si ha un ulteriore sta-
dio di degenerazione; il diedro si riduce semplice-
mente ad un segmento di retta, il quale si inten-
derd iscritto in una sfera quando ne costituisce un
diametro. In tal caso ogni diametro perpendicolare
a questo dovrebbe chiamarsi asse del diedro; noi
perd ne considereremo come tale uno solo, cioé
intenderemo che il poligono costituente il diedro,
riducendosi in modo continuo ad una coppia di
segmenti coincidenti, non cessi di giacere in un de-
terminato piano, che anche al limite si considererd
come il piano del poligono degenere.

Dopo cio abbiasi un poliedro regolare iscritto
in una sfera. Presi due spigoli qualunque 4 B,
CD di esso, esiste una ed una sola rotazione della
sfera che fa coincidere 4B con CD, e parimenti
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ne esiste una sola che fa coincidere 4B con
DC*

Ora ogni rotazione della sfera che porta a
coincidenza uno spigolo del poliedro con un altro
fa coincidere il poliedro con sé stesso; e recipro-
camente ogni rotazione che fa coincidere il polie-
dro con s¢ stesso porta a coincidenza ogni suo
spigolo con un altro spigolo. Si avrd quindi lin-
sieme delle rotazioni che trasformano in sé stesso
il poliedro, prendendo tutte le rotazioni che por-
tano a coincidere un determinato suo spigolo con
s¢ stesso e con tutti gli altri spigoli in ambi i sensi.
Se § ¢ il numero degli spigoli del poliedro, il nu-
mero delle rotazioni che lo trasformano in sé stesso,
compresa la rotazione nulla, & dunque 2. Ora
tutte queste rotazioni formano evidentemente un
gruppo, giacché il prodotto di due rotazioni aventi
la proprietd di trasformare in sé stesso il poliedro
possiede parimenti questa proprietd; pud conclu-
dersi dunque che:

Le rotagioni che trasformano in sé stesso un
poliedro regolare costituiscono un gruppo, il cui or-
dine & dato dal doppio del numero degli spigoli del
poliedro.

Pertanto ai sei poliedri regolari (compreso il

* V. p. es.: MARCOLONGO, Meccanica razionale, Milano,
Hoepli, 1905, VoL 1, p. 59 e segg.
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diedro) corrispondono sei gruppi finiti di rotazioni
della sfera su st stessa.

Perd questi gruppi non sono tutti diversi.

Abbiasi un poliedro regolare proprio iscritto
in una sfera, e insieme ad esso si consideri il suo
polare, cio¢ il poliedro avente per vertici i centri
sferici * delle facce del poligono dato. E' chiaro
che ogni rotazione che muta in sé stesso il polie-
dro primitivo muta in sé¢ stesso anche il suo po-
lare; quindi i due poliedri danno origine allo stesso
gruppo di rotazioni. Pertanto, poiché i poliedri po-
lari del tetraedro, dell’ottaedro e dell’icosaedro re-
golari sono rispettivamente il tetraedro, I'esaedro
e il dodecaedro regolari, possiamo concludere che
i poliedri regolari danno luogo ai seguenti gruppi
di rotazioni (i cui ordini si deducono immediata-
mente dal numero degli spigoli del poliedro gene-
ratore) :

a) 1l gruppo diedrico, d’ordine n=2m, se
m & il numero dei lati del poligono costituente il
diedro;

'b) 1l gruppo tetraedrico, d’ordine n = 12;

* Centro sferico d’un piano che taglia una sfera dicesi
quella delle due estremita del diametro normale al piano
che & pili vicina ad esso. Se il piano passa pel centro della
sfera, pud considerarsi come suo centro sferico indifferente-
mente 'una o Paltra delle estremita del diametro ad esso
normale.
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¢) Il gruppo ottaedrico od esaedrico, d’ordine
n=24; :

d) 1l gruppo icosaedrico o dodecaedrico, d’or-
dine n = 6o. :

Noi vogliamo studiare particolarmente questi
gruppi. :
~ 52. A tal uopo, dato un poliedro regolare i-
scritto:in una sfera, projettiamo dal centro sulla
superficie sferica il poliedro. Otterremo una rete
di poligoni sferici regolari ricoprente tutta la sfera.
Per comoditd daremo il nome di poliedro * anche
a questa figura, e chiamergmo facce diessai poli-
goni sferici accennati, e spigoli e vertici i lati e
i vertici di questi poligoni.

Dopo cid¢ esaminiamo quali sono le rotazioni
che mutano in sé stesso un dato poliedro.

Se il polo d’una tale rotazione non cade sopra
uno spigolo, esso deve trovarsi nel centro di una
faccia, giacché in caso diverso nessuna rotazione
avente quel punto come polo muterebbe la faccia
che lo contiene in st stessa, mentre evidentemente
non potrebbe mutarla in alcun’altra faccia. Se il
polo, senza cadere in un vertice, sta sopra uno
spigolo, & chiaro che dev’essere nel suo punto di
mezzo. Si vede pertanto che tutte e sole le rota-

* Quando vi sia pericolo di equivoco, invece di polie~
dro diremo poliedro sferico.



78 GRUPPI FINITI DI ROTAZIONI D’UNA SFERA, ECC.

zioni che mutano in sé stesso un poliedro sono
le seguenti : ‘

1. Rotazioni aventi per poli i punti di mezzo
degli spigoli; la loro ampiezza ¢ =;

2. Rotazioni aventi per polii centri delle facce;

. 2% .. -
le loro ampiezze sono 7 e i suoi multipli, f es-

sendo il numero dei lati di ciascuna faccia;
3. Rotazioni aventi per poli i vertici; le loro

. 2 L. - .
ampiezze sono — e i suoi multipli, ¢ essendo il

numero degli spigoli uscenti da ciascun vertice.

I poli di ciascuna categoria sono tra loro e-
quivalenti, giacché esistono sempre rotazioni che
_mutano uno spigolo, una faccia od un vertice in
un altro qualunque. Il numero dei poli & rispetti-
vamente S, F, V, designando queste lettere il nu-
mero degli spigoli, delle facce e dei vertici del po-
liedro. D’altra parte, se ogni polo delle tre cate-
gorie & comune a v , v,, v, rotazioni, il numero

1

dei poli stessi & rispettivamente (art. 36) ~

n . n .
—, —, sicche:
v v
2 3
n n n
I ———:S —:F ——:V
() v > v 2 v y

I 2 3
e, tenuto conto che (art. 51):

(2) n=28§,
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si ha dalla (2) dell’art. 37:
) FgV=S+2,

che & la nota formola di EuLero.

I numeri v ,v,, v_si determinano facilmente.

Anzitutto dal confronto della prima delle (1)
colla (2) segue v, =2, come del resto si trova
anche direttamente, osservando che il punto di
mezzo di uno spigolo ¢ polo, oltre che della ro-
tazione nulla, di una rotazione di ampiezza =.

Per il diedro, poich¢ F=2, V'—m, si ha
(posto n=2m):

V=M, V=2,

Consideriamo ora simultaneamente il tetraedro,
Pottaedro e licosaedro, i quali hanno la proprietd
comune di avere le facce triangolari.

Il centro d’una faccia d’uno qualunque di
questi poliedri ¢ polo, oltre che della rotazione

nulla, di due rotazioni, 'una di 23—7: Paltra di %71;

quindi v, = 3.
Un vertice ¢ polo, oltre che della rotazione nulla,

T 47 2(g—1)m
i i AT

di g—1 rotazioni di ampiezze y ey ,

q q
dove ¢ ha lo stesso significato di poc’anzi; sicché
v,=¢. Ora nei 3 casi ¢g=3, 4, 5; quindi

V=3, 4 5
La (2) dellart. 37 ci da poi:

“



80 GRUPPI FINITI DI ROTAZIONI D'UNA SFERA, ECC.

1
n__ qg 6°
donde nei tre casi # = 12, 24, 60, come del re-
sto si deduce immediatamente considerando che
n=238.

Dalle formole precedenti risultano le seguenti
relazioni tra F, S, V pei tre poliedri a facce trian-
golari :

F=2V—4, S=3V—56.

Confrontando i risultati ottenuti colla tabella
dellart. 37, si vede che ¢ gruppi diedrico, tetrae-
drico, ottaedrico ed icosaedrico corrispondono rispet-
tivamente ai casi II, III, IV, V della detta tabella.

Dunque ¢ gruppi che abbiamo dimostrato essere
i soli possibili esistono tutti realmente.

53. In base a cid che abbiamo trovato pos-
siamo specificare meglio la costituzione dei 4 gruppi
poliedrici, che designeremo.sempre coi simboli IL,
ITI, IV, V della nota tabella, mentre col simbolo
I indicheremo i gruppi ciclici.

II. Gli elementi del gruppo diedrico sono:

La rotazione identica.

Le m — 1 rotazioni di ampiezze :

2% 47 2(m—1)=w
T T ey T
aventi per asse 'asse del diedro.
Le m rotazioni di ampiezza = aventi per assi
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gli m assi di simmetria del poligono costituente il
diedro.

Nel caso di m = 2, il gruppo (Vierergruppe)
consta della rotazione identica e di 3 rotazioni di
ampiezza = intorno a tre assi ortogonali *. Lo
diremo per brevitd un gruppo trirettangolo.

III. Gli elementi del gruppo tetraedrico sono:

La rotazione identica.

Le rotazioni di ampiezza = aventi per poli i
punti di mezzo dei 6 spigoli; poiche tali punti so-
no due a due diametralmente opposti, le rotazioni
©sono 3.

R . 2%
Le 4 rotazioni di ampiezza 5 ele 4 dam-

47

piezza ~— aventi per poli ciascuna il centro d’una

faccia e il vertice opposto.

IV. Gli elementi del gruppo ottaedrico sono:

La rotazione identica.

Le rotazioni d’ampiezza = aventi per poli i
punti di mezzo dei 12 spigoli; poiché questi sono
due a due diametralmente opposti, le rotazioni
. sono 6.

* A queste dovrebbero aggiungersi le infinite rotazioni
[ 'di ampiezza qualunque intorno al diametro al quale si ri-
b duce il diedro; ma queste non si considerano come trasfor-
" manti il diedro in sé stesso, per la convenzione fatta nel-
. T'art. 51, secondo la quale anche il diedro bigonale si ri-
‘ guarda come giacente in un piano determinato.

VIVANTI. 6
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Co . 2T 47

Le rotazioni di ampiezze ey aventi per
poli i centri delle 8 facce; poiché questi sono
due a due diametralmente oppost, le rotazioni
sono 8.

—

v

Le rotazioni di ampiezze

3w .
, ®, — aventi
2

per poli i 6 vertici; poiché questi sono due a due
diametralmente opposti, le rotazioni sono 9.

V. Gli element del gruppo icosaedrico sono:

La rotazione identica.

Le rotazioni di ampiezza = aventi per poli i
punti di mezzo dei 30 spigoli; per la ragione gia
pitt volte ripetuta esse sono I5.

ST . 2T 4%
Le 20 rotazioni di ampiezze — , 3 aventi per
poli i centri delle 20 facce.
S . 2% 47w 6w 8=
Le 24 rotazioni di amplezze~5— e

aventi per poli i 12 vertici.
54. Vogliamo trattare ora due questioni im-
portanti relative a questi gruppi, e cioé:
a) Se sieno semplici o composti (art. 15);
b) Se sieno ampliabili (art. 45).
I. Un gruppo ciclico, il cui ordine & un nu-
mero primo, ¢ semplice (cfr. art. 9, Nota).
Abbiasi invece un gruppo ciclico
1, P, P, ..., P,
il cui ordine # non sia un numero primo. Posto
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=rs, il sottogruppo :

1, Py P, .., PEY

invariante, giacché tutte le operazioni del gruppo
sono tra loro permutabili. Quindi, se l'ordine di
n gruppo ciclico non ¢ primo, il gruppo ¢ com-
L posto.

II. Il gruppo diedrico d’ordine n = 2m con-
ene come sottogruppo invariante il gruppo ciclico
elle m rotazioni (compresa la rotazione nulla) in-
orno all’asse del diedro. Infatti ogni altra rota-
“zone del gruppo scambia fra loro i poli di questo
sottogruppo e quindi trasforma il sottogruppo in
stesso.

II. Tl gruppo tetraedrico contiene come sot-

ogruppo invariante il gruppo trirettangolo formato
b dalla rotazione nulla e dalle rotazioni di ampiezza
intorno alle tre mediane che, come & noto, sono
ra loro ortogonali.
Infatti ogni altra rotazione del gruppo scam-
a fra loro le tre mediane, e quindi trasforma
ciascuna delle 3 rotazioni di ampiezza % in una
bdi queste rotazioni stesse.

VL 1l gruppo ottaedrico lascia invariato, come
piamo, un cubo. Ora degli 8 vertici d’un cubo
¢ non consecutivi costituiscono un tetraedro rego-
are, € gli altri quattro il tetraedro polare di que-
. Una rotazione del gruppo evidentemente non
fiuo avere che uno di questi due effetti: o di la-
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sciare invariati i due tetraedri o di scambiarli tra
loro. Si pud dimostrare che delle 24 rotazioni del
gruppo 12 hanno il primo effetto e le altre 12 il
secondo. Sieno P, P,, ..., P, le rotazioni di
una delle due categorie, e Q scambi i due tetrae-
dri; P, Q, P,Q, ..., P,Q saranno tutte diverse
tra loro ed apparterranno all’altra categoria. Quindi
il numero degli elementi di una qualsiasi delle due
categorie non pud essere minore del numero de-
gli elementi dell’altra; in altri termini, le due ca-
tegorie contengono un egual numero di elementi.

Le 12 rotazioni, che lasciano invariati i due
tetraedri, costituiscono un sottogruppo tetraedrico
T, il quale ¢ invariante. Sia infatti P una sua ro-
tazione, Q una rotazione qualunque non apparte-
nente ad esso; evidentemente la rotazione Q=" PQ
lascia invariati i tetraedri, quindi essa appartiene a
I, sicche pud scriversi: Q7'I' Q@ =T.

Pud osservarsi ancora, che il gruppo triret
tangolo & sottogruppo invariante anche del grup
po ottaedrico. Infatti, come si & detto, ogni rota
zione del gruppo ottaedrico o lascia invariati i du
tetraedri o li scambia fra loro; ma, poiché i du
tetraedri hanno le mediane comuni, l'effetto di qua
lunque rotazione del gruppo tetraedrico & di scam
biare tra loro queste mediane. Di qui si viene co
me prima alla conclusione voluta.

V. Al contrario dei precedenti, il gruppo
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tosaedrico non contiene alcun sottogruppo inva-
riante, cioé & semplice.

Ecco come cid si dimostra.

1l gruppo icosaedrico G contiene (v. art. prec.),
oltre I'identitd, 15 rotazioni d’ordine 2, 20 d’or-
dine 3, 24 d’ordine 5; i poli delle rotazioni di
clascuna di queste tre specie sono equivalenti (art.
52), sicché le rotazioni d’una qualunque delle tre
specie, 0 sono potenze di una rotazione della spe-
; cie stessa, 0 sono ottenute da tali potenze trasfor-
‘mandole mediante opportune rotazioni del gruppo.
. Segue da cid che, supposto esistere un sottogruppo
 invariante T’ del gruppo icosaedrico, se T' contiene
-una rotazione d’una delle tre specie, contiene tutte
le rotazioni della specie stessa. Pertanto lordine
- di I sard rappresentato da un numero della forma:

: m=1- 1522004 247,

-]':dove %, B, y possono prendere i soli valori o, 1;

inoltre m deve essere divisore di 60. Lasciamo

da parte le soluzioni zx—f=vy=1, a=f=—y—o0,

a cui corrispondono rispettivamente I=G e [=1.
Se y=1, ne segue m X\ 25, e quindi necessa-

riamente m — 30, donde la relazione impossibile:

Isa—+4200=30—1—24=03.
Sia dunque y =0, e quindi:

m=1-4 150 208
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Si vede che m non pud essere multiplo di
5; ma il massimo divisore di 60 che non contiene

1

5 ¢ % cioé¢ 12, quindi m £ 12,1l che & impossibile
quando « e § non sieno ambidue nulli.

Dunque il gruppo icosaedrico non contiene
alcun sottogruppo invariante.

55. Veniamo all’altra questione, quella della
ampliabilitd dei gruppi considerati.

Prendiamo uno qualunque dei nostri poliedri
sferici, ed uno qualunque dei suoi spigoli; il po-
liedro & evidentemente simmetrico rispetto al cer-
chio massimo v, contenente questo spigolo. Ne
segue (art. 41, 47) che, se R ¢ la riflessione ri-
spetto al cerchio vy, e P una rotazione qualunque
del gruppo G corrispondente al poliedro, secondo-
ché¢ i poli di P sono punti di mezzo di spigoli,
centri di facce o vertici, tali saranno pure i poli
di P"=RPR; di piu le due rotazioni P, P' a-
vranno la stessa ampiezza e senso contrario (es-
sendo 0, § coniugat).
~ Da ci6 risulta che P’ & una delle rotazioni del
gruppo G.

Dunque il gruppo G & permutabile colla ri-
flessione R.

Oltre ai cerchi contenenti gli spigoli, il polie-
dro pud avere altri cerchi di simmetria; tali sono
quelli che contengono le bisettrici degli angoli delle
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varie facce *. Anche per questi cerchi pud ripe-
tersi cid che teste si & detto. Dunque:

Un gruppo poliedrico & permutabile con tutte
le riflessioni aventi per cerchi di simmetria i cerchi
di simmetria del relativo poliedro.

E per conseguenza (art. 45):

Un gruppo poliedrico puo ampliarsi mediante -
una riflessione rispetto ad uno qualunque dei cerchi
di simmetria del relativo poliedro.

Risulterd evidente da cid che diremo piti in-
nanzi, che, qualunque sia la riflessione scelta, il
gruppo ampliato ¢ sempre lo stesso.

56. Abbiasi un poliedro sferico, e si imagi-
nino tracciati tutti i suoi cerchi di simmetria. Que- .
sti cerchi, contenendo le mediane delle varie facce,
~dividono ciascuna faccia in 2f triangoli, alternati-
vamente eguali e simmetrici **, f essendo il nu-
mero dei lati d’ogni faccia. Si ha cosi sulla sfera
una rete di triangoli, dei quali 4 si appoggiano
su ogni spigolo. E poiché il numero degli spigoli

e (art. 51) - quello dei triangoli & 2#. Cioé :

I cerchi di simmetria d’'un poliedro dividono la

* Questi cerchi sono distinti dai precedenti nel diedro e
nell’ottaedro; coincidono con essi nel tetraedro e nell’ico-
saedro.

** Nel caso del diedro e in quello del tetraedro i trian-
‘goli, essendo isosceli, sono insieme eguali e simmetrici.
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sfera in 2n triangoli alternativamente eguali e sim-
metrici, n essendo I'ordine deI corrispondente gruppo
poliedrico.

Gli angoli di ciascun triangolo hanno le am-

T L fatti i C e gy
piexze — v v . Infatti i tre vertici d’ogni

trlangolo sono il punto di mezzo d’uno spigolo,
il centro d’una faccia e un vertice. Ora nel primo
di questi vertici si ha evidentemente un angolo
retto; ma v, =2 in tutti i
casi, quindi Pampiezza del-

Pangolo & — . Nel secondo

v
1

. 2%
vertice I'angolo & — ossia

2f

P %;ora perildiedro f=m—v,,
ig. 3).
e per gli altri poliedri f=3=yv,, quindi Pam-

. - .
iezza del’angolo & — . Nel terzo vertice ’angolo
jy g S g
2

2% : ™ ) .
é'z—q, ossia R dove ¢ &, come prima (art. 52),

il numero degli spigoli concorrenti in ciascun ver-
tice‘; ora per il diedro ¢g=2 =y, per gli aleri
poliedri si ha pure ¢=yv,, quindi lampiezza del-
- I'angolo & — *.
3

* Una verifica del risultato ottenuto si ha dalla nota
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’ 57. Ogni rotazione della sfera che ‘porta a
coincidenza con sé stesso il poliedro fa coincidere
uno dei 27 triangoli .della rete con un altro trian-
golo ad esso eguale. E poich¢ non v’ha alcuna
rotazione (tranne la rotazione nulla) che faccia
coincidere un triangolo con s¢ stesso, dati due
" triangoli eguali, non vi pud essere che una sola
~ rotazione del gruppo che porti uno di essi a coin-
- cidere coll’altro. Ora, se per una coppia di trian-
goli una tale rotazione non esistesse, il numero
delle rotazioni del gruppo dovrebbe essere infe-
- riore a quello dei triangoli eguali, mentre questi
.due numeri sono identici. Dunque:
Dati due triangoli eguali della rete, esiste una
" ed una sola rotagione del gruppo che porta il primo
- di essi a coincidere col secondo.

Imaginiamo, per maggior chiarezza, di trat-
teggiare tutti i triangoli di uno dei due sistemi di
. n triangoli eguali, lasciando bianchi quelli dell’altro
sistema. Se scegliamo ad arbitrio uno dei triangoli

LR T 1

§ . .
. formola per larea di un triangolo sferico. L’area di
p g 0

I . = . 2% .
E‘,uno dei triangoli della rete & % ossia —~ , € il suo ece
3

eguagliando queste due quantiti si ottiene la formola (2)
dell’art. 37.
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bianchi, e lo consideriamo come corrispondent
alla rotazione nulla, potremo stabilire una corri
spondenza biunivoca tra gli » triangoli bianchi e 1
. n rotazioni del gruppo, assegnando come corrispon

dente a ciascun triangolo la rotazione che porta
coincidere con esso il triangolo primitivament
scelto. '

Qual’¢ I'ufficio dei triangoli tratteggiati in que
sta rappresentazione del gruppo di rotazioni?

Una riflessione rispetto ad uno qualunque de
cerchi di cui si compone la rete fa coincidere I
figura con se stessa, ma trasforma ogni triangol
bianco in uno tratteggiato, e viceversa. Lo stess
effetto ha, per conseguenza, il prodotto di una ro
tazione per una riflessione, ed e facile vedere che,
fissato ad arbitrio un triangolo bianco ed unc
tratteggiato, esiste una ed una sola rotazione, i
cui prodotto per una determinata riflessione port
a coincidenza il primo triangolo col secondo. S
quindi si sceglie arbitrariamente un triangolo bianco
e lo si considera come corrispondente all’operazione
identica, si pud stabilire una corrispondenza biuni
voca tra i 2# triangoli della rete e le 27 operazion
-del- gruppo ampliato, assegnando come corrispon
dente a ciascun triangolo I'operazione che porta :
coincidere con esso il triangolo primitivaments
scelto.

Di qui risulta evidente che, qualunque sia I:
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riflessione che si sceglie per effettuare 'ampliamen-
to, il gruppo ampliato & sempre lo stesso.
Un’osservazione importante riguardo alle reti
ora considerate ¢ la seguente: Dato un triangolo
della rete, si puo costruire Uintera rete per simme-
tria; ciot costruendo prima i triangoli stmmetrici
al dato rispetto ai suoi tre lati, poi i triangoli sim-
metrici a questi rispetto ai loro lati, e cosi di se-
guito.
- ~§8. Per quanto sia semplice la rappresenta-
zione dei gruppi sulla sfera alla quale siamo giunt,
¢ perd desiderabile, per ovvie ragioni pratiche, pas-
sare da essa ad una rappresentazione sul piano.
Tale passaggio si effettua molto semplicemente me-
diante una proiezione stereografica; per una pro-
‘prietd gid pit volte invocata di tale proiezione le
figure piane ottenute constano solo di cerchi e ret-
te, e sono quindi di costruzione assai facile. Ri-
- mettiamo a pit innanzi lo studio particolareggiato
. di tali figure; e per ora ci limitiamo ad osser-
'~ vare che anche queste si possono dedurrve da un u-
nico triangolo mediante simmetria, intesa questa pa-
rola nel senso dell’art. 41.
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Costruzione dei gruppi finiti di sostituzioni
e dei relativi gruppi ampliati.

59. Abbiamo veduto (art. 49) come, mediante
un’opportuna proiezione stereografica, da una so-
stituzione lineare ellittica si ottenga una rotazione
d’una sfera su sé stessa. Reciprocamente, dato un
gruppo finito di rotazioni d’una sfera su sé stessa,
si ottiene da esso, mediante una proiezione stereo-
grafica sul piano della variabile complessa, un grup-
po finito di sostituzioni; e noi abbiamo gi tro-
vato (art. 50 e seg.) che i gruppi poliedrici sono
atti a fornirci per questa via tutti i possibili gruppi
finiti di sostituzioni lineari.

Noi ci proponiamo ora di costruire effettiva-
mente questi- gruppi.

A tal uopo noi dobbiamo risolvere il seguente
problema : Data una rotazione della sfera sopra sé
stessa, trovare la corrispondente sostituzione lineare.

60. Stabiliamo dapprima le relazioni esistenti
tra le coordinate d’un punto del piano e quelle
della proiezione stereografica di esso sulla sfera.

Prendasi per centro della sfera lorigine O
delle coordinate del piano, e, indicando con &, n, §
le coordinate dei punti della sfera, si facciano coin-

~cidere gli assi &, n cogli assi x, y ‘del piano. Sia
M un punto del piano, M, la sua proiezione ste-
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reografica sulla sfera, preso come centro di pro-
iezione il punto d’intersezione ¥ della sfera coll’as-

(Fig. 4).

se { positivo. Sia R la proiezione ortogonale -di
M sul piano &n, T quella di M, sull’asse {, e sie-
no N, S quelle di M, R sull’asse &. E quasi inutile
osservare che i punti O, R, M sono allineati. De-
signando con x, y le coordinate del punto M del
piano, con &, n, { quelle del punto corrispondente
M, della sfera, si ha:
x=ON, y=NM, £=0S, 2=SR, (=RM;
inoltre, supposto il raggio della sfera —=1:
® =

Dalla figura risulta :

OR OS SR ™ TV

OM " ON~ NM’ OM™ OV’
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IM,=O0R, OV=i1, TV=1—0T=1—RM,,
quindi :

0S SR _1—RM
ON=NM~ 1

ossia :
£ n 1 —¢

— . ’

I

#|

da cui:
z

s —_ "
(2) sz_—ga y= T —C°
Ne segue, tenuto. conto della (1):
2 2 E.z—l—ﬂz . I—Zz o I—I—Z
Ty T oy 1

e da questa e dalle precedenti :

Y

2 2y Xy
OF= oy ey e

Le (2), (3) ci dinno le relazioni cercate.

61. Riprendiamo la figura dell’art. 49, e as-
sumiamo C come origine delle coordinate. Suppo-
niamo inoltre per semplicitd il raggio della sfera
= 1. Posto:

p=pe*, g=¢'e¥,
si avrd, tenuto conto che 'angolo PV Q ¢é retto
e che P e Q sono allineati con C e da parti op-
poste di esso:

=1, p'=p+w,
sicche potrd scriversi:
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q:——;—ei*‘.
Dalla :

(’_'P —9 R—p — i 1—P

! - - I

L —9q 19 1—9q

dove « & 'ampiezza della rotazione (art. 49), segue:

o Go—p)z+po(i—0)

O—nz4(@—0p) ~’

ossia, posto @ =28, e ¥ =+, ed osservando che

e

s I(Y + 92)<+P ({- —n’)

)

I Lo , I
Ora y e —~ sono coniugati, e cosip e — — ,
Y

quindi lo sono pure y - -'IY— ¢ e _I{— + ve,

1 I I .
——v) e ——{y——). Indicando per-
P ) e = (1) Tedndo
tanto con 4, B, C, D quattro quantita reali, po-

trd porsi:
I, . I . w
Y h =040, Ay =D—iC,

I 1 1
(=2 N=Btig, — (__ ):B—iA.
p (n Y) ~+id, P v

La (1) diverra allora:
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_ (D+iC)—(B—id)
T EFiARTFO=i0)
Il determinante di questa sostituzione é:
A=A +B+CH D =("+1);
per ridurla unitaria basta dividerne tutti i coefficienti
per p* -+ 1. Posto pertanto :

#( Y 92):d+ic’-
o V()=
I .

e ) =

L p 1 TV P
Pz + 1 < ')) - b 1«£Z,
la sostituzione diviene :

(3) (d'f‘”)z_(b—‘“z)

U= GFiaF =i
e il suo determinante & = 1; le quantitd reali a,
b, ¢, d sono legate dalla relazione:
(4) @444 d=1.

Prendiamo gli assi coordinati &, u, { come
nell’articolo precedente, ed individuiamo ciascun|
punto-della sfera mediante la sua long1tud1ne e la
sua latitudine, considerando il piano £x come e-
quatore e il piano £ come meridiano d’origine,
e prendendo come verso positivo della latitudine
e della longitudine quello che conduce dal semiass
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positivo & a quello { o » mediante una rotazione
. T '
di —.
2
Tra la distanza di un punto M del piano
dall’origine e la latitudine della sua proiezione M,

passa una relazione semplice. Posto (vedi la figura
dell’articolo precedente) :

OM=p, MOM, =1,
siha MOV = —Z— — 1, quindi, essendo M, OV

. . T P
un triangolo isoscele, OV M, = — - —> ein-

fine, ricordando che OV =1:

I

A
- 3 I—}-tang—z—
p:tang(—4——|—~——) _—.

3 .

I —tang —

Ne segue:
tang—-:P_I,
pt+1

. € quindi:
u PP —1 2p
' ( senA =1 COS A== —5—— . .
() i I

Dando pertanto a p il significato che aveva
al principio di questo articolo, le (5) determinano

-la latitudine del punto M. La sua longitudine & p.

Dopo cid le formole (2) ci permettono di ri-

- solvere il problema propostoci nell’art. 59.

VivaNTI. 7
5
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Una rotazione & data, quando si conosc
sua ampiezza « — 2§ e la latitudine A e la
gitudine . di uno dei suoi poli. Ora dalle (2
gue, tenuto conto delle (5):

=5 (1) =3+ eH=cos

. I 1 2
= Eoli—7)e—0
2 ip —if

_p —r1e —e "

=T Y —senisenp,

_2(9I 1)( *I{)(LH)

—3 (o ) (elﬁ —e ;p) P (_ e + e’P)
iB___ ;B zp. —i
2p e —e
:Pz_ﬁ‘,l 21. Py = cos A sen f§ sen

RGeS x)(‘f ’“%) (% “1’)

— ! BBy o (i | b
=7 ¢ —¢ 4 ¢
i) R
ig_ -t i —ith
= 229 ‘ £l Te = cos A sen  cos
p° 41 24 2
Le formole :
@ ==cos A sen  cos p

b = cos % sen { sen w
© ¢ =senAsen
d=cosf
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ddnno la sostituzione (3) corrispondente ad una
data rotazione.
62. Applichiamo i risultati trovati ai gruppi
finiti di rotazioni.
Gruppi ciclici.— Abbiasi un gruppo ciclico d’or-
dine 7, i cui poli sieno i punti (o, o, + 1).

™ : . .
Sara 7\:? , .t~ indeterminato, inoltre :

6— I zk'n: kx
T2 n n’
dove k=o0, 1, 2, ..., n—1, quindi:
kw k=
a=b=o0, c=sen—, d=—cos—,
n n

€ per conscguenza :

kn . k=
,—(cos7—f—tsen—n—)(
L= kx . km
cos — — i sen —
n n

0 pitt semplicemente :

2kTi
”

{=e" 2 (h=o0,1,..., n—1).
Gruppi diedrici. — Imaginiamo il poligono che
ostituisce il diedro giacente nel piano &7 ed uno
.dei suoi vertici posto nel punto (1, 0, 0).
Il gruppo consta allora di un sottogruppo di-
lico d’ordine m avente per poli i punti (o, o, 4 1),
di m rotazioni d’ampiezza = intorno agli m assi
Pdi simmetria del poligono, che sono m rette egual-
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mente inclinate fra loro, una delle quali & I’asse
€. Le sostituzioni corrispondenti alle prime m ro-
tazioni sono (vedi sopra):
ahmi
y___,m R
{=¢ X (k=o0,1,..., m—1).
Per le altre m rotazioni si ha:

kx

m

r=o, (3:%, po= (k=o0,1,..., m—1)
quindi: :
k= kx

a=cos—, b=sen—, c¢=d=o,
m m

€ per conseguenza:

kx . k=

sen —— — 1 CoS ——

, m m

© senkw—{—icosk7r ,
m m J*
o pitt semplicemente:
2kmi
e nt
(':—— (k_.—_o,l,...,m—l).

Le sostituzioni di un gruppo diedrico sono
dunque date dalle formole :

2kmi
2k m

(I) ‘(’:emz’ Z’:%— (k:o, I, m—1).

In particolare le sostituzioni del gruppo triret-

tangolo (art. §3) sono:
’ 4 4 I ’ I
@)=z '=—1 % = =T
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27
Se T rappresenta la sostituzione ' —=e” g

. . . . 2w
corrispondente alla rotazione di ampiezza —- -

. 1
torno all’asse 7;, ¢ U la sostituzione z’ :7 cor-

rispondente alla rotazione di ampiezza = intorno
allasse &, tutte le sostituzioni del gruppo diedrico
saranno rappresentate da:
T, T"U (k=o,1,...,m—1).
63. Gruppo tetraedrico. — Noi vogliamo di-
sporre il tetraedro in modo che le sue tre mediane
coincidano coi tre assi coordinati.
A tal uopo imaginiamo iscritto nella sfera un

" cubo colle facce parallele ai piani coordinati; sieno

Y

v
A
B

4, B, C, D quat-
c,,"'L tro vertici “non
contigui due a
% -~ due del cubo, 4,
N B', C', D iver-

fooede fdim s £ - tici ad essi ri-

¥

“TT-~e

spettivamente op-
: 3 posti. I due te-
n traedri 4 BCD,
i 2 A" B’ C' D’ sono
d regolari, polari

(Fig. 5)- ’uno dell’ altro,
ed hanno per mediane comuni i tre assi coordinati.
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Il gruppo tetraedrico contiene, come abbiamo
trovato (art. §4), un sottogruppo trlrettangolo, che
* rappresenteremo con :

( ) I? T’ U’ TU’
T, U denotando rispettivamente due rotazioni
di ampiezza = intorno agli assi { € §, ¢ TU per
-conseguenza una rotazione di ampiezza = intorno
all’asse n. Il risultato di queste rotazioni sui vertici
del tetraedro pud rappresentarsi cosi:

T ABCD) U ABCD)
_(DCBA’ =\B4DC)’

ABCD
TU:(CDAB).

*

©)

. . . . 27
Sia S una rotazione di ampiezza 5 avente

s_ (4BCDY
—\4CDB)’
‘ 47

il suo quadrato ¢ una rotazione di ampiezza E

per poli 4, A":

cogli stessi poli:
g ABCD
T\4DBC)"
Data una rotazione di Es—w odi %Eintorno ad

*) Per semplicita indicheremo sempre colla stessa let-
tera una rotazione e la sostituzione corrispondente.
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un altro vertice, si dimostra facilmente che questa
& il prodotto di S o di §* per una delle tre ro-
tazioni (2). Sia la rotazione considerata :
X — (AE E.E )
E E E 4
dove E,, E,, E, denotano i vertici B, C, D presi
in un ordine qualunque. Posto :

Y — AE EE
(EEAE
si ha:
AE EE
XY:(AEEE)

ossia, poiche Y & di ordine 2:
AE E,E\ +.
X= (AE;EXEZ) Ys
ma Y & una delle (2), e (jg g i)eS oppure
§?, quindi resta dimostrato Passerto.
Pertanto le rotazioni del gruppo tetraedrico
sono le’seguenti :
1 T U TU
(3 ? S ST SU STU
S 8T $U STU
Resta da trovarsi 'espressione analitica delle
sostituzioni corrispondenti.
Le sostituzioni (1) sono state gid costruite nel-
Particolo precedente [v. formole (2)].
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Determiniamo la sostituzione S..
Le coordinate del punto A4 sono tutte e tr

I e
= — ; quindi le note formole:

3
tang A =

14
-

Ve 4o

tang p == 2
’ 3

ci dinno:
tang A= =, tangp =1
g 73 y g ’

€ per conseguenza :

I 2 I
senA=——=, COSA=—=, SENU=COSW ==—
3 V2

3
T L
Inoltre B = 5 quindi :

V3 1
sen@:—zi, cos@:;—-.
Dopo ci6 le (6) dell’art. 61 ci ddnno:

a — b— t=d=— 3
2
sicché I'espressione della sostituzione S &3

144 I1—1
P S
1+ I—i’
2 i+ 2
ossia, considerando che 1 —i=— (1 4 1%):
, i
( :g'.i-._

—i
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Di qui e dalle (2) dell’art. prec. si ottengono,
mediante le formole di moltiplicazione dell’art. 20,
le espressioni di tutte le sostituzioni del gruppo.
Le facciamo qui seguire, ripetendo anche quelle
gid trovate :

HHS.HHHHHOOH
-

52U=(.I —I.), SZTU:(_ : .I).
1 Y A 11

Le sostituzioni del gruppo possono anche scri-
versi brevemente cosi :
(4) (':3(> (’:';z_a (’:8%7 (':si%i—:"
dove 3, ¢ possono prendere i valori +1 € — 1.

Interessa, per cid che si dovrd dire piu in-
nanzi, di avere I'espressione delle sostituzioni del
gruppo tetraedrico anche quando il tetraedro si
imagini disposto in altro modo, e precisamente
ruotato di 45° intorno all’asse { rispetto alla posi
zione precedente. Allora, indicando con @, ¥ e
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con o', y' le coordinate delle nuove posizioni d1
un punto pr1m1t1vo e del suo trasformato, si ha:

. 1
— (o — 1y I=____ wr ,I;
1/5_( ¥y Z@ 1)
posto : v
xtiy==z, x+iy =2,
segue di qui:
, 1—[—-1’ , 144
= ® = —
Posto, per brevita :
141 I—1 )
— == 9 —
VZ v '/2 P?
la sostituzione :
¢ = i
YZ+9

,_eprt
rprtd

L ol 1
‘ )

14

?.

diviene :

®

4
ossia :

vpr 49
)

sicche la sostituzione (Y 8) diviene, nella nuova

‘disposizione del poliedro, (;9 BS ) Si ha quindi,

¢
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tenuto conto che p*=-—p" =1, pp' =1, s =ip":

I:(IO), T:(—Io)’
01 01

U:((Z' (1)), TU= (—z o)
sz(i _;) ST:( * ;)
SU:(i' —;) STU:( i;)
._(p 1 P
S —(I '—P’), ( r)

S’U:(_P {), S TU= (f’ —I,).
Ip 1 ¢!

Le sostituzioni possono anche scriversi bre-
vemente, 8, ¢ avendo lo stesso significato di prima:

, ,  0i

2 =3z, 2= — >
sz—{—s _Sspz—{—l
z—‘EP z—-sp

64. Gruppo ottaedrico. — Se supponiamo lot-
tacdro disposto colle sue diagonali secondo gli assi
coordinati, esso & il poliedro polare del cubo con-
siderato nell’articolo precedente, e percid le rota-
zioni che lo lasciano invariato sono quelle che la-
sciano invariato il tetraedro 4B CD e quelle che
lo scambiano col suo polare 4’ B’ C' D’ (cfr. art.
54). Le prime sono le rotazioni (3) dell’articolo
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precedente; le seconde si ottengono moltiplicando
queste per. una delle rotazioni che scambiano i due

. . . . £
tetraedri, per es. per la rotazione di ampiezza >

intorno all’asse %, che denoteremo con 7. Le ro-
tazioni del gruppo ottaedrico sono dunque le se-

guenti:
I T U TU
S ST SU STU
s $T $U $TU
14 TV uv TUV

Ny 4 STV  SUV STUV
sv TV  SUV  STUV.
Osservando che :
T=1"r? TU=UT,
queste rotazioni possono anche scriversi come se-
gue:
Y A\ U SU s$*U
v sv §Sv uv SuUv §SUV
v syv: sy oy Surv: suUr
oSy sy oy Sur §Sup.
Le sostituzioni del gruppo si trovano aggiun-
gendo a quelle dell’art. prec. i loro prodotti per
la sostituzione 7, la cui espressione analitica &:
o ‘ X =1z
si ottiene cosi:
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) (i
o(02). so=(: "
=) or=(i
(22}, sor=( )
W:T:(
~SW:ST:(
SW%:yT:(
UW:TU:(
SUP=STU=
SUV=S§TU=
W:TV:(

SV =STV=
SV=STV=

UV =TUV =

1

—1i0

),

’

.
).

— 1

—10
I

(7i3)
)

— I 1
01

0 1)’

1 —1
1

_1)

I
I
I
o1
o)

(
(
(

I
I

)
?
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SUV3—_—STUV=—_(_i “.;_),

1

SUP=sTUV=("] i) .

Piu brevemente le sostituzioni del gruppo pos-
sono essere rappresentate dalle (4) dell’art. prec.,
dove ¢ pud prendere i valori + 1, & i valori
ti1, £

Ancora pil brevemente esse possono rappre-
sentarsi mediante le:

, ? , 8 Z_-—i—&
(=0, A=, U=
dove le 3, ¢ possono prendereivalori + 1, 4 i;

queste formole possono anche scnver51

h
— __1'_ ’ hz.+
=10 A= A=

65. Gruppo icosaedrico.— Per maggior chia-

)

(hyk=o0,1,2,3).

* Tra le U, V esistono alcune semplici relazioni. Os-
servando che U, UV sono di ordine 2, e che 7 & di ordi-
ne 4, si ha:

UP=1, UVUV =1, V¢=1,
donde:
Uruo=1rs,
e quindi: )
vu=Ups.
Di qui segue poi: |
PU=VUV=UV=Ur,
MBU=VUr=Urs=U/.
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rezza, teniamoci dinanzi una imagine prospettica del-
Iicosaedro, dove
i vertici sono de-
notati coi nume-
ri dall’x al 12.
Diciamo /1l lato,
h Ialtezza d’una
faccia dell’icosae-
dro sferico. Una
delle altezze divi-
de la faccia in
due triangoli ret-
tangoli eguali i
cui cateti sono

h,—i—elacui

(Fig. 6).
ipotenusa & I, sicché si ha per una nota formola
di trigonometria sferica:

)
cos ] == cos e cos h.

D’altra parte, considerando per es. il semicer-
chio massimo 1. 2. 12, si vede che esso si com-
~pone di un lato e di due altezze, sicché:

I4+2bh=m,

. ossia:
h=_= L
2 2

La formola precedente diviene quindi:
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- ,
cos | = cos — sen — — —sen |,
2 2 2

ossia:
tang | = 2,
da cui:

2 I
senl:l—/—?, cosl:i/——j.

Per ci6 che diremo in seguito ci interessa
anche di conoscere le funzioni trigonometrich

di —l— Posto:
2

Vs =n
si ha:

I r—1 I r1
Sén — =—= —— COS——‘ + .
2 27

Intanto Pespressione ottenuta di tangl c
permette di costruire con tutta facilitd la rappre-
sentazione . dell'icosaedro col metodo di Monge.
Disponiamo l'icosaedro in modo che la diagonale
I. 12 coincida coll’asse {, e il piano 1.2.12 col
piano £¢. Distinguiamo con un apice le icnografie,
con due le ortografie. Se dal punto 1’ si conduce
la tangente al contorno apparente della sfera, e su
questa si prende un segmento 1" 4 di lunghezza
doppia del raggio, la retta che congiunge 4 colla
proiezione O del centro taglierd il contorno ap-
parente nel punto 2. Trovata laltra proiezione

M
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2’ del punto 2, si iscriverd nel cerchio di centro
O’ passante per 2', a partire da quest’ultimo punto,

un pentagono regolare; i vertici di questo saranno
2y 3, 4, 5', 6, el punti 3" e 6" tra loro coin-
cidenti, 4" e 5’ pure tra loro coincidenti si tro-
veranno immediatamente,” considerando che essi

VivaNTI. 8
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stanno sulla parallela alla-linea di terra condotta
per 2. I punti 7, 8', 9', 10, 11’ sono i punti
opposti rispettivamente a 2', 3, 4', 5%, 6 sul cer-
chio contenente questi punti; le corrispondenti or-
tografie stanno sopra una parallela alla linea di terra
simmetrica a quella precedentemente condotta ri-
spetto ad O"'. Come ‘verifica pud osservarsi che,
essendo il punto 2 nel piano &, i vertici adiacenti
1, 3, 10, 9, 6 giacciono in un piano perpendico-
lare a questo, e quindi le loro ortografie stanno
sopra una retta; lo stesso pud dirsi delle ortografie
dei punt 4, 5, 8, 12, II.

66. E qui il luogo di fare un’osservazione
che ci sard utile tra poco. Abbiansi due rotazioni
P, P, di ampiezze a , o, e di assi [, [,. Si ha
identicamente :

PP, =P, (P'PP),

e P,'P P, ¢ (art. 31) una rotazione di ampiezza
«, intorno all’asse I' in cui si trasforma [, per ef-
fetto della rotazione P,. Quindi per ottenere la ro-
tazione P P, o si puo effettuare prima la P, poi
la P,, oppure si puo effettuare prima la P,, poi
una rotazione della stessa ampiezza di P, intorno
all’asse in cui si trasforma l'asse di P, per effetto
della P,.

Cib premesso, possiamo dimostrare che tutte
le rotazioni del gruppo icosaedrico si possono com-
porre mediante 3 sole rotazioni, e cioé:
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1. Una rotazione S di ampiezza 5 intorno

alla diagonale 1.12;

. 2. Una rotazione T di ampiezza = intorno
alla congiungente i punti di mezzo degli spigoli
1.2, 7.12;

3. Una rotazione U di ampiezza = intorno
alla congiungente i punti di mezzo degli spigoli
6.8, 3.1I.

Vogliasi effettuare la rotazione che porta lo
spigolo 1.2 a coincidere con un altro spigolo qua-
lunque 1v. Distingueremo 3 casi.

a) p. & il vertice 1. Allora la rotazione con-
siderata ¢ S od una sua potenza.

b) p. & uno deivertici 2, 3, 4, 5, 6. Per por-
tare anzitutto il vertice 1 nel vertice ., si eseguird
prima la rotazione T che porta 1 in 2, poi, se p
¢ diverso da 2, la rotazione S** che porta 1 al
posto ¢ *. Dopo cid, se 2 non risulta gid coinci-
“dente con v, si potrd portare a coincidere con esso

* Non bisogna dimenticare che gli assi di rotazione
devono considerarsi come fissi nello spazio. Per comprendere
. pilt chiaramente le cose che stiamo dicendo, conviene ima-
 ginare un icosaedro fisso ed uno mobile, coincidenti in ori-
 gine, e quando si dice che una rotazione porta lo spigolo
B sullo spigolo y3, si deve intendere che essa, applicata
allicosaedro mobile, porta lo spigolo «§ di esso a coincidere
s collo spigolo 73 dell'icosaedro fisso.
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. . . . .27 .
mediante una rotazione di un multiplo di 5 in

torno a p. Indichiamo per un momento con M
tale rotazione, e poniamo anche N—= TS§**. L«
M ¢ (art. 31) la trasformata mediante la N d
una rotazione di eguale ampiezza di cui uno de
poli & 1, cioé di una rotazione S*, dove A & unc
dei numeri o, 1, 2, 3, 4 (I'ipotesi A = o corrispon
derebbe al caso in cui v gid coincidesse con 2)
qu1nd1 per losservazione fatta poc’anzi:
NM=S§"N=S§"TSs".

La rotazione considerata si compone dunque
mediante le sole S, 7, nel modo che risulta ir
quest’ultima formola.

¢) v & uno degli altri 6 vertici. Se ‘diciamc
p'v" lo spigolo in cui si trasforma pv per effett
della rotazione U, p.” sara uno dei vertici 1, 2, ..., 6
quindi si potrd far coincidere 1.2 con p'v' me
diante una rotazione del tipo S* oppure S* T S*. N
segue che si fard coincidere 1.2 con p.v rispetti
vamente mediante la S"U o la " TS'U.

Riassumendo: Tutte le rotazioni del grupp
icosaedrico si esprimono mediante le S, T, U, e son
dei 4 tipi seguenti:

S, S'TS, S'U, STSU (hk=o0,1,23, 4

Si verifica immediatamente che questi tipi com
prendono sessanta rotazioni, tante appunto quant
ne sono contenute nel gruppo icosaedrico.
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Puo aggiungersi che U ¢ esprimibile median-
te Se T.

Per cid che si ¢ detto poc’anzi, S* TS porta
1 in 5. Per vedere dove essa porta il vertice 2,
osserviamo che T porta 1.2 in 2.1, quindi TS
porta 1.2 in §5.I, e che moltiplicare a sinistra per

. . . .47 .
$? equivale ad eseguire una rotazione di %—v in-

torno a §, rotazione la quale porta 5.1 in §.7. Sic-
che, in conclusione, $*T'$* porta 1.2 in 5.7.
Dlaltra parte TS*T & la trasformata di §*

mediante 7, cioé & una rotazione di 4? intorno

alPasse 2.7; essa porta 5.7 in 12.7.

Dunque la rotazione $*T S TS*T porta 1.2
in 12.7. ' :

Ma lo stesso effetto ha la rotazione U; quindi:

STSTST=U.

67. Le rotazioni 1, T, U, T U formano un
sottogruppo trirettangolo del gruppo icosaedrico;
gli assi delle tre rotazioni T, U, T U sono 3 me-
diane costituenti una terna ortogonale *. E evidente,

* E facile del resto trovare direttamente nella fig. 7
questa terna di mediane. Denotando le varie mediane nel
modo che & detto pill sotto nel testo, si vede che le
(1.2 — 7.12), (4.5 — 9.10) giacciono nel piano £§, e che le
loro proiezioni sono 3”.11”, 4”.10”7, le quali sono tra loro
perpendicolari perché diagonali di un rombo ; inoltre la me-
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per ragioni di simmetria, che esistono §5 di ques
terne ortogonali, le quali si ottengono da una «
esse facendola ruotare intorno all’asse { di un ai

golo %E e dei suoi multipli. Le 15 mediane de

Picosaedro si dividono dunque in § terne ortog
nali disposte simmetricamente intorno ad una di:
gonale qualunque.

Diciamo k,, k,, k/, k,, k. le 5 terne di m
diane. Ogni rotazione del gruppo icosaedrico mu
una terna in s¢ stessa od in un’altra terna, si
che alle 60 rotazioni del gruppo- corrispondon
60 permutazioni delle 5 terne.

Vogliamo far vedere che queste sono tutte ]
permutazioni pari di § elementi.

Indichiamo percio in generale con (afp—7?
la mediana che congiunge il punto di mezzo dell
spigolo « % con quello dello spigolo ¥ 3. Avremo

k, = (1.2 —7.12), (3.11 — 6.8), (4.5 — 9.10)
k,= (1.3 —8.12), (4.7 —2.9), (5.6 — 10.11)
k,=(1.4—9.12), (5.8—3.10), (6.2 —11.7]
k,= (1.5 —10.12), (6.9 — 4.11), (2.3 — 7.8
k.= (1.6 —11.12), (2.10—75.7), (3-4—8.9)

L’effetto delle rotazioni S, T, U sui vertici

diana (3.11 — 6.8) ha la direzione dell’asse %, quindi & pe
pendicolare alle altre due.
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sulle mediane & riassunto nella tabella seguente :

I S T | U
I 1 2 I2
2 3 I 7
3 4 6 11
4 5 9 10
5 6 10 9
6 2 3 8
7 8 12 2
8 9 11 |° 6
9 10 4 5
10 I1 5 4
11 7 8- | 3
12 12 7 I
k, k, k, k,
k, k, k, R
k, k, k, k,
k4 kS . kS k‘S
kg k. k, |k,

Come si vede, le permutazioni subite dalle %
per effetto delle rotazioni S, T, U sono pari. Per
conseguenza Jo stesso puo dirsi della permutazione
corrispondente a qualunque rotazione del gruppo -
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icosaedrico, giacché tutte queste rotazioni sono e-
sprimibili come prodotto -delle S, T, U. E poiche
a rotazioni diverse corrispondono permutazioni di-
verse *, e le rotazioni del gruppo icosaedrico sono
appunto tante quante sono le permutazioni pari di
5 elementi, rimane dimostrato ’asserto.

Vediamo quante sono le rotazioni del gruppo
icosaedrico che mutano in sé stessa una data terna,
per es. k,. Le intersezioni della sfera colle tre me-
diane di cui consta k, sono i vertici d’un ottaedro
regolare b , e le rotazioni della sfera che mutano
in s¢ stessa la terna k, mutano pure in sé stesso
Iottaedro, cioé appartengono al gruppo ad esso re-
lativo; e poiché tali rotazioni evidentemente costi-
tuiscono un gruppo (un sottogruppo del gruppo
icosaedrico), questo coincide col gruppo relativo al-
Tottaedro h. o ne & un sottogruppo. Determinia-
mone lordine.

Uno dei vertici di b, pud venire a coincidere
0 con s¢ stesso o con uno degli altri § vertici, e
in -ciascun caso lo spigolo (dell'icosaedro sferico)
di cui esso ¢ il punto di mezzo pud coincidere
collo spigolo. avente per punto di mezzo [altro
vertice in due modi diversi; ciascuna coincidenza

* Se cid non fosse, esisterebbe una rotazione non nulla
che lascerebbe invariate tutte le terne, il che, come ¢ facile
vedere, ¢ impossibile.
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poi pud ottenersi con una sola rotazione del grup-
po icosaedrico (art. 51). Ne segue che il numero
delle rotazioni del sottogruppo considerato & 12.
Ma il solo sottogruppo d’ordine 12 d’un gruppo
ottaedrico ¢ un gruppo tetraedrico (art. §4); quindi
Pinsieme delle rotagioni del gruppo icosaedrico che
lasciano invariata una terna ortogonale di mediane
costituisce um gruppo tetraedrico.

Diciamo T,, I,, I, I, [ i sottogruppi
tetraedrici che lasciano invariate rispettivamente le
terne k,, k,, k, k,, k. 1 poli delle rotazioni di
I, T, T, T siottengono da quelli delle rotazioni
di. T', applicando ad essi le rotazioni S, §?, §%, S§*;

,ne segue (art. 31):
=57"T,5, I =5"T,$, I =S"T.$, I =57I 5%

68. Costruiamo ora I’espressione analitica delle
sostituzioni corrispondenti alle rotazioni S, T, U,

L’espressione della S ¢ (art. 62):

2mi
=e’%.
La U ¢ quella stessa rotazione che negli ar-
ticoli 63 e 64 era rappresentata da TU la sua e-
~ spressione e:

=
=
Per la T si ha:
l :
)‘*‘—w——“‘ﬂ =0, B:“T—a
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quindi:
] [
:sen—;—, b=o, C:COST’ d=0,

ossia (art. 65):

r—1 r1
a = —_— b:O, 6:]/——}_——, d:O,
2r

27
dove 7 =15, sicch¢ la sostituzione cercata é:

EIPRYE=

©T ’_t_l ]/"f‘l

che pud anche scriversi:
= l/r 1(—{— 1/1’——1
Vr—1izx—VrF1

P GEIEE
22— (r+1)°
Lespressione di questa sostituzione si sempli-
fica mtroducendo in essa il simbolo:

2;“ 2w } 2%
t=—¢’ = cos— —isen — .
5 )

od ancora:

2% 27
Troviamo 1 valori di sen —, cos —— . Osser-

vando che nel trigngolo sferico rettangolo consi-

derato al principio dell’art. 65 I’angolo compreso

o L 2%
fra i lad - Le < si ha per una nota for-
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mola di trigonometria sferica:

l
tang —
£
€O§ — —= —————,

5 tang /

ossia (v. art. cit.):

27-_~~ r—1_r—1__ 1
- r+1" 4 T r41’
donde, tenuto conto che (r + 1)’ =6 2r:

’senz——— 1—;‘—__—I ! —E’m
_l/ 4(r+ ) ]/T-i—l
LY E - Ly
Ne segue:
[(r—1)+ V2r(r+1)].

P01che, per una proprietd nota delle radici
dell’unitd, ¢ ed &* sono quantitd coniugate, si ha:

:-:4:%[(1*— ) —iV2r(r4+1)].

Inoltre:

o =—1—(e e )=—1— S (r—1)=— S (r+}1),

.

* Da queste espressioni risultano le formole:

sen—ﬂ—zinr(r—- 1), cos = =TF1
5 4 5 4

2

che ci saranno utili in seguito.
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s’——s’:e’—ssz(s—f—s‘*)(s—s")
o= D2V O F D
:%i(r— DV2r(r+1)==iV2r(r —1),
quindi:
=20+ 0+irzrT—n),
R e =D ]
Poniamo:
c=c—ze=""Liy2r(r+1),

T=¢—d=—if2r(r —1);

le 6, © sono legate dalle relazioni:
CT—=—1, 62+12:——5, ¢’ — 1t =—r.
La sostituzione T pud scriversi:

ozt~

L s x :T(—c’
ela S:
'=e2
quindi la Sk ’
=¢"z.

In base a queste formole si costruisce senza
difficoltd il quadro delle sostituzioni del gruppo ico-
saedrico:
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b 3
S"TS"U:(_S,,,:, ‘ )*

£ G T
Per cid che diremo fra poco interessa avere
queste sostituzioni sotto forma di sostituzioni uni-
tarie. Basta a tal uopo dividere i singoli elementi
di ogni sostituzione per la radice quadrata del de-
terminante della sostituzione stessa. Si ottiene cosi:

(o]
ho_ .
§h = L
o ¢ °
1 _; (h+k) 1 _’2.(—h+k)
. —t G —g e
S TSt 4 4
I L=k 1 =L ’
2 2
—€ T — —t g
. r r
b
0] S_T
h _
su=| ° :
—¢’ o
1 Lok 1 —L (b
— ¢ T —c G
r T
S'TS* U=
% (h+-k) 1 2’_ (— b+k)
—c G —c¢ T
r r

* Queste sostituzioni sono in parte diverse da quelle
date da KLEIN come componenti il gruppo icosaedrico. Si
passa dalle une alle altre col cambiamento di variabile :

=32 G=—1.
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69. Sappiamo che le sostituzioni del gruppo
icosaedrico sono degli ordini 2, 3, 5. Importa po-
ter riconoscere immediatamente l'ordine di una
data sostituzione del gruppo.

Ricordiamo che, quando una sostituzione &
posta sotto la forma unitaria (3) dell’art. 61, si
ha d'= cos §, essendo { la meta dell’ampiezza della
rotazione corrispondente; ed osserviamo ancora che
d ¢ la semisomma del primo e dell'ultimo elemento
della sostituzione. Abbiamo quindi:

Per la S*:

b —k
(1) cosp:%(ez—}—s l)zcosljs—n,
per la S* TS*: _
LS — L (b+k)
cos@:%(&z —e )

@) s bk

|l
T
|
\.Pl

per la S"U:
(3) cosfp=o,
per la " TS U:

T ( ‘T(—h—f-k) _;_ (h—Fk)
cos b= PPl —e

4) b

T
= —8n———m=.
ri 5 '
Dalla (1) segue che le 8" (h=1, 2, 3, 4)
sono d’ordine 5; dalla (3), che le S"U(h=0o,

1, 2, 3, 4) sono d’ordine 2.
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Cerchiamo ora quali delle S" T'S* sieno d’or-

. ™ e
dine 2. Dev’essere § == —, quindi sen "=0
2 ’ 5 )

donde:
h+k=o0 (mod. 5).

In secondo luogo cerchiamo quali delle §* T'S*

. . ™ : .
sieno d’ordine 3. Dev’essere § = — o — , quin-
3 37

di cosB=+4—, e:

h+k i r T ey
sen——m=T —-=TF G I._).._+ " 1/ 2r(r—1),
' donde (v. nota a pag. 123):
sen mw:$sen% 5

e quindi:
h+k=TF1 (mod )

Le rimanenti sostituzioni S" T'S*, cio¢ quelle
.per cui: '
hbt+k=T2 (mod y),

sono necessariamente d’ordine §.
Facciamo lo stesso studio per le TS U;
troviamo:
Per lordine 2:
h—k
sen——m® =0, h—k=0 (mod 5);

per Pordine 3:
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_+ ri

:‘“ 1/2r(r——- 1)
=4 — 1/2r(r I)_-l*senT

quindi:
h—k=+42 (mod 5);
per Pordine §:
h—k=+4 1 (mod 5).
Riassumendo, il gruppo icosaedrico si compo-
ne delle seguenti sostituzioni (cfr. art. §3):
La sostituzione identica.
Le sostituzioni d’ordine 2:
StU (h=o0,1,2,3,4)
S"TS* (h,k=0,0;1,4;2,3,3,2; 4, I)
S'TS*U  (hk=o0,0,1, 152, 2 3, 3 4 4)-
Le sostituzioni d’ordine 3:
S'TS (hbk=01102433%42
0,4; 1, 3; 2, 2; 3, I; 4, 0)
STS*U  (hk=o0,31,452 03, 1; 4, 2;
0,21, 35 2, 4; 3, 0; 4, I)-
Le sostituzioni d’ordine §:
s (h=1,2,3,4)
S' TS (hk=0,2,1,1,2,0; 3, 4; 4 3;
e 0,3; 1,252, 153,04, 4)
STS'U  (hk=o0,41,02 153,24, 3
0, I; 1, 25 2, 3; 3, 4; 4, O).
70. Tutte le reti considerate, compresa quella
tetraedrica quando il poliedro si prenda nella se-
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conda posizione, hanno per cerchio di simmetria
il cerchio massimo intersezione della sfera col pia-
no £%. Ne segue che i relativi gruppi possono am-
pliarsi mediante la riflessione:
=z

E inutile scrivere qui per disteso le operazioni
dei singoli gruppi ampliati; esse si ottengono ag-
giungendo alle operazioni dei gruppi primitivi quelle
che risultano da esse ponendo 7 in luogo di z..

71. In base a quanto si & detto nell’art. 38, si
possono immediatamente costruire i gruppi omo-
genei corrispondenti ai gruppi non omogenei sopra -
considerati. Noi ci limitiamo a darne la rappresen-
tazione analitica. '

Gruppi ciclici.

ki ki

Z::j—-eT(n (;:+€ "zz (k=o,1,...,n—1),

od anche:

i ki
’ —_— n 1 — "
[i=¢ %, %,=¢ '8 P
(k-+nymi (k+uywi (k=o0, Iyeess n—T1),
T " v ] :
Zx =¢ Z.l b :{2 =e Zz
o pit semplicemente :
bmé bri

Z::e” Lis {;:6 n(z (Bbt‘O, I ooey 27‘_‘1)-
Gruppi diedrici. — Operando conte testé si &
fatto, si trova:

Vivanti. 9
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bmi bmi

4 m ’ m
ZI_e Z.r? (2—8 {2
hﬂ'l _ hmi
m

=te" %, g, =i %

In particolare il gruppo omogeneo trirettan-

golo (m = 2) pud scriversi cosi:
=i, =i,
[=i"g, ==y,
o piu semplicemente, ponendo nelle seconde for-
mole 4 invece di b+ 1 ed osservando che, per
essere i* = I, mentre b percorre i valori o, 1, 2,
3, si possono far percorrere ad b - 1, invece dei
valori 1, 2, 3, 4, gli stessi valori 0, 1, 2, 3:

G =iz, G=i zz
j=i'z, n=—1i"zx
Gruppo tetraedrico. — Posto.

a:i—t, (5:12_1', 8:_‘_*:1, E:_—tl,

2

(h=o0,1,...,2m—1).

(h=0,1,2,3),

s(h_o I, 2, 3).

si ha:
j=i'%, ,=i'% %
(:=ih'<z7 (;:_1’ ¢
4 =3(c2z, — 1), L="0(xx +ebz),
g =08(ehbz, —az,), 1 =23(fz +e2z),
G=30(z—z), =3 +e1,),
w=da(+ez), L=3B(—ex+2)
Gruppo ottaedrico. — Per ottenere le sostitu-
zioni- di questo gruppo, basta moltiplicare quelle
del precedente per la sostituzione:

(h=o0, 1, 2 3),
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, 14
=11
V2
Gruppo icosaedrico. — Tenendo conto che:
b 6k
¢f =(—1)e’ =(—1) ¢,

1—1

ZH (_:: 1/5 z.z

— b 4h
e T=(—1)e =(—1)c?,
si trova’ '
Z;:———L—eshZI ) (;Zis:hzz
=z, =T,
’ I 3{h+ 2h4-3
Sz.l:__t T(E)” ”G(;_}'s ’ ﬂeTZz)

(K;_:i_{_(s;hq-zk,;( g Y (hk=0,1,2,3,4).

34

=

I
. ’r 3h+2k 2(h+k)
G= (7 ez —e " ez,

- 1 -+ 2h+ |
U= (Mo )

Rappresentazione dei gruppi finiti sul piano.

72. Veniamo alla costruzione della rappresen-
tazione piana dei gruppi alla quale accennammo
nell’articolo §8. Prendetemo come centro della pro-
jezione stereografica il punto (o, 0, — 1), come
piano di proiezione il piano &4, come assi x, y nel
piano stesso gli assi &, ». '
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Pei gruppi ciclici e diedrici ci limitiamo a dare
le sole figure. :

(u: 5

‘S"

(Fig. 8).

La rete tetraedrica si compone dei 6 cerchi
massimi contenenti i 6 spigoli del tetrhedro. Due
di essi, cioé quelli contenenti gli spigoli 4D, BC
(v. fig. 5), passano pel centro di proiezione ed
hanno linclinazione di 45 sul piano £Z; essi si
proiettano in due rette passanti per I'origine ed in-
clinate a 45° sull’asse x. Cerchiamo di ottenere [a

' proiezione di uno degli altri 4 cerchi, per es. di
quello contenente lo spigolo 4 C. A tal uopo rap-
presentiamoci col metodo di Monge la sfera e il
tetraedro iscritto, e sieno P, Q le intersezioni del
piano 5% col cerchio massimo (posto in un piano
ad esso perpendicolare) contenente i pund 4, C.
Sieno L, L,; M, M_; N, N, le intersezioni della sfera
coi tre assi, e per N siconduca N H parallela
alla linea di terra. Siccome P Q" & inclinata a
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7

45° sugli assi £, {, sara HN""P"=P"N"L/—=—-,

sicche le NP, N'" Q" saranno le bisettrici de-

ool 8

B R

(Fig. 9).
gli angoli dei raggi N'"H, N"" L. Ne segue che
| fascdo N”(Q"L'P"H) & armonico. Quindi, se
P, Q, L, sono le proiezioni stereografiche sul pia-
no icnografico dei punti designati colle stesse let-
ere, il gruppo di punti QL P oo & armonico,
ot L, ¢ il punto di mezzo del segmento QP.
Ora la proiezione stereografica del cerchio conside-
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rato deve passare per P, Q, ed inoltre, essendo il
piano del cerchio perpendicolare al piano £ 7, il
centro della proiezione deve giacere sul segmento
- P Q; dunque questo centro ¢ L,. Sarebbe facile
verificare che il cerchio passa (come deve accadere)
- per i gunti M, M,. Il raggio del cerchio & dun-
que V2.

Pertanto, per descrivere la figura voluta, basta
- prendere per centro ciascuno dei punti d’incon-

) /)

(Fig. 10).
tro dell’equatore cogli assi e far passare il cerchio
per i due punti adiacenti.
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I quattro cerchi cost descritti, insieme alle due
rette gid menzionate, dividono il piano in 24 trian-
goli. Noi ne tratteggeremo 12 in modo che due
triangoli adiacenti qualunque risultino sempre, ’'uno
bianco, laltro tratteggiato. Scegliamo come trian-
golo d’origine uno qualunque dei triangoli bianchi,
per es. quello che ha un vertice nell’origine ed
un’altroin 4. Il triangolo T si ottigne da 1 con una
rotazione di = intorno al punto N,, i triangoli
47

3

Lo 2% .
S, § con rotazioni di 5 intorno ad 4. Da

S, §? siricavano subito S T, $* T; poi con una ro-
tazione di = intorno all’asse x si hanno i rima-
nenti triangoli U, TU, SU, $*U, STU, S TU.
73. Vogliamo ora cambiare il centro di proie-
zione, prendendo come tale il centro sferico di
una delle facce del tetraedro, per es. A4'. Allora
4 si proietta nell’origine, e i cerchi ABA' B,
ACA' Cy AD A' D' hanno per imagini tre rette
egualmente inclinate uscenti da 4. I punti B, C, D
stanno su queste rette formando un triangold e-
quilatero il cui centro & 4. Segnati questi punti,
la cui distanza comune da A4 pud prendersi ad ar- -
bitrio *, si trovano gli altri osservando che, siccome
C, D, B', A, vertici di una faccia del cubo
AB'DC'BD'CA’, si trovano in un piano, e

* Se 1 ¢ il raggio della sfera, si ha 4B= I/ZA
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quindi sopra un cerchio, I'imagine di B’ dovrd stare
sulla congiun-
gente le ima-
gini di Cedi
D. 1l punto B’
. ¢ dunque lin-
¢ . tersezione di

’ lungamento di
B 4, e analo-
gamente sono
determinati i
punt C'y D',
Per completa-

re la figura, restano a tracciarsi i cerchi CD C' Dy,
DBD'B, BCB'C’, ed ¢ facile dimostrare che i
loro centri sono rispettivamente B’, C’, D’; basta
percid osservare che il triangolo B C’' D’ ed i suei
analoghi sono equilateri.

74. Nella figura 10 si trova gia disegnato il
cubo (sferico) 4B’DC'BD'CA', i cui cerchi di
stmmetria sono gli stessi dell’ottaedro avente per
diagonali gli assi coordinad. Per avere la rete ot
taedrica, non v’¢ dunque pit che da aggiungere i
cerchi di simmetria che ancora mancano, cioé quelli
contenenti le mediane delle varie facce del cubo;
questi cerchi sono quelli determinati sulla stera dai
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tre piani coordinati, ed hanno per proiezioni i due
assi coordinati e il cerchio equatoriale.
Prendiamo come triangolo 1 quello che ha un
vertice nell’origine ed un altro in 4. I rimanenti
triangoli intorno all’origine avranno i simboli ¥, /7,
V3, mentre gli altri triangoli intorno ad 4 avranno

i, o

g

a .
/ %/

2

V),
)

Y

(Fig. 12).

i simboli S, $*. Ruotando intorno all’origine di

N

N
N
\

N

.
NN

<

N

P
()

N\
X

™ T - . .
-2;, 7, 37 si ottengono dai triangoli S, $* rispet-

E
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tivamente i triangoli SV, SV?*, SV, e 'V, §* 17,
§? I3. Ruotando intorno all’asse x si ottengono
U, SU, $*U, e da questi con rotazioni intorno
allorigine i rimanent UV, UV? UV, SUV,
sSuvr, Suw, sUr, U, U,

75. Per avere la rappresentazione sul piano
del gruppo icosaedrico, importa anzitutto fissare le
proiezioni dei vertici dell’icosaedro. Manterremo la
disposizione e le notazioni delle figure 6 ¢ 7. Al-
lora, essendo .12 il centro di proiezione, esso si
proietta: nel punto all’infinito, mentre il vertice 1
ha per proiezione l'origine. La proiezione del ver-
tice 2 sta sull’asse x positivo e dista dall’origine
di un segmento eguale ad O"" H" (fig. 7), mentre
la proiezione del vertice 7 sta sull’asse x negativo
edista dall’origine di un'segmento egualead O"' K" *.
Le proiezioni degli altri vertici formano rispettiva-
mente con quelle di 2 e di 7 due pentagoni rego-
lari aventi il centro nell’origine. Come verifica, pud
osservarsi che i punti 4, 5, 8, 11, giacendo
(art, 65) sopra.un cerchio che passa per il centro
di proiezione 12, devono avere le loro proiezioni
in linea retta; lo stesso pud dirsi dei punti s, 6,

9,75 6, 2,10, 85 2, 3, 11, 95 3, 4, 7, 10. Quindi

r—1
)

* Se' 1 ¢ il raggio della sfera, si trova OH” =

OKII:r—*_I'

-~ t
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i punti 7,8, 9, 10, 11 risultano essere i vertici di
un pentagono stellato, i cui lati sono i prolunga-
menti di quelli del pentagono convesso 2, 3, 4, 5, 6.

Cerchiamo ora le proiezioni dei cerchi di sim-
metria. Quelli passanti per 1 e per 12 si proiettano
in 5 rette uscenti dall’origine ed egualmente incli-
nate fra loro, una delle quali ¢ I'asse x. Conside-
riamo ora per es. il cerchio di simmetria conte-
nente i vertici 2, 3, 7, 8. Esso si proietta natu-
ralmente in un LCI’Cth passante per le proiezioni
di questi vertici. Dimostriamo che il centro di questo

: (Fig- 13).
" cerchio € 5. Chesia 5.2=75.3 e 5.7 =75.8 & evi-
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dente; inoltre gli angoli 5.3.7 € 5.7.3 hanno ambi-
due Pampiezza E—*, quindi 5.3=5.7. Analogamente

- 6, 2, 3, 4 sono centri delle proiezioni di altri 4
cerchi di simmetria.

Consideriamo invece il cerchio di simmetria
passante pei vertici 2, 10, 7, 5. Dimostreremo che
il centro della sua proiezione ¢ il punto 11. Che
sia IT.2==11.§ e 11.7 = 11.10 & evidente; inol
tre, siccome:

T
I1.7.10 = 10.7.9 = —,
\ 5
6=3T%
5

11.5.7 =% — 4.5.6, 4.5

b

si ha:
2T
I1.7.§ :—5—— = I11.5.7,

quindi 11.5 = 11.7. Analogamente 7, 8, 9, 10 so-
no centri delle proiezioni di altrettanti cerchi di
simmetria. '

Riassumendo, la rappresentazione del gruppo
icosaedrico consta di § rette uscenti dall’origine e
di 10 cerchi § a 5 eguali aventi i loro centri nei
punti 2, 3, ..., II.

* Basta osservare che 5.3.7 & angolo alla base del trian-
golo isoscele 4.3.5 formato da due lati e da una diagonale
del pentagono regolare convesso 2.3.4.5.6, e che §5.7.3 &
angolo del pentagono regolare stellato 7.8.9.10.11.
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Tratteggiamo la metd dei triangoli formati dai
cerchi descritti, e poi prendiamo come triangolo 1
' quello avente un vertice in 1 e un lato lungo I'as-
épse x positivo. Ruotando intorno al punto 1 potre-
' mo segnare i triangoli S, $%, $%, §*. Ruotando in-
torno al punto di mezzo dello spigolo 1.2 a-
'vremo T, e da questo ruotando intorno al punto -
-2, per un’osservazione gid fatta (art. 66), 1 trian-

goli ST, S'T, ST, S$*T.

(Fig. 14).
.~ Ruotando invece intorno ad 1, avremo da T
i triangoli TS, TS*, TS, TS*; e pariment da
1 S"T(h=1, 2, 3, 4) 1 triangoli S’ TS, S"TS*,
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S'TS3, S*TS*. Applicando ai 30 triangoli segnati
una rotazione di = intorno all’asse y, otterremo fi-
nalmente i triangoli aventi i simboli $"U e S"TS*U
(hy k=0, 1, 2, 3, 4 *

Abblamo gid avuto occasione di considerare
le 5 terne di mediane ortogonali dell’icosaedro
(art. 67). Gli estremi di ciascuna delle terne sono
i vertici d’un ottaedro regolare, e i centri sferici
delle facce dei 5 ottaedri sono punti appartenenti
all'insieme dei-centri sferici delle facce dell’icosae-
dro, come risulta evidente dalla
fig. 1y, in cui & riprodotta, in
proporzioni piu grandi, la par-
te della fig. 14 costituita da
una faccia dell’ottaedro b, cor-
rispondente alla terna %k **

Poiche le facce degli ottaedri
sono in tutto 40 e quelle del-

(Fig. 15). Iicosaedro 20, il centro sferi-
co d’ogni faccia dell'icosaedro & centro sferico di
due delle facce degli ottaedri.

* Nella fig. 14 le dimensioni furono ridotte alla meta
rispetto a quelle delle figure 7 e 13.

** Osservando infatti la figura, si vede che i 15 trian-
goli di cui si compone la faccia dell’ottaedro sono egual-
mente disposti intorno al-centro sferico della faccia 1.5.6 del-
Picosaedro, il quale nella figura & segnato con un piccolo
circolo.
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Considerazioni generali sulle reti di triangoli.

76. Ciascuna delle reti di triangoli costruite
nel capitolo precedente possiede le seguenu pro-
prleti *):

. Essa pud essere generata da uno qualun-
que dei suoi triangoli mediante sifimetria ;

2. Tutt i triangoli hanno gli stessi angoli,
che sono summultipli di =;

3. Essa ricopre il piano una volta sola, cioé
non si sovrappone mai a sé stessa;

4. Essa ricopre il piano completamente ;

5. Consta di un numero finito di triangoli;

6. Gli angoli che stanno intorno ad uno stesso
nodo sono tutti eguali.

Noi avremo a considerare nel seguito reti di
triangoli prive di alcune di queste proprietd; e per-
cio ci converrd distinguere coll’appellativo di rego-
lari quelle che hanno la proprietd 6, e con quello
di finite quelle che hanno la propneté. 5.

Per ora esaminiamo di quale natura debba
essere una tete, la quale abbia le proprietd 1 e 3.
Consideriamo uno dei vertici del triangolo gene-
ratore; esso sard vertice comune di altri triangoli

* E quasi inutile avvertire che queste proprietd non sono
tutte indipendenti tra loro.
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alternativamente eguali e simmetrici, e, poiche la
rete non deve sovrapporst a sé stessa, dopo un
numero pari di triangoli, compreso il triangolo
primitivo, si dovrd ritrovare quest’ultimo.

Ne segue, in primo luogo, che gli angoli in-
torno a quel punto saranno tutti eguali, in secondo
tiogo, che essi saranno summultipli di =. Dunque:

Una rete, che puo essere generata da un trian-
golo mediante simmetria e non ricopre mai sé stessa,
& regolare, e gli angoli dei suoi triangoli sono sum-
multipli di =.

Al contrario una tale rete non possiede ne-
cessariamente le proprietd 4 e 5.

. Prendiamo a considerare una delle reti finite
gid studiate. Sappiamo che,se 2# ¢ il numero dei
triangoli della rete e X y A , " sono gli an-
v

v
1 2

goli di ciascun triangolo, si ha:

* Questa relazione risulta immediatamente, se si considera
che ognuno dei triangoli considerati ¢ la proiezione stereo-
grafica d’un triangolo sferico e quindi ha gli stessi angoli
di questo, ¢ che la somma degli angoli di qualunque trian-
golo sferico & maggiore di due angoli retti.
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ossia :

(@ it
Supponnmo ora che sia dato un triangolo,

. A e
icul angoli —, —, — non soddisfacciano alla
v v v
1 2

3
condizione (@). Potranno aver luogo due casi, e
cioe :

I I I
(b) V—+v—+v—:
1 1 1’

© Lyl
Per dlstmguere facﬂmente i 3 casi, procedia-
mo cosi. Sieno a, b, ¢ i tre lati del triangolo, «,
B, v 1 vertici ad essi rispettivamente opposti. Se il
triangolo ha due lati non rettilinel, per es. &, ¢,
detto «, il secondo punto d’incontro dei cerchi a
cul questi lati appartengono, applichiamo una in-
versione (art. 19) considerando «, come origine.
Allora i cerchi di cui fanno parte & e ¢ si mutano
in rette, ed otteniamo un nuovo triangolo cogli
angoli eguali a quelli del primo (art. 17) e con
due lati almeno rettilinei. E chiaro che questo
triangolo ha il terzo lato rettilineo nel caso (),
concavo verso il vertice opposto nel caso (a), con-
vesso nel caso (¢).
| 77. Del caso (a) furono gid esaminate tutte
le possibilitd.
! VivanTL 10

[
]
2
E:
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alternativamente eguali e simmetrici, e, poicheé la
rete mon deve sovrapporsi a sé stessa, dopo un
numero pari di triangoli, compreso il triangolo
primitivo, si dovra ritrovare quest’ultimo.

Ne segue, in primo luogo, che gli angoli in-
torno a quel punto saranno tutti eguali, in secondo
hiogo, che essi saranno summultipli di 7. Dunque:

Una rete, che puo essere generata da un trian-
golo mediante simmetria ¢ non ricopre mai sé stessa,
& regolare, e gli angoli dei suoi triangoli sono sum-
multipli di =.

Al contrario una tale rete non possiede ne-
cessariamente le proprietd 4 e 5.

. Prendiamo a considerare una delle reti finite
gia studiate. Sappiamo che, se 2# ¢ il numero dei
T

. . T
triangoli della rete e — ,
1

goli di ciascun triangolo, si ha:

Tt =t
1 2 3

™~ .
— sono gli an-
LI g

27
n

v ’

da cui:
w T ™ .
v, i Y, v >

* Questa relazione risulta immediatamente, se si considera
che ognuno dei triangoli considerati & la proiezione stereo-
grafica d’un triangolo sferico e quindi ha gli stessi angoli
dt questo, ¢ che la somma degli angoli di qualunque trian-
golo sferico ¢ maggiore di due angoli retti.
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ossia :
I I I
a —t—4+—>1
@ e
Supponiamo ora che sia dato un triangolo,

™

i cui angoli \:l, —r %r- non soddisfacciano alla
. .Y,
condizione (). Potranno ‘aver luogo due casi, e
cioe :
I 1 I

Q) 3 + N + P
© o<

Per dlstmguere fuﬂmente i 3 casi, procedia-
mo cost. Sieno a, b, ¢ i tre lati del triangolo, «,
B, v 1 vertici ad essi rispettivamente opposti. Se il
triangolo ha due lati non rettilinei, per es. &, c,
detto «, il secondo punto d’incontro dei cerchi a
cui questi lati appartengono, applichiamo una in-
versione (art. 19) considerando «, come origine.
Allora i cerchi di cui fanno parte b e ¢ si mutano
in rette, ed otteniamo un nuovo triangolo cogli
angoli eguali a quelli del primo (art. 17) e con
due lati almeno rettilinei. E chiaro che questo
triangolo ha il terzo lato rettilineo nel caso (5),
concavo verso il vertice opposto nel caso (a), con-
vesso nel caso (¢).

77. Del caso (a) furono gid esaminate tutte
le possibilita.

VivanTr. 10
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Il caso (&) si esaurisce facilmente.
Supposto v, L v, £ v,, & chiaro che dev’es-
sere v, < 4. 7
- Se v, =2, si ha:
I + I 1
v, v, 2
: 2
quindi 2 v, £ 4, sicche si hanno le tre soluzioni:
Vz_—__2, v3:oo; v, =3, \/;:6; V2:V3:4'
Se v, =3, sl ha:
I + I 2
==
. - V: V3 3 .
quindi, dovendo essere v, )\ 3, si ha la sola solu-

Z10ne V2 _— V; _—= 3

N Gy

4%
£ NAY 2

(Fig. 17)

4
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v 2 /{//"%//’/7/9 3
///////: %,
% % v

Y ////,}//////,,/ )

(Fig. 19)
Riassumendo, il caso (#) di luogo ai 4 tipi:

V,=2, VvV, =2, v;::oo;
=2, v,=3, v,=6;
v, =2, Vv,=—=4, v3:4;
V=3, V,=3, ¥,=3.

Nelle figure sono rappresentate le reti corri-

pondenti. Esse possiedono tutte le proprietd enu-

nerate nell’articolo precedente, meno la 5, cioé

ono infinite.

T
VI
1
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Se dal caso d’un triangolo generatore con due
lati rettilinei ritorniamo a quello piu generale d’un
triangolo generatore qualunque (v. la fine dell’art.
prec.), avremo, in luogo delle rette, che sono cer-
chi passanti tutti pel punto all'infinito, infiniti cerchi
passanti tutti per un punto. Pud dirsi dunque che
al caso (b) corrispondono reti infinite ricoprenti
tutto il piano e formate di cerchi passmm tutti
per un medesimo punto.

78. 1l caso (¢) da luogo evidentemente ad in-
finiti tipi.

Sia 4B C il triangolo dato, dove 4B, AC
st suppongono rettilinei, e B C circolare e convesso
verso il punto 4. Da 4
potremo condurre due tan-
genti AD, AE al cerchio
di cui fa parte BC, e l'an-
golo B A C sard contenuto
nell’angolo E4 D o tutt’al
pitt potrd coincidere con-
esso (quando gli angoli B,
. C fossero nulli). Il cerchio

(Fig. 20) di centro A passante per D
e per. E tagliera dunque ortogonalmente i prolun-
gament di tutd i tre lati del triangolo dato. Ima-
giniamo di costruire il triangolo simmetrico di ABC
rispetto ad uno qualunque dei suoi lad. Il cerchio
DE, essendo ortogonale ai tre lati, & simmetrico
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di s¢ stesso rispetto a qualunque di essi; e poicheé
nella simmetria gli angoli si conservano, esso ta-
glia ortogonalmente anche i prolungamenti dei tre
lati del nuovo triangolo. Concludendo: Una reie
del tipo (c) ha tutti i suoi lati tagliati ortogomal-
mente da un medesimo cerchio, e resta tutta da una
stessa parte di esso; 1 vertici degli angoli nulli —
se ve ne sono —, ¢ solo questi, giacciono sul cer-
chio.

Vedesi da cio, che le reti del tipo (¢) non
hanno la proprietd 4 dell’articolo 76; esse infatti
ricoprono una sola delle due parti in cui un certo
cerchio divide il piano.

Di una speciale rete del tipo (¢) dovremo
occuparci tra poco, di quella cioé che rappresenta
il gruppo modulare.

79. Una rete di triangoli ¢ P'imagine di un
gruppo di sostituzioni lineari e del suo gruppo am-
pliato.

Abbiasi un triangolo a4, e sia b un altro trian-
golo bianco della rete da esso generata mediante
simmetria. Da @ si passa a b mediante un numero
pari di trasformazioni per simmetria ; ma ciascuna
di queste ¢ (art. 41) Pimagine di una pseudoso-
stituzione, e il prodotto di un numero pari di
pseudosostituzioni & (art. 39) una sostituzione,
quindi da a a b si passa mediante una sostituzione
lineare. Data dunque una rete, pud trovarsi un
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corrispondente insieme di sostituzioni lineari; esse
sono le sostituzioni che mutano la rete in sé stessa,
e, fissato uno dei triangoli bianchi come triangolo
primitivo, resta stabilita anche una corrispondenza
biunivoca tra le sostituzioni dell'insieme e i ttian-
goli bianchi della rete.

E chiaro, che linsieme di sostituzioni & sem-
pre lo stesso, qualunque sia il triangolo della rete
che si assume come primitivo.

Diciamo S la sostituzione che trasformaa in
b, e sia ¢ un terzo triangolo bianco. Poiché pud
considerarsi anche & come il triangolo generatore
della rete, esisterd nell’insieme delle sostituzioni
una sostituzione ' che muta b in ¢. [l prodotto '
sard una sostituzione che muterd a in ¢, e poiché
nell'insieme considerato v’ha una ed una sola so-
stitazione S’ avente questa proprietd, sard 8’ =35 5'.
Dunque le sostituzioni trovate costituiscono un
gruppo, che indicheremo con G. Questo gruppo
contiene evidentemente I'identitd ; inoltre esso con-
tiene I'inversa di ogni sua sostituzione, giacche se,
considerando @ come generatore, S & la sostitu-
zione che muta @ in b, considerando invece b co-
me generatore, S ¢ la sostituzione che muta & in a.

E evidente poi che Iinsieme delle operazioni
che mutano un dato triangolo bianco della rete in
tutti i triangoli bianchi e tratteggiati di essa non

¢ altro che il gruppo ampliato G.
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Chiamiamo per brevitd bitriangolo la figura co-
stituita da due triangoli adiacenti, e supponiamo
che i bitriangoli abbiano forma triangolare *. Sia a
il bitriangolo generatore, e sieno 4, , a,, 4 i bitrian-
goli ad esso adiacenti, S, S,, S, le sostituzioni
che mutano a rispettivamente in 4, , a,, a,. Me-
diante prodotti di queste sostituzioni a,, a,, a, si
muteranno rispettivamente nei bitriangoli ad essi
adiacenti; e cost di seguito. Dato pertanto un bi-
triangolo qualunque 4, e tenuto conto che la rete
costituisce un campo connesso, ¢ chiaro che la
sostituzione che muta @ in & potrd essere espressa
come un prodotto contenente le sole sostituzioni
S,y S,, S,. Queste chiamansi le sostituzioni gene-
ratrici del gruppo **.

80. Diremo che due punti del piano sono
omologhi rispetto ad un gruppo di operazioni, se
esiste un’operazione del gruppo che muta uno di
essi nell’altro. Due campi costituiti di punt rispet-
tivamente omologhi diconsi omologhi.

L’omologia gode delle 3 proprietd fondamen-
tali dell’eguaglianza, purché il gruppo contenga

* Cid pud aver luogo sempre e soltanto quando i trian-
goli hanno un angolo retto.

* £ utile notare che §,, S,, S, non sono necessaria~
mente indipendenti tra loro. Se i bitriangoli non avessero
forma triangolare, il numero delle sostituzioni generatrici sa-
rebbe maggiore di 3.
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Poperazione identica e linversa di ogni sua ope-
razione. Infatti:

a) Ogni punto & omologo a sé stesso, giacché
il gruppo contiene loperazione identica che per-
mette di passare da un punto qualunque al punto
medesimo ;

b) Se A ¢ omologo a B, B ¢ omologo ad A,
giacche, se nel gruppo v’é l'operazione P che muta
A in B, v’¢ pure 'operazione P~ che muta B in 4;

¢) Se A ¥ omologo a B e B¢ omologo a C,
A ¢ omologo a C, giacche, se P muta 4 in B e
Q muta B in C, P(Q, che appartiene pure al
gruppo, muta 4 in C.

Rispetto ad un gruppo di sostituzioni d’ordine
finito » i punti del piano si scindono in sistemi
di # punt omologhi. Fanno eccezione i nodi della
rete corrispondente al gruppo, i quali formano si-

n

stemi rispettivamente di — , — , — punti omo-
v v v

I 2

loghi. Perd, se consideriamo i nodi come punt
v-pli, possiamo dire in generale che rispetto ad un
gruppo di sostituzioni d’ordine n qualunque punto
del piano appartiene ad un sistema di n punti omo-
loghi.

81. Abbiasi una rete di triangoli, e sia a un
bitriangolo qualunque di essa.

Un punto interno di a non ha altro omologo
in a che sé stesso, mentre ha un suo omologo in
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ciascuno degli altri bitriangoli. Abbiasi invece un
punto posto su uno dei lati del bitriangolo @; sic-
come esso pud considerarsi anche come apparte-
nente ad un bitriangolo adiacente, dovrd avere un
suo omologo sul contorno di a. Dunque ogni pun-
to del contorno di a diverso dai vertici ha uno ed
un solo suo omologo sul contorno stesso (il quale potrd
eventualmente coincidere col punto medesimo).
Infine un vertice di a ha come omologht altrettant
vertici di a (non necessariamente distinti) quanti
sono 1 bitriangoli a cui esso & comune.

Quindi, se si prende un bitriangolo qualunque,
e si considera come appartenente ad esso soltanto
una parte opportunamente determinata del suo
contorno, si ha un campo connesso fornito della
duplice proprietd; di non contenere alcuna coppia
di punti omologhi, e di contenere un punto omo-
logo a ciascun punto della rete. Un tal campo
dicesi un campo fondamentale.

Data una rete, v’ha un grande arbitrio nella
scelta del campo fondamentale. Infatti, se I, I’ sono
due parti omologhe del suo contorno non aventi
alcun punto comune, noi possiamo togliere dal bi-
triangolo una sua parte adiacente ad /, aggiungendo
invece la parte omologa della rete che si appoggia
ad I, e la figura risultante, fatte le opportune
convenzioni riguardo al contorno, & ancora un cam-
po fondamentale. Siffatte modificazioni, che mutano:
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un campo fondamentale in un campo fondamentale,
si dicono mutamenti lecits.

82. Abbiasi una rete, e sia G il corrispondente
gruppo di sostituzioni lineari, H un sottogruppo
di G di indice finito 5. Riprendendo le notazioni
dell’art. 9, sieno:

P o — I, p
le sostituzioni di H; quelle di G si potranno di-
sporre in una tabella della forma seguente:

P

e}

p

) 23 v e

I
o
S
e

00
SO

Q. P,
(1) ¢ QP

Q:_IPQ: Q;.—], Q,_,P,, Qs_.x Pz’ ot

Indichiamo con 1 il bitriangolo, supposto di
forma triangolare, che consideriamo come genera-
tore della rete, con S,, S, S, 1 suoi adiacenti che
si ottengono da esso rispettivamente mediante le
sostituzioni S, §,, S, generatrici del gruppo G.
Il bitriangolo 1 non pud essere omologo a tutti
e tre i bitriangoli -S,, S,, S, rispetto ad H, giac-
che, se cid fosse, H conterrebbe le sostituzioni S, ,
S,, S, e quindi tutte le sostituzioni di G, e perd
sarebbe identico a G. Sia per esempio 1 omologo
ad S, e ad S, ma non ad §; e sieno S, S
i bitriangoli adiacenti 'ad S, oltre 1. Se §,,, S

129 13
sono omologhi ad 1 o ad S, limitiamo la nostra

13
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considerazione al campo formato dai bitriangoli 1,
S.; se invece per es. S,, non & omologo ad alcu-
no di questi due bitriangoli, consideriamo il cam-
po formato dai bitriangoli 1, S,, S,,, € continuia-
mo allo stesso modo. Il processo avrd un termine
dopo un numero finito di operazioni; infatti, sic-
come 1 bitriangoli corrispondenti alle sostituzioni
di una stessa linea della precedente tabella sono
tra loro omologhi rispetto ad H, dopo aver trovato
tutt’al pit s bitriangoli non omologhi tra loro non
potremo che ricadere sopra bitriangoli omologhi a
qualcuno di questi. Verremo dunque a formare un
campo connesso C, composto di non pitr di s bi-
triangoli non omologhi tra loro. Se potremo di-
mostrare che qualunque punto della rete ha un suo
omologo in C, ne risulterd che C ¢ composto pre-
cisamente di s bitriangoli; infatti, se il numero di
essi fosse minore di s, esisterebbe . qualche linea
della tabella (1) tale che nessuno dei triangoli cor-
rispondenti ai suoi elementi apparterrebbe a C, e
quindi vi sarebbero punti della rete non aventi in
C alcun omologo.

Per stabilire il nostro asserto, facciamo dap<
prima un’osservazione. Sia @ un bitriangolo esterno
al campo C e adiacente ad esso, & il bitriangolo
interno a C adiacente ad a. Se 4 non fu compreso
nel campo C, cid vuol dire che esiste in C un bi-
triangolo @’ omologo ad a. Fra i bitriangoli con-
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tigui ad ' ve ne deve essere uno ' omologo a
b, ma esso & necessariamente esterno a C perche
b ¢ interno, quindi &' si appoggia al contorno di
C. Pertanto abbiamo sul contorno di C due archi
omologhi: quello che.divide a da &, e quello che
divide 2’ da #". — Il ragionamento fatto dimostra
che i punti del contorno di C sono due a due
omologhi rispetto al gruppo H.

Cio premesso, sia z un punto qualunque della
parte del piano ricoperta dalla rete. Preso un punto
qualunque z, entro C, si congiunga 7z, con g me-
diante una linea / che non esca dal campo occu-
pato dalla rete ed incontri un numero finito di
triangoli. Sia z, il primo punto in cui la linea
incontra il contorno di C, e sieno 4,, a,, ... i
bitriangoli esterni a C che essa su;ccssivamente
attraversa, I, [, ... 1 tratti di essa rispettivamente
contenuti in questi bitriangoli, m il tratto termi-
nante in z. Per cio che si ¢ detto, esisterd sul con-
torno di C un punto z, omologo di z,, ¢ partendo
da 7z, si potra tracciare entro C un tratto di linea
I' omologo al tratto I, poi un tratto /, omologo
al tratto 1, e cosi di seguito. Il processo avrd un
termine dopo un numero finito di operazioni, e
il punto nel quale termina il tratto m' omologo
di m sard il punto del campo C che ¢ omologo
di z.
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Dunque ogni punto della rete ha un suo o-
mologo in C.

Riassumendo: Se H & un sottogruppo di G di
indice finito s, si puo formare mediante s bitrian-
goli della rete corrispondente a G un campo fonda-
mentale C di H. L’intera rete di G potrd scom-
porsi in campi omologhi a C rispetto ad H; que-
sti. campi costituiranno la rete (poligonale) relativa
al gruppo H, e potrd dirsi che questa rete & con-
tenuta in quella di G, nel senso che i lati e i
nodi di H sono pure lati ¢ nodi di G, senza che
avvenga l'inversa. Possiamo concludere che: Dato
un gruppo ed un suo sottogruppo, la rete del secondo
¢ contenuta in quella del primo.

83. Sia H' un sottogruppo di G equivalente
ad H; e supponiamo:

H —=S§"'HS.

Se z, ' sono due punti omologhi tra loro
rispetto ad H, 5z, Sz’ lo sono rispetto ad H' (art. 2).
Ne segue che, se si applica al campo C la sosti-
tuzione S, il campo C' =S C cosi ottenuto & un
campo fondamentale per il sottogruppo H'. Piu
semplicemente, se al triangolo a cui si era appli-
cato prima il simbolo 1 si applica ora il sim-
bolo S, C diviene un campo fondamentale di H".
Osservando che, se al bitriangolo 1 si assegna il

simbolo §, il simbolo 1 va a cadere nel bitriangolo
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S$" o nel suo omologo contenuto in C, conclu-
diamo che: Il campo C puo considerarsi come il
campo fondamentale di diversi sottogruppi equiva-
lenti, a seconda che si assegna il simbolo 1 a diversi
suoi bitriangoli.

Di qui viene un’importante conseguenza: Se
H & un sottogruppo invariante di G, S una sosti-
tuzione qualunque di G, C un campo fondamentale
di Hy SC ¢ pure un campo fondamentale di H, o,
in altre parole, S trasforma C in s stesso, a me-
no di mutamenti leciti *.

Un artificio geometrico permette di presenta-
re questi risultati sotto forma piu semplice.

Si & veduto che le parti del contorno di C
sono due a due omologhe.

Trasformiamo C, mediante deformazione con-
tinua, in una superficie chiusa, portando a coinci-
dere e saldando insieme le parti omologhe del suo
contorno. E chiaro che se, invece che da C, par-

* Queste considerazioni valgono anche rispetto ad H
considerato come sottogruppo del gruppo ampliato G. Cioé:
Se H & sottogruppo invariante, non solo di G, ma anche di G,
e se R ¢ la riflessione mediante la quale si & ottenuto Vamplia-
mento, C ¢ simmetrico, a meno di mutamenti leciti, rispetto al
cerchio di simmetria di R. E chiaro che, reciprocamente, se
H ¢ sottogruppo invariante di G, e C &, 6 pud rendersi con
mutamenti leciti, simmetrico rispetto al cerchio di simmetria di
R, H ¢ sotiogruppo invariante di G.
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tlamo da una figura ottenuta da C mediante mu-
tamenti leciti, otteniamo ancora la stessa superficie
chiusa di prima. Quindi, mentre la disposizione
dei bitriangoli nel campo fondamentale € soggetta
a molta arbitrarietd, questa cessa del tutto quando
dal campo fondamentale si passa alla superficie
chiusa, sicche rispetto a questa non v’ha piu luo-
go a parlare di mutamenti leciti. Pertanto pud
dirsi che: Se H & un sottogruppo invariante d’un
gruppo G, la superficie chiusa ottenuta dal campo
fondamentale di H ¢ trasformata in sé stessa da o-
gni sostitugione di G. Il numero delle diverse tra-
sformazioni della superficie in sé stessa ¢ evidente-
mente eguale al numero s dei bitriangoli che essa
contiene, ossia all'indice del sottogruppo, giacche
si pud trasformare il bitriangolo 1 in ciascuno degli
s bitriangoli, compreso s¢ stesso, e d’altra parte,
fissato il bitriangolo in cui 1 si trasforma, ¢ indi-
viduata la trasformazione.

Diciamo nodi di 1%, 2%, 3* specie i nodi della
rete in cui cadono rispettivamente i vertici degli an-

a

™

.. . = ™ C
goli di ampiezza —, , -— . Poiche le trasforma-
v

I 2 v}
zioni della superficie in sé stessa mutano gli uni
negli altri i nodi della stessa specie, ne segue che:
La superficie corrispondente ad un sottogruppo in-
variante ha la proprietd che intorno a ciascun suo
nodo della stessa specie sta un egual numero di bi-
triangoli.
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Questa proprietd si esprime brevemente d1—
cendo che la superficie & regolare.

84. Riprendiamo la tabella (1) dell’art. 82, e
ricordiamo che gli s bitriangoli che compongono il
campo C hanno per simboli s sostituzioni appar-
tenenti rispettivamente alle s linee di quella tabel-
la. Possiamo quindi assegnare agli' s bitriangoli ri-
spettivamente i simboli:

(I) ) L Q.? Q;a---a Q;,_n

a meno di sostituzioni di H, intendendo con ci6
che il vero simbolo del bitriangolo, a cui abbiamo
assegnato il simbolo Q, pud non essere Q,, ma
il prodotto di Q, per una sostituzione di H. Se
trasformiamo poi il campo C in una superficie
chiusa nel modo gia detto, ed imaginiamo di sovrap-
porre a‘questa superficie tutti i campi omologhi a
C in cui si divide la rete, facendo coincidere i bi-
triangoli omologhi *, il bitriangolo Q, rappresen-
terd da s¢ solo tutti i bitriangoli aventi i simboli
contenuti nella linea (z 4 1)-esima della tabella.
Dopo i i simboli (1) possono rappresentare s
trasformazioni in sé& stessa della superficie, essen-
do Q, il simbolo della trasformazione prodotta da
una qualunque delle sostituzioni Q,P, (h=o, 1,

* Non bisogna dimenticare che noi ammettiamo di po-
tere deformare in qualunque modo, purché con continuita,
le nostre figure.
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2, ...), trasformazione che ¢ indipendente dall’in-
dice h. ’

Queste s trasformazioni formano un gruppo,
quando H & un sottogruppo invariante.

Infatti, poiche in questo caso, qualunque sie-
no gli indici =, §, si trova sempre un terzo indice
o' tale, che:

Q;‘Pann:Pp',

Pﬁ Qﬁ = Q’l Pﬁ”
puo scriversi:

QiPthPk - QinPh’Pk;
ora Q;Q, ¢ una certa sostituzione di G, quindi
figura nella tabella (1) dellart. 82, cio¢ ha la
forma Q,P,, sicche:

QiPthPk: QlePh’Pk’

ossia:

e P PP, & una certa sostituzione P, del sotto-

gruppo H, onde:
QiP;,QjP). — QIPn
dove I dipende soltanto da i e da j. Noi scrivere-
mo questo simbolicamente cosi:
Q Q/ =0,

formola che ha un significato reale immediato, se
per Q, s’intende, non gia la sostituzione cosi de-
notata, ma la corrispondente trasformazione della
superficie chiusa in sé& stessa.

Il gruppo G’ delle trasformazioni della super-
ficie in sé stessa & meriedricamente isomorfo al grup-

VivanTI. 11
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po G, e 1l grado di meriedria ¢ ordine del sotto-
gruppo H quando questo & finito. All'identitd in
G’ corrisponde in G il sottogruppo H; ad un sot-
togruppo di G’ corrisponde un sottogruppo di
G contenente H. E poiche lo studio di G’ & sem-
pre pit facile di quello di G, l'aver ridotto la ri-
cerca dei sottogruppi di G a quella dei sottogruppi
di G’ costituisce un reale vantaggio.

85. Ad illustrazione delle cose dette sviluppe-
‘remo un esempio che ci sard utile in seguito.

Si & veduto (art. 54) che il gruppo trirettan-
golo & un sottogruppo invariante del gruppo ot-
taedrico. Indichiamo questi due gruppi rispettiva-
mente con H, G. Le sostituzioni del gruppo H
sono:

1, 7, U, UV

Partiamo da uno qualunque dei bitriangoli
della rete ottaedrica, per es. da U V. I suoi conti-
gui sono U, UV? S?UV?; i due primi sono o-
mologhi fra loro rispetto ad H, quindi basta rite-
nere UV* e UV 1 contigui di questi diversi
da UV sono UV, SSUV3, SUV, SUV*;, UV?
& omologo ad UV, quindi riteniamo gli altri tre.
Otteniamo cosi un campo fondamentale di H com-
posto dei 6 bitriangoli seguenti:

() oy, Ur:, SSUP, UV, SUV, SUV?
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Se alla metd tratteggiata di U/V” e alla meta
bianca di S* U V7 sostituiamo la meta tratteggiata di
U e la metd bianca di $?UV ad esse rispettiva-
mente omologhe rispetto ad H, otteniamo il cam-
po fondamentale disegnato nella figura 21. Sono

(Fig. 21)
lati omologhi del suo contorno ab, ab’; be, b'¢’;
¢d, c'd'; de, d'e. Deformando la rete in modo da
portare a coincidere i lati omologhi come ¢ indi-
~cato nella fig. 22, essa puod ridursi alla forma della
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fig. 23, la quale, come ¢ facile vedere, rappresenta

. una rete diedrica di 12 triangoli (m = 3) proiettata

r/ i d

(Fig. 22)
stereograficamente da uno dei nodi posti sull’equa-
tore. Risulta da cid che, se formiamo la tabella

e
@’ B

( Fig. 23)

\\
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(1) dell’art. 82, e scegliamo un elemento di cia-
scuna linea, i 6 elementi devono formare un grup-
po diedrico a meno di sostituzioni di H. Cid si
verifica senza difficoltd. La tabella & nel caso at-
tuale, e tenuto conto delle relazioni stabilite nella
nota all’art. 64:

I v U ur
14 4 ur ur

(2) S svr: SU sur

sv Sy Supr  SUV

s s U sur

sv sy sur §Sur.
Possiamo intanto osservare che le 6 sostitu-
zioni (1) appartengono alle 6 diverse linee della
tabella. Inoltre, tenuto conto che /* & omologo
ad 1 rispetto ad H, si vede immediatamente che
le 6 sostituzioni 1, S, §%, ¥, SV, $*V formano
un gruppo diedrico a meno di sostituzioni di H.
Si pud anche seguire il cammino inverso. Os-
servando che le 6 sostituzioni 1, S, §°, V, SV, SV
formano, a meno di sostituzioni di H, un grup-
po diedrico, si pud partire dalla rete che rappre-
senta questo gruppo (fig. 23), eseguire un taglio
lungo la linea abcde nella superficie in cui essa
giace, e deformare questa, come ¢ indicato nella
fig. 22, sino a portarla alla forma della fig. 21,
nella quale sono omologhe le parti del contorno



166 CONSIDERAZIONI GENERALI SULLE RETI, ECC.

che rappresentano due lembi corrispondenti del ta-
glio praticato nella superficie chiusa. Si vede senza
difficoltd che la rete ottaedrica si divide in 4 parti
omologhe rispetto ad H, e cio¢ quella disegnata
nella figura 21, la sua simmetrica rispetto all’asse
imaginario, e i due semicerchi in cui il cerchio di
raggio 1 & diviso da quest’asse, e che queste quat-
tro parti, considerate come bitriangoli e divise in
triangoli mediante U'asse reale, ci dinno la rete del
gruppo trirettangolo.

: : 86. Vogliamo de-
terminare il genere p
della superficie chiusa

corrispondente ad un
sottogruppo d’indice s.
Per il teorema d’Evu-
= < LERO generalizzato **
(Fig. 24) * (cfr. art. 52), se S, F,
V & il numero degli spigoli, delle facce e dei ver-
tici d’una superficie chiusa di genere p, si ha:

F4V=842—2p

* Le due rette della figura, che per inavvertenza furono
disposte obliquamente, devono essere, Puna orizzontale, I'al-
tra verticale.

** Ecco come pud dimostrarsi questo teorema.

Sia ¢, (b2 3) il numero dei nodi in ognuno dei quali
concorrono b spigoli; si ha:

V:ZE},,

b



]
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Diciamo 2m,, 2m,, ..., 2m, il numero de-
gli spigoli che concorrono nei singoli vertici; sara:

v
S=>m,.

el

inoltre, tenuto conto che ogni spigolo ha due estremi:
I
S = mZheh .
2

Se in un punto concorrono k spigoli, esso pud con-
siderarsi come ottenuto dalla coincidenza di b — 2 punti di
concorso di spigoli 2 a 2; cosl nella figura p risulta dalla
coincidenza dei punti p,, p,, p; . Pratichiamo per es. nello
spigolo ap un punto sezione o; le due parti di questo spi-

b

' [9 J 20,
(Fig. 25)
golo e tutti i rimanenti potranno considerarsi come altret-
tanti tagli di 1* specie. Degli estremi di questi tagli due ca-
dono in 0 € h—2 in p, sicche il numero totale degli e-
. . . I
strem1é2—}—Z(h——2)eh, e quello dei tagh I—-]—?Z(h—z)e_h
ossia § — ¥ 4 1. Questi tagli scompongono la superficie in
F parti, quindi si ha per un noto teorema:

F=@—=V4+1)—2p+1,

ossia : .

F4+V=8+42—2p
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Inoltre il numero F delle facce & nel caso no-
stro 25, quindi:

25+V:imi+2—2p,

i=1

p=1—s5s-+4F— Z(m—l)

=1

da cui:

Se il sottogruppo ‘e invariante, la superficie
& regolare, ed m, ha lo stesso valore per tutti i
nodi della stessa specie. Indichiamo rispettivamente
con n,, n,, n il valore di m, per i nodi di 1%
2% 3* specie; ed osserviamo che, se in un nodo
di i-esima specie concorrono 2#; spigoli, e quindi
se esso appartiene ad #, triangoli bianchi, iI nu-
mero dei nodi di i-esima specie appartenenti alla su-
perficie chiusa & -ns— *. La formola precedente di-

i

viene allora:

O T

i=1 l

E da notarsi che n , n,, 7, SONoO necessaria-
mente sottomultipli di s. Essi sono anche sotto-

multipli rispettivamente di v , v,, v,.

S?’l—I

* Infatti, mentre in generale un punto della superficie
ammette s punti omologhi compreso s¢ stesso, un nodo di
i-esima specie, appartenendo ad #; triangoli bianchi, non ne

)
ammette che — .
n;
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Il gruppo modulare e i suoi sottogruppi.

87. Il gruppo modulare ammette una defini-
zione aritmetica semplicissima; perd & piu confor-
me ai nostri procedimenti assumere come dato il
campo fondamentale relativo al gruppo stesso, e de-
_durne le proprietd aritmetiche del gruppo.

Consideriamo il triangolo formato dall’asse
delle quantitd imaginarie, dalla sua parallela alla

distanza— = e

dal cerchio di
raggio 1 col cen-
i tro nellorigine,
! econtenuto in-
| teramente nel
1 z %  semipiano supe-

]

-1 - I ¢ 2
(Fig. 26)

riore; i suoi vertici sono i punti:

: —14iyy =
i p:_i_r_izg

e il punto allinfinito, le ampiezze degli angoli

—
()

—, — e o, sicché si ha:
23
V=2, V,=3, VS:.OO.
La rete generata per simmetria dal nostro
triangolo appartiene dunque al tipo (¢) dell’art. 76.

Cerchiamo di determinare il suo cerchio di sim-
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metria. I soli cerchi che tagliano ortogonalmente
i due lati paralleli del triangolo sono le rette pa-
rallele all’asse delle quantitd reali; fra queste la sola
che taglia ortogonalmente il lato curvlhneo quella
passante pel centro del cerchio di cui esso fa parte,
cioé lo stesso asse reale. Dunque l'asse reale & il
cerchio di simmetria della rete, e questa sta tutta
nel semipiano superiore. 1 vertici degli angoli di
ampiezza nulla (cioé i punti omologhi al punto al-
Pinfinito) stanno tutti sull’asse reale.

Noi assumeremo come campo fondamentale
del gruppo da studiarsi il bitriangolo formato dal
triangolo testé costruito e dal suo simmetrico ri-
spetto all’asse imaginario. Le parti del suo contorno
che si riguardano come appartenenti ad esso sono
il lato rettilineo di sinistra e la metd di smlstra
del lato circolare.

Consideriamo 1 3 bitriangoli contigui. Essi
si ottengono rispettivamente mediante una trasla-
zione di 41 e di — 1 e mediante un’inversione
rispetto al cerchio di raggio 1 col centro nell’o-
rigine; le espressioni analitiche di queste sostitu-
zioni sono:

@ s=(51)> 5'=(, 72)> 7=(; )

-Pud osservarsi che queste sostituzioni sono u-
nitarie ed a coefficienti interi, sicché il gruppo di
cui esse sono le sostituzioni generatrici sard pure
formato di sostituzioni unitarie a coefficienti interi.
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Noi vogliamo dimostrare che, reciprocamente,
ogni sostituzione unitaria a coeflicient interi pud
esprimersi come prodotto di potenze delle sostitu-
zioni (1).

Sia:

a B
P= ( Y )
una sostituzione,.i cui elementi sieno numeri in-
teri legati dalla relazione:
(2) ad —By=1.

Poiche y ¢ 8 non possono essere insieme nulli,
sono possibili 3 casi, cioé:

170, §=0; y=o0, §z5£0; yFo, dFo.

Sia dapprima y =40, 3 =o0. Allora, per la
(2), By = —1, e quindi, indicando con ¢ I'unitd

positiva o negativa, § =¢, y == — ¢, sicché:

% €
r=(_%o)

.

ossia 'espressione di P ¢:

I

= — 1y — —_—
¢ e
Posto quindi:

si ha:

cioé:
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Sia in secondo luogo y=0, d40. Allora
ad =1, quindi x =d=c¢, e:

P—SB)
“\o ¢/’

(':(‘*—539

P=5*.
Sia infine y 540, & 3 0. Dalla (2) segue che

v e & sono primi tra loro. Si sviluppi la frazione
N

cioé:

da cui:

irriducibile — in frazione continua:

)

I
R

I

kn
e ey M, .. :

e si indichino con N (i=o,1,...,n)i quo-

zienti approssimati, sicché :

M, 1 M _ k M, kk-1 M, 3§

NTo N NT L Ny
Come & noto, si ha:

: M,N,_,—M, N,=(—1),
vMi+x:Miki-H+Mi—x’ Ni+x:N'k' +Ni—x'

1

Posto:
=1+ k=5"Q)
== % =T(z)=5"T®),

G=2%—k=5"k)=S"TS"R)
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L=——=TR)=STS™TR),

ud dimostrarsi er induzione com leta che la
y 2
formola:

() i =(—1) ﬁ

facilmente verificabile per ¢ — 1, sussiste per ogni
altro valore di i. Supponendola vera per un certo
i, sl ha infatti:
Raivr = + (_ I) ku—x
( ) (Nx i+1 + N,_,)("}— (Mz i1 + Mi-—x)

N2+ M,

PR— — 1+l (+ “f‘l

=0T

e quindi: ‘

1 it N1(+M;

e — I N
(21+2 Z.zi—H ( ) i+x ¢ _\L Mi+1 ’
che ¢ la stessa (3) per i} 1. Si ha dunque:

—_—_ (. ”° Nn—x Z- + M;t—x

S T =—(—1) W

(4) —_ (_ I)'l Nn-—-x Z + Mn—l .
{ yz+d

inoltre :

Mn Nn-—-l - Mﬂ—l Nn - RNYL—! - YMM—X = (— I)"’
ossia:

(=N, —y(—yM,_ =1,
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che insieme alla (2) ci da:
Sa —(—1)'N,_J=v[f—(—1)M,_]
Poiche v e 3 sono primi tra loro, segue di
qui, indicando con A un numero intero:

«a—(—1)'N,_ =iy, p—(—1)M,_, =2}

n—1 n—1I H

sicche la (4) diviene:
M b SO L 6 ol CRb ) B & ol S
" Y3+ IEE L

La P pud scriversi quindi:

'{ - zzu + )\’
e si ha finalmente:

P=stTShT . . 8 st
che dimostra asserto.

Dunque il gruppo il cui campo fondamentale
¢ quello da noi assunto consta di tutte le sostitugzions
unitarie ad elementi interi. Esso dicesi, per una
ragione che vedremo pili innanzi, gruppo modulare,
e si suole indicare con T.

Si possono considerare come sostituzioni ge-
neratrici del gruppo le S, T, purche si intenda con
cid che ogni sostituzione del gruppo ¢ esprimibile
come prodotto di potenze positive, nulle o negati-
ve di esse.

Cid che si ¢ detto riguardo ai gruppi finiti
permette di assegnare facilmente il simbolo corri-
spondente a ciascun triangolo della rete. Senza ar-
restarci su questo, osserveremo soltanto che, se P
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¢ il simbolo d’un triangolo, quelli dei tre adiacenti

p

Y

.
.

\

(Fig. 27). :
sono rispettivamente SP, S™'P, TP.
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88. Nessuna sostitugione del gruppo modulare
puo essere lossodromica (art. 24).

Se supponiamo di aver dato ai coefficienti se-
gno tale, che sia:

28N\ o,
una sostituzione del gruppo modulare sara ellit-
tica, se:

xa43=0 o z2-+d=1,
parabolica, se:

1—1—?\):2,
o3> 2.

‘Le sostituzioni per cui y =0 sono tutte pa-
raboliche ; infatti si ha in questo caso «8 =1,
quindi e =8 =41, e a 3=+ 2.

"~ Possiamo domandarci se il gruppo modulare
contenga sostituzioni di ordine finito. Tali sostitu-
zioni non possono cercarsi se non fra quelle ellit-
tiche (art. 33).

Sia dapprima « -8 =o0. Ne segue (art. 23):

e':[a+8—V(:+8>2—4]2___

sicché¢ la sostituzione ¢ d’ordine 2. I suoi poli
sono :

N b _e—3 V(¥ —y ati
()qé_ 27 v

iperbolica, se:

v o i
—1=¢",
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Sia ora a4 & = 1. Ne segue:
é___(]—iV?)z —I—ng o
2

2 =
sicché la sostituzione & d’ordine 3. I 'suoi poli sono :
2te
- a7 )
@ M=, ]
AN K ol 0
Dunque: Le sole sostituzioni d’ordine finito
contenute nel gruppo modulare sono, oltre Pidentita,
quelle per cui o -5 = o0, che sono dordine 2, ¢
quelle per cui a8 = 1, che sono d’ordine 3

Per es. la sostituzione:

U TS — (_i ;)

& d’ordine 3, perché « 48 =1. La sua inversa,
ciot ST=U?, & pure d’ordine 3 (art. ), sicche
si ha fra § e T la relazione semplice:
(3) STSTST=1.

I triangoli U, U? stanno, insieme al triangolo
1, intorno al punto p.

89. Le formole (1), (2) dinno luogo a qual
che osservazione notevole.

Dei due punti (1) uno ed uno solo sta nel
semipiano superiore; per es., supposto y >> 0, cid
che pud sempre ammettersi, sta nel semipiano su-

o -1
Y

VivanTi. 12

periore il punto
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Y

campo fondamentale. Poiche tutti i punti di questo

Vediamo quali tra i punti stieno nel

- . 2
campo hanno ordinata D\ —21, dev’essere y L=

+

e.quindi 'unica soluzione & y=1, sicché - =a--i.

D’altra parte i soli punti del campo fondamentale
la cui ascissa & un numero intero sono quelli di
ascissa nulla, sicch¢ « = 0. Dunque il solo punto
tra quelli considerati che sia contenuto nel cam-
po fondamentale ¢ il punto 4, e quindi: I poli delle
sostituzioni d’ordine 2 del gruppo modulare sono
punti omologht al punto i.

Reciprocamente, se p & un punto omologo di
i, € s¢ J, Q' sono i due triangoli bianchi che
stanno intorno ad esso, p ¢ polo d’una sostituzione
ellittica d’ordine 2 mediante la quale si passa da
Q a Q' cioe della sostituzione Q™" Q. Cio¢: O-
gni punto omologo di 1 ¢ polo d’una sostituzione
dordine 2.

Analogamente, se si considera che p e p’so-
no quantitd coniugate, si vede che uno ed uno solo
dei due punti (2) appartiene al semipiano superio-

i?, se y > o.

atp_ (22—1)4i3
~r 2y

re; tale ¢ il punto

Cerchiamo quali traipunti
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stieno nel campo fondamentale. Dev’essere anzi-

%

tutto —- X, —, quindi ¥ £ 1; la sola soluzione

possibile ¢ y: I, e si ha:
2 + Po2%— 1 1/ 3
2
D’altra parte detta x l’asc1ssa d’un punto del
campo fondamentale, si ha:

I I
—S LX<
Dunque:
é 29— 1 .
2 2
da cui oéa<1, e quindi # == 0; sicche:
e

I poli delle sostituzioni d’ordine 3 del gruppo
modulare sono punti omologhi al punto p.

Si pud dimostrare come prima che, reciproca-
mente, tutti i punti omologhi di p sono poli d'una
sostituzione d’ordine . tre.

90. Cid premesso, esaminiamo sotto quali con-
dizioni due sostituzioni ellittiche del gruppo mo-
dulare sieno equivalenti.

Sia dapprima P una sostituzione ellittica di
ordine 2. Il suo polo posto nel semipiano supe-
riore sard un punto p omologo ad %, cio¢ un no-
do della rete intorno al quale stanno 4 triangoli.
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Sia Q il simbolo di uno dei due triangoli bianchi
che stanno intorno a p; poiché laltro triangolo
bianco si ottiene da esso con una rotazione di =
intorno a p, polo di P, sard QP il suo simbolo.
Ora p ¢ il trasformato del punto i mediante la so-
stituzione Q; e quindi, considerando che una ro-
tazione di- = intorno ad ¢ ¢ rappresentata da T,
il prodotto T Q rappresenta (art. 66) la stessa ro-
tazione del prodotto QP:

TQ=QP.
P= Q—ITQ.

Ciot: Ogni sostituzione d’ordine 2 del gruppo
modulare & equivalente alla sostituzione T.—E per
conseguenza (art. 12): Tutte le sostitugioni d’or-
dine 2 del gruppo modulare sono tra loro equiva-
lenti.

Sia ora P una sostituzione ellittica d’ordine
3. Il suo polo posto nel semipiano superiore sard
un punto p omologo a p, cio¢ un nodo della rete
intorno al quale stanno € triangoli. Sia Q il sim-
bolo di uno'dei tre triangoli bianchi che stanno
intorno a p; gli altri due triangoli bianchi saran-
no QP e QP Daltra parte, poiche p ¢ il tra-
sformato di p mediante Q, i prodotti UQ e U*Q
. rappresentano le stesse rotazioni dei prodotti Q P,
QP?, cioé sussiste 'una o laltra delle relazioni:

UQ=QP UQ=0QP

Ne segue:
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e quindi:
P=Q7UQ o P=Q'UQ.

Cioe: Ogni sostituzione d’ordine 3 del grupto
modulare ¢ equivalente o ad U o ad U

91. Vogliamo trattare il problema dell’equiva-
lenza anche per le sostituzioni paraboliche.

Poiché per una sostituzione parabolica a~-8=2,
ogni sostituzione parabolica del gruppo modulare
potra scriversi:

G
- )
Y 1—¢

dove B, v, ¢ sono numeri interi positivi, nulli o
negativi legati dalla relazione:
® By + o =o. -

Sia % il massimo comun divisore di §, vy, o,
preso collo stesso segno di 8, e poniamo:

B=2AL, y=21y, o=12irc';

sard &' > o. Sia inoltre p il massimo comun di-
visore di y’, ¢’, e poniamo:

’"
>

p. sard primo con {'. La relazione (1) diviene,
sopprimendo il fattore A*p.:

_ B’y 4 py =o;

considerando che 8’ > 0, e che 1 ¢ primo con
£' e y'" con v, se ne deduce:

0 2 "o _
=y, y"=—uw

’
N =
i [’

J— .
¢'=pv;

e quindi: .
B=2av -\":—)\[J.27 e=Apv,
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sicché la sostituzione prende la forma:

(2) ‘P:(I—f-lyvv A )

—Apt T —Apy
\ v
Il suo poloé — —.
P
Abbiamo gid osservato che p ¢ primo con
p’; poiché B’ =+ u & primo con v. Possiamo
quindi trovare due numeri @', v’ tali che sia:
vy —vu=1;

posto allora:

Y
. (P_ v ) —_ Q7
si trova facilmente:
QS* Q=P
* Dicendo ampiezza della sostituzione il nume-
ro X, che & il massimo comune divisore di « — 1,
B, v preso col segno che ha £, puod dirsi che:
Tutte le sostituzioni paraboliche di ampiezza \ sono
equivalenti ad S* ¢ quindi fra loro.
Dati il polo e Pampiezza d’una sostituzione
modulare parabolica, la sostituzione ¢ determinata,

. . v .

Infatti, conoscendo il polo ——, e ricordando
rJ.

che . e v sono primi tra loro, si hanno immedia-

tamente questi due numeri; dato anche %, la (2)
ci fornisce la sostituzione cercata.

L’ampiezza ha un significato geometrico molto
semplice.
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Consideriamo anzitutto la sostituzione S’“, che
¢ di ampiezza \. Per passare da un punto al suo
omologo rispetto ad S* bisogna eseguire una tra-
slazione di grandezza % nel senso dell’asse reale,
cioé¢ quel movimento che muta uno dei bitriangoli
aventi un vertice nel punto o in quello che oc-
cupa il d-esimo posto dopo di esso. Ora, se:

Q§*Q™ =P,

P ¢ una sostituzione parabolica avente il polo in
un certo punto razionale ¢ dell’asse reale, e avente
ampiezza' A. Al fascio di bitriangoli intorno al pun-
to allinfinito corrisponde, nel caso della sostitu-
zione P, il fascio di bitriangoli intorno al punto
¢; e quindi, per passare da un punto al suo omo-
logo rispetto a P, bisogna eseguire quella defor-
mazione del piano che muta uno dei triangoli a-
venti un vertice in ¢ in quello che occupa il
A-esimo posto dopo di esso.

92. Siccome la rete modulare & simmetrica
rispetto all’asse delle quantitd imaginarie, si potrd
ottenere il gruppo ampliato T combinando I' con
una riflessione rispetto a quest’asse. L’espressione
analitica di tale riflessione, che indicheremo con
4, e:

==z

Il simbolo 4 ¢ quello che spetta al trian-
golo tratteggiato simmetrico del triangolo bianco
1 rispetto all’asse delle quantitd imaginarie. E chia-
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ro che i simboli dei triangoli tratteggiati simme-
trici ad 1 rispetto-agli altri suoi due lati sono 45~
e AT; le corrispondenti espressioni analitiche so-

no:

’ ~, ’ 1
F=—3—5 =—="-
' 4

Noi porremo:
(1) AS7' =B, 4T=C(,

sicché si avrd per le tre operazioni generatrici del
gruppo I':

— - I
AR =—2 B@Q=—z1—1 C(z)z—?-

_ Poiche le 4, B, C sono riflessioni, si ha:
(2) A=BF=C=1.

Dopo ci6 dalla prima delle (1) segue moltipli-
cando a sinistra per B ¢ a destra per S:

Moltiplicando invece a sinistra per A4 si ha:
(4) AB=S""

Dalla seconda delle (1) segue poi:

() Cd=T,

e di qui, osservando che linversa di C4 ¢ AC
e linversa di T & la stessa T:

6) . AC=T.

Infine, moltiplicando la prima delle (1) a si-
nistra per C, e tenendo conto della (5) e della
definizione di U, si ha:

@) CB=1U,
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da cui:
(8) BC=U"=U".

93. Dobbiamo ora studiare un sottogruppo
particolarmente importante del gruppo T, che, per
una ragione che vedremo piu innanzi, voghamo
designare con T;.

Consideriamo le sostituzioni (; g) del grup-

po modulare, in cui § e y sono pari. E facile di-
mostrare che esse formano un gruppo. Posto in-

faei:
a B (o' By (2P
(Y 3) (*{’ 3’) - (Y” 3”)’ |

si vede dalla (1) dell’art. 20 che, se B, v, §’, ¥’
sono pari, lo sono pure B, y'.

I sottogruppo formato da quelle sostituzioni
(? g) del gruppo modulare, in cui § e y sono
pari, ¢ appunto ,quello che si indica con I,.

In tutte le sostitugioni di Ty gli elementi « ¢ §
sono dispari.

Infatti, essendo {, y pari e:
(I) ad — {"Y =1
il prodotto x8 deve essere dispari, e quindi lo so-
no ambidue i suoi fattori. v

Il gruppo Ty non contiene sostituzions ellittiche.

Infatti non pud essere anzitutto « +8 =111,
dovendo « e & essere entrambi dispari. Se a4-3=o0,
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si ha dalla (1):
«’=—1 (mod 4),

che ¢ impossibile.
Di qui segue (art. 87) che ¢ nodi della rete
corrispondente a T, stanno tutti sull’asse reale.
Puo dimostrarsi che T, & un sottogruppo in-

variante di T.
ey
P= (Y 8)

Sia:
’ B'
una sostituzione qualunque di T',, e Q = <\, 3,>

una sostituzione qualunque di I'. Posto:

o ro=(2. %),
" si ha (art. 26):

o =y — o'y Y@’S’ — 3@'7'
g B = —aa' B -+ Ba” — B o'
Z Y =y ¥ =By oy ¥ =3y

¥'=—afy f Py —y BN 5
Ora, considerando che B, y e «—3 sono
~ pari, si vede che sono anche pari §”" e y"', sicche
Q7' PQ appartiene a T,.

94. Procediamo alla determinazione del campo

fondamentale di Iy colle norme indicate nell’art. 82,
Dei bitriangoli S, S, T adiacenti al bitrian-

(2
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golo 1, nessuno & omologo ad esso rispetto a ', ; perd

01
appartiene evidentemente a I';. Riterremo quindi
come appartenenti al campo fondamentale i bitrian-
goli 1, S, T. I nuovi bitriangoli adiacenti rispetti-
vamente ad S e a T sono §*°, TS, ST, S™'T;
di questi il primo ¢ omologo ad 1 e l'ultimo ad
ST, sicche riterremo soltanto TS ed S T. I nuovi
bitriangoli adiacenti a questi sono STS, ST TS,
$*T, TST; di essi il secondo ed il quarto sono

; 74  omologhi al primo * el
terzo ¢ omologo a T, sic-
che ¢ da ritenersi soltan-
to S T'S. Dei bitriangoli a-
diacenti a questo uno so-
lo & nuovo, cioe S* TS,

Se §7' sono tra loro omologhi, giacche S’:_—(I 2)

i
)
'
t
i ! i
H . .
L 0 { 7 3 maesso¢omologoaTs§.
2

(Fig. 28) Dunque il campo fonda-
mentale di T, consta dei sei bitriangoli:
(1) 1, S, T, TS, ST, STS;

il numero di questi bitriangoli giustifica la notazio-
ne T, da noi adottata, e 6 ¢ l'indice del sottogruppo.

* Infatti dalla (3) dell’art, 88 segue:
TST=S81TS"'=8%5TS8572,
ed §—2 appartiene a T .
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Togliendo il bitriangolo ST ed aggiungendo
£, Pomologo §7* T, si ottie-
ne un campo fondamen-
tale formato dei 6 bitrian-
“de goli:
(1)1,S,T,TS,57T,STS,

che ¢ simmetrico rispetto

alla retta x = --.

(Fig. 29)

Indichiamo le 6 sostituzioni (1) con Q,(1 = o,
I, ..., 5), ponendo:

0]
Qo:I:(I )’ (’:(’

01
S o=Ts=(1 7)) =
o= 1= (020 x=— 1
0=5=(, ) v=x+r
Q4=T=(f—';), z':—%,
Q=5Ts=(17) “=7

Si trovano immediatamente le seguenti rela-
zioni: _
0, =03, . Q4: Q1Q33—27
Q; :SZQTQ;a Qf: I, Q;:‘Sza
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sicche, denotando con o2 Peguaglianza a meno di
sostituzioni di T, pud scriversi:

02207, Q2200 Q=10 Qevr, Qevr,

e puod dirsi che il gruppo delle trasformazioni in
s¢ stessa della superficie chiusa a cui si riduce il
campo fondamentale & il seguente:

L Q, @, Q, 0, Q0.

Questo (cfr. art. 85) ¢ evidentemente un grup-
po diedrico (m = 3).

Allo stesso risultato si giunge per via intui-
tiva, facendo vedere come il campo fondamentale
T, si possa ridurre per deformazione continua ad
una sfera portante una rete diedrica di 12 trian-
goli (m = 3). Le figure 30 e 31 rappresentano
una fase intermedia e la fase finale di questa de-
formazione. La fig. 31, che ¢& identica alla fig. 23,
non ¢ altro che una rete diedrica proiettata ste-
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reograficamente da uno dei nodi posti sull’equa-
tore.

(Fig. 31)
95. Nella fig. 29 eseguiamo i seguenti muta-
menti leciti :
Ai triangoli bianchi T'S, ' T sostituiamo gli
omologhi, pure bianchi, TS5, ST.

, Ai triangoli tratteg-
giati S, ST sostituiamo
gli omologhi, pure trat-
teggiati, S7', TST.

Si ottiene cosi un
altro campo fondamentale
per il gruppo I, il quale

2007,

- (Fig. 32) o
& simmetrico rispetto all’asse imaginario

*

* Questo campo differisce dai due precedenti (figg. 28,
29) in cid, che esso non consta di sei bitriangoli.
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Da quest’ultima circostanza si deduce che il
gruppo I, ¢ ampliabile mediante la riflessione 4,
Come campo fondamentale del gruppo ampliato T
pud prendersi una delle due metd in cui il campo
fondamentale di I'; ¢ diviso dall’asse imaginario,
per es. la metd di sinistra. Questo campo non & al-
tro che un triangolo a lati rettilinei o circolari a-
vente tutti e tre gli angoli nulli e i vertici nei punti
0, — I, oo. Quindi il gruppo I ha per imagine
una rete triangolare per cui v, =v,=v =oo, €
che appartiene percid al tipo (c) dellart. 76. 1l
suo cerchio di simmetria ¢ P'asse reale.

Le operazioni generatrici di I’ sono le 3 ri-
flessioni rispetto ai tre lati del triangolo 0, —1, oe.
Le riflessioni rispetto ai due lati rettilinei si trova-
no immediatamente; esse sono:

=4 @Q=—%3 (=FQ=—21—2

Per la terza ricorriamo alle formole dell’art. 40.
Il cerchio di simmetria ha il centro nel punto
—~ ed ha raggio —; quindi:

IS S e e ull ) (U
v 2 : T4

Posto y=—2, si ha a=-}-1, quindi «, =1,
a, =0, e dalla seconda §=o0; infine, dovendo
essere 8 = —a, si ha 8 = — 1. Sicche la rifles-
sione cercata &:

= :—E——
2 @ -
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Siccome poi ogni sostituzione di T, ¢ il pro-
dotto d’un numero pari di fattori A’, B’, C', e
siccome :

A*=B*=(C*"=1,
cosi possono prendersi come sostituzioni genera-
trici di I'; i 3 prodotti:
B4 =S, CA4=T, CB=U.
Si trova:

s'z((‘) f)zsz, =142, :

v 10 _ —2 r (

r=(, I).:rs T, t=35

U’: 3 2)_1";5!—-1 Z,_- 3(+2
—2 —1) ’ T —2z—1’

Dal fatto che il campo fondamentale di T &
simmetrico rispetto all’asse imaginario si trae an-
che un’altra conseguenza (art. 83, nota), e ciog,

che T, & sottogruppo invariante di T.
' 96. Tornando al gruppo diedrico dell’art. 94,
che vogliamo designare con G, determineremo i
suoi sottogruppi, e ad ognuno di questi corrispon-
derd un sottogruppo di I' contenente T,.

" I sottogruppi di G, sono:

Un gruppo ciclico d’ordine 3:
I, Q[’ Q:’

che diremo G, e che, essendo unico, & di neces-
sitd invariante.
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Tre gruppi ciclici d’ordine 2 tra loro equi-

valenti :

I, Q3§ I, Q.Q3§ I, Q?Q)

Corrispondentemente avremo in I' un sotto-
. . . . 6
gruppo invariante T, d’mdlce 2=-, e tre sotto-

gruppi equ1v1lent1 r, I, I’ dindice 3=+
Costruiamo i loro c1mpx fondamentali.
Il gruppo I, consta di tutte le sostituzioni di

I eguali alluna o all’altra delle:
(1) . 1, TS, ST
a meno di sostituzioni di [,. Il suo campo fon-
damentale consta quindi di due dei 6 bitriangoli
che compongono il campo fondamentale di T,
dei quali uno pud scegliersi ad arbitrio, e il se-
condo dev’essere adiacente al primo, e inoltre &
soggetto alla condizione che il suo
simbolo non sia eguale a quello del
primo a meno di sostituzioni (1), o,
in altri termini, di non essere omologo

(Fig. 33). al primo rispetto a T,. Scegliamo
come primo bitriangolo S7' T ossia Q ed osser-
viamo che il bitriangolo adiacente ST S —= Q, non
¢ omologo ad esso rispetto a I',, giacché nessuno
dei prodotti delle (1) per STS ¢ eguale ad §* T.
Possiamo dunque prendere come campo fonda-
mentale di T, I'insieme dei bitriangoli S~'T= Q,,
STS=Q..

VIVANTL 13
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Invece di questo, si pud prendere il campo
formato dai duefbitriangoli 1 =0, e T= Q,.
‘ Esso ¢ simmetrico rispetto all’asse i-

| - maginario; ne segue (art. 83, nota)
che T, & sottogruppo invariante di T.

Riprendiamo il campo sotto la
forma della figura 33. Siccome S™'T
e TS sono omologhi rispetto a T,
e lo sono pure S' T e il triangolo

(Fig. 34).  S°TS adiacente a STS lungo be,
cosi i lati ad, cd sono omologhi e parimenti i lati
ab, c¢b. Deformiamo il campo nel modo indicato
dalla fig. 35, poi applichiamolo sopra uria sfera, facen-
do in guisa, per fissare le idee, che b e d ne oc-
cupino due poli, bed, bad, bcd si
dispongano secondo meridiani, aec
secondo 'equatore. indi, lasciando fis-
so il meridiano bed, distendiamo la
nostra superficie sulla sfera sino a che
essa la ricopra per intero, cid che acca-
drijquando bad e bcd coincideranno.
Avremo allora sulla sfera una
rete che, proiettata stereografi-
camente dal punto e, ci dard la
e fig. 36.

Procediamo analogamente
pel gruppi [, r, ry.
(Fig. 36). Il gruppo I', consta di tutte

"
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le sostituzioni di I' eguali all'una o all’altra delle:

(2) - 1, S
a meno di sostituzioni di I';. Per formare il suo
campo fondamentale prendiamo anzitutto il bitrian-
golo 1. Dei due ad esso adiacenti, S non si pud pren-
dere perche omologo ad 1 rispetto a ['; pud pren-
dersi invece T. Come terzo bitriangolo si pud pren-
dere S™' T che non ¢ omologo ne
ad 1 né a T rispetto a I'. Si ottie-
ne cosi il campo rappresentato nella
fig. 37. Esso pud rendersi simmetrico
rispetto all’asse imaginario (fig. 38)
sostituendo al triangolo bianco S™'T
il triangolo bianco ST ad esso omo-
(Fig. 37)-  logo rispetto a I', e quindi anche ri-
&, spetto a I'.. ,
Poiche¢ ST & omologo ad STS
ead ST, e 1 loéad S (rispetto
al)ilati ab, de; be, cd; ag, eg
sono rispettivamente omologhi. De-
L formiamo il campo come ¢ indicato
(Fig. 38). nmelle fig. 39, 40; otterremo un pia-
no od una sfera divisi in 6 campi. E utile osser-
vare che la rete cosi costruita (fig. 40) non & re-
golare, il che corrisponde (art. 83) al fatto che T,
non & un sottogruppo invariante. Cosi, mentre &
ed f sono ambidue nodi di prima specie, intorno

8'0-




1'96 IL GRUPPO MODULARE E I SUOI SOTTOGRUPPI

a b stanno due triangoli, intorno a f quattro; e
parimenti, mentre ¢ e ¢ sono ambidue di terza

(Fig. 40).

specie, intorno a ¢ stanno quattro triangoli, intorno
a g due. '

Veniamo al gruppo I, Invece delle (2) dob-
; biamo considerare le:

, T.

Colle solite conside-
razioni si trova che il cam-
po fondamentale di I’} puo
essere formato coi bitrian-
goli 1, S, TS. Sostituen-

(Fig. 41). do poi al triangolo trat-
“teggiato S e al triangolo bianco TS il triangolo
tratteggiato ™' e il triangolo bianco T .87 ad essi

I

fe = 5 = s

]
I
!
[}
|
|
1
]
il
4
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rispettivamente omologhi, si ottiene un campo sim-
metrico rispetto all’asse imaginario.

Infine per il gruppo
I'7 devono considerarsi le
sostituzioni :

1, STS.

Si trova che il cam-
po fondamentale pud con-
' stare dei bitriangoli 1, S,
(Fig. 42). T. Esso si rende simmetri-
co rispetto all’asse imagi-
nario sostituendo al trian-
golo tratteggiato Sl trian-
golo tratteggiato S ad
esso omologo.

Riducendo 1 campi
fondamentali di I}, I'] a
supetficie chiuse, si tro-
verebbero figure che non
potrebbero essenzialmente
differire da quella ottenu-
ta per ', giacche i tre

sottogruppi ', T}, T so-
no equivalenti.

97. Per ottenere al-
tri sottogruppi del grup-
po modulare, possiamo ri-
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correre al seguente principio (PRINCIPIO D’ESISTENZA
DEI SOTTOGRUPPI) *:

Abbiasi sopra una superficie. chiusa C, una rete
di 25 triangoli; i nodi della rete possano dividersi
in tre specie, per modo che in ciascun nodo della
1% specie concorrano 2 o 4 triangoli, in ciascuno
della 2* 270 6, in ciascuno della 3* un numero
pari, e che i tre vertici di ciascun triangolo appar-
tengano rispettivamente alle tre specie. Esiste allora
un sistema di sottogruppi equivalenti di T di in-
dice s. ’

Accenniamo brevemente alla dunostmzwne di
questo principio, la quale risulterd piti chiara dalle
applicazioni che ne faremo tra poco.

Imaginando i triangoli della superficie C, alter-
nativamente bianchi e tratteggiati, scegliamo uno
qualunque dei triangoli bianchi di essa e facciamolo
corrispondere al triangolo bianco 1 della rete mo-
dulare; poi facciamo corrispondere analogamente
i triangoli adiacenti, avendo cura che i nodi di 17
2% 3% specie di C, corrispondano rispettivamente
a quelli di 1% 2% 3% specie della rete modulare.
Otterremo cosi nel piano una figura connessa D,
formata di bitriangoli; ad ogni lato di C, corri-
sponderd in D, o un lato interno, od una coppia

* Un simile principio potrebbe stabilirsi per gruppi pil
generali del gruppo modulare, ma per noi cid & inutile.
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di lati periferici. Sia I, I' una di tali coppie, & il
lato corrispondente di C,, & il triangolo di D, di
cui I & lato, a il triangolo corrispondente di C,,
b' il triangolo della rete modulare esterno a D, di
cui I’ & lato. Assumendo come corrispondente al
triangolo @ di C, non pit il triangolo b ma il
triangolo &’ della rete modulare, e procedendo come
prima, potremo costruire un’altra figura connessa
D’ composta di s bitriangoli della rete modulare,
che si potra pure considerare come corrispondente
a C,. Cost continuando, si potra trovare un’infi-
nita di figure tra loro adiacenti della rete modu-
lare, che tutte potranno considerarsi come corri-
spondenti a C; e, per le ipotesi fatte sul numero
dei triangoli che concorrono in ciascun nodo di
C,, non avverrd mai che alcuna parte del piano
venga ricoperta piti d’una volta.

Ora il campo D, pud considerarsi, come si &
veduto, come il campo fondamentale d’un sottogrup-
po di ' di indice s, di cui sappiamo trovare le so-
stituzioni generatrici; e C, non ¢ altro che la su-
perficie che si ottiene deformando D, in.modo da
portare a coincidere fra loro i suoi lati omologhi.
Inoltre, se scegliamo diversamente il triangolo di
C, che vogliamo far corrispondere al triangolo 1
della rete modulare, otterremo in generale un cam-
po diverso da I, ed un sottogruppo diverso da
quello ottenuto; perd i due sottogruppi saranno e-
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quivalenti, perché i loro campi fondamentali pos-
sono trasformarsi in una medesima superficie chiusa.

Il principio stabilito permette di costruire, con
un numero finito di operazioni, tutti i sottogruppi
di I di dato indice finito s.

Si formino tutti i possibili aggruppamenti con-
nessi di s bitriangoli della rete modulare contenenti
il bitriangolo 1, poi si stabilisca, per ciascun ag-
gruppamento, in modo arbitrario una corrispon-
denza tra i lati esterni della figura risultante, e si
riduca questa a superficie chiusa portando a coin-
cidenza i lati corrispondenti. Se questa superficie
chiusa soddisfa alle condizioni del principio d’esi-
stenza, essa definisce un sistema di sottogruppi e-
quivalenti d’indice s. E chiaro poi che a questo
modo si ottengono tutti i possibili sottogruppi di
indice s del gruppo modulare.

98. Tratteniamoci particolarmente sul caso in
cui la rete tracciata sulla superficie chiusa C, € re-
golare; indichiamo, come nell’art. 86, con 2n ,
2n,, 2n_ il numero dei triangoli concorrenti ri-
spettivamente in un nodo di 1% 2% 3% specie, e
denotiamo la rete col simbolo (n,, n,, n)." Per-
ché sieno soddisfatte le condizioni del principio d’e-
sistenza, n, deve avere uno dei valori 1, 2, ed 7, u-
no dei valori 1, 3. Cerchiamo i pit semplici casi
possibili valendoci della formola (1) dell’art. citato:

0 p=r—sg ¥ IET

=1 i
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rammentando che p non pud essere negativo, e
che s deve essere multiplo di #,, n,, n_.
Per semplicitd scriveremo 7 invece di n.
Abbiamo 4 tipi possibili, cioe:
(1, 1,15 (2, 1,7); (1, 3,7); (2 3 7).
Per il 1° tipo dalla (1) segue:

_— 4 I
p—I—S—}——i’i‘-——}"—I—S’j; <I_L

quindi s <2, cio¢ s =1, ¢ p=o0. L’unico sim-
bolo possibile in questo caso ¢ (1, 1, 1); la rete
¢ composta di un’unica coppia di triangoli, e il
sottogruppo corrispondente ¢ lo stesso gruppo mo-
dulare.
Per il 2° tipo si ha:
s r—I s

=i—sp S S St

quindi p:o, s < 4, e percid, dovendo s essere
multiplo di # =2, s=2; infine r=2. Si ha dunque
il simbolo (2, 1, 2); la rete corrispondente & quella
rappresentata nella fig. 35, i cui 4 triangoli con-
corrono tutti nel punto di 1* specie ¢ e in quello
di 3* specie a4, mentre ne concorrono due in cia-
scuno di quelli di 2* specie b, d. Il sottogruppo
relativo ¢ dunque il gruppo I, gid studiato.
Per il 3° tipo si ha:
e I Rt

27 6’
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quindi p =o0, s < 6, e percid, dovendo s essere
multiplo di #, =3, s = 3. Ne risulta. r = 3; e si
ha il simbolo (1, 3, 3). Del gruppo corrispondente
non ci occupiamo, perché esso non ha per noi un
interesse particolare. Il suo campo fondamentale &
formato dai bitriangoli 1, S, %

Finalmente veniamo al 4° tipo. Per esso si ha:

p=1—s5+— + +——~— +~ —77
da cui:
_ 12r7(p—1)

(2 § =

Qui le soluzioni sono infinite, € noi conside-
retemo soltanto le pitt semplici. Indicheremo con
I, il sottogruppo corrispondente alla rete (2, 3, 7).

Supponiamo dapprima p — o; allora:

_ I2r

66—
Dev’essere r < 6; inoltre, poiche r deve di-
videre s, 6_2 deve essere intero. I valori possi-

bili di » sono dunque 2, 3, 4, 5, e corrisponden-
temente si ha s =6, 12, 24, 60. Le reti relative
sono, come & facile riconoscere:

(2, 3, 2): la rete diedrica per m — 3; essa di
luogo, come si & gid veduto, al sottogruppo T',, che

ora possiamo anche designare con I, ;

(2, 3, 3): la rete tetraedrica, che, per il prin-



IL GRUPPO MODULARE E I SUOI SOTTOGRUPPIL 203

cipio di esistenza, da luooo ad un sottogruppo
invariante T, dmdlce 12

(2, 3, 4): la rete o_ttaedrica, che da luogo
ad un sottogruppo invariante I, d’indice 24;

(2, 3, 5): la rete icosaedrica, che di luogo
ad un sottogruppo invariante ', d’indice 6o.

Supponiamo ora p =1. Si ha dalla (2) r =6
qualunque sia s, quindi il simbolo (2, 3, 6). Cio
ha la sua verifica nel fatto che, presa una parte
finita qualunque della rete della fig. 17, si pud
farla corrispondere ad una parte della rete modu-
lare, assegnando come corrispondenti agli angoli
™

3

™ w 3
27 37 6
della seconda. ,
Infine facciamo p—12. La (2) diviene:
121
Tr—6 ,
7 — 6 deve essere divisore di 12, quindi 7 =17,
8, 9, 10, 12, 18, e corrispondentemente s = 84,
48, 36, 30, 24, 18. Si hanno dunque i seguenti

simboli:

(o]

della prima gli angoli —'—2'—, ,

(2, 3, 7), s=384;
(27 3, 8)3 s = 48;
(2, 3 9)7 §=36;
(27 3, 10), §=30;
(27 3, 12), $=24;
(2, 3, 18), s=18.
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E quasi inutile ricordare che tutti i simboli
trovati rappresentano reti aritmeticamente possibili ;
resterebbe ad esaminare in ciascun case se esista
effettivamente una rete regolare che risponda ai dati
relativi, nel qual caso potrd affermarsi, pel princi-
pio di esistenza, che esiste un corrispondente sot-
togruppo di TI.

99. Come si ¢ veduto nell’art. prec., la rete
diedrica per m = 3 ¢ le altre reti poliedriche dan-
no luogo ad altrettanti sottogruppi di I'. Noi da-
remo qui la costruzione effettiva del sottogruppo
pel solo caso della rete tetraedrica, rimandando per
gli altri casi alla classica opera di KLEIN-Fricke.

Riprendiamo la figura 11, dove, per sempli-
citd, denoteremo ciascun triangolo bianco, invece

(Fig. 45).
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che col proprio simbolo, con un numero progres-
sivo dall’r al 12. Tagliando la sfera lungo le linee
segnate a tratto forte, e deformando opportuna-
mente la rete, si potrd portarla a coincidere con una

%
o>
[

(Fig. 46).

parte della rete modulare, come ¢ indicato nella
fig. 46. Questa parte della rete & il campo fondamen-
‘tale del sottogruppo invariante I';; o ', di I Le
operazioni generatrici del sottogruppo sono quelle
che trasformano 'uno nell’altro i lembi corrispon-
denti dei tagli, cioé, nel caso nostro, quelle che
mutano ag, a'd, a''b, a'''c rispettivamente in a''g,
ad, a'b, a’’c. Esse sono, come si vede dalla fi-
gura, quattro sostituzioni paraboliche di ampiezza
3 1 cui poli sono rispettivamente i punti oo, — I,
0, 1. Facendo nella formola (2) dell’art. 91 suc-
ce,ssjvafnente :
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=3, p=o0, v=1;
Lh=3, V=—=1I, V=1,
A=3, p=1, v=0;
A=3, p=1, v—=-—1,

si ottengono le 4 sostituzioni:

(i) (52 (50 (555)

100. Abbiasi una rete regolare (2, 3, #) di
25 triangoli distesa sopra una superficie chiusa C,.
Ritagliando la superficie lungo certe linee e defor-
mandola opportunamente, si pud portarla a coin-

‘cidere con un insieme connesso D, di 25 triangoli

della rete modulare; e questa rete si scompone in
una infinitd di campi omologhi a D, rispetto al
sottogruppo I, definito dalla rete data. Poiche
tanto intorno ad un nodo di 1* specie di C, che
intorno ad uno della rete modulare stanno 4 trian-

“goli, ad una linea chiusa di C, comprendente un

nodo di 1* specie corrisponde nel piano un’analoga
linea chiusa; e cosi dicasi dei nodi di 2* specie.
Invece, mentre intorno ad un nodo di 3* specie
di C, stanno 2# triangoli, intorno ad uno della
rete modulare ne stanno infiniti, e percid ad una
linea chiusa di C, racchiudente un nodo di 3*
specie corrisponde nel piano una linea aperta che
va da un punto ad un suo omologo oltrepas-
sando 7 dei triangoli aventi il vertice nel nodo di
3* specie corrispondente a quello considerato in
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C,. E poiché qualunque linea chiusa di C, & equi-

valente ad un insieme di linee chiuse racchiudenti

ciascuna’un solo nodo, pud dirsi che il passaggio
da un punto del piano ad un qualunque suo omo-
logo rispetto a I,, pud farsi mediante una succes-
sione di movimenti come quello teste descritto. Ri-
cordando quanto si disse nell’art. 91, pud esprimersi
cio dicendo che ogni sostituzione di T, & un prodotto
di sostituzioni paraboliche di ampiezza n,ossia che co-
me sostitugioni generatrici di I, possono assumersi
delle sostituzioni tutte paraboliche e di ampiezza n.
Ora tutte le sostituzioni paraboliche di ampiezza
n sono. tra loro equivalenti (art. 91), e d’altra parte
il sottogruppo T, ¢ invariante, cio¢ equivalente sol-
tanto a s¢ stesso; quindi [y, contiene tutte le so-
stitugioni paraboliche di ampiezza n del gruppo mo-
dulare. ’

Il gruppo I' si riduce, a meno di sostituzioni
di T, ad un gruppo finito G, d’ordine s che &
ad esso isomorfo ; all'identitd in G, corrisponde
in I' appunto il sottogruppo I,., ad ogni sotto-
gruppo di G, corrisponde un sottogruppo di T
contenente I',. Il gruppo G, pud anche consi-
derarsi come il gruppo delle trasformazioni in sé
stessa della superficie C,.

1o1. Un sottogruppo importante di T' conte-
‘nente a sua volta come sottogruppo T\, & quello

formato da tutte le sostituzioni (Y %) di T per cui:



208 IL '"GRUPPO MODULARE E I SUOI SOTTOGRUPPI,

(1) a2=d=1, p=y=o0 (modn).
Noi lo indicheremo momentaneamente. con|
I, Che queste sostituzioni formino un gruppo,

¢ evidente ; infatti dalle:
a==d=1, p==y==0, a'=d'=1, ¥'=y"=o0 (mod n),

% (ﬂ) o’ B')
(Y3 (Y' ¥
. z;a_l_(yY ar@_!_(yS)_ o pn
_(Y'“—*—S’Y Y'B+8,8 ""'(Yn 8”)
segue :

W' =08"=1, B"==y"=0 (modn).

Che poi T, sia un sottogruppo di T, ri-
sulta dall’osservazione che [art. 91, (2)] ogni so-
stituzione” parabolica di ampiezza # soddisfa alle
(1) e quindi appartiene a T, e che ogni sostitu-

zione di I, & un prodotto di sostituzioni parabo-

liche di ampiezza n.
Il sottogruppo T, ¢ invariante.

Sia P= (.o; s) una sostituzione qualunque

. a B o
dir,e Q:(Y, {3)') una sostituzione qualun-
que di T'; se:
12 BII
oro=(25.).
le espressioni di a'’, etc. sono date dalle (2) del-
I’art. 93. Ora queste possono scriversi, tenuto conto
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b che o'y — P’y =1

S —(7—8)d " —Ba'y -y 4,

3" = — (e — )’ B B — B,

= (= )Y — By 37,

== — NN Py —y B .
Supposto pertanto che le «, §, v, 3 soddi-

' sfacciano alle (1), si ha:

o' =8"=1, B'=vy"=o0 (modn),

© sicche apche Q™' P Q appartiene a T},.

Pud aggiungersi che Iyuj & anche sottogruppo

269 ’

“ nvariante di T.

Si trova infatti senza difficoltd
_ *—b
Ard= (— i 3)’

—y 3y X

- e si vede che queste tre sostituzioni appartengono
~ a T'ysy quando vi appartenga P.

102. Per stabilire che T, & un sottogruppo
- di T d’indice finito, ¢ per determinarne Pindice,

. conviene premettere alcune considerazioni.

Diremo che due sostituzioni: °

x : 2 P
P= (« 8) ’ P = ( ’ 8/)
/ b
sono congruenti rispetto al modulo #, e scriveremo:

P=P (modn),

(1) W'=a, F=p, y=y, =) (mod n),
VivanTI. 14
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oppure :
(2) a'=—a, p'=—0B, v —_Y7 ?)’——3 (mod n).
Tutte e sole le sostitugioni P di T, soddisfan-
no alla congruenza :
P=1 (modn)*
Se Ty. contiene P, contiene anche P7".
S¢e P=1, PPP=PP=P..

Infatti, se a, §, vy, 8 soddisfanno alle (1) del-
Part. 101, si ha, qualunque siano le o', ', v, 8':
a’a—f—@'ysa'u—}-*{’@sa’,

A S +«w=p,

Se P=P, PP" ——P’_‘PE I, ¢ reciproca-

mente.
()
= _Y o

quindi :

St ha:
- S’G_B,Y S’B_B'S
PP~ =
(—Y'“‘l‘“'”{ ' —v’ﬁ-{-«’S)’

* E quasi inutile osservare che qui 1 sta a rappresen-
I . 1o
tare la sostituzione identica o1 )

D’ora innanzi ometteremo per breviti nelle congruenze
Pindicazione (mod #) quando cid non possa dar luogo ad
equivoco. :
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p-ip (S’a——yﬁ —@’a—f—a’(ﬁ)
b S — By a'd )
Ora, supposto :
=t =1 V=%, 8’E“:LLB)
dove il segno deve essere preso eguale in tutte e
quattro le formole, si ha:
Yo —Ly="F(d—py)==1,
yp—pd=o,
—ya oy =0,
—Y'L‘»—f—ab———f"(zs———p{)——‘*‘l
yh=3(Gd—b)=11,
—p'a-;- 'J=O,
3'7—7 3 =o,
— =t (ad—fy) =41
Reciprocamente, supposto :
Ya—Py=—ypbF+a'd=1,
¥p—pd=—yadfay=o,
" e tenuto conto che:

as—@YZI,S'—B'Y': I,

«(3—3)—y(F—p)=o,

55— ) —3(s —B)=o,

—8(— )3z — o) =0,

—a(y —7)+v(@—)=o.
Moltiplicando la prima di queste per 3 e la
seconda per —y e sommando, oppure moltipli-
cando la prima per £ e la seconda per —a e

- sommando, si ottiene :

.8l ha:
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3 —d¥=o0, P—p =o0;
moltiplicando invece la terza per « e la quarta per
— § e sommando, oppure moltiplicando la terza
per y e la quarta per — 3 e sommando, si ot-
tiene :

o —a'=0, Y—y ==o.
Nello stesso modo pud procedersi partendo
dalle ipotesi:
3'7.—{@5—@'7—,—1’851,
—Pafa =8y —d=o0.
103. Segue dalle cose dette che, se si indi-
cano con: '
1, P, P
le sostituzioni di I'yu(, € si forma per il gruppo T
la solita tabella: '
1, P, P, ...
o Q, Q.P, QP ...
0., Q.P,, Q.P,, ...
le sostituzioni della prima linea, e solo queste,
sono =1, e quelle di ciascuna linea sono tra loro
congruenti, mentre quelle di due linee diverse so-
no incongruenti. Infatti:
a) Per definizione T, ¢ l'insieme delle sosti-
tuzioni.di I' congruenti ad 1; ‘
b) Essendo P,==1, si ha:
Q,P,=0Q,,
quindi :



;
;
;
:
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QhPiEthPj;
¢) Se fosse, per h£k:

QhPiEQ‘xPj7

Q, QkPjPrl“_—’Qk;
e quindi Q7' Q,==1, sicché Q;* Q, apparterrebbe
alla prima linea, e per conseguenza Q,Q;"Q,=0Q,
alla linea che contiene Q,, mentre essa appartiene
ad un’altra linea.
Da cio risulta, che il gruppo Gi.; ¢ quello che
si ottiene da I' considerando come identiche le so-

sarebbe anche :

il

~ stituzioni congruenti rispetto ad #.

Per formare dunque il gruppo Gi,j, basta
prendere un sistema di sostituzioni di T incon-

- gruenti rispetto al modulo #. La costruzione di

un tale sistema ci condurra alla determinazione
dell’ordine di G;,, ossia dell'indice di TY..

104. Una proprietd notevole dei gruppi Gjy
¢ la seguente.

Indichiamo con S, T le sostituzioni di Gy
corrispondenti nell’isomorfismo tra Gy, e T alle so-
stituzioni di I' designate colle stesse lettere, per

~modo che:

(1) S'=1, T"=1, (TSy=1.
Pud dimostrarsi che tra le S, T non puo esi-
stere, oltre queste, alcun’altra relazione.
Supponiamo infatti che tra queste sostituzioni
esista una relazione, che, per fissare le idee, scri-
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viamo :
(2) STSPTS TS =1.

Sulla superficie chiusa corrispondente al sot-
togruppo I}, partendo da un punto del triangolo
I tracciamo una linea, la quale passi successiva-
mente entro i triangoli:

S 8. ., S TS, STS, TS, ...,StTS?, ...

, S*TS*TSTTS®;
siccome quest’ultimo triangolo, per la (2), coincide
col triangolo 1, noi potremo terminare la linea al
punto di partenza, ossia avere una linea chiusa. Essa
poi, per deformazione continua, pud mutarsi nell’in-
sieme di piti linee racchiudenti ciascuna uno solo dei
nodi della rete in essa contenuti. Ciascuna di tali
linee pud imaginarsi formata: da una linea che
va da un punto del triangolo 1 a un punto pros-
simo al nodo; da un circolo arbitrariamente pic-
colo intorno 11 nodo stesso; e dalla linea poc’anzi
accennata percorsa in senso inverso. Il nodo, se-
condo che ¢ di 1% 2 o 3* specie, ¢ un trasfor-
mato del polo della sostituzione T, T'S o S, quindi,
indicando con M un certo prodotto formato colle
S, T, un giro intorno ad esso sard rappresentato
rispettivamente da :
M>T'M, M7 (TSYM, M'S"M.

La linea corrisponde ad un certo prodotto N
formato colle S, T. Quindi una delle linee chiuse
accennate sard rappresentata dal prodotto :
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NM'UMN™,
dove U denota T%, (TS) o S". In tutti i casi
il prodotto scritto si riduce all’identitd in virth
delle relazioni (1), e percid anche il prodotto che
figura nella (2), che ¢ equivalente ad un prodotto
- di espressioni come quella poc’anzi formata, si ri-
- duce identicamente ad 1. Dunque la relazione (2)
. & una conseguenza delle (1).
| Come corollario delle cose ora dette si ha il -
~teorema di Dyck: Se S, T sono due operazioni di
‘natura qualsiasi, legate dalle relazioni (1) ed atte
a generare un gruppo, il gruppo da esse gemerato
& oloedricamente isomorfo a Gy«

105. Diclamo ridotta ogni sostituzione, uni-
taria 0 no, i cui elementi sono tutti numeri interi
" non negativi ed inferiori ad #; diciamo poi com-
plementari due ridotte i cui elementi omologhi,
. sommati due a due, dinno o od z.

Una sostituzione ridotta, il cui determinante &
=1 (mod n), ¢ eguale alla sua complementare sem-
pre ¢ soltanto se n = 2.

b ie AN

g
o \ . . P .
Se ([ g) ¢ una delle sostituzioni, i numeri

20, 28, 2%, 23, di cui due almeno sono diversi
~da o, devono valere o od 7, quindi #» dev’essere
. pari. Posto # —=2m, non potranno tutti i 4 nu-
~meri %, B, vy, 8 valere m, giacché allora sarebbe
a8 —@y=o0; due o tre di essi varranno m e




|
|
|
\
\
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gli altri o Paltro o, e si avra:

=+ m’,

donde : .
+ m* =1 (mod 2 m),

relazione da cui segue che 1 dev’essere divisibile
per m. Dunque m =1, ¢ n = 2.

Due sostituzioni ridotte diverse sono congruent
sempre e soltanto se sono complementari; infatti, se
due sostituzioni ridotte (a g) (7' ?),) sono di-

Y v |
verse tra loro, non pud essere:
v=a p=h Y=, B =3,
ed affinche sia: s
o'=—0, B =-—0_ «(': Y 3 =17,
& necessario e sufficiente che sieno complementan

Data una sostituzione qualunque di ', puo
trovarsi una sostitugione ridotta ad essa congruente;
tale & la sostituzione formata coi resti minimi non
negativi dei suoi elemend. Ne segue, tenendo conto
di cid che si disse poc’anzi, che ogni sostituzione
modulare & congruente a due ¢ a due sole sostituzions
ridotte tra loro complementari; ed anche, che tutte
le sostituzioni d’una stessa linea della tabella (1)
dellart. 103 sono congruenti a due e a due sole so-
stitugioni ridotte tra loro complementari. Cosi per
esempio gli elementi della prima linea sono con-
gruenti alle due sostituzioni ((I) (1))’ (n—x © )

0o n—I




e
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E evidente che, se una sostituzione ridotta
o el
( 8) ¢ congruente ad una sostituzione di T, i

suoi elementi soddisfanno alla congruenza:
(1) 28 —By=1 (mod n).

Reciprocamente, se una sostituzione ridotia

C o B . . .
(«, g soddisfa alla congruenza (1), esistono sosti-
i
tuzioni di T ad essa congruenti.

Sia % il massimo divisore di « primo con #;

potra determinarsi un numero p tale che sia:

(2) np==1—0 (mod>).
Posto : e
gl )ha dalla (2) et
b=1 (mod}),

® quindi 4, A sono primi tra loro, cio¢ o, b non
possono avere alcun divisore comune che sia pri-
mo con n. D’altra parte, per la (1), %, §, n,
quindi anche =, b, n, non possono avere divisori
comuni; cioé «, b non possono avere alcun divi-
sore comune che divida #. In conclusione dunque
%, b non possono avere divisori comuni, cio¢ sono
primi tra loro. Ne segue che I’equazione indeter-
minata :
(4) wk—bh= 9
dove h, k sono due incognite, é risolubile qualun-
que sia g. Ora dalle (1), (3) segue:
«d—by=1 (mod n),
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che pud scriversi :
ad—by=1-Fng :

Combinando questa relazione colla (4), si ha'';

«(—nk)—b(y—nh)=r1,
sicche la sostituzione :
« B4 ﬂp)

(Y —nhd—nk
appartiene a I'. D’altra parte essa ¢ congruente -
alla data sostituzione ridotta, sicche resta dimostrato -
Iasserto. :

Dal risultato ottenuto segue che, data una so-
stituzione ridotta soddisfacente alla (1), esiste una’
linea della tabella (1) dell’art. 103 formata da so- -
stituzioni ad essa congruenti.

Come elementi del gruppo Gj,; possono per-
tanto assumersi sostituzioni ridotte che soddisfac-
ciano alla (1), con queste avvertenze :

Che di due sostituzioni complementari se ne
deve prendere una ed una sola;

Che come prodotto di due sostituzioni ridotte
deve considerarsi la sostituzione ridotta congruente
al loro prodotto.

106. Indichiamo con p(#) Pordine di Gy,
ossia I'indice di I, sicché possiamo rappresentare
questi gruppi rispettivamente con G, [, . 1l
numero (n) & la metd del numero delle sostitu-
zioni ridotte di determinante == 1, tranne il caso
di # =2, in cui p.(») & il numero di tali sosti-

e el s ¢k AT
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. tuzioni. Invece di G, st ha un gruppo G
- di ordine 2p.(n) considerando le sostituzioni come
. omogenee rispetto a due variabili; in tal caso in-
fattd due sostituzioni devono riguardarsi come con-
gruenti soltanto quando sussistono le (1) dell’art.
102, ¢ non gid quando sussistono le (2).

Vogliamo determinare il numero 2 (%), che
¢ il numero delle soluz1on1 incongruenti della :

X0

Premettiamo un’osservazione.
Sia w=mn_n,, essendo n,, n, primi tra loro.
Ogni soluzione della (1) costituisce una soluzione
~di ciascuna delle due congruenze:
(2) —By=1 (modn), =*3—By=1 (modn,).
‘Reciprocamente ogni coppia di soluzioni «,, §,,
s 05 %,y By Y., O, delle (2) da luogo ad una
soluzione «, B, Y, O della (1). Infatti, poiche #,
-ed 7, sono primi tra loro, ciascuna delle con-
- gruenze :
na-tx =2, nbp =6,

ncdvy =y, nd43 =3, (modn),
dove le incognite sono a, b, ¢, d, ammette una
. ed una sola soluzione; trovate le 4, b, ¢, d, i nu-
- meri :

'

- ™ 1
b—nb+b,
nlc—l—"l\’x’
n.d-+ 3,

7 -
Il
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soddisfanno alla (1).
. Segue da cio:

(3 2p(nn)=2p(n)2p(n,).

Pertanto basta determinare lespressione di-
p(n) per il caso in cui # & una potenza d’un nu-
mero primo. ‘

Sia n=p", p essendo un numero primo. Se §
d non ¢ divisibile per p, e 0 2% <p", la con-
gruenza :
) 25—
ci da per ogni valore arbltrarlo di ¥ uno ed un solo {
valore di 8 non negativo e minore di p"; ¢ quindi,
poicheé i valori possibili incongruenti di y seno p”,
a due dati valori di «, ¢ corrispondono p” coppie
di valori v, 3. Se « ¢ divisibile per p, § non pud
esserlo, e allora per ogni 8 arbitrario si ha un
solo valore di v, quindi anche in questo caso p’
coppie di valori v, 3. Dunque ad ogni coppia di
valori 2, { minori di p” e non ambidue divisibili
per p corrispondono p” coppie di valori ¥, d tali
da rendere soddisfatta la (4). Calcoliamo 11 numero
delle coppie possibili «, @ I valori di « minori di
p" e non divisibili per p, che sono p"—p,
possono accoppiarsi con qualunque valore di  mi-
nore di p", sicché danno luogo a p"(p"—p™")
coppie; invece i valori di o divisibili per p, che
sono p™~*, possono accoppiarsi coi valori di ¢ non

divisibili per p, formando p"~'(p"—p"™") coppie.
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[n tutto il numero delle coppie ¢ dunque :
1 r r—1 2r I
@ +rE =) =p"(1— 5 )

e il numero delle soluzioni della (4) & per conse-

guenza :
P (1 — }I—) .

Si ha pertanto :

) 20(0) =" (1 — p)
Se quindi:
n=prp} ... by,

segue dalla (3):

=)o) - (=)

Pel caso di p=12, r =1 invece di 2p(p") .
deve scriversi nella (5) ¢ (p").

Si ottiene dalla (5):
L(2)=6, p(3)=12, p(4)=24, p(5)=¢60,
sicche i gruppi [, e [, coincidono per n = 2,
3, 4, 5- Al contrario per n>> § essi non posso-
no coincidere, giacché I, & un sottogruppo di
U d’indice finito mentre I}, & un sottogruppo
d’indice infinito (v. art. 98). :

107. Supponiamo che n possa scomporsi in
due fattori primi tra loro n_, n:

n=mnn,;

sard :
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() =z2p(n)2n(n).

Date due sostituzioni omogenee qualunque

P, Q, il gruppo G, considerato nell’art. prec.
contiene una ed una sola sostituzione S tale che:

=P (modn,), S= Q (modn).

Prendiamo per P successivamente tutte le so-
stituzioni del gruppo G, € faccamo Q=1;
otterremo per S un sistema di 2 (#,) sostituzioni

omogenee incongruenti tra loro rispetto ad # e
tutte congruenti ad I rispetto ad #,. Questo si-
stema ¢ manifestamente un gruppo, che non dif-
ferisce sostan.zmlmente dal gruppo _qum) , € quindi
pud denotarsi con questo stesso simbolo. Dunque
G,, contiene come sottogruppo G’*“"r." E.facﬂe
vedere che questo ¢ un sottogruppo invariante;
infatti, se S ¢ una sua sostituzione qualunque e
T una sostituzione qualunque del gruppo, si ha:

IT7'ST=T"T=1 (modun,).
Parimenti G,,,, contiene come sottogruppo
invariante G.p, . Di pit le sostituzioni dei due
sottogruppi sono permutabili. Infatti, se S, , S, sono
sostituzioni qualunque di G, G, , sicche:
S, =1 (modn), S,=1 (modn),
ne segue:

S5 = S, (mod n), S, (modn),
' ( Sz (mOd nz)? Sz (mOd nz)’
donde S,5,=3S,S,. Si possono quindi applicare
al gruppo G le considerazioni dell’art. 14, le

S, =

2pu(n)



IL GRUPPO MODULARE E I SUOI SOTTOGRUPPL 223

quali danno il modo di costruire i sottogruppi di
G, quando si conoscono quelli di,Gm(m) AT
La ricerca diretta dei sottogruppi del gruppo G,
pud pertanto limitarsi al caso in cui # €& una po-
tenza d’'un numero primo.

Noi perd tratteremo soltanto un caso ancora
pit semplice, quello in cui #» & un numero primo.

108. Dobbiamo premettere qualche cenno su
certi simboli introdotti da Gavrols nella teoria dei
numeri.

Se N ¢ un non resto quadratico di un mo-
dulo p, che supporremo primo, la congruenza :
¥*=N (mod p)
non ha alcuna soluzione. Con un procedimento
analogo a quello usato nella teoria degli imaginari
si introduce un nuovo simbolo ¢ definito dalla

congruenza :
¢’ = N(mod p).

Diremo appunto € un numero imaginario, €
gli aggregati della forma a -+ be, dove a, b sono
numeri interi ordinari, numeri complessi.

Due numeri complessi a 4 be, a’ -}-b'¢ si
dicono eguali se @ =o', b=1=»'. In particolare un
numero complesso @~ be ¢ nullo se a—=5b=o0.

I numeri a--be, a—be si dicono coniugaii;
se a-be=a, noi scriveremo a — be = a. Due
numeri coniugati sono eguali sempre e soltanto
se sono reali.
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Se @a=0, ne segue @ = a==o. Infatd si
ha: ‘ :
o=aa=a—F0N,

ossia :
@ =0b"N;

ma, se @ e b non sono nulli, 4> & un resto qua—
dratico, mentre 6N & un non resto, sicché la
congruenza non pud sussistere se non &€ a=b=o,
quindi ¢ =a =o.

Se @, b sono due numeri complessi, e @b==o,
dev'essere 0 @ =0 0 b==o0.

Supponiamo :

a=a-4bes£o, b=a | b'c

Dall’ipotesi del teorema segue:

' =aab
=(&’—b*N)(a'-b'e)= (a —b’N)a'++(a’—b*N)b's,
donde :

(@ —0N)a' =(a>— b N)b =o;

ma a’—b*Nz£o0, quindi ¢’ =5'==0, ossia b==o0.

Nel campo dei numeri ordinari e complessi
ogni congruenza di 2° grado (rispetto ad un mo-
dulo primo) ha due e due sole radici, eguali o di-
stinte. Infatti la congruenza:
() ax’—}—sz—{—ch (mod p)
pud scriversi :
(2)  (ax40b) _b’——ac (mod p);
ora, se b*—ac & resto di p, esistono, come &
noto, due radici reali della (2) e quindi della (1),
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se b®—ac ¢ non resto, potrd porsi, essendo d
. un certo NUMmero :

' b* —ac=d’N (mod p),

e quindi:

ax—4b=-+de (modp),
x=—bed dee (modp),

essendo ¢ il numero che soddisfa alla congruenza:
ae=1 (mod p).

Si dimostra, come pei numeri ordinari, che
una congruenza di grado m rispetto ad un modulo
primo non puo avere pin di m radici.

Sieno :

. a=atbs, a=a—bhe
due numeri complessi coniugati. Sard:

a’ =a’ + (‘l;)a”"bs-{—(*z)af’"b’s’—]—

da cui:

Pt
vt P =al L WP =a-}beN*
perche, pel teorema di FErMAT, ¢/ '=b""=1;

p—1
inoltre, essendo N non resto di p, N * =—1,

quindi:
al=a—bc=a.
Analogamente @’ =a, donde @’ = a, ¢
per conseguenza :
(3) a’ =1,
formola che costituisce la generalizzazione del teo-
rema di FERMAT.

VivanTi, 15
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Di qui segue che la congruenza :

4) x**==1 (mod p)

ha precisamente un numero di radici eguale al s
grado; infatti ad essa soddisfanno tutti i num
complessi @ - be non congruenti a zero rispe
a p, e questi sono appunto p*—1, potendo
b assumere qualunque coppia di valori meno
coppia o, 0.

Una conseguenza di questo teorema ¢ c

se g & un divisore di p*— 1, la congruenza:
xf=1 (mod p)

ha q radici. La dimostrazione & la stessa che

numeri ordinari.

Una radice @ della congruenza (4) put eve
tualmente essere radice di un’altra congruenza de
forma:

: ¥ =1 (modp),
dove r<p°—1. Si dimostra in modo ben noto ch:
se r ¢ il minimo numero per cul @'=1, p°—1 d
v’essere multiplo di 7. Si dice che il numero @ 4
partiene allesponente r; i numeri appartenenti
Pesponente p*—1 si chiamano radici primitive di

Se i numeri @, ; @, appartengono rispetiiv
mente agli espomenti v , v, primi tra loro, il n
mero @ =a, &, * appartiene all’ esponente r =1 r

* Con &' si denota, nella Teoria dei numeri, quel n
mero b che soddisfa alla congruenza:
cab=1 (modp);
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Sia, per un certo numero s, @' =1, quindi
a, =a;. Poniamo a=a;=>5. Se ¢, ¢ il mas-
simo comune divisore di 7., s e ¢, quello di r,,

s, sard:
;Ll ry S s r_z. 72 ..“_
a "=a "=1, a, "=a, =1
1 e - ) 2 - Y2 -
ossia :
1 ra
Vi=b"=1.
Ora r, ed r, sono primi tra loro, quindi lo
o T 4 L
stesso & di ?‘, ; , € perd segue dalla relazione
1 2
precedente :
b=1,
ossia :

a,=a,=1,

donde risulta che s deve essere multiplo tanto di
r, che di 7,. Dunqué il minimo valore di s per
cul @'=1¢ s=rr,. )

Qualunqgue sia il numero primo p, esistono
radici primitive di esso, anzi, pit generalmente, esi-
stono numeri appartenenti a qualsiasi esponente che
sia divisore di p* — 1.

esso esiste sempre ed ¢ determinato in modo unico rispetto -

al modulo p, quando p ¢ primo ed & non ¢ multiplo dip,
o, piti generalmente, quando @ & primo con p.

Analogamente si denota con ca~' quel numero b che

soddista alla congruenza :
ab=c (modp).
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Sia:
P r=plpr. ..,
dove p , p,, ... rappresentano fattori primi dif-
ferenti. Se ¢ & un divisore di p*— 1, sard:
1 ST RS
q_Prl zz' R
dove :

S, LT S, LT,

Poiche p’» & un divisore di p*— 1, la con-

gruenza :

=1
ha pi radici; alcune di queste devono appartencre
all’esponente pi*, giacche, in caso contrario, esse
sarebbero tutte radici della congruenza:

T =1,

Esistono dunque numeri appartenenti all’espo-
nente pir, e parimenti numeri appartenenti all’e-
sponente p;2, etc. Mediante questi, e in virtl del
teorema precedente, si possono costruire numeri
appartenenti all’esponente ¢.

Sia in particolare ¢ = p 4~ 1, e ¢ un numero
appartenente a questo esponente; le radici della
congruenza :

(s) #* =1 (modp)
saranno :
(6) Lt t, ..., 7, tr=t"",

Dalla relazione generale @ = @ trovata sopra
segue :
H=t"=t;
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d’altra parte non pud essere #¥ =1¢, giacche,in
tal caso sarebbe #/~'==1, e ¢ non apparterrebbe
all’esponente p 4 1. Ne segue che ¢ non & realz,
sicche, posto : ¢

t—c- de,
d non ¢ nullo né¢ multiplo di p. Dopo cid, dato
un numero complesso qualunque:

a—=a-}bs,
pud trovarsi un numero ordinario ! tale che sia:

ld=1b (mod p),

ed allora si ha:

a=a-+lde=(a—Ic)+4 It (modp),
sicché ogni numero complesso @ pud porsi sotto
la forma b4 ke.

Se aa==1,atuna potenza di t.— Infatti, es-
sendo @=a, si ha nel caso nostro a’*'=1,
sicché @ & una radice della congruenza (5), ¢ quindi
una delle quantitd (6).

Le sostitugioni lineari:

7 p o2l
bt a
dove @, b sono due numeri complessi legati dalla
relazione :

I

aa—bb=1 (modp),
formano un gruppo. '

Infatti, se:
g WiV
- bEi+ta
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& pn’altra sostituzione della stessa natura, sicché: |
aa —bb =1 (mod)p),

il prodotto delle due sostituzioni &: -
_laat+v )i (@b +ba)
T @a+ad )i+ WOb+a a)’

€ si ha:

(@' a-+b'B)b'b-+a’ a)—(a'b-+-b'a)bata’d)
=(aa—bb)(a'a’—b'b )=1.

La trasformata d’una sostituzione qualunque

=P(£) della forma (7) mediante la sostituzione :

Y W
est¢-
[che non appartiene al gruppo delle (7)] & una so-
stituzione &' = P (&) del gruppo G, ¢ la somma
degli elementi estremi & eguale nelle due sostituzion.
Posto infatti:
a=m-4nz, b=r-sg
si trova:

I [
A PAG)="2T8
veF D
dove:

a=m—r, f—=—n—s, y=—N(n—s), d=m-tr;

. inoltre :.

Cad—fy=1 (modp), e«4d=a-a.
Ne segue che il gruppo delle sostitugioni (7)
¢ oloedricamente isomorfo al gruppo G, . Pertanto,
per cio che riguarda questioni puramente formali
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(ciot indipendenti dalla natura delle operazioni di
cul i gruppi constano), ¢ indifferente considerare
'uno- o Paltro dei due gruppi. Noi denoteremo il
gruppo (7) con &, . ‘

109. Premesse queste nozioni, veniamo alla
ricerca dei sottogruppi del gruppo G, .

Osserviamo anzitutto che, essendo p primo,
“ si ha:

- e(p) =

Cominciamo colla ricerca dei sottogruppi ci-
clici d’ordine p.

Uno di tali sottogruppi, G,, si costruisce im-
mediatamente; esso ¢ formato, oltre che dall’iden-
titd, dalla sostituzione:

SQ=z+1 ,
e dalle sue potenze 2% 3% ..., (p — I)esima.

Per trovare altri sottogruppi ciclici, considere-

~remo anzitutto quelli che sono equivalenti a G,.

. a B I
Sla’P::( g) una sostituzione qualunque
y ,

P(P P = 1) v,

di Gy st ha (cfr. art. 91):

‘perorp . [T —TxY ro’
E (P ‘S P_( —ry? I»-l—rocy)'
Affinch¢ P sia permutabile con G,, bisogna

*) La formola non sarebbe esatta per p = 2 (v. art.
] 106); perd noi qui supponiamo p un numero primo dispari.
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che la (1) sia una certa potenza §° di S, e quindi
che sia y==o0; ed ¢ facile vedere che questa con-
dizione ¢ anche sufficiente. Ora, se y==o0, ne se-
gue 28 =1, quindi 2 pud assumere tutti i p — I
valori incongrui rispetto a p, e a ciascuno di que-
sti corrisponde un unico valore di d; § poi & ar-
bitrario, e quindi puod prendere p valori incongrui.
In tutto adunque abbiamo p(p — 1) sostituzioni
di G, permutabili c?)n G,; ma queste sono 2 a
.. L — o0 — L
2 eguali, giacche °) e ’ non so-
193 —y —3
no che una sola sostituzione; quindi il numero
delle sostituzioni diverse di G , permutabili con

P(P

P —1) . Ne segue (art 13) che il numero

del SOttOgruppl equivalenti a G,, compreso G,

P(PZZ_I):P(PZ_I) ossia p - 1.

sostituzioni di questi gruppi, meno I’identitd, sono
necessariamente tutte diverse fra loro; infatti, se
due di essi avessero comune pit: di una sostituzio-
ne, il numero delle sostituzioni comuni, ossia I’or-
dine del sottogruppo comune, dovrebbe essere un
divisore dell’ordine comune p dei due gruppi, che
d’altra parte & un numero primo. Dunque il nu-
mero totale delle sostituzioni contenute nei p-1
sottogruppi equivalenti ¢ (p 1) (p — 1), ossia
p* — 1, oltre identita.

stesso, ¢
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Se si indica in generale con ¢ la semisomma
del primo e dell’ultimo elemento d’una sostituzione,
risulta dalla (1) che per le sostituzioni dei sotto-
gruppi considerati si ha ¢ = 1. Naturalmente pud
anche scriversi ¢ — — 1, glacché ¢ lecito cambiare
il segno di tutti gli elementi d’una sostituzione.
Possiamo dire quindi che per le sostituzioni del sot-
togruppo G, e dei suoi equivalenti si ha ¢* = 1.

110. Determiniamo i sottogruppi ciclici d’or-

dine b
2

Se a4 & una radice primitiva di p nel senso
ordinario, la sostituzione del gruppo G,

N
p

T . — I R
genera un gruppo ciclico G ,_, d’ordine s in-

2

RVE<‘Z 0—1)7
0o a

e a"s%= 1 1 per r<L——~, mentre :

fatti si ha:

p-1 p—1

e’ =) =41, -

sicche la prima potenza di R che sia =1 ¢ la

— I .
-€siuma.
2

Si trova (art. 26):
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(0 P (A 0T — )

¥Wa —a)  ada—pPya’

Affinch¢ questa sostituzione sia una potenza §

di R, dev’essere anzitutto, quando =% e v3 non 1
sieno ambidue nulli:

r

a —a =o,
ossia 4*" =1, che ¢ impossibile per » p-
I, p

Dunque si ha «f =0, y8 =0, cio¢ uno dei due
casi seguenti:
f=y=0, ad=1;
a=8=0, Bfy=—1.
Corrispondentemente si ha:

: a0 0 v
P—_—(O 1—‘)’ P=—_(_ °, O).

La prima di queste ¢ una potenza di R; in-
fattiy poiché 1, 4,4, ..., a?~* & un sistema com-
pleto di resti rispetto a p, qualunque sia «, esiste
un esponente s tale che a’=a. La seconda ¢ una so-
stituzione d’ordine 2; e di tali sostituzioni ve n’han-

b4

—1 ., . o
no £——, ciot la metd del numero dei valori di-

versi € non =0 che pud assumere «. Dunque
"G,_, & permutabile, oltre che colle proprie sosti-

2

I e e ey e .
sostituzioni d’ordine 2; in tutto

tuzioni, con

con p — 1 sostituzioni. Ne segue che il numero
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dei sottogruppi equivalenti a G, p—x» COMPIESO que-

sto stesso, & P(%_‘I); (p—1), stia @

Si pud dimostrare che questi sottogruppi non
hanno due a due altra operazione comune che I'i-
dentitd. Sieno R , R, le operazioni generatrici di
due dei sottogruppi ciclici considerati, ed abbiano

uesti una operazione comune, sicché sia:
q P )
Ri ja— RI )
[
Potra scriversi:
Ri=R,=R'R,R,=R'RR,,
sicche¢ la R, ¢ permutabile col primo dei due sotto-
gruppi, mentre essa non appartiene a questo, né,
er ¢ d’ordine 2 *, cid che ¢ impossibile.
’ > P
I numero totale delle sostituzioni diverse

dei w sottogruppi & dunque, oltre I'identitd,

p<p+x>p—s, P DG—3)
2 4
Per ciascuna di queste sostituzioni si ha [V.

formola (1)]:

ﬁi

ar _'_ a—-r
2 )

* Per p =5 il sottogruppo G,_, e i suoi equivalenti
— ,
sono d’ordine 2, e percid non possono avere altra sosti-

tuzione comune che lidentita.



236 IL GRUPPO MODULARE E I SUOI SOTTOGRUPPI

) ai’_a——VZ
C—I=\—7DF)

che pud scriversi genericamente:
> — 1 =R,
R indicando un resto quadratico di p.
111. Determiniamo ora i sottogruppi ciclici

P_+

quindi :

d’ordine . Il processo & analogo a quello

dell’art. prec., colla sostituzione di ¢ ad a.
La sostituzione del gruppo G

“=lov) bty

genera un sottogruppo G,., d’ordine n-
N

, _(to
K "(o t“’)’

e ¥ %41 per r<1—)—j_——, mentre : \

»ip) :
fatti si ha:

p+x p—H
t’ =" =41,

sicché la prima potenza di R che sia =1 ¢ la

(p—%— )-esima. Se:

P:(‘ff),
. b a

si ha:
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aat’ —bbt™ — ab(t’ —t™")
ab(t’ —t™") aat” —bbt’ :l

Perché questa sostituzione sia una potenza di
R, dev'essere anzitutto, quando né @ né b sia
nullo: '

(1) P R’P_=_|:

t —t " =o0,

ossia t*" ==1, che ¢ impossibile per r

P
<
Dunque dev’essere 0 b=0 0 @==0. Nel primo
caso si ha @a = 1, quindi (art. 108) @ & una po-
tenza di ¢, sicche, posto @ = ¢, si ha:
t o
P= =F
M

ossia P appartiene a G,,,. Nel secondo caso si
2

habb=—1, e la:

=)=t

¢ un’operazione di periodo 2. Di tali operazioni

S
ve whanno 2 —,2- , cioé la metd del numero delle
soluzioni della congruenza bb = — 1, numero che

¢ appunto p + 1 *. Dunque @,,, ¢ permutabile,

,®) Se & & una soluzione di questa congruenza, tutte e
sole le soluzioni di essa sono:
k, kt, kt*, ..., kt?;
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ptrg,
2

oltre che colle proprie sostituzioni, con

stituzioni d’ordine 2; in tutto con p -} 1 sostitu-
zioni. Ne segue che il numero dei sottogruppi e-

qulvalentl a GPH, ossia a GPH, COMPIESo qUEStO -

p(p D). (popr) osia LO=2.

gruppo stesso, &

Si pud dimostrare come prima che due qua-
lunque di questi sottogruppi non hanno alcuna so-
stituzione comune oltre I'identitd. Ne segue che il
numero totale delle sostituzioni differenti contenute

ei 2 (p — )sottogrupp1 considerati &, oltre Ilden-

tlté p(p I)P—I, i @

, 0ssia

Per clascuna dl queste sostituzioni si ha [v.

formola (1)]:
t -t

2

62 . I : t?’ I t—Y)Z
B —f ’ .

infatti, detta &’ un’altra soluzione, dalle:
kk=—1, KE=—1

G

i

)

quindi:

' segue:
KEYFEE)=1,
quindi (art. 108) Kk~ = ¢, ossia K = kts.

3
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Ora ¢ — ¢ & la differenza di due numeri
coniugati, e quindi ¢ eguale al prodotto di un nu-
mero ordinario per &: '

t—t =l¢;
ne segue: '

r I3
58 —1=—2¢&*=—N,

4 4
o pit semplicemente, indicando con N il non re-

sto —l»-N:
4
¢°’— 1 =N,

formola che vale anche per le sostituzioni di G,.,,

2

e dei suoi equivalenti, giacche¢ (art. 108) ¢ ha lo
stesso valore per le sostituzioni corrispondenti dei
due gruppi G.‘—W), Guip - o
112. Poiché ¢ — 1 =o0 per le sostituzioni

dei gruppi ciclici d’ordine p, & un resto di p di-
verso da zero per quelle dei gruppi ciclici d’ordine

b : ! , € un non resto di p per quelle dei gruppi ci-

clici d’ordine‘b—j—z—l, i gruppi delle tre specie non

possono avere sostituzioni comuni oltre Iidentitd.
Ne segue che il numero totale delle sostituzioni
in essi contenute ¢, compresa lidentitd:

»I_,._(Pz_l)_l_P(p—l—Ii(P_s)__I;P(p:I)z:p(Pz—I).

2
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Questi gruppi presi insieme contengono dunque
tutte le sostituzioni di G,,,, € perd G, non con- '~
tiene altri sottogruppi ciclici oltre quelli trovati e
i loro sottogruppi.

La formazione di questi ultimi non presenta
alcuna difficolta.

Anzitutto G, e i suoi equivalenti non ne con-
tengono alcuno, essendo p primo.

Quanto a G,_, o ad uno dei suoi equivalenti,

p_

, o . I
se ¢ & un divisore di , R* genererd un sot-

p—1
2t

togruppo ciclico di ‘ordine

; € lo stesso pud

dirsi di G,,, e dei suoi equivalenti.
In particolare, secondoché p==+1 (mod 3) *,

P_

ossia secondoche il numero o il numero

pot
2

suoi equivalenti conterranno ciascuno un sottogrup-
po ciclico d’ordine 3. Il numero dei sottogruppi

NEDN
Py 3

¢ divisibile per 3, il sottogruppo G,-, € i

ciclici d’ordine 3 di G, & dunque

oiche ogni gruppo ciclico d’ordine 3 contiene 2
P gnt grupp 3

* Lasciamo da parte il caso p = 3, a cui corrisponde
il gruppo tetraedrico, gia studiato in tutti i suoi particolari.
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sostituzioni d’ordine 3, il numero delle sostituzioni
2 : : 1
d’ordine 3 di G, ¢ p(p £ 1)

Consideriamo 1l caso del segno superiore. Ogni -

o . a o
sostituzione di G,_, ha la forma _,); per-
p 1 O a r

. ;
ché essasia d’ordine 3 dev’essere #’=T"1 (mod p),
ossia @’ 4+ 1 =0 (mod p), che pud scriversi:
(@ £ )@ Fa 1)
= +1)d (@ +a F.1)=0 (mod p).
Ora i fattori 4’y a" 4 1 non possono essere
== 0, quindi:
a’ a7 =41 (modp),
ossia 26=-+ 1 (mod p). — Parimenti nell’altro
r
caso, perche la sostituzione (Z 2_,) di @,,, sia

d’ordine 3 dev’essere #"== T 1 (mod p), donde
come prima #'-t7'=—1 (mod p), ossia 206=—+"1
(mod p). — Il risultato, che vale anche per la cor-
rispondente sostituzione di G, (v. art. 108, 111);
si estende immediatamente a tutte le sostituzioni
dordine 3 di G,,, considerando che — come si
vede facilmente — esse appartengono a sottogruppi
equivalenti (d’ordine 3) di sottogruppi equivalenti

. F1 T
(d’ordme ‘t%), e quindi (art. 26) ¢ ha per
esse lo stesso valore. — Questa relazione 26 =41

(mod p) & caratteristica per le sostituzioni di G, ,,
d’ordine 3. Infatti dalla:

VivanTti. 16
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ad+a =41
segue, elevando al cubo:

a4 3(art+a)==11,

ossia: .

@'+ a7 £ 2=o0,
od ancora: .

"+ 1420 =0,
donde:

=TI
ed analogamente si puo ragionare per l'altro caso.

Cost pure, secondoche p=-+t1 (mod 4), 0s-
sia secondoche 2! 3 of +— ¢ pari, Gp==_x con-

tiene un sottogruppo c1c11co d’ordine 2. Il nume-

ro dei sottogruppi ciclici d’ordine 2 di G, & dun-

e N%'—tl) , € tale & anche il numero delle sosti-

tuzioni d’ordine 2. — Nel caso del segno superiore,

\ .. a o . ST
perche la sostituzione ) di G,_, sia d'or-
o a’ 2

dine 2, dev’essere ¢"= — 1 (glacche, se fosse
@ =} 1, dovrebbe essere ¢’ =a"=+1, sic-
che la sostituzione considerata sarebbe lidentitd),
ossia 4"~ a"=0, od ancora ¢ =0; e lo stesso
nell’altro caso. La relazione & caratteristica per le
sostituzioni d’ordine 2, giacch¢ dalla:

a +a"=o0

si deduce reciprocamente 4*" = — 1.
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113. Passiamo alla costruzione dei sottogruppi
non ciclici di G,,,.

Anzitutto consideriamo il gruppo massimo in
cui il sottogruppo G, gia studiato (art. 109) &
contenuto come sottogruppo invariante. Esso, co-

sy \ . —1I ' .
me si & veduto, & d’ordme‘i&;—g e consta di

e )
... o [ .
sostituzioni della forma (o ‘_,) dove § & arbi-
29

trario ed o & soggetto alla sola condizione di non
essere == 0. Presa una'tra esse per cui f=o0 e
« ¢ radice primitiva di p, questa genera il gruppo

ciclico G,_, (art. 110), e insieme a questo sono
2

contenuti in GM_,) isuoi p—1equivalenti S G,_, S,
2

. 2
che sono tutti diversi (giacche, come & facile veri-
ficare, G,_, ed S non sono permutabili). Oltre a

p—1
2

p—I

2

e ai

G,, a questi p gruppi ciclici d’ordine

sottogruppi in essi contenuti, G, , non contiene

- .
altri sottogruppi ciclici; infatti il numero delle so-
stituzioni diverse comprese nei gruppi accennati &:
p—1 _r@—1)
-0+ p[ETE 1] =02,
ossia & eguale al numero totale delle sostituzioni

di Gy -

2
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Il sottogruppo Gy ,_,, non essendo — per la
2

sua stessa definizione — permutabile che colle pro-
prie sostituzioni, fa parte di un sistema di

QIGEDFIED N

sottogruppt equwfmle.n'n di G,,). Questi sottogruppi
diconsi emimetaciclici.

Se t & un divisore di 2 I, dal sottogruppo

cicico G,_, (art. 112) possiamo ottenere come
o
testé un sottogruppo non ciclico G,,_, di G,

23
I sottogruppi ora costruiti sono i soli conte-
nenti un sottogruppo ciclico d’ordine p. Per di-
mostrare questo, basta far vedere che i soli sotto-
gruppi di G, contenenti G, sono G ,_,equal-

2

p(p)*

che suo sottogruppo. .
Supponiamo che sia G, un sottogruppo di

diverso da G,,_, e non contenuto in esso,
2

G

w(p)

e contenente G,. Il gr}Jprf) G, conterrd almeno
. o L s
una sostituzione QE( y ) ineu v 5 0, quindi,
v
poiche S appartiene a G, e percid a G,, appar-
terrd pure a G, la sostituzione :

(1—8)y—T (1—ay— — I O
,S o “Q‘*(Y I)’




R

i
o
g
2
v
?

)
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e cosi la sostituzione:

L 10
Q[ =5 . I x ]
e infine la sostituzione:
_ 01
SO7 IS = )—_—- T.
Q — 10
Dunque G, contiene S e T, e percid deve
coincidere con Gw).

114. Consideriamo ora il gruppo délle sosti-.

tuzioni di G, permutabili con G,_,. Esso con-

2

sta delle sostituzioni di G,_, ed inoltre di altre

p—1
2

2

sostituzioni d’ordine 2; ed & manifesto che

le p — 1 sostituzioni formano un gruppo diedrico.

p+1)
2
tutti equivalenti. Analogamente, partendo da G,

si_trovano B—(PZ;I) gruppi diedrici equivalenti

d’ordine p - 1. N
La ricerca dei sottogruppi contenuti in questi
gruppi diedrici non presenta alcuna difficolta.
Noi dobbiamo fissare particolarmente la no-
stra attenzione sui loro sottogruppi trirettangoli.
Sia dapprima p = 1(mod 4). In questo ca-
so il gruppo diedrico G,_, contiene l'operazione

Di tali gruppi ve n’hanno , ed essi sono
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=t '

R * che & di ordine 2; inoltre, il poligono a cui

si riduce il poliedro avendo un numero pari

P—T . .

— di lati, i suoi assi di simmetria sono due
N . p—1 . .

a due ortogonali, sicché abbiamo 7 coppie di

assi di simmetria ortogonali (assi equatoriali) for-
manti ciascuna una terna ortogonale coll’asse della
" rotazione R (asse polare). Le due rotazioni di ampiez-

za ™ aventi per assi due assi ortogonali e la rotazione
p—1
R * formano dunque, insieme all’identitd, un grup-

p__

po trirettangolo, e di tali gruppi ne abbiamo , L

p—1
4

¢ dispari, per-

Essi sono tutti equivalenti se

ché ognuna delle coppie di assi test¢ considerate
consta d’'una mediana e d’una diagonale del poli-

p—1

gono, mentre, se ¢ pari; metd delle coppie

consta di due mediane e metd di due diagonali,
sicché i gruppi trirettangoli si dividono in due si-
p—1
8
Il sottogruppo G,_

stemi di

gruppi equivalenti.

. appartiene ad un sistema

di ‘ilg‘b—j_—l) sottogruppi equivalenti, quindi in tutto

si hanno ‘E:P(P—jﬂ) sottogruppi trirettangoli.
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Ma ¢& evidente che ciascuno di questi figura ripe-
tuto tre volte, perché ciascuno degli assi delle sue
tre rotazioni funziona a sua wolta come asse po-
lare. Quindi il numero dei sottogruppi trirettangoli

di G ép——(‘pz~1>;
24

lenti o si dividono in due sistemi di sottogruppi

equivalenti secondoché p =75 o p==1(mod 8).
Sia invece p=— 1(mod 4). Con un ragio-

namento del tutto analogo si trova che il numero

1ptip(p—1)

3 4 2 7

, € che essi formano uno

w(p) ed essi sono tutti equiva-

dei sottogruppi trirettangoli ¢

P’ —1)
24

ossia ancora

o due sistemi di sottogruppi equivalenti secondo-

cht p=3 o p==7(mod8).
2" —1) —I)

sottogruppi trirettangoli, i quali formano uno o
due sistemi di sottogruppi equivalenti secondoché
p=23 o0 p=-+ 1(mod8).

Potrebbe supporsi che nel caso p=-1-1 (mod 8),
pur non essendo equivalenti tra loro tutti i sotto-
gruppi trlrettangoh di G,_, odi GP+ , essi, consi-
derati come sottogruppi e wipy SIENO equ1valent1
Vogliamo dimostrare che cib non ¢ possibile.

PP —1)
24

Riassumendo, si hanno in tutti i casi 4=’

Supposti i sottogruppi trirettangoli
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tutti equivalenti, ciascuno di essi (art. 13) & per-

. | I | .

mutabile con pp ) :P (@ ) — 12 sostitu-
.y . 2 24 L
zioni formanti un certo gruppo G,,, di cui il

gruppo trirettangolo considerato G, ¢ un sotto-
gruppo invariante. Supponiamo che G, sia uno
dei gruppi trirettangoli contenuti nel gruppo ci-
clico Gp;l; le sostituzioni di G4 saranno :
) 2L
1, R*, P, PR*,
P essendo una certa sostituzione d’ordine 2. Ora,
se p =1 1(mod 8), posto«
Lia
R?* =Y,
il gruppo diedrico d’ordine 8:
1, Y, Y, Y, P, PY, PY’, PV’
consta di sostituzioni permutabili con G,, quindi
esso deve essere contenuto in G,,, cio che ¢ im-
possibile.
Si ¢ veduto che le sostituzioni d’ordine 2 di

p(pE1)

sono f~-—"-~ e che R, e quindi ogni al-

) 2
pFr

tra di tali sostituzioni, entra in*—— sottogruppi

trirettangoli. Osservando pertanto che ogni “gruppo
trirettangolo contiene 3 sostituzioni d’ordine 2, il
numero totale dei gruppi trirettangoli risulta :
— 2
1pFipetn _ pP'—1)
. = —Z
3 4 2. 24
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cio¢ eguale a quello gid trovato. Ne segue che
oltre i sottogruppi trirettangoli considerati non ve
ne sono altri. '

115. Abbiamo notato poc’anzi che, quando i

2
2 —1) @24— ) sottogruppi trirettangoli sono equiva-
lenti tra loro [cio¢ quando p = =+ 3(mod 8)], uno
di tali sottogruppi G, & permutabile con 12 so-
stituzioni ; il gruppo G,, formato da queste con-
tiene G, come sottogruppo invariante. Sienp I,
X, X, X3 le sostituzioni di G,; quelle di G
potranno scriversi cosi :
I, X, X,, X,
Z, ZX, ZX, ZX,
z,, Z,X, Z,X,, Z,X.

Poiche G, ¢ sottogruppo invariante di G,
si conclude con un ragionamento gia fatto (art.
84) che G, si riduce, a meno di sostituzioni di
G,, ad un gruppo G, diordine 3, necessariamente
ciclico. Indicando dunque con =2 la congruenza
a meno di sostituzioni di G,, avremo:

; ; )
Lewliew1, LieaZ,

12

ossia :
Zi=1 o ZL=X,
donde in ogni caso:
Zf =1,
sicche G, contiene una sostituzione Z* di ordine 3,
Poniamo :
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Li=7Z, L;=7Z.
Invece che nella tabella precedente, le sostitu-
zioni di G, potranno disporsi in quella che se-
gue :

I, X, X, X,

Z, ZX, ZX, Z X

Z Z X, Z X, Z X
Si ha:

(£, XYeoe1, (ZX)e2r1, (4 X)e~=Z,
qumdl -
ZX)y=1 o (ZX)y=X,

donde in ogni caso:

[(ZX)P=1

Ma:

(Zg X1)2 = Z4‘Xk ’
quindi :
- (Z,X)y=1.

Questa relazione pud anche scriversi un po’
diversamente ; infatti Z X, , elemento della terza
linea della tabella, ¢ eguale al prodotto di una
delle X, per es. X,, per Z,, sicché pud anche scri-
versi:

X Z)y=1
Dealle :
Li=1, Xi=1, (X, Z)y=1
segue (art. 104) che il gruppo G,, & sostanzial-
mente identico 2 Gi,;, ciot che esso ¢un gruppo
tetraedrico.
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Poiché ogni gruppo tetraedrico contiene un
solo sottogruppo trirettangolo invariante, il numero
L P — 1)
(9 24
~ Essi sono tutti equivalenti, né esistono oltre ad
essi altri sottogruppi tetraedrici (giaccheé non esi-

stono altri sottogruppi trirettangoli).
116. Se p-=+ 1(mod 8), un gruppo triret-
P — 1)
48

dei sottogruppi tetraedrici di G,

tangolo G, appartiene ad un sistema di

sottogruppi equivalenti, quindi & permutabile con
2 2
—1 —1 o
p(p ) P & ) —24 sostituzioni; il grup-
2 48
po G,, da esse formato contiene G, come sotto-
p=s
gruppo invariante. Sieno 1, X, =R ", X,, X le
sostituzioni di G,; ¢ noto che X X, =X, inol-
tre si ¢ osservato (art. 114) che le sostituzioni -
permutabili con G, :

L, Y, Y, ¥,
X, VX, VX=X, VX,=YX,
1 Pf_‘
dove Y =X =R ?®, formano un gruppo die-

drico G, di cui G, ¢ sottogruppo invariante. Poi-
che¢ G, & sottogruppo di G,,, si trova nel modo
solito che G, deve contenere una sostituzione Z
di ordine 3; questa, combinata con G,, dd un sot-
+ togruppo tetracdrico G,, di G,, . Ora G contie-
ne altri 2 sottogruppi analoghl a Gy, i quali si
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costruirebbero prendendo, invece di Y, ¥, = X’

I

o Y, =X, quindi contiene 9 sostituzioni d’or-
dine 2, e cioé:

X;X,X,VX, YX,VX,V.X,YX, 6 VX, ]|

D’altra parte, se Z,(i=1, 2, ..., 8) sono
le 8 sostituzioni d’ordine 3 di G,,, non tutti i
prodotti Z, Y* possono essere d’ordine diverso da
2, giacche, se cid fosse, resterebbero al pit 7 so-
stituzioni d’ordine 2, mentre sappiamo che esse
sono 9. Indichiamo con Z, Y, = W uno dei pro-
dotti ¢onsiderati d’ordine 2, siccheé:

Z,=WY;

dalle relazioni :
' Vi=m1, W=1, (WY)y=1
segue (art. 104) che G,, coincide con G, ciod
¢ un gruppo ottaedrico.

I gruppi ottaedrici sono , € si di-

P —1)
24

vidono in due sistemi di sottogruppi equivalenti;
oltre ad essi non esistono altri sottogruppi ottae-
drici. :

I sottogruppi emimetaciclici; diedrici, tetrae-
drici ed ottaedrici ora trovati non conducono a
sottogruppi pit ampi, essendo permutabili soltanto
colle proprie sostituzioni.

117. Ci proponiamo ora di ricercare se il
gruppo G, ., contenga sottogruppi icosaedrici. Per-

k
,



IL GRUPPO MODULARE E I SUOL SOTTOGRUPPL. 253

che cid sia possibile essendo p> 5 (per p=735
. Z_I
G

essere multiplo di 5, cio¢ deviessere p==-+1

“(mod 10).
Sia dapprima p = 1(mod 10). Allora G,_,

wp ¢ lo stesso gruppo icosaedrico), deve 2

p—1
contiene 4 sostituzioni d’ordine 5, e ¢iot H=R ",
H*, H’, H* Inoltre puo trovarsi in G, unaso-
stituzione Z d’ordine 2 tale che ZH sia d’ordine
3. Poniamo infatti:

_(*B p—1_ .
Z:(.Y 8)’ 10’

avremo

= )= (2 B
vy 3/ \oa ya 3a)

Se Z & d’ordine 2 ¢ ZH d’ordine 3, sard
(art. 112):

a+3=0, 22" +da =1 (modp) *
quindi :

a(a"—a)=1 (mod p),

relazione che determina 2, non potendo essere
4 —a " =0 senza che la H si riduca alP’identitd.
Si ha poi:

0

by=—1423=—1—0a" (mod)p),

*) E inutile scrivere al secondo membro + 1, giacche
noi possiamo fissare ad arbitrio il segno di =.
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quindi :
by(@ —aY=—@ —a’y —*(ad —a)
=—(@—a")Y—1=—[a"+a"—1]

Quest’ultima espressione non pud essere == o,
giacche, se cio fosse, si avrebbe :

a4 a =1 (modp),
e quindi (art. 112) H* sarebbe d’ordine 3. Dun-
que la precedente relazione ci dd, per ogni valore
arbitrario di ¢ non divisibile per p, un corrispon-
dente valore di y, e perd possiamo determinare
p — 1 sostituzioni Z tali che:

Z'=1, (ZHy=1.

Da queste relazioni e dalla I’ = 1 segue (arti-
colo 104) che il sottogruppo di G, generato
dalle H, Z coincide con G, ossia & icosaedrico.

Poiche G,_, contiene 4 sostituzioni d’ordine

2

5, € per ciascuna di queste si possono determinare
p — 1 sostituzioni corrispondenti d’ordine 2, si ot-
tengono 4(p — 1) sottogruppi icosaedrici; e, te-
nuto conto che G, , fa parte d’un sistema di

2

‘PQL;'—_—Q sottogruppi equivalenti, si conclude che
il numero totale dei sottogruppi icosaedrici di G,
& 4(p— I)W, ossia 2p(p*— 1)

Alla medesima conclusione si giunge nel caso

di p=-—1 (mod 10).
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Perd questi sottogruppi non sono tutti diversi;
il numero dei sottogruppi differenti si ottiene di-
videndo 2p(p* — 1) per il numero delle coppie
di sostituzioni analoghe ad H, Z contenute in un
gruppo icosaedrico. Vogliamo determinare questo
numero.

Sia S la nota sostituzione modulare, che, con-
siderata come appartenente al gruppo icosaedrico

Gy, = G,,, ¢ dordine 5, e Z= (T g) una so-

stituzione d’ordine 2 del gruppo stesso tale che
ZS sia dordine 3. Poiche:
zs_:_(Y ‘;) ((1) i) (“J” Pt )(modg),
dev’essere (art. 112):

a408=0, aty+d=1 (mods)*;
di qui e dalla:

segue::
35—1, YT=1, b=—1—0" (mod 5),

sicché a & arbitrario, cioé pud prendere § valori
diversi, ma, fissato «, sono determinati B e 9,
mentre y & sempre == I.

Dunque alla sostituzione S corrispondono § so-
stituzioni Z, e lo stesso evidentemente puo dirsi di
ognuna delle 24 sostituzioni d’ordine 5 contenute

") V. la nota precedente.
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in G, . Pertanto il numero cercato & §3<24=—120,
e il numero dei sottogruppi icosaedrici differenti
di G . P (P T— 1)
Voun © — 60 -

Come dimostreremo fra poco, G, non am-
mette alcun sottogruppo contenente un sottogrup-
po icosaedrico. Ne segue che un sottogruppo ico-
saedrico di G, ,, ¢ permutabile soltanto colle pro-
prie sostituzioni, e quindi appartiene ad un siste-
ma di:

PP =1 P

120
2
o . . —1
sottogruppi equivalenti. Dunque i ZL@—F) sot-
togruppi icosaedrici si dividono in due sistemi di

2
—_1 . . s :
f—(p——zo—) sottogruppi equivalenti, sistemi che per
1

brevitd indichiamo con A e B.
Poiche il numero dei sottogruppi icosaedrici

di G, ¢ ﬁl’%j) e quello dei sottogruppi

2

. —1I .y .
tetraedrici & £—%———), e poiche (art. 67) ogni
gruppo icosaedrico contiene § gruppi tetraedrici,
il numero dei sottogruppi icosaedrici contenenti un

medesimo sottogruppo tetraedrico ¢:

2 2
=D P =D
60 24

ciot 2.

;
:
;
|
;
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Ricordando inoltre che i 5 sottogruppi tetraedri-
ci d’un gruppo icosaedrico sono equivalenti, e che i

P(P P’ —1)
sottogruppi tetraedrici di G,

, sono tutti
equlvalenu o si scindono in due sistemi di sotto-

gruppi equivalenti secondoch¢ p=-+30p=+1

(mod 8), ne risulta che nel primo caso tutti i
P —1)

24 C :
rare in ambi i sistemi 4 e B, mentre nel secondo

PP —1)
48

p@"—1)
8

icosaedrici in cui ¢ contenuto un medesimo sotto-
gruppo tetraedrico non sono equivalenti se p==-t73,
lo sono invece se p==—+ 1 (mod 8).

118. Dimostreremo ora che G,, non am-
mette altri sottogruppi oltre quelli trovati.

Poiché i sottogruppi contenenti un gruppo
ciclico d’ordine p.furono gii completamente deter-
minati (art. 113), possiamo limitarci a considerare
un sottogruppo G, -non contenente alcun sotto-

gruppo ciclico d’ordine p, sicché ¢ dovra essere

p—r
2

sottogruppi tetraedrici dovranno figu-

D figureranno nel sistema 4 e i rimanenti

nel sistema B. Quindi i due sottogruppi

un divisore di . Si & veduto che i soli sot-
togruppi ciclici d’ordine diverso da p sono quelli
. . . I . . .

il cul ordine & B—t’—— o un divisore d’uno di que-

VivanTi. 17
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sti due numeri. Se quindi si denota con G,, un’

sottogruppo ciclico di G, avente la proprietd, che
non esiste alcun altro sottogruppo ciclico di G, il

p—1

quale lo contenga, r sard un divisore di “——
2

. 1 . .
o di Pt e G,, sara il massimo sottogruppo co-
2

’ . . . .
mune a G, ea G-, . Lesostituzioni di G, permuta-
2

bili con Gy, SON0, cOmE si & trovato, quelle del grup-
2

po stesso, e inoltre P4 + sostituzioni d’ordine due,

che si ottengono molt1phcando una di esse per le so-
stituzioni di Gpr- A seconda quindi che Gq con-

tiene o no una di tali sostituzioni, la quale sia per-
mutabile con G,,, le sostituzioni di G, permutabili
con G, saranno 27, oppure r, . In generale indi-
chiamo con ¢ 7 il numero di tali sostituzioni, po-
tendo o, avere i valori 1 e 2; G,, appartiene ad

un sistema di _Q; sottogruppi equivalenti, i quali,

I)q

I l

resi insieme, contengono, oltre I'identita, o,
P ) g

sostituzioni diverse. :

Se oltre a queste G, contiene altre sostitu-
zioni, cerchiamo nell’insieme di queste (a cui ag-
giungeremo l’identitd) un sottogruppo G,, analogo
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a G, , e cosl continuiamo sino ad aver esaurite
le sostituzioni di G,. Avremo cosi scomposto G,
in pit sistemi di sottogruppi equivalenti rispettiva-
mente a G,,, G,,, ..., G»,, € potremo concludere:

& (i —1)¢g

=1 :
g=1-+42 F——,

t==1 1 1

ossia:

(0 g= _""Tlr—_l -
' ig; o7

Un’altra relazione, affatto evidente, ¢&:

(2) g\ o1, G=1, 3, ..., X),
giacche, se G, deve contenere 6,7, sostituzioni per-
mutabili con G,,, il suo ordine non puod essere
inferiore a q,7,.

Finalmente una terza relazione si ottiene come
segue. Sieno G,,, G,, d’ordine dispari, e denotia-
mo con X,, X, le loro sostituzioni generatrici. I
sottogruppi:

X G X, (5=0,1,..., 7,—1)
sono tutti diversi tra loro; infatti G,, ¢ permuta-
bile, oltre che colle proprie sostituzioni, soltanto
con altre sostituzioni d’ordine pari, e tale non pud
essere X,, che appartiene ad un gruppo G,, d’or-
dine dispari. Parimenti sono tutti diversi i sot-
togruppi:

X GpX, (G=o,1,...,7,—1);

ed & superfluo osservare anche che essi non posso-
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no avere elementi comuni coi precedenti. Ora i
primi sottogruppi contengono in tutto, oltre I'iden- -
titd, 7, (r, — 1) sostituzioni, e i secondi ne con- |
tengono 7, (r, — 1); quindi si ha, per ogni coppia
di numeri r,, r, ambidue dispari:
. I 1471 (r,— 1)+ 7r,(r,— 1),

ossia: -
€)) g2, —r,—rn+ 1L

119. Lo studio delle relazioni (1), (2), (3)
dellart. prec. ci condurrd al risultato voluto.

Anzitutto, siccome i coeflicienti 6, hanno il
valore 1 0 2, si ha:

r,—1. 7, —1 I

i

_— == ’
61, 27; 4

quindi, dovendo il denominatore del secondo mem-
bro della (1) essere positivo, si ha % £ 3, ossia
A=1, 2, 3. Distinguiamo i tre casi.
Sia dapprima A = 1. Le (1), (2) divengono:
I G 1’
7‘-—1 T e, —r 1’ 107,
6.7,

q:

I__

donde segue:
erl _rx + I é I’,
ossia:
(6, — D7, Lo,
quindi ¢, —1.00, e per conseguenza ¢,=1, g=r,.
Sia ora A=2. La (1) diviene:
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I
r,—1 r,—1I’

q =
2
cl r! Gz 1’2

Per ¢, = ¢, =2 si ha:
1 27,7

1= *r—]—r<27—cr’

r —1I v, —1
27, 27,

che ¢ in contraddizione colla (2).
Per 6, =2, 6,= 1 si ha:
I 2
q - prswmn 9
r —1 r,—1I 1 2
I — — 2 —+——1
rI rl

27, r

donde segue che dev’essere:
FFi>e

Poiche r >1, dev essere 7 ,<4, quindi 7,=2
or,=3. Ser,=2, r pud essere qualunque e
rlsulta g=27,. Se r,= 3, risulta necessariamente
r, =2, indi ¢ =12.

In ambi i casi la (2) & soddisfatta. Quanto
alla (3), non v’ha luogo di applicarla, essendo u-
na delle » pari.

Infine per 6, —6,=—1 si ha:

. I . I

7= ; =

r,— 1 — 1 1 I
1— -1 — -2 —t——1
r 7 r

I 2
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I 1
Y + —>1,
rl rz .
relazione che non pud sussistere, essendo 7, X\ 2,
7'2 é 2.

Sia finalmente A = 3, e quindi:

. I
q—l_rl—l_rz—l_rg—x'
.7, 6,7, 6,7,
Per 6, =6, =6 _=—2 si ha:
. I
7= r,—1 r,—I r;—1I
- 2r,  2r,  ar,

I I I ’
e +-— P
1 7, 5
ossia:
I I I . 2
e +—F—=1+—
1 rz r; q
che coincide colla (2) dell’art. 37. Le soluzioni di
essa sono, come si & ivi trovato:

r,==2, r,=2, r qualunque, 4 =27

r,=2, r,=3, 1 =3, g=12;
rx:27 72:3, 73:4, 9‘:24;
=2, 1,=3, T,=F5, g = 60.

E facile verificare che la (2) & sempre sod-
disfatta. Invece la (3) non & soddisfatta per h=z2,
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k=13 e per la 2* soluzione; quindi questa & da
escludersi.
Per 6, =¢6,=2, 6, =1 si ha:
I
r,o—1 r,—1 1;—1

1 2 2

27, 27, 7,

q:

I

T I I ;
EIAE T

ma: :

I I I I I I
T -
2r, " o2r, U1, = 4 4 2

quindi ¢ risulterebbe infinito o negativo.

Per 6, =2, 6,=0¢ =1 si ha:
J
I

3

i

: g =

LTl =1 —
27, 7, 7
— I .
T + 1 + I 3’
YL r 2
~ ma
S +I+I 3 1_,_1_,_; 3
27, o1, r 2 = 4 2 2 2
I
=——<0

sicche risulterebbe ¢ <Co.

Infine per 6, =6, — o,=1 si ha:



264 IL GRUPPO MODULARE E I SUOI SOTTOGRUPPI.

q:
Ll =1 71—
7, r, 1'3
— I .
B ¢ I I ’
T+r_+r__2
b 2 3
ma:
I I I I
Tt 2L 2= <o,
7, o, r = 2 2

quindi ¢ risulterebbe negativo.

Riassumendo, le soluzioni del sistema consi-
derato sono le seguenti:

a) A\=1; 6, =1; r, qualunque; ¢ =r_.

b) A=2; 6 =2, 6,=1; r qualunque, r,—2;
g=2r,.

) \=2; 6,=2, 6,=1I; r—2, r,=3; ¢=I2.

d) )\:3, 61:‘62:6;:2; v, =2, 1’2:2,
7, qualunque; g =27.

e) k=3, 6, =0, =0¢ =2 r, =2, 7,=3,
;=45 4=24.

f)r=3; G, ==6,==06 =2; 1, =2, r,=3,
r,=5; qg=60.

120. Vediamo il significato di queste soluzioni.

La 2) rappresenta evidentemente dei gruppi
ciclici.

Le b), d) rappresentano dei gruppi diedrici,

7

la prima per —g— dispari, la seconda per - pari.
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Irifatti nel primo caso i sottogruppi di 2° ordine
sono tutti equivalenti, e sono permutabili ciascuno
soltanto colle proprie sostituzioni (¢, = 1); nel se-
condo si scindono in due sistemi di sottogruppi
equivalenti, e ciascuno ¢ permutabile, oltreche colle
proprie sostituzioni, con altre due (5, =2, ¢, =2),
cio¢, passando alle rotazioni, con quella di ordine
2 intorno all’asse polare, e con quella di ordine 2
intorno all’asse equatoriale perpendicolare al pro-
prio asse. S

La ¢) rappresenta un gruppo tetraedrico. In-
fatti il gruppo definito dalla ¢) contiene un sotto-
gruppo di ordine 3 permutabile solo colle proprie
sostituzioni (r, =3, 5, =1), quindi facente parte
d’un sistema di =4 sottogruppi equivalenti. Que-
sti sottogruppi contengono in tutto 8 sostituzioni
di ordine 3; le 3 che rimangono oltre I'identitd
sono d’ordine 2(r, =2) e permutabili tra loro
(6, = 2), e formano quindi coll'identitd un grup-
po trirettangolo, il quale, essendo unico, & neces-
sariamente invariante. Ne segue (cfr. art. 115) che
il gruppo considerato & tetraedrico.

La e) rappresenta un gruppo ottaedrico. Il

gruppo da essa definito contiene anzitutto O_L =3

33
sottogruppi ciclici di ordine 4 equivalenti G,, G,
G). Se Y, Y', Y sono le loro sostituzioni gene-
ratrici, sard:
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1 ' ' " ” ”
"6, Y=6G,, Y'G,Y=Gj,
oppure:
1 ’ — " —1 " —_— '
Y6 Y=G,, Y'G Y=0G,
quindi in tutti i casi:
—2 ’ 2 ____ !’ — " 2 ”
Y GY=G, Y’'GY'=CGC], ’ 1
e percio, tenuto conto che la trasformata d’una
sostituzione & dello stesso ordine della sostituzione
primitiva :
—2 72 2 —2 "2 2 ”2
yYyry=Yy? Y?rY*Y'=Y
Analogamente sara:
YI——Z YHZ Y'Z — YI'Z
Il gruppo pertanto contiene 3 sostituzioni di
ordine 2 permutabili fra loro, cioe Y?, Y™, Y%
queste, insieme all’identitd, formano un sottogrup-
po trirettangolo. Di pit, siccome 1 sottogruppi G,,
ormano un sistema completo di sottogrup-
G, G f t pleto d grup
pl equivalenti, le Y?, Y, Y sono equivalenti sol-
tanto fra loro, e perd il sottogruppo trirettangolo
a cul esse appartengono ¢ invariante. Di qui si
deduce (cfr. art. 116) che il gruppo considerato &
ottaedrico. ,
Finalmente la f) rappresenta un gruppo ico- - 4
saedrico.
Il gruppo G,, definito dalla f) contiene

9 _ ; i (6 —o. r —0o). 4 —
a_m G, equivalenti (¢, =2, 7 =2), 0_272_10 G,
equivalenti (¢, = 2, 7, = 3), =60, equivé-

G.r,
33
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lenti (5, =2, r, =75). Sieno X, X,, ..., X
le 15 sostituzioni di ordine 2, e sia ¥ una sosti-
tuzione di ordine 3. Consideriamo uno dei pro-
dotti X,Y, e supponiamo dapprima che esso
rappresenti una sostituzione d’ordine 2. Posto

X.V=X,,da cul Y=X7X,=X.X,, le tre
relazioni:
Xi=1, Xi=1, (X, XY=

mostrano che (art. 104) le X;, X,, o, cid che
¢ lo stesso, le X,, Y, generano un gruppo die-
drico G, d’ordine 6. Ora, essendo &, =2, ogni
sottogruppo G, & contenuto come sottogruppo in-
variante in un sottogruppo diedrico G, di G, ,e
perd G, contiene 10 sottograppi diedrici d’ordi-
ne 6; questi sottogruppi contengono complessiva-
mente 20 sostituzioni d’ordine 3, e poiché nel
gruppo G, vi sono appunto 20 sostituzioni d’ot-
dine 3, pud concludersi che ognuna di tali sosti-
tuzioni figura in un solo G,. D’altra parte ogni
G, contiene 3 sostituzioni d’ordine 2, quindi per
ogni sostituzione Y d’ordine 3 vi sono 3 prodotti
X, Y dordine 2.

Sia invece X;Y d’ordine 3; essendo allora:

V=1 Xi=I1, (X YyV=1,

le Y, X, generano (art. 104) un gruppo tetrae-
drico. Poiché ogni G, ¢ permutabile con altre 2
sostituzioni di ordine 2 (6, =2), 1 15 G, si di-
videranno in 5 terne le sostituzioni di ciascuna
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delle quali saranno tra loro permutabili, sicche si @&

avranno § gruppi trirettangoli, e conseguentemente
5 gruppi tetraedrici. Questi contengono in tutto
40 sostituzioni d’ordine 3, e quindi, poiché le so-
stituzioni di questo ordine sono 20, ciascuna di

esse figurerd in due gruppi tetraedrici. D’altra parte - §

ogni gruppo tetraedrico contiene 3 operazioni d’or-
dine 2; quindi per ogni sostituzione Y d’ordine 3
vi sono 6 prodotti X, Y d’ordine 3.

Necessariamente ‘i rimanenti 6 prodotti X, ¥
saranno d’ordine §. Indicando con Z uno di tali
prodotti, siccht Z=X,Y, Y=X7"Z=X,Z, se-
gue dalle relazioni:

=1, Xi=1, (X, Zy=1,
che le Z, X,, ossia le X Y, generano un grup-
po icosaedrico.

Dunque il nostro G, contiene un sottogrup-
po icosaedrico. Ma poiche esso & d’ordine 60, de-
ve essere esso stesso icosaedrico. '

Si pud concludere pertanto che, oltre i sotto-
gruppi emimetaciclici, diedrici, tetraedrici, ottaedrici
ed icosaedrici, non ne esistono altri.

E poiché nessuno dei sottogruppi trovati ¢ in-
variante, si pud anche concludere che, nel caso in

cut p & un numero primo, G, & un gruppo sem-
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Forme e funzioni poliedriche e modulari.

121. Una forma algebrica binaria si dice in-
variante rispetto ad una sostituzione lineare omo-
genea, se per effetto di quella sostituzione non
varia o varia soltanto per un fattore costante; nel
primo di questi due casi si dice anzi assolutamente
invariante. Una forma dicesi invariante rispetto ad
un gruppo di sostituzioni lineari omogenee, se lo
¢ rispetto a tutte le sostituzioni del gruppo.

Evidentemente una forma & invariante. rispetto
ad una sostitugione sempre ¢ soltanto se le sue ra-
dici per effetto di questa restano immutate o si scam-
biano fra loro. Ne segue che una forma & inva-
riante rispetto ad un gruppo finito di sostitugions
omogenee G, sempre e soltanto se ba per radici uno
0 pin sistemi di punti omologhi rispetto al corri-
spondente gruppo di sostituzioni non omogenee G,.

Diconsi forme invarianti fondamentali relative
ad un gruppo omogeneo G, o al corrispondente
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gruppo non omogeneo G, quelle le cui radici co-

stituiscono un unico sistema di punti omologhi.
Ogni forma invariante ¢ un prodotto di forme
fondamentali, e le forme fondamentali sono di
grado n (art. 80). Tra esse ve ne sono due per
i gruppi ciclici, tre per i gruppi poliedrici, che sono

potenze v-esime di forme di grado —; esse so-
. Y.

i
no quelle le cui radici sono nodi della rete, e si
distinguono col nome di forme fondamentali sem-
plici.

Per costruire per ciascun gruppo finito il tipo
pitt generale delle forme fondamentali, noi ci var-
remo dell’osservazione seguente. Una forma fon-
damentale & pienamente determinata quando ¢ data
una sua radice, quindi lespressione piu generale
d’una forma fondamentale deve contenere un solo
parametro indeterminato. Cid premesso, noi co-
struiremo per ogni gruppo le forme fondamentali
semplici, e col mezzo di queste cercheremo di ot-
tenere una forma invariante di grado » in cui fi-
guri un parametro arbitrario; questa sard la pid
generale forma fondamentale relativa al gruppo
considerato.

122. L’applicazione delle cose dette ai gruppi
ciclici & semplicissima.

In questo caso abbiamo due sistemi di nodi
costituiti ciascuno da un solo nodo n-plo; i due

E:
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nodi stanno, P'uno nell’origine, I'altro all’infinito,

Z

sicché, designando con (3., z,) il punto -, essi

sono rappresentati da (1, o), (o, 1). Quizndi le
due forme semplici sono :
¢ =F=3, &, =F=z.
Indichiamo con @, F] le stesse forme @, F,
in cui in luogo diz,, z, sia scritto 7/, ., sicche:
W= Fr =77, = Fr =g
Applicando le sostituzioni (art. 71):
bmi i
G=ett, 5L=¢ "% (=0n.,m—)
del gruppo ciclico omogeneo, troviamo :
¢ =F'=(—1)g=(—1)¢,=(—1)F],
@ =F=(—1t=(—1)®,=(—1)F].
Posto quindi :

(@) F=%F +)\F,
si avrd, qualunque sia 7
F =(—1)'F.

Dunque la (1), che & una forma invariante
contenente un parametro, rappresenta la piu gene-
rale forma fondamentale pel gruppo ciclico consi-
derato.

123. Riguardo ai gruppi poliedrici devono
farsi alcune considerazioni.

Dato un gruppo poliedrico, i nodi della rete
relativa si scindono in 3 sistemi di punti omolo-

VivanTi 18
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]
:

ghi, e corrispondentemente si possono costruire 3
- v v v ‘
forme semplici F}', F)z, F), dove F,, F,, F,

. . n n on
denotano forme dei gradi rt et ot Se, co-

1 2 3

me avviene effettivamente in tutti i casi che con-
sidereremo, il fattore di cui quelle 3 forme semplici
variano per ogni singola sostituzione del gruppo
¢ lo stesso per tutte le 3 forme, 'espressione :
F=3\Fi+2\F2++20Fp

sara una forma invariante fondamentale, qualun-
que sieno i valori di A, A,, A . D’altra parte noi
sappiamo che la pit generale forma fondamentale
non contiene che un solo parametro; ne segue
che le F}:, F}2, F’5 non possono essere linear-
mente indipendenti, ossia che tra esse deve aver
luogo una relazione lineare omogenea a coefficient
costanti :
() wFrpFifpPr=o.

Supposta verificata questa relazione, la F si
riduce a:

F= f (v — N p ) E 4oy — W) F]
’ —F, 2\ F
che dipende da un solo parametro.

Noi costruiremo per ciascun gruppo poliedrico
le forme F,, F,, F, e la relazione (1). — Trove-
remo che in tutti i casi una delle tre forme ¢ il
determinante funzionale delle altre due.
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124. I nodi della rete diedrica (n = 2m) so-
no: gli m vertici del poligono equatoriale, gli m .
punti di mezzo degli archi che uniscono i vertici
successivi, € i due poli. Poiché¢ uno dei vertici del
poligono cade nel punto z = 1, e gli altri insieme
ad esso dividono l'equatore in m parti eguali, i
valori di gz corrispondenti saranno le radici dell’e-
quazione binomia : :

F—1=0.

Il secondo insieme di punti divide purein m
it}

parti eguali 'equatore, ed uno dei puntié g =¢",
quindi i valori di z corrispondenti sono le radici
della equazione :

i 7
('"-—(e'") ="+1=0.
In coordinate omogenee le due equazioni di- -
vengono:
=0, LT =0;
inoltre quella le cui rad1c1 sono i due poh della
sfera é:
2%, =O.
: Quindi le 3 forme cercate sono:
=, &=, F=7&+1), F,=zux.
Vediamo come variano queste forme per le
~ sostituzioni del gruppo diedrico (art. 71):

‘ bmi _bmi
‘a) =e"z, x=e¢ "3, :
}m i (h=0,1,..,2m—1).

b) L=ie"z,, ,=1e "%,
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Per le a) si ha: i
=;& - =D&~ ‘")*(—I)”F '{
F=&+)=30'& —)=(-1)F,

F=gg=x1=F,
qumdl

F;z-—_—_—F?, F;Z :F:’ F;m :F;";
per le b):
=5 & =1
=" - =—"(0)'F
Fi=;&"+z"
=30’ &+="(—1)F
Fo=zx1=—11=—F,
quindi : 4
Fim(—1y Fl, Fr=(—1)"F:, F=(—1)"F".
Le forme ® , ®,, ® variano dunque di

uno stesso fattore per ogni singola sostituzione 1
del gruppo, e il tipo generale delle forme fonda- |

mentali &:

F=\F 4 F,+X\F7"
= () () e
La relazione (1) dell’art. 123 diviene nel caso §
noStro : ]

P,(( _z‘) + v, (Z‘ + g )+V-;(7<xz,)"’=0- -_
Sviluppando si ha: ;
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y‘xj_y‘zﬁm_,_(_ Pq_z—l"‘z —,—‘U.’)(:” (2_}_"“ +f"2 —m—O,
donde :

l"‘li‘ 2:0’ _*_‘:':—"‘2_{_}‘,3:0,

e quindi:
b ip, T =1—101,
sicché la relazione cercata é:
F? —F+ F"’ =

Possiamo verlﬁcare che F ¢ a meno d’un
fattore costante, il determinante funzionale di F,,
F . Indicando infatti con (¢, ¢) il determinante
funzionale o jacobiano delle due funzioni di due
variabili ¢, ¢, si ha:

m (m—l m zm—l
] (F27 F;) — 2 ' 2 '
% R
m ” m
:“2*“((' —'_z-z):mFx'

125. I nodi della rete tetraedrica sono i 6
punti di mezzo degli spigoli, i 4 centri delle facce
e i 4 vertici del tetraedro sferico. I primi sono i
punti d’intersezione dei tre assi coordinati colla
sfera di raggio 1, cioé i punti:

=1, —I, 1’7_i) 0, o,
qulndl la forma relativa &: :
F =& —0)&+2)&—i)R& +1z)%%,
=2%L&—1)-
Noi la indicheremo con t.
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1 punti del secondo e del terzo insieme for- *

‘mano complessivamente 1 vertici del cubo gid pit

volte considerato in relazione al tetraedro. Le coot-

dinate di tali vertici hanno tutte (art. 63) il va-
I .

lore assoluto el e si ottengono prendendo tutte
3

le possibili combinazioni di segni. E facile poi ve-

dere che, secondo la disposizione da noi preceden-

temente adottata (v. fig. 5), i centri delle facce

(ossia 1 vertici del tetraedro polare) sono:

(=55 =iy i)
(< i )
)

CI

i vertici :

4

>

(
(
(& iR
(
(
(
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I valori corrispondenti di z si trovano me-

~ diante le formole (2) dellart. 6o. Si ottiene cosi,

K

, ¢ potendo. prendere indipendentemente l'uno

- dallaltro i valori +1 e —1:

- s0no:

Per i centri delle facce:
31 +-ei
1/ 34¢

Ici
V3—e.
Le forme F,, F, che si annullano in questi
punti sono :
F, =z +2ZV?(’C+ZZ,
F3_(1——21’1/32.11.2+12
Noi le indicheremo rispettivamente con ¢, .
Riassumendo, dunque, le tre forme semplici

F—t—”(&((ﬁ‘“ 4)’
F,=g =zt 2i/35%+,
Fi=b=g—2i/5¢2 2

Interessa avere anche le espressioni di queste
forme per mezzo delle variabili 2 , #, legate dalla

Per 1 vertici :

7=0=

~ relazione z—‘:z alla wvariabile 2 usata alla fine

- dellart. 63.2 Per la prima delle (5) di quell’arti-

“colo pud porsi:

141
= s

zﬂ (z:zz;
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=t b ),
Y2 1 _

o= —[o t2y5e s — 1],

¢ =—[at—213412, — 2],

‘alle quali formole si possono sostituire le altre:

—1

t_—_zxzz(z‘jﬁ—z;‘):—i-—:—t,
FO="

b=sf2f3uE— =g,

W=zt — 213272 — 2t =—1.

Le sostituzioni del gruppo tetraedrico sono:
Le sostituzioni del sottogruppo trirettangolo,
cio¢:
e z=iy, =i
b =iz, n=—i'3
Quelle che si ottengono da esse combinan-
dole colla sostituzione:

)  z=az,— Pz, L=ag,+Eg,

1+ I—i
(d0ve a= _2I— , b= 5 ),ocol suo qua-

g(h“_“oy I,Z, 3)‘

drato.
Per le sostituzioni @) si ha:

W= W=k, =1
quindi :
8= % (=) =%, 5, ()=t
' =Ri2i V3 =23 =,

$'=r—2i V3R =2 V3 =)
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Per le by si ha:

: =z AG=—2%%, =1
- quindi :
=R D=1 /D=,

- y=x2i V30 =2 Y 3 8=,
V=2V 3 =2 i 3 =
Per la ¢) si ha:

= 38— 57

L=t =—212,,E& —1),

r 1 2 2
11(2:7((1 +(z)’

quindi :

V=K =Lk D =
4 o =g+ 20327+ ~

' 117 e s 14
5=—+Tl/3(<?+211/3z.<,+z‘§)=— +2V3 ®
' V= — 203 g

1—iY3 = s s . 1—iY/3
%,_=—-TV3(<T—21V31,K2+@):— 134,

Pertanto si ha in tutti i casi:
=r, ¢f=0q, {P=1{.

: Dopo ci6 il tipo generale delle forme fonda-
-mentali pel gruppo tetraedrico & : ‘

F=22420 4% §5.
, La solita relazione lineare diviene nel caso
i attuale : ,
. e, - ¢ =o.
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Per determinarne i coefficienti, basta sviluppare

i vari termini del primo membro ed eguagliare a
zero i coefficienti di due termini dello sviluppo.
Si ha: : '
b @G — ) e, & 6320 )
o, & =632+ ) =o,
quindi : ‘
bt =0 g, +6iV3(e,—p)=0,
da cui:
i, g, =1203:—1: 1L
La relazione cercata ¢ ‘dunque:
12iY/38 — ¢ {3 =o;
essa diviene, nel secondo sistema di coordinate
usato:

12Y38* — @ L W —=o.
Verifichiamo che ¢ é il determinante funzio-

nale di ¢, ¢. Si ha infatti:
J .(% )=

2

4T+ 41132, 411328, + 42
40 —4iV32,0 — 41V3%2, 448
=—32iy3¢.
Pud anche osservarsi che la ¢ & Ihessiano
della ¢. Infatti:
H(p=| 20 T4V38 8if3zz,
_ 8i3z.z, 4iV30 4124
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126.' 1 nodi della rete ottaedrica sono i 12
- punti di mezzo degli spigoli, gli 8 centri delle fac-
E ce e i 6 vertici. Questi ultimi sono le radici di ?,
§ c gli 8 centri delle facce sono i vertici dei due
f tetraedri polari; quindi si ha:

3 F =t F,=¢¢=

W denotando il prodotto o¢. I puntl di mezzo
degli spigoli hanno una coordinata nulla e le altre

. I .
due di valore 4 —, sicché le loro, coordinate so-
2 .

no le seguenti, dove sié posto 171: =p:
2

(05 ¢, ), (05 - —p) (Oa Pa —e) (o '—97 9),
(s 05 8), (gy 0, —2) (— —¢) (—¢p 0, 0)
(& 2 0) (&6 —p 0) (— 97 _97 0), (— P’ P, 0).

I valori corrispondenti di z sono, 8 ed ¢ de-
notando due quantitd che possono prendere, indi-
‘pendentemente J'una dall altl a,ivalori}1 e—1:

dip

=T (T I+£P g =3p(1+¢i).

La forma di cui questi valori sono radici, e
¢ che indicheremo con y, &

— 94 ' 4 g4
F (‘f <x+p>+‘)(" (r— )4‘2)
X —e (1 + zz][z—O(I—t) ]
=(zf~347< zz—i— DEEHF D
== i —3lc+ =1

i sicche si ha, riassumendo :
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Fo=y=x"—33 0t — 33 Lo
F,=W =z 41422} +%,,

F o=t=zz&—x)-

:
La W & I’hessiano della ¢, e la 3 & il jaco- g
!
p

biano di t, W. Infatti:
3 4 4
2005 S@—= __ o

H() = -
® Is(zf—z:) —20%,%
iz, —7z L—szzx
]t W /\- 2 2 1 . 1 2
( )= 84562zt 561l 484

=—8y.

Ora & noto (e d’altronde si dimostra molto
facilmente) che, se una forma invariante rispetto
ad una sostituzione si moltiplica per effetto di que-
sta per A, il suo hessiano & pure invariante e si
moltiplica per A*; e che, se due forme invarianti si
moltiplicano rispettivamente per 4, v, il loro jaco-
biano si moltiplica per % . Basterd quindi esami-
nare come varia ¢ per effetto delle sostituzioni del
gruppo ottaedrico, per conoscere come variano # e y.

Le sostituzioni del gruppo ottaedrico sono
quelle del gruppo tetraedrico e i loro prodotti per
la sostituzione :
® =t o=tk

V2 V2

Si & veduto che le sostituzioni tetraedriche

lasciano invariata ¢; quanto alla (1), essa «¢i da:

!

L=—z, G=—z =27,

i
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* quindi : ‘

t'—=—1t ,
Ne segue, per le sostituzioni tetraedriche :
j W=w, =i
I per la sostituzione (1):
- W=W, {=—1
- si ha quindi in ogni caso:
k th=tt, Wr=W3, y"=y".
Dopo cio il tipo generale delle forme fonda-

" mentali per il gruppo ottaedrico &:

‘ =00 N

Per determmare i coefficienti’ p; della rela-

zione :
y’x X.z + lu'z W3 + {J'; t4 - 07
basta fare prima z, =1, z,=o0, poi ¥ =1,
= —1; si ha nei due casi rispettivamente:
X.ZZI? ;V’:I, #—=o0;
=0, W' =(—12), #t=—2%
quindi:
f— 3 44y —
v, =0, (—12)p, —2'u, =0,

da cui:

] 2, =T1:—1:108.
- La relazione cercata ¢ dunque:
1 — W4 108 =o.

127. I nodi della rete icosaedrica sono i 30
punti di mezzo degli spigoli, i 20 centri delle facce
e i 12 vertici. Noi calcoleremo direttamente la
forma che ha per radici questi ultimi punti; per
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ottenere le altre due, ricorreremo ad un ragiona-
mento che vale anche per il tetraedro e per lot- 3
taedro, ma di cui non abbiamo voluto servird -

prima d’ora per dare un esempio del calcolo diretto
delle nostre forme.

Sia F; la forma le cui radici sono i vertici
d’un poliedro regolare a facce triangolari (tetrae- .
dro, ottaedro od icosaedro). Il grado di questa ;
forma ¢ dato dal numero 7 dei vertici del polie-
dro. Il suo hessiano H(F,) sara quindi di grado |

2V — 4, e il jacobiano di F, e del suo hessiano,

][FS,H(F;)], sard di grado V-(2V—4)—2, "

ossia 3 7 — 6. Poiché queste forme sono covarianti,

cio¢ non variano o variano d’un fattore per quelle

sostituzioni lineari rispetto alle quali F, ¢ inva-
riante, esse devono avere per radici deisistemi di
punti omologhi. D’altra parte risulta dalle formole
dellart. 52:
n— 12
V= ——__‘6_ ,
n
F=2V— 4 = 3— < 7,
n

sicche le H(F,), J[F,, H(F,)] devono essere
forme semplici, e devono avere rispettivamente lo
stesso grado delle forme cercate F,, F . Deve
essere quindi, a meno di fattori costanti:

i
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H(F)= JIF,, HF)]=F,

Cid premesso vemamo al calcolo di F -

I vertici 1, 12 hanno le coordinate (o, o, + 1);
i valori LOI'l‘lSPOIldel‘ltl di z sono =0, z=0o.

Il ‘vertice 2 ha le coordinate (senl, o, cos ),

. ossia (art. 65) (—2—, o, %), dove 1’:1/;; i

; Valore corrispondente di z [art. 60, (2)] &:

_ 2 _r41
A=y T
Il vertice 7 ha le coordinate (—sen /,0,—cos 1),

. 2 I . .
ossia { ——, 0, — - ); il valore corrispondente
7 r

- di 7 e: .

2 r—I1
Trf1T T2

I punti del piano che rappresentano i vertici-
3, 4, 5, 6 formano con quello che rappresenta il
vertice 2 un pentagono regolare col centro nell’o-
rigine; e cosi i punti 8, 9, 10, 11 col punto 7

Quindi la forma cercata &:

F=1x[¢ —(HLTI) <[+ (57) <]

‘o

o (I (z (KIO 11 (i 10) *

" noi la indicheremo con f.

*) Si passa da questa forma a quella di KLEIN col cam-

~ biamento di variabili (cfr. nota a pag. 125):

L=, H=—1-
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Si ha:
H(f)—=| VOTRT3300G, TR 39600 —I1x? |
12,396 112;°, —3308%4—1107,3 |
=121[—;"— 2281 —494°% 2280 "],
T, H(N)
;11(1"7(1—667(?(3—(’2', i
| —207;” —34207,'3)—49402°7 "+ 1140813,
=668 — 117,20
— 11402735 — 4940%,°%] + 34202} %' — 2077 |
= 2420[1}°— 5227}° 1} — 10005 2;°7,"— 10005 7,°%3°
‘ + 52287 427}
Indicheremo le espressioni tra parentesi qua-
dre rispettivamente con ,H, 7. Abbiamo dunque:

f=2LR&— 118 —z0) ‘

H=— " — 2282 2} — 4943,z + 22807 —2°,

T=7 — 522%;°8} — 10005 2’} — 10005 3,° 3}’
+ 52222 +2°-

Il gruppo icosaedrico & generato dalle sosti-
tuzioni S, T, U legate tra loro dalla relazione:
(1) ST TS T=U. '

L’espressione delle S, U ¢:

=9z, L,=¢7%,
=R =%

E facile verificare che per queste due sosti-
tuzioni la f resta invariata. La T, essendo di or-
dine 2, o lascia invariata la f o la moltiplica per

— 1. In questo secondo caso, in virta della (1),

= I21
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anche la U moltiplicherebbe f per «—t, cid che
non ¢. Dunque anche T lascia invariata f. Di qui
si conclude che tutte le sostituzioni del gruppo i-
cosaedrico lasciano invariata f, e per conseguenza
anche He T.
Pertanto il tipo piti generale delle forme fon-
damentali per il gruppo icosaedrico &:
=3T+3H 42 f.
Per determmare i coefficienti della relazione :
o, T g, B o ff =
facciamo prima z, =1, z,=o0, poi g, =3, =1}
avremo nei due casi rispettivamente :
T=1, H=—1, f=o,
T=-—20008, H=-+-496, f==—11,
e quindi:
Pr— =0,
(— 20008)", + (& 496)'p, +(—1yp =o0
da cui:
M, == 11°: 11° : 20008 — 4963,
ossia :
; o, i, =111:1728.
La relazione cercata ¢ dunque:
T+ H 41728 =o.
128. Mediante le forme sopra ottenute nof .
possiamo in ogni singolo caso costruire una fun-
- zione, che sia il rapporto di due -forme invarianti
dello stesso grado, e che resti invariata quando si
; applichino le sostituzioni del relativo gruppo omo-

i .
: VivanTI 19
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geneo. Una tale funzione, essendo omogenea e di
grado zero rispetto a z,, z,, ¢ una funzione della
%, che resta invariata per le sostituzioni del gruppo.
non omogeneo relativo al poliedro considerato. Alle
funzioni razionali di z che restano invariate per
tutte le sostituzioni di un gruppo poliedrico noi
daremo il nome di fungioni poliedriche. Una fun-
zione poliedrica prende uno stesso valore in uno
o piu sistemi di punti ‘omologhi; se essa prende
lo stesso valore in un solo sistema di punti omo-
loghi, si dice fondamentale.

Evidentemente il grado * di una funzione fon-
damentale & eguale all’ordine del gruppo relativo,
e reciprocamente, se il grado di una funzione po-
liedrica & eguale allordine del gruppo, essa & fon-
damentale.

Di qui segue che: Se V(z) & una funzione
fondamentale, il tipo generale delle’ forme fonda-
mentali relative al gruppo stesso ¢:

V@)
4GET M

dove a, b, ¢, d sono costanti. Ed anche che: Usa
Sfunzione fondamentale & pienamente determinata

* Per grado d’una funzione razionale s’intende il mag-
giore dei gradi dei suoi due termini quando si imagini ri-
dotta alla sua pit semplice espressione.
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quando si conoscono 1 valori che essa prende in ire
punti del piano.

Noi indicheremo con Z(x) quella funzione
poliedrica la quale prende i valori 1, 0, o rispet-
tivamente nei punti di mezzo degli spigoli, nei
centri delle facce e nei vertici del poligono sferico
considerato. Naturalmente resta escluso’ da queste
considerazioni il caso dei gruppi ciclici; per questi
puo prendersi:

PR I
- Fv, — 'i— (

Pei gruppi pohedr1c1, dalle condizioni a cui &
sottoposta la Z, tenuto conto che una funzione
razionale & determinata, a meno d’un fattore co-
stante, quando se ne conoscano gh zeri e gli in-

finiti, si ha:
F

F
Z=hpy, Z—i=kgh,

h, k essendo due costanti. Mediante queste rela-
zioni la ( ) dell’art. 123 diviene :

—n++
poiche questa relazione deve sussistere identica-
mente, si ha:

.
t +H2_“O _%_'—y‘gzoy

da cu-i :

L, = 0;
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e quindi:

| I O 6 I N iy
TR TR

ossia :

Z—1:Z"1=yp, F“*‘——yzF“z-y F’.
~Si ha dunque per i gruppi c1chco, dledrlco,
tetraedrico, ottaedrico e icosaedrico rispettivamente::
=z,
s &+
T
P (z +21V3<‘+ I)
v\t — 2037 +1
_ W _ &+ 1z t1y
T 108t 108zt (xt—1)t
T 1728f
(K" —2288"—4948°F-2280—1)
17288("*—110—1)

Siccome, pel teorema d’Eviero, il numero de-
gli spigoli aumentato di 2 & eguale alla somma del
numero delle facce e di quello dei vertici, e sic-
come questi numeri sono rispettivamente i gradi

~di F,, F,, F,, cosi la forma:

F,F,
X(zx 7 Z.z) — ——F‘

I
¢ di grado 2, sicché si ha, per un noto teorema
sulle funzioni omogenee :

X({‘n Z’;):(iX(Z, I)’
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dove:
F.(x DF % 1)
X I1)=—= 2
®© D="F&n
¢ una determinata funzione razionale di z. Scri-
vendo semplicemente X in luogo di X(z,, z,), si

ha di qui:
X X
(I) Z-z — —V— , (‘ — __Zli_. .
VX 1) VX(z 1)
D’altra parte, indicando con ¢ la costante

3 sz
Z= F"
e anche, tenuto conto che il 2° membro & una
funzione omogenea di grado zero delle z,, z,:
L, JEGO”
IF,G 0P |

Pit: brevemente indichiamo con F (x) il se-

- condo membro di questa equazione, che & una
funzione razionale di z; potremo scrivere :
Z=F().

Questa equazione pud definire  come fun-
zione algebrica di Z, dopo di che le (1) defini-
scono z,, g, come funzioni algebriche di Z, X. -

129. Un problema analogo a quello testé ri-
solto pei gruppi poliedrici si presenta per il gruppo
modulare. Si tratta cioé di costruire una funzione

- trascendente uniforme di g la quale abbia la pro-

-
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prietd di riprendere uno stesso valore in punti o-
mologhi della rete modulare e soltanto in questi,
ed abbia i valori 1, 0, oo nei nodi di 1%, 2* e 3*
specie della detta rete. Una tale funzione si dird
funzione modulare principale, mentre chiameremo
in generale fungione modulare ogni funzione che
riprende lo stesso valore sempre e soltanto nei
punti tra loro omologhi rispetto ad un sottogrup-
podi T * '

La risoluzione del problema ci & fornita dalla
teoria delle funzioni ellittiche.

E noto ** che, data una coppia di periodi pri-
mitivi 27,, 27, della funzione ellittica, questa &
completamente determinata; si ha infatti:

p=r+ 3| amy—+)

dove s prende tutti i valori 2mz, - 2#7, in cui
m ed n sono numeri interi non ambidue nulli e
di segno qualunque. Sono parimenti determinati
gli invarianti g,, g della funzione ellittica; si ha

* Le funzioni analoghe pei gruppi poliedrici non han-
no alcuno speciale interesse, giacche i sottogruppi dei gruppi
poliedrici sono a loro volta gruppi ciclici o poliedrici.

**) Per questa ed altre formole relative alla teoria delle
funzioni ellittiche vedasi p. es.: WEIERSTRASS-SCHWARZ, For-
meln und Lebrsitze yum Gebrauche der elliptischen Functionen,
Gottingen 1883.
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cioe :
¢ I I
() g=62 &, g,=1403 —.
H
Mediante gli invarianti si formano il discri-

minante A e Vinvariante assoluto J, dati dalle for-
mole : ’

3

a=g—a7g;, J=4

J, essendo una funzione omogenea di grado zero

di z,, z,, & funzione del solo rapporto %—_—_(.

Altre espressioni di g,, g,, A sono:

= \'[ 1 > Pt
gz:(—{) [;‘1‘2021—_—_7],

h=1

= \[ 1 7 & bt
(£) 15+
(Z) " TTe—=r

h=1
dove: :
-3

275 ——
12

I

g3

A

T=2¢
Notiamo ancora che, a meno d’un fattore
costante, A ¢ il determinante funzionale dig,, g, .
Dalle relazioni scritte risulta:
. . — 2.453.
. J—1:]:1=27g}:gl:A
Ricordiamo che, per un celebre teorema di

e

Jacosi, il rapporto non puod essere reale. E
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e quella di

poiche la parte imaginaria di %

X5
hanno segno opposto, noi possiamo ammettere,
senza danno della generaliti, che la parte imagi-

naria di Xt sia positiva.

Ora & noto che una funzione ellittica ammette
infinite coppie di periodi primitivi, e che, se 27,
2z, € una tale coppla, qualunque altra 27/, 2(2 &
data dalle espressioni:

o2 =a.27, + B.27,,
27, =v.27, +3.23,,

dove :

(4 &r — i I;
se inoltre si sottopone anche la nuova coppia alla

condizione che la parte imaginaria di —(J—sn positi-

2

va, dev’essere : R
xd — y=-41. )

Pertanto puo dirsi che, se z,, z, & una cop-
pia di semiperiodi primitivi d’una funzione ellittica,
tutte le altre coppie di semiperiodi primitivi della
funzione stessa si ottengono applicando alla cappia
di valori z,, %, le sostituzioni del gruppo modu-
lare omogeneo. Ne segue che le funzioni ¢,, g,
e copseguentemente le A, J, non variano se alle
%,» %, si applicano le sostituzioni di quel gruppo.
E poiché esse sono funzioni omogenee (dei gradi
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— 4, — 6, —12,0)-di g, z,, noi le diremo

forme modulari assolutamente invarianti; o pit

semplicemente forme modulari. In particolare J &
una funzione di z la quale non muta quando la

z si assoggetta alle sostituzioni del gruppo modu-

lare non omogeneo; essa ¢ dunque una fungione

modulare principale.

Sisa che g,, g,, A si annullano rispettiva-

— 13

mente per = ————=, i, . Ne segue che

nei nodi di 1°, 2°, 3% specie della rete modulare la
funzione |- prende rispettivamente i valori 1, 0, .
Inoltre, poiche le (1) possono scriversi:

I
4 —
(2g2 Gom,Zn (21”{ 271)4 ’

Bg,=140Y ot

; am(2mz+2n)’
si vede che per valori di z rappresentati da punti
simmetrici rispetto all’asse imaginario tanto zlg,
che (ﬁg3 prendono valori coniugati *.

* Consideriamo infatti la somma y e po-

o (mz—l- n)t’
niamo in essa prima = x + iy, poi g = — x 4 1y; avremo
rispettivamente :

I 1
mz,n(mx+n+miy>4’ D

od anche:
Z I . Z I
oo (mx—-n--miyyt’ fm (mx—n—miy *
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Ne ‘segue che J ¢ una funzione modulare, il
cui valore si trasforma nel coniugato per la pseudo-
sostituzione 7’ = —z. Di qui si deduce che: J &
reale su tutti i lati della rete modulare.

130. Consideriamo piti generalmente una fun-
zione Z (%) che riprenda il proprio valore nei punti
omologhi d’una rete . regolare rappresentante un
gruppo di sostituzioni lineari, che abbia valori co-
niugati nei punti simmetrici rispetto ad uno qua-
lunque dei circoli della rete, e che prenda i valori
1, 0, o nei nodi di 1% 2% 3* specie. Essa sari
reale sui lati di tutti i triangoli; e, indicando per
un istante con &, b, ¢ 1 vertici di 1%, 2% 3* spe-
cie di un triangolo qualunque, sul lato a b andrd da
I a o, sul lato bcda 0 a — oo, e sul lato ac da 1
a oo; inoltre entro uno stesso triangolo la parte
imaginaria di Z(z) avra uno stesso segno, ed entro
due triangoli contigui segno opposto, sicche, per
es., il segno sara positivo ifi tutti i triangoli bianchi,
negativo in tutti quelli tratteggiati. Se rappresen-
tiamo i valori della funzione Z sopra un piano,

Ma poich¢ # prende tutti i valori positivi e negativi, noi
potremo nella seconda somma scrivere — # invece di #;
I
e si vede che &
(mx~+n—miy)t’
coniugata alla prima. Nello stesso modo si farebbe la di-
mostrazione per g; .

essa diviene allora Z
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al punti 4, b, ¢ del piano z corrisponderanno nel
piano Z i punti 1, 0, oo, ailati @b, bc, ac 1 seg-
menti I ...0, O0...—o0, I ... o dell’asse
‘reale, di pitt ad un triangolo bianco corrisponderd
l'intero semipiano ‘superiore, ad un triangolo trat-
teggiato lintero semipiano inferiore. Cid6 mostra
che in ogni bitriangolo la funzione prende tutt i
valori possibili. All'intera rete corrisponde sul piano
Z una superficie di RIEMANN ad # o ad oo fogli,
secondoché il gruppo ¢ d’ordine # o d’ordine infi-
nito. La corrispondenza tra i due piani &, come
risulta dai principii generali della teoria delle fun-
zioni, conforme, fatta eccezione pei punti di dira-
mazione I, 0, oo della superficie di Rremanw, nei
quali troviamo angoli = come corrispondenti agli
angoli vi, _::‘_, %‘— del piano z. Di qui segue che,

1 2

se z, ¢ un punto diverso dai nodi della rete, e se
Z, ¢ il valore di Z corrispondente al valore z_ di
%, si ha, k essendo una costante:
® —1,=hZ—12),
colla quale notazione vogliamo  intendere che
1—2%, € eguale a k(Z Z) a meno d1 infi-
nitesimi d’ordine superiore.

Invece per i punti a, b, ¢ si avrd:

(2 z—a—k(Z—I)“‘
(3) (—b=kZ",
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(4) x—c=kZ .

Queste formole perd non valgono se v, = o,
se cio¢ qualcuno degli angoli della rete & nullo.
Supposto, per es., v, = co, invece della seconda for-
mola si ha la seguente:

— — e—————— *
) Sl e
Noi indicheremo con z(v,, v,, v;; Z) la g
considerata come funzione di Z.

* A questa formola si pud giungere come segue.

"7 Se v, =00, il punto b sta sull’asse reale, e i due lati
del triangolo in esso concorrenti hanno la tangente comune
parallela all’asse imaginario. Sieno «, B i raggi, in gran-
dezza e segno, dei cerchi di cui fanno parte quei lati; le
equazioni dei cerchi stessi saranno:

(%=—b)? 4> —2u(x —b)=0, (x—b)* 4 y* — 28(x—b)=o0.

i cerchi si muta-

Mediante la sostituzione 7’ = — ! iz
no in due rette parallele all’asse ¥/, (le cui equazioni sono:
I , I
X == — sa Y= 28
E noto poi che un fascio di rette parallele si muta in un fa-
scio di rette concorrenti mediante una trasformazione del tipo:
= e+,
Nel caso nostro porremo :
7 — ei(P(H»q) s
p e g essendo costanti reali; infatti, se Z :Rei@, avremo :
R=etY, O@=px+q
sicche alle rette X’=cost. corrisponderanno le rette @=cost.,
ed in particolare alle due rette considerate le rette :

=2 0 =— L
O=—Zzte O=—ggte
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131. Di qui risulta un teorema importante.
Abbiansi le due funzioni z(v,, v,, v;; Z),
O : Z), e sieno v , v,, v, rispettivamente
multipli di v}, v}, v}. Se v, =0, ' lo considerere-
mo come multiplo di v, ;y tanto se v; & finito, come
se ¢ infinito. Per la 7’ esisteranno relaz1on1 ana-

loghe alle (1)«(5) dell’art prec. Ne segue:

' —z —A(z )
{—a =
kv,
’ r kl —v_f-
7 —b = v_2((—l))u2,
kv,

—d= k‘v(z—— ).
kv,

Se infine vogliamo che questi due raggi sieno le due
meta dell’asse x, dovra essere:

PR 4 . F
0—-;4"], “—-"E'{‘q;

donde :
__2maf =8
p= f—a’ 1= B—ua
Si ha dunque:
()
zZ b
da cui:
(—b=
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Se v, = oo mentre v, & finito, si ottiene:
1 13

vy € valx=b);

—b=ke

se v, = o0, v, == o0, si ottiene invece :
o b= k(z—1b)
2 —

=T=Da=bHFF

Da queste formole risulta che: Se le v, somo
rispettivamente  multiple delle v;, la 7' & fungione
uniforme della z.

Di questo teorema possiamo fare subito due
“applicazioni.

a) Le reti corrispondenti al gruppo diedrico
per m =3 ed ai gruppi tetraedrico, ottaedrico ed
“icosaedrico hanno rispettivamente i simboli : _

(232, (23 3) (34, (23 5

mentre la rete modulare ha il simbolo (2, 3, ).
Quindi : .

Se le variabili Z, z, 3’ sono legate dalle due

. relagions : .

Z=FE@), Z=J

dove F ¢ una delle quattro funzioni:
K+ ¢ ws H

47 0 VP 1088 T T1728f
e J ¢ la funzione cosi denotata nell’art. 129, 7' &
Sfunzione uniforme di z.

b) 1l triangolo fondamentale del sottogruppo
I, di T ha i suoi tre angoli nulli; quindi, se si in-
dica con A(z) una funzione avente per campo
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fondamentale una coppia di triangoli della rete T',,
la g, considerata come funzione di A, potrd scri-
versi (o0, o0, o; A). Ne segue che, qualunque
sia la funz1one (Vs ¥y, Vi3 A), £ sard funzione
uniforme di z.

2

Esistenza delle funzioni modulari.

132. Abbiamo convenuto di chiamare fungione
modulare ogni funzione invariante per un sotto-
gruppo del gruppo modulare. Possiamo ora chie-
derci se per qualunque sottogruppo di I' esistano
funzioni modulari corrispondenti.

Scopo delle considerazioni che seguono ¢ ap-
punto di dimostrare Vesistenza di funzioni modu-
lari relative a qualunque sottogruppo T, d’indice
finito s di T.

La relazione:

J=7]® :
stabilisce una rappresentazione conforme del piano
della variabile J sopra un bitriangolo della rete
modulare. Poiché J & reale sui lati della rete, alle
due metd del bitriangolo corrisponderanno rispet-
tivamente le due metd in cui il piano J ¢ diviso
dall’asse reale. Noi stabiliremo che al triangolo
bianco corrisponda il semipiano superiore, al trian-
golo tratteggiato il semipiano inferiore. La rappre-
sentazione cessa di essere conforme nei punti I,
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0, o del piano J, giacché, mentre, per es., nel punto
1 del piano J i due tratti dell’asse x fanno un an-
golo piatto, le linee corrispondenti nel piano z fan-
no un angolo di 9o°.

Agli infiniti bitriangoli della rete modulare cor-
rispondono infiniti fogli coincidenti col piano J;
e, se nel piano g si passa da uno ad un altro bi-
triangolo girando intorno ad un nodo della rete,
corrispondentemente nel piano J si andrd da uno
ad un altro dei fogli costruiti girando attorno ad
uno dei punti 1, 0, co. L’insieme dei fogli coin-
cidenti col piano J costituisce una superficie di
Riemann ad infiniti fogli, e 1, 0, oo sono i suoi
~punti di diramazione.

Abbiasi ora un sottogruppo I, d’indice finito

s, e sia C, il suo campo fondamentale. A C, cor-
risponderd un insieme R, di s fogli della superficie
di RiemaNN giacente sul piano ]. Possiamo effet-
tuare questa corrispondenza deformando un bitrian-
golo in modo da farlo coincidere coll’intero piano
J; i nodi dovranno cadere nei punti 1, 0, co.

- Siccome fra la superficie R, e la superficie
chiusaa cui si pud ridurre il campo C, (cfr. art. 83)
esiste una corrispondenza biunivoca, cosi, per un

' noto teorema, il genere delle due superﬁc1e ¢ lo
stesso.

Cid si pud anche verificare direttamente.

Per il genere della superficie chiusa C, si ¢
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trovato (art. 86):

P—I'_S"l— Z(m—-l),,

Te=]

dove 2m, ¢ i numero degh spigoli concorrenti
nell’i-esimo nodo, € ¥ ¢&'il numero dei nodi. D’al-
tra parte la teoria delle funzioni algebriche ci da
per il genere d’una superﬁcie di RiemanN:

p=r—sb o (m—1),

i= :
dove s & il numero dei fogh della superficie, m,
il numero dei fogli che si attaccano nell’i-esimo
punto di diramazione, e ¥ il numero dei punti di
diramazione. Ora il numero dei bitriangoli di C,
¢ eguale al numero dei fogli di R,, ad ogni no-
do di C, corrisponde un punto di diramazione di
R, * e ad ogni bitriangolo concorrente in un no-
do di C, corrisponde in R, un foglio che si at-
tacca ad altri fogli nel punto .di diramazione cor-
rispondente; quindi i due valori di p sono eguali.

In virtt dei teoremi d’esistenza di Riemaww,
esistono funzioni di J uniformi sopra la R Sla
y una di queste, e sia:

(1) f@&, D=0

* I soli punti di diramazione della R, sono i punti 1,
0, oo; perd, se dei fogli che si uniscono in uno di questi.
punti b, formano un ciclo, 4, un secondo, ..., kb, un r-esimo,
il punto si considera' come un insieme di » punti di dirama-
zione diversi degli ordini rispettivi b, ~—1, b, — 1,.., b, —1.

VivanTi. 20
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la relazione algebrica che lega y a J. Poiche lay
prende un unico valore in ciascun punto della R,
e poiche R e C, si corrispondono punto a punto,
si pud dire che y prende un unico valore in cia-
scun punto di C,. Di piu, siccome ogni punto di
R, corrisponde ad infiniti punti del piano z, e cioe

" a tutti i punti omologhi ad un stesso punto di C,

rispetto a I', pud dirsi che y, come funzione di
%, riprende lo stesso valore nei punti omologhi ri-

spetto a C,. In altre parole la y ¢ una funzione

modulare relativa al sottogruppo T,. Dunque: Dato
un sottogruppo T, d’indice finito s di T, esistono
Sfunzioni modulari relative al sottogruppo ; esse sono

| legate a ] da relazioni algebriche.

Ogni altra funzione modulare relativa a T, ¢
una funzione uniforme sulla R , e quindi & una
funzione razionale di y, J.

E facile vedere. che le varie radici della (1)
sono funzioni modulari relative ed altrettanti sot-
togruppi equivalenti a T, e quindi rappresentati
dalla rete C,. Sieno 1, S, S,y cery S, 1 sim-
boli degli s bitriangoli della rete modulare che com-
pongono il campo C,; i valori della y in s punti
omologhi rispetto a T del campo C,, ossia in s
punti sovrapposti della R, saranno:

Y=y, »@Q=y[5®] -,

@) =55 ()

Ora, se P ¢ una sostituzione qualunque di
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T,, si ha:
y[PR]=5-

Se in questa relazione invece di z si pone
S, (z), si ha: :
(3 VS P@I=y[5.@] =5

D’altra parte le (2) possono scriversi:

| Y [T @] =y()s
ponendo S, P(%) invece di z, si ha:
y:[SPST@1=y[S: P,
e quindi, per la (3):
y.[S: PS7 (R)] = 3: (0-

Ciot la y,(3) ¢ una funzione modulare rela-
tiva al sottogruppo S,T,ST" equivalente a T,.

133. Tratteniamoci particolarmente sul caso
in cui T', & un sottogruppo invariante. Allora tutte
le radici della (1) sono funzioni modulari appar-
tenenti al sottogruppo T,, e quindi sono funzioni
razionali di una di esse e di J:
(I) 'yi:f‘\‘i(y’ ]) (i=1,2,...,s—1)

La (1) pud considerarsi come una trasformazio-

ne della R, in s¢ stessa, per la quale il punto
(y, J) si muta nel punto (y,, J). E chiaro che le
trasformazioni (1), insieme all’identitd, formano un
gruppo, il quale, in sostanza, coincide col gruppo
G, delle trasformazioni della superficie chiusa C,
in sé stessa (v. art. 83).

Esaminiamo ora i vari casi possibili.

a) Se p=o0, la R, pud farsi corrispondere
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punto a punto ad un piano #, e le y, J possono
esprimersi razionalmente per u: '
y=E(), J=F(u)

La u & essa stessa una funzione modulare del
sottogruppo ‘considerato, e 1’equazione:

) J= F(u)
non ¢ altro che la (1) dell’art. prec. nella forma
speciale che prende nel caso considerato; essa pud
anche porsi sotto la forma:

J—1:]:1= (w4 (w1 (w),
dove ¢ (u), ¥ (), y (#) sono tre funzioni razionali
legate dalla relazione:

2 (1) = (1) — 7. ()

Le radici della (2) possono tutte esprimersi
razionalmente mediante una qualunque di esse e me-
diante J; ma J & funzione razionale di #, quindi
pud dirsi che tutte le radici possono esprimersi
razionalmente mediante una qualunque di esse. Ne
segue che qualunque radice dev’essere funzione li-
neare di qualunque altra; per es.:

u — %t + &
RS X

b) Sia in secondo Iuogo p=1, cioé la R, sia
ellittica. Allora possiamo prendere due funzioni u,
v regolari sulla R, legate dalla relazione:

) v* = p(u),
dove p(u) ¢ un polinomio di 3° grado; mediante
queste si esprimeranno razionalmente tutte le fun-

(=1,2,..., s—1)
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zioni regolari sulla R, sicché, posto:
WS, =, v[S,Q]="2@)

si avrd:
(3) w,=H,(u, v), v,=K(u, v),
H,, K, essendo simboli di funzioni razionali. Se
le u, v si considerano come le coordinate dei punti
d’una cubica, le (3) rappresentano un gruppo di
trasformazioni razionali di questa curva in s¢ stessa.

¢) Sia ora p>>2, e la R, non sia iperellittica.
Designiamo con Q,(y, /)(h=1, 2, ..., p) un
sistema di funzioni aggiunte d’ordine #— 3 linear-
mente indipendenti; esse daranno origine ad un
sistema di integrali abeliani di 1° specie linear-
mente indipendenti:

— (20 ),
I, = af( ]) (h=1,2,..., p)
S 9y
Se in I, invece di y poniamo y,, I, si muta
in un altro integrale:

I9 — Q, (yn ])
’ 0f(yi» N )
S 9y

L’insieme dei valori che prende 7, negli s
punti della R, in cui / ha uno stesso valore, coin-
cide coll’insieme di quelli che prende I} nei punti
medesimi; quindi, poiché I, ¢ sempre finito, lo &
anche I} In altre parole, I’ & un integrale di
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1* specie, e quindi Q,(y;, /) ¢ una funzione ag-
giunta di ordine n—3. Ne segue che Q,(y;, J) ¢é
funzione lineare di Q (y, /), Q,(y, J); - Q. N
st ha cioé:

Q()’;,]):“ Q(}’,])+ ‘l"“mQ(y’])

D 0,0 D= 20,0, N+ =+, 0,01 1)
(z_I, 2, i, §—1I),

Le Q,(y, D(h=1, ..., p) sono p funzioni
modulari linearmente indipendenti relative al sot-
togruppo considerato, e le (4) rappresentano la
trasformazione che esse subiscono quando si passa
da y ad y,, cioé quando alla 7 si applica la sosti-
tuzione S;. Quindi le trasformazioni (4), insieme
all’identitd, costituiscono un gruppo, che é oloedri-
camente isomorfo al gruppo G,.

Il gruppo delle trasformazioni (4) ammette una
notevole interpretazione geometrica. E noto che si
chiama curva normale di NoETHER la curva dello
spazio a p— 1 dimensioni i cui punti hanno per
coordinate omogenee Q,(y, /), ..., Q,(» J)-
Cio posto, le (4) rappresentano una collineazione
in cui la curva normale si trasforma in sé stessa;
e possiamo dire quindi che il gruppo G, coinci-
de in sostanza col gruppo delle collineazioni che tra-
sformano in sé stessa la curva normale di NOETHER.

d) Le considerazioni precedenti non valgono
pit quando, essendo p X\ 2, la R, ¢ iperellittica
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(ci6 che avviene sempre se p=—2). In questo caso -
alla R, si pud sostituire un’altra superficie di Rie-
MANN R a due fogli e con 2p+1 0 2p42
punti di diramazione; in altre parole, si possono
scegliere due funzioni u, v regolari sulla R, e le-
gate da una relazione della. forma:

v =p(u), |
dove # & un polinomio di grado 2p~+1 0 2p-42.
Allora qualunque funzione w regolare sulla R, ha
la forma: :

_2 (u) + vu(u)

(s) v() )
“dove (), p.(u), v(%) sono polinomi in # primi
tra loro. '

Indichiamo con u(%) la # considerata come
funzione di z, e. poniamo:

u[$; (0] = u®)

Poich¢ » prende ciascun valore due volte sulla

R,, lo stesso potrd dirsi di u,, sicché, posto per

la (5):
IRYOERTIO

ST
la funzione:
M)+ v (1) — 1,9(1)
dovrd per ogni valore di #; annullarsi in due punti
della R ; ma, poiché la v prende lo stesso valore.
in 2p~41 0 in 2p-4 2 punti, e in ogni caso in’
pit di 2 punti, dovrd mancare il termine in v, ed
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inoltre, per la natura gid menzionata di , dovran-

no A(u) e v(u) essere lineari. Concludendo dun-

que, la #; & una funzione lineare fratta della u:
‘ Loy uF9, 8 .

Sl domanda ora se le uw, u,..., u_, sono
o no tutte diverse, cioé se le sostituzioni lineari (6)
formano, insieme all’identitd, un gruppo d’ordine
s o d’ordine <s.

Osserviamo che (art. 98), se p > 1, 1> 6,
sicche nella rete che si considera intorno ad ogni
nodo di 3* specie stanno pit di 6 bitriangoli.
Ne segue che l'operazione S, considerata come
appartenente a G,, ¢ d’ordine maggiore di 6. Ora
i soli gruppi finiti di sostituzioni contenenti ope-
razioni d’ordine >> 6 sono certi gruppi ciclici e die-
drici; ma, d’altra parte, i soli gruppi ciclici e die-
drici appartenenti al tipo G, sono quelli corrispon-
denti ai simboli (2, 1, 2), (2, 3, 2), (1, 3, 3) .
(art. 98), e questi non contengono sostituzioni
di ordine 6. Ne segue che il gruppo delle (6) non
puo essere G, e quindi che le u, u,, ..., u
non sono tutte diverse.

Esiste dunque una trasformazione non identica
di C, in s stesso, cui corrisponde la trasforma-
zione di # in s& stessa, cioé uno scambio dei due
fogli della R, tra loro; e, come si comprende, nes-
sun’altra trasformazione pud esistere che abbia la

S—1
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stessa proprietd. Ne segue che ordine -del grup-
po delle (6) ¢ % Combinando questo gruppo

G, colla sostituzione v' = — v 'si ottiene il grup-

po G,. . , :
Il gruppo G, ¢& di genere zero, perche, pren-

dendo u ogni valore una sola volta sulla rieman-
niana corrispondente, questa pud ridursi ad un
_piano.

Il poligono generatore di [', ¢ linsieme dei

2 .
bitriangoli di C, che, nella trasformazione di C, in
R, e poscia in R, vanno a costituire un foglio della
R.. 1l sottogruppo I', ¢ invariante, perche, ¢ssendo
2

le , funzioni razionali di u, esse appartengono
tutte allo stesso gruppo. :
Siccome poi il numero dei bitriangoli che stan-
no intorno ad un nodo di 3* specie nella superficie
C, ¢ > 6, cosi per C, si avrd n> 3, siccheé do-
2

vrd essere n =4 o n=73. Corrispondentemente
. 5 s
si ha — =24, — = 60.

2 b 7

Dunque i soli casi possibili, se la R, & iperel-
littica, sono s =48, 120, # =28, 10. La formola
(2) dell’art. 98, in cui deve porsi z in luogo di r,
ci di poi nei due casi p=12 ¢ p=3.
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134. Stabilita Uesistenza delle funzioni modu-
lari per qualunque sottogruppo, dobbiamo passare
alla costruzione della loro espressione effettiva in
alcuni casi semplici.:

Si sa dalla teoria delle funzioni elhttlche che,
se 2%, 27, € 2%, 2%, sono due coppie d1 pe-
riodi primitivi, si ha:

(1) s(uiz), ) =0z, 3,),
inoltre, m_ , m, indicando due numeri interi qua-
lunque: :

(2

dove:

o(u+ 2m 7, +2m,2)

— (_.I)"”1"‘2"‘”'x"'"’232(’”1"\1'“”1"12‘(“‘*”‘1’(x"‘"‘zlz) cu,

n; 7 ; (i=1, 2).
Trale z, elen ha luogo la nota relazione:

T

(3) Zx."z_(znl‘:T,

nell’ipotesi gia fatta che la parte imaginaria di & 4

sia positiva.
Facciamo in particolare, n essendo un nume-
ro intero:
’ !
4) e
e nella (1) poniamo: .

2% 2% .
U= n - n +2Z.2’

avremo, per la (2):
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2z, 1
'(c“;_l (17(2>:G( ;i 17(2)
2
(S) :G(%‘——f-z{z (17 z:)
() (2 '
Jr(5ee) ( 8 z,z)

Ora, tenuto conto che:
’
771 - nl + n 7]2 )

gm =& +nz,)(s, +nn)
:z-l.nx—I_n(zxnz_i—Zznx)—'—nz{znz’
e per la (3):
nwi

(l'n =z —’—271(1] +n LM, —T7

si ha:

da cui:

23, . _2zm,  2%,m,  mI .
2712(—71——}—(2)—}—1:1_ e e + 7 1;:.
Ne segue, per la (5):

’
. 2Ny
——54 2( ’ %”u_ 2 (
n2 0_( n'(,,(z — e L4 IZ[ Z.g .

. . 1 i Ll ami ,
Se n & pari, e —e & una radice
dell’unitd d’ordine 2#; invece, se # & dispari, po-

. +1 .
Lt 4 P—— 271

ston=2p—+1,sihae” =e" | cheeéu-
na radice dell’unitd d’indice # al massimo. Puo dirsi
dunque che per la sostituzione (4), ossia S", la
‘funzione:

n+1
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SR

ey,
n? 1
e ¢ ( n ‘ Z.; Y z.z )
si moltiplica per una radice #n-esima o 2n-esima

dell’unitd secondoché #~ & dispari o pari.
Poniamo ora:

R \ ghk(MRn )=

2 |+2 2 — (l+ (2

O )G(u_zbzr’lz—zk(,
6, (0]%,5 %)=

Z.;’ Z.z)’
_:d(}:’nl+kn2)(h(l+k(_z)

(7) (—e " . (2_;7_1_::_2_1@&2 )z,, zz)

\ == cbk ((n {2)7
ed applichiamo alle z,, z, la sostituzione omo-

genea:

‘ x @\ __f(an++1 bn \__
(8)1/:_(7,8)_( . dnJrI):__x (mod n),
indicando con ¢j, # cid che diviene o,, u per que-
sta sostituzione. Osservando che:
W =an, +@n,=(an+ )n +bnn,,
n,=yn, +8n, =cun, + (dn+ 1),
e ponendo per brevitd: :
ha+ke=1L, bhb--hkd=M,
b, +kn,=mn, bz, +kz,=3
L"'II+M"32=H, L{l—}-M{z:Z,
si ha dalla (6), tenuto conto della (1):
n 7 X
c;kuzez(ﬂ+7)(u Z—T)c(u—zz—zzj{x, (z).

n
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Qra, per la (2):

(u_zz_z_()

n
-—2 u—-—g E

—(— I)LM+L+M "( z c(u 2()’

e per la .(6):

2% LS

22 -\
clyu——Y)—e¢ G U5

n /

quindi si ha, riducendo:

2 (Hz—22)
IM+L+M n
6t = (— 1) e G, U

Inoltre:
IM+L+M="hab-+hk(ad-bc)
K ed+ b(at B+ k(e d),

quindi, tenuto conto che:
(—1)=(—=1, (—1)f=(=1,

si ha: :

(_ I)LM+L+M — (___ I)52(nb+a+b)+hk(ad+bc)+k2(cd+c+d);

d’altra parte, per la (3):
Hz—nZ=(Ln,+ Mn,)(hz, + kz,)
— (b, +En)Lz + M)
=Mh— LB, —3n)=(Mb—LEZ-
=[rb4hh@—a)— k]
Dunque:



318 ESISTENZA DELLE FUNZIONI MODULARL

[ h2(ab+a+b)+hbklad+be)+k2(cd+c+d)
oy u=(—1) X

%i[hzb+hk(d—a)—kzc]
(9) e o0

”—Tn—i[hz(nab+na-+nb+b)+hk(11ad+nbt;¢-d—a)+k2(ncd4 ne+nd—c)]
\—¢ . G U

Pertanto per le sostituzioni (8), ossia per le
sostituzioni del gruppo omogeneo I, , ,, % varia
d’una radice dell’unitd, e quindi una certa potenza
di o,, u resta invariata. In altre parole, la ¢}, 4,
dove r & un certo gumero intero, & una forma in-
variante rispetto al gruppo omogeneo Lo -

135. Vediamo ora quali tra le sostituzioni (8)
lasciano invariate tutte le o, u.

Dalla:
1=ad—fy=@n+1){dn+1)—bcn
=(@d—bo)yn*+(a-fd)n+1
segue :

(1) n(ad—be)-fFa-fd=o.
a) Sia n dispari. Allora dalla (1) segue:
adt-be=ad—bc=—_a-+d)=d—a (mod 2).
D’altra parte, scrivendo la (1) cosi:
dlan+1)+a—ben—=a(dn—+41)+d—bcn=0o,
si vede che, se a ¢ dispari, o se d & dispari, de-
vono esserlo anche b e ¢, sicché i prodotti a(b41)
e d(c-f 1) sono sempre pari:
ab-+a=dc-td=o0 (mod.2).
Dopo cid la (9) dell’art. prec. pud scriversi:

o
S B2bos bh{d—a)—k2c 17 b Pkd= a)—k2d]
ohrth = (—1I1) e Gy,
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ossia:
i":‘ [—h2b-+bk{a—d)+k2c]

(2) - oju=e Gy Ue

Perche tutte le o,, » restino invariate, & ne-
cessario e sufficiente (tenuto conto che n—1 &
pari) che la quantitd tra parentesi quadre sia un
multiplo di # per qualunque sistema di valori di
hy k, cioé che sia:

b=c=a—d=o0 (modn).
D’altra parte segue dalla (1):
a-+d=o (mod n),
quindi:
a=b=c=d=o0 (modn).

Possiamo scrivere pertanto, a', b’y ¢’, d' es-
sendo numeri interi:

a=a'n, b=0bn c=cn d=d n;
abbiamo allora:

(=2 B\ fanwt1 U \__ 2
V—(Y 8)—( g d’n’—[-l)zI(mOdn)‘

Cioe: Per n dispari le sostitugioni di T * che
lasciano invariate tutte le =, u sono quelle che co-
stituiscono il sottogruppo omogeneo T, . .

b) Sia ora n pari. Perche tutte le ¢, u re-
stino invariate, la quantitd tra parentesi quadre
nell’ultima espressione (9) dell’art. prec. dovra es-

* Piit esattamente d@vrebbe dirsi: del gruppo omoge-
neo corrispondente al gruppo non omogeneo I'.
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sere multipla di 2# per tutte le coppie di- valori
b, k, quindi dovrd essere:-
nab-t+na4nb-+b=o
(3) { nad+nbc4+d—a=o .(mod2n).
ned4nc+nd—c=o
Aggiungendo alla seconda di queste congruen-
ze la congruenza —2#nbc==0 (mod 27), essa d1-
viene:
n(ad — bc) 4 d — a=o0 (mod 2n);
da questa e dalla (1) segue:
a=d=o0 (mod ).
La prima delle (3) diviene allora, indicando
con | un numero intero:
n*l4+m41)b=o0 (mod an),
ossia, tenuto conto che, per essere n pari, #* & di-
visibile per 2#:
(n+1)b=o0 (mod 2n),
da cui, essendo # 1 dispari:
b=o0 (mod 2 n).
In modo analogo risulta dall’ultima delle (3):
c=o (mod 2n).
Possiamo scrivere quindi, o', ¥, ¢, d’ essen-
do interi: :
a=a'n b=2bn c=2cn d=4dn,
ed abbiamo allora dalla seconda delle (3):
n’(a d 40 )+ n(d —a)__ o (mod-2n),
ossia :
- d—a =o'(mod 2).
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Posto pertanto:

a —=2a" -+,

dove n ha uno dei valori o, 1, sard anche:

d'=2d" -+,
ed avremo:

_[Gadmw 41 ok
=[P e )

ossia:

10 .
V:(O 1) (mod 2 n*),

VE(”2+I 20 ) (mod 2n?)

o #n+1 ’
sostituzioni che definiscono un sottogruppo omoge-
neo d’indice p(2#%). Dunque:

Per n pari, le sostitugioni di T che lasciano
invariate tutte le o, u formano un sottogruppo o-
mogeneo T, ., .

136. Una questione diversa dalla precedente
¢ quella della ricerca delle sostituzioni di ' che
lasciano invariata una singola o, u. Per trattare
questo problema, costruiamo anzitutto l’equazione
di periodicitd della ¢, 2 rispetto agli indici.

Dalla (6) dell’art. 134 segue:

—+2w u—-———(!
(v) T prysgnth =6 )< ) ( _‘%_2(’)7
dove =, z hanno ancora il significato loro attribuito

VIvANTI. 21
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nell’art. citato, e inoltre:

w{:pﬂl_i_'q’nZ’ Z.’:pz-x—l—g(z'

D’altra parte dalla (2) dello stesso art. si ha:

2% '
(s 2 —a2)

) (L
= (— 1)ttt ( )c(u—-7‘>,

n
e di piu la (6) pud scriversi :

/ e, %
6 (=2 =N
Moltiplicando fra loro le (1), (2), (3), ed os-
servando che, per la (3) dellart. cit., si trova:

#'g—ny = (—pk-4gh),

risulta:
' Pg+p+a k=
(4) Gh+pn,k+qn U= (_ I) ¢ G Uy
che pud anche scriversi:
T8
S\ pk—gh)

prrpg+rq?
)P TR, Gl

(5) hetpr k- gn u=(—

Di qui si vede che, se si aggiungono agli in-
dici di oy, # dei multipli di 7, la funzione resta
invariata a meno d’un fattore costante che & una
radice dell’unitd. Basta quindi considerare le o,, u
in cui le b, k sono rispettivamente incongrue fi-
spetto ad n.

Un’altra formola importante ¢ la seguente,
dove a«, B, vy, 8 sono gli elementi d’una sostitu-
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zione modulare qualunque:

6) s has by 1 (Zs %) =03, (22, 1+ 82,5 Y%, +8<z)'

Essa si ottiene immediatamente dalla (7) del-
Part. 134, tenendo conto della (1) dello stesso art.

[
. o %
Dopo cid, se una sostituzione modulare ( g)

muta la ¢,,(3,, z,) in s¢ stessa, cio¢ & tale che siv
abbia identicamente:

chk(azx —I_ E)(z? YZ! + 8{2) - th((l7 (2)’
si avrd anche, per la (6):.

O hot-r by, hB-rkS (s ) =0, & 20)-
Ne segue che deve essere:

ha+ky=h, h34+kd=rkF,
donde :
h _ —y d—1
kT a—1  —p°
e quindi:
(x—1D@—1)—py=0,

che, insieme alla:

@\(217
0(—]—-8:2.

Dunque la sostituzione considerata & parabo-
lica (art. 25). -
Poniamo « = 1 - 6, quindi 8 = 1 — 6; sar3,
indicando con 4 il massimo comun divisore di A
k, e ponendo h=db', k=4dFk':
o —y 6
B0 T B

ci da:

)
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quindi, %, p essendo due interi:
—‘Y:)xb', 0:)\]8':5}.]9', B:y.k'
Dalla relazione X&' = p. b’ segue, essendo »’,
k' primi tra loro:
A=rb, p=rk,
quindi :
a=1-hrh'k, P=rk?, y=—rhk*, S=1—1h'}".

. . o \
La sostituzione considerata (Y g) ¢ dunque

(art. 91) la potenza r-esima della sostituzione
parabolica di ampiezza 1:
V_(I—}—h’k' k" )
T\ = 1= PE)

Supponiamo che i tre numeri b, k, # non
abbiano alcun divisore comune.

Allora due potenze di V' saranno congruenti
rispetto ad # sempre e soltanto se lo sono i loro
esponenti. Infatti, se V°= V", cio¢ se:

1+shk=14thk, sk?=tk",

—sh’=—1th", 1—shkF=1—1thk (mod n),
ne segue necessariamente, nell’ipotesi fatta, s=t
(mod n); e reciprocamente, se sussiste questa re-
lazione, sussistono anche le precedenti, e si ha
v=r.

Pertanto le sole potenze di ¥V diverse tra loro
sono 1, V, V?, ..., V"N,

Combinando queste sostituzioni con quelle che
lasciano invariate tutte le ¢,,, si ottengono tutte
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le sostituzioni che lasciano invariata la s,, consi-
derata.

I sottogruppi che cosi risultano sono tra loro
equivalenti, giacche il sottogruppo formato dalle so-
stituzioni che lasciano invariate tutte le o,, ¢ inva-
riante, e 1 sottogruppi come 1, V, V*, ..., V"
sono tutti tra loro equivalenti, essendo tali tut-
te le sostituzioni paraboliche di ampiezza uno
(art. 91).

Vogliamo determinare il numero delle fun:
zioni e,, in cui b, k, #» non hanno fattori comuni.

Sia p, un fattore primo di n. Per formare
una coppia di numeri &, & minori di 7 ¢ non con-
tenenti ambldue il fattore p,, si pud combinare
uno degh -~ numeri minori di » e divisibili per

1

p, con uno degli (n ——) rimanenti, oppure
1

uno di questi ultimi con uno qualunque degli »
numeri minori di #, sicché si hanno in tutto:

n n n I
—n—— n— n=n{1——
P g )= (=)
combinazioni. Ora, se p, ¢ un fattore primo di n

diverso da p , fra gli pl, (n — Pi) , » numeri

I

considerati ve ne hanno rispettivamente -—,
| p.b,

I n o .

— (n —~-—) — divisibili per p,, sicché tra le

P, b p

2
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combinazioni formate ve ne saranno :

n n ny\ n n’ 1
(e ) (2 ) B (1)
P;P;( P;)—,—( b7 b, P, b
costituite da due numeri divisibili per p,; restano
quindi :

— 2 )\ I )= I NI

b,/ P by b, b,
combinazioni di due numeri non aventi per fattore
comune n¢ p ne p,. Cosi continuando, si con-
. clude che il numero delle combinazioni di due nu-

meri b, £ minori di » e tali che h, k, » non ab-
biano alcun fattore comune é:

D (i) —5) - (=)

by by -+, p, essendo i fattori primi differenti
di #. Posto, come si usa nella teoria dei numeri:

qo(n>=n(1___;-7)(1_i) (“%) ‘.

inoltre :

' I I I
v=n (g ) (1) o ()
la (7) puo scriversi ¢(n)d(n). Con questa nota-
zione si ha:

3

p(m) =~ g (m)b ().

*) Come ¢ noto, ¢ (n) esprime il numero dei numeri
minori di » e primi con #.
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Dopo cid calcoliamo il numero dei sottogruppi
equivalenti al sottogruppo che lascia invariata una
6,, - Poicheé questo si ottiene combinando V e le
sue potenze col sottogruppo che lascia invariate
tutte le ¢,,, e poiché quest’ultimo consta di sosti-
tuzioni tutte = 1(mod ), al sottogruppo consi-
derato di T corrisponderd in G,,, il sottogruppo
(1, V7, ..., V""). Per risolvere il problema pro- .
postoci cercheremo quindi di determinare il massi-
mo sottogruppo di G, in cui (1, ¥, ..., V")
& contenuto come sottogruppo invariante. Conside-
riamo per semplicitd la o *, sicché h =o, k=1,
quindi #' =o, k' =1, e:

V:(‘ I):S.
01

- Se U= (: g) ¢ permutabile col gruppo
(1, S, 8 ., §), siha:
USU = S',
ossia :
I—oay « [t
(22 )= () o
Ne segue:

@) 1—ay=1-+ay=41, y¥=o0 (mod n);

*) E quasi superfluo avvertire che il ragionamento vale
per qualunque coppia di valori 4, &,
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sommando le due prime, si ha:

2=+ 2 (mod n),
~sicche, se n > 4, deve prendersi il segno superiore,
e dalle (8) risulta:

ay=o0 (mod n).

Moltiplichiamo questa congruenza per 3 e I'ul-
tima delle (8) per —§ e sommiamo; tenuto
~conto che 28 — vy =1, avremo:

v =0 (mod n),
quindi :
2d =1 (mod ).

Ad « pud darsi dunque uno qualunque dei
@ (») valori incongruenti primi con #, e per cia-
scuno di questi & resta determinato; £ poi & del
tutto arbitrario, cio¢ pud prendere » valori. Per-
tanto il numero delle sostituzioni U permutabili
con S & no(n); esse si riducono ad +n¢(n), do-
vendosi considerare -come eguali due sostituzioni
i cui elementi sono eguali ed opposti. Ne segue
che il numero dei sottogruppi diversi equivalenti
al sottogruppo che .lascia invariata una ¢,, ¢
p-(n): —no(n), ossia 4 (n).

Dunque: Le a,,, per cui h, k, n non hanno
alcun divisore comune, sono in numero di ¢(n)d (n),
e si dividono in \(n) sistemi, ciascuno dei quali
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consta di ¢(n) fungioni invarianti rispetto ad uno
stesso sottogruppo di I' ¥,
Abbiano ora b, k, n un divisore comune 2.
Posto :
bh=th, k=tk', n=tn,
si ha dalla (6) dellart. 134:
o (12,5 %,)

2h'n 2k, (u— bz +k'z,

’ Py )G(u— 2h Z‘j;ZkZd

—¢e "

Z; b Z.z)’

sicche nel caso considerato la 6,, pud considerarsi
come una 6, relativa al divisore #'. Dunque:
Le o,,, per cui b, k, n hanno il massimo comun

divisore t > 1, sono in numero di ¢ (7) g (—t——) )
e si dividono in q;(_t) sistems, ciascuno dei quali

consta di cp(—ftf—) fungioni invarianti rispetto ad

uno stesso sottogruppo di T.

*)} Queste conclusioni valgono anche per n=3; val-
gono pure per # = 2, giacché in questo caso ¢ indifferente
prendere I'uno o l'altro segno nella prima delle (8). Per
n = 4, oltre le soluzioni ottenute col ragionamento del te-
sto, se ne ottengono altre due prendendo nella prima delle
(8) il segno inferiore, e cioé:

a=1I, f,’z:iz, Y =2, S=1.
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137. Anche le potenze n-esime delle 5, sonoj
funzioni invarianti rispetto a certi sottogruppi di T. §
Si ha, per » dispari, dalla (2) dell’art. 1 3531
(n—q)’m[ b2b+bhk(a—d)+k2¢] n
[oh ] = (o0 u]"s
ossia, poiché n — 1 & pari:
[ 4] = [0, u]".
Per n pari, la (9) dellart. 134 ci di immedia-
tamente : 3
' 2 2 ;
(o u]™ =[on 0] ,
Cioé: Le sostituzioni V' = 1 (mod #) lascia-
no invariate le funzioni [s,, u]™, e, se n ¢ dispari, ;
anche le [5,, u]". A
138. Le funzioni % sin qui considerate sono
funzioni omogenee, ossia forme, di z,, z,, di gra-'}
do 1.
Ricordiamo la formola:

L mu
by T S sen’ =

. -
ou— 2%, gen TH I— A2
™ 2(2 7==¥ sen2 ] (1

2

Posto, come innanzi:

bo, 4 kn,=mn, bz, +kz, =3,
abbiamo di qui e dalla (7) dell’art. 134:

zn( 22 2‘nz( - . sen & 3
N PEELO 1
onlr =t " e sen ][ 1
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ossia, tenendo conto della (3) dell’art. stesso:

Oy ((x ’ (z) =
( ) ( hm( =z = Sen2 %
I “ A2 n 2 ~MA _ 2
‘ Sen”(zg ! leZI )

] sén

2
Come si vede, tranne il fattore z,, tutti gli-
%

2
[asserto. .

Pertanto, prendendo i quozienti di potenze

altri dipendono solo dal rapporto , il che prova

eguali delle 5,,, avremo delle funzioni di X in

2
varianti per certi sottogruppi di T, cioe delle fun-
zioni modulari.

139. Per la ristrettezza dello spazio, dobbiamo
limitarci ad applicare le considerazioni esposte ad
un solo esempio, ed al pit semplice di tutti: quello
delle funzioni invarianti rispetto al sottogruppo T,.
In questo caso # — 2, quindi possiamo dire che
le 6%, sono forme invarianti, e i loro rapporti fun-
zioni invarianti.

Noi ci proponiamo di esprimere mediante que-
ste funzioni invarianti una funzione invariante A
che vogliamo ora definire.

Sappimmo che (art. 131), se:

(1) — & j;,” . Z=JQ)
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Z ¢ funzione uniforme di z, e pil precisamente
una funzione modulare appartenente al sottogruppo
T,. La stessa cosa pud dirsi evidentemente se, in- -
vece delle (1), si hanno le:
s 2 :
&+ 1) —
(2 Z'= 7 £=TR)
: 4%
dove Z e Z' sono esprimibili razionalmente I'una
per altra, cioé sono funzioni lineari 'una dell’altra.
Noi supporremo:
' Z—1
©) =274
inoltre invece di 7z’ introdurremo una sua funzione
lineare %. Questa sard ancora una funzione modu-
lare relativa al gruppo T.
La relazione che supponiamo esistere fraz’ e
R NE-F
; —1—iY3
x4 eﬁ;l r+ 7
’ M -
4 = =

Mediante le (3), (4) la prima delle (2) di-
viene: ‘
Z—1  (2¥W—3n—3%42)
Z ~ = Fy
Se ne deduce facilmente:
Z_4O‘2_")‘+ 1)3
T 27 (v—1)’
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sicché pud scriversi:
Z—1:2Z:1
=(2 ¥W—3 ¥ —3r2) g (V—r+-1):278°(A—1)5,
od anche, per essere Z —=J:
27 8518,

=28 —3 ¥ —32:-2) 1 gV —r+1) 27 N¥(A—1)".

Da queste formole si vede che i valori di A
corrispondenti ad /= oo sono A =1, 0, o0 . Ora,
poiché i nodi della rete di T, sono tutti punti
dell’asse reale, ciot omologhi rispetto a I' al punto
allinfinito, e poiché per z=cosi ha J=o0, ne
segue che in tutti i nodi della rete di I, si ha
J =0, e quindi che in questi nodi A prende i tre
valori 1, 0, co. Fra i nodi della rete considerata
vi sono 1 punti =1, 0, c0; quindi pud con-
cludersi che ai valori 1, 0, o di z corrispondono
i valori 1, 0, o di A. L’ordine di corrispondenza
di questi valori ¢ arbitrario, giacché 7', e quindi 2,
non ¢ stato definito in modo unico, ma soltanto
come radice d’un’equazione algebrica; fissando in
un modo qualunque tale ordine, noi verremo ad
individuare . Noi stabiliremo :
(5) A1)=1, r0)=0, AMew)=o.

Se a g si fa subire una sostituzione modulare,
) si muta in un’altra radice dell’equazione che lo
lega a J; ma, essendo I, di genere zero (art. 98),
tutte le radici dell’equazione sono (art. 133, ) fun-
zioni lineari d’una di esse. In altre parole ad ogni
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sostituzione modulare di z corrisponde una sostitu- -~
zione lineare di A
Cerchiamo le sostituzioni di A corrispondenti

alle sostituzioni S, T di z. Sieno esse 8§ = (a b),

cd
T— (?, Z:), sicché
_aN)+-b (_ T\ _ N
(6) )‘(K_I"'I)‘ C)\(Z)—'—d, A — )‘(Z)—l‘d'
Poniamo in queste relazioni successivamente
{=1, 0, «; avremo, tenendo conto delle (5) ed
osservando che A (2) =2(0), A(— 1) =24(1):

_a+b b a
c+m127’”27’
a4 Y O_a_’
o4’ — o

e di qui:

a=—b=—4d, ¢=o0; ad=d =o, b=/,

sicche pud porsi:

—1 1
s=(",1)
e le (6) divengono:

__{o1
“\1 o)’
1

I
D=2+ (=) =1
Le sostituzioni 8, 7' genereranno un gruppo
isomorfo oloedricamente al gruppo G,, ciot un
gruppo diedrico. Le 6 sostituzioni di questo gruppo
SOono :
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I 0 — I I 0O I
=(o1) s=(T01) 2=(02)
01 1 —I I o}
T:( ), TS:( ), STS:( , )
—I I 1 (0] I —1I

Quindi, se si indica semplicemente con A uno
dei valori di % corrispondenti ad un determinato
valore di J, i 6 valori di A corrispondenti a quel
valore di J, ossia le 6 radici dell’equazione :

]____4()‘2_7‘—1_1)3
27V (A —1)

sarannol:
;= 5 —XI—[—I’ X;I’ 111'
Poniamo : .
=,
precisando meglio le A, A, come segue :
CYRR L E SR

dove A’ rappresenta la derivata di X rispetto a z.
Avremo:
278518214 =23 — 33k, — 3% % 4 2X)):
400 =2, ) 2 MR (=),
ossia, indicando con b un fattore da determinarsi:
27hg; = (2N — 3N, — 30N+ 20))
C) hgr =40 —2 %, + %)
hA = 272202 (x, — ).
Poiche le %, X, sono forme di 1° grado nelle
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%5 %,, mentre le g, g, A sono rispettivamente
(art. 129) di grado— 4, — 6, — 12, risulta che b
¢ una forma di grado 18.

Per determinare questa forma, dobbiamo tro-
vare le sostituzioni lineari omogenee che subiscono
X, %, quando X subisce le sostituzioni 8, 7.

Lo ab o
Sia in generale la sostituzione che su-

cd

bisce A- quando a z si applica la sostituzione (? g),
i

siccheé :
2z 8\ _arx)+b.
& ) =h0T

Derivando si ha (supposto a8 — (37: 1):

1 ’ a(_J[—p ad —
(‘f{—l—S)z)\ (Y(—]—S) [57‘(1)‘{-03] N (2),

ossia:

(x0) 4 Vad—be(yz$ _ c%(zH—d
Y/\“f‘b
Ora dalla seconda delle (7) segue:
(23,482, 1%, —i—%)

Vw(izits)

= —1/ (12, +5%z,)
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quindi per la (10), tenuto conto delle (7):

(II) % iV&d— bc}‘z(“(x + ?)(2’ Y(x +8<2)
:C)\((x? {z)+d)\2<zx’ za)?
e di qui infine, per la (9):

% tVad —bed (22,487, 77, +97,)
(12)

=a%, 7, %)+ 0K, 2.)-

Le (11), (12) danno le due sostituzioni omo-
genee corrispondenti alla sostituzione non omoge-
nea (9). |

In particolare alle sostituzioni non omogenee
8, T corrispondono le seguenti sostituzioni omo-
genee, che indicheremo colle stesse lettere:

5 i 1'>\1((x + Z.z’ (1): “‘)‘,((n (z> + )\2((1’ 12)7

( __t .17\2((, + (z) (z)z )\2((& z.z))
T 3 i ( =z )= [RCAEN
—_t Z)\z( - sz Z.l): )\1((17 zz)

Per scrivere pit brevemente queste formole,
indichiamo rispettivamente con i, 1) le trasfor-
mate di A; mediante le sostituzioni 8, 7. Avremo:

S;il)‘::—7‘|+)‘z 1v3i1)‘;,: 2
izl;:lz ii)‘:: .

E facile verificare che le 8, 7' trasformano
in s¢ stessa la forma [x A, (A, —2%)]*, sicché que-
sta ¢ una forma modulare principale; e poiche
tale & anche A, lo sara pure il prodotto

A, (0, — )]
Ma questo prodotto ¢ di grado zero, quindi

VivanTI. 22
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esso ¢ una funzione principale, cioé una funzione
razionale di J. D’altra parte segue dall’ultima delle
equazioni (8):

(13)  3ADL0, =W = by,

siccheé h*A’ & una funzione modulare principale,
cio¢ una funzione razionale di J, ¢ (J). Cerchiamo
di determinare la forma di questa funzione.

A tal uopo osserviamo anzitutto che, se si
rappresentano sopra un piano i valori della fun-
zione X (%), e su questo piano si costruisce la su-
perficie di RieMann di cui ogni foglio corrispon-
de ad un bitriangolo della rete di I';, i punti di
diramazione di questa superficie corrisponderanno -
ai nodi della rete considerata, e percid solo in
questi nodi sard 2'(g) =o. Ne segue che nei
punti non appartenenti all’asse reale 2’ (3) non &
mai nulla.

Inoltre, siccome il solo punto del triangolo
fongamentale della rete modulare in cui A = oo &
il punto allinfinito, cosi per ogni valor finito di
Z contenuto in questo triangolo A e %, avranno
valor finito. Lo stesso pud dirsi di A, come risulta
dalla sua espressione. Pertanto il solo punto del
triangolo fondamentale della rete modulare in cui
la funzione (13) pud divenire infinita & il punto
allinfinito. Ora si ha, per z==i o, =0 (art. 129),
e quindi le espressioni approssimate dig,, g, , A per
limz =io0 sono (v. le formole dell’art. 129):
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___L - 4 __{A < 6 A— T :2.
5’2——12_1—2 » 857 516 )’ _(_Z: 75

ne segue:

_g_
J= A 1237’
D’altra parte:
o4 (¥ =1y
27 ¥(O—1) "’
donde la formola approssimata:

J =%,

A= l/ﬂzﬂg,
4 1617

Derivando si ha di qui, tenuto conto che

ossia:

d—T——z'n:i'r'
dz — ’
. STl
16Y7
quindi, per le (7):
1 8i7 4.
7\I: (i_, )\2::—75'2,/1-,
an~
donde:
)\17\2()\1_)\2)2—11/7(—;-7
L H
e infine:

P(]) = 36A[)‘1 )‘2(7\1 - )'\2)]4 - 36' 24'
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Dunque la funzione considerata non diviene
infinita in alcun punto del triangolo fondamentale,
quindi non lo diviene in alcun punto del piano,
e perd si riduce ad una costante, e precisamente
a 3°.2*. Pertanto si ha:

108
h:v_zi,
AZ
e lé (8) divengono:
27\5-——-37\77\2-——31]1;-—{—21;:5‘5&7
AT
(14) ?‘:"—)‘x7‘2+7‘;:i%“7
A)
)\l)\z()\l _)\2):%—
AT
Poniamo:
N, I .., _ 82 —1).
p=— = AN )= e
Va

~7

osservando che 2’ resta invariata per le stesse so-

stituzioni che lasciano invariata A, si vede che —ﬂ—
. . 2
¢ una funzione modulare relativa al sottogrup-

po I',. Daltra parte ¢! ¢ una forma modu-
lare di grado 4 relativa allo stesso gruppo, sic-

Lot .
ch¢ —% ¢ una funzione modulare. Ne segue che

2



ESISTENZA DELLE FUNZIONI MODULARI. . 341

4

6t | . .
anche  — —2 ¢ una funzione modulare relativa
{J.

al gruppo I',. Di pil tanto ¢ che g restano in-
variate per la sostituzione S. Si ha infatti anzi-
tutto dalla (1) dell’art. 138, facendo in essa h=—o,
k=1, n=2:
= 2 {
- T o= ' ser12]—7:—Zr

2

ed & facile vedere che, se si applica la sostituzione
omogenea S:

=%+ L=
essa resta invariata. Quanto alla u, si osservi che,
se le 7, g, subiscono la sostituzione S, la A su-

. . . . —I1
bisce la corrispondente sostituzione lineare )

01
sicché :
7‘((“" I>: _)‘<()+ 1,
donde: :
NVE+1)=—%R);
ne segue:

8 G E DR A —1]
J(Z +:<z7 K)_ z )\'2((-{-—1)
8 — J[—>
([ (?__I; (](g} @y, )
Risulta di qui che la funzione 9 & invariante
per la sostituzione S. Se quindi consideriamo la
parte di un campo fondamentale di Ty compresa
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tra due parallele allasse y distanti tra loro di 1,8
in quest’area 6 prenderd tutti i valori di cui & su-'§
scettibile. Prendiamo in particolare come campo §
fondamentale quello disegnato nella fig. 29, e come |

striscia quella compresa tra le rette di ascisse +—.

In questo campo 6 deve prendere il valore oo, € 3
poiche cid che si dice per 6 pud ripetersi anche

. :
)
deve prendere anche il valore 0. Ora pud dimo- §
strarsi che in nessun punto del campo considerato 3
diverso dai punti z =0, y =—1ic0 la 6 pud essere
nulla né infinita. La o, , come si vede dalla sua
espressione, ¢ sempre finita e diversa da zero per §

tutti i valori finiti e complessi di 2’ ; d’altra parte, §

I . R . R . . iR
per —-, anche deve divenire infinita, siccheé 6 3

poiché per z finita e diversa da zero tanto A che ;
), sono finite e diverse da zero, lo stesso pud dirsi -
di' ¢, e con cid & provato il nostro asserto. Ne
b
segue che nel punto 7 =— i oo la 6 dev’essere o nulla -
o infinita.—Calcoliamo ora direttamente il valore
approssimato di 6 nel punto allinfinito. Poicheé :
limsenz =i oo,
=17
si ha come espressione approssimata di o :
2%, |

G pamany 5

o1
™ v
d’altra parte dalle espressioni approssimate di A, A’
p p pPp s A



R
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segue
5 8z

I

Quindi:

(=}

4

o
(o

Cid prova che 6 ¢ semplicemente una costante,

sicche si ha:

0=

—_— —2.

o = —2yp.
Facciamo ora nella (6) dell’art. 136:
h=o0, k=1, a=0, p=—1, y=1, § =03
avremo:
Gm((. ’ (z) =5, (_ rey) 11)7
relazione la quale ci dice che la 5, per opera della so-
stituzione T si trasforma nella 6. D’altra parte A, per

la T'si trasforma in 4% , A in 442, e quindi, per

ultima delle (14), A" si trasforma in ?FiAT. Ne

A
si trasforma in —v=—=-—4—2

X 1
A* AY

2

segue che p—=—

sicché si ha: -
4
6.49:2_
v

Di qui e da ci6 che prima si ¢ trovato risulta:

4
P %
y ¢t
. 10
ossia: .
4
x —— GIO
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Cosi siamo riusciti ad esprimere A mediante
forme modulari relative al sottogruppo omoge-
neo I',.

- Dall’espressione trovata risulta facilmente il
significato geometrico della funzione %.

Ricordiamo che, se z, ¢ uno dei semiperiodi

zl’ L2 Z; :_z.x _(z’ si h&:
o pr PRI =5).
. . ¢ usy,
siccome poi:
o(u—z)=—e"o(u+2),
questa formula pud scriversi:
pu—pg, =~ (”u +2) .
¢’ U ¢* ZJ
Diamo ad i successivamente i valori 1, 2 e
facciamo # = z; dividendo I'una per Ialtra le due
equazioni risultanti, ¢ ponendo al solito pz, =e,,
avremo:

e, —e, (% 1)

3 __e(n,

e—e, & +z)

Ora la ou ¢ funzione dlsp1r1, sicché :

c(z,+z,)=r(—z2)=—0%,
o(& 7)) =3(—2)=—0%;
inoltre, per la (3) dell’art. 134:

(nx ’_712>7(; - (772 - T‘x)(lx +Zz)
:.nzzz_.nx z-[ +712ZJ—"71! (2:7]242—‘ 1

Quindi la formola precedente diviene:
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e.—e +
JER ez(‘n2(2'—ﬂl(l) %
= .
e, —e, ' 5z,
D’altra parte segue dalla (7) dell’art. 134:
T3 N2%2
e T3
Gm__e G(x? Gox—_—e G(z’
quindi:
4
% = — g2mata iz &K
= =,
: *'%
e infine:
N
e, —e,

Rammentando che ¢, ¢,, ¢,, oo sono le 4 radici
della forma biquadratica fondamentale delle fun'zioni
ellittiche ridotta alla forma di WEIERSTRASS:

%, (0 —g,%, %, — ¢, %)),
puo dirsi che la funzione % esprime il rapporto
anarmonico dei punti aventi per ascisse queste 4
radici presi in un ordine opportuno. E chiaro poi:

a) Che i 6 valori di % ci ddnno i 6 valori
del rapporto anarmonico dei 4 punti presiin tutte
le disposizioni possibili (come del resto si vede
dalle espressioni esplicite gia trovate di questi 6
valori) ;

b) Che, per la proprietd invariantiva del rap-
porto anarmonico, A esprime il rapporto anarmonico-
delle radici della forma biquadratica anche quando
questa non sia ridotta alla forma di WEIERSTRASS.

Procedendo in modo simile, ma con calcoli
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sempre pili complicati, si potrebbero ottenere le e- -

spressioni per mezzo di z delle funzioni invarianti
rispetto ai sottogruppi I ,, I,,» T4, espressioni
di cui possiamo affermare a priori esistenza, in -
virtt del teorema dellart. 132.

Equazioni poliedriche e modulari *.

140. Se si eguaglia ad una costante una delle
funzioni poliedriche o modulari, si ha un’equagione
poliedrica o modulare. La risoluzione di una di tali
"equagzioni ci dd i punti del piano in cui la corri-
spondente funzione prende un medesimo valore.

Le equazioni poliedriche e modulari possono
tutte risolversi con un unico metodo, che si fonda
sulla considerazione di un’equazione differenziale
detta equazione di ScHwWaRz.

Sia in generale Z(z) una funzione uniforme
di z che riprenda il proprio valore in tutti i punt

* Alla denominazione equagione modulare si da nella
teoria delle funzioni ellittiche un senso diverso; essa indica
la relazione tra i moduli di due funzioni ellittiche legate da
una trasformazione di grado superiore al primo. KrueiN di-
stingue i due significati adoperando per I'uno Modulgleichung,
per laltro Modulargleichung. Per noi perd non ¢’¢ pericolo
di equivoco, giacché delle equazioni modulari nel senso testé
indicato non avremo occasione di occuparci.
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omologhi di una rete regolare, i cui angoli sieno
T % 0w

v. 7oy, 7y

I 2 .

La z pud considerarsi come una funzione di
Z che per ogni valore di Z prende piu valori legati
tra loro da sostituzioni lineari. Denotiamo momen-
tanecamente con z, & due valori di z corrispondent

ad uno stesso valore di Z, sicche:
,__az+P
1 (= ">"1—<
) 13+38’
ed indichiamo con apici le derivazioni rispetto a
Z. La (1) pud scriversi:
1+l —az—B=o.
Derivando tre volte rispetto a Z si ottiene:
TREALD AT —az’ =0,
o TR A 23U 2D 8L —ax =0,
Y(Z.CN’_{‘;(,C”_*—‘)’KHC'_*’"(”’C)_F6:,”_“(”':07
e di qui, eliminando «, ¥y, 3:
7V U
0— Z,” {:n (‘CN"'“Z(,Z,_{_(”C
zn; <n/ ZC"’+3(’Z"+3(”C' +{’”c ’
z‘r C/ )
— (” :Cf! /‘(_’C' R
(ru ::;; B(K;Cr/_l_z'lCr)

da cui sviluppando:

Q_i(Z”)z:z”’__i((”)z.
g2 \¢ 7 2 \%




348 EQUAZIONI POLIEDRICHE E MODULARIL

Noi porremo, 6§ essendo una funzione di Z:

enr eu
=2 (5) =0

Allora I’ultima relazione trovata pud scriversi:
(1) [£]z =[]z
essa ci dice che [1], ¢ una funzione uniforme di Z.
Cerchiamo di determinare espressione di que-
sta funzione.
Osservando che la (1) dell’art. 130 pud scri-
versi: ‘
—t =K Z )+ b (Z— 2y (Z—Z Y+
si ha dalle (1)-(5) dell’art. stesso:
Per un punto z, che non sia un nodo:
=k =2k, ""=6k,
quindi :

[, =R =R,

Per un nodo a:

1 L

Gt ), k(1—v, -
.._._I)‘ ,( E—(ETV)(Z——I)X
B(1—v)(1—2v

v3

1
vy, 3

dz -7,

o —

quindi:
©) Kl =2 -0

Per un nodo b o c, con un eguale calcolo,
rispettivamente :
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I,

vi—
(3) xl:= ‘Fz ;

2

@) K= Z.

2v?
3
Nel caso che una delle v, per es. v,, fosse
infinita, posto:

b=l GbD

x— o g—b
si ha
v=logZ,
quindi:
v=7", vV=—2727 v'=277,

e per conseguenza, tenuto conto della (1):

[, =M, =527,
.che & la formola che si otterrebbe da quella trovata
nel caso generale facendo in essa v,—=o0.
Dunque la [z], € una funzione uniforme di
Z, che & nulla di 2° ordine per Z = «, e non
ha altri punti singolari che due poli di 2° ordine
nei punti 1, 0. Essa ¢ dunque una funzione ra-
zionale di Z della forma seguente:

¢ Re=thrEEE

* In virtt dei principii della teoria generale delle fun-
zioni, la [7],, essendo uniforme e avendo per sole singola-
ritd dei poli, & razionale; inoltre i poli devono essere gli
zeri del suo denominatore. Siccome poi essa ¢ nulla di se-
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dove p, 6, T sono costanti da determinarsi. Dalle

(2), (3), (4) segue: 2
hm [(Z—1) [z]z]— %

" —1
lim [2° (] ="
P—1
1in1 [Zz[(]z]—_—— %
Quindi si ha dalla (5)
v — 1 v2 1 V:—I
2v S =pto+r 2 2 = 2\2“":7)
e di qui:
_vi—r1 v;—1 V;—I
T2V T v T oy

2(2+_ T'I——I}

I

Dunque la funzione cercata é:
I

U Iz)z«z‘i,
O A e
S (ks

)(Z—II)

condo ordine allinfinito, il grado del numeratore deve es-
sere inferiore di due unitd a quello del denominatore. Cost
si giunge alla formola (5).
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Pud scriversi anche:

/ I I I

| = ey

, I 1\ 1 =
) -+ ry (I - T) 7

I (1 I I
(et = =)y

- L’equazione differenziale (6) (7) dicesi equa-
Zione di SCHWARZ.

141. L’integrazione dell’equazione di ScHWARz
pud. ridursi a quella di un’equazione lineare omo-
genea del secondo ordine.

Abbiasi I'equazione lineare:

(1) y'+py +qy=o,

esienoy , v, due suoi integrali 1nd1pendent1, sicche:
(2) ‘i"P}’x‘,_g}’x"‘o
z +Py2+qyz:O

Da queste due relazioni segue:

B Rt 5 A
) T S
Pongasi:
yl :.n;
sard: -
}’ Y. )’
A

ﬂl’:yx,yz yxyz_ZL,

N — Y, Y,



= —p g de Ly 0
mle= =gy 2( b=z )
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e per la (3):
nII y:
T =—p—2-*.
f Ya
Derivando di nuovo, si ottiene:

111 2

n S AT iy
e v EE R o
Ys b

% 0
quindi:

’

Y2

gy L b2
=—p -0 _ZI_ZPI’
ossia, per la seconda delle (2):
[0, =—p — 5P +29=r

Dunque il rapporto di due integrali d’un’equa-
zione lineare omogenea del 2° ordine soddisfa ad
un’equazione di ScHWARz, che & pienamente de-
terminata.

Se invece ¢ data un’equazione di ScHwaRz:
(4) [W]Z =
posto:
() r=—p —p+29
dove p, ¢ sono due funzioni incognite, si prenda p
ad arbitrio; ¢ restera pienamente determinata, e
con essa [’equazione di 2° ordine (1) corrispondente
alla data equazione (4).

Dall’integrale generale y = C,y, 4 C,y, della
(1) si deduce subito I'integrale generale:
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g G TGy,
Cy+ Gy,
della (4). Supponiamo invece di conoscere 'inte-
grale n della (4). Posto:
(6) Y.Y. Y, =yi =
si ha dalla (3):

v’ —{—p V=0,
e quindi integrando e designando con C una co-
stante albltrzum
(7 v=Ce/t,
La (6) ci da poi:
C —L/paz
= e

)

e di qui segue infine:

]/fe,'_zfpdz
=n1/— .
N ”

142. 1l risultato ottenuto nell’art. prec., che
4 prec.,

- cioe ad una data equazione (4) corrispondono in-
~finite equazioni (1), era prevedibile; giacche, data

-, visono infinite coppie di funzioni y,, y, il cui
_rapporto ¢ eguale ad =. Se perd fra queste in-
- finite coppie ne sia individuata una, sard pure in-

dividuata la corrispondente equazione del 2° ordine.
E questo il caso nostro, giacche le (1) dell’art. 128
determinano'le z,, z, come funzioni di Z (e di u-
n’altra variabile X). Noi ci proponiamo di costruire
l'equazione del 2° ordine di cui z,, %, sono integrali.

VivanTr. 23
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Poniamo per semplicita :

F(z, z)=F, F{x 1)=¢,

do, n .
d( =0, T—kn
avremo, per le note proprietd delle funzioni omo-
genee:
oF, oF, oF,
=D, it B F —g i
F: Z—z 9 az; zz il [ (lall —l— 2az
donde:
I I F, oF,
b =—_F —= —! —*
=l el
,_ 1 OF,
Toge
Dopo ci6 detiviamo la relazione :
: F"z (I)‘;z
Z= CF:; = c@,;
rispetto a Z; avremo:
1:c¢?3+,(v¢® vCD(D)

(D"z' 1 v, oF, oF,
—_— q)v+l k+k —1 k a Z.la + 28
PG ;5 9%, % (z
v, 0F / 3F, dF,\1dz
BTN A AN [
k, 0%, 03, 0z, /1 JdZ"

Vz V3

TR
inoltre, per il teorema d’EuLero sui poliedri (cfr.

Ora:




_EQUAZIONI POLIEDRICHE E MODULARI. 35S

art. 52):
k,t+2=Fk +k;
quindi, indicando con ¢ una nuova costante :
2" 1 (0F,0F, OF,0F,

“or (87< 9z, a—{a—i)ﬁ

Rammentlamo che (art. 123)F, &, a meno
d’un fattore costante, il determinante funzionale di
F,, F,. Indicando pertanto con A, I due costanti,
sard:

1—¢

da cui:

dz X

dzZ I8z

Ne segue (considerando come nell’art. 128 le
Z,» %, come funzioni di Z e di X):~
0z, 0z, X
Yoz TheZTIZ

e quindi per la (7) dell’art. prec.:

X —[pdZ
L — Ce/? ,

o~

da cui:
fpdzzlogz_{_log—cx—l ,

e derivando rispetto a Z:
I

b=
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Conosciuta p, ed essendo data r dal secondo
membro della (7) dell’art. 140, la (5) dell’art. prec.
ci da ¢. L’equazione cui soddisfanno z, e z, risulta
pertanto essere la seguente:

w Lo I b
y +Zy +4ZI(Z I)z[ V2

+(r )=z )=

v
2 3 1

L’equazione trovata appartiene ad un tipo ben
noto, quello delle equa(iani di RIEMANN:

”+Z( —y(A+BDP
(@
+Zz(1 )(C—I—DZ—[—EZ’)P-O

L’integrale della (1) si suole denotare con:

(5
s ’
~ dove le «, £, ... sono 6 costantl legate alle 4,

B, ... dalle relazioni:

A—1—0—2o, B__——I—{.a—"’ C=aa,
D=—as' — 8¢ 417, E=b,

e che inoltre soddisfanno alla condizione:

aba b T =1
"Posto:

P=Z'(—Z)g a=b+1+u,
b=t fyta, c=1+ta—d,

la (1) si trasforma nella:

(2) Z(—Z)"He—(a-+b+1)Z]p'—abo=o,
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che & un’equagione ipergeometrica o di Gauss. Ad
essa soddisfa, come ¢ facile verificare direttamente,
la serie:
=F(a, b, ¢, Z)
b a(a—{— Db(b -+ 1)
=1 —Z
* ( ‘:—)( _{;b(bl : 3(2_—1121))
aa~ 1) a+2)6(b+1)(b42)
+ 1.2.3.0(c+ 1)(c+ 2
che dicesi serie ipergeometrica.
Se si pone:
o=Z"Y, a'—=a+1—c, b’ ——b—[—I—c, ¢'—2—c¢,
la (2) si trasforma nella:
Z(1—2W"H'—(a' b 1) Z W —a'b"b=o,
che ¢ dello stesso tipo della (2), ¢ quindi ammette
Iintegrale:

V=F(a, b, ¢, Z).
Ne segue che la (2) ammette Pintegrale:
@ e=Z"F(, b, ¢, 2) |
Dagl’integrali . (3), (4) della (2) risultano i
seguenti due integrali della (1):

P=72"(1 —Z)YF(a, b, ¢, Z),
P=7"""""(1—Z)YF(a, ¥, , Z)
=Z¥(1—Z2)F(a, ¥, ¢, Z).

143. Nel caso nostro [v. art. prec.], si ha:
1

A:I,'B:—I, C—=— F’
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I I 1 I I
D—_—<2+ 2_v2+1)7 :—4\';2

4 v2 V; 1
quindi:
ol =0, f4B =0, y+7 =1,
I I I I
[ r— s
xx == 29 l(jr)”** 29 1 ”"(I“__z)’
4, 4v; 4 p
donde segue:
1 I I
&= y o' =— y b=y B =—,
2v 2v 2v - 2V,

e
o= (ot )
R e
(v-es)
b':7(1—f—i—-\%—%),c’=1~—%.

bl
Pertanto i due integrali trovati sono:

a’

P=7"(1—2) (s )F(a,b ¢, 7)
P=27 (1 _Z)T< ") F(a', b, ¢, Z),

dove le a, b, ¢, a', I’y ¢’ hanno i valori testé in-
dicati. Mediante questi due integrali si potranno
esprimere senza difficoltd i due integrali cercati
Z.» %, € il rapporto di questi ¢i dard z in funzione
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di Z, cio¢ ci dari la risoluzione dell’equazione po-
liedrica o modulare. :

La cosa risulta particolarmente facile, se noi
mutiamo ['orientazione dei poliedri in modo che
il polo d’una faccia vada a cadere nel punto della
sfera corrispondente al punto =0 del piano.
' In questo caso per =0 si ha Z=o0, quindi
(art. 130), indicando con k una costante:

:
1=kZ"+ -

d’altra parte, poich¢ la F, si annulla nei poli delle
facce, essa deve contenere, ed una sola volta, il
fattore z , mentre tale fattore non figura né¢ in
F,, n¢ in F, donde segue che nell'intorno del-
Porigine si ha:

| X )=hi+

h designando una costante. Ne segue:

VX VX +
Z‘:{'T—*-—:T( iy
VX 1) Vb +

VX -+
Z.z'_'"/y( —'- ]

e quindi, indicando con % , %, due costanti:

; :
=02 e =0T T e
Nel caso considerato adunque i due integrali
cercati non sono altro, a meno di fattori costanti,
che glintegrali (1).
r44. Invece di esprimere direttamente le irra-
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zionalitd poliedriche e modulari *

cercare di esprimere la irrazionalitd diedrica per
m=3, la tetraedrica, 'ottaedrica e I'icosaedrica come
funzioni uniformi dell’irrazionalitd modulare, cid
che, per il teorema dell’art. 131, & possibile. La

A
¥

come serie iper- *
-geometriche in Z, si pud risolvere la sola equa--
zione modulare col metodo teste esposto, e poi

costruzione effettiva di tali funzioni non & altro .

che la costruzione di funzioni invarianti rispetto
ai sottogruppi I',, I, I',,, Iy, di [, problema
gid trattato nel cap. precedente.
Per lirrazionalitd modulare si ha:
v, =2, Vv,=3, v;:oo,
quindi:
, 2

a=b=g, c=+, ad=V=L, =1,
e le (1) dellart. prec. ci danno, a meno d’un fat-

tore costante, che si determina senza difficoltd:

LF(2 1, 4, 7)

Z:ZJ 27 127 3
Dl
F(lz’ 1;’ 39 Z)
Ora noi abbiamo trovato (art. 139):
Tl
A= — o
or
Sostituendo nel 2° membro al posto di z la

* Diciamo per brevita irragionalits poliedrica o modulare
la ( considerata come funzione della Z, essendo Z F®
un’equazione poliedrica o modulare.
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sua espressione testé costruita, avremo A €spressa
in funzione di Z, avremo cioe la risoluzione del-
equazione diedrica per m = 3. Ed analogamente
si otterrebbe la risoluzione delle altre equazioni
* poliedriche.

Studio- algebrico delle equazioni poliedriche
e dell’equazione modulare. Risolventi.

145. Non meno interessante della risoluzione
delle equazioni poliedriche per via trascendente &
il loro studio dal punto di vista dell’Algebra.

Prima di intraprendere tale studio, sara utile
richiamare alcune nozioni di cui dovremo far uso
nelle pagine seguenti *).

Se si ha una funzione razionale f di piu va-
riabili x , x,, ... x,, si dice gruppo appartenente
alla funzione f il gruppo delle permutazioni ** delle
variabili che lasciano inalterata quella funzione; e
si dice pure che la funzione appartiene al gruppo.

Se f ¢ funzione simmetrica, il gruppo ad essa

*) Per maggiori schiarimenti si pud consultare, per es.,
Veccellente Teoria dei gruppi di sostituzioni ¢ dell’equazgioni
algebriche secondo Galois di L. Biancur (Pisa 1899).

** Che tali permutazioni formano un gruppo, & cosa evi-
dente; infatti, se due di esse lasciano inalterata la f, la stessa
proprieta appartiene al loro prodotto.
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appartenente consta di tutte le # ! permutazioni delle
variabili; esso dicesi il gruppo simmetrico.

Se f per tutte le permutazioni delle variabili
prende soltanto due valori diversi (tale sarebbe
per es. il determinante di VANDERMONDE, che per
una permutazione qualunque delle variabili o resta
inalterato o muta di segno), il suo gruppo & co-
stituito dalle —»! permutazioni pari; esso dicesi il
gruppo alterno.

Ogni funzione appartenente al gruppo alterno
ha la forma:

P+ v,
dove ¢ e ¢ sono funzioni simmetriche, e A ¢ il
discriminante delle » variabili, cio¢ il prodotto dei

quadrati delle loro (Z) differenze. Le due forme

che essa assume per tutte le permutazioni delle
. variabili sono:

(P_IL"I’V"\? CP'_"‘PVA'

Se le forme diverse che assume f per le varie

. permutazioni delle variabili sono:

A A
il numero s & il quoziente di n! per I’ ordine del
gruppo, cio¢ lindice del gruppo della funzione
considerato come sottogruppo del gruppo simme-
trico. I gruppi delle funzioni f,, f,, ..., f,_ so- -

Se—

no altrettanti sottogruppi del gruppo simmetrico
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equivalenti al gruppo di f e non necessariamente
diversi. ‘

Se G, H sono i gruppi delle funzioni f, ¢,
e se H & sottogruppo di G, f pu¢ esprimersi ra-
zionalmente mediante ¢ e funzioni simmetriche, e
reciprocamente.

In particolare, se due funzioni f, ¢ hanno lo
stesso gruppo, ciascuna di esse pud esprimersi ra-
zionalmente mediante I’altra e funzioni simmetriche.

Data un’equazione algebrica, 1 suoi coeflicienti
ci dinno i valori delle funzioni simmetriche delle
sue radici. Pud avvenire perd che sia anche asse-
gnato, o comunque noto, il valore di qualche fun-
zione non simmetrica delle radici. Se G ¢ il grup-
po a cui appartiene questa funzione ¢, sard noto
al tempo stesso il valorc di qualunque altra fun-
zione appartenente al gruppo G, giacché una tale
funzione & esprimibile razionalmente, come risulta
da cio che si disse poc’anzi, mediante ¢ e i coef-
ficienti dell’equazione.

Se fossero noti i valori di pitt funzioni ¢, ¢,
X, --. appartenenti a gruppi diversi G, H, K, ...,
sarebbe pure noto il valore della funzione: -

ap +Ed v+,
dove =, B, v, ... rappresentano numeri qualun-
que diversi tra loro, o meglio quantitd indetermi-
nate. Ora il gruppo di questa funzione ¢ il mas-
simo sottogruppo comune ai gruppi G, H, K, ...,
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giacché la condizione necessaria e sufficiente per-
ché essa resti invariata & che resti invariata cia-

scuna delle funzioni ¢, ¢, y, .... Di quisi vede

che possiamo sempre ridurci al caso in cui sia noto

il valore di una funzione (e con essa naturalmente

quelli di tutte le altre funzioni appartenenti allo
stesso gruppo). Il gruppo a cui appartiene questa
funzione dicesi gruppo dell’equazione.

Se un’equazione ¢ generale, cioé se le sole
funzioni razionali delle radici di cui sieno noti i
valori sono le funzioni simmetriche, il suo gruppo
¢ il gruppo simmetrico.

Se invece ¢ noto per es. il valore della radi-
ce del discriminante, il gruppo dell’equazione & il
gruppo alterno.

Se un’equazione ¢ irriducibile, il suo gruppo
¢ transitivo (art. 15), e reciprocamente.

Sia f(z) =0 un’equazione di grado #, i cui
coeflicienti appartengano ad un certo campo di ra-
zionalitd * C, y una funzione razionale delle sue
radici 7, 2,y %y + -+ 5 Z,_, con coefhicienti appar-
tenenti al campo C. Se per effetto delle r permu-

tazioni delle radici, » denotando l'ordine del grup- -

* Dicesi campo di razionalitd [o , «,, ..., %,] Vinsieme -

delle funzioni razionali di «,, a,, ..., a,. Cosi per es. il
campo di razionalita [1] & costituito dall’insieme di tutti i
numeri razionall.

N
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po G dell’equazione, la y prende s valori diversi:
. Yoo Yo Yas o Vi
le funzioni simmetriche di questi s valori saranno
funzioni simmetriche delle radici dell’equazione data
a coefficienti appartenenti a C, e quindi apparter-
ranno esse stesse a C; cioe le y, y,, ..., y,_, sa-
ranno radici d’un’equazione di grado s 1 cui coef-
ficienti apparterranno al campo C. Questa equa-
zione :
(0 (=0
dicesi una risolvente della data. Tra il gruppo G
dell’equazione proposta e quello H della risolvente
ha luogo l'isomorfismo *, che pud essere oloedrico
o meriedrico; e possiamo osservare (cfr. art. 16)
che soltanto il primo caso pud aver luogo se G
‘& un gruppo semplice.

Nel primo caso ad ogni permutazione delle 7
diversa dall’identitd corrisponde una permutazione
delle y diversa dall’identitd, e viceversa; cioé le y
non restano tutte invariate se non per la sola per-
mutazione identica delle z. Ne segue che il gruppo
della funzione:

(2) a=nytay + -+ y, .,

dove le a sono costanti tutte diverse, & costituito

*) Infatti a ciascuna permutazione delle 7 corrisponde
una determinata permutazione delle y, e i prodotti di per-
mutazioni corrispondenti sono corrispondenti.
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dalla sola identitd, e quindi che le z sono esprimi-
bili razionalmente mediante % e quantitd del cam-
po C, per modo che I'equazione proposta pud con-
siderarsi come una risolvente della (1). Si dice al-
lora che la (1) & una risolvente equivalente, giac-
cheé la risoluzione dell’equazione f(3)=o0 e quella
dell’equazione ¢(y) = 0 sono problemi equivalenti.

Nel secondo caso all’identitd del gruppo H
corrisponde nel gruppo G un sottogruppo inva-
riante G'; esso & I'insieme delle permutazioni delle
% che lasciano invariata la funzione (2). Supposto
pertanto di saper risolvere la (1), e quindi di co-
noscere il valore della funzione =, il gruppo della
equazione data cessa di essere G e si riduce invece
a G’ * Dunque una risolvente non equivalente ha
la proprieta, che la sua risoluzione riduce il grup-
po dell’equazione ad un sottogruppo invariante del
gruppo stesso.

Una risolvente equivalente che ha particolare
importanza ¢ la risolvente di Gavors. Si definisce
come tale I'equazione irriducibile di cui una radice
e:

P: B(—f—ﬁtzx + e +an—x(n—x?
By, b, ..., B, , essendo costanti tutte diverse fra

n—1

loro. Poiché ogni permutazione delle z altera il

* G’ & il sottogruppo comune al gruppo a cui appar-
tiene la funzione y e ai suoi equivalenti.
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_valore della p, il gruppo della funzione p & costi-
tuito dalla sola identitd, e perd mediante la p pos-
sono esprimersi razionalmente tutte le z. Inoltre,
poiché tutte le radici della risolvente di Garors si
ottengono dalla ¢ scambiando le z fra loro, “esse
sono tutte funzioni appartenenti al gruppo costi-
tuito dalla sola identitd, e quindi possono tutte e-
sprimersi razionalmente mediante una qualunque
di esse.

Diciamo ¢, ¢,, ..., p,_, queste radici, e scri-
viamo:

p=9%:(p) (i=12..,r=0,

le ¢, essendo simboli di funzioni razionali. Ogni
funzione {, corrisponde ad una determinata per-
mutazione S, del gruppo G, cioé a quella che cam-
bia ¢ in p;; e il prodotto di due permutazioni §,,
S, ha per corrispondente la funzione ¢, {,. Quindi
le {,, considerate come simboli di operazioni, co-
stituiscono un gruppo T' oloedricamente isomorfo
al gruppo G.

Sia:
) F(wy=o
la risolvente di Garors, ed applichiamo ad essa il
cambiamento di variabile:

v=1,(u);
essa diviene:

4) F[y; ()] =@ (@)=o.
Le radici della (3) sono:
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w=p, =4, .., 0=14_();
quelle della (4) sono le espressioni di v che si
ricavano dalle:
"l‘;i(‘v):?’ V@) =%, () - b () =1,_,(0)
cioé:
(5) v=4,() v=4, %6, - v=4,_4,0)

Ma, poich¢ le operazioni ¥ formano un grup-
po, le operazioni (5) non sono altro che le {,
¢, ..., ¥, , salvo lordine. Dunque le equazioni
(3), (4) hanno le stesse radici; cioe ciascuna delle
funzioni ¢ trasforma la risolvente di Garors in s¢
stessa. Questa risolvente ha dunque la proprieta
di ammettere un numero di trasformazioni razio-
nali in sé stessa pari al suo grado.

Reciprocamente, se un’equazione irriducibile di
grado r:

F(u) =0
ammette 7 trasformazioni razionali in sé stessa:
v=u, v=2y(u), v=4,(u), ..., v="1{,_ (u),
si ha, indicando con b uno qualunque dei numeri
I, 2, ..., 7 —1I:
— —1 *
Flu)=F[y" ()] %
o ‘ : ; . :
e quindi, se » ¢ una radice dell’equazione data, &

pure radice della stessa la # risultante dalla:

W (”) =P

* I due membri potrebbero anche differire per un fat-
tore costante, cid che per noi non ha alcuna importanza.




STUDIO ALGEBRICQO DELLE EQUAZIQONI, ETC. ]69

ciot la u =1, (p). Dunque le radici dell’equazione
sono tutte funzioni razionali di una di esse, e le-
quazione pud considerarsi come la risolvente di
Garors di sé stessa; inoltre il gruppo formato
dalle operazioni ¥ ¢ oloedricamente isomorfo al
gruppo dell’equazione, e quindi pud assumersi
senz’altro come il gruppo dell’equazione.

146. Cerchiamo di applicare le cose esposte
alle equazioni poliedriche.

Sia:

ZQ)=12

un’equazione poliedrica (o ciclica), G il gruppo
corrispondente, il cui grado si denoti con n. Se
st applicano all’equazione le # sostituzioni lineari
di G, essa rimane evidentemente invariata, siccheé
G pud considerarsi come il suo gruppo; inoltre
G ¢ transitivo, perche, presi due punti omologhi
qualunque, esiste sempre in G una sostituzione che
muta Puno di essi nell’altro, e quindi I’equazione
¢ irriducibile. Dunque:

Ogni equazione poliedrica & irriducibile, ha per
gruppo il corrispondente gruppo poliedrico, ¢ pud
considerarsi come la risolvente di GavLois di st stessa.

147. @) Le equazioni cicliche appartengono
al dominio dell’Algebra elementare.

Infatti 'equazione:

(1) =2
si risolve mediante una semplice estrazione di ra-

Vivanti. 24
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dice :
"—
b) Anche le equazioni diedriche:

@) & ‘l‘ml)z -7

A
sono di natura elementare; esse appartengono alla

classe delle equazioni riducibili alle equazioni di 2°
ordine. Noi perd possiamo applicare anche a queste
equazioni i concetti generali poc’anzi esposti.

Poiche il gruppo diedrico d’ordine n=2m
contiene un sottogruppo ciclico invariante d’ordine
m, noi prenderemo come risolvente (non equiva-
lente) della (2) un’equazione avente per radice una
funzione appartenente a questo sottogruppo, per es.
la funzione 7" = £, . Una tale equazione si ottiene
immediatamente dalla (2); essa é:

(Z,+1y _
4z, 7

e si riduce per via elementare all’equazione wciclica

~di 2° ordine:

[Z,— 22+ 1 =4Z(Z—1),
che ci da:
Z =2Z—142VZ(Z—1).
Si ha quindi:
(:]/ZZ—I—[—ZVZ(Z-—I).

In particolare pel gruppo trirettangolo (m=2)
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si ha:

&) i=V 2z — s+ 2/ ZT— D=2+ V7.
¢) Il gruppo tetraedrico contiene come sotto-
gruppo invariante un gruppo trirettangolo. Ora
Pequazione tetraedrica:
P (23t
v \&t—2il37 41
pud scriversi, posto x==¢’ :
l:(zz + 1) +41<’]3:Z
@+ Fawz] =7

od anche:
. (gz+1)2+x ’ ,
4 = 4.
' &+1y —i-I) "
4% +

Prendiamo come risolvente un’equazione a-
vente per radice una funzione invariante per il
gruppo trirettangolo, per es. la funzioné:

&1y
4% %
L’equazione cercata risulta subito dalla (4);

essa &:
gl + * ’ — Z.
Z 4
Come si vede, questa ¢ un’equazione ciclica;
ne risulta:
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. o’ 1}/2 —a
VZ —1
quindi, tenuto conto della (3):

(6) x=VZ + 17—,
dove la Z ¢ data dalla (5).
d) Il gruppo ottaedrico contiene come sotto-
gruppo invariante un gruppo tetraedrico.
Ora ’equazione ottaedrica:
W
1087 =
in virtt delle relazioni (art. 125, 126):
H/:(P‘La 12i1/§t2—(p5—{—'.|ﬂ:o,

pud scriversi:
; \ 3
—+(7)
s =2Z.

@) [ ( %,); — I]
| Prendiamo come  risolvente un’equazione di

cui una radice sia una funzione invariante pel
gruppo tetraedrico, per es. la funzione:

Y
(£) =%

Una tale equazione risulta subito dalla (7);
essa €: '

I

(5) Z =

—4Z

2

Z -~
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e si riduce immediatamente ad una equazione ci-
clica, che risolta ci di:

®) Z=Z_2+ZZ‘/:Z.

2

Si ha dunque, per la (6):
= 1/Z3 +VZ —1,

dove [cfr. eq. (5)]:

o? t)/ 22 — 2
5
VZ,—1

e Z, & definita dalla (8).

148. Nulla di simile a quanto si ¢ fatto per
1 precedenti gruppi pud ripetersi per il gruppo
icosaedrico; giacche, essendo esso semplice, non
pud dar luogo a risolventi non equivalenti. Noi
cercheremo invece di costruire una risolvente equi-
valente che ha per noi speciale interesse.

Il gruppo icosaedrico contiene § sottogruppi
tetraedrici equivalenti. Ora, se noi costruiremo una
funzione che resti invariata per le sostituzioni di
uno di questi gruppi, essa, per le sostituzioni del
gruppo icosaedrico, prenderd § valori diversi, e
"perd sard radice d’un’equazione di 5° grado, che
sard una risolvente dell’equazione icosaedrica. La
sua espressione per la z sard poi una funzione ra-
zionale di 12° grado.

Scegliamo, per fissare le idee, il sottogruppo

Z=—

s
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tetraedrico corrispondente alla terna di mediane
ortogonali di cui un estremo ¢ il punto di mez
zo dello spigolo 1-2, terna che abbiamo denotato
(art. 67) con k,. Se indichiamo con ¢ la forma
di 6° grado che si annulla negli estremi di questa
terna, una funzione di 12° grado invariante ri-
spetto al sottogruppo tetraedrico considerato sard:

X

(I) ’ r:7~

La forma # & quella che abbiamo indicato
gid con t, riferita perd ad una posizione diversa
del tetraedro. Essa quindi si ottiene da # mediante .
quella sostituzione lineare che rappresenta la rota-
zione per la quale 1 tre assi coordinati ortogonali
si trasformano nelle tre mediane costituenti la terna
considerata. ‘

Questa rotazione, come ¢ facile osservare, ha

. o : .
Pampiezza — - ed il suo asse & l'asse n. Nelle

formole (6) dell’art. 61 deve porsi quindi:
I

(ﬂ:—%, '}\:O7 = 90;

4

esse ci dinno allora:

' l
a—=c¢=0, b=—sen—, d=cos—,

sicche la (3) dello stesso articolo diviene:
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(cos—l——f—sen—l
P 4 4
= ’
— zsen L - cos L
4 4

ossia sotto forma omogenea unitaria :

, ] I, ! I
-2 COS— sen—- ——7.5¢n— COS——.
R=7,005— -+z,sen 0 LETRsen +z, y
Si ha pertanto
= z L& =z

: : ):I
— 2 2 1 enz ><
[ ((1 {2)(:054 SEN- 4 +(l(2<COS . s y
)| cos’— —sen®— ) -
P [(z, z)( 7 ; -
4(112((? "}'Z_:)SenTCOST]
= e s ] <

[(z,—zz)ws—— +2z,3,sen ][z +1]

= ([ — 2R —6zx)sen!
+27,2,&—2)eosl];
ora (art. 65):

senl:i_, COSI:—I;’
S 5
quindi :
1 21 2 3 2,2
t=—— = (GHORI—202—6+ 20,841,

215
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. . : I
ossia, sopprimendo il fattore — ——:
. 215
P=1—22%—s0G— s+ 28+
La nostra funzione & dunque:
=22z, — SUL— 5 0xE+2 8+ )

r 10
LR — 1188 —1) 7

od anche:
_& — 2y — 55+ 2+ 8
R0 — 11 —1)

L’equazione di §° grado tra r e Z pud scri-

versi :

(2)  Z—1:Zix=g() ()i k()
C @ (1), 4(r),x (r) sono 3 polinomi uno dei quali al-
meno ¢ di §° grado e nessuno di grado superiore
al 5° e le cui radici ¢i danno i valori che prende
la 7 rispettivamente nei punti di mezzo degli spi-
goli, nei centri delle facce e nei vertici dell’icosaedro.
Essi sono poi legati dall’identita : '
) 0 (N="1 (1) — (")

Anzitutto la (1) ci mostra che la r ¢ infinita
in tutti i vertici; quindi le radici della y () devono
esser tutte infinite, e perd y (r) deve ridursi ad una
costante. Noi porremo;

)] x (r) = 1728.

Dalla (1) segue inoltre che la 7 si annulla in
6 dei 30 punti di mezzo degli spigoli. Negli altri 24
essa deve prendere altri 4 valori. Ma poiche le so-
stituzioni del gruppo tetraedrico, mentre mutano 7
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in sé stessa e lasciano invariata la terna k , non
lasciano invariata nessun’altra terna, il valore che
7 prende negli estremi di una delle 4 terne %, k.,
k,, k_dovrd essere eguale a quello che essa prende
negli estremi d’un’altra terna. In altre parole, i
quattro valori dovranno due a due essere eguali.
Quindi ¢ (r) avrd la forma seguente:

G)  p()=pr(r far by

Quanto ai 20 centri delle facce dell’icosaedro,
8 di essi coincidono (art. 75) coi centri delle facce
dell’ottaedro 1 cui vertici sono gli estremi della
terna k,, ossia costituiscono i vertici del cubo po-
lare. Questi vertici per le rotazioni del gruppo te-
traedrico si scambiano fra loro 4 a 4 (giacché for-
mano due tetraedri reciprocamente polari di cui
ognuno si muta in sé stesso); gli altri 12 punti,
non potendo contenere alcuna quaterna che resti
invariata, si scambiano tutti fra loro. Pertanto, sic-
come i centri delle facce devono considerarsi come
punti tripli, ¥ () avrd due radici semplici ed una
radice tripla, cio¢ sard:

6 Y=+ +dr+o.

I coeflicienti delle (5), (6) si determinano me-
diante le (2), (3),(4). In virtd di queste relazioni
si ha:

(7) Br(rar-) =>(r-F (" dr-e)— 1728,
SOty
1728
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Ricordiamo d’altra- parte che (art 128)

— H)
1728
Per z = oo risulta diqui e dall’espressione di r: j
. . v ’,5 . v (S . (5 &
r=xn Z= 1728~ 1728 7 Z_—UT’J"'

quindi v = 1; inoltre dal confronto dei termini di
grado massimo della (7) segue p-=yv, sicch®
p=v=1, e quindi: ‘
H)=r (b bBY, 4 (=) (). |
. La (7) diviene dunque:
(8) r(r*~rar—BY=(r-}yy(r*~}dr-4-e)—1728.
Deriviamo ambi i membri di questa identitd;
avremo:
(rar+8)Y-+ 27(1‘2+ar+@)§2r+a)
=30+ +3r+o)++y)r+3d)

ossia: .
: (" tar4+8) (5327 4-8)
=0 +r+ey+4d)r+QE3+ 39
Il fattore -y non pud dividere il trinomio
7’ 4 ar -+ B, glacché i valori che r prende nei ;
centri delle facce sono necessariamente diversi da |
quelli che prende nei punti di mezzo degli spigoli.
Dev’essere quindi: '
sr3ar4B=s50+7),
54 (27440743439 =5(" Far+),
donde:
sa=10y, B=57’, 2yt4d=s0, YIf3e=5B,
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che ci dinno:
(9) 7,:;’{7 {ﬁ_j"{l, 3:‘—;'\[, e=7.
Risulta inoltre dalla (8):
Y e=1728,
che, per l'ultima delle (9), diviene:

(10) Y =21728 =35

Per determinare completamente y, conviene
fare un’osservazione. Il valore — & quello che pren-
de 7 nei centri delle facce dell’icosaedro che non
sono centri delle facce dell’ottaedro determinato
dalla terna k,. Ora uno di questi centri & certa-
mente quello della faccia 2.9.10 dell’icosaedro; esso
non pud essere centro di una faccia dell’ottaedro,
perche appunto sopra un suo lato (il lato 9.10)
sta un vertice dell’ottacdro stesso. Ora il centro
della faccia 2.9.10 sta evidentemente (v. fig. 13, 14)
sull’asse reale, e d’altra parte risulta dall’espressione
di  che r & sempre reale per valori reali di z;
quindi il valore —y che prende 7 nel centro con-
siderato, e percio mc.he in tutti gli altri che non
sono centri di facce dell'ottaedro, & necessaria-
mente reale, e la (10) ci da 'unica soluzione y=3.
Dopo ci6 si ha, in virth delle (9):
«=10, B=45, v=13, SZII, ¢ = 64,
e la risolvente di 5 grado cercata pud scriversi:

L—1:7:1
o ror-45) (3 hr-H64): 1728,




380 - STUDIO ALGEBRICO DELLE EQUAZIONI, ETC.

od anche, tenuto conto delle formole dell’art. 127:
T 2
7= 1728(Z — 1) = r(r* 4 107 + 45)".

Poniamo per r la sua espressione (1), scri-

vendo per semplicitd ¢ invece di #'; avremo:

T* = £ (t + 10/ 4 45,
ed estraendo la radice, e considerando che per -
3,=1,z,=0siha T=1,t=1:
(1) i+ r10fr445f) =T =0,
che, sebbene sia sotto forma omogenea, chiamere-
mo pure risolvente.

149. Prima di passare alla costruzione di un’al-
tra risolvente pit importante della equazione del-
Picosaedro, detta la risolvente principale, dobbiamo
trovare l'espressione della forma W relativa all’ot-
taedro da noi considerato, forma che indicheremo
con W'. Abbiamo:

W =g+ 1427+,
dove le 7, 7, sono quelle stesse che figurano nella
sostituzione considerata nell'art. prec. Invece di
fare direttamente la sostituzione, noi ci varremo
della circostanza che W & ’hessiano di t, e che
I’hessiano & una forma covariante. Basterd pertanto
formare I’hessiano di #'; esso (a meno di un fattore
costante) sard W”. Si trova quindi, scrivendo W
invece di /", e tenendo conto che, per Pindeter-
minatezza dei coeflicienti @, b che fra poco intro-
durremo, un fattore costante comune a tutti i ter-




STUDIO ALGEBRICO DELLE EQUAZIONI, ETC. 381

mini di ¥ non ha alcuna importanza:
W=—8—xz—780+ 724
— 7RI R g
Cié premesso, osserviamo che la forma:
Y=alW +btW,
dove a, b sono quantitd qualunque, essendo una
funzione a § valori, deve soddisfare ad un’equa-
zione di §° grado:
D) Y+A4YV'+BY +CY' 4+ DY+ E=o;
le 4, B, C, D, E sono funzioni omogenee di 1°,
2°% 3% 4% s5° grado in a4, b, contenenti 7, %,.
Indichiamo con ¢,, W, (h =1, 2, 3, 4) le espres-
sioni di #, W relative alla terna di mediane &, ;
le t,, W, si ottengono dalle #, W mediante la
sostituzione S*, sicché, ricordando che espressione
della sostituzione omogenea S’ é&:
1, ="z, L=¢"%,
si ha:
=8 — 2820z, — 5]

— s R+ 20 8+,
W,=—s"1—"202, — 7" + 78202
— 7R — 79" g+ L — g

Intendendo per ¢, W le t, W, pud dirsi
che le radici della (1) sono:
Y,=aW,+ b4, W, (h=o, 1,23, 4.
Posto quindi:

4 .
Si = Z Y;: (’—'—— 1, 2, 3, 4, S),
h=o0
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si ha per le formole di NEWTON *:

A=—5,

2B=—35§ 45,

6C._——2S—{- — 8, B
24D=—6S -85S — 655 +3S+S, 4
inoltre : 3

E_—._ﬁy,,.

h=0

Anzitutto dunque abbiamo :

a=—3v,=—[aS W 4130w ] |

ha=0 o

Le Y w,, Zt W, , essendo simmetriche ri-
h=o h=o

spetto ai 5 ottaedri, saranno funzioni razionali intere .
di z,, z, invarianti rispetto al gruppo ottaedrico, e

quindi, essendo di grado <60, dovranno potersi
esprimere razionalmente mediante f, H, T. I loro

gradi sono 8 e 14; ma nessuna funzione razionale
intera di f, H, T pud avere questi gradi, quindi
4—=o.

Parimenti, tenuto conto che S, = o, si ha:

* Le formole di NEwTON legano le funzioni simmetriche
semplici (somme di piti quantita, dei loro prodotti binar,
ternari, etc.) ¢, alle fungioni simmetriche complete (somme
delle potenze simili) s5,; esse possono riassumersi nella
formola seguente :

hep =156y = 8 6y + S 6y — oo — (=15,
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B.__L

— [ ZW’—{—zabthWz—{—b’ZtW]
h=o0
Le funzioni che figurano nei 3 termini di que-

st’ultima espressione dovrebbero essere dei gradi

16, 22, 28; ma nessuna funzione di questi gradi

puo formarsi mediante f, H, T, quindi B=o.
Veniamo al calcolo di C. Si ha, essendo

Sl fannd Sz —O0:
I 1 o <
C=——35§ :——[a’ZW;—{-;a%thWi
‘ h=0 h

3 3
~+3ab? Zt W3--b, Zt'W{I
I 4 termini sono rlspettlvarnente dei gradi 24,

30, 36, 42; ora le sole funzioni di questi gradi
che si possano formare con f, H, T sono rispetti-

vamente:
5HonL P fT

quindi si ha, indicando con =%, a,, @,, 2, quattro

o?
costanti :

4 . . 4 .
ZWi:“of7 XthWizalT’
h==0 he=0
4 4

th;Wg:otzf, th;W;:a;fT.
=0 =0

Per determinare le costanti, basta paragonare
i termini del massimo grado in z' nei due membri
di ciascuna equazione.
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Nel secondo membro della prima equazione
22 2

il termine di massimo grado in z, & « 2°%i.
D’altra parte:
_ 2; 2 b .23 22 2 4h 21 3

Wi=—" =3 0,24 =227 A
4

quindi, essendo Y et =0 per r=£0 (mod ), il
b=o

. . . . 4 1
termine di massimo grado in » W} &—s5.2427%.

h=o0

Ne segue o, = — 120.

Nella seconda equazione il primo termine del
2° membro ¢ « 7’°, e il primo termine del 1°
membro ¢ — 52%°; quindi 2, = —35.

Nella terza equazione il primo termine del. 2°
membro & « (i’(i. Quanto al 1° membro, si ha:

(b2 11 h b
LEWi—= ( 4§ z,—6¢ (”’(’—{—2053’ 04X

2 22,2 a4h 21 .
(e g, — 242207 )
il termme in 283z ha per coefficiente 72, quindi

4
il termine stesso nella somma » # W} avrd per
h=o

coefliciente 360, sicché =, = 360.
Infine nell’ultima equazione il primo termine-
del 2° membro & « ¥ - D’altra parte:

bWV, = — e i, 4 26
quindi :

3 J— b 42 41
thWh'—_—E 1+3Kx (z+”')
4
e il coefficiente di 7'z, in > # W} & 15, sicche
h=o

2, = I5.
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Dunque: .
C= —[—1200*—150’bT+1080 ab’f* 4~ 155 T,
ossia: ,
C=58af+abT—72ab°f —bUfT)]
Calcoliamo analogamente D. Si ha, essendo

Sl::Sz:O:
I I 4 4.
p——1s5 :—I[a‘*S—W“—}—A}aSbZthW‘;;

4 h=o0 h=o0

+6a’t’ }_ Wi+ 4ab Zt’ Wi+ b*Zﬁ W‘;]
b=o
J termml sono rlspettlvamente dei gradi 32,

38, 44, 50, 56. Nessuna funzione di grado 38 pud
formarsi con f, H, T; le sole funzioni dei gradi
32, 44, 50, 56 sono le seguenti:
fH, ffH, HT, f H.
Si ha quindi, indicando con B, B,, 8., 8, delle
costanti:

S W=t fH, 31, Wi=o, Zt Wi—t.fH,

b0 h=o0

Yt*W4_p HT, thW;:@fH

h=o h=o0

Nella prima equazione il primo termine del
2° membro ¢ — @ z3"z,. Quanto al (° membro,
si ha:

4 b 32 31 - 0,2

W, ="+ 4203, + 340 2° + -
quindi il primo termine del 1° membro ¢ 20 (;’(z,
sicché $, = — 20.

Vivantr. 25
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Nella terza equazione il primo termine del 2°
membro & —$, z#*z>. D’altra parte, riprendendo
Pespressione gid usata di #, si ha:

h b
ti,hWiz=(s R4z, g, — 6 z;“ L)X
3 31 )0y 30,,,2 . 2,2
XEG 4 L3420 )= 12K A
da cui §, =— 6o.

Nella quarta equazione il primo termine del
2° membro ¢ —p 5% il primo termine del 1°
membro ¢ 575°% quindi §, =—3.

Nell’ultima equazione il primo termine del 2°

q P

membro & — P z3°z]. Quanto al 1° membro, scri-
viamo lespressione trovata di ¢, /7, per un istante
come segue:

—_ 13 12 2 L3 .
W, =Pt G G s R A
il coefficiente di z5°z3 in #} W¢ sard, come ¢ facile
vedere: :

4P s+ 4¢pF12p7gr

Ora:
p:—ss”’, g:s", r=—0, S§= 26(-:4”7

quindi il coefficiente cercato ¢ — 108, ¢ si ha:
p,=7s540.

Dunque:

D= — [—20af H—360a’V’f’"H
—20a P HT4-540 b*f* H],

ossia:

—s[a*f H}-18 a0’ f* H4-a b’ HT—27 b*f* H).

Per trovare espressione di E, seguiremo una
b
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via alquanto diversa. Si ha:

:_HY ___HW,, I_I(a—l—bth)

—bSHW I_fi—7=o th).'

Ora | | W, & una forma icosaedrica di 40°
h=0
grado, e quindi coincide con H* a meno d’un fat-

tore costante; osservando poi che il primo termine
4

di H* & z*, e il primo termine di I IW ,e—z,
h=o0

risulta che quel fattore & — 1, sicché:

[]# =

h=0
Riguardo allaltro fattore, ricordiamo che le #
sono le radici dell’equazione (r1) dell’art. prec.,
sicch¢ si ha, # essendo una indeterminata qua-
lunque :

[[e—t)=u@ +ofw+45/H—T

h=0
Ne segue:
bs H(— +— t,,)
h==o0
= (@ 10@ Y+ 45l f + B T),
e quindi:

E=oH Y+ 108 PfH - 45ab*f H 0 H* T
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L’equazione cercata & dunque: :
Y4 5[8af +abT —g2ab'f —bfT]Y
+s5[atf H+18a b’ f* H4-a b’ HT—27 P HY |
+[&° H*+-100° b*f H*--45 ab* f* H*4-b5 H* T|=o. !
Di qui si puo ottenere una risolvente in senso
stretto, ponendo per @, b delle funzioni di z,, z, ;
tali che ¥ risulti di grado zero, cioé risulti funzione *

della sola z. A tal uopo basta porre, indicande .
- con m, n due costanti: :

a_rsz b_x44nf5 .

—~ H > T TH
Introducendo le due funzioni di z invarianti

" rispetto al sottogruppo tetraedrico considerato:

12f°t 12f W
. T H
e tenendo conto della relazione (art. 127):

Z—1:Z:1=T":—H:12’f,

U=

st ha:
Y=mv-+tnuv,

mentre I'equazione diviene:

-* Cid che & essenziale &, che @ sia di grado —8 ebdi-
grado. — 14. Ora le funzioni invarianti pit semplici di questi
3
el
H " TH

gradi sono appunto
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v ——~—<8m +oramin 4O E”)

15 y i Agmn 3wt
+5 (—am+ 2 +4(1 75 )
3 s 40m’n 15mn4+4n‘) .

Z (48’” 1 —Z -+ G—2y =%

Scrivendo per brevitd questa equazione cosi:
V4 s5a¥ 4587 y=0,
il suo discriminante &:
s* (108 y — 1354 0> 4 902*By?
— 3202y 2560 1] %

* Ecco un procedimento abbastanza semplice per otte--
nere il discriminante.
Cerchiamo di formare il risultante dell’equazione:
¢=V fs5a¥V4+5BY+y=0
e della sua derivata. Invece di queste due equazioni possono
prendersi le due:

Y=Y V=0, Y= <y Vg 3a Y 4B Yy=o0,
od anche le due:
Y=0, L=y —ap =2BY —32* V2 4 (2f* —ay)=o.

Dalla prima si ha: .

—4fY=30Y" 47,
e quindi:
166 V2 = ga? Y44 6ay Y2 4 y2,
ossia:
w=ga? Y+ 4 (bay— 164> )Y* 4 y> =o.
11 risultante delle w =0, y =0 &, come ¢ noto (v. per
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Osserviamo che la radice quadrata del discri-
minante, essendo eguale al prodotto delle diffe-
renze delle radici, & una funzione simmetrica delle
W, t,, e quindi una funzione razionale di f, H,
T. Sarebbe alquanto lungo valutare questa funzione,
la cui espressione analitica non ci interessa. _

es.: Pascawr, Repertorio di matematiche superiori, Vol. I,
pag. 108):
— 27t 2 buy—160)  9ur(2B—uy)—aBy?
‘ gu*(2f?—ay)—2fy® (2B —ay)(6ay—1687)+30%y?
—27xt32@3—r2afy  18a’BP—ogxuSy—2fy’
T Srguiy—afy 28afiy—32ft—3ay?
ossia, togliendo il fattore — 482 :
108%5 y— 135%4 B2 4 gox? By — 320xf3 y4-25685 -yt =o0
Indicando dunque con A? (Y) il discriminante, cio¢ il
prodotto dei quadrati delle differenze delle radici, e con &
un fattore numerico da determinarsi, si ha:
A2(Y)=k[108a5y—135a4B24-90%*By*—3 202 B3 y—+256B54-v4).
" Per calcolare k, consideriamo un caso speciale; suppo-
niamo cioé a=—y—=0, §B=—1, per modo che le radici del-
I'equazione sono 1, 44, 0. Siccome A(Y) ¢ il determi-
nante di VANDERMONDE, si ha:

>

1 I 1 I I

1 —1 i —i 0
A(Y)=11 I —1 —1 o0|=—16j

1 —1 —i i o

1 1 I I o

mentre A2(Y)=— 355—S6k; ne segue k=755,
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150. Vogliamo ora calcolare una risolvente di
6° grado dell’equazione icosaedrica.

Il gruppo icosaedrico contiene 6 sottogruppi
diedrici equivalenti d’ordine 10, uno dei quali &
quello generato dalle sostituzioni S, U, e gli altri
si ottengono da esso applicando quelle sostituzioni
che mutano la diagonale 1.12 nelle altre diagonali
2.7, 3.8, 4.9, s.10, 6.11. Tali sostituzioni sono
rispettivamente T, TS, TS, TS, TS*.

Le sostituzioni S, U sono, sotto forma omo-
genea :

[=92, L=%%; L=—% L=%-

Ambedue ci ddnno:

G =&z).
sicché ¢ = 5z%z2 ¢ una funzione invariante per le
sostituzioni del sottogruppo diedrico considerato.
Scrivendo la risolvente cosi :

(1) ¢+ 4¢+Bg'+Cop+ Dy Ep+F=o,
le 4, B, C, D, E, F saranno forme invarianti ri-
spetto al gruppo icosaedrico dei gradi 4, 8, 12,
16, 20, 24. Dovendo queste forme esprimersi per

- f, H, T, saranno 4, B, D nulle, e inoltre:

R C=»sf, E=pH, F=x

- dove «, p, v denotano tre coefhicienti costanti. La

(1) diviene dunque:

o +afo’ +BHo+vf =o.
Per determinare =, §, ¥, mettiamo al posto

di ¢, f, H le loro espressioni; avremo:
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S e PR L — 11t — 1,4
+ B GG (— 0 — 228228 — 494%°%° + -1}
+ ¥ (R — 22877+ 119+ ) =0, |
quindi, eguagliando a zero i coefficienti di 73*%},3

12 12

7R KR
—5p+y=o0, sPa—5.2288—22y=0
5¢— 5110 — 5.494p 1197 =0,
che, risolte, ci dinno:
x=10, B=1, y=5.
L’equazione cercata ¢ dunque:
() ¢ +10f9’+ Ho 4 5f =o0.
Per avere una vera risolvente, si ponga:
12f*(
=TE |
dove ¢ & una funzione della sola Z; si ottiene; |
C 41020 12220 F 522 =o.
Si pud dare alla risolvente un’altra forma
ponendo nella (2):
(€ ¢ =—/L

Per fare questa sostituzione, scriviamo la (2)
—Ho=14"F10f¢’ + 5/,
donde :
(°+ 10f@ 45y +H'¢’=o.

Mediante la sostituzione (3) questa equazio
diviene :

cost :

¢ —105 45V 17282 =0,

ossia :
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_E—10i+5y
Z= — 1728%

)

da cui:
(E— 108 4 5) + 1728¢
(4) L—1= .
— 1728¢
Per ottenere la scomposizione in fattori del nu-
meratore, ricorriamo ad un’osservazione geome-
trica. Le sostituzioni del sottogruppo considerato
scambiano tra loro i punti di mezzo dei seguent
spigoli :
4)1.2,1.3, 1.4, 1.5, 1.6,7.12,8.12,9.12,10.12, 11.12;
b) 2.3, 3.4, 4.5, 5.6, 6.2, 7.8, 8.9, 9.10, 10.11, I11.7;
¢) 2.10, 3.11, 4.7, 5.8, 6.9;

d) 2.9, 3.10, 4.11, 5.7, 6.8.
Considerando pertanto che il numeratore della

(4) deve annullarsi nei punti di mezzo degli spi-
goli (perché in questi punti Z=1), si vede che
delle sue 6 radici due devono essere doppie e due
semplici, sicche:
G 1085 Y- 1728 E=(Ea b0 (E i)
Di qui segue:
—30=2x+7,
1=+ 2ay+2p-439,
) ——1300-:987—{—2«@—{—2@7—}—213,
1575 =o' 34220y 288407,
978 =@’y 2009,
125 =3,
Invece che risolvere direttamente queste equa-
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R

zioni, ammettiamo & priori che esse abbiano una
soluzione formata da numeri interi. Allora Iultima
non pud ammettere che queste sole soluzioni:
b=H4y5, d=3; t=H£1, d=r125;
d’altra parte dalla 1* segue =17 (mod 3), e quindi
dalla 3* =29 (mod 3), siccht di queste 4 solu-
zioni le sole due possibili sono:
=35, d=3; PB=—1, d=125.
La prima renderebbe il 2° membro della pe-
nultima equazione (§) muldplo di 5, mentre non -
lo & il primo membro; quindi dev’essere:

(5:——1, 3:125. ‘
Le (5) dinno poi: :
@—=—4, =22 ’
sicche la risolvente cercata ¢:
Z—1:7:1
=(8—4E—1)(E*—228-125):(E*—10E5)*
—1728E.

151. Il concetto di risolvente pud estendersi
anche all’equazione modulare. :

Se T, & un sottogruppo d’indice finito s del
gruppo modulare, ogni funzione # invariante per-
questo sottogruppo & legata a J da un’equazione.
algebrica : '
0 fu =0
di grado s rispetto ad u. Questa equazione pud .
chiamarsi una risolvente dell’equazione modulare, -
in questo senso, che, risolta questa equazione, cioé
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trovata P'espressione della funzione » di J che sod-
disfa alla (1), basterd saper esprimere z per u
per avere lespressione di z mediante /. In altre
parole, risolta la (1), la risoluzione dell’equazione
modulare principale :

J=]®)
¢ ridotta alla risoluzione dell’equazione modulare
relativa al sottogruppo T:

u = u(z),
e questo problema pud considerarsi come pili sem-
plice del precedente, perché la rete di T, e pin
semplice della rete di I

L’equazione diedrica per m =3, e le equa-
zioni tetraedrica, ottaedrica ed icosaedrica, sono
risolventi dell’equazione modulare corrispondenti
ai sottogruppi Ty, I, Ty, Ty)-

Noi costruiremo, come esempio, altre due ri-
solventi, una di §5° ed una di 6° grado, corrispon-
denti al sottogruppo [ ; esse sono necessaria-
mente equivalentd all’equazione icosaedrica, ed infatti
troveremo che coincidono con due risolventi (e-
quivalenti) di essa git costruite.

Abbiamo veduto (art. 113) che, se p ¢ nu-
mero primo, G, contiene p - 1 sottogruppi
emimetaciclici G,,_,; a questi corrispondono al-

3

trettanti sottogruppi di I d’indice p -} 1. In par-
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ticolare per p =5 si hanno 6 sottogruppi d’indice
6, i quali contengono tutti
il sottogruppo [, Unodi -
essi ¢ costituito dalle so- »
stituzioni modulari per--
mutabili col gruppo ciclico
generato dalla S, quindi 7}
contiene la S stessa. Ne s
segue che il suo campo fon-

damentale & tutto compre-
(Fig. 47). s0 in una striscia di larghez-

za 1 parallela all’asse imaginario. L’espressione gene- ;-

rale delle sostituzioni del sottogruppo ¢ (art. 109): -

= a—z&__]—fﬁ (mod 5);

ne risulta senza difficolta che il gruppo ¢ permu-

tabile colla pseudosostituzione 7’ = —73, sicche il -
suo campo fondamentale pud prendersi simmetrico- .
rispetto all’asse imaginario. Aggiungendo a queste .
condizioni le altre, che il campo & connesso e con-
sta di 12 triangoli, e partendo per costruirlo dal
bitriangolo 1 della rete modulare, si ottiene imme-
diatamente il campo disegnato nella fig. 47. Me- -
diante una deformazione continua di cui una fase -
intermedia ¢ rappresentata nella figura 48, noi pos- -
siamo portare il campo a ricoprire un intero piano, -

che diremo piano #, e noi faremo ci¢ in modo che’”.
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da a coincidere col-
asse reale del pia-
no u, e che su que-
Sto asse vengano
a cadere tutd i
nodi del campo
meno i nodi d, b

(fig. 49). Allora,

?

I v
posto # = —, e
v

quazione modulare :
JQ=17

avrd una risolvente di 6° grado in v; i coefhcienti
di questa saranno fun-
zioni razionali di 1°
grado di ], giacché ad
ogni valore di v cor-
risponde un unico va-
lore di J. Potremo
quindi scrivere la ri-
solvente considerata come segue:

J=1:]i1=0@):¢(0): 1 (v),
dove ¢(v), ¥(v), x(v) sono polinomi di 6° grado
al piu.
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Supporremo che nel punto f cada l'origine del
piano u.

I nodi di 1* specie sono n, d, b, b1 *; quelli
di 2% specie am, ceghk; quelli di 3* specie f, p.
I punti #, b, in ciascuno dei quali concorrono 4
triangoli, devono considerarsi come doppi; i punt
d, b, in ciascuno dei quali concorrono 2 triangoli,
come semplici. Parimenti a, ¢ sono tripli, ¢ f &
quintuplo. Quindi il polinomio ¢(v) ha due radici
doppie e due semplici, ¢ (v) due radici triple, y (v) %
una radice quintupla ed una semplice. Inoltre la
radice quintupla di y(v) ¢ v=-00, la semplice
v =0, sicché si ha, a meno d’un fattore costante,
. (v) = v. Noi porremo:

1 (v) = —1728v;

inoltre:

(@ =12 2v By (@ v 4-d),
Y@ =p (@ +ev 0.
Dalla relazione : '

(1) (@) =4¢@)— (@) =14{)+ 17287,

che ci dA A =, segue:

HONEIONINN

e derivando:

vy’ (V) — () =0y (v) — ¢ (v),

* Con b1 intendiamo il punto in cui coincidono dopo
la deformazione i punti b ed
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ossia:
(O +ev+B) 5o+ G+ 47)v
(@433 F 220 23— )]
= Fev+ P[50+ 2ev—]
Poicheé i trinomi (v~ av-+8), (v+4ev+4-0)
non hanno radici comuni, dev’essere:
sV F2ev— (=5 Fav+45),
59" (37 4)0 (8 + 35 4 207) 0"
+ 200 — 83 =5 +ev -+ 0.
Di qui segue:
2e=752, —L=58, 3u-4y=10¢
B438+2ay=75¢ 10
ad=10cl, —Ud=750>.
Risolvendo si trova:

2 2

\ *= g, B——'_;57 Y——gs:
(2) 5 s 100 5
s 2 12
d=1¢g, {=1¢

Dalla (1) si ha poi, paragonando i coefficienti .
di v e ricordando che A =yp.:
M2283 Bty — 350 — 1728 = o,
ossia per le (2):
hed = — 10°%.

A causa dell’arbitrarietd che vi & nella defor-
mazione da noi eseguita, il coefficiente A pud pren-
dersi a piacere; facendo A=1, si ha & =—10%
Ora ¢ ¢la somma, col segno cambiato, dei valori
di v corrispondenti ai punti 4, c, valori che sono
reali; quindi e = — 10.



400 STUDIO ALGEBRICO DELLE EQUAZIONI, ETC.

Dalle (2) segue poi:
r=—4, P=—1, y=—22,
d =125, e=—10, =3,
sicche la risolvente cercata ¢:
J—1:]:1=(0"— 4v— 1) (v — 220 4 125)
(v — 10U+ 5) : — 17280,

Essa ¢ identica alla risolvente dell’equazione
icosaedrica trovata nell’art. 150.

152. Un’altra risolvente dell’equazione modu-
lare si pud ottenere osservando che, per essere

sGP—0 ¢
. 24
sottogruppi tetraedrici equivalenti G, ai quali cor-
rispondono 5 sottogruppi equivalenti I di indice
5 di T contenenti tutti I =T, . Questa risol
vente sard pertanto di 5° ordine.

Siccome S e le sue potenze, considerate come
sostituzioni di G, ,, sono dordine 5, cosi esse
non possono far parte d’un gruppo tetraedrico;
quindi i bitriangoli 1, S, $*, §*, $* non sono o-
mologhi tra loro rispetto a nessuno dei I' . Cio
basta per poter concludere che Vinsieme di questi
bitriangoli costituisce un campo fondamentale per
uno dei I . Infatti, se noi stabiliamo la corri-
spondenza dei lati di questa figura cosi: ab, ap;
bd, fd; fg hg; hm, pm, e se deformando il po-
ligono lo riduciamo ad una superficie chiusa, cioé
ad un piano, la rete di cui questo piano risulta ri-

5= —3(mod 8), G, contiene
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coperto soddisfa alle condizioni del teorema d’e-
sistenza dei sottogruppi (art. 97), come meglio
vedremo tra poco esaminando i singoli nodi, ed

(Fig. 51).

ha il simbolo (2, 3, 5), quindi esiste un sottogruppo
d’indice 5§ che ha per campo fondamentale il dato
poligono, e questo sottogruppo deve contenere
I, sicche deve coincidere con uno dei 5 conside-
rati. Quanto ai nodi, quelli di 1* specie sono ce,

VivanTti, 26
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g, In; quelli "di 2* bfhp, d, m; quelli di 3°
riducono al solo . I punti ¢, I sono doppi, 11
punto g & semplice; il punto b ¢ triplo, i punti
d, m sono semplici; il punto a4 & quintuplo. La
risolvente avra qundi la forma:

J—x:Jix =) 4 ()7, ()

#(1) =" - o+ B (u— ),
W) =l S X — L), (1) = v(u— Y.
Supponiamo che u# rappresenti l'afhsso dei
punti del piano sul quale abbiamo disteso la rete,
che ag f sia una retta coincidente coll’asse reale del
piano stesso, inoltre che g sia l'origine ed f abbia
per ascissa — 3. Allora sard # = oo, quindi y ()
si ridurrd ad una costante, sicch¢ potremo porre:
y () = 1728;
per conseguenza dalla:
() 0 (1) = 4 () — 7,(1)
avremo A = p. Inoltre sard:
v=0, L=—3,
e la (1) diverra:
(2) Mu(wau—8)Y =M u—+3)(u’ —{—Su—}—s)—l 728.
Derivando abbiamo:
(W o+ )6 + xu - 8) + 20(2u+ )]
= (ut 37 3 D ut-o)+ (ut 3) @],

ossia:
(@ oau+tp)(5u" + 32u+B)
=(u+3) 5w+ @+ 6u+(3e+33))

dove:
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Col solito ragionamento si trova: :
(' +au—B) = su* (43 + 6)u 4 (35 +-39),
suit3autp=y5(u+3),

da cui:
sa=434-6, s5B=3:433, 3a=30, P=y4s,
e risolvendo: .

x=10, B=4s, 8:11) e = 64.
Se poi nella (2) si fa u=o0, si ha:

1728

T

La risolvente ¢ dunque :
' J—1:]:1

=u(w'+10u-445):(u+43)Y (' 110464):1728;
essa coincide con quella trovata per ’equazione
icosaedrica nell’art. 148.

Rapporti tra le equazioni poliedriche e la teoria
della risoluzione algebrica delle equazioni.

153. Abbiasi un’equazione generale del 3°
grado, che possiamo imaginare ridotta alla forma:
(1) ¥ 43ax+4+2b=o0
mediante una sostituzione lineare; € sieno x , x,,
x, le sue radici, fra le quali avrd luogo la relazione:

2
(2) D x;=o0.
i=1
Considerando 4, b come variabili, x , x,, x,
possono rappresentare le coordinate omogenee dei
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punti della retta (2), e ad ogni permutazione di
esse corrisponde una trasformazione proiettiva della
retta in sé stessa, quindi una trasformazione lineare
dell’ascissa 7 dei punti della retta. Le 6 permuta-
zioni delle x,, x,, x, dinno origine cosi a 6 so-
stituzioni lineari di z, formanti un gruppo oloe-
dricamente isomorfo al gruppo delle 6 permuta-
zioni. Ora un gruppo di 6° ordine di sostituziont
lineari non pud essere che un gruppo ciclico od
un gruppo diedrico; il primo caso & da escludersi,
perché non ¢ ciclico il gruppo delle 6 permutazioni,
quindi il gruppo delle 6 sostituzioni lineari di g
¢ diedrico (m = 3). Ne segue che la determina-
zione di z in funzione di @, b si riduce alla riso-
Juzione d’un’equazione diedrica di 6° grado. Osser-
vando poi che, fissata z, sono determinate in moda

“unico le coordinate x,, x,, x,, puo dirsi a priori
b

che le x, x,, x, saranno esprimibili come funzioni
razionali di z. Sicché pud concludersi che Ja riso-
luzione dellequazione generale di 3° grado puo ri-
dursi a quella dell’equazione diedrica di 6° grado.
Denotiamo, come sempre, le sostituzioni del
gruppo diedrico di 6° ordine con:
1, S, 8, T, ST, $T,
dove le -sostituzioni S, T sono rispettivamente:
2mi '

’ ‘T ’ I
(3) =e’7 U=
Alla S possiamo assegnare come corrispon-
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dente nel gruppo delle permutazioni delle x , x,,
x, la x,x x , che & d’ordine 3, alla T'la x x_x,,
3 3 1 I .’ 2
che ¢ d’ordine 2. Tenuto conto che z ¢ funzione
lineare delle x,, x,, x,, poniamo:
4 X tax, +ax
) ~bx Fbx F byx,’

e scriviamo per brevitd « in luogo di ¢’ . Appli-
cando alla £ le sostituzioni (3) ed alle x,, x,, x,
le permutazioni corrispondenti, si ha:

a,x,+a,x - a xl'
#= box,+b,x +b x’
I a,x,+a,x +ax,
2 bx Abx 4 bx,’
e quindi, confrontando le (5) colla (4):
va, xa b b b,

2711

(s)

* al _— 2 — 2 ) S 2 o 2
(6)7;—_a—a2_b—b b,

@ 4 _ 4 bbb
) b, b, b, a  a  oa
. Se p é il valore comune dei rapporti (6), ¢
quello dei rapporti (7), si trova immediatamente :

B—Vla SII/I;

inoltre :
a,=o’Ba,, a =al’a, b =000,
b}:@zbl, bl:ea‘, E):OL;,
quindi pud porsi:
a=1, a=a, a=a’, b=e, b=—ex’, b—=ca.
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E facile persuadersi che ¢ indifferente prendere

per € 'uno o laltro dei valori +1; preso ¢ =1,
si ha:

x, Fax, 4 o’x
zmxl +atx, oy

Poniamo:
®) xAuxAex=p, x-oxAax=q,
sicché:
_ P .
k4 g’

dalle (2), (8) segue, in virti di proprieta note delle
radici dell’unita:

) x=50+9, x=5p4=9),
x, =~ (xp+a’g),

inoltre :
pg=2xi-Fx X —xx —xx — x5,
:(xl —,_xZ_{_x;)z— 3(x1x2+xlx3+x2x3)

=—3(x,x,+fxx +xx)=—094
Pr¢ =204 x4+ 1255, %,

— 30 x Ay X a4, x)

=2 (xx + ’\‘2 + x;);
—9 [xx x, (x|+x2)+x1 x; (xl+x3)+x2 x; (xz + X})]
=27 N, X, X, = — 54b,

ossia:

(10) a=—2pp b=—:0'+)
Introducendo questi valori nell’equazione die-

drica a cui soddisfa z:
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z=CF+ 1 _ (L)

47 4pg
si ottiene per Z il valore:

7=

b2

s

D’altra parte le (10) possono scriversi:
a=—s52¢, b=—3@+D¢;

ne segue.

A e
a 6 z

9

quindi:
6b 7z 6 b
1= 077 b=- T
e le (9) ci danno le seguenti espressmm dix,x,,x
come funzioni razionali di z:

o 282G 2bax(x+1)
anl ° 417 e 41 7

=2 D

5T 41

Risolvendo I’equazione dledrlca, siha(art. 147):

3

(:l/zZ— 142V Z(Z—1)

I

3
:__71/—-—2172——a3-{—2b1/b2—i—a3
H

:——(b—j/b2+a3)
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questo valore, introdotto nelle (11), ci d4 la. riso-
luzione dell’equazione (1).
154. Prima di esporre la risoluzione dell’equa-
* zione generale del 4° grado, premettiamo un’osser-
vazione, e cio¢, che il gruppo delle 24 permutazioni
di 4 elementi ¢ oloedricamente isomorfo al gruppo
ottaedrico. Infatti esso contiene 'operazione (2341)
d’ordine 4 e Poperazione (1243) d’ordine 2, il
cui prodotto & Poperazione (2431) d’ordine 3
(art. 104).

Per stabilire effettivamente l'isomorfismo, si
possono assegnare ai 4 vertici d’un tetraedro re-
golare rispettivamente gl'indici 1, 2, 3, 4, € far
corrispondere anzitutto ad ogni rotazione del te-
traedro su sé stesso la permutazione dei vertici da
essa prodotta. E facile persuadersi che le 12 per-
mutazioni corrispondenti alle 12 rotazioni del te-
traedro su sé stesso sono tutte pari. Facendo poi
cotrispondere ad una qualunque delle rotazioni che
mutano il tetraedro nel suo polare una qualunque
delle permutazioni dispari dei 4 indici 1, 2, 3, 4,
si completerd 'isomorfismo.

Le tre rotazioni d’ordine 2 del gruppo tetrae-
drico hanno per assi le 3 mediane, quindi ciascuna
di esse scambia i vertici due a due; ad esse corri-
spondono dunque le permutazioni (2143), (3412),
(4321). Noi supporremo applicati gli indici ai ver-
tici in modo che alla rotazione U corrisponda la
permutazione (2143).
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Inoltre sceglieremo come corrispondente alla

rotazione 7 la permutazione dispari (2341).
Dopo ci6 assumiamo I’equazione del 4° grado

sotto la forma principale:

(1) xt+4ax4b=o,

alla quale si pud ridurre I'equazione generale me-

diante la risoluzione d’una equazione di 2° grado,

come vedremo piti innanzi. Le 4 radici x,, x,,

x,, x, soddistanno allora alle relazioni:

4 4
(2) in:O, fo:o;

i=1 i=1

e perd, considerandole come le coordinate omo-
genee dei punti dello spazio, i 24 punti corrispon-
denti a ciascuna equazione (1) giacciono sopra
la conica di equazioni (2), che possiamo dire co-
nica principale.

Cerchiamo di costruire una funzione lineare g
delle x, che, per le permutazioni di queste, subisca
le sostituzioni corrispondenti del gruppo ottaedrico.
Naturalmente basterd accertarsi che cid accada per
le due permutazioni (2341), (2143), a cui sono
state assegnate come corrispondenti rispettivamente
nel gruppo ottaedrico le 7, U. Ricordiamo che le
espressioni di queste due sostituzioni sono rispetti-
vamente (art. 64):

=13 =

Posto pertanto:

(“l[)—l
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a,x +ax,+ax +ax
_bx—}—bx—{—bx—!—bx’

dovra essere:
ax,+ax +ax +ax
box,~bx b x b x
, a X ta,x, +ax +ax
bx+bx —l—bx —]—b4x4’
ax +a xFaxtax, b 1—]-172 b x b,
bx,~+bx,4-bx 4—}—17‘x3 alxx—{—a2x2+aix3—|-—a4x4

La (3) ¢ soddisfatta identicamente *, se si

(3)

(4

b

pone:
ﬁ_i_az_a3_b4_bl_b2_b3.
ia, da, ia ia, b b, b T B,

Indicando con Y il valor comune di questi
rapporti, si trova:

\',4- — I,
— — \}2 —a— '\
a, — — zv’a = (a., a+_z(¢zl,
3 J—
b=+ b b =v'b,,
C a, . S
sicché, posto 5 =06 dove ¢ & da determinarsi, pud
. I
farsi:
— P ,2 e g
=iy a,=—7¢ a =iy

a, =c, a

bz I, bz—Y)7 b;:YZ b4:T

* A questo modo si va al di la del necessario; giacché
basterebbe che la (3) fosse soddisfatta tenendo conto delle
relazioni (2) che intercedono fra le x,.
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Dopo cid la (4) diviene:
2 —iyx, — X, A iyx,
5) S x+fx3+Yx+rx
( _ I ATV F A,
T ox —r{x——(x —f—ux
E facile vedere che non si pud soddisfare
identicamente a questa relazione; perd possiamo cer-
care di soddisfare ad essa tenendo conto delle (2).
A tal uopo scriviamo la (5) cosi:
(x i —y x Ayx Yo~y x,—y"x H-ivx,)
—(x A o S o A Ay o,
Dovra essere pertanto identicamente, b, k es-
sendo due costanti da determinarsi:
iy, — 5 g ) (3, irx)
(ks ) (o by
s A e o b )=,
Eguagliando a zero i coefficienti dei singoli
termini dello sviluppo del primo membro, si ottiene:
—iy‘c’——y3—}—b—}—lc:o (1—y)*—(14-¢*)+2h=o0,

21y¢*—2y--2h=o0,

e di qui
I+ —2y _ (1—¥ )
I———‘Y-——Zl]’ (1——'i-{ ’
da cui, scegliendo arbitrariamente il segno:
= 1.
I — iy

Per y dobbiamo prendere una radice quarta
dell’unitd tale, che non renda ¢ né nullo ne infinito;
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facendo per es. y=—1, si ha: -
c= =1 —1
- 141 ’
quindi:
a,=1—i, a,= i(1—1), a,.= —(1—1),a,=—i(1—i),
: b=1, b=-—1, b=1, b=-—1,
sicché Iespressione di z é:

X X, —x —1x,
=01 xl—x2+x3—x4 ’
Scriviamo per brevitd :
b= Aix, it x AP =x ix,—x —
ORVS —]—z*x i x =X —X, —]-x
b=, %, —{—z9x =X, —iX,—X —}—1x4,
avremo:
@ =(—id,
1noltre dalla prima delle (2) e dalle (6):
xl— :(px—l_pz—,_p;)’ :
0= [(Pp,Ap, 4 ip)={(—ip,—p,+ip,),
x= A )= (—pAb—1,)
x = JCp it ipA-0p )= (ip—p.—ip,),

equazioni che possiamo riassumere nella seguente:

®

Xpay = ‘(13;’17 +1'2bpz+ihpg) (h:O, 1,2, 3) |

Di qui risulta, per la seconda delle (2):-
o= p; 2 i p1 > it p} >
h h ]
+20.0, 27" 42,0, 2 " 20,5, 2 "

|
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Per le proprietd note delle radici dell’unita, le
somme come quelle che entrano nel 2° membro
sono tutte nulle, tranne quelle in cui all’esponente
figura il fattore 4 o un suo multiplo, le quali han-
no il valore 4, sicché si ha semplicemente:

) p.2p.p, =0

Come si vede dalle (6), le p, si possono con-
siderare come coordinate omogenee dei punti del
plano contenente la conica principale, ed allora la
(9) ¢ l'equazione della conica stessa. La conica
passa pei due vertici (o, o, 1), (1, 0, 0) del trian-
golo fondamentale; e z pud assumersi come il pa-
rametro dei raggi corrispondenti dei due fasci che
proiettano la conica da questi due punti, giacche

dalle (7), (9) si ha:

— ; px — 1 pz
(0) x=0—Dy ==

Indichiamo al solito con s , s5,, ... le som-
me delle potenze simili delle radici della (1). Dalle
(2) risulta s, =0, s, —=o0; segue poi dalle for-
mole di NewToN (v. art. 149):

. 55:303, 54:—4047
ossia

s,=—124, s,=—4b.

Calcoliamo le 5, 5, mediante le (8). Abbiamo:



=gl 2+ 2 %45 2 3000, 2 "
LTSRS SIS S TN DR
+3010, 20" 30,0} 2 " +6p,0,0, 2 i,

che, per le proprieta poc’anzi ricordate delle radici
dell’unitd, si riduce a:

so=2Zp, (1D

inoltre :

=l L2 p X py 3 i 6p1p) 3
+ 60,01 2760701 2 " aplp, .f_z”

42,0, 27 +app, 2% ap,p 30
+ap1p. 2 i+ ap 02 " 12plp,p, > P
125,02 8" 12000, 0, 2 77,
che si riduce a:
$,= g 01+ PPy 601p] 120,038,
espressione che, in virta della (9), diviene:
=il —uprp 4l

Si ha dunque:
a=—gp(0:+1) b=—5pi— 14038} -H"*)-

Ora segue dalla (10):

px:—ip;z.z’ Pzz—.(l +1’)P;(7

quindi le precedenti divengono:
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a=— ——pr((z‘*—l)=— %ﬂpit(za 1)
(11)
b———4k+m%ﬁf“-wwﬁﬂ)

Dividendo I'una per l'altra queste due relazioni,
e introducendo poi il risultato ottenuto nelle e-
spressioni di p,, p,, si trova:
~ b Mzt —1
po=4(1— 1)7"35(#’:—2“7
X +14z 41
2 4 °
Pz__gii C@R—1)
z + 14t 41
=1 .
=4GR0
¢+t
infine, sostituendo nelle (8), si ottengono le e-
spressioni di x,, x,, x,, x, mediante z:

5 (iR — i =0

b+IEK‘*+I>
(1Y donir (1 gy L K& 1)
. X = (R 2 —(1—i)]— bt
I R () KA Gl
s
_ N b & '
2 =[R2z A-(1—))}— bt
La z & una radice dell’equazione ottaedrica: -
Wz, 1) _
1084 (z, 1)

la quale, per le (11), diviene:
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Wiz 1) _ F
108tt(z, 1) 27a*’

Risolta quest’equazione (art. 147), le (12) d
daranno le radici della (1).

155. Dobbiamo ora vedere come si passi da
un’equazione generale di 4° grado ad un’equazione
mancante del 2° e del 3° termine. .

Noi possiamo supporre 'equazione gid privata
del 2° termine, cio¢ posta sotto la forma: ‘3
€9) yt46ay +4by+c=o.

Siano y,, y,, ¥,, ¥, le radici di questa equa-

zione, e s, §,, ... le loro funzioni simmetriche '
‘complete. E
Posto: F

s e

@ eyt

dove k£ ¢ una costante qualunque, leliminazione
di y tra le (1), (2) dard luogo ad un’equazione

di 4° grado in x, le cui radici saranno:

(3) x, =yt ky, — f‘: (h=1,234).

Poiche s, = o, dalle (3) risulta:
4
D x,=s,~+ ks, —s,=0;

. ha=1
inoltre :
. 4 2 2
s s ks s
2 2 2 —_ 2 172
Y=, ks ks, — 2 A
e 4

:szk2+253k+(54—%),

sicche, se si vuole che Pequazione in x, oltre che
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del secondo termine, sia priva anche del terzo, &
dev’essere tale da soddisfare all’equazione:

@ s;kf+2s;k+(s4- f):o.

Ora:
c,=6a, ¢, =—4b ¢ =g
quindi, per le formole di NewToN:
5,=—2¢,=—124, § =3¢ =-—125
2 2
s,=—4¢,F 20 =—4cF 724,

sicche la (4) pud scriversi:
N b c\
k —|—2—E—k——(3a——§—a)_o.
Risolvendo si ha:

k—~[—b+]/b2———[—3a>‘l

e la (2) diviene:
/s N
x=y2+~a—[—bﬂ:]/ b ~33—5+3a’_ly+3a,

sicche le radici dell’equazione trasformata sono:
2 I 2 ac
xh:yh+7[“b+ ]/b “_+3a3_|yh+3“

(h =1, 2, 3, 4).
Mediante questa espressione, e coll’uso delle

*

formole di NewtoN *, si possono calcolare Zx;,,

b=
*) Queste formole ci danno nel caso nostro:
5= 120ab,
S = 36ac + 480> — 43243,
5, = 28bc — 1008 a2 b,
5q = 46> — 288a%c — 768 ab* 4 259244 .

Vivanri. g 27
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2
> xf, e quindi i coefficienti dell’equazione trasfor-
P

mata.

Risolta poi I'equazione trasformata, cioé de-
terminata x, I’Algebra ci insegna a dedurre per via
razionale il valore di y dalle (1), (2).

156. Anche per le equazioni di 5° grado par-
tiremo dalla forma principale :

(1) X4 sax’4sbxtc=o,
riservando a pill tardi il problema della riduzione
dell’equazione generale a questa forma. Dette x ,
x,, %, %,, x. le radici dellequazione (1), esse
soddisfanno alle due relazioni:

2 ;}; Xp =0,
(3) - Z;x; —= 0.

h==1

Noi possiamo individuare ciascun punto dello

- spazio mediante 5§ coordinate omogenee x, legate
tra loro dalla relazione (2); tali coordinate diconsi

pentaedrali *. Allora a ciascuna equazione (1) cor-
rispondono 120 punti, potendosi le sue 5 ra-
dici prendere in tutte le 120 loro permutazioni pos-
sibili, e questi punti stanno tutti sulla superficie

* Come tali per es. possono prendersi le 4 coordinate
omogenee relative ad un tetraedro fondamentale qualunque,
e la loro somma presa negativamente.
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avente per equazione la (3), superficie che, come
¢ facile vedere, ¢ una quadrica. Noi la chiamere-
mo la quadrica principale. Ogni permutazione delle
radici equivale ad una collineazione che trasforma
la quadrica in s¢ stessa; cosi la permutazione
X, X, X, Xa, Xag dove i numeri «, coincidono, a
parte Pordine, coi numeri 1, 2, 3, 4, 5, equivale
alla collineazione:
(4) ) =%a,, X, =Xa,, X;=Xa , X, =Xa,, X =Xa
Vediamo come si comportino rispetto a que-
ste collineazioni le generatrici rettilinee della qua-
drica. Anzitutto ogni generatrice si trasforma in
una generatrice, giacché una sostituzione lineare
trasforma necessariamente ogni retta in una retta.
Inoltre due generatrici g,, g, appartenenti ad uno
stesso sistema devono trasformarsi in due genera-

trici g/, g, pure appartenenti ad uno stesso siste- -

ma, giacche¢ in caso diverso g’ e g si taglierebbe-
ro, mentre g € g, non si tagliano; e cost due ge-
neratrici appartenenti a sistemi diversi si trasfor-
mano in due generatrici appartenenti a sistemi di-
versi. Quindi per una collineazione sono possibili

due soli casi: o essa trasforma clascun sistema di

generatrici in sé stesso, o scambia i due sistemi. O-
ra, se esiste una collineazione di questa seconda
specie, ne esistono 60. Infatti sieno C, C,, ..., C,

le collineazioni della 1* specie, D,, D,, ..., D,
quelle della 2% essendo 7 45 =120; i prodotti
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C,D,C,D,, ..., C D, rappresenteranno r colli-
neazioni di 2° specie tutte diverse, sicche s\, e
parimenti i prodotti D D, DD, ..., DD, rap-
presenteranno s collineazioni di 1* specie tutte di-
wverse, sicché r . s; donde si conclude r == 5= 6o0.
Non vi sono quindi che due casi possibili: o tutte
le 120 collineazioni lasciano invariato ciascun si-

stema, o 60 di esse hanno questa proprietd. Nel -

secondo caso, le 60 collineazioni sono necessa-
riamente quelle corrispondenti alle 60 permuta-
zioni pari delle 5 coordinate; esse quindi formano
(art. 67) un gruppo oloedricamente isomorfo al
gruppo icosaedrico.

Per decidere quale dei due casi abbia luogo,
osserviamo che I'equazione d’una quadrica si pud,
come ¢ noto, ridurre con una opportuna sostitu-
zione lineare alla forma:

b.p, +p2p; =0,
dove le p, sono coordinate tetraedrali. L’equazione
puo scriversi anche:

&——&-:7\ p‘:—PZZ.

A A
e A, v sono i parametri delle generatrici dei due
sistemi. Poich¢ dunque 2, p. sono funzioni linegri
delle coordinate p,, e per conseguenza anche delle
coordinate x,, per ogni trasformazione lineare delle
coordinate x, che muti ogni sistema di generatrici
in sé stesso tanto % che p subiranno una sostitu-
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zione lineare. Veniamo cosi ad ottenere un grup-
po G di sostituzioni lineari della & che ¢ oloedri-
camente isomorfo al gruppo delle collineazioni che
mutano in sé¢ stesso ciascun sistema di generatrici.

Il gruppo G pertanto, o & di 60° ordine, ed
allora & icosaedrico, od & di 120° ordine, ed allora
contiene un sottogruppo icosaedrico. Ma quest’ul-
timo caso ¢ impossibile, giacché (v.art. 37) i soli
gruppi possibili di sostituzioni lineari di 120° or-
dine sono ciclici o diedrici, e questi non possono
contenere un sottogruppo icosaedrico. Possiamo
dunque concludere: Delle 120 collineazioni (4)
sole 60 mutano in st stesso ciascun sistema di ge-
neratrici ; le corrispondenti sostitugioni lineari del
parameiro delle generatrici dell'uno o dell’altro siste-
ma formano un gruppo icosaedrico.

Noi abbiamo gid stabilito nei suoi partico-
lari Pisomorfismo tra il gruppo delle 60 permuta-
zioni pari di 5 elementi e il gruppo icosaedrico
(art. 67); abbiamo visto allora, che alle sostitu-
zioni S, T di questo gruppo corrispondono rispet-
tivamente le permutazioni (2345 1), (13254).
Cerchiamo dunque di costruire una funzione li-
neare z delle x,, che subisca le sostituzioni S, T
quando le x, vengono permutate nei modi anzidetti.

Posto: :
ax +a,x,+ax +ax +ax
Cobx bx, b x, - bx, b x ]
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e ricordando che le espressioni analitiche delle S
T sono rispettivamente:

! ’ G T
=¢85, L= —'r%ic-’
dove le ¢, o, v hanno il significato loro gid attri-

buito (art. 68), vediamo che dev’essere:
/ a,x ~++ax —}—a\—]-zzx—{—ax
b, x, +bx + bx, +bx, 4 b x,
2%, +a,x, +ax +ax +ax
bx—|—bx-{—bx+b L box’
) alxl—{—a2x3+a3x1—}—a4xs—}—zzsx4
box, +bx, +bx, +bx +bx,
(oa,+7b)x, ~+ -+ F+(sa +b)
(ra,—osb)x -+ +(va, —3b)
Perché la prima equazione (5) sia soddisfatta

indipendentemente dalle relazioni (2), (3) esistenti
fra le x,, dev'essere:

a$ —— ax az ai

4

ca, ca, =ca saA‘:eds
by b bbb
b, b, b, b, b,
Indicando con & il valore comune di questi
rapporti, si trova: '

S =1,
a,=eda, a,=0¥a, a=¢¥a, a =eda,,
b, —=2dbh b;:Sibl, b_..32 bS—Sb
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o a , o
sicché, posto 5 =5 dove ¢ ¢ da determinarsi,
pud farsi:

a,=¢, a,=V, a4, =V, a, =V, a =e¥,

b—1, b=3 =,,'b_32 b, =3,
I 2

. e Pespressione di z diviene:
x, 4 etdx, Vx4 ¥x fedx
* +34 ‘i_%) 45 x4+ ’

od anche, ponendo 5 —s‘*”’“’, cio che & sempre
lecito:

z:

x—}-—sx—l—s”’x -t x, et x ’
X + eh-o-: x + z(IH-xe + s’(””x +E4(h+x)

X
E chiaro poi che, qualunque sia h, z soddisfa
sempre alla condizione voluta.
Poniamo:
JE b ~2h 3k 1 adb ..
(6) py=x, "%, 4" x A" x et (=1, 2, 3, 4),

sicché :

—
(7) &_ Ph—H

Le p, possono considerarsi come coordinate
omogenee dei punti dello spazio; le espressioni

delle x, mediante esse si ottengono combinando le
(6) colla (2). Si trova cosi:

x,=<[p,-Fp.+p,+0)

=—[*p +tp, e p Hp ),
P +fp,+0p, <],
R 20 S S )
R 2 2 S

(:
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e la (3) diviene:
plp4+p2P3:O’

sicche, se nella (7) facciamo » =1, abbiamo:

8 RPN AU i}

©) K_CP,_‘CP“’

e la 7 pud considerarsi come il parametro delle
generatrici di uno dei due sistemi rettilinei.

Resta da determinarsi ¢, in modo che sia sod-
disfatta la seconda delle (5). Introducendovi U'espres-
sione (8) di'z, e scrivendo la condizione perché
essa sia soddisfatta tenuto conto delle (2), (3), si ha:

o(x,~e*x,Fex ~fetx eix )[(c'r——c)x - cer—e’a)x,
~+-(ce? T—s4c)x —{-(cs T—e’e)x - (eetr—<ta)x ]
—(x,Fetx, x4ty Aetx )[(ca—]—r)x
—]—(cec+s )X, —I—(cs c—[—s“‘f)x +(eeloef7)x,
+(eetot<r)x JH-h(x, +x ~+x,+x,+x )
Fh(xi 5o 2=,
dove b, k sono due costanti da determinarsi. Scri
viamo questa relazione brevemente cosi:

Z B, %, X; = 0,
“dove: '
a, :c"r—zcc—r—}—b—}—k,
a,=a, =c&7—c(1 —[— e)o—ev bk,
a——a “"CET——C(I e)o—etr btk
a —a —-c (ef-e2)r—c(e-f-28"-e*)o—(e* £t o254,
au:alS:c’(s3—{—s“)'r——c(s—{—zé—[—s“)c-—(s—-]—a3)7—}-—2]7,
4o (& o) 20(e40) e — (P )T +2,
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e, ~a, = 25’;—}— ce—27+ 2}5,
a,;=a, == (e~ )r—c(2-€"4-e")o—(e*F-¢* yr{-2h,
a,=c(+)7 —2 c(s’ + e — (4 s’).'r -+ 2h.
Questi coeflicienti devono essere tutti nulli.
Di qui si ha, ricordando le espressioni di ¢ e di 7:
o=a, —a,=0cE —)T—c(c—¢e*)a
+(E—eH)r=c"v"—ce’+For,
o=a, —a, =c(—e —c'+&)r
—2¢(e"— & —efe)o—(e—etJ-F —&)x
=c(c—1)r—2¢(r—a)s— (e} T)7.

Eliminando ¢* fra queste due equazioni, si
ottiene :
t(o® 4 %)
¢’ Fe'r—2067""
Ora, poiche (art. 68):

¢’ — ' =gan,

C—=

si ha:
¢} +e'r—261"=0c(6v+1)F*r— 207"
=126 —0a71)=1(c" 4 7%),
quindi ¢ = 1; ed & facile verificare che questo
valore di ¢ soddisfa a tutte le equazioni che si ot-
tengono eliminando » e k fra le a;=o0.
Pertanto 'espressione cercata di z é:

_ b ___ b
T T T,

Dimostreremo ora, che, se ’equazione data &
“la risolvente principale d’una equazione icosaedrica,
la funzione z testé costruita non ¢& altro che la va-
riabile 7 che figura in quest’ultima equazione.
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Rammentiamo che le radici della risolvente

principale sono (art. 149):

' Yy=aW, +0t, W, (h=o0,1,23, 4,
ed osserviamo che pud scriversi:
W, = ("2, ") (—2 —7%%)

(7, ") (— 7707+ 1D,

bW, = ("%, +5”’<)(2611 G397 — 1)

+( P2 =) — 39701+ 268,

‘Ponendo quindi:
o(— 7 — 70+ 6T + 37— =R
a(— 703+ 2D+ U(—=7 — 3903+ 2687) =S,
espressioni che sono indipendenti dall’indice b, si

ha:

Y, =Rz, + %2+ SE7, — 7).
Ne segue:

=7, -Jr-aY & Y —}—s’Y +54Y
—Y[R(<+a4”<,)+5(s“’<, — ez )]=75Rz,,
- p.=Y, Y, £V, Y LY,
i[R(s A1)+ S, — )] =5 Rz,
(i T NS I I A
hi[R(e“’z +e"2,)+ Sk —*)] =552,
) =V, 4¢'Y, Y, Y, Y,
g[R(a”’zn‘—E”’zzH—S(s L—2)=—5 5%,
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e di qui:
bz  bh__ &
, b,z p, %
ossia:
b _ b
T T b,

Data pertanto un’equazione principale del 5°
grado, se nol riusciremo a costruire l'equazione
icosaedrica di cui essa ¢ la risolvente principale, la
risoluzione di tale equazione ci fard conoscere im-
mediatamente le radici della equazione data. Cid
dipende dalla circostanza che, essendo la risolvente
principale dell’equazione icosaedrica (come ogni
altra risolvente di essa) una risolvente equivalente,
Pequazione icosaedrica pud a sua volta considerarsi
come una risolvente della propria risolvente.

Sia data dunque I'equazione:

¥ tsax*+sby-+tc=o.

Se noi potremo deterntinare le tre quantitd
m, n, Z in modo da identificare questa equamone
colla (art. 149):

xs__sz_(8m3+12m n 6mn’ —;n))f

s 6m’n —{—4mn3 3 nt
(—em 2 '4o—a4

\ S_40m3 Iymut 4 4n°\
(=127 + 760 )=>
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indieando con z una radice dell’equazione icosae
drica :
_ P&y _ g
1728 (%, 1)
le espressioni:
X, =m0, +ru,(Dv,R) (=0, 1, 2 3 4),

dove:

w(O=" 200 0, u="He W@ 1)

ci daranno le 5 radici dell’equamone proposta,
Si tratta pertanto di risolvere rispetto ad m,
n, Z il sistema d’equazioni:

(1) 4—-———(8m3+12m n+6mn’_§ns),

. qom’n®  15mnt n
3) c:—%[48m5—4 5 +4 ]

1—Z (1—Zy
Dalle (1), (2), (3) segue:
12n°
: __Za-[—lzfnb—c_o,
ossia : :
n* —12mb-fc.
< 1—Z 124 ’

inoltre :
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nZ
b-t-mc
1—Z +
12m*nt né

_9 6y 48mn’
6= S+ = ()

2 n2 3
-5

_ 9N g3y T2 n+6mn 4 n ]
) 3ma—[—-2b_ [8 + —Z Ta=z]
Dalle (1), (6) risulta:

@t — f;}II*_ﬁg(—gma--l—zb)
[3

1 ¢ 48mtn’  12m’nt n
e AR = S S
—_— I nz ’ .
—Z [4m T 1 — Z] ’
confrontando colla (5) si ha:

: ol . 1—Z :
b~[—-mc:——1|:a gx ——(— 3ma—f—2b):|,

n
1—Z n

ossia, moltiplicando per A portando tutti i

2

termini al primo membro :

" [% a’4- }—Z—Zb—{—mc — —;—[— 3ma~2b]"=o0,

1—Z
ed infine per la (4):

—12mb ¢ [ _I_( Izmb—f-c)b ]

I12a 124

—5[—3ma+20F =o.
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» Quest’equazione contiene la sola incognita s,

ed & rispetto ad essa di 2° grado; ordinandola, essa

diviene:

C144m*(P—at—abo)—12m (2 cf11° b—ac )
J (b + 27 c— 64a° ") =0,

donde:
- abct1udb—altay
‘ @) ; "= 24(6 —at—abe) ’
essendo :

v'=108a’c—135a*b’}-90a’bc’—320ab’c—-256 bi-4-ct.
L’espressione v° ¢, a meno del fattore 5°, il
discriminante dell’equazione data (v. art. 149).

Segue poi dalle (4), (5):
(—12mb—]—c)b+ S 492[41412—{— Izmb—c]”

124 124
da cui:

®) Z=— [48am®+ 12bm — ]

64a’[—12(b*—ac)ym-bc]’
‘dove per m si deve porre la sua espressione data

dalla (7). Infine dalle (I), (4) segue

=8m mm=n+<6’”+”><;;?~bm+c>

e risolvendo rispetto ad #:
—o9bam’f72bm* —6cm — 120’ Z
(9) n == 28Am T2 0
44am 12bm—+¢
dove per m, Z devono intendersi poste le loro e-
spressioni (7), (8).

)
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Le (7), (8), (9) risolvono il problema propo-
stoci. L’ambiguitd del segno corrisponde al fatto
che esistono due sistemi di generatrici rettilinee
della quadrica principale.

157. Vediamo finalmente come un’equazione
qualunque di §° grado si riduce ad un’equazione
principale. ‘ ‘ )

Sieno y,, ¥,5 ¥, ¥,s ¥, le radici della data
equazione, che supporremo mancante del secondo
termine, sicche, indicando con s, 5., ... le fun-
zioni simmetriche complete delle y,, si ha s —o.
Poniamo :

Yir :y’;——% (h=1,2,345; k=1, 2, 3, 4);

sard :

5
(I) Zykhzo (k:I, 2, 3, 4))

h=1

quindi i sistemi di valori:

Yior Yias Yrso Yo Y (B=1, 2, 3, 4)
si potranno considerare come le coordinate pen-
taedrali di 4 punti dello spazio. Se prendiamo
questi 4 punti come vertici del tetraedro fonda-
mentale, e sep, ¢, 7, s sono le coordinate rispetto
a questo tetraedro di un punto dello spazio, le coor-
dinate pentaedrali di questo punto saranno:

(2) x=py,tayutry,tsy, ¢=12345)

Esse, come rlsulta dalle( ), verificano ’equa-

zione fondamentale Z x, = 03 se noi riusgiremo a
h=1
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determinare le p, ¢, r, s in modo che abbia luogo
anche la:

. 5 ’

(3 ) Z Ah =0,
" la trasformazione : /
. S, $ e\
o) xzpyH(y —?>+r(y’—?)+5(y*—~;—) |
muterd l'equazione data in un’equazione principale. |
La determinazione delle p, g, r, s sotto la con- -
dizione indicata pud farsi in infiniti modi. Intro-

ducendo infatti le espressioni (2) nella (3), si ot-
tiene un’equazione omogenea di 2° grado rispetto

ap,q, 1’, 5
(5) t Zy,HrfJ Z}:# +2P9Yy1hy2h+

i cui coeHiCIentl sono funzioni mnomh dei coefli-
cienti dell’equazione proposta, e, fissati a piacere |
i valori di tre di queste quantitd, la quarta viene |
determinata da un’equazione di 2° grado. Geome- ")
tricamente la (5) & I'equazione della quadrica prin- |
cipale, e il nostro problema si riduce alla determi- -
nazione di un punto qualunque di essa. Noi pos-
siamo dunque procedere cosi: prendiamo a piacete |
due punti conosciuti dello spazio, (p,, ¢,, 7,, ), ]
(t,5 9,5 7., 5,); ogni punto della loro conglungente
avrd le coordinate: :

(6) p:PlPx—{—Pzpz) q:F191+9242’
rszrx_l_Pzrz’ S:Pfgl—{-PzSz’
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dove p,, p, sono coefficienti indeterminati. Introdu-
ciamo queste espressioni nella (5); essa si trasfor-
merd in un’equazione di secondo grado rispetto a

ﬁ, e i valori di p, e, corrispondenti ad una od
2

allaltra delle sue radici, introdotti nelle (6), ci da-

ranno un sistema di valori p, ¢, 7, s che soddi-

sfa alla condizione voluta.

Risolta poi ’equazione principale, cioé determi-
mati 1 § valori di x, la teoria dell’eliminazione ci
dard il modo di trovare per via razionale, mediante
le equazioni (1) e (4), i 5 valori corrispondenti

di y.

VivanTi. 28
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tate - Piante industriali - Piante tessili - Pollicoitura -
. Prato - Prodotti agrcoli del Tropico - Razze bovine, equine
= Sélvicoltura - Sofisticaz. del vino e analisi ~ Veterinario «
>, Viticoltura - Zoonosi - Zootecnia.




‘ L
Agrlcoltore (Frontuarlo dell’) e de]l' mgegnere rurale, E
di V. N1ccoL1, 3* edizione di pag. xL-500, con.30-inc. 5
— (Il libro dell’) Agronomia, agricoltura, industrie agri- . .
cole del Dott. A. BRUTTINI, di pag. Xx~446 con:303 fig. 3 50

A rlmensura (Elementi di), con speciale riguardo al- :-
‘insegnamento nelle scuole di Agricoltura ed ai bi- *i‘
sogni pratici dell’agricoltore, diS. FERRERI MITOLDI, i
con 183 incisioni e una tavola colorata (in lavoro).

Agronomia, del Prof. CAREGA DI MURICCE, 3* ediz. r1-
veduta ed ampliata dell’autore, di pag. 210 .. ;1 60]

" Agronomia ¢ agrlcoltura moderna, di G. SoLDANI, 2}* ‘
ediz. di pag. vii-416 con 134 inc. e 2 tavole cromolit, .3 50‘

Agrumi (Coltivazione, malattie ¢ commercio degli), dii -
A. Avor, con 22 inc. e 5 tav. cromolit., pag. X11-238°3 50

Alchimia — vedi Occultismo.

Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F. CANTA-
MESSA, di pag. x11-307, con 24 incisioni .

Alcool Industrlale, di G. CiapeTrTI. Produzione dell‘al- g
cole industriale, applicazione dell’ alcole denaturato
alla fabbricazione dell’aceto e delle vinaocce, alla’ pro-~ .-
duzione della forza motrice, al riscaldamento, ecc,
con 105 illustraz., di pag. x11-262

— pedi Birra - Cantiniere - Cognac - Dlsullazmne Enologia
- Liquorista - Mosti - Vino.

Aleoolismo (L?) di G. ArLimvl, di pag. x1-221

Algebra complementare, del Prof. S. PINCHERLE:

Parte 1. Analisi Algebrica, di pag. vi-174 . .
Parte 11. Teoria delle equazioni, pag. 1v-169, 4 inc,
Algebra elementare, del Prof. S. PINCHERLE, 9 ediz.
riveduta di pag. vir-210 e 2 incisioni nel testo
& sercizi di), del Prof. S. PINCHERLE, di pag. viir-135.
AII jerl Dante — vedi Dantologia - Divina commedia.,
Allmentazlone, di G. STRAFFORELLO, di pag. vin-122
" Alimentazione del bestiame, dei Proff. MENozz1 e Nic-
coLI, di pag. xvi-400 con molte tabelle . -

Alimenti — vedi Adulterazione degli - Aromatici - Conserv. v
sostanze aliment, - Bromatologia - Gastronomo - Pane L

Allattamento -~ vedi Nutrizione del bambino.

Ailigazione (Tavole di) per I’ero e per I’ argento con
numerom esempi pratici per 11 loro uso, F. BUTTAEI,

l})ag x1-220 . . ‘ .. 250
— vedi Leghe — Metalli prezmsi
Alluminio (L ), di C.Formenti di pag. xXvI-324 3 50-

Aloe — vedi Prodotti agricoli.

Alpl (Le), di J. BaLL, trad. di L. CREMONA, pag. v1-120 . 1 50:

Alpinigmg, di G. BROCHEREL, di pag. vur-312. . . 3 —

— wvedi Dizionario alpino — Infortum — Prealpi. : [

Amalgame — vedi Alligazione — Leghe metalliche. -

Amatore (L") di oggetti d’arte e di curiositd, di L. DE
MauRL, di 600 pag. adorno di numerose incis. e mar-
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che. Contiene le materie seguenti: Pittura - Incisione
;=" Scoltura in avorio - Piccola scoltura - Vetri - Mo-
..bili # Smalti - Ventagli - Tabacchiere - Orologi - Va-
/Bellame di stagno - Armi ed armature - (& in lavoro
" :la 2% edizione).
‘Amianto - vedi Imitazioni.
Amido — vedi Fecola.
Amministrazione pubblica — vedi Asssicurazione - Assicura-
zione e stima daoni - Beneficenza - Bonifiche - Catasto
«~ €odicl - Conciliatore - Contabilita - Cooperative rurali
- .Cooperazione - Dekito pubblico - Diritti e doveri dei
cittadini - Diritto amministrativo - Enciclopedia ammi-
nistrativa - Esattore comunale - Estimo - Fognatura cit-
-, 'tadina - Giustizia amministr. - Igiene - Imposte dirette
¢+ .+ Infortuni sul lavoro - Interesse e sconto - Ipoteche -
Lavoro donne e fanciulli - Legge comunale - Legge s.
- sanitd e sicurezza pubblica - Legge sulle tasse di regi-
" stro-e bollo - Legislazione sanitaria - Legislazione ru-
‘.ralé - Logismografia - Municipalizzazione d. servizi pub-
_ blici - Notaio - Paga giornaliera - Polizia sanitaria -
” Posta - Proprietario di case - Ragioneria - Ricchezza
'mobile - Scienza d. finanze - Scritture d’affari - Socia-
. lismo - Societa - Sociologia generale - Statistica - Strade
. ferrate - Testamenti - Trusporti e tariffe - Valori pubbl.
Ampelografia descrizione delle migliori varietd di viti
ger uve da vino. uve da tavola, porta-innesti e pro-
. -duttori diretti, di G. MoLoN, con incisioni e tavole
fuori testo (in lavoro).
- pedi Viticoltura.
Anagrammi — vedi Enimmistica. .
" Analisi_chimica gualitativa di sostanze minerali e or-
ganiche e ricerche tossicologiche, ad uso dei labora-
' "tori di chimica in genere e in particolare delle Scuole
di Farmacia, di P. E. ALESSANDRI, 2* ediz. di pag.
. Xn-384, con M4 inc.eHtav. . . . . . . . . .B—
Analisi di sostanze alimentari — vedi Bromatologia - Chimica
“applicata all’lgiene. . .
Analisi delle Orine di F. Jorio ‘vedi Urina).
—'pedi Chimica clinica. . . L
Analisi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, di M.
"' " BARTH, traduz. di E, CoMBONI, 2* ediz. dip. Xvi-140 2 —
" -Analisi volumetrica applicata ai prodotti commercialj s in-
. dustriali di P. E. ALESSANDRI di pay . x-u42, con ir:%is. 4 50
.. Ananas — vedi Prodotti agricoli. . .
‘Anatomia e fisiologia comparate, di R. BesTa, di pag.
~VI-R18con34inc.. . .. . L. L. L. L
‘Anatomia microscopica (Tecnica di), di D. C.aazzi, di
pag, x1-®1l, ¢on S5ine. . . . . . . . . . . .150
Anatomia pittorica, di A. LomBarDINI, 2* ed. di pag.
- VIIt-168, con 53 inc. (esaurito, & in lavoro la 3* ediz.).
Anatomia topografica, di C. FALCONE. 2* ediz. rifatta

: “di'pag. x1.625, con 48 inc. . . . 50
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5

Anatomia vegetale, di A. ToeNINI, pag. XVI-274, e ine. 3 -

Animali da cortile. Polli, faraone, tacchini, facnam,
anitre, oche, cigni, (,olombl, tortore, conigli, cavie,
furetto, di F. FAELLI, di pag. xvIu-372 con 56 ine.
e 19 tav. color. . .

Animali domestici — vedi Abitazioni degh — Cane Z. Cavallo
— Maiale — Razze bovine, ece.

Animali (Gli) parassiti dell’'uome, di F. MErcanTI, di,
1

pag. 1v-179 con 33 inc. .
Antichita greche, pubbliche, sacreepnvate di V. INaMA
di pag. xv-224, con 19 tavole e 8 incisioni . .
Antichita prlvate dei romani, di N. Morgscar, 3* ed.

5 50

rifatta del Manuale di W. Kopp, pag. xv1-181 Tine. 1 50

Antichitd pubhliche romane, di J. G. HUBERT, rifaci-
mento delle antichitd romane pubbliche, sacre e mili-

tari di W. Kopp, trad. di A. WITTGENS, di pag. x1v-324 3 —

Antisettici — vedi Medicatura antisettica

Antologia stenografica, di E. MoLiNa (s1stema Gabel-
sberger-Noe), di pag. x1-199 .

Antropoiogia, di G. CANE&TRINI, 3 ediz. " “di pa.o V1239
con 21 Inc. .

Antropologia cnmmale 1 pI‘lnClpl ‘fondamentali della)
Guida ger i giudizi medico-forensi nelle quistioni di
imputabilitd di G. ANToONINI (In lavoro).

- vedi Psichiatria.

2 =

Antropometria, di R. Lrvi, di pag. vu-237 con 32 inc. 2 50

Apicoltura, di G. CANESTRINI, 5% ed. riveduta di pag.
1v215 con 21 inc. . .

Arabo pariate (L) in Egltto, grammatxea, fmsx, dialo-
ghi e raccolta di oltre 6000 vocaboli di A. NALLINoO,
pag. XXVIII-386

Araldira (Grammatlca), ‘ad uso degh lta.ham, compxlata
da F. TRIBOLATI, 4* edizione con introduzione ed

agg. di G. CROLLALANZA, pag. X1-187, con 274 inc. 2 50

—"vedi Vorabolario araldico.

Araléica Zootecnica di E. Cangvazzi. I libri geologici
degli animali domestici, Stud - Herd - Flook Books.
1904, di pag. x1x-322, con 43 inc.

Aranci — vedi Agrumi.

S350

Archaologla - vedi Amatore oggetti d’arte - Antichita greche.- -

Antichita private dei romani - Id. pubbliche romane -
Armiantiche - Araldica - Architettura - Atene - Atlante
numismatico - Majoliche - Mitologia - Monete greche -

1d. papali - Id. romane - Numismatica - Ornatista - Pa--

leografia - Palenetnologia - Pittura italiana - Ristaura-
tore dipinti - Scoliura - Storia dell’arte - Topografia di
Roma - Vocabolarietto numismatico - Vocabol. araldico.

Archeologia e storia dell’arte greca, di I. GENTILE, 3*

ediz. rifatta da S. Ricct di pag. XLVIII—Z’YO con 215
tav. aggiunte e inserite nel testo
~ 11 solo testo a parte . ..

11 50
. 950
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Archedlogia @ storia del’arte italica, etrusca e romana,

Un vol, di testo di p. Xxx1y-346 con 96 tav. el vol.. -
‘Atlante di 79 tav. a cura diS. Ricer . .o o . . . 7T 50/
Architettura (Manuale di) italiana, antica e moderna. v

‘di A. MELANI, 4* ed. 136 tav. e 67 inc.. p. xxv{f)é 7 50
‘Archlvista (L) di P. TappEl. Manuale teorico-pratico,
~.di pag. vII-486 con modelli e tabelle . .. . .6
< Arenoliti. — vedi Mattoni e pietre. . .

Argentina (La Repubblica) nelle sue fasi storiche e nelle
“'sue attuali condiz. geografiche, statistiche ed econom. -
- di Bzio COLOMBO, di pag. x11-330 con 1 tav. e 1 carta. . 3 50
lr&enmiura — vedi Galvanizzazione - Galvanoplastica -

“Galvanostegia - Metallocromia - Metalli preziosi - Pic-

i cole indusirie. -
Argento — vedi Alligazione mietalli preziosi — Leghe.

Aritmetica pratica, di F. Panizza, 2° ediz. riveduta,

< di pag. VIIRIBB-. . L L. .ol . 150

Aritmetica razionale, di F. PanNizza, 4* ediz. riveduta ‘

dipag. X210 . o . ... e o 1500

‘ sEser,cizi di), di F. Panizza, di pag, vi=150 ., . .1 50.
Aritmetica (1) e Geometria deli’operaio, di E. GIORLI

. di pag. x1-183, con 74 figure. . . . . . ¢ . &=

Armi antiche (Guida del raccoglitore e dell’amatore di)

3. GELL1, di pag. vI-389, con 9 tavole, 432 ingis. e

14 tavole @i marche . . . . . . . . . . . 6 50

— vedi Amatore d'oggetti d'arte — Storia d. arte milit. |

Armotiia, di G. BERNARDI, con prefazione di E. Rosst

i odi pag. xx-338 . . . . . .. ... .. . -850

Arpmatici e Nervini nell’ alimentazione. 1 condimenti,
I'alecol (Vino, Birra, Liquori, Rosolii, ecc.). Caffe,

Thé, Maté, Guarana, Noce di Kola, ecc. — Appendice

" gull’uso del Tabacco da fumo e da naso, di A. VALENTI 3 —

‘Arte ¢ tecnica del canto, di G. MAGRINI, di pag. vI-160. 2

Arte del dire (L") di D. FERRARL Manuale di rettorica

- 'per lo studente delle Scuole secondarie. 6* ed. corr. -

11,-12 e 13 mlghaioz, p. XvI-358 e quadri sinottici 1 50

. Arte della memoria (L') sua storia e teoria (parte scien=

 tifica). Mnemotecnia Triforme (parte pratica) di B.

’ PLERANI, di pag. xxx1u-224 con 13 illustr. . . .
Avte militare — vedi Armi antiche - Esplodenti - Nautica
i, Storia .dell’

Arte mineraria — vedi Miniere (Coltivazione delle) - Zolfo.

‘Arti (Le) grafiche fotomeccaniche, ossia la Eliografia
- nelle diverse applicaz. (Fotozincotipia, fotozincogra-
- fla, fotocromolitografia, fotolitografia, fotocollografia,
fotosilografla, tricromia, fotocollocromia, ecc. con un
‘Dizicnarietto tecnico e un cenno storico sulle arti =

2 50

-~ ‘grafiche ; 3* ediz., di pag. XVI-288 . . . . . . 2
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Asfalto (LY fabbrlcazome, apphca,zxone, d1 E. RIGHETTI
con 22 incisioni, di pag. vin-152. :

Assicurazione in generale, di U, Gomn, ai pag xn-308 3

Assicurazione sulla vita, di C. Pacani, di pag. vI-161 1° 50

Assicurazioni (Le) e la stima dei danni nelle aziende -
rurah, con appendice sui mezzi contro Ia grandine, .
di A. Capllupl, di pag. vin-284, 17 inc. . .

Assistenza degl’infermi neli’ospedale ed in famigln, d1
€. CALLIANO, 2° ediz., pag. XXIV-448, 7 tav. . . 450

Assistenza dei pazzi nel manicomio e nella famlglia. ai
A. PIERACCINI e prefazione di E. MoRsELLI, p. 250 2 50

Astrologia — vedi Occultismo !

Astronomia, di J. N. LocKYER, nuova versione 'libera ,‘ g :
con note ed aggiunte di G. CELORIA, 5% ediz. di pag N
xvI-255 con 54 Inc. .o

— vedi Gravitazione.

Astronomla (L") nell’antico testamento, di G. V ScEIA~
PARELLI, di pag. 204 .

Astronomia nautica, di G. NACGARI, “ai pa.g xv1-320
con 45 incis. e tav. numeriche . .8

Atene. Brevi cenni sulla citta antica e moder na, segultl
da un sa 1églo di Bibliografia deserittiva e da un’Ap- -
pendice Numismatica, di 8. AMBROSOLI, con 22 ta~
vole e varie incis. . .3

Atlante geograﬂco-stoneo d’ltalia. di G. GaroLLo. 24 -,
tav. con pag. VII-67 di testo e un’appendice . . . 2

Atlante geografico universale, di R. KIEPERT, 26 carte
con testo. GUi stati della terra di G. GAROLLO. 10* ed.
(dalla 91.000* alla 100.000* copia) pag. v111-88

Atlante numismatico — vedi Numismatica.

Atletica — vedi Acrobatica.

Atmosfera — vedi Igroscopi e igrometri.

Attrezzatura, manovra navale, segnalazlom marlttlme h
e Dizionarietto di Marina, di F. IMPERATO, 3* ediz.
di pag. xx1v-643. con 330 incis. e 28 tav. in cromolit,
rlproducentl le bandiere marittime di tutte le nazioni 6 50

Autograﬁ (L’amatore d%), di E. BUDAN, con 361 facsimili -

i pag. X1v-426 . .

Autograﬁ (Raccolte e raccoght dl) in Itaha, di C. Van-
BIANCHI, di pag. xv1-376, 102 tav. di facsimili d’au--*".»
tore e ritratti . 6 50

Automobilista (Manuale dell) e gulda pei meccanici !
conduttor] d’automobill. Trattato sulla costr. dei veicol -
semoventi, di G. PEDRETTI, 2* ediz. di pag. Xx-146 8 50

Automobili — vedz Ciclista - Locomobili - Motociclista —Tra- , /| ¢
zione a vap 2

Avarie e slmstri marittimi (Manuale del regolatore e
liquidatore di) di, V. RossETTo. Appendice: Breve:'. ' .
dizionario di terminologia tecnico-navale e commer- . -

L
.2

¥
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" ciale marittimo 'iﬁglese-ltaliano. Ragguaglio dei pesi.
Avicoltura — vedi Animali da cortile - Colombi - Pollicolt.
Avvelenamenti - vedi Analisi chim. - Chimica legale - Veleni.
- Bachi da seta, di F. NENcL 3 ediz. con note ed ag-
giunte, di pag. x11-300, con 47 incis. & 2 tav. .

SALA, di pag. VuI-214 e tavole. . . - -
- Balistica — vedi Armi antiche - Esplodenti - Pirotecnia -
*  Storia dell'arte miltare. X
- 'Ballo (Manuale del), di T. GAVINA, 2° Ediz. di pag. V-
- 265, con 103 fig.: Storia della danza - Balll girati -
: Cotillon - Danze locali - Feste di ballo - Igiene del ballo
‘Bambini — vedi Balbuzie - Malaitie d’infanzia - Nuirizione
. “dei ba'\mbini _ Ortofrenia - Rachitide. .
‘Barhabietola (La) da succhero. Cenni storici, caratteri
. -botanici, clima, lavorazioue del terreno, concimazione
rotazione, semina, cure durante la vegetazione, rac-
colta e conservazione, produzione del seme, malattie,
fabbricazione di zucchero, di A. S1eNA (in lavoro).
- pedi Zucchero.
Batteriologia, di G. CANESTRINI, 2°ed. pag. x-274 37 inc.
‘Beneficenza (Manuale della), di L. CASTIGLION], con
) ’a%pendlce sulle contabilita delle _istituzioni di pub-
" “blica beneficenza, di G. RoTa, di pag. xv1-340 .
- Belle arti vedi — Amatore oggetti d’arte - ‘Anatomia pittorica
- Armi antiche - ‘Archeologia dell’arte greca - 1d. del-
Parte romana - Architettura - Arti grafiche - Calligrafia
- Colori e pittura - Decoraz. ed industrie artistiche - Di-
segno - Gramm. del disegno - Fiori artificiali - Fotosmal-
{g&:‘aﬂa - Gioielleria - Litografia - Luce e colori - Majo-
. Pittura italiana - Pittura ad olio - Prospettiva - Ristau-
“ratore dipinti - Scoltura - Storia dell'arte - Teoria delle

ombre.
- Bestiame (11) € I’agricoltura in ltalia, di F. ALBERTI
. . -9s ediz. rifatta di U. BARPI di pag. x1-322, con 47
 tavole e 138 figure. . . .o . -oc s e e
— pedi Abitazion di animali - Alimentazione d. bestiame
7 T.. Araldica zootecnica - Cavallo - Coniglicoltura - Igiene
veterinaria - Majale - Malattie infettive - Polizia sanita-
ria - Pollicoltura - Razze bovine - Veterinario - Zoonosi
- Zootecnia, . X
Blancheria (Disegno, taglio e confezione dl{; Manuale
teorico pratico ad uso delle scuole normall € profes-
. gionah femminili e delle famiglie, di E. BONETTIL, 3=
ediz. coll'aggiunta di nuoye favole e prospetti per

<

Bag._xx—234, 60 tavole e 6 prospettt . . . . o o
Bibbia (Man. della), & G. M. Zampini, di pag. x11-308.
: Blblk:igraﬁa, di G. OTTINO, 2* ed., pag. 1v-166, 17-incis.
. vedi Atene - Dizionario bibliografico.

- A -

L. ¢

¢ misure inglesi con le italiane, pag. xv-496, 25 fig. 5 50

2 50
Balbuzie (Cura della) e dei difetti di pronunzia, di A. 5

. 350

e e porcellane - Marmista - Monogrammi - Ornatista |

I'ingrandimento e I'impicciolimento  dei modelli, dl4

2 50

150

450" 7%

250
2 —
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Bibliotecario (Manuale del), di G. ‘PETZHVOLD'I"‘, tradotto

sulla 3* ediz. tedesca, per cura di G.Biacle G. Fu- -

MAGALLI, di pag. XxX-3j4-coxm1 . . . .' .
— vedi anche Dizionario bibliografico - Paleografia.
Biliardo (Il giuoco del), di J. GELLI, 2* ediz. riveduta, di

pag. x11-175, con 80 illustrazioni . . . . . . . .
Biografia — vedi Cristoforo Colombo - Dantologia - Dizio-

nario biografico - Manzoni - Napoleone I - Omero - Sha-

kespeare. ’

Biologia animale. Zoologia generale e speciale per Na--

"L

e

150 -

2 50

turalisti, Medici e Veterinari, di G. COLLAMARINI, di .

di pag. X426 con 23 tavole . . . . . . . . .
Birra (La;. Malto, luppolo, fabbricazione, analisi, di S.
Rasto e di F. SAMARANI di pag. 279 con 25 incis. .

Bollo — vedi Codice del Bollo - Leggi registro e bollo.

Bonificazioni (Manuale amministrativo delle), di G. MEz-
ZANOTTE, di pag. X194 . . . . . . . . . .

Borsa (Operaz. di) — vedi Debito pubbl. - Valori pubblici,

Boschi — vedi Consorzi — Selvicoltura. i

Hotaniea, di 1. D. HookER, traduzione di N. PEDICINO
4 ediz., di pag. vin-134, con 68 incis. .’ ..

— vedi Dizionario di botanica.

— vedi anche Ampelografia - Anatomia vegetale - Fisiologia
vegetale - Floricoltura - Funghi - Garofano - Malattie crit-:
togamiche - Orchidee - Orticoltura - Piante e fiori - Po-
mologia - Rose - Selvicoltura - Tabacco - Tartufi.

Botti — vedi Enologia. X )

Bromatologia. Dei cibi dell’'uomo secondo le leggi del-
l'igiene, di 8. BELLoTTI, di pag. xv-251, con 12 tav.

Bronzatura — vedi Metallocromia - Galvanostegia.

Bronzo — vedi Fonditore - Leghe metalliche - Operaio.

3 50"

3 50

Buddismo, di E. PavoLini, di pag. xvi1-164 . . . 150,
Buol — vedi Bestiame — Razze bovine .
Burro — vedi Latte - Caseificio.
Caccia — vedi Cacciatore - Falconiere. A
Cacciatore (Manuale del), di G. FRANCESCHI, 3* ediz.
rifatta, di pag. 1x-344 con 48 incis. . . . . . .2350
Cacio — vedi Bestiame - Caseificio - Latte, ecc. ’
Caffé — vedi Prodotti agricoli. =
Caffettiere e sorbettiere (Manuale del). Cafté, The, Li-
quori, Limonate, Sorbetti, Granite, Marmellate, Con-
servazione dei frutti, Ricette per feste da ballo, Vini
Cioceolata di L. MANETTI, di pag. x11-311, con 65 ine,

Calcestruzzo (Costruzioni in) ed in cemento armato, di .

G. VACCHELLI, 3* ediz. (in lavoro).
— vedi anche Capomastro - Mattoni e ]iietre. : .
Calci e Cementi (Impiego delle), di MAzzoccHI,; 2%

2 50

odizione riveduta e corretta, pag. X11-225, con 56 fig. 2 ‘50¢

Calcolazioni mercantili e bancarie — vedi Conti e calcoli fatti

- Interesse e sconto - Prontuario del ragioniere - Mo- -

nete inglesi.
Calcoli fatti — vedi Conti e
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Caicofo: infinitesimale di' E. PascAn: . -

"1, Calcolo differensiale. 2~ ediz. rived., di .pag. -
x1=311, W0 dmeis. . . .0 L0 L 0 0 L L. L L8 -
. I1." .Calcolo int?gv'ale, 2* ediz. di pag. vii-329 .3 —
v IIL.- Calcolo delle variazioni e calcolo delle diffe-
renze finite, di pag. x1=300 . . . . . . ., . .8 —
*i-(Esereizi_di) (calcolo differenziale e integrale), di E.
;PAScAL, di pag. xx-372 . . . . . . . . .

— vedi Determinanti - Funzioni analitiche - Funzioni el-

. littiche ~ Gruppi di trasformaz. - Matematiche superiori.
Calderaio pratico e costruttore di caldaie a vapore, e

i altri ap%arecchl industriali, di G. BELLUoMINI, di

. pag, X148, con 220 incis.. . . . . . . . . .8 —
-~.pedi anche Locomobili — Macchinista. X
“Calligrafia (Manuale di), di R. PErcossr. Nuova ediz.

.. “in corso di stampa. . )

i Calore (I) di E. Jongs, trad. di U. ForNARI, di pag.

Camera di Consiglio Civile, di A. ForMENTANo. I. Norme
_jéenqrah sul procedimento in Camera di Consiglio. IT.
‘Gilurisdizione volontaria. III. Affari di giurisdizione
- contenziosa da trattarsi senza contradditore. V. Ma-
" terie da trattarsi in Cam. diConsiglio, pag. xxx1-574 4 50
CGampicello (11) scolastico. Impianto e coltivazione. Ma-
nuale di agricoltura pratica per i Maestri di E. Az-
_:MONTI 'e C. Campi, d1 pag. XI1-175, con 126 incis. .1 50
Cancelliere — vedi Concilialore .
" -Candeggio — vedi Industria tintoria.
.Candele — vedi Industria stearica.
Cane (Il) Razze mondiali, allevamento, ammaestramento,
malattie con una aI])lpendice: I cani della spedizione
polare di 8. A. R. il Duca degli Abruzzi, di A. VEc-
~'CHIO 2*ediz. di pag. xvi-442, con 152 inc. e 63 tav. . 7 50
Cani e gatti, di ¥. FarLL1 (In lavoro). .
Canottaggio (Manuale di), del Cap. G. Cropp1, di pag.
~XX1v-456 con 387 incis, e 91 tav. cromolit. . . . .
antante (Man, del), di L. MasTRIGLI, di pag. X11-132 2 —
Cantinjere (). Manuale di vinificazione per uso dei
" cantinieri, di A. STRUGCHI, 3* ediz. con 52 Incis. e una
. tabella. per la riduz. del peso degli spiriti, p. Xv1-256 2 —
Canto (II) nel suo meccanismo, di P. GuerTaA, di pag.
V253, con'24 ineis. . . . . . . . . . . .250
— pedi anche Arte del canto - Cantante. . . .
Capitaljsta (I1) nelle Borse e nel Commercio dei valori
w'pubblici. Guida finanziaria per le Borse, Banche, In-
..dustrie, Societd per azioni e Valori pubblici.di F.
PiccINELLIL, di pag. LI-1172. . . , .. . . . .1200
-"Capomastro (Manuale pratico del) e 1" applicazione dei
© materiali idraulici di cementaz. di G. Rizzi, (In lav.)

e R s Y

V1296, con 98 incis. . . 3 —

PSRRI N

Cappellaio. (Man. d.), di L. RAMENZONTI, . xx1-2é2, 68inc. 2 50
{ fi ! .

e




capre - vedi Razze bovine, ‘ece. LT e
Carboni foasili inglesi. Coke. Agglomerati di. G. GHE-.":
RARDI, con flgure nel testo e cinque carte geografi-

che dei bacini carboniferi inglesi (in lavoro). -
‘Garburo di calelo — vedi Acetilene. o
Carta (Industria della), di L. SArTORI, di pag. vII-326.
con 106 incis. e 1 tav. . . .. . .. . . .- B
Carte fotografiche, Preparazione e trattamento di L.
SASSI, pag. XI-353. . . . . . . . . . - 3.50
Carte geografiche — vedi Atlante. i .
Cartografia (Manuale teorico-pratico della), con un sunto -
della storia della Cartografla, di E. GELCICH, di pag. -
v1-257, con 36 illustrazioni. . . . . . . . . .2
Casa (La) dell’avvenire, di A. PEDRINL. Vade-mecum
dei costruttori, dei proprietari di case e degli inqui- -’
lini. Raccolta ordinata di principi d’ingegneria sani- o
taria, domestica ed urbana, per la costruzione di
case igieniche, civili, operaie e rustichee per la loro -
manutenzione, di pag. xv;468, con 213 incis. . . . 4
Case coloniche — vedi Fabbricati rurai.
Case operaie — vedi Abitazioni popolari.
Caseificio, di L. MANETTI, 4* ediz. nuovamente am- -
. pliata_da G. SARTORI, di pag. X1-280, con 49 inc.. R
— ped} Bestiame — Latte, cacio e burro. :
Catasto (II nuovo) italiane, di E. BRUNI, pag. ViI-346.
Cavallo (1), di C. Volpini, 3* ediz. rived. ed ampliata
di pag. vi1-233 con 48 tavole . , . . . . . . D
cavalll — vedi Razze bovine. equine, ecc. y
Cavi telegrafici sottomarini, Costruzione, immersione, X
riparazione di E. JoNa, di pag. xv1-388, 188 fig. e 1 .
.carta delle comunicazioni telegrafiche sottomarine . 550
Cedri — vedi Agrumi. L
. Celerimensura e tavole logaritmiche a quaittro decimali, - "
di F. BOoRLETTI, di pag. v1-148 con 29 incisioni . . 8.50 :
Célerimensura (Manuale e tavole di). di G. ORLANDI, - -
di Pa,f. 1200, con quadro generale d'interpolazioni . 18-
Celluloide — vedi Imitazioni. . -
Camentazions — vedi Tempera. :
Cemento armato — vedi Calcestruzzo - Calei e cementi - Mattoni:
Ceralacca — vedi Vernici e lacche.
Ciramiche — vedi Maioliche e porcellane - Fotosmaltogr. -
Climica, di H. E. RoscoE, 6* ediz. rifatta da E. Ricel,
di pag. x11-231, con 47 incis. . . . . . o ... 7150
Chimica agraria, di A. Apuceo, 2° ediz. di pag. x1-515 3 50,
— pedi Concimi - Fosfati - Humus - Terreno agrario. ... '
Chimica analitica (Elementi scientiflci di), di W. 08T~ "
WALD, trad. del Dott. Bovris, di pag. Xvi-234 . . . :
Chimica applicata all’ igiene. Ad uso degli Ufficiali sa- .7 :
nitari, Medici, Farmacisti, Commercianti, Laboratori’ .
{igiene, di merciologia, ecc., di P. E. ALESSANDRI, —
di pag. xx-515, con 49 inc. e 2 tav. . . . . .-.5 50

50"
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_.Chimlca cristallografica —-vedi Cristallografia - Fisica eri-
stallografica.
Ghimica ‘delie sostanze coloranti, di A. PELLIzZA (Teo-

ria ed applic. alla tintura delle fi fibre tessili, pag. vii-480 5 50
Ghlmlca otografica. Prodotti chimici usatiin fotografia
-~ loro proprietd, di R. Namias di pag. vi-230 2 50
:'Chimica legale (Tossicologia), di N.VALENTINI, p. x1-243 2 50
Ohlmlco (Manuale del) e dell’ industriale. Raccolta di

ta,belle, di dati fisici e chimici e di processi d'ana-
* lisi tecnica, ad uso dei chimici analitici e tecnici,

dei direttori di fabbriche, ecc. di L. GABRa, 3° ediz.

arricchita delle tavole analitiche di H. WILL di pag
© X1x~4b7, con 12 tavole . . . 550
[ — vedi Anallsx volumetrica — Soda caushca
. Chiromanzia e tatuaggio, note di varieta, ricerche sto-

.riche e scientifiche; di G. L. CERCHIARI. di pagme
.- xX-323, con XXIX tav. e 82 in¢c. . . .4

Ghlrurgm operativa (Man. di), di R. STECCHI e A.

GARDINI, di pag. vII822, con 118 inc. 3 —
:Chitarra (Manuale pratico per lo studio della), ‘di A. PI-

- 8ANIL, di pag. xvI-116, 36 fig. e 25 esempi di musica 2 —
clcllsta, di 1. GHERSsI, Ja ed. rifatta, pag. 244, 147 incis. 2 50
-Gitta_(La) moderna, ad uso degli Ingegnerl, dei Sani-

. " tari, ecc. di A: PEDRINI, di pag. xx-510, con 194 fi-
gure e 19 tavole . . .6 —
Classificazione delle scienze, di C. TRIVERO, p XVI202 3 —
“ Climatolegia, di L. DE MARCHI, pag. x-204 € 6 carte . 1 50
Cloruro di sodio — vedi Sale.

- Codice cavallereseo italiano (Tecnica del duello), diJ.

Gelli 10 ediz. riveduta, di pag. xvi275 . . . 250
‘=~ pedi Duellante.

_Codige del bollo (II). Nuovo testo unico commentato
-colle risoluzioni amministrative e le massime di giu-

) rlsprudenza, ecc., di E. Corsl, di pag. ¢564 . . . 450
- vedi Leggi registro e bollo.

Codice civile del regno d’ltalia, accuratamente riscon-
trato sul testo ufficiale, corredato di richiami e coor-
-dinato da L. FRANcCHI, 3* ediz. di pag. 232 . . .1350
- Codlce di commercio, acouratamente riscontrato sul te-

" >-sto ufficiale da L. FRANCHI, 3* ediz. di pag. 1v-158. 1 50
Codice doganale italiano con commento e note, di E.

- BRrUNI, di pag. xx-1078 con 4 inc. . . 6 50
Dodice (Nuovo) del?’ Ingegnere Civile- lndustrlale, Ferro-
_viario, Navale, Elettrotecnico. Raccolta di Leggi, Re-
> golamenti e Circolari con annotazioni dell’ Avv. E.
NosEpa, di pag. x1-1341 . . L1250
-Codice di marina mercantile, s secondo il testo ufﬁclale,

di L. FrRANCHI, 3% ediz. di pag. 1v-290 . 150
- Codice metrico Internaziormle — vedi Metrologia.

' L. c.
chlmlca clmlca. di R SUPINO, di pag. x1-202. . L2 -
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L“c‘»
Cedice penale e dl procodura penale, secondo 11 testo
ufficiale, di L. FrRANcHI, 3* ediz., ag. 1v230 .1 50
Codice penale per I’esercito e penale m|I| are maruttlmo -
secondo il testo ufficiale di L. FRANCHI 2# ediz. dip. 179 1 50
Codice_del perite misuratore. Raccolta di norme e dati
pratici per la misurazione e la valutazione d’ognila-
voro edile, preventivi, liquidazioni, collaudi, perizie,
arbitramenti, di L. MAzzoccHi e K. MARZORATI, 2" -
ediz. di pag. vi-530. con 169 illustr.. . . .5 5'0,
Codice di procedura civile, accuratamente nscontrato .
sul testo ufficiale da L. FrRANCHI, 2% ediz. di p.167 1 50
Codice sanitario — vedi Legislazione sanitaria.
Codice del teatro (II). Vade-mecum legale per . avtisti
lirici e drammatici, impresari, capicomici, direttori
d’orchestra, direzioni teatrali, agenti teatrali, gli av-
vocsti e per il pubblico. di N. TABANELLI, pag. xv1-328 3. —,
Codici e leggi usuali d’ltalia, riscontrati sul testo uffl- "
ciale e coordinati e annotati da:L. FRANCHI, raccolti
in blnque %rosm volumi legati in pelle.
Yol. I. Codice civile - di procedura civile - di
conmercio - penale - procedura_ penale - della
mirina mercantile - penale per Pesercito. - pe-
ngle militare marittimo (otto codici) 2* edizione,
f ag vI11-1261
. II. Leggi usuali d’Italm. Raccolta GOOI‘dl—
ta d1 tutte le leggi speciali pit importanti e di pitt
corrente ed estesa applicazione in Italia; con an--
dessi decreti e regolam. e disposte secondo l'ordine
AMfabetico delle mateme 2% ediz. riveduta ed aumen- :‘
Xta.ta, divisa in 3 par '
Parte 1. Dalla voce «Abbordl di mare » alla voce*
!« Dominii_collettivi », di pag. vii-1456 a due_colonne 12 50
Parte II. Dalla voce « Ecclesiastici» alla voce " *
« Polveri piriche » pag. 1459 a 1855 due colonne . 1250-
Parte III. Dalla voce «Posta» alla voce «Zuo— S
. chero» plg 2857 a°4030, a due colonne. . ;
Yol. 1IL, Leggi e convenzioni sui diritti dau- " ;
tore, raccolta generale delle leggi italiane e stra- - -
niere di tutti i trattati e le convenzioni esistenti fra -, -
I'Italia ed altri Stati 2* ediz. di pag. vu-617 . 6 50"
Yol. IV, Leggi e convenzioni_ sulle prlvatlve
industriali. Disegni e modelli di fabbrica. Marchi,
di fabbrica e di commercio. Legislazione italiana. Le-
gislazioni straniere. Convenzioni esistenti fra lItalla.
ed altri Stati, di pag. viu-1007 . . 850
Cognac (Fabbricazione del) e dello spmto di vinoe di-
stillazione delle fecce e delle vinacce, di DaL Piaz, - .. .
con note di G. PRATO, 2* ed. con aggiunte e correz,
di F. A. SANNINO, di pag. x11-210, con 38 inc. . .8 =




: pedi' Alcool - Distillazione - Enologia - Liquorista.
olgotteri italiani, di A. GRIFFINI ‘fEntomglogia. I),/di
ag. Xvi-334, con 215ine. . . . . . . . ... .8
i pedi Dittéri - Imenotteri - Iusetti — Lepidotteri. -
"Gollezioni — vedi Amatore d'oggetti d’arte - Amatore di ma-
‘foliche - Armi antiche - Autografi - Dizionario filatelico.
olombi domestici e colombicoltura, di P. Bowizz, 2*
edizione rifatta a cura della Societd Colombofila fio-
rentina,-di pag. x-211, con 26 figure . . . . . .2 —
olorazione dei metalli — vedi Metallocromia.
olori (La scienza dei) e la pittura, di L. GuaiTa. 2*
‘ed., amshata, di pag. 1v-368 . . . . . . . . .3 —
olori e Vernici. Manuale ad uso dei Pittori, Verni-
atori, Miniatori, Ebanisti e Fabbricanti di colori e
ernicl, di G. GoRINI, 4* ediz. per cura di G. Ar-
. “PIANI, di pag. Xv-301 con 39 incis. . . . . . . .83 —
‘Gammodl’a — vedi Letteratura drammatica. .
jommerciante (Manuale del) ad uso della gente di com:
- mereio a degli Istituti d'Istruzione commerciale, cor-
‘redato.di olire 200 moduli, quadri esempi, tavole di-
mostrative e prontuari, di C. DomPE, 2* ediz. rive-
.duta ed amphiata dip. x-649 . . . . . . . . .650
ommercio (Storia del), di R. LaricE, di pag. xvi-3363 —
ommissario giudiziale — vedi Curatore dei fallimenti. :
ompensazione de?ll errori con speciale applicazione
i-rilievi geodetici, di F. CroTTI, pag. 1v-160. . . & —
omplementi di matematica — vedi Matematica. =
omputisteria, di V. Grrri: Vol. I. Computisteria com- -
“merciale, 6* ediz., di pag. viu-184 . . . . . . . 150
;- Vol. II. Computist. finanziaria, 4* ediz., p. Vi11-156 150
Lomputisteria agraria, di L. PETR1, 2° ediz. rifatta,
Sdifpag. viR10 . . . . . L o . o . . .. T
‘vedi. _ontabilita - Ragioneria - Logismografia. A
oncia delle pelli ed arti affini, di G. Gorini, 3® ed. rifatta
. da G. B. FRANCESCHI ¢ G. VENTUROLI, di pag. 1x-210. 2 —
onciliatore (Manuale del), di G. PATTACCINI. Guida
teorico-pratica con formulario completo pel Concilia-
tore, Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di cause,
4% ediz. ampliata, di pag. xu-461 . . . . . . .
onciml, di A. FUNARO. 2% ediz. di pag. X1-266. . .2
Goncimi fostaticl — vedi Fosfati - Chimica agraria - Humus
Terreno agrario.
Concordato preventivo — vedi Curatore di fallimenti.
aonpf_ettlera — vedi Pasticcere e confettiere moderno.
oniglicoltura pratica, di G. LICCIARDELLI, 2* ediz., ,
di pag. vi-248, con 53 incisioni e 12 tavolein tricr. 2 50
Conservazione delle sostanze alimentari, di G. Gorini,
4% ediz. intieramente rifatta da G. B. FRANCESCHI e
G. VeNTUROLI (In lavoro). .
onservazione dei prodetti agrari, di C. MaNICARDI, di
pag. xv-220, con-12 imcis. . . . . . . . . . 2 50

{
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Consigll yraticl — velll Caffettiere - Ricettirio' domestico -

- Industriale - Soccorsi d’urgenza, . L U

Consorzi di difesa del suolo (Manuale dei). Sistemazioni .
idrauliche. Culture silvane e rimboschimento, di-A.
RABBENO, dipag. VIII-96 . . . . . . . . .. .8

Contabilitd comunale, secondo le nuove diposiz. legisla-, .7
tive e regolamentari di A.DE BRUN. (2* ediz. rifatta, ..
ed ampliata di pag. xvI-650 e e .0 h

— vedi Enciclopedia amministrativa. .

Contebilita domestica. Nozioni amministrativo-contabili
ad uso delle famiglie e delle scuole femminili, di 0. = *
BERGAMASCHI, di pag. Xv1-186 . . . . . . . .1

Contzbilita generale dello Stato, di E. Bruni, 2% ediz.

ifgta, pag. xvi-420 . . . . . . . . . . . .38

Contajilita d. istituz. pubhl. beneficenza — vedi Beneficenza. -

Contje Calcoli fatti, di 1. GuEers1, 93 tabelle e istru- " -
ziqui pratiche sul modo di usarle, di pag. 204. . . 2 5

Contappunto, di G. G. BERNARDI, di pag. xvi238 . .3

Contatti agrari -— vedi Mezzeria. L

Conersazione ltaliana e tedesca (Manuale di), ossia
guda completa per chiunque voglia esprimersi con

prietd e speditezza in ambe le lingue, e per servire.
gvade mecum ai viaggiatori, di A. FIORI, 8* ediz. '
e 3

ratta da G. CATTANEO, pag. X1v-400 . .o
Cowersazione itallana-francese — vedi Dottring po-
lare - Fraseologia. . ) il
Cogerative rurali, di credito, di lavoro, di produzione, _
agsicurazione, di mutuo soccorso, di consumo, di L
quisto di materie prime, di vendita di prodotti . -
Erari. Scopo, costituzione, norme giuridiche, tecni- ' -
e, amministr. comput. diV.NiccoL1, pag. viri-362 3°
Ceperazione nella sociologia e nella legislazione, di F. -
IRGILIL, pag. X228 . . . . . . . .., . .
rentl elettriche alternate semplici, bifasi e trifasi.
anuale pratico per lo studio, costruzione ed eserci-
izio degli impiant: elettrici, di' A.. MARRo, di pagine’
X17-615-LX1v, con 218 incis. € 46 tabelle. . . . . 6
prrispondenza commerciale poligiotta, di G. Frisom: .
compilata su di un piano speciale nelle lingue italiang -
francese, tedesca inglese € spagnuola.
— PARTE ITALIANA: Manuale di Corrispondenza Com- .
merciale italiana coriedato di facsimili dei vari docu-, .
menti di pratica giornaliera, seguito da un GrLossArro
delle prinecipali voci ed espressioni attinenti al ‘Com-
mercio, agli Affari marittimi, alle Operazioni bancarie
ed alla Borsa, ad uso delle Scuole, dei Banchieri, Nego-
zianti ed Industriali di qualunque nazione,che deside-
rano abilitarsi alla moderna terminologia e nella cor-
retta fraseologia mercantile italiana, 2* ed. di pag. xx-478 - 4
[.—PARTE SPAGNUOLA: Manual de Correspondencia Com-.'
. mercial Espanola, pag. xx-440 . . . L4
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AT . . / L ¢
1 — PARTE FRANCESE: Manuel de Correspondance comn-

+ mereiale franc¢aise, di pag. xvi-446 4 —
IV — PARTE INGLESE: 4 Manual of english Commefcial .
correspondence, Epag XVI-448 4—

¥ — PARTE TEDESCA: Handbuch der deutschen Handel- .
skori gspondenz, pag. xvi1-460 . 4—
“N.B. Sono 5 Manuali di cornspondenza,o auno dei quah

<. &:la traduzione di uno qualunque degli altri quattro, per
“cui si fanno reciprocamente l'ufficio di chiave.
Corse (Le) con un dizionario delle voci piu in uso, di
-.G. FRANCEscHI, di pag. x1-305 . . .250
== pedi anche Cavallo - Proverbi - Razze bovme equme, ece.
,Cosmograﬂa. Uno sguardo all’universo, di B. M. La
.- LETA, pag. Xu-197. con 1l incis. e 3 tav. . .150
Goslltuzmne ogll Stati — vedi Diritti e doveri - Dmtto in-
- ternazionale - Diritto costituzionale - Ordin. di stati.
“-Costruttore navale (Manuale del), di G. Rossi, pagme

- XvI-517, con 231 fig. interc. nel testo e 65 tab. . .3 —
'Gnstrllzioni — vedi Abitazioni - Architettura - Calcestruzzo
-'Calei - Capomastro - Case dell’avvenire - Citta (La)
J ‘moderna - Fabbricati civili - Fabbricati rurali - Fogna-
. tara - Ingegnere civile - Lavori marittimi - Mationi e
- pietre - Peso me talli - Resistenza dei materiali - Re-
. sistenza e pesi di travi metalliche . Scaldamento.
Lotoni — vedi Filatura - Prodotti agricoli - Tintura - Tessitur.
. ‘Cremore di tartaro — vedi Distillazione.
-:Cristallp — vedi Fotosmaltografia - Specchi - Vetro.
: cristallograﬂa 3eometrlca, fisica e chimica, applicata

-ai minerali, di F. SANSONI, p. xVi-367, 2é4 inc. . . 3—

~—'pedi Fisica cristallografica.
~COristo — vedi Iinitazione di Cristo. :
‘tistoforo Colombo di V. BELLIO, p. 1v-136 e 10 inc.. 170.
: Crittogame — vedi Funghi — Malattie crittogam. - 'lartuﬁ :
Grittograﬂa (La) diplomatica, militare e commerciale,
» ossia 1'arte di cifrare e decifrare le corrispondenze
““segrete. Saggio del conte L. Gioepr, pag. 177. . .34 :
. Cronologia e calendario perpetuo. Tavole cronografiche -
*" e guadri sinottici per verificare le date storiche dal
_principio’ dell’ Era cristiana ai giorni nostri, di A.
" CAPPELLI, di pag. xxxmi421 . . 6 51
Cronolo 1a delle Scoperte e dalle esplorazlom geograﬁche

“dal 1492 a tutto. il sec. XX, di L. HUGUES, p. VIII-487 4 5d
«<Cronclogla — vedi Storia e cronologla
Cubatura dei legnami (Prontuario per la), di G. BEL-
"'LUOMINI, 5* ediz. corretta ed accresciuta, pag. 220 . 2 50
Cudio — vedi Concia uelle pelli - Imitazioni.
.Curatore dei fallimenti (Manuale teorico-pratico del) e del
Commissariogiudiziale nel concordato preventivoe pro- 3
;- oeduradi piccoli fallimenti, di L. MOLINA, di pag.xL-910 8 50
..Curve eircolari e raccordi. Manuale pratico per il trac-
: cxamento delle curve in qualunque sistema e in



qualsiasi caso particolare, nelle ferrowe, strade eca-

nali, di C. FERRARIO, pag. XI1-264, con 94 incis. . . 3 50,
i

Curve graduate e raccordi a curve graduate, con spe-
ciale riferimento " alle pratiche importanti e nuove
applicazioni nei tracciamenti ferroviari, di C. FERRA-
RIO, in continuazione al Manuale « Curve circolarie
raccordi a curve circolari », dello stesso autore, di

pag. xx-251, con 25 tavole e 41 flgure . . 03500

Danese (|. mgua) ~— pedi Grammatica — Letteratura

Dante Alighieri — vedi Divina Commedia.

Dantologia, di G. A. ScarTazzINI. Vifa e opere di Dante .
Alighieri, 3* ed. con ritocchi e agg. di N. SCARANO 3 -

Datteri — vedi Prodotti agricoli.

Debito (1) pubblico italiane. Regole e modi per le ope-
razioni sui titoli che lo rappresentano, di F. Azzom,

pag. vur-376 . . Ce e e e e .3 —
—"vedi Notaio - Valori pubbl1c1 * :
Decorazione dei metalli — vedi Metallocromia.

Degorazioni del vetro — vedi Specchi - Fotosmaltologia -Vetro.
Decorazioni e industrie artistiche, di A. MELANI, due
vol., pag. xx-460, con 118 incis. (esaurito, la 2* ediz.

& in lavoro).
Denti — vedi Igiene della bocca.
Destrina — vedi Fecola.

Determinanti e applicazioni, di E. PASCAL, pag. ViI-330 3 — -

Diagnostica — vedi Semeiotica.
Dialetti italici. Grammatica, iscrizione, versmne, e les-

sico, di O. NAZARL, pag. xvi-364. . 8

— vedi Gramm storica della lingua e dei dialetti ilaliani.
Dialetti letterari greci (epico, neo-ionico, dorico, eohco)

di G. BoNINO, pag. XXXi-214. . . 1.50
Didattica. per gli alunni delle scuole normali’ e pex .

maestri elementari, di G. Sori, pag. vii-314 . . . 150 °
Digesto (Il), di G. FERRINI, pag. 1v-134. . . 150

Dinamica elementare, di G. CATTANEO, p. v111—146 26 ﬁg 150

Dinamite — vedi Esplodenti.

Diritti e doveri dei cittadini, secondgle Istituzioni dello
Stato, per uso delle pubbhche scuole, di D. Mar-
Fioul, 11* ediz, (dal 31 al 35° migliaio) con una ap-

pendice sul Codice genale, pag. XvI-229 . 150

Diritti d’Autore — vedi Codici e Leggi usuali d’ Ttalia Vol HL
Diritto — vedi Filosofia del Diritto.

Diritto amministrative e cenni di Diritto costituzionale,
giusta i programmi governativiad uso di Istituti tec-
nici, di G. LoRis, 6*edizione di pag. x1v-424 . . .38 —

Diritto civile (Compendlo di), di G. Loris, giusta i )
programml ad uso degli Istituti tecm(,l, 3 ediz. di

g. XVvI-397 . “ 3=

Dlritto civile ltallano, di C. ALBICINI. p vii-128 1

Lic. -

50






Dnsﬂllazione del Iegno (La.vorazxone dei prodottl della,): ”
_Acetone, Alcool metilico, Aldeide formica, ‘Clorofor- -
mio, Acido acetico, Acetato di piombo, "Acetato di
sodio. Industrie elettrochimiche. Ossidi di piombo,
Minio, Biacca, Soda Caustica, Clorati, Croma.tl, at
F. VILLANI, di pag. x1v-312 i

Distillazione delle Vinacce, e delle frutta fermentate.
Fabbricazione razionale del Cognae, Estrazione del
.Cremore di Tartaro ed utilizzazione di tutti i residui
della distillazione, di M. DA PONTE, 2* ediz. rifatta,
tenentl leleggi italiane sugli splrltlela legge Austro- -

%a.rwa pag. x1-375, con 68 inc.. |

Ditteri italiani, di P. Loy (Entomologza III), pag
vi1-356, con 227 inc. . 3 —_

Divina Commedia di Dante Allghmri (Tavole schemati- S
che della), di L. PoLAcco, seguite da 6 tav. topogr.
in cromoht disegn. da G. AGNELLI, pag. x-152 . . 3

Dizionario alpino italiano. Parte 1% Vette e valichi ita- .
liani, di E. BIGNAMI-SORMANI. — Parte 2* Valli '
lombarde e lzmztrofe alla Lombardia, di C. Sco-. '
LARI, pag. XX11-310

Dizionario di abbreviature latine ed italiane usate nelle
carte e codici specialmente del Medio Evo, riprodotte ...
con oltre 13000 segni incisi, aggiuntovi un prontua- -
rio di Sigle Epigrafiche, i monogrammi, la nume-
rlzzazmne romana ed arabica e i segni indicanti mo-
nete, pesi, rmsure, ecc., per cura di A. CAPPELLI,
di pag. LXII-43 .o

Dizionario bihlloqfraﬁco, ‘@’'e. ARLIA, pag 100

Dizionario biograf. universale, di G. GARrOLLO (In la.v)

Dizionario di botanica generale G. BiLANcCIONI (in Iav.).

Dizienario dei comuni. del Regne d’Italia, secondo il
Censimento del 10 febbraio 1901, compilato da B."
SANTI, 2* ediz., con le altezze sul livello del mare,
di pag. vii-222 .

Dlzmnarlo Eritreo (Plccolo) Itahano-Araho Amanco, rac-
colta di vocaboll pill usuali- nelle principali lingue .
parlate nella Col. Eritrea, di A. ALLORI, p. XXX111-203 2 50;

Dizionario filatelico, per il raccoglitore di francobolli
con introduzione storica e bibliografica, di J. GrLLl . .
2* ed., con appendice 1898-99, pag. LxI-464 . . . 450 -

Dizionario fotografico IiEI dilettanti e professionisti, con
oltre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi e 600 for-
mule di L. Gropp1, p. vI-600, 95 inc. e 10 tav.. . 7 50.

Dlzmnano geograﬂoo umversale, di G. GARoLLO, 4* @ s
ediz, del tutto rifatta e molto amphata, d1 pag XII-
1451 a due colonne . . . J10-=

Dizionario gotico — vedi ngua got:ca '

Dizionario greco-moderno, di E. BricHENTI (In lavoro). |

'
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Dizlonario italiano-olandese e clandese-itaflano, di A.
*'. NUYENs, in-16, di pag. x1=048. . . . . .. . .
Dizionario milanese-taliano e repertorio italiano-mila-
nese, di C. ARRIGHI, pag. 912, a 2 col., 2* ediz.. . 8 50
Dizionario Numismatico — vedi Vocabolarietto numismatico.
- Dizionario rumeno — vedi Grammatica rumena,
.'Dizionario di scienze filosofiche. Termini di Filosofia
generale, Logica, Psicologia, Pedagogia, Etica, ecc.,

.- di C. RANZOLI, pag. VIi-683 . cow . . . 650
. Dizionario stenografico. Sigle e abbreviature del siste- »
ma Gabelsberger-Noe, di A. SCHIAVENATO, p. XVI1-156 1 50 .

Dizionario (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco-italiano, -
compilato sui migliori vocabolari moderni, coll’ ac-
centuazione per la pronunzia dell'Italiano di A. FiorI,

3* ed., pag, 798, rifatta da G. CATTANEO . . . .

Dizionario tecnico in 4 lingue, di E. WEEBBER, 4 volumi:

“I. Italiano-Tedesco-Francese-Inglese, 2* ediz. riveduta

. *_e aumentata di circa 2000 termini tecnici, p. X11-553 6 —

. II. Deutsch-Italienisch-Franzosisch-Englisch, 2* ediz.

© . _di circa 2000 termini tecnici, di pag. vu-611. . .6 —
III. Francais-Jtalien-Allemand-Anglais, pag. 509. . .4 —

IV. Englisch-Italian-German-French, pag. 659 . . .6 —
‘Dizlonario tecnico-navale e commereiale maritt. Inglese-italiano.
-~pedi Avarie e Sinistri marittimi.
Dizlonario turco — vedi Grammatica turca. .
_ Dizionario universale_delle lingue italiana, tedesea, in- .
- glese e francese, disposte in unico alfabeto, di p. 1200
a 2 colonne . 8=

~ Dogana — vedi Codice doganale - Trasporti e tariffe.
;- .Doratura — vedi Galvanizzaz. - Galvanostegia - Metallocr.
- -Dottrina popolare, in 4 lingue, (Italiana, Francese, In-
glese e Tedesca), Motti popolari, frasi commerciali e
- proverbi, raccoltt da G. SEssa, 2 ediz., pag. 1v-112. 2 —°
‘Doveri del macchinista navale, e condotta della macchina
a_vapore marina ad uso del macchinista navale e de-
gli istituti nautici, di M. LigNAROLO, di pag. XvI-303 . 2 50
Drammi — vedi Letteratura drammatica. . )
Droghiere (Manuale del) di L. MANETTI, di p. XXIv-322 3 —
- .Duellante (Manuale del) in appendice al Codice caval-
leresco, di J. GELLI, 2% ed., p. vIII-250, con 26 tav. 2 50
5w . — vedi Codice cavalleresco.
- .Ebanista — vedi Falegname - Modellatore mecc. - Operaio.
braica (lingua) — vedi Grammatica - Letteratura.
' .Ad&lcaziotr_le 8i bambini — vedi Balbuzie - Ortofrenia - Sor-
omuti.

~ «-Economia matematica (Introduzione alla), di F. Vir-
6ILII e C. GARIBALDI, pag. x1-210, con 19 inc.

. Economia politica di W.'S. JEvons, traduzione di L.
; Cossa, 5* ediz., riveduta, pag. xv-180. . .15
Edilizla — vedi Costruzioni.
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Elasticlta del corpl - uedz Eqmlibno

Elettricita, di FLEEMING JENKIN, traduz. di R. FERRINI,
4* ediz.. rived., pag. x11-237, con 40 inc. .

— vedi Cavi telegrafici - Correnti elettriche - Elettrotecmca
- Elettrochimica - Fulmini - {alvanizzazione - Illumi-
nazione elettr. - Ingegnere eletiricista - Magnetismo ed
elettricitd - Metallocromia - Operaio elettrotec. - Ront-
gen - Telefono - Telegrafia - Unita assolute.

Elettricita e materia di J. J. TrHomsoN. Traduzione ed

giunte di G. Fak. 1905, di pag. X1v-299 con 18 inc. 2 — -

aggl
Elettricitd medica, Elettroterapla Raggi Rontgen. Ras
dioterapia. Fototerapia. Ozono, Elettrodiagnostica, di

A. D. Bocciarpo, di pag. x-201, con54 inc. e 9 tav. 2 50

— vedi Luce e salute - Rontgen (Raggl)

Elettrochimica (Prime nozioni elementari dl), di A.
Cossa, pag. vii-104, con 10 inc. . . . I

—vedi Distillazione del legno

Elettrotecnica (Manuale di), di GRAWINKEL-STRECKER.
traduzione italiana di F. DESSY, 2“ ediz. di pag. x1v-
890, con 360 figure . . e e e e e

— vedi Operaio elettrotecnico.

Elezioni politiche — vedi Legge elettorale polmca

Ematologila — vedi Malattie del sangue.

Embrlologia ¢ morfologia generale, di G. CATTANEO,

x-242, con Tline. .

Enclclopedia del glurista — vedi Codicl e leggl usuah d’ Ilalia

Enciclopedia (Piccola) amministrativa. Manuale teorico-
pratico per le amministrazioni comunali, provinciali

150

)

950"

150

e delle opere pie, di E. MARIANI, di pag. xv-1327. 12 50

Enclclopedia Hoepli' (Piccola), in 2 grossi vol.' di 3375
di 2 colonne per ogni pagina con Appendice
(146'740 voci) — L. 20. (Esaurito).

Energia fisica, di R. FERRINI, pag. Vviu-187, con 47 \

incisioni, 2* ediz. interamente rifatta . . . .
Enimmistica. Guida per comporre e per spiegare Enxmm1,
Sciarade, Anagrammi, Logogrifi, Rebus, ecc, di D. To--
LOSANI (Ba,]ar 0), . X11-516, con 29 ill. e molti esempi, .
Enologia, precetti ad uso degh enologi italiani, di O.
OTTAVI, 5* ediz. di' A. STRUCCHI, con una Appendice
sul metodo delia Botte unitaria pei calcoli relativi alle.

650

botti circolari, di R. Bassi, p. XvI-289, con 42 inc. .2 50

— vedi Adulterazione vino — Analisi vino - Cantiniere -
Cognac - Distillazione ~ Liquorista - Malattie vini - Mo-
sti - Tannini - Vino.

Enologia domestica, di R. SERNAGIOTTO, p. VIII-233 . 2 —

Entomologia di A. GriFFint e P. Lioy, 4 vol. — vedi Coleot-
tori - Ditteri - Lepidotteri - Imenotteri.

Epigrafia_latina. Trattato elementare con esercizi pra-
tici e facsimili, con 65 tav. di S. Riccr, p. xxx11-448 6 50

— vedi Dizionario di.abbreviature latine.

50
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*Epilessia. Eziologia, patogenesi, cura, di P. PINI, p. X277 2 50 °
Equazionl — vedi Algebra complementare. X
Equilibrio dei eorpi elastici (Teoria matematica dello),
~di’ R. MARCOLONGO, di pag. X1v-366 . . . « ... 3
Eqmni — vedl Cavallo - Razze bovine. . .
ritrea (L") dalle sue origini al 1901. Appunti cronistorici
.+ con note geografiche e statistiche e cenni sul Benadir
7+ e sul viaggl d'esploraz. di B. MELLI, di pag. x11-164 2 —
.Eritrea — vedi Arabo parlato - Dizionario eritreo - Gramma-
.7 tica galla - Lingue d’Africa- Prodotti del Tropico - Tigre.
Errori‘e pregiudizi volgari, confutati colla -scorta della
“golenza_e del raziocinio da G. STRAFFORELLO, 2% ed.
accresciuta, pag. x1-196. .- . . . o o 0 e
Esamé degli infermi — vedi Semeiotica. '
sattore comunale (Manuale dell’), ad uso anche dei Rice-
" \yitori prov. ecc., di R. MAINARDI, 2* ed., D. xvi480 .5 50. ¢
Eseroito — vedi Armi antiche - Codice penale per - Storia
. . dell’arte militare. .
Esercizi geografici e quesiti, sull’Atlante geografico
universale di R. Klegert, di L. HuauEs, 3* ediz. ri-
Cfatta di pag. VID-R08. . . ... L. ... e
Esercizi sintatticl francesi, con tracce di componimento,
temi di ricapitolazione e un indice alfabetico detle
~parole ¢ delle regole, di D. RODARI, di pag. x1-403. 3 —
Esercizi greci, per la 4* classe ginnasiale in correla-
'zione alle Noztoni elem. di lingua greca, di V. INAMA,
di’A. V. BISCONTI, 2* ediz. rifatta, p. Xxvi-234 . .3 —
Esercizi latinl con regole (Morfologia generale) di P. ‘
- K, CERETI, pag. Xu-332. . . . . .. . . 1050
Esercizl di stenografia — vedi Stenografia.
Esercizi di traduzione a complemento della gramma- ;
*_ tica francese, di G. PRAT, 2 ed., pag. VI-183 . .150
‘Esercizi di traduzione con vocabolario a complemento .
“della Grammatica tedesca, di G. ADLER, 3* ediz.., pag.
VIIR44 . L L e e e e e e
~ Esplodenti ¢ modi di fabbricarli, di R. MoLINA, (esau-
rito & in lavoro la 3* ediz.). .
spropriazione — vedi Ingegneria legale. =~
‘spropriazioni per causa di pubblica utilita, di E. Saro1,
"di pag. vi-212-83 con 5 incis. e 2 tavole cl. . . .3 —
‘Egsenze — vedi Distillazione - Profumiere - Liquorista - .
. Ricettario. = ;
Estetica. Lezioni sul bello, di M. PiLo, pag. xx1I-257 2 50 -7
— Lezioni sul gusto, di pag. Xu-255. . . . . . - 2 50 .3
‘Estimo dei terrenl. Garanzia dei prestiti ipotecari e
“della’equa ripartizione dei terreni, di P. FILIPPINI,
pag. XVI-328, con 3 inc.. . . . . ... - o
“Estimo rurale, di CAREGA DI MURICCE (esaurito).
_Etica (Elementi di), di G. VIDARI, di pag. XVvI-334. . 3 —
tnografia, di B. MALFATTI, 2* ed. rifusa, pag. vi-200 1 50.

150

150

150
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Euelide (L") emendato, del P. G. SACCHERI, traduzione -, .
e note di G. BocCARDINI, di pag. xx1v-125 con 55 inc. 1 B0
Europa — wedi Storia di. - : . e
Evoluzione_ (Storia dell’), di C. FENIzIA, con breve sag- = -
%xo di Bibliografla evoluzionistica, pag. x1v-389 .- .3 —
Fabbricati civili di abitazione, di C. LEvy, 3% ediz. ri- .
fatta, con 200 incisioni, e i Capitolati d’oneri approvati -
dalle principali cittd d'Italia di pag. xu-416 . . . 4'50
Fabbricati rurali (Costruzione ed economia dei), di V.
Niccoul, di pag. xvi-335, con 125 figure. . . . .3 50
Fabbro — vedi Aritmetica dell’operaio - Fonditore - Mec- -
. _canico - Operaio - Tornitore. ) : . -
Fabbro-ferraio (Manuale gratico del), di G. BELLUOMINT, ~- . ';
opera necessaria ed indispensabile ai fabbri fucina- . 7 -
tori,. agli aggiustatori meccanici, armajuoli, carroz-
zieri, carradori, calderai, di p. vii-242, con 224 inc. 2 50
Falconiere! (I) moderno. Descrizione dei falehi, cattura’ ;.
educazione, volo e caccia alla selvaggina con gli uc- e
celli di rapina di G/ E. CHioriNOo, con 15 tavole a
colori e 80 illustrazioni nel testo (in lavoro).
Falegname ed ebanista. Natura dei legnami, maniera
di conservarli, colorirli e verniciarli, loro cubatura, .
di G. BELLUOMINI, 3* ediz. di pag.x-223, con 104 inc. 2 —
Fallimenti ~- vedi Curatore di n
Farfalle — vedi Lepidotteri.
Farmacista (Manuale del), di P. E. ALESSANDRI, 3*ed,.’
rifatta, notevolmente aumentata e corredata. di tutti
i nuovi medicamenti in uso nella terapeutica, loro
proprieta, caratteri, alterazioni, falsificaziont, usi, dosi, - .- "
ecc,, di pag. xx-784 con 154 tav. e 85 incis. . . . 6507
Farmacoterapia e formulario, di P. P1ccINiNg, p. vin-382 3 50 '+
Fecola (La), sua fabbricaz, e sua trasformaz. in Destrina,
Glucosio, Sagou, e Tapioca_artificiali, Amido di Mais,
di Riso e di Grano. Nozioni gener. sulla sua fabbricaz.
Appendice: Sulla coltura del Lupino, di N. Apuccr,
di pag. xvi-285, con 41 inc. intercalate nel testo. . 3 50"
Ferrovie — vedi Automobili - Macchin, e Fuochista - Strade
ferrate - Trazione a vapore - Trasporti e tariffe.
Figure (Le) grammaticali, di G. SALvAGNI (in lavoro).
Filatelia — vedi Dizionario filatelico. . . i
Filatura (La) del ootone. Manuale teorico-pratico di .. ..
G. BELTRAMI, di pag. xv-558, con 196 in¢. e 24 tab. 6 50
Filatura e torcitura detla seta, di A. Provasi, di pag. .
vir-281, con S ineis. . .. . . . . . . . .3B0:
Filologia classica, greca e latina, di V. INAmA, p, xu-195 1.50.
Filonauta. Quadro generale di navigazione da diporto .71 .
e _consigli al Prmcipianti, con un Vocabolario tecnico -~ - "
it in uso nel panfiliamento, di G. OLIVARI, p. XVI-286 2 50:
Filosofla — vedi Dizionario di scienze filosofiche - Estetica . - -
- Etica - Evoluzione - Logica - Psicologia. ’ LIS
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Fllosoﬁa del dlrltto, di A. GROPPALI (in lavoro).
‘Filosofia morate, di L. Friso, 2* edizione riveduta ed
aumentata, di pag. xvi-350. . 3 —
' 'Fillossera e le principali malatme crlttovamlche della
vite con speciale riguardo ai mezzi di dlfesa, di V.
PEGLION, pag. vi-302, con 39 inc. .
. Finanze (Scienza delle), i T. CARNEVALI, pag 1v-140. 1 50
— vedi Matematica attuaria.

;Fiori — vedi Floricoltura. Garofano, Orchidee, Orticoltura,
Piante e fiori, Rose.

Fiori a