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PREFAZIONE

“ Fare un libro elementare, un libro che schiettamente
si adatti alle seuole, & cosa difficilissima e che richiede
‘molto e molto tempo. Per chi vive di scienza, tale impresa
¢ piena di dubbi, di sacrifizi e di amarezze: per mesi e
mesi, ed anche per anni, dovrete lasciar da canto i piu cari

*

studi, chiudere negli scaffali e nascondere a voi stesso i
libri pitt nuovi e curiosi, mettervi a litigare coll’abbicei
della scienza; fare, disfare e rifare il vostro lavoro, tre,
quattro volte, insomma sciupare il meglio delle vostre
forze. Se riuscite, gloria non ne avrete: gia non la spes
ravate nemmeno, ché a siffatte fatiche altri non ci si sob-
barca che per beneficio altrui... ,

2 & & £

E

(CrEMONA, Prefazione degli “ Elementi di Geomotria
proiettiva ,,, Paravia, 1873).

Questo libro, che licenzio non senza trepidazione,
nacque coll’ intendimento modestissimo di fornire agli
studenti di matematiche e d’ ingegneria del nostro primo
corso” universitario, una raccolta graduata di problemi
di Geometria proiettiva, che servissero ad illustrare la
teoria, dando anche materia appropriata alle esercita-
zioni grafiche.

Ma, durante I’ esecuzione, i confini del primitivo di-
segno si sono alquanto allargati, e, specialmente in se-
guito agl’incitamenti autorevoli ed amichevoli, dei pro-
fessori BERTINI, ENRIQUES, SrGRE, ho creduto di far cosa
utile esponendo, insieme alle applicazioni delle teorie
fondamentali, alcune teorie complementari, che danno
lwogo a problenii eleganti e svariatissimi. E fra queste
teorie complementari classifico anche alcune nozioni,
che si espongono in molti corsi di Geometria proiettiva,
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senza che, tuttavia, sieno parti veramente vitali di questa
disciplina.

A cio m’indussi riflettendo che I’ insegnamento della
Geometria proiettiva staudtiana, riesce, a parer mio,
tanto piu efficace e rispondente ad uno dei principali
suol fini, qual’é quello di educare la facolth logica,
quanto piu la trattazione delle teorie fondamentali venga
spogliata ‘dalle proposizioni accessorie, che turbano al
principiante la visione netta della mirabile armonia e
dell’ intima struttura dell’ edificio geometrico.
~ Ma, data appunto la convenienza di mantcnere la
purezza del metodo nello sviluppo delle teorie piu es-
senziali, ad evitare il danno d’un insegnamento unila-
terale, conviene di presentare le applicazioni con va-
rietd di metodo; e Vopportunita di cio si riconosce anche
maggiore, quando si osservi che, come piu volte fu av-
vertito, la concezione di Staupt lascia troppo in di-
sparte le proprieth metriche, ¢ fa dimenticare quasi
completamente il metodo delle proiezioni, usato in modo
sistematico nella classica opera di PONCELET.

A questo inconveniente della trattazione puramente
grafica, occorre por rimedio, non soltanto in considera-
zione dell’influenza preponderante che le proprieti me-
triche ed il metodo delle proiezioni hanno avuto nello
sviluppo storico della Geometria proiettiva; ma anche
perché il metodo di PonCELET contribuisce molto piu
efficacemente del metodo staudtiano, all’educazione del-
I’ intuizione spaziale, che altrimenti resterebbe un po’ne-
gletta, a vantaggio di un’esclusiva educazione logica.

1 indice ampiamente analitico, che accompagna
questi « Complementi », mi dispensa dal presentare al
lettore un quadro riassuntivo degli argomenti svolti nel



—_—V — .

volume; né, d’altra parte, sarebbe cosa agevole il farlo,
per la natura stessa della materia trattata.

Dird soltanto che, allo scopo di rendere il libro piu
facilmente accessibile al principiante, ho creduto op-
portuno di farne procedere lo sviluppo parallelamente
alle « Lezioni di Geometria proiettiva » del prof. ENRI-
Ques (1), adottando quasi la stessa suddivisione in capi-
toli e rimandando a questo libro, ogni volta occorra,
per la chiarezza dcl ragionamento, il richiamo di qual—
che teorema (%).

La scelta delle « Lezioni » del prof., ENRIQUES, tra i
buoni testi di Geometria proiettiva, mi & stata sugge-
rita, tra I’ altro, dalla giusta misura nella trattazione
delle teorie fondamentali: d’accordo col proposito di
semplificare il corso, riserbando agll esercizi le propo-
sizioni accessorie.

Tuttavia, tenendo conto delle esigenze della scuola,
al principio di ogni paragrafo ho creduto opportuno di
riassumere brevemente le proposizioni che lo studente
deve gia conoscere, per comprendere le applicazioni e
le nozioni complementari, cui il paragrafo si riferisce;
ed ho pure corredato i paragrafi di ampi sommari, che
sono riprodotti nell’ indice, e che spero potranno ren=
dere il libro pit maneggevole.

Ho tralasciato di esporre gli esercizi piu ovvii, come
quelli che si deducono specializzando metricamente i
noti problemi costruttivi della Geometria proiettiva; ma,
per quanto apparisca evidente la ragione di tale omis-
sione, debbo tuttavia avvertire che io pure riconosco la
convenienza di far disegnare ai giovani anche questi

() Bologna, Zanichelli, 2* ed. 1904.
(*) Ad evitare ambiguith, le citazioni dei §§ delle « Lezioni »
sono sempre precedute dalla lettera E.
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esercizi piu semplici, per render loro familiari le co~
struzioni fondamentali e I’uso degli elementi impropri.

11 testo ¢ illustrato da abbondanti notizie storiche,
che ho tratte dalle migliori fonti, col desiderio che i
nostri giovani non ignorino- del tutto le vicende della
scienza che imprendono a studiare.

Ed ora, nell’affidare il libro al giudizio del pubblico,
mi conforta 1l pensiero che, se 1’ opera. ha potuto riu-
scire imperfetta, io non ho mancato di dedicare ad essa
tutte le mie forze, lavorando con grande amore attorno
alle soluzioni delle varie questioni, per semplificarle
talora, per presentarne di nuove qualche altra volta:
sempre preoccupato dal desiderio di armonizzare tra
loro argomenti cosi disparati, aggruppandoli in modo
da ottenere una raccolta omogenea. '

E termino ringraziando pubblicamente 1 miei ex-al-
lievi signori Luict AMOROSO, che ha curato 1’ esecuzionc
delle figure intercalate nel testo, ¢ Mauro PICONE, che
mi ha aiutato nella revisione delle bozze di stampa.

" Vadano pure i miei ringraziamenti all’ editore Zani-
CHELLI, che, continuando le tradizioni della sua Casa,
ha voluto dare al volume un’elegante veste tipografica.

Parma, 21 giugno 1905.

FRANCESCO SEVERI.
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CAPITOLO PRIMO

Proiezioni e sezioni — Costruzioni lineari

§ 1. Metodo delle proiezioni.

SommARIO: Il metodo delle proiezioni come metodo (nduttivo e
come metodo deduttivo. Proprieti proiettive. — Aleuni esempi’
semplict i trasformazione delle figure piane mediante la
protezione centrale. '

1. Dalle figure che si studiano in Geometria elementare,
mediante le operazioni fondamentali della Geometria pro-
iettiva, cioé per mezzo di proiezioni e sezioni, si possono
ottenere figure di natura pit elevata, rispetto alle quali le
prime sono da considerarsi come casi particolari metrici.
In tale passaggio, o nel suo inverso, le proprieta geometri-
che delle une si trasportano alle altre, o viceversa.

Il metodo delle proiezioni si pud quindi considerare
sotto un duplice aspetto: come netodo ‘nduttivo in quanto
permette di scoprire nuove figure e le proprieta di queste,
operando su figure gid note (cosi p. e. le proprieta delle
coniche da quelle del cerchio); e come metodo deduttivo in
quanto semplifica la dimostrazione di certe proprietd geome-
triche, facendole dipendere da considerazioni pitl elementari.

Per far.subito un esempio semplicissimo dell’ uso indut-
tivo del metodo, proiettiamo da un punto sopra un piano
o la figura I' costituita da due rette parallele «, & e dalla
bisettrice p della striscia tra esse compresa.

SEVERL 1



—_ 9 —

Si ottengono sul piano &’ due rette «' ', che s’ incontrano -
nel punto P’, proiezione del punto improprio P, comune
alle a, b, ¢ la bisettrice p si proietta in una retta p’, uscente
da P’. Orbene, indicando con ¢’ la proiezione della retta im-
propria ¢ del piano ab, la proprietd che p ¢ il luogo dei
centri dei parallelogrammi che hanno due lati opposti so-
pra a, b, si trasporta alla figura trasformata ¥, dicendo che
il luogo del punto comune alle diagonali di un quadran-
e¢olo semplice, di cui due lati opposti giacciono sulle a’ 0’
e gli altri due si tagliano in un punto di ¢, é una retta
passante pel punto P'.

Qui ¢ opportuno rilevare che la proprieta iniziale della
figura I' si enuncia nello stesso modo della proprietd cor-
rispondente di F’, purch¢ 8 introducano gli elementi im-
propri ¢ ¢ P, e invece di parlare di un parallelogramma
¢ del suo centro, si parli rispettivamente di un quadran-
golo di cui le due coppie di lati opposti si tagliano in g, ¢
punto del comune alle sue diagonali.

Sicche, quando non si distingua tra elementi propri ed
impropri, si pud dire che la proprieta della F, si trasmette
immutata alla figura ¥/, cio¢ che quella proprieta & proiet-
tiow.

Tra le proprieta proiettive delle figure si trovano anzi-
tutto le proprieté grafiche, che (come quella dell’ esem-
pio precedente) si riferiscono soltanto a relazioni di appar-
tenenza tra elementi fondamentali (propri o impropri), non-
che alle nozioni di ordine e di continuith; mentre le pro-
prietad metriche, cioé quelle che dipendono dai concetti di
misura, di perpendicolarith e di parallelismo, non sono in
generale proiettive. Tuttavia esistono anche proprieta me-
trico-proiettive, delle quali vedremo pin tardi numerosi
esemnpi. ) .

11 valore deduttivo del metodo delle proiezioni si rivela
specialmente nella dimostrazione delle proprieth proiettive
di una figura, giacché per la loro stessa natura basta sta-
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hilirle sopra una proiezione qualunque della figura ogget-
tiva. Ora, tra le proiezioni di questa figura ve ne possono
esser di quelle, che a causa di speciali posizioni degli ele-
menti fondamentali della proiezione, si riducono cosl sem-
plici che la dimostrazione di una determinata proprieta
proiettiva della figura data, si ottiene su esse coi mezzi
pit elementari della Geometria. '

Per far subito un esempio, riprendiamo la figura costi-
tuita dalle rette «’6'p’q’, di cui sopra abbiamo parlato. 1l
metodo delle proiezioni, usato induttivamente, ci ha portato
a considerare uno speciale legame grafico tra quelle quattro
rette. Ci possiamo ora domandare se viceversa date due
rette a’0’, uscenti da un punto P’, ed una retta ¢ apparte-
nente al fascio di quelle due, accada sempre che il luogo
del punto comune alle diagonali di un quadrangolo di cui
due lati opposti si taglino in un punto di ¢’ e gli altri due
giacciano sulle «'0’, sia una retta passante per P'.

Ebbene, a questa domanda si risponde subito in modo
affermativo, usando deduttivamente del metodo delle proie-
zioni. Invero basteri provare che i punti M'N’ comuni alle
diagonali di due quadrangoli soddisfacenti alle condizioni
suddette, sono allineati con P,

Percio si proietti la figura costituita dalle rette ¢’d6’q’ e
da quei quadrangoli, da un punto O sopra un piano o pa-
rallelo al piano Og'. Allora la retta ¢ si muterd nella retta
impropria ¢ di o, le rette «',0" in due rettc parallele «,0, e
i due quadrangoli in due parallelogrammi, ciascuno dei
quali avra due lati opposti sulle «,0; e infine i punti M' N’
si proietteranno nei centri M,N di questi parallelogrammi.

Poiché i punti M, N appartengono alla bisettrice della
striscia @b, che & una retta p parallela alle «, b, i punti og-
gettivi M', N’ risulteranno allineati con P’.

Come si vede da questo csempio, la ragione del successo
sta tutta nella opportunitd della scelta degli elementi fon-
damentali della proiezione; ed il criterio con cui deve farsi
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tale scelta & di ottenere una figura elementarmente pin
semplice della data.

Volendo dunque abituarsi ad usare questo metodo fe-
condo, occorre anzitutto impadronirsi del modo di trasfor-
mare una figura, mediante proiezioni e sezioni, in altre che
abbiano caratteri piu clementari.

Ecco ora alcuni esempii di queste trasformazioni.

a) Proiettare una figura piana I in modo che una rettu
u del suo piano si muti in una retta impropria.

Come abbiamo gid visto nel caso della figura «'0'p'y’
precedentemente considerata, bastera proiettare F da un
punto O esterno al suo piano, sopra un piano parallelo
ad Ou.

Se la figura I ¢ un quadrangolo ABCD, e si sceglie come
retta u la congiungente i due punti It = AB. CD, G = AD. BC,
mediante la protesione suddetta il quadrangolo si trasformau
in un parallelogramma.

0) Proiettare una figura piana F in modo che due suc
retee a, b, st mutino in due rette perpendicolari.

Sitracei sul piano di F una retta «, che seghi @, b ri-
spettivamente nei punti If, K e, preso un' punto O (esterno
al piano di F) sulla sfera di diamectro 11K, si consideri I’ an-
golo diedro H()/ﬁK, ove P = ab.

Ogni piano « parallelo al piano 10X, sega il diedro sud-
detto sccondo un angolo uguale ad H/O\K, ossia secondo un
angolo retto; sicch¢ proiettando da O sopra il piano «, lo
proiezioni &', &' delle a, b risulteranno perpendicolari.

In particolare se I' & un quadrangolo ABCD e se come
retta « si sceglie la congiungente i due punti It = AB.CD,
G = AD.BC, e come rette a, b si scelgono i lati CD, BC, me-
diante la proiesione da O il quadrangolo si trasformu
in un rettangolo (parallelogramma con due lati conse-

Se invece si scelgono come rette «a, & le AC, BD, e comck
retta u la EG, si’ avrd il modo di trasformare con una
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protezione il quadrangolo ABCD in un parallelogramma
con le diagonali perpendicolari, ossia i un rombo.

Se infine il punto O si sceglie sul cerchio comune alle
due sfere di diametri EG, MN, ove M = EG. AC, N == EG. BD,
e si fa la proiezione sopra un piano parallelo ad  EOG, il
qaadrangolo ABCD si trasforma in un quadrato, giacché
il parallelogramma che si ottiene, ¢ insieme un rettangolo
e un rombo.

OSSERVAZIONE. Si pud dimostrare che in ogni caso le
due sfere di diametri IiG, MN risultano secanti, osservando
che le due coppie EG, MN si separano (%.§12).

¢) Proiettare una figura prana F in modo che due sue
rette a, b, si mutino in duc rette inclinate di un dato an-
golo 6.

Si tracei sul piano di I' una retta w, che seghi le a, b
in I, G, e, sopra un piano « (diverso dal piano di F) con-
dotto ad arbitrio per u, si consideri un punto O apparte-
nente ad uno dei due cerchi, simmetrici rispetto ad EG, che
costituiscono il luogo dei punti da cui E, G son veduti se-
condo P angolo 6 o secondo 1’ angolo supplementare.

Proiettando da O sopra un piano parallelo ad «, le
due rette a, &6 si muteranno in due rette inclinate dell’ an-
golo 6.

d) Proietiare un triangolo ABC in un triangolo equi-
latero.

Si conduca un piano « per uno dei lati BC del triangolo,
diverso dal piano ABC, e su « si costruisca un triangolo
cquilatero di lato BC. Sia M il terzo vertice di questo trian-
golo ed O un punto della retta AM, diverso da A, M.

11 triedro O (MBC) é segato da piani paralleli ad « se-
condo triangoli simili ad MBC, ossia secondo triangoli equi-
lateri. Quindi proiettando da O sopra un piano parallelo
ad «, il triangnlo ABC si trasforma nel modo voluto.

A questi primi esempii di trasformazione delle figure
mediante proiezioni, se ne aggiungeranno in seguito altri
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relativi a figure meno elementari, e cosi avremo agio di
penetrare sempre pitt lo spirito del metodo e di convincerei
della sua fecondita.

11 metodo della proiezione centrale fu usato sistematicamente
da Po~ceELET (Traité des propriétés projectives des figures, 1822 e
1865); ma se ne trovano tracce anche in Autori pin antichi (DESAR~
GUES, PascaLr, LAMBERT, MoNGE, CARNOT). — Seguendo 1’assetto lo-
gico dato da StaupT alla Geometria proiettiva (Geometrie der
Lage, 1847), tutte le proposizioni di questa Scienza si stabiliscono
sulla base di alcuni postulati grafici, ed abbracciano come casi
particolari metrici i teoremi di Geometria elementare; sicché la
trattazione di Poricelet procede inversamente a quella di Staudt,
in quanto subordina le proprietda grafiche alle proprietd metriche.
Alcuni degli esempi particolari sopra addotti, di trasformazione
delle figure col mezzo della proiezione centrale, trovansi in NEREN-
BURGER (1837).

§ 2. Prime applicazioni del metodo delle proiezioni
alle proprieta grafiche delle figure.

SoMMARIO : 8) Triangoli omotetici e omologici e applicazioni re-
lative — Polare di un punto rispetto a due rette — Polare
di un punto rispetto ad un triangolo — FEsagono di Pappo.
b) Costruzioni lineari. ¢) Gruppi armonici — Proprieta ar-
monica del quadrangolo — Costruzioni metriche dei gruppi
armonici — Teoremi della media geometrica e della media
armonica — Applicazioni della proprieta armonica.del qua-
drangolo — Coppia che separa armonicamente due altre —
Seala armonica — Altre costruzioni lineari — Centro delle.
medie armoniche — Piano polare di un punto rispetto ad un
tetraedro — Tetraedri desmici.

t In questo § si troveranno raccolte alcune applicazioni
dirette del metodo di Poncelet, insieme ai problemi che ad
esse si eollegano. Tra le applicazioni dirette, ¢ certamente
una delle pit notevoli la dimostrazione del teorema dei
triangoli omologici, di cui andiamo ad occuparei.
1. Per due triangoli ABC, A'B'C’, complanari ¢ senzu
elementi comuni, le due proprieta:
1.2) le tre coppie di lati omologhi AB, A'B'; BC, B'C’;
CA,C'A’" 8 incontrano in tre punti di una retia;
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2.*) le tre coppie di vertici omologhi A,A’; BB ; C,(C,
son congiunte da tre rette passanti per un punto; S0no
P una conseguenza dell’ altra (E. § 10).

Consideriamo anzitutto il caso di due triangoli omotetic:
ABC, A'B'C, cioe di due triangoli situati in uno stesso piano
p e aventi le coppie
di lati AB, A'B’; BC,
B'C’; CA,C'A’, a due
a due paralleli. Pej
lati AB, BC, CA si
conducano tre piani
Y, «, B concorrenti
nel punto S, e pei
lati A'B’, B'CY, C’'A’
si conducano i piani
risp. paralleli v/, «/,
£, concorrenti nel
punto S'. Le duerette
SA =fy, SA' = BY
risultano parallele, ed il loro piano sega p lungo la retta AA’.
Analogamente SB = va, S'B'=y'«’ son parallele e il loro
piano sega p lungo la BB’. Ed infine il piano delle rette
SC=af, SIC' =a'F, sega p lungo la CC’ Sicché le tre rette
AA’, BB, CC’ passano pel punto O = ¢. SS.

Sieno ora ABC, A’'B'C’ due triangoli senza elementi co-
muni, situati nello stesso piano o, e riferiti in guisa che le
tre coppie di lati omologhi si taglino in tre punti d’ una
retta u. Proiettando dal punto P esterno a p sopra un piano
p, parallelo a Pu, si hanno due triangoli A,B,C,, A,'B,'C/
coi lati omologhi paralleli, e quindi le rette A,A,’, BB/, C,C/
passeranno per un punto 0O,. Da cid segue che le rette AA’,
BB’, CC' passeranno pel punto O, proiezione di 0, su p.

Per stabilire la reciproca, si osservi che se due triangoli
ABC, A’'B'C” di uno stesso piano p, son riferiti in guisa che
AA’, BB, CC’ passino pel punto O, ed i lati AB, BC sien ri-
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spettivamente paralleli ai lati omologhi A'B’, B'C’, anche i
lati rimanenti CA, C’A’ risultano paralleli. Infatti la parallela
corotta da A’ al lato AC, per la proposizione diretta, deve
incontrare B'C’ in un punto C, tale che CC, passi per O; ma

-

giacché, per ipotesi, C' é comune alle rette B'C’ ed 0OC, il
punto C, coinciderd con C', e quindi la A'C’ risulteri paral-
lela ad AC.

Cio posto, sieno ABC, A’B’C’ due triangoli, senza elementi
comuni, appartenenti al piano o, e riferiti in guisa che AA’,
BB, CC" passino per O. Si considerino i punti I.== AB. A'3,
M == BC. B’C' ¢ si proiettino i due triangoli da un punto P
sopra un piano g, in guisa che L ed M vadano all’ infinito.
Poich¢ le rette A\A/, BB/, C,C,’ congiungenti le coppie di
vertici omologhi delle proiezioni A,B,C,, A/B,/C,/ passano
pel punto O,, proiezione di O, ¢ i lati A,B,, A/'B, e B,C,,
B,'Cy son paralleli, anche C,A,, CA)’ risulteranno paralleli,
e quindi i lati CA, C’'A’ dei triangoli oggettivi, s’ incontre-
ranno in un punto della retta LM, proiezione della retta
all’ infinito di p,.

11 teorema dei triangoli omologici ¢ dovuto a DrSARGUES ( Ma-
niére universelle de M. Desargues pour pratiquer la perspective....,
pubblicata a cura di A. Bossg, 1648), la dimostrazione del quale pog-
gia sul teorema di MENELAO, che incontreremo piu tardi tra le appli-
cazioni metriche del metodo delle proiezioni. La denominazione di
triangoli omologici, di centro ed asse d’ omologia rispettivamente
pel punto in cui concorrono le congiungenti i vert’ei omologhi, e
per la retta in cui s’ incontrano le coppie di rette omologhe, sono
state introdotte da PoNcELET. La denominazione di ¢riangoli omo-
tetici e piu in generale di figure omotetiche, ¢ stata introdotta da
CHASLES (1827).

11 teorema di Desargues si pud anche enunciare sotto la forma
seguente: Se i lati di un triangolo ruotano attorno a tre punti fissi
di una retta, e due vertici scorrono sopra due rette fisse, anche il
terzo vertice scorre sopra una retta passante pel punto comune
alle due precedenti. Ora, secondo 1’ interpretazione di Smmson (1724),
pare che questo teorema sia racchiuso in due proposizioni che
Paprpo adduce nelle sue Collesioni, come esempio dei porismi di
EucrLpr: (contenuti in un’ opera che non é a noi pervenuta).



2 Se due tetraedri senza elementi comuni, son riferity
in guisa che le quattro coppie di vertici omologhi sieno
congiunte da rette passanti per un punto, le quatiro cop-
pie di facce omologhe st tagliano lungo rette di un piano;
e viceversa (dualmente).

Siano ABCD, A'B'C'D’ i due tetraedri ed O-il punto di
concorso delle rette AA’, BB, CC’, DD'.

I triangoli ABC; ABD, BCD risultano prospettivi ai trian-
goli omologhi A'B'C’, A'B'Y, B'C'D’, e quindi (Z. § 10) i punti
L=AB.A'B, M= BC.B(C’, N=CA.C'A’ appartengono ad
una retta u; i punti L, P = AD. A’'D’, Q = BD.BD’, ad un’al-
tra retta o; e infine i punti M, Q, S = CD.C'D’, ad una terza
retta w. Le tre rette wvre, determinano il triangolo LMQ e
quindi appartengono ad un medesimo piano, il quale con-
tiene la intersezione delle due facce omologhe rimanenti
ACD, A'CD’, perché queste si segano lungo la retta NP
(passante anche per S).

Questo teorema, dovuto a PONCELET, costituisce la base della
teoria delle figure omologiche nello spazio, come il teorema ana-
logo di DEsarcurs, da luogo alle costruzioni fondamentali dell’ omo-
logia piana (ved. il Trait¢ des propriétés projectives....).

3. Se due n-goni piani completi A A,... A, A A/ ... A/,
privi di elementi comuni e appartenenti o no allo stesso
piano, son cosi riferditi che il lato AA, e gli aliri 2(n-2)
lati del primo che escono dai vertici A\A, incontrino i
corrispondenti lati del secondo in punti di una retia u,
lo stesso accade per le altre coppie di lati omologhi e le
congiungenii delle coppie di vertici omologhi passano per
un punto U.

Dall’ ipotesi risulta infatti che i triangoli A|A,A,, AjAA,....,
AJALA, sono prospettivi o omologici rispettivamente coi
triangoli AAVA, AVAJA .., AI'AIQ’A,,’, e quindi che le rette
AAY, ALAY, ALAS ..., A A concorrono in uno stesso punto U.

Se’ora consideriamo i triangoli A;A A, AASA (ove k,m
son due qualunque dei numeri 3, ..., n), si vede che essi son
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riferiti in modo che le tre coppie di vertici omologhi son
congiunte da 3 rette per U; dunque le coppie di lati omo-
loghi AJA, A/A ALAL, AYAL ARAL AA) sitaglieranno in
punti di una medesima retta, la quale, dovendo contenerc
i punti AJALAVAY e AJA,.AJA)), sard precisamente la u.
Ne segue che ancheilati A A, A/A, siseganosullay,c.d.d.

OSSERVAZIONE, Il lettore potra verificare che anche le
rette che congiungono i punti diagonali omologhi, passano
per U, e successivamente che le rette che congiungono
punti diagonali omologhi &' incontrano sulla u. Cid si pud
esprimere dicendo che i poligoni diagonali dei due n-goni
sono omologici rispetto allo stesso asse u e allo stesso
centro U.

Si enuncino le proposizioni duali della 3. nello spazio
e nel piano (quando si supponga che i due n—gdni giacciano
in uno stesso piano).

4. Costruire un triangolo X, X, X, i cui vertici giacciano
rispettivamente sopra le tre retie a,a,a, concorrenti in
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un punto, e i cui lati X, X,;, X, X,, X, X, passino rispettivo-
mente pei punti dati P PP,

Si prenda un punto arbitrario X,” su @, e lo si proietti
da P, P, nei punti X/, X," di a,,a,. La retta X,'X,” sega P,P, in
un punto M, e la MP, taglia le a,a, in due punti X,X,, che
son proiettati da P,, P, sopra «, in un medesimo punto.

Infatti chiamando X, il punto P,X,. a,, il triangolo X, X,X,
risulta omologico con X/X,’X, rispetto al centro O (punto
di concorso delle a,a,a2,), ¢ quindi i lati omologhi s’incon-
trano in tre punti allineati. Ma due di questi punti sono
P,, ed M, dunque il lato X,X, dovra passare pel punto P,
ove la P, M & segata dal lato omologo X,/X,. Il triangolo
X,X,X, soddisfa quindi alle condizioni richieste.

OSSERVAZIONE. Se i tre punti P,P,P, sono allineati, il pro-
blema non ammette in generale nessuna soluzione pro-
priamente detta, a meno che
non si voglia riguardare come
tale la terna dei punti X;X,X,
in cui la retta P,P, sega le
rette date a,a,a,. Ma se esiste
una soluzione propria X,'X,'X,’
allora ne esistono infinite. In-
fatti proiettando da P,P, un
punto arbitrario X,” di @, nei ‘
punti X,”X,” di a,a,, il trian- i
golo’ X,"X,’X," risulterd omo- tg.
logico ad X,'X,’X,” col centro
di omologia in O e con I’ asse di omologia in P,P,; dunquc
la retta X,'X,” passerd per P,.

5. Avendosi in un piano due rette uu' ed un punto P
Juori di esse, se da P si conducono alcune traversali o
segare le u\' rispettivamente nei punti AA’, BB, CC,..., le
rette AB, A'B e AC', A’C e BC', B'C ..., si tagliano in punti
di una medesima retta passante pel punto uu'.

Bastera provare, evidentemente; che il punto M=AB.A'B
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ed il punto N=BC.B'C sono allineati col punto O = uu'.
Ci0 si dimostra osservando che i due triangoli AMA’, CNC’ son
riferiti in guisa che le tre coppie di lati omologhi AM, CN;
A’M, C'N; AA’,CC, ¢in-
contrano nei punti 3, 3, P
della retta BP, e quindi
le rette AC, NM, A'C/, che
congiungono le coppie di
vertici omologhi, passano
per un medesimo punto,
che é precisamente il pun-
to O, comune ad AC= «,
ead A'C'=u'.

OSSERVAZIONI. l.a retta
7, sulla quale giaceciono i punti O, M, N, ..., dicesi la polare
del punto P rispetto alle due rette u, u'.

La polare di un punto R arbitrario della p, rispetto alle
uu', & la retta ¢ = OP. Infatti proiettando C,C’ da R nei punti
D, D’ (ved. la figura), la polare di R risulta la retta che
congiunge O col punto CC. DD. Ora questo punto not pud
differire da P, perché la retta DP deve segare ' in un
punto appartenente alla CR, ossia nel punto D).

Poiché le due rette p, ¢ sono in condizione reciproca ri-
spetto alle u, v/, potremo dire che ogni punto di una retta
p passante pel punto O=ulu’, ha la stessa polare q rispetio
ad u, 0, ed ogni punto di q ha per polare p.

Si consideri dualmente, il polo di una retta rispetto ad
una coppia di punti. Un’altra dimostrazione della prop. 5,
fondata direttamente sul metodo di Poncelet, ¢ quella che
abbiamo esposto nel § 1. ﬁ

‘La nozione della polare di un punto rispetto ad una coppia di
rette, e stata introdotta da PoNcELET nella sua teoria delle polari
reciproche (1822).

6. Le polari di un punto rispetio alle tre coppie di luti di
un triangolo, incontrano i lati opposti in tre punti allineati.
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Sia ABC il triangolo dato e P un punto del suo piano,
esterno ai lati del triangolo. Indichiamo con A B,C, le pro-
iezioni di ABC fatte da P sui
lati rispettivamente opposti, e
poniamo A,=BC.B,C,, B,=CA.
CA, C,=AB.AB,. Le polari
di P rispetto alle coppie di lati
AB, AC; BA,BC; CA,CB, sono
rispettivamente le rette AA,,
BB,, CC,; e poich¢ i due trian-
goli ABC, A ,B,C, sono omologici rispetto al centro P, i punti
Ay, By, C, d’ intersezione delle tre coppie di lati omologhi
giaceranno sopra una retta p, c. d. d.

OSsERVAZIONI. La retta p si chiama polare del punto P
rispetio al triangolo ABC. Dualmente si potra considerare
il polo di una retta p rispetto ad un trilatero abe. Si 0s-
servi che la prop. duale della 6., si pud dimostrare ridu-
cendosi mediante la proiezione centrale al caso in cui p é
all’ infinito, giacché allora si vede subito che i poli della p
rispetto alle coppie di vertici di abe, son proiettati dai ver-
tici opposti secondo le tre mediane del trilatero.

7. Se un esagono piano semplice A, A,A,4,A.4,; ha 7 ver-
tici di posto-dispari sopra una retta 1, e quelli di posto
pari sopra un’ altra retéa W', le ire coppie di lati opposti
8¢ segano i punti di une retta (*).

1.* dimostrazione. Possiamo supporre che la retta «’ che
contiene i vertici di posto pari, sia all’ infinito, perché a
questo caso ci possiamo ridurre con una proiezione. Dicansi .
1, K i punti d’intersezione delle coppie di lati opposti A A.,.

(1) Dato un poligono AtAsz...Aen di un numero pari di lati, si
chiama lato opposto al lato Ai Ai+1 quello determinato dai vertici
che & incontrano nell’ n-esimo posto percorrendo il perimetro in
un verso o nell” altro a partire da Ai+1 o da Ai. Cosl al lato A1A2
¢ opposto il lato. An+1 Ana-2, al lato AgAz il lato An+2 An+3, ecc.
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AA; AA AGA;, od L il punto in cui la retta HK incontra
s il lato A,A,. Se riusciremo a

\ b7 provare che la retta A, L ¢
parallela alla A H, vorra dire
che A,L coincide con A A, e
N [,, auindi che i lati A, A,A,
‘ s’ incontrano nel punto L della

M > HK.
\ A tal vopo si chiami S il

4 punto z. HK e si applichi il
v teorema di TALETE alle due
trasversali SA,, SH, segate dalle parallele A, K, A,Il, Verra:

SA, _ SH
SA, = SK

Analogamente dalla considerazione delle due traversali
SA,, SL segate dalle parallele AK, A,L., si trae:

SA, . SLe

SA, ~ SK
Dividendo membro a membro le due uguaglianze ottenute,
avremo:.

SA;, . SH
SA, — SL’

due rette A1l A,L son

A parallele.
L \ Ladimostrazione pre-
A cedente cade in difetto
quando il punto S ¢ al-
I’ infinito, ossia quando
le rette u, HK son parallele. Ma in tal caso si giunge pure
alla conclusione che la retta A,L. ¢ parallela alla A, os-

A
\
l la quale ci dice che le

»~
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servando che per una notissima proprietd dei paralle-
logramini.

AA, = KL, AA, = KII,

¢ quindi: A A, == HIL.

R dimostrazione. Poniamo H= A;A,. A A, K= A A, A A,
L=AA, AA, H=
AA, AA,, L= AA,.
A A, e siosservi che

(AlHAQH,v)=(OA4A9A6)7

giacch¢ i1l 1° gruppo
di punti & proiezione
del 2°, dal punto A,
(K. §34). Si osservi
inoltre che

(Al LL,AR) = (OA4A2A5),

ecssendo 'un gruppo proiezione dell’altro dal punto A,.
Dunque:
(A\HA,H") = (A,LL'A)).

Da questa relazione, tenendo conto della proprieta pro-
iettiva del birapporto e del fatto che inuna forma di prima
specie ¢ unico I’ elemento che fa un dato birapporto con
tre elementi assegnati, si deduce che le rette HL, AL H'A,
concorrono in un punto. Ma siccome le AL/, H'A; s’ in-
contrano nel punto K, la HL passera per questo punto, c. d. d.

OsSERVAZIONE. Trasformando per dualith il teorema di
Pappo, si ottiene la proposizione seguente :

8. Se un seilatero piano semplice ha { lati di posto di-
spard passanti per un punto, € i lali di posto pari passanti
per un altro punio, le rette che congiungono le tre coppie
di vertici opposti concorrono in un punto.

La prop. 7., conosciuta sotto il nome di teorema di Papro,
trovasi nelle Collezioni matematiche di questo Geometra, tra i
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lemmi destinati a facilitare la intelligibilita dei porismi di EtcLipe.
La 2" dimostrazione che noi abbiamo esposta, coincide in sostanza
con quella originaria di Papro.

b) Costruzioni lineari.

Ci occuperemo ora delle costruzioni lineari, cioé di
quelle che si possono eseguire nel disegno con I’uso della
sola riga. '

Le costruzioni lineari permettono di risolvere tutti i pro-
blemi determinati di 1° grado (cioé quelli la cui risolu-
zione dipende, in Geometria analitica, da equazioni di 1°
grado) sieno essi grafici o metrici, purch¢ questi ultimi si
pongano in rclazione con certi enti metrici (da conside-
rarsi come dati), in modo da poterli enunciare col lin-
guaggio proicttivo.

Ricorrendo a feorie che & incontrano ncllo sviluppo
inoltrato della Geometria proiettiva, si dimostra (/. § 72) che
tutti i problemi metrici di 1° grado si risolvono con la
sola riga, quando sieno assegnate sul piano due coppie di
rette parallele e due coppie di rette ortogonali, o qualche
figura dalla quale si possano dedurre questi dati con I’ uso
della sola riga: come p. e. un quadrato, o un cerchio col
suo centro, ece.

Nel gruppo degli esercizii che seguono, sono esposte

o le costruzioni linea-
ri fondamentali, ¢
le risoluzioni di al-
cuni problemi di 1°
grado. Molti altri ne
risolveremo in seguitn
come applicazioni di
teorie successive.

9. Dati nel jfoglio
un punto P e dune
rette a, b che si taglino fuori del foglio, congiungere I
col punto ab, facendo uso della sola riga.
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1.* solusione. Si consideri un triangoio APB coi vertici
A, B risp. su «, b, e, condotte per un punto arbitrario O
della AB, la trasversale u, che seghi AP, BP in M, N, e la
v, che seghi @, & in A’, B, s intersechino in P’ le rette
A'M, B'N (ved. la fig. nella pagina precedente).

I due triangoli APB, A’P'B’ risultano omologici rispetto
all’ asse u, e quindi ia retta PP’, che congiunge due vertici
omologhi, passa pel punto abd, comune alle rette «, b, che
congiungono le altre due coppie di vertici omologhi.

2.2 .s0luzione. Si tirino per P due trasversali arbitrarie,
che seghino «, b risp. nei
punti AA’, BB'. 11 punto
Q = AB . A'D’ giacera sulla
polare di P rispetto alle «,
b (§ 2, prop. 5), e quindi
la polare di Q passeri per
P ¢ pel punto ab; ossia
sara la retta richiesta. Ora
tirando da Q la trasversale
A”B”, il punto P’ = A'B" . A”B’, apparterra alla polare di Q;
dunque la retta PP’ passerd per ad.

3.2 solusione. Dal punto S diverso da P ed esterno alle
a, 0, sitirino tre rette @, a; a, delle
quali la 1* passi per P; si proietti
il punto «, 6 da P, mediante la retta
a,, ¢ il punto a0 da a,a, mediante
la retta a,. Pongasi inoltre 8" = a,a,,
e si proietti i1 punto ¢,z da &', me-
diante la retta a,. Dico che il punto
P = a,a,, congiunto con® P, da la
retta cercata.

Infatti i lati di posto dispari del
seilatero a,a,a 00,0, DPASSAN0 per
S, i lati di posto pari per S, e inoltre duc vertici opposti,

s, Astg, giacciono su b, altri due, a;0,, ¢, a,, su ¢, € uno
SEVERL 2
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dei due rimanenti, cioé a, a,, coincide con P. Dunque il sesto
vertice P’ = a, a, sard congiunto a P mediante una retta
passante pel punto ad, comune alle rette che congiungono
le altre due coppie di vertici opposti; e ci0 in virtu del teo-
rema duale a quello di PAppo (§ 2, prop. 8).

OsSSERVAZIONE. In particolare si ha il modo di risolvere
con la sola rige il problema di condurre da un punto la
parallele o due rette date.

La 2. risoluzione del problema 9 trovasi nella Freye Perspe-
etive di LAMBERT (1774).

i 10. Date due coppie di rette v, ss', che si taglino fuori
del foglio, congiungere il punto rr’' col punto ss'.
1.* soluzione. Sulla retta che congiunge il punto A = rs,
col punto A’ = r's, si scelga il punto O, e per esso si con-
ducano due trasversali: I’una
seghi r, ¥ in B, B ed s, 8 in
D, D’'; I’altra seghi r, ' in E,
E ed s s in C,C. Idue trian-
zoli ABC, A’B'C’ risultano omo-
logiei rispetto al centro O, e
poiché i lati AB, A'B’ si ta-
gliano nel punto »r" ed i lati
AC, A'C’ si tagliano in s¢, il
' punto M = BC . B'C' apparterra
4 alla refta cercata. Analoga-
mente dalla considerazione dei due triangoli AILD, A’E'D’ si ri-
leva che il punto N = DE . D'E’ appartiene alla retta r7.ss'.
92 soluzione. Si costruisea un esagono piano semplice
i cui vertici di posto pari giacciano sopra una retta e i cui
vertici di posto dispari giacciano sopra un’altra retta; o
soddisfacente inoltre alla condizione che rr/, ss' sieno due
coppie di lati opposti. Il punto corgune alla coppla rima-
nente, variando 1’esagono, descriverd la retta rr'.ss, in
virtit del teorema di Parro (§2, , Prop. 7).




— 19 —

Per realizzare questa costruzione, poniamo A, = rs,
A, = r's e per A,, A; conduciamo risp. le trasversali u, v,
la prima delle quali seghi 7/, 8’ Y,
nei punti A,, A;, e 1a seconda ~
seghi r, s nei punti A,, A,
L’ esagono A A A AAA; sod-
disfara alle condizioni volute,
e quindi il punto A,A,. A,
variando una delle trasversali,
p. e. la u, descriverd la retta
cercata. i

11. Trovare il punto comune ad una -retta data nel fo-
glio e ad una retia data fuori del foglio.

La retta data nel foglio sia ¢, e la retta data fuori del
foglio sia individuata dai .
punti aa’, bb'. Poniamo
A=be, B=ca, C=abd,
¢ = a'd, e, scelto un
punto arbitrario O sulla
CC, si proietti da O il
punto A nel punto A' di
' e il punto B nel punto
B’ dia'. Laretta ¢ = A'B’
passa pel punto cercato, come subito si desume dalla con-
siderazione dei triangoli omologici ABC, A'B'C.

OSSERVAZIONE. 11 lettore potrad cercare un’alira soluzione
di questo problema, imitando la 2* soluzione del prece-
dente. ‘

12. Dati nel foglio un parallelogramma aadbh' ed una
retta c, per un punto A condurre la parallela a ¢ facendo
uso della sola riga.

Questo problema si potrebbe risolvere profittando del
precedente e del problema 9, ma preferiamo di esporre la
seguente elegante soluzione: .

Siano MM'NN'P i punti ove la ¢ sega le aa'bd’ ¢ la dia-




gonale C'D’ del parallelogramma dato. Tiriamo le AM, AM’
e seghiamo queste rette in C, D con una retta arbitraria
uscente da P. Le due rette ND, N'C si segano in un punto B,
che congiunto con A, da la parallela richicsta. Infatti i due

quadrangoli completi A'y, B'eo C' D’ (Ove A'y=ad', B' oo = b0'),
ABCD, son riferiti in guisa che 5 coppie di lati omologhi si
tagliano in punti della ¢, e quindi (/. § 11) anche i due lati
rimanenti A’ B's, AB sitagliano in un punto di ¢, Ma A’ 13'™
taglia ¢ nel suo punto all’ infinito, dunque AB risulta pa-
rallela a c.

Questa risoluzione del problema 12 ¢ dovuta a [.LAMBERT (1774);
la risoluzione, alla quale abbiamo accennato, e che poggia sui pro-
blemi 9 e 11, ¢ dovuta a PoNcCELET (1822).

OSSERVAZIONE. Mediante il probl. 12, si risolve immedia-
tamente la questione di {rasportare con la sola riga un
segmento AB parallelamente « se stesso, od anche di farlo
scorrere lungo la propria retta, in modo che venga ad avere
un estremo in un punto dato.

13. Dati nel foglio un quadrato ABCD, un punto P ed
una rette v, condurre da P la perpendicolare ad v, facendo
uso della sola riga. Da P si tirino le parallele PM, PN al



— 91 —

lato AD e alla diagonale AC del quadrato (§ 2, 12) e da
M, N le parallele rispettivamente alle rette DB, AB. Il

¢

punto O, comune a queste parallele, risulta 1 ortocentro
(punto delle altezze) del triangolo MNP, e quindi la retta
PO ¢ perpendicolarc ad r.

Se P appartenesse ad r, alla r si sostituirebbe una sua
parallela. )

Questo problema ¢ stato risoluto da STEINER.

¢) Gruppi armonici. — Altre costruzioni lineari. —
Dati sopra una retta « tre punti A B C, se in un piano per
u si costruisce un quadrangolo completo di cui due lati op-
posti passino per A, altri due per B, e uno dci due rima-
nenti passi per C, il sesto lato segnera sulla # un punto D,
che, come segue subito dal teorema dei quadrangoli omo-
logici, non varia cffettuando la costruzione in un altro qua-
lunque dei modi possibili.
Il gruppo ABCD, seguendo lo StaupT, dicesi allora ar-
monico (E. § 12).



Da questa definizione grafica si deduce che la coppia
CD separa la coppia AB (£. §12), e che se é armonico ABCD
lo e pure CDAB; ossia che se CD separa armonicamente AB,
questa coppia separa armonicamente quella (/. § 13).

I1 concetto di gruppo armonico di punti si trasporta per
dualitd nello spazio e si ha il concetto di gruppo armonico
di 4 piani di un fascio. Ogni gruppo armonico di punti
dato sulla u, vien proiettato da un asse sghembo, secondo
un gruppo armonico di piani, e dualmente (£. § 14).

Si dice infine che un gruppo di 4 raggi di un [fascio ¢
armonico, quando da una retta generica pel centro del fa-
scio vien proiettato secondo un gruppo armonico di piani, e
(in conseguenza) quando da una retta generica del suo piano
vien segato secondo un gruppo armonico di punti (Z. § 14).

Ora tutte queste proprietd dei gruppi armonici, si possono
stabilire anche prendendo le mosse dalla seguente defini-
zione metrica. Si dice che un gruppo ABCD costituito da 4
elementi di una.forma di 1* specie, & armonico, quando il
suo birapporto (E. § 34) vale — 1, cioé, in simboli, quando:

1) (ABCD) = — 1.

Per mostrare con un esempio come Si possa costrui_re la
teoria dei gruppi armonici, partendo da questa decfinizione,
stabiliremo la proprietd armonica del quadrangolo piano
completo. '

Percid cominciamo dal ricordare che il birapporto gode
della proprietd proiettiva (£.§ 34), e quindi che un gruppo
armonico si proietta sempre in un gruppo armonico. In
particolare, se ABCD son quattro punti di una retta, e il
punto D, mediante una proiezione, va all’ infinito, dalla (1)
si rileva che il coniugato armonico del punto D diviene
medio tra A e B.

Cid posto, consideriamo un quadrangolo completo KLMN,
di cui sieno EFG i punti diagonali, e diciamo R, S le inter-
sezioni dei lati opposti uscenti da G, con la retta EF. Me-



diante una proiezione trasformiamo il quadrangolo in modo
che EF vada all’ infinito,
e indichiamo con le lettere
K'L'M'.... le proiezioni dei

L

punti KLM.... Y
Poiché il punto G’ ¢é il
centro del parallelogram- \
ma K'L'M’'N’, il gruppo i
¥ R ¥ S

M'K'G'S,, sard armonico, e
quindi lo sara pure il gruppo MKGS primitivo. Proiettando
questo gruppo da L sulla '
retta EF, si deduce che é
armonico anche il gruppo
EFRS, e si ritrova cosi
quella proprieta che STAUDT
assume come definizione
del gruppo armonico.

La proprieta proiettiva dei gruppi armonici di punti, e la pro-
prietd armonica del quadrangolo completo, trovansi nelle Colle-
zioni di Pappo; ma 1 origine della divisione armonica si perde
nella pit remota antichith. Ne parla anche AporLoNio di PERGA
nel suo libro sulle sezioni coniche (anno 247 avanti Cristo).

Ph. de la HIRE pone questa nozione a fondamento della teoria
delle sezioni coniche (Sectiones conicae...., 1685), e STAUDT la pone
a fondamento della teoria delle corrispondenze proiettive (Geo. der
Lage, 1847). ‘

14. Oltre alla costruzione lineare mediante un quadran
golo completo, vi sono anche altre costruzioni dei gruppi
armonici, che perd non si eseguiscono con la sola riga. Ci -
limiteremo ad accennare a due di esse. :

Vogliasi il coniugato armonico di C rispetto alla coppia
AB. Conducasi per A una retta e su questa si assuma un
punto arbitrario S; si conduca poi da B la parallela alla A§,
e dopo aver segato questa parallela con la retta CS nel
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~punto M, si costruisca il punto N simmetrico di M rispetto

3 a B: la retta SN sega la
M AB nel punto D cercato.
A c . Cio si prova ricorrendo
\/ alla similitudine dei trian-

goli, 0, pitt semplicemente,
osservando che il gruppo
ABCD ¢ proiezione da S del gruppo armonico LBMN, ove L
¢ il punto improprio della MN.

Un’ altra costruzione ¢ la seguente: Si conduca un cer-

- chio arbitrario per A, B, ¢ il dia-
metro MN di questo cerchio, per-
pendicolare ad ADB; si congiunga

: con C uno degli estremi M di que-

sto diametro, e si segni 1" ulteriore

A/ YA = intersezione S del.la MC;col cerchio.

M La retta che congiunge S con I’ altro

estremo N del diametro MN, taglia AI3 nel punto D cercato,

Infatti le due rette SC, SD essendo le biscttrici degli an-
goli formati dalle SA, SB, il gruppo dei 4 raggi S (ABCD) ¢
armonico (K. § 17, 2° teorema ),

15. Tra le proprietd metriche dei gruppi armonici son
notevoli: il teorema della media geometrica e il teorema
della media armonica.

Ecco in che cosa consiste il primo di questi teoremi. Sia
ABCD un gruppo armonico di punti, ed M il punto medio
del segmento finito AB. Dalla relazione:

M

N

AC AD

@ BC T 7 BD
che caratterizza I’ armonicita del gruppo, riferendo tutti i
segmenti all’ origine M (come si fa in Geometria analitica)
si trae quest’ altra relazione :

MC — MA _ MA — MD
MC — MB — MD — MB®
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Ora si osservi che MB = -- MA, e quindi che:

MC — MA _ MA — MD
MC 4+ MA — MA 4 MD’

Applicando a questa uguaglianza un teorema hen noto
sulle proporzioni, verra:

MC MA

MA = MD’ ogsia: MA? = MC. MD,
Ia quale si pud enunciare dicendo che in un gruppo armo-
nico di punti, la meta della distanze tra i punti di una
coppia, ¢ media proporzionale tra le distanze dei punti
dell’ altra coppia dal punto medio della prima,

Passiamo ad csporre il teorema della media armonica.
Nella (1) riferiamo tutti i segmenti all’origine A. Avremo
allora:

AC o AD
AC—AB T AB —AD

la quale si puo scrivere sotto la forma:

AC —AB ACY

oppure, liberando dai fratti eppoi dividendo i due membri
per AB.AC. AD, sotto «uest’ altra forma:

(3) *24 f— ,},, _I_ i.
AB AC AD
Questa relazione mostra che KlE ¢ medio aritmetico tra

1 1 . e e . . .
AC ed iD - percid si dice che AB é medio armonico ira

AC ed AD (b).

(!) Piu numeri si dicono in progressione armonica, quando i
_ loro inversi sono in progressione aritmetica (MAac-LAURIN).
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Le proporzioni della forma (2) vennero considerate spesso dai
Geometri greci, e se ne trovano tracee anche in Prracora (6 secoli
circa avanti Cristo). Furon dapprima chiamate proporzioni opposte,
eppoi da ARCHITA e da Ipparco, furon chiamate armoniche. La (2)
fu posta sotto la forma (3) da Mac-LavriN (De linearum geometri-
carum...., 1748).

La divisione armonica s incontra anche in Fisica. Cosl tre
corde che sieno identiche nella sostanza, nella grossezza ¢ nella

tensione, ed abbiamo lunghezze proporzionali ai numeri 1, %, %

(dei quali il 2° ¢ medio armonico tra gli altri due ), eccitate danno
Paccordo armonico perfetto do, mi, sol. -~ In uno specchio sferico
di piccola curvatura, il vertice e il centro dello specchio son se-
parati armonicamente dall’ oggetto e dalla sua immagine. Percid
la formola che lega le distanze dell’ oggetto e dell’ immagine dallo
specchio, & della forma (3). Un’ osservazione analoga si puo fare
per le lenti sferiche sottilissime.

16. Dati in un piano un punto P e due rette a, b, il
luogo dei coniugati armonici di P rispetto alle intersezioni
delle a, b con le trasversali uscenti da P, é la polare di
questo punto rispetto alle due refte.

Infatti se AB, A'B’ son due coppie di punti delle «a, 0,
allineate con P, la polare p di P ¢ la retta che congiunge
v O = ab, col punto M = AB" . A'B
/I (§2 n°5)

Ora, a causa del quadrangolo com-
pleto OAMB, il gruppo A'B'PQ, ove si ¢
posto Q = p. A’'B’, ¢ armonico; e quindi
lo & pure il gruppo dei raggi « b ¢ p, che
proiettano quei punti da O. Ne deriva
che ogni retta AB uscente da-P, sega
la retta p nel punto R coniugato armonico di P rispetto alla
coppia AB.

In particolare, per risolvere il problema di condurre-per
P una trasversale che seghi le a, b nei punti A, B, in
guisa che P dimezzi il segmento A B, bastera condurre
per P la parallela alla polare p del punto P rispetto alla
coppia a b (ved. la fig. nella pagina seguente).
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OSSERVAZIONE. Se nello spazio consideriamo due piani
wo ed un punto P esterno ad essi, '
il luogo dei coniugati armonici
di P rispetto alle intersezioni dei
piani dati con le trasversali uscenti
da P, ¢ il piano = coniugato ar-
monico del piano P.w«’ rigpetto
alla coppia w, o', Questo piano =« /
dicesi il piano polare del punto P 7
rispetto ai piani doti w, o',

17. Costruire un quadrangolo ptano completo, di cul ¢
noto un vertice A ed il triangolo diagonale EFG.

Si trovino le polari di A rispetto alle tre coppie di lati
del triangolo IFG, ripetendo la costruzione del n° 6 (§ 2),
e sieno EE,, I'F,, GG, queste polari, E, I, G, le proiezioni
dei vertici I I' G da A sui lati opposti e f g.

Poiché i tre punti E, F, G, sono allineati (n° ¢), dalla
considerazione del quadrangolo completo EE,FF,, di cui
GBG, ¢é il triangolo ' .
diagonale, si rileva
che GB ha per coniu-
gata armonica rispet-
to ad e f la retta GG,
(K. § 14); ma d al-
tronde quest’ ultima,
che & polare di A ri-
spetto ad ef, ¢ pure e
conjugata armonica di
GA rispetto alla coppia suddetta (n° precedente), dunque la
GA passa per B. Analogamente ponendo C = FF, . GG,,
D = GG, . EE,, si prova che la EA passa per C, e la FA
per D. II quadrangolo ABCD soddisfa percio alle condizioni
richieste.

18. Se a, b, ¢ son tre elementi di una forma di 1* specie,
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e st costruiscono i gruppi armonici bcaa', eabh’, abec!, ri-
sultano armonici anche ¢ gruppi b'¢’a’a, c’'a’b’b, a’b'c’c.

1* dimostrazione (grafica). Riferiamoci ad un fascio di
raggi U. Per costruire il raggio «/, si prenda su « un punto
arbitrario M; da questo punto
si tirino due trasversali a se-
gare c¢, O rispettivamente nei
punti ST, M'P’, e si proietti da
U il punto N = SP'.'IM'. Per
costruire 4" si prolunghi M'T
fino ad incontrare « in P, ¢ si
proietti da Uil punto N == SP .M}
inflne per costruire ¢’ si proietti
da U il punto I :=: MM', PP,

I due triangoli MNP, M’'N'P’ sono omologici rispetto al-
I’ asse ¢; percio la retta NN’ passa pel punto I, comunc
alle MM', PP, Anche i triangoli NPQ, N'P'QY, ove Q == 0'M"I
e Q' ==a'.MT, sono omologici rispetto all’asse ¢; ¢ quindi
la retta QQ° passa pel punto Il comune alle NN, PP

In conclusione il quadrilatero determinato dalle rette
NQ', N'Q, NN', Q@’, ha due vertici opposti, N’, Q', su «’, altri
due, N, Q, su &', e degli altri due, Y uno T su ¢, e 1 altro i
su ¢'; dunque il gruppo a'd'¢'ec ¢ armonico (/. § 14).

Permutando circolarmente le letterc a & ¢, si deduce ehe
seno armonici anche d'c'a’a, c’a’d’D.

22 dimostrasione (metrica). Con una proiezione o sezione

)

ci possiamo sempre ridurre al caso in cui «, b, ¢ son 3

13 1 L 1 1L
~ e’ F3 a’ < &

punti di una rectta, ed « ¢ all’ infinito. Allora il punto ¢’ sara
medio tra 0, ¢, il punto &’ sard il simmetrico di o rispetto
a e, e ¢ il simmetrico di ¢ rispetto a 0.

Il gruppo d'c’a’a ¢ armonico, perche¢ a risulta medio tra
b'e'; il gruppo ¢'@’d’db ¢ pure armonico, perch¢ il punto b
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divide internamente il segmento finito ¢'e’ nel rapporto 2 : 1
ed il punto & divide esternamente il segmento ¢’ nello
stesso rapporto; ed infine il gruppo a’d'c¢’'c & armonico per
una ragione analoga.

19. Date due coppie di clementi di una forma di 1*
specie, trovare una coppia che le separi entrambe armo-
_nicamente. '

Due coppie di elementi di una forma di 1* specie am-
mettono o no una coppia che le separi entrambe armoni-
camente, secondo che noﬁ si separano o si separano. nel
1° caso la coppia ¢ unica (/. §§ 20, 38).

La dimostrazione di questo teorema ed insieme la co-
struzione della coppia separante armonicamente due coppie
che non si separano, si
pud ottenere per via
metrica nel modo che
segue.

Rifcriamoci ad una
punteggiata v ¢ consi-
deriamo su essa due ]
coppie CD, C,D,. Se esiste S
una coppia AB armonica con CD, (,D,, dicendo M il punto
medio del scgmento finito AB, pel teorema della media
geometrica, dovremo avere: ’

MA? = MB? = MC . MD = MC, . MD,.
Per costruire il punto M soddisfacente alla relazione:
MC . MD = MC, . MD,,

prendiamo un punto P, fuori di u, e conduciamo i due cer-
chii PCD, PC,D,. Essi si taglieranno fuori di P in uh altro
punto Q (eventualmente coincidente con P), e la retta PQ



segherd u nel punto M richiesto, perché, come segue da
notissimi teoremi di Geometria elementare:

MP . MQ = MC . MD = MC, . MD,.

Ora se le due coppie CD e C,D, non si separano, i punti
PQ giacciono da una stessa banda di z, mentre se si sepa-
rono, giacciono da bande opposte. Nel 1° caso M sara
esterno ai due cerchi, e condotta da M la tangente MT ad
uno di essi, avremo: )

MT? = MC . MD,

e quindi i due punti A, B cercati, saranno distanti da M di
un segmento uguale ad MT. Evidentemente in tal caso la
coppia AB sarad !’unica coppia armonica con CD, C,D,.

Nel 2° caso il punto M risulterd interno ai due cerchi e
non esisterd nessuna coppia armonica con CD, C,D,.

20. Dati sopra una retta due segmenti, trovare il luogo
di un punto dal quale essi son veduti secondo angoli uguali
o supplementari.

Cominciamo ad osservare che se gli estremi dei due se-
gmenti dati non si separano, essi si possono in un sol modo
distribuire in due coppie che non si separino, in guisa che
i punti di una coppia non sieno estremi di uno stesso se-
gmento; mentre se gli estremi si separano, ossia se i due
segmenti hanno una parte comune (senza perd che uno
contenga 1’ altro) quella distribuzione in due coppie, si pud
fare in due modi diversi.

Cio posto, nel caso in cui i due segmenti sono I"uno
esterno all’ altro, non possono csistere punti da cui i due
segmenti stessi sieno veduti sotto angoli supplementari
perché I’ angolo che proietta da un punto uno dei due se-
gmenti, & contenuto nel supplemento dell’ angolo che dallo
stesso punto proietta I’ altro. Dunque in tal caso ci sari da



ricercare se esistono punti da cui i due segmenti AB, CD
sieno proiettati secondo angoli uguali.

Se P & un tal punto, e se supponiamo, ad es., che il se-
gmento’ finito AD contenga nel suo interno BC, gli angoli
AT)\D, B/PTC avranno la stessa bisettrice; e cosi i loro angoli
supplementari. Queste bisettrici taglieranno la retta dei due
segmenti, nella coppia HK armonica con AD e BC; e quindi
il punto P apparterra alla sfera di diametro HK. Viceversa
¢ chiaro che da ogni punto di questa sfera i due segmenti
son veduti sotto angoli uguali.

Nel caso in cui uno dei segmenti dati contiene 1 altro,
non possono esistere punti da cui i due segmenti sieno ve-
duti sotto angoli uguali, perché I’ angolo che proietta il se-
gmento maggiore, contiene !’angolo che proietta il se-
gmento minore. In tal caso si vede, come prima, che il
luogo di un punto da cui i due segmenti sieno veduti sotto
angoli supplem'entari, ¢ una sfera che ha per diametro la
coppia armonica con le due coppie non separantisi, ciascuna
delle quali é formata prendendo un estremo da ognuno dei
due segmenti dati.

¥ infine se i due segmenti hanno una parte comune, vi
¢ una sfera luogo di un punto da cui i due segmenti son
veduti sotto angoli uguali, la quale ha per diametro la coppia
armonica con due coppie non separantisi, ciascuna delle
quali é formata prendendo un estremo da ognuno dei dati
segmenti; e vi ¢ una sfera luogo di un punto dal quale i
due segmenti son veduti sotto angoli supplementari, la
quale ha per diametro la coppia armonica con le altre due
coppie non separantisi, formate in modo analogo alle pre-
cedenti.

21. Dati in un piano un punto, una retfta e su questa
un segmento col suo punto medio, condurre dal punto la
parallela alla retta, facendo uso della sola riga.

Sia P il punto dato, a la retta data, AB il segmento dato
su (uesta retta ¢ C il rclativo punto medio. Si tirino le
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rette PA, PB, e da C una retta arbitraria che incontri le
due precedenti nei punti N, M:
le rette AM, BN s’ incontrano in
un punto @, che congiunto con
P da la parallela richiesta. In-
fatti due lati opposti del qua-
drangolo completo MNPQ pas-
sano per A, altri due per B, ed
un quinto per C; dunque il lato
rimanente PQ passera pel coniu-
gato armonico di C rispetto ad AB, ossia pel punto all’in-
finito di a.

22. Scala armonica. Costrusione e proprieta. Si dice che
pitt punti di una retta, considerati in un determinato ordine,
formano una scala armo-
nica rispetto ad un’ origine
P, quando Ia coppia costi-
tuita dal punto P e da uno
qualunque, A, di quei punti,
& separata armonicamente
dal punto precedente e dal
7 AL A A, o - punto seguente ad A. Una

scala armonica ¢ comple-
tamente definita dandone 1 origine P ed una coppia di
punti consecutivi Ai-1A;. Per costruiria si opera nel modo
seguente :

Si assumano due rette u’ «” uscenti da P e complanari
con la v = Ai—A;, e si proietti un punto arbitrario A'i—1
della «' dal punto Ai—1 nel punto S della ©” e dal punto A;
nel punto S della ¢”. Chiamando con A’; la proiezione di A,
fatta da S sulla «”, la retta S’A’; tagliera la « nel punto
Ais+1 successivo ad A; nella scala armonica inviduata da P
e dalla coppia Ai—1A,. Infatti, a causa del quadrangolo com-
pleto SS'A’i—1A{, il punto Ai+q €1l coniugato armonico di Aji—
rispetto alla coppia PA,.
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Analogamente chiamando A’i—¢ la proiezione di Ai—¢ fatta
da 8 sulla u’, la retta SA’i—s taglierd # nel punto Ai-»
precedente ad Ai—1 nella scala armonica data.

Per prolungare indefinitamente la scala in ambedue i
sensi, basta osservare che, qualunque sia &, le rette SAx—1,
S'A, che proieltano duc punti successivi Ax—i, A, della
scala armonica, 8’ incontrano in un punto A'x— di ',

I punti A, considerati nell’ordine in cui 8 incontrano
nella scala armonica, si succedono in un determinato verso
sopra la u. Infatti i punti Ai—1A; Ais1 Si susseguono nel senso
individuato dalla terna PAj—A,, perch¢ la coppia PA; se-
para la Ai-1Ai+1. )

Ricordando che sopra una retta il coniugato armonico del
punto all’ infinito, rispetto ad una coppia di punti, é il punto
medio di questa coppia, si vede che quando U origine P ¢
all’ infindto, due puniti consecutivi della scala hanno una
distansa costante.

La scala armonica gode della proprieta proiettiva, ap-
punto perché con una proiezione si passa sempre da un
gruppo armonico ad un gruppo armonico.

Profittando di queste due ultime proprieta, dimostriamo
che percorrendo la scala armonica in un determinato
verso, a partire da uno de’ suoi punti, 8’ incontra sempre
un punto della scala che dista dall’ origine meno di un se-
gmento prefissato, comunque piccolo.

Sia P I’ origine della scala, A, il punto da cui si parte, ed
ALAZA,.... 1 punti successivi ad A, nel verso fissato. Proiet-
tiamo la punteggiata wu, a cui appartengono i punti A, sopra
una retta «’, in guisa che il punto P/, proiezione di P, vada
all’infinito; ¢ diciamo A', A',.... le proiezioni dei punti A A,....

sieno inoltre H, K i due punti di z distanti da P del
segmento prefissato ¢, ed ', K’ le loro proiezioni sulla u'.
Poiche il punto P, interno al segmento finito HK, si proietta
nel punto all’ infinito di «', il segmento finito HK si proiet-

tera nel segmento infinito H'K’,
SEVERT. . 3



Cio posto, se il punto A, ¢ interno al segmento finito
HK, il teorema ¢ senz’altro veri-

K ficato. Se A, ¢ esterno a questo

0 segmento, il punto A’, sara interno

al segmento finito 1I'K'; ma ad

k ogni modo, pel postulato di AR-
uw # 4 e CHIMEDE, esistera sempre un punto
/ A’,, della successione A'AA'...,

esterno al segmento finito 1I'K".

- P
La proiezione A, di A’,, sard

interna al segmento finito HK, e quindi A, distera da P
meno del segmento prefissato e.

Dal teorema della media armonica si deduce che la con-
dizione necessaria e sufficiente afjfinchée pia punti jfor-
mino una scala armonice rispetto ad una dala origine,
¢ che le distanze dei punti stessi da quest’ origine jormino
UnE progressione armonica.

Infatti se Ai—1A;Ai+1 son 3 punti consecutivi della scala,
essendo armonico il gruppo PAAi—1Aiw, avremo:

2 1 1
PA; = PAi4 + PAist’
ossia: .1 1 1

PAiq " PA, ' PAin’
¢ viceversa se questa condizione ¢-soddisfatta, 1 quattro
punti PA;Ai1Aix formano un gruppo armonico.

23. Dato un segmento rettilineo A A, ed una rella «ad
esso parallele, dividere (I scgmento in n parti equali, fa-
cendo uso della sola riga.

Si costruisca la scala armonica che ha per origine A, ¢
nella quale al punto improprio A, succede il punto A,; ¢

siano Ay, As,.... 1 punti successivi ad A,. Poich¢ A= 0,
. o thad '

avremo la progressione:

1 1 1 1

= 0. AOAI . AoAl/z . AOAI/_q N KOA;;n_”')




la quale ha per ragione —1~. Da c¢io si trae subito che

AA,
1t on 2
AoA'/n - AoAl’ K
)
ossia;
AA
AAy = ;zl

Giacche¢ si conosce una retta
uscente dal punto A, (che ¢ la
data parallela al segmento retti- -
lineo A,A,) la determinazione del
punto Al. si fa con la sola riga particolarizzando, come
mostra la figura, la costruzione della scala armonica, espo-
sta al n° precedente.

Al AyAL Ay A

La teoria della scala armonica trovasi sviluppata in PONCELET
(1824); ma della soluzione del problema 23., si erano gi& occupati
LAMBERT (1774) e BrianchoN (1818).

24. Dato un segmento rettilineo A,A, ed una Sua pa-
rallela, n-plicare il segmento facendo uso della sola riga.

Nella scala armonica che ha per origine il punto improprio
P, della retta A A, e in
cui al punto A, succede
A, la distanza tra due
punti consecutivi ¢ co-
stanteed ¢ ugualead A A,
(n” 22). Sicché indicando
con A, Ag..., Al d
punti successivi ad A,, A,
il segmento A, A, sard doppio di A A;; A,A; sard triplo di
AA ..., A A, sard n-plo di AA,.

I'ssendo nota una parallela u” alla retta A A,, se ne puo
costruire una seconda u', facendo uso della sola riga (§ 2.
n° 9. 0ss.); ed allora la costruzione della scala armonica
individuata dall’ origine P, ¢ dalla coppia A,A,, si ottiene

A, A, Ay Al
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con la sola riga particolarizzando la costruzione del ne 22,
come lo mostra la figura.

OSSERVAZIONE. Quando sia dato sul jfoylio del disegno
un parallelogramme, noi sappiamo condurre (da un punto
arbitrario del piano) una parallela ad una retta data, fa-
cendo uso della sola riga (§ 2, n°12), ¢ quindi sappiamo ri-
solvere con la sola riga i problemi di n-plicare o di divi-
dere in n-parti eguali un segmento dato; e, pit in generale,
sappiamo risolvere il problema di determinare, con la solw
riga, un segmento che abbia un dato rapporto razionale
con un segmento assegnalo.

R5. Centro delle medie armoniche. Sua costruzione [i-
neare.

La relazione della media armonica, gid incontrata al ne
15 di questo §, pud venire estesa ncl modo seguente.

Dati » 4 1 punti propri O,A,,..., A,, di una retta «, cer-
chiamo un punto X di u, tale che sia soddisfatta la rela-
zione:

n 1 1 1

1) WZE"{‘ETA;“}---—F DAL
ove ciascun segmento si considera in grandezza e verso.
Poiché questa relazione ¢ di 1° grado rispetto ad OX, csi-
stera un sol punto X soddisfacente ad cssa: lo chiameremo
centro delle medie armoniche (o centro armonico del 1°
ordine) del gruppo A, .. A, rispetto al polo O (o del polo 0O
rispetto al gruppo A,..A,). Nel caso n=2, il centro delle
medie armoniche non é altro che il coniugato armonico di
() rispetto alla coppia A A..

La proprietd proiettiva di un gruppo armonico si estende
al gruppo OXA,..A,, e si ha il teorema:

1l centro delle medie armoniche gode della propricta
proiettiva.

Per dimostrarlo seriviamo la (1) sotto la forma:

(o = o)+ (ke — o) o+ (e~ k) =




ossia;
OA, — OX 0A, — OX 4. =0
OA, . OX OA, . OX TP
donde:
XA, XA, XA,
OA, OA, et 0A, 0.

Poiché¢ une dei termini del 1° membro si annulla solo
quando X coincide col relativo punto A, se 1 punti A non
coincidono tutti in un solo, sara lecito supporre ad es. che

non sia nullo —32“ Dividendo allora ambo i membri del-

I’ ultima uguaglianza qer questo rapporto, verra:

(2)  (XOAA,) 4 (XOAA,) + ... 4 (XOAn—1A,) -1 =0,

Ia cuale, per la proprietd proiettiva del birapporto (Z. § 34),
dimostra la proprietid proiettiva del punto X soddisfacente
alla (1).

Dalla (2) si rileva che quando, mediante una proiezione,
il punto O diviene improprio, il centro X soddisfa alla
uguaglianza:

AN+ AX 4. 4 AX =0.

Prendendo come origine dei segmenti il punto arbitra-
rio P, avremo:

(PX — PA,) + (PX — PA,) +... + (PX — PA,) = 0,

donde:
pX == PATPA ...+ PA,

n

,

la quale mostra che il punto X ¢ il centro delle medie di-
stanse dei punti AIA?...’A,,.

La (2) puod servire come definizione del centro delle
medie armonichie, anche quando ¢ improprio qualcuno dei
punti A.



Vediamo ora come si pud eseguire la costruzione del
centro delle medie armoniche, facendo uso della sola riga.

Se X ¢ il centro delle medie distanze dei punti A,... A,,
cioé il centro armonico del gruppo A,... A, rispetto al punto
improprio O della retta u, a cui appartengono i punti A,
ed Y il centro delle medie distanze dei punti AA,... Ap—y,
prendendo Y come origine dei segmenti, verra:

X = YA b YAk YA,

n
e giacché:
YA, +... + YAn—1 =0,
avremo:
YX = —Y—A—“
n

Sicché dividendo il segmento. YA, in n parti uguali, il
primo punto di divisione che & incontra andando da Y verso
A, nel senso del segmento finito YA,, ¢ il punto X cercato.

Tenendo presente il n° 23, le operazioni che conducono
al punto X si possono esprimere sotto forma grafica, nel
modo che segue: Si costruisca la scala armonica che ha
per origine Y e nella quale al punto O succede A, : il punto
X é I'(n—1)-esimo elemento della scala, successivo ad A,.

Poiché la relazione che passa tra il punto X ed i punti
OA,... A,, ¢ proiettiva, anche quando il punto O ¢é al finito,
varra la costruzione enunciata sotto forma grafica. In
tal modo si riduce la costruzione del centro armonico di
n punti, a quella del centro armonico di n—1 punti; e
cosl proseguendo si arriva alla nota costruzione lineare del
centro armonico di 2 punti

Cosl per esempio, il centro X delle medie armoniche
del gruppo A;A,A,; rispetto al punto O, si ottiene conside-
rando il coniugato armonico A,, del punto O rispetto alla
coppia AjA,, poi il coniugato armonico A',, del punto O ri-
spetto alla coppia ApA,; e infine il coniugato armonico X
di A, rispetto alla coppia A, A’



OSSERVAZIONE. Nel definire il centro armonico di un
gruppo A,... A, rispetto al punto O, non si esclude che al-
cuni dei punti A possano coincidere tra loro. Le costruzioni
esposte varranno dungue anche nel caso in cui i punti A
non sono tutti distinti.

Cosi se vogliamo il centro armonico X del punto O ri-
spetto al gruppo A A,A;, ove A = A,, seguiremo la regola gia
esposta, con I'avvertenza che il punto A,, coniugato ar-
monico di O rispetto alla coppia A A,, coincide in tal caso
col punto A,.

Alcune proprieta del punto X definito dalla (1) furono osservate
da MacLAURIN (1748); ma la teoria fu sviluppata da PoNCELET (1824),
il quale introdusse la denominazione di eentro delle medie armo-
niche.

Lo studio pirt .generale dei centri armonici d’ ordine », come
preparazione alla teoria della polaritd rispetto ad una curva al-

gebrica d’ ordine qualunque, pud vedersi nel CREMoNa (Introduzione
ad una teoria geomectrica delle curve piane, 1862).

26. Il luogo dei centri delle medie armoniche di un
punto P rispetto alle intersesiond dei lati a, b, ¢ di un trian--
golo con le traversali uscenti da P, ¢ la polare del punto
rispetto al triangolo. (§ 2, n° 6).

Proviamo anzitutto che il luogo dei centri armonici, di
cui si parla nell’ enunciato, ¢ una retta. A tal uopo indi-
chiamo con P,P,P, le intersezioni dei lati del triangolo con
una trasversale usecente da P; e si ricordi (n° 25) che per
costruire il centro armonico di P rispetto alla terna P,P,P,,
bisogna costruire dapprima il coniugato armonico P,, di P
rispetto alla coppia P,P,, poi il coniugato armonico P/, di
P rigpetto alla coppia P, P, e infine il coniugato armonico X
del punto P, rispetto alla coppia PPy,

Variando la trasversale, il punto P,, varia descrivendo la
polare p,, del punto P rispetto alle rette @, b (§ 2, n° 16), ed
il punto P’,, la polare p’,, del punto P rispetto alle rette
P €. Ora si osservi che la retta p’,, passa pel punto p,,¢
e quindi che sopra una trasversale qualsiasi il coniugato
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armonico della traceia di ¢ rispetto alle tracce di pu, .
sta sulla retta « coniugata armonica di ¢ rispetto alla
coppia p,, o'y Ne segue che il luogo del punto X ¢ la
retta a.

Stabilito ¢id, basterd evidentemente perovare che sulle
rette proiettanti dal punto P i vertici A = be, B = ca, C = ad,
del ftrilatero, la polare di p rispetto ad abc, sega 1 centri
armonici del punto P rispetto alle ternc AAA,, BBB,, CCC,;
ove A,B,C, son le proiezioni di P, dai vertici ABC, sui lati
opposti.

Dimostriamo la cosa per la trasversale BP. Osserviamo
' anzitutto che il coniu-
gato armonico del pun-
to P rispetto alla cop-
pia BB,, appartienc tan-
to alla polare di P ri-
spetto ad ab, quanto
alla polare di P ri-
: spetto a ¢b; e quindl
che le due polari suddette AA,, CC,, si segano in un punto
Q della BP.

Ora dal fatto che & armonico il gruppo PQBB,, e che lo
¢ pure il gruppo B,RBQ, perchi¢ ¢ proiezione da C, del gruppo
armonico A,A,BC (ved. la figura), segue subito (n° 25, 0ss.)
che R ¢ il centro delle medie armoniche del gruppo BBB,
rispetto al punto P, c.d.d.

OSSERVAZIONE. Dalla proposizione dimostrata si trae che
per costruire il centro delle medie armoniche diun punto
O rispetto ad una terna A,A,A,, si possono condurre per
AALA, tre rette complanari, non concorrenti in un punto, e
segare la retta A,A, con la polare di O rispetto al trilatero
formato dalle tre rette.

27. Se si considerano i poli di una retla rispetto alle
coppie di vertici di un quadrangolo piano completo, le
coppie di punti che si ottengono sui lati opposti, son con-
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giunte da 3 rette concorrenti in un punto, che ¢ il polo
della retta data rispetio a ciascuna di queste ultime coppie.

Sia A A,A A, il dato quadrangolo piano, p la retta data
e P, (¢, k=1,2,3,4) I intersezione di questa retta col lato
A A, del quadrangolo. Consideriamo i poli della retta p
rispetto alle coppie di vertici del quadrangolo, cio¢ i punti
P, coniugati armonici dei punti P, rvispetto alle. coppie
AA, (82 10 5).

Vogliamo dimostrare, anzitutto, che le rette P’ .17, P'1,P’y,,
P',,P’,; eoncorrono in un medesimo punto P.

[nfatti, il gruppo armonico AALPLP, vien pr‘oiettatb dal
punto Py, sulla retta A A, in un gruppo armonico di punti.
Ma A, si proietta in A, A, in A, e Py, in Py,; dunque P}, si
proiettera in P’,. Da c¢io si trac che la retta PP, passa
pel punto P,,. )

In modo analogo si prova che la retta P, P, ove ikl
son tre qualunque dei quattro numeri 1234, incontra la
retta A A, nel punto Py,.

Ne segue che i due triangoli P',,P';P,, P3P, P, son
omologici rispetto all’ asse p, e quindi che le rette PPy,
PP, PPy, concorrono in un punto P.

Ora si osservi che le rette P',,P’,, P, P’;, s'incontrano
nel punto P,,, ¢ quindi che la polare u del punto P,, rispetto
alle rette PPy, PP, passa pel punto P'\,P,,.P' ), P, =P.
Ma le rette PPy, PP, s incontrano nel punto P,, di p,
dunque le quattro rette p, u, P',P',;, PP, formano, nel-
I’ordine in cui sono scritte, un gruppo armonico. Segando
con la retta P’,,P’;, questo gruppo armonico di raggi, ve-
diamo che la retta p e il punto P separano armonicamente
la coppia P',,P’,, - il che dimostra che P ¢ il polo della retta
p rispetto alla coppia PP, '

In modo analogo si vede che il P ¢ pure polo della p
rispetto alle coppie P'};P',,, P'\,P's.

OsSERVAZIONE. Il teorema precedente si puo stabilire an-
che col metodo della proiezione centrale, perché quando la

.



retta p ¢ all’infinito, la proposizione segue facilmente per
via elementare ricordando che la retta che congiunge i
punti medi di due lati d’ un triangolo, & parallela al terzo
lato ed uguale alla sua meta.

28. I piani polari di un punto rispetto alle sei coppie
di facce d’ un tetraedro, segano gli spigoli opposti in sei
punti di un piano. .

Sia A A,ALA, il tetraedro e P il punto dato. Indichiamo
con A’ A',AA’, le proiezioni di P dai vertici A A,A;A, sulle
facce opposte del tetraedro, e con Py (i, k=1,2,3,4) la
proiezione di P sullo spigolo A;A,, dallo spigolo opposto.

11 tetraedro A" A’,A’;A’, & omologico con A A,A,A, rispetto
al centro P: dunque le coppie di spigoli omologhi ¢ di facce
omologhe s’ incontreranno in punti e rette di uno stesso
piano = (§ 2, n° 2). Detta ¢ & 2 m una permutazione qualuncue
degli indici 1234, porremo: '

a; = MAAL ALANA, P = AALLAAY

Le rette «; ed i punti P’,, giaceranno sul piano .

Ci0 posto, osserviamo che il piano polare del punto P
rispetto alle facce uscenti dallo spigolo A,A,, passa pel co-
niugato armonico di P;, rispetto alla coppia A;A, (§2,n°186,
0ss.). Per stabilire il teorema enunciato, basterd quindi di-
mostrare che il coniugato armonico di P;, rispetto ad A;A,
e P

Sul piano A;AP si ha la retta A;P,,, che contiene il
punto A’y, la retta A,P,,, che contiene il punto A’;, e la
retta P;.Py, che, essendo comune al piano suddetto e al
piano A,A_P, passa pel punto P. Se si ricorda che lc rette
AA, AA’y passano per P, si vedra che il guadrangolo
completo A’;A’,PP,, ha due lati opposti, P,,A’y e PA’, pas-
santi per A,, altri due lati opposti P,,A’;, PA’,, passanti per
A,, e dei due rimanenti, 1’ uno, PP,,, per P,, e I altro,
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A" A, per Py Dunque il gruppo AAP, P € armonico,
c. d.d.

OSSERVAZIONE 12, Il piano = chiamasi piano polare del
punto P rispetto al letraedro.

OSSERVAZIONE 22 Si noti che i 6 punti P'\,P',,P’,,P',, PP,
sono le tre coppie di vertici opposti del quadrilatero a,a,aa,.
Precisamente: al vertice P'}, sta opposto P',,, al vertice P’,,,
il vertice V,,, ecc.

OSSERVAZIONE 3%, Proiettando la figura dei punti e delle
rette considerate nella dimostrazione precedente, da un
punto O del piano = sopra un piano o, e chiamando A, A,...
le proiezioni dei punti AA,... e p la traccia di = sul piano w,
avremo che il punto P, sara il polo di p rispetto alla cop-
pia dei vertici A; A, del quadrangolo A, A, A, A,. Appli-
cando allora la proposizione dimostrata al n° precedente,
vediamo che il punto P e la retta P separano armonica-
mente la coppia Py, P,,, e quindi anche nella figura ogget-
tiva il punto P e il piano m separeranno armonicamente
la coppia P, P,,. Si conclude pertanto che:

Il piano polare di un punto P rispetto ad un tetraedro,
contiene i coniugati armonici di P rispetto alle tre coppie
di punti degli spigoli opposti, allineate con P.

29. Tetraedri desmici — Costruzione e proprieta. Duc
tetraedri diconsi desmici allorquando ogni coppia di spigoli
opposti dell’ uno, si appoggia ad una coppia di spigoli op-
posti dell’ altro.

Vediamo anzitutto come dato un punto A’, esterno alle
facce di un tetraedro T di vertici A A,A;A,, si possa costruire
un tetraedro desmico con T ed avente un vertice in A’,.

Percid chiamiamo b,0,0, le tre rette uscenti da A', e ap-
poggiate rispettivamente alle coppie di spigoli opposti AA,,
AA AVA, ALAL AAL ANA, del tetraedro T. 11 piano 6,0,
(ove {km & una permutazione qualunque dei 3 indici 234)
sega il tetraedro secondo un quadrilatero completo; e le
coppie di vertici opposti di questo quadrilatero, son segnate
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dalle coppie di spigoli opposti di T. Dunque due delle tre
diagonali coincidono con b, ¢ b, e la terza &', si appoggia
al due spigoli opposti A A, AjA,.

Poich¢ in un quadrilatero completo duc vertici opposti
son coniugati armonieci rispetto ai due punti diagonali che
appartengono alla loro congiungente (/. § 14), il punto dia-
gonale A’y == 0,0, e il punto diagonale &, &', separeranno ar-
monicamente i due vertici opposti appartenenti a 0, ossia
i due punti in cui 4; incontra gli spigoli AJA;, A A,.

Da cio si trae che se indichiamo con A’; il coniugato ar-
monico del punto A’, rispetto alla coppia dei punti AjA;. 0,
A A b (1 =2,3,4), ossia il punto comune alla retta b; e al
piano polare di A’, rispetto al tetraedro T (n° preced., Oss. 3%),
la retta &', passerd pei punti AA',, sicche i lati del trian-
golo A',A', A’ saranno le rette 7,07,0,.

11 tetraedro 1" di vertici A", A’,A" A", sard dunque desmico
con T, perché i due spigoli opposti A"\A"; (=d;), A" A’ (=0'))
di 1", si appoggiano ai due spigoli opposti A;JA, A A, di T,

La costruzione precedente ci mostra che, dato un punto,
vié un solo tetraedro 1Y avente un vertice in quel punto e
desmico con un dato tetraedro T, ed anzi la faccia di T" oppo-
sta al punto dato, ¢ il piano polare di questo rispetto a T.
Ne segue che il piano polare del vertice A’;, rispetto al
tetraedro T ¢ il piano A’;A’A’,. Siccome i due tetracdri T
e 1" sono in condizione simmetrica, potrecmo dire che:

Due tetraedri desmici sono mutuamente autopolars, cioé
ogni vertice dell’ uno ha per piano polare rispetto all’ al-
tro tetraedro, la faccia ad esso opposta nel primno.

Poiche la retta A A, si appoggia alla A’,A’, in un punto
della retta @, comune ai piani A,A,A,, AA,AY, 1 due trian-
goli A,A A, ALA' A7, saranno prospettivi, ¢ quindi le rotte
A A7, ALA’, AA’, concorreranno in un punto O.

Siccome inoltre la retta A,A; si appoggia alla A"/A',, le
due rette A;A’,, A;A’; saranno pure incidenti, ¢ qumdl la A\A',
passera pel punto O suddetto.



Duncue i due tetraedri A;A,A;A,, A" A’,A’A’, sono omo-
logici, ossia la retta a, e le tre rette

a = A A A, ANAA

appartengono ad un medesimo piano o (§ 2, n° 2).

Ora il vertice A,, che si ¢ preso come omologo di A/, &
uno qualunque dei 4 vertici di T, e quindi i due tetraedri
si potranno riferire omologicamente in 4 modi diversi, se-
condo che si fa corrispondere al vertice fissato A,/ di T,
uno qualungue dei 4 vertici di T. Pero una volta fissato
I’ omologo di A’, e chiamatolo A,, restano determinati i ver-
tici che si debbono assumere come omologhi di A%,A%A/,
ossia che si debbon chiamare risp. A,A;A,. E precisamente
si dovrd chiamare A; I ulteriore vertice giacente sullo
spigolo di T, che esce da A,, ¢ si appoggia alle rette A’ A’
ALA.

I 4 piani d’ omologia non possono concorrere in un
punto. Infatti nei 4 riferimenti omologici dei tetracdri T e T,
a due spigoli opposti «, v di T, corrispondono quei due spi-
goli opposti «, v di 1", che si appoggiano ad u, v, e che, ora
ed in seguito, diremo brevemente coniugaii ad u, v. Sicché in
due dei 4 riferimenti, allo spigolo « corrispondera «’ e a v
lo spigolo v/, e negli altri due si corrisponderanno u, v’ e
o, 1’y ossia due piani d’ omologia passeranno per la con-
giungente dei punti ww/, vo’, e gli altri due per la retta
uv' . ou'.

Da cio segue che la retta comune a due piani d’ omolo-
gia, & sghemba con la retta comune agli altri due piani; e
quindi che i 4 piani -d’ omologia formano un tetraedro T,
di cui due qualunque spigoli opposti si appoggiano a due
spigoli opposti di T ¢ a due spigoli opposti di I". Dunque
17 sard desmico con T ¢ T'.

Dualmente i 4 centri d’ omologia formeranno un tetrae-
dro T”, desmico con T e T

Ora ¢ facile vedere che non puo esistere piu di un te-



traedro desmico con T e T', e quindi che i due tetraedri T
e T”, debbono coincidere.

Invero due spigoli opposti «, v di T appoggiandosi ai loro
coniugati v/, v’ di T, determinano un tetraedro di cui sono
uv, w'v’ due coppie di spigoli opposti, e i due Spigoli oppo-
sti rimanenti ©”v”, costituiscono I’ unica coppia di rette ap-
poggiate simultaneamente alle u, v, »’,v. Dunque ©”v” sa-
ranno spigoli (opposti) di ogni tetraedro desmico con Te T,

Considerando le altre due coppie di spigoli opposti di T
e le coppie coniugate in T", avremo due altre coppie ana-
loghe ad «”v”: in tutto dunque tre coppie di rette sghembe,
le quali non possono costituire piu di un tetraedro.

Si puod verificare direttamente che T e T”, coincidono,
dimostrando di pia che ad ogni vertice del tetraedro T,
considerato come centro d’ omologia in uno dei 4 riferimenti
fra T e T’, viene associata in tal modo la faccia opposta
come piano d’ omologia relativo.

Dicansi infatti u#, v due spigoli opposti di T ed «/, v’ gli
spigoli di T/, omologhi nel riferimento che ha per centro
uno dei vertici, O, del tetraedro T”. Poiché i due piani
u’, vy’ passano per O, la loro retta comune, che con-
giunge i punti ur’ e vu’, passera pure per O; mentre il
piano d’ omologia relativo dovra passare per la retta uu’ . vv'.

Dunque questo piano contiene lo spigolo di T” opposto
ad uno qualunque di quelli che escono da O; cioé coincide
colla faccia opposta ad O nel tetraedro T”. :

Ricordando I' unicitd del tetraedro desmico con due al-
tri, si vede che i 4 riferimenti omologici che intercedono
tra T” e T (o 'T"), danno luogo al tetraedro T" (o T). Si con-
clude pertanto che:

Dati due tetraedri desmici esiste sempre un sol tetrae-
dro desmico con entrambi, e due qualunque dei tre te-
traedri sono omologici in 4 modi diversi, coi ceniri et
piani d’ omologia nei vertici e nelle facce opposte del te-
traedro rimanente,
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Gli spigoli dei tre tetraedri concorrono a 3 a 3 in 12
punti e le facce s’ incontrano a 3 a 3 in 16 rette.

La considerazione di due tetraedri omologici in 4 modi diversi,
trovasi in CrEMoONA (1877); ma il primo studio completo su tali te-
tracdri ¢ dovuto a C. StepHANOS (1879), il quale li chiamo desmici,
perché tre tetraedri come quelli che abbiamo denotato con T, T' T”
appartengono ad un fascio (in' greco dewx) di superficie del 4° or-
dine. Furono poi studiati da ScHROTER, HESs e da altri.

§. 3. Prime applicazioni del metodo delle proie-
zioni alle proprietad metrico-proiettive delle fi-
gure.

SommaARrI0: Criteri per decidere a priori sul carattere proiettivo
delle espressioni metriche — Legge di dualita per le proprieta
metrico-proiettive — a) Relazioni proiettive tra i segmenti
di una medesima jorma di 1* specie — Rapporti semplici e
bisapporti — b) Relazioni proiettive tra i segmenti di piv forme
di 1* specie — Rapporto plurisezionale — Teorema di Me-
nelao — Teorema di Simson — Teorema di Ceva — Duali
dei teoremi di Menelao e di Ceva — Una relazione metrico-
proiettiva da cui si deduce il teorema dei triangoli omo-

logici.

1. Per dimostrare una relazione metrica tra le parti di
una data figura, non si pud senz’ altro ricorrere al metodo
di Poncelet, perché quel legame non si conserva in generale
passando dalla figura data ad una sua proiezione.

Conviene dunque che noi stabiliamo qualche norma
per riconoscere a priori se una relazione metrica ha carat-
tere proiettivo; e di ¢io c¢i occuperemo prima di passare
alle singole applicazioni. .

In seguito, per hrevita, chiameremo sovente misura di
un segmento AB, appartencnte ad una forma di 1* specie
su cui ¢ fissato un verso positivo, il rapporto tra AB e
un’ unith di misura (preso positivamente o negativamente

.

secondo che il segmento finito AB ¢ percorso nel verso

.

positivo o negativo), se la data forma ¢ una punteggiata;
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oppure il seno dell’ angolo che il senso positivo (o la pa-
gina positiva) di A fa col senso positivo (0 con -]a pagina
positiva) di B, nel verso positivo delle rotazioni, se la data
forma ¢ un fascio di raggi (o di piani).

Si puo allora dire che un’ espressione formata con le
misure di pit1 segmenti omogenei (cioé tutti rettilinei, o
di fasci di raggi o di fasci di piani), & melrico-proiettiva,
quando ¢ uguale all’ espressione formata allo stesso modo
con le misure dei segmenti (omogenei), che si otten-
gono dai precedenti con una qualunque proiezione o se-
zione.

Questa definizione richiederebbe qualche parola di spie-
gazione nel caso in cui alcuni elementi, estremi dei se-
gmenti considerati, fossero o divenissero improprii; ma di
questo parleremo piu tardi.

Ci0 premesso, passiamo ad occuparci di un criterio assai
generale per decidere sul carattere proiettivo di un’ espres-
sione metrica. ,

Sia f un’ espressione frazionaria il cui numeratore e il
cui denominatore risultino entrambi dal prodotto delle mi-
sure di pitt segmenti rettilinei, che abbiano per estremi certi
punti proprii A, B, C,... dello spazio; e supponiamo che f
soddisfi a queste due condizioni:

1#) il numeratore e il denominatore contengano le stesse
ABC..., ripetute lo stesso numero di volte;

2%) ogni retta che contenga piu segmenti del numeratore
ne contenga altrettanti del denominatore; e viceversa.

. Allora il valore assoluto ed il segno della f, riescono in-
dipendenti dalla- scelta dell’ unitd di misura lineare e dei
versi positivi delle rette che contengono i segmenti dati.

Prendiamo un punto (proprio) O .dello spazio, non ap-
partenente alla figura F costituita dai punti A, B, C... e
dalle rette sulle quali sono contate le distanze che com-
pongono la frazione f; e tiriamo i raggi che proiettano da O
ipunti A, B, C... Considereremo dapprima i segmenti e gli
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angoli facendo astrazione dai versi positivi, e indicheremo
con & I’altezza del triangolo OAB, rispetto alla base AB.
Confrontando due espressioni bhen note dell’ area OAB,
avremo:

__OA.OB.sen AOB .
- h ’

AB

e analoghe espressioni verranno per gli altri segmenti di I
Sostituendo questi valori di AB,..., nella f, per la 1*) ipo-
tesi si elimineranno le lunghezze OA, OB,..., € per la 2®) si
elimineranno le altezze &, A',...; sicche in valore assoluto
la / verrd uguale all’ espressione [, formata allo stesso
modo con le misure degli angoli che proiettano da O i
segmenti-di F.

Ma la uguaglianza tra /' ed /, ha luogo anche nel segno.
Cio si verifica facilmente allorché sui raggi OA, OB,... si
scelgono come versi positivi quelli che vanno da O ai punti
A, B,... di T, e come versi positivi sui fasci della stella O,
quelli che si ottengono per proiezione dai versi positivi fis-
sati sulle rette di F. Siccome il segno di f, ¢ indipendente
dalla scelta dei versi positivi suddetti, si conclude che f
ed f, hanno sempre lo stesso segno.

Prendiamo ora sulle rette OA, OB, OC,... rispettivamente
I punti arbitrarii A,, I3, C,... e congiungiamoli a due a due
con la stessa regola con cui son congiunti i punti corri-
spondenti di . Avremo cosi una figura I', e la frazione f,
analoga ad s c relativa alla nuova figura F, risultera uguale
ad f, e quindi anche ad /.

In particolare la proprietd sussiste se I, ¢ una figura
piana; sicehé rimane stabilito che la frazione f non muta
di valore, passando dalla ¥ ad una sua proiezione piana.

Ma ¢ pur facile provare che il valore di / non s’ altera
passando dalla F ad una sua proiezione sopra una retta u’,
fatta da un asse u sghembo con ogni retta di F. Basta percio
osservare che la proiezione da u sopra u’, si pud eseguire

SEVERI 4



— 50 —

proiettando prima la F da un punto O di » sopra un piano
passante per -« e segante I’asse u in un punto proprio Q,
eppoi proiettando la figura piana che cosl si ottiene, dal
punto Q sopra (un piano per u’, ossia sopra) la retta u'.

Infine noteremo che I’ espressione f ¢ uguale a quella
che si ottiene proiettando dall’asse «# i punti A, B, C,...
di F, mediante i piani«, 8, v1,..., € sostituendo al posto delle
misure dei segmenti AB,..., che figurano nella f, le misure
dei diedri «B,...

Cio si deduce osservando che 1’ espressione relativa al
fascio di piani é uguale a quella che si ottiene segando
a, B, ¥,... con un piano perpendicolare ad u (perche gli an-
goli «f,... hanno la stessa misura dei loro rettilinei), e che
quest’ ultima ¢ uguale a quella che si ottiene segando il
fascio di raggi con una retta del suo piano.

Potremo dunque enunciare la proposizione seguente:

Se a, 8,...8,, by b,... b, son due gruppi di n segment’
rettilinei dello spazio e se ogni punto che sia estremo di
pit segmenti a (0 b), lo é pure di altrettanti segmenti b
(od a), ed ogni retta che contenga pit. segmenti a (o b),
contiene altrettanti segmenti b (od a), la frazione

Oy @y Ay Ay
by by 0,00 0y

& un’ espressione metrico-proiettiva. Questo teorema € un
estensione di quello che afferma la propriety proiettiva del
birapporto (L. § 34). E difatti se ABCD son 4 punti di una
retta, la frazione

AC.BD

(ABCD) = 55"3p -

soddisfa alle ipotesi del teorema ora enuunciato.
OSSERVAZIONE. Nel ragionamento precedente si suppo-

neva implicitamente che i punti A,, B,, C,,... scelti sulle

rette OA, OB, OC,... per formare la figura F,, fossero tutti

proprii.



Conserviamo ancora quest’ipotesi e diciamo A,B,, AC,
due segmenti di F, aventi lo stesso estremo A,, e apparte-
nenti 1'uno al numeratore e 1’altro al denominatore di fi.
Adottando per F, le notazioni gid usate per F, avremo:

__0A,.OB,.sen A,OB, 0A, . 0C, . sen AJ0C,

AIBI h’l A-ICI = /?,,] 3y
donde
) A OB, .sen A,0B, . 0OC,.sen A:(TCI.
AC h, ' ,

Ora se il punto A, diviene improprio, la retta OA, risulta
parallela ad A,B, e A,C, e quindi si avrh in valore asso-
luto:

h, == OB, . sen A,OB,, I, == 0C,.sen A,0C,.

Dunque affinché sussista anche in tal caso I’uguaglianza
tra f, ed f, siccome questa dipendeva dalla validith della
A B,
AC,

Ma se vogliamo che, dopo tale posizione, f, risulti pure
dello stesso segno di f, bisognerd scegliere sulle due rette
parallele A,B,, A,C,, sensi positivi concordanti (che sirivol-
gano cioé verso una medesima pagina di un piano segante
le due parallele).

Le stesse cose si potranno ripetere se ci sono nella F,
altri punti improprii, purché perd ogni punto improprio ap-
partenga a due segmenti (I’ uno del numeratore e 1’ altro
del denominatore di f;) i quali abbiano i rimanenti estremi
propri; ossia purcheé sia proprio uno almeno degli estremi
di ogni segmento della figura F,.

Dunque « il valore dell’ espressione metrico proiettiva f,
« composta mediante i segmenti della figura F, si potra cal-
« colare supponendo che alcuni punti della figura stessa

= 1.

relazione (1) ¢ delle analoghe, dovremo porre



« vadano all’infinito sui raggi fissi che li proiettano da un
« punto O, purché rimanga proprio uno almeno degli estremi
« di ogni segmento di F, e purché si scelgano sensi posi-
« tivi concordanti sulle rette parallele che vanno ad un
« punto improprio, e si ponga uguale all’ unitd il rapporto
« tra due segmenti che hanno un estremo comune all’ infi-
« nito ».

2. Alla espressione f del n° precedente, la quale si rife-
riva alla figura F costituita dai segmenti rettilinei Al3, CD,....
possiamo associare due altre espressioni, relative a figurce
costituite da angoli rettilinei o diedri.

Costruiamo percid due figure ® e ¥, costituite rispettiva-
mente dagli angoli rettilinei ab, cd,... ¢ dagli angoli diedri
aB, v5,..., appartenenti o no ad una stella, in guisa che sieno
soddisfatte le condizioni seguenti:

1*) ad ogni estremo d’un segmento di I corrisponda un
lato (o faccia) di un angolo di ® (o V), e viceversa; ¢
quindi ad ogni segmento di F corrisponda un angolo di @
(o ¥), e viceversa;

2*) a punti di I situati in linea retta, corrispondano raggi
(o piani) di ® (o ¥) appartenenti ad uno stesso fascio, e
viceversa. '

Dimostreremo allora che le espressioni ¢ e ¢ formate con
le misure degli angoli di ® e ¥, come la f ¢ formata con
le misure dei segmenti di I, hanno carattere proiettivo.

Cominciamo a provare che il valore della espressione /,,
relativa alla sezione F, (A,B,, C,D,,...) di ® con un piano
generico o, ¢ uguale al valore di ¢.

Si conducano percido da un punto O dello spazio i raggi
a, b, ¢, d,... rispettivamente paralleliad ¢« o ¢ d..., e si seghi
la figura @, (¢,6,, ¢,d,,...) che cosl si ottiene, col piano o.
Avremo allora una figura F, (A,B,, C,D,,...), la quale ¢ cosi
riferita alla F,, che due rette corrispondenti, come A B,, A,B,,
sono parallele (giacehé son le sezioni di o coi due piani
paralleli ab e a,b,). Dunque le due figure I, ed F, sono
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omotetiche, ossia lc rette e, = A.A,, b, = B.B,,..., passano
per un medesimo punto Q (*).

In tal modo nel fascio di raggi Q si viene ad ottenere .
una figura ®, (&.b., codo,...), che ¢ contemporaneamente
proiezione di F, e di F,. '

Ricordando il teorema del n° precedente e confrontando
successivamente le cspressioni relative alle figure I, I, &, @,
si conclude che i valori di /o e ¢ sono uguali.

Una volta stabilito questo fatto, con procedimenti (ana-
loghi a quelli del n°® 1) che il lettore potrd utilmente svi-
luppare, si dimostra I’invarianza del valore di ¢ per ogni
proiezione o sezione.

E analogamente si procede per dimostrare il carattere
proiettivo dell’ espressione ¢ relativa alla figura ¥ costituita
dai diedri «B, ¥5.... Anzi per quésta dimostrazione si pud
profittare anche del risultato stabilito per @, segando i die-
dri di ¥ con piani perpendicolari alle rispettive costole, in
modo che due diedri di uno stesso fascio diano per sezioni
angoli di uno stesso fascio.

Si conclude pertanto che:

Se a,a,...9,, byb,...b, son due grupp: di n angoli ret-
tilinei (o diedri) dello spazio, e sc ogni raggio (0 piano)
che sta lato (o faccia) di pit, angoli a (o b), lo é pure di
altrettanti angoli b (o a), ed ogni fascio che contenga pit
angoli a (o b), contiene altrettanti angoli b (od a), la
Srazione

sen a, Sen a,...8en an
~sen b, senb,... sen by

<@ un’ espressione metrico-proietiiva.

Esaminando il procedimento che serve per dedurre il
carattere proiettivo delle frazioni ¢ e ¢, dal carattere proiet-
tivo dell’ espressione f; si vede che esso non dipende dalla

() Qui supponiamo nota dalla Geometria elementare, la teoria
delle figure omotetiche.
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natura della f; ma soltanto dall’ipotesi che le figure ® e ¥
si possano riferire ad ¥ in modo che:

1*) ad ogni estremo di un segmento di F corrisponda un
lato (o faceia) di @ (o ¥); e viceversa;

2*) a punti di F situati in linea retta corrispondano raggi
(o piani) di ® (o ¥) appartenenti ad un fascio.

Sicche, comunque siano disposti i segmenti rettiliner
che costituiscono una figura F, ad ogni espressione pro-
lettiva formaia con le misure dei segmenti di ¥, ne ven-
gono associate due altre, pure proiettive, formate nello
stesso modo con le misure dei segmenti corrispondenti
delle figure ® e Y, che soddisfano alle ipotesi 1* e 22,

In cid consiste la legge di dualita per le proprieta me-
trico-proiettive. :

Per le notizie storiche sulla legge di dualith, si veda il n°® ¢
del § 9.

a) Relazioni proiettive tra i segmenti di una mede-
sima forma di 1* specie.
3. Diremo rapporto semplice di 3 elementi A, B, C di una

forma di 1* specie, il rapporto g—g tra le misure dei se-

gmenti AC, BC; ¢ lo designeremo brevemente con (ABC).

Con la notazione del rapporto semplice, il birapporio
(ABCD) di quattro elementi A, B,C,D d’una forma di 12
(ABC)
(ABD)’

specie, si puo scrivere sotto la forma Se si tratta

di 4 punti, sviluppando avremo:

AC , AD _ AC.BD

(ABCD) — BC "BD _ BC.AD ’

e se si tratta di 4 raggi o piani:

sen AC | sen AD __ sen AQ_.ien BD
sen BC ~ sen BD ~ sen BC. sen AD

(ABCD) =

Riuniamo qui alcune proprieta del birapporto, che ci ser—
viranno nella risoluzione di ualche problema.



Dall’ espressione del birapporto si deduce subito -che
scambiando tra loro due lettere ¢ insieme le altre due, il
birapporto non muta valore. Cosi: :

(ABCD) == (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Il quindi dei 24 birapporti che si posson formare con 4
elementi, 6 soli sono distinti, e come tali si posson prendere
p. e. quelli che si ottengono lasciando fissa la lettera A ¢
permutando le altre in tutti i modi possibili.

Fra questi 6 birapporti passano relazioni del tipo:

(ABCD) (ABDC) = 1
(ABCD) 4 (ACBD) = 1;

cioé & uguale ad 1 il prodotto di due birapporti che diffe-
riscano per 1’ordine delle ultime due lettere, ed & uguale
ad 1 la somma di 2 birapporti che differiscano per I’ ordine
delle due lettere intermedie.

Le relazioni del 1° tipo divengono evidenti quando si so-
stituiscano ai birapporti le loro espressioni; quanto a quelle
del 2° tipo, per dimostrarle, nel caso in cui‘A, B, C, D son
punti di una retta, conviene far capo alla relazione di
EULERO:

"AB.CD 4 AC.DB 4+ AD.BC =0,

la quale riducesi ad un’identitda quando si osservi che:

CD = AD — AC, DB = AB — AD, BC= AC — AB.

E infatti se dividiamo per AD.BC i due membri della rela-
zione di Eulero, avremo:

AB.CD+AC.DB
AD . BC AD . BC

+1=0,

ovvero.

AC.BD , AB.CD _
BC.AD T CB. AD

1,
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la quale pud anche scriversi sotto la forma:
(ABCD) + (ACBD) = 1.

La proprietd proiettiva del birapporto ¢i permette subito
di scrivere la stessa relazione anche nel caso in cui A, B,
C, D son quattro elementi di un fascio di raggi o di piani.
Profittando delle relazioni del 1° e 2° tipo, i 6 birapporti di-
stinti si possono esprimere mediante uno di essi, scelto ad
arbitrio.

La teoria del birapporto & dovuta a Mésius (Der barycentrische
Calcul, 1827), che lo chiamo-doppio rapporto, a STEINER (Syste-
matische Entwicklung..., 1832) e a CHASLES, che lo chiamd rapporto
anarmonico (Apercu historique..., 1837). Ma alcune proprietd del
birapporto erano gid note anteriormente. Cosi la proprietd che la
quaderna di punti segnati sopra una trasversale arbitraria da quat-
tro raggi di un fascio, ha un birapporto costante, trovasi gia in
Parro (Collezioni matematiche, a. 300 di Cristo).

4. Se p a, a,...a, son n + 1 raggl di un fuscio, lhu
luogo la relasione:

(1) _sen a,a, sen a,a, +
Sei pa, Sen pa, | Sen pd, Sen pa,
+ sen a,a,

sen pa, sen pa,

Infatti indicando con PA, A,... A, gli » 4+ 1 punti che i
raggi suddetti segnano sopra una trasversale, tra le mutue
distanze di questi punti si ha la relazione: '

o AA AA, AN
®) px . pA; T PA,.pA, T T AL A, =

Invero questa si riduce a un'identitd tra i numeri DA
i
quando si osservi che

A, A, =PA, — PA,,

e si eseguiscano le divisioni parziali,
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La (2) puo scriversi sotto la forma:

AA,.PA,. DA, | AuA,.PA,.PA, o
AA PA .PA, T AA,.PA,.PA, T H1=0

Ma pel criterio stabilito al n® 1, ciascuna delle f{razioni
del 1° membro & proiettiva, dunque anche la (2) ¢ proiettiva.
Da cid segue senz’ altro la validitd della relazione (1).

OssERVAZIONE. Dalla (1) si deducono quasi tutte le rela-
zioni fondamentali della trigonometria. Cosl supponendo
7 =3, avremo:

sen ity 4 Sen a,a, + sen aya,
sen pa,sen pa, ' Sen pa,Sen pa, | Sen pd, Sen pa,

b

ossia ;

sen pa, sen pa, ' sen pa,Sen pa, ' Sen pa,sen pa;,

sen (pa, —pa,) + sen (pa, — pa,) + sen (pa, — pa;)
la quale, se si pone a,p = «, pa,==s§, e si suppone pa, = ,,72[,
riducesi alla formola d’ addizione:
sen (o= f) == sen a cos g + cos.a sen f.
La relazione (1) trovasi in CARNoT (Géométrie de position, 1803).
5 Se ABCD,D,D,D, son elementi di una forma di 1*
specie, ponendo (ABCD,) = x,, s{ ha:

X, — Xy Xy — &,
(D,D,D;b,) = o — . .
g Ly L Ly —- Xy

Consideriamo- infatti I’ espressione

z, —x, _ (ABCD,) — (ABCD,) __ (_AP_C;DJ) 1
, - (ABCD,) — (ABCD,) )
sviluppando i birapporti della t‘r'azione(ABCD‘—), si vede

( ABCD,)
che essa ¢ uguale al hirapporto (ABD,D,); dunque avremo:
@y =

bl 1’;77§ = (ABD,D,) — 1,

3
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e, giacché
(ABD;D,) + (AD;BD,) = 1,
Verra.
Xy — X R
—lﬁ = — (AD,BD,).

Analogamente, mutando !’indice 1 in 2:

By — By

Tt = — (ADBD,);

sicché:

Ly — Ty — (AD3BDI) —_ (ADs D2>
Ly — Ly (AD,BD,) (AD, D,)

Mutando in questa 1’indice 3 in 4, avremo:

= (AD3D2D1) = (D,D,D;A)

Ly — Ly __
LB (00D A

Sarda dunque:

&y — &y & — 2 _ (DiDDA)
Zy — @ x, — 2, (DDDA) (DAD.D;D,).

OsSSERVAZIONE. Il 1° membro di questa relazione si defi-
nisce come il birapporto dei 4 numeri z, &, x; x,, € 8 in-
dica con (a; 2, 23 2, ).

Se i 3 elementi A B C sono fissi, ad ogni elemento D della
forma corrisponde un valore per (ABCD) e viceversa. Percio
si pud assumere il birapporto (ABCD) come coordinata del-
I’ elemento D nella data forma di 1* specie.

Questo sistema di coordinate, che racchiude come casi
particolari gli altri sistemi che si considerano in Geometria
analitica, si dice delle coordinate proietfive, appunto pel
carattere proiettivo del birapporto.

La proposizione dimostrata si pud ora enunciare dicendo
che il birapporto di 4 elementi di una forma di I* specie,
uguaglia il birapporto delle loro coordinate proiettive.

Le coordinate proiettive per le forme fondamentali, furono in-
trodotte sotto forma di birapporti da Staupt (Beitrdge zur Geome-



trie der Lage, 2° fascicolo, 1857), e la teoria fu sviluppata da
W. FiepLER (Darstellende Geometrie, 1870). Ma la proposizione del-
I’ Esercizio 5, trovasi anche in MdBIus.
b) Relazioni proiettive tra i segmenti di pin forme

di I* specie.

Un corollario immediato del criterio stabilito al n. 1, ¢ il
seguente :

6. Se A, A,... A, son n punii proprii dello spasio e B,
B,...B, sono n punti proprii od improprii, scelti rispetti-
vamente sulle rette AjA,, AA,,..., ALA,, il prodotio

(A AB)) (AAB,)...(AAB,)
é proiettivo.

Questo prodotto fu chiamato dal MOBIUS rapporto plurisesionale.

Applicando la legge di dualith del n. 2 si potrd enunciare
il teorema:

7. Se a,9,...4, $0n0 n raggi dello spazio tali che cia-
scuno inconiri il successivo, ¢ b, b,...b, sono n raggi ap-
partenenti rispellivamente ai fasci a,8,, 9,8,,..., 8,8, il
prodotto

(a,8,b,) (a,a3b,)...(aa,0,)
é proiettivo.

Una proposizione analoga si ha se a,¢a,...a,6,...56, son
piani. ,

Supponiamo ora che i punti B,;...B, dei .quali si parla
nella prop. 6, giacciano in un piano. Allora proiettando la
figura costituita dai punti A e B, da un punto O di questo
piano, sopra un piano parallelo, avremo una figura costi-
tuita dai punti A’,... A, B’,...B’,, ed i punti B’ saranno tutti
improprii. Sicché, in forza dell’ Osservazione con la quale
si chiude il n. 1, il valore dell’ espressione

(AA,B)).. (AL A B,)
risultera uguale all’ unita, e dunque anche nel caso gene-
rale sara:
(A1A2B1)-~-(AnAan) = 1
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Onde possiamo enunciare:

8. Se A,...A, é un n-gono semplice (piano o gobbo) e
B,...B, sono i punii (proprii o improprii) in cui un piano
arbitrario sega rispetiivamente @ lati A, A,,..., A, A,, si ha
la relazione:

(A A,B))...(A A B,) = 1.

In particolare questa relazione sussiste se A, A,...A, ¢ un
n-gono piano ed i punti B,... B, sono allineati. In tal caso
la si pud dimostrare anche assumendo il centro di proie-
zione sopra la trasversale u, che contiene i punti B, ed os-
servando che I’ espressione relativa agli angoli «, «, che
proiettano i segmenti A;B,, diviene

(yau) (asazu)...(a,au),

che & manifestamente uguale all’ unita.

OsskERVAZIONE. Le cose analoghe si possono ripetere per
un poligono sferico i cui lati (archi di cerchi massimi) ven-
gano segati da un cerchio massimo trasversale. Bastera so-
stituire 1 seni degli archi di cerchi massimi alle lunghezze
dei segmenti rettilinei, che si ottengono proiettando gli
archi stessi dal centro della sfera sopra un piano.

La stessa osservazione si pud fare per tutte le relazioni
metrico-proiettive concernenti le figure piane, sicché pos-
siamo dire che ogni relazione metrico-proiettiva tra ¢ se-
gmenti di una figura piana, da luogo ad una relazione di
trigonometria sferica.

Dalla prop. 8, per n = 3, si trae che se ilati di un trian-
golo A A,A, son segati da una trasversale nei punti B,B,B;,
si ha:

(AVA,By) (A, A;By) (AAB) = 1

In tal caso la proposizione s’inverte. Infatti se conside-
riamo la retta B, B, e diciamo B’, il punto in cui essa sega
il lato A; A,, per la prop. 8, avremo:

(AlAsz) (AeAsBe) (AanBls) = 1.



che confrontata con la precedente, la quale ¢ vera per
ipotesi, da:
(A;A,B;) = (A;A,BS),

donde si trae che i due punti B,, B, coincidono, ossia che
B, B, B; sono allineati., Si ha cosi il seguente teorema:

9, La condizione necessaria e sufficiente affinché tre
punti By B, By sttuati sui lati AJA,, AA,, AA, di un trian-
golo A AA,, sieno allineati, é che:

(AVA,B) (A AB,) (A;A,B;) = L.

In modo del tutto analogo si vede che-la prop. 8 & in-
vertibile anche quando si tratta di un quadrangolo gohbo.

Si ha dunque il teorema:

10. La condizione necessaria -e sufficiente ajffinché quut-
tro punti B, B, B; B, situati sui lati di un quadrangolo
gobbo semplice A, A, A, A,, sieno complanart, ¢ che:

(AlAzBl) (AzAsBz) (A3A4B3) (A4A1B4) = 1.

La proposizione 8 trovasi in CArNoT (Géom. de pos., 1803;
Essai sur la théorie des transversales, 1806); ma la dimostrazione
da noi sviluppata ¢ di PoNCELET. La 9 dicesi il teorema di MENE-~
LA0, perché fu data per la prima volta da questo geometra nelle
Sferiche (1° secolo d. C.), come lemma alla relazione analoga sulla
sfera. Si ritrova anche nell’ Almagesto di Toromeo (125 d. C.) e
sempre, come in Menelao, allo scopo di trarne applicazioni astro-
nomiche. La prop. 10 ¢ dovuta a G. CEva (De lineis rectis se in-
vicem secantibus, statica constructio, 1678).

Un’ applicazione notevole del teorema di Menelao ¢ il
seguente

11, Teorema di SIMSON (1735). — [ piedi delle perpendi-
colari abbassate sui lati di un triangolo da un punto qua-
lunque del cerchio circoscritto, sono allineati.

Sia ABC il triangolo dato e P un punto del suo cerchio
circoseritto. Pongasi

PA=da,PB={, PC=c¢, BC=a, CA=10, AB==¢,
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e si chiamino A’, B, C' i piedi delle perpendicolari calate
da P sui lati BC, CA, AB. Dalla considerazione del triangolo
rettangolo AC'P si rileva (in
valore e segno):

AC' = AP cos a'c,
e dal triangolo BC'P si rileva:
BC’ = BP cos b'c.

Dividendo membro a mem-
bro, viene:

AP cos a'c.

(ABC) = BP cos ¢

In modo analogo si hanno le uguaglianze :

n .. BP cos U'a
(BCA) == CP cos c'u
~n_ CP cosc’h
(CAB) = AP cos a'b

sicché :
(ABCY) (BCA') (CAB') — cos a'c X cos b'a X cos ¢'b

cos O'c X cos c'a X cos a'b’

Ora I’angolo a’c ¢ uguale o supplementare di ¢’a, perche
i due lati del 1° ¢ i due lati del 2° incontrano il cerchio
negli stessi due punti P, B; e analogamente dicasi per le
altre coppie di angoli d'a, a’b; ¢'b, &'c. Dunque in valore
assoluto, il 2° membro dell’ ultima uguaglianza ¢ uguale
ad 1; quanto al segno, si vede che é positivo facendo una
particolare scelta dei versi positivi sulle rette «a, b, ¢, &, &', ¢'.
12. Se A", A',...A’, son le intersezioni di una trasver-
sale con n raggi di un fascio S, ed A, A,...A, le inter-
sezioni dei raggi stessi con un’ altra trasversale, si ha:
A A, ALA,
ASE)(ASK) T asaasay Tt
T S
(ASA",)(A8A%)

(Y

0.



AA,
(A,SA,) (ASAY)
sviluppando i rapporti semplici, si ottiene 1’ espressione:

Infatti dividendo il 1° membro per e

AlA? : SA’2 b AHA,“ A2A3 M SA"J M SA’S . AnA,n . AlA'l
(2) AA, . AA,.SA, TAA,.AA,.AA,.SA,. SA,l—{-...+1

e le frazioni che ivi compariscono son proiettive, perché sod-
disfano alle condizioni del n. 1.

Per calcolare il valore della (2) possiamo dunque sup-
porre che le due trasversali sieno parallele, perché a questo
caso ci possiamo ridurre con una proiezione. Allora, pel
teorema di TALETE, avremo le proporzioni:

SA,  SA, SA’,

AIA,I o A2A'2 AnA,n’

e quindi la (2) diverra:

AA, | A -1
AA T AA, +..41= A (Ade+ Ads 4+ 404,

Ora notoriamente:
AAd i+ AA ...+ A4, =0,

dunque la (2) avrd per valore 0, e quindi la (1) sard sod-
disfatta.

Nel caso n = 3, la proposizione s’inverte in modo ana-
logo a quello tenuto per stabilire la sufficienza della con-
dizione data dal teorema di Menelao, e si giunge al teo-
rema:

13. La condizione necessaria e sufficiente affinché tre
punti A’y A’y A'y, situati sulle rette che proiettano dal punto
S ¢ tre punti allineati A, A, A;, sieno essi pure allineati,
é che:

AA,; (A;SA%) 4+ AA; (ASAY) + AGA, (ASA) = 0.

OSSERVAZIONE 1* Questa proposizione (che trovasi in
PONCELET) si puod ottenere anche come caso limite del
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teorema di Menelao, supponendo che uno dei lati del trian-
golo si avvicini indefinitamente al vertice opposto.

OSSERVAZIONE 2.* La relazione precedente pud anche
seriversi cosi:

AA, . AA, . SA, ALA; L AA L SA, +1=0
AA L SA LA ALA, . SA', A ’

e sotto questa forma vale anche quando il punto S ¢é al-

I"infinito (ved. I’ OsservAzIONE alla fine del n. 1). In tal caso

riducesi alla seguente:

AA, AN + AA, . AN
AA, AN, AA, . AA,

+1=0,

ossia:
AA, CAA+ AA CAA L F AA LAA, =0

14. Se da un punto P del piano di un poligono semplice
AAg o Agusy A un numero dispari di vertici, si proietta
ciascun vertice A, nel punto A’, del lato opposto AA,, st
ha la relazione:

O(AAA,)=—1,
ove il prodotto 11 si estende a tutti i possibili termini, ana-
loghi a quello scritto (*).

Infatti il prodotto considerato ¢ proiettivo (n. 1) e quindi
se scegliamo come centro di proiezione il punto P, e po-
_ niamo PA; = «;, avremo:

T (AAA ) =TT (aa,a,).

Nel 2° membro ad ogni fattore (sen aa,) di uno dei ter-
mini della frazione, che si ottiene sviluppando i rapporti
semplici, corrisponde un fattore (sen a,a;) dell’altro termine

(!) In un poligono AjA, ... Asn+1 di un numero dispari di ver-
tici, si chiama lato opposto ad un vertice A, quello determinato
dai vertici, che s’ incontrano nell’ n®'"™° posto dopo A, percorrendo
il perimetro in un verso e nell’ altro. Cosi ad A, sta opposto An+t
An+2, ad A, sta opposto An+2 An+3, ecec.



che differisce dal precedente soltanto nel segno. Siccome i
fattori dei due termini sono in numero dispari, si conclude
che: '

II(eaa,)= —1.

OsSERVAZIONE. Il teorema 14 si estende anche ad un po-
ligono d’un numero pari di lati, purché si tiri una retta per
un suo vertice A, e si riguardi questa retta come lato di
un poligono di un numero dispari di vertici, ottenuto dal
precedente aggiungendovi un vertice coincidente con A.

Nel caso n ==1, ossia nel caso di un triangolo A A,A,,
la prop. 14 s’inverte col solito procedimento (ved. il teo-
rema di Menelao), e si ottiene il teorema:

15. La condizione necessaria e sufficiente affinche i
punti A"A'A', appartenenti rispeitivamente ai lati A,A,,
A A, AJA, di un triangolo A\A,A,, sieno proiettatt dai ver-
tici opposti secondo tre rette concorrenti in un punto, é
che:

(A1A2A'3) (AeAsAll) (A_sAlAle) =—1,

La prop. 14 trovasi in PoNCELET; e la 15 ¢& il teorema di CEva
(De lineis rectis...., 1678).

OSSERVAZIONE. Dal teorema di Ceva segue subito che le
mediane di un triangolo concorrono in un punto; che le
bisettrici degli angoli interni di un triangolo concorrono in
un punto (si profitta del fatto che una bisettrice sega il
lato opposto in parti proporzionali agli altri due); che le
altezze concorrono pure in un punto (si profitta del fatto
che in un triangolo rettangolo un cateto & uguale all’ipo-
tenusa nel coseno dell’ angolo adiacente); ecc.

Ritornando ora alla prop. 7 di questo §, supponiamo che
le rette 8,0, ... b,dei fasci a,q,, .0, ..., @,a,, passino per un
medesimo punto P, il che, essendo le rette b diverse dalla «,
implica che I’ n-latero a,a, ... a, sia piano. Allora segando

SEVERIL 5
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le rette @,0 con un piano per P, e chiamando A, la traccia
di @; su questo piano, per la prop. 7, avremo:

(@1a:0,) (@,230,) ... ) (@,0,0,) = (A,A,P) (A;A;P) ... (A,AP),

e poiche il 2° membro ha manifestamente per valore I’ unita,
otterremo: '

(2,18:01) (2,230,) ... (a,0,0,) = 1.
Si conclude pertanto che:
16. Se aya, ... a, ¢ un n-latero piano semplice e bb, ... b,

son n-rette concorrenti in un punto e uscenti dai vertici
2,8y, 858y, ..., 2,2, dell’ n-latero, st ha:

(@s0y) (@2505) ... (a,0,0,) = 1.

Questa proposizione s’ inverte per n =3 ¢ da luogo al
teorema seguente da considerarsi-come duale del teorema
di Menelao: :

17. La condizione necessaria e sufficiente affinché tre
rette bbb, uscenti dai vertici di un trilatero aa,a, con-
corrano in un punto, é che:

(@,0:0,) (,230,) (ay000,) = 1.

In modo analogo si ottengono le duali di proposizioni
gia dimostrate, come delle 12., 13., 14., ma noi ¢i limiteremo
ad enunciare soltanto quella duale del teorema di Ceva:

18. La condisione necessaria e sufficiente affinche tre
rette a'\a',a’; uscenti dai vertici a,a,, a;,a,, a,a, di un trila-
tero a,a,a,, incontrino i lati opposti in tre punti allineatl,
é che: '

(a@,0y) (a,0,0)) (@2,0;) = — L.

La necessitd si dimostra segando le a,a’ con la retta che
contiene i punti A A,A,, ove le o/\a',a', incontrano i lati op-
posti, ed osservando che, per la proprietd proiettiva del
1° membro della relazione precedente:

(@10,0;) (@2, \) (@;0,0') == (A[A,A) (A AGA)) (AALA,).



La sufficienza disecende al solito modo dal fatto che v’é
un sol raggio di un fascio che formi con due altri raggi di
questo, un dato rapporto semplice.

19. Se le rette a'\a',a'; uscenti dai vertici A AA; di un
triangolo, incontrano i lati opposti a,a,a, nei punti A'A/A";,
8¢ ha la relazione (di CHASLES): .

(1) (AIAEA’B}) (AQASA,)) (A3A1A'2) (alaQa,S) (a2a3a,l) (aS(lla,?) = 1'

Consideriamo infatti altre tre rette a”,a”,a”, uscenti dai
vertici A,A,A, e seganti i lati opposti nei punti A”,A”,A",,
e formiamo 1’ espressione :

(2) (AJAA";) (AL AAY) (AA A7) (ayaya”y) (a,0,a")) (@s,a”).

11 quoziente del 1° membro della (1) e dell’ espressione
formata, ¢é:

®3) (A ALAAT) (AAANA") (AZAALA")

(aya.0750""5) (@’ \a”y) (a,a’a’,).
Per la proprietd proiettiva del birapporto avremo:
(ALALANGAY) = (aua,a'3a”s),

giacche le rette a,u,a',0, proiettano ordinatamente i punti
AJAA A dal vertice A, Analogamente sara:

(A A4 A7) = (aga,0/,a”)), (A;AALAY,) = (aaa'07).

Dunque la (3) avra per valore I'unith. — Ora se suppo-
niamo che i punti A",A”,A”, sieno allineati, pel teorema di
Menclao e pel duale del teorema di Ceva, il valore della (2)
sarda —1; e quindi la (1) sarad soddisfatta.

2. Consideriamo due n-goni semplici A, ... A,, A',... A",
di uno stesso piano e diciamo omologht { vertici A, A’y ed
{lati a; = A; A+, @', = A’ A'i+,. Se B, é il punto comune ai
lati omologhi a, a/, e b; la retta che congiunge i vertict
omologhi AA’y, ha luogo la relazione:

(AJAB) (A;A,B,) ... (A,AB,) = (2',@',b,) (@4@'shy) ... (@@ by).
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Per dimostrarla si abbassino da A,,A, le perpendicolari
poup. allaretta a’ = A’|A’,, e sieno X,X, i loro piedi. Se si con-
viene di scegliere i sensi
positivi concordanti sulle
rette parallele A X,, A, X,,
avremo in valore e segno:

AlBl — AIXI
A;B, ApX,y

Scegliendo i versi po-

sitivi sui fasci X, X,, in

. . . T L.
guisa che risulti a'\p, = «'\p, = + 5 verrd, in valore e

segno:
A X, = A A/ sen a/b,, AX, = AA) sen a'\b,,
e quindi:
AN, senab
(1) (MA\A,B) = 55 . = B

AAY, C send by’
e ¢io in valore e segno, indipendentemente dai versi positivi
scelti sulle rette a,,a’,, 6,,0, e sui fasci A’},A’,.
In modo analogo si hanno le relazioni:

. _ A, senayb,
(2) (A2A3BE) - ASA,s . sen a’2b3

--------------------

(n> (AnAIBn) = . ’ ¢ -

Moltiplicando membro a membro le (1) (2)... (n), otter-
remo la uguaglianza da dimostrarsi. ’
OSSERVAZIONE. Accanto alla relazione dimostrata si pud
scrivere quest’ altra, mutando 1’ ufficio dei due n-goni:
(A" A’,B)) (A',A'3B,) ... (A, A/1B,) = (@,2,0,) (a3a,0;) ... (@,2,0,).
Moltiplicando membro a membro le due relazioni, avremo:
(AlAzBl) (AllAlzBl) (AzAsBe) (A’zAs,Bz) (AnAan) (.A/nAlan) =
= (a,2,0,) (@',@',0,) (@30:0;) (@'30',05) ... (@12,0)) (@, ,0)),
"la quale é simmetrica rispetto ai due poligoni.
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La prop. 20, per n = 3, ci da:
(AIAQBI) <A2A3B2) (A3A]B3) = (aIQalle) (alsa,QbS) (a/la,sbl)'

Ora se i tre punti B,B,B, sono allineati, il primo membro
¢ uguale ad 1, pel teorema di Menelao; e quindi, pel
duale di questo teorema, le tre rette 6,6,0, concorrono in
un punto; viceversa se 6,b,0, concorrono in un punto, risul-
tera uguale ad 1 il 2° membro, e quindi i punti B,B,B,
saranno allineati. Si ritrova cosi il feorema dei triangoli
omologici, di cui ci siamo occupati al n° 1 del § 2.



CAPITOLO SECONDO

Proiettivita tra forme di 1* specie.

§ 4. Applicazioni del teorema

e delle costruzioni fondamentali della proiettivita.

SoMmMARIO : Generalita — Applicazioni della condizione affinché
due punteggiate complanari sieno prospettive — Un esempio
di corrispondenze trilineari — Alcuni teoremi di Steiner sui
poligoni — Un teorema di Staudt su due quaderne proiettive
legate ad un tetraedro — Polare di un punto rispetto ad un
quadrilatero — Risoluzione di alcuni problemi del tipo se-
guente: Date due convenienti forme di 1* specie proiettive,
segare o proiettare una di esse o entrambe, in guisa da otte-
nere una proiettivita particolarizzata metricamente.

» 1. Richiamiamo anzitutto brevemente i concetti ¢ le pro-
prietd pitl importanti, che si riferiscono alle corrispondenze
proiettive tra forme di 1* specie.

Allorquando tra gli elementi di due forme di 1* specie,
distinte o sovrapposte, intercede una corrispondenza biuni-
voca tale che ad ogni gruppo armonico dell’una forma,
corrisponda nell’ altra un gruppo armonico, si dice che le
due forme son proiettive, e la corrispondenza tra i loro
elementi dicesi una proiettivita.

Una proiettivita ¢ wuna corrispondenza 0/°dz'nata,'cioé
essa fa corrispondere ad elementi susseguentisi dell’ una
forma, elementi susseguentisi dell’ altra (E. § 20).
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Iisiste una ed una sola proiettivitd tra due forme fonda-
mentali di 1* specie, nella quale a tre clementi assegnati
dell’ una corrispondano tre elementi assegnati dell’ altra
(teorema forndamentale, E. Cap. V). _
~ Un esempio di proiettivitd tra due forme di 1* specie, si
ha considerando la corrispondenza che intercede tra i loro
elementi, quando si passa dall’una all’ altra con un numero
finito di proiezioni e sezioni; e cid in virtu del carattere pro-
iettivo dei gruppi armonici. Anzi dal teorema fondamentale
segue che questo esempio abbraccia la classe di tutte le
proiettivita, ossia che ogni tal corrispondenza si costruisce
eon un numero finito di proiezioni e sezioni.

Nel caso di due punteggiate o di due fasci di raggi di-
stinti e complanari, la costruzione della proiettivitd assume
una forma molto semplice, in virtu di aleune proprieta, che
giova richiamare.

Se u,u’ son due punteggiate proiettive distinte e com-
planari, ed XX’ YY’ due coppie qualsiansi di elementi corri-
spondenti, i punti del tipo XY’'.X'Y, appartengono tutti ad
una retta, che dicesi asse di collineazione. Questa retta in-
contra le u,#’ nei punti omologhi del punto O = uw’, pensato
come appartenente all’una o all’ altra punteggiata; e nel
caso di due punteggiate prospettive rispetto al centro S,
I’asse #, ¢ la polare di S rispetto alle u,u’ (E. § 28).

Dualmente si definisce il centro di collineazione di due
fasci di raggi proiettivi distinti e complanari.

Dalla proprieta dell’ asse di collineazione si trae una
nuova dimostrazione del feorema di Parro, che gid abbiamo
stabilito al n° 7 del § 2.

I§ infatti se 1 vertici di posto dispari dell’esagono sem-
plice ABCDEF stanno sopra una retta u, e quelli di postd
pari sopra un’altra retta u’, le tre coppie di lati opposti
AB, DE; BC, EF; CD, FA, si tagliano in tre punti del-
I’ asse della proiettivith che fa passare dalla terna ACE
alla DFB.
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Le proprietd metriche delle proiettivith tra forme di
12 specie, fanno tutte capo alla proprietd invariantiva del
birapporto, rispetto alle ftrasformazioni proiettive; la quale
si dimostra subito ricordando che il birapporto non saltera
con una proiezione o sezione, e-che ogni proiettivitd si co-
struisce con un numero finito di proiezioni e sezioni.

Diconsi punti limiti o di fuga nella proiettivith tra due
punteggiate u,u’, gli omologhi dei punti all’ infinito delle
u,u’. Indicando con J il punto limite esistente sulla « (omo-
logo del punto V., di «’) e con ¥ il punto limite esistente
sulla & ( omologo del punto I, di ), e infine con A,A’ una
coppia qualsiasi di punti corrispondenti, ha luogo la rela-
zgione di Steiner:

JA.T'A’ == costante,

che si deduce dalla proprieta proiettiva del birapporto
(£. § 34), oppure muovendo le due punteggiate sino a farle
divenire parallele ed osservando che l'’asse di collinea-
zione delle u,u’ in questa nuova posizione, & la retta JI'.

Il concetto generale di corrispondenza e in particolare il con-
cetto di proiettivita tra forme fondamentali, ¢ dovuto a MOBIUS
(Der barycentrische Calcul... 1827), il quale considera la proiet-
tivith tra due punteggiate, come una corrispondenza biunivoca
subordinata da una collineazione fra due piani passanti per quelle
reite; e ne fa la costruzione trasportando le due punteggiate in
posizione prospettiva.

STEINER, & cui si deve la denominazione ormai piu usata di
forme proiettive, considera come tali due forme di 1* specie che
si ottengano I’una dall’ altra con un numero finito di proiezioni e
di sezioni (Systematische Entwickelung..., 1832); e fonda la teoria
sulla proprietd proiettiva del birapporto.

CHasLES definisce due forme proiettive mediante 1’ uguaglianza
dei rapporti anarmonici (birapporti) di due quaderne di elementi
corrispondenti, e le chiama omografiche (Apercu historique...,
1837).

E infine Staupt, allo scopo di liberare la Geometria proiettiva
dalle considerazioni metriche, definisce la proiettivith tra due forme
di 1* specie, come una corrispondenza che conserva i gruppi ar-
monici, e dimostra che una tal corrispondenza si costruisce sempre
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con un numero finito di proiezioni e sezioni. ( Geometrie der Lage,
1847 ). Questa caratterizzazione delle proiettivith segue, come ab-
biamo sopra richiamato, dal teorema che Staudt ebbe il grande
merito di porre a base della Geometria proiettiva. Occorre pero
avvertire che la dimostrazione originaria di Staudt non era del
tutto esatta, come giustamente osservd il KLEIN. Essa fu completata
in modo rigoroso dal DarBoux.

2. Se di tre rette complanari, concorrenti in un punto,
due son riferite prospettivamente alla terza, esse risultano
riferite prospettivamente tra loro, ed [ tre ceniri di pro-
spettiva sono allineatd.

Sieno wu' u” le tre rette date concorrenti nel punto O,
e sieno 8,8 i centri delle prospettivitd tra w@'u” ed u”u.
Tra le due punteggiate wu,u’ nasce una proiettivith chia-
mando omologhi due punti di %, ' quando corrispondono
ad uno stesso punto di «” nelle prospettivita suddette; ed
anzi la corrispondenza tra u, ¢’ ¢ una- prospettivitd, perché
il punto O, essendo unito nelle prospettivita date, risulta
unito nella corrispondenza prodotto.

Cido posto, se la retta SS' non passa per O, essa sega
ur'v” nei punti distinti AA’A”, e poiché A, A’ corrispondono
ad A” nelle prospettivith date, risulteranno pure omologhi
nella corrispondenza tra u,u’; e quindi il centro di prospet-
tiva $” relativo a quest’ ultima, giacera sulla retta AA’ = SS'.

Se la retta S8’ passa per O, il punto S” non pud essere
esterno alla SS’, perché altrimenti la SS” non passerebbe
per O e quindi, pel ragionamento precedente, essa conter-
rebbe anche il punto §'; ossia la S8’ non passerebbe per O:
contro il supposto.

OSSERVAZIONE, Si associno tre punti di una retta », di-
versa dalle uw'u”, i quali si trovino nella condizione di
S, 8, 87, cioé sieno centri di tre prospettivita fra v'v’”, uu”, uw',
tali che una qualunque sia il prodotto delle altre due. Vi sono
sulla r infinite terne di punti soddisfacenti a queste condi-
zioni, e le tre punteggiate sovrapposte lss’s”, descritte dai
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punti S8 S” di una terna variabile, si dicono riferite con una
corrispondenzsa trilineare. Questa corrispondenza gode della
proprieta che, dati due dei tre punti SS'S”, resta determinato
in modo unico il rimanente e si costruisce con un numero
finito di proiezioni e sezioni.

Infatti i1 punto S” si ottiene intersecando le w'u” nei
punti A’A” con unaretta arbitraria per S, eppoi intersecando
la » nel punto A con la retta S'A” e infine segando in S
la » con la retta AA’. Tenendo fisso S e facendo variare ¥,
la punteggiata descritta da S sari proiettiva a quella de-
scritta da &, perché da questo punto si passa ad § ¢on un
numero finito di proiezioni e sezioni.

Cosi abbiamo un esempio di Lmabor’m’spondm.ga Jro

tre punteggiate, tale che a due punti di due di quelle pun-
teggiate, corrisponde un sol punto della rimanente; e ad
un punto di una, vengono associate nelle alire due, le
infinite coppie di punti omologhi in una determinata pro-
iettivita. '
/;,;3 Se un n-gono piano semplice si deforma in guisa
che i suoi vertici scorrano sopra n rette concorrenti in
un punto, mentre n-1 de’ suol lati passano per altrettanti
punti fissi, anche il lato rimanente e le diagonali passe-
ranno per dei punti fissi. - '

Sia AA, ... A, I'n-gono dato, w,u, ... u, le rette, concor-
renti in O, sulle quali scorrono i vertici A;A,... A, ed
S8, ... Sat 1 punti attorno ai quali ruotano i lati A A,
A, .., Aut A, .

La punteggiata descritta da A, ¢ prospettiva a quella
descritta da A,, rispetto al centro S;; quella descritta da A,
a quella descritta da A, rispetto al centro S,; ... quella de-
seritta da A a quella descritta da A, rispetto al centro S
Sicché fra la punteggiata descritta da A, e quella descritta
da A, si avra una proiettivith prodotto delle prospettivita
suddette; ed anzi, siccome in ciascuna di queste il punto O
€ unito, risultera pure unito nella corrispondenza prodotto,
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la quale dunque sary una prospettivita ( £. § 27). Ne deriva
che il lato A,A, passera per un punto fisso S,.

Si osservi inoltre che, per una ragione analoga a quella
per cui le punteggiate descritte da A, A, risultano prospet-
tive, lo saranno anche le punteggiate descritte da A, A, da
ALA, ...da Ay A, ... e quindi le diagonali AjA; AA, ...
A,A,, ... passeranno per dei punti fissi.

Per n = 3, ricordando la prop. precedente, si ha in sostanza il
teorema di DESARGUES sui triangoli omologici. Questa perd non
pud dirsi una nuova dimostrazione del teorema quando si segua
I’ ordinamento logico di Staupt, ma lo diviene quando si proceda
come STEINER (Syst. Entw..., 1832).

:4 4. Dati due triangoli ABC, A’'B'C’, dei quali il primo sia
‘eircoscritto al secondo, esistono infiniti triangoli inscritti
nel secondo e circoscritti al primo,

Preso un punto arbitrario A” su B'C/, lo si proietti da B,C
risp. in C”,B” sui lati A’B’, A’C’. Poiché le punteggiate de-
scritte da B”,C” son prospet-
tive a quella descritta dal
punto variabile A”, essc ri-

sulteranno proiettive; ma di

pilt saranno prospettive, per-
ché nelle prospettivitd tra

AC” ed A7, B” al punto

BC.B’C’ corrisponde il punto

A’, il quale dunque risulta

unito nella proiettivith tra

B” e C". )

Nella corrispondenza tra B”, ¢” al punto C’ corrisponde

il purito AB.A’B’, e al punto B il punto AC . A’C’; sicché le

rette‘AB, AC, che congiungono due coppie di punti omologhi,

s’ incontrano nel centro di prospettiva, che risulters quindi
il punto A. Dunque la retta C’B” passa per A, ed il trian-
golo A”B”C” ¢ inscritto in A'B’C’ e circoscritto ad ABC. Va-

riando A” si ottengono infiniti triangoli analoghi ad A”B"C".
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Questo teorema & dovuto a STEINER (Syst. Entw...).

¥ 5. Gli ortocentri dei quattro trilateri che si ottengono
combinando a tre a tre i lati di un quadrilatero completo
abed, sono allineatr.

Diciamo A, B,C i punti d’ intersezione della d conle abe,
ed A’'B'C" i punti all’infinito delle rette perpendicolari ri-
spettivamente ad «,b,c. I tre punti:

AC' . A'C,BC’'.BC, AB’' . A'B

apparterranno all’ asse di collineazione u della proiettivita
( ABC

A'BC
trilatero acd, e analogamente BC’ . B'C ¢ AB. A’B sono gli
ortocentri dei trilateri becd, a bd; dunque questi tre orto-
centri appartengono alla u.

Se nel ragionamento esposto mutiamo le veci delle rette
¢, d, giungeremo alla conclusione che 1’ ortocentro di abe,
appartiene alla retta che congiunge quelli di bed, acd, ossia
alla u; c.d.d.

OSSERVAZIONE. K evidente che la prop. 5 si pud pre-
sentare anche come un’ applicazione del teorema di PAppo.

). Ma il punto AC' . A’C ¢ il punto delle altezze del

La prop. 5 & dovuta a STEINER (1828).

6. Dati in un piano un triangolo ABC e un punto D
esterno ai lati del triangolo, se una trascersale arbitraria
d coridotta per D, sega i lati BC, CA, AB, nei punti A'B'C, il
gruppo delle rette DA, DB, DC, d ¢ proiettivo al gruppo dei
punti A’'B'C'D.

Infatti ponendo &’ = DA, & = DB, ¢ = DC, M =« . BC,
avremo:.

a'bt'ec’d m MBCA’,

ove il simbolo = posto tra i due gruppi, serve ad indicare



— T —
ch’essi son proiettivi. Proiettando il gruppo MBCA’ da A
sulla d, verra:
MBCA’ = DC'B’A’

Se nel gruppo a de-
stra si scambiano i punti
1° e 4°, e il 2° col 3°, ot-
terremo (E. § 33):

DC'B’A’ = A’'B'C'D,

A B /M \c e quindi:

a't'c’d = A’'B'C'D.

7. Il gruppo dei punti segati sopra una trasversale dalle
Jacce d’un tetraedro, ¢ proiettivo al gruppo dei piani,
che da quella trasversale proiettano i vertici rispettiva-
mente oppost.

Sia ABCD il tetraedro ed u la trasversale considerata, la
quale seghi le facce BCD, CDA, DAB, ABC, risp. nei punti
A'B’C'DY, e proietti i vertici ABCD, secondo i piani a3yd.

Proiettando il gruppo A’B'C’'D’ da D sulla faccia opposta
ABC, e indicando con A”B”C” le proiezioni di A'B'C' (le
quali verranno a cadere sugli spigoli BC, CA, AB) pel teo-
rema precedente, avremo:

a/blc/ul o AIIBIICIIDI,

ove a'd’'¢’ sono le rette D’'A, D’'B, D'C ed u’ é la proiezione
di u. Segando il gruppo dei piani afy¢&, con ABC, avremo:

afyd m a’bcu.
Ma giaccheé
AIB/CIDI TE AIIB/ICHDI’
essendo 1’un gruppo proiezione dell’ altro da D, risultera,
come si voleva provare:

afyd m A'BCD.



— 78 —

Questo teorema ¢ dovuto a STaUDT (Beitrdge zur Geo. der Lage,
1° fascicolo, 1856).

8. Quando in un triangolo ABC = abc, un lafo ¢ ruota
attorno ad un punto S, la polare di un punto P rispetto
al triangolo (§ 2, n° 6) varia in un fascio, che ha per
centro un punto della retta PS.

Cominciamo dall’ osservare che se il gruppo C (ASPB)
¢ armonico, il punto « . SP & coniugato armonico di P ri-

spetto alla coppia dei punti S e & . SP, onde esso appartiene
alla polare di P rispetto alla coppia be¢; e siccome il punto
stesso @ .SP giace sul lato opposto al vertice A = be¢, la
polare di P rispetto al triangolo passera per quel punto,
qualunque sia la posizione di ¢ nel fascio S. Analogamente
se & armonico il gruppo C (APSB), la polare di P rispetto
ja_l triangold passera pel punto 6 .SP, qualunque sia la po-
sizione di e.

Cosl la proposizione enunciata resta verificata, quando
¢ soddisfatta una delle condizioni particolari suddette.

Supponiamo ora che non sia armonico né 1’ uno né
I’ altro dei due gruppi nominati, e diciamo A,B, le interse-
zioni della polare p di P rispetto al triangolo ABC, coi lati
fissi a,0. '

Variando ¢ nel fascio S, varia la retta p e variano i due
punti A,B,: si tratta di provare che le punteggiate descritte



da A,, B, son prospettive e che il centro di prospettiva ¢ un
punto della retta PS.

Infatti dato A, sitiri la A,S, che seghi d in N e si costruisca
il coniugato armonico M del punto A, rispetto ad SN. Poiché
il gruppo C (ASPB) non é armonico, il punto M ¢ diverso da
P, e la retta PM sega & in un punto, che ¢ la posizione as-
sunta da A, corrispondentemente alla posizione data di A,.

La posizione corrispondente di B si otterrd proiettando
A da S sulla a, e dopo cid, essendo noti i tre vertici del
triangolo ABC, sard pienamente determinato il punto B,.
E si osservi che la retta SB, dovra segare la retta PB in un
punto Q, diverso da P (ché altrimenti sarebbe armonico il
gruppo C (APSB)) ed il lato « in un punto R, tale che il
gruppo B,QRS ricsce armonico. Sicché al variare di A, il
punto M descrivera la retta m, coniugata armonica di ¢ ri-
spetto alle CS, CA; ed il punto Q la retta ¢, coniugata ar-
monica di & rispetto alle CS, CB; onde il fascio descritto
dalla SA, sard prospettivo a quello descritto da PA, rispetto
all’asse m, ed il fascio descritto da SB, a guello descritto da
PB, rispetto all’ asse q.

Ma i due fasci PA, PB son proiettivi, perché proiettano da
P le due punteggiate, prospettive rispetto al centro S, descritte
da A,B; dunque i due fasci descritti da SA,, SB,, e quindi le
due punteggiate A,B,, risulteranno proiettive tra loro.

Ora ¢ facile vedere che quando A, assume la posizione C,
anche B, cade in C, e che quando A, cade nel punto « . SP, B,
cade nel punto 6. SP. Da cid si trae che le due punteggiate
A,, B, son prospettive, e che la retta SP, che congiunge due
punti omologhi in questa prospettivita, contiene il centro di
prospettiva.

9. Le polari di un punto P rispetto ai triangoli che st
possono formare prendendo a tre a tre [ lati d'un qua-
drilatero, costituiscono un altro quadrilatero omologico col
precedente.

Sia.abcd il quadrilatero dato e sieno a’o'c¢’d’ le polari
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di P rispetto ai triangoli bed, cda, dab, abc. Se la retta ¢
ruota attorno al punto c¢d fino a coincidere con d, pel teo-
rema del n.° precedente, la retta d’ si muoverd attorno ad
un punto della retta P.cd fino a coincidere con la retta c'.
Dunque il punto cd e il punto ¢’d’ sono allineati con P. Ana-
logamente si vede che le congiungenti delle altre 5 coppie
di vertici omologhi dei due quadrilateri abed, a'd’'c¢’d’, pas-
sano per P; e quindi si deduce che le 4 coppie di lati omo-
loghi &’ incontrano in 4 punti di una retta p (£. § 11).

OSSERVAZIONE 1.* La retta p si chiama la refta polare
del punto P rispetto al quadrilatero abed.

OSSERVAZIONE 2.* Il teorema dimostrato si pud anche sta-
bilire mediante considerazioni spaziali, ricorrendo al n.” 28
del § 2. Lasciamo al lettore la cura di sviluppare questa di-
mostrazione, e di provare inoltre che il luogo dei ceniri
delle medie armoniche di un punto P, rispetto alle inter-
sezioni delle rette date abed con trasversali uscenti da P,
é la polare del punto rispetto al quadrilatero abcd (cfr. col
n.° 26 del § 2). ‘

Ne risulta una semplice costruzione lineare del centro
armonico di un punto P rispetto a 4 punti, dati sopra una
retta per P.

Si osservi infine che le considerazioni esposte sono su-
scettibili di essere estese ad un n- latero piano.

/\/*10. Se di due punteggiate prospettive complanari, se ne
Ja ruotare una attorno al punto comune, esse restano pro-
spettive ed il centro di prospettiva descrive un cerchio
(se la rotazione avviene in un piano, una sfera se la retta
mobile descrive una stella), il cui centro é il punfo limite
della punteggiata fissa, e il cui raggio é la distanza fra il
punto limite della punteggiata mobile ed il punto comune
alle due punteggiate.

Sieno u,u’ le due punteggiate prospettive rispetto al
centro S. I punti limiti JI' sono segati su esse dalla paral-
lele condotte da S alle rette medesime, e quindi la distanza,



— 81 —

tra il punto J ed il centro S, uguaglia la distanza OI', ove
0 = uu'.

Ora se « si muove attorno ad O, le due punteggiate re-
stano proiettive, ed anzi prospettive, perche il loro punto
comune si conserva unito; e sic-
come due punti corrispondenti
si mutano in punti corrispon-
denti, il punto limite di # restera
fisso, e il punto limite di &/, avra
da O la distanza costante OI'.

Da ci0d deriva che il centro di ¢
prospettiva delle due punteggiate
nella nuova posizione, avra da J
una distanza uguale ad OT, e
quindi si troverd sopra un cerchio (o sopra una sfera) di
centro J e raggio OI.

OSSERVAZIONE. Se il centro S é all’ infinito, le due punteg-
giate risultano simili (£. § 29) e tali rimarranno facendo
ruotare ' attorno ad O. Onde, in tal caso, il punto S de-
scrive una retta impropria (o il piano improprio dello
spazio).

Se ¢ all’infinito il punto O (nel qual caso le due punteg-
giatc sono ancora simili), invece di parlare di una rotazione
di «’ attorno ad O, si dovra parlare di una traslazione di «’
secondo una certa direzione. Allora il centro S si spostera
parallelamente a quella direzione.

- 2 -11. Proiettare due punteggiate omografiche, in guisa che
le proiezioni risultino simili. '

Siano AA’ due punti omologhi qualsiansi, nella proietti-
vith data tra le due punteggiate complanari u, u'.

Si assumano nel piano uu’, fuori delle u, #’, due punti
S, 8, e da S si proietti la u, sopra una retta u, parallela
ad SA, e da § la o/, sopra una retta u/, parallela ad S’A’.
Allora il punto A si muta nel punto all’infinito A, di u,,
ed A’ nel punto improprio A', di u',; sicché A,, A, risul-

SEVERL ¢}
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tano omologhi nella proiettivith tra u,, «’;, trasformata di
quella data tra u, ¢’'; e quindi le due punteggiate u,u,” risul-
tano simili (E£. § 29).
12. Dati un fascio di raggi U ed una puntqumta u,
protettiva ad U, segare il fascio con una retta W, in modo
da avere su questa una punteggiata congruente ad u.
Si costruisca il raggio ¢ di U omologo del punto impro-
prio I, di u: tutte le rette parallele ad ¢ segano U secondo
punteggiate simili ad u, perche
al punto I, di © viene a cor-
rispondere, su ciascuna di que-

- ste, il punto d’ intersezione con
7, ossia il punto improprio.

Si consideri su u# un seg-
mento qualsiasi AB, e ’angolo
ab corrispondente nel fascio U.
Riportando su 7 a partire da

o , U, in un senso o nell’ altro, un

A D le segmento UV uguale ad AB, e

dall estremo V tirando la parallela al raggio « (o al rag-

gio &) otteniamo su & (o su a) un punto B’ (0 A/), dal quale

esce una retta «’ (o u,’) parallela ad ¢, che sega U secondo

una punteggiata simile ad «, col rapporto di similitudine

uguale ad 1, ossia secondo una punteggiata congruente ad
u (E. § 29).

Esistono dunque due rette ' u,’, simmetriche rispetto ad
U, che risolvono il problema.

OSSERVAZIONE. Dalla risoluzione precedente si trae un me-
todo pratico per costruire con rapiditd quante si vogliano
coppie di elementi corrispondenti in una omogrofia tra
due forme di 1* specie.

Riferiamoci, ad es., a due fasci di raggi U, U, e suppo-
niamo che la proiettivitd sia individuata da tre coppie a«/,
bb', ec’ di elementi corrispondenti. Vogliamo costruire il
raggio d’ di U’ omologo di un raggio < di U.
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A tal uopo si prenda una striscia rettangolare di carta,
si adatti sul piano di U, e si segnino su essa i punti ABCD,
in cui uno de’suoi bordi vien segato dai raggi «bed. Si tra-
sporti quindi la striscia
sul piano di U e si
adattino i punti A, B
sulle a’d’, facendo poi
scorrere la striscia (in
guisa che i punti sud-
detti si muovano sulle
a' ¥') finche il punto C
venga a cadere su ¢':
il che certamente acca-
dra due volte. Si segni
sul piano di U’ la po-
sizione assunta da D, e si proietti il punto segnato, da U’
Cosi avremo il raggio d’ omologo di d.

Se fossero dati altri raggi e, f,... del fascio U, il tra-
sporto eseguito servirebbe anche a costruire i raggi omo-
loghi ¢, f’,.. di U,

Avendo da eseguire la costruzione della proiettivith tra
due altre forme di 1.* specie, basterebbe passare prima a
due fasci di raggi, con proiezioni e sezioni.

& 13. Dati due fasct proiettivi (di raggi o di piani) esiste
sempre una coppia di elementi perpendicolari dell’ un
Jascio, a cui corrisponde sull’ altro una coppia di elementi
pure perpendicolari, e ne esiste una sola, se i due jfasct
non sono congruenti (').

Escluso il caso dei fasci congruenti, nel qual caso ad
ogni angolo retto dell’ un fascio corrisponde un angolo retto
dell’ altro, consideriamo due fasci di raggi U, U’ proiettivi, e

(") Un fascio di raggi ed un fascio di piani possono dirsi cor-
gruenti, quando il fascio di raggi & congruente ad una sezione nor-
male del fascio di piani.
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trasportiamoli in posizione prospettiva facendo coincidere
due raggi omologhi e i piani dei due fasci, L’asse di pro-
spettivith » risulterd una retta propria, per l'ipotesi che i
due fasci non siano congruenti.

Si descriva il cerchio passante per U, U’ ed avente il
centro O sulla %, e si chiamino A, B le sue intersezioni con

la retta u. E chiaro allora che all’angolo retto formato dai
raggi ¢ = UA, b = UB, del fascio U, corrisponde in U’ un
angolo retto, che ¢ quello formato dai raggi o = UA,
& = U'B; e che i due angoli retti ad, a’d’, sono i soli che
si corrispondano nella proiettivita tra U, U'.

Potrebbe darsi che U, U’ giacessero sopra una retta per-
pendicolare ad u, senza peraltro esser situati simmetrica-
mente rispetto ad u. Allora all’angolo retto formato dal
raggio comune (unito) ¢ = UU’, e dalla perpendicolare d
condotta a ¢ per U, corrisponde in U’ 1'angolo retto cd’,
ove d’' & la perpendicolare a ¢ per U’; e non esistono altri
angoli retti che si corrispondano.

Se infine U, U’ giacciono simmetricamente rispetto ad u,
i due fasci risultano congruenti (inversamente) e sono infi-
nite le coppie di angoli retti corrispondentisi.

Il risultato si trasporta subito a due fasci di piani, consi-
derandone le sezioni con due piani perpendicolari ai rispet-
tivi sostegni; o ad un fascio di raggi e ad uno di piani;
facendo una sezione normale di quest’ ultimo.

OSSERVAZIONE. Dicansi ¢ j gli elementi perpendicolari
(raggi o piani) del fascio U, a cui corrispondono in U’ gl
elementi pure perpendicolari 7’ ;.
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sSegando il fascio U con una retta u perpendicolare ad j,
ed il fascio U’ con una retta u’ perpendicolare ad ¢, i punti
J = ju, I’ = '« risulteranno i punti limiti della proiettivita
che viene determinata tra u, #/, e quindi avremo (pag. 72):

JA .T'A’ = costante,

ove A, A’ sono le intersezioni delle u, v’ con due elementi
corrispondenti qualsiansi, «a, a'.

Poiche i segmenti delle rette w, ' contati dalle origini
J, I, son proporzionali (in valore e segno) alle tangenti tri-
gonometriche degli angoli che proiettano quei segmenti dai
sostegni dei fasei U, U, la relazione precedente dara luogo
a quest’ altra:

lgja . tgi'a’ = costante.

Analogamente si prova che:

i

tgia tgja = costarite,

e si vede che il valore di quest’ultima costante ¢ reciproco
del valore della precedente.

La considerazione degli angoli retti che si corrispondono in
due fasci proiettivi; la loro determinazione mediante il trasporto
dei due fasci in posizione prospettiva, e la relazione metrica ad
essi relativa, son dovute a STEINER (Syst. Entw.).

4+ 14. Dati una punteggiata u ed un jfascio U proiettivi,
trovare un punto dal quale la 1 si proiefti mediante un
Jascio congi*uente ad U.

Si considerino due coppie ab, ¢d di raggi ortogonali del
fascio U e si determinino le coppie omologhe AB, CD, sulla
punteggiata u. Se da un punto U’ la # vien proiettata se-
condo un fascio congruente ad U, i raggi U'A, UB e UC,
U'D dovranno essere ortogonali, sicché il punto U’ dovra
essere comune alle due sfere di diametri AB, CD.

Viceversa da ogni punto U’ comune a queste due sfere,
la u vien proiettata secondo un fascio riferito proiettiva-
mente ad U, in modo che a due angoli retti di U’ corri-
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spondono due angoli retti di U; e quindi, pel teorema pre-
cedente, U’ risulterd congruente ad U (ved. anche E. § 29).

OSSERVAZIONE. Poiché due coppie di angoli retti ad, cd
di un fascio U si separano sempre, lo stesso accadra delle
AB, CD (. § 20), e quindi le due sfere che hanno per dia-
metri AB, CD, si taglieranno secondo un circolo. Dunque:

Dati una punteggiaia u ed un jfascio U proiettivi, in
un piano per u esistono sempre due punti dal quali la u
vien proiettata secondo fasci congruenti ad U.

15. Dato un fascio di raggi U ed un fascio di piani u,
protettivo ad U, segare u con un piano, in guise da avere
un fascio di raggi congruente ad U.

Cominceremo dal risolvere la seguente questione preli-
minare: « Dato un segmento XY ed una retta u« sghemba
« con XY, esistono’ éﬁs‘ulla u punti da cui il segmento XY si
« veda secondo angoli retti? » ,

Tali punti, se esistono, dovranno essere comuni ad z e
alla sfera di diametro XY; e viceversa ogni punto comune
ad © ¢ a questa sfera, soddisfa alla condizione richiesta.
Ora se la distanza m tra il punto O, medio tra X, Y, e la

. - . XY . .
retta u, ¢ maggiore di -3~ (raggio della sfera), la u sard
tutta esterna alla sfera, e quindi il problema non avra so-

s XY . .
luzioni. Se invece m << 5 si avranno sulla z due punti,

distinti o coincidenti, che risolvono il problema.

In particolare se la XY ha la direzione ortogonale ad u,
il piede U’ della perpendicolare abbassata da O ad u, sarh
contenuto nel piano perpendicolare ad u condotto per XY,
e la mediana m del triangolo XU’Y, riescird maggiore, eguale
0 minore di )%, secondo che il punto U’ ¢ esterno alla
circonferenza di diametro XY, o giace su essa, o ¢ interno;
ossia secondo che I'angolo XU'Y é acuto, o retto, o ottuso.

Cib premesso, sieno a, & due raggi ortogonali del fascio

dato U, a cui corrispondono due piani ortogonali «, 2 del
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fascio u (§ 4, n° 13); e sieno ¢, d altri due raggi ortogonalidi U
ey, & i due piani eorrispondenti in «. Se questi due piani sono
perpendicolari, ogni piano perpendicolare ad u taglierd «f, vo
secondo due angoli retti e quindi il fascio sezione risultera
congruente ad U; e in tal caso il problema sard risoluto.

Supponiamo ora che vy, & non sieno perpendicolari, e si
osservi anzitutto che le due coppie a8, 1% si separano, perché
corrispondono a due coppie di angoli retti b, cd, le quali
sl separano sempre.

Un piano perpendicolare alla u seghi «, 8, v, nelle &', ', ¢/, d’

e la v nel punto U, e supponiamo, ad esempio, che o' sia
interno all’angolo acufo c'd’ ',
e 0’ sia interno all’ angolo :
oltuso c'd’. Allora il seg-
mento finito XY, che le ¢/d’
determinano sopra una ret-
ta b, perpendicolare ad «’,
sard veduto da U’ secondo ‘
I’ angolo acuto ¢’d’, mentre L
il segmento finito TZ stac- h
cato dalle ¢’d’ sopra una retta a, perpendicolare a &', sard
vedutc da U’ secondo 1’ angolo ottuso ¢’d’.

Poiché le a,b, sono sempre in direzioni ortogonali ad u,
applicando il lemma sopra stabilito, arriveremo alla con-
clusione che per ogni retta «, si possono condurre due piani
seganti il diedro y® secondo un angolo retto, mentre per
una retta &, non se ne pud condurre nessuno.

Ma i due piani suddetti, passanti per «,, segano secondo
angoli retti anche il diedro «f, perché la retta «, ¢ perpen-
dicolare a £, dunque essi tagliano il fascio » secondo due
fasci di raggi congruenti ad U.

Si conclude pertanto che:

Dati un fascio di raggi U ed un fascio di piani u,
proiettivi, esistono infiniti piani che tagliano u secondo
Jasci di raggi congruenti ad U, e questi piani apparten-
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gono a due giaciture, che coincidono quando u ed U sono
congruenti.

Il ragionamento precedente ¢’ insegna a costruire queste
giaciture.

OsSSERVAZIONE 1% Dato un fascio di raggi U ed un fascio
di piani u, proiettivi, si pud sempre trasportare il fascio di
raggi in guisa da farlo divenir prospettivo al fascio di
piani; e cid in infiniti modi. Basta percid portare a coinci-
dere tre raggi di U coi tre raggi che ad essi corrispondono
in uno dei fasei, congruenti ad U, ottenuti segando u coi
piani che appartengono alle due giaciture suddette.

OSSERVAZIONE 2. 1 due fasci dati, di raggi e di piani, si
possono concepire come appartenenti ad una stella S, perché
se cosi non fosse, basterebbe trasportare rigidamente il
fascio U, finche il suo centro venisse a cadere in un punto S
di u. Allora il teorema dimostrato da luogo ad una propo-
sizione di Geometria della stella, alla quale si pud appli-
care la legge di dualita, perché nella stella questa legge
vale anche per le proprietd metriche (£. § 55). Si ha cosi
il teorema:

Dato un fascio di raggi U ed un fascio di piani u ad
esso proiettivo, esistono sempre due rette uscenti dal punto
U, e dalle quali il fascio di raggi vien proiettato secondo
fasci di piani congruenti ad u.

Ma su questa applicazione della legge di dualith nella
stella, ritorneremo in seguito.

OSSERVAZIONE 3°. Dal teorema dimostrato si trae anche
questo corollario: :

Dato un prisma triangolare di spigoli a b c, esistono
infiniti piani che segano il prisma secondo triangoli ABC
simili ad un triangolo dato A'B'C’, e questi piani appar-
tengono a due determinate giaciture.

Conduciamo da « il piano parallelo a &¢, e diciamolo «;
e poniamo inoltre § == ab, v = ac. In modo analogo chia-
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miamo o la parallela alla B'C' condotta da A’, e poniamo
b =A'B, ¢ =AC.

Ogni piano che seghi il fascio di piani a8y secondo fasci
di raggi congruenti ad a’b'c’, taglia gli spigoli «, b, c rispetti-
vamente in A, B,C, ed il triangolo cosi formato, ha gli an-
goli?&\TB\/C\risp. uguali agli angoli/A\’/I?/C\’ del triangolo da-
to; dunque é simile ad esso.

Si badi che qui noi supponiamo di aver fissato lo spi-
golo su cui deve cadere il vertice del triangolo da costruirsi,
omologo di un dato vertice del triangolo A’'B'C’; e precisa-
mente abbiamo associato al vertice A’ lo spigolo a, a B, b,
aC, c.

Se non si stabilisce quali sono gli spigoli da associarsi ad
A, B, €, esisteranno 12 giacisure soddisfacenti al problema:
due per ognuna delle ¢ permutazioni degli spigoli abe.

La proposizione dell’ Oss. 3* serve per dimostrare elementar-
mente il feorema di PoHLKE (1853), che nella Geometria descrittiva,
sta a fondamento dell’ assonometria obliqua.

§ 5. Elementi uniti di una proiettivita
Problemi di 2° grado.

SoMMARIO: Generalita — Criterio di Steiner per riconoscere la
natura di una proiettivita data sopra una retta — Teorema
di Chasles concernente la possibilita di proiettare una omo-
grafia ellittica di una retta secondo una congruenza diretta
di un fascio di raggi — Costruzioni di Steiner degli ele-
menti uniti d’ una proiettivita — Primi problemi di 2° grado:
Coppie di raggi omologhi paralleli nella proiettivita tra due
Jasei complanari — Segare due fasci proiettivi secondo due
punteggiate simili sovrapposte — Coppie comuni a due proiet-
tivita — Tirare da un punto una retta che seghi due punteg-
giate proiettive complanari secondo due punti omologhi —
Problemi di sezione di Apollonio; ecc. — Inscrivere in un dato
triangolo un rettangolo di area data — Dati in un piano due
n-goni semplici, costruire un n-gono inscritto nell’ uno e cir-
coscritto all’ altro.
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41. Nei problemi di questo § interverrad la nozione degli
elementi uniti di una proiettivita tra due forme di 1* specie
sovrapposte, cioé di quegli elementi che coincidono ¢oi loro
omologhi.

Il teorema fondamentale ¢’ insegna che 1'unica proietti-
vita dotata di tre elementi uniti ¢ Y identitd; sicché esclu-
dendo la proiettivith identica, si possono presentare (e si
presentano effettivamente — E. § 31) soltanto i tre casi
seguenti: . .

1°) Proiettivith con due elementi uniti, che diconsi iper-
boliche.

2°) Proiettivitd con un solo elemento unito, che diconsi
paraboliche.

3°) Proiettivith senza elementi uniti, che diconsi ellit-
tiche.

Se la proiettivita ¢ individuata mediante tre coppie di
elementi omologhi, non si puo decidere sul numero degli
elementi uniti, guardando alla disposizione delle coppie date,
se non nel caso in cui la proiettivith ¢ discorde, ché allora
¢ certamente iperbolica (ma non viceversa) (E. § 31).

2. Se due punteggiate sovrapposte u, W son riferite
proiettivamente, ed J, ¥V sono i punti limiti, O il punio
medio del segmento JI', ed OV (1l corrispondente di O, pensato
come appartenente alla u, la proiettivita tra u, W ¢ iper-
bolica o ellittica secondo che O ¢ interno o esterno al seg-
mento finito JO'; ed é parabolica quando O coincide con O,

Infatti per la relazione di STEINER (E. § 34), indicando
con M un punto unito della proiettivita tra wu, «’ (supposto
esistente ), avremo:

(1) MJ . MI' = 0J . O'T..

Riferendo i segmenti del 1° membro all’ origine O, e o0s-
servando che OJ = — OI’, otterremo:

(0J — OM) (0J 4+ OM) = — 0J . O'Y,
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ossia:
) OF — OM? = — 0J . OT,
donde:
(3) OM? == 0J(0J 4 O'T) = OJ (O'V — OV) = 0J . 0’0,

la quale prova che se esistono punti uniti, il prodotto
0J . 0’0 ¢ positivo o nullo. 11 1° fatto si verifica quando la
proiettivith ¢ iperbolica, ed allora é chiaro che il punto O
risulta interno al segmento finito JO’; il secondo fatto si ve-
rifica quando la proiettivita ¢ parabolica, ed allora O risulta
coincidente con O'.

Poiché¢ viceversa se un punto M soddisfa alla (3), risa-
lendo si vede che soddisfa alla (1), quando la proiettivitd é
ellittica non dovra potersi estrarre la radice quadrata di
0J . 0’0 (restando nel campo reale), ossia O dovra essere
esterno al segmento finito JO'.

Questo criterio per riconoscere la natura di una proiettivith,
trovasi in STEINER (Syst. Entw...), il quale presenta la condizione
per D’ esistenza dei punti uniti sotto la forma:

1

— —_ TJI®
k> 4J[,

ove % & il prodotto costante AJ . A'l'. La disuguaglianza precedente
si deduce subito dalla (2). '

_.+.3. Se fra due punteggiate sovrapposte si ha una pro-
iettivita ellittica, essa puo (in infiniti modi) generarsi se-
gando il sostegno comune col lati di un angodo di gran-
dezza costante, che ruoti in un determinato verso attorno
al suo vertice fisso, cioé essa pud proiettarsi secondo una
congruenza diretta di un fascio di raggi.

Conservando le stesse notazioni del n.” precedente, in
virt del criterio ivi stabilito, il punto O corrispondente
ad O’ nella data proiettivita ellittica tra ' ed u, dovra es-
sere esterno al segmento finito JO'.



— 92 —

Cid posto, supponiamo che esista un punto S da cui la
data proiettivita ellittica si proietti secondo una congruenza
diretta (E. § 32). Dicendo
s la parallela condotta da
Sad u =/, I’angolo for-
mato dalle rette s, SJ dovra
risultare uguale all’ ango-
lo corrispondente, formato
dalle ST, s, e quindi il trian-
golo JSY' dovrd risultare
isoscele, ossia S dovra gia-
cere sul piano perpendicolare ad u, condotto per O.

Inoltre gli angoli corrispondenti formati dalle rette s,
SO e dalle SI’, SO, dovranno essere uguali, e poiché il primo
é retto, anche il secondo dovra esser retto, ossia il punto S
si trovera sulla sfera di diametro 1’0/,

Viceversa ogni punto comune a questa sfera e al piano
perpendicolare ad u, condotto per O, soddisfa alla condi-
zione richiesta.

Ora la sfera e il piano suddetti si tagliano secondo
un cireolo (di centro 0), perch¢ O é interno alla sfera; e
da ogni punto di- questo circolo la data proiettivith ellit-
tica si proietta in una congruenza diretta di un fascio di
raggi. ,

OSSERVAZIONE. Volendo proiettare due fasci di raggi so-
vrapposti, riferiti mediante una proiettivita ellittica, in
guisa da avere due fasci sovrapposti, direttamente con-
gruenti, basterd segare i due fasci dati con una retta «, con-
siderare un punto S dal quale la proiettivith che si viene
ad avere su v sia proiettata secondo una congruenza di-
retta, e infine proiettare i due fasei dati, sul piano Su, da
un punto della retta che congiunge il loro centro comune
col punto S.

usu=

La prop. 3 trovasi in CHASLES.
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4 4. Costruzioni d“eglz‘ elementi uniti di una proiettivita
tra due forme di I* specie sovrapposte.

1* costruzione. Considereremo il caso di due punteggiate
sovrapposte, perché avendosi due fasci (di raggi o di piani)
sovrapposti, con una sezione c¢i possiamo ridurre subito al
caso suddetto.

Diciamo J, I’ i punti limiti della proiettivita tra le due
punteggiate sovrapposte u, #’. Se J, I’ fossero ambedue im-
propri, il punto all’infinito di ©« = «’ sarebbe unito, ed al-
lora I’ altro punto unito si costruirebbe lineamente (£.-§ 30).
Noi supporremo percid che J ed I’ sieno propri ed inoltre
supporremo che sieno distinti, ct}é il caso dei punti limiti
coincidenti verra trattato piu tardi tra le applicazioni della
teoria dell’ involuzione. ~

Diciamo (come al n° 2) O il punto medio del segmento
finito JI’ ed O’ I’omologo di O, pensato come appartenente
ad u. Se O’ coincide con O, la proiettivith & parabolica ed
allora I’ unico punto unito é O.

Affinché la proiettivith data sia iperbolica bisogna e
basta che O risulti interno al segmento finito JO' (n° 2).
In tali ipoteSi la relazione

OM? = 0J .00,

gia trovata al n° 2, ci dice che i due punti uniti distano da
O di un segmento che ¢ medio proporzionale tra OJ ed 0’O.
Dunque per costruire questi U
punti uniti, bastera condurre
il cerchio di diametro JO', in-
tersecarlo in S con la per- usw_l i Py
] M 0 oN 3

pendicolare condotta da O ad I ‘
u, e infine segare la retta u nei punti M, N, col cerchlo di
raggio OS.

OSSERVAZIONE. Se la proiettivith tra. u, v’ fosse indivi-
duata mediante tre coppie di punti omologhi, con le note
costruzioni della proiettivitd si cercherebbero i puhti limiti
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e il corrispondente O’ di O, eppoi si applfeherebbe la, costru-
zione esposta. Le operazioni occorrenti si effettuerebbero
tutte con la riga e col compasso.

2% costruzione. Un’ altra costruzione elementare degli ele-
menti uniti di una proiettivitd, poggia sopra la considera-
zione delle corrispondensze proiettive tra { punti di una
circonferenza. ,

Ecco come si perviene a trasportare sulla circonferenza
il concetto di proiettivita, stabilito per le forme fondamen-
tali di 1* specie.

Poiché, com’ é noto dalla Geometria elementare, gli an-
goli che proiettano uno stesso arco di circonferenza da due
punti della medesima, sono uguali, e dello stesso verso,
potremo dire che i fasci che proiettano i punti di una -cir-
conferenza da due punti fissi della medesima, sono diret-
tamente congruenti.

Da cio deriva che se quattro raggi uscenti da un punto
della circonferenza formano un gruppo armonico, le ulte-
riori intersezioni di quei raggi con la circonferenza, son
proiettate da un altro punto qualunque di questa, secondo
un gruppo armonico di raggi.

Percio si dice che quei punti formano un gruppo armo-
nico sulla circonferensa. .

Due punteggiate, sopra circonferenze distinte o sovrap-
poste, si diranno proiettive, quando son riferite biunivoca-
mente in guisa che ad un gruppo armonico dell’ una corri-
'sponda un gruppo armonico. dell’ altra.

Proiettando ciascuna di quelle punteggiate da un punto
della relativa circonferenza, si ottengono due fasci di raggi
proiettivi. In particolare se le due punteggiate ABC...,
A'B'C..., appartengono ad una medesima circonferenza,
proiettando la ABC... dal punto A’ e la A’'B'C’... dal punto A,
si ottengono due fasci col raggio AA’ unito e quindi pro-
spettivi. '

Sicché i raggi AB e A’B, AC e A'C, .... si taglieranno
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in punti di una medesima retta s. Ogni punto unito della

ABC

proiettivita ( ABC

) apparterra alla retta s, e viceversa

ogni punto comune a questa retta e alla circonferenza sara

uhito.

Cio premesso, avendosi tra due fasci di raggi sovrapposti

di centro O una proiettivita <

uniti, si conduca una
circonferenza per O
nel piano di quei fasci,
e si chiamino ABC,
A’B’C’ le ulteriori in-
tersezioni dei raggi
abe, &’¥’¢’ con la cir-
conferenza. Costruen-’
do, come prima, la
retta s e proiettando
da O le eventuali inter-

abe
a't'c

), per trovarne i raggi

sezioni di s con la circonferenza, avremo i raggi uniti richiesti.

OSSERVAZIONE 1°. La costruzione preéedenteA si eseguisce -
anch’ essa con la riga e col compasso; anzi con la sola riga
se il cerchio ausiliario é completamente tracciato. In tal caso

si costruiscono con
la sola riga, anche
i punti uniti di una

proiettivitd tra due $ -

punteggiate sovrap-
poste, date sul foglio,
bastando proiettarle
sopra la circonfe-
renza ausiliaria da
un punto di questa.

OSSERVAZIONE 28

La retta s che contiene

i
Q = AB . A'B, T = AC . A'C,..., d"intersezione dei raggi

punti
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omologhi nella proiettivita tra i fasci A ed A’, che proiettano
le punteggiate A’B’'C'..., ABC..., non muta se queste pun-
teggiate si proiettano da altri due punti omologhi B, B’:
proprio come accade dell’asse di una proiettivitd tra due
punteggiate complanari, ma non sovrapposte (E. § 28). Per
provar cid, bastera dimostrare ad esempio che il punto
P = B(C .BC ¢ allineato coi punti Q e T.
Proiettando il gruppo BA’B'C/, dai punti A; C, avremo:

A(BA’'B'C’) = C(BA'B'C),
e segando questi due gruppi di raggi rispettivamente con
le trasversali BA’ e BC' e ponendo:

R=AC.A'B, S=AC.BC,
Verra.
BA’QR = BSPC'.

Siccome queste due quaderne hanno il punto comune B
unito, le rette A’S, QP, RC’ concorreranno in un punto; cioé
il punto T, comune alle rette A’S = A’C, RC’ = AC, ap-
parterra alla QP, c. d. d.

La retta s che contiene i punti AB" . A'B, AC’'.. AC,
BC' . BC, .... dicesi asse di proieftivita delle due punteg-
giate ABC..., A'B'C'....

Le costruzioni esposte sono dovute entrambe a STEINER (Syst.
Entw....).

—}-5. 11 problema risoluto al n. precedente ¢ il tipo dei pro-
blemi di 2° grado, cioé di quei problemi determinati che
in Geometria analitica dipendono dalla risoluzione di un
sistema di equazioni di 1° grado e di una sola equazione
di 2° grado.

Anzi possiamo dire che le operazioni analitiche occor-
renti per la risoluzione di un tale sistema, si traducono
geometricamente in operazioni di proiezione e sezione, con
I’ aggiunta delle operazioni che occorrono per determinare
gli elementi uniti di una proiettivita.
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Cio dipende dal fatto che il problema di risolvere un’ equa-
zione di 2° grado, ¢ perfettamente equivalente al problema
geometrico di determinare gli elementi uniti di una proiet-
tivitd. Invero avendosi un’ equazione di 2° grado

1) a2t — px — ¢ = 0,

e interpretando  come ascissa di un punto sopra una
retta u, si pud sempre immaginare una proiettivita tra i
punti di u, per\ modo che un punto limite J coincida con
¥ origine, che 1’ altro punto limite T" abbia 1’ ascissa uguale
“a p e che inoltre il prodotto JA .T'A’ delle distanze di due
punti corrispondenti AA’ dai punti limiti, sia misurato da q.
we-s'indica con M un puntd unito di questa proiettivita,

la relazione:

IM.T'M = ¢,

osservando che I'M = JM — II’, divienc
IM? — p . IM — g = 0;

sicche le radici dell’ equazione (1) sono le ascisse dei punti
uniti della proiettivithd suddetta.

Dalla definizione dei problemi di 2° grado, si trae che un
problema defermninato di questa classe puod avere al pia due
soluzioni (reali). ‘

Anche 1 problemi di 2° grado si distinguono in grafice
¢ metrict, e questi ultimi si possono trattare come problemi
grafici allorquando sicno assegnate sul foglio del disegno
due coppie di rette ortogonali e due coppie di rette parallele.

Ma su cio, come sulla possibilith di risolvere con la sola
riga tutti 1 problemi di 2° grado della geometria piana,
quando sieno assegnati sul foglio certi enti geomeftrici, come
ad es. un cerchio col suo centro (/£. § 73), ritorneremo pil
tardi dando molti altri esempi di problemi di 2° grado, .oltre
a quelli semplicissimi, che verranno ora risoluti. '

/6. Dati in un piano due fasci di raggi distinti proiet-
SEVERI 7



tive, determinare le coppie di raggi omologhi tra loro pa-
ralleli.

Sieno U, U’ i due faseci proiettivi, Si faccia corrispondere
ad ogni raggio e di U il raggio «, tirato da U parallela-
mente al raggio a’, omologo di a in U, 1l fascio U, descritto
dal raggio «,, risulta proiettivo al fascio U descritto da a.
- I raggi uniti nella proiettivith tra U ed U,, insieme ai loro
corrispondenti in U’, danno le coppie richieste.

7. Dati in un piano due fasci proiettivi U, U, per un
punto P del loro piano, condurre una retta che li seghi
secondo due punteggiate simili.

Basta condurre per P le parallele alle coppie di raggi
omologhi tra loro paralleli, o ai raggi uniti, se i due
fasci fossero sovrapposti. La dimostrazione semplicissima al
lettore, '

8. Date sopra una retta due diverse proieltivita o, w,
trovare due punti che sieno omologhi in entrambe.

Consideriamo la proiettivith v = w—1x; cioé, preso un
punto A della retta u, troviamone gli omologhi A’, A” nelle
proiettivitd w, m, e consideriamo la corrispondenza che nasce
tra A’, A” al variare di A. Se X', Y’ sono i punti uniti eventuali
della proiettivith y, ad essi corrisponderanno, mediante la
w—! 0 la =1, due medesimi punti X, Y, e le coppie XX’, YY’
soddisfaranno al problema proposto.

In particolare se la = é una congruenza diretta, si risolve
il problema di determinare due punti omologhi in una
proiettivita data sopra una retta, i quali abbiano una di-
s{anza assegnata in grandezza e verso.

. 9. Date in un piano due punteggiate proiettive, non 8o-
vrapposte, per un punto dato condurre una retia che seghi
le due punteggiate in due punti omologhi.

Le rette che risolvono il problema sono.evidentemente
gli eventuali raggi uniti della proiettivith tra i fasci sovrap-
posti, che si ottengono proiettando le due punteggiate dal
punto dato.



Il problema ¢ di 2° grado, ma si abbassa al 1° grado
quando il punto ¢ dato sopra una delle due rette: invero
in tal caso una delle soluzioni & la retta a cui appartiene il
punto, e I’altra soluzione si ottiene congiungendo il punto
stesso col suo omologo nell’ altra punteggiata.

OssERVAZIONE. Il problema precedente comprende come
casi particolari metrici i seguenti problemi: '

PROBLEMA DELLA SEZIONE DI RAGIONE. — Dali in un
plano un punto O e due rette u, 0 coi relativi versi posi-
tive, ¢ su queste rette due punti A, A’, condurre per O una
retta la quale seghi u, W' in due punti X, X' tali che il

rapporto 1%,% sia uguale, in valore e segno, ad un numero
dato r. :

Consideriamo la similitudine che tra le due punteg-
giate u, v’ viene individuata dalla coppia A; A’ di punti cor-
rispondenti e dal rapporto di similitudine r. Le rette uscenti
da O e seganti u, «’ in coppie di questa similitudine, risol-
vono il problema.

" PROBLEMA DELLA SEZIONE DI SPAZ10. — Dafi, come sopra,
il punto O e le rette u, W, sulle quali sieno fissati i punti
1, I', condurre per O una retia che le tagli in due punti
X, X' tali che il prodotto JX .1'X' sia uguale, in valore e
segno, ad un numero dafo p.

Basta costruire le rette uscenti da 0, che segano su u,
u’ punti omologhi nella proiettivith individuata dai punti
limiti J, I’ e dalla condizione che il prodotto costante delle
distanze di due punti - corrispondenti da J, I, sia misu-
rato da p.

Se in particolare si suppone che i punti J, I’ coincidano
entrambi col punto uu’, si ottiene la risoluzione del pro-
blema di condurre per un punto O una retta che insieme
o due relte date formi un triangolo di area data.

Un altro problema, che per quanto non rientri nel pro-.
blema 9, pure & analogo ai precedenti, ¢ il
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PROBLEMA DELLA SEZIONE DETERMINATA. — Dati sopra
una retta (col suo verso positivo) quatiro punti A, A', B, ¥,
trovare su essa un punto X tale che

AX . AX
BX ~ " BX’

ove T ¢ un numero dato di grandezza ¢ di segno.
Diciamo I’ il punto della retta data che soddisfa alla con-

Al

dizione g,%, = r, ed I, il punto improprio della retta.

Allora la relazione da soddisfare diviene:

(ABXI,) = (A’'II¥XT),

la quale prova che il punto X richiesto ¢ unito nella

c e (ABls
proiettivita ( A’B’I’)'

I problemi delle sezioni di ragione, di spazio ¢ determinata,
furono risoluti da ApoLLONIO in tre scritti: De sectione rationis,
De sectione spatii, De sectione determinata, dei quali il primo
& a noi pervenuto, ¢ gli altri due sono stati ricostruiti sulle indi-
cazioni di Pappo.

10. Sopra una retta data determinare un seginento che
sta veduto da due punti dali sotto angoli asscynali in
grandezza e verso.

Si considerino le due proiettiviti segate sulla retta dalle
due congruenze dirette, che i due dati angoli individuano
nei fasei di raggl aventi per centri i punti dati. Una coppia
di punti omologhi in entrambe le proiettivita (n. 8), di un
segmento soddisfacente alla condizione richiesta.

11. Date in un piano due rette e un punto, condurre
per questo due trasversali che intercettino su quelle, due
segmenti dali in grandesza ¢ rerso.

Si considerino le due congruenze generate sulle due
rette dalle traslazioni secondo i dati segmenti. U'na cop
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pia di raggi omologhi in ambedue le omografie ottenute
proiettando dal punto dato quelle enngruenze, risolve il
problema. '

12. In un dato triangolo, inscrivere un rettangolo di
arca data, il quale abbia due vertici consecutivi sopra urn
luto asseynato del triangolo, e gli altri due vertici sugli
altri due lati.

Sia ABC il dato triangolo, ed «, O sieno l'altezza e la base
di un rettangolo equivalénte a quello che vogliamo inscri-
vere nel dato triangolo, in modo che due vertici cadano sul
lato AC. Preso un punto M del lato A, si abbassi da M
la pef‘pendico]are MP sul lato AC, ¢ si determini un se-
gmento & tale che '

a X b=MP X .

lisistono due rvette parallele ad AC e simmetriche rispetto

a B3, sulle quali I"angolo B = ABC stacca due segmenti
uguali ad x. Queste due 5

rette segnano su AB due o B .
purnti, € noi converremo

di scegliere quel punto vy q

M, tra i due suddetti, / \
pel quale il segmento

BM’ ha un determinato /1 \
verso rispetto al seg-+ y ¢ P ¥R 6\c

mento AM (p. e. il verso
contrario, come nella figura).

Al variare del punto M sul lato AB, il punto M’ de-
scrive una punteggiata promttlva a qu(‘lla descritta da M.
Infatti, se poniamo « = BAL Y = ACB e consideriamo i
segmenti e gli angoli in valore assoluto, avremo:

MQ _ senp
"B T oseny

MP = MA sen «

dalle quali si trae:

MA . MB = MP - MQseny
sen o sen B
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Dunque in valore assoluto il prodotto MA .M’B ¢ co-
stante; ma lo & pure anche in segno per !’ ipotesi fatta che
ad ogni posizione di M corrisponda una tal posizione di M’,
che il segmento M’'B abbia un verso assegnato rispetto al
segmento MA. I quindi vero che le posizioni di M, M’ si
corrispondono in una proieftivith, di cui A, B sono i
punti limiti (appartenenti risp. alle punteggiate descritte
da M, M'). '

sSe U é unito nella proiettivitd suddetta, tirando da U la
perpendicolare UP, e la parallela UQ, ad AC, e da Q, la
perpendicolare Q,R, 'pure ad AC, avremo un rettangolo sod-
disfacente al problema. I punti uniti della proiettivita tra. M
ed M’ si potrahno costruire immediatamente con la regola
di STEINER esposta al n°® 4 (1= Costr.).

Si pud vedere facilmente sotto quali condizioni esiste-
ranno dei rettangoli tutti interni al triangolo e soddisfacenti
al problema.

Perché cio accada occorre e basta che, avendo scelto il
punto M’ in guisa che il prodotto MA . M'B sia negativo, la
proiettivith tra le punteggiate descritte da M, M’, risulti
iperbolica o parabolica. Avremo dunque anzitutto:

ad sen Y

MA . MB=— —————;
sen o sen p

e inoltre, giacche M'B = AB — AWM.

ab sen v =0
b

AM . AM' — AB . AM + 7m0 L=

dalla quale si ottiene I’ equazione determinatrice dei punti
uniti, ponendo AM' = AM:

ab seny 0

o _abseny _
AM AB.AM + sen a sen p

Perche quest’ equazione abbia radici reali bisogna e
basta che:
4abseny ._ .
’] / O,

AB® —
sen a sen 3 —
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ossia:
1 AB’sen asen f

> 2al.
2 sen y —

Ora il primo membro di questa disuguaglianza ¢ I’ area
del dato triangolo ed il secondo ¢ il doppio dell’ area del
rettangolo da costruirsi; dunque :

Perché sia possibile il problema di inscrivere (nel
senso precisato) un rettangolo di area data in un dato
triangolo, con la condizione ulieriore che il rettangolo
risultc interno al triangolo, bisogna e basta che U area
di. questo non sia inferiore del doppio dell’ area di
quello.

"~ 13, Dati in un piano due n-goni semplici, cosiruire un
n-gono inscritto nell’ uno e circoscritto all’ altro.

Date n rette r, ry... ro ed 7 punti S, S,... S, il problema
proposto consiste nel determinare un n-gono i cui vertici
giacciano ordinatamente sulle rette r,r,... r, ed i cui lati pas-
sino ordinatamente pei punti S; S,... S..

Di un punto P, di r, diciamo P, la proiezione su r, fatta
da §,, di P, diclamo P, la proiezione su r, fatta da S,, ...,
di Pu.—; diciamo P, la proiezione su r.da Sy—i, e infine chia-
miamo P’; la proiezione di P, da S. su r,.

Poiche al variare di P, sulla r,, le punteggiate descritte
dai punti P, P,... Po—1 P, P’ sono ciascuna prospettiva alla
seguente, le punteggiate descritte da P,, P/, saranno pro-
iettive.

Se U, ¢ unito nella proiettivith tra P, e P’,, dicendo U,
U;... Un le proiezioni di U, U,... Usp-t risp. dai centri S,
Sg... Sa—y sulle rette 7, ry... ro, la proiezione di U, da S.
su ry, sard il punto U, di partenza, onde il poligono U, U,...
U. avrd 1 suoi lati U, U, U, Uy, ..., Us—t U, U, U; passanti
ordinatamente pei punti S, S,... S., e i vertici giacenti ord.
sulle rette r, ry... ciog U, U,... U, sara una soluzione
del problema. '
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Sieche tutto si riduce alla costruzione dei punti uniti
della proiettivith tra P,, P’,. Basteri percio conoscere le
posizioni di P’; corrispondenti a tre posizioni arbitrarie di P,
(§ 5, n. 4, 2* costr.).

OsSSERVAZIONE 12, II metodo che abbiamo seguito nella ri-
soluzione di questo problema, si chiama mefndo dei tenta-
tied o di false posisione.

OSSERVAZIONE 2%, Il problema risoluto ¢ di 2° grado e
quindi in generale non ha pia di due soluzioni. Ma per par-
ticolari legami tra gli elementi r, r,... ru N, S,... S, puod
darsi che la proiettivitd considerata tra P, e P, siriduca ad
un’ identita: ossia che vi sieno infiniti 2-goni inscritti in r,
Py... Pu € circoseritti ad S, S,... S.. Un esempio di tale pos-
sibilith lo abbiamo gid incontrato al n° 4 del § 4.

11 probl. 13 trovasi risoluto in StEiNuRr (Syst. lnt..., 1832).



CAPITOLO TERZO

Involuzione nelle forme di 1* specie

§ 6. Problemi sul concetto di involuzione
in generale, ed in particolare sulle involuzioni
ellittiche ed iperboliche.

SomMmaRrI10: Generalitc — Luogo di un punto dal quale due pun-
teggiate proiettive complanari vengono proiettate secondo una
involuzione — Sovrapporre due forme di I* specie proiettive in
quisa da ottenere un’ involuzione — Una condizione grafica
affincheé tre coppie appartengano ad un’ involuzione — Con-
sequenze relative alle proiettivite paraboliche — Risolusione di
altri problemi del tipo: Date due convenienti forme di 1" specie
proiettive, segare o proiettare una di esse o entrambe, in modo
da avere una proiettivitd con un assegnato carattere metrico —
Involuzione unita di una proiettivita — Dimostrazione metrica
dell’ esistenzn di tale involuzione per le proiettivitd ellittiche.
Involuzioni armoniche con una proiettivita. Cenni sugli immagi-
nari -— Costruzioni degli elementi doppi di un’involuzione —
Coppia comune a due involuziont — Costruzione di Chasles det
punti uniti di una proiettivitc — Punti coniugati in un’ involu-
sione ellittica e aventi la distansa minima — Proiettivita cieli-
che. Proprietd delle potense successive di una proiettivitd tra
Jorme sovrapposte -— Risoluzione lineare approssimata dei pro-
blemi di 2° grado — Aleune relaziont metriche concernenti
pite eoppie in involuzione.

1. Ricordiamo brevemente le nozioni fondamentali della
teoria dell’ involuzione tra forme di 1* specie (£. Cap. VII).
Una proiettivith o tra due forme di 1* specie sovrapposte
dicesi involutorie o brevementc un’ involuzione, quando
due elementi qualunque AA’ del comune sostegno, si corri-



— 106 —

spondono in doppio modo, cioé quando nella w ad A corri-
sponde A’ e ad A’, A.

Una proiettivith involutoria o coincide con la sua in-
versa, e quindi il suo quadrato produce 1’ identita. La con-
siderazione delle due forme sovrapposte corrispondentisi
mediante la w, nel caso che stiamo esaminando, ¢ superflua;
sicché si suol parlare di un’ involuzione della forma, ¢ due
elementi in essa corrispondenti si dicono coniugati, perche
si trovano in condizione reciproca.

Si dimostra che affinché una proiettivith sia involutoria
basta che esista una coppia di elementi distinti che si cor-
rispondano in doppio modo; cioé se esiste una tal coppia,
tutte le altre godono della stessa proprieta (%. § 36). Da
questo teorema segue che un’involuzione ¢ individuata da
due coppie di elementi coniugati.

Le involuzioni si distinguono in ellittiche ed iperboliche,
secondo che son concordi o discordi. Il primo caso si pre-
senta quando due coppie qualunque di elementi coniugati
.. si separano, il secondo nel caso contrario (&. § 37).

In un’involuzione iperbolica due elementi corrispondenti
separano armonicamente gli elementi doppi (Z. § 38).

Si dimostra pure che due involuzioni, di cui una almeno
sia ellittica, hanno sempre una coppia comune (/. § 37), e
che nel caso che sieno entrambe iperboliche, esse hanno o
non hanno una coppia comune, secondo che le coppie de-
gli elementi doppi non si separano o si separano.

L’insieme di tre coppie di punti coniugati in un’involuzione,
che DEsarcuEs (come afferma BEAUGRAND) chiamava Iinvoluszione
det sei punti, trovasi gia considerato in Parpo, il quale poneva una
costruzione di tre coppie in involuzione tra le premesse ai porismi di
EucLIDE, come vedremo piu dettagliatamente nelle citazioni storiche
del § seguente. Della proposizione di Pappo si trova un’estensione
notevole in DESARGUES ( Brouillon project d’une atteinte aux éveé-
nements des rencontres du cOne avec un plan, 1639). In quest’opera
Desargues considera anche le involuzioni dei 5 e dei 4 punti,
che si hanno rispettivamente quando una o due delle tre coppie
son costituite da elementi coincidenti (doppi). L’ insieme delle in-
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finite coppic d’un’involuzione — anche di ordine superiore — fu
studiato da PoNcrLET (in lavori del 1831 restati inediti fino al 1866 —
Traité des propriétés projectives... t. II). Ma la teoria moderna del-
I’ involuzione, come corrispondenza proiettiva tra gli elementi di
una forma di 1* specie, si ¢ formata specialmente in seguito ai la-
vori di CHASLEs (Apergu..., Note X), di SEypewrirz (Theorie der in-
volutorischen Gebilde..., 1844) e di STaupT (Geo. der Lage, 1847), il
quale liberd completamente la teoria dalle considerazioni metriche.

¥ 2. Il luogo di un punito del piano da cui due punteggiate
proiettive, non sovrapposte, vengono proiettate secondo un
Jascio in involuzione, é U asse di collineasione delle due
punteggiate. ~

Infatti se u, v’ son le due punteggiate proiettive, u, il
loro asse di collineazione, A, A’ una coppia qualunque di
punti omologhi ed S un punto di «,, non appartenente ad u,
w', al raggio SA == @, riguardato come elemento del fascio
che proietta u, corrisponde nel fascio che proietta «’ il raggio
SA’ =a’. Ora, se si pone B’ = aw/, per la proprietd caratte-
ristica dell’asse di collineazione (£. § 28), la retta A’B, che
congiunge A’ con 1’omologo B di B’, deve incontrare AB’
nel punto S; ossia deve coincidere con la retta a’. Da cid
deriva che riguardando «’ come elemento del primo fascio
(quello che proietta u), gli corrisponde nell’ altro fascio
(quello che proietta «’) il raggio «; donde, per definizione,
si trae che la proiettivita tra i due fasei é involutoria.

Tenendo sempre conto della proprietad caratteristica del-
I'asse di collineazione u., si vede che, viceversa, ogni punto
da cui le due punteggiate vengano proiettate secondo un
fascio in involuzione, appartiene ad u.. — Si consideri pure la
proposizione duale.

3. Sovrapporre due punteggiate o due fasci proiettivi,
in guisa da avere un’involuzione sopra una punteggiata o
sopra un fascio.

Se si tratta di due punteggiate proiett'ive u, u’, bastera so-
vrapporle in modo che due convenienti punti A, B di «, dei
quali siano A’,B’ i corrispondenti in «’, vengano a coincidere
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rispettivamente coi punti B, A’; ché allora la proiettivitd tra
le due punteggiate sovrapposte possiedera una coppia di
elementi corrispondentisi in doppio modo, ¢ quindi sard in-
volutoria.

Ora il modo pitt semplice per operare questa sovrappo-
sizione, ¢ quello di portare una delle due punteggiate, e sia
o, sull’ altra, v, in modo che il punto limite J di ' venga
a coincidere col punto limite, I, di «. Infatti dicendo J, I'n
i punti impropri di u, «’, dopo aver operato il movimento
suddetto di «’, i punti J I di #, a cui corrispondono i punti
VI di «/, coincideranno rispettivamente coi punti I'..J.

Nel caso in cui le due punteggiate son simili, la sovrap-
posizione in modo che si abbia una proiettivith involutoria, -
¢ impossibile, se si eccettua il caso in cui le due punteg-
giate son congruenti, perché una similitudine involutoria
tra due punteggiate sovrapposte € una congruenza inverse
(K. § 40).

Se si tratta di due fasci proiettivi (di.raggi o di piani), in-
dicando con 77 un angolo retto del 1° fascio, a cui corrisponda
nel secondo 1I’angolo ¢, pure retto (§ 4, n. 13), ragionando
come nel caso delle punteggiate, si vede che basterd sovrap-
porre i due fasci in modo che i coincida con j ed jcont.

4. La condizione necessaria e sufficiente affinché esista
una proiettivita che abbia per elementi uniti, distinti o
coineidenti, gli elementi M, N, e che faccia corrispondere
ad A, A’ ¢ a B, B, é che le tre coppie MN, AB', A'B appar-
tengano ad un’ involusione.

Consideriamo dapprima 1’ ipotesi in cui M, N sono distinti
e dimostriamo anzitutto che la condizione ¢ necessaria (cfr.
I § 38).

Invero dalla relazione:

(1) MNAB A MNA'B,
sitrae (/0. § 33):

(@) MNAB 4" NMB'A’,
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MAB
NB'A’
distinti MN si corrispondono in doppio modo; dunque quella
proiettivitd ¢ involutoria.

Viceversa, se ¢ soddisfatta la (2), la quale esprime ap-
punto che le tre coppie MN, AB’, A’B, appartengono ad una
involuzione, si deduce la (1), e quindi la sufficienza della
condizione (2).

Se ora supponiamo che i due elementi uniti coincidano,
cio¢ chie esista una proiettivith parabolica con !'elemento
unito in M, la quale faccia passare da A ad A’e da Ba B,
considerando I'involuzione individuata dalle coppie AB’, A’B,
in essa 1’ clemento M dovra esser doppio, perché se il coniu-
gato di M fosse un elemento N diverso da M, siavrebbe la
(2) e quindi la (1); donde si trarrebbe che la proiettivita
<MAB

MA'B’

Viceversa, se nell’involuzione individuata dalle coppie
AB', A'B, I’elemento M ¢ doppio, la proiettivita parabolich
ben determinata, che ha in M I’ elemento unito e che fa cor-
rispondere ad A, A, fard passare da B ad un certo elemento
B,; e per quanto precede, nell’involuzione individuata dalle
coppic AB,, A'B l'’elemento M sara doppio. Quest’involuzione

la quale ci dice che nella proiettivita ( ) i due elementi

) ¢ iperbolica, contro il supposto.

7 7

non pud dungue differire dall’ involuzione <B’A B

>, ossia lo

elemento B, coincide con B.

OsSSERVAZIONE — Dal teorema dimostrato segue che la
condizione nccessaria affinché gli elementi A'\B si pos-
sano riguardare come omologhi degli elementi A in una
proiettivita parabolica, é che le due coppie AB’, A'B non
si separino. Invero 1 involuzione delle coppie AB, A'B
avendo un elemento doppio nell’ elemento unito della data
proiettivita parabolica, sara discorde (Z. § 37), cioé le coppie
AB’, A’B non si dovranno separare.

Viceversa la condizione suddetta ¢ sufficiente, cioé il
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problema di costruire una proiettivita parabolica di cuil
sieno date due coppie di elementi omologhi AA’, BB, &
possibile allorquando le coppie AB’, A'B non si separano;
ed ammette due soluzioni. Infatti se MM, é la coppia che
separa armonicamente le AB’, A’B (§ 2, n° 19), ciascuna delle
MA B) (MlA B
MA'B'/’ \M,A’'B’

5. Dati in un piano due fasci di raggi distinti, proiet-
tivi, ma non prospettivi, pel punto A comune a due raggi
omologhi, condurre una retta che seghi i due fasci. secondo
due punteggiate, riferite mediante una proiettivita parabo-
lica col punto unito in A. '

Siano S, 8’ i due fasci dati e ai raggi abe del 1°, corri-
spondano i raggi «’'&’¢’ del 2°. Supponiamo inoltre che il
punto A, di cui si parla nell’ enunciato, sia comune ai
raggi a, o'.

due proiettivita ( & parabolica.

Consideriamo tra i due fasci S, § la proiettivita <Z,SZ>

¢ di questa proiettivitd si costruisca il centro di collinea-
zione O, comune alle rette bd'.cc’ ed ac’.a’b. Per 1 ipotesi
che i due fasci dati sieno distinti e non prospettivi, il punto O
sara diverso dai punti A,S,S.

Cid premesso, si osservi che, per la proposizione duale
di quella dimostrata al n° 2 di questo § ogni retta per O,
non appartenente né ad S né ad &, sega i raggi abe, a’'d'c
in punti A,B,C,, A’,B,C, tali che le coppie AA’,, B,C',, C,B,
appartengono ad un’involuzione. In particolare la retta OA
sega be, b'¢’ nei punti BC, B'C/, in guisa che nell’involuzione
delle coppie BC’, B'¢C il punto A ¢ doppio. Ma allora pel
teorema del n° precedente, si deduce che la retta OA sega
S,S" secondo due punteggiate riferite mediante una proietti-
vith parabolica col punto unito in-A.

Invertendo il ragionamento, si vede che una retta soddi-
sfacente alla condizione richiesta, passa certamente pel
punto O prima costruito.
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6. Dati in un piano due fasci distinti proiettivi, ma
non prospettivi, determinare una retta che Ui tagli secondo
due punteggiate direttamente congruenti. )

Si costruiscano come al n. 6 del § 5 i raggi omologhi
aa’, a,, fra loro paralleli, dei fasci dati S, &, e, scelte due
altre coppie . di raggi omologhi 60, e¢’, si costruiscano i

centri 0,0,' delle proiettivita (a’b,c’), <fl-1 b,C _
ac’h a'\c't

Pel n° precedente le rette che da 0,0, vanno rispettiva-
mente ai punti impropri delle e,a,, risolvono il problema,
perché sopra una retta una proiettivitd parabolica col punto
unito all’ infinito, & una congruenza diretta (£. § 32).

Il problema, dipendendo dalla determinazione degli ele-
menti uniti di una proiettivita, pud avere due, una o nessuna
soluzione. ,

7. Dati in un piano due [fasci distinti proiettivi, ma
non prospettivi, determinare una retta che li tagli secondo
due punteggiate inversamente congruenti.

Si costruiscano ancora i raggi omologhi aae’, a,a’; fra loro
paralleli, dei fasci proiettivi S,%’, e dal centro di collineazione
di questi fasci si tirino le rette che vanno ai punti impropri
delle a,a,. :

Ciascuna di queste refte sega i due fasci S,8 secondo
due punteggiate in involuzione (§ 6, n° 2) ed uno dei punti
doppi dell’ involuzione é improprio. Ci0d significa che questa
involuzione & una congruenza inversa (%. § 40).

11 problema ¢ di secondo grado.

8. Date in un piano due punteggiate distinte u,\, pro-
iettive, ma non prospettive, proiettare W sopra U in guisa
da avere due punteggiate sovrapposte, diretlamente o in-
versamente congruenti.

Da ogni punto della retta » condotta pel punto limite I'
di ' parallelamente ad u, la u’ si proietta sulla # secondo
una punteggiata simile ad u. ,

Dicendo 1, il punto improprio di ¥, e BB', CC’ due coppie
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di punti corrispondenti nella proiettivith tra « ed «’/, per la
proposizione duale di quella stabilita al n° 5 di questo §,

) I,,B C
I’ asse della proiettivita (I B

S, da cui le w,u’ sono proiettate secondo due fasci riferiti
mediante una proiettivith parabolica col raggio unito in r.
Segando con u, otteniamo dunque tra la punteggiata u e la
proiezione ', di ' fatta da S su u, una proiettivita pa-
rabolica col punto unito all’infinito, cioé una congruenza
diretta.

Se la proiezione u'; di ' su « si vuol fare in modo da
avere tra u’, ed ¥ una congruenza inversa, basteria proiet-
tare «’ dal punto comunc alla » ¢ all’ asse della proiettivita

LBCY .
angamm

9. Data sopra unc punteggiate un' cnvolusione iperbo-

) segnera sulla » un punto

lica, trovare (I luogo di un punto dal quale essa venga
proietiata secondo una congruensza inversd.

K la sfera che ha per diametro il segmento finito deter-
minato.dai punti doppi: al lettore ila dimostrazione sempli-
eissima. ..

10. Dati in un piano due fasci distinti S,S' proiettivd,
ma non prospettivi, uno degli angoli compleli determinuty
dai raggi che congiungono S,8' col centro di collineasione
dei fasci dati, é costituito (esclusi gli estremi) da relte che
segano i due fasci secondo involusioni iperboliche, e Uan-
golo complementare (esclust gli estremi) da rette che i se-
gano secondo involuzioni ellittiche.

La proiettivita tra i due fasci dati S,8’ si pud individuare
assegnando il centro di collineazione A’ (e quindi i raggi
« = S'A’, b=SA’ omologhi del raggio S8’ pensato come rag-
gio @ di S 0 come raggio & di & ), ed una coppia c¢’ di
raggi corrispondenti.

I chiaro anzitutto che:se si congiunge il centro A’, con
un punto P, comune a due raggi omologhi nella proiettivitd
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(a’b’c’)’ ma diverso dai punti S,S’, sulla retta A'P 1.due fasg
segheranno un’ involuzione- iperbolica (§ 6, n° 2) con uno dei,
punti doppi in P. ' ,

Dunque in ogni caso esistono rette, uscenti da A’, sulle
quali i due fasci segano involuzioni iperboliche.

Sia » una tal retta ed A,
C, C'ipuntiin cui essasegai-
raggi a = SY, ¢, ¢’. Perl’ipo-
tesi che le AA’, CC’ sieno cop-
pie d’ un’ involuzione iperbo-
lica, esse non si separeranno
{E. § 37). Indichiamo ora con )
r, una retta passante perA’e - A, ‘ /s 70 \S“ ~
appartenente all’angolo com- /r o
pleto ba’ che non contienc r,

e poniamo A, = 88" r, C, = ¢ry, ¢/, = ¢'r,. Dimostreremo che
le due coppic A,A’, C,C', siseparano, ossia che sulla r, idue:
fasei 8,8 segnano un’involuzione ellittica. -

Poich¢ le due coppie b/, rr, si separano, lo. stesso ac-
cadrd delle coppie SS’, AA, e delle coppie C,Co, A’A;, che si
ottengono da queste ultime, proiettandole da C sulla retta r,.

Proiettando da S'su r, le coppie AA’,-CC’, che non si se-
parano per ipotesi, avremo le due coppie A,A’, C.C’; che
pure non si separano.

Da c¢i0 segue che il punto C, appartiene a quel segmento
AA" che non contiene C,, ed il punto ¢, a quel segmento
A A’ che contiene C,: dunque le coppie AJA°, C,C, si sepa-’
rano, come si voleva provare. . )

Si noti che le stesse argomentazioni servono a dimo-
strare che se la retta » scga i1 fasei S, secondo un’involu-
zione ellittica, cio¢ se le coppie AA', CC’ si separano, la
retta r,, situata nell’angolo da’, complementare di quello
che contienc r, taglia i fasei S,% secondo un’involuzione
iperholica.

SEVERL 8
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11. Dati in un piano due fasci di raggi distinti proiet-
tivi, da un centro proiettarli sopra un altro piano, in modo
da avere due fasci direttamente congruenti. ’

Supponendo dapprima che i due fasci proiettivi dati S,8'
non sieno prospettivi, conduciamo pel loro centro di colli-
neazione A’, una retta r, che li seghi secondo u’ involuzione
ellittica » (n° precedente).

Esistono nello spazio infiniti punti, distribuiti sopra un
circolo %, col piano perpendicolare ad r e col centro sulla
retta stessa, da ognuno dei quali 1’involuzione ellittica  si
proietta secondo un’ involuzione di angoli retti (£. § 41).

Assunto un punto O del cerchio %, esterno al piano dei
fasci dati, si proiettino questi fasei da O sopra un piano =
parallelo ad Or, in guisa che I'involuzione ellittica » verra
a proiettarsi nell’ involuzione assoluta o, del piano «; e, come
due raggi omologhi dei fasci 8,8 tagliano » in due punti
coniugati nella w, cosi due raggi omologhi nella proiettivita
tra i fasei proiezioni S,,S',, taglieranno la retta impropria
del loro piano in due punti coniugati nella w,, ossia saranno
perpendicolari.

Da cid segue che due angoli corrispondenti nella proiet-
tivitd tra S, ed &', sono uguali e dello stesso verso, onde
questa proiettivith & una congruenza diretta.

Se 1 due fasci 8,8’ sono prospettivi, mediante una proie-
zione che muti 1’asse di prospettivitd in una retta impro-
pria, essi si trasformano in due fasci direttamente con-
gruenti. ‘

La considerazicne dell’ involuzione degli angoli retti, che ¢ uti-

lissima nelle questioni metriche (come gid apparisce dal problema
precedente), trovasi in SEYpEwITZ (1844).

12. In questo n° c¢i oceuperemo dell’ involuzione unita di
una proietiivith non involutoria o, data tra due forme di 1*
specie sovrapposte, cioé dell’ involuzione I permutabile con
w (E£. § 38). Nel caso in cui la proiettivith o ¢ iperbolica,
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I’ involuzione unita I & quella che ha per elementi doppi gli
elementi uniti di o (donde la denominazione); e si dimostra
facilmente (ricorrendo al teorema che abbiamo esposto al
n° 4 di questo § — cfr. . § 38), che il coniugato nell’involu-
zione I, di un elemento A della forma, non ¢ altro che il
coniugato armonico di A rispetto alla coppia A’A", costituita
dagli omologhi di A nelle proiettivith o ed o—'.

Ora noi vogliamo dimostrare, per via metrica, U esi-
stenza e Uunicita della involuzione unita 1, di una proiet-
tivita ellittica non involutoria w, e far vedere che per la
I vale la costruzione sopra richiamata, nel caso di una pro-
tettivita iperbolica. .

Potremo supporre, senza restrizione, che la proiettivita
ellittica » sia data sopra una punteggiata u. Allora esiste-
ranno (infiniti) punti da ciascuno dei quali la o si proietta
secondo una congruenza diretta w,, di un fascio di raggi
(§ 5, n° 3): diciamo S uno di questi punti.

L’omologo «' di un raggio a di S nella proiettivitd w,,
si ottiene facendo ruotare il raggio «, in un determinato
verso, di un angolo determinato 6; men-
tre I’ omologo a” di ¢ nella proiettivita
w,”1, si ottiene facendo ruotare a, nel
verso opposto al precedente, dello stesso
angolo 6.

Sicche il coniugato armonico «, di
«, rispetto alla coppia a’a”, & il raggio
del fascio S perpendiéolare ad a. Da cid
deriva che, al variare di «, la coppia «a, varia nell’ involu-
zione circolare I, del fascio S.

La permutabilith di w, con I, risulta dal fatto che assog-
gettando il raggio « prima alla rotazione di ampiezza 6,

nel verso debito, eppoi alla rotazione di ampiezza il rag-

T
’;)'7
gio a cui si perviene alla fine del movimento, resta il mede-
simo se si scambia I’ ordine delle due operazioni.



—-116" —

Viceversa, se un’ involuzione I, é permutabile con w;, ogni
coppia di raggi omologhi nella I, dovrad esser trasformata:
da w,, in una coppia di raggi omologhi nella I, medesima.
Se dunque diciamo aae, una coppia dell’ involuzione I;, ap-.
plicando a questa coppia due volte di seguito 1’ operazione
w,, avremo altre due coppie a'a’|, ¢’a”, di I,, e siccome w,:
non ¢ involutoria, i 3 raggi aa’a” saranno distinti; e cosi i,
3 raggi a0’ \a”,. '

.- Poiché gli angoli aa,, ¢’'a’|, «’a”, sono uguali e dello.
stesso verso, assoggettando il fascio S alla rotazione del-.
I’ angolo aa,, i tre raggi aa’a” verranno a coincidere risp. coi
ragei a, a a)’, e quindi ogni raggio di S coincidera col suo
omologo in I,. Da cid. deriva. che la involuzione I, ¢ una
congruenza diretta, e quindi che coincide con 1’ involuzione
circolare del fascio S (/7. § 41).

Se si prescinde dall’ ipotesi che la proiettivitd I, permu--
tabile con w,, sia involutoria, la seconda parte del ragiona-:
mento precedente conduce alla conclusione che 7 un ja-
scio di raggi le proiettivita permutabili con una congruenza -
direlta non involutoria, son congruense dirette, Viceversa
¢ chiaro che due congruenze dirette son sempre tra loro
perimutabili. E inoltre ogni proiettivita, non involutoria, che
muti in se stessa 1’involuzione circolare, ¢ una congruenza .
diretta (§ 4, n.° 13). ,

Ritornando alla punteggiata u, le congruenze dirette del
fascio S, danno luogo alle proiettivita ellittiche permutabili
con . Sicché possiamo dire che:

In una forma di 1* specie vi sono infinite proiettivita,
non involutorie, permutabili con una data involuzione, ed
esse sono tutte permulabili (ra loro. I inoltre ogni proiet-
tioita non involutoria, permutabile con una delle infinite
proiettivita suddette, é permutabile con tulte le alire.

Nell’ enunciato precedente abbiamo anche incluso il caso
delle infinite  proiettivitd iperboliche permutabili con una
data involuzione (iperbolica), cio¢ aventi gli stessi elementi
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auniti, perché, come si prova facilmente, tutte le proiettivita
iperboliche che hanno gli stessi elementi uniti M, N, sono
permutabili tra loro. Invero, per dimostrar cid, bastera pro-
vare che una proiettivitah o con gli elemeuti uniti in M, N,
muta in se stessa ogni altra proiettivith = con gli stessi
elementi uniti, cioé che muta una coppia qualunque di ele-
menti omologhi in «, in una coppia analoga.

Diciamo percido A,A’ due elementi corrispondentisi nella =,
e supponiamo che la « faccia passare da A ad A, eda A’ ad
A’y in guisa che:

MNAA” A MNAA',

Da questa relazione si trae (E. § 33):

MNAA, & MNA’A’,,

pava o s (MNA
la quale prova che nella proiettivith = = MNA’

> all’ ele-
mento A, corrisponde A’
1l teorema precedente si pud completare dimostrando che:
! Una proiettivita (iperbolica o ellittica) ¢ individuata
i dalla sua incvoluzione unita e da una coppia di elementi
‘3 corrispondenti,

Cio €& chiaro anzitutto nel caso di una proiettivith iper-
holica, perché assegnare l'involuzione unita di una tale
proiettivita, equivale ad assegnare la coppia degli elementi
uniti.

Nel caso di una proiettivith ellittica, la proposizione si
pud dimostrare per via metrica, passando dalla data forma
ad un fascio di raggi, in guisa che la data involuzione unita
si muti nell’involuzione c¢ircolare, ed osservando che ogni
proiettivith non involutoria del fascio, la quale abbia per in-
voluzione unita 1’involuzione circolare, ¢ individuata ulte-
riormente da una coppia di raggi omologhi, perché essa non
¢ altro che una congruenza diretta.

Tanto nel caso in cui I’involuzione unita I ¢ iperbolica,
quanto nel caso in cui é ellittica, la costruzione della pro-
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iettivith w, che ha per involuzione unita I e che fa passare
da A ad A’, si eseguisce linearmente, perché se A,A’, sono
i coniugati di A,A’ nella I, ed A” il coniugato armonico
di A’ rispetto alla coppia AA,, la » sard individuata dalle
tre coppie AA’, A”A, AA/.

13. Alle nozioni esposte nel n° precedente sull’involuzione
unita di una proiettivith, ne aggiungeremo altre, di cui in
seguito ci gioveremo spesso.

Abbiamo veduto che di involuzioni permutabili con una
data proiettivita ce n’é una sola, quando la proiettivitd non
¢ involutoria. Invece quando la proiettivith ¢ involutoria, ei
sono infinite involuzioni con essa permutabili.

i chiaro infatti che due involuzioni iperboliche distinte
son permutabili, quando le coppie dei loro elementi doppi
si separano armonicamente, e che un’involuzione ellittica ¢
permutabile con un’involuzione iperbolica, quando gli ele-
menti doppi della seconda costituiscono una coppia della
prima. _

Viceversa, se due involuzioni distinte I,I, son permu-
tabili, una almeno di esse ¢ iperbolica. Invero se le L]
fanno passare rispettivamente dall’elemento A agli ele-
menti A’ ed A,, dicendo A’, il coniugato di A’ nella I, la
coppia A,A’, apparterra ad I, sicché le involuzioni LI, po-
tranno individuarsi mediante le coppie AA’, AJA’; ¢ AA,,
A’A’.. Ora se I’una di esse, p. e. I, é ecllittica, le coppie AA’,
A A/ si separeranno, e quindi gli elementi che le costitui-
scono si succederanno nell’ ordine AAA’A’),, onde le due
coppie AA,, A’A’, non si separeranno, cioé la involuzione I,
sarad iperbolica.

Due involuziond distinte permutabili diconsi anche ar-
moniche.

Le osservazioni precedenti si possono quindi enunciare
cosl: [Ksistono infinite involuzioni armoniche con una
data, e di due involuzioni armoniche una almeno ¢ iper-
bolica.
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Ii facile anche provare che:

Un’ involuzione, la quale debba essere armonica con una
data involusione 1, ¢ individuata assegnandone una cop-
pia AA’. o

Difatti se A,, A’, sono i coniugati rispettivi degli ele-
menti A, A’ nella I, I’involuzione richiesta sard quella in-
dividuata dalle coppie AA’, A A/,

Cid premesso, passiamo a caratterizzare le inovoluzioni
“armoniche con una data prolettivita w, cioé le involuzioni
armoniche con 1’involuzione unita della w.

Supponiamo che la « faccia passare da A ad A’ e da B
a B’ e consideriamo I’ involuzione I individuata dalle coppie
AB', A’B. Se s’indicano con C e D’ due elementi coniugati
inl, e conC,D gli elementi che corrispondono ai precedenti
risp. nella proiettivith o e nella o™, dalla relazione:

ABCD A A’'B'CD/,
si trae (. § 33)
ABCD A B'A'DC,

Ry

la quale prova che anche DC’ ¢ una coppia dell’ involuzione
I. Ne segue che la I trasforma la proiettivita

wz(ABCD)
“\ABCD

MJZ'BNUU)
_<BADC’

nella

¢ poiche, evidentemente, 1a w e 1a w™ hanno la stessa invo-
luzione unita, si conclude che la I muta in se stessa 1’ in-
voluzione unita di », ossia che ¢ armonica con w.

Cosi, per ogni coppia analoga ad APB’, noi abbiamo un’in-
voluzione ben determinata, analoga alla I, cioé armonica
con o (ossia con la sua involuzione unita). Siccome un’in-
voluzione che debba essere armonica con 1’ involuzione unita



di w, & individuata assegnandone una coppia, si conclude che
le involuzioni del tipo 1 sono futte le involuzioni armoni-
che con w.

Duncue:

Se la proiettivitc non involutoria » fu passare da A ad
A' e da B a B, le involuzioni armoniche con w son tutte

quelle del tipo (gg), cioé quelle che mutano la » nella

sua inversa.

OSSERVAZIONE. Le proposizioni delle quali ¢i siamo occu-
pati in questo n° e nel precedente, divengono pilt espressive
quando si enuncino col linguaggio degli immaginari.

Ricordiamo qui che le locuzioni « coppia di elementi
immaginari (coniugati) di una forma di 1* specie », « invo-
luzione con una coppia di elementi doppi immaginari », non
sono che modi convenzionali di denotare un’incoluzione el-
littica della forma di 12 specie.

Queste convenzioni, completate con altre alle quali ora
accenneremo, riescono assal opportune, perché permettono
di rendere uniforme il linguaggio e di comprendere in un
solo enunciato proposizioni relative a involuzioni iperboliche
ed ellittiche ed anche a proiettivitd iperboliche ed ellittiche.

~.  Si definiscono come punti uniti immaginard di una pro-
iettivitd ellittica, i punti doppi della sua involuzione unita
(cioé I involuzione stessa); e questa che si assume come
definizione nel caso di una pr‘oiettivitix ellittica, corrisponde
ad una proprieta effettiva nel caso di una proiettivitd iper-
bolica. )

Il teorema dimostrato al n° 12, che cioé in una forma di
1 specie vi sono infinite proiettivitd non involutorie, permu-
tabili con un’involuzione, si pud allora enunciare dicendo
che vi sono infinite proiettivita non involutorie che hanno
due dali elementi uniti (reali o immaginari), e questa pro-
posizione si pu0 completare (come abbiamo visto) dicendo,
collinguaggio attuale, che una proiettivita é individuata dai
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suoi elementi uniti (reali o immaginard) ¢ da una coppic
di elementi corrispondenti.

Si dird inoltre che due coppie di elementi di una forma
di 1* specie sono armoniche (0 si separano armonicamente),
quando le 2 involuzioni (iperboliche o ellittiche) che hanno
gli elementi di quelle coppie come doppi, son permutabili
(armoniche). Nel caso di due coppie reali si ricade facil-
mente nella solita definizione di gruppo armonico. _

Si dird che una coppia (reale o immaginaria) appartiene
ad una data involuzione, quando é armonica con la coppia
degli elementi doppi dell’involuzione stessa.

Con queste nuove locuzioni le proposizioni del n, 13, si
enunciano cosi:

Esistono infinite coppie che separano armonicamente
una data, ¢ di due coppic armoniche una é sempre reale.

(E quindi le coppic di un’involuzione ellittica son tutte
reali ). ‘

Le involuzioni che contengono la coppia degli elementc
uniti di una data proiettivita non involutoria, son tutte
e soltanto quelle che trasformano tale proiettivita nella
suq inversa.

Ii facile inoltre dimostrare che:

La proiettivita prodotto di due involusioni, ha per ele-
menti undti, reali o immaginari, quelli che costituiscono la
coppia comune alle due involuzioni (cioé Y involuzione per-
mutabile con entrambe). Invero se delle due involuzioni I,
1, una almeno ¢ ellittica, la proiettivita 1,1, & iperbolica ed ha
per coppia degli elementi uniti la coppia reale comune alle
due involuzioni (Z. § 37), e lo stesso accade, evidentemente,
se le due involuzioni sono iperboliche, ma le coppie dei
loro elementi doppi non si separano. Se le I, I, sono iper-
holiche e le coppie M,N,, M,N, dei loro elementi doppi si
separano (0 no), I’ elemento corrispondente ad M, mediante
la LI, sard il coniugato armonico M’, di M, rispetto alla
coppia M,N, e I'elemento corrispondente ad M, mediante
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r

la (I,,)"'=L1,, sard il coniugato armonico M,” di M,
rispetto alla coppia M, N;; sicché il coniugato armonico
di M, rispetto agli elementi M;," M,”, che gli corrispondono
nella 1,1, e nell’ inversa, sara I’elemento N,; onde nell’invo-
luzione unita della proiettivith LI, gli elementi M, N, sa-
ranno coniugati. Analogamente si vede che nella stessa in-
voluzione saranno coniugati gli elementi M, N,.

Ne risulta che esiste sempre una coppia armonica con
due date coppie di elementi di una forma di I1* specie.

Dal teorema dimostrato deriva pure la costruzione lineare
di un’ involusione (iperbolica) individuata da due coppie di
elementi coniugati, quando una o ambedue le coppie son
costituite da elementi immaginari. Se sono I,, I, le invo-
luzioni (di cui una almeno ellittica), che hanno per coppie
degli elementi doppi le coppie date, il coniugato di un ele-
mento qualunque, nell’involuzione individuata dalle due
coppie, si costruira linearmente come 1’omologo di quel-
I’ elemento, nell’ involuzione unita della proicttivita I,L.

Da questi cenni, ai quali dobbiamo limitarci, s’ intra-
vede gia ' utilith dell’ intreduzione degli elementi immagi-
nari nella Geometria proiettiva. .

In seguito ne faremo qualche applicazione; ma avver-
tiamo fin da ora che quando non si parli esplicitamente di

elementi immaginarii, 8’ intendera che essi siano reali.

La teoria rigorosa degli elementi immaginari, come enti geo-
metrici indipendenti da ogni considerazione analitica, ¢ dovuta a
StaupT (Beitrdge zur Geo. der Lage, 1° fasc., 1856), il quale non sol-
tanto definiva una coppia di elementi immaginari coniugati di una
forma di 1* specie, come un’involuzione ellittica della forma; ma
separava i due elementi immaginari, associando a ciascuno di essi
un verso della forma. Perd la teoria diviene assai complicata
quando si vogliano studiare i singoli elementi immaginari. Una
esposizione elementare, puramente grafica, della teoria delle coppie
di elementi immaginari coniugati, trovasi in Seere (Le coppie di
elementi immaginari nella geometria proiettiva sintetica, 1886).
Ivi & data, ad esempio, la dimostrazione grafica dell’esistenza del-
I"involuzione unita di ogni proiettivitd, che noi, nel caso ellittico,
abbiamo stabilita per via metrica.
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~ Anche il teorema che serve per costruire 1’ involuzione unita,
& dovuto a STaubT (Beitrdage, 2° fasc.); tuttavia spesso trovasi attri-
buito ad H. SCHROTER.

f 14, Costruzione metrica dei punti doppi di un’involusione
iperbolica, individuata da due coppie di punti coniugati.

Se le due coppie date (che non si separano) sono AA/,
BBB', bastera costruire come al n. 19 del § 2, la coppia MN
che separa armonicamente AA’ e BB’ (E. § 38).

15. Profittando delle proprieta dei fasci di cerchi, tro- ]
vare la coppia comune a due involuziont. {

Il sistema degli infiniti circoli di un piano, che hanno a ‘
due a due lo stesso asse radicale, si chiama un fascio di
circoli (E. § 40). In particolare ¢ un fascio il sistema di
tutti 1 circoli che passano per due punti assegnati del piano
(punti base). I’ asse radicale comune a due qualunque di
essi, & in tal caso la retta che riunisce i due punti base.

Per ogni punto del piano, non base pel fascio, passa un
sol circolo del sistema.

Ricordando che in un’involuzione data sopra una pun-
tegginta, il prodotto delle distanze di due punti coniugati
dal centro dell’ involuzione (couiugato del punto all’infi-
nito) & costante (k. § 40), si dimostra facilmente che i cir-
coli di un fascio segano sopra una retta, non passante per .
nessuno degli eventuali punti base, le infinite coppie di una
involuzione. Sicché, se 1'involuzione & -iperbolica, 1 punti
doppi relativi son punti di contatto di due cerchi del fascio,
con la trasversale considerata.

Dalle proprietd richiamate si deduce subito un’elegante
costruzione della coppia comune a due involuzioni
A A'B ) I, = A, A'B,

A A B/ /)

RIS ———

I=naw
date sopra una punteggiata .
In un piano per u si assuma un punto P esterno ad u,
¢ si econducano i cireoli PAA’, PBB’, che si seghino ulterior-
mente nel punto Q (distinto o no da P): le infinite coppie
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.dell’ involuzione I si potranno allora segare coi circoli pas-
santi per i punti P, Q. ’

Analogamente, se si conducono i circoli PAA), PB,B/,
i quali si seghino ulteriormente nel punto R, le infinite
coppie dell’involuzione I, si potranno segare coi circoli pas-
santi per P, R.

Sicché, se esiste una coppia comune alle involuzioni L1,
questa sard segnata sulla « dal circolo PQR.

Si noti che se una (almeno) delle due involuzioni, e sia
p. e la 1, é ellittica, 1 due punti P, Q risultano da bande
opposte di u, sicché il cerchio PQR sega certamente la
retta « in due punti. Si ritrova cosi per via metrica la pro-
posizione che « due involuzioni di cui almeno una sia el-
« littica, hanno sempre una coppia comune »,

OSSERVAZIONE 12, Se coincidono i due punti P e (, sa-
ranno certamente distinti P ed R, perche altrimenti le due
involuzioni coinciderebbero. — Dunque, in ogni caso, il cir-
colo PQR resta individuato. — Si osservi perd che i punti
P,Q,R potrebbero risultare allineati: c¢io accade quando le
‘due involuzioni hanno lo stesso centro. In tal caso il circolo
PQR si spezza nella retta PQR e nella retta all’ infinito del
piano. .

OSSERVAZIONE 2%, Giacché siamo a parlare di fasei di cir-
coli, noteremo, incidentalmente, una proprietd di cui ci ser-
viremo in seguito. Intendiamo alludere al teorema seguente:
Glr assi radicali di tre circoli, presi a due a due, concor-
rono in un medesimo punto, che si chiama il centro radi-
cale dei tre circoli. Naturalmente si esclude che questi cir-"
coli abbiano lo stesso asse radicale, ossia che appartengano
ad un medesimo fascio.

La dimostrazione del teorema enunciato ¢ semplicissima.
Invero se ¢ ¢ ¢” sono i tre cireoli, e se I’ asse radicale di
¢ ¢”, non coincide con quello di ¢” ¢, il punto comune a
guesti due assi radicali avra la stessa potenza rispetto a
¢ ¢” e rispetto a ¢” c: donde segue che avrd la stessa po-



—125 —

tenza rispetto a c ¢, ossia che I’asse radicale della coppia
¢ ¢’ passerd per'quel punto.

IX chiaro che il centro radicale resulta esterno o interno
a tutti e tre i circoli, Nel 1° caso le 6 tangenti condotte da

esso a ¢ ¢ ¢”, sono di egual lunghezza, sicché il cerchio che

ha il centro nel centro radicale ed il raggio uguale alla
lunghezza di quelle tangenti, sard ortogonale a c ¢ ¢’. Ed
anzi sard I’unico cerchio ortogonale ai dati.

Il concetto di pofenza di un punto rispetto ad un cerchlo, de-
riva da due note proposizioni di EucLIDE, e trovasi (nel caso pitt
generale delle coniche) in ApoLLoNIO (anno 225 avanti Cristo). Le.

- denominazioni di asse radicale di due circoli e di ecentro radicale
di tre circoli, sono di GauLTIER (1813). STEINER (1826) chiamava
quella retta linea di ugual potenza e PLUCKER (1828) la cordale.
La proprieta dell’ asse radicale di un fascio di circoli, di essere il \
luogo dei punti da cui si possono condurre tangenti uguali a tatti
i circoli del fascio, era gia nota ai geometri arabi (1000 di Cristo).,
11 teorema del centro radicale, attribuito spesso a MonGE, fu dato
prima da CarNoT (Géo. de position). La costruzione accennata al n°
14 trovasi in PonceLeT (Traité.., 1822), il quale espone anche molte
altre proprietad dei fasci di circoli, e le trasporta poi ai fasci di co-
niche col metodo delle proiezioni, come vedremo piu tardi su qual-
che esempio. I cerché limiti di un fascio, cioé i cerchi di raggio’
nullo, od anche i punti doppi dell’ involuzione segata dai circoli:
del fascio sulla retta che contiene tutti i loro centri, furono consi-
derati da PonceriT. Applicazioni delle proprieta dei fasci di cir-
coli, si trovano pure in BriancHoN (Mémoire sur les lignes du se-.
conde ordre. 1817).

16. Profittando del concetto di involusione tra i punti
di una circonferensa, costruire la coppia comune « due-
involusiondt.

La costruzione della coppia comune a due involuzioni.
si pud pure effettuare in modo assai semplice, riducendosi:
mediante una proiezione o sczione, al caso di due involuzioni
sopra un fascio di raggi, e quindi al caso. di due {nvolu-
sioni sopra una circonfercenia, passante pel centro del -
fascio.

I appena necessario avvertire che.un’ involuzione sopra
una circonferenza, si puo definire allo stesso modo di un’ in-
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voluzione sopra una forma fondamentale di 1* specie; cio¢
come una proiettivith coincidente con la sua inversa.

Ora se tra i punti di una circonferenza » si ha un’in-
voluzione nella quale AA’, BB/, CC',... son coppie di punti
coniugati, all’asse di proiettivita (§ 5, n°4, 2» costr.), che in tal
caso si chiama piti specialmente asse dell’ involuzione, appar-
terranno non soltanto i punti AB’. A’B, AC' . A’C, BC' . B'C,...
ma anche i punti AB. A’B’, AC. A’'C, BC, B'C',...,, e ¢ci0 per-
che le coppie AA’, BB',... si corrispondono in doppio modo.
Ne deriva che i triangoli ABC, A’'B'C’ (e gli analoghi) sono
omologici, ossia che le rette""AA‘, BB, CC',... passano tutte
per un medesimo punto P, che dicesi polo dell’ involuzione.

Viceversa & chiaro che se si chiamano omologhi due
punti di & allorquando son allineati con P, la corrispon-
denza che si ottiene & un’involuzione. Invero dicendo AA’,
BB’ due coppie allineate con P, I’ involuzione individuata da
esse avra per polo P, e coincidera con la corrispondenza

ora definita.
~ Cido premesso, supponiamo di avere su k& le due involu-
zioni T ed I,, individuate rispettivamente dalle coppie AA’,
BB' e AA/, BB/, e consideriamo i poli
P= AA'.BB', P, = AA/.BB/
di queste involuzioni.

Poiché le coppie di I son allineate con P e quelle di I,
con P,, I’eventuale coppia comune alle due involuzioni sara
segata sulla circonferenza dalla retta PP,

OSSERVAZIONE 1%, Il concetto di involuzione tra i punti
di una circonferenza offre una nuova soluzione del problema
trattato al n° 14 di questo §. Basterd particolarizzare la 22
costruzione di Steiner esposta al n° 4 del § 5.

Nel caso in cui I'involuzione ¢ iperbolica, il polo P dovra
essere esterno e i punti di contatto delle tangenti a & ti-
rate per P, saranno i punti doppi dell’ involuzione. Sicecome
questi punti devono pure appartenere all’ asse dell’ involu-
zione, si conclude che per tirare le tangenti alla circonfe-
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renza k, dal punto P ad essa esterno, basta congiungere P
coi punti ove k& & segata dall’ asse dell’ involuzione che ha
per polo P. E poiché la costruzione di questo asse si ese-
guisce con la sola riga, si ottiene cosi un modo di tirare
le tangenti da un punto esterno ad una circonferensa
completamente tracciata, facendo uso della sola riga.

OssERVAZIONE 2* Un’applicazione notevole del problema
trattato in questo numero e nel. precedente, ¢ la ricerca
della coppia dei raggi ortogo-
nali, coniugati in una involu-
slone data sopra un jfascio di
raggi S.

Se si conduce per S, nel piano
del fascio, una circonferenza #,
si vede subito che i raggi coniu-
gati nell’ involuzione data, se-
gnano ulteriormente su k£ le
cdppie di ur’ involuzione, di cui
sia P il polo. Congiungendo P _
col polo dell’ involuzione segata sulla circonferenza dall’ in-
voluzione circolare del fascio S, cioé col centro O di k, e
proiettando da S gli estremi del diametro PO, avremo la
coppia @y richiesta.

11 teorema che le coppie di un’involuzione tra i raggi di un
fascio, segano sopra una circonferenza, passante pel centro del fa-
scio, le coppie di un’ involuzione, trovasi sotto altra forma in Ca-
STILLON (1776).

417, Ur’ altra costruzione dei punti uniti di una_protet-
tivita tra due punteggiate sovrapposte.

Gid abbiamo veduto (§ 5, n° 4) due modi differenti di co-
struire i punti uniti di una proiettivita tra due punteggiate
sovrapposte e quindi, piu in generale, di determinare gli
elementi uniti di una proiettivitha tra due forme sovrapposte.

Un altro modo di risolvere lo stesso problema, viene
dato dalla prop. 4 di questo §.
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" Invero, se la proiettivith tra due punteggiate sovrapposte
u, ' & individuata mediante tre coppie AA’, BB, CC' di ele-
menti corrispondenti, gli eventuali punti uniti M, N (distinti
o coincidenti) costituiranno la coppia comune alle invo-

luzioni :
Iﬁ(AB’A’) IE(AC’A’
B A B ’ " CAC
sicché per determinarli basterd applicare una delle costru-
zioni esposte ai n.! 15, 16.

Applicando la costruzione del 11° 15, otterremo la regola
seguente: In un piano pel comune sostegno delle punteg-
giate u, «/, ma fuori di questo sostegno, si assuma un punto
P e si dica Q 1’ ulteriore intersezione dei cerchi PAB’, PA'B,
ed R I’ ulteriore intersezione dei cerchi PAC/, PA’C. 11 cer-
chio PQR taglierd il comune sostegno negli eventuali punti
uniti richiesti.

Questa costruzmne ¢ dovuta a CHASLES.

. 18. Data sopra una retta un’ involusione elhttcca tro-
vare due punti coniugati che abbiano la distanza minima.
Sia I I involuzione ellittica data sulla retta w ed O il
centro dell’ involuzione. Dicendo A, A’ una coppia qualunque
della I, avremo: '
OA . OA’ = £,

ove k ¢ una costante negativa, indipendente dalla coppia
considerata (/<. § 40). Ricordando ora dall’ Algebra elemen-
tare che se il prodotto di due numeri variabili & costante,
la loro somma ¢ minima quando i due numeri sono uguali,
si vede che, in valore assoluto, la somma OA + OA’ ¢ mi-
nima, quando i due punti A, A’ sono equidistanti da O.

Sicché la coppia richiesta ¢ quella comune all’involu-
zione cllittica 1 e alla simmetria rispetto al centro O.

La costruzione relativa si pu0 eseguire profittando dei
n.! 15, 16 di questo §.

OSSERVAZIONE. Il problema analogo pel! fascio di raggi,
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di determinare cioé due raggi coniugati in una data invo-
luzione ellittica (non eircolare) che formino I’ angolo acuto
minimo (e quindi I’ angolo ottuso massimo), si risolve fa-
cilmente, profittando della relazione.:

tang oa tang oo’ = costante,

che lega le tangenti trigonometriche degli angoli formati
da due raggi e, o, coniugati nella data involuzione ellittica,
con uno, o, dei raggi coniugati ortogonali (§ 4, n° 13, 0ss.).

Come prima si vede che i due raggi richiesti costitui-
scono la coppia comune alla data involuzione ed alla sim-
metria rispetto ad o.

Analogamente dicasi pel fascio di piani.

19. Se una proiettivita data tra gli elementi di una
Jorma di 1* specie, possiede un ciclo di n elementi, essa ¢
ciclica di ordine n.

Ricordiamo anzitutto che una proiettivita » tra gli ele-
menti di una forma di 1* specie u, dicesi ciclica di or-
dine n, quando applicando n — 1 volte successive 1’ opera-
zione » ad un elemento generico della forma, si ottengono
n — 1 elementi distinti, ma applicando ancora una volta
I’ operazione o all’ ultimo elemento ottenuto, si ritorna al-
I’ elemento di partenza.

Simbolicamente una proiettivitd ciclica di ordine n si
definisce scrivendo

purcheé perd non sia I'identith nessuna delle potenze infe-
riori di w. _

Se a partire dall’ elemento A,, applicando n — 1 volte
successive I’ operazione di una proiettivith, si ottengono
gli elementi distinti A, A,.... An, ed applicando ancora una
volta Y operazione, si ritorna ad A,, il gruppo A, A,... A,
si dice un ciclo per 1la data proiettivita.

SEVERI. ’ 9



... I} teorema che vogliamo dimostrare, afferma appunto
che, se un particolare elemento della forma pud prendersi
come,origine di un ciclo di n elementi, lo stesso accade
per ogni altro elemento, cioé la praiettivith ¢ ciclica di
ordine ~. .

Nel caso n = 2 si trattera di una proiettivita nella quale
due elementi si corrispondono in doppio modo, ¢ gia sap-
piamo che da cid si deduce che la corrispondenza & invor
lutoria, cioé che w®=1 (£.§ 36).

R thhttiafno dunque il caso 7 > 2. Sieno A, A,...A, 7 ele-
menti distinti, che costituiscano un ciclo per una proiet-
tivith data o. La proiettivith wn—1 fa passare dagli ele-
menti A, A,...A, rispettivamente agli elementi A, A, A,....An—1
e quindi la «® lascierd fissi gli elementi A, A,.... A.. Essendo
n é‘3, dal teorema fondamentale di Staudt, si deduce che
wh = 1, ¢ d. d.

20. Una proiettivita ciclica di ordine n > 2, ¢ sempre
ellittica. '

“Sia w la data proiettivitd ciclica tra gli elementi della
forma u, e diciamo A, A,... A, un ciclo di . Proviamo an-
zitutto che la proiettivitd w & concorde.

' \Irivei'o, nell’ipotesi che la w sia discorde, nella succes-
sione delle terne:

A VA Ay, AAGA, AJA A At An Ay

che si ottengono dalla 1* applicando successivamente la o,
ciascuna ha senso contrario alla precedente.

Dal confronto delle prime due terne, si rileva che A,
giace nel segmento A, A, che non contiene A,; dal con-
freato della 2* e della 3% che A; giace nel segmento A; A,
che non contiene A, e quindi nel segmento A, A; che non
contiene A,; e cosi proseguendo si giunge all’ assurdo che
A, appartiene a quel segmento A, A, in cui per ipotesi non
deve trovarsi. Si conclude pertanto che 1'ipotesi che la
sia discorde ¢ assurda.
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Ci0 posto, se un -elemento P si muove descrivendo. la:
forma « in un determinato verso, a partire da A, il suo
omologo P’ si muove nello stesso verso, e mentre P descrive
i segmenti ,Ag,AgAs, . AnA,, che hanno il verso fissato,
I'elemento P’ descrive i segmenti A, Ay, A; A, ..., AjA,: dun-
que P’ non viene mai a coincidere con P.

21. Se A, A,.... Ay, B, B..... Bu son due gruppt di elementi
dz una forme di 1* specie, che si oltengano dagli ele-
menti A,, B, applicando n — 1 volte di seguito la proiet-
tivita v, si ha

1) Ay Age Av A B, B Ba,

«
e la proiettivita w, in cui si corrispondono questi due
gruppi, ha la stessa involuzione unita della proiettivitda o.

Se la proiettivith o ¢ iperbolica o parabolica, la relazione:
(1) ed il fatto che la «», ha gli stessi punti uniti della ‘o,
derivano - dalla replicata applicazione di un teorema ben
noto ( K.§ 33). :

Se la w ¢ ellittica (o iperbolica) si pud ragionare cosi:.
Dicasi I I’involuzione unita di » (§ 6, n° 12), e si consideri:
la proiettivitd »,, ben determinata, che ha. per involuzione
unita la I e che fa passare da A, a B,. Questa proiettivita
sara permutabile con w, € quindi la o trasformera una cop-
pia di elementi omologhi della w,, in una coppia analoga..
Ma o trasforma successivamente la coppia A,B,; nella A,B,,:.
la A, B, nella A; B,, ecc,; dunque la o, fa passare da A, a
B,, da A; a B,, ecc.

OssERVAZIONE. In particolare si deduce che tufti ¢ cicli
di una proiettivita ciclica o, 8i corrispondono fra loro
mediante una proiettivita che ha la stessa involuzione
unita di o, . ;

22. Se A B C son tre elementi di una forma di 1* specie,
e se st determinano gli elementi A’ B’ C' in guisa che ri-.
sultino armonici i gruppi -

BCAA’ , CABB', ABCC , . o
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le tre coppie AA’, BB, CC' appartengono all’involuzione

Co e age o Y ABC

u.nzta della proiettivita ciclica del 3° ordine (BCA)'
Invero nella corrispondenza diretta 1’omologo di A é

I’ elemento B, e nell’ inversa I’omologo di A ¢ C, sicché il

coniugato armonico A’ di A rispetto alla coppia BC, é pure. -

coniugato di A nell’ involuzione unita di gCBE) (§6,n°12).
Analogamente si vede che in quest’ involuzione B e C

hanno per coniugati B’ e C'.

. OsseERVAZIONE. Nell’ involuzione unita ora considerata ai

gruppi BCAA', CABB’, ABCC’ corrispondono i gruppi:

B'C'A’A , CA'BB , A'B'C'C;

dunque anche questi sono armonici. E cosi ritroviamo la
proposizione dimostrata al n° 18 del § 2.

R3. Se una proiettivita o fo passare da A a B, da Ba C
e da C a D, la condizione necessaria e sufficiente affinché
la © sia ciclica del 4° ordine, ¢ che sia armonico il
gruppo ACBD.

Infatti se la proiettivita

o — ABC)
BCD

¢ ciclica del 4° ordine, all’ elemento D dovra corrispondere
Ae qmndi sara:

1) ACBD A BDCA
Ricordando che (£. § 33):
(2) BDCA A ACDB,
avremo:
3) ACBD A ACDB,

la quale difnostra che il gruppo ACBD ¢ armonico (%. § 33).
Viceversa, se ACBD é armonico, si pu6 scrivere la (3), la
quale confrontata con la (2), che ha luogo in ogni caso, da
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la (1). Quest’ ultima prova che nella proiettivita Yo = (ggg)
il gruppo ABCD ¢ un ciclo: dunque la w é ciclica del 4° or-
dine (§ 6, n° 19).

4. Una proiettivita ellittica w tra i punii di una retia,
0 ¢é ciclica, oppure applicando ad un punto della retta le
operazioni di unae potenza di w, ad esponente abbastanza
alto, st ottiene un punto distante dal primitivo meno di
un segmento prefissato, comunque piccolo.

Sia « la retta su cui & data la proiettivita ellittica w, e
sia S un punto dal quale la o si proietti in una congruenza
diretta di un fasecio di raggi (§ 5, n°® 3).

11 rapporto tra I’ angolo acuto costante «, compreso tra
due raggi omologhi in questa congruenza, e I’ angolo piatto
7, pud essere razionale o irrazionale,

P h . . .

Se w = con A, k interi, partendo da un raggio «
del fascio S e ripetendo A volte la rotazione di ampiezza a,
nel senso debito, si esauriscono & semigiri, essia il raggio a®,
a cui si perviene, coincide con «. Allora é chiaro che la po-

tenza " della data proiettivita, ¢ 1’identith, ossia che © é

ciclica d’indice uguale ad h (se % ¢ ridotta alla minima

espressione).
. k) . . .
Supponiamo ora che -, Sia irrazionale. Allora operando
sugli angolii m, a col procedimento della comune misura,

avremo una successione indefinite di uguaglianze, che sa-
ranno del tipo:

1) T =he + o (o, < @)
- (?) a = hyay, + oy (2, < @)
(3) ay = hya, + oy (0 < o)

(s +1) as—1=hs+1a,+as+1(as+1<9‘s_),

>

eon A, h,... hs 4+ 1., nUmMeri interi. .
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010 posto, sia A un punto di u, a il raggio che lo pro-
1etta da S; M, N i due punti di « distanti da A di un se-
‘emento ‘prefissato ¢; m, n 1 relativi raggi proiettanti.

Diciamo vy il pitl piecolo fra i due angoli em, an, che si
.ottengono proiettando da S i due segmenti finiti AM AN’ e
nella SuCLeSSIOIle degli angoli

‘a‘ *, ag..‘.a as"'?

indeﬁnitamente decreséenti cerchiamone uno, as + 1, tale
‘che €sS0, e tuttl i successivi, sieno mmorl di v. Se fra le
‘relazioni (1) (2).... (s + 1) si ellmmano 0‘1 Ggeren Oy, AVIEINO
un’ uguaglianza del tipo: ' S

SRS P =gqa =+ a5+, o

con p, ¢ interi (positivi); il che significa che i due angoli
pr e ga differiscono tra loro. meno di y.

Ne. demva che. partendo dal ragglo a ¢ appllcando (1
volte la rqtazlone a, col deblto senso, si arriva ad un rag-
gio a1 contenuto in uno dei due angoli am an, prima de-
ﬁnltl, e qulndl apphcando al ‘punto A dl u le operazmm
della w¢, si arriva ad un punto At appartenente all’ mtorno
MN'di A, e d. d. ,

25. Una prodettivita iperbolica non involutoria w, tra i
puniti di una retta u, gode della proprieta che una sua
potensa abbastansa alta, porta un punto qualunque della
retta in un intorno prefissato, comunque piccolo, di uno
‘dei punti uniti; mentre una.potensa abbastanza alta del-
U inversa, w—!, porta un punto della velta in un intorno
prefissato dell’ altro punto. unito.

Dicansi infatti M, N i due punti uniti e si ricordi .che il
birapporto (MNAA') — invariante assoluto della proiettivita
— rimane costante al variare della coppia di puntl AA
cormspondentlsl nella o (E. § 35). S¢ si pone: -

(1) (MNAA') = k o



e si chiamano A"A”..A%.. i punti corrispondenti ad A
mediante le potenze successive v® @’... w'.... di v, otterremo:

(2) (MNA’A”) = k, (3) (MNA”A") = F,...,
(8) (MNAS—t AS) = £,...;

sicehé, moltiplicando membro a membro le prime s di
queste uguaglianze, avremo il valore dell’invariante di w®:

(MNAA®) = &-.

Poiche la w non é né identica né involutoria, il valore
assoluto di & sard diverso da 1, e quindi due ipotesi sono
possibili: o il valore assoluto di # ¢ maggiore d’ uno, oppure
& minore di 1. k ‘ o

Nella prima ipotesi le potenze successive di k&, in valore
assoluto, cresceranno oltre ogni limite, sicch¢ il valore
assoluto del rapporto semplice:

(MNA)

(MNAS) = ks ?

per valori abbastanza grandi di s, potra rendersi minore di
un numero positivo assegnato, comunque piccolo, e quindi
la distanza di A®* dal punto unito M, potra rendersi, in va-
lore assoluto, minore di ogni segmento prefissato.

Nella seconda ipotesi si vede analogamente che il va-
lore assoluto del rapporto (MNA®), cresce oltre ogni limite,
sicché il punto As, col crescere di s, tende al punto unito N.

Se si osserva infine che la inversa w—! ha per inva-

riante (MNA’A) = si vedra che, nella prima ipotesi, ap-

_~1d
P
plicando ad un punto di » le successive potenze della o,
si ottiene una successione di punti che tende ad N, mentre
nella seconda ipotesi questa successione tende ad M.
OSSERVAZIONE. Questo ragionamento non ¢é applicabile
ad una proiettivith parabolica; tuttavia in tal caso vale la

seguente proposizione, analoga alla precedente:
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Se v é una proiettivita parabolica, tra i punti di una
rettau, una potenza abbastanza alta di w porte un punto qua-
lunque della retta in un intorno prefissato del punto unito.

Per dimostrarla conduciamo una retta pel punto unito M
e, presi sopra questa due punti S, 8/, da S proiettiamo la
punteggiata ABC.... e
da S la puntegglata
A’B’ (..., corrispon-
dente alla precedente
mediante la . Avre-
—=~A" mo cosl due fasci

projettivi col raggio
comune umto e qumdl prospettlw e I’asse di prospettiva u,
passera pel punto unito M (E. § 30).

L omologo A” del punto A’, nella w, ossia I’omologo di A
nella w?, si costruira proiettando A’ da S nel punto A’, del-
I’asse uo, € poi A, da S nel punto A” di u; e analoga-
mente si otterranno i punti A" (omologo di A”), A" (omo-
logo di A™),... ' '

Ricordando la costruzione esposta al n°® 22 del § 2, si
vede che i punti A A’ A” A’”.... formano una scala armo-
nica rispetto all’ origine M; e quindi il teorema cnunciate
non ¢ che un modo diverso di presentare una proprieta
gia dimostrata per le scale armoniche (§ 2, n° 22).

26. Risoluzione lineare approssimata dei problemi di
2° grado. . ' :

Abbiamo gid osservato che ogni problema di 2° grado
della Geometria piana si riduce, con proiezioni ¢ sezioni,
alla determinazione degli elementi uniti di una proiettivita
(ed in particolare degli elementi doppi di un’ involuzione);
e quindi che in generale per risolverlo non basta la riga,
ma ci vuole anche il compasso (§ 5, n° 5).

A ci0 fa riscontro, nel campo algebrico, il fatto che per
risolvere un’ equazione di 2° grado, non bastano in generale
le operazioni razionali (di addizione, sottrazione, moltipli-
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cazione e divisione) sui suoi coefficenti, ma occorre anche
I’estrazione di un radicale quadratico.

Tuttavia le operazioni razionali possono servire ad ap-
prossimare le radici dell’ equazione, tanto quanto si vuole.
Orbene, anche quest’ ultimo fatto algebrico ha il suo corri-
spondente nella Geometria, giacché con la sola riga si pud
giungere ad elementi di una -forma di 1 specie (punteg-
giata o Tascio di raggi) fanto prossimi quanto si vuole agli
elementi uniti di una data proiettivita, e quindi si puo ri-
solvere, con quell’ appréssimazi'one che piu si desideri, qua-
lunque problema di 2° gmdo,, come adesso 01 proponiamo
di far vedere. ’ : 7

Supponiamo che un problema grafico @i 2° grado, con
proiezioni e sezioni, sia stato ricondotto alla determinazione
degli elementi uniti di una proiettivita discorde v, non
involutoria, tra gli elementi di una forma di 1* specie.

Immagineremo che questa forma sia un fascio (proprio)
di raggi, perché. ragionando sopra una punteggiata, do-
vremmo avere un particolare riguardo al suo punto al-
I’ infinito (cid che del resto non porterebbe che leggere com-
plicazioni di forma).

Partendo dal raggio a del fascio, con operazioni lineari,
si posson costruire i raggi o’ a”’ @’ .. omologhi di a nelle
proiettivith o, 0%, ®%,..; e questa successione si pud prolun-
gare finché si vuole e si ottengono sempre raggi diversi da
quelli che li precedono (§ 6, n° 20), purché, beninteso, il rag-
gio a di partenza non sia unito: il qual caso naturalmente
escludiamo, perché allora si conoscerebbe un raggio unito
e quindi I’ altro si costruirebbe linearmente (£. § 30).

Un’ analoga esclusione si sottintendera anche quando
esamineremo il caso in cui w & concorde,

Nella proiettivith » discorde, e quindi iperbolica, due
elementi corrispondenti qualunque separeranno la coppia
degli elementi uniti m, » (E. § 31), sicché i due angoli ama’,
ana’ saranno complementari.
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" Se facciamo 1’ ipotesi che il raggio a” cada nell’angolo
ama’, 0ssia che le coppie ma, a'a” si separino, si separeranno

pure le coppie ma/, a’a’”’ e ma’, a"'a’"”,..., che si ottengono
dalle precedenti applicando le operazioni m, w?...; donde si

trae che il raggio o appartiene all’angolo «’'mea”; che il
raggio a”” appartiene all’ angolo a”’ma’, e cosi di seguito.
In tal caso la successione:

ad’'a’a” ... o las a5+, ..
tende al raggio unito m (cfr. col n° 25 di questo §).

Analogamente dicasi se ¢” cade nell’ angolo ana’.
Da ci¢ deriva che nella successione degli angoli:

ad’a’, e'a'a’, oo a,. .., as—lasHas, ...,

ciascuno sard contenuto nel precedente, ed uno dei raggi
uniti, e sia m, sard contenuto in tutti gli angoli della suc-
cessione stessa. Se dunque si prende come raggio m un
raggio qualunque dell’angolo as—tas+ias, si commette un
errore minore dell’ ampiezza di quest’ angolo; sicché non
solo possiamo dire che col crescere del numero delle ope-
razioni I' errore decresce, ma che ¢ soddisfatto anche il re-
quisito essenziale di ogni sistema di approssimazione, che
cioé dopo un certo numero finito di operazioni, si pud sem-
pre assegnare un limite superiore dell’ errore.

In modo analogo si potrd approssimare 1’ altro raggio
unito, giovandosi delle potenze successive di o1,

Si conclude pertanto che quando la » ¢ discorde e non
involutoria, il dato problema grafico di 2° grado si pud
risolvere linearmente, con quell’ approssimazione che si de-
sidera.

Passando ora ad esaminare il caso in cui la w ¢ con-
corde, ma non involutoria, vediamo anzitutto come si possa
stabilire con operazioni lineari se essa ¢ iperbolica o para-
bolica o ellittica; se cio¢ il dato problema di 2° grado ha
due soluzioni o ne ha una sola o ¢ impossibile (nel campo
reale).
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Di due elementi pg della forma (che supporremo ancora
sia un fascio ‘di raggi) si costruiscano. gli omologhi p'q’
nella o e gli omologhi p,g, nella w—!, ¢ sieno p.g, 1 quarti
armonici dopo p'p\p, ¢'q,q. La condizione necessaria e suf-
ficiente perché la o sia iperbolica (o ellittica), ¢ che le
coppie pp., ¢9., che appartengono alla sua involuzione unita
(§ 6, n° 12), non si separino (o risp. si separino), e (quindi)
la condizione necessaria e sufficiente perché la o sia para-
holica, ¢ che p. coincida con ¢. (cfr. col n°® 25, Oss.).

Anzi quando la w é parabolica I’ unico elemento unito é
Do = q,, Sicché in tal caso il problema si risolve linearmente,
senz’ aleun errore, o

Nel caso in cul la o ¢ iperbolica, indicando con m, n
i raggi uniti (incogniti) ed applicando ad un raggio a del
fascio le operazioni o, w? o, ..., otterremo i raggi e a” ...
appartenenti tutti all’ angolo man, che contiene @, perché
due elementi omologhi. nella » non separano gli elementi
uniti. Tenendo sempre conto del fatto che la o é concorde
si vede inoltre che i raggi

-

1) ad’a”" ... ak...,

si succedono entro al fascio nell’ ordine scritto, tendendo
per es., al raggio unito m (§ 6, n° 25).

Se poi & ¢ un raggio che insieme ad « separi la coppia
mn, ¢ mediante le potenze di = costruiamo a partire da & la
successione

@) bY BB bR

si vede che anche la (2) ha per limite m (§6,n°25), ma
che i suoi elementi si succedono nel fascio in senso con-
trario agli elementi della (1).

Si conclude che per approssimarsi ad un. raggio unito,'
bisognera anzitutto procurarsi due raggi a, b che separino
gli elementi uniti. Tali raggi li possiamo ottenere linearmente
considerando ad es. due raggi coniugati nell’ involuzione
unita di w. Dopo cid applicheremo ad essi le operazioni delle
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successive potenze di w. Si otterranno cosl le due successioni
indefinite (1), (2), i cui elementi, considerati complessiva-
mente, si succederanno nell’ ordine naturale:

aa’a’ ... a*... b*... bbb,
Formando la successione
ab, 'V, a’b",..., a*b®,...

costituita dagli angoli che hanno il verso dato da quesi’ or-
dine naturale, e prendendo come raggio unito un raggio
qualungue dell’ angolo a®0%, si commette un errore minore
dell’ ampiezza di a*b®, e quindi decrescente indefinitamente
col crescere di s. ‘

12 altro- raggio unito si otterra analogamente applicando
le potenze della w1,

~Infine nel caso in cui la w ¢ un’ involuzione iperbolica,
individuata dalle coppie aa/, a,a',, fissiamo I’angolo aa’, che
contiene i raggi a,a’,. Preso quindi un raggio «, dell’ angolo
a,a/; che sta in aa’, costruiamone .il coniugato a,. Co-
struendo. similmente 1’ angolo a,a’; interno all’ angolo a.a,/,
che sta in aa’, e cosl proseguendo, avremo una successione
di angoli decrescenti, i cui lati tendono ad uno dei raggi
doppi. In modo analogo, partendo dall’angolo a,a,” che con-
tiene aa’, si approssima 1’ altro raggio doppio.

OSSERVAZIONE. Si noti che a questo processo di approssi-
mazione ci possiamo ridurre anche nel caso di una proiet-
tivith non involutoria, costruendo dapprima due coppie
della sua involuzione unita.

Sicché in ogni caso si conclude che un problema gra-
Sico di 2° grado si pud risolvere con la sola riga, con
quell’ approssimazione che si desidera.

Se il problema ¢é di natura mefrica, se cioé i dati hanno
particolari caratterizzazioni metriche, per riguardarlo come
un problema grafico, occorre aggiungere ai dati quegli enti
del piano che permettono di enunciare il problema sotto
forma grafica. Questi enti sono, com’é noto ( Z. § 50, Oss. 2*
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e § 73), la retta impropria e I'involuzione assoluta, nella
quale sono coniugati i punti all’infinito delle coppie di rette
perpendicolari del piano.

Ed é pur noto che questi enti metrici fondamentali, che
costituiseono I’ assoluto del piano, si possono dare asse-
gnando sul piano del disegno un quadrato, oppure un cer- -
chio col suo centro (E. § 73).

27. La condisione necessaria e sufficiente affinche tre
coppie AA', BB, CC' di elementi di una forma di 1* specie,
appartengano ad un’ involuzione, é che:

1 (BCA’) (CAB’) (ABC’) = 1.
Supponendo infatti che la data forma di 1* specie sia

una punteggiata u, se le coppie'AA’, BB’, CC’ appartengono
ad un’involuzione, sara:

2) ABA’C’ A4 A'B'AC,
ossia (K. § 34):

(3) (ABA'C’) = (A’'B’AC),
donde, sviluppando, si trae:

(4) AA,’.BC: — A:A.B:C ’

BA’.AC B'A.A'C

od anche:

(5) BA’.CB’.AC' = CA’.AB'.BC,

la quale si puo scrivere sotto la forma (1).

Viceversa se ¢ soddisfatta la (1), ossia la (5), sara vera
anche la (4), e quindi risalendo si dedurra la relazione (2),
sicché le tre coppie AA’,BB', CC’ apparterranno ad un’in-
voluzione.

OssSERVAZIONE, Dalla (1), se si scambiano alcéune lettere
senza apice in altre con apice, il che ¢ lecito perché gli
elementi declle due forme proiettive sovrapposte sono in
condizione simmetrica, si ottengono altre tre relazioni dello
stesso tipo.

Si noti che la relazione che si deduce dalla (1) scam-
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biando. tutte le lettere senza apice! in: lettere con apice,
coincide con la (1) medesima.

Ma tra le misure dei segmenti che hanno per estremi i
dati elementi AA’ BB/, CC’, passano.anche altre relazioni,
ciascuna delle quali da sola pud servire ad esprimere la:
condizione perche le tre coppie AA’, BB’, CC’ sieno in invo-.
luzione. 11 tipo di quest’ altro gruppo di relazioni ( che sono
in:numero. di 3), ¢ il seguente:

(BCA) (B'C’'A) = (BCA’) (B'C’'A’).
Questa relazione si riconduce subito all’ uguaglianza
(BCAA’) = (B'C’'A’A).

Basta percio dividerne i due membri per (B'C’A)(BCA’).

E chiaro che le sette relazioni suddette debbono de-
dursi tutte da una qualunque di esse, con trasformazioni
razionali. '

Le sette relazioni (dipendenti tutte da una) che passano tra le
misure dei segmenti che hanno per estremi i punti di tre coppie
in involuzione, si trovano in Pappo, nei casi particolari dell’ invo-
luzione dei 5 punti e dei 4 punti, ed anche nel caso particolare
in cui una delle coppie & costituita dal centro dell’ involuzione e
dal punto all’infinito. Naturalmente nelle Collezioni di Pappo si
trovano enunciate con un linguaggio differente da quello che ci
suggerisce la teoria dell’ involuzione, il cui studio, come abbiama
detto altrove, fu cominciato da DESARGUES (1639). Le relazioni stesse
si ritrovano in BRiaNcHON (1817) e in. PONCELET (1822).

28. Se sopra una retta si ha un’ involuzione individuata
dalle coppie AA", BB, ed O ¢ 1l centro dell involuzione,
P un punto qualunque della retta, ha luogo la rela-
zione:

PA.PA’ — PB.PB = (AB -+ A’B’) PO.

Per dimostrarla riferiamo tutti i ségmenti del 1° mem-
bro all’ origine O. Verra allora:

PA.PA’ —PB.PB =
— (OA —OP)(0A’ —OP) — (OB — OP) (OB’ — OP),
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PA.PA'—PB.PB' =
=0A.0A’"—0B.0OB' 4 OP(OB—0A)+ OP(OB'— OA’).

Ricordando che (E. § 40):

OA.OA’ = cost.,
avremo:

PA.PA’ —PB.PB' = OP (OB — OA)+ OP (OB’ — OA’),
la quale riducesi immediatamente alla relazione da dimo-
strarsi.

Anche questa relazione trovasi nelle Collezioni. matematiche
di Pappo.

§ 7. Applicazioni del teorema del quadrungolo;

Sommario: Dimostrazione del teorema del quadrangolo col me~
todo della proiezione centrale — Teorema reciproco — Esten-
sione del teorema di Simson — Teorema di Gauss — Se due
quadrangoli completi hanno 5 coppie di lati perpendicolari,
anche i lati rimanenti son perpendicolari — Tetraedri di
Mobius.

1. Dimostrazione del teorema del quadrangolo col me-
todo della proiezione centrale.

Sia KLMN un quadrangolo piano completo ed u una
trasversale del suo piano,
non passante per nessun
vertice del quadrangolo.
Chiamiamo AA’, BB/, CC/
le tre coppie segnate su
u, rispettivamente dalle
coppie di lati opposti KL,
MN; KM, LN; KN, LM. 11
teorema del quadrangolo
(E. § 39) consiste in cid:
le tre coppie AA’, BB/, CC' appartengono ad una medesima
involuzione. ( |
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Per dimostrarlo proiettiamo il quadrangolo e la trasver-
‘sale u, da un centro sopra un
L, piano, in modo che vada all’ in-
finito uno dei lati del quadran-
golo: p. e. il lato MN; e indi-
chiamo con le lettere K,L,...
AA/... le proiezioni dei punti
u, (, - B, a KL... AA’... e con u la pro-
é// LA ® iezione di u. '
™ Dai triangoli simili B,AK,
C"A\L,, si rileva, in valore e segno: .

AB,
ACY

= AK
= AL

e dai triangoli simili C,A K,, B,A,L,, si rileva:

AC, _ AK,
AB, T AL

Dal confronto di queste due proporzioni si trae, in valore
€ segno:

AB,.AB, = AC.AC,. |

La relazione trovata ci dice che le due coppie B,B/, C,C/
individuano un’involuzione di cui A, & il centro (L. § 40),
ossia che le tre coppie AA/ ., BB/, C,C/ appartengono ad
un’involuzione della u,.

Poiché passando mediante proiezioni e sezioni da una
forma di 1* specie ad un’altra, a coppie della prima in in-
voluzione, corrispondono nella seconda coppie in involu-
zione, si conclude, come volevasi, che le tre coppie AA’,
BB’, CC’ appartengono ad un’involuzione della u«.

11 teorema del quadrangolo trovasi sostanzialmente nelle Colle-
&ioni di Pappo. Dimostrazioni di questo teorema analoghe a quella
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esposta sopra, furono date da BriancHoN (1817) e da PONCELET
(1822). La dimostrazione puramente grafica, che si usa esporre og-
gidl (E. § 39), si legge nella Geo. der Lage di Staupt (1847).

2. 11 teorema del quadrangolo si pud enunciare anche
sotto la forma- seguente (considerata da StAUDT), la cui
equivalenza con I’ enunciato usuale apparisce subito:

Se in un piano si considera un triangolo, un punto non
appartenente ai suoi lati ed zyma retta non contenente né
il punto né alcun vertice del triangolo, i lati di questo
ed i raggi che proiettano dal punto dato [ vertici rispet-
tiv. opposti, segano sulla retta data tre coppie in invo-
luzione.

Del teorema cosi enunciato, ¢ vero anche il reciproco:

Datr in un plano un triangolo IFG ed una trasversale
u (non passante per alcun vertice), la quale seghi ¢ lati
LR, FG, GE ned punti A, B, C, le rette che congiungono i
verticy rispettivamente opposti « quel lali, coi coniugati
A, B, C, dei punti A, B, C,in una tnvoluzione data sulla
U, concorrono in un punto. ,

Invero, & indichi con H il punto in cui concorrono
le rette GA’, EB', e si osservi che, essendo A diverso da
B e quindi A’ diverso da B’, il punto H risulta esterno
alla u. Applicando il teorema
del n.° precedente al quadran-
golo completo EIGIT tagliato
dalla trasversale u, che non
ne contiene nessun vertice,
si vede che la HIE dovra ta-
gliare la « nel punto coniu- S C..\
gato di C nell’ involuzione in-
dividuata dalle coppie AA’, BB, cio¢ nella involuzione data
sulla «. Dunque la retta FC’ passa per H, c. d d.

Lasciamo al lettore le considerazioni duali,

OsSERVAZIONE. Dal teorema ora dimostrato segue subito

SEVERL 10
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la proposizione di Geometria elementare: Le tre altezze di
un triangolo concorrono in un punto (ortocentro).

E dal suo duale si deduce facilmente che se da un punto
O del piano di un triangolo ABC, s¢ conducono le perpen-
dicolari alle rette che da O proiettano i vertici A, B,C,

" quelle perpendicolari segano i lati risp. opposti, in tre
punti allineats.

3. Se da un punto del cerchio circoscritto ad un trian-
golo, si conducono tre rette, che formino coi lati angoli
eguali e dello stesso verso, i punti ch’esse segnano su
questi lati sono in linea retia.

Sia ABC il triangolo dato; a, b, ¢ siano i lati opposti ad
A, B, C, e P il punto dato sul cerchio circoscritto ad ABC.

Diciamo a’ &’ ¢’ tre raggi tirati per P in modo che gli
angoli aa’, bd’, c¢’ sieno uguali in grandezza e verso, e in-
dichiamo inoltre con A’, B, (V, i vertici rispettivi di questi
angoli.

Si tratta di provare che i punti A’'B’C’ sono allineati.

Si tirino infatti i raggi PA =a,, PB==§,, PC=¢, e si osservi
anzitutto che i due triangoli A’BP, AB’P sono equiangoli,
perché gli angoli BA” = aa’, AB'P = b&' sono eguali per
ipotesi, e gli angoli A’Tﬁ), PAB’ sono inscritti in un me-
desimo arco di circonferenza. Dunque I’angolo ¢’d, é uguale

b all’ angblo a,b’, ed anzi, sic-

""'\..,1‘; come aa’ ¢ b¥ hanno lo

stesso verso, facendo ruo-

tare rigidamente il triangolo

AB’P attorno al vertice P,

finch¢ & coincida con «/, il

raggio & diverra parallelo

; . ad a ed il raggio a, verra

b N7 a coincidere con &,; donde

segue che i due angoli a’b,, «,6’ sono inversamente uguali,

e quindi che i due angoli a,0,, @’ sono pure inversamente
uguali.
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Analogamente si prova che sono inversamente uguali
gli angoli b,¢,&'¢’ e gli angoli ¢,a,, ¢'a’. Cid equivale a dire
che le tre coppie a, @, b0, c,¢’ si corrispondono in una
congruenza inversa del fascio P, cioé che appartengono ad
una medesima involuzione.

Applicando allora il teorema duale di quello stabilito al
n° precedente, si giunge alla conclusione che i tre punti
A’, B, €’ sono allineati.

Questo teorema & un’ estensione di quello di SiMson, che ab-
biamo gi&a incontrato al n° 11 del § 3. Esso, come ha osservato
PonceLer (Traité.... 1822), permette di risolvere con la falsa squa-
dra, il problema di prolungare un allineamento al di la di un osta-
colo, che ne impedisca la vista. La soluzione dello stesso problema
con P’ ordinaria squadra, era gia stata esposta da SErvois (1813) ().

4. Le polari di un punto rispetio alle tre coppie di lati
oppost di un quadrangolo piano completo, cCONCOrrono in
un punto.

Sia infatti ABCD il dato quadrangolo (non degenere), P il
punto dato nel suo piano, P’ il punto in cui &’ incontrano
le polari di P rispetto alle coppie di lati AB, CD; AC, BD, e
infine sieno XX', YY’, Z7' le coppie segnate sulla retta PP’
dalle coppie di lati opposti AB, CD; AC, BD; AD, BC. Ricor-
dando la proprieta armonica della polare di un punto ri-
spetto a due rette (§ 2, n° 16), si vede che la coppia PP’
separa armonicamente le XX’, YY’, e quindi che P, P’ sono
i punti doppi dell’involuzione a cui appartengono le tre
coppie XX’, YY/, ZZ’ (L. § 39). Da cid si trae che anche il
gruppo PP'ZZ’ é armonied, epperd la polare di P rispetto
ai lati AD, BC passera per P’.

(!) Non sviluppiamo qui le soluzioni di questo problema, perché
la loro esposizione ci porterebbe un po’fuori dalla nostra strada.
11 lettore potra consultare in proposito I’articolo di A. GIACOMINI
nelle Questioni riguardanti la geometria elementare, raccolte da
F. ENriQuEs (Zanichelli, 1900).
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OSSERVAZIONE 12 Se P non appartiene ad alcun lato del
quadrangolo, la retta PP’ non contiene nessuno dei vertici;
se P appartiene ad un lato, la retta PP’ coincide con questo;
se infine P cade in un vertice, si ha P’ = P; ma in ogni
caso il teorema non cessa di sussistere.

OSSERVAZIONE 22, Dalla proposizione duale si ottiene, come
caso particolare metrico, la seguente: I punti medii delle
diagonali di un quadrilatero piano completo, giacciono in
linea relia.

Il teorema ultimamente enunciato ¢ di Gauss (1810).

5. Dato un quadrilatero piano completo, trovare un
punto del suo piano dal quale le tre coppie di vertici op- '
posti, sieno protettate secondo tre coppie di angoli retti.

Se P ¢ un punto comune ai cerchi che hanno per dia-
metri due diagonali del quadrilatero, gli estremi di gqueste
diagonali verranno proiettati da P secondo due coppie di
un’ involuzione circolare, alla quale, pel duale del teorema
del quadrangolo, dovra appartenere la coppia che proietta
da P gli estremi dell’ altra diagonale. Dunque P sard uno
dei punti richiesti.

Il problema é di 2° grado.

OSSERVAZIONE. Si deduce subito (almeno nel caso in cui
P & recale), che ¢ circoli aventi per diametri le diagonali
di un quadrilatero completo, appartengono ad un jascio.
1 loro centri sono percio allineati, conformemente al teo-
rema di GAUSS.

6. Se due quadrangoli completi dello stesso piano son
riferiti in guisa che cinque coppie di lati omologhi sieno
perpendicolari, anche i due lati rimanenti saranno per-
pendicolari. ’

Sieno AA’, BB, CC' le coppie, appartenenti ad una me-
desima involuzione w, segnate sulla retta all’ infinito dalle
coppie di lati opposti del 1° quadrangolo, e A A/, BB/, C,C/
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le coppie, appartenenti ad un’involuzione ey, segate sulla
stessa retta dai lati opposti del 2° quadrangolo.

Se le 5 coppie di lati omologhi perpendicolari sono quelle
che hanno per punti impropri AA,, A’A’,, BB,, B'B/, CC,,
queste 5 coppie di punti impropri apparterranno all’ involu-
zione assoluta I

Poiche la T muta due coppie, AA’ e BB, di e, in due
coppie, AJA) e B3/, di w,, trasformera I’involuzione » nella
w,, e quindi la coppia CC’ di w in una coppia di w,. Ma, per
ipotesi, la I fa passare da C a C,, dunque fara pure passare
da C’" a C/, ossia i due lati rimanenti dei due quadrangoli
saranno ortogonali. )

7. Se due triangoli ABC, A’B'C’, di uno stesso piano, son
cosi sttuati che le perpendicolari tirate dai vertici A’, B, C’
del 2° sui lati BC, CA, AB del 1°, passino per un punto,
le perpendicolari ai lati B'C', C'A’, A’B del 2°, dai vertici
A, B, C del 1°, concorreranno pure in un punto.

Diciamo (¥ il punto pel quale passano le perpendicolari
tirate da A/, B’, C’' sui lati BC, CA, AB, ed O il punto comune.
alle perpendicolari tirate da A, B sui-lati B'C’, C'A’. Nei due
quadrangoli OABC, O’A’B’'C’, i 5 lati BC, CA, AB, OA, OB del
1°, son perpendicolari ai lati O’A’, O’B’, O'C’, B'C’, C’A’ del 2°:
dunque (n° precedente) anche i due lati rimanenti, OC ed
A’B’, saranno perpendicolari; cioé la perpendicolare tirata
da C ad A'B’ passera per O, c¢.d. d.

8. Dato un tetraedro ABCD = afy® ('), esistono infiniti
tetraedri AAB'C'D = o/5'y'8" inscritti e circoscritti al dato,
cioé tali che i vertici A'BCD giacciono ordinatamente
sulle facce afy®, mentre le facce «'FY'8" passano ordina-
tamente pei vertici ABCD.

Scegliamo infatti ad arbitrio sulla « il punto A’, sulla B
il punto B” ¢ sulla retta comune ai piani v ed A’B’'D sce-

(1) Scrivendo cos! intendiamo che « sia la faccia opposta ad
A, BaB, ecc.
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gliamo il punto C'. I punti A’'B’C’ si proiettano da D sulla
faccia opposta &, in tre punti A’,B’,C/, allineati e giacenti
rispettivamente sugli spigoli BC, CA, AB; ed i piani &' = AB'C,
g =BC'A’, vy=CA’'B’ tagliano la retta. z, che contiene i
punti A’,B’,C’;, nei punti A", B”, C”,, che sono pure le inter-
sezioni di u coi lati B'C’, C'A’, A’B’ del triangolo A'B'C.

Per il 1° teorema enunciato al n° 2 di questo §, le tre
coppie A" A”,, B',B”,, C',C", apparterranno ad una medesima
involuzione; e quindi, per il reciproco di quel teorema, le
rette AA”,, BB”,,.CC”, concorreranno in un punto D', il quale
sard comune ai piani o’Fy’.

Cosl avremo costruito un tetraedro A'B'C'D’ = o'F'y'd",
soddisfacente alle condizioni richieste.

Due tetraedri nelle condizioni dell’ enunciato precedente, si
chiamano fefraedri di MoBius, appunto perché furono scoperti da
questo geometra (1828). Proprieta notevoli di tali coppie di tetrae-
dri trovansi in STEINER (Syst. Ent...., 1832). — Due tetraedri di
~ Mobius si possono anche deﬁmre come reciproci in un sistema

nullo dello spazio.
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CAPITOLO QUARTO

Proiettivita tra forme fondamentali di 2* specie.

§ 8. Applicazioni delle proprieta [fondamentali,
grafiche e metriche, delle corrispondenze pro-
tettive tra forme di 2¢ specie e in particolare
dell’ omologia.

SOMMARIO ;. Generalita — Sul teorema di PONCELET-STEINER —
a) Problemi sull’ omografia tra piani: Costruzione dell’ omo-
grafia con un numero finito di proiezioni e sezioni o mediante
successive omologie. Solusione di SPITZER del problema di di-
sporre prospettivamente due piani omografici. Fasci di raggi
congruenti nell’ omografia tra due piani — Birapporto d’ area
— Teorema di CHASLES sui piani prospettivi. Applicazione
all’ omologia armonica — Prodotto di due omologie con lo
stesso asse — Condizione perché un’ omografia possegga una
coppia di elementi omologhi in doppio modo — Omologie che
particolarizzano metricamente un triangolo o un quadran-
golo — Sull’ omologia legata a due elementi uniti associati
d’ un’ omografia — Omologie armoniche che mutano in sé
una circonferenza — Sui centri e sugli assi di similitudine
di tre circoli. Risolusione di GAULTIER-PONCELET del problema
di APOLLONIO di costruire un circolo tangente a tre dati —
Sulle trasformazioni per raggi vettori reciproci e sulle affi-
nita eircolari di MoOBius. Dimostrazione di ADLER del teorema
Jfondamentale della Geometria del compasso — b) Problemi
sulla correlazione tra piani: Di una correlasione legata ad
un quadrangolo — Sulle reciprocita tra piani sovrapposti,
nelle quali si corrispondono prospettivamente due coppie di
Jorme di 1" specie. Riduzione del caso generale a questo, me-
diante il movimento.
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+ 1. Quando tra gli elementi di due forme fondamentali di
2* specie (sistemi piani o stelle) si ha una corrispondenza
biunivoca, la quale faccia passare da elementi di ogni forma
di 1* specie contenuta nell’una ad elementi di una forma
di 1& specie contenuta nell’ altra, si dice che le due date
forme di 2* specie son riferite proiettivamente; e la corri-
spondenza che tra esse intercede, chiamasi proiettiviia
(£. Cap. VIII).

Due forme di 2* specie omonime — cio¢ due piani o due
stelle — diconsi riferite omograficamente o mediante un’ omo-
grafiea o collineaszione, quando son riferite proiettivamente
in modo che si corrispondano gli elementi dello stesso
nome; mentre la prmettmm che intercede tra esse si chiama
una correlazione o reciprocita, allorquando gli clementi
omologhi son di nome diverso.

E un piano ed una stella riferiti proiettivamente, si di-
cono collineari (0 omografici) oppure correlativi (o reci-
proct), secondo che ai punti e alle rette del piano, corri-
spondono rlspettlvamente le rette e i piani oppure i piani e
le rette della stella.

Il prodotio di due o piul proiettivith & ancora una proiet-
tivithd, ed ¢ una collineazione o una correlazione, secondo
che tra i fattori del prodotto entrano un numero pari o un
numero dispari di correlazioni.

Il teorema fondamentale nello studio della proiettivitd
tra forme di 2@ specie, afferma che la corrispondenza biu-
nivoca che nasce tra gli elementi di due forme di 1* specie
omologhe, ¢ pure una proiettivitd (/<. § 44). '

- Fissando sopra un piano « due fasci di raggi di centri
(distinti) A, B, e sopra un altro piano « due fasci di raggi di
centri (distinti) A’, B, esiste tra i due piani una ed una sola
collineazione che faccia corrispondere ai raggi dei fasci
A, B mspetmvamente i raggi di A’, B, secondo due proiet-
tivita fissate ad arbitrio, colla candizione che in entrambe
al raggio AB -corrisponda il raggio A’B’ (E. § 45). Le pro-
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posizioni analoghe, relative agli altri casi a cui da luogo il
concetto di proiettivitd tra forme di 2= specie, si ottengono
da questa enunciata, applicando la legge di dualita ad uno
o ad entrambi i piani.

Dal teorema precedente si deduce che esiste una ed una
sola collineazione che faccia passare da 4 punti ABCD del
piano «, a 4 punti A'B'C’'D’ di «/, purché tre qualunque dei
punti dati su « o su &' non siano -allineati (%, § 45); e si
deduce pure il modo di effettunare la costruzione di que-
st omografia, la quale §’ indica spesso col simbolo:

( ABCD )
A'BCD S

Nella pratica del disegno, per costruire rapidamente 1’ ele-
mento (punto o retta) di ¢/, omologo di un elemento (punto
o retta) di a, giovera tener presente 1’ osservazione fatta al
n° 12 del § 4

Un teorema utilissimo ¢ quello che da la condizione af-
finche due forme collineari distinte, dello stesso nome, sieno
prospettive: perché cid avvenga é necessario e sufficiente
che la forma di 1® specie comune alle due date forme di
2% specie, sia tutta costituita da elementi uniti (Z. § 46).

Una omografia non identica tra due piani sovrapposti,
non puo avere quattro elementi uniti omonimi (punti o rette’,
senza che tre almeno di questi appartengano ad una forma
di 1* specie (/. § 47). Orbene, si dimostra che, se un’omo-
grafia tra due piani sovrapposti possiede una punteggiata
di punti uniti, possiede pure un fascio di rette unite, e vi-
ceversa (dualmente) (. § 47).

Una tale omografia si chiama un’omologia, e si chia~
mano centro ed asse d’ omologia, rispettivamente il centro:
del fascio di rette unite e la retta luogo di punti uniti. -

La costruzione dell’ omologia deriva immediatamente
dal fatto che due punti omologhi sono allineati col centro
di omologia e che due rette omologhe si tagliano sull’ asse
di omologia.
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Dicendo AA’ una coppia di punti corrispondenti in un’omo-
logia piana di centro U ed asse u, e ponendo C= AA’.u,
il gruppo AA’UC rimane proiettivo a se stesso mutando
comunque la coppia AA’; e dualmente, se a, ¢’ son due rette
corrispondenti ed é ¢ = aa’. U, il gruppo aea’cu rimane
proiettivo a se stesso variando la coppia aa’, ed anzi esso
€ proiettivo al gruppo AA’UC.

Quando il gruppo AA'UC (od aa’cu) & armonico, I’ omo-
logia dicesi armonica (E. § 48).

I’ omologia armonica é importante specialmente pel fatto
che essa é I’ unica omografia involutoria, cioé 1’unica omo-
grafia che coincida con la sua inversa.

Quanto agli elementi uniti di un’ omografia piana, non
identica ne omologica, non tutto si pud dire, prima di avere
intrapreso lo studio delle coniche e delle loro intersezioni.
Si dimostra che i punti e le rette unite vanno associati a
coppie, in modo che indicando con U, « un punto ed una
retta di una di queste coppie, la u contiene tutti i centri di
prospettiva delle infinite coppie di rette omologhe distinte
uscenti da U; e pel punto U passano tutti gli assi di pro-
spettiva delle infinite coppie di fasci omologhi distinti, coi
centri in u (E. § 49).

I casi particolari a cui pud dar luogo un’ omografia tra
due piani, quando si abbia uno speciale riguardo agli ele-
menti impropri dei due piani, sono i seguenti (£. § 50):

1°) L omografia affine o affinita, che si ha quando le
rette all’infinito dei due piani si corrispondono. — La pro-
prietd pitl notevole di questa speciale omografia, ¢ che due
aree corrispondenti serbano un rapporto costante (rapporto
a4’ affinita).

In particolare si ha 1’ omologia afjfine, quando il centro
d’omologia ¢ all’ infinito, ma 1’ asse & proprio.

2°) Quando in un’affinitd le rette all’ infinito si corri-
spondono in modo che dall’ involuzione assoluta dell’ una si
passa all’involuzione assoluta dell’altra, I’ omografia dicesi
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una similitudine, perché due figure corrispondenti sono
simili. — Allorché la similitudine intercede tra piani so-
vrapposti, ¢’ e luogo a distinguere la similitudine direfia o
inversa, secondo che ¢ diretta o inversa la congruenza su-
bordinata sulla retta all’infinito. '
Una similitudine omologica pud essere un’ omotetia,
quando 1'asse d’ omologia é improprio, ma il centro pro-
prio; oppure una simmetria ortogonale rispetto ad un
asse.
3°) In particolare una similitudine pud essere. una
congruenza, allorquando due figure corrispondenti sono
uguali (congrue). Si dimostra che una congruenza omolo-
gica del piano ¢ una traslazione o una siminetria rispetto
ad un centro o una simmetria ortogonale rispetto ad un
asse; e che una congruenza tra piani sovrapposti pud sem-
pre immaginarsi come generata da una rotazione attorno
ad un punto fisso o da una ftraslazione del piano su se
stesso, se ¢ diretta; e da una tal traslazione, composta con
un ribaltamento del piano attorno ad un asse avente la
direzione della traslazione, se € inversa. .

Come gia abbiamo detto al n® 1 del § 4, il concetto di proiet-
tivitd tra forme fondamentali non soltanto di 1*, ma anche di 2*
(e di 3") specie, fu stabilito in tutta la sua generalita dal MoBius
(1827), nel sistema geometrico da lui creato col calcolo baricen-
trico. Le denominazioni di collineazione ¢ correlazione sono ap-
punto di Mdbius; mentre la denominazione di figure affini ¢ di
EuLEro, che nella sua Introductio in Analysin Infinitorum (1748),
aveva gid studiato I’ affinita tra curve. Tracce di questa teoria si
trovano anche in CrairauT (1731). A Cuasces ¢ dovuta la denomi-
nazione di omografia e a STEINER quella di prolettivita.

Nella definizione della proiettivita tra forme di 2* specie, non
entra la condizione che due forme di 1* specie omologhe sieno
proiettive, perché cio risulta dal teorema fondamentale di StAuDT,
quando ci limitiamo a considerare la corrispondenza tra elementi
reali. Volendo estendere la corrispondenza anche agli elementi
immaginari, in modo che (come nel campo reale) essa venga rap-
presentata da una sostituzione lineare tra le coordinate omogenee
degli elementi omologhi, la definizione adottata non basta pit. Cid
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fu notato dallo Staupr (Beifrdge...., 1857), il quale diede una defi-
nizione geometrica delle proiettivitd, valida anche nel campo
complesso. Continuando ad adottare nel campo complesso la defini-
zione usata nel campo reale, si trovano, oltre alle ordinarie proiet-
tivita, altre corrispondenze, che il SEGRE chiamd antiproiettivita
(Un nuovo campo di ricerche geometriche, 1890).

La determinazione di una collineazione tra due piani, mediante
due proiettivita tra due fasci di raggi dell’uno ¢ due fasci dell’ al-
tro (con la condizione che entrambe facciano corrispondere tra
loro i raggi comuni alle due coppie di fasci), & dovuta a SEYDEWITZ
(1846), per quanto in MosIUs si possa implicitamente ritrovare que-
sta determinazione (specialmente sotto la forma duale). L.a corre-
lazione o reciprocitd dopo MoBius fu studiata -da MaceNus (1833),
PLickERr (1835), CHASLES (1837), SEYDEwITZ (1846) e STAUDT (1847);
ma la teoria di una particolare correlazione tra piani, e ciot della
polarité rispetto ad una conica, era gid stata costruita da Pon-
CELET (1822).

L’ omologia piana fu studiata sistematicamente da PoONCELET
(1822), che introdusse le denominazioni relative; tuttavia la costru-
zione era gid stata data (per dedurre le coniche dal cerchio) da DE
La Hire (1673), nel caso di un’ omologia individuata mediante il
centro (polo, secondo D. L. H.), " asse (formatrice) ed una retta
limite (direttrice). La denominazione di figure omotetiche (come
gia abbiamo notato) & di CHASLES. :

2. Una conclusione importantissiina, che si trae dallo
studio dei casi metrici d’ un’ omografia, ¢ che tutte le pro-
prietd metriche delle figure di un piano, si possono riguar-
dare come proprieta grafiche delle figure stesse in relazione
con Passoluto del piano, cioé con la retta all’infinito e I’in-
voluzione assoluta esistente su essa (/. § 50).

Questa proposizione' ci dice a priori la ragione per cui
certe costruzioni metriche di 1° grado, gia incontrate, si
sieno potute effettuare con la sola riga, una volta dato I’ as-
soluto del piano (o parte di esso).

Quanto ai problemi di 2° grado, cioé a quelli che, con
proiezioni e sezioni, si riducono graficamente alla determi-
nazione degli elementi uniti d’ una proiettivith sopra una
‘forma di 1* specie, ¢ chiaro ormai che anch’essi si pos-
sono risolvere futti (anche se metrici) con la sola riga,
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una volta che sia traceciato sul piano .un cerchio col suo
centro.

Invero, essendo dato un cerchio col suo centro, si co-
struiscono linearmente quanti si vogliano punti della retta
all’ infinito, cioé si ottengono quante si vogliano coppie di
rette parallele, congiungendo gli estremi di due diametri
variabili; e proiettando da due punti diametralmente op-
posti, 1 punti della circonferenza, si ottengono con la sola
riga quante si vogliano coppie di rette ortogonali. Cido si-
gnifica che, dando un cerchio col suo centro, si viene ad
assegnare 1’ assoluto del piano, e quindi ogni problema me-
trico si pu0 trattare come un problema grafico.

IE poiché ogni problema grafico di 2° grado si riconduce,
con la sola riga, alla determinazione degli elementi uniti di
.una proiettivitd tra due forme di 1* specie sovrapposte, ¢
questa determinazione si ottiene linearmente, una volta
dato un cerchio, come abbiamo osservato al n° 4 del § 5
(Costr. 24), cosl si conclude che ogni problema di 2° grado
{grafico o metrico) si risolve con la sola riga, quando sic
tracciato sul foglio del disegno un cerchio col suo cenitro.
La considerazione del centro (per costruire |’ assoluto) oc-
correra soltanto nei problemi metrici (vedi pure £. § 73).

L introduzione dell’ assoluto per esprimere i legami tra le pro-
prietd metriche e proiettive, ¢ la conseguente subordinazione della
geometria metrica alla proiettiva, ¢ dovuta a CayLEY (1859). Que-
st’idea fu pol sviluppata ampiamente dal Kruein (1871).

‘PoncreLET nel 1822 e piu tardi STEINER (1833), dimostrarono la
possibilita di risolverc con la sola riga ¢ con un cerchio fisso tutti
i problemi di 2° grado, ed anzi pil in generale quelli risolubili con
la riga e col compasso, che comprendono quelli di 2° grado ¢
quelli riducibili ad una successione di problemi di 2° grado.

a) Problemi sull’ omografia tra piand.

3. Se due forme di 2* specie sono omografiche, si puo
passare dall’ una all’ altra con un numero finito di pro-
iesioni e di sesiont.
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Si tratti ad es. di due sistemi piani «, &', che potremo
supporre non sovrapposti, perché se lo fossero, basterebbe
proiettare uno di essi da un centro sopra un piano diverso
dal comune sostegno.

Presi due punti omologhi A, A’, appartcnenti rispettiva-
mente ad «, ', ma non alla retta comune, per A’ si conduca
un piano «, diverso da « e da «', e si proietti « su «, da un
punto S, di AA’.

Tra «, ed &' avremo una omografia wv,, prodotto della
prospettivita =, tra «, ed « e della omografia o tra « ed «'.
Nella o, il punto A’ risulta unito, e quindi la corrispon-
dente in «', di una retta di «, uscente da A’, passa pure per
questo punto. Sieno a,¢’ due rettc omologhe nella o),
uscenti da A’, ma diverse dalla retta «,o’. Poiché il punto
A’ =a,a’ é unito, la proiettivita tra «, ed ¢, subordinata
dalla ,, sard una prospettivita, il cui centro indicheremo
con S,. Proiettando il piano «, da S, sopra un piano «, di-
stinto da «, € da &', e passante per «/, avremo tra «, ed o
un’ omografia w,, prodotto della prospettivitd =, tra o, ed o,
e della omografia w, tra «, ad 2/, E siccome la retta ¢’ = a,o’
¢ tutta costituita da punti uniti nella w, quest’ omografia
sard una prospettivith di centro S; (E. § 46). Dunque per
passare dal sistema piano « al sistema o/, si potra proiet-
tare « su «, da S,, indi «; su «, da S, e infine a, su o«
da S,.

4. Ogni omografia tra due piani sovrapposti pud Scin-
dersi nel- prodotto di un numero finito di omologie.

Data un’ omografia w tra due piani sovrapposti a, o,
consideriamo una coppia A, A’ di punti corrispondenti dei
piani «, ¢/, e, per maggior generalith, supponiamo che quei
due punti non coincidano. Si consideri I’omologia piana m,
che fa corrispondere al punto A il punto A’ e che ha per
centro un punto S, della retta AA’ e per asse una retta s,
appartenente al comune sostegno dei sistemi piani «, «', ma
non passante né per A ne per A’. '



— 159 —

Chiamando «, il sistema piano corrispondente ad « me-
diante la =, tra «, ed & avremo un’ omografia o, col
punto unito A’, e quindi ad una retta @, del piano «,, pas-
sante per A’, corrispondera in &’ una retta a, pure passante
per A’. Sicché la proicttivita subordinata da w, tra a, ed o/,
¢ una prospettivitd, di cui indichiamo con S, il centro.

Consideriamo ora 1’omologia m, che fa corrispondere ad
a, la retta @', che ha per centro il punto S, e per asse una
retta s, uscente da A’, e diciamo «, il sistema piano tra-
sformato di «; mediante la m, Tra «, ed « si avrd una
omografia nella quale sono uniti tutti i punti della retta «’,
cioé un’ omologia =, di asse o’ (E. § 47). ‘

Da cio deriva che il passaggio dal sistema « 2l sistema &', si
puo ottenere applicando successivamente le omologie m,,7,,7;.

5. Avendosi duwe piani propri collineari, ma non affini,
collocarli in posizione prospettiva od omologica.

Sieno «, @’ i due piani collineari, non affini. Perche i due
piani si possano trasportare in posizione prospettiva od
omologica, bisogna e basta che esistano due rette omolo-
ghe @, x/, appartenenti rispettivamente ad «, o/, e sulle
quali 1'omografia tra «,o subordini una congruenza. Ora
due tali rette esistono sempre. Invero se i due piani non
sono affini, se cioé le rette limiti rispettive j, &, che corri-
spondono alle rette improprie j', s, SONO proprie, al punto
Joo = J iy corrisponderad nel piano o il punto le = if s,
sicché nel piano « vi saranno soltanto oco! rette, costituenti
il fascio improprio J., alle quali corrispondono su ' rette
punteggiate simili; e queste ultime costituiranno il fasecio I'.
Le coppie di punteggiate omologhe congruenti, dovranno
ricercarsi tra le rette di questi due fasci impropri.

Si traccino pereid sul piano « due rette parallele a, b,
ma non aventi la direzione J,, e sieno «’, &’ le rette omo-
loghe del piano «. Il punto «’d’ sard un punto proprio
della retta limite ¢/, sicché dicendo ! la lunghezza comune
ai segmenti finiti staccati dalle @, & sulle rette del fascio



— 160 —

improprio J,, sara sempre possibile incastrare un segmento
di lunghezza [ nell’ angolo «’'&’, in modo che assuma la dire-
zione di I'y; ed anzi cid potra farsi in due maniere diverse.

Dicendo x'x," le due rette su cui vengono a giacere i
segmenti incastrati nell’ angolo a’d’, ed xx, le rette di « ad
esse omologhe, ¢ chiaro che axx’, %, saranno le due sole
coppie di rette omologhe congruenti; e quindi i duc piani
a, o’ potranno portarsi in posizione prospcettiva od omolo-
gica, facendo coincidere & con &' o @, con x/, in guisa che
coincidano i punti omologhi (/. §§. 46, 47).

Questo problema trovasi risoluto in Mosius (1827), eppoi in
M acus, CHasLES, SEYDEwITZ. La semplice soluzione esposta ¢ do-
vuta a SPITZER (1847).

6. Dati due piani collineari, non affini, determinare
un jfascio di raggi dell’ uno, a cui corrisponda nell’ aliro
un fascio congruente.

Sieno ¢, &’ i due piani collineari, non affini. Consideriamo
nel piano o due angoli retti ad, cd coi lati non paralleli e
diciamo ABCD i punti all’ infinito dei lati ab c¢d, e A'B'C'D
i punti propri, della retta limite di 2/, corrispondenti ai
punti ABCD.

Da un punto arbitrario del piano & i punti A’B’ (o C'D’)
son proiettati secondo due raggi i cui corrispondenti in «
son paralleli ai raggi ab. (o e¢d), cioé son ortogonali tra loro;
e quindi se un punto P’ di &« deve esser centro di un fascio
congruente al fascio omologo P, esso dovrd esser comune
‘alle circonferenze di diametri A’B’, C'D’. Viceversa, un punto
P’ comune a queste circonferenze, avra per omologo su «
un punto P tale che agli angoli retti A’/P\’B’,. C@\’D’, corri-
sponderanno due angoli retti col vertice in P, e quindi i
due fasci P, P’ saranno congruenti (§ 4, n° 13).

II problema ha due soluzioni, perche le coppie A'B,
C'DY, omologhe delle coppie AB, CD, si separano, e
quindi le circonferenze suddette si tagliano in due punti.
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Una soluzione del problema 6, leggermente diversa da quella
csposta, trovasi in SEYpEwITZ (1846).

7. Se ABCDEF son 6 punti indipendenti di un piano,
il birapporto d’ area:
ACD | AEF

BCD ° BEF

non muta per qualunque trasformaszione collineare.

Pongasi: ’

M == AB.CD, N = AB.EF,

e si chiamino A'B'C’'D’'E'F’” i punti corri- 4 ‘
spondenti ai dati, mediante una colli-
neazione. Ai punti M, N corrisponde-
ranno i punti

M =AB.CD, N=AB.EF, = 2
sicché sulle rette AB, A’B’ le due quaderne ABMN, A'B'M'N’,
saranno proiettive. Onde avremo:

C

v

(ABMN) = (A’/B'M'N’).

Se si suppone di avere introdotto il segno delle aree,
come si fa in Geometria analitica, otterremo in valore e
segno.

AM : BM = ACM : BCM = AMD : BMD,

ove ACM rappresenta 1’ area del triangolo omonimo, consi-
derata in valore e segno, ecc.
E siccome:

ACM + AMD __ ACM
BCM + BMD ~ BCM’

verra:
ACM 4+ AMD _ AM
BCM -+ BMD =~ BM’

Poiché sulla retta CD, tenendo conto della convenzione
dei segni, si ha:
CM -+ MD + DC == (,

SEVERI. i1

S
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avra pur luogo la relazione:

ACM -+ AMD -} ADC = 0,
ossia:
ACM + AMD = ACD,

e analogamente:

: BCM - BMD = BCD,

Siccheé:
ACD _ AM
BCD BM"®

In modo analogo si ottiene:

AEF _ AN
BEF ~ BN

Dividendo mendbro a membro le due ultime uguaglianze,
avremo:

ACD , AEF
BCD "—*—BEF = (ABMN).

Scambiando le lettere senza apici in lettere con apici,

verra: ' '

A'CD |, A'E'F

B(C/D/ . B/E/Fr

= (A'BM'N),

la quale confrontata con la precedente, da:

ACD , AEF _ ACD | A'E'F e d. d
BCD " BEF =~ BCD ° BETF” T

L’ invarianza del birapporto d’ area, rispetto alle trasformazioni
collineari, fu dimostrata da MdBIus, nel modo sopra esposto (Der
barycentrische Calcul, 1827). Come caso particolare si ottiene la
proposizione, che in due piani affini & costante il rapporto di due
aree corrispondenti. — Anche in PoNceLET (1822) si trovano consi-
derate espressioni formate mediante aree piane e che non si alte-
rano per proiezioni e sezioni; ed anzi Y invarianza del birapporto
d’ area si sarebbe potuta dimostrare mediante i principi esposti da
Poncelet, tenendo presente-la prop. 3 di questo §.
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8. Se di due piani prospettivi a, &, che si seghino lungo
una retta propria U, se ne fa ruotare uno, e sie p. e. o, at-
torno alla relta v, di un angolo qualunque, i due piant st
conservano prospettivi ed il centro di prospettiva, se é
proprio, descrive una circonferensa in un piano perpendi-
colare ad u, la quale hé il centro sulla retta limite di « e
il raggio uguale alla distanza tra la retta limite di & e
la retta u. Se la rotazione .si continuea finché & viene «a
coincidere con a, i due piani divengono -omologici, ed il
centro d’ omologia cade in who: dei punti comuni al pzano
Jisso a e alla circonferenza suddetia. S :

Questo teorema si pud dedurre .dall”analogo per le pun-
teggiate prospettive (§:4,-n° 10), segandoi due-piani con un
terzo piano passante pel icentro di prospettiva:e perpendi-
colare alla retta u = ao’; € tenendo presente. la condizione
che caratterizza la prospettmta (od 0m01001a) tra piani
(£, §§ 46 47). '

La prop. 7 ¢ di CHasLES (Apergua e 1&37)‘1 :

’ FAPREES PR LR C NN 3511 BTN GO

9. Ogni omologia . armonida’>conaib>Hsse . proprio \u, pm)
olteniersi da una convenierite omologia ('speciale). diasse u
e col centro sull’ asse, ruotando di un .angolo” piatto, at:
torno ad u, uno dei sistemi piant che $i..cor mspondono an
quest’ ultima omologia, e viceversa.. o 't ¢ Hoa T

Sia @ un’ omologia armonica drasse'u,'?-“cra i punti d‘ei
piani sovrapposti «, &, e supponiamo ‘dnzituttq: che il centro U
dell’ omologia sia proprio. Poiché la '
¢ involutoria (%£. § 48), le due rette.

s

limiti coincideranno colla retta ¢, bi- 7T TR
settrice della striscia compresa tra o« — = i
¢ la parallela da U ad w. & u

2, —

Ruotando il piano « attorno ad u,
i piani a, &’ diverranno prospettivi, e
pel teorema del n° precedente, il centro o
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di prospettiva descriverd una circonferenza di centro M e
raggio MU, ove M ¢ il punto in cui la { & segata dalla per-
pendicolare ad u, condotta per U. Se U, ¢ il punto ove
questa perpendicolare sega u, dopo una rotazione di 180° il
centro di prospettiva verrd a cadere in U,. Sicché, indi-
cando con «, il sistema piano o' ribaltato, tra « ed o
avremo un'omologia di asse u e centro U,; e quindi la o
si potrd generare nel modo enunciato. — Si osseryi che la
retta limite appartenente al sistema «,, dovendo coinci-
dere colla ¢ ribaltata, sard la retta j, simmetrica di i ri-
spetto ad u. _

Viceversa, considerando un omologia w, tra due piani
sovrapposti « ed «,, 1a quale abbia per asse una retta u e
per centro un punto U, di questa retta, le rette limiti ¢, j,
saranno disposte simmetricamente rispetto ad u.

Invero, sopra una retta uscente da U,, I’ omologia subor-
dina una proiettivitd parabolica col punto unito U, e i punti
segnati su questa retta dalle rette limiti, saranno gli omo-
loghi del punto all infinito della retta stessa, pensato come
appartenente all’ una o all’ altra punteggiata; donde deriva
che essi sono equidistanti dal centro U, (§ 6, n° 25, Oss.)

Se duncque la retta perpendicolare ad « per U,, sega le ¢ j,
nei punti M, N,, sard MU, = U,N,, e quindi ruotando il
piano «, attorno ad u, i sistemi « ed «, diverranno prospet-
tivi e il loro centro di prospettiva, partendo dalla posi-
zione U,, descriverd una circonferenza col centro in M e
col raggio U,N, ossia MU,.

Indicando con o' la posizione assunta da «, dopo la ro-
tazione di 180°, tra «, &’ avremo un’omologia con I’ asse u
‘ed il centro nel punto U della MU, che dista da M quanto U;:
dunque 1’ omologia tra «, «' sarid armonieca.

Se il centro di un’omologia armonica di asse u & im-
proprio, cioé se I’ omologia consiste in una simmetria (obliqua
od ortogonale) rispetto ad u, ¢ chiaro che ribaltando attorno
ad z uno dei sistemi piani sovrapposti, si otterrd un’omo-
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logia affine di asse u e col centro nel punto impreprio di ;
e viceversa. '

10. Il prodotto di due omologie aventi lo stesso centro,
é un’ omologia che ha quel centro, e gli assi delle tre omo-
logie concorrono in un punto o coincidono,; e dualmente.

Invero, se due omologie w,, w,, hanno per centro il
punto U, ciascuna di esse muterd in sé ogni retta uscente
da U (nek piano), e quindi anche il loro prodotto godra della
stessa proprieta; donde si trae che il prodotto w,w, (eseguito
operando prima con o, eppoi con w,) sard un’ omologia di
centro U. '

Se poi P é un punto comune agli assi delle omologie
date, ciascuna di queste lasciera fisso il punto P, sicché P
sard unito per 1’omologia prodotto; e quindi, se P & di-
verso da U, pel punto P passerd DI’asse di quest’ ultima
omologia. Ma la stessa conclusione sussiste anche se P =U.
Difatti facendo il prodotto dell’ omologia w,w, con I’ inversa
di w,, si ottiene w,, e da cid scaturisce subito I’ assurdita
dell’ ipotesi che 1’asse dell’ omologia w,w, non passi per U.

OSSERVAZIONE. Sopra la retta UP (o soprd una retta ti-
rata a piacere per U, quando P coincide con U) le tre omo-
logie ,, ®, w©,m,, subordinano tre proiettivitd coi punti
uniti P, U. Se dunque la w, fa passare dal punto A della UP
al punto A’, e la w, dal punto A’ ad A”, gl’ invarianti asso-
tuti delle tre omologie suddette, saranno (E. § 47):

(UPAA’), (UPA’A”), (UPAA”).

E poiché I’ ultimo birapporto é il prodotto dei primi due,
si conclude che:

L’ invariante assoluto dell’ omologia prodotto di due
date omologie, aventi lo stesso centro (o lo stesso asse),
¢ il prodotto degl invarianti che spettano alle omologie
eomponenti.
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- 8i badi- bene c¢he, per la validith del teorema, occorre
adottare una convenzione uniforme relativamente all’or-
dine in cui si vogliono considerare il centro di un’ omologia,
una. coppia di punti omologhi ed i1 punto ove la loro con-
giungente incontra 1’ asse, per formare I’ invariante assoluto.
© 11, Se. in un’ omografia tra due piani sovrapposti ci
sono due coppie di punti (o rette), non appartenenti ad
une medesima retta. (0 punto), che si. corrispongdono in.
doppio modo, I’ omografia é involutoria, cioé é un’ omo-
logia armonica.

Diciamo o la data omooraﬁa ed AA’ BB’ le due COppie
di punti corrispondentisi in dop,plo, modo; in guisa che sara:

o ' AA’BB’
“/(1) SR © = <A’AB B)

- Poiché le rette AA’, BB’ risultano unite, il punto U ad
esse comune, sara pure unito, donde segue intanto che tra
i.punti AA’BB’ non si verificano
" . mai allineamenti ‘¢ quindi che

la o resta indjviduata, come in-

dica I’ uguaglianza simbolica (1).

Dalla (1) si rileva che al punto P,
- ..comune alle rette AB, A'B/, cor-
risponde il punto comune alle A’B’,"AB, cio¢ il punto P
stesso; dunque anche P ¢ unito. Sicché dal punto. U escono
le tre rette unite AA’, BB, UP, e quindi ogni retta per U &
unita. Ne deriva che la w é un’ omologia di centro U.

Si vede inoltre che ¢ unito anche il punto Q = AB’. A’B,
e permo I’asse di omologia sard la retta v = PQ. Dalla
, considerazione del quqdranoolo completo AA’BB’, si rileva
subito che 1’ omologia « & armonica.

OSSERVAZIONE. Ii chiaro che se in un’ omologia ci sono
due elementi distinti che si cornspondono in doppio modo,

essa é un’ omologia armonica. .
12. La condizione necessaria e sufficiente affinché in
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un’ omografic non omologica tra due piani sovrapposti, ci
sttt una coppie di elementi distinii (punti o rette) che si
corrispondano in doppio modo, é che il quadrato di quel-
U omografia sia un’ omologia. . i e

Supponiamo infatti che ci sieno due punti distinti A, A’
corrispondentisi in doppio- modo nella data omografia w.
Allora sulla retta AA’ (unita) 1’ omografia subordina una
proiettivitd, che possiede una coppia di elementi omologhi
in dappio modo, cio¢ un’involuzione. :

Dunque il quadrato della data omografia subordina sulla
AA’, il quadrato di un’involuzione, cioé I’ identita.

Da cid deriva che ® & un’ omologia di asse AA’, oppure
I’ identith. Ma questa seconda alternativa resta esclusa, per
I ipotesi che w non sia omologica (&. § 48). ._

Viceversa, se il quadrato »* di. un’ omografia non omo-
logica w, ¢ un’ omologia di asse «, due ipotesi son possibili:
o la © non ¢ unita nella w, oppure & unita. Nella 12 ipofesi -
ad u corrisponderd in doppio modo nella w, una retta «’,
diversa da u, e quindi la o possiederd infinite coppie di
punti, non appartenenti ad una retta, e che-si corrispondono
in doppio modo; e cid non pud avvenire se la w non é
omologica (n° precedente).

Nella 2* ipotesi la w subordinerd sulla z un’involuzione,
e quindi vi sard una coppia (anzi infinite) di elementi omo-
loghi in doppio modo. v

13. Determinare un’ omologia che trasformi un dato qua-
drangolo semplice ABCD: -
a) in un parallelogramma;
b) in un rombo, c) in un
rettangolo; d) in un qua-
drato. .

a) Basterd conside-

rare un’ omologia che abbia
per retta limite del piano : »
di ABCD, la retta EF, ove E = AB . CD, F = AD . BC.
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b) Scegliendo I’ omologia in modo che soddisfi alla
condizione @) e inoltre che il suo centro sia un punto della
circonferenza di diametro HK, ove H = EF.BD, K =EF. AC,
le diagonali del parallelogramma trasformato saranno or-
togonali, e si tratterd di un rombo.

¢) Scegliendo I’ omologia in modo che sia soddisfatta
la condizione a) e inoltre che il suo centro sia un punto
della cireonferenza di diametro EF, due lati opposti del pa-
rallelogramma trasformato saranno perpendicolari agli altri
due, e si tratterd di un rettangolo.

d) Bastera scegliere 1’omologia in modo che siano
soddisfatte le condizioni @) ) ¢), cioé prendere la retta limite
del piano di ABCD coincidente con EF ed il centro in uno
dei punti comuni alle circonferenze di diametri EF ed HK.

Si noti che il problema ha sempre soluzioni, perché le
coppie EF, HK si separanc armonicamente.

OSSERVAZIONE. Si confrontino le trasformazioni attuali
con quelle esposte nel § 1.

14. Determinare un’ omologia ajffine che trasformi un
dato triangolo in un triangolo equilatero. .

Sia ABC il triangolo
dato. Congiungasi il ver-
tice C col punto M, medio
tra A, B, e si seghino le
parallele condotte per
A, B alla MC, nei punti
A’, B, con una loro per-
pendicolare comune. Il
terzo vertice C' di un
triangolo equilatero co-
struito sul lato A’B’, ca-
. dra certamente sullaretta

i MC, sicché i lati omologhi
AB, A’'B’; BC, B'C"; CA, C’'A’ dei triangoli ABC, A'B'C/, si ta-
glieranno in tre punti di‘una retta u.
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L’ omologia affine richiesta & quella che ha per asse u,
per centro il punto all’ infinito della retta MC e che fa pas-
sare da A ad A"

15. Ogni omologia che abbia per centro ed asse clue
elementi uniti associati in un’ omografia piana, non omo-
logica, é permutabile con questa.

Siano U ed # un punto unito ed una retta unita, fra loro
associati in un’ omografia piana = (F. § 49), e sia o una
qualunque omologia di centro U s
ed asse u.

Per dimostrare che le due cor-
rispondenze son permutabili, ossia
che '

TW = W,
bastera dimostrare che la w muta
in se stessa la m; cioé che tra-
sforma ogni coppia di elemenm corrlspondenm nella & in
una coppia analoga.

Supponiamo che la m faccia.passare dal punto A al
punto A/, e la © rispettivamente dai punti A, A’ ai punti
A, A/}, si trattera di provare che mediante la = ad A, cor-
risponde A’,. ‘ '

Invero per 1’ipotesi che U u 51ano associati, il centro di
prospettiva delle punteggiate UA ed UA' omologhe nella m,
apparterra ad u, cioé sara il punto P AA’ u. I punti
A, A/, corrlspondentl ad A, A’ nella w, glaceranno sulle
rette UA, UA’ e inoltre la retta A|A’, corrlspondente ad AA’
nell’ omologia «, dovrd passare per P. Dunque i punti
A A/ sono omologhi nella prospettivith che la data omo-
grafia = subordina tra UA e UA’, cioé¢ si corrispondono
nella =. ‘ o '

16. Un’ involuzione tra ¢ punti di una circonferenza, ¢
sempre subordinata ad un’ omologia armonica, che ha per
centro il polo e per asse I’ asse dell’ involuzione (cfr. con
I'es. 16 del § 6). ‘
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Sia k£ la data circonferenza ed I un’involuzione tra i
punti di &, che abbia per polo P e per asse p. Se AA’, BB’
son due coppie di I, cioé due coppie di punti di %, allineate:
con P, le rette AB’ e A’B si segheranno in un punto di p,
e cosl pure le rette AB e A’B’. Ponéndo dunque Q = p . AA’,

il gruppo PQAA’ risulfera
.+ armonico, e quindi la retta
p conterrd i coniugati ar-
monici di P rispetto alle
coppie dell’ involuzione.

Da cid deriva imme-
diatamente, che le coppie
dell’ involuzione 1 son co-
stituite da punti omologhi
nell’ omologia armonica
che ha per centro P 2 per
asse p. , .

17. Sui centri di similitudine di due circoli. |

Sieno ¢ ¢ ‘due circoli d1 un piano, e proponiamoci di ri-
cercare se esistono omotetie che mutino 1’uno nell’ altro.

Se w ¢ un’ omotetia che muta ¢ in ¢, essa mutera le tan-
genti di ¢ in quelle di ¢, ed in parti'colare fard corrispon-
dere a due tangenti parallele di ¢ due tangenti pure paral-
lele di ¢, e quindi ad ogni diametro di ¢ un diametro di ¢'.
Dunque intanto i centri C e C’' dei due circoli, dovranno cs-
sere omologhi, ‘ _ G

- Per liberarci anzitutto dal caso dei cireoli concentrici,
osserviamo che in tal caso-il centro comune C = C/, sara
centro dell’ omotetia «. Ne segue subito I’ esistenza di due
omotetie che mutano ¢ in ¢, secondo che ad un punto A
di ¢ sifa corrispondere 1’uno o 1’ altro dei punti A’A/ in
cui il diametro AC sega il cerchio ¢’

Se i due circoli non sono concentrici, come d’ora in poi
supporremo I' omotetia w dovra far corrispondere ad un
raggio di ¢, che vada al punto A, un raggio pqrallelo dic;
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e quest’ ultimo raggio potra avere I’ estremo A’, omologo
di A, o dalla stessa parte di A, rispetto alla retta CC’, op-
pure dalla parte opposta. In ogni caso il punto S = AA’ . CC’
sara il centro dell’ omotetia . -

Viceversa ¢ chiaro che I’ omotetia individuata dalle con-
dizioni di far'"p‘aésare da CaC e daun punto A di ¢ ad
uno determinato (A’) dei punti in cui ¢ vien tagliato dal
diametro parallelo*a CA, fa corrispondere ad ogni punto
di ¢'un punto di ¢'; cioé muta ¢ in ¢'. Si conclude per-
tanto che: ‘

@) Due circoli qualunque di un piano si corrispon-
~ dono secondo -due determinate omotetie, nell’ una delle
quali sono omologhi due raggi paralleli diretti nello stesso
senso, e nell’ altra due raggi paralleli diretti in senso
contrario. I centri di queste omotetie vengono a coincidere
nel centro comune ai due circoli, quando questi sono corn-
centrici. ’

La prima delle omotetie suddette, si dird diretta e la
seconda fnversa (!). 11 rapporto d'omotetia (F. § 47) & ri-
Spettivamente positivo: 0 negativo. — I centri delle due omo-
tetie si chiamano risp. centro di similitudine diretic e
centro di similitudine inversa dei due circoli. E chiaro che
le eventuali tangenti condotte da un centro di similitudine
ad uno dei due cerchi, toccano anche 1’ altro.

Fissiamo ora uno, S, dei centri di similitudine e un punto
qualurque A di ¢. Dei due punti in cui la retta SA sega il
circolo ¢, uno & I’omologo di A nell’ omotetia v di centro S,
e I’altro corrisponde ad A nell’ omografia prodotto della w
e dell’omologia armonica =’, che subordina sul cerchio ¢”
I’involuzione di polo S. Due elementi (punti o rette) del

() Questa distinzione, che si fa seguendo PoNCELET, non deve
confondersi con la distinzione di una similitudine qualunque in
diretta e inversa (E. § 50). Secondo quest’ ultima distinzione ogni
omotetia & diretta, perché conserva il verso degli angoli. \
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piano, che sieno corrispondenti nell’ omografia wn’, li di-
remo inversamente omologhi rispetto al centro S.

Risulta subito che:

b) I punti determinati dai circoli ¢, ¢ sopra una
secante che esca da un centro di similitudine S, st distri-
buiscono in due coppie di punti omologhi e in due coppie
di punti inversamente omologht rispetio ad S.

Studiamo piu da vicino la natura dell’ omografia wn’.
Siccome wn’ & il prodotto di due omologie di centro S, essa
sard pure un’ omologia di centro S (§ 8, n° 10) e il suo inva-
riante assoluto, risultera il prodotto degl’ invarianti di w, =’
{§ 8§, n° 10, O0ss.). Ora, se una trasversale per S sega ¢ nei
punti A, B e ¢ nei punti A', B’ risp. omologhi dei precedenti
mediante la w, sarad (AA’S) Pinvariante di ©, — 1 quello
di o’ (E£. § 48) e (AB'SO) quello di wn’; ove O ¢ il punto in
cui la AB’ taglia I’ asse dell’ omologia w=’.

Dunqgue:
(AB'SO) = — (AA’S),
donde: '
OB" 8B,
0OA- T SA"’
e analogamente:
| oA sA’
OB SB’*

Le ultime due, confrontate, danno:

OB _ OB
OA ~— OA’

ossia : .
OA . OB = OA’ . OB.

Dunque O ha ugual potenza rispetto ai circoli ¢, ¢/, ossia
appartiene al loro asse radicale. Possiamo,quind_i enun-
ciare: ‘

¢) Dati due circoli ¢, ¢/, il prodotio di una delle
omotetie che mutano ¢ in ¢, per I’ omologia armonica che
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irasforma in se stesso ¢ ed ha il medesimo centro del-
I’ omotetia fissata, ¢ un’ omologia che ha (lo stesso cen-
tro delle precedenti e) per asse U’ asse radicale dei due
circoli.

Se AB, A’B’ son due corde di ¢, ¢/, inversamente omo-
loghe rispetto al centro S, il punto P = AB . A’'B’ appar
tiene per la c¢) all’asse radicale di ¢, ¢'; sieché il centro
radicale (§ 6, n° 15. Oss. 2*) dei tre circoli ¢, ¢/, ABA’, sara
il punto P. Congiungendo P col punto A’ otterremo 1’ asse
radicale dei circoli ¢/, ABA’: dunque il cerchio ABA’ dovra
segare ulteriormente ¢’ nel punto B’; cio¢ i 4 punti ABA'B’
apparterranno ad un cerchio. )

Viceversa, se per due punti AA’ di ¢, ¢/, inversamente
omologhi rispetto ad S, si conduce un cerchio che seghi
altrove ¢, ¢’ nei punti B, B, il cerchio AA’B (che coincide
col precedente) dovra segare ulteriormente ¢’ nell’ omologo
inverso di B: donde segue che quest’ omologo é il punto B'.
Dunque:

d) Gli estremi di due corde dei circoli ¢, ¢, inver-
samente omologhe rispetto ad un centro di similitudine,
appartengono ad un cerchio, e viceversa un circolo che
passi per due puniti di c¢, ¢/, inversamente omologhi ri-
spetto ad un centro di similitudine, sega altrove i due
eireoll in una coppia di punti inversamente omologhi ri-
spetto allo stesso centro.

Se un cerchio k£ tocca i cerchi dati ¢, ¢ nei punti P, P/,
con le relative tangenti f, ¢/, queste s’ incontreranno nel
centro radicale di ¢, ¢/, &, cioé in un punto dell’ asse radi-
cale di ¢, ¢; sicche le due tangenti (e i relativi punti di
contatto) saranno per la ¢) inversamente omologhe rispetto
ad un centro di similitudine.

Ma si puo precisare maggiormente, badando alla specie
dei contatti di & con ¢ e ¢.

Per brevitd diremo che due circoli tangeniti si toccano
internamente, quando essi restano da una medesima parte
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della tangente comune, e che si foccano- esternamente nel
easo contrario. Due vontatti si diranno della stessa specie
o di specie diversa, secondo che sono ‘entrambi interni o
esterni, oppure I’ uno é interno e 1’ altro esterno. ‘ ’

Conserviamo le notazioni gid introdotte sopra, ed os-
serviamo - anzitutto che il centro O di k& sarda il punto co-

* mune alle perpendicolari.in P, P’
‘alle ¢, ¢, ’ N -

Ora, se i cireoli ¢, ¢ hanno con &
contatti della stessa specie, i loro
centri C, C’ si troveranno entrambi
sulle semirette che escono da P, P
e vanno verso O, oppure entrambi
sulle semirette opposte. In ambe-
due i casi ¢ chiaro che la retta PP’
non incontra il segmento finito CC’, sicche il centro di simi-
litudine per cui passa la retta PP, ¢ il centro di similitudine
diretta. :

Se poi ¢, ¢' hanno con % contatti di specie diversa, dei
punti C, ¢ I’uno 'si trovera sopra una, PO, delle semirette
che vanno verso 0, e I’ altro, sulla semiretta opposta a P'O;
e quindi la retta PP’ taglierd il segmento finito CC’, cioé
essa passera pel centro di similitudine inversa. — Conclu-
dendo: “

e) I punti di contatto di un cerchio con due cerchi
dati, sono inversamente omologhi rispetto al centro di si-
militudine diretta o inversa dei circoli dati, secondo che
1 contatti son della stessa specie o di specie diversa.

Se A, A’ son due punti di ¢, ¢ inversamente omologhi
rispetto al centro di similitudine S, e B’ ¢ 1I’omologo di A
rispetto ad S, avremo le relazioni: '

—= = co8t. SA’ . SB' = cost.,
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ove la prima costante ¢ il rapporto dell> omotetia che ha il

centro in S, e I’altra & la potenza di S rispetto al cerchio. ¢’
Da esse si rileva, in valore e segno: '

SA . SA’ = cost.

Diciamo ora k&, k' due circoii, che seghino sopra i cir-
coli dati coppie di corde inversamente omologhe rispetto
al centro S. — Se al punto A comune a k e ¢, ¢ inversa-
mente omologo il punto A’ comune a k e ¢, e B, B’ ¢
una coppia analoga ad A, A/, segata su ¢, ¢’ dal circolo #/,
verra

SA . SA" = SB . SB,

la quale prova che 1I’asse radicale dei circoli %, &’ passa
per S. Dunque: o

/) L’ asse radicale di due circoli, che seghino sui
cireoli dati ¢, ¢' due coppie di corde inversamente omo-
loghe rispetto ad un centro di similitudine S, passa per S.

Per la proprietd e) al sistema dei circoli che segano
sopra ¢, ¢’ coppie d1 corde inversamente omologhe rispetto
ad S, appartengono ‘i circoli che hanno contatti della stessa
specie coi dati, se S & il centro di similitudine diretta, op-
pure i circoli che hanno con ¢, ¢ contatti di specie diversa,
se S ¢ il centro di similitudine inversa.

18. Assé di similitudine di tre cerchi. — Risoluzione
del problema di APOLLONIO di costruire un cerchio tan-
gente a tre circoli dati. :

Consideriamo tre circoli distinti ¢, ¢/, ¢”, di centri C, C;/ C”,
e diciamo risp. S, 8, 8”7 i centri di similitudine diretta delle
coppie ¢'c¢”, ¢’¢, ec, ed S,, S,, S, i centri di similitudine in-
versa delle stesse coppie. '

Poiché Y omotetia diretta che muta ¢ in ¢”, composta
con I’ omotetia diretta che muta ¢” in ¢/, da I’ omotetia di-
retta che muta cin ¢, i tre centri di omotetia diretta SS'S”
saranno allineati (§ 8, n° 10). Analogamente si vede che sono
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allineati due centri di similitudine inversa, col centro di
similitudine diretta relativo alla coppia rimanente; sicché
tra i 6 centri di similitudine si hanno i seguenti allinea-
menti;

SS'S”, 89,8, S.8'S, S.8,9".

E facile vedere che se 4 centri di similitudine sono alli-
neati, la retta a cui essi appartengono contiene pure i tre
centri CC'C” e gli altri due centri di similitudine. Invero, s¢
4 centri di similitudine sono in una retta «, questa con-
terra almeno una coppia di centri di similitudine, diretta ¢
inversa, relativi ad una medesima coppia di cireoli: p. e. ai
circoli ¢’c”. Ne deriva che la a conterrd pure i centri C'C”,
e poiché essa contiene certo uno dei centri di similitudine
relativi alla coppia c¢’ o alla coppia ¢”¢, il centro C del
cerchio ‘¢ apparterrd ad «: donde segue subito che anche
gli altri due centri di similitudine appartengono ad a.

Se dunque si esclude che i tre centri CC’C” sieno alli-
‘neati o coincidenti (nel qual caso i 6 centri di similitudine
vengono a coincidere nel centro comune ai circoli dati), i
6 centri di similitudine costituiranno i vertici di un qua-
drilatero completo di lati:

a, = SS'S", a,=8S5,S, @, =S,5S, @, =S8

e siccome il trilatero diagonale ha per latile rette SS,, §'S,, 8”’S,,
i suoi vertici saranno i centri CC'C” dei circoli dati. — Po-
tremo dunque enunciare:

Dati in un piano tre circoli c, ¢/, ¢”, i centri di simi-
litudine diretta delle coppie c'c’, ¢’¢, cc', sono allineati;
e sono pure allineati [ centri di similitudine inversa re-
lativi a due coppie, col centro di similitudine diretta, re-
lativo alla coppia rimanente. Se i centri dei tre circoli
non sono allineati, { sei centri di similitudine son vertici
di un gquadrilatero completo, il cui trilatero diagonale ha
per certici i centri di ¢, ¢/, ¢”.
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I lati aya.a,0, di questo quadrilatero,-diconsi gli assi di
‘similitudine dei tre circoli. . o

Fissiamo I’ attenzione sopra uno di questi assi, e sia, p. &.
@; = S¥'S”. Preso un-punto A di ¢ (vedi figura), si co-

struisca il punto A’ di ¢ inversamente omologo di A rispetto
ad 87, e il punto A” di ¢” inversamente omologo di A’ ri-
spetto ad S. Il circolo 4 individuato dai punti AA’A”, per
la prop. d) del n.° prec., taglierh altrove ¢, ¢/, ¢” nei punti
B, B, B”, tali che B’ sara inversamente omologo di B rispetto
ad S”, e B” inversamente omologo di B’ rispetto ad S.

Se k' ¢ un altro circolo nelle condizioni di %, per la
prop. /) del n.° prec., ’asse radicale di k& sard la retta
a,, e quindi futti ¢ circoli analoghi a Kk jformeranno un
Jascio ¢,.— Variando A su ¢, k& variera nel fascio ¢,, e se il
punto B viene a coincidere con A, i punti A’, B’ verranno a
coincidere e cosi i punti A”,B”: cioé % diverra tangente ai
circoli dati. Si vede di piu che se il cireolo % taglia su
c, ¢, c” le terne A A/VA)", BB/B,”, il centro radicale dei tre
circoli ¢, k&, & sard un punto di a,; ossia le rette AB, A,B, si

taglieranno in un punto fisso P di @, Dunque al variare
SEVERI 12
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di A sul cerchio ¢, la retta AB passerd per un punto fisso
P dell’ asse di similitudine a,, e analogamente le rette
A'B, A"B” passeranno per altri due punti Jissi P’P” di a,.

Partendo dagli altri assi e,2,2, si ottengono altri fasci
di circoli ¢,9;9,, dotati di proprietd analoghe a quelle di «,;
e per la prop. ¢) del n.° prec., se un cerchio ! toceca i cir-
coli dati, esso apparterrd ad uno dei 4 fasci suddetti; e pre-
cisamente:

1°) Se [ tocca intern. o estern. i circoli ec’e”, appar-
terra a o, "

2°) Se I tocca intern. (o estern.) i circoli ¢’¢” ed estern.
(o intern.) il circolo ¢, apparterra a o,

3°) Se [ tocca intern. (o estern.) i circoli ¢”c ed estern.
(o intern.) il circolo ¢’, apparterra a o,.

4°) Se infine [ tocca intern. (o estern.) i circoli cc’ ed
estern. (o intern.) il circolo ¢”, apparterra a o,.

Volendo costruire un circolo tangente ai dati cc'c’, e
soddisfacente p. e. alla condizione 1°), dovremo dunque pro-
cedere nel modo che segue. ]

Dai punti PP'P” suddetti si mandino la eventuali tan-
genti risp. ai circoli ec’¢” — I 6 punti di contatto, per quanto
precede, si distribuiranno in due terne di punti di contatto
di due cireoli /)/,, I’ uno dei quali toccherd intern. e I altro
estern., i circoli dati.

Il criterio con cui i 6 punti di contatto si debbono di-
stribuire in due terne, ¢& perfettamente determinato dalla.
‘prop. ¢) del n.° prec.

Si noti che se uno dei punti PP’P” & esterno al relativo
circolo, lo stesso accade degli altri due; e se esiste uno dei
circoli .4, esiste anche I’ altro.

In modo analogo si costruiscono le soluzioni relative
agli altri assi di similitudine. .

OssERVAZIONE. II problema risoluto in questo n.° am-
mette al pitt otto soluzioni (reali): due per ciascuno degli
assi di similitudine. Traducendolo analiticamente, si vede che
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il problema é di ottavo grado, e cid da la ragione algebrica
del numero delle soluzioni. . ,

Tuttavia, come abbiamo visto, il problema ¢ risolubile
con la riga e col compasso, perché si scinde in quattro pro-
blemi di 2° grado. — Anzi se uno almeno dei circoli dati é
completamente tracciato, il problema si potra risolvere con
la sola riga (ecfr. col n° 2 di questo §).

11 problema di costruire un cerchio che ne tocchi tre altri, fu
posto da ApoLLoNIO, al quale, come si apprende dalle Collezioni
di Pappo, si debbono le soluzioni di alcuni casi particolari. I1 pro-
blema di Apollonio fu posteriormente oggetto delle ricerche di
Viera (1600), FermaT (1679), NEwToN (1687-1707), EuLERO (1790),
CarnNoT (1803), HacHETTE (1818), DaANDELIN (1815), STEINER (1826), ecc.
Ma una delle soluzioni pilt ingegnose fu data da GAULTIER DE TOURS
(1815), con I’uso sistematico dei centri di similitudine e degli assi
radicali. La soluzione di GAULTIER fu poi semplificata da PONCELET
(1822). La costruzione da noi esposta nelle pagine precedenti, con-
corda appunto, nelle sue linee generali, con quella che si legge nel
Traité des prop. projec... di PONCELET. — A queste notizie aggiun-
geremo che il teorema degli assi di similitudine, fu stabilito da
MonGE (1799), mediante considerazioni spaziali.

19, Sulle affinita circolari ed in particolare sulle tra-
&rmasioni per raggi vettori reciproci.

Tra le corrispondenze omografiche fra due piani pun-
teggiati a,2’, le similitudini sono caratterizzate. dal fatto di
mutare i circoli dell’ un piano in circoli dell’ altro. Invero
un cerchio ¢ del piano « pud definirsi come il luogo di un
punto da cui si vedono due punti fissi A,B, diametralmente
opposti, secondo un angolo retto; e poiché la similitudine
conserva gli angoli (. § 50), ai punti di ¢ corrisponderanno
su <’ punti dotati di una proprieth analoga rispetto ai punti -
A’B’, omologhi di A;B: e quindi la linea corrispondente
¢’ sard un circolo.

Viceversa, se un’ omografia w tra «,2’ fa passare da ogni

circolo di « ad un circolo di «, la retta limite di « non
potra esser propria, perché altrimenti ad un circolo di «
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segante la retta limite, corrisponderebbe su o un circolo
con due punti (reali) all’infinito: il che & assurdo. Dunque
intanto I’ omografia » ¢ un’affinith (£, § 50).

Ora se ¢, ¢ son due circoli corrispondenti, la o fard pas-
sare dalle tangenti di ¢ — cioé dalle rette che hanno un
sol punto comune con ¢ — a rette comportantisi analoga-
mente rispetto a ¢, cioé alle tangenti di ¢’. In particolare a
due tangenti parallele di ¢, corrisponderanno due tangenti
parallele di ¢/, e quindi ad un diametro di ¢ un diametro
di ¢ e ad un angolo inseritto in un semicerchio, un an-
golo inscritto in un semicerchio. Sicché la o trasforma I’ in-
voluzione assoluta di « nell’ involuzione assoluta di o, cioé
la w & una similitudine (%. § 50).

Ma le similitudini non sono le sole trasformazioni biu-
nivoche tra due piani, che mutino i circoli dell’ uno nei cir-
coli dell’ altro. — Un altro esempio notevolissimo vicne dato
dall’ inversione o trasformasione per raggi vettori reci-
proct. Ecco come si genera una tal corrispondenza.

Si fissi nel piano un punto O — centro d’ inversione —
e scelta una costante k, positiva o negativa, che si dira la
potensza d’ inversione, si chiami omologo di ogni punto A
del piano, diverso da O, quel punto A’, ben determinato,
della retta OA, che rende in valore e segno:

1) OA . OA" = k.

Si viene cosi a porre tra i punti del piano una corrispon-
denza biunivoca involutoria, perché la relazione tra A ed
A’ ¢é reciproca.

Questa corrispondenza non ¢ biunivoca scnza eccezione,
perché 1’ omologo del punto O non é determinato. Tuttavia
se un punto A si muove sopra una retta « uscente da O,
il punto A’ si muove sulla retta stessa soddisfacendo alla (1),
sicché A ed A’ si corrisponderanno in un’involuzione di
potenza k; ed O — punto centrale dell’involuzione — sara
I’ omologo del punto improprio di a. Possiamo esprimere
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questo fatto dicendo che ad ogni punto della retta all’ in-
Jinito corrisponde un punto infinitamente vicino al punto
Jondamentale O, e viceversa.

I punti uniti della corrispondenza si ottengono supponendo
che nella (1) A coincida con A’; cioé ogni punto unito X
dovra soddisfare alla relazione

0X® = k;

donde si trac che, se k& é negativa, non esiste nessun punto
unito (reale), mentre se k& ¢ positiva, i punti uniti si distri-
buiscono sopra un circolo (circolo unito) di raggio 'k e
col centro in O.

L’'inversione & perfettamente determinata allorquando ¢é
dato il centro O ed una coppia di punti corrispondenti A, A’
(allineati con O), perché il prodotto OA .OA’ da il valore
della potenza % dell’ inversione. Se B, B’ ¢ un’altra coppia
di punti corrispondenti, avremo la relazione:

(2) OA.0OA’ = 0OB. OB,

la quale prova che i quattro punti AA’ BB’ appartengono
ad un circolo. Invero, rispetto al circolo AA’B il punto O ha
potenza. OA.OA’, e quindi la retta OB segherd altrove il
circolo nel punto B’ soddisfacente alla (2); cioé nell’ in-
verso del punto B. .

Quest’ osservazione c¢i da il modo di costruire con la
riga e col compasso quante si vogliano. coppie di punti
omologhi nell’ inversione, allorché ne sia data una.

~ Fissiamo ora nel piano una retta «, non passante per O,
e diciamo P il piede della perpendicolare abbassata da O
ad a, e P’ I’omologo di P nella data inversione di centro O.
Se un altro punto M di « ha per inverso il punto M/, i
quattro punti PP’ MM’ appartengono ad un circolo, e gli
angoli M/P\P', MM'P’ saranno uguali o supplementari; e poiché
il primo & retto, tale sarad anche il secondo. Ma 1 angolo
MM’P’ coincide con [»angolo OM’P' o col suo supplemento;
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dunque al variare di M sulla retta a, il punto M’ descrive
un circolo a’, che ha per diametro il segmento finito OP’.
E si noti che la tangente in O al circolo ' risulta parallela
alla retta data a.

Viceversa, se in un circolo ¢’ uscente da O, ¢ P’ il punto
diametralmente opposto ad O e P I’inverso di P/, alla retta
a perpendicolare alla OP’ nel punto P, corrispondera nel-
I' inversione il circolo a': cioé @' verrd trasformato dall’in-
versione nella retta a.

Consideriamo adesso un cireolo ¢ del piano, non pas-
sante per P. Detto C il centro di ¢, si tiri la retta OC, la
quale seghi ¢ nei punti PP,, e indichiamo con PP/ gl’in-
versi di questi punti. Proviamo che, mentre un punto M si
muove su ¢, il suo inverso M’ desecrive il circolo ¢, che
ha per diametro il segmento finito P'P,".

Dalla relazione :

OP.OP’ = OP,. 0P/,

si trae in valore e segno:
Oop _ OPp,

Op/ — OP”
la quale ci mostra che I’omotetia che ha per centro O e
che fa passare dal punto P al punto P/, trasforma il punto
P, nel punto P’ e quindi il circolo ¢, di diametro PP,, nel
circolo ¢, di diametro P'P," (cfr. col principio del n.° 17, § 8);
cioé O é un centro di similitudine dei due circoli.

La retta OM, che congiunge il centro O col punto M di c,
taglia il circolo ¢’ in due punti, I’uno dei quali ¢ I’ omologo
di M nell’ omotetia suddetta e 1’altro M’ ¢ 1’ inversamente
omologo di M rispetto ad O (§ 8, n.° 17); ed il prodotto
delle distanze di O da M e da quest’inversamente omologo,
¢ costante (in valore e segno) al variare di M (§ 8, n.° 17).
Quando M cade in P, il punto inversamente omologo cade
in P’ dunque il prodotto costante OM .OM’ uguaglia la po-
tenza della data inversione, cioé M’ ¢ il punto omologo di



. — 183 —

M in quest’ultima corrispondenza. Ricordando infine che,
per definizione, ogni retta uscente da O si muta in se stessa
mediante I’ inversione, potremo enunciare:

Urn’ inversione tra i punti di un pianro, mula uno retia
non passante pel centro O d’ inversione, in un circolo pas-
sante per 0, ed un circolo non passante pér O, in un circolo
pure non passante per 0. Essa muta inolire in se stessa
ogni retfa uscente da O, e tragforma in una retla ogni
circolo passante per O.

Aggiungeremo che uno deil ceniri di similitudine di
due circoli mutuamente inversi, é il punto O.

Se a, b son due rette del piano, non uscenti da O, le
tangenti ai circoli inversi @,/d’, nel punto O, son parallele
alle rette a,b, cioé formano un angolo uguale ( anche nel
verso ) all’ angolo ab; sicché le tangenti ai due circoli nel
punto P’ inverso del punto P = @b, formeranno un angolo
uguale ad ab, ma di verso,contrario.

Se chiamiamo angolo di due curve in un punto ad esse
comune, I’ angolo delle loro tangenti, si pud dire che Y’ an-
golo formato (fuori del centro d’inversione) dai circoli o', &',
€ uguale (ma di verso contrario) rispetto all’ angolo ab delle
rette inverse.

Questa proprietd puod estendersi a due curve qualunque
del piano, nel modo che ora accenneremo rapidamente.
Osserviamo anzitutto che se una curva c¢ é toccata dalla
retta @ nel punto P, la curva ¢’ inversa di ¢, sard toccata
dal circolo ' inverso di @, nel punto P’ che corrisponde
a P. Cid deriva dalla confinuita della corrispondenza, te-
nendo presente -che la tangente in P alla curva ¢ non é
altro che la posizione limite assunta da una retta che con-
giunga P con un punto della curva, il quale si approssimi
indefinitamente a P.

.Se.dunque le due curve ¢, ¢; passano pel punto P con
le tangenti a, «,, le inverse ¢’,c,/ passeranno pel punto P’
omologo di P, avendo ivi per tangenti le rette che toccano
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in P i circoli ¢'a, inversi delle aa,. Dunque 1" angolo delle
ce/ sara uguale ma di verso contramo, rlspetto all’ angolo
delle ce,.

'Si conclude pertanto che Mediante U’ inversione, a due
eurve che formino un certo angolo in un punto P, diverso
dal centro d’ inbersione, corrispondono due curve che
Jormano lo stesso angolo, ma invertito di senso, nel punto
P inverso di P. -

Percid si dice che Y inversione & una irasformaszione
tsogonale o conforme. o

Noteremo infine che una ‘curva passa con tanti rami pel
centro di inversione O, quanti sono i punti in cui essa sega
la retta all’infinito, e che le tangenti in O ai diversi rami
dalla curva, son parallele ai suoi asintoti, cio¢ alle tangenti
nei punti all’infinito. — Il lettore ¢ ormai in grado di giu-
stificare da sé quest’ asserzione.

OSSERVAZIONE. La trasformazione per raggi vettori reci-
proci puod servire ad agevolare la risoluzione di alcuni pro-
blemi geometrici, perché¢ mediante una scelta conveniente
del centro d’inversione, si pud mutare in una retta qualche
cireolo della figura a cui il problema si riferisce, o viceversa.
Talvolta gioverd disporre anche della potenza d’inversione.

Passiamo ora a studiare in generale un’ a.ffinit¢ circolare,
¢ioé una corrispondenza biunivoca (continua)tra i punti di
due piani «,&’, la quale muti i cireoli dell’un piano in cir-
coli dell’ altro. Ci serviranno di guida in questo studio, che
abbozzeremo soltanto, gli’ esempi giad addotti, delle :simili-
tudlm e delle inversioni.

E anzitutto osserviamo che all’insieme’ di tutti'i circoli
di un piano appartengono anche i circoli degeneri, costi-
tuiti dalla retta all"infinito” e da una retta qualunque del
piano, come si vede p. e. facendo allontanare indefinita-
mente il centrodi un ecircolo, sopra il raggio che va ad un
punto fisso del cireolo stesso 0, p1u mgorosamente per via
analitica. o S «
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Cid" premesso, se ai punti di. un circolo degenere co-
munque scelto sul piano «, corrispondono biunivocamente
i punti di un circolo degenere di o/, ¢ chiaro che ai punti
impropri di « corrisponderanno i punti impropri di & ed
ogni retta (propria od impropria) di « si muterd in una
retta di «’: cioé la corrispondenza sara una similitudine.

Ma pud anche darsi che ai punti di un cireolo degenere
di «, corrispondano su &’ i punti di un circolo non degenere..

Considerando allora due circoli degeneri di «, costituiti
dalle rette proprie a, b e dalla retta all’infinito, i circoli
corrispondenti in o/ si taglieranno nel punto M’ omologo
del punto M =abd e in un altro punto ', al quale corrispon-
deranno fuft! gli altri punti comuni ai due circoli degeneri,
cioé tutti i punti impropri di o.

Il punto (fondamentale) (', che fa eccezione alla biuni-
vocitd della corrispondenza, dicesi il punto centrale del
piano o'.

Dunque se I’ affinith circolare tra « ed ¢’ non & una si-
militudine, ai punti di una retta di « corrispondono su «
punti di un circolo passanté per O, e analogamente ai punti
di una retta di &' corrisponderanno su « punti d’ un ecircolo
passante pel punto centrale P del piano «, cioé pel punto
omologo di tutti i puntl impropri di «.

Ad una retta di « passante per P, corrispondera Su o un
circolo passante per O, il quale dovra contenere gli omo-
loghi del punto P, cio¢ la retta 1mpropr1a di «’. Si trattera
dunque di un cireolo degenere, i cui purm propri apparte-
ranno ad una retta uscente da O’.

Diciamo ora vy I’affinith circolare considerata tra «, o,
e facciamo il prodotto della y per un’inversione I del piano
o', la quale abbia il centro nel punto O’; cioé operiamo sui
punti di « con la ¥y, eppoi sui punti di ¢/, che cosi si otten-
gono dai punti di «, operiamo coll’inversione I. La corrispon-
denza yI tra « ed &' riuscird biunivoca (senza eccezione)
e fara passare da punti allineati di « 2 punti allineati di o':
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e in particolare da punti impropri a punti impropri. Inoltre
la yI fard corrispondere ad un cireolo di « un circolo di o,
quindi sarad una similitudine o. '

Facendo il prodotto di o per la I, che ¢ involutoria, si
otterrd 1’ affinitd y; dunque:

Ogni affinita circolare tra due piani, pud sempre gene-
rarsi facendo il prodotfo di una similitudine per un’ in-
versione.

Poiché tanto I’inversione che la similitudine conservano
gli angoli, si deduce che un’ affinita circolare ¢ una tra-
sformasione conforme.

Siccome I’ affinitd vy muta le rette pel punto centrale P
in rette pel punto centrale O/, e I’inversione I muta in sé
ciascuna di queste ultime rette, nella similitudine = i due
punti P ed O’ saranno corrispondenti. Se dunque la o fa
passare dal punto M di « al punto M, di «/, e la I dal punto
M, al punto M’ di &', avremo :

5—1\1&1 = cost. O'M,.0'M = cost.,
donde segue: PM.O’'M’ = cost. Si conclude che:

In un’ affinitc circolare tra due piani, é costante il
prodotto delle distanze di due punti corrispondenti dai
rispettivi punti centrali.

Le distanze di cui si parla in quest’ enunciato, si consi-
derano in valore assoluto (per quanto con una convenzione
opportuna si potrebbe attribuir loro un segno). Se la v fa
passare da A ad A’, verra.:

PA.OA =k,

ove k ¢ una costante (positiva); e se la I fa passare da
A’ ad A", avremo:

O'A". OA" =1,
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ove A ¢ la potenza dell’inversione. Scegliendo A~ = &, si
otterra:

PA
oa =1
cio¢ la similitudine o = y I, sard una congruenza (E. § 50).
Ne deriva che la y pud generarsi sovrapponendo il piano «
al piano </, in modo che 'vengano a coincidere i punti omo-
loghi nella o, e operando quindi con !’inversione 1. Si con-
clude pertanto che:

Due piani legati da un’ affinita circolare 8i posson so-
vrapporre in modo da ottenere tra essi un’ inversione.

La trasformazione per raggi vettori reciproci, tra due piani,
della quale trovansi tracce in Viera (I1600) e FErRMAT (1679), fu con-
siderata da DANDELIN (1822) come la corrispondenza che nasce
proiettando i punti di una sfera dagli estremi di un diametro, sopra
un piano a questo perpendicolare. Secondo che il piano & secante
o esterno alla sfera, si ha un’ inversione colla potenza positiva o
negativa. Successivamente PLicKER (1828) la studid per via anali-
tica, osservando che essa ¢ conforme, e BELLAVITIS (1836) la studid
col metodo delle equipollenze. A PLicKER & anche dovuta un’ele-
gante soluzione del problema di AporLLoNio (ved. n® precedente)
desunta, mediante una inversione, dal caso particolare di tre circoli
uguali (1833). La teoria generale delle affinitd circolari (Kreis-
Verwandtschaft) e la teoria analoga nello spazio, son dovute a
MoBrus (1852-55).

20. Sul teorema jfondamentale della Geometria del com-
passo. Un’ applicazione notevole della teoria dell’ inversione
pud farsi a dimostrare il teorema fondamentale della Geo-
metria del compasso, che cioé ogni problema risolubile con
la riga ¢ col compasso, pud risolversi col solo compasso,
quando, beninteso, il problema s’intenda risoluto allorché
si sieno ottenuti due punti di ciascuna retta che, eventual-
mente, figuri tra gli elementi incogniti.

Per dimostrare questo teorema, occorre premettere la
risoluzione col solo compasso dei problemi seguenti:
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1°) Costruire I’ omologo di un punto in un’ inversione.
a potenza positiva, essendo noto il cireolo unito.
2°) Costruire il circolo inverso di una retta non pas-
sante pel centro dell’ inversione.
3°) Costruire il circolo inverso di un circolo non pas—
sante pel centro dell’ inversione. '
" Risolviamo il 1°) problema. Sia wu il circolo unito, O il
suo centro — ciog il centro d’inversione — ed r il suo raff-"

gio. Proponiamoci anzitutto di co-
struire I'inverso del punto P, la cui

distanza da O sia > —g— La circon-

ferenza di centro P e raggio PO ta-
glierd uw in due punti A,B e le circonf.
di raggio r e centri A,B, si taglieranno
fuori di- O in un punto P’ della retta
OP, situato con P dalla stessa parte
di O. Dai triangoli isosceli simili OAP,
OP’'A, si rileva:

OP . OF' = OA’ == r?,

la quale prova che P’ é I’inverso di P.

Se la distanza OP < %, ripetendo n volte (ove n & ab-

bastanza grande) il segmento OP (p. e. nel verso OP), ar-
riveremo col solo compasso () ad un punto Q della retta
OP, tale che 0Q > % e quindi potremo costruire I' omologo
Q di Q.

Dalla relazione:

’ 0Q.0Q" = OP. OF,

(1) Bastera provare che il segmento OP si pud raddoppiare col
solo compasso. Si tracciinfatti la circonferenza di centro P e raggio
PO e, a partire da O, si stacchino successivamente sulla circonf.

tre archi i quali sottendano il raggio: I’ ultimo estremo del 3° arco
¢ il punto simmetrico di O rispetto a P.
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ricordando che. 0Q = n . OP, si ricava OP’ = 7. OQ’ : dunque
il punto P/, inverso di P, si otterrd ripetendo » volte il se-
gmento OQ (nel verso OP) a partire da O.

Passiamo al 2°) problema. Sia @ la retta data mediante
due suoi punti A, B. Il punto Q simmetrico di O rispetto
ad «, si oftiene col solo
compasso, come ulteriore
intersezione dei circoli di
centri A, B e di raggi ri-
spettivi AO, BO.

11 punto @/, inverso di
Q, ¢ il centro del circolo
o’ inverso di a (il quale
risulta cosi determinato,
perché deve passare per
0). Infatti se P ¢ il punto comune alla QQ’ ed alla «, cioé
il piede della perpendicolare da O ad «, e P’ & I’inverso
di P, il circolo  avra per diametro OP’ (ved. il n.° prec.),
cioé il suo centro sard medio tra O e P'. Ora, dall’ essere
0Q = 20P, si trae OP’ = 20Q/, e dunque Q' & il centro di a'.

Risolviamo infine il 3°) problema. Sia ¢ il cireolo dato,
non passante per O, e C il suo centro; e sieno PP, i punti
ove ¢ & segato dalla retta OC, e P’ I’inverso di P.

Il punto P’ corrispondera a P, nell’ omotetia di ecentro O,
che trasforma il circolo ¢ nel suo inverso ¢’ (n.° prec.), e
quindi dicendo C’ il centro di ¢/, avremo: ’

op, _ 0OC

op" — oc

Inoltre se chiamiamo C, I’ omologo di C’ nell’ inversione
data, avremo:
OP.OP' = 0C, . 0,

la quale moltiplicata membro a membro con la precedente,

da:
OP.0OP, = 0C.O0C,



Riferendo tutti i segmenti all’ origine C, verra:
(CP — CO) (CP, — CO) = OC (CC, — CO).

Sviluppando e facendo le riduzioni che derivano dal-
Y uguaglianza CP = — CP,, avremo:

CP? = CO . CC,.

Questa relazione ci dice che il punto C, ¢ I’ omologo di
O nell’ inversione che ha per circolo unito c¢.

Dunque per costruire C’ si dovra trovare I’ omologo C,
di O nell’inversione che ha per cireolo unito e, e quindi
I’ omologo di C, nell’ inversione data: le quali operazioni si
sanno tutte eseguire col solo compasso. Il circolo ¢/, inverso
di ¢, risulterd pienamente determinato e si potrd tracciare
perché se ne conoscera il centro C' ed il punto inverso di
un punto arbitrario di ec.

Cid premesso, consideriamo un problema M di geome-
tria piana, che sia risolubile con la riga e col compasso
(E. § 74), e immaginiamo di effettuarne la risoluzione con
questi strumenti. Agli elementi dati, costituenti una certa
figura F, si aggiungeranno, con questa costruzione, delle
rette e dei circoli, che dovranno essere intersecati tra loro
in modo opportuno per giungere agli elementi incogniti.

Si chiami F, la figura costituita dai dati, dalle linee co-
struttive e dagli elementi incogniti, e si assuma nel piano
come centro d’inversione un punto O non appartenente alle
linee di F,. Mediante le costruzioni esposte sopra, potremo
ottenere, col solo compasso, I’inversa I/ della figura F,.

Se sugli elementi della figura ¥’ inversa di F, si esegui-
scono le operazioni corrispondenti a quelle che permette-
vano di risolvere il problema M, otterremo tutti gli elementi
della figura F/, e perverremo agli elementi incogniti del pro-
blema corrispondente M’, tracciando soltanto circoli, e inter-
secandoli tra loro in modo opportuno, perché tanto le rette
che i cireoli di F, si mutano in circoli di Fy.
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E poiché il passaggio degli elementi incogniti di M’ agli
elementi incogniti di M (che sono gI’ inversi dei precedenti),
si eseguisce col solo compasso, si conclude che il problema
M si pud risolvere usando soltanto di questo strumento.

La Geometria del compasso fu inaugurata dalle ricerche di
LorENZO MASCHERONI, il quale, in un’ opera del 1797, si propose di
risolvere tutti i problemi elementari col solo compasso. Nel libro
di Mascheroni trovansi tutti gli elementi per la dimostrazione del
teorema fondamentale che abbiamo esposto sopra. La dimostra-
zione mediante 1’ inversione & dovuta all’ AbLEr (1890) (%).

b) Problemi sulla correlazione tra piani:
21. Se in un quadrangolo piano semplice A A,AA, si
chiama a, il lato A\A, (i, k =1,.., 4), la correlazione

g
f

AL A A A )
Qg Qo3 Qgy Qg

da per quadrato un’ omografia ciclica del 4° ordine.

Osserviamo anzitutto che esiste ed ¢ unica una correla-
zione piana che faccia passare da AAAA, ad 0,00,
perché non essendovi allineamenti tra i 4 punti A, fra le
rette ¢ non ve ne saranno mai tre che concorrano in un
punto.

Poiché la o fa passare dal punto A, alla retta a,, e da
questa retta, cioé dal lato A A,, al punto comune alle rette
a0, Cioé al vertice A,, la «? fard passare da A, ad A,. In
modo analogo si vede che la w® fa passare da A, ad A, ecc.
Dunque:

A,ALA A
e pn® 1 g Sz Oy
TEw= (A2A3A4A1)-

(!) Per maggiori notizie e per la risoluzione di molti problemi
elementari. col metodo di MascHERON] il lettore potrd consultare
I’articolo di E. DANIELE, Sulla risoluzione dei problemi geometrici
col compasso, tra le Question? riguardanti la Geometria elementare
raccolte da F. ENrRIQUES, (Zanichelli, 1900).
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Donde si trae:

mom (MAhAY,
AA AL A, )

€ poiché 1 quattro punti A sono indipendenti, si conclude
¢he n* é I’identitd. Cid appunto si esprime dicendo che = &
ciclica di 4° ordine.

22. Se in una reciprocita tra due piuni sovrapposti
a, o, ¢’ € una retta u di a acul corrisponde su o un fascio
di rette U, prospettivo ad u, questa retia, considerata su
«', avrd per corrispondente su a un fascio pure prospettivo.

Invero, se la correlazione data w fa passare da un punto
P della u (riguardata come appartenente al piano «) al
raggio p’ = PU’, chiamando U il trasformato di # mediante
la ! — cioé il punto che corrisponde ad u, pensata sul
piano & — la w—* fard passare dal punto P = p'u, alla retta
p =PU! dunque ogni punto P di u, pensato sul piano «,
ha per corrispondente in « una retta p per P.

23. Se la reéiprbcitd w fa passare dal piano a al piano
sovrapposto o, e da una retta u di o ad un fascio U’
‘prospettivo ad u, esisterd in generale un’ altra relta v di
a, prospettiva al fuscio corrispondente V'; e la retta U'V'
passera pel punto uv.

Diciamo infatti v la retta che corrisponde ad U’, me-
~diante la o, e V' il punto omologo di v nella w stessa.
Poicheé, per ipotes{, la punteggiata u ¢ prospettiva al fascio
corrispondente U, questo sara prospettivo alla v (duale del
n° 22), e infine la v sara prospettiva al fascio omologo V’
(n.° 22).

Si osservi che la «*.muta v in w. Infatti se una retta
q" per V' sega v nel punto Q ed » nel punto P, la » mu-
terd la retta ¢ = QP nel punto P=V'Q.UP, e quindi w?
muterd il punto Q in P, cioé ogni punto di ¢ in un punto
di u. Ne segue pure che la » muta V' in .

Se le rette u, v sono distinte, ¢ quindi sono distinti i
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punti U’, V’, al punto uv del piano &« dovra corrispondere su o’
la retta che lo congiunge con U/, in quanto il punto uov ap-
partiene alla u; e la retta che lo congiunge con V', in quanto
il punto stesso appartiene alla v: dunque la retta UV’ pas-
sera pel punto uv. Aggiungeremo clie il punto uo e la retta
U’'V’ si corrispondono in doppio modo, perché nella o al
punto zo corrisponde U'V’ e nella w—! ad uv corrisponde V'U".

OSSERVAZIONE 1.* Se la retta v coincide con v, e quindi
U’ con V', i due elementi  ed U’ si corrisponderanno in
doppio modo, cioé la » e la w—! trasformeranno z in U,
Dicendo in tal caso p’ la retta per U’ che corrisponde me-
diante la © ad un punto P di u, & chiaro che alla p’ corri-
spondera mediante ® il punto P stesso. Sicche, se u coincide
con v, ad ogni punto P di « corrisponde in doppio modo la
retta U'P. — In tal caso la ®w? ¢ un’omologia di asse uw e
centro U’. — Nel caso generale (cioé¢ quando le u, v son
distinte ) sarh un’ omologia la proiettivith o?* perché nella
w? le rette u, v si corrispondono in doppio modo (cfr. col
n° 12 di questo §). - .

OSSERVAZIONE 2.* Due piani reciproci «, o/, comunque di-
sposti, si possono sempre sovrapporre in guisa che su a si
abbia una punteggiata prospettiva al fascio corrispondente.
Basta infatti traceiare una retta u su « e trasportare il piano
a in guisa che i punti della » vengano a cadere sui raggi
omologhi del fascio 'U’, che corrisponde ad u in o« (§ 4,
n.° 12), e ruotare « attorno ad u finché esso venga a sovrap-
porsi ad o )

La costruzione della reciprocita tra i due piani, in questa
posizione, ¢ di una notevole semplicita. Se infatti ¢ v I’ altra
punteggiata di o prospettiva al fascio omologo V/, ad un
punto M’ di «', riguardato come intersezione dei raggi MU,
M'V’, corrisponderd su « la retta m che congiunge i punti
ove le u, v son segate da MU/, MV, e ad un punto M di «,
corrisponderid su « la retta m’ che congiunge i punti ove

le o, u son scgate dairaggi MU', MV’ (vedere il numero pre-
SEVERI. 18
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cedente). — Se i punti U, V/ non fossero allineati con uo,
la corrispondenza che nasce dalla costruzione precedente,
sarebbe biunivoca, ma non farebbe corrispondere ai punti
di una retta i raggi di un:fascio, cioé non sarebbe una pro-
iettivita. L

§ 9. Polarita in una forma di 2: specie.

SoMMARIO: Generalité — Se’in una correlazione piana a due punti
corrispondono in doppio modo due rette generiche, la cor-
relasione ¢ una polarité — Varii modi d’ individuare una
polarita — Le polari di un punto rispetto alle polaritd che
hanno un dato triangolo autopolare e nelle quali son coniu-~
gati due dati punti, formano un fascio — Sovrapporre due
piani correlativi in modo da avere un sistema polare — Teo-
rema di STaUDT-HESSE — Polaritd e antipolaritd rispetto ad
un circolo — Sulla legge di dualitd per le proprietd. metrico-
proiettive. o
1. Quando in una reciprocitd o tra due piani sovrapposti,

le coppie di elementi omologhi si corrispondono in doppio

modo, cioé quando » toincide con la sua inversa o—!, la
reciprocitd si chiama un sistema polare od una polarita.

Una retta ed un punto corrispondenti, diconsi polo e polare

P uno rispetto all’ altra (E. § 51).

La condizione affinché una correlazione tra piani sia una
polaritd, & che esista un triangolo di cui ciascun vertice
abbia per retta omologa il lato opposto. Un tal {¢riangolo
dicesl autoconiugato o autopolare.

Due punti diconsi coniugati in una polaritd, quando la
polare di uno passa per I’ altro, e quindi‘la polare di’ que-
st’ ultimo punto passa pel primo. Dualmeénté, nel piano, si
definiscono due rette coniugale in una polarita.

Sopra una retta non contenenté il proprio polo, si hanno
infinite coppie di punti ‘coniugati in una polaritha; le quali
costituiscono un’involuzione; e dualmente (E. § 52).

In una polaritd piana vi Sono infiniti triangoli autoco-
niugati. ‘
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Una polarita ¢ individuata allorché se ne CONnosca un
triangolo aUtopolare, e di un punto non appartenente ai']at\i:
di questo triangolo, si conosca la relativa polare. S

La polarith pud essere di due specie -diverse, a seconda
che la polare p del punto P, dato fuori dei lati del trian-
golo autoconiugato ABC, penetra o non penetra in quella
delle 4 regioni triangolari ABC, in cui cade il punto P. Neél
1° caso la polarita dicesi non uniforme, ed & caratterizzata
dal fatto di contenere infinite coppie di elementi omologhi,
che si appartengono. Sopra due dei latl del trlangolo ABC ’
essa subordina due involuzioni 1perbohche di punti comu-_
gati, e sul lato rimanente un’ involuzione elhttlca Nel 2° caso
si tratta di una polarcta uniforme, caratterizzata dal fatto
che in essa un elemento 'qualunque non appartiene al Suo’
corrispondente. In tal caso sopra i tre lati di ABC si hannof
involuzioni ellittiche (. § 53). ‘

Tutte queste proprietd si trasportano con la legge di dua-
lita nello spazio e danno luogo a teoremi concernenti la
polarita nella stella. Ivi ¢’é da considerare un importante
caso particolare metrico della polarita, che si ottiene pren-
dendo come piano polare di ogni retta della stella, il piano
ad essa perpendicolare. La corrispondenza involutoria che
cosi nasce, dicesi la polarita ortogonale dellq stella (E. § 54).
Una congruenza tra due stelle, cioé un’ omografia la quale.
faccia passare da un angoloide dell’una ad un angoloide
dell’ altra avente gli angoli diedri ¢ le facce, uguali agli
elementi omologhi del primitivo, & carafierizsata dalla pros
prietd di mutare la polaritd ortogonale dell’ una sbella nells:
polaritd ortogonale dell’ altra. : '

La polarita piana (non uniforme) fu considerata dapprima come
una corrispondenza tra i punti e le rette del piano, in relazione ad
una conica tracciata sul piano stesso. Su questo modo di concepire
la polarith avremo pil tardi occasione di ritornare, sia ncl caso in
cui la conica & un ecircolo, sia nel caso generale. 1 teoremi fonda-
mentali della polaritd rispetto ad una conica, si trovano in ApoL-
LoNIO, Parpo, Di: La HirRe (Sectiones conicae, 1685), PONCELET
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(1822) e Staupt (1831). Le denominazioni di polo e polare sono
state introdotte risp. da Servols (1811) e da GERGONNE (1812). La
teoria grafica della polarith piana, come correlazione involutoria,
e la distinzione della polaritd in due specie, son dovute a STAUDT
(Geo. d. Lage, 1847).

2. Se in una correlazione piana a due punti A,B corri-.
spondono in doppio modo due rette ab, delle quali una
almeno non appartenga al punto corrispondente, e tali
inoltre che il punto P = ab, non sia allineato con A,B, la
correlazione é una polarita.

Infatti al punto P = ab corrispondera in doppio modo
la retta p = AB, la quale segherd una almeno delle rette
a,b in un punto risp. diverso da A,B e da P. Supponiamo,
ad esempio, che la « sia segata da p nel punto C, di-
verso da A e da P. Allora al punto C = ap corrispondera
involutoriamente la retta ¢ = AP, e quindi nel triangolo
ACP ogni vertice avra per retta omologa il lato opposto:
donde segue che la data correlazione ¢ una polarita
(E. § 51).

1l teorema 2 & dovuto a SEYDEwWITZ (1847).

3. Una polarita é individuata :

a) Dato che sia un triangolo autoconiugaio, U involu-
sione dei punti reciproci sopra uno dei lati, ed una cop-
' pla di punti reciproci esterni ai lati del triangolo.

b) Date le involuzioni dei punti reciproci sopra due
rette ah non coniugate, ed il polo di una di queste rette
(il quale dovra appartenere alla congiungente dei punti
coniugati ad O = ab nelle due date involuzioni).

¢) Date due retie a,b coniugate e le relative involu-
sioni dei punti reciproci.

d) Prendendo come polari dei vertici di un penta-
gono semplice i lati risp. opposti.
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a) Sia ABC = abc il dato triangolo autoconiugato,

HK la coppia dei punti re-
ciproci e » I’involuzione
data su «, nella quale si
corrispondono i punti B,C.

Diciamo M la proiezio-

ne di H da A sua ed M
il coniugato di M nella w.

La polarith ben determinata, che ha per triangolo autoco-
niugato ABC e per polare di H la retta 7 = KM (Z. § 51),

& I’unica che soddisfi alle condi-
zioni richieste.

b) Se w,, w, son le involuzioni
date su «,b ed O, O, sono i coniu-
gati di O in queste involuzioni ed
A il polo di «, situato sulla polare
o = 0,0, di 0O, il triangolo 0,0A
sara autoconiugato nella polarita
richiesta. Se M, M’ sono due punti

0

coniugati in v, la polarita suddetta sarad individuata, percheé
se ne conosce il triangolo autoconiugato 0O0,A, I’involuzione
w, sul lato «, ed una coppia MM’ di punti reciproci.

¢) Siano o, v, le involuzioni date sulle due rette reci-

proche «, & od 0,0, i coniugati di
0 in queste involuzioni. Il trian-
golo 00,0, risultera autoreciproco,
e se M ¢ un punto di a, la retta O,M
avra per polo il punto M, coniugato
di M nella o, ; analogamente il polo
della retta O,N, che va ad un punto
N di b, ¢ il punto N, corrispon-
dente ad N nella w,, sicché la retta
»p = M,N, risulterd la polare del

punto P == O,N.O,M. La polaritd richiesta sard dunque indi-
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viduata dal triangolo autoconiugato 00,0, e dalla coppia di
elementi corrispondenti P,p.

d) Sia. ABCDE il dato pentagono semplice. Si vuol pro-
vare che esiste una ed una sola
polarita, che fa passare dai punti
AB,C,D,E alle rette CD, DE, EA,
AB, BC.

Pongasi infatti:
F=AE.BC, AB=d, AE=c¢,
BC = ¢, EC =/,

e si osservi che la polarith ben determinata, che ha per
triangolo autoreciproco EFC e che fa passare da D a d, sod-
disfa alle condizioni richieste.

4. Le polari di un dato punto K del piano, rispetto alle
infinite polarita che hanno un triangolo dato ABC = abc
come autoreciproco, e nelle quali due punti assegnati H,H'
son coniugati, passano tutte per un determinato punto K'.

Diciamo H,, K, le proiezioni di I1,K da A su «, H, K, le
proiezioni di HK da B su b, e H',, H, le intersezioni delle
a,b con una retta 2 condotta ad arbitrio per H'.

Consideriamo inoltre sulle «,b6 le involuzioni «,, w, indi-
viduate risp. dalle coppie BC, H,H’, e CA, H,H’,, e¢ indichiamo
con K’,, K’y iconiugati di K,, K, risp. nelle w,, w,. Qualunque
sia la posizione di 2 nel fascio H’, avremo:

BCH,K, A CBH',K’, A BCK',H,,
donde si trae:
) BCH,K’, A BCK,H',;

sicché H’, e K’, si corrispondono nella proiettivita:

_ (BCK,
T.= (B C H,)

Similmente H’, e K, si corrisponderanno nella proiettivita:

_ [CA K,
T = (CA Hb>
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Poiché, variando 4, le punteggiate descritte da H',; H',
son prospettive tra loro (rispetto al centro H’), le punteggiate
descritte da K’,, K’, saranno proiettive. E facile anzi “pros
vare che anche queste ultime punteggiate son prospettive.
Infatti la proiettivith che fa passare da K’, a K/, risulta
moltiplicando la proiettivith T,—! per la prospettivita © tra
H/, ed H', @ per la proiettivith T,; e poiché in ciascuna delle
T,~', =, T, il punto C. & unito, risulterd pure unito nella cor-
rispondenza prodotto: donde segue che questa corrispon-
denza & una prospettivita. ) :

Si conclude pertanto che tutte le rette del tipo K',K',
passano per un punto fisso K’.

Ciod dimostra quanto abbiamo enunciato in principio, per-
ché per ogni data polarita, nella quale ABC sia un triangolo
autoreciproco ed H, H’ siano coniugati, la polare di I sara
una retta 2 per H', e la polare di K la relativa retta K’ ,K’,.

OSSERVAZIONE. Dal teorema dimostrato si deduce che
una polarita ¢ individuata noti che siano un iriangolo
autoreciproco e due coppie di punii coniugaeli (generici).
Se ABC = abc ¢é il dato triangolo ed H, H'; K, K, le due
date coppie, si determinerd il punto K’ coniugato di X in
tutte le polarith che hanno ABC per autoreciproco, e nelle
quali H, H’ son pure reciproci. ‘ SR

La polare di K nella polaritd richiesta, dovra essere la
la retta K, K’; ¢ dunque la polaritd stessa risultera indi--
viduata.

Se le due coppie HH KK, sono allineate, si costruira
anche piu facilmente il polo P della retta p = H H'. Invero
la polare del punto ap, sard la retta che congiunge A col
coniugato di ap nell’involuzione individuata dalle coppie
HH', KK,; e analogamente si costruiranno le polari di &p,
¢p. 1l punto di concorso di queste tre polari sara P.

Anche in tal caso la polaritd risulterd individuata me-
diante un triangolo autoreciproco, ed un punto ed una retta
omologhi.
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5. Dati due piani correlativi «, o, tali che alle loro rette
all’ infinito corrispondano punti propri, sovrapporli in
modo da ottenere un sistema polare.

Siano u, ' le rette improprie di «, o’ ed U, U i punti
(propri) ad esse corrispondenti nella data correlazione. Chia~
mando omologo di un raggio a di U, il raggio ¢’ di U’ che
proietta il punto improprio corrispondente ad « (dal che
segue che il raggio ¢ proietta il punto improprio corrispon-
dente ad «'), tra i due fasci U ed U’ si verrad a porre una
proiettivith .

Se sono pg, p'q¢ due angoli retti omologhi nella = (§ 4,
n.° 13), sovrapponendo il piano « ad « in guisa che i raggi
¢'p’ vengano a coincidere risp. con pg, nel fascio di raggi
U = U’ verremo ad avere un’ involuzione, come trasformata
della proiettivita . Dopo la sovrapposizione, nel trilatero
formato dalle rette p,g e dalla retta u, ciascun lato avra
per punto corrispondente il vertice opposto: dunque la cor-
relazione sard divenuta una polarith (Z. § 51).

OSSERVAZIONE. La sovrapposizione pud farsi in infiniti
modi, se i due fasci U, U’ risultano congruenti, perché allora
sono infinite le coppie di angoli analoghe a pg, p'¢. Se U,U
non sono congruenti, non ¢’ ¢ che la coppia di angoli retti
pq, p'q. Tissati dei versi positivi sulle rette p,g, p',¢', la so-
vrapposizione di &’ ad 2, potra eseguirsi facendo coincidere
in un modo arbitrario i versi positivi o negativi delle p',¢"
coi versi positivi delle ¢,p: cio¢ in quatiro modi diversi.

11 problema 5 fu risoluto, nel modo esposto, da SEYDEWITZ (1847);
ma, analiticamente, la possibilita di sovrapporre due sistemi piani

reciproci, in modo da avere un sistema polare, era stata accennata
prima da MacNus (1833).

6. Se due coppie di lati opposti di un quadrangolo piano
completo sono costituite da rette reciproche in una pola-
rita piana, anche la terza coppia di lati opposti risulia
costituita da rette reciproche nella stessa polarita (e dual-
mente).
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Sia ABCD il dato quadrangolo e supponiamo che i lati
AB, CD e AC, BD siano coniugati tra loro in una polarita
piana w: cio significa che i poli dei lati AB, AC giacciono
rispettivamente sopra CD, BD (e quindi viceversa).

Se la polare @ di A non passa per nessun vertice del
quadrangolo ABCD, essa taglierd le coppie di lati opposti
AB,CD; AC, BD; AD, BC nelle tre coppie L, L'; M, M’; N, N/, ap-
pai‘t;enenti ad un’involuzione (£. § 39). Quest’ involuzione
coinciderd con quella dei punti coniugati rispetto ad o,
perche i poli delle rette AB, AC sono i punti L/, M’. Ne segue
che il polo di AD ¢ il punto N, e quindi che i lati AD, BC
S0No reciproci.

Questo ragionamento non vale quando la polare di A
passa per qualcuno dei vertici del quadrangolo, che si potra
supporre diverso da A, perch¢ il quadrangolo dato, avendo
due coppie di lati opposti coniugati nella w, non pud avere
i 4 vertici autoreciproci. — Infatti, se il quadrangolo ABCD
ha i 4 vertici autoconiugati nella polaritd w, il triangolo
diagonale EFG (E = AB.CD, IF = AC.BD, G = AD.BC)
sara evidentemente autoreciproco, e quindi, se il lato AB
¢ coniugato a CD, saranno H = FG.CD, K = FG. AB,
M = AH.DK i poli rispettivi dei lati AB, CD, AD. Ora,
a causa dei triangoli omologici AMD, CEB, si vede che
M = All . EF: e dunqué il punto M non potra appartenere
al lato CB, perché su questo le rette AH, EF segnano risp.
i coniugati armonici di B, G rispetto alle coppie CG, CB.
Ne deriva i lati AD, BC non sono reciproci; e similmente
si prova che non lo sono i lati AC, BD.

Supponiamo che la ¢ passi per uno dei vertici B,C:p. e
per B. Poiché il polo di AC giace su a, se questo polo & di-
verso da B, la retta BD che lo deve contenere, coincidera
con @, e quindi il polo della retta AB sara il punto BD.CD =D
ed il polo della AD sara il punto BD.AB = B. Ne deriva che
il lato BC ¢ coniugato ad AD.

Se poi il polo di AC coincide con B, il polo di AB sara
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il punto a.AC e poiché la CD deve passare per questo polo,
€ non pud coincidere con CA, il polo di AB dovra coincidere
con C, e quindi il triangolo ABC sara autoconiugato. Da cid
si trae ancora che i lati AD, BC sono coniugati. — Analo-
gamente si ragiona se « passa per C. -

Se infine @, passa per D, non pud dar51 che la ¢ sia di-
versa da entrambi i lati BD,CD, ché altrimenti D sarebbe il
polo di AB, AC: dungue la a coincide con una delle rette
BD, CD e si ricade in uno dei casi precedenti.

OSSERVAZIONE. Se due dei sei elementi del triangolo ABC
non sono mai coniugati in una polaritd » del piano ABC,
il triangolo A’B'C’ polare di ABC — cioé¢ il triangolo .che
ha per vertici i poli A'B'C’ dei lati BC, CA, AB — non avra
nessun elemento comune con ABC.

Ponendo AA’BB =D e BC.BC =L,CACA’'=M,d=1M,
la d sara la polare del punto D, e inoltre nel quadrangolo
ABCD due lati AD,BD risulteranno coniugati ai lati opposti
BC, AC: dunque il lato CD dovrad passare pel polo C' di AB,
cioé le tre rette AA’, BB’,CC’ concorreranno in D, e quindi il
punto N = AB.A’B’ apparterra a d. Si conclude pertanto che:

Se in un triangolo ABC due elementi non sono mai
coniugati, il triangolo polare A'B'C’ non ha elementi co-
muni con ABC ed é omologico ad ABC. Il centro e I’ asse
d’ omologia st corrispondono _nell‘a data polarita.

Viceversa si pu0 dimostrare che:

Due triangoli ABC, A’B'C’, privi di elementi comuni, ed
omologici, sono polari I’ uno dell’altro in una, determinata
polarite, nella quale si corrispondono il centro el asse di
omologia.

Se D ¢ il centro di omologia ed L = BC.B'C’, M = CA.C'A’,
N = AB.A’B’ sono i tre punti dell’asse di omologia d, in
cui &' intersecano le tre coppie di lati omologhi, la polarita
di cui si parla nell enunciato, ¢ quella, perfettamente deter-
minata, che fa corrispondei'e ai punti L, M, N i raggi DA, DB,
DC e al punto A la refta B'C’ (ved. § 7, n° 2, ed E. § 52).
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I1 teer. 6, che di solito si-attribuisce ad Hessg, fu dato prima
da StaupT, che lo dimostrd col metodo della proiezione centrale,
nel caso di una polaritd relativa ad una conica reale (Ueber die
Kurven II. Ordnung, 1831). — HEessE lo ritrovd nel 1840. — La
dimostrazione grafica da noi esposta, indipendente .dalla natura
della polarita, & analoga a quella data da Srtaupr nella Geo. d.
Lage (1847). .

_QL"/. Polarita e antipolarita rispetto ad un circolo.

Proponiamoci di caratterizzare una polaritd piana, che
subordini sulla retta impropria 1’ involuzione assoluta. Oc-
corre distinguere due ipotesi:

1*) La data polarith non & uniforme.
2%) La data polaritd ¢ uniforme.

I chiaro anzitutto che, in entrambe le ipotesi, il centro
O della polarita, cioé il polo della retta all infinito, &
un punto proprio, perché altrimenti le infinite coppie di
punti coniugati della retta all’infinito, avrebbero un punto
fisso. \

Ci0 posto, consideriamo dapprima il caso di una polarita
non uniforme w, che subordini sulla retta impropria I'"invo-
luzione assoluta. Sopra ogni retta uscente da O la o subor
dina un’ involuzione iperbolica (. § 53), col centrjd'in 0, ed
& facile vedere che la potenza di quest’ involuzione non
muta al variare della retta nel fascio O. Invero, se P ¢ -un
punto diverso da O, la polare del punto P sari una retta
perpendicolare alla PO, e passante pel punto P’, coniugato
di P nell’involuzione che si ha sulla retta PO. Se un’altra
retta uscente'da O sega la
polare di P nel punto @,
la polare di Q" passerd per
P e sara perpendicolare ad
0O, siechd il punto Q, co-
niugato di @ sulla 0@,
sard il piede della perpendicolare alla retta stessa, con-
dotta pel punto P.
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Ora dai triangoli rettangoli simili OPQ, OP'Q’ si rileva

_op _ _0Q
o’ op "’
donde (in valore e segno),
OP.OP" = 0Q.0Q = k.

Poiché i punti doppi delle involuzioni iperboliche subor-
dinate dalla w sulle rette uscenti da O — cioé i punti auto-
coniugati nella polarith © — son disposti a coppie ad una
distanza da O uguale a | %, si conclude che ¢ punti auto-
coniugati nella polarita w costituiscono un circolo ¢ di rag-
gio k.

La polare di un punto autoconiugato dovra passare per
questb punto ed essere perpendicolare alla retta che lo con-
giunge ad O; dunque le rette autoconiugate nella w sono
le tangenti al circolo c.

Per queste proprietd la w dicesi una polarita rispetto al
circolo c. Dato il circolo ¢ essa & perfettamente determinata :
la polare di un punto P non appartenente a ¢, si ottiene ti-
rando la perpendicolare a PO nel punto P’ coniugato armo-
nico di P rispetto ai due punti in cui ¢ viene segato dal dia-
metro PO; e la polare di un punto del cireolo é latangente ivi.

Consideriamo ora una polaritd uniforme w,, che subor-
dini sulla retta impropria I’involuzione assoluta, e diciamo
¢ la simmetria rispetto al punto O, centro della polarith w,.

Sopra ogni retta uscente da O la w, subordina un’invo-
luzione ellittica (£. § 53), mutata in se stessa dalla simme-
tria rispetto ad O — centro dell’ involuzione — ed ogni punto
P diverso da O, avra ancora per polare una retta perpendi-
colare alla OP. Ne deriva che la simmetria ¢ muta in se
stessa la w, e quindi che

w; ¢ = 5w ()
(! Piu in generale si pud osservare che ogni omologia armo-

nica avente il centro e U asse in due elementi coniugati di una
polarita piana, é permutabile con questa; e viceversa.
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Siccome ‘le due trasformazioni v, € & sono involutorie,
dalla relazione precedente si deduce che la w,5 & una cor-
relazione involutoria, cioé una polarith. Ed anzi la pola-
rith w,5 subordinerd sulla retta impropria I’ involuzione as-
soluta, perché¢ la o lascia fisso ogni punto all’infinito e
quindi muta in se stessa !’ involuzione assoluta. ‘

Poiché infine sopra ogni retta uscente da O la w,5 su-
bordina un’involuzione discorde, e quindi iperbolica, di
centro O, si conclude che la w,e & una polarita rispetto ad
un circolo ¢ di centro O. Dicendo w questa polarita, dalla
relazione:

trarremo, giacché ¢ = o—':

0w, = wg,
cio¢ la w, si otterrd facendo il prodotto di una certa pola-
ritd rispetto ad un circolo, con la simmetria rispetto al
centro di questo circolo.

Percio la w, si dice un’ antipolarita rispetto al circolo
¢, che definisce la w.

Dato il circolo ¢, la o, ¢ perfettamente determinata, giac-
ché 1o sono la w e la o,

I1 raggio del cireolo ¢ ¢ medio proporzionale tra i se-
gmenti (di verso contrario) che vanno da O a due punti
b, P/, allineati con O e reciproci rispetto ad w,; sicché la
polare di un punto P rispetto ad w,,
o come anche si dice I’antipolare M
réspetto al circolo ¢, si costruira
tirando il diametro OP e il dia- \;
metro perpendicolare ad OP; con- P 0 P'
giungendo P con uno, M, degli
estremi di questo .diametro; inter- A
secando in P’ la OP con la per-
pendicolare nel punto M alla PM e tracciando infine la per-
pendicolare in P’ alla OP.
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Proiettando la ®, da un punto S situato sulla perpendi-
colare in O al piano di »,, ad una distanza da O uguale al
raggio di ¢, si ottiene la polaritd ortogonale della stella S.
Viceversa, segando una stella S con un piano non passante
pel vertice, la polarith ortogonale della S, di luogo ad
un’ antipolarita rispetto ad un circolo che ha per centro il
piede della perpendicolare abbassata da S sul piano se-
gante, e per raggio la distanza di S da questo piano
(E. § 54 — Oss. 3%).

Possiamo enunciare il risultato della. discussione fatta,
dicendo che:

Una polarita piana che subordini sulla retta impropria
U involuzione assoluta, é una polarité o un’ antipolarita
rispetto ad un circolo, secondo che non é od é uniforme.

OSSERVAZIONE. Se Q & una polaritd piana qualunque, esi-
steranno sempre delle rette sulle quali la @ subordina in-
voluzioni ellittiche (£. § 53). Diciamo « una di queste rette
e scegliamo un punto S, esterno al piano di Q, dal quale
I involuzione ellittica esistente sulla u si proietti secondo
un’ involuzione cireolare (. § 41). Proiettando la @ da S
sopra un piano « parallelo ad Su, avremo ivi una polarita
che subordina sulla retta 1mpr0prla di « I 1nvolu110ne as-
soluta. Dunque : ‘ v

Una polarita piana qualunque si pué sempre proiettare
da un punto sopra un’ altro piano, in modo da avere ivi
una polaritd o una antipolarita rispetto ad un circolo, se-
condo che la data polarita non é od é uniforme.

8. Sulla legge di dualita per le proprzeta metmco -proiet-
tive. '

Nel n° 2 del § 3 abbiamo giad notato come ad ogni espres-
sione metrico-proiettiva, formata con le misure di pit seg-
menti réttilinei, se ne possano associare due altre, pure pro-
iettive, formate allo stesso modo con le misuré (seni) di
angoli rettilinei o diedri, soddisfacenti alle condizioni gra-
fiche duali. ’
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In particolare da un’espressione metrico-proiettiva, for-
mata con le misure di piti segmenti rettilinei di un piano, si
pud passare ad un’ espressione analoga, relativa a piu angoli
rettilinei di un piano. Ora questo passaggio si pud eseguire
a posteriori, mediante la polarith rispetto ad un circolo.

Per semplicitd ragioneremo ancora sull’ esempio fissato
al n° 1 del § 3.

Supponiamé dunque di avere ih un piano due gruppi di
n segmenti rettilinei A,B,, A,B,,..., A,B, e C;Dj;..., C,D,, tali
che ogni punto che sia estremo di piu segmenti dell’ un
gruppo lo sia di altrettanti segmenti dell’ altro, ed ogni
retta che contenga pilt segmenti dell’un gruppo ne con-
tenga altrettanti dell’ altro.

Allora noi sappiamo che I’ espressione:

) S = BBy AdB,

¢ dotata di un segno indipendente dalla scelta dei versi po-
sitivi sulle rette A,B,,...., ed & proiettiva.

Assumiamo nel piano un circolo ¢ di centro O e diciamo
a,b,... ¢d,..., le polari dei punti A B,...C|D,... Poiché le rette
OA,, OB, son perpendicolari alle a,, 6, (n.° prec.), uno deghi
angoli a,b, sard uguale all’angolo @',0’, che proietta da O
il segmento finito A,B,; sicché in valore assoluto:

sen a,b, = sen a,’b/’
In modo analogo, dicendo y'd,..., ¢,’d/ .... i raggi che pro-
iettano da O i punti A,B,...C,D,..., avremo:

sen a,b, = sen a,’b,

...............

..............

Onde (sempre in valore assoluto):

@ sen ab, . sen a,b,... __ sena’b.sen alby ..

sen e,d, . sen cyl,...  sen c/dy .senc,/d, ..
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Se attorno ai poli delle rette A,B,,... e sulle rette a,, 0,,....
si fissano dei versi positivi; e 1o stesso si fa attorno al punto
O e sulle rette «',,0',...., ciascuno dei due membri della (2)
viene ad acquistare un segno indipendente dalla scelta dei
versi positivi suddetti; e quindi, se per una particolare scelta
di questi versi, la (2) é valida anche nel segno, lo sara in
ogni caso.

Ora, scegliendo come versi positivi sui fasci «,0,,... e sui
raggi a,, b,,..., quelli che vengono determinati muovendo ri-
gidamente gli angoli a,'d/,..., coi loro versi positivi e coi versi
positivi dei loro lati, finché ciascuno di questi angoli venga
a coincidere col suo corrispondente (diretfiamente uguale)
nel gruppo «,b,,.., la (2) sara evidentemente vera anche nel
segno: e dunque lo sard per ogni scelta dei versi positivi.

Per la proprieta proiettiva della f, avremo pure in valore
ed in segno:

AB,.AB,... _ sen «/b/.sen a,)by ...,
C.D,.C,D;.... sen ¢\ d', . sen ¢, d',..

quindi I’ espressione:

(3) ¢ = sen a.b, . sen a,b,...
sen c¢,d,. sen c,d,..

avra lo stesso valore e lo stesso segno della f.

Poiché all’ operazione di segare con una retta la figura @,
costituita dagli angoli «,0,,..., corrisponde nella polarity ri
spetto a ¢, I’ operazione di proiettare dal polo di quella retta,
la figura T°, costituita dai segmenti A,B,,...,,; si conclude che
il valore della z ¢ uguale al valore dell’ espressione for-
mata allo stesso modo con le misure dei segmenti che si
ottengono per sezione dagli angoli a,b,,....

Pill in generale, giacché il valore di f non &’ altera per
una trasformazione omografica, che si compone mediante
un n.° finito di proiezioni e di sezioni (§ 8, n.° 3), lo stesso
accadra del valore di ¢, cio¢ la ¢ sard proiettiva.
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Dunque dall’ espressione metrico-proiettiva (1), relativa
alla figura F, si deduce Uespressione metrico-proietiive (3),
la quale é relativa alla figura duale (nel piano) @ (e vi-
ceversa). Dalla prima espressione si passa alla seconda, so-
stituendo alle lunghezze dei segmenti rettilines { seni degli
angoli corrispondenti, e viceversa.

OsSERVAZIONE. Nello spazio si potrebbe profittare in modo
analogo della polaritd rispetto ad una sfera.

La legge di dualitd, come principio di reciprocitd polare, fu
segnalata in modo esplicito da PoncELET, nella sua teoria delle
polari reciproche (1818 e 1824); ma indipendentemente da ogni tra-
sformazione delle figure, fu enunciata da GERGONNE (1826) e suc-
cessivamente da MoBius (1827) e da Priicker (1828). La trasforma-
zione per dualitd delle proprietd metrico-proiettive, trovasi nel Meé-
moire sur la théorie des polaires réciproques di PoNCELET (1824);
ed il concetto mediante il quale viene attuata tale trasformazione,
& quello che abbiamo esposto sopra, completandolo con la nozione
dei segni.

SEVERI. 14



CAPITOLO QUINTO

Le coniche.

§ 10. Polarita rispetto ad una conica
e generazione proiettiva delle coniche.

SomMAaRIO: Generalita. — a) Sulla polaritd e su alcune proprietd
metriche delle coniche: Quadrangoli completi inscritli e cir-
coscritti ad una conica, in relasione ai triangoli autopolari
— Rete delle coniche che hanno un dato triangolo aufopo-
lare. Applicazioni. Se due quadrangoli completi hanno gli
stessi punti diagonali, gli 8 verti¢i appartengono ad una co-
nica. — Se due coniche sono iscritte in un medesimo quadri-
latero, gli 8 punti di contatto stanno in una conica — Il teo-
rema di CARNOT e il suo duale (di CHASLES). Applicazioni
varie: Le coppie di tangenti mandate ad una conica dai ver-
tici di un triangolo, segano i lati opposti in 6 punti di una
conica,; e viceversa. Forme ridotte delle equazioni delle co-
niche. Teorema di chiusura di PoONCELET — b) Sulla ge-
nerazione proiettiva delle coniche: Centro di una conica
generata come inviluppo da due punteggiate omografiche
— Proiettare una conica Iinviluppo in un circolo inviluppo
— Genesi dell’ iperbole equilatera con [fasci inversamente
uguali — Da due punti diametralmente opposti di una el-
lisse o di un’ iperbole un punto della curva vien proiettato
secondo rette parallele a due diametri coniugati. Applicaziont
— T vertici e i punti di contatto di due angoli circoscritti ad
una conica appartengono ad un’ altra conica — Teorema di
CHASLES-STAUDT — Per due triangoli (generici) di un piano
le tre condizioni: di essere inscritti in una conica, di essere
circoscritti ad un’ altra, di essere auforeciproci in una me-
desima polarita, sono soddisfatte appena si verifichi una
qualunque di esse — Coniche coniugate — Descrizione orga-
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nica di NewtoN — Descrizione di MAC-LAURIN e BRAIKEN-
RIDGE — Alire generazioni analoghe — Equazione dell’ iper-
bole riferita ai suoi asintoti.

1. Data una polarith piana non uniforme, 1’insieme dJdegli
infiniti punti e delle infinite rette coniugati di se stessi,
si chiama conica fondamentale della polarith (£. § 56). Le
rette che appartengono al proprio polo sono le fangenti
della curva (conica luogo) costituita dai punti autoconiu-
gati; cioé¢ una retta « appartenente al suo polo A, puod ri-
guardarsi come posizione limite di una retta che congiunga
A con un altro punto della conica, il quale si approssimi
indefinitamente ad A. '

Quando la conica fondamentale si concepisce come in-
sieme delle sue rette (conica inviluppo), i poli di queste
rette appariscono come puniti di contatto delle rette mede-
sime rispetto alla conica luogo: e dei punti di contatto si
pud dare una genesi (intuitiva) duale di quella richiamata
per le tangenti.

Le rette del piano sulle quali la polarith subordina invo-
luzioni iperboliche, incontrano la conica in due punti, e sono’
dette secanti; mentre quelle sulle quali si hanno involuzioni
ellittiche, non incontrano affatto la conica e sono dette norn
secanti — Dualmente si definiscono i punti esterni ed in-
terni, rispetto alla conica.

Una retta non sccante si-dice anche esterna, perché pitt
tardi si dimostra che é tutta costituita da punti esterni. In-
vece di dire che una retta esterna non incontra la conica, si
suole anche dire che essa ha comune con la conica due
punti immaginari, cioé¢ la coppia dei punti doppi dell’in-
voluzione ellittica subordinata dalla conica su quella retta ‘
(cfr. col n. 13 del § 6, Oss.).

Data una polaritd piana uniforme, si pud dire che le in-
finite coppie di punti doppi immaginari delle involuzioni el-
littiche ch’ essa subordina sulle rette del piano, e le infinite
coppie di rette doppie immaginarie delle involuzioni ellitti-
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che subordinate sui fasci del piano, costituiscono una conica
immaginaria. B

Dal punto di vista metrico le coniche si distinguono a
seconda della loro posizione rispetto alla retta impropria. —
Quando la retta all’ infinito &€ e$terna, la conica dicesi una
ellisse, quando ¢é tangente una parabola e quando é secante
un’ iperdole,

Data una conica k, la polare p di un punto P, che non
appartenga a k, contiene tutti i coniugati armonici di P ri-
spetto alle coppie di punti di & allineati con Pj-é Passe di
un’ omologia armonica che ha il centro in P e che muta in
se stessa la conica; contiene gli ulteriori punti diagonali di
ogni quadrangolo completo inscritto in &, ed avente un punto
diagonale in P; e infine, se il punto P é esterno, contiene i
punti di contatto delle tangenti mandate da P alla conica.
Il polo P della retta p, gode delle proprieta duali (Z. § 57).

Da queste proprietd segue immediatamente che il trian-
golo diagonale di un quadrangolo completo inscritto nella
conica, € autopolare, e dualmente; e che la retta p é se-
cante o esterna, secondo che il punto P ¢ esterno o interno.

Ricorderemo inoltre che dei tre vertici di un triangolo
autopolare, uno é interno e gli altri due sono esterni rispetto
alla conica.

Una proposizione che si applica spesso nella teoria delle
coniche, ¢ la seguente (%. § 60): Se un triangolo é insecritto
in una conica, ogni retta coniugata ad un lato sega gli altri
due lati in punti coniugati; e, viceversa, ogni retta che segni
due punti coniugati sopra due lati del triangolo, & coniu-
gata al lato rimanente. ‘

Questa proposizione da il mezzo di costruire una conica
per punti, quando se ne conoscano due punti A, B, ¢ si co-
nosca pure l’involuzione subordinata dalla conica sopra
una retta coniugata ad AB: le rette che proiettano da A,B
le coppie di questa involuzione, si segano in punti della
conica.
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Dualmente dicasi per un trilatero circoscritto.

Una conseguenza notevolissima del teorema precedente,
& la generazione proiettiva delle coniche (Z. § 61). I1 luogo
del punto comune a due raggi omologhi nella proiettivita
tra due fasci complanari, ma non prospettivi né concentriei,
¢ una conica; e dualmente, le rette che congiungono le
coppie di punti omologhi nella proiettivita tra due punteg-
giate complanari, ma non prospettive né sovrapposte, invi-
luppano una conica.

Viceversa, i punti di una conica son proiettati da due
punti fissi di essa sccondo fasci proiettivi; e le tangenti di
una conica segano sopra due tangenti fisse, punteggiate
proiettive.

Dai teoremi precedenti seguono varie costruzioni di una
conica luogo o inviluppo, individuata da 5 condizioni li-
neari (7. § 63); ma su cid non ¢’ indugiamo.

Riassumercmo piuttosto le proprietd metriche piti impor-
tanti, che derivano dalla polarith e dalla generazione pro-
iettiva.

Il polo della retta all’ infinito chiamasi centro della co-
nica. Le rette passanti pel centro — cioé le polari dei punti
impropri — diconsi diametri (E. § 58). '

Nell’cllissc e nell’ iperbole il centro & proprio: interno
nel 1° caso, esterno nel 2°. Nella parabola il centro é il
punto di contatto con la retta all’infinito, e percio tutti i
diametri son paralleli.

"~ Le tangenti nei punti all’infinito dell’ iperbole concorrono
nel centro, e si chiamano «sinfot:.

In umw’ ellisse o in un’iperbole i diametri vengono accop-
piati in un’ ineoluzione (dei diametri coniugati), che é el-
littica nell’ cllisse e iperbolica nell’ iperbole. In quest’ ultimo
caso gli asintoti sono i raggi doppi dell’involuzione.

In una conica qualunque un diametro proprio divide per
metd le corde della conica che vanno al polo (improprio)
di quel diametro.
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.

In un’ellisse o in un’iperbole il centro @ punto medio
delle corde che passano per esso.

Tra le coniche va noverato il circolo. La condizione ne-
cessaria e sufficiente perché una conica sia un circolo, é che
I’involuzione dei diametri coniugati sia costituita da angoli
retti, cioe che la conica subordini 1'involuzione assoluta
sulla retta impropria. (Ved. il n.° 7 del.§ 9 ed L. § 59).

Chiamando punti ciclici i punti doppt immaginari del-
I’ involuzione assoluta, si pud dire che, tra le coniche, un
circolo é caratterizzato dal passaggio pei punti ciclici.

Ogni conica si pud proiettare in un circolo. (§ 6, n. 11 ed
E. § 59).

Se si esclude il caso del circolo, in ogni conica a centro
proprio vi sono due soli diametri coniugati ortogonali ¢ di-
consi assi della conica (£. § 59).

Nella parabola vi é un solo asse, il quale contiene i punti
medi delle corde perpendicolari alla direzione comunc a
tutti i diametri.

Tra le proprietd metriche che derivano dalla generazione
proiettiva (Z. § 62), ricorderemo le seguenti: In un’iperbole
il triangolo determinato dagli asintoti e da una tangente
variabile ha un’area costante; in una parabola due tangenti
son segate dalle altre secondo punteggiate simili; due fasci
direttamente congruenti, non prospettivi, gencrano un eir-
colo, e, viceversa, da due punti di un circolo gli altri son-
proiettati secondo fasci direttamente congruenti.

Lo studio delle coniche fu iniziato dai geometri greci della
scuola di PLaToNE, i quali se ne servirono per la risoluzione dei
problemi solidi di 3° grado, e segnatamente per il problema
della duplicazione del cubo di cui parleremo piu tardi. MENEcMO
(1IV secolo av. Cr.) scolaro di PLATONE, considerava le coniche come
sezioni prodotte su di un cono circolare retto da piani perpen-
dicolari alle generatrici. Egli otteneva le tre spccic di coniche
(triade di Menecmo) a seconda dell’ apertura del cono: da un cono
acutangolo I ellisse, da un cono rettangolo la parabola, da un cono
ottusangolo 1 iperbole. — Anche EucLIDE (verso il 300 av. Cr.) e¢d
ArcanEDE (IIT secolo av. Cr.) continuarono a considerare le coni-



— 215 —

che tracciate sul cono o sul cilindro retti. — La genesi delle coni-
che come sezioni di un cono circolare obliquo, trovasi per la prima
volta nella celebre opera di ApoLLoNIO (circa il 300 av. Cr.), la quale
contiene la parte piu cospicua della teoria delle sezioni coniche.
E in quest’ opera che si trovano usati continuamente i nomi di el-
lisse, iperbole, parabola, per quanto i nomi di ellisse e di parabola
si ritrovino anche nelle opere anteriori di ARCHIMEDE.

DisCARTES, nel sistema geometrico da lui creato con I’introdu-
zione delle coordinate (Géométrie, 1637), studid le coniche come
luoghi rappresentati da un’ equazione di 2° grado nelle coordinate
(cartesiane) di punto; e questo indirizzo fu continuato per molto
tempo, a causa della grande influenza che ebbe nello sviluppo delle
Scienze matematiche la geniale concezione di Descartes.

STEINER (Syst. Entw., 1832), considerando le coniche come pro-
iezioni del circolo, dalla proprietd elementare che due angoli in-
scritti nello stesso arco di circolo sono uguali, deduceva la gene-
razione proiettiva delle coniche; e CHASLES dimostrava piu tardi
(Traité de Géom. supérieure, 1852) che ogni curva luogo dei punti
d’ intersezione dei raggi omologhi di due fasci proiettivi (non prospet-
tivi), puo pensarsi come proiezione del circolo (cfr. col n. 11 del § 6).

A proposito della generazione proiettiva, conviene pure ricor-
dare che CHasLEs nel 1829 e Staubpt nel 1831, avevano dimostrato
che il luogo di un punto dal quale quattro punti dati del piano son
proiettati secondo 4 raggi aventi un dato blrapporto, € una comca
passante per quei 4 punti; e dualmente.

La teoria della polaritd rispetto ad una comca, che si. formo
attraverso alle opere di APOLLONIO,, DESARGUES, DE La Hire, Pon-
CELET (ved. le notizie storiche al n.° 1del § 9), fu. il punto di par—
tenza della trattazione di StaupT (Geo. d. Lage, 1847).

Egli, come abbiamo visto, costrul la teoria della polaritd in
modo autonomo e defini una conica come il luogo di un punto che
apparticne alla propria polare in una polaritd non uniforme. — La
polarita uniforme gli offrl poi il mezzo di definire e studiare geo-
metricamente una conica immaginaria (Beitrdge, 1856).

a) Sulla polarita e su alcune proprietd metriche delle
coniche.

R. Dati quatiro punti ABCD di una conica e le tangeréti

abed in essi, il quadrangolo completo ABCD ed il quadri-

latero complelo abed hanno lo stesso triangolo diagonale.
Poniamo infatti: :

EEAB.CD,FEAC.BD,GEADfBC,
e =FG, f=GE, g =EF.
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Poiche il punto E ha per polare la retta e (%. § 57), i poli
delle rette AB, CD, che passano per E, cioé i punti ab, ed,
giaceranno sulla e; dunque la retta e sard un lato del tri-
latero diagonale di abced. Analogamente si prova che

J = ac.bd, g = ad.be.
Questo teorema trovasi in SiMson (1735).

3. Se EFG é un triangolo autoconiugato rispetto ad
una conica, ogni quadrangolo completo di cui un vertice
glaccia sulla conica e il cul triangolo diagonale sic EFG,

é inscritto nella conica.

Il punto A della conica &
sia vertice di un quadran-

golo completo avente i

punti diagonali in E, F, G;

e diciamo B, C, D le ulte-

riori intersezioni di A2 con

le rette AE, AF, EC. 1l

quadrangolo ABCD ha un

punto diagonale in E, sic-
§ che gli altri due punti dia-
gonali si troveranno sulla polare di E, cioé su FG. Ne de-
riva che la retta BD passera per F, e quindi il lato opposto
al vertice F nel triangolo diagonale di ABCD dovra essere
la polare di F, cioé la retta EG. Dunque il terzo punto dia-
gonale di ABCD coincide con G.

Ricordando ora che un quadrangolo completo & indivi-
duato dal suo triangolo diagonale e da un vertice (§ 2, n.° 17),
concludiamo che il dato quadrangolo coincide con ABCD e
quindi che esso é inscritto in £.

OsSERVAZIONE 1.* Dal teorema dimostrato segue che tutte
le coniche rispetto alle quali un dato triangolo EFG é au-
topolare, e che passano per un punto del piano, non alli-
neato con due qualunque dei tre punti EFG, hanno di con-
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seguenza altri tre punti comuni, cioé formano un fascio.
— Per ogni punto del piano, diverso dai 4 punti base, passa
una sola conica (eventualmente degenere) di questo fascio.

Tutte le coniche che hanno come autopolare il triangolo
EFG, formano una refe. Per due punti generici del piano
passa una sola conica della rete.

OSSERVAZIONE 2.* Dati due punti A ed A’ di una conica
ed un triangolo autopolare EFG, costruendo i due quadran-
goli completi ABCD, A’B’C’'D’, che hanno EFG per triangolo
diagonale, troveremo subito altri 6 punti BCDB'C'D’ della
conica individuata da quei dati; onde la conica stessa si
potra costruire facilmente per punti.

OSSERVAZIONE 3.* Poiché quando é data la conica & ed
un suo triangolo autopolare EFG, vi sono infiniti quadran-
goli ABCD inscritti in £ ed aventi i punti diagonali in E,
F, G, e d’altronde ogni triangolo formato con tre vertici
di uno di questi quadrangoli, & circoscritto ad EIFG, si con-
clude che: Vi sono infiniti triangoli inscritti in una conico
e circoscritti ad un dato triangolo, autopolare rispetto
ad essa.

4. Trovare la condizione affinché la rete delle coniche
che hanno un dato triangolo autopolare, contenga un cir-
colo (reale); e la condizione affinché ne contenga in-
Siniti.

Un circolo (reale o immaginario) ¢ una conica definita
dalla condizione di passare pei punti ciclici (£. § 59), o, in
altri termini, é la curva fondamentale di una polaritd piana
che subordina sulla retta 1mpropria 1’ involuzione assoluta
(efr. col n.° 7 del § 9); e poiché esiste in generale una ed
una sola polaritd che subordini sulla retta impropria 1’ in-
voluzione assoluta e che possegga un dato triangolo autopo-
lare (§ 9, n.° 4, 0ss.), si conclude che in generale alla rete
X delle coniche che hanno un dato triangolo autoconiugato
EFG, appartiene un circolo reale o immaginario.

Nell’ipotesi che i vertici E, F, G sieno propri, noi vo-
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gliamo determinare la condizione perché il circolo stesso
sia reale.

11 centro del circolo — cioé il centro della polarith da
esso individuata — sard in ogni caso il punto O in cui con-
corrono le altezze del triangolo EFG, delle quali diciamo
E, I, & i piedi rispettivi sui lati FG, GE, EF.

Se il circolo & reale, esso subordinerd sulla retta EER’
un’ involuzione iperdolica di cui EE’ sard una coppia e¢d O
il centro: onde il punto O dovra essere esterno al segmento
finito EE’, e quindi esterno alla regione
finita triangolare EFG. Da cid si trae
che il triangolo EFG dovra essere ot-
tusangolo.

Viceversa, se EFG é ottusangolo, i tre
prodotti OE . OFE’, OF . OF’, OG.O0G sa-
ranno tutti positivi e poiché dalla simi-
litudine dei triangoli FOL', F'OE, ¢ GOE’
G’OE, si trae:

OE.OE = OF.OF = 0G.O0G/,

il triangolo EFG risulterd autopolare rispetto al circolo di
centro O e di raggio VOE. OL". Dunque se il {riangolo dato
EFG é ottusangolo, nella rete esiste uno ed un sol circolo
(reale), mentre non ne esiste nessuno (reale) se il trian-
golo é acutangolo o rettangolo (coi tre vertici propri).

Quando il triangolo EFG ¢ rettangolo in E, e i due
vertici I, G sono impropri, alle rete appartengono infiniti
circoli, che son quelli di centro E. — Se, infine, il trian-
golo EFG non ¢ rettangolo in E, ed i vertici I, G sono an-
cora impropri, alla rete non puo appartenere nessun circolo.

5. I punti medi dei lati di un triangolo che sia autopo-
lare rispetto ad una parabola, sono vertici di un trilatero
cirecoscritto alla curva.

Per la proprietd duale di quella dimostrata al n.° 3 di
questo §, ogni conica che abbia un dato triangolo autopo-
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lare EFG e che tocchi una data retta «, tocea in conse-
guenza altre tre rette 6, ¢, d, che sono i lati ulteriori del
quadrilatero completo, ben determinato, di cui EFG & il tri-
latero diagonale ed a un lato (§ 2, n.° 17). In particolare se
a ¢ all’infinito, si avrd una parabola, tangente ad altre tre
rettc proprie determinate, 0, ¢, d.

Ora, per la proprietd armonica del quadrilatero com-
pleto, si vede che le rette b, ¢, d incontrano i lati di
EFG nei loro punti medi; sicché si conclude col teorema
ennunciato.

6. Se due quadrangoli completi hanno gli stessi punti
diagonali, gli otto vertici appartengono ad una conica
{non degenere o degenere).

Sieno ABCD, A’'B'C'D’ i due quadrangoli aventi gli stessi
punti diagonali '

E AB.CD A'B". CD,
r AC.BD AT .BD,
G = AD.BC = A'D'.BC.

li
l

i
I

Le coniche passanti per ABCD formano un fascio ed
hanno tutte per triangolo autopolare EFG. Pel punto A’
— certamente diverso dai punti base del fascio precedente
(§ 2, n° 17) — passa una conica di questo fascio (degenere
o no) la quale contienc in conseguenza i punti B'CD’ (§ 10,
n.° 3).

7. Se due coniche sono inscritte nello stesso quadrilo-
tero, gli otto punti di contatto appartengono ad una conica.

Se abed ¢ il dato quadrilatero e ABCD, A'B’C'D’ i punti
di contatto risp. delle coniche k, ¥/, i due quadrangoli ABCD,
A'B'C’'DY hanno lo stesso triangolo diagonale di abed (§ 10,
n.” 2), e quindi, pel teorema precedente, i loro otto vertici
appartengono ad una conica (degenere o no).

Questo teorema, dimostrato nel modo esposto.da Staupr (Geo.
d. Lage, 1847), trovasi implicitamente (sotto la forma duale) anche
in un lavoro anteriore di Staupt (1831).
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8. Se i lati AJA,, AA,, ..., ALA, di un n-gono piano sem-
plice tagliano una conica k& rispettivamente nelle coppie
ai punti BB, BB, ..., B.B",, ha luogo la relazione:

(ALAB)(ALAB ) )(AAB;)(A5AB) oo (A,ABL)(A,AB,) = 1.

Invero, il primo membro della relazione essendo proiet-
tivo di sua natura (perché é un’ espressione frazionaria sod-
disfacente alle condizioni del n.° 1, § 3), per calcolarne il
valore potremo ricorrere ad una proiezione della conica k.
— Proiettando la conica in un circolo (k. § 59), il numera-
tore e il denominatore del 1° membro diverranno uguali al
prodotto delle potenze rispetto al circolo, dei vertici del-
I’ n-gono proiezione, sicché la frazione risulterd uguale ad 1.

Questo teorema trovasi per n =3 nella Géom. de position di
Carnotr (1803) e per n qualunque in una Memoria posteriore (1806).

9. La condizione necessuria e sufficiente affinche 6 punti
B,B,, B,B,, B;B'; appartengano ad una conica, é che po-
nendo

A, = B;B;. BB, A, = B\B'. BB, A; = B,B,. BB,
st abbia:

(AlAzBl)(AlAzBr1)(A2A3B2)(A2A3B,2)(A3A1B3)(A3A1B,3) =1.

La necessitd della condizione risulta come caso partico-
lare (n = 3) dal n.° precedente.

Per dimostrare la sufficienza si consideri 14 conica pas-
sante pei punti B,B',B,B,B; ¢ si chiami B, I’ ulteriore inter-
sezione di questa conica con la retta B,B’,. Confrontando la
relazione che deriva dal n.° precedente, con quella valida
per ipotesi, si ottiene: ‘

(A3A1]§'3) = (AsAlB,s),

la quale prova che E’a = B’;, cioé che i 6 punti B dati, giac-
ciono sopra una conica.
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OSSERVAZIONE 1.* Se fre dei sei punti, p. e. B,B;B;, sono
allineati, e tutti e 6 stanno sopra una conica, gli altri tre,
B'\B’,B’;, saranno pure allineati, cioé la conica si scindera in
due rette. Il teorema precedente ¢ ancora valido, e si di-
mostra subito applicando due volte il teorema di MENELAO
§ 3, n.. 9).

OsSERVAZIONE 2.* Applicando la legge di dualith per le
proprietd metrico-proiettive (§ 9, n.° 8), avremo:

La condizione necessaria e sufficiente offinché 6 rette
bb’ bbb, 5, focehino una conica, é che ponendo:

ay = 007300, a, = 0,0,.00, a, = 0,0,.0,0,,

st abbia:
(1050, (0, 00" (03D, (o030 Mg, b5 ) (@30, 0'5) == 1.

Qui puod farsi I’ osservazione duale della precedente, in rela-
zione agli inviluppi di 2* classe degeneri.

11 teorema 9 & di CarnNoT (1803), e quello duale (Oss. 2*) & dovuto a -
Cuastes (Traité des sections coniques, 1865). Questi teoremi valgono,
con opportune convenzioni, anche quando alcuni punti B o alcune
tangenti b, divengano a coppie immaginari. Una dimostrazione
elegante, anche per coniche immaginarie, trovasi nella Memoria
del SEGrRE gid citata (Le coppie di elem. imm. nella geo. proiett.
sintetica, 188G).

10. Le coppie di tangenti mandate ad una conica dat
vertici di un triangolo, segano i lati opposti in 6 punti di
una conica, e viceverse (dualmente).

Sia ABC = abe 1l triangolo dato e a,&,, 0,0';, ¢, le
coppie di tangenti mandate alla conica da A,B,C e A A/,
B,B’;, C,C’; le coppie dei punti in cui le tangenti suddette
segano i lati risp. opposti. Pel n.° precedente avremo:

(bea,)(bed!\)(cab,)(cad' abe,)(abc',) =1,
e per la relazione di CHASLES, dimostrata al n.° 19 del § 3,

avremo inoltre:

(BCA,)(CAB,ABC,)(bca,)(cab, Nabe,) = 1
(BCA’,(CAB', ABC',X(bea!, X(cad' N abe'y) = 1,
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le quali, moltiplicate tra loro e confrontate con la 1,
danno:

(BCA,)BCA’,)(CAB,}CAB',(ABC,)(ABC’,) = 1;

e questa prova che i 6 punti A,A’,B,B’,C,C’, giacciono in una
conica.

OsSERVAZIONE 1.* Il teorema pud estendersi anche al caso
che le tangenti mandate alla conica dai vertici del triangolo,
sieno a coppie immaginarie; e dualmente.

OSSERVAZIONE 2.* In particolare quando la conica data de-
genera, come inviluppo, in una coppia di fasci, il teorema
¢ ancora applicabile (n.° prec.) e si ottiene la proposizione
seguente : _

Se da due punti del piano si proiettano i vertici di un
triangolo sopra i lati opposti, st ottengono sei punti di unc
conica, e dualmente.

11 teor. 10 & dovuto a CuasLEs (Traité, 1865); ma il caso partico-
lare dell’ Oss. precedente, era gia stato rilevato da STEINER (1828).

11. Forme ridotte delle equazioni delle coniche.

II teorema di Carnot e il duale, potrebbero porsi a base
di una trattazione metrica della teoria delle coniche, giacché
da essi si deducono tutte le proprietd delle coniche, tanto
grafiche che metriche; e presto vedremo un esempio note-
vole di cid in una dimostrazione del teorema di Pascal.

Il lettore si convincerd facilmente della possibilith di
prendere il teorema di Carnot come punto di partenza
della teoria delle coniche, quando avremo dedotto da esso
le equazioni, che sono il fondamento della trattazione
analitica.

Sia AB un diametro di un’ellisse data o un diametro
trasverso di una data iperbole; ¢ prendiamo come asse
delle & di un sistema cartesiano la retta AB e comec asse
delle y i1 diametro coniugato CD. Scelti due punti PP,
della curva, diclamo # = 0Q, z, = 0Q, le loro ascisse,
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¥y = QP, y, = Q,P, le loro ordinate, ed S, S, le ulteriori in-
tersezioni della conica con le rette PQ, P,Q,.

Applicando il teorema di Carnot al triangolo QQ,R., ove
R ¢ il punto improprio comune alle QP, Q,P,, avremo:

(QQA)QQBY QRPN RocS) (ReoQP)(RecQS) = 1,
ossia (§ 3, n.° 1, 0Oss.):

AQ.QB _ QP.QS
QIA' . QIB - QIPI . QISI.

Se indichiamo con « la lunghezza del semidiametro OA,

(fuesta relazione potrd scriversi cosi:
22— a® y2

— %

2 2
Ly —a W

2 2

la quale prova che il rapporto z 7 « ¢ costante al va-

riare del punto sulla curva. Posto -

b — at k

yz - He?

ove k& & una costante conveniente e b é il semidiametro OC,
trovando le intersezioni (reali o immaginarie) della conica
con I'asse y (z == 0), si vede che la costante % ¢ uguale
a — a* nell ellisse e a 4 a® nell’ iperbole.

Sicché avremo le equazioni ridotte dell’ ellisse e del-
U iperbole riferite o due diametri coniugati:

sz 2
@ty =1
nella quale il segno -4 corrisponde all’ ellisse e il — al-

I’ iperbole.

Quanto alla parabola, prendendo come origine O un punto
della curva, come asse delle x il diametro OA., uscente da
(uel punto e diretto al punto improprio A, della curva, e
come asse delle y la tangente in 0; e chiamando x = 0Q,
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x, == 0Q, le ascisse di due punti PP, della curva, e y = QP,
y, == Q,P, le loro ordinate; con I’ applicazione del teorema
di Carnot al triangolo QQ,Re (R = QP . Q,P,), verra:

(QQlO)(QQ1Aoo)(Q1Roopl)(QlRoosl)(RooQP)(RooQS) =1,

ove 8, S, sono le ulteriori intersezioni della parabola con le
rette QP, Q,P,.
Riducendo avremo:

Q0 _ QP.QS
Qlo - QIPI . QISI’
ossia;
z ¥
z oy

la quale prova che, variando P sulla curva, rimane costante
. -
il rapporto % Posto

¥
x - 2p,
avremo’ I’ equazione della parabole riferita ad un dia-

metro e alla tangente coniugata:
y® = 2pa.

OSSERVAZIONE. Il coefficente 2p, che & positivo quando si
scelga come senso positivo dell’ asse & quello diretto verso
Pinterno della curva, si chiama parametro della parabola.
Se I' origine ¢ nel vertice, 2p si chiama il parametro prin-

- cipale,

12. Se due n-goni semplici A A, .. A,, A"\ A’y ... A, sono

inscritti in una conica, ponendo:

Bi=AA, . AA, Bp=AA; AN, ., By = A A, AAY,
- 81 ha la relazione:

(1) (AlAQBl)(AllA/QBl)(A2A3B2)(A,2A,3B2) soee
(AnAan)(A’nA’an) = 1'
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Poniamo infatti:
C,=AA", . AN, C=AA, . AA,, .., Co=AA . AL

Applicando il teorema di Menelao (§ 3, n.° 9) una volta
al triangolo A,A.C, segato dalla 8,
trasversale A’,A’,B, ¢ un’ altra volta
al triangolo A’ A',C, scgato dalla
trasversale AA,B,, avremo:

(AXAQBI)(AQCIA’?)(CIAlA/I) =1,
(AIIA,2BI)(A,2CIA2)(CIA,1Al) =1,
le quali, moltiplicatc membro a

membro, dopo facili riduzioni,
danno:

A_IA,12 G, . CA,
AAz GA,LCA

(A1A2Bl)(AIIA/2Bl> =
Moltiplicando mecmbro a membro questa relazione con
le altre n — 1 analoghe, verra:

) (AIA‘ZBI)(A,XA/QB]) ------- (AnAan)(A’nA'!Bn) =
— CiA, . ClA’, . CA, . C A, ... CLA, . CLA,
- CiA,.CA,.CA, . CA,...C A, .CA",

Poich¢ i lati dell’ n-gono C,C, ... C, tagliano la conica
nelle coppie A,A’, A,A'y, ..., ALA’,, applicando il teorema di
Carnot, si vedra che il 22 membro della relazione precedente
¢ uguale ad 1, c. d. d.

OSSERVAZIONE 1.* Viceversa, se é soddisfatta la relazione
(1) ¢ 2n — 1 vertici dei due n-goni giacciono sulla co-
nica, ma nulla si sa del vertice rimanente A’,, chiamando
A’, D ulteriore intersezione della conica col lato A,A’, del-
I’ n-gono C, .... C,, pel teorema di Carnot, avremo:

(.CnClAIXCnCIA/l)(ClCQAQ)(CIC?A,Y) Add (Cn_ICnAn)(Cn‘—ICnA—;n) = 17
¢, quindi in forza della (2), otterremo: ¢

(Cn—‘lCnK’n) = (Cn—lCnA,n)’

SEVERI, 15
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la quale prova che A’, = A’,. Dunque:

Se 2n—1 vertici dei due n-goni A,.... A,, A’,.... A’, appar-
tengono ad una conica, e se é soddisfatia la relazione (1),
anche il vertice rimanente apparterrd a questa conica.

OsSERVAZIONE 2% Applicando la legge di dualith per le
proprietd metrico-proiettive (§ 9, n.° 8), avremo il teorema.
seguente:

Se due n-lateri semplici a,...a,, 8/\...8, 80n0 Circoscrittt
ad una conica, ponendo:

by=a,a,.0"\&y, by=0,0,.0 05, .., Oy=a,2, . & &y,
ha luogo la relazione:
VRO CRURY CRANY CRP BN RN (N BUNEE T

e viceversa se 2n—1 lati dei due n-lateri son tangenti alla
conica, ed é soddisfatta la (3), anche il lato rimanente
tocca la conica. _

13. Date due coniche k, K, a partire da un punto di k
8t conduca una qualunqueﬁ delle eventuali tangenti a X', e
per U ulteriore punto d’ intersezione di questa tangente con
k, U’ ulteriore tangente a K'; e cosi si prosegua. allora, se
la linea poligonale generata si chiude dopo n operaszioni,
dando luogo ad un n-gono semplice, coi vertici distinti
tra loro, le stesse operazioni, ripetute a partire da ogni
altro punto di k, daranno pure luogo ad una line« poli-
gonale chiusa.

Supponiamo che, partendo dal punto A, di %, si possa
inscrivere in questa conica un poligono AA,.. A, circo-
scritto a k': il teorema sard stabilito quando avremo provato
che, partendo da un altro punto arbitrario A’, di %, ¢ tirando
da A, una tangente «¢', a &’ e dal punto A’, ove questa tan-
gente incontra ulteriormente kA, I’ altra tangente «', a ¥/,
dal punto A’, ovk questa incontra ulteriormente k, 1" altra
tangente «’; a k'; e cost proseguendo, fino a condurre dal
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punto A’, di k& I’ ulteriore tangente «’, a ¥ ; quest’ ultima
viene a passare pel punto di partenza A’,.

Indichiamo con a,a,...a, 1 lati A A,...,A A, del primo po-
ligono, e inoltre poniamo:

Bi=A A, A, B,=AA; ALAG, ., Bp=A A LALAY
p— ’ — J—
b=aa,.0¢, by=a,a,. ¢ ,,..., b, =a,a, .0 &,

o

ove A’, ¢ il punto « . Si tratta di provare che A’; coin-
cide con A’. ‘

Poiché i due n-lateri a, ....a,, @\...a', sono circoscritti a #/,
avra luogo la (3) del n.° prec., e quindi per la relazione sta-
bilita al n.° 20 del § 3 (0ss.), si otterra:

(A AB YA A, B )(ALA B YA AB,) . (A,A, B, (A A" B,) =1,

la quale prova che il punto A’, apparticne alla conica k
(n.° prec. Oss. 1.). Siccome A’, giace sulla retta o', si con-
clude che esso coincide col punto A’, o col punto A/,.

Ma se, per ogni posizione di A’, sulla conica k, il punto
A’, coincidesse con A’, non potrebbe esistere un 7-gono come
AA,...A,: dunque dovrh essere A’, = A/,

OSSERVAZIONE 1% Se da un punto A, di £ non si possono
condurre tangenti a k', quel punto si dovrad riguardare come
origine di poligonali immaginarie inscritte in %2 e circo-
scritte a k. o -

OSSERVAZIONE 2. Se la chiusura della poligonalé non
avviene dopo un certo numero di operazioni, puo ben darsi
che avvenga, quando il numero delle operazioni cresce.

OSSERVAZIONE 3% Il teor. 13 pud pure enunciarsi sotto
la forma scguente: Dale due coniche K, K, se esiste un
n-gono inscritto in k e circoscritto a K, esistono infiniti
n-goni analoghi. .

La prop. 13 & dovuta a PoNceLET (Traité.., 1822) e rientra
nella categoria dei cosidetti feoremi di chiusura. Nel caso di due
cireoli gid CuappLE nel 1746 ed Eurero nel 1765 avevano dato la
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relazione che deve correre tra i raggi e le distanze dei centri dei
due circoli, affinché essi ammettano uno e quindi infiniti triangoli
di Poncelet.

La relazione che corrisponde all’ esistenza di un n-gono di Pon-
celet (per n dato, qualunque), sempre nel caso di due circoli, fu
data da JacoBr mediante le funzioni ellittiche (1828), e per due co-
niche qualunque, la relazione che, in condizioni analoghe, esiste tra
i coefficenti delle loro equazioni, fu scritta, con I’ aiuto delle fun-
zioni ellittiche, da RosaNEs e Pasca (1865).

La dimostrazione da noi esposta del teorema di chiusura di
Poncelet, & dovuta a P. SERRET (1861). Una dimostrazione elegan-
tissima fu data pure da CAYLEY (1871), col principio di corrispon-
denza.

b) Sulla generazione proiettiva delle coniche.

14. L conica intiluppata dalle retie che congiungono i
punti omologhi di due punteggiate proiettive (non simili),
Situate nello stesso piano, ha il ceniro nel punto medio del
segmento che riunisce i punti limiti.

Sieno ¢, ¢ le due punteggiate proiettive, J, I’ i risp. punti
limiti, M il punto ad esse comune. Le parallelec condotte da

I"ed Jate? toccano la conica

My k, inviluppata dalle rette che riu-

. / / niscono le coppie di punti omo-

‘ 3 loghi nella proiettivith tra ¢, ¢,
sicehe, dicendo N il punto co-

mune a quelle parallele, il paral-

/ " / . ! lelogramma MJNI' risulteriv cir-

coscritto alla conica k; ¢ poichd

N ¢ il trilatero diagonale di questo

parallelogramma ¢ autopolare ri-

spetto a k& (E. § 57), si conclude che O = JI'. MN ¢ il centro
della conica.

OSSERVAZIONE. Se M’ ¢ il corrispondente di M pensato
come punto della ¢,-la ¢ toccherd k in M’, e quindi, posto
d’ = 0M’', il diametro coniugato a d’ sard la parallela o dal
punto O alla ¢'; e poich¢ due altri diametri coniugati sono
I'J, MN, si conclude che la conica sara un’ ellisse o un’ iper-
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bole secondo che il punto M’ risulta interno o esterno al
seymento finito MI. .

15. Data una conica inviluppo, proiettarle in un circolo
inviluppo. ' ‘

Intendendo per conica luogo I’insieine dei punti comuni
alle coppie di raggi omologhi di due fasci complanari pro-
iettivi (non prospettivi), abbiamo gia visto come si possa
dimostrare che ogni tal curva ¢é proiezione di un circolo
(§ 6, n® 11); e cio profittando soltanto delle piu elemen-
tari proprietd delle corrispondenze proiettive tra forme di
1* specie.

Definita ora una conica inviluppo sotto la forma duale,
c¢i proponiamo di stabilire similmente — cioé profittando
soltanto della teoria delle proiettivita tra forme di 1* specie —
che un tal insieme di rette pud sempre proiettarsi nel si-
stema di tutte le tangenti ad un circolo (circolo inviluppo).

Percid occorre anzitutto dimostrare direttamente — senza
cio¢ presupporre la teoria delle coniche — che 1 insieme
delle tangenti di un circolo, puo riguardarsi come una co-
nica inviluppo, nel senso della definizione precedente. Sia
dunque %, un circolo di centro C,, ed u,, v/, due tangenti
arbitrarie che tocchino %, nei punti J,, I';. Se la tangente ¢,
nel punto M, variabile sul circolo, incontra le u,, u;, nei
punti A;, A", a causa delle coppie di triangoli rettangoli
uguali A J,C,, AMC,; A'l\C, A’ MC, I’angolo AIE,\A’l ri-
sulta uguale alla meta dell’ angolo Jl(/ll\l’l, e (uindi rimane
costante al variare .di ¢,. Ed anche il verso di AIEIA’I resteri
sempre il medesimo, perché un angolo di grandezza costante
che si muova in piano fisso non puo mai invertirsi. Si con-
clude pertanto che le punteggiate descritte da A;, A’} es-
sendo sezioni di due fasci di raggi sovrapposti, che si cor-
rispondono in una congruenza diretta, sono proiettive tra
loro. — In particolare, se i punti J,, I', fossero diametral-
mente opposti, essi risulterebbero i punti limiti della proiet-
tivitd tra A, ed A’, e I’angolo AEA’, risulterebbe retto.
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Cid premesso, diciamo % una conica inviluppo generata
dalle due punteggiate proiettive wu, u’, appartenenti al
piano =; e sieno J, I' i punti ove 1’ asse di collineazione in-
contra u, u’ (cioé gli omologhi del punto O = uw’, pensato
sulla ' o sulla ), ed A, A’ due punti corrispondenti qua-
lunque. Indichiamo inoltre con M il coniugato armonico del
punto N = JI'. AA’, rispetto alla coppia AA’; e con C il
punto OM . JI.

Facendo la proiezione di u, ', J, I'...., dal punto S sopra
il piano =,, in modo che il quadrangolo semplice AJCM si
proietti in un quadrato A,J,C,M, (§ 1, n°® 1), il quadrangolo
semplice AJI'A’ si proietterd in un rettangolo A,JIA’, di
lati AJ, ed J|I', = 2J,C,.

La proiettivith che intercede tra le punteggiate u,, u',,
proiezioni delle u, u’, risulta individuate dai punti limiti
J,, ', e dalla coppia di punti omologhi A,, A’,. Ma siccome
le tangenti del circolo &, che ha per diametro J,I', (¢ che
tocca in conseguenza la AA’, in M,), segano le u,, ©', in
coppie di punti omologhi della suddetta proiettivita, cosi
si conclude che la conica inviluppo %, mercé la proiezione
da S, si ¢ trasformata nel circolo inviluppo k,.

OSSERVAZIONE. Da quanto precede risulta che le rette
generatrici della conica inviluppo segano duc rette qual-
siansi del sistema, secondo punteggiate proiettive; che 1’in-
sieme dei punti del piano = da ciascuno dei quali esce una
sola retta dell’ inviluppo, & una conica luogo; ecc. ece. In-
somma si possono ritrovare per questa via tutte le pro-
prieta proiettive delle coniche, facendole derivare dalle piu
elementari proprietd del circolo.

16. Due fasci complanari inversamente uguali, non pro-
spettivi né concentrici, con le intersezioni dei raggi omologhi
generano un’ iperbole equilatera, della quale i centri dei
due fasci son punti diametralmente opposti, e viceversa, da
due punti diametralmente opposti, un’ iperbole equilatera
vien proiettata secondo due fasci inversamente congruenti.
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La prima parte del teorema (cfr. anche E. § 62) si di-
mostra osservando che i due fasci direttamente congruenti
S, 8 segano sulla retta all’ infinito una congruenza inversa,
i cui punti uniti (che sono i punti impropri della conica ge-
nerata dai fasci S,S") corrispondono a direzioni ortogonali
(F. § 32). Dunque la conica sard un’iperbole cogli asintoti
ortogonali, cioé un’ iperbole equilatera. Poiché¢ i due raggi
omologhi del raggio SS’ pensato come appartenente all’ uno
o all’ altro fascio (cioé le tangenti alla conica nei punti S, &)
son tra loro paralleli, ne segue che i punti S, S son dia-
metralmente opposti. _

Viceversa, se si proiettano i punti di un’iperbole equila-
tera k, da due punti diametralmente opposti S, S, il centro
di collincazione dei due fasci, cioé il polo della retta SS,
sard all’ infinito, e quindi (§ 6, n.° 2) i due fasci segneranno
sulla retta all’ infinito un’ involuzione. Ora, quest’ involuzione
dovendo avere per punti doppi i punti impropri degli
asintoti, che sono ortogonali, sard una congruenza inversa,
e quindi la proiettivitd tra i fasci S, S’ sard pure una con-
gruenza inversa. v

17. Se da due punti diametralmente opposti di un’ el-
lisse o di un’ iperbole si proietia un punto della conica, si
ottiene una coppia di rette parallele a due diametri co-
niugali, ¢ viceversa. .

Sieno AA’ i due punti diametralmente opposti e P il
punto fissato della conica. Applicando il teorema di STAUDT
(E. § 60) al triangolo inscritto AA’P segato dalla retta all’ in-
finito, che & coniugata al lato AA’, vediamo che i punti
all’ infinito dei lati AP, A’P son coniugati, e quindi che le
parallele condotte ai lati stessi dal centro della conica, son
due diametri coniugati. '

La reciproca segue applicando !’inversa del teorema di
STAUDT.

18. Il luogo di un punto dal quale le coppie di vertici
opposti di un parallelogramma s{ proieltano secondo due
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eoppie di una congruensa inversce, ¢ U iperbole equilatera
circoscritta al parallelogramina.

Sia MNM'N’ il dato parall., ed osscrviamo anzitutto che
vi & una sola iperbole equilatera circoscritta al parall. stesso.

(E un caso particolare di una
NX B/ Aﬁ‘

; prop. che verrd dimostrata in
A/ \% K seguito. § 12, n.* 7, Oss.). In-

fatti le due mediane AA’, BB’
del dato parall. sono eviden-

M/ //\ N
/ / B K temente due diametri coniu-
a .

gati (perché¢ Vuno di questi

diametri biseca le corde parallele all’ altro), ¢ quindi ogni
iperbole equilatera passante pei punti MNM'N’, dovrd avere
per asintoti le bisettrici «, ¢’ degli angoli formati dai dia-
metri AA’, BB'. Poiché un’iperbole ¢ individuata dagli asin-
toti e da un suo punto, ne segue che non ¢’ é pitt d’ un’ iper-
hole equilatera circoscritta al dato parall. Per provare che
ce n’ é una, hasta considerare 1’ iperbole (equilatera ) & che
passa per M ed ha per asintoti le rette a, a'. Quest’ iper-
bole dovra passare pel punto M’ simmetrico di M rispetto
al centro, e pei punti N, N in forza del teorema stabilito
nel n° prec.

Ogni punto P di k& vien proiettato da MM’ e da NN’ se-
condo due coppie di raggi paralleli a due coppie di diametri
coniugati (n.’ prec.), e quindi gli angoli MT’T\/I’, NPN’ avranno
le stesse bisettrici, cioé le coppic PM, PM’ ¢ PN, PN' appar-
terranno ad ur’ involuzione simmetrica. Viceversa, s¢ ul
punto P del piano vien proiettato da MM’, NN’ secondo due
coppie di raggi PM, PM’ e PN, PN’ di un’ involuzione sim-
metrica, la conica passante pei 5 punti MM'NN'P avrd due
diametri coniugati paralleli a PM, PM’ e altri due a PN e
PN’, perché su essa i punti MM’ ed NN’ sono diametral-
mente opposti. Da ¢id deriva che I’ involuzione dei diametri
coniugati sard una congruenza inversa, cio¢ la conica coin-
cidera con 1’ iperbole equilatera k.
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19. Costruire un’ iperbole o un’ ellisse per punti e per
tangente, date U’ involuzione dei diametri coniugati e una
tungente delle conice (che non sic un asintoto).

Se « é la data tangente, la retta « simmetrica di a ri-
spetto al centro O della co-
nica, sari, un’ altra tangente,
¢ il diametro d’ coniugato al
diametro d, parallelo ad «,

taglierd a, «’ nei punti di con- /A A
. . 0

tatto relativi A, A’. Tirando / \ /

da A, A’ le coppie di rette a d s

parallele alle coppie di diamnctri coningati, i punti comuni
a quelle coppic apparteranno alla conica (§ 10, n.° 17).

se e, ¢ sono due diametri coniugati, congiungendo il
punto e« (0 ea’) col punto ¢« (o €a) otterremo una tan-
gente ¢ della conica, come si vede applicando il teorema di
Staudt (L. § 60) al trilatero a«’t.

OSSERVAZIONE. Il problema risoluto ¢ wun caso metrico
del scguente: Date di una conica due tangenti reali o im-
maginarie coi relativi punti di contatto, e date un’ altra
tangente reale, costruire la conica per punti o per tangenti.

La risoluzione di questo
problema si ottiene con faci-
lith traducendo proicttiva-
mente la precedente.

20. I vertici ¢ i punti di
contatto di due angoli cir-
eoseritti ad una conica, up-
partengono ad una scconda
conica. ‘

Siano A, B i vertici dei due
angoli e C, D ed L, i punti
di contatto dei rispettivi lati.
Ponendo G = BE . CD ed
H = BF.CD, i poli delle rette
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AE, AF saranno i punti G, H; e poiché inoltre i poli delle
AC, AD sono 1 punti C, D, avremo:

’ A (CDEF) A CDGH.

Ma il gruppo B(CDEF) é& prospettivo al gruppo CDGH,

dunque risulta:
A (CDEF) A B(CDEF).

la quale prova che i .6 punti ABCDEF appartengono ad
una conica (F. § 61). :

21. In un piano, il luogo di un punto dal quale quattro
punti dati ABCD, non appartenenti ad une medesima
retia, si vedono secondo una quaderna di raggi proiettiva
ad una date quaderna di elementi di una forma di 1* specie,
& una conica passante per quei 4 punti, oppure é una retia.

Escludiamo " dapprima che tre qualunque dei quattro
punti ABCD appartengano ad una retta, e, detti a,b,c,d, 1
4 elementi dati di una forma di 1* specie, si costruisca
nel fascio A una retta ¢ tale che:

@, AB, AC, AD A @,0,¢,d.,

e sia k la conica, ben determinata, che passa per ABCD toc-
cando in A la «. Da ogni punto di % i punti ABCD vengon
proiettati secondo un gruppo proiettivo al gruppo a, AB, AC,
AD ¢ quindi al gruppo dato aebocod, (E. § 61).

Viceversa, se P ¢ un punto talc che:

P(ABCD) A a,b.c,d,,
sara pure, :
P(ABCD) A a,AB, AC, AD,

e quindi la conica % passerd per P. — Se poi i tre punti ABC
sono allineati, ¢ ben chiaro che il luogo di un punto dal
quale i punti ABCD vengon proiettati secondo una qua-
derna di raggi proiettiva ad a.0.c,d., ¢ la retta DD,, ove D,
& il punto della retta ABC tale che .

ABCD, 7 a,b,¢,d,.
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Se infine i 4 punti ABCD sono allineati, perché esistano
punti soddisfacenti alla condizione richiesta, occorre che il
gruppo ABCD sia proiettivo ad a,b,c,d,: in tal caso ogni
punto del piano soddisfa a quella condizione.

Come gia abbiamo avvertito (§ 10, n.° 1), questo teorema fu
dimostrato da CuasLEs (1829) e da Sraupt (1831).

22. Se due triangoli senza elementi comuni $ono circo-
seritti ad una conica (non
degnere), essi s0no inscrit-
ti in una seconda conica
(non degenere), e vicever-
sa (dualmente).

Sieno ABC,DEF i due
triangoli circoscritti ad una
conica k&, e poniamo:

7,=BC.DE, F,=DBC.DF,
B,=ILF.AB, C,=EF.AC.

Poiché le due tangenti
fisse EF, BC son tagliate da una tangente variabile secondo
due punteggiate proiettive, avremo:

BCEF, ‘A B.,C,EF,
e quindi:
D(BCE,F,) A A(B,C,EF).
cioé:
D(BCEF) A A(BCET),

la quale prova che i 6 vertici dei due triangoli appartengono
ad una conica non degenere, perché, in forza dell’ ipotesi
che 1 due triangoli non ahbiano elementi comuni, tre vertici
non sono mai allineati.

OSSERVAZIONE. S¢ due coniche k, k' son tali che esista
un triangolo ABC inscritto in % e circoscritto a k', ogni
triangolo DEF eircoscritto a & e Avente due vertici DE su k,
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pel teorema dimostrato, avra il terzo vertice T sulla co-
nica ABCDE, cioé su k. Ritroviamo cosi un caso particolare
del teorema di PoNCELET (§ 10, n.° 13): Se due coniche son
cosi situate che esista un triangolo inscritto nell’ una e
circoscritto «ll’ altra, esisteranno infiniti triangoli anu-
loghi.

Questo teorema & dovuto a BrianciioN (Mém. sur les lignes du
2% ordre, 1817).

23. Due triangoli ABC = alhc ¢ DEF = def autoconiuguti
in una polarita piana (uniforme o no) ¢ tali che un ver-
tice dell’ uno ed un lato dell’ altro non
8t appartengano mai, Sono inscritti in.
una conica (non degenere) e circoseritti
ad un’ altra (pure non degenere).

Viceversa, se si verifica una di
queste wltime proprieta (¢ quindi an-
che U altra — n° prec.) i@ due triangoli

/1A ' s0no autoconiugati in una polarita.
Le quattro rette AB,AC, AE, AF del fascio A, hanno per
. poli nella data polarita i punti C, B, Ii; = we, F, = «f; sicche
si ha:

A (BCEF) A CBL.l,,
e (uindi:
A (BCEF) A D(CBLL,).

Se nel gruppo a destra si scambiano fra loro i primi due
raggi e cosl pure gli ultimi due, verra:

A (BCEF) A D(BCIE,),
ossia
A (BCEF) A D(BCEF),

la quale prova che i 6 punti ABCDEF appartengono ad una
conica. Dualmente si prova che i ¢ lati dei due triangoli
toccano una conica.
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La conica in cui sono inscritti i due triangoli e quella
acul sono circoscritti, possono degenerare, risp. in una coppia -
di rette e di fasci, so0lo se qualche vertice dell’un triangolo
apparticne ad un lato dell’ altro.

Viceversa, se i due triangoli ABC, DEIF sono inscritti in
una conica k, dicendo 1I' il punto di ¢ coniugato ad E nella
polarith che ha il triangolo ABC come autopolare e che fa
passare dal punto D alla retta ¢, il triangolo DEE’ risultera
pure autoreciproco in questa polaritd; sicché, per la prop.
diretta, i 6 punti ABCDEE’ apparterranno ad una conica,
Ia quale, avendo in comune con % i cinque punti ABCDE
coinciderd con k, e quindi risulterda E' = F. Ci0 dimostra il
teorema.

OSSERVAZIONE. Ricordando la prop. dimostrata al n.° pre-
cedente, potremo enunciare quanto segue:

Se per due triangoli aventi i vertici in sei punti in-
dipendentc di un piano, si verifica uno dei tre jfatti se-
guenti, si verificano anche gli altri due:

1) ¢ sei vertici dei due itriangoli appartengono ad
una conica (non degenere);

2) i sei lati toccano una conica (non degencere);

3) ¢ triangoli sono autoreciproci in una medesima
polarita,

La prima parte del teor. 23, nel caso di una polaritd non uni-
forme, trovasi in STEINER (Syst. Ent..., 1832). 11 teorema nella sua
forma piu generale fu dato da Staupt (1847).

24. Dute due coniche k, k', non esiste in generale nessun
triangolo inscritto (o circoscritto) in k, e autopolare ri-
spetto a k', ma se esiste un tal triangolo ne esistono in-
finiti. . '

Se ABC ¢ un triangolo autopolare rispetto a &', e se la
conica /& passa pei vertici A, B, ma non per C, non potra
esistere nessun triangolo autopolare rispetto a &' e inscritto
i A&, Invero, se un tal triangolo DEF esistesse, pel n.° prec.
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i 6 vertici ABCDEF apparterrebbero ad una conica, la cuale,
.avendo comuni con k i5 punti ABDEF, coinciderebbe con k;
cioé ABC sarebbe inscritto in %, contro il supposto.

Ma se la conica k € circoscritta ad ABC, ogni triangolo
autopolare rispetto k&' e avente due vertici sopra %, avra in
conseguenza anche il 3° vertice su %, e quindi esisteranno
infiniti triangoli inscritti in & e autopolari rispetto a &’.

Dualmente si vede che o non esiste nessun triangolo
circoscritto a k£ e autopolare rispetto a %, o ne csistono
infiniti.

OSSERVAZIONE. Due coniche k&, &’ cosi situate che esistan_o
infiniti triangoli inseritti (o circoscritti) in &£ e autopolari ri-
spetto a &/, diconsi coniugate.

La considerazione delle coniche coniugate — cosl chiamate da
RosanEs (1873) — & dovuta ad HESSE, il quale scrisse analiticamente
la relazione di coniugio (1852). Questa considerazione si presta util-
mente nello studio della celebre superficie romana di STEINER.

-—& 25. Se due angoli complanari ab,a’, di grandezza co-
stante, ruotano attorno ai loro vertici P, P secondo versi
assegnati, in modo che il punto B = bl scorra lungo una
retta fissa u, il punto A = aa’ descrive una conice pas-
sante per P, P. Viceversa, ogni conica pud descriversi
cosi. ;

Dicasi w la congruenza diretta che si genera nel fascio P
ruotando 1’ angolo ab attorno a P, in un determinato verso,
e o la congruenza analoga nel fascio P’. Poiché dal fascio
descritto da & si passa al fascio descritto da &', mediante
una prospettivith w, ed i fasci descritti da «, ¢ sono diretta-
mente congruenti ai fasci descritti da b, &, si conclude che
da « si passa ad «' mediante una proicttivita T = wrw
Dunque (£. § 61) il punto A = «a«’ descrive una conica pas-
sante per P, P'.

Questa conica si scinderd in due rette allorquando i
raggi dei due fasci che fanno col raggio PP’ angoli uguali
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(anche nel verso) agli angoli ab, ¢’d’, §’incontrano in un
punto di u.

Viceversa, avendosi una conica %, si prendano su essa
due punti a piacere P, P/, e sieno a, o' i raggi proiettanti da
P, P’ un punto A variabile sulla conica. I fasci desecritti
dai raggi a, &’ si corrisponderanno in una proiettivith t
(k. §61). )

Si ruoti, in un determinato verso, il fascio descritto da «
in modo che un raggio fissato o, = PA, venga a coinci-
dere con PP’; e si ruoti pure il fascio descritto da « in
modo che il raggio o', = P'A,, corrispondente ad a., venga
a coincidere con PP, '

Dicendo w, ®’ le congruenze dirette generate sui due fa-
sci da queste rotazioni, e = la prospettivitd di asse u, che
viene ad intercedere tra i fasci descritti da a, a’ dopo le ro-
tazioni medesime, sarad = = w—!tw’; sicché t = wrw’—1, Dun-
(que la conica si potrd generare nel modo enunciato.

Questo modo di generare le coniche fu scoperto da NEwTON,
{Philosophiae naturalis principia mathematica, 1687), che lo chiamd
la descrizione organica delle coniche.

*26. Se un triangolo ABC si deforma in guisa che i suoi
lati BC, CA, AB passino
risp. per tre punti non
allineatiy 8,S,S,, mentre
i suot vertici A, B scor-
rano lungo due rette
Jisse r,, v, non passanti
per quei punti, né con-
correnti sulla retta S,S,, il vertice C descrive una conica
non degenere. Viceversa, ogni conicq non degenere pud
generarst cosi. k

Infatti mentre ABC si deforma, A, B descrivono due pun-
teggiate prospettive rispetto al centro S;, e quindi i due fasci
descritti da S,A, S,B risultano proiettivi tra loro. Siccome
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.questi fasei, per le ipotesi fatte, non sono prospettivi, si con-
clide che il punto C descrive una conica & non degenere.
Si noti che & passa:

1) Pei centri S; S, dei due fasci generatori.

2) Pel punto O = rr,, perch¢ quando A cade in O, B
pure cade in O, e il punto C = S,A . S;B vienc a coincidere
con O. '

3) Pei punti M, N" in cui le 7,7, son tagliate risp.
dalle rette S,S;, S,S;. Invero, quando A cade in M, B cade in
M = §;S;.7r, e quindi C = S,A.S8,B coincide col punto
S.M . S;M’, cioé con M. Analogamente si vede che quando B
cade in N’, C cade pure in N

Viceversa, data una conica non degencre £ mediante 5 suoi
punti S;8,0MN’, si ponga r, = OM, r, = ON’, S, =8,M. S,N'..
Allora, se un triangolo ABC si deforma in modo che BC,
CA, AB ruotino risp. attorno ad S,, S,, S;, ¢ che 1 vertici A, B
scorrano lungo le 7, r,, il vertice C descriverd una conica
passante pei 5 punti- S,S,0MN’, cio¢ coincidente con k.

OSSERVAZIONE. Il teorema si genecralizza facilmente nella
forma seguente: Se un n-gono piano semplice si deforma
in modo che i suoi lati ruotino attorno ad n punti fissi,

n{n—1) . .o , . .
mentre n—1 delle ~¥mtersesrom de’ suoi lati a due
, n—1)n—2
a due, scorrano sopra alirettante rette fisse, le (*—))(———)

intersezioni rimanenti descrivono altrettante coniche, o,
in cast particolari, st muovono descrivendo delle rette.

Il teorema del n.° 26, ed anzi un teorema pill generale rela-
tivo al caso di un n-gono i cui vertici scorrano sopra curve di or-
dine superiore, fu dato da Mac-Laurin (1721-32) e da BRAIKENRIDGE
(1733). 11 teorema duale fu osservato da PPONCELET (1822).

7. Date in un piano due rette p,p ed un punto U
fuori di esse, se per U si conduce una trasversale varia-
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bile a segare p.p nei punti A, A’', e a partire da questi
punti si riportano su quelle rette, in versi assegnati, i se-
gmenti dati s, ¥, la retta che congiunge gli estremi B, B
di questi segmenti, st muove inviluppando una conica.
Viceversa, ogni conica inviluppo pud generarsi in tal
modo.

La dimostrazione é analoga a quella data per la descri-
zione organica di Newton (§ 10, n.° 25).

28. Dati in un piano due punti P, P, una retta u ed un
segmento s, se Si conduce per P una trasversale variabile
a segare la u nel punto A, e a partire da A si riporia
sulla v, in un verso assegnato, il segmento s, I’ altro estremo
A’ di questo segmento vien proietiato da P sopra PA in
un punto M, che 8i muove descrivendo un’ iperbole, di cui
u é un asintoto. Viceversa, ogni iperbole pud generarsi cosi.

La punteggiata descritta da A corrisponde alla punteg-
giata descritta da A’ mediante una congruenza diretta, e
quindi il fascio descritto da PA risulta proiettivo al fascio
deseritto da P'A’, ed il punto M= PA.P’A’ descrive una
conica k passante per P, P’

Questa conica non ¢ degenere se la retta PP’ non & pa-
allela alla u.

Le due rette PA, P’A’ divengono parallele quando il
punto A va all’ infinito sulla u, e quindi A’ coincide con A}
o altrimenti, quando il segmento avente l'origine in P, uguale
parallelo e dello stesso senso rispetto al segmento AA’, ha
I altro estremo sulla retta P’A’. Dunque £ ha due punti
impropri, ossia é un’iperbole. Di pitl « é un asintoto, perché
il punto M cade in u soltanto quando PA e P’A’ proiet-
tano il punto all’ infinito di u.

Viceversa, se da due punti P, P’ di un’ iperbole % si proietta
un punto M variabile sulla curva, nei punti A, A’ di un asin-
toto u, le proiezioni A, A’ si corrispondono in una congruenza
diretta, perch¢ sopra u si viene ad avere una proiettivith pa-

rabolica col punto unito all’ infinito.
SEVERL 16
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\‘ 29. Se un angolo di grandesza costante si muove in un

piano, in modo che il suo vertice scorra lungo una retiu
Jissa ed un suo lato ruoti «ttorno ad un punto fisso, il
lato rimanente inviluppera una parabola tangente alla
retta fissa. Ogni parabola inviluppo pud generarsi in tal
modo.

Sia ab I’angolo dato, ¢ la retta lungo la quale scorre
il vertice P dell’ angolo, S il punto fisso attorno al quale
ruota il lato 6. Mentre P scorre sulla #, 1 punti impropri A,
Bs dei raggi a, b, si corrispondono in una congrucnza di-
retta, che & quella generata sulla retta all’infinito da una
rotazione del piano attorno ad uno de’ suoi punti, di un an-
golo dircttamente congruente ad «b.

Ora la punteggiata descritta da B, ¢ prospettiva alla
punteggiata descritta da P, rispetto al centro S; dunque la
punteggiata descritta da A, sard proicttiva a quella deseritta
da P. Nc deriva che le posizioni assunte dal lato «, sono
le congiungenti delle coppie di punti omologhi nella proiet-
tivita tra due punteggiate; e quindi ¢ invilupperd una co-
nica, la quale, essendo tangente ai sostegni delle due pun-
teggiate, tocchera u e la retta all’ infinito @'y, cioé sard una
parabola.

Gli omologhi del punto comune ad u, /s, pensato come
appartenente risp. ad ©’, u, sono i punti Q cd R’ in cui le
rette u, ©’ son tagliate risp. dalle rette v, ©° condotte per S in
modo che 1o = 55, v = ab, in grandezza e verso. Ne de-
riva che la conica generata non pud mai esser degenere.
Inoltre o == QR ¢ la polarc del punto ww’, ossia ¢ un dia-
metro della parabola.

Viceversa, se & ¢ una parabola, Q un suo punto proprio,
u la tangente in esso, d il diametro per @, » la simme-
trica di « rispetto ad #, ed « un’ altra tangente propria
di £, tirando pel punto P =au una retta o che faccia con
a un angolo ab = du (in grandezza e verso), il raggio 4
incontrerd v in un punto proprio S; e facendg muovere

]

it
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I" angolo b in modo che 0 passi sempre per S, e P scorra
lungo u, il lato « invilupperd una parabola, la quale avra
in comunc con k& tre tangenti e i punti di contatto relativi
a due di esse, ¢ dunque coincidera con A,

30. Il segmento finito che un’ iperbele stacca sopra una
retta segante, ha lo stesso punto medio del segmento finito
staccato dagli asintoti sulla medesima retia.

Invero, sc 1 iperhole stacca sopra la retta « il segmento
finito AA’, il punto medio M di questo segmento sard proiet-
tato dal centro O del-
I’iperbole, mediante il
diametro « coniugato
alla direzione della ret-
ta w; sicch¢ il diame-
tro d’ comugato a d,
risultera  parallelo ad
u, ¢ la coppia dd’ sa-
ra separata armonica-
mente dagli asintoti ¢7'.
Segando con la u il
gruppo armonico {f’dd’,
avremo un gruppo armonico di punti: da cio deriva che il
segmento BB, staccato dagli asintoti #¢' sulla @, avra per
punto medio il punto M = du, c.d. d.

In particolare: il segmento staccato dagli asintoti sopra
una tangente dell’ iperhole, ¢ diviso per meth dal relativo

punto di contatto.

OSSERVAZIONE 1% Dal teorema dimostrato si deduce una
soluzione semplicissima del problema di costruire un’ iper-
hole per punti, dati i suoi asintoti t,¥ ed un punto A.
Condotta per A una trasversale arbitraria u, si ponga
B = ut, B = ut/, ¢ da B’ si riporti sulla # un segmento
B’A’ ugualc a BA, ma di verso contrario. Variando la tra-
sversale u attorno ad A, il punto A’ descrive l’ipcrbole.

OSSERVAZIONE 2% Dalla proprietd sopra rilevata, del punto
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di contatto di una tangente, possiamo dedurre I’ equazione

dell’ iperbole riferita ai suoi asintoti x, y. Sia P un

y punto dell’ iperbole, OQ I’ ascissa.
2 di P, OR I’ ordinata y, ¢ sieno
inoltre B, B’ le intersezioni degli
asintoti @, y con la tangente al-
I’iperbole in P. Poiché¢ P ¢é il
punto medio del segmento finito
BB/, si ha:

1 1
0Q=--0B, OR= OB,
onde :

zy = —}I—OB.OB’.

Ma OB . OB’ e uguale ad una costante %, percheé, variando
la tangente, i punti B, B’ descrivono due punteggiate pro-
iettive con ambedue i punti limiti in O (/. § 62); dunque si
avra I’ equazione dell’ iperbole sotto la forma:

1

xl/————:rlf.

§ 11. I teoremi di Pascal e di Brianchon.

SoMMARIO : Generalita — Dimostrazioni del teorema di Pascal, do-
vute @ Mac-Laurin, a Carnot, a Gergonne — Cenno sulle qua-
driche rigate — Dimostrazione del teorema di Pascal doruta a
Dandelin — Estensione del teorema di Pascal, dovuta a Mobius
— I punti di Steiner nella configurazione dell’ esaqgramma mi-
stico. ¥

1. Se un esagono piano semplice ABCDEF ¢ inscritto
in un conica (eventualmente spezzata in due rette), le
tre coppie di lati opposti AB, DE; BC, EF: CD, FA s«i ta-
gliano in tre punti di una medesima retta; ¢ viceversa, se
un esagono semplice gode di quest’ ultilna proprieta, csso
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¢ inscritto in una conica, la quale potra esser degenere s0l-
tanto nel caso in cui tre vertici (non consecutivi) e qumdl
anche gli altri tre, sicno allineati (£'. § 64). '

Dualmulte. Se un seilatero piano semplice albcdef &
circoscritto ad una conica (eventualmente spezzata, come
inviluppo, in due fasci di raggi), le tre coppie di vertici op-
posti ab, de; be, ef; cd, fa son congiunte da tre rette con-
correnti in un punto; e viceversa.

Teoremi analoghi valgono per esagoni inscritti in una
cotlica (o per csalateri circoscritti) quando 1 vertici (o i lati)
non sieno tutti distinti; purché si assuma come congiun-
gente di due vertici coincidenti consecutivi (o come punto
comune a due lati coincidenti consecutivi) la tangente alla
-conica nel punto in cul essi coincidono (o risp. il punto di
contatto con la conica della retta in cui essi coincidono ).
1idd anche questi teoremi sono invertibili (£ . § 64).

Tuttc queste proprietd possono spesso sostituire con van-
taggio la generazione proiettiva delle coniche, ove si tratti
di costruire una conica individuata da punti e da tangenti
(F.§ 64). ‘

11 teorema dell’ esagono inscritto in una conica, che pel caso
i una conica degenere si trovava gia in Papro (ved. le notizie
storiche al n. 7 del § 2), fu scoperto da PascaL, all’ etd di 16 anni,
nel 1640. Nell’ opuscolo Essai pour les coniques, in cui fu pubblicato
per la prima volta sotto il nome di teorema dell’ esagramma mi-
stico, PascaL intendeva di tratteggiare le linee principali di una

sua grande opera sulle sezioni coniche, che LEIBNIZ ha conosciuto,
ma che non & pervenuta a noi. I contemporanei di Pascar, chia-
marono « La Pascale » « questa grande proposizione, di cui »,
come scriveva DESARGUES nel 1642, « i 4 primi libri di AroLLoNIO
80ono o un caso particolare, o una conseguenza immediata ».

Nell’ opuscolo di Pascal le dimostrazioni sono appena accen-
nate: e quanto alla dimostrazione del teorema dell’ esagono, si pud
dire soltanto ch’egli la stabiliva prima pel circolo, ricorrendo, a
quanto pare, ad alcune proposizioni della teoria delle trasversali:
eppoi la trasportava alle coniche con una proiezione centrale.

Nelle pagine seguenti noi esporremo alcune, fra le tante di-
mostrazioni del teorema di Pascal, e agglungeremo via. via altre
notizie storiche.
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1l teorema (duale di quello di Pascal), che porta il nome di
BriancHoN, fu dimostrato da questo geometra nel 1806, applicando
una. trasformazione per polari reciproche al teorema di Pascal. Cio-
equivale, in sostanza, all’ applicazione della legge di dualiti.

2. Dimostrazione- del teorema di PASCAL, dovuta a MAC-
LAURIN.
Sia ABCDEF I’ esagono inscritto nella conica &, e poniamo:

H=AB.DE, K=BC.EF, L=CD.FA.

Se un triangolo XYZ si deforma in modo che i suoi
vertici XY scorrano sulle rette CD, CB, ed i lati YZ, ZX,
’ XY passino pei punti fissi E, A, H,
il vertice Z descrive una conica,
che passa pei punti A, E, C, B, D
(§ 10, n. 26), cioé Z descrive la co-
nica data k. Sicché il punto F di
k, proiettato da A, E, dovra dare
due raggi seganti risp. le rette CD,
CB in due punti L, K, allineati con
H. E quest’ ultima affermazione costituisce- appunto il teo-
rema di Pascal.

Questa dimostrazione, composta da Mac-LAUurRIN nel 1721, fu
pubblicata nel 1735.

3. Dimostrazione del teorema di PASCAL, dovute «
CARNOT.

Detto ancora ABCDEF I’ esagono inscritto nella conica %,
consideriamo il triangolo che ha per lati BC, DE, FA e
poniamo :

X=BC.DE, Y=DE.FA, Z=TFA.BC.
Dal teorema di Carnot (§ 10, n. 9) si rileva

(1)  (YZA) (YZF) (ZXB) (ZXC) (XYD) (XYE) = 1.
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Ponendo inoltre :
H= AB.DE, K=BC.EF, L=CD.FA,
pel teorema di Menelao § 3, n. 9), avremo:

(YZF) (ZXK) (XYE) =
(YZL) (ZXC) (XYD)
(YZA) (ZXB) (XYH) =

il

?

il
= =

le quali, moltiplicate membro a membro, danno
(YZA)(YZF) (ZXB) (ZXC)(XYD) (XYE) (YZL) (ZXK) (XYH) = 1,
e (uesta, confrontata con la (1), porge:

(YZL) (ZXK) (XYH) = 1.

Applicando nuovamente il teorema di Menelao, si con-
clude che 1 punti H, K, L. sono allineati, ¢. d. d.

Questa dimostrazione & sostanzialmente analoga a quella data
da CarNor nella sua Géom. de position (1803).

4. Dimostraszione del teorema di PASCAL, dovuta o
GERGONNE.

Sia ABCDEF un esagono inscritto. in una conica k e sieno
H, K, L. le intersezioni delle tre coppie di lati opposti AB,
DE: BC, EF; CD, FA.

Supposto che la retta HK sia esterna alla conica, proiet-
tiamo k£ da un punto O esterno al suo piano, sopra un altro
piano ¢/, in modo che la retta HK i proietti nella retta
impropria di o, e % si proietti in un circolo £ di &
(£ .§ 59). Denotiamo con A’B’... H'K'... le proiezioni dei punti
AB... HK... '

Poich¢ le rette A'B’, D'E’ son parallele sard (vedi figura):

arco A'D" = arco B'E/,
e analogamente, poiché son parallele le B'C’, E'F’, sara:

arco BF' = arco E'C;
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onde:
arco A'D" = (arco B'E' — arco BF’') 4 arco 1i'C’ = arcoF'C,

dalla quale si deduce che le due rette D'C’ ed A'T’ sono an-
ch’ esse parallele, ossia che il punto L/ appartienc alla retta
impropria H'K’. Risalendo alla
figura oggettiva, si conclude
che i punti H, X, L. sono alli-
neati.

Questa dimostrazione non
¢ valida quando la retta HK
¢ secante o tangente rispetto
alla conica; tuttavia (come os-
servava GERGONNE), per quanto
il ragionamento sotto la veste

B

geometrica sia legato alla circostanza che la HK risulti
esterna alla conica, il risultato é valido in ogni caso;
perché nella trattazione analitica con le coordinate, le pro-
prietd grafiche della figura in questione, dipendono dalle
probrieta Jormali di certe espressioni algebriche, composte
mediante le coordinate dei punti della figura, ¢ sono del
tutto indipendenti dalla natura reale o complessa di queste
coordinate. Se dunque i punti HKL sono allineati quando
HK sega la conica in due punti immnaginari, lo saranno
pure quando questi punti d’ intersezione son reali.

Abbiamo riprodotto questa dimostirazione, che GERGONNE pub-
blicava nel 1813, come esempio del modo con cui si applicava il
principio di continuitd, che fu poi formulato esplicitamente da
PonceLET (1822), e che fu causa di polemiche acerbe tra PONCELET
e CaucHY. Questo principio non & certamente né delineato né ana-
lizzato, come richiederebbe il rigore logico, ma ¢ la constatazione
esplicita di un elemento intuitivo, che si soleva spesso introdurre
nei ragionamenti geometrici. Tuttavia, quando sia usato con di-
scernimento, pud divenire un utile strumento di scoperta. 11 prin-
cipio della conservazione del numero, formulato da ScHUBERT (1879);
non ¢, in ultima analisi, che un caso particolare del principio di
continuitd, e va soggetto alle stesse obiezioni.
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5. Cenno sulle quadriche rigate — Dimostrazione del
teorema di PASCAL, dovuta @ DANDELIN,

Siano u, 1’ due punteggiate proiettive sghembe. Le in-
finite rette che riuniscono le coppie di punti omologhi AA’,
BB, CC'... sono a due a due sghembe, e costituiscono cid
che «i chiama una schiera rigata.

Le rette v = AA’, v = BB/, v’ = CC,..., diconsi genera-
trici della schiera, che s’ indichera con V.

Se da u, u proiettiamo risp. le punteggiate A'B'C...,
ABC..., otteniamo due fasci proiettivi di piani con gli assi
sghembi, e le rette d’ intersezione delle coppie di piani omo-
loghi sono precisamente le generatrici di V. Viceversa, é
chiaro che il sistema delle infinite rette comuni alle coppie
di piani omologhi di due fasci proiettivi con gli assi sghembi,
puo definirsi anche come il sistema delle rette che riuniscono
le coppie di punti omologhi in una proiettivita tra duc pun-
teggiate sghembe.

Dunque wna schicra rigata é una figura duale di se
stessa.

Fissate tre generatrici v = AA’, v' = BB/, ©v” = CC della
schiera V, vi sono infinite rette appoggiate a queste tre: da
ogni punto di v esce una ed una sola retta appoggiata a
v e v'. A questo sistema  d’infinite rette, che indichiamo
con U, appartengono le u, «’'; diciamo u” una terza retta.
di U ed A”B”C” i punti ove essa si appoggia a v, v, v”.

Segando la u” coi duc fasci proiettivi di piani «, u’, che
eenerano la V, avremo sopra u” una proiettivith con gli
elementi uniti A”, B”, C”, cioé 1I’identita: il che significa che
tutte le generatrici di V si appoggiano ad «”. Dunque tutte
e rette del sistema U sono incidenti a tutte le rette della
schiera V, o, come anche si dice, le rette del sistema U
sono direttrici rispetto alle rette di V.

Poiché le rette che si appoggiano a tre rette sghembe a
due a due, possono riguardarsi come congiungenti delle
coppie di punti omologhi nella prospettivith che sopra due
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delle tre rette date, vien segnata dal fascio di piani che
ha per asse Ia terza, cosi concludiamo che la U ¢ una
schiera rigata.

Inoltre, poiché le generatrici di V si possono definire come
le rette che si appoggiano ad u, ', u”, ogni schiera rigate
8¢ potra anche definire come il sistema delle infinite rette
che st appoggiano a tre rette date, sghembe a due « due.

Dalle cose esposte segue immediatamente che, se¢ una
retta incontra pin di due generatrici i una schiera V,
essa appartiene alla schiera incidente U,

Due generatrici di una schiera V sono segate (o pro-
iettate) da tutte le generatrici della schicra incidente U,
secondo due punteggiate proiettive (o mediante due fasci
di piani proiettivi),

Se U é la schiera incidente « V, questa ¢ la schiera
incidente a quella.

I punti comuni alle rette di due schiere incidenti riem-
piono una superficie — nel senso intuitivo della parola —
che si chiama una quadrica-luogo rigata; ¢ 1 insieme dei
piani che contengono le rette delle due schiere, dicesi una
quadrica-inviluppo rigata. '

Una retta si dice appartencnte ad una quadrica luogo
(o inviluppo), quando ogni punto (o piano) di quella retta
¢ un punto (o piano) della quadrica. I! chiaro che alla qua-
drica non appartengono altre rette, all’infuori di quelle delle
due schicre U, V; perché se una retta appartienc alla qua-
drica e non alla schiera U, da ogni suo punto escird una
retta di U, e quindi essa apparterrd al sistema delle rette
appoggiate a tre generatrici di U, cioé¢ alla schicra V.

Una retta non appartenentc alla quadrica luogo Q, la sega
in due punti al pitt; e dualmente. Percid si dice che una
quadrica é una superficie di secondo ordine e di seconda
classe.

Sia P un punto della quadrica luogo Q, ed u, v le due
rette della quadrica uscenti da P e appartenenti risp. alle
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o di V; né pud darsi che al piano wo’ appartenga un
punto di Q fuori di w, ¢/, perché altrimenti le rette del
fascio avente per centro un tal punto, incontrando la qua-
drica in 3 punti, giacerebbero per intero su Q: il che é
manifestamente assurdo. Il punto uwov’ & diverso dal punto
P, se il piano uv’ & diverso da wuov (appunto perché due
rette di V son sempre sghembe ), ¢ quindi ogni retta uscente
da P, ma non appartcnente al piano uoe, taglierd la qua-
drica in un altro punto diverso da P, mentre le rette pas-
santi per P ¢ appartenenti al piano w v, non incontreranno
la quadrica fuori di P.

Per questa ragione le ultime refte si diranno tangenti
alla quadrica in P; il piano uwv, che le contiene, si dira
tangente alla quadrica nel punto P; e questo punfo si dird
di contatto rispetto a quel piano.

It evidente che i piani tangenti alla quadrica luogo Q,
costituiscono una quadrica inviluppo.

Poiché 1 piani tangenti a Q nei punti di una retta v della
schicra V, sono i piani che proiettano da v le gcneratrici
di U, e queste, appoggiandosi a v, danno i punti di contatto
dei piani tangenti suddetti, e appoggiandosi ad un’altra
retta o' di V, danno una punteggiata proiettiva a quella dei
punti di contatto, st conclude che il fuscio dei piani tarn-
genti alla quadrica Q nei punti di une sua rette, é pro-
rettivo alle punteggiata dei punti di contatto.

Immaginando la schiera rigata V generata dai fasci di
piani proiettivi che hanno per sostegni u, #/, e segando la
schicra con un piano non passante per alcuna generatrice,
avremo come luogo delle tracce delle rette di V, una curva
gencrata da due fasci proiettivi (non prospettivi) eoi centri
nelle tracce di u, u’, cio¢ una conica (non degenere).
Dunque:. '

Un piano non tangente taglia la quadrica Q seconda
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una conica non degenere; mentre un piano tangente lu
taglia secondo due rette.

Viceversa, data una conica k, se da due suoi punti U, U’
si mandano due rette sghembe u, #, non complanari con
%, chiamando omologhi due piani per u, u’, quando proiet-
tano un medesimo punto di A, avremo tra i due fasci una
proiettivith; e le intersezioni dei piani omologhi genere-
ranno una schiera rigata V, della quale %2 sard una se-
zione piana.

Premesse queste nozioni sulle quadriche rigate, passiamo
a farne un’ elegante applicazione, dimostrando il teorema
di PAscaL.

Sia ABCDEF un esagono semplice iscritto in una conica
k, ¢ sieno U, V le due schiere incidenti di una quadrica Q
passante per k. Diciamo u, u', #” le generatrici della schiera
U, uscenti dai vertici di posto dispari A, C, E; e v, v/, v’ le
generatrici di V, uscenti dai vertici di posto pari B, D, I
Consideriamo le 3 rette {, m, n comuni alle coppie di facce
opposte uv, v'u”; vu', u'v"; v, v"u, del seilatero sghembo
semplice uvu'v'u’'v”, Poiché 1 piani wv, v'u” passano en-
trambi pel punto uv’ e pel punto vu”, la loro retta comunc
sard quella che congiunge i punti wo’, vw”. Analogamente
la retta comune ai piani ow/, ©”v” sara la congiungente dei
punti vu”, w'v”; e infine la retta comune ai piani v, v"u
sarda quella che congiunge i punti w'v”, v’u. Dunque le rette
1, m, n saranno i lati del triangolo di vertici «'v”, uv’, u'v,
¢io¢ apparterranno ad un piano «, il quale sard certamente
diverso dal piano di %, se i tre punti ABC non coincidono
risp. con DEF.

Segando il seilatero col piano g di &, le tre coppie di
facce opposte del seilatero daranno come tracce le tre cop-
pic di lati opposti dell’ esagono ABCDEF, ¢ le tre rette [,
m, n, 1 punti d'intersezione L, M, N di queste tre coppic
di lati, Poiché le rette [, m, n giacciono sul piano «, diverso
da B, i p.unt’i L, M, N apparterranno alla retta «f.
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Le quadriche, come luoghi spaziali rappresentati da un’equa-
zione cartesiana di 2.° grado, furono studiate da EULERO, MONGE e
HacHETTE. A MoNGE & dovuta la generazione delle quadriche ri-
gate col movimento di una retta. Ad HAcHETTE e BINET (1810) &
dovuto un caso particolare della generazione proiettiva di un’iper-
holoide rigato, mediante la costola di un angolo diedro retto va-
riabile, le cui facce passino costantemente per duc rette sghembe
fisse; e o STRINER (1832) e CHAsLEs (1839) la generazione proiettiva
in generale.

La dimostrazione sopra esposta, del teorema dell’ esagono, tro-
vasi in DanpELIN (1826), il quale peraltro ragionava sopra un iper-
boloide di rotazione passante per la conica data. Il legame tra il
teorema di Pascal e le proprieta delle rette tracciate sopra una
quadrica rigata, era gia stato intravisto da Servois (1810).

6. Se un poligono semplice di 4m -+ 2 vertici, inscritto
in una conica, ¢ tale che 2m delle sue coppie di lati op-
fposti 8i taglino in altrettanti punti di una medesima retta,
anche @ due lati rimanenti si taglieranno in un punto di
questa retta.

Sieno AB, A’B’ due corde parallele di un circolo: allora,
se con A/K’, B”T3 intendiamo due archi di ugual verso, sot-
tesi dalle corde AA’, B'B, avremo :

AN = BB,
Se inoltre la corda BC ¢ parallela a B'C’, avremo si-
milmente :

AA = BB = CC,

onde le rette AC, A’C risultano parallele, e quindi le tre
coppic di lati opposti dell’ esagono ABCA’IY(’ si tagliano in
tre punti di una retta (cfr. col n. 4 di questo §).

Sc CD ¢ parallela alla corda C'D’, risultera:

AN = BB = CC = DD,

¢ quindi le rette AD, A’'D’ saranno parallcle. Si ottiene cosi
il teorema: .
Se due quadrangoli semplici ABCD, A’B'C’'D’ inscritti in



— 254 —

un circolo, son cosi riferiti che tre coppie di lati omologhi
AB, A’B’; BC, B'C'; CD, C'DY sien paralleli, anche i lati ri-
manenti AD, A’D’ risultano paralleli.

Se la corda DIU é parallela alla D’'E’, dalle relazioni

~ - ~ o~ —~
AA’ = 3B = CC’" == D'D = LI¥,
st trae che le rette LAY, AL son parallele; cioc, se le 4 cop-
pic di lati opposti AB, A’B’; BC, B'C’; CD, C'D’; DE, D'I del
decagono ABCDEA'B'C’'D'IY, son parallele, lo stesso accade
della coppia rimanente EA’, AE".

Cosi proseguendo si giunge a dimostrarc il teorema 6
per un poligono di 4m -+ 2 vertici, inseritto in un circolo, ¢
chie abbia 2/ coppie di lati oppoéti paralleli.

Il teorema si trasporta ad una conica ¢ ad un poligono
qualunque, come al n. 4 di questo §.

OssSERVAZIONE. Nello stesso tempo si viene a stabilire il
seguente teorema, di cui abbiamo cnunciato sopra un caso
particolare: '

Se due poligoni semplici di un numero pari di lat/,
nscritti in una conica, son cosi riferiti che tutte le cop-
pie di lali omologhi, meno una, si taglino in punti di
una medesima retta, lo stesso accade per la coppia ri-
manente.

Questa estensione del ragionamento di GERGONNE, trovasi in
MoBius (1847). 11 teorema 6 per m = 1, non & altro che il teorema
di PascaL. — Altre dimostrazioni dei teoremi precedenti si trove-
ranno al n. 16 del § 12 e al n. 2 del § 13.

A 1. Le sessanta rette di Pascal relative agli esagoni seni-
plici che si possono formare con sei punti di una conieu,
8¢ distribuiscono in 20 terne, ciascuna delle quali ¢ costi-
tuita da rette concorrenti in un punto, e precisamente, s¢
123456 sono 1 G punti dati, concorrono in un punto le rette
di Pascal relative ayli esaqgoni semplici:

123456 163254 143652.
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Invero, applicando il teorema di Pascal all’ csagono 125436,
rileviamo che 1 tre punti 12.43, 25.36, 54 .61 apparten- -
gono ad una rectta; e quindi i due triangoli che hanno per
vertici 1 punti

A=12.54, B=54.36, C = 36.12,
A= 43.61, B =61.25 C =25.43,

i

saranno omologici, perche le tre coppie di lati AB, A'B/;
BC, I'C’; CA, C'A’, coincidono con le 3 coppie di lati opposti
dell’ esagono 125436, Ne ségue che le rette AA’, BB, CC’ con-
corrono in un punto. ‘

Ma AA’ é la retta di Pascal relativa all’ esagono 123456,
BB' & la Pascal dell’ esagono 163254, e infine CC’ & la Pascal
dell’ ecsagono 143652; dunque si conclude col teor. 7.

Il teorema dimostrato ¢ dovuto a STEINER (1828), e i 20 punti
in cui concorrono lc ternc suddette, diconsi « punti di Steiner ».
Molte altre proprietd grafiche notevoli della configurazione costi-
tuita dalle 60 rette di Pascal relative a 6 punti di una conica, si
trovano in PLUCKER (1829), Hesse (1849), KirkMaAN (1849), CAYLEY
(1849), VERONESE (1877) e CREMONA (1877).

§ 12. Applicazioni del teorema di Desargues,
sul quadrangolo inscritto in una conica.

SovMario: Generalittc — Costruzione lineare del 4.° punto comune
a due coniche, che gid st segano in 3 punti. Un caso del pro-
blema della proiettivita nel piano — Costruzione degli ulte-
riori punti comuni a due coniche, che gid si segano in due
punti — Estensione dei teoremi di Desargues e Sturm al caso
di coniche che segano una trasversale in coppie immaginarie
-~ Ellisse tangente ai lati di un triangolo nei loro punti medi
— Fascio delle iperbole equilatere circoscritte ad un trian-
golo — Fascio delle coniche che posseggono un dato trian-
golo autopolare e che segano sopra una retta una data in-
voluzione ellittica — Applicazione alle iperbole equilatere —
Le polari di un punto rispetto alle coniche di un fascio, for-
mano un fascio. Teorema di Newton — I poli di una retta
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rispetto alle coniche di un fascio, formano una conica. Co-
nica e circolo dei nove punti — Il luogo dei centri delle iper-
bole equilatere che hanno a comune un triangolo autopolare,
é il circolo ecircoscritto a questo triangolo — Dall’ ortocentro
di ogni triangolo circoscritto ad una parabola escono . due
tangenti ortogonali della curva — Condizione perché un fa-
scio di coniche contenga un circolo — Le coniche di un
Jascio avente due punti base sopra una data conica, la
segano altrove in coppie di punti allineati con un punto fisso.
Applicazioni: Coniche osculatrici. Circolo osculatore — Un
altro teorema di chiusura di Poncelet — Costruzione di una
conica per 3 punti reali e tangente a due rette date (reali o
immaginarie), o bitangente ad una conica data (reale o im-
maginaria) — Costruzione di una conica per due punti reali,
due immaginari e tangente ad una retta data — Sulle tra-
sformazioni quadratiche tra piani.

1. Se un quadrangolo completo ¢ inscritto in una co-
nica k, sopra una retta secante rispetto a %, ma non pas-
sante per nessun vertice del quadrangolo, le tre coppie di
lati opposti segano tre coppie di un’involuzione, a cui ap-
partiene la coppia comune a k& e alla retta stessa ([£.§65)

Questo teorema vale anche se i vertici del quadrangolo
non sono tutti distinti; purché si prenda come lato comune
a due vertici coincidenti, la tangente a & necl punto in cui
essi coincidono.

Il sistema di tutte le coniche passanti per 4 punti indi-
pendenti di un piano, dicesi un fuscio di cui quei 4 punti
si chiamano 1 punti base. ,

Sopra una retta non passante per alcun punto bhase, lo
conichie di un fascio segano le infinite coppie di un’invo-
luzione.

La definizione di fascio di coniche si pud estendere con-
siderando:

1°) il sistema di tutte le coniche tangenti in un punto A
ad una retta «, e passanti per due altri punti (reali) B, C;

2°) il sistema di tutte le conichic che toccano le rette
reali @, 0 nei punti reali A, B;
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3°) il sistema di tutte le coniche che passano per due
punti reali A, B, e per due punti immaginari coniugati C, D;
cioé che subordinano sulla retta CD una data involuzione
ellittica;

4°) il sistema di tutte le coniche che passano per un
punto A, toccando ivi una retta a¢; e che passano inoltre
per due punti immaginari coniugati B, C;

5°) il sistema di tutte le coniche che passano per due
coppie AB, CD di punti immaginari coniugati;

6°) il sistema di tutte le coniche che toccano due rette
immaginarie coniugate in due punti immaginari coniugati;
cio¢ il sistema di tutte le coniche rispetto alle quali il punto
P e la retta p sono polo e polare, e che subordinano su p
una data involuzione ellittica. , _

Si sottintende sempre che i 4 punti dati (reali o imma-
ginari, distinti o infinitamente vicini), sieno tra loro indi-
pendenti. .

Quanto ai sistemi 1°), 2°), si dimostra subito che, sopra
una retta non passante per alcun punto base, essi segano
le infinite coppie di un’involuzione: e c¢id applicando i casi
particolari del teorema di Desargues, relativi ai quadran-
goli con vertici coincidenti (£. § 65).

Anche 1 sistemi 3°), 4°), 5°), 6°) sopra una retta non pas-
sante per nessun punto bhasc, segano le infinite coppie di
un’ involuzione; ma la dimostrazione puramentc grafica del
teorema, ¢ meno semplice che nei casi precedenti. Tuttavia
il risultato si pud stabilire per via metrica, proicttando il
fascio in guisa che due punti. base immaginari coniugati, si
mutino nei punti ciclici del piano su cui si fa la proiezione
(E.§ 41), e quindi che il sistema dato si muti in un fascio
di circoli. Poiché il tcorema che si tratta di stabilire ¢ vero
per un tal fascio (E. § 40), varra pure pel sistema dato.

Si noti che nel caso del sistema 6°), mediante la proie-
zione suddetta si ottiene un fascio di circoli concentrici.

Non ci tratterremo sulle proposizioni duali delle preece-

SEVERT. 17
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denti. Ricorderemo soltanto che il sistema delle coniche in-
viluppo, che corrisponde per dualith ad un fascio di coniche
luogo, dicesi una schiera di coniche (inviluppo).

Tl sistema delle coniche che in due dati punti toccano
due date rette, essendo duale di se stesso, si chiama so-
vente, con R. STURM, un fascio-schiera.

A DESARGUES (1639) & dovuto il teorema che le due coppie di
Jati opposti di un quadrangolo semplice inscritto in una conica,
segano sopra una trasversale due coppie di un’involuzione, in cui
sono coniugati i punti ove la conica & segata dalla trasversale.
11 caso in cui la conica si scinde nelle due diagonali del quadran~
golo semplice, era gid stato considerato da Pappo (cfr. col n. 1
del § 7). CH. STUrRM dedusse poi (1826) dal teorema di Desargues,
che tre coniche qualunque circoscritte ad un quadrangolo, segnano
sopra una trasversale, tre coppie di un’ involuzione. A NEwTON era.
gia noto che per quattro punti del piano passano due coniche tan-
genti ad una data retta.

+ 2. Se due coniche k, k' si segano in tre punti A BC, esse
hanno « comune un quarto punto D, che si pud costruire
linearmente, appena sieno noti altri due punti di ciascuna
delle due coniche (*).

Sieno EF gli altri due punti dati di &2, e GH gli altri
due punti di #’. La retta EG sega ulteriormente %, & net
punti E’, G’ che si sanno costruire linearmente (Z. §§ 63-64).

" Cerchiamo il coniugato L' del punto L =EG.AB uecll’in-
voluzione o individuata dalle coppie EE/, GG'; e sia D I’ul~
teriore intersezione della retta CL' con la conica k.

Poiché (E . § 65) le coniche che passano pei punti ABCD,,
segano sulla retta EG le infinite coppie dell’ involuzione
individuata dalle coppie EE’, LI/, che é la v stessa, la co-
nica del fascio ABCD che passa pel punto G, dovra segare
ulteriormente EG nel punto G’ coniugato di G nella w. Questa.

(}) Questo problema, ed alcuni dei seguenti, possono presen-
tarsi anche come applicazioni del concetto di proiettivitd tra co-
niche (E. § 75).
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conica avra dunque 5 punti, ABCGG’, comuni con la %', os-
sia coinciderd con &', v

Cio significa che la conica k" passa per D.

OSSERVAZIONE 1.2 Profittando del teorema di Desargues-
Sturin, esteso al caso dei fasei con punti base immaginari,
la costruzione precedente permette di ottenere lincarmente
il 4° punto comune a due coniche, che abbiano gid comuni
due punti immaginari coniugati A, B, e un punto reale C;
e delle quali si conoscano inoltre i punti EF e GH.

Cio dipende dal fatto che I’ ulteriore intersezione di una
conica con una retta uscente da un suo punto dato, si co-
struisce linearmente, quando si conoscano 5 punti della co-
nica, anche se tra questi punti si trovano una o due coppie
di punti immaginari coniugati (£ .§ 63).

OSSERVAZIONE 2.2 Il teorema dimostrato, permctte di in-
vertire il tcorema di Desargues-Sturm, nel modo seguente:

Le infinite coniche che passano per tre punti ABC (dei
quali due possono essere immaginari coniugali) e seqnano
sopra una trasversale w, le coppie di un’ involuzione, pas-
sano in conseguenza per un altro punto D.

Invero, se le coniche %, %', passanti per ABC, segano
sulla u le coppie XX, YY' della data involuzione w, a que-
st’ involuzione apparterra la coppia dei punti ZZ' comuni
ad # e alle rette AB, CD, ove D ¢ I'ulteriore intersczione di
k, k. Tencndo fissa la conica k e facendo variare &’ in
modo che stacchi sempre sulla # una coppia dell’ involu-
zione w, il quarto punto comune a k, & dovrd trovarsi
sempre sulla retta CZ’, cioé coincidera con D.

3. Dati in un piano & punti indipendenti ABCDE, esiste
uno ed un 8ol punto del piano dal quale essi vengano pro-
tettati secondo un gruppo di raggi proiettivo ad una quin-
tupla di elementi, dati sopra una forma di 1.* specie.

Sia a.0.c.d.e, la data quintupla. Diciamo k£ la conica
luogo di un punto P tale che (§ 10, n. 21):

P (ABCD) A a.b.c.ds,
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P’ (ABCE) A a,b,¢,.e,.
Fuori dei punti ABC le due coniche %, & si segano in un

punto X (n° prec.), che é evidentemente 1'unico punto per
cui sia soddisfatta la condizione:
X (ABCDE) A a,b.c.d.e,.

Poiché delle coniche %, &’ si possono costruire linearmente
le tangenti nel punto A (§ 10, n° 21), il punto X si potra pure
costruire con la sola riga, in quanto risulterhd comune alle
due coniche individuate mediante i 3 punti comuni ABC, le
tangenti in uno A di essi, e mediante un altro punto (D od E)
di ciascuna delle due coniche.

OSSERVAZIONE 1% Se in un altro piano sono dati 5 punti in-
dipendenti A’'B’C'D'E’, ad ogni punto X’ di questo piano, verra
a corrispondere un sol punto X del piano ABCDEL, tale che:

X (ABCDE) A X' (A’'B'C'D'E");
e viceversa,

OSSERVAZIONE 2% In particolare, se i punti D, E sono i
punti ciclici del piano « = ABC, ed a,b,c, sono tre raggi
di « uscenti da un punto S, chiamando con d,e, lc rette
isotrope SD, SE, esisterd un sol punto X di « tale che:

X (ABCDE) A a,b,c.d,.e,,

e questo punto si potrd costruire linearmente, quando sieno
dati 1 punti ciclici (p. es. mediante un quadrato).

Le due quintuple X (ABCDE), a,0,¢c,d.¢e, segano sulla retta
all’ infinito, due quintuple proiettive A’B'C'DE, A,B,C,DE; e
poiché la proiettivita (igogogg
ciclici, sara una congruenza diretta (§ 6, n° 12); cio¢ gl
angoli sotto cui si vedono da X i due segmenti AB, BC, sa-
ranno uguali in grandezza e verso agli angoli a,0,, 0,c,.

Si ha dunque il mezzo di risolvere eon la sola riga il
seguente problema di POTENOT, quando Sia assegnato un
quadrato : :

> ha per punti uniti i punti
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Dati in un piano tre punti ABC, costruire un punto da
cui i segmenti AB, BC sieno veduti sotto angoli dati in gran-
dezza ¢ verso.

La risoluzione di questo problema col compasso, & ele-
mentare ed ovvia.

La prop. contenuta nell’ Oss. 1* di questo n., & un caso parti-
colare di quello che R. SturM ha chiamato il problema della pro-
iettivita (1869).

0/ 4. Due coniche ABCDE, ABFGH determinate ciascuna
mediante 5 punti, di cui due comuni, si seqano ulterior-
mente in una coppia di punti (reali o immaginari) XY, la
cui congiungente. si costruisce linearmente.

Conduciamo la retta CF e costruiamo linearmente (£.
§§ 63-64) lc ulteriori intersezioni €', F/ di questa retta con
le coniche date & = ABCDL, &' = ABFGH. Sia L’ il coniu-
gato di I. == AB. CF nell’involuzione o individuata dalle
coppie CC', I,

Similmente diciamo ¢,, G, le ulteriori intersezioni della
retta CG con le coniche k, k', w, I’involuzione delle coppie
CC,, GG, ed M, il coniugato di M = AB.CG in qucst’ invo-
luzione. '

Il sistema X di tutte le coniche che passano pei punti
AB e pei punti (reali o immaginari) ove %’ vien segata
dalla retta 1’M,, segna sulle rette CF, CG le infinite coppie
delle involuzioni:

wZ(FF’L) o <GGIM>
“\rrr/) 0 T e M)

Sicche la conica k, di 2 che passa pel punto C, sega al-
trove le rctte CF, CG nei punti C', C,, cioé ha comuni con %
1 5 punti ABCC'C,, e quindi coincide con k.

Nec deriva che la conica & sega la L’M,; negli stessi punti

- XY, in cul questa retta vien segata da &’.
Se si vogliono costruire i punti XY, basterd trovare (li-
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nearmente ) due coppie di punti della I1.'M,, coniugati p. e.
rispetto a k&, eppoi determinare i punti doppi dell’ involuzione
individuata da queste coppie (§ 6, n° 14).

OSSERVAZIONE 1.* Le costruzioni esposte in questo n°® val-
gono anche se A, B sono immaginari coniugati.

OSSERVAZIONE 2% Se i due punti AB coincidono, cioé se
le coniche date k, &’ si toccano in A, la retta L'M, che con-
tiene le ulteriori intersezioni delle due coniche, pud passare
per A, oppure coincidere addirittura con la tangente a co-
mune in A. Nel caso in cui la L’'M, non passa per A, le due
punteggiate proiettive, sovrapposte ad «, una delle quali &
il luogo dei poli dei raggi per A, rispetto all’una conica, €
1" altra il luogo dei poli degli stessi raggi, rispetto all’ altra
conica, hanno per punti uniti distinti A ed il punto ¢ . L'M,.
In tal caso si dice che le due coniche si foccano semplice-
mente in A. Se la I.’M, passa per A (senza eoincidere con «)
la proiettivita tra le puriteggiate suddette ¢ parabolica, col
punto unito in A, e si dice che le due coniche si osculano
in A; se infine la I'M, coincide con «, la proiettivith tra le
due punteggiate diviene identica, e si dice che le due co-
niche hanno in A un contatto quadripunto.

Due coniche che si tocchino semplicemente hanno in co-
mune due punti distinti o coincidenti, diversi dal loro punto
di contatto; se si osculano, hanno comune un sol punto,
fuori del punto d’osculazione; se hanno un contatto qua-
dripunto, nessuno.

5. Estensione del teorema di Desargues al caso di una
trasversale esterna alla conica.

11 teorema del quadrangolo inscritto in una conica, puo
venire esteso al caso in cui la trasversale con cui si segano
i lati del quadrangolo e la conica, abbia comuni con ¢uesta
due punti immaginari. ,

A tal uopo occorre stabilire il Lemma:

Se s’ immagina una conica k generata da due jusct
proiettivi S, S, I punti uniti immaginari della proiettiviti
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che intercede tra le punteggiate sezioni dei due fasci con
una retta p, esterna a Kk, sono i punti doppi dell’ involu-
.glone subordinata da kK sulla retia p.

Chiamiamo prima punteggiata quella segata da S sulla
retta p, e seconda quella se-
gata da S'. Per trovare 1’omo- _
logo del punto Q di p nella \Z
2* punteggiata, dovremo pro-
iettare Q da S nel punto R
di £ ed R da S nel punto
di p, e per trovare I’omo-
logo di Q nella 1* punteg-
giata, dovremo proiettare Q
da S nel punto T di £k e T
da S nel punto @, di p.

La retta ¢ che riunisce i
puntiM =ST. SR, N =SS RT,
risulterd la polare di Q.

Considerando ora il quadrangolo SS'RT segato dalla tra-
sversale p, avremo che le coppie QQ, ed A (= p.SY)
A’ = (p.RT), individuano un’involuzione di cui Q ¢ un
punto doppio. Dunque il coniugato armonico di Q rispetto
alla coppia Q'Q, coincide col coniugato armonico di.Q rispetto
alla coppia AA". Ma essendo ¢ la polare di Q, il punto Q, = ¢gp
sard il coniugato armonico di Q rispetto alla coppia AA’ e
quindi rispetto alla Q'Q,; donde
si trae che 1 involuzione unita
della proiettivita tra le due pun-
teggiate sezioni dei fasci S, §,
& 1" involuzione dei punti coniu-
gati rispetto a & (§ 6, n° 12).

Cid premesso, s¢ ABCD ¢ un
quadrangolo completo inscritto
in una conica k, ed u é una
retta esterna a k%, prendendo i

¥
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punti A, B come centri. di due fasei generatori di k%, e po-
nendo:

L=AC.u,L =BC.u,M=AD.u, M =DBD.u,

la coppia degli elementi uniti della proiettivita che intercede
tra le due punteggiate LM..., L'M ..., cioé (secondo il Lemma
precedente) la coppia comune ad u e alla conica %, appar-
terra all’involuzione delle coppie LM/, L’'M (§ 6, n° 13. 0ss. ).

Dunque secando le coppie di lati opposti di un qua~
drangolo piano completo inscritto in una conica, con una
retta esterna, le tre coppie di punti che cost si ottengono,
stanno in ur’ involuzione con la coppia dei punti imma-
ginari comuni alla retta e alla conica.

OSSERVAZIONE 1% Lo stesso ragionamento serve per pro-
vare che due lati di un triangolo inscritto in una conica %,
e il terzo lato insieme alla tangente nel vertice opposto, se-
gano sopra una retta esterna a & duc coppie di un’invo-
luzione, cui appartienye la coppia imnmaginaria comune alla
retta e alla conica. Si vede poi subito (anche senza ricor-
rere al ragionamento precedente) che 1’involuzione w in-~
dividuata sopra una retta u esterna a %, dalla coppia delle
intersezioni di # con due tangenti di &, e dal punto P ove
u ¢ segata dalla corda di contatto, assunto come punto
doppio, contiene tra le sue coppie i due punti immagi-
nari ove u sega k. Per veder questo, basta osservare che
I’ altro punto doppio della involuzione w, ¢ I’ intersezione di
u con la polare di P rispetto alla conica.

OSSERVAZIONE 2%, Il teorema di Desargues, sotto la forma
datagli da Sturm, & pure suscettibile di un’ estensione ana-
loga a quella esposta in questo n° pel teorema originario di
Desargues. »

Consideriamo un fascio di coniche X (di uno qualunque
dei tipi definiti al n® 1 di questo §), e sia # una trasver-
sale non passante per nessuno degli eventuali punti base
di .
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Se il fascio X segna su 1 un’ involuzione ellittica w, ogni
conica del fascio taglia u in due punti reali. Invero, se il
fascio ha i 4 punti base reali e distinti ABCD, la coppia
comune ad «# e ad una conica di X, apparterrd all’invo-
zione segnata su u« dalle 3 coppie di lati opposti del
quadrangolo ABCD, che ¢ Pinvoluzione ellittica «. Dunque
quella coppia dovra essere reale (§ 6, n® 13. 0ss.).

Analogamente si ragiona, quando due punti base AB
coincidono. L’ipotesi che coincidano anche gli altri due
punti hase CD, va scartata, psrché le coniche di un fascio-
schiera segano sopra ogni retta generica del piano un’in-
voluzione iperbolica (ved. I’ Oss. 1*).

Se due (almeno) dei 4 punti base. sono immaginari, si
potra proiettare il fascio ¥ in un fascio di circoli X'. Si
vedra allora che X' (e quindi X) dovra avere due punti base
reali e distinti, affinch¢ possa esistere una retta sulla quale
g segni un’ involuzione ellittica; e questa retta riuscird se-
gante rispetto a tutsi i circoli di .

Dungue quando la o sia ellittica, futte le coppie (reali),
segate sulla u dalle coniche di X, appartengono ad una
medesima involuzione (§ 12, n° 1).

Supponiamo ora che il fascio-Z segni, sopra una trasver-
sale u, un’ involuzione iperbolica «. Se i quattro punti base
son reali, profittando dell’ estensione sopra stabilita del teo-
rema di Desargues, si vedra che anche le coppie imma-
ginarie segate su u dalle coniche di Z appartengono ad w.

Se due (almeno) dei 4 punti base sono immaginari, con
una proiezione potremo ridurci ad un fascio di cireoli ¥/,
il quale seghi sopra una retta «’ un’involuzione iperbo-
lica w’. ' .

Si tratta di provare che i punti doppi M, N della o’ se-
parano armonicamente (§ 6, n° 13. Oss.) tutte le coppie
— reali o immaginarie — segate su u’ dai circoli di . Sia,
invero, ¢ un cireolo di X', C il suo centro, r il suo raggio,
0 il piede della perpendicolare tirata da C ad «’, S, §' i punti
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ove questa perp. sega ¢. Se P é un terzo punto del circolo e
si pone X = SP . «, X' = SP . , pel teorema di Staudt
(E. § 60), i due punti X, X’ saranno coniugati rispetto a c.
Ora dai triangoli simili SOX, X’0S’ si rileva:

0X.0X = —0S8.0%, cioé: 0X.0X' = r*— d?,

ove d ¢ la distanza OC. Dunque la potenza dell’ involu-
zione subordinata da ¢ su w’, é r* — d* Cio posto, dicasi
Q il punto medio del segmento MN, e si osservi che
QM? = QN? = QC* — r?, perché¢ i segmenti QM, QN hanno
la stessa lunghezza delle tangenti condotte da @ al circolo.
D’ altronde:
OM . ON = (QM — QO0) (QN — Q0) =
—_ @2 - QT/IQ = 7? _((_962 _ @2) = r? — d2;

dunque i punti M, N son coniugati rispetto al circolo c.

Sicch¢ resta stabilito in ogni caso che le coppie reali o
immaginarie, segate sopra una trasversale generica dalle
coniche di un fascio, appartengono ad una medesima in-
voluzione.

OSSERVAZIONE 3% Le considerazioni esposte nell’ Oss. prec.
permettono di riconoscere subito cuali specie di coniche con-
tiene un fascio senza punti base all’inflnito. Si ha cosi il
teorema:

Se un fascio di coniche non ha punti dase all’infinito,
0 esso non contiene parabole (reali) o ne contiene due
(proprie o degeneri): nel 1° caso ¢ tutto costituito da iper-
bole; nel 2° contiene infinite ellissi e infinite iperbole. —
Se jil Jascio ha un sol punto base all’infinito, esso con-
tiene infinite iperbole ed una sola parabola, se ha due
punti base all’ infinito, secondo che questi punti son reali
e distinti o reali e coincidenti o immaginari, il fascio ¢
costiturto da iperbole o da parabole o da ellissi.

Le varie possibilith che puo presentare un fascio, in relazione

alle specie di coniche ch’esso contiene, furono studiate da MoBIus
col calcolo baricentrico (1827).
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6. Esiste sempre un’ ellisse che tocca i lati di un trian-
golo ABC nei loro punti medi, ed il suo centro é il bari-
centro del triangolo. '

Nel fascio schiera costituito dalle coniche tangenti alle
rette AB, BC nei punti M, N, medi tra AB ¢ BC, vi ¢ una.
s0la conica non degenere k& tangente alla retta AC, perché
un punto doppio dell’involuzione segata dalle coniche del
fascio, sulla AC, cade nel punto Q. = MN . AC (Z. § 65), che
¢ il punto di contatto della refia doppia MN.

Il punto ove % tocca AC, dovri essere il coniugato armo-
nico di Q. rispetto alla coppia AC, cioé il punto P medio
tra A, C. Dunque la co-
nica k tocca i lati di ABC
nei loro punti medi.

Si vede subito intuitiva-
mente che questa conica ¢
un’ ellisse, perché non po-
tendo passare da una parte
all’ altra di una retta che
la toechi in un punto pro-
prio, dovrd esser conte-
nuta nell’interno del triangolo ABC, e quindi non potra
avere punti all’ infinito.

Poich¢ la polare del punto Q. rispetto a k&, é la retta BP,
€ la polare di R, = AB. NP ¢ la CM, il centro della % sara
il baricentro O del triangolo (cio¢ il punto di concorso delle
mediane ).

7. Le iperbole equilatere circoscritte ad un dato trian-
golo, formano un fascio, ed il 4° punto base é 1’ ortocentro
del triangolo.

Infatti le iperbole equilatere passanti pei punti ABC se-
gano sulla retta all’infinito le coppie dell’ involuzione asso-
luta, e quindi passano per un quarto punto D, ben deter-
minato (§ 12, n° 2. Oss. 2*). Ogni conica (reale) passante
per ABCD dovra segare sulla retta all’infinito una coppia
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dell’ involuzione assoluta (§ 12, n° 5), e siccome ad un’in-
voluzione ' ellittica non appartengono coppie immaginarie
(§ 6, n° 13. Oss.), si conchiude che ogni conica per ABCD &
un’ iperbole equilatera. Dunque le iperbole equilatere per
ABC costituiscono fuffo un fascio.

Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo ABCD do-
vranno segare sulla retta all’infinito tre coppie dell’ invo-
luzione assoluta, cioé AD sara perpendicolare a BC, AC a
BD, AB a DC; ossia D sard il punto delle altezze del trian-
golo ABC.

OsSERVAZIONE. Dal teorema dimostrato risulta che per 4
punti generici del piano passa una ed una sola iperbole
equilatera.

Invero, se ABCE sono i 4 punti indipendenti dati, e il
quadrangolo ABCE non ¢é ortogonale (cioé i punti all’infi-
nito delle sue coppie di lati opposti non son coniugati nel-
I’ involuzione assoluta ), un’iperbole equilatera pecrr ABCE
dovrd passare per gli ortocentri dei 4 triangoli ABC, ABE,
BCE, ACE, e quindi sard perfettamente determinata.

11 teorema 7 trovasi in BriaNcHoN e PoNcELET (Recherches sur
la détermination de I’ hyperbole équilatére, au moyen de quatre
conditions, 1820-21).

8. Le coniche che posseggono un dato triangolo autopo-
lare EFG, e che segano sopra una retta u (diversa dai lati
del triangolo) una data involuzione ellittica v, formano un
Jascio coi quatiro punti base reali.

Costruiamo anzitutto un quadrangolo completo che abbia
EFG come triangolo diagonale, e le cui coppie di lati op-
posti segnino sulla u tre coppie dell’involuzione w. Percid
basterd costruire due rette [, m uscenti da I, armoniche
rispetto alle due FE, FG, e proiettanti una coppia dell’in-
voluzione w; e due altre rette p, ¢ uscenti da G, armoniche
rispetto a GE, FG, e proiettanti pure una coppia di ». Le
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quattro rette I, m, p, ¢ risulteranno reali, per 1’ ipotesi che
la w sia ellittica (%. § 37). Ponendo:

A=ly, B=mp, C=lIp, D=mg,

il quadrangolo completo ABCD, avra due dei punti diago-
naliin F =Im = AC.BD, G = pg == AD . BC, e I’altro punto
diagonale dovrad essere comune ai raggi armonici di FG ri-
spetto alle coppie Im, pg, e quindi coincidera con E.

Le coniche passanti per ABCD segano sulla x le coppie
{tutte reali — § 6, n° 13, Oss.) dell’ involuzione ellittica w, e
siccome una conica ¢ individuata da un triangolo autopolare
e da due punti (§ 9, n° 4. Oss.), e d’altra parte rispetto alle
coniche del fascio ABCD, il triangolo EFG ¢ autopolare, si
conclude che ogni conica rispetto alla quale EFG sia auto-
polarc e che seghi sulla © una coppia di , appartiene al
fascio ABCD (e viceversa ).

9. Le iperbole equilatere rispetto alle quali un dato
triangolo EFG é autopolare, formano un fascio, che ha
per punti base i centri dei circoli inscritto ed ex-inscritti
al triangolo.

Questa prop. € un caso particolare metrico della prece-
dente. La retta u ¢ in tal caso all’ infinito e la « ¢ I’ involu-
zione assoluta. I lati /m del quadrangolo base ABCD, do-
vendo dividere armonicamente la coppia FE, FG, e dovendo
essere ortogonali, saranno le bisettrici degli angoli formati
dalle TE, FG; e analogamente dicasi per le altre coppie di
lati del quadrangolo. Da cid segue subito il teorema.

10. Le polari di un punto rispetto alle coniche di un
Jascio, formano un fascio.

Sia X il fascio di coniche (di uno qualunque dei tipi de-
finitivi al n® 1 di questo §) e k, % sieno due coniche del
fascio. Diciammo p, p' le polari di un punto generico P rispetto
alle coniche %, k', e Q il punto comune alle p, p'. Poiché le
coppie (reali o immaginarie) segate sulla retta PQ dalle
coniche %, k', sono ambedue armoniche con la coppia PQ
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(§ 6, n° 13. Oss.), involuzione segata sulla PQ dalle co-
niche di X, avrd per punti doppi P, Q (§ 12, n° 5. 0ss. 2*):in
~altri termini, questi due punti saranno coniugati rispetto a
tutte le coniche del fascio; e quindi la polare di P rispetto
-ad una conica qualunque di I, dovrd passare per Q (e la
polare di Q passera per P). — Il lettore verifichera che ognit
retta per Q pud riguardarsi come polare di P rispetto ad
una conica di X, osservando che due punti generici del
piano son coniugati rispetto ad una (sola) conica di 2.

. OSSERVAZIONE. Dualmente si ha che ¢ poli di una retta
rispetto alle coniche di una schiera, appartengono ad unc
retta. .

In particolare se la retta data ¢ all’infinito, si ha il teo-
rema:

I centri delle coniche inscritte in un quadrilatero, giac-
ciono sopra una rette, la quale contiene i puntt medi delle
coppie di vertici opposti del quadrilatero (cefr. col n® 4 del
§ 7. Oss.).

Questo teorema serve per costruire il centro di una co-
nica data mediante 5 tangenti abcde: infatti il centro cer-
cato ¢ il punto comune alle rette che contengono i punti
medi delle diagonali dei quadrilateri abed, abce.

Se ne deduce pure la seguente proposizione:

Date in un piano 5 rette indipendenti, le cinque rette
che contengono i punti medi delle diagonali dei quadri-
lateri che si possono formare aggruppando a 4 a 4 le rette
date, concorrono in un medesimo punto.

11 teor. 10 & dovuto a PonceELET (1822), e il teorema relativo
al luogo dei centri delle coniche inscritte in un quadrilatero, & di
‘NewTtoN (1687).

11. I poli di una retta rispetto alle coniche di un fuscio,
Jormano una conica. :

Diciamo ancora k, &’ due coniche del fascio %, ed U, U’ i
poli di una retta u, rispetto a %, &’. Mentre un punto P de-
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scrive la u, le sue polari p, p' rispetto a k&, k' descrivono
due fasci, di centri U, U, proiettivi alla punteggiata descritta
da P; sicche¢ il punto Q = pp’, coniugato di P rispetto a tutte
le coniche del fascio (n° prec.), descrive una conica [, pas-
sante per U, U’. Ogni punto Q di [ avra per coniugato ri-
spetto a tutte le coniche del fascio, un punto P di u, sicché
la conica ! apparird anche come il luogo dei poli di u ri-
spetto alle coniche del fascio 2, e si dird percio la conica
polare di u rispetto a 2.

OSSERVAZIONE 1°, Proviamo che la conica polare diu ri-
spetto al fascio 2, subordina sulla retta 1 U involuzione
stessa che vien segata dalle coniche di X. Cid é ben chiaro
quando la conica ! sega la u in due punti reali, ché allora
questi due pﬁnti risultano di contatto per le due coniche
del fascio tangenti ad u. Ma in ogni caso considerando la
conica ! gencrata 'dai fasci proiettivi U, U, la proiettivitd tra
le punteggiate sezioni di quei fasci con la wu, risultera il
prodotto delle involuzioni subordinate sulla x dalle coniche
k, k' fissate, e quindi le coppie dei punti doppi di queste in-
voluzioni saranno divise armonicamente dalla coppia dei
punti uniti, reali o immaginari, della proiettivith suddetta
(§ 6, n° 13. Oss.), cioé dalla coppia comune alla conica ! e
alla u (ved. il Lemma al n°® 5 di questo §).

Ricordando 1’ Oss. 3% del n°® 5 di questo §, potremo dire
che la conica luogo dei centri di un fascio, che non abbia
punti base all’ infinito, é un’ellisse o un’iperbole secondo
che il fascio é tutto costituito da iperbole oppure contiene
ellissi, iperbole e parabole.

OSSERVAZIONE 2°. Se il fascio £ ha i 4 punti base reali e
distinti ABCD, poiché il triangolo diagonale EFG del qua-
drangolo completo ABCD, & autopolare rispetto a tutte le
coniche del fascio, il punto u . FG avrd per coniugato ri-
spetto a tutte le coniche di X il punto E. Sicché la co-
nica ! passera per E. Analogamente si vede che essa pas-
serd per F, G.
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Poiché inoltre ogni punto P di un lato AB del quadran-
golo, ha per coniugato, rispetto a tutte le coniche di X, il
punto ) coniugato armonico di P rispetto alla coppia AB,
la conica [ passerd pure pei coniugati armonici dei punti
ove u incontra i lati del quadrangolo, rispetto alle coppie di
vertici situate su questi lati.

Per ricordare che la conica ! contiene i 6 poli di u rispetto
alle coppie di vertici di ABCD, e i punti diagonali di questo
quadrangolo, si dice che { ¢ la conica dei nove punti, rela-
tiva al quadrangolo ABCD, segato dalla trasversale u.

In particolare, quando il quadrangolo ABCD ¢ ortogonale
{cio¢ le coppie di lati opposti son perpendicolari), in guisa
che il fascio é tutto costituito da iperbole equilatere (§ 12,
n° 7), la conica polare della retta all’ infinito «, subordinera
su « I'involuzione assoluta, che vien segata dalle iperbole
del fascio; cio¢ sard un circolo. I nove punti diverranno in
tal caso i punti medi dei lati del triangolo ABC, i picdi delle
altezze di questo triangolo (le quali concorreranno in D) e
i punti medi dei segmenti AD, BD, CD. Possiamo dunque
enunciare il teorema seguente:

I punti medi dei lati di un triangolo, i piedi delle al-
tezze e i punti medi dei segmenti compresi tra i vertici e
I ortocentro, appartengono ad un medesimo circolo.

Tutte le iperbole cquilatere rispetto alle quali un dato
triangolo EFG é autopolare, costituiscono, come sappiamo,
(§ 12, n° 9), un fascio che ha per punti base ABCD i centri
dei circoli inscritto ed ex-inscritti ad EFG. Il luogo dei centri
di queste iperbole sard dunque il circolo (Oss. 1*) circoseritto
al triangolo diagonale di ABCD, cio¢ ad EFG. Dunque:

Il luogo dei centri delle iperbole equilatere rispetto alle
quali un dato triangolo é autopolare, ¢ il cerchio circo-
scritto a questo triangolo.

La considerazione della conica polare di una retta rispetto ad

un fascio di coniche, trovasi in PoNcELET (1822). In GERGONNE (1821)
trovasi un caso particolare della proposizione relativa alla specie
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della conica luogo dei centri delle coniche di un fascio; la qual
conica fu poi studiata diffusamente da STEINER (1858).

1l eircolo dei nove punti relativo ad un dato triangolo, fu con-
siderato dapprima da BriancHoN e PonciLET (1821), come I[uogo
dei centri dellc iperbole equilatere circosecritte al triangolo, eppot
da Fruerpacu (1822).

12, Dall’ ortocentro di ogni triangolo circoscritto ad una
parabola, cscono due tangenti reali della curva, ortogo-
nali tra loro.

Sia abc un triangolo circoscritto ad una parabola %, ¢
sia O il punto delle altezze del triangolo abe. Indicando con
d la retta all’ infinito del piano, potremo dire che la coppia
delle tangenti, reali o immaginarie, mandate da O alla conica,
appartiene all’ involuzione delle coppie che proiettano da O
Ie tre coppic di vertici opposti del quadrilatero abed; e cio
applicando la prop. duale del tcorema di Desargues, esteso
come al n® 5 di questo §.

Ma in base all’ Oss. 2* dello stesso n.° 5, potremo di pit
dirc che le tangenti mandate da O alla conica sono reali
(cio¢ che il punto O ¢ esterno). Invero le tre coppie di ver-
tici opposti del quadrilatero abed son proiettate da O, se-
condo tre coppie di angoli retti, e quindi le coppie di tan-
genti mandate da O alle infinite parabole della schiera che
ha per rettc hase lo abed, costituiscono 1 involuzione -el-
litticre degli angoli retti aventi per vertice O; donde segue
che il punto O é esterno a tutte le parabole della schiera.

Si conclude pertanto che da O escono due tangenti reali
e ortogonali della parahola #.

Questo teorema & dovuto a STEINER (1828).

13. La condizione necessaria e sufficiente affinchée un
fuscio di coniche contenga uno ed un sol circolo, ¢ che lu
conica luogo dei centri delle coniche del fascio, sia urn’ iper-

bole equilatera.
SEVERL 18
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Invero, se un fascio di coniche X contiene un sol circolo
¢, la retta all’ infinito non potra contenere nessuno dei punti
base (reali o imm.) del fascio, e inoltre I’ involuzione su essa
segata da 3, sard certo iperbolica, perché a quest’ involuzione
deve appartenere la coppia comune a c¢ ¢ alla retta all’ infi-
nito, cio¢ la coppia dei punti ciclici (ved. I’ Oss. 2* al n° 5 di
questo §). Poiché inoltre la coppia reale degli elementi doppi
dell’involuzione suddetta, deve essere armonica con la coppia
dei punti ciclici, si conclude che quei punti doppi son co-
niugati nell’involuzione assoluta, e quindi che la conica luogo
dei centri delle coniche di 2, ¢ un’iperbole equilatera (§ 12,
n° 11, Oss. 17).

Viceversa, se la conica luogo dei centri delle coniche di
un fascio X, & un’iperbole equilatera, il fascio scgnera sulla
retta all’infinito un’involuzione a cui apparterra la coppia dei
punti ciclici, e quindi tra le coniche di ¥ vi sard un circolo.

OSSERVAZIONE 1% Se un fascio.di coniche conticne due
circoli, due punti base cadranno nei punti ciclici e quindi
tutte le coniche del fascio saranno circoli. In tal caso il
luogo dei centri dei circoli (non degeneri) del fascio, ¢ una
retta perpendicolare all’ asse radicale ad essi coinunc.

OSSERVAZIONE 2% Se nel fascio di coniche X ¢ ¢ un solo
circolo, i punti all’ infinito U, V dell’ iperbole cquilatera luogo
dei centri, separano armonicamente tutte le coppie, reali o
immaginarie, segnate sulla retta all’infinito dalle coniche
di 2 (§12, n°® 11, Oss. 1), cioé i due punti U, V son coniu-
gati rispetto a tutte le coniche del fascio, e quindi essi sono
i punti all’infinito degli assi di tutte queste coniche.

Dungque il teor. 13 pud enunciarsi sotto quest’ altra forma:
La condizione necessaria e sufficiente wffinché un fascio
di coniche contenga un (sol) circolo, é che gli assi di due
(e quindi delle infinite) coniche del fascio, sieno tra loro
paralleli.

OSSERVAZIONE 3%, Se i 4 punti base del fascio di conicke
che contiene un circolo, son reali ¢ distinti, le coppic di lati
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opposti del quadrangolo base dovranno segare sulla retta
all’ infinito, coppie armoniche con la UV, e poiché U, V son
coniugati nell’ involuzione assoluta, ne segue che: Quando
un jascio di coniche coi 4 punii base reali ¢ distinti,
contiene un circolo, gli assi di una conica qualunque del
Juscio son paralleli alle bisettrici delle coppie di lati op-
posti del quadrangolo base; cioé le coppie dei lati opposti
del quadrangolo base jformano con ogni asse angoli uguali,
ma di verso contrario. E viceversa.

Piu in generale, lo stesso ragionamento prova che, se al
fascio appartiene una conica spezzata in due rette, gli assi
di una conica del fascio son paralleli alle bisettrici degli an-
goli formati da queste rette.

Ne segue una soluzione elegante del problema di co-
struire le direzioni degli assi di una conica individuata
da 5 punti.

Per tre A, B, C di quei punti, si conduca un circolo, e se
ne trovi 1’ ulteriore intersezione D con la conica (§ 12, n° 2).
Le bisettrici di una delle coppie di lati opposti-del quadran-
golo ABCD, daranno le direzioni degli assi.

La condizione affinché i 4 punti comuni a due coniche appar-
tengano ad un circolo, fu trovata da DE LA HIRE e HUYGENS (1680).

14. Le coppie di punti (reali o immaginari) segate
dalle coniche di un fascio sopra una conice che passi per
due punti base (reali o imm. coniugati) del fascio, sono
congiunte da rette (reali) concorrenti in un medesimo
punto. '

Sia % la conica data, X il fascio dato con due punti base
‘A, B sopra k, ¢ sia r la retta reale .che congiunge gli
altri due punti base C, D, reali o immaginari coniugati, del
fascio 2. .

Se uno (solo) dei punti C, D appartiene a %k (nel qual caso
i punti C, D son certo reali), il teorema. & evidente. Se poii
due punti C, D appartengono a k, cio¢ se k& ¢ del fascip X,
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allora la congiungente dei punti ulteriormente comuni a %
e ad una conica di ¥, sara la retta fissa » = CD.

Supponiamo dunque che i punti C, D non appartengano
a k; ¢ diclamo £ una conica del fascio X, ¢/, D’ i punti reali
o immaginari (§ 12, n°4) in cui essa sega k, fuori di A, B;
ed r la congiungente reale di C’, D'.

In forza del teorema di Desargucs-Sturm, esteso al n® 5
(0ss. 2%) di questo §, le coppie segate sulla » dalle coniche
del fascio X', che ha per punti basc ABC'D’, apparterranno
ad una medesima involuzione. In particolare, apparterranno
ad un’ involuzione: la coppia CD, scgata da &, la coppia MN,
segata da f, e la coppia PQ, scgata- dalle due rette AB ed 7
che costituiscono una conica degencre di .

Poich¢ al variare della conica %' nel fascio ¥, non muta
la coppia CD, né la MN, né il punto P = AB . r, non mutera
il coniugato Q di P nell’ involuzione individuata dalle coppie
CD, MN; cioe il raggio ' passerd pel punto fisso Q, appar-
tenente alla retta che congiunge i due punti base di 2, non
giacenti su k.

11 teor. 14 trovasi stabilito nel Traité di PonceLET (1822), me-
diante una opportuna proiezione centrale.

15. Costruire la conica che passa per due punti dati,
reali o immaginari, e che é osculatrice in un punto assc-
gnato ad una data conica.

Sia %k la conica- data, P il punto assegnato su essa ed
A, B i punti dati, fuori della conica k.

Le coniche passanti per A, B ¢ tangenti in P alla %, for-
mano un fascio X, siceché (n° pree.) le rette che riuniscono
le coppie segate su %, fuori di P, dalle coniche di X, pas-
sano per un punto fisso S della retta AB.

Per costruire §, basterd intersecare la AB con la corda,
diversa dalla tangenté in P, comune a £ e ad una conica
generica di T (§ 12, n.° 4). — Se P’ ¢ il punto ove la retta
SP taglia %, fuori di P, ¢ evidente che la conica di X pas-
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sante pel punto P’ e tangente a 4 in P, non incontrera £k,
fuori di P e P/, cio¢ sard osculatrice a k-in. P (§ 12, n° 4,
Oss. 2"). Questa costruzione mostra che la conica richiesta
< unica.

OSSERVAZIONE 1.* La conica di X passante per un punto
M, variabile su k, incontra %, fuori di P, M, in un punto N
(§ 12, no° 2)‘ che coincide con P, soltanto quando M viene
:;L cadere in P’. Sicch¢ si pud definire intuitivamente la co-
nica di 2 osculatrice in P a %, come la posizione limite di una
conica di X, che passi per un punto di k%, il quale tenda a P.
Iid in questo senso si puo dire che la conica osculatrice ha
comune con k il punto P e due altri punti. successivi, infi-
nitamente vicini a P. . .

OSSERVAZIONE 2°. La costruzione esposta. cade in difetto
quando la retta PS risulta tangente a & in P; cio¢ quando
P’ coincide con P. In tal caso se un punto M si muove su %,
e la conica di £ che passa per M, sega k&, fuori di P, M, nel
punto N, la retta MN passerd per un punto fisso della tan-
gente in P, e quando M si avvicinerd a P anche il punto N
tenderd a P; cioé la conica variabile tenderd ad una conica
avente un contatto quadripunto con k in P.

Piu tardi impareremo una costruzione valida in tutti i
casi.

OSSERVAZIONE 3.2 Se A, B sono i punti ciclici, si ottiene
in particolare la seguente costruszione del circolo osculatore
ad una conica K in un suo punto P. Si tracci un circolo
tangente a k in P, e segante ulteriormente la conica nei
punti M, N, Da P si tiri la parallela ad MN: il circolo pas-
sante pel punto P/, ove questa parallela incontra ulterior-
mente %, e tangente a £ in P, & il circolo richiesto.

Ricordando 1'Oss. 3* al n.° 13 di questo §, si vede in
primo luogo che la tangente a k& in P e la retta PP, for-
mano con un asse della conica angoli uguali, ma di verso
contrario: donde si trae una costruzione semplicissima della
retta PP quando sia dato un asse della conica. In secondo
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luogo si vede che il punto P’ pud coincidere con P, solo se
la tangente a k& in P ¢ parallela ad un asse, cio¢ se P é un
vertice della conica. Dunque il circolo osculatore ad una
conica in un punto, ha un contatto quadripunto con la co-
nica, soltanto se quel punto é un vertice.

La costruzione esposta del circolo osculatore ad una conica
in un punto, ¢ dovuta a PoNcELET (1822). La proprietd che la tan-
gente e la corda comuni ad una conica e ad un suo circolo oscu-
latore, sono -equinclinate - sopra un .asse della conica, trovasi im
SmsoN (1735).

16. Se un 2n—gono semplice inscritto in una conica S¢
deforma in guisa che 2n—1 de’ suol lati ruotino attorno
ad altrettanti punti di une retta, anche il rimanente
lato ruoterd attorno ad un punto di questa retta.

Questo teorema, che coincide sostanzialmente con quello
dimostcato (seguendo MoBIUs) al n.° 6 del § 11 (Oss.), si
pud anche presentare come un’ applicazione del teorema di
Desargues. '

Dimostriamolo anzitutto per un quadrangolo A,AAA,,
inseritto in una conica &, ed i cui lati AjA,, A,A; AjA, pas-
sino ordinatamente pei punti 8,8,8, di una retta u. Variando
il quadrangolo in modo che i vertici scorrano sulla /% e che
i lati suddetti passino sempre pei punti S.S,S, resteranno
fissi i punti, reali o immaginari, comuni alla z ¢ a k&, e pel
teorema di -Desargues (esteso come al n.® 5 di questo §),
il lato A A, dovra passare pel coniugato del punto S, nel~
I’involuzione individuata dalla coppia comune a k e ad u,
e dalla coppia S;S;; e quindi il punto S, ove A A, meontra Uy
restera fisso al deformarsi del quadrangolo.

Procediamo ora per induzione completa, -supponendo di-
mostrato il teorema per i poligoni inseritti, di un numero pari
di lati, inferiore a 27, e dimostriamolo per i~ poligoni di 2
lati. Poiché il teorema é& gid stabilito per n = 2, risultera
allora la sua validitd in ogni caso.
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Sia A A, ... A,, il dato 2n-gono inscritto in &, ed i cui lati
AAy ALA,, . Ay1A,, passino ordinatamente pei punti ‘S
Sg «e Sen— della retta u. Dall’ ipotesi che il teorema sia vero
per i poligoni di 2n—2 lati, considerando il (22—2)-gono
inscritto A,A; ... Ayp—y, Si deduce che la retta A,,—, A, pas-
sera per un punto fisso S della u; e quindi applicando il
teorema al quadrangolo A,A,A,,—A,,, i cui lati AA, AA, .,
A,,—A,, passano pei punti fissi S,SS,,—;, si conclude che il
lato A, A, passera per un punto fisso S,, della u, c. d. d.

OsseRVAZIONE 1. Dal teorema dimostrato segue chef
Il problema di inscrivere in una conica un 2n-gono tale
che i suoi lati passino per 2n punti assegnati Sopra unda
retta, non ammette nessuna soluzione oppure ne ammette
infinite. Invero, se S,S, ... S,, sono i punti assegnati sulla u;
prendendo un punto A; di % come 1° vertice del 2n-gono
da costruirsi, il vertice A, sara 1’ ulteriore intersezione di &
con la retta A;S,, il vertice A; I'ulteriore intersezione di %
con la retta A,S,, ..., il vertice A,, I’ ulteriore intersezione di
k con A,—; S;u—1. Se il lato A, A, non taglia la retta v nel
punto S,,, ma nel punto S, variando comungue il punto A,
da cui partimmo, il lato A, A, passera sempre per S, ed
il problema non ammetterd soluzioni; mentre se A,,A, ta-
glia v nel punto S,,, ogni punto della conica si potra as-
sumere come vertice A,, cio¢ il problema ammettera - infi-
nite soluzioni. _

OSSERVAZIONE 2.* Dal teor. 16 si trae pure una soluzione
del problema: Inscrivere in una conica un (2n—1)-gorio tale
che i suoi lati passino per 2n—1 punti, dati sopra unae retia..
Si costruisca un poligono A A, ... A,, inscritto in k& e di cui
2n—1 lati passino ordinatamente per i 22—1 punti dati. L. ul-
timo lato A,,A, taglierd la retta u, a cui appartengono questi
punti, in un punto fisso S, indipendente dalla posizione sulla
conica del 1° vertice A,. Il problema sarad risoluto quando
avremo trovato quelle posizioni di A, per cui A,, coincide
con A,. E chiaro che- queste posizioni sono i punti di cou-~
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tatto delle tangenti mandate da S alla conica. Il problema
¢ di 2° grado. :

11 teor. 16 & di ‘BRIANCHON (1810). Le conseguenze contenute
nelle Osservazioni trovansi in PoNCELET (1822).

17. Costruire una conica passante per tre punti reali
ABC e tangente a due dale rette r, s.

Diciamo R, S i punti di contatto incogniti risp. con r, s.
L’ involuzione individuata sulla retta AB dalla coppia AB e
dalla coppia R,S, dei punti ove la AB ¢ segata da r, s, ha
un punto doppio nell’ intersezione della AB con la retta RS
(E. § 65); e analogamente 1’involuzione individuata sulla
AC della coppia AC ed R,S, (ove R,=AC.r,S,=AC.s),
dovra avere un punto doppio nell’ intersezione di AC con RS.

Dunque intanto perchc¢ la conica richiesta esista, biso-

AR, AR, y g
BS, ’<CSQ> sieno  entrambe

iperboliche, cio¢ che ¢ tre punti ABC cadano in un mede-
simo angolo completo rs.
Viceversa, se questa condizione ¢ soddisfatta e quindi le

gnerd che le involuzioni (

involuzioni <AR‘> R (AR2> sono iperboliche, coi punti doppi
BS, CS,

rispettivi U,V, e U,V,, ogni retta che congiunga un punto
doppio dell’una con un punto doppio dell’ altra, segherd le
r, 8 in due punti tali, che la conica passante per essi e per
A, B, C, toccherd le due refte r, s, ciod sard una soluzione
del problema.

Dunque in tal caso si ottengono 4 soluzioni reali, corri-
spondenti alle rette U,U,, U,V,, V,U,, V,V.,. '

OSSERVAZIONE 1.* Se le due rette date v, s sono immagi-
narie (cioé son date come raggi doppi di un’involuzione
ellittica in un fascio), le considerazioni precedenti conti-
nueranno a sussistere, con la sola variante che i punti R,S,
saranno immaginari coniugati, e cosi i punti R,S,. In tal

caso dunque le due involuzioni <AR“> , <AR? saranno di
- BS,/ ’ \CSs,
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necessitd “iperboliche,. cio¢ il problema sard risoluto da
quattro coniche reali, che si potranno costruire facilmente,
perché ciascuna di esse risulterd individuata dai tre punti
ABC e da una coppia di punti immaginari (£. § 63).

OSSERVAZIONE 2.* Lo stesso procedimento permette ~ di
costruire una conica passante per tre punti reali e bitan-
gente ad una conica data (reale o immaginaria); e cid
in base al teorema di Desargues-Sturm pei fasci-schiera.
Nel ragionamento precedente basterd intendere che i punti
R;S, ed R;S, sieno le intersezioni della conica data con le
rette AB, AC. E facile vedere (tenendo présente'anche 1a
proprietd delle involuzioni ellittiche di non contenere coppie
immaginarie) che il problema avra 4 soluzioni reali allora
e solo allora che i tre punti dati sono tutti interni o
tutti esterni rispetto alla conica. In particolare -dunque il
problema avrda 4 solusioni reali, quando la conica data é
immaginaria.

18. Il luogo dei centri cdelle iperbole equilatere inscritte
in un triangolo, é il circolo rispetto a cui quel triangolo
¢ autopolare.

Sieno a, b, ¢, i lati del triangolo dato. Le infinite iperbole
del sistema si ottengono costruendo le coniche che toccano
vd, b, ¢ e che passano per le coppie
dell’ involuzione assoluta.

Sia RS una tal coppia ed r,s,,
r,8, le coppie di raggi che la pro-
iettano dai vertici ab, ac di due .
angoli acuti del triangolo. Tradu-
cendo per dualitd le considera-
zioni del n.° pree., Si vede anzi-
tutto che affincheé esistano iperbole
reali per R,S e inscritte in abe,
bisogna e basta che non si separino né le coppie ab, rs,
neé le coppie ac, 7,8;. Per I'ipotesi che gli angoli b, ac sieno
acuti, il terzo vertice bc dovra dunque risultare interno al




rettangolo di cui r,r,, 8,8, son coppie di tali opposti; e quindi
il tfriangolo abc dovrd essere oftusangolo in-be. Viceversa, se
questa condizione ¢ soddisfatta, esisteranno infiniti rettan-
goli aventi per diagonale il lato opposto all’angolo ottuso,
e contenenti nell’ interno il vertice bc (nella fig. son tutti
- quelli che hanno un vertice nell’ arco di circolo HIK ); sicché
vi saranno infinite coppie dell’involuzione assoluta, ciascuna
delle quali dard 4 soluzioni reali.

. - S . . far
Se wu,v,, uv, sono i raggi doppi delle involuzioni <bsl)
T , 1

ar Lo . .
<é < 2) , da ogni punto comune ad un raggio doppio dell’ una.
2

e ad un raggio doppio dell’altra, esciranno due rette tan-
genti in R,S ad unw’ 1perbole inseritta in abe: dunque i punti
L=uu, M=uupv, N = z},u?, P = v,0, saranno i centri delle
4 soluzioni corrispondenti alla coppia RS. '

Poiche le w,v,, u,0, separano armonicamentec le coppie
ab, ac, il quadrangolo LMNP avrd per triangolo diagonale:
abe, e kluin.di 'questo triangolo sardautopolare rispetto a
tutte le coniche 'passanti per LMNP. Siccome inoltre le hi-
settrici delle coppie di lati opposti u,v,, uv, (che sono le
rette r,s,, 1,8, ) son parallele tra loro, si conclude che i 4
punti LMNP appartengono ad un eircolo ( § 12, n.° 13. Oss. 3%).
Questo- circolo ha il centr‘o nel punto delle altezze di abe
(§ 10, n.°> 4).

OSSER\ AZIONE. Rlsulta da quanto precede che ogni trian-
golo circoseritto ad un’ iperbole equilatera é ottusangolo, o,
in: particolare, rettangolo quanclo due lati coincidano cogli
asmtotz : '

H teor. 18 & dovuto a SEYDEWITZ (1843).

19. C()struzre una conica tangente ad uria refta u e pas-
sante per due puntt reali e per una. coppia di punti im-
maginari, o per-due coppie di punti immaginari.

Tutte le coniche soddisfacenti all’una o all’altra deélle
ultime condizioni enunciate, formano un fascio I, che sega:



sulla z le infinite coppie di un’ involuzione (§ 12, n.° 5) della.
quale gid si conosce una coppia, che ¢ segata dalle due rette
contenenti le due coppie date di punti base. Per trovare
un’ altra coppia dell’ involuzione, basterad assumere sulla » un
punto arbitrario, e costruire I’ ulteriore intersezione di « con
la conica di X passante per quel punto; il che sisa fare linear-
mente, tanto se due punti base son reali, quantc se tutti
sono immaginari (E. § 63).: ,

Una volta individuata I'involuzione, se ne costruiranno i
punti doppt U,V (§ 6, n.” 14) e, se questi son reali, le co-
niche di ¥ passanti per U V daranno le due soluzioni reali
del problema. : '

20, Sulle trasformaﬁwm quadratiche tra piani.

a) Ricordando i teoremi dimostrati ai n.! 10, 11 di questo §
possiamo dire che, dato un fascio di coniche X (di un tipo
qualunque), chiamando omologhi due punti del piano di 2,
allorquando sono coniugati. rispetto a tutte le coniche del
fascio, si ottiene una corrispondenza involutoria biunivoca, la
quale fa passare da una retta ( generica) del piano ad una
conica non degenere, che & la conica polare di quella retta:
rispetto a 2. ‘

Esistono nel piano dei punti ( fondamentalz) che sono
eccezionali per la corrispondenza, in quanto ciascuno ‘di
essi non ha I’omologo determinate. Nel caso in cui il fascio
2 ha i 4 punti base reali e distinti ABCD, é chiaro che i
soli punti pei quali si verifica questa indeterminazione, sono
i punti diagonali EFG ‘del quadrangolo base. Invero ciascuno
di questi vertici ha per coniugato, rispetto a tutte le coniche
di 2, ogni punto della retta che congiunge gli altri due. .

Le rette EF, FG, GE diconsi fondamentali per la ecorri-
spondenza: ad un punto generico di una di esse corrisponde
un punto fisso, che & il vertice opposto nel triangolo EFG;
e ai due vertici situati su quel lato, corrispondono gl’infiniti
punti dei lati rispettivamente opposti.

Finché una retta del piano non passa per E, F, G ai puntx
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di’'quella retta corrispondono i punti di una conica, la quale
dovrd’ contenere i coniugati dei punti in cui la retta data
sega le tre rette fondamentali, cioé i punti EFG (efr. col-
P Oss. 2* al n.° 11 del § 12). Se la retta viene a passare per
uno dei punti fondamentali, la conica pclare corrispondente
si scinde nella Petﬁa fondamentale opposta, e nell%t coniugata
armonica della retta data rispetto ai dué lati del quadran-
golo, che concorrono in quel punto fondamentale.

Il' punto omologo di un punto P del piano, esterno alle
rette fondanientali, si ottiene come ulteriore intersezione
delle coniche passanti per EFG, e corrispondenti alle infinite
rette uscenti da quel punto. Se il punto P cade sopra una
retta fondamentale, ma ¢ diverso da un punto fondamentale,
le coniche che corrispondono a due rette per P, non si po-
tranno segare in un punto diverso dai fondamentali, ché al-
trimenti le rette condotte per P si taglierebbero in un punto
esterno alle rette fondamentali, contro il supposto. Dunque
(§ 12, n.° 2) quelle coniche si tocecano in uno dei tre punti
fondamentali. Tenendo conto della continuita della corri-
spondenza, si vede che il punto fondamentale di contatto &
opposto alla retta fondamentale su cui cade il punto P; sicché
pud dirsi che ai punti di una retta fondamentale corrispondono
i punti infinitamente vicini al punto fondamentale opposto.

Si conclude pertanto che:

« Dato un fascio di coniche, se si chiamano omologhi
« due punti del piano che sieno coniugati rispetto a tutte
« le coniche del fascio, si ottiene una corrispondenza biu-
« nivoca (involutoria) 1la quale fa passare da una retta
« generica del piano ad una conica. » :

« Se il fascio ha i 4 punti ‘base reali e distinti, le coniche
« che corrispondono alle rette del piano, son quelle passanti
« pei punti diagonali EFG del quadrangolo base. Ad un
« punto infinitamente vicino ad uno dei punti fondamentali
« E,F,G, corrisponde un punto della retta fondamentale op-
» posta; e variando quel punto attorno al punto fonda-
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« mentale, il punto corrispondente varia descrivendo la
« retta fondamentale opposta. Quando una retta viene a
« passare per un punto fondamentale, la conica corrispon-
« dente si scinde nella retta fondamentale opposta e in
.« un’ altra retta residua. »

Una trasformazione siffatta, tra due piani sovrapposti, si
chiama una corrispondenza quadratica (involutoria), per
ricordare ch’essa muta le rette in coniche; il qual fatto
analiticamente si traduce in cid: che le coordinate omogenee
dei punti dell’ un piano, si esprimono come forme intere
di 2° grado (quadratiche) delle coordinate omogenee dei
punti dell’ altro. Per ulteriori dettagli su questa corrispon-
denza quadratica involutoria, vedasi il n.°> 2 del § 14.

0) Un altro escmpio di una corrispondenza quadratica
involutoria tra i punti di un piano, si ottiene fissando nel
piano una conica, reale o immaginaria, £ — cio¢ una pola-
ritd non uniforme o uniforme — un punto Q, e chiamando
omologhi due punti P,P’, allorquando sono allineati con.O
¢ couniugati rispetto alla conica. ' ‘

Invero, mentre il punto P si muove descrivendo una
retta, il punto omologo P’ varia conservandosi sempre- co-
mune al raggio OP e alla polare p di P rispetto a k; e poi-
che¢ 1 raggi OP, p descrivono due fasei proiettivi alla pun-
teggiata descritta da P, si conclude che il punto P’ descrive
una conica. Questa conica passa pel punto O e pei punti di
contatto R, S delle tangenti, reali o immaginarie, mandate
dal punto O alla conica k, se O non appartiene a k%; o tocca
la conica k in O, se questo punto appartiene a %. Inoltre la
conica descritta da P’'sega ulteriormente % nei punti co-
muni a k e alla retta data. ’

Se O non appartiene a k, i punti fondamentali per la trasfor-
mazione sono i punti ORS; e si puod verificare ch’essi godono
delle stesse proprietd gia viste pei punti fondamentali della
trasformazione «). — Senonché, nel caso attuale, ad O corri-
spondono i punti di RS, ad R i punti di OR, ad S ipunti di 0S.
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Se O appartiene a %, i tre punti fondamentali vengono in-
finitamente vicini, cioé le coniche corrispondenti alle rette del
piano, non soltanto toccano in O la k, ma tra loro si osculano.
~-1In ogni caso la conica & appare come luogo di punti uniti.

Supponendo che la conica % sia un circolo reale o im-
maginario — cioé che si tratti di una polarita o di un’an-
tipolaritd rispetto ad un circolo (§ 9, n.° 7) — e che il punto
O coincida col centro del circolo, si ricade nelle frasforma-
zioni per raggi vettori reciproci, gid studiate al n° 19 del § 8.

¢) Si sa che una trasformazione collineare tra due piani
m, =’ ¢ individuata assegnando una proiettivita tra il fascio A
di = e il fascio A’ di n’, e una proiettivitd tra il fascio B di
= e il fascio B’ di o/, in guisa che nelle due proiettivith al
raggio AB corrisponda il raggio A’'B’ (L. § 45).

Se si toglie la restrizione che in entrambe le proiettivita
al raggio AB corrisponda A’B’, e si chiamano ancora omo-
loghi due punti P, P’ dei due piani, quando nelle proiettivita
tra A,A’ e B,B’ ai raggi PA, PB del primo piano, corrispon-
dono i raggi P’A’, P'B’ del secondo piano, tra i due piani
si ha una corrispondenza quadratica (la quale, se.w, =’ sono
sovrapposti, non ¢ in generale involutoria ).

Diciamo &, @’ le rette dei faseci A’,3" che corrispondono
al raggio ¢ = AB pensato nel fascio A o nel fascio B; e 0, «
: le rette dei fasci A,B che
corrispondono al raggio ¢’ =
A’B’ pensato nel fascio A’
o nel fascio B’; e poniamo
inoltre C=ab e C' = a'b.

- Aipuntidi unaretta per A,
diversa dalle 0,c, corrispon-
dono i punti di una retta per
A’, diversa dalle ¢, 0"; anzi,
siccome la punteggiata sulla

. retta per A e quella sulla
Tetta per A’, son sezioni -dei due fasci proiettivi B, B’, la cor-
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rispondenza tra le due punteggiate risulterd proiettiva. Ana-
logamente ai punti di una retta per B, corrispondono proiet-
tivamente i punti di una retta per B'.

Se un punto P di = si muove sopra una retta r uscente
da A (diversa dalle b, ¢) avvicinandosi al punto A, la retta
PB si avvicina a ¢, e quindi il phnto P’ corrispondente a P,
si muove sulla retta omologa r’, in modo che la retta P'B’
tende ad «'; cioé il punto P’ si avvicina al punto comune
alle &, 7. »

Siecché¢ ad un punto infinitamente vicino ad A, corrisponde
un punto della retta a’; e la corrispondenza tra le direzioni
uscenti da A e i punti della &’ & proiettiva, perché la a' é
prospettiva al fascio A’, che alla sua volta é proiettivo ad A.

Analogamente ai punti di = infinitamente vicini a B, cor-
rispondono i punti della retta &'; e la corrispondenza tra le
direzioni per B e i punti di 0’ ¢ proiettiva.

Consideriamo ora una retta r di = uscente da C e di-
versa dalle @, b. Mentre un punto P descrive r, i raggi
A'P’, B'P, omologhi dei raggi AP, BP, descrivono due fasci,
che, essendo riferiti proiettivamente ai due fasci prospettivi
descritti dai raggi' AP, BP, son proiettivi. Ma giacché nella
prospettivith tra i fasci (AP), (BP), al raggio & corrisponde il
raggio a, e d’altronde nella proiettivith data tra A, A’ e B, B,
ai raggi b, a corrisponde il raggio ¢, si conclude che nella
proiettivita tra i fasci - (A’P), (B'PY), il raggio comune ¢ &
unito; ossia che i due fasei son prospettivi. Ne segue che
il punto P’ descriverd una retta r’, la quale passerd per C’,
perche al punto rc della r, corrisponde il punto C'= a’d'.

Cosl ad egni retta uscente da C viene a corrispondere una
retta uscente da C', e la corrispondenza tra i fasci C e C'-¢
proiettiva, perché i duc fasci si possono pensare come proie-
zioni (da C e ¢’) di due punteggiate omologhe uscenti da A, A’.

Se un punto P si muove sopra una retta uscente da C,
avvicinandosi a C, il punto P’ corrispondente si muovera
sulla retta corrispondente,.avvicinandosi ad un punto di ¢’;
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onde al punti infinitamente vicini a C corrispondono i punti
di ¢, ed anzi la corrispondenza tra le direzioni per C e i
punti di ¢ ¢é proiettiva. Considerazioni analoghe possono
farsi scambiando 1’ ufficio dei due piani.

I punti ABC, A’'B'C’ dei piani =, =’ sono i soli che abbiano
gli omologhi indeterminati, e si dicono jfondamentali. Ad
essi corrispondono ordinatamente gl infiniti puntl delle rette
Jondamentali a’'b’c’; abe.

Se un punto P di = si muove descrivendo una retta r
non .passante per nessuno dei punti fondamentali, i raggi
AP, B'P’, corrispondenti ai raggi AP, BP, descrivono due
fasci che risultano proiettivi, perché¢ son riferiti proietti-
vamente ai due fasci prospettivi (AP) (BP). Ma siccome al
raggio ¢/, pensato nel fascio (A’P’), corrisponde nel fascio
(B'P’), il raggio che, nella proiettivith data tra B e¢ B/, ¢
I’ omnologo del raggio B.rb, dall’ipotesi che il punto r&
sia diverso dai punti fondamentali, si trae che il raggio ¢’
non. ¢ unito: cio¢ che il luogo del punto P’ ¢ una conica
(non degenere) la quale passerd evidentemente pei punti
A'B'C’. E analogamente, se si scambia I’ ufficio dei due
piani.

Se in ciascuno dei due piani =, n’ si fissano come cle-
menti fondamentali delle coordlnate proiettive (*) i punti
A,B,C e A'B/C, e si prendono come punti unitd due punti
omologhi U, U, indicando con x,z,x, le coordinate proiet-
tive omogenee di un punto P di =, con &' x',&’; le coordi-
nate proiettive omogenee del punto corrispondente P’ di =',
e rappresentando coi simboli A (BCUP), B(ACUP),... i bi-
rapporti delle quaderne di raggi che da A, B,.. proiettano
le quaderne di punti BCUP, ACUP,..., avremo:

ABCUP)=wm,: 2z, , A (BCUP)=x,:x,
B(ACUP)=x,:2, , B (ACUP)=a, 2

(1) Ved. p. e. il Cap. XI della Geometria analitica di E. D’ Ovipio
( Torino, Fratelli Bocea, 3* ed. 1903).
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Poiche¢ le due quaderne di raggi A (CBUP), A’ (B'C'U'P)
son proiettive, si avra:

A (CBUP) = A’ (BC'U'P),

ciod :
) 1.1
Xyl g= == L ——.
Ly T Xy
Analogamente .
U S |
s x, T @y’

¢ quindi avremo le formole di trasformasione:

! —— 4 — > 4 o——
PEy == Ly, PTy == T\ Ty , (X3 = LTy
o, == 2,0y, TE, = X\ &'y, ey = X',

ove p, 5 sono fattori di proporzionalita arhitrari.

La trasformasione di cui ci scamo orea occupati, é la
pia generale trasformasione quadratica tra due piant.

d) Un altro mezzo di ottenere una trasformazione qua-
dratica tra due piani non sovrapposti =, n’, ¢ quello di ri-
ferirli mediante una proieszione sghemba.

Si assumano nello spazio due rette sghembe ww/, non
appartenenti ai due piani, e si chiamino omologhi due punti
di questi piani, quando la loro congiungente si appoggia
ad u,u. Per un punto dell’un piano esce una retta che
si appoggia alle u, ' e che segna sull’ altro piano il punto
omologo; sicch¢ la corrispondenza tra i due piani ¢ hiu-
nivoca.

Ma vi sono delle eccczioni alla biunivocitd della corri-
spondenza. In primo luogo i punti A, B in cui il piano = é
segato dalle u,u’, hanno per corrispondenti risp. tutti i
punti declle rette «’, 6’ ove il piano =’ é segato dai piani
Au', Bu. Poich¢ da un punto di =, diverso da A, B, esce una
sola retta appoggiata alle u, »’, affinché I’ omologo di quel
punto riesca indeterminato, bisogna che questa retta appar-

SEVERL ) 19
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tenga a ='. Dunque in = si ha come terzo punto fondamen-
tale I’ intersezione C della retta = =’, con la retta ¢, che con-
giunge i punti A’ = un’, B = u'n’".

Analogamente sul piano = si hanno come punti fonda-
mentali: il punto A’, a cui corrispondono tutti i punti della
retta fondamentale ¢ = BC; il punto B’, a eui corrispondono
i punti della o = AC e il punto ¢’ = AB.=nn’, a cui corri-
spondono i punti della ¢ = AB.

Ai punti di una retta generica r del piano =, corrispon-
dono i punti in cui n’ é segato dalle generatrici della schicra
rigata che ha per direttrici le r, u,u’ (§ 11, n.° 5), cio¢ i
punti di una conica passante per A’, ', C'; e analogamente
ai punti di una retta genecrica del piano =’, corrispondono
in = i punti di una conica, che passa per A, B, C.

Non ci tratteniamo ad esaminare cosa accade allorché
una retta di uno dei piani =, «#’ viene a passare pcr uno
dei punti fondamentali, perch¢ il lettore ¢ ormai in grado
di farlo da seé.

Le prime corrispondenze quadratiche, che si presentino in
ordine di tempo, son le trasformazioni per raggi vettori reci-
proci, di cui abbiamo parlato al n° 19 del § 8. — Un altro esempio
di trasformazioni quadratiche, si desume dalla descrizione organica
delle coniche, dovuta a NEwToN (§ 10, n® 25).

La particolare corrispondenza quadratica, che nasce tra i punti
di un piano, chiamando omologhi due punti che sicno coniugati
rispetto a tutte le coniche di un fascio, fu scoperta da PoONCELET
(1822); e pil tardi MacNus (1832-33) considerava le corrispondenze
{ quadratiche) rappresentate da due equazioni bilineari tra le coor-
dinate dei punti di due piani, cioé riguardava come omologhi due
punti dei due piani, reciproci rispetto a due date correlazioni. Le
corrispondenze quadratiche furon pure studiate analiticamente da
PLiickEr (1830-35).

La corrispondenza quadratica tra due piani riferiti mediante
una proiezione sghemba (Schiefe Projection ), fu scoperta da STEINER
(1832); quella che nasce tra i punti di un piano chiamando omo-
loghi due punti allineati con un punto fisso e coniugati rispetto
ad una conica, da BerLLaviTis (1838); e infine la generazione di
una corrispondenza quadratica con due coppie di fasci di raggi

proiettivi, da SEYDEwITZ (1846).
.
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. merito grande del nostro Cremona (1863-65) di aver consi-
derato le piii generali trasformazioni algebriche biunivoche tra i
punti di due piani — o spazi — (di cui le proiettivita e le corri-
spondenze quadratiche son casi particolari), e di averne compreso
I’ importanza per lo sviluppo della moderna geometria algebrica.
Queste trasformazioni, in onore allo scopritore, si chiamano ap-
punto eremoniane. ’



CAPITOLO SESTO

Proiettivita tra forme elementari
e intersezioni di due coniche.

§ 13. Applicazioni della teoria delle corrispondenz
proiettive tra forme elementari.

SomMmaRrIO: Generalita — Ancora sopra un’ estensione del teorema
di PascaL — Scomposizione di una proiettivite nel prodotto
di due involuziont — Involuzsione unita di una proiettivitd
tra ¢ punti di una conica — Tulti i prollemi determinali, ri-
solubili colla riga e col compasso, si risolvono anche colla
riga e con U’uso di un arco di circolo di dato centro, op-
pure colla riga a due bordi di lunghezza finita — Punto di
FREGIER — Conica inviluppata dalle rette che riuniscono le
coppie di punti omologhi in una proiettivita data sopra una
conica. Proprieta di due coniche bitangenti. Il teorema di chiu-
sura ad esse relativo. Le due regioni multiforme ed uniforme,
di un fascio-schiera — Luogo del 3° vertice di un trilatero,
che sia eircoscritto ad una conica ed abbia due* vertici mobili
sopra due rette fisse. Poligoni inscrilti in una conica ed i cui
lati passano per punti fissi — Conica inviluppata dalle corde
di una conica vedute da un punto di quest’ ultima sotio angolo
costante. Luogo del vertice di un angolo mobile circoscritio ad
una parabola — Corde di una conica vedute da un punto qua-
lunque secondo le coppie di un’ involuzione. Luogo del vertice
di un angolo retto circoscritto ad una conica a centro —
Sull’ area di un triangolo circoscritio ad una parabola. Area
di un settore ellittico. Condizione perché due segmenti di una
conica a centro sieno equivalenti — Omologie o prospettivite
intercedenti tra due coniche che si segano in due punti. Co-
niche omotetiche — Diametri equiconiugati di ur’ ellisse — Co-
struzioni di una conica a centro per punti o per tangenti, dati
due diametri coniugali, in posizione e grandezza. Costruzione
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dell’ ellisse per moto continuo. Compasso ellittico. Anomalia
eccentrica. Teoreina di JOACHIMSTHAL sulle anomalie eccen-
triche di quatiro punti appartenenti ad un circolo. Teorema
di STEINER sui circoli osculatori che passano per un punto di
un’ ellisse. I circoli osculatori ad un’ ellisse in 4 punti di un
cireolo, segano ulteriormente la curva in 4 punti di un altro
circolo — Teoremi di STEINER sul triangoli di area massima
inscritti in un’ ellisse. Teorema di DURRANDE sui quadrangoli
(o quadrilateri) di area massima (o minima) inscritti (o circo-
seritti) ad un’ ellisse. Determinazione dei poligoni di area mas-
sima (0 minima) inscritti (o circoseritti). Ellisse di area mas-
sima (0 minima) inscritia (o circoscritta) ad un quadrilatero.
— Costruzioni di FREZIER e di CHASLES degli assi di un’ ellisse
di cui son dati due diametri coniugati in posizione e gran-
dezza. Teorema di ApPoLLONIO — Coniche osculatrici e coniche
aventi un contatto quadripunto. Fasci relativi. Estensione ad
essi del tgorema di DESARGUES-STURM.

1. Due coniche (luogo od inviluppo) si dicono proietiive
quando i loro elementi si corrispondono biunivocamente me-
dianté una proiettivita tra i piani a cui esse appartengono.
Questa proiettivith trasforma la polarith relativa ad una di
quelle coniche, nella polaritd relativa all’ altra (Z. § 66).

Una corrispondenza proiettiva tra due coniche ¢ perfet-
tamente individuata, quando sieno assegnati di 3 elementi
dell’una gli omologhi nell’altra; cio¢ esiste tra i loro piani
una determinata proiettivitd, nella quale riescono omolo-
ghe le tre coppie assegnate, e che trasforma 1’una conica
nell’ altra.

Se due coniche luogo son proiettive, i fasci che proiet-
tano i punti omologhi da due punti arbitrari delle due co-
niche, risultano proiettivi; e viceversa, se due coniche luogo
son riferite biunivocamente in guisa cheiloro punti omologhi
vengano proiettati da due punti di esse secondo fasci proiet-
tivi, le due conichie son proiettive.

La teoria delle proiettivita tra due coniche, si pud svi-
luppare anche partendo da un’ altra definizione, che, me-
diante I’ ultimo teorema richiamato, si riconosce subito es-
sere equivalente alla definizione posta in principio.
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La nuova definizione a cui alludiamo, perfettamente ana-
loga a quella (di STAUDT) che si suole adottare per la proiet-
tivita tra due forme fondamentali, richiede che si ponga
anzitutto il concetto di gruppo armonico sopra una conica.
(luogo o inviluppo).

Un gruppo di 4 punti di una conica, considerati in un
dato ordine, dicesi armonico, quando da un punto della.
conica — e quindi da tutti gli altri (%, § 61) — vien proiet-
tato secondo un gruppo armonico di raggi. (Cfr. col n. 4
— 2% costr. — del § 5).

Dualmente si definisce un gruppo armonico di 4 tan-
genti di una conica.

Senza parlare dei piani a cui appartengono le due coniche
(luogo o inviluppo), si potra dire ch’esse sono proiettive,
quando son riferite biunivocamente in modo che ad un
gruppo armonico dell’ una, corrisponda un gruppo armonico
dell’ altra. Ma questa seconda definizione, come abbiamo
avvertito, non é sostanzialmente diversa dalla prima; cioé
due coniche che sien proiettive nel senso della prima defi-
nizione, lo sono pure nel senso della seconda; e viceversa.

Se 4 punti ABCD di una conica formano un gruppo ar-
monico, lo stesso accade per le 4 tangenti ¢ b ¢ d in quei
punti, perché la conica luogo- e I’inviluppo ad essa ade-
rente, si corrispondono nella polaritd di cui quella conica ¢
fondamentale.

Si potra parlare di corrispondenze proiettive anche tra
una conica ed una forma fondamentale di 1* specie. Due
tali figure si diranno riferite proiettivamente, quando tra i
loro elementi intercede una corrispondenza :biuniv.oca che
conserva i gruppi armonici. Una proiettivith tra una conica
ed una forma fondamentale sara individuata da tre coppie
di elementi omologhi; ecc., ecc.

ABC
A'BC
— cioé tra 1 punti di due coniche sovrapposte — i punti

Data una proiettivita ( > sopra una conica luogo



— 295 —

AB' . A’B, BC'. BC, AC . A'C, .... appartengono ad una mede-
sima retta, che dicesi asse di collineazione della data proiet-
tivith; e sc wbe, ¢'&'c’ sono le tangenti nei punti ABC, A'B'C,
le rctte «wd’ . a’'0, bc” . e, a¢’ . ¢, ... PASSANO per un me-
desimo punto — centro di collincazione —, che ¢ il polo
dell’ asse di collineaziohe, rispetto alla conica (%. § 67).

1. asse di collineazione incontra la conica nei punti uniti
(eventuali) della data proiettivith (&. § 67).

Una proiettivith sopra una conica ¢ subordinata da una
omografia piana, di cui il centro e I’asse di collineazione
sono elementi uniti (associati).

Passando ad una rasscgna delle principali proprietd me-
triche delle proiéttivita sopra una conica, ricorderemo che
oltre alle affinith omologiche (armoniche), ciascuna delle
quali ha il centro in un punto all'infinito, e per asse il.
diametro di cui quel punto ¢ polo, vi sono infinite altre af-
finita trasformanti in se stessa una conica a centro (proprio);
e sono quelle clie hanno per asse di collineazione la retta
all’ infinito. Ognuna di queste affinith & ulteriormente indi-
viduata da una coppia di punti omologhi propri della conica.

Ogni affinith trasformante in se stessa una conica a
centro, ¢ un’ equivalenza affine.

Vi sono «*® (anziché ') affinith trasformanti in se stessa
una parabola. Ognuna di queste affinith lascia fisso il punto
all’ infinito della parabola; e quindi ¢ ulteriormente indivi-
duata da due coppie di punti corrispdndenti della curva.
Ogni diametro della parabola ¢ asse per ! di quelle affinita.

Se ne deduce il teorema di ArRcHIMEDE, che I’ area di un

C) .
settore parabolico ¢ uguale ai 3 dell’ area. del triangolo
circoscritto (E. § 67).

Tra le proiettivitd sopra una conica, meritano uno spe-
ciale esame le involuzioni, ciod le proiettivitd coincidenti
con le loro inverse. Un’'involuzione sopra una conica é

sempre subordinata da un’ omologia armonica, che ha come:
o
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centro ed asse, il centro e I’ asse di collineazione della data
involuzione (E. § 68). Ne deriva che le infinite coppie di
punti coniugati in un’involuzione data sopra una conica
luogo, sono allineate col centro di collineazione (che si
chiama anche polo dell’ involuzione); e dualinente.

11 polo é esterno o interno alla conica, secondo che 1’in-
voluzione ¢& iperbolica o ellittica.

Proiettando da un punto di una conica luogo le coppie
di un’involuzione, sul relativo asse, si ottengono ivi coppie
di punti coniugati rispetto alla conica; e dualmente (%. § 69).

Profittando del concetto d’involuzione, si vede subito che
ogni retta passante per un punto interno alla conica,. ¢ se-
cante; e dualmente che ogni punto di una rctta non se-
cante ¢ esterno (donde 1’opportunitd di chiamare esterna
ogni retta non secante). Inoltre sopra una retta sccante, i
due punti della conica determinano due scgmenti comple-
mentari, uno dei quali ¢ costituito da punti interni ¢ I’ altro
da punti esterni. Dualmente si vede che la conica ¢ tutta
contenuta in uno degli angoli completi di due sue tangenti.

Questi criteri concernenti i punti esterni ed interni ri-
spetto ad una conica, danno luogo ad alcune proprietd me-
triche notevoli, relative ai diametri di una conica (. § 70).

Ogni diametro di un’ ellisse ¢ secante; invece per un’iper-
bole tutti i diametri interni ad uno degli angoli completd
formati dagli asintoti, sono secanti ({rusversi o reali), mentre
i diametri dell’ altro angolo, sono esterni (non trasversi o
ideali). Sicché nell’ ellisse i due assi sono secanti, mentre
nell’ iperbole uno é secante e 1’ altro no.

Vertici di una conica sono le sue intersezioni con gli
assi: un’ ellisse ha 4 vertici (reali), un’ iperbole due, ed una
parabola ancora due, ma uno ¢ improprio.

Per lunghezza di un diametro di un’ellisse, o di un
diametro trasverso di un’iperbole, 8’ intende la lunghezza
del segmento finito, determinato dalle intersczioni (estremi
del diametro) della conica col diametro.
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Ma si pud definire anche la lunghessa di un diametro
ideale di un’iperbole nel modo seguente: Si consideri il
diametro reale AA’ coniugato del dato diametro ideale d, e
i costruisca il parallelogramma di cui due lati opposti son
le tangenti ¢, ¢ all’iperbole nei punti A, A’, e di cui le dia-
gonali sono gli asintoti. Gli altri due lati opposti s, s ta-
gliano d nei punti B, B’, che si assumono come estremi del
diametro ideale d, ¢ la loro distanza si assume come lun-
ghezza di questo diametro.

It facile vedere che i punti B, B’ son coniugati rispetto
all’iperhole, e siccome sono anche simmetrici rispetto al
centro della curva (che & poi il centro dell’ involuzione el-
littica subordinata dalla conica sul diametro &), essi si pos-
sono anche definire come i punti coniugati aventi la di-
Stansa minima sopra il diametro ideale d (§ 6, n° 18).

Profittando della affinith che mutano in s¢ una conica
a centro, si pud dimostrare il teorecma di APOLLONIO, che
in una conica a centro ¢ costante I’area di un parallelo-
gramma avente come vertici gli estremi di -due diametri-
coniugati.

Passeremo ora a discorrere brevemente delle coniche
omologiche. Due coniche di un medesimo piano e tangenti
in un punto, si corrispondono in una determinata omologia,
che ha per centro il punto di contatto; e dualmente (. § 71).

L’ asse della prima omologia taglia le due coniche negli
stessi punti (£. § 71), e cido & vero anche se I’ asse ¢ esterno
alle due coniche, come vedremo in seguito. Dualimente per
il centro della seconda omologia.

Se due coniche di un piano sono inscritte in uno stesso
angolo, oppure hanno comuni due tangenti immaginarie
coniugate, si possbno riferire omologicamente in due modi
diversi, prendendo come centro il punto d’ intersezione delle
due tangenti comuni. Gli assi di queste omologie tagliano
le due coniche negli stessi punti (reali o immaginari); e
dualmente.
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Da questi teoremi si deducono nuove soluzioni del pro-
blema gia trattato al n° 17 del § 12 e del problema duale
(E. § 71). :

- Un’ altra applicazione notevole delle corrispondenze omo-
logiche tra coniche, ¢ la determinazione dell’ area di un’el-
lisse di semiassi a, b; quest’ area viene espressa da mabd
(&£, § 71).

 Le coniche omologiche si trovano studiate per la prima volta
in PoNcELET (Traité..., 1822). La proiettivitd tra due coniche, come
una, corrispondenza subordinata da una proiettivita tra i loro piani,
fu considerata da MoBws (Bary. Calcul, 1827), e da Staupr (Gceo.
d. Lage, 1847); il quale piu tardi (Beitriige, 1856) adottava per le
corrispondenze proiettive tra forme elementari (forme fondamentali
di 1* specie, coniche, coni quadrici, schiere rigate), la definizione
stessa che gid aveva dato per la proiettivita tra forme fondamen-
tali di 1* specie.

2. Se dei 2m -+ 1 punti in ciascun dei quali 8¢ tagliano
due latt opposti di un poligono di 4m - 2 vertici, inscritto
in unae conica, 2m giacciono sopra una Stessa retia u,
questa conterrd anche il punto rimanente.

Per fissare le idee ragioniamo sopra un decagono A A,...A,.
Ammettiamo dunque che i lati AjA,, AA; A;A, A A incon-
trino i loro opposti A A,, A,A, AA,, A A, in punti della
retta u. Poniamo tra i punti dalla conica k, in cui ¢ inscritto
ALALA
AAA
zione relativo, sard la retta AjA, . AjA., A A; . AA,, ciod
la retta u«; e poiche le rette A A,, AzA,, che proiettano 1
punti A, A, dai punti omologhi A,, A, si tagliano in un
punto di «, nella o ad A, corrisponderd A,. Similmente ad A;
corrisponderad A,,, perche le A/A;, A A,, s incontrano in u.
Ne deriva che le rette A;A;, A A, dovranno pure incontrarsi
in un punto di u.

il d2cagono, la proiettivitd w = ( 3). L’ asse di collinca-~
8

Questo teorema, di cui gid abbiamo visto una dimostrazione
(dovuta a MoBius) al n® 6 del § 11, trovasi dimostrato nel modo
sopra esposto, in Staupr (1847).
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3. Se due rette di un piano ruotano attorno a due punti
Jissi, in guisa che il loro punto comune Scorra Sopra une
conica, i raggi mobili segnano ulteriormente sulle conica
due punteggiate proiettive, ¢ I’ asse relativo é la retia che
riunisce i punti fissi. Viceversa, ogni proiettivita (ra ©
punti di una conica, pud generarsi cosi.

Sieno M, N i punti fissi, /& la data conica, @, ¢’ due raggi
uscenti da M, N i quali s’ incontrino nel punto A, di %, e
taglino altrove la co-
nica nei punti A, A’,
Al variare del punto
A, variano i due
punti A, A’; e sic-
come la punteggiata
descritta da A risulta
involutoria (rispetto
al polo M) alla pun-
teggiata descritta da A, e questa alla sua volta é involu-
toria (rispetto al polo N) alla punteggiata descritta da A’, si
deduce che le punteggiate descritte da A, A’ son proiettive
tra loro. :

Se due altri raggi uscenti da M, N, s’incontrano nel
punto B, di & e tagliano altrove la conica nei punti B, B,
applicando il teorema di Pascal all’esagono AB'B,BA’A,, si
vede che le rette AB’, A’B si tagliano in un punto di # = MN.
Dunque la retta = ¢ 1’ asse della proiettivitd tra le punteg-
giate descritte da A, A’.

Viceversa, se sulla conica k& ¢ data una proiettivith w, di
cui sia z ’asse ed A, A’ una coppia di punti omologhi,
proiettando un punto A, della conica da A, A’ nei punti M, N
della u, due rette uscenti da M, N e incontrantesi in un
punto B, di %k, segheranno ulteriormente la conica in due
punti B, B’ omologhi nella o, Invero dal teorema di Pascal,
applicato ancora all’esagono AB'B,BA’A,, si trae che le
AB’, A’B s’ incontrano in un punto di .

M




OSSERVAZIONE. Questa seconda parte del teorema si pud
enunciare dicendo che sull’ asse di collineasione della
protettivita w si posson sempre determinare due - punti,
che siano poli di due involusioni le quali dieno per pro-
dotto w.

Scelto ad arbitrio sull’ asse di collineazione il polo M di
una delle due involuzioni, resta perfettamente determinato
il polo N dell’ altra.

4. Il centro e U asse di una proiettivica non involutoria
tra i punti di una conica, coincidono col polo e coll’ asse
della relativa involuszione unita.

Sieno U, « il centro e 1’ asse di una proiettivita o data tra
i punti di una conica k&, ed A, A’ sieno due punti corrispon-
denti in w. L’omologo
A” di A nella o,
si otterrd proiettando
da A’, sulla conica, il
punto P ove ’asse u
¢ segato dalla tan-
gente in A, Poiché P
appartiene ad « e alla

tangente in «, la sua polare rispetto a k&, sard la retta UA,
e quindi ponendo Q = A’A" . UA, il gruppo PQA’A" risultera
armonico. Proiettando questo gruppo da A sulla conica,
avremo un gruppo armonico di punti: il che significa che
il coniugato armonico A, di A rispetto ad A’A”, ¢ alli-
neato con A ed U, qualunque sia la posizione di A sulla
conica.

Ritroviamo cosi, per altra via, I’ involuzione unita di una
proiettivitd (§ 6, n°® 12), e vediamo che quest’ involuzione ha
per polo U (e quindi per asse u).

OSSERVAZIONE. Nel caso in cui la o ¢ parabolica, ciod
quando u tocea k nell’ unico punto unito U, il ragionamento
precedente mostra che il coniugato armonico di A rispetto
ad A’A”, ¢ il punto fisso U (ved. anchie § 6, n° 25, 0ss.). Si pud
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dire in tal caso che 1’involuzione unita della w é un’ involu-
sione degenere, che ha per polo U ed asse u. I.e coppie di
quest’ involuzione si ottengono riunendo al punto fisso U
(punto singolare), ogni altro. punto della conica. 1.’ involu-
zione suddetta pud dirsi pam{)olwu perché¢ 1 unico suo
punto doppio ¢ U.

5. Sui problemi determinati che si possono risolvere
colla riga e col compasso.

a) I problemi risolubili colla riga e col compasso,
cio¢ i problemi di 2° grado e quelli che si riducono ad una
successione di problemi di 2° grado, si possono- risolvere
.con la sola riga, quando sia dato un circolo col suo centro
(§ 8 n° 2; E. § 74).

Vogliamo completare questo teorema (di PONCELET-STEI-
NER), dimostrando che tutti i problemi suddetti si possono
risolvere con la sola riga, anche se ¢ dato un arco (co-
munque piceolo) di circolo, col suo centro.

Bastera mostrare che, con questi elementi, si pud risol-
vere il problema fondamentale di 2° grado, a cui si riduce
ogni altro problema di 2° grado mediante proiezioni e se-
zioni: quello cioé di costruire gli elementi uniti di una
proiettivitd tra i punti di una retta .

Se questa proiettivith ¢ parabolica (i1 che si riconosce
con operazioni lineari), I’ unico punto unito si costruisce li-
nearmente. In caso diverso potremo sostituire alla considera-
zione della proiettivita, quella della sua involuzione unita o,
della quale si sanno costruire linearmente quante coppie si
vogliono. Dunque tutto si riduce a trovare gli elementi
doppi di w.

sSe le due coppie AB, CD, con cui s individua 1’ involu-
zione w, si separano, il problema proposto non avra solu-
zioni reali. Se esse non si separano, i loro punti si susse-
guiranno ad es. nell’ ordine ABCD, ed il segmento ABCD
conterrd i due punti doppi X, Y della w.

Detto a I’ arco tracciato del circolo %/, cerchiamo di co-
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struire una proiettivitd tra la retta r e il circolo &', in modo
che ai punti del segmento ABCD vengano a corrispondere
i punti di un arco tutto contenuto in «. Basterd a tal uopo
fissare su « tre punti A’, B’, D, che si succedano ncll’ ordine
ABD
A'B'D' )"
Mediante la t al punto C corrisponde un punto C' del-
I’arco A’'B'D’ (tutto contenuto in a).

Poiché 1 punti doppi dell’ involuzione ' individuata su A’
dalle coppie A’B’, CD', appartengono all’ arco A’'B'C’D)’, questi
punti doppt X’, Y’, si determineranno subito graficamente
intersecando !’ arco stesso con I’ asse v’ della o,

Dopo cié si otterranno i punti doppi X, Y di w, trovando
gli omologhi di X', Y’, nella proiettivita !, che fa passare
dal circolo %' alla retta r.

Risulta dal ragionamento precedente che il centro del-
I’arco che si suppone tracciato, non interviene nelle costru-
zioni, finché si tratta di un problema grafico; ma se si tratta
di un problema metrico, volendolo risolvere colla sola riga,
bisognera introdurre fra i dati 1’ assoluto, il quale viene
determinato assegnando anche il centro dell’ arco.

In ogni caso possiamo enunciare il tcorema:

Tutte i problemi determinali risolubili colla riga e col
compasso, si risolvono coll’ uso della riga e di un arco di
circolo di dato centro.

b) Trasportando per dualita il ragionamento prece-
dente, «i conclude che un problema risolubile colla riga ¢
col compasso, si pud pure risolvere coll’ uso della riga e di
un arco-inviluppo appartenente ad un circolo di dato centro.
Se il problema ha una sola soluzione reale, questa si co-
struisce linearmente; se ne ha due, colla sola riga si riesce
a determinare due tangenti del dato arco inviluppo, tali
che da esse si risale linearmente alle soluzioni del ‘pro-
blema.

scritto, e considerare tra r e &’ la proiettivitd == (
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Da cid possiamo trarre una conseguenza notevole, che
,andiamo ad enunciare: '

Tutti ¢ problemi determinati risolubili colla riga e col
compasso, 8¢ risolvono pure coll’ uso della sola riga a due
bordi di lunghessa finita. »

Poich¢ una riga R a due orli, di lunghezza finita, per-
mette di eseguire qualunque costruzione lineare (cosi p. e.
mediante il teorema dei triangoli omologici, permette di
riunire duc punti dati fuori del foglio, oppure due punti
che sieno pin distanti della Iunghezza della riga; ecc., ece.,
cfr. col § 2, 0), basterd provare che, data la riga R, si puod
individuare sul foglio un arco di circolo di centro cono-
sciuto, e tale che, se da un punto del piano escono due rette
che tocchino il circolo in due punti di quell’arco, esse si
possano costruire’ con la riga R.

Irissato un punto O del foglio ed un punto P che disti
da O meno della lunghezza A della riga, ma pitt della sua
larghezza p, si possono subito tracciare le tangenti «, 0 al
circolo I di raggio p e centro O, che passano pél punto P,
disponendo la riga, nei due modi possibili, in guisa che uno
de’ suoi bordi passi per P e 1I’altro per O.

Dei due archi determinati su ¢ dai punti di contatto delle
«, b, uno ¢ minore e I’altro ¢ maggiore di mezza circonferenza
(poich¢ per ipotesi le @, O non sono parallele), e ciascuno di
cssiopotrd esserc individuato assegnandone una tangente
intermedia.

Per tracciare un’ altra tangente a quello, dei due archi
suddetti, che ¢ minore di mezza circonferenza, bastera muo-
vere la riga R in modo che un suo bordo passi ancora
per O, ¢ che I'altro si disponga secondo una. retta ¢, la
quale soddisfi alle due condizioni seguenti :

1*) 11 triangolo finito racchiuso dalle abc lasci al-
I’ esterno il punto O.

2°) 11 punto O appartenga all’angolo ab (inteso nel
senso della Geometria clementare) del triangolo suddetto.
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I evidente che queste due condizioni si possono soddi-
sfare in infiniti modi.

"~ Ora proviamo che, se da un punto ) del piano escono ‘
due tangenti (reali) del circolo !, appartenenti entrambe al-
I’ arco-inviluppo acd (il quale aderisce ad un arco « << =), la
lunghezza OQ non supera la OP. Invero i punti di contatto
delle tangenti che escono da (), a'ppartengono ambedue al-
I’arco a, sicché I'angolo B sotto cui quei punti son veduti
da O, non supera « (¢ uguale ad « soltanto quando ) coin-
cide con P). Siccome inoltre

sara.;
0Q £ OP.

Ricordando che la lunghezza OP ¢ minore della lun-
ghezza A della riga R, si conclude che sard 0Q << A; ¢ d’ al-
tronde sara' pure OQ > p, perché il punto Q ¢ esterno al
circolo .

Dunque se da un punto del piano escono due tangenti del-
I’ arco inviluppo acd, esse si possono costruire colla riga R;
cio¢ 1’arco acd soddisfa alla condizione richiesta.

La possibilitd di sostituire all’uso del compasso, quello della
riga a due bordi indefinita, fu rilevata dall’ ADLER (1890); e la pos-
sibilita di sostituire al compasso, un arco di circolo di dato centro
o una riga a due bordi di lunghezza finila, {u dimostrata da me,
con un ragionamento leggermente diverso da quello qua esposto.
(Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 1904).

6. Le infinite coppie di un’ involusione tra i ragge di
un fascio, avente il centro in un punto di una conica, se-
gano ulteriormente su questa le coppie di un’ involusione.

Detta = la prospettivitd tra la conica e il fascio ed o la
data involuzione nel fascio di raggi, le coppie di punti sc-
gate sulla "conica dalle coppie di w, si corrispondono evi-
dentementec nell’ involuzione wwr—1,
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In particolare se la w ¢ l’involuzione degli angoli retti,
«i deduce clic le corde di una conica che son vedute da
un suo punto fisso sotto angolo retto, passano per un me-
desimo punto interno alla conica e appartenente alla nor-
male in quel punto fisso.

Nell’iperbole equilatera tra le corde che son vedute sotto
angolo retto, ce n’ ¢ una all’infinito, e quindi tutte le corde
che si vedono sotto angolo retto da un dato punto dell’ iper-
bole cquilatera, son parallele alla normale in (uel punto.

Y

11 teor. 6, sotto una forma un po’diversa, & dovuto a FrE-
GIER (1816); ma si suol chiamare pitt specialmente punfto di Frégier,
il polo dell involuzione segata sopra una conica dagli angoli retti
aventi il vedtice in un medesimo punto della curva.

7. Le rette che riuniscono le coppie di punti omologhi
nella proietticita tra due coniche sovrapposte, inviluppano
una conice non degenere, o (se la proiettivita é involu-
torie) passano tutte per uno stesso punto.

Sia % la conica che contiene le due punteggiate proiettive
sovrapposte ABC..., A'B'C..., ed u 1’asse di collineazione
della data proiettivitd. Fis- 4
siamo una congiungente
di due punti omologhi, e
sia p.oeso la AA’; ¢ ad
ogni punto P di u, fac-
ciamo corrispondcre quel
punto Q, in cui la AA’ vien
segata dalla congiungente
dei due punti omologhi X
BDY, tali che P= AB’. A'B.

A causa del quadrangolo completo AA’BB/, inscritto in Z,
la polare di P rispetto a & passera per Q, sicehe la corri-
spondenza dianzi definita tra P, Q, & una proiettivita (Z. § 60);
a meno che, al variare di P, il punto Q resti fisso: il che ac-
cade quando Q ¢ il polo di . Ma in tal caso tutte le rette

SEVERT. 20




— 306 —

AA’, BB, CC,... passano per (), cio¢ la data proiettivith ¢
un’involuzione di polo Q.

Escludendo il caso dell’involuzione, possiamo dundgue
dire che la punteggiata segata su AA’ dalla congiungente
di una coppia variabile MM’ di punti omologhi, & proicttiva
alla punteggiata segata su u dal raggio mobile AM’ (0 A’M).
Analogamente, fissando un’altra retta congiungente due
punti omologhi CC’, sulla CC’ la MM’ taglierd una punteg-
glata proiettiva a quella segnata su « dal raggio variabile
CM’ (o C'M); e poicheé i fasci descritti da AM’, CM’ son proict-
tivi, si conclude che sopra due congiungenti fisse AA’, CC/, -
le altre congiungenti delle coppie di punti omologhi scgano
due punteggiate proiettive, e quindi (Z£. § 61) che tutte quelle
congiungenti formano un inviluppo di 2* classe.

Se tre congiungenti AA’, BB, CC’ concorrono in un punto
Q, la data proiettivita, pel teorcma fondamentale, coincidera
con I’involuzione di polo ), e quindi tutte le congiungenti
delle coppie di punti omologhi passcranno per Q.

Sicche se si esclude il caso dell’ involuzione, 1’ inviluppo
di 2* classe suddetto non sard mai degenere, ossia sard
costituito dall’ insieme delle tangenti di una conica non de-
genere k.

OSSERVAZIONE 1% Per un punto ) della retta AA’ esce
un’ ulteriore tangente dclla conica %, che si ottiene come
congiungente dei punti B, B’ di & tali che le AB/, A'B si
taglino nel punto P di « coniugato di Q rispetto a k. Dunquc
questa ulteriore tangente sard diversa da AA’ finché il
punto P non cada sulla AA’, ossia finchié Q non separi armo-
nicamente la coppia AA’ insieme al punto AA’.u. Si con-
clude pertanto che sopra ogni congiungente di due punti
omologht, il punto di contatto con Kk, ¢ il coniugato ri-
spetto a K, del punto ove quella congiungente sego U asse
di collineasione. |

OSSERVAZIONE 2. Se la proiettivith data non ¢ parabolica,
cio¢ se I’asse v non ¢ tangente a %, volendo costruire le
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cventuali tangenti reali di %, che escono da un punto O
di u, cioé le eventuali coppie di punti omologhi RR’, SS’
allineati con 0, si dovranno trovare i punti doppi I, K del-
I’involuzione individuata sulla z dalla coppia (reale o im-
maginaria) comune ad u e a k, e dalla coppia ON, ove
N = AA’.u; e proiettare su %k il punto H da A, A’ risp.
in R, R ed il punto K da A, A’ in §, S. Cid segue appli-
cando il teorema di Desargues ai quadrangoli AA'RR’, AA'SS’
segati dalla trasversale u.

Poiche 1 punti di contatto con %, delle due tangenti che
escono da 0, sono coniugati ad O rispetto a & (Oss. prec.), il
punto O avra la stessa polare rispetto alle due coniche &, k&, ;
¢ quindi la retta z avrd lo stesso polo U rispetto a k&, &, ¢
inoltre nel fascio U le duc coniche subhordineranno la stessa
involuzione di rette coniugate. Cio si pud enunciare dicendo
che: La conica K, inviluppata dalle rette che riuniscono A
le coppie di punti omologht in una proicttivita, non invo-
lutoria né parabolica, data sopra una conica Kk, é bitan-
gente a questa conica nei punti, reali o immaginari, in
cui X ¢ segata dall’ asse della data proiettivita.

Se la data proiettivith & parabolica, cioé¢ se u tocca &
nell’ unico punto unito U, per un punto O di «, diverso da U,
escird una sola tangente a k,, diversa da u, cio¢ una sola
retta contencnte duc punti omologhi RR. I difatti appli-
cando il teorema di Desargues al quadrangolo AA'RR’ segato
dalla u, si vede che il punto AR'. A'R deve esser doppio per
Pinvoluzione a cui appartiene la coppia ON (N = AA’.u)
e che ha 1’ altro punto doppio in U. Ne deriva che la retta «
tocca &, nel punto U; il che del resto segue pure immedia-
tamcnte dal fatto che, all’ infuori di «, non vi sono per U
altre rette che possano riguardarsi comec congiungenti di
due punti omologhi. E siccome il punto di contatto con &,
della tangente ulteriore, che esce dal punto O di u, ¢ coniu-
gato ad O rispetto a k& (Oss. 1%), si conclude che nel caso in
cui la prolettivita data su k ¢ parabolica, la conica k,
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tocca Kk nell’ unico punto unito, ed anzi ogni punto del-
U asse di collineasione (che é la tangente comune) ha la
stessa polare rispetto alle due coniche. — Cio si pud espri-
mere dicendo che le due coniche hanno un contatto qua-
dripunto nel punto unito (§ 12, n°® 4, Oss. 2%).

Poich¢ da ogni punto di %k, che non sia unito, escono in
ogni caso due tangenti reali di %, le quali congiungono
(uel punto cogli omologhi nella proiettivitd diretta e nel-
I’ inversa, potremo dire che in ogni caso i punti di k sono
tutti esterni a k,, tranne gli eventuali puniti uniti, ¢ quall
appartengono a K.

La conica inviluppata dalle rette che congiungono le coppie
di punti omologhi nella proiettivita tra due coniche sovrapposte,
trovasi in GOPEL (1844), Staubpt (1847), ecc. Se si abbandona 1 ipo-
tesi che le due coniche proiettive sieno sovrapposte, si ottiene in
generale un inviluppo di rette di 4 classe (ScHROTER, 1857).

8. Date due coniche bitangenti in punti reali o imma-
Cginari, ¢ punti di una (almeno) delle due coniche (esclusi
quelli di contatto) sono tutti esterni all’ altra, e le tangenti
di quest’ ultima segano sulla prima due punteggiate pro-
lettive,

Dire che due coniche k&, %2, son bitangenti in due punti,
reali o immaginari, equivale a dire che esistono una retta
1 ed un punto U, non appartenentisi, che sono polare e polo
rispetto alle due coniche, e inoltre che queste subordinano
la medesima involuzione di raggi coniugati nel fascio U.
I punti di contatto saranno reali o immaginari, secondo che
quest’ involuzione ¢ iperbolica o ellittica.

Consideriamo un punto P di % diverso dagli eventuali
punti di contatto reali e congiungiamolo con un altro punto
Q di %, pure diverso dai punti di contatto suddetti. La retta
PQ incontra © in un punto H, che ha la stessa polare 7 ri-
spetto a k, k,, sicché posto II' = PQ ., la coppia P,Q, del
punti comuni a %, e a PQ sard armonica con la HH’ al part
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della PQ. Ne deriva che, se la coppia PJQI é reale, le due
coppie P, P,Q, non si separono, ¢ quindi i due punti P,Q
sono entrambi esterni o entrambi interni a &, (L. § 69); se
poi la P,Q, ¢ immaginaria, i due punti PQ risultano senz’ altro
ambheduc esterni a k.

Dunque se un punto di % ¢ esterno (o interno) a k,, tali
sono tutti (esclusi, beninteso, gli eventuali punti di contatto ).

Da c¢io si trae che una almeno delle due coniche ¢ tutta
costituita da punti esterni all’ altra; giacché se una di esse,
p. ¢. k,, ¢ tutta costituita da punti interni a %, una tangente
di k,, passando per un punto interno a k, risultera secante
rispetto a questa conica ( Z. § 69), sicché i punti di % risul-
teranno tutti esterni a %k,. Si pud precisare maggiormente
osservando che se u risulta esterna alle due coniche, cioé
se 1 punti comuni sono immaginari, una delle coniche ¢
tutta interna all’altra; mentre se © ¢ secante, una ¢ interna
all’ altra o sono mutuamente esterne, secondo che sono in-
seritte o no nello stesso angolo, dei due formati dalle tan-
genti comuni.

“Supponiamo ora che la conica & risulti esterna a k), e
diciamo AA’' i punti reali ove k& ¢ tagliata da una tangente
di %,, che sia sccante rispetto a k. Tra i punti di & esiste
una ben determinata proiettivith w che ha per asse di colli-
neazione « e che fa passare da A ad A’ (E. § 67). Poiche la
retta AA’ non contiene il polo di u, pel n.° prec. le coppie di
puuti omologhi in w son congiunte da rette inviluppanti una
conica, la quale deve esser bitangente a & nei punti comuni a
k ed u e inoltre deve toccare AA’ nel coniugato armonico dcl
punto . AA’ rispetto alla coppia AA’: dunque la conica
inviluppata da quelle congiungenti coincide con %, (E. fine
del § 52). ;

Se le due coniche Kk, K, hanno un contatto quadripunto,
cio¢ se toccano in U una medesima retta u, subordinando
la stessa proiettivitd tra i punti di # e le rette di U, si vede
in modo analogo che una delle due coniche é tutta in-
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terna allaltra, e che le tangenti della prima scgano sulla
seconda due punteggiate riferite mediante una proiettivita
paraholica col punto unito in U.

OSSERVAZIONE 1." L.e considerazioni svolte permettono di
stabilire subito, per due coniche bitangenti, &, %,, il teorema
di chiusura di PONCELET, gid dimostrato in gencrale al
n.” 13 dal § 10. Invero, se esiste un 7n-gono inscritto in & e
circoseritto a %, di vertici AA'A” ... A (1) la proicttivith che
su k£ ¢ individuata dalla coppia AA’ di punti corrispondenti
e dall’asse di collineazione « (ove u ¢ la corda di contatto
delle coniche date), sara ciclica d’ordine n, perch¢ possie-
dera il ciclo AA’ ... A (nD) (§ 6, 1.° 19); e quindi ogni punto
di & si potra assumerc come 1° vertice di un n-gono inscritto
in k& e circoscritto a k,.

Ricordando proprieta gia vedute delle proicttivith cicliche
(§ 6, n.' 20, 21) potremo dire che: ‘

Alffinche due coniche bitangenti ammettano un n-gono
(reale) di Poncelet (n = 3), inscritto nell’ una e circoscritto
all’ altra, é necessario che i loro punti di contatto sieno
immaginari. Se esiste un tale n-gono, ne esistono infiniti,
ed ogni punto della coniea che contiene nel suo interno Ual-
tra, puo assumersi come 1° vertice per uno di questi n-gond.
I gruppi di vertici di due tali n-goni son proiettivi tra loro.

OSSERVAZIONE 2.2 In un fascio-schiera di c¢oniche che non
abbia 1 punti base impropri, ¢’ ¢ sempre una parabola non
degenere (ed una sola). Se u ¢ la retta che riunisce i due
punti base, rcali o immaginari, del fascio-schiera, il punto
all’ infinito di « ha per polare, rispetto a tutte le coniche
del fascio, una retta che sega la retta impropria nel punto
di contatto della parabola suddetta.

Dalle cose esposte in questo n.° risulta che la regione
dei punti interni alla parabola appartenente ad un fascio-
schiera, coi punti base propri, é solcata soltanto da ellissi
del fascio, mentre la regione dei punti esterni ¢ solcala
soltanto da iperbole.
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Se 1 due punti base A,B son reali, ed U ¢ il polo della u
rispetto a tutte le coniche del fascio, i punti del piano si sud-
dividono in due regioni: la regione multiforme, solcata da
cllixsi, iperbole ¢ da una parabola, e che riempie I’ angolo
AUB (nel senso della Geom. elementare); e la regione uni-
Jorme, solcata soltanto da iperhole, che ricopre I altra por-
zione di piano.

Sc¢ i duec punti AB sono immaginari, si possono ancora
distinguerce le due regioni: la regione multiforme, traver-
sata da cllissi, iperbole ¢ da una parabola, ricopre il semi-
piano limitato da © = AB, e che contiene il polo U della u;
mentre la regione uniforme, soleata soltanto da iperbole, ri-
copre I’ altro scmipiano. '

11 sistema di due coniche bitangenti fu studiato da PoNCELET
(1822), che ne scopri molte proprieta proiettando le due coniche in
due circoli concentrici (il che ¢ possibile solo quando i punti di
contatto di (uelle coniche sono immaginari), ed argomentando col
principio di continuitd, quando questa proiezione non ¢ possibile.
Le due regioni multiforme ed uniforme, in cul si distribuiscono i
punti del piano rispetto alle coniche di un fascio schiera, furono
considerate da CayLEY (1859).

0. Se un trilatero, mantenendosi sempre circoscritto ad
unw coniea, St deforma in guisa che due suoi vertici scor-
rano lungo due rette fisse, il terso vertice descrive in ge-
nerale une conica bitangente alla data, e la corda di
contatto ha per polo il punto d’ intersesione delle due
retie fisse.

Sia abe = ABC il dato trilatero circoscritto alla conica k&,
ed r, s le rette fisse lungo le quali scorrono i vertiei A, B.
Al variare di ¢ le tangenti «,0 corrispondono alla ¢in due
involuzioni, che hanno per assi rispettivi =, s, sicché le a, b
si corrispondono in una proiettivith, -e quindi (pel teor.
duale di quello dimostrato al n.° 7), il punto C ad esse co-
munec descrive una conica bitangente a k. La corda di con-
tatto, che ¢ I’ asse della proiettivita tra a, 6, avra per polo
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rispetto a % (ed anche rispetto all’altra counica ), il centro
di collineazionc della proiettivita tra «, b (I, § 67), cio¢ il
punto U =rs (§13, n.° 3).

OssErVAZIONE. Tutto cid vale soltanto (uando la proict-
tivitd =, prodotto delle involuzioni p, o, di assi 7, §, non sia
involutoria. Se, al contrario, = = =—1, il punto C descrivera
una retta, che sara la polare, rispetto a /%, del punto U == rs
(§13, n.t 3, 7). Ora la condizione percheé = = n—1, & che le due
involuzioni p, ¢ sieno permutabili, ¢io¢ che le rette r, s sicno
coniugate rispetto a %. Dunque:

Se un triangolo circoscritto ad una conica K, si deforma
in guisa che due suoi vertici scorrano lungo due retter, s
coniugate rispelto a k, il terso vertice descrive la polure
del punto rs rispetto alla conica. Cid si verifica pure dirctta-
mente facendo capo al teorema di Sravpt (E. § 60).

11 teor. 9 trovasi in PoNcELET (1822).

10. Se un n-gono semplice A\A, ... A, rimanendo sempre
inscritto in una conica data, si deforma in gquisa che n-1
de’ suoi lati passino. per altrettanti punti fissi, (I lato ri-
manente inviluppera una conica bitangente alle data o
passera per un punto fisso.

Invero, mentre il poligono si deforma in modo che i suoi
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lati AJA,, ALA,, ..., Ant A, passino pei punti dati P, ... Py, la
punteggiata descritta da A, risulterd involutoria a quella
descritta da A,, rispetto al polo P, ;- queclle descritte da A,
ed A, risulteranno involutoric Tispetto al polo P,, ecc. Onde
tra la punteggiata descritta da A, e quella descritta da A,
intercederd una corrispondenza proiettiva, prodotto delle
involuzioni di poli P,... Pu1, € quindi (§ 13, n.° 7) la retta
ALA, invilupperd una conica k&, bitangente alla data %, o
passera per un punto fisso, secondo che la proiettivita tra
A, ed A, non ¢ oppure ¢ involutoria.

(OSSERVAZIONE 1.* Volendo inscrivere in una conica data
k un poligono AA,..A,  cul lati AA,, .., Ant A, AJA,,
passino ordinatamente pei punti dati PP, ... P,, bastera co-
struire i punti uniti della proiettivita che sulla k£ nasce come
prodotto delle involuzioni w, v, ... w, di poli P, ... P, : ciascuno
di questi punti uniti si potra prendere come vertice A, di
un poligono soddisfacente alle condizioni richieste, e di cui
risulteranno completamente determinati gli altri vertici
A,..A,. K per costruire i punti uniti della proiettivitd w, w,..tr,
sappiamo che si deve intersecare la conica con 1'asse di
collincazione di questa proiettivith (. § 67). 11 problema,
dipendendo dalla determinazione degli elementi uniti della
proicttivitd o, ... w,, avra due, una o nessuna soluzione; e
potrd averne anche infinite, quando quella proiettivith di-
venti identica. Cio accade p. e, per n =3, quando i pu‘riti
P PP, formano un triangolo autopolare rispetto a k. Infatti
in tal caso le involuzioni w,, w,, che hanno per poli i punti
P,P,, coniugati rispetto alla conica %, danno per prodotto
un’involuzione che ha per asse la retta P,P, e che ha
dunque per polo il punto P, Sara quindi o,w, == w, cios¢
w wew, == 1, Anzi, siccome il ragionamento é invertibile, si
pud dire che la condizione necessaria e sufficiente af-
Jinché esistano infiniti triangoli inscritti in una conica e,
cireoscritti ad un dato triangolo, é che questo sia autopo-
dare rispetto alla conica (cfr. col n.° 3 del § 10, Oss. 3.2).
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OSSERVAZIONE 2.* Quando i punti dati P, .... P, stanno sopra
una retta u, la proicttivitd w,w, ... »», ammettc o0 non am-
mette come punti uniti i punti UV comuni ad ©« e alla co-
nica %, secondo che n & pari o dispari. Questa considera-
zione gctta nuova luce sul teorema di chiusura dimostrato
al n. 16 del § 12 (Oss. 1%); giacché, se, cssendo n pari,
esiste un n-gono coi vertici distinti AJA, ... A, ed 1 cui lati
AA,, ..., A A, passino ordinatamente pet punti P, ... P, la
proiettivitd e, ... v, possiederd i tre punti uniti UVA,; onde
sara identica. Dal che segue che ogni punto della conica
potra prendersi come primo vertice di un n-gono soddisfa-
cente al prohlema.

Il problema di inscrivere in una conica /% un n-gono i cui lati
passino ordinatamente per n punti dati, fu risoluto da Parro (Coll.
mat.) nel caso in cuirn = 3, £ ¢ un cerchio ed i tre punti dati sono
in linea retta. Una soluzione geometrica pel caso in cui i 3 punti
son assegnati comunque, ma la conica ¢ sempre un circolo, fu data
da CasTiLLON (1776) ed una soluzione analitica da LAGRANGE (1776).
Altre soluzioni dello stesso caso particolare furono poi date da
EuLero e Fuss (1780). Per'un cerchio e per un numero qualunque
di punti, la prima soluzione fu data da A. GIORDANO DI OTTAJANO
(1788) e da MaLraTTI (1788); per una conica ed n punti allineati
da Briancuon (1810) (ved. il n.° 16 del § 12); per una conica e 3
punti da GERGONNE (1811). La soluzione generale da noi esposta ¢
dovuta a PoNcELET (il quale, naturalmente, perveniva ad essa — nel
1822 — senza far uso del concetto di proiettivitda tra i punti di una
conica).

11. Le corde di una conica k vedute da un punto S
della medesima sotto angolo costante, inviluppano una co-
nica bitangente a Kk in due punti immaginari, ¢ le due
tangenti immaginarie comuni si seqgano nel punto di FRE-
GIER relativo ad S.

La congruenza diretta o, generata tra i raggi del fascio
S da una rotazione di ampiezza uguale all’angolo dato,
sega sulla conica & (fuori di S) una proiettivita ellittica
mont, ove = & la prospettivitd tra la conica ed il fascio S.
E se I’angolo dato non é retto, la proiettivith mwnt non é
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involutoria. Dunque intanto le corde che son vedute da S sotto
I' angolo dato, inviluppano una conica bitangente a & in
due punti immaginari, ed il punto in cui §’ incontrano le tan-
eenti immaginarie comuni, ¢ il centro. di collineazione di
mwm! (§ 13, n° 7, Oss. 2°).

Poiché 1 involuzione unita della proicttivitd nwm! ¢ se-
gata su % dall’ involuzione unita di o, cioé dall’ involuzione
circolarc del fascio S (§ 6, n.° 12), si conclude che il centro
della proiettivith mwn-1 ¢ il punto di Frégier relativo ad S
(§ 13, n.i 4 e G).

12. Il luogo del vertice di un angolo di grandezsa co-
stante, che si muova mantenendosi sempre circoscritto ad
una parabola, é una iperbole i cui asintoti formano un
angolo doppio del dato, o é una retta, se I’ angolo dato é
retto.

Invero, se I’angolo ab di grandezza costante si muove
mantenendosi circoscritto alla parabola &, le punteggiate de-
seritte dai punti all’ infinito di «, & si corrispondono in una
congruenza diretta o; sicché, dicendo = la prospettivitd tra
I’inviluppo delle tangenti di %2 e la retta all’ infinito del suo
piano, i due inviluppi di 2* classe sovrapposti descritti dai
ragei «, b, si corrisponderanno nella proiettivitd ellittica wor-t;
¢ quindi ( pel teorema duale di quello dimostrato al n.” 7
del § 13) il punto ab descrivera una conica, oppure una retta.
Quest’ ultimo caso potra presentarsi solo se la proiettivith
mown! (e quindi la w) ¢ involutoria; cioé soltanto se 1'an-
eolo ab é retto.

Se ab non & retto, la conica descritta dal punto ab sega
la retta all’infinito nei punti che corrispondono al punto
all’ infinito della parabola mediante la w e la w-1: sicché si
conclude che essa ¢ un’iperbole i cui asintoti formano un
angolo doppio del dato.

1l teor. 12 fu dimostrato per via analitica da DE La Hire (1685),

e geometricamente (giovandosi delle proprietd dei fuochi) da Pox-
CELET (1822).
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13. Le corde di una conica Kk vedute da un punto S,
non appartenente a K, secondo coppie di un’ involusione w,
inviluppano una conice K, la quale subordina nel fuscio S
I tnvoluzione w,; e inoltre le polari di S rispetto a k, k,
coincidono. v

Sieno «, ¢ due raggi coniugati nell’ involuzione w, i quali
seghino % risp. nei punti AB, A’B’. Una corda di k che sia
veduta da S secondo una coppia dell’ involuzione o, sega
le rette » = AA’, v = BB’ in due punti che vengono pure
proiettati da S secondo una coppia di w: come si vede ap-
plicando il teorema di Desargues al quadrangolo inscritto
ABA’B. E viceversa, se una retta sega le r, 7 in duc punti
proiettati da S secondo una coppia di o, essa tagliera k& in
due punti che godono della stessa proprictd. Dunque le
corde di & soddisfacenti alla condizione vichiesta, congiun-
gono i punti omologhi di una proiettivita tra », r'; e gquindi
esse inviluppano una conica k.

Poiché il quadrilatero costituito dalle rette AA’, BB,
AB', A’B, ¢ circoscritto a k,, il suo trilatero diagonale, che ¢
formato dalle rette aa’ e dalla polare s di S rispetto a k,
sard autoconiugato rispetto a &, (E. § 57), cio¢ le awa’ sa-
ranno coniugate rispetto a %, e inoltrec la polare di S ri-
spetto a &, sard la retta s, c.d.d.

OSSERVAZIONE. La conica K, pud degencerare coime inoi-
luppo in due fasci di raggi. Cio accade quando il punto
comune alle punteggiate proicttive », #* ¢ unito, cio¢ quando
il punto r7" appartiene ad un raggio doppio di . In tal caso
si vede che le corde proiettate da S secondo coppic di o, o
passano pel punto »# o pel punto AB’. A'B.

14. Il luogo del vertice di un angolo retto circoscritto
a:l un’ ellisse o ad un’iperbole, ehe sia contenuta nell’ an-
golo acuto de’ propri asintoti, ¢ un circolo concentrico alla
cured.

- Pel teorema duale di quello dimostrato al n.° prec., le
coppie di tangenti di una conica che segano sopra una retta
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lc coppie di una data involuzione, &’ incontrano in punti di
un’ altra conica che subordina su quella retta la data invo-
luzione: ed i poli di questa retta rispetto alle due coniche
coincidono.

Se la conica data ¢ un’ellisse & e Iinvoluzione assegnata.
¢ l'involuzione assoluta, poich¢ due punti coniugati in
quest’ involuzione sono scmpre esterni a %, vi sono in-
finite coppie di tangenti perpendicolari della curva e i loro
punti d'incontro appartengono ad una conica concentrica
a I e che subordina sulla retta all’ infinito I’involuzionc asso-
luta; cio¢ ad un circolo. Considerando il rettangolo circoscritto
all’ ellisse, che ha per mediane gli assi della curva (I, § 70),
si vede subito che il cireolo suddetto & circoscritto a quel
rettangolo, e quindi che ha per raggio 1/ «® 4+ 0%, ove a, b
son le lunghezze dei due semiassi.

Se la conica data ¢ un’iperbole & e I’involuzione asse-
gnata ¢ ancora 1’ assoluta, tre casi possono presentarsi:

1.°) L’ angolo degli asintoti che contiene nel suo interno
la curva (L. § 69), ¢ acuto. Allora esisteranno infinite coppie
dell’ involuzione assoluta, costituite da punti esterni a %; e
quindi vi sarano infiniti angoli retti circoscritti a %£. 11 loro
luogo sard ancora un circolo reale, concentrico a k. — Si
puo dimostrare che il raggio di questo cireolo é |/ a* — 0%,
ove a, b sono le lunghezze rispettive del semiasse trasverso
e di quello non trasverso. ’

2.°) L’angolo degli asintoti é retto, cio¢ 1’ iperbole ¢ equi-
latera. Allora vi sarad una coppia dell’ involuzione assoluta
appartenente a %, e del resto ogni altra coppia dell’ involu-
zione assoluta sard costituita da un punto esterno e da un
punto interno a %; sicché¢ in tal caso gli asintoti saranno
la sola coppia di tangenti ortogonali.

3.°) L’ angolo degli asintoti che contiene la curva, ¢ ot-
tuso. Allora una coppia dell’ involuzione assoluta sara co-
stituita ‘da due punti di cui uno almeno sard sempre interno
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a k, e quindi non esisteranno angoli retti (reali) circoseritti

alla curva.

OSSERVAZIONE. Se la curva £ ¢ una parabhola sappiamo
(n.° 12) che il luogo del vertice di un angolo retto circo-

seritto, ¢ una retta,

11 eircolo direttore o principale, ciot il luogo dei punti da cui
escono tangenti ortogonali di una conica a centro, e la direttrice,
cioé il luogo analogo per una parabola, furono trovati da DE

La Hire (1685).

15. L’ area di un triuan-
golo circoscritto ad una pa-
rabola ¢ la meta dell’ area
del triangolo che ha per
vertici i punti di contatto.

Sia abe = A’'B'C’ il trian-
golo circoscritto «lla para-
bola %, e sieno A, B, C i
punti di contatto dei lati
a, b, c. Abbiamo:

triang. BA’C == triang. BAC 4- triang. BC'A +-
- triang. AB'C 4 triang. C’'A'D/,

e inoltre (E.§67):

—g— BC'A = seg. BA,
R ,
5 BA'C

Onde:

(]

o

— ADB'C = seg. AC,

seg, BC.

o
seg. BC = —? tr. BAC - seg. BA 4 seg. AC 4+ —g— tr. CA'B,

€ siccome:

seg. BC = seg. BA 4 seg. AC + t1 BAC.

verra:

) DY
tr. BAC = —;7 tr. BAC 4 % tr. CA'IY,
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dalla quale si trae:
tr. BAC = 2 tr. CA'B’,
c.d. d.

La prop. 15 & di GREGORY.

16. Area di un settore ellittico.

Chiamasi seftore ellittico la superficie racchiusa da due
semidiametri di un’ ellisse e da uno dei due archi di ellisse
che corrono tra i loro estrcmi.

Sia AM un arco dell’ ellisse % di centro O, che sottenda
un angolo minore di 2z; OB il diametro coniugato ad OA;
X il punto in cui OA vien se-
gato dalla parallela per M ad OB.
Per calcolare I’ area del settore
OAM, prendiamo in un piano &
due segmenti O’A’, O'B’ uguali
¢ perpendicolari, e poniamo tra
il piano « di % ed il piano «,
I’ affinith o che fa passare dalla
terna OAB alla O'A’B'. Quest’ af-
finitd risulta completamente in-
dividuata come I’ omografia che
fa passarc dalle rette OA, OB
alle O’A’, O'B’, subordinando tra OA, O’'A’ la proiettivita

( O(’):}I);;)’ ove Py, P’ sono i punti impropri di OA, O'A’,
OBQ
OB'Qw
punti impropri di OB, O'T (L. § 45).
L’affinitd w trasforma I ellisse & in un’ ellisse 4, che ha
due semidiametri coniugati O0’'A’, O'B’ uguali e perpendico-
lari: dunque I’ ellisse & sard un circolo di centro O e rag-
gio O'A’,

€ tra OB, O'B’ la proicttivita ( ), 0vVe Qu, @' SONO i
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In relazione al circolo %4 si ha:

’ ! ;j:d__ N ’
cett. OFA/M arc. A’ M X 5 0O A

tr. O'A'B ‘})_ ()I‘A/g

= ATCAM s X
S U e 0 U U
ove M’ ¢ il punto corrispondente ad M, ed X’ I'omologo
di X.
Per I’ affinith o che intercede tra /%, k', si ha inoltre:

sett. OAM __ sett. O'A'M’  O'X’ _ 0X
tr. OAB_ . A"’ OA' - OA’

onde verra:

(1) sett. OAM = tr. OAB arc. cos 82

Per costruire 1’ arco il cui coseno ¢ OA (considerato in
valore e segno), bastera intersecare il semicerchio di raggio
OA con la perpendicolare in X alla retta OA.

OSSSRVAZIONE. Se diciamo «, b le lunghezze dei semidia-
metri OA, OB, 6 1’angolo di questi semidiametri e C il punto

diametralmente opposto ad A, la formola (1) porge:

1 06
sett. OAM = o ab sen 0 arc. cos OA

1 X
sett. OCM = 5 ab sen 6 are. cos 0c

le quali sommate membro a memhro, dopo averle mol-
tiplicate per 2, danno:

area ellisse = mab sen 6.

() Per la validith di questa uguaglianza e delle successive,
occorre, manifestamente, che le espressioni arec. cos denotino le
lunghezze dei relativi archi misurati in radianti (cio¢ prendendo
in ogni caso per unitd di misura il raggio della rispettiva circon-
ferenza).
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In particolare, se «, b sono i semiassi, si ritrova la for-
mola wmad per I'arca dell’ellisse ( E.§71), e inoltre si ri-
trova il teorema (di AroLLoNIO), secondo il (uale ¢ costante
I"area di ogni parallelogramma inscritto nell’ ellisse, e di cui
le diagonali sieno due diametri coniugati (L. § 67).

La quadratura dell’ ellisse e di un segmento parabolico son do-
vute ad ARCHIMEDE (circa 250 av. Cristo): quella di un settore el-
littico a LeimsNiz (1684). Il procedimento esposto per giungere alla
formola di Leibniz & di MoBius (1856).

17. Due segmenti AB ed A'B di un’ ellisse o di un’ iper-
bole, sono equivalenti se le corde AB', A’B risultano paral-
lele; e in tal caso sono pure equivalenti i settori che sot-
tendono quei segmenti,

Infatti sulla conica k (ellisse o ipcrhole) la proiettivita che
ha per asse di collineazione la retta all’ infinito e che fa cor-
risponderc al punto A il punto A’, farh passare da B ad un
punto tale che la retta che lo congiunge con A risulti paral-
lela ad A’B. Dunque se le AB’, A'B son parallele, a B corri-
sponde B, e quindi al seg. AB il segmento A'B’. — Poiché
la proiettivitd tra i punti di 2 é subordinata da un’ affinita
equivalente (E. § 67), si conclude che i segmenti AB, A'D’
sono equivalenti, e che lo sono pure i settori OAB, OA'B’
(ove O ¢ il centro della conica), perch¢ si corrispondono
nell” affinith suddetta.

18, Due coniche che abbiano comuni due punti AB, reali
o immaginare, per modo che ogni punto delle retta AB
esterno o interno all’ una, sia esterno o interno all’ altra,
uppartengono a due coni quadrici, s¢ non sono compla-
nari, oppure sono omologiche in due modi diversi, se sono
complanari.

Diciamo infatti P, i poli della AB rispetto alle coniche
date %, k', e Q,  due punti di queste coniche le cui tangenti
si taglino in un punto M di AB. Allora le rette PQ, P'Q’ & in-
contreranno nel punto della AB coniugato di M rispetto ad
ambedue le coniche, sicche, se queste son complanari, esi-

SEVERL 21
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stera un’ omologia bhen determinata di asse AB, e nella (uale
P, P’ e Q, Q saranno coppie di punti omologhi; e, se le
due coniche non son complanari, esistera tra i duc piani
una prospettivitd di centro O, = PP, QQ’, nella quale si corri-
sponderanno P, P e Q, Q. ’

Sia nell’un caso che nell’ altro, I’ omografia « tra i piani
delle due coniche, muta k£ in una conica che tocea in AB
le rette, reali o immaginarie, P’A, P’'B, e nel punto ()’ la retta
MQ'; cioé la o trasforma % in %',

Ora, fissato il punto Q di %, in due modi diversi si pud
scegliere il punto ¢ di %’ (che dovra esserc di contatto per
una delle due tangenti di & uscenti dal punto M), e quindi
avremo due omologie trasformanti & in %', se i piani di
k, k' coincidono ; oppure due prospettivith di centri O, O,
che mutano % in k', se le coniche /%, £” non sono compla-~
nari. In quest’ ultimo caso le duc coniche giacciono in due
coni uadrici che le proiettano da 0, O,.

Si noti che se 1 punti A, B coincidono, cio¢ se le due co-
niche son tangenti, le due omologie o prospettivith vengono
pure a coincidere.

OSSERVAZIONE 1.*> Due coniche complanari che seghino la
retta all’ infinito negli stessi punti, reali o iminaginari, stac-
cando sulla retta medesima lo stesso segmento di punti
esterni, si potranno riguardare come coniche omotetiche
(simili e similmente poste, secondo PONCELET ) in duc modi
diversi (o in un sol modo se i punti all’infinito comuni
coincidono ).

Tutte le coniche omotetiche e concentriche con una data
conica a centro, formano un fascio-schiera. Ogni affi-
nitc che muti in se stessa una conica a centro di un
sistema di coniche omotetiche e concentriche, muta in se,
stessa ogni altra conica del sistema. Invero, le omotetie
che si possono porre tra due coniche k, %/, ¢che tocchino in
due punti all’ infinito due date rette, staccando sulla retta
impropria lo stesso segmento di punti interni, hanno am-
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bedue per centro il centro comune alle coniche %, k. Ora
un’ aftinitd che muti ogni punto A di A in un punto A’ della
stessa conica, mutera il punto B di &', corrispondente ad A
in una delle suddette omotetie, in un punto B’ tale che
OA _ 0A
OB oB”’
nell’ omotetia fissata: onde quell’ affinith muterd in se stessa
anche la k. (Cfr. col n.° 15 del § 8).

Alla stessa conclusione si perviene ricordando che ogni
affinita che muti in sé una conica a centro, ¢ un’equiva-
lenza affine.

OsSERVAZIONE 2." Le ellissi omotetiche e concentriche ad
una data ellisse, formano un fascio-schiera coi punti base
immaginari; quindi ogni affinith che muti una di quelle
coniche in un circolo, mutera il fascio-schiera in un fascio-
schicra di coniche coi punti base nei punti ciclici, cioé in
un sistema di circoli concentrici.

Un n-gono regolare inscritto in uno dei circoli del si-
stema, sara circoscritto ad un altro circolo del sistema, e, me-
diante I’ affinitd, questi due circoli verranno trasformati in due
ellissi omotetiche e concentriche %, &', tali che esisterd un
n-gono inseritto nell’ una, %, e circoscritto all’altra, &’; e quindi
esisteranno infiniti #-goni analoghi. Viceversa ogni n-gono in-
seritto in & e circoscritto a k', si muta, mediante I’ affinita,
in un poligono regolare.

Ci6 permette di dedurre molte proprietd dei poligoni di
Poncelet relativi a due ellissi omotetiche e concentriche, dalle
proprietd dei poligoni regolari. '

19. In un’ ellisse (che non sia un circolo) vi ¢é sempre
una ed una sola coppia di diametri coniugati uguall.

Se in un’ellisse esistono due diametri coniugati uguali,
i loro estremi (£. § 70) saranno congiunti a due a due dai
lati di un rettangolo; e questi lati alla lor volta, pel teorema
di Staupt (F. § 60), riesciranno paralleli agli assi.

Ne deriva che i due diametri coniugati uguali sono equin-

cio¢ nel punto B’ di ¥ che corrisponde ad A’
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clinati su ciascuno degli assi, e quindi costituiscono la coppia
comune all’involuzione dei diametri coniugati e alla simme-
tria rispetto agli assi. Ricordando il n¢ 18 decl § 6, si vede
pure che ¢ due diametri coniugati uguali jformano U an-
golo acuto minimo, - |

11 teor. 19 trovasi in Bror (1810).

. 20. Costruire una conica a centro per punti o per tan-
genti, noti che siano due diametri coniugati in posisionc
e in grandezsa. '

1.* Costruzione. — Sieno AA’, B3’ i due dati diametri cd
O il centro della conica. 1¢ ben chiaro che con questi dati
la conica ¢ individuata appena si sappia se deve esserc
un’ ellisse o un’iperbole: chiamiamola % e proponiamoci di
costruirla per punti e per tangenti,

Tra i due diametri dati ce ne sara sempre uno ahmeno
trasverso, ¢ sia p. es. AA’. I raggi clic proicttano da A, A’
le coppie dell’ involuzione subordinata da /% sull’ altro dia-
metro BB’,"pel teorema di Staupt (E. §60), si taglieranno
in punti della conica. Ora, quest’ involuzione, nel caso in
cui la conica %k da costruirsi debba essere un’ ellisse, ¢
perfettamente individuata, perch¢ ha per punti doppi gli
estremi del diametro BB’ (ed ha il centro in 0); sicch¢ si
potranno costruire quante si vogliano coppie dell’ involu-
zione stessa: 'ogni tal coppia, proiettata nei due modi pos-
sibili da A; A’, da origine a duc punti di &.

Se poi la conica da costruirsi deve essere un’iperbole,
allora I’ involuzione subordinata su BB’ avrd il centroin O e
in essa saranno coniugati gli estremi B, B’ del diametro non
trasverso (come si vede ricordando la definizione degli
estremi di un diametro non trasverso). Dunque anche in
tal caso I’involuzione sara individuata, ed ogni sua coppia
dard luogo a due punti dell’ iperbole,

Vediamo ora come si possa costruire la conica % per
tangenti.
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Dopo cquanto abbiamo detto sulla costruzione -della
conica per punti, non occorre pilt distinguere il caso
dell’ ellisse da quello dell’ iperbole ; ed ¢ per questo che
nella ﬁgura seguente non sono segnati gli estremi BB’ del
diametro coniugato al diametro trasverso AA’; i quali
estremi, rispetto all’ involu-
zione subordinata sulla BB,
hanno un ufficio diverso, se-
condo che si tratta di un’ el-
lisse o di un'iperbole. N

Sia 111" una coppia dell’in- & 4
voluzione ecsistente sul dia- / / )
metro BB, e sia P=AH . A'H /
uno dei due punti della co-
nica relativi a quella coppia. Diciamo inoltre ¢, «’ le tan-
genti a ke in A, A’, cio® le parallele per A, A’ al diametro co-

M'/ /R : /N

niugato.

La polare del punto II, dovendo passare per II' e pel
polo del diametro OH, sard la parallela H'M’ d4 II’ al dia-
metro AA’; e analogamente la polare di H’ sara la parallela
IIM da 1T ad AA’. Poiché¢ i tre punti AHP sono alli'neati, la
polare di P, cio¢ la tangente in P, dovra passare pel punto
M, comune alle polari di A, H; e, per una ragione ana-
loga, dovra purc passare pel punto M. Dunque i tre punti
MPM’ sono allincati, e la retta che li contiene ¢ la tan-
gente a /£ in P. :

Similmente la tangente a % nel punto Q == A’H . AH’ sara
I’ altra diagonale del parallelogramma MNM’N’ ( ved. figura).
In tal modo per ogni coppia dell’ involuzione esistente su BB/,
otteniamo due tangenti di & (coi relativi punti di contatto).

22 Costruzione, valida nel caso in cui la conica da co-
struirsi sia un’ ellisse. Sieno AA’, BB’ i due dati diametri
coniugati ed O = AA’. BB il centro dell’ellisse % da co-
struirsi, Descriviamo il circolo &, di centro O e raggio OA, e
diciamo OB, un raggio di k%, perpendicolare ad AA’. Esiste
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una determinata omologia affine che ha per asse la retta
i AA’, per centro il punto all’ infinito della BB, ¢ che fa pas-
sare da B, a B. Quest’ omologia trasforma il circolo %, in
“un’ellisse che ha per semi-
diametri coniugati i segmenti
OA, OB, corrispondenti ai due
semidiametri coniugati OA,
OB, del circolo k,. Dunque
I’ affinith  omologica in que-
stione trasforma il circolo %,
nell’ ellisse richiesta k.
Basterad quindi per trovare
dei punti e delle tangenti di %, costruire gli omologhi di al-
cuni punti e tangenti di %, (come indica la fig.).

In particolare, se si tratta di costruire un’ ellisse di cui
sono dati gli assi AA’, BB in posisione e in grandessa, hasta
trasformare il circolo k,, che ha per diametro uno degli-assi
AA’, con uw’ omologia affine la quale abbia per asse AA’, per
centro il punto all’ ingpito dell’ asse BB/, e che faccia passare
dal punto B ad un punto B, di %, allineato con B, B'.

L’ invariante assoluto dell’ affinita or’ﬁologica_ che muta
k, nell’ ellisse da co-
struirsi k&, &

OB OB b

OB, OA ~ a’

ove b, ¢ denotano le
lunghezze dei semi-
assi OB, OA. Per co-
struire I’ omologo di
un punto P, di %, si
conduca da P, la per-
pendicolare P,P, so-
e pra AA’, e dicasi P,
il punto ove il raggio OP, (limitato al punto 0), incontra il
circolo %, di diametro BB'. La parallela da P, ad AA’ taglia
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PP, in un punto P, che insieme a P, é allineato col centro
d’ omologia, ed ¢ inoltre tale che:
5:11:—]= 8&’ =% (invariante dell’ omologia);
dunque P corrisponde a P, nell’ affinith omologica, cioé ap-
partiene all’ ellisse k.

La tangente in P all’ ellisse si ottiene congiungendo
P col punto ove I’ asse d’omologia AA’ & tagliato dalla tan-
gente al circolo %, in P,.

Il punto P omologo di P, si poteva costruire pilt spedi-*
tamente tirando la B, P,, intersecandola con I’ asse: AA’
nel punto M, e intersecando poi la retta P,P, con la BM;
ma la costruzione esposta, in cui entra anche il circolo &, da
luogo ad alcune conseguenze notevoli.

Invero, se dal punto P di k£ si tira la parallela alla retta
OP,, dicendo U, V i punti ove questa parallela incontra risp.
gli assi AA’, BB, dal parallelogramma OUPP, si rileva:

UP = OP, = b, &
e dal parallelogramma OVPP,: -
VP = OP, = a;

onde, se a > b, si ottiene:
UV =a—b.

Se invece da P si tira una retta », simmetrica di UV ri-
spetto alla PP,, e si dicono U’, V' i punti ove la r sega ri-
spettivamente AA’, BB, si riconosce facilmente che U'P = b,
V'P=a, onde: P

UV =qa-+ b

Dundque:

Se un segmento di lunghesza invariabile si muove in
guisa che ¢ suoi esiremi scorrano lungo due relte fisse
ortogonali OA, OB, ogni punto P allineato cogli estremi
descrive un’ ellisse, di cui le rette OA, OB sono gli assi;
e le lunghezze dei due semiassi sono uguali ‘alle distanze
del punto P dagli estremi del segmento mo}n‘le.
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Quando di un’ellisse si conoscono gli assi in posizione
e in grandezza, essa pud sempre descriversi per moto conti-
nuo nel modo suddetto. Questa gencrazione si realizza col
compasso ellittico.

Un’ altra conseguenza si puo trarre dalla costruzione di
un’ ellisse di dati assi.

Prendendo ' asse AA’ come assc delle & ¢ I’asse BB’
come asse delle y, in un sistema di coordinate cartesiane
ortogonali, e chiamando con ¢ I’anomalia eccentrica P,OP,,
relativa al punto P, la & e la y del punto P, si esprimono
mediante le formole:

x = 0P, = 0P, cos ¢, y =P,P = 0Q = OP, sen o,
cioé:

1) = acose, Yy =~>bsenq.

Dividendo i due membri della 1* uguaglianza per a, i due
membri della 2* per b, e poi quadrando e sommando, si ot-
tiene 1’ equazione dell’ ellisse riferita ai propri assi (efr. col
n° 11 del §,10):

. xZ y?
e T =t

Dalla rappresentazione parametrica (1) si rileva che un
punto della curva determina I’ anomalia cccentrica a meno
di multipli di 2w,

La proprietd di un’ellisse di potersi riguardare come omolo-
gica affine di un circolo, che abbia per diametro uno de’suoi assi,
era nota, sotto forma diversa, ad ARCHIMEDE. La denominazione di
anomalia eccentrica, fu usata da KerLero (1609). La genesi del-
I’ ellisse mediante il movimento di un punto appartenente ad un
segmento di lunghezza invariabile, i cui estremi scorrano lungo
due rette fisse di un piano, anche non ortogonali, fu scoperta dal
filosofo greco Procrus (410-485 di Cr.). Piu tardi Scnoorten (1646)
dimostrava che. ogni punto del piano rigidamente collegato a quel
segmento mobile, descrive un’ ellisse. DuriN estese poi (1808) in
varl modi queste proprieta, per generare con moto continuo le su-
perficie di secondo ordine.

21. Se in un’ ellisse si considera un sistema di corde
parallele, le anomalie eccentriche degli estremi di queste
corde danno una somma costante.
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Sia & la data cllisse di assi AA', BB, e &, il circolo di
diametro AA’, corrispondente a % nell’ affinita omologica w
che ha per asse la retta AAY, per centro il punto all’infi-
nito dell’ assc BB’ e che fa passare dal punto B al punto B,
(ved. figura). .

Diciamo P",P”; i punti di %, che corrispondono mediante
la w ai punti P'P” di %, ¢¢” le anomalie eccentriche di questi

ultimi punti(ved. n.°
prec.) cioé gliangoli
AOP,, A7OP",, (o
questi angoli au-
mentati di multipli
.di 2r), ed « Pan-
golo formato dalle
rette PP’ ed AA’.
La tangente a /e,
nel punto medio T,
dell’ arco P',P”,, ri-
sulta parallela alla corda P',P”;, e incontra I'asse d’omo-
logia nel punto S. Poiché il triangolo OT,S é rettangolo in
Ty, avremo:

SOT, + T.SO =%;

e poiché¢ I'angolo

SO, — SOV, + 20T, — S0P, -+ - P 0P,

verrd, .
T s
k4 ‘|‘7~)‘ (¢ —9¢") 4 a= 5 (mod. 2rx),
dondc:
(1) » o 4 ¢ =mn — 2a,

Cio prova che la somma delle anomalie eccentriche dei
punti P'P” dipende soltanto dall’ inclinazione sull’ asse A’A”
della retta P'\P"); e siccome quando la retta P’P” varia pa-
rallelamente a se stessa, la sua corrispondente nell’ affinita
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w varia pure parallelamente a se stessa, si conclude che la
somma ¢ + ¢” rimane costante mentre la P'P” si muove
parallelamente a se stessa; c. d. d.

OSSERVAZIONE 1.* Se la retta P”'P' forma con I’asse AA’
un angolo uguale a quello formato dalla P'P”, ma di verso
contrario, la corda del circolo k, simmetrica di P, P”, ri-
spetto all’ asse BB’, risulterd parallela alla corda di %, che
corrisponde a P P; onde avremo

@ o=t 2

ove ¢, 9" sono le anomalie dei punti P, PV, Sommando
membro a membro le (1), (2), verra:

. (3) CP, + (P” __I__ cPHI + (PIV = 0 (mod' 27.:).

Viceversa se & soddisfatta la (3), confrontandola colla (1),
se ne dedurra la (2), cioé le rette P’ P”, P’ P formeranno
con I’asse AA’ (e quindi anche con I’ altro asse) angoli
uguali, ma di verso contrario. Ricordando il risultato stabi-
lito al n® 13 del § 12 (Oss. 3%), potremo enunciare il teorema
che segue:

La condizione necessaria e sufficiente affinché 4 punti
- di un’ ellisse appartengano ad un circolo, é che la somma
delle loro anomalie eccentriche sia nulla o multipla di 2.

OSSERVAZIONE 2% Rileviamo ancora esplicitamente una re-
lazione, che ci servird in seguito. Se una retta tocca 1’ ellisse
inun punto T, di anomalia ¢, ed ¢ T, il punto di k&, omo-
logo di T, S il punto ove la tangente al cerchio %, in T,
incontra 1’asse AA’, « I’angolo formato da questa tangente
con Iasse AA’', dal triangolo rettangolo OT,S, si rileva:

(4) 20 =7 — 2a,
I teor. stabilito nell’ Oss. 1* & dovuto ad JOACHIMSTHAL (1847j.

22. Per un punto di un’ ellisse passano tre circoli che
osculano la curva altrove, ed i tre punti d’ osculazione
stanno in un circolo col punto primitivo.
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Se il cirecolo osculatore ad un’ ellisse 2 in un suo punto P,
di anomalia eccentrica ¢, sega ulteriormente la curva nel
punto Q, di anomalia cccentrica ¢, poiché la tangente p in
P e la retta PQ debbono formare con un asse angoli uguali,
ma di verso contrario (§ 12, n° 15, Oss. 3*), chiamato « I’ an-
golo fermato dalla p con I’asse a cui si riferiscono le ano-
malie, avremo (n° prec. Oss. 2%):

20 =m — 2a,
¢+d=m-+ 2
3p +9=0 (mod. 2x).

Se il punto @ & dato, I’anomalia eccentrica di ogni punto
P tale che il circolo osculatore a k£ in P passi per , sara
dunque espressa dalla formola:

e inoltre:

ciod:

! P
P == 3*b -+ ”1311 (lintero qualuncue).

Poich¢ due valori di ¢ congrui rispetto a 2=, danno lo
stesso punto dell’ ellisse, i punti distinti soddisfacenti alla
condizione suddetta, corf‘isponderanno a valori di ¢ incon-
grui rispetto a 2m; cioé ai valori

Dunque intanto si conclude che per Q passano tre cir-
coli, che osculano I’ ellisse nei punti corrispondenti alle
suddette anomalie. Siccome inoltre la somma delle ano-
malie del punto Q e dei tre punti d’ osculazione, é congrua
a zero, 14 punti suddetti apparterranno ad un circolo (n® prec.).

1l teor. 22 & dovuto a STEINER (1845). Un’altra dimostrazione
dello stesso teorema si ritrovera alla fine del n.° 24.

23. I circoli osculatori ad un’ ellisse in 4 punti di un
circolo, segano ulteriormente la curva in 4 punti, che pure
appartengono ad un circolo.
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Sieno ¢, v, ¢, ¢, le anomalie eccentriche di 4.punti dell’ el-
lisse appartenenti ad un circolo, cio¢ soddisfacenti alla con-
dizione (n° 21):

1 o+ 9+ ¢+ 0 =0.

Se ¢, 4, 54, sono le anomalie delle ulteriori intersezioni
dei circoli osculatori all’ellisse in quei 4 punti, avremo
(n° prec.):

30,4+ 4 =0, 39+, =0, 3¢,+ D=0, 39,+$,=0,

dalle quali, sommandole membro a membro c¢ ricordando
la (1), si trae:

O 4y + b 4 &y =0,

e questa esprime che i 4 punti relativi appartengono ad un
circolo.

Questa conseguenza del teorema di JoacHiMsTHAL, {u rilevata
da CazaMiaN (1894).

24, Vi sono infiniti triangoli inscritti in un’ ellisse e il
cul baricentro cade nel centro della curva. 1788 hanno la
stessa area, che ¢ la massima tra le aree di tulli ¢ trian-
goli inscritti nell’ ellisse. Le tangenti nei vertici di uno di
quet triangoli son parallele al latli opposti.

Supponiamo che esista un triangolo ABC inscritto nella
ellisse data k, e il cui baricentro (punto delle medianc) cada
nel centro O della curva. Allora la mediana di ciascun lato
sard il diametro coniugato alla direzionc del lato stesso,
sicché questo lato risulterd parallelo alla tangente necl ver-
tice opposto. Invertendo il ragionamento si vede che, sc i
lati di un triangolo inscritto son paralleli alle tangenti nei
vertici opposti, il baricentro del triangolo coincide col cen-
tro della curva.

Vediamo ora come si possano effettivamente inscrivere
nell’ ellisse infiniti triangoli aventi per baricentro il punto O.
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Preso nella curva un punto arbitrario A, si divida per meta
in If il semidiametro opposto a quello che passa per A, e

si tiri da .E la parallela al diametro coniugato (cioé alla
tangente @ in A). Questa parallela incontrerd certamente
I’ cllisse in due punti reali B, C (E. §§ 69, 70) simmetrici ri-
spetto ad E: sicno 6, ¢ le tangenti alla curva nei punti B, C.
Poich¢ le due rette All, BC son coniugate, la AL passera
pel punto TI = be, e, sc diciamo M il punto in cui cssa sega
fe fuori di A, il gruppo AMELI sard armonico, cioé risultera
(§ 2, n° 15): _
OM* =: OE . OH,

dalla quale si trac
OH = 4 OFL,
od anche:
LIT = OIT — OIL = 30E = AL.

Ne deriva che la figura ABIIC é un parallelogramma, e
quindi che il triangolo ABC ha i propri lati paralleli alle tan-
genti nei vertici opposti, cio¢ che il suo baricentro ¢ il cen-
tro O dell’ ellisse. ’

Poniamo ora tra il piano « di & cd un altro piano o
un’ affinith che trasforni il centro dell’ ellisse e gli estremi
di due semidiametri coniugati, rispettivamente nel centro
di un circolo % di &' e negli estremi di-due raggi perpen-
dicolari di %'. Quest’ affinitd, ben determinata, mutera, come
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abbiamo gia notato pitt volte (ved. p. e. il n° 16 di questo §),
la ellisse k& nel circolo %',

I triangoli inscritti in %2 e aventi per punto delle mediane
il centro della curva, si muteranno ecvidentemente in trian-
goli equilateri inscritti in &', e viceversa.

Poich¢ il rapporto tra le aree di due triangoli inscritti
in %k, ¢ uguale al rapporto tra le arce dei triangoli corri-
spondenti, inscritti in & (Z. § 50), dal fatto che i triangoli
equilateri inscritti in & sono uguali tra loro, si trae intanto
che i triangoli inscritti in &, il cui baricentro cade in O, sono
equivalenti. Risulterd provato che cssi hanno I’ area mas-
sima tra tutti i triangoli inscritti in %, quando avremo fatto
vedere che fra i triangoli inscritti in un circolo k', i trian-
goli equilateri son quelli di area massima.

Ecco ora come si pud dimostrare questo teorema di
Geometria elementare.

Se un triangolo A’B’C' inscritto in & ha due lati almeno
diseguali, e sieno i lati A’'B’, A’C’, dei due punti in cui il
diametro perpendicolare al 3° lato B'C’, taglia &', uno dista
da B'C’ piti del vertice A’, e quindi esiste un triangolo iso-
scele inscritto nel circolo e maggiore di A’B'C'.

Dunque se é possibile trovare un triangolo inscritto di
area massima, questo sara certo equilatero.

Ora fra tutti i triangoli inscritti in &’ ve ne sono certa-
mente di quelli che hanno I’ area massima. Invero, un trian-
golo scaleno inscritto & sempre minore di qualche triangolo
isoscele inscritto; e ogni triangolo isoscele inscritto ¢ alla
sua volta uguale ad un triangolo isoscele inscritto i cui lati
uguali concorrano in un punto fissato S’ del circolo. Infine
fra tutti questi triangoli isosceli col vertice in &', se ne trova
uno (almeno) di area massima, perché la loro area varia
con continuitd a partire dal valore zero, ritornando a zero.

OSSERVAZIONE. Se ABC ¢ un friangolo di area massima
inscritto nell’ ellisse k&, il circolo ! circoscritto ad ABC taglia
k in un altro punto P (§ 12, n° 2), ¢ le coppie di rette AP,
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BC; BP,CA; CP, AB formano con un asse della conica an-
goli uguali, ma di verso contrario (§ 12, n° 13, Oss. 3%).
Poiché le rette BC, CA, AB son parallele alle tangenti «, b, ¢
nei vertici opposti, si conclude che le tre coppie di rette e,
PA; b, BP; ¢,CP formano con un asse angoli opposti, e
quindi (§ 12, n° 15, Oss. 3%) i tre circoli osculatori nei punti
A, B, C passeranno per P. Dunque:

I circoli osculatori nei vertici di un triangolo d’area
massima inscritto in un’ ellisse, segano ulteriormente la
curva in uno stesso punto, che sta in un circolo cot vertici
suddetti.

Invertendo il ragionamento si vede che, se i circoli oscu-
latori in due punti A, B si tagliano nel punto P dell’ ellisse,
il circolo ABP sega ulteriormente I’ ellisse in un punto C
tale che ABC ¢ un triangolo d’ area massima. Difatti le cop-
pie di rette AP, BC; BP,CA; AP,a; BP,b, ove a,b son le
tangenti a £ in A, B, formeranno con un asse angoli oppo-
sti; e quindi le coppie di rette a, BC; &, CA saranno paral-
lele. Ne segue che anche la retta AB ¢é parallela alla tan-
gente ¢ in C (L. § 64), e percio il triangolo ABC avra 1’ area
massima.

Sicché se per un punto P della curva passa qualche
circolo osculatore altrove, ne passeranno certamente tre e sol-
tanto tre, ed i punti d’ osculazione saranno vertici di un trian-
golo d’ area massima, il cui cerchio circoscritto conterra P.

Se si ammette come un fatto intuitivo (che noi non sta-
biliamo rigorosamente per non dilungarci di soverchio) che
mentre il punto d’ osculazione di un circolo osculatore de-
scrive 1’ ellisse, il punto (sempre reale) in cui il circolo sega
ulteriormente la curva, si muove descrivendola tutta, si
ritrova il teorema di STEINER (§ 13, n° 22), completato con
una proprietd notevole del triangolo dei punti d’ osculazione.

11 teor. 24 & dovuto a STEINER (1845). Il teorema contenuto nel-
I’ osservazione prec. appartiene pure a STEINER, che lo lascid ine-
dito nei propr! manoscritti.
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25. Fra tutti i quadrangoli semplici e convessi inscritti
in un’ ellisse, quelli che hanno per diagonali due diametri
conlugati, sono di area massima; e fra tutti i quadrilateri
semplici e convessi circoscritti, quelli i cui lati ftoccano
U cllisse negli estremi di due diametri coniugati, sono di
area minimda.

U’ ellisse si pudé mutare in un circolo mediante un’ af-
finitd, la quale faccia passare da due semidiametri coniu-
gati dell’ ellisse a due raggi ortogonali del circolo (ved. ad
es. il n°® prec.), ed in questo passaggio due poligoni inscritti
(o circoscritti) all’ ellisse, si mutano in due poligoni inscritti
(o circoseritti) al circolo, le cui aree stanno fra loro come
quelle dei poligoni primitivi (E£. § 50).

Da tutto cio deriva che, per stabilire il teorema enunciato,
basterd dimostrarlo nel caso particolare di un cireolo.

Dovremo cio¢ provare che fra tutti i quadrangoli inscritti
in un circolo dato %, i quadrati hanno I area massima; ¢
fra tutti i quadrilateri circoscritti i quadrati hanno 1’ area
minima.

Cominciamo a dimostrare la cosa pei quadrangoli inscritti.

Sia ABCD un quadrangolo semplice convesso inscritto
in%, e sieno A’,C’ i punti ove il circolo ¢ tagliato dal diametro
perpendicolare alla diagonale BD: allora ciascuno dei trian-
goli BDA, BDC avra I’ altezza (relativa alla base BD) rispet-
tivamente non superiore di quella dei triangoli isosceli BDA’,
BDC’, sicch¢ I’ area del quadrangolo ABCD non sard supe-
riore di quella del quadrangolo A’BCD.

Ora 1'area di un quadrangolo variabile inscritto, di cui
una diagonale sia un diametro fissato A'C’ e T altra una
corda perpendicolare BD, varia con continuita da 0 a 0;
dunque quell’ area raggiungera un massimo; ¢ per quanto
precede, questo massimo si otterra allora e solo allora che
i due triangoli A'C’'B, A'C’'D sieno isosceli, cio¢ allorché BD
sia un diametro del circolo ¢ quindi A’BC’D riducasi ad un
((uadrato,
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Passiamo ora a dimostrare il teorema péi quadrilateri
convessi circoscritti,

Stahiliamo a tal uopo il seguente:

Lemma: « Se b, d son due rette che foccano un circolo
« % nei punti B, D, ed « é una tan-
gente variabile, il cui punto di
contatto A appartenga sempre
ad uno prefissato degli archi BD,
I’ area convessa racchiusa tra le
rette «, b, d, BD, assume il valor
minimo, ¢uando A divide per
« metd 1’arco fissato BD. »

Diciamo infatti M, N i punti li-
miti della, proiettivith segata sulle
b, d dalle altre tangenti del circolo,
X, X’ i punti in cui le 0, d son se-
gate dalla tangente variabile a, ed
Y, Y’ i punti in cui esse son tagliate dalla tangente ¢ nel
punto medio A’ dell’ arco fissato BD.

Poiché il prodotto MX . NX' ¢ costante, la somma MX 4 NX’
sard minima quando MX = NX'. Se si osserva che 1 punti
M, N sono cquidistanti da B, D (o coincidono con questib
punti, quando le b, d son parallele), si vede che la somma
MX -+ NX’ diviene minima allorch¢ il punto variabile di
contatto cade in A’. Dunque finch¢ « é diversa da «/, avremo:

=

=

K

A

“«

[(

MX -+ NX’' > MY - NY,
ossia;

(1) BX -+ DX’ > BY + DY".

Esaminando la proiettivith che le tangenti di & pongono
tra b, &’ e tra ', d, si vede che al segmento finito BY di 0
corrisponde il segmento finito YA’ di ¢, e al segmento fi-
nito A'Y’ di ¢, il segmento finito Y'D della d; e quindi se

« sega o' nel punto Q interno al segmento finito YA’ il
SEVERI, 22
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punto. X cadrd nel segmento finito BY ed il punto X’ fuori
del segmento finito Y'D.
Se dunque YQ << QY’, dalla (1) si trae:

(BY — XY) + (DY’ 4+ Y'X') > BY -+ DY,
ossia;
XY > XY.

St-eonclude pertanto che i lati XY, YQ del triangolo XY
son rispettivamente minori dei lati XY, QY', del triangolo
X'Y'Q; e poiché I’angolo compreso tra i primi, ¢ il sup-
plemento di quello compreso fra i secondi, avremo:

_ area XY(Q < area X'Y'Q,
donde :
area BYY'D < area BXX'D;

e cid qualunque sia la tangente @ che tocchi & in un punto
A dell’arco BA’D, diverso dal punto A'. Dunque I’ area BYY'D
¢ minima fra tutte le aree analoghe.

Cio posto, sia abed un quadrilatero convesso i cui lati
tocchino il circolo % nei punti ABCD, e supponiamo che il
lato « non sia parallelo alla corda p = BD, che riunisce i
punti di contatto dei lati adiacenti. Se A’ ¢ il punto medio
dell’ arco BAD, ed &’ é la tangente in quel punto, I'arca
convessa abpd, per quanto precede, sard maggiore dell’ arca
a’'bpd; e quindi I’ area del quadrilatero abcd sard maggiore
dell’arca del quadrilatero «'bed.

Dunque dato un quadrilatero circoseritto, che abbia al-
meno un lato non parallelo alla corda che riunisce i punti
di contatto dei due lati adiacenti, esisteranno infiniti uadri-
lateri circoscritti di area inferiore.

Perché dunque un quadrilatero circoscritto abbia I’ area
minima, bisognerd e basterd clhie ogni suo lato sia parallcla
alla rctta che riunisce i punti di contatto dei duc lati adia-
centi, cio¢ che si tratti di un quadrato.
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OssErvAZIONE 1" Il ragionamento da noi fatto per ca-
ratterizzare i quadrangoli inscritti o i quadrilateri circo-
seritti ad un circolo, che hanno risp. I'arca massima o
minima, si estende iminediatamente ¢ da luogo al teo-
reima.

« Fra tutti gli n-goni convessi inscritti in un circolo,
« quelli di area massima son caratterizzati dalla propricta
« di esser regolari; e fra tutti gli n-lateri convessi circo-
« seritti, quelli di area minima son caratterizzati pure dalla
« propricta di esser regolari. »

Se ricordiamo che nell” affinith tra un circolo ed un’el-
lisse ad ogni poligono regolare inscritto (o circoscritto) al
circolo, corrisponde un poligono inscritto (o circoscritto)
all’ ellisse data, e circoscritto (o ingeritto) in un’ ellisse omo-
tetica ¢ concentrica rispetto alla data (§ 13, n° 18, Oss. 2%,
otteniamo questa notevole proposizione:

Fra tutti gli n-goni (o n-laterd) convessi inscritt (o cir-
coscritti) ad un’ ellisse, quelli di area massima (o minima)
son caratterissati dalla proprietd di essere circoscritti (o
inseritt) in un’ ellisse omotetica e concentrica;, e i gruppi
dei loro vertici (o lati) son cicli di una medesima proiet-
tivita ciclica di ordine n. (§ 13, n® 8, Oss. 1%).

OssERVAZIONE 2% Data un’ellisse &, di cui sieno «, b due
semidiametri coniugati inclinati di un angolo 6, I’arca &
dell’ ellisse <ard espressa da (§ 13, n® 16, Oss.):

E=mabsenb;

I’arca m del parallelogramma circoscritto, 1 cui lati toccano
I’ ellisse negli estremi dei due diametri, sara data da

m=4d4absenb;

e infine 1" area M del parallelogramma inseritto, che ha per
vertici gli estremi di quei diametri, da:

M = 2abscn 0.
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Sicehé: « Il rapporto tra 1'area di un’ellisse ¢ la mi-
. » . ., W . _

« nima area quadrangolare circoscritta, ¢ espresso da R ed
« il rapporto tra 1’area dell’ ellisse e la massima area qua-
T
2

Cid posto, essendo dato un parallelogramma di area m,
tra le infinite ellissi in esso inscritte, se ne vuol trovare
una di area- massima.

Se un’ellisse & non tocca i lati del parall. nei loro punti
medi, esisterd un parallel. circoscritto a A" di area mi-

« drangolare inscritta da

14

. . . ., » ,omm
nima m’ < m; sicché I’area di A" sard espressa da 4 e
. . . , am R . .
risulterad minore dell’ area 5 dell’ ellisse che tocca i lati

del dato parallel. ne’loro punti medi.
Similmente I'area di un’ ellisse A’ circoscritta ad un dato
M

3 ove M ¢ I area

parall. di area M, sard espressa da

del parall. inscritto di area massima. Poiché @;— = g, la

minima ellisse si avrd quando il parall. dato sia di area
massima fra quelli in essa inscritti; cio¢ quando le¢ diago-
nali del parallelogramma sieno diametri coniugati per I’ el-
lisse. Dunque:

Fra tutte le ellissi inscritte in un dato parallelogramma,
la massima é quella che toceca i lati del purallelogramma
ne’loro punti medi, e fra tutte le ellissi circoscritte, lu
minima ¢é quella che ha per diametri coniugati le diago-
nali del parallelogramma.

11 teor. 25 e quello, in certo modo duale, contenuto nell’ Oss. 2%,
son dovuti a DurRraNDE (1821).

26. Costruire gli assi di un’ ellisse di cui son dati in
posizione e in grandesza due diametri coniugati.
1.* costruszione. Siano OC, OD i duc dati semidiametri
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coniugati ¢ k& I’ ellisse da essi individuata. Supponiamo ri-
soluto il problema e diciamo
k', k' i circoli, di centro O,

che hanno per raggi i due se- C
iniassi OA = «, OB = b6 della ¥ o

ellisse (« > b). In clascuna delle
omologic affini (§ 13, n° 20, 2*
costr.) che mutano k2 in &' e k& D
in %7, ai duc semidiametri OC,
OD corrisponderanno due raggi
ortogonali. Sieno 0C’, OD’ i
raggi corrispondenti nella 1* affinith, e OC”, OD” i raggi
corrispondenti nella 2*, I punti C”,D” dovranno, evidente-
mente, appartencre ai raggi 0C’, OD".

Prolunghiamo ora il raggio OC’ di un segmento CE=20,
¢ conduciamo la CI. T due triangoli rettangoli CC’C”, DD'D”
sono uguali, perche hanno i lati rigpettivamente perpendi-
colari ¢ inoltre C’C”"=D'D" =« — b. Ne segue che CC’'=DD",
e quindi risulteranno uguali anche i triangoli CC'E, DD”O.
Da ci0 si trae I’ uguaglianza dei segmenti CE, OD, e inoltre
il fatto che la retta CE ¢ perpendicolare alla OD, perché
nei due triangoli uguali CC'Li, DD”0O le altre due coppie di
Iati sono perpendicolari tra loro. Notiamo infine che se M ¢
medio tra C' ¢ €7, risulta ME = MO ed MC = MC”’ = MC.

Da tutto cid si rileva la scguente costruzione degli assi:

« Si conduca CE perpendicolare ed uguale ad OD; si uni-
«sca O con i e si divida per meta il segmento OE in M.
« Si riportino quindi da una parte e dall’ altra di M i due
« segimenti MC', MC” uguali ad MC: gli assi della conica
« sono allora le parallele da O alle rette CC”, CC', e le gran-
« dezze dei semiassi relativi sono « = 0C’, b = OC". »

22 costrusione. La costruzione esposta si pud modificare
leggermente, rendendola pitt simmetrica. Sulla CE pren-
diamo un punto E’ tale che CL = CI¥, e diciamno H il punto
CC’. O, Nel triangolo EOLY la MC divide due lati per meta,
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e quindi ¢ parallela al terzo lato ed inoltre OFE =2MC =
= C'C" = a — b. 1 triangoli CMC’, IIOC’ son simili, e poicheé
il primo ¢ isoscele, tale ¢ pure il secondo, cio¢ II appartiene
al circolo &'. Essendo C'H perpendicolarc all’ asse OA, ne
deriva che quest’ asse dividera per metd uno degli angoli
formati dalle OL, OEF" e I’ altro assc dividera per meta 1" al-
tro angolo.

Si deduce dunque la seguente costruzione degli assi:

« Dati i semidiametri coniugati OC, OD, si conduca per C
« la perpendicolare ad OD e su essa si prendano i segmenti
« CE, CI uguali ad OD. Gli assi dell’ellisse sono Ie Dbisct-
« trici degli angoli formati dalle OI, O}, e le loro lunghezze
« sono date dalle formole:

P

Ok Dy L — OV
() o= B} —1;0] b — Ol 201 O

OssSERVAZIONE 1% Di questa 2* costruzione, limitata alla
ricerca della posizione degli assi, si pud dare una dimo-
strazione diretta, pitt semplice, nel modo che segue.

Sopra la tangente ¢ all’ ellisse nell’ estremo C di uno dei
due semidiametri coniugati OC, OD, le infinite coppie di dia-
metri coniugati segano un’involuzione, che ha per centro
il punto C e la potenza & uguale a — OD? giacché tra le
coppie dei diametri coniugati ci sono le diagonali del pa-
rallelogramma circoscritto, che ha per mediane i due dati
diametri.

Le coppie dell’involuzione che si ha su ¢, si possono
dunque segare con il fascio dei circoli che passano pei
due punti E, E’ della perpendicolare condotta per C alla ¢
(ossia ad OD), tali che CE == CI¥ = OD. Il circolo del
fascio passante per O sega su ¢ una coppia veduta da O
sotto angolo retto: dunque le rette che proicttano quella
coppia da O saranno gli assi dell’ ellisse. Ne deriva che
questi assi bhisecano gli angoli formati dalle 01, OIY,
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Questa costruzione si puo estendere ad un’ iperbole ; ma
non ne vale la pena, perché quando di un’iperbole son noti
duc semidiametri coniugati OC, OD, si costruiscono subito
oli asintoti come diagonali del parallelogramma che ha per
mediane i due dati diametri, e gli assi come bisettrici degli
asintoti.

OsSERVAZIONE 2% Dalle formole (1), quadrando e som-
mando, si trae :

OLi? 4 01

2 R—
a* 40 3 ,

e dai triangoli OCL, OCLE’ I’ilevi\amof

Oli? = 0OC* 4 CI* 4 2 0C . CE sen OCE,

Ol = OC* 4 ClIi® — 2 0C. CI sen OCIY,
le quali, sommntc membro a membro, ricordando che
CE = CIY = 0D, danno:

02 + e —— N
OL” + OL7 5 OB _ 560 + e
Dunquo:

@ + b* = 0C* 4+ OD~

In un’ ellisse ¢ costunte la somma dei quadrati di due
semidiametri coniugati.
La prima delle costruzioni esposte degli assi di un’ellisse di

cui son noti due semidiametri coniugati, ¢ di FrEzIER (1754); la
seconda di CuasLes (1865). Il teor. dell’ Oss. 2° trovasi in APOLLONIO-

27. Profittando dell’ omologia tra coniche, costruire la
conica che oscula una conica & in un punto dato P, ¢ che
passa per due altri punti A, B, reali o immaginari ().

(*) Questo stesso problema fu risoluto al n. 15 del § 12, fra le
applicazioni del teorema di DESARGUES.
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Se una conica passa per A, B, tocecando in P la conica.
data k, la prospettivith di centro P che intercede tra le duc
coniche, resta subordinata da un’omologia di centro P ¢
che ha per asse la congiungente dei punti, reali o imma-
ginari, ulteriormente comuni alle due coniche (Z. § 71).

Volendo dunque che la conica da. costruirsi tagli & in
un <ol punto diverso da P, bisognera sceglicere 1’ asse d’omo-
logia passante per P. Inoltre, dicendo A’, B’ le ulteriori in-
tersezioni di & con le rette PA, PB, ncll’ omologia alla retta.
AB dovra corrispondere la A’B’, e quindi il punto Q = AB.A'B’
apparterra all’ asse. Nel caso in cui i due punti A B siano.
immaginari, comc retta A’B’ si dovra assumere 1’ asse del-
I’ involuzione ellittica segata sulla conica (§ 13, n. 6) dalle
coppie dell’ involuzione che ha per raggi doppi le rette im-
maginaric PA, PB. ,

Si conclude pertanto che la conica richicsta si ottienc
trasformando & con I’ omologia di centro P, asse PQ ¢ che
fa passare dalla retta A’B’ alla AB.

In particolare se la retta PQ risulta tangente a % in P,
le due coniche hanno ivi un contatto quadripunto (§ 12,
n. 4, Oss. 2%); ma la costruzione non cade in difetto.

Si ha cosi una nuova costruzione del circolo osculatore
ad una conica kX tn un punto P: per ottcnere questo cir-
colo, basta trasformare % con 1’ omologia che ha per cen-
tro P, per asse la parallela condotta da P alla polare del
punto di Frégier (§ 13, n. 6) relativo a P, ¢ per retta limite
(del piano di k) la polare medesima.

Qucsta costruzione, a differenza di quclla esposta al n. 15
(Oss. 3%) del § 12, non cade in difetto quando P ¢ un ver-
tice della curva.

OSSERVAZIONE. Nel corso della costruzione precedente ab-
biamo fatto uso di una proprietd, che, per quanto venga
suggerita dall’ analogia che scmpre abbiamo riscontrato tra
le coppie di elementiimmaginari e le coppic di elementi reali,
non per questo possiamo ammettere senza dimostrazione.
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La proprictd a.cui alludiamo é la seguente: « Se due co-
« niche k, k&’ s toccano in un punto P, I’omologia di cen-
« tro P, che trasforma k& in &', fa passare da duec punti im-
« maginari coniugati A, B di /%, ai due punti immaginari
« A’, B’ che vengono segati su & dall’ asse dell’ involuzione
« ivi determinata da quella che ha per raggi doppi le rette
« immaginaric PA, PB »,

Infatti, mediante I’ omologia, ai raggi che proiettano da.
P una coppia dell’ involuzione che ha per punti doppi A, B,
dovranno corrispondere due raggi seganti la retta omo-
loga A’B’ in due punti coniugati rispetto alla conica &. Ma
poiché quei due raggi sono uniti nell’omologia, la retta A’B/,
pel tcorema di Staupt (£. § 60), dovra contenere il polo
della congiungente i due punti in cui & vien segata, fuori
di P, dai due raggi considerati; e quindi la A'B’ sara 1’ asse
dell’involuzione segata su A da quella che ha per raggi
doppi PA, PB.

28. Costruire la conica avente un contatto quadripunto
con unae conica K in un punto dato P, e passante inolire
per un punto assegnato A.

Dal numero preccdente si deduce subito che la conica.
richiesta ¢ la trasformata di 2 ncll’ omologia che hia per
centro P, per asse la tangente a £ in P, ¢ che fa passare
dal punto ove la retta PA sega ulteriormente k%, al punto
dato A.

Si osservi che se A cade su k&, la conica da costruirsi
coincide con #k,

20, Fasci di coniche con tre o quatiro punti base infi-
nitamente vicini. Ulteriore estensione del teorema di DE-
SARGUES-STURM.

Oltre ai sistemi o' di coniche che al n..1 dal § 12 ab-
hiamo chiamati fasci, e che si definiscono comprensivamente:
come 1 sistemi delle coniche passanti per 4 punti del piano,
che g coppie posson essere immaginari coniugati oppure
coincidenti, siamo ora in grado di definire altri due si-



— 346 —

stemi !, che, per la loro analogia coi precedenti, si chia-
mano ancora fasci.

Vogliamo alludere:

1°) Al sistema di tutte le coniche che osculano una data
in un punto fisso P e che passano per un altro punto A
del piano.

2°) Al sistema di tutte le coniche che hanno un contatto
quadripunto con una data, in un punto fissato P.

Due coniche qualunque del sistema 1°) si osculano in A.
Invero, se -due di queste coniche non si osculassero, avreb-
bero comune un altro punto B, diverso da P, ma eventual-
mente coincidente con A (§ 12, n.° 4); ed allora per i due
punti A, B passerebbero due coniclie osculatrici della data
in P: il che & assurdo (n. 27). Si puo dunque dire che le co-
niche del 1° sistema passano tutte per tre punti infinita-
mente vicini-e per un altro punto A del piano.

Similmente si prova che duc coniche (ualunque del 27
sistema hanno un contatto quadripunto in P (n. 28);-¢
quindi si puo dire che tutte le coniche di questo sistema
passano per 4 punti infinitamente vicini del piano.

Senza escludere i fasci ora definiti, possiamo affermare che
per un punto generico del piano passa una sola conica di
un dato fascio (n.! 27, 28). Ed anche il tcorema di DESARGUES-
STURM, che costituiva la proprictd pitt importante dei fasci
considerati al § 12, i estende ai fasci con tre o quattro
punti base infinitamente vicini, come ora ci proponiamo di
provare.

Cominciamo a dimostrare il teorecma di DESARGUES-STURM
pel 1° sistema, cioé proviamo che sopra una retta non pas-
sante per aleun punto base, le coniche che s osculano in P
e pussano per A, segano le coppie reuli o immaginarie di
un’ involusione.

Sia & una conica del fascio ed . una trasversale non
passante per alcun punto base. Dato un punto X, di «, per
trovare 1’ ulteriore intersezione della « con la conica &, del
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fascio passante per X, basterd (n. 27) proiettare X, da P
nel punto X di %, trovare I'omologa XN (N =PA .u) della «,
nell’ omologia di asse

PA, centro P, che tra- /’\
«forma %, in %, e pro- E v
icttare da Pin Y, l'ul-~ \

teriore intersezione Y /x k
di % con la retta XN.

7
Variando X,, la coppia / / Uy
M |
X, 1

u

XY, varia nell’invo-
luzione ®,, c¢he nasce

v, N

su » proicttando da P I'involuzione w di polo N, fra i punti
della conica ('). Resta cosi provato che le coppie reali se-
gate su » dalle coniche del fascio, appartengono ad una
medesima involuzione. Ma si vede di piu ehe la coppia dei
punti comuni ad « ¢ a k, appartienc all’involuzione w,,
anche se ¢ immaginaria. Invero, in tale ipotesi, la «, ¢ iper-
bolica, ed 1 suoi punti doppi U, V, sono le proiezioni dei
punti di contatto UV delle tangenti mandate da N alla co-
nica k; sicche, pel teorema di Staupt (Z. § 60), i punti U, V,
risultano coniugati rispetto a &.

Passiamo ora a dimostrare che le coniche aventi un
contatto quadripunto con una data in P, segano sopra unc
refte u non passante per P, le coppie, reali o immaginarie,
di un’ involuzione. '

Sia /& una conica del fascio. Dato un punto X, di «, per
trovare D ulteriore intersczione di # con la conica %, del
fascio passante per X,, si proicttera X, da P nel punto X
di &, X dal punto M comunc ad ¢ e alla tangente ¢ in P,
nel punto Y di &, ¢ infine Y da P in Y, (n. 28). Variando X,,
la coppia X,Y, varia nell’ involuzione w, di u, proiczione da

(M Se la u sega /& in due punti reali, si vede pure che la cop-
pia X,Y, varia in un’involuzione, ricorrendo ad un caso limite del
teorema di DESARGUES ( E. § 65).
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P dell’involuzione » di polo M tra i punti di 4.1 punto M
é doppio per 1'involuzione w,; I’ ulteriore punto doppio ¢ la

proiezione U, da P, del punto di contatto U della tangente,
diversa da ¢, mandata a k& da M.

La coppia segata su u da k& appartiene all’ involuzione w,
anche se ¢ immaginaria, perché i due punti M, U, sono
evidentemente coniugati rispetto a /.

OSSERVAZIONE. Si pud pervenire piu rapidamente al tco-
rema, ricordando che il punto M ha la stessa polare PU,
rispetto a tutte le coniche del fascio (§ 12, n° 4, Oss. 2%), e
quindi che la coppia, reale o immaginaria, segata su » da
una conica del fascio, ¢ armonica colla coppia MU,.

§ 14. Sulle intersezioni di due coniche
e sut problemi determinati di 3° e 4° grado.

SommaRrIo: Generalita — Due coniche di un piano individuano
sempre un fascio a cui esse appartengono. Discussione dei vari
easi che si possono presentare. Facendo uso della sola riga, co-
struire la conica che passa per un purto e appartiene al fascio
individuato da due coniche, ciascuna delle quali sia data p. e.
mediante 5 punti — Dimostrazione del teorema di DESCARTES-
SMITH, concernente la possibilitc di risolvere con la riga e
col compasso tutti i problemi di 3.° e 4.° yrado, appena sia trac-
ciata sul foglio una conica od anche una sua porzione. Costru-
zioni relative — Triedro o triedri trirettangoli autopolari in
una polarita della stella — Costruzione delle normali ad una
conica, che escono da un punto del piano. Teoremi di JoAcHIM-
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STHAL e di GAuss sui piedi delle suddette normali. Teorema
di SLUSE sui piedi delle normali ad una parabola, uscenti da
un punto del piano — Problemi della duplicazione del cubo e
della trisezione dell’ angolo.

1. Abbiamo giad avuto occasione di osservare che duc
coniche le quali abbiano due punti comuni, reali (distinti o
coincidenti) o immaginari, si tagliano ulteriormente in altri
due punti reali o immaginari; e sappiamo in quali casi
ueste ulteriori intersezioni vengono a coincidere fra loro o
con le primitive (§ 12, n. 4; ed anche E. § 75).

I intuitivo il fatto che due coniche di un piano le-quali
passino per un punto senza toccarsi, hanno ulteriormente
almeno un punto comune. Tuttavia cid pud stabilirsi rigo-
rosamente facendo capo al postulato della continuita e al
concetto di corrispondenza proiettiva tra i punti di una co-
nica (. § 76).

Se¢ dunque si chiama problema di 8° grado un problema
che, con operazioni lineari, si riduca alla determinazione
delle ulteriori intersezioni di 2 coniche, di cui gid si conosca
un punto comune (non di contatto), si puo dire che ogni
problema di 3° grado ammette una soluzione reale almeno;
¢ inoltre se¢ un tal problema ammette pit di tre soluzioni
ne aminetterd infinite ( perché due coniche distinte si se-
£ano soltanto in 4 punti).

Uno dei problemi di 3° grado pit notevoli, ¢ la deter-
minazione degli elementi uniti di un’ omografia piana o
(non o_mologica). I punti uniti di o si ottengono nel
modo seguente: Di un punto A del piano, non unito
né appartenente a rette unite, si costruisce 1’ omologo A’
mediante o ¢ I'omologo A” mediante o La o subor-
dina una proiettivith tra i fasei A ed A’ ¢d una proiettivita
tra i fasei A’, A”: le coniche generate da queste due coppie
di fasei passano per A’ senza toccarsi ¢ le ulteriori interse-
zioni sono i punti uniti cercati. Le rette unite si- ottengono
dualmente, oppure come rette associate ai punti uniti (£.§76).
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La determinazione analitica dei punti comuni a due coniche
occupod Lamg (1816), Jaconr (1835), CLEnscH (1860), ecc. Della de-
terminazione geometrica trattarono PoNCELET (1822), Staupt (1847),
ed altri Autori piu recenti. La trattazione rigorosa dcll’argomento,
sulla base di postulati esplicitamente dichiarati, trovasi in un la-
voro di MaccaFerrI (1895). La costruzione, che abbiamo sopra ri-
ferita, degli elementi uniti di un’omografia piana, & di Staupt (1847).

2. In un piano due coniche, reali o immaginarie, indi-
viduano un fascio « cui esse appartenygorio.

Sieno %,, k, due coniche, reali o immaginaric, di un
piano, definite come curve fondamentali di due polarita e,
w,. 11 prodotto delle due polarith, & un’ omografia © = w,w,,
e due ipotesi si presentano come logicamente possibili: .

1*. L’ omografia = non & omologica.

2*. 1. omografia = & omologica.

Nella 1* ipotesi csistera certo alineno un punto unito 14
ed una retta unita ¢, associata ad E (£'.§ 76), ¢ i potranno
presentare 1 casi seguenti:

o) Esistono altri due punti uniti F, G, appartenenti ad e,
e quindi (£, § 49) ogni vertice del triangolo LIFG ha come
retta unita associata il lato opposto: cio¢ ad 1i ¢ associata
la e=TFG, ad ¥ la =G, a G la g = LI\

In tal caso & facile vedere che le due coniche non hanno
punti reali comuni, oppure si segano in 4 punti reali e di-
stinti. Invero, il triangolo EFG ¢ autopolare rispetto alle due
coniche ¢ quindi un punto A comunc ad ¢ssc non pud ap-
partencre a nessuna delle rette e, f, ¢; perché se apparte-
nesse p. ¢. ad e, la EA tocchercbbe in A le duc coniche, ¢
I’ omografia = subordincrcbbe sopra e una proicttivitd coi
punti uniti A, I, G; contro il supposto che la = non sia
omologica.

Ma se¢ A non apparticne a nessuna delle e, f, g, il qua-
drangolo completo ABCD che ha per triangolo diagonale
LIFG, & inscritto in ogni conica passante per A ¢ rispetto a
cui EIG sia autopolare (§ 10, n. 3): dunque le 7, k&, si ta-
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eliano nei 4 punti ABCD, cio¢ individuano un fascio (di cut
fanno parte) coi 4 punti basc reali e distinti ABCD.

Supponiamo ora che, pur esistendo tre punti uniti EFG
dell’ omografia =, nulla si sappia circa I’ csistenza di punti
reali comuni alle coniche %, &,: allora dimostreremo che
esse siotagliano in 4 punti reali e distinti, oppure che si
tagliano in duc coppie di punti immaginari coniugati, cio¢
che sopra due rette reali subordinano le medesime invo-
luzioni ellittiche.

A tal uopo, data una retta p del piano, consideriamo la
sua coniea polare rispetto alle due ceniche k,, k, (cfr. col
n. 11 del §12), cio¢ la conica ¢, generata dai fasci proiettivi
descritti dalle polari, rispetto alle due coniche, di un punto
variabile su p. La conica ¢, € la curva corrispondente a p
nella trasformazione quadratica {(cfr. col n. 20 del § 12)
che nasce sul piano, chiamando omologhi i poli di una
stessa retta, rispetto a &, k,. Gid sappiamo che, qualunque
sia la posizione di p, la conica polare ¢, passa per L, I, G
(cioé cuesti sono i punti fondamentali della trasformazione
quadratica).

La conica ¢, pud spezzarsi in due rette solo quando i
fasel proiettivi che la generano son prospettivi: cioe quando
la retta che riunisce i poli di p rispetto a k,, k,, ha lo stesso
polo rispetto a queste coniche; o, in altri termini, quando
p passa per uno dei punti E; I9, G.

Allorche p passa per uno dei punti fondamentali, p. es.
per L, la conica ¢, si spezza nella retta che riunisce 1 cen-
tri dei due fasei generatori P,, P, (che sono i poli di p ri-
spetto a %, %,), cioé nel lato opposto e del triangolo EIFG;
ed in an’altra retta p’ uscente da L, che ¢ Dasse di pro-
spettiva dei due fasci. La p’ & definita in sostanza come il
luogo dei punti coniugati di cuelli di p rispetto alle due co-
niche %, , k,; sicch¢ la relazione tra p e p’ & simmetrica.
Variando p ncl fascio E, la retta p’ varia nello stesso fascio,
¢ <i ha cosi una corrispondenza biunivoca simmeftrica, tra
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le posizioni assunte da p e quelle assunte da p'. Se riusciamo
a provarc che questa corrispondenza e proicttiva, ne se-
guira dunque ch’essa é un’involuzione.

Per dimostrare questo, consideriamo una retta ¢ pel punto
fondamentale F (diversa dalle ¢, g) ¢ diciamo ¢ la retta,
.passante pure per F, che contiene i coniugati dei punti di
q rispetto alle due coniche k,, k,. La corrispondenza che
nasce tra i punti di ¢, ¢ ¢ proiettiva (%. § 60) ed essa da
per proiezione dal punto E, la corrispondcnza tra p, p'.
Si conclude pertanto che i1 fasei deseritti da p, p’ sono
proiettivi, e uindi ininvoluzionc.

In modo analogo potremo ragionare sui fasci di centri
F, G; sicché avremo tre involuzioni I., Ie, Ic, nei fasci
che hanno per centri i punti fondamentali.

I hen chiaro che, se una delle involuzioni suddette &
iperbolica, su ciascuno de’ suoi raggi doppi le due coniche
k, I, subordineranno la stessa involuzione; ¢ che viceversa
una retta dotata di quest’ ultima proprietd, & certamente
doppia per una delle tre involuzioni I., Is, Is.

Ora proviamo che se una delle tre involusioni 1, , Ie, I
¢ ellitticu, delle rimanenti una é ellittica, e U allra é
Iperbolica. Prendiamo difatti un punto P non apparte-
nente ad e, f, g, e diciamo P' il suo coniugato rispettn
alle duc coniche k,, k,. Poich¢ le rette che proicttano P, P’
da un vertice del triangolo fondamentale, sono coniugate
nell’ involuzione I relativa a quel vertice, se la Ig ¢ ellittica,
le proiczioni di P, P" da E sul lato opposto, dovranno se-
parare i vertici I, G, ossia P, P" apparteranno a duc diverse
regioni triangolari EFG (£ § 53). Da ci¢ si trae che delle
due coppic ottenute proiettando i punti P, P’ da I, G sui
lati risp. opposti, una separa i vertici con essa allineati ¢
I’ altra no; cioé delle due involuzioni Iz, I; una é ellittica
¢ I'altra iperbolica.

Dunque: o tutte e tre le involuzioni I sono iperboliche,
0 due sono cllittiche ed una, & iperbolica.



— 353 —

Se un punto A del piano ¢ comune a due raggi doppi
di due diverse involuzioni I, esso sara coniugato di se
stesso rispettor ad ambedue le coniche; e ¢uindi, se le tre
involuzioni I sono iperbholiche, le tre coppie di raggi doppi
non saranno altro che le coppie di lati opposti di un qua-
drangolo completo avente per triangolo diagonale EFG, ed
inscritto in ambedue le coniche. Ricadiamo cosl nel caso,
gia considerato, in cul le %, &, hanno a comunc 4 punti
reali ¢ distinti.

Se le &y, &, non hanno punti comuni, bisognerd duncue
che una delle 1, p. . 1., sia iperbolica, e le altre due, Iz, Ig,
cllittichie; e su ciascuno dei raggi doppi della I.. le due co-
niche subordineranno la stessa involuzione ellittica.

Si conclude che anche in tal caso le due coniche indi-
viduano un faxcio, che le contiene, ed i cui punti base sono
immaginari (a coppic coniugati).

b) La omografia non omologica m, sia dotata soltanto
dei punti uniti KIY. Allora, sc al punto unito E viene asso-
ciata la retta unita e, non passante per E, questa retta do-
vra passare per T, ¢ al punto I' dovra essere associata la
retta f= EF (ch¢ sce ad I fosse associata una retta f di-
versa da KLY, il punto e¢f =sarebbe un punto unito, diverso
da I, I).

Ognuno dei due punti uniti avra la stessa polare rispetto
alle due coniche &, k,, cd anzi la polare del punto E dovra
essere la retta unita associata e, perché sc la polare di R
fosse f, la polarc di I sarebbe e, e la retta EIF, che gid risul-
terchbe tangente alle duc coniche in E, le incontrercbbe ul-
teriormente in T7: il che é assurdo.

Duncue la polare di T ¢ la retta f, cio¢ le due coniche
«1 toccano in 10 (avendo come tangente comune la f).

Ne deriva che esse siotagliano ulteriormente in due
punti, reali (distinti o coincidenti) o immaginari (§ 12, n. 4);
¢ quindi individuano un fascio, a cui esse appartengono, e
che ha duce punti hase coincidenti e altri due punti base,

SEVERL 23
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reali o immaginari. Si noti che la congiungente delle in-

tersezioni ulteriori delle due coniche, dovra passare per E.
¢) La omografia non omologica =, sia dotata di un sol

punto unito E e di una sola retta unita e passante per E.

Allora le due coniche k|, %, si toccheranno in E con la
tangente comune e, né potranno avere comuni fuori di E,
due altri punti, reali o immaginari, perché in-tale ipotesi
la congiungente di questi punti taglierebbe la e in un punto
diverso da E, che avrebbe la stessa polare rispetto a %,, k,,
e si ricadrebbe nel caso precedente.

Dunque le due coniche si osculano in E, oppure hanno
ivi un contatto quadripunto. Ma quest’ ultima ipotesi va
seartata, perché allora ogni punto di e avrebbe la stessa
polare rispetto a %, &, (§ 12, n. 4, Oss. 2%), ¢ quindi la =
sarebbe omologica.

Si conclude che le k,, k,, si osculano in I ¢ si segano
ulteriormente in un punto H reale: sicch¢ individuano un
fascio, che ha tre punti base infinitamente vicini ed un altro
punto base reale H.

d) La omografia non omologica = sia dotata di un sol
punto unito E e di una sola retta unita e, non appartenente
ad E. In tal caso il punto E avra per polarc rispetto alle
due coniche la retta e, e su questa non esisterd nessuna
coppia di punti coniugati rispetto ad ambedue le coniche;
e quindi le involuzioni subordinate sulla e dalle due coniche
saranno iperboliche e le coppie dei loro elementi doppi do-
vranno separarsi.

Da ¢i0 si trae (intuitivamente) che le due coniche hanno
comuni dei punti reali (*).

D’ altra parte se esse si tagliassero in 4 punti rcali ¢
distinti, I’ omografia = avrebbe tre punti uniti (i vertici del

(1) Cio pud dimostrarsi rigorosamente. Ved. la nota di Macca-
FERRI « Su di un teorema fondamentale relativo agli elementi co-
muni di due coniche nel piano » (Rendiconti del Circolo matema-
tico di Palermo, 1895).
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triangolo autoconiugato comune); se si toccassero o si oscu-
lassero in un punto, ricadremmo risp. nei casi 0), ¢); e se
fossero bitangenti o avessero un contatto quadripunto,
I’ omografia = sarebbe omologica. Dunque le k,, k, si ta-
glieranno soltanto in due punti reali e distinti A,B ed
avranno quindi in comune ulteriormente due punti imma-
ginari C,D (§ 12, n. 4), Le due coniche individuano un
fascio, a cui esse appartengono, € che ha due punti base
reali e due immaginari. Si noti che le rette reali AB, CD
passeranno per E.

Nella 2" ipotesi, detti U, » il centro e I’ asse dell’lomologia
=, 1 due elementi U, » risultano coniugati rispetto a k,, 4,.

Invero, ogni punto di © ha la stessa polare rispetto alle
due coniche, sicché il fascio delle polari dei punti di , é
costituito da rette unite; onde il suo centro ¢ il punto U.

Due casi possono ora presentarsi:

«’) Il centro U dell’ omologia = non appartiene all'asse u.
Allora le involuzioni subordinate sul fascio U e sulla pun-
teggiata v dalle due coniche, coincideranno; cio¢ le &, k&, si
toccheranno in due punti reali o immaginari; e quindi
individueranno un fascio (schiera).

0’') Infine pud darsi che il centro U appartenga all’asse u.
Allora le k,, k, si toccano in U. Ma poiché ogni punto di
« ha la stessa polare rispetto alle due coniche, si conclude
che in U esse hanno un contatto quadripunto (§ 12, n. 4,
Oss. 2%); ossia che individuano un fascio coi 4 punti base
infinitamente vicini.

OsSERVAZIONE 1%, Tenendo presenti i significati delle lo-
cuzioni « due coniche si segano in due o tre o quattro
punti coincidenti », il risultato della discussione precedente
si puo anche enunciare come segue:

Due coniche, reali o immaginarie, appartenenti ad un
piano, hanno sempre 4 punti comuni, fra reali (distinti o
coincidenti) e immaginari,

OssERVAZIONE 2% Emerge dalla discussione fatta che se
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una almeno delle due coniche ¢ immaginaria, il fascio
individuato ha i 4 punti base immaginari, e pud ridursi
eventualmente ad un jfuscio-schiera coi punti base imma-
ginari.

3. Facendo uso della sola riga, costruire per punti
la conica passante per un punto P del piano, e per le
intersesioni, reali o immaginarie, comuni « due «ltre co-
niche, ciascuna delle quuli sia in-
dividuata p. e. da 5 punti.

Dicasi P’ il punto comune alle
due polari di P rispetto alle k), A,,
cio¢ il punto coniugato di P ri-
spetto a tutte le coniche del fascio
individuato dalle %,, %, (n° prec.,
e § 12, n° 10). La retta PP’ sard
tangente in P alla conica del faseio
che passa per P, che ¢ precisa-
mente la conica % da costruirsi.

Preso sulla p = PP’ un punto Q, diverso da P, P, diciamo-
Q' il coniugato di  rispetto a tutte le coniche del fascio
(#, ky), ¢ sulla retta ¢ = PQ’, che ¢ la polare di Q rispetto
alla conica %, si prenda un punto R, diverso da P, @, e
anche di questo punto si consideri il coniugato R’ rispetto
a tutte le coniche del fascio. La retta » = QR sard la po-
lare di R rispetto a &, cd il punto R, = rq¢ sara il coniugato
di R nell’ involuzione subordinata su ¢ della conica k& onde
il coniugato armonico P, di P rispctto alla coppia RR,, ap-
parterrd a %, Variando Q sulla p, il punto P, variera de-
scrivendo k. ’

Questa costruzione cade in difetto quando le¢ polari di P
rispetto a %,, k, coincidono; ma in tal caso P ¢ il punto
doppio di una conica degencre appartenente al fascio, ¢ la
determinazione delle rette che costituiscono questa conica,
¢ un problema di 2° grado che, implicitamente, ¢ stato ri-
soluto al n® prec.
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4. Consideraszioni generali sui problemi determinati
di 3° ¢ 4° grado in relazione ai mezzi che s impiegano
per risolverl:.

Gid abbiamo avuto occasione di ricordare (n® 1) che un
problema determinato dicesi di 3° grado, allorquando, con
proiezioni ¢ sczioni, esso riducesi al problema fondamentale
di trovare lc intersczioni ulteriori di due coniche aventi un
punto comune dato.

Un problema determinato dicesi di 4° grado, quando, con
proiezioni e sczioni, pud ridursi al problema di trovare le in-
tersezioni di due coniche, delle quali non si conosce nessun
punto comune.

Trattati analiticamente i problemi di 3° grado conducono
ad una risolvente cubica, e quelli di 4° grado ad una risol-
vente biquadratica.

Noi ¢i occuperemo dei problemi di 3° e 4° grado dal
punto di vista geometrico, cercando di stahilire quali sono
le linee pia semplici che occorre saper tfracciare per la
loro risoluzione.

Accanto al teorcema di PONCELET-STEINER (§ 8 1n° 2, ed &.
§§ 73, 74), che costituisce il punto capitale della teoria dei
problemi di 2° grado, ¢ da porsi il seguente teorema note-
volissimo, che risponde all’ analoga questione pei problemi
cubici e biguadratici :

Ogni problema determinato di 3° o 4° grado 8i pud ri-
solvere colla riga e col compasso, purché sul foglio del di-
segno sia tracciale una conica, diversa da un circolo.

Per chiarezza, ncllo esporre la dimostrazione di questo
teorema, la dividereino in varie parti.

1) Trattiamo anzitutto quei casi in cui il problema di
trovare le intersezioni di due coniche %,, %,, si abbassa di
grado. ‘

Cid accade allorquando I'omografia = prodotto delle po-
larith w,, w,, individuate dalle %, , k,, ¢ omologica; cioé al-
lorquando le due coniche individuano un fascio-schiera, op-
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pure un fascio con 4 punti base infinitamente vicini (§ 14,
n 2 a, d). )

Dopo aver riconosciuto che I' omografia = é omologica
(ed a cid si perviene con evidenti operazioni lineari), si co-
struira linearmente il centro U e I’ asse u dell'omologia. Se
il centro non appartiene all’asse, si troveranno, con la riga
e col-compasso (%. § 73), le intersezioni della retta u con
una delle due coniche. Queste intersezioni sono i punti ri-
chiesti: in ciascuno di essi le due coniche si toccano e le
tangenti relative sono le rette che proiettano i punti stessi
dal centro d’ omologia.

Se U appartiene ad u, I’unico punto comune alle due
coniche ¢ U. Ivi le due coniche hanno un contatto quadri-
punto, e la tangente comune ¢ u.

2") Supponiamo ora che I’ omografia ®=w, «», non sia
omologica. I suoi punti uniti costituiranno il triangolo (che
pud essere parzialmente immaginario o degenere — ved.
I’ analisi del n° 2) autopolare rispetto a tutte le coniche del
fascio @, individuato dalle coniche k,, %, (n° 2). E noi, prima
di ricercare le intersezioni delle due coniche, risolveremo il
problema di 3° grado a cui da luogo la determinazione degli
elementi uniti dell’ omografia =, usando della riga, del
compasso e di una conica completamente tracciala.

Dato un punto generico del piano, esiste un sol punto
ad esso coniugato rispetto a tutte le coniche del fascio
(§ 12, n° 10), e la corrispondenza involutoria biunivoca che
nasce tra i punti del piano, ¢ una trasformazione qua-
dratica T (§ 12, n° 20), la quale muta ogni retta del piano
nella sua conica polare (§ 12, n°® 11) rispetto al fascio @. In
tal modo veniamo ad ottenere una refe X di coniche, corri-
spondenti alle «? rette del piano.

Le coniche di £ passano pei vertici del triangolo auto-
polare comune alle coniche di ®; ed anzi ogni conica cir-
coscritta a questo triangolo si puo riguardare come conica
polare di una conveniente retta del piano, cioé appartiene
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a ¥. Alla rete £ apparticne generalmente un sol circolo, che
¢ quello circoscritto al triangolo autopolare, e che ha grande
importanza nell’ attuale ricerca.

Se ¢ ¢ una conica di £ e p una retta generica del piano,
la trasformazione T muta ¢ in una retta ¢’ e p in una co-
nica p’ della rete X; e le corrispondenze subordinate dalla T
tra le linee omologhe ¢, ¢’ e p, p’, son proiettive (come ri-
sulta immediatamente dalla costruzione della conica polare
di una retta — § 12, n° 11).

Orbene, io dico che I'involuzione I della retta ¢’, tra-
sformata mediante T di quell’ involuzione I della conica e,
che ha per asse la retta p, non ¢ altro che 1’ involuzione su-
bordinata sulla ¢’ dalla conica p’.

Cio ¢ evidente senz’altro se la retta p taglia la conica ¢
in due punti reali, perch¢ i punti doppi reali dell’involu-
zione I, si mutano nei punti doppi della . Ma quando la
retta p & esterna a ¢, occorrono altre considerazioni.

In quest’ ultima ipotesi, le infinite coppie dell’ involuzione
ellittica I son tutte date dalle coppie dei punti di contatto
delle tangenti mandate a ¢ dai punti di p. Ora, mediante la
trasformazione T, alle tangenti di ¢ corrispondono coniche
di ¥ tangeénti alla retta ¢’, e ai punti di contatto delle tan-
genti di ¢, che escono da un punto p, corrispondono le coppie
dei punti di contatto con ¢ delle 2 coniche di X, passanti
per un punto di p’, e tangenti alla retta c'.

Poich¢ le coniche di £ per un punto di p’, formano un
fascio di cui fa parte la conica p’, pel teorema di DESAR-
GUES (esteso alle coppie immaginarie — § 12, n° 5, Oss. 2%),
i punti di contatto suddetti saranno coniugati rispetto a p’;
donde si trae che D involuzione TI’, trasformata di I, vien
subordinata sulla retta ¢ dalla conica p'. v

Cio posto, se r ¢ la retta all’infinito del piano, J 1’invo-
luzione assoluta, ed s 1’asse dell’ involuzione ¥, trasformata
di J, che si ha tra i punti della conica 7, trasformata di r,
la conica polare di s subordinera sulla retta » I’ involu-
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zione J. Dunque la conica polare di s, sard il circolo s ap-
partenente alla rete X.

Inoltre I’ involuzione subordinata da 7 sulla s, si mutera
in quell’involuzione tra i punti del circolo s’, che ha per
asse la retta impropria; cio¢ due punti di s coniugati ri-
spetto ad 7, si trasformeranno in due punti diametralinente
opposti di s'.

Ne deriva la seguente costrusione con la riga e col com-
passo, del cireolo 8" appartenente alla rete ¥ : Di due coppie
AB, CD dell’ involuzione assoluta, si considerino le omologhe
A’B’, C'D’' nella T (A’ ¢ 1 intersezione delle polari di A ri-
spetto a k,, k,, ecc.). Si costruiscano quindii puntiM=A'C’.B'D’,
N = A'D'.BC/, e di questi punti si prendano gli omologhi
M', N” nella T. 1l circolo s" ¢ quello che ha per diametro il
segmento M'N’.

Sia ora & una conica della rete X, diversa dal circolo §'.
Uno dei punti comuni alla conica &~ ¢ al circolo & si co-
struisce linearmente, anche se la conica & ed il circolo §
non sono tracciati: & il coniugato rispetto a tutte le co-
niche del fascio @, del punto comune alle rette %', s, che
corrispondono alle coniche k%, s, mediante la trasforma-
zione T, '

Gli altri tre punti (di cui uno alineno reale) comuni alla
conica k£ e al cireolo s, costituiscono il triangolo auto-
polare rispetto a tutte le coniche del fascio ®; ¢ per de-
terminarli graficamente, se la conica k& ¢ completamente'
tracciata, hasta descrivere col compasso il circolo §'.

OsSERVAZIONE. Nel ragionamento preccdente abbhiamo
:supposto che 2 contenesse un sol circolo, cio¢ che i suoi
punti base fossero propri.

La natura di tali punti base si riconosce e priori linear-
mente, osservando la natura della conica ' trasformata, me-
diante T, della retta impropria r; giacché la r' risulta de-
genere allora e solo allora che qualcuno dei punti base ¢
jmproprio.
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uando si verifichi quest’ ultimo fatto, il problema di ri-
cercare i punti base, cio¢ i punti uniti dell’ omografia =, si
abbassa cvidentemente di grado, e quindi puo risolversi colla
riga e col compasso.

3") Vediamo ora come si possa costruire il triangolo au-
topolare rispetto alle coniche di @, facendo uso della riga,
del compasso ¢ di una conica {, completamente tracciata,
che non sia un circolo, né appartenga alla rete X.

Si costruiscano linearmente vari punti di una conica k&
della rete X. (Basterd trovare i trasformati mediante T, di
vari punti di una retta generica del piano). Si ponga poi
tra k& ed [ una proiettivitd, la quale faccia passare da tre
punti ABC di & a tre punti A’/B'C’ di . Questa proiettivita
sard subordinata da un’ omografia piana t, e se D, D’ sono
i poli delle rette AB, A’} rispetto alle coniche k&, I, 1’ omo-
grafia t sard individuata dalle 4 coppie di punti corrispon-
denti AA, BB, CC, DD’ (L. § 66).

La = trasforma il fascio ® in un fascio @, e la rete X,
costituita dalle coniche circoscritte al triangolo autopolare
rispetto a @, in una rete 2, di cui fa parte la conica [, e che
¢ circoscritta al triangolo autopolare rispetto a @'

Come risulta dalla parte 2%), il triangolo L'I'G’ autopo-
lare rispetto a ¢/, si costruisce con la riga e col compasso
profittando della conica tracciata {. Con la sola riga si co-
struiranno pot 1 punti k, F, G omologhi di E’, I, G’ nella
©=1; e cost avremo il triangolo EFG autopolare rispetto a @.

4") Una volta costruito il triangolo EFG autopolare rispetto
alle due coniche k|, %,, la determinazione dei punti comuni
a queste coniche, riducesi a problemi di 2° grado o di
1° grado.

Invero, se i vertici del triangolo EFG sono distinti (due
di essi potendo anche essere immaginari coniugati), le rette
uscenti da uno (reale) di quei vertici, e sia p. e. 1i, reste-
ranno accoppiate in un’involuzione iperbolica, chiamando
omologhe due rette che proiettino coppie di punti coniugati
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rispetto ad ambhedue le coniche k,, &, (n° 2, a, d); e le rette
doppie di quell’ involuzione conterranno ciascuna due punti
comuni alle due coniche. Queste due coppie di punti saranno
entrambe reali o immaginarie, se i tre vertici EFG sono
reali (n° 2, a); ed una di esse sara reale, I’ altra immaginaria,
se uno solo dei vertici é reale (n° 2, d).

Se i vertici EFG sono tutti reali, ma F coincide con G,
allora le due coniche si toccano in F (n° 2, 4). La retta che
contiene le ulteriori intersezioni passa per Ii, e si costruisce
linearmente come asse dell’omologia di centro F, che muta
k, in k,.

Risolvendo un probhlema di 2° grado si costruiscono pot
i punti comuni all’ asse suddetto e ad una delle coniche.

Se infine i vertici EFG coincidono nell’ unico punto reale
E, le k,, k, si osculano in E (n° 2, ¢), e I’ulteriore punto
comune alle due coniche si costruisce linearmente, perché
congiunto con I da I'asse dell’omologia di centro I, che
muta %, in k,.

Si noti che le costruzioni di quest’ ultima parte, se si pro-
fitta della conica tracciata [, si possono effettuare tutte con
la sola riga.

Se una delle intersezioni delle due coniche k,, %,, ¢ data,
cioé se si tratia di un problema di 3° grado, dopo aver
costruito il triangolo autopolare EFG, non restano da ri-
solvere che problemi di 1° grado.

Cosl il teorema enunciato al principio di questo n°®, é com-
pletamente dimostrato.

OsSSERVAZIONE 1°%. Nel ragionamento precedente non si fa.
distinzione tra problemi grafici e metrici, perché essendo
permesso I’ uso del compasso, ¢ noto I’ assoluto del piano,
e quindi ogni problema metrico si puo trattare come un
problema grafico.

OssSERVAZIONE 2°. Nel corso del ragionamento abbiamo
avuto occasione di esporre le costruszioni effettive che per-
mettono di risolvere colla riga, col compasso e col sussidio
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di una conica completamente tracciata, ogni problema di 3°
o di 4° grado. Naturalmente nei casi particolari giovera
tener conto delle circostanze speciali che caratterizzano il
problema, affine di render piu brevi le costruzioni che in
generale sono assai lunghe.

OSSERVAZIONE 3% I opportuno notare che ¢ problemi di
3° e 4° grado si possono risolvere colla riga e col com-
passo, anche se é tracciato sul foglio del disegno un arco,
cmﬁunque piceolo, di una conica 1 (che non sia un circolo).

Siano infatti &, m due coniche della rete X, corrispon-
denti, mediante T, a due rette generiche k', m’ del piano.
Le due coniche hanno comune un punto P, non di con-
tatto, che si costruisce linearmente come il trasformato,
mediante T, del punto P’ = k’'m’; e fuori di P si tagliano nei
vertici EFG del triangolo autopolare rispetto alle coniche
date k,, k,.

Ora la dimostrazione (di MAccAFERRI) dell’ esistenza di
almeno un punto rcale comune alle due coniche %, m, fuori
di P (E. § 76), da pure il modo di assegnare linearmente
gli estremi ed un punto interno ad un arco delle due co-
niche, che contenga un punto reale E, diverso da P, ad esse
comune.

Sieno p. e. AB gli estremi e C un punto di un tal arco,
sulla conica k. Si ponga allora tra £ ed [ una corrispon-
denza proiettiva, che muti I’arco ACB di & nell’arco A’'C'B’
di I, tutto appartenente alla porzione tracciata di [.

Il circolo della rete X, che corrisponde a X mediante
I’ omografia t individuata dalla proiettivitd posta tra k ed [,
taglia / in un punto che si sa costruire linearmente, e al-
trove nei punti E'I’G’, corrispondenti ai punti EF,G me-
diante la .

Ora uno di quei punti, I, si determina graficamente col
compasso, perch¢ appartiene all’ arco tracciato di [; e gli
altri due punti, dopo cio, si costruiscono con la riga e col
COMmMpasso. -



— 364 —

La possibilita di risolvere colla riga e col compasso ogni pro-
blema di 3° o di 4° grado, appena sia tracciata sul foglio una co-
nica od anche una sua porzione, fu enunciata, come risultato ana-
litico, da DEscarRTEs (1637); ma la dimostrazione geometrica (che
© sostanzialmente quella da noi esposta) e le effettive costruzioni,
furono date da H. J. S. Smira nel bel Mémoire sur quelques pro-
bléemes cubiques et biquadratiques (Annali di Matematica, 1869). In
questa Memoria si trovano anche delle costruzioni particolari piu
semplici, specialmente nel caso in cui si richiedano soltanto le so-
luzioni reali di un problema di 3° o di 4° grado.

5. In una polarita, non ortogonale, di una stella pro-
pria S, esiste in generale un sol triedro trirettangolo auto-
polare,; e se ne esiste pit di uno, ne esistono infiniti, che
hanno in comune uno spigolo e la faccia opposta,

Diciamo infatti w, la data polaritd, w, 1la polaritd ortogo-
nale. Poiché quest’ ultima ¢ uniforme (cioé priva di cono
fondamentale reale), sia o non sia uniforme la o,, la colli-
neazione m == om, avra tre raggi uniti reali, oppurc sari
omologica. (Si trasformi per dualith 1'Oss. 2° del n” 2 di
questo §). Nel 1° caso esisterd un sol triedro trirettangolo
autopolare nella ,, e sarad quello dei raggi uniti; nel 2° caso
I’ asse e il piano d’omologia saranno ortogonali, e nei fasei
della stella e¢he hanno per sostegni I’ asse e il piano sud-
defti, la w; subordinera involuzioni ortogonali. Cio¢ in tal
caso avremo infiniti (') triedri trirettangoli autopolari
nella w,, e tutti questi avranno uno spigolo coincidente con
I’ asse d’omologia e la faccia opposta coincidente col piano
4’ omologia (efr. con £, § 81).

OSSERVAZIONE, Si deduce che in una collinecaszione o cor-
relaszione tra due stelle proprie S, S, esiste sempre almeno
un triedro trirettangolo dell’ unu, a cui corrisponda un
Iriedro trirettangolo dell’ altre. Invero, se t ¢ la proietti-
vitd che fa passare da S ad &, 1a polarita ttwt della stella &,
trasformata, mediante t—!, della polarith ortogonalec di S,
possiede almeno un triedro autopolare trirettangolo, a cui
corrisponde, nelld S, un altro triedro trirettangolo.
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Da ¢io si trae che due stelle proprie correlative S, S’ si
pPossono sempre sovrapporre in modo da acvere tra esse
una polardita. Basta sovrapporre S’ ad S in modo che ven-
cano a coincidere due triedri trirettangoli corrispondenti,
eon la condizione che ogni faccia del triedro fissato in S,
vada a coincidere con la faccia'opposta allo spigolo corri-
spondente di S (L. § 51). )

La possibilita di sovrapporre due stelle reciproche in modo da
avere un sistema polare, fu dimostrata da SEYpEwITZ (1847).

6. Costruire le rette che escono da un punto P e son
normali ad una conica data k.

Se una retta uscente da P ¢ normale a k& nel punto N,
il punto comune alla retta PN e al diametro coniugato alla
direzione ortogonale a cuella retta, cade precisamente in N;

_sicehe 1 piedi delle normali di & uscenti da P, saranno i
punti comuni alla conica data ¢ alla curva k&' gencrata dal
punto X comune ad una retta variabile p del fascio P, e al
diametro d coniugato alla direzione normale a p.

La curva &' ¢ una conica passante per P e pel centro O,
proprio od improprio, di %; perché i due fasei descritti da p,
« sono proiettivi. Invero il fascio descritto da p ¢ prospet-
tivo alla punteggiata descritta dal punto improprio della p,
questa punteggiata ¢ in involuzione con quella descritta
dalla direzione ortogonale a p, e infine quest’ ultima pun-
teggiata ¢ proiettiva al fascio delle polari de’ suoi punti ri-
spetto a k, cioé al fascio descritto da d.

II punto X va all’infinito quando il coniugato del punto
improprio Q. di p, nell’ involuzione assoluta, ¢ pure coniu-
gato di Q rispetto alla conica. Se dungue & ¢ una conica a
centro, 1 punti all’ infinito degli assi apparterranno alla co-
nica k; e se k£ ¢ una parabola, il punto all’ infinito di &, ed
11 suo coniugato nell’involuzione assoluta, apparterranno
alla conica &, la quale in ogni caso risulterd un’iperbole
couilatera.,
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Nel caso della parabola, al raggio comune ai due fasci
proiettivi P, O, pensato come raggio di P, corrisponde in
0O, !’asse della parabola; cioé quest’ asse ¢ un asintoto del-
I’ iperbole %&’. Dunque:

I piedi delle normali tirate da un punto P ad und co-
nica k, appartengono ad un’ iperbole equilatera k' passante
per P e pel centro della conica. Se k é una conica « centro,
gli asintoti di Kk’ son paralleli agli assi di k; se k é una
parabola, il suo asse ¢ un asintoto di K.

Ne segue che da un punto P escono al piu quattro nor-
mali di una conica a centro k, e iloro picdi si costruiscono
come intersezioni di & con A’. Il problema ¢é dunque di
4° grado. Se la conica % ¢ una parabola, il problema si ab-
bassa al 3° grado, perché una delle intersezioni di &' con &
¢ il punto all’ infinito della parabola.

Se il punto P appartiene ad un asse, I’ iperbole %’ si spezza

in quell’ asse e in una retta ortogonale, ed il problema si ab-
bassa al 2° grado.
' Allorquando la conica % ¢ un’ellisse, !’ iperbole %’ passa
pel centro di %, che é interno, e quindi sega 1’ ellisse almeno
in due punti reali; se la conica & ¢ un’iperbole, i suoi punti
impropri separano i punti impropri di &, e quindi le due
coniche hanno almeno due punti reali comuni. Se infine la
conica k£ & una parabola, la conica &’ ha comunc con & un
punto reale (all’ infinito), e quindi sega 4 in un altro punto
reale almeno. Concludendo:

Da un punto del piano escono alineno due normali reali
ad una conica a centro, e al pin quatiro; ed esce almeno
una normale reale ad una parabola, e al pii tre.

OSSERVAZIONE. Descriviamo un circolo A, col centro nel
punto P da cui si voglion condurre le normali a k. Un
punto improprio ha per polare rispetto a %, un certo dia-
metro p, e rispetto a & il diametro d coniugato alla dire-
zione ortogonale a p; dunque il punto coniugato di quel
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punto improprio, rispetto alle due coniche %, %,, appartiene
a k', cioé (§ 12, n° 11) la conica k' sard il luogo dei centri
delle coniche appartenenti al fascio individuato da %, k&, (cfr.
col n° 13 del § 12\

Ne deriva che U’ iperbole equilatera luogo dei centri delle
coniche di un fascio a cui appartenga un circolo, ta-
glia ogni conica Kk del fascio nei piedi delle normeali a K,
uscenti dal centro del circolo.

L’ iperbole equilatera che stacca sopra una conica i piedi delle
normali condotte da un punto del piano alla conica, fu considerata
da ApoLrLoNio. La proprietd dimostrata nell’ Oss. prec., & dovuta a
CuasLes (1838); ma, implicitamente,. si trova anche in PONCELET
{1822).

7. Se le normali in 4 punti di una conica a centro con-
corrono in un punto, il circolo passante per 3 di quei punti
sega ulteriormente la curva nel punlo diamelralmente op-
posto al quarto.

Siano P’ P” due punti di una conica a centro ki, P il
punto d’intersezione delle normali in P/, P”, e & 1 iper-
bole di Apollonio (n° prec.) relativa al punto P e alla co-
nica k.

Per costruire le ulteriori intersezioni P, P”” (reali o im-
maginaric), di &, &', fuori di P/, P”, potremo ad es. proiet-
tarc i punti di " da P’, P” su k&, e intersecare una delle
due coniche con 1’ asse della proiettivitd tra le punteggiate
sovrapposte che si ottengono sopra & (K. § 75).

Dicendo A, A7 i punti simmetrici di P/, P” rispetto ad un
asse di &, ¢ B, B’ i simmetrici di P, P” rispetto all’ altro
asse, nella suddetta proiettivith saranno omologhi A ed A/,
B e B'; onde la retta P””' P passerd pel punto AB. A’B, che
¢ all’ infinito.

1 circoli che passano pei punti P’ P” segano ulteriormente
su k& coppie di punti le cui congiungenti formano con un
assc un angolo opposto a quello formato da P’ P con lo
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stesso asse (§ 12, n® 13, Oss. 3%), e quindi son tutte paral-
lele tra loro (cfr. pure col n°® 14 del § 12). La direzione co-
mune a queste congiungenti, & quella della retta AA’, che
riunisce i punti d’ intersezione ulteriore di % col c¢ircolo per
P, P, Al

Siccome 1 punti A, B sono diametralinente opposti, le
due rette AA’, BA’ son parallele a due diametri coniugati
(§ 10, n° 17), cioé la direzione comune a tutte le congiun-
genti suddette, ¢ coniugata alla dirczione della retta inco-
gnita P’ P,

Supposto ora che 1 punti P P siano reali, diciamo @
I’ ulteriore intersezione di & col circolo P' P” P, Le due rette
P'"Q e PP””, per quanto precede, saranno parallele a duc
diametri coniugati, e quindi (§ 10, n° 17) i punti P ¢
saranno diametralmente opposti, c. d. d.

OsSERVAZIONE. Poich¢ le anomalie cceentriche (§ 13, n® 20)
di due punti diametralmente opposti di un’ellisse, ditferi-
scono di =, e d’altra parte la somma delle anomalie eccen-
triche dei punti ove I’ellisse é segata da un circolo, & congrua
a zero (mod. 2r) (§ 13, n° 21, Oss. 1*), si deduce che la somma
delle anomalic . eccentriche dei punti P'P"P”P"”, di cui so-
pra, ¢ congrua a . Dunque:

Le anomalie eccentriche dei piedi delle normali abbas-
sate dea un punto ad un’ ellisse, danno wie Somia congruee,
a m (mod. 2r).

Il teor. 7 & di JoacunsTHAL (1843); ¢ il teor. dell' Oss. prec. &
di Gauss (1842).

8. 1l circolo individuato dai piedi delle tre normali ti-
rate da un punto ad una parabole, passe pel vertice della
curova, ¢ viceeerse un circolo che passi pel vertice della
parabola, sega ulteriormente la curva in tre punti le cui
normali appartengono ad un fascio.

Sicno P'P” due punti della parabola k, le c¢ul normali
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concorrano in P sia P’ il piede dell”ulteriore normale
uscente da P (§ 14, n°.6), e V il vertice della curva. Si
tratta di provare che i 4 punti P’P”"P’V appartengono ad
un circolo. ‘ ' ’

Se &' é I'iperbole di Apollonio relativa al punto P e alla
parabola % (la quale iperbole, come sappiamo (n° 6), ha uno
-degli asintoti coincidente con 1’asse della parabola), per co-
struire I’ ulteriore intersezione propria di & con k%, noti che
'sieno i punti P’, P, possiamo proiettare i punti di #” su k
da P’ e dal punto improprio O, della parabola, e interse-
care k, fuori di P”, con I’ asse della proiettivitd che cosl si
-ottiene sulla parabola (E. § 75).

Ora, dicendo A’ il punto simmetrico di P’ rispetto all’asse
-della parabola, vediamo che i punti A’, V sono gli omologhi
del punto O, pensato come appartenente all’una o al-
I’ altra punteggiata, sicché I’ asse di collineazionc dovra
-esser parallelo alla retta A'V. Dopo cid si costruisce su-
bito il punto P’”, intersecando % con la parallela da P” alla
retta A'V. )

Ne deriva che la retta P'V, simmetrica della A’V rispetto
all’ asse, forma con questo un angolo uguale, ma di verso
contrario, rispetto a quello formato dalla P”P” con I’ asse
medesimo, e quindi (§ 12, n° 13, Oss. 3%) i 4 punti P’'P"P”'V
appartengono ad un circolo. .

Viceversa, se un circolo %, passante pel vertice V, taglia
altrove la parabola nei punti P’P"P"”, detto P,””’ il piede della
normale ulteriore a %, condotta dal punto P d’intersezione
delle normali in P’, P, per quanto precede, il circolo P’'P"P,”
passerd per V, e quindi coincidera col circolo k,, cioé P,”
coincidera con P -

Il teor. 8 & dovuto a DE SLUSE (1668).

9. PROBLEMA DELLA DUPLICAZIONE DEL CUBO. — Dato un
cubo, costruirne un altro di volume doppio. '

SEVERI. » 24
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Sia « lo spigolo del cubo dato, e siano %, k' due para-
‘ bole aventi lo stesso
vertice V, gli asst

. ortogonali, e i para-
metri principali (§ 10,

n° 11, Oss.) risp. u-

y - guali ad « e a 2a (*).
: Queste parabole si

tagliano, fuori di V,
- v ’ X in un sol punto reale
P, dal quale tireremo
le rette PX, PY risp.
perpendicolari all’as-
se di £ e all’asse

di ¥'. Avremo allora (§ 10, n° 11):
PX*=a.PY , PY®=2¢.PX,

“dalle quali, eliminando PY, si trae:

PX® = 2a3.

Dunque PX ¢ il liato del cubo richiesto.
OSSERVAZIONE. Il problema ¢ di 3° grado ma ha un’ unica
soluzione reale.

11 problema della duplicazione del cubo, conosciuto anche sotto
il nome di problema di Delo, & uno dei problemi -classici, attorno
al quali si svolsero i primordi della Geometria greca. La solu-
zione esposta ¢ dovuta a MENEcMo, discepolo di PraToNe (verso il
400 av. Cr.).

(")-Al. n° R del § seguente vedremo come si pud costruire per
moto eontinuo una parabola,.di cui sono noti il vertice ed il para-
metro principale.
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_1’ 10. PROBLEMA DELLA TRISEZIONE DELL’ANGOLO. — Dividere
in tre parti uguali un angolo data comunque,

Fatto centro nel vertice O dell”angolo, descriviamo un
circolo %, ¢ sia AB rarco di (uesto circolo sotteso dall’ an-
golo dato. Fissato
sul circolo £ un
determinato verso,
per ogni posizione
di un punto P va-
riabile sul circolo,
consideriamo 1’ ar-
co AP che ha il
verso fissato, e a
partire da B, pren-
diamo su k£ unarco
@’, doppio di ﬁ’, s N
ed in senso con- \

trario a quello fissato. .

I raggi p == OP, p’ = BP’, formano rispettivamente col
diametro a = OA e con la tangente ¢’ in B, angoli uguali,
ma di verso contrario: sicché al variare di P, e quindi di P’,
i due raggi p, p’ descrivono due fasci inversamente con-
gruenti; ed in questa congruenza sono omologhi i raggi
« ed a.

Ne deriva che il punto M = pp’ descrive un’ iperbole equi-
latera &’ (§ 10, n® 16), della quale O, B son punti diametral-
mente opposti, ¢ che passa pel punto N == ac’. Gli asintoti
di quest’iperbole saranno le- parallele condotte dal punto
medio del segmento OB, alle bisettrici degli angoli aa’; e
quindi si potranno costruire rapidamente quanti si vogliano
punti di £ (§ 10, n® 30, Oss. 1%).

1’ iperbole &' incontra il circolo & fuori di B, in tre punti
reali X, Y, Z, in ciascuno dei quali coincidono due punti P, P,
legati tra loro ncl modo visto sopra. Ne segue che uno, X,
dei’ tre punti X, Y, Z, determina la divisione in tre parti
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dell’ arco AB dato, un altro, Y, risolve il problema per
I’arco 2= — AB, e infine il terzo, Z, risolve il problemna per
I’ arco = — AB. .

La teoria dei luoghi geometrici fu applicata al problema della
trisezione dell’ angolo fin dai tempi di PLATONE e de’ suoi discepoli.



CAPITOLO SETTIMO

Proprieta focali.

§ 15. Problemi sui fuochi delle coniche.

SoMMARIO: Generalitd — Descrizione per moto continuo delle tre

specie di coniche — Involusioni focali. I ragyge focali che escono,
da un punito P del piano diuna conica, sono equinclinati sulle
tangenti mandate-da P alla cvrva. Dati di una conica un
Juoco e tre tangenti, costruire I’ altro jfuoco (2 soluzioni). Il
teorema di LAMBERT sul cerchio circoscritto al triangolo for-
mato da tre tangenti di una parabola. Teorema di PONCELET
— Teorema di STEINER sull’ ortocentro del triangolo suddetto
— Costruire una conica dati un fuoco e tre tangenti — I punti
ove una tangente dell’ iperbole incontra gli asintoti, stanno in
un eircolo coi fuochi, e in un altro circolo col centro del pre-
cedente e col centro dell’ iperbole — Teorema di CHASLES sui
rayge foeali che escono da 2 punti di una conica — Costruire
une conéea di cui son noti un fuoco, un vertice dell’ asse fo-
cale ed un punto; oppure i fuochi e gli estremi dell’ asse jo-
cale. Con questi ultimi dati costrivire le tangenti tirate ad una
conica da un punto, o le intersezioni con una retta — Costru-
zione colla riga e col compasso delle intersezioni di due coniche
che hanno in comune un fuoco, conoscendo pure le direttrict
di questo fuoco ed un punto di ciascuna delle due coniche —
Costruire una conica dati tre punti e un fuoco (3 soluzioni).
Teorema di L'HosPITAL-PONCELET sulla polare reciproca di
una conica rispelto ad un circolo, che abbia per centro ur
Juoco — In una cenica a centro é costante il prodotto delle
distanze dei due fuochi da una tangente variabile. Circolo di-
rettore — In una parabola é costante la softonormale di un
punto variabile — Luogo dei centri dei circoli tangenti a due
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circoli dati. Risoluzione di NEwTON del problema di APoLLONIO
— Coniche omajocali. Luogo dei poli di una retta rispetio alle
coniche di una schiera omofocale. Parabola inviluppata dalle
polari di un punfo. La strofoide come luogo dei punti di con-
tatto delle tangenti tirate da un punfo alle coniche di una
schiera omofocale — Teoremi di CHASLES sul luogo del vertice
di un angolo retto i cui lati tocchino due coniche omafocali, ¢
sulle tangenti ad una conica mandate da due punti di una
omofocale. Teorema di GRAVES-CHASLES sugli archi di un’ el-
lisse, aventi per poli punti di un’ ellisse omaofocale. I poligoni
di PONCELET relativi a due ellissi omofocali, hanno gli stessi
perimetri — Teoremi di DUPIN ¢ ¢ DANDELIN sui coni rotondi
che proiettano una data conica.

1. Dicesi fuoco di una conica, il centro di un fascio di
raggi su cui la conica subordini I’involuzione degli angoli
retti; cio¢ un punto dal quale cscano due tangenti im-
maginarie della conica, coincidenti con le rette isotrope.
(L. § 77).

Dalla definizione si trae subito che ogni fuoco é interno
alla conica, ed anzi che appartiene ad un asse, il quale, in
ogni caso, dovrd segare la conica in due punti reali (vertici).
"~ Tenendo conto del fatto che le intersezioni di una tan-
gente variabile con le tangenti alla conica nei vertici sud-
detti, debbono esser vedute sotto angolo retto dal fuoco
considerato, si perviene alla conclusione che in un’ellisse
di semiassi «, b (¢ > 0) vi sono due fuochi (reali) sul-
I’asse maggiore (asse focale o principale), distanti dal
centro della lunghezza ¢ == |- a® — 0%; che nell’ iperbole vi
sono due fuochi (reali) sull’ asse trasverso (focale o prin-
cipale), distanti dal centro di ¢ =1 a® 4 0% ove a, b son
le lunghezze dei semiassi: che infine nella parabola ¢’ ¢ un
sol fuoco (proprio), pel quale passano tutte le perpendico-
lari alle tangenti della parabola nei puuti ove esse incon-
trano la tangente nel vertice (cioé¢ la tangente nel vertice ¢
la podaria del fuoco rispetto alla parabola).

Nel circolo si ha un sol fuoco, che coincide col centro.

Le polari dei fuochi si chiamano direttrici (E. § 78). La
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considerazione delle direttrici si presenta dunque naturale
nello studio delle proprieth focali, e da luogo ad alcune
prop'osizioni che occupano un posto importante tra le pro-
prieta metriche delle coniche.

Cosi uno degli angoli sotto eui una corda di una conica %
¢ veduta da un fuoco F, ¢ bisecato dalla retta eche congiunge
I' col polo della corda; e 1’ altro angolo & bisecato dalla
retta che congiunge I' al punto comune alla corda ed alla
polare di I'. Le punteggiate proiettive’ segate sopra due tan-
genti fisse, da una tangente variabile, son proiettate da un.
fuoco I' secondo due fasci direttamente congruenti; e I’an-
golo costante formato da due raggi omologhi, é la metd di
uno degli- angoli sotto cui si vedono da F i punti di con-
tatto delle tangenti fisse. In una conica a. centro, gli angoli
dei raggi focali che escono da un punto della curva, son
bisecati dalla tangente e dalla normale in quel punto; men—j
tre in una parabola, la tangente ¢ la normale in un punto,
Lisecano gli angoli formati dal raggio focale e dal diametro
uscenti da quel punto.

In una conica qualunque il rapporto tra le distanze di
un punto della curva da un fuoco e dalla relativa direttrice,.
¢ costante al variare del punto sulla curva. Questo rapporto
costante si chiama eccentricita della conica, € s’ indica or-
dinariamente con la’lettera e (E. § 79).

Nell’ ellisse e nell’ iperbole I’ eccentricitd & uguale al rap-
porto tra la distanza focale e la lunghezza dell’ asse focale;.
€ quindi ¢ minor d’ uno nell’ ellisse, maggiore nell’ iperhole.

Nella parabola 1’ eccentricita ¢ uguale ad 1, cioé i punti
della parabola son definiti dalla. condizione di avere una
medesima distanza dal fuoco (proprio) e dalla direttrice.”

Nel cireolo I’ eccentricitd & nulla. ‘

In un’ellisse o in un’iperbole & costante la somma o la
differenza dei raggi focali, che escono da un punto della
curva. E viceversa, queste proprietd sono caratteristiche per
I’ ellisse ¢ per 1’ iperbole;
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" Noteremo inoltre che, in una conica a centro, la podaria.
di un fuoco rispetto alla curva, ciod il luogo dei piedi delle
perpendicolari abbassate dal fuoco alle uangentl ¢il cu‘colo
che ha per diametro 1’ asse focale.

Nella parabola la direttrice si pud pure definire come
il luogo del vertice di un angolo retto, che varii mantenen-
dosi circoscritto alla curva (efr. pure col n° 12 del § 13).

La genesi di una conica come luogo di un punto variabile le:
cui distanze da un punto e da una retta fissa, sieno in rapporto-
costante, era probabilmente nota ad EucLibE (secondo I’ opinione
di ZEUTHEN): ma s’ incontra per la prima volta nelle Collezioni di
Pappo. Anche in ApoLLoONIO si trovano varie proprietd dei fuochi,.
ch’ egli chiamava « puncta ex applicatione facta ». Tra queste pro-
prietd va ricordata quella relativa alla somma o differenza dei
raggi focali, che escono da un punto di una conica a centro; il
teorema che una tangente variabile sega sulle tangenti condotte-
negli estremi dell’ asse focale, due punti veduti da un fuoco sotto-
angolo retto; la proprieta relativa alla podaria di un fuoco di una.
conica a centro; ecc.

La podaria del fuoco rispetto ad una parabola, fu considerata
da Mac-LAurIN (1720). )

Guipo GraNDUS (1737) osservd che uno degli angoli sotto cui si
vede da un fuoco una corda di una conica, & bisecato dalla retta.
che va dal fuoco al polo della corda.

De La Hire (1685) considerd le direttrici come polari dei fuochi
ed avverti sostanzialmente la proprieta che due rette coniugate
uscenti da un fuoco sono ortogonali.

La denominazione di fuochi, introdotta da KEPLERO (1604, de-
riva dalla proprieta che, un raggio luminoso uscente da un fuoco,
riflettendosi sulla curva, va a passare per I’altro fuoco. A KEPLERO
¢. pure dovuta la denominazione di eccentricita (1609).

La definizione moderna dei fuochi di una conica, da noi ri-
chiamata al principio di questo n°, fu adottata da PoNCELET (1822),
al quale si deve il primo sviluppo organico della teoria dei
fuochi.

2. Generazione per moto continuo delle tre specie di
coniche. ’

a) Di un’ellisse si conoscano i fuochi F,F’ e la lun-
ghezza 2« dell’ asse focale. Si fissino in F, I’ gli estremi di
un filo di lunghezza 2«, e si tenda il filo con la punta di
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una matita, facendo poi scorrere la punta stessa sul foglio,
in modo che il filo resti ' ‘
sempre teso.

Si traccia cosi il luogo
di un punto le cui distanze

a F, " danno la somma

costante 2«; cioé 1 ellisse ‘
che ha per fuochi i punti I, F* ¢ che ha 1 asse focale di’
lunghezza 2a. ’

b) Sieno F, F’ i fuochi di un’iperbole % e 2« la lunghezza
dell’ asse focale. Fis- )
siamo a cerniera sul
fuoco F, uno degli estre-
mi di una riga di lun-
ghezza 1 > 2«, e quindi
fissiamo i duc capi di
un filo di lunghezza
{ — 2a, I’ uno nell’ estre-
mo mobile M della riga, ‘
e Y altro nel fuoco F’. Se facciamo ruotare la riga:attorno
ad F, la punta P di una ma-
tita, che resti sempre aderente
alla riga e che tenga teso il
filo verso il fuoco F, descri-
vera sul foglio un arco del-
Viperbole k. Infatti:

P —PF =!—PM—PF =
=!—(PM 4-PF")=l—(1—2a)=2a.

PY:

c) Sia I il fuoco e d la di-
rettrice di una parabola k. Si
prenda una squadra rettango-
lare ABC, il cui cateto BC sia maggiore della semidistanza tra
I, d, e si adatti il cateto AB sulla dfrettrice. Si fissino quindi i
due capi di un filo di lunghezza BC, ’uno in C e I’ altro in F.
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Facendo muovere la squadra in modo che il cateto AB
strisei lungo la retta d, la punta P di una matita, che resti-
sempre aderente al cateto BC e che tenga teso il filo verso
la. direttrice, descriverd un arco della parabola k. Invero
PB = CB — CP = PF. ~

Un ellissografo che realizza praticamentc la generazione «), fu
costruito p. e. da ScHoorEN (1657), al quale & pure dovuto uno

strumento per descrivere I'iperbole (come in b). La generazione
¢) fu data da Isiporo b1 MILETO (6° sec. dopo Cr.).

3. Sulle involusioni focali. — Sia k una data conica, di-
versa da un circolo, e ne sia « un asse (proprio). Preso su
quést’ asse un punto generico P, conduciamone la polare p,
che sara perpendicolare ad a. Ogni retta « uscente da P,
ha per polo un punto U della P, ¢ la retta «’, condotta per
U perpendicolarmente. ad «, sega 1’ asse in un punto P.

Al variare della « attorno a P, il fascio descritto da
questa retta ¢ proiettivo alla punteggiata descritta dal suo
polo, ed & pure proiettivo alla,punteggiata descritta dal punto
' U, coniugato del punto im-
q : P proprio di u# nell’ involuzione

assoluta. Sieeh¢ risultano pro-
. / iettive le punteggiate descritte
da U e da Uy,

Quando U va all’infinito
sulla p, la retta u viene a
\ coincidere con @, e quindi il
punto U’y vicne a coincidere
con U: dunque le due punteggiate descritte da U, U's son
prospettive. I siccome allprqﬂando U vain Q= ap, la retta
u viene a coincidere con la q, perpendicolare ad « per P,
ed il punto U, va nel punto improprio di «, il centro della
prospettivita sard situato sull’asse «; cio¢, al variare di u,
1a retta ' passera per il punto fisso P'.

Al variare di P sull’ asse, varia il punto P, e si ha cosi
tra i punti di « una -corrispondenza biunivoca, che & evi-
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dentemente simmetrica, perché la retta coniugata e perpen-
dicolare della retta u” uscente da P/, ¢ la retta u uscente
da P.

Ora possiamo dimostrare che questa corrispondenza ¢
una proiettivita, e quindi (giacché ¢ simmetrica) che trat-
tasi di un’ ordinaria involuzione.

Invero, se ai raggi di un fascio improprio avente per
centro un punto H, (non appartenente a nessun asse), si
fanno corrispondere i raggi coniugati ortogonali, si ottiene un-
fascio improprio H'y, riferito proiettivamente ad H,,, perché
il fascio H',, proietta la punteggiata descritta dal polo di
un raggio variabile del fascio H,. La corrispondenza tra i
punti P, P’ vien segata sull’ asse a, dalle coppie di raggi
omologhi nella proiettivitd tra i fasci suddetti; e dungque
anche la corrispondenza tra P, P’ é proiettiva.

Si conclude che le infinite coppie di rette perpendico-
lare, coniugate rispetto ad una conica, seqgano Sopra un
asse di questa, le infinite coppie di un, involuzione.

Ogni coppia di tale involuzione vien segata da «! coppie
di rette coniugate ortogonali. 11 centro dell’ involuzione é il
centro (proprio od improprio) della conica.

Se 1'involuzione ¢ iperbolica, da ciascuno de’suoi punti
doppi esciranno infinite coppie di rette coniugate ortogonali,
cio¢ questi punti saranno fuochi (reali) per la conica. ‘

Se I involuzione ¢ ellittica, potremo dire ch’ essa ¢ I’ im-
magine reale di due fuochi immaginari della conica. Ma
in seguito, parlando di fuochi, salvo esplicito avviso, inten-
deremo alludere a quelli reali.

Anche senza presupporre nota la teoria dei fuochi (come
¢ svolta in E. Cap. XII), si possono ritrovare tutte le loro
proprietd partendo dalle inovoluzioni focali, che vengono
segate sugli assi della conica, dalle infinite coppie di rette
coniugate ortogonali.

Cosi, se si tratta di una parabola, 1’ involuzione focale

relativa all’ asse (proprio) avra uno dei punti doppi all’in-
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finito, cioé si ridurra ad una simmetria rispetto all’ altro
punto doppio, che sard 1’ unico fuoco (proprio) della pa—
rabola. _

Se si tratta di un’ellisse o di un’iperbole k, di assi «, 0,
¢ facile vedere che delle due involuzioni focali 1,, 1, rela-
tive agli assi, una ¢ iperbolica e U altra é ellittica.

Infatti se la I, ¢ iperbolica e ne sono F, F’ i punti doppi,
I’ involuzione I, si potra intendere segata sull’asse b, dalle
infinite coppie di rette coniugate ortogonali uscenti da F o
da F’, sicché la I, risultera ellittica. Se invece la I, & ellit-
tica, il circolo avente per diametro una coppia della I,, ta-
glierd b (cio¢ la perpendicolare alla retta «, condotta pel
centro dell’ involuzione); e da ciascuna delle due interse-
zioni, I’ involuzione I, si proietterd secondo un’involuzione
di angoli retti: e quindi I’involuzione I, avrd come punti
doppi le due intersezioni suddette,

Le involuzioni foc&b furono considerate da STEINER e da CHA-
SLEs (1837). Nel caso della parabola la simmetria rispetto al fuoco
si trovava gia in DE LA Hirg (1685). :

4. I raggi focali che escono da un punto qualunque P
del pidno di una conica, sono ugualmente inclinati sulle
tangenti mandate alla conica da P.

Invero, le rette coniugate ortogonali che escono da P,
segano sull’asse focale una coppia armonica coi fuochi
(n° prec.), e quindi bisecano gli angoli dei raggi focali
uscenti da P. Inoltre quelle rette coniugate ortogonali, sepa-
rano armonicamente anche la coppia delle tangenti uscenti
da P: dunque quest’ ultima coppia e la coppia dei raggi
focali, appartengono ad un’involuzione simmetrica, c. d. d.

OSSERVAZIONE. Dal teor. 4 si deduce una 7* solusione del
problema seguente: Dati di una conica K un fuoco F e
tre tangenti t, t,, t;, costruirel’ altro fuoco Pongasi P, =17,
P,;=1{,t,, e si costruisca la retta « simmetrica di @ = P, F,
rispetto alle bisettriei dell_’angolo t\t,, e laretta &’ simmetrica di
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b=P,,F, rispetto alie bisettrici dell’angoloz,,. Il punto F'=a'd’
¢ P altro fuoco richiesto. /

Una 2% solusione
dello stesso problema, a
si otticne considerando 7
la podaria del fuoco F ) ~g
rispetto alla conica k. Si e
abbassino da F le per- a'
pendicolari alle ¢,, t,, t,. : .
Se i piedi di queste per- ‘
pendicolari stanno so- A
pra una retta, la co- Tz, L
nica sari una parabola P
toccata nel vertice da quella retta (&. §77), altr'lmenm 11 cir-
colo individuato dai tre piedi avra per diametro 1’asse focale
(E. § 79). Sicche il centro O del circolo. sard il centro di &, ed
il punto F’ simmetrico di F rispetto ad O, sara 1’ altro fuoco.

5. Il cerchio circoscritto al triangolo formato da tre
tangenti di una parabola, passa pel fuoco. .

Sia & la parabola,F il suo fuoco ed ABC == abc il- tman—
golo formato da tre :

tangenti di k. Se da ’ P b A /
B, C tiriamo le rette /7 N, % ;
BR, CS parallele al- (13 .3

bl 'l . N
I’ asse della para- //ﬂ . .

bhola, pel teorema del
n° prec., avremo (in
grandezzae in verso):

ABF = RBA,,
ACF == S/C\Al,

ove A, é il punto di contatto della tangente a. Poiche gli
angoli RBAI, SCAl sono uguali (come corrlspondentl), si de-
duce che ABF = ACF e quindi i 4 punti ABCF apparten-
gono ad un medesimo circolo.
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OSSERVAZIONE 1%, Il teorema 5 si pud enunciare anche
sotto questa forma: Il luogo dei fuochi delle parabole in-
seritte in un dato triangolo, é il cerchio circoscritto a quel
triangolo.

OSSERVAZIONE 2. Poiché I'angolo ACF = (A/B\F) rimane
costante al variare di AB, potremo dire che:

Se dal fuoco di una parabola si tirano le reite che
Jormano colle tangenti un angolo dato in grandessa ein
v,ers‘o, il luogo dei loro piedi é una tangente della para-
bola. In particolare se 1’angolo dato é retto, si ritrova la
podaria del fuoco rispetto alla parabola (E. § 77). Si ritrova
pure, come corollario, 1’ estensione del teorema di SIMSON,
gia incontrata al n.° 3 del § 7.

11 teor. 5 & dovuto ed J. LamBERT (1761). Le proprietd delle
Oss.! 1* e 2" si trovano in PoNcELET (1817-22),

6. L’ ortocentro di un triangolo circoscritto ad una pa-
rabola appartiene alla direttrice.

E ‘questa una conseguenza immediata del teorema espo-
sto al n° 12 del § 12, e del fatto che la direttrice di una pa-
rabola é il luogo dei punti da cui escono due tangenti or-
togonali (E. § 79, teor. 10).

/ 7. -Costruire una conica per tangenti, dati un fuoco F
e tre tangenti a,b, c.

Per risolvere questo problema si puo profittare del n° 4
(0ss.), ma é pit semplice profittare del fatto che le tangenti
della conica k da costi‘uirsi,'segano sulle a, b due punteg-
giate vedute da F secondo due fasci direttamente congruenti
(E. § 78). Questa congruenza ¢ perfettamente determinata,
perche si conoscono duc raggi omologhi, che proicttano da
F i punti ac, de. ‘ » ‘

OSSERVAZIONE. Il probl. 7 é un caso particolare metrico
“di quest’altro: Costruire una conica per tangenti, date
due tangenti immaginarie uscenti dal punto F e tre tan-
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‘genti reali a, b, c. La soluzione di questo problema si oty
tiene enunciando graficamente la soluzione del probl, 7.

Vi ¢ una determinata proiettivitdh o tra i raggi del fascio
F, che fa passare dal raggio r = F. ac al raggio r' =T. be,
e che-¢ armonica coll’involuzione (ellittica) I, data nel fa-
scio I'. Le infinite tangenti della conica si ottengono con-
giungendo le coppie di punti omologhi delle punteggiate
segnate sulle «, b, dai fasci sovrapposti riferiti mediante
la w. '

Tale soluzione grafica ¢ del resto una conseguenza im-
mediata della proprietd correlativa al .emma del § 12, n° 5.

Lo stesso problema (e quindi il probl, 7) si pud pure ri-
solvere trasportando per dualitd la costruzione esposta in
L. pag. 233. Analoghe osservazioni si possono fare per molti
problemi costruttivi in cui entrano i fuochi.

8. I punti A, B ove una tangente di un’ iperbole incontra
gli asintoti, stanno in una circonferensa coi fuochi F, F,
e in un’altra circonferenza col centro della precedente e
col centro O dell’ iperbole, S

Dicendo a l’asse focale FF’ e p la parallela condotta.
da F all’ asintoto OA, I’ angolo ATB risultera uguale ad uno
dei due angoli convessi pa, cioé ad uno dei due angoli con-
vessi formati dalle OA,a (E. § 78, 2° teor.) Similmente I’ an-
golo AT'B risultera uguale all’ altro angolo convesso OKi a.
Ne deriva che i due angoli A/F\B, AT'B son supplementari;
e poiché i fuochi F, I’ giacciono da parti opposte di AB,
si conclude che il quadrangolo ABFF' ¢ inscrittibile in un
circolo. '

Inoltre, se indichiamo con C il centro di questo circolo,
r ang..olo ACB risultera doppio di uno degli angoli AFB
"AF'B e quindi uguale ad uno degli angoli formati da“ll
asintoti. Ne segue che anche ipunti A, B, C,0 appartenoono
ad un circolo (perché i punti 0,C giacciono da una stessa
parte della retta AB).
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9. In una conica qualungue, i quattro raggi focali che
escono dagli estremi di una corda, toccano un circolo, che
ha per ceniro il polo della corda.

Sieno F,F’ i fuochi della conica % (dei quali uno ¢ impro-
.prio se & & una parabola), AB la corda data e a,a™; 6,0’ i
-raggi focali che escono da A,B. Poiché la tangente in A
‘biseca uno degli angoli aa’ (E. § 78, 3° teor.), ¢ la refta FP,
«<che congiunge F col polo P di AB, biseca uno degli an-
goli ab (E. § 78, 1° teor.), il punto P sara equidistante da -
«a,a' . In modo analogo si prova che P ¢ equidistante da
b,0,a', e quindi si conclude che le aa’dd’ tocecano un circolo
.di centro P.

Questo teorema & di CHasLEs (1830).

10. Costruire una conica di cui son noli un fuoco F,

un vertice 'V dell’ asse focale ed un punto P.

.. - Le coniche aventi per fuoco il punto F e per vertiee il
_punto V, costituiscono una schiera con due rette base im-
maginarie; uscenti da F, e due rette base reali, coincidenti
ccolla perpendicolare ¢ all’dsse focale nel punto V: sicché
per un punto generico P del piano, usciranno due coniche,
(sempre reali — cfr. col § 12, n.° 5, Oss. 2¢) di quel sistema.
~ Il polo della retta VP rispetto ad una di queste coniche,
-dovrd appartenere alla retta ¢ e ad una delle bisettrici degli
angoli formati dalle rette VI', PF; ed il punto ove la VP &
\tagliata dall’ altra bisettrice, dovra appartenere alla direttrice
del fuoco F rispetto 4 quella conica (E. § 78, 1° teor.).

~ Se dunque diciamo b,, 0, le bisettrici degli angoli formati
’dalle VF, PI°, e poniamo M, = VP, §,, M, = VP . 0,, le rette
d,, d, condotte per M,, M, perpendicolarmente alla VF, sa-
.ranno le direttrici del fuoco F rispetto alle due coniche %, &,,
-che risolvono il problema.

Il punto V, (o V,) coniugato -armonico di V rispetto

“alla coppia costituita dJal punto ¥ e dal punto VF.d,
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(o VF.d,), sara I’altro estremo dell’ asse focale di &, (0 k).
Le rette che proiettano dai punti V e V, (0V,) le coppie
segate sulla d, (o d,) dagli angoli retti col vertice in I, pel
teorema di STAUDT, & incontrano in punti della conica ri-
chiesta %, (0 k,).

11. Costruire per tangenti una conica a centro di cut
son noti i fuochi F.F' e i vertici V,V’' dell’ asse focale.

Si descriva il circolo ¢ che ha per diametro VV'. Le tan-
genti alla conica da costruirsi son le perpendicolari negli
cestremi delle corde di ¢, che passano per F o ¥ (K. § 79,
ge teor. ). ,

12. Con gli stessi dati dell’es. 11, costruire le tangenti
della conica che escono da un punto P del piano.

Si descriva il circolo ¢ che ha per centro il fuoco ¥ e
per raggio la lunghezza VV' dell’ asse focale; e quindi si
descriva il circolo ¢’ che ha per centro P e per raggio PF.
Sc il cireolo ¢ sega ¢ nei due punti H, H', le perpendicolari
condotte da P alle rette FH, FH’, son le tangenti richieste
(E. § 79, 8 teor.). — I punti di contatto di queste tangenti
son segnati risp. dalle rette I"H, F'H'.

OSSERVAZIONE. Se il punto P ¢ improprio, s intersechera
il circolo ¢ in H, H', colla perpendicolare per F alla retta FP:
le tangenti richieste saranno le perpendicolari nei punti
medi dei segmenti FH, FH’.

13. Individuata una parabola mediante il fuoco F ed il
vertice V, costruire le tangenti della curva che escono da
un punto P del piano.

Si tracci la tangente ¢ nel vertice della parabola, e si
descriva il cireolo ¢’ ¢he ha per diametro il segmento PF.
Se questo circolo sega ¢ nei punti H, H', le rette PH, PH’
sono le tangenti richieste (£, § 77).

OSSERVAZIONE. Allorquando P é improprio, si dovr tirare
da ¥ la perpendicolare alla direzione P: la retta che esce
dal punto ove questa perpendicolare sega ¢, ¢ la tangente

propria passante per P.
SHEVERI. 25
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14. Dati di una conica a centro k { fuochi F, F ed ¢
vertici 'V, V' dell’ asse focale, costruire le intersezioni di
K com una retta u assegnata.

II simmetrico F, del fuoco F rispetto alla tangente a k&
in uno, X, dei punti X,Y richiesti (supposti reali), appar-
tiene al circolo ¢ di centro F’ e raggio VV’ (£, § 79, 8 teor. ),
ed al circolo ¢, di centro X e raggin XF. Anzi, giacche la
retta XT, passa pel centro F' del circolo ¢ ( L. § 78, 3° teor.),
nel punto F, i due circoli ¢,¢, si toccheranno.

Da quest’ analisi si trae che, se i punti X, Y son reali,
essi sono | centri di due circoli ¢, ¢,, tangenti a ¢ ed ap-
partenenti al fascio dei circoli che passano pel fuoco F ed
hanno i centri sulla retta w.

Ora i circoli di questo fascio segano su ¢ ({uori dei punti
ciclici) le coppie di un’ involuzione, che ha per polo il centro
radicale O comune a due di quei circoli e al circolo ¢ (§ 12,
n.o 14). I raggi di ¢ che escono dai punti di contatto delle
eventuali tangenti mandate a ¢ da O, segano sulla « i punti
XY richiesti. ‘ v

15. Dati di una parabola X il fuoco F ed il vertice V,
costruire le intersezioni di k con una retta u assegnata.

11 simmetrico F, del fuoco I rispetto alla tangente a &
in uno, X, dei punti incogniti X, Y (supposti reali), ~appar-
tiene alla direttrice d e al circolo ¢, di centro X e raggio
XF. Anzi, giacché la retta XF, ¢ perpendicolare a d (£. § 79,
5.° teor.), il circolo ¢, toccherd d in T,.

Dunque, se i punti XY son reali, essi sono i centri di due
cireoli, ¢, ¢, tangenti a d e appartenenti al fascio di quelli
che passano pel fuoco F ed hanno come retta centrale la u.
Per costruire le intersezioni di « con %, bastera dunque in-
tersecare la u colle parallele all’ asse VF, tirate dai punti
doppi dell’involuzione segata sulla retta d dal fascio sud-
detto.

16. Costruire, colla riga e col compasso, le interse-
sioni di due coniche k, K’ aventi in comune un fuoco F,
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conoscendo un punto di ciascuna conica, e le direttrici d,
d" del fuoco comune.

I.e duc coniche k, k&' essendo tangenti alle rette isotrope
che escono da ¥, si potranno riferire omologicamente in
due modi, prendendo come centro d'omologia il punto F,
¢ facendo corrispondere al punto dato Q di & uno dei punti
in cui la retta I'Q sega &' (L. § 71, Oss. 3*). In ambedue
queste omologie alla retta d corrispondera la retta d',
sicehi¢ si potranno costruire subito gli assi &,y delle omo-
logie stesse.

Intersecando le rette @,y con una delle due coniche
(n.! 14, 15) otterremo, colla riga e col compasso, i punti co-
muni a k&, ¥

OSSERVAZIONE. In base al teorema di Desargues-Sturm
-esteso ai fasci qualunque (§ 12, n.' 1, 5 e § 13, n. 29), la costru-
zione delle corde @,y comuni alle due coniche, pud farsi anche
nel modo seguente: Sieno @, Q' i punti dati delle coniche
kK, ed R,R’ le ulteriori intersezioni di queste coniche colla
retta QQ'. Le rette a, y costituiscono la coppia comune al-
T involuzione che ha per raggi doppi d,d’, e a quella che

si ottiene proiettando dal punto dd’” 1’ involuzione <§g)

La 1* delle soluzioni esposte & di PoNCELET (1822).

17. Costruire una conica datitre punti A, B,C e ur_fuoco F.

12, Solusione. Poiché il problema proposto & un caso
particolare metrico del problema di costruire una conica
tangente a due rette immaginarie e passante per 3 punti
-dati, la nota soluzione di questo problema (Z.§71) ci for-
nird un primo modo di risolvere il probl. 17. Enunciamo
.senz’ altro la costruzione, sotto la forma piu conveniente
pel disegno.

Si descriva il circolo & di cenfro F e raggio FA, e si
-<chiamino BBy, C/Cy le intersezioni di questo circolo coi
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diametri che vanno ai punti B, C. Diciamo w,, u,, u,; u, le
rette che congiungono il punto A rispettivamente coi punti:

(1) BC.B,C), BC.B,C,, BC.B,(,, BC. B,C,.

Le 4 omologie che hanno per centro il punto F, per assi
le u,, u,, U3 u,, € nelle quali si corrispondono risp. le 4 cop-
pie di rette (1), mutano il circolo %' in 4 coniche k,, k,, i, k,,
che risolvono il problema.

2.2 Solusione. Se le bisettrici degli angoli formati dalle
rette ALY, B, segano la corda AB nei punti D, D,, la diret-
trice di una conica k, che passi per A,B,C e che abbia un
fuoco in F, dovra passare per uno dei punti D,, D, (£. § 78,
1° teor.). Similmente la direttrice del fuoco I rispetto alla
conica k,, dovrd passare per uno dei punti D’;, D', in cuila
ratta AC vien segata dalle bisettrici degli angoli formati
dalle AF, CF. Dunque se esiste una conica %, soddisfacente:
al problema, essa dovra avere per direttrice.corrispondente:
al fuoco F una delle 4 rette .

d, =D,I,, d, = D\D,, d; = D,I,, d, = D,D.

Ci0o posto, consideriamo una di queste rette, ad es. la d,,
ed osserviamo che esiste una conica k, ben determinata, che:
passa per A, ha per fuoco F e per direttrice corrispondente
la retta d,: la costruzione della conica %, per punti, si ot-
tiene facilmente in base al teorema di Staupt (E. § 80).

La conica k, tagliera la retta A, fuori di A, in un punto
B, tale che uno degli angoli formati dalle rette FA, I'B”
abbia per bisettrice la retta FD,. Cid significa che B’ coin-
cide con B. In modo analogo si vede che la conica /%, passa
per C.

Prendendo come direttrice corrispondente al fuoco I, una
delle altre tre rette d,d,d,, avremo altre tre soluzioni del
problema. Si osservi anzi che, siccome il segmento finito
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ADB contiene uno dei punti D,D,, e il segmento finito AC
contiene uno dei punti D',IV,, una sola delle quattro diret-
trici lasciera da una medesima parte i tre punti A, B,C, e
quindi delle 4 soluzioni del problema tre sono certo iper-
bole. Si conchiude che:

Esistono quatiro coniche reali circoscritte ad un dato
iriangolo e che hanno per jfuoco un punto dato, tre di
esse sono sempre iperbole, menire la quarta pud essere di
-8pecie qualunque.

La 1* soluzione ¢ dovuta a PoNcELET (1822), il quale dimostra
che due coniche aventi un fuoco F comune (in particolare una
-conica ed un circolo col centro in un fuoco di questa), si possono
riferire con due omologie diverse aventi per centro F, provando
che le due coniche si possono riguardare come proiezioni di due
sezioni piane di un cono quadrico, il cui vertice si proietta in F. —
TLa 2" soluzione & dovuta a DE La HIrRe (1685) e a NEwTON (1687).

18. La polare reciproca di una conica rispetto ad un
cireolo, che abbia per centro un fuoco della conica, é un
cireolo; e viceversa, la polare reciproca di un circolo ri-
spetto ad un altro circolo, é una conica con un Juoco nel
centro di quest’ ultimo.

Sia & la conica data, ¢ il dato circolo avente il centro
nel fuoco F di %, e sia = la polaritd di cui ¢ ¢ conica fon-
damentale. La polare reciproca di k rispetto a ¢, é la co-
nica A’ trasformata di © mediante la polarita .

Poiché la = muta il punto F nella retta all’ infinito, mu-
terd la direttrice ¢, relativa ad F, nel polo della retta al-
1’ infinito, rispetto alla conica &' ; cioé il centro della conica
% sard il polo D della retta d rispetto al circolo c.

Due rette uscenti da F, coniugate rispetto a %, si mutano
mediante la = in due punti impropri coniugati nell’invo-
luzione assoluta; e poiché questi punti sono pure coniugati
Tispetto a %', si conclude che la %" subordina sulla retta
impropria 1’ involuzione assoluta. Dunque %' ¢ un circolo di
“centro D.
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11 ragionamento ¢ evidentemente invertibile.

OSSERVAZIONE 1.* Si trae di qua una 3* solusione del pro-
blema (trattato al n.° prec.) di costruire una conica circo-
seritia ad un triangolo ABC e avente per fuoco il punto F.

Tracciato un circolo qualunque y di centro I, si trovino
le polari «, b, ¢, di A, B, C rispetto a y. I 4 circoli tangenti
alle a, b, ¢, son trasformati dalla polarita rispetto a y, nelle
4 coniche circoscritte ad ABC ed aventi per fuoco F.

Il lettore verifichera subito che tre di queste coniche
sono iperbole.

OSSERVAZIONE 2.* Pill’' in generale possiamo dire che il
teor. 18 permette di ridurre ogni problema relativo a co-
niche, e tra i cui dati sia compreso un jfuoco, ad un pro-
blema pit elementare relativo a circoli.

Cosi potremo costruire una conica di cui sia noto un
fuoco, un punto, e due tangenti; oppure un fuoco, una tan-
gente e due punti; ecc.

11 teor. 18 fu dimostrato prima da DE v’ HospiTaL (1707), eppoi
da PoNCELET (1826).

19. In una conica a centro é costante il prodotto delle
distansze dei due fuochi da una tangente variabile, ed é
uguale al quadrato del semiasse secondario, preso col -
o col —, secondo che si tratta di un’ ellisse o di un’iper-
bole.

Sia % la conica, ¢, ¢, due sue tangenti parallele e P, P, i
piedi della perpendicolare abbassata su queste tangenti da.
uno, F, dei due fuochi F,F della conica. Poich¢ i punti
P,P, sono le intersezioni della perpendicolare suddetta colla
podaria di I rispetto a %, cioé col circolo y avente per dia-
metro 1I’asse principale, il prodotto FP . FP, rimarra costante,.
in valore ed in segno, al variare delle due tangenti, ¢ sara
uguale alla potenza del punto F rispetto a y. Questa potenza.
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¢ data da FO* — a® = == 4%, ove O ¢ il centro di %, a, 0
sono i semiassi (principale e sccondario): il segno — vale per
P ellisse, il 4 per I’iperbole.

" Se la perpendicolarc a ¢ condotta pel fuoco F’, ha per
picde il punto P/, a causa della simmetria della conica ri-
spetto al centro O, sard F'P’ = — FP,, ¢ quindi avremo:

FP.I'P = == b*, c. d. d

OSSERVAZIONE. Sia M un punto del piano da cui escano
duc tangenti s, ¢ della conica a centro %, ortogonali tra
loro; e diciamo N, N’ e P, P’ le intersezioni di s, £ col cir-
colo v, cio¢ i piedi delle perpendicolari abbassate sulle s, ¢
dai fuochi I, F’. Dall’ ecsame dei rettangoli FNMP, F'N'MP’,
risulta:

FN = PM , F'N' = P'M;
sicché, in valore e segno, sard:
PM . PM = FN . F'N = = &%

Osservando che PM . P'M ¢ la potenza del punto M ri-
spetto al circolo y, avremo:

ossia;

OM? = ¢ == b,

dove il -+ vale per P ellisse e i1 — per 1iperbole.

In tal modo si ritrova, completato, un teorema che gi&
dimostrammo al n. 14 del § 13.

Per un’ ellisse o per un’ iperbole (che abbia U asse [fo-
cale a maggiore del sccondario b), il luogo dei punti da
cui escono due tangenti ortogonali, é un circolo, concen-
trico con la curva, e avente per raggio V/al = b*; ove
il 4 vale per Uellisse e il — per U iperbole.
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Non esistono tangenti ortogonali di un’iperbole per
la quale sia a < Db,

Il teor. 19 ¢ di J. KemwL (1709). — Pel circolo direttore ved. le
notizie al n.° 14 del § 13.

20. In una parabola ¢é costante la sottonormale d’un
punto variabile, ed ¢é uguale al doppio del segmento del-
I’ asse compreso tra il vertice e il fuoco.

Dicesi sotfonormale di un punto P di una parabola %, la
proiezione ortogonale sull’asse x del segmento di normalc
compresa tra P ed .

Per dimostrare il teorema enunciato, indichiamo con T,

N le tracce sull’asse @

y della tangente e della

v normale in P, con M

il piede della perpen-

dicolare da P all’ asse,

T viT M ¥ con V il vertice e con

T il fuoco di k. Poi-

ché T, N sono coniu-

gati nell’ involuzione

focale dell’asse 2 (n. 3),

sard TN = 2TF; e poi-

ché inoltre i punti T, M son coniugati rispetto alla conica

(essendo PM la polare di T), sard purc TM == 2TV. Se ne
ricava:

MN =TN — TM = 2TF — 2TV = 2VF, c.d.d.

OSSERVAZIONE. Dalla proprieth dimostrata si ricava di
nuovo 1'equazione della parabola, riferita all’ asse come
asse delle o, e alla tangente in V come asse delle y (cfr.
col n°® 11 del § 10).

Infatti dette «, ¥ le coordinate di P, si ha = =VM,
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y == MP. Ma dal triangolo rettangolo TPN, che ha per al-
tezza MP, si ricava:

MP? = TM . MN,

sicehé, ponendo VF = —{2)—, e quindi MN = p, avremo:

Yyt = 2px.

21. I centri dei circoli tangenti a due circoli dati ¢, ¢,
appartengono a due coniche, aventi per fuochi i centri F,
I di questi circol:. »

Sia P il centro di un circolo [, di raggio p, tangente ai-
circoli dati ¢, ¢/, di raggi r, . Varie ipotesi sono possibili
in relazione alla mutua posizione dei due circoli dati:

1?) I circoli ¢, ¢ sono mutuamente esterni. Allora esi-
stono circoli tangenti internamente all’ uno ed esternamente
all’ altro, ed anche circoli tangenti internamente o esterna-
mente ad entrambi.

Se ! tocca internamente ¢ ed esternamente ¢’, sard certo
p>r, e quindi .

PF=p—r, PFW=9p+4r,
donde si trae:
PF' — PF =7 + 7.

In modo analogo, se [ tocca esternamente ¢ ed interna-
mente ¢, si vede che:

PF — PF = r 4 7/;

¢ quindi si conclude che i centri dei circoli tangenti inter-
namente all’uno dei circoli dati ed esternamente all’ altro,
appartengono ad un’iperbole & avente per fuochi F, F' e
per lunghezza dell’ asse focale r 4 r; i centri dei circoli
tangenti inter. a ¢ ed ester. a ¢’ appartengono ad un ramo
dell’iperbole %, e i centri dei circoli tangenti ester. a ¢ ed
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inter. a'¢’, appartengono all’altro ramo. Gli asintoti di & sono
le perpendicolari abbassate dal punto medio di FF>, alle due
tangenti comuni a ¢, ¢’, che escono dal centro di similitudine:
inversa dei due circoli (§ 8, n° 17).

Se ! tocca esternamente tanto ¢ che ¢/, avremo:

PF =r 4 p PF =1 +p
donde:
PF — PF =r —r;

€ se [ tocca internamente tanto ¢ che ¢, poich¢ o > r ¢
p > r', sara:

Pl =p—r, PIM=p— 7,
da cui:

PF' — PF =r — r.

Dunque, se » > r’, i centri dei circoli che toccano inter-
namente o esternamente entrambi i circoli dati, apparten-
gono ad un’iperbole k’, avente per fuochi F, F’/, per lun-
ghezza dell’ asse focale r — 7/, e per asintoti le perpendi-
colari abbassate dal punto medio di I'F’, alle tangenti co-
muni a ¢, ¢, che escono dal centro di similitudine diretta.
A seconda che i contatti avvengono inter. o estern. si ha
I’uno o I’ altro ramo dell’ iperbole.

Se r = r’ I’iperbole %’ vien sostituita dall’ asse radicale
dei due cireoli.

Si vede subito, viceversa, che un punto dell’ iperbole %
¢ centro di un circolo tangente internamente ad uno dei
circoli ¢, ¢’ ed esternamente all’ altro, ¢ che un punto * del-
I'iperbole %' (o dell’ asse radicale, se r = r’) & centro di un
circolo tangente internamente o esternamente a ¢ e ¢.
Dunque:

Quando [ circoli dati c, ¢' sono mutuamente esterni,
il luogo dei centri dei circoli tangenti ad entrambi st
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compone di due iperbole, una delle quali riducesi all’ asse
radicale allorché ¢ due circoli sono uguali.

2% I.circoli ¢, ¢ si segano in due punti reali ¢ dlqtmtl.,
Con una discussione analoga alla precedente si stabilisce
che in tal caso il luogo dei centri dei circoli tangenti «a
c, ¢ 8L compone di un’ellisse kK e di un’iperbole K, la
quale riducesi all’ asse radicale quando ¢ circoli ¢, ¢ sono
uguali,

L’ellisse & ¢ luogo dei centri dei circoli che toccano in-
ternamente 1’uno dei circoli dati ed 'esternamente 1 altro.
Iissa ha per fuochi ¥, ¥’ e per lunghezza dell’asse fo-
cale r 4 r.

1.iperbole % & luogo dei centri dei circoli che toccano
intern. o ester. ¢ e ¢’ un ramo corrisponde ai contatti della
prima specic e 1’altro ai contatti della seconda. I suoi
fuochi sono I, I, la lunghezza dell’asse focale » — 7' (se

>r’), e i suoi asintoti le perpendicolari dal punto medio
di I'l” alle due tangenti comuni a ¢, ¢'.

3") Dei due circoli ¢, ¢/ uno ¢ interno all’altro: p. e. ¢’ &
interno a e. ,

Il luogo dei ceniri dei. circoli tangenti a ¢, ¢’ si com-
pone allora di due ellissi k, K’. Una, luogo dei centri dei
circoli che toecano intern. ¢ ed estern. ¢’, ha per fuochi F,
I’ ¢ per lunghezza dell’ asse focale r 4 r'; 1’ altra, luogo
dei centri dei circoli tangenti intern. tanto a ¢ che a ¢, ha
per fuochi I°, ¥’ e per lunghezza dell’ asse focale r — .

4*) 1 cireoli ¢, ¢ si toccano esternamente. ,

Il luogo dei centri dei circoli tangenti « ¢, ¢’ 8 com-
pone delle retta centrale k, e di un’ iperbole X', che ridu-
cest alla tangente nel punto comune, se i due circoli sono
uguali, .

L’ iperbole %' ha per fuochi F, ', I’asse focale di lun-
ghezza r — r" (se > r’), e per asintoti le perpendicolari
dal punto medio di FF' alle 2 tangenti ulteriormente co-
muni a ¢, ¢. Un ramo di k& é costituito dai centri dei cir-
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€oli tangenti inter. a ¢, ¢’, e ’altro dai centri di quelli che
toccano ester. ¢ e ¢'. La retta centrale £ ¢ poi il luogo dei
centri dei circoli tangenti inter. ad uno e ester., all’ altro dei
due circoli ¢, ¢'.

5%) I circoli ¢, ¢ si toceano internamente; p. e. ¢ ¢ in-
terno a c.

1l luogo dei centri dei circoli tangenti a c, ¢’, si com-

- pone delle retta centrale k, e di un’ ellisse X',

Quest’ ellisse ha per fuochi F, I/, per lunghezza dell’ asse
focale r -4 r/, e contiene i centri dei circoli che toccano in-
tern. ¢ ed estern. ¢’; mentre la retta centrale contiene i
centri dei circoli che tocecano inter. o ester. tanto ¢ che c.

OSSERVAZIONE 1% Le considerazioni svolte in questo nu-
mero forniscono una nuova soluzione del problema di
ApPOLLONIO (gid trattato al n® 18 del § 8), di costruire un
circolo tangente a tre circoli dati c, ¢/, ¢”’. Consideriamo
ie due coniche k&, k&, che contengono i centri dei circoli tan-
genti a ¢, ¢, e le 2 coniche k, k,, che contengono i centri dei
<ircoli tangenti a ¢, ¢”; ed accoppiamo una delle coniche
ke, k, ad una delle %&; %,, con !’avvertenza di porre nella
‘stessa coppia due coniclie luogo dei centri di circoli che
abbiano con ¢’ contatti della stessa specie.

Intersecando le coniche delle due coppie cosl ottenute,
abbiamo in tutto 8 punti (tra reali, ecc.), che sono i centri
delle 8 soluzioni del problema.

Si noti che a queste soluzioni si perviene colla riga e
col compasso (come al n° 18 del § 8), perché due coniche
-di una coppia hanno un fuoco comune (il centro di ¢'), e
quindi si pud applicare la costruzione del n.° 16 di questo §.

OSSERVAZIONE 2%, Se di due circoli ¢, ¢ di centri F, I,
uno varia in modo che il suo centro si allontani indefini-
tamente, le due coniche che contengono i centri dei circoli
tangenti a e, ¢/, tenderanno a due parabole.

Si puo verificare direttamente che ¢l luogo dei centri
del circoli che toccano una retta ed un circolo dati, ¢
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costituito da due parabole, avenii entrambe per jfuoco il
centro del circolo,

» Alle notizie storiche sul problema di ApoLLoNIO, esposte al n. 18
del § 8, aggiungeremo adesso che la soluzione contenuta nel-
¥ Oss. 1* & di NEwTon (Philos. naturalis principia math., 1687).

22, Sulle coniche omofocali. — Due coniche a centro diconsi
omaofocali (0 confocall) quando hanno gli stessi fuochi; e
due parabole diconsi omofocali, quando hanno lo stesso
fuoco (proprio) e lo stesso punto-all’ infinito.

a) Le coniche a centro che hanno per fuochi due punti
dati I, I, costituiscono una schiera di coniche, avente per
rette base le due coppie di rette isotrope uscenti dai punti
F, I’; onde allo studio di un tal sistema di coniche, si po-
trebbero applicare i teoremi gid noti per le schiere, come
il teorema di DESARGUES-STURM, sotto la forma duale (vedi
il n° 5, Oss. 2% del § 12); ecc.

Ma le proprietd pill notevoli si possono pure ottenere di-
rettamente, e val la pena di notarlo.

Un punto P del piano, appartiene soltanto a due coniche
aventi per fuochi F, F’; una di esse & 1’ ellisse che ha per
lunghezza dell’ asse focale PF 4 PF’, e I’ altra ¢ 1’ iperbole
che ha per lunghezza dell’asse focale il valore assoluto
della differenza PF — PI”,

Le bisettrici degli angoli formati dalle rette PF, PIF’,
sono I'una tangente all’ellisse e I’ altra all’ iperbole sud-
dette: e precisamente é tangente all’ ellisse, quella che lascia
da una stessa parte i fuochi F, I, all’iperbole I’ altra.

Sicché le due coniche che passano per P si segano ivi
ortogonalmente.

Due ellissi omofocali non hanno evidentemente punti co-
muni, anzi I’una di esse ¢ tutta interna all’ altra; e lo stesso
dicasi di due iperboli. Se invece consideriamo un’ ellisse ed
un’iperbole omofocali, poiché i vertici dell"iperbole sono
interni al segmento finito FF’, 1 iperbole tagliera 1’ ellisse
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in 4 punti disposti simmetricamente rispetto agli assi
comuni.

Le tangenti mandate da un punto P del piano ad una
conica del sistema, che non passi per P, costituiscono una
coppia dell’ involuzione simmetrica individuata dalla coppia
PI, PIV; cio¢ dell’ involuzione simnmetrica che ha per raggi
doppi le tangenti alle due coniche passanti per P (§15, n° 4).

Ora questa proposizione non ¢ altro che 1’ enunciato del
teorema di DESARGUES-STURM (sotto la forma duale) per la
particolare schiera costituita dalle coniche confocali; sicché
qua si presenta una nuova via metrica per stabilire questo
tecorema, per le schiere colla base immaginaria.

Data una schiera con la base immaginaria, basterd mo-
strare com’ essa si proietti in una schiera di coniche omo-
focali; cioé basterd mostrare come si possa proietiare una
conica in guisa che due suoi punti interni si mutino nel
Juochi (reali) della conica proicsione.

Sia %, la conica data, ', F/ i suoi punti interni dati, A,
A, gli estremi della corda F, F," ed M, M, la coppia reale
armonica con A, A/ e F, F,. Sia inoltre », la polare di M,
rispetto a %, ed O un punto esterno al piano di k,, da cui
I’involuzione ellittica segata su u, dalle coppie di rette co-
niugate uscenti da F,, venga proiettata secondo un’ involu-
zione di angoli retti. Proiettiamo da O la %, sopra un piano
parallelo ad Ow,, ¢ diciamo % la conica proiezione di %, ed
F, F', M, M’ le proiezioni rispettive dei puﬁti F,F/, M, M.
Il punto I risulterd un fuoco di %, il punto M risultera il
centro della stessa conica, il punto M’ andra ‘all’ infinito sul-
I’asse focale MF, e infine I’ risulterd il simmetrico di F
rispetto ad M, e quindi sara I’ altro fuoco (reale) di k.

Dopo ci6 le proprieta delle coniche omofocali si possono
trasportare senz’ altro alle coniche inscritte in un quadrila-
tero immaginario.

b) Le parabole che hanno per fuoco un punto F e per
asse una retta a uscente da F, formano una schiera che
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ha due rette base immaginarie (le rette isotrope uscenti
da F) e due rette base coincidenti colla retta all’infinito
del piano.

Per un punto P del piano passano due parabole del si-
stema; 1'una, %, ha per direttrice una delle due rette per-
pendicolari ad e che distano da P della lunghezza PTI, e I’ altra,
k', ha per direttrice I’ altra retta analoga. Poicheé la striscia
compresa tra queste due direttrici racchiude nel suo interno
il fuoco T, gli assi delle due parabole saranno rivolti in senso
contrario.

Si vede come in a) che le due parabole k, k' si segano
ortogonalmente in P; che due parabole del sistema aventi
gli assi rivolti nello stesso senéo, non hanno punti propri a
comune (anzi I’una ¢ interna all’ altra), mentre due para-
bole rivolic in senso contrario, hanno a comune due punti
propri disposti simmetricamente rispetto ad «; che le tan-
genti mandate da P alle parabole del sistema, si accoppiano
in un’ involuzione simmetrica; ecc, ecc.

OsSERVAZIONE. Le podarie dei fuochi F, F’ rispetto ad un
sistema di coniche confocali, col centro proprio in O, costi-
tuiscono un fascio di circoli aventi il centro in O.

Viceversa, se si sega un cireolo di centro O con un fascio
di raggi avente per centro un punto F, e si innalzanc nei
punti d’ intersezione di quei raggi le perpendicolari ai raggi
stessi, si ottengono le infinite tangenti di una conica avente
uno dei fuochi in F, il centro in O, e 1’ altro fuoco F’ nel
punto simmetrico di F rispetto ad O. Variando il circolo nel
sistema di quelli che hanno il centro in O, si ottengono in
tal modo le infinite coniche di un sistema confocale. La c¢o-
nica generata sara un’ellisse o un’ iperbole secondoché il
punto F ¢ interno o esterno al circolo.

Sostituendo al fascio dei cireoli concentrici, un fascio di
rette parallele, si ottengono le infinite parabole di un sistema
confocale: ognuna di quelle rette ¢ tangente nel vertice ad
una di queste parabole.
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Le coniche confocali furono considerate per la prima volta da
Mac-LAurIN (1742). 1 sistemi confocali trovansi generati come nel-
1’ Oss. prec. in REYE. (Die Geometrie der Lage, 1899).

23. I poli di una retta u rispetto alle coniche di un si-
stema omaofocale, appartengono ad una retia O, perpendi-
colare ad u; e le u, W son separale armonicamente dat
Jaochi F, F' del sistema.

Questo teor. non ¢ che un easo particolare metrico di
quello dimostrato al n° 10 del § 12 (Oss.); tuttavia ¢ utile
esporne la dimostrazione diretta.

Sia P il punto di contatto della conica del sistema che
tocca u, ed u' la perpendicolare ad w in P.

Poiché le u, u’ segano I’ asse FF' secondo una coppia ar-
monica con FI’, esse saranno coniugate rispetto a tutte le
coniche del sistema omofocale, cio¢ i poli della « rispetto
alle coniche stesse apparterranno ad «/'.

OSSERVAZIONE 1% Se diciamo T il punto ove la u sega
I’ asse focale FI’, la polare di T rispetto alla conica % del
sistema, che tocea u in P, sard perpendicolare ad FF’ nel
punto coniugato armonico di T rispetto agli estremi AA’
dell’ asse focale.

Questi vertici si costruiscono subiio intersecando I’ asse
col circolo che ha per centro il punto O, medio tra I', ', e
che passa pel piede della perpendicolare abbassata da I
(o da F’) sulla u.

Dopo cid si costruisce facilmente la retta w'.

24, Dati di una conica un juoco F ed un triangolo
autoreciproco ABC, costruire U’ altro fuoco.

Basta percid considerare il punto I, in cui concorrono
le polari del fuoco F rispetto alle tre coppie di lati opposti
del quadrangolo che ha per vertici A, B, C e I’ ortocentro
del dato triangolo autoreciproco.

It pur facile costruire la direttrice ¢ corrispondente al
fuoco F, la quale conterra i punti in cui le perpendicolari
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per F alle rette FA, FB, FC, segano i lati risp. opposti, La
coppia armonica con F, FF'.d ed avente lo stesso punto
medio di questa, sard la coppia VV’ dei vertici; e quindi si
potra costruire per puntila conica di cui é dato il fuoco F
ed il triangolo autoreciproco ABC, intersecando le rette che
proiettano da V, V' le coppie di punti della d, vedute da F
sotto angolo retto (£. § 60).

25. Le polari di un punto P rispetto alle coniche di un
sistema omofocale, inviluppano una parabola, che tocca gli
assi comuni « tutte le coniche del sistema, ed ha per di-
retirice la retta che congiunge P col centro O di queste
coniche.

I poli di un raggio variabile del fascio P, rispetto a due
coniche k, &, del sisterna omofocale X, descrivono due pun-
teggiate proiettive p, p,, che sono anzi simili, perché il raggio
~ PO ha per poli, rispetto a %, %,, 1 punti impropri delle p, p,.

La polare « di P rispetto ad una terza conica di X, sega
p, p; nei due poli, rispetto a %, k,, della perpendicolare con-
dotta da P ad u (n. 23); onde le polari di P rispetto alle
coniche di 2, inviluppano una parabola ! (efr. col n. 11
del § 12).

Quando il raggio mobile attorno a P, diviene parallelo
ad un asse del sistema X, i poli di questo raggio rispetto a
e, k,, vanno a cadere sull’altro asse; sicché la parabola !
tocca 1 due assi di Z. E inoltre, poiché essa tocca le tangenti
alle due coniche del sistema che escono da P, si conclude
che la retta PO ¢ direttrice di ¢ (£. § 79, 10° teor.).

OsseERVAZIONE 1% Tenendo presente il n. 23, si vede che
la parabola I pud generarsi pure profittando di una sola
conica % del sistcma X; e ¢id ¢ ben naturale, dal momento
che % individua completamente il sistema X.

Rispetto a %k, la I si pud definire come la conica invilup-
pata dalle rette coniugate e ortogonali, a quelle che escono .
da P. Se U ¢é il punto comune ad una retta « uscente da P .

e alla sua coniugata ortogonale u’, poiché le u, »’ son coniu-
SEVERL 26



gate. rispetto a tutte le coniche di X, le due conichie omofo-
cali uscenti da U, toccheranno le rette u, u'.

Viceversa, se una retta u per P é toccata da una conica
di T nel punto U, la retta ortogonale ad u e coniugata ri-
spetto a tutte le coniche di 2, sara la perpendicolare u’ con-
dotta per U alla u, cio¢ il punto U risulterd comune ad una
retta per P e alla tangente di { ortogonale a quella retta.

Il luogo y del punto U= wux’, si pud dunque concepire
come generato dall’intersezione dei raggi corrispondenti
in una proiettivita tra un fascio di raggi (quello descritto
da u), ed un inviluppo di 2* classe (quello descritto da ).

Se ne deduce facilmente che il luogo v non incontra una
retta del piano in pia di tre punti (ma almeno in uno), ¢
che esistono rette che incontrano y effettivamente in tre punti.

Percid la curva v, e piu in generale ogni curva che sia
generata dalle intersezioni delle rette omologhe di un fascio
di raggi e di un inviluppo di 2* classe, tra loro proiettivi,
dicesi del 3° ordine.

La v si designa in modo particolare col nome di sérofoide.

Variando il raggio » attorno a P, il punto U = uu’ si
muove descrivendo la v, e durante questo movimento passa
due volte per P, in corri-
spondenza alle due tangenti
reali della parabola [, uscenti
da P. Si dice percio che P
¢ un - punto doppio nodale
o nodo per la strofoide. Nel-
I’intorno di P 1 aspetto della curva y, ¢ quello disegnato
nella figura. Le fangenti a v in P sono le duc tangenti di {
uscenti da P.

Conchiudendo possiamo enunciare che:

Il luogo dei punti di contalto delle tangenti (e dei piedi
delle normali) tirate da un dato punfo P alle coniche di
un sistema omofocale, & una curva del 3° ordine (strofoide),
che ha in P un nodo con le due tangenti ortogonali.



— 403 —

Aggiungeremo come notizia, che la strofoide si puo otte-
nere trasformando per raggi vettori reciproci, un’ iperbole
equilatera passante pel centro dell’ inversione (efr. col n. 19
del § 8).

OSSERVAZIONE 2°. Quando il punto P appartiene ad uno
dei lati del trilatero autopolare rispetto a tutte le coniche
della schiera X, cioé appartiene ad uno degli assi o alla retta
impropria del piano, I’ inviluppo di 2" classe generato dalle
polari di P rigpetto alle coniche di 2, si scinde nel fascio
che ha per centro il vertice opposto del trilatero, e nel
fascio che ha per centro il coniugato armonico P’ di P, ri-
spetto alla coppia dei vertici opposti del quadrilatero base,
allinecati con P (ecfr. col n. 20, a, del § 12). Se P appartiene
ad un asse, il punto P’ sard dunque il coniugato di P nel-
I'involuzione focale relativa a quell’asse (n. 3); mentre se
P é all’ infinito, il punto P’ sara il coniugato di P nell’invo-
luzione assoluta.

La curva vy, luogo dei piedi delle perpendicolari abbas-
sate da P alle polari del punto stesso rispetto alle coniche
di 2, si scinderd nel lato del trilatero autopolare passante
per P, e nclla conica gencrata dai fasci proiettivi P, P/, ove
i chiamino omologhi due raggi di questi fasci quando
sieno coniugati rispetto a tutte le coniche di X, cio¢ quando
sieno ortogonali tra loro. Si conchiude pertanto che:

1l luogo dei punti di contatto delle tangenti (e dei piedi
delle normali) mandate da un punto P di un asse, alle co-
niche di un sistema omaofocale, ¢ un circolo, che ha per
diametro il segmento intercetto tra P ed il punito coniugato
nell’ involuszione focale relativa « quell’ asse. Se invece P
¢ un punto della retta all’ infinito, il luogo analogo al
precedente, ¢ un’ iperbole equilatera, che passa per P e
per i fuochi reali e immaginari del sistema omofocale.

Quest’ ultima affermazione deriva dal fatto che, se due
fasci impropri aventi direzioni ortogonali, si riferiscono chia-
mando omologhi due loro raggi, coniugati rispetto ad una
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data conica, essi segano sopra ciaseun asse della conica, la
relativa involuzione focale (§ 15, n. 3, e § 12, n. 5, Lemma),

La parabola { di cui parla il teor. 25, fu considerata da CHASLEs
(1838-65), in relazione ad una sola conica del sistema omofocale
(come al principio dell’Oss. 1*), e da STEINER (ved. le Vorlesungen
itber synthetische Geometrie, pubblicate da ScHROTER, 1867). )

La strofoide, come luogo dei punti di contatto delle tangenti
mandate da P alle coniche di una schiera omofocale, si trova nelle
Vorlesungen di STEINER; come luogo dei piedi delle perpendicolari
abbassate da P alle polari del punto stesso, rispetto alle coniche della.
schiera, cioé come podaria di P rispetto alla parabola /, in Caza-
MIAN (1893); ed infine come trasformata per raggi vettori reciproci, di
un’ iperbole equilatera passante per P, trovasi in DaNDELIN (1822),
che la chiamava « focale & noeud ». Una « focale » piut generale
era stata considerata prima da QUETELET (1819). La denominazione
di strofoide (che deriva dalla parola greca corrispondente a « pie-
gatura ») fu usata piu tardi (nel 1846).

26. Se i lati di un angolo retio variabile inviluppanoc
due coniche a centro omaofocali, il vertice dell’ angolo de-
serive un circolo ad esse concentrico.

Sieno m, n le distanze del centro di un’ ellisse o di un’iper-
hole &k, da una tangente ¢ della conica e dalla parallela con-
dotta a ¢ da un fuoco F.

Se consideriamo D altra tangente della conica, parallela
a t, le distanze del fuoco F da queste due tangenti parallele,
saranno (in valore e segno) m -+ n ed n — m; onde (n. 19):

n—m*=c—a’

ove ¢ ¢ la semidistanza focale ed ¢ la lunghezza del se-
miasse focale.

Denotando con m,, n,, @, 1 numeri analoghi ad m, », «,
considerati in relazione ad una conica k&, omofocale a %, e ad
una. tangente ¢, della %,, avremo similmente:"

nt—md=c—a’
Dunque:

m? 4 m? = (® + &) 4 (2° 4 n,%) — 2
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Ora’, se le tangenti 7, ¢, sono perpendicolari, dalla appli4
cazione ‘del teorema di Pitagora a due convenienti triangoli
rettangoli, si trae subito che 1 m®<4 m,® misura la di-
stanza del centro O dal punto T = £, e \'n® + n,*la di-
stanza del centro dal fuoco F; onde la relazione precedente
in tale ipotesi diverra: '

OT: = 0® + a,® —

e questa dxmostr'a il teorema.

OSSERVAZIONE 1% Se le due coniche omofocah coincidono,
si ritrova il teor. del n. 19, Oss.

OsSERVAZIONE 2% Allorquando I altro fuoco F', comune
alle due coniche omofocali, si allontana indefinitamente, le
due coniche tendono a divenire due parabole omofocali, e
il circolo luogo del punto T, tende a divenire una retta or-
togonale all’ asse. Dunque:

Se i lati di un angolo retto variabile inviluppano due
parabole omaofocali, il .vertice descrive uno reétta perpendi-
colare al loro asse. .

Del resto questa proprleta si puo stablhre dlrettamente
111 modo rigoroso. .

Y

. 1l teor. 26 & dovuto a CHasLEs. La dimostrazione & tratta dal
REYE (Die Geo. der Lage, 1899).

27.vLév quattro tangenti di una conica Kk, che escono da
due punti A, B di una conica omofocale k,, toccano un
medesimo cireolo, che ha per cenfro il polo della corda
AB rzspetto o k. s o
" Diciamo p, ¢ le tangenti a k uscentl da A, r,sle tal’l"éﬂtl
che escono da B; C, D le ulteriori intersezioni di k&, -co&le
tette p, r, ed a, 4, le tangenti a &, nei punti A, B. /

Poiché la retta che congiunge il punto P = ab col pu/nto
F AC.BD, ¢é la polare- del punto G = .AB.CD rispetto alla
conica k,, le due’ Tette PE, EG saranno comugate rispetto
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a k. Siccome inoltre essc separano armonicamente la cop-
pia pr,. risulteranno coniugate anche rispetto a k. Da cid,
ricordando il. teor. 23 di questo §, si trac che le PL, EG sono
orftog:ona_li-e quindi che bisecano gli angoli formati dalle
rette p, r. .

Analogamente si prova che la retta P.gs hiseca uno
degli angoli ¢s. ’

Ora si osservi che laretta @, essendo tangente a k, &
una delle due rette ortogonali, uscenti da A ¢ coniugate ri-
spetto a tutte le coniche della schiera omofocale definita dalle
ke, k. e quindi la a biseca uno degli angoli py (n. 4). Simil-
mente la retta & .¢ bisettrice di uno degli angoli rs.

Ne deriva che il punto P ¢ equidistahte dalle rette pqrs,
cioé che queste rette toccano un circolo di centro P.

OSSERVAZIONE. Se la conica % degenerz‘i come inviluppo
nella coppia dei fuochi della conica k|, §i ottiene il teor, 9.

11 teor. 27 & dovuto a CHasLEs (1843).

28. Allorquando due punti A, B variaeno Sopra un’ el-
lisse K, in modo che il polo
Pdella corda AB descriva
un’ ellisse omofocale k,, la
differenza tra la sommd
dei segmenti PA, PB e
U arco minore @, Si n’[an‘
tiene costante. _

Sieno A,B,, A,B, due po-
sizioni della corda varia-
bile AB; P, P,1i cor‘rispon—
denti poli, cioé le interse-
zioni delle tangenti a,, b,
a,, b, negli estremi di quel-
le corde; e C,D;, DC, i
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punti di contatto delle rette «, b,, a, b, col circolo ! che esse
toccano (n.° prec.). Poniamo inoltre:

Q= a, ay, Ry = 0,0y S, =0, 0, T\ =1, 0y,

e facciamo 1’ ipotesi che i due angoli «, b,, «, b, abbhiano lo
stesso verso.

Quando P, tende a P, muovendosi sulla %,, i punti Q, R,
tendono risp. ai punti A, B, ed i punti S,T,, insieme al centrc}
M del cerchio [/, tendono al punto P,; cioé i Segmenti'ﬁniti
S, Py, P,Ty, T\P,, P,S; ed il cireolo [, impiceoliscono indefinita-
mente. Ne deriva che, quando P, é abbastanza prossimo a Pl;
i punti di contatto delle rette a, b, a,d, col c¢ireolo [, risultano
interni ai segmenti finiti suddetti, mentre i punti Q, R, risul-
tano esterni ai segmenti finiti S,P,, S,P,. Onde avremo:

PIQI + PR, = (Cle — Clpl) + (PIDI + Dle) =
= C,Q, + D,R, = D,Q, ‘I’ CR) = P, + PRy,

ossia:

(PA,—QA) + (PB,+BR) = (PA; + A,Q) + (P.B.—R,B,),
della quale si rileva:

1) (P,A,+P,B)—(AQ,+OA,) =(P,A,~+P,B,)— (B,R,+R,B,):

Cio posto, se P,\P,P,...P, son n punti successivi della k,
e A,B,, A,B,, A;B,,..., A,B, 1 punti di contatto delle tangenti
a,b,, ayb,, a3, ..., a,b, mandate da quei punti alla conica k;
e se poniamoz

Q; == a;@i+t, R; = b6iv1 (1=1,2,3,...),
accanto alla relazione (1) sussisteranno le analoghe:

3 (PzAz_’TP?Bz)_(AzQz+‘Q2A3)=(P3A3+P3B3)_(82R2+RzBs)
(2) (P3A3+ PaBa>_(Ast+ Q3A4)=(p4A4+P4B4)“<BaR3+BsB4)

-
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Le (1), (2) sommate membro a membro, danno:

(3) (PlAl + PlBl) - (AIQI + Q1A2 + AzQz +
+Q:A; "{; AQs + QA A o + QutA) =
= (P,A.+ P.B,) — (BR, + R,B; + B,R, +
+ ReBs + B;R; + R;B, + + Rn—an)-

Si tengano ora fissi i punti estremi P, P,, e si faccia cre-
scere indefinitamente il numero dei punti P,P;P,.. interca-
lati tra P, P,, in guisa che tutti i lati delle spezzate

'A].Ql + QIAZ + A2Q2 + Q2A3 + sty BIRI + RIBZ + B2R2+R2B3 + i

circoscritte a k, decrescano indefinitamente: allora i peri-
metri di queste spezzate hanno per limiti rispettivi le lun-
ghezze degli archi A/;xu, li\B,,; sicché al limite la (3) di-
viene:

(PA, + P,B) — A A, = (P,A, + P,B,) —B,B,,

e togliendo dai due membri AﬁBl:
+

(P,A, + P,B,) — AB, = (PA, -+ PuB) — AB,, ¢ d. d.

OSSERVAZIONE 1%, Questol teorema, con opportune cautele,
si pud estendere anche a due iperbole o a due parabole
confocali; ma su ¢id non ci arrestiamo.

OSSERVAZIONE 2% Se due ellissi omofocali k&, k&, son cosi
situate che esista un n-gono P,P,...P, inscritto in %, e circo-
seritto a k&, esisteranno infiniti #-goni analoghi, ed ogni punto
di &, si potra prendere come primo vertice di un tale n-gono
{§ 10, n° 13). Cid posto, diciamo Q,Q,... Q, i punti di contatto
con k dei lati P,P,, P,P,,..., P,P,. Applicando il teor. 28, avremo:

P,Q. + PQ, — Q. =2,
P2Ql + P2Q2 - Q1Q2 == xv esey 1:)11(911—l + PnQn - Qn‘lQn = J,’,

ove x é una costante indipendente dalla posizione del primo
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vertice P, sulla conica %,. Sommando membro a membro l&
relazioni precedenti, si ottiene:

(QuP; + P,Q, + QP; + PoQ, + .. + P,Q,) —
- (Qan + Q. + .. + Qﬂ—lQn) = NI,
<iod:
p=s—+na,

ove p ¢ il perimetro del poligono P,P,..P,, ed s il peri-
metro della ellisse k. ‘

Dunque: Se due ellissi omofocali ammettono uno, e%
quindi infiniti n~g0m’ di PONCELET, [ perimetri di quest{
n-goni sono tutti uguali. '

A titolo di n0t1z1a agglungeremo che fra tuttl gli n- gom

inscritti nella conica k,, gli n-goni analoghi a P,P,..P, hanno
il perimetro massimo: mentre hanno il perimetro mlmmo,
fra tutti gli n-goni circoscritti a 4.

11 teor. 28, che si collega a certe proprietd degli integrali el- .
littici, fu dato prima da Graves (1841), eppoi fu ritrovato da CHa-
sLES (1843). La dimostrazione da noi esposta ¢ dovuta a REYE (1895)
e trovasi riprodotta nella sua Geometrie der Lage (1899). 11 teorema
relativo ai poligeni di perimetro massimo (o minimo) inscritti (o
circoscritti) ad una ellisse, fu enunciato da CuasLEs (1843). Esso
trovasi dedotto, come caso particolare di teoremi piu generali, in
STEINER (1847). .

i

29. Sui coni circolari retti (r*otondz) che passano per
una data conica. ’

@) Proponiamoci anzitutto di costruire i fuochi:é le dis
rettrici di una conica. k%, la quale appartenga ad un cono
rotondo T, di vertice V. . .

A tal uopb fissiamo‘un piano = tangente a I' ¢ non 'pa-
rallelo al piano « di k; ¢ consideriamo i piani bisettori dei
diédri wa. Questi due piani bisettori segano I'asse di rota”
zione r del cono T, in due punti 0,0, ciascuno dei qualf
sl potra assumere come centro di una sfera mscmta inr
e tangente ad «. Ed & chiaro che le due sfere S, §' ché
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cosi si ottengono, sono le sole che godano delle proprieta
suddette. .

Se uno dei punti O, 0’, p. e. 0, ¢ improprio, non vi sara
che una sfera S, propriamente detta, tangente ad « e in-
scritta in I'. I1 piano bhisettore che segna il punto O’ sara
parallelo ad r», onde i piani «, = formeranno con r angoli
uguali. Ne deriva che « riuscird parallelo ad un pian tan-
gente di I'; cioé k sard una parabola.

Dunque, se k é una. conica a centro, i punti O, 0’ son
ambedue propri. In tale ipotesi, diciamo F, F' i punti di
contatto con « delle sfere S,S8"; ed M, M’ le intersezioni
della generatrice PV, uscente da un punto arbitrario P di %,
coi circoli ¢, ¢' lungo i quali le sfere S, S toccano I'. Poi-
che le tangenti ad una sfera che escono da un medesimo:
punto sono uguali, avremo:

PF = PM, PF' = PM'".

Ora, se P ¢ interno al segmento finito MM’, risulterd, in
valore assoluto:
MM’ = PM -+ PM,
sicché:
PF 4 PF = MM’;

mentre se P & esterno allo stesso segmento, avremo, in
valore assoluto:

PM — PM' = MM/,
e quindi:

PF — PF' = MM'.

Poiché il segmento MM’ resta costante al variare di P
sulla %, si conclude in ogni caso che F, I’ sono i fuochi
di k: il punto P risultera mterno ad MM’ quando k sia un’ el-
lisse, esterno quando % sia un’ iperbole.

Cio posto, osserviamo che il piano VFF’ ¢ perpendlcolare
ad «, perch¢ F, ¥’ sono i piedi delle perpendicolari tirate
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dai punti 0,0’ dell’asse r, sul piano «. Ne deriva che i piani
perpendicolari ad r segano su « rette perpendicolari all’ asse
focale FIV, ed in particolare che sono perpendicolari ad FF’,
le rette d, d’, ove a vien tagliato dai piani dei circoli ¢, ¢'.

Diciamo ora A, A’ gli estremi dell’ asse focale e poniamo
D=TFF.d, D’=FF.d. Segando il cono T'" e la sfera S.col
piano VFIV, si vede subito che la retta VF & la polare del
punto D rispetto al circolo meridiano di S, e quindi che il
gruppo AA’FD é armonico. Da ci0 si trae che laretta d ¢ la
polare di IF rispetto a k; e analogamente che d’ é la polare di F’.

Si conclude pertanto che;

Se sopra un cono rofondo I' é tracciata- un'ellisse o
un’ iperbole k, essa ha per fuoehi i punti di contatto delle
due sfere inscritte nel cono e tangenti al plano o« di k;
per direttrici le intersezioni di o coi piani dei circoli
lungo i quali le sfere toccano T'; e per lunghessa dell’ asse
Jocale, il segmento intercetto da questa plani sopm una
generatrice del corno, :

Giovera pure tener presente nelle considerazioni che si
svolgeranno in b), che I’ asse focale & la proiezione ortogo-
nale su a dell’asse r del cono.

Esaminiamo ora piu da vicino il caso in cui 0" ¢ all’ in-
finito, cioé & ¢ una parabola.

Diciamo ancora d la retta comune al piano « e al piano
.del circolo ¢, lungo il quale la sfera S ¢ toccata da I'. Poiché
il piano « ed i piani fangenti di I', o cid che & lo stessgs, le
sue generatrici, formano con f angoli uguali, se da un punto
P dik si abbassa la perpendicolare PN al piano B, la perpen-
dicolare PQ) alla ¢ e s’interseca 8 in M colla retta PV, i due -
triangoli rettangoli QNP, MNP risulteranno uguali, perche
hanno in comune il cateto PN ed ufruah gli angoh ‘opposti
a questo cateto.

Dunque sarad PQ =PM,; ma PM= PF, sicché si conclude che:

Se sopra un cono rotondo I' é tracciata una parabola:
k, essa ha per fuoco il punto di contatto del suo piano
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e, con una sfera inscritta in T, e per direttrice la inter-
sezione di a col piano del circolo lungo il qaale la sfera
( tocca T. '

Sinoti che anche in tal caso, I’asse
della parabola ¢ 'la pr01e21one orto-
gonale dell’ asse di I

OSSERVAZIONE. Ritorniamo all’ ipo-
tesi che % sia una conica a centro.

Poiché un punto P di k& & interno
o esterno al relativo segmento finito
MM, secondo che k& & un’ellisse o
un’ iperbole, il vertice V di T' sara il
centro di similitudine diretta o in-
versa delle sfere stesse (*), secondo
che k& & un’ ellisse o un’iperhole:
‘sicéhe, segando cono e sfere col
piano VFF’, nel caso di un’ellisse

avremo la fig. 1, nel caso di un’ iper+
‘bole la firr R In ambedue i ¢asi, RR,, R'R/, denotano le’in-
: tersezioni coi circoli e, ¢, delle genera-
trici uscenti risp. dai vertici A, A”.

“Tenendo conto del fatto che le tan-
genti mandate da un punto ad un
" circolo SOno uwuall, Sl ha nel caso
' dell’ellls‘%e

PFig. 1.

AV-—~AI' RV=RV= A'V A r,,
e nel caso dell’ iperbole :

AV—AF=RV=R'V=A'F—~A'V;

c1oe nel 1° caso:

Fig. 2.

AV— A'V=AF—AT,

(‘) 1 piani che toccano.due sfere S, 8' di centri O, O% invilup-
pano generalmente due coni di rotazione aventi per vertici due




e quindi, in valore assoluto:

AV — A'V= FF';
e nel 2° caso:
AV + A'V=AT + A’F,
e quindi:
AV -+ A'V=FF".

Dunque: « Se & & un’ellisse (o un’iperbole), il vertice V
del cono rotondo su cui & ¢ tracciata,
appartiene ad un’iperbole (o ad un’el-
lisse) situata in un piano VFI’ perpen-
dicolare ad «, e avente per vertici i punti
FI” e per fuochi i punti AA’ ».

Supponiamo ora che k& sia una pa-
rabola di vertice A e fuoco F. 11 piano
VAF da per sezione col cono I' e colla
sfera S la fig. 3, ove R ¢ la traccia della
generatrice VA sul circolo ¢, ed R’ la
traccia sullo stesso cireolo, della gene-
ratrice che va al punto all’infinito di k.
Se ne rileva subito:

Fig. 8.

AV —RV=AF, ossia: AV -—-R'V=AF.

Dunque « in tal caso V appartiene ad una parabola, situata
« in un piano VAT perpendicolare ad «, avente per vertice F
« e per fuoco A (c per tangente nel vertice la FR') »,
&) Data in un piano a una qualunque conica a centro /c,,'
che abbia per fuochi I, F’ e per estremi dell’ asse focale A, A’,
in un piano «, condotto per la retta AA’ perpendicolarmente

punti V, V' della retta centrale OQ'. Uno di questi punti & esterno
al segmento finito 00, e dicesi centro di similitudine diretta, e
Ialtro ¢ interno ad OO, e dicesi centro di similitudine inversa.
Tutto cid si stabilisce ad es., facendo ruotare un piano attorno alla -
retta. centrale e ricordando la teoria dei centm d1 s1m111tud1ne di
due circoli (§ 8, n® 17).
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ad a, si costruisca la conica %, che ha per fuochi i vertici,
€ per vertici i fuochi della A.

Sia V un punto di &, non appartenente ad «, e sia I' il
cono rotondo che ha per vertice V, per generatrici le rette
g=VA, g=V'A’, e per assc la bisettrice » decll’ angolo gy
che proietta il segmento finito AA’, se & ¢ un’ ellisse, o del-
Iangolo gg' che proietta il segmento infinito AA', se % ¢
un’ iperbole.

Nel 1° caso il cono T sega il piano « secondo un’ ellisse
k', 1la quale, come vedemmo in «), ha per vertici i punti A,
A’. Poiche in tal caso &, € un’iperbole, sara in valore as-
soluto: '

AV — A'V=TFI";
dalla qualé, ricordando 1’ Oss. prec., si trae che 1’ ellisse ¥’
ha in comune con & anche i fuochi, cio¢ che % e &' coin-
cidono.

Alla stessa conclusione si giunge in modo analogo quando
k & un’iperbole.

Consideriamo infine sul piano « una qualunque parabola
% di vertice A e fuoco F, e sul piano «; condotto per AL
perpendicolarmente ad «, costruiaio la parabola %, di ver-
tice I' e fuoco A.

Sia V un punto di &, non appartencente ad o, e I'il cono
rotondo che ha per vertice V, per generatrici la retta g=VA
¢ la parallela ¢’ da V all’ asse di %, ¢ per asse la bisettrice
r di quell’ angolo gg’, che contiene il raggio VI. Segando il
cono I' col piano gy, e ricordando 1" ultima parte dell’ Oss.
prec., si vede che il cono I' di per traccia su o« una para-
bola di vertice A e fuoco T, cioé la parabola k.

Resta cosi dimostrato che:

Vi sono infiniti coni rotondi che proictiano una data
conica K. Il luogo dei loro vertici ¢ un’alira conica k,, si-
tuata-in un piano perpendicolare a quello di k.

Se k é un’ellisse (o un’ iperbole) di cul sieno F,F i
Juochi ed A, A’ gli estremi dell’ asse focale, la conica k, ¢
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un’ iperbole (o un’ ellisse) avente per fuochi A, A’ e per
vertici F,F', Se k ¢ una parabola di vertice A e fuoco F,
k, é una parabola di vertice F e fuoco A. In ogni caso le
due coniche K, X, sono in condizione reciproca.

AroLLoNio, che, primo, considero le coniche tracciate sopra un
«cono circolare obliquo, diede pure la costruzione dei vertici dei coni
rotondi, cui apparticne una data ‘conica.

Le due coniche ciascuna delle quali & luogo dei vertici dei coni
rotondi che proiettano I’ altra, furono scoperte da DupriN (1804-13),
come luogo dei centri delle sfere tangenti a tre sfere date. La co-
struzione dei fuochi di una conica tracciata sopra un cono rotondo,
¢ di DANDELIN (1822).

BoBIiLLIER (1827) estese i1 risultati di DANDELIN ai eircoli focali
«di una conica %, cioé ai circoli bitangenti a £ in due punti reali o -
immaginari. Se £ & una conica a centro, vi sono due sistemi di
tali circoli: gli uni hanno per centri i punti di un asse e gli altri
-quelli dell’ altro. BoBiLLIER considerd questi circoli, come sezioni
del piano di %4 colle sfere inscritte in un cono rotondo contenente k;
e stabill in tal modo per i due sistemi di circoli, proprictd analo-
ghe alle propricta focali. Cosl egli dimostrd che la somma o la
differenza delle tangenti condotte da un punto variabile di 4 a due
«circoli focali dello stesso sistema, ¢ costante; che le corde di con-
tatto di quei circoli godono di proprietd analoghe a quelle delle
direttrici; ecc., ecc.

1 sistemi di circoli focali furono piu tardi studiati anche da
STEINER (1847).
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N.B. In varie figure, specialmente delle prime, alcune lettere,
nella riproduzione zincotipica, hanno perduto gli apici o gl’indici
©0 sono addirittura scomparse; ma questi casi, del resto infrequenti,
non nuocciono affatto alla chiarezza, perché il testo suggerisce da
sé le relative correzioni.
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