' TEORIA DELL’ ANALISI
o PARTE L E
e

' DEI FONTI DELL’ ANALISI
CAPI TOLO Ix

Teoria delle Funzioni Trigonometriche .
' e que dall® interesse

. A Teigonometria nac dal )
464': ,.‘a,gﬁ,gggmmi, come dall'ozio pastorale

deCaldei nacque 1'Astronomla. La pe-

ristlica fwondaxione del Nilo , mentre st stendev;,
n'ating: per 4o. giorni sulle soggette planure, ¢

ioggnhﬁ Pgﬁ?z‘aga benefica sempre nuovi principj

di Regonditk #a quelle felici campagoe , confonde-

v govente i limiti dei respettivi campi, € veniva

“in:tal guisa ad essere incomoda all’avarizia dei cul-

tori , mentre ne pasceva l’aviditd . Si comincid pt:;:

) L™ '

‘tanto 2 sentfre il bisogn

© stanza nelle “dottrine
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o di un’arte,che sapesse con
hifsura.delle superficic : ma
ifani crud,i;g} abba-

sicuri metodi additar
siccome nén erapoisl

tentativi -a ritrovar - miisurs 4
come della figura l1*Pid” sbmpfich;
questa , ridussero grossolanamente i campi ad
una forma “triangolare ,- e chiamarono _ Trigono-
metria questa loro nascente Agrimensura.
465. Della suddetta Trigonometria non serba la
presente, che il neme; poichd non & essa [” ar-
te di misurare i triangoli , mi bensl &: L' frre
di risolvere i triangoli, vale a dire ( essendovi
nel triangolo sei elemeati’, tre lati , ¢ tre ango-
WiyE Prte, che insegna & determinare uno qua-
lungue di tali elemeniti , dati, che ne sieno tre; fra
i quali si comprenda un lato . B
466. La Trigonometria & una parte delle Ma-
tematiche la pit miradbile , perche con pochi, sem-
plicissimi Teoremi, discuopre un numero grande
di pregievolissime veritd . Da essa si hanno delle
utilissime formole delle serie vantaggiosissime , ¢
dei Metodi di somma eleganza per Ia soluzione
dell’equazioni . Per essa misurasi 1" altezza -delle
montagne , la circonferenza della Terra , la distans
za dei pianeti , i di loro moti , Peclissi &c. -
467. Tornando alla definizione della Trigosome.
tria , si vede, che pertrovare un quarto elemiento,
per mezzo di tre elementi dati, altro non si puo fare,
che istituire una proporzione fra gli elementi
dati , e elemento richiesto - Siccome perd i la-
ti di un triangnlo non hanno proporzion® espres-.
sa cogli angoli, dei quali la misura sono archi
di circolo { Vedasi una Memoria.di Leon. ‘E[u-
: er
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ler , nella quale si tratta del modo di dctcrmigna-
re il rapporto , che passa frai lati di un tfango-
lo, dato che sia il rapporto degli angoli omologi .
(Tom.X1. dei nuovi Comm. di Pietrob.) ;agljanzoli,
& agli archi convien sostituire delle linee rette ; le
qua%i rappresentino detti archi, oangoli, e che
sieno proporzionali nel tempo stesso ai lati del
triangolo . Passiamo 2 veder P'indole , le proprie-
ti, e gliosi di queste linee .

468. Sia il quadrante £QF (Fig.2*), e sia il
razgio D2 ad uu angolo qualunque con I altro
raggio DA ; La retta @R perpendicolare sopra b.#¢
dicesi il seno dell’angolo @04, o dell’arco 9.4;
95§ perpendicolare sopra DF ne ¢ il coseno ; RA
ne & il seno verso, SF il coseno verso, T4 la
tangente , FK la cotangente , DT la segante , ¢
DK la cosegante .

Poste queste definizioni, mediante 1’ ispezione
della figura , e col soccorso dei principj della geo-
metria, si possono concepire le seguenti proposi-
zioni .

1. Che posto 'arco AR —=a , e il raggio = 1,
si ha sen.*a4-cos.’a = 1, perché¢ S = DR ; e
detto b l'arco FQ, sen*b4-cos® b= 1.

Dato pertanto il seno di un’arco si ha il suo
coseno , e viceversa.

II. Che il seno di un’arco qualunque ¢ sempre
la metd della corda di un’arco doppio . Difatto

Q0

9R = S -
Dunque il seno di un’arco di 30.°¢ uguale alla
meta della corda di un’arco di 60.° cioé¢ uguale alla

1
metd del raggio= 2 X 111,
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III. Che il seno di un’areo < 90.° come 24,
¢ cosl.pure la tangente , sono eguali respettiva-
mente al coseno , ed alla cotangente del suo com-
plemento, e viceversa ; quindi

sen. (45.°+-a ) = cos. (45 .O=ra)
sen. (45.%—a ) = cos. ( 45.° ~+4)
tang.(45.°+-a) =cotang.(45.°—a)
_ bang.(45.°—a)= cotang.(45.%+-a)

IV, Che il seno di un’angolo qualunque egus-
glia il seno de] suo supplemento , cioé sex. LY
= sen. QDN .

In generale due archi , i quali presi insieme
formapo un semicircolo , hanno tutte le funzioni
eguali . Questa proposizione si vede chiaramente
per rapporto 3l seno , ed al coseno ; riguardo
all’ altre funzioni si vedra in seguito .

. V. Che il coseno di unangolo ottuso & nega-
tivo , come pure la sua cotangente, cosegan-
te &c. Difatti il coseno & ¢id , che manca ad
un angolo, o ad un’arco per formare 90.° ; m3
all'angolo ottuso ne avanza . Dungue il suo co-
seno e cio, che se gli deve togliere per ridurlo
2 90.°, e perciod & negativo .

Lo stesso ralc per le cotangenti , coseganti &c.

VL, Che la tangente di 45.° ¢ uguale al rag-
glo , come la cotangente . Difatto se pongasi "an-
golo TD.4= 45.° sarh = 45.° anche I’angolo DT A, ¢
perciod sard AT =Dt .

VIL In ogni triangolo i seni degli angoli stan-
no fra di loro , come i lati opposti , perché
( aum. I}.) i seni altro non sono , che la metd
dei lati opposti agli angoli , ai quali appartengono .

_ 469. Cunv.icn passare adesso ad analizzare le
diverse mutazioni, a cui soggiacciono i seni, co-
seni &c. A quest’

i T RS



‘ 2

A quest’effetto giova investigare le diverse asnz;-
logie, che possono sussistere fra tali funzioni, per de-
durre da esse altrettante formole , perdi cui mez-
zo ci si renda pil facile discoprirne le variazioni.

Si osservi pertanto la fig.*4.%. Si vedri

I Chesi ba DT*—AT*=1 cio¢ seg.a—tang.?a=1
Quindi seg.a~—tang.a:1::1: seg.a4-tang.a .

Nel modo stesso si vede, che deve aversi vecenee .o
seg.*a—tang.la=seg. b—tang.*b=1 .

- II. Che DK*—FK*=CF?, o sia coseg.*a—rcot.?a=1=
seg.’a — tang.’a ; quindi coseg. a — cot.a ; 1 :: 1:
coseg.a—+-cot.a

Per i triangoli simili RD®, ADT si avranno an-
cora le seguenti proporzioni .
(1) DR:RQ::DA:4T , o0 sia cos.a:sen.a:1:tang.q;
sen.a

dunque sen. a = cos. @ tang.a , ¢0s.a =
d 54 > teng.a’

sen. a

tang.a= .
g Cos. &

(2) DR:D&::DA:DT , 0 sia cos.a:1::12 seg.a; per-
1 1

Cid cos.a = ; seg.a=

seg. a ces.

(3) RQ:AT::DQ:LT, vale a dire sen-a:tang.a::1:
tang. a zang. a

’ :eg. 4 =

) €05 seg.a=1.

seg.a dunque sen.a =

9 tsess

S€g. 4 setn.a
sen. a seg.a = tang. a .
Per i triangoli simili #DT, DFK, si avri pure

(3) AT:DA:DF:FK, 0 che & 0 SteSSO eeccsrereres

1
tang. a: 12 1:¢0tea ; di qui tano.a = '
2 . » 4 a rg- 4 cot.a’ "
C‘OL =T e -
a tang. a » COL.a.tang.a=1 .

X2 (2)

2
3 ‘(*z) AD:DT=FR:DK , ciod 1:seg.a::c00.8.005¢8.4; di

coseg.a coseg.a
i seg.a = T 000 A= T g eeee
dove si deduce seg cor. 2 seg.a

cot.a seg.t = coseg.a . )
(3) AT:DT:DF:DK;percio tang.a:seg.as:1:c05eg @y
seg. a seg. a

—, coseg. a= - tang. a
coseg.a’ 2 = tang. a ’ 2

coseg. & = S€g. 4 .

- Finalmeate per i triangoli simili DR, DKF si ha

(v R:DR::DF:FK, Cioé sen.a: cos. as31: Col. @ o
cos. 1 cos. a

onde tang.a=

scn.q €02.a=C0S .0

¥ e cot.a=
donde sen = cotea’ sen. a’
(2) DR:D2:FK:DK, o sia cos.az1:icot.azcoseg.a, €
cot. a cot. a
$.4 = T, C0SEZ. A =TTy esseseve
per questo co cosega ’ g cora’

cos. a4 €oseg. a = cot. a.
(3) 2R:D2::DF:DK, vale adire sen.a:1::1 :cosegia;
1 1

coseg. d = . sen. a
coseg. a’ & sen. a

quindi sen. a =
coseg. a = 1.

Raccolgansi adesso tutte le formole trovate , e
si avra tang.a  co0s. a 1

A=C05.a tin® a= = =
(1> sen.a=t 'g seg.a . Cot.a COSL'g.d

sen. a 1 cot. a
(2) cos.a = tang.: :seg. Sosena (at.a.—.w“g.—‘;
sen.a I seg. a
(3) tang.a = cos. g TEma seg. a= m = :ost‘g;
I coseg.a  (os.a
(4) cot.a = mng.: = Teg‘ = e g t0seacoseg.a

(5)
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1 tang.a coseg.a
(5) seg.a=; = = “T=tang-a coseg.a
tos.a ™ sen.a cot. a 5 g
: seg.a  col. a 1

(6) coseg.a= seg.a cot. a = tang. Zmas
" s.a” sen. a

, aa
(7) 1=r’=cos.a seg.a= tang.a cot.a= sen.a coseg.a =
sen.b seg.b=tang.b cot.bzsen.b coseg.b=sen.?a —~+-cos.?a
= seg.’a—tang.*a=coseg.? *a=sen.’ :
2. oseg.*a—cot.’a=sen.*b4-cos.2b&c.
® , tang.acos.a  sen.a seg.a sege.a col.a
1=r'= = =
sen. a tang.a T . cosega
coscg.a tang.a sen.a cot.a cos.a coseg.a

seg.a —  cos.a T cota "
tang. b cos. b

— &e. &¢.

-—

sen. b

470 Passiamo adesso a vedere le diverse muta-

zioni, alle quali sogziacciono i seni , coseni &c. nel
percorrere 1 diversi panti della circonferenza del
circolo,

. 471. Si concepisca (Fig.2.%), che stando immobile
draggto DA, st muova il raggio DQ_ dall’ origine
A YC:SO F:; e chiaro, chg nel punto ¢, dove I’ar-
€0 ¢ =0, il seno ancora ¢ =o, e percid il coseno

» - sen. O I I
SI=1 ; percio tang.= ="T7=0; cot.= =
cos. T 1 v tang.” o -
. 1 I 1
=05 Seg. = T T leoseg =TT =
cos, TIHNET g =T = o

472. Dall'arco o fino 2 90.° il sena cresce , e il
coseno decresce; percid dall’esposte formole ,si ve-
de, che la tangente ¢ positiva crescente, la cotanoen-
te positiva decrescente , la segante positiva crcsg::en-
te, e la cosegante positiva decrescente .

X3 473+

&
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3 473- Quando I"arco ¢ = 90.° il seno ¢=r=1,ed

;1 coseno = o quindi la tangente = o , la cotangen-
te =0, la segante — o0, €lacosegante—1:

74. Dall’arco di go.° finoa 180.° il seno sempre
positivo decresée, e il coseno negativo cresce 5 per-
cid la tangente & negativa decrescente , la cotangen-
te negatfva crescente,la segante negativa crescente ,
¢ la cosegante negativa decrescente . )

475~ Allorché I'arco ¢ =270.% il seno ¢ pegativo
decrescente , ¢ il coseno positivo crescente 3 percid
la tangente ¢ negativa decrescente , la cotangeate
negativa crescente, la segante positiva decrescente »
¢ la cosegante negativa crescente , e i fino 1 360.°
di dove ricomincia lo stesso periodo alternativo, che
abbiamo fin qul divisato .
476.Per maggior semplicitisi ponga la semicircon-
ferenza =7 , €Siavranno per rapporto aiseni, € €O-
seni |'equazioni seguenti sem. @ = 04 05.0=1
1 1
sem. r=1, €05, 790

SEN. T = O 5 (05 F=—1
=3 3
seme  wz—1,008.7 7 7= 0
Sen. 24 = O, €05. 2w = 1
di dove si vede, che tutti i seni, e coseni pos-
sibili si contengono dentro i limiti 1,e—1.

477. Scol. Per concepire con tutta I’ evidenza,
come avvenga , che le tangenti , cotangenti , segan-
ti , coseganti &c- divengano negative, si osservi nel-
la (Fig.%it.) , che essendo I’angolo.4DL>g0.° , ¢ la
sua tangénte dovendo passare per.f, come la co-
tangente per F, ¢ impossibile , che il raggio
DL incontri giammai per [a direzione DL la

tan-
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- tangente AT 5 la pud incontrare soltanto per la di-

rezione DN ; percio la tangente non pud esser che
AT, e DT' la segante, le quali si vede , che sono
ambedue negative .

Si vede parimente, che DL non pud incontrare la
cotangente FK, che nel suo prolungamento negativo
FC, onde la cosegante , ¢ la cotangente debbono
risultar negative . _

478. Dacio, chesié veduto intorno alle varia-
zioni dei seni, e dei coseni , si pud inferire facil-
mente , che ogni seno, ecoseno appartiene ad in-
finiti archi, cio¢, che detto A4 un arco qualunque,
e € la circonferenza, deve aversi sen.A=sen.(A-4C)
= sen.(A+4-20)== sen.(A-4-30)= seni(A4-4C0)=ueicns
sen.(A+4-nC) e parimente cos. A= €05.(A4C)= verrarers
€05 (AA-20)=005. (A+4-3C)=c05(AGC) e verrirenssenne
cos.(A+nC) e per la stessa ragione '

sen(C—A)= sen.(Comm2 2)= veeuSER. (C—nA)
€05 (Comm )= €05 (Com2A)= erree €05(C=—nA)

Sia adesso

479. Probl. Determinare il seno, ed il coseno
della somma, e delladifferenza di due archi dati.
Soluzione . Gli archi dati sienb EB, EA; dicasi s
il seno BD, e ¢ il suo coseno CD ; si dica s' il seno
EG, e ¢! ilsuo coseno CG, finalmente si ponga =y
il seno cercato EF, ed x il coseno CF (Fig.* 3.%)

Per i triangoli simili CDB , EGH 8i ha veccrusiseenese

g x
€D (c): EG (s') :: BD () : GH (z' -—.‘;‘) (per ca-

sx

gione, che si ha ¢éru:xiCH) :: CB (1); EH (J -
(perchd si ha c:s::%:FH); Quindi si deduce
EGXBD = CDXGH ; ciod s5'=x cele=x , ¢ CHOXEH'=
- EGXCB 5 0 sias'= (yomesx X 4 Dal~

ng‘n”.(t..a) =

328 , ‘ o
Dalla prima equazione si Ha x = e¢c' —ey T
Si sostituisca questo valore nella seconda , e st avrd

T 1 ! ! Vel o 2. S
s' = cy—rs (cc'—ss")= cy—scc!4-5's* 5 Ora $°= I—¢
dunque s'= cy—scc'}s'—s'c*, e finalmente........

¢y = sccl-s122 , onde y= sc'$-s'c .
o

"Adesso 'arco 4B dicasi 4 5 € I’arco EB dicasi b,
e si avray = sen.(a}-b) = sen.a cos.b—{-sen.b cos.a
ed % = 05.(a+-b)= (0s.a cos.b—sen.a senb .

Per ottenereil seno, e if coseno della differenza

* dei medesimi archi, siponga at-b=c, esi avr

Sen.E = SE€R.a (05.(C—a)}-C05.Q SEN(t—=a) , €
€08 .€ = €05.d 05.(C—a)—sSen.a sen,(c—a);
Si trattino sen.(c—a) , e cos.(¢~—a) come incogui-
to , e si avri dalla prima equazione
sen.c—cos.axsen.(c—a)

cos.(c-a)= 5. 4 , e dalla seconda

cos,c-}-sen.axsen.(c—a)

cos.(c~a)= or 2 . Quindi voreeenees
Senu— c05.a Sen.(c—a)  Cos.c~}-sen.a sen.{c—a)
—= e
sen. s cos. a 2

moltiplicando per sen.a cvs.a 5

' sen.ccos.a..cos.’a:cn.(c..a):sen.acos.c+sen.’asen.(c;a)

¢ trasponendo
$€1. € C0S.d——SENs & £05.C = Sen.((~—a) (sen.*a—-c0s.2a)
=sen.(e—a). v

Nel modo stesso si dedurr) dalla prima equazione
Sen.C——sen.a cos.(C~—a)

sen(c-a)= » ¢ dalla seconda

€os. a
€0 C—(0S.a (05.{¢—a)

en a sed operando come

SOPIa €08 (Commd)= SENLC SENA—-COS.C COSWE
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Si ponga adesso nelle due formole di sen.(c—a), e di
cos.(c—a) , @ invecedic, e pinvecedia, esiavrd
firalmente :
sen.(a—b)=sen.a cos.b—sen.b cos.a
cos.(a—b)=sen.a sen.b--cos.a cos.b , cio¢ si avrd ge-
neralmente .
sen{a=b)=sen.a cos.b=t=sen.b cos.a
cos.(a==b)=cos.a cos.b=sen.a sen.b .

480. Di queste formole «i possono adesso fare
molte , ed interessanti applicazioni ,

1.° Si pud primierameate trovare il seno , ed
il coseno , che appartiene alla somma , e alla
differenza qualunque di un quaisivoglia numero di
archi dati , altro non richiedendosi , che sostitai-
re un binomio invece delle lettere @, 6 &c., e
svilupparvi dinuovo il seno, e coseno dclia som-
ma , e della differenza di due archi.

2.° Si pud dedurre la formcla del seno, e co-
seno di an’ arco moltiplo qualunque na .

Pongasi ma in Iuogo di b nelle formole di
sen. (a—-h) , e di cos. (a+4-b) , e si avrd, detto s il
seno di @, e ¢ il S0 COSENO wcerrere srnrnsrorveensenase
sen. (na-f-a) = s cos. na -~ sen.na . ¢
eos. (na4-a) = s. sen. na— cos.na . c

Si sostituiscano ad »# 1 numeri naturali, csi avrl
fattom=1, sen.(2a) =2 cs, cos.(24) = ¢ —s"
fatto n = 2, sen. (34) = 3¢* s—s3, cos.(3a)=c3—3¢s°

Si prosegua a sostituire per » i numeri,che seguono,
e si vedrd, che generalmente, fatto il raggio = rsiha

sen.az=s cos. (D=rc
r.sen.(2a)=2cs 7.¢0s5.(2a)=c*_s*
risen.(3a)=3cs—ws? rcos.(3a)=c’~3¢8*

1isen.(qa)=4c35—3¢s3  r3cos(qaj=cl_6cts st
risen.(5a)=5cis-100s3 455,74 cos, (5 @)=c’-10352 -5 cst
c. Ce 431,

&
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481. Si rifletta su queste formole, e si con-
cluder2 facilmente , che la formola di un seno
multiplo & composta dei termini di sito pari del
bindmio Newtoniano , coll’alternazione dei sepni
e che la formola di un coseno multiplo & comopo:
sta dei termini di sito impari del medesimo binomio
coll’alternazione parimente dé segni. Si hanno per
conseguenza le due formole generali, che seguono

T sen. (na)= 1“,1_’—)1(!1-1)(”-2)’3 o3 +”(”' D02 30 4)s ’_c-'-‘
3 1.3.3 1-2.3.4.5
n(n-1) + n(n-1)(n-3)(n-3) 544

“m(na):c"—-l.zsc - 1.2.3.4 &e. (A)

Se adesso nelle formole dei seni , ¢ coseni mul tiw

pli si ponga 1—¢” in luogo di s*, si potranno ot-
tenere diverse altre forme : si avry

sen. (a) =s cos.a=c
r; sen.(2a) =cs €.005.(28)=2¢ a1
2 sen.(3a) =40% somms r’ces.(3ay =403 —3¢

73 sen.(44) = 8c3s4cs rco1.(9a)=8¢%_3c* -1
’:"&c:en.(sa):xdc‘s 13¢3 55,74 cos.( 5a)= 16:‘-20&’-1—56
. &ec.

¢ finalmente se pongasi \/1—c? in vece dis,
sen.(a) :.-\/x_:-:’ cos. (a) =¢

r.sen.(3d)=2c \/:’ 7.005.(2a)=2¢%—1

r’:m.(gn):@c’—'-'-x)\/:’r’, 0s.(3a)xqc’—3¢

rsen.(44)=(8c-40)/ 1-c7r3, €0s.(44)=8¢%—8¢*}-1
&e. &e.

Formole , dalle quali si puo dedurre un'altra for-
mola generale del seno, e coseno multiplo , ciod

iR,
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sen‘(na)=(zn"rcn-1_ " 2 n-Scn"S

(n-2) (n-3) €n-4)
2

n-3g ch‘1+

(B) (1—gq)(n—5)(1—6 —
— 41 2.3 2777471 &el) 1 —c*
n . Bn—3)
cos.(na) = 3™ " 2" T AT e
n(n—g) (1—>5)
— 23-7‘\“—6_*_ &C. &C.

1.32.3
482. Dalle formole () si pud dedurre con fa-
cilita Iespressione del seno , e coseno di un’arco
summaltiplo ; Difatto in questo caso si ha sen.(n1)
dato = 4 !’incognita & sena=rx , di cui il cose-
no & =/1—x?. Viceversa trattandosi del cose-
no, si ponga cos.(na) =b, cos.a =2, ¢ sema =

\/x—z’ s € si avranno le formole
n(Ne—1)(n—2) e 3
0,3 —?
n(n—1)(n—2)(n—3) (i~—4) ——
sy 12 — &
I.2¢3. 4.5 x\/lx ¢
n(n—1)

=2
b= 2——77 & (V2 +

n(n—1)(n—2)(n—3)

ORI ol {

aznx \f1-x*

o= 23073 . &C.
1.3.3. 27 (/1—=) &e

e non si avry, che da sioglier queste due equa-
zioni per ottenere i valori di x, e diz.

Noi ce ne serviremo a suo luogo .

483. Trovate in questa maniera le formele d¢i
seni , ¢ caseni multipli, e summultipli , $i pos-
sono trovar le formole delle tatgenti , cotagen-
ti &c. multiple, e summultiple .

Ecco il calcolo, che bisogna impicgare . 484,

332 sen.
484- Sapendosi che tang. =

705, 51 deve avere
sen. (a=th)  sen.a cos.b—tsenb cos.a

targya-}-b)= =
% cos. (2=b)" cos.a cos.br=sen.a sen.b® ©
dividendo sotto, e sopra per cos.a cos. b ,

sen.a  sen. b I1==sen.a sen,
tang.(aﬂ):( = e p— ) : +—_‘——b '
€0s. 3" cos. b €os.a cos.b
tang,a == tang.b

= 1 o tang.a tang.b
Sifponga az=) in luogo diae ¢ in luogo di b,e sard
tang.(a==b)4-tang
T 1—tang.=ctang.(amsh) = O fde-
rando per pilt semplicitd gli archi 4, b, ¢ positivi)
tany.a+-tang.b
1—tagg.atang -+ tang. ¢ Le p’(mcndo tang.a
- — =a'stang.b = b,
tang.a+-tang.b  tang.c = ' &e.
1—tang.a tang.h
a' 4 p a!—}—b'—}-c'i—a'b'f
1—ap T €

 tang. (aztbetzr) =

1—tang.c X

_ Y—a' B! a'-b' 'l !
o~ ) ~ — —
@ b 1—a'b ' — B T g by
Yo—¢
X1 —2'p 1—a'h!

Nel mcdo stesso si trova tanp.
a'+b'+€7+d’-—-a'b’c'—a'b'z%-i:'—c'.’_dbj-‘b'tjc—i;{)
N e
= 1—a'b'—a'c'—ald—b' ' — b4 ' -+ a'o'c'd
ed in generale detta s'lasomma delle tangenti di
ciascun’arco dato, s la somma dei loro prodotti
adue, s'"'la somma dei loro prodoti 2 tre &e. &e.

si avr& taug'(“+b+c+d &C-) .l...."..l..ll..‘.'..'.o'll'
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___5Hl+,"!" umll + &C. -
S s — g &
Suppongasn adesso, che gliarchi dati sieno n , e
che sia a=b=c=d &c. ;

n(n—1)
; —tang.*a;

Si avrd s'=n tang.a, s'' =

n(n—1) (n—2) n(r—1)(n—=2\(1—3)

- g, 61 = tang.ta
ST 12,3 tang."a s 1.2.3.4 2
onde ne risulterd generalmente Tang.(na)=
n n(n 1)(n-2) n(n-1)(n-2)(n-3)n-4) .
. 2 2.5a&e.
L fang.a— tang.’a- 1 2.3.4.3 tang
n(n—1) n(a-1Xn 2)(n-3)

—_— " tang.’a tang.ta
1 2 g a4 1.2.3.4 5
sena  n{n-1)(n-2) sena  n(n-1)(n-2)(n-3)(n-4) sen’a

n [
cos.a 1.2.3 cosia + 1.2.3.4.5 cos.3a

—
-—

'—'n(n-l) sen?a  n(n-1)(n-2)(n-3) senla

e i 3.4 cosfa &e.
n(n-1) (n-2)
n=1 — cos 3 asen.3 .
[y senqd — . i . .
ncos." 'asen.a L. 2.3 coslasen a +4-&e
n (n-1) m-1)n 2)(n-3)

cos." a- — cos." *a sen.’a -

1-2.3.4
&e. formo!a cercata , dalla quale si raccoghe dinuo-

vo la furmola del seno, e coseno di un’arco mul-
tiplo trovata di sopra .
485. Per rapporto alla cotangente di un’arco
1

multiplo , siccome si ha cotang, = ; basta ro-

ve-

cos." tasen.t a.
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vesciare la formola della tangente di un’arco mul-
tiplo , e si ha immediatamente la formola delfa
cotangente .
486. Riguardo alle seganti , ed alle coseganti,
1 1
— , ¢ coseg. = ot

siccome si sa essere seg.—

vede, come si possono dedurre le formole per gli
archi multipli che gli appartengono .

487. Volendo le tangenti , cotangenti &c. degli
archi summultipli , basta sostituire fa formola del
seno , e coseno di un’arco summultiplo, a quella
del seno , e coseno di un’arco multiplo , com’ é
per se manifesto .

488. La stessa formola dei seni, e coseni degh
archi multipli si puod applicare ancora ad esprimer
er serie il seno, e il coseno di un’arcodato.

Difatto , si richiami [3 formola waeiieieesereesernne

n(n-1)(n-2)
n cos.”" *a sen.q— “cos." 3a sena &ec,

Tang.(na)= 123

5 (n-1)

— n=2 2
1. 5 cos"asentat-&e.

suppongasx Parco a infinitessimo , ed n=e , on=
de sia nazy , arco finito ; si avri sem.a =a , per-
ché un’arco infinitesimo non differisce dal suo se-
no, e sard cos.a =1, n—= n—1 =n—2 &c., e fi-

€05 q—

Y . :
malmente 4= - . Sostituiti questi valori , la for-
mola suddetta diversi

Tang.
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»? ¥ ¥
Y T a4 3.3.4 ., T &
¥y oy y°
I' - _z_+2.3.4_' 2.3.4.5.6 + &e.
onde si deduce
,_y_’ s 3 9y s
scnd”-y_z.z3+z.3.4.s—— z.§‘.4.5.6.7+ C
¥y y¢ yB

cosy=1— —z_+z.3.4 T 2.3.45.6 +:.3.4..s.6.7—.§&c’

489. Di qui adesso é facile a vedersi , che det-
ta e la base logarimmica, si deve avere (n.48%) (A)

e? \/’—;__, c"-y‘/: e \/: +e'-y\/:

= semy;
z‘/—; 2

=¢osy, e percio , sommando ey\/'l = cos. y

4=/ -1 seny, e sottraendo, e Y ‘/'I.—.-co::y—-\/-x
seny . .
Formando 2 potenza n.5™? Si trova weeenesssseee

4 \/ - =(cos.y \/ :sen.y)":cos.ny_f-\/ -_lsen.rgy

3 'LV\/-I___([M. y -—-\/ -I:eny)uzros.ny—\/ -1 sen. ny
La verita di queste formole si comprende da
guesto , che non si ¢ fatto aitro , che accrescere
egualmcnte i ambedue | membri dell’equazio-
pi precedenti .., (A)
Moltiplicando le medesime equazioni(-) si ottiene
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. zy\/:_ . /1 sem.2y
— = seny cosy = 2 e
4/ -1

dividendo si trova

sen.y

= 2ABg. Y eeseesvarcsesoresciree

cos. y

e \/:_;_e—}'\/:
=(ey\/:+e.y\/:)\/:

cos. y

5 0 viceversa ..

= &e. &e.
sen.y
Pigliando finalmente i logarimmi si ha cossersees
=ty \/ -1= log.(cos.y:*:\/:—x sen. y ) = log. cos. ¥

~+ log. (1 :t'\/—— 1 tang.y ) e sottraendo la se-
conda equazione dalla prima ..ccceeeieieierencians cosreer

— cos.y —}—\/-_1— sen.y
2y ‘/- I =log' ssensescasenveseasdton

cos.y —/ -1 sen.y

1+ \/———l tang. y
=log{ — = — J » equazione che essen-

I — \/-1 tang,y

- 1
do divisa per 2y/ -1 scmministra y = = irevenme
S XV
r - V— 1.tang. y
log. » formola per cui
1 —\/ — 1 tang. y. , '

I’espressione di un logarimmo immaginario ¢ ridot-
ta ad un’arco reale.
490.




490. Scol. Se nell’ equazione y \/ el e

=log. ( cos.y 4/ —t¥en.y) siponga.....
d . )
y=—t(2m+-1)c, dove sia m un numero intero qua-
lunque, e ¢ la semicirconferenza del circolo , sic-
come SCn.C=0, € €05, € === 5 FiSulterd ...oees

= (2m+4-1) t\/-x:log.-—-r »ese facciasi y=2mc , si

avra log. 1 === amec\/ — 1 il che prova , che i

logarimmi delle quantity si positive , che negati-

ve, hanno infiniti valori, de’quali uno solo & rea-

le. Per rapporto ai logarimmi delle quantit} nega-

tive ne vedremo la ragione (Cap. della Logarimmica).
1

491. Se nell’ equazione y = ———— .......

(1+\/:tang.y) 2/ —1
Iog.‘ —

si ponga - Ltang.y=z
1 — /71 tangy g2 V-siangy=z,

) ) 1+4-2 2 2
. Siccome si ha log. o) = 22 +_3.»z;+,§. 25

2 1
+7z7 &e. sitrovay = — = Iog. (i_f
2y 1 1—
tang.’ = g
= tangy — '8y +tang . __tangly - &e.
3 5 7
circonf. I 1
—— e —
8 3 s

Facciasi y = 45.°, e sard

1 1 1
_.7_{.-9—_—1—1 ~+ &c., che & la serie trovata da

Leibnitz per esprimere il rapporto del diametro

alla circonferenza del circolo\; Ma zella supposizio- -

ne
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ne diy =45.°sihay= \/—l- log. ::/__—?

Dunque se si moleiplichi sotto , e sopra per

4 .
| +\/-:-x si aved circonfo=—— log.\/ — 1=

e 2 -1
(V/—1) log.—1
zlog.—z:_‘::_ —2———, ed & questa la celebre

— —

formola di Gio. Bernoulli , per cui la circonfe-

renza sti al diametro = 2, come logi—1 : V—r.
492. Teor. Inogni triangolo rettilineo sta la som-
ma di due lati qualunque alla loro differenza , co-
me la tangente della semisomma degli angoli op-
posti ai due lati scelti, alla tangente della semi-
diffesenza dei medesimi angoli . Dimostrazione .
Sia il triangolo 4BC (Fig.?8.%), e si prendano 1
C4+ 4 C—u

I s

fati 4B, BC3 Si ponga ———="Me¢
=N; sary €= M N, ed A= M—N; per-

cid AB: BC.: sen. (M+4-N): sew. (M—N); O sia
s:5en. Meos. N-|-cos. Msen. Nasen. Mcos.N-cos.Msen-N.
Dupgue &8 (s28. M oo N — ro5. M 527. N )
=BC sen. M cos. N - cos. A sen. N[ ) , ovvero
(AB—BC) sen.M cos. N= (AB+-BC) cos.M sen.'N > €
dividendo ambedue i membri per cos. M cos. N »

e riducendo si ottiene

sen.M sen. N
(AB—BC) cos.M " (‘/{B+Bc)_c_o:-7-‘{— ;
sen. ,
Ora essendo =tang. , si avr} finalmente coeee

os.

(AB-BC)tang M=(AB4-BC)tang. N, di dove si deduce
AB-
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I .

AB+-BC: AB—BC::tang. M:tang. N:: tang. A+C .

2

—C . . .
tang. __5 il chesi doveva dimostrare ,

2
493. Probl, Dati due angoli z, y si dimanda
Pespressione di sen.z seny. cos.z €0s.y 5 sen.z cos.y »
sen.y €os.% .
Soluzione. Per il problema(n.479.)si ha cos.(2=y)=
c0s.z cos,y = sennz sen.y; le due equazioni compre-
se in questa formola si sottraggano , e si avrd

cos. (z—i—y) —_ cos.(z-—-'y)

sen.z seny = T - . Si sommino s

cos.(z—y)+ cos. ()

2

Pigliando adesso la formola del seno di 2=y,
si ha sen.(z=y)= sen.z cos.yzsen.y €os.2; Sommando,
sen.(2—4-y)4 sen.(z2—y)

e si avri cos.z cos.y =

come sopra si ha sen.z cos.y= 2

2
sen.(z—-y)— sen(2—w)
e sottraendo si ha cos.zsen.y=

2
l ) -
494. Sia1.°2=y= "1, ¢ si aved sen.z teny

2 Y05 X A
=sen\ = s € €05, 2 €05. Y woveees

I + cos. X
= cos.( )
/ o X
Qundl si deduce sen, —x= | Lo X e cos.
. 2
Y 2 x=

ey

3 c0s.*(45.54 7 b)
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\/ 1 -}-cos. x ro .
| '~ chese per - si ponga x , I avrd
2
\/ —C05, 2 vV I-+4-rcos. 2x
semx= VIO 22X co.c.xz\/ 082X lero

|7 =
facil modo di trovare il seno, ed il coseno di un’
arco duplo , e sudduplo.
495. Sia 3.° 24y = a, e 2—y=b,
a-t-b a—b

esarl 2 — —, edy = : sl sostituiscano

questi valori nelle formole trovate di sopra > € I0=
vesciando 1 membri si avra

(a4-b) (a—b)

sen.a - senb = 2 sem. T cos. T
-

(a4b)  (a—b)

sen.a— senb = 2 cos. S sen.

(a+b) (a—b
cos.a -}~ cos.b = 2 cos. T~ cos. T
(a+4-b) (a~b)

€os.b — cos.a == 2 sen. S sen

2

496. Nelle due prime formole facciasi 4=90.°,
e nelle due seconde facciasi b*=0, e si avri.,.
1

I
1| senb= 2 :en.(4s.°+:b) €05, (45O ;b) =

—_— I 1 -
2 sen® (45.°+ 0% 1—sen.b = 2 sen. (45 = b)

1 1
€os. (45.° —{-';b) = 2 sen.? (45+°— ;‘b) = eesessseen
1

-+
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1 21:
2 s J(0S. 4B 2 SEH" T 4
1} cos.a =2 cos.” Tras 1 c0s. & 2 s

onde per la divisione si ottengono 1 Teoremi, che
SCgUOHO

1 4 sendb  sen(45:° +36) sen?(45-° +10) — X

PSS e ]

L= 1 ztang. (45, —b)
1 — semb " sent(45:° —-ﬁb )cos.* (45 430 ) 24 (45“{' 2
1

1+ cos.a  costla
— =5 1= cot. &
1 — cos.a” sen.” 2 @ o1 2
1 {-senb  senti43. +3h)
— — ———_;I
1+ cos.a cos.o 34 .
2/

—senb  sen?(45-°— 50) - ..

! — 4 —1i— : Similmente si ottiene

3 — (054 sems’ 5

sen.a—-sen.b (a——-{?_).__‘ (_t-z—{—b )
= tang. ( a+b) cot. T T = tang. P
sen.a—sen-b

sen.a+-sen.b (a—b) A (—_——a——b )
——— = t. e e y 2
cos.b—cos. 4 € 2 tang. -
sen.a—send (a—Db)

— ——=tang. T .

cos.a-}-cos.b ¢4 2

sea,.a——senb (a+b

- — = col. -

cos.—cos.a 2

cos.a—4-cos.b (ab) (a i
—"—t = cot. — cot, —— , ¢ &i qul
cos.b—r08.a 2 2 .

sema—-senh  cosb—cos.d

et

cos.a—+-cos.b sen.a—-send s
scn.a-{-vsen.b cos.a—-cos.b (a—b)

=
sen.b—sen.a X osub—ros.a 2 .
sen.a—-sen.b  cos.b—cos.a (a4-b)

—

b= tang.

— ¢ 3
] b a-{-cos. \
sena—semb * o8 Y 3 497:

w

.

497- Probl. Esprimere cos.nz per seni,e coseni di y
»s:luzwne . 8i pen;ga 2=90.°—y ; sarh cos, nz= Tos.
(90°—9)=cis. n.go. cos-ny-sen.n.90.%ex.ny. Si ficcia
Successivamente n=1=2=3 &c; e siavry.
€05.2= sen.y ; jeos.32=—sen. 3y ; €os.s2=sen.5y ; &e.
c:spg z;r-;z:. %r; €05.42= fa:.‘gy 3€05.62=—05.9y ;& o
49¢6. Probl. Esprimere le potenze di i
ni semplici . P €0Ren per cose-

Soluzione . Sia cos.y-}- \/mx sengy=r,e m Y
V=1seny=s onde sia 2 €05 y=r-}-syed rs=1 ,
B(y—1)

2 -—rn_zsz &c.' ..

n(n—r1)
n n_ n .n -~
87cos.y " =(s~4-7)" - s"f-ns" 4 — P S S T

e dividendo 1a somma per 2

S1 avry

2na’.‘,‘yn=('._’_.‘.)n____’.n__{_m.u—x.‘._*__

3 2N 006 Y = v
i ) n ” n=-2 n=z ”(”—I)
2 T4 s T, (T e,
i 4 ®(n—r1)
=zeos.ny - = cos.(n—z)y+‘j—to:.(n-—~4)y+eé._

Con questo si pud sciogliere il seguente.
_Probl. Esprimere sen.z" per seni , e coseni
ci . Difatto se facciasi = =
o .
Sem\90."—y)= tos-y, per i
stitaire nel 1,° membro del
. :
sen.z 10 vece dicos.y , ¢ nel
seni degli archi multipli ,

sempli-
90.°—y, si ha sen.z = ...,
I che, tutto si ridace a so-
I’ espressione di cos. ¥,
3.°membro i valori def
In questa guisa si ha.........

I
1. sen.z = senz, 2 sen.2® = _ros2e-} — ¢
2

: 1.3
qsens’=—

sen3s—-3senz,8 senzt=cosqz_geosze - Jec

499. Sciolto ilmﬁ‘l..Trovar le funzioni di un
arce dato > Festd da sciogliersi il probl. inverse

i

s
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so0 : Dato il seno, o il coseno , o la tangente &c.

di un arco, trovarne la lunghezza .

s00. Probl. Dato il seno, o il coseno, la tan-
gente , © la cotagente di un’zrco trovarne la sua
lunghezza .

Soluzione . Per rapporto all’arco , di cui sia dato
il seno , basta risalire ali’espressione di sen.y tro-

53 5

vata (7n.4_§i) sen. I=— 43 2.34-5

J .
———— &c. (K), e da questa per il metodo

2.344.5:6.7
inverso delle serie dedurre y = sem.y -+

senly

2.3

3sex.’y +3_.£em"y + &e.

2.4.5 2.4.6.7 .
Operando nel modo stesso  Si ha la lunghezza

dell’arco, di cui & dato il coseno , O per maggior-

brevith si pud questa ottenere per mezzo della for-

et

mola cos.= \J1—sen? .
so1. Venendo all’arco, dicul & data la tangente,,

presa la formola
y} JS y?
2. 3+ 2.3.4.5'— 2.3.4.5.6.7
vt y®

o

&e.

tang.y=y

1— 5, T2.3.4 . 2.3.45.6 &e.
Si moltiplichi per il denominatore , e si tras
ponga dinuova , € si avra
»e oy
tangy=y+ ", —,. 3 2 3,4_&‘:’(«‘2‘10"@ t=tang.y;
pongasi y = ./!t—{—-Bt’—}-Ct;--- ne™ , e sostituendo i
® 4

va-

e me b e
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valori delle potenze d’y nella formola (8
tcrmina;e [e lcttel‘e A B, c LYY TYTTINY l’g%) s,icaS:; N

. 1 1
ﬁd: X b B:'— 3 C: -; &cl, OndC Sarﬁ LIRITTIYY ]

—, — _
y= t ang.y — tang. _l +tang.2 __tang7y 1 &

. - - . s ’ 7
e di qui si avri facilmente la lunghezza dell’ ar-
co, di cui é data la tangente . b
Nel case in cui sia data la cotagente si avrly
I 3 5 7 9
-y"tang.’.y— “;—+ —:—‘ — + = &
TeTT tangty  tang’y  tang’y  tang’y
Per i numeri (5), e (6) del . 489. si avri [a
lunghezza di un’arco di cui sia data la segante, o
la cosegante .
502, Applvcgmmo adesso la formoia (K) alla ri-
cerca della ragione ds:l diamstro alla circonferen-

za circolare .. I
Si ponga 30.°=Y, e sari sen.y == »¢ percio
1 1 3 3.5 :
arc 30.°=— .
30- z+z.3.23+2.4.5.25+'z.4.5.7.27 &e. .

Questa serie moltiplicata per 6 deve esser uguale
alla semicirconferenza ; ella é la seguente ...
Circ. 1 9 15
2 =3+?+4.5.;; +2.4.7.:7 &e.

§03. Ma perche questa serie , sebene assai con-
vergente, non ¢ abbastanza comoda a calcolarsi, gio-
va trovarne un’altra. Pongasi ¥=45.° = a4-bh : sard

tang.a - tang,b
I—tang.atang.b d

tang, (ab) =1 =" Quindi ne’

8¢~
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segue I —tang.atang.b = tang.a 4 tang. b, ¢

‘ 1—tang.b 1
tang.a = ;‘;El;*:- . Sia adesso tang.b = ; s €

Co I
— e & 13 — — O .
sard tang.a =~ 5 PErcio e atb= y= 45" =
1 1 1 1

€1re. _( F; _'3 . 23+s . 15—7.27 &c-

— it

" (
prto ot
T3 3 ts.3 7,37 O

=0, 7853981633974483 , d onde si ha final-
mente la circonferenza circolare di cui il dia-
‘metro sia — 2, ESPressa COME SEHUE : cwessmereree
circ. = 6, 2831853071795864 . -

504. Per compimento di questa Teoria, rimane
da esporsi il celebre Teorema Cotesiano.

1l Teorema di Ruggiero Cotes , dato alla luce fra
i di lui Opuscoli postumi da Roberto Smith , di
lui successore nella Cattedra di Cambriggia, ¢ del
tenore seguente .

Se si cerchino i fattori del binomio 2 *x N
essendo un numero intero , dividasi la circonferens
za di un circolo ABCD ( Fig.? 4. ) di cuisia il cen-
tro in O, in tante parti eguali 42,BC , CD,DE, EF &c.
quante unith si contengono in 1A, e da ciascuna di-
visione si conducano le rette 4P, BP, (P, DP &e.
aun punto qualunque P del raggio 0.4 prolungato se
occarre . Quindi, posto Of=a, e OP=x , il pro-
dotto di tutte le rette AP, CP, EP &c. che appar-
tengono alle divisioni altgrnative della circonferen-

za, sari eguale ada —x", ese P cada fuori
del
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del circolo , sar} eguale ad x A —a*. 1l prodot-
to poi dell’ altre rette parimente alternative

BP,DP ,FP &c. sark =a A —}—xA . La dimostra-
zione di questo Teorema fu dall’ Autore soppressa,
e Smith non seppe supplirla .

M. Pemberton ne diede una in appresso , ma
complicata oltremodo, e quasi inconcepibile .

Il Ch. Moivre per mezzo delle suc predilette

serie ricorrenti me addusse un’altra dimostrazione,
ma neppur essa fu abbastanza naturale , e diretta
Successe' &io. Bernoulli, ed insegnd 2 dimostrarla
in altra forma, che si pud vedere nel Tom. 4. delle
sue opere pag- §7. Ma ch'il crederebbe?
Si serve egli per base fondamentale di tutto il sno
raziocinio di wna formola da [uiesposta negli At-
ti di Lipsia all’an. 1701. p. 171., M3 senza prif=
cipio alcuno. di prova . Noi questa la esponia-
mo nel seguente

LEMMA.

_505. Posto il raggio del circolo=1, 12 corda
di un’arco dato — 4, la corda di un’arco summul-
tiplo=2z, onde siala corda del suo supplemento
= \/4 — 2* =y si ha (supposto che si debba di-
videre un arco in # parti eguali ) , " equazione ge-

i (—2) (n—3)(n—4) s
nerale s = zy"—" Ty Y
(n~—4)(n—s) (n—6 '
- T. 2.3 27+ &e.

Dimostrazione . Col raggio AG si descriva un

semicircolo ICEF (Fig.t5.), € sia dato un’arco
qua-
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quatanque 4B di cui la corda siz—a; la corda
del supplemento BF sia=b, il raggioAG =1, ¢
la corda di un’arco multiplo AE = x , ¢ finalmen-
te il supplementodi questo=y.Le dus corde A5,
BC essendo eguali,se conducasi il raggio BG , i trian-
goli simili ABC, BGF danno, BG (1): BF (b):: 4B
(4):4C == ab corda di un’arco doppio « -

Per trovar I’espressione di £D, corda di un’arco
triplo, si consideri il quadrilatero iscritto nel sem-
mento ACD. e si avrd BC . AD-+4AB . (D=AGBD,
¢ di qui AD=ab*—a, eguale alla corda di un arco
triplo di .4B. La corda di un’arco qaadruplo AE si
ottiene dal quadrilatero Z/CDE per mezzo dell’equa-
zione AC. DE4-CD. AE=.AD. CE, dalla quale st
deduce AE = ab’—2ab.

Proseguendo lo stesso raziocinio si trovano le
formole seguenti per le corde di un’arco quintu-
plo , sestuplo &c., e sono

a=cor2di arc.sempl.
ab = cor? di arc. doppio
ab*—a = cor. di are. triplo
ab3—2ab = cor. di arc. quadruplo
ab*—3ab* = cor. di arc. quintuplo
alS—gqab?4-3ab = cor. d’arc. sest.
abb—sab*-4-6ab’~—a= cor. arc. sett.
&e. &e. &
DPa queste poi si deriva la formola generale

bn": ( 2 ) n=3 (”-“3) (ﬂ——-4) _

=4 - ) ab ‘+ 12 abll 5,,,,.,,
(n—4)(n—S5 ) (n—b)

- P .23 ab"™? 1. &c. &e. dove ¥

rappresenta [a corda di ua’ arco multiplo di qua-
lunque- ordine.

Ora .
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Ora in questa formola si ponga $ =4, vV 4—2°
—b=y, eda=x, c si avra la formola della
corda di un’arco summultiplo qualunque weeesesces
n-x (n-——z,—) n=3 (”_—3)("—-2 s &
a=y"—"1 % T °) e

che € la formola proposta a dimostrarsi .

LEMMA IL

s06. Il coefficiente del secondo termine di un’
equazione qualunque ¢& uguale alla somma delle
radici ; il coefficiente del terzo termine ¢ uguale
2ila somma dei prodotti a duea due delle medesi-
me radici; il coeficiente del quarto termiae € ugua-
le alla somma de’prodotti a tre, a tre delle ra-
dici, e cosi in seguito, finché si arrivi all’uitimo
termine , il quale & uguale al prodotto di tutte le
radici insicme .

uesto Teorema appartiene propriamente alia
Teoria dell’equazione, ed ivi ne daremo una com-
pita dimostrazione . Intanto eccone una prova mol.
to semplice, e chiara.

Se facciasi il prodotto di due faitori lineari qua-
lunque (ae=a)(x=b), il risultato xi=(a--b)x=t=ab
fatto eguale a zero, pud rappresentare qualstvoglia
equazione di sccondo grado , perché a e b essen-
do quantita indeterminate possono ricevere qua-
Junque valore. Nel modo stesso moltiplicando in-
sieme tre fattori lineari qualunque (xcta) (x=t2b)
(x=t=) il risaleato che si ottiene ¥3 ==(a4-b-0) x*

~+-(ab—-act-be) x—tabe posto eguale a zero, per la

ragione addotta pud rappresentare qualsivoglia equa-
zione di terzo grado . Moltiplicando insteme guat-

tro fattori lineari (et )(v=tb)xme)(x=d) 5 rie
: su[-
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sultato che si ottiene b (a4b+c+ dyx3 4
(al;+ac+ad+bc+ad+cd)x2—_g(abc+abd+acd+bcd)
x4-abed puo rapresentare qualunque equazione di
guarto grado, ed in generale , moltiplicando in-
sieme un pumero m di fatrori lineari, si ha chela
funzione ame=( 4 4b+4c+d &e. ) x ™
(ab—+-ac+-be &c) x™2 &c. |-k pud rappresentare
un’equazione di qualunque ordine . Ora osservando
le formole trovate si vede, che il coefficiente del se-
condo termine & uguale alla somma de’secondi ter-
mini dei fattori lineari componeanti’y cie il coef-
ficiente dél terzo & uguale &ec. &c. Ma tali secon-
di termini sono le radici della funzione risuitante:
posta eguale a zero, perché ad oggetto, che det-
ta funzione sia uguale a 2z€ro, conviene che uno
almeno. de’fattori componenti sia tale; e siccome
non v'é ragione, per cui uno di essi piuttosto che
un’altro debba essefe uguale a zero, ¢d inoltre si
sa daltronde che le radici di un’ equazione sOnoO
tante , quante sono le unith che si contengono nel
di lei grado( Teoria dell’ equazione } € chiaro che
ciascuno dei secondi termini de’fattori lineari & ra-
dice dell’ equazione da essi composta, € percid si
concepisce la veritd &c. &c.
Passiamo adesso al la dimostrazione del Teorema .

(n-2)

507. Nella formola 2= 2y T zy" % &e.

pongasi ¢= 0 si ponga ciod , che tutta la circon-
ferenza del circolo , o il doppio , @ il triplo &e.
si debba dividere in » parti . Sard dividendo

(r-2) (n—3)(n-4

per 2, 0= J" — VARE y"S&e.

equazione le di cui radici y, 0 \/4.-—22 , deter-
mi-
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minare i valori di 2, corda d
: dell’ arco s i
g}o ,&ma la corda inoltre dell’arco dop:ilgmultu'.
Li;)tonge.r&czl'ché tali archi sono parti simili’dell}l;
' 2,, o sempli i i
e, &c', s mplice ella sia, o doppia,o
so8. Di qul wne siex
: ul zue , che se I'equazi
detta riducasi in z, con sostituire 4}2:2’10“: su’d-
c:xlconce_pisca iscritto nel circolo ua pgliri >
xt')c;;oarc‘ di n lati , le radici della trasformatagd:b(:
esprimere il quadrato, e del lato del poli
50207, ccfioléctfxscuna diagonale . Sia per esclsgi:).
=7, cloé sia iscri ]
regf:are ’ a Iscritto nel circolo un Ettagono
> equazione universale in y sar) y¢
e . yo—s5y* :
72‘;;;) ,z;:he pgfto 4—2* per y?, div?enctf_{.
7t !ﬁ, —7 = o equazione di cui le tre radici
I'E alt rappresentano il quadrato del lato del
gog;_;;(;ngi, sgﬂdlsmbc le diagonali ( poiche ncil’F:
g o due coppie di di i 0.
i 11 quadrato del fato <iap-_-: 2 illag((;l[xl::ilr:t%uafil fl.
n:;égona[c minore :;q’,.c il quadrato della diaioa-'
ale maggiore = r* ; si avrd (Lemma 1I .
K I A Iy A Mmkr % P
Tavoi; M acsiers;cx;aggaor chiarezza formiamo-:iZA;
Tagole in. 0 espresse |’ equazioni trasfor-
TAVOLATI
Dell’equazioni trasformate in 2 };er i valori
di n impari .

B= 3 z*—3=o0
e\r=5 2 (z"—sz’-H:o
8 "=17 2672t 1427y —
n.( =9 28—9z6j.-2;§4_7~=°
5 302°4-9 =»

=11 2¥°_1nz8
&e &e. e, &e. 4427724+ &1 =0

=
2
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TAVOLA IL

Dellequazioni trasformate in z per i valori
di n pari .

n= 4 2?32 0
° (n =6 = (z‘-—-4z’+3:: o
g\ n= 8 3 j26—6zf102l—g=0
& [0 =10 2 [ 28—B826{-212%—202° 4-5=0

n=i2 2'_1028-}-3626-5 62943527 -6=0

&e. &e. &ec. &c. )
s10. Da queste due Tavole sl raccoghe’z che

oli ultimi termini dell’ equazione in = nell” ipote-
?i di #f impari sono sempre uguali.al .valor dg B¢
che ne sono la meth , nell’ipotesi di n part . Si
pud dunque di qul concludere , che in qlfalsxyq-
glia poligono regolare di numero impari di lar it
prodotto del quadrato di uno dé suoi lati, e det
quadrati di tutte le diagonali , insieme , compre-
se nel semicircolo, & che & lo stesso , il prodotto
di tutte le diagonali del poligono intero , € di due

lati insieme , ¢ uguale al raggio inalzato ad una

potenza espressa dal numero deé lati del poligono,
diminuito di un’unita , e preso tante volte , quan-

ti sono i suddetti lati , cosicche s se tal numero -

sia am--1, ed il raggio=a, il divisato prodot-
to di tutte le diagonali , e due lati risulta =
(2m-p1)a®™ perché nell’ equazioni comprese nelle
due Tavole precedenti , siccome sono geometrt-
che , fa d’uopo sostituire ifz ciascun termine le
opportune potenze del raggio. ) _

s11. Con egual facilitd si vede, che nei poil-
goni di numero pari di lati, il prodotto dwxszatgz,
posto 2 il numero de lati , debb’essere = ma m,

Volendo computare anche il diametro fra le dgx:o

o =AP* L
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gonali , basta moltiplicare il prodotto mg 2m~2

per 24, onde avere ama*™ ", :
s13. Il fin qui detto si pud esprimere in forma

di Tcorema nella maniera seguente .

Teor. In un poligono regolare qualunque , che
abbia un numero di lati = #, essendo 4 il raggio
del circolo circoscritto, il prodotto di tatte le dia.
gonali, e di due lati contigui ¢ = na""* . Sia‘adesso

LEMMA.

§13. Se in un circolo ACF di cui O sia ilcen-
tro ( Fig. 6.%) conducasi una corda AC all’estremicd
del diametro AF, e da un punto dato P del dia-
metro , Sia condotta una retta PC, si ha sempre

Dimostrazione . Abbassata la perpendicolare CI,
si ha PC* = AC AP 2 AP Al = AC? | AP?
24P AP
— 2 2 —_— 2
AQ e 4P oP
= (_—.:tr o AC A AP = AP~
OP

. AACz

v

A2
OF ° AC,
Da questo ne segue che essendo condotta anche
la corda CF del supplemento dee risultarne .......
oP oP .

PO FP——(r . CF'= AP 4. AC* , come
OF

pure (PC? o AP? 0P = AC* , e (—PC*--FP?)
‘ OF
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op = CF?%; e finalmente dee risul tarne (FP*—A#P%)
OF

—— = AC*-CF* = AF* = 40F" .
op = ACHE = AF =4

s14. Poste queste premesse, sia, come SOpra,

AC=2,CF=y 04 =0F=1 , OP = x, ed inoltre

. ‘ 1 R .
PC=t , AP=1—x=g, € saras’=" (t*—g?®) . St so-
stituisca questo valore di 2% ne I’equazioni delle due
Tavole di sopra esposte, e conservando i termint
primo , ed ultimo , e trascurando gli altri ne prover-
ranno le due Tavole seguenti .

TAVOLA IIIL

Per n impari «

1 1
—_—p2 _— g2 4=
( - xt x B30
=3 1 1 5
— 4 —ot . o? =
(n:—‘s athe 28 +5 & +s5=0

o]

° ¢ 1 1 7 14

& (n: 7} ;t“.....—;}g‘—;‘;g‘*-‘-—}‘ gi—7=0

& . &/ 1 9 27 30

(n.—a 9 (;;t&.... ;;gs —J;—_;’;g“ +x—2-g4 +-;-g2+9=°
n=12 1 I 11 44 77 S5

(7 (Gmga g~ — -1

&e. &c.  &e.

Posto

NN N
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TAVOLA IV,

Per n impari .
1 1
_...‘2 — 2__ -
. S §—2=0

(G
'}'Zt"'.....-}—;;g‘* +";g’+3:o

o g ( 1 1 6 10
e —_ 8= — 6.“" p— 1 —~— 4 = o2
e &
=10 4 1 8 21 20

FIK......J‘_FgS +;;g6 ;-zgq +-; 82+S"—'°

=12 —l- ‘o 1 10 36 56 35
s8-8 — gt g —6=0

&e.  &e.
Si pongano negli ultimi termini esistenti nell’
cquazioni delle due Tavole precedenti in vece del-
le potenze di g° le potenze del valore equivaleote

2 .
1—x+x* , e si avranno le due altre Tavole, che
seguono .

TAVOLA V.
Per i wvalori di n impari .

1
(”= 3 (—x— 2 3=(14x4x") >
- 1 5
(n ) s:_'ﬁ (5:734 4+ g5t 4ah)

-

n=7% (_‘_ . .Z_ 14 .
e\ pgf gt 8T

X

R e e I
I

I f S gt &z (1t e a8 ot
&c. &e. &e. TA-
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TAVOLA VL

Per i valori di n pari
1
( (; ga=(rx) 1 x
n= 4. 1 4
2 . 2
(,,z 6 \ &1y 8 +3=(1pat 42 X

e ] I 6 10 \ \ . . ;
2lr=s \Ges et 5 g hes b
(= 8

(_mcd 1 21 20 , -
S e vt v b R M

n=12 1 10 o s
( (}; g+ a8 &e. = (1+x’+x4.......+x‘ ):x®

&e. &c. &e. |
s15. Si osservi adesso , che pella Tavola IIL.
gli ultimi termini dell’ equazione rappresentano il
: I
prodotto di tutte le radici = t? ( Lemma IL. ) s

ciod di tutti i quadrati delle linee PC condotte dal
punto fissoP A ciascun’ angolo del poligono, com=
preso nella semicirconferenza . diviso ciascuno di
tali quadrati per x , o che & lo stesso, rappresens
tano il prodotto delle diagonali condotte a ciascin
angola del poligono intero, eccettuale solo quelle,
che sono condette agli angoli contigui al diametro,

e divisa quindi ciascuna di tali diagonali per \/x,
o sia diviso lo stesso prodotto per & , inalzato ad
una potenza espressa dalla meta del numero delle
diagonali divisate . Con questo apparisce 5 che s
trascurati i denominator’i*wz, x*, a? &, chedi-

2 vi-
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vidono £, t*, ¢ &c. da uma parte , ¢ dall'altra
questi stessi denominatori , siccome dotati in ogni
membro della medesima dimensione , rimarra il
prodotto mentovato di sopra , che & rappresentato
dal primo membro dell’equazioni delia Tavola V.,
e VI., moltiplicate per la massima potenza, che
ha r ne’ suoi denominatori , rimarrd, dissi, ..oeiee
= 12t as . 4™, per i valori di» im-
pari, ed = 14-x-fx"+4x% . ~4-x?™72 per i valori
di n pari , essendo nel primo caso 2m-1 il valo-
re di n, ed essendo 2m nel secondo .

-5 16. Per ottenere adesso il valore dei due prodotti
completi, che nascono dalla moltiplicazione di tutte
le diagonali del poligono , essendo # impari, si mol-
tiplichi il prodotto delle linee PC per quella, che
rimane , cioé per P4 = 1—x ; Con questo siavrl
Qa4 4a? e 20T (1—x) = 1—x?™T, ed
cssendo n pari , si moltiplichi il prodotto delle li-
nee PC per le due, che rimangono, cio¢ per P41, €
PE, o sia per (1—1)(14 %) = 1—x%In questa guisa
si ottiene (14-x2—4-x94-26.. 4-x2™7*) (12" )= 1 —21* "

s17. Daquestenltime due equazioni si raccoglie
adesso , che dats un punto nel diametro di un cira
colo , se conducansi da esso agli angoli di un po-
ligono regolare iscritto altrettante rette , quanti so-
no gli angoli, detto » il numero de’lati, e la di-
stanza del punto dal centro = x, si dee avere il
prodotto totale di tali rette=x 1—x", e questa ¢
Ja 1 parte de! Teorema Cotesiano .

Per dedurre da questa la seconda parte si divida-
po in mezzo gli archi sottesi dai lati del poligono
iscritto , e si concepisca un nuovo poligono di
doppio numero di lati, ed a ciascun suo angolo
si conduca dal punto P una retta » Il prodotto di

€58C -
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esse doveh essere = I—x?®; questo si divida pcz
il primo prodottn 1—x" , € ne deriver} il prodotto
delle rette prese alternativamente = 1-+x", e que-
sra & la seconda parte del Teorema proposto .

Applichizino adesso la Teoria alla pratica, e
prima di tutto vediamo, come si possano calcola-
re i seni, coseni &c.

518. Met I. Siccome i seni, coseni &c. da 90.fi-
10 a 150.° sono i medesimi,che d1oigo.Se da 180.°
fino. a 360.° sono i medesimi, che da o fino 2
180° a riserva del segno , che & negativo (8.472.)s
tatto il calcolo si restringe intorno alla ricerca
de? seni , coseni &c. di ua quadrante di circolo .

A quest’ effetto mi fo ad osservare, che il rag-
gio essendo = 1, I'arco di 45.° & (7.503.) ...
o, 7853981633974483 » ¢ percid , che ["arco
di 1" esser dee — 0 , 000004847 &c. Quindt sic-
come un’arco sl piccolo ¢ quasi uguale al suo
seno si pud prender I'arco di 2!, di 3", di 4" &e.
per il seno respettivo dell’arco stesso , finché si
giunga ai minuti primi, dopo di che , si prose-
gue il calcolo fico ai gradi per mezzo delle for-
mole sen.1a = 25em.a cos.ae sen.(a--b)= sen.a cos.b
-} sen. b cos. a, e questo si continua finché siasi
giunti al seno di 30.%, il quale dovendo essere
uguale alia meth del raggio , presenta un punto di
rapporto, con cui verificare il calcolo precedente.

s19. Calcolati cos i seni, .coseni &c. fino 2
30.% , si trova sens (30.°4-6) = sen.30.° cos. b

1 1
sen.b cos. ;o.°:‘;cos.b+ ‘;‘sen.b \/ 3 yovvero , sice

v I 1 —
o il — .
come sen (30.°—b) & =708 b—, sm.b\/ 3 58l

L3 ha
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ia sen. ( 30.° 4 b) = sem. (30.°—b ) - sem b \/ 3»
di dove si vede, che conoscendo i seni da o fi-
ne a 30.°, si possono calcolar facilmente i seni
fino 2 60.° ‘

520. Quando siasi giunti al seno di 60,°, sic-
I

come si ha in generale sen. ( 60.° 4 b) = -
2

I —
senb +-;cos. b\/ 3 > OVVETO, PEE ESSEIT auiasmsngurseuss

1 1 _
sen. (60.°—b) = ';:cn.b—*z“tos.b\/ 3 s camssnenes

sen. (60.°+-b) = sen-( 60.°—b) 4 sen. b, formola ,
mediante la-quale si ottengono i seni degli archi
maggiori di 60.° fino a 90.° dopo di che rimane
compito il calcolo .

s21. Met. 2.° Conoscendo il raggio di un cire
colo , in virth della Geometria si ha il lato del

uadrato iscritto , il lato del pentagono, il lato
dell’ esagono , e il lato del pentadecagono ( Vedasi
la Trigonometria del P. Tacquet ).

Conoscendo questi lati , si sanno per conseguen-
za i seai delle metd degli archi sottesi, cioé si s
il seno di 45.° di 36.° di 10.°, e di 12.° Per
mezzo di questi seni, ¢ del raggio dato si trova
il valore di tuttiglialtri seni con prendere succes-
sivamente i seni de’ complementi , i seni delle lo-
ro meti, e cosl sempre, finché si pud . In que-
sta maniera dal seno di 12.° per mezzo della for-

mola cos. = \/ 1— sen.* , si deduce fos. 12.° =
sen.78-° 3 Dal sen.78.%i deduce(n.480.2.%)sen.39.°
sen. 19.° 30' , sen. 9.° 45" . Di questi se ne pren-
dono i coseni, e cosl procedesi, finché si pud,

p=
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pig]iando sempre i seni della meta degliarchi,di cat

si ha it seno, i seni dei complementi tanto degli
archi dati , quanto delle loro meta &c. &e.

¢22. In questa maniera si ottengono i seni de.
gli acchi compresi fra 45', € 90.°, che non dif-
feriscono fra di loro , che di 45'+ Per trovare i
seni degli archi intermed; si chiami in soccorso I'A-
nalogia seguente , la quale suppone , che si voglia
trovare il seno di un’arco medio fra due archi da-
ti , che non differiscano pit di 45'. La differen-
za degli archi dati, sta alla differenza dell’arco me-
dio, ¢ minimo , come la differenza dé seni degli
archi dati , alla differenza dé seni dell’arco medio ,
¢ minimo ; da questa proporzione , che si vede ma-
nifestamente esser prossima all’esatresza , si deduce
la differenza dé seni dell’ arco medio , ¢ minimo ,
e questa essendo aggiunta al seno dell’ arco mini-
mo , somministra il seno dell’arco medio .

§23. Sapendo in questa maniers trovare il seno
di un’arco medio si operi come segue .

Fra ciascuna coppia di seni trovati col Meto-
do 2.2, e che sono 120, si trovino i seni di due
archi medj , che differiscano fra loro , e frai seni
principali di 15'; Dipoi fra ciascnna coppia di
seni cost determinati si trovino i seni di altri due
archi medj, dé quali ladifferenza comune sia di §"

Finalmente fra ciascuna coppia di questi seni si
trovino quattro seai medj, differenti fra loro diun
minuto , € si avranno cosl 5400 seai, cioé seni
degli archi di un quadraote successivamente mag-
giori di un minuto .

524. Met. 3. Nelle serie, che esprimono il se-
no, e il coseno diun’arco per una funzione dell’
arco stesso , & che somod

Zga4 sen.y

360
y 3 y5 J’P 39
eny=y— -+ —_— —r
¥y 2.3 "2.3.4.5 20344+ 5- 6‘7+2.3.4.5. 6.7.8.9
y ye 8
os. =71 — i e —
J 2 +?.3.4 2.3+ 4.5.6 + 2, 3. 4-5.6.7.8
detto a il quadrante del circolo, (che essendoil dia.
metro =2 , si 52 (§503.) €SSEre = 15 werereevenne
a
570796526794856 &c. ), si ponga 7~ in iuogo d’y,
ed essendo m un numero intero qualunque , le serie

trasformate
a a3 a’ a?

" e &CQ

&c.

£

Me —_ = —

a

m- m 2. 3.n-;;+z.3.4.5 mS 2.3.4.5.6.7. m’ + &e.
a a® at as a8

m

)$e T =1— e :
! ! zm‘+z.3.4.m4 2.3.4.5.6.m5+2.3.'4..8.m8. &e

somministreranno il valore di qualunque seno, e
coseno in parti di raggio , e per conseguenza il
valore delle altre funzioni .

Per vederne un’esempio , cerchiamo il seno di
30.° Fatto m=3 , e sostituito il valore di 2 , colle
opportune potenze , si ha

o o, 523598775598299
n.30°: =cf o, 000327953194428 }=0, §23926736944019
" o, 0oo000008151256
0, 003000000020036
__fo> 02392 5962039
(o, 00000214071;72 =—0,023926736944019
O, 0000000000203!5
=5 come si sapeva.
525+ Scol. Dz{ll’ispezione dei Mertodi esposti si
raccoglie adesso, che le funzioni circolari non si
possono calcolare con esattezza . a motivo delle

I3e
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radici irrazionali, che g'incontrang,, e del rappor-
to approssimatd del diametro ‘alla circonfesenza di
cui bisogna far’uso . L’unico espediente , col qua-
le si pud correggere I'inesattezza, & il dividere
il raggio del circolo in un grandissimo numero di
parti . Le Tavole, che noi soggiungiamo sono c;}l-
colate nell’ipotesi , che il raggio sia diviso in die-
ci millioni di parti .

TA-

{

DELLE FUNZIONI CIRCOLARI.

Sen.

- [¢]
17%3- 24
3489. 95,
5233. 60
6975- 95
8715.57

T A

Tang.
o
1745~ 51
3492. o8
§240. 78
6992, 63
8748. 87

VOLE

Seg. I Log. Sen.
108000. 001  Infin.

100015, 23 8. 2418553
100060, 95 ,8. 5428192
100137. 2318, 7188002
100244. 19| 8. 8435845
100381. 98 ,8. 9402960

Los. Tang.
Infin.

8. 2419215

IS.;428192

8. 7193958

8. 8446437

8. 9419518

OV W A NpwN o

10452 85
12186.-93
13917, 31
15643+ 45
17364. 832

10510, g2
12278. 46
14054+ 08
15837, 44
17632. 70

100550, 82 9. 0192346
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§26. Rimane adesso , che ci occupiamo nell%ogs-
getto principale delia Trigonometria , cio¢ nelia ri-
soluzione dei triangoli .

527. | problemi, che si possono proporre in-
torno alla risoluzione de’ triangoli si riducono 2
cinque .

La ragione di questo ¢ , che de’sei elementi,da
cui vien costituito un triangolo , posson darsene
tre , che determinino il triangolo, in sole cinque
maniere , che sono le seguenti . Che sia dato

1. Un lato , egiiangali adjacenti;

,.° Un lato, ¢ duc.angoli , uno dé& quali sia
opposto al lato dato ;

3.° Un angolo, e due lati , uno d&¢ quali sia
opposto all'angolo dato ;

. Un angolo, ¢ due lati , che lo compren-
dono ;

5,° 1 tre lati.

528, Scol. 1 tre angoli non sono elementi per
cui venga determinato up triangolo , poiché si pos-

sono formare infiniti triangoli dotati de¢ medesimi
di diversi lati . Dalla grandezza relativa

angoli ,
degli angoli si puod dedurre solamente il rapporto

de lati,

529. Probl. Dato un lato di un triangolo , €
gli angoli adjacenti,trovare gli altri due lati .

Solnzione . Siccome il seno di AL ¢ uzuale
al seno di € { Fig.*7.%) si dee aver la proporzione
sen. (A-4-B) : 9B z: sen. B: AC :: sen. A: Bc, di
dove si deduce A4C, e BC.

530, Probl. Dato un lato, e due angoli, uno
de’ quali sia apposto al lato dato , trovar gli altri
due lati.

Soluzione . Le proporzioni , che sodisfano al
pra-

EE T

366 : BCX sen.B
problema,sono sen.A4: BC :: sen.B: AC= "
sen. A
BC sen. (44-B
sew.C : AB :: sen. (44-B): AB= —'—‘—‘i—)
sen. A *

’;31.. Probl. Dato un’angolo, e due lati , uno
de’quali sia opposto all’angolo dato , si vogliono
glxa}m due angoli , e I'altro lato , sapendosi perd
se I'angolo opposto all’altro lato debba esser acu-
to , OVVero ottuso .

Soluzione . Sia B T'angolo dato, ed i lati AB,
AC3 Si avrd AC: sen.B:: AB: sen. C.

Conoscendo cosi gliangoli B, €, si conosce I'an-
gola A4, e percio si ha sen. B: AC:: sen.4:BC,

AC sen. ( B4-0)

]
.

onde BC =
sen. B

| 532. Probl. Dato unangolo, e i due lati, che
co ls:{x;;;rc;:io?o » determinare gli altri due angoli,
Soluzione . Sia dato I'angolo .2, ed i lati 48
AC . In questo caso sta AB ; AC :: sen. C: sen. B .
Duaque AC - AB: AC—AB :: sen. B +- sen. €
sen.B+- sen.C =tang. 1 (B-4-C)

sen,B—sen.C. Ora ;
sen.B— sen.C  tang .y (B—-C)

1
Dunque 4C}- 4B : AC—AB :: tang. Py B4-() :
tang = (B—C). M - =
e » Ma tang.— (B4-C)=tang.(90.°~— )
( perché B4-C=180.° —A) = cot. -;—./t; Dunque

I I
ACHAC: A e — A -
-+ C—AB:: cot, 7 Astang.— (B—C) =



ﬂ Py cot. S A. Conroscendo 8—C , e B3-|-C

& facile conoscer gli angoli 8, e ¢ . Conosciuti questi
AC. sero A

(,AC.—-./{B g | 367

si ha sem. B:4C::sem. A:BC = » ed ecco

determinato il terzo lato .
533. Probl. Datiitre lati, trovare i tre angoli.
Solnzione . Dal vertice O del triangolo 038 si ab-
bassi la perpendicolare OF (Fig.? 6.%), e centro in O,
con intervallo eguale al minimo lato OM, si descri-
va un circolo, che incontriin B, F i lati del trian-
golo; Siavrh BM:B.A:EF:8D, ciod BM:BO}-04::
BO—.A0:BD; Trovato in questa guisail valore di
1
BD, si ha quello di MD. Quindi ME = —~MD di-

vieo nota anch’essa , come pure BE=BD+4-DE=5D|-
ME . Conoscendo ME, e BE , nei due triangoli
MOE , BOE , si conoscono due lati, ed un angolo
opposto ad uno di essi , onde per il probl. 3.° puod
trovarsi I’angolo M, el’angolo 8, con che rima-
ne sciolto il problema . ‘

534. Fin qul dei triangoli obliquangoli . Sia da
risolversi adesso un triangolo rettangolo .

535. In ogni triangolo rettangolo si ha la pro-
porzione R : BC (ipoten.) :: sen.C : AB:: senB 3 4C
(Fig.* 8.%) Ma in questa specie di triangoli si ha,
che il seno di un’angolo acuto & coseno dell’al-
tro ; Dunque si dee avere sen.B 3 cos.B :: AC : AB;
Ma si & veduto(n.469.n.1.)esseresen. B:cos Bi:tang B:R;
Dunque AC : A5 :: tang.B: R :: cotang.C: R .

Questo basta per risolvere in qualunque caso un
triangolo rettangolo , in cui, oltre I"angolo rettwo,
sieno dati due degli altri cinque elementi .

sen.B

Ve-

2368
T Vedj lch .8 . . ol
"~ Vedjamo qualche applicazione dell’ espaste reso-
luzioni trigononrdétriche ; ¢ sia B
. .33y Probl. 1.° Dato,uno degli angoli acuti di
un triangalo rettangolo , ‘e 1a sua superficiexrovare
i suoi tre lati .. o
Soluzione . Sia 'angolo dato =4, # il lato. oppo-
_sto, e siavri,detta s la superficie 5 ed y I'altro
" lato', ¥y = 255 Di poi x:y:sema: cos.a; Dun-
sen. a o
25 €0S. 4 .

— 2 - o— —
que xy‘-y cox..z‘_"”’,edy‘ ‘!/ =

sen. a

——

\{ ' cot_::’ edx =y sen.a _.;‘.\/ 25 cos_.fx sen. a —
TR g

, ‘/«zs sen.a ,‘/;zs tang. a. e ge . - .

‘ - +5 Quindi si ha |’ipotenu-

cos. & . R
et 25 sen. a 25.005. 2
;g;:‘/(x«’-;}»y?);\/( ( tos. a ) + ( sen.a. ) )
25, sema J-25. cvs.%a 25(sen.a - cos.%a
v(® ") v =

sen.a cos.a sen.a. cos.a

. _ \/ 28 R 2 .
= : » € sostituendo R. ! sem. 24 per
Y sen.a cos.a 2 ’

,J’f}].a CQS.G," \/ 4“R _’\/ s R.

- .

£05. 4 sén.a €0s. 4

’ sen. 2a sen.2 a

§37. Probl. 3.° Dati tre elementi di un trian-
golu , che determinino la sua natura, trovarne la
superficie .

Soluzione . Sia dato un lato , e gliangoli adja-
centi 3 Dall’angolo dato ( Fig.* 6.%) opposto al la-
to cognito M8 si abbassi la perpendicolare 0Z ;

Po-
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Posta OE seno tutto , si ha ME: OE :: tang.MOE: R,
e siccome MOE & complementc di OME . ed ME =
cot. M, ME: OE:: cot. M: R. Nel modo stesso
BE : OE :: cot. B: R; Sia cot.M=C, e cot.B=c,
esiavri C: R:: ME: OE; ¢ : R:: BE:OE, e
perd C4-c: R :: ME-BE: OF :: MB: OE.
Trovata ‘la .OE sibala superficie richiesta .
538. 1l caso,in cui sia* dato un lato, e due
angoli non adjacenti, si pud sempre ricondurre a
questo . Se vengano dati due lati, ed un’angolo,
si troverd un’altr’angolo , e si riguarderd come
dato un lato, egliangoli adjacenti . Se finalmen-
te sieno dati i tre lati, ¢ si troveranno due an-
goli , e quindi si operera come sopra , ovvero si
cercherd la superficie per mezzo della formola

1
s=7V/ (a+-b+4-0) (a-b—c) (at-c—b) (b4-c—2) »

che si deduce facilmente dai priacipj della Geo-
metria (Veda I'Ab.Marie pag. 311. , ¢ il D.Tomma-
sini T. 1. pag. 277.) . Si debb’adesso ]

$39. Probl. Determinare un’altezza AB(Fig.*7.%),
nel di cui piano orizontale non si pud misurare
una distanza dalla sua base .

Soluzione . Si vede, che se fosse data la distan-
za DB bgsterebbe prendere col goniometro ! an-
golo BD.4 , e con cio , nel triangolo rettangolo si
avrebbero tre elementi , da cui st avrebbe #B . Ma
suppongasi ignota la distacza DB . Prendasi una
distanza €D in maniera , che uno almeno dé

punti €, D sia , nel piano orizzontale della

BA ; Si misurino gli angoli di elevazione ,
ADB , e £cB . Conoscendo nel triangolo

ACD gli angoli €, D, ed il lato €D, si trovi
‘A a uno

370
uno degli altri due lati AC , AD- in guisa perd 4
che se uno solo dé punti C, D sia orizzontale a 8.4,
si cerchi quello dei due lati suddetti, che va al
punto orizzontale . .

Sapponghiamo , che siasi determinato AD ; Nel
triangolo B£D si avri un lato 4D, egliangoli
B, e D; Non si avri percio, che da calcolare
B4 , e sara sciolto il problema .

540. Probl. Misurare I'altezza di una montagna.

Soluzione . Da un punto .4 qualunque si pren-
da la misura dell’angolo B.AR (Fig.?9.2) formato
dal raggio visuale A8 perpendicolare al raggio
C4 , e dal raggio 4R . Dalla sommitd R si mi-
suri ’angolo A4RL formato dal raggio visuale RL
perpendicolare ad RE, e dal raggio visuale RA ;
Conosciuto questo si ha il suo complemento 4R3,
e percio il terzo angolo RB4, e quindi il suo
complemento #8C . Con questo , nel triangolo
centrale ABC si ¢onosce un lato €4 , e duean-
goli , onde si trova 4#8; Cost nel triangolo ABR
si ha un [ato , due angoli ; Da questi elementi si

, AB?

deduca BR, a BR si aggianga BE =EC__?¢§'d°V°

BC ¢é noto dal triangolo €84 , e si avri cosl ’al-
teaga cercata RE.

CAPITOLO X
Della Poligonometria.

s41. Trattata compitamente lz2 risoluzione de’

triangoli, rimane da trattarsi la risoluzione de’poli-
goni . -

§42. Questa risolugipae si pud ella attenere con
: due
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due Metodi, e con applicarvi 12 risoluzione Trigo-
pometrica , o con prevalersi di Teoremi particolari
indipendenti da!la Trigenometria .

Il primo Metodoé preferibile al secondo per
la facilits , mail secondo supera il primo per il ra-
ziocirio Analitico che lo distingue, e che aggiua-
ge nuovo lustro alle Teorie dell’Analisi.

Noi accenneremo il primo, € won tralasceremo
il secondo .

543. Se in un poligono di # lati , composto
perciod di 2z elementi , vengano dati 22—3 elemes-
ti, si'pud sempre determinare uno quslunque degli
altri tre elementi, eccetrzato il caso, in cai fra
gli elementi dati , vi abbiano parte tutti gli angoli
esterni , perché la di loro somma essendo di un vale-
re determinato, uno di essi derivasi daila somma
degli altri.

5 44. Per determinare uno degli elemeati incogni-
ti per mezzo della Trigonometria, si conducano da
un’angolo del poligeno dato le diagomali a tamtti
glialtri angoli,a cui si possono coedurre.

Quindi si preadano a risolvere i triangoli, che
ne derivano , e si troverd il valore degli elemen-
ri incogniti . B’questa un’operazione molto faci-
le, e basta vederne qualche esempio per esserne
persuasi .

545. Sia da risolwersi un quadrilatero , e sieno
dati 8—3=5 elementi; E’chiaro,che il problema
comprende §6 casi 3 Supponiamosche (Fig.211.%) sie-
no dati i quattro lati, e I’angolo£, coudotez dall’
angole D ladiagonale DB, nel trizngolo BAB si
hanno due lati D.4, 4B cogniti , e I’ angolo com-
preso; Per mezzo di questi elementi sitrovi uro
degli altri due asgoli, per esempio, I"apgoio 4D5:

4a2 con

372 : :
con il che si conosceri'angolo £BD . Fatto questo
si determini la diagopale 8D, e si trovi nel trian-
golo DCB , per mezzo dei tre lati cogniti cia-
scun angolo. Dopo di cid si conosceranno tutti
gli elementi del quadrilatero . Ma vediamo il secon-
do metodo .

§46. In duc maniere pud esser proposta la ri-
soluzione di un poligono . Pud aversi cioé riguar-
do solamente agli elementi costituenti il poligono,
quali sono isuoi lati, ed i suoiangoli; epuod aver-
si riguardo alle diagonali, ed agli angoli, che ven-
gon da esse formati coi lati, e fra di loro, Della
prima risoluzione diremo quanto basta; Dells secon-
da siccome assai complicaia, daremo soltanto le
principali nozioni . R

Teoremi fondamentali.

Dettia, b, ¢, d...k gliangoli esterni di un po-
ligono rettilineo, e detti @', b', ¢' . d'eveern K i
lati fra di essi interposti siha

weensseoraserstR1008 (34-b-0-fduurea—4-K)=0

Heosia—+b'cos.(a+-b)+-c'eos.(a+-b+-c)~d' cos.(a--b-4-c-d)

seersveressrsen-RICOS (@4-b+4-c-du.... 4-R)=0

Dimostrazione . Per dimostrare 11 verity di questi
due Teoremi, basta provare , che abbiano luogo per
un poligoro composto di n4-1 lati , qualora gene-
ralmente sussistano per un poligono di » lati. In que-
sta guisa i due Teoremi proposti saranno veri gene-

ralmente, purché sussistano per rapporte al trian-

olo.
& Sia dunque proposto un poligono .4BCDEFLH
composto di #4-1 lati , e sia condotta la diagonale
FH; (Fig.* 10.%) I lati del poligono EF, FL s AH,
e la diagonale HF si concepiscano prolungate , e gli
an-

v'sen.a-b'sen.(a-E)4-c'sen.(a-b4-c)4-d'sen.(a-}-b+4-c-d)



angoll esterni del poligono #ABCDEFH dicansi 37.3

a, b, ¢, d ...k, sia m=KFH, n=FHM , ed i lati
del medesimo poligono sieno a', &', ¢'; dh.... K
m'=HF , n'=AH,

Sieno pai peril poligono ABCDEFLH gliangoli
esternia b, c,d..Ky M=KFL,P=LH , N=LHM,
ediiatia, b ,c',d .. K, M'=FL, PI=LH, N!=4H,
Ci6 posto se dicasi I'angolo IFL= ¢, sari 180.°—p
=m—M , dal che si raccoglie M=m—;—186°:

Quindi poi si ottiene cos.(a4-b—4-c—4-d wueere. M)=
—(05.¢ €05.(a—4-b—-c..m)—f-sen.® sen.(a—+-b--c.4-m);
sen.(a—-b—-c..d-M)= — cos. psen.(1—+-b—A-c.o-1m)—
sen.t sen.(a—-b-ci..m); cos.(a-b4-c.o- 4-M4-P)=
-cos(g—4-P)cos(a {-h--c..4om)~+-sen(o—-P)sen(a+-b..m)
sens(a—-b4-toert-M~-P)= —cos.(o-|-P)sen.(a {-b..m)
—sen.(¢-P)cos.(a—-b—-4-&..—m) , € da questi valo-
ri deduciamo M!cos.(a—+-b..M)+P'cos-(a+-b..M+-P)
= — cosu(a—-bf-Lorsr.cm)( M'c05. 0 -Plc0s. (:~4-P))--
sen (@—b-coseneemn)(M'sen. o + P sen. (¢4-£)) 5
Misen(a+-b--c...M)4 P'sen. (a4-b+-cooeee. M4-F) =
e—sen.(a4-b—-c.. M)(M cos.o4Plcos. (04-P))— .ove
e C0So (@—-b—4-Cuoe..om) (M sen. ¢—-P' sen. (24P ));
Ma per il triangolo LFH si ha M'cos.o—+4=P'cos.(3-P)
=—m', ed M sen.o-P' sen.(s-4-P) =0 come si sa
d® altronde . Si avrd dunque per conseguenza
M'cos.(a+-b+4-c...My4-P'cos. (a4-b-4-c.cene.. M4-P)=
' cos.(a—-b—4-c...m) . ed M'sen.(a~-b4-Cerereees M) 4=
P'cos.(a4-b+4-t.. M+-P) = m'sen. (@ +-b4-Cotreneccnn. m)

Avendosi pertanto relativamente al poligono..,.
JABCDEFH , a'sen.a+-b'sen(a -b)4=c'sen.(a+-b4-c)

~-m'sen.(@—-b—4-c ceoveee ) =0 5 COME PUTE weveayesane.

a'cos.a-b'cos.(a+-b)+-c cos.(a-b +-0)-4-m'cos.(a—4= E.oum)

a'=o sard parimentc per il poligono .eecesiencs
ABCDEFLH a'sen.a+-b'sen.(a~+-b)-|-c'sen.(a-{-b4-c)
: Aa 3
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..—(—-M':m(./f—}—5+c..M?+P‘sen;(a+b+t..M+P)=o
a*cos.a - blcosi(a-}-B)t-c'cos(a{-b4-€)..-M (Cos.a
+b.M)-+—P’co&(zt+b+c.+M+P)+n'=o,dovc nella
prima equazione si puo aggiungere il termine
w'sen.(a--b+¢..M--P—n) : e nella seconda invece
din' si pud scrivere #' o5, (a-bf-Coverre M~+-P4-1)

Dal fiinqul dettosi raccoglic adesso,che i due teo-
semi proposti' debbon sussistere per up poligono
di n4-1 lati , gualora sussistano per uno di » latis
e siccome fon v’'¢ dubbio, che abbian’ essi luogo
per rapporto al triangolo, ne segue sussistano ge-
neralmente . . : ' ‘

'547. Posta 12 verith dei due Teoremi fondamen~
tali,per mezzo di un’opportuna combinazione di essi,
possono sempre ottencrsi tante “equazioni per la
tisotuzione de’poligoni qmnti sono i lati del po-
ligorio proposto. La deduziont di tali equazioni ,
non meno ¢he la riduzione di esse, onde possano
facilmente ottenersi i valori dell’incognite,richicde
una prontezza d’ingegno non ordiparia o almeno
una somma pratica nel maneggiare le funzioni
Trigonometriche . Noi addurremo un esempio di
ambedue queste operazioni , ¢ da esso potra pren-
dersi norma per gli altri casi .

Sia proposto un quadrilatero , di cui gli angoli
esterni sienoa, b ,¢,d,ed i lati sienoa', b5 ¢, d
e si vogliano I'equazioni,che son necessarie pef la
di lui risoluzione. " .

I due Teoremi fondamentali vengono espressi in
questo. Caso COme appresso ‘

a'sen.a-B'sen.(a-b)—j«¢'seni(a-b+-c) =0

a‘cos;a—{—b'cos.(a—{—b)‘+c'ro:.(a+b+t)~+d' =0

Dal secondo di questi si ha d'=a'cos.a~b'cos.(a-+{-b)

" wwarteosi(a-+b4-c€) , € presi i quadrati
- d‘z;
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d":a*’cos.43+b"cox.(a—}—b)’+c"ro:.(a-§-b+r)2 ~+
2a'b'c'cos.acos(a-4-b) -+ 2a'ccos. a cos. a+-b-4-c)

-}-2b'c'cos.(a4-F)cos.(a-4-b+-c)
A questa si aggiunga il quadrato della prim’equa-
zione , e D& proverrd

d'2=a"*-b'*-c'*}-24a'b'(cos. a cos.(@-+-b)-- sen.a X

sen.(a4-b)+42a'c! (cos.acos.(ab—+-c)4-sen.asen(a4-b+-c))
428 ¢'(cas(a-b)cos.(a+-b4-0)-+4-senla—-b)sen(a—-b—+¢)
.—_a'2+b"+¢"+za'_b'ms.b—{-za'r'cos,(é-{—c)—{—zb?c'cos. c

ed ecco la prima equazione richiesta

L d":4"-{»—12"-{-t"-{-za‘b‘tos.b+2a'c'ro:.(b+c) 4-2b'c'cos. €

Ora dall’equazione(4)si deduce d'-c'cos.(a+-b+-¢)=
—a'cos.a—b'cos.(a—-B) » 0 per essere a=b4-c=362°
si ha d'—f-c'cas.d=—a' cos.a—b'cos.(a4-6) 5 € presi

i quzdrati - ee viene d"-ad'c'cos. d-}-c'* cos.d* =

2 cos.a® b cos. (44-B)* 4 24'F' cos. & cos. (a +-D)

Ora dalla prima equazione fondameatale si rac-

coglie ¢'* sen.d?* =a'*sen.a® 4" sen. (a +- by: 4+
2a'}'sen.a sen.(a+-b) , onde sommando queste due
ultime si ottiene la seconda. ‘
IL d"—-}-zd't’co:.d+c"=a"+2a'b’co:.b+b" ;
La terza equazione & fa prima fondamentale
TIL a'sen. a 4= b'sen. (a4-b ) +-c'sem. (ad-b4-c) =0
¢ la quarta finalmente si deriva dalla prima, con
. sostituire —sen.d in luogo di sen.(a+4-b-}-¢) , per es-
ser d=360°—(a+4-b+4-c), ed&
IV. a'sen.a4-b'sen.(ad-by—c'send =a .

548. Prima di passare'a far vedere come si deb-
ba uno diportare per dedurre dall’equazioni apparte-
genti alla risoluzione di un poligono , i valori dell’
incognite , potremmo trattenerci a parlare d¢l mo-
do di ridurrein certe classi determinate i proble-
: A A 4 mi

—

1.d"=a'?4-b1*4-c'*4-24'b'cos.B+-24
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mi tutti, che possono proporsi siidi un poligono;

ma oltre, che queste classi non sono di alcun giova-

mento, ué per la scelta dell’ equazioni oppostune
alla risoluzione proposta , né per la deduzione dell’
incognite , ¢ cosa facile conoscere immediatamente
il numero de’suddetti problemi per mezzo dalle com-
binazioni , e poi disporre tutti i casi,che si trovano
in quelle classi.che piil si stiminoa proposito , per-
¢id roi passiamo senza pii a far vedere con un esem-
pio,come si debbano trattar PPequazioni che appar-
tengono alla risoluzione di un poligono , affinche se
ne possa dedurre comodameonte il valore di ciascuna
incognita . R

549. Dato un quadrilatero #BCD, (Fig. 11%) i
di “cui lati 4B, BC, CD , DA sieno espressi per
a, b, d, egliangoliesterni a4B, bBC &c. per
A ,B,C D, supposto che sien cogpiti i latia, b, ¢,
egli angoliB, C, si debba trovare il lato d. Le
quattro equazioni ausiliari e sono in questo caso del-
la forma seguente

ii. d"—{—-c"-}—u'd'to.r.D:.z"+b’2+za’b'cos.B

111. o' sen. A--b'sen.(A4-B)4-c'sen{ A4-B+-C) =0
1V. a'sen. A-+-b'sen(A-4-B)—c'sen.D=0 3

Nella prima di queste si riduca il secondo membro
alla forma(a'sen.B—c'sen.C)* - (b'+-a'cos.B4-c'cos.C)*
e siavra T .
d'2=(a'sen.B—c'sen.C)?4-(b'-a'cos.BL-c'cos.C)?
Fatto questo si osservi, che si ha parimente

a"+b'z"r-f':+za'b'tor.B+z.1'c’cos.(B+c)+zb|txcos.c
b sgn. C \? b sen B \? .

. e st 1
- ( a‘-+’m'(3+@ +( €T sen(B4C) +2005.(84-C)

¢! eos.(B4-C)-}-2b'cc0s.C

X
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‘ b'sen. B b'sen. B o »
x(a' sen.(B+C))(‘ sen.(B+-C) 3 Si ponga
! . B
b"mf—i‘—-e ¢ _b_s_e_n —=f,onde si abbia
¢ Tsen.(B4C)~ sen.(B4-C) y .
d'2=e*4-f*4- 2¢f cos.(B4-C) 5 Quindi ne provicne
d'*= (e-}-f*—aef (1—c0s.(B4-C)) =
1
A2 ef sen. (B0 Y . .
e+h (I_‘* 2
(e+f)’
1

4ef:eu.’;(3+0)’=,en,£= , e ne risafte-

— —
e,

Pongasi

. e 2
ra d'2=le--fy w,-_Ez’). 0 sia d'= (e--f)cos. E l.i ango-
s50. Se fosser dati 1 !atl a, cy d, ¢ ge
1iB, C, st trovcrebb; il lato b come segt’l“a.re -
Si trasformi la prlxlmaf igl:azxone ausi
i divenga della fo .
d"iliaébel—l{ia'cos.Bg-{-c'co:.p)z -4 (a'sen. B—¢ sen.C)
Da questa si ha immediatamente

b'-}a'cos.B-4-c'cos. C = \(d'—a'sen. B 4~ c'sen.C)X

14-a'sen.B—¢'sen.C) . o
(d' ;‘; “(”lualora nel poligono vi abblnan.o pax;ti:scl:
: ia di i ione
iaconali , gia dicemmo , che_la risoluz ;
i:?}lgto piﬁ’ cgomplicata , a motivo specnal.mentg. :;i

molti casi che abbraccia . Nondimeno si pu

che questa eseguire , €

1 uente regola, ed¢: ]
scrIV{t;:l: s eig\lella risoluzione dé Poligoni , nei quali

hanno parte le diagonali3 non “si debbon’ avere

i i i o ad un me-
pilt di tee’ parti le cguall appartengan e

non si ha che da os-
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desimo triangolo. E Ia ragione della regola &,
che se vi fosse un'altra parte , siccom’essa ¢ nata
dalle altre tre parti, il numero degli elementi ne-
cessarj alla risoluzione non sarebbe compito , ma
ve ne mancherebbe uno.

552. Osservata questa Regola non v’ ¢ difficol-
th particolare per la risoluzione di cui parliamo; .
ma si richiede soltanto una maggior avvedutezza
nel calcolare , perché moltissimi essendo i casi
possibili , moltissimi anche sono i diversi artifi-
zj » che usar conviene per ottenerne completa so-
luzione .

Noi tralasciamo di esporre il metodo con cui
ridurre i suddetti casi in tante classi distinte , co-
me hanno praticato M. Lambere , Lexell , Mayer,
ed altri,perché eltre di essere una ta) classificazio-

ne di niuna conseguenza , & ancora molto facile
ad eseguirsi . ‘

CAPITOLO XL

Teoria delle funzioni variabili .

_§53. Le funzieni variabili sono quelle,nelle qua-
li ha ‘parte qualche quantity;suscettibile di aumen-
to, ¢ di decremento .

Dalla natura di queste funzioni ne deriva , che
possano esse ricevere delle. variazioni ; noi passia-
Mo a trattarpe . ;

5§54~ Se una funzione di una , o pid variabili ¢,
riceva una variazione finita espressa per Ap,(o=t=Ae)
— ¢ dicesi la differenza finita, e si ottiene con
sostituire: nella funzioge proposta la variabile ac-
cresciuta 4 .0 diminuita dglia.sua differenza , secon-
do che la differenza siz positiva, o megativa, ¢

: quin.
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quindi soterarte dal risaltato la funzione primitiva.
s55. Il calcolo delle differenze finite dee prece-

der quello delle differenze evafescenti , il quale si
occupa nel determinare le variazioni infinitesime
Jelle funzioni variabili . Parrebbe quindi , che que-
sto secondo calcoto avesse dovuto esser preceduto
dz quétlo detle differenze , o variazioni finite, ma

pure egli & avvenuto il contrario .-Noa avviene
quasi mai , che I’ ingegno abbracci sulle prime

uns materia in tatta |2 sua estensione 5 € ‘gene-
ralith . :

ducesi alla soluzione di due problemi . L’oggetto
del primo ¢ di trovare le differenze di una gram-
dezza variabile qualunque 5 ¢ di una funzione qua~
Innque di grandezze variabili . Questo problema ¢
solubile in tutta la sua estensione . Noi lo espor.
remo sotto il nome di Calcolo dirétto delle diffe-
renze finite . 7

L altro problema & I'inverso del precedente, ed
ha per oggetto il determipare una grandezza, di
cui & data ta differenza finita ; questo & sovents

insolubile , o almeno per un’infelicits comune a
tutti i Metodi inversi , in molti cas! sfugpe tutts fa -

sagacith delle regole , e tatta la destrezza degli ar-
tifizj . Noi ne trattétemo sotto il nome di Calco-
lo inverso délle ¢itfequc finite . ,

SEZIONE L
“Calcolo dirette delle differenze fimise .

§57. Probl. Determioare le varfazioni finite di
una qualunque funzione algebraica, compostd di
una, o pitt varizbili-+ .

B b So-

556. Tutto il Calcolo dcllé differenze finite ri- |
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Soluzione . Comisciando dalle funzioni di una so-

la variabile ¢ Sia 1.°

le: 1.” proposta adeterminarsi i

» ] ) arsi la diffe-

;:nza ﬁn::ai dlluna funzione potenziale x™, Si ;;g;-
x==Ax in luogo di x, essendo Ax una quan-

tita finita qualunque, e si avri Ax™ = (r=EA )™
. 2 }

m (m—1) (m—2 ) T+ 2 A eAds
2.3 X172 Ax3 &e.

&S‘Z il ;zollessc A. .(x+_y+z &e. )™, si porrebbe
ela diifercnl;(;g?réd'la.rn’y-‘;?ﬁv o ooge di y &e.
i uova funzione ri
la ggz;ox;cupropfcnsta sarebbe la diff:re:zs: ltcar:,rtccat,a :
Sia 2.7 pa funzione di due variabili : )
ﬁ.::y-(xﬁA;)m:Ay)—xy:i—xAmAx—sz,x%ﬁ
eruna funzione della forma (wyzex & ) Topera-
zione € la medesima . ) lqpem-

. ° » x
Sia 3.° una funzione finita — ; Si avry ’
x sessspenglda
An_= I ~ A ———
Y = A0 7= (b Ax) (yozdy) '-x.y":i-i*
xAy AxAy xAy? g

e
Jz e yz == ‘y; &ec.

Egu. i p
- Egualmente si procede per trovare la differenza

~ finita di Funziope (x,y, : &c.) :

t,#, k &c.

Sia 4.° Una funzione r#dicale X 3 pongasi

==Ax per x in X il ri i
s ed il risultato sia X'; si avra

on ',':‘: X'—l -_I 1
»—X T ; Se sia per esempio X =

P
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2 2 21—
—x =T X

o o
= )

? = (@Ax) P

x%, sara A x

2 f2—Nn 323

AxtT\"7, )% Ax? &e. &e.

558. Scol. Se gli aumenti successivi di una fon-
zione X si rappresentino per x, X', x'" &ec.
cosicché X' esprima cid che diviene X con porre
» ==Ax in lnogo dix, e X'! esprima cio che di-
viene X' con porre per x, x==Ax &c., si avranno
le formole generali , che seguono AX= X —X;
AX' = X''—X'AX"= X"'— X" &c.

559. Le differenze delle grandezze essendo an-
ch’esse grandezze, sono suscettibili di variazione .
Questa dicesi differenza seconda 3 la variazione di
una differenza seconda si chiama differenza terza,
e cosi in seguito . Queste differenze sl rappresen-
tano per A?, A%, A* & A™, € si possono espri-
mere per le funzioni X', X", x'" &c. Infattt
avendosi A X = X'— X si ha A? X=AXx'—AX , ¢
sostituendo i valori di Ax'. e AX,=X""—2X'4-X.

Nel modo stesso si ha A’X = A* X' — A*X =
- X' —3 X" -} 3 X'—X, e cosi in seguito.

n(n-1)
Si ha pertanto A"X= X(M-— nX"h
n(n—1) n—2)
+— 3. 3 x("3),&c.dove gli esponenti non

XM
1.2

esprimeno moltiplicazione , ma ’ordine solamen-
te delle funzioni .

Trasponendo le formole dello Scolio 1.°, e so-
sticuenndo i valori di X', X", XI'* &c.si ottiene con

n(n—r1)
egual facility X(M=X—- nAX% - " A? X 4 voee
n(ti—1 ) (n—2) I
—_— s A3
i.2.3 ATX + & §60.
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"~ g60. Da questa formola ¢ facile a dedurre Pes-

psessione del termine generale di una serie algebrica
(n-1)(n-2) (n—1)(n-2)(n-2)

zafm—1)b+—" 7 ¢+ d&c.

1.2.3

dove a esprime la funzione , che serve di primo
termine , b, ¢, d , &c. le diffeienze successive
dei termini contigni , ed » I'ordine relativo del ter-
mine , che si cerca. o

'§61. Pud avvesire perd, che s’incontri qualche
differenza costante , e che per conseguenza la di
lei variuzione sia zero. Per esempio i Termiae
generale di una progressione Arismetica ¢ una
funzione variabile , di cui le prime differenze sono
costanti ; 1l termine generale della serie de qua-
drati d¢ pumeri naturali 1, 4, 9, 16 &c. éuna
funzione variabile , che ha le differenze seconde
costanti ; 1l termine generale della serie d¢ cubi
dé numeri naturali ¢ una fanzione variabile di cui
le terze differenze sono costanti , e cosl ia se-

uito . :

562. Scol. Ci somodelle questioni nelle quali &
necessario riguardare gualche differenza come co-
stante , € questo si concepisce da cio, che si ¢
detto di sopra.

Si danno perd infinite questioni , che non ri-
chiedono punto , che si ponga veruna differenza
costante . Tuttavolta , siccome pud attribuirsi ad
una data grandezza quella wariazione , che si giu-
dica pilt a proposito , purché le variazioni dell” al-
tre Guantity dipendenti dalla prima sieno subordi-
nate alle variagioni, che si somo attribaite alla mre-
desima , & sempre permesso in un problema di sup-
porre una delle differeaze cume cosmnte , avver-

: ten-
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tendo solamente , che le altre quantita ne d‘cbbo-
no variare in comseguenza, ¢ che non si puo sup-
porre un’altra differenza costante , eccetuato il
caso in cui per fa natura detla questione , una
dell’altre differenze dovesse avere unm rapporto co-
stante con quella, che si & supposta costante .

Qi rimane adesso da vedere , comc s1 [Ossa de-
terminare la variazione di una funzione Trigono-
metrica , e Logarimmica . A quest’oggetto sia .

563, Probl. Determinar la differenza di sen. ¥,

di cos.x .

) Soluzione . Si avri A sen.s = sens(s+-Ax)—=sen. %

sen.x cos. Ax-t- sen A% cos.x — sen.x € sostitaill 1

valori di cos.Ax , € di sen.Ax ; A sen= Ax cos. x
Ax? Ax3

—con.% ——c05. ¥ &c.
—; 2.3

Col medesimo raziocinio si trova A cos. % = oue

Ax? Ax3
- Ko —s¢B. ¥ — &c. cCOME
—AXSENX. ; cos 2.3
sen. X cos. X

' —_— x=A." &c.
pure A tang.x= A‘ws' 2 € A cot.x=A e %

§64. Probl. Determinare le variaziori finite di
gualunque funziope logarimmica . [
Soluzione . Sia proposto a differenziarsi Log- %

Ax
Siavrd A.log:3v=lo‘g,(xiAx)_log.kzlog.(  E= =R

Ax  Ax? Ax?  Ax?

£ e &G () ¢
T ox ax? 3x3 4x4

Se la funzione logarimmica fosse di qua{unqu:

‘altra forma, per esempio logx™ , logexy s log- y

nog

iMJm-xAy + —T———ym'z Ayz e
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nog si avrebbe,che da sostituire nella formola
(~2) 1 valori opportuni in luogo Ax , a tenore di
€io , chesi & detto di sopra.

Qualora si avesse (log.X)™, essends X una fun-
zione qualunque di », e m un numero qualunque,
pongasi log.X=y , e si differenzj y™; indi si ponga
nella formola, che ne risulta, Ciof ..vecreeeeseoseseerres

m(m—a1) wm(m—1)(m—:2)

2 I.2.
il valore delle potenzediy, come purc3 di Ay, e
delle sue poténze , e si avri la differenza cercata .

Qui cade adesso in acconcio dimostrare il se-
guente

§65. Teor. Se una funzione variabile nelle suc-
cessive sue variazioni passi dal positivo al negativo
o viceversa, essa dee passar necessariamente o per
zero , o per linfinito.

Dimostrazione . Sia la funzione 4—x, € suppon-
gasi ¥<a sa2rd a—x positiva. Se x vada crescendo
diminvird il valor dia—x finché¢ divenuto x=a si
abbia a—x=0 .Cresca ¥, ed 4—x prenderd un va-
lor negativo . Per vedere il passaggic per I'infinito,

basta fare lo stesso raziocinio sulla funzione

3

R R

SEZIONE IL
Calcolo Inverso delle differenze finite .

566. Essendo % il segno esprimente 'operazione
opportuna per dedurre da una differenza finita la
funzione primitiva, che la produsse, é chiaro, che
8i ha primieramente XA. x=x=tC cioé¢ == una quan-
tity costante , che puo essere svanita nel prendere

‘ la

Y3 Ay? &e.
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la differenza, e ché si determina secondo la natu-
ra del problema,di cuf si tratta, come yedremo in
appresso . » ]

m;6 7. Trattandosi di trovare la somma finita del-
la differenza di una potenza x4 siccome sl ha ...
) ' m(x-1)

XM a™ T A —xM 2 Ax?etz &cosi vede,
I . z

che dee aversi ¥,
_Lom(m-1)
ZAXM=E (mmx™ T A% xM 2 Ax? &, )=4"

563. Con la medesima riflessione si vede, che si
ha generalmente X xAyyAx-4-AxDy) =%y , come
ancora :

xAx xAy AxAy xAy? x
L k6=

559 Sivede di qul, che se la qit’fcrenza proposta
sia una differenza perfetta, non si ha che da osser-
vare in virtl de’principj esposti di sopra per la dif-
ferenziazione , qualsia la funzione, cie puo averla
prodotta ; Essa & la somma finita che st cerca .

Terminiamo questa difficile, e scarsa Teoria col

seguente -
o. Probl. Data una potenza X trovar la fun-

zione, dalla di cui differenziazione sia deri_s;afa .
Soluzione.Si pong‘,ﬂx?c“‘.:Axm*“T}-Bx“‘ - Cx™ T 4-&ee

Si prenda la differenza finita da amlze le parti,
e si dispongano i termini omologi in coionna ver-
ticale , onde siabbia

. -
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gi facciano eguali a zero separatamente i cocfficiog.
ti di ciaseuna celonna verticale, € si dedurranng
ivaloridi A4, B, C&c. , e con cid la somm3
richiesta. 1 (m—+4-1) . 1

.Si ha infatti .A:(;‘_;_‘;)—Ax; B= -J"‘”;‘“Ax:.*; ,

(m—-1)m m
Ax? —B— A x = &c. 3
2. 3 2

(m—-1)m(m—1) m (m=—1)
Do — Ax3 — B—
3. 3. 4 3.3
(m—1)
—C ""sz &e.

Sostituiti questi coefficienti si ottiene una formo-
la generale, che somministra in qualunque caso la
somma finita diuna petenza @,

SEZIONE JIL
Calcolo dirvetto dei limiti .

C=— A

§71. Veduto il Metodo di trovare le differens
ze finite, nasce naturalmente in pensiero di pas-
sare alla ricerca dei limiti, ai quali si vanno in-
definitamente accostando i rapporti delle diffe-
renze finite di due variabili , che si suppongo-
no diminuite oltre ogni limite . Questo & sta-
to il passo pilt mirabtle dell’umano ingegno , e
fu mosso dal gran Newton il primo sulle dub-

bie traccie di Barow. Entriame a gustarne que’
primi saggi , che sono pil opportuni a porgere
ai giovani le giuste, fondamentali-idee del Meto-

- (m—4-1) . m+1m (m_l)xm_:
S DA AT AT T

m (M1 . do diretto de’limiti , detto volgarmente Calcolo
+ Bmx™LAx BT, X m thfcncnziale: ©
. 4- C(m—1) X" 572. La differenza finita di ¥™ sid& veduta essere
; ) _

Bb Si
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m(m—1)
AxPztmx™ xAJc‘—}-—"—‘‘—_"x""’AJc &e.
Ax™
Si divida per Ax, e siavra A 7= ™ 4 e
m(m—1) .
"‘T—;"‘x’“":t&c.Si supponga diminuito Ax oltre
D™ ]

ogni limite, e rimarid =mx™"" ; preso il se-

goo ¢ d per esprimere la differenza evanescente, sard

d.x™
I —mx™T 3 si ponga x™=y , e si avrd finalmente
d-y AP
T x =mx™ T, che &il limite,a cul st va indefini-

X
tamente accostando il rapporto delie_ due variabili
X, y » considerate come nascenti , 0 come evane-
scenti , oggetto caratteristico . del Calcolo Dif-
ferenziale .

d;‘V .
* H o m=I i H
. =mx uppone di sua
573 L’equazione ;- bupp

Lo}
patura che Y abbia un valor finito » Che ¢id sia

cosl , eccone una prova. Sia la funzione ..eeesseecs
(xm____am) o )
K~ e ———— Essa, fatto x=4 , divicne'g; nondi-
meno se facc:asx la divisione con supporre x inde-
terminata, e nel gquoziente
K(x™ " 4-a" xm‘z"+¢‘“x’“ =30 &, ) si ponga ¥=d 5 st
ottiene K funz.re a ™™ per il valore deila sudetta
frazione quando ¥=1 .
Vcdlamo,come si determini generalmente il valo-
Bb > re
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o M °
re di Sia Luna frazione, che divenga="_ nell’

ipotesi dl x=a ; Si ponga ¥-4-dx in luogo d’x, on-

M-4-dM
desi abbmm' in questa si faccia x=a ', ©
dM M
7:&— s-ari il valore di 'ﬁnell’ipotesi di ¥ =a~dx,
osiadi ¥=a .
d. M o

Se risultasse=—", si opererebbe come sopra.
d. N o 4
o

Si vede di qui,che & an’espressione inde-

terminata .
574~ Se I'esponente m fosse fratto, non si tarde-

r3 punto a trovare il limite . Pongasi m= ‘q‘ sesi

avri in generale

R P p 1
(.’_}'-':d(x q :‘q‘x Ty = x 1 d¥ = eeennee

q X
P d.y P
q —— » € finalmente T e
e Y o

In generale, se si avesse da ditferenziare una
funzione complessa (¥"4-hx™ f-cx" &e. Y2 si farebbe
=XP , e si avrebbe d. XP = ciiiiviirieriiiseneiniiininne
PXPd X=p(x" 4-bx™ 4-cx* Kc. )P“d (=" +qx“‘ &e.)
dove p potrebb’ essere qualunque intero , O
fratto . :

575. Col medesimo principio delle differen
ze evanescenti si ottiene il limite di vevsversneee

o



. 8
A(w) dixy) xdytydx xdy=—y dx 3%

A ede de = dx +dy _ e ; e
percio si ha d.xy=xdytydx , che dicesi il differen-

ziale di xy. x
576, Nella stessa maniéra si trova A'?
Dy ™ f, Pdx  xdy Ax

=" ed éd‘ y = (—""' 2 ): dx:'t;on sor

Ax , S |
dx

ydx—xdy , X ydxe—xdy

i e si had.— = .
yrax Y J

§77. Da tutto questo si raccoglie 1.° Che per
ottencre il differenziale evanescente di upa potenza
x™ si dee moltiplicare la potenza stessa per il suo
esponente , e dividerla per la radice x. 2.° Che per
differenziare un rettangolo xy si dee moltiplicar
ciascuna variabile per il differenziale dell’ altra .

) . x
3.° Che per differenziare una frazione— si dee

moltiplicare per il denominatore il differenziale del
pumeratore ; sottrarvi il prodotto del numeratore
nel differenziale del denominatore , e dividere il
risultato per il quadrato del denominatore . Con que-
ste tre regole non v'¢ funzione algebraica, di cui non
si ottenga il differenziale .

578. Scol. M. de la Grange in una lettera al
Conte Fagnani I'anno 1754. diede una formola ge-
neral_c » per cui si ottiene immediatamente i} di?fc.
renziale , del prodotto di un numero qualunque di
variabili . '

Siccom’ essa ¢ non meno semplice, che elegan-

Bb 3 ®
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te giova qui addurla brevemente . Essa & la seguente
m(m—a1)

(xy)m:xm‘yo_‘{_mxm—!y!_{_ ____-.z xm—1y2 &c..

In essz m rapprescnta 'ordire del differenziale,che
si cerca, e percio & mostra. che la quantitasi dee
prendere nell’attual sua forma . La generalith di que-
sta formola si puo verificar facilmente; In appres-

so si puo vedere, che serve ugualmente perun o

mero qualunque di fattoriz
579. Probl. Si dimanda il differenziale di una
funzione logarimmica qualunque . :
Soluzione . Nella differenza logarimmica A logl x
Ax Ax*  Ax?

= —w———mb— — &¢. si divida per Ax, ¢
PLaPTE ) c. si divida p >
d.logx 1
facciasi Ax evanescente jrimarrd—, — =" ©
dx dx X

percio dogx="".

Se x fosse una potenza intera, o fratta, onde si
avesse ¥™ , si ridurrebbe quest’espressione id mlog.x
e se % fosse un prodotta,..oppure un gquoziente, si
dividerebbe il logarimmo nelle sue parti , ¢ si ope-
rerebbe come sopra. Resta che abbiasi a differen-

ziare log.x™ 5 In ‘questo caso , facciasi log x=y , &
- dx

TRT L e
ox

e si avra d. log.x™ =d. y™=my™ " dy =m log.

=m log. x™ %, dx . :

§80. Cal principio delle differenze finitesi tro-
va con cgual facilita il differenziale di un sefio,
e di un coseno; Si ha desen.x = dxcos.X ; € corsieser

d\T05.X e dX SERX .
581,
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581- Gli ust incomparabili di questi princip?si
vedrango nel Calcole Differenziale da coloro , che
vorranno proseguire gitesti nobill , ed amenissimi
‘studj . cor o

Intanto vediamane un saggio nella formazione di
una potenza{a—-x)™ : Questa si PoDGA ... cuecirires
= A} By4-Cx*-4-Dx? &c. ; Siccome ambedue i mem-
bri dell’equazient(a4-x)™ = A-4-Bx4-Cx'4-Dx? &c.
si supposgono eguali , per un’egual mutazione deb.
bono conservar 1 eguaglianza. Si faccia dunque
x=0 , e siavry a™=4. Fatto questo si prenda -l
differenziale da-ambe le parti, ¢ si avrl cennns
m ut-x) T dx = Bk - 2 Crdy - 3Dx*dx &e. Si
ponga diauovo x=0, e si divida per dx .,

Rimareh ma™ " = B; Si differensj rmovamente
P'equazione rimasta m(a—-x)"™ "=B- 20x+4-3Dx* &e.
8i trova m(m—1)(a-+x)" " da=2 Cdx{-6Dxdx - &a.
Dividasi per dx, e facciasix=o, €3 AVEL sersnenncase
m{in—=%) '

" a™2=C , e proseguendo nel modo stesso

si troveranpno .tutti .i coefficienti della formala
Newtoniana. Non & gia che questa sia una dimo-
strazione del Teorema Newtoniano , perche il ‘Cal-
colo differenzidle dipende da esso . Fu un errore
dell’ Bulero il credere yche il Teorema Newtoniano
si potesse provare col sudetto Caicolo . Quando
una verith si & dimostrata una volta , ¢ facile di-
mostracla in molte altre masiere, ma si richiede
assai di avvedutezza, perch¢ le seconde non dipen-
dago dalla prima. .

Bba SE-

- R e
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SEZIONE IV. .

Calcolo Inversp de’limiti .

582. Appena si fece il memorabil passo dell’
Analitica determinazione de’limiti, tostosi comine
ci a sentire il bisogno di. tornare dai’ limiti alle
funzioni, da cui essi-erano derivati . Il Metodo
che si occupa di questo problema, e che dicesi
Metodo inverso de’limiti , e Calcolo Integrale , pun-
to a! Metodo diretto non cede nella .feconditi , ma
disgfaziatamente lo supera di assai , -sorte comupe
dei Metodi inversi , nella difficolta , e nellintrica-
tezza. A noi non. appartiene che attingerne le pri-
me idee . ‘ ,

583. Siccome si & veduto esser d.x™=mx™ 'dx ,

.

posto che sia il segno defl’lntcgrazionc s Si ha

f d.x™ =m/ X% dx cioé x™=m / x™ gy st Si fac-

xn{-!

ciam—1=n, ¢ si avra ‘/;“dxsm, fors
mola, che ¢i somministra una Regola generale:
Che per integrare una differenziale monomii basta
accrescere il suo esponente di un’unitd, e divi=
derla per 'esponente cosl accresciuto ,- e per il dif=
ferenziale.

'584. Essendo proposto il differenziale d.xy=xdy

~} ydx si avr}, / (xdy—-ydx)=xy; come pure se ven-

) x ydx—xd .
ga dato il diflerenziale d (3‘) = "“;{'— s Sl
avra
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: ——__—ydx—axdy VO ’ nifesto
avra % ): com’® per se manifesto.

585. Scol ‘Giova qui osscrvare,ch; per mezzo
della formola di M. de la Grange si pud trovar
Pintegrale di qualunque ordine del dif-
di pid variabili . A que-
esi avry Pintegra-

pronvtamcn"tc' 3

ferénziale di un prodotto di

st'cffetto si prenda m ncgativa,

le che sicerca.

s86. Rimane
dx dx

integrare 5 sarebbJ < ;log. X come pureb.r.

dyN\ x .
(i‘_r___;’.' =log.—> ¢ cost di molte altre funzio-
X ) y
ni di questo genere . . .
E (lhe avendosi dx cos. x, H—dx sen.x > 3 dee

avere /c;x €05 X = SEnX> € el SER. X = COSs X o

Questo & quanto si richiedeva per agevolar.e il
septiero all’intelligenza di alcune cose, che verran.
no in appresso, € per dare una leggiera , ma giu-
sta idea del Calcalo Infinitesimale .

SEZIONE V.
Teoria delle funzioni Massime , € Minime .
e funzioni variabili ve ne sono a}cu-
ne, i di cui decrementi , o incrementi sono ci#co-
scritti da limiti determinati, cosicché giunte che

sleno esse 2 questi limiti, la di loro variazione
retrocede , finché ritornt, ad un’altro limite , € co-

si in seguito .

da osservarsische se si avesse da

$87. Fra 1

1l limite d’incremento dicesi valor Massimo , cc}l

1

o

T T

o S

o
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il l?mitc di decremento dicesi vilor minimo della
“funzione, di cai si ‘tratta .

588. La ricerca dei valori che avér debbono
le variabili componenti una fungione, perché si
trovi ecssa in un limite , appellasi Metodo ac’Mas-
simi , e Minimi, ed & un ramo di Teoria non men
diletievole , che dovizioso, tante per la scoperta
di moltissimi Teoremi astratti , e geametrici , quan-
to pel ritrovamssto..di melte sublimi vesita in
tutta la Fisica. E :

. .s89. E’da questo metodo per esempio, che si
si nella Ballistica, qual esser debba ta figura de’
projettili , e quale la via angolare , ¢he debbono
seguire , perché fa funghezza del ‘loro cammino
risulti la massima. e

Per esso nel Idranlica si sa, qual.debba esser la
curva, che riceva da wna colonna diacqua il mas-
simo colpe ia tutte le situazioni. Per esso ncila

‘Nautica non s'ignora la precisa figura esterna di
un vascello, disposta ad incontrare la minima re-
sistenza , e lo stesso dicasi di altre non meno cle-
ganti , che vantaggiose scaperte . ,

590. Probl. Proposta una funzione di uvasola
variabile, determinare le condizioni, che sirichie-
dono , perché sia ella suscettibile di massimo, o
di minimo ; fssare-i critesj, per i quali conosce-
re se 4an dato valore debba produrre un massimo,
o un ‘minimo; e determinare una formola , la qua-

te*comprenda tutti i valori deffa variabile, che
possono render tale la proposta funzione .
“Solnzione . Sia fa funzione generale...vuiiecess

¥ ™| gx® 24 &g, J-K=Punz.ne (x);Pongasi

 x==Ax in luogo dl ¥ ¢ sia Ax estremamente pic-

colo. Bacile 7 vedersi che st avrh [ funzione tras.

formata, chesegue
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m(m——1) : m{m—1)(m—2)

, (m—1)(m—2)
+me‘ii(m___l)pxm“l + B "
A-ga™ T 2(m—-2)g ¥m73 &e.= Punz.ne (r=Axs e
xm+pf““+qu—’ <eeses =K (=Funz.ne (X) )
..**:(mx’“"‘+(m—-—-1)pxm"+(m-—z)qx“‘"’ &c.) Ax

m(m—1) (m—1)(m—2) .
+( x4 ; pxm? &c.) Ax?

m(m—1)(m—2)
- ,
2.3

™73 - &e. ) Ax3,
+ &e.

Si ponga il coefficiente di Ax=P; quello di Ax*=2,
quello di Ax?= Ko ecosi in seguito, © si avra -
Funz.e (x=Ax)= Funz.e (%) j:’PAx-«}-QAx’::RAx’ &e.
Si raspanga , € SaFd secssegsisucrmerenasistosss o1or
Funz.e (x)= Funz,® (xiAI):-_"."‘PAx-—-QAx*;tRAf’ &e.
¢ separando i SEGT w-ecuomrsnscssrsosmensaasmsasnessesnistsnes
Funz.e (x)= Funz.e (x'+A13—PAx—;2Ax’+RAx’ &e.
Funz.e (x)= Funz.e (x-—Ax)—}—PAx——-QAx‘—«{—KAx‘ &e.
S’ avverta adesso, che ﬂuando funzione (¥) arri-
va al massimo , deve esser > Funz.¢ (x4Ax, €3>
Funz.e (x—AX) 5 € che quando arriva al minime
deve essere < Funz.e (x4-41), < Funz.e (x=Ax)
con questo si vede chiaramente , che sussisten-
do PAx non pud aver luogo nessuna di queste due
condiziont , -percheé 2 motivo di Ax estremamente
piccolo PAxX> DAx*, ¢ percio e Tisulta .cccene
Funz.e (1) < Fupa.e (x4-4A%) 5 €
Funz.® (x) > Funz.e (x——BDX) o
‘Nell’ ipotesi dynque del massimo, o del mini-

mo deve csser P=0 , € percio deve AVEEST eroreasiee
Fun-

P &

wesérae g

— x" 3 A &e.
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Funz.e (x)= Fanze (x4 Axy—QAx*—RAx* —SAxt &
Funz.e (x)= Funz.e (x—Ax)—2Ax* 4 RAY —SAx* &2
~Ora si osservi a motiva della somma piccolezza
‘dx Ax, la quale si pud supporre indefinitamente
prossima all’ evanescenza , Ax? deve risultar trcl
giore della somma di tutti i termini, che-le succc;cg):
no , e si vedrd, che essendo @ positivo deve aversi
Funz.e (x) <Funz.e (x4-Ax), e < Funz.e (x—AX
c cl}e essendo & negativo deve aversi .(< v h
Fanz.s (x)> Funz.e (x4-Ax), e Funz.e >(x:.:Ax)‘
Ecco dunque , che la principal condizione d l.
la possibilita del massimo, e de! minimo ge c;-
;‘1:) [;:?l - Posta questa , se 9 sia positivo,, avrg
il {;gmssll_mt(r)ll‘mmo » © s¢ 2 sia negativo, avrl uogo
Ora P non ¢ altro i '
n'mltipli.c:na ordiuatame’ntihepcl: f;w;;gncc Popos
rimmeticam , m—1 s M—2 ... m—m gti o o
finche abb_l_a luogo il massimo , o il %n;,iniunque i
essere mx™ '—i—(m—-x)pxm"_}.(m_z)qu—zm‘a deve
cioé x"deve essere uno dei valori compresi ln C.:O:
equazione . E’ dunque dalla soluzione di ess queit
si possono. sapere tutt i massimi, e tatei i i
di cui & suscettibile la funzione proposta Jm
Siccome poi 2 altro non &, che la fu zi
moltiplicata ordinatameate per la progre one. 2
rimmetica m—1 , m—2 , m—3 ... m..i.,,: ;tone_ -
sostituire ciascun valore di x dedotto daﬁ?:v::
f:,(::c::o é pet 1 metodi , che esporremo, x?ella
e dnean :1 upe;l poter decidere quali vaiori di x
assimo , e quali un minimo .
nosig’:.usacql. 1. Tutti i valori di », che verifica-
0 'equazione P=o, essendo sostituiti nella fume
zione proposta debbono renderla us massimo : o
v H

un
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\un minimo . Difatto non vi & veruna ragione suffi.
ciente, per cui si debba preferire uno pilt tosto,
che un'altrodi tali valori; mentre ciascuno sodisfa
alla condizione richiesta. .
s92. Scol. 2. Nel caso, che oltre di P svaoisse
asche @, per il raziocinio stesso , per cul s ¢
provato, che non pud aver luogo massimo , ng
minimo, senza che vada a zero P, rimane dimo-
strato, che deve andare a zero anche R, € non
$, e che dal segno positivo, © negativo di § st
deve conoscere , se ciascun valore di x sodisfacen-
te all’equazione R=0 debba rendere la funzione pro-
posta un massimo , o un minimo ; e lo stesso di-
casi , qualora svanisca § , e cosi in seguito .

593. Probl. Data una funzione di un numero
qualunque di variabili , determinare le condizioni,
dalle quali dipende la possibilita dei saot massimi,
e minimi , trovare un’equazione, [a quale com-
prenda tutfi valori , che li possano produrre , €
distinguere quali debbano produrre un Massimo,
e quali un minimo . ]

Soluzione . Se 1,° la funzione propasta sia com-
posta di varie funzioni distinte di diverse variabi-
li, cosicché sia della forma X 47 = Z &c. do-
ve X & funz.e (x) , T & funz.e (3),2 ¢ funz.e (2) &ce
non si deve far altro, che determinare i massi-
mi , e i minimi di ctascuna funzione separatamen-
te per mezzo del metodo esposto - 'Dopo.dt cid,
quante combinazioni si avraono dei yalon produ-
centi un massimo di ¥, , z &c. tantt massimi po-
tr) ricevere la funzione proposta, e viceversa, quan-
te combinazioni si avranno dei’ valori dix, 9,2 &e.
producenti un minimo , tanti minimi ‘potra rice-
vere la proposta funzione. ’ o

i
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Di questo poi se ne capisce la ragione facil-
mente avvertendo, che una funzione di pid varia-
bili, non fud esser massima ; O minima, senza
che ciascuna variabile cospiri nel medesimo tem-
po a produrre un massimo, o un minimo.

2.* Passiamo al caso,in cni le variabili sono mi-
ste insieme in qualunque modo per meltiplicazione,
o per divisione . ,

Nel primo caso , inerendo al principio , che cia-
scuna variabile debba concorrere nel medesimo tem.
po al massimo, o al minimo, si dovrd conside-
rare la funzione totale come composta successiva-
mente di una sola variabile, e formarse [’ equa-
zione P=o . [n questo modo si otterranno tante
equazioni della forma di P=o, quante sono le va-
riabili, e Ja queste permezzo dell’analisi, si de.
durranno tutti i valori di ciascuna variabile, ca-
paci di rendere per se stessi la fanzione proposta
un massimo, 0 un minimo. .

Determinati questi valori, quante combinazioni
si avranno dei valori producenti un massimo , di
tanti massimi sard suscettibile 1a funzione, e lo
stesso dicasi per rapporto ai minimi .

Nel sccondo caso Ja funzione si conterrd general

A -Bx -Cx* &c.

mente nella forma B e
-

= (A J-BxCx* &e) X A 1BrqCr & do~
ve A, B C &c. sieno funzioni algebraiche qua-
lunque di.y, 2z, #5 &c. Ora ua prodotto non pud
esser massimo , ©O.minimo , senza che massimi
sieno, o minimi nel tempo stesso i suoi fattorij
dunque basta trovare i valori di ¥, che rendong

mas-
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massimo , o minimo il fattore A4-Byx4-Cx? '&:
per cid che si ¢ detto di sopra, e lo stesso operare
per gapporto alla funzione A'4-B'x4-C'x* &c. ap-
vertendo solamente , che quei valori di x , i quali
rendeno un massimo &'--B'x-4-C'x* &c. rendono

1
un minimo la frazione 57 mio g oz -
viceversa . A'4-Bx4-C d &e.

Si osserverd pertanto quante abbiansi combina-
zioni dei valori producenti un massimo, e quante
se ne abbiano di quelli producenti un minimo , e
saranno cost determinati tutti i massimi, e i mini-

A-4+-Bx--Cx* &e.
mi della funzione fratta AL B Ox &e.”

Questo ¢ il metodo di determinare imassimi,
e i minimi di qualungue funzione "algebraica rz-
zionale . :

594. Scol. Non & difficile a ravvisarsi, che data
essendo una funzione X, si ha con differenziarla,
un equazione identica all’equazione P=o , e che
percio invece di dedurre dalla funzione data 'equa-

dx
zione P=osi pud impiegare I'equazione = =o che

si otticne con un operaziome pili semplice , € pid
spedita .

Basti per adesso aver divisato il metodo , di
cui dovremo far uso rell’Analisi per risciogliere i
problemi dei massimi, e dei minimi.

SEZIONE VL
Teoria delle funzioni infinite , ed infinitesime .

595. Fri le funzioni variabili molte ve ne sono,
1 di cui incrementi , e decrementi non sono circo-
scrit-

‘400

:critti da verun limite determinato: ma continus-
mente crescendo , o decrescendo -, tendono a due
limiti indefiniti, ciod¢ all’infinito , ovverc al’infi-
‘mitesimo ; limiti ai qnali non possona pervenire ,
«che dopo esser passate per infiniti gradi successi-
vi d’incremento, O di decremento . Ai limiti di
infinito, ed infinitesimo semplice , succedono i li-
miti d’infinito, ed infinitesim» di second’ ordine ;
dopo di questi vengono ilimiti d’infinito, ed in-
finitesimo di terz’ordine; e cost in seguito.

Di queste funzioni considerate come esistenti,
in uno dei limiti divisati passiamo opportunamente
a trattare . _

596. Teor. Qualsivoglia quantitd & suscettibile
di un incremento , e di un  decremento in-
finito .

Dimostrazione . Una quantitd di sua natura & su-
scettibile di incremento , e di decremento; ma
sebbene accresciuta , o diminuita in qualunque
modo, conserva sempre la sua natura ; dunque
pud ella creszere , e decrescere in infinito .

$97. Teor. Una quantiti, che sia divenuta infi-
nita, o infinitesima , non pud ricevere nel primo
caso veruno augumento, che non sia infisito, ¢
non pud ricevere nel secondo verun decremento,
che non sia infinito.

Dimostrazione Una quantitd finita, la quaie sia
giunta allinfinito, ha ricevati tutti i gradi finiti
di accrescimento , e percid non pud esser pilt ac-
cresciuta di guaatitd finita .

Parimente una quantitd finita , la quale sia di-
venuta infinitesima, ha subito tatti i gradi finiti
di decremento, onde non pud esser diminuita pil
di quantiti finita , ma soltanto di quantitd in-

finita. . Quin-
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Quindi oo A= o0, > 2b =gt
98, Teor. Glinfiniti, come pure gl'infinitesimi
possnno essere d’inﬁpm ordini . o
Dimostrazione . Sia una quantiti finitae , € si vo-
glia un terzo proporzionale. Fontinuo ala ragione
4: o ; ¢ manifesto , che si F:1'2 & B,
2
__..__w . 2
£:003tec X = 2 = .
Nec! modo si cerchi un terzo proporzionale dopo

i due termini oo, e *, € si avraeo: e

4 .

o0

X=__— _ 2, e cosl inseguito , e lo stesso vale
- §

per rapporto agl” infinitesimi . Per conseguenza si

ha la seric cw: 00?1003 witieesnn @ %, come pu-
1 1 1 1

i .
. .

rcw- 00 2 0

599. Di qui ne segue,che un infinito di un’ordine
m, non pud accrescere ne diminuire un’infinito di
un ordine >m. Quindi os >0 =00 2 rrercerecorasorne
o P00 = 3 e Mee ™ = o™ . Difatto il
sapporto di oo ed w® & lo stesso , che quello
di 1:0 ; ora 1 non pud accrescere ne diminui-
re linfinito , dunque &ec.

Lo stesso dicasi degl’infinizesjmi , e si vedra,che

3 .\..n.moc .

1 1 I 1 1  § 1

'—-i = i = Ty

'™ »? T w? o0 3 o0 ? ™
1 1

*- ‘«——:——-'

e MTI T m

600. Per rapporto alle operazioni da farsi sit
questa sorta di funzioni, nonvi ¢& altro riguardd
o Cc G

Al
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da aversi che quello indicato al (7 597.) esposto
intorno alla somma, ed alla sottrazione, poiche i
di Joro prodotti, quozienti, potenze, e radici si
otrengono colle fégole stesse, solite usarsi per le
quantiti finite . Si ha per esemipio

K o™

8 *Xto I=00 5 , o0 MXob "zoo TS 2 e ™0

n

(oom)":."oo’““, (6™ =wo ‘;"'

Passiama adesso a considerar I’equazioni infinite,
e sia proposto il seguente

601. Probl. Data un’equazione a due variabili,
nell’ipotesi che divenga una di esse uguale all’infi-
nito , oall’infinitesimo, determimare quali debbano
essere i términi che svaniscono, e quali quelli che
rimangono .

Soluzione . Per effettuar la soluzione di quest’in-
teressante problema , e¢onvien premettere alcund
nozioni preliminari, e sono.

I. Che se ax™, bx™™T y" , posto x= o , O

I
= — Sieno due infiniti, o due infinitesimi omo-

genei , debbon’esser tali anche x* . ¥, ed eccone
la ragione . ,

Dovendo essere ax™, bx™T »" infiniti , o infini.
tesimi omogenei, conviene chesia m=memr-4-»; va-
le a dire y=#; dunque &c.

I1. Che in un’equazione a due , O pilt variabi-
li non si pud fare una, 6 pid di esse =0 , O

1
=7 indifferentemente,ma soltantojallora, che non ne

derivd contradizione ‘
II. Chie
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M. Che in un'equazione non pud esservi un 4tcr3- '
mine infinito senza che ve ne sia per lo meno un’
altro del medesim’ordine; alerimenti svanirebbero
cutti i termini 5 eccettuato cuello che si suppone ia-
finito , ed esso poi rimarrebbe =0 , cioé minore di
tutti gli altri , il che contradice all” ipotesi .
IV. Che in un’equazione a due variabili x, ¥y
in cui gli esponenti formino una progressione arim-
1
metica , posta una delle variabili =0, 0 = -

i termini debbono risultare infiniti , o infinitesimi
dello stess’ordine .

Sia I’ equazione ax™ ~-Ex™ Yt A-ex T
J-dxmT3ty3" e, =0, € pongasi x=eo ; ne proviene
4x™=qo0 ™ ; dunque vi dev’essere almeno un’ altro
termine infinito dell’ordine m . Sia questo per esem-
pio cx™ Ty*"saranno ( nam.° 1.°) ¥*%, ¥ infiniti
omogenei ; quindisaranno tali anche i termini x°,
¥, e percid saranno infiniti omogenei tutti i termiai
BamTTyn | cxmTaryRn  dxminyin ) ex™ 4yt &, &
La dimostrazione ha luogo egualmente qualunque
sia la prima coppiadi termini , che si suppone amo-

1
genea , ¢ sepongasi ¥=_" .

Se nell’equazione data mancasse qualche termine
sussisterebbe ancora la verita del Teorema . In ef-
fetto si vede dall'espressione generale di un termine
qualunque Ax™PF , yP", che essendo x* , ¥* infiniti

Ax™
omogenei , si ha AXRE, yT s yo° =A™

, tuttl

m’zry m

=ew ™, DPosto tatto questo , prendiamo a sciogliere

il proposte Problema o
Cca Trat-

4°4

- Trattandosi di un’equazione a due variabili xy,

sembra a prima vista , che se suppongasi T= o

-non si debbano conservare , che i soli termini ,

nei guali x abbia a massima potenza omogenea,
I

e che posto x = — si debbano conservar quelli

nei quali abbia la minima potenza omogenea .

Ma questo sarebbe un concludere con precipi-
tazione , poiché la grandezza di un termine non
si deve inferire dalla sola x, ma da » ancora,
che pud essere infinita di diversi ordini, finita,
o icfinitamente piccola . Se x’y sia per esempio il
termine, in cui x abbia il massimo esponente , non
si deve concludere, che sia maggiore di ogn’al-
tro , in cui detta variabile abbia un esponente mi-
pore , che sia per esempio > di xy*, perché, se x
essendo infinita, risultt ¥ infinita dello stess’ or-
dine , x}y ¢ un infinito di 4.° ordinc , ed xy* ¢
un Infinito di 5.° crdine .

Per questa ragione , non si dee giudicare, che
un termine sia maggiore di un’altro, perché [a
somma degli esponenti & in esso maggiore di
quella deglialtri .

Convien dunque sapere di qual’ordine sia ¥,
per poter dedurre, quali termini siano maggiori
o minori di ogn’altro . Ma per saper questo cou:
vien separare i pilt gran termini dell’ equazio-
ne , per dedurne quindi il rapporte di x, e diy.
Questo non si pud eseguire senza che sappiansi
quali siano questi termini : onde sembra impos-
sibile la soluzione del problema . ‘

Si pud perd facilmente osservare , che si pos-
sono supporre due qualunque dei termini maggio-

ri
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ri di ogn’altro . e che soli costitniscano [’ equa-
zione , purché una tal supposizione non conduca
a dalle conseguenz e cantradittorie . Cosi per esem-
pio nell’equazione x’y - ay’—a2’x=0 si pud sup-
porre , che a’x svanisca in paragone dei due pri-
mi termini, essendo x=eo , mentre da questa ipo-
tesi ne risulta xX’y4-ay* zo=2x*4-ay, e percid

xz
y=—""> cioé ne risulta y=oo®, per cui x%, ay?

divengono due infiniti di 4.° ordine, al di cai
confronto a’x = oo non & di alcun valore .
Si puod sapporre x’y—a’x=0, poiché ne risulta
2 2
a* a
2_, —— il 2 o
Xy—a’=0, y="T7 = per il che x’y, e ax rie-
a

scono eguali 2% , ed 4y* come =7 svanisce

naturalmente . Con supporre perd 4y’ — a’x=o0
ne risulterecbbe una contradizione , onde ay’, a’x
‘non possono essere i termini massimi per cui gli
altri svaniscano . :
Lo stesso si pud praticare nel caso che sia
I

X= .

o0
Ma ¢id che & riescito facile in un’equazione
semplice, diviene assai operoso in un’ equazione
molto complessa, in cui il numero dei termini ri-
chiederebbe un gran numero di comparazioni, del-
le quali molte riescitebbero inutili . Newton per
ovviare a quest’ inconveniente, immagino il paral-
lelogrammo , che si chiamo poi analitico. e che
da M. Gua fu ridotto utilmente ad uo triangolo.
Ecco brevemente il dettaglio di quest’ingegnoso
ritrovato .
Cc3 Si

o6
* Si supponga ua triangolo rettangolo#BC(Fig.23.)
di cui sia un lato 8 situato orizzontalmente . Si
dispongano in esso , divise gid in tante case, i
termini tutti dell’ equazione proposta , e questi
pella forma , che si vede nella Fig.?sud.?. Da
questa sola disposizione dei termini si vede subi-
to , che nel caso di xz oo, ( suppongo situato il
triangolo in guisa, che la colonna senza x sia
I’ infima colonsa orizzaentale nel caso di x =0,

. . I .
e viceversa nel caso di x= __ ). 8i vede su-

bito dissi , che di tutti i termini i quali
esistono nella medesima colonna verticale , il
pit grande esser deve quello, ‘che eccupa un si-
to pid elevato: e che dev’essere *il pit grande
quello , che occupa il sito pil basso. nel caso
dix 1, perché in tutti i termini di una mede-

®©
sima colonna, y avendo lo stesso esponente, la

di loro subordinazione dipende unicamepte dall’
esponente di x.

Questa consideragione dimimnisce gia notabil-
mente il numero delle comparazioni , che si richie-
derebbero per determinare i pidt gran termini dell’
equazione .

Il Teorema che segue, basteri per evitare ancora
tutte le altre comparazioni inutili.

602. Teor. Se siparagonino due termini qualun-
que , supponendoli dello stess’ordine , e se condu-
casi una linea retta per il centro di due case, in cui
sono situati 1.° turti i termini,che sono collocati in
quelle case , per il di <ui cemtro passa una tal
retta, saranno del medesim’ordine .

3.°Che tutte le case, i di cui centri saragno s! di

50-
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sopra della retta , eonterranno dei termini , i quali
saranno tutti di un’ordine superiore .

3.° Che tutte le case le quali avranno il centro so-
pra la retta , conterranno dei termini , che saran-
no tutti di un’ordine inferiore .

Dimostragione . Per concepir tutto questo, basta
provare che la retta divisata passa sempre per i centri
di quelle case, in cui si comprendono dei termini, nei
quali gli esponentidix , e di y, formano una pro-
gressione arimmetica . -

Come questo avvenga, si vede a colpo d’occhio
‘quando la retta passa per una delle colonne oriz-
zontali , o per una delle eolanne werticali . Basta
percio dimostrarlo per il caso in cui attraversa le
case obliquamente .

Chiamate colonne le verticali, e linee le colon-
ne orizzontali , 8i supponga, chela retta attraver-
si m linee, ed n colonne per incontrare il centro di
un’altea casa dopo I’ incontro della prima: ¢ chia-
ro , che per essere ordinate le case uniformemente,
ella dovri attraversare altre m linee, ed altre n co-
lonne per incontrare il centro di un’altra casa , e co-
si in seguito .

Passi per esempio la retta per i centri delle due
case y* ed xy*, attraversando una linea, ¢ due colon-
ne. Ella passeri,com’¢ evidente, per il centro della
casa x* , traversando pure una linea, e due colonne,
¢ cosl in seguito; e questo perché il centro della
casa x* ha la medesima relazione al centro della casa
xy® , che il centro di questa casa stessa a quello del-

la casay*. : .

Ma gli esponenti di x aumentano di un’unita in
traversando ana linea, e gli esponenti di y aumen-
tano di un’wnitd traversando una celonna da destra

Cc4 a si=

8
340 sinistra , e viceversa ; -dunque se il termine esi-
stente nelia prima casa sia 2%y’ il termine che sard

lla seconda sara xk*™My't% 5 quello della terza sard
3*”“31'*’“ &c.formandosi cosl dagli esponenti la se-
rie kg K4-m, kK4-2m &c.l , I4-n, l4-2n &c.
Di qéi dunque .si deduce per ¢io che si ¢ detto al
(num. 1.°), che i termini esistentiin quelle case,
per i di cui centri passa la retta, debbon’essere
del medesim’ordine .

Per dimostrare la veritd dell’altre due parti con-
vién premettere il seguente

LEMMA,

703. Dati i termini di dae case , per il di cui
centro passa la determinatrice, cioé la retta, tro-
vare un metodo , per cui poter conoscer sempre 2
qual’ordine d’infinito, o d’infinitesimo apparten-
gono i termini stessi, e percio tucti quelli i quali
esistorio in quelle case, per i di cui centri passa la
determinatrice . o

Soluzione 1. Sieno dati i due termini qualun-
que x™y", xMtey!*T, Questi, siccome sono dello
stess’ordine , dovranno rimaner tali. anche dopo che
siasi diviso ciascuno per uno di essi. per esempio
per. il primo : si avranno con questo i termiai
J.’m_y" xMtkyn!

a2 g o sia, 1, .&y' i quali do-
vranno essere dello stess’ordine ; ora 1 & sempre
una quantitd finita; dunque dovri esser tale anche
»Tk}" ; sidica x'y'=R, esi avrd y=R":'x"K1; si sosti-
tuisca questo valore di y -nell’altrq termine x™y",
€ 5iavri un termine tutto in x , .dal dicui esponente-

si
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si conoscera I"ordine ricercato ; il termine sudet‘:o,
fatta la sostituzione diviene R™! xRN ¢ dunque
I'ordine dei due termini dati & (m—nK):l.

Questa ¢ la soluzione pit semplice , e pid di-
mostrativa . B’ necessario perd trovarne un’alera, I3
quale ci possa fare strada a cio che noi ricer-
chiamo. :

Sia pertanto
Soluzione 2.* Si conduea la determinatrice inters

finché tagli I'ultima colonna verticale; se la deter-
minatrice passera per il centro di*una’casa esistens
te in tal colopna , il termine stesso di tal casa
marchery [’ ordine cercato , com’é per se mani-
festo _ )

Se poi la determinatrice non passi per il cen-
tro di alcuna casa , esistente nell’ ultima colon-
na verticale, si procedera in questa maniera.

Si supponga divisa la distanza, che passa fra i cen-
tri di quelle due case, fra cui passa la determinatri-
ce, in un numero di parti , grande gnanto bisogni,
e si supponga inoltre (dato per esempio, che [a
determinatrice passi fra le due casedi x, edi x*)

1 1
1 tect H int &It — X§ —
si supponga, dissi, che i termint 2 * g0

1 1

T — Kt & esistano nei punti , che

dividono I’ intervallo accennato , nella ragione stes-
sa, incui I’unitaédivisa nella data potenza fratta,
dal suo denominatore.

o1
Cosix”"; si supporra nel punto di mezzo fra

1
%, e X't "3‘ si supporrh distante da » della mc?_
1

430
- - b ) !
digid che & distante da »?; che ™ — gz distan-

t¢ da # della terza parte di cid che & di

‘_"' S B p distante da
Concepito bene questa , se la determinatrice pas-

serd per esempio fra i centri delle case x* ed »*, ma

4 volte pitt dapresso ad =% che ad x*, il termine

ivi esistente dovri essere x”"si » ¢ percid I’ordine

dei termini csistenti sulla direttrice, saraano dell’or-
. . 4
dine 3 rik

La veritd di questo metodo si pud comprovare col
metodo usato nelfa prima soluzione . Questo basta
per il nostr'oggetto, punto non curandoci di farne uso
nella pratica. Osserviamo soltanto che "ordine pud
essere anche megativo, e che questo avviene ogni
volta che la determinatrice non incontra {’ultima co-
lonna verticale , che nel suo prolungamento inferio-
re. In questo caso ai punti di divisione sopra accen-
nati, si prefigono itermini di esponente negativo

1 I
hg 4 Y P - -
®» % a2 ,‘-' &C‘ x"2 &C. x’; &CI x~4 &C-

',sv&c- Y &CO &c.
eniamo adesso alla prova delle d ti gi
propaste di sopra. ue parti gid
Suppongasi pertanto , che la direttrice lasci qual-
che termine sopra di se . Per il centro della ca-
82, che egli occupa, se le conduca una paraliela:
essa dovra traversare I'ultima colonna wverticale in
un punto di divisione , in cui I’ x avri maggior®
wpencats di quello » che ha oel punto di divisio.

ne,
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pe , per cui passa i_a.detem}iaatr’icc primiera ;[ d:x.;-
que ne segue , che il termine rimasto sopra la di-
gettrice, dovra essere di un .m'dme maggiol:c . .
Per la ragione opposta st proverd , che | ti&i
mini esistenti sotto la dlrctgﬂcc, dc!_)bonol essere h
un’ ordine inferiore a quelli, per 1 quail passa
d"&tx‘::t: vale per il caso in cui si porgaxzom.

i 'L ini i no so-
Ponendosi ¥ = __ » 1 termini , ¢hesitrova

“ - . »
pra la direttrice saranno di un’ordine minore d g:;ié:
li per cui passa direttrice,e viceversa,e q’u::lt.o se ché,
quanto ¢ maggiore l_’ esponente dell’ordin ;e -
to son minori i termini dotati di tal’ esponen ie, :
viceversa , come l'idea delle potenze frazionar
imostra ad evidenza. )
dml‘:;svimi del Teorema dimostrato si ved.e t.d‘e!se-l
so, che non si posson supporre due termxgxms.
medesimo ordine , ed 1 maggtori nel tem;; stes-
so dell’equazione, se la retfg, ch_e passa fc“ 0
tri delle di lero case, nell ipotesi di x -il’ > ;teni
sci quaiche termine sopra di se, ¢ n¢ ip

di x= Y, se lasci qualche termine sotto di s¢;

i *poi si te, per di-
Di qul poi si deduce la regola seguente, pe -
stilnguerroin un’ equazione a due vangbih ’ ld'&g'
mini , che divengono infinitamente pil gran ‘; i
tutti gli altri, per la supposizione dix,odiy
infini infinitissima . N o
mﬁll{’;;l::(.)[;:r;mto il triangolo analitico , in cul
le case tutte sicno quadrati perfecti, si disponga-
no in esse i termini dell’equazione gmposta , con
quell’ ordine , che si vede nelia fig.* 23. sap-

Si posi il triangolo sul lato serzax , se o

412

pongasi x infinito ; o infinitamente piccolo, e vi-

ceversa .

Dopo questo , si osservi quali sono le case pie-
ne, per il di cui ceptro possa passare una retta,
senza lasciare alcun termine sopra dise, nel caso
di una variabile infinita. I termini cosl determi-
nati , soli formeranno [’equazione : La rerea in
questo caso si dird : Determinatsice superiore .

Nel caso di una variabile infinitamente picco-
la, si osservers quali sieno le case , per il cen-
tro delle quali passi una retta senza lasciare sot.
to di se verun termine, e i termini cosl determi-
nati faranno soli I'equazione : La retta determi-
pante si chiameri ; Determinatrice inferiore .

Si vedrd facilmente, che in ambedue i cas) ,
delle determinatrici se ne possono aver pilt d’una,

La soluzione di questo problema ¢ di una gran-
dissima utilitd nella Teorla delle Curve , per de-
terminare i rami infiniti delle medesime , ed i lo-
ro asintoti rettilinei , e curvilinei .

Ordinariamente perd si richiede , che sappiasi
determinare almeno prossimamente il valore dei
termini , i quali si suppose, che svanissero total.
mente .

Per riuscire in questo, non v’ & perd alcupa dif-
ficolt . Suppongasi ¥ = M nell’ ipotesi di x = oo

=1

Si S%Uga y=M--t , e questo valore si sostitui-
sca nclla proposta. La risultante si disponga sul
Triangolo Analitico , € col metodo esposto di so-
pra si troverd =N : Si faccia t=N4-u, e si de-
termini # come sopra, e cosl in seguito.

Sia data per esempio 'equazione ay’—x’y—axi=o

; que-
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¢ . essendo disposta sul ‘Triangolo, situato sul

J4to senza X, a motivo, che si ha una sola de-

terminatrice inferiore , che passa per le case y?,
x? (Fig® 24.) ci somministra [’ equazione ay* —
axi=zo , da cui s’iaferisce y=x, che ¢ il primo
termine di una serie ascendente . Per ottenere il se-
condo , sostituisco nella proposta x4t in luogo
di v . e trovo la trasformata ax?4- 3atx® - 3ar’x

at}emxtmn3t—gx’ =0 , che si riduce i 3atx”

3ap?xf-at’—xi—x3t =0 Questa essendo situa-
ta sul Triangolo ci da due determinatrici inferio-
ri ; Una di esse ci darebbe #=Tx , che io trascu-
ro, perché gli esponenti di ¥ debbono andar cre-
scendo : L’ altra determinatrice mi da 3atx® —x%

x‘.’ .

‘=0, 0 sia t="", e questo & il secondo termine

34

x2

ccrcato} Il terzo si ha con sostituire :;+u in luo-
- 3

go di ¢ nelia trasformata precedente , per il che
x4

sitrova # =~ g3, € cosi in seguito.

Non v’¢é bisogno di avvertire , che qualora
I’ equazioni ausiliari, per di cul mezzo si deter-
mina il valore dei termini successivi , hanno pil
radici reali , la serie , che esprime il valor d’y

si divide in pil, e questo a proporzione del nu-

mego di tali radici reali .

Turtte queste serie perd affinché rappresentino
effettivamente il valor di y , conviene, che non
contengano verun termine immaginario * Per assi-
curarsi di questo, basta determinar tanti termini di
dette serie , quanti se ne richiedono perche si sco-

pra

e

pra fra di essi upa legge costante. Scoperta que-
sta non v' ¢ pily da temere I'incontro di termi-
ni immaginarj . '

CAPITOLO XIIL
Teoria delle funzioni continue .

604- Le funzioni continue , o geometriche pos.
pano esser trattate con mirabil successeo dall” Ana-
lisi nella solazione de’ probiemi , che si riferi-
scono alla provincia delle quantit continue . Si
vede perd, che quest’associazione della Geometria
coll’ Analisi non pud assolutamente aver luogo,
senza che s sappiano’ rappsesentare le diverse
funzioni geometriche per mezzo di opportune
formole algebraiche , perché altrimenti non son’
esse suscettibili del Calcolo, ¢ dei Metodi Ana.
litici, e senza che si conoscano le proprietd ca-
ratteristiche delle diverse funzioni continde , pet-
ché altrimenti riesce impossibile la scelta di quei-
le , che giovano alla soluzione del problema,
non meno che la di loro applicazione . Conviene
pertanto , che prima di entrare nell® Analisi ci
occupiamo di quesra ingegoosa Teoria , da cui
I'Analisi ripete una metd del suo splendore , &
della sua grandezza . Si vedrd in questa guisa,
quanto amichevolmente cospirino al loro vicen.
devole ingrandimento 1" Analisi , ¢ la Geome-
tria, ¢ che una di esse nieate meno dall’altra
riceve di cid che le dona. ‘
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SEZIONE I
Delle funzioni Geometriche Elementari .

60y. Incominciando dalle funzioni deometriche
elementari , sivede, che qualunque linea retta si
puo rappresentare per una delle prime lettere dell”
alfabeto se sia cognita, e per una dell’ ultime, se
sia incognita .

606. Qualdra perd la retta da ésprimersi sia ua
lato di un paligono regolare iscritio, o circoserit-
to al circolo, siccome la formola esptimente dev’
esser funzione del raggio ; Convien vedere, come
tali funzioni possano determinarsi .

607. Sidebba esprimére Analiticamente il lato di
triangolo aquilatero iscritto . Sia (Fig.? 12.) 43 il
lato, e sia il raggio CD=aperpendicoiare s di A8,
Siccome si ha CE=ED , per i trigngoli eguali BCE,
BDE , comepure 4E=BE , risulta EB:‘( a’ 2

1

=7 a \/?, e percid .le:a\/g .

608, Per trovar la formola del lato di un po-
ligono regolare iscritto di sei, dodici,ventiquat-
tro &c. lati, convien trovar la formola della ¢or-
da della meta di un’arco dato . A quest’ effetto sia

I
——--‘-‘
4

?
ABzb , ¢ sarh CE = \-l’.= ~F L Quindi v
e 4
2 — et
EDz=q— \,/a’ —_b__ , ¢ percid DB=\/ BE* 4~ ED* =

«. 4
\/(za’——a\/(.;a’—-b’)) formola generale cercata . In

questa non si ha, che da sostitwire per b la for-
mola

$16

mola del lato di un poligono iscritto , ¢ si ottiene

immediatamente la formola del lato di un poli-
gono di doppio numero di lati iscritto nel cit-

colo. Cosl facendo b=ay/ 3 si ha il lato dell’Esago-
no =a, come si sapeva . Facendo b=a, sihail lato
del dodecagono = ay/ (z—-\/g); e ripetendo cosl le
sostituzioni si trova il lato del poligono di 24 lati

:;q/(z—-—d(z-}-d?)); quello del poligono di 48,
=a!z—‘-] 2+}/z+\/3 » e cosl in se-
guitc . .

60g. Cerchiamo la formola del lato del quadrato
iscritto Essendo ( Fig.*12, ) .48 il lato richiesto , si

ha 4B :\/Cdld-CB’ =ay/ 2.
670. Sostituendé questo valore nella formola pre-
cedente,si ha il lato dell’'ottagono iscritto=ay/(2-1/2)

cosl il lato del pdligono di1 6lati,:a\/(.\/(z+\/7)) .
quello del poligonodi 32,

v oo
=a ‘. z—-\]/z-{u-\‘/z-{—\/z &e. &c.

611. Sidebb’adesso esprimere analiticamente il
decagono ' Sia BD (Fig.* antec.)il lato richiesto ; Il
raggio €D divida in mezzo I’arco doppio A5, ela
retta DF divida in mezzo "angolo CDB . | triango-
li DCB, FDB risu'tano isosceli, e cogliangoli alla
base di 72°; dunque dalla loro somiglianza si ha
CB:DB::DB:EF ; Ma anche il triangolo CDF & isosce-
les dunque CB:CF::CF:FB; dunque se dividasi il rag-

io in media, ed estrema ragione il maggior sem-
menta & uguale al lato del decagono iscritto . Dica-
. si




417
si BD=x, € 8i avr} x?=a’~—ax , equazione,da cui si
deduce con i metodi dell’Analisi la formola cercata.
Con questa si avrh per mezzo dellz formola della
corda di un'arco sudduplo, trattando b come .1co-
goita , I’espressione del lato del pentagono. Riguar-
dando b come cognita, e sostitucndo in suo jluogo
Pespressione del lato del decagono , si avrd Iespres-
sione del lato dell’icosagono iscritto , e cosl degli
ajtri .

612. Volendo la formola del lato del pentadeca-
gono iscritto, bisogna sciogliere il problema : Date
le corde di due archi, trovar la corda della loro
differenza ,

Per tcovarne la soluzione con tutta generali-
ta sia

613. Probl. Date le corde 4D DB (Fig® cit)
e la corda B della somma degli archi , trovar’un’
equazione fra queste corde , ed il raggio del cir-
colo .

Soluzione . Per il punto £ conduco il diametro
Al , e le corde BI, IB. Cid fatto , i virtd del
quadrilatero iscritto AHIB ho(Geom.?)A1 .HB=4H.BI
~-4B.HI . Sia dunque , Al=d, ABza; AH=b,e BH=C,
ed a motivo,che HIé=y/ AL — AP eBl=\/ ALl* - AB?,
siavrh ed=hy/ d*—a* 4 a \/ ¢*—b, che & 'equa-
zione richiesta.

Trovata quest’equazione, per trovar la torda,ch.e
sottende la diflerenza di due archi dati, basta ri-
guardare. come incogpita una delle corde 4B, /4H;

e dall’ equazione addotta , se ne dedurrd prontd-
mente il valore . Sia, per esempio 5 AB=x, ¢

dall’ equazione ¢d = By/d* — ¥* - x\/ b si
Dd avra
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avry mediante PAnalisi , i} valore ] della eorda
cercata .
Ora , siccome il lato del pentadecagono ¢ corda
di un’arco di 24°., suppongasi, che BH siz cordadi
1
60°. = —d, e che AB,per esempio,sia corda di36°.,

cio¢ lato del decagono; che mediante il Metodo
esposto si potti quand’ occorta , determinar colle
regole dell’Amlisi ; e fatte le sostituzioni, siavrd
la formola, che rappresenta il lato del péntade-
Cagono . ‘

614. Ottenuto il lato del pentadecagono , si pud
trovar quello di un poligono regolare di 30, di
6o &e. lati.

Si possono dunque rappresentare algebricamen-
te i lati dei poligoni regolari iscritti di 3, 6, 12,
24 &c. lati; di ¢, 8, 16 &ec. di 5, 10, 20 &¢. e di
15, 30, 60 &c. lati . Per esprimere i lati degli al-
tri poligoni , conviere sciogliere un’equazione tan-
to pil elevats, quanto ¢ maggiore il rumero de’
lati (7.492.) ;

615. Supponiamo adesso, che sia dato un poli-
gono regolare circoscritto al circolo, e che se ne
voglia 'espressione algebrica.

Sia LM il lato richiesto , ed B il lato di un
simil poligono iscritto . Posto AB=a, ed il rag-

42
gio =d , sari CE = vV (@— ‘;) » ¢ per i triangoli

az

simili CE: EB :: CD : DM vale a dire \/(d’—-‘; ):
a ad zad

—ud:DM= )" s ¢ 2DMzLM= 33,
2 d \/(q.d ) e =LM. \/(‘f‘di"l)'
n
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Tn questa formola si sostituisca |’ espressione del
lato del triangolo equilatero, del quadrato, dell’esa-
gono &c. iscritto,in luogo di 2, e si avrd sempre
la formola esprimente il lato del poligono corris-
pondente cire¢oscritto .
" Fin qul delle funzioni lineari .

616. Trattandosi di un rettangolo , si rappre-
senterd per il prodotto di due lettere come ab,
delle quali una sia lg base, e l'altra ne sia l’bal-

a

tezza ; ¢ percid un triangolo si esprimera per ‘;,ed
un quadrato per a*, 0 b*.

617. Riguardo ai poligoni , se sien’essi irrega-
Jari , i rappresentano per la somma de’ triangoli
componenti . Essendo regolari si suppongano iscrit.
ti nel circolo. Dicasi x un lato , 7 il loro ny-
mero , 7 il raggio, ed # la saetta , ¢ saranpo €-

nx
guali alla formola 7~ X (r—un) .

€18. Avvertendo , che il limite d’incremento

di un poligono regolare & il circola, e che il li-
nx

mite della funzione - (r—u) dapo un decremento

nr.
iofinito di 4 & L si raccoglie , che siccome

i limiti di una medesima funzione debbono esser’
‘x-
eguali , deve aversi la superficie del circolo = = r

cire. c.
: . r : - )
2 2 7
619. Proseguendo il raziocinio usato fin aui -

Ddz2 - T

0
si vede , che la superficie di un cubo ', di cui «
sia il lato , & = 64% ; che la superficie de’prismi,
posta d I’ altezza, e p il perimetro della base ¢
=pd , ¢ che percid , quella de’cilindrie=c.d.
H
La superficie deile Piramidi ¢é = p. 3 Apoate-

1
ma, e quella dé coni = ¢. '3“ Arresto , o sia lun-

ghezza .

620. Volendo impiegare il metodo de’limiti , si
possono trovar delle formole in modo anche piu
elegante . '

621. Sia y Arresto di una Piramide regolare ;
ed x un lato delia sua base . Sard I'Apotema =

—

x‘/, .t’c

Vi # e percid | verficie = —
{ ¥'—— » epercid la superfic = —y——
4 o 4

sostituito 2r4—u® in vece di _4' ( valore , che si

ottiene , con supporre la base della Piramide iscrit-
ta in un circolo, del quale il raggio sia 7, ela
saetta determinata dal lato della base sia #,, si
ha la superficie della piramide regolare , e ret.

nx

ta = —;\/y’—zru+u' . Ora il limite di una pi-
ramide regolare & il cono, che ha per base il
circolo circoscritto alla base della piramide , e l'al-
tezza comune.

= S —
1l limite della funzione —;\/J’-zm—}—u’ ¢ in

que-
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questo €as0 " ¥ 3 dunque [a superficie del cono

nX. ¢y
y=", > come sopra.

retto & =

622. Qualora si trattasse di un covo obliquo,
converrebbe ricorrere al Calcolo Infinitesimale .

623. Suprongasi di dover esprimere algebrica-
mente la superficie di ua tronco di piramide, @
di cono. ]

Siap il perimetro della base inferiore , ¢ p' il pe-
rimetro della base superiore , che si supponc pa-
rallela all’inferiore . Detta x ladistanza di questi pe-

x
rimetri , si ha la superficie richiesta =(p4p) e

634- Se la piramide si trasformi in cono ret-
to, p, ¢ p'divengono circoli ¢, ¢''5 ed ¢ la sue
x
perficie = (c4-¢) 7 -
625. La superficie della sfera , siccom’ella &
quadrupla di suo circolo massimo , dey’essere =
cr
4. ';“ = 20r.
626. Venendo finalmente all’espressione della so-
lidiea , trovo quella de’ cubi =4, quella dé pris-
nx
mi regolari =— (r—w)d,e quella de cilindri,che sono
' cr
un limite di prismi regolari = " d .
627. Per rapporto alle piramiddi * regolari se
ux d
ne ha la solidita = "‘;(r.u)\‘;‘ . Il limite di que-

Dd3 ste

422 :
v Co em
ste,cioé il cono risulta eguale al limite di T T
er d 3
cioéd = — .,
2

628. Per le piramidise 1 coni troncati, ecco il
raziocinio , che bfsogna seguire per ottenerne I’es-
pressione- : v

Cio che diremo del cono, potry facilmente ap-
plicarsi alla piramide. 8ia x |’alcezza del cono in-
tiero , ed m {"altezza del tronco ; essendb, come so-
pra,p' 5, p i perimetri delle basi, ed ', 7 i loro

proox pr (x—m)
raggi, si ‘nvr:i:—z‘ . ";‘——"“;‘" . ==.Dalla pro-
porzione X—m:x::rlr , si deduca il malor di x, ¢
questo essendd sostituito nella formol suddetta ,
m (pr’—p'r") .

’

si avra la formola cercata =

.3 Yot
619. La solidith finalmente della sfera, siccom’
€352 puo riguardarsi come un composto dl pirami-
di egualisinfinitamente piccole , che abbiano tutte il
I
vertice nel centro, sard generalmente = 2 ¢ X —

3
2

'=-3— cr*, dove ¢ rappresenta la circonferenza del

circolo massimo, ed » {l suo raggio .

630. Ad aitri solidi aon si estende la geome-
tria ordinaria . L™iso delle foramwte amalitiche da
not _esposte & ppolto esteso tanto nella ricerca di va-
1j Teoremi, quanto nella soluziohe di moltissimi
problemi, onde convien rendersele- familiari »

Non' ¢i dilunghiamo qui ad investigare le pro-

. B prie-
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prieth relative delle funzioni geomctnch(ei ﬁlcg:g:
tari , perché queste suppango ess:; note csama Geo-
metria , e perché anche senza dl qu ) ¢
cile il riascirvi con tutta gempllcxm B p!e1 il
2o delle addocte formole. Siccome Qol\nle,. 2 é)co-
prieta Caratteristica delle funzioni 'defado eo
metria Elementace tutto si riunisce il fom

in—-
la loro essenza , ¢ delle loro prerogative 2: -
di non «<i rimane , che aggiungere imtor

questa parte di Teoria .

SEZIONE IL
“Delle Funzioni Curvilince Algebraiche -

631. Una linea curva.si definisce : ({il%z:ég::
della quale tutti i punti sono siwati ¢l
mente fra di lorod(_M. Ctzit:lf:rs zu; unto i modo
Dicesi centro @i una s ~ o e
tale situato dentro di essa,.che tutee le re
quati puetro per il medeime » 4 e
curva da una parte ailaitra, vi: g
ety . Diametro si appella una retta -
5:;:119. superficie della curva In m?rxfra;“t;hct;i‘:-
vida in mezzo tutte le seganti paralie eita‘; fane
gente condotta ad una delle sue estreml d::l o
seganti si chiamano ord‘magc, ele parti suslons
metro da esse tagliate si dicono ascisse. e
le seganti divisate iacontrino il d:ametro} aues‘to o
retto, esso prende il nome di Asse . Qu il
nalmente se sia tale che plghan.do sopra ooe
P'origine delle ascisse ad eguali .ascwsei cﬂﬁ:\ma
corrispondano cguali opposte ord‘ma:cj ,sl iy
con neme distintivo,immagirato da M.Bragelogne(

i =di troe
stoire de I'Acc 37325 PAg: g.)dC:ntro-dxame 2.

3

* 233. Varie sono le “specie delle curve. Visono
le curve regolari, e le irregolari; le curve con-
tinue, ¢ le discontinue; quelle di semplice, e quel-
le di doppia curvatura. Se una curva sia tale, che
tutti i suoi punti sieno soggetti ad una legge co-
stante, ella & regolare, e se non abbia interruzio-
‘ne veruna nei suoi ramisella & continua . Up’idea
delle curve, che hanoo doppia curvatura si ha in
quelle curve, che sono descritte sulla superficic di un
cono,di un cilindro&c.Ciascuna specie delle curve di-
visate puo inoltre distinguersi inAlgebraica,o Geome-
trica, e Trascendente, o Meccanica 5 in Esponen-
ziale , ed Interscendente. Dall’equazione,da cui vien
rappresentata uma curva, la quale pud essere una
funzione Algebraica , o Trascendente , affetta da
esponentl variabili razionali, o irrazionali, dipen-
de ciascuna delle divisioni addotte di curva Alge-
brica , Trascendente , Esponenziale , Interscen-
dente.

Noi ci occuperemo in modo particolare della
curve algebraiche regolari, di semplice curva-
tura . .

633: Ogni curva regolare pud esser data in uno
de’ seguenti modi. 1.° Indicando la maniera, con
cui descriverla con un moto continuo ; 2.° Fissan-
do una propriety caratteristica , che appartenga 2
ciascun suo punto; 3.°Somministrando un’ cqua-
zione fra le sue coordinate . Il Circolo, la Para~
bola, I'Ellisse &c. possono esser date in tutte que”
ste maniere. Noi supporremo sempre, che sia aata
una curva per mezzo di un’equazione , Ja quale
essendo quasi un germe , che in se contiene le
proprietd principali della curva, 2 cui appartiene ,

ci presenta un mezzo il pid opportune, ¢ vantag-

. gio-
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j0so per internarci nella cognizione , e nella 'Feo-
ria delle curve. ‘ : o

634, Vediamo prima di tutto, come si possa
rappresentare una curva per mezzo di un’ equazio.
ne. Dovendo 1’equazione, di cui si tratta, rappre-
sentare specificamente la curva, a cui appartiene, &
chiaro che essa dee rappresentare la legge relati-
va, a Cui soggiacciono i suoi punti . Per espri-
mer questa legge analiticamente , st richiede, che
ciascun punto della curva si rapporti a- due rette
‘pormali, date di posizione , le quali soglionsi chia-
mare "Assi delle coordinate , & che si determini,
qual funzione sia la distanza gii un punto qualun«~
que della curva da una di tali rette, per rapporto
alla distanza del punto stesso dall’altra retta . Ora
la determinazione di una tal funzione, dalla qua-
le vien costituita I’equazione, dipende necessaria-
mente dalla proprieta caratteristica della curva. Si
dee partir dunque dal_la ricerca di questa, (e non
gia supporla, come si usa comunemente ). Cono-
sciuta questa, non & difficile detdrminar I' equa-
zione richiesta.

Vediamone un esempio .

635. Si debba trovare I’ equazione del circolo.
Conduco le due normali 42, 4C (Fig:13.),12
prima delle quali propriamente dicesi Asse delle
‘ordinate, ¢ la seconda Asse delle ascisse . Rap-
porto ad esse un punto qualunque“L , e cerco,
gual funziore sia LK di L1, o siadi 4K.

Siccome io so dalla Geometria , che I’ angolo
nel semicircolo € retto , vedo, che dee aversi
IK?* = 4K . KC. Pongo !’ ordinata LK =y, ['ascis-
sa AK=x , e il diametro AC= 24, ed ottengo
finalmente 5 = a x2—x* , equazione cercatal,

. dal-

426

dalla quale deduco y=== \/(:dx —_—x*).

636. Noi abbiamo supposte le coordinate orto-
gonali . Esse pero posson’ esscre aacora obliquan-
goule, purché formino un'angolo costante . Si com-
preade infatti ad avidenza , che anche in questo
caso debbono cusservare fra di loro una rapporto
costante . Quindi Iequazione di una curva , che
sia data fra le coordinate ortogonali, si puo can-
giare in uo’altra , che sia fra le coordinatc obli-
quangele , e viceversa A

237. Probl. Data I'equazione fra le coordinate ret-
mngo]\c AP, PM (F!ga 143 sl voglia ridurre -fra le
coordiaate oblique 4.2 , 23 . Soluzione . .

Sia LP=xPM=y, 4D =t , JM =4, M =a,
seg.a = w5 ¢ 9s.a=n; Siavra dal triangolo rettan-
golo M72._, la proporzione 4: y:: 1 :m , come
pure 4 s t—x: 1: #; quindi y=mu, ed x =
t-—nu ; Si sostituiscano questi valori, e si avrd &ec.

Ma cerchiamo una formola generale , che rappre-
senti tutte le trasformazioni , che si posson fare
nell’equazione di una curva.

638. Sia (Fig.? 15.%) SM¥ una curva algebrica , di
cui I’equazione sia data fra le coordinate AP (x),
PM,(y), e se ne voglia I'equazione fra le caor-
dimte BL, LM .

Per eseguir questo , convien, che ambi i punti
di erigine 4, B sieno dati di posizione, non me-
wa, chegliagsi AP, 4F, BL, BL. Cid supposta
per i puati 8, L si conducano 8C, LE parailele
ad 4LF , finche incoentrino la retta AP , e si
conducano le rette BD , L2 parallele ad 4P fino

alla PM. Pongasi BL=2, LM =4, AC=m, ¢
BC=n. Nei triangoli BLG, ML2_essendo noti gli
angoli , dee pur’esser noto il rapporto dei lati,
Sia
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Sia dunque BL: BG = I: p, ¢ sath BG= pz; sia
BL: LG 1: 9, onde si abbia LG=gz .

Nella maniera stessa si ponga LML 125,

ed IM: M :: 1. t; Sard quindl LY = su, ¢
M2 =iH. oo :
. Percio , essendo AP (=x) = AC -} CE } EP =
AC (m) + BG (pz) + L2_(su#) » ed essendo PM
(=) = PD+D2+QM= BC () - LG (g=)+M2(s4)
ne risultax=m+4-pz+su, ed y=n4-gz 424
 Qutenute quest espressioni , basta sostituirle nedl’
equazione proposta, e la trasformata risultante sa-
i un’equazione generale, in cui si comprendono
tutte le mutazioni possibili , che si possono fare
nell’equazione di una curva, salvala di lei primi-
tiva natura . Il giovine sagace potra facilmente ap-
plicarla ai casi particolari .

639. Faceadoci adesso a riflettere generalmente
sull” equazione di una curva, si vede, che sicco-
me contien’ essa due incognite , basta dare ch va-
Yori ad upa, per dedurpe immediatamente 1 valo-
ri corrispondenti dell’altra . E’ in questa guisa, che
puod concepirsi 1’ andamento , e la forma dl. usa
curva per mezzo deila sua equazione , € st puo
inoltre delineare per punti contigui .

Ecco un esempio . Sia -data una curva per e

~

x N2 )
f'quazione y=a (;‘:F; . Si' ponga sulle pri-

‘me x=0 si avri ¥=o ; dunque la curva passa per
PPorigine delle ascisse . Sostituendo per X dei va-
lori posktivi successivamente maggiort , & chiaro,
che il numeratore dee andar crescendo pid del de-
‘hominatore , e che percid: il ramo , che i &f del-

“Ya parte delle ascisse positive , dee discostarsi suc-
ces-

- dinate , dipende la situazione positiva, o negati-
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cessivamente dall’ asse . Questo discostamento- ha
perd up limite , perché fatto x = oo risulta y=4a..
Facciasi x negativo , ed il valor di y crescerd assai
—_ 2

— - »

mentre cresce il numeratore, il denominatore di-
minuisce ; dee pertanto crescere y assai pi d’x,
¢ questo con una tal rapiditd, che quando x &
giunto ad essere =a, ¥ ¢ gid =00 + A misura pe-
ro, che x diviene >z, y diminuisce , firché di-
venuto x=e0, y & =a.

Dunque il ramo della sudetta curva dall’infini-
ta distanza dall’ asse, a cui era giunto , verso la
parte negativa , torra ad accostarvisi , finché ne sia
distante della sola quantiti a .

Da questa breve analisi ne seguono le determi-
nazioni di molti punti , come si vede qui presso.

1 1 3 '
Facendo x=ee &c. 34, 24, a, o,—-—g"a-';a,-:a &e.

9 4 1 1

ne risulta y =4, 6% ';a, ‘; a4, 0,';4,4,94,00 &c. a.
648, Seol. Qualora y fosse espresso per una

rapidamente , perché nella frazione (

funzione irrazionale d’ x , e costanti , per evitar

le radici iacommensurabili , converrebbe sostituire
per x quei valori, che rendono la funzione una
potenza perfetta dell’ ordine espresso dal radicale.

Come guesto si eseguisca,si vedrd nell’Analisi In.
determinata .

641. Dal fin qul detto ne derivano i due se-
guenti corollarj , e sono

1.° Che dal segno positivo, o negativo de!l’or-

va
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va dei rami di una curva. : ,
2.° Che unacurva, allora passa per I’ origine
delle ascisse , quando essendo x=0, ¥ ancora € =0 .

Questo poi si vede , che pud aver luogo sola-
mente, quando [’equazione della curva non contie-
pe alcun termine costante .

642. Prima di proceder pil oltre, ad oggetto
di seguire un’ordine piil preciso , e pil distinto ,
convien ridurre le curve, le quali sono , come le
funzioni,da cui vengono rappresentate , di una
moltiplicits infinita 5 ad alcune classi determi-
pate .

Si dee perd avvertire, che il carattere, per cui
debbonsi distinguer le classi delle curve, dev’ esser
tale, che non venga punto alterato dalle trasfors

mazioni, di cui abbiamo parlato di sopra .

Avvertendo a questo , si dee ravvisar facilmen-
te , che non il numero , n¢ "omogeneita de ter-
mini & capace di caratterizzar 'ordine , a cui ap-
partiene una curva , ma sibbene il grado dell’equa-
zione, da cui vien rappresentata .

643. Con questo principio , dicesi linea d-
prim’ ordine quella, di cui I’equazione , non cons
tiene altra potenza delle coordinate , che la prima
dicesi linea di second’ crdine quella , nella di cui
equazione non entra maggior potenza della secon-
da , e cosl in seguito.

Quindi I’equazione generale delle lince di prim’
ordine & ay=tbx—t¢=o. Da questa $i ha cecsnnneses

=bx—tc
y= ", che & I espressione generale della

linea retta.
L'equazione generale delle linee di second’ordine
cayt

z}b e e By

ay* Ebxyt oy dytiex =f=-o0; .

“g:!;a :ﬁeie “Hn:“e di terz’ordine éf’

aJ s v qx i dx} i-: fyzj ‘l.';".ll.'.

riyv—til=0, ¢ cosi dell’altre. ke
Generalmente {'equazione di una linea dell’ or.

(n+41)(n42)

dine n dee contenere - termini, ed altret
B > i

tante costanti, le quali pos
sona aver qualun
valore, non escluso il zero. anatunqte

644- Intorno all’equazione di una curva, riman-
gono da notarsi tre cose, ¢ sono
s .
din]e. guhfx un’ equazione, affinché rappresenti I’ or-
Da curva, deve esser li i radi
dine. libera dai radi-
g lrI; .Chersc una equazione sia risolubile ir fatto-
bz.lona I, rappresenta un sistema di pid linee
co:;r;, inate insieme , perché equivale al prodotto
dell’equazioni di diverse curve.
IIl. Che qualora non sia dato I” angolo delic
::::dmatc,. una medesima equazione pud appar-
ch a dw;rsc’ curve . Si vedra, per esempio, 2
suo luago,_c ¢ I'equazione y*=a’—x* rappresenta il
circolo, sc le coordinate sieno rettangole , ¢ che
rappresenta un’Ellisse, qualora le coordinate sien’

obliquangole.
(nd-1)(n4-2)

——1 punti,

645. Teor. Essendo dati

er 1 i ‘
gm;x guah ‘debba passare una carva di un’ordine
ato , 51 puo determinar {’equazione, che learpar-
tiene. Come qu i i i 53 da ci
fene - questo si eseguisca , si si da cio

o Tdctto nel cap. dell’Interpolazione .

646. Teor. Unaretta non pud incontrare upa cur-

va
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va regolare di un’ordine #, in up pumero di pun-

ti Sn.

Dimostrezione . Nell'equazione proposta si faccia
w=0. L’equazione rimanente mostra il numero dei
“pusti d’intersezione , che possono aversi fra fa cur
va, ¢ |'asse delle ascisse , overo fra la curva, cd una
retta qualanque, perché mutato il sudetto asse in
qualsivogliaj modo , non si muta lordine dell’
equazione.

Ora ['equazione divisata ton pud aver pid radi-
ci reali del numero n . Difatto in virth del Lem-
ma I (m506.)si ha, che le lettere componenti il
cocfficiente del 2.° termine di un’equazione quaiun-
que, non possono essere pill di numero delle unitl
comprese nel grado dell’equazione stessa; dun-
que &e.

647. Teor. Due curve degli ordini m , ny non
possono inconirarsi in maggior numero di puntl
di mn.

Dimostrazione . Suppongasi, che le due curve
proposte , sieno riferite ad un’asse comune , in
modo che a ciascun punto d’intersezione delle
medesime corrispondanc due coordinate partico-
lari. Fatto questo si trasformino I'equazioni delle
due date curve in guisa , che appartengano al
nuovo asse , e si deduca dalle ~medesime , un’
equazione in x,0 iny.

E’ manifesto, che quante radici reali avra 'equa-
zione risultante , tanti punti Jd’intersezione , e non
pill , si potranno avere fra le date curve.

Ma le radici reali di tal’equazione non p osson’
esser pid di mn, come si vedri (Cap,Eliminaz-),dun-
que &c. &e.

648. Probl. Determinare in quanti punti si

pos-

posto puato d¢’incontro °

%32
possano incontrare due curve date, e quali sieno’
questi punti .

Soluzione - Siccome due curve nei punti, dove
¢’ incontrano hanno comwni le coordinate, dette
x,.y le coordinate di una , z , # le coordinate
dell’ altra curva, & chiaro, che per ciascun pun-
to d’incontro debbono aversi gnattro equazioni, €
sono 1.* =z, 2.2y=« 3.2 [’equazione della prima
curva in x,%; 4.* 'equazione della séconda in 2,
ed u - Dalle prime due si prendano i valori di 2,
%,in x, ed y, e si sostituiscano nella quarta;
si avranno due equazioni in ¥, ¥, ¢ costanti .
Da queste si deduca un'equazione in.y, € la ri-
sultante somministrer) tutte le ordinate , che ap-
partengono ai punti d’incontro , e se deducasi un’
equazione in ¥ , si avranno tutte le ascisse, che
corrispondono ai punti divisati « La Soluzione a1
questo Problema si comprendera meglio dopo 7
Trattato dell’Eliminazione . l

649. Per determinar poi precisamente questi
punti , convien cercare I'ascissa, e I’ordinata di
ciascun punto d’iscontro , esaminando per mezzo
delle due equazioni accennate quali sieno le or-
dinate , che corrispondono alle ascisse , le quali
sono rappresentate, come appartenenti ai puati d’in-
contro , e wiceversa .

650. Questa ricerca & necessaria , perché scbe-
ne ciascun valor reale di » dimostri, che le due
curve hanno in un dato punto un’ordinata comu-
ne, non ostinte se non sappiasi , che questa sia

" reale, pud avvenire , che in quel punto le ordina-

te divengano eguali , e identiche in una, ma sie-
no immaginarie , il che poi escluderebbe il sup-

65 1.




.. 433
65 1. Teor. Se abbiasi una curva BCDEFG (Fig.16)

di un’ordine » rappresentata per un’equazione, delle
quale if primo termine sia(ax™ +bx™Y - ex"&e.
"™, elultimo sia Ax" P 4 Bx"P" - Cx" P &e.
1o dico , che I'asse dell’ascissa AP incontrando la
curva pei punti B, D, F &c.se prendansi dall”
origing A, le parti A7, AV, AX & egua]ialle
radici dell’equazione ax™ + bx™ T x™ & =0,
e se canducasi un’erdinata qualunque LG, [3 qua-
le incontri la curva inL, C, G &e. il ppodbtto
delltordinate PL,PC,PG &c, corrispondenti all’zscis-
FB.PE.PD &c.

‘sa AP , stari alla frazione m in una
ragione data di A:a .

Dimostraziape . Dividasi I'equazione della curva
per il coefficiente ax™+4-bx™ -cx™* K¢, onde ri-

n~m AXTPBITPTE &,
ceva la forma y ...+4 A AT ey g, =0
1l prodotto di tutte le radici di quest’equazione,
ciod il prodotto PLYXPCXPG &c. del’ordinate &
AX"PY BPT &,

b e (Lem-

ma Il §.506.) . Ora il pumeratore di questa fra-
zione & uguale 3d A.PB.PF.PD. &c., e il denomi-
natore & uguale ad 4.PT.PV.PX. &c, ‘
) Difatto i punti 8, F, D &c., nei quali una curva
jncomtra ’asse delle asgisse si ottengono con porre y=0
Ma. questa §upposizionc riduce [’ equazione al “suo
pltimo termine Ax" P4 82"* " &c. =0, € le radi-
¢i di gquest’equazione sono le ascisse AB, 4F ., D.1
&e.le quali hanno qualche ordipata -0 . Dividengo
pertanto la suddetta equazione per ¢, larisultante
Ee xR

uguale all’ultimo termine
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LS T & 20 8ard = (Y—AB) (X~=AF) X
(x—AD)&e.ciot =(AP—AB) (AP _AF)(AP-AD)&C.,
o finalmente =PB.PF.PD &c. Dunque moltiplicando
per A, risulta Ax"PHBX" P &c.=A.PB.PF.PD &e.

Parimente, poiché AT , A¥, AX &c. sonole ra-
dici dell’equazione ax“‘+bx“"+rx'“" &c.=0, O
b i

¢
dividendo pera , di ¥™ 7 Y +‘a"x“‘"&c. =0;
dunque essa &uguale al prodotto (#—AT Y1 AV)
(x—AX) &c. ciog al prodotto (APe— AT)(AP—AV)
(AP — AX) &c; dunque moltiplicando per a » si
ha finalmente ax™ 4 ba™* 4 ca™ &
:d.PT.PV.PX &Co )
Dunques sicccme. si ha PL. PC . PG &Co sureeenene
AXP B PT &c.
= ax™ b4 &e.
A.PB.PF.PD&c.
PLPC.PG &e= 1 by Px.&e.® ciod si haeene

PB.PF.PD&c.
PLPC.PG &c. :PT.PV.PX&—;“ Ad o

Le applicazioni di questo Teorema sono assai
feconde ; applicando alle curve di second’ordine s
scopre con tutta facilitd pi d’uno dei Teoremi prin-
cipali ad esse spettanti .

652. Probl. Data ura curva Algebrica qualun-
que , determinarae la tangente , la sottangente, la
normale, e la sunnormale.

Soluzione . Sia la curva AMN riferita all’ Asse
AP (PBig.* 17.)- Si conduca la segante SMN ; dai
duc punti d’intersezione M, N §i abbassino le

due

; dee aversi per conseguenza




due ordinate MP, N2 , ¢ dal punto M43§i

conduca MO parallela ad #ZP . Si avranno i

triangoli  simili MSP, NMO , e percid
Ps  Ax

NO: OM :: MP : PS , ciod ‘; = "xy - Suppon-

gasi che il punto N si vada indefinitamente acco-
stando al p_unth; PS anderi diminuendo, finché il
punto N sia giunto in M. Quando questo avven-
ga NMS diverrd tangente, e si comfonderd con

] . Ps
MT, e PS diverrd =PT . 1l limite dunque di 5

PT L Ax dx ,
¢ ';; ma il limice di Eé"@; dunque nel
. . . e PT
punto, in cai NMS divien tangente , si hz‘;

dx ‘ dx
= &3‘, ciot PT , o sia la settangente =37, . So-

stituiti in questa formala i valori diy , e dy dedot-
. , . .
ti dai{ equazione della curva, si avrd un espres«
sione in x, e costanti, che rappresentera la sottan-
gente richiesta . ‘ ‘

Ottenuta la sottangente, riesce facile condurre
la tangente; nondimeno vediamo dj trovarne la
formola .

A’quest’effetto osservo,che si ha MTz\/MP’-{-PT’

dxz 2 2
= Py s =y\'/dx +dy formola cercata in
ST Y d*
cui si faranno le sostituzioni come sopra.
Se daun pucto del perimetro di una curva si
conduca una retta, che sia perpendicolare al peri-
Eez2 me-
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;itro stesso , £ questa si prolynghi fino all’asse,

si avrd cid, che dicesi normale . Tal'¢ la ret-

ta MC. T
La distanza del punte C dal’estremita P delP’or-

dinata condotta sull’asse dal punto M, dal gqua-

le parte la normale , vien detta sunnormale . Cet-

chigmone la formola.
Mt

Avendosi I'angolo reto CMT 5 $i ha PC="gp™
y iy . | L
= dx:y;; . Der la normale si ha MC= .overns

: dy W ey
petdrm=Y Y =y VETZ
e O

853. Probl. Determinare s wna curva dzbb’
aver degl’ asintoti , cio¢ delle tangenti in qualche
suo punto infinitamente lontano dal vertice , €
quanti he poss’ avere . »

Soluzione . Si suppenga ( Big.* ¢i1.?) che sia ™
una tangente » Dalla PT si tolga P, e si avia

v dx »x
il residuo AT = ¥ "Zy-—-x . Sostituiti i valori ¥ »
dx )
edy ,si ottefrd y 7 — X in termini finiti 3 Si pon-

ga guesto risultato =5 quantith finita qualunque 3
Per mezzo di quest’equazione , ¢ di guella della
curva proposta si climini una dell’incognite ¥,5.
1’incognita, che rimane ; si ponga=-ot 3 Se ne ri-
sulta uno, O pit valori per s, sarann’ essi le di-
stanze S, per cui debbop passare gl” asintoti §
gualora poi non ne risulti alcun valor reale finito
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per s 3 sark cérto , che la curva fon ammette a-

sigtoto veruno .

‘Una solx distanza perd non basta per determi-
nare la posizione degliasintoti , onde convien im-
muginare per origine 2 una fctta AR parallcla
ad AP, per dedurre dai triangoli simili 72 M,

o dw dx
T.K, fla proporzio:fe"y@ 2y ::y@ — %y AK =

y—=xrs §i riducay— ¥ 7= come soprd , e ¢i
ponga = ¢ quantity finita qualunque ; Si ponga I’in.
cognita, ch¢ rimane = ; ¢ quanti valori finiti
di ¢ si otterrsnno , tinte tette di elevazione AR
si avranno , da cui verrd determinata la posizio-
ne degliasintoti . Sia per esempio (a curva , che
ha per equazione ¥} = x°* (a—-x); Si avrd ...
39* dy = 2xdx (a4-x) 42" d% = 2 axdx - 3 %7 dx
& 3
Di quiy E—x:";;;ﬁ — x , e sostitnito il
o ax
valove dii ¥ 5 = m:s; pongasi u= o , € si

a
3 Operando in un modo analogn si
a
trova t =~ parimente,
654. L'ides di asintoto ¢i conduce naturalmen-
te a trattare dei rami infiniti . ' ‘
6sy5. Un ramio di curva allora & mﬁmto’ quando
si affontana idfinitameiite dd ano degli assi 4 cui &
rapportato , overo da ambedue insieme . Dunque

per corastere se una curva sid dotata di rami in-
‘ Ee3 fini-
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finiti , basta esaminare se facendo infinita nell’
equazione della curva, di cui si tratta , una delle
variabili x, y, il rimanente dell’ equazione non
involga contradizione, o assordo. Cid jessendo,
¢ sicuro , che la curva ¢ dotata di qualche ramo
infinito .

656. Conosciuto questo, convien passare a de-
terminarne la posizione ; Ora siccome , conoscen-
do I'ordinata che corrisponde all’ascissa infinita , o
vicever(a , la posizione del ramo & determinata , &
chiaro, che non si ha da far’altro , che fare infi-
nita una delle variabili x, ¥, ed estrarre in ap-
presso le radici dell’ equazione rimanente , la
quale si ottiene secondo cid che si & detto al
(n.-101.) .

" 657. Queste radici perd, siccome si ottengo es-
presse per serie , convien® osservare, che la serie,
che le rappresentanc, sieno prive affatto d’agni imma-
ginarietd, il che si potrk scoprire per cid che si &
détto al (n.cit.).,

Essendosi assicurati di cid, quante saranno le
serie reali, per cui verranno espresse le radici,
aitrettanti saranno i rami infiniti della curva pro-
posta, ¢ saranno essi tatti determinati dai valori
delle radici medesime.’

658. Qualunque sia la natura , ¢ la posizione
dei rami infiniti di una curva , essi nell’ infinita
loro progressione prendono insensibilmente la cur-
vatura, o di un’Iperbola, o di una Parabola , inten-
dendosi per Iperbola la famiglia intera di tali cur-
ve , rappresentata dall’equazione y™=.4x",in cui »
sia ‘negativa per le Parabele , e positiva per le
Iperbole . »

659. Per determinare se un ramo infinito di cur-

va
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va sla Tperbolico , e Parabolico, nella serie, che g‘,;- ,
presenta l'ordinata del ramo proposto , si prenda-
no tutti i termini, nei quali ha x.un’ esponente
positivo , o zero, e la somma di questi dicasi per
esempio 2. Se la linea, di cuiz, x sono le coor-
dinate, & una linea retta, e che sia percid espres-
sa per l'equazione z=A+-Bx, il ramo sari Iperbo-
lico, altrimenti sark parabolico . La ragione di que-
stod,che i termini dellaserie ,da cui & rappre-
sentata l'ordinata infinita, in cui !" esponente d'x
& negativo, sono taato piu piccoli , quanto xé
pid grande, ¢ percid sono zero, quando x & infi-
- pita. Dunque l’ordinata infinita del ramo propo-
sto si avvicina tanto pid all’ ordinata & , quanto
piti & grande » , ed all'infinito le diviene uguale.
Per conseguenza il ramo della curva si avvicina
sempre pid alla forma rettilinea, finche ad un’in-
finita distanza si confonda colla linea retta rap-
presentata dall’equazione 2=44-Bx. Ma un ramo
infinito di curva si chiama Iperbolico, quando ha
un’asintoto infinito ; Dunque si vede &c.

Per un simil raziocinio il ramo della urva sa-
12 Parabolico , quando I'equazione g=.4--Bx, non
appartenga ad una linea retta; perché in questo
caso I’asintoto del ramo & curvilineo, ed un ramo
infinito di curva, che non ammette asintoto rettili-
neo, dicesi Parabolico . :

660. I rami iperbolici oltre gli asintoti rettili-
nei possono perd avere, come pure i rami Para-
bolici , degli asintoti curvilinei , e di numero in-
finito .

Difatto pigliando nella serie, che esprime ['ordi-
nata infinita, un_termine successivamente di pid si
hanno le successive equazioni s=4 - Bx 4«Cx™" »

TR . Eeg 25

M0

23 AA4-Br4-Cx"4-Dx™F ; &e. &e. e queste, come si
vede rapprescntano tante curve, che fatta x infi-
bita, si estendono -all*infinito, e sono in virtd del
raziocinio fatto di:sopra, altrectanti Asintoti carvi-
linei del ramo principale . Ingenerale perd si ri-
guardg come asintoto curvilineo, la curva che vien
somministrata dalla pi semplice dell’equagioni ac-
cennate . - 1 :

661. Lungo sarebbe il calcolo, che si ﬁotrcbb/e
qul aggiungere intorno alla ricerca della situazione
della forma, e detle specie dei rami infiniti . Per ques
sto converrebbe prevalersi del Triangolo Analitico,
di cui I'uso involge un’operazione soverchiamente in-
comoda , e prolissa. Su di questo potrd consultarsi
M. Cramer. Noi la tralasciamo , perché una tal
}[_‘c_'orm non é-asse]utamente necessaria per |’ Ana-
isi . ‘

Terminiamo co’ segusnti '

662. Teor. 1,° I rami infiniti di una curva sono
sempre di pumero pari. : . o

Dimostragione . Un ramo infinito di curva & de-
terminato dalla serie , che rappresenta il valore
dell'ordinata , che corrisponde ad un’ascissa infini-
ta . Om perché an tal ramo esista , convie-

ae 5 ch'c la serie sia O reale , o mezzo=im-
-maginaris ; Se & reale , o facciasi x positi-
va , 0 negativa , risulta l'ordipata sempre reale.
D_ur.)quc. se la serie sia reale, rappresenta due ra-
mi infiniti . Qualora sia'mezzozimmaginaria x dev’
essere O positiva, O negativa sol:mente, perché la
seric sia reale, e percid vi pud essere ramo inf-
rito da una parte sola dell'asse delle ordinate. A
motivo perd del doppio segno del radicale, i ra-

mi infioiti debbone esser due , ¢ situatidalla me= *
desima parte . , ) 663
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. 663. Teer, Oghi cutva dlgebrics di ordite im-
pari ha per il meno un rafi6 infinitd. .
. Dimostrazione « Difatto , tiguardando come in-
cognith {a enordinate; il di éui massimo ésponen.
te ¢ impari, l’equazione dee necessariamente aves
re una fadicé reéale, qualunque sia il valore dell’
altra coordinata; alcrimenti i snoi coefficicnti eon-
terrebbero  dell’ immaginarietd ( . 1§6. ), contrd
Pipotesi . : ‘ S
Dunque facends x=ee , y dev’ efser reale; ¢
pereid &e. N ,
664. Teor. 3,° Una curva Algebrica dell
ordipe # non pud avere pili raml infiniti di-2# .
Dimosirazione . L’equazione di una curva Al-
gebrica dell*ordine » non pud avere piltdimra-
dici reali (m.517.)3 percid non si possono trovi-
re per ‘mezzo del triangolo Analitico pit di #
serie , che rappresentino- il valore di un"orgii:
nata per un’ascissa infinita 5 ma ciascuna di tili
serie von dA pitt di due valori ; dunque &e.
665. Teor. 4.° Una curva Aigebrica fiell’f)rdl-
pe #, non puo. avere un numero di asintodt ret-
tilinei >n . .
Dimostrazione . Perché¢ un ramo infinito abbia
un’asinto to rettilineo, conviene che la somma dei
termini , di wha dellé serie esprimenti l’ord_igat‘a
itfinita , in ¢ui hi Pascissa x un’esponente positivo,
O gero, sia Hneare, e ¢he si abbia un’ equazione
della forma z=.7-}-Bx. Non si possono dungus
avere pin asintoti rettilinei di quello , che Vien
-espresso dal pumero dell’equazione comezf.-d+8x;
Ma tali equazioni non pessono esseré di numero
‘maggiore del numero delle serie, che rappresenta-

‘no l'ordinata infinita, e .questé serie non possono
esser

.442.
esser di m; perché i valori di tale ordinata nop
possono esser di numero >n , come si raccoglie
dal coefficiente del secondo termine ( Lemmma II.
(8. 506:) ; Dunque pjd di » non possono esser gli
asintoti rettilinei. CL

Convien ora trattare de’punti molteplici .

666. Punto molteplice é quello, per cui pas-
sano pil rami della medesima curva; il grado del-
la loro moltiplicits dipende dal numero de’rami ,
che passano per un medesimo punto . -

667. Probl. Data I’equazione di upa curva,
determinare, se essa abbia punti molteplici , qual
sia il grado di moltipliciti, e qual ne sia la po-
sizione .

Soluzione . Siccome perun punto molteplice qua-
lunque possono condursi tante diverse tangenti ,
quanti sono i rami di curva, che [o costituisco-
no , deducendo dall’ equazione dara il valore di
ydx

din termini finiti , si dee trovare un espressione

dy
[}
= s vale a dire (n.573.) un espressione indeter- _
, T ydx ‘
minata ; perché non potendo aver A pit diun

valore, e non potendo rappresentar piuttosto una
sottangente , che un’altra, conviene § che si pre-
senti sotto forma indeterminata. Si deduca pere

dx
tanto dall’equazione data il valore di &’ ( perche
essendo ¥ la médesima per tutte le tangenti , si

dx
pu# supporre =1); sc?y ridotto in termini finiti

risul-
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risultj di un valore determinato, sard sicuro che

la curva proposta non ha punti molteplici . Se
o d. M

poi risulti = pa si deduca il differenziale; N.Sv.:

questo abbia un valor determinato , avrd lacurva

M ' o
un punto doppio ; se anche ’zq‘\l‘provcnga:;,si.
d.P d.P o

deduca Tgi, e se abbiasi 9" o avra lz‘

curva un puato triplice. Si prosegua in questa ma-

niera , e si concluder} generalmente, che il grado

di moltiplicita di un punto vien’espresso dal nu-
d.M dP d.R

mero dei differenziali m; E’L’ z'.—s:'&c. aceree

sciuto di un’ uniti.

Per determinar la posizione di an punto mol-
teplice non si richiede che determinar le coor-
dinate , che ad esso appartengono. A’quest’effetto,
si prenda il differenziale dell’equazione data nell’
ipotesi di dx, e dy costanti , onde si abbia un’
equazione della forma Adx-{-Bdy=0 . dove A, ¢
B sono funzioni ai x, y, ¢ costanti : A’ motivo

dx o
che deve aversi per ipotesi E;.—.‘;‘ si avyanno

I'equazioni A=0 , B=0 ; I valori d'x, e d'y dedotti
da queste, che sodisfacciano all’ equazione della
curva, saranno le coordinate, da cui vien deter-
minata la posizione del punto molteolice .

668. Scol. L’ultima equazione differenziale , da
cui si hanno le sottangenti, che appartengono al

punto molteplice, pud avere delle radici im magi-
parie

/
/

4

mrie 5 ¢ delle radici eguali. Nel primo easo si

avraono dei rami invisibili , che formeranse cogli
~ altsi rami de’punti, che diconsi conjugati . Nel
/ sécondo case, si.avranno de’rami, che si toccano

solamente . ‘ ‘

Di qui si pud. derivar la ricerca de’punti di re-

gresso ; de punti ciod , nei quali pid rami di cur-
vd gincontrano senza tagliarsi, come viene indi-
cato dalla (Pig.* 18.). :

. 669. Vediamo adesso il Metwdo di determinace
i-punti di flesso contrario .

_ Sia (f‘"ig'." 19.)la curva A4BC la quale abbia ua
punto di flesso contrario in 8, Condotto un dia-
metro verticale .TS, & manifesto, che da qualunqucl
punto B, che si conduca una tangente alla curva,
I"ascissa , o siz la parte CE del diametro, risulta
sempre tanfo pilt grande , quanto pitt il punto B
si acosta al punto B;cosicché nel punto B la tan-
gente produce un’ascissa C7,che & la mmaggiore di
tacee . . ‘
Difatto , passando al di 1 di tal punto , le
ascisse tornano indietro, ¢ diminuiscono successie
vamente. Ora Pascissa €T ¢ generalmente uguale altz
son’a;gemc diminuita dell’ ascissa  , e percid

ydx

4y
ylgu-nqﬁc non resta che da prendere il valore di
= ‘J —x in termini finiti per mezzo dell” equa-

zione della curva ; quindi prenderne i} diffe-
‘renziale , wguagliarlo 2 zere , ed osservare,
s¢ una 1al. cquazione presenti alcana radice
’mic'. Ci6 essendo, ton i ha, che da vodewe

: se

2

LI O




se il secopdo differenziale sia pasitivo, o ncgtt.:
vo . Eggo dungue 'equazione caratteristica per giu-
dicare se ung curva siz dotata di flesso contrario ;
oydxd’y

——Zy,f — =0, 0 sia d’y=0. Se questa non pos-

#a aver luogo, sari indubitato , che son v’ha nel-
la curva il flesso divisato.

670. Se venga applicato un filo perfettamente
flessibile sulla convessitd di ana carva quaiunque
ABC , in modo che nell’estremity ¢ della curva
sia §ssato immobilmente , ¢ questo, cominciando
dall’estremitd £ sivada svolgendo , & manifesto,
che il punto A descriverd una curva 4E¥ , ladi
eui natura dipendera dalla cuerva dara BC, che
dicesi evoluta . ( Vedi Fig.? 20.)

671, La curva generaa dall'estremo del filo si
chiama curva di evoluzione: le porzioni del fiio
disteso BE , CN &c. diconsi 'raggi osculatori ;. 0
raggi di eurvatura, ¢ un circolo descritto con
uno di questi raggi appellasi citcolo oscata-
tore s perché due archi infinitesimi del circo-
lo descritto col raggio osculatore , & dell’ evalu-
‘ta st confondono insieme con una perfetta egua-
glianza . ' )

672. Da tatto questo ne segue . 1.° Che cia
scup raggio di eurvamra eguaglia Iarco dell’evo-
luta, che gli corrisponde , 2.5 Che ciascuno di
tali raggi ¢ tangente dell’evoluta. 3.° Che nel me-
desimo tempo & normale della curva di evolu-
zione , 4.° Che la curvatura della curva di
evoluzione nei diversi suoi punti sta in rd-
gione inversa di raggi osculatori correspon-

;dcnti .
, 673,
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673. Ne segue inoltre, che una curva dotata
di ﬂcs‘so contrario non pud avere una curva dj
«evoluzione, che sia contioua , e la medesim :
perché si richiederebbe , che il filo al di I3 c?i
flesso si muovesse con un moto contrario ciocé
prendesse a muoversi dall’altra estremita ’iI che
si vede esser totalmente contrario alla pr’oduzione
di una medesima curva continua . Non esi-
ste per censeguenza il punto, che il Marche
se de 'Hopital chiama: punto di regresso  di )
conda specie . i

674. Vediamo come si determini per mezzo di
una formola geaerale jl raggio di curvatura, di
una qualanque curva di Evoluzione . g

Sia la curva ANV, di cui 'asse sia 4H' , e 5i vo
glia sapere la di lei curvatura nel punto 7,\( o sia
vogliasi determinare il raggio CN. Cond’ctt'&"lm
ordinate MP , np infinitamente prossime , sar} e b;
la normale della curva ANV, ¢ PM ’nc sa;( Ia
(dy*f-d?)

dx ’

sannormale ; e si ave .MN:: y
dy

PN 5 Si averta quindi , che il triangolo ;ct-

tango!o Nnb pud riguardarsi come rettilineo , at-
tesa 'estrema piccolezza dell’arco Nn s esi puod con

cludere Nz ( che faremo 4 ) Nn =ap= \/(a]y’-{-dx’)
: b

¢ pefcio NMzy dr " °
.. d
Posto questo si ha ulas =x+4y &2 ; ¢ siccome
ﬂ x

H
Mm ¢ il differenziale di 1p1, si
si h =
dx® dy? Tty d_;"+_yd’J ’ 3 pure Mm=
dx S P Si conduca Mt

e

per-
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perpendicolare ad NC : Si avra per i triangoli si-

-t Fady
mili Nnb , Mtm,dp : dx :: ¢ Mtz
dy ‘ B
dp+y dp * .

Si conduca parimente dal punto A1 la retta ML
parallela al raggio #C; ne deriverh Ds= Mt ; per-
dy  ydy
¢id IN=Nn— Ln = d.p —dp —¥ ;I; :—7 .

"Finalmente per i triangoli simili LNM , NaC si or-

d’y d.p dp*. dp
tiene —y ‘I-I_’ 2y g dp: NC= —:-—d?d?y = ernones
(dx*4-dy*)\/(dx*+-dy?) o
~—— formola richiesta .
—dxd®y ST
Per farne uso in pratica basta sostituirg i va-
lori di dx, dy, ed’y in guisa, che la formola ri-
ducasi a contenere una soltanto delle incognite
x,y, e costanti . i
676, Probl. Data una curva determinarne I’evo-
luta. :
Soluzione . L’ ordinata della curva richiesta A5 C
( Fig.* 20.) cio¢ CH' pongasi =« , ¢ I’ascissa 4H'=z;
Essendo data la curva £EV si ha la sunnormale
PM , la normale NM, ed il raggio di curvatara
CN ; Percid si hadai triangoli simili NPM,MCH',

CM.NP
NM: NP:: CM: CH' = —2—\?1-&4— s COME PUre «.iu.
CM.PM .
NM : PM :: €M : MH' :W 3 Quindi si ha
‘ ydy CMIMP

MH'= 22 APH-PMA M= 5+ 2o+ 0 s

443
: L ’ el CM. NP
Con questo si hanno le due equazioni 4 = ———N e
 dy cM.PM o
ez=x+}y ;;—}-_‘&‘54—' » dalle qualisi hau, ez

in x, y , e costanti, espresse ciod per le coordi-
nate della cueva data , p costanti . Da una di esse
deducasi il walore del’incagnita x . 8y, che vi
si gontiene ( giacché suppongo , che siensi ridotte
le suddette equdzioni i maniera’, che ¢iaseuna ne
contenga uny’ solamente ) espregso per la coord;.
nataz , & u, secondo che sl opera sulla seconda,
o sulla privta. Questo valore 'si ponga nell’ altra
equaziene 4 e sf avrh immediatamente un equazio-
ne frau, ¢ 2, che sari I'equyzione cereata .

676.Probl, Dita una curvasN#(Fig.3cit.%),su cui
sia ripiegato un filo in guisa, che ne avanzi olgre il
suo estremo .4 una parte qualunque 4D, si di-
manda I'equazione della curva di Evoluzione DH .

Soluzione . Condozte le coordinate infinitamente
prossime RT, SV, il raggio FT?, ¢ la retta F3
paralicla all'asse 4H', dicasi I"arco ACX =S, ¢
percio TV =18, AS = x, SV=%.4D = b, DH=u,
edFH=2z; Sara RS =TO = dx, ed 70 = dy .

Posto questo si ha T#: TO :: F7 . F®, cict

' ( S+-b) dx
2 BY o Joove 2 e e TR .
Vidxidy®) s dx b-s: a2 Duse
: (8+5) dyr—x

que. FQ#F&-?Hi-: Fz-d“- £ ES J(dx3+dyz) .

Parimente. si ha 77 : IO :: FV's VQ , ciod
(dx-dy*)) : dy = 54 :v\/(dx’-f-a!y’)’on ¢ S9=

Vs
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(S +- b)dy .
(S + b)({’y‘

Py ar ey ™

E” questa una soluzione generalissima, che com-
prende infiniti casi particolari.

677. La Teorla dell’Evolute ci conduce a par-
lare delle gubevolute . L’idea di queste si concepi-
sce osservando la (Fig:* 21.), nella quale la curva
BCD & VEvoluta della curva A4EG; la curva BIH ¢
I’Bvoiuta della BCD, ¢ percid la subevcilum del-
la curva AEG; che la curva QMN ¢ | Evohtta
della BIH , e percid la seconda subevoluta della
curva AEG, e cosl in seguito. Cerchiamo la for-
mola del raggio di una subevoluta di qualunque
ordine. Sieno gli archi EF, CD iofinitesimi ; sa-
ranno simili i triangoli EDF 5 CHD , perche oltre
gli angoli £, Cretti, I’ ango!o_ EDF ¢& comple-
mento tanto di EFD, quanto di CDH; Lo stesso
vale per i triangoli CHD , INH &c. Dungue
EF:EC::CD:CL::i H:IM &c. Ora €D ¢ il .d)fferenZEalc
di EC3 come 1H di CI &c. dunque siccome si ha

(dx*+-dy*)% '
(m694.) EC="_5 0" dev’essere CDuuereorvnnsnssesere

(A dy")3
=d | —dxd®y

ciod , posta dx cOStante 5 earses

—3dydiy* /-y’ (e dy) fd -y )

= remdxd?y?

Quindi si ha ¢/, raggio di una subevoluta
qualunque
Gdydy (d*A-dy
ey F £ . Si

Wide' 4y’ dyidn ) \/(dx’ﬂ-dy’ )

59 . ,
Si consulti su questi materia una profonda Me-

moria di M: Maupertuis negli Atti deli’Acc. R.del-
le Scienze all’an. 1728. ‘

678. Veoendo a parlare della maniera di deter-
-minare t Massimi , ¢ Minimi delle funzioni con-
tinue, basta soltanto accennare, che questi si tro-
vano col metodo, che si usa per le funzioni Al-
gebriche , vale a dire, con eguagliare a zero il
differepziale della funziose proposta. N

679.. Ci rimane adesso da trattare della retti-
ficazione delle curve , della quadratura della loro
superficie 5 e deila cubatura de’ solidi generati
dalla rotazione di esse intorno ad una retta data
di posizione .

Incominciando dalla rettificazione, la quzle non
& altro, che la riduzione di -un’arco curvilineo
in una linea retwa, sia la curva AMN (Fig.? 17.)
in cui MP, N2 sieno due ordinate orrogonali all’
asse 4B, ¢ sia AP=x; PM=y; posta PY=MO=Ax.
ON=Ay, ed MN=AS, detto S l'arco M, dal
triangolo mistilineo MNO si avri prossimamente
Asz\/(Ax*4-AyY) . Si vede perd, che questo rap-
porto tanto piu si accosta ad esseredi eguaglian-
23, quanto pid I’arco MN ¢ piccolo , cosicche se

prendansi i limiti deesi avereuna perfétra segua-
glianza ; dunque d.S:\/(dx’-:;-dy’) » € integrando

f//\/ (dx* }-dy* )} formola, dalla quale si ha

la rectificazione richiesta , & esatta, o appros-

simata.,

680, Qualora le ordinate fossero obliquan-
gole ,  converrebbe servirsi di un' altra for-
mola , che si trova facilmente essere ....uemees

S=
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S-‘-‘ﬂ (dx’—}-d_y"';%z:to:.mdm{y), essendo m ["ango-

lo delle coordinate . -Ma torma pid comodo ri-
durre I’equazione alle coordinate rettangole .
681. Vediamo la formola per la rettificazione
delle curve di doppia curvatara (Fig.* 22.)
" Sia NL la curva, MFS la sua projezione sul
piano artogonale alle ordinate rettangole m? , nu ;
Sia mn=d.Nm , e si potry riguardare bb come pa-
rallela ad me , che si suppone parallela all’ asse
MB , Si aVFl COD QUESLO eercrsencarsivisrrastssnnazessstonsese
me*=hq’+bg* 5 ma mn’=me* 4 ne* , dunque mn=

Vg -bg*+ne’), ed S= / V(bg*4-bg*4-ne)

" 682. Cerchiamo adesso la superficie di unsem-
mento curvilineo qualunque AMP (Fig.? 17.).Stan-
do il tutto come sopra, conducasi la corda MN ,

(29-+49)

-

Ax . St

e si avrhil trapezio PMNQ="""
prenda Iz PE=1 , onde abbiasi il rettangolo PF=1.Ax;
1l rapporto del trapezio a questo rettangolo sard

(29+-49) L B
= - &—‘Ax; questo poi si vede, che tanto piit
il d.AMP

si accosta ad esser” eguale al rapporto
d.S '

= 7 quanto pil 'arco M\ ¢ piccolo ; dunque nel

. ds (w+4dy .

lnmtc siha o7 =

2.dx dx=y; dunque d .S

=yd , ed S:fydx formola -generale per
Ffa i la

53 o

la quadratura delle superficie piane. -
683 Scol. La quadratura delle superficie curvi-
linee si ottiene ancora colle serie, ma i principj,
che fa d’uopo impiegare; sono molto poco geome-
trici : il Calcolo & pid operoso : ed il risnltato
non & per alcun riguardo preferibile a quello ,che
somministra ['integrazione , la quale é generalmen-
te semplicissima, come avremo luogo di mostrar-
lo ¢on molti esempj.

684. Teor, 1.° Se sieno x , ¥ le coordinate di
una carva, ed # , 2 le coordinate di un’altra,
~ed abbiasi y: 2z du : dx le aree delle due cur-
ve debbon’ esser’uguali . Dimostrazione .

Difatto si ha ydx = zdw , e percio / ydx=

] zdu . . ,

685. Teor. 2.° Dato I’elemento ydx di una cur-
va , si possono trovare infinite curve di ugual su-
perficie . ,

Si formi ’equazione qualunque X = # nella qua-
le X = funz.ne (x), e ¥ = funz.ue () ; si avri dif-
ferenziando X' dx = V'.du; quindi X': V' :: du: dy;

" Dopo di questo s’ jstituisca la pryporzione X':

W' y: 2, onde si abbia 2 =y 7, si avranno co-

sl quattro variabili x , y, z, u, e tre equazio-
ni , che sono, I'equazione fra x, ed y delia cur-
va data, !’ equazione X =%, e I’ cquazione z=

Pt _ -
y i 5 per mezzo di esse potranno eliminarsi le

due variabili x, iy, e si otterrd un’eguazione fra 2,
: ed
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ed u, che sard I’

,Qéﬁg;zioné “cercata =

68¢.  Intornoalle supérhicie. cucvilineeuna ricers -

%

ca elegante & pure: quella del centro ;generale .

Per centro generale s intendesuy punto. situato”

relativamente alla cueva-in masigrd » che qualnn-

que retta per €sso. condugasi » 12 quale termini da
ambe le, parti al perimetro’ della curva s sia divi-
s2 in due parti eguali nel puato suddetto 5 ¢ divi-
da in due parti eguali ‘la superficie della curva .
 687. Quindi si vede s chi¢-se una curva sia do-
tata di centro geaerale, tutte le rettes che pas-

sando’ per detto centro ,” termineranno al perime-

tro della curva, saranno tanti Contro-diametri »
¢ che per consegucoza le coordinate condotte 8
queste linee saranno eguali, tanto dalla parte po-
sitiva , <quanto dalla ‘pacte pegativa.. - &

Percid I’ equazione, ‘che appartient ad una cure

va dotata di centro generale , dovrd esser‘man-

cante dei termini .di sito pari « Siccome perd st
fichiede a quest'effetta, che! ["origine dell’ ascisse

sia posta nel centro g:;neralc’,_com;’"*é per s ma~

pifesto , ® questa posizione & sempre possibile,

J]a regola per determinare se abbiavi in una cure

va data il centro generale , ‘qual debba essere il .
rapporto dei coefficienti , affinché 1a curva possa
ammettece il detto centro, e qual sia la posizio-"
ne del ceatro stesso, & la seguente . .

. Regola . Si trasferisca jndeterminatamente 1’ ori-

gine dell-ascisse , con poFre x=m-+2, cd y=

n+4u , e si faccia eguale a zero ciascun coefficien-

te dei termini di sito pari della trasformata ; sa- -

ranno queste 1”equazioni, che fisserano il neces-
sario rapporto pgi coefficienti, ¢’ la posizione del
centro cercato. ® b

o . Ff3 = - ‘ Ua

L)

.

s

L lapmpcsto 3 "tc'f’w-‘w- icw ‘ y s .
- cond’ordine , ¢ "hé”rgi@tgag&i’ _$& una curva di se-
onc 0FLIne » .gERSTa mente Tappresentata dall” eqaa-
zione ax’f-buysfroy'Fdx oy | f= 0, sia suscetti-
bile di_centrd genetales. da%ua‘liméo : sia suscetti~
dipendsts ».q Come 5 fob pona detitmita s s
. A RSt e SC non 1 3 e
.zione . L  possa determinare 12 posi.

_ Seluciine . Fatta 2 sostituzione di m-z in ve.
rasformata di aY}-w in'vece di ¥ si ottiene I
- trasformata il ,. e I
¢“3+bz“’ e
T

+-en—-dm—~-en*f-bam—-am®
~8i pongano eguali a zero T
cienti di #, ediz, ¢ st ,é:ﬁézzm-cf oL e

bec—aed . bd—2ac
e e
'ofdxi;::é 9£§::>g3¢90g1;e, che le cutve di second’
&% oo avere ug qentro Enet’aI . .
L k e
la jposizione vien determinata da%l’asci“; "1;. Cuel‘
X ?

dall’ ordinata corrispondente .

Es

., Se’ b i b

1 N una‘};ii ” quse_‘.‘o, il centro dovrebb’ essere

S ned— nza iofinita ; qualora perd fosse anche
: = 0 ne risulterebbe bd—2ae-—0 parimen

te, o i~ i
> come s§i pud veder facilmente con sostituire

il valer di b preso dall’ equagione - be—2cd = o

nell’ equazion — i
equ e qac—b’=o0 &c. e percid ne de-
[+ ]

. riverebbe per . m “ut i i
’ be pec m, ed n," un’ espressione ", la

quale sebbene indeterminata, si pud imes
Joa s sebde i ata, st pud nondimeno
eterminate, percid che si disse al (n 573.)

P
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'688. Tornando adesso alla quadratura , i si
presentano le superficie gcnerz;te dai perimetri cus- -
ilinei intorno ad un’asse qualungue .
vmr’lci:nl:;;gini {Fig? 17.) qc:hc: la curva .AMI\{ fac«
cia una rotazione intoroo all’ asse AE; dicasi § la
superficic descritta dall’arco AM =5, € st suppin-
ga formato il rettangolo PEFQ, in cui sia PE=1
Condotta la corda XN all’arco MN=AS, si ha
l. superficic descritta da questa corda nella total

€ ) :
sua rivoluzione , = 77 (3y + Ay) \,/(AA" 4-Ay*)
o R
¢ quelladescrirta dalla ZF="7 Ax .
1l rapporto di queste due superficie si trova es-

@y+A) Ay U
sere —"—z"“'\/ 147 ] dicul il limite &

dy* o
yvV (x +"£T) ; Ma il sudetto rapporto ha pari-

s

mente per limite ¢ ; Dungue, siccome 1
';'dx L

limiti di una medesima funzione.sono eguali, si

R 4.5

o de ds
ha finalmente y\"/ v o= , onde
' : 14+ — -
: ¥ Tex

d

¢ e . 4
= "';y\/ (dx* 4-dy*) formola , che mtcgra:ta ‘e-

ve dare la superficie di tacti i solidi di rivo-

luzione .. L

e :
€89, Eccoci finslmente alla ‘cubatura- dei solidi,
generati. dalla rotazione di una superficie curvi-
linea intorno ad un'asse qualunque .

- Dicasi =X il solido generato dalla rotazione
dello spazio ,#MN -intorno all’asse..4B . Siene -al_
solito le due ordinate MP , N2 distanti di um
quantitd Ax, e le lofo sommitd sieno congiunte
colla corda MN.. H cono troncato , generato dal.

la rotazione del trapezio NP QN ¢ =

¢ (39" + 3yAy 4-Ay%y e
3r N "Ax , ed il cilindro generato

e .
dal rettangolo EPQF ¢ = 35 Ax. Quindi si ha il
S I T U o 37 Vo A0
rapporto di questi due solidi = —————,

Limite - di questa funzione ¢ §*; ma ne & un

d ¢ X
limite ancora ¢ ; dunque si B3 seeereres
2 i'd ¥ L '
d.x ’
. e — PO c
¥= ¢ 4, valeadiredz = z";y’dx,formola,
e Y

che integrata, somministra la cubatura di qualun-
que solido generato dalla rotazione di una super.
ficie curvilinea data per equazione.

Boo. (Quests & quanto appartiene alla Teorla.
generale delle curve. Era facile inserirvi varie al-
tre ricerche, e :dei ceatri di gravith , dei centri.
di oscillazione, delle curve caustiche &c. ma sa-

S : reb-



57
rebbe stato questo un trasferire- impmpﬁamgntl
pella provincia delle Matematiche pure 5 cid che
pon appartiene., che alla Fisica, ed un vestire fa
bella Teorla Analitica di quelli ormamenti, di
cui nop abbisogna, per comparir doviziosa ed
elegante .~ ,

Ci rimane adesso da entrare in un’ ampio esa-
me Analitico sulle diverse specie di curve di cia-
scun’ordine .

SEZIONE L
Teoria delle linee di prim’ordine‘.

6s1. Le linee di prim’ordine , generalmentees-
presse coll’equazione ax=tby=i=c=0 , non sono, che
semplici linee rette . Le ricerche da farst intorno
a queste sono assai limitate; noi ce ne occupere-’
mo quanto basta. o '

692. Volendo veder¢ primieramente con tutta
Pevidenza, che 'equazione ax—=hy—=c=0, rappre-
senta una lipea retta, basta osservare , che se fac-
ciasi x=0, y non pud ricevere, che un sol va-
lore , ¢ che se facciasi y=0, x parimente non ammet-
te , che un sol valore. Ma se la linea rappresen-
tata dalla sudefta equazione fosse curva, o do-
vrebbé corrispondere una doppia ordinata allame-
dema ascissa , ¢ una doppia ascissa ad una sem-
plice , o doppia ordinata . Dunque rimane dimo-
strato , che la linea compresan efl ‘equazione surri-
ferita ¢ generalmente una linea retta .. _

693. Vediamo adesso le principali mutazioni ,
che in essa possono derivare da qualcheduna delle
variazioni dei coefficienti .

1.° Sia primicramente ¢=0 3 posto¥=0, I" equa-

zione

-

:&gﬁ esr;?mncnc;cu:zx 4 4y=0, day=oydunque la
: essa - dall’ equazione passa per [’ origi
delle ascisse. P per Tonigtie
] ' ax . ¢
. - .
2.° Sia b=o;dividendo per b si avri " by 7=°
. c ax
¢iod IR~ =0, onde la retta ¢ normale
all’ asse . '
o Q; s '
5.° Sia a=o, ¢ divideado per a, si avricome
c. by
sopra Y= o = i
p T AL =, il che mastra, che la
rgg;a’;é"_pormale, come sopra, allasse delle ascisse,
ovverd pa‘rlando pit propriamente , che fa un’
angolo coll’asse suddetto minore di un’ iafinitesi-
mo dell’angolo’ retto .

694. E’facile oltre di questoa vedersi, che dal-
la. g_ramziczza dei ;ocfﬁl:icnti a, b, c, e dai 101:0
segni, dipende la posizione della retia rappresenta-
ta dall’ equazionc , e che per mezzo Ji ta-
:]tncoefﬁcncnti , ella viene totalmente determi-

2. .

&95. Vedremo a suo !uogo (Analis.Geom.),come

s1 estragga dal seno dell’equazione la retta compre-
savi, unitamente alla precisa di lei posizione .

SEZIONE 1L
Teoria delle linee di 2.° ordine .

i

676. Per investigar le propriet generali delle

(bx+4-d) cxiA-ex-f

. . yoo Bk ] .
linee di second’ordine, si riduca 1’equazione genera-

le allaforma y' 4=y =0 ..(A)
3 ’ 4 k

697.
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657 Dalla natura di quest'equaziore Si racco-
1:97;he si;comc nell’equazioni di secondo grado,
igl ;::)eﬂicicntc‘dcl secondo termine , POPR Puo con-
tenere pilt di due quantitd 4, b(n.506.-)‘, ;5 ;:c-
coplie, dissi , c¢he non possa avere plul i d.ug
:a.ici’,-Cié posto , sapponghiimo, che le radici
:.iell'equazionc (A) sieno reali’, e clf;einld::d;:;;t;
incontri 13 curva (Fig.? 25.,27
PR 1ncontrl (kg ] PPy
9, Rjsard (necit.)PRF-PR=— "~ =~ 5
posto , che sia AFG Vasse delle ascisse, A4 I'ori-
i e 'ancolo #PR quzlunque.
gmlge,r la stes:s)a ragione , coaducendo sztto lo hstcs;;
/ i inata gpr, osservando , €ac
angolo un altra Qrdxm qpr e
& pegativa , si avrd pr—kq:_——-a g
indi sottraendo la seconda dalla prima e
Quind? + b( Ap—AP) b ’
PP+ PR—P= T 4 T4 P

- . . . :

parallele all’asse, e sath Qt4-Rs=""+ Pp, vale

\ ' ‘ s i ione CO~
ire. che stari @¢ -} RsaPpin una raglon -
:t:]l::: in qualunque parte della curva si condu
le corde parallele 28 5 gr. .. .
cm?g&c Se l'or‘rinata PAR divenga tangente = KCI
¢ Rig.* 26.) avendo condotte le corde para‘ilcle 52:{{,
qr; e dai punti @,R>4> " le rette 21, RK»

imiti agionc
gi , tk parallele all’ asse primitivo , 2 Caglonc,

che le parti CK,, CK cadendo. dalla parte o;}}posta
di Csono vegative , si ha Cl—CK: s b:a,

C!-—ﬂ gi=b ‘““ s Sup-
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“Suppongasi , che la €D partendo dal punte del
contatto divida- im mezzo I'ordinata @R nel pun-
to M, ed a motivo, che si ha Cl— CX =0 sar}
qgi
parimente Ci—Ck = ;;Z"! (Cl—CK) =0, ‘ciod sari

gm = mr .

699. Ne segue da questo, che se una retta €D
partendo dal cantatto C divida per met} un’ ordi-
nata qualunque @R parallela alla tangente , debba
dividere per metd tutte le altre ordinate gr paral-
lele alla medesima tangente . n

700. Una retta come €D & (n.631.) cid che di-
cemmo diametro . B’ di qut manifesto, che sic-
come a qualunque punto di-uma curva si puod con-
durre una tangente , infinito dev’essere il numero
de’ diametri delle curve di second’ordine ; e che
si pud sempre - trovare un numero qualunque di
diametri . -

701. Tornando adesso all’equazione (.4), sicco-
me si si ( #.506.), che 'ultimo termine di un’
equazione di secondo’ grado & uguale -al predot-
to delle sue due radici , deesi avere P2 . PR

ex’pexdf el e e

——— et e 2 . . : % g

= PRI (Pig* 27, . Quindi P2.. PR =7
c
(x=—AF) (x—AG)= " PF . PG . Dunque il rettan«

golo delle ordinate P® . PR sth al rettangolo- PF. P53
in ragione costante , in qualunque punto si conducs
Pordinata POR . S SR

702. Supponghiamo, che la PR divengs tans
gente. In questo caso il rettangolo P® . PR di-
viene (Fig.* a5, ) un quadrate P2, e si hilk c‘hi

. PC
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P(? quadrato della tangente std al retrangol> di
tutta la seeante PR nella parte esterna PR 1n ra-
jone costante , e percid , che essendo pgr paralle-
laa PR, sia PC*: pC*u PR PR:pg-pre
703. Sia D un diametro (Fig.? 26.), chl? divi-
da per meta le ordinate ;21{; qr paral[elc; a ;(an:
gente in C, ¢ sar CK?: Ck*:: KR . Ku:z r. 2t,
Mi Ku= MD , ¢ Kt = mD. Dunque MR*: m” %
CM.MD: Cxi.mD, ¢ pe.rci(‘) nelle curve di 2.
ordine , i quadrati dell’ ordinate hanno un rappor-
to costante ai rettangoli delle proprie ascisse .
Queste proprieta si potevano dedurre ancora dal
jr. esposto al n.651. o
Tegiq..s%ediamo adesso , come le curve d! Snm’
ordine si possano distribuire in certi generi deter-
mul]??quazione (~2) con muzar l'origine, e I"asse delle
ascisse, sia ridotta alla forma y’.—.cx’—{-cx%—ﬁ... £) .
Cid fatto , io osservo , che il walore di ¢ puo
produrre tre diversi generi di curve . Tnfatti se ¢
sia positivo , per qualunque valor d" 2 anche in-
finito , ¥ & sempre reaie . l?ungue in questo caso
]a curva ha dei rami infiniti , e questi sono quat-
tro ; due corrispondono ad x=-4 o , e due corris-
0 ad x= =00 .
pcgzog sia negativo , allorché x arriva ad una Fexl'-
ta grandezza , risulta y immaginaria, € percio la
¢ finita . .
cua’:st: ,ﬁchc ¢ sia=o. In questo caso lfe'quazx;-
ne y*=zex-f dimostra, t_:k{e ess;:qdo e 'pos.;txva—, a
= curva due rami infiniti nell” ipotesi dl x= o0
e che essendo e negativa , ha due- rami mﬁpm
nell’ ipotesi dj x = —= oo dalla parte delle ascisse

negative .

-
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* 705. Ecco pertanto tre generi particclari , 2 eui
si riducono le linee di second’ordine. Quelle, che
appartengono al primo , diconsi Curve Iperboliche,
quelle, che appartengono al secondo, diconsi Cur-
ve Ellittiche , e quelle, che appartengono al terzo,
Curve Paraboliche .

706. Queste curve , unitamente al circolo, che
si vedrl non esser’altro , che una specie di Ellis-
sc¢ , hanno il nome di Sezioni Coniche , perché
tagliando un Cono con un piano, che non passi
per il vertice, si possono formare sulla Convessita
Conica tutte le Curve divisate .C‘Prima d1 passare
a trattarne particolarmente , vediamo, come dalla
Sezione del Gono vengano generate .

707. Sia CBD (Fig.* 28.) la sezione verticale di
un cono retto, fatta perpendicolarmente alla base ,
e sia AMim un piano perpendicolare a questa se-
zione , che tagli il cono in qualunque maniera .
L’ intersezione dei piani CED , AMam sari unz li-
nea retta Aa .

Formata questa sezions , se ne faccia un’aftra
€on un piano FMGm , che sia normale al piano
CBD , e parallelo alla base del cono; Bssa pro-
durrhy un circolo , come & per se manifesto, e la
di lui intersezione col piano AMam sard una ret-
ta Mm , normale alla retta A2, ed FG, sezione
del circolo col piano €BD, e percid la retta PM
sara un’ordinata comune al circolo FMGm , ed
alia curva AMam . Posto questo sia AP=x, PM=y,
ed ABzc; Sial"angolo ABa=F , e I’angolo BAa=9)
si avrd per il circolo FMGm , y*=FP . PG, ‘

Per d:terminare I'espressione analitica delle ret-
te FP, ¢ PG, conducasi AE parallela ad FG, e
PX parallela a 8D, Si avek 48: sen. 4EB i: ME :

o . sen.b:
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- 180.°—P

écn.B ;s ma AEB= -—-‘2

1
= 90.°— —P; dun-
= 9o s

: 1 1

» — ©
que sen.AEB = sen.90." cos. " P sen. 7 P cos.90.

. 1 c. sen.p .
- i6 AE = Inoltre il trian-
=cos. " P, percio AE = . Inolt

-
cos. ﬂ‘I

golo APK da I'analogia sentK? : sen. APK , ove-
1

ro sen. AEB : sen. AaE , e finalmente cos. —z—P:

x sen. (P42
sen. (P4-Q) x: AK= : ; Dunque
cos. - P
. scn.P — x sen. (P+4-2)
KE =16 = AE—AK="""

-

1
cos. TP
Per determinare FP si deduca dal triangolo 4PF
la proporzione sen. AFP , o sen.BFG , O sen,BGF ,
' 1 xsen.9

o senBEA, O cos.  Prxzsen2: FP=—"]

cos. P,
2

Quindf si ha dall’equazione ¥*=FP.PG la seguen-
' sen. 9

) §

cos.? — P
2

¢ |’ equazione cercata.

708. Passiamo adesso ad osservare , com:oﬂllz

te y* = (cx senP—x? sen. (P4-8.)), che

somma dai gradi , che costituiscono gl: angoli P,
e '8, iufluisca a cangiar la natura della curva pro-
"dotta dalla sezione , supposts perd sempre, che
il piano segante nan passi per il vertice, e non
sia parallelo alla ‘base , perché nel primo ca-
so la sczione & un triangolo , e nel secondo & un
circolo .

Sia 1.° P4+ = 180.° In questa ipotesi il piano
segante risulta parallelo al lato BD, e I'equazione

senPsen.d) sen? P
generale diviene y°= . (ex) = L=
‘ cos.? 7 P cos.* — P

1 I 1

4 sen.? ';'ch(veda la formola semc=2sen” ¢ €057 € )

La curva rappresentata dell’ equazione ¥y =

1
4 sea.? Y P cx & la Parabola (Veda Fig:® 29.)

Sia 2.° P42 < 180.°; in questo caso il pia-
no segante tagita ambedue 1 lati del cono, e
I’ equazione generale rimane invariata .v.eveeceerene

sen. 9
2 . 2 &
y= T (ex sen. P—x?sen. (P4-2)) .
cos.* — P
2

Quest’ equazione appartiene alla curva detta El-
Jisse ( Veda Fig.® 28.) .

o5 =

Sia 3.° P48 > 180.° Il piano segante fary un’

:angolo col lato €8 minore dell’angolo del vertis

¢z P., e I’ equazione si muterd nella forma ....;. -

sen. 8)

¥ =T (ex senP—x* sen. (P4-2—180.%))

cos:— P .
z per-
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perché il seno di un’angolo ¢ > 180.° ¢ negativo , -
ed uguale sen. (¢— 180.°). La curva compresa
in quest’ equazione dicest Iperbola. -

‘709, Se s’immagiai un cono ¢Bd cguale, ed op-
posto al vertice relativamente al cono CBD, &
chiaro , che il piano segante «£Mp prolungato ,
dee formare anche in esso una sezione iperboli-
ca , eguale a quella formata nel primo cono .
( Ved: Fig.* 30.).

710. Suppongasi adesso , che le divisate sezio-
ni non siepo fatte in un cono retto , ma in un €o-
no scaleno , e percio suppongasi, che 'angolo €
non sia uguale all’angolo D . In quest’ ipotesi

sen.

sen.C. sen. D

( ex sen.P—x*® sen. (P4Q.)) equazione , che del
pari , che I’equazione trovata di sopra appartie-
ne ajla Parabola , all’Ellisse , o all’ Iperbola, se-
condo che P42 ¢ =<, o > 180.°"

711. Nel primo caso perd fa d’ uopo avvertire,
che ella pud rappresentare un circolo , purche
I’angolo £ sia eguale all’angolo €, o all’angolo
D . Difatto se Pangolo A sia eguale all’ angolo
D, I'angolo Ba A risulta eguale all’angolo €5 ma
il seno dell®angolo Bad & = scn(P-4-2) . dunque si
ha in quest’ ipotesi sen.C = sen.(P+4-2), e percid

sen. P
- C)(tx-x’ ,che

avremo |’ equazione ¥* =

srev ssesse

Pequazione generale diviene y?=—"

appartiene manifestamente al circolo, *di cui sia
sen.?P

il diametro = . €
sen.C

712, Si pud qui osservare, che mel 3.° caso, in
Gg cul

cio 3;11.-’(3 ed a GT. Dicasi LP = 2,GP= x,

cui I'equazione rappresenta up’Iperbola , se poa-
gasi c= o " equazione diveRta wwiensisensiirisnnenseinens
sen.D seny(P 4-2—18:.°x?
2
y= sen.Csen.D
a’ ax
il coefficientedi ¥°= 5‘, », perché divenga y= 7 la

,dove basta porre

quale & un’equazione alla linea retta, il che di-
mostra , che ['Iperbola degenera in un triangolo,
se il piano segante passi per il vertice del como.

713. Prima di pcrre fine alla ricerca dell’ori-
gine delle curve Coniche, giova avvertir di pas-
saggio , che il Circolo, e I'Ellisse formansi anco-
ra con la sezione di un cilindro . Se il ciliadro sia
retto , qualunque sezione parallela. alla base risulta
un circalo , e se sia obliquo risulta un circolo an~
che se sia subcontraria , come nel cono . L'Ellisse
poi nasce nella sezione di un cilindro retto , che
non sia parallela alla base , -ed in un cilindro obli-
quo, dalla sezione, che non sia né parallela alla ba-
se , ne subcontraria . Vediamo l'origine dell’Ellis-
se nella sezione cilindrica . Sia il cilindro #8CB
(Fig ® 31.);.si concepisca tagliato col piano GMT
obliquo alla base, e non subcontrario , perché si
suppone , ¢he il cilindro sia qualunque, o retto o
obliquo .. Per un punto qualunque P della retea
GT , che ¢ lintersezione del piano ,4BCD perpen-
dicolare alla base del cilindro, e del piano segan-
te GMT , si conduca un piana parallels alla base,
il quale produrrl una sezione circolare LMK . Sup-
posto ;che il piano GMT sia perpendicolare al pia-
no ABCD , lintersezione PM dei due piani seganti
risulta perpendicclare al medesimo piano , e per-

M
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PM =y, LK=&, ¢ GT=b , esi avtd per il circo-
lo y2 = az—=2* . Ma per i triahgoli simili LPG,
ax
TPK si ha 22X a:b, e percido 2= . Quin-
di , fatta la sostisuzione di z , si ha per la cur-
aZ
va GMT [equazions y* = Pt (bx—x%) , la quale

& della forma stessa, chel’equazione generale dell’
Ellisse trovata di sopra .

714. Vedata in questa guisa I'origine delle cur-
ve Cuniche, e trovata direttamente 'equazione di
ciascuna di esse , possiamo adesso coll” equazioni
respettive alla mano,inolirarci con successo nell’in.
vestigazione delle propricta , che le distinguono .

ARTICOLO 1.
Del Circolo .

715. L’equazione dcl circolo si & veduta esse-

re y? = 20x-—1x? 24 essendo il diametro, ed x, y
due coordinate vrtogonali «
" Per discuoprir [’andamento di questa curva,sup-
pongasi diviso il diametro 24 in un determinato
pumero di parti , che sia per esempio =10, € si
diano successivamente all’ascissa x i valori 1, 2,
3 &c. 10, coll’aggiunta del valore zero, e dai ri-
sultati , che ne derivano, si dedurrd I’ andamento
della curva . Eccoli tutti per ordine.

Posto ¥ =0, X = 1, ¥ = 2, X =3, X2 4 X=§,
X=6,x=7x=8x=9,x=10, risultay = o,

= mtg, y = gy y = =2 Iy =ty f24, y 2 S

y:i\/i‘},y:’i.*\/z—x_,y:iw,y ===4,y=0.
Ggz 716.
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4 716. Da questi ftisultati si deducono adesso le
conseguenze , che srguono .

Siccome posta x='0, ne deriva y =20, la cur-
va (Fig.® 32.) passa per il punto A, origine del-
le ascisse .

Crescendo x fino a divenire = &, crescono le
ordinate, finché la massima sia = a; e crescendo x
oltre del valore § =a , le ordinate diminuiscono,
finché giunta x ad essere=10 = 24, y € = 0, il
che mostra dover passare la curva circolare per il
punto B, ¢ dover'essere per conseguenza rientrante.

Dopo di questo, se si osservi , che "1 valori
di ¥ >. 10 danno per ¥ dei valori immaginarj , si
concludery , che non v’ & curva al di la del pun.
to B; e se finalmente si avverta , che per ciascun
valare di x, ne risultano per y due valcri egua-
li , uno positivo, e l’altro negativo , si vedri,
che la curva circolare ha necessariamente due ra-
mi, continui, ed eguali, uno sopra il diametro
AB , e |’altro sotto di esso.

717. Scoperta cosi analiticamente [’indole del
circolo, passiamo ad investigarne le proprietd .

Dal centro C si conduca un raggio qualunque
CM , e dall’ estremith M si abbassi sul diametro
AE un ordinata MP ad esso perpendicolare 5 ne
risulters generalmente an triangolo rettangolo
CMP, da cni si avri CM? = y*+a*—2ax{-2*,
ma y* = 2ax—x* , dunque CM = a , vale a dire,
che tutti i punti delia periferia circolare sono ad
egual distanza del centro.

Inoltre per la propriet¥ costitaente I’ equazione
si ha AP: PM: PB, il che dimostra esser qua-
lunque ordinata media proporzionale geometrica
fra i duc semmenti del diametro da essa pradotti .

718.
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" 718, Conducasi adesso una corda AM , e si :.vré.
AM? = x* J-y' = 2ax, ¢ percio x : AM ; 22,
vale a dire , che tutte le corde condottc da an’
escremo del diametro, sono medie geometriche fra
il diametro , ¢ l’ascissa corrispondente .

719. Dall’estremitd M della corda AM , si con-
duca un’altra corda ME , all’ estremo B del dia-
metro.e ne risulters AM* +MB* = AP'+-2AP.PB
+PB* = 4a°= A4B* , che ¢ il Teorema Pirtaga-
rico .

720. Iscrivendo mel circolo un quadrilatero
AMBM' si trova AM)(BM'—{-—.AM'XBM:.AE‘.MM‘.
Per vederlo si conduca da un’angolo qualunque
per esempio dall’angolo M, una retta MN in modo,
che I’angolo NM® risulti eguale all’angolo AM'M .
Con questo, i triangoli simili AMM!, N3M' dan-

M'B.MA

no MM'MA:M'B:BN=".,n - Parimente i

triangoli simili MBM' ANM' danno MM": AM'::
AM'\.MB

MB:AN= ", *

Si aggiungano le due equazioni trovate, e st

M'EXM A4 AM'XMB

avri BN+ AN= AB= MM >
dove moltiplicando per MM'si deduce AB.MM' =
M'B.MAFM'A.MB .

721. Passando a determinar le funzioni del cir-

ydx  zax—x*

di

colo, si trova laso ente =3 s pet
] S ttm%z dy —x P
conseguenza CT:a 2 © si ha la propor-

zione CP:CA:CT.
. Gg3 722

O
712. Dall’equazione y’= a’-x? si avrebbe avu-
a’—x? " a? »
to PT = Pl CT =: P di dove si ha la pro

porzione addotta di sopra. ,
723. Facendo uso della prim’equazione sihals

yd
sunnormale x = 4a—x.c¢ la normale

dx*4-dy?
y ‘l/ 4 =a

dx? :
724. Con egnal facilith si troverebbe il rag-
gio osculatore = 4, ed il centro generale mel cen-
tro stesso. :
715, Volendo rettificar la circonferenza si ha
x%dx?

T ¢
az__xz b ]

dall’equazione y= \/(4’—54’), dy* =

/\/ : ™ adx - .
ercid dy? J-dx®) = T St i
P f:ly y ('y +-dx ): ﬁ/(a ) .Sl svolga in
serie il radicale \/(a’-,,;x’), e fatta ’integrazione

de’termini,che risultano, si ottlene \/(dy’—{—dx’)s

% v.30 ¥ 135 x7

)
* -+ 2 ° ‘371? 2.4 ”5\44 +z.4.6" 7.a5 °

726. Teor. Le circonferenze de’ circoli stanno
fra di loro come i diametri. . - ,

_ Dimostrazione . 1 circoli.. sgno poligoni simi-
li, e i diametri sono diagonali omologhe ; dun-
que &c. _ oo

727. Cerchiamo la quadratura del circolo.

S'h./;" /' . , 1 x?
i hafydx= dx\/(4 —r)=ar = . %
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73S, Teor. Le superficie de’ circoli stanno - fra
di loro come i quadrati d& diametri . S

Dimostrazione . Le superficie d¢ poligoni stan-
no fra di loro come i quadrati dé& lati omologi ; ma
i lati omologi stanno come le diagonali omologhe , ©
sia come i diametri ; dunque &c.

729. Se un semicircolo faccia una rotazione in.
tera intorno al diametro, viem generata una sfera
La superfigie, ¢ la solidita di questa & nota abba-
stanza dalla Geometria , Noi ci occuperemno un
momento sulle sezioni sferiche , e sulle figare
che ne derivano .

732. Se tagliasi con un piano una sfera qualun-
gue, le sezioni risultano sempre circolari , e risnl-
tano circoli massimi , quando il piano segante p2ssa
per il centro della sfera. Tagliando una sfera con
diversi piani nel tempo stesso, si possono forma-
re sulla di lei convessitd dei triangoli curvilineis
vediamo come si possi determinarne Ia supesficie -

731. Se dividasi la circonferenza di un circolo
massimo in tante porzioni qualunque, € per i punti
di divisione , e per I’asse si conducano dei piani,
la superficie sferica vien divisa in tante liste, le
quali stanno fra loro come gli archi compresi fra
i piani, che le formano . Ciascuna di esse, sarl
dunque uguale al prodotto dell’asse , per I’arco del

circolo massimo , che misura I’angolo formato dai

piani suddetti . Cio poste , sia ABCD una delle li-

ste (Fig.® 33.) BD I'arco di circolo massimo , che
_ misura P"angolo #; La superficie di detta listz sara

~AC.BD , 6 = AC. A, detto A Varco 8D . Sia l'ar-
Gg4 co

N
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:;)asgglozo EJEE‘S e si conduca per a7, E il circolo
massimo OM - Si avra un triangolo sferico AME,
dc“’gi; ei Dge !fm AM,AE sono supplemento ["uno
fell' do - Dt pi siavrdP’arco MCeguale all’arco
3 dunque il triangolo .4ME= triang. EC; dun-
3:;;:::;;;20 di essi ¢ la mera della lista ABCD
4 = /4 . ) i i .
quind F.A, dove AF ¢ il raggio della
trizgaolque;to_ ne segue 1.° Che la superficie di un
i golosterica , di cui due lati vagliono insieme
pao. (eﬁv.:g,i;lal? al prodotto del raggio della sfera per
! rcolo massimo, che mis ’
preso fra i lati compler’nentarj .um Vangolo com-
313 z.e_n; adesso(th.‘;*.)il triangole rettangolo .YML
(ljll angolo retto sia M. Si prenda M?\?:./{M e si’
izxuuca il circolo massimo @ X. 1 triangoii M'NL
saranno eguali ; dunque le i L
) €9 potenuse NL, 4L
sa;:::no eguali . D’unquc gli archi NL, ZL¢ :éno, sup-
g\([,cefn uno del_l a!tro ; percid per il primo caso
JF(.,{-M‘?F moltiplicato per I'angolo NLC= ...
dF(zd—-.:t;/:tMLd) . Dungque il triangolo ML A=
P C+4-2ML.4) essendo la lista intera
. ‘4.,{;& ICDunquc finalmeate MLA =
AF(A —— i
(A4-MLA , > vale a dire 2.° Che la

?:p:lrﬁcieddi un triangol_o sferico rettangolo ¢ ugua-
ot l.prolfm:o: del raggio, per la somma degli ar-
bt »1 qualt misurano gliangoli acuti, diminuita
i 7un Q‘;}”O della circonferenza .
33. Sia finalmente APL un trian ‘
| 3. mente A , olo qualun-
one ( Fig.? 35.) Si divida in due trianggli regangoli!i

Pl s AmL, per mezzo dell’arco di circolo mas-

s:imo mL condotto perpendicolarmente sopra di .4P;
Si
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Siavrl per il 2.° caso AmL=AF(4+ mLA—"—""),
| - AmC o

e Pml=AF(P+-PLm — ) Quindi APL =
JF(A—}—'P—}-'PLA—A»)C) . Dunque la superficie
di un triangolo sferico qualunque, & uguale al pro-
dotto del raggio della sfera, per la somma degli ar-
chi , che misurano i tre angoli, dlmmmt.a.d?lla
semicirconferenza. E’ questa una Teorla utilissima
per la quadratura delle volte.

ARTICOLO IL

Della Parabola.

734. L’ equazione della Parabola & (#.78.)
1 1
y*=4sen.” — Pex; pongasi q-sen,® Pe=p , ed css;
diverra y*=px . _

Dunque y = == Vpr: percid la carva para-
bolica ha due rami, uno sotto, e [’ aitro sopra
’asse , e ciascuno dilatasi all’ infinito , per-
ché crescendo x senza limite, cresce pure senza
limite y. )

735. Questa curva non ha ramo alcuno al di
{2 del vertice, perché fatta x negativa risulta y im-
maginaria, e le sue ordinate procedono in mapie-
-ra, che i di loro quadrati stanno come le ascisse
corrispondenti . ] '

" Difatto se y, ¥' sieno. due ordinate , ed X,
’ H 1 2 .o
. le ascisse , che laro corrispondouo, si ha y*: y'" =

' !
pr:prnx:x . . . L

736. Di qul si pud dedurre y mediante il prin-

ci-

574
cipio di Galiléo , che gli spazj percossi dai corpi
abbandonati alla forza acceleratrice della gravici ,
stanno come i quadrati de’tempi, si puod , dissi,
deducre , che la carva descritta dai projettili, son
computata perd la resistenza deli’ammosfera , ed
il moto della Terra, & una Parabola , e che le
velocitd di an fluido, che sorta per un orifizio ,
stanno fra di loro, come le ordinate di una Parae
bola, di cui I'asse sia il diametro verticale del va-

. 8¢, in cui si contiene il fluido .

737. Tornando all'equazione della Parabola , si
vede che I'ampiezza di essa dipende dilla gran-
dezza della costante p, perché crescend) p » cre-
scono le ordinate . Questa costante , in virti dell’
equazione ¥* = px si sa essere una terza propor-
zionale.a due coordinate qualunque x, ¥. Perde.
terminarla pilt da presso, suppaniamo, che sia
rappresentata per una doppia ordinata della Para-
bola stessa, il che si pud assolutamente . Nel

1

punto, a cui essa corrisponde , 8i avrd :p’: px;
{

X
— ’ H H —— .,
Dunque 4 P=%se I"ordinata intera 3 P=21

rapporto preciso abbastanza per poterla determina-
re meccanicamente , cualora vengadato il perime-
tro di una Parabola , e rapporto assai vantaggioso
per cid, che si dovrd dire in appresso .

738. Paste queste nozioni , sia data la Parabo-
la Y8C (Fig.2 36. ) B’ manifesto , che deve esser
data la castante P » altrimenti non & determinata
PPequazione y* =px , e percid neppur la parabola .

1
Quindi conviene , che sia dato — p » e per
4 cone
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mqgam&ms& s alla qmla wmpundc 1’ or--
IR OIS PR CRE T

dinags T* ngm dsqw r*. e ua eapmumc

mt Saw:a df ertice &u pm:da una ehsmm verr
ticale BS=BF=c, e si conduca per |i puato §:upa
setsacnarmale indefinita RIM ; che ia-chiamenamo
Direfirice della Parahola . Basenda BB 1" w; ~dela
parabula,, dico. primigramente’ .. ey

739 Teor. Se conducansi dal puote F, wnu
rette si veglionnal perimetro parabolicq FX!, FE &c,
esso- debbon. nisaltare .eutt’egugli alle -ette; respese
tive, candatte dai punti K5 K & pefpeadmna
larmente sopra MR,

Bimosteazione .. Si abbassi dal*mnta & l’océrg
pata KL sull’asse BP., Si avri KF? ..FL‘ +Iéb§

(SRS 755 SN

—(w-fﬂf—’rwm@w *-1 )p‘«wz&»—s—» m

st -fra wwsmay mg ~La.

stessa métsl delle e Ké@i &c-s. v

Di qui,si pud dedurre un facil -metodo mecca-.
nica, con.cui; descriver lo: l?arabela can uw m-
to goptipmd. ¢ . -

Abbiasi, ¢ Figsd ;&3 uma«um&ﬂc.&kc s
ra.cop 48 Rfaccie €8 {unge:a idirestricey ed al:
su.astremo €. ia fsaare. wa fila:luaga:quante GB.
Se Ialwo estremo del filo si fissi neb-gunia Fse
mediante uRe stilo si applishi: -abbtadeiaBC. men-

tro_ls sgyadsa s muave. lungﬂ @f*”m m‘“‘f

ta is Pmbela‘ SIS

e »:;L‘.».'.;,A;;, 23 \..)ﬁ.ﬁ EFSTTN H ;4"

476 :

740:-Teor. 8¢ .daun punto K qualingme: del peri-
metro Parabolico, (Fig.?36.) si conducanodue rette,
wia akpusta F, ¢ laltra perpendicolare alla Direstrice,
¢ se dividasi per metd la QF con upa retta nor-
male- TAL , dicoyche essa ¢ generalmente tati-
gente deﬂa parzbola. :

Dimostrazione+ :Che TE debba: passare per K
ne segue dall’isoscelismo del- triangolo -@&F; che
poi non debba incontrare: il»,pegimccro parabolico
i veran *aleto punto , ne segue da.questo, the
qual@nque " altro suo punto L devw’-esser eguals
mente: distante da @, e da F. -Ma se il punto
L fosse’ nel perimetro , coaverrebbe, che fosse
LF=LI'<LQ, e se fosse dentro la parabola, pos
trebb” essere LF<LI, cd a fortwr: <L@ ;¢ dun-
que &c..

Si vede di qui, come si possa condurrc una tan-
gebite’ 3 un-punto <dats da“a pacabola«

741. Se al vertice B si conduca una tangente
BD, essa divide in mezzo F2, perché i:triango.
Yi bEﬁ_;MB risultano.eguali . Sipyd gquindi coite-
durre una-tangente con un altro Metodo assai ele-
gante , e che ha udgoper tutte le curve - Comcbc,:
del:"Ch. B i’ereih s ed & il seguente. )
~8i eonduca upd: tangente al vertice: dct}a Pzra-‘
bola .data . Dal punto proposto si -abbassi so~"
pra di “esa v porpendicolare, the 3ia per ¢scn-
pio KD per W ~punto K e pcr Ada medddi
Bbsi. Mm:pmate uod remr e s« AVrh la tan-
gentd tichiestary it - ’

-y, 8 SlidGvésss condurre unac tam’cﬁte alia
Parabela , it un Panto dato. fuori idi essa , ecco

*la costrazione ,di cui bisogna far uso.Fatto cen- -

tro el punto dato, ed intervallo la di lui di-

" stape
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stanza dal punto F si descrive un’arco indeﬁni‘roz
Dal punto, in cui questo incontra la direttrice ,
si abbassi una retta indefinita, parallella all’asse.
Questa incontrerd la parabola in un punto . Per
questo conducasi dal punto dato una retta indefini-
ta, e si avri la tangente cercata. Sia adesso

743+ Teor. Se conducasi una retta NK, che sia
parallela all’asse P8, el incontri internamente il
perimetro parabolico in un punto X , dico, che
'angolo da essa formato col ramo K¢, dee risul-
tar sempre uguale all’angolo , formato dalla retta
KF , colla parte XB dcllab{\varabola .

Dimostrazione . Essendo (Fig? 36.) il triango-
lo 9KF isoscele 5 si ha QYE = EXF; Ma 2KE=NKC
dunque &c. e questo vale per qualanque altro
punto .

744- Da questo pe segue , che se nella cavita
parabolica generata dalla rotazione della semipara-
bola BKT: intorno all’asse , vi entri un rumero
qualunque di raggi paralleli all’asse , debbano tut-
ti, per la Legge Catottrica dell’ eguaglianza , fra
Pangolo d’incidenza , e I’angolo di riflessione , riu-
nirsi nel punto F. Questo punto dicesi fuoco ; edi-
fatto il calore in esso prodotto dalla riunione di un
numero assai copioso di raggi, & sufficiente a li.
quefare un metallo, ed a volatilizzare un diamante.
Tutte le rette, che dal fuoco vanno al perimetro,
si chianfano raggi vettori.

745. Questa clegante propricta della Parabola
pud applicarsi con mirabil successo a propagar la
Juce ed il suono a remotissime distanze 3 basta col-
Jocare il corpo luminoss , o il corpe sonoro nel fuo-
co di una tromba parabolica . La Tromba Parabo-

lica riesce ancora mirabilmente ad uso acustico,
qua-

~

o o »

‘qualora 4" adatti al fuoco un picciol tubo , e qiie-
sto s’introduca nel meato uditorio. (*) '

: Si pud adesso concludere ; che la Parabola ha
. ) ; - 1
un fuoco ; che esso & distante dal vertice di —7Pp;

e che la costante p & uguale alla doppia ordinata
ortogonale , che passa per il fuoco; questa dicesi
Parametro .

. 746. Teor. Se al vertice di uva Parabola(Fig.236.)
Si conduca una tangente A8, che sia =p, e per il
punto .4 una parallela indefinita 21 all’asse B2, |a
quale si potrd chiamare seconda Direttrice della
Parabol:,quaiunquc rettangolo BF!, BG, BH %c. ¢
sempre ugual‘s al quadraro dell’ordinata corrispon-
dente 09, RS, 7x &c.

Dimosirazione . Difatto BO.OF' = px ; B
= px &c. =prs PRAG
756+ Teor. Le perpendicolari abbassate dal fuo-
co

(V) V¢ chi pretende , e fra questi avvi il Ch.Ca-
'valte:n s che laccensione delle flotte Romane , delle
guali la prima di Marcello incendiata &' Archimede
sotto Siracusa , e laltra di “Vitaliano incendiata da
‘Proclo. presso Costantinopoli’, debba ripetersi dallo
Specchio Parabolico . V¢ perd maggior verisimiglian-
2a , che fosse cio cffettuato con uno specchio piano com-
posto, aguisa di quelli di M. Busson , formati di 6o,
Specchj , i giali trasmettono Iaccensione alla distan-
2a di 200. picdisperché uno specchio parabolico , per
tra:metter ["accensione alla distanza di 200, piedi,dee
avere la doppia ordinata p di 8oo. piedi. uest opi-
nionc wien confermata ancora da Tzetze , il guale ci
descrive lo specchio usato da Archimede come del tut-
Yo siu:lc a quello di M. Busson .
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co sulle tangeuti della Parabola, crescono in ragio-
ne sudduplicata de’ raggi vettori . ‘

Dimestrazione « | triangoli (F;g,‘;f.) 7;}_'1: . B’?:F

essendo simili , danno FT:FE:FB, percio FE*= F1.FB;
' 1

di dove , FB essendocostante—— " p, ne SCgue,

che FE'segua la ragione di FTo sia di FX, nese-

gue ciod , che FE cresca in ragione di VEK .
748. Teor. L’angolo al fuoco , formato éascg.ue
raggi vettori, & doppio deli’angolo formato dvxll in-
contro delle tangenti , condotee ai punti, nei ;quah
detti raggi incontrano il perimetro della Para-
la. ' )
boDimostmziom:. Sia I"angolo al fuoco EKF(F’lg.‘37.)
e l'angolo fermato gallc t;r;(genti 115(‘1-'; ] grtlici)(l)o
EB-EBK;Dunque OXEz2E3K , per lastessa ragio-
fc si ha ,l’angolo OXF=2K.4F | dunque EXF=2EBK
2K AF Ma EBK=A45C , ed ECF=C.AB+{-4BC, dun-
que I'angolo EAF=2ECF- .
749. Teor. Se dall’estremita della rormale FO si
conduca una perpendicolare ON sopra il raggio vet-
tore &F,ne risulta FN uguale alla sunvormale MO, ¢
K'N eguzle alla parte dell’asse XM compresa fra ’or-
dinata FM ed il fuoco . :
Dimostrazione . Condotta dal punto F una retta
indefinica , parallela all’asse DL, chesia FZ, essen-
do I'angolo AFK=¥FZ 1 cagione della normale, st
ha 'angolo OFK-OFZ ; mi OFZ=KOF; dunque i
triangoli MFO. ONF sono eguali ed NF=M0.Inol-
tre DM+ 0X=XF; dunque AN=DM 4 DK — MO
:D,M—f-])f-——z[?Kﬁbﬂf—-—f).{:KM . .
750. Teor. 1i rettangoio della somima di duae or-

dinate paraboliche nella loro differenza, ¢ ugul.‘;

430 :
al rettangolo del parametro nella differenza delle |o-
0 ascisse . R : :
~ Dimostrazione . Sieno ¥, y' due ordinate, ed x , »!
le ascisse corrispondenti . Si avrd ¥3=px; 7%= px! 5
Si tolga la seconda dalla prima , onde si abbia
Y —y?=p(x—x'), ¢ sard risciogliendo
O+Y) 0—y)=p (x—=') , e percid &c. "
751. Teor. I rettangolo del perametro in un’
ascissa qualunque, 6 il quadrato di una qualunque
ordinata, il rettangolo dell’ ascissa corrispondente
alPordinata, vell’ ordirata stessa, ed il quadrato
di tale ascissa, sono generalmente tre quantiti in
continua proporzione geometrica. . .
 Dimostrazione, Dall’equazione y*=px si ha y=\/px;
questa si moltiplichi per », e si avri xy= x\/px;
Ma si ha px:xy/px:x® ; dunque prxy,x? |

Se si dividano i primidue termini della propor-
zione addotta per ¥, rimane pry:wy:x? d’ onde si
ha: Che il parametro sti ad un’ordinata qualunque
¥, come il rettangolo di tal ordinata nella propria
ascissa , std al quadrato dell’ascissa medesima .

752. Teor. Se si prendano due ordinate qualun-
quey, y', alle quali corrispondano le due ascisse
x, xl. sard In generale, il quadrato del parame-
tro ad unadelle ordinate, come il quadrato dell’
altr’ordinata , al rettangelo delle due ascisse -

DimostrazioncsNell'ipotesi data,si ha y?=px;y*=px',

Queste si moltiplichino insidme, onde si abbia
jvify":.p’xx' » ¢ risciogliendo quest’ equazione in
proporzione si aved pay*iy!fiax’ .

753. Fin qui abbiamo riferita la parabola
ali’asse ; passiamo ad esso a riferirla ad un suo dia-
metro . : ‘ ,

Definizione . Diametro della Parabola & una ret-

: ta
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ta indefinita condotta da un punto del suo perim:cro'
concavo, paralielamente all’Asse. L2 ordinate ri-
ferite 2 un diametro sono le rette condotte da un
punto qualunque del perimetro, parallelamente al-
la tangente, condotta all’crigine del diametro. VPo-
sto questo , .

754. Siala Parabola Nk (Fig*28.); MS ne sia
un diametro, di cuisia'M il vertice; Sia M 2 un’or-
dinata normale all’asse AT ,ve dal punto N ['ordi-
nata ‘NP al -diametro, il quale si suppone dato di
posizione , ed abbiasi finalmente una seconda ordina-
ta NL ortogonale all’Asse . I triangoii M, NRL
sono simili ; dunque sedicasi NP=y , MP=x, 3. A=a ,

sary MQ=y/ap, ed M = /40’ +ap ; Si
avra \/(4a° —{—ap)gr—*-\/(,;a’—{—ap)::\/‘zp: NL. Pon-
gasi qa{p=¢q, ¢ la proporz-ione/addotta diverra
. — _ = \Vap —
Vag: y+ags \Jap: NL=y \/’_4— Vap.Olice
aq

di questo si ha y/ap :&'ﬂ + ap = 2a: RL,
\a

. . 7
a motivo ,che il raggio MF é =MH , normale alla di-
rettrice 5 =R0=Fl,e percid 10=FQ , osialA=A43 ,
: 24y
onde RL — \/a +24 5 Ma RA= RI—AI= x—a;
Ve 24y ,
Dunque 4L=x-a-+——"; dunque , siccome

aq

) Y Vapy*

NL* =p.AL, si avra sosmucndo* \/ap—{-y ___)
2apy o R Y/ |

= ag-}—px-lr—i—/;; ; facciasi la riduzione, e rimar-

1

Hh ra

" sciuto dellascissa medesima,

P 82
gy’:: gx= (4a-}-p)x equazione simile a quella , che
si_ trovo per rapporto all’asse .

255. Da questa si vede, che il parametro di un
diametro & una terza proporzionale dopo un’ascis-
sa, e Pordinata corrispondente, come il parametro

dell’asse . e che & = ga--p = 4MH= 4MF , cio¢:

Uguale al quadruplo della distanza, che passa fra
il vertice del diametro , ed .il fuoco.

§6. Teor. 1l parametro di un diametro parabo-
lico & uguale all’ordinata del medesimo , che pas-

sa per il fueco. .
Dimastrazione . Sia NR l'ordinata in questione

(Fig.;g.);sarhNP:\/(4a’+p)x=\/4MF .MP.,Onai
triangoli IMF , MPF sono eguali a mativo del lato
comune MF dell’angolo MPF=MIF , ¢ I'anpolo
IMF = MFP; dunque IF= MF ; ma IF= MF; dun-

que MP = MF ; e percid Nf = \/4 MF? = 1:MF;
ma 'NR = 2NP come si raccoglie dall’ equazione
y= ==y/gx ; dunque NR =4MF=gq.

237. Teor. Se dal vertice 4 di una parabola
TAK(Fig.* 40.¥si condaca unacorda A4S, che in-
contri un diametro qualunque ¥E in up puoto L,
e peri punti d'intgrsezione S, L, e per il vertice
# del diametro si conducano tante ordinate all’as-

‘ses VP, T2, SR, risulta AR : AQ: AP.

* Dimostrazione . AR: AP:RS: PP RS QL : Masi
haipure 4R:A9D:4KS: QL; dunque AR:AP:: AR A2,

" tiot AR: 4D AP .

258, Teor. Una corda qualunque 4 condotta per

il vertice della Parabola é media proporzionale fra

Pascissa corrispondente AR , ed il parametro accres

Di-
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“Dimostrazione. Si cali dal punto S Iordinata SR—_?_y,

e sia I’ascissa 4R = x;si avrd A=y n*= pr+-x?
= x(p+4-r) . )
559. Passtamo a determinar le funzioni principa-
li della Parabola. Incominciando dalla sottangente
dx
si trova y 1y in questa maniera . Dali” equazione

pix dx  pdx* dx?

2 H — ey ——" — —
¥ =pxsihay= 24y ,ondeydy_ 2dy? s ma e

4° ’ de 29 2px
=—P—;—, dunquey@: » = 7 = 2x; dunque
Ia sottangente della Parabola € sempre doppia dell’
ascissa corrispondente .

760, Di qui si pud derivare un Metodo per
condurre una tangente ad un punto dato della
Parabola .

Dal punto dato si abbassi un’ordanata normale
sul’Asse ; si prolunghi I'ascissa oltre il vertice del-
la curva, finch¢ il prolungamento risulti eguale
all’ascissa stessa ; quindi si congiunga I’ estremo
dell’ascissa prolungata col dato punto, e si avri
la rangente richiesta.

761. La tangente parabolica si ha dalla formo-

*

dx;_

LV, 2 =V(px 4 4x*) . La sunsormale
[y +y dyt

. dy ? « .
11 trovay dx:: —2_? Vﬂlore che somministra un’al'

tra facil.maniera di condurre una tangente ad
un punto dato.

Hh2 Fi-

——

184 L
V., .2

i normale si trova = 2
Finalmente Ia‘ Ly? 4= —

_ v r

—lex 47, o
762. Si voglia adesso il raggioz,osculatorc,dx cui
(dy*4-dx*)\/ (dx*4-dx?)
la formola ¢ — rdy e -
i valori di dx*, dy*, e d’y, differenzio I'equazio-
3ydy . w
ne y*=px , € trovo dx:"'p—' , e dx’= P Dif-

29dy
—, posta dx cO-

. Per ottenere

ferenzio adesso |’equazione dx=
stante , perché tale fa supposta aella formola ge-
nerale » cod ottengo — 2yd’y =2 dy*, e percio

dy?

—d%y= . Sostituisco questi valori , ed ho

: dy
' dy* 2| p2y — 2 | o2
Ragg. Osc. :';;"(‘w +2%) ? Vaar+e. ...

2dy’ : p

19, do tratteremo del rag-

gio osculatore dell’Iperbola , farerp? Yederc , che
si puod trovare una formola sempiiciisima, la qua-
le esprima il raggio suddetto, tante delia Parabo-
la, quanto dell’Eliisse, ¢ dell’[perbola. 5

763. Ci si presenta adesso la.retnﬁcazxone_degh,
Archi Parabolici« Per riuscire in.questo , si SO~

stituiscano i valori di dy*, ¢ dx? nella formloa;
]

@+
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4y’
la S_/;/(dx?__*:,dyz) , esiavrd S_-%i;\/ (1_.*_—’2 )
2dy
f \/(“‘p +? ) Questa formola si ti-

duca alla razlonallti,se ne prcnda poi l’mtegrale,e si

o — 2 ._"’_ 2 —_ \/ T
otterrd S= 7 \/(? + 4p -+ 4log(y—{— |y _*_,4..172)

~4-C, dove per determinar la costante » basta porre
1 1
y=0, esi ha C:—j—‘; log. S P> € percio si ha final-

e

\/ 7
S_z_\/ 2 ..I_ 2 ._‘. 1 (y+ “'yz +:pz)

I
ERi

764 Dico adesso, che nella famlgha deHc pa-
rabole, rappresentata dall’equazione ¥ "zpx"" " saran-
no rettificabili tutte quelle Paraboles nella di cui
equazione sia » un numero lmparl Difatto si ha

et

’ J n=r .
dall’ equazione’ .addotta x = —~T 3 percio dx
P n-x ‘
] : n® 2
n-=x i e u= x d
=n—1y dy’ed,(n——l)"y y ..
.. 2
P n=x P n=-x
ledl v(dxz"*‘d_y ) - 8090000080008 30803040000e cepresseTrs eyt
Hh 3

436 \
2 )
‘/ ——n: J —D—-_!d'dy,a
('."—I.) 2 P + dy 2) T eecasvecssccaesces
P' n=r .

vV, =

5. n=x V
((ﬂ—-—x)’”‘*—— +')

n~x

Suppongasi n=3, e la formola diviene d_y\/gg +x
a7

8pr9y 1\
di ¢ui Pintegrale & "7' - + 1)&Q . Facciasi n=5,
e la formola saré dy T della qua!e si -
x6p 2
. ’ f '18-16n]6. 2 3 é
ha integrale =— —— = 2?”s( 5y 941. 1 )2+
C Nt 16p 2
MU | 3 SR
4.16 16 35y2 ;1Y 2
325 — T . Si trova con egual
16p 2 7

fa.cxhté Plbtegrale, se pongasi n=7=9 = 11 &c. Ve-
diamo come si ottenga la quadratura di una su-
perficie Parabolica qualunque.

765. Sostituende wnellz formola / Yy dx si 'ha

3.1 2 x 3 2

-

P2 2dx~‘;p “ =3 — xy. Quirdi ne
scgue, che Ia superficie dcl sem mento qua?unque
Aorp,



X 487
A0VP , dave PV & un’ ordinata ortogonale all’ as-
se AR , ¢ sempre uguale a due terzi del rettan-
golo circoscritto ABVP 4 & percio quattro terzi del

teiangolo V4B .
766, Se si avesse in generale una Parabola qua-

lunque espressa per I’equazione y" = p" ™ *™ ; si
S a=m ) m n n=m

’ —_ n .—E g it n
churrebbc /ydx~ p / x fdx=_ +np
m+n n n~m mtr n

LR

D . n 0 o s
x = p x st dedure

m—-n
rebbe cio#, che lo spazio curvilineo AOYP di una
parabola qualunque st al parallelogrammo  ¢irco-

scritto come B

767. Si potrebbe qui cercare, se mediante la
sezione successiva di un cono, fatta perd sempre
parallelamente al lato del medesimo , si possano
formare due parabole uguali . Noa sara difficile
wovarne la soluzione per la parte negativa . ‘

768. Se una semiparabola faccia una rotazione
intera intorno all’asse , viea generato un solido ,
che dicesi Conoide Parabolica . Non si tardera 2
conoscere , che la sezione di un tal solide , fatta
perpendico\armcnte all’asse , & un circolo , e che
una sezione parallela all’asse forma una Parabola .
Se la .sezione sia obliqua all’asse , io dico, che
dev’esser un-Ellisse «

269. Si supponga tagliata la Paraboloide cor un
ipiano verticale , che passi per i'asse , onde si ab-
*bia la sezione parabolica- FBK (Fig? 41.) 3 Si supe
ponga quindi tagliata con due altri. piani perpen-
dicolari al primo, e de’ quali il primo CMD sia
perpendicolare all’awse, l’aﬁro AMB gli sia obliqu;)

h 4 a

:1‘83

la di loro tatersezio £ sark- i

anch’ essa al primo !p?azoﬂggf , s:t:ex?c‘f;p?glcc’l‘m

;:omc dungue la sezione CMDM' ell’é u'n ireen

;»; n;BkrilsuIta PM* = CP.PD ; Ma CP.PD si;m:&

1 a’. 3 .n 1;33 ragione detex’:mi‘nau per esempio

L ngue se.pongasi £ =24 AP = x

a? -

o=y =5 (3ax—x*) , equazione
otalmente a quella, che si

it . » che si trovd ?

ligse , e che si vedra in seguito cen oator | I'ﬂ.

rezza, esser la medesima . maggior chia-
0. C I ’ i k

Para7b7oﬁca' :ircsglsi;?:i la superficie della Coroide’

: scano 1 valori aella
_ a formo-
2¢ e

Y
la - / ‘ |
i y \/dx’+d)"= 7 -] 7dx+C , dove n espri.
me la normale, e si avri, pere :
a, peresser n=\fy*4-— p?)
b
la superficie richicsta:is dy (y? - T h
- " &4 e a Pl
LI ) .
‘ p3’?7 (" 4/72)2 +c¢.
er determinar la i i
o : c:)stante si faccia y=0, € sa«
. - 3 i
6rp * 8 P’» e la superficie snddetta
c ‘ '
sari finalmente = 2 k
ve = a2 ).

1. Si  Fpe
son7o7ta ’Isi'ar‘s:?r?:l fra tutte le parabole , che pos-
S un cono daro :
ca,medi: . . , quella che produ-’
de’ di :;::f la sua rotazions '”[Ornﬂqall’asw,la g.‘or:ioui
i di cu };m superficie . Si troverd ‘esser quella
prno passa per il centro del cono *

77 2

e PM =y, siavriy?

130 =
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772. La soliditd della Paraboloide si ha 4.

IR AN U .
= fyde=7, px* uguale ciod alla metd del ci-
lindro circoscritto . .
" 773, Qual’ ¢ la parabola , che fra tutte'quelle,
che possono formarsi in un dato cono , produce
colla sua rotazione il massimo solido 2 Quella il
di cui piano taglia il diametro del cono in due
parti , che sieno come 2 : 1 computando I’ origi-
ne delle ascisse daila parte,a cui appartiene il seme
mento maggiore o : :
" 774. Rimane da vedersi come si possa ottene-
re la superficie , e la solidita del fuso Parabolico .-

775. Fuso parabolico ¢ il solida generato dal-
la rotazione della Parabola intorno ad-una sua or-
dinata normale all’ asse . Per trovarne la saperfi-
cie, sia la Parabola '( Fig.? 40.) TAK , e questa
si roti intorno all’ordirata DC .

Sia la porzione dell’asse AD=b , I'ascissa AN-=v,
¢ l'ordinata NM =y, e I’ arco infinitesimo  Mm
¢(b—x)

.

r

f‘/(dxz_l__dyz) = f(fg——xy‘dx\/m?: [(b__x)
‘ ' - opr 2y .

Si avrl la zopa descritta dall® arco Mm =

apr

| dx\/ .4x'-{.—_‘; .

PN

x
Passiamo a determinarne la solidita . _
776. 3ia il trapezio infinitamente piccolo MNum,
ed il rimanente come sopra. La superfificie del
trapezio essendo = ydx , |’ elemento del solido &
c \

T b—xy dx . Ma

490 2 ”"'d v
‘Mz si ha x = ik dx:’_"'z; Dunque il so-

. c Jz 29?2 dy .

lido § ::;/‘(b—-‘; ) --;'— . Si ponga y= €,

: 2
quando x ¢ =b , e siccome si ha ¥ = "I‘)‘ » sard
e* c

bj:" , e la formola suddetta diyerrh §= 7 e
f(e’—y’) 29*dy 20 e 2 ¥ ac

il re st e
4 P rtogptor sy 7

. e5 2c e

2 A
Cc e
Si ponga T:zw,esiavrhs ::47r"‘3‘l;7-—47r ;
¢

¢S 20 € 12 & 8 ¢
W";:ONW"’—P;

e T ML T e
sp? = as Pt 15T s L
— ab? = alla superficie della base del cilindro ge-
herato dal rettangolo ciscoscritto DF 5 ed g ne ¢

I'altezza DC 5 dunque la soliditi del fuso parabo-

lico & uguale a;‘; del cilindro circoscritto .

ARTICOLO IIL

Dell’ Ellisse .
_. 777+ L'equazione & pércio, che si vide (1. 7og.)

sen. @

_‘ y’ = (¢ sen.Px—sen. (P4-2)x*)=K .

roS’.2 — P
] 2

718.
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g Dall’ispezione di questa si r,accoglie‘}xﬂ-
Che I'Ellisse ha due rami, uno positivo , e I'al
tro negativo, fra di loro eguaii, perché:si ha ge-
peralmente _y:rt\/l( . 2.° Che la thedesima & rien-

trante , perché fatta x =o risultay = o,efatta

c sen. P

——————= risulta parimente y=0.
=en( P4+-2.) P J
o ¢ sen.P

Che — == & un suo asse; 4.° Che

sen.( P42

all” ascisse negative mon corrisponde alcun ramo
di Elisse , perché avendosi

sen.9 sen. (P4 Q) ¢ sem.Px )
2 -
y= 1 ( sen(P+2Q) " AR

cos.2— D
csen. P

.
le a ‘dire,posto —;;'(—1;':‘_“9‘2';

30

= 2“- erese0e0s0incenne®

sen. Qxen.(l’«{:?l_)_

= 1

R P
€os. a

per. ¥ un valer pegativo , qualunque sia x, ¢
,,percic‘) gon estrarre la radice quadrata si ha. gene-
‘ralmente un valore immaginario per ¥, il che
prova gon poter corrispordere sl prolungamentd
dell’ asse alcun ramo ellittico: € guesta una con-
seguenza dell” analogia, che passa fra il Circolo,
€ I’ Ellisse. | ) )

5.° Che quando 1’ ordinata y coffispoa-

de alla meta dell’asse 2a , dove la chizmerc‘_)
' s S1

e (—2a%—x%) , si ha sempre

i
i
i
{

493 o |
sen.® sen(P4+-2)
b, si ha b*= 1 —xa’.Qgest’ordinata
; €os, ";‘ P :

b, che suppéngo ortogonale, essendo prolungata
al di sotto dell’asse 24 fino al perimetro del ra-
mo negativo; ¢ un second'asse della curva Ellitti-
ca, ¢ dicesi conjugato per rapporto al primo .

e Seme 9 sen P+2)
Di quisi vede, che siha 7 = 1 '
cos. ’-z- P
¢ sen. P

Pongasi,come sopra,——— =24 , e I'equazion
gast, P en P+ ’ q ¢

della carva Ellittica verrd ridotta alla forma
b '
y’ = ;;(zax-—x’)

779. Adesso, avendo cosi ridotta I’ equazione
dell’ Ellisse possiamo inoltrarci ad investigarne le
altre propriet « ‘ o

La prima, che ci si offre ¢, che I’Ellisse altro
non &, che ancircolo, che abbia il diametro eguale
all’asse B (Fig.? 42.), ed in cui le ordinate sicno
diminuite nella ragione costante di b:a ; ciod dell’
asse conjugato CD all’asse trasverso A48 . ifatto,

se dicasi 2 'ordinata di un tal circolo, si ha in ge-
’ -

nerale z:y:1\/2ax — x*:"; V24x — x* ::2:b. In virtd

di quest’analogia , e di questo rapporto ne segue,

che se vogliansi nell’Ellisse computar le ascisse dal

" centro , vale a dire dal punto, in cui I"asse conjuga-

to incontra l’asse trasverso, la sua equazione deb-
ba
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ba essere, come vedremo anche meglio in appres-
b2

SO,J’:: ;;_(a:__‘xz) .

" 780. Impiegando adesso la prima equazione dell’

Ellisse si ha y*:2ax—x’u:b*a’;dunque nellEllisse :

Il quadrato di un’ordinata qualunque sta al ree-
tangolo delle sue ascisse , come il quadrato del se-
miasse , @ dell’asse minore €D al quadrato del se-
miasse , o dell’asse maggiore 4B . Siccome poi
quest’analogia sussiste in qualunque punto dell’El-
lisse , se dicansi in generale y', x!due altre coor-
dinate ortogonali all’ asse A5 , si avra sempre
y’:y"::zax——-x’:zax‘——x" .

Dunque i quadrati dell’ordinate ortogonali all’as-
se maggiore stanno fra di lora nell’Ellisse,come i
rettangoli delle proprie ascisse .

781. Scol. Si concepisce facilmente , che lo stes.
so rapporto sussiste ancora fra le coordinate obli-
quangole , perché dovendo esser parallele, deb-
bon conservare la medesima ragione . :

8,. Ritornando ad osservare |la proporzione
trovata di sopra y® : 2ax —x* 1 b*: a®, si com-
prende, che il quadrato di un’ordinata sta al ret-

tangolo dell’ascisse corrispondenti in una ragione
al ragiore per

costante . Si esprima dunque una t

2a: p» essendo p upa quanticd da determinarsi ,

e si avrd in generale 2ax—2° syt 2azpe Or

qualunque debba essere il valor dip, ¢ certo ,

che in virth di questa proporzione deve essere
2 2ax—x7) - b 4b° :

[ —
o 4 =

=24. .2

- . Dunquc dev’
a’ 2aX—-X a 24

esser tale, che abbiasi 2a: 2061 p > cio¢ p dev’

essere una terza properzionale dopo I’ asse mag-
gio-

494
, .
giore, e I"asse minore . Di pii osservo , che 2

] 2b?
motivo dell’equazione p = ——, perché 4> 5
a ’ ?

lg‘t;;ﬂg:nclhiées: conducasi una retta 4C la quale con-
glun cghe (si remlx' dei due assi, chiaramente appa-
durre’una ;; t}‘u?unque Suo punto m si pud con-
farre ordinpt edela m@all'asse 4B, e che percid
e ate del quadrante A£FPC vi sono compre-‘

tutte le rette <i. CE, o sia <i b .
Suppongasi = ‘
ppongasi pertanto, che , D venga espresso

er K i r o
p un ordinata no male all’asse macgiore . Nel
punto, a cui e i i av ! -
s §sa corrlsponde, si avr pz =
24x——X 'Eli
a? ( »Ma essendo data ['Elisse 3 debbon” esser

dati gli assi
o vﬁ'tl&ascsil', € per conseguenza anche p ; dunque
l quest’ultima equaziene dev’esser data

pur Pascissa x, ch i i
» che corrisponde all’ ordinata— .
2

= S (2a0m—¢? i itut
pry¢ szt‘ ). In questa si sostituisca p in ve-
) ,

ce df — _
» € ne prov —piz—
e proverrl 2 b= 24 (28c—¢%)s
¢ quindi 2 ' 2 ¢?
uindl p=— = ——
‘ P=", (ac—c")=4e— """, onde s
ha
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ha p<4c, vale a dire » minore del quadruplo‘}%i
, e

FB, distanza dell’estremo F dell'ordinate FN ==,

dal vertice prossimo B .
2

Inoltre , dall’equazione p = ';(:at—-t"’) » 8i de-
ap ap .
duce =226 —¢* 5 ma';:b’;dunque b*=2ac—c*
=(2a—c)c , cioé : 1| quadrato del semiasse minore
CD ¢ sempre uguale al rettangolo dell’ascisse pro-

1
dotte dall’ ordinata —p.
2

283, Con questo si pud trasformar I’ equazione
. dell’Ellisse sostituendo 24c—c* in luogo-di 6%, e ri-

(2ac——rc?)
durla alla forma y*= T = (2ax—x").
784. Teor. Se descrivasi un circolo 4B sopra

1
P'asse maggiore AB , ¢ si prolunghi I’ ordinata =

p=FN,finche incontri la 'circonferenza ; I'ordinata
circolare , che ne risulta ¢ sempre uguale al se-
miasse minore .

Dimostrazione . Sia FM "ordinata FN prolungata
come sopra , ¢ comgiungasi il punto A4 con gli estre-
mi dell’asse .4, B. Ne proviene il triangolo AMB
rettangolo in M, € perd si ha FM*=9F.FB= 2ac—c*
=b*, onde FM=b . '

785. Teor. S’inalzi al punto B una perpendicola-
~reBL(Fig.*43),¢ si tongiunga il punts L col punto.?.
* Laretta L4, che dicesi Direttrice dell’Ellisse, ¢ tale,
".che qualunque ordinata OK abbassata da quaisivog!ia

C T sug

i ~

. A 7 N : :
“$uo punto sull'asse 4B, moltiplicata per 1" ascissa

respettiva RB : produce sempre un rettangolo egua-

“le ‘al quadrato dell’ordinata corrispondente RP .

Dimostrazione . ARB:ORB::AR:OR:AB:8L ; Ma
si ha pure ARB:RP*::4B:BL ; dunque AR5:0RE:

- ARB:RP? , epercido ORP=RS* .

786. Teor. Se prolunghisi un’ordinata PR,finché

incontri la direttrice in O, e dal vertice 3 si con-

duca la BO, sariil quadrato di #R doppio del triag-

~golo BRO.

Dimostrazione. PR*:5R.A::BL:B.A::R0:R.A::RO.BRz
R4.8R(=ERA).Dunque PR*=RQ@.BR , e percid &c.
&e,
787. Teor. La somma delle rette FEF'E(Fig2cit?)
condotte dai punti F, F'ad un punto E qualunque
del Perimetco Ellittico ¢ sempre =.4B=24a. :

Dimostrazione . Abbassata sull’asse .48 ['ordinata
EM , si ha dal triangolo FPME , FIE*=EM* 4-F' M
Ma computando le ascisse dal centro si ha F'M
Z@ee( X =d—X ( POSTO a—c=d ; percid F'E*zy*~4-
(d—x)*. Si ponga per y* il suo valore, e per d*
=(a—c)*=F' 2% il suo valore 4*—5*, e si otterrd

. bx? ‘ b* x*
F E’:b’.—-"‘;;“ +df—2dr4-x=b'— T3 +a* —
d* x?
b —2dr4-x*=a—ady 3 restituendo nuova-
mente il valore di a’—p%) . :
Si estragga la radice quadrata , ¢ sari final-

dx
mente F'Eza——.Con la gtessa operazione si trova.

- dx

| FE=a-+ . i ha dungue &c.

788.



Y &
;‘16 descriver 1*

i prenda un flo~
tpemi si fissi-

i

it lo stilo de-

dat ,V\' AVatise ML °

.. criverd in guesta. guis
L Or &evidente che,
| © determinati;, col med :
 medesimo asse maggioze si potri descrivere un’ ine

o finiy dellissi no o piit attondate 5 secando che i
~ detti fuochi  saganno pid o meno lontani dal cen-

788, Teor. Una retta a2s(
olo FEG, in cui EG sia il pro-

lungamento el

e
‘ ~EF; e si congiungano

. 3 punti G, F. “ Siccome 1a
.. ‘angolo. E ., dee’ dividere ug
. Cid_posto, io provo che

- “altra punte comune

ualmente la ba

e si conducano le rette

KF, KF! .°Si javr

“dunque F* KF>FVG>FEF>AB

. 789. Volendo impiegare il metodo del D.
“pelli, si conduca (Big.*.

' pendicolare aM( lo ‘stesso vale per il vertice B

W K

- ‘ B Jhma \ . Dl fatto :Sia
. & ABsarh PRUKO°:PB.PA t KB.EA:

que

®

-

u»gb"zstiip' si ten~ -

e, se i finochi ¥ F' non somo’
medesimo filo 5 cioé intorno ak -

Fig? 44.) che divids

i merag V" angolo FEG in ¢
a FE , risulta sempre  tangente

pimastrazione - Sia GE=

' a @ divide in mezz0 v
se FG .

la @ non pud avere

colla curva. Prendasi un pun-
) KG,

‘to X qualunque, ¢ st
y FIEG>F'G3; ma F'KG=F'KF 3
‘ , e percido il punto-
K & fuori dalla curva; dunque &ec.
Pe-
al vertice 4 una per-

dalla BRM che passa pet il punto dato R;
“per metd colla RN® , ¢ sard

aWwOmK_ normale
PR*:mKl ; dun=

senessve

mAOK:Kl, e di qui neTisulierd wiermnieere”

s,
P,

w0

- 408 ‘
Om:0K::0l:kl, o ' 3 |
, 2 OF 1AL, vvero Om:0l :: OKX .El -
g§<*31_, dunque Om<ol , ea0m<o?n{{-§lz’ e
E? =amn; dunque Om<mn, e percid & Nl
G pc?lsto cost un tal metodo, & facil .
}a;e i tc_aztlzma che vi si contiene cosa enan-
90, Probl. Dato ‘un eIl Bl
~ cogdlurvi una tangente . punta faqg, dell" Bilica
0 uz‘ v . a v . . R W . §a .
o s “;”-f. S{g (F;_g-‘,‘ 45)a il punto dato :
Lo ntervallo aFl, posto F' pit vici i
: punto a, si descriva 1* arco F‘DZ‘. Dc-l'ﬂCz di
Sit'o In F, mterV?Ho FC=A4B deseritto g!’ar4p01 o
in,tec;mgfunga I’ intersezione D col punto C;:.GQM .
entCsc:zg)'ne E col punto' 2 ; GEas sary l,‘ a
g! - Di fatto_z essendo FE=ED er 2 an-
altro punto L si ha FL=lD; mg’L% qualunque
que FLFSFM>AB, o >LM; dap-
7897,911;; ~§>’:z?0r<§mc;‘i ;’SPOs.ta'Iah castruzione del nume.:
7 1sa in ‘ragione armonica in 4,
e rgrgwiz;az Si ha (n. cit. ) MN=NA4, ed S'=98;
ha ibN/lg:gn%BMN’ ma per le paralle-le s
o N 2 2_ 3 € per i triangoli similiVRM
(53' set’.l;e }.aA 5 dunque la divisione ,d’clla r?tltl:
gue /2 ragione propostas il che si :
mostrare . i dovea di-
792. Teor. 11 retta ’ i
¢ ugmale al rettango?foézll(’iissemmen“' N B2,
qug.ta parte della cosrante r. e maggiore nells
imostraz., 1l rettangolo 8P A
Dimostraz, 1l rettangolo BPA stha PR*:BP.Pgi
dR;:RP.’Bo;a E;P 5P?‘433‘/1M. ed JP'R.':E':.JB?' ';";t:
(n que BPA:PR AL AM.BS; ma BPAPR :AP3p .
.732)::48%A48.p; dungue si ha JB’:JA;BS-.'P"
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- WMB . AB.p, clod AMBS=ABp , ‘e percid Aﬁ{ggz

S | . .

=AB.~ p. -
4 - £ ,

793- Teor. Se dai punti F , F' (Wig® 44.)si
‘conducawo due retee ad un medesimo punto £ del
‘perimetro ‘Bllittico , .gli angoli -FES , FEQ forama-
ti dalle suddette rette colla ;tangente 9S condotez
al punto £, sono ssempre ‘wguali. *

Dimostraziore ."Si .prolunghi la F'E, finché sia
EG=FE , e si congiungano i puati G, F; L’ango-
lo FES & =2EG. Ma QEG=QFF.(Teor. 788.); dun-
que &c. &e: -, S

794- Di qui ne segue , -¢he se facciasi rota-
re una Bemiellisse intorne all’asse maggiore ,
la superficie risultante dee esser tale, che situando
in uso dei punti F, F'un 'tume , tatti i raggi do-
po la -riftessione debbanoe riunirsi nell’altro di tali
puati . E’perquesto , che:i puati-F, F' diconsi fuo-
chidell*Ellisse .

795 Si puo coucluder pertanto, che [’ Ellisse
‘ba due fuochi . Che la costante p ¢ifa doppia
ordinata ortogonale all’ asse maggiore, che passa
per i medesimi,, € dicesi Parametro dell’Ellisse .-

796. La distanza de’fuochi dal vertice prossimo,
vien determinata da una qualunque delle due equa-

2
zionip:‘; (2ac——c®) , b7=aac—c*, e la distanza

FF' de’ medesimi fuochi , che vien detts Eccentri-
cith dell’Ellisse, sf ha = 2/a’—6? (n.787.) '
797 1 rettangolo delle -distanze di un fuoco
dai vertici 4, B, & uguale “al quadrato ‘del se-
nifasse minore, ¢ la distanza ‘di un ‘fuoco da un
- Iia pun-

&

i By T

<M R

X A

T
B e e e

00 \
:mnto .qualunque -della curva, §
che »i chiama generalmente raggio ve

' dx cx

pre (n.787.) =a=t= 7~ satx v -
798. Teor. Nell’Ellisse il raggio vettore condet-
to alia sommitd dell’asse minore & ugnale allame-
td dell’asse trasverso.. - o
Djmostrasinne « Sia (Fig.*4s.) FH il raggio di
cui siparla. Sard PH=\/ HI’-}J’I’:J b 4-(a—c)?,
L mstituito pcf b;’ n $ug Va'ofc senstecpisSaneranegrene
= VV2ac—cfa—2actc* = \/ a=d.
7‘9/§. Tear.~{.S.e‘ descrivasi un .c:rcol? sull® asse
maggiore dell’Ellisse, tutte le perpendicolari , che
si possono abbassare dai fuochi sulle tangenti delia
medesima Ellisse , incontrano le tangenti oel pun-
to dov’esse tagliano la circonferenza del circolo.
Dimostrazionc . Dal punto T (Fig.* 47.)» dove la
perpendicolare FT incontra la tangente si condu.
ca alcentro C la TC, sard FT="" FK(Teor.788.) ed

per esempio. FE,
ttore , & seme

! V *
FC= T FF'; percid i triangoli FTC , FAF' sono si-

) g
mili, e TC & parallela aKF'; ed = TKF' . Ma

KF'=F' ({4 MF=AB. Dunque 7¢=CA , cgualeciod
al raggio del circolo. .

800. Teo. Se dai fuochi dell” Ellisse si condu-
cano due perpendicolari sopra di .upa ‘tangente,
il loro prodotto risulta sempre uguale al'quadra-'
to* del semiasse minore. -

Dimostrazione . Per il punto del contatto M.

(Rig.*

®
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( Fizg.? 47.) sia condotto un diametro PM, sall’
estremo P la tangeste t4, ¢ del punto F laF'{¥V
perpendicolare alla tangente T/ , che incontrerd
la medesima in un punto ¥ della circonferenza cir-
colare , e sard parallelaa Tt . Per la natura del
circolo sarA F'/=Ft, ed FT=F'y, ed i punti ¢, s
saranno nella circonferenza circolare, essendo 7Tty
un quadrato . Dunque Fe.FT=BF.FA o0 sia FI.F'V
=BF.F 4=CN* quadrato del semiasse minore ,

8o1. Una retta MO condotta da un puato qua-
lanque M per il fuoco F', determinata da LD, pa.
rallela alla tangente in A2, che dicesi diametro con-
jugato , & uguale 3 C.4. Dimortrazione . Difatto si ha
(1.799.) che TC & parallela 3 KF'; dunque MOCT &
parallelogrammo , e percido MO=CT=CA .

Cerchiamo [’ equazione dell’ Ellisse riferita all’
asse minore .

802, Per riuscire in questa ricerca , osservo

(Fig. 46.), che se da un punto qualsivogliay',
abbasso un’ ordinata N sull’ asse minore DC,
computate le ascisse dal centro , risulta NR=EF ,
¢ I'ascissa ER=N'F, e concludo per conseguenza,
che; per ottenere !’ equazione richiesta, non si dee

b2

far altro , che porre nell’equazione »*=77 (a°—x%) ,

x_pery ‘ed y per ¥, onde ne provenga x*=
: a
73(@*~y*).Cosl prontamente si ottieney’:l‘)‘; (6*-x%)

che & equazione , dicui si tratta; volendo com-

Iig3 putas

§o3

putar ["ascisse dal vertice, si vede , che [’equa-

zione dell’Bilisse riferita all’ asse minore sacebbe
‘3 . !

y = b (3bx—=7),

803. Dall’ottenuta equazione , che & della for-
ma stessa che quella per ['asse maggiore, si rac-
cogiie: Che i quadrati dell’ ordinate all’ asse mi-
nore dell’Ellisse stanno fra di loro come i ret-
tangoli dell’ascisse corrispondenti , e che il rettan-
golo delle suddette ascisse std al quadrato dell’or-
dinata corrispondente , come 'asse minore 25 std
ad una costante indeterminata ¢ , che pud impro-
priamente chiamarsi il parametro dell’asse minore,
€ che dev’essere una terza proporzionale dopo I'asse
minore , e I’asse maggiore .

804. Prima di cercar I'equazione dell’Ellisse per
rapporto ai suoi diametri , giova determinar le
formole deile funzioni Ellittiche . Cominciamo dal-
la sottangente. dx

Per trovare il valor della formola g'encraley‘z‘, s

2

differenzio l’equazionc_y’::—l; (zax—x*), ed ho ydy =

b o yly  ydx y
o (a=—-x)dx; di qui dx_-_bz y € dy — I

=5 (a—¥) 7i (4-1)

2

p—

2ax——x? a*

a__x""' :PT(ng.348.);C cr =‘__x >

1

che sommi-

pistra la proporzione a—x:a::a:CT sottangente .
dx
Presa 1’ equazione al centro si avrebbcya:‘y

2
=3
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az«__'__.x'z - .
=" x . Mediante 'u'na'*séthplife so‘stituzione fi -

trova »1a tangente = dx’
ova g = ' y + J @ ]

.- g e e i

\/ VL i
; prese le as-
('zuat—vr‘)-af penmy ) T ,

/5 -
clssedal centrosi trovas, } —a(a _ws) 4_(_‘_.___

dy
La sunpormale, presa I‘ongme dal vértice & 1%
b2 dy

= —';(u‘.;-;l) , & presa {’oﬁi’giﬁev'dhl centrd &y T

b x
Fpan po —.Di ‘qui si deduce la ‘norrﬁafe. cbreneees

R
|y +_y""‘" "'(ux-—-x’)-f{—‘*f(a——x)’ ’
prese 1'ascisse dal centro & LEOVA Sorsesesenssassarasanrns

L Vb® b o

Y e—r) 53 7 :

Bos. Medlikhte qnes‘:t formole , data una delle
coordii na‘te, si trova sempre il Vﬂore di ‘una giia-
fanque Helle Yabzioni divisatd . Wenctndo ‘adesto 4
diametri. Ellittici s sia

B3, Teor. @duuqﬁe ‘diantetro Ellittico wvien

diviso per metd nel centro e
Dimastrazione . Si trasformn I’equazione allasse
1i

i 4 mag-

e

U B,

1
st

e s B SN

R

504

maggiore in guisa che le coordinate divengan’obli-
quangole ., La trasformata sark di.secdndo grado
(n.642.) . Dunquc I’ ordinata » che dovri passare
per il centro, avrd necessariamente due valorj egua-
1§, ano positivo , e Ialtro’ négative .- Ma queste
due ordinate formano un diametro, qn*lunqnc sia
fa di loro obliguitd~ Dungue&ec.

807. Teor. ‘Abbassando (Fig.%43.)dai. vertici M,
N di due diametsi cdningau ‘MO, ND, due or-
dinate MP, N2 normali all’asse trasverso .45 , Ti-
sulta sempre il quadeato CQ*=AP.P5 .

‘Dimostrazione. Per la natura dell’Ellisse si ha

‘ BP-'PA-BQ_Q_& :MP?; N@: Sia Cz—u , € compu-

tate le ascisse daf cemro, la. vropomonc addotea di-
viene la seguente a2y’ —u®u:MPEN Y . Sia
MT tangente al punto: M, ed in vieth de’ mangoh
simili T?M C‘NQ_ si avr.’z MP2 N2 =

( (v“) )z (a —x 2 €2%=#*. Dunque

2

la __x
a*—x"1a—y: ‘—“"x s 4, onde si, ha

ur=a’—x?, o, na CD*=BP.PA. :

. 808. Eccocxaalla ricerca dell” cquaaonc per rap-
porto, ai diametri. Dal $unto I, ( Fig.% antec. ) si
abbassi un’ordinata IG sull’asse maggiore AB, ed
un’ordinata JR sul diametro M0. Dal punto R si ab-
Jbassino le perpendicolari RH , RK ; Si pohga HR=p,

CK.q » 8 CM=d o sard GB,p—{-a-—-q » ¢ GAzg—p+-q.
Cio posto 51 h% dai_ triangoli ¢ simili CPM, CRK,
di

q
CP(x):CM (d):: CK (g): ax- ? qumdl M(
v dg



sos§
d: qz .
&* —— . ‘Dipoi CP (x): FM(y) + CR(@): KR , &

P Sl . :
HG= -; Inoltre plr i tiangolisimili 7P, HIR

(at—x?y pxy
si ha TP —"‘P M(y) HR(P)‘@E 7 wsdun-
pir’yt gy

que IG* = (a’-—-x’)’+ " ,-{- . Ma si hz
| APPB: AC.CERMNIG" ,  ciod a* —ats : 2pg
a*—p*—q*:y*:IG* . Si paragoni questo valore di
IG* con quello , ch;;; [ trovato dr sopra s € s

- 4 — Py — gy
avrhl equazione — ;%
Pty #’q' 0y

= ) X xz+ 7 dalla quale si deduce

a
pi=at—x4-g*— = ~—=zHR? . Posto- questo si ot
42 q-z o
tiene MR . RO (d’ —-?‘. : CM*(d?) : HR?

(@*—x*--g°— 3 C2*(a*—x*) , proporzione,

che si verifica" mcdlantc la moltaphcaznone de’me-
d) » € degli estremi .

Figalmente i triangoli similt HIR,  CNQ. danno
HR?*:C%aIR™:(N*, ¢ per tonseguenza
MR.RO:CM?3:IR*:CN* O IR*:MR.RO :: ON® i CMP.
Si ponga m:zz’ \MR=4, MO=am , ¢ DN=11n, ¢

n C ‘
si qvrd 22 .-:;;(zmn—-u"), e computate le ascisse
dal

VRS i R R

e i AP

S o

566
nz

dal dentrs Z=3E—A") , thuakioni cpuali affe
altre ottenute pec fapporto %l’éssc maggim‘c ’ éd
allasse dinoréy

80g. Di qui ne detivano dwe conscguenze, c
sono ¥
I. Che fe ordmztc di un diametro  Ellittico
sono divise pér metd .

II. Che upa rétes la quale tagli per metd dae
corde EHemche paralleley & un diametro .

$i0. Teer.La somma de’quadrati di due diametii
sonjugati & costante . ed cguale alla somaia del
qud"ran dei due assi. &

Dimestrazione . Der la natira dell’ Elhsse %i ha

(F:g.‘48 )AQ_QB (ECP=x*)NQi:ua pt ) ¢ percfé
N9 = a. = Inbltte dai trfangoli@PM,eNDsi hacM?

. P
=cP4Bp Duiljue(n. 807 ) CM =x* -5 —= 3> ®
Bt
ON° = af i Qt_ﬁndi M I

..-a 2

gt 'I‘ear Abbissaride dali vem‘c'e © di undia.

smetro ( Fig.* 49. ) sul suo conjugate una perpen-

dicolare OS; si ha.. OS:b:a:CE.
Dimostraziont ; cg‘+€0‘—b‘+a‘ per it prece-
b &P

dente . Ma CO’ x’+b’....
B i g -4

—. Al punﬁo Osi conducz la tan-

; dudque CE? stavins

= 2

a
gente OX, ¢ dal centro C si abbas¥i sopra di fei
una



L
uns perpendipolave CZ, e si prolunghi CX ﬁni:hfz
iscontri {2 tamgente in X . Dai wriangoli simili
CIx,ON P si deduce €1 , 6 80:CX::09, 0 CV: NO,

Quieui SFTYNOCK.CH/=CK? (5. Bog) ; basta mu-
tare a in b. Dunque §O*:(K?: VO?, e rovesciando ghi
estremni e sostitwendo d valori di CK* , e di ¢0?
quadrato delin motmale(s. 804.) si bai eieressessrorre

ARy AR A &t b
(.-——-+d 164:50%° = Tz 1 . .
a* b3 x*4-ni—g®x?

Di qui SO™.CD*-ag*=CoA™.CK? , PErCid ucuareeses
$O%:.CK?:CA%:CD", cioe $0:b::a:CD=CE.

B12. Teor. 1l prodotto di due raggi vetteri gaa-
lanque FM , F'M & uquale al quadrato del se-
midiametro CL , cubjugato a quello che jpassa
per M- . . .

Dimostrazioge . I eriangoli simili FMT, F' MV
danno (Fig.? 47.) FT:FMsF\P:F'M 5 dunque FT-F'V:
EM:F M FT2:FM?(210}.0ra 31 hapatimente(Teor.pr.)
TisCAxCN:CLs di pid Bo1) TI: CA:TI: MO, e
U M0 TKEKM:: TF: M¥ (799) . Dungque CN: €L*
< TF*: MF*:FT. F'V:FM.F M; ma (800) FT. F V=CN?;
dunque FMLM=CL? .

813. Teor. Il paraliclogrammo formato dafle tan-
geati condotte ai vertici di due diametri conjuga-
& & sempre uguale al paralle logrammo formato daly
le tangenti coadotte ai wvertici dé due sssi com-
jugati « :

%)a‘nmmziac. Per il Teor. . 811.) si €ve-
dnto essere SO.CD=CK.C.£. Danque seal punto’ D
51 copduca una ‘tangente che incontti la XO nel
panto T, ed ai punti M, E si faccia o stesso;
sard 1l parallelogramma COTD eguale al parallelo-

grame

o

r~ dx 1 /‘ x’d;r 1 [—=
o= = e ) vie

o8
érammo ¢kzA4? . Ora giascheduno di questi pa<
rallelogrammi & la quarta parte dei parallelogram+
mi proposti: Dunque &c. &e. '

814. Eccoci alla rettificazione degli archi El-
litici .

Per determinare il valore di \/(dx‘-l—d_y’), os-
servo , che posto il semiasse maggiore a=1 'equa-
gione dell’ Ellisse computate le ascisse dal centro

’ b xtdx®

L omm? ? ¢

& y=5 \/(I_x’) . Di qui si deduce dy’=

A\/-l:;x‘dx’
percid si hay/(dyt-dx?)= | pp— ~4-dwx? . In luo-

go di B* si p;mga il suo valore 1.c*(detta cla
v V(1=e*x?)

serniecccentricitd)e si avré\/(dx’—{—@’):dxw;_—;;;
Per integrare questa formola , iola sciolgo in se-

dx t dx

. — 2.2 ] ———
rie, ed ottcngo/‘/\lox,,)\/(x-—cx )= Vi)
1 X 1.3 , .

. e . . C
(l lz‘c X 2.4 X 2.4.6(' x‘—&c-&c')u-uu'nnu

xtdx

cz

2o

1.3 Bdy
- %o \/(‘__f)—-&c. &c. funzione , di cui

-

gli integrali si ottengono facilmente con i princip]
del Calcolo {Integrale . Vediamo un® applicaziode
della rettificazione dell® Ellisse con cercar breve-
menie la superficie del cilindro obliquo .

N Bi1s.
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815. Sia la figuraso. , e si prendano nelle due
basi del cilindro gli archi eguali AM ,FE ; sard
ME lato del cilindro, e preso mM infinitesimo,
sara MmeE 1’ elemento nella superficic che si cer-
ca. Sia EC perpendicolare sopra il prolungamen-
to di Mm , e sary I’ elemento suddetto =Mm.EC .
Ora Mm ¢ un elemento del circolo, corrisponden-
te all’ordinata Pa/; dunque dee trovarsi £C. Sia
MD paralleln ad AI e dal punto E si abbassi
una perpendicolare sul piano della base inferiore,
che incontreri necessariamente MD in qualche
punto-. Sia questo il punto MD ; condotta la CD,
gli angoli MDE , CDE risuitano retti , poiche i piani
MCD, CDE sono normali; ed MC essendo per ipo-
tesi normale a CE, dev’ esser pormale a tut-
te le rette che passano per il punto C, e che
giacciono sul piano CDE , onde ne segue che I"an-
golo M(D sia retto anch’ esso . Sia adesso X7
= x, PM=y, DE altezza del cilindro = 4, ed
ME lato =b; sarh MD=\/(b*~—a*)=c . Inoltre . per le
parallele #1, MD 5 si ha MEP=CMD , e percid
siccome MC D=90.°, CDM=BMP=PKM . Ma posto

PM Yy
il seno tutto =1, si ha sen. 'PKM:"—"MK =73
quindi nel triangolo rettangolo MCD si ha weene
J L
sen.MCD(1):MD(c) ::sen. COM \ 7 ] ¢ MC= PR
¢
bzrz___czjz
~ « Ma per la
EC- e Jo2 - | ———%
Dungque EC=\/(WE_MC7)= | "
rdy

del circolo Mm=—5 . Dunque MmcE
natura del circolo #m. V) unque MmcE

—

3

'S10

\/(b’r’—-t’yz)’ ' .
=Mm.EC=dy "'—\7(;;_'_‘ E;;"‘::dS;per m.tchja.re que':stﬁ
elemento , si descriva I'Ellisse ACB » di cui il semias-

- ar
se maggiore AC = r(Fig.* 51) il minore D=3~
EF =t , & sar per la natura dell 'Ellisse veesere

CE-:;‘zz; a2 rz_azyz
t’:"b‘{"::r’—:—_y’:r’ ,ondet* ="z . ed e
(bz,.z___cayz)
Ff=dy —\—/B—\- /G-z:;;)—‘ , OVVEIO B Ff coyeernsassreretuses
\/(bzrz__czmyz) |

=dy —-‘7&;;_3-;)"" =dS . o
816. Passiamo ad investigare la superficie Eilit-

tica .

b -
i — Jra?—x?) . Siriducain serie
Si h:J;daaﬁx P’ \,/(a x*) . Striduca

i 1 l 2 i i i r sspeaveet s (YY1}
il radicale , e fatta " integrazione s:xsav 1 crnenseeseve

b 1 % 1 .
[”dx=:(“x'?' ;;—2'4 PP R &e. )

8:17. Di qul si raccoglie che .(n.7z7.)'la super-
feie dell” Ellisse sta alla super ficie del c1r€:olo dea
scritto sull’ assg maggiore , come b, e viceversa

M .
come a:b alla superficie del circolo descritto sull

assg Ig.’mﬂz?r: La superficie di un’ Ellisse € uguale ad
un circolo, che abbia per diametro una media
pro orzionale fra i due assi conjugati. iici
Eimostrazione. Sieno 24, ¢ 26 gl assi Ellitict,
¢ il circofo descritto sull” asse magglote 24, 12
C! il circolo descritto sull’ asse minore 2b 3 s;g



' SEI
I Bilisse dats., e ¢ i cirole, it éi cui dizme-

tro. & 5¢/25.36 . Siaved, per ¢id che si & detto di
sopra, C:Eq:b , e C''Exbla; quindi la proparzio-
ne composta CC':E*:uab:ba, dalla quale risulta’E

=a\/ect=c" ‘

849.. La superficie di un’Ellisse ¢ nguale ad un
triangolo, di cui I'altezza sia il semiasse maggiore,
e la base siala circonferenza del circolo - formato
sull’asse minore come diametro .

Dimostgazione . Sia PEllisse ACB ( Fig.* 52.) €D
I'asse minore , sit di cui sia descritto il circolo
CEDF . Suppongasi formato sapra detto circolo co-
me base , un cono EGF retto, ed abbia una lun.
ghezza GF ezuale al semiasse 08 . La superficic del
cono starh atla superficie della sua base,come FG=05:
QD . Ma la superficie dellEllisse st alla superfis
cie del circolo iscritto come 03:0D ( num. 817. ).
Dunque la superficie del cono EGF ¢ uguale alla
superficie dell’Ellisse £CE&. 'Ma la superficie del
cono & uguale al triangolo , di cui I"altezza
sia GF, e la base sia la circonferenza ECFD. Dun-
gue &e. o

"810. Se I'Ellisse faceia una rivoluzione ia-
torno ad uno de’swoi assi, gepera un solido ,
che dicesi Sferoide, Ellissoide , ¢ Conoide Ellit-
tica .

‘821, Le sezioni che si possono fare in questo so-
lido » non danmo ajtre curve , che il circolo , se
la sezione sia perpendicolare all’ asse maggiore ,
e I'Ellisse, sedl piano segaate sia cbliqua all’ asse
suddetto . ' '

.Cerchiamone la superficic , ¢ la solidita . ]
“ 22,

, $12. . )
‘822, Per ottenere la superficic, faccio le debi-

c [
te rsqsntgznent ‘ﬂia ﬂfomofa T ‘/y\/(dev*-}-dy‘)
(» 680.),¢ trovd per I’ espressione richicstasevesees
APt

be ‘X
§=T f -ﬂdx(\/ﬂz—(a’——b’);: ).

“823. Per rapporto alla soliditd si ha evevesee
N % ¢ b '8 - e B
rﬁir:‘;. ;'j‘(zax-—x‘)’dx;:—; .7 x*

.
(4—-;’ %)+ Si faccia x = 22, e si avek I’ Ellis-

.. c b 4 o B a2
soide intera = ikl =g .
824. Di qui si raccoglie , che I’Ellissoide staal-
lasfera , the abbia per asse I'asse maggiore dell’
Ellisse genitrice, come b%:a* . Questo vale tanto
pers’Ellissoide allungata, ciod¢ per quella , che &
generata dalla rotaziome dell’Ellisse intorno all’as-
se maggiore , quanto per I'Ellissoide accorciata , ciod
per quella, che € generata dalla rotazione dell’
Ellisse intorno all’asse minore .
Difatto peraver la solidica di questa, non si
, o
richiede altro che sastituir ['equazione y'= ...
bt
(2bx—x?) all’ equazione y‘-::;—; (3ax—=x*), e con

¢id si ha la solidita dell’ Ellissoide accorciata ..o

c. at. b}
""3 , formola , che & della forma stessa

=, ¥
che quelia trovata per 1"Ellissoide accorciata . Di
f qul
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qui poi si vede, che ['Ellissoide accorciata sta

alla sfera iscritta, come a*:b* , e che 1" Elissoi.
~de allungata std alla sfera circoscritta come b%:4°
825 Teor. Qualunque Ellissoide allungata , 0
accorciata ¢ uguale a. due terzi del cilindro cir-
coscritto.. - .
Dimostrazione . Si concepisca la sfera 14NB
(Fig.*s 3) circoscritta alla sfera LIEN, e sieno i
due cilindei CSMTD, slkz , il primo dé quali sia
circoscritto alla sfera, e 1’ altro allasferoide . Di-
casi § lasoliditd della sfera, € la solidita del ci-
lindro ad essa circoscritto 5 E 1a solidita dell’Ellis-
soide , e si avranno le due proporzioni $iC::2:3
(Geom.); E:$:b*:a® . 5i ponga nella seconda™ il va-

: A 2 b
lor di § preso dalla prima esi avAiE=""."73 C
Dico adesso che il Cilindro circoscritto all” El-

b*. .
lissoide ¢ =72 + C. Per provarlo sia C'-la sua

soliditd , ¢ si aved C:Ci:lx:87%, ciod::b%:a® , ¢
: b* 2
per conseguenza ¢! =7 C;DunqueE :;C', cing

I"Ellissoide ILNE & uguale a due terzi &c. Per
rapporto all’;Ellissoide accorciata, basta supporre
che il cilindro circoscritto insista sopra il circo-
lo, che ha per diametro I’ asse maggiore, ¢ che
la sfera ad essa iscritta abbia parimente circoscrit-
to un cilindro , e si proverd col raziocinio ado-
perato di sopra, clie & anch’ essa eguale a due tér-
21 del cilindro circoscritto.
826. Di qul ne segue che IEllissoide siadop-
pia del' cono che ha la medesima bass del cilin-
» ’ Kk dro

514 | . ‘ .
dro circoscritto 5 € I’ altezza dappin. ‘

827. Teor. La Ellissoide allungata sth alla El-
lissoide accorciata come !’ asse conjugato all’ame
£rasverso » )

Dimostrazione . Detta $ la sfera circoscritta al-
la Ellissoide allungata, che chiamerd E , e detta
§'la sfera iscritta alla Ellissoide accorciata , che di-
rd E'5:si ha S:E:a*ib® ; E':8'1a*:b*; si pongano
per $$' iloro valori, ¢ si avrd .

Lo 2
= ThE:at:b
r 3

c 2

s »tle,. 2,72,
":—; 3 b3i:aib?

2.
‘-“62" € dauﬂ nmﬂdﬂ.-o

3
C. 2. . . .
B=7 ;J’b; quindi E:Z'::ab*:abeibia

828 Teor. L’ Ellissoide allungata , ed accorciata 5
purché prodotte ambedue dalla medesima Elisse
sono medie proporzionali fra la sfera circoscritta ,
e Ia sfera iscritta.

Dimostrazione . (L’ asse della sfera circoscritta
¢ P'asse maggiore dell’ Ellissoide , € quelio della
sfera iscritta & I’ asse minore della medesima. Cid
posto , dalle proporzioni S:Eua®:b® 3 E'iS'ua*:t? si
deduce S:E::E':$' . Rimane da provarsi , che stia
St E:E': . Osservo a quest’ effetto, che si ha per il
Teor. aptec, E:E":bia j ma SHE'ubnza®; danque
S:E:£', e per couscgueaza S"EE:S..

829 Teor. Se si prendano due medie geome-
triche fra I’ asse conjugato , e I’ asse trasverso
dell’ Ellisse, la prima ¢ il diametro di uaa sfe-

ra

c L]
Dalla prima E= "




[

5%

1 eguale all’ Ellissoide allungata, e la seconda ¢

(3

" diametra di una sfera eguale all’ Ellissoide accor-
ciata.

Dimostrazione . Si concepiscano quattro sfere
5,835,581 le quali abbiano per diametro una del-
" quattro proporzionali suddette, c¢minciando dall’
asse trasverso . Siccome i diametri sono in pro-
parzione , debbon” esser in proporzxonc anche le sfe-
re corrispondesti « Ora ‘13 sfera iscritta), la sferoide
allungata, la sferoide accorciata , € la sfera ¢ jrco-
scritta sono anch’ ess¢ in proporzione ( x. 828.)
Dunque le due medie della prima proporzion~
continua, cioé le due sfere medie proporzionali

S1, 8", debbon esser eguali respettivamente alle
duc medie proporzxonall della seconda proporzio-
ne, e percio &c. &c.

ART IC OLO IV
Dell’ Iperbola .

830. L"equazione dell’ Jperbola ;':( n.'718.)
sen. D) ‘
¥= 1 (csenPrisen(P42.180.%1%)=2.

|
to:.z P

Da queeta. si raccoglie 1°. Che essendo ..uoerl”

Y ===/, la curva Iperbolica dee aver due rar
mi pcrtettamente uguali , uno positivo, e ["altro
negativo 3 3.° Che ella non ¢ rientrante , ma si
diiata aH’ infinito' , perch¢ quanto pid crescex,
tanto pitt cresce ¥ 3° Che | Iperbola passa per
I’ origine dell’ ascisse , perché fatto x =o, si ha
y =03 4.° Che all’ascisse negative minori di....

Kk 2 sen.

516
csenP

~ sen. (P—}-ﬁl—-—-xSo

reale di curva; ¢ che vi comincia 2 corrispondere

un’ intera Iperbola, eguale alla prima, tosto che
€ 2en.P : .

x  diviene> (‘P—J—Q_ 180.0 Per vederlo si ri-

duca l’equazlone generale alla forma crenmnas sssoserese

sen: ren.(P-{-QxSof) . Px
¥ 1 +x
& sen(VD_ 180 )

cos.2 —P
.2

non corrisponde alcun ramo

B

¢ pongasi___ ST 24, ond elta:divenga

- sen.(P+4-2—180.)
sen, Dsen.(P-4-2—180. )
¥y = co:.’__’f A (z.ix-,Lx*Q Adesso &
- z -
chiaro che se r sia negativa & <24, —2ax-}-x%ri-
sulta una quantita negativa , per cui provieney

immaginaria ; Ma se x divenga =24, 'si ha - y=0, 11
¢ sen, P

che dimostra cl.:u:s o (Pt 9 780 )_za,é un’ as-
se Iperbolico 5 e divenendo x>24,~—sax-x? rie-
sce positivo, ed 5 per conseguenza reale . Que-
sta scconda equazione appartiene all’[perbola tor-
mata nel cono opposto al vertice di ouello, che

~ 8i & considerato, e si vede nella Fig.? s0.
831, Che questa seconda Iperbola sia la mede-
sima che quella formata nel primo cono,si puo
dimostrar facilmentc o Siawm¥=—32a—c; si avra

— 248~x g zac+4a’+q,4c+c =24c-4~¢%,
¢ per-
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sen.9 sen. (P4-9—180.°
e percid y’_; cos? LP (2ac-4-€%) et
z .
equazione indentica a quella che si trovd per
’Iperbola del primo cono §.°.5i raccoglie finalmente
dalla suddetta equazione, che quando [’ascissa ne-
gativa—x é=a , cio¢ uguale allametd dell’ asse..,
¢ sen.P-

tor(P L 9—180.%) chiamando %° il quadrato

dcll Ordinata 9 ‘ Si dcc aVCl‘cl.-....... seeaTosssrsetnvecontgon

sen.Q sen. (P43— 180.°)

b? = — 1 4%, ¢ per conse-
€S> P
2
sen.Qsen(P42—180.)
guenza 1 =— __ ydove il ses
2 2
cos. " P a .

gno negativo si dee trascurare , perché vi ésta-
to introdotto per difetto dell’ equazione, di cui ci
siamo serviti , la quale non pud dare il valordi
b che immaginario, ¢ perché d’altronde si vede
che anzi deve aversi necessariamente ..eeeses ceessess

sen. @ sen.(P+2—180.°) .

1 positivo .

cos.*— D
2

Con questo l’equazione dell’ Iperbola vien ridot«
2 .

¢

taad y? =7 (2ax-}-x%) , dove 24 , e 3b sono i

due assi, che determinéremo fra ‘pobco , nella di
cui interzione & posto il centro dell’ Iperbola.
Kk 3 $32.

18

’ 832..Se i due assi divengano eguali, Pequa-
zione diviene y*=2ax}x* , ¢ Ulperbola si di-
ce equilatera . E’ questa la carva, che viea de-
scritta dai projettili in vireh della triplice forza,
di projezione , di gravits , ¢ del moto della
Terra .

833. Per mezzo dell’equazione dell’Iperbola co-
si ridotta] » si possono scoprire adesso varic sue
proprieti .

Dalla medesima si ha primieramente eoicisecee
y2.2ax-x*3:b*:a% il che significa : Chei quadra-
ti dell’ ordinate Iperboliche stanno ai retangoli
dell’ascisse corrispondenti, come il quadrato dell’asse
minore €D al quadrato dell® asse maggiore A4Z,
Per esempio netla ( Fig.* 54) si ha PM:PAXPB:
CD?*:B.A%::FD*: AF?,

834. Qra siccome questo rapporto sussiste ge-
neralmente in qualunque punto della curva , si
potry fare 2ax--x*:y*:12a:p, essendo p una costan-
te da determinarsi; quindi si avrd Y =isleeeccine

P .
;;(zax-}-x‘),nuova forma dell’ equazione Iperbolica.

’835- Di qui ne segue,che si abbia e

b b 4t
o= =T , e percio p=——"— vale adire 2a:25:
a? 2P = 2q 2 VHER Pe

La costante p dev’ esser dunque una terza propor-
zionale dopo I"asse maggiore , e I’ asse minore,
come nell> Eilisse ( capporto, che divien d’eguaglian-
za , qualora ’Iperbola sia equilagera) , ed & chia
ro , chd data essendo I’ Iperbola, dev’ esser data
anche p. -

Sup-
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Supponiamo pertanto , come facemmo nell’
Ellisse , che sia p una doppia ordinata Iperboli.

1 4 <
. —p2_ — Zvenl - )
ca, ¢ si avry 2 p'= (ax+a%ciod penesces

-
7 (2ax 4-x*).Da quest’ equazione si pud derivar fa-

cilmente il valore dell ascissa x, a cui deve cor-
' ’ 3 cee
rispondere I’ ardinata —p. Sia pertanto x=c , on-

; 2 2c*
desi abbia p::;(zar—{-c’),e sari ? _-:*c_,‘,.——;—— .

ciod p>4¢ » o sia maggiore del quadruplo della
sua ascissa C.
836. Ripigliando adesso [I' equazione p=..eus

2 : ap ap.

';(zat—]—c’)si haf;‘:zac—}—c’; m b n.835.)%
¥

dunque b* = zac4-c*= (34-}-c) ¢, dal che si racco-

glie , che il semiasse minore dev’ esser medio

proporzionale fra [e ascisse prodotte dall’ ordinata

I
py AR T proprietd della suddetta costante.

837. Se dungue sia dato I'asse maggiore di un
fperbo.a e la costante p, si ottiene- facilmente
’asse minore. Mavolendolo immediatameate , fac-
ciasi centro in A4, e consun raggio pF = a-}=¢ st
descriva un’arco indefinito’: esso taglierd in due
punii I’ indefinita CD, ¢ determinerd asse richic-
sto. Infatti si ha FD*=DA —dF? ciod bzzar-ct
come sopra. ‘

838. Voleado sostituire neli’equaziece dell'Iper-
bola trovata (n. 831.) » 34c 4 ¢ inveee di b, si

Kk 4 avreb-

jao
a' . ] N ) - (’ ‘t+cl) .
avrebbe sotto la forma seguentey’= ——X-

(3ax-}-2?); e se le ascisse vogliansi computar dal
ctntro, si avrl ‘per un’ordinata quzlmeque PM =y
(Fig.* s4.) FP=x, B P=x+-a , ed AP=%—a ; percid
B ,

73:’;;(1"-3—4’),‘. Veniamo adesso al seguente

839. Teor. Essendo .#p=Bg=c (Fig.*54.), s¢ dai
pitnti p, ¢ si conducapédue rette pN, ¢N ad un
punto N qualunque del perimetro Iperbolico , sard
sempre gN-—pN=AB . o

Dimostrazione . Si abbassi dal punto N un’ ordi-
nita sul prolungamento dell’Asse 2B, chesia Ne;

Si avrd Np*=Ne’~-pe’ ; ma pe=a—--c—= ;5 dunque,
. . N . b

posto a--c=d, si, ha Np*=y*—4-d° — 2dx4-x* = ;';'
(é’-—-a’H—d’—-ziix—f—i’: e restituito a d* il' suo
valore a®-}-b%,che si ricavadali’equazione b=2ac4-c*
oon .aggiungere 4® ad ambi i membri , si ottiene
. BPxte—gib? (b*+a?)
NP = =3 Fa? b oadxxt="" X°
— 2dx - a*, e rimesso per a*4-b* il suo valore
e droe /

o= #*ew3d{-a® ; si estragga la radice, ene
»7 : l . dx / 3

proverrs Np= 7 —a. Con un simil calcolo si

R dx
tfova ¢N = 7 +4, ¢ percid si ha ¢N — pN
= aacome &K¢o -

;-840: Di gui si ‘deduce. una facil. maniera di de-
o Dol scris

- 6 e
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seriver ‘meccanicamente un’Iperbola . Si fissi all’
essremo Y di una riga BY(Fig.? 55.)un filo, che sia
minore della riga di una quantiti=2 a. L’ altro
estremo del filo si fissi nel puntod , e lariga nel
punto Bin modo , che possa rotarvi intorno libera-
mente. Cid fatto , si applichi il filo alla riga me-
diante uno stilo., e si faccia rotare intorno al
punto B; la traccia segnata dallo stilo sari I Iper-
bola . - o

841. Teor. Se dividasi per meta colla retta MNT
I angolo formato dalle rette ¢N, pN, (Fig.* 54.) sa-
ri essa tangente dell’Iperbola nel punto N.

Dimostrazione . Avendo descritto col raggio NP »
e col centro p I"arco pI, si conducano daun altro
punto qualunque T della retta M7 lerette Tp , T1,
Tq, e si avrd Tg—Tp=Tg—T1; ma Tg—TI non
pud essere=ql, come richiede la natura dell’Iper-
bola, perché converrebbe che fosse Tg=TI4-ql,
che ¢ assordo ; dunque i} punts T non & nel perie
metro Iperbolico . Dunque &c.

842. Volendo condurre una tangente all” Iperbo-
la da un punto dato fuori di essa, ccco I'cperazio-
ne ,che fa d’uoposeguire. Fatto centro nel punto
dato , cot un raggio eguele alla sua distanza da quel-
lo dei puntip, g, cheé pilt vicinc, si descrivaun
arco indefinito, e fatto eentro il medesimo dei
punti suddetti , con un raggio eguale all’ asse mag-
giore, si descrivaun altr’ arco indefinito. Per |’ in-
tersezione di questi due archi, e per quello dei
punti p , g che appartiene all’ Iperbola op-
posta si produca una retta, finché incontri |'Iper-
bola. Per questo, e peril punto dato si faccia pas-
sare una retta, e sard essa la tangente richiesta.

843. Teor. Gli angoli formati dalle rette g, pNcol

peri=

§33
perimetro Iperbolico , sono in qualunque punto fra
loro eguali . :

Dimostrazione . Si & veduto che la MT tangen-
te al punto N divide I’ angolo gNp in due parti
eguali ; dunque si ha ¢NM= MNp. = .-

844. In virtd di questa propriets se abbiasi
una superficie Iperbolica , qual é quella, che vien
generata dalla rotazione della semiperbola AM in-
torno al prolungamento dell’ asse maggiore L,
tutti -i raggi laminosis.come pure tutti i raggi
sonori, che entrino nella cavita Iperbolica, con
una tal corvergenza, che tendano al punto g,
debbon tutti riunitsi nel punto p ;e lo stesso va-
le per rapporto all’ Iperbola opposta .

835. Anche |’ Iperbola dunque ha un fuoco: esso
& determinato dalla doppia ordinata p, terza pro-
porzionale dopo I’ asse maggiore, e I* asse minore,
che dicesi Parametro; ed inoltre & determinato
dalla proporzione che sussiste fra le due distanze,
che ‘passano fra il fuoco e i due vertici delle Iper-
bole , ed il semiasse minore , che forma il termine
medio (n. 836.)

. 846. Cerchiamo [’equazicne dell’ Iperbola rappor-
tataal secondo asse. Dal punto G si abbassi un’
ordinata GK ( Figd 56) sul semiasse FG; Ne ri-
sulta H6=KF, ed KG=FH ; dunque pell’ equazio-

b

pey? :"a’z(x’_a’) (n.848) basta porre x per y,edy
. b? ‘

per X, e con cid si avrd x°="3(y*==a’) , o sia y°=

42

g;(x’+b’) , che & I'equazione richiesta.

- 847. Da questa si vede , che ne deriva la pro-
. por-

e o i
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poriione y: x*4-b%::a%:b* vale a dire : Che il qua-
drato di un’ordinata al second’asse dell’Iperbola sta
alla somma dei quadrati dell’ascissa, e del semias-
se minore, come il qnadrato dell® asse maggiore,
sta al quadrato dell’asse minose. -

848. Volendo computar I"origine dell’ascisse dal
a ,

vertice,si avrebbe y*= ;7 (3bx+-x?).

849. Prima di passare @ rapportar IIperbolaat
suoi diametri,védiamo come si possano determinar l@
sue funzioni principali,

. b

Sia I’equazione y*= 77 (2ax+4-x%) , e differens

"‘ dy b dx

ziandosi avrd y 77 = 7 (a+t-#) , ¢ percid _yd'; = sosres
at ¥t zaxis’
FooataT "::‘F;‘,formola della sottasgente,dalla
quale derivala proporzione a-}-x:3a8-f-x:: x: sottans
gentevale a dire FH:4H::BH,0H . .

La tangente si trOVa 00000 0eaeeNeIeRBNeI0t UIN0IOEBITISIRRIOS

_ h/b' ' 2ax+4 x* z. L 1
fd l ;;‘(mx-}-x') +(......a_:‘__;_) a sunf?orml (]
ydy B*

gia si ¢ veduta qui sopra essere— =" =77 (a{-x ) 5
dunque si ha 12 NOFMAlE .vvverersnsssrnsrossscas snsvsasess
v by
- F(zax—i—x’)i-{- a(a—]-x;’

Volendoci prevalere di un’ altra equazione, le

formole delle suddette funzioni si trovercbbera.

con ecgual faciliti, $i
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- St debba riferire adesso "Iperbola ad un'suo dia- -
metro . :

- 850. Diametro dell’ Iperbola & una retta, che
passa per il suo centro, ed incontra il perimetro
detl’ iperbole opposte , come la retta GE {Fig*56. ).
Un diametro pud esser poi conjugato, ed é tale,
quando ¢ parallelo alla rtangente condotta per il
vertice di un’altro diametro . Tal® ¢ per esempio
M® , supposto che sia parallela alla tangente NO!

851. Teor. Qualunque diametro Iperbolico vien
diviso in due parti eguali nel centro .

Dimostrazione . Dagli estremi E , G del diametro
6E (Fig.® cit.) si abbassino due ordinate sull’as-
s¢ maggiore, che sieno £1,GH; sary EF— EP-F(*,
ed FG= GH®{-FH?: Ma per |’ omologa simetria
dei rami Iperbolici opposti A4EK', BGL dev’ esse-
re EI=GH, e percid FI=FH: Junque &e.

852. Teor. Se dagli estremi 9,6 gdi due diame-
tri. conjugati (Fig.® §6. ) si abbassino due ordinate
€H, QR sull’asse principale , .isalta sempre il
quadrato della parte del suddettd asse, compresa
fra il centro, ed una ditali ordinate, per esem-
pio FR? ,uguale al rettangolo delle ascisse 4H,BH
corrispondenti .all’ altra ordinata.

Dimostrazions . Sia FR=u; sar} per la patura
dell’ Iperbola riferita al second' asse QR?: 4F*4-FR*::
FD:FB! Ma si ha GH*:AH.EIl:FB-F5* . Dunque
DR:AF*-FR*::CH*: AH.BH , ed alternando QR*:
GH?:;4AF? +FR* AH.BH. Ora per i triangoli simili
O'GH,F2R si ha QR*{GH*::FR*:0'H*. Dunqué «).euu
_,4F’+FI{’:.4H.BH::FR’:O'H’,cioéa’+u‘:x’-\:-a’::u’:

2 2 "

X%y \
—— e di qul #°= x*—a®,vale a dire
L g

——
\FR = AHBH, . 853.

-
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_sto, si ha FG*=FH*-GH*=x*—b" |-

, 5%5
" 853. Dunque, essendo ®2' un’Iperbola conju-
gata, di cui ['asse _maggiore sia per conssguenza
CD, e il minore 84, siccome si ha in questo cas>
&*:b*uF A FR* . 2R , osservand ; che F.I°-FR*
b! xz
& za*J-w'=x* , si raccoglie QR* ="~ . Cid po-
b* x*

a2

(n.838),

o b x2 v

come pure F?=FR*-+-RQ’=u’4-~ = X2 — a?
b P ’ )

+ Duoque FG*—F23=a*—Pb? il checi som-

ministra il Teorema seguente : Che nell’Iperbola,
Ia differenza de’diametri comjugati & eosfarte , ed
eguale alla differenza dei quadrati dei due assi .
854. Teor. Se dall’estremo G (Fig.* 56.)di un
diametro Iperbolico si abbassi una perpendicolare

. GO sul diametrogonjugato@M,risultaGO:£ D:FB:i" M.

Dimostrazione. Si ha FM*—FG*=b*—a*(n.ant.); ma
. b x? :

FG*=x*—b*+4-

b2x2+a2x2__a4

. Dal centro F si abbassi una perpen-

a: ; dunque FM2= cosevssretesi B v vl

uz

dicolare FI sualla tangente . I triangoli simili Flu

GT'H dapno 'Fl & GO:Fu::GH 6 KF: T'G 5 quindi

GO.T' G=Fu.KF . Ma Fu.KF=FD%comz si dcduce dal-

la sottangente presa suil’ asse minore . Dunque
o (bd.x:__‘ﬁbz_‘}_azbzxz)

GO.T'G=FD?, e percio¢ 7'G* :

at
4 p2
2D? (b*):: FD* (b* :GO? = S — e per-
1_) ( )" D ( )' "baxz___a1+“zx23

$16
cid , GO*.FM*=a*b’=Fp*.FD*, onde si ha final-
mente COFDuFB:FM |

855. Teor: 11 paralielogrammo formato da due
diametri conjugati dell’Iperbola ¢ uguale al ret-

tangolo dei due assi.

Dimostrazione . Difatto GO.FM=FD.FB .

856. ;Teor. 1lquadrato, di un’ordinata qualunque 2
un diametro Iperbolico, sta al rettangolo delle sue
“ascisse , come il quadrato del semidiametro con-
jugato, sta al quadrato del semidiametro, a cuiappar.
tiene ["ordinata .

Dimostrazione.. Sia ( Fig,® §6.) LT un’ordinata al
diametro GE . Dal punto E si conduca sull’asse Ior-

“dinata LV, e dal punto T la Za perpendicolare all’
ordinata suddetta , come pure la TZ perpendicolare
all’asse . Si faccia Ta=p , F2=q 5 FG=b , e sari
VB=pemat-f-q; ed AV=p-}a+4-g. POsto questo, si
ha dai trizzgo!i simili FGH , IZT Z , FH (x):FG(b):

X

T bg 2
FZ () T:x « Dunque GT = Tib,e TE_—;x+
: b’

] q
b; percid si ha GT.TE :’;;'—-E'.Quindi.FH(x):

9y
HG (y)::F2 (9):7Z o aV=" . Parimente dalla so-
miglianza dei triangoli O'HG , TLa, si deduce .....

o @) pxy
O'H = : GH (9)uTa(p)al= ot Dun-

Py gy’
(xz_zz)z +‘x3 —_— :;; LAY TTYY

que LV? == (La+-a¥y* =

gy
~—. Masi ha AH BH (x*~a®): AV « BV ...
{

Ll
@
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(pte—a’t-2pg4-g" ) HG (9" > LP? . Dunque si para-
goni il valore di- L7?, preso da questa proporzione
col valore trovato disopra, ¢ si avrd I equ.«monc

gy’ P’y —a’y g7y PRy apger’ g7y’

x*—q? :(x“_a’)"+x"._é’+ x
S - &g
dalla quale si ricava p* = @’—x* 4-'¢* — " 5
Dopo di questo si ha l’analo«:a s che’ segue
b! qi
GT. TE( )FC‘(b’} Ta'(‘g 2 y? -+ ’ i

2

a

=) i FR? (x*—a®) come si pud verificar facile

-mente colla moltxphcaztoue .

' Fmalmente nei triapgoli sunlh TLa s FOR si
ha 74%,FR*::LT*.F9* , e di qul GT.TE:FGE#::L72:
F2: o $ia LT*:GT.TE: FR*:FG* .

5§7. Ecco pertanto , che i quadrati dell’ordina-
te di un diametro Iperbolico s:anno ai rettangoli
dell’ ascisse comspondcuu, come il quadrato del
“diametro conjugato sta al quadrato del diametro pro-
posto. Dicasi dunque 2m il diametro conjugato M2,
25 il diametro EG; x la GT, ed y 1a LT, ¢ si avra

mz
y* = 7Z(anw-f-x) per I'equazione richiesta , la qua-

le,come, si vede,non differisce dalla forma deli’equa-
zioni trovate per rapporto aglf assi .

85E. Teor. Se s’inalzi (Fxg 57.) al contatto O di
una tangente Iperbolica O una perpendicoiare 07,
che incontri I"asse maggiore nel punto 2, ¢ se dal
centro C si abbassi una perpendicolare €S sulla

medesima tangeate , risulta OP.CS = 6%, )
Di-

528

Dimostraziane .. Sia ON un’ordinata afl’asse
giore; 1 tnangolx similt PON , CST danno 0?{ :0P's:
CS:CT 5 dunque OP,CS = AN.CT 5 Ma ON.CT= b?,
¢ per vederlo basta prender la sottangente del se-
cond’asse , ¢ dedurne CT'; dunque &c- '

859. Teor. Se al vertice £ di un’ Iperbola
(th §57.) s'inalzi una pcrpcnmcolaxc AD, . eguale
al parametro , e 3e dal centro °C'si conduca uma
retta indefinita CDF , la quale i chiama Direttrice
‘del’Iperbola, io dico che pminngandom ordinata
qualunque GN fioché:.incontyi inE la CDI" “dee ri=
sultar sempre EN.N A = NG*.

Dimostrazione .  EN.A:CNA:EN:CN:DA:CA 3

“Ma’ DACAEGNGON AN Dunque EN X A’J\[z

CNXAN:GN?: (N- .A‘I\{,valc a dire ZN./-’N-GN
860. Tcor. Se ai. due vcmc& A, a(Fig.? prec.)delle

;;iuc Iperbole pppaste §" inalzino  due perpendico-

lari , e queste si prolunghino finché giungano ad

incontrare una fangente qualunquc O risulta

sempre AR.ar=h.? i
'Dimostrazione . Dalla, formola dclia sottangcnbc

si_ha CN:C: €2 ; dividendo si deduce AN:CA::

A:C, comppnendo: AN+-A =IN):CAPCY.

A(=28):A42:C2 , ed invertendo Ra:C: QN AL

ma per le parallele si ha A:9N::4R:NO, ¢
€2:Qa::CTiar g dunque AR;NO:CF4r ; dunque
AR.ar.=NO.CT ; Ora i trxangoh simili PON s SCT
danno OP:0N: CT :C8 , e percid NO.CT.OP CS. Ma

. -0P.CS=b* per il Teor. 858.; duoque si ha final-
-mente AR.ar=h*

861. Teor, Se dai fuochi di un’ Iperbola si ti-

rino due perpendicolari #H,ub sopra di una tangente

quaiunque, il loro prodotto & sempre =52 )]
Dimostrazione . Essendo ar.AR= CP=AUMG soree:
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(n. 836.) 0¢ risujta I’analogia ar: Auunaz AR 3 dun
que i triangoli 4R#, aru sono simili ; per <on-
seguenza I’ angolo Rua ¢ ugualé " all’angolo wra,
e gli angoli mua , Rua presi ipsieme = fanno un
retho , e perd I'angolo Rur ¢ setio. Quindi il
triangolo rub ¢ simile al triangolo Rur ;3 € pet
J]a stessa ragione il triangalo RF7. ¢ simile al
triangdlo R¥H . Ma per cagione de triangoli si-
mili RAu, rau si ba»,_ur:uR,:':“%:_,fzuml’.él)unque'i
triangoli ruR , va¥ sbno simili ¢ ama sono tali an-
che'i triangoli RAV, raV , perché ar.AR2aV. AV 5
dunque RAV , 1uR s080 simi’jfié anch’essi s OVVE~
ro sope simili anche i triangoll, R4V , tub . Di
pit essendo simili i triangali RAY yaV si ha
VR:rs ARaV= uA ; quindi i'triangoli uAR, 772
sono pur simili ;ma u;rig ed uar, sono parimente
simili , dunque son tali ancora, ra#, ed 7¥R, ov-,
vero PRH. Si hinpo pertanto. quattro “wfangoli
simili RAV., ed-rub., raw,ed VRH, i primi de’
qualiddanno RJ:ru 2 AR:ub 5 e gli altri due dapno
R¥:rus: VHira; dunque si ‘raccoglie finalmente J4R:
ubi:WHzra , e percid AR.ar=uh VH=BC.* )
§62. Tornando adesso’ illa ‘formola della sote

: . 2ax}-x°
ngel : 29 ( Flo? §7) = e
tangente , si lrova 13%1,7( Fig. 57) atx
u £
ax . . ) '
y=—..In i iod ¥=oc , e Sioavrd
X a In questa si pdngax € .

u.f' <. g L

a——‘+x=a, il che mostra , che gqyalora 1> Iperbola

poss’ avere un a§iﬁio}o, esso - dee passare perf il

centro . Per determipare qual azbba esser “la ret-

ta di elevaziope R, affinché la.tangente "possa
, L ; . g

dis
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divenire asinfoto s’ istituisca la p:oﬁé%’zion?
LINZTE T ]

ON: 2 A4:NO: 4R s fhe- traducendola diviene ...

2qx+:¢" ax

atr  atx’

P 3 LR e ’
(”x \2ax "H"‘) {\mx +-x% b =%
. — ) i - = __ .

Wit Nt Ve |
e prc?vi : ormdla si pongs x=wo , e siccome
e ARS8y sl pub concludere , phe
o oo a’fz"a d'ue “ssipeoti, i quali si determina-
mo mﬂ'?r;f“'ﬂ wertice due perpendicolari 4D,
“ inﬁg'é"l -semiassg gninore b, perché B rete

| mfeicgndqz& ger. i*punti €, D;C, D'ris
sultato ssincoti Iperbolici . &

.~ Mol e Prapricth, e
ail ”3&& "r’?&tca sono ;!e ﬁrapneti& e queste assaf
ta 31 supi eganti % presenta, ["Iperbola riferi-
ity , asintoti ‘Ifq? passiamo ad occupar-
" 864.Teor, S’ conducasi #a s ;
$-Teor. Se” conducasi uta setta Nn( Fig.®58

per.penﬂ‘lco."a!:q'_a[ | asse B.A, che incontgi gTi a)un?
NM.Mn— p*. } Plﬂ‘gjy 2858 l;f, setfiprc

Dimostrazione .. ? equiaziol ‘

, ong.;«;!Baﬁ equiazione y’:‘:‘; (x?=a?)

2,2 :
P I r bxs
.,_y)

2 '  [ T . A
—b* si.deduce b'=—5—y'= |

—
—~—

43
by - .

. . 5 . *

7ty ). Ora dii tritepdli simili ACL, LNP,
ner quali J’angolorwf @ ’uguale all’ angol ;
! % 1guale all’ angolo LP

a motivo d:l triangnlo isoscele AEL, Z\i{h;

T bx . bx

. Pfanue N&=7

ed

L/Z:LC:;LP;’I\(P:’ cioé . a:b::x;‘”;

P " 2 |
» 24% 452 W AR ssivasrannegenes’

-
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j ed VM= oty Percid Mn =";+J ed VM x

Mn =0,

865. Teor. Se conducansi due rette qualunque
Nn, Ff, perpendicolari all'asse , ed incontrino gii
asintoti nei punti N. n, F, f, le parti ¥M , Mn
di una desse sono reciprocaniente proporzionali
alle parti FO, of dell’ altra .

DimostraZione . Per il prec, si ha ¥M.Mn= b,
Fo.0f= b* ; dunque &c.

N

866. Di qui si raccoglie che le parti MN,OF

vaong dimiouendo successivamente senza. limite ,
poiche senza limite vanno successivamente cre-
scendo le:doppie ordinate Mm , Oo, ¢ si ha per-
cid una riprova che le rette LX , LK' determi-
nate come sopra al (5. 862) sono veramenfe asin-
toti, cioé tangenti dell’ Iperbola all’iafinito . lnol-
tre si ha uda prova della divisibilitd all’infinito
di qaalunque grandezza . Infatti se trasportisi pa-
rallellamente la retta MM verso K, essa vien’ad
esser successivamente diminuita , ¢ non_pertanto
non cessa mai di esser estesa, perché I’ asintoto
non incomtra mai |'Iperbola.

867. Se da un punto M del perimetro Iper-
bolico si conduca una retta Ma sull’ asintoto LK;
parallela all’ altr® asintoto, dico essere Ma.al= -’AE .

Dimostrazione . Si conduca Mx paralleia all’asin-
toto 1K, onde sia Mx— aL. Per | triangoli simi-
li AR'B,MNa si ha Ma: AE=MN:AR's & GE

Ma (n.864) MNCLMn, e per i triangoli simili

AR'E, Mxn, AR'< CL:Mn:R'E , & AE:MX 5 O
aL; dunqus Ma:AE:al , e pércid Maal=AE"
Nel modo stesso s conducendo un’ altra retta 24>

L2 pac

iste

 dunque WP:NVM:Mnpm ; ma essendo Np, Fp fra

s -

(g'

ngallela all’asintoto LK , si avrebbe 2'd.9'u= AF? ,
Pgr conseguenza Ma.al= 2d.2luy o sia Mg : Dd::
Qu:al; dunque le ordinate ad uno degli assintoti
Iperbalici, paraliele all’ altro asintoto , sono reci-
procamente proporzionali alle ascisse computate
dal centro. :

868. Di qui si pud dedurre Iequazione “dell’
Iperbola riferita agii asintoti. Dicasi Ma=y, aL

1

—x, e si ha immediatamente xy = AE* = —; a*

P
+‘;b” =m* (dove m* si chiama la Potenza deil’

Iperbola); e se pongasi l'origine in £, ed LE= 1,
m* 1

si ha_y:l+x;: tx .

869. Se avendo prolungato "asse minore CD da
ambe le parti , finché sia Lb=Lh' =CA, con i
faochi b, b', e coll’asse minore 8 4 si- descrivano
due Iperbole #Cu , D2, le quali (n.853.) sono con-
jugate alle prime “due , & manifesto’, che prolun-
gando Ja retta Ma in ¢, debba risultare ac=Ma,
perché anche nell’ Iperbole conjugate $i haca.aL
=AE*=Ma.al

870. Teor. Se conducasi a traverso dell’Iper-
bola una retta qualunque FG (Fig.? 59), che incon-
tri i due asintoti nei punti F, G le parti FM,
mG intercette fra |' Iperbola e gli asintoti risul-
t2n0 sempre ugoali- \

Dimostrazione . Per i punti M, ‘m, si ceadu-

“cano le rette An , Pp perpendicolari all® asse

maggiore e si avtd PRXRp—= pmXmP= NMXMn;

loro
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Toro parallele , 1 triangoli mps ,GMn, come puri
i triangoli FMN s F#P_sono simili , onde ...
mPMN mF:MFed Mump:MG:mG quindi mF::MF::
MG:mG ed mF—MF:MF:MG—mG:mG , vale a di-
re mM:MF::mM:mG , e percid MF=mG . In virth
di questo Teor. si pud descrivere un’Iperbola fra
due asintoti datf, e che passi per un dato punto.

871. Teor. Una tangente Iperbolica, terminata

dagli asintoti da ambe le parti, € divisa in mez-

zo nel punto del contatto.
" Dimostrazione . Sizuna segante FG,e supponga-
si, che mediante up moto parallelo vada essa ta-
gliando il perimetro dell’Iperbola in due punti
sempre pilt vicini; le parti comprese fra I"Iper-
bola, e gli asintoti sono sempre uguali per I'an-
teced. qualunque.sia la distanza dei puntidz, m .
Danque se una tal distanza vada diminuendo, fin-
ché gunga a! limite, il che avviene guando la
segante divien tangcnte, avrd luogo una tal ve-
rita » & per conseguerza la tangente sard divisa
in due parti eguali nel punto del contatto . :
872, Teor. Se da due punti M, K del perime~
tro Iperboalico si conducano (Fig.* 59.) due rette
Ma , RS all'asintoto KY, fra loro parallele, e dae
altre MG, RT pure fra loro parallele , all’asintoto
KT, sari aM.MG = SR.RT. :
Dimostrazione . Avendo condotte per M, Rdue
seganti Nn., Pp normali all’asse , ¢ terntinate agli
asintoti, si hanno i triangoli NMa , PRS, come
pure i triangoli MnG, pRT fraloro simili. e per-
cid si ha MA:Ma:RP:RS > ed MmMGC::Rp:RT , ¢
componendo MNXMn:MaXMG:RPXRp: RS X RT
ma MN.Mn = RP.Rp ; dunque Ma.’1G = RS.RT .
873. Teor, Se nello spazio asintotico CADEF dell’
A Iper-
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Iperbola AC (Fig.* 60.) si conducano tante rettc CF,
Ce , il id &c. ciascuna delle quali sia parallela
all’altro ssintoto, supposta, che tutte quelle, le
quali cadono sopra un’asintoto, per esempio FE, sie-
po in properzione arimmstica, le altre parallele
€e, id, bec &c, risnltano in proporzione armonica,
ciod 8i haCe:bes:Flilm 5 id:gh::mPmn , e cosl in se-
guito -

Dimostrazione . Essendo cguali i rettangolj CE,
iE, bE &c. (n.868.) debbon esser’ eguali anche i
rettangoli Cl , ie, im, bd &c.*

Quindi si ha Cl:im:ie:hd . Orala prima ra--
gione non ¢ altro, che la ragiane composta di
CF:il, ed Fl:lm, ¢ la seconda equivale alla ra-
gione di ditch(peresserdc=ch) O sia di bm: il
o finalmente alla ragion composta disbm: FC, e
di CF il ; dunque si deve avere Fl:lm::bm:FC::Ce.bc,
e perd Cede.Fl.m o sia FE.ImE..Fl.lm . Con egual
raziocinio si proveri lo stesso dell’ altre parallele.

874. Vediamo come si ottenga I’espressione del
raggio Ji curvawra dell’Iperbola, e per trovarne
una formola, che rappresenti pel tempo stesso il
raggio di curvatura dell’altre due sezioni goniche;
riduclamole tutte ad un’equazibne comune .

, o
A quest'effetto, osservo, che posto —~in luoge

¥ .  prF
diz 2 Y = p#==""— rappresenta realmente tutte.

le tre Coniche , purché per Ia Parabolé sia l’aséc‘,
maggiore = co . Dunque , sicceme si ha la nog-

Y ——o

male generalmente espressa per T2V s,
che
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che si pud fare =n » ,:zi avel il raggio richie-
~ 34 4

@’4+ohg o Ora dall’equazione y*

Toixly TPy

sto —
x‘d.y 2pprdx
FprcepT s deduce zydy:pdx*:?f— o e dif-
ferenziando dim;ow, pell’ ig;)tcsi di dx costante
si ha ayd’y-f-ady’=Zap, ", 0 sia ydy4-dy*ep

oo ‘
::ﬂ!i—"", ¢ moltiplicando per ¥*, ¢ trasponen

it (22
do, y'dy= b —dr'—y'd’= ede® |\ \
dy*
e Ll E— p_x‘)z). ché 92— Tessnnnne -
| a _(::ba 3 per Cdx
ALY . oneragioni indicate si ba
=\ - : | raziont iadica
_.( zm—;). Fatte le ope
’3d2’= ——"f’p’dx‘z ’ onde si deduce ﬁﬂa‘ma“ au»

nidx’ n’dx:_ n* :

e ittt
kL
—pi TP

4 L. i
tatore delle sezioni con

Y oscu‘cutt;‘ cubo della norma-

della meth del para-

Dn:ique‘*il ragZi
che ¢ generalmente ugua
le, divisa per il quadrato
metro .

8y5. Per rettificae I lpefb.vfz o mﬂ(df+dy‘p.

> N

t e
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, % A%y - e

= [/dx( 1 -{-“1452 ) formola da cui si ottiene
I"Integrale per serie, sviluppando il radicale col-
la formola .del binomio.

. 876. La guadratura - della superficie Iperboliea
non si pud determinare , che per approssimazid-

: 4 , a —
ne per mezzo della formol f/y‘dxé ﬁ‘dx Vb
da cui si ottiene PIntegrale come sopra

877. Volendo quadrare lo spazio asintotico, si

.. r A .l ) . i ) 5 N .
h;t/ ydx: _I—-{—:; dx'::/;x( I;_x+x2_x7+x4&c-)
- I B

’ I - . .
:,,..:.';‘x’ +;— sl =gt} —2a%— &, espressione

di log. (142a) nell’ipotesi del modulo =1. Ecca
pertanto la ragione, per cai diconsi Iperbolici i loga-
rimmi computati in quest’ Ipotesi . Dalla suddetts
formola ‘si raccoglie’ anche ilseguente .
878. Teor. Se prepdasi sopra I’asintoto A7 un nu-
merg qualunque.di ascisse RM,RG,RE &c. (fig.* 63.)
che Sieno in progressione.geometrica;gli spazj RMNP,
RGHP , REDP &c. &c. debbono risultare in progres-
sione arimmetica, e percid gli spazj , che corris-
pordono alle differehze dell’ascisse, cioé RMNP',
MGHN , GEDH &c. debbon esser fra loro eguali. .
.: 889. Se premdasi x=00 , lo spazio asirtotico ri-
sulta manifestamente infinito. Ma per vederlo con
evidenza maggiore, dall’equazione xy=m*(n.868.)si
dedica il valor diy, e si avri,computando le ascisse
| ,

. ’ . . .
dal .centyo, ¢ posto m=1,..=7;si sostituisca que-

st
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sto valore nella fornola ydx,E l!avra la sa,‘"‘

yTIHT
rficie asifitotica = /;"dxz ~ —00 ,
perficie R

880, Teor. Sia MEH un’Iperbola fra gli asintoti
CN, CY (Fig.* 61.)Se da due punti qualunque. Zy
M si conducano due rette LS , MF sull'asintoto (N}
parallele all’altr’asintoto , e per il punto’'L si fac-
cia passare una segante OL perpendicolare all’ asse,
si ha il trapezio CQLO eguale al trapezio CPMN, .

Dimostrazione . Per il punto £ si conduca una ret-
ta X parallela ad OL edun'ardinata @T;parallela all®
asintoto €Y . Sara il triangolo €¢Q7=CRQ=510 , ¢
il triangolo €ZP eguale al triangolo FMA . Ors
sicccme si ha (8.868.) CSLR=CFMZ , dee pur’essc-
re COLO=CFMZ, ¢ percio =(PMN . ’

881. Teor. Se da due punti qualunque £ , A si
conducano all’asintoto €Y le ordinate A1 NV, pa-
rallele all"altr'asintoto (N come sopra, congiungendo
i punti 4, N co! censro C, lo spazio ¥ANAl risul-
ta scmpre uguale 2l triliceo (NA . -

' Dimostrazione . Per la patura “degli asintoti , 'si
ha il rettangolo CV= al rettargolo €45 percio il
triangolo (NF= al triangolo C.41; Tolgasi la par-
te conrane CuV, ¢ si aggiunga #NBA ; e si avri
PN BAI=CNBA: ! :

882, Se un Iperbola giri - intorno all’asse princi-
pale , vien generato un solido , detto Iperbgloide
o Conoide Iperbolica . Segando questa solido con
un piano perpendicolare all’asse 'di rotazione), Iz
sezione risulta uncircolo. Sg il piapo segante sia

“inclinato al suddetto asse,’la * sezione risulta un
Ellisse , una Parabola, ov¥ero un’lperboia , secos-
; : oL C e da

t

. H
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+do, che ["angolo d"inclinagione , sia maggiore, ugua-
fes & minore dell’angolo , che formano gli asintoti
coll’asse principale . , »
883. Zolendogt Ia superficic , si prewda I'equa-

gione y="\/(¥*—a"), ¢ suppongasi , che la rota-

sione faeciasi intorne all’asse MG . Posto a®{-b=

o', si_avrk la superficie descritta dall’ arco BM
abew ol . L

? -y dx ' x‘—-;;' e dctérminaf;vfa costante

bemx ;;' a’be

al l x? .&-’;_-bzt.

m:
it E —at)
log. pra » dove ¢ esprime il
fapporto del diamewo alla circonferenza circo-

fare .
884. Se I'Iperbolasi rivolgesse intorno all'asse 5!,

si trova la nredesima =

a

sarcbbe J:mzj;\/(b’-{-x‘) » ¢ la superficie descrit-
~ : amx ;T 1o

ta dali’arco B si otterrebbe="72=

ach? mx m?x?

T "’3'(‘ 7+ ‘+T’)

885. La solidits d¥lla Conoide Iperbolica , gene-

b _
{ o ot o

rata dalla retazione intorno all’asse maggiore , i

¢ c [ ¢ B
ha g{;‘fy'dﬁ= Y 7 (ax 4 x")dx =7 7 e
i c s

L I;ux-]-u’) du:; . ;;(ax’-}- —x}), ( ¢ sosti-

H]



' . i’
b r

? 1
tuendo %in vece di;;’) =7 ;:.(ax'-t';x’)? for-
mola s ch:%}; vedere esser I’ Iperboloide inEnita

= "g"*n’, e clié sta essa al cubo, fatto sull’asse
ar -
infinito , cOme cp:6ar , e prossimamente ,'come p:a4e
mﬁgét&’nor. Sli’a I’lperbola 0D ( Flgi':é_.z ) dells
quale il parametro*OP sia dgppio dell’ asse tra-
sverso OC , ¢ col raggio CBsi deseriva il circolo
BXNE , nel quale si conducal’ ordindta KOEaf“SZf R
rd Ja Conoide lperbolica generata, dalla fotaziowe
delV"Iperbola 40D intorno all’asse OB, eguﬂ!-a! sem-
mento sferico, generato dalla rotazione dell arcoc@ﬁ-
colare KBE intorro al medesimo asse . Ny
Dimostrazione . Per up puntmq&_lalunf}ac L s1a
¢ondottz ordinata 1IH , e si descriva il cirgolo
) 1 . |
IFMG. Risulta CEO= 7~ BA?, e percid BX*zB.1.

unaue il circolo descritto col raggic BK, o fa sue
:;)e;ﬁgie descritta dall'arco BK ¢ uguale al circolo de-
scritto dal raggio B4 . Nel mcdozstes;ﬁqspub dimo-
strarsi , che MIO, ovvero IE*=IL" , gloé che il cir-
colo, che ha per rapgio IF, © che:¢, lo stesso , lal
superficic sferica descriua dall’arco IF , & ugnalea
circolo descritto dgl raggio L3 ¢ cosi In seguito.
Tutte queste.gupesficie circolari si suppongalio di
un’ altezza infinifesima, € §i concludera &c.

! it 1
887. Teor. Sia CR="" €O, e Pfperboloide gene-

rata dali’lperbolak 0P starhal cone iscritto come
KB:BC . o

Dimosts azione . Sia V@=CB=(V . Poich¢ la caﬂc:. ‘
-

.-ble
‘Hea

. 3
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:ﬁ'&rica KBE , o I'Iperboloide-40D st al cono KBE,
cege DO0N ¢ £ il cope KBE sty al cona 20D, co.
me ii circolo, che ha pér raggio KO, alcircolo, che
Ra per raggio BA4',. & come KO*:B.4 , & eome 'NOB
‘N8O, 0 finalmente come NO:VB ¢ ne rigulta, che
A#tiala cnoide A0P il cono iseritto, comé RO:N8, &
somg KB= s 2 (B=

2 2
+i-888. Teor. Quajufique Iperboloide 705, di cui
, P'asee maggiore sia 0C (Fig.%62.), ¢ il parametro
- 02, staal conoiscritto come ERBC.
. Dimoggrasione . Coll’asse OC, e con un pafametro
=2GC %.i descriva I'Iperbola 40D , e con essa
Plperbolotde solita . Qualunque circolo nell’Ipee-
boloide 40D staraal ciccolo corrispondeate nell’Iper-
boloide #05 come B #%:87%, 6 come 02:0Z ; dun-
que le suddette Iperboloidi stanno fra di laro come -
i circoli delle basi ( supposti i circoli di una profon-
diti infinitesima, e percio elementi de solidi fespet-
tivi-) O sia come i coni iscritti.: Dunque al-
ternando’ si avri la conoide #03 al cono iscritto, co-
me {a congide AOD al cono iscritto : ciod come
BR:BC . Dunque.la conoide Iperbolica stial cilin-
dro circoscritto come BR:38C .
889. Di qui si puo dedurre la soluzione del pro-
sa;in cui si gerca di divillere una Conoidelperbo-
n due parti , con un piano perpendicolare all’asse
trasverso, in guisa, che il semmento stia al cilindro
circoscritta come m .

800 Teor. Se taglisi un*Tpérboloide T0S con un

«piano LH perpendicolare alkasse maggiore, sta I'in-

tero solido 05 al semmente infericre 70'X come il

kS

pa-
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;
iz pep BO? e Paltezza
ipedo- che sbbiz per hase §O° e 2al
’Jiﬁ‘lﬁmgl&c}epﬁp&m » che abbig per hase Io-

* k‘:mﬁqéﬁ;n Ls coapide 70§ s al cono i;
serito Y@ come BOXER” 513 10- Y1, o come
;’c 4 B*:€0: 1070 come CB. BO*:CLIG%.1l copo¥U ;
sﬁ%ﬂa Sdiﬂid‘ﬂ’?"?'x come CI:R1, o come CLIO™S KL

10.dunque la sonaide ¥OS sta al semmento 701 Xgame

2, }az . : : . N \ . .
Ag;f Q:r;f: ’ Sl; la gpazia asipgotico AP (i‘gi: i}rz
o ome infinito.. facci taziong i
i suppope infinitg faccia una rotazions A
f:fdxﬁos;ras'mm A, il golido ehe pe proviene
& lﬂﬁnim ’ . . &}V. esser
. Di ione Difatto si véde che ess0 dev
mﬁﬁ"ﬁ@ della syperficie infinita della base
in ug’ altepsa finita <A o0 fur g0 del
Volendo nna dimoptrazione 5 ¢anyien 3 #9 1
Aeorema del P, Gulding, che trovasi dimostiato 2
eccamica, Fsso & H seguente . Y
M%i i al:ﬂefs’s Q weg superficie curva f“‘“‘l“‘:i:o
yolugiose intorag ad un asse , Ia §ﬂP=fﬁ‘~":i“¢ gt dotto
caso, e |a solidifa ael secondo $ ugualedl progy D
dela curva mel primo gase , ¢ della smdﬁa " circolo
cande , woltiplicata nella cicanferenza i@ dall’ as-
sescritto dalls distanza del centro di gravita 42
di rotagiege - . s
of Sutppggtp questo PRIBCIANY 4 §€ P*f»“d%s‘ §?§:~: é eg-
sintoto 4 le gscise R , RG&c. in progress e dell’
matrica » gli spazj carsispondenti aile .%ﬁqfff g
ascisse sisuliano eguali (. 868.) - Ma 16 $°EC
“ GHNM ba il centro di gravita pid 100“‘}‘-’&‘; e il
@i cotazione 48, dello spazio MAPR ; dung

solido generato da esso ¢ maggiore del solido ge-

¢ et lido generato
rerato da questo. Lo stesso dicasi del solido g dal

543 ‘ o
dal terzo’ spazio HDEG, e degli altri sccesivamen-
te, esi concluderd, che il solido totale, siccome
cquivalente alla somma d infiniti solidi successiva.
mente maggiori del solido generate dallo spazio fi-
nito MNFPR , esser dec ne€essariamentednfinito . -
892.7¢or.Se 10 spazio asintoticoTnfin itoCPDEABK
(Fig.%63) faceia ana rotazione intera’ intorno ail’ a-

sintdto B4, ne proviene un solido » il quale'd dop-

pio del cilindro generato dal rettangolo iscritto Dog,
Dimostrazione . Condorea la diagonale EF, ed un’
altra ordinata qualasgué HC paralléla ad 48 5i ha
CH:DE:: AE: AH , & come !a;gs‘rcomfcrcnza che ha per
ruggio #E alla circonferenza che ha per raggio AH ~
Dungue fa superficie del cilindro “gencrato dalla
rotazione del'rettangolo ¢4 & ugufle alla superficie
del cilindro generato dalla rotazion del rettangolo DA,
- Quindi la superficie cilindrica di- CH, “cioe gene-
rata da ‘CH, sta‘alla superficie cilindrica di TH
come. la superficie cilindrica di DE alla superficie ¢i-
lindrica di TH; cioé come Ia cirgonferenza, che ha
perraggio, E. 4, alta circonferenza che ha per raggjo
HA, ciog ‘come E A:H4:DF:FT.DE:TL ,
La superficie cilindrica di CH dicasi §, e I
superficier cilindrica di TH dicasi s , e si avth la

- proporzione S:s:sTH: TL. Sia gx un’altezza infisize-

sima , e sar) Sdvisdr::TH. dw: TL.dy 3 Sia THdx
cguale al parallelogrammo infinitesimo THIV seTL,
dx sia eguale al paralielogrammo infinitesimoTLO¥
e si avrd SdysdesTHIV : TLOV , Ora presi i limiti
si_ha TLOV eguale al trapezio infinitamente pic-

“colo, TLew 5dunque il cilindro cavo infinjtamente

piccolo, generate dalla rotazione del paraliebgram-
o infinitesimo CHIM , sta al cilindro cavo gene.
rato dal parallelogrammo corrispondente THIY', co-

me

S
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me THIV:TCcV . Si replichi !o stesso ragiocinio rap-
rto agli altri cilindri cavi mﬁmtcslm(d,“e si @90-
cludery, che m‘&tcro so!ida » jgenerato ; 2 dq s?az;c :
asintotico infinitq C#DE 45K, st al ci im ro gcdlo
ratodal rettangold iscritto D4, comel rf:ttang
DA, sti al triafgolo D 4F , cio¢ _com]e.dz.x. o
893. Daquestg ne Beriva, che il solido gcnel.d
dallo spazio infidito CPDFEK , sia eguale al solido

generato dal rettangolo DA
LEMMA-

' ie &i un’armilla circolare,e

. La superficie di up armi - ¢

u 3:1‘: alcircolo, che ha per raggio una media ;;'roé
p%rzionalc fra.i due raggi dei circoli , dai gualt

ata . o L ]
forgimostrazione. Sia (Big." 64.) un armlllaAp‘FB,
e dicasi ¢ la circonferenza del clrcglo jmaggiore,®
il suo raggio , ed # il raggio del circolo minore,
rle . . .

sard riczr’ e 3 quindi la superficie del cu'co'!zo mag

rc
r’c . . A
jore — 1la del circolo minore ="__""; pe

giore 77, € que . 2:('1—'“)
a6 la loro differenza , o sia Iarmilla=—""77

! B
Osservo adesso , ‘che essendo AC=r—r1! 4 ¢ C

=r4-!, siha CG:\/r—’_-—r";:quindi il clircolo descrit.

i 212 3o — \/rz___r)z
to col raggio CG &= "r"\/ rP—r x 2

¢ ’ ’
=77 (*—r'?) superficie dell armilla.

—

895.

895 Teor. Tl calice solido generato dalla rota.”
zione dello spazio asintotico intorno all” asse trasver-
50, ¢ uguale al cilindro generato dalla rotazione
del rettangolo BANM, in cui AN ¢ tangenté al-
vertice 4. . T

Dimostrazione . Sia (Fif.%6§)" lo spazio asintotico
ARTNA ; conducasi I’ %dinata DL , e presa DE
-Ax, si conduca la segante 9GSO parallelaa DL ; si
prolunghi DL , e dai pun¥ $, 0 s’inalzino le pee-
pendicolari SP, OH. Cid posto essendo 2G=S50,
si ha GOS=QS0=E0® —ES*=4N*=EF* ;| difatto di.
cendo GSza , ed SQ=h , si ha 250=ab4b*, ed

I , I '
EOZ—ES2: :a'—'-}—ab—f—bz-—- :;a’:qb—{-b’. D’un-
que I'armilla generata dalla retta SO ¢ uguale al
circolo descritto col raggio EF , e perd 1l cilin-
dro cavo prodotto da PSOH intorno ad 28 dev’es-
ser’ eguale al cilindro prodotto «dalla rotazione del
rettangolo DF,

Adesso dicasi § il solido asintatico totale; M
il cilindro cavo prodotto dalla PO ; N*Ax ii ci-
lindro prodotto dalla DF; e P il cilindro cavo pro-
dotto da LO. Quanto piii difinnisce DE, taato
pill il rettangulo PO si accosta ad esser eguale allo
spazio LSQI ;. dunque nel limite debbon esser e-

guali , e percid 2=N3dx; ma P ncl limite é=ds,

dunque Sz § N*dx, cioé uguale al cilindro genera-

to dalla rotazione del rettangolo AM C.5.D.D.
- 896. Teor. La conoide generata dalla rotdzione
dell” Iperbola 478 ( Fig.? antec.) intorno all”asse
A5, ¢ ueaale all*anello solido generato dalla ro-
tazione deltriangolo NMT insorno ad 4B .

Di-



Dimostrazione . 11 'sofido’ generato dalla rotazio-
pe dello spazio ANY2B é-uguale al solido generato
dallo spazio -asintotico »ZKYN, pilt laconaide ge-
perata dall'lperbola #K. Il medesimo solido ge-
perato dallo spazio ANYB ¢ uguale ancora’ al ci-
lindro generato dal rettangolo 4M , pit I acello
solido, generato dal triangolo NMY : Ma il solido
generato dallospazic asintotico 4KTN ¢ ugualeal
cilindro { generato dal rettangolo .#M , dunque
&ec. o

897. Rimarrebbe adesso da trattarsi delle curve
degii ordini superiori, le quali sono di un nu.
mero molto maggiore, poich¢ quello di 3.° ordi-
ne contiene quattordici generi diversi ; quelle
di 4.° ordine si riducono a nove classi , che ab-
bracciano molti generi ; e quelle di 5.° ordine
a undict classi.

Siccome perd non vi hi cosa in queste curve,
che meriti particolar considerazione , ed inoltre
restano esse talmente inviluppate nella propria e-
quazione , che noa lasciano concepir di se stesse
che un’idea inadequata, ed oscura ; quindi ¢ che
rimettiamo chi gradisca vedere ‘le poche nozioni,
che si hanno sulle medesime, all®> Opera Newton
=Enumeratio linzarum tertii ordinis : Stirling=Linee
tertii ordinis ; M. Cramer=Introduction & I’ Analyse
des lignes Conrbes Algebriques: M Euler =Theoria
linearum curvarum T. 1L Introdutio in Analysim
@rc. M. Nicole= Memoires de ' Academic 1729,
pag. 158. - '

Mm  SE.
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SEZIONE IL

Di alcune Curve particolari ..

898. La Teoria, che passiamo ad esporre, ap-
partiene ad alcune curve, le quali, O sono tra-
scendenti , ovvero superano il second’ ordine, e
sono di grand’ wso neile Matematiche , si pure,
che miste . :

{(ARTICOLO L
Dells Logarimmica ,

899. Preso un punto B sull'indefinica HL per ori-
gine , se si alzino sulle differenti ascisse, le or-
dinate corrispondenti B4, (D, PN &c, tali, che
abbiano per logarimmi le ascisse; o sia , tali, che
procedano in pregressione geometrica, mentre le
ascisse procedono in progressione arimmetica, la
curva determinata dagli estremi delle ordinate , di-
cesi Logarimmica. Tal’¢ la curva O4DN,, (Fig.266).

90o. Dalla deficizione di questa curva ne se-

ue, che se un’ascissa qualunque B7P dicasi x, ¢

‘ordinata PN, ¥, debba essere x=A log,y |’ equa-
zione della Logarimmica , essendo 4 il modulo del
Sistema Logarimmico; e che liberando ’equazione

suddetta dai loéarimmi , debbasi avere e * .-_—j’{
per equazione parimente della Logarimmica , (dove
x ) 4

— —

sia log. e=1) 0 y=e 4 . Pongasi finalmente ¢4 =m,

esiavid y=m  , equazione la pin semplice della

curva medesima .  90%s
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9o1. Da questasi vede , che se sbbiasi x=o , deb-

be aversi y=1=8.4; che se abbidsi x=1=8.4zLC,
1
debb’essere y =e? =CD; che se x vada crescendo
successivamente is guisa , che prenda i wvalori
1, 2, 3 & ydeericevere 1 valorim®*, m*, m®,
m* &c. , onde 1l ramo 4DV va discostandosi all’ in-
finito dall’asse HL . Si vede finaimente , che se x
divenga negativo, e vada pigliando i valori ewr
2, —3 &¢. le ordinate y debbono prendédre i va-

1 I 1
i — ¢. , onde il rammo A0 va conti-
lori m mz ’ m; & 3 m
nuamente accostandosi all’asse HL , senza toccarlo
giammai .

902. Teor. Se cominciando dall’origine Bsx pren-
dano tre ascisse BC, BP, 8BS, tali, chesia BC=PS,
e si alzino ai punti B, C, P, §le ordinate B4,
cp, PN, SV, si avri sempre la_ properzione B.4:
CLuPN:SY .

Dimostrazione . Sia Iascissa BC=p , la parte CP=q,
e sara PS=p, onde BA=m°z1 , DC=mP , PN=m?*,
ed SF=m*®*1, Ora i termini 1, mP, mPtd, m*P+d,
sono manifestamente in proporzione geometrica;
dunque &c.

903. Se cerchisi la sottangentc della logarimmi-

ca, & facile il vedere, cheellaé costante, ed egua-

le al Modulo del sistema, rappresentato dalla loga-
de

”

rimmica di cui si tratta . In effetto si ha

y.Ady
= "‘"":A .

904. Cecchiamo 1a rettificazione di un'arcadato.
Mm2 Si
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Si ba \/de*-dy')= SV Y.« Sia V"4
dy  zdz
=z, e si avry y*'=2'—. 4%, € T So_gi> come
Az Y -
pure \/cdx’+dy’)-dz ‘ot
A dz dp '
~ Tl Iutegrando ( po:ché—' log. ¢ )

, ’ A z-—./t

si avrd [ \/(dx*t-dy?) .-_-z+-z" log. Y, +c
espressione di un arco qualunque della logarimmica,
dove C esprime una gostante , che poteva essere sva-

nita nel differenziare , e che si determina facil-
mente .

905. Volendone la superficie , si haf ydx = ..

ﬁ«{y:d_y-}_c-_uzy—-d, perché quando y=1, lo spa-

zig éiventa nullo. Ma siccome questa formola pre-
senta un valore indeterminato , per acquistarne un’
idez-pitt chiara giova dimostrare il seguente
906. Teor. La superficie logarimmica compresa
fra un arco della curva, due ordinate, el’asse, &
sempre uguale al rettangolo formato dalla differenza
delle ordinate , e la sottangente.
' Dimostrazione ad assordo . Sieno le due ordinate ,
BA, DC, (Fig.267.)esia I'ascissa CE'uguale alla

sottangente . Compito il rettangolo DCE'F, e con
dowg per 4, sommita dell’ordinata 48, la paral-

lee
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lela ALGE, dico che lo spazio BADC & uguale al ret.
tangolo GF , Supponghiamo infatti , che non gli
sia uguale, e che lo spazio minore, stia al mag-
giore come CK:CD . Sia PK parallela all’asse , che
incantri la Logisticain P . Si abbassi I’ ordinata
PY, e si divida la CB in parti eguali BV, /X,
XZ, ZC in manicra, che ciascuna di esse diven-
ga <CY . Per i puati di sezione s’inalzino altret-
tante ordinate ¥§, X2, Z0, e per la sommita di
due di tali ordinate, fra di loro prossime, sicon-
ducano due parallele all’asse, che sieno , per esem-
pio » ML, STml.Si avra il rettangolo MI al
rettangolo mE':: Mm:mC:: QT:5V2: ST:VN<LCE<mI , ¢
percid Mi:mmE' sta in ragione maggiore di ST:ml ,
o sia del rettangolo SX al rettangolo mE' ; dunque
Mi>SX . _

Collo stesso raziociniosi prova , che sta MI:ME
S Mm:MC:QT:2X:ST:XN>ML, e percio sth MI:ME
in ragione minore di ST:ML > o sia di RX:ME.
Dungue MI<RX . -Ora Iarea della Logistica V52X
¢ parimente >$X , ¢ <RX . Dunque Ia ragione di
tal area ad M! é maggiore della ragione di SX i
RX, cicé di 75:x2, o di 20: €D, ed & minore
dell'inversa DC:0Z - Ma questo avviese in qualun-
que area parziale della Logistica, relativamente al
corrispondente rettangolo parziale di DH . Dunque
sth tutta ['area #BCD, al rettangolo GF in ragio-
ne maggiore di ZO:CD, ed in ragione minore dell’
inversa CD:Z0 . Suppongasi adesso , che 'area sud-
detta sia- minore del rettangolo GF , sard dunque
CK(=CY ):(Z maggiore della ragione di 20:CD.

Se ella sia maggiore, sard CD:CK(=CY) minore
della ragione di €D:20. Dunque jn ambedue 1
casi dee risultarer PY>0Z , il che & assordo.
: o Mm 3 Dun-

55 .
Dunque {"area #2(D & = GF,

907. Si vede, di qui, che se il punto Af sial-
lontani dall’ordinata 7§ infinitamente, \area infi=
nita della Logistica, compresa fra 'asse , il ramo
infinito della curva, e Pordibata €D, ¢é uguale
al rettangolo CF. "

908, Teor. Se conducasi una tangente alla lo-
garimmica, ¢ dal punto del contatto si abbassi un’
erdinata ortogonale suli’asse ; il triangole E'DC,
che ne risulta, & 12 merd dell'area formata dal ra-
mo infisito della curva, ['asse, e l'ordinata al cone
tatto , :

Dimostrazioxe . Difatto: il triangolo di cui par-

iamo & la metd del rettangolo CF.

909, Yeor. Le arec comprese fra due ordinate s il
ramo corrispondente della Logistica, e I'asse , stad
#io fra di loro, come le differenze delle ordinate.

Dimostrazione . Difatto le aree di eui parliamo,
sonb per il Teor. 906, esnali al rettangolo della diff
ferenza delle proprie ordinate nella sottangente;
ma la sottangente & costante, dunque &c.

910. Si pud dunque dividere una qualunque
delle arce divisate in una ragione data, bastando
dividere la differenza delle ordinate neila ragione
proposta; dal punte di divisione condurre una pa-
rallela all'asse , e dal punto, nel quale vien da essa
incontrato 1 perimetro logarimmico, abbassare ua®
ordinata sull’asse .

911. Probl. Date due rette, © una Logistics,
trovare @b numero qualuoque di  medie propor-
zionali frale date rette.

Soluzione . Inalzata Mm normale all’ asse della
Logistica ( Fig,® 68, ) si prendano in tssale parti
Mf, Mb eguali alle rette date : per i punti f. b

si
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si condacana dae parsilele all’asse , le quali in-
contreranna la Logistica in due punti F,H.Da
questi si abbassino due ordinate KE, HG . Il sem-
mento dell’ asse EG si divida in tante parti pils
una , quante sono le medie .prqp.cl:zmnah. d:!l tro~
varsi, Da ciascun punto di divisione si aizino
delle ordinate , e saranno esse le medie’ richieste .
Questa ne segue dalls natura della Logistica , per-
che procedendo le ascisse In progressione arime=
metica, debbon procedere le ordipate in progres=

-si ometrica . . .
sm;c‘ xg;cor. 1l solido*generato dalla rotazione dell

pC , intorno all’ asse BC (Fig.*67.) ¢
:;-;:alfBal\a ’mcté. dell’ avello cilindrico generat@
dalla rotazione dei reuangolo GF istorso al jwee
0 338 . .
ks;:?mmrazion: . Si divida. il semmento BC.m par.
-t eguali, in guisa, che duc di esse risultino mis
nori di CY; e CZ ne contenga d’uc, e sia B/=FXe
La corda 94 vada adXinoontrapl asse in n , ¢ la pa-
G iocontri QX in ¢ . .
ralg:{it! cilindro generato da EM 5 3l cilindro geag=
rato da Em , come il circolo , che ha per ragsia
cM al circolo , che ha per raggio Cm , 0 sia 0=
me CM*Cwr?,d come XQ%:V§* , & finalmeate (pet
essere X 2,FS, A in proporzione continus )‘ cetﬁc
X@: A48 . Dividendo pertaato 8i ha, che I’ ane d:
cilindrico generatr da MI sta al cilindro generato “
mE, come Qr:B4; O come B, 0 BX dppp.xa di
VX a 8Bu 3 ovvero in ragione minore , ghcﬁdg)ppio
di VX a CE>Bx; O-finalmente is ragione minore
del doppio del cilindro gencrato da {33 al medlc"
mo cilindro generato da £m » ;;iicngls;li;ng&o s&:i
i pio dei €1 .
do MI ¢ maggiare del éonp&ptn " col
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medesimo raziocinio'si prova , che il suddetto anel.
lo solido M1°¢ ‘minore del doppio del cilindro ge-
nérito da RX. Da questo ne segue, che la ra-
gione di esso-al doppio del solido 739X sia maggio-
re -della ragione del cilindro doppio di $X al ci-
Jindro doppio di RX, ciod generato da RX : o sia,
della ragione di 7s*:x®?, o della ragione di 5:
X8, o finalmente di 20:€D; e che 'sia minore
della ‘medesima ragione inversa . 1l rimanente del-
la dimostrazione. procede come nel Teor.(n. 908.)
913. Si vede diqui, che il solido gemeeato dail®
area’infinita della Logistica , determinata dalla €D 3
dee .essere eguale alla metd del cilindro generato
dal rettangolo CF intorno all’asse . :
"~ 914 Teor. Se abbiasi (Fig.267.) DE tangente del-
la Logistica, il solido generato dall’ infinito spazio
compreso fra 1’asse, 'la curva, e l'ordinata €D,
sth al cono generato dalla rotazione del triangolo:
EDCz:3:2 . o o : }
-+ Dimostrazione . Infatti il suddetto.satido si ¢ ve-
duto , chesti al cilindro, di cui la base siail circolo
descritfo da €D, e Paltezza sia CE, come 3:56 .
Ora il divisato cilindre st2 al cono della medesie
ma base, e della medesim’altezza , come 6:2 . Dun-
gue il solido logarimmico suddetto sti al cono ge-
nerato dal triangolo £DC, come 3:2.
* 915. Per compimento di guestarticolo restada
tratearsi la celebre questione, afitara gid da gran
tempo : Se la Logistica possa aver due rami, dei
quali uno sia -posto dalla parte delle ordinate po-
sitive, ed uno dalla parte delle crdinare negative;
vale a dire in sostanza: Se i logarimm’ delle quan-
tita negative sieno reali, o immaginarj. '
Questa ¢ una controversia, che fino dall’
. an-

td



anno 1712, comincid ad agitarsi fra | due cou,;mi

Geometri Leibnitz, ¢ Gio: Bernoultli . Il primo

difendeva , che i logarimmi delle quantit negati-
ve sieno tutti immaginarj, ed il -secondo . preten- -
deva, che fossero eguali ai logarimmi delle quan-"
tity~positive ( si pud consultar la fetters 1900,

e 'seguenti del loro commercio epistolare ) . Cia-

scuno di loro si mostrd eguale a se stesso nel
difendere con tusta la forza del pidt’sublime rae-
ziociniof il proprio sentimento , e la memorabil
questione rimase indecisa . Successe nell’ arrin-’
ga il grand’ Eulero , ¢ negli Awti dell’ Acca-
demia di Berlino sostenne cod nuovi argomen-
ti il partito Leibniziano . Le™ di lui dimostra-

zioni vennero in scguito avvalorate egregia--

mente negli Atti del’ Acc. di Torino dal Ch.
Cay. Daviet de Fonceneux coo delle ragio-
ni , e sue , e del profondissimo de |la
Grange . Viene il d’Alembert ad esaminare nel
1.° , e 6.° Tomo de suoi Opuscoli le ragioni
di que’ grand® Uomini, e sebbene ricusi di en-
trar decisivamente nella questione , si mostra
nondimeno parziale per la sentenza di Bernouls
li . Gli risponde il Fonceneux nel Tomo seguente
degli Atti di Torino, e guantungue talvolta ceda
2. M. d'Alembert , resta nondimeno costante nella
prorria opinione . . .

916. Pra i moderni Analisti non @ stata mino.
re la divisione di sentimento . Si pud vedere
fez le altre una Memoriadel dottissimo P.Fontina
inserita negli Atti della Societd Italiana , dove con
tre dimostrazioni, stabilisce la sentenza di Lei-
boitz; e si pud consultare un Opuscolo del Ch.

P. Riccati , come pure un altro di Giordano Ric-
ca

554 , '
citi , inseriti nel giornale dei Letterati di
ti 1 ati di Mode.
na, dove si rigetta gssoluta‘mgnte la sentenza di
Leibaitz 4 e si dimostra quella di Bernoulli . Pud
ﬁual@el}tc osservarsi cid , che hanao detto i Ch
Anflfst! Frisi., Paoli, e PFerroni. S
Listoria di questa controversia dee addi
e5t2 €0 e add -
re gpzuto glla sia trascendente , e sublirn;m??g:i
g:e 1amo di potetci dichiarare pec la sentenza di
raoulli , e passiamo a stabilire. .
so:o‘Z'; dﬂ;mp.dl hgagunmi delle quantied negative
sono. s € -egmA It a quelli delle quantity posi-
. Dimostrazione. Si trasformi I'e i
Dimostras ! quazione della Lo-
g?ﬂmmxcz in maniera, che [|"asse delle sue ascisse
venga ortogonale; all’ asse primitivo . In que-
sta guisa le ascisse  diverranno ordinate , e
viceversa ; e percid I'equazione della Logarimmica

preaderd la forma ey::A x.

Posta questa riduzione idi i
questa riduz » qualora si dimestri ,
sone possibili infiniti valori die, i quali rxl'enfizs

no la fanzione e negativa, sary pro 1
Logarlm’mica ha realmente due rfmi?tﬁr:o :g:itlif
vo, € lf\]tro negativo, e percid, che le quanti-
t3 negative hanoo i logarimmi reali, ed eguali
a quelli delle quantich positive . gt e
Bccoci alla dimostrazlone . |
r xS

St sa che / ,f,i:l':= A=t — ] —ew
S ® f—x v }f’“‘?f’“‘*

Si ponga ff +:x

f—x

=¢, essendo log.e=f, e 5i avrd e
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‘Quest’ equazione siccome infimita dee dare, (co-
me si raccoglic dal Lemma IL Trigon.) infiniti va=
Jori per e , i guali essendo tutti , meno due , imma-

inarj ( altrimenti si avrebbero diverse basi , e pers
cid differenti sistemi ) somministtano infiniti valori

y - g N T ,\
negativi per e , ¢ per conséguenza per'X . Che
questi valori poi formino un-famd continuo , si pud
dimostrare cof Metodo che segae , il quale sebbene
indiretto , non ¢ perd meno concludente ; € sie
caro . : oo T
918.Sieno-le due IperboleApolioniane fra"gli asin<
oti (Fig.*69.) 2L, ghl; le qua'ksieno per mag-
gior semplicita equilatere . Si prerdine ad arbitrio
i due protonumeri cA, Ca, e percid s’ incomin=
cino a contare gli spazj Logarimmici al di 14 de”
punti A, a. Si eonducano al di sotto di AB delle
ordimate EF , E'F'&c. e queste si prolunghing ‘fin-
ché sia b GE=ABFE ; LO'E\=ABF'E' &c. dove b &
una costante indeterminata . In questa guisa si de=
scriverd per punti il rame di curva AP,

- Siccome poi si & cominciato a contare gli spazj po«
sitivi al di sotto dell’ ordinata B, & chiaro che
gli spazj posti al disopra di B debbono essef
megativi , ¢ che Iordinata HE dee per consegnens?
esser negativa . Si prenda su di essa una porzione

HI tale , che sia b.HI=HKBA 5 ¢ lo stesso si pra-

tichi relativamente alle altre ordinate ; ¢ manifesto

che si verrs a deserivere if ramo o8 il quale
pas-

[}

passa.per. ., percht jvi & GFxo . Quando HE
f;;pn%g‘ sopra €M , lo spazio CM3BAC sard infini-
o f’f"‘"’ la porzione " dell’ ordinata_iperbolica ,~
o :;s rcttango{o in b sia eguale al medesimo,
T i:zfg:rcf;lﬁf‘imta , ed uguale all’asintoto
s eua, bk :vrindunque anch’ essa ‘per
q;if;iiéQ;f}u.ata--HK,olgrcpassi il panto C di una !
e .i_pcr'bli{m“ﬁmlunque’ _essa doved tagliare il
fmo.ip ~s? icon#k:, e.con cio. produrce uno spa-
zio la - Si prenda una parte er, di cui il ret
aﬁ;;n ,b~vs}g‘-.r~,o¢:b,,~.,, e lo stesso ripetasi suc-
st t:.c_,:,ﬁphé,,_l? spazio oeab diminuendo cone
s 5'_1‘,, '5.& 60 $i0 anche le retce er . hi &c,
g vgrh,in:sgudéegtgg:spazm. ad essere ,'ugualc a zero.
Sl pan questo Runtp il passaggio del ramo s¢
peril p 40 a3 Kl ordinata ba si avanzi giunta’
e fper‘;i:g!vi’m fe , si prenda un prolunga-
mento g,;D{c ‘che fg. b sia=fbae, e cosl fino all”
infimto . 0 rch.c’rle' due curve PAS , pas de.
r nel mode gid- divisato, sopo due logarim
miche perfettamente simili , ed eguali : che hanz‘
ln‘o:;gccg cgnseguenza il medesimo pretooumera , ¢
nedesima sottangente . In effetto : si- sa che gli
spazj ABFE, ABF'E' &csono in progressione arime-
metica, mentre le ascisse AE, AE‘JA&C.ASOOO in‘
progressione geometrica: Dunque anche i rettan-
goli 6GE, bG'E! &c. debbono essere in_progres-
zxone arimmetica. e per conseguenza anche idpro:
cxg’gga?:cnté GEz G'E',&c._Le ascisse - dunque C’»ﬁ;
]e—érginaf ono in ’progn:ssxone arimmetica, mentre
< eém :6‘7 » G'¢ &c. procedono in progressio.
s bg,HUe' Zxca. Per la stessa ragione i rettangoli
byH'1 b &c. sonp anch’ essi in progression: a-.
, rime
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fitmetica , mentre, CH, CH' sono in prozressio-
me geometrica; dunque- Co, €3&d. soao 1 logi-
rimmi di €4, -1&ec, Ecco dunque che la curva
PASé& un ramo di Logarimmica, la quale , per-
cid che si & vedato ; ha per asintota la retta €M%
Lo stessa raziocivio prova, che la curva pas ¢
parimente un ramo di Logarimmica. Che poi ta-
li rami sieno perfettamente simili, ed eguzli , si
raccoglie da questo , che la legge della loro de-
scrizione si & fatta dipendere dalia medesima quan-
tith arbitraria b , che ha servito 'di Modulo : Duo-
que hanno la medesima sottangente ; dunque sono
eguali, e la Logarimmica ha due rami , 4no_pa-
sitivo, ed upo negativo ; dunque i oumeri ne-
gativi hanno i logarimmi reali , ed eguali a quelli
dei numeri positivi. o <

Dimostrazione « -2, Sia E un punto qualungue
dell’ asintoto logarimmico ( Fig.* 68, ) io dico che
vi corrisponde sempre una doppia ordinata EF,ER,
delle quali la scconda & negativa , ed eguale alla
prima . Difatto sieno G£ » EM, uguali, e sieno
condotte le ordinate GH , Mm . Si avry EF

=+ /GH.Mm,_, ed EF;0 ER=—/ GH.Mm; dug-
que &c.; E- nella guisa stessa, che nella Parabola
per esser |’ordinata media proporzionale fra il
parametro , ¢ [%ascissa. ¢ agualmente positiva , €

negativa . frx
_ Dimostraziane 3.*Si sa che s.logf’ ., pUStO
- ’ X

x x* x5 x7
ox, ¢ = log. f4}-z4(‘f“+37;+ 57;_,}_7—}7, &c.)
Se poi sia f<<x, basta mutare 1 segni sotto ¢ so-

'px'i
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Pﬂ" € Si lVl'h | ‘o&""f- —--—-.x+f = -"—'f + “'lv;o;ilo%i%

x—f

: (f LA
M p +3x,\ Py &'c.) )
Cio posto, per ottenere il [ogarimmo di un nue

(42
mero qualunque x,si faccia f‘*&:z, e si awad

(z—f)

' z:f’;ﬁ, dove & chiaro che x ¢ < f: sipreval-

. log.z

g2 uno pertanto della prima seric , ¢ i avid—_~
2

x 3 :

=log. f+ 7-}-5;-—{-&;. Per otteaere il logarimmo
(f+=')

di un numero e—g , si pong’rf}""} i '=—2z, dove

4

- i zv‘ { }’
»' & diverso da x , cd.:f(';:tf)? e percid <f, s’im-

pieghi la seconda serie , ¢ i ‘avri’bgmj = coer
3 fs “
log—f+- pry "3“;,; ",‘;ﬁ' &C. oess (B) Si moltipli,
chino insieme le due equazioni x = E—:f_)_ : x!
zf ¢
(24f) f?

Zararai si avrd xx'zf* quindi x'=7; ques.

'nto valore si sostituisca nella serie (8) , ¢ si can-

gerd
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# log. —= x X

gerd nella segaente 7 = log. —H-"f' 3/

x5
+_;F &c. Si vede dunque che il wvalore di...

{og.—z non differisce da quello di log. 2, per-
ché si & veduto per mezze della costruzione del-
la Logarimmica, che il sistema del protonumero fsi
unisce in un sistema solo , € continuato col siste=
ma del protonumero —f 5 onde log. f = log. —f=z0,

ed in generale log. z =log. —2
Dimostrazione . 4.* Dall’ equazione trovata al
dx A4 . Ady L

%, 903., 2‘5: ';si deduca dx=
In questa formola si faccia y ‘negativa , e diver-
ri negativa anche dy i rimarri per conscguenza

dx = _:_‘:y'—'z—r, il che dimostra , che alla

medesima ascissa corrisponde tanto |’ ordinata ne-
gativa, guanto [’ ordinata positiva, e che percid
le quantitd pegative hanno i medesimi logarimmi
delle quantity positive.

Dimestrazione . 5.* Le quantitd negative diffe-

"riscono dalle positive per un semplice rapporto:
ma i logarimmi riguardano il quantitativo, ¢ non
i rapporti 3 dunque debbon essere i medesimi, tan-
to i logarimmi delle quantitd negative, che quel.
li delle -quantita _positive.

Dimostragione 6. *E* certo che (—a)* & = (4-2)%
dunque log. (—a)® = log. (4-a)*, cio¢ 2. log.—a
=2 log.+4a: o sia log.—azlog+a. It ny. 4

point

y60 |
point & argument , dice qui M. d*Alembert ( pag.1o8.
Opusc, Math. T.L.) ni de calenl , quelgue subril qu’ il
paisse étre , qui soit capable de yemverser un propo-
sition si simple .
. 919. Pagsiamo a veder le prove della sentenza
contraria 1.° Oppongono i Leibniziani primiera-
mente: Che se i logarimmi delle quantitd nega.
tive fossero reali , anche quelli delle quantiti imma-
m
ginaric dovrebbero esser reali , perché log. (—a) w
|
= log. (—a) , ma questo & assordo ; dunque i

lozarimmi delle quantity negative &c. Questa dif-
ficolth impose assai i Gio. Bernoulli , ma pure
non ¢ difficile il dileguarla.

Primieramente rispondo che non si pud asseri-
re dai SS. Leibniziani , che i logarimmi delle
guoantitl immaginarie siepo impossibili , senza com-
mettere una petizione di principio , mentre cid
dipende dall’impossibility de’ logarimmi delle quan-
titd negative , la quale si dee provare, e non sup-
porre . Quindi ne segue , che sebbene i logarimmi
delle quantita immaginarie fossero impossibili, son-
d‘gmeno, qualora non se ne adduca una positivd
dimostrazione , indipendente dalla possibilita de’
lc_:g’arimmi g’n questione, ne segue dissi, che non.
si possa concludere cosa alcuna contro la possibi-
litd de’medesimi . Oltre di questo si risponde di-
rettamente , con provare che i logarimmi delle
quantit immaginarie sono assolutamente possibili.

Dimostrazione 1.° Si é veduto che nell’ equa-

J
zione e = per gualunque valor reale di y, si han-

1o
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po infiniti valori immaginarj per e , edin conse-
guenza per x; ma y esprime i logarimmi di x;
dunque una quantitd qualunque immaginaria » ,
pud avere dei logarimmi reali.

Dimestrazione 2.* Si cerchi (Fig.268.) una me-
dia proporzionale fra GH , e la negativa ER; ¢
certo, che essa dee risultare immaginaria ; nondi.

GE
meno questa media ha per logarimmo GO=—"—,

quantitd reale .

2.° Oppongono i Leibniziari , che invir,
td del rapporto di Gio. Bernoullj (vedasi n. 491.)
sta la circonferenza circolare al diametro, come

log.—1 2 \/—- 13 Ma se log. — 1sia ura quan-
tith reale , un tal rapporto é nullo ; dunque log.—1
dee essere una quantitd immaginaria .

Si risponde , che per salvare la sussistenza dell’
addotto rapporto, basta che log.— 1 poss’ avere
un’ sol valore immaginario; ora log——r di questi
valori ne ha infiniti. dunque &e¢. '

3.° Leibnitz' objetta, che la logarimmica nom
puo avere ordinate negative , perché""iu_ essa e
ordim}ite positive non divengono mai zero .

I
§i risponde , che I'lperbola y* = —~ ha due rami

.eguali , e simili da ambe le parti dell’ asse , senza

che y divenga -mai uguale a zero . Senza di que-

sto perd si si, che una funzione pud passate

dal positivo al negativo con passare per oo , €O-
a

‘me succede nella funzione 7.

Nn 4.°

s&2 \

4.° Unma 4* difficolty, che ¢ I'Achille di Lei-
_boitz,, ¢ di Fonceneux ¢ ia seguente. .
Sieno le due serie

1 | SR ¢
&C._S"f,:f, ‘;’f:,)zfs 4{: 8f &e,

&e.—3fi—2f, —f> 0, f5 2f, 3f&e.
1a prima delle quali & geometrica, e la_seconda
& arimmetica. Si vede , che ciascan termine della
seconda ¢ il logarimmo del termine corrispon-
dente della prima. Se la serie geometrica s’inol-
tri quanto si vuole dalla parte sinistra, mai oon
si avranno termini negativi ; dunque le quantitd
negative non possono aver Logarimmi reali ;
perché se cid fosse, si dovrebbero incontrare dei
termini negativi nella prima seric, com’¢ mani-
festo . . '
Si risponde , che sebbenela prima serie addotta
pon potesse aver termini negativi, npiente si po-
trebbe inferire contro la realitd de’ logarimmi ia
duestione , perché dctta realitd essendo gia dimo-
strata , non pud venir distrutta da un’apparente
gontradizione , dedotta dall’ imperfezione di una
serie , la quale non possa rappresentare le quan-

tith negative .

_Si risponde in 2.° luogo , che I’addotta serie
geometrica si puo contiguare a sinistra nel modo

) 1 1 I 1 2 4
scguente g™ S P A o £ ;.f,;.f, ;.f

1 LI

a ¢ I I
*g.f, ;—,.f,';f, fs 3f &e. dovc:':é <g <o

I 1

@ percid negativo, ¢ cosl ;":;, g:&c. T:;nm
[ Ufje

re
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. & lungi dunque , che la seric oppasta dia contra-
ria alla nostra proposizione , ¢he aazi mirabilmen-
te la favorisce .

§.° Ma vediamo il pia valido argomento del!’Eu-
Jero coatro la ostra seatenza. :

Egli parte dalla supposizione, che log. (1+o)* =
ne rappresenti tutti i'logarimmi , e mediante que-
sta formola (Pedasi la di lui Mcewmoria su i- logarimmi
delle quastitd vegative. Berl. an. 1769.) pervicae ail’

’ 2 Awee [, .
equa}ionc I + -;-= €oS. B - n:'i.;'unou'nuuuno

DA 1 — -
se’l( n—>5‘l \/—1 in cui N=180.° ,y=log-—1, ¢

A & ua numero intero qualungue. Questa secondo
{ui somministra il risultato generale y=mts (241)

n \/ — 1 , da cui conclude che log.—1 & sempre
immaginario , e che percio tali sono tatti i logarim-
mi delle quantity negative . _

fo rispondo 1.° Che I'ipotesi dall’Eulero istituita,
cio¢, che la formola log.(1-}-)"=n~ rappresenti tatti
i fogarimmi, non ¢& legittima , e che anzi centiefe
una petizione di principio. La ragione di questo ¢

che siipponendo , com’egli fi, che sia o= ed
&

n=o0, la formola (1+4-»)" non pud rappreseantare,
che le sole guantita positive , e per conseguenza,
dicendo , ‘che leg.(1-}-w;"=n . rappresenti tatti i lo-
gacimmi , viene ad gffecmare tacitamente , che non
-esistano i logarimms delle quantits negative, val
s dire, che sieno immaginarj . i
Rispondo 2.° Che i logarimmi delle quanti
negative avendo infiniti vg&ori immaginarj, son ¢
’ n 2 me-

b1 , :

metaviglia, che si trovino delle formole, che ne
confermino I’esistenza , (e questa ¢ una risposta
generale per cui si distruggono infinite obiezio-
ni , dedotte da particolari formole a bella posta
preparate mediante gli opportani artifizi dell’Ana-
lisi 5 del qual genere per esempio, ¢ la tormola

Trigonometrica log.—1 ===(3m J-1)c \/—1, come
pure le formole differenziali “investigate dal Ch. P.
Fontana (lusgo cit. ) ed altre molte ..
, Y
Rispondo 3.° Che I’equazione addotta 1-—‘;:8«:.
non solo parge il risultato y ==t (2a—1) rr\'/—-x s
ma ben anche y=o0, poiche fatto y=o , ed n=oo neil’
. Y .
equazione suddetta 1+ = &c si ha 1=1.
Inoltre, se facciasi A=n= o0, 1’equazione addetta
J
diviene 1 4 —"=1, d'onde si hay=o. Ecco pertan-
to, che Iequazione del’Eulero, non di solamen-
te log.~—1 immaginario,ma di pur anche log.—1=o0,
il che poi conferma quaato abbiamo esposto di

Sopra\-
Termiaiamo finalmente con osservare ., che

. M. Euler non di una risposta sodisfacente alla nostra

dimostrazione 6.* , con:@ife , che laformola 2/0g.2

_=1log.—a esprime soltanto, che la somma di due

differenti logarimmi Ji 4-¢ ¢ uguale alla somma di

.due differenti logarimmi di—a.

Io effetto , se non vogliasi rinunziare a tutte le
) N pll‘l
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pidt legittime denominazioni analitiche 5 2 log.a
z2log.—a significa, che il doppiodi log.a ¢ ugua-
le al doppio di log.—a. Ma per aggiung:re anche
maggior forza a'la mostra prova, sieno 1, e a*
due gumeri positivi, e reali, che abbiano . per lo-
.garimmi respettivi 0 , p. E’ chiaro, che la media
proporzionale fra 1, e a® deve essere ugualmente —fagy
¢ —a, e che il logarimmo corrispondente risulta

4 4 4
= —z—; dunque“‘;‘zlog. +d, e';':log.--d .

-

Questo & quanto si richiedeva per trattare com
una sufficiente ampiezza una questione, che mes
rita di esser conosciuta assolutamente dal giovane
analista. Noa sard, che bene consaltare i fontt
indicati da noi su questa materia , cioé i Tomt
1.°, e 6.° degli Opuscoli di M. d"Alembert , la
Memoria dell’ Eutero; e gnelle del Cav. Daviets
de Bonceneux , per approfondar sempre pilt le £3«
gioni del partito Bernoulliano . ‘

ARTICOLO IL
Della Cicloide «

21, Se un circolo. ML (fig. 70) vada rotando
sopra una retta 44 , fintanto che il -puato , che
innanzi 4lla rotazione toccava la rettain £, giun-
ga a toccarla di ‘huovo in 4, dal panto 4 vered
descritta una curva la quale vien appellata Cicloi-
de, 0 Trocoide. Questa poi dicesi allungata , se
il circolo genitore oltre il moto di rotazione , abbia
- N on3 un

o, |
wn moto df traslaziene in senso contratio, e di-
cesi accofciats , se detto moto di traslazione co-
spiri col moto di rotatione. :

923 La retta Aa & la base della Cicloide ; Ia

ndicolare ED alzatavi sulla metdi & il suo
ssse, ¢ fe corde Pp parallcle alla base ne somogle
epdinate. Intorno a queste si dimostra,
- 983, Tror. Qualungue ordinata vien divisa in
mezzo dall’asse ED.

Dimostrazions . Sia Fp un’ ordinata, esi consi-
deri il circolo‘genitore nelle due situazioni LFN,
{n.. Siccome la base A« ¢ uguale alla circonferen-
za del circolo suddetto , e percid unna qualunque
sua porzione & uguale all’arco respettivo che
P ha percorsa, ne segue che sia AL=PL , ed al
zpl .« Dai punti di contatto L , ! s’ inalzino due

rpendicalari , .che saranno due diametri. Risul-
terd PM=PL, ¢ pmzpl; percid LE=PM, IE=pm ,
yale a dire LEZIE; dunque in verith del paralleli-
siio 'NO=On > ed aggiunto FN da una parte, ¢ pn
=PN dall’altra, si avri finalmente PO=pO.

914 Teor. Se conducasi un’ ordinata qualurque,
che incontri. il civeolo ‘genitdre posto in ED, il

suo semmento PR & sempre uguale all’ arco RD.

Dimostrazione.Oltre il circolo verticale ERD s’im-
magini un citcolo genitore posto in modo, che
il suo punto generante cada sull’ intersezione P
deli®ordingts ?‘5 ; sard OR=PN , ‘ed aggiunto’ RN,
ANPR= ON.Mi ON=EL=PM=RD; dunqueR=RD .
- 935. Posto questo cdﬂtmo PPeguazione cararceri-
stica dilla ‘Cidloide . B

Siecomé sl & veduto che PR ¢ =r¢.RD, e poiché
§i ha KO=sbw. are.RD , detta POzy , urc.RD=w, dee a-
versi y = W< seh. , tquazione cercata. o
o - e 926;
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b

h 016. Pcrk renderla pid generale, sifaccia PI(:;‘; "

il che conviene alla Cicloide ordinaria, & allunga-
ta, O acccorciata; secondo che b=a, 6 >a, (?(a'.
Con questo I equazione generalissima della Cicloi-

b .

de sary y= u-f-sen-u,
927. Probl. Condurre una tangente ad un punto

dato della Cicloide. L
as(;quione . Sia { fig.* 71.) 1" arco infinitesimo Mnt,
I’ ordinata Mg, cd Mr parallela ad OT tangeate
nel punto O della circonfefenzba\ del circolo geni-

b
tore, Con questo si ha MO:';‘BIO Mo =7 Blos

laonde mr= " 00 Inoltre per i triangoli simili
MoT , mrM si ha la proporzione wr:Mr:: M0:0T.
T MOMr

= % Mo=BID.
b

a4 i ;

Si prenda pertanto salla tangente del circolo ges
“gitore la parte OT=BI0, ¢ la retta condotta peri
punti M, T sard |3 tangente richiesta » o
. 928. Per ofteaere una costruziont pit sc,mphce
si osservi , che essendo BiO=0T=M0, ¢ | angolo
BOP=TOB , ne risulta BOP=TMO, e percio {a tane
gente MT & paralicla alla corda corrispondente OB
del circolo genitore . Dungue per avere una tad=
geste 3 un punto dato M, basta da esso condar-
re una parailela alla corda corrispondente 50 . e
929. Teor. U arco Gicloidale qualuague ¢ uguaa‘l

=f_00

y63 :

al doppio della corda che sottende 1" arco 80, ta~
pliato dall’ ordimata ortogonale , che determina [’ar-
co Cicloidale, nel circolo genitore posto al vertie

cceD. - - ‘
Dimostrazione . Sia MP I’ ordinatazy, BP=x , &
BC=a ; sard _y:achO-{-‘/(ax-—-x’) . Dunque piglian-
1 dsenBO
do il differenziale, a motivo che d. BO=—" 4 -
2 Cos. BO

adx

= (#.580)_*_d\flax—s?) = —
A3 X 2 ‘/ax_-_x 2
(a—x) dx

, a—x

dy = V—(;;:;;)' :dx.\/( ";"‘), si faccia il qua-
! a—~x

drato dell'equazione af,:dx\/ 5 ) » Si traspon<

ga, ¢s1 estraggala radice :si otterrd \/(dy*4-dx?)
a ’

s 81 avrd

=dr\/ ", dalla quale , integrando ne proviene

BM::\/ax . Ma la corda BO=\/sP. BC = \/43:;-..
dunque &c. Dunque il perimetro Cicloidale ¢ qua-
druplo del diametro de! circolo gcnirorc.

630. Probl. Taglizre ua arco di Cicloide in una
data ragione , '

Solxz. Sia Pp I’arco proposto (Fig.? 72.). Si con-
ducano le PR, pr, parallele alla base, finche in-
contrino il circolo generante , e le corde DR, Dr',
Dalla corda maggiore DR , si tolga la minore,
onde sia DR~—Dr=DR—DM=MR . Si divida la MR
in 0, neila ragione data; siapplichi la corda DK
=Dp0, e siconduca GX parallela alla base, e |’ ar.
co Fp verra tagliato in G, nclladata ragione. Di-

fat-



li archi Gp , GP sono db.ppx fi_elle_ rette
f‘a;;o,, ogI{, cparcig x,zclla stessa ragione in cui sono

esse. . ] Lo
931. Probl. Determinare il raggio di curvatura

delia Cicloide. —
Soluzione . Dall’ equazione d_y:dx\/( T ) K
—adx®
si deduce primieramente d';,:;;‘\'/'&‘x_x,);
adx* .
si ha dx®-dy’= — . Questi valori si pongano
(@ +dy*) §

nella {Qrmola—‘:_m—’. e siavrd Mc...,........

dipoi

=2\/a (@—=)=2LE (Fig® 73) ¢ )
5‘?/3 I(Da q)uesta formola sl raccoglie clhc ngl&”
origine A , essendo x =, ilraggio ¢ nul o eEcD ¢
nel vertice B, essendo x=o il raggio ¢ =24 .-zl 'd.
2. Teor.La curva di evoluzione della Cicloide

* altra Cicloide..
¢ l.ll;’z‘mostrazione . Sia(fig.* 73 ) un filo perfet'talm_cdn_.
te flessibile JED , avvolto sopra una delle lCu:. oidk
IMA, 198 . Da qualunque punto M della ;;r.m;a
Cicloide si conduca MO parallela alle base HI; sa.
corda A0 , ed MN adessa p.aral.lc}a s -chcl( n.93 ;
risulterd tangente della ciclq:dc ;m-.M s Da pm;tot
preso nella base 48 della Cicloide #DB, generata

dal circolo DLE , uguale al circolo A4OH 551 con=

112 corda 40 , ¢ dal pun-
duca la corda EL parallela alla ﬁnchéfincontri‘}a

la RL parallela alla base 4B, finchx :
::nge:ts in g’ . Poicheé gli angoli alterni interni OAE,

AEL sono eguali , debbon esser eguali i loro c;ixct:

g7° ,

plementi LED ;048 , e percio gli archi DL, HO4
siccome poi JOH=AE . ¢ arco A0=0M=AN , an-
che I’arco OHse percid DL sara=NE=L¥=ar.DL;dun~
que il punto P & nel perimetro della Cicloide 4DB .

Inoltre le corde £L , 40 sono eguali ; e percid
81 ha EN=NM, e PM=2 Y N=2A40=arc, MA.. Ora 1|
filo nello svolgersi ha sempre una posizione tangen.
ziale, e la suaparte gid svolta eguaglia "arco M.t
che ricyopriva ; dunque il filo si dee confondere
colla retta MP , e il suoestremo P deé nell’ evo-
luzione descriver la semicicloide 4PD. Siprovery nel
modo stesso , che ripiesandosi il filo sulla Cicloide
BRI, dee generare la semicloide DB,

934 Permezzo della Cicloide si pud rettificare ,
€ quadrart il circolo , e si pud dividere un angolo in
qualunque data ragione .

934. Perottencre la rettificazione , si prenda ua
arco DL dal vertice nel circolo genitore , uguale all®
arco dato, e si conduca per L , la LP parallela alla
base, fino alla circonferenza cicloidale . Si prenda
unaretta , che stia a questa LP come il diametro del
circoloa cui appartiene arco dato , all’asse £D; La
retta cosi trovata , sary eguale all’arco.proposto. Do-
po di questo, ¢ facile a sciogliersi il problema in-
verso. . :
- 93%s Per la.quadratura di un circolo dato, si prene

‘da una retta.eguale alla semicirconferenza ; fra que«

$a, ed il raggio si trovi una media proporzionale;
ed il suo quadrato sard eguale al circolo . »

936..La divisione di unangolo si ottiene con
egual faciliths Si prenda una retta eguale all’ arco,
¢be lo misurag. guestasi divida nella ragione data;
si prenda nell’arco una porzione uguale ad upo de’
semmenti , ¢ per il punto, che lo determina, ¢ Pcf
i



il vettice dell® angolo si conduta nira retta ;’Zm
dividera 'angolo nella ragione datk’, '
937. Teor. L'area Cicloidale ¢ tripla del Circolo
genitore . . .
Dimestrazione . Sia 8D (Fig.® 71 perpendicolare
all’zsse BC, e presa su di cssa%a porzione infinitesima
89, si condacano M, 8'mpatallele a BC, pro-
lungando 1a &M ing, onde si abbta il tritngolo
mMg simile al triangolo BOP . ¢ condottz myp paral-
tela alPordinata MP,si avrd mq:Mg=0P:FB 5 ovvero
9 9:Pp::0P:PE 5 dunque 29.PE=Pp.OP. Sia 29
=%, ¢ @M=y, come pure BFzu, e 01=2, ¢ si
mg;dxzzdu , ‘perché Pp si pudriguardare giusta-

mente come il differemziale di” BP. Dunque [ ydx=

/;du, ciod lo spazio BQM& dgualé allo spazio

BIOP , ¢ per conseguenza tutto lo spazio BD.4M &
uguale al semicircolo 80C . Orail rettangolo BA
¢ quadruplo del semicircolo snddetto BOC . Dan-
que {area cicloidale BM.AC & tripta del semicircolo
genitore , ¢ percid tatta l'area &e. &e.

- 938. E’degna di esser osserva fa relazione spé-
ciosz, che sussiste frala Cicloide , ed il Circolo ge-
mitore . Bssa ¢ ¢ Che I asse defla Cicloide &
wguale al diametro. del Circolo suddetto : che
la base & uguale alla sua circonferenza : il peris
metro al quadruplo’ del”diametro 5 © 1" area al tri-
plo delf’area. -

" 939. Scol. Variesono le ¥pecie di Cicloide, che
per semplice erudizione giova qui gecemnare non
essendo esse di concludente vantaggfa, sarebbe inu.
tile un prolisso dettaglio. = '

1.°

[
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¢ 1.° Se il putito generante siz posto fuori del cir-
:it;lodgzsltogcl, ﬁ?: la Cicloide contratta : se esso
; nteo: del s i i ha la Cicloide
fle dendel uddetto circolo si ha la Ciclaide
. 2.° Sc il cireglo genitore si rivol i
un altro circolo s ha,‘;m’Epicicloide . lg,:pt:io?:acui:
va si cui fa la sua rotazione il suddetto circolo , sia
una cnrvajq:.xal.zmquc& la cyrva descritta dal p’unta
generange , si dir¥'pure del genere Cicloidale. E’que.
sto un genere-di Cicloide , che ne comprende ?n'ﬁ‘
nite specie. Si consulti sd di questa, ¢io che ésta:
éo;csposta,da M. de |2 Hire negli Atti-ae]l’Acc. delie
a_t.‘n;nze all’ap. 1796., ¢ cid, che dopo di lui ha
detto sulla stessa materia , con pid generali vedate
il sagacissimo Nicale an. 1707. i ’

KTICOLO IIL
Della Coclea .

_ 950. Sull’estremitd di una data retta #3(Fig.27

insista una;pcrpcndicoiare indefinita BH , e sapp:l;)
gasi, che il punto: B riceva istaataneamente un mo:
to composto di ratagione , intorno alla circonferen-

za QMB, descritta col raggio 48, e di elevazione

venicale, lungo J4 retta B2, Posti, questi
‘tiipqqabi!i., cg;lo/ a BH . Posti, questi due mo-
escritta da! punto B, & quella , -che si
Coqclea , Per formarsene u?x’ idea ;:ih th'ialraapii“f
pongasi, che il puwato B sia pervenuto in N Fa ‘
visty delle condizion{ stabilite, dee aversi l'.arco'
Bb y che sarebfe gtato descritto dal moto circolare,
uguale alla nofmele DV, che sarebbe:stata descrite.
ta dal  moto verticale » Con questa sola: riflessione

tati.di egual velocitd , la curva

t . ben



ben si concepisce I" andamento della curva di SCZ“;
trattiamo , espressa dalla Fig.® BNNT, che & ma-
pifestamente una curva meccanica, € che puo facil-
mente descriversi per puati .

941. Per acquistare un’ idea anche pill chiara
deila Coclea si osservi, che qusado il punto B col
moto di rotazione abbia percorsa la circonferenza
oMB, il medesimo punto in virtl del moto vertica=
le, € percid anche in virti del moto composto , dee
aver percorsa la 8T onde la coclea dee essere BVNVT,
essendo BT eguale aila circonferenza » Prosegucndo

B il suo moto composto , si viene 3 generarc unase-
conda Coclea , continua colla prima , cosicché se
il punto B, col solo moto fdi rotaziope percorra un
arco eguale BD , la coclea dee trovarsi in G y €
cosi in seguito fino all’infinito .

Questa curva ha molto di analogia colla spira-
Je di Archimede , dicui parleremo in appresso; Ve
solo questa differenza, che la Spirale vien descrit-
ta nel piano del circoloa cu! appartiene il raggio ge-
nitore 4B , ¢ lacoclea vien generata lurgo la conves-
sita del cilindro retto , insistente sul circolo sud-
detto .

942. Cerchiamo di rettificarla.

Sia un arco dato BD=z : si prenda st di esso , con-
tando dal punto B, ura parte infinitesima BF =dz ,

‘e sara I'arco infinitesimo 50, determirato dalla nor-

male FO, = \/2d2z* = dzy/ 2 , ed il suo integra-
le zy/2=kN, dove non rimane , che da sostitui-
re il valore di 2 . :Sia g=circ.d=c 5 € sard 1l perimetro

intero deila Coclea p=c \/ 2, cioé medio proporzics
nale fra il doppic della circonferenza data , ¢ la cif=

conferenza stessa .
. 243.
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. 943. Lo stesso vale per le Coclee successi

: vale | essive
sicché per la rettificazione delle Coclee susseg&c;?i.,

siavrla formolaey/ s 4 cy/ 3 4-¢ \/:-&c
Passlagno ad un’altra specie di Coclea '
944 Siaitcircelo BANC . Sull’ese .

14 Si: celo BINC. remo B del suo
t:ggrodmsxsga un'indefinita normale B4, posta nel
p ::?o Bel Circolo (Fig.*75. ). Cominci a muoversi il
]c’ir : con un motd composto di rotazione per la
c conferenza s edi p_roiezione per la tangente BH , ¢
'b;;?o qlfxesu due moti egualmente veloci , ed equa-
o C :} curva BFAN P descritta in questa puisa, &

oclea piana, e dotata delle med=sime propriet

della Cocleagscendzente.
%45. Essa .pud descriversi per punti , Ad un ar-
::; z;o f}c slnclonduca una tangente CN.Si faccia que-

guale all'arco BC, e ii 3

e oG » €1l punto N sara un pun-
Pas;mg:'o a cercarne la superficie.
946. Si conduca da un punto qual
1 unque VN un
t!;t!té} N2l centro del circolo , eqad essg un’ a!tr:
:ne infinitamenta vicina , clre:tagli il circolo in i,
ntre AN lo tagliain /. 8i conducano N2 , IP

~normali inP, e @', ad Az, esia NC tangente del

circolo. Si con jjangano i punti £, C collaretta 4C;

‘€ sia ’
cndotta un’altra tangente € al punto £, la qua-

le risulzera vicinissima a!l’altr il di

fgrenzr;/fle dlcl’l’arm BC, e l’:mag:l{f rjzréxlcgl}i' f -
zgale d'.kfl’fmgolo CAB . Sary parimente i il difffr::.
z'alg d&l’arco B!, e I'angolo 1.4, il diffcrcnhzia!c-
dell’ 20golo 148 . Sieno gli archi variabili B¢

Bi &c. eguali ad w; sard CN=x , ¢ posta AB=a X
sard d?{:V(a’ +#*); Dipei ils dle‘l’:

g

"Ma
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- ) ‘ dx __ :
Ma AL1P :: ANND' > dunque V=77 Va* + x
Mg Velemento d iz Coclea e AN, 0 sia ANY;

ANNK dx- a?dx xidx
e — 2 .
od AN, = L@ ET T
ax x3

cui l'integrale ¢ "4 Questaé la formola per cui

dato x si ottiene in qualunque caso I"area della Co-
: 3atc4-c?

clea. Se x=c, lasuddetta area diviene ™7 €

ae ,
da questa Bottratta l'area del ciresto 7 » st ha ['ar-

3
ea della Coclea formata da una sola rotazione = py

che & manifestamente una quarta proporzionale dopo
6a, c,e ¢ .

Se facciasi una seconda rivoluzione sarda tangen-
te CNG=c+» ed AG=\/(¢ 4 2cx-1447) 5 ed
il rimanente come sopra . In questa maniera si
trova |’ area intera contando dal punto 3, ¢ tolta

- 20
quella del circolo, =777 ¢ tolta anche l'area

- ¢ 3 .
della prime Coclea, =77 cioé sestupla della pri-

ma Coclea.

946, Diamo compimento a questo trattato col
metodo di condurre upa tangeate adun punto dato
qualunque N della Coclea piana. Posto il tutto co-
- ‘me sopra., sia VE la tangertz, ed A7 pormale so-

pra di AN/, che incontri NE inE , amotivo che
R ['an -
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I'angolo ANE ¢ acuto,e oltre di questo sia N2' per-
pendicolare in 2! 5 si vede che nQ'=d. AN cereeecrrune

_ xdx dx
- 2 2 et (N e ———
2@ =gy e AN T V)
(n. antec.) ,

I triangoli 82’V , #NE sono simili , perché gli

angoli n@N, N?E sono retti, e 'angolo AEN ¢
uguale nel limite ali’ angolo A»Q' . Dunque n2

xdx dy
NP NALE , ciot————: T /&' x s
2?42 a
(@41 / (@47
\/(a’+x’):AE= . . Con questo

si sa come condurre la tangente in qualunque caso -

ARTICOLO 1IV.
Della Concoide .

948. Data unaretta CH (Fig.* 76, se daun ‘punto
qualunque B preso fuori di essa, conducansi delle ret-
te BPM , BAD &c. tali che le parti PM , AD &c. sie-
no eguali, 13 curva determinata cosi dagli infiniti pun-
ti M , D &ec. & la Concoide. Il punte B¢ il suo polo
¢ CH la direttrice. ' polos

949. E’ facile a vedersi’, che due sono i rami del-
lg Con'coidc, uno superiore , e l’altro inferiore alla
dxrcr_tnce, poiche pigliando le parti Pn, A4d &c. e«
guali, viene a prodursi la Concoide pmdm' , )

950. Considerando adesso 1a costruzione , in vir~
n‘x' dells quale vien generata la Concoide , si racco-
glie che CH ¢ il suo asintoto, e che la normale

.dD ne ¢ il diametro di massima ainpiezza .

951,

‘a



951. Cerchiamone I’ equazione . Sia @M :,ZZ

pendicolare ad 42, e sia 4D=PM=4, AB=b ,9M
=y, ¢ AQ=x; st avra PRQM:: AP: 48, ciod.......
Vai—y? wie—\/(a>—y?): b : Quindi si deriva
yx=(by) V(@—y?), e tolti i radicaliy* == 2by?
(6% —a4-x7)y*gm2a’by=4’h* equazione algebrica,
la quale comprende ambedue le Concoidi, superiore,
ed inferiore, :

952. Volendo descriver la Concoide'con un moto
continuo , abbiasi una riga BDM ( Fig.? 77.) mobile
intorno al panto B, ed un circolo di cui il raggio
DM sia=aj; si faccia muovere orizzontalmente il
circolo, in modo, che il suo centro D rimanga sem-
pre nella direttrice , ¢ lariga passi sempre peril suo
centro . | punti successivi determinati dall’interse-
zione della riga , e della circonferenza del circolo
formano la Coacoide. ..

953 Sostituendo al circolo dell” altre curve, si a-
vranng con questor.metodo delle curve del genere
Concoidale . Supponghiamo che al- circolo siasi so-
stituita una curva data qualunque 9NV, ( Fig.? 78.)
e che siasi preso un punto fisso P, per cui far passare
la riga mobile, e cerchiamo I’ equazione della cur-
va che ne dee risultare.

Dal polo B si abbassi 5.4 perpendicolare sulla di-
rettrice CH , ¢ dal punto V1’ ordinata VM : sia AM
=r,NM=y, Q@M=z, QP=m, ed AB=n: Sardemieees
MPz—m):NM(y)z AP x+m—2) : AB (n ) ; dunque

xy : . ‘
z:m,—}-;"; ; Nell' equazione della curva data

ATy Cae "
@N , si sostituisca questo vilere di 2, ¢ siaved un

- equazione frax,y, ¢io¢ fra Yordinata rdeila Con-
' AU & I clts
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coide richiesta, e [a suaascissa , onde se ‘ne avri

I' equazione che si cercava . Non sari difficile ap.
plicar questo metodo generale ai diversi casi parti-

colari . .
ARTICOLO V.-

{Della Quadratrice .
©54. Se una tangente del circolo, Bv (Fig.* 79.)

si muova parallelamente a se stessas ¢ con moto
uniforme , lungo il diametro B4, e nel punto stesso

“in cui comincia a muoversi, il raggio €8 cominci

a muoversi anch’ esso, con moto uniforme intor-
no al centro C, verso §, e con una velocita , che
stia a quella della tangente, come il quadrante 505
al saggio BC ; dall’ intersezione di queste due liree,
ne nasceri una curva, laprima volia osservata da
Dinostrato, e chedicesi percio la Quadratrice di
Dinostrato . .
955 Dalla descrizione di questa curva ne segue
1.° che quando la tangente B¥ ¢ giunta sopra il rag-
io CS, anche il raggio CB debba esservi giunto .
2.° Che sia B®:EP::BC:BS , cioé, detta B2 =x,
Q0=y , BP=2z Fi:a > e BS=90.°=b, che sia x:z
X
:ash, e percioz="". Ne segue 3.° Che sia €2

90:CB:BV, ovvero a——xiyi:a:tang.z , onde ¥ s

g a—x —
‘tang.z..“ tang.ff_, e questz ¢ 'equas

4 e & a4

zione della Quadratrice.

956. Volendola trasportare al centro , si avrd
€9=x , ¢ la proporzione *:z:a:b diverri a—x:2
’ ::a:b,
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nath; e percioz =

=b—_a,'c non si

avri che da sostituire nell’ equazione precedente
questo valore di 2 . Con questo I’ equazione ri-
x ( bx x bx
i = tang. — =" -
chiesta & y = —tang.\ b—7 )_ o corangs e
(m 460.11L)

bt Bkt .
* (“— s a? +z.;.4;7—_ &C')

— ‘ BB IINIBNIIEGIES
~ bx D b’ x5

a” 23051 23,4525 e
B2 Lt xt
a— 3 + 7 &C.
- 24 2344 — seriedalla qua-
- b b3 x? b xt

a 2. 3.a5+2. ;.;;.7; &e.
42

le facendo x=0,si ha= 7= CL = all’asse minore .

957. Di qui si vede che potendo determinare la
~ CL, siavrebbe infmediatamente il valore di b, 0
" sia lalunghezza di un quadrante di circolo , dicui
“si conoscesse il raggio ; nulla dunque manchereb-
be per averne la quadratura . E’ per questo, che
la curva di cui trattiamo ebbe il nomedi Quadrar
grice : Ella perd jnon ha corrisposto perariche al suo
nome, ed invano gli Analisti aspettano dalla me-
desima la quadratuta del circolo .

4.° Nesegue finalmente dalla descrizione della
Quadratrice, che se la 57, dopo esser giunta 50-
pra il raggio (§, prasegua il suo jmota 1msicme
Oo 2 - col

3§80 ®
col raggio CB, dee generarsi un altro ramo della
Quadratrice ‘Lg .

958 Teor. Se prolungasi il diametro B4 daam-
be le parti, finché sia HB=H' 4=a , ed agli estre-
mi H, F' siabbassino due perpendicslari infinite
HI, H'I', queste risultano asintoti dei due rami in-
finiti £BG, LAg.

a—x
Dimostrazione . Nell’ equazione _y::( )

a
bx
$ang- = si ponga ¥ negativa, € si avrly ...

a x) bx (a x') bx
= ( P tang.—-—a = — 2 ,it:mg.‘a 3 eee

equazione, che appartiene alle coordinate qualunque

BD, DG. In quest’ equazione si ponga y= co, € do-
: X

VI3 essere gang, - =o0; ma fang. b= oo; dunque

=a ; dunque &c. :

959. Teer. Se daun punto qualunque O della
Quadratrice si abbassi un’ ordinata sull’ asse mino-
re LC, e dal punto stesso un’ ordinata sul diame-
tro BA, risultasempre ! arco GL=8C - Dimostrazio=

a 2
ne . Si ha CE:EG::BC:BP , vale a dire -b":EG:;a:‘z::a
bx : '
—3 dunque £G = x=82 ; ma il quadrante EL=EC,

“2

in virtd della proporzione'l'": LGE::a:b ; dune

que QC=GL: sia adesso .
960. Propl. Condurre una tangente ad un punto
dato



58x
dato qualupque della Quadratrice .
Saluzione . Si differenzi |’ equazione al centro 3

x bx dx bx
_ — cot. —, onde siabbia dy=""" c0fe erreisseren
= a a a a
2
bx dx wdy x b _bx
bx cid 5 " = 0l T e b
f— , X cpe d,x a a \ _.i:
sen. sen.
a a

Ora i triangoli simili 0K , pm, incui pné in-
finitamente vicina alla @0, ci danno , pigliando
la dy negativa, perché¢y diminuisce, mentre x au~

bx?
xdy —
menta , -—,7;":1{&; dunque si ha RK= :bx—e
sen. "
a

» bx
= ot =, ed aggiungendo CR —02 da ambe le

bx?
x bx —
parti,osiay="—" cot. —~si otticne CK= bx =i
a a 2
sen.
3 . a? 3 oo

;;.CO’ ;ma I"asse minore CL= g dunqucCKz—gz‘;

e percid la sottangente della Quadratrice & una ter
za proporzionale dopo laCL , ¢ la C.

Oo -g “ AR-

e

ot
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ARTICOLO VL

, Della Cissoide .

g61. Essendo 48 diametro diun Circolo AMB,
_ed Aruna tangent® indefinita al punto B (Fig.* 8o.),
-se conducansi dal punto 4 tutte le seganti possibilif,
com= AR , alla tangente, ¢ si prendaro sempre le
porzioni RV eguali alla corda corrispondente AM,
si descrivery perdunti una curva detra Cissoide .

962. Per trovatne I’ equazione , sia VS perpendi-
¢olare alla tangente , ed N2 , MP perpendicolari
al diametro 48 . Cio fatto si ponga A2=x , QNV=¥,
ed 4B=a .Per 'eguaglianza de’triangeli APM, ASK,

i ha AP=NS=28 , ed AP (a—x)PM(\/ax—a’): :
oxy «x
A9(x):9N(»). Quindi y_:"’\:/—“" € percio o

Qoo

x3

= equazione eercata .
, cquaz eercata

..963. Dunque 1.° la Cissoide ¢ wpa linea di tere’
ofdine, Osia, ¢ una curvadi secondo ordines 2.°
Essa ha due rami eguali, uno positivo , e l'altro ne-

- gativo 3,° Fatto x=0, anchey ¢=o0, ¢ percio passa

P 4 a
per lorigine 4. 4.° Essendox=""risultay ===77 3

dunque la Cissoide taglia lcdue semicirconférenze
in due parti eguali; 5.° Fatto x= a, ye¢=
Dunque 7R é asintoto della Cissoide .

964. Volendone lasottagente, si avrd differen-
ziando I’ equazione, 24y dy—3axydy—yidx -
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- 2aydy — 2xydy

= 3 x*dx; quindi dx:—“;x,_*_y;“‘", ¢ finalmen-

vdx  2ay’}—2xy°

te - 2 '

dy 304y
ARTICOLO VIL

Della Spirale di Archimede .

965. Se abbias nel centro di un circolo (Rig.* 81)
un punto .mobile €, il quale si muova con veloci-
td uniforme lungo il raggio €8 , mentre il raggio
CB va rivolgendosi con moto uniforme intorno al
centro, ed il moto del punto C; sia talmenteat-
temperato con quello del raggio, che giuato il rag-
gio alpunto B, vi si trovi anche il punto C , la cur-
va descritta dal punto €, mediante il moto composto
di traslazione e di rotazione, ¢ la Spirale di Archi-
mede. Ella & rappresentata dalla curva CONSB, ed
& chiaro che va dilatandosi successivamente senza li-
mite. _

966. Per ricavarne I'equazione , 0$servo ¢he in
virth dell'uniformits dei due moti del punte C , dee
sassistere la proporzione CN;.zr[.BAM::CB:ct'rconf."
Ma CN é un’ordinata della Spirale, e I'arco B iM
si pud riguardare come " ascissa corrispondente .
Dunque se dicasi CN=y, arc. BAM=x, CB=za, ¢

. ax

circonfr=csi avriy="", che ¢ I equazione che st -

voleva . -
967. Da questasi raccoglie 1-° che [a Spirale pas-
sa per i} cenitro dsl circolo genitore , come gia si 62
O o4 peva

S
Tt

’84 ~
peva; perchd fatto ¥=0 5 ancheyd=o, 2.° Che
y=a. 3.° Che facendo x=c -~ x', siccome si ha

ax
y=a+7> l;’ curva seguita a fare una seconda

rivoluzione , che termina quando x' é=c, essendo
allora y = 24, cio¢ passando per [’estremo di CD
=aCB , e cosi in seguito « 4.° Che I’equazione ge-
ax
neralissima della Spirale ¢ y = ma 4 -

968. Per condurre una tangente alla Spirale, con-
vien premettere il Metodo che segue.

969. Sicno due raggi CM , Cm infinitamente vi-
cini ; 1’arco Nr descritto col centro C, e (T per-
pendicolare a2 CN. Cio posto sia CN=y » BAM=x &,

: dx
come sopra, esi avrd ay:Mm (dx): Mr=y — . ed
dx yldx “
','.I(iiy)y - T =ady che ¢é la formola che si
richiede - ax dx ¢
Si ponga dunquey="" , ¢ si avr E;.—.-';',c
4 y:  axy Xy
T = pe = 2 = PR

_ 970. Vediamo come si possa rettificare un arco
& questa Spirale . Osservando laFig.* 81., si ve-

de , chesi ha Mn=d.CEN = VNF +
¢y
dy* * Dall’equazione x=—" si deducs

y?dxi
= +
C o ctdy?
dx? f;? , ©- fatta la sostituzione si avrd CEN

\



$8s,

c a¥\1
— 32
= f =dy L o ,) .
Si descriva una Parabo'a €2, il di cui parametro
24*

sia = , ¢ fatto CL=CN, e condotta I’ ordinata
3 at
QL, si avri CQ=/;"£JJ v ({H—J’) =CEN .
o71. Volendone la superficie , si avrd d.COEN
2 .
= yzjx , perché il triangolo differenziale N(n
Nr.CN NrXCN

= —4Nra, ¢ el limite, = « Per
3 2

cdy

dx si sostituisca il suo valore™ ™, ¢ si avrl in-
c oy .
tegrando J‘COE'N =3 ;_formqla da cui si dedu.
ce un bdlissimo, corollario , ed ¢é che QUa}ndo
y=a, si ha la superficie della prima Spirale inte-
ac 1
= ioé alla terza parte del
ra COENB= 7. ; eguale cio¢ alla P ,

circolo genitore .

ARTICOLO VIIL

Della Spirale Parabolica .

971. ‘Se prendasi (Fig.*82.) sopra un raggio CM
una parte CN , media proporzionale fral’arco AM
ed una rettadata , e questo si ripeta per tutti gl’in-

finiti archi della circonferenza, si determineranno in-
finiti

5 e g

\5&6
finiti punti come il punto ¥, e questi formeranno la
Spirale Parabolica.

- 973. Sia AM=x, MN=y, AC=1, e la rettada-

ta =7, €SI avrl y=1— \/ mx . Dunque 1.° quando
x=zo, y=a 2.° cresceada v, decresce y, finché di-

venga \/ mx =1: allora y=o, 3.° crescendo\/ m x
pia di @, y divien nezativa; 4.° Se x divenga ne-
gativa, y diviene immaginaria.

ARTICOL:O IX
Della Spirale Iperbolica .

974. Fatto centre nel punto C(Fig.83.), e con
degl’ intervalli successivamente maggiori , presi sull’
infinita CP,si descrivano degiiarchi 8D, MN, P2 &c.
tuti diegual lunghezza. I punti @, N, P &c. de-
terminati dalle estremitd degli archi formano una
curva detta Spirale Iperbolica,

975. Sia il raggio CB=a , BG=x , CN=y,BD=MN,
=P=b, e siavra x:a::b:y . Dunque xy=ab, ¢ questa
& I'equazione della Spirale Iperbolica, che non dif-
ferisce dall’equazione dell’Iperbola fra gli asintoti.

976. Osservando , che I’ascissa BG puo crescere
successivamente , si vede , che detta ¢ la circonfe-
renza del circolo DAB, si pud sostituire ad =,
x 45 x {20, xg-3¢ &c. xfme . Oracon questo

Vequazione xy=ab, prende successivamente la for-

ab ab ~ab ab
may="", y:;‘_;‘:;, y=3 tc&c"y=x+mc’

di dove si vede, che quanto @ pilt grande I’sscissa,
tan-
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tanto & pilt piccola I’ ordinata , ¢ che [’ ordlqatz
non diviene uguale a zero, che quando [Pascissa
¢ uguale all’infinito; il che significa, che la curva
di cui trattiamo , poa incontra il centro C ,
che dopo aver fatte infinite rotazioni intorno ad
€550 . . W

977. Se ad una distanza CZ=BD sl conduca una
retta infinita LS paraliela all’asse , essa dee nsﬁu!tarc
asintoto della Spirale . Difatto gli archi successivi BD
MN , P2 &c: vanno accostandosi sempre pil alia
forma retiilinea, egnale alla CL; ma questo nan
pud avvenire, che ad un’infinita distanza da C,
perché il circolo diventa eguale ad una linea retta

- ~ = b . -
infinita, quando & infinmito il suo raggio ( Vedasi

i1 P. Boscovich de Trasformatione Locorum Geom. )

Dunque la retta LS dee esser realmente asintoto della

Spirale Iperbolica. ’ )
978. Cerchiamo la sottangente . Dall’ equazione

. dx X
.y-:ab si ha ydx = —xdy . Dunque ij =.__3~ , €
& dx

fatta la sostituzione nella formola (n.969.) si ha

xy
lasottangente=—"" ——b. Dunque la sottangente

ady

della Spirale Iperbolica é costante come nella Loga-
rimmica. . o
979. Passiamoa rettificarla . Sia (‘n.mﬁ.nxta_me'ntc
vicina a ON » e sard rn=dy=d.CN. . Quindi dai trian-
goli simili C'N, CHG, sidde‘durrh CG:GH:=CN:TN,
‘ o ~ax
O sia qimmdxiiyaN ==y : Cid posto, sxccomc'
* " si

< SR e e
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si haVn= \/nr’+ Nr? 5 si avrd sostituendo , ed in<
v

dy
tegrando , NDKC‘.—:/ \/bz —+*. (n.967.) Dun-
que descrivendo una Log‘arimmica V'T,1adi cui sottan-
gente sia eguale & &, siavra NDKC= all’ arco infinito
TV , supposto che siasi presa | ordinata TV

98.0. Per rapporto alla quadratura, si ha la saper-
f’]\(r.(?\{ 1 f*yidx 1
ficie CKXNC = . =5/ =‘;‘/;:d7

1
=;’by+£‘.

ARTICOLO X.
Della Spirale Logarimmica .

981. Una curva CLM ( Fig.? 84.) la quale formi
con tutti i suoi raggi €M, CN &c. il medesimo an-
golo, dicesi Spirale Logarimmica .

- 982. Con un raggio qnalunque CP= a si descriva
un circolo 4B, e conducansi i due raggi CM, Cm
infinitamente vicini ; avendo descritto col raggio CM
I'archesto Mr, si avr, posta CM=y, e BP, computata
da un punto fisso B preso ad arbitrio,=x, la propor.

dx
zione adxuy:Mr=y P Quindi dal triangolo

rettangolo. Mrm , si ha tang. Mmr:1:: Mr: mr ciogd,
detta # la tangente dell’ angolo Mmr, che per la

dx
natara della curva & costante, si ha ¥ = ,";;;';di

qui
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dx dy x .
qui =77, epercio logy = ”‘—{—C, ¢ questa

I'equazione della Spirale Logarimmica : )

983. Da questa si raccoglic 1.° che siccome si
puo sostituire ad x , x4-¢ » ¥4-2¢ &e. x.-{-':{u , la
Spirale Logarimmica fa infinite rivoluzioni d'intorno
al centro , taato per giungervli , quanto per disco-
starvisi all'infinito. 2.° Che facendo €= log.C', sic-

x X y
come si ha log. ‘azazalog.c > 0 sia TG
x x

= ¢ 4%, ovveroy=C'e 4%, nel punto B nel quale si
ha x=o0, dee aversiy= B =C".3.° Che Je ascisse
crescendo in progressione arimmetica , .lti ordinate
crescono in progressione geometrica . 4 Che se
fosse u=co , ¢ percio |'angolo TMC sempre di 9_o.° ’
si avrebbe y=C'=CB , cioé la curva sarebbe un circo-
lo , come si sapeva. o

984. Per rettificare la Spirale Logarimmica sup-

pongasi dato I'angolo costante TMC, = sia per cdscm-
x

pio tang. u=c.Si avra dal triangolo Mrm , €12y~ :

xy .
Mm , onde CLM=_". Ma per avere una formola pil

semplice , si ponga cos.u=e , € i avrd gdy:1:Mm

Y :
percid [ Mm=CLM = ~_. Ma tirando CT perpen«

dicolare a Cm , mr:Mm: O siac:1iy, MT ; dunque
y
27 ="=CLM . Di qui si vede , come si conducono

le tangenti. SE-
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SEZIONE IIL

Delle Superficie Curve .

985.Alla Teoria delle linee curve succede natural-
mente la Teoria delle superficie curve.Superficie cur-
va & quella, nella quale tutte le quaterne possibili di
punti non giacciono nel ‘medesimo piano. Le su-
perfieie di questa sorta si dividono come le linee in
diversi ordini . Al primo appartengon quelle, la di
cui equazione i tre variabilix,y, 2, & dy-4-bye.
~-cz4-d=0, e queste sano le superficic piane . Le su-
perficie di second’ ordine , sona rappresentate da un’
equazione di secondo grado, a tre variabili, ax®
+bxy ey’ f-dyz4-ez’ fext-gr-by-iz=o elo
stesso vale' per le altre . Vediamo come si ottiene
generalmente |’ equazione di una superficie curva .
986. Sia M un punto ( Fig.* 85.) di una superfi-
cie curva, esia A PP un piano sottoposto, € su di
questo si abbassi una perpendicolare M . Per de-
terminar la posizione del punto @, si prenda nel
piano stesso un asse A2. A questo dal punto _si
conduca un’ ordinata normale 2P, e si prenda un
punto A per I’ origine ascisse . Fatto questosi ve-
de, che per conoscere la posizione del punto M ,
basta conoscere le tre rette AP, P, QM, 0sia le ret-
te MR, Mg, M2, chesono le distanze respettive
de! purto )} da tre piani ortogonali, che s’incon-
tranc tutti (n unpunto 4 . Si ponga dunque MR
=x , Mg=y, MJ=z , e si cerchi un’equazione
fro %, y, e z; dai valoridi 2, positivi 0 negativi,
reali & immaginarj , dipendera la posizione, ¢ ’an-
damento della superficie rappresentata .
937 Se nell’ equazione fra v, y,2, I* ordinata z
per
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per esempio abbia in tutti i termini un esponente pa-

ri, dovra avere due valori eguali , uno positive, e
I’ altro negativo . In quest’ ipotesi , sara la super-
ficie cosi formata, che da ambe le parti del piano
AP, sia simile , ed eguale. Questo essendo ,
il piano AP si chiama diametro del solido : e
lo stesso ha luogo per rapporto agli altri piani,
qualora sussista la condizione divisata. Pud pero
avvenire ; che due di tali piani, e anche tatti tre
sieno diametrali nel tempo stesso. Difatto , sela
superficie sia sferica, € il suo centro sia in A,

essendo il raggio a = \/ x*-+y°+2* , sijha I equa-
zione a?=x’~-y*~-2* , incul ciascuna coordinaza ha
un espcnente pari. _

988. 11 conoscere le intersezioni delle superficie
curve formate con de’ piani, giova molto alla co-
gnizione delle superficie stesse, perche si covesco-
ro in questa guisa infiniti punti in una voita, ap-
partenenti alla superficie data. Noi percid passia-
mo a trattarne .

989. Volendo sulle prime investigare le sezioni'cur-
vilinee , che posson pascere-dall’intersezione fatta da
uno dei tre piani di rapporto, si pongauna delle coor-
dipate uguale azero, ¢ I equazione rimanente rap-
presenterd la curva nata dall’ intersezione . Cosl se
pongasi 2=0, I’equazione che resta fra x, ed y e-
sprime qual sia la curva prodotta dalla sezione della
superficie data, col,piano AP2. Sia per esempio sfa-
rica la superficie proposta: ponendo 2= o »8i ha «?
~+-y?=a® , che & un’equazione al circolo.

9g0, Se il piano segante , fosse paralleload uno
dei piani di rapporto, si faccia lacoordinata, che
attraversa detto piano , uguale alla aistanza che es-
53

93
s2 ha dal medesimo, e I equazione rimanente rap-
presenterd la curva formata daila sezione .

991. Di qui si vede, che se alla distanza del pia-
no parallelo da unpanto dato M ,~e che sia per esso
=m , si dianosuccessivamente tatti i valori possi-
bili , vengono ad otteners] tutte le infinite interse-
zioni , che possono formarsi nella data superficie,
e percid siottiene tutta la superficie . :

993. Se nell’ equazione di una superficie sman-
chi una variabile,, tutte le sezioni in essa fatte con
un piano paralleloaquello, al quale appartencva la
coordinata mancante, debbonoesser tutte uguali »
perché tatte rappresentate dall’equazione fra le due
variabili rimanenti . Queste superficie , chesoao
espresse da un’ equazione fra due variabili , posso-
no descriversi facilmente . Si descriva una curva €-
spressa dali’equazioae data , che sia per esemfra ¥,
ed v , ¢jsi concepisca , che una retta infinita , nor-
male al piano della curva,faccia una rotazione inte-
ra intorno alla curva suddetta . Se lacurva data fra
x5y » siacontinua, qualunque sia la sua figura, il
genere di superficie descritto nella maniera esposta ,
si chiama Cilindrico : altrimenti se detsa curva sia
discontinua , si appella Prismatico .

$93. Pud avvenire ancora. che I equazione di
una superficie curvilinea sia fra tre variabili, masia
sotto forma emogenea , come per esempio 2°=mx2
4-r*+4»* - In questo caso diasi ad una delle varia-
bili per esempioa 2, un valore qualunque Mje st
descriva la curva espressa dall’equazione M* eusesses
=mM~-{-*-y* . Dipoi siprendz un punto fuori
gel suo piano da esso conducasiuna retta al peri-
metrs di tal curva, e si faccia rotare intorno ad

essa interamente ; la superficic descritta sara quella,
che



she appartiene all’ equazione omogenea data,e si ci?n;.

prenderd nel genere delle superficie Coniche , sela
curva, che ha servito di modulo sia contlnua; e
si cumprendera nel genere delle superficie Piramida-
li , se sia discontioua .

994. L'equazioni delle superficie curve , come
quelle dellé linee, si pussono trasformare in molte
maniere . I principj -, onde ottenere queste trasfore
mazioni , sono analoghi 2 quelli, che si esposero
per rapporto alle curve. Il vantaggio , che si ritrar-
rebbe con occuparvisi ,- non compensa la noja det
calcolo, che vi sirichiede. . -

995. Per internar¢i adesso alcun poco nella co~
gnizione deile superficie di second’ordine , giova di-
stinguerle in due classi speciali , come si usa di fare
per rapporto alle curve . Nella prima Classe collo-
cheremo guelle, che si contengono in uno spazio fi-
Rito Nella seconda , quelle, che si estendono senza
limite . Appartiene alla prima Classe , il genere di
superficie Sferoidale. Appartiene alla seconda il ges
nere Cilindrico, non meno, che il genere Conico .
Qualunque volta una superficie curva debba essere
infinita, & manifesto , che una almeno delle sue
coordinate dev’esser tale. Con gueste principio st
pud investigar la natura di una superficie curva in-
finita . Si popga una delle variabili , per esempio
xzeo. Tn virtd di quest’ipotesi molti saranno i
termini, che dovranno svanire . .

Per maggior semplicitd supponghiamo , che ri-
mangano tutti i termini di secondo grado, e che
percid si abbia I'equazione ax®--bay-f-cyz+-dy’4-
exz--f2* =0, Da questa si deduce..cimcnncarensioniere

~by—ez=\/(b* ~qady? |- (2brogac)yz (¢ -43f)2"

@ Pp ed

XE

594 L.
ed ¢ questa I'equazione, per cui vien rappresentata

l2 natara di una superficie, che si estende all’ infi-
nito, supposto, che in essa facciansi eguali a zero
quei termini, che pei casi particolari si sapesse
che debbono svanire .

996. Ecco dunque , che se la superficie data,
abbia qualche porzione, che si estenda senza limi-
te ad una distanza infinita, deé convenire colla su-
perficie infinita espressa dall’equazione
ax* 4-bxyf-yz-dy* f-exzHfz7=0, cosicché que-
sta seconda superficie ne sia [’asintoto.

997. Siccome poi nella suddetta equazione le tre
variabili hanno in ogni termine la medesima dimen-
zione , quindi essa appartienc ad una superficie co-
nica , che abbia il vertice nell'origine delle coor-
dinate . Se dunque una superficie si estenda a]l’in-

“finito, si pud sempre trovare una superficie Coni-

ca , che ne sia [’asintoto . Viceversa, ogni voita,
che la superficie conica asintotica sia reale , lasu-
perficie proposta di second’ordine , si esteade all’in-
finito, e dalla natura della superficie asintotica si
pud raccogliere un’idea de!la superficie data . Se poi
la superficie Asintotica sia immaginaria , la super-
ficie, di cui si tratta, dev® essere necessariamente
finita . Di qui ne deriva , che per determinare , qua-
li sieno le superficie curve di second’ordine , che ad-
hiano un’estenzione finita, basta determinare in qua-
li casi 1" equazione della superficie asintotica diven-
ga immaginaria., e percid svanisca tutta in un punto.
Supponghiamu pertanto, che la superficie espressa
dall’equazione ax® {-bxyt-cyz-{-dy’+-exz +Hz*=o0
svanisca in up punto. E’chiaro, che anche tutte le
di lei sezioni dovranno svanire uguaimente. Fatto

dunqoe ¥=0 , I'canazione , che rappresenta una del-
le



le sezioni eyz--dy* ~+ fz* =o dev’ essere impcfsss’is-
bile 5 3 meno che nou sia y=o , e z=0; dece
percio _aversi 4df>c® . Per la stessa ragione, se
pongasi y=0 deve aversi 4ad>b* , e ponendsd 2 =0
s 44f> d* . Oltre di questo fa d'uopo cheil valor
[d’ x dedotto dall’ equazione ..... () sia immagima-
rio, e percid che sia negativa la fupzione ..e..
(b*—4ad) y*-2(be—12a6) 2y 4 ( *—gaf) 2*, il
che, essendo b°~—gqad , ¢ ¢*—44f funzioni negati-
ve , ha [uogo qualora sia (be—2a¢)* < (b’-—-;ad)
(c*—4af) o sia, qualoraae®+4-b%f sia <bre—-4adf.

998- Quattro sono pertanto le condizioni , dalle
qgall si puo conoscere , se Una superficie curva sia fi-
nita O infinita; Cioé una superficie curva ¢ finita
quando si abbia 4df >c?, 4ad>b%,44f>d?, ¢ ae® +-dc*
+b’f<bce+4adf; ed éinfinica gnando una, o pilt di
queste condizioni non abbia [uogo . Terminiamo que-
sto 'l:rattato con un problema interessante , incuisi
contiene la Teoria fondamestale delle Curve di dop-
pia curvatura .

| 999 Probl. Datedue superficie curve, determinar
r ¢quazione della curva che nasce dallaloro interse-
zione . '

Soluzione . Quando s’intersegano due superficie
la sezione non giace tutta in un piano , come quando
una del superficie ¢ piana ; ma & una curva di dop-
pia curvatura . Quindi ciascun punto della sezione
non puo determinarsi per mezzo di un’equazione fra
g:teecogrdmate; ma, come §i ¢ pl:atigato c.ii sapra, per

cterminar la posizione dei punti situati in diversi
piant , convien cercarne il rapporto a tre piani fra lo-
ro normal i.chcome perd mediante un tal rapporto , si -
ottiene un’equazione fra tre variabili,ed un’equazione
tale rappresenta una superficie, convien-far uso di
Pp2 S un

‘oo metode particolare , per cui si abbia un’equazione

a due variabili , daHa quale si possa dedurre la cogni-
givae dell’ intersezione di cui si tratta .

1000, Sia la curva GMH (Fig.%. 86. ) che non
sia el medesimo piano . Per determinar la posizione
di un suo punto qualunque M , si prerdano.tre assi
pormali fra loro /48 , AC AD, dai quali sieno deter-
minati tre piani normali 8.4C, BAD , CAD . Dal pua-
20 M si abbassi una perpendicolare M2 sul piano
BAC,e dal punto@ sull’asse AB la perpendicolare 2P,
Saranno AP, PR.QM tre coordinate, fra le quali se
vengano date due equazioni si potradeterminar la na-
tura della curva pnoposta GMH . Per far questo,con-
viene che , posta 4P=x, PQzy, QM=z, sieno date
due equazioni frax ,J,% . Cioessendo, dall’equazios
ni date si tolga z (il che si pud sempre fare come ve-
dremo in appressol, € 'equazione rimapentein x, ¥
determinerd la posizione di tutti i punti &, osia la
curva ESF , la quale chiamasi projezione dellacur-
vadata. Avendo cosi la projezione EQF, convien
conoscere le perpendicolari 9M = z, che” appar~
tengono a ciascun punto 2 . Or questo pud sempre
ottenersi qualora si abbia un’altra equazione ia 5 5 2,

“dinx*,y,0 finalmente in x »¥>2,iperché dauna di

queste si pud sempre dedurre 2, © sia @M espressa
er ¥« *

Cio che si ¢ detto dellaprojezione £9F yale anco.
ra per le altre projezioni nel piano 84D, CAD, le
quali si ottengonoin una maniera simile . In genera-
le si pud concludere,che per determinare la sezione di
due superficie curve, convien ridurre primieramen-
te 'equazioni delle due superficie fra le medesime
coordinate , ¢ percid rapportarle a tre medesimi pia-

ai pormali fra diloro; e quipdi dedurre da esse un
equa-
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equazione tra dus variabili, per ‘aver 'equazione di

una delle projezioni . Avuta questa per mezzo
dell’equazione di una delle superficie,si dedurra il va
lor di z cspresso per X, ¥ , e si avra cosi per ciascun
punto @, la perpendicolare @M , € con cio la curva
richiesta. :

1cos. Due cose rimangono adesso da osservarsi .

1.° L' equazioni che rappresentano le curve di
projezione, possono risultare impossibili,0 svanire in
un punto,d presentar due radici eguali.Nel primo ca-
so le superficie date non s’incontrano in alcuna parte;;
nel seccndo si toccano in un punto, e nel terzo si
toccano in una lirea.

2.° La sezione di due superficie curve, pud esse-
re una curva di semplice curvatura , € questo avvie-
ne ogni qualvolta che le due equazioni , che le rap-
presentano, prese insieme , costituiscono un’equazio-
ne lineare a tre variabili.

, Fine del Tomo Sc_cando .
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