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"T;Q! E quefto tenue fag-
=— gio de¢’ miei primi
fudori , ficcome nato fotto gli

aufpicj voftri, Monfignor Il
. A 2 lustris-

4 | |
luftriffimo , e Reverendiffimo,

ed all’aura crefciuto della ge-
nerofa Voftra Protezione ; per-
cio folo voftro non fofle inte-
ramente , dovrebb’ egli nondi-
meno ambire ardentemente di
portare in fronte I’ autorevol
Nome Voftro, come di un Me-
cenate , di cui non so fe pil
debbafi temerne il giudizio ,
o pilt defiarne il favore. Né&
perch¢ fulle Teorie dell’Ana-
lifi egli f1 aggiri ( oggetto per

‘molti ftraniero , ed inutile )

debbe meno lufingarfi 4’ incon-
trare il voftro compatimento ;

‘poich¢ di tutto cio, che puod

rive-
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riveftir I'animo di pregevoli

cognizioni, fiete in guifa for-
nito, che per Voi (caratseri-
ftica degli Uomini fommi ) di-
fciplina non vi ha, che non

meriti di effer commendata y -

€ protetta . o

. E a chi meglio, che a VQI .
note fono le prerogative nobilif
fime delle analitiche Dottrine

Chi meglio conofce la fo-
vrana loro influenza nel dify
cuoprimento delle grandezze
del Creatore, fparfe con tan-

* ta dovizia nella fempre fecon.

da, e fempre mirabil natura ?

Non peraltro volefte, che nell’

A 3 - am-.

6 .
amplidimo Seminario Voftro -
fiorifle con tanto ardore lo ftu-
dio-della piti colta Filofofia,
e non per altro videgnate di
promuoverla con tanto impe-
gno , Te nion perche in effa rav-
vifate con finezza di genio,
tutto il bello, che 1a diftingue.
A quefti fegnalaci pregj, che
&1 nobilmente appartengono al-

‘fa dégniflima Voftra Perfona,

mi dé ’onore di confacrare il
prefente , benchd tenue atte
ftato della mia rifpettofiflima
fervitd, e fingdlar venerazio-
ne. Pofla quefto mio picciol
lavom, anch’ eflo ottenere un
qual-
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qualche luogo nell’ ozio eru-
dito , cui fapete con tant’ ono-
re inframettere al difficil tra-
vaglio dell’ Epifcopal Minifte-
ro! E poffa chi vel prefenta ,
giungere a tanto, di meritare
la Voftra Benignita , di cui niun
voto potrebb’ egli formare, che
pit decorofo per lui fofle , e
piu lufinghiero .

Umiliss, y Devotiss.y ed Obéli.gatiss. Serve
Pietro Framching.

PRE-

PREFAZIONE.

\’W

T Re sono stati gli oggetti, che ho
avuti in mira nel comporre questo
corso di Analisi.

Il primo , di trattar compitamente PA-
nalisi, e di esporre percid quanto si richie-
de per scioglier qualunque Problema ,
che non abbisogni delle Teorle sublimi
dell’Analisi Newtoniana .

Il secondo , di riunire in un mediocre
volume il pilt gran numero di cognizio-
ni, che fosse possibile.

Ilterzo, ditrattare una si copiosa, e
si abondevol materia, con un metodo ase
solutamente rigoroso.

Per riescire nel primo oggetto , come
pure, per apritmi la strada a sodisfare

agli altri due , mi ¢ convenuto introdurre
nell’
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nell’Algebra due Teorle, che visi rico-

nosceranno affatto nuove : Una é la Teo-
ria delle Funzioni continue, presa in tut-
ta lasua estenzione. L’altra ¢ la Teoria
delle principali dottrine intorno alle Fun-
zioni variabili.

Che io abbia trattata la prima, non dee
sembrar punto strano, a chi sappia che
dagli Algebristi pil1 estesi s’ inserisce nell?
Algebra la Trigonometria , la quale non
¢ poi di un’uso sl interessante , come la
Teorla delle Funzioni continue ; e dee
sembrar del tutto opportuno a chi rifletta,
* che altrimenti non si pud trattar ’Analisi,
che per metd. -

Oltre di questo , io son certo, che ai
giovani amanti delle Matematiche dev’es-
ser molto utile , il trovare in pochi fogli
raccolte con chiarezza le Dottrine pili su.
blimi sulle Funzioni continue-, che al-
trimenti dovrebbero acquistare con molti
libri , e con diuturne fatiche ; e il veder-
le trattate con tutto il rigore analitico, va-
le a dire senza supporre giammai veruna
proprietd, che non sia trovata preceden-
temente .

E’vero, che niun’ altro ha intradotto

nell’Analisi la Teoria delle Funzioni con-
tinue;
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tinue 3 maiomi dd acredere, e con tut-
to il fondamento, che se altri non lo ha
fatto, se ne sia astenuto, per non inseri-
re un Volume in una piccola Opera ; in-

.conveniente non sopportabile , e che io

son giunto ad evitare , con prevalermi dei
suggertmenti di M. d’Alembert ( Encicl.
Ariic. Courbes ) 5 con sostituire cioé i pris
mi precetti del Calcolo de’ limiti , ai len-
&y ed aperosi Metodi dell’Algebra.

. ke prime nozioni sulla Teoria delle
Funziont variabili 5 oltre che nascono
spontancamente dal mio Metodo , mi
sono necessarie per la dottrina delle Fun-
zioni continue , € mi giovano per esten-
dermi a delle ricerche piu eleganti , e
sublimi . Senza di questo perd , essendo-
mi praposto d’ iniziare i giovani all’Ana-
lisi degl’ Infiniti » non avrei potuto dis.
pensarmene , senza contradire alle mire
prefissemi, e senza privar P Opera de’
migliori ernamenti. E* vero, che avrei
patuto parlarne sul fine del secondo To-

" mo, ad imitazione del Dottor Tommasi-

ni; Ma giaccheé daveva io parlarne , per-
ché non approfittarmi dei vantaggi, che
me ne potevano derivare ?

Fin qui per. rapporto al prim’ ogget-
to,
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to, il quale perd era di un’ esccuzione
meno difficile degli altri due . N

Per sodisfare a ‘questi , bentosto mi
avvidi , che andava incontro ad yna dif-
ficoltd quasi insuperabile, perché a pro-

orzione che io tentava di accrescer la
copia delle Materie , I’ esattezza dell’ or-
dine mi si rendeva sempre meno ese-
guibile . Nondimenro dopo replicate di-
scussioni , ¢ dopo un maturo esame ,
venni a capo di cid , che bramava , e
conobbi che mediante alcune leggieris-
sime Nozioni sull’ equazione , opportu-
namente esposte 3 mediante un Lemma
sulla natura de” coefficienti di un® equa-
zione , e mediante alcuni lumi , sparsi
dove lo richiedeano le circostanze, co-
nobbi dissi, che non v’ era Teorla, che
non potessi inserire nell’ Opera . Con
questt soli preliminari e la dimostra-
zione diretta della Formola Newtonia-
na, e la dottrina dell’ interpolazione ,
e il Teorema di Cotes, e il Metodo di
sommare le frazioni continue , -¢ le For-
mole generali dell’ Eliminazione , € la
Questione de’ logarimmi delle quantita
negative , € il Metodo de” Massimi , €

Minimi , e molti Teoremi, in parte de-
" osune

- ho avuto in mira nel tempo stesso , non
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.sunti dagli Atti delle Accademie, e in
parte da me ritrovati, nell’Analisi mia
trovarono un luogo del tutto conve-
;nmente.

Veduto questo, mi s presentd assal
naturalmente la divisione dell’ Opera in
quattro parti , che sono, prima la Teo-
ria del Qalcplo 5 seconda, la Teoria del-
le Funzioni, da me presa sotto il nome
di Fonti dell’ Analisi, perché da essa ne
derivano tutt’i mezzi, di cui si fa uso
per ridurre un Problemas in equazione;
terza , la Teoria dell’equazione s contut-
tocid che ne dipende; quarta, I’ Ana-
lisi determinata » e indeterminata > Al-
gebrica, e Geometrica .

. Altro non aggiungo intorno alla ma-
teria, per non descrivere cid che ognu-
no pud rilevar da se stesso.

_ Per cid che riguarda P esposizione ,
ho stimato bene di prevalermi delf’idio.
ma }tahano > come il solo, che in Ita-
lia sia adattato all’ intellipenza di tutti 3
e per addolcire in qualche maniera Ia
naturale asprezza delle Dottrine algebrai-
che , ho procurato di usare uno stile
meno 1incolto , che fosse possibile, ed

tan~
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tanto di ragionare 5 quanto di dare oc-
casione di ragionare. Un des plus sur
moyens de plaire ; n’ est pas tant de ffdx-
re, & de penser, comme de faire ped-
ser , & de faire dire : Ne faisant que
ouvrir I’ esprit du Le&eur , vous lul
donnez lieu de le faire agir; & ilatirt-
bue ce qu’ il pense, & ce qu’il produit
"a un effet de son genies & df son ha-
bilité : bien que ce ne soit ‘qu’ une sul-
te de I’ adresse de I Auteur, qui ne fait,
que lui exposer ses images, & lui pre-
parer de quoi produire , & de quoirat-
sonner. Que si au contraire on veut dr-
re tout , non seulement on .lul, ote un
plaisir qui le charme , & qu P attire,
mais on fait naitre dans son coeur uné
indignation segrete 5 lui donnant sujet
de croir qu’ on se defic de sa capacite
( Bouhours = la maniere de penser qua-
tre Dialogues ).

APPRO-
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APPROVAZIONI."

T) Er commissione del Riio P. Maestro

del S. P. A. ho riveduto il Libro inti-
tolato 7eoria dell Analisi e, , ¢ lungi dal
contenere cosa contraria alla Religione , ed
alla sana Morale, ho ammirata la multi-
plicitd de’ sublimi principj della Scienza
Analitica , che il dotto Autore ha scelti,
ed insieme uniti in questa sua Opera, la
quale per tal motivo credo degna della
pubblica luce.

Dal Collegio Romano li 23.Agosto 1792

Giuseppe Calandrelli publico Proféssore
di Matematica .
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I desiderava ancora un Corso di Ele-
menti ;di Analisi , e di Algebra, il
quale non si ristringesse soltanto ad inse-
gnare i rudimenti della Scienza , ma si pro-
ponesse di addestrare i principianti a poter
penetrare con pi¢ franco le piti astrase,
e sublimi ricerche de’ piu rinomati Geome-
tri , € potesse istradarli a divenir veri Ana-
listi» .51 & accorto di questa mancanza il
Sig. Ab. Pietro Franchini Professore di Fi-
losofia € Matematica nel Seminario Vesco-
vile di Veroli , esi & proposto di rimediar-
vi coll’ Opera , che egli ora intende di da-
re alle “Stampe, Ia quale ho riveduto per
ordine‘del RfoPadre Maestro del S. P. A.
-La scelta delle materie , il luminoso ordine
“con cuf Vi sono disposte , la nettezza con
cui vi sono spiegate , sono i principali
pregj » per iquali, non essendovi dall’al-
tro canto veruna ragione in contrario , cre-
diamo che a vantaggio della Scienza Ana-
litica ; e di quei che veramente bramano di
giungerne al pieno possesso , non solo deb-
ba permettersene , ma anche incoraggirse-
ne la Stampa. In fede &c. Questo di 4.
Settembre 1593,
Gioacchino Pessuti publico Professore di
Scienze fisico-matematiche nel Romano Ar-
chiginnasio della Sapienza.

IMPRIMATUR.
Si videbitur Reverendissimo 'Patri Ma-
gistro S. Palatii Apostolici .

F. X. Passeri Arch. Larissen. Vicesg.
) ]

IMPRIMAT VR.

Fr. Th. Vincent. Pani Ord. Prad. Sacri
Palatii Apostolici Magister. -~




TEORIA DELL’ ANALIST
PARTE I -
s ¥ "ol
TEORIA DEL CALCOLO
NOZIONI PRELIMINARI.

1. > Algebra é'la scienza delle quantity in
z genere , cio¢ di tutto cid che si pud
=¢ concepire composto di parti , e che &
sqscgttl_bxle_ per conseguenza di aumento , e
di diminuzione (*). Quindi a lei appartienc,in-
segnar le regole, con cui effettuarne il calcolo
1nvestigarne i rapporti , esaminarne le specie di:
mostrarne le proprieti , dettagliarne gli usi :: ad-
ditare finalmente i mezzi , per cui le soi,uzidni
dexlp;'?blcn:n tutti , che possono proporsi sulle
guantitl , riducansi a regole geserali . Ecco la
(") L’ etimologia della wcles Algebra non ¢ -
abbastanza fra el eruditi . Seeondo 41 .Mm/o;;ioc ﬁ;satd
me A!gcbra derivg dalla parols Arabica Algi i)' .
che significa ricomposizions di cosa rosa ; egza‘aff;];
;pr:;:gcogz,“ ﬁedl’, ,o'%tg:.xra :g;iﬂ:ipalf dr}’!’,ﬂg:bra sia
e roui ] ?
zrmndono s che ella ripera i :sz?ndg{;md fierct’;hg;{z’
s S el e
Arabi non adoprano mai ia.solzsc;zz;;7pffla ;b e g8
£ " : N ra er
;p:;;;; ?t;t:o, l;bc m‘m} per esss intendiamo ;gma s;m};@rc
o i parola _Macabclal} > la guale significa
> ¢ comparazione , cosfcché Algebra-Aima-

cabelah ¢ in . .
Algebra , Arabo oid 5 ghe uoi proprigmewic dicigme
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sfera immensa, in cui si estende la sovrana virti
delle dottrine Algebraiche . Le quantiti discrete ,
che appartengono all’ Arimmetica , le quantitd
continue , che costituiscono la Geometria Ele-
mentare , ¢ sublime , e tutte le affezioni delle
quantitd , quali sono il tempo , il moto , I'elasti-
cith , I'attrazione &c. oggetti sono tutti, su -cui
I’Algebra dIspiega con mirabil successo la pos-
sente sua influenza .

a. Per sodisfare a quest’ ampie , e generaii ve-
dute , usa ella di rappresentare le quantitd , con
dei segni indeterminati , che sono i caratteri Al-
fabetici , i quali, siccome non limitati per con-
venzion veruna ad un particolar significato , so-
no atti a ricevere tatti i valori possibili; ed at-
ti percid a costituire delle formole universali ,
che sieno come i germi di tutte le questioni del-
la medesima specie . Per introdurre poi nelle sue
moltiplici operazioni un elegante laconismo, ell
adopera varj altri segni, che sono come tante ca-
ratteristiche significanti , dalle quali vien soste-
puto, ¢ diretto il diffizil volo deil’ingegno cal-
colatore . Con questi convien familiarizzarsi fi-
no d’adesso , e perd noi passiamo a dettagliarne
i principali .

3. L’ addizione si & convenuto di rappresen-
tarla col segno -, che si enuncia pid 5 e la sot-
trazione si ¢ pensato di esprimerla col segno —,
che si pronunzia meno : Per indicare la molti-
plicazione s'immagind il segno X , o un puato;
ma nondimeno si volle per maggior comodo, che
ab fosse lo stesso che axb, o ab.

La divisione finalmente si fisso di significaria

con due punti, o con una linea infraposta oriz-
zon=
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zontalmente al dividendo, che si pone sopra, e

- . . a . .
al divisore . Cosi a: b, non meno che _ signi-

fica doversi dividere a4 per b . b

4. Per accennare che una quantith b sia mi-
nore di un’ altra a , si determind di scrivere
b <a; e percio di scrivere a > b per mostrare,
che a4 sia maggiore di b . Per dimostrare poi
Peguaglianza di due quantitd b ed 4 si stabili di
usare il segno =, per cui a =b significa il rap-

‘porto di eguaglianza, che sussiste fra b, eda,

rapporto, che dicesi equaziore.

5. Dicesi termine monomio, o termine asso-
lutamente , un’ espressione Algebraica, in cuile
quantita componenti non sieno congiunte con al-
tre , mediante i segni 4, o — . Dicesi poi ter-
mine positivo quello, che vien preceduto dal se-
gno -}~ , 0 da niun segno , e dicesi negativo
quel termine che sia preceduto dal segno — .

ab

"Ecco dei monomj a4, ab, — &ec.

¢

6. Binomio ¢ un’ espressione composta di due
termini , come a—b , a*4-b* &c. Trinomio &
un’espressione composta di tre termini &c. In ge-
nerale si chiamo Volinomio un’espressione , che
risulta dall’unione di pitt termini . Ogni Palino-
mio poi , se venga riguardato come composto di
alcuna quantitd in particolare , per esempio , di
a, b &c., sidistingue col nome di funzione
dia, b &c.

7. Allorché si deve indicare [a moltiplicazio-
ne , e la division di un polinomio per un mo-
womio, o per un polinomio , ;si fa uso del'e pa-

B2 rea-
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rentesi s 0 di una lineasovraposta a ciascun fat-

tore . Cosl (a+4-b) (c4d), oatb. e4d ¢ lo
stesso che a4-b moltiplicato per c4-d , e lo
stesso vale per la divisione , cosicche ...ceeiivaenns

(a4b): (¢+4d) equivale ad a4-b: c4d,osia
a-4-b

ad - ) .

8. Quando si presenta in un’espressione Al-
gebraica una lettera ripetuta pidt volte , come
a--14-a-+4-a per evitar I'incomodo di scriverls
successivamente , si scrive una sola volta, e se
le prefige a sinistra una cifra, la quale esprima
quante volte dev’esser presa . Cosi I'addotta es-
pressione diventa = 44 . Queste cifre, che prece-
dono le lettere , si chiamano cocfficientt . )

9. Non meno frequentemente accade , che s'in-
contri di dover moltiplicare una mecdesima quan-
titd pill volte per se stessa ; In questo caso in-
vece di scrivere per esempio aXaXeXa sl So-
vrapone alla lettera, verso la destra , una ciira,
la quale significhi , quante voltedebba ella esser
fattrice nel prodotto . In questa guisa il prodot-
do axaxaXa si riduce alla forma semplicissi-
ma at. In generale si scrive 4" per significare
che a sia moltiplicata n—z volte per se stessa.

La cifra n viene sotto nome di esponente.

10. Scal. Ogni quantita della forma a” dicest
generalmente quantitd potenziale , poiche il pro-
dotto di una quantita per se stessa si suol chia-
mar potenza 5 che prende il nome specifico c}al
numero dell’unita , che si contengono, nel suo 1n-

dice n.
ice La



21
La quantitd che moltiplicata per se stessa n—1
volte ha prodotto una potenza " , si chiama ra-

dice #.5™* di 4" , volendo significare , che «
& stata il principio fondamentale , ond’ ¢ na-
ta la potenza &® ; e si rappresenta col segno

l\:/; Cosi:/a significa [a quantitd , che moltipli-
cata per se stessa due volte produce ¢ . Molte
volte queste radici non possono aversi in termi-
ni esatti , ed allora il radicale dicesi- irrazionale,
sordo , incommensurabile , impossibile .-

" 11. Se in un’espressione Algebrica si abbiano
dei termini composti delle medesime lettere , e
dei medesimi esponenti , essi diconsi termini si-
mili . Questi debbonsi ridurre ad uno , con ag-
giungerli insieme , se sieno positivi, e con sot-
trarne quelli , che sien negativi . Gosi la quan-
tith 2a-4-5b6°+-3ab—a—b*4-2ab si ridace ad
a—4-qb*~4=5ab . Quest’operazione & cio che dice-
si comunemente riduzione . EMe non deve giam-
mai trascurarsi .

CAPITOLO L
Del Calrolo delle guamtitd intere .

SEZIONE 1L
" ADDIZIONE.

12. Le quantit} intere , tanto semplici, quar-
to composté si sommano insieme cod porle una
presso [altra con i segni che hanno . Cost
4°4-sac si somma con 3a’—§ad , scrivendo
a’4-sac4-3a°—s5ad ; Non resta che da farsi la
riduzione , onde avere g4*~-5a {c=—d) .

B3 SE.
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SEZIONE 1l

SOTTRAZIONE.

13. Per sottrarre una quantitd da un’altra,
basta mutare i scgni ; che I’accompagnano, e
render percid negativi i segnii positivi , e vice
versa, di poi effettuar la somma delle due quan-
tith proposte,, come sopra . Cosl per sottrarre b
da a, muto il segno implicito -~ della lette-
rab, in—, e sommoa,e—b; la somma a—b
¢ il residuo cercato.

14. Se b fosse una quantitt complessa niente
varierebbe ['operazione, e per sottrarre b—c da a
si avrebbe al solito a—b-4-c .

15. Scol. La mutazione del segno positivo in
negativo nella quantita da sottrarsi , si conosce
come assai naturale , perché il segno negativo si-
gnifica di sua natura una sottrazione ; non si
concepisce pero con egual facilitd il motivo, per
cui debbasi mutare il segno negativo in positivo .
Ecco un raziocinio atto a spargere assai diluce
sl questa veriti . =

Prender negativamente una quantitd , e lo stes-
so che prenderla in senso contrario alla di lei
maniera di esistere 5 poiché una quantiti negati-
va distrugge 'effetto di un’egual quantith positi-
va . Ma prendere in senso contrario una quanti-
ti negativa non ¢ altro che prenderla in senso
positivo , perché le due maniere di esistere fra
loro contrarie , di una quantita sono l’esistenza
pasitiva , e I'esistenza negativa : Dunque per
sottrarre qualsivoglia quantitd in qualuaque sta-
to ella sia, convien prenderla in senso contrario,

‘come lo dimostra la natura della sottrazione ;

dun-
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dunque per sottrarre una quantitd negativa biso-
-gna renderla positiva. . S

16. La medesima veritd si puod comprovare
con dimostrazione indiretta , assai persuasiva,
nella maniera seguente . .

Si debba sottrarre b—¢ dalla quantitd qualun.
que a . Posto b—c=m , il residuo cercato do-
vri essere =a—m=a— (b—r) za—b-4-c . Di,
fatto se si dovesse sottrarre solamente b , si avreb-
be per risiduo a—b . Siccome perd non si deve
sottrarre b intero , ma b diminuito di ¢, il re-
siduo a—b ¢ minore del dovere, ed & minore
precisamente della quantitd ¢ . :

. Per restituitle pertanto la dovurta fgran,dcz'za .
se gli deve aggiunger ¢ : Con questo esso divieoe
a—b4-c , residuo cercato , e conforme alla rego-

la esposta .

SEZIONE IIL
“OLT!PLICAZIONE -

17. Siccome ogni moltiplicazione si riduce 2
moltiplicazione di monomj, come in seguito si
vedri chiaramente , e qualsivoglia monomio ¢&
composto di quattro parti, che sopo i segni, i
coefficienti , le lettere, e glt esponenti, quindia
quattro riduconsi le regole , necessarie per ef-
fettnar qualunque moltiplicazione .

/. Reg. 1. Per i segni. Il prodotto di segni egua-
ii & positivo , e il prodotto di segni diversi &
negativo . S

Reg. 2. Per.icoeficienti. I coefficienti si mol-
tiplicano come in arimmetica. .

Reg. 3. Per le letterc. Le lettere si scrivano

B 4 di
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d? seguito se€nza interporvi alcun segno.

Reg. 4. Per gliesponenti. Gli esponeénti delle
medesime lettere , che debbono insiem moltiplicar.
si, si aggiungene coll’ addizione .

18. La ragione della prima regola é, che quan-
do una quantitd positiva si prende positivamen-
te , si prende nel suo.stato attuale , e percio
rimane positiva ; quando una quantiti -negativa
si prende negativamente 3 si prende nello stato
a lei contrario, e diviene percio positiva; quan-
do una quantitd positiva si prende in senso ne-
gativo clia passa allo stato ‘contrario , e divien
negativa ; quando finalmente una guantitd nega
tiva si prende positivamente , non si cangia i
$uo stato , ¢ riman negativa , qual’era.

"19. In altro modo. Moltiplicare una quantiti
positiva m per una quantiti negativa — , 0 Vi-
ceversa, che & io stesso , altro non ¢ che sot-
trarre da zego la quantit} m presa s volte, ¢ pers
cio il risultato dev’ essere zo—mnz—mm . Mol«
tiplicare una quantitd negativa —m per una quan-
titd pur negativa —n , altro non &, che sottratre
da zero —m preso » volte, onde il risultato dev’
essere =o-f-mn=—-mn .

20. Ma vediamolo con pid chiarezza con una
dimostraziofe indirctta.

Quando si deve moltiplicare a per bo—c, e 8i
prende il primo prodotto parziale ab , si prende
@n prodotto troppo grande; perché non si deve

- prendere il moltplicands 4, & volte, ma beet

volte 5 dunque dal prodotto parziale ab si dewe
togliere ‘4 presa ¢ wvolte , ¢ percid il prodotts
dev’ essere ab—ac 3 dangae —fX— = .
“Dovende maltiplicare a-b per ¢-d &manifesta, che
v : il
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il prodotto di a—b per ¢, vale a dire ac—=bc, &
maggiore del prodotto vero, perché «—>b non
si deve prendere ¢ volté, mac—d volte; percid
dal prodotto ac—bc si deve togliere a—b pre-
so d volte , ciodad—bd ; Ora ac——bc— ( ad—bd)
zac—bes—ad-4-bd , dunque wX=— = .

21 La ragione defla seconds regola si hadall’
arimmetica. - '

32. La ragione della terza dipende dalla con-
venzione degl’Algebristi .

23. Per concepir la ragione della quarta, sup-
pongasi di dover moltiplicare a™ per 4" ; Si pow=
ga #™=b, ed a"=c; Si avrd il prodotto #™Xe"
he=a™ &¥ zaaaa™"" gaaa®™™ =gt L

24. Sapendo eseguir la moltiplicazione de’mo-
nomj, la moltiplicazione de’ polinomj non ha dif-
ficolta . Altro non si deve fare,, che moltiplicar
ciascun termine del moltiplicando , per ciascun
termine del moltiplicatore, e fare in appresso la
riduzione nella somma dei prodotti parziali.

Ecco un’ esempio.

A ‘uo-n; 3x+4¢t i
B .cone 2x4-z2x*
 Cuveens 6x°-Bacx{-6a4-3a%cx®
A indica il moltiplicando , B il moltiplicatore,
& € il prodotto . : :

SEZIONE. IV,
n:vxsxdhn.

~ a5. Per dividere due qmantita etcrogenec "'ome
per Valtra, come per dividere & per b , si sccenna
s0l-

26
j . a
soltanto |’operazione, con porre __ ,overoa:b.

26. Scol. Dividendo una quantitd qualunque a
per un’ altra qualunque &, il quoziente risulta
minore tante volte del dividendo 4, quante vol-
te b contiene I'unitd , cioé risulta il quoziente una
parte: aliguota di a, che dev’esser presa b volte ,

affinché uguagli 2 . Difatto & preso b vol-
te & =a. b

- 27. Supponiamo intanto , che le quantiti pro-
poste a dividersi , sieno monomj, che abbiano
qualche cosa di comune. Quartro souno le rego-
le , che debbon’ osservarsi come nella moltipli-
cazione . - .

Reg. 1. Per isegni . Che il quoziente di se-
gni eguali & positivo , e il quoziente di segai
diversi & negativo.

Reg. 3. Per i coefficienti. I coefficienti si di-
‘vidono secoado le regole dell’Arimmetica.

Reg. 3. Per le lettere. Le lettere che essendo
affette  dal medesimo esponente si trovano “co-
muni al dividendo , e al divisore , si distruggo-
no, ed equivalgono all’ unita. ,

Reg. 4. Per gliesponenti . Gli esponenti che
appartengono a lettere della medesima specie, le
quali debbansi dividere IPuna per [’ altra, si sot-
traggono fra di loro , cosicché il quoziente abbia
per esponente la differenza, che passa fra I'es-
ponente del dividendo , e I’ esponente del diviso-
re; cosl at: a?=a¥"’za4%.

38, La ragione della regola addotta per i se-
gni & facile a concepirsi , e se- ne pud uno con.
wvincere .anche da questo , che altcimenti non pa-
S . trebs
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trebbe sussister I’ eguaglianza fra il dividendo, e
il prodotto del divisore nel quoziente .
29. Per comprender la regola delle lettere ba-

a ab
sta osservare che — =1 ; che — =1 &c.
a ab
30. La regola finalmente degl’esponenti si pud
dimostrare nel modo seguente. :
Si debba dividere a™ per 4", e sia sulle pri-

$:0 7 o {]
» - . a
me m>n=n-{-r ; si avrl la fraziope —— = —, %2
m & 4"
2 ;

a=a™""; dunque 5 = 4™ .
b a am ) i B
Sia in secondo luogo m=n , ¢ avri;.;;:& ; ol

a™™™ & parimente =1, dunque &c. -

Per vedere che 4™ ™ sia =1, si ponga a™™™
=x . Moltiplicasdo ambedue .i membri per 4™,
si avrd a®=a™x, ¢ percid x=1. ' .

. m
a
Sia finalmente m<n=fim—r 3 siavri e
&t B - S . )
prmiry & T=aq 5; ma-y=m——n , dunque &c.
1

Si pud qul osservare, che 47> & = P difatto

sia a™=x ; moltiplicando per a®, 5i VL avens
- 1

a"" =a°z1=4"r ; dunque x=

& Sew
31. Trattandosi di dividere un polinomio per
un’ altro polinomio, si ordini il dividendo , e il
divisore per le potenze di una medesima lettera.
Si divida il primo terming del dividendo per
i

a8
f! primo termine del divisote, secondo s regole
de’ monomj § si sottragga quindi dal dividendo it
prodotto 'dél divisore nel duoziente, e ordimato
il residuo per le-potenze della solita lettera , si
prosegua 1" opérazione , finch® si giungz ad otte-
ér 1’intero guoziente, se & possibile ; ovvero
nehé of ginnga ad un fesiduo indivisibile , chesi
lascia {u forwa di- frazione . “Eéco un esempto.
*78ia ¢ 3xtf-p axP 2136 2x*—81 x-56 da
dividessi per 3x—3z ; Avend’ordinato il divi-
&eoda, € it Qdivisore per le potenze di ¥ , comins
cio a %ividcf& 3x* per 3x, ed ottengo per pri-
mo termine del quoziente x?; PFaccio il prodotts
&x’ per 3x—3 , e lo sottraggo dal dividendo.
rimane 9ax’—6ax*'—8Brr-56 che seguito
a dividere per 3x—2 . Divide il primo termi.
n€ 9ax3 per 3x, ed ottenge per secondo termi-
ne del quoziente 34x* . Moltiplige questo terami-
ne per il divisore 3x—3, € fattala_sottrazione
mi rests' —81x+4-56 che divido al solito per
3x—1-~ Trove ——37 per terzo termine , ¢ sot-
tratto il prodotto di esso per il divisgre, trovo

'3 per residuo, che non & piy divisibile per

3¥—3 , ¢ che Percid 10 strivo in forma di fra-
2

ﬁonc;;’_‘_‘_':‘ . Con questo il quoziente éomple-

2 .
to é‘;’-{-—;ax.-j-—z_?-{- 3= °
3%, E’ facile a vedersi, che quando s’incontra
‘qualche leteera ; comune 4 tarel i termini del
dividéndo , ¢ del divisore, si pud essa cancel-
jare impunemente, ¢ che anzi cid conferisce ¥
facilitar I'operazione. -~ - <

2

33
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33. Scol. Nell’ Arimmetica, quando si traua

di fare una division composta , dopo aver separa-
to un’opportuno numero di cifre del dividendo,
si osserva, che la prima cifradel divisore si con-
tepga nellaprima, o nelle due prime cifre del
dividendo , tante volte, quante la seconda cifra
del divisore entra nella seconda del dividendo,
ovvero nella terza, (qualora la prima cifra del
divisore fosse stata magyiore della prima cifra
del dividends ), accresciuta del residuo, e cosl
di tutte lealtre cifre : in una parola , non simet-
te una cifra nel quoto, s non siasi certo , che
ella abbia la grandezza richiesta. In Algebra pai
si misura il primo termine del divisore nel pri-
mo termine del dividendo , e si conclude sul
momento, che tutto il divisore sta nel dividen-
do un’egual numero di voite .

Riflettendo perd , non dee tardarsi a conoscere,
che quest’inconveniente, il quale derivadalla ra-
tura delle quantitd letterali, da cui non si am-
mette quell’esame , che si puo praticar sulle cifre,
vien corretto dal rapporto , che passa frai residui
successivi , 1 quali risultano positivi, o negativi,
secondo che il termine precedente, che si ¢ avuto
nel quoziente , sia stato maggiore , 0 minore del
vero, e somministrano dei quozienti parziali,
che presi tatti insieme compeonsano il proprio
lor difetto , ccrreggendosi vicendevolmente , ¢
vengono cosl a formare il quoziente richiesto .

CAPITOLO IL
‘ DELLE FRAZIONI

34. Frazione, o rotto, & la riunione di al-
cune delle parti, nelle quali si suppone divisa
un’unita qualunque . L’idea

30
sioL ld_ga _dx una frazione rapprese nta ypa djvi.
ne indicata, nclla quale il divisore sia mag-

- 3 . a
giore del dividendo . Cosi |3 frazione = rap
b -

fresenta un quoziente da trovarsi , con djvide-
¢ @ per b ed ¢ chiaro, che se 2 fosse ugua-
a

le 2 b, il quoziente p hon esprimerebbe pid

:x;zz frazrope, me un’ictero=1, e che essenda

» esprimercbde una, o pii unj

i Y u

AN Ptu unitd con una
La lettera, chesedin luogo del dividendo, co-

. a
me in 7 la lettera 4 dicesi numeratore, per-

ché numera, quante siensi prese delle parti, nel
le quali fu divisal'unita; e lalettera, che fi le
veci de! divisore, come b, si chian;a denomi-
patore, perche di !a denominazione alle parti
suddette , determinandone la specifica quantita
relativamente a'l’unita principale . ’
.. 35. Teor.Una frazione, in cui si supponga, che
11. denominatore ¢ il numeratore vadano suf,:ces-
Stvamente variando , tanto pilt cresce , quanto
pili cresce il numeratose ; e tanto pilt diminuisce
quanto pn? cresce il denominatare. Dimostrazione o
Quanto piil cresce 1l pumeratore, tante pilt sono
le parti dell’ unita, che si Suppongono prese ;
dunque &c. quanto pii cresce il denominatore ,
tanto pid cresce il numero petle parti, nelle qua-
li si suppon divisa Puniti 5 quindi diventano pitt
piccole , e percid la frazione diventa pit picco-
la anch’essa , |

Di
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DI qui ne segue , cheacerescendo all’infinito il
denominatore , debba diminuir la frazioneall’in-

finito , e che debba esscre

[~ =]

a .
= 0, quantiti infi-

nitamente piccola .

36. Teor. Non si altera il valore di una fra-

zione , se si moltiplichi ciascuno de’suo termini
per una medesima quantitd. Dimostrazione . Ogni
frazione tanto cresce , rimanendo costante il de-
nominatore , quanto cresce il numeratore;e tan-
ta decresce, non variandosi il denominatore, quan-
to tresce il denominatore stesso .

Ma con moltiplicare ambedue i termini di unz
frazione per una medesima quantity, tanto si ac-
cresce il numeratore , quanto si accresce il deno-
minatore , dunque la frazione soffre due muta-
zioni contrarie fra loro eguali, e rimane per con-
seguenza Inajterata,

Lo stessoraziocinio ha luogo, qualora si di-
vidano ambedue i termini di ana frazione per una
medesima quantitl.

37. V’¢ dunque un’ infinitd di frazioni, che
hanno il medesimo valore, benchésieno di for-
ma diversa .,

38. Due ricerche ci si presentano adesso sulle
frazioni , e sono 1. Un metodo, col quale cono-
scete la prandezza assoluta di una frazione data
qualunque . 2. Un metodo , con cui discuoprire la
grandezaa relativa di due frazioni date qualunque .
- Alla prima ricerea si pud sodisfare col seguente

39. Probl. Ridurre una frazione qualunque al-
l2 sua pin senplice espressione . Soluzione . Sia

A
data la frazione 7 - Affiché questa sia riducibile
- ad
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ad un’espressione pii semplice , conviene , che i
suoi due termini abbiano un divisor comune ;
siccome poi puo avvenire , che abbiano pit divie
sori comuni, per ottenere |2 proposta riduzione,
convien trovare il massimo di tali divisori . Tro~
vato questo, non restera che dividere per esso
ambedue i termini 4, e B. La questione dun-
que si riduca a determinare il massimo divisor
comune di due quantitd date, che sieno espresse
generalmente per 4, e B.

49. A quest’effetto si divida la quantity mag-
giore, che sia per esempio .4 per la minore B .
Se la divisione riesce esatta, g & il massimo di-
visor cercato. Qualora poi si abbia un quozien-

C .
tc M, ed un -residuo R si divida Bper C, e

se la divisione ricsce senza residuo , € sary il
massimo divisore. In generale, il residuo si fac-
cia successivamente divisore , e il divisore ante-
cedente si faccia dividendo, finché si giungaad
ottenere un quoziente esatto ..

Quando ¢id avvenga , I'ultimo divisore ¢ il
divisor pilt grande richiesto . Se poi con le suc-
cessive divisioni , non si possa pervenir giammai
ad un quoziente intero, si dovri concludere , che
le quantita date non ammettono alcun divisor
comune . , : ‘

41. Per meglio concepir la ragione di questo
metodo , suppongasi , che # contenga B un nu-
mero esatto di volte, per esempio m; & chiaro,
che B misuarery esattamente i due termini della

. A mB
frazione B="F -

Ma
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Ma supponghiamo, che B si contenga m mol-
te in A4, e che avanzi un residuo C; sard .4—C
=mB° Quindise C preso un determinato numes
ro di volte eguaglia B, se abbiasi , per esempio,
nC=B , lo stesso € preso un determinato nume-
ro di volte dovri eguagliare 4—C, e si deve
avere A—C=nmC , e percio A=(nm-4-1) C.
Dunque se C divida esattamentc B, * deve divia

dere esattamentg anche 4, ed esser per conseguen.

za comun diviscye di 4, e B. Ma se, diviso
B per C, rimanga un residuo D, cosicché sia
BznC4-D, sard B—D=nC. Suppongasi, che D
sia divisore esatto di ¢, onde abbiasi pD=C , ¢
dall’ equazione B—D=nC, si avry B= (mp-}-1)
D, e per questo l'equazione A4—C=mP, sosti-
tuendo pD per C, ed (np41) D per B , divie-
ne A—pDz=m (np4-1) D , e di qui 4 = (mmp}-
m+4-p) D . Ecco pertanto , che se €sia divisibi-
le esattamente per D, B ancoraed ,¢ debbon es-
ser per esso divisibili esattamente . Proseguendo
il medesimo raziocinio siconcludery in generale,
che I'altimo divisore esatto ¢ un divisor comuae
di 4, edi B.

42. In questa maniera perd vien dimostrato
soltanto, che I’ultimo divisore esatto & comun
divisore di A, ¢ B; rimane da provarsi , il che
si trascura dagli Algebristi, esser egli il pit gran-
de di tatti i divisori possibili, comuni ad 4, ¢ B.
Sia per quest’ oggetto W

LEMMA.

 Se a, e b sieno due pumeri primi fra di loro,
la funzione ma--b non & divisibile per a. Di-
mostrazione ad assordo .

C Siz

i4
) ma-4-b

Siay se & p;mibile,—‘;‘“" =m y essendo & un nu-

mero intero ; sari ma—-b=na , e b= (n—m) a ,
cieé un multiplo di a , il che contradice all’ipo-
tesi , che a , ¢ b sieno primi fraloro ;5 dunque &c.

43. Probl. Determinare , se il diviser comune
di 4 , e B trovato col metodo esposto , sia ge-
neralmente il pit grande di tutti i comuni divi»
sori possibili , Salusione .

A c
Sia sulle prime 2™+ » dove C non siadi-

visibile per B3 si avrd 'equazione A =m8 4-C;
si divida B per C, e suppongasi che la divisio-
B
ne succeda esattamente , onde sia T =R 0sia
2=nC ; risulter) f :-8+¢‘:""C+C=””+l; Io
B B nC n
dico , chemn-}-1 non pud dividersi esattamente

per » .

A bpC
Suppongasi ‘E‘._ch ’
comune di £, e B. In vigore dell’ equazione
mn4-1 A

T g sideveaveremud-r=bp, n=bq. Si

sostituisca nella prima il valore di n preso dalla

1
= p-.g>
it che dimostra, che b, dovendo aver numerd
intero , non puo esser che=1, e che il massi-
mo

onde sia bC divisor

seconda , € si avr hp=mbg-}-1 , e percid b=



A : 3s
mo divisore di -7 non pud esser per cotistgucn-

za, che C. ‘B D
Se 2B ném sia divisibile per €, ma sia =+7

essendo 5 =0 sia rD= C , si proveri , come 50~

pra, che B, e C non ammettono divisor pil
grande del divisore D. Rimane da provarsi,che A,
e B ancora non possano avere pii gran diviso-

re, che D. . B ab
Per provar questo , sia =" deve , 2

motivo che D si suppone il massimo divisore d
Es e C, a, eb debbono esser due numeri pri'
mi fra loro .
Si sostituisca «D in vece di B, e bD in vece di €
nell’equazione 4=mB4-C, ed essa diverri,dividen-
A am D-4-bD am--b -

dopcrb’,;: aD = ;s maper ilLemma,
maD-4-bD

abD
non ammette altro divisor pid grande,che D . Se
il quoziente esatto sia piti lentano, varrl lo stesso
raziocinio , e perd si pud concludere general-
mente , che |’ ultimo divisore esatto, trovato col
metodo da moi esposto 5 & rcaimeate il massimo,
qual si cercava ,

44. La medesima veritd si puo dimostrare con
un’altro metodo, che dipende dal principie seguea-
te: Che se due quantitd a, b sieno tali, chela
maggiore , essendo divisa per la minore, dia un quo-
Zicate composto di un’intero pin wna frazione
cioc pisk un residuo c , una qéamita' qualungue , che

2 sz

ma—+-b non ¢ divisibile per 4 ; dunque

36
sia misura comuyne di a, e b, divide necessaria-
mente anche il residuo ¢ . Ed ¢ facile trovarne

'la dimostrazione . Con questo principio si vede

chiaramente , che |’ uitimo divisore ssatto essen-
do k, fraa, b, e Kk non vi pud esser misura

" comune maggiore di k , cioé¢ dell’ultimo divisore

esatto ; ma qualunque misura comune di a4 ,¢ b
dev’esser misura comune di a, b, k ( princ.cit.);
dunque P’ ultimo divisore esatto K ¢ il massimo
dei divisori comuni dia, e<b.

45. Trovato il massimo divisor comune dei due
termini della frazione da ridarsi ad un’espressio-
ne piu semplice, non rimane , che etfettuar la di-
visione di essi per detto divisore, e con cio la
frazione prendera uoa forma , che mostrerd pitt
chiaramente la grandezza assoluta di sc stessa ;
il che si trattava ‘di conoscere .

Esempio . Sia proposta [a frazione
6a>—5a*b+2ab’—25?

i —sab4 b
espressione pil semplice . Osservo primieramen-
tc , che siccome 2 ¢ comune a tatti i termini del
aumeratore , ¢ non a quelli del denominatore , si
pud dividere il numeratore per 2 senza che venga
in alcun modo alterato il divisor comune. Cosi la

3a’—3a’h+-ab®—b?
frazione diviene 4 —sabi bt

e debbasi ridurre ad un’

Essendo gi ordinati i termiri, comincio a far

la divisione ; ma siccome il primo termine 34%
non si pud dividere per 44*, moltiplico tutto il
¢ividendo per 4, numero, che non ¢ comune a
tutt'i termini del divisore, e che percio non pud
aver parte nel divisor massimo . Ottengo pertan-
to
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to " 1283—13a%b-}-4ab>—4b? da dividersi pcz
ga’—sab-+{-b" ; Fatta la-divisione ho 3a per quo-
to, e 3a’b4-ab’>—4b* per residuo . Per questo re-
siduo divido 4a*—sab-}-b*, dopo aver diviso il
vesidao per b, e dopo aver moltiplicato il divi-
dendo ga*—sab—+-b per 3 , onde i fattori sud-
detti della divisione si riducano ai seguenti ;
13a*—15ab4-36% , 3a*4-ab—gb? ; Effettuata ia
divisione trovo per quoziente 4, e per residuo
—19ab419b" ; Questo lo divido per 19k, che
& una quantity non comune ai termini del divi-
dendo, 3a°+-ab—4b*, e faccio per consegucnza
la divisione per —a—+4-5 .

Ella succede senza residuo , ed io concludo, che
—a-+4-b ¢ | massimo divisor cercato . Per questo
divido ambedue i termini della frazione proposta,

e la riduco alla forma :_b:j_g‘zz .
4a—b

_46. Qualora con le successive divisioni non
giungasi mai ad ottenere un gquoziente intero, si
deve’ arrivar necessariamente a un divisore =1 3
Questc fard vedere, che le due quantita proposte
non ammettono divisor comune, cioé che sono
due quantitd prime fra loro.

47. Scol. Intorno alle quantity prims si pos-
sono qui dimostrare opportunamente le . verita
che seguono .

1. Che se due quantits m, n sieno prime fra
di [oro, una terza quantitd r, che misuri esattamcn-
te una di esse, per esempio m , dev’esser pri-
ma rispetto all’altra n. Difatto se 5 , ed 7 aves-
sero un fattor comune , un tal fattore davreb-
‘be appartenere anche ad m , che ¢ misuratada r .

C 3 ) 2. Che

s

’ 2. Che se due quantiti m, n sieno prime
relativamente ad una terza r, il prodotto mn dev’
esser primo anch’ esso per rapporto ad r ¢ poiché
se mn ed r potessero avere un divisor comune , que-
sto dovrebb’essere un divisore di mm; ma mn non
ammette altsi divisori , che m, », o le parti ali=
guote , o multiple di m, edn;
* Le quantita m, # non posson dividere 7, pcr-
ch> ciascuna di esse & prima ad r; percid nep-
pure le parti aliguote , nt le parti multiple di es-
se possono dividere la quantitd r. Dunque maz,
ed r non ammettono alcun divisor comune .

3. Se due quantitd m , rsieno prime fra loro
sarl m® primo ad r, e viceversa ; per vederne la
ragione basta porre m=n, onde il prodotto mn del
caso precedente si riduca ad m?.

4. Se abbiansi due quantitim, n, lequali
sieno prime alle quantith; 7, s, dovrd pure aver~
si il prodotto mn primo al prodotto rs; difat-
to mn & una quantitd prima ad r, ¢ ad s per
il caso secondo .

s. In generale , il prodotto di un numero
qualunque di quantitd prima, é primo per rap-
porto al prodotto di un’altro numero di quantitd
prime.

48. Scol. 2. 1l Metodo esposto vale , com’# ben’
evidente , per le frazioni rumeriche . Esse perd
si possono alle volte ridurre ad un’ espressione
pia semplice con degl'artifizj particolari , i quali
conducono pid speditamente all” intento . Questi
si riducono asei, € sono:

1. Quando ambedue i termini di una fra-
zione finiscono in pari , sono divisibili per 1.

2. Quando i termini di una fragione finisco-
no
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no in zero sona divisibili per 5, e per 10.

3. Se finiscano ‘in § sono divisibili per 5.

4. Se la somma delle citre componenti am-
bedue i termini di ura frazione sia maltipla di 3,
son’essi divisibili per3 . :

5. Quando le due ultime cifre dei termini di
una frazione sono divisibili per 4, i termini stes-
si sono divisibili per4 .« :

6. Qualora finalmente i termini di una fra-
zione sieno tali 5. che le ultime tre cifre sieno divi.
sibili per 8, sarann’essi intieramente divisibili
per 8.

49. Col Metodo del massimo comun divisore st
pud dunque agevolare il giudizio della grandezza
assoluta di una frazione. Generalmente perd im-
porta forse pidl il concscerne la grandezza relativa .
A quest’oggettosia )

LEMMA.

so. Ridurre un numero qualunque di frazioni
al medesimo denominatore . Soluzione . Si mol-
tiplichino ambedue i termini di ciascuna frazione
per ‘il prodotto dei denominatori di tuttele altre
frazioni , e le frazioni risultanti saranno quali si
richiedono . Per comprendere il fondamento della
regola basta osservarne un’esempio. Sieso'da ri-

dursi al medesimo denominatore le due frazioni
a ¢

3 g > operando comesi ¢ inseénatd, sihala
] ad b
prima b_.?’ ¢ laseconda 15? cio¢ le due frazios
- ad be
ni riaotte sono 7,y 7 g
T .

o

* ‘sx. Teor, Due frazioni, che abbiano il medesi-

mo aumeratore stanno fra di loro in ragione in-

versa de’numeratori . Dimostrazione . Sieno due
a a

frazioni qualunque 77, 77, riducendole al me-

ac ab
desimo denaminatare divengono be® bort que

ste si vede, che stanno fra loro, come ¢:b, ciod
in ragione inversa dei denominatori.

2. Teor. Duc frazioni, che abbiano il mede-
simo denominatore , stanno fra loro come i nu-
meratari . Difatto basta moltiplicarle ambedue
per il denominatore comune , ed apparisce im-
mediatamente il divisato rapporio.

s3. Teor. Due frazioni, che non abbiano ve-
run termine comyne, stanpo fra di loro come
il prodotto del numeratore di una nel denomina-
tore dell’altra a| pradotto del numeratore della
seconda nel denominatore della prima . Dimostra-

ad bc a ¢
ziome . Sieno ba’ E:i le due frazioni 7;, ‘d‘

ridotte al medesimo denominatore ; si vede, che

ad be
st n::aa':h' . Se in questa formola si
ponga a=c si ha la dimostrazione del primo Teo-
rema, e se pongasi b=d si ha la dimostrazione
del secondo.

Passiamo adesso al Calcolo delie Frazioni .

SEZIONE I.
Dell’ Addizione delle Frazioni,

54 Per sommare un mumero qualunque di
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14 fraziotle sottraenda” daY u’amﬁ'z‘g > alern

frazione 5 alla-diffsrenza diast il deno pator gomu-

ne, e si ave il risaltato” sithieste s S,gcf sopecar-

.a ¢ b"‘ €
ro per mmw%m sitrova” “ A

* SEZ1ONE. L

P TET

Della Molnpl:gaz:m M&am

" §6. Probl. ‘Moltiplicare una ‘frazioneé :per un
intero . Seluzions . Siccome il moltiplicare una
frazione per un intero altro noa & ', che prender fa
frazione tante volte , quante noitd si contengo-
#5 nell'inticro, che “moltiplicage poiché ranto.cres
sce una frazione , qnanto cresce il pumeratore ,
timanendo invariato il dedominatore, o vicever-
sa; basta mulnpllgare il nameratore della fra-
zione data per Pintero, ed al prodotte sottoporre
il dcnounnatore della fmxonc -moltiphicanda.

Co-

&
£ s <& ac
Cosl pwmléphwc‘** s per-esi &qmeﬂﬂdom

» 57+ Prob/: ﬁaft&hcm' upd’ ﬁzzmne, per uﬂ

* : %, A
A
. » N

altra. Solugione. Bi moltipjieMidy: insieme i nut’

merarori , € si - 3: il _peod tio pereil preict-

to rd?%n dcnommzton Til rxéift‘fa Ef prodotto ri-’ ’
c

chigsto .- Difafea. gia " da mﬁluphsaxsx 5 *pcrdv

swppongasn salle paime ¥i dom nolupkcarc

; wlamenwcr t;ym kil ptodgctc'z' ;

Siccome peré‘ z? n?olnp‘hcatore doveva " essere
_una quanmi migore dvolte diyc,%l pradotto dev’
ol B ;ac
mer mmat fd m& “*ﬂr'b"sbam cfuuqne accreseers

: ‘ac
d 'vokc il dcno‘hfname b‘, £ ¢on cxb ﬂ risultato;

sari. minore y volté ‘ﬂ‘#;, e “p:(cﬁ "sard -il prodot~

to richiesto, come i era insegnato .

58. La soluzibne addotta si pud d:mostrarc
ancora invduewlogeWianfers.
o virtd di cip che si & dctto al ‘a.;q.) si s3, che
a ¢
: 5 g’ e “‘,'s:lridncano alla forma ab™, ol

1 ac
ora 46"}(0&" é .-Atb' 4T zacx 7 b d =5 d;dunque ec

59. Per vedere lz stessa veritd in aitra modo ,
a ¢
s ponga 3 :-’vt ,"e’ -;i- =B; 8 moltlphchl-

no i duc mlembri della prima equaziane per 4,
) ¢ qucl

#



li della seconda per d , onde si_ riduc:x{o
ﬁigug:}xnica:b.d , ¢=dB . Si moltiplichi adesso il
primo membro della prima per il primo della se-
cenda , ¢ il risultato si eguagli al prodotto del
secondo membro della seconda pgr.ll secondo
della prima, e sard ge=bdAB ; S_: dividano ambi
i membri di questa per bd, e si avri finalmente

ac a ¢

3a =4B; ma AB = " X g;dunque &e. &e.
60. Qualora debbasi moltiplicare un’ intero

unito ad un rotto per un intero unito anch’esso
ad un rotto, basta ridurre ciascun fattore in un
solo termine fratto , e dipoi eseguire la moltipli-

: : (., By¢, 2
cazione al solita . Cosl (g+ 7)) ( + g)

(ac+b) (449 acdg4-bdg—-{-ace{-be
=( ) g)7 cg

61. Si pud adesso concepir facitmente , che
per ottenere il valore di una frazione di frazione
all’ infinito , si richiede soltanto di moltiplicare
insieme tutti i numeratori, e dividere questori-
sultato per il prodotto di tutti i‘dcnomington;
Questo si comprenderd anche meglio con un’esem-
pio. Si debba trovare, per esempio, che cosa sla
2 3 3
‘3“ di ‘4" di ’E E’ chiaro che basta determinare

’ 3
» € poi prender " di

NS B 2
il valore ig 43 3
3 3
tal risultato; oma —‘; di 's" si ha colla sem-
| pli-

4
4» . , . s . g
pliceismoltip!iézzionc =—3 dunque ‘; di 20,

ciod P il valore cercato, che dividendo per

2,7e poi per 3 diviene 0"

a
" In generale si avri la porzione 7 della fra-
¢ e
zione = della’ frazione T &c. della frazione
h ; v ' V l‘b 'i(,a'cg....l...m
Py cguale alla frazione — ot

SEZIONE IV.

Della divisione delle frazioni .

62. Probl. Dividere una frazione per un’intero.
Soluziowe . Si moltiplichi il - denominatore della
frazione per I’intero dato, e al prodotto diasi
per numeratore quello della frazione proposta .
Sary tal frazione il quoziente richiesto. Eccoun
raziocinio opportanissimo a dimostrare ‘la regola
Cspoﬁta . ) ) ' : ’ \.

- 'L oggetto della divisione di una quantits qua-
lunque 4 per una quantith qualunque 5 ¢  di tro-
vare ana nuova quantity minore tante volte del
dividendo a, quante volte I’ unitd & minore del
e a4

divisor & ., ifatto 7 si contiene ina, b volte,

é?o?;iiaiitc volte, "quahte |'unit} si contiene in b ;
a
poichd pigliando 7 b volte, si riproduce « . Ma

s¢

R SR

T R L TR
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se moltiplichisi il denominatore di una frazione

m . . L3
qualungue 7~ per una quantitd ¢, il risultato
M -
i .y .
— i contiene ¢ volte nella quantita dividenda

m

m m . » 3 -
ente di ’; divisa

P dunque;t‘ ¢ il vero quozi
per ¢ : dungue &c. &c. . ’
63. Probl. Dividere una frazione per un al-
tra . Soluzione . Si moltiplichi il numeratore Jel -
la frazione . dividends per il denominatore della
_ frazione dividente , e il prodotto s divida per il
prodotto del numeratore della frazione dividente
ne! denominatore delia frazione dividenda . La
frazione risultante sarh il quoziente cercato . Ecco
una dimostrazione di questa regola . a
Sia da dividersi una frazione qualunque 5 per
c .
un’altrajd-‘; suppongasi sulle prime di dover di-
a

a .
videre " per €5 il quoziente sard 373 Sic-
a
come perd non si doveva dividere re per ¢ ,ma per

: . . ¢
una quantit minore d volte di ¢, cloe per - ,

a

il quoziente ottenuto - & minore d volte del

giusto valore, perché , tutto il resto essendo egua-

le, tanto é minore un quoziente, quanto ¢ mag-
. a N

glore il divisore ;- dunque p~ deve prendersi d

' vol-

volte, onde produca il quoziente richiesto , ciok
ad
deve prendersi ie » il che corrisponde alla re-

gola . a ¢
64. In altro modo. 37 S ab*: ed =

4 _ ad
et be" a ¢
€s. In altro modo . Si ponga 7~ =4, ¢ =B

Siavrh, comeal (8.59.) , a=hb A, c=dB; si dividano
ambedue i membri di una per i membri corris-

a b4
pondenti dell’altra, e si avrd ] =45 si mol.

: d
tiplichi ciascun membro di questa per 7o esi
ad A4 a ¢
otterr} =B B:d"

66. Se si trattasse di dover dividere un’ inte.
ro upito ad un rotto per un’intero unito ad un
rotto , si ridurrebbero ambedue i termini in fra-
zione come al (n.66.), e 'operazione sarebbe ri-
dotta al metodo generale .

67. Qualora si dovesse dividere una frazione
complessa per un’altra frazione pur complessa ,
si potrebbe far uso del metodo esposto per la di-
visione dé¢ polinomj , se pure non torni pil co=
modo ridurre le due frazioni ai medesimo denoa
minatore , e praticare in appresso la divisione
colfa regola solita delle frazioni .

Avendosi da dividere la frazione ..eeecieescarse

a 3b 3¢ 22 b be

——— e ——— — e— —_
(A5 — 3" +4_ =3 xt- o = ; per la

fra-
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frazione (B) ;2 X— ;f x4-c s1‘ott1€nc con.qua.
lunque dei due metodi accennati, il quoziente
30 1
(€) 7—7 b. |
68. Scol. 1. 1l prodotto, e il quoziente di due
polinomj interi o fratti, persiste il medesimo ,
ancorché si mutino tatti i segni dl,ambcdqc . Di-
fatto , s¢ uno di essi dicasi a , e I'altro dicasi b,
si ha sempre —taX=tb=—maX—Rbh , come pure
—axmb=—maX=b 5 ¢ lo stesso vale per la di-
isione .
vxs;;t.! Scol. 2. Quattro sono le specie delle fra-
gioni , e sono : Le frazioni dcglmall’; Le fra-
zioni sessagesimali ; Le frazioni continue; € .lc
frazioni parziali . Le prime appartengono propria-
mente all’Arimmetica : Le seconde _fo_rmano una
patte interessante delle dottrine Analitiche , ¢ nol
ae tratteremo estesamente 2 suo luoga .

Nt

PAR-

PARTE I
DEI FONTI DELL’ ANALISI .

7e. Ltre la dottrina del Calcolo da noi es-
posta , e che di tutta ’Analist & come
il fondamento, e la base , richiedesi la notizia
di parecchie Teorie particolari , onde potere in
pratica ridurre le condizioni di un problema nel-
le opportune equazionis poter trattare I'equazio-
ni stesse in modo , che si rendano suscettibili dei
metodi , che vengono proposti dall® Analisi .
Queste Teorie si comprendono nella Teoria ge-
aerale delle Funzioni, e sono le seguenti :

1. La Teoria dei fattori tanto semplici,
quanto composti di una funzione monomia qua-
lunque .

2. La Teoria delle combinazioni , ¢ permu-
tazioni , che possono sussistere in un numero qua-
lunque di quantiti .

3. La Teoria delle funzioni potenziali .

4+ La Teoria delle funzioni radicali .

5. La Teoria delle proporzioni, che possono
sussistere fra le diverse funzioni , come pure
delle progressioni , e delie serie, e di di tutte
le loro propriet3, ed usi.

6. La Teoria delle frazioni continue .

7. La Teoria delle frazioni parziali .

Venendo alle funzioni trascendenti si deve trat-
tare

8. La Teoria de Logarimmi .

9. La Teoria delle funzioni circolari .

10. La Poligonometria .

Paisando alle funzioni variabili si deve esporre,
: :' l!.

3




11. La Teoria delle differenze finite « #
12. La Teoria de’limiti, ai quali tendono i
rapportidelle variabi!i.gccrcsccndo indefinitamente
~13. La Teoria delle funzioni massime ;
minime . ’
14. La Teoria delle funzioni , che si sup-
pongono accresciute , o diminuite senza limite 3
vale a dire delle quantita infinite , ed inﬁn;tc:
sime . |
Dopo tutto questo , ri i
sl qd » rimane da tfatta:TSI com-
15. La Teoria delle funzioni conlinue ele-
mentari , e sublimi . ‘
7t Tali Teorie debbon essere come i fonti
dai quali deve ripeter |"Analisi la partemaocio:
re della propria efficacia, e debbon esser le gui-
d;‘, che la conducano al discuoprimento dchagve-
ritd . Senza di queste non sarebb’ella , che uno
Schclcgro, cui nulla mancherebbe del necessario
mecanismo , ma privo sarebbe di moto , e di
vita . anwenc pertanto, che noi di esse trattia-
mo compitamente, innanzi di entrare nell’Analisi
non tanto per prevenire l'inconveniente di dcvia’
re dal dritto cammino , allorche di lei ci occu:
peremo, quanto per prepararle tutto cio, di cui
abbxsog.na., per dispiegare la propria attiviti nel-
le sublimi applicaziont , di cui & capace -
Si premettono le seguenti .

NOZIONI PRE
LIMINARI SULL’.EQUAZIONI .

) 2. (P S . . .
un’7idea1:;l zglzlilgn: (di cui gid se ne adombro
(n4.) & un ra i i
due quantitd di d e i Suaghana
de i mome enominazione differente , e pren-
¢ dal massimo esponente dell’inco-
ol

0

’nita . cosicché dicesi equazione di 1.° di 2.° di
3.° &e. grado, sccondo il suddetto massima espo-
pente & T, 2 3 »&c. Essa si deve distisguere
dall’egaaglianza in germini , 0 6ia dsii’identita ,
che sussiste per esempio rell’equazione 4=4 .

Ecco dell’ equazioni x*—2x=b , c¥—g=C &e.

Le parti separate dal scgno = si chiamano
membri deli’equazione .

73. Dall’idea dell’equazione ne seguc , che
se facciasi un’egual mutazione in émbeduc i mem-
bri, che la costituziscono, elia non debbe pun-
to altcrarsi «

Si pud per conseguenza aggiungere , € sottraf.
re una medesima quantita daiduc membri di un

nazione 3 si possono moltiplicare » © dividere
ambedue per una quzntitd stessa; © si pud fare
generalmente qualunque operazione sopra ciascu
membro , senza che la natura dell’ equazione sof-
fra mauatazione veruna .

4 Risciogliere un’equazione , non ¢ altro, che
determinare tutti i valori dell’ incognita , che
possono  verificare 'equazione stessa . Ciaschedu.
po di questi valori dicesi con nome tecnico , ra-
dice dell’equazione .

75. E chiaro, che se abbiasi un’equazione, in
cui I’ incognita non abbia esponente maggiore
dell” unita , il di lei valore , o sia la radice di
tal equazione non dipeade . che dal sapere svi-
luppar I'incognita da tutto ¢id che la modifica,
per lasciarla sola in un membro , ¢ nell’ altro
guantitd tutte cogaite .

76. Ora un’ incognita pud essere affetta da al«
tre quantiti O per addizione , o per sottrazione 5
o per moitiplicazione , o per divisione . Qualun-

que
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que poi di queste operazioni abbia luogo neiSla
modificazione dell’ incognita, affinché questa ri-
manga libera, non si richiede, che fare una mu-
tazione in tutta I’equazione, mediante |’ opera-
zione contraria a quella, colla quale rimase 3f-
fetta I’incognita . Cosi avendosi ¥4-c=h, basta
sottrarre ¢ da ambedue | membri , e si avrd
xzb—c ; ¢ se abbiasi x—rc=b, basta aggiunger
¢ da ambe le parti, e ne verrd x=b-4-c

97. Di qui si vede, che si pud trasporre ua
pumero qualunque di termini componenti un’equa-
zione, da un membro nell’aitro, coo mutare i
segni che gli appartengono, senza punto alteras
re |’ equazione. Questo & cio che dicesi 4ati-
tesi ; cd & manifesto che per mezzo di essa si pos-
sono trasporre tutti i termini in un membro ,
onde nell’altro rimanga zero .

78. Sc abbiasi I’ equazione ax+4-bx=c , nella
quale |’ incognita ¢ moltiplicata per a5, si
divida per questo moltiplicatore 'uno , e I'altra

c

ab "
79. Avendosi finalmente un’ equazione come...
x

4a i
sore"34, deve moltiplicarsi tutta per esso . Con cid
s ba xz124b—185ac .

8o, Con questi artifizj semplicissimi, dato un
numero » qualunque di equazioni, con egual nu-
mera ¢ incognite,, che non abbiana esponente
>1I, enon sieno fra loro altiplicate , si  pud
dedurre facilmente il valore di ciascun’ incognita.

A quest’efferco si. deduca il valore diun’inco-

D gui-

membro , e si dedurrd x=

3b—4c , per liberare I"incognita dal divi-

gi:m come sopra da una qualunque d.cll’cquazllol-
ni date . Questo valore sostituiscast in tatte | :i:
tre equazioni, nelle quali tale incogpita 81
tm(‘;m cio si hanno #—1 gquazioni con n—1 in=
cognite . Si operi sopra di queste nel modo stes-
so , finché si arrivi ad avere una sola equaz;onc
con una sola incognita . Si avrl da questailva-
lore dell’incognita che conticoe s so.sntuendo.quc-
sto nelle due precedenti equaziont a due inco-
gnite , si ottiene il valore di unma seconda mc?-
gnita , ¢ cosi suecessivamente si ottengono i
alti’:vremo luogo di vederne garccchi ec’:mp)t-
81. Scol. Avendosi un’equazionc a z€ro, nel-
la quale abbia I’incognita diverst esponenti se
vi sieno in essa dei termini simili di ciascun gra-
do, che ha I’ incognita nell’equazione , € nel ’tcmpo
stesso i coefficienti sieno indeterminati, tal* equa-
zione pud verificarsi in quella maniera, che ptac-

cia . Se per esempio abbiasi I” equazione eeceese
ax’zEex' =g i vede chiaramente che
ppicbdyiefezeh T ’
non trattandosi , che di verificare lcva‘nc’sccn-
za della somma dei termipi » q.ualunquc smx@ xa-
lore dei termini, niente impedisce che esso si ' e-
termini , come pilt torna comodo : s puo Elrc
per conseguenza a—t=b=0, ’md::? , e:_*_:]:o’%z:ll)i? .
Quest’ artifizio € di grand’uso in tutta ) na‘!A .
832. Scol. -. Cio che si & detto Intorno all’An-
titesi vale ancora nmei rapporti di quantith dise-

guali. b . be
Cosi se abbiasi - —f<gr sard I’y <gr+f ; e
X
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‘ cqr of
bx<eqr4-cf, ¢ finalmente x<—7— + -

83. Vi & perd da avvertire, che se in un rap-
porto di questa natura si voglino mutare tatei i
segni , convien mutare anche il segno di rappor-
to, cioé il segno < in>, e viceversa.

Difatto avendosi —r<a—b , aggiunto da am-
be le parti x—a-f-b risulta x>b—a.

84. Scol. Si pud qui dimostrare , che ogni
quantita negativa & in concreto <o . In effetto sia
m—n<m 5 il quale & un rapporto vero general-
mente ; si trasponga m, e si avra —n<lo. Nelia
nuova Enciclopedia Metodica Tom. 3. delle Mate-
matiche , artic. negatif . si asserisce con M. &’Alem-
bert , come ne’Dizionarj Enciclopedici anteceden-
ti, che le quantity megative non sono minori di
zero . La ragione ivi addotta ¢, che le quantita
negative non differiscono dalle quantitd positive,
che per il segno, cioé che per esser prese in sen-
so contrario ; ma questo, si dicc, non diminui-
sce il real loro quantitativo ; dunque &c. fo ris-
pondo concedendo che le quantita negative prese
in astratto sieno maggiori di zero ; soggiungo
perd , che ura quantitd, tosto che vien proposta
come negativa, non ¢ pilt permesso di conside-
rarla in astratto , maconvien riguardarla col rap-
porto , che 1”accompagna , e percid convien ri-
guardarla come minore di zero.

85. Ma si puo comprendere anche meglio que=
sta veritd col seguente raziocinio.

Suppongasi , che zero sia I origine di qualune
que quantitd, come lo ¢& realmente, e che ~—n
'sia una quantitd presa in senso contrario all’ori-

* D3 gine

gine sudetta zero . Osservando si vede , che «—n
per rapporto alla’ guantitd_positiva da prodursi o
cospira meno di zero, percheé ne allontana la pro-
duzione . Nells guisa stessa , che se uno, il qua-
le debba andare dal punto £ versoC, (Fig. ) in-
vece di avanzarsi per la direzione AC, retroce-
da per la direzione opposta 28, fa un viaggio
¢che si pud dire con tutta ragione minore di zero,
perché meoo si avanza verso il proposto limite
¢ di quello che verso di esso si avanzian corpo
che stia immobile nel punto 4.

E non & forse pitt ricco quegli , che prive
essendo attmalmente di denaro , mon ha punto di
debiti , in paragose di quelio , che non solo &
privo di denaro, ma inoltre ha dei debiti?

E non somo forse il moto , la ricchezaa, €
cose simili semplici relazioni ?

86. Ma senza tutto questo, siag —nc O 03
dunque aggiungendo n ad ambe le parti, dovrd
eSSere ... 0= 0 >n ; il che si vede quanto & as-
sordo .

Si possono vedere gl artifizj , coi guali il Signor
Nicolai professor di Analisi nell’ Universit di Ps-
dova, ha tentato di provar " eguaglianza delle
quantit positive colle negative .

CAPITOLO L
Delle funzioni considerate generalmente .

$7. Fanzione , zit si disse ( n.6.) esser un'es-
pressione analitica qualunoue di uwna data quam-
titd, per rapporto alla quale si considera la fun-

zione . :
88. Sec laguantitd costituente la fundione, sin
tai¢



.
tale, che serbi invariato il proprio valore , la
funzione dicest costante 5 € dicesi vaciabite , se
la quantita costituente sia suscettibile di gmalun-
que valore .

89. Le funzioni costanti non meno che le fan-
ziont variabili si distingnono in varie elassi.

Primieramente altre si appellano fanzioni al-

briche , aitre si appellano trascendenti .

Nelle prime vi hanno parte te sole operasioni
del Calcolo Algebrico ; nelle seconde vi hanno
parte delle potenze variabili 5 dei calcoli logarime
mici, o trigonometrici +

9o. Le funzioni algebriche si dividone in ra-
zionali , ed irrazionali; e queste in esplicite, ed
implicite «

Le funzionali razionali sono quelle nelle guali
pon vi ha parte alcun radicaie incommensurabi-
le , altrimenti diconsi irrazionali «

91. Le funzioni irrazionali poi si chiamans es-
plicite, se nei proprj termini contengano espressa-
mente dei radicali impossibili ; e si chiamano im-
plicite , quando per ottencre il valore detla qnan.
tita, che costituisce la funzione, si deve sciogliere.
un’equazione , di cui le radici sieno irrazionali .

g92. Dividonsi ancora le funzioni in uoiformi,
e moltiformi . Le prime sono quelle , pelle quali

Ja quantitd costituente non puo avere piu di us
valore , e questo avviede quando essa non ba
esponente >1I . .
Allorché la quantit costituente pud ricevere
pitt vatori , dicesi moltiforme , e questo ha luo=
go , quando la quantith sudetta & dotata di un'

espanente >I , come si avra [uogo di vederne la-

ragione , dove si tratterd della Teoria defl’ equa-
zionce . D4 93.

(5 e
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93. L'ultima distinzione delle funzioni é quel-
la delle funzioni omogenee , ed et rogenee .
Funzione omogenea ¢ quella, in cui la somma
. degl” esponenti di ciascun termine & uguale ; al-
trimenti la funzione dicesi eterogenea . ’
Della prima sorte sono le funzioni ...
xy4-bx’oy' s ylrtax’y’4yi4-xt &e.
Della seconda sorte sono le funzioni.....
2 faxy 4y &e. atfbxtc &e. o
94. A tenore di questo principio , una frazio-
ne, il di cui numeratore 2bbia in ciascun termi-
ne un medesimo esponente collettivo , si riguar-
da come dotata di una dimensatone , o sia di un
grado eguale alla differenza, che passa fra la di-

x
Cosl — ¢ funzione di secondo grado , qua-

lora x, ed y appartengano ambedue alla costi-
2

- . x
t1.1210:?e della funzione : — ¢ funzion negativa
di primo grado . J

95- Ura funzione si pud trasformare in un’al-
tra -in tre maniere . 1. Ritenendo le medesime
Jettere ; 2. Sustituendo nuove lettere, o funzio-
ni di nuove lettere a qualcheduna di quelle,

96. Del primo genere sarebbe la trasformazios

. a a . ? e
ne di -+ in t“ : ,c«ii\/x—fz’—}—z

a—z a4z a'—z

.

in
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in ——— &e Queste  diverse espressioni

Vitzt—= ,
significano lo stesso, ma non di rado ama & pid
atta dell’altra all’'uso , che se ne vaol fare.

97. Una trasformazione del secondo genere
si ha, per esempio, € pella funzione a*—44a%2

6a*z*—4a’z+t-2* si ponga y-ta in laogo Jdi
z ; poich¢ la funzione diviene in questa gui-
sa =yt ~ ’

98. Le trasformazioni per sostituzione sowo di un
grand’ uso nell’ Analisi, specialmente per toglies
ve I’ irrazionalia dall espressioni radieali . Noti
avremo campo di trattarne compitamente in ap-
presso » quando tratteremo delle funzioni radi-
cali .

99. Il terzo genere di trasformazione dipeade
dai precetti dell’ Analisi . }

100, Teor. 1.° Se abbiasi y=Funzione(a): si ha pa-
rimente a= Funzione (y) .

101 Teor. 3. Sc siecno X, €&y fanzioni di a4
& ancora x funzione di 5, e viceversa.

102. Teor. 3. Sec abbiasi y funzione diz, g
sia funzione di x , de¢ esserey funzione dix.

Questi tre Teoremi sono per 5 stessi evidenti «

CAPITOLO IL

Teoria de’ fattori delle funzioni Monomie 5
¢ polinomie .
103. Se la funzione proposta sia an monomio 5
il ritrovamento dei divisori & assai facile . Ciascu
pa quantitd componente il monomio , come pure
tutti i prodotti delle medesime , a due , a tre , 3 quate

tro &e. sono tatti diversori del monomio dato
<o

e
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coucché la somma delle quantitd semplici compo-
nenti il monomio , ¢ dei prodotti di tali quantita co-
stituisce la somma dei divisari cercati.

Per esempio , i divisari del monomio a*bed
:‘;ﬂo:b, 29 b,: Cy dg ng ‘b, I {3 ,;bt, l'd, dd’
bl 0 cbe o 'csahd s 4°d b b B ey
. 304 Trattandosi di una funzlone polinomia,
per trovarne tutti i divisori basta determinar tut-
w le quantid semplici , che hapno parte in tut-
ti i suoi termini , per il prodotto di alcune ,
o di tutte queste si divide il palinomio dato, ¢
il quoziente preseafa immediatamente un divisor
camposto, ed ¢ chisro, che guante sono le quan-
titd comuni a ciascun termine del polinomio dato;
: c?s?uc)g sogo i ciliversi prodotti , che passdn"ottc:

T n esse, alircttanti divisori isi
g avers oti divisori composti s! pos-

Si“debbano trovar per esempio i’ divisori compe-
sti de/la funzioone poiinomia g’b-;‘zcbx ‘

Osservo, ehe le quantita comuni ad ambedue i ter-
minisono due, 2, e b, e vedo percid, che potendo
con queste formar sette divisori, posso oftener sette
faft:)n,campasli. Facendo infatti la divisione di
4a?b—2abx per1, pera, perb, per 2a, perab,
pcr_ab , € pe 34D si ottengono sugcessivamente i fat-
tori ga—2x , 2a°—ax , qai—gax, 2ab—qxy oo
4ab—e3b¥ , 24’ b—abx , 44°b—24bn , 28X 5 ChE
sono i fattori cercasi. ‘
," 10y Se la ,funzmnc‘ polinomia sia determina-
a, che sia, pereserppio, fanzione di una letters
data 2, e sc ndn si ablliano quantith comuni af ”
suoi termini , il ritrovamento dei fattori com-
posti richicde la - soluzions di us’ eguaziones ©

pet-



peteid dipende dalle dottrine delf Analisi.

106. Der rapporto ai numeri , I’ oper:zmne&
la ‘medesima. Si vogliano, pef esempio, trovare
eatti i divisori interi di 180 . 1l primo divisore
~1 vedo che & 23 il quoziente yo ha parimente
2> per divisore 1. 1l divisor pin semplice di}}
gs & 3 il pid semplite divisore df 15 ¢ 3 ,Ee
il pig piccolo divisore del quoziente § by . Bes
co pertanto che i divisori pit semplici di 180

0003, 3,323:F ¢

I prodotti di questi presi adue, a tre,a quat~
tro,ed a cinque, somministrano i divisori compostiy
e s0no 4, 6,9, 10, 12,15 »18, 20, 30,36,
45 > 60,90, 180 La ragione di questo m:todo
si concepisce facilmente. Difatto 180 =2. y0=

§.2.2 =15.3. 2.8 =5.3.3. 2. 2 che sono tutdl
i divisori semplici . Inoltresi ha §. 3. 3.2. 2= S. 3;
3. 4=5-9-4=5- 3 1% =s5.18. 2 =%. 3.6.2 =
30. 3.2 = 10.§.2520. 9.% 36. 5= 60.3=90-2%
180., nei quali prodotti uniti ai due addotti di so~
pra, che s0n0 45. 2. 25 15- 3.3+ 3 si contengone

tueti i divisori composti «
CAPITOLO IIL

Teoria delle combinazioni , e delle permutazioni
the possono sussistere in kn qualunque nume-
vo dato di quantitd , o funzioni.

107. Probl. Dato un numero'qualunqae di let-
=, determinare in quantc maniere possibili sl
possano combinare insieme a due, 4 tre, a quat-
tro,&c. in guisa che le combinazieni sieno tutte di-
verse . Soluzione. Steno date m quantitd , € supe
pongasi , che si debbano combisare 2 duca due .

In

9

“1n questo caso & chiaro , che ciascuna delle
w quantitd si deve combinare con tutte le altre,
le quali sono m—1 ; dunque m(m—1) dev’ esser
I éspressione di tali combinazioni ; vi ¢ soltanto
da osservare, che in questa maniera ciascuna com-
binazione si trova raddappiata , onde il vero nu-
mero delle cambinazioni 2 duedi m quantith, ¢
mon—1) ..

N e

Sulg oL — ’ e

Se trattisi di formar le combinazioni di m quan-
titd 2 tre 2 tre, basta combinare ciascuns delle
combinazioni a due rappresentate dalla formolz
[mm—y) - : S :

= con tutte le quantitd m eccettuate le

due quantitd , che si contengono nella combina-

zione a due, che si tratta di combinar nuova-

mente . In questa guisa le combinazio..i a tre ven-
m(m—1)(m—21)

gono espresse dalla formola " do-

ve si fa la divisione per 3 , atteso che altri-
menti le combinazioni a tre si trovano triplicate.
Col medesimo raziocinio si vede , che per ave-
re il numero dellé combinazioni a quattro, che
passono sussistere fra m quantitd, basta moltipli-
cate il numero deile combinazioni a tre e
m (1) (m—2) n-—3
- per .

3. 3.

“Ed in generale,. si concepisce facilmente che
il numero delle combinazioni di m quaatitd, ia
numero di n, deve rappresentarsi dalla formola
" (m—1)(m—2)(m—3) coranassse(M—ti—-1)

2. 3 . 4- sbseirssscnnrrvee BB

5 [ Escm‘f.
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Esempio'. Si debbano combinare insiefe cingue
Jettere a4 b, € d. e. Combinang!oie_acfue per
moltiplicazione , si hanno le combinazionl .ceicms
ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce, de . le
quali sono dieci , come porta la fOrmola ceeece
m(m—1) 3@ ) >
""(“"""z 7 Combinando le medesime lette
2 S
re per addizione si hanpo egualmente dicci coms
binazioni , € sOnO - ‘ o
a-tb, a+c> atd > at¢> bc , btd,b+e,
c4d , c}es d4€5 . .
Le combinazioni a tre per moltiplicazions sono
abc, abd, abe, acd , ace 5 ade s bed, bee , bde s
cde , e per addizione sono )
d,atc+te
a+-b+4-c» at+b+ds a-H:—}—e, at-ctd, ’
at-d-{-e» b4-c4-d, bt-c4-¢> bt-dfe, c4-dt-es
¢ il numero di ambedue quests ¢ = §
m(m—-—x)(m-——-z) 60 ;
—z = 10. 7
2. 3 6 : ) e
Nel modo stesso possono trovarsi le combipa-
zioni a quattro. L.
108. Sq;ol. Il problema delle combinaziont st
pud applicare al ritrovamento deglt ambi, e dei
terni che -si possono formare con 9o cifre .
m{(m—1) 9O 89

——— e —————

pumero deglfambi si trova= : ="
m m——-x)‘(m-—-z)

PRI sl

= 4005 . 1l numero deiternié= — ;7 3

90. 890 88- 8
B e § o,
=75 3 1174

Passiamo adesso alle permutazioni , € s
109.

6

109. Probl. Dataus numete qualungue w di
gmantith , determinare in quante mauicre si pose
sa variar l'ordine della loro cambinazione , ciod
determinarne tatte le permutazioni possibili .

_ Soluzione . Essendo proposte due quantiti 4,
b, ladi loro combinazione, o ella sia per mol-
tiplicazione , O per addizione si pud variare in
an sol modo , ciod possano dare due soie permus
tazioni, esono ab, e ba nel primo caso; « {5,
¢ b4-a nel secondo.

* ‘Essendo tre le quantith date , ciod, 4,4, ¢,
supponiamo che a occupi il primo sito nellacom=
bigazione , & chiaro che le altre due quantita pre-
scntano due permutazioni 3 ma si pud mottere
in primo sito ciascuna dellealtre dued, ¢ dun-
que il numero delle permutazioni ¢ 3 .2.

Se quattro sieno le quantita proposte. 4, b,
¢, d; post. ain primo luogo , le aitre danno
3.2 permutazioni; ma si puo mettere nel primo
iuogo ciascuna delle tre altre quantita ; dunque
4- 3- 2 rappresenta in questo caso il pumero to-
tale delle permutazioni .

Nei caso di cinque lettere 2, b, ¢, d, ¢,
posta nel primo sito a, le altre quattro lettere
som.ninistrano 4. 3. 3 permutazioni ; e siccome
ciascana delle altre quattro lettere pud collocarsi
in luogo di a, il numero completo deiig permu-
tazioni risalta = §. 4+ 3. 2.

Proseguendo lo stesso raziocinio si vede, che
la formnla generale di tutte le permutazioni , che
possono sussistere fra m lettere , & la seguente
m(m——l) (m‘-Z)( m—;) uu.uu,--(m“"'(m—l> ) -

CA-
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CAPITOLO: IV.

Teoria delle funzioni potenziali .

110. Potenza, come si disse al (5. 10.), &
il prodotto di mna ‘quantith per se Stessa . Ella
prende il nome dal numero delle volte, che la
quantita fondamentale 5 cioé la radice , vien mol-

tiplicata per se stessd.
Cosi dicesi poteaza quadrats il prodotto diuna

quantit moltiplicata per s¢ stessa una volta ; per
esempio, aXa =4 £ il quadrato di 4.

Dicesi potenza cubicail prodotro di una gquan-
tity per se medesima ripetuto due volte , come

axaxa=42.

. . ima
In generale si chiama potenza n" il

dotto di una quantita per $e stessa ripetuto
a cui la radice sia

pro-

n—1 volte , cio¢ il prodotto i
fattrice n volte .

111. Il calcolo di questa specic di funzioni
si eseguisce coile regole dell’ Algebra, onde su
di questo non Vi & cosa veruna da aggiungerc.

Cid che dee richiamar le nostre ricerche , ¢
la formazione di una potenzl qualunque , tanto
di una funzione monomia, quanto di uoa fun-
zione polinomia. Sia pertanto

112. Probl. Dato un monomio qualunque .
inalzarlo ad una potenza data. Soluzione . Se il
monomio dato abbia un coefficiente , esso si mol-
tiplichi per se stesso tante volte meno und,
quante unitd si contengono nell* ordine della po-
tenza data . Per il restante del monomio , basfa
moltiplicar gli esponenti delle lettere , che lo

compongono per U'esponente della potenza propo-
‘ Sta o

53
sta. Il risultato &' 1apotenza richiesta del mono-
mio dato.

_ Sia da formarsi la potenza n.™ del mono-
mio 44™ ¢ chiaro - questa potenza debb’ esse-
re un .prodotto., nel quale 4a™ sia fattore
» volte ; dunque debb’ ella essere 4°a™" . Diasi
ad,.n quel valore, che si vuole, e se ne vedri la
ragione con pia chiarezza .

Si debba per esempio formare la potenza gaa-
drata di 4a™; Si avrl 4a™. ga™=4'a*"=1647"
S; ncmdebl:nn formare la potenza cubica , ¢ sa-
;ui?: A 44™. 420 = g3a3™ = 644°™, € cosl in se-

113. Trattandosi di un monomio fratto , s’inal-
zerd il pumeratore , ¢ il denominatore separata-
mente alia potenza proposta . ‘

114. Probl. Inelzare up binomio ad una po-
tenza proposta .Soluzione . Sia a t+-b il binomio
daw, ¢ se ne debba formare la potenza quadra-
ta. Per cid che si & detto di sopra, ella dev’
essere = (a 4-b) {a+4-b) = a® {-2ab +b* . Dunque
il quadrato di un binomio é composto di tre par-
ti, ciot del quadrato del primo termine , del
doppio prodotto del primo termine nel secondo
e del quadrato del secondo termire . ’

Si debba ora inalzare il bioomio a-4-b alla po.-
tenza cubica; Si avra (a-}b)? = (a4-b) (a4-0)
(@ +-b) = @® -32%b4-3ab° -7 . Di qui si vede
che il cubo di an binomio & composto di quat:
tro parti, cioé + del cubo del primo termine
dQl triplo quadrato del primo termine moitipli:
cato nel secondo, del triplo quadrato del secon-
do termine moltiplicato nel primo , e del cubo
del sccondo termine . S

e
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Seguendo lo stesso principio delle successive
moltipiicazion§ , si trova, che la potenza quara
di un binomio & della forma
(a--byt=a’t-4a7b-4 626 -4ab -+
che la pctenza quinta &
(a4-b)5=a5+5ath+10a°674- 10475 ~+-sab*4-5°
che la potenza sesta & (a-+b)°
=ab4-Ba’b-15a%h*-20a°b -1 sabt4-6ab5 b6
¢ cosl in seguito delle altre,

11§. Proseguendo perd ir questa guisa, qua-
Jora si tratti <i formare una potenza un poco
elevata , 'operazione divicne operosa eccessiva-
mente .

Si vide percid fino dai primi Algebristi , che
faceva d’uopo trovare un metodo per cui si po-
tesse procedere pil dirercamente alla formazione
di una potenza qualunque , senza dover passare
per le potenze inferiori . Questo metodo fit tro-
vato per induzione da Newton, con osservar la
legge » che sussiste fra i successivi termini di
una potenza ottenuta per mezzo della moltipli«
cazione .

116. Dall’ osservazione dei termini , di cui &
composta una potenza quadrata , cubica &c. diun
binomio , si deduce infatti,

1.° Che il numero de’ termini di qualun-
que potenza di un binomio ¢ uguale all’espo-
nente della patenza medesima accresciuto di un’
unitd .
2.° Che il primo termine della potenza ¢ sem-
pre uguale al primo termine del binomio inalzato
alla potenza proposta.
3.° Che nel secondo termine della potenza
comincia ad aver parte il secondo termine del
bi-

68

binomio colla potenza lineare, eche va sollevan.
dosi ‘gradatamente nei successivi - termini ad on3
potenza sempre maggiore di un’ anitd, mentre
il primo termine del binomio va deprimendasi nei
snccessivi termini della potenza , ad ug’ esponen-
te sempre minore di un'unita. Di qui ne deriva,
che la somma degl’esponenti di ciascun termine di
una potenza qualunque & costante , ed eguale
all> esponente stesso della potenza , e che I'ultimo
termine & uguale al secondo termine del binomio
inalzato alla potenza proposta.

117. Per rapporto ai coefficienti si osservd , che
il coefficiente del primo termine & sempre 'uni-
th; che quello del secondo termine ¢ uguale all’
esponente della potenza proposta; che gnello del
terzo termine & uguale al coefficiente del secondo
termine moltiplicato per I'esponente della poten-
za dimipuito di un’ unita , e diviso per il nume-
ro de’termini , che precedono quello, di cuisi trat-
ta, cioé per 2 ; che il coefficiente del quarto ter-
mine ¢ uguale al coefficiente del terzo moltipli-
cato per |’ esponente della potenza diminuito di
due unitd, e diviso per3.

Ed in generale che il coefficiente di un termi-
ne qualugque ¢ sempre uguale al coefficiente del
termine , che lo precede , moltiplicato per I'espo-
nente, che in esso ha il primo termine del bino-
mio , e diviso per il numero de’termini , che lo
precedono . '

118. In altro modo : Facendo il prodotto di m
fattori diseguali x4-a, x-4b, x4¢, x-4-d &c.si
trova per risultato x™4-(a-4-b4-c4-d &e. ) x" A=
(abtac &c. +-ad &c.) x™*-(abcabd &c.
~-bed &e.) x™% &e. dove il cocficiente del

se-
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Secondo termine ™ & la somma dej secondi ter-

mini @, b, ¢, &e.; il coefficiente del terzo ter-
mine ¢ uguale alla somma dei prodotti a due del-
le m quantitha, b, ¢, d &ec.; il coefiiciente del
¢MW e li somma dei prodotti a tre delle mede-
sime , e cosi in seguito . Dunque se i secondi
termini a, b, ¢, d &c. si suppongano tutti egua-
li , il coefficiente del secondo termine risulta
=ma, c tolta la quantitd letterale , che non appar-
tiene al coefficiente , risulta =m ; nel modo stes-
so il coefficiente del terzo termine » in virut del-
la Teoria delle combinazioni , si vede » che dev’
m{ m—1)

essere = " the quello del quarto ter-

m(me—1)(m—32)
mine dev'essere= ————— s € cosi in
. 2 . 3
seguito .

119. Resta da osservarsi la legge , a cui vanno
sottoposti i segni, ed ¢, che, se i due termini
del binomio abbiano segno diverso, la potenza
qualunque di esso formata debb’ avere i segni
alternativamente positivi, e negativi . Difatto i
due termini del binomio passano alternativamente
nei successivj termini della potenza, per le po-
tenze impari , le quali conservano sempre il segno
della radice . Sei segni del binomio sieno i me-
desimi , tali saranao asche quelli della potenza .

130, Da tatio questo si dedusse dal gran New -
ton , 0 come aitri peasa , da M. Pascal ( Vedi il
Tomo 4. dell’ opere  di Gior Besnonlli pag- 173 »
che la potenza m di a5, cra espressa general-
mente per (a4-0)™ = APAta™ Dt wurivnirirnens

» (m—1)
E 2 2

68 - \
m( m:—_‘_zam_z b2 +M_:_ﬂ o™ B4

2 - ,
» (m—1) (m“-z_}__(_”_’.ji a4 b prres 4 A ST
e e e s
. o i la
z‘x! Ape;;ta in questa maniera la strad:;rlu.
o‘nizionc di quest’importante Tcorcncxlz;‘,rm’c‘
ce%a che perdecoro, ed zv_anznrn’engo - gm
bra st investigasse dagli Analisti una
B erasione , ¢ che s inoltre, se la for-
dimostrazione , e che st provasse m”:. ,mi o
mola esposta potesse aver luogo ncc qxu;:c;unq;c he
i inato m avess ue v
*esponente indeterminato m \ ue Vo
%:“scp negativo , fratto , irrazionale, ¢ d‘m(r:n::%dorcet,
Ecco una dimostrazioue del Ch.M. de
disfa a tutto questo . ] L
Chex :: §ia 14-x un binomio , che sl d?b?:uce :
gare ad una potenza m . La question¢ si rche 2
trovare una funzione di x, ¢ di m,
m 4
=(1 x) - . d‘
(S;t)sscrvi a quest’effetto , che l2 fun;:?‘:;éovi
cui si tratta, dev’ esser tale , che sos! A
m-}-1 adm , e risulti una nuova funzvoncr 13-:;
Je al prodotto di (142" molnphcatc;igcﬂ—"x ‘
che posto m=90 sia =1,¢ posto m=1 ,da c;& T
Tutto questo deriva naturalmente
i i lle potenze.
si & detto intorno a ke,
Cid posto, 313 (x+x)m=A+B;-};Cx’;{;I;unZio.
(m)"»® , dove A, B, ¢ &c. (;m ‘slo D nte
ni indeterminate -di m, ed (m)® &1 i;ciando -
di un termine mesimo qualunque com )
: " L ¢
BxSia inoltre (x-4-x) ™" = .‘1'4'-8’:: +4C ::)"ficb:
-(m-4-1)"x", essendo A, B, ' &e, (m+

H n
che divengono i coefficienti /1, B, ¢ &ec. (m) A s:
in vece di m vi si ponga m=-1 .



’

. ' 69

Essendo (14-2)M*7 = (14-2) P {14-X) consarareraece
sard A'4-B'x4-C'x* 4D &e. - (M- X" Zeere
(A--Ex4-Cx*4-Dx* &e. 4 (m)"x") (1+-%)» © sia
facendo la moltiplicazione , e traspoaendo mtto
in un membro , o

A J-B'x 0 x* +-D'x? &e.- (m+41)"x" )
— A— Ax—Bx* &c. —m)"x" ) =0
. —Bx—Cx* &e. —(m)"x" )

Questa & un’equazione , che ha i coefficienti in-
determinati , e percid (n.81.) siccome non si trat-
ta, che di verificarne ['evanescenza, in qualunque
mndo cid sia , si pud supporre uguale a zero
separatamente ciascuna colonna verticale di coef-
ficienti , ¢ formare per conscguenza Iequazioni,
che seguono 1.t A' = A3 22 B =BA, 3.4 Ct

=C +B; 4.2 D'=D4C &e. n "™ (m-4-1)°=(my" -
(m)n—x .

Alla prima si sodisfa con porre A= A=1 5 die
fatto nell’ipotesi dix=o,le funzioni 44-Bx4-Cx*&es
A 4By} ¢'x* &c. debbono divenire ambedue
uguali all’ unita .

‘Per sodisfare alla seconda equazione B'=B+-X.
basta porre B=m , poiché risulta B'=m--3 » vale a
dire , «io che divienepdqualora si ponga m-}-1 in

vece di m . mt —m
Per verificare la terza , basta far =77
m®4-m

perche in questa guisa risulta Cl=—"""""> che

& ¢id, che diviene € , se in lui si sostituisca m-}-1

per m .
Ottenute queste prime determin azioni 0ssErVO,
che i coefficienti dei primi termini (.cmponen;i
E 3 2

70 )
lafunzione richiesta si riducon
o alla forma B=m.#;
(m—1) (w—2) ’

C= “‘"’;""5;0:

C &c.. Si pud dun-

gue cfedere, che supponendo P (m)"=2 (m)"*, si

b L s - ’ st

avragno per P, e & dei valori sempiicissimi .

Questa supposizione si vede , che deriva daifa na-

tura dei suddettl coefficienti , perehé per esempio
(m—2) . (m-—1)(m—2)

C ecuivale a

- &

303

d

= %’ €, dove 8, e C s5i possono prendére
sotto forma lineare .
Si vede dntora, che trovata Iespressione gene-

nledi P,eP inm, edn, tle che 7’ sia
funzione dim , ed # senza ccstanti indeterminate,
“w . R 4 2

si debbe avere dall’ equazione (m)" = 'E(m)"" il

valore di ciascon coefliciento (m)", comincian-
d}’;;ﬂ primo , per il quale si ha m=1 fino all’
ultimo, in cui m=xm , ton che sarh tisci

2, I8 q % tisciolta la
~ Per riescire nella divisath determinazione di P,
e 9 si avyerta, che essendo (m—-1) =(m "-}-(m)"
dev’ essere ancora (m)“-_-(m...,)“_{..(m....;)“" ed

L SN ?

0;:) = (m—1)"""4-(me1)"7 . Posto pertanto,
che per la sostituzione di m—1 in luogo di m ,
in £,e @, P dfﬂaga: P..’-.p, ® 2; 47,
e che per la sostituzione di m—1 in vcc:(-iivm,
e din—1 in vece di n, P divenga = P-4p',

&) o= {9‘ ] s
c .2 QA9 5 Si AVIL cigecerrnnnsnegeageanstsassenee

(P+p)
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(P4p) (m—1) "=(24:q)(m—1)""", come pure....

(P4-p)m—1)"" =(2:+4-¢") (m—1)"7 .
Sommando adesso queste due equazioni si ottiene

P(m-1) - Pm-1)") _ Q-1 - 2m—1)"

(D4 pim1)p m-1"™) Hgm-)""+q' (m-11*

Per fissare opportunamente il valore delle inde-
terminate , si- divida 'equazione () nelle due....
P(m-x)“+?(m-l)“"':ﬁ)l(m-—l)“"‘-{-gzgm-x)“"‘.(B)
p(m-1)“+p‘(m«x)“"’:q(m—-l)“"’—{-q'(m-—l)"".(C)
Oltre di questo si ponga P=am--bnt-c , ¢
S=a'm-4-b'n4-c .

Per. determinare a4, b, ¢, a', b', ¢! si sodisfaccia
all’equazione (C) con porre p=o , ¢ g'=0 , onde st
sbbia p'=g ; Questo si puo fare legittimamen:
te , perché basta per 'oggetto proposto, che si
dia luogo all’equazione , e cio si pud fare co-
me torna pit comodo , mentre tutto & indeter-
minato .

Da questa prima determinazione ne segue , che
essendo p:?+p—1’:am-{-—bn—b+c_.¢m_bn_c
debb’ aversi p=—=b ; parimente essendo p'=P-{-p'
—Pzattt— a—4bn— b4-c— am—bn ~—¢ , si ha
p':——a—-—b .

Con lo stesso raziocinio si trova g=—b' , €
g'=—a'—}' Dalla prim’equazione p=—>b risulta
b=0; dalla quarta g'=—al—b'si deduce a'=—b',
perché g=o; Nella seconda p'ze—a—>b si ponga
? in vece di p', ovvero —b', che gli &ugua-
e, e si avrd b'=a, perché b=o. -

Di qui si conclude , che P pud esser della
forma P=am--c, ¢ Qza (m—n)—4-c' . Inoltria-
moci pilt dappresso alla determinazione di que-
ste quantitd . Nel caso di n=1, [’equazione ipo-
tetica P (m)*=Q(m)"* diviege Pu=2)., ciod si ha

am-4=

3
Zm+m.4m-¢- ¢!, di dove si deduce em=cla;
per sodisfare a ‘quest’cquazione si ponga =0,
e con cio sard c'=a.
Questa supposizione si pud fare, perché ¢ y €'y

" ed a sono quantitd indeterminate, che si debbo-

no adattare alle condizioni del problema ; ed ol-
tre di questo & facile a vedersi, che senza che
sia c=0, non si possonoaver?, e Q. inn, ed m,
come si richiede .

Da tutto questo si pud adesso raccogliere ,
che puo darsi a P la forma am, ed a @ la
forma a (w—n-+1), onde abbiasi P=an , ¢ 9=

2 m—ni1
a(m—n-}-1) ¢ percio 5~ =

- ; Dunque si

(m—n-41)

ha finalmente (m)"=(m)"" — formola

generale , da cui si puo dedurre successivamen-
te ciascun coefficiente , cominciando da quello del
secondo termine Bx., che si pud dire il primo,
perché A ¢é sempre = 1, come si & veduto di
sopra . '
E’ facile poi a vedersi , che la formola <o
(m—r4-1)

m)" si riduce a quest’altra ceeee

M(Mm—1) (M==2) oree (M—n—4-1)

formola , che
I,O 2. 3 PYSTTIT LR TIRY Y TR 1) n )

ha luogo qualunque sia m .
Ecco dungue che (14x)™ ¢ =14 mx +
(m—1) m(m-—1) (mM—3)

m x4 DL TR o

2 2. 3

qualunque sia m positivo , © negativo , inte=

ro, o fratto, irraZionale , o immaginario .
123,




113. Quittimqee Fésposta dimostrzione possa
bastare a:soiurdmmte,/ﬁdﬁdimeﬁofsim st
tratea di un Teorema di somma importanza , re-
puto cosa utile, addurté wo’ aitra pi elegante
di atsai , ¢ pit peesussiva. :

124. Sia daformarsi la potenza m, A0 i un
binomio qualusque a-f-¥ . Siccome (a45)"™

4 414" @ o
.-..—( N b™,posto 5=x si vede , ¢he be-
sta dimostrare generalpente la formazione della

potenzam. "™ del binomio x-t1.

Sia pertanto(x-1) iz px® - Hx" 1fontt Ke.
dove A4,B,C &c. soro coefficienti da deteeminarsi.

La forma dell potenza (x-Z-r)“‘ dz nei sup-
pastd & arbitraria , ma ron v’ & perd da temere s
¢hie ci possd condurré in errore, perché’ qualo-
ra non potesse sussistere , i risaltati delle opes
railoni, che sidebbon fare , per determinare i
coefficienti, dovrebbero riuscire assordi , ¢ mo-
strare con cid 1impossibilita della forma sup-

osta .

Prima d' inoltrarci mella ricerca del valori di
A B, C &c. osservo , che queste indeterminate
debbono esser funiziani dime 3 poichit pon & pos
sibite , che detti coefficientl rimangano i mede-
simi , qualora mutisf it valor dim, alttimenti do-
vrebbe risultare (2 )™ x2(x4-1™t il che &
fiiso. Sofio dunque i suddetti coefficienti varia-
bili in conseguenza delle vasiazioni di m cosic-
cheé se per m 5§ Ponga M~ 1, M — 2 M— Jo-B— 8,
i coefficienti A, B, € &c. debbon prender diverso

valore.
Que-

szcsﬁ diversi valori noi li rappresenteremo
in questa maniera , che quando I'esponente sia m,
sieno essi espressi per ™, 8™, C™ &c.; quando
I’ esponente sia m— 1, per ATTT, BT (W7 &,
quando sia m— 3, sieno espressi per A2 g2
€™ &c, , ed in generale , essendo I’ esponente
della potenza m— n , i coefficienti siero rappre-
sentati per A™ ",B™ ", T &, ’
Fosti tutti questi preliminari; veniamo al no-
stro oggetto . . 4
v Essendp(x—{—x)“‘:ﬁ"‘x“‘—}—ﬂmx"‘"-}—@x“‘"&c.
(P), deve essere abcora. (2 (x413 JB=a™ 4y
,mpm,m=1&c Ma siccome si ha pure (2(x+-  9)h
=((2x-4-1)41)™ sostituendo 2x--1 in luoge di x
pella formola (P), risulta necessariamentes. ee..
(2(x41))"= eue

’ "ee »

A2 x--1)"4-B™ 2x+1)“‘"+(“‘(zx+1)’“"&c. =

zm.d’“.d’“x"‘.{—z’“".ff‘“ﬁmx‘““-{-z"‘".A’“C’“x“’" &e.
2

mfxb‘m/gm-x +2m—zbmbm-x &e.
Fam2CmAm T &e.

e fatto il paragone col valore trovato di sopra ,
=z"‘A"‘x“‘+z"‘B‘“x‘“"+z‘“C'“x‘““ &ec.

uindi si deduce a™A™AM=2 AT aMBM=,...
zm"'(.AmBm-{—Bm./t“‘"), M (m_,m™2 (Ifm(m
+BmBm-x+cmAm—z ); am DM o M73 (Ampm
+BF"C’“"'+C"’B’“"+D“‘A‘“" ) &ec. Dalla pri-
ma si deriva A™=1, onde.s™ & gencralmente
costante =1z A™ Tz ™ * &l

Dalla seconda equazione si'ha 2™B™=2"B";
percid da_questa non si pud dedurre conseguen-
22 veruna , ¢ convien investigar £ con altro
mctﬂdﬂ_o . : .

' Ma
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Ma tralasciata per adesso la ricerca di B, pas-
siamo ad osservare , come si possano determinare
gltaleri coefficienti .

Dalla terza equazione , 2™ (™= 2™ (AT ™

Bm B m=E

f—}-B"'B‘f""—‘—C“‘J’“”) si deriva (®=2™ " T
™ Bm‘! ™ Bm'!

= 2:""“2 = 1. 2 ° .
Prima di passare al quarto coefficiente si av-
BmBm-t
verta, che essendo (™ .—_—""""I ; dev’essere (™ 1=

Bm“t Bm‘z Bm‘z Bm"; .
—— T e T ed in generale
.« 3 .
1 Bm-nxm-n":
B o e—— . ,
o= 1.2
Cid posto , si pud dedurre dalla quarta equa-
mpm _ zm‘} (dm Dm+Bm cm 1 +CmBm t 3
Em Bm’le‘z Bm Bm"l ~2
+ Dm"{m")fbmz 1.2 + 1. CI08 ve

BmBm"‘!Bﬂ\“Z
=T, 3 ° pmBmTIpmTigmd
Nel modo stessosi trova E

zione 2

TV oo o e &
=

1.2-3-4°

ed in geperale un termine nS™ qualunque T
pMBmMTIEMT BmTne2

'y

si trova = 1.2.3 eee B
Ecco pertanto ridotto il problema in guisa,
che dipende solamente dalla determinazione di B.
Per aprirci-la strada a questa ricerca, supfFongas

6i 5 che m prenda successivamente re valori »
che

76
che sieno », 5, 7-4-5 5 Si avri com'é manifesto ....
(x+1) = (*~4-1)". (x4-1)*; Masiha (x4-1)"=.
X A-B I C T DT &l ed (X -1) iz
xS HBt T T DT e, 5 dunqueteseee
(1) (x4 1)%= aF Sy praresTr | &e,

. BT &ec.

Ma si sa essere (x~1) o=y TS LTS THTT &e,
dunsquc paragonando i termini omologi si avri
B’Is =B" 4 B*, e per un simil raziocinio ...
B"® = B*—B° : Si ha dunque generalmente ....
Br = Br:p®, e percio BM ¥ = BM—t=£* Di qui ne
segue che qualunque sia m, se essocresca, o de-
cresca, I’ incremento, e il decremento, che indi
riceve B™, & sempre costante , perché dipendente
solamenteda s,

Ne segue in secondo luogo, che se m prenda
successivamente i valori ...ve =35, —35, —5,
0, 455 25, 435 eoe i B corrispondenti deb-
bono essere della forma ... —3B* , —258%, —5%,
0, 8%, {-2B°, 4-3B°&c. poiché se nell’equa-
zione B™* ® = B™=-B* pongasi m=s , preso il se-
gno - risulta B**=2B°; se pongasi m= 25 , ri-
sulta B?* = 3B%, elo stesso vale pigliando m=—s,
=25, =35 &C.

$’ inferisce pertanto, che se i valori di m si
prendano in progressione arimmetica , di cui la
ragione sia s , I coefficienti B debbono risultare
anch’essi in progressione arimmettica di cui la
ragione sia B°.

Si vede poi faciimente, che si pud prendere
per s un numero infinitamente piccolo ; onde si
comprendano nella serie —3s , —25, —5, 0,

“ s, 25, 435 &e tutti i valori reali pos-

sibili, . (
Si
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Si pud intanto concludere con tatta la generl
lith, che essendo m un numero reale qualunque,
B™ ad m avri sempre un rapporto costante.

Inoltriamoci nel raziocinio.

Dovendo aver B™® ad m un rapporto costante,
se sia A un numero costante , si pud supporre
B™ = m; resta solo a determinarsi il valore di
», valore , che dovendo esser costante » basta co-
noscerlo in un sol caso . Suppongasi pertanto

Cl
m=1: Si aved (ven)T = AXA-BI - T e &ec. e

percio Bl =13 dunque nell’equazione BM=0 5 .e
az1, ¢ B"=m.

Per applicare il raziocinio esposto anche ai ca-
si, nei quali m sia immaginario , sia 7 una quan-
tith immaginaria qualunque , ¢ una quantitl infi-
pita. Si potra formare come sopra , una progres-

3T 2T T

sione arimmetica weemee = 5 2 "t‘ =,

T 2T 3T
0, +‘;‘, +—t‘,+‘t‘ &e, € si avranno come

sopra [ espressioni dei valori di B come segu¢ *

T T T T g
—387, —2 B ,,—B T’°’;+37

Dunque anche in questo casosaranno i B ai va-
lori corrispondenti di m in una ragione costan-
te, e percio sard B=m.

Essendo dunque generalmente BM=m , si so-
stituisca questo valore in luogo di 8™ nell’espres-
sione dei coefficienti € , D, E , F &c. € i otterrie..

x4-1)

78 (1)
(x41) M=x" Lma™" A4 T X m=s

m( m—1) (m—2)

2 . 3

la Newtoniana .

125. Fin qui con induzione . Vediamo adesso
come si possa liberare la dimostrazione addotta
da ogni taccia d’induzione .

_ Suppongasi provata , come sopra , la verita del
Teorema, di cui trattiamo per un numero r di coef-
ficienti dei primi termini della funzione x™4-8x™ "
-cx™* &c. lo dico , che il coefficiente del ter-

mine ( 71 ):'fim" sard soggetto alla medesima
lggge , per cui si son ottenuti gif antecedenti,
ciod che detto ¥ il .coefficiente del termine
N BmBm-!.'le-r

y. i esimo d b \] = — —
(r41) > debb’eglt esser = 9o

Per dimostrar questa veritd , si chiamino S, R,
R &c. i coefficienti dei termini che ordinatamens
te precedono il termine ¥ . Per il raziocinio es-
posto di sopra si deve avere 3™ F™ = 2™ H(ATIT
+Bme't+Cmsm’z "“"+smclﬂ-t+2 + rﬂBm-fft
m7ry | o sia (3T—2) P™ = (BT,
+gmcm"r+z+7-m3m‘r+r) I (922 .
‘Osservando intanto i prodottj 8™T™ %, CMg™ T &e.
si vede esser questi formati in maniera , che se
uno de’ fattoti sia il coefficiente che appartiene

x™73 &c, che &la formoe

al termine ... (2)™™° dopo il primo , I’ altro
appartenga al termine (#)"™° dopo il termine

esimo
(r+1) » ¢ che questo ha sempre per espo-
nente m—n, mentee il primo ha per esponente

m . Quindi se il primo di questi fattori dicasi M>
ed
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ed il secondo N, sard, in virth della formola

Newtoniana, dimostrata fino al termine 7 Jume
(e 1) (M—2) eceee (m—n-+1)

M = Lo 20 3 eeeone B
a(a.g-x)(m-—z).....(m—-ar—i—n-i— 1)

Nm = ! ) O '2- 3 esogpr (7———71) 4
(m——n)(m——n——;) (m-—-ii—x) od
M™N e e N -
ST 2. e (P :
mma—1)(m—2). ,...(ﬂ::+ 1)
MTNT E(, 2.3 ) (1- 20 3.u(r—") )

§i vede pertanto, che ciascuno dei progotti

BRImTICES™ &c. hasmss un medesimo nume-
catore , siccome non dipeade in alcua modo dan.

Dicasi L questo pumeratore; si diano ad 2
qutdi i, valori interi possibili da 1 fiop ad r—3X »

e si trover che fa formola (@) si riduse’
G 19 .
L

forma v (F— WL\ 705 )
X

1
e et e EIPE

+H ?‘-o)‘(’l 20 3..-.(7_.;2))_*_{;:——3.3")(‘ a3 2)
1

1. 2. 3-.-..0.('?‘ I) . . . .
sesta serie di frazion} dicast k,e si molti-

plichi per I"al¢ra seric 18Fee 75 © si avrd
' ' r r—1) T0—0) (r—2)
- e e

K S e P B

L (r—ny—3) rir=—1) T
7 T Oxg questa funs

1. 2. 3 1.2, A
come si puo veder

gione & =(1-4-1)f—32=3"— W, )
. a-

“possibile la formola

le, maessa, ctme tipoi se neavvidd

facilmente ; dunque k:;—‘“z—“;f; quindi ...

(a*—2) L

(zt,_.z)Vm :’;";“’;:;; e 'pcrgié si ha fingle
”(m_l) (”—-:) Y Y eIy (m—-—-r+[ )

mente ™ o 3 .—

o 3o scﬂunnuno."“‘r

Bﬂ\Bm_!B!ﬂ.z‘M'yn :
= 20 B W »
Ecco pertanto, che dati ¢ssendo r termini,
in vired dei principj del nostro calcolo si ot-

tiene sempre il termive (r--1) SRmo  dipenden.
te dalla stessa legge-deglt altri , ¢ per cio della
forma Newtoniana . Riman provata per tanto

con tatto il rigore, € con tatta la generaliti
del binomio, come siera

"E siccome la formazione di una po-
ae di una fanzioné polimonia si pud

Proposto .

tenza qualung

ridurre facilmente alla fovola del binomio, la

Teotia delle potenze riman trattata , compita-

mente., X )

136, Il Signor Euler ha tentato anch’ egli d’in-
vestigare deile dimostrazioni geterali del Teo-
rema esposto , ma vi & rigscito con SuUCCEsso

moito infelice .,
Una egli ne dedusse dal Calcolo Infinitesima«
e egli stes-

50, ¢ lo confesso nel Tom. 19. pag: 106. de’Nuo-
b ‘Comment.-di Pictrob,, essa & una vera petizione
di principio , perché il Calcolo Iafinitesimale sup-

pone come vero generalmente il suddetto  Teo-

rema, o o
La seconda dffostrazione , che egli zdduccgel
0
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yomo suddetto pag. 104, non so se meriti mag-
gior lode.

{ di lui raziocinio & , in poche parole 5 del
seguente tenore . ‘
Si sa, che essendo m un numero intero positi-
m m(m—1)
vo, (14x)" ¢ =1 +"I‘x“."" ot "
m (m=—2) (Mm—3)

+ 23 x? &c. Qualora m sia un’nu-

mero negativa , o fratto , sia (m) cid . che dev’
essere (14-x)™, come pure sia (n) cio. che dev’
essere (1-4x)" .
Considerando m , ed » tome numeri interi po-
sitivi dovrebbe aversi (m) (®) = (1-4-x)™ ¢-x)"
(m-+4-n) (m—-ny (m-{-n-1)

= (™= x+ T, x*

&c. , e nel modo stesso dovrebbe aversi (m) (1) (p)

5 ()™ (140" X (1P = (1) M S

Sia m=n=p, onde m—-ntp sia =am ; sara

Y™, ossia sara (mfs = (am)
i

2

X
. 2

((140™? =((1-4x)

Si ponga am=i, ¢ percio m="", ¢ si avil w

a .
i i i ( i-1 )
)= 1P =R s T (7 HF
2

&c. Dunque la formola Newtoniana vale ancora
per il caso, che m sia wo pumero fratto qualun-
que . Per il caso che sia m un numero negativo,
siccome si sa, clie essendo m intero positivo , si
, m m(m—1)
by by = (142 =14 a7 &
F ed

82 ‘ o
ed (my(n) = (14007 (P =10
{m~+-n) (m-4-n—1) 1 :
; x* &e. Si ponga m=—m, ¢

1
siavrd m) (—m)=1; quindi (— -
) . )=1 ; quindi (—m ) )

= (14x)™

.3

Ty P mim—
X 2

127. Questa dimostrazione, si vede primiera-
mente , che suppone provato il Teorema, di cui
si tratta, per il caso dell’esponente intero positi-
vo ; questa prova poi , come si raccoglie dalla
Memoria citata ; ¢ dedotta dal Signar® Euler dal-
la moltiplicazione dei binomj, vale a dire da una
sempiicc induzione ,

Tutta la dimostrazione risulta per conseguen-
za meramente induttiva .

Di poi si vede, che la prova per il caso, in
cui i’esponentc sia fratto , in tanto conclude ,

: :

perché ’esponente assunto = ¢ fratto in appa-

1—5 x? &e.

" renza , ed in sostanza & intero .

La dimostrazione per il caso dell’esponente
negativo non richiedeva punto I” applicazione
del principio (m) (n) = (m+4n); poiche si s3
dagl’ Elementi dell’ Algebra, che (14x)7" &

1
= (i—{-—x)_’;; onde supposto dimostrato il Teore-

ma per il caso dell’esponente intero positivo , si
1

ha senza piii (1-4-x) "=

(R

l+__'_'_'x m(m-1)x * -
1 I.8 Fi-
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Finalmante la dimostrazione di Euler non si

estende ai casi, nei quali sia [’esponente irrazio-
pale , ed imaginario .

CAPITOLO V.
Teoria delle funzioni radicali .

128. Dicesi radice , come gid si accennd »
ura quantiti, che mediante la successiva mol=
tipiicazione per se stessa , ha prodotto una qua-
lunque potenza . Il numero delle volte, cheelia
ha subito la reciproca moltiplicazione in se stessa,

200P8sfufd di un’unity, mostra I'ordine della ra-
dice . Quindi a si chizma radice dell’ ordine

n."™° della funzione a", se a" equivalga ad un
prodotto, nel quale a sia fattrice » volte.

129. Quando una funzione data non ¢ potenza
esatta di queil’ ordine , di cui si vuo!l la radice,
Iestrazione della radice non si pud effettuare con
esattezza . In questo caso si suole indicar solamen-
te I'estrazione da farsi col segno y/, dentro di
cui si pone il numero, che nedimostra 'ordine.

n
Cosi \/a significa, che dalla quantiti a si debbe

estrarre la radice dell’ ordine n.Y™° .

130. La lettera n dicesi esponente della radice,
o del radicale, ed ogni quantitd, che moltiplica
un radicale, si chiama coefficiente , come sareb-

.
be , per esempio, 3z nell’espressione 3a \/b .

n
131. Le funzioni affette dal segno y/ diconsi ge-
peralmente .radicali , e distinguonsi in reali, ed
immaginarj 5 particolari , ed universali.
Fa I pri-

8
j*l primi sono quelli, che indicano un’estrazione
& radiee, che sia possibile in guantith intiete, o per
approssimazione , il che avviene, quande la radice,
che si debbe estrarre & di grado pari , e lafunzio-
ne proposta & positiva 3 o quando la radice ¢ di
grado impari , la funzione proposta essendo affet-
ta da qualunque segno, positivo, o negativo.
132. Se un radicale indichi un’ estrazione im-
possibile , si appella immaginario ; Questo ha luogo
allora solamente , quando si debbe estrarre una
radice di grado pari da una funzione negativa .
Non vi & infatti alcuna funzione , chg essendo
moltiplicata per se stessa un numero imp‘aﬁ ‘
volte possa produrre un risultato negativo . Es-
N
sendo F una funzione qualunque \/ — F rappre-
senta tucti i radicali imraginarj. an
$33. Se abbiasi un radicale della forma \/—ax,
ed in esso sia X una quancity variabile , si po-
trd chiamare con M. Cramer, radicale demi ima-
ginaire, cio¢ meazo immaginario, o immaginario per
mety, perché potendo x divenir positivo , e nega~
tivo, il divisato radicale puo esser reale , ed
immaginario .
134. [ radicali particolari sono quelli, nei qua-
li non si hanno sotto il segno, che quantita ra-
zionali , ¢ sono universali quelli, che compren~
dono sotto il segno delle quantitd razionali , ed

irrazionali ; Sia\/ Guna funzione irrazionale qua

» m._..
lunque , e sari \/P-=\/ G una formola espri--
mente ogni radicale wwiversele .
SE-
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SEZIONE 1.

Del Calcolo delle funzioni radicali .

135. Il Calcolo di tutte queste specie di fun-
zioni & in parte soggetto a delle regele particola-
ri, che fa d"uopo conoscere precissmente . Si
premettono i seguenti.

136. Probl. Ridurrele funzioni irrazionali alla
forma pit semplice. Soluzione . Se 4l radicale
proposto sia monemio, si osservi, se fra i suoi fat-
tori vi sieno potenze perfette dell’ordine espres-
so dall’esponente del segno prefisso , & qualora
cio avvenga, si estragga da tali termini la radice
propos:a , ed il risultate si prefigga per coefiicien-
te del radicale , avvertendo di lasciare sotto del
medesimo il pradotto di tuwti quei fattori non
suscettibili di estrazione esatta. :

Esempio. \/4a% si riduce A 24\/b, perche da
4, ed a* si pud estrarre esattamente la radice
quadrata.

137. In altro modo. Si riducanoi termini del
radicale proposto a potenza fratta, il che si pud
fare, come si vedrd in appresso ; per ora basta os-

n__ m '
servare, che \/p™ = p =, 5 difatto se formisi la

ima - . . .
potenza ®.*™ di ambedue i membri risulta
m.n

Ph=p =P 't & faccia la riduzione degli

esponenti, e si avrd la semplificagione richiesta,
Esempio . Sia da semplificarsi la funzione

\3/84369. Questa si riduce alla forma ..ooeveeemnae
d F 3

..

86 .

I 3 5 ’ s
$-a b7 2417*“.
______i___}_ , ¢ questa si riduce a -——-13 =

3 ! ed—

“3%;3

5 s

E:X b 3 ‘:za 3__.

X TV
d——

138. Qualora poi sia questione di semplifica-
re un radicale polinomio, nel quale vi sia misto
un fattore parimente polinomio, e che sia poten-
za perfetta dell’ ordine . di cui si tratta, convien
saper conoscere a colpo d’occhio un tal fattore,
il che richiede molta pratica nel calcolo, e mol-
ta prontezza d’ ingegno . o

139. Probl. Ridurre le funzioni radicali al me-
desimo esponente. Soluzione . Si riducanqn.'ad!-
czli a potenze fratte ; gli esponenti fratti st ri-
ducano al medesi no denominatore ; quindi si ri-
conducano le potenze fratte alla forma radicale,
e si avra la riduzione dimandata.

Esempio . Sieno da ridursi al medesimo espo-

N n m .
nente i radicali \/a*6® , y/rd® . Tolti i scgni
radicali, le due funzioni date divengono della

2z 3 S S
forma ... 4 ';‘b'; s € — d

— 3 Facciasi la
m- m

‘riduzione degl’esponenti al medesimo denominatos

am 3m n 41

p b
re , ¢ ne proverrd 4 - m s € n

m nm ,
€ ICe
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e restituita la forma radicale si avrd finalmente
ma s N ‘
V@Tb3m,\/c"d , che & cid, che si cercava .

140. Di qui si deducejunaregola assat pron-
ta per eseguir brevemente la suddetta opera-
zione . ‘ :

S’ inalzi la funzione compresa sotto ciascuno
dei segni radicali ad una potenza espressa dall’
esponente dell’ altro radicale , se due solé sieno
le funzioni proposte 3 e ad una potenza espres-
sa dal prodotto degllesponenti, che appartengono
aglfaltri radicali , se i radicali sieno pii didue;
e si diz per esponente comune a ciascun-segno
radicale il prodotto di tutti gli esponenti, che
appartenevano a ciascuno di essi . Il risultato sa-
rh cid, che si cercava, e la ragione & per se ma-
nifesta .

141. Probl. Aggiungere, e sottrarre l¢ fun-
zioni radicali .

Soluzione.Dopo aver fatta la riduzione ail’espres-
sione pitt semplice , se iradicali sieno comensurabi-
li, cioé se contengano la stessa fuazione sotto il se~
gno, si sommino, o si sottraggano i coefficien-
ti dei radicali dati, e la somma nel primo caso,
e la differenza nel secondo si prefigga per coeffi-
te al radicale comupe .

Qualora i radicali proposti sieno incommensu-
rabili si sommino, e si sottraggano con i sems

plici segni 4, ¢ —
3 7
Esempio 1.° 2 \/ab—{—"z‘ Vab= ’;\/ab; 2Jab

3 !
— Vab="7 \Jab.

Fgq . Esem-

88 )
. 3 ) :
Esempio 2.° 3a /b aggiunto,o sottratto szC\/d,
3 .
dy per risultato 34 \BF8\/d.

g ’ .
Esempio 3.°\/8¢*b4 V6% ; fatta la semplifica-

3 3 3

zione diviene 34 db-{-b ‘/b:. (za.-}-b)‘/ﬁ .
142. Probl. Molsiplicare le funzioni radicali.
Soluzione. Si riducano prita i radieali proposti al
medesimo esponente ; cid fatté si faccia il prodotto
delle quantitiy comprese sotto i segni; a questo
prodotto si prefigga il segno radicale comune. Se
si avevano coefiicienti, si moltiplichi questo ri-

sultato per il prodotto di twtti essi, esi avrd
il predotto richiesto . :

sﬁsempio . Si debba moltiplicarc = W,ﬁcé
ggﬁ:——b; Fatta la riduzione allo stesso esponen--
te , queste fuazioni divemgono a :/—(—:-T—T)T ’
sl‘/(a-—bs?, e il prodotto ricercato & ceiveeieesssenes
1"\;@)’ (a~—b)*.Difatto 2\/“(.1—}-6)’)(5\6/(&6)'
é=2 €4+b)% xs (a-—é)'t‘:‘;x o(a—+-b) j:‘x(a‘ b)";

6
£ 10 \/(a-=b)? (4_-—-b)?. come sopra .

143. La ragione di questa regola dipende dal

segueate principio, ed & : Che una radice ». tima
del prodotto di un numero qualuaque di funzio-
~ ol
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ni & ngudle al prodotto della radice n"™"  di
ciascuna funzione. _

n, n o n . ) + P

In effettosi ha \/p\/q{/r\/s"&i:. =\ pgrs &e.
poiché formando la potenza #."™* di ambedue i
membri si hanno due risultati uguali identica-
me;x;: Se si dovesse moltiplicare un tadicale per
una funzione razionale qualunque , st ved.c,chle
non si avrebbe da far'altro, che prefiggere il gnol-
tiplicatore proposto per coefficiente al radicale
datfq..s. Probl. Dividere una funzione radicale per
un’ altra funzione parimente radicale . .

Soluzione . Fatta come sopra la r'lduzxone de’radi-
cali al medesimo esponente , si di\.ndano_lc qu:mm'hl
comprese sotto i segni, ed al quozientesi prcﬁgg: il
segno radicale comune : qualora si avessero ﬁ?
coefficienti , il di loro quoziente si faccia coe ;
ciente del quoto radicale trovato : s avrl cos
quel risultato, che si cercava . Di fatto m\/p:n q

mlp myp

= = 1
m/g~n ¢ e o ST
Esempio 1.°8y/ ber: g/bes= = =
' 1
1 1 1 1 4bcs"&
—c—r—=2r— q—

Sb q ‘ q Li_lq = anre @ r

1 1 1 il Y
g 9 9

20

., Se si-avessero Yelle quantih razionali miste col-
le irrazionali , "niente pid difficile sarebbe ["ope.
razione . : ‘

. Esempio (9a '—}-‘_»3:\”/;;-546-}-1\/5:) s (31/a—
i\/-;:{- Ve) da ‘per- quoziente 3 \/rT—{- 2 \/.1;-
. LT g - —
l}asta solo avvertire, che —— ¢ = 9\/a \/ a

" "146. ‘Scol. 11 Signor Dottor Tommasini nell®
opera citata (n.114.) dice, che nella divisione di
una funzione radicale per un’altra , allora si ot-
tiene un quozienre esatto , quando e funzioni
comprese sotto i segni stannd fra lors, come un
quadrato- ad un’altro.’ o

- - Affinche fosse vera questa proposizicne , con-
verrebbe, che dette 2, b le due funziani divisae
te , si potesse dedurre generalmente dall® equazione
@2 xz

J =X° -7 =m quantith intera, il che generalmen-
te ¢ falso.

Egli pretende di darne prova per induzione
con un solo esempio particolare: principio fal-
lace , che pud condurre a qualunque assordo .

147- Probl. Inalzare i radicali ad una potenza
qualunque . Soluzions . Si riducano le funzioni ra-
dicali a potenze fratte, esioperi come nei Probl.
(.113)e{n.114.): 0 pil brevemente ; si formila
potenza proposta della funzione compresa sotto il
segno, e sele renda il segno radicale,come prima.

- La ragione di guesto deriva dalla formazione del-

le potenze.
Esem-
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Esempio . Sia da elevarsi py/adelF alla poten.

m
n.._. m
za mk; si avrly eraene (p \/a‘Ibt‘.)m = Pm ( aqbvt) -

1 n —
—, m‘/ mqjmr
=Pm (d‘”bmr) n - vee p a‘ qb . ] ]
148. II Calcolo de! radicali univ'ersall’mente
differisce da quello dei radicali pa_rt,lcolan .
149. Per ridurli alla pid semplic’espressione,
si riduce prima il radicale compreso sotto il se
gno universale, ¢ poi si riduce il radicale inte-

ro. Cosl \/a*b-+\/atb?c diviene= \/a’b—}—fl:b\/ ¢
= a\/ b4-by/ c. '

150. La riduzione al medesimo esponente si
ottiene mediante cid, che si & insegnato al n.139.)
punto non considerando le quantitd comprese

sotto il segno universale . Cosl \/a’—}— Vb »

fo—— . | .
e \/c+ /4 ridott al medesimo 2cspcnente sono

13 1 _

(@+\/b) PRY (e d);‘ g o Cl0E e
6

&a‘+3a4\/b+3a’b+b\/’b) s e V(A t2e\/d+d)

La stessa conformitd di regole ha lwogo per le
altre operazioni . o -
151. Niente pur differisce dal calcolo dei ra-
dicali reali il calcolo dei radicali imaginarj « Vi
¢ solo un’ eccezione in cid, che appartiene _alla
di loro moltiplicazione . Abbiasi, per esempio,

\/ —a da moltiplicarsi per \/—b ;

1

zione y/ :z-\/--x = \/a—._--\/—. 1.¢é assorda,

[ 2/ A

i prodottd atalogo a2 guelia dei- radicali reali
sarebbe /— a X V—b = V —ax—b = \/:;5,
ma esso ¢ in effetto = — \f:zz . Eccone una
dimostrazione . \/—a & =y/a . \/—1 , Ylb= Vb .
v/—1 ;5 dunque \/-—ax\/-:b é:\/: \/b-—_\/ix
\/——-l’, = \/ab (V=—1)? =\/;5 ;—Iz—ﬁ .

Dimostrazione 2. Sia ab = m? il prodotto di due
fattori negativi——a, —b ;- Trattandosi di estrarre

la”radice quadra da m?, siccome si sa, che m® &
derivato da una radice negativa, ad m, o sia a

~\/;Z, si dee preporre il segno negativo .

Si pud qui osservare, che il prodotto di un
sumero pari di monomj immaginarj & sempre rea-
le, all’ opposto del prodotto di un numero impa-

-

ri di tali monomj.

152. Monsieur d’Alembert pretende di prova-
re, che\/—az /—b sia === /ab ( Recherches
sur le systeme du Monde ) ed il P. Boscavich di-
fende lo stesso ( Elementorum wniv. Math. Tomo
2. §. 45. .) . .

" Le ragioni, che vengono addotte da M. d’Alem-
bert, sono le seguenti .

1.2 vl-—-a = \]a—\/—- 1 = \/;—- V—1,
perché quadrando ne proviene —a=-—a; ma

'\/3: \/5_\/-— 1 moltiplicato per \/a\/— 1
dz—-\/a_b > ¢ moltiplicato per \/a. —(/— 1
da +\/:¢Z; dunque &c. Rispondo, che I’ equa-

e

per-
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perché dovrebbe essere \/-—- 1 =—/—1 ,¢

percid 2 y/—1 =o. ,

2.3 .\/—a‘x_\/—-.b = J—a. —b = \Jab.
Qussta difficoltd vien distrutta pienamente dal-
la seconda nostra dimostrazione .

a I
2 _ s 1 —_
?.’. —_—a=a.—1 == dunque\/a\/ ~I
a — — —_—

V=
dunque \/::_\_/;7= \/:— \/:1_ \/—b—\/:
= — Vel V2. VEV=T=4/3VT

— -1
=+\jab » dunque \/ —-a\/—b ='4_:\/4_b‘
Io rispondo , che sebbene sussistano I’ equazio-
I
ni — @ =4.-—1=a. 7 non sussistono pe-

£0 in alcun modo, se si estragga una radice di gra-
do pari , ¢ che non ha lnogo I’ equazione

'\/7 \/:: _“_ » perché aItrimegti dovrebe
-1

- I
be aversi \/—- t = ———
—1 :
153. Per concepir questo anche meglio, basta
osservare, che I’eguaglianza completa di due quan-
tita, dopo che sien” esse state inalzate ad una po-
tenza pari son prova in alcan modo, che innanzi
alla

» vale adireo= 2.

s‘l’a“’forma'zionc di tal- potenza fossero eguali com-
pletamente , perclié la formazione di una potenza
pari- pud mutare 'entitd relativa, con mutare il
segno, e render con cid eguali completamente
due quantiti, che non erano tali .

Cosl a=—:1 & genera'mente un’equazione assor-
da,e divien reale , qualora i suoi due membri
s'inalzino ad una potenza pari, perché si toglie
cosl la diversity del segno.

154. Il P. Boscovich non adduce altra prova
della »sentenza di d*Alembert , che un widetur ,
mentre cosi ragiona’ (luogo cit.) Quamobrem si
consideretur elevatio ad secundam potentiam , vide-
tur walor haberi debere determinate pro negative,
si consideretur multiplicatio , debere haberi proam-
biguo . "

155. Teor. Ogni funzione immaginaria ¢& ri-

B

ducibile generalmente alla forma A= B V—r1.

Dimostrazione. Sia 1,°Una funzione a=tby/ — ¢
ponendo ¢ fuori del segno si ha a-_-.*:b\/? \/:x,on-
de se facciasi a =4, e b vV ¢ =B, si aved azt= b\/—:c
= A=BY—1 . |

Abbiasi 2.° una funzione a_'-_':b\/: e

s=d \/—1 , dove a, e ¢ sieno funzioni reali

. qualunque , come pure b, e d. Si ponga ax= ¢

= A ; = b==d = ==B, e sarh essa ridotta al la tor-

it

ma A=+ B\/——l . S
Sieno 3-° Le due funzioni qualunque a== \/-!,

e==d\/— 1, e si debbano moltiplicare insie-
me

3



me; Il prodotto risulta ac =5 bd == ad \/-:2?
=t=ch \/_:; Si ponga at':;;bd?ui’, ot ad i
be==£B, e si avri come sopra =B \/—1 .
Sia 4.° a==by/— 1 da dividersi per c'rd\/:r,
— — —
Si avd a:i:b\/—- 1 =(askhy/— 1) ( c:#d\/-l)
ehdY— 1 (eEdyT) (/)
_acbdos ad \/— :4:“‘\/:
- Cz+d2 . .

acbd bc —ad
’czzi‘_dz =4, e Cz_‘_‘#dz -'-'B, e siavry . &c.

« Si faccia

M o]

Sia ﬁnaln.lente 5.° (ab \/—1)“‘ » essendo m
qualunque intero , o fratto , positivo , o negati-
vo, irrazionale , o immaginario , Sary per la
formola del Binomio weeese. a™=t=ma™™T j \/——-

m(m—1) m(m—1) (m—:z )
————— —— “m—;

.y
am e
2 3.3
b’\/ﬁ_ & s s .
O’V —1 & La somma “dei termini di sito
impart st penga eguale ad .4, e la somma dei

termini di sito pari si ponga eguale g B \/——-x;

Si avrd Pespressione £ == B\/::comc sopra.

_ Rimane dunque provato,che una funzione imma-
ginaria qualunque modificata con qualunque ope-
razione Algebrica, ¢&sempre suscettibile della for-

ma dtB\/—-— 1.

E’ questo un Teorema dimostrato [a prima volta
da M. d’ Alembert . d 156.

" 1§6. Da questo Teorema ne deriva un’altro,
ed &; che se dbbiasi una fuvzione razionale , e
questa sappiasi esser stata formata dalla moltipli.
cazione di fattori immaginarj, ne deriva, dissi, che

tali fattori debbano esser della forma A—4-By/—1 ,

A — B\/-——'J ,C‘+DJ—-—1 ,C-—-D\/—-—-l &e.
Difatten considerando la forma materiale indipens
dentemente dai segni, & chiaro, peril Teor di
d’Alembert , che essa non pud esser diversa.

La necessitd delFalternativa nei segni ne deri-
wa da questo , che “dovendo il prodotto esser reale,
ciascun prodotto dei fattori presi a due, in cia-
scuna delle combinazioni debbe esser reale pari-
mente . Ora questo non pud avvenire senza la
divisata alternativa dei segni, come si vede; dun-
que &c. &c.

. SEZIONE II.
DeMN Estrazione delle radici.
157. Spesse volte occorre nel calcolo di do-

.ver invistigare qual sia la-radice di una funzio-

ne data, qualunque essendo, I’ ordine della radi-
ce, e qualunque la natura della funzione . Dal
ritrovamento di questa non di rado avviene, che

_dipenda la soluzione di un problema .

Sia perganto .

157. Probl. Estrarre una radice qualunque da
qualsivogliz monomio . Solyzigne . 1I monomio
dato abbia per co:fficiente I’ unith, perché dell’
estrazione delle radici dai numeri ne parleremo
in appresso . E’chiaro, che se il monomio dato &
una potenza perfetta dell’ordine , di cui si tratta,
debbe esservi na monomio tale , che moltipli-

can-
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candone gl’esponenti per I’ esponente della radi-
~ ce proposta, riproduca il monomio dato, dun-
que se dividansi g’ esponenti dello stesso mono-
mio dato per )’ esponente della radice, ne dee na-

scere il monomio, che ne & {a radice, e se la -

divisione degl’ esponenti non succeda esattamente,
sard segno , che non vi & una radice esatta deli’
ordine richiesto .

In effetto, siccome per inalzare un monomio ad
una potenza, si moltipiica ciascun suo esponente
per 'esponente della potenza, ne segue, che per
estrarne la radice si debba dividere ciascun suo
esponente per quello della potenza;e poi si vede,
che Pestrazione delle radici essendo un problema
inverso di quello, che riguarda la formazione del-
le potenze , i metodi, co’ quali se ne ottiene
lo scioglimento , debbon’ essere inversi ancor ¢ssi.
Ma vediame col calcolo una conferma di questo
raziacinio . )

158. Se debbasi estrarre la radice #."™* da

72
a" ¢ chiaro , che essa ¢ = a3 maa® di pari-

mente 4 Yungue &. L
Se da a™® si debba estrarre la radice 5™,
mn

si vede, che essa dev’essere =a™,ciot=, ~# -
.

Se finalmente sia da estrarsi la radice g, sima
da a™ si ponga m =nx , il che si pud far sem-
pre, € non si tratterd , che di estrarre la radi-
ce nsima da g™ ; Ma questa, si ¢ veduto , che

m
dev’ essere = a* , ed ¥ ¢= 3 dunque in gene-
&_ m
rale \fa"za 3
8 G Esem-

o8

Esempio. Si debba estrarre Iz radiceterzz da
B3P .
— ¥ Inerendo ai principj esposti, divido
tutti gliesponenti per 3 , ed il risultato ...

F 3
ab’ ¢ 3 4 1o radice cubica richiesta.
% 4 |

159 Questo metodo perd quantunque vero,
anzi unico pel ritrovamento delle radici esatte ,
qualorz quaicheduno degl’esponenti, di cui & do-
tato il monomio proposto non sia divisibile per
I’ esponente della radice, riesce un metodo di pu-
ra apfarenza, poiché per esempio quando si debb’

. . . . 3
estrarre 12 radice cubica da a®, e si scrive 4 3,
non si ottiene nulla pil, che una semplice indi-

3 —
zione, appurito' come sé si scrivesse Va4 . Per
cttenere pertanto un’effettiva radices quantunqus
nop in termini’ finiti , chie nen & possibile 5 con-
vien ricorrere ad un’ altro metodo. Sia dunque

160. Probl. Estrarre per approssimazione una
radice qualunque da un monomio , che non s
potenza perfetta dell’ ordine proposto . Soluzione.

n
Sia ¢ il valore ititert, che piit si accostaa fa » €
g sia cid che manca, perche ¢ sia la radice esatta;

n H -
siaved x = \/a = c-§-g dove g dee pecessariamente

. ‘ ima
esser molto minore df ¢, Facendo la potenza n."™
| si av-
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: n(n—1)
oi avid X za =M pnc™ig g~ g &
Si trascurino le potenze di g superiori alla
prima, come quantiti molto piccolc,om‘ie sl abe

. a—t

2.2 - 5.3 Y . . : -4 . o T—

bia u'*‘_c‘(—l-n";—cl) gz,c siavid g =75 5 o
x=otg= et

Per ottenere un valore pil esatto non si ha che
da ripetere successivamente la medesima operazio-
ne con prendere per ¢ il valore ottenuto per x.

Esempio. Si voglia determinare la radice qua-
drata di 3 . Facciasi lasostituzionedin=2,a=13,

(n—1) c"4-a
¢ = 1 nellaformola x = e si avfi

3 3 17
x=—facciasi <=, e neproverrix =" ; ponga

2 2 i £

. S LA
sic= 5, esi avrl x= 408 radice, il dicui

quadrato ¢ sl prossimo a3, che losupera della
1

sola quanti&m .

161. Probl, Estrarre da un polinomio. faziona-
le una qualunque radice . Soluzione . Prima d’in-
traprendere |’ estrazione proposta, convien’esami=
nare, seil polinomio dato sia una potenza perfete
ta dell’ordine , di cui si tratta ; perché rade volte
succede, che [’ estrazione .possa eseguirsi esatta-
mente . Per assicurarsi di gaesto, non si hache
da sostituire le lettere del polinomio dato, ed il
‘massimo esponente aella formola del binomio , se
le lettere sieno due , o nella formola del trino-

Ga mio
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mio, che nasce da quella del binomio conporre
due lettere in luogo di una, e cosl in seguito.
Se il risultato provenga egualealla funzione pro-
posta ,sara certo, che essa & una potenza perfet-
ta; non si tratterd pit che di osservare,se l'or-
dine , a cui appartiene , sia il medesimo, che
quello della radice richiesta, osene sia un mul-
tiplo. Avendo luogo uno di questi casi s’ intra-
prendera Iestrazione , altrimenti si eseguird per
approssimazione, a tenore di cid, che insegneremo
in appresso , ovvero se ne indicherd solamente
I estrazione .

Se, per esempio , venisse proposta ad estrarsi la
radice cubicadella funzione g*+4-3¢°r+39r° 47>,
si porrebbe g pera, 7 perb, ¢ 3 pernnella for-

n(n—r1)
mola &"}-na""*b -

" a"*p&e. b7 e sic-
come si ottiene precisamente la funzione proposta
si concluderebbe, che la radice si pud estrarre.
Posto tutto questo venghiamo alla soluzione del
problema . |

Si ordini il polinomio dato per le potenze di
una delle lettere componenti. Dal primo termine
si estragga la radice proposta secondo le regole
de’ monomj , e questa sary il primo termine della
radice richiesta. Questo primo termine s’ inalzi
ad ana potenza espressa dall’ esponente della ra-
dice da estrarsi,diminuito di un’uniti, e si mol-
tiplichi per detto esponente . Per questo prodot-
to si divida il secondo termine del polinomio:
il quoziente sari il secondo termine della radi-
ce. I due termini trovati qualorala radice debba
essere composta di pitt termini , ' inalzino alla
stes-
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stwses potenza , acui 8'inalzo i prima termine, il
risultato si moltiplichi per Pesponente della radi-
¢e, ¢ pec ¥ prodatro si divida i complesso di
quei termini rimanenti, che sonodivisibili; il
quoziente somministrers ua nwovo termine per-la
radice . Cosl proseguasi finché non siensi ottenu-
ti i termini della radice richiestd.
 Esempio 1.° Si debba estrarre fz radice quadra-
ta dal polinomio a*--2ab-}+56% Da cid che si & ver
duto (5.114.) raccolgo , che il polimomio proposts
& un quadrato perfetto ; e che la radice debb’es-
ser binomia . Estraggo pertanto la radice quadra
da a* , ed ottengo a per primo termine defla ra-
dice ; per a inalzatoalla potenza 3—1 , molti-
plicata per 2, cioé per 24, divido il secondo ter-
mine 24b, ed il quoziente b & i! secondo termine
della radice, onde a--b & la radice , che si
cercava, :

Esempio 2.° Sia proposta ad estrursi la radice
euartadalla fanzione o 4o’z Ba’z’—qazi{-2%

Avendo conosciuto, che essa ¢ una potenza
perfetta di quart’ordine , £ che la radice dee es-
ser binomia, perché non si hanno, che due let-
tere, estraggo la radice quarta dal termine a*5
ed ottengo a per primo termine della radice.
Divido —g4a?z per 44%, ed il quoziente —z ¢ ik
secondo termine della radice . Concludo pertaitos
che g#—=z & [aradice, che si voleva.

162. Se una radice proposta honm siz possibi.
le in valore esatto , convien contentarsi di wa
valure prassimo , il quale si pud avvicinare quan-
to si voglia al vero, ed esatto valore.

_ Sia, per esempio , da estrarsi la radice quadrata
dal binomio e*~-bc ; operandy col merodo espo-
: o G sto

vloz : * » Ld
sto i ottienc la radice espressa per la serie infinita

be B2t B3 shict
i PPl ¥ !, 16a° " 12847 + &e. s fd :Pc'

—
3

rando colla fprmola del binomio , posto 8= 2
A

si avrebbe il medesimo risultato . )

163. In generale qualunque sia la radice da
estrarsi , qualora essa non sia estraibile in ter-
mini esatti , facendo aso del metodo esposto, si
ottiene sempre un valore, che non differisce dal

“wero , che di una quantitd estremamente piccola

¢ lo stesso si ottiene, se nella formola del bi-
nomio si sostituisca per » una frazione, cl.lc ab-
bia per numeratore Punitd , e per dgnomx'nato-
re 1" esponente della. radice da estrarsi. Difatto
nieate impedisce , che una £uczione qualunque

suppongasi = F; dunque F m ,esprime in questo

. ma .
caso la radice m ™" di F,onde non resta, che

1
formare lapotenza™, della funziope F , per aver-

. sima

pelaradicem. . .

164. Fin qui abbiamo supposto, che le radi-
ci. si dovessero estrarre da funzioni razionali. Se
le fanzioni sieno irrazionali;0 immaginarie il me-
todo esposto pon ¢ di alcun successo , poiché,
eccettuati i pochi casi, pei quali la funzione & ma-
pifestamente una potenza perfetta , COMC .o
a* -} 2a\/ b4-b , I’ estrazione della radice ordi-
naria somministra un risultato Pu‘x‘c(.xppllcato,
e pid oscuro, che la sen'xpllce indicazione de.lla
radice. E'pertanto necessario, che passiamo ad 10-

vestigar dei metodi particolari , per cui si otten-
- . v ga



ga semplicemente espressa ogni ‘radice , che sia
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possibile in termini finiti, ¢ se ‘ne ottenga un va-
lore molto prossimo, e semplice, qualora noa sia
possibile ottenerla esattamente .

165. Probl. Bstrarre la radice quadrata da qua-
lunque mohomio imaginario quadratice. Soluzione .

Sia B /—1 un monomio imaginario quadratico
qualunque ; pongasi \/B ‘/:—-:x-s{-y‘/._.i,(‘Si
pone ip radigc il radicale \/ —1 , perché, se non
fosse in radice , non potrebbe trovarsi nella po-
tenza )« Quadrando si ottiene B {/ — 1 =x*—4*

42 xy vV —1; sicgom‘c poi non .pud -esservi
eguaghanza fra quantitd reali, e quantith ima-
ginarie , debbonmo aversi le due eqmazioni ...

x’—y* =0, 209/ — 1=B/ — 1; Dalla prima-si

deduce x=y: perciod 1a seconda diviene 25"\/ — I

N B
=B\ — 1 onde si hay =\/‘; » ¢ finalmente

7B T
x N-—-I:\/B‘/_—I =vVZady =0
2
Esempio. Sia da estrarsi 1a radice quadra dal
monomio immaginario 2y/ — 1 ; Opetando, come

2 P
sopra, si avri ... "z\/-—; =z /(1Y —1)

s=(1+/—1)" ,
166, Scol, 1.° Qualors I’ ovdine dells radice
G 4 fos-

A

X :
fo.s.:c multiplo di 2, ciod fosse un numero pari
qualunque 2m , converrebbe estrarre m volte di
seguito la radice quadrata da ciascun risultato «
Ma siccome dopo la prima estrazione s’ incontra
subito di dover operare sopra un binomio , percio
convien ricorrere al metodo, che daremo in appres-
so per |"estrazione della radige quadra dai binomj.
167. Scol. 2.° Qualora la fadice da estrarsida
un momio imaginario fosse di grado impari 2m--1,
converrebbe procedere per approssimazione , e
questo si eseguirebbe con dividere il monomio

proposto B / — 1 indue parti per esempio..‘..'.....
@)/ —1 +\/--x; e quindi formarne la poten-
1

e secondo la formola generale .

168. Probl. Estrarre la radice quadrata da qua-
lunque binomio irrazionale quadratico . Soluzione.
{l Binomio dato sia =B, dove nel caso di B
negativo , sia B<A altrimenti .#—B avrebbe la
forma di un quadrato negativo , e percid sarebbe

impossibile estrarvi la radice . Pongasi VA=B

=x-ty, in maniera che sia\/f 4 B= x+y, e

- \fA — B=x—y , per il che altro non si ri-

chiede, che supporre npell’ equazione AEB =x?

- et2xy-y*, che il primo termine A rappresenti

i termini di sito impari x*, ¥*, e cne 5 rappre=-

. senti i termini di sito pari 2xy .

Posto ‘questo, si aggiungano insieme le due

- addotte equazioni /£ FBzx+ty, VoAt — B



, ‘ 05
‘ L. L , e )
cxmy, ¢ 5 avh x = VBBV,

3
di quest’equazione se ne faccia il quadrato , onde
AV (=B

4
te la radice, e si otterry x ==t /A4 /A —BZ
 P————le

== Y./l_—-{_—_\/(./i’—B’) . \/;

si abbia x’= ssiestragga nuovamen-

Con egual metodo , ma prima sottraendo una
delle "due equazioni ipotetiche dall’altra, si ot-

e e 2__2-— . .
tiene y = =& A—y/ (A8 ). Di qui ne

mr—

3 PINET
segue,che debba essere x4 y=+ )/ A\ A—B7)

2 pa 2
ﬁ Y‘A——V( .A _£ ) 3 ed x—y - ’llll;..!!l.".
; A
AtV (A—B? )_Y A—\/ (A—B)
— 3
l’?g - ‘ 2

finalmente , separandoi segni da ambe leparti «.....

NN W=
2 P )

L Yaf+\/ ( uz’—-BT): \/J—.\/ («A’-—B’) ‘
2 2

Esempio 1.° Vogliasi la rad!Ce quadra ¢ del bi-

nomio \/32+\/24 Si ficcia /3321, =£\24=
RV ARy S

B, esary A5z . Zeeesveres

2 Via-

1ok
\/ 3 '+\/3 ﬂ/s—}-mx/ 24 \/3'.4__.\/( A —BY)

\/32--\/8 4\/2- Ve

...\/z Quindi x4 y
*fd_ *‘/\/z Vim=
:\/IS:‘L“\/:.

Esempio 2.° Si voglia la radice quadra del
binomio w—7 = 4\/—3 3sar —7 = A,
‘/--z =B, A*—B® = 81,edr*-y=1:i:z\/—-z.

Se si volesse tentar di nuovo la estrazione dels
la radice quadra , si avrebbe A& = 1, B = =

2\/,—2, ¢ A—B = 9; guindi xby = \/z

gy —1.

Si vede per conseguenza, che il método espo-
#to pud esser utile ancora per |’ estrazione delle
radici qualunque di gfado pari 2™

169. Oltre di questo il suddetto metodo pud
applicarsi con successo all® estrazione della radi-
cc quadra dai trinomj irrazionali . _Eccone un
esempio «

_ Bia proposta ad estrarsi 12 radice quadra dal

trinomiom\/ £ == 2 \fmg S V7 . Avremo

gl fodem) T4 g7 5 =B =

' z Vmg ﬁ; PEECiO ssnsess A% ammB? i 1

2mg-
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2m g \/t? s © 'J(.J’—-B’) =’m'\/t-—q/\/f; Dungque
siha x:ty:i\‘/m \/:;:t\/-q__\-/—i: 3 quattro
pertanto sono le radici del trinomio proposto , &
son0 Vs +V T gV 5= Vi
Vae—Vq f7 s =V TV a g7

Le prime due appartengono al trinomio e
m\/t'-l-z Vmg \/;‘ Fq\/frrele altre due apparten-
gono al trinomio my/ t—2\/mg \/t: +q Ve

170. Qualora perd si volesse applicare il sud-
detto Metodo all’es trazione delle radici dai qua-
drinomj , e dalle funzioni di un maggior nume-
ro di termini , s’ incontrercbbe sulle prime st
nojosa complicatezza di calcolo , da non poter-
lo condurre a fine.

Noi daremo in appresso dei metodi partice-
lari per Pestrazione delle radici dalle funzioni
polinomie . Passiamo intanto a sciogliere diret-
tamente il scguente .

176. Probl. Estrarre una radice pari qualun-
que 2m da un binomio irraziomale quadratico .
_ Solugione, Se 'opdine 2m sia una potenza di 2, co-

" me 4+ 8 165 3% &ec. Si estragga successivamente

la radice quadra col metodo esposto di sopras e
i ripeta Pestrazione tante volte , quante unitd
eno una si contengono nell’espopente della ra-
diee proposta 3 cosieché se debbasi estrarre la ra-
dice quarta, si estragga due wvolte la radice qua-
dra ; si estragga tre volte, se debbasi esmmdga
. £ 1w

2 riceva un tal valore, che essendo sostituito in-
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‘radice ottava , e cosl in seguito .. :
* 172. Qualora poi I’esponente della radice da
estrarsl non sia una potenza di 2 , ma bensl un
prodotto di 2 per un numero impari , per esem-
pie 6, 10, 14 &c.,in questo caso si esiragga
la radice quadrata, finch¢ giungasi a dovere estrar-
re una ::adxce impari . Giunti che siasi a questo,
si dge ricorrere ai metodi, che seguono .’

Sia prma di tutto

173. Probl. Estrarre la radice cubica da un bi-
nomio irrazionale quadratico . Soluzione . Se il
binomio proposta abbia ambedue i termini irra-
zionali , si moltiplichi ciascano di essi per il
cubo del radicale di uno de due termini , onde
uno di essi divenga razionale , e della forma

3
at-bJe.Si ponga \/ (a+b\/c) =2z4+m\/y; cu-
bar;do da ambe le parti si avry a4 by/fc =23 |
32 m\/y+gz'm’y+m’y\/y ; e paragonando insie-
me lq qyanut& omogenee , si avranno le due
equazioni , a=z34-32m%, b\/c = 32°m\[y-+-m’y

y . Osservando perd si vede, che non vi po-
trebbe essere nel cubo a+-b\/c il radicale /o,
se esso non fosse anche nella sua radice , percid
el cubo addotto convien fare \/y = \/c, con
questo si ha dalla seconda equazione b=32°m--m*¢c;
onde si deduce 2%= b—mff_, éz:&\/(-li” ’¢), do- 4‘ -

Gm )

3m
ve per aver 2z nonrimane, che porreper » un nu-

b—m3c

o divenga un quadrato, e

mero tale, che

‘siee



. . Io’
sieme con m nella quantitk 2% -3m%z¢, la renda
eguale ad 4.

Avanti di passare agl’ esempj, coaviene notare
cid , che segue.
1° Se 1 termini del binomio sjeno dj segno
alternativo, non si avri, che da prendere cor-
rispondentemente i segni alternativi pells radice ,

3
onde abbiasi, per esempio \/ (a-——b\/c) :z-ﬂ' e
se i segni del binomio dato sieno ambedue negﬁ.
tivi , si riguarderanno come positivi, e si mute-
ranno i segni della radice. E

2.° Se nel binomio dato vi sieno delle fra-
ziori , si riducano tutte al medesimo denomina-
tore, e la radice estratta dal numeratore si di-
vida per la radice del denominatore .

3-° Quando si vede, che Iestrazione della
radice non possa riuscire , si trasformi il termi-
ne affetto dal radicale, e si tenti di nuovo I’e-
strazione .
4-° Se la quantitd fuori del segno radicale
non sia maggiore,quanto si richiede , di quella,
che vi si comprende, il metodo diviene insnffi-
ciente 5 in questo caso bisogna moltiplicare il bi-
nomio dato per una quantitd opportuna a rendere
il prodotto un cubo ; effettuato questo , se sia
possibile , si dividerd la radice risultante per la
“radice cubica della quantity, per cui si fece la
moltiplicazione .
Tutto il fin qui detto si renderd chiaro con gl’
esempj .

Esempio 1.° Si debba estrarre Ia radice cubica

dal binomio 26 4~/ 675 ; Operazione , Ridu-
cosi

e

::s: il binomio proposto all’ espressione ,p.iﬁ scncxln
Jlice , onde sia della forma 264-15 /3 ; quindi
!s’i avrb,. b=15 , c=3 » a=36, ¢ fatecle sostituzioni
b—m3c) (15-—;»;1 ). . \/(5 —m Yo
2=V( 3m~3=‘/( sm V(. m )
s I
Per rendere — un quadrato , ponzmIM=1,
_ P ngmy
esad 2=—ki2 5 sl pongano questi valori nell’equas«
zione z3-{-3m*zc=a , siccome risulta 8 +a31. 3:'; ‘-;:
=26 , equazione identica, nesegue,, t:hel 'aradice
ce richiesta z4-m\/c sia =2 +_ 3, Ia
.-—r+~\/ 3 servirebbe per il binomio —2B4-15V/ 3»
esto vale generalmente . ) N
© %‘::m;io. z% Si debba estrarre ta radice cubi
1 o T
w2 dal binomio 127" 411 \/ 2, Opmzzm:’ -
. A . a
Si riducano i termini tutttin frazzxgi;zch:a "

il denominatore 2, onde abbiasi A ;

di considerando il numeratore si avrif?:z%tq 2>

(b—me)  KEETTD pendasi

s ressV( ) VTS ) T

=2, esiavriz=s1: si sostitulsga, c'o(;n;_tt;:z

primo esempio , ¢ si avra !"cqu‘azlgnc 1s§a .
1-}-3. 4 2=35 » onde la radice richiesta

142 /2

| ‘7_; S fca 'del
.Esempio 3.° Sia richiesta la radice cubica

10 .
_— 7 : avra
binomio 3+'3‘\/— 3 : Operazione - Si b=




1tz
10 b—m3c

b.—:-;' s tzs-a—‘}' » ed axg, percio z=\/<<““"“' )
\/(lo-{-m,;) " ) )

= ,';") 3 pongasi m=3 , esiaviiz=—tzp;

si_prenda il segno negativo, e fatta la solita so-
stituzione, si avri ’equazione identica —I14-4=3 »
il che dimostra esser la radice —-x—{-—z\/-—-‘l—
Esempio 4.° Sia da estrarsi [a radice cubica da]
binomio‘ \/.14.3 <+ \/ 342 , Operazions . 'Ridu-
cendo ' ottiene 9y/ 341 x\/z 3 moltiplicando‘] e
. . 8:-433/%
dividendo per 3\/3,cubo di \/;, si ha v
si consideri il solo numeratore ; e §i asvri;bzn’

b__ 3
=6 ’ a=81 H pchié weresernee T = (_—*’:i).“
(11—2m?) m )

=V( m )3 pongasi m=1 , esi avry z=-3;
sostituendo,come sopra, si ottieae ’equazione iden-

- 23— - .
tica 27-+54=81. onde \/814-33/6= 3+\/6 s €
3, 31+33v6) 34+v6  Vis/ava

( 3 \/; >'= ‘/3 = setse
VAL T V3

174. Probl, Estrarre “una radiee impari qualun«

que ¢ da un binomio radicale quadratico .
Soluzione . Met, 1.° Il binomio dato sia =B,

é la radice incognita xxty , onde abbia \7(.4—{-3)

JI3 ,
*
x4y i

c [
=" > e\/(./l--B) =-c ;s avrd \/(A+-B)
\/m ' m p
c ¢ xz__:yZ /
\/(at—B) =\(A—B)= — o sia X¥*—*
e \/m’
= m* (A*—B*) =n; con i metodi generali si

c .
trovi prossimamente il valore di \/ m(A4-B)=1.
S n

Dalle due equazioni x4y =7, ¥—y =" si avrd
: n

. A
sommando , 3x= ‘;"—[—r y ed x= - + r prossie
, 2
fnamente , dvalore, che suppongo = K.

175. Fin qul ci siamo accostati al valore di ¥;
avvertasi perd’s che qualora mA , vale a dire il
maggior termine del binomiosia irrazionale, con=
wiene estrarre prima la radice quadra damA, e
poi estrarre la radice ¢ da m (A+-B) ; per il che
il valore trovato risulta doppiamente inferiore al
vero : percio il valore K trovato si deve molti-
‘plicare-per il radicale pid semplice , che si con-
tiene in .4 , onde renderlo pil grande; Questo
. . ;
radicale sia \/p: §; siav x=Kj=J+r,

n —

)y o - . 2
e K=" +r. : .

ARy .

176. Trovato xsi trovay facilmente dall’equa-
zione §° = 4w (F'~y’) = K¥—n, della quale
’ )
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si hay= :.':\,/a’-—n; quindi se.#~=B sia una poten-

Kr L \/E?’.‘—-z

za perfetta dell’ordine ¢,si troverj=——"—
<

n
177. Scol. Se la parte irrazionale del‘/binomio
ridotto fosse B, il radicale piy semplice di B do-
vrebbe essere anche in y ; percio sottraendo "una
dall’ altra delle due solite equazioni x 4-y=r,
n

N—y = 2 si avrebbe y =" 77 =K, e moltipli-
T

2
cando , come sopra , questo valore per il mini-
mo radicale di B, che suppongo , 5, si avreb-

n
. e . .
be y=Ks= 7 3 quindi si dedurebbe . dall’equa-

2
zione x* —y*=n, osia X’z n-t-y’=n4-K%*, m=

—_—

t \/”—f'Kzsz s 0nde < - ‘c/ (d :":B) LU XY 7Y YT T

Ve

formola, che pud essere pure

- \/»«}—K’:’—}-E

c
Vm
vantaggiosa .
178. Scol. 2. L”addotta soluzione , che debbasi 2
Newton , eche si pud vedere nella sua Arimmeti-
ca Universale , non & ta nto sicura, come preten-
de qualche Algebrista(vedi Introd. in Alg. Tomasini
Tom. 3. pag.176.% m} va soggetta a due notabili
mcomodi ¢ il primro & che quande il radicale piix

H seme

114
- semplice, che si contiene in m.4, & notabilmente

grande , Ks diviene maggiore notabilmente del
vero valore di x, ed accrescendosi per conse-
guenza y , la radice x4y risulta maggiore assai
della radicc, prossima .

T secondd incomodo &, che molte volte il me-
todo suddetto mostra, che sia impossibile estra-
zione della radice , sebbene ella possa aver luogo.
Cost , e "osserva il Ch. Euler ( Comm. wecchj
dell’.Acc. R. delle Sc. di ‘Pietrob. Tom. 2. ), volen-
dosi la ra;j/ice,quinta del binomio §5y/5 - 11, la

541

quale & --—;"" » si trova col metodo di Newton
) \/16
\/10—{-2\/3

—-, risultato, il quale indica ,

essere 10

Vs

non esser possibile la radice quinta del sudetto bi-
nomio , perché, se fosse possibile , dovrebbe in ess
so contenersi il radicale /5, come & manifesto .

Passiamo pertanto a ricercare qualche altro
metodo , i} quale sia immune da questi difetti .

c =ty
179. Met.° 1L Sia \/ (A=B) = — " ;onde

ac

VP

c
abbiansi le due equazioni (A7) ... \/ (A48, =

4y e 2=y .
; \/(.A-—-«B) =TT e (89)- Moltiplican-

L

2C
\/p \/P 2 2

c, - . XY
dole insieme , si ottiene \/(.A’-—B )= T -

Y/




N

c —

quindi ¥*—y’= [ t2—5%p .
Adesso, poiche tanto x*—y? , quanto £?—B?,

e p debbono esser pameri interi, si prenda per
P una quantitd, che renda il prodotto (.4 —B*)p
una patenza perfetta dell’ ordine &, e percio s
cerchi una minima potenza 7%, che essendo divi-
sa per 4°—B*, renda per quoziente p; trovare
le due quantity p,r, si avr F—yizr. (A,
_Facciansi adesso i quadrati delle due equazio-
ni ipozetiche (.#, (8'), esi aggiungano insieme,

€ — S
onde abbiasi \/( #-4-8)* =\ /(A—B) jeesssrasnrennes

(x+9° +x—y)?
= reeee (B'1). Di gni si de-

¥
\/P : I c 01
-duce %22y =TV (A8 p+-TV (aB)p,
Si cerchino cal metodo generale le radici pros-
sime dell’ordine ¢ , di ciascun binomio (41-B)*p,
(A—B)'p, ¢ sienos, ¢; trovati questi valori ,
s+t ;
si_avrd x’—{—y’:"‘"‘z wwee( A" 5 st combini -quegt’
'équ?zione coll’ equazione (.2""), come sopra nel
1.° Metodo, esi avrh .r:.\/ s4-t)4ar , ed y=
) [

c

V/ s+t—ar, ande finalmente V(A=£B)= e

Ve

- Vst e ysi—ar
£ Y

2C
L3

Esempio 1.° Si voglia la radice quinta del bie

nomio 5\/s+-11 , che si vide non potersi ottepe-

3 re
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"‘!its o ) . ¥ b4 .
re col metodo Néwtoniano . Operagione . Si h: i
Az=5 \/i‘,ﬁ:ll ’ dz—s——.Bzzq, » B=§ 3 2. per
r .
sodisfare al’ equazione :}".—:p si ponga 7=2,¢ risul-
»$ w ‘ .
terh ——=pz8; 3.°5i avrd (A4-B) ’fz46+n_c\/g
{A“ff)’ﬂﬁ* 116)/5 3 4.° Pigliandoy/s in de-
cimali , si deduce (A+4-B)°p =3935, 7333 » ¢
LA—BYp=0 » 2666; 5.° Da cjascuno di questi
valori si estragga la radice quinta, e siavri.,
3 .

§ e G
/(A-BY'p=5, 23=5; \/(./l—-—-{?) p=0, 76 = 1;
‘ }/‘(’ L_i—sunfma di quc’sti valori s+1;6; 7.° Tro-
vati i valori prossimi di 7,#s, s ha finalmente

: 1042

;a f‘diﬂ: }"ichissu = 10 :“‘_:onnuu-uu

' 2 /8
(Ws+1) Vst Vst
,,_13 = 8 = ‘3_“

1o 210 a:5 "
| ;gcmpio 2.° Sia da ‘estrarsi 13 radice sg“
del binomio 1394/3-+911/7; si avranno i Yaio-

£ seguenti s n=7 » 7at:\/7s;7967s B= /57963 5
Y B= V57

LB Egip = = eI percld aigtee

2
nindiA4-B)* = (15930+4-25298y/2 13 (J——B).
Sxm o—25298Y2({A4-E)p=74195191997605

(A-—=B)'p=0, 00240 ; \7/(.4-{-3)’}::9,584:'9;

7 .- . Y. 2 =5 s
A ’-59 ‘/(v{-—grp-’ﬂ, ’ 43 IR %qumfi ¥ —fvﬁ?gjxgzz
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= 22 ice tichi z
=7 »¥ =77 » ¢la radice richiesta = /
2

3 x4 .
+ VT V=014V 6s

. 18c. II Metodo esposto non & perd applicabi-
e al b_momj immaginarj , onde convien vedere
come si possa ridurre anche a quest’uso. ;
Ques.ta riduzione & assai elegante , ge be-
ne richieda i principj dell’Analisi per C’SSer ese-
guita, non gli richiede perd per esser compresa
¢ questo basta, perché possz qui aver Juozo '
181, La <cagione, per cui I’ esposto rnct:c;dc; non
& di uso peri binomj immaginarj ¢, che in questa

xz

Ipotest non si puod trovare il valor prossimo di 4§

n L _n
_V(A+-B¥p 4\ (1—BV p, che pure & neces-

z .
sario : si deve percio tentare altra via per otte.

N n
nerlo. A quest’ effetto sia s =/ (4 - £) 2 pt

n —
+\./\./z-.—£2 ?p dovegsi deve considerare come
radice di un’equazione del grados. .
182. Dalla soluzione dell equazione de’ gradi
superiori esposta la prima volta dal Ch. Majure-

no si si, che 'equazione 2 =2* —nz u‘x‘? 2 -n
(7= 3) n (—q) (G5 ) n.
A AR VEE S
(8—5) @—6)(n—7) n
1002, 30 40 28/ g4 &, ha per radice
, H ;

118
n n
sz\/‘*—f-\/(xz—‘t ") +\/ AV (P—47) ora nel
2 2
caso nostro ¢z =\/(( A B) p+2p AB)

V] (A7) pap AB), onde s=3p (A7 LB

WV(2—2) = 4pA8 5 e percid [=p (AT — b7)*=i"
per esser p(°—B) = 1" ; fatte pertanto le sosti-
tuzioni ’equazione addotta sary nel caso nostro
. . (n—3) 4vms (n—4)(n—s5)

n n=2 — n~q, .
2""6 &c. = 2p(A>-+B*) equazione sempre reale ,
dalla quale se si avrd un sol valore di 2, si cono-

5 1
scerd x*y*'= "2, € siccome si ha x*—y* =7

\/f_—f— 2 ”ed},:\/ %37 epercio

2
2 2

si dedurri x =

a _
\/uiﬂz\/z_l'_ zr:dr:\/z—z_.: , dove i valori
a ¥ op
di p, ed r si hanno dall’ equazione p (A*—B")
=", e # wvalore di ® si suppon cognito
in qualuncue modo per mezzo dell” Analisi .
183. E’ facile a vedersi , che si pud anche con
questo metodo estrarre upa radice qualunque da
un binomio dato anche reale , Rurché la radice
‘debba esser binomia . :
Questa ricerca 'non pud estendersi,come si ve-
“drd , che al caso, in cui i radicali compresi nel-

‘la proposta funzione mon superino il quartordi-
ne,




e, €non ostante questa restrizions , ella dx'plcxn,_
) , .
de dalla soiuzione dell e€quazioni ; niente perd
impedisce , che suppongasi questa come cogni-
ta, e si prosegua il raziocinio del Metodo Boi-
ché, quando ‘debbasi questo adoprare, si sa;;r:‘z la
sud_etta sol'umonc s+ © niente mancheri per metter
lo in pratica. T
184. Probl. Dato un polinomio numerico ta-
I?, che. tuttl 1 suoi tefmini , o tutti meno uno
sienc Irrazionali quadratici estrarvi Ja radice qua
drata . e
- Soluzione. Ad oggetto di rendere la Teoria del
metodo, che passiamo ad esporre,, meno astratta
e difiicile, supponghiamo, che abbiasi il po{in.o:
mio numerico  #* - x* 4y 22— arx foary
—:ztz:—-zgcg—}-zxz—zyz, nel quale i termini #* ,
2%, ¥, 27 ghe sono tutti razionali , st suppon -
gono rx'dom in un sol termine, ed i termini ri-
manentl —2£x, - 2ty &c. sono tutti irraziona-
Ix- lngommqnsurabili, alttimenti per mezzo della
riduzione si ridurrebbero ad un numero minore
Siccome Ia.radicc di questo polinomio ¢ ...... t—-x;
~+y—2 , si vede, che ciascun termine irrazional.c
comprende due termini della radice ; osservato
questo, sirifletta, che detti termini irrazionalisi
possono moltiplicareea due per due in maniera, che
il prodotto essendo diviso per un’ altro di,essi
opportunamente , somministri un quoziente ra-

atx.
zionale ( Difatto si- ha el =222 B
’ 21y * 2xz
=2y* &c. ) esi concludery la seguente
L. Regola. Si moltiplichi un termine irra-
zionale per un’altro ; il prodotto si divida per
, H 4 uno
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uno dei termini parimente irrazionali, atto a rea-
dere un quoziente razionale ; dalla met} del quo-
giente si estragga la radice quadrata, e sl avraun
termine della radice richiesta . Si ripeta la stesss
operazione , finché si ottengano quozienti raziona-
li, e le radici delle loro metd offrano dei termi-
ni diversi , e si avranpo i termini tutti della ra-
dice, che si cerca .

II. Riguardo ai segni da prefiggersi ai termi-
ni trovati si deve osservare , che i fattori dei ter-
mini irrazionali dotati di segno positivo, debbono
avere gli stessi segni , ¢ che i fattori di quei ter-
mini , che sono dotati di segno negativo , deb-
bonoaver segno diverso . Di qui ne segue, che
per procedere con sicurezza , sidebbono prender
ptima quelle quantitd , che sono dotate dei mede-
simi segni , e si debbon porre separatamente con
i segni positivi in una colonna , ¢ con i segni
negativi in ur’altra ; dipoi se due altre quantitd
di questa sorta sieno tali , che un loro fattore sia
uno di quelli gid sepzrati , ed abbiano segno di-
verso , convien scriverne i fattori nelle due co-

lonne con j segni diversi . ,
Esempio. Si debba estrarre la radice quadrata dal

quadrinomio 14— \/72 -+ V 108 — \/;; Que-
sto lo riduco afla forma 14— 21/18 + 2 /27
che 2/18x2/ 6

ey
¢ = z\/:;_.—.: 2, e concludo, che V2 &un termine

della radice ; dipoi trovo 2 Vi8Xx 1 Va7 18

z\/.; ed

—3\/6 ; Fatto questo vedo,
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ed ottengo \/ 9 = 3 per secondo termine della ra-

dice. Rimane 2 \/;X 2 \/w=6, di dove si
21/ 18
ha\/3 per ultimo termine delia radice .
Per combinare i segni opportunamente osservo,

che siccome y/ ;;é di segno positivo, i suoi fat-
tori 3 ¢ /3 debbon prendersi positivi; percid
. scrivo (Fig. .4) 43, +\/ 3 nella prima colom-
na; ma poiché possono tali fastori produrre il
medesimo risultato positivo ancorché abbiano am-

bedue il segno negativo, pongo—3, —/3 nel-
la seconda colonna .

Osservo dipoi , che — \/ 6 dee risuitare da due
fattori dotati di segno diverso, e concludo, che,

sc \/ 3 pongasi posmvo » /2 dee porsx negativo,
e viceversa ; perd nella, colonna £ scrivo —/3,

e nella colonna B, \/: .
Con questo inferisca, che laradice ¢ 3, —-\/ 2

+V3, owvero—s3 /3 —V/3

Lo stesso varrebbe se vi fosscro dc 'radicali im-
maginarj .

185. Rimane finalmente da vedersi,come si pos-
sa procedere all’estrazione di una radice di qua-
lunque ordine da una funzione polinomia compo- -
sta di qualunque specie di radicali. Sia per-
tanto

186. Probl. Estrarre una radice qualunque da
qualsivoglia funzione radicale . Soluziove . Si ri-
guardi la funzione proposta , come derivata dal!-

a
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la soluzione di un’equazione , e percid si cons;—
deri come la formola generale delle radici di un’
equazione . L’opportuna equazione, di cui si trat-
ta suppongasi essere’ ¥™fax™ ' L b2 K.
= Ou.. (4), e questa sia del grado espresso dall’
esponente del pit alto radicale della funzione da-
ta . Risciolta questa in virtd delle regole dell’A-
nalisi , si ottiene x espresso pet una formola radi-
_cale: questa si paragoni colla funzione proposta,
onde se ne possano determinare i coefficienti
& b, ¢ &co Deterininati questi, se la radice da

estrarsi sia dell’ordine #."™° pongasi \/ xzy ,

sia x=y”, e sostituendo y" per x ne!l’equaznmc
(A) si avrd quest’altra ..., y™f-ay™ " bym T
&c. =0 ... (B). Le radici di questa saranno altret-

tante radici #.""™ della funzione proposta .

Questo Metodo non pud estendersi, come si
avri luogo divedere , oltre il quarto grado, e
percid si richiede, che 1 radicali compresi nella
funzione data non superino il quart’ordine , e
non ostante questa restrizione vi & 1’ incomodo di
dover risciogliere upn’ equazione . Questo perd
non si oppone all’intelligenza de] metodo, e nien«
-te impedisce, che si prosegua il raziocinio espo-
sto; e quando si dovra adoperare , si sapri [a solu-
-gione dell’equazmm » ¢ nulla mancherd per-met-
terlo in pratica.

187. L’estrazione delle radici da’ numeri ha
qualche difficolta partncolare > @ cui non pud sO-
disfare il metodo generale : ma per poterlo ap-
plicare , si richiede qualche\ cautela , e qualche
artifizio , che andiamo a’ dettagliar brevemente'.
«8i. premettono - seguenti

188.
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188. Teor. Il numero delle cifre , che contie-

e la potenza m."™ di un numero composto di
n cifre , & compreso nei limiti nm—m+-1, che
& il minimo . ed mn, che & il massimo . Dimo-

* strazione . Il minimo numero di una cifra & 1, di
cui il quadrato, il cubo &«. & =1, cioé nm—m-{1-
Il minimo numero di due cifre & 10, di cui il
quadrato ¢ roo , che cantiene un numero di ci-
fre 2.2 —1=um—m--1 ; il cubo di 10 & 1000,
e il numeto delle sue cifre & 2.3—2; la quarta
_potenza & 10000., e¢d ha un numero di cifre es-

presso per 2.4—3 5 in generale la potenza m "

di 10 contiene nm—m-1 cifre .
Il minimo numero di tre cifre & 100, il suo

~quadrato ¢ 10000, che & composto di un nume-

ro di cifre = 3. 2—1 cio¢ =mn—m--1 ; il suo
cubo & 1080000, di cui il numero delle cifre
6=z 3.3—2=mn—m—1;in generale la po-
tenza mf ™ di un numero di tre minime cifre
contiene un numero di cifre = 3m—m—-1 .

Si vedri egualmente , che la potenza m.
di » minime cifre contiene un numero di cifre
=mn—m-1 , come si era proposto nella prima
parte .

Passando alla seconda parte , osservo che il
quadrato della massima cifra , che ¢ 9% =81, non
contiene pitt di due cifre , cioé di nm ; vedoche
il quadrato di due cifre massime 99 ¢ = o801,
cioé che non comprende pitt di 2.2 = mm cifre,
che il quadrato di tre massime cifre 9g9 non ne

contieae pitt di sei perché 999° = 998001 = nm ,
¢ che in generale il quadrato di # massime cifre
non

sima

124 :
non ne pud contenere pidt di 21 . .
Osservo in appresso , che il cubo di una ¢i-
fra massima , che & 9% = 729., & composto di
tre cifre , cio2 di m. 1, o mn cifre, che il
cubo di un numero composto di due cifre massi-

me , ne contiene sei , perehé 99° = 970 , 399
=2.m=um, ¢ si yede , che in generale il cu-
bo di » cifre massime , non ne pud comprende-
re pit di 3# , ciod pi di s .

Proseguendo cosl .alle potenze successive, si
eoncluderi per un’ induzione assai chiara , che
generalmente fa potenza m."™* di un nomero
composto di » cifre, nen pud contener meno di
mn—m-}-1 cifre, n¢ pitt di mp., ¢ che percid
mn—m--1 , ed mn sonoi 1i9ﬁti,fm cui si con-

tiene il numero delle cifre di una potenza m. 4>

di un pumero qualunque di n <ifre . Dico adesso

189. Teor. Che laradice m.®™® di ue numero
composto di mm cifre non pud contenere né piti,
né¢ meno din cifre . Dimostrazione ad assordo . Il
numero delle cifre di tal radice sia, se & possibi-
le,=p—1 ; il massimo timite del numero di ci-
fre,che si possono contenere nella potenza (g—jz)™
¢ nm—m<nm ; dunque p>—x cifre nam possono

formar la radice m."™" diuo numero composto
di mm cifre . Sia dunque la divisata radice com.
?osmhdl n+-1 ciffe. Il minimo limite delle ci-
re, che si possono contenere nella potenza(n-4-1)",
& (r-1)m—m—-1_= wm—A-1>nm l;)odhﬁqﬁzj— n—){—x
cifre non possono formare la suddetta radice . Ora,
siccome g—7 cifre sono.meno , ed -1 cifre

§0=
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sono pitt del dovere, ne segue che u cifre debbano
essere il solo numero di-cifre conveniente alla ra-

dice m.*™* di un numero di mn cifre . »
190. Teor. Dato un numero , da cui si debbg

estraree la radice m."™ , se dividasi in rtanti
membri di m cifre, andando. dallz destra verso Iz
Sinistra, quanti membrisi hanno, tante debbono
esser le cifre della radice . Dimostrazione . Un
numero mn di cifre somministra # membri com-
posti di m cifre; ma per il Teor. prec. la fadi-

cem’™ di un numero di mm cifre dee contenere
# sole cifre: dunque tante debbono esser le cifre

delfa radice m."™* quanti sono i membri di w
cifre nella potenza .

191. N& a questo si oppone , che I’ultimo
membro a sinistra contenga meno di m cifre,
perché in tal caso si haano ym—1 membri com-
pletidi m cifre, i quali danno per cio, che ab-
biamo dimostrate, »—1 cifre in radice ; ma nella

potenzam.t'™* dim—1 cifre il massimo numero
di cifre & mn—mr; per ipotesi il numero delle ci-
fre date & Smm—m , perché contiene ‘9:; membri,
dei quli T#—1 sono completi, e camprendono
per conseguenza mn—m cifre, ed inoltre vi ha
tt membro incompleto; dunque le cifre della ra-
dice debbon risultare generalmente &c. Posto que-

sto sia
192. Probl. Estrarre da qualsivoglia numero,
una qualunque radice . Soluzione . Si divida il
Bumero proposto in tanti membri come sopra;
si estragga la radice dal prime membro, la qua-
le

;:-fice contenere una sola cifra,
cile a ritrovarsi , se non esatta
le avvenire, almeno prossima
bile. 1l primo termine della ra
si sollevi ad una potenza espress
della radice proposta, € sl smtraggai
dal primo membro . Appresso al resumerodimi-
bassi il secondo -membroy e questo Pd‘ vy
puito dell’ nltima m—1 cs.frc s dlel1 ap ner
mo termine della radice inalzata al unzilze ror
inferiore di un’ unita al g‘rado'del a rsa ice PO
posta, e moltiplicato per il di lei ercphé A
Se la divisione riesca lmp'OS'SlblICa pe L gero
visore sia maggicre dc[“dl?'xdcnd93s! punbseeo.n-
in radice; altrimenti sard i qyozwnttdo ceon
do termine della radice , purché sollevzl,l“,ordiné
termini trovati alla potenza espressa Ga 4 ossa
stesso della radice proposta , il rls_u.ltafomc o
sottrarre dai primi due memOri prest lnSl:dixr;inuio
ché; se cid non possaaver:luogo, leo%n s pos-
re il secondo termine d:l&g r:ad;:e , finc
ire la sottrazione divisata .
s? a::%l‘;ra i termini-della radice Qet?bano teissz:':
pidt di due , si operi sit i due termint tm‘{adi’cssi
me si & operato sul primo', L:lOé si Eofmmoltipli-
la medesima potenza , e il r{sulcato si e sepua
chi per I'esponente della radice , ed .Sln t{: e
P’operazione, come sopra , _ﬁnché media VR
portune sottrazioni successive , Sl gmqsl; A
residuo zero , il che avvie:;‘cp,hguz(rixedlf!)’ :)rdine ! o
& una potenza compit '

f;?i?frztta , ovx?;ro finché §ia§1 ottenuta mc{l;a:;c.t
i ‘decimali. una radice assai vicina all esat['escm..
..}l dettaglio , che possiamo a fare su g :

ed & percio fa-
, il che non suo=
pit che sia possi-
dice cosi ottenuto
a dall’ esponente
il risultato
duo si ab-

4
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pj spargerd molta luce sul metodo esposto, it

quale nondimeno ¢ sostanzialmente lo stesso, che
quello , che appartiene alle funzioni letteral; .

193. Scol. Una potenza qualunque di un nu-
mero contiene [e parti stesse , che si contengono
neifa potenza letterale corrispondente . Per con-
vincersene basta scomporre il pumero proposto
ad inalzarsi ad una data potenza nelle sue parti ,
cio¢ nelle unitd , diecine, centinaja &c., e po-
scia trattarlo col metodo delle potenze letterali .
Vi & pero questo svantapgio neile potenze nu-
meriche , che tali parti sono in esse miste , e con.
fuse insieme , il che riesce d’ impedimento all’
estrazione . Per correggere quest’inconveniente si
ticorre ad un ripiego, e questo & appunto la di-
visione del numero proposto in tanti membri, cia-
scuno de’quali, andando da destra verso la sinistra,
sia composto di un numero di cifre espresso dall’
esponente della radice. Come cid basti per evi-
tare ’ostacolo prodotto dalla confusione delle ci-
fre lo mostreranno gl’esempj .

Esempio 1. Si debba estrarre la radice quadrata
dal numero 54757 . Operazione . Divido il nu-
mero 5, 47,57 in membri di due cifre , e tro.
vo; che tre debbon esser le cifre della radice .
Estragoo la radice quadra prossimamente dal pri-
mo membro 5 , ed ottengo 2 per primo termine
della radice . Inalzo 2 al quadrato, e lo sottraggo
da 5 . Appresso 3l residuo 1 abbasso il secondo
membro 47 ; osservo quindi, che dette a, b, ¢,
le tre cifre della radice , la prima equivale ad
a00 , perché esprime centinaja , che la seconda
equivale @ bo , perché esprime diecine , e che la
terza ¢ puramente ¢, perché esprime unitd smll"

pit«

238 )
plici . Di qul ne segue , che la potenza 54757

uivale a (290 4 bo ) *; dunque nella pacte
:?}7 57vi si(dcbbono contenere i prodotti 2a400Xbo

Jalfoxcc-aa00xc-bo’iH- ¢* . Siccome dunque
aaeoXbo esprime migliaja , questo dopplo pro-
dotto si dee cootenere nelle prime due cifre 14,
perché la terza esprime centinaja 3 noto pertanto
con un panto la seconda cifra .dcl secondo mem-~
bro, e divido 14 per 24, ossia per 4; trovo 3
per quoziente . )

Trovato questo , osservo , che siccome questa
seconda cifra esprime diecine , il suo qg‘zdrato
deve esprimere centinaja, ¢ migliaja al pia , ma
non diecine , ne unith , onde per esser cifra da
porsi in radice dee esser tale, che il doppio pro.
dotto della prima cifra 2 per questa seconda , ¢
il guadrato di questa insicme si possano sottrar=
re da 14700, poich¢, se questa sottrazione nofl
si potesse effettuare , sarebbe segno sicuro, che
la seconda cifra trovata ¢ maggiore del dovere,
e che percid conviene diminuirla, finche tal sot-

‘trazione si possa eseguire . Faccio pertanto la

sottrazione di 2 . 200X30-4-30 . 30 da 14709, o

che & lo stesso , faccio la sottrazione di 33847

da 147 : appressa al residuo 18 abbasso il ter-
go membso 57, ed ho 1857.

Osservo, che in quest’avanzo vi sl d_cc con-
tencre il doppio prodotto di a0 1n ¢ il doppio
prodotto di bo . in ¢, e il quadrato di ¢, ¢ ve-
do inoltre , che la somma dei due doppj prodot-
ti possono contenere migliaja , centinaja, ¢© dx.e-
cise , ma non unitd ; inferisco pertanto, ci

delle prime cifce 183 vi si des comprendere il
. S pro-
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prodotto ( 2200~ 250) ¢ divido percid 185 per
3400 - 3bo , o sia per il doppio delle due cifre
trovate , che & 46, onde aver ¢, che ¢ la ter-
za cifra deila radice; il quozientc & 4. Per as.
sicurarmi se possa mettersi in radice , sottraggo
(2.20042.30) 4 +4°, 0, che ¢ lostesso,
464X4 = 1856 da 1857 , e siccome la sottra-
zione riesce,, pongo 4 in radice .

Ecco pertanto , che si & trovato 234 per ra-

dice parziale in numeri interi del numero pro-
posto . Adesso poiché da! residuo 1 non si pud
seguitar |’estrazione , ricorro ai decimali . Ag-
giungo ad 1 due zeri ; il nuovo membro dee
somministrare una cifra di pid in radice : ma
perché si & agginnto un membro , che rende il
numerc proposto cento volte maggiore , ¢ que-
sto aumento ricade tutto suila nuova cifra,’e
sul residuo, a motivo, che le radici crescono
in ragione sudduplicata delle potenze , conviene
porre la cifra risulzante nel posto dei decimi; o
pidt chiaramente . Aggiunti due zeri al residuo,
si supponga diviso il risultato per 1e0 , con
che si restituisce al residuo il suo valor primi-
tivo_, E’ evidente , che avendo estratta la rae
dicé":}l solito dal residuo accresciuto di due ze-
ri, la cifra , che si ottiene dee dividersi per
la radice del denominator 100 , che é 10, 0,
Cl.lQ ¢ lo stesso , deesi porre nel luogo dei de-
cimi . ~

- Cid ben concepito, si vede , che in virtd del
raziocinio esposto di sopra, per ottener la nuo-
va cifra della radice , convien divider 109 per
il- doppio delle cifre trovate , cioé per 468 , e che

siccome la divisione non & possibile , zero dev’
‘ 1 ‘ ese
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essere il nuovo termine decimale da mettersi in
radice .

Aggiungo due altri zeri , e divido 10000 per
il doppio della radice , che @ 4680, e ottengo
3 per quoziente s-ehe dovrei porre in luogo dei
centesimi, ma che non lo pango , perché il pro-
dotto 46802X2 non pud sottrarsi da 10000, €
siccome non si pud sottrarre neppure 46301X1,
pongo zero tn luogo dei centesimi .

Aggiungo nuovamente due geri , e divido
1000000 per 46800 ; il quoziente 2z lo pongo
in radice , perché riesce la sottrazione di ...
468002X2 da 1000000. Con questo fa radice
quadrata di 54757 ¢ 234 , ooz &c. . -Volendo
spinger pit oltre I’approssimazione si aggiunge-
rebbero successivamente altre coppie di zeri, e
si proseguirebbe i’operazione , come sopra .

Esempio 2. Debbasi estrarre la radice cubica
da 79, 507. Vedo sulle prime , che le.cifre
della radice debbon esser due , e che percio il
cubo gella prima cifra, dovendo contener sole
mlg‘iaxa ».00n pud esser compreso , che nelle due
prime cifre . Cerco pertantp la radice cubica di
79, ¢ la trovo essere = 4 prossimamente ; Sot-
traggo da 79 il cubo di 4, ed ho per residuo
13 5 a cui abbasso a lato le tre ultime cifre 507.
Osservo adesso , cheil triplo quadrato di 4 mol-
tiplicato per la-seconda cifra pud contener mi-
gha)?.\, e centinaja, ma non diecine ; concludo
perciod , che questo triplo quadrato moltiplicato
per la seconda cifra si contiene in 15509, €
punto per conseguenza le due ultime cifre del .
residug 15507 . Divido 15500 per 3 .40%, 0O
che & lo stesso, divide 155 par 3 . 4 ; il quo-

: to
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to & 3 inalzo al cubo 43 , ¢ lo sottraggo da
79507 . ¢ siccome la sottrazione si fa senza re-
sto, concludo, che 43 ‘¢ la radice cubica esatta
79507 . Se si fosse avato un residuo, si sareb-
bero aggiunti tre zeri, e si $&rebbe operato al
solito . :

Questi esempj possono bastare per far 'cono-
scere il raziocinio, che si deve usare ip qualun-
gue altro caso, e nell’ estrazione delle radici
de’gradi superiori . : o

194, Scol. Non si dee qul tralasciar di avver-
tire , che qualora si tracti di estrapre una rgdxcc
da un .numero sordo,. e.che sia composto di po-

che cifre, pud farsi uso vantaggiosamente delle

formole di' Halley ( Transdct. Philos. 1694-)
Vediamo il metodo, da cui son dedotte’, € ne
faremo 1" applicazione a suo tempo.

195. Sia da estrarsi la radice #."™ dal bi-

, n .

nomio a"==b ; Si ponga a4-d.= \/a“ib;_ﬂ-

n (a+d°=a"t b, ciot a"th = & - na""td
n( n—1) e p(n—1 Y(—2)

+ x.z—— @7 a“-’d’&cl-'

] 1. 2.3 ,
Si trascurino le potenze'della quantitid, che
si suppone piccolissima , e si tenga conto soja-

~ mente della seconda, si tolga 4" da ambe le par-

ti, e il restante.si divida per »; Si otterrd e =
N

b n——‘lf-
A
g =4l d4" T

adesso per 2 e si divida per (n—1) 4™ *, onde

242 . Si moltiplichi

Y B sb .
si abbia d* +f-”:‘-x-d:.:|:2“—,°_:_;j‘;n—-; « Questa &
13 S T

B
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un’ equazione di secondo grado , che essendo ri-
sciolta per cio, che diremo (2. 1153.) da perd un’
espressione che aggiunta ad 4 , somministra la
formola generale di Halley, dalla quale si avran-
no le radiciy che si ‘richiedone, con sostituire
nei casi parficolari in luogo di 4, b, ed#i re-
spettivi loro valori, . Do

Fin qul dell’ estrazione delle radici dalle quan-
tity tanto razionali, quanto irrazionali; ‘ed inr-
maginarie . Ma se I’ estrazione dovesse farsi-daun
radicale? o

Si riduca il radicale a patenza fratta, esi trat-
ti, come le funzioni razionali; se sia, per esempio,

b ) Jp—
\/ 2 dove @ sia una funzione qualunque , volen,

S
. -
dovi estrarre la radice m.™™ si avrd Q%f:.chc

esprimera la radice richiesta, e restituendo la fun-

. mn
gione alla forma radicale si avrd /2 radice, che
si otterri con i metodi soliti .

Ecco dunque, che per estrarre upa radice qua-
lunque da una funzione radicale basta estrarre
dalla funziose compresa sotto il segno una radi-
ce espressa dal prodotts dell’esponente del ra-

- dicale dato per |’ esponente delfa radice .pro-
" posta. ' R

Con questo ‘riman’esposto’s quanto pué dirsi

intorno all’ estrazione dglle radici. o
196. Siccome perd non di rado ‘avviene , che -

le radici non possano esfrarsi , ¢ quando anche

-possono estrarsi , succede.spesso . clie la radice

medesima contenga delle parti radicali ,-essendo
o ‘ : d'al-
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d’a!troﬁde le’ ﬁmi?ﬂm radicali molto fncoémode nel -

calcolo non solo dell’ Algebra, ma eziandio del Cal-
,coia Integrale, nondee riugcire mopponuna, che

. primadi lascxgr guesto ramo di Téoria, ci occupiamg
alcun paco dei metodi, e degli artifizj atti a tidurre
le funzioni radicali a forma razionale .

Tratteremo primieramente degh amﬁz) opportu-

i per ridurre allarazionalith i radicali- quadratiei ,

che contengano sotto-il segna.delle funzioni: bmomxc,
6 trinomie , ¢ che poste egualt a zero ;- costituisca-

_ »o un’equazianc non superiore al secondo grado. -
- In secondo luogo fnsegneremo a'ridurre i radicali df
qualunquc ordiney che comprendano sottg il seQno.
delle funzioni binomie, lineari per rapporto all’ia-

§mta in esse contenuta , edotate di una potenza . ‘

tunqae -. .
In ultimo passeremo alla nu‘uzxone di molte formo-
- Je generalissimé, ed affette da una wrazlomhti la pu‘l
complicata, edastrusa.

Inteso bene tatto ¢id che andiamo ad esporre, non
sard difficile a suo tempo di ridurre mediante ’Analie
8i , anche quei radicali , -che conducono ad equa-
zioni superiori al secondo grado ; purche perd
le radici di tali equazioni si- presentino sctto una
forma ‘ragionale, e non 1sfuggana1 Wexodl ﬁn g
’canosctutl .

e SEZIONE 11L
{ Della riduzione de’mdimli a fafmaxaziomlc .

197 Si debba mdurrc a formz razwnalc fi fa-
di-

T

'dlrﬁ wmemﬁﬁ

. *!.‘_..zi ’
maizﬁ}a‘ v aERE 7
, — v
edavr&xﬁ:\v TR e g RS P “ﬁh

. cb‘e eisenda 105 ﬁkﬁfé 5‘"‘ 5"“‘1““ propasta le, «

L St

ﬂdurr& razionale s
98 Abbxaix dﬁ ﬁdﬁm Ta flnmge \/ﬂid:x"

.sﬂ-‘ﬁ*w 37 3 u m oﬁ,*dw 0&
s“""g‘ XS e
wm : -

MM 1fa ;fomok ‘\f(d#{—bx}(e-{-dx)‘

r9% H-b Qp;vﬂ o ettie
b‘fm ﬁ!‘.ﬂig ,r). ra:d: - sghr-apt "

c+i& s z*f.a-{-&%}, 3 dl s ﬂ“"*%" d;ﬁt

pd-n,ga ﬁér x qucsto vg!ore pella }’og?xif;; (a429)

c ia aVré (/(a—Hi’) (e—}-dx,)*z &z, ; M

Hﬁ mwaﬁg;uﬂz qmlgagm mﬂe yrnglarg

22z R valore-
m,u T be-g—‘wi
mamuo ﬁ i;,e &Mﬂ va’iaced[% e

ois dolta @mh’ix‘m, :

ea, e dEy sacchbe ;/{ ¢+bx;(q,dx;
;  nar :" aned
qﬂa-—x‘).,z‘ ,edx.g. err A duuggt

per ridurre, o uzld‘nﬁiﬁ h formala’ \/ ) ——i"‘)

“!‘“s ’ § zi E .

bmm'm*#‘” S T

. Ab I’ ﬁ@i x)* da’ o
200. Abbtast apms w‘i W wm%m e

“

“

aSSe‘ﬁmie, per rg:mplo,b"x, .-
M
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oo, e (@b =% ed a:!:bx— 3
quindi- nz ;: yal;re che msmmm per x cel lz
formola  proposta la dee rcndtre raziovale .

201, Se 8l avesse (bx—a) ) risuitcrebbe esosia

l

x: :‘a . - : ‘+b” |
ses. Sia pmpmta l‘tspfesmtc\/ f"’ftx 'g; |

T a
ey

Si faccia, come sopta = '-z"‘ esiavd = x s
for®, -
e di qul x.f: M,, , valore richiesto .

103, Sia 1a Tormola J (a’ Ib;—::lfnz,qu
ﬂ My “+xz.qm . b—2aag .

e aprz=
=;az+x ’eperclox‘ < ® ed “‘]"

» bz——az_____—-dt_!f_ P;r 1a fumﬂ-
\/(‘2’*‘5”4’"33 P g:t’cbe kY eqmzwne
3t 1 bt -0 i
l:—\{—/z(a e s—t}— avrjb_be Im—{—c =2 ltz+ 2, d

x= —"“‘”"z = 3 qnmdt ax+z.\/(n’x’ +I~+¢)=
“p—2az’
bz-»az’-—ac '

T d mum&e h fou-

“104\/‘% x;qciual 3 -ﬁg’::) fen i:'ittoaé dividasi ge:
molRY S ponss v - ax L y=btEze T
omene:t‘—{-ax =3bxz +x 22, 0

X136
3bzamg
-:bz+xz' s vale a dire x="—5.
‘ —z

Yo5. Sia finalmente la formols J
wraestma?) ;s
qncsta si faccia = X%, onde si abbla( max-t-‘ni-'
_m¢ © g
=x'z?, c percio r= e edx? = ). Per

mezzo di quesu valox si ha \/ (maxtnx )

= o mat nm’ 2*m*a amz
) Ve

. ("5 =
E’ manifesto, che ne”c formole fin qul trattate

i si contengono infiniti casi particolari .
"Passiamo adesso a delle formolé pid generali.
L, S: dcbba hberaré dall’ Asunetria la funzione

{42 ‘+Bx°+c; &c. k. Sia”’p il minimo

pumero intero, divisibile per.i denominatori 5 ,
N : &c., ;'sn ponga x=g*, lz trasformata ...

(dln+33°+¢¥ &C-)k sar} qna! sipi-

0

11. Siada ndtfm I ﬁxrmola ( Ax® -}-Bx h--}-C'

ax+ k -
dx ¥ e 2 ) Essendo ¢ come sopra, si pone
au'+ — b

- + e ondc si abbxax—"“:—;-—, . Si
faccia la. sostltu;lone, e si avrd la ridotta .ecesewes

(.4‘ é—-lv)g ; --b)b u k
(—dck) % (4--@?) + €

e la :mz mamem si opererebbc snﬂa formoh
Vs : ‘ ' &

3
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generale (A+-Bx € 4c (a-}—bx)-' &c' K

* I Siaproposta la funzione (£ me)f H
Si faccia .A-{-—Bx =2, ¢ si avri immediatamen-

te ( A4-Bx™) i =z
1v. Essendo proposta la formola ((at-{-Bx“)m't

{C+ D™ )’“ si faccia prima di tutto a™ =2,

accfé divenga ( (£+4B2) ™ X (¢4 Dé)) TE s
Quindi si ponga ((A-+82) "X (C+D2))

=(A+BDu, e formando la potenza m , e divi-
dendo si avri € +Dz = (A-+B2) 4™, di dove si
AU = C AD —BC

hz =D ";",;;; percid A Bz="7 oo,
AD — BC
e finalmente la formola proposta =

"V Abbiasi la funzione (A—J,—Bx“ x C+Dx

SI ponga x -‘-‘Z ’ [ dlpol sl faCCIa "ll.."'ll..l":'

et x C4De) & = # (4B f:

(A£+ 8 x°
Formata la potenza m , ne prover:s} +Bz =
. m-t
¥, : A48z

. u™ (.L‘-]-Dz) » vale a dire A4-Bz= um(C+Dz)

'l

¢ di qul z:zB “m o Quindi A2 =
BCum——-.dB BCu™ e ADy™
Y 5bum = " B_—pud  » onde siha final-

mTz - P
mente ( (J—}-bz) X (C4Dz)) T s
Bc‘w"*—umnm p

VL Sla data la formola (dxm+ By*m) £

Si faccia x® =2, ¢ poi (-ftz-f-Bz’)’—uz, e si
avry con qQUESIO of B2z 4z, € Percid ...

A
z:uz Dunqug (.42 +Bz ) “p Zp LITTETIY PYTY

-41.4
= (1‘4———-’——8 « Se p fosse negative , si farebbe

(A2 +-Bz’)',5=uz" ma si richiederebbe, che p fosse
impari .

VIL Abbiasi la formola (£4-Bx™{-Cx?m.) =
Si ponga, come sopra x™ =z , e posto p rm-
pati = -+1;srayri la trasformata (4 4-Bz4-C22 T
(A+Bz+C2*) 5 3 . Tutto dunque dipende dal n-

durre la funzione (.4+Bz+€z’) s¥er ottener que-

§to , conviene risciogliere o +-424-Cz? nei suoi -

fattori , e quindi eperare , come al num. [V,
Simile sarebbe Ioperazione , se p fosse n. gativo.

VII. Dovcudosi ridurrc la formola (.A-F;;’-)': :

T p——

(C+Dx) » i porrd ( a!—{-Bx)! =2 , onde sia
2* g

A4-B85=3% , ¢ percid x = 5 e Con questo

si
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oo

02—

si avr} C—}—Dx.. 4D sela formola zf

q
@ —"'-4)
ta diverry 2P. (C”—{-D ‘—‘—)— » dove non

B
v'¢, che un fattore irrazionale . Per rzdurlo an-
T AP D
¢h’esso , pongasi €~ TG EPie e ¢ fa
. @

formola da ’id',“si, sar} (P4-22°) T, Pongasi e
(P49z°) 2 =Q% z-4u, efatto il quadrato

ne Proverrl e 1’+%’-%’+°E’2’ . Di
. — 1
qui s1haz= i 3 2t ,ez!'
:.? 2
= ( ———}, Cosl ﬁnglnigntc st ha (P-{-sz) 2
29 5y
'P—-—u —+u\? ‘P—}-u" Lo
= ” ‘_ﬂ , la formolg di

Py
cui si tra.gta ndotta alla forma ““i"‘
'P+u

- IX S:a per uItimo da ridursi la funzioge ..,

q 1______

\/ A +B‘/ C+W inP Prlma & ogn’ altrs

G-f—Hx

cosa la funzione data si fa.cc:a = 4 : formando I
Po-

L 3

e

| ‘|

potenza: s 8i avm J-{-B\/C—f—DVE -+ F:;F =25

» I
. | GH2P
el 25—t
e percio ‘/C-}—D‘/ E | Fx Fo Si for,
Pes— B
’ G+ Ax
mi 1z potcnza Y, ed operand“o come sopra,sn ot-
q,-
' r——E (z — A" —C #
. Gene M‘p C 5 ." Pacendo final
= B ) :
Hx P —_——
. —-—_..——-——-I
. ’ D + F#P
mente ia potcnza g si avrl,,, W ...

-—C" . G+HAI

5 “equazione, da cui si de-

ducr. xl valor d’x, come SEGUE 1.srsenseresrtersyuisnss

(E__‘G ’z ——./!)-—C) )
(F= )"
("(F=)-)

Questo valor d’ x si sosutmscz nella formola da-
ta, e si avri b -ridotta, che sicerca.
Dopo tutto questo noa sard difficile il ridurre

- alla razionalitd le formole', che si possono ,ingon-

tra-



o 1
trare nellaprdtica ; seppure perd non s’incont?{f
no delle formole di una irrazionalitd eccessiva-
mente complicata, per la di cui riduzione si va-
da a cadere in operazioni ineseguibili .

CAPITOLO VL
Delle vagioni , proporzioni, e progressiomi .

206. Laragione & il rapporto, che passa fra
due quantiti omogenee . Questo si ottiene col di
loro paragone, e il paragonesi pud istituire in
due maniere , cioé per trovar la differenza delle
funzieni proposte , o per trovare il quozicnte
di una per l'altra. .

1l risultato della prima opérazione ¢ cid che
dicesi ragione , o rapporto arimmetico; il risul.
tato della seconda chiamasi ragione, o fapporto
geometrico . o

207. Laformola generale'di qualanque rigic-
ne al:nmetica ¢a:atd, eda:am é la formo-
la di qualuaque ragione geometrica . Il "primo
termine & dicesi artecedente della ragione , eil
secondo termive a=t=d , o am dicesi conseguente.

208. Ogni ragione, pud esser diretta , 0 inver=
sa , esemplice , o composta. La ragione diret-
ta &quella, che sussiste fra due quantity varid
bili tali, che secrescano, o diminuiscano., con-
servano sempre til medesimo rapporto. L ra-
gione inversa, o reciproca & quella, che sussi-
ste fra due quantitd variabili, delle quali una
crescendo, I" altra diminuisca , e viceversa, nei
medesimo rapporto . La formola di queste ragio-

1
ni & y: —° '
y 209+

g_

43’;09. La ragione semplice ¢ quella, di cui ab-
biamo parlato fin’era. La-ragioné composta ¢ quel-
la, che risulta dal paragone del prodotto degli
antecedenti di pilt ragioni col prodotto dei lo-
ro conseguenti nelle ragioni geometriche, e dal
paragone della somma degli antecedenti colla som-
ma e’ conseguenti nelle ragioni arimmetiche .
Cos! date due ragioni geometrichea: am, b: bn ,
1a di loro ragione composta & #b s abms ; difatto
e suddette ragioni si esprimono ancora per———
: . 2

b , :
EPRL viceversa § ara si vade che abuabmnu esprime

il rapporto def loro prodotto . Date poi due ragio-
ni arimmeziche ¢ : ac=d; b ¢ bke, la ragione.
‘composta ¢ a--b : a-botzd=te o T
210, In genérale nelle ragioni geometriche di-
¢esi ragione duplicata quelta s che risulta dal pro«
dotto di due ragioni geometriche uguali; tripli-
gata quella, che risulta dalprodotto di tre ra-
gioni geametriche uguali 4 ¢ cosl in seguito. Si
uo veder fatilmente, che la ragione duplicata &
{,a stessa , che quella de’ quadrati dei due termini
di una delle ragioni componenti § che la ragione
triplicata & la stessa , che quella de’ cubi . &e.

" Difatto le ragioniat am , §: bm somministez-
no la ragione duplicata ab :abm® , c la ragione dei
quadrati de’ termini di ciascuna di esse & a®: a’m*,
‘B:b*m?, ciod 1 :m* , come sopra.

Lo stesso vale per le ragioni triplicate , come
pure per le susseguienti. A

ar1. Lé'ragioni geometriche variabili si rap-
presentano dagli Analisti per mezzo di equazioni

e Co-



- - ‘I'
Cosl £=k vol dire che ¢ cresce, o diminuisgg

, come cresce, o dimimuisce k. Cosl ¢ = ;l’,signiﬁ-

»c((:)a ,» che ¢ cresce, o dimiouisce in ragione diretta
mposta di f,edi Kk, ed in ragione irversa com-

3 -
che ¢ cresce . o diminuisce i g\/t

- « 0 nuisce in ragione composta
diretta della ragiove semplice di f, e della ra-
gione sudduaplicata di kK, ed in ragione inversa
composta della ragione semplicedi g, e della ra-
glone suttriplicata di /.

212. Due ragioni omogenee, €d uguali , di-
sposte per ordine , formano una proporzione , ¢
questa dxcgs: grimmetica, o geometrica, secondo
che. le ragioni, dacui vien castituita, sono arim-
metiche, o geometriche . '

213. La prima sorta di proporzioni vien ge-
2erzl;1:ednte rappresentata colla formola 4 :a=t=d::
g: a:;;::labs:ebc;n'da ¢ rappresentata dalla for.
tivzxg‘i. Di qui si vede, che-il principio costitu-

una proporzione arimmetica &4’ eguaglian-
zatdelle differenze fra ciascun’ antecedente, e il
f:;: conseguente ; e che il principio costitutivo di
proporzione geometrica & |’ eguagliarza dei

quozienti di Ciascun conseguente diviso per il suo
antecedente , e viceversa,

posta di g, ed I*. Parimente ¢ =f ‘/_’; significa,

mc:rl}- Ogni proporzione arimmetica , o geo-
ica pud esser continga, ed & tale , quando’

.

il. conseguente detla prima ragione serve di an-

te-

X . . -
té‘gdentc alla seconda . Tal sarebbe la proporzio-
ne 2 :4:8, ed in generale a: a=td: aztad;ja
am:am’ . :

Se una proporzione non sia continua , si appeb
la ¢on nome generico discreta .

216. Quattro quantith possono essere ancora
in proporzione armomica. Questo avviene quan-
do si hanno qoattro quantitd tali , che la diffe-
renza, che passa fra la prima, e la seconda stia
alla differenza, che passa fra laterza, € la quar-
ta, come la prima sta alla quarta . Tal’ & la pro-
porzione , che sussiste fra i numeri 6, 8,12, 18.

Una tal proporziong pud divenir contrarmonica,

ed & allora quando la differenza fra la prima
quantita , e la scconda sta alla differeaza fra la
terza e la quarta, come laquarta alla prima.
. a7 La proporzione armonica pud aversi an-
cora_fra tre quantiti, e questo succede , quando
la differenza fra la prima quantitd, e laseconda,
sta alla differenza fra la seconda, e la terza, co-
me la prima alla terza. Qualora le sudaette dif-
ferenze stieno fra di loro come la terza alla_ pri-
ma, la proporzione dicesi contrarmonica . 1 nu-
meri 2, 3, 6 sono in proporzione armonica .

218. Progressione arimmetica , & geometrica e
un seguito di termini in contioua proporzione
arimmetica, o geometrica « .Ecco le formole di
ambedue 4: a2td 1 atzad ¢ a=3d ceavesineseen 471

as am : am’ i amd i e am" .

219. Progressione armonica finalmente, dicesi
un seguito di termini , i quali presi ordinata-
mefnte a tre per ¢re , 02 quattro per quattro sie-
o successivamente in proporzione armonica . Di
qui si comprende qual sia [a progressione contrar-
monica . ’ SE-



"SEZIONE 1. "

Delle foni
proporzion_: > ¢ delle progressioni
Arimmetiche ,

220. Teor. 1 i
somma -dei tem:linqgm proporzione arimmetica la
termini estremi l fmd’ ¢ uguale alla somma de’
visate somm . Dimostragione . Facciansi le di
bibtd ;5 e sf agfé“? ?mporli""e generale a:a=xd::
ea =
= af-btd MENLE vvvemncsreosenss at=d—4-B
221. Di qui

termini di 1?;;; ne segue, che dati jessendo tre
sempre trovar ,,proporzmne arimmetica, si pud
tine due, si pud altro, se sia discreta, e che da-
222. Teor plllrcx) trolvare il terzo, se sia continua.
tica , sta g;.om ?qa unque progressione arimme-
terzo , come il de ricamente il primo termine al
secondo ; sta il (F)’};?nl]o del primo sta al doppio del
P . o termine al :

triplo d . e al quarto , come
pio del primo al triplo del quarto, Cd,in omx[
gene-

rale sta il prir . :
No termine all’ p, #MO -
eall’ n."™M% , come il pri-

;I)l?m :x;eso n—1 volte all’ 5, $imo preso n
ncral; ;ﬁ:—,ﬁzz. Ifl effetto si ha nella formf)lzone'
223-.7;;: :fw-—*l)a:(n—-l) (atond) . &
metica , si ha. I ° thuea;:[;que p;Ogrcssionc arimn-
e . omma degli i
glia la somma di du ini intermed; qonl e E”
I e termini inte j 3
£ 1 d ] rmed
I:::'asix;-:no equidistanti dagli estrem; ; Joqxg;lunque,
9 . 3 - *
Pk ion;r;xero de’termini sia impax"i e el.qu:.zf
- 3 é
forrgola gee g et:;'lm lge! ;il mezzo, Dimostmz%:sf HLIZ:
orm € delie progressioni ari iche
si \Irlxdte essere a : grizd ; aiﬁ:zd .n‘:j:;mdmetxche g
gy 33d ¢ atizgd .., a-tind
ne a=tnd ponga;;: =x; il penultimo tnci-
mine

e e o e o
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m?nc saty = xd, I antepenultimo = xomadyefil
nalmente il primo =x=gnd .
Si scriva ["ultimo termine X sotto il primo della
formola generale 5 il penultimo espresso per xo=d
sotto il secondo, I’ antepenultimo sotto il terzo.

¢ cosi in seguito , onde si abbia
a:aed amead s art3d s amegd s a-nd
x 2 xoed s womad X034 xz744 reennseserassarne XN

Fatto questo si vede , che ]asomma di ciascuna
coppia verticale di termini & costantemente = 4%,
il che prova la veritadella ptima parte .

Per dimostrare la veritd della seconda basta da-
re un determinato valorepari ad 5, ¢ si vedrd
sempre , che la somma degli estremi , o di due in-
termedj equidistanti dagli estremi, eguaglia il dop-
pio del termine medio. Sia per esempio =4 * Sard
a:aed: atad ; astzd: azgd
azqd s as3d ¢ acmad:ag=d: 4
dove la somma di ciascuna coppia verticale ri-
sultacostantemente = 2a54d , che & il doppio del
termine medio a=m=2d. .

234. Teor. Un termine .57 qualunquedi una
progressione arimmetica si pud rappresentare ge=
neralmente per a == (n—1) d; Dimostrazione « Es-

sendo come sopra il primo termine, 4 , ¢ la ra-
supera quello,

ione d, siccome ciascun termine
che lo precede della quantitad , e tal quantitd co-
mincia ad entrare nel secondo termine , ne segue

“che nel termine . 2.8M debban’ esservi (n—1)ds

¢ che per conseguenza il termine n."'™° debba es-
sere N = a=2 (n—1)d avendo luogo il segno supe-
riove , quando Ia progressione ¢ crescente, ed i

segno inferiore quando ¢ decrescente .
333



225, Teor. Detto a il pri 14
. a il primo . 147

i : . term
ﬁrogrcssxonc arimmetica, N ’ultimo te;ne’ di una
numero di tutti i terminj , o mine , ed n
» i ha la somma di

. n
€58 w0 5= (4 — Dj 1
(a+N) ; Dimostrasione . Sotto la for-

mola generale del]
' ¢ progressioni ari i
mola ! . ioni arimme i
seris aeso;g;snszt;mente clascun termine de”:,'i“z:xl:ecdeSI
€r.¥, come si & prat; .

s ] R S1 ¢ praticato (n.2
Coppigucvs::t'svaedg, che la somma dj (ciasgasz;));
coppia ve trcae di terwini essendo = atx, la
rma di rz:tcd'le coppie dee risultare :(a—}-,’r)n'
I tutte le coppie uguaglia il dop-,-

pio della formola generale; dungue fa somma di

una progressione qualunque & = (a4-x) a
-

226, i
e esgi Iqucsta formola si pud dedurre qual
v ingniﬁ:jm:o di una progressione decre-
Al in » €On porre x =o
scen ) 0 =o, e coll -
Iunfaucelht? st pud determinar la st;mma ina St::
zq: aptroblcaso particolare . Posto cid sia !
inscriZ;_ frr:di. egfm due termini qualunque 2, 4,
nserir 1 un numero m di j
il 3 51 1 m Jdi medj propor-
2i c;:g?;?eml' - Soluzione. Si cerchi,(g ra[;,i;
e, sussistere fra i termini ;
rmini dell
nes ' f clla progres-
_{:)('e’_c.clr)c;ta, questa si ha dall’ cquazioni xg—esa
RGP, > €om sostituire m--1 in vece di n—_-x
ermini debbon essere m--2 . Siha infat’

—dl

ti d= ——;
mi1’ trovata questa & sciolts il proble-

ma i i
, cbfl_ aha la progressione richiesta cerarassen
(b—a) (b—a) o

. “+m+1 : a4~ z‘;’:;" : a3 ';;‘_F'I— cortene
K2 a4
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H m 1 -
a{-(m 1) m-41
ultimo termine s1 ve
me des avvenire.

voglionsi delle formole
qualunque caso trovar le altre

(b-—1)
— , dove fatta la riduzione dell”

de, che esso risulta =h co~

delle funzioni @, x, 7 5 d, 55
per cui si possano in
due .

Solusione . Dall’ equazione ¥ =a~{ (n—1)d se ne

~+ (n—1)4d;

228. Probl. Date tre

deducono quattro, e sono 1. x=a
x—a

X—a

2t amnm e 3 4= 4T

n
Dall’ equazione s=(a4-%) 7 > s¢ ne deducono
n 2§

altre guattro, cio¢ 1. s= (@47 2.2 a="—%
2§ 25

2= : 42 Xz ——a.
3= 7 a+x’4" n

Trovate queste otto formole 5 si sostituiscano
n

nell’ equazione s= (a-+x) > ivaloridix,a,edn

1)d, e si avran-

o le seguenti:

dedotti dall’ equazione x = &~ (n—

no dodici altre formole, che son

Sostituendo il valor di 2 81 ha  cerseonone
an—-dn*—dn 5 (dn——- d)

- 2.3 a= T e— T Neesoten
’ n~ ( 2 )

1.2 5=
2

25— 2an

8 J— . a = .
3.0 d= n 42 n = rad. €quUaZ. ceeree

, 24 )

2 S . e .
4 ——]n H——28 =0 . Sostltucndo a4 's1 ottiene
» + (_ d I) "

(2% —dn4-d)77 »

I’ equazione trasformata s =
cda



s
e da questa si deducon I’equazioni. 1.* x» = -

dn—d 258 — 25
+ ‘ - ; 2.2 d= nz—n ; 31‘ S = XN = genen
(dn® i— dn)

2 5 4. n = radice , equazione n° ...
(2
.-)-(‘;'—1) n 35 =0 . Finalmente sostituendo il

valore di n si trova la trasformata 25 = a-x
¥ —a®
"4 > dacuisi hanno I'ultime quattro for-
d+x xz ——ﬂz

2 2d 3

mole, € 50N0 enee 1.2 5= 2.2 d

xz___az

2 a2 3 3" % = rad., equaze %’ 4-dx ..o
—a’~4-ad—25=0. 4.* a=radice eqfiazione a*—dz
—xt—x-t-25z 0,
229. Quando si debba far uso di queste formole,
si avranno per mezzo dell’ Analisi anche quel-
le, che dipendono dall’equazioni di second®grado.
Intancto si vede, che formole trovate debbon so-
disfar picnamente alla soluzione generale del pro-
blema proposto . Difatto delle cinque funzioni
proposte s¢ ne puod cercar una in cinque maniere.
Ciascuna di esse deve determinarsi per tre delle
altre quattro, e le combinazioni a tre per tre di
quattro gquantita sono quattro; dunque 4. § sono
i cast possibili , i quali costitaiscono il proble«
ma proposto, ed a cui sodisfano le venti formole
da noi trovate.

230. Scol. Pud avvenire talvolta, che per »
K 3 s’ in~

150
s’ incontri un’ espressione frazionaria , come,

" .
per esempio, # =m--— . In questo caso il nume-
r

n
ro de’ termini sari=m , pil una parte X del

E15

esimo

termine (m4-1) : » che si calcolerd facil-

mente .
231. Prima di passar’ oltre, giova qui esporre

ana Tavola, in cui le formole addotte sieno tut-

te ordinatamente disposte . '




TAVOLA DELLE FORMOLE,
che apparteugono alle Progrefiont Arzmmmche .

Date i trova FPer mezso declle Formole
d, n, x a=x—(n—=18)d
as
By X,S§ q = =3
a
%,d, s s
s @y am —==(n=14)
‘ n 2
dys,x a=rad. equas. @? — da —x? wxtas=e
a, dy n x=at(n—1)d
as
x Ledi IR
&, NS . ~—a
g (n=x
n’d’s X = o-fd p )
a,d,s x = rad. equaz. x? tdx =a? tad — 25 =0
nar————
X e
a, dy X =gt ——
sy @y n=i 7
a, 5, X as
n ””a.fx ( )
asd,s n = rad. equas, n* *(—-«))n-—zs:o
d, 5 x n = rad.equaz. » z’—\:—'xgnfzs...o
B, 4, x _xe
=0
a,ﬂ,.\' (S"‘n)
d d =2
nys X n?—=x
’ (nx=s) x2 =aq?
S5 X d=ma—— d=
SERE n?—-n as ~a—x
+
a, n, x - (’_‘.f_),.
G
a,d,n s =(a=dtdn) 3
£ ”
-d’ ny X 3=(ax—du+l),
ety #—a
4, d,x § = t m——
a ad

T FEERT
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Ecco pertanto, che date essendo tre delle quan-
tith 4, d, n, s, x, pud sempre trovarsi una
qualunque dell’ altre dae, e basta per quest’ ef-
fetto scegliere nella Tavola esposta la formola
corrispondente alla tripla di lettere data.

SEZIONE 1L

Delle proporzioni , e progressioni Geometriche.

231. Teor. In ogni proporzione geometrica il
prodotto dei termini medj ¢ uguale al prodotto
degli estremi. Dimostrazione . Nella formola ge-
nerale ¢: am:: b:bm si haaxbm=amX b;
ducque ¢ vero gencralmente &e.

233. In caso, che la proporzione fosse conti.
nua, sarebbe il quadrato del termine medio cgna-~
le al prodotto degli estremi ; difatto nella formo-
la generale a: am:: am: am® , si ha sempre ...
amXam = aXam®

234. Da questo Teorema "ne segue , che se
vepgano dati tre termini di una proporzione geo-
metrica discreta, si pud sempre trovare il quar-
to, e che se vengano dati due termini di una
proporzione geometrica continua , si pud trova-
re il terzo.

235. Scol. Qualora perd i due termini dati
sieno di segno diverso , non si puo fra di loro
inserire un medio proporzionale, perche non pud
esser né positivo , né negativo . Sueno, per esem-
pio, ==a , —=c 1 due termini dati; e suppongasi

+=a 4 b

-}-b il medio richiesto ; dovri essere =
+b e

il che non & possibile , 2 moativo, che una quan-
tita



‘ 153
titd positiva non pud esser ugnale ad una quanticy

negativa (n.84., ¢ seg.) . Lo stesso avvieae , se il
medio termine £ si prenda negativo .

236. Scol. 2. Di qui si pud dimostrare con
raziocinio pilt concludente !’ impossibilita delle
radici di ordine pari delle quantity negative .
Difatto una radice immaginaria qualunque si ri-

am .
duce alla forma \/—a , e questa si riduce gene-

ralmente alla forma 2\7—' be = J—bc \f—be

V—be \/—bc &c. finché il npmero di questi
radicali quadratici sia =m . Ora per ottenere il

valore di \/—bc f2 d’uopo trovare un medio
proporzionale fra —b, e ¢, 0 b , ¢ —c ;3 ma
questo ¢ generalmente impossibile ; dunque &c.
237. Scol. 3. Alla ricerca di un quarto pro-
porzionale geometrico si pud ridurre utilmente
la moltiplicazione , eladivisione de’numeri com-
plessi . Con questo , tali operazioni divengono
pil semplici , e si evita ['inconveniente di molti-
plicar le regole senza necessity . Se per esempio,
2 | I
dato, che P7 ?costino sc.21 ", si voglia sa-

pere , quanto debbano costare P 9 ;‘, si forme-

2 1 1
ri la proporzione P 7 '3_: P o SC.217°

$C.x 3 Siridurry tutto in frazione , onde si abbia

23 37 43 . 43
P 3 P ;‘ 12 8CTTsCK, € slavré‘x:zs—}-;g.

2380

:38. Scol. 4. 1l metodo, onde trovare un quars
to proporzionale geometrico, ¢ cid , che dicest
Regola di Tre . Essa dee eseer ben nota . Ecco-
ne i principj fondamentali . , .

Princ. I. Glieffetti prodotti dalle cagioni del-
Ja medesima specie , e che in tempi eguali agi-
scono uniformemente , stanno fra di loro come le
cagioni , cio¢ detto F |'effctto , e € la cagione,
sihaF: F ::C: (. . .

Princ. 11. Gli effetti prodotti da cagioni egualis
che agiscono uniformemente , stanno fra di loro,
come i tempi T, T! impiegati dalle cagioni; cio¢
sihaF, FluT: T, . :

Princ. 11l Gliefferti di cagioni diseguali, che
agiscono in diversi tempi stanno fra di loto 1n
ragione composta delle cagioni, e de’tempt, ¢
percio si ha F: F'es € T: C' T, ¢ su questo
principio ¢ fondata la regola del Tre composta ..

Princ. 1V. Se glieffetti prodotti da due caglo-
ni sieno eguali , le cagioni sono reciprocamen-
te proporzionali ai tempi, esi ha C: T T': c.

239. Teor. Ogni equazione tale , che ciascun
suo membro sia un prodotto di due fattort , sl
puo sciogliere in proporzione geometrica . Dimo-
strazione . Sia I’equazione ab = c¢d ; ¢ manifesto,
che pud sussistere la proporzione 4 : ¢ ::d: b5
perché si ha per ipotesi il prodotto dei medj ¢d,
egualial prodotto degli estremi ab . Si vede pol,
che i fattori di un membro formano con i fattort
dell’ altro membro una proporzione reciproca.

249. Le proporzioni geometriche si possono
trasformare , salva la primitiva lor natura, (le pro-
porzioni aritmetiche si possono anch’esse t&s-

formare in questa maniera, con aggiungere :)
. so -
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sottrarre da ciascua termioe won medesima quan-
Lthe * .

Per determinare con maggior facilith Ie tras-
formazioni , di cui sono suscettibili le propérzia-
ni geometriche , si riducano in equazione , one
de a :bb 1 2 d venga rappreseptata dall’ equa-

zione — = =,
a [

Riguardando fe proporzioni geometriche sotto
guesto punio di vista , siconosce, o
Trasfor. 1. Che se si moltiplichi, osidivida
per unz medesfma quantit) ciascun suo termine

pon 81 altera punto né fa pmpmiomﬁz’z, né il,
f - Tbm b

primitivo rapporte. In efferea™> = =, come

pui’e Ti;.: '_c‘ .

- Cop questo principio_una propersione geontes
trica si pud trasformare in-infinite aktre di forms
diversa , e dotate -dcliz medesima ragione .

Noa trattandosi di ¢onservare la primitivara- -

gione si posson’ ottenere due altre trasformazio-
ni, eSonOy .

Trasfor. 1L Se ciascum termine di una propor-
zione geometrica 9'inalzi ad una stessa potenza
qualunque , si muta la ragione , ma non si toglie
12 proparaionalitss Per vedesns la provasi pren-
da 2 formola generale & ¢ am s; b1 bwe o Effettuan-
do l1 trasformazione divisata, si ottiene 4%a'm"&

LA
Vi 5 aea g
Trasfor. IT1, $¢ da ciascun termine di una pro-

.

€0, di cui non si dee aver considerazione alcu-

314 S,
porzione geometrica si estragga una medesima raw
dice qualungne , i termini rimangdno proporzio-
#ali ® Difatto se in vece di n si ponga —, si ha

oL oz

a"m* _b" m”
eome sOpra , L*.
et bT .

241, Scol. 1.° Qualora frai tetmini della pro-
potzione, sk cui si apera, ve nesicno due nega-

o tivi, € la radice comune da estrarsi sia di grado

pari, i termini risultanti, dopo I’estrazione del-
la radice , non persistono in preporzione , perché
'immaginarietd; che viene introdotta, distrugge
la qualitidei rapporti. La verith di questo si com-

~ prenderd meglio nel seguente

242. Scol. 2.° Il Signor Leibnitz pretende , che
i2 proporzione & ——am :: b : b, sia una pro-
porzione impossibile . Per provar la sua propost-
zjone st ‘serve del raziocinio di M. d’Alembert,

con cui egli , ammessa la realied dell’addotta pro-
porzione , pretende di dedurne, che le dantitd
negative non siero minori di z¢ro . Beco il razio-
cinio di quest™insigni Matematici .

It rapporto di a: —bm ¢ un rapportodi mag-
giore ineguaglianza ; il rapporto di —b :bm ¢
un rapporto di minore ineguaglianza ; ma questt
rapportisono diversi; dunque i termini, da cui
derivano , non possono formar proporzione .

Io rispondo, che il rapporto.di maggiore; ©

-

di minore inegyaglianza & un rapporto arimmeti-

nas
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na, trattandasi di proporzioni geometriche .

Di poi col fatto stesso io prove la verity della
proporzione , poiché fatta la divisiohie di ciascan
conseguente per il suo antecedente, trovo per quo-
ziente comung —m . .

Dosta adesso la* sussistenza della proporzione ...
g:—am:—b: bm , falsamente perd si'preten-
de da talano, che debba sussistere ancora dopo
P’ estrazione di una cradice pari da ciascun suo
termine, e che sia vera ,. per essfp_io s la propor-

zione \/a: Vo—im V—b&: \/bm , ad onta, che il
prodottq de’'medj , sia di segno diverso dal prodot-
to degli estremi . Ed in effetto , affinché si
avesse 1a necessaria prop@rzionalith, converebbe,
che fossero eguali idue rapporti , e percid , che

= o

o ha a———— ¢ o

R b 3

i

Va v . ’ V—b \/-1 \/—[;

Vm — : Dunque dovrebbe esrere V.~ x\/—;n,

m T |

£ Y0812/~ 1= ——", e finalmente 1=y,
foit o

ciod 2= o0, cheéassordo.

La proporzione a: —am ::—b : bm, o0, che &

lo stesso 4 la proporzione 1 : \/-—- 1uyfem1:1,per-
¢ht essq in questa ricade, € dalla veritd di que-
#ta dipende , & stara supposta come vera da M.Ea«

lee

e o
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ler nella sua Algebra de'Finiti , come pure da M.’
d’Alembert ne’suoi Opuscoli , e da M. Bougeavil=
ke le jeuneCalgul. Iutegral. T. 1. §. 307,

. 243. Oltre de trasformazioni, di cui abbiamo
parlato, percui le proporziani possono prendere
infipite forme, si haano le variazioni proporzionali,
che dentro di se conitengonc un-genere di trasfor-
mazione nonp meno copiaso , che elegante. Di esse
conviene, checi gecupiama .

Cinque song i Eod*} s con cui si pud introdurre
variazione in uda praporzione geometrica , salva
la proporzionalith, e suno. L. La variazione degli
estremi; I Lavariazione de’'medi; HI. Lavariae
zione degli antecedenti ; IV. La variazione de’con-
seguenti 3 V. La wvariazlone di tutti i termini in
una volta v - : S ‘

Per sodisfare 2 ciascumo di questi problemi
convitne investigar delle formole generali, che
ne contengano compitaménte fa soluzione .,

244. Sia la proporzione, a:am : bibm , € varj
Pestremo bm della quantith ~=d; in conseguenza
di guesta variazione I ggtremo 4 divenga x ; va-
lore “da determinarsi . Dovri dunque aversi x:am::

bibmeids € 5:(1::’6 Pequazione (bar=t:d) = abm ,

cioé r:a#‘;“"““ 07" . - ‘
Beco dungue , che se b cresea di una quantitl
=td, il primo terminew dee crescere della quanti-

e )
" 34%. Suppongasi adesso , che la variazione cada
sopra uno dg’rrf’cdj , onde sia a::bt-dlmdove ¥

rappresenta il medio am opporsunamente variato «
o ’ Ope-
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. abm

Operando come sop:a si dedurrd x = ;= i

dal che s’inferisce , che am dee ricevere una va,
abm
viazione espressa per ;.

Facendosi la variazione negliantecedenti, o
nei conseguenti, le formole opportunesi trovano
nel modo seguente .

Variando gli antecedenti , si ha x : am 32 biod

am (b—+d) a(b=td)
bm,ediqul x = =T .
Se varino i conseguenti si ha parimente ...
‘a(bm—t=d
@:x: b bmtd, e percid x = — .

Entriamo finalmente a trattare del quinto ca-
so, il quale ed ammette pii soluzioni, ed & pil
vantaggioso nelle applicazioni .

Otto sono le maniers generali , con le quali,
salva la proporzionalitd, possono effettuarsi le va-
riazioni di tutt’i termini di una proporzione gea-
metrica .

Maniera. 1.* Con accrescere il primo termi-
ne di ambedue le ragioni della differenza arimme-
tica de’ suoi termini, ¢ con diminuire mel tempo
stesso il secondo termine della medesima diffe-
renza, e viceversa.

Difatto: sussiste la proporzione generale ciaeen
(A) wun. aztz(am—a): am==(am—a):: b= (bm—b) =
bm== (bm—>b); prima formola di variazione .

Maniera 2.* Con accrescere il primo termine
del secondo , ed accrescere del primo il se-

condo termine preso pegativamente , o con di-
mi-

%¥%o

“minuire il primo termine del secondo, ed accre-

scere del ‘primo il secondo preso positivamente .

Sussiste infatti la proporzione generale .c...eeess
a=tam : azam :: b=bm : bo=bm ... (8) ; seconda
formola di variazione . .

Maniera 3.2, e 4.2 Con variare tutt’i termini
proporzionalmente con I’ addizione, o con lasot-
trazione di quantiti proporzionali, delle qualiil
rapporto geometrico sia lo stesso, che quello della
proporzione data. Sieno le proporzioni a: am ::
b:bm;ax:8'a:ab;alp.

Di queste si pud formare la proporzione gene-
rale a=taa:am=ta'a :: b=tab: bm=ta'b, terza for-
mola «eee (€). :

Per concepire la verita di questo si faccia I’equa-
zione fra il prodotto de’medj, e quello degli
estremi 5 Si ottiene amb ==qa'b —=bmaa “taa a'b
= amb samab =ba'a =-alaab 5 Tolgasi c16 che vi
¢ di comune , e rimarrd aa'b - bmaa = ba'a
-amab. ;

Per discuoprire da qual condizione dipenda la
sussistenza di quest’ equazione , si supponga vera,
e per verificarla suppongasi inoltre aa'b —amab ,
© bala=bmaa . Da ciascuna di quest’ equazioni
risulta , che la ragione della proporzione ...evvees
a3: ala:: ab: alb dee esser lamedesima , che quella
della proporzione principale; esi vede che cio es-
sendo, la variazione indicata non altera puntola
proporzionality. E’ facile a vedersi, che tolta la
condizione dell’eguaglianza del rapporto fra le quan-
titd aa , sla,ab,4'h, ed i termini della proporzio-
ne principale, la variazione dee togliere la propor-
zionalicd.

Maniera 5.2 ¢ 62 Si pud variare proporzional-

men-
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mente una proporzione con moltiplicare, o divi-

dere tutt’ i suoi termini per quantita properzianali.

Per vederne una prova , suppongasi, che le
quantitd Az, a'a, ab, a'b sieno geometricamen-
te proporzionali , e si moltiplichi ordinariamente
per ciascuna di esse il termine corrispandente del-
la formola @ : am = b: bm . Fatta la moltiplicazio-
ne si ha realmente abmazaly - abma'asb, come
si richiede .

Nella guisa stessa , facendo la divisione per i
suddetti termini proparzionali , si ottiene .eeeee.
abm abm ' ‘

aas'b T Alaab® _
246. Dalla Teoria .delle variazioni, che si pos-
son fare nelle proporzioni geometriche per mezzo
di quantit proporzionali, si possono adesso deri-
vare con tutta naturalezza quei casi particolari ,
che in essa contengonsi , di cui I'uso & generale,
ed interessante in tutta la Matematica .
Caso . Nella formola delle variazioni de’medj ,
abm : abm
che ¢ ¥ S pongaz 7 =b, e si dedurrk
std == am ==b; Con questo |z proporzione .....
a:x::b=d.bm divienc a: b:: am: bm .

247- Quindi si deduce, che non si altera una
proporzione geometrica per rapporto all’assoluta
sua proporzionalitd , qualora variando i soli medj,
le di loro variazioni sieno taij » che mentre, che
uno cresce , I'altro decresca, e viceversa , in mo-
do, che il maggiore: divenga eguale al minore ,
ed il minore divenga eguale al maggiore . Questa
specie di variazione dicesi Alternazione , perché .e-

quivale alla traslazione di un medio in luogo dell’
altro . Cas.2.°

163 L

as, 2.%,¢ 3.° Nella formola delle variazioni, che
care 2:5¢ 3 (b2

sppartiene agli antecedenti , x = am " ponf

gasi ==d = ==bm ; si avrd, che la proporzione ...
x :am = b==d : bm diverrd a=t=am : am = bi_bt_n:
bm . Se prendasi il segno superiore , la varla.z.lo—
ne riferita alla proporzione principale 4 : am = b:
bm , si chiama Composizionc . Se prendasi il segno
inferiore, la variazione dicesi Divisione .

Cas. 4.° ¢ 5.7 Si ponga nella formola , che ap-
partiene alie variazioni dei conseguenti , x =

s

a(bm::l‘;_ d=rtbgm2bm, e si avra ¥ =

b
. bm b = 2bm o
aﬂ——;t‘"’—)za(mxlizm):ﬁmq:am; quindi

la proporzione 2 :x:: b : bmtd prende la forma
a:ammamt bt =kbzpbm . Se in questa prendasi
il segno superiore, si ha la variazione detta Conver-
sione , e se prendasi il segno inferiore , la varia-
zione , che ne proviene, in altro non dlﬂ"ensc.e dall
antecedente , che in essa i due conseguenti sono
dotati di segno diverso . ) _

Cas. 6.° Nella medesima formola si faccia t.i‘:&,
e si avrd ¥ = a4—am, e percid la proporzione
atxubibm==d, ci derda: a{-am 2 b: b+4-am
variazione , che dicesi Controwversione .

Cas. 7.° Dalla formola art=(am—a): amz(am-a)::
b=t (bm—b} : bm== (bm—b) sh'.deduce , che {a pro-
porzione generale si pud variare 'nella seguente
maniera, am : a = bm: b, variazione , che vien
chiamata Inversione . .

Cas. 8.° € 9.° La seconda formola arizam: azmam::

b==bme:
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b==bm : b=bm rappresenta una variazione
sta . Se prendasi i se

163
compo-
gno superiore , ellz & Compo-
sto - Conversa; se prendasi il segno inferiore, dicesi
Diviso - Composta per Inversione

Cas. 10.° Dalla terza formola
brtal : bim—-4'h ne segue
dine due , o piit proporzio
nee , cioé dotate del medesi
risultanti sono parimente in proporziane ,

Cas. 11.° , ¢ 12.° Dalla quarta formola saa -
amdla i bab: bma'b sinferisce, che moltiplicando
insieme ordinatamente due s O pily proporzioni'gco-
metriche , 1 risuleati sono pure in proporzione ; e

a am b pnm
dalla formola quinta —

A’ Az apt gplsi ha, che
la divisione ordinata di una proporziane per un’
altra, produce de’ quozienti » che sono egualmen-
te in proporzione .

248. Ad oggetto di agevolare Ia memoria di tut.
ti i divisati casi particolari , espongo qul una Ta-
vola, in cui si vedono turtj 2 colpo d’occhio ; ed
in essa per semplicity maggiore scelgo la propor-
zione principale della forma a: b :: ¢ ¢ .

A1 amt-ala:s
» che sommando per or-
ni geometriche omoge-
Mo rapporto , i termini
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.349. F'n qul abbiamo considerate [e propor:.g)s-
Bt geometriche in se stesse ; conviene adesso pas-
sare a considerarle per rapporto ad altre propor-
zioni .

Prima di tutto ci si presentano le proporzioni
dotate di un rapporto comune . Intorno a queste sia

250. Teor. Dato un numero qualanque di pro-
porziont geometriche , dotate di un rapporto comu-
D¢, un numero qualunque di antecedenti sta ad ua
egual numero di respettivi conseguenti, come un’
antecedente al suo conseguente . Dimostrazione .
Sieno le proporzioni g : am ssbibmyc: cmee d:dm:
ez em: £ : fon &c. Si aved at-bopc{-d &e. amt-bm
+cm+¢.1m &c.siazam:: b : bm &e. poiché si ha
sempre il prodotto de’ medj eguale al prodotto degl’
estremi .

251. Teor. Date due proporzioni come sopra ,
azam:ib:bm;e;om:d: dm, dico essere in ge-
ncrah.: am——am : c—cm ;; b—bm ; d—dm . Dimo-
strazione . Facendo il prodotto degl’estremi si ha
a_d-—-2:::1»)-{--adm2 » ¢ facendo il prodotto de’ medj
81 trova be—3bem—-bem® . Per veder I'eguaglian-
23, che sussiste fra queste due funzioni, si osser-
vi, che le proporzioni essendo omogenee , debbo-

no rimaner tali anche alternando 3 dunque dee aver.

si a;b;,: c:d, epercido bc = ad, il che basta
Per ravvisare la divisata eguaglianza .

253. Le prcporzioni ccnsiderate relativamente
Possono avere in secondo luogo due. termini co-
munt, ¢ questo, pud avvenire in tre diverse ma-
niere .

1.°I due termini i i
g ue termini comuni possono essere i me-
J 5 0 gllestremi; 2.° Possono essere gllanteceden-
t, o iconseguenti ; 3.° I due termini comuni

L 3 pos-

166 ,
possono essere in uma proporzione gli antecéden-
ti, e nell’altra i conséguenti , ¢ viceversa. ( 1l
cas0 , che formino i due termini di una rfagione
ricade nel Teor, antecedente. )

253. Teor. Se due proporzioni geometriche ab.
biano i medj, o gl’estremi comuni, ji termini

~diversi di una sono reciprocamente proporzionali

ai termini diversi dsll’altra . Dimostrazione . Sieno
le due proporzioni *:b: ctd; aze:f: d.
Da queste nederiva bc=¢f, e percido b: c :f:c.
Lo stesso vale,se i termini comuni sieno i medj.
254. Teor. In due proporzioni geometriche , le
quali abbiano gli antecedenti , o i conseguenti co-
muni , i termini diversi di una sono direttamente
proporzionali ai termini diversi dell’altra . Dimo-
stragione . Sieno le proporzioni a:b xd:c, a ;e
d:f;Alterandosi haas: d::b:c,azde:f
e percid b: c:: € :f, e alternando di nuovo
brezc:f. '
255. Teor. In due proporzioni geometriche, le
quali abbiano due termini comuni , con questa
legge , che i conseguenti di una sieno anteceden-
ti dell’altra , 1 due termini diversi della prima so-
no direttamente proporzionali ai due termini di-
versi dell’altra. Dimestrazione . Si hanno in questo
taso le proporzioni a:bhc: d; b: e:d: f3 80
prenda il valore di uno dei termini comuni, per
¢sempio, di b, da una diesse , che sia, per eseme
pio, la prima, e si sostituisca nella seconda . Fat-
adf a & '
=ed, cioé‘;:'}': y &

ta I’equazione si ha

percid az:ce: F. .
256, Teor. Se abbiasi un numero qualunque di
: pro-
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proporzioni gcometrlche tali , che i conseguenzl
della prima sieno antecedenti nella seconda , 1 con-
seguenti della seconda sieno antecedenti nella ter-
Za, € cosi in segulto siavrd : la somma degl{ an-
tecedenti delle prime ragioni di tutte le proporzio-
ni alla somma degli antecedenti delle seconde ra-
gioni , come il conseguente di una delle prime
ragioni al ccnseguente della seconda ragione della
medesima proporzione . Dimostrazione . Sieno le
due proporzioni a: am i: b: bm ; am : amnbm :
bmn 5 & chiaro , che sar at-am: b{-bm :: am :
bm ; poaché i prodotti dei medj, e dcgh estremi
sono eguali

Se le propurzioni sieno tre, ciot a: am:: b+
bm; am: amn:: bm: bmn ; amn: amnr 2 bmn :
bumr ; ; sioavrd a—}-am—{—amn b4-bm—-bmn :: am:
bm &c. Difatto , dividendo per m , si ha il pro-
dotto de’ medj ab+-abm—-abmn eguaale al prodot-
to degliestremi ab-}-abm—{-abm , ¢ lo stesso pud
verificarsi in un maggior numero di properzioni .

Venendo adesso alle progressioni geometriche si
ha primieramente

257. Teor. Le somme, e le diffetenze fra i ter-
mini contigui di una progressione geometrica for-
mano una progressione dotata del medesimo rap-
porto . Dtmo:trazmnc . Difatto la“serie de’termini
atam, am=tzam?® , am’=am? , amPztamt ............
am"™* ==am® & una progress:one geometrica dotata
del medesimo rapporto & di cul é dotata la progres-
sione 2: am : am®: am® ... am"

258 Teor. In ogni progressxonc geomemca » un
termine qualunque sta al terzo termine , che gli
succede , come la sua potenza quadrata sta alla
poten&a quadrata del termine , che gii & appresso;
L 4 Sta

13

16%

sti'un termine qualunque al quarto, che gli suc~
cede , come il suo cubo sta al cubo del secondo
termine , che gli viene appresso, ed in generale

E . . .
sta us termine qualunque a un termine (54-1):="°

sima

susseguente , come [ sua potenza . sta alla

potenza n."" " del termine , che gl’¢& appresso ..
Dzmartrazzone . Sia la formola generale @ :am:
am®: am’ .. am" 3 Si vede chiaramente , chesi ha
a: am® a’:am ,...4:am3::a3:a’m3,&c.
a: amu a’: am®

259. Teor. In ognl progrcss:one geometrica la
somma di tutti i termini meno il primo sta alla
somma di tutti meno I'ultimo, come il secondo al
primo , o come la ragione a“’umré. Dimostrazione .
Si ha in effetto am {-am*{-am? &c. +-am”: a-am
~+-am® &c. +-am™ " :iam 2 a ::m: 1, perché sus-
siste ['eguaglianza fra il prodotto dei medj, e quel-
lo degli estremi. .

268~ Di qul si pud derivar con faciliti una
formola generale , che rappresenti la somma di
qualunque progressione geometrica ,

Pongasi il primo termine =4 , ‘il secondo =5
Pultimo = x , ¢ la somma di tutti =5 .

In virtd del Teorema precedente si avrd [a pro-
porzlone s—a:s—x: b: a; Da questa dmden-
do si deduce x—a : swmx:: b—a : a, ¢ di qul si

a(x—a)4-x{b—a) bx———a

ha s = b—a = bz " ('.4).
261. Nel caso, che la progressione sia decre-

scente , ¢ che percio il denominatore b—a sia ne-

gativo 5 si fari uso della proporzione se—x : s——a::

a: b, che ¢ ’inversa dell’antecedente , ¢ dividen-,
' dO 3
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do , come saf)ra si dedurry a—x: s—a :: a—5: b,
b{a——x)+a(¢—-b) a*—bx o
e quindi s= b b B
262. Impiegando finalmente la proporzione
§——a:s—x.::m: 1 , (OvVero sostituendo in luoge.
di & il suo valore am preso dalla formola generale,
nelle formole (.2) , (B) si ottiene la formola sems-
- Xm—a
plicissima s= g e (O |
263, Scol. Sc i termini della progressione fos.

sero tutti eguali, la prima formola (1) , e la se-
o

conda (B) diverrebbero ambedue egualia 5 che

¢ un espressione indeterminata (n.583.). Per 'sVi-
luppare questa difficoled si rifletta , che essendo n

(5 )ﬂ-x

n~r

i termini della progressione , x & =am" "za ()
bt by b—at b“—--a

= ez, onde si has= "5 = T —ay

—

b—a
formola, che fatta la divisione, ¢ posta a=54,
equivale ad na . Lo stesso ha luoge per rapporto
alla formola (4 .

264. Sipuo adesso sciogliere un problema i mtorno
alle progressioni geometriche analogo a quello, che’
51 ¢ sciolso intorno alle progressioni arimmetiche .

265. Probl. Date, che sieno tre delle funzioni
a,X,m,n,s voglionsi deile formole , median-
te le quah si possa trovare immediatamente una
dell’altre due . Soluzione . Dalla prima formola ...,

x:“mn-x’ S¢ ne dcducono tre , ¢ sono Seterssesacce
£
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x log.x—log.a-}log.m = aax
2. “"m““ 33e%0= log.m 34im = =
‘ xm—a

Dalla formola 5.2 s= o, S ne deducono

pure tre altre, e sono 6.% azxm —sm -5 ; 7.%
(s—a) § —q

—— ) By
m 385m =

Trovate queste otto formole si ‘sostituiscano suc-
cessivamente i valori di x, 4, m dedotti dalla for-
mola di x=am™* . Con questo si avfanno dodici
dltre formole , chc insieme con le otto gid trovate
scioglieranno compitamente il problema .

Tali formole sono le seguenti .

X &S owme

s—t°

(m"—1)

Sostituito il valore di x, si has=a i}
s (m—1 log. (sm——s—}-a)—]og.a

——_—s——-. - -
?

a= =
Py > 2 log.
log.1—a4 log. 2 |- log. s
m=e an—1 g X

Sostituito il valore di a , si trova s = e

4 mn___! m—1 s
e copd=T ] — )}, - :
(m l)r_sm 1 ), n-x+,......
log x—log. ( xm-f-sm—4s)

log.m =log.s—log.(s-x)—log.x
Sostitaito il valore di m si ottiene ....cccceerne
" 2 1+4log.x—Ilog. a
&= ‘;;:T-——"_r::;.- n= 3 esvne
: 4 loge(s——a)—log.(s—x)
1 1 ‘
P ""“n-{ (g_ux)
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z x z .
(s=x)x =31 = (s—a )iz 3 (s=—=a) 8 i3=(s—x) x =,

266. Per intender le operazioni logarimmiche
basta saperne le prime regole , che si possono ve-
dere anche nell’Arimmetica di M.Bezout, e di altri,

Noi ne tratteremo in appresso .

Ecco pertanto , che qualora sieno date tre qua-
lunque delle cinque funzioni 2, m, x,n,s, pud
sempre trovare una dell’altre due .

La Tavola seguente mostra tutte le formole ap-
partenenti a questo problema , tutte ragcolte insie-

me , ¢ disposte per ordine .

TA-

Tevola delle Formole che appartengono alle Progrefioni Geometriche ¢

Date Sitrova

Per mezzo delle Formole
X x

B X, § | — .
(s.....a) a*r :'(.r__.x) x T,
' Ny My s ) m—1
« —
a=s »
a m"—1
Hms az X m— sm-+-s .
x
X, 8,1 a= ;n—-',— .
X=zam™ ",
am,n x X
a s S’ n 3 (S—x) xn—‘ = (I-—-d) a n=x .
a,ns s o f —
m, n,S =sm " —_—
s 75, X X mn——l
. w B J——
a4 Xy 1 m = \/_‘E .
s 4 s
""}S m”_—,';.m-}-‘;‘-—-x =0 .
m
. St
" ” X " ———
Smx *
By 5 g S - x
w = —— mﬂ X .
p +
fog. X — log. @
8y Xy M n= ’+ g & .
log. m
a5, x| log. x — log, 2
’ n "= l+ D [=] -
8, M, 5 log. (s—a)—log. (s—ux) °
xms n = log. (sg—s—+-a)—log. a) : log. q.
n=1--(log.x—log.(xm—sm--s)): log.7.
N
£ X0 ] ::(x Y g °"):(xn..'-;—4;—‘,‘)-
n_
am,n . m 1
=4 = J .
s m— 1
a, X, m s = (xm—a): (m——x) .
x fm'—1 !
I A At W

g,
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Si possono sciogliere adesso diversi problemz .
267. Probl. 1. Se da una potenza .M §j una

quantitd intera qualunque p, si tolgano successi-

vamente le potenze inferiori po°*, PP &e.

fino alla potenza prima inclusivamente , si diman-

da se il residuo debba risultar positivo , o negati-
xm—a

vo . Soluzione . Dalla formala s = —1 si fdeQ

duca la somma della progressione ....... p" %, p*,
n

P77 &e.p, e questa si troverd = — - Trova-

: ¢"—=p) P—2p"4p
ta questa somma si ha p'— 1 = .

Non si dee tardare adesso a conoscere , che questa
funzione dee generalmente risultar positiva .

In effetto p™*—2p"1-p non pud esser negativs,
che nel caso in cui sia i<y, cioé p<2 . Ma
nel caso , che sia p=1, la suddetta espressione ri-
sulta =1 ., Dunque il residuo proposto se p debba
esser intero , non pud esser mai negativo ; e quan.
do ancora p fosse una quantita fratta, non potreb-
be il suddetto residuo esser negativo , che nei soli
casi compresi frao, e 1.

268. Probl. 2. Un servo astuto trae ogni giorno
dalla botte del suo padrone una misura di vino, a
cui supplisce con egual porzione di acqua.

La botte contiene m fiaschi ; 1l derubamento
dura n giorni ; Si vuol sapere quanto di vino deb-
ba rimaner nella botte dopo gli n giorni.

Soluzione . To primieramente osservo s che'il vi.
RO, che si attinge il primo giorno & =3, che quel-

~ lo,

174

: ‘ me—x
lo, che si attinge il secondogiorno & =

peeché la quantitd del vino, che si attinge suc-
cessivamente dee diminuire nella ragione stessa con
cui diminuisce il vino nella botte, e percio si dee
’ m—1
i ionem: m—1:1:x= .
avere la'preporz p”

In virtt del medesimo raziocinio vedo, che il
~ino tratto il terzo giorno dee essere il quarto ter-
(m—T1)

-mine della proporzione m: (m—1) — ot

m—1  (ry . .
w X)) ¢ che nei giorni successivi

: (m—1) (m-—-l)* (m—r)"*‘
dceessbre( m ) Cm ) &e. Cm ) Trova-
-ta in questa guisa la ragione , con cui va diminaen-
do il vino, che si trae, si deduce facilmente lz
ragione , con cui va diminuendo il vino nel'a botte
medesima . Difatto si ha il vino rimanente dopo il
primo giorno =m—1x . Il vino rimanente. dopo il
(m—1) (m—1)?

secondo giorno = (m—1) — R

(m—1)* (w—1)*
m —( 2 )’

simo

3 1

il vino rimanente dopo il terzo=
' (mf—.-l)z
—— &, finché depo il giorno n.

= il via
(m—1)*
no rimanente diviene = e

. - 269. Sesi volesse sapere adesso dopo quanti gior«
#i il vido.debba divepire vguale all’acqua, b’asttc’-
reb-
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(me—1)* >
rebbe dedurre dall’ equazione = il vala-

‘re di n, il che si pud ottenere mediante j laga-
rimmi.
27e. Sesi cercasse , dopo quanti giorni debba es-
ser terminato intieramente il vino, sarebbe facile il
vedere , che ¢i0 non pué avvenir mai, perché ’equa-
(mr—1 )"
zione"'—';,;:‘; =0, posto m>1 & assolutamente im-

possibile , perché fatto m—1 =5 converrebbe » che
n

fosse ("—” Tyt =0 Di qui si ha pertanto una prova

evidente della divisibilits della materia all’ infinjto .

271. Scol. Che le progressioni geometriche di-
vergenti vadano crescendo con molta rapidit , ella
¢ una verit ben nota. Non sard perd disaggrade-
vole a chi non ha peranche tutta Ja pratica nello stu-
dio dell’Algebra, il trattenersi ad osservare quanto
straordinaria , e sorprendente ella sia .

Ecco un esempio riferito dal P. Castelli nella suz
Matematique Tniverselle , il quale riguarda una pro-
gressione dupla , che pure non & delle pilt rapide .
Riferisce egli che I'Inventore del gioco degliScacchi,
fu chiamato dal suo Principe, ¢ che le fu esibita dal
medesimo quella ricompensa , che pi desiderasse .
L’Inventore , dopo qualche renitenza si fece portare
una scacchiers, e dimando, che gli fosse dato un gra-
nello di frumento per la prima casella » due per
la seconda , quattro per Ia terza , otto per la quar-
ta, ecosl in seguito in progressione dupla , fino
alla settantaquattresima casella . Al Princips sembrd
lieve la dimanda, ma fatto il computo si trovd
. €9

1726 | a(m"—1)

esser la somma totale dei granelli = ————
o2 #1=18. 446. 744- ©73. 709. §5 1. 615. gra=
“pelli di to. L
“ill;cf lrifg::?x? ‘tutta questa massa ad una misura
“precisa si facciail caleolo, chesegue. .
" Un pollice cubico contiene circa 450, granelli
“di frumento, e percid un piede cubico ne contie-
ne 777, 6@o. S'immagini un recinto quadrato di unz
lega di circonferenza ; ridotto in -granajo ; Suppon-
gai la legadi piedi 14400, eche il grano vi sia
nel divisato recinto all’altezza di 20 piedi . Cia-
scun lato del recinto sarl di 3§oo piedi , e la di
“lui superficie di piedi quzd{au.36oq>,(36oo=rz,
9600 , 000 3 questi moltiplicati per I altezza §:
_danno 359. 200. 000 piedi cubici per la capacit
“del granajo , o sia per la massa del grano . l(l)m
_ciascun piede cubico contiene 377+» 60_:» granelli 5
dunque il numero de granelli necessario.per empi-
re il granajo suddetto & =777.600 X 259. 300,
) = 301. §53. 930, 00O, 0B0.
Dolo)iv‘idasi iéﬁss: il numfro 18. 446. 74‘:’.: ro.iigi.
09. §§1. 615 per quest’ ultimo numero , -
Zcupopiisrc il raspgd:tg del 'g,:a'novcontcn’uté nel gragal-
jo supposto , .al grano richiesto dall’ Inventore de
gioco delli Scacchi . - . he s
1l quoziente & 91522. con una frazione , ¢ cf
trascura , ¢ che sarcbbe sufficiente 2 far la ohr-
tuna di pid di 6oco famiglie . Ecco pertanto che
il grano espresso dalls somma 3%—1, 200 r‘;:
chiede minor recipieate di gz,sza»gfam;',ﬂ:l i
cui perimetro sia usa.lega, e la di cul altezza
ia di 20 piedi .
mvglendopvalum;iajdenm la somma sudd;;;a
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pongasi ciascun piede cubico valere 4. h'rc.7l7!
prezzo di ciascun granajo sari di lire 1. 03 6. 8oo.
000, ed il prezzo di tutti i granaj presi insieme
sara di lire 94. 890. 209. 600. 000 , valore, che ri-
dotto in zecchini equivale in circa 3 6. 320. 000,
640. ooo zecchini somma superiore d’assai al ri-
sultato dei Tesori di tutte le Potenze del Mondo
riunite insieme.

SEZIONE I1IL
Delle proporzioni Armoniche :

271. Sieno 2, b due quantita date , e si voglia
trovare fra queste un medio proporzionale Armonico,
e Contrarmonico . Solugione . Per la natura delle
proporzioni Armoniche fra tre quantita si deve avere

. g Zdb
(n2 ) *—a:b—t::a:5, ¢ percio x =15 e
dio ‘¢eréato . + .
Esempio. Sia 4 =10, ¢ 5 =20, sar} » = 13-{—‘3" >
) S
ende i numeri 10, 13 '3— s 20 SOnO armonicamente
1 1
proporzionali . Difatto si ha 3 —: 64— =
10:20, ' 3 3
273. Trattandosi di un medio coptrarmonico si
. ‘ a2 + B

ha x—a:b—x::b:a,e percid x = PR

.274. Se vogliasi un terzo proporzionale armo-

nico dopo le due quantitia, b, s istitnird la pro- |

porzione b—az:x—h i1 a 1 ¥, e si dedurrd .o
ab
L +~b » € per il terzo proporzionale contrarmo-

M nico

178 : _
niz:o si avra I’ equazione x*—br=ab—a® , dilla

- o Rt
quale si potra dedurre il valor di x co’i metodi dell
Analist . ; ‘ ,

375, Vogliasi trovar finalmente un quarto pro.
porzionzle armonico , € contrarmonico dopo tre quan-
tithdate a4, b, ¢, §istituird nel primo casa la pro-
porzione b—a : x—c::4:x, ¢ s ne dedurrd x

ac
= T si forther) nel secondo caso la propor-

za — - » .
zione b—a: x—rc :: x: 4 . ¢ se ne inferird 'equazio-
ne quadratica x*—cx = ab—a? equazione , che essen-
do risciolta con i metodi dell’ Analisi dark il va.

lor cercato di x.
CAPITOI1I O VIL

Delle Serie .

276. La Teoria delle progissieni ci c'cﬁucc
adesso a trattare delle Serie , parte molto interes-
sante in tutte le Matematiche, e che; ¢ l:.. spl_a ri-
sorsa generale , di cui si prevalgono gli Analitici nei
casi di esito disperato . . 0

277. Serie dicesi un seguito di quantiti , che
succedonsi con una legge determinata.

Tre sono lg specie principali delle serte,

Alla prima specie appartengono le Serie Arim-
metiche ; allo seconda le seric Geometriche ; ed
alla terza le serie Arimmetico-Geometriche .

278. Di qualunque specie perd sieno le serie ,
posson’ esse procedere in due maniere , ciod, o
crescendo , e diconsi divergenti , ¢ decrescendo ,
e diconsi convergenti . Se debbasi, per esemplo, cer-

I - . - -
care il valore della frazioni — ; mediante la d:..
‘ 142 vi-
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visione si ottiene la serie divergente 11— z+4z£
8 416 — 32 4 64 &c. Quéste serie guanto pid
s’inoltrano , tanto pil si discostano dal vero valo-
re, che debban rappresentare, ¢ la di loro som-
ma non pud aversi , che impropriamente ; con
prender cio¢ la quantity primitiva, dalla quale per
mezzo di una legittima operazione 4 son deriviate .

Se debbasi poi cercare il valare della frazione
I I I
;——{:;’ si ottiene la serie convergénte ";——‘4‘—{—"‘5

1 1
—-—16-{—32 &e.

Queste serie con tinto maggior” ésatrezza éspri
mo il valore , che rappresentano ; duanto piit sov
no inoltrate , cosicché perd solo dopo un infini-
to numero di termini dafdo il richiests valore.
Quindi &, che la somma di queste serie ancora
puo dirsi impropria , mentre %a di loro somma,

non ¢ altro , che il limite, a cui si vanno appros-
simando infinitamente . Difatto per ottenerne la
tm —4

USRS &

somma, convien porre a=d nella formola $=
L aes B

il che pure non ha luogo dopo qualunque nume
ro di termini. =
279. L’ origine di queste serie si riferisce 2 Ni«
colao Mercatore , ed a Wallis , perché sono stati
essi i ‘primi , che ne hanno trattato con maggior
successo .
28c. Le serie possono procedere ancora in mo-
do, che non si accostino , né si allontanino al ve-
ro valore nulla pid del primo termine , ed in que-
sto caso diconsi parallele . Se cerchisi il valore
M2 del-

1% r
della funzione ;—_}-_T per mezzo della divisione , st

trova per risultato la serie parallela fe—r4-1—1

-} 1— &c. , di cui se prendasi un numero pari di

termini la somma & sempre zero, e se prendasi un

nomero ‘impar} di termini , la somma & =1, va-

lori, che differiscono egualmente ambedue dal va-
1

lore principale -

Fi 'da queste serie , che il P. Grandi pretese di
dedurre una prova della creazione degli esseri.
( Quadrat. circ. & byperb. prop. 7. )", ma si vede,
che egli cadde in errore , perché la serie 1—14-1I
—1-+41 &c. non equivale, com’egli suppone a

, X
o-}-of-o0+4-o0 &c. =0 , ma equivale o= 5 > questo

essendo il residuo , che rimane dopo qualunque
divisione del numeratore 1 per il denominatore
141 . Si pud vedere negl Atti dell’ Acc. delle
Scienze all’ani1915. una Memoria di M. Vari-
gnob in cui si tratta s questo punto cop molt’acu-
tezza ,- ed ingegno. - .

281. Le serie divergenti , e convergente si deb-
bofi distinguere in serie finite , ed infinite. Am-
bedue queste sorte di serie ammettono un Termi-
ne genetale , ed uha somma generale . Per Termi-
ne generale (detto » il numero esprimente l’gfdmc"
di ui termine qualunque della serie ) intendesi una
funzione di n tale , che se in essa si sostrtaiscano
siccessivamente in fuogo di # i numeri ngturall
f,2, 3,4 &c. si ottenga separatamente ciascun”
termine della sefie’, di cui I’ordine venga espresso
dal numero delle unitd , che si contengono nel nu--

' S mero
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mero sostituito . Ne!lz serie generale a, byc,d,....y,

.

il termine n."™° g ¢ il termine generale, ed & chia
o, che deve egli esser funzione di n, perché cia,
scun termine ha un valor particolare > dipendente
dall’ordine , che occupa nella serie stessa - Per
esempio nella serie particolare 1 75 13, 19 &
6n—y5 ¢ il termine generale , perché sostituendovi
per i pumeri naturali 1, 2, 3 &c. si hango per
ordine , incominciando dal primo , tutti i termini
della serie . ‘

282. Dicesi poi somma generale di una serie
una funzione di n , tale che per la sostituzione de’
numeri naturali in luogo di # somminiseri la som-
ma di tanti termini , cominciando dal primo, quan-
te sono le unitd contenuze in z . Cosi la somma
generale della serie 1, 7, 13, 19 &c. & 3n°— an,
perché questa funzioae di x sodisfa alla condizione
divisata . La ricerca di queste due funzioni ¢ uno
de’ principali oggetti delle serie .

183. L'origine delle serie si ripete da tre fonti s
¢ sono; la divisiope, I estrazione delle radici ,
e il Metodo dell’ equazioni indefinite > al quale si
riduce il metodo de’divisori evanescenti .

284. E’peril primo fonte , che effettuando la

a
divisione indicata dalla frazione ==, si ottiene

b=

& ac  ac® acd  act ac®

la serie infinita ‘b‘x-b';:;'b';;—b;q—_—z; S SyTrey

dove si pud osservare , che se abbjasi b>c la se-
rie & conwergente , e viceversa 3 il che insegna ,
che mediante la divisione di una quantit) qualun-

M3 . que

‘183

que per un binomio , si pud formare luna scl;:e
cenvergente | o divergeste, come si vuole , € che
nella divisione di un numero per un’altro basta se-
parare il divisore in due parti, per ottenere imme-
diatamente lo stesso effetto .

“ >
285. Scol. Se nella frazione == si ponga b=c,

¢ si prenda il segno pegative , la serie addotta di-
a a4 a a .
vieneT +T 47+ & allinfinito .’ Di q-ul
deduce qualche Algebrista una prova dell’ equazio-

a 3 . i i
ne =, la quale in realed sussiste, come si & ve

duto (n.35.), ma & falsamente dedotta , pcr_ché la
suddetta serie non esprime in verun modo il quo-
aiente di 4 diviso per (—c . o )
Che questo sia cosl , pud dimostrarsi in tre mod.x.
1.° Osservando che ¢—c non & =0 nel senso , in
cui devesi prendere zero , quando si tratta di pro-

a . . - -
vare " = e , ciod pom & una quantitd infinitesi-
o

ma , ma un nulla assoluto ; ora e preso zero vol-
to in senso rigoraso, non pud esser uguale ad una
uantity finita g . .
3.° Osservando , che H predotta della serie nel
divisore non riproduce il dividendo a . ]
3.° Che non essende omogenee [e due quantiti o,
‘ed 2, non ¢ possibile di travarne il rapporto, o
sia il quoziente , poiché non si p:ufi » per esemoio,
dividere un numerd’ di picdi cubici per us numero
i libbre . ” )
« i%s. Per il sceondo fonte , effettnande l?tsmm;
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ne della radice indicata dalla formola (@6)

g
PR . - s e mle] x
ottiene parimente 462 serie infinita ¢ Ciot ¢ Frweeg

A

*

,JGH""" 470 23 .
2t J & 6 &, dove,se u sia>bila serie ri-
4° '

sulss convergente, e viceverss, ilche favede- -

re, c.hc si_pué estrarre una radice . qualungue da
un binomio sdrde , 0da ua numero parimente
;?rdq > ¢che sig €Rpressa per sorie convergente , 0
divergente 3 proprio piacere : anzi pud vedersi fa-
cilmente, che tanto-dalla divisione di due numeri
priayi, 'ano per I'altro , quanto dall’estragione di

una radi¢e 2.™™* da ut numero qualunque si pos-
sono-dedurre per esprimere , il quoziente vel pri-
mo caso, e la radice nel secondo , un numero inf-
nito di serie diverse tanto convergenti, che diver-
genti , potendosi separare il divisore nel primo
€aso, in due parti, in infieitemanicre , come pu-

re il pamero sordo nel secando caso .

,.' S L s E z !r. O N E 10 &
- Dele serie arimmetiche .

e 2.87.‘”’S_§ﬁe Artfimmetica & nn\éeguito di termini,
fra ivquali le seecessive differonae pracedano cop
(uga;%:f““e‘gge castamte . Se la serie arimmetica sia ta-
1, “che pigliandosi i essa successivamente le di-
Erenze dei termini contigui, di poi le differenze
Y Ms " del-

2183

— 3
ns S

=n N e . §
- )x L AT

1 ‘ .

delle differenze, e cosl in seguito, si giunga 3
delle differenze costanti , dicesi serie algsbraica, -
¢ "questa specie di ‘serie arimmetica & di uon uso
assai pid esteso delle seri¢ arimmetiche , le qua-
li non hanno differ=pze costanti. Frd lessercic al-
gebraiche si distiogatfto diversi ordini. Quelle fs.
rie arimmetiche, in'cui le prime differenze sond
costanti , diconsi serie Algebraiche di primo ordi-
ne: quelle, in cui |e seconde differenze sono’castan.
ti , diconsi serie Algebraiche di second’ordine ,
ed in generale , diconsi serie algebraiche dellor-
dine nsimo e serie, in cui sono costanti le diffe.
renze n, sme L 4

288. Fra le série Algebraiche si debbono anno-
verare le serie ricorrenticosl dette dal Celebre -
Moivre, che ne ha trattato in modo particolare 3
perché per ottenere ciaséun loro termine, basts ri-
correre ai termini precedenti , essendo ciascuno di
essi una funzione qualunque dei termini , che lo
precedono . Di queste serie avremo occasione di
parlarae , quando esporremo il metodo di svilup-
par le funzioni in'serie .

LEMM A.

289. Essendo S1a'somma della setie, 'se in es-
sa pongasi n—1 in lnogo di n, ed il risulrato, che
sia s, 81 sottragga da §, la differenza risultante sard
sempre uguale'al términe generale. Dimostrazione.
Ponendo n—1 per nin$, la sommas, che si ottie-
ne , ¢ lasomma di tutti i termini della serie stessa,

-eccettuato il termine’ 8."™° . Dungue 1a faozio-

_ng S—s rappresenta il termine a." " della serie
stessa, € percid ne ¢ il termine generale . Poste

“questo veniamo af 289,
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290. Probl. Trovare le formole esprimenti i ter-
mini generali, e le somme generali delle serie alge.
briche.
" Soluzione . Dovendo esser ]a somma generale una
funzione di n tale, che posto n=o, anch’cssa diven-
ga=0, si supponga primieramente , che .n rap.
presenti la somma generale di una serie Algebrica.

‘Si avrd T=An—A (n—1) = A4 ; dunque la serie,

di cui lasomma generale & An, ¢ composta di ter-
mini eguali A, 4, £, &e.

Sia adesso la somma generale espressa per
An+-Bn* ; sarA T= A——B-}-2Bn , dove se per n si
sostituiscono successivamente i numeri naturali, ne
nasce una serie algebrica di prim’ordine 4B,
A—4-38, A458 , A+78 &c. Dunque nelle serie

~algebriche di prim’ordine, il termine generale &
g P g

A—B+-2Bn , e la somma ¢ An4-Bny
Suppongasi An—+-Bn’-4-€n* somma generale di una
serie ; operando, come sopra , si avrd T = A—B}C

. ~4-2B1n+4-3Cn+4-3Cn? di dove, sostituiti per # i nu.

meri naturali, si deduce la serie algebrica di secondo
ordine A—B-4-C , A+}3B47C, A45B419C &e.
Dunque nelle serie algebriche di second’ordine si
ha il termine generale espresso per A—B - C

.= (2B+3C, n+3Cn®, e si ha la somma generale
-espressa per An—-Bu’~4-Cn® . Nella guisa stessa po-

tra vedersi , che il termine geacrale di una serie di
terz’ordine ¢ A—B—+-C—D—-(28—3C+-4D) n+4-
(3C¢—6D)n*—4Dn* , e che la somma generale @
vAn—+-Bn*—+-Cn*~-Dn4 . In generale, riducendo la for-

‘mola del termine generale alla forma seguente,si avry

T= A—(8~—2Bn) 4 ( (—3 Cn 43 C1?)—(D—qDn
—~+6D1°+4-4 Dn?) + &cofe D (1 )™ 1 ™EA(A)
= An-B (i Dt &Cu e I 8™, (B)

391,

136 .

291. Da tutto questo si raccoglie , che una se-
tie alpebrica dell’ ordine m deve avere per termine
generale una funzione din, in cui un termine sia
costante , e gli altri sieno dotati delle successive

potenze di # fino alla potenza m."™* , e che de-
ve avere per somma generale una funzione din ta-
le, chein essa niun termine sia costante , ma co-
minciande dal primo ciascuno sia. dotato del-

le potenze successive di # fino al grado m—-1*™°
292. Scol. A qualunque termine generale si puod
dare quella forma indeterminata, che si vuole, pur-
ché si abbia riguardo alle potenze di n, a tenore di
quanto si & detto Ji sopra, poiché gli opportuni va-
lori delle indeterminate .2, B, ¢ &c. compensano la
diversitd della forma . Quindi nella ‘formala esposta
del termine generale (.2) si possono rendere i segni
tutti positivi, e sarh egualmente ii risultato una for-
mola generalissima del termine generale , cioé si po-
trd ugualmente supporre in generale ..oceerirseecses
T=A + (B+2Bw) 4 (C43 Cn—}-gCn’)-t— (D+4-4Dn
+-6Dn°4-4DnP )4~ &c. oo - (np-1)TL OmIT( 41)
formola usata da parecchj algebristi . :
Cio, che vi ¢ d’ incomodo ¢, che variando a pia-
«cere |a forma del termine generale,0 quella della som-
ma convien poi saperne determinare in conseguenza
la forma dell’ altra funzione , cioé variando il ter-
mine generale bisogna saper variare opportunamente
la somma, e viceversa.
Ecco perd comesi pud questo ottenere .
Essendosi cangiata la formola () nella formola
('), (lo stesso vale per il casojehe si cangi la formo-

ta (B) inuntaltraqualunque (B') ) si ponga eusesemess
f:'Pn-{-»,‘&'-{-—I(n’n " +ﬂ)t".'... (C)

Fac-
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Pacciasi nz1 in ambedue le formole (£%) ¢ (C) ?:
si eguaglino i due risultati; di poi facciasi #=2 in
ambedue dette formole , ed il risultato della formola
(C) si eguagii alla somma di questo risultato col pri-
mo; sifaccian=3 , e si eguagli il risultato della for-
mola (€) colla somma dei tre risultati precedenti del-
la formola (£') ; ed in generale si faccia n=m , ed il
risultato della formola (C) si ponga eguale alla som-
ma dei risultati della formola (4', derivanti dalle
sostituzioni successive di X, 3, 3, 4 ees # i0
fuogo din.

Si avranno cosi tant'equazioni di primo grado,
quante sono le quantita indeterminate A, £, C» &c.
che percid per il (n. 80.) si potranno determinar fa-
cilmente.

Con questo metodo si troverd , che la forma della
somma corrispondente alla formola (.2') ¢ la seguente
S=An—(23Bn~4-Bn*)4-(3Cn4-3Cn° %) +- &C. eom
+-3_(14-1)™2- ™71 (B') formola,che differisce da
quella del termine generale in questo solamente ,
che le indeterminate B, C , D &c., che nella for-
mola del termine generale esistcvano isolate , sono
moltiplicate per una potenza di n espressa dall’ or-
dine delle stesse indeterminate; onde B, che é la
seconda indeterminata, & moltiplicata per #3C che
& la 3:* & moltiplicata per #.> , ¢ cosl in seguito.
Si pud veder questa formola dedotta dal Ch. Sigaor
Cavalier Lorgna nel primo Tomo degliAtti dellaSocie-
2 Italiana, dedotta , dissi, con grand’apparato di Teo-

remi dalla formola (A" . , _
Vediamo adesso , come si possano determinare
le quantita 2, B, € &c. per mezzo di quantith di-
pendenti dalle serie stesse , affinché, data una se=
vie si possa trovare immediatamente il di lei termi-
«ne gencrale , ¢ la di lei somma . 393.

188

293. Probl. Trovare i valori delle indetermina-
te A, By C &c. espressi- per quantitd dipendenti
dalle serie stesse .

Soluzione . Si sostituiscano successivamente in
una delle formole (4) , (B) i numeri naturali, per
esempio in (4) inluogo.di #, e si ripetano que-
‘ste sostituzioni, finché il di loro numero eguagli
quello delle indeterminate ; cioé fatto si eguagli
‘ciascun -risultato al suo termine corrispondente del-
‘la serie data, e si avranno tante equazioni di pri-
mo grado , quante sono le indeterminate , e percid
“(A) si potranno determinare .

Vediamone la pratica . , v
Cominciando dalle serie di prim’ordine si ha
T= A—E+-2Bn, ed S = An4-Bn® . La serie gene-~
‘rale data sia @, a4-b, a4-2b, af-3b ... at-nb.
Pongasi i.n T, n=1, esiavri equazione 4B
=a; pongasin=z , e si aved A4-3B=a--b; dalla
*prima si deduce A=q¢—B5 , e sostituendo nella se-
. - : b 1 ) ¢
‘conda si ottiene B = > b , onde A=qum _zb.c per-
I

‘ ,Cié T=a—b+-bnza{- (n—1)b. ed S=ap S bn

1 ) (H—1)
+ S zant-n——b.

Avendosi una serie di second’ ordine , in cui si
ha T=4— (6—28n; + (C—3Cn-{-3Cn%) , ed S=An
~+-2n*4-Cn®, ed essendo data la serie a, a5,
a+-2b +4-c, at3b4-3¢ &e., fatte le sostituzioni

.si ottengono le tre equazioni A4-B-{-C<a, A4-3B

+-7C=a+-b, A+5B+419C=a{-3b4c | dalle quali
r 1  § b 4

se ne 'inferisce Azdm—— b+ "— ¢, Bz — b
ISR 2 +3 ’ "fzb S 2

2 . ‘ c,
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1c : 3 ‘
6 C=": quindi risulta T=a—b—+-c4-bn— " ¢ n

1 : (n—1) (n—2)

+5 o = ) b &ec., ed
S T 1 1

S:an—'z'bn-{——g' n +';bn’ — ";"tn’ -+ Vi e
(n—1) (n—1) (n—2)

an -2 " b4n— 3 (-

Si applichi lo stesso. raziocinio all’ equazione di
terz’ ordine , e si troverda.. T =a -+ (0—1) b
(n—1)(n—1) i (n—r1) (n-—2) (»—3)

’ ) ¢ i .

2.3 .,
(7-1) . (n-1)(n-2) (rn)(n-2)(n-3)

% d,

§=natn 2 b<n 2.3 ¢+ 2.3.4
Dopo di questo riesce facile il ‘conoscer la leg-
ge, con cui debbon procedere le formole deter-
minate del Termine genarale , e della somma ge-
rale di una serie qualunque a differenze costanti.
294. 1l metodo & generale , qualunque sia la for-
ma di tali funzioni , e nei casi particolari altro
non si richiede , che sostituire i valori del primo
termine , e delle successive differenze , fino all’ul+
tima inclusivamente, il che’, siccome si suppone
data la serie, si puo effettuar facilmente .
295. Quindi, scsiarichiesta la somma della se-
n n :
Fie 15253, 4 v n, siavd Sz 75 s sia

dimandata la somma della serie 12, 2%, 3% 4%t
n: n

si troverd S= ?-}-‘;‘—{-*E, e casl seguito .

296,
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296. Ecco pertanto , che data una serie algebri-
ca qualunque , si pud sempre trovar [ espressione
di T, ed S: anzi essendo data ura di tali funzio-
pi T, S si pud sempre trovar ['aitra, com’¢ ma-
nifesto «

Puo perd avvenire, che la funzione T, oS da.
ta, sia indeterminata doppiamente , cioé, che ol-
tre 'indeterminata n , contenga un’altra indetermi-
nata m ; in questo caso le formole addotte non so«
no di alcun aso , onde convien procedere alla ri-
cerca di altri metodi , che possano soddisfare an-
che a questi casi.

Cominciando dalla somma , se essa sia doppia-.
mente indeterminata basterk usare il metodo espo-
sto al (#.2@g Lemma) , e si avrd sempre fl Ter-

. mine generale cercato . {na sola cosa conviene av-

vertire , ed & che nell’espressione di S—s st fac-

cia, sempre che sia possibile , la riduzione, per-

ché altrimenti I’operazione puo riuscire inutile.,
n .

. el § o —— s g T §e s

Difatto se abbiasi § afn’ si trova ;

2 (n—1)
341 nt1 °

Se in questa formola non facciasi veruna ridu-
zione , sostituiti per » i nimeri naturali , siha ...

n)(01234 ”""‘!)

— — o — —

--—é——-- &ec. — &ec.
)33567 " 4T (3345 67 1)
n

= ‘2"_;;, cioé il Termine gemerale in vece di dar
successivamente tuttf i termini della serie, 2 cui ap-
partienc , da in questa guisa la somma stessa, che
gid si aveva. Ma se trasformisi [a saddetta espres-

sio-
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Tt gy e
jope T ——"" 11 I medesifo
sxou“‘n_f__‘2 g2 con iturlz al me sifn :dezx’m.

2 -

LN —aConsqy -
A o Iy
stitnirvi per 1 numeri naturali, si otterrs la seria

2 - 2 i 2 2. (. 2

minatore , ond’ ¢lla divehgz,

297. Dato il termine generale per trovar la som- - . -
ma si richiede il calcolo Integrale .

Ia molti casi perd pud esser utile la soluzione ses
guente , che richiede integrazione , e che , seb« *
bene particolare, & perd di un uso assai esteso.

398. Probl., Dato il Termine generate espressq
perla formola , an™ b7 | 51 dn™ B &etrovar
la somma generale della seric,a cui esso appartiene.
Soluziope . Suppongasi § = g™t fBym ...
Cn™ ' -Du™* &c. dove 4,8,C &e. siano quantitd
da determinarsi,si avr} perﬁ@vblem:z antecedents
S—s=an™4-bn™ " |-en™ 2 | ec,z Ap™* "-Bpmt -
Cn™ "-Dum™3 &c, 2

. 2 "2 3,
B — B - B (m— 1™ &, -

(.Anm“-/f(ﬂt-{—l)ﬂm—*— A(in—{-I)mnmf'-)i(m—”l-!)";(’”’i)”m.z&c'

e

(‘ ' '*“""“”-v—-c:(";—lz)'l""2 &es

‘ ' +Dn™*

wAm e L dm(m—{—xin’“"-}-i,g@*. 15m(m-x)nm“‘&c.
- : ﬂ—ﬁ:mz'“"—.-—z—em (m—1)n™"2 &,

iy &,
Fac-
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’ z g . ) . .
fﬁcc’fﬁsi eguale a zero ciascuna colonng vertiga

.8 4 C“ .
> o - - 3 Sareree

‘le, ¢ si avrii‘d =m+
. . -
‘—""“—{—"x‘ b+t am ) PR )
g ¥
’gscmpib . Sia la serie 1“.:"‘,3“",4‘“,5“‘?(:.:;3
il seémine generate essendo 8™ Bhe,d &c.5000,65u2

S s P
3 zerosquindi So—= ™47 ,,"'"" 8z,

m sy
dove nindica manifestameante il numaro de’terminl,
di cui & composta la serie . _ L

Se m=1, lasomma della serie 1, 3, 3 4. &e.
R 1 i
isu —a'pmn; sem=mla somma deila
nrwu’ltas:szn 3% 8 " P
14 : { =" 3 T8 aene
serie1%,2°3%4° &e. #°%, rxs‘ul!:;;s..,3 1 e
¥ i - > % ’ H
\ " tea serie,
585 come sopra (nggf) € codl dell’al aserice,
Se fosse #= oo svanircbbero tutte lf’ potenze
p AT &c. in paragone di s™*, ¢ la‘somma

. mmflt

) "'i)‘;ﬁvc?rébbc B .

3 m—-1 L . ..
299. La formmia generale di 5, vale at{toi‘:ﬁ;u
mesivede , perilcaso di m fratto, cosicche ol

m sia="",si avrx la somma della serie' 1 9,

R A I A x
q

DR SR S u.
BT IR S AR A
~ "_;: = £ » ff—"_-q&c. somma, che nel ca~
3 g ag " ¢ s0-

*e
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_ 300, Scol. I_\Ye“a formola esposta (1.300.) si
tiene la soluzione del seguente 7 1 con-
]t]uc Il terminl In ‘progressione arimmetica natura-
e, ciascuno essendo elevato ad una medesima po
ter?zal'qualunque - Questo problema perd si Pu(;
sciogliere anche nella maniera seguente . - p

%la la progressione arimmezicaoquafunqué'a b
;’, » €5 f&,g--; @ « Siccome i numeri naturalj dif
eriscono di an’unitd , dovry essere -

g=f+1, f=et1 &e. quindi P
Bel DT e e quindi o= gl pmg
(m—r1)

R i U R
2 & . fm=em+17)em"+m ( m—q}

! M 2&c. onde
facendo le sostituzioni ne deriva '

so din=co diviene = ——q—-

2

2

o™=a™ —+-m (g™ - f’"-‘+gm"+4m"! cMTI_LpmTr | m=x
~+m(m—1) @"‘T“+f’“‘*+em-zjfdm-¢fm*z 1—3.) )

- 2
m(m—1) (m—2) (U3 gm=s g ymo3 g

2 .3 ;
espressione , che fatta S e .

: . . . guale alla so . -
i termini , risulta dalla forma mma di tutti

m_ . m = =
o™= @™ om (S ) L (1) (S22
v v 2
+m (m—1) (m—2) (777 — ym7y . go
) 2.3 oo t
sdt;sctiic;z?r,‘ﬁe{n:zl si'avra S, se‘m=3 , si avrd $? con
1 1l valore di § otte i
sostituieyi tteputo nel caso di m=2 ,

N Ecca

. ™ 1
—Te—T7a"+7 4, di dove si deduce S’.—.—-S- a*

104

Eccone le formole per esteso .- .

jo1. Volendosi la somma semplice delle quan-
tita a. b, ¢, d ... » si deve porre m=2 , ¢ con cid
si ha 22=a® 42 F—v) 4 o—2, perché §™% —
a2 :.f-w,cgm-’ + fm"z +cm"z +dm—z +cm'z +bm-§'_ a
=114 141141 =e—a Volendosi la somma
dei quadrati di ciascuna delle sudette quantitl si
avri m=3 , ¢ nella formola &*=a*+4 3 (§'—a?)
43 f—=) to—a, si sostituird il valore di s,

3

trovato di sopra, e si avri u3=a3+-31’-—‘;‘ ®
I

2

1

2 3 .
1 1 X 1 1
e P "3"4’+ SA— g e cse questo
valore si sostituisca insieme con quello di $ nella
formola , che si ha-¢on porre m=4 » i otterra
4 1 IR . 1 1
3 o gt 2 e Al A ™
S.—4~+2m3+4a 44-}-24 44
cosl in seguito, d'onde si vede , che dato il pri-
mo , ¢ l'ultimo termine di una serie arimmetica,
si pud sempre trovar la somma delle potenze
wsime di ciascur germing. = 4
302. I numeri figurati, ed i numeri poligoni si
riferiscono alle setie algebraiche , ¢ percid si ap-
plicano ad essi le Teorie gid esposte : & necessario
perd , chene diamo qualche nozione particolare .
303. La serfe delle unith ¥, 1,73 ¥ &c.dicesi se-
rie dei numeri figurati di prim’ordine .
- Le serje dei wumeri naturali 1, 32,3, 4 &C. oo m
“dicesi la serie dei numeri figurati di second’ordine .

Se in questa seric prendasi la somma dei termini
suc-

2

s €

m-1
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Successivamente , onde si abbta, 1,12, y + 243,

¥4-24-3-44 &c. ... I+2+4-3+4 &c. 4-n, si avra

.

la serie dei numeri figurati di 3.° ordine , o sia la
serie dei pumeri triangolari, 1, 3, 6, 10. &ec.

Prese le medesime somme dei termini di quest’
ultima serie si ottiene la serje dei numeri figurati
di 4.° ordine , o sia dej numeri piramidali 1 , 45
10, 20 &c., e cosi in seguito la serie dei nume-
ri Triangolo-piramidali &c. - :

Ecco il prospetto di tutte queste serie .
Prim’ordive 1,1, 1,1,1, &c.Numeri costanti

2.° ordine 1,2, 3, 4,5, &e.n Naturali
3-° ordine 1,3, 6, 30, 15, &c. triangolari
4.° ordine 1, 45 10, 20, &c. piramidali

5.° ordine 1, 5, 15, 35, &c. triangolo-piramidali
&e. &e. :

304. Scol. T numeri figurati si possono ottenere
anche in un’altra facil maniera . Si dispoagano i
coefficienti delle successive potenze di un binomio
el modo , che segue
1.1

152, 1
I3, 3; 1
Iy,4, 6, 4> 1
1,5, 10,10, §, 1
1, 6, 15, 20, 15, 6,1
&e. &e.

La prima colonna verticale sar} quella dei nu.
meri costanti , la 3.2 quello dei numeri natura-
li, la 3.2 quella dei numeri triangolari , la 4.2
quella dei numeri piramidali &ec. La suddetta se-
rte di cifre & ¢id, che dicesi triangolo arimmeti-
€0 . Di esso ha fatto un tratato jl dottissimo
M. Paschal . -

N2 305.

1‘925 1 'numeri poligoni hanao un’origine poco
Al Essi risultano dalla somma dei termini

differente . no dalla : ind
consecutivi di progressioni arimmetiche , che’c

inciano da 1, come abbiamo ved_uto.avvemre_del
nume e questi numeri si chiamano trian-

numeri figurati, O

ri i, pentagoni, esagoni &c. seco
ggéaq;,d?flfl:gex:;;’ dpclla ' gr;;rogrc:ssiorze generatrice &
> 4 &ec. .

l ,Ezcéogc l: generazione in esteso .l' T
Progress. arimm. generanti, Num. polig Ng et

2, 3, 4 &ec.diff?1l1,3, 6,10 &c.Nu. gd .
1523 7 &c. diff*2{1,4, 9,16,25 &c.Num. quadrati
;, 34’, ;’, 10 &c. diffi?3]1, 5, 12, 22, 35 gc.pen::gggi .
1:5, 9,13 &c. diff.?4 1,6,15,28,45 c. esagoni .
. %:S.ti numeri diccnsi-poligom, perché le ufq;;e:
di ciascun loro termine si possono dlsporrt:o:’r:l o
ma triangolare , quadrata , pentagona, eiagdis &
Difatto 1 numeri triangolari si posson p

nella forma seguente t ; &c‘
1 quadrati nella forma mB .‘
. fc

) V .
1 penitagoni nella forma O I ! &C;
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306. Osservando adesso le serie trovate dei nu-
meri poligoni , si deduce una facil maniera di tro-
var ciascuna serie senza saper la serie generatrice .

- . Difatto si vede, ohe il 2.° termine dei numeri .

-triangolari & =3 , e che il secondo termine dei mu-
meri quadrati & =4 , il secondo de’pentagoni =5,
ed in generale, che il secondo degli m.goni =m .

Oltre di questo si vede, che il 3.° dei numeri
trisngolari & = al 2-°.termine moltiplicato per z.,
che il 3.° d2’quadrati & = al 2.° moltplicato’ per
2 pilt 1 ; che il 3.° dei pentagoni ¢ = al 2.° mol-
tiplicato per 2 pilt 2 ; che il 3. degli esagoni & =
al 2.° moltiplicato per 2 pitt 3, ed in generale ,
che il 3.° degli m.goni &= al 2.° moltiplicato per
3 pilt m—3 . Di qul pertanto si raccoglie , che si
posson trovar sempre i tré primi termini di una
serie qualunque di numeri poligoni : mi dai primi
tr¢ termini di una serie di questo genere si cono-
sce lalegge, con cui progredisce ;5 dunque indi-
pendentemente dalla serie generatrice si pud &c.

307. Delle due funzioni T, §, appartenenti ai
numeri figurati, o poligoni, datane una, si pud
sempre trovar I'altra per i metodi esposti per le
serie algebriche , poiché le serie dei numeri figu-
rati sono serie algebriche  di un’ordine marcato
dal numero , che rappresenta I’ordine stesso della
serie, diminuito di un’uniti, e le serie poligone
sono serie algebrichedi second’ ordine-, in cui la
differenza costante é uguale al numero, che es-
prime i latt del poligono , a cui si riferiscono 5
meno due .

N3 ©SE-
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‘ SEZIONE IL

Delle serie geometriche .

308. Una serie geometrica qualunque si sa, che
puo rappresentarsi per AK; AK?; AK’; AKY ... AK®,
o pil laconicamente per K" .

309. Queste seric, come le serie arimmetiche, si
distinguano in diversi ordini: tali ordini poi ri-
sultano dalla somma , o dalla sottrazione ordinata
dei termini di pitl serie geemetriche , cosicché I’ or-
dine dicesi m.simo , se le serie, la di cui addizio-
ne , o sottrazione forma la serie data, sieno di nu.
mero » .

Quindi una serie geometrica di second’ ordine si
rapprescnta per la formola 4K =BH"; una serie geo-
metrica di 3,° ordine per la formola AK'—-BH*
==CI", e cosl in seguito. .

310. La somma delle serie geometriche dicesi
esponenziale , perché nella formola , che le rappre-
senta , {alettera n ch'esprime il numero dei termini,
tiene il luoge di esponente.

311. Serie algebricozgeometrica & la seric, che
risulta dal prodotto di una serie algebrica A+4-Bn
~Cn* &c. K™ per una serie geometrica .

313. Teor. Le seric geometriche di qualun-
que ordine sono serie ricorrenti del medesim’ or-
dine. :

Dimostrazione . Per sapporto alle serie di prim’
ordioe si vede subito, che qualunque termine
moltiplicato per X produce il termine susseguente.

Per le serie di 2.° ordine, sia un sermine qua.
lunque espressoper AK"+=BH"; il termine anteceden-
fe sard K™ "==BH™, ¢d il termine antecedentc an-
che a questo , sard K" cEBH™ , 1] primo.sK™ "

. - ﬁHn-x’
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==BH™* , si moltiplichi per K-H , ed il 2.® AKTE
==BH"? si moltiplichi per—KH , ¢ la somma dei
prodotti sard = AK"=BH", '

Per le serie di 3.° ordine sia an termine qua-
lunque AK"=EBH'==CI"; | termini, che lo prece.
dono, si moltiplichino, come ssgue
(AK™ o= BHY'=CI )X (K- H4-1) 5
(AK"™ ot BH? == CI"%) X—(KH--KI-{-HI);
(AK™3 == BH™? == (1" )XKHI, si sommino que-
sti prodotti ; e si avrd AKBH (T, '

Egualmente riguardo alle serie di 4.° ordine,
qualungue lor termine x:lsulter’a dalla somma_dei
quattro prec®denti , P’ultimo de’ quali sia moltipli-
cato per K4+ H-+1+4-L , il penultimo R
— (KH4-KI4-KL+4-HI-HLA-IL4 ) I antepenulti-
mo per KHI-4-XHL+-HIL , ¢ finalmente quello, che
precede I’ antepeaultimo per —KI?IL .- L

Lo stesso vale per le serie degli ordini superiori,
onde si pud concludere g_cneralmente &c.. &c

313. Osservando adesso il modo, con cui ciascun
termine risulta dai precedentisi pud concludcrc_m
~ generale , che inuna serie geometrica dell’ ordine
n.simo qualunque termine n?‘ulta dagh’n termini, ch?.
lo procedono in gquestaguisa, che gllult!m! di essi,
cominciando sempre di fondo, sia moltiplicato per
un numero # di quantiti date X, H, I, L arc.
il penultimo sia moltiplicato per la'somma dei pro-
dotti delle medesime quantiti cou'tbmate a.due a due;
I’ antepenultimo per la somma dei prodotti delle sud-
dette quantity combinate 3 tre atre, ¢ cosi &c. con
I’ alternazione dei segni . E
. 314. Probl. Trovar le "forinc'xlc del termine ;
e della somma generale di quaiunque serie geos

metrica .

200

Soluzione. Dato il primo termine a , il nue

mero dei termini n, e il denominatore m , si vi-

de (n.275.)esser T=am™ ', con altre tre farmole,

che possono esser d’ uso anche esse nella pratica .
' a

Ivi sitrovd pure fri le altre formole §= 1 (m"—1)

se m>1, cioé se laserie sia crescente; poiché nel
a

caso contrario si ha § = (1—m").,

I—m

Qualora il denominatore della serie sia negativo,

e che percid i termini procedano con"scgni alter-
nativi, ambedue le sudette formole potranno ser-
vire per ottenere la somma, come si puo verifica-
re facilmente . Se vogliasi , per esempio , la somma
della serie 1—24-4—84-16—32 &c. finoal quare
to termine inclusivamente, si avra dalla prima for«

1 1
mola S::g‘(uf—x):——-;, e dalla 2.% §= —(1_16)=—s5,

Non ¢ dunque vero cid, che asserisce il Signor
Dottor Tommasini (Introd. in Alg. Tome 2. §.733) 5
cio¢ che, se il primo termine sia positivo, si deve
adoprare la formola delle serie decrescenti, e se
sia negativo quella delle serie crescenti .

315. Scol. Delle serie geometriche degli ordini
superiori al primo , siccome nascono dalla somma,
o dalla differenza ordinata di serie geometriche di
prim’ordine , i loro te&mim’ generali, non meno che
le somme si ottengono con preader le somme, o
le differenze dei termini, e delle somme generall
delle serie companenti. Cosl se sieno A, B, C, D &c. .
serie geometriche di prim’ ordine, e la serie pro-
posta risulti da esse nel modo seguente, cio¢ tqor,n;
are
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fare A+4B-C—D, il termine generale dj que-
sta serie sara eguale alla somma dei termini ge.
hcrai! ddeX“e serie 4,8, C, meno il termine gc-
nerale della setie D ; il che si deve int .
nerale della sef endere anqés

Esemptob. S:Z una bserfc,che risulti dalla somma

3 e

e e e
delle due—, =, 5, —&c., —, —
P 3 7 4G f? s 2
¢ Bl b
&z &c. il di lei termine generale sar} -

¢ b b .
—{—-E;;, e lasomma sary 7 ——c;-—) ,}_Kt’i

b—
(I-—-g" ) ‘ 1-g)
gﬂ L4

asgi 16. dE facx{is a vedersi , che se la serie suppon-

gast prodotta ail” infinito, la somma generale deve
. - eg

divenire = — b——c+f——(g_1) » perché essendo — una

] b c®

frazione genuina , co =0, ¢ e =I.
317. Nel modo stesso potr veders; s che data

esserndo la seci y 39 271

ssendo la serie -, 4° 8 &c. generata da

vA--B—C come segue
2, 6, 18, 54, 162 &e. ) 4
I, 4, 86, 64, 256 &c. (B) ~
L A A O
2 ? 43?"1?, ;&C.f(C)
clla deve avere il termine generale ..,....7

203 171
=23 gt -—;—(—z') mr el a torgnma generale
b ¢ 1 I .
$= (3"—1) +5 @—i—1+ 7) =37 4
7 y? 3
—— 3 4+ N
318, Probl. Dato il Termine generale di una se-
rie geometrica, trovarne la somma generale ,
Soluzione . Nel termine generale proposto si pon=
ga n=1, ¢ si avra il primo termine, ciod p; si
ponga quindi #z2 ; il risultito si divida per p gik
trovato , ed il quoziente sari =m; sostitniscansi que-

(m"—1) e si avri |2 somma ri-

sti valori in S=
——1 In~1

chiesta . ,
Sia per esempio « T=3057 5 fatton=1 , si ha
33
T=1=p ; fatto n=2 , T=32; quindi m= 7 =16,
3

ed S:‘l's' (6°—1). .

319. Probl. Data la somma generale trovare il
termine generale . Soldzione . Si ponga n—1 pern
la differenza S—s sard = T , come nelle serie al-

gebriche . . ‘
SEZIONE IIL

Delle serie Algebrico-Geometriche .

320. Venendo adesso alle serie Algebrico-geo-
metriche si debbono in esse distinguere diversi or-
dini; .al primo si debbon riferire quelle , che ri-
sultano dal prodotto di una serie geometrica espres-
sa per X" in una quamtiti costante £ ; al second’
ordine quelle, che risultano dal prodotto di una

sgric geometrica in una seric algebrica di prim™
: ordi-
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erdine; al terzo quelle, che risultano daf prodotti
di una serie geometrica in una serie algebrica di’
second’ ordine, e cos} in seguito.. Posto questo siz

321. Probl. Trovare la formola indeterminata
esprimente il termine generale di wna serie alge-
brico=geometrica di qualunque ordine .

Soluzione . Siccome in queste serie ciascun ter-
mine aftro non &, che il prodotto dei due termi-
ni corrispondenti delle serie componenti , si veds,
che il termine generale , che gli appartiene, deve
esser eguale al prodotto dei termini generali delle
medesime serie componenti . Quindi sari general-

(n=—1) (ﬂ;—nz)
mente T= (a4 (v—1) b4

s et g ¢
2 c&e.) pmt.
322. Probl. Dato il termice generale di una se-
rie algebrico-geometrica qualunque, trovarne la som-
nia peperale. 3 o
Soluzione . Pongasi la somma genérale cercata
eguale alla formola $=( A ~+Bnt-Cn* - Dn? &e.
~+in™) K°— .4, dove si pone A", perché a mo-
tivo della serie geometrica si richiede una quan-
titd potenziale in m, ¢ si pone.s, perché nel ca-
so di #=0, la formola possa svanire totalmente, co-
me si richiede : per riguardo poi alla forma A-}-Ba
~-Cn*+-Dn? &e. 4-In™si vedrh, che ella & legitti-
ma, ed opportuna.
Posto questo si ponga in gp—1 invece di n;si
tolga il risultato 5 dal valore di §, ela differenza
S—s=T si eguagli al termine generale indetermina-

(n—1) (n-—z)
0 (4 (1m1) b

—e&e, Ypm ™",
pigliando in esso tanti termini ¢ + (r—1)b4
’ ’ (n—1)

2

) din
Cor D | . finch Is patenza di n giunga al

gradozm.simJ » ed-eguagliando insieme pattitamente
¥ termini affetti dalla medesima potepza di 7 . Con
questo “si avranno tant’ equazioni di primo grado,
quante sono le indeterminate .4, B,'C,_ &e. e
percio- tutte si determineranno . Applichiamo la
Teoria alla pratica, cominciando dalle serie alge-
brico——geometriche di, second’ordine .

Il termine generale dato sari ;’a-{-n—xb)prrf‘“" sla
somma corrispondente pongasi ( A - Bn) K'—.4 .
Fatta ['operazione indicata si avel ... S—s=(A(K—1)

+B+K—- 1Bn)X"™* Quindi Bn (K—1)=bpn, e
b B

p .
bp ap(K—1) —bgk k-l
> 0=r_ NI a
—E ) e (K—a) * sy K '=m" 5 081
(ap (m—1) —bmp -} bpn) )

m

K=m , e finalmente S=

—)* m—1
(m—1)+-bmp n—pt !
—p T (”;:;“dovc a rappresenta il primo termi-

ne della serie algebrica, & la prima differenza co-
stante, p il primo termine della serie geometrica,
ed m la ragione della medesima . . .
Esempio. Data la serie algebrico-geometrica ....
2,130,128, 740, 3584 &c. risultante dalle duc ...
2, 5,811, &c.1, 4. 16, 64 &c. sosticuendo nelle

formole trovate a=2, b=3, m=4, siottiene ..

2 2
T=(24-3(n—1)4™ ", ed S:(-—g— + n) 4“+-3— .

v} v
Venghiamo alle serie algebrico-geometriche di tezt‘
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ordine. Di queste il termine generale dato-sari ve
v (n—1) (n—2) ’n_‘ S

T=(afn—) b, Opm "5 pongasiia

gomma S= (A-}-Bri4-Cn® ) K'—A; fatta I’ opera«
zione come sopra si avrd $—s; ¢ quindi k=m , (=

B T v i P W B
a(m—1)’ 2 (m—1) . :
2ap (m—1)* — 2bp (m—1) J-2cpm * , e perci
2 (m—1)3 . '

S= s 24ap (m—1) *—2bp (m—1) - 2cpm® 4
) 2 (m—1)3 . o

2bp (m — 1) —cp 3m—1)n S

( 2 (m—1)? 2 (m—1)

(zap(m—-—x)’-——-sz(m—-—l)+chm’l‘
) e (m—r1 )73 )
3.2 9-3 18.9

Esempio. Data la serie . 2 2 2.2’
30. 27 45.381

&¢. risultante dal prodotto ordi-

2.4 2.8 3 -9
nato della serie algebrica di second’ordine =7 » 7 a
18 30 9 27 81

— t——— ‘ I - c'
APl nella serie geometrica 2, 3,77, 4 > g =

6 3 .
siccome vien data, a= ", b="7, e=77 2 p=3

3 iAY ;
m=si avid T = (n4-n%) ('z‘) , ed §= (24—9%

33" ' L
431 (—;) —24; Con questo stesso metodo.» - 81

po- .

potrd dedurre la somma del termine generale s
qualunque sia I'ordine della serie data. Per tro-
vare il termine generale data la somma, si vede
come si debba procedere .

. 323+ Scol. Se abbiasi la serie fratta generale ..
a atd a=t2d at3d at4d
'.b ? bq ‘9 qu . 3 bq; H bqﬁ -
a=tnd

ban Se me potrd ottenere la somma per il meto.

&e.

do esposto, altro non ricercandosi , che sostituire
I X
— — ] . -

43 b dp> ed _"adm: con questo si avrd..

(aq(i;-q)—dq" gdn N1 ag(1-q)—dg
- b(1—q)? +b(x-—q) ¢ b(-g)? .
Ecco pertanto , che non & necessario ricorrere ad
altri metodi particolari, come si usa .

SEZIONE 1V.
Delle sevie fratte Algebrico-Composte .

~

'324. Se abbiasi una serie fratta, nella quale i
sumeratori formino una serie algebrica , e i de-
nominatori sieno i successivi prodotti , che risul-

_tano dal moltiplicare ordinatamente un numero

qualunque di serie algebriche , una tal serie dicesi
Algegrico-Composta’.
Due sono i problemi di somma importanza , che
si posson proporre intorno a queste serie ; il primo &
335. Probl. Data la somma generale di una se-
rie fratta Algebrico-Composta , trovarne il ter-
mine geoerale, :
Soluzione . Suppongasi, che la somma data sia
Ln
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Ln
M—-Pn
possa supporre : qualora da essa non derivasse una
serie della natura , che cerchiamo, si prenderebe una

formola diversa) . Posto n—r in luogo di , si trova
Ln L (n—1) ML

M4Pn~ M+P(n1) ~ M+-P(s-1)(M—+-Pn),

che & appunto il termine generale di una serie, di
cui trattiamo , eche si pud chiamare di prim’ordi~
L+Nn

ne. Sia $= (M4-Po—1)) (M _+_P”).Fa!ta la sostituzio-

. o L(n—1) +N_(n—=1)?
ne di n-‘x per » si ottiene (MLP)n2)) (ML-P(r1)
¢ percio.

T= ML—PLs
MN—PNn
~+2MNn
(M~4-P (n—2)) (M+4-P(n—1) ) (M—+Pn)
Con egual facilitd si trovano i termint generali
delle serie , delle quali le somme generali sieno

Ln+4-Nn*+-20*
(M4-P(n—2)) (M~+P(n—1))(M—+Pn)
Ln4-Nn*+-2r*+Rnt

(4 P(-3)) (M+-P(n-2)) (M~-P(a-1)(M +-Pm) &

326, Qualora le serie componenti il depomina«

tore dovessero esser di second’ordine, si farebbe la
Ln+Nn?

MF P —{»——STn—; 3 Sostituito infat

ti n—3 in vece di n, si dedpce T=Swef serererse

: ML-

(questa & {a forma pit semplice , che si

T=$-.5=

somma generale =
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= ML|-2MNo+-PMu®

—MN—PNu—SLn* - e cosl dellealtres
(M4-P(r—1)+-S(n—1)") (M+-Pn-5n")

. 337. Probl. 2. Esprimere il termine, ¢ lasom-
ma generale di una serie fratta Algebrico-Compo-
sta per i termini ; e per le differenze delle serie
algebriche componenti .

.. L.° Soluzione . Cominciando dalle serie di prim’
ordine suppongasi , che le serie componenti il
denominatore del loro Termine generale covesareses

ML :

(I Po—)) (M) €70 45 atbs a6,
a+3b &c. at-b, af-2b, af-35 &c. cosiccht la

seconda, la quale nasce dalla formola M {Pn inco-
minci dal secondo termine della prima .

Per determinare M, P per ¢, e b, si ponga
n=1 nella formola M—4P (n—r1), e fatto il para-
gone col primo termine della serie corrispondente,
si trova M=z ; si ponga #=1 ,e si faccia il parago-
ne col secondo termine della serie stessa ; si avri
P=a+-b—M=b ; facciasi la costante ML=c, e il

¢

termine generale diverra o (—105) @ -bm) ,ela

. Ln c
gy ‘ i he L= —

somma generale M Pn a2 motivo, ¢ T
o :

prender la forma : m.

II. Passando alle serie di second’ordine osser-

vo , che’ il numeratore del termine “geaerale
' . ML

\



ML-—DPIn 309
—MN—PNn
~+-2MNn
(M 4P (n—2)) (M+-P(n—1)) (M~4-Pn)
essendo anch’esso Termine generale di una serie
algebrica di prim’ ordiue , qualora dicasi ¢ il pri-
mo termine, e B la differenza della serie da esso rap-
presentata, si pud metter sotto la forma A-44-1)B.
Per determinare M , e P , suppongansi come sopra
tre serie: 4, 6+-b, a-25, a-}-3b6 &c. a+b, a+4-25,
a+3b &c. a-4-3b, a4-3b &c. , e nella formola
M--P (n—1) si faccia n=1 , ¢ poi n=2, e dell’equa-
zioni M—P=a, M=a-}-b , si dedurry M=a+-b, e P
=b , e percid A4-(n—1) B
T=  (at-b4-(n—2)b) (a+-b+- (n—1)b) (a~-b-{-bn)
Rimane, che si esprima per le medesime quantiti
Ln -+ N»*
la somma generale (MFPir—1y) (MfPn )"
A quest’effetto pongo #=1 tanto nella somma,
quanto nel termine generale , onde aver I’equazio-

4N R
ne (a+b) (a+;b) :a(a-{»b) (@ +zb); Da questa

deduco Z+N="; e per trovare un altra equa-

zione fra L, N, e quantiti date, pongo n=3 nel-
la somma generale, e il risultato lo paragono col.
la somma dei due valori, che provengono dal sosti-
tuire #=1 , ed n=2 nel termine generale: otten-

p i 2L+4-4N

go I’ equazione (@ ab) (aF35) " .
aX (4B + Bad3h)

= a(a+4-b) (a4-2b) (a+3b) ° ° 83' L+ N —a-
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a(4+B) 4B (a -} 3b)
26(a{-b) . Da questa sottraggo
A
I’ equazione L 4 N = s trove N =
a(A4-B)-Ba{-36) A A (b—a)Fa(L}B)
2a(a-}-b) —a” 2a(a—-b)
A
vaam N ’ dcduco L = 7-—-‘ N T esdenasersvasrsans e
A 3a+4-b)—a(A+-B).
sa{a—b) :
Avendo cosl i valori di M, P, L, N, mediante [a
sostituzione si otticne finalmente § = w.eveisisirenenns

(AQa+-by—a(A+B) ) n ( A (b—2)+-a(A4B) ) n*
2a{a~4-b) (a-+b (m—1) by (a4~ b - bn )

III. Volendo ridurre in egual maniera il Ter-
mine , ¢ la somma generale di una serie di terz’
ordine si troverebbe

(n—1) {(n—1)(n—2)

'A+ I —B + I . 2 ¢
T" L
“(a-t2b+4-(n-3)b)(a~+-2b4-(1-2)b)(a+4-2b+-(n-1)b) (a4 26 b
ed $=(a*(6A==3 B4-20)+-ab(1 3A—4B4-2 0 4b* d))"(n)
+(34*(8—C)4-3ab(3A+-B—C)4-6b)n? s sarereesse

~+(a*C+4-ab(B4-C)4-25° 1)) :
(6a(a+-8) (¢ - 2b) (a4-28)4 (1—2) B) X +ereresnenne
(a- 2b4-(n—1)b) (a~-2b-|-bn)).

IV. Passiamo alle serie di prim’ordine, in cuile
serie componenti sono di second’ordine o
Siccome ael Termine generale

T=
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r=  MI4‘2MNntPN#?
T —MN—PNn—SLn?

(M+4-P(n—1) 4 S (#—1) ) ( M+Pni-Sn?)
il numeratore ¢ il termine generale di una serie al-
" gebrica di second’ordine , se dicasi p il primo ter-
mine di una tal serie, g laprima differenza , ed r la
differenza seconda, detto numeratore potry metter-
(n—1) (n‘-—x) (n—2) ,

si sotto la forma p 1 —q+ - "

Venendo al denominatore , siccome esso & il pra-
dotto dei termini generali di due serie algebriche
di second’ordine , chiamando 2 il primo termine
della prima serie, b |a peima differenza , ec la
differenza seconda , come pure chiamando d il pri-
mo termine della seconda serie, ela prima diffe-
renza , ed f la differenza seconda, & manifesto, che
il denominatore accennato potr) ridursi allaforma...

'(n-—t) (n—1)(n—2) )
E a-}-b x 4 T )x... ........ eere
( (n—1) (n—1)(n—2)

(J'H‘""', +f RS )Dunquesiha

finalmente il termine generale
(n—1)  (#—1)m—2) .
LA N A E e

( (-1 (n——x)(rz—-z)c>( (n-1) (rz——i_) (n—z)fj

(¢+ s e e+t 1.
Per esprimere adesso per le medesime lettere

Ln--Nn*

RS

! Sess00e
2 somma generale M P g e
O 3 LN-

212 Lo{-Nn*
= (n-1) (1) (n-2) fpongo r=1, ed ho
d+ 7T T
L+4+N
S= p)

; faccio quindi n=1 nel Termine genera-
L +_‘1\_{ ?

le , ed ottengo ’equazione PR Ottenu-

2L+ 4N

ta questa , faccio in § n=3 ed ho $= it

- che paragono colla somma dei due primi termini
della serie, dedotti dal Termine generale con por-

LA
ren=1, n=2, € Chciﬂd_:-)(a—}#b)(d-f—c)
d Y4 ad(
platb(d+te)t-ad(p+qg Trovo 241X
Fad(ad-b)(d+e) .
P45 @4e)+ad(p+9q)
= 24d (a--b)
plad-b(d4e)+adlpt-q) p
co N = 2ad (a1-5) — S
patd) (dfe)tad(p+q) —pd(a+b)
2ad (a—-b) ‘

e percid trovo finalmente L -......

4pdCa+b)—p(at-b) @0 —ad (Pt
= sad («4-B)

Sostituisco adesso 1’ espressioni trovate nella som-

ma, ed ho ro ’

S=(4pd(a+-by—p(a+-b)(d+-ey—ad (p+9) )’:‘f‘)
((;.(’;“f‘b)( d-+e)J-ad(p+-g)—2pd(a4-b) ) » :
| (1) () i) ¢
ud(a-{—b)(d—{- " e T

, onde inferis-

LY LT TEYY TX ST TR
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Con un Metodo analogo a questo si -trovan
I espressioni del termine, e della somma genera
le delle serie fratte Algebrlco_Composte , aelle
quali le seria componentl del denominatore sieno
di un’crdine pid elevato; e nelle quali il gume-
ratore sia qualunque.

Esempio . Si debba trovare il termine, ¢ la

1

somma generale della serie

3 eessante

_ 4.7.10. 13
7 17 3

6’ s s &e.
7-10. 13. 16’ 19, 13. 16.19° 13. 16.19.22
che avendo i denominatori composti di quattro ter-
mini si riduce al Num.° (III), e percio si ha il
primo termive £=1, la prima differenza 2=6, ¢
la seconda C=4; 1! prlmo termine della prima se-
rie del denominatore ¢ a=4 , e la differenza comu.
ne delle quattro serie componenti & b= 3 Sostz.
tuiscansi questi valori, € Si aVrd .cuveverrveceerssnens

(1) (r—1)(n—2)

7o 1+ r T4 1. 2
- sed
(1o+;(n_3))<:o—}—s(u—z})(xo+3(n—1))(!°+3n)
—76n+294n"'+202n3
1680(10—-}—3 (n-—z)) (lo+3(n—1)) (104-3n)
—~19 101.
= 420 +84e
(4+3n)(7+3n)(w+3n)
sempio. 2. Si vogha il termine, e la somma

13 s
gcneralg della rs;‘-‘ne e T PR

0 3 —
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7 s
_z_?? ypPE &c. che appartiene al Num. (IV),
Fatte le sostitugioni si ha p=1, g=3 ,r=0. Ino!-
tre , p:ghando i termini della prima setie, 2%,
$?, 8, 11° &c. e le differenze, che ne’nascono,
siha 4, 25, 64, 121, vale adire a=q; b=21,
21, 395, 57
18, 18
c=18 , ¢ pigliando i termini deHa scconda serie
colle loro differenze , si ha 5%, 8%, 11*, 14°,
0 sia 25, 64, 121, 196 &ciy e percit‘) d=25,e =39
395, 575 75 &e
18’ 1'8
Sostituiti questi valori pelle formole trovate al
numero citato si ha
14-2(=1)

I=
((4+21 2 418 . )(zs+39(n-1)+18
1284-138°

(n-1) (monsme 1 Y M2y

100( 2 g3 9"“"—}—18"‘"‘:"‘“‘;““"‘

ed S=

SEZIONE Vs
Delle Serie Interrotte o

328. Interrompere una serie non & alteo , -che
prendere In una serie data dei rermini fra lore
ugralmente distaoti . 1 termiri cosl presi formase
una serie, che per rapporto : a“a prima , dicesi In.
terrotta . '

Cosl plgl xaudo ‘nella serie 1, 2, 3, 4, § &eo 0 (A)
iter-

o |
(1) (1-1) (1-2) )¢ (#-1) (5-2))
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i termini primo, quinto, nono &ec. si ha la seric
interrotta 1,5, 9, 13. &C. vvaeee (B) « ‘

329. La prima cosa, che si presenta da osser-
vare in queste seric ¢, che in qualunque modo
s'interrompa regolarmente una serie dell’ordine n,
non si viene a mutar punto il suo ordine . Cosi,
per esempio, se pella serie algebrica di prim’ordine
a, a-+-b, a+4-2b, a+-3b, a+-4b, at-5b , a-}-65 &e.
si prenda il primo , il quarto, il settimo &e. ter«
mine , si ha la serie 4, a4-36, a4-6b &c., che
¢ pure di prim’ordine ; se prendasr il primo, ter-
zo , quinto &c. termine si ha (a serie 4, a--25,
a4-4b, a+6b &c., che & di prim’ordine , e cosl
in seguito per qualunque serje algebrica .

330. Prima di proceder pid oltre, giova cerca-

re una formola , che rappresesenti generalmente a

qual posto della serie continuata corrisponda un
determinato termine della medesima interrotta con
una legge data.

331. Il pumero di termini, che si omette suc-
cessivamente dicasi £ ; Per avere il secondo termi-
ne della serie iaterrotta nella serie continuata , si
dovrd preadere nella serie continuata il termine
(1-4-B—4-1): esimo = (8L 2): esimo; e perché per ave=
re il terzo termine defla serie interrotta bisogna
ometter di nuovo nella continnata un numero
g di termini, percid il terzo termine dev'essere il
(B+4-2-8-4-1): esimo o si} il (248-}-3): esimo della se.
rie continuata . Per [a stessa ragione il quarto ter-
mine dev’essere il (384-4):esimo , ed in gene-
rale, il termine m.simo della serie interrotts ¢

r (m;-—!-- B-m)esimo della serie continuata ; Que-
sto termine pongasi = « , e dall’ equazione ...

%16

(m—1 .3-}m) = u , dato il posto di un termine
qualunque in una serie interrotta con una data
legge ', si sa qual posto esso occupi nella serie
continuata .

‘Se, per esempio , si voglia sapere , che termine
sia nella serie (7) il termine quarto della serig (B),
nella quale @ =3 basta porre m = 4 nell’ equaziore

(m—1 g+4my=u, esi ha immediatamente u=13,
cio¢ che il termine quarto della serie (B) & il deci-
mo terzo della serie (1) .

Viceversa , dato il posto di un termine nella se-
rie continuata si pud dcterminare qual termine
egli sia nella serie interrotta , supposto che vi sia,
e che sia data la legge dell’interrazione . Difatto,

dall’equazione suddetta (m—1 f-{-m)=r . Si ham
ey
- ﬂ+ 1 L]

Sia rischiesto, per esempio , che termine sia del-
la serie (B) il termine nono della serie (A), fatto
u=9 5 ¢ £=3 si avrd m=3 , ciod che esso ¢ il ter-
zo della serie (B) . :

Posto tutto questo, eccoci afla saluzione di due
problemi , che si sogliono proporre intorno. alle
serie interrotte .

332. Probl. 1. Dato il termine generale di una
seric qualunque , trovare il Termine generale del-
la medesima , interrotta con una data legge .

Soluzione . Nel termine generale della serie da-
ta, si sostituisca (m—1) .~m in vece dim , ed il
risultato sar} il Termine richiesto .

333. Probl. 2. Dato il Termine generale di una
serie interrotta con yna data legge , .trovare il ter-

: mine
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mine generale della serie continuata .

Soluzione . Prendasi il Termine generale inde-
terminato , che appartiene all’ordine della data se-
rie interrotta . Vi si sostituisca (m—1) ¢4-m in

luogo dim ; onde se ne abbia il termine generale
di una serie interrotta espressa da 8. Facciasi suc-

cessivamente m=1 5 =2, =3 &c. 5 ¢ si paragoni il
suddetto termine generale col primo ' termine , col
secondo , col terzo &c. della serie interrotta , fin-
ché si abbiano tant’equazioni quante sono le inde-
terminate del termine generale ipotetico, dJeter-
minate queste si avrd il termine cercato . Sia da-
ta, per esempio, unaseric interrotta di second’ or-
dine ; si prenda il termine generale corrispondente

a-|-bn+cn’ (n.302.) 3 sosti/tyuito (m—1) f+4m in

2

vece dinsi haa-b X(m-1)34-m-4-cX(m-1)34-m .
Facciasi m=1, =2,=3 &c.', € posto , per esempio,
@=4 si avranno I’equazioni 1.* a+4-h4-c = al 1.°
termine della serie interrotta ; 3.2 a4 654 36¢
=al 2.° termine 3.* a-f-nb-4121c =2l 3.° termine,
dylle quali si ottiene 1l valore delle indeterminate
@, b, ¢, e con cid il termine generale cercato .

334- In questo problema si contiene il seguen-

te : Data una serie Algebrica qualunque, inserire.

fra un termine , e 1'altro un numero dato di me~
dj , in guisa che I’ordine della serie proposta non
venga mutato . )

335. Trovato cosi il termine generale si pud
trovar facilmente la somma generale, perché, come

si vide (n.303.) , in essa non vi souo altre indeter-

minate , che quelle, che hanno parte nel termine
generale . : : .

Resta da vedersi , in qual maniera , si possa ren-:

der

18-

der continuata. wna serie fratta Algebrico-Compo-:
sta, che sia regolarmente interrotta .

1 1 S ¢

336. Sia data la scrie 3112 5,140 817 1120 &e.

siccome si s , che il primo fattor 5 del secondo
termine dev’ essere il secondo fattore del denomi-
natore del primo termine, come pure , che il pri-
mo fattore 8 del terzo termine dev’essere il terzo
fattore del denominatore del primo termine, si ve-
de, che nel denominatore del primo termine man-
cano i due fattori 5, 8; esso dunque dee ridursi
5.8
';—;'5“!"‘1" . Per la stessa r;giolnte il se-

alla forma

¢ondo termine dee ridursi alla forma 48 CO=

5.8.11.14
5.8 8.114

st degli altri, come segue 2.5.8.11 ° 5.8.11.14°
1. 14 14.17

$.11.14.17° 11.14.17.20 &e. &e.
347. Ma supponiamo, che sia dato il terngine
generale di una di queste seric interrotte , e sia,

?ex: csemplo, (M 4-P(i—3)) M+ Pr) * Siccome 1 fat-
tori , che mancano nel denominatore sono M 4P
(n—1) , M-4-P (n—2) , si moltiplichi sotto , e so-
pra per il prodotto di questi fattori , ed il risultato
Q( M4-P (n—1)) (M~4-P (1—2) )
(M--P(a—3)) M+-P(1—2)) M+-P(u—1))(M +P)
sard il termine gencrale della serie continuata .
Per render compite le-serie, di cui trattiamo, cone

vica danque seguir la regola, che segue.
N RC—
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Regola . Qualora manchi uno , o piy fattori
intermedj nel denominatore del termine generale
di una serie fratta Algebrico-Composta, si molti-
plichi il numeratore , e il denominatore del me-
desimo per il prodocto dei fattori mancanti . 1l ter-
mint genetale trasformato somministrer) i termini
della serie, composti di tutti i loro fattori «

SEZIONE VI

Della maniera di sciogliere in serie le funzioni
polinomie .

$38. Probl. Si-dimanda, come si possa ottene-

re Pevoluzione in serfe di una funzione di x della
X

forma 7 » dove 3 comprenda x, ed abbia per il

meno due termini . Soluzione . Met. 1. Factias
p ¢
°7 = A+Br-Cx*&e., ¢ sard X=Z(A+}Bx-4-Cx*&e.)

Facciasi 1a moltiplicazione , e la trasposizione
in un sol membro, e si avrd un’equazione a cocf-
ficienti indetesminati, che basterh verificarla , cos
me riesca pid comodo.,a tenore di cid , che 81
disse {n.81.) L

339. Scol. X. , e Z possono essere dne Eerie
qualunque , ordinate per x , ed il quoziente s ot-
terri egua'mente . Si pud dusque con questo meto-
do dividere facilmente una serie per un'altra . Que-
sto soltantc deesf ossesvare , cioé che il primo
termine del dencmibatore Z sia cosaante , perchd
altrimenti (appresso pe vedremo la ragiore } il pri-
mo teratine deila serie potrebbe risultare jnfinito .

Per ottener questo basterd moltiplicare il mime-

ratg-
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ratore deHa funzione proposta per il peimo termi-
ne variabile , sviluppare in serie il risultato, e di-
videre poscia la serie ottenuta per il suddetto pri-
mo termine. Cosl, per esempio,se fosse data la fun-

a+-bx+-cx? ‘
X1 ox 4 fr* &e. © si dovesse svol-
a—-bx+4-cx*&e.

i4-ax4-ar2&e. A +-Bx
—-Cx* &c. , ¢ determinati i coefficienti si avrebbe

a+-bx{-cx* &e. A B A .
X142 &e. T xm Fom e -

340. Prebl. Sciogliere in serie una funzione del-
la forma (a4-bx4-cx? &ec.)™ , essendo m un nume-
ro intero , o fratto ; Fatta 'equazione , come so-
pra, siformi la potenza maima di ambedue i mem-
bri; si faccia quindi il paragone dei termini omo-
genei , ¢ si determineranno [e quantits 1, B, € &e.

341. Scol. Con questo metodo si formano le
potenze , e si estraggono le radici dalle serie an-
che infinite . Qualora perd i termini compresi sot-
to I’esponente sieno pochi , I evoluzione in seria
di queste funzioni, si ottiene con semplicita mag-
giore formando immediatamente la potenza intera,
o fratta della funzione data a tenore della formo-
a2 Newtoniana . ‘

Venghiamo 2 degli esempj .

a
Sia da svolgersi in seri iavry I?
2 g ¢ ogx avra | equa-

zioney = A Br- 1" &y quindi gz

Ab+-Bbx+4-Cobx*4-Dpx?
: i""":{'—”’: :]-{—be; &c. : trasponendo , ¢ fa~

¢en-

zione fratta

gere in serie , sifarebbe
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cendo eguale a zero ciascuna colonna verticale di
a .

coefficienti dei termini emologi , A=, B

a a a a a ax

——

=320 C:Z}‘- ’ D:;;‘ &c. onde .oees b= =3 —5

ax®  ax?

—5’_;’ —+ &e. serie , che si ottiene ancora per
mezzo della divisione , ¢ con moltiplicare 4 nella
potenza (b+4x)"" . a

342. Osservando adesso il valore di 4 = Z— si

a
vede , che se fosse b=0 sarebbe A = o = oe, it

che se [ fosse variabile potrebbe sempre avvenire :

percio si comprende la ragione per cui si & detto,

che il primo termine del denominatore di una fun-

ziove fratta, da svolgersi in serie , non deve essser

variabile .
Esempio 2.° Sia da svilupparsi in serie la fun-
a-bx

zione fratta f g;“_;_‘;;; ; pongasi @ 4 b xr= o
(fAgx+-bx*)(A4-Bx4-Cx* &e)=

Af4-Bfx 4 Cfx* 4-Dfx? &e.

~+-Agx+ Box -Cax*Xc.

~-Ahx*+-Bbx3&e.

i ' ] o a b ag

e si avrd dalle solite equazioni A= Ik B= —F

valori , che sostituiti nelle successive equazioni
Cf+4-5g+-h=0, Df-{-Cg+-Bh=o, Ef-}-Dg-}-Ch=0&¢.
. fanno conoscere tutte le indeterminate rimanenti
¢y, D, E &c.
In
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In generale, se sia proposta la frazione ..ieeeenn.

‘a-bx—ex?-d?-ext&e.

T, =A+Bx4-Cx*{-Dx3&c.

Yo Mo 20 e 13- % Kic,

fatte 3l solito le comparazioni si avranno i coef-

ficienti dalla serie seguente di equazioni eeie e
=a

B= a.A+I)

C= RB+B~/{+C

D = «C+-8B-}-y 4+4-d
E=aD-4AC4yB-3A44e , le quali tosto che sie-
po terminati i coefficicati del numeratore , prendo-
no una legge costante; vale a dire, ciascun coef-
ficiente vien determingto costantemente per gli #
cocfficienti , che lo precedono .

343. Di qui si vede, che le serie, nelle-quali
si svilluppano le funzioni fratte comprese nella

a+t-bx+4-ex*~-dx? &e.-Kx"
forma generale T er e i &e, riaesono tut-
te serie ricorrenti, e precisamente dell’ ordine mar-
cato dal numero dei termini meno uno, di cui é
composto il depominatore della frazione proposta,
non gid dall*esponcnte - massimo dell’incognita del
denominatore suddetto, come asserisce il Signor Dot
tor Tommasiai ( Intred. in Alg. Tom. 2.§. 661.) pol-
ché se nella fraziose dell’ esempio 2.° pongasi
g=0, sebbene |’ esponente sia eguale a 2, Pordine
a-t-bx

della serie & il primo, ¢ I3 frazione mx;“ pud

esscre ottimamente geruina . )
Esempio 3.° Si debba esprimer per serie

;'/ 3--x . Nell'equagiane / k+;g;4+£x+€x’&c.
si formi il quadrato di ciascun membro , ¢ 8 3vrd ..,

1—{—):




z+x=¢t’+dex+:.;l€n‘+MDx’+szx4 z&?
, +8x% 4 2BCx’ - 28Dyt &,
+ Crd &c,
L 1 B 1
quindi A=1, 24B=1,€ B= —: (= e——c__—
2 2457 8¢
2BC Bc 1 1 1 - 2380

D=z = =" et
24 S T 2 Xg T g E=—"

I 1 5 3 \
== patas 622 =128 &ec. &c. onde ...

¢ b

I
y— = 5
e L 165128 ¥ &

] 1%44' I_iradfacilca vedersi, che il primo termine
elle ser i : i si p
serie doveva risultare =1, e percid si pote-

———

va porre con vantaggio v 14X =1 -} Ax - Bx*
-4-Cx* &c. e si sarebbe trovata con pid di sem-
plicita 1a serie stessa.

345. Si poteva ancora sostituire 2x4-»* in luo-
go di x in ambedue i membri dell’ equazione  ipo-
tetica, e cosi dispensarsi dalla formaziope dellz
potenza quadrata. In qualunque modo perd si pro
ceda, sl ottiene sempre la medesima serie cspri:
mente il valore del radicale proposto. ’

346. Scol. Il metodo esposto dell’evoluzione in
serie ¢ ¢id, che dicesi metodo def coefficienti in-
detcrr_nmatl, 0, sia dell’equazioni indeterminate , di
& si & farto parola al (n. 81.) ' ,

. 347 Met. Dei divisori evanescenti, Data una fun-
zione esphcm? che sia, per esempio ¥, funzio-
ne dzx, per ridurla in serie, si ponga X =.£-}-Bx
-Cx* &c. In ambedug i membri si faccia #=0, ¢
41 avrd il coefficiente € uguale a cid , che divents

" X nell’

22 .

X x::ll'ipotesi di x=o. Si trasponga nel primo meén-

bro il valor di £, e avendo diviso tutto perx,

si faccia di nuovo #zo, e si avrd B. Si prose-

gua nel modo stesso, e si avranno gli altri coef-

ficienti , V e
Esempio . Sia da svilupparsi in seric la fra-

~.Suppongasi

a
zione; 7 P——— AL-Bxa{-Cx* & .

Siccome i due membri suppongomi eguali , deb-
bon rimaner tali per qualunque valor d’ x = dun-
a

que si ponga x=0, ¢ si avid A= ;Si trasponga,

a a
¢ si avra b =Bu}Cx*4-D%* &c.: In quest’

equagione parimente i due membri debbon’ essere

eguali, dunque siccome il secondo & divisibile per

x , tale dev’essere anche il primo; si divida per

x, e nei due risultati si faccia x=o; st avri B=
a a

7. Nell'tquazionez‘;:b_x‘ = B4-Cx4}-Dx? , si

ponga il valore di B, e si trasponga nel primo

a P

membro, onde si abbia ;= —7 = (x4~ Dx*
Ex? &e. ,

. Riducendo, ¢ dividendo per x5 5i aVE1 vcvnrne

a

m — c.{;px,}-&x? &co ¢ si faccia x= 0, glf

a
=5 . Nel modo stesso procedesi al ritrova.

mento degli altri coefficienti . E’ questo un Meto-

do clegante , che finqul non ¢ stato trasportatocd:;l
ale

PR
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Calcolo differenziale al Calcolo Algebrico . £

Qualora tutti i termini del numeratore, o del
denominatore, .o di ambedue fossero affetti da
x, si separerebbe un opportuno fattore in x, co-
me al (n.351) e si opererebbe al solito,

348. Scol. Qualora la serie, che si ottiene coll’
evoluzione divisata, sia convergente abbastanza,
eon prendere alcuni soltanto dei primi termini si
avri un valore assai prossimo al vero-; qualora
poi la fanzione proposta sia numerica si poted
sempre dare una forms alla medesima, la quale af-
fretti la sudetta converaemza , e questo con ren-
dere il primo termine del denominatore maggiore
-del secondo pilt che sia possibile , trattandosi di
frazioni , e con rendere nel modo stesso, maggio-
re il primo termine del secondo , trattandosi di un
numero intero da inalzarsi ad una potenza. Quindi

1
se vogliasi il valore di ’;’ espresso per serie , si fa-

1 I 1 ~

r 5= 4—+—“-; non gia = ——=;ese vogliasi la radice

quadrata di 5 non cerchifé. gid /342, ma bensl
) I I 1 1 I

\/4.+x: Difatto 4+I: :-«;‘6‘—}—&;——'256 89:.
i 1 32 4 8

Tt
dove piglisndo anche due soli termini-dalla prima

I 1 3 1 2 1
siha :’";3 =5k dalla seconda —3‘.—-;' = ; s

3 1
valore, che differisce piy di 7 dal valore rE
P Lo

215 .

Lo stesso potri facilmente vedersi per rappoito
alle radici . T

349. Scol. La forma generale £ - Bx 4 Cx*
-}-Dx? &ec. ... Nx™, sodisfa sempre all’inteato : non-
dimeno giova alle volte darne una forma adattata
al problema proposto , ond’evitare una lunghezzz
inutile di calcolo .

Si vedra con la pratica esser utile alle volte fa-
re il primo termine uguale ad una quantita deter-
minata , supporre uguali- a zero le potenze alterna-
tive pari , o impari, e cosl di altri casi .-

Applichiamo adesso la Teoria esposta dell’ evolu-
gione in serie ; ¢ sia
. 350. Probl. Estrarre laradice quadrata dallafun-
-gione a’~-4abx—+ (6ac+»4b%) x*-12bcx’+H-9cxt,
per mezzo dello sviluppo in serie .
~ Selnzione . Sia \/(a’ + gabx + (6ac -4b%) x*
t-12bex34-9c*x%) = A-|-Bx4-Cx*, poiche non vi
pud essere nella radice potenza veruma di x >

Fatto il quadrato di ambedue i membri si avrl
P a*-4abx 4 ( Gac-Hmb?) x* 4 12bex® - 9c’x?
( )"’A’—{—z./{Bx—}-zACx’+2BCx3+C2x4:Facciasi il
' 5 +Bzx2 e
paragone dei termini omologi , e si dedurrd facil-
mente A =a, B=2b, ¢ = 3c, e percio la ra-

" dice richiesta si trova = a-2bx4-3cx*

35 1. Seol. 'Nel formare il secondo membro dell’
equazione P , bastava prendere tre soli termini :
.in generale basterd formare tanti termini del mem-
bro indeterminato quante saranno le incognite A,
B, ¢ &c. da determinarsi . . :

352. Probl. 2. Dati due solidi simili , ed ine-

. gua-



:guali, ed inoltre due solidi ad essi simili , uguali
fra di loro, e tali che la somma delle [oro super-
ficie eguagli la somma delle superficie dei solidi

‘ineguali , si dimanda qual delle due coppie di so- i

-Jidi avrd maggior soliditd . Soluzione . Detta 1 la
mety della superficie de’solidi eguali presi insie-
me , ed 1-}-x* la saperficie di uno dei solidi ine-
-guali , la superficie dell” altro solido ineguale do-
vri essere = 1—x*; ci0 posto la solidity de’ soli-
di eguali star alla solidita de’solidi ineguali co-

me 2 : (142" V1 427 - (1—x)/i—x?si sciol-
gano in serie i radicali , e fatti i prodotti si tro-
xt

verd il conseguente della suddetta ragione =2 }—
6 18 ‘ 4

‘ 'l—;é‘—f— &c. quantith sempre > dell’antecedente

2 qualunque sia il valor di x , e qualunque siane
il segno , positivo, o negativo .

Dunque i solidi eguali contengono sempre una
solidita maggiore dei solidi simili ineguali , do-
tati della medesima somma di superficie .

La solidita dei primi in confronto di quella dei
secondi & cid , che dicesi un massimo, e vice-
versa . Delle funzioni considerate ‘con - questa rela-
zione avremo [uogo di trattarne in appresso come
pitamente . : :

"SEZIONE VIL

Del regresso delle serie .

353. Dare il regresso ad una serie consiste in
questo : Che quando si ha una funzione di uma
quantitd qualunque , espressa per le potenze di
un’altra quantitd , si trovi [’espressione di questa

P2 per

st della prima, ciod che se abbiasi

per le potenze 2 ; s
funzione (x) = A+Bz+§z &c. 5 si tro:; Z espres-
er le potenze di x ; Sia primicramente .
® ; s4- Probl. Data l’z serie x = ay -+t o
J-dyt &c., e si voglia y espresso per le poten-
ze dix. . .
Soluzione . Pongasi y = Ax -~ Br* —,{-Cx’ &e. 3
sostitufscasi questo valore in luogo g y nella se-
i by oy’ f-dyt &e. 5 € si av
o a{j;y +ga_x+'_ dyBox’—}-Cax’-}—Dax" &e,
by’= A2 bx* -2 ABbx*-B7hxt &e.

+-2A4Chx* &e.{ =X
¢y’= A exP 34 Boxt &c.)
dyi= Atdxt &e.
&e. &e.

il paragone dei termini omogener , si trova
Fatto 111 parsgon® b sb?-ac  sabc—a*d—5b*
A ;’333—"—;3;C‘ aséib-‘-' al

x b ( 2b%ac)

&c. onde y = ‘;’—-;;x‘-}— pr x+..;..
—a2?dwey b3y x* &c. dove nei casi particolari

gsaiicso;iuires pgr 4 b, ¢ &c. i valori dati . Sia

in secondo haogo

" 3s gc;. ?rabl?g Data Pequazione ax 4 bx* |-cx?

Aedxt &e. = By y 41y & si debba trova-

re y espresso per l¢ potenze di x, e viceversa.

. 4 :
Soluzione . Pongast * = @-}-Bz’-}-tyf -yt &e.
si sostituisca questo valore nell’equazione data, e

— vy
3

parzgomati i termini omologi si avrd A =7

gtyef? | att—agPc—2ayfb4 2678 .

B= : : , C= . P &e. Guin-
) " di




o .k &’y g%p '
di si avey (M) v = — ‘ ) 29
( . ﬂ}( ') X N a Yy + a3 .yt + [TITVTTYCTTreny

at —agice—2a’bp, 426727 ) y* &e. farmol
r?hssxma , da cqi facendo 4 :{,b :.oa:;(:dazfgg.
si ha ,l‘a soluzione del problema antecedente , e
che pud servire ancora per i casiin cui manc’hi-
RO 1 termint pari, o impari alternativamente altro
non richiedendosi , che fare uguali a zero, i res-
spettivi coefficienti , ’

356.Probl.Data I'equazione y™=av-{-bx?J-cx?

.35 ] =aqx F-cx*&e.
st dimanda x espresso per e pﬂtenzj.di j— Jiﬂ,olu-
zione . Si estragga la radice m.sima da ambedue i
membri .per mezzo della formola Newtoniana, e
poscia SI?OP:;'I s come per il probl. 1. |

357. Probl. Data l’equazi‘one‘ ax ~bxy-4- oy’
-y’ &c.:ﬂy-{—y_y’_—{-—{y’ &e. si dimaudgwy >
& viceversa . Soluzione . Si ponga nel 1.° caso x
= Ay+-By*-Cy? &e. 5 ed y= Axf-Br24-Cx? &e-
.nel scc?ndo,; si fagcxano le sostituzioni delle poten-
ze deil’ espressioni suddette nell’equazione propo-
Sta : sl paragonino 1 termini omologi , .e si de-
durranno i valori delle indeterminate . , B, ¢ &ec.
i {,’(; s:;gso metado si userd, qualora’sia data I’equa-

o compasta a* ~|-bxy - cy*x J-dy3x Ke.
=B “j‘r—!{)—;va\:y’"—xt—if’y’—}-, &e.,0 1n generale I'equazione
ax™y 4-bx™'y" F-cx™"yn" &c.zaxPylfgxP'yt" &e.

SEZIONE VIIL
Dell Interpolazione delle sexie .
358. Bssendo 4, B,.C, D, E &c. due ordini di
° . . t., E ) 9 “’ ly: Z&CO
quantitk dipendenti fra di loro in maniera , che
«ciasonng quantitd del ‘prim’ordine abbia un deter-
minato rapporto allka «corrispandente del-second’or-
: P3 di

a30 - '

dine , e questo sottoposto ad una legge comune ,
se venga data una nuova quantita in uno di tali
ordini , il metodo , che insegna a trovare la sua
corrispondente nell’altro , e che sia percio sottoposta
alla medesima legge comune , dicesi metodo d’In.
terpolazione .

359. Scol. Si suppone , che non sia data una leg-

e costante, percui venga determinato il rapporto
di ciascuna quantitd del prim’ordine a ciascuna
quantitd corrispondente del secondo , altrimenti
basterebbe istituire fra la nuova quantiti data, e
la quantith richiesta una equazion’esprimente una
tal legge , e dalla di lei soluzione , in virtd det
metodi dell’Analisi, si avrebbe il valore della quan-
titd richiesta .
360. 5, Scol. Poich¢ le quantit A, B, C, D &ec.
si possono riguardare , come ordinate di varie
curve di cui t, #, %, y &c. sieno le ascisse cor-
rispondenti  anzi » poiché si possono , come si
vedra, ridurre generalmente le quantita A, B,
¢ &c. ad essere ordinate di una stessa curva,
in cui le quantitd 2, u,» &c. sieno le corris-
pondenti ascisse , percio le quantitd del prim’
,» ordine le chiameremo ordinate , e quelle del
,» secondo ascisse , o vero le prime funzioni , e le
,, seconde radici . _

,» Il metodo dell’Interpolazione & di due sorte:
,» altro & diretto , altro inverso . Quando ¢ data un’
,» ascissa, ¢ si cerca P'ordinata , che le corris-
+s ponde, il metodo , ‘che insegna a riuscire in que-
,, Sta ricerca, ¢ il metodo diretto ; quando ¢ data
5, un’ordipata, e si cerca l'ascissa , che le ap-
» Ppartiene , -il metodo, che insegna ‘2 trovarla , ¢
s il metodo inverso. Postw questo sia .

2
2>
2»
3»
3
29
b

36i.
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361. Probl. Essendo dato un numero qualunque
di funzioni , ed un’egual numero di radici , trovar
la funziane , che corrisponde ad una nuova radi-
ce data.

Soluzione . 1. Siccome si suppone incognita la re-
lazione , che passa fra ciascuna radice , ¢ la sua
funzione, convien prima di tutto determinare una
legge , la quale esprima generalmente una tal relas
zione, poiché altrimenti non si pud trovase la fun-
zione corrispondente alla nuova radice , e viceversa,
a tenore della condizione proposti . :

II. Per ridurre tutti i particolari ignoti rapporti
ad una medesima legge comune , basta rappre-
sentare la nuova funzione incognita per una fun-
zione indeterminata della radice , che le deve cor-
rispondere , ciog basta porre Y = 2 - bp + op*
~-dp? &o., dove i termini del secondo membro sie-
no tanti,quante sono le quantiti date di ciascun’ordi-
ne, il che a motivo delle indeterminate 4, b, c &e.
non altera punto il valor di Y, ne la legge comune.

Il Nell’equazione Y = a4-bp-cp*-dp? &c. i

“debbon sostituire successivamente tutte le radici
date in luogo di p, come pure le corrispondenti
funzioni in luogo di Y.

IV. Ottenuto cosi un numero di equazioni egua-
le a quello de’coefficienti indeterminati a, 5, ¢ &e.
convien determinare per di loro mezzo i coefficienti
stessi . '

V. Determinati i coefficienti si ha la legge co-
mune richiesta , che esprime il rapporto di ciascu-
na funzione alla sua radice . Trovata questa , -si
ottiene immediatamente la funzione corrispondente
ad una nuova ascissa con la semplice sostituzione

-del valore dato in luogo di p. -
P4 - Tut

%?Tutta 1s difficolth si riduce’ alla determinaztone

dei cocfficienti : quindi passiamo ad esporre 1 mé-
todi , che possono condurre al di loro ritrove-
nto . o
mc;sz. Metodo I. Sieno date due funzioni 4; B,
¢ due ascisse £, % , e si voglia sapere 12 funzione,
che deve corrispondere 2d una radice nuova p .
Si avrd in questo caso I'equazione Y == a--bp ¢ in
questa facciansi le accennate sostituziont , ¢ sl
avranno le due equazieni 4= a-§-bt B:a-;}-#x » Per
determinarea , ¢ b si sottraggs una dall’altra, on-

vt

iasi io,—— = b; si sostitui-
de abbiasi , per esempio, = b3 si sos

t
(A—E)
sca nella prima, e si avid a-—, "¢ = 4, o1~
Bl n
de ¢ = PPl

Data pertanto una nuova ascissa p , si avrd
Bt—Au (A—B)
1 funzione corrispondente Y = =~ +( ) P

Date tre funzioni A, B, C, e tre radici coe-
rispondenti 2, #, x si formerd I’ equazione ge-
nerale Y = a-}-bp-}-cp* , ¢ mediante le SOStltu‘Zlon;
si dedurranno [’ equazioni ./l:-:.,a + bt 4-ct”;
= at-but-cu®; €= at-brf-cx* . o

Sottraendo la seconda dalla prima , si ottiche
A — B } \
=——— —¢(t4-4)=b : Sostituendo questo valore

fn ' Bte—An
nella prim’equazicne si ha " 'j - "‘+ctu= a; s'o-
stituendo pella 3.% i valori di &, edid, -nem:;
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A (Homn X Yot B (o35} C (61t "
(=) () (W) ° valore, che so-
stituito nell’espressionl di a, e di b si ottiene fi~
nalmente .
a = A (Umre)4X =Bt )t % C(tamtt)) tus
N G C )| :

b= A2 ) t-50)—B(t—sx)(t—4-3)C{t~—tt)(t %)

aee=

(t——u)(t—-x)(u._..x)
€ = Ay—x)—B(t—F)-C(t—n) o
(t—“l‘)(f-—xxu.__x) 2 onde st hl’[l‘ya-
lore di Y. o

Se sieno date quattro ordipate £, B, C, D,
con le quattro ascisse corrispondenti £ ,%, *,¥,
si formera I’equazione indeterminata Y = a-bp{-¢p*
—+-dp? , e mediante le solite sostituzioni si avranno
’equazioni che seguono
1. A = af-brt-ct’4-de?

2.2 B = ad-but-cu’4-du*
3.2 C= at-but-cx®-dx?

4.* D=atby+cy’4dy? . Dalla prima , edalls

seconda si dedurrd I’ equazione
A— B

53— —(ttt)y—d(t*-tu{-4*) = & . Sosti-

s
tuito .questo valore nella prima, e nella terza,
si hanno [’equazioni

Bt—Ayu

6.0 a= — .~ Fetut-d (0 f-tutu’)

A (t22) 4Bt )4~ C (t—15) :
ey p———— N

La sostituzione di questo valore pell’equazioni 6,

'$ > 4 somministra le seguenti. 3%

72e =
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AU )Y R B (b X)X - C (t—tt) L1t

8.2 a=— (i) () (4t ) — PHX

.2b=A (4—x) (u-4-x)
=B (8—2) (t~4-5)4-C(t—mts) (t4-8)-d(tU~-1 4 u)
(P—14) (t—%) (u—x) '
10.? d= A(u—x) (u—y)(x—%)
—B (t—2x) (t—¥) (x—)
+€ (t—u) (t—) (s—3)
D (t-—u) (t—2x)(tt=—x)

(t—) (t—x) (t—Y) (4—x) (u—y) (x—y)
¢ figalmente si sostituisca il valore del coeffi-

ciente d nell’equazioni . §. 7. si, otterranno i se-
guenti valori

A (Y] (=) 4--5]-9)
€ENTB (=% (b—y) (F—y) (t--u+-x)
~+-C (t—u) (t—y) (—y) (t4-u—+-vy)
=D (t—) (4—5) (i) (t4-u-4-x)

(b—1) (=) (t—2y) (U—) (U=y) (x—)
A(U—%) (4—y) (v—y) (4% 41y +-2y)
b =\ =& (=) () (x—y) (tef-1y4-x)
+C (t—) (t—y) (8—y) (tu-{-1y4-4y)
(-—-D (t—n) (t—x) (4—-x) (m+tx+l4x\

4 (4—#) (%) (t—y) (%) (u—y) (Xmerty)
A (U—%) (4—Y) (*—y) uxy
a =\ — B (t—=x) (t—Y) (x—) txy

€ (7—4) (t—) (4—) tuy
—D (te—u) (t—2x) (tt—x) tux )

(t—1) (t—=x) (t—y) (4—x) (4—y) (=)
 Da questi coeflicienti si comprende , senza inol«
arar Iinduzione ‘di vantaggio,’ la legge , con cui
Pracede la di loro formazione . S !
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Il prodotto delle differenze™ delle radici dfze
forma il denominatore di ciascuna frazione espri-
mente i valori dei coefficienti.

Il numeratore del primo coefficiente ¢ formato
dalla somma di prodotti di ciascuna funzione data
pel prodotto delle diffzrenze di tutte le radici,
meno quella, che appartiene alla funzione molti-
plicante , nel prodotto delle medesime radici , col
segno alternativo ; onde essendo # le radici, se
tali prodotti dicansi successivamente 4',8',C',
D' &c. e il denominator comune si chiami ¥, ed il
coefficiente ultimo ¢, la formola dell’ultimo coeffi-

A'—B4-C'—D!
ciente risulta dalla forma, e — —'—'T &e.

Se ciascun prodotto 4!, B', ' &c. si moltipli-
chi per la somma dei prodotti di #—1 delle ra-
dici accennate , che dicasi $', si avrd il coeffi-
ciente peaultimo = esposto generalmente per la

A'S'—B'S'}.C'S'—D' S

formola r = X — &c.

Se ciascuno dei prodotti .¢' B' &c. si moltipli.
chi per la somma dei prodotti di n—z delle me-
desime radici , somma, che dicesi $'', si avey il

A'S”-—-B'S”-{»—C'S”—-D'S“
2.° coefficiente A= X &e.

¢ generalmente il coefficiente nsimo sarh espresso
AISM_BIS™M 1™ _plsem

per la formola 3§ = " &es

363. Ma passiamo ad esporre il Metodo diffe-
‘renziale di Newton (Opusculorum tom. 2. opusc. §.)
364. Definizione. Avendosi una serie di quantitd
4,8, Cy, D &y AwB, Aeel, A—D &ec.
BeeiC

:..’__‘c s BmD &c. CD &c. diconsi differenze pri.
me.. Pasia .4—B =o', B—C= 8, C—D=C' kc.
A =B, Blee(' &c. diconsi differenze seconde, e
cosl in seguito . '

365. Cio posto si formino le solite equazioni.
Si sottragga la seconda dalla prima, la terza dal-
la scconda &c. si avrd cosi un numero di equae
zioni minore di nn’unith del numero dell’equazio-
ni date, Je quali non conterranno il primo coefe
ficiente, e ciascuna di esse sard divisibile per la
differenza di due delle radici date,

- Dopo aver'effettuata la divisione per " apportu-
na differenza di due delle radici, si faccia la sot=
frazione come -sOpra, € si otterrl un numero di
equazioni minore di un’ anitd defl’ equazioni ante-
cedenti, che non conterranno il secoundo coefficien~
te , e saranno divisibili clascuna per la differena
za di due delle radici date . Proseguendo cosi la
medesima operazione si giungerd ad un’equazione ,
per cui si potrd conoscere il valore determinato
dell’ultimo coefficiente, e per mezzo di esso si
.avranne i valeri degli altri coefficienti ,

Esempio . Sieno date le funzioni 4, 8, C, D ,E,
e le radici corrispondenti 2, #,%, y , 2.8i avran.
no prima di tutto 1’ equazioni

- oo bt dt ett = A

a+-bu—-1u*~4-du {-eut= B
a--bx—4-cx*4-dx3 Jext =C
a+-by+-cy’+4-dy’4-ey* = D
a-4-bz4-c2*-dei4-ezt= E

Per la prima sottrazione si-derivano le quattro
b.(t—s) 4~ (8747 ) 4d (3 meti? )t hmts?) =B
b () €1ttt e U ?) = B C
) =) 4-c( A=y )H-d(e}—y*) 4-e(A—y) = (—D

G(Y2) -6 (P ) - (P mz?) - ey Sm?) = D wemE
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Divisa 1a ptima per&—#, la seconda per u—=x,
la tetza per x—y , e la quarta per y—=2, che so-
no le quattro differenze di ciascuna coppia di ra-
dici contigue, si hanno le suddette equazioni ri=
dotte alla forma
‘.t'.‘b-{-t(t—{—u)-{-d(t‘+ut+u’)+e(t’+t"u4-tu’+x‘)=":‘_;‘“
B—-C
3.3 c(u A wn-p) e )
c—D
3.8 b4-c( Ao myby ey )T
D—E
St o Hy e eyt by ey 4=
A}—B B—C (—D D—E
Si ponga —, =f‘ 3 u-—-x: G,x__y: H, y—z =T
e si ripetano le sottrazioni . Si otteraano F’equaziont
c(t-—x)-{—d (t‘—{—m—-ux—-x’)-{-e(:’ _{4’u+tu"—-u2x——-ux
=z=F—G.
(4—) (- ur—ry—y*) el sty )
=G—H .
(e (5 9 5—92-2") (1Y L0y 22— )
= H—T , Dividendo la prima par t-x, la seconda
per #—y , ¢ la terza per x—=2 , le tre addott’ e-
nazioni si riducono alla forma F—C
t—x

5.3 c-d(t-u-x)-e(t* 4 tut-u" -t -ux4x?) =

z_xz)

¢—H
6.5 c-duA-w-ty)te@ Huyty tustay4x0)="7 Ty
. . gH—T

st —

7. ef-detyt2) el 4 o wa e 427",
Si
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. FulG G—H H—T
Si ponga 7 =K, 7 =L =M,e
ripetuta 2l solito la sottrazione , si avfanno le due
d (t—y){-e(t* - tut-tx—uy—2y—y*)= K—L.
d (u—2)4-e(4* -ux—-uy—*2—y 2—2%)= L—M
equazioni , che dividendo la prima per t— , ¢ la
seconda pes #—<3 , divengono
K—L
8.2 df-e (t4-u4>40) = —
LM
‘ -
9" dd-e (wtx4o+42)= ", -
K—L LM
fatta la sottrazione si ottienc |’cquazione N-0

10,2 ¢ (t—2) = N—O0, d’onde si deduce ¢ = ;4 0

Posto finalmente

N—O
sia fatto —, .~ =P, si deduce e=P.
Ecco pertants, che dall’equazione decima si ot-
tiene e = P, dall’equizione ottava si ha ceccsenes

d = N—¢ (t444x +y), dall’ equazione 3¢ i
c=k—d (ttu--*)—e(t? -tu-uttxfoux4x*) dal«
la quarta b=F— ¢ (4 )— d (FPA-tuu?) coaae
e (¢t} 4-t*n -u’t--u*), ¢ finalmente dalla quinta si ha
a= A—bt—ct*—dri—et* .

E’ fucile a vedersi , che il metodo & generale .

366. Niente meno facile & il discuoprire , che
questo metodo conviene precisamenre col primo.
Per convincersene basta sostituire nell” espressioni
trovate de’ coefficienti a, b, ¢, ¢, einvece del-
le lettere 4, F, X, N, B, i loro valori, e fare

le debite riduzioni, che si vedranno I’ espressio-
‘ ni



ni de’saddetti coefficiénti risultare e mede?i?nz

che quelle , che si trovarono col primo metod
Del Metodo inverso dell” interpolazione e
dic§6c70.n ‘f:olbol;onato un numerc qualunqué di rae
unzioni , trova i
rispordente ad una nuova Fuuzioncrdi?a r a.g;;:zizo‘r-
g::s!a l:saolum]cmc di questo problema , dopo c';:;
iensi fatte le operazioni praticate in vi
me’todo d'xretto > altro non riﬁxane, f:ehemri;:li?hlig:;
un’equazione di un grado inferiore di un’gu ith
al numero delle quantity di ciascun’ ordi ot
ché¢ I’equazione finale ¢ a—{-bm—f—cm’—{—dm’n;z,c EO E
la quale ha tanti termini quante sono le u;r;' ]
date di ciascun ordine. Per !a soluzioneq ol lfi
una tal’ equazione si richiedono le regole deﬁ’;\ :
lisi, di cui tratteremo in appresso? "
neéff.dslcgl. Slcgon:‘e non si ha una soluzione ge-
¢ deli’equaziont superiori al quarto grado, co-
me si avrd luogo di vedere a suo - luogo ’iov
assal, ridurre la soluzione del metodo inve:'sogd llﬁ
Interpolazione , allorché conduce ad un’ equazi:nc
di quinto grado, giova, dissi , ridurla ad altra for
ma, ‘onde nor richieda, che la soluzione di un:
equazione di quarto grado .
_ L’artificio, che si deve adoperare per riuscire
in questa riduzione , devesi a M. de la Caille
(Astr. P, 1. Sect. 1. Ca, 11. § 106.), ed & conce iﬁ
In questa maniera . pre
v Lt T
» 1:: vece d’interpolare 1 termini dati, si applichi
erpolazione alle di loro differenze ottenuze per
mezzo della sottrazione della prima funzionc‘dfll’
altre funzioni, e della prima radice dall’altre ra-
dici : queste saranno di numero inferiore di un’
unita a quello de’ termini dati, ‘onde I’equazione
fina-

’40‘ - - -
finale risultante sard ancor’ essa inferiore di ubf

unitd, ¢ percid, se operando sd i termini dati, $i
arrivava ad un’ equazione di quinto grado, si-arri-
verd in questa guisa ad un’equazione di quarto .

Fatto questo, si vede, che altro non rimane,
che aggiungere al valore trovato il valore dells
prima funzione data, onde aver il wvalorc dells
funzione richiesta.

Pigliando le seconde differenze , Iequazione fi-

nale si verrebbe 2 deprimere di due unita, eco-
st in seguito . -
" 1l metodo é generale , cosicché; se I’ equazio-
ne finale risulti del grado =, si pud essa per mez-
go di questo metodo ricondurre al grado n—1,¢
replicando |’ operazione si puod ridurre ad un gra-
do n—m 3 e questa riduzione ¢ utile non solo quan-
do 1’ equazione finale supera il quarto grado, ma
& utile ancora quando & di terzo grado ; ed
inoltre & utile anche quando ¢ data la radi-
ce , e si cerca la funzione, che gli corrisponde ,
perche si evita in questa maniera la compiicazios
ne del calcolo. :

Vediamone un’ esempio .

Esempio . Dato , che per mezzo dell’osservazio-
ne , sappiasi, che Mercurio il di 25 di Giugno
fosse in un punto della sua orbita marcato dai gra.
di seguenti 2*, 5°. 39'. si!f ( dove s indica un
segno astronomico , vale 2 dire 3o gradi, o indi-
ca un grado,! un minnto primo, € '' un minuto
uecoudogs che il dl 26 fosse in un punto dell’or-
bita espresso per 3%, 12°. 3. s1"'; che ildi 27
€osse in un punto espresso per 2° . 18°.26'. 18",
e il df 28 finalmente fosse in un punto espresso

: s o t T : H
per 2°.24%.48'. 38'!, si wvoglia sapere 1a qual



punto dell’orbitz Mercurio fosse il d} 2+ di (;1.’4!‘
gno ad ore sette: Si avrd in questo caso%lf—# -y
Bf zf, Co:: 27, D=28,t=2%.5° 39 _.52;';"
_.25. 129, 2", 51l o= 25, 18°. 26! ot
{1 ;:rs : . ;4; 48'.38'", e I'equazione da dc,:telrlmit
o sar b = a—{—bpﬁ-cp’—f—dp’ 5 non si tarderi
g a vedere , che !l calcalo dei coefficienti & as.
rcl Hop;:?ég, e prolisso, qualora si voglia segui-
4 ¢ comune: sar: bene percid adoperare
i rz(eitodo compendiosoc di M. de la Caille
oggetto pertanto di i
a'em'plici ta, prendasi ¢' = u-—---tozt—_t.er‘;gr.e 2 3[?; n;:::cxl]:a
;1: z:go_ x;l—g ::’:‘nc" 46" <27'%e finalmente x'= y—z
=19 - 8. 47It » valori, che ridotti 2 secondi , so-
=22980", #' = 45087''; x' =68927" :
rapporto alle radici 25. 26. 27. 28.:i avr“;7 b" pi;
:-:.,:f':_._-'t, Coesd = B! :z;D——»/I::C‘-; v,
. Sostituendo tucti questi valori nelle formgegtn;va.
te per trc'funzwm' » etre radict , si dedurranno fa-
cilmente i valori dei coefficieati 2, &, ¢, esaranno
2 1 3

a= ~ybz60—,a=- - ? i
15 3,b..tSo2 ,4_3293;6,elequazxonc

generale Y =a - bp - cp? diverra ¥ = 22935 =
1 2 e

+607x 415 3 x* dove sostituito finalmente il

valor di p=2 —= I otti ;
di p=2 e 2.29167 si ottiene L= 52689'
=14.%31', 9!,
fufgco pertanto ri trovata la differenzz fra la prima
zione , e la funzione cercata: se le acoinng:
dunque una tal di io¢ (s aity
! 2 tal differenza, cioé 2%.5°. 39l 51'7,
¢ st avrd il luogo dell’orbita, in cui si deve troe

| . Q vae
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var Mereurio il di 27. di Giugno ad ore sette , & sa-

2%.20°. 18!

369. 5 Teor. Il metodo d’Interpolazione si ri-
duce a far passare una curva di genere parabo~
lico , ciod una curva rappresentata generalmer-
te dall’ecuazione indefinita Y = a-4-bp4-cp*-Pdp*
«.up” per un numero » di punti dati.Dimostrazio-
ne . Siccome un punto non pud esser dato, che
per la relazione a due rette date di posizione,
quindi , supponendosi dato un punto, si suppo-
ne data 'ordinata , e l'ascissa,che gli apparten-
gono : nel caso pertanto di » punti dati , deb-
bon esser date n ordinate , ed n ascisse . i0
posto , per far passare la divisata curva per =
punti dati , si debbon prendere nell’equazione
indefinita tanti termini , quanti sopo i punti
dati: si dee sostituire in essa successivamente

?
ciascuna ascissa con |’ordinata corrispondente ,

onde si abbiano tante equazioni, quanti sono i
coefficienti da determinarsi @, b, ¢ &c.; me-
diante quest’eqaazioni con uno de’ due metodi
esposti si deve determinar ciascuno di essi coef-
ficienti , € con cid & trovata la curva parabo<
lica sodisfacente alla condizione proposta . Ora
tutta l'operazione esposta , non & altro , che il
metodo d'Interpolazione . Dunque &c. ‘
370. 55 Teor. Il metodo d’ Interpolazione ¢ un
mctodo-;approssimantc . Dimostrazione . Nell’
interpolazione si parte dall’ipogesi , che le fun-
zioni , come pure le radici corrispondenti, con-
servino fra loro upa legge determinata , come
lo avverte anche il Ch. M. de la Caille (n.105.)
Ex quantitatibus equis intervallis ‘acceptis , ra-

tio carwm , que interjacent inter illas ermitur
» €%
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ualitas earum
» gem sequatur . g rim certam le-
’:;i S':‘?PP"HC_ per consequenza, che le funzio-
2 . ’art e radici considerate , come coordinate,
:: ‘52 engalno ad’ una curva determinata , e regd.
s ? _9'11:: unqu’ella sia. Ora con interpolare
:: parabi::li > che condurre una curva di genere
e ( o?; per il vertice delle ordinate propa-
» l’ordi’r,x:ta C:::ls)p g’h data una nuova ascissa ,
ondente (O viceversa ), che si
3 trova per mezzo deli’j i ), che st
ell” interpolazione i
n i » appartie-
:: d? :llllia curva stessa di geners parabolicop, alla
> dunquec&u?-‘:ch ha condotto I’ interpolazione ;
nzione, che si ottiene
: one , non ¢ la
:: ::;:rcf“nﬁ'onc richiesta, la quale doveva appar-
alia curva, a cui
2 3
> altre fansiont ppartenevano tuite le
»» Per veder i
) Tascin e hc tl:omc.d'ata una nuova funzione ,
2 ot b’ cae (e corrisponde , risulti apprussi-
i rit,’ Jasta supporre , che [a curva parabolica
o incma ad un asse ortogonale al primo, per-
e Guesta guisa le ascisse divengono ordi-
’: zioci:)’c vllccvcrsa » e con cio ha luogo il ra-
Tal l(f) a Eiorto per rapporto al metodo inverso.
. ’t’o . ‘:’Z'?"C perd avri un valore approssima-
> ’del che st accosterd al vero in ragione diret-
. datenum;r? > ¢ della prossimit} delle quanti-
> e as’ <'.'F In ragione jnversa della diversita ,
o dftesa fra il progresso della curva paraboli-
n cui ap ;;r;;nata » ed ll! progressa della curva, a
enevano le coordinate pro
ste . Se-
» g“; M. de Ia Ciille . e PR )
’ 0 1 i
., ‘z’mll propius ad verum acceditur , quo inter-
| & minora sunt , & inequalitas terminorum

Q 2 ”» da-
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,, datorum winus irvegalaris ( ciod per rapporto

», alla curva determinata ) ¢ lex reperta were
m reipse incrementa , vel decre-

sy Wiciniof 5 qua
menta ( scilices differentie functionnm datarsm )

sequrtur .
.. Difatto ( per concepire anche meglio la veri-

ta della ragione diretta di sopra esposta ) le or-
dinate delle due curve, si possono considerare,
come due serie , le quali convengono fra di lo-
ro in up dato numere di termini . Ora in que-
ste per il principio ; Determinata se batent in-
ter se uti determinantia , si sa che due serie si
accostano tanto pill ad una vicendevole affini-
th, ed eguaglianza, quanto maggiore ¢ il nume-
ro dei termini, nei quali convengono , ( percheé
cosl tanto pill convengono fra di loro le leggi,

3
inano ) , ¢ quanto pitt tali termini

,, che le determl
,» sono vicini fra loro, com’ ¢ manifesto .

371. Scol. Si pud qui osseryare la falsitd di una
dimostrazione del suddetto Teorema , con la quale
il P.Gandio dall’ inesattezza dei coefficienti pre-
tende di dedarre l'inesattezza dell” interpolazione .

Egli ragiona in questa maniera .

Sieno date due funzioni 4, B, con le radici
eorrispondenti £, # 5 € si cerchi la funzione corris-
pondente ad una puova radice % : si avrd , com’ ¢
: Bt—Au A— B.
noto , I’equazione ":;‘+ e ¥ = c.

Posto questo suppongasi, che sieno date tan-
to x, che C , ¢ per mezzo delle tre equazioni
ad-brfetr= A,atbut-o = 8, at-bx4-cx? =G
si dzdacano i coefficienti : questi saranno, come
ben si sa,

P

»

»
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A(U—x) UX =B (=) tx-C (t—u)tu;
= (t—4) (t—%) (u—x)
. A(4—%) (B--2) ~B(t-%) (t-4-x)4-C (t—-u) (t+m)
- (t—n) (t—=x) (4—s)
A (%) —B (t—) 4~ C (b—u)

(t—u) (t—%) (t—)

Si sostituiscano questi valori nell’ equazione
a+bx+cx =€, si avri C= C, donde si vede,
che questl ultimi valari di 4,5, ¢, non i primi,
sono i veri valori sod:sfacncntx alla questione . Ma
io rispondo al citato Autore , che sostituendo i
valori dei coefficienti @, b in una qualungue delle
due equazioni A:a«}-—bt—{—tt’ B=a4-but-cu siottic-
ne parimenti un’equazione identica, anzi che aven-
dosi » equazioni con # coefficienti indeterminati ,
se dopo averli determinati , si sostituiscano i di
loro valori in una qualunque delle ‘n equazxom
suddette , si avrd sempre un risultato xuennco,
nor essendo questo y che un coroflario del ‘meto-
do, per cui si & ottenuta la determinazione de’
coefficienti : & dunque inconcludente la divisata
dimostrazione .

373. Teor. Se il rapporto dei termini dati sia’
meramente fortuito , I'interpolazione non presenta
verun risultato . Dimostrazione . Siccome I’inter-
polazxone dei rapporti particclari di singoli i ter-
mini d’un genere , a singoli i termini deil"altro ge-
nere ne compone uno-, che gli rappresenta, e glx
contiene tutti , € manifesto, che se tali’ rapporti
primitivi sieno fortuiti, il rapporto gcnmie ‘dedotto
daessi dovrd pure esser fortuito , onde'ne éegue ,
che fortuito debba essere il risultato dell"m‘%crpola-

Q3 } zig-

€=
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zione , ¢ percid di niun significato .

373. Teor. Se la relazione di alcuni termini di-
penda da una cagione , la quale non influisca negli
altri termini impiegati ne)l’mterpolazlonc » non si
potri , interpolando questi , determinare il prossi-
mo valore di quelli . Dimostrazione . L’ interpola-
zione ha per oggetto primariamente di ridurre le
radici , e le funzioni ad una medesima legge rela-
tiva ,-affinché dato uv nuovo termine , possa tro-
vargli il corrispondente , che sia sottoposto , ciod
alla medesima relazione o legge , comune agli al-
tri termini . Ora nell’Ipotesi addotta , dato-un nuo-
vo termine , non se gli pud trovare il corrisponden-
te divisato , perché supponeadosi che nel termi-
ne cercato influisca una cagione particolare , che
non influiva nei termini dati ad interpolarsi , deve
il "termine cercato necessariamente allontanarsi dal+
la legge comune , e percid interpolando non se ne
puo ottenere un prossimo valore .

374- 5 Questo si pud anche meglio compren-
»» dere esaminando geometricamente la natura della
» interpolazione . Considerando I’interpolazione in
» questa maniera , si sa che le funzioni, e le ra-
dici date si concepiscono,come le coordinate di una
»» curva determinata, qualunque ella sia , .¢ che me-
s» diante I'interpolazione si fa passare unma curva
» di genere parabolico per tutei i punti della pri=
»» ma curva, determinati dalle funzioni proposte;
9 ¢ finalmente che dato un nuovo termine, si tro«
» va il corrispondente espresso per una coordinats -
s della. parabola . Cid posto’s qualora sia dato ua
». BUOVO fermine , ¢ si supponga , che una cagio-
» Dc particolare agisca nel termine richiesto, &

» patente , che csso non potcd pill appartenere.

» ale
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alla curva primitiva : quindi potri allontanarsi
in qualanque modo dalla parabcla, e percid non
,» §¢ ne otterrd neppure un valore sicuramente ap-
s» prossimato . : . N )

375. Noo mancano esempj desunti dalla fisica,
con cui confermare I'evidenza del dimostrato Teo-
rema .

I. Un fiume con la sua corrente si dispone il
fondo in maniera, che esso acquista un declivio
dipendente , tutto il resto eguale , dall’ azione del
fiume stesso . Suppongasi , che nel di lui alves
entri un’altro fiume , ad una distanza qualunquea
dalla sorgente . L’accresciuta quantitd di acqua
esercitery un’azione maggiore sul fondo , e pro-
dured percid una diversa declivitd . ;

L’interpolazione dei termini appartenenti al de-
clivio del fiume innanzi all’ingresso del secondo ,
non potr certamente contribuire a determinar la
pendenza dell’ alveo dopo I’ ingresso del secondo
fiume . .

1. Gli spazj percorsi da Giove nella sua orbita
sono sottoposti ad una legge costante : interpolan-
do perd alcune osservazioni dei moti di~Giove in-
nanzi che soffra perturbazione veruna dall’attrazio-
ne di Saturno , non si pud certamente dedurre il
prossimo spazio percorso da Giove nella sua orbita
in un dato tempo , dopo la suddetta perturbazione .

376. Teor. Se qualche cagione influisca con_ir-
regolare diseguaglianza ne’ rapporti delle funztont
alle radici, il valore di un termine trovato collain-
terpolazione , tanto pid differira dal vero, quanto
maggiore sard la sudetta irregolaritd dell’ azione.

Dimostrazione . Difatto per I’ effetto  dell” irre-
golare azione , i termini ve(nlgono rimossi in- p;:;tle

. 4 -

b2
2»
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dalla " legge comune, a cui debbono soggiacere,
affinché possano subire I'interpoelazione ; nondime-
no quanto minore sard |’ azione della cagione
suddetta, tanto piti diverranno interpolabili, ¢ tan-
20 meno il nuovo termine ottenuto dall’ interpola-
gione si allontanerd dal prossimo suo walore.,

Cosl dall’interpolagione di pid termini in par-
te appartenenti al declivio di un fiume innanziall’
ingresso di un’altro fiume, ed in parte appartenen«
ti al declivio del medesimo dopo ! ingresso, si
pud ottenere , ceteris paribus, un altro termine
appartenente al di lui declivio, € questo tanto pild
prossimo al vero, quanto minore sard [’ azione
del secondo fiame, perché cosi I'azione dell’acqua
nel fondo , tanto pil s’accosta alla regolarita.
377. Vi & unaltro metodo d’interpolazione ri-

trovato dal Ch. M. de la Lande; essc pero sicco-
me non dotato di sufficiente generalita, e destina.
to unicamente ad agevolare la pratica dei calcoli
astronomici , noi lo tralasciamo , rimettendo chi ne
desideri la cognizione all’Astr. del medesimo 7. 2.
lib.24. §. 3172, , ed alle Mem. dell’ Ac. R. delle
Sc. all’an. 1761., dove si trova un’elegante corre-
zione del suddetto metcdo , immaginata dal dottis-
simo Autore ,

SEZIONE IX
Delle Frazioni continue .

378. Le frazioni continue sono una specie par-
ticolare di serie , di cui I'influenza € mirabile in
tutea I’Analisi , e che per conseguenza convien qui :
trattare estesamente . e,

- 379. Frazione contipua dicesi un sistema-di fri~
zio-
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zioni , tale che il primo numeratore abbia per de-
nominatore una quantitl.intera , pil una frazione;
questa seconda frgzione fabbi.a per denominatore una
quantitd intera, pilt una frazione , e cost in seguito.
Ecco la formola generale di questa sorta di frazioni.

a+d

8 +b
y+e
3 4-d

+ - &c. :
38a. Scol. La scoperta di queste frazioni si rife-
risce comunemente a Milord Brouncker . Egli in-
fatti in una lettera a Milord Wallis , da cui gliera
stata partecipata una nuova serie esprimente la qua-
dratura del circolo , asserisce che il rapporto dell®
area circolare al quadrato del diametro si poteva
rappresentare ancora per 1: 11

249
2425
2149
- 2481
2-4-&e.

nt si sa, che prima di lui fosse cognita a veruno
questa specie di serie .

Huyghens perfeziond in seguito questa Teoria ,
e I’applico alla Meccanica . I Signori Euler, e de
la Grange , se ne sona occupati con snctesso , ed
il secondo sull’orme di Waringh, & riuscito felice-

mente nell’applicarla alla soluzione approssimata
' dell’

’ ! ,o ' - [ ]
~ dell’equazioni , ed inoltre le ha impiegate con vaa-

taggio grande nella soluzione dei problemi indeter-

minati . . L
Passiamo intanto a considerar 'origine delle fra-

zioni di cui parliamo. o a
381. Sia una frazione impropria 7~ . Effettuata
. a ¢ ¢
fa divisione , sia ‘;:a—{—’;’ ; sard 7 una fra-
zione genuina; rovesciandola diverra impropria ,
b d . c
onde si avrd =043 nel modo stesso si avrd 7

4 d f . .
=7 TEMT & Adesso per ottencre il

¢
valore di 7 si rovesci dinuovo ciascun mem<

b d c __._..I_.

bro dcll’cquazione*;&ﬁ-}-“‘, esiavrd “; =4 + _d_
=5 4 _f_ &e.
’ c
Fatte tutte le sostituzioni,sitrova in questa guisala fra-
' a
zione continua, che segue , esprimente il valore di“b‘
a4 =atx
b 41
¥+1
- o1
41 ’
&e. &e. Esems

»

e
cos} pure si avra 7=7+i, 7
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- "Esempio . Si debba ridurre in frazione continua la
frazi 3347 o . 3347 1106
¢ com —, =
azion une 2141 peraz:onc““-l—{—n‘”
2241 29
: 1106 2+1 106
; 1106 4
i ‘ 29381 o5
29 4
P
4
1 -4
Si rovescino i trovati quozienti come sopra,e fatte le
L. 3347 1-+1
sostituzioni si avrd 2241° 24
3841
741
) 4

382. Scol. 1.° Alle volte riducendo in frazione
continua una frazione ordinaria, succede , che i pris
mi termini dei successivi denominatori comparisca-
no ripetutamente con uno stess’ordine ; in questi
casi la frazione continua si dice periodica .

-383. Scol. 2.° 1l primo termine di ura frazione
continua pud essere intero, o fratto , secondo che
la frazione proposta sia impropria , o genuina. I
numeratori poi , qualora perd la frazione continua
siaformata con qualche metodo particolare, possono
esser maggiori del['unitd, come si vede nella se-
vie di Milord Broun®ker .

Ia
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In generale si vede, che quanto pil sieno pic-
coli i pumeratori , e grandi i denominatori, tanto
pid la frazione deve risultar convergente .

384. Scol. 3.° Se la frazione proposta a svolger-

si_in frazione continua-, sia razionale, la frazione
avri termine , perché si dovrd giunger necessaria-
mwente a un divisore =1 ; qualora poi la frazione
proposta sia irrazionale , siccome essa equivale ad
una frazione dotata d’infinite cifre, non si po-
tri svolgere , che in una frazione continua infi-
nita .
Sia,per esempio,da ridursi in frazione continuay/2.
Si avra per le regole solite \/z =1,41421356 &c =
141421356 &c. ; Siriduca questa frazione in fra-
zione continua , e si otterri.

100000000 &c.
2 = 141
s
21
11 :
241
141
:F“ &e.
&e. &ec. all’ infinito .

385, Scol. 4.° Se si presenti una frazione continua,
nella quale i primi termini dei denominatori sies
no fratti , si ridurranno tutti ad essere interi .

La
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L2 formola di una tal riduzione ¢ la seguente
a+x = a-+tk
b, b4-sc
E, c+cD
—t1 h
¢, d+4-DE
—+1 e+EF
D —————
€ &c. &c.
—+
E &c.
&c. &e.

Dopo aver veduto, come si riduce una frazione
ordinaria in frazione continua , convien passare al
prebletha inverso : sia per tanto

386. Probl. Ridurre una frazione continua qua-
lunque in frazione ordinaria . Soldzione . Comin-
ciando dalle ultime due frazioni, si ridacano esse al
medesimo denominatore , e si aggiungano insieme;
il risultato, e la frazione susseguente riducansi co-
me sopra, e si aggiungano insieme : cosi operan-
do successivamente si ridurrd tutta la frazione con-
tinua in frazione comune , come si richiede .

Esempio . Debbasi ridurre in frazione comune
la frazion continua . 141

241
3841
7t
4 X
Operazione’. Incominciando dalle ultime due 7 +._I.
4,.
ridu-
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riducendo 7 in frazione , che abbia per denominas

1
7+ 1 = 4, nel modo stesso si
- 29
1 4 1
ottiene PR = 20 , Y

;; 1106 1106

1106 3347

palmente 1~} a1 =221 frazione cercata .

Definizione . Nelle frazioni continue diconsi ter-
mini equivalenti le somme di due , tre , quat-
tro, » frazioni successive , incominciando dalla pri-
ma, perché queste equivalzono , come si vedri, al
prossimo valore della frazione totale .

387. Prob!l. Si dimandaun metodo generale, con
cui trovare immediatamente qualunque termine
cquivalente .

Soluzione. Assumasi la frazione continua generale,

a{-b e cominciando da « si prendano le
somme successive delle frazioni .

tor 4 , si ottiene

=1106. FHi-

3241

£+
744
é e b b b
;‘&Z a+';,u+ B+c’a+ﬁ+c&c'
Y
s

Si otterranno cosi i termini equivalenti , che
. a ¢B+b ‘Aﬁy—‘—at«f-;«b
seguono (E) ceens T° g ° frte O’
a3d+ o d4adc-rdb4-bd
‘ (yd+4-fd—4-d'c

&e. Con-
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Considerando adesso questi termini, si pud de-
durre il metado seguente , per formarne immedia-
tamente qualunque si voglia. _
Metodo . Si scrivano due frazioni, la prima del-

1 [
le quali sia — . e la seconda sia T > soera di

queste, ¢ delle susseguenti , che si troveranno per
mezzo di esse , scrivasi successivamente ciascun
denominatore 2,9, , ¢ &c. cominciando da « , ¢
col medesim’ ordine soscrivasi ad esso ciascun nu-
meratore b, ¢ , d, ¢ &c. come si vede nella for.

mola sottoposta

a § ¥ 4 ¢
1 a af+4b «fytactsh apydt-abli-alctrsbi-bd
0’1’ £  (ydec ’ Byd{-Bs+dc

b ¢ d e f

Le cose essendo cosl disposte , per ottenere il
numeratore di qualunque frazione equivalente, il
pumeratoredell’antecedente frazioneespostanella Ta-
vola, si moltiplichi nella lettera sovraposta , ed il
numeratore della precedente si moltiplichi nella
letterasoscritta; la sommadi questi prodotti forme-
ra il nmneratore della frazion’equivalente cercata.

Per ottenere il denominatore , si faccia il pro-
dotto del denominatore della frazione antecedente
nella lettera sovraposta , e del denominatore della
frazione precedente nella lettera sottoposta , e la
somma di questi prodotti sarh il denominator cer-
cato .

388. Per rapporto alle frazioni periodiche ¢ sta-
ta ritrovata con operosissimo calcolo da M. de la
Grange (wvedigli Attidell’ Ace. di Berl. all'an.1729.)
la formola generale di un termine equivalente qua-.

) o lun.
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lunque . Ella pero & soggetta 3 quest’inconveniens
te , che richiéde forse maggior calcolo per esser
applicata , di quello, che richieda il metodo espo.
sto , e percid noi la tralasciamo .
389..Scol. 1.° Le formole dei termini equivalen-
ti si possono ridurre ad espressione piit semplice .
Pongasi infatti p= e« pP=1
. g=a’' g'=pp
r=q4p v =g P
s=1d4q s =7 444"

&e. &e. y ¢
ed i termini eguivaleati diverranno 5, 3,
r s P
P &e.

390. Scol. 2.° Facendo adesso riflessione sopra
i termini equivalenti si possono scoprire varie lo-
ro proprieti.

Primieramente, supposto che la frazione continua
sia sotto la forma ordinaria 41

P
: ?—T'I
& &e.
si vede, che si ha gp'—pg'=1, rg'—rig=—1
% m

sr'——s'r=1 &c. cosicché se ‘;“ s sieno due fra-

zioni equivalenti contigue , si vede , che deve
aversi generalmente mn'—mn'=1 .
q 7 I r 9

———— —— e

Sivede 2.%che deve aversi—j— " = —
: Tal > gl
¢ P g’ ¢
1 s r 1 m m 1 :
o T T = T —_ e === d’0n~
et 9 l"- 1= plel &Co | =
‘ gr? s T s 5 n e
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de si raccoglie, che le differenze dei successivi terz
mini equivalenti vanno continuamente diminuendo ,

I 1 1
perché le frazioni T

gr * 7 &e. conser-

vando lo stesso numeratore , acquistano successiva-
mente un denominator pitt grande .
St vede 3.°% che debbono aver luogo I’ equazioni

¢ F bt a8 (@)

P. :.'3’ q| - B' - q' Y ’l = ;.,',+l ‘-unnu
8 7 oty

m‘;:?—}-’r &e. ciod =, y=T—7, 3=

p 7 1

s
— &c. &c.

e
4.° F’facile finalmente 2 vedersi, che data essendo
m
una frazione razionale qualuaque 5 » ¢ ne pud sem-
ml
pre trovare un’altra ' tale che sia mn!—m'n=tzr,

In effetto basta ridurre la frazione data in frazione
continua; quindi ridurre in frazion comune l2 me-
desima frazione continua diminuita dell’ ultimo tet-
mine, e con cid si ha la seconda frazione richiesta ».

391. Scol. 3. Poste le osservazioni, che venia-
mo da fare, si possuno ridurre i termini equivalen-
ti sotto diverse altre forme, che ci posson’esser uti-

li in appresso .
g «8fr pafr r

Prime riduzioni — = 2 = T, 3T e
(28+1) y4-= g—1

= py——{:-x——’ e ponendo in luogo di g,

R = ag-

X

= p(5r+1)

58
(eg—=+phr+-ep

, ¢ ponendo p per <, 3! in
. g4»+p

vece di B, e p' in vece di 1,= ;. Nel mo-
97 +p

s ri4-q t s +l

%(:c stesso(;é trovano 5 =Woar s T Tl p

- pet1 p 1 P

Seconde riduzioni : —?‘—B_— =';+';‘ ; qr?, Iy

g o+¢ 49 9  M—® 49

——

= "é" -+ q‘7’+P' et 'éTE 7 -+ q1<ql7,:—‘:'2:§= q
1

, . 1

_mm, e per lo stesso raziocinio 53 14

r +4+q r T 1 s +-r_

T i T S
s I

- 'F—m &C. &C. seese (R) .

392. Teor. I termini equivalenti sono alternati-
vamente uno maggiore , € Paltro minore del valqr
totale della frazione continua . Dimostrazione . Sia

a

'la frazione continua = —b- s & manifesto, chea ¢ <
a N

7 perché per essetle uguale , le manca la se-

rie 2
A1
-
94 &e.

1
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e}t F} af4-t
—¢> ‘;.pcrché e

Il secondo termine

8
1 1
“é=za Zoed T é>
8+1
~+ &e.

(@13 +o  a

Il terzo termine gy ¢ < 7> perché equi-

a1 I
valead — , dove g &accresciuto di — , men-
1 »

tre si doveva accrescere di 1
I 41

uantitd < di — 1
q ' % 3+ &e. .

Si prosegua lo stesso raziocinio , e si conclude-
ri generalmente .

393. Scol. Alcuni Algebristi adducono un’altra
dimostrazione . Suppongon’essi la frazione princi-

a

pale 3‘ uguale successivamente a ciascun termine

equivalente , ridotto alla forma trovata nello Seol.3.°,
a p 1 a ¢ 1 a

onde sia 7T -—}—, 6 —z—_—— —
sta b P'+5 *' b ql q!(qcy_{_‘br): b

r 1 4 s 1
=g +r @ J‘-{-q.’);-!;- = .s_'—'—s' (s's4-r") &e., ¢ diqui

? 4 1
=TT a
R 2

concludona con tutta facilith

165 _
q a I r a 4 s a

T b Ti g T TR b
! ?
= Tl &e.&ec. ciog,che il primo termine 'P‘,' ¢
a q a
< g che 7 ¢ > 5 &c. alternativamente .

Se ben si osserva perd , si vedrd esser questa
una pura petizione di principio , poiché si suppoa-
gono I equazioni fra [a frazione principale, e cia-
scun tetmine equivalente, la di cui sussistenza di-
pende dalla veritd del Teorema , che si deve dimo-
strare . _

394. Scol. 1. Se laserie delle frazioni equivalens

P q r s ]
ti T3, “i; » i T &e. sidivida in due, delle qua-
li una contenga i termini di sito pari, ¢ ['altra con-
tenga i termini di sito impari , siavranno due se-

P r t q s u

rie?,, T 7&c"—q—' > T g1 &c. delle quali {a
i a
prima sar} composta dei soli termini < 7° la se-
s a4
1

conda dei solt termini > K

395. Scol. 2.° 1successivi termini equivalentl so-
a
no tanti limiti della frazione principale 5~ .

1 1 1
396. Scol. 3.° Essendo _ﬁz_'-’ ';,'r-,', gt &e.
le differenze dei successivi termini equivalenti,
siccome pl é <g' 5 ¢g'<r!, r'<s! &e. tali differenze
deb.
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debbono esser generalmente minori delle frazioni
1 I 1
(pl)z b (qq)z ’ (r|)2
lunque termine -equivalente da quello, che gli suc-
cede, & sempre minore dell’unitd divisa per il qua-

drato del proprio denominatore .

Di qui pertanto si pud formare qualche idea dell’
approssimazione di ciascun termine ; per conoscer-
la perd con maggior’esattezza sia

397. Probl. Si dimanda un metodo, con cui deter-
minare con una sufficiente esattezza , quanto un ter-
min’cquivaleate qualunque differisca dalla funzione

&c. , ciod ladifferenza di qua-

principale. q pe+:
Soluzione . Richiamate le formole —, =———=—;
T R
T :m‘;‘.; = _1‘7;1—' &¢. sia da deatermmar-
si prossimamente quanto differisca da 7 il ter=
’ .
mine 5 .
a s rd+-q a r
Pongasi“l;‘ =5= m‘é‘,, onde sia T —
g r og'—rg 1

— —

= r|J\+q|"-’ P = r’(r’J‘-{-q') = T'(T'J\ +_q') . Siavver~
1

ta adesso , che r——_'(r' J‘———f—q’) per esser la vera differen.

za , richiederebbe, che J fosse uguale alla somma di

tutta la serie &1

841
{ &C. R :
Per compensare in qualche modo quest’ inesattez-

R 3 ze
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za di &, basta osservare, che la somma di tatte

le frazioni, che succedono a & dev’essere <13 onde,

chiamata d una tal somma, dev'esser d compreso

fra &, e £+41.Posta quest’osservazione si vede, che
X 1

B

r'(,ld_*_q’) devc contcnchi fra "(T’J\—{-—q’) ? ed [zl
I

ﬂ(ri (@ + 1) _'__q_g-)' » O sia ’ poncndo per & il suo va-.
s! ! 1 . 1
lore Pt fra X ed ) :Questi per con-

seguenza dovranno essere i limiti, fra i quali si dovrd
contenere la differenza cercata, e ne saranno per
conseguenza le misure .
398. Cio che sié detto per rapporto alla dif-
a r .
ferenza fra‘;ed—r’, vale per ciascun’altra differenza,

né ci siamo serviti di un caso particolare,, che per
agevolare [intelligenza della soluzione, per se stes.
sa difficile a dettagliarsi .

399. Teor. Ladifferenza,che passa fra due termini
ni equivalenti successivi &la minima, in questa
senso, che non v’ha nessun’altra frazione, non do-
tata di denominator pid grande , de! denominatore
di uno dei termini successivi, la quale possa cade-
refradiessi, m '

Dimostrazione . Sia la frazione ; » chedebba es-

sere intermedia fra due termini i;ualunéue e

]‘ >

* kn—k'm 1
;’.: dovrl essere: k'3 < kel 5 OFa siccome
. L ku.
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. Y
kn—k'm non pud esser <1 , rimane,che "—'k.n pos=

1
sa esser < P ma questo non pud avvenire, se

pnonsia>T.
Nel modo stesso , pigliando 14 differenza fra
T I

m
— e si vede,che essa non pud risultar < 7777 se
n = k ”

n non sia >k'; Dunque & vero generalmente
che &c. &c.
400. Da questo s’inferisce , che siccome il va-
a
lore di 7 cade sempre fra due termini equivalenti

successivi , s’inferisce, dissi,, che ciascuno di tali
-
termini , per esempio —, debba esprimere il sud-
Cm
a

detto valore 3 pilt accuratamente di qualunque al-

tra frazione —, ‘incui qualungu’essendo il nume-
ratore,, sian<z'.

'401. Scol. Non & gii per questo, che fra due ter-
mini successivi non si possano alle volte inserire
delle frazioni intermedie , poiché, per esempto,

B SR Lok B e 2
fra’ E:ed 7.0 sia fra o e ‘I'?‘H" » qualora
siap>1, per esempio =4 si possono inserire le fra-

. i e A | Rl S
. . — ey 4 —‘I-"‘ s e
zionl intermedie —"‘q,_’_P," 24" 3¢+

stesso vale per le altre coppie di termini equivaleg--
- ’ R4 s
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ti, purché quella delle quantitie, 8, 3, &, &e.,
che appartieae al secondo, sia >x .

403. Teor. Ciascuno dei termini equivalenti &
ridotto alla pid semplic’espressione, cioé i di loro
numeratori sono numeri primi respettivamente ai
denominatori .

Dimostrazione ad assordo . Abbia un termine qua-

m X
lunque ;un fattor comune ai suoi due termini >1,
N . m'- . -
onde sia m=¢g, n=fg ; detto ;‘,‘il termine,che gli suc-

cede, dovrd essere, mn'-—nm':g(en’-—-ﬁn"):&x s O

. 1
sia dovrd essere en'—fm'==t=— , il che, a motivo

chee, n', f, m' sono quantitd intere , non pud
assolutamente avvenire .

493. Probl. Trasformare una frazion continua
qualunque in serie ordinaria .

Soluzione. Siccome si sa, che le differenze successive
dei termini equivalenti contigui vanno-continuamente
decrescendo , si tolga successivamente ciascun ter--
mine da quello, che gli succede , e disponendo le
differenze per ordine , si avri 12 Serie swscessesecseses
« b be ' bde
T T Rt +a~<zzyj-c)=+sdw+c)'

cde

8 0 Hd) * 07y ) -3 e (9d{-d) - Ble(f o) fdiec” e

€ questa si pud veder faciimente, che equivale alla-
seric continua <-4

k+tc
- >+d ,
. f &C. ) pOiC
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poich® sommandone successivamente i termini si
ottengono i successivi termini equivalenti trovat
al § 3By, > onde ne segue , che facendo la somma
di nfttr i termini della serie, essa dev’essere ugua-
le all’ ultimo termine equivalente , ciod a dire, al
valor totale della fraziose . L

Benché 1a ragione di una tal’eguaglianza si puo

concepire anche meglio col seguente raziocinio .
a af f-b . .

Togliendo Tda el si attiene una. differenza

b a
positiva‘; > che essendo aggiunta ad T deve pro-
B 4D

——

durre necessariamente .

¢3+b ¢B?+¢ CJ"’_'E

]

dal terzo termine ‘y

Togliendo

si ottiene una differenza negativa, la quale essen-
do aggiunta al termine sottratto , dee produrre il
termine, da cui si fece la sottrazione , gloé il ter-
zo termine equivalente, e cosl in seguito, finchd
si ottenga I'ultimo , il quale non differisce dal va-
lor totale della frazione .

Esempio . Si debba ridurre in setic comune la
frazione continua 14-1

i
e
7
4

" Prese le differenze divisate si avrd, omesso Pin-
tero g

+ ‘ —— | &
(“@-t-0Erdst-eds-t-die--dget-diy4-c) T X
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I
tero, ~-per primo termine ;

iu
Il .

¥
e =
2

Tt Y25 ]
38
. . , 1 1 ¥

per secondo termine; afi Tatr = 21657 per

‘ 3BLL 38

terzo termine; 1 —_— 7 L ¢

;:—7 21 121551-
3841 3841 |

el

per ultimo termine . 4
~.Si_avr per per conseguenza la serie finita ...
T 1 4 1

1
Fin 154+ 41657~ 1212381°

. Ip quests, effettuate le sottrazioni dei termini di
S 3347
sito parl, ¢ sommati i residui,si avr} § = sagl

valore completo’ della frazione proposta (#.398.)
, 494+ Scol. Se vogliasi trasformata una frazione’
continua’ ih una serie affetta da segni tutti positivi,
non si ha, che asommare successivamenré ciascun
termine negativo col termine , che lo precede . In
questa guisa la;serie addotta diverrd della forma ...
N :

(B)-n ~I 5}4{;—" LLLLL YL YT T Y TP LT TP Y YT Y TN Y T PP P e ey

abes -

Pas-
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405. Probl. Trasformare una serie qualunque in
frazione continua . Soluzione . Sia la serie propo-
sta della forma A—-B4C—DH-E — ... 1. Que~
sta si paragoni ordinatamente con la serie (.2) di-
minuita deil’intero « , che non fa ‘parte nella fra-
ziope’', ¢ si avranno |’ cquaz:om » che seguono (1.°)

b bc bcd
A = ;; = ;(J-,_{_[) 3 € J‘(,Qy-*—()-*—:ed(t@?'*'t) 3
» ‘ . ‘ v' b .A c
D= &e !z:iqm <=,°)C4 =E "B 4’ C
&e.

= "y +c4-6d D

Dalla prima si deduce b= 48 dalla.sec‘dnda“ c

By C./TJVJ‘—{—‘CJ‘c
- —— = 1 ‘t
= A_B,Dalla terza d = B(B-—-C) , € sostituito
ACyd _
il valore di ¢ A—B) 8--C) : Nel modo stesso

trovansi glf aleri numeratori e , f &c. Per rap-
porto ai denominatori, si avverta, che essi debbonsi
peender tali, che i numeratori b, ¢, d &e. tisul-
téno interi : quindi si pud far B=1 1= A-B,d=B-C &e.’
ne deriverd in gquesta guisab=4,c=B, d =
AC &c. . e sostituendo questi valori nella frazionc
continua x= b si‘avrl x= A+B =A-B+4C.D&c,

2+ ‘ ./i—-B—«}—./tc
7+ &ee B- C+BD
” Cw-D &ei
Escmpno 1.° Sl debba ridurre in frazlonc conti«

a a a a '
nua laserie w8t asc— D + &c.
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Operazione . Si formino I'equazioni di sopra espo-
a b a a 1 c

"c’ondeuabbla \/t ﬁ 3 4B g;;= _B—zm;

a 4 1 kd

4BC: AB T C” J‘(g,_;)_*_ﬂd &e. ¢ da queste

ag Byd
si dedurry b"./t’ t‘B—-—r = &c.Ora

(B——1)(C—1)

dovcndo i numeratori esser tali, che )i(dcnominatori
risultino interi , pongasi g=4, y=B—1 , §=C—1 &¢C.
e percid b=a , ¢=p=A , d=B &c. e sostituiti que-
sti valori nella formola generale si otterrd .......

a . a a a
VT T T T T
B—1-}-B
C—i1-+4C
D—1 &e.

Sia, per esempio, a=2, 4=B=C &c. =3, esi avrila
22 2 2 :

serie;' 27 —g; &%e. = 2
: 3+3
243
L 24 &e.
Esempxo 2.° 3@{ da ridursi in frazione continua
1 :

- la serie —2—§+2’—-3+&c. Fatti i paragoni co-

. 8 Abe
me §0pra,si avra b= — .4, €= "5 7 s @ wmaresenne

B?
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Bed Cde
2 B—) ((—D)* €= C—=B) (0—0) &c. onde se
pongasi come segne f=4, ;=B—A; I=C—B,
= D—C&c., siavrab=1 , ¢=4*, d=B* , e=D* &Kc.
1 1 1

e quindi sard finalmente ¥ = <— B +<—E

1 1
._—5 &c. = ~ ot ‘
B—.44 B
C—B-4}-C?
D—C &e.

Sia, per esempio .4=1, B=3 , (=5, D=7&c. onde
1 1 1 1

abbiasi laserie 1— ';—{—‘5‘——'7‘-{-'9‘—-8& la qua-
le come si vedrd , rappresentata I'ottava parte della

periferia circolare , di cui sia il raggio=1; Sosti-
1

11
it 1 isi — T — & ® 20000000000
tuiti i valori si avra 1 3—{— s— 7 &
=1
141
21-9
2425
2449
2 &ec.
Dicasi 2 7 la circonferenza del circolo,e sar} la sud-

”n
detta frazione :;‘, € rovesciando ambedue i membri,

si

ﬁ‘s“izgvri 7 = 14-1- che & I"espressione di Brouncker.
a+9
Tats
2 &c.

~-Qualora la serie proposta fosse affetta da segni
tutti positivi,si prenderebbe per serie comparativa
la serie (B) e si opererebbe come sopra -

406. Siccome le frazioni continue altro non sono
realmente, che serie convergenti (n. 403.) convien’
osscrvare se sia possibile ottencrne la somma, poi-
ché gnesta pud esser utile ancora per sommar le
serie ordinarie, le quali , come si & veduto , si pos-
sono sempre ridurre in frazione continna.

* Passiamo dunque a questa ricerca.
) 1 X
" Sia in generalé x= A'- Tox=Al i =t

) ¢ ’ 1
+ x;“ ka’:k‘m"!){—x(m‘.w’, "€ Si erﬁ ssesgerars
x=ar' 1
AIO_*_[
A”'+I
A i&e.
~+1
a2 my

Pongasi =1, I'=a" , I'=a"1' Mzt
It'H\zf"F'tlrm"\-f- l(;“"\ ,+I’ gK) M
Loy, L'z1, LV'=AMLU, DMLY niaanione
LMzA(™MLmTTy L LTy .. (K'Y, esiaviaono |
termini‘equivalenti , ‘sotto le forme,che seguono v
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Posto tatto questo , dall’ equazione x=»' +2 s
‘deduce ¥x'=x'A'-}-1 ; nel secondo membro di questa
I

si ponga per %' il suo valore A" + ;s e moltipli-

cando per x'!'si avrd sexTut =My L' si sostituisca,
1

come sopra, A" =7 in luogo di #'', ¢ molti-

plicando per x'" si otterrd ax'x!'x!" = 'V T,
onde si avrd in generale xx'x!' ¥ %" viniieire X
= ™™ [ L (A)

Per il medesimo raziocinio si avri dall’equazio-

i
ne x'= @'+ 75, x'alaaxl'dr, =LwL e
sostituendo nel secondo membro A"} o in luogo

di x", e moltiplicando per x'"';si dedurri x'x''x'"'=

ALY I LMy L e in generale siavra

Kttt g T IO = L ™ L1M7, (B)
Ottenute cosl le due equazioni (.4), e (8), si di-

vida la prima per la seconda; e si otterrd csiveere
Imy prmy o [Ty

X=Tmy Z L formola, dalla quale si avrd

la somma di qualunque frazion contioua finita. Di-

fatto terminando la frazione col denominatore x(™)

si ha x/™ =aAMtYy | valore, che essendo sostituito

nella formola esposta , la trasforma in questa
[rmpmEny L ey

“:'.L{m»\{mfl) + er—[\ dOVc non Si ha 2 Che da dC‘

' ter-

23

i

i,
‘terminare le quantity M, JmTn o, g o pomery
per mezzo delle formole (X), (X'). . -
407. Per rapporto alle frazioni continue infinite
non si hanno metodi generali. Si sanno perd som-
_mar quelle,che hanno i termini tatti eguali , e quel-
Ie, che gli hanno periodici . Incominciamo dalle pri-
me, esia :
408. Probl. Si dimanda un metodo 4, con cui some
mare una frazion continua infinita qoalungue, do-
tata di termini tucti eguali. Soluzione. La frazione gee
perale,di cuisi tratta, sia « ¢ siponga=x.

B+-a
£+
£4-"
8 &e.
E’ manifesto; che dovrd esser® ancora eue.ewesyes
‘ :
x;8+x cioé x? + BX e 2=0 3 %cstam !’cqua‘

zione, la di cui soluzione, in virtd dei metodi
dell’Analisi , dari il valor di ¥, ciod la somma
rFichiesta,

409. Probl. Si dimanda un metodo , ¢on cui som-
mare una frazione continua infinita qualunque , do-
tata Ji termini periodici. Soluzione . Siala frazione

generale periodica « e questa pongasi =% ; & fae

b+a
s
b+-&e.

cile
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cile a vedersi , che si avri ugualmente ...

= e : si faccia permaggior brevitt « = p
b+« b« —; ’
¢+« &ec. ©

onde sia x:m s¢ si avrd, come sopra,x*~-gx—p=o,

ed in quest’equazione si comprenderd il valor di
X, osia la somma richiesta. ’

410. Seol. 1. Se vi fosse un sumero di termini
qualungde, antecedente al periodo, si prenderebbe
la somma della frazione periodica, e poscia se le
- agglungerebbe la somma di tali termini antecedenti
al pcnodo » '€ €on cid si avrebbe la somma richiesta.

411. Scol. 2. S§i potrd vedere a suo luogo, che
fa somma rappresentata dall” equazione di secondo
grado, trovata coll’esposto metodo , non & che ap-
prossimata , a motivo, che il valor di x vien ese
presso per una funzione universalmente irrazionale.

_413. Scol. 3. Siccome le frazioni continue sono
n‘ducxbxll .in seric convergente , qualora la fra-
zlone continua infinita non abbia né i termini egua-
li, né i termini periodici, siridurry in seric e
81 osserverd, se [a serie risultante sia suscettibile dei
metodi esposti nel Capitolo della somma delle se<
¥ie , ¢ si avrd con cid la somma della frazione
continua, qualora si abbia quella della serie.

Vu,:cvcrsa » qualora non si sappia trovar la som-
ma di una serie , si ridurrd in frazione continua
€ §1 osservera, sc ella possa sommarst . ’

278 v
.. . -CAPITOLO VIL -
- _ Delle frazioni parziali .

413. Le frazioni parziali si distinguono con que-
sto nome , perché altro non sono , che le parti,
nelle quali pud sciogliersi una frazione data .

Sopra si & veduto (n.355.) ehe risolvendo in se.
ric una frazione , si trova sempre una gerie ricor-
rente di un'ordine marcato dal numero dei termini,
che formano il denominatore . Per evitar le serie
ricorrenti di un’ordine troppo elevato, si prendo-
no le frazioni parziali , e ciascuna di esse si ris
solve in seric, dopo di che, per ottenet la se.
rie cercata, resta soltanto da somumare ‘ordina-
tamente le serie ottenute . S o

L’ uso principale perd di queste frazioni & nel
calcolo Integrale . Noi passiamo 2 trattarne com-
pitamente . - .

414. Data una frazione qualunque’ a riscioglier-
si pelle frazioni parziali , la prima avvertenza ,
che si deve avere , & che il numeratore sia tale,
che la massima potenza , che ha in esso Iincogni-
ta, o la quantith principale della funziooe , sia
minore della massima potenza della medesima quan-
tita nel denominatore. Quando cid non sia, si di-
yidera il numeratore per il denominatore , e si
avea con cid la condizione richiesta . In questo mo-

_ x x Oy
do la frazione a—:}—-;'x-i si riduce ad 35
a-+-bx?

La ragione di questo riguardo si comprendera

in appresso .
415. Posto questo , s12 da risciogliersi nelle fra-
J 7 zio-

#
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gioni principali una frazione qualunque. Il den70-
minatore di tal frazione dovri esser composto 1.%
o di fattori tutti reali diseguali, 2 °, o di fattori
tutti reali eguali, 3.°, o di fattorj tutti reali in
parte eguali , e in parte diseguali , 4.°, o di fat-
tori tutti immaginarj , 5.° finalmente di fattori in
parte reali, eguali,e diseguali, e in parte imma-
ginarj , eguali , e diseguali . :

Tutte queste diverse forme di composizione ,
che possono aver parte nella formazione del deno-
mipatore di una frazione proposta , vengono a co-
stitnire tanti diversi casi , che si debbono consi-
derare distintamente .

Caso 1. Sia da sciogliersi nelle frazioni parziali
la frazione a fattori reali diseguali .ccverersossnsenes

b ¢

(vt o) (i) . @vc la potenza massima di x
nel denominatore sia minore della massima potecza
di % nel numeratore X, che si suppore essere una
funzione qualunque algebraica di ».

X
. e
M/;todo ;9 Poncigagx (rta) () (=) &e.

= xi_—a+ri:b+ mc&c. finché vi sono fattori nel

derominatore ; Quindi si faccia la moltiplicazione
di ambedue i membri per il denominatore (x=a)
(x=t=b)(x=zc) &e. , facciansi Pequazioni a zero di cia-
scun’aggregato di termini omologi , e si dedurran-
no cosli valori di 4, B, C, &c. con che saran-
no. dzterminate le frazioni parziali.

Met. 2.° Fatta come sopra la moltiplicaziene
per il denominatore della frazione proposta, si pon-
g2 eguale 3 zero successivamente ciascun fattore,

s 2 4 ( il’%/

N

‘296 . o ‘
(il che si pud fare , perchéi valeri di 4, B, € &c.

non dipendono in modo alcuno dal ‘valore di x )
rimarrd cosl nel secondo membro dell’equazione ipo-
tetica una sola delle indeterminate A4, B, € &F.
che percid verrd immediatamente a determinarsi.
Vediamo un esempio di ambedue i.. metodi.
Esempio 1.° del primo Metodo . Sia proposta
2x ' —6x——2

Ia-frazionex(x__l) t2)

a risciogliersi nelle fra-

A B c
zioni parziali . Facciasi =747 ;’_F; . Effet-

tuata la moltiplicazione si avrld .ceeseesessensessrcsse
2%? e 6% e 252 Ao AX AN :
~+-2Bx-{-Bx*
—Cx 4 Cx* .
Traspongasi, ¢ facciasi =o ciascun’ aggregato di
termini omologi , e si avrad A=1, B=w—2, (=3,¢
22} —6x—2 1 2 3
percio X—1) @) = x—x-—1+x+z .
Esempio 2.° Debbasi scioglicre nelle frazioni par-
ziali la medesima frazione , mediante il secondo

- Metodo .

Fatta la moltiplicazione di sopra indicata , si ha
3?2 = (%P2 )t (2% |- 2%) B4 (' —x)C
Facciasi x=0, € si avri —2= —2.4, O sna\A:_l;
Facciasi #—1=0 , 0 sia ¥=1 y € siavrl -—-6;315’ s cloé
B=—2 ; si faccia finalmente %¥-4-2=0, Ci0O€ werersars
x= —32, e si troverd C=3 » perfettamente come
sopra . )
- 416. Scol. Si pud adesso comprcndcrs, perche st
debba render la potenza massima dell’ incognita

pel numeratore minore della massima potenza dell-
a
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la medesima incognita nel denominatore , perché
si vede, che i termini del numeratore, i quali fos-

sero affetti da una potenza eguale, o maggiore del-

la massima del denominatore, non avrebbero alcun .

termine, col quale esser paragonati per esser po-
sti eguali a zero. X
Caso 2.° Sia data la frazione

(p—gx)™ °

1l numeratore X dovendo contenere una potenza
di x<m, dev'esser della forma a—-bx—{-cx®.. J-kx™®
essendo  qualunque il valore di a4, b, ¢ &c. k , non
escluso il zero . Ora la suddetta forma si riduce fa-
cilmente a quest’altra A{-B(p—gx)4-C(p—gx)* 4o
N(p—gx)™"" perché sviluppando Id potenze , e or-
dinando, ne deriva una funziove della forma stessa,
la di cui identitd, con la prima funzione non di-
pende che dai valori di £, B, € &c. 1N che si
possono sempre .determénare opportunamente o

) . 4 *
Posto questo, la frazione "—""—"__qx)m si pud met«

@

ter 50tto la forma (K) .....uessaresessones ersersascrensassessen
x AA-B(p—gx)4-C(p-gx)* . T pgx}™F
p-g0)™ ~ ¢—gx)"

funzione che si divide naturalmente nelle frazioai
A B ¢

(P—qxlm +(P__qx)m‘! +<p___qx)m-z sevntens

parziali

n
+ p——

] Trovata cosl la forma, che debbono aver le fra-
2loni parziali, nell’equazione (K) si trascuri il dee
nominatore , si trasponga tutto in un membre, e
si facciano Pequazioni a zero dei coefficienti di

S 3 cia-

298 .
c?ascuna,potenza.di x, e con cid determinandosi
A, 8, C &c. 1N si avranno le frazioni parziali
cercate . : ‘

Met. 2.° Nell’equaziove (X) deve aversi il nume-
ratore del secondo membro identicamente uguale a
guellodel primo,altrimenti lasomma delle frazioni par-

£ B n .
P—go ™ (pgey™r ol la quale
ha per numeratore |a funzione stessa, che formail
numeratore del suddetto secondo membro, n0a po-
trebbe risultare uguale ad X . Dunque se in ambe-
due i membri della snddetta equazione si pongax
equale ad una data quantitd, i due membri rimar-

ziali

ranno eguali . Pongasi pertanto x:‘;l" » valore, che

deriva dal fare p—gx=0 : si avrd con questo .4 egua.
. P

le a cid, che diviene X con farvix=—.

Determinato il valore di 4, si sostituisca nell’
equazione X=A-B(p—qx)+-C(p-gx)* .. (p—qx)™ "
trasponendolo riel primo membro , onde abbiasi,
detto A un tal valore wiieninsisesonsiosein ssescinnonne
X— A" =B(pmg ¥y - C(p—gx)? cevureens D(p—ge)™ "

Si dividano adesso ambedue i membri per p——qgx,

X—uA"
— = B-C (p—gx) v.o - N(p—qx)™"?

x

Avvertasi che X—.4' dev’esser divisibile esatta-
mente per p—qgx,perché nella determinazione di A, si
¢ trovato X—.4'=o nell’ipotesi di p—gx=o0,il che mo-
stra dover essere p—gx un fattore di X—uA'. Sia
dunquc @ il quozientes onde abbiasi cececssserscsecs oo

(&) ..@2;3+CH~)+D<P—-qx)’-'+n<p-—9”>"‘;

e si avr}
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11 secondo membro dovrh essere identico al primo
perché son derivati ambedue da i due membri pri.
mitivi dgdl’equazione (K) ( supposto in essa trascu-
rato il denominatore ), per mezzo di operazioni co-
mani a ciascuno di essi. Dunque facendo dinuo-

V0o x= ~—cioé p—qx=0, i due risultati saranno egua-

li. Si avrd per conseguenza 8= cio, che -diventa @

dopo che siavi fatto %= — , e che sia , per
esempio B' . 1 .
- Questo valore si sostituisca nell’equazione (X')
e si trasponga nel primo membro onde sia .
DoB'=C(pgx) 4-D(p—q )" severre T pmge) ™72
Si divida per p—gx , € dovri essere per il ga-
ziocinio - addotto di sopra , 9—>&' divisibile per.
p—g%; percio detto Q' il quoziente si avrl wuvmenne
Q=C+-D(p—g)4-EP—q1)* sreee 1T (pmqx) ™3

Faeciasi p—gx=o0 , e st dedurrd €= c¢io, che di~

b4 ] .
viene @ con farvi x=— , e cosl in seguito .

Esempio del 1. Mer. Si debbasciogliere nelle fra-
2Xx o

zioni parziali la frazione (1—-;); .

- 2x A
.Ope;azmne . Si ponga (k)F = (1i)? momeseees

Ta—sy
(1—%)* =0 « Quindi Az ——BeC ; Bz —2(—2,
C=o0. '

Dalla 24 siha Bzwmz , e séstitucndo nella pri-
- S 3 ma

+1_x s € 51aVr3 2X—A—B (1)l

280 2x 2 p 1
ma =2 pcrcxo (x-—x)’"s(x-—x)"—(z-—x—; .
- 2x?
Esempio 2.° Sia proposta la frazionc(‘::_‘x‘;;.
Operazione . Si avri 3x* . A8 (1—x)C(1—x)’=0;
di qui A=—B—C, B= —2(, C=2; sostituendo il
valore di € nella seconda , B=—4 , ¢ sostituendo i
2x?
valori di C, e di B nella prima =2 ; percid 3
. (1—x)
4 2 .
= (1= 1—-x)’+1—-x * :
Esempio 1.° del 3.° Met. Sia da sciogliersi nelle
: 2%
frazioni parziali la frazione '(;:'5; ; st avrd

2y A B
(1—x)* = (1—x)? + (1—)° € percio 3x=A+-B
q-—x); facciasi x=1, e si avrd A=2 ; quindi st
asponga il valore di .4, onde sia 20—z =B(1—x);
28— 2 ,
x—:-—-z =B; .

Dividasi per 1—x , ¢ ne risulter) :

2x 2 2
Dunque == —_ .
9 (1—x)* 7 (1—=2x)* f—x
. 2x2
Esempio3.° Sia data la i’razionc"‘—"I ')", . Si avr}
~x

3% =A4-B(1—x)4-C(1—2x)* , Fatto 3=1 § si ottic-

ne =3 . Quindi trasponendo il valore di 1, e di-
257 w2 :

l__; & —2%.2=B4-C(1—1);

videndo per 1—x,

facciasi =1, e sard B=—g4 ; Traspongasi il va.
lose di 8, e si avrd .. : ’ RN
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a2y -4= 20 2=C(1—x): dividasi per 1y
2 Kot D, :

e si otterrd finalmente (= — 1 =2, econ

2 4
quzesto le frazioni parziali risultano T (I__sz"}‘

1 Cche sono le medesime che quelle trovate nell®

esempio 2.° col primo Metodo . x
Caso 3.° Sia proposta la frazione —gs

sia Sun fattor disuguale qualunque.
X A B

Pongasi —gs = | ey + P——
c n P

+ (pogys s -}-;—_:'q; -+ g ereeasenee

ASH-BS(p—g2)4-CS(p—g)* v -1ISP-g2) ™" | Plp_gaym,
= (p=gn)™s

¢ lasciando solo in un membro O SO
X—-./IS—-BS‘\p_qx)-—C.S‘(p.qx)'-...r]S(p_gx - p
A

Quindi si ragioni in questa guisa.

Affinch¢ il primo membro risulti eguale ad una
quantitd intera P, conviene, che il suo numera-
tore sia divisibile per (p—gx)™. Si supponga dun-
que divisibile sulle prime per p—gx ; Facendo
P—gx=0, dovrd svanire totalmente, ¢ percid do-

D ¢
vri aversi v = ; nell’ipotesi dix:—g 3Siauttil

valore di £ cosl determinata , ¢ si divida la fun-
ZiOﬂC X—%'S—-—BS (P‘—qx)’mn o ’H‘P—qx)m_f

»

con cui si trové 4, cidoé si trova P=——

384 X—A'S
per p—gx ; detto ——-
X'—BS—rS (p—mg®) voov TIS(pg®)™2 ,
esser divisibile per (p—-qx)m"l . R

Si ponga divisibile per p—q7% > e dovrd detta

= X' Si ha t”.l‘lt“;c"‘l‘;"ou‘o

- deve

funzione svanire nell’ipotesi di x:—g » € si avrl

4
= fatto x = — ; proseguendo nel modo stesso

$!|  *./ip X'—-BS

3i trova €= T Pposto x= —, dove X''= _P-:‘I—’;’
s V Xt B P)

sl pure si trova D= ——fatto w= T, ecosl

in seguito .

Per rapporto a P, basta riguardar §, come ua
fattore , di cui la potenza m sia =1, e con cid
si trova il suo valore in un mado simile a quello,

: ~ (p—gx)"
pell’ ipotesi di x4-1=0 , clod di w=—1.

Oltre di questo metodo 'si pud adoperare anco-
ra il metodo dell’equazioni a zero dei termini o-
mologi praticato di sopra .

Esempio . Si debbano trovar le frazioni parziali

2x° i ,
della frazanc..(-!-——__x 3 (1_‘{-:5; ‘Questa si ponga
' A B N P ‘
= (x»—x—)?+(x—x)’+1——x+1+x quindi eeesseens
28 P A1 %) B(1-20) (1) C(14-2) (1m20)*
' (1—x) =

) . o2xt :
Percio A= fatto #=1, ciod A=1; B=

1+
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>z:‘é+x_<__,, e e e 3
— sell “{pOtCSI di x=1, ¢lod p=—"; ;
C = —-;-:*—-—;: (.I +x) fatto x=: y = ';':' I+x
1 Xt A .
=i P= (—1-_:;, fatto x-}-1=0, 0 si2 x=e—1,
2 1

ciod TP:""S‘ ="". ‘

Con questo le fraziobi richieste sono wewvuscures

1 .3 ‘
s () Taa—0 T4

Cas. 4.° Sia dats”una Afraziotes~ il di cuideno-
minatore sia composto di fattori tutti immagina-
1j « Siccothe cisscuna coppia di fattdri immaginar
corrispondenti , forta un predotto sempre reale di
secondo grado , ccme si veded ( Teor, dell’equaz. )
la fraziope data deve esser della foFma ceereesscioses
, , X

I et e ke 1) o
A e

fone SIPODEA = =TT T sevseneensi
Questa frazione si porga puwreab s

C4Dx E}-Fx
i T bkt
pcr Scmpﬁciti ‘maggfdrc'.‘.......-‘-...~...-...a.'..m'm.‘.--m
e+ fx-g )btk lxt) = 2.
(af bx—f-ex*)(bt k1) = R
, (a--bxtex®) (e} fx4-gx*s =85 € ST AVId sereens
X:(d+3x)2+(€+ﬂx)&+(E+Fx) S.
Pongasi adesso a-{-bx-{-¢3°=0, ¢ saranno R=0,
§z0 o ¢ risultery X=(4--8%) & '

&c. ¢ si faccia

Sice

1 BRERAE § . o

\38

' gl‘m i fattoti di af-Bu-joez0s #1220, pd-gx
t gy [

¥s t t*

1

=0, onde siazx=—7.»

, ‘ ; ‘
mo valore sara Q=(e—f 7+ g;;)flx..k';'—}- I 2)se

'preso Paltro valore dix, si ﬂﬁ.«m’ﬂn‘a espre,
sione di @, che sard per qcmpxo,ﬂ . Sostitui-
scansi questi valori neil’equazione X=( A+ B sl

Hive P et . ﬁ t *
otterranno le due Funz.ne (—-—‘;‘) = (.l et B";,' )
3 :Fn.nz.nf (-——-’%) =(n4 mB‘}'@) 2L pﬂfcré
S 2 A U ,
d’- ﬁniione ('_'7) :ﬁaﬁ"‘;‘ ﬁhuuu(")ﬁ;m. e, U

'.(zfunzionc;(—-—g ) g-}-a—-: .

Eguagliando adesso questi due valori si ha fun-
- ‘ . e s ’ - ; ‘ . !) ’
z:onc(-f—-;‘)z ﬂ—{-B—; = fun'zlope(a. 7/

" Da quest’ equaziere si deduca il vatore di Byques,

o0 Jipoi si sostituisca in una dell’equazioni (¢ ),

ed avendosi cost il valore di £, rimarrd determimas
, A4-Bx

ta la prima ‘;&uiene »pqzhle *'T lm . ‘

Si tratting ‘gel modo - stesso g alesi fatton

Quadratici, ¢ §i determiveranno €, B, E, F&c.

447 Scol. La supposizione fatta » che ciascup fat-
o A - tof
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tor quadratico sia successivamente uguale a zeros‘
non si oppone in verun modo alla dovuta genera-
Ait, perché le indeterminate 4, B, C &c. doven-
do esser le stesse , qualunque sia il valor dix, &
permesso di detctminarle , con dare ad x quel
valore, che pid ne agevoii la determinazione .

" Caso §.° Essendo finalmente proposta una frazio-
ne, il di cui denominatore sia composto di fattori
reali 5 i0 parte uguali , ed in parte disuguali, e di
fattori immaginarj , s ne troveranno le frazioni
parziali nel modo seguente .

La frazione della qualitd divisata dev’ esser della

X
formz(xm)(x__bb)&c. (P;*::gx)“(d'-*—b'x—i—-t'x’)&c':,
A B A

Questa si ponga =3 +;;_"b‘ &e. '—(F_L_ PRy
B n A" Bl

+(pi’.‘qx)n_x'."."-.’“."' + P—‘_—:qx +al+b'x+€'xz
C'4:D''x
+d+ex+fx 4 &e. &e.

Si moltiplichi per il denominatore della frazione
data ; si trasponga tutto in un membro, e si formi-
no Iequazioni a zero dei termini omologi. ¢ cosl
verranno a determinarsi i pumeratori A4, B &c.
A', B &c. A", B, ", D' &e. e con cio le

frazioni richieste .
CAPITOLO IX.

Teoria delle Fungioni Logarimmiche .

418. Dolevansi da gran tempo g!i Analisti dell’

operosa lunghezza de’calcoli nelle moitiplicaziori,
€ néae

236
¢ nelle divisioni-dei numeri molto grandi, e ¢o-
pratutto nella formazione delle pctenze, e nell’estra-
siouc delle radici un poco elevate ; quando il ge-
nio felice di Nepero, Barone Scozzese, immagind
uma nuova specic di calcolo, cioé il «alcolo Lo-
garimmico, per cui la difficolt delle operazioni
venne mirabilmente diminuita. Eglinfatti median-
te il suo Metodo ridusse le moltipllcazioni 2 som-
me _seugpllcissimc: le divisioni a semplicissime sot-
trezioni ; le formazioni delle potenze a facili mol-
tiplicazioni, come pure Iestrazioni delle radici a
divisioni egualmente facili, ¢ pronte .

1 lumi perd di questa memoraoda scoperta non
si limitarono 3 sodisfare alla comodith dei calco-
li; tatta PAnalisi ritrovd in lei delle risorse non
meno Inaspettate , che interessanti , e la Teoria
dei logarimmi divenne ben tosto uno dei pi van-
taggiosi , e pil fecondi oggetti delle Analitiche
meditazioni .

Entriamo a trattarne ,

_419. Sia a” il termine generale di una progres-
sione geometrica, qualunque, in cui sia a>1,
ed » un numero intero indeterminato . Si diano
ad n successivamente -i valori dei numeri natura-
li, e si faccia per maggior semplicith ..eveesserers
a'=A4, 4 =z=8, 3=C, at=D ... a"=X.

- Quindi si dispongano per ordine gli esponentin
sopra le respettive potenze, onde abbiansi le due serie
s 15253, 4, 5,6, T ceosereese B
1, ‘A) B.! C’ D’ E’ F’ Gouuun-x

La serie superiore sard ¢id che dicesi serie de’
Logarimmi; dunque i Logarimmi altro non sona che
ghi esponenti delle potenze , che procedono in serie
continua . :
‘ 420,




420, Seol, La quantitd 2 dicesi la base del siy-
stema logarimmico; e generalinente dicesi base
guella quantita, che ha per logarimmo l'unita -

“Si vede che la Base pud esser qualunque, e che
dalla natura di essa dipende ia patura del sistema
logarimmico . ,

433, Per acquistarc un’idea geometrica del si-
stema, logarimmico , si prendano sopra una linea
reita AB le pacti AP, AP', AP &c. in progres-
sipme arimmetica, di cui la ragione sia I’ unitd; su
i punti P, P', P" &c. s’inalzino lc perpendico-
lari PM, P'M', P'M'" &c. in progressione geo-
metrica ; ¢ manifesto , che se il primo termine AP
si prenda infinitamente piccolo, a ciascun punto
della retta 4B corrisponderad una perpendicolare ,
e che la serie di queste perpendicolayi dowrd for-
mare colle sue estremita M , M', M" &c. una
curva continua IMM'M" &ec. 85 Questa dicesi cur-
va Logarimmica . Noi ne parleremo a suo luogo
(wed. Fig. 1.) Esposta cosi I’ indole, e la natura
dei Logarimmi passiamo a vederne gli usi.

421, Siccome si & veduto, che se abbiasi ge-
feralmente a"=X, n & il Logarimmo d’ X, essen-
do n un numero intero indeterminato ; avendosi
a%=§, dovri essere ¢ il Logarimmo di S, ed aven-
dosi a"=T, dovrl errere r il Logarimmo di T.

Pdsto questo , suppongasi di dover moltiplicar
S per T, si avri 5.7 = a%, a"=a¥¥" ; pongasy 41
=k, ed $.T =V, e dail’equazione ak= ¥ si-avra,
che sia k il Logarimmo di ¥ ; ma k=g-r=log.§
~+log. T, ed ¥ =S.T; dunque si ha generalmente
log. § + log. T=log. S. T . , .

Sia T=FT , e si avra log. § 4 log. V+ log. T =
log.$¥T, ed in generale

. log.

288

l‘go 3+ kg- T+ lﬁg«r log. Y 4~ lop. .2 &e.

=tog.STVTZ&c-.... (d;‘: g + q .
423 Ecco dunque , che sc debbasi moltiplics= .

fe insieme un numero qualunque di quantiti, ba. -

-sta prender la somma dei Logarimmi di ciascunas

quindi cercare nelle Tavole Logarimmiche , di cui
parleremo fra poco, il numero , che corrisponde
al Logarimmo risultante dalla somma dei.dloga-
rimmi_parziali ; esso ¢ il prodotto richiesto . Le
moltiplicazieni son dunque ridotte a semplici ad-
dizioni . )

434. Ritenute le denominazioni adoprate di so-
pra si debba dividere a%=$ pera®=T; Si avrd
s S

7 =977 8ia T =¥, e g=r=k, sari ak=Fper-

s
cid k= log. ¥, o sia g—r= log. (—T-); Ma g—r
S
= log.8— log T; dunque log.S—log.T =log. ( 'T—) H

Sia T= T si avrd log.s —-Io'g.Tzlag.S—-Iog.V-}-'
sr STVXT &ec.
log.T=log. (‘,‘; :In generale sar} Iog.mm

log.S— log.s' 4 log.T—log. T' 4 log. Vs log. V' &ec.
_ 424 Le divisioni son dunque ridotte a sempli«
ci sottrazioni, ed il quoziente & generalmente ugua-
le al numero, che corrisponde alla differenza dei
Logarimmi del dividendo , e del divisore . Per-
€i6 i Logarimmi delle frazioni proprie sono sem-

pre negativi . .
- 436. Venendo alle potenze, si faccia nella for-
mola
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mola (A) S=T=V=T &c., e detto m il numero dcgi
fattori, sary m log. S = log. (5™) .

4:7. Dunque per ottener la potenza msima dj
una funzione qualupque , basta moltiplicarne il Lo-
garimmo per [’esponente della potenza , che si ri-
cerca ; il numero , che nelle Tavole corrisponde
a un tal Logarimmo ¢ uguale alla potenza richiesta.

Cosl le formazioni delle potenze vengon ridot
te a pure somme.

428. Per rapporto all’ estrazione delle radici,
siccome i radicali altro non sono , che potenze

. I :
fratte , sipongam =" > € si- vedrd , che per ot-

tenere una radice m.sima di una funzione qualun-
que , basta dividerne il logarimmo per I'esponen-
te n, ¢ prender nelle Tavole il numero , che le
corrisponde .

m m
Si ha duanque generalmente log, (S% ) = "

log. S 5 e I’ estrazione delle radici vien ridotta ad

una facilissima sottrazione .

429. Scol. Da quanto si é detto intorno alla
moltiplicazione , ed alia divisione per mezzo de’
Logarimmi , si raccoglie , che la regola Algebrica
di tali operazioni relativamente agli esponenti , de-
riva totalmente dalla Teoria de’Logarimmi . Di fat-
to , siccome si ha log. S - log. T = log. ST , dev’
essere ancora log. a? -~ log. a" = log. ( 4% a%) ; ma
log..a%=q log. a , e log. a* =7 log. a ; dunque (g4-r)
log. & =log. (a%.4") , ¢ toroando dai Logarimmi ai
numeri a%%* = g%.a",

Per rapporto alla divisione , si ha in virtd dell’
T equa-

e L aly
-equagione Jog. " =log.S—log.T , leg. \ 7] =

4t
lpg. 41— lqg. a’, 0 ;13 log. (—a—; = (q—-jr) lag. i:i
¢ torngnde- dai Logarimmi ai numesi si ha 7%

= a%7%, come si & insegnato (§.27. Reg.4.)

430. Scol. 2, Oltre i Logarimmi semplici vi so-
no ancora i Logarimmi composti . Tali soso i
Locarimmi espressi dalla formola «n™=4 ,
#0®? = ¢ &c. &e. o

Questi perd si posson: ridurre a Logarimmi
semplici . Per ridurl€ sia an™ = b, e facciasi n™=k,
si avrl k log.a= log. b, o sia n™ log. a = log_. b.

Si prendano di nuovo i Logarimmi , & si of-
terri finalmente w log. n -4~ log. log. a = log. log. b .

Lo stesso vale per i Logarimmi pid compost! .

431. L’ uso dei logarimmi non si estende sol-
tanto ad agevolare il calcolo Algebrico , ma serve
ancora mirabilmente per dedurre da alcune parti
colari equazioni il valore dell’ incognita, che non
si potrebbe ottenere altrimenti . Eccone degli
esempj .

ab¥

Sia I. Jarem = d . Operando con i Logarimmi

si avrd px log, a — (gx—m) log.b :brlog. d 3 quindi
p*log.a—gxlog. b= log. d—m lag.b , ¢ finalmen-
te dividendo per il coefficiente d’* , §1 ha wweeeere

_ log.d— m log.b d
log. ;,’n) '

“p log.a—] logb™
‘ : ——
log, »(_‘ ‘
B \e Sia
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Sia IL ax= orxes 5 8and xlogea = (pxt-q) log. b h'Sicgome Ipai per m si pud prender quel numero,
— (r¥+-s) log.c, o sia x log.a — px log. b |- px cuc st vuole , purché sia > 1, si faccia per mag-
log. c = g log.b—s log.c , ed In fine , dividendo ¢a. gior scmplzlcué m=12, onde si abbia vcesesirreeces

g log.b—s log.c 14-2x4-x* =142, e 2= 2x 4 x*. Cid posto ,

al
sopr. = = loo. | — nell’equazione (P) si metta per = il suo valore
e sopra s < log.a-p log.b-r log.c log ( ‘s) in x, ed il vilore dim, e psi Otterrd vevrcsrranene
SN [3( A +-B* - C3 & )z2 A% - Ax? 4853 Bt | 2Ex5 &e.
log. (") ' ~+-48x*-8Cx3f-12Cx*{-6C55 e,
. : .. Kol : ~+-16Dx%|-32Dx3&e.
TIL Sieno date le due equazioni x* — g, x*t™m=h F-32E25 &c.
. . log.a di dove paragonando i coefficienti dei termini o-
Dalla prima si avri log.x = ; Dalla seconda I 1
log. b mologi si deduce A=, Bz—" A, C_—.'; A,
si avra (%—4-m) log.x = log.b , e percid logx=_ S I

Si paragonino le due espressioni di log.x 5 e st avrd
leg.a log. b
x Tz4m’
mlog. a
x’lag. b—log.a "

Fin qui dei Logarimmi in generale .

Conviene adesso discendere a trattare dei pri-
marj sistemi, a cuti possono riferirsi . A quest’ef-
fetto sia

432. Probl. Dato un pumero qualunque , tro-
vare una formela generale , che ne rappresenti il
Logarimmo

Soluzione . 1l numero dato sia 1-4-x; Pongasi
(40" =142z, e sark m log. ( 1+x ) = log.
(142 ) ; Suppongasi log. (1+4-%) = A£x - Bx*
—-Cxd 4 &e,, e log. (14-3) = Az4-Bz*4-C2* &ec.
Siavra m (Ax 4 Bx* 4 C¥ &c. ) = Az -+ B2?
~+C22 &e. 5 ... (P) .

e moltiplicanda per x (x4-m) 5 eee

T a Sic.

X
D =—-: A, E= -;/1, &e. &c., onde si ha final-

mente log. (1-4-%) = A5 4 Bx* - (53 &Co vurvisrres
1 H 1 1

- — x| —x3_ — —s

= A (% 2x+3x 4.x‘*-{--s &e. &ec.

433. Questa ¢ la formola nella quale si conten-
gono gl infiniti sistemi possibili, perché .4, che
dicesi il Modulo del sistema logarimmico, pud ri-
cever qualunque valore, e da ciascun valore di ¢
ne deriva sempre un diverso valore della base, co-
me si avrd luogo di vedere in appresso . Si vede
pertanto , che non si pud determinage il logarimmo
di un numero dato, se dato non sia nel tempo
stesso’ a qual sistema debb’appartenere .

Il sistema pil naturale & quello, in cui si pone
=1, e questo dicesi per conseguenza sistema de’
Logarimmi paturali; o anche de’Logarimmi Iper-
bolici . Se ne vedri la ragione chiaramente, quando
parleremo dell’Iperbola . '

434+
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434- Dalla formola del Logarimmo di 1+x,9s3x

puo dedurre log. (a+-=) = log. ( a( 14— )) log.
x2 xl
a+ lag.( 1+ ‘;) = log. a-]-';— =+ 3
xt x5 '

4 + 545 '—-‘&c', € fatto x ﬂegatiVO essacessece

44
x x? 3 4
x X
log.(a—x)=log. a4 — ——— = o — e ——
0g.(a—=x)=log PRy Ry 7 -&e.

at-x 2x  2x3  2xS  ax?

quindi log (
2% x x3

e + sa + 5a1 + 746 + &c )..ll..ﬂ...:
sene convergcntc > perché dev’ essere a>x aﬁ'm-

at-x

__,come si suppone .

-2

che sia positiva la funz:one

435. Nell’espressione di Ioo (a=—x) si ponga a=1;
& x3 oyt

¢ si avrd — log. (1—-x —+ +—“+— -+ &ec.

ma —log, (1—x) = log.x--log ( I—x).log( )

perché nel sistema Iperbolico si ha lag 1=0 dun-

quc dividendo per x-, si OUEITA wuvsirararessrssessarees

x x
- log. (l__x)—x-{———}— —+—“‘+‘— &c.
Sl moltiplichi quest’equazione perx —x, ¢ fatte
I
le riduzioni si aved x4 (x—1) log. '(x—x)
5 N T 3 N

=

=gttt

3 R
94 x3 x4 xm

=1, a1 —{—3 4 +(m—-—1)m’ equazione

che pud esser utx‘e .

436, Dal Probl. esposto si pud dedurre una nuo-
va dimostrazione del Teor, Newtoniano intorno al-
la formazione delle potenze . -

x
Pongasi (4+x)“‘=a“‘( . )’“:.zl—-}—Bx-{-Cx’&c.

= x
e si avrk m lag. a-}-m log. (1 4+ -;) = SRR

Bx ¢ Dx?
log. AJ-log. \ 14+ + 1 & ).
Questi Logarimmi si sciolgano in seric, in virtd
del Probl. suddetto , € Si trOverd cecrcnersiaicrecens
Cmx omx®t mxd mxt
m log. 4+ a - 2“2 + 343 - 44.} &Co = esseeren
Bxr C€x*  Di?
logot+—+ 1+
B?x*  2B(x3
2427 247
B33
4 -+ JWZ &e.
Paragonati 1 termini omologi $i trova sececse
. m(m — 1)
A=a™ , Bz ma™ ', C=

&e.

&c.

L

a™?, & &
2 .
valori , che essendo sostituiti nella forma genera-
fe A--Bx4-Cx34-D¥* &c. somministrano i termiai
della formola Neutoniana .-

437. Questa dimostrazione perd tanto ¢ lungi,
che
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che sia direttd, come qualche Algebrista Moderno
non ha temuto di asserire; che anzi elia ¢ dop-
piamente induttiva ; perch la legge, con cui pro-
cede la serie,che rappresenta il Logarimimo di r-4-x,
si & trovata per induzioge , e perche dei coeflicien -
-i A, B, C &c. ron se ne possono determinaresche
alcuni solamente .

438. Tornandg adesso ad esaminare le serie tro-
vate di sopra per I'espressione del Logarimmo di
un numero qualunque, si vede facilmente , che
poco sono adattate alla pratica , perchd general-

mente non sono dotate di una convergenza tamto .

rapida, quanto si richiede. Convien pertafito 5 che
passiamo ad investigarne an'altra, di cui si posse
far'uso con maggior vantaggio.

439. A questeffetto o richiamo la serie (2), ¢

atx 2
] el
pongo = Da quest’ ¢quazione deduco
(a-x) (e—1)=(a—x)2, € molfiplicando, ¢ trasponen -
a x 1

— =z T S0

) —x = jax=z——,ed T =
do 3tx—x=a, 0 sia x="7""75 60" = o0

X
stituisco questo valore di —~ nella serie (2),¢e trovo

zZ
Iog- z-—'l. uu"o---o-u-c..u.-----.-uno-nn---u-.uudn.;

(ctsamisaeprt 8- v

= 2z1 (2

- 2 1 T :
log.z= log.z«x—}-;;—_;( 1 —~|--3 (iz,_x)”{‘g (22_’)4&5')

serie sommamente canvergente , da’cui si poSSOR0
T 4 de-

296

derivare I'espressioni le pi i ii

et p i le pit comode di tuttii Lo
Esempio . Vogliasi il Logarimm i

) ) o I

di 2. Operazione : Si pongagm::z > epc:?oal:;t;

. 2 1 1 1

2= 3(1+ 337 T 539t 750 &C') dove

pigliando otto termini , si ha log.3=0, 69314718

Se vogliasi il Logarimmo di 5, si trovers Itz 5
2 ‘1 1 '

=2 log.a 4 ;‘( 1} 3.’,-}-‘;;;-{— &c.) L

1, 60943791 , e cosl degli altri .

440. E’ dunque facile , per mezzo dell’esposta
serie , trovare i Logarimmi dei numeri primi; ma
Zr:vanl questi si trovano facilmente tutti gli altri s
pricm ia'tm non sono , che un compos;o di numeri

Dunque una tal serie ¢ utile -generalmente per
determinare i Logarimmi di qualsivoglia numero

441. UnZaltro sistema Logarimrﬂ,ico di ran;l'
uso ¢ il sistema dei Logarimmi volgari, i qual% han-
no la base =10. Le duc serie de’ nnmeri , e de’
Logarimmi in questo sistema , sono le s’cgucnti
O, 1,5 2, 3, 4, 5 &ec.

1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, &c.

442. Siccome perd in questo sistema i numeri
procedono in progressione decupla, e per la pra-
tica btfogn?no ancora i Logarimmi dei pumeri in-
tcrmgd] » 5T sono inseriti 9, 999, 9990 medj pro-
porzionali Arimmetici fra ciascuna coppia dispLo-
garimmi corrispondenti alle potenze di 10, e con
questo la serie dei Logarimmi & divcnura’. veeenie
03 0,00000001; 0, COCV0002; O, oooooocog: ....1
1, 0000001; I, 0OVOV002; I, O0QOVAV3; ere z’; &ec.

do-
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dove il Logatimmio 1 & il decimo millionesimo me-
dio proporzionale , e cosl 2 per rapporto ad 1 , &ec.
Posto questo ripiego dei medj ’Arimmetici', si vi-
de subito la diﬁicqlté di assegnare 2 ciascun nu-
mero intermedio: ai termini della progressione de-
cupla, il suo Logarimmo, e si procurd di sadis-
farvi con immenso travaglio nel modo seguente .

Volendo il Logatimmo di un numero , 1t quale -
cada fra due numeri Ay B, dei.quali si conosca-
no i Logarimmi 4, b, si.cerchi un medio- geome-:
trico € = \/.ABA Se € non six il Logarimmo ri-
chiesto , essg. dovrd cadere fra A , e C, o fra
B,e C; si écrchx dunque un medio gcomctnco

D= \/.AC, o= \/BC, e.se neppur questo .siail
Logarimmo , chs si cerca, si prosegua I’ Opera.
zione , finché giungasi ad ottenerio .

443. Con questo tentativo , che richiede un’im-
menso travaglio , furono costituite le prime Tavo-
le de’Logarimmi, non conoscendosi allora le se-
rie ingegnose, che faron trovate in appresso dai
sommi Analisti Mercatore, Newton, Halley , e
Leibnitz .

444 Da cid, che si & detto fin qui, si rac-
coglie , che i Logarimmi volgari appartenenti ai
numeri intermedj. alla progressione decupla , sono
composti di un numero intero , e di una frazmne
decimale . :

1l numero intero dicesi’ Carattenmca Loganm-
mic« , e la frazione decimale si appella Mantissa.

E’ chiaro, che la Caratteristica’, contiene sem-
pre tante unitd , quante cifre , meno una, contiene
il pumera, 2 cui appartiene il Logarimmo, e vi-
ceversa .

445

98-

445, Seol. Se alta Caratteristica di un Loga-
rimmo volgare si aggiunga , o si tolga un name-
ro m di unitd, il risuttato & nel primo caso il
Logarimmo de! medesimo ,numero’:, moltiplicato
per il prodotto di m diecine, ¢ nel secondo & il
Logarimmo del medesimo numero diviso per il
predotto. di m diccine . Questa verith si puo ren.
det manifesta cow degli esempj .

- §i prenda il Logarimmo di 2267 questo ¢
35 35545153 si molnphchn per ‘10°, onde sia
log. 2297X 10=l0g. 2267+ log. 19=3, 335451541
=45 3554515 .

'ﬂ medesimo Loaanmmo si moltlphdhl per 100 ,.
e sard log, 2267x 100 = log. 2267 - log. 100 =
3—+~z 3954515 5 ¢ cosl in seguito .
2267
Dwxdendo per - o, si avrebbe log. == = ..

Iog 2267 — log. xo:g--l, 3554515 -

2267

Dividendo per 100, si avrebbe log. = o

160"
log. 2267 — log. 100 =3-—2, 3554515, ¢ cost
in seguita.

446. Si pud qui ricercare qual debba esser il Mo-
dulo £ ; perche i Loganmml Iperbolici dwengsno
Logarimmi volgm s € vmevcrsa . A quest’ ogget-
to sia 3
447. Probl. Cangxare i I.ogarlmml Iperbolici
in Logarimmi Volgari, ¢ viceversa .

. Selugibne . Sia lvg.z un Logarimmo Velgare gus-
hm;ue, ed L xl Logmmmo Iperbolico di z; dovra

log. z
essere logde: AL, e percio A =

Ma
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Ma qualungue sia z, il valore del Modulo &

sempre lo stessa; dunque per maggior commodi-

th si ponga 2= 10, onde si abbia log.z2 =1, ¢

si prenda il Logarimmo Iperbolico di 10 , e si

avrl log.1o= log.s - {fog.2 =2, 30258509 &c.
1 1

*v8o0es see

= L; quindi A=
0, 43429448 &e. ) ] o

"Ecco pertanto , che per ridurre i Logatimmit
Iperbolici a Logarimmi Volgari , basta moltipli-
carli per 0, 43429448 &c. , e che per cangiare
i Logarimmi Volgari in Iperbolici basta moltipli-
carli per 2 , 30258509 &e.-

Nel modo stesso si determinerebbe il Modalo
in qualunque altro sistema . .

448, 1l Modulo de’Logarimmi Volgari , detto
il Modulo di Briggs , perché egli li calcolo il-
primo, & di un uso graade nella Trigonometria.
Quello dei Logarimmi Iperbolici ¢ di uso nel Cal-,
colo Integrale .

Sia adesso

449. Probl. Dato un Logarimmo , trovare il
numero , a cui appartiene .

Soluzione . Se il Logarimmo dato sia ordisario,
cioé Volgare , si riduca ad Iperbolico in virtd
di ¢id, che 8i & detto qul sopra . Suppongasi
pertanto , che il Logarimmo dato sia Iperbolico ,
ed =z, .

1! numero, a cui appartiene si faccia = 1=,
onde si abbia 2= [og. (14-2) = eevcivreecaniscoemes
' 1 11 1 ‘

—_—x ]y — —S .

x— 7 +3x 4x4+5x_ &c

Per ottener # espresso per wna funzione di z,

si

~2, 30258509 & =

300. :

St ponga g = A2z {-Bz® |- €z? {-Dz* &c., ¢ si

sostituisca questo valore nell’ equazione .vieisneeee
1 1

1
2= Ko ";z"' +;‘x3 ——x*4- &c. Essa divicne
(.Az + B2* 4 €2? 4 D2t &e.
| 1
_-;.A’z’-ABzf-—-—z'B’z" &e.

> ( — A C 21 &e.
: 1
— ;‘.A’z? +-~A£°Bzt&e.

I
( —-:.4424&&

e paragonandoi coefficienti verticali si troveri vu.
1 1 1 :

A= = = = i

A=1, B S =g D“z4 &c. onde ne risultesh

2 2 2t 2’ 2"
x=24T4+ —
+ 2 +2.3+z.3.4+z.3.4.5 R T J0 T
z2 z; zn
e percio -x-}fx:1+z+‘;‘+ 3 +-...2v3.4h” (&)
numero di cui il Logarimmo iperbolico ¢ z .

450. Se per maggior semplicitd pongasi adesso
I+-x =msiavrd, per esser z=log. n , n=1-tlog.n4-
l Ok l (n)? log. (m™
o . L] (131

g 3 _{T og 2.‘3 +2l3'4.".lm
ha per logarimmo iperbolico 2.

St pud dunque rappresentare una funzione qua-
lunque algebraica per una funzione Logarimmica
infinita.,

451. Ma la medesima equazione (X) si pud ridur-
«¢ ancora ad altre utiii forme . - s

serie , che
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Si faccia per esempio z= log.(1-}-x)=x log. € ; sa-

1 1-4{-x=es, e percio si avra st s

“ ulog. ¢ log.e loge  u™log.e
: ‘., R
- " /] eens
1+ ;T 12 T 1.2.3" 1023 um
Sia e la base Logarimmica, e sard cecvcssrnnenn.,
s u? ut um™

u_, — — —
e=1+T+ 1.2 +1.z.3+1.z. 3.4”""'+1.z.,..m

In virth dello stesso raziocinio si avr} pure ..,

% u’ u? ut u™
U — — - —CUOQ..lvi—-‘—‘
&= + 1.2 1.2.3+1.z. 3.4 L.2w.m
es -0 u? u? us
Q"ndl 2 =1+ 1.2 +1.2. 3.4+ 1.2.3. 4.5.6
um e—e " w  u u’
eee T ed ... =
+ 1.2..2m 2 1 +x.2.3+ 1.2.3.4.5
usz!

+1.2.3....zm+’x
Per u Pongasi Z\/'-—l s & Si avré Seso0enscecsnes 00ing

s/ —1  —z\/—1
e\/ + e z? 24

) :1-—- 1.2 + cae o

=t ed S A
1.2.2m 1.2.3
2/ —1
25
j_l.z. 345 120300 (am+-1) .
452. L’esposta soluzione si puo ancora applicare

alla ricerca della base iperbolica ; Difatto basta
) por-

303 : log. ()?
porre nell’ equazione #'= 14~ log. s}——— .......
log. (my™ 2

12 g logm =1, esi avrd immediatamente

I 1

. 1 I ’
la base cercata e=1-<1-}- ;-f:g-{-;; 120 T &e-

=2, 71828183 &c.

453. Teor. I Logarimmi di due numeri in un
sistema , sono geometricamente proporzionali ai
Logarimmi dei numeri stessi in un’altro sistema .

Dimostrazione + Sieno m , n i logarimmi respet-
tividi 4, e B nel sistema , che abbia per base 4.

log. b

In virtd dell’cquazione b= a™= g4 s 5iavrd
A=a", B=2"; Sinalzi la prima equazione alla
potenza #, elaseconda alla potenza m , onde si ab-
bia. A" = 4™, B™ = 4"™; & manifesto che dovri

m
aversi A" = B™, ciot 4 —EB " ..

Sieoo m', #' i Logarimmi respettivi di A, e B
nel sistema di cui la base sia b, e si trover nel

m' m m'

modo stesso 4= B iquind! s'inferiraB v =B ¥ e

m m

percis S= g0 siam:m::m':n' il che é cio &e.

Sia adesso per compimento del Teorema di M.
d’Alembert (§ 155.) il seguente . .
454 Teor. Data qualsivoglia funzione logarimmi-

. . - 4
€a immaginaria della forma log. (m+u\/—1) dove
I esponente @ sia una quantitd qualunque reale,o
imaginaria , si dice che pud sempre ridursi alla for-
ma A5/ — .
Di-
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Dimestrazione . Cominciamo dal ciso che ¢

sia una quantita reale, ¢ si avra log. (m +n\/- 1_3 v
= olog. (m—{-.u\/-'x)\.—.: v log. (1 +n V-
m

= @ log. ( 1-}—71\/-7) ~+ v log. m .
: m

1 1 1
- Ma log. 14*) = x — "z—x’—{- ?x’—:&c. dun-

m

0

‘que se pongasi ¥ = ny/-1, e nascerd eeereen.

m
—— — 2 —
log. fi14n/-1) n\ i+ ‘1-+-&e.
; - 2m’ 3
m m 3m
la somma dei termini reali -}- log. m si faccia = P,

¢ la somma dei te#mini immaginarj = 9\/-1rsi

avrl log. ('x + \/———1) logam= P4 9\/-1 3

1\' m

quindi ¥ log.( 14 n \/'_I) + v log.m = weerenn
m

W(P—{—;z\/:‘) 3812 9P= 4,ed v =B ,- e siavra
finalmente log. (m+nL/ ‘I—)v: A4 B\/: .

Se fosse 9= p—{—q\/-—; . Si avrebbe 9(P J—Q_\/_;; =
@+aV )P+2.V ) =pP—g2 F 247 VT,

e fat-
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‘e fitto pPgqR = A | pO P =B, = A4/1.

Se fosse v-—= 7° , si avrebbe log. (m—{-n\/:)r‘ =

;~(.4‘-.+-B\/~-;5‘ =4 +B'\/: (n.1‘55~.) s € cosl in

seguito .
Esposta cosl la Teoria dei Logarimmi convien
trattare adesso deila pratica. |
455. Probl. Si dimanda un metods col guale
si possano formar le Tavole dei Logarimmi comuni.
‘ : I
Soluziene . Preso il Modulo — T =0,43329448&¢c

Si faccia successivamente 1-}-» eguale a tutti i nu-
meri primi , e per mezzo del prob. (#.450.) si tro-
vino i Logarimmi , che g!i appartengono . Tro-
vati questi , si avranpo i Logarimmi di tutti gli
altri numeri i quali risultano dal prodetto dei nu-
meri primi in se stessi, o fra di loro , poiché si
sa esscee log. S.T = log. § -}~ log. T .

Cosl log. 4 = log. 2 +-log. 2 ; log.6 = log. 2 J=
log. 3, &c. J Logarimmi trov&i in questa manic-
ra, si dispongano per ordioe, e si avranno lc Ta-
wvole richieste . Qualora poi da queste si vogliano
dedurre le Tavole dei Logarimmi Iperbolici, al-
tro non si avra, che da moltiplicare ciascun Lo-
garimmo Comume per 3, 306258509 &c.

§i possono consaltar |e Tavole di Ullacq, Oza-
nam , Granier , Deparcieux , Toaldo &c.

456. Probl. Dato un numero qualunque , tro=
varne il Logarimmo Volgare per mezzo delle Ta-
vole . Soluzione . Se il numero sia intero , e mi-
nore de! massimo delle Tavole , presso al numero
proposto si trova il logarimmo cercato .

Se il pumero sia una frazione ordinaria si ;idur

ca
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€a ln frazione decimale; siprenda il Logarimmo
del numero espresso dalle cifrs significative con-
siderate come interi, ¢ daesso tolgansi tante uni-
ta, quante cifre decimali conteneva il numero da-

to, ed il residuo sard il Logarimmo richiesto.’

Un esempio far comprendere [a ragione della
regola.

Si voglia il Logarimmo wolgare di o, 0103;
prendo il Logarimmo di 103 , e trovo 2,
0128372

Da questo tolgo quattro unitd , ed ho —_—3,
0128372 Logarimmo cercato . Per vedere cha
questo sia veramente i! Logarimmo che si cerca ,

103
si prenda Iog.(

10000
e siavrirealmente 2, o1 28372—4 == —2, 0128372
come soora .

Pud avvenire che al numero proposto sia an-
nessa una frazione decimale . In questo caso si fa-
ra uso del

Met, 1. Si tolgr al numero dato il segno deci-
male , e se ne cerchi il Logarimmo al solito » Do-
po si tolgano alla Caratteristica del Logarimmo
trovato tante uniti, quante erano le cifre decimali.

Il residuo ¢ il Logarimmo cercato .

Verifichiamo la regola con un esempio .

Si voglia il Logarimmo di 22 , 67; Sard ...
2267
log. 22, 67 = log, ( ;oo): log. 23267 — log.

100= 3.3554515—2 =1, 3554515,

Met. 2. Si prenda il logarimmo da! numers in-
tero , ¢ la differenza di questo dal Logarimmo del
numero stesso accresciuto di un’unita. Quindi si

di-

= log.103—log.10000;
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dica; Se il numero intero si accrescesse di un’uni-
ta, il suo Logarimmo si accrescerebbe della diffe-
rénza trovaia; dunque accrescendolo della data fra-
zione, quanto si accrescerl il sun Logarimmo ?
Esempio Volendosi il Logarimmo di 257, 32y,
si_prenda il Logarimmo di 258 , e da questo si
tolga il Logarimmo di 257 ; si ha per differenza

2>

*

16866 ; dunque 1: 16866 %o ¢ ¥ = 5481 ;dun-

que al Logarimmo di 257 si aggiunga 5481, e si
avrd log. 257, 325 =1, 4101812 .

457. Questo Metods & & sufficienza esatto , pet-
che sebbene le differenze de’numeri non sieno pro-
porzionali alle differenze de’Logarimmi , nondime-
no, tratuandosi di piccole differenze, lerrore di-
viene quasi insensibile .

458. Ma se il numero dato superasse il pilt
grande di quelli che si hanno nelle Tavole ? Si ope-
rerl come segue .

Andando dalla destra verso la sinistra, si rigaar-
dino come decimali tante cifre , quante si richie-
de , perché il numero divenga =, 6 < del massi-
mo numero delle Tavole. Si trovi come sopra il
logarimmo del numero che ne risulta; a quesio
si aggiungano tinte unich alla Caratteriztica, quan-
te furono le cifre riguardate per decimali, e si
ava il logarimmo che si dimanda .

Sia per esempio da trovarsi il Logarimmo del
PUmero 257325, che sia miggiore del massimo
numero delle Tavoies si rigaardino come decima-
li 1z tre uitime cifre, e si avrd log. 157, 325 =
35 41043125 si aggiunga 3. alla Caratteristica ,
€ sarl log. 257325 =5, 4104313 . Ri

l-
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Rimane adesso, che siapplichi la dottrina es5po-

sta alla soluzione di qualche problema .

459- Probl. Dato un capitale a, dicuj il frut-
to per una porzione ¢ sia annualmente uguale a 5,
supposto , che si aggiunga ogn’anno il frurto al ca-
pitale , e che questo sj ripeta per un numero m
di anni, si cerca qual debba essere il capitale do-
po un tal numero di anni.

Soluzione . In virtd delle condizioni proposte si

(c4-4)

ha la proporzione ¢ : c4-b:: a: y— g ——
a prop + c

LY

capitale dopo il prim'anno . Nel modo stesso si ha
(e+5) («+b)
c

rx=aT o che & 1] ca-

pitale dopo il second’ anno . Cosi dopo if terz’anno

€:c+b: a

(e+-6)?
sara il capitaile @ =5~ , ed in generale , dopo
‘ (4B
un numero m di anni, sari — g4 m -

Presi pertanto i Logarimmi si deduce , i Logatim-

b N
mo del capitale richiesto =log.a-m log.( 14— ).
Trovato questo Logarimmo , non si ha , che da
prendere nelleTavole il numero , che gli corrisponde.
460. Probl. 2. Sia n il numero degli Abitanti di
una Provincia, e suppongasi , che ogn’anno cre-

1
sca di s dimandasi il di loro numero dopo m anni.

Soluzione .- A tenore delle condizioni , la popo-~

. n 3l.n
lazione dev'essere dopo il prim’anno :rp—{»-;g: 303
¥: do-

et : 31.n 3.0
dopo il secondo deve essere = *‘;o“ -+ 30,30

Poed
—

. i 2’

_’fﬁ.’f— (-3-1) n ; dopo il terzo dev’essere ==
9060 ~ \30

619.n 961. 1 3!

-

3 .
.n, ecosl in seguito,

900 +900.3c “\3°

v31>m
finch¢ dopo m anni sard = ;’; . n.

i arim-
Di questa funzione se ne prenda il Log

0, ¢ si avra il Logarimmo del numero igri::)tz
I:lt):g. n- w (log.31 — log.30) 3 1l pume

3 i ro , che
rispondente 3 questa somma sarh il nume . s
si cerca. L

461. Se I'accrescimento si supponesse = %’
gli abitanti dopo

x+1)m
an numero m di anni sarebbe n . .

ed m=200, ¢ si avra,
qual

formola esprimente il numero de

uesta sipongan=6, ¢dm ’
ch:nqgalora la popolazione sia dt 6.per_s;mc oo
fu quella del Mondo ; dopo il Diluvio »

. 3 . i
i — . si avr}, disst,
I’ accrescimento annuo eguale 2 5’

- 0 -
che dopo 20e dev’essere = 1000700

200
x—+—l)
. — —~1080800,¢
Di fatto , si ponga 6 ( x et
x
J000000 Y\ 5, . —_— =
x+l_( * ; quindi log- §
sara— =

Q>

6
—] Addatt = z;o K 3218487 =
200 8 6
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x+41 1061963

6, 0261092 , onde — = IOOOOO;‘,eﬁnzhnmnc
§1963 x = 1000000 , O sia ¥=16 prossimamentc .

462. La medesima formola pud servire ancora
per determinare, qual debba esser I’accrescimen-
to .annno di una popolazione, perché al termine
di ciascun secolo divenga moitipla di un’ordine
dato .
Se vogliasi , per esempio , sapere , qual debba es-
ser I’annuo accrescimento , perché una popclazione
dal termine di ciascun secolo divenga doppia, si

x+l b o134 X+I‘ 100 ‘
avra n = 2nm, ciod =2; per-
x ¥

x-4-1 1
cid log. \ 777 )= T00 log. 2 =0, e030103 ; On-

x+41 10069556

, e finalmente x = 144 pros.

de =
x 1000000

simamente .
463. In ultimo se si volesse sapere, dopo quan-

ti anni una popolazicne n , la quale cresca ogn’an-

1
no di "‘“"‘m , debba divenir decupla, non si avrebbe,

101 \X 101 \X
che da fare n =10n,0 sia J=10.
. 100 > 100

log. 10 10000000

Quindi » = log.101—log.100 T 43114 =

231

vale a dire, che la popolazicne n diverrd decupla

dopo ciascun periodo di 231 anni.
Soggiungiamo qui le Tavo
gari fino 3 1000.

Je de Logarimmi vol-

TA-
] 33

[r——

310 Tavole de
Z_V; 1 Logarimmi. | N.| Logarimmi,
110 0000c00 | 3611, 5563025
2|0 3010300 37]1, 5682017
319 4771213 | 381, 5797836
4]0, 6020600 | 3911, 5610646
510, 6989700 | 401, 6020600
6lo 7781512 | 4111, 61:78-;;
7|0 8450980 | 421, 6232493
810, 9020900 431, 6334685
9]0 9542425 44l I 6434527
1071, 0000000 § 45 11, 8532125
I1)1,0413927 | 46)1, 6627578
12/1,0791812 [ 471, 6720979
13115, 1139433 | 481, 6812412
14! 1, 1461280 § 4911, 6901961
1511, 1760913 | 50/ 1, 6989700

16 I, 2041200
17112304489
18152552725
1911,2787536
20l1, 3010300

51|15 7075707

§2 |15 7160033 .

5311>7242759
5475 7323938
5311, 7403627

211y 3222193
2211 3424227
ZSJI’ 3617278
2419 3802112
25415 3979400

5611, 7481880
57117558749
5811, 7634280
59|15 7708520
6ol1, 7781512

8o

85[ 1> 9344954

"Logarimmi Volgari . l

N. | Logarimmi.

711, 8512583
7211, 8;73;;5
7341 )8633119
74!1, 8692317
7515 8750613

—

761, 8508136
77115 8664907
7511, 8920946
791158976271

1, 9030900

g111, 9084850
8211, 9138138
83,1, 9190731
94!1 > 9242793
8511, 9294189

87115 9395192
88 11, 9444827
8911, 9493900
9015 9542425

9111, 9590414
921, 9637178
93,1.96s4229
94'1 » 9731279
951149777236

261, 4149733
27(1, 4313638
28

1, 4471580

6111, 7853298
6211, 7923917
63 | 1s 7993405

9611, 9822712
971, 9867717
98 1,9912261

I, §440630

291, 4623980 § 6411, 8061800 | g9 » 9956352

30115 4771213 § 6511, 8129134 { 100(2 ,ooooooo‘

301154913617 § 66,1, 81954309 | '
13 1012, 0O

gz' 15 5051500 67 1, 8260748 | 102 z,’ oo:g;;f

33 15185139 1 6811,8325089 © 10312, 0128g7;

34115314789 | 691, 8388491 | 1042; 0170323

7011, 8450980

10j |2, 0211x93 [

aney vy <=y wmeny




N. 1 Logarimmi.

N. 1 Losarimms.

311
M. | Losarimmi.

106
107

2, 0253059
25 0293838
108 2, 0334238
10925 1374265
110{25 0413927

1112, 0453230
112]2, 0492180
113,25, 0530784
1142, 0569049
11512, 0606978

11612 5, 06443580
117]2, 0681859
1182, 0718820
119125 0755470
120}2 5 0791812

1212, 0327854
12212, 0863598
123 /25 0599051
12412, 0934217
125 ]2, 0969100
126|2, 1003705
12712, 1033037
12872, 1072100
1292, 1107897
13012, 1139433

2, 1492191
142{2, Iy22883
I43,2, I553360
1442, 1523625
14512, 161 680

1462, 1643529
1472, 1692173
14812, 1702619
149125 1731863
15012, 1769913

141

151]2, 1789769

212, 1818436
153125 1746914
3 2y 1575207
1552, 1903317

17612, 2455127
177125 2479733

178 25, 25041200

179412, 2525530
1802, 2552725

IsI12, 2576756
1322, 2600714
18312, 2624511
15412, «<64517%
18512, 2671717

186/4, 26951 .9
13712, 2718416
188125 274557+
18912, 1764618
19013, 2787536

156[2, 1931246
15712, 1958996
58,2, 1986571
15912, 2013971
16012, 2041200

161]2, 2068259
162125 2095150
163125 2121876
16412 , 2148438
16512, 2174839

19112, 2810334
1922, 2533012
193 )45 28555 .3
194] 2, a878017
19512, 2900346

19612 5, 2922561
19725 2944662
1982, 2966652
1992, 2958531
2002, 3010300

—

131]2, 1172713 | 1662, 220108y
13202, 1205739 | 1672, 2227165
1332, I238516 ; 1682, 2253093
13425 1271048 | 1692, 2278867
135125 1303338 } 17012, 2304489
1362, 1335389 | 1712, 2329961
13725 1367206 ¢ 1722, 2355284
138125 1398791 § 173,25, 2;80461
139|125 1430148 J 17412, 2405492
14012, 1461280 | 175 1%s 2430380

2012, 3031961
2022, 3053541
303125 3074960
20445 3096,02
20512, 3117539

206|2 ;5 3138672
2072, 3159703
2032, 3180633
209 |2, 3201463

2102, 3222193

—y—

N. 1 Logarimmi.

22412, 3502480
22512, 3521825

312
- | Logarimmi. | N. | Lcgarimmi.
21112, 3242825 § 2462, 39093351
zxalz > 3263359 | 247]2, 3926970
213125 3283790 ) 248 2, 3944517
214‘2, 3304138 1 24912, 3961993
15125 3324385 | 250(2, 3979400
2162, 3344537 zsl’z, 3996737
21712 > 33643597 | 235212, 4014005
218‘ 25 3384565 1 253,22, 4031205
219123 3404441 | 25412, 4048337
llotl, 3424227 § 25512, 2065402
22102, 3443923 f 256|2, 4082400
22212, 3463530 | 257(2, 4099331
223125 3483049 | 258 2, 4116197

25912, 4132998
2602, 4149733

2812, 4487063
282(2, 4502491
28312, 4517864
284’:, 4533183
285125 4548449

286 25 4563660
28712, 4578819
288,25 4593925
289125 4608978
290{2, 4623980

19112, 4638930
2922, 4613828
29212, 4663676
29425 4633473
29525 4698220

e

——

2262, 3541084 { 2612, 4166495 29612, 4712917
227125 3560259 | 26272, 4183013 § 29712, 4727564
22812, 3579348 | 263 2, 4199557 29812, 4742163
229125 3598355 | 264)2, 4216939 | 299{2, 4756712
230125 3617278 ¥ 2652, 4232459 30002 . 4771213
23112, 3636120 | 26512, 4248316 3012, 2785665
23212, 3654880 | 26712, 4265113 3022, 48000569
233125 3673559 | 26812, 4281348 30312, 48144256
23412, 3692159 1 2692, 4297523 4 J04]2, 4828736
23712, 3710679 § 27012, 4313638 | 305 |2, 4341998
235{:, 3729120 £ 271125 4329693 | 206|2, 4857214
237125 3747483 272112, 4345639 | 307{2, 4871384
23872, 3765770 } 2732, 4361626 308 /2, 4885597
z;9lz, 3733979 [ 27425 4377506 | 3092, 489958;
24002 . 02112 § 2752, 4393327 31012, 4913617
23112, 3320170 } 2762, 4409091 311 |2, 4927604
14:11. 3838154 [ 277125 4424798 | 312{2, 4941546
24372, 3856053 127812, 4440448 | 313]2, 4955443
244125 3873398 | 27912, 4456042 | 314{2, 4969296
z;;f:, 38915651 | 280(2, 4471580 31512, 4983106




N, i A 3 ]
] 316 ‘lzlﬂfﬂ :;m . 1 Logorimmn. | &, 1 Lﬂgrrxr}zsmlkg. 314
3 s 499 71 3;1 2 545;071 86 N Lo ; 1
- . QArsmms . . .
g:; . ;210793 352 {25 5465427 587 o ;:‘;;573 42 I P 5o | &1 Legarimmi- | V. | Logariomi
25 5024271 | 353 )2 5477747 | ’ 10 I/2, 6242821 6 5 ' -
319425 5037907 | 354|2> 54900g§ | ggs 25 5888317 4323, 6353124 :;7 :: :;89628 491 |2, 6910815
320{2, 5051500 | 3572 $502284 912 5899496 42312, 6263404 § 4582 6635;; 2§ 492]2, 6919651
3,:, - pa 39013, 5910646 434'2 s 6:73659 | 4592 ’ 563 55.] 493,25 6928469
25 5065050 1 356]25 5514500 | 291 43512, 62838389 I 460 ’ 66l 127 | 494{2 5 6937269
322§ 4y 5078559 3571 2% ss26682 3912, 5921768 2 27;78 49512 69460;2
132312, 5092025 | 358)2, 5538830 392 |1, 5932861 426]2, 6294096 | 4612, 66
;z? 2, 5105450 { 3392 5550944 393,25 5943915 4272, 6304379 | 462 z’ 6632709 49612, 6954817
32512, 5118834 } 360k2, 5563925 g:; 1 59;49“ ‘1 ::8 25 6314438 [ 463 2, 65‘;58‘:“; 872, 6963564
6y s1eeirs e | 0 —— > 396597% 9125 6324573 | 464/2, 6665180 498!2, 6972293
. s 5575072 | 3964 430125 6334685 § 46 4992 > 6981005
327]2 s s1a5477 | 36|25 5587086 s 5976952 4685 f 46572, 6674529 § 500|2, 6989700
32812, 5158738 36312, 5599066 ;9;/ z" 5937905 43112, 6344773 8 466]2, 668 b
32912, 5171959 264]2 5 3611014 4 3gg]a’ 5998331 4322, 6354837 [ 467]2, 66 3859 | 50112, 6998377
gi_zisszgg 36512, 5612929 | 400 25 6393?9 43312 > 6364879 | 468 2: 67%32:52 502 )2, 7007037
——— ——em i s 20600
331]2s 5198480 | 366|35 5634811 | 401 2, 60 :;;' :" :,3,7;4;97 46912, 67n7z§ ;gg . 70155630
332{25 5211381 { 367(2> §646661 40112, 6031444 > 6384893 | 470{2, 6720979 so;'r ;, 7024303
3332, 5324442 | 368 25 7658478 43: 2, 6042361 436]2 > 6394865 ' » 7032914
334(25 5237465 [ 369125 5670264 403125 6053050 437|2 > 640481 471)25 6730209 [ 506)2, 704150
335125 5450448 | 37025 568 404 |2, 6063814 Pt 4 [ 472]25 6739420 | 50 ;
P | et iy 5682017 } 4052, 6074550 438 25 6414741 ] 473,2, 6748611 o; 2, 7060080
33612, 5263393 1 37112, 5693739 et ———— :ig 2’ :434647 47412, 6757783 ;0 2, 7058637
33712» 5176199 37212, 5705429 4’06 F ) 6083169 > 0434527 47512, 6766936 Sl(,; :’ 7062178
33812, 5289167 | 37312, 5717088 433 25 6095944 4412, 6344386 | 476 : 1075703
ol e | 12 G AR P RE oA PR
» 5314789 | 375 (3> 5740313 | 410 z: 613333 443[25 6464037 | 478 ,z: 6;9;:7; S|l 1092700
341)25 5377544 { 376]25 5751878 :4;' :’ 2473830 4792, 6803355 ;:3 Y ey
342125 5340261 | 3772, 5763413 411(2, 61384!8 4 > 483600 480}z, 6812412 514 25 7109631
343125 5352941 | 27812, 5774918 4:2 2, 6148972 446]2 > 6493349 | 48 5125 7118072
344 2> 5365584 | 37925 5786392 41312, 6159500" : 4472, 6503073 48112, 6821451 © 5162, 7326
24542, 5378191 | 380]2 414]2, 6170003 : 8 75 | 482}2, 6830470 s
» 5797836 | 41512, 6180481 : 44812, 6512780 3 48312, 68 517125 7134905
34625 5290761 | 3812, 38 4 449 (25 6522463 [ 4842, 533347’ 51812, 7143298
347[25 5403295 » 3806280 | 41612, 6190 ' 450[2, 6532125 { 485 48454 | 51912, 715167
3295 | 38212, 58206 90933 ; 48525 685741 N
N 8 24 | 41712 » 6201361 : l | 417 | 52012, 7160033
3492, 5428254 gS‘i :-: 5831988 | 41872, 6211763 | 451125 6541765 | 486]2, 686636
g .
350f2» 5440680 | 385 > 5843312 1 4192, 63122140 5 4522, 6551384 | 4872, 68752 g s21(2 7168377
] A sl2, 5854607 ' 420]2, 6231493 5 4532, 6?*6093,, 4882, 638 !98 se2l2, 7176705
. V3 454|2, 6570558 | 4892, 68 4°§ 23], 7185017
‘ _ | 255 |2 2 6380114 | 49012, Goonets | 1ails ) 1253313
12, 6901961 | 5252, 7201593

e R i 4 SR v
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315 g3
M. | Logarimmi. § N. | Logarimmi. | V. | Logerimmi. N. 1 Logarimmi. | N. ; ' q
61 £ - - I Log I Log : “ PrTroar 1 Logariwmi. | N. | Logarimmi.
52612, 7209857 | 561)2, 7489629 1 596,25 7772463 25 8000294 | 6663, 82 3
52725 7218106 § 56212, 7497363 § 597 (2> 7759743 §32]2, Soo7171 | 6672, 8"4;’::;8 ;g: :’ :4;7180
528 2, 7.226339 56‘ 2, 7705084 ;98 25 7767012 6;; 2 8014037 668 1, 8347765 703 2) 84 3371 T
529125 7234557 ) 5642, 7512791 | 599 |2, 7774268 gg‘} 2, 8020893 f 6692, 8254261 704 ;_’ 40?523
530]2 5 7242759 | 56512, 7520484 | 00|z, 7781512 3512, 8027737 | 6701, 8260748 | yo5|1, giZ;;;z
< 6261 ——
31|25 7250945 | 566]2, 7528164 | 6012, 7788745 § 530[3» 8034571 | 67112, 8267225 [ yob, 2
< : 8
532[25 7259116 | 5672, 7535831 | 602 )25 7795965 §37]2> Boa139a | 6722, 8273693 | 307 (s, ot
53312 7267272 568 2, 754;48; 603 2, 730317§ 63 2, 8043207 673 2, 8280151 yosia 8:0; 94
53425 72754313 } 5692, 7551123 | 6042, 7810369 6” 25 8055009 | 674]2, 8286599 709 z: 8;0652
535125 7283538 | 57002, 7558749 | 6052, 7817554 49|25 8051800 1 67512, 8293038 | 810|2; 8511y8;
641 s :
§36]2 5 7291648 | 571]2, 7566561 | 606]a, 7824726 6:,, :: gg:?):g :76 5> 8299467 L7112, 8518996
$37)2» 7299743 § 5722, 7573960 § 607{2, 7831887 63312 . 0 $350 | 07712, 8305887 § 7122, 8524500
538124 7307823 | 57372, 7581546 | 6082, 7859036 b4 - ::;xo 678125 8312297 | 71312, 8530895
539{2> 7315888 J 57412, 7589119 } 6092, 7846173 645 2. 83 59 1679125 8318698 § 7145, 8536982
s40l25 7323938 | 57512, 7596678 | 610ta, 7853298 > 8095597 | 680l2, 8325089 | 71512, 8543060
s4x]25 7331972 | 5762, 7604225 | 6112, 7860413 647 ;j 810;225 2?: :"8““7'1 TE6 2, 8549130
$4212,5 7339993 | 5772, 7611758 | 612|2, 7867514 64812, 8,,$7i§ P e 2337844 717{2 5 8555192
54325 7347998 | 57812, 7619278 | 6133, 7874605 f . L 649]2s x20g0 | 680 ]7 sorerer | 718120 8361244
544125 7355989 | 5792 7626786 ) 614|2, 7881684 650l2, 81291 684 25 8350561 | 7192, 8567289
545125 7363965 § 5802, 7634280 | 61512, 7888751 s 34 1995125 8356906 | 7202, 8593325
y1)2 5
546|125 7371926 1 581|25 7641761 | 616]2> 7897807 652 2: 8:::2;2 236 3, :323'24* 72112, 8579353 '
54712, 7379873 ] 582{2» 7649230 | 617[25 7902852 . 65312, 8147132 68; 2, 83 53567 72202, 858;37:1
54812, 7387806 | 5832, 7656686 | 618,2, 7909385 . 654]2, 811577 P 2, 837)884 72312, 8591383
5492> 7395723 58412, 7664128 3 6192, 7916906 5512, 8162417 6 g . 3382192 73442’ 8597386
ss0i2, 7403627 | 58512, 7671559 } 620]2, 7923917 1 o 3| 09012, 8388491 | 7252, 8603380 !
562, 8169038 § 691 ‘
$5ty25 7411516 | 586]2, 7678976 [ 621[25 7930416 | 6572, 8175954 6;, :: §§g?g§f 72612, 8609366
s52{25 7419391 | 7872, 7686381 | 622]2, 7937904 658 2, 81ss259 | 69312, 840 727125 8615344
§53125 7427251 § 58812, 7693773 ¢ 623 2, 7944880 6592, 8188854 § 695 2’ 8417533'1 728 /2, 8621314 !
§54]2 5 7435098 | 58912, 7701153 | 624]2, 7951846 6602, 8195439 !69; .) 34,g§9§ 729125 8627275 J
555 |25 7442930 1 590!2, 7708520 § 62512, 7958800 by ' » 5419843 | 730]2, 8633229
: ; 1 112, 8202025 39696 2, 8426092 7312, 86
556]2, 7450748 | 591]3, 7715875 | 626]2; 7965743 86212, 8208580 | 6972 5 8432328 . geilt
55712, 74;85;21 5922, 7723217 ; 627]2, 7972675 N J 65312, 821513;‘ 69812, 843855 732{2, 8645111
55812, 7466342 15932, 7730547 | 62812, 7979596 50412 8221681 [ 6992, 84772 ;gi . :gi;Ogo
559125 7474118 2 2786 5 ; 512 > 8656961
> 7474 594|2, 7737864 | 629|2, 7986506 : yi2» 8228216 ] 7002, 8450980 | 725]2; 8662873 §
| — — _ i |

§60|2, 7481880 | 595 [, 7745170 | 63012, 7993405

=T . "
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(317
N. | Logarimmi.

i N..t Logarimmi. | N. | Logarimmi.

73612, 8668778 | 771,25 8870544
7372, 8674675 | 7722, 8876173
738 2, 8630564 | 77312, 8881795
739]2, 8686444 | 7742, 8887410
740{2, 8692317 | 775 |2, 8893017

8062, 9063350
8072, 9068735
808,25 9074114
809125 9079485 §
810132, 9084850

———
7412, 8698182 1 776{2, 8898617
742} 4 8704039 | 777]2 5 8904210
743,25 8709888 | 77812, 8909796
744125 8715729 779125 8915375
74512, 8721563 1 78012, 8921946

8112, 9090209
81212, 9095560
81312, 9100905
814}2, 9106244
81512, 9037

7462, 8727388 | 78112, 8926510
7472, 8733206 § 7822, 8932068
74312, 8739016 F 78312, 8937618
749125 8744818 | 784]2 5 8943161
750}2, 8750613 | 785{2, 8948697

816{2, 9116902
817|2, 9122221
818,2; 9127533
8192, 9132839
820|2, 9138138

7512, 8756399 | 786)2, 8974225
752|2, 8762178 | 787{2, 8959747
753,25 8767950 1 788 2, 8965262
75425 8773712 | 78912, 8970770
755125 8779469 | 790{>> 8976271

82152, 9143432
822]2, 9148718
82312, 9153998
8242, 9159172
8252, 9164539

-
75612, 8785218 ! 791,22, 8981765
757]2> 8780959 | 79212, 8987252
75812, 8796692 | 79312, 8992732
759125 8802418 |. 794| 2, 89982053
760|2, 8888136 | 795 |2, 9003571

W | st o .

8262, 9169800
82712, 9175055
82814, 9180303
8292, 9185545
830}2, 9190781

761]2, 8813847 | 79612, 9009131
76225 8819550 § 797 /2, 9014583
763145 8825245 | 79812, 9020029
i 764125 8830934 | 7992, 9025468

76512, 8836614 | 800(2 5 9030900

8312, 9196010
83212, 9201233
833,22, 9206450
8342, 9211660
83512, 9216863

76612 5 8842288 | 8012, 9036325
767125 8847954 | 8022, 9041744
76812, 8353612 | 8032, 9047155
769 {2, 8859263 | 8042, 9652568
770{2 8864907 | 80512, 9&57&?59

4

83612, 9222083

83712 5 9227255
83812, 9232430 l
83912, 9237620

850[2, 9242793

. !;18‘
} N. 1 Logarimmi.

N. I L[’ﬂfi’m‘.

N. 1 Logarimmi.

l 841]2, 9247960
84212, 9252121
84352, 9278276
844)25 9263434
84513, 9268567

87612, 9425041
37712 9429996
1878 2, 9434945
879]12, 9439889
880125 9444827

911}z, 9593184
91212, 9599943
913 .2, 9604708
914]2 , 9609462

9152, 9614211 1

8462, 9273704
847]2, 9278834
84812, 9283958
849]2 > 9289077
85013, 9294189

8812, 9449759
882{2, 9454680
88312, 9459607
8‘84‘2 » 9464523
88512, 9469433

91612, 9618955
91712, 9623653
91872, 9628427
91925 9633155
‘9202, 9637878

851f2, 9299296
| 85212, 9304396
85312, 9309490
854[2, 93ras79
85512, 9319661
R ———
856]2, 9324738
85712, 9329808

858 2, 9334873

85912, 9339932
86ola: 9344984

88612, 9474337
: 887{: )y 9479236
8882, 9384130
83912, 9489018
890}2, 9493900
m

8912, 9598777
8y2712, 9503648
893 2, 9508514
89412, 9513375
8952 9518230

92112, 9842996
922 )2, 9647309
92312, 9652017
92412, 9656730
925 |25 9661417
L
92612, 9666110
9272, 9670797
928 2, 9675480
919[2 » 9680157
93alz. 9684819

86112, 9350033
86212, 9355073
863{2, 9360108
86412, 9365137
8652, 9370161

89612, 9523080
897(2, 9527924
898)2,5 9732763
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AL CORTESE LETTORE

Non avendo potuto assistere r Aﬁt;?ré‘ a
“all* Edizione dell’ Opera 5 Sono

it1 i 1 e O!‘i\
sfuggiti 1 scguenn errort >
,, : , ~ _ , 2s
Pag. ERRORI CORREZIONI. 44830 me2si0. | g0
27 8 m>n=n+tr m(>n)=n-{-» e 2
15 m>n=t—r m(>n)=n—1r 149 4 n2s=0 at g=o0!
31 io denominatore - ‘pumeratorg g —asio” PRl
40 3 de’ numeratori de’ denominatort 250 _ —2ds=0 .
47 15 Lescconde Le altre %0 “}]l."go ! ~ eads=0. -
so 11 costituziscona costituiscono w14 che formole che le formole.
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