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Fra le equazioni differenziali lineari a coefficienti dop-
piamente periodici, meritano di essere ricordate quelle di
cui Iintegrale generale & uniforme, ed ha entro il pa-
rallelogrammo dei periodi un solo polo del 1.° ordine
nel punto zero. Cio che le rende degne di nota & la
facilita colla quale s’ integrano ; anzi si pud dire, come
ha osservato I’ Hermite, che esse, dopo quelle a coeffi-
cienti costanti, rappresentano uno dei primi tipi di equa-
zioni lineari di cui si possa determinare la soluzione sotto
forma esplicita .

Sebbene il Picard, il Mittag-Leffler ed altri avessero
gid costruito aleune di tali equazioni, 1" Hermite & forse
stato il primo a rilevare la loro importanza, ma egli,
avendo in mira altri studi, non ha fatto che poche con-
siderazioni generali, e si & fermato in modo speciale sopra
una equazione del 2.° ordine, che ha costruito 9(1 inte
grato (1).

(% Sur quelques applicati des foneti elliptiques , pag. 75
et 09,
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Io ho pensato di riprendere le ricerche iniziate dal-
I' Hermite, proponendomi di completarle per cid che ri-
guarda le eqnazioni del 2.° ordine, di estenderle poi a
quelle del 3.°, ed al tempo stesso di indicare un me-
todo che possa facilmente servire a casi pin elevati.

Ho diviso il mio lavoro in tre parti; esponendo nella
prima le condizioni alle quali devono soddisfare i coeffi-
cienti di un’ equazione lineare, affinché il suo integrale
generale sia uniforme, ed abbia soltanto singolarita polari
in punti nei quali tali coefficienti divengono infiniti. Nella
seconda poi ho indicato un metodo semplice e generale
per la costruzione delle equazioni che formano 1’ oggetto
di questi studi, & I"ho applicato al caso del 2.2 3 " or-
dine. E cosi ho ancora avhto occasione di osservare che
vari sono i tipi caratteristici corrispondenti ad un dato
ordine n; cosi ad es. il loro numero & D per n—=2¢e 13
per »=3. Nella terza parte mi sono occupato dell’ inte-
grazione, limitandomi peraltro alle sole equazioni costrui-
te. Del resto il metodo che ho esposto pud, con aleune
modificazioni, applicarsi ancora ad equazioni d’ordine su-
periore al terzo.

1. Sia I’ equazione
' dny My
(e)) ®@)=@'P‘P1F,+---+Paﬂ‘=‘o

e le funzioni p siano uniformi e frazionarie e nell’intorno
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di un punto @ abbiamo la forma :
I o= :
= —a)" 20( L st (z—a)

Essa gode allora della proprietd che tufti i suoi in-
tegrali si mantengono finiti in @, quando sono moltipli-
cati per potenze convenienti di x—a. Per conoscere il loro
modo di comportarsi nelle vicinanze di @ basta conside -
rare |' equazione determinante della (1), che & data da:

rlr—1) s (r=n4-1) 4 r (r—1) ... (r—0+2) pyyy + ...
+ "("_"}‘) Pn-210 + " Pr=tso + Prso = 0.

Sia #y, 1%, ., 25 un gruppo di A radici di questa
determinante, a differenze intere, disposte in modo che le
loro parti reali non vadano crescendo. Allora la (1) ha
un gruppo di % integrali particolari distinti, che nell’in-
torno di @ possono mettersi sotto la forma:

(-E—R)n‘."u
,(—’v"._a)fg [ 91 + 923 log (#—a) ]
(o) My 9y 0g (5—a) b oo + gyyl08 7N (@—a)]

essendo le o funzioni regolari nel punto a. Affinchd in
questi integrali non vi siano logaritmi, bisogna che le
radici #, 7, .... »* siano tutte differenti; ma deve ancora
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aversi un’ altra condizione che si pud ottenere cosi: si
faceia nella (1)

y = (v—a) i’ z.

r, gEoi,
e dividendo il risultato oitenuto per (z—a) *, si ottiene
un’ equazione in z di ordine n, che si pud indicare con

Q@) =0

La sua determinante ha 1'unico gruppo di radici
intere, distinte e decrescenti

Py Ty—Py e 7 —1y, 0L
d—y

Si costruisea ora I’ eqnazione

d"u d™tu
(3) Q.(u)==-m+q.EF+ v g u=0,

tale che la sua funzione incognita w sia dafa da:

a—"+1,

r i
as"—E

La determinante di quesia nuova equazione relativa
ad a deve avere un unico gruppo di % radici intere; ed
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& solo quando queste radici sono positives che gli infegra-
li (2) della (1) non contengono piit logaritmi . B questo
un resultato molto notevole del Fuchs, dal quale si de-
duce che i primi coefficienti pp, , Pre - Phg - - -+ degli
sviluppi delle p nell'intorno di @ devono essere legati
fra loro da certe relazioni, le quali si possono ottenere
nel seguente modo .
Poniamo :

=8, 1y, = sbmy ... rg==stm, X re==s-m,_,

essendo my m, .... m,  vumeri interi positivi e cre-

scenti. Si supponga dapprima che gl integrali del grup-
po (2) non contengano logaritmi; essi allora, considerati
in ordine inverso, nell’ intorno di @ avranno la forma:

gy =(o—a)’ %

%1 @—a)!

&

Y= (x"_“a}sml %l Fgrtrmy (x—-ﬂ'-)[

=]

= — g )sm ' r— )t
v =G X, @0

essendo le « quantith determinate, ed in particolare

o > Fpme 5 Fpme v s - Fhmy
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differenti da zero. La (1) ha quindi un integrale parti-
colare con A costanti arbitrarie ¢; ,¢5, «vivy ¢, espres-

so da:

y—c.y|+€n3h+----+013/1
’

il quale nelle vicinanze di @ pud essere rappreseniato
dalla serie:

) y = (@—ay 21y, (e—a ,
essendo

a=Ci @,y , /1="Cray.... me’—; = Cy %1y~

Fmy = €, Zym, + o4 Z33m,

Vmg—1 = €y Eym + ¢ g =1

?’m, = C1 @pym, + 6 %2rmy + “3ymy

w1 =G Foamy__g + ¢ Faamy__q + ...

Fo_g« + ¢
— Y
]’ml-——l I3 l,m}_l

.
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La prima, la (m, 4 1), o.ouda (my ) o 1)
di queste relazioni c¢i pernietiono di esprimere le ¢ in
funzione di z, , Tmoa e Pmy_q s che possono quindi
prendersi per le A costanti arbitrarie dell’ integrale y .
Sostituendo questi valori delle ¢ nelle espressioni delle
rimanenti y, si ha che le 7, , 7. ,.... 7 — cON-
1
tengono la sola y,, le Tmar s Tmaz « v Imon conten-
o0 7 € 7w €c.; in generale si pno dire che ogni y
dipende dalle sole y arbitrarie che la precedono .
Avendo chiamato con ®(y) il primo membro della (1),

si consideri 'espressione ®[ (w—a)"], la quale nell'intorno
di a potrd mettersi sotto la forma,

W @—a)] =X, 9 (h) (or—a)p—4,
0

essendo

9 (1) = k{h—1) ... (h—n4-1)+ h(h=1) ... (h—n-+2) pyso +

+ oo F R =1) progsg + h Pu_se + Paso

91 () = h(h=1) .... (b—n+2) Pyt + ..

+ oo A (1) pros 4+ R Pucist + Pant

ela &;a, & il primo membro della determinante della (1),

nel quale la quantithy incognita » & sostituita da % .
Ricordando che la serie (4), posta in luogo di y

nella (1), la verifica, qualunque siano i valori di
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Yo s Pm s Ym, e Fmy_g abbiamo le relazioni:
1 2

9 (8) 7o + % 5+ 7, =0

ENOFAE R CE 2V (s+2) 72 =0
Fm -t ©) 70+ P G+HD 7 Ao
+ 91 (s4m —2) 7 o + 20 (s —1) ym . =0
®) Lo ot
Pm, (s) 7o + Pyt C+HDn 4. +
+ 7 (3+’"k_'l) ?mk—l 7 =0
P @ 70 + om HD 7+

-+ ok (s+w) Ymy + % (s+mk+l) 7mp =0

essendo & uno qualunque dei numeri interi 1,2 .... 32—1.
Manca la relazione colla sola 7,; nella m,"™ non vi

& il termine con 7, nella m,™™ quello con ym, e final-

mente nella ml_l""" quello con 7m, _p e cio perché

G =@ tm)=....=4g (5+m;\_1) =0

essendo s , sy . .. . s4m, 5 radici della determi-
nante della (1).

Le prime s di queste relazioni devono essere sod-
disfatte qualungue siano i valori assegnati a 7y, percid il
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determinante dei coefficienti delle 7 dovrd essere identi-
camente nullo, e si ha cosi una prima condizione D,=(.
Ricavando i vnlori di 7, 7, . ... ypy in funzione di y,
dalle m, egnaglianze considerate, e sostitnendoli nelle
my—im, seguenti, che vanno dalla = alla 5™, si
vede che queste devono essere soddisfatte qualunque siano
7o © 7my; € pero dovranno resultare nulli i due deter-
minanti formati coi coefficienti di 7, Tmgt e s e my "uno

e 1"aliro Ty Tmst c oo 7m - Si hanno cosi due altre
L]

condizioni Dy=0 Dy=0, e seguitando in questo modo si

AW0—1)
2

necessaria affinché la (1) abbia un integrale y con i costanti
arbitrarie il quale nell’intorno di @ sia espresso dalla (4).

2. Per dimostrare che esse esprimono ancora la con-
dizione sufficiente ammettiamo che siano soddisfatte. Allora
le (D), ci permettono di determinare una serie come la
(4), la quale gode della proprieta di dare origine ad una
serie a coefficienti nulli, quando venga sostituita ad y
nel primo membro della (1), e ¢id qualungue siano i va-
lori assegnati a 7 ymy . ... ¥my_q- Supponiamo ricava-

ottengono

relazioni, che esprimono la condizione

te dalle (5) stesse in funzione di y, ym -+ Ymy) le espressio-
ni delle rimanenti 7 a partire da 7 4.1, € queste siano
Tmy—gtt = iy Yo+ Guymy Py - oeee T+ Comy_y Imy_4

Tmy__1* 2= Gaso 7o + Qgymy Vamg e "}"“nm;_ﬁl Tmy_q

Tmy__1+h = Gpyp 7o + pym, ¥m, aasans e Chymy 1 7my
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Pud darsi che alcune di queste y non contengano
quelle arbitrarie, e siano quindi eguali allo zero; noi con-
sidereremo la prima per la quale ¢id non accade, ed essa
sia Tmy—1+h, potendo anche essere f=1. Pud ora avve-
nire che fra le ¥ che vengono dopo di questa alcune siano
nulle, ed altre differiscono da essa per un fattore costante
determinato, e cid qualunque siano i valori delle 7 arbi-
trarie. Poi considereremo quella per la quale non si ve-
rifica nessuno di questi due casi, ed essa sia Ty _q+hy
potendo anche essere /i, =2. Procedendo sempre in que-
sto modo ei arresteremo a Imy_q1*h s essendo questa la

3

prima di quelle che vengono dopo my_yon che risulti

diversa da zero e per la quale non sia
?m;_lﬂla =B, ?'In)__,l'i!i + F. Vmy__1+he

con f; e B, costanti determinate. Seguitando in questo
modo si possono in generale ottenere % di gnesle y, e
dalle espressioni che le determinano si possono ricavare
o #m, -+ 7my_y 0 funzione di esse.e sostituire i valori
cost ottenuti nella serie (4), la quale viene in tal modo
a conienere per y arbitrarie le

Ymy_gtht Tmy _qthe ceer Fmy_qem

Si costituisca ora 1’ altra serie :

02 ! d-m. —1
2“ L({I=1) oo (l=m,y _ ) 7 (2—a) 21
my 11
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i eni termini si formano da quelli della (4) dividendo per
(z—a)* e derivando m, 41 volte. Essa sostitnita ad

w nella (3) la verifica qualunque siano i valori di
Tmy—1m Tmy_q*he +os0 Vmg_q1+h

Abbiamo cosi una successione di relazioni analoghe
alle (3), e poiché nella precedente serie ogni 7 dipende
dalle sole arbitrarie che la precedono, cosi dovranno
risultare nulli i coefficienti delle ?"‘1—[""', nelle relazio~
ni nelle quali essi compariscono per la prima volla; ma
tali coefficienti all’ infuori di un fattore costante pro-
vengono dal sostiture all’ incognita nel primo membro
della determinante della (3) i numeri interi e positivi
hy—1 hy—1 .... h,—1. Questi numeri rappresentano

dungue un gruppo di % radici intere; e, poiché sono tutte
positive viene ad essere verificata la regola data dal
Fuchs; e quindi gl’ integrali del gruppv (2) non conten-
gono logaritmi; sicché, in luogo di applicare questa re-
gola, potremo verificare se sono soddisfatte le relazioni
D=0 D=0 .....

Potrebbe per altro darsi che non si potessero determi-
nare tutte le 2 quantita

Yy __gem Tmy_ghe cses Tmy_ythy
1

nel modo che abbiamo precedentemente indicato. Suppo-
nendo che se ne ottengano soltanto 2—p, ciod
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Yy _ehy crer Fmy_qehy—p

consideriamo le relazioni che ci danno queste 2—p quan-
tith in funzione di

Poos Fmy e Vmy_q0

e formiamo la matrice coi coefficienti di queste ultime .
Essa si oompone di A colonne di A—p termini eiascuna.
Combinando queste colonne si otlengono varii determi-
nanti di ordine 3—p, i quali non potranno essere tutii
nulli, perché allora le

m Jims il ors Ty, 1+l —p

sarebbero legate da una relazione lineare a coefficienti
costanti .

Di gui risulta che fra le 7, , ymy «oot ¥my_q Ve ne
sono sempre A—p che possono esprimersi linearmente in
funzione delle rimanenti e di Tmy_qhe oo my_gehyp:
Supponiamo per fissare le idee che queste 2—p y siano
To s Imy o Py Allora nella serie (4) potremo

esprimere tutte le y in funzione di
Py _p o Pmy_p g e Vmy_g Py oo Vg thy—p)
ma, se in questa serie cosi modificata faceiamo :

CTm et = ?m;\_l'i" hy = e =Vm A—1th—p =0
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si vede subito che le sue y a partire da Tmy_g+1y Que-
sta inclusa, si annullano, sicchd la serie stessa si riduce
ad un polinomio, il guale verifica naturalmente I’ equa-

zione (1), e, poichd coutiene sempre le p costanii ar-
bitrarie

?m;_P 3 ?m;_P+1 veee Myl

cosi esso & una combinazione lineare a coefficienti costanti
di p integrali della (1). Questi p integrali che non con-
tengono certamente logaritmi divisi per (#—a)® si ridu-
cono a p polinomi. E perd le derivate (m, 4 1)"
di tali polimoni saranno tutte eguali allo zero. Quindi
Pordine della (3) deve necessariamente abbassarsi di
p upith .
Ora invece facciamo nella (4)

yml_P = Y"‘l—p-_l—l _,,,, = ?mlu-l = (
e lasciamo le
Tmy_gnt s Vmy_qihs e Tmy_gth—p

indeterminate , e poi operiamo e ragionamo sulla (4),
come si & fatto nel caso generale. Allora si vede subito
che la determinante della (3) ha le 3—p radici intere e
positive 7y—1 , A—1 .... h]_P_-l, e questo per la
regola del Fuchs non potrebbe avvenire se alcuni degli
integrali (2) avessero logaritmi .
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1L

3. Consideriamo di onovo I’ equazione

dmy n=ty
&) d—x“f.-i-}’, dat F o+ oay=0
supponendo ora che i coefficienti p; , p; .... pp siano

funzioni doppiamente periodiche, e che I'integrale gene-
rale sia uniforme in tutto il piano, ed abbia entro il
parallelogrammo dei periodi un polo del 1.% ordine nel
punto zero.

Essendo #y y. .... ya # integrali particolari distinti
dalla (1), si ponga : : .

=t ¥y dn-2 " ,
d pnt dper—t "7 7" Yy

dv'yy  dniy,

dan degnit 't Yn

e si ha allora da un noto teorema del Liouville
Do Sree

ove C & una costante determinata differente da zero; si
conclude da cid che D deve essere una funzione di 2.2
specie .
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La (1) dovrd avere una singolaritd nel punto zero;
ma le radici della sua determinante relativa a questo
punto saranno intere e differenti, e la minore di esse
eguale a —1. Indicando con my, my .... my le alire
n—1 radici considerate in ordine crescenie, avremo da
un teorema del Fuchs:

n(n—1) £
R

D
ove ¢ (x) & una funzione regolare in zero e che non si
annulla in questo puntol.

Le quantith w2y my .... my, potranno avere tutti quei
sistemi di valori interi, positivi e differenti, pei quali &:

@ —1+m,+....+m—”'(";”_§0

poiché se fosse:

—-].+m,+‘...+m,.—ﬂ(n2—l)>0

la funzione D di 2.* specie avrebbe un infinitesimo nel
punto zero, e, mantenendosi finita in tatto il piano, do-
vrebbe essere della forma:

D=Melw

con M e 2 costanti, ma, annullandosi per a==0, sarebbe
M==0, e quindi la D sempre nulla, il che & impossibile.
s N, ’ 12
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11 sistema dei pilt piccoli valori della m & quello per
il quale si ha:

me=0 my=1 .... my=n—2

in questo caso il primo membro della (2) & uguale a —n;
quindi- D ha nel punto zero un polo di ordine n; ma
per altri sistemi di valori delle m la funzione D ha in
zero un polo d’ordine inferiore ad », o si mantiene finita
in questo punio.

Da una nota proprieth delle funzioni di 2." specie
sappiamo che D deve avers entro il parallelogrammo dei
periodi tanti infinitesimi del 1.° ordine, quanti sono i snoi
poli pure del 1.0 ordine, sicché al pitt D si annullerd in
n punti distinti del parallelogrammo; ma di questi ve ne
potranno essere dei coincidenti formanti infinitesimi di or-
dine superiore al primo, e potrd anche avvenire che si
abbia un solo zero di ordine »n. Essendo @ uno degli in-
finitesimi D, si vede che esso & per I’ equazione un punto
ad apparenza singolare. Chiamando con »y 7y ... 7y le
radici delle determinanti relative ad a, le quali dovranno
questa volta essere tutte intere, positive e differenti, avre-
mo dal solito teorema del Fuchs;

a(n—)1
D=(.’L“-—‘a)rl+ Py ra— 3 ﬂ (o).

ove ¢, (x) & una funzione regolare in @, e che non si
annulla per x—a.

Se la funzione D diviene in @ infinitesima d’ordine k,
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le » avranno tali valori da verificare la relazione

gt =4 +3€(ﬂT_l).

4. Siamo ora in grado di costruire le equazioni che
formano 1'oggetto dei nostri studi. Sia % 'ordine del-
Iinfinito che D ha in zero, essendo 0 << & << n, e sia-
no a; @y .... ay gl infinitesimi di D entro il parallelo-
grammo e /iy hy ... by i loro ordini respettivi, essendo

R+ by 4+ oo be—k.
Le m dovranno verificare la relazione:
—1 4 my 4 g A e +mn=-—k+ﬂ;”2:ﬂ
ed evidenfemente si potranno avere per esse pifll sistemi

di valori . Si supponga stabilito uno di questi sistemi, e
si ponga per comodith —1=1mn,; allora avremo:

s n(n—1)

E‘m;=-—k+ 2

1

1 coefficienti della (1) nelle vicinanze di zero avranno
la forma :
1
P = ;ﬁ-%l Phss fd
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ed essendo la determinante della (1) relativa al punto
zero data da:

gy(r) =r(r—1) co. (r—n+1) + #(r—1) ... (F—=0+2) pyyy

+ oo 4 7(r—1) Pu_gro + P T30 't Prro = 0
avremo
go(my) = 0, g(mg) =0 ... gy(my) = 0.
Da queste #» relazioni potremo ricavare i valori di
Piso Pasy ++++ Pasos essendo il deberminante dei loro coef
ficienti espresso da:

i (5 — myg)

e quindi sempre differente da zero. Inolire fra i primi

coefficienti delle p dovranno esservi altre n(ng— D rela-

zioni, che si ottengono nel modo indicato nel paragrafo
precedente.

Quello che abbiamo detto per lo zero si pud ripetere
per i punti @; @, .... ar. Il problema & allora ridotto
alla determinazione di # funzioni doppiamente periodiche
di 1.* specie p, ps .... p, che soddisfino a tutte queste
relazioni , le quali sono per ognuno dei punti zero

@, @ty .... @, in numero di Eifgﬂ. Ora le quantitd da

determinarsi in p; sono i coefficienti dei termini d'infinito
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relativi a zero e ad @, a,.... dy, ‘e tali coefficienti sono
L per ognuno di questi punti. Vi & poi una costante ad-
ditiva che completa la funzione pj; sicché si hanno in
tutto (»4-1) 241 quantita da determinarsi; ma di questi
una scompare, se ricordiamo che la somma dei residui
di py deve essere nulla. Quindi le quantitd incognite che
entrano in tutte le p sono ({ﬂ;—'—(ﬂ_Fl} appunto quante
sono le relazioni. E perd in generale & possibile la costru-
zione dell’ equazione .

Ma si pud ancora esservare che essa contiene n co-
stanti arbitravie. Infatti prendiamo # funzioni della forma:

. a(n—e) I
=" °

ove le ¢ sono punti del parallelogrammo e le ) quantita
costanti, e si formi I’ equazione avente le i, per integra-
le; essa & di quelle che vogliamo costraire, e il sno de-
terminante D, finché le ¢ e 2 sono gunalunque, avrd in
zero un polo d’ordine n. Ora se vogliamo che D divenga
infinito soltanto d’ordine k < n, bisognerd annuilare i pri-
mi n—Fk coefficienti del suo sviluppo in serie nelle vici-
nanze di zero.

Inoltre la funzione D deve nei punti @, divenire infi-
nitesima d’ordine /55 e perd essa e le sue derivate fino
alla g™ (questa esciusa) dovranno annullarsi per x=a,,
il che ci da hg relazioni fra le ¢ e 2, sicehd, tenendo
conto di tutti gli zeri, si ha il numero complessivo di
relazioni >
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R I T O e

Ma le ¢ e 2 sono » #; quindi ne restano. # indeterminate
che devono portare nell’ equazione n costanti arbitrarie.
Avendosi dalla formula del Liouville:

14D
P=—Daa

si deduce che la funzione p, ha entro il parallelogrammo
r4-1 poli del 1.° ordine nei punti zero a, , a, .... ar
coi residui rispettivi k, — &y /&y....h e perd se poniamo
per semplicita:

o 1P @+ P
25 @) =5 "oy — pi)

potremo mettere la p, sotto la forma:

lezhsf($!as)+£
1

E facile vedere che la costante 7 & delle n arbitrarie.
Infatti supposto che il valore di ! sia fissato, si faccia
nella (1) y=» e ¥ essendo [, una quantitd qualunque.
Si ottiene cosi un’ equazione in s che gode di tutle le
p}'uprieté della (1), ma pin generale di essa, poichd, es-

dviz

Tt dato da:

sendo il coefficiente di
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gsh,ﬂfe.a‘)-{-l—’(—nli,
1 ;

la costante additiva I4-n I, che vi figura & ora del tutto
arbitraria a causa di /,. Sicch® la ! pud considerarsi come
una delle n costanti arbitrarie ; noi peraltro prenderemo
I=0; allora la p, sard espressa da:

p!=;s hs .‘f.("”; ﬁs)'

Verremo cost a ridurre ad #—1 le costanti arbitrarie,

e con questo non si toglierd nulla alla |generality del

problema, inquantoché si passa dagl’ integrali di que-

sta equazione speciale a quelli dell’equazione generale
i

moltiplicando i primi per e ” sc'fmendo L una quan-
tith qualungue.

5. Al numero k possono assegnarsi tutti i valori in-
teri da zero ad n, e per ognuno di questi vi sono piit
sistemi di valori per le my , m; .... my. Inoltrela D ha
aleuni infinitesimi nel parallelogrammwo di cui il numero
pud variare da zero a k, e si pud per questi stabilire gli
ordini in differenti modi e prendeve pure in diverse ma-
niere le radici della determinante relativa ad ognuno di
essi. Di qui risulta che varie sono le forme caratteristiche
possibili della (1) che risolvono il problema che ci siamo
proposti. Cerchiamo ad es. il loro numero per 'equazione
del 2.9 ¢ 3.% ordine.
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Per la prima la relazione (2) diviene
mg — 2 <0,

e quindi Ia m, pud prendere i valori 0, 1, 2. Per
my = 0 D diviene infinito del 2.% ordine nel punto zero,
ed ha nel parallelogrammo o due infinitesimi del 1.° or-
dine @ , b o uno del 2.° a; per m; = 1 D ha un polo
del 1.° ordine nel punto zers e quindi un solo infinite-
simo a nel parallelegrammo; finalmente per my, = 2,D
non ha aleun polo ed & della forma M 4% E perd i
punti ad apparenza singolare dell’ equazione possono es-
sere di due specie, ciod infinitesimi del 1.9 o del 2.°
ordine per D.

Chiamando con »; e », le radici della determinante
relativa ad uno di questi punti, avremo nel 1.° caso

ry oy =2
e si potrd prendere soltanto;
ry=0r, = 2.
Nel 2.° invece sard:
o1y =3,
ed avremo per le i due sistemi di valori:

1.0 ¥y m— 0 Py = 3

20 pe=1 py=2
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Sicché uno zero di 2.° ordine per D da origine a due
casi distinti, e per conseguenza cinque sono le forme ca-
ratteristiche dell’ equazione del 2.° ordine.

Per quella del 3. abhiamo:

iy 4 my — 4 < 0

e per le m si hanno i 6 sistemi di valori:

1.} my = 0 iy = 1
20 my=0 - my =2
3.0 my = 0 my = 3
4.° my = 1 my; = 2
5.° iy = 0 my = 4
6. my = 1 my = 3

Nei primi due casi D diviene infinito in zero del 3.°
e 2.° ordine, nel 3.® e 4.° del 1.7 e finalmente nel 5.0
e 6.° si mantiene finito.

Cerchiamo i sistemi di valori che possono attribuirsi
alle radici della determinante relativa ad un infinitesimo
di D il quale pud essere di 1.” 2.° o 3.% ordine. Abbia-
mo nel 1.° caso:

Pty oy =4
e quindi

rp=0,r,=1,nr=3;
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nel 2.0
ki + g -—} Ty = b
1.0 vy == 0 e =2 1 ry = 4
2.0 r, =0 ry = 2 ry ==3;
e nel 3.
ry vy + org =0
e
2 B ry=0 ry == 1 7y =D

20 ¢ =0 m =2 r,—=4

3.° ry =1 g = 2 = 3.

Combinando convenientemente questi casi con quelli
relativi al punto zero, si trova che 13 sono le forme ca-
ratteristiche delle equazioni del 3.° ordine.

6. Veniamo ora alla costruzione effettiva di queste
equazioni del 2.° o 3. ordine, ricordando che le n—I1
costanti arbitracie si riducono a una e a due. Comin-
ceremo da quella del 2.9 ordine, alla quale potremo dare
la forma :

v +py +qy=0.

Consideriamo gli sviluppi in serie di p e ¢ nelie vi-
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cinanze dello zero e di uno dei punii ad apparenza sin-
golare, e le relazioni alle qnali in ogni caso devono sods
disfare i primi coefficienti di questi sviluppi.

Per il punto zero si ponga:

e si trova allora

e mg=0 p,=2 ¢,=0
Pi— =0
20 my=1 p=1 q=—1
@ (t—p)+—p=0
82 my = 2 Po=0 gy = — 2.

—pn+ta —2 0
— Ps + 2 Ty —2| =0
—ps+ s qs P+ @

Nell’ interno del punto @ poniamo invece

19 X
qum (@—a)

l oo
p= ;:&;Pm(ﬂ?—ﬂ)’:q =E¢-‘r‘—-:f7) -
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e si oltiene } R

i.* !‘l'—10 fg=3 Ppa—— 1 Tora=0

Tisa (Gra + Poa) + Zoa =0
2.0 r=0 rye=3 Pora—=—2 Tara=0

glm. -2 0
Teosa Pya+ 7ia —2 =0
VT Pera + Pora 2ppa= qna

3.0 ‘l"|=1 ?‘552 ‘?um';‘—'g Q’.uu'=2
Pia+ qua=0

Per la prima delle cingue equazioni si hanno entro il
parallelogrammo due punt: ad apparenza singolare a , b
infinitesimi del 1.° ordine di D. Servendoci per & delle

slesse notazioni del punto a abbiamo per p e g 'assie-
me di relazioni :

Py =2 q0=0 qi-==P
Poa=—1 pup=—1 gua=0 q4=0

ga (goa+ psa) + 92a =0

v (Fiso + Pisa) + qep = 0-

Potremo prendere :
p=[(,0) + f(v,b) , g=A flz,a) + B f(&,0) + C

ove A, B, C sono quantith da determinarsi; ed osser-
vando che negli intorni di zero ed a la f{z,a) ha i se-
guenti sviluppi:
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fla,@) == ; + pla) » — Elgf) I
fle,a)=— x_g--—-p(a}{x—a)—-? rga) (w—a) 4 .....
si ottiene:

=0 pua=f(@b)  pu=f(ba)
gy = A4B Gua=—A ¢,=B
=0 gpa—=B fla,))4+C qop = A f(b,0) 4 C.

Quindi fra A , B, C devono sussistere le relazioni:

A4+B<=0
K+ C= (A=B) /@), B* + C = (B—A) (1)

dalle quali, essendo f|(a,b) = — [f(b,a), resulta:
B——A C——A'+2A/@b)

e la A & la costante arbitraria. Coslechd la forma del-
I’ equazione &:

¥+ (@,@) + (o0, 0)] y' +Alf (@,0)— [ (2,5)+-2f(a,b) —Aly=0.

Operando in modo analogo si hanno le altre quattro
equazioni, che noi trascriviamo senza fare i calcoli neces-
sari per ottenerle.
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2.* equazione y* + 2 f(w,a) y' + Ay =0

3+ Y+ 2 f@a) y + [ 2 ple—a) + A]y=0
4.0 y" + f(w,a)y +[p(a)—p(@)+Af(w,0)— A*)y=0
5,0 ¥+ [A=2 p(a) ] y=0

e la A &in tutle la costante arbitraria.

Crediamo pure inutile di fermarci sulla costruzione
dei 13 tipi caratteristici del 3.° ordine, essendo il metodo
ormai abbastanza nofo. Ci limiteremo soltanto ad esporre
in due prospetti le relazioni alle quali devono soddisfare
nell’ intorno di zero e di uno dei punti @ gli svilappi dei
coefficimati p , ¢ , » dell’ equazione

v'+oey +ey +ry=0

e poi trascriveremo senz’ aliro le 13 equazioni.
Si ponga nelle vicinanze di zero ed a:

1 1 1
Pﬂga_??spi a QEF ?s §s @° 1= x_:gs"’c at
1 1
p= ;’_‘_—ag. Poa (B—0) 9= g. Gsra (E—a)
1
r= (x——a}ﬂ g‘, 75,0 (Z—a)®

AVIremo :
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I. Prospetto
1.0 my=0 my=1
D ha in zero un polo di 3.° ordine

Pp=23 go=10 r, =0
2p— g+ =0 Rpp—qa+ 1y =0

20 mg=0 my=—2
D ha un polo di 2.° ordine

Po=2 gy=—2 ry =0
2p— i+ =0

2py—qy + 7 —2 B ¥y —2
Bpy— g+ 15 qitry ry it
3.0 g =0 My == 3

D ha un polo di 1.° ordine

=1 Go=——214 1y =0
2py—q + =0

=0

=0
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2ps—qs+ 1 —d 0
2py— g+ 75 g+ 1y — 6
pi— @+ G tre 2pH2q0 4y
7 — 4 0

" qHr,  —8

T g1y 2p 4 2q,4r,
4,0 My = 1 g = 2

D ha un polo di 1. ordine
po=1 gp=—2 rg=2

2p‘—-g|+r, 2
2p—qa+ 1y 7

2?3_93+"8—;_’{2Pn_ﬁ+"1)=0

¢ +r, =0

5.0 my =0 m3=4

D & finito in zero

Py=20 gy =—20 7, =0
2py—qi -+ =0

=0

=0
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t 2 py—aqstry —6 0 0
E 2py—qstrs gty —12 0 -
2~y ety 2pF2q4n —]2
2 py- g5ty qatrs 2 pat2qytry 6pt- 3q -y
r —86 0 0
ry Gy 1y — 12 0 —0
vy qatre 2p42qFny — 12
ry @s s 2pat2qstrs 6p+Botry
6.° iy = 1 my = 3
D & finito in zero
Po=10 go==—23 ry=3
2p— 0t 3 0
2p— qat+ 7 "1
2ps— g+ ra— ?(2}-"1—'?!"'"1) —3
_— 0

2pi—q+ri— ?(2}’1“‘21‘]"':}:219. +2q,+r,

g+ =3 0
qa + s 2p+2q + 1y
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II. Prospetto
1.0 r,=0 rg=—1 rg==3

1l determinante D diviene in @ infinitesimo di 1.°
ordine

Ppa=—1 oo =0 roa =0 e =0

' Ty -2 l o
Tpa 2 poa + 2 q5a
‘ Toa —2 1 o
Qa0 + rna 2Ppa + 2 Tna
20 PI“D 1",—=l 9"=-=-=4
D ha uno zero di 2.° ordine
Ppa=—2 fpa="0 roa =0 rpa =0
Ta —4 0
Tsa 2 Pra+ 2 qua —d =0

Tpa 2 Poa =+ 2 ggatTasa 6puat-82ua
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ql!ﬂ Sebpt. 4 0
Gosat Tva 2]’!1a+2 Gypa —4 =0
Ipatrse 2 Poma +2 gaatrna 6puat-3¢14

3.9 " = 0 Vg == 2 Py = 3
D ha uno zero di 2.° ordine

Pora=—2 Qoya=2 Toa =0

roa 2
=0
314 Toe+ Tva
" rim o iee
Tsa — g (q3a + 75a) =0
2P|m +2 Fpa + e = 0
4.0 r,=-0 1'"—1 ’-aﬁﬁ

D ha uno zero di 3.° ordine

Ppa=—23 fopa=0 rya= 0 r,e=0

Tya 2Ppat200a — 12 0
Tpa 2Pyat2qsat a1 6ppat301a —12

LT 2Psm+2§sm+"'vm 6ps1at-393sa+"2a 12P1:4+4Q‘11n

=0
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'Q:m — 6 0 0
23101350 2P1sat200a - 12 0 Ol
T3a+790a ZPesa+202a "0 » OPisat+8¢15a 12

hat70a 2P5a 2050t 738,0P2.0F 3000 ey 0 12p,0+4 Q)

5. ryme0 g =2 =4

D ha uno zers di 3.° ordine

Pypa =— 3 Gora = 3 Toq = 0
Tia 3 ‘ 0
T30 9ua + Tia -
,.
Tpa == %‘ (gara + 7350 ) —3 ‘
=0
L 1
Tira = I?a (2330 -+ 7530) 56 Piya + 3 qusa + Tira
2ppa+ 2 quat Toas —3
2 paa -+ 2 qpa + 790, 6 Pia+ 370a + risa =

G.o =] rg =2 ry =3

D ha uno zero di 3.° ordine
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Poa =—3 Goa =6 Tora = —6
Ga+ ria =0 Gaa + 730 =0
2ppa+ 2 qua+ e =0

Lecco ora le 13 equazioni

LYy 4 [ fl,a) + flw,0) + [ (@,0) 1 "
+ [A flw,0) + Bf(w,0) 4 C flz,e) + E] y
+ [A’ flw,a) 4 B' f(2,b)4C f(z,¢) + E'] =0

essendo

E =2(A—B) fla,h) + 2B C — £ p(a)
A'= DB C — X p(a) + (B—C) f(b,e)
B'=C A — 3 p(a) + (C—A) f(c,a)
C' = A B — 3 p(a) + (A—B) f(a,)
E'=— ABC + X (A*=B?) f(a,h) —2 2 A f(a,)) fla,c)
e le quantith
A,B,C

sono legate dalla relazione

A4+B+4C==0,
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sicché due di esse possono prendersi per costanti arbi-
trarie .
2° " + [flz,0) + 2 flo,) ] y" +
+ [A+A | flw,a) — f@,h) + 3 flab) —A ) 1y +
+ [A fl@,a)+ B flw,b) + B ]y =0

essendo

B'=3Af{a,l) —2p (@) —4p () — A
E'=— AA“-fla,b) [ 24"+ A*—3 Af(a,) +2p(@)+4p(h) ]

ed A, A’ le coslanti arbitrarie

3.0y "+ [flw0) +2f (@) ]y" +

+ [A' 4 2 | plz—b) — pla—b) } +
+ A { flz,a) = f(@,b) +- 8 f(a,) — A} ] y' 4

+ [R' plo—b) + A’ f(,) + B fla,h) + E'] y=0
essendo
R =2 l f(asb}-_A I
B =3 A fla,b) — A* — 2 | f(a,b) |*
E'=—AA+4+2Ap(@-b)+
+ fla,b) [2 A+ A* — 3 A f(a,b) + 2 pla) + 2p()]
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ed A , A’ le costanti arbitrarie

49 "' 4+ 8 fle,0) y" + [A+6p@ ]y +
+ [A f(@,0) +E ]y =0
con A" ed E' costanti arbitrarie

.2

R
5.0y" +3f(@,0) y"+[8 | ple—a)+ p(@)}— 5 y1+

Rr
+ [R' ple—a) — 3~ f(@,0) + E Jy=0
con R’ ed E' costanti arbitrarie

6.9 4" + 3 fla,a) y* + [ 6 plar=a) + A1y +
+ (8 pa—a) + A’ fl—a) + E'] y=0

con A' e E' costanti arbitrarie

T0y" + [A=,a) + (@0 ]y +
+ [— 2 p(@) + A f(@,0) + B o) + By +
+ [(A+B) p(@) + A’ f(z,0) + B f@,b) + E'1y=0

essendo
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A'e=—BA+B) —p(a) +pd)
B'=—AB+A) —p(®) +pla)
E — (A—B) f(a,}) — (A*+A B+B?) + p(a) + p(b)
E' — fla,b) [ A*— Bt — 2 { p(a) — p(®) | ] —
— A p{l) —Bp(a) + AB(A+B)
ed A , B le costanti arbitrarie
8y +R @)y +[2p@+Afwa) +E]y +
+ [2p'(a) + A | pl@) — 3 p(a) — A flw,a) + A*+ E} ] y=0
con A ed E costanti arbitrarie
9.0 y"+2 flm,a)y"+ [ 2p(e—a)—2 p(2)+ A f(x,a) + E] y'=0
+ A[p@) + 2 p(@ - a) =3 pla) — A f(w,a) + A* +E] y=0

con A ed E costanti arbitrarie

10.0 " £ (2,0) y" +[4{p(@)—p() | +Af (@,0)+A'— Ay +
+ [A{p()—p@)} + A'flz,a) — A A’ ] y=0

con A ed A’ costanti arbitrarie.

1L y"+ f(w,a)y" +[2{p(a)—p(@) | +-Af (@,0)+-A'—A% ]y +
+ [P(@—p(@)+ A | pla) — ple) | +A" fl2,0) —AA" ] y=0
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con A ed A' costanti arbitrarie
120y 4 [E—6p@)]y + B y=0
con E ed E' costanti arbitrarie
- R?
130 " —[3p) +51¥ +
3 , :
+ (= 50 @) + R p@) + E'] y=0

con R ed E costanti arbitrarie.

IIL

Indichiamo ora il metodo che si pud seguire per I'in-
tegrazione delle equazioni del 2. e 3.° ordine che abbia-
mo costrnito, ricordando dapprima alcune proprietd degli
integrali. Fra questi, come risultas da un teorema del
Picard, ve ne & sempre uno y, di 2.* specie, il quale dovra
avere una delle due forme

(x—2) 1w e
) e

essendo ¢ un punto del parallelogrammo dei periodi e X
una costante determinata. Si osserva poi che la seconda
espressione non & che un caso particolare della prima ,
poiché si ottiene da essa supponendo e=0.
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Trattandosi dell’ equazione di 2.° ordine avviene in
generale che anche I'altro integrale y, & di seconda spe-
cie, ed allora & dato da una espressione analoga a quella
di y,; ma in caso contrario abbiamo per esso:

yalz+20)=¢(yr+2y:)

a
® ) (ke =v(m+Ba)

essen lo p, v 1 moltiplicatori di , ed « , £ quantita deter-

. Yo i
minate. Ponendo z, ﬁf si ottiene:

1

e+ 20)=2+a

z(2+2d)=3+p
La funzione z; pud divenire infinita del 1.° ordine nel
punto e, o in zero, se & e=0, oppure manlenersi finita
entro il parallelogragimo dei periodi . Nel primo caso,.
supponendo scelto convenientemente 1’ integrale g, sard:

fge=— (= )4+ ) @

e nel secondo

2y =0

2 *
Rappresentando la costante 2, col simbolo g——z , abbia-
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. . : b .
mo nel primo di questi due casi y, = %‘-, ove la deri-

vazione in parte & effsttiva ed in parte simbolica; nel 2.9
caso & invece y, = & ¥,

Nell’ equazione del 3.° ordine si hanuo tre integrali
Yy s Mas Y 1 quali sono in generale di 2." specie, ed
hanno quindi espressioni analoghe alle (1), Peraliro pud
anche avvenire che due soli y, e y, siano di 2.* specie;
allora 1" altro y, & legato ad uno di essi, per es. ad y,
da relazioni come le (2); quindi servendoci di notazioni

analoghe alle precedenti si potrd porre y, = %oppum
sard y, = @ y,. Se finalmente il solo integrale y, & di
2.% specie, abbiamo per gli aliri due:
Ya(z+20)=p(ys+ay)
Yoz 420 ) =v(ys+ Fyi)
Ys(@+20)=p(y; + %yt y)
V(220 )=v(y+Plys+Fy)

e ponendo

si ha:
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HB{e+20) =3 4+«
(e +20) =32 4+ 8

B (2+20) =5+ a2+ a
B(2+20) =23+ £ 3 + £

Considerramo invece dell’integrale 17, una combinazione
lineare di esso con ys della forma

Ys = hys + kys,
ove h , k sono due costanti, alle quali si pud attribuire

qualunque sistema di valori, purché si escluda il valore

.

h=0. Ponendo allora z'; =;¥ , 8i ha:
i

gy = h 1y + k 2z,
ed abbiamo per le funzioni y's , 2%
Ya(z+20)=plysthayp+ (ha+kha)y]
Ys(ao 20 )=v[y, By + (hE +EE)y, ]
dy(w 4+ 20)=2zy+hayz, -+ hea, +ka
(420 ) =2, +hBzy 4 hp + kP,

Caleolando da queste due ultime relazioni

(x4 204 20 ),
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si oltiene:

ay f— f, a = 0,
e questa relazione potrd essere soddisfatla, esserdo una
almeno delle due quantith =z, , g ditferente da zero,
oppure sari

4 =0 , f=0.

Rigunardo alle espressioni di 2, , 2’y abhiamo quat-
tro casi.

1.0 3y = == L{—e) + K@

€ ay , [ differenti da zero.
Si potrd prendere £ in modo che sia

hag=2« , hp=28.
Si ha poi:
(w4 20)=2 +2a2,+a
st (o420 ) =20+ 202+ 6
e ponendo per semplicita

ag=ha,+ ke . B=hpf+ kB,
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si oitiene:

S (@4 20)— 5t (0 +20) =2 — 5t 4 g —at
(o 420)— 5 (24 20)=23 — 2’ + f— P,

La funzione z; ha nn polo del 1.° ordine in ¢, e la
zy 0 gode di questa stessa proprietd o si mantiene finita
entro il parallelogrammo; quindi la z'y diviene in gene-
rale infinita del 1.” ordine in ¢ e noi possiamo disporre
della costante k in modo da eguagliare il suo residuo a
qualungue quantita data . per es. al residuo del polo di
2.9 ordine che la 2* ha pure in e. Cost la funzione
2’y — z3* ha entro il parallelogrammo un polo di 2.
ording in ¢ col residuo nullo e col termine d infinito

i O g)g; essa quindi sard della forma:

gy — 5t = — p (w—e) + % @,
ove 2, & una quantity determinata; quindi avremo
3’y = {o—e) — 20 @ Y(o—) 4 32 o — plo—e) + dyr

Rappresentando le quantita 2, e ), coi simboli a dh .

de det’
abbiamo per y, e 'y
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e queste derivazioni in parte sono effettive ed in parte
simboliche .

2.0 caso Zg=x @ ay , [Py differenti da zero.
Se la 2z e quindi anche la 2y hanno un polo del 1.%

ordine in e, si potrd prendere % in modo che il residuo
di 2’y resulti eguale a —1. Si ha ora:

B ot2uw)=128+ 2az | o
Flet20 ) =21 +2Fz + 6
ed adottando le solite notazioni «, , f, si ha poi
(xR w) =234 hey 33+
2 y(@42 ') =33 4 h Py 33+ By,
Dalla relazione
up—fa=0
si ricava
hoay =) o hofg =1 B,

ove 2 & una costante determinata, quindi abbiamo
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7
2y (042 0) — 3 Ha+206) =y — 5 58 + gy — o

i X
2442 w) — ; 2N +2 0) = 3’5 — 3 2B — P

Disponendo convenientemente della costante £ si avri
la 2'y sotto la forma:

¥y = — Ya—e) + ) o,
con ), costante; quindi abbiamo.
Yyemay, yy=[—8a—e)+ ha'ly,

Se invece la z; e la z'; si mantengono finite entro il
parallelogrammo, si potrd prendere A in modo che sia
@y, = h a

] ﬁ’=ﬂkﬁ;

avremo allora :

z's( :b+2 m} —_— 2;{ w42 w ) = 3y — z,? + ay— o
o2 o) — 2@ ) = 7y — 2 - o — B

La funzione 2’y — 2,2 si mantiene finita in tutto il
piano, e soddisfa alle precedenti relazioni: essa & quindi
della forma C @; ma si pud disporre di % in modo che
risulti C==0. Sicché si ha

2’y = a
@
Yo = XY, ) Yy = at y,
3.% caso
z, = —te—e) + 1o g =0 Ba=10
si ha

Fat2o) =233+

Fyfw42 0 ) =124+ B
Si pud disporre di % in modo che 2, si mantenga fi-
nito entro il parallelogrammo e di /4 in modo che sia

z', @,
Sicché ponendo sempre

abbiamo

4.% caso
Zg=w ; @=0 , fy==1.

Prendendo % in modo che il residuo di 2, sia —1
8. N. 4

?
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si ha

dy=— fla—e) + K@

e quindi quest’ultimo caso non differisce dal precedente.

8. Consideriamo ora la 3.* fra le equazioni del 2.°
ordine e le 6.° fra quelle del terzo. Esse hanno entro il
parallelJogrammo un solo punto @ ad apparenza singolare,
e le radici della determinante relativa ad a sono 1,2 per
la prima, 1, 2, 3, per la seconda; sicché tanto per 'una,
quanto per altra integrale generale diviene infinitesimo
del primo ordine in a; e perd gl'integrali particolari di
2.* specie potranno meltersi sotto la forma

_ o(wr—a) e[ sa) + %]
T e

ove ¢ piglia i valori 1, 2 per la prima e 1, 2, 3 per la
seconda. Per altro pud avvenire che le guantith 2, e 7q
nel primo caso e %, , %3, 74 nel secondo non siano tutte
differenti, allora gl'integrali non saranno tutti di 2.* spe-
cie, e le funzioni z; , 25, mantenendosi finite nel parallelo-
grammo, dovranno essere espresse da:

&= o 3y == ¥

Se dunque nelle due equazioni cambiamo funzione in-
cognita, ponendo

y = fu(f(z_)—“-l e c(“) @
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si hanno due nuove equazioni in ¢, di ecui gl'integrali
hanno la forma:

t = e)‘o: ty = el’r
o
1, = & lh=1w &
per la prima
ty == & P ty == £
o
2 - bt = % g
oppure
t, = & 4 = we® £y =" &F

per la seconda.
Sicché queste nuove equazioni appartengono alla classe
di quelle a coefficienti costanti. Esse sono:

U4 [A—p(@]t=0

£+ (A —3p@]¢ + B —2p (a)] t=0

9. Veniamo ora alle rimanenti equazioni, cominciando
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da quelle del secondo ordine, le quali potranno esser
tutte rappresentate da:

3 vty +qy=0,

quando si convenga di sostituire a p, e a ¢ i quattro si-
stemi di espressioni:

L0 flo,a)+ f(x,0)  Alf(@,a) - [(@,0)+ 2 f(a,b) — A]

2.0 2 f(x,@) A
3.0 flw,@) pla) — p (@) + A flw,a) — A®
4.0 0 A — 2 p(z)

Il metodo d’integrazione consiste nel porre in luogo

al —¢) o*

= (a) ’
nel determinare poi ¢« e % in modo da avere una rels-
zione identica. Per altro tale sostituzione si effettuera in
modo migliere cambiando nella (3) la funzione incognita,

ciod ponando';§==v. Si ba cosi

di y nella (%) la funzione di 2. specie

o 4t 4 po 4 ¢—0;

e questa nuova equazioue deve essere soddisfaita quando
si prende :

v = fw—e) — §@) + 1 = — flz,e) + ¥,
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essendo
=¥+ ).
Abbiamo in tal modo la relazione
F(ao,e, )==0,

nella quale I & una funziene della  di prima specie
che diviene infinita nei punti ad apparenza singolare, in
¢ e talvolta anche in zero. :

Annullando i termini d’infinito di I' relativa a quesli
poli e la costante alla quale si riduce la I, si hanno

sempre due relazioni fra c e’ le quali sono per le quat-
tro equazioni

L0 LU/ [ =A ¥ = flag) — A
29 p(—t) —p@)=A ¥ =fag)
3.0 lz;m,;) sy Y
40 —pe)=A V=0
In generale si pud scrivere:
o) ==A V=),

e, poiché la g(¢) & di prima specie ed ha entro il paral-
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lelogrammo due poli del 1.% ordine o uno del 2.9, cosi
vi sono due valori di ¢; ¢, , ¢ che la verificano. E que-
ste ¢i danno:

2= (=) Ny = {(z;)
We=ge) + dle) %' = ) + =)

Cosi i due integrali di 2.* specie della (3) saranno
dati da:

de

o
i u'(.’.c-—-gl] e 2 = - 0(3—5,) =}
Kl !J'(.’.‘?) Y = o{x)

Pud peraltro essere ¢, = ¢, ed allora vi & un solo
integrale di 2.* specie; vediamo in qual modo si pud
avere l'altro. Chiamiamo con 2 /& la somma dei due punii
d’ infinito di p(e); ciod poniamo rispettivamente pei quat-
tro casi;

@
3 k=§

3 he=0.
Allora sard all’infuori di multipli di periodi
g + & =2 h.

Quattro saranno quindi i punii del parallelogrammo nei
quali vengono a coincidere ¢, , ¢, quando sono eguali, ciod

by e, b, e,
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o questi aumentati di multipli di periodi; e affinché ¢,
ed ¢, abbiano tali valori, bisognerd che sia:

Amglh) o A=g(hto) , A=g(hto) , Aemg(htutal)

Osserviamo peraltro che nel 4. caso non pud mai ese
sere ¢, — g ==h e quindi A = p(h), perchd allora A
avrebbe nn valore infinito. Cidy posto poniamo uella (3) in
fuogo di A Pespressione ¢(e); essa, come sappiamo, am-
mette I integrale di 2.* specie

ol x—e) o

Y= o)

esseudo

L = :(gl} + L.!‘(9:)'

Sicehd abbiamo 1"identita :
wr+epywtan=20

I termini di questa relazione sono funzioni di @ ed s,
e si mantengono finiti e continni, quando ciascuna di ques
ste due variabli si consideri in un campo formato dal
parallelogrammo, nel quale per aliro vengano esclusi i
quattro vertici ed i punti ad apparenza singolare. Am-
mettendo appunto che = ed ¢ si trovino in tal parte del
piano, si potrd derivare la precedente eguaglianza rap-
porto ad ¢; avremo cosi I altra relazione identica:
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Ay TR Un L‘qa'cp(s.)
(E) (3_) ?as LAY Y ey et

ed essendo

d;(:l) =0pere="h,¢ = hitw, s ="h+o, e=htutw,

si avrd per questi valori di ¢, :
dy\” 2y Wy
(f} (A ) a0 ( ) T 45 degy = 0.

A
E L
piano, sard 1" altro integrale della (3).

La funzione ¥(¢) che ci da il valore di 2, oltrechd
nei poli di ¢ (¢), diviene nelle prime due equazioni infi-
nita del 1.° ordine anche nel punto zero. E perd, se uno
dei due punti ¢ e = , ¢ per es. coincide con lo zero,
il valore corrispondente di A" cioé 2’y & infinito. Peraltro
questo caso d’ irregolaritd nel melodo d’integrazione non
& che apparente, imperocché la quantitd 2 risulia sempre
finita. Infatti la funzione

, che & una funzione della @ uniforme in tutto il

2=l + 4

& regolare nel punto zero.
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Delle due quantith e, ed & I'una ¢, risulta eguale allo
zero e I" altra ¢, eguale ad a+b 0 a 2 a. quando si da
il valore zero alla costante arbitraria A. Ma in questo
caso le due equazioni divengono molto semplici, poiché in
esse viene a mancare il coefficiente ¢ di y.

La loro forma & quindr:

v +py =0

ed i loro integrali si possono anche determinare diretla-
mente. L’ uno di essi & costante e altro & dato da:

fd xe—fpu‘:zx

Nella prima e nella penultima equazione la determi-
nazione di ¢ ed g riesce piutlosto complicata; essa si
effetiua in modo migliore cambiando la gunantita incogni-
ta &. Si ponga nel 1.° caso:

e=v 4 a

si trova allora :

1.7 easo



_ PO _gp. _PE
pl¥) — pf) © pla) — plE)

P 1 ple
1=+ + 3 P — B 2 @ — o)

2.0 caso

7(3)
— B ’&—t,’(a)+2€( )
pe) —p (2)

r=t0) + 2 (3 )+A+1P()"P(
PO =2 (3

Si hanno per v due valori eguali e di segno contrario
che ci danno ¢ e 2, l'wro, g e 2y 'altro.

9. Per le equazioni del 3.° ordine la determinazione
di ee 2’ si fa nello stesso modo: peraltro ottenuta la so-
lita equazione I'( @ , e , ") == 0; possiamo conoscere di-
rettamente il numero e la vatura delle relazioni che si
devono avere fra ¢ e )/, affinché la I risulti identica-
mente nulla. Basta infatti tener conto delle radici delle
determinanti relative allo zero ed ai punti ad apparenza
singolare e delle relazioni che si devono avere fra ce X',
affinché la F resulti identicamente nulla. Bista infaiti
tener conto delle radici delle determinanti relative allo
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zero ed ai punti ad apparenza singolare e delle relazioni
esposte nei due prospetti del capitolo precedente.

Meltiamo come sempre le equazioni del 3.° ordine
sotto la forma generale

@ eW=y"+py taqy +ry=0

e serviamoci per gli sviluppi di p, g, delle nota-
zioni che gia abbiamo adoprato; si consideri allora la
funzione ®(y,) essendo

G o(m—e) [ o)+ 2]
a(:?‘)
ove ¢ & un punfo del parallelogrammo diverso da zero e
dai punii @ , b, c.

La y, ha in zero un polo del 1° ordine; quindi
il suo sviluppo nelle vicinanze di questo punto & della
forma :

gLt g ok + o

Cosi troviamo nell'intorno di zero:
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o) =L [ — 6+ 2p— g0+ ral7 +
+ SL@p—0+ ) 747em] +

+ %!“2 P2 + 1) 7T 70 + Qoo ]+

+ .,17, ! [21”3_?3‘!“"3]?‘}‘"!?0""(?!+"q) 7t (2130+2?0+"a)?il +

-+

Poiché la determinante della (4) relativa allo zero ha
in tutti i casi la pin piccola radice m, eguale a —I,

cost nella precedente relazione il coefficiente di 1—‘ risulta
fe

sempre nullo. Nel 1." dei sei casi le altre due radici,
sono mg=0 , my;=1, e, como resulta dal 1." prospetto,
abbiamo le relazioni:

Pp=3 =0 =0 Ep—i+ =0
2pe—qaF 1y =20 ry=0

dalle quali si dedace che la ®(y,) ha in zero un polo del
1.9 ordine; e perd la I'{ w2, e, %), che & dala da:

HxﬂJdmi¢wu,

si mantiene finita nel punto zero.
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Nel 2.% caso si ha mg=—0 m,=—2, e, tenendo conlo
delle relazioni che per esso devono verificarsi, si vede che
la @(y,) ha un polo di 2.9 ordine; ma se annulliamo il

coefficiente di L2} , anche quello di L risulta nullo ed al-
w? @

lora la ®(y,) si mantiene finita; cosicchd la F ha in zero
un polo del 1.” ordine; ma diviene infinitesima quando si
annulla il residuo di questo polo.

Risultati analoghi si ottengono pei quatiro rimanenti
casi; abbiamo in tal modo per il punto zero:

1.° my=0 my=1 la F si mantiene finita in zero;

2.9 my==0 my=2 la F ha un polo di 1.° ordine, ma,
annullandone il residuo, diviene infinitesima;

3.% my=0 my=3 la I ha un polo di 1.% ordine;

4., mg==1 m;=2la I ha un polo di 2.° ordine, ma,

annullandone il coefficiente di;?, diviene infinitesima;

5. mg=0 my==1 la F ha un polo di 1.% ordine;
6.% mg=l my=>3 la F ha un polo di 2.° ordine, ma,

annullandone il coefiiciente di 1, resta finita.
&

Per un punto @ ad apparenza singolare abbiamo:

1.0 #=0 ry=1 »;==3 la F ha in @ un polo del
1.* ordine, ma, annullandone il residuo, diviene infi-
finitesima ;

2. p=0 ry==1 ry==4 la F ha un polo di 1.° or-
dine ;

3.0 =0 ;=2 »,==3 la I ha un polo di 2.° or-
dine, ma rimane finita, guando sl annulla il coefficiente
: 1
di G—ap’



— 222 —

42y, =0 ry=1 ry==5 la F ha un polo di 1.°
ordine:

5.9 r=0 r,=2 ry=1 la F si comporta come nel
3.° caso;

6., =0 ;=2 r;==3 la F & infinitesima .

Peraltro quest’ nltimo caso va tralasciato poiché si
verifica solo nella 6." equazione che gid abbiamo con-
siderato .

Cambiando convenevolmente questi resultati relativi
allo zero el al punto a, troviamo per le 12 equazioni
che ci restano da considerare il numero delle relazioni
che si devono avere fra ¢ e X'. Per avere poi effettiva-
mente queste relazioni basta porre in ogni caso la I sotlo
la forma :

Fla,e,)=v"+Bv0' 4+ pl'+o) g0+,
essendo

”sy_ﬂg_ﬂm:‘)‘l‘rs
Yo

e quindi determinare in fanzione di e e ' quei soli coef-
ficienti degli sviluppi della F' che dobbiamo eguagliare a
zero affinché essa divenga nulla. Sebbene ¢ sia un polo
del 1.° ordine per I, non si & mai tenuto conto di esso,
poiche; ridotta la I a non avere altri poli nel paralle-
logrammo, bisogna che il residuo di ¢ resulti nullo iden-
ticamente.

Osserviamo poi ehe i coefficienti degli sviluppi di F
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relativi a zero ed ai punti @ sono funzioni doppiamente
periodiche di = e polinomi razionali , interi rispetto a
di grado non superiore al terzo. In particolare quelli di
1

o [w—ay
del 2.9 grado ed i termini noti del 3.°. Inoltre & facile
vedere che nei polimoni relativi a queste tre specie di
termini la pii alta potenza di ¥ & sempre moltiplicata per
una quantith numerica; sicché le relazioni fra ¢ e 2’ pos-
sono mettersi sotto una delle tre forme:

ec. sono del 1.° grado, i residui invece sono

Y=y , M4alk4a=0

YR BN 4 4B =0,

ove le «, 8,y sono funzioni di ¢ di 1.* specie.

Le 13 equazioni del 3. ordine differiscono fra loro,
sia per il numero, sia per la forma delle relazioni fra
e e ). Cosi ad esempio per la prima abbiamo nel punto
zero wig=0 , my==1, e nei suoi tre punti @, b, ¢ ad
apparenza singolare si ha invece:

=0 . rg=l , rp=3.

Di qui si vede che la F & finita in zero, e diviene infi-
nita del 1.° ordine nei punti @ , b, ¢, ma diviene infini-
tesima in questi stessi punti quando si annullano i suoi
tre residui, sicchd in questo caso si hanno tre relazioni
fra ee ' di 2.° grado in ¥'. Facendo considerazioni ana-
loghe a queste su tutte le 13 eqnazioni del 3.° ordine si
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pud vedere faci'mente che esse si dividono in cinque
gruppi .

Il primo, per il quale si hanno tre relazioni di 2.°
grado in 2 & formato dalla 1.* e dalla 7.* equazione;
appartengono al secondo la 2.% la 8.* e la 10.2 con due
relazioni di 2.° grado; al terzo la 3.% la 9.% la 11.*
con una relazione di 1.° grado e una di 2.%; al quarto
la4*ela 12* con una di 2.° e una di 3.° e final-
mente al quinto la 5.* e la 13.* con una di 1.° e una
di 3.0

Possiamo anche dividere le 11 equazioni in due sole
classi, comprendendo nella prima quelle per le quali non
si hanno relazioni di 1.° grado in 2" e nella seconda le
rimanenti. Cosi appartengono alla 1.* classe le equazioni
del 1.° del 2.° e del 4.9 gruppo, ed alla 2.* quelle del
3.9 e del 5.°

10. Queste ultime ecinque equazioni formanti la 2.*
classe offrono per I integrazione maggior semplicita delle
altre, ed hanno molta analogia con quelle gid studiate
del 2.° ordine.

Fra le due relazioni che per esse abbiamo si pud eli-
minare X', ricavando il suo valore da quella di 1.? grado
e sostituendolo nell’altra. Si ottiene eosi un’equazione con
la sola g, la quale accompagnata con quella del 1.° grado
in ' c¢i determina queste due incognite.

Ecco appunto le due relazioni che si hanoo nei cinque
casi:
1.° 3.* equazione
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Y= A—f(e,b)—fla,b)
2f(e,a) fe,0) + [fe, a) — f(5,0)] [2fa, 1) —B A+
+B3AfMa,b)—2A—2p() —2p () —3p (@) —

—ple—b) — pla—b) = A';
2. 5.* equazione
3 —[f(;, a) +§_]_

— 3[r =0 +10] + R p (—0) T =

3.0 9." equazione
Ve —[fe, )+ 4]
pla) —p(e—a) —3 A f(¢,a) —3 A*=E,
4.0 11.* equazione
Y =A
—[pE)+2p@) +3Afe.a)+2A ] =A";

b.o 13.* equazione
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R

1=—'§

2 .
I O+FRPO— o B =B

Cosi, chiamando con M e N le due costanti arbitra-
rie delle equazioni, possiamo scrivere per questi cingue
casi :

)] (e, M)=N,

(6) )-"=¢(E,N);

elao(e,M) & una funzione di ¢ doppiamente perio-
dica del 3.° ordine ; sicch® in generale vi sono entro il
parallelogrammo tre valori distinti di ¢;¢, , & ,¢ che
verificano la (5), i quali, sostituiti nella (6), ci danno
per %' fre valori corrispondenti %', , ¥y, %, e ci permet-
tono cosi di costruire completamente ire integrali particos
lari di 2.* specie.

Vi sono peraliro dei casi di eccezione che dobbiamo
pure considerare ; cost ad es. pud darsi che due delle
radici ¢ ,s ,¢ o anche tulte tre siano coincidenti.

Cid avviene quando assieme alla (5) & verificata anche
I altra

) 3‘?(:;M)=0_
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In questo caso le M e N non sono pilt arbitrarie, ma
sono legate fra loro da una relazione algebrica
M(M,N) =0, e possono anche esprimersi in fun-
zione di un parametro arbitrario . Difatti la (7) risulta
sempre del 1.° grado in M; e si pud quindi mettere
sotto la forma M = 6, (), e, sostituendo poi questa
espressione di M nella (5), si oftiene N = 0, (¢); siccha,
indicando con &, il parameiro arbitrario si pud prendere
M=2#6; (¢) , N=20,(g). Poich¢ le funzioni 6, e &,
sono di prima specie, cost basterd far variare g entro il
1. parallelogrammo; allora dei tre valori di ¢ che veri-
ficano la (5), due sono eguali a ¢ ed il 3.” all’ infuori
di multipli di periodi & dato da 3 2 — 2 ¢, essendo 3%
eznale ad ¢ 4+ 2 bnel 1. caso, a 3a nel 2.°, a 2 a
nel 3.% ad a nel 4.° ed allo zero nel 5.°.

Se poi per il parameiro ¢, si prende uno qualunque
dei nove punti del parallelogrammo principale espressi
au ‘n=k+2mm-i|§-2nw'
interi convenienti, allora i tre valori di ¢ sono coincidenti
ed eguali ad ¢, ed oltre alla (5) ed alla (7) & verificata
anche 1" altra relazione

, essendo m ed # numeri

® a’q:f:,M)_=_0'

de?

Eeeo ora in qual modo si possono oltenere gl’inte-
grali che non sono di 2." specie; si ponga nell’ equazione
in luogo di M 1 espressione 6, (s) ed in luogo di N
Ialtra (e, 8¢ () ), essendo g ed ¢ due puvti gualun-
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que del parallelogrammo; si osserva allora che la g per
g = ¢, si riduce a 8 (). In tal modo non si fa altro
che esprimere le due costanti arbitrarie M ed N in fun-
zione di altre due ¢y ed ¢, e si ha cosi il vantaggio che
dei tre integrali di 2.* specie dell’ equazione, 1" uno &
subito determinato essendo espresso da:

o w—e) ) I o) 4 e, M) ] &

o‘(x)
e perd abbiamo 1’ identiti :

wApy +ay +ry=0.

I termini di questa relazione identica sono [funzioni
finite @ continue di 2, ¢ ed ¢, quando ciascuna di queste
variabili si consideri in un campo formato dal parallelo-
grammo, nel quale peraltro vengono esclusi i vertici ed i
punii ad apparenza singolare. Facendo appunto variare
@, ¢, ¢ fra tali limiti, potremo derivare rapporto ad
¢, la precedente eguaglianza, ed avremo cosi I'altra re-
lazione identica:

G oG e G+ 2+

+ng‘—9(‘“3 (En))‘“f'y!aNa P56 (2) ) =0.

Ma per la (7) gli ultimi due termini si riducono allo zero
quando & e, == g5, sicchd abbiamo:
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m e i 3.‘}_|>" {*h)
(3‘1)‘0 - p de, Z.+Q!0 de, + 50(35‘

Quindi iﬂ , che & una funzione uniforme in futto il
&1

piano, sard per g = ¢, un’integrale della equazione.
Derivando poi la prima di queste due ultime relazioni
rapporto ad ¢, e facendo & —¢;, si ha:

s, PG G+, G, +
+ [ Ee e ] 4

R 1 By (e
+[J| r ‘P(E‘\i (2} ]’.n

Ma a causa della (8) gli ultimi due termini sono nulli
quando ¢, coincide con uno dei nove punti

h+2mo;-t|;—2um'

qnindi abbiamo in questo caso

(3‘.3}1) 4p (‘ Y + 3"11 47, 33"1) =0

S' Ku 50

e cosi resta dimostrato che quando & g =—¢, =¢, i tre
integrali dell’ equazione sono espressi da



s

yu,-a—:h—‘;“

A Py,
&

Quando una delle 3 radici, ¢, , ¢, ,¢ , ¢ per es.
& eguale allo zero, il che pud accadere soltanto per la
3." e 5." equazione, il valors di X'y, & infinito, ma quello
di 2, risulta finito e I’integrale i, viene ad avere la forma

Yi=e M2 s poi & anche ¢, =g, =0, gli altri inte-
grali y., i, che non sono di 2.* specie si oltengono da
yy con la regola precedente, vale a dire si lascia dappri-
ma in y, indeterminata la quantitd ¢, e si fa ¢ =0
dopo avere eseguito le derivazioni.

Fra le tre radici della (D) sussiste la relazione :

) s+ teg=3"h+2mw+ 2a,

con i ed 2 numeri interi convenienti. Peraltro pud ac-
cadere che una di queste radici venga a mancare, cid si
ha infatti nel 1.° caso quando & 3 A — 4 fla, b) =10
e nel 3.°¢4.° qnando & A==0. Ma allora si otliene un
integrale di 2.* specie considerando come una delle radici
il punto @ per il 1.° e 4.° caso e lo Zero per il 3.% cost
questa quantita, che si prende per la radice che man-
ca, & tale che assieme alle due esistenti verifica sempre
la (9).

Si pud quindi ritenere che si hanno sempre tre radici
€ ;¢ , ¢,  si dimostra facilmente che anche in questi
casi speciali che abbiamo citato gl’ integrali che non sono
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di 2.* specie si ottengono sempre con la medesima regola.
Cosi, supponendo ad es. che si tratti del 1.° caso e che
sia g3 ==¢; == ¢ = @, per avere y,, ed y, si lascia dap-
prima in y, indeterminata la gquantitd ¢, e si fa ¢, =a
dopo avere eseguito le derivazioni.
Abbiamo finalmente da osservare che dei nove punti

h+2mm-;-2n.w’

nei quali vengouo a coincidere le tre, radici quando sono
eguali, deve escludersi il primo, & nel 2.° e 5.° caso, poi-
ché i valori corrispondenti di M ed N risultano infiniti.

11. Veniamo ora alle equazioni della prima classe,
delle quali considereremo solianto la prima del 1.° grup-
po, poiché i ragionamenti che faremo per essa potranno
anche applicarsi alle cinque che restano.

Per la prima equazione abbiamo:

l“-{-a:).'-'-z'.:-n(]
(10 4 BY B =
¥ p N Ay =0

essendo
a==A + 2 f(:,a} o = P(E) + 21’(“’) + A fle,0) 4+ A

=B + 2 fs0) E = pld + 2pd) + B fs,d) + B
=C 4 2/e¢) 7 =p() + 2p() +Cflee) + C
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Dalle (10) si deduce subito:

[-4 a
Ae| 1 p p |=0
L o
e il determinante A, considerato come funzione di ¢ & di
prima specie, ed ha tre poli del 1.° ordine entro il pa-

rallelogrammo nei punti @,b,e. Indicando con Ry, Ry, R,
i loro vesidui rispeitivi, si ba:

Rs—3A (B—C) + 4 [ p(e) — p(t) ] +
+4(A=B) fla, 1) — 4(A—C) f(a, o),

ed altre due espressioni si ottengono per Rp ed R, fa-
cendo ruotare A ,B,Celd a,d,c.

Ponendo
) S Y
S = 1 BPF
1: G 6
si trova:

A=S —Rafls,a) —Ry f(e, ) — R f(c, ¢) = 0.

Eliminando %' fra le (10) combinate a due a due si
ottiene :
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A, =0 1 PE| = @—y)+ =) Br—p 7 =0

b= —d)l+ (—a) (1o —72)=0
A = (@—f)P + («—f) f —a f)=0

e le tre funzioni die, A, ﬁg A a? sono legate a A dalle

relazioni :
B,=[fe, B) —fleye)—fla, b))+ fla,e)] A
Bg=[f(e;)—=fle,a) = [(b,e)+ [f(b,a)] A

A, =[f(e,a) = f(e,b)— fe,a)+flc, b)]a

Supponiamo per ora che i residui Ry, R, , R, siamo
differenti da zero, sicché vi saranno sempre tre valori di
£,8 ,¢ , & che annullano A e per conseguenza anche
A,,45.8 4 Supponiamo ancora che «, #, 7 non di.ven-

gano eguali fra loro nei punti ¢, , ¢, 5, € consideriamo
le tre funzioni di ¢

E—y' : P, a'—f

W= — :
Py # 7= 1T T et
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Per esse abbiamo:
A —(f—y)a
W el 4 o
) . : A
(1) AR ) +.3‘—"“(!3_—?,);.'

aﬂ
?-"-i-??‘-'-i-?'“@:ﬁ,i

e relazioni analoghe si hanno per p' e »'.
Essendo % una funzione di ¢, indichiamo con

] dh; d* Iy

4y ﬂ ' 4 5;' ......
le espressioni

P dh d*h

by E E) d“"‘—sg ......

nelle quali ad ¢ & stato sostituito . Cid posto si ha:
)\'(==f-t'|‘==v'|v per 1=1,2,3
e queste quautila; accoppiate con g, verificano le (10)

sicché abbiamo per gl integrali di 2.* specie le tre
espressioni :
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a(w—ey) [Fe) TV _ale—g) e +-u'i]o

W="5w) ° =" ° =

afe—e) (@) +ilw
)

Sia ara ¢, = ¢, e preso 'integrale y, sotto una delle
tre forme precedenti, per es. quella con ', si ponga:

ya==h [ — tle—e) 4 | o—p () I @],

essendo p, una costante per ora indeterminata. Si sosti-
tuisca questa funzione ad y nell’equazione e si divida per

,; allora ponendo 2, =-g—’ , si ottiene:
1

(Bl/4o) +2pe+qllple—e)+a—p)) +
+ (8o 4 plp (@—e) + p" (5—e ) =0.

8i pud vedere che il primo membro di questa egua-
glianza risulta identicamente nullo , quando, considerato
come funzione della &, si eguagliano a zero i suoi residui
relativi ai tre poli del 1.° ordine a , b, ¢. Cosi si do-
Vrd porre :
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da, da
2p ¥+ °‘+)‘ds:+ds:

d
2p ¥ ‘f'ﬁlP!‘i')-ld!"" .G'

,dy Ay
Rp ¥, +"'P'+}'ds‘+dcli

Essendo ¢ ==¢;, sard ¢ uno zero di 2.° ordine per
A,4A, aﬁ, A, e quindi anche per i secondi ed i primi

membri delle (11); e perd le derivate di questi ultimi
dovranno risultare nulle per ¢ == ¢;; avremo quindi:

2 da L da,_
2)’&".: = 'ds ’ds_}_dc,_‘
oy By g Iy b 4B

+'e'd;+’i‘d_el_+d;- 0

,dd dl-‘ ,dy dy)

e le relazioni contenenti g, saranno soddisfatte prendendo

.

d i :
P = d_s!- . Se si fosse invece pariiti dalle altre due espres-
1

T . ! dyy
sioni di y,, si sarebbe ottenulo p, — ijl' ) P =d:: 5

Del resto si pud trovare direttamente
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ar _dw'_d

dey, de  de ’

1

sicche, gualunque sia |"espressione che si prende per yy,
abbiamo

d y,
Ja-——'g:

Se poi & anche e ==¢, ed in questo caso ¢ coin-
cide con uno dei nove punti del parallelogrammo

a+btet+2mo+2n0
3 ;

essendo m ed » numeri interi convenienti, si trova
che il terzo integrale & dato da:

"3
.‘/s‘t'd_ﬁla

Supponiamo ora che nel punto ¢, infinitesimo del 1:°
ordine di A due delle tre funzioni «,f,7, £ ey per es.
divengano uguali fra loro, ciod sia £, = y;; allora, do-
vendo ¢ annullare A, sard anche B, =1y, ed g sard

per 4, un’ infinitesimo di 2.° ordine almeno; ma dei
due fattori, di cui si compone A,, I'uno A ha uno zero

del 1.9 ordine in ¢, e I'altro ha due zeri pure del 1.°
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ordine in a e b 4 ¢ — a, dei quali il primo va escluso
poiché in esso A diviene infinito, e perd dovrd essere
all'infuori di multipli di periodi ¢ —= b + ¢ — @, ed
sard quindi per & un infinitesimo di 2.° ordine. In que-
sto caso la funzione 2’ pud anche divenire infinita in ¢,
e, se pure ha un valore finito 3, in guesto punto, le
quantitd 2," ed ¢ non verificano pit le (10) poiche i se-
condi membri delle (11) non possono mai annullarsi per
g ==¢, . Sicché deve essere 1’,2#,‘ == v,"; la qual cosa
del resto si pud anche vedere direttamente partendo da A.
Peraltro p,' e v, possono sempre servire per la costru-
zione dell’ integrale y,, per il quale deve quindi esclu-
dersi la prima delle tre forme indicate .

Sia ora e un infinitesimo di 2.° ordine di 4, e si
abbia sempre f; = y,; allora essendo

R
N T C—5)"

avremo A’y =g,'= v, se ¢ & infinitesimo del primo or-
di f—y; el invece sard 2,/ z u' =»," quando ¢ & uno
zero di secondo ordine per f— y. Nel 1.° caso i primi
e per conseguenza anche i secondi membri della (11)
dovranno annullarsi per ¢ = ¢,; e perd dovrd essere al-
Iinfuori di multipli di periodi ¢;=b - ¢ — @. L’espres-
sione

ﬁ[ﬁmj

|
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si mantiene finita in ¢ percid si avrii:

dN>de’  dw
de, <deg de °

Di qui si conclude che, mentre per gl’integrali y,
possiamo prendere futte tre I'espressioni quella con 2," va
tralasciata per la formazione di y,. Essa poi non serve
pii nemmeno per y, quando siamo nel 2.° caso, nel
quale ¢, coincide con uno dei quattro punti del paralle-
logrammo

b+t

-—2—+rw+sm’.

Se finalmente ¢, & un infinitesimo di 3.° ordine di 4,

ed & sempre B, =y, , B,' =y, si trova che esso & uno
zero del 1.° ordine soltanto per f —y, e si oltiene:

b ‘ '
__atb c+32mn+2ﬂw =b4c—a42hat2he,

con m , n, h, k numeri interi; quindi si ha:

bdc4+(8h—m)ot (Bk—n)o
a = B

ossia

bde==2a-t(m—3h)wd(n-—3k)w;
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e per ¢ abbiamo
g=a+(m—~"~)o4 (n—=F)o.

Una delle due ditferenze m — 2 ed n— & dovrd essere
dispari, poiché altrimenti si avrebbe ¢,—a, il che & im-
possibile. Quindi all’ infuori di multipli di periodi potrd
essere :

bte=2a+4w, bte=2a+o , btec=2a+4uto
ed i valori di ¢ saranno respettivamente:

g=a—+4w,=at+og=atotuw.

In questi casi la prima delle tre espressioni di y, ci
pud dare y, ed y,, ma non serve per iy,.

12. Quando in un punto & le funzioni «, g , y di-
vengono eguali fra loro, lo stesso deve accadere di

‘a, ',y ed e & allora un'infinitesimo di 2.° ordine al-
meno per A , Ag 5 A?, e quindi anche per A,

Dalle relazioni «; = B ==y, si ricava poi
A= (/s D)+ fla, ) =2/, a)]
2
(12) BFg[;{(El y O+ [, a)—2 (e, )]

C=2( R0, D+ D) —2 (1, )]
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Viceversa, se prendiamo le A , B, C sollo questa
forma, essendo allora g un parametro arbitrario, si ha
che esso & uno zero di 2.° ordine almeno per A, e che
per ¢ = ¢, divengono eguali fra loro le =, ,7 e le
« , 8,7

Supponendo dapprima che g sia uno zero di 2.° ordine
per A, osserviamo che in gelmrafe i secondi ed i primi
membri delle (11) e di quelle analoghe con g’ e ' non
si annullano per e=¢,, e le quantita 2, , u’,, ', se pure
non sono infinite, sono sempre differenti le une dalle
altre .

Considerando allora nelle (10) la sola 2’ come inco-
gnila, si ottiene per essa:

t?;—_—-—%—ﬁ-l/j;_‘_.,g' aﬁ__%_|/§__ﬂ.
r=—E 4/ f—p =-F-y/F-#

7 A T
2"1/1“’ paminom &

ed abbiamo ¢, =y, =mn, , & =y 1=7,eled d’...
accoppiate con g verificano le (10); e perd esse c¢i danno
due integrali di 2.* specie, i quali hanno la forma:

c(m—s.}a[’-'(ﬁ)+5|]w

=" @)
ﬂ”"..‘_')o[ e) 4+ 9]
L T 3(x)

5. N
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ed alire espressioni si hanno per ¥, e y, servendoci di
*edin.
Tenendo conto delle (12) si ottiene:

1
=Ty = — 2 Zf(‘l ; a) 4+ V%P( 6§ —a)
abe a

i e 1
Wmpimnimm— g 20, — ) S0 — @)
abe abe

Se poi &

Xp(u—a)=0

abc
e quindi

S=28 , p=yy . m=rx

I’ integrale y, non & piit di seconda specie, ed allora si

vede che & dato da y, = o y,.
Sia ora £, uno zero di 3.° ordine per A, e supponiamo

¥ g B
2plea—a)Z0;

allora il solo integrale y, non ¢ di 2.* specie, e si pud
ottenere nel modo segunente.

Delle tre differenze a—f , f—y . y—=z due almeno
a—f e y—= per es. devono divenire in e infinitesime
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del 1." ordine soltanto, poiché, se tulte ire avessero in
g uno zero di 2.° ordine sareble

ply—a)=ple -b)=ple—c),

il che & impossibile.
Ora essendo:
ot A
# = G—a) («—F)

si trova subito

dyy, _dey dey,_ dEy
i _ ‘r." g i gy . de e,
# dy, _dey U7 T da, dp

de, d gy d ey gy

elap, o la vy accoppiata con ¢ verifica le (10), e
perd deve essere o', = v; = § = y = m oppure
ph=7v, =% =y =1y : Sia ad esempio verificata
la prima di queste relazioni.

Se poi anche £ =y ha in ¢ uno zero del 1.° ordine
abbiamo pure:

agy _ dy,
; de d= i y
)‘im_é!jgl___di'_—‘ﬁ"i="’l‘='al5I|=“l

de,  deg

Ma se la f—y diviene in ¢, infinitesima d’ordine su-
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periore al primo, lo stesso deve accadere per fr—y, e
cid si vede considerando la A,. In guesto caso abbiamo
quindi :
g, _dy,  dp_ d,

= —

dey, de 1 ode o dey

Prendiamo ora per y, una delle tre espressioni pre-
cedenti per es. quella con &, e vediamo se il terzo inte-
grale y; pud avere la forma:

= l—t(e—g)+ |p—pl) o]

Si trova che esso verifica |’ equazione quande la co-
stante p, soddisfa alle tre relazioni

I x

da'
291314—“1?:4‘318: + «‘

20 34 B+ ,f"ﬁs—l—o

d
2pd+ 7,0+ "{g——=o,

e sostituendo a g, le espressioni di o', o v}, si vede che
queste relazioni rientrano I"'una vell’ altra, e ci danno
uno stesso valore per p,, che posto in y, ci determina il
3.0 integrale. Ora ponendo nelle (10) ¢ in luogo di ¥
si ottengono tre relazioni identiche, le quali, derivate
rapporto ad e, ci danno per e=e,:
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d8, d3, da,

29 |1! += 'd +aid‘ 'f_'“'_"=0

ff&, dg, dfy | dfs

'Ha'de +3uds +E =0

26‘,:jat+/;da‘+3,dh+d—?';=0

e queste derivazioni si possono fare perché la & & mo-
nodroma e regolare in e. Quindi le relazioni in p,

sono soddisfatte prendendo p, @?; e cosi 1" integrale
i |

v, & Qa3 Js—?_"ﬂ Si sarebbe giunti al medesimo

risultato, se si fosse partiti dalle altre due espressioni di
yy. Del resto si pud anche trovare direttamente:

43, _du _ dr
de,  de,  de,

Se ¢, & sempre uno zero di 3.° ordine per A ed &
EIP (ey—a) = 0, abbiamo:
abe

T
¢ =4 —-—%‘- ,ELmaf|

4
1
=y = —"% ’%:"'-ﬂﬁ'l

i 7
“|=x=.—§'. !i”'?n
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- e valendo sempre per 2’ , g’ , + le considerazioni pre-
cedenti, si ha:

doty | o dey By | dBy__dyy | dyy
de, +a’d_‘:| dey Xde, da,+“’ds,

0ssia :

da'y aiday  dfy, Py dBy _ dY, 1.4y
de 2deg de 2de  dey 2 de

od anche .

2 (i e )
de, \"* T4 de\""' 4] T dy ?i_‘lt&
ed eseguendo queste derivazioni si ottiene:
Pla—a)=p (g—b)=p'( —c)—=—2k

In quest’ultimo caso che si considera, ricordiamo che

I'integrale y, & dato da y, =@ y,; quindi dovremo pren=
dere y, solto la forma

Ya=y, (— t(w—q) + p, o),

essendo p, una costante da determinarsi.
Si sostituisca quest’ espressione ad y nell’ equazione ,
e, si divida per y,; allora, ponendo

_ Y
T

vy
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si ha:

(Bo,+ip) (' (o—e) +2 ) + p'(w—e)=0,

e questa eguaglianza & soddisfatta quando si prenda
o, =k, sicché y; & dato da:

Y= —8(v—u) 4+ ka).

13. Pud avvenire che uno dei tre residni R, , Ry, Re
di A, R, ad esempio sia eguale allo zero. In tal caso
1" equazione A==0 ha due sole radici, ma si ottiene sem-
pre un’ inlegrale di 2.* specie prendendo eguale ad a la
radice che manca. Infatti supponiamo dapprima che le
due radici realmente esistenti di A = 0 siano diverse da
a; allora le A si mantengono finite in @, eccetto 4, che
vi diviene infinitesima. Quando non & per e=a,ff=7y
le funzioni X', p', ' sono regolari in @ ed hanno in

auesto punto uno stesso valore —% , il quale assieme ad

a verifica le (10). Se poi A = 0 ha una o tuite e due
le sue radici eguali ad a, cio¢ se & g, = ¢, = a oppure
g3 = g == ¢, ==a, |'integrale y, nel 1.° caso, y;3 e y,
nel 2.° non sono piit di 2.* specie, e si ottengono sem-
pre da y, con la regola della derivazione. Bisogna per
altro lasciare da prima la ¢, indeterminata in y, e poi fare

& == o nelle espressioni che si ottengono per y, ed y,.

Quando la differenza ff— y si annulla per e==a, la
prima delle espressioni di w,, ciod quella con 1", non

pud pin servire in generale per la determinazione degli
integrali.
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Finalmente assieme ad Ry, = 0 pud essere Ry = 0
quindi anche R,==0; allora si costruiscono i tre inte-
grali prendendo ¢, =@, ey = b, g5 == ¢, sicché anche
per questa equazione si pud dire che si hanno sempre tra
valori di ¢ cioe ¢ , & , &5, 1 quali verificano la rela-
zione

at+autg=a+btc+2mw+2na,

Abbiamo tralasciato il caso in cui una o pii delle
radici ¢, , ¢, 5 di A = 0 sono eguali allo zero. Allora
il valore di 2" corrispondente alla radice semplice o mul-
tipla &, = 0 risulta infinito; e perd non si potranno pin
fare tutii i ragionamenti precedenti. Ma si dimostra facil-
mente che possono ottenersi gl'integrali con la solita re-
gola, supponendo per altro che la radice ¢, sia dapprima
indeterminata, e facendo ¢, = 0 dopo averli costruiti.

14. Vi sarebbero ora da considerare le equazioni del
2.0 @ 4.° gruppo per le quali si hanno due relazioni di
2.0 grado in %' o uno di 2.° e uno di 3.%. Nel 1.% caso
abbiamo :

22 + wd =0
(13) f =

VP BN =0,
e di qui si deduce :
lza 0
01 « o
1gpg 0
01pgp

6= = (@ —F)'+(—B)( =l £) = O
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Questa equazione ¢ in generale soddisfalta da tre
valori di e , ¢ , & . ¢ entro il parallelogrammo, e la
funzione

a' —

Aomi—o—g

assume in questi punti tre valori 'y, %y, %5, i qualici
permettono di costruire tre integrali di 2.* specie. Se poi
8 e =1¢ 0e =e¢ ==¢ gl integrali che non sono piit
di 2.* specie si ottengono con la regola delle derivazioni.
Ma quando in questi due ultimi casi abbiamo ancora
Be=y , B'y=y,, le due funzioni:

% at .y a a? .
3:—-'@—{-'/5—« 65..._.‘-2—— 4—_::,

o le altre due

R =R =

per e=¢, prendono tali valori &, &'y oy, , ', che accop-
piati con ¢ verificano le (13). Si ha quindi = &, =%t
e si possono cosi costruire due integrali di 2.* specie, i
quali hanoo la forma:

Le(a)4d 1o
ol @ — ¢}
R TC

7(3’,_‘1]9[5(?1)'!‘5\](9

BN
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ed altre due espressioni si hanno per y, ed y, servendoci
di 7. Se poi & dy=y, ===y , si ha y,—w y,. Nel
3.9 caso, ciod quando & & = ¢, =, si ha: ¥ =23, =y,
oppure 2’y == 3’y = ;. Supponendo ad esempio verifi-
=
Ty

Finalmente se in quest’ ultimo caso abbiamo ancora

cata la prima di queste relazioni, si trova y,
gy =y, =d', ==y, gl'integrali y, 1, sono dati da

Ye =@y Yg=(—4(@—e) 4 ps)

essendo p, una costante che si determina facilmente.
Per le equazioni del 4.° gruppo abbiamo invece :

¥4 ad 4 a'=0
MW AT BN 4 =0,

da eni si deduce;

[aa’OO}
01l 2 & 0
ﬁ=|001 @ 0
Lo g Eo
01pEE

¢ quest’ equazione ha in generale tre rvadici e, , 2 , ¢,
entro il parallelogrammo, e la funzione
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—a'(ﬁ_—*“}

— o — a(f—2)

e B
Nm—

ha in questi punti tre valori 2y, %'y, 2, che ci danno
i tre integrali di 2.* specie, e quando ¢, =¢ 0 gy =12, = 3,
si ottengono con derivazioni gli integrali che non sono
di seconda specie .

Qui pure va considerato il caso incui i due termini
dell’ espressione di %' si annullano in un puanto ¢, il
quale & per A uno zero di 2.° ordine almeno; ma allora
le due funzioai

-3 a? - 5 o '/;g )
5¢—l§+|/4—¢ 6.—-——%— i

coi valori &, e &', che hanno in ¢,, ci danno due inte-
grali di 2. specie y, e y,, ¢ quando & &', =2J; si ha
Yo =1 Yy, Se poi & ¢ ==¢;, = 5 € si ha sempre

B —a —a(p—e)=0,p —«(f—a) =0,

allora. abbiamo che 2', & eguale @ 9, 08", a g, per es.,
?

e per il terzo integrale si ha yy =g‘:{-'; ma se & ancora

8, ==d"; i due integrali y, ed ys non sono pit di 2.*

specie e sono dati da:

Ye=2y, Ys=y (—t @—a) 4 ga?),
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essendo p, una coslante .

Chiamaudo con 3 /% la somma dei poli di 1.° ordine
che A ha entro il parallelogrammo, abbiamo:

g+t e=3h"h+2me 4 2nu

e se in casi speciali scompaiono aleuni poli del 1. ordine
di A, basta prendere eguali a questi poli le radici che
vengono a mancare. Cosi vi sono sempre tre valori di e
che verificano la precedente eguaglianza, e che ci per-
mettono di costruire i tre integrali dell’ equazione con le
regole che abbiamo date.

r LWOTHED Vg
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