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SUL TEOREMA
DU ADDIZIONE DELLE FUNZIONT ABELTANE

e
DEL DOTT. ALBERTO TONELLI

Il Sig. Weber in una memoria inserita nel giornale
di Crelle (vol. LXX pag. 103) intitolata « Ueber das Addi-
tionstheorem der Abelschen Functionen» ha risoluto il
problema dell’ addizione delle funzioni Abeliane.

Supponendo date le quantitd o, v,,...0p, W1, Wy ooy Wp
e per mezzo di queste determinati i punti @y, &,, . . @p, Y1,
Y13+ -+, Yp colle relazioni

..b‘ &
o= f rE;u. - f duy 4 . f duy,
€y
Y Y Up
wy= | dup + | dun 4+ ...+ | duy
€y Cy Cp

h=1,2,...p
ha determinato i punti 3y, 24, ...,3, per i quali si ha,

p
Oy = f duy, + dm. + . l dup
3 c r

2
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costruendo una funzione & monodroma dei punti della su-
perficie T di Riemann, che ammetta p infinitesimi di primo
ordine nei punti 3y,3,, .. ., 2pi oppure, eonsiderando il pro-
blema sotto un punto di vista pitt generale eome snol farsi
anche nella inversione, delerminando i coefficienti di una
equazione

B S s s o B

la quale ha per radici i p valori che la I'unnoue nota
diramata come T assume nei punii 3,24, ..., ..,,.

Seguendo il metodo tenuto dal Sig. Weber io ho cer-
calo di generalizzare la soluzione del medesimo problema
cousiderando un numero qualunque » di sistemi vp: cost
facendo, dal teorema dell’ addizione io passo a quello della
moltiplicazione supponendo ugnali fra loro i sistemi vyl

Ho determinato la funzione £ che ammette gl’ infinitesi-
mi nei puntiz,,z,,...,2, chevoglionsi determinare, come pure
i coefficienti della equazione (3) che ha per radici i valori
LTI ed ho cercato di esprimere i risultati per mez-
) el gy

zo delle funzioni ¥ (24,1, ...,y (che Lo designato col simbolo
2((up)) analogo all’altro 3(%(11,,)) adoprato da Riemann)

con argomenti dipendenti dalle vy, il che facendo, nel caleolo
compariseono anche le derivate delle medesime fuuzioni
sulle quali sarebbe molto utile uno studio speciale per deter-
minarne le proprieti e per iscoprire se sia possibile la eli-
minazione delle medesime dai risultaii finali.

I

Sieno daii gli » sistemi
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1 i 1
oM 0,0, L p®
@ (2]
(4) vy 1”!21:"--1’?}

ﬂ]lr], 91“, R vplfl

e mediante le relazioni

()

OR _fdu,.+fduh+ . ' ity
p

A=1,2...,p
i=1,2, ...,

colla inversione, determinati gli » sistemi di punti

1 1’ 1
a2, L,

2]
© do®0,9, .. .. x,®,

o2, ... 2

mi propongo di determinare per mezzo delle guantitd note
(4), (6) i p punti 3y, 25, . . ., 2p per i quali si ha

t @ %y 2y “p
(7:' wﬁ:ZfUﬂ = dkh-l-*fdﬂh-'- v +fd“l
1 4 Cy Cp

h=1,2,...,p
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Nella (7) elimino colle (5) le ' ed ottengo

@ )

Xy 3 2p (i ! f-’]‘!
dupt | du-...+ cflt;‘ c:‘t!k—{— du ... | duy
o/ Cy Ca Cy

Cp

ovvero

duh-’r duh+...+ duh dzck-[— fdm+...+fdm'
o) a2y (i (i} [1} v, 1) e (1)

P

Da questa relazione deduco che esiste una funzione &,
la quale, diviene infinita nei punti (6) e infinitesima nei
punii che formano i limiti superiori degli integrali della
(8). Ora & noto che determinando una funzione £ diramata
come T che divenga infinita di primo ordine in »p punti,
per esempio, negli #p punti (6), essa conterrd rp— p-1
costanti arbitrarie, le quali potranno sempre essere deter-
minaie in modo che la medesima funzione £ acquisti
rp—pmp(r—l) infinitesimi arbitrari. Se io determino
queste costanti in modo che la funzione ¢ divenga infinite-
sima di ordine »— 1 nei p punti e, ¢, . . , ¢p, essa dovrd
pure acquistare gl'infinitesimi z,, 25 . ., 3 di primo ordine,
e cosi avremo determinata la funzione che si cercava.

Sara facile dimostrare che la funzione £ non contiene
irrazionalitd rispetto alle quantitd =, S corrispondenti

ai punti (6).

Infatti & noto che una funzione diramata come T, la
quale diviene infinita di primo ordine nei punti (6), se questi
in generale sono differenti fra loro, pud porsi sotlo la forma

r

2fe,0(de)
L dz

{r 'du}*' (=) dﬂp ) { dup -
-0, ({_) w+a (4) m+ +ay (d )z:cmi o
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() t=an+&|‘”£mlm 4 a,"!:_n m+ .. ‘—l—a,,(“t_,cnm-}-
+a,%, c2;+n O ;°:+ et @4
P

..... R
(r) i 1
+a,t m.m"l-af ‘m,{'H- cootay zxp[r:=

e
=a,+3, 30,01 o
11

essendo . I'integrale di seconda specie che diviene infi-
et

nito nel punto 2. Supponendo che quelli integrali di secon-
da specie sieno normali avranno uguali a zero i moduli di
periodicita relativi alle sezioni a , ed alle sezioni b, liavran-

duP-
no ugnali a -—2(_-—)
22 /3 “
Ly
Cid posto la nostra funziene ¢ resta invariata attraver-
sando le sezioni a,, ¢ perchd avvenga lo stesso relativamente

alle sezioni b!‘ basterd che i coefficienti a;® sodisfino le

cond izioni

)/ dutp (1! duy
2 m+a= ('{E): + “+ay )% (i
*p

ary ';I‘

o fdup a® g, @
a : + +...4a _) +....
(’k .): (e)T (dz )z (@ . ( dz |z g

\
iy Ty ' "',...."N

@y Ty P
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e le equazioni lineari (b) determinano p coefficienti a, ra-
zionalmente per mezzo delle quantitd

(@)
dz )
T 12500

le quali sono razionali in 2z ed M. Cosi la funzione
(a) conticne dei coefficienti razionali rispetio agli elementi
dei punti (6), » quando anche si vengono a determinare gli
altri coefficienti colla condizione che la funzione assuma
glinfinitesimi ¢, ¢, . . ¢p di ordine »» — 1, & evidente che
resta sempre razionale rispetio alle quantitd considerate.

\
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Visto cosi come possa determinarsi la funzione &, cer-
chiamo di costruire 1'equazione (3) la quale ha per radici
ip valori che la funzione s diramata come T, assume nei
punti z;, 2,. . . 2Zp.

Supponiamo che la funzione « divenga infinita di primo
ordine in g punti n,, n,, .. . ,nu; allora assumerd un valore
qualungue in @ punti della superficie di eni & funzione mo-
nodroma, e quindi la funzione £ considerata come fun-
zione di & sard a u valori.

1
Ciamiamo £, € + + « ;2 § m rami di & rinpetto
a g, il prodotto

{1y (¢
BT SR

R

sara una funzione monodroma, e yuindi razionale di s, che
diviene infinita di primo ordine solamente negli »p punti
(6), infinitesima di ordine »-1 nei punti ey, 3, . . ., €p,
¢ di primo ordine nei punti z,, 24, . . ., 7p.

Per questo I"espressione

(@ (ir
E e vk ﬂg_ﬁq_?“'w )(':‘—cw,i!} )(a— aa.pm )
e L |
$ot (g, Xo—s o= )}

razionale in 5, non diviene nd infinita né infinitesima per
aleun valore di 7, e non potrd ditferire da una costante, e
ponendo per amor di brevitd

( —7al )(c—— sa‘-‘).., ...(a-—-?ap)= 4 (a)('i)
avramo

:?}l
4 () h @ (I LA ( }(a}

2]

_TGF = o & esae ) A
¢ () ¢ (@)
1 @ 2 i b
Accennando con Zgey Gomy e v -5 Goo 1 valori di
m @ () I
Ly seeey & PO =30 avremo

3 ()
I
i =G b s r b

e quindi

o) cm Cm o a:m . l',‘(a-f)@

9 . =] = 2 (2] ]
® e T . et ¥

Ponendo in questa formmla p valori differenti di o
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successivamente, otteniamo p equazioni lineari rispetto ai
coefficienti della (3) le quali servono a determinarli com-
pletamente in modo che la equazione
o £ M Pl M P2 L M, =

ammetta per radici i valori 7,50
1

...,o_ chela fun-
Ty’ Zp

zione o assume nei punti z, , 35, . . 3p-

INN.
Introduciamo nelle formule le funzioni

Sy, te, .. )

con argomenti dipendenti dai sistemi v,().
Innanzi tutto osservo che il quoziente

¢ () (2)
=)
¢ (@

si esprime immediatamente per le funzioni 5.

Infatti applicando il teorema di Abel agl’ integrali di

terza specie servendoci della funzione s diramata come T,
che assume un valore qualunque nei punti %, , & . . §p el
valore oo nei punti », , n: . . np si ha

G—G
@&

B Ak
Efdn(cp,wp)slog fs P
1y

&
P

da cui, facendo percorrereapivaloril ,2,..,p
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ZIJ 2. d“(cp"" )—-—Z Z‘r( (ni,50) = log T ‘t" (")

¢°6)

¢ ricordando la formula

£ F

2((m=y dm+‘m))

1

2‘ n’-(s,,e y=logC ,, & p1 s
o ((“«-; (o)
“
- 5((“'"‘3 §;£n+f=ﬁ))
. (") -_" & r; » '__'-.'__“—_
o ((“’* f duy+ kh))

e facendo coincidere le & colle ¢

()

")
onde finalmente

4@ 9((%5;_ at kﬂ)) (( o k;.))
+t«}(a) ll' 3(“" | J-l-i‘l:.)) ((w.z‘-kkn))‘

si deduce
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Per esprimere la funzione & per mezzo delle funzioni =
osservo che

4 (( %_vh[n + )
3 ((und-ka))
5 ((up—ron-FFn)),

quando le /j, sieno convenientemente scelte, divengono
infinitesime di primo ordine respettivamente nei punti

U] U] (U]
@y 3By 5000y Ty

Cy €1y, Cp
Bty B e B

sicchd la funzione

(SR CD)

L T:[, 3((":._ ”hm_-i:’-'n))

non potrd differire da & altro che per un fattor costante,

Perd la forma (10) per 1a £ non si presta per la soluzione
del problema di addizione comparendovi nell’argomento di
una funzione ¥ la wy, mentre il problema deve risolversi
con espressioni contenenti le vy, separatamente e le a0 .

Osservando peraltro che la funzione &, quando & stata
sottoposta alle condizioni di ammettere gl'infiniti (6) di primo
ordine, contiene ancora pr—p-1 costanti arbitrarie le quali
debbono determinarsi in modo che essa acquisti gl'infinite-
simi gy, €y, . .., cpdiordine »—1, e quindi pud espri-
mersi Jinearmente per mezzo di p(r—1) alire funzioni ¢4
le quali sodistino la condizione di avere esse o la loro somma
gl’infiniti di &, potremo porre

r—1
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=1 p woom

(y C‘—‘%“-&-){,.‘ leﬂl 6o

Determiniamo ora la fora delle &9 le quali dovendo
divenire infinite nei punti (6) avranno per denominatore

I? 3 ((“n = vnm+ h));

¢ s¢ prendiamo per numeralore

:ﬁ 3 ((‘“a = ?’h{'].ﬂ?n +(-1+ ;‘n))

saranno date dalla espressione

f ] (CI0]
® ?3((“"_”" +ap +h))
1

(12) b |i1 g 3((:;,. —_ v,,m—}- k,.)-)_

LA

dove le g:::: dovranno essere determinate in modo che le
g sieno diramate come T, e che almeno la loro somma
divenga infinita nei punti (6)

Vediamo quali condizioni debbono essere sodisfatte
dalle g.

Prescindendo per semplicita dagli indici ¢, I i quali
rimangono i medesimi per ogni funzione £ , e ricordando
che ad ogni sezione by le funzioni

(v, ,08...,0p)
acquistano il fattore

2oty
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easendo ag,, il modulo di periodicita dell'integrale Abeliano
di prima specie w, alla sezione f;, vedremo che la funzione
(12) acquista alla sezione by il fattore

(r)
) ) 12) )
o~ 220", —2(0" 0"+ .+ 0"

e se la &9 deve avere le diramazioni di T le g dovranno
sodisfare la condizione

M, @ g
(8)  gr +ge + .. Fgp =k wi

dove ks rappresenta un numero intero qualunque.

Resta a vedersi ora se & possibile determinare p(r—1)
sistemi di valori per le g che sodisfino le relazioni (13) e
che nello stesso tempo ci forniseano per mezzo della (12)
altrettante funzioni £/ tuite differenii fra loro e tali che
almeno la loro somma divenga infinita nei punti (6).

Le relazioni (13) si traducono nelle congruenze

I [ )
I +.'?| + .. +9t =0
(1) 2) i) .
A9} g2 49 + .-+ =0 ((modsi)

{1} 2 [r]
gp +9 + .- Fgp =0

e si vede che le g sitnate sulla medesima colonna compari-
scono tatte in una funzione %, e quindi essendo tutte eguali
a zero la funzione Z cui appartengono coinciderebbe colla
sua corrispondente del denominatore, e la 4 corrispon-
dente non diventerebbe infinita nei p punti in cni diveniva
infinitesima questa funzione. Cid perd non impedisce che la
nostra funzione ¢ divenga infinita in tutti quanti i punti (G)
quando, almeno in una delle &), comparisca ognuna delle

s((m—n"+ h))

al denominatore.

Non ostante queste limitazioni resta ancora tania arbi-
trarietd nelle g da permetterci di costruire non solo uno,
ma pilt sistemi di p(»—1) funzioni ;7.

Incominciamo dall’ osservare che le quantiti

nt 2t 3ai (r—1)mi
rl e e Ty

sono tali che ripetute » volte danno una quantiti congrua
zero, modulo = ¢, onde ponendo

/ () (2 (G}
i =0, =0,..4,0 =0
) @ G
Jum1=10,9u—1 =0y .. ".‘?F—}. =0
i W _ kni @ ki ) kni
(1) Jp =500 TR Ty
o @ 0 _
Ipt1= 0 G T = 0
1 M 2) #)
\ o =0 glp -_—-.o,‘..,_q;zo

questo sistema sodisfard le (14) e tutte le altre condizioni
cui debbono sodisfare le g, ed ognuna delle funzioni £,
diverrd con questo sistema infinita in tutti i punti (6).

Se nella (15) facciamo variare & da uno fino a r—1
otterremo »—1 sistemi differenti di g cui corrisponderanno
altrettanii sistemi di funzioni £® pure differenti non poten-
dosi aver mai
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inoltre osservando che due funzioni & della forma
5 (”l 3 Vg e vﬁ+§ L Dﬂ) I ("'I 3 P2 geey Uhgeny vﬁ‘+g : Bt vF)

ammettono infinitesimi differenti, se alla linea delle g che

hanno il valore %% facciamo percorrere tutte le p posizioni,
r

per ogni valore di % otteniamo p sistemi differenti di g, e

quindi in tutto ne otierremo

pr—1)

appunto quanti ne sono necessari per la costruzione della
nostra funzione .
Cid premesso, se accenniamo con

k k
O = P, 0. .0
la funzione

K
S(v,,v,,...,vPJr_;'_‘,...v,)

avremo

9 — i 20— )
# a)
b osi(n—on + )

da cui finalmente per mezzo della (11)
-1l p o 0] ()
(16) t=a0+3 3 a o, 3*_!(“*__‘"%)_:@_
1 Vs (v +R)

Questa espressione della funzione £ divenia precisamente

— T =

quella data dal sig. Weber nella memoria citaia quando si
supponga =2,
Infatti la formula del sig, Weber &

b e ST
(I7) zﬂa‘,+2 ﬂa”_((un_v“u;{-ﬂknﬂ([“h Dh(ey-l_h})'
15 ((e—on HE)S((a—on k)

essendo
& ni
S0y 0a . vp) =2 (05 ey - .,v,+.2_ 3+ Up)s

o se nella (16) facciamo »=2 sparisce naturalmente la
somma relativa all’ indice 7, e il prodotio si riduce a due
sole funzioni ¥ che coincidono con quelle che compariscono
nella (17).

v,

In questo modo il problema ¢ teoricamente risoluto.

Perd nella funzione £ sopra determinata le funzioni &,
che vi compariscono contengono negli argomenti frazioni
del modulo di periodicity =f i cui denominatori sono » e
percid non sono di quelle  che si designano col simbolo

A (Con))
By s fp
AT

le quali contengono negli argomenti solo le meta dei
moduli di periodicith degli integrali Abeliani di prima
specie .

Sard ulile vedere se & possibile introdurre negli argo-
menti delle {unzioni & che determinano le £® solamente le
metd dei moduli di periodicitd e per maggior semplicitd le
meta dei moduli di periodicitd =i,



Vediamo prima se cid & possibile poi passeremo alla
effettiva determinazione.

Ricordando che basta divenga infinita in ognuno dei
punti (6) la somma delle z#!, osservo che se considero
nella (14) una linea per esempio la sesima e in questa faccio
tutte le combinazioni a due a due dando alle g di ciascuna

combinazione il valore r;' , ottengo

r(r—1)
2

sistemi differenti di y cui corrispondonu altreitante fun-
zioni &0 differenti, e se questo lo ripeto per tutte le p linee
suecessivamenie ne ottengo

Se—=Dp > @—Dp

che mi serviranno certamente alla formazione della fun-
zione &,

Evidentemente fra le £ che in questo modo si costrui-
scono ve ne sono certamente di quelle che divengono infi-
nite in un sistema qualunque

a® , w0, ., ;g,-p!l}

dei punti (6), ¢ quindi la loro somma diviene certamente
infinita in ognuno dei punti {6).

Dimostrata la possibilita determiniamo effettivamente
queste funzioni {9,

Per far questo eonsideriamo una linea per esempiola lesi-
maed in questa prendiamo unag per esempio la mesima cui do

. L ;
coslantemente il valore T mentre suceessivamente assegno

Eegl s s Rt
il medesimo valore alla 1.2, 2.2, m—lesima, m 4 lesi-
ma,..,resima; in quesio modo ottengo »—1 sistemi di g,

e ripetendo questo per tutte le linee ne vengo ad ottenere
appunto

plr—1)

cui corrisponderanno altrettanie £® delle quali p diven-
gono infinite in un sistema qualunque di punti

oy L., xp{ll,
e, se m @ costante, ognuna diviene infinita nel sistema
x((ﬂ'] 3 _f.cg‘:"‘) e ¥ wp("'l.
Indichiameo con
510y 5 Ve, - Op)=((en))

la funzione
i
3(v|,ﬂ!,...,l‘}‘+-§ srsisiei Bp)

ed avremo

(18 2 ean—on™ k)3 ((un—0a® +-Fn)
) ) ﬂﬂ((un—un(m k) S((up—o® - kep))

e quindi

r—1 p , . 5 A
. @& rp—rptm TN Si((un—a® k)
i +2:“§'al '-“'l(?ﬂ:"—*’u““-"+ffh))3((“n—"’hm'.""nJ)

S.N. Lib. IV ) ?
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nella quale le funzioni 3 contengono negli argomenti sola-
mente le metd dei moduli =7 di periodicita.

Le funzioni & che compariscono nella (19) non di-
vengono infinite di primo ordine altro che in due dei
sistemi

@', 2,0, L Xl
non & difficile perd costruire una funzione Z col mezzo di
£ che divengano infinite in ognuno dei punti (6) pren-
dendo per le g solo le metd dei moduli di periodiciti =i

Per questo distingneremo prima i casi di » pari e di
7 dispari.

Se r & pari mentre nella linea lesima do alle y quei
valori adottati nel caso precedente, in un altra qualunque
{+4n esima do a tutte le g il valore T.'; ; tenendo fisso 2, che
supporrd primo con p e minor di p, e facendo percorrere
ad { tutta la serie dei valori 1,2, .., p oitengo

p(—1)

funzioni &% differenti che divengono infinite in ognuno dei
punti (6).
Se » & dispari invece nella linea /- n esima non potendo

dare a tntte le g il valore ’;‘ lo dard ad »—1 escludendo per
esempio la mesima percheé questa nella linea lesima son
sicuro che ha sempre il valore 7'.;.

Per {+4n intendo il pid piccolo numero che sodisfa

la congruenza

l+n=x(mod p).
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Cid posto avremo per v pari
" 3‘£,E+n((ﬂh~—‘v¢(~)+-’m)) 33, i +ﬂ({uh'_ﬁnm+h}}
(20) &/ -_31+ﬂ((ux-—uht~1+kh)) 3I+ﬂ((“-§'_va[‘]+h))
B
1 S((—on®4-Fp))

per # dispari

805 46 o=@ +k))3 4 (—oa®4-k))
(20) & __-'3.! +,‘((un——v,;!hj+!..h))3£+ﬂ((m_vhm Ty

o Sl i)
T (e )
onde nel primo caso
e VIS (en—on™ T2y 1 (en—nO-kn))
)z=a%+2:2:af 5 +T(“ —opm ) _9’ +n(u on R
11 ! +“ h ) l-i-?l( h h + h)
l"‘l 93—}4‘! ((“h"“ 0h(.}+‘r"h).)_-
" S — o)
" i 5!,I+ﬂ((uh_9h(“}+kh),)_r 33_{__“((“&_”#{"‘*' kh))
=N +IE:5;+,,((“:\—‘%"'J+M) ¥ F (o By))
o 5(} ! +ﬂ((wu —vpl4-y))

D>

3 % + n{(u,,—m“”‘-’fﬂ) a‘

e nel secondo
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1 p

A — oM ka))% wp— ok
21 )?;=aon_|_2 za‘ 1 (un—at 4=k )3 .”1_1_“(( w— a0+ 1y))

Sl +n ((N.A——'uhl"‘) + k)3 ! +n((lin—vh(u+k,'))
g+u((“h_‘”n"}+kn})
T1s S((ua—on k)
5 (Cup—opt4-Ten)) H F 4l ((—on+ky))
—as +2.3 Gy ) 15 S C—on )

; &!,3-1-“((“*_%("—#;;,,))
; B'H-u(( “"'“”n“'-i—k,.))

9

Da queste forme della funzione ¢ si ricava facilmente,
come era da prevedersi, I'espressione (19) col sostituire re-
speltivamente le funzioni 5 5 alle 35,1_!_,”' e SH'ﬂ'

Del resto poi tanto alla (19) quanto alle (21) (21')

possiamo dare un’ altra forma introducendo appunto le
fanzioni

S ((un))-
Epafay ey fp
i E ey y

Essendo

Hl=!‘"""+-a-'“n+6-s"‘ﬁ +..-+ tgalP

{ ) HF‘_M'{"E"IH“}‘ a“i +...+ Pay
a

2
Hp'= P +£'% + ’“p:+ cet ‘1‘!;“??
si ha
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o ((on) = 2% 5 (o44-Hy))
[:!,e!...,srl
Eyr€ay. s 8p

dove le quantith e, ,e,,..5p,¢',8',..,¢, rappresen-

tano o zero o uno; per cui ove i punti ¢y, ¢, .., ¢p ()

sieno tali che le Jy corrispondenti vengano espresse per

mezzo di meta dei moduli di periodicita sotto la forma (a)
avendosi

$((en—vnt-ha))= & TIHNEDWg 0y )

[:,,e,,.,.,zp
P
Bl 3 Eyy o oo g Bp

sard pure

"f“n—v:.-}— ) _(,-Enfn“‘:.—”n) S((en—0y))

|"3= LR S
[ & }‘h ’51+11'-:51+1:":‘p]

e quindi le (19), (21), (21") diverranno respettivamente:

s{(un- —?»'r-""‘)) Sﬂ(uh—t‘h""))
L yElgen ;!p ] EipEayeeryipyeresfp ]
?=rauﬂ+z Z"]lsl FLEEN EI+1: !I )%J !‘I’+1J"'PIP

((ﬂn—w«""’)) 3((%“*%))
[:1,:.,.. cp, ,’z,,s,, 2ep,

€ sE yu s L2 38y guvnyfp

(*) Vedasi la memoria del signor WepER intitolata «Zur
Theorie der Umkehrung der Abelschen Integrales nel Volu-
me LXX del giornale di Crelle pag, 314 paragrafo 7.
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R(C ) S((er—0)

Ciskiy s ,s;,..,tl“,..., fp By 3% yrey By oesfp

r {‘11;5;,-,S"{-l;‘"“l'l;--:sg)’ r {H's‘!ls--,ﬁ'-l“i,u"p}

C"__'ai].-l-z 1 I+n In

1 1o ((en—2n)) : 3 ((un—oy))
s.,s,:..,zH‘,‘,.., i : [:,}, Bye ey "'f]
e,',z,,..,sl;tl,..,s,. } Eiray . afp

5((a—2a))

Ey 9By o v g€ g vy, Ep

P v H '

Ll L S A e R
I4n

f 7 a,m
= o((n—2st) ;
‘l’! 53]: ce 3 fany s Ep
T TR ) &
lepn
() . S{(ur—oa))
Ey3Bayer s by Ep } Epyfaseea by Ep
[ T T s oo TTETT " LA e S I B
Cd’ano—l-z 1372300 31 tp H 1%, ,H-l, ’_i_
1 lg((‘”h“‘”ﬁ)) 1 ’3(("’&_”!1(" )]
GTL TELL ST R L [2. » Ea 300y Ep
e R ] &'y €1 yeny ‘n']
t+n

((etp—2n))
EI“:)": Eye vy fam -+ 5p
1 le’., N T Tt YRR
I-4n

a
'F[_g((un—"“h)) ¢
a.‘, LI OO ) E’:+m 4 -Ep‘
&'y Egpei el;l:l,..,ep

Nelle formule (19) (21) (21) la ¢ & espressa per fun-
zioni & le quali dipendono dall’indice ¢ che si riferisce
ai diversi sistemi delle », per cui quando questi sistemi
sieno differenti, quelle sono veramente p(r—1); ma quando
per esempio quei sistemi si riducessero tutii uguali fra loro

— 105 —

come & nel caso della moltiplicazione, allora il numero delle
z;® ditferenti fra loro si riduce semplicemente a p, e quindi
nd la (19), né la (21), né la (217 possono servire per la
risoluzione del problema della moltiplicazione.

Bisognera dungue vedere se & possibile costrnire p(r—1)
funzioni & ditferenti, e ¢'ie tali rimangano anche guando
i sistemi » coincidano.

Distinguo al solito il caso di » pari dal caso di »
dispari, ed osservo che nel primo dando alle g della linea

lesimaa 2, a4, aril valore ™ vengo ad ottenere © si-
3 g

sterni differenti di y eni mi corrisponderanno alirettante
funzioni £;®, e se il medesimo faccio nella linea I+n
contemporaneamente, ne ottengo altrettante, e quindi
in tutto », e facendo percorrere ad ! la serie dei
valori 1,2,.., p ne oltengo pr, e quindi posso fra
queste prenderne

p(r—1)

le quali mi serviranno alla costruzione della funzione §.
Evidentemente in questo modo le funzioni &,® non di-
peadono dagli indici dei sistemi v,
Nel caso di » dispari dando a 2, 4, ... r—1delle

g della linea lesima il valore ’;.‘ otteniamo ! funzioni

£, e se la stessa operazione la eseguiamo anche sulle g
della linea [4-nesima contemporaneamente otterremo r—1
fanzioni £® e daudo ad 1 valori 1,2,..,p ne otter-
remo appunto

pr—1).

Nel caso di » pari sard
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0 ei g, ((un—0p 41 )
L=1

1 g ((u—onl+-hy))

e quando ¢ varia da 1 ad ’_é otteniamo le prime 2 funzioni

o per avere le altre ; —1 basterd prendere

(H)_pzullt o0 hD
1 5 ((y—vp & Fp))

dove ¢ varia da 1 ad;—l. Quando ! prende i valori
1,2,..,potterremo p(r—1) funzioni &, per cui sara
v (2 ai 5, ((ur—oa 4 ky))
92) t—a,’ i o T e
@) b=+, ) 30l e Ry
3! wy—op -k
+sZ ay (;'H)ﬁ 34"'&"“ bl i
i 1% 5 ((un—on-F))
Se » & dispari

o3 % ((t—on+1y )
Y=l 5 ((w—vp 4Ky ))

. A
dove ¢ va da 1 ad r_g—, e per avere le alire ’::_!
basterd prendere
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(7 Hi)s (o) ((un—v®+ )
o= o) S ))
i1 gi(,gj‘:_”hm'{'kn ))
1° 5 (( oy -k )

dove I"indice m che si snppone fisso corrisponde all’ indice
di quella g che resta zero nella linea [esima quando alle

altre »—1 si da il valore '.;f‘; per cui

1
» (2 o S up—o 4Ty )
DNy O w_
(22)=a, +‘?I 12'.‘1! I:Is F((ue—o k) *
r-l
+i ay (%1"' ") F4 n((ﬂn"‘vh{m’“*'kﬁ)) E}!i(uh—vn{*‘—FJFi;)) *
o S((n—on™ k) & ((m—o -0y, )
0 S (o)

Quando # sia primo con p io dico che dando ad 7 futti i
valori 1,2,..,p non si ricade mai in un sistema di g
gia considerato perché le due congruenze

I+n ==
otn =

conducendo all’ altra

T {mod. p)

2n = o (mod. p)
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sono impossibili contemporaneamente a meno che non sia
p=l o p=2.

Considerando il easo particolare di n==1 si vede subito
che esclusi i valori 1 , 2 di p si ottengono p sistemi diffe-
renti di ¢ facendo assumere ald { tatti i valori 1,2,..,p.
Aunche dalla espressione (22) di & si ritorna facilmente
alla formola del signor Weber supponendo

r=2.
Le formule (22) (22') non sono applicabili quando sia
p=l o p=2,
per cni bisognerd trattare questi due casi in un modo

speciale onde ottenere la funzione g espressa per mezzo di
funzioni

5 ((oa)
€ 28 5.0y Ep

F. o .
Eysfgy--yEp

e tale che possa servire anche pel problema della molti-
plicazione.

Osservo intanto che le formule (16) (19) (21) (217
sono ginste anche per questi casi, essendo nelle (21) (21")
n=—0 per p=1. Incominciamo dal easo pii semplice e
cioé¢ da quello che corrisponde a

> p=l;
la congruenza

ot - - A9 =0 (mod. n¥)

)

E

— 109 —
rappresenta la (14), e guando alle g si dia a due a quat-
tro . . . ar o ad r—1 il valore ’-2. otteniamo sempli-

cemenla;o r_;:l_ sistemi di g ( che non coincidono con

(r—1) altro che nel caso speciale di »=2) per cui do-
vremo far uso anche dei moduli di periodicitd relativi alle
sezioni b,.

Cid posto se » & pari oltre considerare i sistemi delle y
che si ottengono dando a due, a quaitro, a 2 ! ({ fino

ad g) il valore “;, terremo conte anche dei sistemi che
si ottengono dando successivamente a due, quattro . . 21
(1 fino ad E) il valore ".21 + ‘%L in modo che ad [ corri-

sponda il segno superiore ed alle altre 1 il seguno inferiore.
Cosi otterremmo » sistemi differenti, e possiamo escluderne
uno a piacere onde adoperarne »—I1 come a noi abbiso-
gnano.

Cid posto le prime ° fungioni &# avranno la forma

"

5
5 g u—(vt-:-i—i"').yk)

s H 2

? : H(u—ovlti4-k)

andando ¢ da 1 ad ;, e le altre »—1 avranno la forma

5 (umo+ T2 4 k) & (u— (T2 1)

Su—v k) Fu—ol) k)

dove 1+ va da uno fino ad g—-—l ; cosicché avremo per »

pari
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r

g 8 S(u— bt-]-i-" + k)
(@) 1=+ 3], — W{S - +2)

g ¢ (4T 4 st (04T "z")m

+%} II

S(u—el + 1) S(w—v{”-!—ﬁ)

Quando » & dispari allora fissato per una g il valore

‘_;.'_' potremo ad un’ altra dare il valore T_;‘, e ad un’alira

percid il valore 1—:;“'-{? e a due, a quattro . . . a 21
(Ufinoad” 3) il valore |. J, dove per Isi prendeil segno

r—I
superiore, e per le altre ! I'inferiore, cosi otteniamo -
sislemi cui corsispondono altrettante £, e se poi diamo a

due, a quattro, a 2¢ ({ fino ad ’?) delle g il valore ’;_i

solamenle, ofteniamo altre r_z]. funzioni Z che hanno la
forma

RECCUS

S(u—uvt k)

dove ¢ va da uno fino ad ?'_'1, mentre le altre e

hanno la forma

(4D (e () AT

ﬂ

2

S(u—o ) S (u—l ]-{-k).‘}(u—b[‘ k)

)

RARLE R I RN

Flu— ol 4-E) S (u—oW4-k)

——lll—-

P
dove ¢ va da zero ad _., per cui

{%)waﬁkiﬂ s (u— (o4 )
1

T Sw—oHE)

3 e RER

. ,+1+. Su— v"‘+m(u o)

(lF=1)s).

Sr(u—v{' I-)

A ()

S(u—o0 )5 (u—o) k)

Per il caso di p=2 si pud in una linea delle g ripetere
quello che si & fatto pel caso di p=1, come pure si polrebbe
procedere in aliro modo, il che tralascio di fare per breviti
contentandomi di aver fatto vedere come la soluzione sia
possibile anche in questi casi speciali per mezzo di funzioni
¢ che non dipendono dagl’ indici dei sistemi #,®.

V.

Per considerare il problema della moltiplicazione, sup-

poniamo che i sistemi delle » coincidano; allora la (7)
diviene

2y 3y z'p
(24)  wy=roy= | duy4 | dup+ ... 4 | dwy
g Ca ep
he=1,2,....p
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mentre la (D) si riduce semplicemente a

29) v=— fdu,,-|— ﬂ'm,-l- -{-fdm,

JC
h-—l 2

Per determinare i punti 2, 2',..., 32" seguendo
il solito metodo elimino fra la (24) e la (25) le oy ed
ottengo:

f ot ir’m+ o d’isn+

=0 fduh-i- duy+- - +fd‘;* _

la qual formula si deduceva immediatamente, come & na-
turale, dalla (8) sol che vi si supponessero i sistemi delle
ay® uguali fra lovo.

Determinando adungue una funzione &' la quale divenga
infinita di ordine » nei p punti &, m,,..,x, e infinitesima
di ordine »—1 nei p punti ¢, , ¢;, .., ¢ essa diverrd
infinitesima di primo ordine anche nei punti

'

, ,
FyyZayes s 8pe

La forma della funzione &' sappiamo che sard la se-
guente

=1

rp d :2’:
¢=a®+ X i a®

1ood Fgy
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dove p dei pr+1 coefficienti arbitrari debbono determinarsi
in modo che la funzione £* abhia le diramazioni di T, ed ¢
chiaro che con questa determinazione non si introducono
irrazionalitd, rispetto alle L le altre p(r—1)-1 deb-

bono determinarsi in modo che la &' ammetta gl'infinitesimi
€y Cay»+ 5 Cp di ordine » —1.
Per determinare i coefficienti dell’equazione

@6)  ylo)=ar +ApTI4 . A0

che ha per radici i p valori che la funzione s prende nei
punti 3y , 2%, . ., 2'p osservo che la (9) diventa

U(a) By e B C'P \‘4‘“’(") ¥
Ya) T E ey & ooy ... £ 20l §H(3)

donde, al solito, dando a ¢ p valori differenti si ottengono
altrettante equazioni che ci servono a determinare i coeffi-
cienti della (26).

Per introdurre nel caleolo le funzioni & osservo prima
di totto che si ha

D e
YHa) & eorrt cozs--ab oo

AC(CENTY)L ()
LI E(ER)= (W)

Inoltre ponendo

p r—l1

g=a®, +z‘ E‘a:m;t(“'
1

essendo le funzioni & diramate come T, e tali che almeno
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la loro somma divenga infinita di ordine » nei punti
@y, &, , ., @y, e quindi dedurendosi dalle £ ponendo
in queste uguali i sistemi delle », ciod

D= p Be ., . =9 VN=2p
B * P

p=1,2,..,p.

avremo, considerando primieramente la forma (16) della
fanzione %

- 31 54l — k
@ Ema+ 33 |k

riducendosi evidentemente, coll’ ipotesi fatta, la funzioni

s - S (o0 4-ley))
& I;I. S((un—oy )

alla forma

S B (€t )2
4o ﬂ\ Sn—ont)

Se volessimo ora la soluzione del medesimo problema
per mezzo di funzioni % che contenessero semplicemente le
metd dei moduli di periodicitd =i non potremmo servirei
delle formule (19) (21) (21) ma bensi delle (22) (22).

Infatti da queste si ha

s,((un~uh+k,.))22‘
F((wp—rnthn))

el
1

A% C—rna) |3
’*E“*(*)?%ﬁmwg i
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se » & pari, e

] ATl Fi(Gep—rp+-ka)) -
= +§*?§ A Es((_“n:bnm;\_)g-{-

-1 (f_-l_H) 2i-1

+Xa,
1
se p @ dispari; e introducendo le funzioni

Eai 585 eytp
o ;
£y E5ainn e

se le quantity fy, si esprimono per mezzo di meta dei
moduli di periodicitd

2 i‘(ﬁn— n))

5 [ gz‘,:g,....,s,,...‘.‘,:p
c L2 LTI o E S
¢'=a"+ 152&; ‘5——7;,-"’ ki il s
> {1 ((en—vp))
\ £y sk yerey Bp .
51”55’:" Ep
o8
"((un—”n))
By Ea5e E;,.....,zi+n,i....,s¥1
: ;
G _H)E i 78 e ’£1+1’""=H-{: ok p
+E @ =

s((uh‘—b'n)}

;!f 383 gresy cpé
o '

CTELETIEL /

S.N. Lib. IV : 8

el i — ”ﬁﬂ@ e S (up—rnt-hp)) 51(5-,.“"_”"_*- k)
TS ((m—oy k) \ F ((ay—ent-hka)) 3((tp—on+y)

|
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— 10—
@ ) anche alle funzioni Abeliane di seconda e lerza specie.
[ % ((“n‘—"fn)) Vediamo prima di tutto come si enunciano questi pro-
"" F‘i- Egyarigfyy vees 3‘ blemi seguendo sempre la generalizzazione degli studi del
gyt + T ___3___. ignor Weber esposti nella memoria sopra citata.
7 —=a _’ X m,,no_l ! p ! p
“+2 Z“i 52 (un—on) Sieno i punti (6) determinati per mezzo delle quanti-
§ Sotarees g ta (4) mediante le (5) col teorema di inversione, e consi-
(el :5';2 ‘E:ﬂ » deriamo le due somme
(g, _
'El_] (é_‘_;) g:,, T ¢ T— eg+,.+1, ,!P 4‘ a,18) ) 0, ()
Z;’al ‘z; ,1:.; L 1—}—1, ,El+n+1, ,5 p) ; f%) jcu( )+ df(t}+ + (5)
& = —
3 ((ty—en)) _
;‘Ii‘ir’ =afp , ] a0 o (i)
i felats ,...,Sg((“ &) (289 fdr(sie.)—}-fd, (e42) -+ .'fr(s £)
h—"h, h—"n)

‘p
NEgaBapennsBly reen 2 5p 1 rljtg’-“}“-!-u:- “afp 1

le e’y m el 1,00 0 £|’,3§’,u,5rl+:a_i-1 tp ) essendo le vie d’integrazione in queste espressioni le mede-

22 ((up—ryp)) . sime che nelle formule (5); gueste somme dipendono dalle
€y 2835000y Ep

P ; o R A5
Eyyayeestp) 2@y Ly e

conseguentemente dalle
In tutte le espressioni che si sono date per la funzione £

che serve per le soluzioni dei problemi di addizione e mol- 2@, w0, ol
tiplicazione i coefficienti arbitrari debbono determinarsi in
modo che la funzione acquisti gl'infinitesimi ¢, , ¢, , .
di ordine »r—1.

% appunto facendo questa determinazione che si iniro-

e potremo indicarle con
<3 Cp

ZE(UJ"? s, . ., ?-'l:m)ize((”hm))

ducono nel calcolo le derivate delle funzioni 2, sulle quali PE‘ZE(UJ” sual JJP{“J__-'P:,e,((”“mD;
uno studio speciale sarebbe molto utile specialmente allo _ .
scopo di vedere se sia possibile la loro eliminazione dai e se ricordiamo che i punti

risultati finali.

PR PR ]

VI corvispondono alle guantita

Le formule stabilite fin qui ¢i servono per la soluzione o
: < v ; LIS : 0, Vo0, .. (i)
dei due problemi di addizione e di moltiplicazione estesi 2, B, > 208



P((Se))-3p
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avremo

(%d;z‘((va\ f dio)+ f d (- + f di(9)

1 Zp
(299 Pe " (Zz,-htﬁ =.fdn(slst)+ fdr:(:,sﬁ}—{—..-{-fdn(slga)
NN, - i o Cs cp

e il problema consiste nel determinare le (29) (29) in
funzione delle (28) (28') respettivamente, e delle quantita
note .

La funzione £ determinata ci da il modo di risolvers
immediatamente il problema: infatti se dalla (29) si sot-
traggono tutti i sistemi che si ottengono dalla (28), quando
ad ¢ si diano successivamente tutii i valoril,2,..,n,
otterremo

Zs(@""m))*% z(«))-), =fs<e)+ dr(e>+ —+ f f}:{gspr

r f,"
+2_{ f u{f{}(e}-{- m(e)-{- if .:arc %

. I}tl}

e analogamente dalle (207 e (28)

1 e

dnle,e, m(e,e T EE) | -
+§J_L{n("}+ﬁ‘j§‘”+ +‘£;f_,]\.z)g

Ora la funzione £ diramata come T diviene infinita di
primo ordine wei punti a9, infinitesima di primo ordine

((”*"’)) “'<E'=9+ j dr(eie)++ [ :ms.e.+
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nel punti 2, 23, - - . , Zp, infinitesima di ordine —1 nei
punti €, €sy...,Cp; per eui pel teorema di Abel avremo
osservando che

-

)
(dz s—z, :“':"e“a‘
] [
D= W) —
z 'a 3 z;ﬂjl e

SO0 ZEro,

ans 7 ' ; X ul S (5§)a=:
(30) As((?v,} 1) J=ZZE((L,, D._ i

_EZ (("“{']D :l:) ys,

=z

o0 B, (B3P, ((w) + 11

le quali formule risolvono il problema.

Da queste si passa facilmente a quelle che danno la
risoluzione del problema della moltiplicazione supponendo
i sistemi delle » tulti uguali fra loro; allora si ottiene:

(81) Zs (9- z‘k‘"]))zrzs((v“ﬁ])) (d;:) -
3 J(E0) =8 MO
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dove &' & la funzione sopra determinata per la visoluzione
del medesimo problema relativo alle trascendenti di prima
specie.
Le formule (30) (30") (31) (31") valgono anche per in-
tegrali di seconda e terza specie qualunque, e non & punto
necessario supporre che sieno integrali normali.

Pisa, Luglio 1873

ArseErto ToNELLI.



