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DIEL MOTO

SOPRA

N ELLISSOIDE DI U PUNTO SOLLECITATO DA FORZE

CHE HANNO UNA CERTA FUNZIONE POTENZIALE

11 Sig. CarLo NEUMANN in una memoria pubblicata nel
Vol. 56 del giornale di Cielle e che ha per titolo: « De
problemate quodam mechanico, quod ad primam infegra-
livn ultraellipticorum classem revocatur » tratia del moto
di un punto costretto a rimanere sopra una sfera quando sia
sollecitato da forze che hanno una funzione potenziale della
forma

ax? -+ by*+ez?.

Nel presente lavoro io tratto un analogo problema quello
ciod nel quale il punto deve muoversi o sopra un ellissoide
a tre assi o sopra uno di rivoluzione, con che si viene a fare
un’ applicazione degli integrali Abeliani.

I principii dei quali faccio uso sono gli stessi ed alcuni
dei risultati sono pure in relazione con quelli del Neusmaxs.

Le curve descritte dal punto mobile nel caso dellellis-
soide a tre assi hanno molta analogia colle geodetiche, e
dagli stessi prineipii scaturisce molto semplicemente la nota
equazione delle geodetiche stesse.

!
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La funzione potenziale delle forze essendo della forma

Ma*4Ny*4-Pz?

il problema avrebbe in se aleunché di interessanie, poichd,
supponendo che M, N, P siano i coefficienti di %, y*, 22 nella
formola che da la funzione potenziale dell’ ellissoide sopra
i punti situati sulla sua superficie, si studierebbe cosi il moto
che anima un punto sopra un ellissoide per la sola azione
di questo secondo la legge di Newrtoxn. Cid perd non pud
farsi in generale, poiché per poter ridurre il problema alle
quadrature & d' uopo che M, N, P soddisfacciano ad una
equazione di condizione, cui non soddisfanno in generale i
coefficienti suddetti, ed essendo essi funzioni dei tre assi, se
si volessero determinare i valori di questi che soddisfacessero
alla  condizione suddetta, si giungerebbe al risultato che
Iellissoide dovrebbe essere di rivoluzione (ed allora tutte le
formole pel caso dell’ ellissoide a tre assi prendono una forma
indeterminata ), o dovrebbe ridursi ad un ellisse.

Considerando poi a parte un ellissoide di rivoluzione
( per esempio intorno all’asse a) suppongo che la funzione
potenziale delle forze sia della forma

Mo 4-N(y* 4 2%)

e non dovendo M ed N essere soggelie a nessuna condizione
posso supporre siano i coefficienti di #* e di (y*-3*) nella
formola che da la funzione potenziale dell’ellissoide di rivo-
luzione sopra i punti situati sulla sua superficie, ed avere
cosi il moto di un punto sopra un ellissoide di rivoluzione
per la sola azione di questo gqnando 1’ azione abbia luogo
secondo la legze newtoniana, il moto per esempio di un
proiettile che si muova senza attrito sulla superficie della
terra considerata come un ellissoide di rivoluzioue.
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In tatto cid che segue faremo uso del seguente principio
di meccanica, di cui si ¢ servito il Neumany nella memoria
citata.

Sia F(a,y,2)=0 I'equazione di una superficie sopra la
quale debba rimanere, durante il suo moto, un punto mobile
sollecitato da forze la cui funzione potenziale & U=/f{w,y,2).

Prendiamo un sistema di coordinate curvilinee #, e »

sulla superficie, e I'elemento lineare ds di essa verrd dato
dalla equazione

ds*=Edu + 2F dudv 4 Gdv?,

essendo al solito

__ da\r, (dy\* dz)e
E= (3)+(3) *(a—u)’
_dwds | dydy  dsds
 dude +dudv +dudv’

o (e +(at) +a)

Se determiniamo ora dall’ equazione

I

as\ s ds | _
() (2U-—2§I.)(EG—-—I‘2)+ o du do | =0
ds
du BT
ds .
‘»F G
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la quantiti S per modo che sia funzione di u, », del tempo T
e che contenga, oltre alla eostante additiva, due altre costanti
A e B, la determinazione del moto del punto dipendera dalle
dne equazioni

dS _ du | o odv
\rfu d'l“i— Fiig s

LS rh; v
(&=FartC ar-

(2)

; Se le curve x,v sono ortogonali, F=o e le (1), (2)
diventano

. d8  /ds\® 1 ds\¢ 1

@ U= fz'r_L(zI-,) Elﬂ_(du) 26
ds  du ds | {Iv

@ a8 Y KTV

1L

Cid premesso, un punto mobile di coordinate @, y, 3,
sollecitato da forze la cui funzione potenziale &

(1) U=Mux2+Ny*+4Pz?

M, N, P, essendo quantitd indipendenti da =, y, z e da T,
sia obbligato a rimanere sopra la superficie di un ellissoide
di equazione

LTI i + 2

—a —b t—c

@ |,

dove & <b <e; determiniamo le proprieta del moto di questo
punto.
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Prendiamo sull’ ellissoide le coordinate ellittiche w, v ed
allora avremo tra le 2, ¥, z e u, » le relazioni
o oy 2t
w—a ' u—b o—
xt oyt z?

v—a b—p c—v

in cui come & noto &
w>t>e>u>-b>v>a,
che unitamente alla (2) ¢i danno

(t—a) (u—a) (v—a)

2_.. —

= (a- b) (a—c¢) :

,_(t=b) (u—b) (v—b)

@ y T (b—a) (b—c) ’

2 (t—c) (u-c) {v——c)
(c—a) (c—b)

Peo  pep (=D @—)

— u—a) (u—b) (u—c)
Gy (00—
* (v—a) (v—b) (v—¢)
Sostituendo nella (1) per a2,y% 2* i valori (3), se si
pone
I=M(t—a) (b—e)—N(t—b) (a—e)+-P(t—c) (a—b)
_Mi—a (b*—c*) —N(t—b) (a>—c*)+-P(t — ¢) (a>—b%)

@b @9 (—0)
1 MU —a) (—0) (- N(—b) (a—0) (a*+¢?)

(a—b) (a —c) (b—c)

__P(t—e) (a—b) (a*4-1%)

@=b)(a—0) —0)
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si ottiene per mezzo di un caleolo molto semplice

- 1 l(a-{-b—f—(.‘)
e Ta—b)(a—c) (b—c)_"(u+n)[(mm__l{ ]

(a4 c?)
+(a—-b} (a—c) (b—c}+H'

Sottoponiamo ora M, N, P a verificare la relazione

®) I=o;
allora la U divenia

U=H+K(utv).

11 caso particolare M=N=P=R soddisfa all’ equazio-
ne () e da

K=R, H=R[{—(a+b+c)].

Ora sostituiti per E, G i valori (4), e per U I'ultimo
suo valore nella (3) §. I, otteniamo

© K(u‘—v’)*l-(ﬂ—v)[H JS} -~ (ffs)’?m—@ (u—0) (u—c)

a1l \du, u—t
dS\* 2(v—a) (v—b) (n—Cc)
E (dv) e g ks

Se indichiamo con M il primo membro di questa equazione e
poniamo.

ds
M,=H—;5+KA+KB

() et

c)—K(u——A) (u—B),

M,= (d_s)‘ 2= a){0—) (o

)
% o K(p—A) (o—B),
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essendo A e B due costanti, abbiamo
M= (u—0v)M, ~M;4+M,.
Se ricaviamo da ciascuna delle equazioni
M,=0, M;=0, M,=o
il valore rispettivo di S e lo indichiamo con
S By, 8
& chiaro che 8, & funzione solo di T, 8, di %, S, div e la
M S=S,4848,
contenendo le due costanti A e B e soddisfacendo la (6), sard
la funzione che cerchiamo.
La (7) ci da
ds__ds, dS ds

Pl

. L A8, ds, :
ed i valori di T’ dv’ncavam dalle M, =0 , M=o sono

d8  /RKu—A (u—B) (u—10)

du— 2(u—a) (u—>b)(u—c) '
ds K(v—A) (v —B) (v—10)
&=V 2=a) =0 (o—0)’

in seguito alle quali le equazioni (4) § I, divengono nel
nostro caso, '
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Ku—A) (u—DB) (u—1) _ (u—1) (u—v) du

2u—a) (u—0b) (u—c) ~ ~ (u—a) (u—10b) (u—c)dT ’

K(r—A) (v —B) (2—10) ey (v—1) (v—u)  dv
20— a) v—0) (v—e)  (v—a)(z—b)(v—¢)dT’

le quali, posto

=V8R (= A) w=B)u—1) (—a) (o= b) (4—0)
L,=V8K(v—A) (¢c—B)(v—1) (v —a)(— b) (—0),

c¢i danno

L, du
- m:‘(u—v)ﬁ f
LT (v——u)di
v—t dT

e da queste

=0,

(e—t)du + (e—8)dv
@

w(u—it)du | v(v—=f)do
L,

]

=dT,

che integrate danno

f(u—t)du Lf(v-—i:)dﬂ =0

u—t)d p(v — ) de
fu( L;)“—Lf’( L,:) —T4C

(10)
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La prima di queste equazioni & I’ equazione della curva
percorsa dal punto mobile e i due integrali che entrano nel
primo membro sono ultraellittici di prima specie e di primo
ordine; la seconda equazione ci di il tempo T, e gli integrali
che entrano nel suo primo membro sono pure ultraellittici di
primo ordine, ma perd di terza specie.

IIL.

Facendo uso del prineipio meceanico del §. 1. troviamo
pure immediatamente 1’equazione delle geordetiche sopra nn
ellissoide. Percid poniamo U=o nella (3) §. I. ed avremo

o Bo(8) testespess,
( )‘ M—_@@:ﬁ_o
do

v—1t
Avremo quindi
M=M,—M+M,

se si pone

M=y A+B) =)

M= 2<asﬁa>i:b)(n~c)fdf] —(u—-A)B - (u—B)A
M 2@_4)(:_-_—_;5)@:9("3) —(v—A)B—(v—B)B.

Ragionando ora come nel caso preeedente avremo

(u—1)[u(A-B) —2AB]
d % 2u—a)(n—h)u—c)
ds (v—#)[v(A4+B)—2AB]
du— 2v—a)v—b)(v—e) ?
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onde, posta

2A1

A4B=q, xTp—b

V 8a(u—1) (u—f) (u—a) (u—"b)(u—c) =L,
VE(o—D) =P o—ao—0)o—0) =L’

le (4) del §. I diventano

w— £)du —Hde

D3t
wu—t)du | wlp—Hdo
Tt 2o,

dalle quali si ricava

f(u-zfl]du 4 f(vz:t’)dv_—c
fu{ul—‘.‘t}du £e fv(vi—lf)duzrr_*‘c-_

La prima delle equazioni precedenti & la nota equazione
delle geodetiche (*), la seconda ci da il tempo espresso per
integrali ultraellittici di seconda specie.

Le costanti « e £ si determinano subito, poiché dalle (1)
si ricava facilmente, chiamando s 1’ elemento d’arco di
geodetica,

ds 7
ar="?

(*) Vedi Jacosr Vorl diber Dynamil;

)
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¢ chiamando i I’ angolo che la geodetica fa colle linee o,

(2) wvecos®id-usen?i=f,

che & il noto teorema di JoamcHiMsTHAL e determina B.

IV.

Ritornando ora al nosiro problema, determiniamo la
velocita da cui & animato il punto ed il modo di trovare le
costanti A e B.

L’ elemento dell’ arco s della traieitoria del punto sara

) ds=VEdEFCdn

dove tra u e » esiste la relazione (9) del §. 11, la quale pud
anche porsi sotto la forma

’ - Glu—A)u—B)_ du?
&) = Ew—A)(»—B) dv*’

onde sostituendo nella (1) si trova

ds=w:gumﬁj

la quale, in virtd delle (8) del §. 11. diviene,
ds -
3 ar — V2K(u+v—A—B) ,

che ci da la velociti del punto mobile alla fine del tempo T.
Chimmnando i P'angolo che la nostra curva fa colle linea
di curvatura », la (2) ci da
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cos*i _ (u—A)(u—B)
senft  (v—A)(o—DB)’

dalla quale si ricava
4)  ww—{uto—A—DB)(vcos® i4-usen?i) =AB
che & un integrale primo analogo a quello (2) del §. IIL

delle geodetiche.

La formola precedenie, che in virti della (3) pud
seriversi

up - 211((%)’(1-005’ i-+usen®’)=ADB
e la (3) stessa

1 /ds N\
AtB=uts—gl r.ET)

ci permettono di determinare A e B come radici dell’ equa-
zione di secondo grado

1 /ds ™2
wt—[wto—ge(G1) o+
2
[W-—é}((;?r) (rcos? i +usen? a')]:o‘
Le quantita A e B saranno sempre reali poiché abbiamo

1 rds ™
2x—1e+v—-2K Ef’]‘)_.

"l/[”"_?:{(:ﬁ")]““ “*"2';((;;? (peosti-fusenti)
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e sviluppando la quantitd sotto il radicale, essa diventa

["“‘" 5 EIK(:;‘ s *f]‘ +4%{*(§;*)‘S°’;'2 %

quantith essenzialmente positiva.
Conosciuti intanto i valori di u, », a7 tin um istante

qualunque, per esempio al principio del moto, sono cono-
seinti 1 valori di A e B.

V.

L’ essere nel nostro caso 1’ equazione della traiettoria
data per mezzo di integrali ultraellittici ei mostra 'analogia
che esiste tra queste curve e le geodetiche; la considera-
zione dell’ equazione (4) del §. IV ¢i mostrera che quest’ana-
logia pud essere spinfa pil oltre.

Cominciamo primieramente dal vedere quali valori
possano prendere le costanti A e B.

Dovendo aversi costantemente

o>t e>u>b>v>a
avremo

(u—t) (u—a) (u—b) (u—c) > o,
(v=1) (v—a) (v b)(v—c)<o,
e le quantitd L, , L, dovendo essere reali, se supponiamo

K>>o0, (sono evidenti le modificazioni da introdursi, anche
per cid che segue, quando si abbia K <o), dovra essere

(u—A) (u—B)>o0
(@—A) (—B)<o
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e per consegenza supposio A < B dovrd aversi

u>B>r>A
e saranno quindi possibili i quatiro casi seguenti

c>u>B>b>v>A>a,
c>u>B>b>o>a>A,
ce>u>b>B>v>A>a,
c>u>b>B>v>a>A.

Nel primo caso quindi, il punto potrd muoversi in quella

porzione di ellissoide i punii della quale corrispondono ai
valori di % compresi tra ¢ e B e a quelli di » compresi fra
tra b e A. Le quattro curve u=U5, v=2A limitano quindi
due spazii separati, in uno dei quali si muovera il punto.

Nel secondo caso sard possibile il movimento nei punti
che corrispondono a tutti i valori possibili di © e a quelli di »
compresi tra ¢ e B; & quindi nella striscia limitata dalle due
curve u =1 che il punto si muovera,

Nel terzo caso potrd il punto muoversi in una delle due
zone separate determinate dalle quattro curve »=D e v=A,
@ finalmente nel quarto easv nella striscia compresa tra le
due curve v=DB.

Tuito questo & in stretta relazione con cid che succede
sulla sfera, come trovasi nella citata memoria del sig.
NEUMANN.

Cid posto, prendiamo I’ equazione (4) del §. 1V,
(1) we - (u+v—A—D) (v cos® i4-u sen® {) = AB.

I noto che dall’ equazione (2) del §. II1. si deduce che tuite le
geodetiche che essa rappresenta sono tangenti alla curva v=4.
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Nel nostro caso 1'equazione (1) ¢i mostrerd come le curve
che essa rappresenta siano tangenti alle linee di curvatura
u,»=B,A, secondo i casi.

Consideriamo separatamente i quattro casi antecedenti.

Nel primo caso la (1) & soddisfatta da =B, v=A
qualunque sia I"angolo 4; tutte le curve rappresentate da essa
passano quindi per uno dei guattro punti u=B, v=A i
quali hanno quindi una proprieta analoga a quella dei quat-
tro ombilichi nel caso delle geodetiche.

Nel secondo caso posto u=B, I’ equazione (1) diviene

Be-—(v—A) (v cos? i4-Bsen? {)=AB

che & soddisfatta da i-——%; tutte le curve (1) sono quindi tan-

genti alla linea #=B.

Nel ferzo caso posto primieramente v=A e poi v=DB si
hanno le equazioni

Au—(1u—B) (A cos? i4-usen?i)=AB,
Bu—(u— A) (B cos® i4-u sen® 1) =AD,

le quali entrambe sono soddisfatte da é=o; le linee (1) sono
quindi tangenti alle due » =A e =B,

Finalmente nell’ultimo caso posto nella (1) v=DB essa &
soddisfatta da i o e le (1) inviluppano la »=B.

YL

Per ricavare dalle equazioni (10) del §. IL. i valori di »
e » possiamo solamente far uso della prima di esse, poiche la
seconda contiene integrali di terza specie, dei quali non pos-
siamo servirei per fare I’ inversione. Sard dunque necessario
prendere una variabile ausiliaria in cui entrino integrali di
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prima specie e unifamente alla prima delle (10) del §. IL
fare con esse I'inversione.

Analogamente a cid che hanno futto LiouvitLg, e WEIER-
sTRASS nella memoria— Sulle linee geodetiche diun ellissoide
a tre assi—(Monatsbericht der Preuss. Akad. ann. 1861),
prenderemo per variabile ausiliaria la quantita

_ pdu do
ey} M=—= L|+f]':

che a cagione della (8) del §. II. sard data anche da

f (u—t) (v—~t)

Consideriamo 1’ equazione della nostra curva

® f (o Fhi f E—tie_yy
e

(-4

dove M, & costante,

L=VBR(w—1) (x—F\) (@—Fs) (@ — ) (&—F,) (o—PF3)
ele B, f,,...s0m0lea,bd,...nelloroordine di grandezza
1> >Ba > fs )ﬁl>ﬁ5'

Sostitniamo alla @ una nuova variabile z per mezzo
della sostituzione razionale

.—;r;—13|
et
Da questa avremo
__E_{:p_’ ﬁ !_ﬁ!
Te=—1™) dax _(—-—ljida y w—l=——y
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ed indicando con f; una qualungue delle By, f5, By, Bs
si ha

L) —(B—Fs)

i ( ﬁsl_lﬁn £s

_s(t—B)—(B—B),
s —___JT_- (w—1).

I unovi limiti da porsi nella (2) e nella

(] v
By Mex|duy [do
f [J’ + f Il
@ g

che non ¢ altro che la (1), chiamati w, , u, , @, , a, saranno

et
v—Ff ﬁ [N
“’__v—d 3 .3-—3 1

Falte le sostituzioni, le quantita

(o —= el el
% L 2 f L?

diventano rispeltivamente

Bt )
VOKG—fot—B ) —BE—F)

dz
PR e D
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1
VERG— Bt F =BT fo)

(1—2)ds
Wz ere=ra=ae=

Le quantita

B.—Fs
3.’—-,(‘;,

sono tutte maggiori di zero, ¢ chiamandole &, , &y , &z, 2, per

modo che

@y A @ >0,

posto

Via(e—a)(i—a)(c—ag)la—a) = Vi a, a0,

le (2) , (3) diventano

Uy a2
f dz i f dz
a,yz:“l:“n“r.;“; . ng:, LN

23950

it uy
l—2)ds +f (1) it

a,y$:¢|;°‘gﬂ.1g¢l _,&1}’::, LIPEITL T

dove

A,

=M,

2
My=MVBKE—F:) (—Ps) (—By) (—F2)

LY P
A== 8R(Z - B.) (—Ps) (U —Fy) (U~ Bs)

Se ora poniamo

(1-—z2)d=

ds
W= R W, == e ——
st, anydg,a T ¥z Ry 2y gy &y

saranno le 1y , 1wy funzioni di una superficie di Riemann di
due fogli, cinque volte connessa, i cui punti di diramazione
saranno sull’asse delle quantita reali nei punti, 0,2, e, 25,2, .
Per mezzo di w, , w, costruiamo ora gli integrali normali
U, , U,, ciod tali che fatte le sezioni a, , a,, b, , by come
fa Rieyany (1), che riducono la superficie semplicemente con-
nessa, Uy abbia il modulo di periodicith nguale a =4 nella
sezione b, e uguale a zero nella b, , ed U, ugunale a zero
nella b, e =i nella by; se allora si indicano con @, @14 ;
@y 5 @y i moduli di periodicita di U, U, nelle sezioni
@y, @y Si ha aja=0a..
Posto quindi

U,=A, w,+A, w,,
U,=A w,4+A, w,

dovranno le A, , Ag ricavarsi dalle equazioni

. 2y z, 2y A
;;:.A. fu!w:+A:fdw=, O;.—\qfdw;—i—i\,fd:u_] s
“o s 8 ay @,

(1) Vedi Rigsaxx Theoric der Abel’schen Functionen Crello Vol 54 e Prvd Newa
Theorie der wlvaciiptiochen Functivaen ( Ace. di Vieonn Yol, XXIV ) ¢ Zur Theorie der
Funetionen in einer sweiblittrigen Fliohe (Ace, dei Nat, Svizeari Vol XXII).
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. r‘ = -4 oy 2'
ele Ad, Ay dalle an—':ﬁ frht.‘.fdw,— fdv‘:-efth-ﬁ d
x5 0 (-2 ]

ay x %, s
i
o=A, f dw, A, f dios,  F=A/ f dic+A, f:u-g, B o
o 0 ne
“ - Qyg=(ly === 3 [frafu‘tfd.'(-_: —'fe‘.fu‘.:fdr!w =
onde, indicando con A il determinante formaio coi coeffi- oy %3 %3 0

cienti di A, , A,,

=3 o« . | %y xi 21 S oy
¥ 3 PR 1 wl
A’:Q_n_.% diw, ? A.'=_2‘; f:lw, A fr(m.) ffi’gr-l-]—fr.fﬂ‘i _f:fra.'| f{irc.;+fufw,
grs 0 o, a5 0 “, P
3 .

“0
wi [ i 1 Se ora poniamo
A= _'Q_A tw, , Aly= 23 dw, ,
3 ¢ %y s iy Mty
con che m,:fdl_h+ dU,, = f:ﬂ_?g{—j U, ,
. s %3 L] 15 ity iy
e
U= " w,f:hc‘-,—w,ftiu“ .
4 24 %, X possiamo per mezzo delle funzioni ¢ esprimere le w, u, per
(C)) wy , wy , @ Se siosserva, che ponendo nelle equazioni pre-
i @ a4 cedenti per U, , U, i loro valori (4) si ottiene
;
U1'—“—'__~TI. w,fuf:c:-.;——wgfriw. ,
O (8]

Gy=—

3| e dwy 4= | daey

1 s

3 1 -
2Ly oy £ m,:-;fl[}]‘fu’u.'g — M,f diey |,
f;,-f w, f(hu,-{.fﬂ'w; ) . o
oy o, oy

I %3 Ey
%3 5
m.|jf“: 2y 2, - = 2A ‘\[I-f;f‘t”'ﬁ—-"e.f;dfﬂl )
o -L‘

2
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si vede che in tal guisa si ottiene lo seopo prefisso di espri-
mere 1ty , 4, per M, , M,.
Essendo dunque

S(fm s o) =" ml|+!l£'(lll+lél)‘a“4 9{m+ ‘é){ .+’é')..“

£ Z...(—I) e %

Cl ¢ ]

(n +'2"}'n,.+e( w+‘;‘}m|+2(n + :; }u,
e servendoci delle formole date dal Rosexpaiy, si trova
facilmente

a1 1(&0, p !)JJ

Uy —1ts =-—m

Si l(ml 5 )
Hh (m, y )
(& - )z —uy) =~ Va (ay— ) z—a, (2, -—a.)m
Fa1(wy , o)
(g —1 )22 —2g) =| aaog—a)(2s—2a)(@y—a,! 3-| (., 03

Srnu(w[, 2)

¢5_*“-)(“ _“z)‘—l alon —a Yoy —a, oy —=; ]S. i o)
12 72

..mufr,.; % r],}

(ar—u )z —vg) =)/ au(oy—a, )@ —az a(«.—aﬂm
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VIL

Se nella funzione potenziale delle forze che sollecitano
il punto

(1) U=Ma*4Ny*4Ps

le M, N, P, non dovessero verificare nessuna relazione tutto
il detto fin qui sarebbe applicabile al movimento di un punto
sopra un ellissoide per la sola azione di questo, poiché posto

o0 05
@M [ s N [
") Utats)a (t—b+s) A
(] G

e o
ds
(*’—‘fu?m
]

if
essendo

sV () () )

Ia (1) & precisamenie la funzione potenziale dell’ ellissoide,
quando le sue molecole si attraggono secondo la legze di
Newton .

Dovendo perd le M, N, P soddisfare alla relaziene (5)
del §. II., hisognerd che si abbia la relazione:

[=—n(a- By(h— eYe—a))f (t—a)(t—b)(t—c) X

[ra]

sils -
f {l—ats){t—bs)(t—ct8)) =0
bl L]
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¢ siccome 1" integrale che qui comparisce non pud annul-
larsi, onde questa relazione sia soddisfatta, bisogneri che
si annulli uno degli altri fattori.

Ora perché si annulli il radicale & d’ uopo che sia
t=rec, ed allora l'ellissoide si riduce ad un ellisse di equa-
zione

T

c—aTep=1s

se poi si annulla uno degli altri fattori, 1"ellissoide sard di
rivoluzione, ma allora tutte le formole fin qui trovate pren-
dono una forma indeterminata.

Per il moto di un punto sopra un vero ellissoide a tre
assi per la sola azione di questo non si pud quindi applicare il
metodo fin qui tenuto.

VIIL

Passiamo adesso al caso di un ellissoide di rivoluzione
attorno al swo piceolo asse.

Prendiamo nello spazio un sistema di coordinate ortogo-
nali, costituito da piani passanti per una retta, I’ asse delle «,
e da ellissoidi ed iperboloidi omofocali generati dalla rivolu-
zione, intorno all’asse @, di ellissi e di iperbole omofacali
deseriite su uno di questi piani. Indichiame con ¢ I'angolo
che i piani mobili fanno col piano = y, e con = la distanza
di un punto preso sopra uno di questi piani dall’ asse o a;
avremo

y=ncosy
F=nseny.

Sul piano che consideriamo possiamo prendere le equa-
zioni delle ellissi e iperhole omoloeali solto la forma
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? %? .
a*cosh?d + asenh®d L
L x* 1

a*cos’y T wsen®y

4,0 e gsono quindi i parametri delle tre superficie che
compongono il sistema suddetto.
Le equazioni precedenti danno

w=asenhfseng

n= @ cos h 0 cos o,

e siccome
dy= dn cos y—nsen  d
dz= dn sen $-+ncos § df

I'elemento lineare «s dello spazio sari dato dalla espres-
sione

dst=da*4diy4-d s =dot 4 dn4-n2d .
Ora

dx=awsh6&euq:ldﬂ+asenhBoosgad:p,
dn—=asenh fcospdf—acoshbisenodo

per cui

ds*=as(cos h® 6—cos%p) (d62+dp*)+-a? cos h? 6 cos* g d $"
1

{
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quindi 'elemento lineare dell’ ellissoide di rivoluzione: §—
costante, sard

ds?=a*(cos h? 6 —cos®p) dp?4-a® cos h? 6 cos? pd?,

Supponiamo ora che un punto materiale debba muo-
versi su questo ellissoide sollecitato da forze la cui funzione
potenziale &

U =Ma*4-N(y*+22)
=M a2 sen h § sen? g4 N a? cos h? 6 cos? p.
Allora I’ equazione (3) del §. 1. diviene

M=Mag#sen h? § sen2¢ cos? p+Na? cos h? § cos' o Lg,?,ms*q -

dS) 2 cos?y C_{%) A
(d_:p Za¥cos h® 6—cos’s)  \dd) 2acos b8

e indicando con A e B due costanti, e ponendo

ds
g HA+B=M,,

Acos?g—Bsen®p + M a%sen h*dcos*gsen’p-4-N acosh?fcost g —
dSh 2 ©0s8
( (_{_q; ) 2{1"(&3;5 :a_cﬂsz‘?) =M,,

as\: 1
(w) Sareos ks —B=Ma

i
abbiamo

M=— M,cos?p—+ M;—M,
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laonde ragionando come al §. II. otterreino:

a8 523'{003}1’9 —cos?p)[ A—Btang®y - Matsenh?gsen’y 4 J
dg ( Nazcosh*6cos*p)

oS =
(jq‘:amshﬂI/QB 5

per cui le (4) del §. 1. daranno, nel nostro caso,

(1 J?T = i/}\ —Btang?p +Masenh®isen?p 4 Nacosh*deos®y

a*(cosh2d - cos?g)

dy V2B

2, — e e
o d'l'™ acoshb

dalle guali ricaviamo 1’ equazione differenziale della ftraiet-
toria del punto

V' Bleosh® —cos’p)

® Z-

coshgeos®el A—Btang?p+ Masenh*8sen’s + Nacosh*ocos?p

da cui integrando

. - -
Y—do= f dp¥ Bleosh*6—cos*s)
%msh Bws’cp],.-’[A—"Btang"f,o—}-}\ia*scn h*§senp +-Na*cosh?geos's]
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¢, @ P, essendo i valori di ¢ e ¢ ad un istante del moto,
per esempio al principio. Poniamo

cosp= — , d?.:.._._df._._..
Ve« 2|/ x—1
ed avremo
a0
y—4y-VB f dor(awcosh?6—1)

%2003}19 ;(x— 1)(orcosh®s — 1) Az —Blae— 1) 4
v Mazsenh?d(x — 1) Na*cosh?§]

che ridurremo alla forma canonica degli integrali ellittici di
terza specie.

IX.

Cerchiamo ora I’ arco s della trajettoria e la velocith del
punto mobile e determiniamo le costanti A e B.
Abbiamo

ds = |/ Bdz* 1 Gdg?

e in virth della (2) del §. VIIL

a*(cosh?s —cus®y) A+ BMasenh?Bsen®s +-NaPcosheos's|

ds=dyp
Acos?p — Bsen®s +Masenh®@sen’scos®y +Na®cosh?6cos'y

la quale avato riguardo alla (1) dol §. VIIL. ci da la velocita

!
vV 2A+B+Ma'senhésentp— Naeoshicos’y]

— 18RS =
Determiniamo ora il valore delle costanti A e B, Se i é
I'angolo della trajeitoria colle linee = costante, abbiamo in
generale

sen _ G dye
cos?i B ui.?g

che nel nostro caso diventa

Beos®=sen®/[ Acos?p —Bsenp4-Masenh*sen®scosp
-+ Na*eosh®fcos's]

Abbiamo quindi per determinare A e B le due equazioni

B (cos*i4-sen*sen’y) — A sendicos?p=

sen*icos?p] Masenh®6sen®p +Na*cosh?Geosts |,

d 2
B+A=! ( d’;‘) —{Ma2senh?fsen®s +Naleosh®5eos'p |,
dalle quali si ha subito

B=! (g)isen’s'cos*?,

4 . " ) :
A=! ( };)z(cos“t +-sen%isenty )—LMa’senh’ﬂscn’:p+Na’(-.oshfacos’-;2];

conoscinti quindi i valori di (;{f‘),cp,z ad un istante qua-

lunque del moto, sono determinaie le costanti A e B,
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X.

Riprendiamo l’cquazmne della traiettoria, che & la (3) dei
§. VIIL. se poniamo

P=A+4B+4Ma%enh*
= (A4-B4-Masenh26)s +4B(Nacosh®—Masenh®s)

essa diventa, posto Y—g=1'

sw:g?‘f f T*“’(““*—-lr)

]/(:c——l)( h*ﬁ) —&y) (w— )

Se si indica con e Peccentricity dell’ ellissoide di rivoluzione,
si ha

~eoshs
onda

v -
) d.uc(m—e?)
o 4 EL V w—N)o—e)(@—a N w—g)

Riduciamo quest’ integrale alla forma canonica.

—= 87 e
Se in un integrale della forma
(IJ:‘(’G-—}')
()
J Vi(w—a)(z—f) (@—7)(@—0d)

poniamo

" _7(B—a) +a (7—F)
(P—a)s*4-y—f

esso si trasforma in

2(a—7"! dz
V(a—7d) {r-—ﬁ)f ( 1-—2—__7: z‘)V (1 —29)(1—k%:Y)
essendo

2B (-2
T @—d) (y—F)

e k* deve essere reale, positivo, e minore dell’ unita.
Nel nostro caso poniamo

a=z, , =y , y=€ , I=1;

allora la trasformazione da farsi sard

_ Say—a)Pa(et —ay)
O o=y T,

€ sard
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— 188 — Ora il denominatore é negativo, e lo & ancora il numeratore,
poiché essendo

) & (1—e)(a—2) (1‘_3,)‘_/% (@:—1) (e*—m) <o

e — [ e

. (wo—1)(e* =)~ @, —T)(e*—amy) . : L

cit snecede, o perché

Se ora mnoi supponiamo che il moto abbia lnogo per
I'azione dell’ ellissoide stesso, allora x>l , >

» Na®cosh®® —Ma®senh®d >0 ma allora, poiché 2, >, , 1> ¢?, sard anche
ed il numeratore di k* & positivo, e k? & reale. Su'pponiamo .
ora che il denominatore sia positivo; allora se k%<1, stard

bene la trasformazione (1) col valore (2) di &% se & A2 >1 e quindi
poniamo

o2

xy>et, x>l

@  (@—e?) (1—w) <o:

a=u, , fi=1, 7=, =0

con che o perché
= eﬂ(}ir—x‘ij‘;j‘_"a:’(g—,l_l) 1>, , >
it = (r—e®) (1 —a) ed allora & anche

xy—ixy) (e*—1)’
(owg—ary) ( ) e>w, , 1>,
stz e 1. e quindi & verificata la ().
. . . ’ 1l k2 dato dalla (4) & positivo e se & <1 possiamo rite-
Se il denominatore della (2) & negativo, poniamo e L anfbenaasione ) waa 291, poatn :

a=z , P=1 , y=e , d=ux, a=mx , B=wx, , =1, y=¢*
allora sard con che
) (=) g (1—e?) (ay—x)
_el—m) 3wy (e2—1) it — o e— R ) ?
(8 w= et (y—uy)324-e?—we (o, —1) (e*—ivq)

2 (@a—e?) (1—an) sard J2<1.
@ ¥ -(——(—“_i,)( a1 - 8
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Caleolate dungue le quantita

'I) i b rfS fzn d4
R 77 vy pr = N = e T
(1—e) (oi—2) , (23—1) (e~ ) ’ L% V(==l—ke)

si vedrd quale sard da scegliersi tra le quatieo trasformazioni
precedenti.

Le quattro trasformazioni precedenti riducono la i)
rispettivamente alla forma

| ,  ¥=R(r—w,)+Re zdz -
( L—ezV (T—29(1—F%9)
a\e’-—x,j ‘(‘: oz

T J. (= )”V(T—’?).,l—"_?_)

Bk zidz
. 4 f(l——cz’)lf'(i—a-‘)(l—k;z‘;
pe i(ef—a,) = dz 2 0 -
= j (]-—.. L

c=k¥an®n

Ve, —a)(e*— )I’(l-—u!i(l—f!s) -
i aiacché
P e —

V) (1.~ *'—“")V(l— ) (1=t
. iy

y T—m(e— J(e--—x,)f(l-.z _”‘)VLI-""’)(I—J" )

z s
y=R -
f == )(1-—!< %) f(l—c:*)V(l——z’)(l—k’ :2)
Z

R dz R iz
£ V=0 f VA=A =)

le quali si possono tutte porre sotto la forma

-.{-RC 2z 22dz
| (1—estV(1—=3 )(1-};;;%) (1_“2)1/(1**_1‘_’!’!_ Y1 —7Eze)
dz :
P f
_T”_TT
(I—cz2 )V(]“_z =457 Ora in virth della prima delle (13) del §. 5. parte 11. della
monografia delle funzioni ellittiche del Ch. Prof. Exrico

Berri (Annali di matematica pura ed applicata, serie 1.7
Towo I1. ) si ricava

che & un integrale ellittico di terza speme
Ora se si pone
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Re

(6) 4"=R(”’""‘w")'i',;-isnacnarlua

' o Tog? oA ) Syl — 1)
[zw(a) (e —-zc.,)'l‘,looem(a_ —w:)ﬂ.,,(a-ﬁu}
Dalla equazione (D) si trae
Z=snw

e quindi la (n) diviene

f—a)sndio—+aly—F)
st 7—F

XH=

che racchiude le quattro formole particolari relative a cia-
scuna delle precedenti trasformazioni.
Ora essendo

1

= —
cos*p

abbiamo

_ (B—a)snfoty—F
005’? y(f—a)sn*w—a(y—F) :

Questa formola e la (6) risolvono completamente il problema,
perché esprimono le coordinate del punto mobile in funzione
di una sola variabile indipendente w.

D. Fraxcesco I’Arcars.



