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SUL MOTO PERTURBATO
DELLE COMETE

§ A

1. Dai pi recenti studi sul moto perturbato dei corpi celesti
risulta esser pitt vantaggioso il calcolo delle perturbazioni delle
coordinate polari di essi, anziche quello delle perturbazioni degli
elementi ellittici. Nondimeno, se trattasi di una cometa anche
questo secondo metodo & inattuabile a causa delle gran—
di eccentricith o inclinazioni delle orbite di questi corpi cele-
sti, perchd siamo condotti a serie lentamente convergenti. 11
metodo che ¢i proponiamo di trattare, dovato in sostanza ad
Hansen (*) e da noi in varie parti modificato, consiste in un
cangiamento di variabile, pel quale si hanno serie convergenti

" quanto si vuole. Si vedri che per accrescere la convergenza si
dovra aumentare del pari la lunghezza di alcani calcoli: ma
tenendo un ginsto mezzo, questo metodo & realmente vantag-
gioso, e di pratica applicazione.

II. Fra le varie specie di equazioni del moto di un corpo
celeste, noi, per la ragione sopra detta, sceglieremo quella che
& relativa alle coordinate polari, e propriamente all’ anomalia

(*) Sur les parturbations qo' dprouvent les Cométes, Paris, 1848,
8. N. Lk, VI, 1
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media, al logaritmo del raggio vettore e al seno della latitu-
dine. Tali equazioni del moto furono stabilite dallo stesso
Hansen nella sua teoria generale delle perturbazioni plane-
tarie (*); o limitandole alla 1." approssimazione, sono le ti:

81':an dt
(n R _>fzw
y= ;j (FO dt

Bs=q sen f—p cos f

essendo 87, v, 85 le perburbazioni rispettivamente, dell’ anomalia
madia, del logaritmo del raggio vettore e del seno della latitu-
dine: inoltre W, p, ¢ sono tre funzioni date dalle equazioni:

Wy o (o0 AT ir
& = Vi__eizz S s a(l—eﬁ[““(f ""”ﬂl}i?ﬁ
1]
2 Fsen(f—a)r g
gif .cos i sen Lsenf Sﬂﬂ(f‘i'ﬁ)g%

d aQ
t!f:"V_f_u_?ﬂcm i sen L cos [ sen (' +-E) 55

In queste (1) e (2) a, ¢ n, r, f, i indicano il semiasse mag-
giore, 1" eccentricita, il moto medio, il raggio vettore, 1’ ano-
malia vera e 1" inclinazione del corpo perburbato: le stesse lettere
con indici rappresentano gli el ti stessi relativi al pianeta
pertubatore. Inoltre ¢ & il tempo, Q la funzione perturbatrice,
2 la longitudine del perielio del corpo perturbatore contata dalla
intersezione delle due orbite; I & | inclinazione scambievole
di queste orbite, H il coseno dell’ angolo compreso fra r, #'.
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Infine t & una quantitai costante aunsiliaria: p, © son due
fanzioni di =, composte cogli elementi ellittici e con t come
r, f son composte con detti elementi e con {. La lineetta so-
vrapposta a W, ed a %—9 indica, che ottenuto W, e deriva-
tolo rispetto a ¢ si dee cangiare nelle fonzioni cosi ottenute
la t in ¢ e conseguentemente p in » ed @ in f.

III. Prima di passare all'integrazione delle (2) bisogna
svolgerle in serie ordinate pei seni e coseni dei multipli dell'ano-
malin media g' del pianeta perturbatore.

La funzione perturbatrice pud assumere la forma:

3) Q=m' %l— :—.'—icns (r,r)

essendo m’' la massa del pianeta perturbatore, e
(4) A= 4"2-2pr" cos (ryr)=r1Hr?—2rr'H .

Per aver 1' espressione di H, si osservi che essendo OC, OP
le orbite, C', P' i perieli, C, P la posizione della cometa e del
pianeta (fz. 1.") abbiamo:

OP'=g, COP=I
C'C=f PP=f’
e se si pone
OC =2
si ha dal triangolo COP:
(5)  H=cos (f+=)cos(f'+3)4-sen(f +2) sen(f +3)cos I

sviluppando ora questa e ponendo:

. ¢os f=ysen G , — sen f= sen
% cos Lsen F==7c0s & , cos Icos3=="cos &

si trova:



e

H=— cosfcos f' sen (2-+G )|7 sen fecosf’ cos(2+4G )+
4+ cos fsen ' sen (a-G')-Ly sen f sen f' cos (af-G')

o, infine, ponendo,

at-G=T, ad-G'=T"
abbiamo
M H=rcos f" sen (f+I)+ 1 sen f’sen (f+I)

Le T, I" son costanti in 1.* approssimazione, perché le (6)
danno:

cobg G=cos I tg B; cotg G'==— cos I cotg B

e a si prende pur costante. Cosi pure son costanti le 7,7
IV. Sviluppiareo ora le derivate di €. Dalle (3), (4) abbiamo

a9 w 0w dH

Ui
a2 e

(3) a—Ilz.m F—m, ﬁ
dQ rr

o s
= EiH—-—m M -rﬁH

ma dalla (7) si dedoce:
§%=.1 cos 7" cos (F+T)+-1' sen ” cos (f+T")

quindi le precedenti divengono:

j—f§=m- rr'(i—s e 5__13) {1008 £ cos (L T)41' sen f"cos(f-+T")}
aQ !

F_“Hl ’T’

il el
¥ d—r=""“‘ ] % ~ %) {rcosf 'sen(f+T)4-1 senf sen(f-I")} —-m'-‘i,

(©]

& —
Esprimiamo ora f* per 1" anomalia eccentrica #' col mezzo
delle relazioni:
r' cos f'=a' cos u'—a'e’
¥ sen f=a" sen 'V 1—¢?
e ponendo:
7 Vi:z?f=';|

si avrd:

g ﬁ?nm’a’r(é-— r%)[rcm{f—}—I‘)(cosu’—e‘)-l-nws(H—I")sanu']

dQ a rr
L

P o
RS =S i o
(r o= r(ﬁ__ 'ﬁ) | sen(f-+T)Y(cosw'—e') - sen(f+Tjsen ' | —m P

V. Prima di sostituire le (9) nelle (2), si osservi che nella
1.* di queste, sviluppando, si trova un termine che contiene p
senza seno nd cos w. In detbo termine, si sostituisca per p il
valore dato da

p=a(1—e')—ep cos v
che nasce dall’ equazione
C al—ey
p_'l—‘[—e 08

che dev’ essere verificata, per la natura delle funzioni p, w; e
dopo cid si sostitniscano le (9) nelle (2). Ponendo in evidenza
le quantiti relative al pianeta perturbatore le (2) diverranno:

dW i ol A " 1
(dg °—P(cosu’—e¢ )(33--— ?—_‘)—1— Qsenu (hg— FE)"_R@
1 PR 1 S 1 1

:—fi— =3(cos u'—¢ )(Ei'— ;_,—._,)—]— T senu (h:-,-- ;.'"a')

L QSRS 5. A1 1
\ig =Ulcos u'—¢ }(}13"‘ ,Ts) +Vsenu (a.s._d ;‘75)

(10)/
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ove P,Q, R, S, T, U, V dipendono solo dal corpo celeste per-

. { ; T
e S L { al:éfﬂ' cos nucos hgdg; oy = : fr"‘cos nu senhy dy
fv—T -7
2p (4TI
P— %’,‘—1‘9—”—1% cos(I +)—Breos-H 1) p LD }[cos(f— o)+ec oy .
m'aa'’s 2 "‘T(f-H [ h= _—fr"‘ sen 0w sen kg dg; fy = fr"‘aen 101 CO8 lgd_—;.'
Q= 1—'"; 2gpic08({L"+w) —Brycos(f+ ")+ u({_e,) 'LcM(f—=»)+ecc &
R_—Ema!_lrpsen(f o) " Per calcolare questi integrali, si ponga
Vi
(11) S_m aiaenlcon 4'rsen G’ senf =" et
—maa'n oo ' essendo ¢ 1a base Neperiana ed i=V—1.
T= Viea senl cosiyyrsen Gosen f Blaids s
T;;m s senlcosa-;ssenG cos re=a (1—e cos ),
o ‘aa'n .
a7 e T T cos iy, rsen(icos f se s' introduce per # la y, e si pone:
ove si & posto per brevita: e=sen d=tang § ¢,
gV 1—¢? si trova, dopo gualche riduzione:
L .
VI. Bisogna ora svolgere in serie le parti delle (10} eche (14) re=acos® Lo (1—¢ y) 1—9 v~ 1)
dipendono dal pianeta perturbatore. Faremo prima lo svolgi-
mento dei termini che non contengono A, e che rientrano nella Inoltre
forma g==it—e sen u
™ cos 1 rsennu da cui
la quale vogliamo sviluppare. 15 yoity (9‘ —y 1)
Poniamo lo sviluppo di Fourier: (15) v
12 (r"eosnu=og-}-o,cosg-+c082g+-. . .-’ seng-t-a'senZyg|-ece. quindi

{r"sennu=F+7 cosg{-H 300529 +...--Byseng -+ Zsen2y |-ecc. REE " _3{¥—§F1)+y '_)‘aa(!“ _y-_l]‘

= ._l.‘
ove cos Jg——2 .— ,ty 5
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ove
eh
3=._2

Differenziando la (15) e servendosi delle relazioni precedenti,
si trova:

dz o
= cos?} 2(1—dy) ('l —“fy )—3:
e siccome dalla posizione deriva:

dg———
sara;

{fg=.1 cost: El—tlwya(l—".r ) y

VIL Sostitnendo tutto nelle 2, 5, queste saranno ridotte a
funzioni di y. Ponendo per brevita:

in

avremo:

- a cos 1 f (1— ,_],y) (1 by ) (y+ )
[_y).!——ﬁ{yﬁy Vg rfly—y )hﬁ

e analogamente per @, B', «" Se ora si pone:
w —1
(16) l(a,ﬁ‘-;}:-f (l_']’.’f)“{l—'{.iy_-l ):Lyﬂe‘{(y“!" )d;lf
x v
w

@ facile vedere che si ha:

m  2mi2
@ cos )

oy gl(m-H Doty B)-l—l(m-}—l,l—u,—ﬁ)-‘r-g
01, n—AB)FI(n+4-1,—n—i )

— 9 _

Quanto alle =/, f, f' si pubd verificare, che indicando con
1,1, L, I;, rispettivamente le quattro funzioni precedenti,
e ponendo per un romentn:

1%

a o " 08 7
T4z
si ha:
% u'l-=—K{I+I|—I;—I.}

ﬁ'k':_Ka _'II"F;i_I 4
Bl‘”‘-l‘. (t _'I:"_Ii‘l‘ls:'

Per effettuare 1" integrazione indicata dalla (16), svolgeremo
in serie le funzioni:

-1

e | ]
g9, oY, a—yy )%, VY

e moltiplicheremo le due prime serie fra loro, le ultime due
fra loro e poi i risultati ottenuti. Si avrd cosi:

=1
(17) A—iy)* A=y TV )Gy 10, y+- O+ ..
—Dyy—14-Dyy—2—
ore
C=A—A  BitA, B
D=B—B A —]—B

2 ’
nelle quali

o A‘“‘%; S:_—ll() |.u—d(2)*_" (i)“)
|A+|f 11{1)“1;; o(a)H +(h/‘

Abbiamo dungue :
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1 2 —1 —2
L) — f wicﬂaw,yﬂ o2 —p T
1

®
Ora, se p & diverso da zero, si ha:

w w
(19 . ﬁ yPdy—0 o inoltre f d—;=2zi
1

w w0
Quando, adungue, § & positivo, abbiamo :

o) =(—1f25i D, (a.)
e se i & negativo:
I(2 ,—B, 7)=2mi C?'(a. 1)
o se f=0:
Iz, 0, ()=2ri C, (2,7

intendendo con D{a,%) e C(z,7)le D,C relative ai parametri
a,7 che entrano nelle espressioni delle A, B.
Siccome poi, com’d facile vedere dalle (18), si ha :

D, (o \—)==(—1)"C, (.,
I g TR
G\, —1)=(—1)'D,(x ,7)

troveremo infine, se 1> n:

o= " cos 2m+2§? g 0y, (m41 .3)—|-Cl+"(m+l H E}E
(20) =i, =0

2mt2,

B =a" cos ,tp}{))__“(m+1,3)—-(}'l+”(m+1,fi}z

Cosl pure, se & invece A< n si troveri:

Ay
¥

- 11 —

" fm}-2
oy ==t cos + ;?’C}._i_u(m-}-l,;.}-l—(—l]" =k Dﬂ_l(aal—}—l.g)‘
a'k=,3'l=0,

‘Zw—]—?l

,vch,;(erl ,:a)~(—1;““*D,,_l(r:=+1m§

By= —a" cos

Infine, se k=, abbiamo com'd facile verificare :

m 2
% =a cos et

gi?ic)__ L1 .B)'}-Cu(m-[—l,[i)i

3 s
o= =" cos ™ 3‘ Cppnlnt1,B)—Colm+1, a)g
Gli sviluppi (12) adunque, si ridurranno a
@1 ir:cos 1=, cos g-+-2sco8 294 . ..
rosennut= [ seng-|-f,sen 294 ...

ove i coefficienti # e B sono dati immediatamente dalle formole
precedenti,

VIII. Per mezzo delle (21) noi potremo sviluppar subito le
funzioni:

cos 1’ —¢ sen '
P T ]

che si trovano nelle (10). Gli sviluppi si ottengono facendo
prima :

m=—13, =1, poi m=—3, n=0
per la prima funzione; e facendo 20
m=—3, =1

per la seconda; dungue si porri:



cos:“,:—s =£,4& cos g'+E cos 294, . ..
(22) ;
u ' ,
f.?r= ¥ sen g'-ya sen 29' ...

ove le £, ¥ son conosciute,

Per mezzo delle stesse formole (20) (21) si possono anche
sviluppare le funzioni cos #', sen #': basta evidentemente fare
nelle (20) (21)

m=(), n=1

e le (18) vengono modificate corrispondentemente, Potremo
dunque porre:

23) cos t'=p,}p; cos g'+pp cos 29", .. .
sen i'= | sen ¢'+paseng’ . ...
nelle guali le p, p son conoscinte.
IX. Bisogna adesso sviloppare la funzione A=2 pei seni e
coseni di g’ per svolgere in serie tutto cid che & relativo al

pianeta perturbatore.
Abbiamo :

(24) Al 1 '3 20 cos (1, 1)
ove cos(r,»’) & dalo dalla (7). Inoltre:

05 r'=a'(1—e" cos 1)
@) 4, sen f=a'V1—e®sen ', +' cos f'=—=a' cos ' —a'e’
sostituendo nells (24) abbiamo:

(26) A*—=GyG| cos w6, cos? w'f Gy sen
ove

Go=a+ri4-2e'a"pr sen (f-+1)
Gy=—2 [a"yrsen (f+1')H-a"%e]
Gy—a2e®

Gy=—2a"r sen (f+T").

— 13 —

Siccome nel caso del pianeta si pud in prima approssima-
zione negligere e cosi & facile ridurre A* in una funzione
periodica e finita di seng’ e di cosg’. Infatti trascurando ¢
le (23) unite colle (20) e (18) danno:

cos w'=—¢'--cos g'+e cos?yg’
sen &' = sen g’ 1e sen 2

Sostituendo nella (206) e negligendo ¢? si ha facilmente :
(27) A'=Ly+L, cosg’ + L; cos® g'-} Ly sen ¢ L, sen g cos g’
ove é:

Ly=a?+4+2+4a' eyr sen (f4T)
L——2[dyr sen (f4T)+4'%]
Ly=—2u'¢"yr sen (f+1I")
Lg=——2a"yyrsen (f4-I")
Ly=—2a'e"y,r sen (f+1I")

X. Cerchiamo di sviluppare la (27) in un prodotto di due
fattori binomi. Poniamo:

tang I ' =w
(28) da cui o o
sen g =Trw cos _{,-'=-1W

gostituendo nella (27), essa diviene:

_ Myef 4+ Mo’ M, w? 4 My o+ M,
o (1T o?

(29) A?

ove
My=a't-Fri4-2a"r sen (f4-1)4-2[a"r sen (f+T)+a?]e
My= — dut’yyr sen (f1") (1—¢')
(30)  {My— 2[«’24-+24-6a’ & 17 sen (f417]
(M,= - dd'yprsen (f4 T (14€)
My=da' 2ri—2a’¢r sen (f4-I')4-2[a yr sen (f4-1)—ale
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Ponendo ugnale a zero il numeratore della (20) si avranuno
quattro radici o; , o, , &y , ©;, e la stessa (29) diverri:

M,
Ai= (TFu'p (w—w,) (9—w,) (v —oy) (0-—o,)

Supporremo ora che la cometa non possa urtare il pianeta
perturbatore; allora I'equazione precedente avrd le quattro
radici immaginarie, giacch® A non potra wai aunullarsi. Sieno
@y, w3 ed wg,m; le due coppie coningate, si avri:

M
B Ao i (0o (0 s

ove
oy =y oy
oty == g - o)

Rimettendo nella (31) il valore di  dato dalla (28) ed os-
servando che risnlta

= my
=y my

= ow

1

=t
si trova, dopo qualche riduzione:
M, g 1—§, g oy . %
32) A%= 0148, ) P el — 5t cang'd.
( ) 4 (1'1 ?:}\Ur 35}{ l_Hal 9 I‘H?'l ng
1By ]
. —_—— e 20
1+ °° 7T B 4
se infine si pone
M, i
(38) SR8 =
1— o
i—:—i_gf‘——-';, cos 4 -1-_1_‘—?1=.-: sen @,
%_;;ga.z? , cos D, 7 _.:‘_iﬁ._="':ﬂ sen @,
- | T2

A e
dalle quali
tang &= —1-3(%;—‘ iangd‘-;——]i}}
RS 15 S A (e 2,
(U ¥ T N E22

1a (32) diviene
(35)  A=H{1—3, cos (y'—B)] | 1—7; cos ('~ )]

e cosi A® & ridotto in fattori.
XI. Occupiamoci adesso di esprimere le 2z, @ per le (30).
Traseurando ¢2, si trovanoe le due radici w, w, date da

oe={1+e W' =1,  w=——(14& V=1
Per avere wy, w, approssimate smo ad ¢'? escluso dividiame
1" equazione :
Moot M+ Mow? - Mo M =0
pel prodotts

fo—(14e )W =T| {of- (140 =1} =i {-(14€)?
rimarri:
N,0*+ N0 } Ny=0
ove . .
Ny=a* rth-2asr son (F-H1)42{a’sr sen (1))
N,=—da"yrsen(f+1")(1—¢)
Ny=a'?4-r'—2a"rr sen (f41)—2[2a"4+*—3a"yr sen (f+I]e

Ora, siccome, a noi occorrono vy, e wy;tw, queste
posson subito ricavarsi dai coefficienti della precedente equasiml‘c
che ha appunto per radici i valori approssimati fino ad e’
delle oy, 0z Abbiamo quindi:
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. 4a’ryr son (f4-I" )(1—e')

o+ m'_a"—i—r'z—i--ﬂa'-;r sen (f+1)+2[a’pr sen (F4-T)Fa e

@342 —2a'yr sen (f-1)+4-2 [3a"yrsen (f4-T) —2a"—r*]e’
a* 13 2a"r sen (f4-T)+2[a’yr sen (f4-1) + a¥]¢

sicch® si aved :

2a’pr sen (f4-1)4-[34 *+r‘-2a";rseu(f+[_‘_)]c_'

Cd e e —darsen f 1 D)fe
2a'yr sen (f4-1")(1—¢) -

a3 ri fa i —daprsen (f+1)} ¢

Wy Wy =

g cos Py=

(36)

¢y sen Py=

Inoltre, per le precedenti, si ha :
wyFwg=0, wyto=1 4-2¢
quindi:
oy cos b y=—¢’ i, sen ¢, =0
Finalmente 1" espressione (35) diviene :
(37) A*=H| 14 cos g'{ | 1—yp3 cos (g —Py)|
ove
(38)  H=(14-¢){(a?+r*)(1—e) -+ 4da"pr sen (f+-T)e’}

Si pud osservare che <1, perchi essendo w; ed w, co-
niugate, avranno la forma :

wy==m-in w=—m—in
da cni

wy=2m  fa=m?4at
.epperd ;

4 1—|—nl'—|—?_lh‘_—l—2m’!19”-_}v_2n§’_-—_?ﬂ’_
= 1t nt 2B 2mi - 202

epperd anche g, < 1.

—_ 17 —
XIL Passiamo ora allo sviluppo di A—3., Ponendo
A*=P
bastera sviluppare la funzione P_g.
Si faccia ora
(89) §—Py=r—20, g'=2¢:
avremo :

o8 (g'—Dy)=-—cos 20=—1-}2 sen?
cos g'=1—2 sen

e la (37) diviene:
A=H|14¢—2¢ sen® s} [ 1+5:—2 42 sen® 0}

osaia

A—H(14¢) (147 1--1.?i. sen’d

29 !9]
T i T

od infine, ponendo:

5 2¢' 2
(40 HO+)(4e) =% yrp== g

si avrd:
(41) A2=T7(1—2? son? £)(1— sen®)

ove le <, 7% sono minori di 1, perchd tali sono ¢,y Si ha
dunque:
(42) Atz i(1 —s?sen® E)‘_i(l —n2 sen*g)—a

XITL Svolgiamo in serie il 1.° fattore; lo stesso svolgimento
potri poi applicarsi al 2.°

Poniamo:

8. N. Lib VL 2
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3) Wen(l—et sent§) ¥
Applicando a W 1o sviluppo di Fourier abbiamo:
W=y, cos i+ 1z cos 26 4-...

la serie riducendosi ai soli coseni perchi
W(—§=W()

I coefficienti son dati da

ossia:

19 1 (%
1.-==-—f“'cosl'£dﬁ+—- WeosifdE
% T TJo
o infine, facilmente si trova

g (F
fie=— fW cosdEdé.
= Jo

Ma possiamo scrivere:
% =
2 3 2 2
Tin—mesiédE—— chosiEdE
TJo T Jz
e mutando £ in =—& nel secondo integrale abbiamo :

=
2 8 2 [z

15=—f Weositdé+ = | W cos (in—i) di
= Jo = Jo

Ora, per i pari abbiamo:

o T e
=
4 2
(44) i j Weos 2iEd .
FJ0
e per i dispari:
72;+|=0'

Dunque la serie che da W sara
(45) Wesr,+sc08 24, con dé4 ...
XIV. Le 7 si riducono agl'integrali ellittici completi. Prima

stabiliremo una ricorrenza fra le 4; a tal fine consideriamo la
funzione :

R-:i (1—-=‘sen‘£J_& sen2i§
Differenziandola, si pubd facilmente ridurre alla forma:
AR (18 sen® &) Wocon 28 42 sen 20 sen 26 W
ovvero:

'.:(gf."_

i(2- ) ; 1) 1
dR=-—1_‘—W cos 2i & d'H—&‘ = W cos 2 (i+41)idé

+i ‘:@f%”m 2(i—1)4 Wit

Integrando e limitando fra —= e =, coll' osservare che R
cosi limitata si annulla, otteremo:

(46)  4i(2—"pa -5 (2i—1)re 2 (2iH1 Mrap—p=0

che & una relazione fra tre 7 consecutive: basta dunque ealco-
lare 1, e 7, per aver tutte le altre.
Si pud intanto esprimere la 7, per 7, Infatti:



—_— 20 -

T
2
‘h'=i ﬂ tato per 4 #i trova:
0 (1—e%sent ¥ n
° 8 T 28 48 2 2
= = = ﬂ=’"f cos2idé & o
fz cos 24 dé _ f" dé _ f® 2sen%dt ®J0(1—fsen’t): Tgh—gn
0 (1—etsen®d)ty  Jo (1—centy)t Jo (1 —ctscntt)}
& 2 = Eliminando da questa la 7, per mezzo della (46) ove si
2 2 3 faccia i==1, diviene
dé 2 [(1—c%sen®)dt 2 L3
- 2. om2ey + e 2 1 T PPRETIN
0(1-—e%sen’) 0 (1—¢c%sen®) 0(1—e"sen’t)
« 28dE
: : (48  0== f (f?_’-is o TRt C—Nn
*—2 a8 2 f s e8e
ot 4=
2 aac el &
& Jo(1—esen®)?  © O(1— esen®t)? Ora, collo stesso metodo tenuto per la determinazione di 15 si
4 trova che
e moltiplicando per — i ha:
: s 284 2 as
,_2 2 - ]_co 2§ S f__ 'f(l—s‘seu‘ E}’ dé
(47) f= i — f 0 (1—e%sen®)? & -0(1—-5’.*:1“&)‘ *

el Y01 *s*seniﬁj H

5 : i Sostituendo nella (48) abbiamo infine
@ nel secondo membro comparisce 'integrale ellittico completo

di prima specie che possiamo considerare come noto. ;L ;.
XV. Per avere v, prendiamo la funzione: A
" . 49) 0—etgppa—t BO=D [dE 16 f (1—stsentt) 1
Z=(1—z*sen®§) Z*sen 2. FEJ0(1—etentd)r  FE 0

Differenziando, potremo scrivera Questa colla (47), daranno i valori di 75,7 in fonzione

degl’ integrali ellittici completi di 1L.* e 2.,* specie che compa-

o8 Jt ] 2 i i

=_2?£§ﬂl ® ...__(I.a_..s o _cosdfdl riscono neile due equazioni. Chiamando F 1" integrale ellittico
(1—2%sen’t)2 4(1~—-s'scn’5)" 4(l—s’sen’;¥ completo di 1.2 specie, ed K quello di 2. si ricava dalla

(47) , (49):

Integrando e limitando fra 0 e ;, se si moltiplica il risul- ’



(50) 4 22
Ll = b

e siccome gl'integrali ellittici posson ritenersi noti, per le (50)
e (46) saranno note tutte le +.

Quanto al 2.° fattore della (42), indicandolo con V, si
avrd, analogamente:

(51) V=yy+vyecos20 4 v,cosd 04 ....

in cui i coefficienti si caleolano con formule analoghe a quelle
che danno le 7. Queste si calcolano immediatamente perchi =*
& dato dalle (40) per ¢ e la (45) sari convergentissima per-
chd ¢ & piceola. Le v per ora non possono ecaleolarsi, perché
7 & funzione delle coordinate della cometa; ma si ealcoleranno
in seguito.

Si vedrd pid avanti che le quantity y,v decrescono rapi-
damente in valore assoluto; dunque le serie dei moduli dei
termini delle serie W e V sono convergenti, e pel teorema di
Dirichlet, queste sono convergenti indipendentemente dall'ordine
dei termini.

XVI Cosi & facile sviluppare A~% perché

- 3
(52) A =7 *VW.

e le (45) , (51) divengono, per le (39):

W=y d-rye08¢9 4-1,c0829 ...,
V o=y —vcosPycosg +vycos2Pyeos2g —....
— vy sen Py seng’ +vysen 2P 8en2g" — ...

Si arri du ngue

(53) VW=0+4 ¥ cosg +Naeos2¢ +... ~
+a'yseny + ossen2g ...

—_— 23 —

ove, per la teoria della moltiplicazione delle serie:

o
=g, v+ z}(—l)"i va, (Tansai 1 Tan—sgi) cOS NP5

ad eccezione di

(54) No= iﬂ (—1)" van fan cos n @y

e inoltre
o0
5= EI (— 1) £ vau (famsai — Tan—si) S0 18 Py

colle seguenti avvertenze:
1.2 Quando si presenta 7_w, questo sari un simbolo che
s'interpreta coll'eguaglianza:

P= = Tm
2.9 Quando in ({y,e0 - Ya—gf) 5i presenta 7,, questo dee
cambiarsi in 2y,
Si osservi che'la (53) @ rapidamente convergente, perchd
le t impiccoliscono con rapilita,

Introducendo la (53) nella (52) si avra:

(55) A=y {-hcosg +hac082g9 +....
+g’mng’+ngsen29'+....

ove abbiamo
= 17 S (1 o Cramens n®
M=% Truvw+IZ . _‘l(_‘lf vay (fanszi - Tew—2) CO8 1 Py

,s‘-= o S (1) van (faness — Tan—ni) soR 1Dy
\

XVIL Per lo svolgimento delle (10) mancano tuttora le
funzioni
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(cos ' — &) 31-3 senu’ . ;3

Ora cost’ — ¢ si ha dalla 1.* delle (23): sicchd bastera
moltiplicare le (23) per la (55). Si troverd

BT (cosw— &) 5=y + oy + gpoos2g ...
4 zyseng agsen2g ...

ovae:

oo
y=(p—e Mt g] tuhrith=i)
2emlo= eSSt o) 3, i)
eccezione fatta di

o
Yo= (F‘n—i")ln‘}‘ - E Pt
n=1

e in queste, colle avvertenze precedenti, si tenga o,=0.
Analogamente:

(58) sen u'als-z-:o—l—s, cos g'-+zg 08 29" ..
ey seng’-}-wasen2g' L. . .

ove:
P A SN 3t owctond
n=] n=i
Wi My 1 jl e R I R CE

ad eccezione di:

— 5 -
Ty = '}N,‘Elan?'n

colle solite avvertenze, e p,= 0.
XVIIL Col mezzo delle (22), (55), (57) e (58) le (10) di-
vengono:

W,
3t_Q=.M°+M' cosg +Mycos2g 4 ....
+ Ny seng' +Nysen2g +....

|
59) £ = M;® 4 M, cosg’'+M,Mcos 2 g'4-....
+ N eeng'+Nylsen2g'4-....

gg = M® ++ M,®)cos g'+M; cos 29" ...
\ 4 NyWseng' + N sen2g'+....

ove

[ Mi=P—&)4Qu+ RN
Nie=Poy -k Quy—y) + Roo;
MM =8 (yi—&) + T2
(59) N = 8z, 4 T (wi—)
MO =T (y—E) + V =
N =Tay 4V (wi—)
Nelle (59) i coefficienti son funzioni soltanto delle coor-

dinate della cometa; sicché le coordinate dei due astri restano
separabe.

S 2

I. Dopo aver ridotto le equazioni differenziali del moto
alla forma precedente, sotto la quale saranno usate in seguito,
occorre adesso, per rendere praticamente attuabile la loro in-



s O

tegrazione, fare un cangiamento di variabili . Introduciamo
quindi una nuova variabile &, legata alle antiche variabili dalla
equazione:

(1) sen } u=4p(1—Pcos®k)

essendo #, come avanti, |' anomalia eccentrica della cometa, e
p ;! due costanti per ora indeterminate.

Ocenpiamoci ora di ridurre le quantita relative alla cometa,
a funzioni di /; e prima operiamo per r.

Avendosi, dal moto ellittico:

(2) == a(l—ecos )

se sostituiamo per cos # il valore che si deduce da (1), si tro-
va dopo qualche riduzione:

(8) r=a|l—etep*(2—2P4-31*) —ep I} (2—1*) cos 2k} ep*lteos 4k}

la quale dico che rappresenta nna sola porzione di ellisse com-
presa fra due raggi gy p, arbitrari e che dipendono dai valori
dip,l.

II. Infatti, si deduce dalla (1) che & deve farsi variare
solo in un quadrante perchi facendola variare oltre un qua-
drante, si ritrovano gli stessi valori di % in ordine inverso,
epperd la (3) darh gli stessi punti dell’ellisse, benché percorsi

. . . - . ™
in ordine inverso. Facciamo adunque variare £ da 0 a ;. Po-

nendo in (3) k=0, » prenderi un certo valore p;, dato da
(4) pre=a{l—e+2ep* 4 2ep? I — dep?l?)

e che dipende da p,l Si potranno dunque determinare queste
arbitrarie in modo che p; abbia un dato valore compreso fra
a(l—e) ed a(14-¢). Per cid basta risolvere la (4) rispetto ad 2,
ritenendo p, come dato. Si avri:

ORW e
) Ll

Questo valore posto nella (3) fa si che per k=0 viene da
essa rappresentato il raggio p,, che & quello corrispondente
all'anomalia eccentrica u; data da:

(6) ;=2 arc sen [£p(1—1?)]

ove I! & dato da (5), e che si ricava facendo k==0 nella (1).
Nella (5) la p resta ancora indeterminata,

Ponendo ora in (3) J'.=-=E la » assumerd un' altro valore py

dato da:
(N pe=a(l—e+2ep?)

Da questa potremo quindi determinare la p in modo che
ps abbia un dato valore. Si avra:

® ey B

e per questo valore la (3) dard per ].—_Ezr
risponde nll’ anomalia eccentrica u_ data da:
2

il raggio py che cor-

(9 . =2arc sen(+p)
g
b
5
II1. Sostituendo la (8) nella (5) abbiamo:

che si ottiens dalla (1) eol fare ke

(10) Py p—a(l—a)

fa—a(l—e)
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e prendendo per p, I* i valori dati dalle (8), (10), la (3) rappre-
senta la parte di ellisse compresa fra i raggi p, e py, perchd la k
variando con continnita da 0 a K la # varia pure con continuita
da ug ad w_, epperd tutti i raggi compresi fra p, e p; vengono
2
rappresentati.
Se si pone per semplicitd :

an =/ p—a(l—e)

2ae

valendosi di queata e delle (8) (10) la (3) diviene:
(12) re=a|1—e4-1p+ F1p0) Folg*—p)eos2k+ |y  (pg)eosdl]

ove i segni superiori od inferiori debbono prendersi, secondo-
che in [* si prende il segno + o il segno —.

Si pud osservare che le p,q sono comprese fra 0 ed 1.
Infatti il massimo e il minimo di p, e py essendo rispettiva-
mente a{l-4¢), a(l—e), la proprietda & evidente sostituendo
questi valori nelle (8), (11).

HResta a vedersi ora, quale delle due parti in cui resta di-
visa l'ellisse da py pa, sia quella rappresentata da (12).

IV. Per un dato valore di [, la (1) da due valori per u ai
quali corrispondono due raggi simmetrict. Per togliere que-
sta ambignita, ora che si tratta solo di fissare la posizione di
un raggio vettore, stabiliremo di contare # da 0 a = e da 0
a —x a partir dal perielio: e inoltre di prendere per u l'arco
positivo o negativo che ha il minimo valore assoluto.

Cid posto, supponiamo di prendere nella (10) il segno -5
sard allora 2> 1.

Le (6), (9) divengono allora, per le (10), (11}

#g=2arcsen | Fq) u_=—=2arcsen(xp)
=

— 20 _

Se nella (1) si prende il segno superiore, si ha da queste,
per la convenzione precedente, che p; sarh al disotto e 5, al
disopra dell'asse maggiore: e l'opposto avviene se nella (1) si
prende il segno inferiore. Ora se p; py son diversi da a(l—e),
a(l-}-e), per w=0, la (1) da

0=1—1cosk

da cui
(13) kg = arc. cos%

e ky & reale, perchi & ora ! >1 epperd IT< 1. Dungue a

Fy corrisponde il perielio, com' & facile verificare dalla (12);
epperd questa, quaudo nella (10) si prende il 4, da la parte
d'ellisse compresa fra p; e py che include il perielio, pren-
dendo in essa (12) i segni superiori.

V. SBopponiamo invece di prendere nella (10) il segno —.
Allora B <1, se il radicale <Z1; e le (6) (9) divengono

wy=2arcsen(£q) wsz==2arcsen(xp)
2

epperd se nella (1) si prende il 4, i raggi p, p, saranno en-
trambi situati al disopra dell' asse maggiore; se nella (1) si
prende il —, i raggi suddetti saranno entrambi situati al
disotto. Ma in questi casiil perielio non & rappresentato, per-
chit essendo 1?<71 la (13) di per %, un valore immaginario;
e per la posizione di p; p; non sarh quindi rappresentato nep-
pur 1" afelio.

Si pud osservare che per avere [ reale bisogna che sia p; <pg
come si vede dalla (10).

Dungue prendendo nella (10) il segno —, la (12), ove si
prendano i segni inferiori, rappresenta la parte d’ellisse com-
presa mnell’ angolo <Z 7 che fanno i raggi p, e gy e questa
parte sari al di sopra dell' asse maggiore se in (1) si prende
il 4, al disotto se si prende il —.
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Accenniamo soltanto, che per mezzo della (12) si pubd, come
caso particolare, rappresentare la semiellisse superiore, inferio-
re, laterale destra e sinistra.

VI. Il cangiamento di variabile ora effettuato non pud dar
formule che rappresentino una parte d'ellisse racchiundente
I'afelio. Per far cid bisognerd fare un’ altra posizione, cioe
porre

(14) cos ju=c=%p (1—I'?cos® k')
essendo &' la nuova variabile e p’,I' due arbitrarie che posson
determinarsi in modo che ai valori estremi di &’ corrispondano

due dati raggi vettori p, e p,. Sestituendo la (14) nella (2) ed
operando come avanti si troverebbe:

(15) r=a | 14-e—3e(p*-+a*F 20 ¢')-elg*-p")cos2h’ — -‘! e(p'+q Yeosdh

ove

(16) . /ﬂ“t?s:jﬁ‘ ¢ _l/a(l—t-i)e—p

e 8 ha

(n

Si vedrebbe, come nei #' IV e V, che se nella (15) si
prendono i segni superiori, essa rappresenta la parte di ellisse
racchiudente l'afelio, compresa fra i raggi p; e py, dei quali
p & al disopra dell’asse maggiore e p, al di sotto, se in (14)
si prende il - ; avviene 'opposto se nella (14) si prende il —.

Inoltre, se nella (15) si prendono i segni inferiori, essa
rappresenta la parte dell'ellisse compresa nell'angolo <7z fatto
da py py: e detta parte sard situata al disopra dell' asse mag-
giore, se nella (14) si prende il -; al disotto, se si prende
il —.
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VII Per mezzo delle due nuove variabili &, &' che possia-
mo cl re rispettiv t: i parmu‘e inferiore e su-
periore, si pud rappresentare tutta I'ellisse, dividendola non
solo in due parti, come avviene se i raggi p, py della (12) sono
gli stessi che quelli della (15), ma spezzandola in quante parti
si vuole, rappresentando ciascnna con una formola analoga
alla (12) o alla (15). Si pud mostrare che in queste formule i
coefficienti delle variabili k o &' posson rendersi piceoli quanto
si vuole. Infatti considerando la (12) e in essa i segni supe-
riori: per render piceoli i detti coefficienti basta prendere p, py
vicini al perielio, perché allora le p; py essendo minori di «
possiamo porre:

py=a(l—s) pe = a(1—1)

ove =, 1 son comprese fra 0 ed e: e le (8), (11) divengono

il che mostra che le p,q decrescono quanto .piit p; py son vi-
cine al perielio e cosl i coefficienti di £ nella (12) son piceoli
quanto si vuole,

Se invece nella (12) si prendono i segni inferiori, per render
pieeoli i soliti coefficienti, basta prendere i raggi p; ps poco
differenti, perche tali saranno pure le p,g: e i detti coeffi-
cienti sono

dP— el ge (—0)

Lo stesso avviene per la (15): nel caso che si prendano i
segni superiori, i coelficienti di &' son tanto pit piceoli quanto
pitt le p', ¢' =on vicine all’ afelio.

Si vede perd, che quanto piit son piceoli i coefficienti delle
(12}, (15) in tanto maggior numero di parti bisogna aver di-



asigl

viso 1"ellisse ; del resto il vantaggio di questo metodo sari
meglin apprezzato pilt avanti.

VIIL. Bisogna ora ridurre le equazioni diferenziali del mo-
to, funzioai della nuova variabile, Per brevith, faremo la sosti-
tuzione solo nella prima di dette equazioni, anche perché lo
stesso metodo deve tenersi colle altre.

Si ha

aW, AW, dt
(18) @k = d &k

sicché la prima delle (50) a cui limitiamo il calcolo, diverra

W -
(19) E‘ET_"-;A[,-{—A,cosg'-{-A,cosZg—i-...
+Byseng + Bysen2g ...
ove
dt - di
(20m A6=M[ﬂ‘ B, == N ak

Ma dalle formule del moto ellittico si ha
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P, R date dalle (11) ove le g,m,1';7 debbono ritenersi co-
stanti, & facile vedere che le A, , B; prendono la forma

(22) Ai=Xp+X,rosenf+ X rarcosf+ X, (rcosf)?
+ Xgreosfrsenf 4 Xg(rsenf)?

ove le X sono funzioni delle costanti e delle stesse quantita
v raenf,reosf.

Infatti, le X contengono le h,s,x,y,s, w che entrano
nelle M; N; (60); e le dette . ,s,ec., dipendono dalle v, che,
come risulta dal n.® XI e segrg., sono funzioni di «F epperd di p,.
Ora dalle (36) & chiaro che ¢ & funzione di #2, rcosf, rsenf:
epperd anche®le X saranno funzioni di queste guantita, e po-
tremo scrivere

A =F(r,reenf, rcosf)

essendo F' il simbolo di funzione: e forma analoga hanno
le B;.

IX. Per ridurre ora le A\ B a funzioni di & o di ¥, sie-
come la r & gii espressa per queste guantita mediante le (12)
(15), resta solo ad esprimere per k, o k', reosf,r senf.

r Pel moto ellittico, si ha

“c“=5d“ reosf—=a w—qae
. == (i cO8 =
ipale (25) % reen f=asentu 7 _ 2

n‘i—i:tg Se da queste eliminiamo # mediante la (1), abbiamo:

I
g l—e— (2 fr? il —p? S 32 ;
Differenziando la (1) ed eliminando la u si trova, col ba- (24)3" cosf’ “El__": {2 F i) mzi...‘(‘ff‘ ’cﬂiﬁ__—_

dare alla (10) rsenf=tal/ T-g[(pFq)—(p+q)eos2h IV 1. —p{(prq)cos® k¥ T4-p-(prq) cosk,

. __k2Aptq)een2k S
3 Ak a Y I—pt(pLq)eosth V1bp—(pLg) cos’k

e se invece eliminiamo ¥ servendoci della (14) avremo:

(23) 3 reosfe=af —1—e4-1p3+g 55 3p'g ) (02 —p eos2l 41 (p £q Peos i’}

i — p—— by -

Sostituendo questa nella (20) e badando alla forma delle (rsenf=+aV 1-2{(pFq)—(p :tr}_) co? 2Kk7] B

Fl—p - (p 4y Yoos®h Vigp —(p'=q)costk
3

& N. Lih. VL
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Se poi nelle (18),(19),(20) invece di k, prendiamo L', la (21)
diviene :

@6) dt r F 2(;}'__4__—1’)__593 2K

Ak aVi—ptpEg)coth VIt p —(p=q)cos® I

In tutte queste formule, il doppio segno interno & relative
a quello delle (10) (17); e I"esterno ha relazione con quello
delle (1) (14).

Si pud osservare che anche in queste formule i eoefficienti
di &,k possono rendersi piccoli guanto si vuole, per le ra-
gioni esposte al n. VIL § 2.

Per mezzo ora delle precedenti relazioni noi possiamo  ri-
durre i coefficienti della (19) a funzioni di & o & K.

Dopo di cid, resta da ridurre in funzione di & o di &' an-

che la g' che comparisce nella (19). Kceo come cid pud
effettuarsi. Si ha

g =ntt¢

essendo ¢ la longitudine media del perielio; quindi la (19}
diviene:

(27} ?P=CD+C, cos¢ + Cyeos2c¢'+. ...
+ D,senc’ -+Dysen2e'+....

ove

@8) Ci=Acosin't -} Bigenin't

D;=DB,cosint—A;senin't
Ora le A, B son gia ridotte a fanzioni di A; per ridur tale
anche ¢, non si ha che ad integrare la (21) e si troverd, indi-

cando con F il simbolo di funzione

t=F (k)

— 3D —
Sostituendo infine questa espressione di ¢ nella (28), il secondo
membro della (27) pub ritenersi espresso in funzione di k, e
t do un metodo analogo si potrebbe esprimere in funzione

di A"
X. Effettuiamo ora la trasformazione delle A, B; sinora
semplicemente accennata, ed anche quella di g'. Bisogna percid

sviluppare in serie i radicali che entrano nelle (21), (24) ec.
Poniamo

@9) R=V1—pF g cos k
B =V1fp —(ptq) cos?k
ossia
k= (1:‘:9)%[1 - T—i{‘l sen? k ]'Iz
(30) :

I L
8 =14 [1—PET o2 i?
(I4-p)*([ 1+Pcou.*.]

Svolgiamo in serie R—!, 8—', ponendo

e adoperando lo sviluppo di Fourier.
Per B si ponga:

(B1)  (1—rtsent k) F —zofs, cos 2 k- con 4 k..

ove

2ikdk
(32) et |

: Jo V1i—urfsenk

LR}

e la forma di questi coefficienti come anche 1'annullarsi delle
Tyisy si posson dimostrare come al n® XIII del §. 1.
Per 5-! si ponga invece



AR
(33)  (1—eteosth) 3=t +%; cos 2 h-t-L, cos d At . ..

essendo

T
4 [ cos2ikdk
34 = —
&9 e o V1—efcos®h
XI. Per calcolare le t, { stabiliremo nna relazione fra tre
L successive, e poi si vedri che le t si deducono facilmente
dalle §. Prendiamo la funzione

1
We=(1—c2cos? k)* sen2ik
differenziandola, potremo scrivere :

AW __2i(1—scos*H)cos 2ikdk + efsen2iksen2k d k

(1—s® cos®k)* g (1—2 cos’ﬁ)‘

Sostituendo ai prodotti dei seni e coseni le somme di cose-

ni, integrando, limitando fra 0 e g"‘ siccome

x
[W_]: =10
sl avra:
35 4i(R—eNlu—2(2i+1) Ly — (2 —1)foiue=0

che ¢i fa conoscere tutti i coefficienti, dati che sieno {; e (i3
e questi si ottengono mediante integrali ellittici completi.
Infatti

L
1 "% dk

TJO (1—2 cos? L)&

“-_n

A e

mutando in questa s % in '.'2_:__ &y essa diviene

dlk
f {1—e2gen? IL)"

che & I'integrale ellittico completo di prima specie.
Facendo poi lo steszo cangiamento nella equazione

4 ;_r cos 2 hdlk
= 0 (l—s-coa‘k)’
si ottiene

5 cos2kdk

= 0 (1—&® gen? ﬁ');.

fa=——

ma ¢ facile vedere che si ha

T
-

£ =
faa_ cos2hdk ["_ dak 2 fs_z*sen’ﬂ'r!k +dle—dk
A e — 1 .2 =T 2
0 £ Jo

(1—e?sen®H)?  JO (1—c2sen?k)? (1—z*sen®k)*
e quindi

22— 3 dk g (2 1
s ﬁ‘e_ff P -J,—"—!f(l— & sen® )2 d k
€ Jo (1—e?sen?h)? =0

per eni O, & espresso per mezzo degli integrali ellittici com-
pleti di prima e seconda specie. Quindi (§. L n.” XV, ) abbiamo:

W= H
[
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4
{ &=2F
(36) o 4
=" nl
C %=;E_!I'- en B

talché le § posson considerarsi come note.

XIL Per dedurre le = dalle { si cambi nella (34) & ing—--fc:

si troverd, per i pari:

4 (% eos2ikdk
L= o= T A
0 (1—e2sen? h)?

e per i dispari

4 . cos2ilkdl
:li‘= e 7";
FJO (1—=2sen? k)
sicché indieando con Z(a?), © (#) le funzieni {, t quando il mo-
dulo sia «* ,3®, potremo scrivere, per la (32):
(37 i (1) = % Loi ()
epperd le = si caleolano come le {.
Si pud osservare che nel caso che sia zizé e = % le 7,8
decrescono rapidissimamente. Infatti s trova per +? =%
Ty = 0,0000004

e mostreremo che & pud sempre rend confemporan te
o 1
n?, = poco diversi da 5.

2

oY,
Nella (21) comparisee il prodotto (R .8)~'s per otbenerlo

in serie, si moltiplichine le (31) (33) e si avri
- | s |
88) MS) =[(14p)(1£0)] *(wy+ weos2htw c0s 4kt-..)

ove &

1 oo
(39) oy ="y Lot +5 ¥ Tan Coneai t Can-a))

==

ad eccezione di

1>
"’a=7olo+2—‘§l‘-'zn§-

XIIT. Sviluppi ora il prodotto RS che comparisce nella
(24). Per la R, si ponga:

'
(40) (1= sen® k) =rytrycos 2k + 1y ewdk4...

ove &

vy

i
(41) r¥=% ) (1—rfsen®k) cos2ikdk

@ per la 8 si pud porre:
(42) (1—z2cos® k) G sy syc082k 4 speosd b4

in eui avremo:

s '
(43) se.-=:—t-.£ (1—e2cos® h)* cos 2ikd k.



7
Le » =i caleolano, vedremo, come le s e queste albime si
deducono con faciliti dalle §. Infatti eseguendo per parti Uin-
tegrazione della (43) avremo:

™
¢ [Tsen2iksen2kdk
By = — — R A e e

=iy (1—:%cos® k) 4

ossia
2 [2eos 2 —1) k—cos 2(i + 1)k
Sy — f === dk
2ixz (1—e® cos® I}
o infine, badando alla (34):
&
(44) Hyj - 8i (C-gi+g — i)

e cosl le s son date per le £. La s, non & che I’ integrale
ellittico completo di seconda specie, come si vede mutando k
o
in5 —k.

Con dimostrazione analoga a quella fatta al n® XIII si
troverebbe

(45) 9 () = £ i ()
e in questa e nella (37) il & & relativo ai valori pari o dispa-
ri di .
Effettuando ora il prodotto R .S abbiamo:
1
(46) RS=[(14-p)(1q)]* to+dacos 2k + ¢ycos 4k ...
ove:

mw

(47) da=ro8y 1 3 ra Caren + 520s)

— 4] —

ad eccezione di

o
Po=195 1 El a0 Fa0i
L

in queste e nelle (39) debbonsi tensre le stesse avvertenze
fatte avanti: cioé si dee porre

B == Fur y b= Ca
; . g
ed ove si trova £, 5, ai dee sostituive 2, , 28,.
t 2 i 1
Tutte quesle serie son convergentissime se 7% , & sono <

ora & sempre possibile vender piceole quanto si vuole le 7#, <%,
per 'osservazione fatta al n VIL

X1V, Merita qui speciale menzione un caso particolare co-
modissimo in pratica, ciod quando i raggi estremi, da bande
opposte dell’ asse maggiore sone ugunali fra loro. In questo
caso & p=q e bmugnn prcnﬂure i segni superiori nelle (29).
Con facili trasfor , da queste si ottiene

(48) RS_.V a1 0094?:

e con un secondo cangiamento di variabile si possono svolgere
direttamente i prodotti RS, (RS8)~!, Si ponga:

1 +c;ﬁ'} = sen® A

essendo b una nnova variabile: da questa equazione si ha

sen i =4cos2k
ossin

(49) 2h—dh+=

e di qui risnita che, mentre A varin in nun guadranie, la



'

deve variare in due: epperd diremo la % anoma’la doppia. Con
questa posizione la (48) diviene

RS = (1—p?sen? Ie)'l‘
e s ha

(50} RS=py+pacos2hi4pyeosdh4...

o 1[
®Jo

e queste si calcolano come le #y del numero precedente, giac-
chd si vede subito che

4

13y

(l—p‘sensh)écosﬂhdh

(51) : par =1 (%)

Pel prodotto (IL 8)~' possiamo porre

(52) M8y =2, 4 mcos2h+gieoadh+ ...
ove

Com2ikdh

TJ0 (1—pPsen? .'a)é

o

Pai =

le quali non son che le t ove invece di 7 sia posto p% e perd:

(53) g2 ==12i (p7)

Ma per le (37), (44), (45) abbiamo:

P
o=z Q(E2i+2(p‘) — Ly o (P )
o=+ 5 (Y

e cosi, calcolate le £, si hanno subito i due sviluppi (50) (52).

i e

Vedremo in segnito la grande importanza pratiea di questo
caso: s intende perd, che usando questo metodo, hisogna sosti-
tuire in tutte le formule il valore di & desunto dalla (49).

XV. Ritornando al caso generale, ed occupandoci per ora
esclusivamente dell'anomalia inferiore, possiamo ritenere svolte
in serie le formule di trasformazione (21) (24); giacché sosti-
tuendo in queste le espressioni date dalle (38), (46) ed unen-
dovi anche la (12), esse prendono la forma:

re=ayaycos 2h +a,cosd 4. ..
reosf=by+ bycos 2k 4 bycosdl ... .
(54) rsenf=c,+ ceos2k +c cosdk +egeosbh+....

S%\-_=d}aen2fc+ri,se114k+dnsenl].k—i—....

ove i coefficienti son costanti e calcolabili preventivamente
perché dipendono esclusivamente dalle p, g . Le serie inoltre
son convergentissime se & 72 sono poco diversi (la—f_,, cosa
sempre possibile.

Ed ora bisogna occuparsi di svolgere in serie i coefficienti
(28) della prima equazione del moto, per mezzo delle prece-
denti (54). Ricordiamo, che nelle (28) le A,B dipendono, come
risulta dalla (22), da » ,r cos f, r senf e anche dalle h,a,2,5,2,w
che pur dipendono da queste quantith. Per conseguenza biso-
gnerh prima svolgere in serie le 4* , @, dei num. XI, XIIL § 1.9,
dalle quali dipendono i coefficienti della (22).

XVL Dalle (36) del § 1. si vede che le quantita
g cos @y, 73 sen @, hanno la forma

Ar*+Brsenf+Creosf+4D

Err4Fisenf+ Greosf+-H
K rsen f4 Lr cosf

Er % Frsn/+GroosfiH

( *py 005 Py =

( 2 800 Jra ==

Servendosi delle (54) si ha
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Po+Pscos2k + Pycosd kL Preos6k-....
Qy 4 Qocos 2k Queosd b4 Qgeos bk +....

Ry 4 Rycos2h - Rocosd k4 Rgeos 64 +....
Q4+ Qeeos2h 4 Qeosdk 4+ Qpeosbh+4....

g 008 Py =

pasen by =

e giccome il quoziente di due serie trigonometriche come le
precedenti & un' altra servie della stessa forma cosi avremo:

gacos Py =DMy + Mycos 2%+ Mycosd k4. ...

(56 = T
) gasen @y =N, + Nyecos2k 4 Nycesdk {-....
Dividendo queste eguaglianze una per 1'altra, si trova, per

1" osservazione precedente, la equazione

(57) tang®y =L+ Licos 2k} Lycosd k+....

Qnadrando le serie (56), sommando i quadrati ed estraendo
dalla serie risultante la radice quadrata, si troveri com’é
facile assicurarsi, una serie della medesima forma: talchi
potremo porre:

(58) =K | Keo82k K, eosdk4....

Le (57) (58) ci danno gli svolgimenti delle ®g, %, dalle
quali dipendono i coefficienti della (22), poiché contengono le
quantith k5,2, 02,0,

XVIL Occorre dunque sviluppare le quantith ), o ec. le cui
espressioni si trovano nei numeri XVI-XVII del §. 1. Ma le
dette qnantith dipendon tutte dalle v date nel numero XV;
epperd e¢i occuperemo di gueste.

Faremo prima due osservazioni:

1. Le v posson vidursi a serie ordinate per 1o potenze
di % poichd, coms risulta dal numero XV, le v dipendono da-
¢l integrali ellittici, che si possono svolgere in serie ordinats
come abbiamo detto.

2 Fagendo le operazioni algebriche su serie trigonome-

Lo gy s
triche della forma di quelle considerate nel numero precedente,
si ottiene sempre una serie della stessa forma. Di cid & facile

assicurarsi, applicando le regole delle dette operazioni.
Cid premesso, ricorliamo che

per la (40) del § 1; per la (58) e per la seconda osservazione
precedente, si avra

(59) =M+ Hycos2h4Hcosd i 4....

e siccome le v dipendono da v come si & detto nella prima
osservazione, cosi per I'osservazione seconda applicata alla (59)
AYremo per v @ vy:

vg=0y -+ Gycos 2k 4 Gyeosdk4....
vg=0'+G'qcos 2k G cosdh 4 ...

Ora, le altre v dipendono algebricamente da queste: si
potriz dunque scrivere in generale:

(60) vgi=0,04- G, cos U +-G O cos k4. . . .

XVIIL Per mezzo di questa formula e della (57) & facile
sviluppare le h,a,2,y,2,w, perchd queste (V. numeri
XVI-XVII, & 1) dipendono dalle v, da ®; e da Z. Ma questa
si pud ridurre colle osservazioni precedenti alla forma:

(61) 7 H - 1Y, cos 284, cos At . . ..

come pud rilevarsi dalla (40) e dalla (38) del §. 1.,
Quanto alle funzioni sen n &, , cosn &, che compariscono
nelle &, s, osservinmo che si ha:
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o 1i—
cos 1 Py = cos" Py — E‘l" 21) cos'—2 Py sen® Py 4. ...
(62) ’
sen n®y=mncos" ' P send,— it ;-Lz}l[i‘;acoa"—@gseu“q;i -+

per la formula di Moivre: e inoltre

cos Py=

Vitigid,
Introducendo in queste la (57), per la scconda osservazione
del numero precedente, avremo

63 sen Py==M" ;- M'; cos 28M' cos dh+-. ...
©3)  } 008 @'+ W'y cos 2L N, cos b+ ... ..

e per I'osservazione medesima, le (62) per mezzo delle (63),

assumono la forma:

; pay § Son =ML cos A M con ...
cos nPy==N " 4- N, cos 2k-L-N ) cos 4hi+ .. ..

Infine, siccome le v son gia state sviluppate, abbiamo nelle
(60),(61) , (64) tutki gli elementi per lo sviluppo delle i,s date
dalle (56) del § 1; e troveremo subito la forma:

N=hO 1D eas 2k ) Pcosd k. ...

) ¥ o= + 03V cos 2k o0 cos 4 k.. ..

col mezzo di questa si. potranno avere le altre (V. numero

XVIL, § 1.5:
=z, -z, 082k - .. ..
(66) ‘ vi=y P eos 28 ...
=z 4zMcos2k4....
wi=wy N eos 2 4. ..

(69) Q=(mb—+m,pid-mazi+ mghi) v

— AT —
XIX. Ora ricordiamo che i coefficienti A; hanno la forma:

(67) Acm= X, + X O v senf -+ X0, cosf 4 X r cos ) 4
+ X, Opcos forsen f+ Xg(r senf)?

e le X haono la forma
(68) Xl =0, + 9 psenw -+ Qypcos
in cui &
+2(ptq)sen 2k -
1—p & (ptq) co'kV 14 p—(pLg)eosk
8

essendo le m funzioni delle costanti note a e, m’ 1,7, , "
come risulta dalle (11) e (60), quindi sono costanti esse pure;
perd aleane di esse possono essere nulle.

Badando ora alle (20) (38) & facile vedere che s troverd
I' equazione

+2(ptg)sen2f

Vi—- g_1—|— (2 +g) cos* iV 1 p — (pq) cos® %
=D,sen2% 4 Dysend ki Dysenbk+4....

(70)

Inoltre essendosi giv trovata lg forma delle &,y,2,A, non &
difficile assicurarsi che sarii:

(71) 2=09gen 2542 sen 4 k+QP sen 6L 4 ....

Infine sostituendo nella (67) per le X le loro espressioni, or-
dinando rispetto a pcosw ed a psenw e ponendo poi in luogo
dir,rsenf rcosf i loro sviluppi dati dalle (54) avremo la
forma delle A, :

Aj= (A0 sen 2 Ay, 0 sen 4 kA O sen G h4-....)
(72) +peosw (A, Msen 2 b4A Msend k4 ....)
- psen o (A0 sen 2 h-HAs P send k4. L)
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Col medesimo procedimento sinova tenuto, si troverehbe

B, =B, sen 2 % 4 By, sen 4 % +-ec.)
(73) 4+ pcos w (B g sen 2 & 4 By, sen 4 k + ec.)
+ psenw (By,0 sen 2 k 4 By, D sen 4 k 4 ec. )

e in queste 1 coefficienti A & B® son funzioni delle costanti
note a,e.m 7,7, ', ", e posson ritenersi come noti.
XX. Ma il nostro ultimo scopo & quello di trovare le espres-
sioni delle C;,D, date dalle (28).
L’ ultima delle (54) da:

dt=dzsen 2k dk +dysend bdl4....
* Integrando, abbiumo 1a fun.ua:
(74) t=0Qy+ Queos2Fk 4 Qqeosd k...

essendo Q; la costante arbitraria che determineremo in segnito.
Ora si ha:

(i 9 i)

1.2 71,234
G
1.23 T12345

cosint= 1 —

sen i fe=in t— — oo,
ed essendo in'¢ della forma (74), saranno por tali le potenze

di iu'¢, per I' osservazione fatta al namero XVII; sicchd potre-
mo scrivere:

75 08 i n' t==ey, oy cos 2lit-ey cos 4k ec.
(%) seni n' f=gg,—|8,,0 cos 2h-f-5,,, cos 4L} ec.
Introducendo ora nelle (28) gli sviluppi dati dalle (72) (73)
e (75) si trova subito:

— 40 —

Ce=(C10y,3 sen 2k--C0,,, sen 4/i-}-ec.)

~+p cos o (C19; sen 2k+C0,,; sen 4k-ec.)

—4-p seno (01, sen 2k--Cl0ly,, sen 4k-f-ec.)

Di=(D?,,; sen 24D, , sen 4k-}-ec.)

-+ cos @ (DY, g sen 284D, sen 4k+-ec.)

~+p sene (D0, sen 2k-4-D0y,, sen 4k-}-ec.).

Sostituendo ora queste espressioni nella (27) e ponendo:
[t @ .,. L
i d_L=E [Cg,2 sen 2 L0y s sen 4k--ec.] cos i e
! =)
l & - .
—|—E [D,3 sen 24D, sen 4k+ec.] sen ie’

do m1 10] 2k ] fi ic'
{-&_—=2‘D{C g sen 260, sen 4h-fec. Jeos i e
S i=|
w5
+ ¥ [D0,3 sen 24D, sen 4lif-ec.] sen i o’

=1

2 ®

=y [C0,,; sen 2h+4-C0,,; sen 4k f-ec.] cosi ¢
=0 i

= .
\ +3 [Di. sen 2k4-Din,,, sen 4 k-ec.] seni ¢’
&1

essa (27) diviene:

dW, dT aP =
7 Tk = grtecos Wfﬂ'-l_" senw o

e le p, w essendo costanti, potremo integrare separatamente
ciascuna delle (76).

Analoghe espressioni si troverehbero per le altre due equa-
S. N Lib. VL 4
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zioni del moto (10} del &. 1; ma non contenendo queste o, né w,
si avrebbe: .

dp = o ) i
&-!-;:-E [EW, sen 284K, sen 4k . . .] cos i ¢
@8 Y =0
) ®
+ 3 [F, sen 2%-F0), sen 4k+-....] senic

=]

. dy
€ cosi per .

d

XXI. Quando le equazioni del nioto sieno ridotte alla
forma precedente, la loro integrazione si pud immediatamente
effettuare. Ma la determinacione dei coefficienti in funzione
delle costanti, &, con questo metodo, praticamente quasi im-
possibile, come gi vede dalle operazioni che abbiamo dovute
indicare per giungere a trovare la forma ultima delle dette
equazioni. Bisognerd dunque caleolare numericamente i coeffi-
cienti delle (76), (78) per mezzo dei valori numerici delle
costanti, servendoci di un altro metodo che ¢i fornira wvalori
sufficient te approssimati pei coefficienti che cerel

Prenderemo  soltanto a considerare la prima delle (76) le
altre trattandosi analogamente; e la scriveremo pit semplice-
mente cosi: .

v w
g%cz [C9 sen 2k+-C, sen 4k+4-ec.] cos i ¢’

w
+ b [ D, sen 2k--DO; sen 4-ec.] seni ¢

i=1

Se ora, generalments, A & una funzione di psen o,
peosw come la (77), indicheremo con A, la parte di A indi-
pendente da pcosm e da psenw. Quindi badando alle (20),
(27) e (28) di questo paragrafo e alle (60) del §. 1, e ricor-
dando che P, ), B sono funzioni di peosw, psenw, si ha
subito:

(80)

— 3l —

€0, sen 2h -+ Cy 9 sen 4 k + ec. =

==| Py(yi—E+-Quzi+Ryh] j% cosin't—I—[_I’GJ;,—}—Q..(({-'.-I.)-[—Rda.']%;-‘_sen in't

D sen 2k D0 sen 4 & + ec. =

i '
=[Py 4-0Q, (=) B3] i kcosin'f —[Pylyi—E)+ Qe t Rnl;]gi senin't

i valori di Py, Q,, R, deducendosi dalle (11) del §. 1.

XXIIL Le serie coefficienti di cosie’, senic’ nella (79) sono
convergentissime se la divisione dell’orbita & fatta in modo che
4 ,2? sieno poco differenti da I;,; perché in guesto caso abbiam
veduto che-le serie dipendenti da 2, <* son rapidamente con-
vergenti, e da queste derivano gli sviloppi delle C;, D;. Pos-
siamo dungue considerare ciascuna di quelle serie coefficienti,
come un polinomio, rigettando tutti i termini successivi ad
uno pecolissimo che si sceglie gome ultimo. Ora, siccome la
somma di ciasenna di queste serie & data dalle (80), se ci
arrestiamo al termine /™ avremo:

(81)  Cl,sen 2h-1C, sen 4k—+ ... ~-Cly sen 2lk=1"

ove abbinmo per la prima delle (20):

(82) P={Py(y—8)+ Qort Ry G cosi't-+ [P+ Qular—)

+Roa;]§% sen in' .

Cid posto, noi possiamo caleolare la I per un valore qua-
Iungue di  senza difficolth, perché basta caleolare le singole
parti della (82), Py, Qg Ry, # & ec.; e le &, g, y ec., si pre-
stano al calcolo numerico, perchi dato £, si ha sabito ¢, P, e 72
e la serie che danno X s, ec., s'mo convergentissime. Calcolata
quindi I', e introducendo lo stesso valore di & mel primo
mewmbro della (31), avrenio un' equazione sensibilmente esatta
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fra le C e indiecando con I'y, I'y ec. i valori ealeolati delle T,
pei valori Ky, Ky ec. di &, avremo il sistema:

Ct, sen 2, 4-C9, sen 48+ . . . . 4-COy gen 21 k=T,
(83) C' sen 2k,-1-Ct sen 4y .. . A-Cy sen 21 b=,

C, sen 2k -C, sen 4l . . . . A-Cyy sen 21 fi=1"

Le C son le stesse in ogni equazione peiché indipendenti
da k; esse son le sole incognite, essendosi caleolati anche
sen 2k, sen 41, ec. ; inoltre abbiamo tante equazioni quante in-
cognite; quindi il sistema (83) serviri a darci i valori delle C
con sufficiente approssimazione.

XXII. Si pud osservare che la risoluzione del sistema (83)
si agevola in pratica colle seguenti avvertenze:

Si prenda ! potenza di 2, e si ponga dapprima [=2n.
Inoltre degli I valori delle & si tengaio per ora indeterminati
i primi n, e si prendano gli altri # come segue:

(84) Euay=g Hkyy bnsa=TAkg s - o - b=k

Sostituendo questi valori nelle (83) e sommando e sottraendo
le equazioni 1.* ed (n4-1)%, 2.* e (n+42)%.... n® ed I, il si-
stema si scinde negli altri due:

(853) C@, sen 2k, 4-C0; sen 6k, 4. . . .0y, sen (21—2)k,=A,
e
(96) €, sen 4k, —-Cy sen 8%, +-. . . .C sen 21 k=B,
in ciascuno dei quali r=1, 2, 3....n.
Quest’ nltimo  sistema pud scindersi in due altri; poiché

per ipotesi si pud porre n==2n', e si possono determinare le
kwtigs Kyezy - oo o by in modo che sia
=

Baors o 54l Bwes= ks « v+ =g e

By e
Sostituendo nella (36), ed operando come gia si & fatto,
questo sistema si scinde negli altri due:
C, sen 4k, —4-CO,y sen 12k, ..+ Oy, sen (21—4) k,=C,
(87) C sen 8k, +C9; sen 16k,4- . . . .CPy sen 21 k=D,

ove r=1,2,8,...0
Analog te pracedendo nel

altre n'* delle /i, se n'==2n", col porre:

(87), e determinando

B ke« Ko

quel sistema si scinde ancora in due. Cosi continuando, si
giungerd, se & [=2" al sistema:

C, osen 20 | 4-CO ) osen 204 [ ==X,
2 a

per r==1, 2,
Se ora si pone finalmente

b i':.;.."']"l

quel sistema si scinde nelle due equazioni:

Cn  gen 20 =Y C gen 200 =7
m 2

e resta arbitraria . Tutte le alire /: si trovano con successive
sostituzioni espresse da

0 27 1—1
knk|+; 1 kl"}' '; 1 "“\ﬁ;‘l"""a—‘-'t

Prendiamo ora 1‘,#{} poichi cosi non si annulla nelle (83)
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aleun termine e le J: risnltano fra loro equidistanti: si avei
allora: .

- LT z 41—3
=ZEJI‘=;H = TREEE b=——"=%

41

k,

-

¢ questi saranno i valori delle L da prendersi affiuchd il si-
stema (B3) i seinda in molti altri, ciascuno con uwn numero
minore d'incognite. !
XXIV. Per mezzo di questo metodo si possono ritenere cal-
colati tutti i coefficienti delle equazioni del moto, e in modo
te spedito, poiché il calcolo delle I', (82), dipende

da quello delle P, Q, R, &, 0, 2, i, 75y 105, (a;—, cosin't,esenin’f.
Dato un valore %, di [, si calcola subito la v? del numero XII
§. 1, da cui dipendono gl'integrali ellittici e perd le §, y,a,2,m,h,5
che si trovano facilmente calco'ate, essendo espresse per serie
convergentissime. Le P, Q, R dipendono da rsenf, rcosf: e
questi el ti si caleol numeri te senza troppa diffi-
coltia per mezzo delle serie (54) che posson rendersi convergenti

. . dt . s e
a piacere: infine T caleola coll'ultima delle (54) e cosin'¢

si ottiene per mezzo del valor numerico di ¢ caleolato colla
(74), lasciando indeterminata la costante arbitraria.

Abbiamo dunque, come ¢i eravamo proposti in questo pa-
ragrafo, svolte in serie le equazioni del moto, in funzione della
nuova variabile, per mezzo della gquale ¢i & stato possibile di
calcolare i coefficienti delle serie medesime con sufficiente fa-
cilith ad onta delle grandi eccentriciti ed inclinazioni delle
orbite cometarie.

S 8.

I. In questo ultimo paragrafo ¢i occuperemo dell’integra-
zione delle equazioni del moto, gia ridotte ad una forma a
eni @& appliceabile I'integrazione immedinta,

Disogna dapprima determinare la costante arbitraria che
entra nelle equazioni da integrarsi, e che fu introdotta nella
espressione del tempo data dalla (74) del § 2. Si prenderd
percio per origine del tempo I'istante in cni k=0, ciod
quando la cometa passa pel punto dell'orbita che ha per
cordinate gy, 1y (V. 00 IL § 2. Allora la (74) diviene per
t=—0, h=0:

0=0g +Qu Qi+ . ..

da cui

() Q=—¥ 0

e cosi la costante @ determinata: quindi i coefficienti delle
equazioni del moto posson ritenersi interamente conoseinti.

Prima ancora di pas-are alle integrazioni, bisogna dividere
T'orbita in varie parti, per caleolare con formule analoghe a
quelle stabilite nel paragrafo precedente, le perburbazioni in
tutta 1’ orbita. Questo modo di divisione & arbitrario: abbiamo
perd gii osservato, che quanto pid piceole si prendono le
varie parti dell' orbita, tanto pilt convergenti riescono le serie
che servono al calecolo numerico dei coefficienti.

D' altra parte perd, pilt sono le parti dell’orbita e pilt
bisogna ripetere i calcoli sinora indicati: converri dunque
tenere un ginsto mezzo per conciliare una sufficiente conver-
genza delle serie con un numero piuttosto piccolo di punti di
divisione.

II. Per effettuare le integrazioni noi sceglieremo il caso
particolare in cui si prendano due soli punti di divisione si-
tuati agli estremi dell’ asse minore. (Juesto casoe corrisponde
all’ anomalia doppia di eni si parld nel numero XIV del §. 2.9,
ed in pratica & sufficientissimo, poiché ora i raggi estremi che
dividono le due parti sono:

pr==pr=2
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epperd la p* data dalla (8) § 2.9 diviene

per 1" anomalia inferiore ed anche p'? = 5 por la superiore: sic-

cha tutte le serie in questo caso dipendendo da p? o da p'? come

si vede al numero XIV, esse sono convergentissime il che
risulta dal n." XIL

Adottando dunque le anomalie doppie, bisogna supporre
di avere trasformate le formule differenziali, colla equazione

(49) & 2.9 che @
(2) Qh=4 k4=

Prendendo il segno inferiore, la & andri da ——; a :: ela
(79) prende la forma

dar ) ; ;
i ED[C{"i cosh | U sen 2h-COy cos 3. . ..] cos ichy

@)
+3 (DO, cosh—-D; sen2h + Didcos 3. .. ] seni ¢’y

=1

ove le C, D si deducono subito da quelle della (79); supposte
perd, queste, caleolate per p—p,=a.
Analogamente, per I'anomalia superiore, si troverebbe:

dar
&};=.E [T, cosh'4-T', sen 2k'+-T'0, cos Bh'4-...] cosic
W =

—-f—E [A®, cosh’'-+Al, sen 2h'-AD; cos 31 . ] seni ¢
i=l S

— 3T —
e nella precedente, ¢y indica 1'anomalia media del pianeta per
I'origine del tempo che abhiamo scelta.
Tutte le altre formule differenziali relative a W, E, p, ¢

sono analoghe alle precedenti epperd tratteremo solo le (3), (4).
TIL. Avendo preso nella (1) del § 2 il segno superiore, a

E=0, ciod ora ad h==—"1, corrisponderi I'estremo inferiore del-
I'asse minore: ivi & 1" origine e la indicheremo con 7. Rispetto

poi alla (4) si pud far variare A’ dn'_: a 3; , e avendo preso

.

nella (14) § 2, il segno inferiore, si ha che a J corrisponde

I" estremo  superiore del detbo asse, estremo, che indicheremo

eon 7. Si pud infine concepire una cometa fittizia che percorra

I' orbita con moto ellitico, essendo le sue posizioni determinate

dalle ki, &': e allora per ogni posizione della cometa fittizia,

le formule del moto ei daranno il luogo reale della vera cometa.
Integrando ora le (3), (4) abbiamo:

(5) Y=C+ ¥ F(h)cosic'+ N filh)senicy
=0 =]
(6) 1'=C'—!—e\,;a¢"(3i) cos i c'u+__3‘_‘1$.(fl) senic,

ove le C, C' son le costanti arbitrarie da determinarsi; e

) F (=00, sen h—T C cos 2h+-1CM;sen Bh—., . ..
fih}=Dt, sen h— 1D, cos 2h+ LDy sen 3h—. . . .
e le ®, «; sono analoghe a queste rispetto ad &' ed alle I', AL
La (5) da le perturbazioni di T nella metd inferiore del-
1" orbita, e la (6) le da nella superiore.
IV. Per determinare la costante C si indichi con T il va-

lore di T per t==0; essendo allora }l:—;, avremo:

r—C +§‘F‘( — 5)(‘:05 icy -{—3}".[—- ;)sen i’y

=1
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dongde
C=T, -,EIF-(_ Z)cos icy—" f(—Ysenic,
= =1 2

e la (5) diviene

(8) Y=Y, — : F(—F)cosic, —glﬂ (—5)senicy

=0

+ X F (h) cos i ¢y -+ Elﬁ (h) senicly

Quanto alla (6), bisogna prima determinare la costante che
entra nell’ espressione del tempo. Sia ¢, il tempo in eui la co-
meta fittizia gionge in 7" allora abbiamo

ki3

t=t,  h=3

e facendo tali sostituzioni nella espressione di ¢ per &', ana-
loga alla (74), la costante vien determinata. Indicando inoltre
con ¢y il valore di ¢ per t=t,, e facendo nella (6) h'z.f. e'=c,
e T=Y, essendo Y, cid che diviene T per t—t, si avra

Tl +‘§;1’.(;) cosic —i-‘_glfp.- (;) sen iy,

epperd la (6) diverrebbe
@ =1, — 2 (;)eosic, — Mg (F)senic,
+ X b (k) cosid, + b o (h) seni ¢y

Si pud perd esprimere Y, per T,. '

Infatti osservando che Ty non & che il valore (%) di T
per h=7 perchd I'istante iniziale della (5) coincide coll'istante
finale della (5), si trova, facendn in (%) .ﬁ'——*::

— o) —

% =1'o+i§j Fi(§)—F.(—%)] cos "v‘ﬁ-l_,__sl[ﬁ () =fi(—%) Jsenic,y

siccha il valore (9) di 1 nella seconda metd dell’ orbita, di-
viene:

‘[‘=]‘°+E[F,(f)—}‘¢( '_:.:) cosic’y+F[fi {;)—,’(——; ) |senic’y
(1) —E d),-(;_) cosic‘,--}:‘ ‘F.(;} sarid ol
—-‘,—E D (h) cosi ’:"'J"E e (W)ysenic,

V. Terminata la prima rivoluzione, e la cometa ripassando
per ¢, bisogna tornare a determinare le costanti per la seconda
rivoluzione, Cid si fa nello stesso modo: solo osserveremo che il
valore di 1" della (5) in quell'istante sari Y, e quello di ¢'sava ¢,
81 pub poi eliminare T’y per mezzo della (10) poichi la 1, si ot-
3n
=
servazione. Quanto alla (6), si fard lo stesso col chiamare ¢y
il valore di ¢ quando la cometa fittizia ripassa per 7', e T,
il valore corrispondente di Y, che pud eliminarsi nel solito
modo.,

Continuando con guesto metodo, si trovera per la (2s4-1*
samirivoluzione :

tiene da quella equazione col farvi i = per la solita os-

T'— T‘,—l—E[F‘.( E') —-F.-(-—:' J { cosic’-cosie’y .. cosic’s—a}
=0
-l-E[ f;(gr) - f.(-—% )] { senic’y}senic’y 4. -senit’sa )
=1
-'-E[tb.(;f )= @ —3) | { cosie,'+-cosie’ s 4-cosic'yy 3
=0
(11) —Ei_';-'(g)—;.{— 9] | senic’f-senic’y +-..~-senit’ss—; }
=1
——2 ]".{— ;‘)cos -ic'g.—}:ﬁ(: }ssnr‘o'.z,
=0 =1
+EF.{P!)cnsirr'g.—l-‘,;f,(h)nenfw':,,
o =
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e per la semivivoluzione (2s--2):
T=T.]-Jréul-“.[[g:)——l“.-(—-;)'jieoq'c'o+cosfc;+....+cossc;.;
+§[ﬁ(§)——ﬁ(*'§ﬂ {senic’y+-senic's+ t-senic'ys |
—;f(b,(-;-) —®i(—5 )] | cosic', 4 cosic’y4-nut-cosic'y, |
(12) -~§E;,(§-)—;.-(—';),_sen:c‘,q-senic's o seni'yey|
{i&"l@)““s“"evt“‘.)&?!‘@ Jsenic'ansy

-i—‘z;l’.-(-’i'}cosiﬂ'gu.—-I—g';.{h'}senfc'g.ﬂ

=

VI T valori ¢’y ¢’y ¢’y. ... si possono esprimere pei valori
estremi . Poiché la cometa fiittizia fa una rvoluzione sia a
partire da ¢ che da 7 impiegando lo stesso tempo, segue che
occorrera lo stesso tempo =, affinch® 1'anomalia media passi da
€y acyedac,ac;e. Essendo quindi T 1" aumento che
l'anomalia media del pianeta acquista nel tempo T, avremo:

Co=cy+T ¢;=cs+T=c,+2T ec.
Cau=¢c¢y;+3sT

e inoltre, analogamente
Com O b Teeee Cumy=Cy+(s—1)T
Quindi
cosicyfoosicyt... . eosicyg=

=cosicy[14-cosiT 4 cos2iT4-... 4 cos(s—1)iT ]
—senicy[seniT 4 sen2iT 4 ... 4 sen(s—1)iT]

e poichd per note formmle trigonometriche si ha

—_ 6l —

14-cosiT+eos2iTH...4cos(s—1)iT=
=14 Lsen(isT)cotg 5iT — jeos(isT)

geniT +sen2iT 4 ... 4 sen(s—1)iT =

=lcotg LiT— Lcos(isT)cotgiiT — Lsen(isT)

osservando che ¢'g + § T = ¢ 4, abliamo:

cosicyt +eosics ... eosicy =
o o ; <oy i .
= ! [cosic’o—senic cotg ! i T-cotg il sen i ¢'y,— cosic’s, ]

Nello stesso modo, si troverebbero i valori delle altre som-
me di seni e coseni, ciod:

senicy+ seniey+ ... fsenicy =

o= I[senic,+eotg!iT cosie’y—cotg § 7T cos s —sen i ]
cosicoteosicy ...+ cosics=

=} [cosicy—cobg}iTsenic,tcotgyiTsenicy,tcosich,]
seni e’y senic’y ...+ senicy, =

=1[senic'y+cobg §iTcosie’y —cotg L iT cosic’y|senicy]
cosicytecosie’y ...t cosicyy=—

=} [cosic’,—cotg {iT seni ¢’ |4 cobg 4i T sen i ¢34y —C08i "0y |
senic'y 4 senic’y-f... -t senicyy =

= [ senic'tcotg ] i Teosic,—cotghi Toosi ey —senic s ]

VIL Introducendo queste espressioni nelle precedenti for-
mule, per la (254-1)* semirivoluzione avremo la forma:

(13) TE]‘0+A+E Bieosic's 4 E Ciseni 9'm+2 Dicos i ¢geey+
=0 =l i

i=0

+ % Eisenic sy N Filh)cosico+ N fih)seni s
=1 =l

i=0

eper la (2s-42):
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(14) Y=T4 G + ¥ Hicosic's +§lx.- sen i ¢’y + ¥ Licosic y,

) o =o
+ SM;seni ¢ gy + N Pil) cos i Cany + X pi () seni ¢ gy
=i =0 =
e in queste, le A, B,C....L, M sono funzioni dei coefficienti

delle (3),(4) di ¢5,¢'y e di T; epperd sono completamente
conosciute. Determinando la T, coll’ osservazione, la funzio-
ne 1 risulta determinata da'le (13),(14) in tutta 1' orbita.

Nello stesso modo si determinerebbero le altre funzioni
W e Z, che prenderebbero In stessa forma delle (13) (14): sola,
invece di 1, si avrebbe rispettivamente Wy e E,. I coefficienti
di W', = potranno indicarsi colle stesse lettere A, B.....
unendovi un'apice o due in alto; e cosl per le funzioni
Pilfl'trbi ' Pi-

VIIL Integrando la (77) del § 2.° si ha

(15) Wo=T+pcosoW¥ 4 psenow =
senz’ aggiungere costanti arbitrarie essendo gia state aggiunte
alle T,¥,Z ed anche determinate.

Ricordando ora che p,w son formate con 7, come »,f son

composte con f, si avranno le equazioni:

peOBW=acosT —ae

16 s

(19 psenw=—aV1-¢. seny
corrispondendo v all’ lia eccentrica: sicché
(17) ntfe=mn—eseny

Si ha anche

al 1—e?)
1-+ecosw

(18) p=uqa (l—ecost) p=

— 63 —

Le (16) danno

1 1
L p;(:sn.j:-—asgn‘rlii_z‘
(19 3
dpsene g/ d
Y Lug

e dalle (17) e (18) si ha

dq na
bl P
dr [

Sostituendo questa nelle (19) ed eliminandovi sen 7 e cos
per mezzo delle (16) si trova

ik AN R
' dz Vi—e
(20)
Gpmug e = YT —e2(aetpoosw)
dz ¢

Derivando ora la (15) rispetto a =, e servendosi delle (20)
abbiamo:

AW, an

. ' 1= .
Sle e L — W "(peoswfae)
dt VI b P (e

Ma dalla seconda delle (18) si ha

2

et 1 14 ecosm
P

sicchi la precedente diviene

AW an " =
(21 7;"=— Vr_—e,g’l senw -— W (cos w4 ¢)
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1X. Si pud ora passare alla determinazione delle perturba-
zioni. Le due prime equazioni (1) del § 1, possono scriversi
come segue:

ddz =
W

b (W,
a——+(a

Ia linea sovrapposta indicando che si dee mutare zin ¢ e quindi
£ e [ W,
pyw in r,f nelle funzioni W, e dd—:” Ora, facendo I'accen-

nato cambiamento nelle (15) e (21) si ha:

!?—tz=T+‘l'r'cosf+Es'senf
dy an . )
&_‘_‘2_1_’?—25 Tsenf— W (cosf4-e Ji
Per effettuare queste integrazioni, bisogna anzitutto cam-
biar variabile, come si & fatto per le W, , p, ¢. Nel nostro
caso, introdurremo la h: si ha

d3z dizdt dv__ dvdt
Tdk T dt dh o dhT dudh
sicchd
Az dat, .dt St
%) b v il e
dy an .d$ ,d.ﬂ
(23) T ATV lﬁsenf—‘l anleosf+e)

e analogamente per 1'anomalia superiore.
Ricordando che ora

2h=df —-=

e B
la (21) del §. I1. diviene
jdt_r Zpoosh
dh aV1—pPsen’h
wiacche & chiaro doversi, nell'attual modo di divisione pren-

dere i segni superiori in detta (21): e allora le (22) (23) di-
vengono :

daz dt dt it

n’T:Tﬁ*‘wd_ﬁ} cos [ =5 sen f

dy 1 ! pcosh . peosh '
—e——— ———— e Fgy ———— ] | ¥)s
T Vieel Ty i -pfsen%fgr senf” Vi —p"sene.ﬁ(l cos f4-er) \

X. Cid fatto, I'integrazione delle precedenti non offre aleuna
altra difficolta. Infatti, dalle (54) §. II si deducono subito, con

dt
opportuni cambiamenti, gli sviluppi di #,#cos [, »sen f.-‘m

i i e H B
PCOS®  non offre maggiori difficolti. Infatti

V1—p¥sen®h
per la (52) del § IL abbiamo:

La funzione

1

ma-—- wotpacos 2h o844 ...

si avrd quindi la forma

f_p—_waﬁ =lycosh+hyeos3h4igcosbhf. ...
V1—psen®h
Con tutti questi sviluppi, e col ricordare le espressiloni
e d3
delle T,9" o E, non & difficile trovare per —;;,F la forma se-
S N. Lib. V1. bi]
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waente, relativa alla (2s4-1)* semirivoluzione :

diz
win =@ (Pycoshi Pyeos3h....).

4+ A(P.sen2h 4 Pysend b 4....)
+}:[X,..— cosh + Xoysen 20 4 Xye08 35 1 eos iey,
=0

(24) -3 Y icos b+ Yyisen 25 + Yy, cos 3 h 4] sen i ey,
=
+N[Viicos b 4 Vaysen 27 4 Vg, cos 3 hf-..] eos i € 3oy
=0

+N[Wyicosh + Wy sen 25+ Wy, cos 31 -] sen i ¢’y

ove ® e A contengono gli elementi 1, W, e =, da determi-
narsi coll’esperienza. Gli altri coefficienti son noti.

dv .
Per ct'_.;i si troverebbe una forma completamente analoga :
e cosi pure per I'anomalia superiore &',
(1)
XL Indicando in generale con F (k) la funzione:
a

(25) FO, (hy=A senh—! Ay cos2h- ! Ajisen 3h—...

ed integrando la precedente, si ha

52=0C40Y

Pg.m 2 i YPiu a
& -n—sen( nt+1)h— A Y By, 0820 h

2 +1
(26) L NF.O(h)cosic’ g+ EF,(h)senic’yt SFe h)cosic 30y
=0 =1 =0

- +-NF.O (hysenie sy

si ha un’altra espressione analoga per la parte superiore del-
1" orbita -

L

Abbiamo poi da determinare la costante C che entra nella
(26) e quella che entra nell' aspressione di 22 relativa ad /' .
Tal determinazione si fa in modo perfettamente simile a quello
tenuto per determinare la costante di V. Tutto dipenderi
adungque da vn certo valore iniziale di &2 che diremo 2z, ep-
perd la (26) dopo la determinazione di €, contervi: la quan-
tith &2,,1,,9,,Z; di eni bisogna conoscere i valori nume-
rici .

8 facile assicurarsi che, determinata la €, la (26) pub porsi
sotto la forma .

Se=3z+R4+T,S+ U T+5TLY

essendo Il una costante determinata, perché funzione di ¢/, )
ce.:5,T, U,V fonzioni di h espresse per serie trigonometri-
che. Ora il valore numerico di 2z, si ha subito, osservando che
esso @ la differenza fra I'anomalia media ellittica della cometa
e quella realmente osservata in quell’istante.

I valori di Ty, W, ,E, si otterranno con tre osservazioni
che dieno fre valori di §=2. Indicandoli con d2,,82;,,82; e
supponendo che essi abbian luogo in una data semirivoluzione,
pei valori Ay, by, by, di &, si troverd la forma

Bs|=x\°+A,T:o+Ag‘}-’n+ASEu
623=B,+ B, 1, +B,¥, +B; 5,
By =0Cy4+C Y +C W, +C 5,

ove le A, B, C son costanti numeriche note. Da queste tre
equazioni, si hanno i valori di T, , W, Z;.

XIIL Cost la &z risulta plet te determinat

In modo perfettamente analogo si determinerebbero le fun-
zioni v e fs: quest’ ultima poi pit facilmente delle altre per-
chi non richiede una seconda integrazione.

Possiamo dunque ritenere risoluto il problema della deter-
minazione delle perturbazioni del moto d’una cometa in 1°*
approssimazione.




ERRATA CORRIGE

24 linea penultimn: la prima somma va estesa da 1 ad &

* 25 le ultime formule vanno seguate col pumero 60,

54 linen 15 leggasi
g=ntte

» 20 linea 15 leggasi

u!_—_..’f_i_‘l
=

+ 5% penultima limea leggasi A = '“

4 i
> 50 formala (L)) linea peanltin invece 3 g [n) |°slﬂn‘fi{ - a—}
» B3 nelly seeomda delle forumle (19) leggasi Ji—d invece di Yi—=«



