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SUL MOTO PERTURBATO

DELLE COMETE

.

I. Dai più recenti studi sul moto perturbato dei corpi celesti
risulta esser più vantaggioso il calcolo delle perturbazioni delle
coordinate polari di essi, anzichè quello delle perturbazioni degli
elementi ellittici. Nondimeiio, se trattasi di una cometa anche
questo secondo metodo è inattuabile a causa delle gran-
di eccentricità e inclinazioni delle orbite di questi corpi cele-
sti, perchè siamo condotti a serie lentamente convergenti. Il

metodo che ci proponiamo di trattare, dovuto in sostanza ad

Hansen (*) e da noi in varie parti modificato, consiste in un
cangiamento di variabile, pel quale si hanno serie convergenti

. 

quanto si vuole. Si vedrà che per accrescere la convergenza si

dovrà aumentare del pari la lunghezza di alcuni calcoli : ma
tenendo un giusto mezzo, questo metodo è realmente vantag- ,

gioso, e di pratica applicazione.
II. :Pra le varie specie di equazioni del moto di un corpo

celeste, noi, per la ragione sopra detta, sceglieremo quella che
è relativa alle coordinate polari, e propriamente all’ anomalia

(*) Sur les perturbations qu’ oprourent les Cométes, Paris, 1848.
S. N. 
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media, al logaritmo del raggio vettore e al seno della "l,atitu..
dine. Tali equazioni del moto furono stabilite dallo stesso

Han3en nella sua teoria generale delle perturbazioni plane-
tarie (*); e limitandole alla 1.8 approssimazione, sono le seguenti:

essendo v, ~s le perturbazioni rispettivamente, dell’ anomalîa
media, del logaritino del raggio vettore e del seno della latitu-
dine : inoltre ivo, p, q sono tre funzioni date dalle equazioni:

’ 

In queste (1) e (2) a, e, n, r, indicano il semiasse inag-
giore, 1’ eccentricità, il moto medio, il raggio vettore, 1’ano-
mal a vera e 1’ inclinazione del corpo perturbato: le stesse lettere
con indici rappresentano gli elementi stessi relativi al pianeta
pertubatore. Inoltre t è il tempo, 9 la funzione perturbatrice,
la longitudine del perielio del corpo perturbatore contata dalla
intersezione delle due orbite ; I è l’ inclinazione scambievole
di queste orbite , H il coseno dell’ angolo compreso fra r, ~~’.

(*) Aoseinandersetzung einer zweckmässigen Methode znr Berecbnung der absolaten
Stbrungen der kleinen Planetcn v. P. A. Hansen.
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Infine z è una quantità costante ausiliaria : p, o) son due

funzioni di r, composte cogli elementi ellittici e con z come

r, f son composte con detti elementi e con t. La lineetta so-

vrapposta a W ed a ° indica, che ottenuto V e deriva-PP a ’ o

tolo rispetto a v si dee cangiare nelle funzioni cos  ottenute

la r in t e conseguentan1ente p in r ed M in f.
111. Prima di passare all’ integrazione delle (2) bisogna

svolgerle in serie ordinate pei seni e coseni dei multipli dellano-
malia media g’ del pianeta perturbatore.

La funzione perturbatrice può assumere la forma:

eF3sendo m’ la massa del pianeta perturbatore, e

Per aver l’ espressione di H, si osservi che essendo 00, OP
le orbite, C’, P’ i perieli, C, P la posizione della cometa e del
pianeta bbianio :

e se si pone

. 

si ha dal triangolo COP:

sviluppando ora questa e ponendo:

si trova :
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o, infine, ponendo,

abbiamo

Le r, r’ son costanti in 1.a approssimazione, perchè le (6)
danno: ~

e a si prende pur costante. Cos  pure son costanti le ’~ Y’’
IV. Sviluppiamo ora le derivate di Q. Dalle (3), (4) abbiamo

ma dalla (7) si dednce:

quindi le precedenti divengono : 1

5

Esprimiamo ora f’ per 1’ anomal a eccentrica ti’ col mezzo

delle relazioni:

e ponendo:

si avrà :
-,, ,

- 

1 1

V. Prin1a di sostituire le (9) nelle (2), si osservi che nella
1.’ di queste, sviluppando, si trova un termine che contiene p
senza sen w nè cos w. ln detto terniine, si sostituisca per p il

valore dato da

che nasce dall’ equazione

che dev’ essere verificata, per la natura delle funzioni p, 00; e

dopo ciò si sostituiscano le (9) nelle (2). Ponendo in evidenza
le quantità relative al pianeta perturbatore le (2) diverranno:
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ore P, Q, R, S, T, U, V dipendono solo dal corpo celeste per-
turbato, e son date da:

ove si è posto per brevità:

VI. Bisogna ora svolgere in serie le parti delle (10) che

dipendono dal pianeta perturbatore. Faremo prima lo sv01gi-
mento dei termini che non contengono C, e che rientrano nella
forma

la quale vogliamo sviluppare.
Poniamo lo sviluppo di Fourier :

7

. Per calcolare questi integrali, si ponga

essendo F. la base Neperiana ed 
Essendo :

se s’ introduce per u la y, e si pone :

si trova, dopo qualche riduzione:

Inoltre

da cui

,- , ,

uindi
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ove

Differenziando la (15) e servendosi delle relazioni precedenti,
si trova :

e siccome dalla posizione deriva:

sarà:

VII. Sostitnendo tutto nelle a, fi, queste saranno ridotte
funzioni di y. Ponendo per brevità :

avremo:

e analogamente per ~’ , Se ora si pone:

w

è facile vedere che si ha:

9

Quanto alle x’, p, ~’ si può verificare, che indicando con

I, Ii , 12, I3 , rispettivamente le quattro funzioni precedenti,
e ponendo per un nioniento: -

si ha :

Per effettuare l’ integrazione indicata dalla.(16), svolgerenio
in serie le funzioni :

e moltiplicheremo le due prime serie fra loro, le ultime due

fra loro e poi i risultati ottenuti. Si avrà cos :

ove

Abbiamo dunque :
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Ora, se p è diverso da zero, si ha:

Quando, adunque, P è positivo, abbiamo :

e sol 5 è negativo :

e se 

intendendo con D(a ; "() e C(,a, -~) le D , C relative ai parametri
a , y che entrano nelle espressioni delle A , B.

Siccome poi, co ii’ò facile vedere dalle (18), si ha :

troveremo infine, se ?,~ ~a :

Cos  pure, se è invece si troverà :

11

Infine, se à, ~2, abbiamo com’ è facile verificare:

Gli sviluppi (12) adunque, si ridurranno a

ove i coefficienti a e P sono dati immediatamente dalle formoole
precedenti.

VIII. Per mezzo delle (21) noi potremo sviluppar subito le
funzioni:

che si trovano nelle (~ 0). Gli sviluppi si ottengono facendo

prima :

per la prima funzione; e facendo

per la seconda; dunque si porrà :
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ove z son conosciute.
Per mezzo delle stesse forinole (20) (21) si possono anche

sviluppare le funzioni cos 2z’ , sen u‘ : basta evidentemente fare
nelle (20) (21)

e le (18) vengono modincate corrispondentemente, Potremo

dunque porre :

nelle quali le p, t-t son conosciute.
’ 

IX. Bisogna adesso sviluppare la funzione ®-3 pei seni e
coseni di g’ per svolgere in serie tutto ciò che è relativo al

pianeta perturbatore.
Abbiamo : 1

ove cos (r , r’) è dato dalla (7). Inoltre :

sostituendo nella (24) abbiamo :

ove

13 

Siccome nel caso del pianeta si può in prima approssima-
zione negligere e" cos  è facile ridurre ®~ in una funzione

periodica e finita di seni’ e di cos ,g’. Infatti trascurando e’~

le (23) unite colle (20) e (18) danno:

Sostituendo nella (20) e negligendo e’2 si ha facilmente :

(27) cosg’ + L2 cos" sen sen g’ cos g’
ove è :

X. Cerchiamo di sviluppare la (27) in un prodotto di due

fattori binomi. Ponianio :

sostituendo nella (‘~’~), essa diviene:

ove
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Ponendo uguale a zero il numeratore della (29) si avranno

quattro radici o~ , 0)2 , {Ù3 , (Ú4’ e la stessa (29) diverrà :

Supporremo ora che la cometa non possa urtare il pianeta
perturbatore; allora 1’ eqnazione precedente avrà le quattro
radici iinmaginarie, giacchè 2 non potrà 111a1 annullarsi. Sieno

0)2 , ed r~3 , le due coppie coniugate, si avrà :

ove

Rimettendo nella (31) il valore di (ú dato dalla (28) ed os-
servando che risulta

si trova, dopo qualche riduzione:

se infine si pone

15 

dalle quali

la (32) diviene

e cos  1Y9 è ridotto in fattori.
XI. Occupiamoci adesso di esprimere le y, 4&#x3E; per le (30).

Trascurando e’2, si trovano le due radici (ù l G’)2 date da

Per avere Ú}3’ i cú4 approssimate ad e’ escluso dividiamo

1’ equazione :

pel prodotto

rimarrà :

ove

Ora, siccome, a noi occorrono (Ù3 ffi4 e 003+0)4’ questo,
posson subito ricavarsi dai coefficienti della precedente equazione
che ha appunto per radici i valori approssimati fino ad e"

delle (Ù3’ 0)4’ Abb;.aiiio quindi: 1
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sicchè si avrà :

Inoltre, per le precedenti, si ha :

quindi:

Finalmente l’ espressione (35) diviene :

ove

Si può osservare perchè essendo ~3 ed ro 4 co-

niugate, avranno la forma :

da cui

. epperò ;

epperò anche  1.

17

XII. Passiaino ora allo sviluppo di A-3. Ponendo

3

basterà sviluppare la funzione P ~ .
Si faccia ora

avremo :

e la (37) diviene:

ossia

od infine, ponendo :

si avrà :

ove le P-’- , ~2 sono minori di 1, perchè tali sono e’, 92. Si ha

dunque:

XIII. Svolgiamo in serie il 1.° fattore; lo stesso svolgimento
potrà poi applicarsi al 2.1

Poniamo :

s. N. Lib. V~’ 2
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Applicando a W lo sviluppo di Fourier abbiamo:

la serie riducendosi ai soli coseni perchè

I coefBclenti son dati da

ossia:

o infine, facilmente si trova

Ma possiamo scrivere:

e mutando C in 1t-; nel secondo integrale abbiamo : 1

19

e per i àispari :

Dunque la serie che dà W sarà

XIV. Le Y si riducono agl’ integrali ellittici completi. Prima
stabiliremo una ricorrenza fra le -~; a tal fine considerianmo la
funzione :

Differenziandola, si può facilmente ridurre alla forina :

ovvero:

Integrando e limitando fra -1t e x, coll’ osservare che R

cos  limitata si annulla, otteremo:

che è una relazione fra tre y consecutive: basta dunque calco-
lare 70 e "(1 per aver tutte le altre.

Si può intanto esprimere Infatti : 
°
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e moltiplicando per li 4 r si ha:
1t

e nel secondo membro comparisce l’integrale ellittico completo
di prima specie che possiamo considerare come noto.

XV. Per avere "(o prendiamo la funzione:

Differenziando, potremo scrivere
""""’" _... a _ -,

Integrando e limitando fra 0 e , se si moltiplica il risul-2

21

tato per 4 si trova :
n

Eliminando da questa la y4 per mezzo della (46) ove si
faccia i 1, diviene

Ora, collo stesso metodo tenuto per la determinazione di ya si
trova che

Sostituendo nella (48) aboiamo infine

Questa, colla (47), daranno i valori di "{o’ "(2 in funzione
degF integrali ellittici completi di 1. e 2, specie che compa-
riscono ne1le due equazioni. Chiamando F l’ integrale ellittico
completo eli 1,a specie, ed E quello di 2.B si ricava dalla

(
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e siccome gl’ integrali ellittici posson ritenerci noti, per le (50)
e (46) saranno note tutte le y.

Quanto al 2.° fattore della (42), indicandolo con V, si

avrà, analogamente :

in cui i coefficienti si calcolano con formule analoghe a quelle
che danno le y. Queste si calcolano inmediatarnente perchè F-2
è dato dalle (40) per e‘: e la (45) sarà convergentissima per-
chè e’ è piccola. Le y per ora non possono calcolarsi, perchè
,,~2 è funzione delle coordinate della cometa; ma si calcoleranno
in seguito.

Si vedrà più avanti che le quantità y , v decrescono rapi-
damente in valore assoInto ; dunque le serie dei moduli dei
termini delle serie W e V sono convergenti, e pel teoreina di

Dirichlet, queste sono convergenti indipendentemente dall’ordine
dei termini.

XVI. Cos  è facile sviluppare A-3@ perchè

e le (45) , (51) divengono, per le (39):

Si avrà dunque

23 

ove, per la teoria della moltiplicazione delle serie :

colle seguenti avvertenze:
1.° Quando si presenta -,, questo sarà un simbolo che

s’ interpreta coll’ eguaglianza :

~ ° Quando in (~,,z+~z --~- "(~f’-2i) si presenta 10’ questo dee
cambiarsi in 2 70.

Si osservi che° la (53) è rapidamente convergente, perchè
le 7 impiccoliscono con rapidità,

Introducendo la (53) nella (52) si avrà:

ove abbiamo

XVII. Per lo svolgimento delle (10) mancano tuttora le

funzioni
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Ora cos u’ e’ si ha dalla 1.a a delle (23) : sicché basterà

moltiplicare le (23) per la (55). Si troverà

ove:

eccezione fatta di

e in queste, colle avvertenze precedenti, si tenga °0=0.
Analogamente

ove : O

ad eccezione di :

25 

colle solite avvertenze, e 

XVIII. Col mezzo delle (22), (55), (57) e (58) le (10) di-

vengono :

Nelle (59) i coefficienti son funzioni soltanto delle coor-
dinate della cometa; sicchè le coordinate dei due astri restano

separate. , 

§. .

I. Dopo aver ridotto le equazioni differenziali del moto

alla forma precedente, sotto la quale saranno usate in seguito,
occorre adesso, per rendere praticaniente attuabile la loro in-



26

tegrazione, fare un cangiamento di variabili . Introduciamo

quindi una nuova variabile ~, legata alle antiche variabili dalla
equazione:

essendo M, come avanti , 1’ anomal a eccentrica della cometa, e

p , 1 due costanti per ora indeterminate.
Occupiamoci ora di ridurre le quantità relative alla cometa,

a funzioni di ; e prima operiamo per °.

Avendosi, dal moto ellittico:

se sostituiamo per cos u il valore che si deduce da (1), si tro-
va dopo qualche riduzione:

la quale dico che rappresenta una sola porzione di ellisse com-

presa fra due raggi P1 P2 arbitrari e che dipendono dai valori

II. Infatti, si deduce dalla (1) che k deve farsi variare
solo in un quadrante perchè facendola variare oltre un qua-
drante, si ritrovano gli stessi valori di u in ordine inverso ,
epperò la (3) darà gli stessi punti dell’ ellisse, benchè percorsi
in ordine inverso. Facciamo adunque variare ~; da O a 2. Po-
nendo in (3) k=0, r prenderà un certo valore p,, dato da

e che dipende da p, L Si potranno dunque determinare queste
arbitrarie in modo che p, abbia un dato valore compreso fra

a(1-e) ed Per ciò basta risolvere la (4) rispetto 
ritenendo p, come dato. Si avrà :

27

Questo valore posto nella (3) fa si che per k-0 viene da
essa rappresentato il raggio (:1’ che è quello corrispondente
all’ anomalia eccentrica 2~a data da :

ove 1’ è dato da (5), e che si ricava facendo nella (1).
Nella (5) la p resta ancora indeterminata.

Ponendo ora in (3) k-7’ la i- assumerà un’ altro valore P9
2

dato da:

Da questa potremo quindi determinare in modo che

t’2 abbia un dato valore. Si avrà :

e per questo valore la (3) darà per k=i "il raggio P2 che cor-2 e,

risponde al1’ anomalia eccentrica M data da :

2

che si ottiene dalla (1) col fare k .2
III. Sostituendo la (8) nella (5) abbiamo :
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e prendendo i valori dati dalle (8), (10), la (3) rappre-
senta la parte di ellisse compresa fra i raggi Pt e p,, perchè la k
variando con continuità da O a k varia pure con continuità

da Uo epperò tutti i raggi compresi fra P1 e P2 vengono
2

rappreseùtati. .
Se si pone per semplicità :

valendosi di questa e delle (8) (10) la (3) diviene : l

ove i segni superiori od inferiori debbono prendersi, secondo-
che in 1’ si prende il segno + -- o il segno -.

Si può osservare che le p, q sono comprese fra 0 ed 1.

Infatti il massimo e il 1211Y1II1?.O di p, e P2 essendo rispettiva-
mente a(1-e) , la proprietà è evidente sostituendo

questi valori nelle (8), (11).
Resta a vedersi ora, quale delle due parti in cui resta di-

visa l’ellisse da P1 p,, sia quella rappresentata da (12).
IV. Per un dato valore di l,’, la (1) dà due valori per 2~ ai

quali corrispondono due raggi simmetrici. Per togliere qe-
sta ora che si tratta solo di fissare la posizione di

un raggio vettore, stabilireino di contare zt da 0 a 7C e da O

a -x a partir dal perielio: e inoltre di prendere per ~, l’arco

positivo o negativo che ha il minimo valore assoluto.
Ciò posbo, supponiamo di prendere nella (10) il segno +;

sarà aliora Z2 &#x3E; 1 .
Le (6), (9) divengono allora, per le (10), (11):
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Se nella (1) si prende il segno superiore, si ha da queste,
per la convenzione precedente, che r,1 sarà al disotto e p al

disopra dell’asse i»agqiore: e l’opposto avviene se nella (1) si

prende il segno inferiore. Ora se P~ P2 son diversi da cx(l-e),
a(1+e), per it-0, la (1) dà

da cui

e è reale, perche è ora ~~&#x3E;1 Dunque a

Iro corrisponde il perielio, con1’ è facile verificare dalla (12) ;
epperò questa, quando nella (10) si prende il +, dà la parte
d’ ellisse compresa fra pi e p2 che include il perielio, pren-
dendo in essa (12) i segni superiori.

V. Supponiamo invece di prendere nella (10) il segno 2013 .

Allora 1’-’  1 , se il radicale  1 ; e le (6) (9) divengono

x

epperò se nella (1) si prende il +, i raggi P1 P:1 saranno en-

tran Wi situati al disopra dell’ asse niagg ore,; se nella (1) si

prende il -, i raggi suddetti saranno entrambi situati al

disotto. Ma in questi casi il perielio non è rappresentato, per-
chè essendo 1? C 1 la (13) dà per un valore 1nlniaginario;
e per la posizione di P P2 non sarà quindi rappresentato nep-
pur 1’ afelio.

Si può osservare che per avere 1 reale bisogna che sia P1’ P2
come si vede dalla (10).

Dunque prendendo nella (10) il segno 2013-, la (12), ove si

prendano i segni inferiori, rappresenta la parte d’ ellísse com-

presa nell’ angolo  1t che fanno i raggi P~ e P2: e questa
parte sarà al di sopra clell’ asse maggiore se in (1) si prende
il +, al disotto se si prende il -.
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Accenniamo soltanto, che per mezzo della (12) si può, come
caso particolare, rappresentare la semiellisse superiore, inferio-
re, laterale destra e sinistra.

VI. Il cangianiento di variabile ora effettuato non può dar
formule che rappresentino una parte d’ ellisse racchiudente

l’afelio . Pei far ciò bisognerà fare un’ altra posizione, cioè
porre

essendo k’ la nuova variabile e p’ , 1’ due arbitrarie che posson
determinarsi in modo che ai alori estremi di k’ corrispondano
due dati raggi vettori p, e p2. Sostituendo la (14) nella (2) ed
operando come avanti si troverebbe:

e si ha

Si vedrebbe, come nei n’ IV e V, che se nella (15) si

prendono i segni superiori, essa rappresenta la parte di ellisse
racchiudente 1’afelio, compresa fra i raogi p, e rj2, dei quali
p1 è al disopra dell’asse maggiore e p2 al di sotto, se in (14)
si prende il + ; avviene l’opposto se nella (14) si prende il -.

Inoltre, se nella (15) si prendono i segni inferiori , essa

rappresenta la parte dell’eclisse compresa nell’angolo x fatto
da p, p2: e detta parte sarà situata al disopra dell’ asse mag-
giore, se nella (14) si prende il +; al disotto, se si prende
il ----- .
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VII. Per mezzo delle due nuove variabili A- , k’ che possia-
mo chiamare rispettivamente anomal a parziale inferiore e su-

periore, si può rappresenta,re tutta 1’ ellisse, dividendola non

solo in due parti, come avviene se i raggi p1 p2 della (12) sono
gli stessi che quelli della (15), ma spezzandola in quante parti
si vuole, rappresentando ciascuna con una formola analoga
alla (12) o alla (15). Si può mostrare che in queste formule i

coefficienti delle variabili o k’ posson rendersi piccoli quanto
si vuole. Infatti considerando la (12) e in essa i segni supe-
riori : per render piccoli i detti coefficienti basta prendere P~ p
vicini al perielio, perchè allora le Pl 02 essendo minori di a

possiamo porre :

ove e , Yj son comprese fra 0 ed e: e le (8) , (11) divengono

il che mostra che decrescono quanto 1 P2 son vi-

cine al perielio e cos  i coefficienti di k nella (12) son piccoli
quanto si vuole.

Se invece nella (12) si prendono i segni inferiori, per render
piccoli i soliti coefficienti, basta prendere i raggi p f P2 poco

differenti, perchè tali saranno pure le p, q : e i detti coeffi-
cienti sono -

Lo stesso avviene per la (15): nel caso che si prenda,no i

segni superiori, i coefficienti di k’ son tanto più piccoli quanto
più le p’ , q’ son vicine all’ afelio.

Si vede però, che quanto più son piccoli i coefficienti delle

(12) , (15) in tanto n1aggior nmnero di part  bisogna aver di-
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viso 1’ ellisse ; del resto il vantaggio di questo metodo sarà
meglio apprezzato più avanti.

VIII. Bisogna ora ridurre le equazioni differenziali del mo-
to, funzioni della nuova variabile. Per brevità, faremo la sosti-
tuzione solo nella prima di dette equazioni, anche perchè lo

stesso metodo deve tenersi colle altre.

Si ha

sicchè la prima delle (59) a cui limitiamo il calcolo, diverrà

ove

Ma dalle formule del moto ellittico si ha

sicchè

Difrerenziando la (1) ed eliminando la u si trova, col ba-

dare alla ( J 0)

Sostituendo questa nella (20) e badando alla forma delle
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P,Q,R date dalle ove le debbono ritenersi co-

stanti, è facile vedere che le Ai , ~3i prendono la forma

ove le X sono funzioni delle costanti e delle stesse quantità
r, r sen f , r cos f.

Infatti, le X contengono le À, a , x , o , w che entrano
nelle l%Ii N, i (60); e le dette c3 , ec., dipendono dalle v, che,
come risulta dal n.O XI e sono funzioni di ~~2 epperò di t~2-
Ora dalle (36) è chiaro che CF2 è funzione di r2, r cos f, r sen f:
epperò ,,inc leM le X saranno funzioni di queste quantità, e po-
tre-,ilo scrivere

essendo F il simbolo di funzione : e forma analoga hanno

le Bi.
IX. Per ridurre ora le A’, B a funzioni di k o di ~~’, sic-

come la r è già espressa per queste quantità inelíante le (12)
(15), resta solo ad esprimere per k, o li’, r cos f, r sen f.

Pel moto ellittico, si ha

Se da queste eliminiamo u inediante la (1), abbiamo :

e se invece eliminiamo servendoci della (14) avremo :
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Se poi nelle (18), (19) , (20) invece prendiamo- la (21»
diviene :

In tutte queste forn2ule, il doppio segno interno è relativo
a quello delle (10) (17); e l’ esterno ha relazione con quello

. delle (1) (14).
Si può osservare che anche in queste formule, i coefficienti

possono rendersi piccoli quanto si vuole, per le ra-

gioni esposte al VII. §. 2.

Per mezzo ora delle precedenti relazioni noi possiamo ri-

durre i coefi cienti della (19) a funzioni di k o di A’B

Dopo di ciò, resta da ridurre in funzione di k o di A/ an-

che la ~’ che comparisce nella (19). e Ecco con1e ciò può~
effettuarsi. Si ha.

essendo c’ la longitudine- media del perielio; quindi la (19)
diviene :

ove

Ora le A , B son già ridotte a funzioni di ~~n; per ridur tale
anche t, non si ha che ad integrare la (21) e si troverà, indi-
cando con F il sin1bolo di funzione
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Sostituendo infine questa espressione di t nella (28), il secondo

membro della (27) può ritenersi espresso in funzione di A, e
tenendo un metodo analogo si potrebbe esprimere in funzione
di A I.

X. Effettuiamo ora la trasformazione delle Ai Bi sinora

semplicemente accennata, ed anche quella di g’. Bisogna perciò
sviluppare in serie i radicali che entrano nelle (21) , (24) ec.

Poniamo

ossia

Svolgiamo ~n serie R-i , S-.1, ponendo

e adoperando lo sviluppo di Fourier.
Per R-’ si ponga :

ove

e la forma di questi coefficienti come anche l’annullarsi delle

~~i+9 si posson dimostrare come al n.° XIII del §. I.

si ponga invece
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essendo

XI. Per calcolare le c , C stabiliremo iina relazione fra tro
C successive , e poi si vedrà che le z si deducono facilinente

dalle 1 . Prendiamo la funzione

diIFerenziando a, potremo scrivere :

Sostituendo ai prodotti dei seni e coseni le comine di cose-

ni, integrando, limitando fra O e ~ , siccome ’

si avrà:

che ci fa conoscere tutti i coefficienti, dati che sieno Co e C2;
e que3ti si ottengono mediante integrali ellittici completi.
Infatti
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mutando in questa m ~ 2013 A, essa diviene

che è l’integrale ellittico completo di prima specie.
Facendo poi lo stesso cangiameento nella equazione

si ottiene

111a è facile vedere che si ha

e quindi

per è espresso per mezzo degli eliittici com-

pleti di prim,,i e seconda specie. Quindi (§. l. XV. ) ablJiamo:
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talchè posson considerarsi come note.

XII. Per dedurre da11e ç si cambi nella (34) k 

si troverà, per i pari :

e per í dispari

sicchè indicando con Ç(a2), i (fi9) le funzioni ç T t quando il mo-
dulo sia a , 2, potremo scrivere, per la (32):

epperò le z si calcolano come le 1.

Si può osservare che nel caso che sia E’= 
‘ 

e = 1- le C, 1
2 2

decrescono rapidissimamente. Infatti si trova per ’fj2 i2

e mostreremo che si può sempre rendere contemporaneaniente
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(21) compisce il prodotto (TI &#x3E; 8)-1; per ottenerlo

serie, si mo tipli chino le (31) (33) e si avrà: 
.

ove è

ad eccezione di

XIII. Sviluppiamo fra il prodotto R S che comparisce nella

(24). Per la R, si ponga : .

ove è

~ per la S si può porre:

~n cui avremo:
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Le r si calcolano, come le s e queste u time si

deducono con facilità dalle ç. Infatti eseguendo per parti l’in-
tegrazione della (43) avremo :

ossia

o infine, badando alla (34) :

e cos  le s son date per le tn La So non è che integrale
ellittico completo di seconda specie, come si vede ll1utando k

. 1t 
y. °

Con dimostrazione analoga a quella fatta al n.° XIII. si

troverebbe

e in questa e nella (37) il ± è relativo ai valori pari o dispa-
ri di i.

Effettuando ora il prodotto R . S *bbizriiùo:

ove : t
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ad eccezione ci

in queste e nelle (39) debbonsi tenere le stesse avvertenze

fatte avanti: cioè si dee porre

ed ove si trova So , Co si dee sostituire 2 so , 2 ~o .
Tutte queste serie son convergentissime se T¡2 , al sono  2’

ora è sei- ipr-, possibile render piccole quanto si vuole le e’,
per l’os ervàzione fatta al n.° VII.

XIV. Merita qui speciale n1enzione un caso particolare co-

modissimo in pratica , cioè quando i raggi estremi, da bande
opposte àell’ asse maggiore sono uguali fra loro r In questo
caso è p=q e bisogna prendere i segni superiori nelle (29).
Con facili trasformazioni, da queste si ottiene

e con un secondo cangiamento di variabile si possono svolgere
direttaimente i prodotti R S, (R S)-’. Si ponga :

essendo una nuova variabile : i da questa equazione si ha

08sia

e di qui risulta che, varia in jin 1a A
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deve variare in due: epperò diremo la h doppia. Con
questa posizione la (48) diviene

e si ha

ove

e queste si calcolano come le r2i del numero precedente, giac-
chè si vede subito che

Pel prodotto (R S)-’ possiamo porre

ove 

le quali non son che le r ove invece di 6j’2 sia posto e però:

Ma per le (37), (44), (45) «&#x3E;bbianio :

e cos , calcolate le ç, si hanno subito i due sviluppi {~0~ (52).
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V edrenl0 seguito la grande iznportanza pratica di questo
caso: s’ intende però, che usando questo metodo, bisogna sosti-
tuire in tutte le formule il valore di k desunto dalla (49).

XV. Ritornando al caso generale, ed occupandoci per ora
esclusivamente dell’ anomal a inferiore, possiamo ritenere svolte
in serie le formule di trasfornazione (21) (24); giacchè sosti-
tuendo in queste le espressioni date dalle (38), (46) ed unen-
dovi anche la (12), esse prendono la fOrll1a:

ove i coefficienti son costanti e calcolabili preventivamente
perchè dipendono esclusivamente dalle p, q. Le serie inoltre

son convergentissime se e2 .q2 sono poco diversi da ~ , cosa
sempre possibile.

Ed ora bisogna occuparsi di svolgere in serie i coefncienti

(28) della prima equazione del moto, per mezzo delle prece-
denti (54). Ricordiamo, che nelle (28) le A,B dipendono, come
risulta dalla (22), da anche dalle 

che pur dipendono da queste quantità. Per conseguenza biso-
gnerà prima svolgere in serie le ~~2 , dei num. XI, XII. ~. 1.°,
dalle quali dipendono i coefficienti della (22).

XVI. Dalle (36) del ~. 1. si vede che le quantità
Cf2 cos P2 , yq}. sen q&#x3E;2 hanno la forma

Servendosi delle (54) si ha
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e siccome il quoziente di due serie trigonometriche come le

precedenti è un’ altra serie della stessa forma cos  avremzo:

Dividendo queste eguaglianze una per 1’ altra, si trova, per
~ osservazione precedente, la equazione

Quadrando Ie serie (56), sommando i quadrati ed estraendo
dalla serie risultante la radice quadrata, si troverà com- è

facile assicurarsi, una serie della iiiedesirúa forma: talchè

potremo porre:

Le (57) (58) ci danno gli svolgimenti delle 1&#x3E;2’ ’P2 dalle

quali dipendono i coefficienti della (22), poichè contengono le

quantità ~,~, ~, ~9~, ~~ .
XVII. Occorre dunque sviluppare le quantità ), , a ec. le cui

espressioni si trovano nei numeri XVI-XVII del ~. 1. le

dette quantità dipendon tutte dalle v date nel numero XV;
epperò ci occupereino di queste.

Faremo prima due osservazioni:
1aa Le 2 posson ridursi a serie ordinate per le potenze

di -1; poiché, C01l19 risulta dal numero XV, le v dipendono da-
gl’ integrali ellittici, che si possono svolgere in serie ordinate
come abbiamo detto.

2.’ Facendo le operazioni a1gebriche su serie trigono111e-
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triche della forma di quelle considerate nel numero precedente
si ottiene sempre una serie della stessa forma, Di ciò è facile

assicurarsi, applicando le regole delle dette operazioni .
Ciò pren&#x3E;esso, ricordiamo che

per la (40) del §. 1; per la (58) e per la seconda osservazione

precedente, si avrà .

e siccome le v dipendono coine si è detto nella prima
osservazione, cos  per l’ osservazione seconda applicata alla (59)
avremo per vo e V2:

.

Ora, le altre v dipendono algebrican1ente da queste: si

potrà dunque scrivere in generale:

XVIII. Per mezzo cii questa formula e della (57) è facile

sviluppare le X , o , ~ , ~ ~ 2’, w, perchè queste ( V. numeri

XVI-XVII, §. 1) dipendono dalle v, da cPg e da Z. questa
si può ridurre colle osservazioni precedenti alla forma :

come può rilevarsi dalla (40) e dalla (38) del ~. 1..

Quanto alle funzioni sen n (~&#x3E;~ , cos n che compariscono
osserviamo che si 
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per la formula di Moivre: e inoltre

Introducendo in queste la (57), per la seconda osservazione
del numero precedente, avremo

e per ~ osservazione medesima, le (62) per mezzo delle (63),
assumono la forma :

Infine, siccome le v son già state sviluppate, abbiamo nelle
(60), (61) , (64) tutti gli elementi per lo sviluppo delle À,o date
dalle (56) del §. 1; e troveremo subito la forma:

col mezzo di queste si potranno avere le altre ( e numero
XVII, §. 1 v t
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XIX. Ora ricordiamo che i coefficienti Ai hanno la forma :

e le X hanno la forma

in cui è

~s

essendo le m funzioni delle costanti note a, e , ~~a’ , ~ , , r , j 1 , ]p,
coine risulta dalle (11) e (60), quindi sono costanti esse p~e;
però alcune di esse possono essere nuHe.

Badando ora alle (29) (38) è facile vedere che si troverà

1’ equazione

Inoltre essendosi già trovata 19 forma 2*, X , non è
difficile assicurarsi che sarà :

Infine sostituendo nella (67) per le X le loro espressioni, or-
dinando rispetto a p cosw ed a p sen w e ponendo poi in luogo
di r, rsen f reosf i loro sviluppi dati dalle (54) avremo la

forma delle Ai :
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Col medesimo procedimento sinora tenuto, si troverebbe

e in queste i coefficienti A(~’) e B~i~ son funzioni delle costanti

note a, e, ~n’ , ~ , ; ~ , r , r’ , e posson ritenersi coine noti.

Ma il nostro u1tin10 scopo è quello eli trovare le espres-
sioni delle C$ , D, date dalle (28).

L’ultinm de’le (54) dà:

Integrando, abbiamo la forma :

essendo Qo la costante arbitraria che determineremo ~n seguito.
Ora si ha :

ed essendo i n’ t della forn1a (74), saranno pure tali le potenze
di i u’ t, per l’ osservazione fatta al numero XVII; sicchè potre-
nio scrivere :

Introducendo ora nelle (28) gli sviluppi dati dal1e (72) (73)
e (75) si trova subito :
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Sostituendo ora queste espressioni nella (27) e ponendo :

essa (2’7) diviene :

e le p, (O essendo costanti, potremo integrare separatamente
ciascuna delle (76).

espressioni si troverebbero per le altre due equa-
VI. 4
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zioni del moto (10) del §. 1 ; ma non contenendo queste ,l, nè col

si avrebbe: .

, dq
e cosi per dk°

XXI. Quando le equazioni del moto sieno ridotte alla
’forma precedente, la loro integrazione si può immediatamente
effettuare. 1BJla la determina~ione dei coefficienti in funzione
delle costanti, è, con questo metodo, praticamente quasi im-

possibile, come si vede dalle operazioni che abbiamo dovute
indicare per giungere a trovare la forma ultima delle dette

equazioni. Bisognerà dunque calcolare numericamente i coeffi-
cienti delle (76), (78) per mezzo dei valori numerici delle

costanti, servendoci di un altro metodo che ci fornirà valori
sufficientemente approssimati pei coefficienti che cerchiamo.

Prenderemo soltanto a considerare la prima delle (76) le

altre trattandosi analogamente ; e la scriveremo più semplice-
mentre cos  : ,

Se ora, generalmente, A è una funzione di p sen 00,

p cos O) come la (77), indicheremo con Ao la parte di A indi-

pendente da p cos 00 e da p sen 00. Quindi badando alle (20),
(27) e (28) di questo paragrafo e alle (60) del ~. 1, e ricor-

dando che P, Q, R sono funzioni di p cos 00, osenw, si ha

subito : à
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i valori di Po , Qu, E,o dedurendosi dalle (11) del ~. 1.

XXII. Le serie coefficienti di cos i c’ , sen i e’ nella (79) sono
convergentissime se la divisione dell’orbita è fatta in modo che

~r~~ , s~ sieno poco differenti da ~; perchè in questo caso abbiam
veduto che le serie dipendenti da 112, ~2 son rapidamente con-
vergenti, e da queste derivano gli sviluppi delle Ci, Di. Pos-
siamo dunque considerare ciascuna di quelle serie coefficienti,
come un polinomio, rigettando tutti i termini successivi ad

uno p’ ccolissimo che si sceglie come ultimo. Ora, siccome la
somma di ciascuna di queste serie è data dalle (80), se ci

arrestiamo al termine l"""’ avremo :

ove abbiamo per la prima delle (80):

Ciò posto, noi possiamo calcolare la 1-’ per un valore qua-

lunque di k senza difficoltà, perchè basta calcolare le singole
parti della (82), Po, Ru, ec.; e le ?,, a, y ec., si pre-
stano al calcolo numerico, perclsè dato k, si ha subito 9.,, 1&#x3E;2 e 2
e la serie che danno X a, ec., s mo con vergentissime. Calcolata
quindi I’, e introducendo lo stesso valore di ~; nel primo
membro della (81), avremo un’ equazione sensibilmente esatta



52 

fra le e indicando con ri, l’~ ec. i valori calcolati delle r,
pei valori k1, h~ ec. di l~, avrenio il sistema :

Le C son le stesse in ogni equazione petchè indipendenti
da k ; esse son le sole incognite, essendosi calcolati anche

sen 2k, sen 4z, ec. ; inoltre abbiamo tante equazioni quante in-
cognite ; quindi il sistema (83) servirà a darci i valori delle C

con sufnciente approssimazione.
XXIII. Si può osservare che la risoluzione del sistema (83)

si agevola in pratica colle seguenti avvertenze :

Si prenda 1 potenza di 2, e si ponga dapprima ~===2~.

Inoltre degli 1 valori delle ~n si tenga 10 per ora indeterminati
i primi n, e si prendano gli altri come segue :

Sostituendo questi valori nelle (83) e somnando e sottraendo
le equazioni 1.’ ed (~~-~-1)~, 2.~ e (~-}-2)~,.... na ed la, il si-

stema si scinde negli altri due:

i~ ciascuno dei quali r=1, 2, 3 ....n.
Quest’ ultimo sistema può scindersi in due altri ; poiclzè

per ipotesi si può porre n=2n’, e si possono determinare le

kfl’+2, .... ku in modo che sia
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SosLitaendo nella (86), ed operando come già si è fatto,
questo sistema si scinde - negli altri due :

ove 2, 3. ~ 
Analogamente procedendo nel sistema (87), e determinando

altre ii" delle k, se col porre :

quel sistema si scinde ancora in due. Cos  continuando, si

giungerà, se è al sistema :

per f’:= 1, 2.

Se ora si pone i naLnene

qnel sistema si scinde nelle due equazioni :

e resta arbitraria k1. Tutte le altre /r si trovano con successive

sostituzioni espresse da

Prendiamo ora A&#x3E;,,-. , poichè cos  non si anliulla nelle (83)
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alcun termine e le h risultano fra loro ecluidist,,tntí: si avrà,

allora : 
-

e questi saranno i valori delle k da prendersi affinchè il si-

stema (83) si scinda in molti altri, ciascuno con un numero

minore d’incoonite. 
’

XXIV. Per mezzo di questo metodo si possono ritenere cal-
colati tutti i coefficienti delle equazioni del moto, e in modt&#x3E;

relativamente spedito, poichè il calcolo delle F, (82), dipende

da quello delle P, Q, R, ),il ai, Xi, yil 3;, tvi, cosin’t, e da q delle , dk
Dato un valore di k, si calcola subito la y2 del numero XII
§. 1, da cui dipendono gl’ integrali ellittici e però le 
che si trovano facilmente calco’ate, essendo espresse per serie
convergentissime. Le P, Q, R dipendono da r sen f, i- cos f : e

questi elementi si calcolano numericamente senza troppa diffi-
coltà per mezzo delle serie (54) che posson rendersi convergenti

a piacere: infine t si calcola coll’ ultima delle (54) e cos i n’ tP d C )

si ottiene per mezzo del valor numerico di 1 calcolato colla

(74), lasciando indeterminata la costante arbitraria.
Abbiamo dunque, come ci eravamo proposti in questo pa-

ragrafo, svolte in serie le equazioni del moto, in funzione della
nuova variabile, per mezzo della quale ci è stato possibile di

calcolare i coefficienti delle serie medesime con sufficiente fa-

cilità ad onta delle grandi eccentricità ed inclinazioni delle

orbite cometarie.

. 3.

I. In questo ultimo paragrafo ci occuperexno dell’ integra-
zione delle equazioni del moto, già ridotte ad forrna a

cui è applicabile 1’ integrazione immediata.
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Disogna dapprima deternminare la costante arbitraria che

entra nelle equazioni da integrarsi, e che fu introdotta nella

espressione del tempo data dalla (74) del §. 2. Si prenderà
perciò per origine del tempo 1’ istante in cui k=0, cioè

quando la con1eta passa pel punto dell’ orbita che ha per
cordinate (V. n.° II §. 2.°). Allora la (74) diviene per
t=0, 

da cui

(1)

e cos  la costante è determinata: quindi i coefficienti delle

equazioni del moto posson ritenersi interamente conosciuti.
Prima ancora di passare alle integrazioni, bisogna dividere

1’ orloita in varie parti, per calcolare con formule analoghe a

quelle stabilite nel paragrafo precedente, le perturbazioni in

tutta , 1’ orbita. Questo modo di divisione è arbitrario: abbiamo

però già osservato, che quanto più piccole si prendono le

varie parti dell’ orbita, tanto pi i convergenti riescono le serie

che servono al calcolo numerico dei coefficienti.
D’ altra parte però, più sono le parti dell’ orbita e più

bisogna ripetere i calcoli sinora indicati: converrà dunque
tenere un giusto niezzo per conciliare una sufficiente conver-

genza delle serie con un numero piuttosto piccolo di punti di
divisione.

II. Per effettuare le integrazioni noi sceglieremo il caso

particolare in cui si prendano due soli punti di divisione si-

tuati agli estremi dell’ asse minore. Questo caso corrisponde
all’ anomal a doppia di cui si parlò nel numero XIV del §. 2.0,
ed in pratica è sufficientissimo, poichè ora i raggi estremi che
dividono le due parti sono:
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epperò la~ p2 data dalla (8) §. 2 . °, diviene

L, Lo. 1!’ d h I;) 1 
L 

..

per F anomalia infei’ire ed per la 

chè tutte le serie in questo caso dipendendo da 1]9. o da p’2 come
si vede al numero XIV, esse sono convergentissime il che
risulta dal n.o XII.

Adottando dunque le anomal e doppie, bisogna supporre
di avere trasforn1ate le formule dinerenziali, colla equazione
(49) ~. 2.° che è

Prendendo il segno inferiore, la l2 andrà da 2013~ a 2 ’ e la
(79) prende la forma

ove le C, D si deducono subito da quelle della (79); supposte
però, queste, calcolate 

Ai-ialoo,an-ieiite, per l’anomal a superiore, si troverebbe:
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e nella precedente, c’o indica 1’ anomal a media del pianeta per
F origine del tempo che abbiamo scelta.

Tutte le altre formule diiferenziali relative a B~~, E, 
sono analoghe alle precedenti epperò tratteremo solo le (3), (4).

III. Avendo preso nella (1) del §. 2 il segno superiore, a
cioè ora ad h=-2 , 1 corrisponderà l’estrerno inferiore del-

1’ asse minore: ivi è l’origine e la indicheremo con y. Rispetto
poi alla (4) si può far variare h’ daj a 3 ~ , e avendo preso

nella (14) §. 2, il segno inferiore, si ha che a 9 corrisponde
1’ estremo superiore del detto asse, estre-,,iio, che inclicheremo
con Si pnò infine concepire una co;neta fittizia che percorra
1’ orbita con moto ellitico, essendo le sue posizioni det,erminate
dalle h, /~’: e allora per ogni posizione della cometa i ttizia,
le formule del moto ci daranno il luogo reale della vera cometa.

Integrando ora le (3), (4) abbiamo :

ove le C, C’ son le costanti arbitrarie da determinarsi; e

e le t~ c; z sono analoghe a queste rispetto ad h’ ed alle ~, tl.
La (5) da le perturbazioni di T nella nietà inferiore del-

1’ orbita, e la (6) le da nella superiore.
IV. Per determinare la costante C si indichi con i~ il va-

lore di ~Y’ per t==O; essendo allora /~===2013~ avremo :



58

don~e,

e la (5) diviene

Quanto alla (6), bisogna prima determinare la costante che
entra nell’ espressione del tempo. Sia ti il tempo in cui la co-
meta fittizia giunge allora abbiamo

e facendo tali sostituzioni nella espressione di t per h’, ana-
loga alla (74), la costante vien determinata. Indicando inoltre

1 il valore di c’ per t==t,, e facendo nella (6) h’=3, cl =c’ ~
e essendo ij ciò che diviene T per t-ti si avrà

epperò la (6) diverrebbe

Si può però esprimere T, i per To - ..
Infatti osservando che r ~ non è che il valore (8) di i

per h=z perchè 1’ istante iniziale della (6) coincide coll’istante
finale della (5); si trova, facendo in (8) 
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sicchè il valore {9 j di 1~’ nella seconda metà dell’ orbita, di-
viene :

v. Ter111inata la prima rivoluzione, e la cometa ripassando
per ~~ bisogna tornare a determinare le costanti per la seconda
rivoluzione. Ciò si fa nello stesso modo : solo osserveremo che il
valore di 1’ della (5) in guell’istante sarà r 2 e quello di c’sarà c’ 2.
Si può poi eliminare r 2 per mezzo della (10) poichè la 1’82 si ot-

tiene da quella equazione col farvi h’ = 3; per la solita os-
servazione. Quanto alla (6), si farà lo stesso col chiamare c’s
il valore di c’ quando la cometa fittizia ripassa per ~’, e 1~’3
il valore corrispondente di ~Y’, che può eliminarsi nel solito

modo.
Continuando con questo metodo, si troverà per la (2~-{-1~

semirivoluzione :
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e per la semirivoluzione (25-}-2)" :

VI. I valori C’o cf 2 c’ 4 .... si possono esprimere pei valori
estrenii Poichè la cometa fiittizia fa una r. vo1uzione sia a

partire da y che da 7’ in1pieganclo lo stesso tempo, segue che
occorrerà lo stesso tempo ’~, affinchè 1’ anomal a media passi da

a e’2 e da e’, a c’ 4 ec. Essendo quindi T 1’ aumento che
l’anoi lapia media del pianeta acquista nel tempo t, aVre1110:

e inoltre, analogan-iei-ite

Quindi

e poichè per note formule trigonomctriche si ha
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osservando ehe c’o -j- s ~ c’ ,,g , abl.&#x3E;iaino :

Nello stesso modo, si troverebbero i valori delle altre som-

me di seni e coseni, cioè:

VII. Introducendo queste espressioni nelle precedenti for-
mule, per la (2s-}-l)’’ semirivoluzione avremo la forzna:

e per Iii ( 2 s + 3 ) :
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e in queste, le sono funzioni dei coefficienti
delle (3) , (4) di 

~ e di T; epperò sono completamente
conosciute. Determinando la i~ coll’ osservazione, la funzio-
ne T risulta determinata da~le (13), (14) in tutta l’ orbita .

Nello stesso modo si determinerebbero le altre funzioni
BJt e E, che prenderebbero la stessa forma delle (13) (14): solo,
invece di 1~o si avrebbe rispettivaniente ~¡~’to e 80, I coefficienti
di 11~’ , E potranno indicarsi colle stesse lettere A , B ..... :
unendovi un’ apice o dne in alto; e cos  per le funzioni

l 2 7 = E 1 epi. °

VIII. Integrando la (77) del §. 2.° si ha

senz’ aggiungere costanti arbitrarie essendo già state aggiunte
alle T , W , S ed anche determinate.

Ricordando ora che p , o son formate con c, come r , f son
composte con t, si avranno le equazioni :

corrispondendo 7] al? anomal a eccentrica: sicchè

Si ha anche
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Le (16) danno

e dalle (17) e (18) si ha

Sostituendo questa nelle (19) ed eliminandovi sen 7) e cos 7]

per mezzo delle (16) si trova

Derivando ora la (15) rispetto a ’t, e servendosi delle (20)
abbiamo :

Ma dalla seconda delle (18) si ha

sicchè la precedente diviene
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IX. Si può ora passare alla determinazione delle perturba-
zioni. Le due prime equazioni ~I) del §. 1, possono scriversi

come segue:

la linea sovrapposta indicando che si dee mutare z in t e quindi

p i W in 1’, f nelle funzioni Wo e 2013-2013. Ora, facendo l’accen-
nato cambiamento nelle (15) e (21) si ha :

Per efiettuare queste integrazioni, bisogna anzitutto cam-

biar variabile , come si è fatto per le Nel nostro

caso, introdurremo si ha

e analogamente per 1’ anomal a superiore.
Ricordando che ora

65 

del §. 11. diviene

giacchè è chiaro doversi, nell’atttial modo di divisione preii-
dere i segni superiori in detta (21) : e allora le (22) (23) di-

vengono :

-"Y -1 -7 g -’7 .

X. Ciò fatto, l’integrazione delle precedenti non offre alcuna
altra difficoltà. Infatti, dalle (54) . li. si deducono subito, coli

. 

bo 
. 

1.. L. f 
dt

opportun  canibiamenti , gli l sviluppi di r, r cos sen f ; -11 i,

La funzione non offre niaggiori difficoltà. Infatti

per la (52) del §. II. abbiamo :

si avrà quindi la forma

Con tutti questi sviluppi, e col ricordare le espressioni
delle T, W a E , non è difficile trovare per (1 az la forma se-

5
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gaente, relativa alla (2 seiiiirivoluzione :

ove 0 e 1B contengono gli elenmenti ’o e 20 da eleteriiii-
narsi coll’esperienza. Gli altri coefficienti son noti.

dv

i 

si troverebbe una forma completall1ente analoga :
e cos  pure per l’ ano111al a superiore ~2’ .

~2}

XI. Indicando in generale con F la funzione :
a

ed integrando la precedente, si ha

si ha un’ altra espressione analoga per la parte superiore del
1" orbita °
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Abbialilo poi da determinare la costante C che entra nella
(26) e quella che entra nell’ aspressione di lz relativa ad fi’ .

Tal determinazione si fa in modo perfettamente simile a quello
tenuto per determinare la costante Tutto di prenderà
adunque da un certo valore iniziale che diremo ep-

però la (26) dopo la determinazione di C, conterrà la quan-

10 , i (1&#x3E;0 di cui bisogna conoscere i valori 

rici.
È facile assicurarsi che, determinata la C, la (26) può por.si

sotto la forma .

essendo R una costante determinata, perchè fiilizioile di c"o, cB 
ec. : S , T , U V funzioni di h. espresse per serie trigonometri-
che. Ora il valore numerico si ha subito, osservando che
esso è la differ enza fra 1’anomal a media ellittica della cometa,

e quella x-ealmente osservata in quell’ istante .
I valori di Eo si otterranno con tre osservazioni

che dieno tre valori di 8 z. Indicandoli con e

supponendo che essi abbian luogo in una data semirivoluzione,
pei valori h, , h9. , h3, di h, si troverà la forma

ove le A, B , C son costanti nuniericiie note. Da queste tre

equazioni, si hanno i valori di 1

XII. Cos  la ~z risulta completamente determinata.
In modo perfettamente analogo si deteiininerebbero le fun-

zioni v e ~s : quest’ ultima poi più facilmente delle altre per-
chè non richiede una seconda integrazione.

Possiamo dunque ritenere risoluto il problema della deter-
minazione delle perturbazioni del nioto d’ una cometa in ~.a

approssimazione. ,



ERRATA CORRIGP.’

24 linea penultima: la priUl’"  va este»a d;i 1 ad é
:~ 25 le ultime formule vanno segnate col numero 60.
&#x3E; 34 linea 15 ledasi

» $ó line&#x3E;1 J leggasi

&#x3E; 58 penultima linEa 

. o9 formula ( J ) linea. pemilUma, invece di 

.. li3 dLIle formule (!9) leggnsi 2013 ilivece d* 1/.7


