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Il conseguimento di un posto di studii all'estero avendomi permesso di fre-
quentare nell’anno 1877-T8 i corsi d'Analisi dell’Universitd di Berlino, mi credeva
quasi in obbligo di far conoscere almeno in parte, ai miei compagni di studio, le
nuove vedute ed i concetti nuovi che il prof. Weierstrass va introducendo nella
scienza e che, mentre vanno diffondendosi in Germania per l'opera dei numerosi
suoi discepoli, rimangono ancora quasi sconosciuti agli studenti italiani per la nota
avversione di quel maestro per la stampa. Solo mi tratteneva da un tentativo di
pubblicazione la difficoltd di una conveniente esposizione di argowenti delicati ¢
per la loro novitd soggetti a controversia, e in cui una parola impropriamente ado-
perata basta a svisare il concetto.

Perd, il chiar.me prof. Battaglini avendomi con cortese invito aperto le co-
lonne di questo Giornale, mi provo a darc un saggio della prima parte di un corso
d'Analisi secondo quei principii : presento cio® una Introduzione alla teorica delle
Funzioni Analitiche, avvertendo che il presente lavoro non & la riproduzione in-
tegrale di un corso del prof. Weierstrass, bensi un sunto ricavato da lezioni
udite e da fascicoli di corsi antecedenti messi alla mia disposizione dalla gentilezza
di aleuni suoi scolari.

A scusare la pochezza del compilatore valgano I'importanza dellc nuove con-
siderazioni ed il chiaro nome del loro Autore.
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SEZIONE PRIMA

1 PRINCIPII FONDAMENTALI DELL'ARITMETICA.

CAPITOLO PRIMO

I numeri formati con una sola unita principale.

§. I. Definizioni preliminari; le operazioni fondamentali sui numeri inleri.

1. L'Analisi fondandosi senza alcun postulato sul solo concetto di numero, con-
viene stabilire anzitutto la definizione delle varie specie di. numeri e delle opera-
zioni che su di essi si possono eseguire. ed intraprendere percié, quale introdu-
zione, una rassegna critica dei principii dell aritmetica.

2. Avendosi sott'oechio varii oggetti, si distingueranno tutti quelli cui appar-
tiene una certa proprietd dicendo che essi costituiscono nel loro insieme una spe-
cie, e quella proprietd sari la caratieristica della specie.

Uno degli oggetti cosi distinti sara. avato riguardo a quella proprietd, un’uniti
della specie.

Riconoscendo la proprietd caratteristica in successive unitd, si avrd il concello
semplice di numero inlero.

Due unita della stessa specie sono eyuali, cioé equivalenti rispetto alla pro-
prieta specifica.

3. L'insieme di pit unitd di varie specie costituisce un numero complesso.

Le varie specie di unitd sono gli clementi del numero complesso.

11 passaggio di una scrittura ad un’altra che rappresenti il medesimo numero
complesso si dice (rasformazione. Le trasformazioni si possono operare in virtl delle
relazioni che possono esistere fra gli elementi.

(Per esempio una stessa sommna di denaro si pué esprimere in pilt modi in
scudi, lire e soldi, quando siano note le relazioni che legano fra di love gli scudi,
le lire, i soldi).

Due numeri complessi sono eguuli se contengono gli stessi elementi lo stesso
numero di volte, o se possono rendersi tali per mezzo di trasformazioni.

i. Ammetiendo senza discussione il conteggio con numeri interi, ricorderemo
le leggi fondamenlali delle relative operazioni.

o
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a) Eguaglianza di due numeri interi.
Da a=0b, risulta b=a.
Da a=b, e b=¢, risulta a=c.

Queste due leggi si diranno caratteristiche dell eguaglianza.
b) Addizione dei numeri interi :

at+b=b+a
(@+by+c=@+c)+b.

Queste saranno le leggi caratteristiche della addizione.
¢) Moltiplicazione dei numeri interi.
La moltiplicazione dei numeri interi a-b va definita come addizione di b volte a.
1l significato del moltiplicandn essendo diverso da quello del moltiplicatore, non
¢ ozioso il dimostrare la legge d'inversione.
Nella moltiplicazione dei numeri interi si dimostrano elementarmente le se-
guenti leggi, che riterremo come caratteristiche :
ab=ba
ab-c=ac-b
(a+bc=ac+be
e da queste (fra loro indipendenti) risulta come conseguenza la quarta legge

(a+btc+..)(d+e+f+.)=ad+ae+..+bd+... ™

5. All'addizione si collega come operazione inversa la sottrazione. Sottrarre b
da @ significa trovare quel numero, che verra indicato con

a-b,
(*) Si noti che quest’ultima legge permette di trovare il risultato di qualunque

wmoltiplicazione di numeri interi, ciod insegna di quante unita si compone il prodotto,
quando siano scomposti i fattori nelle loro unitd e si sappia che

1x1=1,

XEX ’

che aggiunto a b riproduca @, talché per deflnizione
(a—-b)+b=a.

Cosi alla moltiplicazione si collega la divisione: dividere a per b significa tro-
vare quel numero, che verrd indicato con

>la

che moltiplicato per b riproduca a, talché per definizione

5'1):(1.

Ma se @ e b sono interi qualunque, non si trova sempre un numero intero

. . . . a . - . .
che risponda alla definizione di a—b o di 33 ossia la divisione e la sotirazione
non sono in certi casi possibili nel rampo dei numeri interi, per cui tali ope-
razioni vanno in tali casi o dichiarate impossibili, o rese possibili mediante I'esten-
sione del campo dei numeri ¢ I'introduzione di convenienti classi di numeri com-
plessi (n. 3).

6. Le considerazioni precedenti sui numeri interi valgono qualunque sia il nome
della specie (n. ?) relativa, ed anche se si lascia innominata la specie, (unith e

numeri astratii).
§. IL. I numeri frazionarii.

7. Si dird unitd principale I'unitd, di specie innominata, cui si riferiscono i

numeri interi.
Si dira parte aliquola ns™> dell'unitd principale una nuova unila (o elemento

§ I, 3) che si indichera con ¢, e verra definita da

» volte
EntEptatere...=1,

ossia :
(a) ne, = 1.
Si dird numero frazionario un numero complesso che contenga come elementi

T'unity principale ed un numero finito di sue parti aliquote , ciascun elemento en-
trando un numero finito di volte.
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La forma generale ‘di un numero frazionario sard

a=m+me +mye oo m,
1 n, 3 "!'I' + rsnr

8. L’elemento indicato con ¢,, & tale per definizione, che
mn-E, =1,
ma questa eguaglianza potendosi scrivere

Eunt Emn+ « - - + Epp (M VOItE)
temntEpat - oo +Eqy (M volte) Y =1

+ ... (n volte) . ..

e indicando con «x l'insieme n-z,, degli elementi di una colonna, essendo

m-x=1,
ne viene per definizione ,
x =g,
e quindi
(b) TeEpp = Epye

9. Dato un numero frazionario, si possono operare su di esso le trasforma-
zioni indicate dalle due formole (a) e (b), e ridurre ogni numero frazionario a con-
tenere una sola specie di elementi.

Avendosi infatti il numero frazionario

A=My+ME +My& + ...+4ME
0 l”l 2"2 r”r

si indichi con » un multiplo comune dei numeri interi

tale che

N=NgV =NV = MgV =+ o o =MV,

sard per la (b)

enz =V Engv, =V b,
f-:n,, =V Enr\«r =Vrta
e per la (a)
1= ne,
da cui
@ = (Mg + My + MaVy + + o o+ Y Eye

La medesima trasformazione serve a ridurre pilt numeri frazionari ad un solo
elemento che sard il medesimo per tutii i numeri.

I’ addizione ed il confronto di pil numeri frazionari (in numero finito) si riduce
all’ addizione e 2l confronto di numeri interi riferito ad una stessa unita ¢, , in se-
guito all'accennata trasformazione.

10. La moltiplicazione di due numeri ab dovra dare un risultato avente le tre

proprieta

) ab=ba
1) ab-c=ac-b
(1) (a +b)-c=ac+be,

che si prenderanno come definizione della moltiplicazione stessa. L’ ipotesi che val-
gano queste tre leggi basta, in virtd della legge

aw @+b+..)c+d+..)=acrad+be+bd+...

conseguenza delle prime tre, a calcolare un prodotto tosto che sia conosciuto il
signiicato del prodotto (¢, e,) di due elementi. Ora questo significato si trova no-
tando che per lakregola (A% -

m volte 7 volte
(e,,,+s,,,+......)(e,,+s,,+,.....)=mn-(eme,,),
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ma per definizione
'msm =1 y ne, = 1
onde
mn- (Em En) =1
e quindi

Cm ) =Ena

Da questa, e dalla regola (IV), si deduce
Pen Gen=DPq Epp »

regola della moltiplicazione per due frazioni qualunque.

11. 11 quoziente g (5) di due numeri interi @ e b non & sempre esprimibile

con numeri interi, ma lo ¢ sempre con numeri frazivnari.
Anzitutto, essendo per la definizione di quoziente

A
(3

n
7

ne viene

e

Di piu, essendo per la stessa definizione

e d’altra parte, (n. 10):
Nn-Mme,=m,
sard :.
e m
e, =
" n
1l quoziente di due numeri frazionari & sempre esprimibile con un numero fra-
zionario ; infatti

Pea _oee, .
e, 14 mg

) 8 )
come si riprova moltiplicando questo risultato per ge,, ottenendosi per prodot-
to pe,. ’
Essendosi trovato che I'elemento €, equivale al quoziente :'I’ si potrad abban-

. . 1 m .
donare la notazione ¢, , me, e scrivere n ' 7 come si usa generalmente.

§. IOI I numeri formati dall'unite principale e da un numero infinilo di sue
parti aliquole.

12. a) Un numero si dice determinato quando si sa di quali elementi & com-
posto e quante volte in esso compare ciascun elemento.

Con elemento s intende I unita principale e le sue parti aliquote.

Es. 11 numero 0,363636... & determinato perche si sa che in esso entrano gli

elementi Wlm—. » ciascuno di essi 3 volte, e gli elementi della forma i—(—;l-,-,,,ciascu-

no 6 volte. Cosi & determinato il numero 3 perché si sa che consta degli

“am+ D
elementi

3 e

1
1;2:

Sl=

1
'12° 2

Dl -a

. . . . . . 1
ciascuno dei quali compare una volta ; cosi & determinato il numero Eﬁ’ ece, E

evidente che I'ordine in cui si presentano questi elementi ¢ affatto indifferente.

b) Un numero si dice definilo quando non si possono indicare a priori gli ele-
menti che lo compongono, ma si possono determinare di mano in mano questi ele-
menti mediante un determinato algoritino.

In questo senso il numero 2 si dira definito quando lo si voglia esprimere
per mezzo degli elementi decimali che lo compongono : il noto algoritmo dell'estra-
zione di radice quadrata permette di determinare di mano in mano questi elementi,
ma non di assegnare a priori il numero di volte che comparira l'elemento 1o+

c) Se da un numero, determinato in qualunque modo , estragghiamo un nu-
mero finito di elementi, avremo un numero, che si dird parte integranie del pri-
mitivo. Un numero che & parte integrante di un numero dato, o che si pud ren-
dere parte integrante per mezzo di una trasformazione (n. 3), si dice contenuto
nel numero dato.

d) Se a & un numero composto degli elementi
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dove m, ,m,,, .., M, , ... sono numeri interi tutti disuguali o eguali it
( re g guali al piu
in numero finito, i numeri

saranno. parti integranti di a. E qualunque sia il numero ¢ parte integrante di o
o contenuto in a, si potrd sempre determinare un valore n tale che sia

€ < Qy. *)
13. Due numeri composti di infiniti elementi si dicono uguali se ogni numero
intero o frazionario contenuto nel primo ¢ anche contenuto nel secondo, e vice-
versa. Da questa definizione segue che :

s¢ a=0, anche b=uqa,
ese a=b, ¢ b=c, anche a=c,

che sono le leggi date al n® 5 come caratteristiche dell' cguaglianza.

14. Il numero a si dird maggiore di b se esisterd un numero ¢ contenuto in
a, e non in b.

Per giustificare questa definizione si pud mostrare che in allora non pud esistere
un numero conlenuto in b che non sia anche contenuto in a. Sia infatti un numero
¢’ contenuto in b. Se fosse ¢’ > ¢ anche ¢ sarebbe contenuto in b, contro I'ipotesi,
e s¢ & ¢’ <c essendo ¢ contenuto in @, a fortiori vi sard contenuto ¢’.

Questa definizione da una via per dimostrare Ia disuguaglianza, come la defi-
nizione del numero precedente somministra una via per dimostrare I'eguaglianza
di due numeri.

(*) La disugragiiansa di numeri frazionari si @ ricondottz a quella di numeri

interi al n. 9.
2

10X

15. Un numero si dird finité quando si potrd trovare un numero (intero o fra-
zionario) maggiore di qualunque sua parte integrante. Se non sard possibile tro-
vare un tal numero, il numero propesto si dird infinilo.

Un numero sard certamente infinito se uno stesso clemento, sia pur piccolo
quanto si vuole, compare in esso un numero infinito di volte. E per questo il nu-
mero determinato composto degli elementi

DI —
Ol
o

¢ infinito, perché si ha qualunque sia k&

1 1 1 1 1
m+m+...+§k<k~?—k=-2

Ca 1 - P :
cioé¢ I'elemento 3 entra in “‘17, un numero infinito di volte.

Se un numero a & finito, esiste sempre un numero maggiore secondo la de-
finizione a n® 14; infatti esiste per definizione un numero ¢ maggiore di qualunque
parte integrante di a, ora sia A>c: ¢ & contenuto in A, e non in ¢, dunque A
& maggiore di a.

Viceversa, se ¢ & un numero tale che se ne possa assegnare uno A maggiore
e finito, a & necessariamente finito. Infatti se ¢ & contenuto in A e non in a, sard
¢ per cid stesso maggiore di qualunque parte integrante di a.

16. La definizione di eguaglianza data a n° 13 pud servire a dimostrare 1'ef-
fettiva eguaglianza di due numeri, come nel seguente esempio :

Dall'identita

1 + 1 1
k(k+1) k+1"k

facendovi k=1,2,3,...n, si deduce

1 1 1 1 [
et sat taman tari o

Ora si consideri il numero determinato

1 1

1 1
a~m+2-—o§+3'ﬁ-+"'+ﬁ(T+i_)+""

dico che questo numero & uguale all' unit.
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Sia infatti ¢ un numero qualunque contenute in @, si potrd sempre determi-
narc un numero n tanto grande che sia (12)

1 1 1
C<r—stogt... .+ —o0
SteteEt o Tamey
ma questo secondo membro & minore dell'unitd, per I'identita stabilita; onde ¢ &
contenuto in 1.
Viceversa sia ¢ contenuto in 1; si pud porre

c+c¢' =1
e si pud sempre prendere n tanto grande che sia

! <¢
n+1

’

€ quindi, per la precedente identita ,

1 1
et emtes it o0—a>
, retest Tamen
ossia ¢ sard contenuto in a, e per la definizione stabilita, sard

a=1,"
c. d. d.

17. Somma di due numeri @ e b sard un terzo numero che contenga tutti gli
clementi di « e b, ciascuno tante volte quante entrano in o e b insieme.

La somma di un numero qualunque (finito) di numeri si definisce nello stesso
modo.

La somma di due numeri finiti e determinati & pur essa determinata e finita.
Che essa sia determinata risulta dalla definizione; se poi @ e b sono finiti, esi-
stono numeri A e B rispettivamente maggiori, e allora A+B sarh maggiore di qua-
lunque parte integrante di a+ b, e quindi per definizione @ + b sard un numero
finito.

18. Prodoito di due numeri determinati @ ¢ b & un terzo numero composto
dei prodotti di tutti gli elementi di @ per ciascuno elemento di b.

Questo numero ¢ determinato, perché se

a—L'i—nL +Il +
Tmy my, T Tm, T
1 1
b= — + — +4_+ s
n,  n, n

Xz y
esso conterrd tutti gli elementi ;‘ dove v & un prodotto della forma m,n,, e con-

terrd 1'elemento é tante volte quante sono le coppie m,,n, che danno un egual

prodotto. Di piu esso & finito; infatti qualunque parte integrante di «b si pud porre
sotto Ja forma

T

11

c<
- 711,}1

i

1

1
n,

ora, essendo per ipotesi a e b finiti, esistono numeri A e B rispettivamente mag-
giori di qualunque parte integrante di @ e b; quindi vi sard un numero AB mag-
giore di qualunque prodotto

Sla

5 1
T

-

€ cio basta a provare che ab ¢ finito.
La definizione precedente conserva valide per il prodotto ab le leggi date a
n® 5 come caratteristiche della moltiplicazione.

§. IV. Rappresentazione concrely, dei numer? precedentemente definiti.

19. Per mostrare che i numeri definiti fin qui in modo astratto possono ser-
vire di misura a grandezze concrete, sceglieremo come esempio i segmenti di rette
considerati nella sola lunghezza e che percid potremo riguardare come presi tutti
nella stessa direzione. :

Somma di due segmenti AB , CD sard un terzo segmento composto di AB ¢
CD presi per diritto al seguito 1'uno dell aliro, e per I'addizione cosi definita val-
gono le leggi dette al n" 5 caratteristiche dell'addizione. Posto il significato di
somma di due segmenti, si ha subite il sigvificato di mulliplo e parie aliquola di
un segmento, che la geometria da il modo di costruire.

Cid posto, dati due segmenti A e B e presa la serie dei numeri naturali

si troveranno sempre in questa serie due numeri consecutivi tali che sia

m-A<B<(m+1)A
ossia
B=m-A+R
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dove R indica un segmento minore di A. Preso un intero qualunque a maggiote
dell’ unita, si consideri la serie

m

3 .
L TR

in questa si troveranno due termini consecutivi tali che sia
m, my+ |

—LA<R<——AA
[ a

e si pud porre
B= (m + L’I"L) A+ R,

dove R, & un segmento minore di :?A. Si considera poi la serie
3
C g
e si giunge nello stesso modo a porre
B= (m—szq—:l'—+’2-—:-)A+R,.
Proseguendo a questo modo, o si giungera ad un resto R, nullo, cioé ad avere

.om m M,
B<(m+-—'+ 2. — ) A,
« a

u?

ed allora B si dird misuralo da un numero frazionario rispetto all'unitd A; oppure
I operazione non si terminerd, ¢ B avrd per misura un numero composto di infiniti
elementi, e definilo (v. n° 12, b) dall operazione che abbiamo indicata.
1 numeri composti dell'unita e di infinite sue parti aliquote non sono dunque
di pura astrazione, 1na possono servire di misura a grandezze.
20. Di pitt, ad ogni numero finito e determinato corrisponde una grandezza
da esso misurata, fissata che sia @ priori una unitd omogenea arbitraria.
Attenendoci alla rappresentazione delle
R —,, grandezze per mezzo di segmenti di egual
0 U PoA 4 9 direzione, sia OU un segmento che si prende
come unitd : esisterd certamente se

—

MOAE X

¢ un numero finito, un numero intero n > a, e si prenda 0Q =n. Cid posto, esi-
steranno sulla retta indefinita Ox, e precisamente fra O e Q, punti P caratterizzati
dalla proprieta di essere i segmenti OP minori di alcune fra le parti integranti di a:

: 1 1
= =-—+ — ecc.
m, my iy
Esisteranno altresi punti P’ caralterizzati dalla jroprietd che i segmenti OP’
siano maggiori di tutte le parti integranti e, di «. Ora tutti i punti del tratto 0Q
appartengono necessariamente o alla specie P o alla specie P, e nessuno pud ap-
partenere alle due specie: di pilt, ogni segmento OP' ¢ maggiors di tutti i seg-
menti UP; dovrd quindi esistere un punto A di separazione fra i punti chiamati P
¢ quelli chiamati P, ed il segmento OA sard misurato dal numero a.

§. V. Numeri negativi.

21. 1l numero che aggiunto ad un dato numero b produce un numero pure
dato «, verrd indicato col simbolo

) a-b
definito dall’ eguaglianza
b+(@-b)y=a

Un tal numero non si trova sempre fra quelli fin qui definiti . e quindi siamo
condotti, o a dichiarare impossibile in certi casi la sottrazione, e quindi immagi-
nario il risultato. o a tentare una ulteriore estensione del campo dei numeri in-
troducendo una nuova classe di numeri complessi che diano in tutti i casi il risul-
tato di una sottrazione. Conformemente a ¢id che si & gid fatto nel caso della di-
visione, ci atterremo al secondo partito e daremo le seguenti definizioni :

@) Se e & un'unitd definita in qualunque modo, chiamercmo unitd contraria
ad ¢ ed indicheremo con e’ quella definita da

) at+e+e=a

esprimente la proprietd che e ed ¢ aggiunte simultancamente ad uno stesso nu-
mero qualunque, lasciano questo numero invariato. Equivalente alla (1) & Ialtra
serittura

@ e+e =0,

b) L'unitd principale innominata dei numeri interi si dird unita posiliva . e
la sua contraria si dird per opposizione negativa.




(18X

¢) I’elemento contrario alla mesima parte dell’unita pesitiva ¢ la nesima parte

. . . Lo N
dell’ unitd negativa, diciamo infatti ¢', la contraria di 5o sard

1
a+%+s’n+-+e’n+ ...... +,'—+5'"=(1
ossia
1.1 ) , , lte =
a+7—z+7—b...n\olte+s,,+s,,+...nvo e=q
ma
11
~+ -4 n volte =1
n+n+ s
onde
a+1+(E, +e5+ ... nvolte)=a
ossia

n volte ¢, =1

ciot &', ¢ la parte aliquota nsim2 di 1/, ¢. d. d.

d) L'unitd positiva e le sue parti aliquote si diranno elementi positivi; I'unitd
negativa e le sue parti aliquote elementi negalivi; e passiamo a studiare numeri
composti di elementi positivi e negativi in numero finito.

22. In tali numeri sono possibili le trasforinazioni indicate da

[C)) ate,+te,=a
(2) ne, =1 , ney =1
@) Nepp = E 5 Ne'mp=Epe

Con tali trasformazioni, qualunque numero contenente elementi positivi ¢ ne-
galivi in pumero finito si pud ridurre a contenere una sola specie di tali elementi.
Sia infatti il numero a. dove my ,m,,...n,, Ny, .. sono numeri interi fra loro
eguali o diversi

1 1 1 ) (l 1 1 > l
=l—t—+. . — )L —F=—+, .. -,
¢ (m, +m, + m, n, ny, 7,

Per mezzo della trasformazione (3), posso ridurre tutto il coefficiente di 1 ad

X 16 )

una sola specie- di elementi, ¢ cosi tutto il coeMciente di 1', cioé

Ora dei due numeri interi h e %, sia h>k e precisamente

h=k+1,
sara
Lk ko, 1
vE ol Ut
e per la (1)
a:»l— i,

cio¢ si riduce a soli elementi positivi. Se h=%, a si riduce a zero ,se h<k e
k=h-+1, e si riduce ai soli elementi negativi.

l
a=-.1,
m

23. Potendosi ridurre ad una sola specie di elementi i numeri composti di
elementi positivi ¢ negativi in numero finito, resta definita essenzialmente I egua-
glianza di tali numeri. Perd I'eguaglianza si pud anche stabilire in altra guisx, ¢
dire che i numeri

a=ayl+a, , b=b,-1+b,-1
sono eguali se

(%) Qg+ bhy=a, + b,

da cui si deducono facilmente tutte le leggi dell' eguaglianza.

24. Ridotto che sia un numero ad una sola specie di elementi (positivi o ne-
gativi) colla trasformazione indicata al n® 22, diremo valore assolulo di questo nu-
mero il numero che si ottiene lasciando innominata I'unitd. Cosi il valore assoluto
di kg

m m

28. L'addizione di due o piti numeri contenenti elementi positivi ¢ negativi in

numero finito avrd per oggetto la formazione di un nuovo numero contenente tutti
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gli elcmenti che entrano nei sommandi, posto che questi sieno in numero finito.
Per questa operazione valgono evidentemente tutte le leggi poste al n® 5 come ca-

ratieristiche dell’addizione.
La sotirazione di b da a avendo per oggetto di trovare il numero a-b tale che

b+(ea-by=a,

si riduce all'addizione di « col contrario b 1" di b; intendendosi con »-1' il nu-
mero che si otticne sostituendo ad ogni elemento di 0 il suo contrario ; ed infatti,
per la definizione di coutrario,

bta+b-t'=a

onde
a-b=a+b-1.

: . . . m .
Risulta da questa osservaziome che ogni numero negativo, come —.1’, si
n

pud scrivere

m . m
0~ — o semplicemente — —
n n

o . mn . . R
cioé il numero che aggiunto ad - da zero. Con cid torniamo all’ordinaria nota-

zione dei numeri negativi, che riterremo in seguito.
26. Anche qui, come a n® 10, definiremo la moltiplicazione un’ operazione ca-

ratterizzaia dalle leggi

I ab = ba
(I ab.c=ac-b
(1) (a+b)-c=ac+ be

dalle quali risulta
vy To(e+b+o)e+d+ L )=actad+be+bd ..

e quest'ultima legge rende possibile 1'csecuzione di qualunque moltiplicazione, tosto
che si cono-ca il significato del prodotto di dué elementi.

Aggiungeremo alle leggi della moltiplicazione quest’'altra nota caratteristica :
3

Y18 )X

Condizione necessaria e sufficiente perché un prodotto sia zero & che sia zero uno
dei fattori.
Si eseguisca, secondo la legge (III), la moltiplicazione

(ke (-D)

o . R 1 1
il cui risultato & nullo, essendo n + (-:ﬁ) nullo per la definizione di elementi con-
trari. Si avra

1 1 1 ( 1 )
——+ =\ -=)=0,
m n m n
da cui il secondo termine sard conirario del primo, ovvero :
. 1
- LDty
™m n m n

Da questa formola, e dall'applicazione della legge (1), si deduce :

o (-L)Lo_(rn

m n m n

Si eseguisca secondo la legge “(II), la moltiplicazione
CHICIE))
[p— — + —_——
m n n
il cui risultato ¢ nullo: si trova
i) (i) + () (-
(-% )+ (-m) (-5)=0
ossia il prodotto (— i) ( - i) sard contrari ! ! i
po" p i0a |- w -—n—che sappilamo es-

1 1)
sere (R'7 « Dunque

™ (- (-2t
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Le formole V, VI, VII danno le regole della moltiplicazione degli elementi,
da cui, per mezzo della legge (IV) si deducono i prodotti di numeri qualunque. In
cid che precede si & dimostrata la cosideila regola dei segni.

Per la divisione si terrd la solita definizione, & le regole dei segni si deducono
facilmente da quelle della moltiplicazione.

§. VI. Numeri composti d infiniti elementi positivi e negativi.

?7. @) Un numero che contiene elementi positivi e negativi, anche in numero
infinito, si dird deferminato quando si sa quali elementi in esso entrano e quante
volle vi entra ciascun elemento.

Si esclude che uno stesso elemento possa comparirvi un numero infinito di volte.

b) Un numero si dird finito quando esiste un numero assegnabile intero e
positivo, maggiore del valore assoluto di qualunque sua parte integrante.

Segue da cid che se un numero & finito, sara altresi finito il numero composto
dei soli suoi elementi positivi, e quello composto dei soli suoi elementi negativi.

Segue pure dalle definizioni precedenti che I'ordine in cui si presentano gli
elementi che compariscono in un numero finito e determinato & affatto indiffe-
rente (*).

(*) Pare conveniente di insistere sul concetto che, seconio il prof. Weierst rass,
dobbiamo formarei di un numero composto di infiniti elementi e cosi, in seguito, di
una somma con infiniti sommaudi.

Quando un numero & d:ferminato nel senso stabilito, noi conosciamo tutfi i suoi
elementi benché in numero infinito, e noi riguardiamo il numero come linsieme dei
suoi elementi, che comprendiamo tutti colla mente. Non vi ha alcuna difficolta a con-
cepire in questo senso il numero formato di un’ unita, della sua meta, della meta di
guesta, e cosl via.

Cos) se gli elementi sono in numero infinito e positivi e negativi, immaginiamo

. 1 1
p. e. senza difficolta il numero che contiene le parti aliquote - oo del-

1
3> 5 a1
1 N . |
PRIV R W dell’ unitd negativa. Ed ¢
chiaro che in questo modo di concepire tali numeri, resta affatto indifferente I'ordine

. 1 1
I'unitd positiva e le parti aliquote -

in cui si serivono gli elementi.
Non & cost che negli ordinari trattati si considerano i complessi di infiniti ele-
menti. La serie

0

)20 X

28. La teoria dei numeri composti di infiniti elementi positivi e negativi si
fonda essenzialmente sulle seguenti proposizioni.

LEMMA. Se a e b sono due nwmeri composti d infiniti elementi positivi, ed
¢ b <a, si potra sempre determinare un numero ¢ tanlo piccolo che sia ancora

b+e<a.

DiMOSTRAZIONE. Sia infatti

Dire che & b <« vuol dire, per definizione, che esiste un numero contcnuto

si considera come un limite, definito da cid che diventa la somma
11 1 1
Sa=logty— o tain

quando # cresce o'tre ogni limite. Questo limite S dipende evidentemente dalla forwa
della funzione 8, di #, e quindi pud variare al variare del modo d’aggruppamento
dei termini : infatti la serie (1) equivale &

1 1 1 1
@ retsatsst Tt

e se invece scriviamo i termini aggruppandoli diversamente

1 1 1

LR S SR
LI vy S Py gt

9711 7§ + ..

abbiamo la serie del tutto diversa della (2)

5 13 21 8n—38
+ |

1827574 o116 T o n@-nEm
S'intende da cid come un numero non finito nel senso da noi stabilito , possa dare
una serie convergente (nel senso ordinariamente ammesso) quando i termini siano
seritti in un determinato ordine.
I numeri che noi diciamo finiti sono quelli soli rappresentati da serie convergenti
indipendentemente dall’ordine dei termini.



(21X

in a e non in b; sia ¢ questo numero, si pud trovare un indice r tanto grande
che sia

Aggiungendo ad ambo i membri > sard
rd
1 1 1 1
c+ K — . -+
Mg =My M, my My

s . 1
sara ancora contenuto in «. Ma se prendo & < e ¢ non essendo
r+1 - r+1

cioé ¢ +
contenuto in b per ipotesi, c+n—ll— non sara contenuto in b+ ¢, e quindi per de-
finizione sara -

bt+e<a,

c. d. d.
TeorEMA 1. Se a e b sono due numeri composti di infiniti elementi ed ¢
a>b, si puo sempre definire un numero finito ¢ tale che sia

bre=a. ()

DimosTRAZIONE. Prendasi la serie degli elementi

1
10 T vases

5
(*) Questa dimostrazione non sembrera oziosa, ove si rifletta che cons‘derando vZ e V3
per esempio come definiti in modo puramente avitmetico, non si ha dai trattati or-

dinari alcun modo di ottenere gli clementi che compongono VZ — V3. Cosi il Ber-
trand (pag. 286, §. 295 del Tra'talo d Avitmetica trad. Novi) schiva la difficolta
ricorrendo per definire le operazioni su tali numeri, alla considerazione delle gran-
dezze che essi misuranc. Egli dice infatti: ¢ La somma o differenza di due numeri
» incommensurabili ¢ un numero che esprime la somma o la differenza delle gran-
» dezze rappresentate coi numeri proposti », definizione che non pudé convenire ad
un’ Aritmetica pura, ciod a una genesi dei numeri indipendente dalle grandezze con
crete e fondata sul solo concetto semplice di numero intero.

ez )y

in questa serie, per il lemma precedente, si troveranno certamente due elementi

| .
consecutivi ed i tali che
n,—1 7,y

() b+ >a2b+$~.

1
ng—1 .

1 . 1
Se & a=b+;, il teorema ¢ dimostrato e c:;r , Se invece &
1 1

1
b+—<a
N,

R . . 1
si trovera nella stessa serie un elemento o tale che
2

1 1
>a>b+ —+ —;
~ n, o my

@ b+~4—+
Ny, Ny—1

N 1 1 1 1
e potrd essere — =— , ma non potrd essere — < — perché altrimenti non sa-

n, on, ny M,
rebbe verificata la (2). Se nella (3) vale il segno d'eguaglianza il teorema & di-

L 1
mostrato, nel caso contrario si trova un elemento — tale che
. n"’

1 1 1 1 1 1
(4 b+ —+— bt — 4+ — + —
) dF-7L,—’_712'!—'n3—1>ai +ﬂ,+n2+n,,

e cosi via. Abbia o no termine I'operazione, essa di un numero ¢ definito (12, b);
ora dico che questo numero, di cui si possono determinare di mano in mano gli
elementi, & finito, e tale che sia

b+e=a.

a) Il numero ¢ ¢ finito: se infatti fosse infinito, si potrebbero estrarre da ¢
parti integranti maggiori di qualunque numero arbitrario A, ma

LI .
PR Ce e n<a

r

qualunque sia I'indice : ora se preso A arbitrariamente grande esistesse un in-
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tero r tale che sia
A<b+ni,+%+""”+ﬁ1:
ne verrebbe
a>A

cioé a sarcbbe infinito contro I'ipotesi.

b) 1l pumero b + ¢ & effettivamente uguale ad «; per cid dimostreremo che
ogni numero contenuto in a & anche contenuto in b + ¢ e viceversa.
Sia infatti N contenuto in b+ ¢, vi sard un valore dell'indice r abbastanza

grande perché sia

1 1
N<b+—--+—+......+i
Ny My n,

ma per il processo seguito nella determinazione degli elementi di ¢, si ha

onde N ¢ contenuto in a.
Sia invece N contenuto in a: si pud porre

a=N+a

dove a’ & un numero perfettamente deferminafo perché N si pud senza restrizione
supporre composto di un numero finito di elewenti.
Se indichiamo con v, ,v,, ..., v., ... numeri interi diversi fra loro, ¢ si
pud scrivere
m m m.
RN v

e per qualunque valore di r si ha per il processo seguito

m m, + 1 m m m,
-t o 40t >a>b+ L4 24 4 Tr,
Va vy A Yy vy v,

b+

pertanto si pud prendere r tanto grande che sia

—<a

) 2 X .
ed allora sard necessariamente
E,_ ) m,

m,
L+ =24 L SN
\ Vo Vy

b+

cioé ogni numero contenuto in @ & anche contenuto in b-+e, c. d. d.
OSSERVAZIONE. Dimostrata I'esistenza del numero ¢, se ne possono ottenere

gli elementi successivi nella forma che sembrerd pid conveniente : per esempio si

esprimera il numero in forma di frazione decimale. Basta prendere le serie

0,1,2,3,4,... ininf..,

| 2 9 1
100 * 100 """ 7100 10

Nella prima serie si troveranno due termini consecutivi tali che sia
b+m<a<bt+m+i;

nella seconda, due termini tali che sia

m my +1
b+m+ w§a<b+m+ T

nella terza, due termini tali che sia

o m e mt
btm g oS @ <bHm e T S

e cosl si definisce un numero

my Ty Ma
R

espresso in frazione decimale e di cui & facile dimostrare I'eguaglianza (n. 13) col
numero ¢ precedente.
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TrorEMA II. In un numero composio di infiniri elementi positivi e megalivi
& gempre possibile, con un numero finilo di trasformazioni. di ridurre Uinsieme
degli elementi negalivi (o dei positivi) ad, essere minore in valore assolulo di qua-
lunque numero dalo.

DiMoSTRAZIONE. Abbiasi il numero

1 1 . i 1 I 1
G= . bt m L
My iy m, 1y My My
e pongasi
1 1 1 1 1 1
b=—— et eiib—F .y C= e — b — ..
my oy m, ny oMy, 1,

¢ sia per esempio b > ¢ Nella seric indefinita

dove I & un intero qualunque maggiore dell'unitd, esisteranno sempre due termini
consecutivi tali che sia

pongo allora

dove & c'<,1l. Si ha cosi
a:b—c:(b—;%)A ¢t

ok . . Lo : s
qui i & un numero contenente elementi in numeto finito, & minore di b, petecui

N G k . . e . .
¢ sempre possibile ridurre b R soli elementi positivi con un numero finito di

operazioni ; ed il complesso degli elementi negativi si pud rendere in valore asso-
luto minore di qualunque quantitd data col prendere h abbastanza grande.
Se fosse ¢ > b, si potrebbe ridurre nello stesso modo il complesso degli ele-
menti negativi picecolo quanto si vuole.
929. I teoremi precedenti bastano alla teoria delle tre prime operazioni sui nu-
meri contenenti infiniti elementi positivi e negativi: per la moltiplicazione si ri
' 4

) 26 X

cotre alla logge (IV) del n° 26. In quanto alla divisione, se ne terrd parola in
seguito. .

30. Anche ai numeri contenenti elementi negativi si pud dare un significato
concrelo , come si pud mettere in evidenza ricorrendo ancora alla considerazione
di segmenti. Solo tali segmenti non vanno piu considerati nella sola lunghezza. ma
anche nella direzione; contato da destra a sinistra un segmento si riguarderd come
conlrario al segmento medesimo contato da sinistra a-destra; ciod

AB+BA=0.

B Definiva cosi I'unitd contraria di una data unitd, si

definiscono subito i multipli e Ie parti aliquote di questa
unity contraria. e quindi ad ogui numero determinato composto di un numero finito
o infinito di elementi positivi e negativi si pud far corrispondere un determinato
segmento.

CAPITOLO IL

I numeri formati con due unitd principali.

§. 1. Introduzione allo studio dei nwumeri complessi; prime operazioni.

31. 1 numeri contenenti come elementi un’ unith principale, la suva contraria
e le loro parti aliquote si diranno d'ora in poi numeri reuli ¢ si indicheranno
in questo capitolo colle lettere greche : cosi sard in generale

= x——
- Ny

dove e indica una parte aliquota dell'unitd o della sua contraria, cioé m, ¢ un
r

numero intero positivo o negativo. Sotto il segno I si possono intendere elementi
in numero finito od infinito. Se I'unitd, invece di esserc innominata, si rappresenta
con un simbolo e, i numeri reali relativi a quest’ unitd si rappresenteranno con

!

e
Ee =L —
m,

cioé sarannho composti di parti aliquote dell'unith e e della sua contraria.

B

T
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I numeri reali non bastano a dare la soluzione di tutti i problemi dell’ analisi:
ed in particolare essi non risolvono il problema espresso dall’ equazione

x4+ 1=0.

Occorre dunque dichiarare tali problemi impossibili o invece conformemente
al metodo tenuto fin qui muovere un altro passo allargando ancora il concetto di
numero. Ora I'introduzione di una nuova classe di numeri complessi si pud fare
in due modi: sia in via sintetica, definendo una nuova unith ¢ dalla proprietd

iXi=-1,

sia, come noi faremo. in via analitica, proponendoci di rispondere alla seguente
dimanda :
Immaginando numeri formali con due unita offutlo qualunque e ed i, come

a=Eke+E&i,

da quali relezioni dovrannn essere legafe le due unild principali e ed i perche
per i numeri complessi con esse furmati i possa istituire un’ avitmelicn analoga
all' aritmetica ordinaria, civé in cui le operazioni conservino le loro leggi carat-
teristiche ?

In ceguito dimostreremo come I'introduzione di numeri formati con due unitd
principali nulla abbia d'immuginario o di puramente speculativo, facendo vedere
clie tali numeri possono servire di misura a grandezze concrete.

32. Due numeri complessi

a=E8e+E1 , b=we+"i

si diranno eguali se

Questa definizione dell' eguaglianza lascia sussistere le leggi gid dette carat-
teristiche di eguaglianza, e riconduce le ricerche sull eguaglianza dei numeri com-
plessi a operazioni su numeri reali.

La somma di due numeri complessi a e b si definird come il numero che si
ottiene aggiungendo gli elementi di b con quelli omogenei di a ciot

a+b=E+n)e+E+n)i

Valgono evidentemente, in virtd di quesia definizione, le leggi caratteristiche

X 28X

dell’addizione. La sottrazione si riconduce ad una addizione, cangiando tutti gli

elementi del sottraendo nei loro contrari.

L’ eguaglianza e ) addizione dei numeri complessi si sono dunque potute defi-
nire senza stabilire alcun legame fra le unitd e ed i: questo legame invece si dovrd
introdurre quando si voglia definire la moltiplicazione pei numeri complessi colle
leggi stesse della moltiplicazione dei numeri reali.

§. IL. Teoria della moltiplicazione dei numeri complessi.

33. 11 prodotto di due numeri complessi & un terzo numero formato dai primi
due in guisa che siano soddisfatte le tre leggi

) ab = ba
an ab.c=ac-b
(11m) a(b+c)=ab+ac

dalle quali si deduce
av) (a+b+ .. )c+d+..y=ac+ad+be+bd+ ...

aggiungendo che: condizione necessaria e sufliciente perché il prodotto sia nullo
¢ che sia nullo uno dei fattori.

1! problema che intraprendiamo ha per oggetto di cercare quali relazioni si
devono far passare fra le due unitd principali e ed 7 perché da due numeri com-
plessi @ e b formati con esse si possa dedurre un prodotto ab pure formato con
esse e pel quale valgano le leggi precedenti.

34. Consideriamo prima i vari casi in cui uno dei fattori & complesso.

1. Sia @ un numero complesso qualunque

a= Ee +E
con ma intenderemo il numero a ripetuto m volte, da cui (n. 32) risulta

[¢)) ma = mEe+ mé'¢

. . 1 .
I1. Dalla I. risulta subito che intendendo con e il numero che ripetuto m

volte produce @, si ha

i 1 1 1
@) —a=_ket o

g
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III. Col simbolo di moltiplicazione

Ea
dove sia
1 1
E=—d-mh o
my M,
intenderemo
—a+ —Q+......;
m, M,

Da questa definizione risultano verificate le tre leggi fondamentali della mol-
tiplicazione : intanto & evidente che

E(a+b)=Ea+ED,

w Go)=n Gre):

come ¢ facile a dimostrarsi, ne risultano le leggi

inoltre essendo

£t =1 (a)
(Ba) (nb) =Ex-ab. .

3%. Con cid non ¢ ancora definito il simbolo ab; solo sappiamo che debhono
essere soddisfatte le leggi I, 1f, e 1I del n. 33, e che ab si deve esprimere nella
forma

ab=w-¢c+w' i;

si tratta ora di determinare per mezzo di @ ¢ b i numeri reali w ed o'

36. Sia @ un numero complesso determinato, e g.h due numeri complessi
qualunque, ma tali che uno di essi non si possa dedarre dall’altro nella moltipli-
cazione per un numero reale g. Dico che alle unitk e ed i si pud sempre sostituire
i due numeri g ed h, cioé porre a nella forma

@ a=Eg+Eh.

Sia infatti

a=ae+ai , g=ye+yt , h=238+08%,

e A 1

A g e o i A

)30 )

si ha, posta possibile la forma (2),

a=§(ye-+yi)+E(%e+ &
da cui

equazioni lineari fra quantitd reali, le quali ammettono sempre un sistema di so-

»

luzioni ed uno solo per % e &' purché non sia
wW-=0

condizione che equivale ad escludere il caso in cui g non differisce da h che per un

moltiplicatore reale p.
37. Avendosi due numeri complessi @ e b essi si pbtranno sempre porre sotto

la forma
a=Eg+Eh , b=ngtnh

ed eseguendo la moltiplicazione colla regola IV che deve valere per ipotesi e te-
nendo conto delle leggi del n® 34, viene

ab=%y.g9 + % +E)yh + E'- Il

e con cio il nostro problema viene ridotto ai seguenti termini :
« A conoseere il prodo.to di due numeri qualinque ab, basta conoscere il si-

» gnificato dei tre prodotii
gg ., gh , hh

» per due numeri speciali g ed h, la scelta dei quali & arbitraria, purché non sia

« g=gh ».
Ora, posto

gg=r+X\h
(3) S hg=gh=1pg+ x'h
hh=vy +Vh,

tutto si riduce a determinare i sei numeri reali

r

A,V o, By, VY

e
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38. Per vedere se fra questi sei numeri reali passa qualche relazione ricor-
diamo che deve essere per la 112 legge,

ggh=ghg , e hgh = hhg ;

sviluppando per mezzo della (3) ed eguagliando i coefficienti di g ed h, che ora
fungono da unitd, si ottiene;

CAy =
(%) M+ - -2 =0
P24y -vh — v =0
Notisi che non pud escere inoltre
Mo—pN = -y = - =0

infatti se ci0 fosse, ne risulterebbe

=6

> >

—pi-:
v

<] <

da cui
gg=X0Og+h)y , gh=w(y+h
ossia
’

=—,h.
9=3

contro I'ipotesi.
39. Se esistono numeri A, 2", », ', v, v soddisfacenti alle relazioni (%),
esisterd eziandio un numero determinato e godente della proprieta

(5) ex=a

dove a ¢ un numero qualunque.
Posto infatti
e=ng+uh , a=§g+E&n
sard
ca=15-gg + (€' + WE) gh + 1 hh
e ponendo per gg , gh , hh i valori (3)

ea = [R5 + (8 + 4E) o + WEV g+ BV + (E £ wE) W + BV R

) 32 X

e dovendo essere soddisfatta la (5), si avra

[ R+ O ) Ay =&

Ungh + (8 +0%) o 42y = 8
e queste dovendo valere qualunque siano i numeri £ e £, si avranno per determi-
nare n ed v’ le seguenti equazioni :

(w+wp =1 qu+qv=0
1 WA =0 g eyv=1,

ed i valori di #,% che si cavano dalle prime due coincidono con quelli che si ea-
vano dalle due ultime in virti delle relazioni (%).

Se in luogo di g, che si poteva scegliere arbitrariamente, prendiamo il numero
e di cui si & dimostrata I'esistenza, si ha per la definizione di e,

ee=e , eh=h , hh=ve+vh
e cosl
=4, V=0, p=0 , '=1

e il problema della moltiplicazione complessa si riduce ora a determinare v e v'.
40, 1l numero A essendo arbitrario, lo si puo determinare colle seguenti po-

sizioni. Facciasi

vl

2

2
Iy by = (UT + v) e
. .

N Y] . v
ossia, indicando con & il valore assoluto del numero reale T +v,

h=-se+h,

sard

hyhy=S%e, 0 Iy hy=- 2e¢,

v'2 . - . Lo .
secondo che T v & positivo o negativo. Ora, si pud sempre definire un numero

reale 2, in guisa che sia

e si ponga
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verry
=¢, [ = ec.

Conviene ora esaminare quale di queste due ipotesi sia da adottarsi. Assumendo
I'ipote~i

ii=e
si ponga
c= ! e 4—13 =1 e 1
=gftgt o, a=ge—gl
¢ si formi il prodotto cc, colle regole note; verrd
co,:j;ce + ;:ei—é('i —é il = %(ea—‘ié) =00

ossia il prodotto ce, sarcbbe nullo mentre non sono nulli i fattori, (essendo e di-
verso da ¢ ¢ non potendo e atere con ¢ un rapporto reale (n. 36).

&1, Siamo giunti cosi alla conclusione clie :

« Se pel numeri complessi formati con due unith prineipali si vuole conservare
v la moltiplicazione colle sue leggi caratteristiche. si troveranno nel campo di questi
» numeri complessi due numeri e ed ¢ non aventi rapporto reale, e tali che per essi

ee=e , ci=1 , i=-¢
Questi numeri particolari e ed ¢ si possono prendere come unitd, ed e si potra
pure prendere come unitd innominata dei numeri reali : talché i numeri complessi
saranno formati colle due unitd ! ed ¢, tali che
2=—1,
ed il prodotto di due numeri complessi

a=a+oi , b=%+8
dara
ab = af — '8’ + (2B + ') 4.
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§. III. Teoremi sui numeri complessi.
42. Ritenendo le denominazioni usuali diremo « parte reale ed o'i parte im-
maginaria del numero complesso

a=a+ai.
Diremo valore assolufo del numero complesso il valore positivo del radicale
Va? + o,

ed il valore assoluto del numero a si rappresenterd per brevitd con |aj. Ii valore
assoluto di un numero complesso si dice anche modulo, ma quest ultimo vocabolo
usandosi in matematica con molti e svariati significati, non & forse inopportuna la
espressiene di valore assolulo proposta dal prof. Weierstrass.

In cié che segue le due cspressioni verranno usate indistintamente.

&3. TEOREMA L. Il modudo di una somma non ¢ mai superiore alla somma
dei moduli dei sommandi.

DiMoSTRAZIONE. Abbiansi da sommare i numeri

'

=ataio, b=p¥i,
atb=a+f+(@ 48
la+ b = (@ + B 4 (o + )
=0t B ot B 2ad 4 20
(lal+ b= o +a? + (2 + 52 + 2 Vo ¢ o* VB 1 B2,

Ora dico che anche nel caso pil sfavorevole in cui «,3,a’, % sono positivi,
si ha
5 < Ap2 o 2 WG s,
aB + o'l S Nat4 a2 WEE 2
infatti si ha sempre
(of' — Ba)* > 0

onde
200 ot <B4 2o

SIS,
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ed aggiungendo o2f2 + a'2(¥2 ai due membri
(@ + 2By < (@ +a?) (@ + §)

c. d d.

TeoreMA 1. Il modulo di un prodalto & uguale al prodotlo dei moduli dei
faltori.

DiMoSTRAZIONE. Sia ancora

a=a+ai , b=04+Fi;

dico che
[abl = lal {b}.
Infatti
ab=a? — o' + (af' + fa') i
lab} = V(af — 2B)? + (o + £a’)?
mentre

al 16 =V (@ ¥ a®) (B + 82) ;

¢ quadrando si rende manifesta I'eguaglianza di queste due espressioni.
TeorEMA 1I. Se

Fa,b,c,...)

tndica un sislema di operazioni razionali infere (addizioni, moltiplicasioni, o in-
nalzamenti « polenze intere) in numero finito. eseguilo sui numeri complessi qua-
lunque a . b, ¢, ... pure in numero finito, il valore assoluto del risullato del-
Voperazione precedente non sard mai superiore al visullaio dello stesso sislema
di operazioni eseguilo sui valori assoluti dei numeri a, b, ¢, ...; ciot

[Fa,b,ec, < Fal, I def e ).

Questo teorema, che ci servira di frequente in seguito, risulta immediatamente
dalle due proposizioni che precedono.

§. IV. Rappresentazione dei nwmeri complessi.
kb, In cid che segue si mostrera che anche ai numeri riferiti a due unith

principali si pud dare un significato conereto, giustificando cost quanto si ¢ detto
a n. 31.

)36 X

Tn segmenti di rette posti in un medesimo piano, consideriamo come note ca-
ratteristiche la lunghezza e Ia direzione, e diciamo quindi eguali due segmenti di
cguale lunghezza, paralleli e contati nel medesimo senso. Se a e b sono due seg-
menti paralleli, di lunghezza qualunque, si potrd sempre porre

a=E&b,

dove £ & un numero reule positivo o negativo secondo che « e b sono contati nel
medesimo senso o in senso contrario. L' uguaglianza definita in questo modo sod-
disfa alle leggi caratteristiche del n. 5.

Se @ e b sono due segmenti in direzione diversa, si chiamera somma di questi
il ferzo segmento che si ottiene portando un segmento b’ uguale a b e uella dire-
zione di & al seguito di «, ed unendo il primo estremo di « coll’ultimo di b. Dalla
costruzione indicata segue che I'addizione definita in questo modo soddisfa alle leggi
caratteristiche, come si pud dimostrare con costruzione geometrica semplicissima.

45. Le grandezze cosi definite si ponno rappresentare con numeri complessi
riferiti a due unita principali.

Se infatti si prendono due segmenti qualunque 0A el OB come unitd , colla
sola condizione che siano di direzione diversa. si potra sempre dagli estremi di wu
terzo segmento qualunque MN tirare le parallele ad OA ed OB rispettivamente , e
porre cosi ‘

MN=§-0A +4-0B

dove & ed % sono numeri reali. L'addizione ¢ I'eguaglianza si possono definire per
tali numeri senza stabilire alcun legame fra le unitd 0A ed OB; per poter definire
la moltiplicazione occorre invece fare su queste unitdy quelle restrizioni che si co-
noscono dalle ordinarie rappresentazioni geometriche (di Gauss e Cauchy) dei
numeri complessi (*).

(*) Un ulteriore studio sui numeri dovrebbe proporsi la questione: se si debbano
introdurre nell’Avitmetica numeri formati con pit di due unita principali. Una tale
introduzione sembra per ova inutile per due ragioni: primo, perché nello stuto at-
tuale dell’analisi non si possono enunciar problemi esprimibili con operazioni arit-
metiche e che non abbiano per soluzione numeri complessi quali 1i abbiamo definiti;
secondo, perché volendo introdurre numeri formati con ire o piut unita distinte non
si pud per tali numeri definire una operazione analoga alla moltiplicazione senza ab-
bandonare almeno ir parte le leggi caratteristiche di questa operazione. Un'aritmetica
di questi numeri & stata perd ideata e costituisce la cosidetta Teoria dei Quaternioni.

P L S S
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CAPITOLO III.

Delle somme di infiniti sommandi, e dei prodotti di infiniti fattori.

§. I. Somme di infiniti sommandi positivi.

46. Una operazione si dira virtualmente eseguibile quando il risultato dell ope-
razione sard un numero delerminalo, non curando se sara nel tempo stesso fiuito.

Una operazione si dira cffettivamente eseguibile quando il risultato sary finito
e determinato.

Se ay, 1y, ..., 0, sono numeri finiti e determinati in numero finito, d altronde
reali o complessi, il risultato delle operazioni

ay+a,+ ... +a, ed Ay Ay oo .y

¢ finito ¢ determinato, cio¢ tali operazioni sono sempre effettivamente eseguibili :
vogliamo orasstudiare cosa avviene di tali operazioni se il numero dei sommandi o
dei fattori diventa infinito.
41. Siano
[

numeri contenenti soli elementi posifivi: e siano questi numeri in numero finito
o infinito, ma tutti determinati ¢ fali che uno stesso clemento non comparisea nel
loro insieme un wumero infinilo di wolle. Chiameremo somma di questi numeri un
nuovo numero contenente tutti gli elementi delle «,, e ciascun elemento tante volte
quante entra nell'insieme delle «;: una tal somma & sempre virlualmente esegui-
bile, e lo studio che intraprendiamo ha per oggetto di cercare sotto quali condi-
zioni essa sard pure effettivamente eseguibile. Saranno indilferentemente conside-
rate le somwe in cui il numero-dei sommandi & semplicemente o molteplicemente
infinito.

48. TEOREMA I. Condizione necessaria e suffiriente perche una somma di in
finiti sommandi sia finila, ¢ che estraendo sommandi in numero qualunque ma
finito, la somma dei numeri estralli si manlenga coslantemenle minore di un
numero assegnabile.

DiMosTRAZIONE. Siano a,,a,, a;, ... i sommandi e A, la somma di un nu-
mero qualunque ma finito di essi; qualunque sia la somma A, si pud sempre de-
terminare I'indice n in modo che sia

A<a+a+.. . +a,

(38 )
Sia ora
A>M

dove M & un numero qualunque assegnabile; esisterd una parte integrante (n. 12)
di A, contenuta in A, e non in M, e sia

1 1
E+E+”'+‘E>M’

ma questa parte integrante di A, & a fortiori parte integrante della somma S di
tulle le a,; onde se M si pud prendere grande quanto si vuole, S sard infinita,
e la condizione enunciata ¢ necessaria.
Esiste un numero N maggiore di qualunque somma A;; cioé sia
N>ay+a,+......+a,
qualunque sia Vindice n: cid significa che esiste un numero contenuto in N e non in

AGy+ U+ ta,:

e quindi estratta da essa somma una parte integrante qualsivoglia

1 1 +
m, m, " m,
sard a fortiori
1 1 1
Noe—+t — . it —;
my M, m,

ma I'indice n essendo arbitrariamente grande, qualunque parte integrante di § si
potra considerare come parte integrante di una A, cio¢ S sard finita (per defini-
zione) e la condizione enunciata & anche sufficiente.

TeorEMA 1. Una somma di infiniti sommandi non cambia di calore se si
fanno trasformaziont lecite sugli elementi dei sommandi slessi.

Questa proposizione si dimostra immediatamente fondandosi sulla definizione
di eguaglianza data a n. 13. Conviene ricordare che le trasformazioni lecite sono
quelle indicate a n. 8.

TeorEMA III. In une somma finila di infiniti sommandi si possono aggruppare
i termini come si vuole ed anche in gruppi, ciascuno dei quali contenga infinifi
sommandi : e la somma dei gruppi cosi formati ¢ uguale alla somma primitiva.
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DIMOSTRAZIONE. Siano
Ay g Oy 3 Qg sy o vv e vy Byyo o
i sommandi, la cui somma sia S, e siano i gruppi
by=a) +ay +ay +......

1'2:(11’,+a211+a31’+" cete

che nel loro insieme contengono tutti i termini della somma S. Sia un elemento
! s
! i gi imos - tante volte nella somma
P qualunque : se si giunge a dimostrare che ; entra ta L
delle a quanto nella somma §' delle U, sard dimostrata I eguaglianza dei due nu-
1 . .
i a considerare e -, sappiamo che esso entra in
meri 5 ed 8. Ora, preso a considerare I’elemento 7> sapp

un numero finito di termini che denoteremo con
Gy y gy e enne . lly,
¢ non in altri: siccome poi le b si possono supporre formate senza trasformazione

degli elementi delle a, 1 non potrd comparire che in quelle b in cui entra uno
’ n

dei terminicy , ay , . . ., @y : ¢ quindi comparira in ' tante volte quzm‘tel in 8.
Lo stesso potendosi ripetere per tutti gli clementi delle a, ne vienc che i (‘ne“nu—
meri 8 ed 8’ conterranno gli stessi elementi ciascuno ?0 stesso .IIIIIIICT? th w];c,
e quindi saranno eguali, essendo evidente cl{e non po}tru congpam‘c nella S' un e el;
mento che non sia contenuto uclie «, perché supponiamo di formare le somme
senza fare trasformazioni sugli elementi delle a. '

TEoREMA IV. Se in una somma di infiniti sommandi

T P P

1 lermini si scompongono in somme di aliri lermini anche in numero infinilo
a;=by+Db/+b/"+...
a,=by+ b, +b,"+ ...

e se la somma dei sommandi a ha un valor finilo, avra pure un valor finilo la
somma dei sommandt b.
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DiMOSTRAZIONE. Per dimostrare questo teorema basterdy far vedere che la
somma dei termini b ¢ finita, in quanto che la prima serie si potrd riguardare
come risultante da un aggruppamento dei termini della seconda, e la loro egua-
glianza sard quindi conseguenza del teorema precedente.

Osservasi ora che essendo finita per ipotesi la a,
mero M finito maggiore della somma di un numer.
@; ciod per qualunque valore finito di 7 si avrd

esisterd (teor. I) un nu-
0 qualunque ma finito di termini

M>a,+a,+..... .t ay,.
Si prenda ora una somma di termini b in numero qualunque ma finito

by+bi+. ... . b

(R}

Ia by entrera in una dellc «, 1a by nella stessa a o in un’altra, wa indicando con

Qs Oy ool a

le a in cai entrano le o precedenti, sard sempre

ay+ay+ .., 4 (rst,,»rI)k+. et by,
e quindi a fortiori

JII>I),,+bk+......+b,

€ questo basta. in virta del teor. I a dimostrare che la somma delie b & finita ,
¢ quindi eguale alla somma delle «, ¢ d. d.

49. Se a e b sono due numeri i‘cui elementi siano rispettivamente

1
ﬂT,(r:J,i‘,Z%,...u.,...) ed (3:1,2,3,..’.v,...)
r

il prodotto ub di questi numeri & un terzo numero che conticne come, elementi

;17- per tutte le combinazioni possibili degli indici r ed s.
r s N

Da questa definizione di prodoilo segue che la formola ,

(a) a(bi+b,+b3+...):ab,+ab2+ab,+

vera se la somma tra parentesi contiene un numero finito di termini, si consersa




ancora vera se questi termini sono in numero infinito, purché ne sia finita la som-
ma: infatti i due membri dell’eguaglianza precedente sono formati degli stessi
elementi, che compariscono ciascuno lo stesse numero di volte.

Abbiansi ora le due somme di infiniti sommandi ed aventi valor finito

S=a,+0+..+0+..

e si consideri la somma

by + @by + b+ ..+ @b+

che contiene per sommandi i prodotti binari a;b, formati in tutti i modi possibili.
La somma dei termini a,b, sard finita. 8i prenda infatti la somma di quanti

si vogliono tali prodotti binari, purché in numero finito, e la si indichi con G; si

potranno sempre assegnare agli indici | ed m valori finiti tanto grandi che sia

ora il secondo membro di questa diseguaglianza non & aliro che

inoltre se le somme S ed S’ sono finite si potranno sempre assegnare due numeri
finiti L ed M tali che per grandi che siano gl'indici ! ed m, sia (48)

¢ quindi qualunque sia- G,

il che dimostra in virth del teorema I del n. 48 essere finita la somma degl’ in-

finiti prodotti a; by-

Questa somma essendo finita, i suoi termini si potranno aggruppare come si
vuole in virtd del teorema IIT del n. 48, e si potranno scrivere

1
xﬁ,a’*<l‘

14
G< X
A=

X

v S=b+byt . b+,

n

Xua H
p=1 1 by

() (50
).Eﬂal p=1 B/

G<IM

ayby+ 0, by +a, b5+

a, by + a; by + ag by +

"

b, <M
l"<
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o anche, per I osservazione fatta in principio del presente n. sulla formola (a)
ay (by+by+by+...)+

Gy (by+by+bs+. .0+

=0, 8+ a8 +a,8+...
ed applicando da capo la stessa formola (a),
(@ +ay+ag+...)8 =88
Resta cosi dimostrato che la somma degl'infiniti prodotti @, b, non & aliro che

il prodotto delle due somme S ed §'.
80. Avendosi ancora infiniti numeri soddisfacenti alle condizioni enunciate a n, 47,

(1) @y 5 Gy 5 O3,

si dird che le somme

S, =a,
Sy=a, +a, o
(€3] S;=a,+a,+a

S,=a,+a,+a;+...+a,

convergono verso un numero S, se preso ¢ arbitrariamente piccolo si potrd asse-
gnare un numero N tale che per tutti i valori dell'indice n superiori ad N sia

3) . S-8,<e.

Dico ora che se i numeri (1) hanno una somma finita S nel senso stabilito a
n. 46, le somme (2) convergeranno verso questa somma S.

Infatti, essendo la somma di tutte le a finite, un elemontom—l piccolo pur quanto
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si vuole comparird in questa somma solo un numero finito di volte; si potrad pertanto

. 1 .
formare una somma Sy che contenga 1 elemento oy tante volte quante entra in S
stessa, ed allora tutti i termini ¢ che non entrano in Sy non potranno nel loro in-

sieme dare un elemento 1%, talché sara per tutti i valori di » >N

§-8, <

S|

che equivale alla disuguaglianza (3), potendosi ;’1—} prendere minore di qualunque

quantitd data e.

Reciprocamente, se una serie di numeri come (1) & tale che le somme (2) con-
vergono ad un numero finito A questo numero sard la somma di tutte le (1); in-
fatti dall’essere per qualunque ¢ soddisfatta la

A-8,<¢

ne viene soddisfatta la condizione del teor. I del n. 48 e quindi la somma delle a
¢ finita : essendo finita essa non pud differire da A per la prima parte di questo n.

Nolw. - La presente osservazione stabilisce il legame fra le somme di infiniti
sommandi quali le abbiamo considerate e le serie di infiniti termini positivi quali
si studiano negli ordinari trattati : solo la convergenza, che si prende solitamente
a definizione, & qui una proprield delle somme finite di infiniti addendi. Per le
serie di termini positivi. il concetto di convergenza coincide con quello di somma-
bilita quale & stato qui introdotto, lo stesso non avviene pero per le classi pilt
generali di serie.

§. II. Somme di infiniti sommandi positivi e negalivi.

51. Prima d’intraprendere la teoria delle somme di infiniti sommandi i cui ele-
menti non sono tutti positivi come nel § precedente, sembra opportuno richiamare
le seguenti osservazioni e definizioni.

a) Un numero che contiene infiniti elementi positivi e negativi si & detto finito
(n. 27,b) se esiste un numero A (che si pud sempre supporre intero e positivo)
maggiore del valore assoluto di qualunque parte integrante del numero dato. Ri-
sulta da cid che se un numero composto di infiniti elementi positivi e negativi &
finito, saranno finiti separatamente il numero formato con tutti gli elementi posi-
tivi, e quello formato con tutti gli elementi negativi presi in valore assoluto.

b) Se a & un numero finito composto di infiniti elementi positivi e negativi, e
b ¢ Vinsieme degli elementi positivi e ¢ I'insieme degli elementi negativi presi in

- X X
valore assoluto, sard

a=b-c,

ossia si puoé sempre definire (n. 28 teor. I) un numero eguale ad a e composto di
soli elementi positivi se ¢ b> ¢, e di soli elementi negativi se & b <e.
¢) Si ricordi infine che s’intende per somma di infiniti numeri

Ay, Gy s Ggyyonn .. v lp s e

un numero che contiene tutti gli elementi che entrano in quei numeri ciascuno
tante velte quante comparisce nell'insieme dei detti numeri, ¢ prima condizione
necessaria perché un numero sia finito & che uno stesso elemento non comparisca
infinite volte nei sommani.

52, Una somma di infiniti numeri contenenti elementi positivi e negativi potra
sempre, in virtd dell’osservazione b) del n. precedente, ridursi a contenere termini
i cui elementi sono tuiti positivi in aleuni, tutti negativi negli altri, tali termini si
indicheranno con

(@) Uy 5 Uy y gy o v o v v - y=by oy =by, —by, ...

dove a,,a,,...,b,,b,, ... s0no numeri contenenti soli elementi positivi.

La somma di tali numeri sard finita (n. 51, a) se sard finita la somma di tutti
gli elementi (tuiti positivi) dei sommandi a, e separatamente finita la somma degli
elementi dei sommandi — b (tutti negativi). Da cid risulta, con un ragionamento
del tutto analogo a quello fatto a n. 48 per la dimostrazione del teor. I, che:

TEOREMA 1. La condizione necessaria e sufficienie perché una somma di in-
finiti termini positivi e negativi sia finita , ¢ che siano finite separatamenle la
somma degli addendi posilivi e quella degli addendi negativi.

La stessa dimostrazione del teorema III del citato n. 48 permette di dimo-
strare che:

Teorema 1. Se la somma di infiniti sommandi () & finila, si possono ay-
gruppare questi sommandi nell’ ordine ehe si vuole senza allerare il valore della
somma.

Non sard lecito invece, nel caso di sommandi come quelli della serie (a), di
enunciare il teorema analogo alla prop. IV del citato n. 48, a meno che non si
vengano a scomporre le @ e le —b in tante somme di termini che dird c, tali che
si sappia che la somma di tutte le ¢ & finita.

Oltre alla condizione necessaria e sufficiente data dal teor. I perché la somma
dj infiniti numeri () sia finita, si possono enunciare altri criteri che verranno ado-
perati in seguito, cioé:

TeoreMA lII. La condizione necessaria e sufficiente perchd una somma di in-
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finiti termini positivi ¢ negativi sia finita, & che sia finila la seric dei valori as-
soluti dei termini. )

Questa condizione non ¢ evidentemente che un altro enunciato del teorema I.

TeorEMA IV. La condizione necessaria e sufficiente perche una somma di in-
finiti termini posilivi e negativi sia finila, ¢ che esista un numero A posilivo e
maggiore del valore assolulo della somma di un nwmero qualunque ma finilto di
termint presi in modo qualunque fra i sommandi.

DiMOSTRAZIONE. La condizione & necessaria. Se infatti & finita la somma dei
numeri

(a) [/ PR PN ey by, by, by, ..

saranno finite le somme dei numeri @ e dei numeri b separatamente , (teor. I) e
quindi esistera un numero A, maggiore della somma di termini @ in numero qua-
lunque ma finito, ed un numero A, waggiore della somma di termini b in numero
qualunque ma finito. Il maggiore dei due numeri A, ed A, sar evidentemente mag-
giore del valore assoluto di qualunque somma di termini estratti fra i numeri (2).

La condizione & sufficiente. Esista infatti un numero A maggiore del valore as-
soluto della somma di un numero qualunque di termini estratti fra i numeri (a);
sard A maggiore, in particolare, della somma di un numero qualunque di termini
estratti fra i numeri @, e del valore as~oluto della somma di un numero gqualunque
di termini estratti fra i numeri b: e questo & quanto dire che sone finite le somme
dei sommandi ¢ e dei sommandi  separatamente, e quindi per il teor. 1 che &
finita la somma di tutte le quantitd (2), ¢ d. d.

53. Dati infiniti numeri, positivi e negativi, scritti in un ordine determinato,

¢ formate le somme
Sp=0+t+ag+ ... +a, , M=1,2,3,...)

si dira che queste somme convergono ad una quantitd A se preso € positivo e
piccolo ad arbitrio si pud determninare un indice N tale che per tutti i valori di
n > N sia

|A—-8,|<e.

Per queste somme S, convergenti ad un limite A non vale il teorema dimo-
strato al n. 50, che la A sia la somma nel senso da noi stabilito delle quantita
@y,0y,... € D00 risulta neppure dall’ esistenza di quel numero A, che le a,,4a,,...
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abbiano una somma finita. Ed infatti la convergenza delle somme 8, dipende es-
senzialmente dall’ordine in cui si prendono i termini @, , a,, ... ossia dal modo con
cui varia 8, al crescere di n; ora s'intende che per una certa disposizione dei sorm-
mandi Ia S, potrd avere una dipendenza coll'indice n tutta diversa della dipendenza
che poird assumere per un'altra disposizione. Non vale pil nel caso dei termini po-
sitivi e negativi il fatto che si verifica nel caso di soli termini positivi che : « detta
« G la somma di un numero qualunque finito di termini presi fra le a, in ordine
« qualsiasi, si potrd sempre determinare un valore dell’indice n tanto grande che
« sia 8,> G; » fatto su cui si fonda la dimostrazione data a n. 50. E perd vero
che, se la somma delle e, nel senso da noi stabilito ¢ finita e uguale ad 8§, le
somme S, convergeranno verso S. ’

Si vede da cid che le somme di infiniti sommandi da noi dette finite coinci-
dono colle somme delle serie dette convergenti indipendentemente dallordine dei
termini negli ordinari trattati.

§. HOI. Somme di infinili sommandt complessi.

5é. Un numero complesso a + &'t & determinato se sono determinati i due nu-
meri reali a ed a'.
La somma di pit numeri complessi

a +at , ayt+ayi , eyt agi, .. ...
si definisce col nuovo numero complesso
(@ +ay+as+...)+(@ +ay+a;+...)0,

e se sono finiti e determinati i sommandi ed in numero finito sard finita e deter-
minata la somma.

Se il numero dei sommandi & infinito, I'operazione ¢ virtualmenle ecseguibile
nello stesso modo (v. n. 46), ma sard effettivamente eseguibile solo se saranno fi-
nite le somme Xa; e Zz';. Abbiamo cosi il

TeorEMA 1. La condizione mecessaria e sufficienle affinché una somma di nu-
mert complessi in numero infinilo sia finita, . che siano finiic separatamente le
somme delle parti reali e dei coefficienti dell' unila i.

Oltre a questo si possono enunciare altri due criteri importanti per riconoscere
sotto quali condizioni sia finita una somma di infiniti numeri complessi.

TeoREMA 1I. La condizione necessaria e sufficiente affinché una somma di
numeri complessi in numero infinito sia finita, & che sia finita la somma dei
moduli dei suoi lermini.

L e
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DiMosTRAZIONE. Abbiasi la somma degl infiniti numeri
a,+a,i , (r=1,2,3,...ininf....).

La condizione enunciata & necessaria. La somma dei suddetti numeri abbia un
valore finito S; avranno pure un valore finito, per il teorema I, le somme delle
quantitd a, ed 2',, e quindi se con |a,| , |«,| indichiamo i valori assoluti dei nu-
meri &, , «/,, saranno pure finite le somme di questi valori assoluti per il teor. HI
del n. 52; percui sara finita anche la somma delle infinite quantitd |a,| + la',}. Ma
si ha, prendendo il valore assoluto del radicale :

\/a" + a’fz .f Ia"l + Ia'l"l

ed essendo finita la somma dei secondi membri, sard a fortiori finita la somma
dei primi membri di queste diseguaglianze.
La condizione & anche sufficiente. Sia finita la somma degl infiniti numeri po-

sitivi va,? + a2 Si ha

Vo 2+ o 2> |a,|
Vol a2 fa,

ossia dall'essere finita la somma delle &+ «,® saranno finite le somme delle
@, a,, e quindi per il teorema I, la somma delle a, + o' 1, ¢. d. d.

TeoreMA III. La condizione necessaria e sufficienle perché la somma di in-
finiti numeri complessi sia finita, & che la somma di un numero qualunque ma
finito di termini presi ad arbilrio fra questi abbia il suo modulo coslantemente
minore di un numero positivo e finilo A.

DiMosTRAZIONE. La condizione enunciata & necessaria. Sia finita la somma
degl'infiniti numeri a, + &, ¢. Per il teorema II & finita la somma degl'infiniti nu-
meri \/:27_;(;':": esiste pertanto un numero finito A maggiore della somma di un
numero qualunque di termini presi ad arbitrio fra i termini ya,? + «,2: ovvero
sard per qualunque valore dell'indice n ,

n —_— .
A> X Vool

r==]

e quindi @ fertiori per il teorema I del n. 43,

A>l2’:'1(a,+a’,i)!.

l=

e

B Y

La condizione & sufficiente. Esista un numero A che sia maggiore del modulo
di qualunque somma formata con un numero finito di termini a, + &', i." Estraggo
fra le @, + o', ¢ quelle in cui a, & positivo, e le- indico con A+ 4 si-ha per
ipotesi, qualunque sia n,
-
A> 2 (m+vz’,i)i
lpe)

ossia

ma il secondo membro &

\/ » 2 ANt oa
(- m) +(§71m> > L0

=1

onde si deduce che il numero A & maggiore della somma di un numero qualun-
que di 7,.

: Si prendano ora quelle a, + ia, in cui la a, & negativa, e si indichino con
—6,+140,, si trova similmente che A & maggiore della somma di un numero qua-
lunque di 9, e quindi per il teorema I del n. 48 la somma delle a, sard finita.
Analogamente si dimostra che ¢ finita la somma delle @', quindi & finita la somma .
delle o, + d',i, c. d. d. 7

58. TEOREMA. Se i

a4, i, (r=1,2,3,...... )

sono numeri complessi in numero infinito, e la somma di questt numeri ha un
valor finilo S, le somme

n .
8y = rEI (@, +a',9)

verranno o differire da S, col crescere di n, di tanlo poco quanto si vuole, ossia
convergeranno al valore S. )

DimosTRAZIONE. Indico con %, le a positive, con — b, le negative, con ¥/, le
o' positive, con — ¢/, le negative ; e pongo
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In virti del teorema dimostrato a n. 50, preso un numero ¢ arbitrariamente -

- piccolo sard possibile trovare valori di » tanto grandi che sia

S, -8 < sz—s,~<§

€ , , 3
Sll‘S'1”<E s S,—Sg"<£,

da cui, essendo
[Sy—~ 8" — (8, — 8,") + i (8, — §,") — i (8, — &,
<18 =8+ 18, — 8,7 + 18, — 8" +18, - 8 <,
sard per n abba;stanza grande corrisponde;ltemente ad ¢
IS—-8,]<e

ossia le somme S,.convergeranno ad S, c. d. d.

La convergenza delle somme S, & indipendente dall’ordine con cui si aggrup-
pano i termini @, + @', 4, perché il valore $ & indipendente dall’ordine di questi
termini.

§. IV. Prodotti di infiniti fatiors.
56. Se a, , @, sono due numeri complessi determinati,
a,=a,+ a1 s M=o, +a,t,
il prodotto a, a, sard pure un numero determinato
A a,=a,dy — o' 'y +i(a, oy + ay a'y).

Analogamente sara determinato il prodotto di » numeri determinati ay,0,,03,..0,°
e si tratta in cid che segue di studiare in qual modo e sotto quali condizioni si
potra definire il prodotto se i fattori sono in numero infinito. La definizione che
si dard di prodotto di infinili fatlori deve soddisfare alle seguenti condizioni :
a) di coincidere colla definizione ordinaria di prodotto se il numero dei fat-
tori si-riduce ad essere finito;
b) debbono valerc le leggi caratteristiche della moltiplicazione, ciod essere
il valore del prodotto indipendente dalla legge; con cui si aggruppano i fattori;
* 7
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c) sard conseguenza della definizione la convergenza dei prodotti P =a,a,...a,

col crescere di n ad un valore determinato, che sard il valore definito come pro - -

dotto : ciod preso e piccolo ad arbitrio si potrd sempre trovare un valore N tanto
grande che per n > N sia costantemente

|P—P,| <e.

Da questa osservazione risulta che col crescere di mn, le differenze fra le a,
ed 1 devono tendere allo zero e si & cosi condotti a porre

a,=1+b,,

dove fra le b, ve n'¢ un numero infinito il cui modulo & inferiore a qualunque
quantitd data.
57. Si ponga

PPy=14+0b,,
Py=(14b)(1+b)=1+by+by+byby,
(1) ) Py= (14b)(1+b)(1+bs) = 1+by+by-+byby+byt-byby-+byby-+bybsbs ,

P, = (1+b)(1+by)...(1+b,) = 14+by+by 40,0y + e tby+0,by .o+ by byby... by 5

si ottiene cosi P, espresso in forma di una somma, e precisamente somma delle
seguenti quantitd g, :

go=1
1 9:.=b,
9:=ba+ by b,

2)
Js=by+by by + by by+ b, by by

Gy = by + byby + byby + bybyb, + bsby + bybsby + babsh, + bybyb,b,.

s |
. Ve e e e

La legge di formazione di queste quantitd g & evidente: la g, si forma mol-
tiplicando per b, tutti i gruppi che precedono ¢ sommandoli; e si ha

@ Pa=gytga+Ga+gst. .. .. + g,

i o i
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Cid posto, il prodotto degl’infiniti fattori 1 + b, verrd definito nel seguente

modo :
« Si chiamerd prodotio degl'infiniti fattori 1 + b, e si indicherd con

(1 +b,)

« la somma delle g, definite dalla precedente tabella (2) ogni qualvolta questa

« somma riescird finita ».
Ma sappiamo che la condizione necessaria e sufficiente affinché una somma di

infiniti sommandi sia finita, & che sia finita la somma dei moduli dei termini; noi
indicheremo con @, il modulo b, , e considereremo la seguente tabella, in cui le
6, sono maggiori o almeno eguali ai moduli delle g,, e sono formate coi moduli
dei termini della tabella (2):

op=1
0, =6,
) o=, + 6 Bs
?%:&+@h+&%+&h%

+

H

ora ci basterd studiare la somma delle quantiti positive @, per trovare sotto quali
condizioni sard finito il prodotto delle 1 + b,.

98. TEoREMA. « La condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto de-
« gl'infiniti fattori 1 + b, definito come sopra abbia un valore finito, ¢ che sia fi-
« nita la somma della quantitd 8,, moduli delle b, ».

DiMosTrAZIONE. Che la condizione enunciata sia necessaria risulta evidente dal-

I'essere la X8, contenuta nella Zo,.
La condizione & anche sufficiente. Si indicherd con S-il valore della somma delle

@ supposta finita, e si distingueranno due casi :
a) S <1. Si parte dall'identitd

‘.l+@,=—“‘—@§

da questa risulta :

1+ 8+ B = — s ——

» s

ma
ﬂq ﬁ! < 1 2
(!“ﬂ_ﬁ. (l-—m ,1-1—%—1—%—@51-(@&@0
onde

1

(H+ 8 +8y) <Wm

Moltiplicando il primo membro di questa diseguaglianza per 1 + 8, , il seconde

per la quantitd maggiore viene

1
-6
1

a+g)( +E)0 + ) < ﬁm

e cosi in generale

1
(1+B.)(l+@=)~--('+@n)<m)~

Se in questa formola alla somma

N

sostituisco S, somma di tutte le 8, aumento il 2° membro e quindi @ foriiore
.
(L+B)(1+8) . --('+@n)<T_—s-

Questa formola serve a dimostrare che il prodotto deglinfiniti fattori 1+ @,
ha un valor finito. Infatti si & definito come valore di esso prodotto il valore
della somma_

T+, +0,+......

ora

1+74+Gz+~--+°u:(’+ﬁl)(1+5a)(*+@=)---(l+pu)<i_is§

dunque la somma di un numero qualunque finito di sommandi o, si mantiene co-

1 PR
s ed & quindi finita a fortiori in

stantemente inferiore ad un numero finito

valore assoluto la ):_q,;. .
b) S$>1. Poiché Ia 8 ¢ finita, sard anche convergente per il n° 50, onde sara
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sempre possibile trovare una tale Spie che la somma delle rimanenti
[Z9PE PR S
abbia un valore minore dellunita ; allora per il prodotto degl’infiniti fattori '
T4 Bus » 14+fpigreveen.

varranno le conclusioni del caso precedente, ed i
: . 1 prodotto rests i
lo si moltiplichi per i fattori , P restando fito quando

1+8, , 148 ....,1+8,.,

in nusmerol finito, sard finita 1a somma delle 6, ¢ quindi il modulo della g, , c.d. d.
» 9..Dlmost:"ato che un prodotto di infiniti fattori 1 + b, ¢ finito se ¢ finita Ia
serie dei moduli delle quantiti b, , si pud dimostrare ancora :
a) Che i prodotti
Po=(t+b)(1+by)...(1+b,)

convergono col crescere di n al PI()dOttlD deg!’ infiniti fat .
tor 1
g ori che diremo P

lpu|=|(1+bq)(l+b2)..‘(l +bﬁ)]i]+p’+52+.v+a‘ Bz "'@n?

cosi, se sia posto

A+ bp)@ 4 bpa)+ ... =1+,
sara
Jon! < BrvaF Bura+ - oot Bupa Burg e e e
onde
1 +IEnI < (l + ﬁm-l)(' + @MZ) tre
Ma posto

S= puﬂ + (3n+z e
si ha, come si & visto, ¢ prendendo n abbastanza grande perché sia S <1
3

@ + B (14 Busa) + o o . ii%s

e quindi

1
1-8

1+ fea <

)8 X
$i formi ora
LIy
P’
il valore assoluto o modulo di questo quoziente sard per I'appunto

1
i +bn+|)(‘ +bs+2) e I_S 1 +|en|i’1'___ss

e qui si potrd prendere n tanto grande che nella somma delle 8, S sia arbitra-
riamente piccolo, il che & possibile per la teoria delle somme di infiniti termini: e
quindi 131: si renderd in valore assoluto, per n sufficientemente grande, minore di

n
qualungque quantitd data.
b) Che ad un prodotto P di infiniti fattori si possono estendere le leggi della

moltiplicazione di fattori in numero finito: ossia, se il prodotto degl'infiniti fattori
1+ b, ha un valor finito, dimostreremo che avrd pure un valor finito il prodotto

dei fattori
1+c¢,

dove con I +c,, si indichi un aggruppamento arbitrario dei fattori di P, e che il
prodotto dei gruppi 1+ ¢, sard eguale al prodotto dei primitivi fattori 1+ by.
Sia infatti :

o= +b)A B )

M fe= (b (1 +U)A+b") oo en e

il prodotto I1(1 + b,) equivale a

) 14 by+by+bby+by+byby+bybs+ bbby + .-
per definizione, mentre il prodotto II(1 + ¢,) equivale a

2 14+ Ca+CyCyt Cg+ CyCs+ CaC5+ CyCals+ v o -

Ma si osservi che
ce=by+ by +bby+. ..,

Cg=by + b+ byl + .. .,

. e e

&
i
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percid i termini della somma (2) non sono altro che i termini della somma (1) ag-
gruppati in ordine differente : ora si & dimostrato che se la somma (1) & finita,
la somma (2} sard pure finita ¢d avrd lo stesso valore della (1); lo stesso varra
dunque anche per i rispettivi prodotti.

60. @) Siano i due prodotti di infiniti fattori:

o +b) , T(l+e,),
finiti e di cui indicheremo i valori rispettivi con P e Q. Dico che il prodotto
(1 +b) () + 6) = H(1+ b, + ¢y + bycy)

sard pure finito ed avra per valore PQ.
Infatti il prodotto I(1 + b,) (1 + ¢,) sara finito, per il teorema del §. 38, se
sard finifa la somma
X {1b,l +leql | 5

ora questa somma ¢ finita perché, in virtu dello stesso teorema, essendo finiti i
prodotti P e Q, saranno pure finite le somine

Libg e Xl
Oltre a cid il suddetto prodotto ha per valore PQ, perché il valore del prodotto

i cui fattori sono

14 by + ¢y + bye,

si definisce con una somma di infinite quantiti, e questa si trova essere identica
(secondo il n® 57) colla somma che esprime il prodotto delle due somme b, e Zc,,.
b) Se il prodotto
n{+sy

ha un valore finito P e tutti i suoi fattori sono differenti da zero, avrd un valore

1

finito che sard precisamente 5 anche il prodotto II (—] )
13 1+b,

Si ha infatti

1 ba

IR ki e

se la somma
Z |ba

X 86 )

¢ finita, sard tale anche la somma

LN
S+,

perché indicando con y un valore minore del minimo modulo It + bl che per ipo-
tesi non ¢ mai nullo, si ha

Vb
= by

1
< .; Zib,),
dunque per il teorema del n. 58 il prodotto

n('“i )I:"b,‘):" (TI‘T,,)

ha un valor finito. Inolire essendo per la 1 parte di questo numero

1
i+,

"(1 +lb,,):il>‘

¢) Da quanto si ¢ detto risulta che se

n(+ b1 ( )=n{u+b,.>l+—’b}=1,

ne viene

oA+s) , HOd+e)

sono due prodotti aventi valori finiti P ¢ Q rispettivamente, il prodotto

1+b,
“(1+c,,

. P ;
sard pure finito ed avra per valore R sotto la condizione che tutti i binomii 1+,

siano diversi da zero. Infatti per la parte b) di questo numero

ﬂ(&lcn):%’

e per la parte a)

1+b, 1 1 P
m =0(l+b)l ——=P. % =?

1+e, +¢,

i
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SEZIONE SECONDA

ALCUNI TEOREMI SULLE GRANDEZZE IN GENERALE.

§.E1. Definizioni.

) 1. Sia x una lettera cui si pué assegnare qualunque valore reale : 1'insieme
dei valori che pud prendere x si dice costituire una varie/d semplicemente infinila
0 ad una dimensione, ed alla lettera daremo il nome di variabile.

Siano x, , @, . . . ., @, , n lettere scritte in un determinato ordine, e ciascuna
possa assumere qualunque valore reale da —w a +oo indipendentemente dalle
altre. L'insieme dei sistemi di valori che si possono dare successivamente alle n
lettere @, , ®, , . .., x, si dice costituire una variclé n volte infinita, o ad n
dimensioni.

Nel primo caso, un valore speciale attribuito ad @ si dice posio o punio nella
varietd semplicemente infinita.

Nel secondo caso. un sistema speciale di valori attribuiti alle n lettere si dice
1:08(0 0 punto nella varietd n volte infinita. 1 posto speciale che si ottiene per il
sistema di valori

Ly=Qy , T=0ay,... ,x,=a,

verra indicato per brevitd con

@y, ay

¢ anche semplicemente con (v) nei casi in cui non vi pud essere ambiguita.

Per esempio se con x rappresentiamo la distanza di un punto mobile di una
retta indefinita da un punto fisso della stessa retta; I'insieme dei valori di @ co-
stituird una varieta semplicemente infinita, ¢ ad un valore di speciale o ad un
posio speciale della varietd corrisponderi un punto speciale sulla retta.

Cosl, se con ax, , a, , @; rappresentiamo I¢ coordinate di un punto mobile libe-
ramente nello spazio ordinaria, riferito a tre assi coordinati ortogonali, I'insieme
dei sistemi di valori di @, , @, , @, costituird una varietd triplamente infinita, ¢ ad
un sistema speciale di valori per =z, , a, , a, corrispondera un posio nella varietd
e un punto specialesnello spazio.

8
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Si deve perd intendere che si pud parlare di varietd ad una, due,...n di-
mensioni senza alludere per questo ad alcuna rappresentazione concreta.
9. Sia un posto (¢) in vna varietd ad n dimensioni, cicé si consideri il sistema
di valori
Ly=qy , Ly=ly,y .oy Lyp=0yt

insieme dei posti che si ottengono dando ad @, , @, , . . ., @, tutti i valori Ti-
spettivamente compresi fra '
a, — 8, ed a+ &,

a, — 8, » a+ 8,

a, - %, » a,+ &,

si dird eostituire un intorno del posto (a). I valori delle quantitd positive 8,,8,,. .,%,
saranno determinati in ogni caso particolare dalla natura del problema che si ha

in vista.
Se i numeri positivi 8, , 8, , . . ., 8, possono in una determinata questione,

prendersi piccoli quanio si vuele, si dird che Vinlorne del posto (e) si pud pren-
dere arbitrariamente piccolo.

Si dicono posti allinfinito in una varietd ad n dimensioni i sistemi di valori
nei quali uno o piti degli n valori attribuiti alle lettere & infinito.

§'intende con intorno dell infinito I'insieme dei posti tali che sia, (indicato
con |, il valore assoluto di x;)

oy >Ny 5 (L >Ny o ovon, ] >Ny

dove N, . Ny, ..., N, sono numeri positivi, determinati in ogni caso dalla natura
della questione che si ha in vista.

3. In una varietd ad n dimensioni si prenda a considerare I'insieme dei posti
dati da una stessa regola, o in altre parole, determinali da una definizione co-
mune ; e si rappresentino con (x') questi posti speciali mentre (x) denoterd un
posto qualunque della varietd. Si possons allora presentare due casi:

I. Essendo (x',) uno qualunque dei posti considerati si possono determinare

numeri positivi 8, , 8, , . . . , &, tanto piccoli che nell'intorno di (¢'y)
Loy =By ovovs Loy t+8
Woa—Byev-on N PP XA
®op—8p. oo Woat B, *
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non cada aleun posto fra quelli specialmente considerati, all’ infuori di (@'y)- In tal
caso i posti (') si dicono formare una serie discrela.
I Essendo (x',) uno qualunque fra i posti considerati e presi i numeri po-

(sitivi &, ,8,, ..., 8, piccoli quanto si vuole, nell'intorno (@o—8... 2, +8) ar-
bitrariamente piccolo cadono sempre altri posti fra quelli specialmente considerati,
oltre ad (x',). In tal caso i posti definiti () si dicono formare un confinue.

Per esempio, se C, C', C” sono tre costanti ed m , m’ , m” sono numeri interi
qualunque, i posti definiti da

xy=mC , x,=m'C’ , a;=m"C"

formano una serie discreta di posti in una varietd a tre dimensioni, mentre i posti
definiti da

o+ al,t < 1.

formano un continuo in una varietd pure a tre dimensioni.

&. Abbiansi infiniti posti () soddisfacenti ad una definizione comune e formanti
un continuo, e siano (x',) ed (x'y) due di questi posti. Si dird che i posti speciali
fra i posti (x')

@), @) e, @)

stabiliscono un passuggio continuo fra (x',) ed (x',) quando (x',) & preso in un in-
torno di (x,) , (a's) in un intorno di (x,), («'y) in un intorno di (x',) e cosi via,
infine (x') in un intorno di (a',), 'ampiezza di questi intorni essendo determinata
d"altronde dalla natura del problema che si tratta. Cid posto, un continuo si dice
connesso quando fra duc posti qualunque di esso si pud sempre stabilire un pas-
saggio continuo, il conftorno non & connesso e si dice anche composto di piiv pezzi
scparati mel caso contrario, un continuo pud anche essere composto di infiniti pezzi ;
cosi il continuo definito da

1
m<m’<m+§

in una varietd ad una dimnensione, esprimendosi con m un intero qualunque. Ri-
cordisi che con queste definizioni non s'intende perd di alludere ad alcuna rappre-
sentazione geometrica.

Siano ancora (x') posti soddisfacenti ad una definizione comune ¢ costituenti
un continuo. Un posto (a',) preso fra questi si dird appartenere all'inforno del
- continuo se tutti i posti di un interno sufficientemente piccolo di (x',) appartengono
pure ai posti (x'); invece un posto (x'y) si dird appartenere al conlorno del con-
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tinuo sc in un intorno di (2',) piccolo quanto si vuole si troveranno costantemente
2

posti appartenenti alle («') insieme con altri non appartenentivi. Un continuo pud

constare di un contorno, e non avere inlerno, come il continuo definito da

't tat=1.

Un continuo si dird estendersi all'infinito se si pud soddisfare alla definizione
comune dei posti (x') del continuo dando valori grandi quanto si vuole ad alcune
delle lettere o, , @, , . . . , Xy

§. II. Proposizione fondameniale.

5. TEOREMA. « Se in una varietd ad una dimensione si hanno infiniti posti
« soddisfacenti ad una definizione comune si troverd in quella varietd per lo meno
« un posto avente la proprietd che in qualungue suo intorne, per piccolo che si
@ voglia prenderc, esisteranno sempre infiniti posti soddisfacenti a quella defini-
« zione ».

DiMOSTRAZIONE. 1° Caso. Indichiamo con x' i posti soddisfacenti ad una defi-
nizione comune ; siano le ' in numero infinito, e si suppongano inoltre tutte finite
¢ positive.

Esisteranno certamente due.numeri finiti e positivi g, e g, tali che tatie le
x' siano minori di g, e maggiori di g,: quest'ultimo numero pud anche essere
nuilo. Si prenda un numero ¢ qualunque intero, positivo e maggiore dell unitd, ¢
si consideri la serie

0,3’:‘,—, ..... .

- - m T
In questa serie si troveranno sempre due termini, uno —u‘— che surd I'ultimu

. m,+n .. . . PR
inferiore & g, ed un aklro —%—1 che sara il primo superiore a g,; talché sard
My Tt
7 = 91<0: < —¢

. m my+n, o A Ve
e tutte le @' saranno cosi comprese fra T’ ed —’—a—-i. Si considerino ora gl'in
tervalli
m, my+1 my,+1 m, +2 my+n,—1 my +n,
- e , raR e , m .. .
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questi. sono in numero finitv, le &' sono invece in numero infinito, e quindi almero
in uno di questi intervalli cadranno infinite o'. Indichiamo con [wy] il primo di
questi intervalli entro cui cadono infinite «', sia ciod [g,] I'intervallo

Bkl
2 4 "
Si consideri poi la serie
' 2 3
0 ’ at ) (? H 07 LR B
. . . Lom m,+-n
in questa si troveranno, come nella serie precedente, due termini a—; ed #——2
" tali che sia
My + Ny
—5<0:<¢< —
e fra gl'intervalli
m, m, + 1 my + 1 my + 2 My + M, — 1 m, + n,
T , T T , o e
vi sard un intervallo
. N e+ 4
ossia =2 ... 2
[i4] a? a?

che sard il primo fra gl’intervalli precedenti entro il quale cadranno infiniti posti @’
Dico ora che I'intervallo [u,] & tutto entro [g,].

: PP . - : ST

Infatti le o' inferiori a ‘E‘ sono in numero finito, ma quelle inferiori a ‘T

) . . . N . P * . . .
sono in numero infinito : cosi pure le &' inferiori a —,f sono in numero finito, ed in

numero infinito quelle inferiori a ® ’a , percui sard

Bo_ By + 1 By _wy ol
a,-< ut ? {I.’< a
da cui
) ap<pe+1  ,  pa<opte

ez )

e quindi, essendo queste diseguaglianze fra numeri interi, sard anche

@) Aty < Py ’ Patl<ap +a
¢ quindi

9" By _ ¥ b+l p+1
@) u<a ' =%

ossia [u,] & tutto entro [y,].
Definiti analogamente gI'intervalli

) P [T B T

si troverad similmente che I intervallo [i%a] sard tutto entro [p,_,].
Cid posto, 'si consideri la somma

LB (BB JL»JL:)
3) A--a+ P a)+ o) T

ossia

a=bre (- 5) e (- )+

Dico che questa somma & fivita : infatti essa & & composta di soli termini po-
sitivi per le diseguaglianze (2') ora dimostrate, ed essendo per le diseguaglianze (I)

B -4y < U N Pz~ Gg < by ...
sara i

(1 1
yl-ra ,+(;,+.....');

ossia, indicando con h una quantitd positiva minore dell unita ,

a
a-1’

§=! >

M
® A=Trt

Dico ora che questo numero finito A & precisamente il posto della varieta o
indicato nell’ enunciato.




(63 X
Essendo infatti dalle diseguaglianze (?) generalizzate :
Yps QP <a—1,
sard

a-1 1
Af%"‘?ﬁ‘r(‘"“"‘---)

ossia, posto con k& un numero positivo e non maggiore dell'unita,

By  k(@a=1) a
a=be MG

T AT |
=ﬂ” <10

k
o a"

per cui

Pa !

o

p'n/ <
®) Broac

Queste ultime diseguaglianze dimostrano che il posto A cade entro ogni inter-
vallo [v,]: ora preso un numero & piccolo ad arbitrio si potra sempre prendere
n tanto grande che sia

1 .
F<O’

ossia fra A—& ed A + & cadrd tutto I'intervallo [w,] ¢ quindi « in un intorno di
» A piccolo quanto si vuole cadono infiniti posti o', di (melli definiti dalla data
» legge comune », c. d. d. .

Risulta evidente dalla dimostrazione stessa che fra i posti della variety o pos-
sono esistere non uno solo, ma pilt posti A aventi la proprieta indicata. Non & -ne-
cessario che questi posti A siano fra i posti definiti &, benché si trovino posti x’
vicini ad A quanto si vuule. i

II. Caso. Le x’ siano ancora tutte finite, ma aleune di esse siano negative.
Questo caso si riconduce al precedente ponendo

x=z k

dove & & un numero positivo maggiore del valore assoluto della minima '; allora
ai posti detti @’ nella varieta x corrispondono posti z’ tutti positivi nella varieta z.

8k )

HI. Caso. Le &' definite siano suscettibili -di diventare superiori a qualunque
quantiti data. Allora, o tutti i posti della varietd @ appartengono alle x', e in
questo caso il teorema ¢ dimostrato da sé; o si pud determinare un posto & il
quale non soddisfi alla definizione delle x'. Si ponga allora

La lettera z ci rappresenta una varieta semplicemente infinita, in cui alle x'
della varietd o corrispondono determinati posti 2,

RO AN
1.

x ~E

8w

’

¢ le =" non possone diventare infinite. Esiste allora, per il I" caso. un pesto Z della
varieth z avente la proprieta che in qualunque intorno i Z cadono infinite z’. A
questo posto Z corrispondera nella varieta o un posto X a.ente la stessa proprietd .
e che sard

se Z =1, si potranno trovare @' il cui valore sard grande quanto si vuole, ossia
X sard infinito, ma avra la proprietd indicata dall’cnunciato; se Z & diverso da 1,
X avra pure la proprieta indicata perché & facile dimostrare che si pud sempre
prendere nella varieta = un intervallo %, - %, tanto piccolo che Dintervallo corri-
spondente a, — x, nella varietd 2 sia minore di qualunque quantitd data.

6. 11 teorema del n° precedente si pud generalizzare estendendolo ad una va-
rietd di n dimensioni: si pud dire cioé che:

« Se in una varietd ad n dimensioni si hanno infiniti posti soddisfacenti ad
« una definizione comune. e che. indicheremo con ('), si troverd sempre in quella
« varietd per lo meno un posto (X) avente la propricta che in qualunque intorno
« di (X), per piccolo ehe si prenda, esisteranno sempre infiniti posti (x') ».

La dimostrazione del tcorema nel caso generale & informata agli stessi prin-
cipii della dimostrazione del caso particolare esposto: convienc solo osservare che
non si pud dire che due posti (a) e (b) di una varietd ad n dimensioni si sequono
a meno di una convenzione speciale. Stabiliremo pertanto che il posto (b) si dird
seguire il posto (@) nel caso in cui sara

a; < b,

e
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(essendo il posto (a) il sistema di valori

Ly=0Q , Ly=lyys e v. o s Lp=0,
ed il posto (b) il sistema

Ty=by . By=by,..... ., Ty=Dy)

ay=b, , =by,...,0,_,=biy

il posto (b) seguird il posto (a) se sard
a; < b;.

1. Se z & una lettera cui si possono dare tutti i possibili valori complessi,
insieme dei valori di z costituira una varietd a due dimensioni. Infatti posto

z2=2 +1Y,

le due lettere o ed y possono assumere, indipendentemente I'una dall’altra, tutti
i possibili valori reali ¢ quindi i sistemi di valori di « ed y formano nel loro in-
sieme una varieth a due dimensioni.

Similmente, s Z; , 25 s .. » 3, Sono 1 lettere gui si possono dare tutti i pos-
sibili valori complessi, ed indipendenti le une dalle altre, I'insieme dei sistemi di
valori che si possono dare alle n variabili costituisce una varietd a 2n dimensioni,
perché ciascuna variabile complessa corrisponde a due variabili reali indipendenti.

§. L. Limiti superiore ed inferiore.

8. Denotiamo con o' infiniti numeri reali definiti da una legge qualunque, esi-
sterd sempre per questi numeri un limile superiore ed un limite inferiore; chia-
mando limite superiore un numero L tale che non vi siano &’ maggiori di L e che
fra L ed L — ¢ dove ¢ & un numero positivo arbitrariamente piccolo cadano sempre
aleune «’, e chiamando limile inferiore un numero 2 tale che non vi siano @ mi-
pori di » e che fra A e A+ ¢, dove € & positiva ed arbitrariamente piccola, cadano

sempre alcune '. )
DIMOSTRAZIONE. I° Caso. I numeri o' siano tutti finiti positivi. Si prenda a

9

considerare la serie

dove @ & un numero positivo, intero e maggiore dell unita.

In questa serie s'incontrerd necessariamente un termine Ef che sard il primo
¢

ad essere maggiore di tulte le a’; in altri termini vi saranno delle o' superiori a

=1 . Lo . .
1a , ma tutte saranno inferiori a %‘ 8i prenda poi a considerare la serie
0 1 2 3
R ;

anche in questa si troverd un termine B2 ohe sard il primo ad essere maggiore

u?
di tutte le x’. Segue dalla definizione di questi numeri by y l—‘-j che sard
a’
Mo P t by v —1
@~ a ! a @

ossia
B> Q- a > @y >y, —1

¢ trattandosi di numeri interi

agy » sy
da cui
&’;1<"——’<B—'. .
a at—a

Si formi ora la serie

M (B B Pa_ Pa Po B
M L a+(u2 a)'*‘_(a“ E)+"'+ a’:_a-:':>+"'

dove le frazioni
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sono. definite nello stesso modo delle %’ e %:, e dove & in generale :

Vo= Moo
o <@ St

Si potrd scrivere :

_ﬁ_(au.—uz ity ~ Py
=2t +)

e anche

L= (% s | Glpas = Ppao n . .
& P P R ;

ed essendo per le discguaglianze dimostrate
ity — Ppiq <O

sard, indicando con h un numero positive minore dell’ unitd

) Lot 0 2

ossia L avra un valore finito.

Dico ora che questo numero finito L ¢ il limite superiore indicato dall'enun-
ciato : ciod dico che non vi sono x' maggiori di L e che cadono sempre alcune
o« fra I ed L —¢, per piccolo che si voglia e.

Se vi fosse infatti una ' maggiore di L si potrebbe sempre determinare una
quantitd e inferiore alla differenza o’ — L ; allora sarebbe

x'>L+e¢

ossia al di 14 di L +¢ vi sarebbe una ' almeno. Ma si pud sempre, nella formo-
la (2), determinare n tanto grande che sia

e quindi

)68 X -

. . . . . oo -
Ma per definizione al di 1A di —a% non vi sono &', ¢ quindi @ foriiori non ve

ne saranno al di 13 di L+¢2, il che contradice al risultato precedente. Si deve
dunque ammettere che tutte le o' sono inferiori ad L.
Ed essendo per tutti i valori di n

Hn
L

sard possibile di prendere n tanto grande che sia

. , . . o g1
Ma non vi sono ' inferiori ad L, e ve ne sono certamente al di 13 di “a"

ossia al di I di L —¢: quindi fra L —¢ ed L cadono sempre alcune &’ per piccolo
che sia ¢, ¢. d. d.

In modo del tutto analogo si dimostra I esistenza del limite inferiore A, infe-
riore a tutte le ' ma tale che cadono sempre alcune ' fra A e A +¢.

1. Caso. Si suppongano le a’ tutte finite, ma in parte positive e in parte ne-
gative : basta allora considerare le sole x' positive e dimostrare per queste I'esi-
stenza del limite superiore, quihdi prendere le o' negative in valore assoluto, ¢
dimostrare per questi valori assoluti I'esistenza del limite superiore, il quale can-
giato di segno, sard il limite inferiore delle .

III. Caso. Se le x’ sono tali da potersi dimostrare maggiori di qualunque quan-
{itd data, il loro limite superiore sard il valore & =90, in tal caso s’ intendera che
Pintorno dell'infinito & costituito da tutti i valori superiori ad un certo numero N,
e che vi sono sempre alcune o’ in gualunque intorno dellinfinito.
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SEZIONE TERZA

SUL CONCETTO DI FUNZIONE ; OSSERVAZIONI E PROPOSIZIONI GENERALI.

§. L. Definiziont.

1. Se una quantith variabile, reale o complessa, che diremo ¥, & legata ad
un’altra quantitd variabile reale o complessa o in guisa che ad un valore di  cor-
rispondane entro certi limiti uno o pil valori determinati per y, si dird che y ¢
funzione di x nel senso pits generale del vocabolo funzione; e si scriverd

y={(0.

Se una quantith variabile y reale o complessa & lcgata ad altre n quantitd va-
riabili reali o complesse

per modo che a tutti i sistemi di valori di queste n variabili corrispondano entro
certi limiti uno o pitt valori determinati per y, si dird che y & [unzione delle n
variabili o, , @, , . . . , @, nel senso pit generale del vocabolo funzione.

2. Una funzione di una variabile o si dird continua entro certi limiti di va-
lori di & se preso un valore qualunque X, entro quei limiti e un numero € piccolo
ad arbitrio, sard possibile trovare un tale intorno di @, che per tutti i valori @’
presi in questo intorno, sia in valore assoluto

f@) — f(x,) < e.
Una funzione di n variabili
y=f(x, , € , Tz+ .-+, Ly)

si dird continua entro un certo campo nella varietd rappresentata da a, , @, ... , %p
se preso un posto

@0 5 By XLy ey BY)

L

)70 X

entro questo campo e preso pure un numero € piccolo ad arbitrio, sard possibile
trovare un tale intorno del posto

(0,0 , " 5 By 0oy Tp")

che per tutti i posti

7

(mi H m:’ » ws’y"'1mn’)

presi in questo intorno, sia in valore assoluto
f(wll ,'.'l?,',. .. -wn')-f(wlD ’ wzoy e 7a7n0)<€'

3. Se y ¢ una funzione di = nel senso generale della parola funzione, e se
per un valore x, di @ e per tutti i valori di h inferiori in valore assoluto ad un
dato valore H & possibile porre

1o, + 1) = f(&g) + hep (20 )

dove

(e, . h)

rappresenta una funzione continua di h, cioé si pud porre sotto la forma
[ (@o) + ¢ (@, 5 1)
dove ora ;;(w” , h) va a zero con h, talchd
I¢h) [y + hy=1() + hf (x) +hgx, W

si dira che ['(x,) © la derivala di f(x) per x=wx,, e se la formola (1) vale per
tutti i valori di & compresi cntro certi limiti, si dird che la funzione f(x) ammelte
una derivata entro quei limti.

Si & creduto fino a questi ultimi tempi che Vesser continua bastasse ad una
funzione per ammettere una derivata ; anzi in molti trattati di Calcolo differenziale si
danno dimostrazioni del teorema: « Ogni funzione continua ammette una derivata ».
Ma queste dimostrazioni ammettono tuite implicitamente qualche proprietd che non
¢ contenuta nel concetto generale di funzione; e .d’ altronde bastano a rendere
vana qualunque dimostrazione gli esempi molteplici di funzioni (quali si sono effet-
tivamente costruite in questi ultimi tempi) che sono continue in tutto un intervallo,
ma in questo intervallo non ammettono una derivata in alcun punto. Fra le altre
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si pud citare la funzione

Cyosenl-2-3 .. . nx
M@= “ta5 —u

ne==1

che ¢ continua e finita per tutti i valori reali di @ da ~ o a + oo, ¢ non ha mai
derivata.

Se y ¢ una funzione delle n variabili a,,a,,...,%,, € se per un posto (x”)
della varietd @, , @y, ..., 2, ¢ per tutti i valori delle quantits i, , by, ..., h,
minori in valore assoluto dei numeri positivi H,, H,, ..., H, . & possibile porre

f(m|o+h/{7m20+h’21'"’wuo_l_h‘”)Al'(mlo!m205"'7wno):

=0, @, - T My (X X T Ry L
0 mo d
ot F (@ Xy e, 2,0 Ny + ‘qu«l(ml" L ey, 5 Iy Dy ) By,
T

dove le g; sono funzioni che vanno a zero con tutte le h, la funzione fsi dira dif-
ferenziatile per il posto (x)=(x,), e le
Lol s sk

che si dinoteranno rispettivamente con

or o o of

o, o, " o,

si diranno le derivate parziali della funzione f rispetto alle variabili L4y Lyyeeyye

Dall'essere una funzione di n variabili continua in un campo entro la varietd
&y, Xy s ... , &, , DON risulta menomamente che essa sia differenziabile, e si hanno
infatti esempi del contrario.

§. II. Limite superiore ed inferiore dei valori di una funzione (*).
" 4. Sia y = f(x) una funzione della variabile reale w, ed abbia y un valore de-

terminato per ogni valore di o compreso fra due limiti p ¢ q; si supponga inoltre
y sempre finita in quell'intervallo. 1 valori di y corrispondenti ai valori di % com-

(*) Di questo e d'altri argomenti di eguale importanza e fin qui trascurati, tratta
diffusamente la recente opera del chiar. prof. Dini Sulle funsioni di variabile reale.
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presi fra p ¢ ¢ avranno un limite superiore L ed un limile inferiore X; e se questi

valori L e A faranno parte dei valori di y (il ché non avverrd sempre) L si dird
un massimo e A un minimo della funzione.

5. TEOREMA. « Se L ¢ il limite superiore dei valori della funzione y=Ff (m)
« corrispondenti ai valori di x compresi fra i due limiti p e q, vi sard nell'inter-
« vallo ¢ —p per lo meno un punto X avente la proprietd che il limite superiore
« dei valori di y corrispondenti ai valori di x presi in qualunque intorno piccolo
« quanto si vuole di X, sard ancora L ».

DIMOSTRAZIONE. Sia a un numero intero, positivo e maggiore dell’ upitd , ar-
bitrar'amente scelto e si formi la serie

e l'intervallo ¢ — p sia compreso fra i due termini

m m+ n
ed

“ a

di questa serie. Allora i valori di y che consideriamo corrisponderanno a valori di
x cadenti negl’intervalli

3
4
E]
.'.
ES
+
no

m+n—1
2 .

m
Pl

Bl
=}

In ciascuno di questi intervalli i valori di y avranno limiti superiori i quali
non olirepasseranno mai L, ed almeno in uno di questi intervalll il limite superiore
dei valori di y sard lo stesso numero L. Si indichi con

*y [ 1

e s 0 14

@ a [14]

il primo degl'intervalli in cui il limite superiore dei valori di v & L.
Si prenda poscia a considerare la serie

anche in questa vi sard almeno un intervallo in cui il limite superiore dei valori

N -
|
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- corrispondenti di o sard lo stesso numero L, e sia

Hq “‘z+i
e Tar

0 [l":]

* 4

il primo di tali intervalli. Ora in tutfo il tratto che precede ’E’ ;€ (-;j, il limite

e+ 1

. . © o . . . . . e+ 1
superiore dei valori di ¥ non giunge mai ad L, invece prima di —— 'ﬁTT

e di

il limite superiore dei valori di y, & certamente L, quindi sard

ty pe g+ 1
M R b a? a
da cui
2 Qg < g+ 1 . py < Ay + @

onde, poiché queste diseguaglianze sono fra numeri interi,

3) Gy <ty > mtl<amto
onde .
@ [ e+ 1 py+1
® Tli a? ’ 2a= = ’a i

il che significa che I'intervallo [1,] & tutto entro [«,]. In simil modo si definirebbe
un intervallo [x;] che si dimostrerebbe tutto entro [s,], ecc., e le formole da (1)
a (4) si generalizzano senza difficoltd.

Si consideri ora il valore X definito da

X="tq ('—"') ( — )

y Mg — Gty QAlry
= — —— ———+......
a + a? + a®

®)

. Anzitutto questo numero X & finito perch® essendo per le (3) e le (2)

0<p,—Qrg < a
10

X

tuiti i termini della serie X saranno positivi e sard

C " w1
. .x<a+a-— ’
ossia ’ . . .
(
() Mox et T
®) a X< a ta=

Ma X ¢ definito anche da

gy 1%, 2 lpay
Lo (an Loy g (Laa_ta) . Ll

onde si troverd analogamente

1 1

@ an <X<“F+an—| a—1

e per essere per le (3)',

o= Bty <B—1,

@) 2 <X<

Si prenda ora un numero & piccolo ad arbitrio; si potrd sempre assumere n
tanto grande che sia

e quindi I'intervallo [u,] cadrd tutto fra X —¢ ed X +¢: ossia in qualunque in-
torno di X, piccolo quanto si vuole, il limite superiore dei valori di y sard an-
cora L, ¢. d. d.

La stessa proposizione vale anche per il limite inferiore.

Se per x=X il valore di y & precisamente L, L si dird un massimo della fun-
zione : ma ¢id non avvnene necessariamente, ed i1 valore y = f(X) pud essere di-
verso da L.

6. Si osservi che quando si sa che una quantitd variabile ‘ammette infiniti va-
lori p. e. positivi e tutti inferiori ad un numnero determinato M, non & lecito conchiu-
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dere che questa quantith abbia un valore massimo; si pud solo conchiudere che
-essa _ha un limite superiore, eguale od inferiore ad M ; similmente se una quantita
variabile ha infiniti valori tutti superiori ad un numero determinato N, non si pud
asserire che essa avrd un minimo, ma solo un limite inferiore cguale o superiore
ad N.

§. HI. Osservazioni sulla definizione del vocabolo funzione.

1. Gli analisti usarono il vocabolo funzione in sensi diversi, né ad esso voca-
bolo fecero sempre corrispondere un concetto ben definito.

S’intese dapprima con funzione di x una potenza intera della lettera x ; piut
tardi (Leibnitz) s'intese con funzione di & un polinomio razionale intero in o po-
scia estendendo sempre piu il significato del vocabolo funzione, si disse funzione
delle quantita variabili a,y.z, ... qualunque espressione di calcolo fabbricata coi
segni delle operaziont aritmetiche in numero finilo o infinito portanti sulle va-
riabili X, y,2... e su allre quantii costanti (numeriche o lellerals).

Tale definizione di funzione (Euler, Lagrange) fa dunque dipendere il con-
cetto di variabilita da quello di dipendenza con legge aritmelica.

Ma piu tardi s'introdusse nella scienza un’altra definizione non appartenente
esclusivamente alla dottrina dei numeri, e si disse funzione delle quantita
X,¥,2,... une quantita W che ammelle uno o pit valori delerminali per tulli
i sislemi di walori di x,y,z compresi entro cerli limiti. (Bernoulli, Cau-
chy, Dirichlet). La prima definizione condusse a questa in seguito all’applica-
zione dell'Analisi alla Geometria, alla Fisica, alla Meccanica : si trovarono infatti
di frequente in Geometria, in Meccanica, ece. due grandezze cosi legate fra loro
che dato un valore dell'una, il valore corrispondente dell'altra se ne poteva de-

durre con operazioni di Calcolo, cioé funzioni I'una dell'altra nel senso primitivo ;’

e si fu quindi condotti naturalmente a dire funzioni una dell’altra due grandezze
geometriche, meccaniche, ecc. tali che il valore dell'una fosse determinata dal va-
lore dell'altra ancle se questa determinazione non si poteva fare per fzzo di
operazioni aritmetiche.

L'una o I'altra di queste due definizioni, ma pil di frequente la seconda, si
trovano riportate in quasi tutti i trattati; ora né su I'una nd sull’altra si pud fon-
dare una Teorica delle Funzioni.

Attenendosi alla prima definizione, si andrebbe incontro al seguente inconve-
niente. Le prime operazioni aritmetiche con cui si potrebbero costruire le funzioni,
porterebbero naturalmente alla definizione di altre, cosi dall’ addizione e dalla mol-
tiplicazione si & condotto naturalmente a definire 1’ esponente, ¢ da questo la ra-
dice ed il logaritmo. Ma non vi & ragione di arrestarsi a questi primi segni di ope-
razioni; e quindi si dovrebbe introdurre un nuovo simbolo ogni qualvolta essendo

X 76 )¢
espresso y in funzione di o

y=1(x)

per mezzo dei segni precedenti, non riuscisse di esprimere @ per y con gli stessi
segni. ‘Si sarebbe quindi obbligati, fin dal principio di uno studio delle funzioni,
e per non introdurre arbitrariamente nuovi segni di operazioni in numero indefi-
nito. di rispondere subito alla seguente domanda oltremodo complessa : « Sard pos-
« sibile esprimere tutti gli enti analitici che s’introdurranno di mano in mano. e

-« necessariamente, nell'analisi, con segni di operazioni in numero finito o infinito,

« ma appartenenti ad un limitato numero di specie ? »

Attenendosi invece all’altra definizione, se si immagina fra = ed v una rela-
zione di dipendenza soggetta alla sola condizione che dato un valore ad & ne con-
segua un corrispondente valore per y, si trova che il legame cosi stabilito fra ac
ed y & tanto vago ed indeterminato che & impossibile trovare qualche proprieta
comune a tutte le funziont.

Ed infatti si vede che né adottando la prima definizione, né attenendoel alla
seconda, si potrannd enunciare come generali ed applicabili a tutte le funzioni i
teoremi del Caleolo differenziale : e le dimostrazioni date dell'esistenza della deri-
vata per ogni funzione continua (e riprodotte anche in trattati recentissimi) am-
mettono nel concetto di funzione qualche cosa di pii che non sia contenuto nella
pura definizione. '

Si osservi infine che in uno studio puramente analitico delle funzioni non &
per nulla naturale 1I'escludere i valori complessi delle variabili, in quanto che si &
visto dall'introduzione aritmetica di questo sunto che i numeri complessi s’intro-
ducono necessariamente nella scienza, al pari dei numeri frazionari o negativi e con
un processo del tutto analogo. Di pitt, molte proprietd caratteristiche delle funzioni

.non si possono mettere in chiaro se si escludono i valori complessi delle variabili

(cosi la proprietd dell’ equazione
L

- Y=ay+ GT + L% + . . . + a,x"

~di dare » valori di @ per ogni valore di y; la relazione

€ = ¢cosx -+ i senx

che lega le funzioni circolari all'esponenziale e dimostra non essere tali funzioni
diverse, come si potrebbe credere dalle definizioni che se ne danno negli elementi;
la doppia periodicitd delle funzioni ellitliche, ecc.).

Per queste ragioni, le varie classi di funzioni che si sono prese ad esaminare
pit specialmente in questi ultimi anni, e che perdono ogni significato per valori
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eomplessi della variabile, come p. e.
N enn!
P Ln’e s fon cos(a"x), ecc.
5 n! 1

non saranno da noi considerate come vere funzioni analiliche, ma solo come ca-
si limiti di quelle. :

Una Teorica delle Funzioni non si potrd quindi fondare se non si limita in
gualchie modo le classi di. funzioni per le quali si vogliono’ dare proprietd comuni.
Noi dircmo Funzioni Analitiche quelle che formeranno I oggetto di questa teorica,
e che dovranno aminettere le due proprietd essenwiali: di avere valori determinati
non solo per valori reali, ma anche per valori complessi delle variabili, e di godere
di tutte le proprietd che nei Trattati di Caleolo si davane come comuni a tutte le
funzioni. Ma la definizione rigorosa di queste Funzioni Analitiche non si pud sta-
‘bilire @ priori, e converrd invece attenersi al seguente procedimento:

S’incomincerd collo studiare le proprieta delle funzioni formate colle opera-
zioni dirette pitt semplici dell'aritmetica (addizioni ¢ moltiplicazioni) in numero fi-
nito ; poscia si passerd a funzioni che si presenteranno come una prima generaliz-
+gazione di quelle, e saranno formate colle stesse operazioni in numero infinito :
indi combineremo alla lor volta un numero finito o infinito di volte le funzioni for-
mate con simili espressioni, ¢ giungeremo a trovare quale proprietd fondamentale
e caratteristica delle funzioni analitiche lo sviluppo in serie di potenze o sviluppo
del Taylor.

)18 )

SEZIONE QUARTA

LE FUNZIONI RAZIONALI E LE SERIE DI POTENZE.

CAPITOLO PRIMO

Le funzioni razionali e le somme di infinite funzioni razionali.

§ L. Riassunto i alcune proposizioni fondamentali sulle funzioni razionali.

t. Alla fine della Sezione precedente abbiam> esposto le ragioni per le quali
non sembrava opportuno lo stabilire a priori, per quelle funzioni che devono co-
stituire il materiale dell’Analisi, una definizione generale dalla quale scaturissero
poi le proprieth fondamentali delle funzioni stesse; e invece si & convenuto di stu-
diare per prime le funzioni pil semplici ossia formate colle operazioni aritmetiche
elementari in numero finito: e da queste prime funzioni-innalzandosi gradatamente
alle pia complesse, si giungerd al concetto generale di Funzione Analitica (*).

(*; Le funzioni che da noi si diranno analitiche sono quelle definite da Cauchy
e Riemann dalla seguente proprietd: se w = + iv & fanzione di 2 =2 + iy, si deve
avere :
9w _0v ou ov

6z" 0y ' 3y ax
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2. Siano x,,®,,...®x,,n lettere cui ‘si possono attribuire valori arbitrarii,
reali o complessi, e su queste lettere e su numeri determinati si indichino, per
mezzo dei rispettivi segni delle addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni in
numero finito. Tale complesso di operazioni verrd indicato con:

Ry, xy, ... 2,);

e per ogni sistema di valori attribuiti alle lettere a,,x,,...x,, I'espressione R
assumerd in generale , (cioé esclusi sistemi particolari di valori per le n lettere)
un valore determinato calcolabile colle regole elementari dell’aritmetica. Il valore
di R variera col sistema di valori attribuiti alle @, ,a,, ... x,, e 1 espressione R
rappresentera una funzione razionale di quelle m variabili,

Si dimostrano negli elementi della matematica moltissime proposizioni relative
alle funzioni razionali; e qui conviene richiamarne alcune, sia perché occorreranno
‘in seguito, sia per porre in evidenza la loro analogia con altre proposizioni pilt
generali sulle Funzioni che verranno enunciate pitt innanzi, ed ove non sia dichia-
rato espressamente il contrario, si dovrd sempre intendere che le variabili possono
assumere indistintamente valori reali o complessi e possono essere indifferentemente
reali o complessi i coefficienti o parametri con cui sono costruite le funzioni.

3. I. Se con
J(Xy, Xy y e v Xy)
si indica un sistema di addizioni, sottrazioni o moltiplicazioni in numero finito
da eseguirsi sulle variabili «,,a,,...x,, J si dird funzione razionale intere di

queste variablli, ed ogni funzione razionale delle variabili stesse si potrd sempre
ricondurre alla forma

(e, ,
Ry, 255 - - w"):.m.if,—ab:,v

x,)

1. Se J(x) & una funzione razionale intera-del grado m di una variabile 2,
nulla per n+ 1 valori di a distinti o coincidenti, la funzione sard nulla identica-
mente, ossia saranno nulli tutti i suoi coefficienti.

Questa definizione generale di funzione pud sembrare fondata sopra una proprietd
di carattere arbitrario, e la cui generalitd non si pud dimostrare a priori, ed inoltre
essa richiede che le funzioni w e v siano scelte fra quelle funzioni di due variabili
reali che ammettono le derivate parziuli, mentre nello stato atinale della Scienza la
funzioni di variabili reali atte alla derivazione non costituiscono una Classe che si
possa esattamente delimitare: per queste ragioni tale definizione di Funzione Anali-

tica non verrd adottata in ¢io che segue.
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L. Se J(), J,(x) sono due funzioni Fazionali intere di grado non superiore
ad n che assumono lo stesso valore per n 41 valori della variabile, le due fun-
zioni saranno identiche, cioé coincideranno nei loro coefficienti.

IV. Se sono dati i valori che una funzione razionale intera del grado m deve
assumere per n + | valori dati della variabile, la funzione & pienamente determinata
¢ se ne possono determinare i coefficienti con un numero finito di operazioni ele-
mentari.

La determinazione dei coefficienti si puo fare per mezzo dei determinanti, ri-
solvendo un sistema di n + | equazioni lineari ad n + 1 incognite, o anche per mezzo
della formola d'intcrpolazione di Lagrange: se con

Uy Oy gy lly
si indicano i valori di @, in cui la funzione deve assumere respettivamente i valori

orBrifas.-.Ba

e si indica con
X, ()

il prodotto dei binomii = — a;, escluso il binomio « - a,, la funzione J(x) & data
dalla formola di Lagrange nella forma

Xo(®) X,(x)

_ Xa(@) |
1@ =X o+ X,

Xn(ao) ’

BN + B,

¢ facile verificare che questa funzione assume i valori dati @, rispetto per a = ay,
e che essa ¢ del grado n; essa non pud dunque differire dalla funzione richiesta.
V. Se una funzione razionale intera di m variabili

J(@y, @y ... ,)

rispettivamente dei gradi p, in x,,p, in a,,... p, in x, si annulla nei posti della
varietd a 2n dimensioni (x,,x,, ...%,) dati dalla combinazione di uno dei valori

a®, a®, 0@ . g®0

per x,, con uno dei valori

M 0@ 0@ e

L )

per x,, con uno. dei valori

a3“) , 03(2) , aa(a) g oo a,(p‘)
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per x;, ecc...... e con uno dei valori

1 2 3
('n( ) ’ (I,,( ) ’ an( )‘» e an(p")
per x,, la funzione J sard identicamente nulla, e se due funzioni razionali intere
di n variabili

J(ey, 0,0 ) 5 (@, 2,...2,)

di grado non superiore a p, in ay, a p, in &,,... a p, in x,, sono eguali nei
Dy s Py ... P, oSt citati, le due funzioni J e J, sono identiche, ossia coincidono nei
loro coeflicienti.

VI. Come si ¢ gid osservato, ogni funzione razionale si pud porre sotto la
forma
_ J(@yy @y, - . @)

Rz, z,, ... =
@05 @y o ) Sy, oy, ... ,)

dove J e J, sono due funzioni intere: ¢ la funzione R ha un valore unico o deter-
minato per ogni sistema di valori di x,,x,,...x, che non annulla il denomina-
tore J,. Per i posti che annullano il denominatore J,, la funzione prende la forma
M 0 - . . . .

%% secondo ehe J & diverso da zero o zero negli stessi posti; nel primo caso
la funzione & infinita: nel secondo caso la formag

mune ai due termini J e J, che si annulla nei posti considerati e si pud sopprimere:

pud dipender da un fattor co-

0 . . ] .
oppure la formaa non dipende da un tale fattore, e allora i posti suddetti sono
posti d’inteterminazione per la funzione.

k. Dal semplice teorema sullo sviluppo dclla potenza intera e positiva di un
binomio si deduce facilmente la formola

n I+ =T@)+yh@ +y2h@)+. .. 4", @)

posto che J () sia una funzione razionale intera di grado m in o, e indicata con J;
una funzione di grado m —1{ pure razionale intera in w.
Segue da una definizione data nella sezione III che J, si potra dire la derivata
di J(x), e scrivendo
1) =1 (z)

e indicando con

J"(x) la derivata di J'(x), con

J ") quella di J"@®), ... con

Iz quella di Jovay,

)( 82 )
" si ha dalla (1), con una deduzione semplicissima,
¥ AT
2) J(@+y)=1@)+yl @) +y o V@)t I®(x).

Analogamente, se J(x,,®,,...o,) & una funzione razionale intera delle n
variabili &, , @, ,...®, si pud scrivere

(3) J@ 4 Y Tyt VYas e s Tt Ya) =T(@05 2, - )
YT @ Ly s - L) F YTy (B Tay oo T) e YT @ X 2) e

dove il secondo membro consta di polinomi omogenei di gradi 0,1,2... in
YysYas--Ya- 1 cui coellicienti sono polinomi in x che si potranno dire (per una
definizione data nella sezione III e all'iufuori di coefficienti numerici) le derivale
parziali del polinowio J.

5. Sia J(x) una funzione razionale intera di grado n senza termine noto :

J(@) = + e + ...+ axh;

se ¢ indieca un numero positivo maggiore del massimo valore assolute o modulo
delle @, , 0y, ..., a,, si avrd, (posto al solito lol =mod. «)

I I e
I ()| < gzl ————:
N @)l < giel —— @l
ora preso un numero positivo arbitrariamente piceolo z, si potrd sempre determi-
nare un valore di |x|=2¢ tale che per jx| <& sia
gl L2
gle) - <=t

1= @ <
¢ con cid si dimostra la continuilc della funzione J(x) nell intorno di x=0.

Sia ora una funzione razionale intera di una variabile J(x), ed a, un valore
qualunque di a. Si pud porre

L=Lo4 Y
e per il n. precedente
I@) @) =y V@) + 25 V@) + .-

ossia riguardando 4 come variabile, si torna al caso precedente e si pud, preso ¢ ar-
bitrariamente piccolo, determinare un valore & tale che per ty{<3 sia [J(@)--J(w,)l<s,
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il che dimostra la continuitd delle funzioni razionali intere di una variabile per tutti
i valori della variabile.

Sia J(@, , @, . ... , ®,) una funzione razionale intera di n variabili senza ter-
mine noto ¢ indichiamo con [, un polinomio omogeneo di grado r in x,,x,,...,%,:
si potra scrivere

J@ @) =it fat A fae

\

Si indichi con {uf, come si & gid faito, il valore assolulo o modulo del numero « ;
e si sceriva f, ponendo in evidenza in ciascun termine il coefficiente numerico del
termine corrispondente nella potenza (¢, + @, + . . . + @,)"; indicando con g, un
numero positivo maggiore del modulo del massimo coefficiente di f, diviso per il
relativo coefficiente polinomiale, si avra

fr < geClal + g + . o+ loeal ),
ed essendo g un numero maggiore di tutte le g, e £ la somma | +\2,|+. ..+l ],

che & lecito supporre inferiore all’unitd, si avrd :

- - gt
IJ(w,,wz,---,wu>l<g(§+s-+...+;")<g;rl_g.

Preso un numero ¢ positivo piccolo ad arbitrio, si potranno sempre prenderc
|24 » locs] 5 Jo£,] tanto piceoli che sia
—=<e
t—¢g 77

e con cié & dimostrata la continuitd della funzione J nell'intorno del posto
(@ =2, =" .. :'mn=0).
Sia ora un posto (a,, ay, ... , a,) qualunque; si potrd sempre porre
Xy=U+Yy 5 La=Cp+Yy.. 0., Lp=0p+ Yy,
e scrivere per la (3) del n® precedente
J(@y s @y oo s @) =@ tys e 0 = Ty Y2 da o F Y it

ossia il secondo membro essendo una funzione raziomale delle y senza termine
noto, si potrd prendere le (a2, —a,) , (@, — @y), ..., (X, — @,) tanto piccole che sia

J(a;,,m,,...,w,,)—](a,,a“._.,a,,)

minore di qualunque quantitd data.

X8 X

ia R':?l una fanzione razionale fratta; se AP, AQ sono ‘gl'incrementi di P
pe

¢ Q quando le variabili x, , @, ,-.., @, divengono x, + fy, @, + It gy..., @, + Iy, sl haa

A

P+AP P Q.AP-P.AQ
Q+aQ~ Q  Q+Q.AQ

R(@ 4Ry s Tl ooy Tt ly) — R@y , @y yenny ) =

ora s¢ per il sistema di valori »,, @, , ..., a, il dcnominatore Q assume un va-
lore diverso da zero, si potranno renderc AP e AQ tanto piccoli che AR sia pic-
cola quanto si vuole; il che dimostra la continuith delle funzioni razionali fratte.

§. II. Le somme di infinite funzioni razionali.

6. Riassunte cosi le proprietd generalt pit semplici delle funzioni razionali,
dobbiamo intraprendere uno studio delle funzioni formate nel modo pit semplice
colle razionali.

Sommando o moltiplicando pitt funzioni razionali, si ritrovano funzioni razio-
nali finche il numero dei sommandi o dei moltiplicandi & finito : e si tratta di stu-
diare quali funzioni si ottengono somman:lo o moltiplicando infinite funzioni razio-
nali. Ci limiteremo per ora al easo della somma di infinite funzioni razionali di una
variabile.

La teoria dclle somme di infinite funzioni razionali costituisce, anche in casi
particolari, un argomento assai difficile di cni daremo quei teoremi generali che ci
serviranno in seguito.

1. Sappiamo dalla sezione 1%, (n® 5%) che la condizione necessaria e sufficiente
affinché la sonuna di infiniti numeri a, abbia un valor finito ¢ che abbia un valor
finito la sowma dei moduli Ja,] di questi numeri.

Se cou g,(x) si indicano infinite funzioni razionali, si potrd definire una fun-
zione [(x) dalla condizione che il valore di f(x) sia per ogni valore o, di ax, dato

dalla somma
Z Pn (wo) 3
=g

e la condizione necessaria e sufficiente perché questa somma abbia un significato
nel senso stabilito nella seazione I* & che sin finita ¢ determinata la sommna

w

Y iga@) 1

indicato al solito con jg, (a,){ il modulo di ¢, (x,).



, )85 X

L'insieme dei valori x, di @ soi quali & verificata la condizione precedente si
dice costituire il campo di convergenza della somma o serie f(x). '

. 8. Si & gid detto (Sez, 1%, n® 50) che una somma di infinite quantita (o serie)
si dice convergente quando posto

w

!
s
8

-+

It
-
ﬂ

& possibile. preso un numero = piccolo ad arbitrio determinare un numnero N cor-
rispondente ad e e tanto grande che per & > N sia sempre

IS -8,l<e.

Cosi in particolare la serie Xz, (x,) ¢ convergenie per x =, se preso un nu-
mero ¢ piccolo ad arbitrio sard possibile trovare un numero N tanto grande che
per tutti i valori di n > N sia

€y

’ }_4 Fu (wo> - Z Fn (@)
1 1

ossia

Se la convergenza si verifica per vari valori di @ :a,, @, ..., si avrd corrispon-
dentemente ad un numero determinato z un valore N, tale che sia, per 2 >N,

S
l }V_, @ (£0)

Nty

<

un valore N, tale che sia, per n >N,,

I 2 7 () l < g, ecc.

n+y

Se questi numeri N, , N, , ... cosi definiti per un valore fisso ¢ ¢ per i valori
L, , Ty ,.-. di & hanno un limite superiore finito N, allora per tutti i valori n > N
e per tutti i valori x, , @, ,... del campo di convergenza sard

Do | <
D my

TR
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el entro quel campo la serie si dird convergente in egual grado. Nel caso che non
csista un tal limite superiore finito N, la seric potrd esscre convergente nei punti
di quel cammpo, ma non si potra dire convergenle in egual grado.

Si dira dunque che una somma di infinite funzioni razionali

o (@)

& convergente in egual grado entro un certo campo se preso un numero & piecolo
ad arbitrio esisterd un numero N corrispondente ad z e tale che per tuttii valori
di & compresi entro quel campo e per tutti i valori n >N sia

Igmﬂc) - 2@,(m>|< .
r=y r=1

Il campo entro cui vale la proprieta della convergenza in egual grado pud es-
sere una varieth a 2 dimensioni (area piana), o ad una dimensione sola (porzione
di linea) nel campo che rappresenta la variabile complessa @ ; il concetto di con-
vergenza in egual grado si pud quindi applicare anche a funzioni di una variabile
reale (*). '

9. Una somma di infinite funzioni razionali convergente in egual grado entro
un certo campo rappresenta entro quel campo una funzione continua.

DIMOSTRAZIONE. Abbiasi la serie

o

1) = D, o0 @)

convergente in egual grado entro un campo C entro il quale tutte le ¢,(x) si man-

(*) Limitandosi a soli valori reali della variabile si pud dimostrave la seguente
proposizione, che non appartiene alla presente teoria, ma che da una importante appli-
cazione della convergenza in egual grado: Se Zg¢,(z) & una serie di funzioni conver-
genti in egual grado pei valori reali di # compresi fra & =a cd =0 si potrd in-
tegrare la serie termine a termine fra due limiti @ e b o compresi fra a ¢ b; ciod, posto

fz)=1¢,(@)

e posto che f(z) sia una funzione integrabile, si potrd scrivere

" b
j f(m)d:c:‘?,f 2, @) dz, per. a<a <y <b.
al . - a!

(Cfr. Dini, Funz. di variab. rcale).
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tengono finite ; dico che nell’intorno di qualunque posto x, del campo € la fun-

zione f(x) & continua.
Per ipotesi, essendo ¢ un numero piccolo ad arbitrio, si potrd sempre trovare
un numero N tanto grande che per n >N e per tutti i valori di o presi entro il

campo C, sia

‘i?r-(m)—ﬁvf(w>(<c
1 1
eposto'

© n
Do @~ Y4 @@ =R,@)
1 1

¢ indicando con x, ed x due posti dell'interno del campo C, si avra

IRa@)i<e [Ru(mg)i<o

e quini
| R, (@) — R, (x,) | < 20.

Ma le funzioni ¢, (x) essendo razionali sono continue, per cui si pud sempre pren-
dere j@ — x| tanto piccolo che sia per tutti i valori di 7 da 1 ad n

I @ ((E) — % (mo) 1 <
dove ¢' & una quantitd presa piccola ad arbitrio Si avra cosi

n "

1 }_1@, (@) ~ ¢, () I < _Z o () - g (@) | <ne’

i

-

@) — @)1 < 3 18,(@) = ()] + | Ry() — Rya )|
1

ossia

| i) — f(y) | < ne’ 4 2a.
Si prenda ora un numero & piccolo ad arbitrio, si potrd prendere o inferiore ad
z ¢ determinato ¢, determinare indipendentemente il valore N tale che per n>N
e per futti i valori di & presi nel campo C, sia

IR, ()l <63

.
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determinato %, si determina ¢’ in modo che
. € Q1 ! €
no'<5  ossia o <5

talché risulta per {x — @, abbastanza piccola
f@—f@yt<e -

dove € & un numero piceolo ad arbitrio. La funzione f(x) & dunque continua entro
il campo C, c. d. d.

10. Le serie convergenti in egual grado possono essere utili anche nelle ap-
plicazioni numeriche dell'analisi; si osservi, infatti che in una tal serie si pad
fissare @ privri il numero n di termini Jda sommarsi per avere la somma della
serie coa un determinato grado di approssimazione ; mentre per le serie non con-
vergenti in egual grado se si vuol la somwa della serie coll’approssimazione deter-
minata di 1—:)—,‘ ,» per certi valori di o possono bastare pochi termini a raggiungere
tale approssimazione mentre per altri valori potrd essere necessario un numero di
termini molio maggiore.

Una definizione analoga della convergenza iu egual grado si pud darc anche
per le serie di pilt variabili; una serie

&)
S(w,y,z)=>_‘q=,(w,y,z>
=1

si dird convergente in egual grado entro un certo campo C di valori di Y, 3
se preso un numero = piccolo ad arbitrio si potrd trovare un valore N valido per
tutti i sistemi di valori (x, y . z) del campo C e tale che per m > N sia

0 m

L1 §ﬂ
|Z,¢r(w,y,z)—_,¢,(w,y,'z) <e
1

CAPITOLO II.

Le serie di potenze.

~ o~~~
§. I. Primi teoremi sulle serie di polenze.

1. Frale serie i cui termini sono funzioni razionali di uua o pii variabili, me-
ritano speciali considerazioni quelle i cui termini sono della forma

Y ; Al -y
¢, oviere oy, @iyt
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dove A , u, v s0no numeri interi e positivi : queste somme verranno dette serie di
polenze ed indicate con

Q‘ 0
P(OJ) :Z ey ’ P(x,y,2) 22 Chpy wlyllz";
° °

esse offrono la generalizzazione pid naturale delle funzioni razionali intere.

La condizione necessaria e sufficiente aflinché una somma di infiniti sommandi
abbia un valor finito (nel scoso stabilito nella Sezione 1°) ¢ che la somma dei mo-
duli dei suot termini abbia un valor finito. Cid posto, se per un valore x=a la
somma

0

]
T

°

non ha un valor finito, la somma stessa non potrd certamente essere finita per tutti

i valori di a il cui modulo x| sia > la]: se dunque nel piano della variabile o si

descrive un cerchio di centro a -0 e di raggio la|, per tutti i punti del piauno esterni

alla circonferenza del cerchio la serie Xe¢, o’ non potrd avere un valor finito.
Questa considerazione & svolta nei teoremi che seguono.

®
12. TEorEMA I. Se X ¢,x" & una serie di polenze, e si pud (rovare um nu-
1

mero positivo o lale che per tulli i valori div a partive da un certo indice (che
st pud senza reslrizione supporre anche eguale ad 1) U espressione

lela

si manlenga inferiore ad un numero assegnabile positivo ¢, la serie precedente
avrd un valor finito per tulli ¢ valori di x il cui modulo sard nferiore ad o.
x

DrmosTrAZIONE. 8 indichi con & il valore assoluto o modulo di @, ¢ sia Z<a.
Si ha per ipotesi

lcvla"(g (V=1,2,3,...,w)
da cui
E\Y
|cv'5v<g<&>

e sommando a tatti i valori di v,

Sie oS () masty
1 ]

B SnE e ot

)(90 X
ina essendo £ < @, I'ultimo membro ha un valor finito, e quindi & lo stesso di
Ze,x' per [x| <a, c. d. d.
Lo stesso teorema vale anche per le serie di potenze di pilt variabili : nel caso
di tre variabili, si puo dire:
« Se

A v
DI

» & una serie di potenze di tre variabili, e si pud trovare una terna di numeri po-
» sitivi @, B, y tale che per tutti i valori di A, p,v a partire da A=p=v=1
« gia

‘Clpvlalgp.},\'<g

» dove g & un numero finito positivo, la serie sard sommabile per tutti i posti
» (®,y, 2) tali che sia contemporaneamente

@l < e y yl <@ , 121 <Y »
DiMosTRAZIONE. Si ha per ipotesi
1 1
’

1
c).p.vl<g'a_x‘ Bu' v
se (x,y,2) & un posto tale che chiamando
wl=E , yi=n , |E@=g
sia
g<e  ,  y<f , <y,

i 0 < (5) (1) ()

e sommando a tutti i valori di A, p,v,

Yol Bt <g > (fz)x (’é)“ (%)v = WE—%T—?? ’

Aty M,y

sard

L'ultimo membro essendo finito per ipotesi, sara finita anche la serie dei moduli

Z ’cluvl El Wu ¢
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e quindi la serie
- Z c).pv o y* 2z’
per tutti i valori (z,y, z) tali che
Blca i<z, <y

Nel caso di una variabile sola, si pud dire che la serie Ze,x’ & convergente
e sommabile per tutti i punti = dell'interno di un cerchio di centro x=0 e di
raggio a. Questo cerchio si dice cerchio di convergensa, e si dird cerchio nero
di convergenza, se inoltre per tutti i punti ¢ esterni al cerchio la serie non ha
un valor finito. Per le serie di pit variabili si pud dire che la serie & finita per i
valori di ®,y,z che si trovano contemporancamente eniro i cerchi descritti nei
piani delle tre variabili dai centri o con raggi @, 8, v.

TeorEMA II. Se in una serie Te,x’ il rapporio Iclc"—'-l- st mantiene @ partire

y—1

da un cerio valore di v (che si pué senza restrizione supporre equale ad 1) in-
feriore ‘ad un certo numero posilivo k, la serie sard certamente convergenle cnlro

tutlo il cerchio di raggiv }v

DiMosTRAZIONE. Si ha per ipotesi
le)d <k-leyq|

da cui, facendo v=1,2,3,....ve moltiplicando, viene

el < k¥ leyl

e quindi

1 !
1¢y] o <legl
Esiste dunque un valore —;:- positivo tale che per tutti i valori di v il prodotto

ol

si_mantiene inferiore ad un numero finito positivo lc,i, e quindi (teor. I), la serie
¢ finita per tutti i valori di o tali che sia
1

j@l < =
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CorOLLARIO. Se il rapporto c_‘l: si mantiene a partire da un certo valore di
-
v inferiore ad un numero e arbitrariamente piccolo, la serie sard convergente in
un cerchio di raggio arbitrariamente grande, ossia pef tutti i valori finiti di o.

13, Data una serie Te,a’, se dal punto =0 con raggio qualunque descri-
viamo una circonferenza, si potranno dare tre casj.

a) O per i valori di x interni al cerchio la serie ¢ finita, e non lo & per i
punti @ esterni al cerchio: allora il cerchio descritto & il wero cerchio di con-
vergenza.

b) 0 per i valori o interni al cerchio la serie ha valori finiti, ma ha valori
finiti anche per punti a esterni al cerchio stesso: allora il cerchio & un cerchio
di convergenza ma ¢ inferiore al vero cerchio di convergenza.

¢) O per tutti od alcuni valori o interni al cerchio la serie non ha un valore
finito ; allora il cerchio ¢ magviore del vero cerchio di convergenza, il quale si
pud in questo caso ridurre anche ad un sol punto.

L'esistenza del vero ccrehio di convergenza e la possibilita di determinarne il
raggio sono dimostrate dalla seguente proposizione :

TeorREMA 1II. Se wna serie Ye,x¥ si sa essere finita per valori di x abba-
stanza piceolic e mon finita per valori di x maggiori in valore assolulo, esistera
necessariamente un vero cerchio di convergenza per la serie.

DiMosTRAZIONE. Pongasi

S(x)=2Ze¢, ",
e si formino i valori

1) 50 , 8 , sS® , 8Q3).
Essendo la serie finita per valori di a abbastauza piccoli e non finita per va-

lori maggiori, si troverd fra i valori (1) un primo valore non finito; e sia S(m+1),
mentre S(m) ha un valore finito. Si formino allora i valori

(€)) Sm) , S<m+:;> , S(m-{—g),...,S(mq—aa:—l) ,  S(m+1)

dove a & un intero qualunque maggiore d'uno: si troveranno fra questi valori due
termini consecutivi
m my + 1
S(m hl) S(m -t -)
+ a 1 + a v

il primo dei quali sard finito e I'altro non finito; si considerers poi la serie di
valori

m m f 4 m
S(m+-——'> y S(m+——’ +—2) s S(1n+ —
a [T W
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fra questi se ne troveranno due consecutivi I'uno finito e Faltro non finito
my | m
S(;n+_1+_3 ed S(m_’__ni+"l’i),
a ut /. a a?
e cosi via. ‘ -

Da questo procedimento risulta definifo un numero di cui si possono determinare
di mano in mano gli elementi (anche decimali se si vuole, prendendo a=10). Questo
numero

m m, m,
A=m+— ¢ 24 2y .
[ a? [
sard finito se & finito m, infatti si ha
m, m, 1 my 1
Tt T T

da cui
l .
A<m+a(~+l+...)=m+—~—~a .
a  a* a—-1

Inoltre A sard il raggio del vero cerchio di convergenza. Infatti preso un numero
€ piccolo ad arbitrio, si potrd sempre prendere n tanto grande, che sia

A—A,<e
posto
my . m, m
Aus'm"‘v +F+-.. E,':—;

ma per A, la S(A,) ha un valor finito per la costruzione del numero A, stesso;
¢ se B ¢ un numero positivo qualunque > A, si potra sempre prendere n tanto
grande che sia

1
A+07,<B,

ma per A + al" la serie non ha un valor finito, dunque essa non ha un valor finito
neppure per x = B.

11 cerchio di centro =0 e di raggio A sar dunque tale che per tutti i va-
lori di a interni ad esso la serie sard finita, e non finita per i valori a esterni
al detto cerchio.

Le serie di potenze sono di tre specie: o per tutti i valori finiti di ala serie
ha un valore finito, ossia la serie & sempre convergente e il raggio del vero cer-

)9k X

chio di convergenza ¢ infinito : tale & la serie

x? 3 " .
’+m+ﬁ".+l_-—2—-§+"_'+.nl+""

o la serie non ha un valor finito per alcun valore di x, ad cccezione di ®x=0,
ossia il vero cerchio di couvergenza ha per raggio 0; tale & la serie

1+x+1-20*+1-2.32%+...+nlz"+...;

o infine la serie ha un vero cerchio di convergenza finito e diverso da zcro, come
la serie

n(n— 1)w,+n(n— (n -—-2) o

3 EE] FooaFmet .

14 0%+

che ha per raggio di conergenza I'unitd.

14. TeoreEMA IV. Se R & il raggio di convergenza di una seric di polenze
Te,x’ ed v & un numero posilivo inferiore ad R di tanto poco quanio si vuole,
la serie sard comvergente in ugual grado in tutlo Uinterno del cerchio r.

DiMosTRAZIONE. Si prenda € piccola ad arbitrio; si potrd sempre prenderc n
tanto grande che sia : ’

Z le,fr'<e
n

perché » <R per ipotesi. Ma per E<r si ha

78

le,|E' <€
n

e quindi a fortiori, se E=|x|,
0
'Zc,, m“l <€,
n

il che dimostra Ia convergenza in egual grado della serie Zc,x’ per tutti i valori
di z il cui modulo &
le) <r,

ossia entro tutto il cerchio r. ) ] . N
15. LEmMMa. « Se m, ,m,, ..., m, sono numeri interi positivi o negativi, e

A

T
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« si ha la funzione razionale
F@)=A,+ A, ™ +A, 2"+ ... + 4,2,

» e si indica con L il limite superiore dei valori della funzione per i valori z aventi
» uno stesso modulo &, si avra sempre

1A 1< L.
DiMosTRAZIONE. Pongasi
\
x=E9, con 6 =1;
e si considerino le equazioni
m -
z =1 zm*zl,...,sz=1;

queste essendo in numero finito, avranno un numero finito di radiei, percui si potra
sempre assegnare a 0 un valore 6, che non soddisfi ad aleuna delle r equazioni
precedenti.
Si formi allora
FE  =A + A A E™ . AT
FEO) =A,+A ™6, +A, ™04 .. A E™ro

FEGY) =Ap+A E™10,5™ + A, EM20,5 M 4, | 1 A8 0,27

F(E0,% % = A, + A, £ 00("_1)’"‘1 +AE" 00(7I—1)m’+.. +A,E" ﬂn(n—’)m"

da cui, sommando e dividendo per n

! bom -0 16"
D T W L i ST
v=0 1 -0, 1_0071,
_ nm,
%A,Em"l 9, i
1-0,"

11 modulo del primo membro & inferiore ad %an , ossia ad L, dunque sard

3 98 X

tale in valore assoluto anche il secondo membro, e si avrd

_ nm. _enm,
An+%A,Em’—~l °°m +...+:TA,5""———1 °_I<L,
1™ 10

o indicando con C uma quantith che non pud crescere indefinitamente in valore
assoluto

:
A,+RCI\L.

Ma si ha evidentemente

i , 1 .
1Ao+;lc’>_le|"n|C|,
ora se fosse
1A]>1,

si potrebbe sempre prendere n tanto grande che sia anche

1
[Al)] s Ici >L
e quindi a fortiori
1 P
! Aot © [ SL,
contro ¢id che si & dimostrato; sard dunque
1401 <L,

c. d. d.
TeorEMA V. Se £ & un modulo di x inferiore al raggio R di convergenza di

una seric L¢,x’ cd L & il limite superiore dei valori assoluti di questa serie sulla
circonferenza di raggio &, si avrd per luili © valori di v

le, ] 8" < L.
DIMOSTRAZIONE. Si abbia la serie
S=Xca
e si moltiplichi da ambo le parti per x~Y, viene:

STV =@ + €T+ o+ Oy Oy Ty T

o

4
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Preso un numero & positivo arbitrariamente piccolo, si potrd sempre prendere
tanti termini nel secondo membro che i rimanenti diano una somma inferiore ad
¢ in valore assolufo; e cio (teor IV) per tutti i valori di & il cui valore assoluto
& <&. Sard quindi :

SV =@V e @ b bt Tt Oy T E
dove 2’ ¢ una quantitd inferiore ad = in valore assoluto.

Sia ora L il massimo valore assoluto di § per |x|=E§, il massimo valore asso-
luto di Sa™ sard LE™Y, e si avrd per |x|=£,

leq™ + e, @™+ oy + 0@+ oo F Cpupp®™ + €] <LEY
onde a forlior:
leg@™ 4 €@ 4 o ey + G+ e+ Gy <LEV e
Risulta da ci6 ¢ dal Lemma precedente che sara -
feyl <LE™Y + g5

ma in questa diseguaglianza jc,| ed LE™ hanno valori fissi, ¢ & arbitrariamente pic-
colo, onde sard

1¢] <LE™Y
ossia
le) & <L,

c. d. d. .
OSSERVAZIONE. Proposizioni analoghe al teor. IV e al teor. V valgono per le
gerie di potenze di pill variabili. Cosi se L & il massimo valore di I cm,,oc‘yl*z,“

TR

per i sistemi di valori di @,y ,z pei quali [xl=a, |y =8, lzl=7v, sard

'ckpvl al @L .va L.
§. II. Delle serie doppie, ¢ delle trasformazioni nelle serie di polenze.

16. Abbiansi infinite serie di potenze, che dinoteremo con

G @) =CpoF Caa® +Cua®+ ... .
dove si pud fare n=1,2,3,...,: e alcune di queste serie siano anche ri-
ducibili a polinomii. Si pud domandarc sotto quali condizioni la somma di queste

13

)98 )

i % (@)
»n=l

si potrd trasformare in un'unica serie di potenze

infinite serle

0

Lae

0
convergente entro un determinato cerchio, posto che sia
Ay=Cy+CytCyyt oo tyy+. ..

A questo oggetto si pud dare Ia condizione sufficiente enunciata nella seguente
proposizione.
TeorREMA VI. Se

0 Y %@

L3

¢ una somma di infinile serie di polenze, ed indichiamo con a(x) cid che di-
venla la serie 9,(x) soslituendo ai coefficienti ¢, , i loro valori assoluti lc,,,v|, la
somma (1) si polrd trasformare in un'unica serie di polenze

(2) Z A XY, con A= Z Cou
v

quando si sappia che esiste wn valore positivo a pel qudle 2 convergente ta
o (2); e la %:‘A,'x" sard convergerte eniro un cerchio di raggio a.
” 0

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo anzitutto che neHa prima Sezione si & dimostrata
la seguente proposizione, che 1ale tanto per le somwme di infiniti termini positivi,
quanto per le somme di infiniti termini complessi: « Condizione necessaria e suffi-
« ciente affinché una somma di infiniti términi riegca sommabile, & che estratto
« un numero finito qualunque di questi termini, esista un numero finito positivo M
« costantemente maggiore in valore assoluto della somma dei termini estratti ».

Cio posto, sia a un valore positivo percui la

Y

L]
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riesca finita. Questa serig & la somma dei numeri positivi
l cﬁ,v l a’

per tutti i valori dei due indici m, e v: ciod S & un numero composto di tutti gli
elementi che entrano in essi numeri lc, Ja'. Si potrd quiudi, per il leorema Ti-
cordato, trovare un numero M tale che sia

3) M> Z enyla
n,y

dove con I, indichiamo la somma di un numero qualunque’ ma finito di termini

estratti fra i lc, Jla".
Si ponga ora un valore « il cui modulo & sia inferiore ad a, ¢ si consideri

la somma
v
Z Cny @

ny

di un numero qualunque ma finito di termini estratti fra i c,,a’. Si avrd per il

teorema sul modulo di una somma:

|2, <X

e quindi @ fortiori per la (3)

M> [ A
Zn.v ny

v v
‘Vlcn,vlﬁ < Z" s'lc,,_\,laz

e questo, per il teorema ricordato, basta a dimostrare che la somma degl’ infiniti
numeri ¢, ,@' ha un valor finito : pertanto in virtd dei teoremi della Sezione I i
termini di questa serie si potranno aggruppare come si vuole, e si potrd scrivere
indifferentemente "

V Coot Cpa @+ Cpa®?+Cpy®®+...) ossia 2, (%) ;
: ¥ . X 8
n

"
oppure
Y et eyt on - Hab  omin YA
v v

adunque sotto la posta condizione la serie doppia o somma di infinite serie di po-
tenze si pud trasformare in un’unica serie di potenze, ¢. d. d.

J( 100 )(
) 11 In modo del tutto simile si dimostra lo stesso teorema per serie di pid
variabili. Il teorema si enuncia in questo caso :
Se si ha una somma di infinite serie di polenze

Z%(x,y,Z)

n

e .per un sislema di numeri positivi @, 8, vy la serie
PRI
n

risultu convergente, indicandosi con @a Ci0 che diventa la seric g, sostituendo in
questa ad ogni coefficiente il relativo valore assolulo, la serie proposta sard tra-
sformabile in una serie di potenze di x , Y2

S‘A LT

o apy T Y2

convergenle per [ulti i sistemi di valori di x,y, 2z tali che sia

fol <a , fyl<@ . lzl<y.
18. Se in una funzione razionale
F@,y,=z)
si fa la trasformazione
z=¢Mm,v,w) , y=¢@.v,w) , z=xu,v,w

dove ¢, ¢, y siano pure simboli di funzioni razionali, si ottiene una nuova fun
zione razionale

F(u,v, w.

Proponendosi di cercare una generalizzazione di questo teorema nel caso che
tutti o alcuni dei simboli F, ¢, ¢, y rappresentino non pill funzioni razionali, ma
serie di potenze, si giunge alla seguenle proposizione fondamentdle.

TeorEMA VII. «) Caso di una sola variabile.

Se in una serie di polenze

o F(z)=EA,a"
st pone
@) z=¢(u)

PR T g, e L
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dove 3 ¢ una serie di polenze della variabile u e cp(u) & cid che divenia ¢ (u)
cambiando ogni cocfficiente nel rispetlivo valore assolulo : ¢ se esisle un numero

a lale che E =g (a) si trovi entro il campo di convergenza di F(x), la serie F(x)
st -polra, per mezzo della (2), trasformare in una serie di polenze di u conver-
gente per tulti © valori di u inferiori ad a in valore assoluto.

DimosTrAZIONE. Se in F(x) si pone

x = o (1)
la serie F(x) si cambia in
3) ZA,9"(w)

ciot in una somma infinita di serie di potenze di w. Se si pud trovare un valore
positivo « tale che la somma

A IS (@)

riesca finita, Ja serie doppia (3) sard trasformabile in una serie di potenze di u
convergente per tutti i valori |u] < «. (teor. VI). Ma per ipotesi posto ¢ (a)=E,
€ ¢ nel campo di convergenza di F(x) e quindi

219 (@
ha un valor finito ; pertanto essendo soddisfatta la condizione del teorema VI, per
Juj <o si avra
LA’ =2c,u",
c. d. d.

CoroLLARIO. Se F(x) fosse un polinomio o una serie di potenze convergente
per tutti i valori di @, qualunque valore « che rende ¢ (2) sommabile soddisfa alla
condizione. e quindi F(x) & trasformabile in una serie di potenze di w per tuttii
valori del cerchio di convergenza della serie ¢(u). Se F(x) e ¢ (u) sono due serie
di potenze sempre convergenti, la trasformazione & lecita per qualunque valore di u.

b) Caso di pilu variabili.

Se

©) F(x.7,0) =LA,y
é una serie di polenze di pit variabili, e si pbne
' [X=¢ (U, v, w)
@ y=¢m,v, w

=y (u, v, w

K102 X

dove 3, ¢, ) s8R0 scrie di polenze delle variabili u, v, w avenli ¥R campo eo-
muwne di convergenza, ¢ ;, q,“ 7, sone le serie che si olteagono sestiluendo a3
cocfficienti di ¢ , &, y i rispeltivi valori assoluti, se esisie un sistema di valori
posilivi @, £,y per u, v, w tali che

e@,8.7) . $@,8,7) ,» x@,B,Y)

risultino finite, e di pii { valors

©) E=$(“1Bs\') ’ ﬂ=*17(¢v@,1’) s C=X-(“’B’Y)

stano compresi nel campo di convergenza di F: allora per tulti @ valori di u,
¥, W rispeltivamenle inferiori ad a , 8,y in valore assolulo, la seric F si polrd
trasformare in una serie di polenze convergenle di u,v, W.

DIMoSTRAZIONE. Si eseguisca la moltiplicazione

O, v, WP, v, Wy (w, v, w)

" e si indichi il risultato con

fl]nv(“ sV W) :

affinché la serie di funzioni
*) A hwu,v, W)

sia trasformabile in una serie di potenze di u,v, w, occorre che esista un siste-
ma di valori &, 8,y tale che la serie

&) = Aol (@5 85 )
riesca finita. (Teor. VI esteso a pil variabili). Ora per ipotesi
®) YN O I CI I PACRI IR
¢ convergente, e quindi & tale anche
®) I Al @ 8, V@, B 1@, 85 -
Ora dico che si ha

(1) T @ B0 ST, B W@, B VY@, 6. -
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Infatti f,,, & un aggregato di termini della forma ¢y, ubv* w", i quali termini pro-
vengono dalla moltiplicasione
S

ed 711»4 & composto dei termini corrispopdgnti. IcMHa“ < 7":‘oss‘ia. lcﬂ'u 'p:‘oviznel:
dalla composizione per addizione e moltiplicazione dc} coefficienti di ¢*,¢*,y", c e
risultato 8'intende preso il modulo: mentre nel f.cr.mm.e genelralepdell;a (6) ab.bm-nfc;
le slesse operazioni eseguite sui moduli dei coeﬂicxex}tl di ¢*, ¢*, ¥'; e quindi i
risultato sard non minore di ||, talché sard soddisfatta la (7).. N ’

Ma la serie (6) & finita come si & detto: lo sara dunque. a /orlz.ora .la &), e
per il teorema VI, la serie F si potrd trasformare in una unica serie di potenze
di u ,v,w convergente per i valori

Juj<e , fol<f , Jwl<¥.

c. d. d. ' ottt

CoroLLarIo I. Se F(x, v, z) ¢ una serie convergente per tutiii valori initi
di @,y , 2, o un polinomio in &,y ,z, i valori £,7,¢ pm.*ch_e hnm‘, sodfilsfe-
ranno ‘certamenf/e alla condizione di rendere finita la F; e quindi la F si potra' tra-
sformare in una serie di potenze di u, v, w sempre convergente per tutti i va-
lori di u,v,w che appartengono al campo di convergenza cowune alle tre serie
RS 3 i, la trasformazione

1I. Se anche le serie ¢ , y , ¢ fossero sempre convergenti, la trasfo
. s s e . . " . d[ u v w.
si potrebbe operare per tuiti i sistemi di valori Uy .

pll]. Nel teorema precedente non & necessario che il numero delle nuove va-
riabili % , v, w sia eguale a quello delle primitive @,y , z. Per esempio nella
serie f(x) si ponga
r=u4+v,

si pud riguardare questa trasformaziome come un caso particolare d.el Teorgma pre-
cedente : e si vede che se a, § sono due valori tali che f(a + §) riesca vﬁmt.a, f(x)
si potra trasformare in serie finita di potenze di u, v per tutti i valori

Juj<a , b<g:

in questa serie di potenze di u, v si potranno aggruppare i termini ad arbitrio,
e porre p. e.
fu+v)=com) +e (W) v+ec(wvd+ ...

Una tale formola ¢ valida se p & il raggio di convergenza di f(x), sotto la condizione
lul + o] <p.

Una trasformazione analoga si pud fare per pili variabili.

) 1od )

§. UL Condizione d'identild di due seric.

19. Nella teoria delle funsioni razionali intere si dimostra che una funzione di
grado n di una variabile complessa non pud in tutto il piano della variabile an-
nullarsi in pid di # punti senza ridursi identicamente a zero : e ne abbiamo con-
chiuso I'identitd di due funzioni di grado non superiore ad n che assumono valori
eguali per »+ 1 punti del piane.

Le seguenti proposizioni, analoghe a quelle citate, si riferiscono alla teoria
delle serie di potenze.

TeorEMA VHI. « Se f(x) & una serie di polenze il cui lermine costante & di-
v verso da zero, si polrd sempre descrivere con centro x =0 un cerchio di rag-
» gio finilo, entro il quale la serie non si annulla mai ».
DiMOSTRAZIONE. Abbiasi la serie
f@y=a,+ a2 +amxt+. ..
dove a,-¢ diverso da zero, e sia ¢ un valore positivo qualunque minore del cer-
chio di convergenza della serie fix). Se G ¢ il massimo valore di f(x) sulla ecir-
conferenza di raggio p, sard (teor. V)
e <@
€ quindi se £ & un valore positivo inferiore a p, si avrd
E\V
la e <6(%)
. e
e per |x|=§, : :
lo@+ax?+ ... <layJE+ lay|E2 4. . .
E\2
<G §+(5) +...)=0-%.
e\ ¢—-s
8i indichi con e un numero arbitrariameute piccolo e positivo, si potrd sempre

fare £ tanto piccolo che sia

6 co;

p—§
e in particolare, si potrd prendere &, tale che sia
<&
o -

G <ayl

&
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e a fortiori per |x| <E
laye + a0 + . . | < |ag|.

Risulta da ci0 che I'insieme di tutti i termini della serie a partire dal seecondo non
potrd mai annullare il primo termine, ossia la serie non si annullerd mai per i
punti dell'interno di un cerchio di raggio &,.

OSSERVAZIONE. Se la serie f(x) non avesse il primo termine nullo, essa si
potrebbe scrivere ’

Mty + O T + [ o )

e la serie si annullerebbe per ax=0; ma si potrebbe sempre descrivere un cerchio
di centro zero e con raggio tale che nell’interno di questo cerchio la seric non si
annulli mai, se non nel punto =0 stesso.

Similmente si dimostra che per una serie di potenze di pit variabili si pud
sempre determinare un campo di valori nell'intorno del posto (x=0 , y=0, z=0),
entro il quale campo la serie non si annulla mai o si annulla tutto al pilt nel posto
@=0,y=0,z=0).

20. Segue dall'importantc teorema ora dimostrato che se una serie di potenze
si annulla per tutti i punti di un cerchio sia pur piccolo quanto si vuole intorno
al punto 0, la serie si annulla identicamente.

E se una serie di potenze deve annullarsi per tufti i punti di una linea che
parte dal punto =0 o converge asintoticamente al punto stesso, la serie si an-
nulla identicamente.

E se una serie di potenze deve annullarsi in punti separati ma che si conden-
sano indefinitamente verso il punto 0 (*). la serie si annulla identicamente.

21. TeoreEMA 1X. Se duc serie di polenze assumono valori equali nei punti
di un inforno piccolo quanio si vuole del punio x=0, 0 nel punti di una linea
che converge al punlo slesso, o tn una serie di punti separati che si condensano
in numero infinilo versos il punlo x=0, le due serie coincideranno identicamente
nei loro coefficienti.

DIMOSTRAZIONE. Se f(x) e ¢(x) sono le due serie, la serie (teor. VII)

[@)—¢ (@)

avra per coefficienti le differenze dei coefficienti omologhi di f(x) ¢ o(x), € va-
lendo per questa serie le condizioni del n. 20 essa sard identicamente nulla.
Una proposizione analoga vale per le serie di piil variabili,

(*) Tali sarebbero i punti

s v

P

Lt
-

[<]
3=

z=1 9
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§. IV. Derivazione delle seric di polenze.

22, Nel corollario 1II del teor. VII si ¢ visto che se
) f@)=c, +ex+cm®+...
¢ una serie di potenze ed R il suo raggio di convergenza, si pud porre
r=u+v

e sviluppare f(x) in serie convergente di potenze di u e v, per tutti i sistemi di
valori di w ¢ v tali che
[u] + v <R:

in questa nuova serie i termini si possono aggruppare nell'ordine che si vuole e
si pud scrivere per esempio

f@) = +H)v+ L)+ . ...
Si dia ora ad u un valore fisso a, a v un valore variabile h, ¢ si avrd
fla+h)=f@)+fi{la)h+f(@h?+ ..
questo sviluppo sard valido per tutti i valori di & tali che
jal+]h]<R

ossia per un cerchio di centro a e tangente internamente al cerchio R.
Ma posto =0, si avrd

f(a) =f,@,

¢ quest’eguaglianza vale per tutti i punti o del cerchio R; pertanto sari identica-
mente (teor. 1X),
fi@=f(),

ossia queste due serie di potenze coincideranno nei loro coefficienti e si avra

@ Fla+m=1@+hf)+r2fHa@)+...
e anche
®) fa+m=F@+nfa)+ rlkfya)+...].
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Ma neila Sezione I1I. si & detto che « se una funzione F(x) definita in qua-
¢ Junque modo si pud scrivere per valori di 7 abbastanza piccoli e per determinati
» valori di x

F@+n=F@+rF@) +rex, )

» dove ¢(x , 2) & una funzione che va a zero con %, la funzione T,(x) si dirh de-
» rivala di F(x), e la funzione F(a) sard derivabite per tutti i valori di x pei quali
» & possibile un simile sviluppo » ; e pereid la (3) ¢i dimostra che la f(x) & de-
ricabile per tutti i valori @ =q dell'interno del cerchio R, e Ia derivata di [ (x)
sard una serie di potenze fi(x) convergente entro lo stesso cerchio R. La stessa
formola (3) dimostra anche la continuith di f(a + &) al variare di . .

Se indichiamo con [’'(®) la derivata di (), con ["(x) quella di f'(a), ... con
™)) quella di f\"")(w) e cosi via, & facile trovare sostituendo 97 ad & che

1 "
(@) = (@
sostituendo 3% ad %, che
f(0) = = 1@
s 1.2-3 ’
ecc. : talché la formola (3) si trasforma in

"
1.-2...n

@ fern=r@+rf@+ L@ Fo@ ...

sviluppo valido per tutti i posti @ dell'interno del cerchio R e per valori di & de-
terminati da

lal+1n} < R.

Alla formola (4) si pud anche dare la forma seguente, che useremo pi di fre-
quente : posto a + Z=ux, viene

® r@=r@+@-orw+C ey,

ossia dalla serie

Co+ Cy -+ 02 + . .
convergente nell'intorno di =0, si deduce una serie

Cot+li@—a)+Cil@x—a)+...
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convergente nell'intorno di « = a, ed i coefficienti della nuova serie sono deduci-
bili con processo perfettamente pratico da quelli della serie primitiva.
Sviluppando effettivamente il calcolo di f(a + &), si trova senza difficoltd che

@ =1-23 . ke +2:3 o (B+D) @ + oov + 114124 e (1) & 4+ .

Si giunge cosi allo sviluppo effettivo della serie (3) per qualunque punto a, cono-
scendo i coefficienti della serie f(x). .

23. Riassumendo le cose fin qui detle si pud enunciare il seguente

TeorEMA X. Una serie di potenze convergenie edro un cerchio di raggio R
rappresenia una funzione continuw avenle un wnico valore finito e delerminalo
per ‘ogui punlo x dell'interno di esso cerchio. Tale funzione ammelle entro quel
cerchio le derivate successive di tulli gli ordini, che sono alireftante serie di polenze
convergenti entro il medesimo cerchio R; e dalla serie data si pud dedurre per
ogni punlo dell’ inlerno del cerchio una serie della forma (3).

Una proposizione analoga vale per le serie di potenze di pit variabili e si di-
mostra cogli stessi principii. '

§. V. Serie dedotle da una serie di potenze. Vera raggio di convergenza.

2%. Una serie di potenze della quantith @ — a sia convergente entro un cer-
chio di centro a e di raggio R: ¢ si indichi con

(1) C+o@—a)+e,(x-a)+......

Per il teorema X, la funzione determinata da questa serie nell'interno del cerchio
R ha proprietd del tutto analoghe a quelle delle funzioni razionali intere e si dice
percid avere caratlere razionale inlero nell intorno del posto a.

Per porre in evidenza il punto per I'intorno del quale vale lo sviluppo (1), si
seriverd questo sviluppo in modo abbreviato con p (x| a). e si indichera con (a , R)
il cerchio di centro a e di raggio R.

Sia b un punto qualunque dell interno del cerchio (¢, R): per tutti i valori
di 2 tali che sia

[b-ai+]x-bl<R
si potrd ricavare dalla serie (1) uno sviluppo per le potenze di x — b (n. 23, for-

mola (3)) e questo sard convergente entro un cerchio di centro b e di raggio
R —|b - a|, ciot tangente internamente al cerchio (@ , R). Questo sviluppo si in-

dichera con -
(2) X a'b)=co'+r,’(m—b)+4§,’(w—b)‘+. e
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e si dird serie dedotta dalla (1) rispetlo al punto b ; essa & convergente entro il
cerchio (b, R~ |b —aj) ma potra anche convergere entro un cerchio di raggio
‘maggiore : e nei punti comuni ai due cerchi di convergenza le due serie

pe @y e plxla b

danno un medesimo valore.
Sia ¢ un punto qualunque dell'interno del cerchio (b, R— b—al): s potra
dedurre dalla serie (2) rispetto al punto ¢ una serie :

p(x ajb o,

ma si potrd dedurre nel tempo stesso dalla serie (1) uno sviluppo rispetto allo
8tesso punto ¢

rxla ¢,
ora i due sviluppi

p(x)alblc e p(ela ¢

il primo dedotto immediatamente dalla (1), il secondo dedotto mediatamente ,
coincidono identicamente, infatti nell’ intorno del punto ¢ i due sviluppi danno in
ogni punto il valore dato da p(x ' a) e dap(x alb), i quali sono eguali; e
quindi (teor. 1X) queste due scrie coincidono nei loro coefficienti perché sviluppate
per le potenze della stessa quantitd x - c.

25. TEoREMA XI. Se da una serie

p(x a)
st deduce una serie
p(x a b,
viceversa la seric primitiva si pud riguard.re come dedolta immedialamente o
medialamente dalla seconda.
DIMOSTRAZIONE. La serie dedotta p(xia b) pud avere un cerchio di conver-
genza che contenga il punto «; allora da p@ a|b) si pud dedurre immediata-

mente una serie p(x b a) che per un intorno di ¢ ha in ogni punto x lo
stesso valore di p(x|a b) e quindi di p(xz | a); le due serie

r(@:a. b a e pxia)

prendono lo stesso valore nell'intorno del punto a e procedono per le potenze
della stessa variabile x--a; dunque (teor. IX) esse coincideranno nei loro coefficienti.

(10 X
Ma il cerchio di convergenza di p(x{@'b) pud non contenere il punto a: in
tal caso si pud sempre prendere una serie di punti ¢;, c,, ... tali che ¢, si trovi
nel cerchio di convergenza di p(x)a|b): dedotta rispetto a ¢, la serie
pxlajdiey),
¢, si trovi nel cerchio di convergenza di questa, ... e cosi via, fino ad un punto
¢, tale che @ si trovi nel cerchio di convergenza di

p(mla b'cl"'lcu)'

Da quest'ultima serie si pud dedurre uno sviluppo

e questo, coincidendo con p(x|a) in valore nell'intorno di a, coinciderd con
p(x @) nei suoi coefficienti, ¢. d. d.

Teorema XII. Si abbiano due sviluppi in serie di potenze delle quantild
x—aed x—b; ed i cerchi di convergenza di questi sviluppi abbiano una porte

comune. St riscontri inolire che per un punto ¢ della parle comune ai due cer-

chi, le serie dedotle dagli sviluppi primitivi rispetio al punlo ¢ coincidono. Al-

lora: 1° Le serie dale si potranno viguardare come dedolle medialamente U una

dall altra. 2° Le serie dedolle dagli sviluppi primitivi per qualunque punto della

parie comune ai due cerchi di convergenza riesciranno idenliche.
DiMosTrAZIONE. Si abbiano le serie

) p@. ) e qxib),
ed i cerchi di convergenza di queste serie abbiano una parte comune : per un punto
¢ di questa parte comune si deducano le serie

®) : ple a ¢ s g(x|b|c

€ queste serie dedolte si suppongano coincidenti. Allora per il teor. X la serie
p(@ ) si pud riguardare come dedotta da p(xjale), q(x{b) come dedotta da
q(x[blc): ma p@ja|c) coincide con g(x|b!¢c), dunque p(x|a) & dedotta da
q(x b) mediante la serie g@|b|c)=p(x]a]c).

Si prenda ora un punto ¢’ nel cerchio massimo che si pud descrivere dal
centro ¢ senza uscire dalla parte comune ai cerchi di convergenza di p(x a) e
g (x| b); (*) rispetto a questo punto ¢’ si potranno dedurre le serie

3) p@ a: cjc) e qx'bicle,

(*) I lettore & pregato di fare Ja figura.
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ma questi sviluppi coincidono in valore con
p@lalc) e g@:ble),

dunque essi coincideranno fra loro per il teor. IX; lo slesso avverra per le serie
dedotte immediatamente

%) ) JP@rale) . g(w b )

le quali non differiscono dalle (3); e lo stesso si potra ripelere per un punto c”
del camnpo di convergenza della (4), e procedendo cosi di mano in mano, per qua-
lunque punto comune ai cerchi di convergenza di p(x|a) e q(x b).

26. Si & dimostrato (n. 13) che ogni serie di potenze ammette un cerchio de-
terminato di convergenza; perd non concsciamo ancora e ci proponiamo i investi-
gare da quali proprietd sia caraiterizzata la vera circonferenza di convergenza. A
questo effetio osserviamo che cambiando & in @+ I nella serie

O] f@)=c,+cx+cmr+. ..

si ottiene lo sviluppo
(2) flo+2) = f(o) + f'(@)h+ f"(m)-{f—; Foa
valido sotto la condizione
|‘w [+172]<R
(dove R indica il raggio di convergenza di f(x), nel senso che per
x| <R
la f(x) & cunvergente, ma non si sa se la convergenza si mantenga per
'‘x' <R).

Per un valore speciale di @ dell'interno del cerchio R la serie (2) ammette un
cerchio di convergenza che & per lo meno il cerchio di centro @ tangente interna-
mente al ccrchio R, ma pud anche essere maggiore. Al variare del punto x va-
rierd il raggio » di questo cerchio, e per glinfiniti valori di » esistera un limite
inferiore, il quale potrd essere nullo o waggiore di zero, (sez. 2%); ora noi dimo-
streremo che se questo limite ha un valore H diverso da zero, il vero raggio di
convergenza non sard R, ma R+ H.

TeorEMA XII. Se <l limite inferiore dei veri raggi di convergenza delle serie

® M) + 1) (x—a) + 1) S

Xz X

(dedotte dalla (1) per i vari punti a del cerchio R) non & nullo, si polrd asserire

che il vero raggio di convergenza della serie (1) non sard R, ma R-le.
DIMOSTRAZIONE. Sia p un numero positivo inferiore ad H e si descriva un cer-

chio di centro &=0 e di raggio R+ p. Si prenda un punto %' qualunque nella

" corona circolare compresa fra i cerchi R ed R+ p, ¢ si descriva il cerchio di centro

o’ e di raggio H, il quale avrd certamente una parte comune col cerchio R. In
questa parte comune si prenda un punto qualunque a € si‘dedu'cu’da]la (1) 1a serie
relativa al punto a,

fla)=f(e)+['(a)@-a)+ " (a) (w;_;)'+. e

questa avrd un cerchio di convergenza il cui raggio & per ipotesi non inferiore ad
H; descrivo dunque il cerchio di centro @ e di raggio I, questo comprendera il
punto ', e per conseguenza

f(x': )

avrd un valors determinato. ) _
Dico ora che il valore di [(x'| @) non dipende dal punto a: preso infatti un

altro punto «' nello spazio comune ai due cerchi, per la stessa ragione addotta
dianzi la serie

f(x'la)
avra un sigﬁiﬁcato. Ma nel punto di mezzo ¢ della retta aa’ le

flxlale) ed fela'le)

coincidono , perché coincidono colla f(x); onde (teor. XII) le serie dcdotte da
f(w]a) ed f(x!a) coincideranno in tutto lo spazio comune ai ccrchi a ed o/, e
quindi anche nel punto a'.

Cio posto, dico che la serie primitiva

) f=co+c@+cm+...+ex’ ...

& convergente anche per x=2x'. La serie f(x!|a) & infatti

—a)? v (x-a)
@ f(a)+f"a)(wva)+f"(a;(m—-‘_;—)+.,‘+/(>(a)m—v!—-—+...

ed & convergente sotto le condizioni
la] <R , |z—-a|<H;

si ponga
la;=a<R , |e—ai=p<H
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Sia G il massimo valore assoluto della serie (2) sulla ci fi : si

arrh (toot, V) (2) circonlerenza (a , p): si
1

glfV@ie <6 (v=1,2,3,...0);

H

ma 11' primo membro di questa diseguaglianza ¢ alla sua volla una serie di potenze,
percui applicando lo stesso teorema al termine generale di questa si avrd

1
‘;—!Ickllc(k—i)(la—?),,.(k—v+‘l)a"“’p“§G

e dividendo per RY

S s () o ()

R

¢ sommando a tutti i valori di v da 0 a #, ed applicando 1a fofnm]a binomiale
. ’

r- <%>k GR
< .

a R-a

R

k eV _ .
ick[a <1+R> <G

Questa diseguaglianza ci dimostra clie Jex| moltiplicato per (a + i‘p)k rimane
. . . . . R
per tutti i valori di k inferiore ad un numero finito finché « & inferiote ad R; ne
viene dunque per il teor. I, che la serie ,
Yok
€ convergente per

ap
izl<a+ ——
tR

df)ve & € un numero vicino ad R quanto si vuole ma infériore ad R. Talché il rag-
gio di convergenza della serie

Yok

ossia f(x) differird da R+ p ossia da R+ H di tanto poco quauto si vaole: ma

questa serie ha un raggio di convergenza ben deferminat indi potra

i ser g 0, € quindi non potra
R+H,

¢ d. d.

W1 )(

27. Dal teorema precedente risulta che se R & il vero raggio di convergenza
della serie [ (). le seric dedotte [.(x @) avranno raggi di convergenza r(a) varia-
bili con @, ma il cui limite inferiore sard nullo. Ma per un teorema generale di-
mostrato nella sezione 2* esisterd nel piano della variabile o per lo mene un punto
X avonte la proprietd che in quatunque inforno di X il limite inferiore dei valori
di r(a) (per i punti @ di questo intorno di X) sard ancora nullo. Ma un tal punte
non pud cadere né fuori del cerchio R, né nell'interno; esso cade quindi sulla
circonferenza.

Per un tale punto X non si pud evidentemente dedurre uno sviluppo in serie
di potenze della f(x). perché se ¢id fosse possibile, chiamato R(X) il raggio di con-
vergenza di un tale sviluppo, per tutti i punti a comuni al cerchio R e al cerchio
R(X) il limite inferiore dei raggi 7(a) non sarchbe nullo : contro il dimostrato. Un
tal punto X si dice punto singolare per la serie f(a); si pud dunque enunciare cle:

« La vera circonferenza di convergenza di una serie di potenze & caratterizzata
» dal fatto che su di essa si trova per lo meno un punto singolare, rispetto al
» quale non si pué dedurre alcuna serie dalla seric primitiva ».

Sulla eirconferenza di convergenza i punti singolari possono essere in numero
finito, in numero infinito wa in modo che sopra archi finiti della circonferenza non
cada alcun punto singolare, infine in numero infinito per modo che in qualunque
arco finito si trovi sempre per lo meno un tal punto.

Dalla definizione dei punti singolari risulta chiaro che essi punti non appar-
tengono all'interno del cerchio di convergenza di alcuna delle serie dedotie dalla
primitiva f (x).

CAPITOLO III.

Le funzioni analitiche.

28, Una serie di potenze [(x|a) convergente entro un cerchio di centro @ ¢
di raggio r determina per tutli i valori o presi nell'interno del cerchio una fun-
zione avente carattere razionale intero e colle proprieta riassunte nel teor. X aln. 23.

Preso un punto b nell'interno di questo cerchio si pud dedurre dalia serie pri-
witiva una serie £ (x| a |b) rispetto al punto b; questa avrd un cerchio di conver-
genza 1’ che si pud estendere anche fuori del cerchio (¢, r): si dird ehe questa
serie di la continuazione della funzione definita da f(x ! a) per i punti del cerchio .
(b,1") esterni al cerchio (a,1).

Dalla seric f(xla) si possono dedurre infinite serie come (@] |b); da cias
scuna di queste infinite nuove serie f(x}u bl ), e cosi via.

29. Tutte le infinite serie f(xla|b...) deducibili da una data serie sia im-
mediatamente sia medjatamente si diranno costituire gli elementi di una funzione
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analitica; e la serie f(x | a) si dird elemenio primitivo od originario. Per il teor. X1
al'n. 25 uno qualunque degli clementi si pud prenderc come primitivo ¢ serve
alla deduzione di tutti gli altri.

L’insieme degli elementi ci di la funzione analitica in tutta la sua estensione.
Il valore (o i valori) della funzione analitica per a=x, sard il termine iniziale dello
sviluppo (o degli sviluppi)

feialbi... xy).

L'insieme dei valori di o pei quali dall’elemento originario [(2 | a) si pud ot-
tenere una serie dedotta si dird campo di validita della funzione analitica.

T valori di & non appartenenti al campo di validi'a si diranno punii singolari.
1 punti singolari possono essere isolati, o costituire linee, od anche aree.

30. Una funzione si dird monodroma quando partendo da un elemento origi-
nario f(x'a) e seguendo qualsiasi via tracciata dai punti che servono agli sviluppi
intermedi, si giungerd rispeito ad ogni punto x, del campo di validitd costante-
mente ad un unico sviluppo

fleial... =)

La funzione si dira invece polidroma quando partendo da un elemento origi-
nario f(x la) e seguendo varie vie tracciate da punti intermedi, si giungerd ri-
spelto ad uno stesso punto x, del campo di validitd a diversi sviluppi

f@lal...l@) »  fi@lal...;),. .-

31, Un sistema di p serie di potenze
filwia) , fi®la),... fr(@ e

aventi un cerchio comune di convergenza nell'intorno del posto a, servono di ele-
menti originari per p funzioni analitiche. Le serie dedotte da quclle rispetto ad
un punto ¥,

filelal.. . dx) , fla).. (@), . fiE@le)... [x)

si diranno elemenli simullanei se la deduzione sard fatta per ciascuna delle p fun-
zioni seguendo la stessa via. Questa definizione ha una grande importanza tulte le
volte che si trattano funzioni polidrome.

In particolare aleune delle funzioni f, , f,, ..., f, potrebbero essere derivate
delle altre, ¢ si dimostra senza difficoltd che

« Se f(x]a) ed f'(xla) sono due elementi di funzioni ed f’(x.a) rappresenta
» la serie derivata di f(x|a). e da questi elementi si deducono gli elementi si-

QS

» multanei f(x @l ...1x,), ['(@]6]...] %, I'elemento f'(c|ul..|x,) sard la
» serie derivata di f(xlal ... |a,) ». :
La dimostrazione & affatto ovvia se x, ¢ nell'intorno di a, e da quel caso si
estende subito 1a propesizione al caso generale.
32. TEOREMA. Se una funzione analilica & lale che un suo elemento soddisfi

ad una relazione
F=20

(dove F & simbolo di funzione razionale o di serie di polenze sempre convergenle
delle quantilé che-in csso entranv) tulli gli aliri elementi della funzione soddi-
sfuranuo alla medesima relazione.

DIMOSTRAZIONE. Sia

(n FQy y Ugyevonnn 11,,)

un polinomio razionale intero in-u, , %, ... U, ., 0 una serie di potenze intere e
positive sempre convergente delle stesse quantitd, ¢ si ponga

(2) w,=f@lay , wm=H a),. . . U=f(x @

dove fy, fo, --- [, Sono serie di potenze aventi un cerchio comune di convergenza
neltintorno di @=a. Per tutti i valori 2 dell'interno di questo eerchio comune di
convergemza la seric F & trasformabile in una serie convergente di potenze dix-a.
(Teor. VII, n. 18, coroll. I); sia questa

Px)a);

se R indica il raggio del cerchio comune di convergenza delle (2), P(x q) sard

convergente per lo meno entro il cerchio (a , R).
Si prenda ora un punto b nell'interno di questo cerchio, e si deducano dalle

(2) le serie

3) fitwla b) , fu@ aibd),...f(x: alb);
¢ dalla serie P(x a) la

O] P(x a]b)

Queste m + 1 serie convergeranno tutte entro un cerchio di centro b e di raggio
per lo meno eguale a |b—a]; indicheremo questo raggio con R'.
Nella (1) si faccia la sostituzione

&) 1&,:/,(wla!b) y Ug=fa(@ alb), ... u=f(e albd),



AT X

la F si trasformerd in una serie di potenze di a2 —b convergente entro tntto il
cerchiq (b, R), per il corollario citato del teor. VII a n. 18. Questa serie trasfor-
mata si indichi con

(6) P, (@ b).

Ora in un punto &' del cerchio (b, R’), le (3) e le (2) assumono gli stessi va-
lori, e la (4) assume lo stesso valore di P(x’ «); lo stesso valore & assunto pure
dalla (6), quindi

Py’ |b)=P&' |a b).

Quest’ eguaglianza verificandosi per tutto un intorno di b, e le serie (4) e (6) pro-
cedendo per le potenze della stessa variabile & -b, esse coincideranno identicamente.
Se dunque dagli elementi (1) & soddisfatta la relazione

F(fi@' o) , LE®lo. .. . fiwle))=0,

il primo membro sviluppato in serie di potenze P(x @) di « - a avrd tutti i suoi
coellicienti nulli; lo stesso avverrd della sua dedotta

P@la b)
e quindi di
Py (xb)

che non & altro che
F(fiw a b , fi@iajl);...fa@ a b));

quest'ultima espressione sard dunque zero.
Adunque se I’ equazione

F=0

¢ soddisfatta dagli elementi (1), essa sard soddisfatta dagli elementi (3) e proce-
dendo oltre, da tutti gli elementi deducibili dalle (1) pureh® simultaneamente; c. d.d.

33. 1l teorema precedente tende a dimostrare che » tutte le proprietd che val-
» gono per un elemento di funzione analitica si conservano inalterate megli altri
» elementi ». ’

A dir vero, la dimostrazione ¢ limitata al caso che il primo membro del-
I’ equazione

F=0

sia simbolo di funzione razionale o di serie di potenze sempre convergente: ma

(118 )(
questo caso’ contiene in se tutti quelli particolari che comunemenié occorrono :
equazioni in termini finiti, ed equazioni differenziali, alcuni degli elementi [,.f;,...f,
potendo essere derivate d ordine qualunque degli altri. o

3. Per le serie di potenze di pid variabili valgono proposizioni analoghe a
quelle dimostrate nei n. 24 e seg., e la definizione di funzione analitica di pit
variabili si stabilisce come abbiamo stabilito ai n.i 28 ¢ seg. la definizione di fun-
zione di una sola variabile. :

A legittimare pienamente la definizione data occorrerebbe dimostrare ancora:

1° che le funzioni analitiche quali le abbiamo definite possono dare la so-
luzione dei problemi esprimibili coi segni dell'analisi stessa, almeno in un numero
estesissimo di casi, ed in tutti quelli che comunemente occorrono.

2.° che T'inversa di una funzione analitica & pure una funzione analitica (que-
stione contenuta implicitamente nella precedente), e su quecto argomento ci pro-
poniamo di tornare in altro lavoro pure ispirato ai medesimi principii.

Ci basti aggiungere che le cose fin qui dette ci sembrano sufliciente prepara-
zione alla lettura dell'importantissima memoria del prof. Weierstrass. « Ueber
» eindeutige Functionen » nelle « Abhandlungen der K. Akad. der Wissenschaft,
» Berlin, 1877 ».

Pavia, Settembre 1879 - Febbraio 1880.
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