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Monsignore Reverendissimo!

S ommo & U onore che Ella mi ha concesso , acco-
gliendo benignamente la dedica di quest’ operetta ,
oxi posi mano animato dagli eccitamenti della Si-
gnoria Postra ' Preclarissima.

Nel comporre questo libro ho procurato di con-
sequire un duplice intento, di servire cioc il meglw
che mi fu possibile a chi conoscendo la scienza si
ponesse a percorrerlo, onde richiamare le proprie
idee sull’ argomento ; ma pii ancora di offrire un
riassunto conciso di Lezioni ad uno scolaro, il quale
fosse istruito dietro questa scorta.

La Geometria analitica si occupa precipuamente
di’ due-questioni : la prima consiste nel rappresen-
tcc per meszo dell’ Algebra una estensione allor-
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quando se , conatce una genesi geomelrsos: lg se-
conda ha per oyzecto di decumere dall’ apalisi, delle
equasion , abtwntmm & for-
ma della medesima, la- poguzm che occupa nello

spazio, e le sue propricli assoluie e relatwe Lat~

titudine & risolvere il pring problema si acquista
coll’ esercizio variato ad arte, e, soccorso. da alcune
formele , le quali sono gli elementi di tutto il cal-
colo : perciv' ottengo queste formole , ne indico la
generalitu, o le limitazioni, e ne dichiaro I uso con
varii esempii, i quali o forniscono cognizioni utili,
o rendono avvertiti di alcune singolarita e compli-
cazioni dipendenti dalla natura dell’ analesi. Progre-
dendo alla seconda parte, mediante una facile tras-
formazione della equazion generale delle curve al-
gebraiche, offro le formole che determinane il cen-
tro, i poliametri, i rami infiniti, gli assintoti, le
condizioni dell’ esistenza di quest luoghi geometries,
e le norme jenerali per istudiare e delineare U an=
damento di quelle curve. Applwo dippoi queue re-
gole alle linee del second’ ordine, di cui tante si
valgono la Natura e U Arte.

Coll’ ordines la generalita degli argomenti, Uu~
niformita del metodo, e con alcune novita vorrei
aver resa questa mia operetta utile alla gioventn
studiosa , non mgrata ai provetti, n¢ affatto imme~

ritevole delle grasie , colle quali Ella, Monsiguore

Amplissimo, Reverendissimo , anima_ e protegge..

L’ Unilis i vitore
L
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GEOMETRIA ANALITICA.
A DUE COORDINATE.

Lo studio delle matematiche conduce sul bel
principio ad esaminare le proprietd di estensioni
diversamente configurate. La Geometria indaga le
affezioni della circonferenza, delle curve coniche
e delle superficie di que’ corpi che il sommo Ar-
chimede chiamd rotondi: la Fisica istudia le linee
che rappresentano il cammino descritto dai pia-
neti e dai corpi che si projettano nello spazio; la
forma delle onde sonore, e le curve che pre-
senta la luce per I’ azione dei mezzi che si op-
pongono alla sua libera propagazione. Le parti
che costituiscono - -una fabbrica , una macchina ,
presentano all’ architetto linee ed estensioni di
cui deve istudiarne le proprietd, sia per sottoporre
al calcolo effetti dinamici, sia per costruirle o
rappresentarle sopra un foglio di disegno.

Molte estensioni furono diligentemente istudiate
fino dall’ antichita pid remota, ed ai geometri
greci si devono la cognizione di utili proprieta e
di metodi eleganti per rinvenirle; ma col progres-
s0 delle Matematiche, complicandosi sempre pid



gli oggetti |delle speculazioni di questastienza ;
quei metodi divennero insufficienti: se ne imma-
ginarono percid de’ nuovi, I' insieme dei quali
forma un ramo importantissimo delle discipline
matematiche noto sotto il nome di Geometria ana-
litica. La Geometria analitica, di cui Cartesio pose
i fondamenti, consiste nella applicasione dell’ Alge-
bra-alla rappresentasione ed allo studio di qualsivo-
glia estensione , la quale si possa Jingerc generata
con legge geometrica. Tale &, a cagion d’ esempio,
la circonferenza che si pud supporre descritta
dall’ estremo mobile di una retta terminata, la
quale roti, in un piano, intorno all’ ultro estremo
fisso : tali la spirale e la concoide immaginate da
Conone e Nicomede : le superficie sferica, conica,
* cilindrica, quella del toro, e tante altre che ven-
gono impiegate nelle varie applicazioni delle ma-
tematiche ai bisogni sociali.

Allora che & nota la genesi di una ¢ pii esten-
sioni, ed il luogo che esse occupano, il geometra
giunge a rappresentarne la esistenza per mezzo
di equazioni, col soccorso delle quali discopre
ancora tutte le proprieth metriche delle medesi-
me, siano assolute o relative. Tale & I’ oggetto
importantissimo della geometria analitica, che ora
prendiamo a trattare. E siccome le estensioni sono
talvolta tracciate in un piano, talvolta disposte di-
versamente nello spazio ; cosi quella scienza vien
divisa in due parti, la geometria anglitica in piano,
ed in rilievo.

—
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Noi tratteremo la prima parte con estensione,
affinché ne riesca agevole il risolvere il dupplice
problema cio¢ « Rappresentare per mezzo dell’al-
ngebra qualunqu. estensione, della quale si conosca
» una genesi geometrica; e quando una o pid
» estensioni sono date per mezzo di equazioni
» ch‘gyle rappresentano , indagare la forma, e le
» varie proprietd assolute e relative- delle mede-
» sime. » :

Fra i molti metodi che si possono impiegare a
fondamento della geometria analitica il pid adottato
si & quello di Cartesio, noto sotto il nome di
metodo delle coordinate, al quale noi ci atterremo;
non ommettendo di indicarne altri, che in alcuni
casi vengono vantaggiosamente impiegati.



'PARTE PRIMA

RAPPRESENTAZIONE DEI LUOGHI
GEOMETRICL

Suppon’iamo, che in un esteso piano si trovino
qua e 1a dei punti e delle linee, di cui si voglia
rappresentare la esistenza. Si traccino in quel
piano due rette Ox, Oy, concorrenti in O, le
quali talvolta si segnano ad arbitrio, ma pii spes-
so si eleggono dietro certi dati di convenienza.
Portiamo primamente la nostra attenzione sui punti
che possono esistere in quel piano quali, a cagiorf
d’ esempio , in una carta geografica sono quelli
destinati ad indicare le localita dei varii paesi.

ARTICOLO L
Dei punti.
Nell’ angolo 2Oy (fig. 1.") si trovi pn punto
M. Per esso si conducano, la retta MP parallela

ad Oy, la quale incontri Ox in P, e la MQ pa-
rallela ad Ox ad incontrare Oy in Q. I manife-

sto, che conoscendo le lunghezze delle re.ttzv
OP—=MQ, OQ=MP il punto M & determinato
dall’ incontro delle rette QM e PM. Siccome dora
in avanti occorrerd molte volte di nominare le
rette analoghe alle #Q=0P, MP=0Q corrispon-
denti ad un dato - punto M, conveniamo di deno-
minare ascissa, e di-indicare col simbolo z, la lun-
ghezza della retta condotta da qualsivoglia punto,
parallela ad Ox, e terminata a quel punto ed alla
retta Oy. Chiameremo poi ordinata, e rappresente-
remo col simbolo y,la lunghezza della retta con-
dotta per lo stesso punto, parallela ad Oy, e
terminata a quel punto ed alla retta Ox : cosicche
per M saranno, I’ ascissa x==OP=MQ , I’ ordi-
nata y=0Q=MP. Le rette x, Y, con nome co-
mune, si chiameranno coordinate. La retta Ox si
dird asse delle ascisse, o delle x; la Oy si dirh
asse delle ordinate, o delle y. Il punto O, parten-
do dal quale si prendono le coordinate x=0P,
y=0Q di un punto, si dirh origine delle coordi-
nate. Gli assi coordinati possono essere obbliqui
fra loro, ovvero ortogonali ciod perpendicolari.
Allorche le coordinate di un punto hanno  valori
dati, sono per esempio-xr=3, y==5 unith di
una misura stabilita, presa nell’ asse Ox la parte
OP=3, e nell’ asse Oy la OQ=S5, condotta: PM
parallela ad Oy, QM parallela ad Ox il punto M,
in cui convengono queste parallele, ¢ quello ctd
corrispondono le coordinate x=—=3, y<=5. Dunque
un punto & dato tutte le volte, che si conoseeno
1 valori dell’ ordinata e dell’ ascissa, per cui le
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equazioni x=a, y=>b, se rignardano un punto, si
potranno a ragione chiamare le equazioni di esso:

Se un punto fosse rappresentato dalle equazio-
ni x—a, y—o sarebbe collotato nell’asse Ox, ad
una distanza x=—a dall’ origine. Se le equazioni
saranno x=—o, y=—> il punto sar nell’ asse Oy.
Ed essendo xr==o, y—o il pumto coincidera col-
I origine delle coordinate. .

Nel seguito, qualunque volta ne abbisognera di
determinare nel piano zOy un punto dietro certe
condizioni, cui deve soddisfare, espresse con x, y
le coordinate di esso, indagheremo quali relazioni
debbano aver luogo fra queste incognite x, y e
quantity date, in conseguenza delle condizioni sud-
dette. Quelle relazioni condurranno a due equazioni

F(x,y)=0, f(x,7)=0
contenenti le incognite x, y, la risoluzione delle
quali determinera i valori delle coordinate, epperd
la posizione del punto. E noto, che alcuno, od
anche entrambi i valori corrispondenti delle inco-
gnite x, y forniti dalla risoluzione di quelle equa-
zioni, ;possono essere negativi : non parlando de-
gli immaginarii i quali annunciaco un assurdo nella
questione. Per interpretare il significato dei segni,
da cui possono essere affetti i valori delle coor-
dinate x, y fingiamo, che queste siansi supposte
corrispondere al punto M del piano xOy (fig. 2.%).
Presa nell’ asse Ox, Oa==1, dal centro O si de-
scriva la circonferenza abcde... , colla quale misu-
reremo gli angoli, partendo dal punto a nella di-
Tezione abc... Supponiamo

| B L
Ang.xOy=Adrc.abc==a , Ang."POM— Arc.qb=—= %,
la lunghezza della retta OM—r, per cui la riso-
luzione trigonometrica del triangolo MOP fornirh.
. ‘ _.r
X == ——— sen(e—g), y = o Seng.
Se nelle equazioni

.F(x,j):o,‘ Sz, 7)=0
sostituiremo- quei valori trigonometrici delle coor-
dinate x, y, si avranno due nuove equazioni

¢(r,9)=o0., A(r, 9) =

fra le incognite r, ¢, la risoluzione delle quali ne
fornira i valori. Se il punto M dovra trovarsi nel-
I angolo xOy, come abbiamo supposto , il valore
di ¢ sard >o e <a: se M si dovra trovare nel-
angolo yOx' formato dall’asse Oy col prolunga-
mento di Ox, sard ¢>x e ¢<180°: dovendo
essere nell'angolo 20y, sard 9> 180° e p<< 180°+-2;-
quando finalmente debba essere posto nell’ angolo
J'Ox, sard §>180°+-a e 9<360° Dunque nel pri-
mo caso i valori trigonometrici di x, y sono po-
sitivi entrambi. Nel secondo avremo y > o, ed

X =

sen(a— = r
e e = s (p—) <o

Per cui, se il punto & rappresentato da IV, ep-
perd I ang(p— )= drc.acd— Arc.ac=Arc.dc ,
saranno
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ON

en NP O

senONP =—O0P,
7= enV. Osen(dca) senNQ’Osm No¥
Nel terzo caso in cui ¢»180° e ?<x§q°+a , ‘Sup-
posto M il punto, per cui
¢ = Arc.acef, ¢ — a = Arc.cdef,

r o
: W bl Oy'=ameOP,
s A Y= e O =0
r oM 4
— —_— —— sen.ef—=~-MP—-0Q.
y= senz-sm(ac?f):'-se PO ef—=-MP Q

Finalmente, nel.quarto caso in cui ¢>180°F« e
¢<360°, supposto IV' il punto, per cui ¢=acegh,
sara ,

ON . _onv
ON ~ ON’ )
=—NP=—0Q.

Da tutto cid rileva, che se le equazioni di un
punto saranno x —a, y=b, ed a, b quantita
date positive, il medesimo sari nell’ angolo x0y,

‘e si determinerd prendendo mell’ asse Oz la
x=0P=a, nell’' asse Oy la y=—=0Q=b, condu-
cendo QM, PM parallele rispettivamente agli assi
medesimi , ed M sard il punto che corrisponde
a quelle equazioni. Quando siano x =—=—a, y=b

prenderemo OQ = b nell’ asse Oy , OP —a nel
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prolungamento dell’ asse Ox; e ¥ incontro delle
due rette QN, P N parallele agli assi coordinati
determinera il punto N rappresentato da x=—=—aq,
J==b. Se le equazioni del punto saranno x——q,
y=—=—b, prenderemo negli assi prolungati OP'=a,
OQ'=b, ed il medesimo sara M’, in cui conven~
gono P M, QM parallele agli assi. Essendo per
ultimo x=a, y==—=b, si prenderh OP—q nell’as-
se Or, OQ'=b nel prolungamento di Oy, e le
due parallele agli assi PN', Q'N' determineranno
il punto XV, cui corrispondono quelle equazioni (1).

(1) Ho desonta dalla trigonometria la pegols dei segni ,
sembrandomi che il metodo da eleggersi preferibilmente in que-
Sta scienza, onde stabilire le regole analoghe, sia quello di
Carnot, fondato sul principio de lz Correlation des figures.
Colgo I occasione , che mi si offre, per indicare una dimestra-
zione semplice di alcuni teoremi fondamentali della trigonome=
tria, da me seguita insegnando le matematiche elementari.

Siano dati (fig. 3) gli archi 4B=x, BD=y per mezuzo di

Ada=sen x, Ca == cos x, Db — seny , Cb—=cosy,
e si debba trovare Ae—sen(x-}-y). Essendo eguali le aree dei
triangoli AaD, Aab, se aggiungiamo all’ una e all’ altra I'area
del quadrilatero CAaD , ne ‘segue '
Area.CAD — Area . CAb -} Area . CaD,
ossia
sen(z-+ty)=Aa.Cb-+4 Db.Ca = senx cosy t-seny cos x.
Supponendo ora che gli angoli x, » assumano altre posizioni e
grandezze me caveremo i valori di sen(xr — >), cos(x—y), e
le regole dei segni. Se per esempio A viene in A4 per cui
x> 90° e K 180°, essendo Lr, £'a'D— Area. A'a’b,
sottratta da eotrambe I’ area del quadrilatero C'A'a’D avremo
Area.CA'D == Area.Cd'b = Area.Ca D,
epperd '
sen(2-+y) = senx , cosy - seny . (—cosx).
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* Ad esercizio , proponiamoci-la ; déterminazioné -di
alcuni punti dietro proprietd; di cui devono -es-
sere dotati. : Cooe T

Dato un triangolo rettiliieo’ 4BC (fig. 4.5) si

domanda quel punto, in cui la retta BE perpens
dicolare ad 4C, concorre con AD perpendicolare
a BC1 Se nel piano del triangolo .venissero trac-
ciati ad ‘arbitrio gli assi coordinati, i tre vertici
A, B, C, che determinano il triangolo, sarebbero

dati per le loro equazioni: quiudi nei:-nostri;cals

coli entrerebbero le sei quantith, che rappresenta-
no i valori di quelle cobrdiuatg , non che l'ango-
lo degli assi medcsimi. Giova percid assumere gli
assi , per modo che il numero di quelle quantita
riesca quant’ & possibile minore; cosicchd sara
utile il prendere I’ origine O nel mezzo di un las
to AC, I’ asse Ox lungo la retla OC, e. 1 asse

Oy sulla retta OB; da che, supposte 0 A==0C—n,

OB=b, le equazioni di B saranno z==e, y=b,

per C avremo y=—o, xr—a, e per 4 y=o, .:r,‘==——-a.

Sia M il punto richiesto e le sue "coordinate

2=O0P, y=MP I angolo xOy=a, e sia CF per-

pendicolare ad OB. Siccome o

PE = OE — OP = bcosa — x = ycosz , '

e dal triangolo AMP avendosi - , - , c
MP__ y _ senMAP_ senCBE _CE.
4P atx sendMP  senBCF BF —

_ OC—OE__a—bcos
T BO—OF™ b—acosa ’

ne vengono
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- yeosa + z = bcosn ,
'y __ d—bcosa
a+x ~ b—acosa’
da cui si traggono per il punto M le equazioni
(b*—a*)cosa __a@—bcosa
‘ bsera " T Feema— @

Si debba trovare il punto M, in cui BE &
incontrata da CG perpendicolare ad 4B ? Se I’as-
se Ox si prender? sulla retta 04, supposte x’,
J' le coordinate di M’ rispetto agli assi Oy, Ox’,
¢ manifesto chei valori di &', 5’ si determine-
ranno dietro cossiderazioni analoghe a quelle che
hanno condotto a trovare x, y; epperd quei va-
lori si desumermno dalle formole (a) cambiando
I'"angolo « degi assi Ox, Oy, in. 180° —a=—
Ang. yOx', qandi avremo

X =

r_(b—abos(180°—z) _ (r—a) co.; «

T — —
bserr(1800—a) T bsen'a ’
r__ a*—bcos(180°—a)  ar—becosia
)= 1sen(180°—a)  bBsemoa

Il valore neativo dell’ ascissa ' ne indica, che il
punto M’ s troverd nell’ angolo formato dall’asse
Oy col prdungamento di Ox’, cioé¢ nell’ angolo
‘?fO.z;, siccone & manifesto. L’ ordinata J' =y ne
Insegna che i punti M, M' coincidono , epperd
» Le perpadicolari condotte dai vertici di un
» triangolo sui lati oppost1 concorrono ‘in uno
» stesso pinto.» -

Supporiamo che si cerchi il punto XV (fig. 5.
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‘in cui ON perpendicolare ad 4C incontra la retta
IVH perpendicolare a BC, e che la divide in due

parti eguali. Le coordinate del punto XV siano

ON
y=NQ=——

Per determinare ON si osservi, che
CH="[,BC=0C.cosACB 4- ON.sen ACB,
- epperd
BC—23.0C.cosACB  BC—2.BC.OC.cos ACB
2sendCB 1.BCandCB
essendo poi
0B = oc' - BC — 2.0C BC.cos 4BC,

avremo

y X==—0Q=— ON.cot.a.

ON=

0B’ — 00" _ b—o

ON= 2.BE T absena

e le equazioni del punto IV saramo
br—a* (b*—a)cosx

x=— ).

2bserra

I = Tbsena’
Volendosi il punto Z, in cui la perpendicolare
ONL & incontrata da LK perpendiolare al lato
4B, e che lo divide in due parti \guali, presi
per assi coordinati la OBy e la O4J , supposte
x', ¥ le coordinate di L, i loro valor si caveran~
no dalle formole (b) cambiando I’ anglo « in

 180° — = Ang. yOx'

cosicché avremo

. (b*—a*)cosa , br—a
K T re—————————— ) | — ———-—-—b - .
absens absera
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Queste formole indicano, che il punto L deéve
trovarsi nell'angolo yOx’, e poiche Y =7, ne se.
gue che » le rette condotte dalla meta di ciascun
» lato di un triangolo , perpendicolari al lato me-
» desimo, concorrono in uno stesso ‘punto.»
Cerchiamo il luogo R (fig. 6.") in cui si in-
contrano le rette OB ed 4H condotte dai vertici
A, B alle metd dei lati opposti ? Le coordinate
sono x==o0, y==OR, e siccome, condotta H.S§ pa-

rallela ad OB, si ha -

HS HC '

OB = Fg’ °vde HS=1/a, ed
RO 40 a

HS = 45 = atla s, ne segue y=15;b.

Dunque le equazioni del punto R sono x — oo,
¥ ="}sb. Volendosi il punto I, in cui OB & in.
contrata da CK, che unisce il vertice C alla metd
del lato 4B, colla osservazione di cui ci siamo

-valuti di sopra, troveremo x' — 0, y¥=1hb, ep-

perd » le rette, che congiungono i vertici di un
» triangolo colle meta dei lati opposti , concorro-
» no in uno stesso punto. »

Allorché pid punti di un piano sono dati per
mezzo delle equazioni, possiamo determinare le
loro distanze scambievoli, le inclinazioni delle
rette che li congiungono, non che le aree delle
figure rettilinee di cuj quei punti sono vertici.

Siano dati ( fig. 7.*) il punto ¥V per le equa-
zioni xr=a, Jy=b, ed il punto M per le equazio-
ni x=d', y==¥': supponiamo Y'ang.xOy=a. Per
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:lfterminare la lunghezza della retta MN, condu-

co le ordinate MRP, NQ di ‘ql_lei puati, e la NR

parallela ad Owx. Essendo - AR

BN = M 4-FF —2.MR.NR. cos MRN ;

MR=—=MP—PR=V—b,

NR=PQ=0P—0Q=d—a,

Ang. MRN=180"—«, epperd cos(MRN)=—cosz;

avremo -

MN" =(d —a)* + (¥'—b)* ~+-2(d —a)(b'—b)cosa(1).
Se il punto M si trasferisce altrove, per ?sen?pi?
in M', essendo ancora x=a', y==b le equazioni
di esso, il valore di NM'* & dato dalla stessa
formola: diffatti .

NM'*=M R*4-NR? —3.M R.NR' .cosM R'N),
AngM' R N=c¢, MR =4—b, NR':;u-——a',
quindi
NI’ = (a—a')* + (b'—b)*—a(a—a' )(b'—b)cosa=.

=(d —a)* + (b'—b)* +2(d —a)(b' —b)cos« ,
co.me sopra. Variando comunque le posiz.ioni dei
punti M, N nell’ angolo 20y troveremo il valore.
di MN* dato dalla medesima formola..Se M s
portasse in H nell’ angolo yOx', per cui .le equa-
zioni di- esso siano y = b, x=—=-ed il valore
& N~ si cavera dalla formola (1) cambiando uni-
camente il segno all’ ascissa o' Infatti

. NE* = HE* + NK* — 2. 0K . NK . cosz,

HK=b—~b, NK=QL=a-d,

MR sen MNR __ sen(VM . x)

17,
epperd
NH* = (a4-d)* +(b'—b)* — 2 (a4-a' )b —b) cosa =
= (—a'—a)* 4 (b'—b)* + 2(—d'—a)(b'—b)cos a:
Onde resta pienamente comprovata la generality
di quella formola (1) che esprime il quadrato della
lunghezza di una retta in funzione delle coordina-
te de’ suol estremi. '

Si voglia ora conoscere I’ inclinazione della
retta VM agli assi coordinati? Presa nell’ asse Oz
Oa =1, dal centro O si descriva la circonferen-
za acbd, e si conduca il diametro cOd parallelo
alla retta VM. Questa retta forma coll’ asse Ox
due angoli, I’ uno misurato dall’ arco ac, I altro
dall’ arco di supplemento achd: il primo si consi-
derera come formato dall’ asse Qx e dalla retta
NM, diretta da IV verso M, e si indichera con
NM . x: il secondo sard I'angolo formato collo
stesso asse Ox dalla retta MV, considerata come
che si dirigga da M verso IV, e si rappresentera
colla scrittura MN . x. Per cid che riguarda P'as-
se Oby, le inclinazieni ad esso si misureranno
nella medesima circonferenza partendo da & nella
direzione bcad, e saranno

Ar.be = Ang. NM . Y > Arbcad=Ang MN e
Cid premesso , siccome

— T
MN = senMRN — sena » MR=b—b;

MN— Vi(@'—a)* + @ —b)* + 2(a'—a)(b'~b)cosa}
ne viene
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‘ (& —b)sena
(2) sen(V. Mx)z\/;(a'--a)“ (b --0)° +2(a—a)(b--b)cosa}

Avremo pei senMN.zx=—sen NM . x =
(b—b')sena
= Vila—a)y +(6—b)*+sla—a)(b—b)cosa} ’
i quali semi possiamo tenerli espressi dalla stessa
formola, purché al denominatore irraz.ionale del
secondo grado si attribuisca il segno positivo o ne-
gativo. Avremo poi
cos* (VM .x) =1 — sen® (VM . x) =
(b'—b)>}-(a'~a)*-2(a'~a)(b'--b)cosa--(b'--b)*sen*a
= (d—a)*+(b'—b)*- 2(a'—a)(b'—b)cos«
§{(d—a)+(b'—Db) cosa}?
(@—a)* +(b'—0b)*+2 (@ —a)(b'—Db)cosa’

epperd

a'—a—+(b'—b)cosa -
cos(VM.z )zi\/{(a'-a)’ HB-b)* F2(d-a)b -b)cosa}
Per decidere quale dei due segni convenga al se-
condo membro, si noti che essendo a'>a, b'>5,
cosa>o0, NM.x<go’, attribuito al denomina-

tore il solo segno positivo, sara

ad —a=}-(b'—Db)cosa
—— i 3
cos(VM . x) = + VY7 r— €))
e cosMN.x = — cos NM . x.

Se il punto M si trasferisce in M, essendo
x=d, y=>b' le equazioni di esso, le formol'e (2)
(3) converranno ancora a questo caso. Infatti
sen(NM'. x) = sen(M'NR) —=sen(M' NR')=
M'R'.sena (b'—b) sen«
= M T oV i(d—ap4.. .}

, 49
e se MT & perpendicolare ad NR'

COS\NM . 2j=cos TNM y=— L _ RN —TR

NM NM o
__ (a—a)—(b'—b)cosa __d—a+ (b'—b)cosx )
_ NM' T WVid—ap g ¢

Esaminando le espressioni di sen VM -x, senMN.x!
senVM'.x, cosNM.x ,.... raccogliamo, che le
formole (2) (3) forniscono le inclinazioni agli assi
di una retta qualunque, purché x=—a, J=b indi-
chino le coordinate del primo punto nominato
colla retta MN, NM...., ed x==a’, Jy=b' quelle del
punto secondo. '
Nel piano xOy siano dati tre punti, cio¢ N
le cui equazioni sono x=a, y==b; M dato da
x—d , y==b'; ed M' per cui x—a", y=b". Per
determinare 1" angolo compreso dalle rette NM s
NM'; il quale indicheremo col simbolo NM.NM';
si osservi che Ang NM'.NM = NM.x — NM.x a
__ (b'~b)sena
sen(NM'.x) = ——J-VT ’
__ d—a-+(b'—bjcosa
cos(NM.x) = N
.\ (V'—b)sena
SEIZ(NM.JC) — -—IVITT——’
, a'—a~+(b"—b)cosa
| cos(NM'.x) = VT ,
NM=vy {(d—a)+()'—b) +2(a'—a)(b'—b)cosa} ,
NM'=v {(@'—a)y+(b"—b)+2 (a"—a)(b"—b)cosa}
Svolgendo quindi il secondo membro della equa-
zione sen(NM'. NM) = sen(NM'.xc— NM.x) colla

-
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nota formola trigonometrica, poi sostituendo i va-

lori di sen(lVM'.x), sen(lVM.x), ec. avremo
(a'—a)("—b)—(b'—b)(a"=a) :
sen(N ML NN ) = e Vi@ —ay o} sene=(4)-
Siccome poila funzione ¥/,.NM.NM .sen(NM.INIM)
3 la misura dell’area VMM , ne segue
Area. NMM'—/, §(a'—a)(b"—b)—(b'—b)(a"—a)} senx (5).
Allo stesso risultato si giunge anche colle se-
guenti considerazioni
Area NMM' —
=TrapMPP M'— TrapMPQN—TrapNQP M’
Se PS & perpendicolare ad VQ ,
TrapMPQN="/,(MP4-NQ)PS="/,(b+b")PQ.sena=—=
="/,(b}-b)(d—a)sen= ,
ed analogamente troveremo
TrapMPP M =/,(b' +b")(d —a")sena,
TrapNQP M'="/,(b}-b")(a—a")senz,
eppero
TriangNMM' =
=[.{(b'4b")(d-a"y—~(b+b)(a-a)—(b4} b')(a-a")} sena=
=, {a(b'—b")—a'(b—b")}-a’'(b—b)} sena  (5)
Se i tre punti M, IV, M’ fossero in line~ ret-
ta, ZTriang NMM = o epperd
alb—b")—d(b—"b")+d'(b—b)=0 ©6)
Essendo le formole (4) (5) desunte dalla ispe-
zione di una figura, bisogna esaminare quali mo-
dificazioni subiscono, allorché la figura medesima
viene variata. Si voglia a cagion d’ esempio cono-
scere I' angolo MN.MM'? Siccome

’m P T T Ty R R ST ST

ar

AngMNMM — MN.x~ MM x
e dietro quanto abbiamo dimostrato superiormente
(b—b)senx (b"—b")senz

sen(MN ..'t‘):"—'——iu-—ﬁ—— ’ .sen(MM '.x) =S 7

a—a - (b—b')cosx

MN ’
a'—da' 4(b"—b')cosx

MM ’
osservando la regola prescritta riguardo all’ ordi-
ne delle coordinate ; mediante la formola

sen(MN.MN') = sen(MN.x— MM . x)

avremo sen(MN.MM)=

cos(MN.x) =

cos(MM'.x) =

_(b-b)d"-d +(B"-b")cosa} -(5'-b) ja-' -+ (b-B)cosa}
seno=

MN. MM
_ (@"—a)b—b) —("—b)a—a)
= MN. MM sena,

che deriva dalla formola (4) col cambiare le coor-
dinate a, b del primo vertice in &, b’ coordinate
del vertice attuale ; @', &' in a”’, b"; ed a", &' in
a e b. Se vorremo trovare sen(MM.MN), nella
formola (4) cambieremo a, b in o', 3"; &, V' in
a, b; a’, b" in a/, b'. Come facilmente si verifica.
La regola generale si pud enunciare coi termini
seguenti. Scritte le lettere che indicano i punti
considerati nella figura, nel modo seguente IV, M, M';
N, M, M due volte; se il primo punto IV si cams
bia nel secondo, dovremo cambiare il secondo M
nel terzo M, questo nel seguente IV che & il
quarto. Se N poi si cambia in M, saltando dal
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primo al terzo; M si. éambin ‘in XV, passando dal
secondo al quarto, ed M si cambierd con M pas-
sando dal terzo punto al quinto.

Se-V venisse in NV, ritenute- per esso le equa-
zioni x==a, y=>b, quale sarebbe la espressione
del sen(NVM.N'M')? Avremo

sen(NM.N M) =sen(NM.x—NM'.x) =
:‘:(b'-b) §a"-a+-(b"-b)cosa}-(b"-b){a' -a==(b' -b)cosa}

— NM.NW sene=
(@"—a)(t'—b)— (b"—b)(a'—a)
= NN o

quindi Area. del triangolo NMM'—=
= Y\ {(a"—a)(b'—b) — (b"—b)(d'—a)} sena = .
= §d (b—b") —a(b'—b")+a'(b'—b)} sena==
=—.fal'—b")—a'(b—b)+a"(b—V)} sena.
L’ espressione del senN'M.N'M' si desume da
quella di senMN.MM cambiando a in d, b, in ¥
come se I'angolo richiesto fosse VMM, le equa-
zioni di M x=a, y=b; quelle di NV x=d, ]’=!b
‘Indichiamo alcune applicazioni delle formole rin-
venute. La figura OPRQ (fig. 8.") sia un parallelo-
grammo avente i lati 0Q=d, QR=0P=}'". Nel pia-
no di esso si trovi un punto A4 dato da x=a, _y__b
Siccome le equazioni di Q sono y=o, z=a';
quelle di Py=b, x=0; quelle di Ry=b, x=d,
mediante la formola (5), avremo
Area O4R=—"/,(ab’—a'b)senz,
Area OPA—=—"[,(—ab')sena ,
" drea 40Q=—~"/,(~a'b)sena,

e

a3
epperd
Area. 0AR= Area. OQA--Area OPA,

che ¢ il "celebre teorema di Varignon. Se il punto
A cadesse al di fuori dell’ angolo xOy , cosicché
fossero, per esso, x==—a, y=>5, avremo in {al
caso  Area AOR =/,(ab’ +-d'b)sens ,

Area. AOP = ‘/.ab'sena, Area.40Q = '/,bdsena ;
epperd Area.dOR=Arca.AOP+ Area. 40Q. (1).

. Consideriamo nel triangolo ABC (fig. 4,5,6)
i punti che abbiamo ‘determinati superiormente ;
e sostituite nella formela (5) in lnogo di a, b le
coordinate del punto M, in cui si incontrano le
perpendicolari; per &, b’ le coordinate del centro N
del circolo circoscritto, e per a’, b" quelle del cen-
tro R di gravitd, il coeficiente di '/sena sard

(b>-a*)cosa | b*—a (b>-a*)cosatar-b>cos’a |
; —vib -1bl=
2bsen’z | bsen‘a :

bsen’a (2bsen*x

bre—a?)cosa ‘
— (-———)——§3b‘--—3a=-——2b=sen°a +
2.3 .b>.senta
- +-3a*—3b*cos*a—b*sena} =0
epperd quei tre punti sono posti in linea retta.
Siccome poi I’ ascissa del terzo punto ¢ nulla, e

quelle dei punti primo e secondo, fatta astrazione

(1) Di questo teorema mon saprei immaginare dimostrazione
piut semplice della seguente, che indico, non avendola veduta
in alcun libro. Condotta la retta 4R e le perpendicolari Oo,
Qg, Pp ad essa osservo, che la perpendicolare Oo = Pp-}-Qq.
Dunque le aree dei triangoli 4OR, APR, AQR, che hanno la
base 4R comune, saranno proporzionali alle altezze 0o, Pp, Qg
epperd Triang. AOR==Trian, 4 PR4-Trian. 4 QR.
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al segno , hanno fra loro il rapporto geometrico
(br—a*)cosa  (b*—a*)cosa
bsen*a ~  absena
ne segue , che »la distanza del centro di gravita
»dal punto in cui si incontrano le perpendicolari
»& doppia di quella che v'ha tra lo stesso centro
ndi gravith ed il centro del circolo circoscritto al
»triangolo.

Dato il poligono rettilineo 4BCDE... (fig. 9.*)
trovarne I'area espressa per le coordinate dei ver-
tici? Supponiamo che siano; per A x==a,, y=b,;
per B x=a,, y=0.; per C x=a;, y==b;; per
D x=a;, y=b,; ecc. Tenendo ben fissa in mente
la regola stabilita per I uso delle formole (2) (3),

scriviamo le equazioni seguenti

', 4B.4C.sen(AC.AB)= (bs-b,) fa.-a,~(b.—b,)cosa} ‘ff?~

2:1,

Sena

_(b:'b l) { (a3'a) .+(b3'b ,)Cosa } T —

Sena

={(bs-b.)@.-a,}—(b.-b.)(as-a.)} =

' =v.{a (b,-b,)-a,(b,-b;)—i—a;(b‘-b.)}senaz
/,AC.4AD.sen(AC.ADy="/{a,(bs-b)-ay(b.-b)4-a,(b,-bs)} senx
/oAD.AE.sen(AD. AEy—="/,{a,(b,-bs)-a,(b,-bs)+as(b,-b,)} scn«

e supposte X==Slpy, y==bpn—:; T==an, y==b, le

coordinate dei vertici penultimo ed ultimo, I’ area
dell’ ultimo triangolo sara

/u} (B bny— (b, —br) (b, ~—bpms )}
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cosicché sommate tutte queste espressioni, I’ area
del poligono verra data dalla funzione

idau(b.ba)+a.(bs-b.)+as(bi-b.)V-a,(bs-bs)....+ an(b,-ba—i)}

ove I’ ascissa di ogni punto & moltiplicata per la
differenza delle ordinate dei punti seguente ed
antecedente, i quali si incontrano percorrendo il
perimetro, cosi che dal punto x=a,, y==b, si pas-
si al secondo x==a,, y==b,; da questo al terzo
Xre==das, ]’=ba....

Stimo opportuno accennare qui una applica-
zione delle formole ottenute alla poligonometria.
Nello stesso piano si trovino due triangoli rettili-
nei NMM', ABC (fig. 7.* ). Tracciati ad arbitrio
due assi ortogonali nel piano di essi; indico colle
lettere a, b, c i vertici IV, M, M di un triangolo,
con m, n, p i vertici 4, B, C dall’ altro; chiamo
Z,, ya le coordinate del vertice a ; x,, 7, quel-

la del vertice b, ecc.; r;, r, ecc. le distanze dal-

I’ origine dei punti a, b....; 15, om €cc. le di-
stanze dei punti a e b, a ed m ecc. Essendo
2. Areaabe=x(yc—y o} —xs(ye—y a) +Xe(ys6—ya) =
=(Xay Ty o) (Tc-y s 8y ) (LY aXays)
2. Areamnp==(Xmy p-2py m)=+(Xp¥ =y n%p) +(Xn) m-Tn) n)
(.’L‘a}’ c—-xcra)(xmy p_xpr m =
= xuxm‘-{- -y a_ym)(xcxp-}—jcrp)——(xaxp-!—j JP)(xc.z'm+ ]Prm)
e simili; come facilmente si verifica colla molti-
plicazione ; e di pid
XaZm + ) oy m== '/:(r: + r;x—ar;l)'
x X, ) I 'A(rz-i—r; ——Pr’:) ’
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e simili; e cio in forza della formola (1); ne segue

(@ 4 g —z g f= g~ = |
.__(r"+r’ r”)(r‘°+r’-—— r’)—-—(r“—{-r’ r’)(r’+r°-—— r

Se ora moltxphchxamo fra loro le due formole espri-
menti 2.4reamnp, 2.Arabc il risultato si. trova
essere la somma di nove prodotti analoghi ad -
(xr—= c_;r',‘)(‘z'myP—-.at: P)'m), ad ognuno dei quali sur-
rogato il valore espresso dal secondo membro
della equazione. (z), fatte tutte le riduzioni, spari-
scono’ i termini’ contenenti le distanze dei vertici
dei triangoli dall’ origine arbitraria; siccome & fa-
cile prevedere ; e resta (8)
16.4rea abc . Area mnp==
=(r2. r2— r2. r2)jo( r2. ri— 3, r2)4( . 72— 2. r?)

amcp apcm apcn ancp amcn

pia due altri sestmom), che si desumono da que-
sto, cambiandovi da prima a in ¢; ¢ in b; poi a
in b, cin a: come si raccoglie dal valore dell’
Area.mnp, scritto di sopra.

Se fingiamo che il punto a coincida con m; b

con n; ¢ con p, essendo J=r=r =0,

r =r =lato.ac, r'_..
ap cm bp

dalla formola (8) caveremo (g)

16 Area.abe e=ab ac b6 —ab )t

b m

42’5’(217’-1-’52’_@ )+bc (ab " +ac s )

quantita essenzialmente positiva, per cui lo & pure
il secondo membro della equazione (8).

r ==lato.bc, Jo=r ==lato.ab,

B3

Siccome I’area di un poligono piano rettilineo. eiguaz
glia la somma di piu triangoli, in cui pud venire in
pia modi decomposto, il quadrato di quell’area sard
la somma dei quadrati delle aree dei triangoli com-
ponenti, e dei prodotti di esse prese due a due :
e poiché col mezzo.delle formole (8) (g) possiamo
esprimere queste quantita in funzioni razionali dei
laii e delle diagonali del poligono, comseguiremo
ancora il quadrato dell’area poligona espresso per
una funzioue razionale delle rette medesime.

Non mi diffundo su questo argomento,.che ho '
trattato con qualche estensione in altra opera (1),
nella quale oltre la formola (8), si trova una espres-
sione dell’area di qualunque poligono, le applica-
zioni analoghe alla poliedrometria , ed altre que-
stioni di geometria e di meccanica.

ARTICOLO 1L
Della linea retia.‘

Essendo data una linea retta nel piano degli
assi coordinati, si voglia esprimerne la esistenza
per mezzo dell’algebra? La retta sia 4BM (fig. 10)
Se questa ¢ data, saranno noti alcuni elementi saf-
ficienti ad individuarla, quali sarebbero i due punti
4, B in cui incontra gli assi coordinati xOA,

(1) Trasformazioni di alcune funzioni algebraiche, e loro
uso nella geometria e mella meccanica. Memoria. Pavia dalla Ti-
pografia Bizzoni, 1833,
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OBy; o due altri qualunque di essa: ovvero uno

di quei punti e la sua inclinazione ad alcuno de-
gli assi, e simili. Siano dati i punti £, B, e si
suppongano la lunghezza Od==a, OB=b. Se le
coordinate x, y apparterranno ad un punto M di
quella retta, fra esse sussisterd una relazione di-
pendentemente dal modo di esistere di quel punto.
Per determinare tale relazione si osservi, che es-
sendo y=MP, x=OP, nei due triangoli simili
AOB, APM i lati 40, AP omologi , e gh altri
OB, MP pure omologi , avranno fra loro ragioni

geometriche eguali, sard cioé ]—g—g: 20’ ossia

b
‘%——f-:_—a, e quindi y=—x-+b. Dunque se x,y
P
esprimono le coordinate di un punto qualunque
della retta ABM, fra esse ha luogo quella equa-
zione : la medesima & poi esclusiva a quei punt,
mentre se fra le coordinate OP=—=x, NP=y di

un punto ¥ sussistesse quella relazione, fosse cio¢
NP OP
NP:% OP-}-b, epperd - = +a
NP__ 4P
OB~ 40

, vale a dire

, sath PN—=PM, ed N cadrd in M,

cioé nella retta 4BM. La equazione j‘=§z+b (1)

indica una proprieta caratteristica ed esclusiva alle
coordinate &, y dei punti situati nella retta 4BM,
dunque rappresenta quella linea, e chiamasi la egua-
zione della medesima.

a

Fingiamo dati Od4==a, e la inclinazione de?—

la retta ABM all’ asse Ox. Indicheremo d’ora in
avanti la retta con r, con x l'asse Ox, e con rx
I’angolo da esse compreso. Per misurare quest’an-
golo, presa nell’asse Oz la retta Oa==1, poi de-
scritta intorno al centro O la circonferenza ach,
condurremo Oc parallella ad #BM. Sard Angrz—
==drc.ac, e |'angolo ry sard misurato dall’arco b¢
nella direzione bca. Essendo dato rx, siccome
rx-}-ry===x, angolo degli assi coordinati, se ne de-
duce il valore dell’angolo ry. La risoluzione trigono-
metrica del triangolo MP4 fornisce poi la propor-
zione MP _ y _senlra) epperd fra | di
PA " xzva sen(ry) TPETOTAE coordi-

nate x, y di qualunque punto di quella retta avra

sen (rx) (.z'+a). (2)

luogo la relazione y=— )
sen (ry
Se fossero dati rx ed OB=b, condotta BN

parallella all’ asse Ox, per cui MN=y—b,

BN=0OP=x avremo MN:’ —b=sen(rx)

BN x sen(ry)

$(rx) +b (3); la quale coincide coll

; e co -

sen(y) qu incide coll” ante
sen(rx)

cedente, per essere b=—a——2,
sen(ry)

Quando fossero dati, un punto A (fig. 11) per
le equazioni x==a, y=b5; ed un altro B dal-
le equazioni x==a', y==V', onde rappresentare al
gebraicamente la linea retta che passa per quei
punti, preso in quella un punto A7, condotte le
ordinate 4a, MCP, BDb e la ACD parallella ad

ossia
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) ; - MC BD
Ox, sxcpome .Z—E=E ’ MC__MP——PC_.]'—~5,

AC—aP—z—a, BD—b'—b, AD::a'f-—a, ne segue

y—b b—b __b—b _

— = o ePpert‘) r= g a)-}-b, ovvero
b—b  ba—ab 4

== W

Considerando un altro punto IV di quella retta,
collo stesso discorso , giungeremo alla medesima
equazione.

Se un punto rappresentato da x==a", y=}¥",
fosse collocato nella retta 4B, sostituiti nella equa-
zione (4) i valori x==d", y==b", dovrebbe essere
soddisfatta, cioe b”:.:b,——ba”-!- bal-—ab ; ossia

a'—a a—a
alb'—b")—d (b—b") 4 a"(b—b)==0 , epperd se tre
punti sono in linea retta fra le loro coordinate ha
luogo questa relazione, gid altrimenti ottenuta su-
periormente ( Artic. I. form. (6)).

Da quanto sopra rileva, che la equazione di una
linea retta ha la forma seguente y—Ax+B; ove
x, y sono le coordinate di un suo punto qualun-
que; A4, B quantita date, che si dicono i parame-
tri della equazione; la omogeneita della quale esig-
ge, che B rappresenti una retta, 4 un numero
astratto. Siccome, posto in quella equazione x=o,
se ne deduce y—B, il punto determinato da x—o,
JY=2B si trovera in quella retta. Cosi fatto y—o
nella equazione y—Ax+B ne viene dx+B=xo,

cio¢ x =-—~, onde anche il punto dato da
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E=— g =o giace in quella retta, Dunque

la retta incontra I’ asse yOy' nel punto cui cor-
risponde I'ordinata y=—2 e I'asse 20y’ nel punto

determinato dall’ ascissa x—— 7’ e questi punti

determinano compiutamente la retta medesima.
Se sono 4 >0, B>o presa nell’ asse Oy (fig.
12.%) la parte. OB=25, e nel prolungamento di

B
Ox, OA— i la retta indefinita C4BD & quella

rappresentata dall’ equazione y—Ax+B, e con-
dotta ¢Oc' parallela ad 4B, avremo
B OB  senac __ senabec senrx

A: e T e T framay
04— 04 ~ senbe — senbadc senry "

B
Se 4>0, BLo, sarh — 7)0, eppero prese nel-

B
r Ox la retta O4' — — — 'Oy
asse Ox la retta O4' ~ © nell’ Oy’ 1la

OB'—=—B, sarA CBAD la retta rappresentata
da y=—=dz+B ed avremo
A B OB _ sen(ac) __ sen(rx)
T 04 T 04 T senbc) ~ seniry)
Se 4<Lo0, B<Lo la retta sard AB’, per cui condot-
tavi la parallela dO4' avremo
A—_é‘_——__. OB sen(ed) _ sen(acd)
T 04 04 Sen(db)  semi—db) —
__ Sen{abed) __ sen(rx)
T sen(bad) T sen () °
mentre la retta pud considerarsi come che abbia
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la direzione Od ovvero Od indifferentemente : nel
primo caso sen(ry)=—senbd < o, nel secondo
senrx == senabed <o, Finalmente se 4<o, B>o,

B
siccome —=>o la retta sarh B4’ , ed avremo

e _f_ OB — sen(acd) — sen(rx)
od oA = sen(—db) sen(ry)

come sopra. Dunque nella equazione y —=Az+4B

della linea retta il parametro B & I’ ordinata di

quel punto in cui essa incontra 1'asse delle ordi-

senrx

senry
sono ortogonali, 7z, ry sono angoli di complemen-
to, sen(ry) = cos(rx) epperd A4 = tang(rx). In tal
caso possiamo disegnare la retta rappresentata
dalla equazione y==Ax-}-B, come segue. Alla cir-
conferenza ach ( fig. 13.) condurremo la tangente
dad’: se A>o0 prenderemo ad=4A, e quando sia
A< o si prendera ad'=—=—A; poi tracciate le ret-
te Od, Od', e determinato il punto B col fare
OB=B se B>o, ovvero il punto B' se B<Lo,
prendendo OB'=—B, tireremo per esso la paralle-
la ad Od ovvero ad Od, secondo che 4>o0 op-
pure 4<o, e si determinerd per tal maniera la
retta rappresentata dalla equazione y=Ax+ 5.

Quando A4 > o (fig. 13.") abbiamo

rx-+ry=ac-}bc=a, oppure rx+ry=abec'—bec'=a,
ed allorché 4<o, re4ry—acbd—db—z, ovvero
rz 4-ry = abed —bed’—bad —ad —a , come nel
primo caso. Quindi combinando assieme le equa-

nate ed A — . Se poi gli assi coordinati
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zioni sen(rx)=A.sen(ry), sen(ry)=sen(a—rzx), ne
viene sen(ra)=— A sena.cosrx—cosa.senrz} ,
da cui si desumono :

. Asena
tang (rx)= 1 +A.co.m: )
» tang(m) _ Asenx
sen(rx)=‘/§ stang (rx)} ~ Vidosensa+(14t-dcosay}
_ A.sena
" V(1 = 2A4cosat-A7)
sena

sen ()= V(1+4+24cosaf-A)

Se 4>o, per cui la retta (r) sia parallela a cOc',
prendendo il segno positivo che si suppone pre-
cedere il denominatore irrazionale, le due funziond
sen(rx), sen(ry) si riferiscono alla retta Oc, ma as-
sumendo il segno negativo sen(rx)=—sen (abec’),
sen(ry)=sen(bdc'), epperd quelle funzioni tri-
gonometriche riguardano la retta Oc’. Se A<o, ed
(r) parallela a dOd’, prendendo il denominatore
col segno positivo,
sen(rx) =senfad ) <o , sen(ry)=sen (bed' )y>o,

onde quelle formole si riferiscono alla retta od';
e riguarderanno la Od quando si prenda I’ irrazio-
nale negativo.

L’ equazione della linea retta in alcuni casi par-
ticolari assume modificazioni notabili. Se passa per
l’.or.igine » siccome le coordinate di questo punto,
ciod x==o, y==o, devono rendere soddisfatta la

. equazione y==dx-B, ne segue dover essere B=o.

Il che pure si scorge osservando, che. B & Pordi-
, ,



fﬁta di quel punto,in cui la retta incontra I'asse
yQy, epperd B=o allorché quel punto coincide
coll’ origine. Se la retta & parallela all’ asse Ox,
senrx)—o, A=o, e la sua equazione si rid‘uc?
ad y—B. Diffatti le ordinate di talti i punti di
essa sono eguali, perché rette parallele comprese

fra altre due parallele. Se la linea retta deve es-

sere parallela all’asse Oy, siccome sen(ry)=o sara
l;;..-—.: 0, € la equazione y==Ax+B, divisa per A,

fornisce x +§=—:1—7=o, essendo la y susc:a;-
tibile di valori finiti. Siccome poi la frazione 7
indica generalmente I’ ascissa del punto in cui la

Tetta incontra I’ asse xOx’, supposto —-Z:C ,

la equazione della retta parallela all’ asse Oy as-
sume la forma 2=—C, essendo C una quantita data
positiva o negativa secondo che la retta incontra
I’ asse Ox, ovvero il suo prolungamento. ‘

Importa di notare attentamente, c.he avendosi
due equazioni x=a, y==b, ognuma di esse presa
isolatamente rappresenta una linea retta parallela
ad un asse coordinato; ma considerate insieme si
riferiscono al punto unico comune alle stesse pa-
rallele, ~ . .
Allorché in un piano esistono delle rette e dgx
punti riferite a due assi rettilinei per mezzo .delle
loro equazioni, possiamo in ogoi caso determ1.nare
i luoghi, in cui quelle rette si incontrano; gli an-
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goli che esse comprendono, e le aree delle figure
che ne vengono racchiuse: potremo scoprire di
quanto ogni punto sia distante da ciascuna retta,
e .conseguire insomma le misure di tutte le gran~
dezze angolari, lineari, e superficiali che per quei
punti e quelle rette vengono ad essere determinate.
Siano date due linee rette: ad una di esse, che
chiamo (r), corrisponda la equazione y— Az+ B;
Taltra, che indico con (), sia data dall’equazione
Jy=Ax-=B. Per determinare il punto ad esse
comune osserviamo , che le sue coordinate sosti-
tuite ai simboli =, y pell’una e nell’ altra di quel-
le equazioni devono renderle soddisfatte: dunque
i loro valori saranno quelli, che fornisce la riso-
luzione dell’ equazioni y=Ax+4-B, y=A' 245,
_B—B AB'—A4'B
FEI=a IT e ©

cioé

Si voglia determinare la inclinazione scambie<
vole di queste linee rette? Dei due angoli supple-
mentari che esse comprendono, considero quello
formato dalle due parallele ( fig. 14.*) che in-
contrano la semicirconferenza abe. Indico quel-
I angolo colla scritiura simbolica rr . Siccome
sen(rx), sen(rx) sono entrambi positivi: se 4>o,
A'>o, saranno positivi anche sen(ry) e sen(r'y):
in tal caso, quando sia sen(rx)> sen(r'x), per cui
le rette si diriggano come le Oc, Od avremo

re>rx, re—rx=rr,
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_ _ tang(rx)—tang(r' x)
e tang(rr)=tang(re—r'x)=  Feangra) r’x)=
Asena(1-+ A cosz)—A'sena(1 4 Acosz) -

= (1 +Acosa)(1+ A cose)+.A A sen>a

(A—A4')sena
T 14-A A +(A4-A")cosa

Se poi FYx>rx, rax—rx=rr, e si avra il valore-
di tang(rr') cambiando il segno all’ antecedente.
Supponiamo 4 >0 ed 4'Co: le rette parallele siano
Oc, Od, sara sen(ry)=senbc>o , sen(r'y)=sen(bd)<o
Angrx>dngrx, e siccome rx—rx=rr, giunge-
remo alla formola ottenuta nel primo caso, e col
medesimo processo di calcolo, Quando sia 4'>o
ed 4<o, sarh sen(ry)>o, senfry)<o, quindi
rad>re, re—rx==rr, @ conseguiremo la formola
del caso secondo. Finalmente se 4<o, 4'<o per
cui le parallele siano dirette come Oc', O, sen(ry),
sen(r'y) sono entrambi negativi; se -sen(ry)<-sen(r'y),
sard. rx>rx, e si avra di nuovo la formola del
primo caso ; ‘e saremo condotti a quella del se-
condo allorché —sen(ry)>—sen(r'y). Dunque
, (d—A')sena )

tang(rr)= £ 1+ A AN+ A )cosa (@)
Se le rette (r) (r) fossero parallele, avremmo
Ang(rr')=o, sarh nullo il secondo membro della
equazione (7), per cui, quando 4, 4’ sono quan-
tita finite, dovrd essere 4=4, Se poi 4=/, e
non lo & 4, trascurando nella formola (7) le quan~
tita finite per rispetto ad 4=/, avremo

37
-~ Asena sena
tang(rry==+ m—i by rapet’

che non pud ridursi a zero quando non sia 4= Yo
epperd A'==A. Dunque la equazione 4— 4’ (8)
indica che le rette (r) () sono parallele fra loro.
A conferma si noti, che essendo in questo caso
Ang(rx)—Adngirz); Ang(ry)— Ang(r'y); ne segue

sen(rx) _ sen(rx)
senry) — sen(iy) ’

cioé¢ Ad—4.

"Questa equazione rende poi infiniti i‘va_lori (6)

delle ‘coordinate del punto comune a quelle linee
rette, le' quali percid non possono incontrarsi.

.- Quando le rette (r) () saranno perpendicolari,
ossia fang(rr)—tang.qo’="1/,, se A, 4' sono quan-

“tith finite, dallh equazione (7) si deduce

1A A’ 4 (A + A") cosa—0 (9).
Se per esempio 4— '/o» epperd la retta () paral-
lela all’ asse Oy, la formola (7) si riduce alla se-
. sen a .
guente tang(rr') = 4 T © perché

sia tang(rr')="/, dovrh essere (10) A'}-cosa=o.

‘Nella ipotesi di 4="1/, anche la equazione (g) ri-

c¢ade nella (10) , mentre, trascurati nel primo mem-
bro i termini finiti rispetio a quelli che conten-
gono A—:/,, quella equazione ci da A(A'Y-cosa)=o,
la quale non pud verificarsi a meno che sia
A + cosa=o.

Se gli assi coordinati sono ortogonali cosa==o0,
e la condizione (p) si riduce ad (11) 1-4A44'=0.
A conferma si osservi, che nel caso presente
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A=tanglrx) , A'=tang(r'z); uno degli angoli, rx
per esempio, sara acuto, I’ altro rx-—rx-l-go sara

‘ottuso ; dunque tang(rx):- , cloé
¥ tang( x)

A -----‘—;— ossia 1 +AA'-—40

Proponiamoci di trovare I' area del tnangolo
compreso fra le rette (r), (') e I'asse Oz ? Assu-
meremo per base il lato che si trova nell’ asse
20, per cui I'altezza sard la perpendlcolare con-
‘dotta a quell’asse dal punto comune alle rette. (™)
(r), la qual perpendicolare, per le formole (6) &
B—AB

A——A' . P .
segno che rende positiva questa quantitd. Per cal-
colare la lunghezza della base, cioé di quella par-
te dell’ asse zOx' la quale & compresa fra le rette
(1), () notiamo che le ascisse dei punti comuni a
queste rette e al detto asse sono, per la retta (r)

-espressa da = senax; assumendo quel

B ‘ B
.1:=-—-2—, per () x” =g e queste dde

quantith sono entrambe positive, e per ésempio
x'>x", la base del triangolo sard rappresentata da

B B BA-BAd

TTE=L AT T aLs .
, B A—BA
se x'<x" la base avrd per valore ——7

se x', 2 sono negative e —ax'>—x", per cui
&' Lx", la base sard —x'—(—x")=x'—x cioé
data dalla formola del secondo caso; quando poi

Fingendo
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ey L —x'", ciod z'>>x" vale la formola del caso
primo. Finalmente se una di quelle ascisse, per
esempio & & positiva, ed x"<o, per cui ' >x",
la base avrd per misura x'+4(—x")=x'—x", ciod
la formola del primo caso; e varrd quella del se-
condo se 2'>o ed x'<o per cui '>x'. Da tut-
to cid ne segue che I' area del triangolo ha per
misura il prodotto

AB—A'B AB—A'B
b 'ﬂ'—“’”‘x =7 =

(AB'——/I’B)’ sena ‘

d— A7 Yo
assumendo quel segno che rende posmva la fun-
zione. Questa norma desunta dal significato geo-
metrico del risultato, colima con quella.a cui con-
ducono le osservazioni fatte supenormente, cioé
che si dovra prendere il segno superiore se z'>zx"

ossia §< g—l—, e vxcevgrsa. Infattx:se -—2:_7-,5 >o,
siccome -
B B . AB—AB _  AB—AB A—4
2T AT A4 T TA—d4 AL’

dovremo assumere nella formola (12) il segno -+

o —, secondo che %—-E

= ¢ >, 0 <o; o0ssia se-

Ao

condo -che —{2—; ) o,v\Arerq (A—A') 44, & positi-

vo o megativo: che & la seconda regola indicata.
B—A4B

A—A

discorso alle medesime conseguenze.

< o giungeremo collo stesso
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una terza (t’) rappresentata dala equamone r=
A'x -+ B', sivuole 1" espressione dell’ avea trian-
golare racchiusa fra le rette medesxme? Le tre
funzioni ,
- (dB'—A'B)*sena  ( AB"—J"B)-sem:
“adA(A—4) 244" (A—A4") ’
(4'B"—A4"B')sena
24 L (4 —4") °
prese ciascuna “eol segno che la rende posmva, in-
dicano le aree dei triangoli terminati dalle rette
rax'Ox; ry'.x'Ox; rr"zOx; e I'area cercata
hon ¢& altro che la somma’ a]gebraxca & quelle ,
aggregate come richiede la posizione relativa delle
rette (r) (r) (r”)
Siano { fig:' 15 la 1) rappresentata da 4DB, (r)
da AEC, (i) da DEF, per cui
Tr.AdED — Tr.BAC 4 Tr.CEF — Tr.BDF.

Le ordinate dei vertlcl A, E, D sono supposte

positive ; siccome — --< — — sard

A _

- (/!.'B'—-A'B) .sena B éz
Ir.ABC=- y 7 i pm gy ,essendo— < Y
T - (dﬂth.l'89=m¢ .
ne segue Tr.BDF= Ard—a]

C . . .B' B 3. . . B‘ E’
E pgrché —:17>' 7 ‘rrcx“oé 7> -
Tr.CEF = — AT —A B oena 4 mo

A4 d—d)

Essendo date tre Binee rette, la (r), la ') ed

.
(LB—ABYy +‘wm~imy-" 2

ﬂdED—'- - I

MM-AO A A M'~eAd)

i

Tr. AD'E' -
e siccome le formo’le antecedenh rappresentano
anche attualmeate le aree indicate dalle stesse let-
tere , giungeremo nuovamente alla formola (13)

‘La retta () sia ED"F” , per cui

Tr.AD"E = Tr.BAC + TrBD"F’ TrCEF"
1 TrBAC ¢ dato dalla prima fohnola sxccome
" ‘B

f;,. < namblereme il segne:. ﬁlh esgmsam-
ne analitica assegnata _superiormente gl Tr BDF’
cid che eq'ulvale a ‘sostituire +Tr.BDF in scambio
di —-Tr BD'F". lemente sicoome 9—2—”(-—{,
essendo negativa Ia prima frazlope e posmva la
seconda, I' area Tr.CEF’ si desumerh da quella
del 7. CEF caml;naqdo il segno oxvero sosti-
tuendo al valore di Tr.CEF" que ﬁo —Tr. C'EF
Da cid emerge che I'area del Tp JD"E vien data

dalla stessa formola (13) L

Cons:demamo per ultimo il \caso in’cui 1a ret—

‘ta (r") & ﬁgurata dalla D"F"’E” ‘cosicché

Tr.AD"E"—~ Tr ABC +- TrCE"F’" -Tr.BD"F",
L area del TrABC ¢ data ddla pnma formoia.

Siccome —'-< f::, cioé OB>O "' vaIe Der
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area el TkBD’F"’ 1a espreps;pne pnmmva del

* - B*
Tr BDF b ?mc}ré -—“<—r- - assendo negativo

il pnmp*mlmn'e di questa meguaghanza e positivo

il secondo, Parrebbe che. doyrpwlina cambigre il

segno . al xalore .di. Tr,CEF per avere quello. del

TrCE"’ ,il che non é, meptre nel caso presente
! R dn

‘I*otdmata Wsma del’ fmn{(r E” & ng-

gatxva Dunque anche in quest’ ul.tlmo caso. larea
del triangolo & data dalla forgnsla ( xfi)

 Ho insistito su queste conpndexaznqm onde nhu
tuare lo studioso all’ esame delle fo;amole Vema-
mo- ors”ad alri; problemi'; che: ﬁgnardano*:hnee
e punti. _

Suppomamo datx, una re.!;ta ((j dalla equazmne
_7{ = Ax-{-B un punto e equazmm del quale sxa—
no x,.a, y=bse cérchidoo i . L

1,°. La equazione. della retp parallella ad (r)
che passa per il punto dato? La Rl azmne cer-
cata’ sia y=mAdzx+-B.: dquanno essere. A= ',....4
b——la+B’ dunque A=A, B’—?;——-Aa, per cul
T equazxone 'richiesta sari J——b—zf(x——-a) (14')

3.2 Affinche Ta’ retta _y,—:A x+B sia perpen-
'd}colare ad (1), e passi per il Punto da,to, dovran-
no éssere af-AA +(.4+A’)(;o,sa 0, b....A a+B’

P
dunque A’::—--:—}::—g—f—:f B-—b—-—da eppetbu
o x+/!cma o i
5) Yo D o=t e
(5) 7 b= T rooe Froose a) (rappresenterh‘la

perpendncolafe richiesta,
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'3.° Le coordinate del punto commme alla retta

() ed alla perpendicolare condotta per il punto
dato, si cavano dalle formole (6) ponendovi i valori
dl 4, B’ trovau nel problema antecedente , cioé

SR A A= x+2/lcosa+A-’

, . A+cosz . e
tB——-B : B+a4'_-Aa—B b_*,;,,._B oo
=1 A4 =T AAd PP

T le ooordmate’ ‘che 'si cercano sono le x, j for-
nite dalle equazioni (16) ‘

" B4g-Aa—b - A-=cosx
= A—A4 =  1+adcosat-A* B+ Aa-—b)
1+ Acosa 1+Acosx

y—b= 2+cosaz( —a)._‘ + 24cosa+A* \B+Aa—b)
4° Cerchiamo la distanza del punto x==

y=b dalla retta (r); ossia la lunghezza di quella
parte della perpendicolare. determinata, nel Pro-
blema 2.° la quale ha un termine nel punto dato
I’ altro in quello trovato, nell’ antegedente. prohle—
ma 3.° Essendo x, y le coordinate di questoq pun-
to il quadrato della retta cercata ¢ dato dalla for-
mola (x—a)* +(y——-b) +2(x—a)(y— b)cosaz (Artlc L
formola (1) ), in cui ad x——a, y—b vengano so-
stituiti i valori ottenuti nel prohlema 3.0 3, ‘giod sara
dato dalla formola seguente

(A4~ cosa)>—a(A Fcosa)(1 4 dcost)cosa—-(1 +Acosa) (4a: B—— b=

(14-adcosa+A°)
_ (da+B—bysen'a
1+3adcosat-A>




t

B4
cbacé% In lmxghma della perpendicolare richie-

""" (ALa4-B—b)sen
a;a 2, rappvesentata da =& Vita lcosz+;= (17).

~Allora che dopo un lungo giro di calcoli si ot-
tiene una formola, giova assicurarci dell’ esattezza
dei risultamenti con quilche verificazione. Valga
ad gsempm il caso presente. ABDCD (fig. 16)
rappresenti a retta (r), M il punto dato, MP=b,
OP=xa, MC 1a perpendicolare. Il binomio Aa+b
¢ I'ordinata della retta (r) corrispondente 'all’ ascis-
52 FIme= OP, dunque Aa+B==DMP; qumdx
Aa-{-B—bﬁ:DP—-—MP._.DM di pia

., Sena -
V(1-4~2A4cosz-4 A*)
mota {17) equivale a
" a=DMsen(ry)===DMsen(CDM)==4-CM.

Da’ cid emerge che nel caso considerato si deve
premfere nefta formola (17) il segno superiore.
'S¢ il punto dato ¢ M, per cui OP=a, M'P =},
Ja-ii—B——b—-—-M D', vediamo che nella formola
(17‘)’varrh il segno inferiore. Il che vuol essere
notato con attenzione.

5. Fingiamo fissato nella retta () (fig. 16) un
punto ‘€, cui corrisponda I’ ascissa x==a, epperd
I' ordinata y==b==Aa--B; e supponiamo che si

==seniry) { form. 5), e la for-

_debba trovare nella medesima retta un punto D

dietro una condizione determinata. Indichiamo con
x, y le coordinate del punto richiesto, per cui
sara y==dAx+B: la distanza incognita CD si rap-
presenti con /, e sard

xr—az== —
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¥ == (x—a)y4-(y—b)*+-2(x—a)(y—bjcosz. Siccome
y==Ax4B, b==Aa+B, ed y—b==A(x-4) ne vie~
ne l=—=(xr—a) (1+2Acosa+d’) ed RN

Al

, Vx—i-zdcos«—}-d-’ 7 Vidadcosay-A»
La lunghezza ! determina la posizione del punto D,
per cui esaminando la proprieta alla quale' deve sod-
disfare quel punto, ed indicatene analiticamente le
condizioni, giungeremo a conseguire una eqéaziqne
contenente I'incognita /, la quale rappresento con
F(l)==o0, Sciolta questa equazione ne desumeremo
il valore di /, epperd la risoluzione del problema
Ora se trovassimo l=—-—c, quantlta negatnva ne

c
verrebbe x—a—— Vo T doost Az),epperb x<La,

cioé il punto D dovrebbe trovarsi nella retta CD' 4,
anzich¢ nel prolungamento CD; come si era sup-
posto: epperd il risultato /==—c indica doversi
prendere nella retta CBA, la parte CD'==c, in
direzione opposta alla CD. Anche questa conse-
guenza vuol essere notata, e ne vedremo I'impor-
tanza in appresso.

Per addestrarci nell’uso delle formole trovate,
impiegare I’ attenzione dovuta nel modificarle, ed
interpretare debitamente i risultamenti, intratte-
niamoci su qualche applicazione.

Sia dato (fig. 17) un‘triangolo rettilineo 40B,
e si voglia determinare nel suo piano un punto ,
dal quale condotte ai lati del triangolo medesimo
le perpendicolari MP, MQ, MR, la loro somma
abbia una grandezza data, che indico con d? Pren-
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diamo per assi coordinati le rette OBx, Oy :
supponiamo OB=a, Od==b, dng. XOy=4 siano
x , y le coordinate del punto M, per cui
MP—=ysena, MQ_J:sena: La retta 4B sia rappre-

sentata dall’ equazione y==Ax+B: siccome deve -

essere soddisfatta dalle coordinate x=0, y=>5 del
to A, avremo B==b; e poiché deve sussistere

ancora, allorché si fanno x=a, y==o0, coordinate

del punto B, avremo Aa+B==o0, cioé¢ B=b,

..4=—-§. La equazione della retta 4B, che indi-

b
cheremo con (p), sard dunque y=—,-;x+b, ela

Iunghezza della perpendicolare MR condottavi dal
punto M, verrd data dalla formola
(4Ax+B—y)sena
Vi+a2dcosat+Ad*

b
== (b—y——x)sen(py)=—(b—7)sen(py}—xsen(pz)

tr = s e
mentre sen(py )= Tosa t A7)’
—-—....f-in—(-}-)-—a—‘z. Fra le coordinate del punto cer-

a sen(py)

cato deve adunque aver luogo la relazione

ysena+asena—(b—y)sen(py)—axsen(px)=d,
per cui quel punto si trova nella retta rappresen-
tata dalla equaziane

(6) y(sena—l—sen(py))—l—x(sem—-sen(px))—d+bsen(p])

Indicata questa retta con (r) avremo
sen(rzx) sen(px)—-—senz 0A4—A4B
sen(ry)  sen(py) - senx — AB—OB’

y(senaz—}—sen(py)).—d—}—bsen(pj) ciod r=—

7
per cui se nel lato O4 prenderemo ‘AG=AB, ¢
nel lato OB si prenderh B :=AB essendo

sm('w) la retta’ (r) sarh parallella a GN
sen(ry)

qualunque sia la Brandezza data d .

Se i due lati 40, 4B del tnangolo fossero
eguah epperb sena—sen(px)=o , quella equazione
(6) si ridurrebbe alla seguente ' ‘

do-bsen(py)
x~+sen(py)
Ia qua_le rappresenta una retta parallella alla base
OB del triangolo isoscele. Se fingiamo ‘dipid che
il triangolo sia equilatero , siccome sen(py)==
——sen(—OAB)=—senx, ossia sena=-sen(py)=o ,
la equazxone (6) si riduce a o.y+o.z=d—bsenz.
Questo risultamento singolare. ne insegna , che
quando sia d—bsenz==o la equazione (6) ¢ soddis-
fatta qualunque siano i valori attribuniti ad x, y3
cioé da qualunque punto M vengano condotte le
perpendicolari MP, MQ, MR la loro somma sara
eguale a d=bsenx, altezza del triangolo eqmlatero
Se poi non & d—bsena=o quella equazione & as-
surda, €d il problema impossibile. Per altro basta
poca attenzione a PEI‘SU&dG[‘Cl, che prendendo il
punto M sempre pid lontano dai vertici O, 4, B,
crescono senza limite le lungheuze delle perpen-
dicolari calate da esso ai lati del triangolo, e che
per COnseguenza la loro somma pud essere di gran
lunga superiore al -prodotto bsena. Per togliere
questa contraddizione apparente si noti, che le
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i‘imghezze delle perpendicolari, MP, MQ, MR sono
rappresentate dalle funzioni ysenx, xsena,
(y-—b)sen(pj)——xsen(px) , fintantoché il punto M
trovasi «dentro il triangolo O4.B; ma sortendo da
esso & d’ uopo mutare il segno a quelle tra le fun-
zioni nominate , le quali si riferiscono a perpen-
&icolati the cambiano direzione rispetto al lato,
cai vengono condotte (Artic. IL Probl 4.°). Posta
adunque la funzione
(z-—b)scn(py)———xsen(px) =P, :q sard

senx

(x y+x+P__e il luogo dei punti collocati entro
il triangolo OA4B.

(2) ]+x— quello dei punti posti nello spa-
zio E4ABN.

3) j—;r——’P‘.:e per i punti dell’ angolo FAE.

(4) y—x+P==e per lo spazio FAOx'

(5) —y—=x+4P==e per lo spazio 2'OK

(6) —ry+x-4-P==¢ per lo spazio KOBL

(7) —r—+x—~P==e per lo spazio LBN.

Se nella equazione (1) poniamo successivamente
x==o, y=xo, P=o si determinano i punti in cui
quella retta incontra i lati O4; OB, B4 : e sic-
come per x==o diventano identiche le equazioni
(1), (4); per y==o lo sonc (1), (6); e per P=zo
lo sono le (1), (2), percid se la retta (1) viene
rappresentata dalla GDIV, la (2) passera per D,
la (4) per ‘G, la (6) per V. I punti in cui la ret-
ta (2) incontra gli assi Ox, Oy si hanno ponendo
in quella equazione (2) y=o ed x=o: allorché¢ y=o
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la (2) coincide colla (7), e per x—o conviene col-
la (3), dunque indicata la retta (2) con EDC, la
(3) passera per E, la (7) per C. La retta (4) in-
dicata con FGH , incontra in F la (3) sulla retta
AB, in G la (1), in H sull’asse Ox la (5). La
retta (6), che indico con KL, conviene nell’asse
70y’ colla (5), nell’ asse Ox colla (1), nella retta
AB colla (7): epperd la (3) & rappresentata da
EF, la (5) da HK, la (7) da CL. Dunque, nel
caso indicato dalla figura, il luogo geometrico dei
punti cercati & rappresentato dal perimetro dell’e-
sagono DGHKLCD e nessun punto della retta (3),
ossia EF, soddisfa alle condizioni del problema.
Lascio che il lettore a proprio esercizio verifichi
ognuna delle equazioni (2) (3)..., considerando il
punto M in questo o in quello degli spazj cui si
riferisce ciascuna equazione, e ponendo mente ai
segni che ivi competono alle coordinate.

Passiamo ora a discutere un secondo problema.
Siano date nello stesso piano due reite BODx,
OFEy ed un punto A (fig. 16). Da questo punto
si conducano le rette 4ED, AFC; poi le diago-
nali FMD, EMC del quadrilatero CDEF, le quali
col loro incontro determinano un punto M. Se
condurremo da A un’ altra retta AED’, le diago-
nali CM'E', FM'D' determineremo un secondo .
punto, e nella stessa maniera se ne otterranno in-
finiti. Essendo x, y le coordinate di uno qualun-
que di quei punti, fra esse avra luogo una rela-
zione dipendente dal loro modo di esistere, la
qual relazione ora ci proporremo di ottenere. Sia-

4
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no y=AB=b, x==—0B——a le equazioni del
punto A4; y=MP, x=O0P, le coordinate del pun-

’

to M, OF=u. Per la simiglianza de’triangoli #OD,

oD
, ond OD——-—— I trian-
MPD si haj D= onde EOJ’ 0;
goli simili ABD, EOD ci danno — a+OD

cosicche, col mezzo del valore trovato di OD, si

bux
e, t i 4BC, FOC,
ha OE= pr—e Dai triango

b a+
pure simili, si ha l—‘ OC » per cui Oc—b—-u

ed essendo simili anche i triangoli EOC, MPC
avremo E—)—‘f—):: O(C)-C—x’ cosicche EO:au——‘.,:();—Tz:}
Eguagliati ormai i due valori di EO, ne segue la
equazione bx{au—x(b—u)} = ayfjalu—y)tuxt,
ovvero bx §u(at-x)—bax} =ay iula+x)—ay} .
Raccolti i termini moltiplicati per z, avremo
u(a+x)(a]—bx):=a7=-—b’x= ; cui pud darsi la for-
ma (ay—bx)julatx)—(ay+bx)}=o0 (a). I va-
lori di &, y, 1 quali rendono soddisfatta questa
equazione, dovranno annullare alcuno dei fattori
del suo primo membro, cioé o renderanno

(b) ay—bx=0, oppure (c) u(a—+x)—(ay-+bxy=o:
epperd il luogo geometrico dei punti cercati &
rappresentato da due linee rette, di cui (b), (c)
sono le equazioni.

Considerando la equazione (c) si scorge che es-
sa & soddisfatta da x=o0, y=u, coordinate del

>
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punto F; ed anche da y=b, x=—a coordinate
del punto 4, quella equazione () rappresenta
adunque la retta 4FC, nella quale cade il punto
M, unicamente quando AED si confonde con 4FC,
Percio il luogo dei punti MM'.... & dato dall’ al-

. . b
tra equazione ay—bx—o0, ossia Jy==x: questa
a

rappresenta una retta, la quale passa per O, ori-
gine delle coordinate, ed essendo soddisfatta da
x=a, y==b, se condurremo 4GH parallella ad
Oz, e doppia di 4G, quella retta passera per H,
epperd sard rappresentata da OMH. Nella equa-

zione y=-x non entra la retta OF=u, per con-
a

seguenza essa rappresenta il luogo, in cui si in-
contrano le diagonali di tutti i quadrilateri, di cui
due lati si dirigoho secondo le rette Ox, Oy, e
gli altri due concorrono in 4. Se in luogo del
punto A4 ne prenderemo un altro qualunque nella
retta O4 indefinita, supposto che al nuovo punto
corrispondano le coordinate x=a’, y=>"’ equazio-
ne della retta, in cui si incontrano le diagonali dei
quadrilateri aventi due lati diretti secondo Ox,

Oy, gli altri due concorrenti in 4 la equazione
?

di quella retta sard y—-—é-x, e pomhé - essa
a

coincide coll antecedente: percid qualunque punto
si assuma nella retta O4 indefinita, d’ onde con-
durre le rette 4FC, AED....., la retta OMH..

sard il luogo in cui concorrono le diagonali dl

ogui quadrilatero analogo a CDEF.
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11 problema antecedente, oltre al manifestarci pro-
prietd curiose, alcuna delle quali non era forse
avvertita, ci ha fatto conoscere, che talvolta le
equazioni , qual’ ¢ la /@), conseguite dalla sponta-
nea intavolazione di un problema, sono compli-
cate da fattori estranei alla questione, dai quali
si devono attentamente liberare.

ARTICOLO IIL
Della circonferenza.

Supponiamo che nel piano degli assi coordinati
esista una periferia circolare, della quale si voglia
rappresentare 1’esistenza per mezzo dell’ algebra.
Siccome quella linea si suppone data, st conosce-
ranno alcuni elementi che bastino ad indicarne la
grandezza e la posizione. Tali sarebbero, la loca-
lita del centro e la lunghezza del raggio; ovvero
tre punti di quella linea; o tre rette che la toc-
cano, e simili.

Se fosse dato il centro per mezzo delle sue
equazioni x=a, y=>b, ed il raggio che rappresento
con r; quando i simboli x, y si riferiscano ad un
punto qualunque di quella linea, avranuo fra esse
una relazione speciale dipendente dal modo di
esistere di quel punto. Per iscoprire tale relazione
si rammenti, che il quadrato della retta, la quale
unisce detto punto al centro, & dala dalla funzione
(x—a)4-(r —b)y~-2(x—a)(y—b)cosz; ma essendo il
punto x, y nella circonferenza, quella retta & egua-
le al raggio, quindi ne viene
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(x—a) =y —by-2(x—a)(y—b)cosa=r* (1). Que-
sta equazione, la quale esprime una proprieta ca-
ratteristica ed esclusiva alle coordinate x, y dei
punti della circonferenza, che si considera, si chia-
ma la equazione della medesima.

Supponiamo, che siano dati tre punti della pe-
riferia circolare, ad uno dei quali corrispondano
le equazioni x=a, y==b; al secondo x=d’, y=10%
al terzo x=a¥, y==>b": per rappresentare analitica-
mente quella linca possiamo far uso del seguente |
processo di calcolo. Immagino in essa un punto
qualunque, e considero le rette che lo congiungono

al primo ed al secondo dei punti dati: indico al so~ -

lito con x, y le coordinate di quel punto arbitra-
rio: ci & noto che il seno dell’ angolo compreso
da queste rette, eguaglia il seno dell’angolo for-
mato dalle rette, le quali uniscono il primo ed il
secondo punto col terzo: per cui formate le espres-
sioni di queste funzioni trigonometriche ( Artic. L
form. (4)), ed eguagliate fra loro, siamo condotti

alla equazione

" (a—x)b"—p)—(b—y)(d—=)

-
-

(a—a")(b'—b")—(b—b")d —a?)

V §(a-ac) - (b-y ) 4 2(a-x)(b-y )cosa} V § (d'~x)+ by )+ 2(a-x)(b*-y)cosa}

la quale si semplifica togliendo gli irrazionali e le
frazioni. Per non entrare in calcoli prolissi, indi
cherd la riduzione allorché a==go°. Scriviamo quel-
la equazione sotto la forma seguente

pr—qs AC—BD . ove -
VrsiVeae VATBVGTE

V {(@-a"p(b-b¥4a(a-a")b-b")cosa}. {(a-a®y+(b"b")+2(d-a")b'-b")cos
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r—==U-—=y, ecc. secondo }'ordine con cui sono scrit-
ti, A=a—a", C=b'—D",....: da quella equazione
si deduce
(4*C-A>D*+ B>C*+ B D*)(pr—2pqrs4-g>s*) =
=(p*r-+p*s*+gr+g's*)(d>Cr—2ABCD—B-D")
e quindi (pro+g*s°) 4D+ BC) = '

=(p*8*+q'r)(4C—BDy+2pqrs{(4D4-BC)*4-(4C—BD)*}

ossia  (pr—qs)(4D+BC)=(ps4-gr)(4C—BD),
epperd (prqu)(AD+BC)=(ps+qr)(A C—BD),
equazione priva di irrazionali, contenente soltanto
due{dimensi011i delle coordinate x, y, come la (1),
e che facilmente si riduce alla medesima forma.
Potressimo ancora conseguire direttamente la
posizione del centro e la grandezza del raggio di
quella circonferenza, indicando con x=p , y=q
le coordinate di quel punto, con r la lunghezza di
quella retta, e cavando le incognite dalle equa-
zioni (p—a)*4(g—0b)*+2(p—a)(g—b)cosx =
=(p—d)+(q—b)+a(p—a)(g—b)cosa =
=(p—a”)*+(g—b")4-2(p—a¥)(g—b")cosa=r=
le quali indicano, che le rette congiungenti ognu-
no dei punti dati al centro, devono essere eguali
al raggio della circonferenza.
Se fossero date tre rette, cui quella linea deb-
ba essere tangente ; rappresentate una retta (7)
dalla equazione y=4Ax B, la seconda () con
y=A'z--B, la terza (r?) dalla equazione
y=A"x+B"; supposte x=p , y=¢ le equazioni
del centro, R il raggio, questa retta R dovrd egua-
gliare le lunghezze delle perpendicolari condotte
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dal centro a ciascuna delle rette date, epperd me-
diante la (Form. 17 Probl. 4 Artic. IL) conseguire-

. Ap+B—q
mo le seguenti equaziom (a) V(i2Acosat A,)""
Ap+B—q A+B—q___ R

V(i +2d cosadeAd?)" (124 cosa+A") sena
dalle quali cavate le incognite p, g, R, ne sosti-
tuiremo poi i valori nella equazione

(@—p) - (y—q)*+2(x—p)y—g)cose=R,
che rappresenta quella linea.

Supponendo che la circonferenza sia data per
altri elementi, se ne trover la equazione indican-
do col mezzo dell’algebra qualche relazione degli
clementi medesimi , la quale sia caratteristica ed
esclusiva alla periferia circolare. Noi non insistia-
mo su tale argomento, che pud servire di utile
esercizio allo studioso.

Piuttosto portiamo I’ attenzione nostra sulle
equazioni () per sgombrarne una difficolta, e rac-
coglierne qualche conseguenza. Abbiamo notato
(Art. IL Prob. 4.) che ognuna delle espressioni
(a) pud essere affetta da doppio segno, il quale si
riferisce all’essere il centro del circolo alla destra
anziche alla sinistra della retta, cui si & condotta
la perpendicolare. Avendo riguardo a questi dop-
pj segni si hanno varj sistemi di equazioni, quindi
varj centri ed altrettanti raggi. Per determinarli
dovressimo scrivere i sistemi di equazioni analo-
ghi all’ (a), i quali corrispondono a tuttii cambia-
menti di segni possibili, e risolvere ognuno di essi.
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Ma possiamo facilitare I'operazione nella seguente
maniera. Prendiamo per assi le rette (r)(r"), e le
equazioni (@) si ridurranno alle pid semplici
(4p+B—q)sena
V(1+2Adcosa+ A+

veduto nell’ Artic. II. Fig, 17. Poniamo

)=psena=qsena=r. Come si &

\/1-4-2/1008&-}-.4’:1&5?1« , e sostituiamo
un m al coeficiente sena di g, un n al ¢oeficiente

senz di p. Sciolte allora le equazioni 4_{’_’*_‘76:'_7_ =
==gm==pn-=r, se porremo nei risultati in luogo
delle lettere Z, m, n la quantitd —-sena, prendendo
ora il segno pid, ora il meno in tutti i modi, ca-
veremo immediatamente i valori di p, ¢, r che
corrispondono a tutti i sistemi di equazioni, senza
rinnovarne la risoluzione. Questa osservazione sem-
plicissima riesce di sommo vantaggio in molti in-
contri, epperd vuole essere rimarcata. Da quelle

... r r A 1
equazioni si hanno p=-, g=~, r{ = — - |4+-B=
n m- \n m

mnB

= r— . ichi
Ir, epperd ———— Indichiamo ora con

r., r., r3 1 risultati che si ottengono cambiando
nel valore di r il segno ad /, ad m, quindi ad =,
mnB

e saranno (¢) r,—
@ r, —~ mnl+n—dm
—mnB —mnB ' .
g 3= . Altri
—mnl+-n-}-Am —mnl—n—dAdm
cambiamenti di segni riconducono ai medesimi
risultati. Ora ¢ facile comprendere, che r ¢ il rag-

.
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gio del circolo inscritto al triangolo compr.e‘m dalle
rette () () (r"); che r, corrisponde al cu*c’o%o, il
quale tocca la retta (r) ed i prolurlxgamentl dei.
lati del triangolo posti nelle rette (r) (r") ; e che
r,, r; si riferiscono ai circoli tangenti .l uno o
I altro lato posti nelle rette (r), (r’), edi pf'olun7
gamenti degli altri due: i valori di p, q .cornsp.on-;
denti ad r, r,,... determineranno po1 1 centr di
quelle circonferenze. Notiamo per ultimo,‘ che es-
sendo m=n, le equazioni (c) equivalgono alle se-

mB
guenti 1—A+mll=-rf;lf, —I}jd—l—ml:———;—,,

B mB
1 +A-—-ml=——"—z-—-, —-1—-A—ml—=—-—--—r-3-, la somma

a
t

delle quali conduce alla relazione nota

.l-.-—_-:-l--i—-l--}--i assai elegante : e potremo per
r r, r, T E
esse equazioni risolvere altri curi,osi- problemi, sui
quali non & opportuno il sofferm.arcx. .
Fingiamo che nel piano coordinato esistano, la

circonferenza rappresentata dalla equazione

(x—a)*+(y—>b)*+ 2(x—a)(y—b)cose=r", ed una ret-
ta (r) la cui equazione sia y=dx+B; e chg si
debbano trovare i punti, in cui quelle linee si in-
contrano? All'uopo, osserviamo che le coordinate
di questi punti devono contemporaneamente ren-
dere soddisfatte quelle due equazioni, eppel',b-sa'
ranno i valori delle incognite x, ¥y che formisce
la combinazione delle equazioni medesime. Ad age-
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woldre il calcolo giova porre la equazione della ret-
ta sotto_la forma seguente
W(x%)+(da+B—b), cioé y—b=A(x-a)4C
ponendo C=Aa-+-B—>b. Se ora nella equazione del-
la circonferenza si sostituisce y—b=A(x—a)sC,
ne deriva
(.zr:;-a)’( 142 Acosz—tA*)+2(x—a)( A +cos2) C=r-—C>»
e colla risoluzione avremo z—a=

ul e~C(A4-cos2) 1V {r (142 Acosa+42)—Csena}

_ ] 1+424cosat-A>

che da due valoii di x, ascisse dei punti comuni
alla retta ed alla circonferenza : sostituendo poi
quei valori nella equazione y—b=A(x—a)+C,
ne caveremo le ordinate corrispondenti alle ascis-
se medesime. Se r:(i4-2dcosa+4A4*)< Csen’a, i va-
lori di x—a sono immaginarj, e la retta non taglia
la circonferenza: se poi r*(1-4-2 4 cosat=A")=C"sen>a,
si ha un solo valore di a, cioé la retta incontra
la circonferenza in un punto, e perd & tangente
questa linea: diffatti, essendo in tal caso

—t C.sena — (Aa+ B—b)senx
ST v+-2dcosa+AY) T V(1 +2A4cosa+A?)’
questa e€quazione ne indica, che la perpendicolare
‘condotta dal punto x==a, y==b; centro della cir-
‘conferenza; alla retta, la cui equazione ¢ y=Ax--B,
quella perpendicolare dico eguaglia il raggio della
‘circonfefenza medesima (Art. IL form. 17 ).

K Nél piano degli assi coordinati esista una se-
‘conida circonferenza rappresentata dalla equazione
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(x—a)+(r—by+2(x—a)y—b)cosa=R", e si v
gliano trovare i punti, in cui quelle linee vengono
a segarsi? Siccome le coordinate x ; y dei punti
richiesti devono rendere contemporaneamente sod-
disfatte quelle due equazioni, 1 valori di esse si
avranno risolvendole entrambe rispetto alle inco-
gnite x,  in esse contenute. Sottraendo I’ una dal-
Yaltra equazione ne deriva la seguente
(d) x§{a—a)A-(b—Db)cosat+y §(b—b)-+(a—d)cosat =
Reeep
2
zione. Due circonferenze, generalmente parlando,
si segano in due punti; dunque la risoluzione del-
le due equazioni, che si considerano, dara due cop-
pie di valori corrispondenti di x, y, ognuna delle
quali coppie rappresenterd uno dei punti comuni
alle due circonferenze: se 1’ una o I altra coppia
di valori verrhd sostituita nella equazione (d) essa
dovrd esserne soddisfatta, e percid quella equazio-
ne, essendo lineare per rispetlo alle coordinate &,
3 ciod riducibile alla forma y=Ax+B (Artic. IL),
rappresenta la linea retta, che unisce i due punti
comuni alle duc circonferenze. Valga a confer-
ma la seguente osservazione. La retta, la quale
congiunge i centri delle circonferenze che si con-
siderano (Artic. II. form. 4) & rappresentata dal-
: Y
b —bx +ba —ab

I’ equazione y==
q J a/ a’__a

+-(ab—a'b')cosz, la quale merita. atten-

=

e siccome’ la

>

(d) paragonata colla equazione generale y=dx--8
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b—b

—CoSe+ 1

(a=a)4-(b—U)cosa__ d'—a

fornisce A= (b—b) +(a—d)cosa  b—b
7+ C0S%
d—a

U
——

ossia 1+é,:.—b/1 + (.4 + ~ )co&x:o: dun-
a—a ad—a
.que (Artic. I form. g) la retta (d) & perpendi-
colare a quella, che unisce i centri delle circon-
ferenze date; come ' altronde & noto.
Se tratto dalla equazione (d) il valore, per es.,
dell’ incognita y, lo si sostituird in alcuna delle
equazioni che rappresentano le circonferenze, la
risultante conterrd 1’ incognita x al secondo grado
della quale fornira due valori: quindi sostituendo
I’ uno poi I'altro valore nella equazione (d), conse-
guiremo le due ordinate corrispondenti a quelle
ascisse. Lo sviluppo di questo calcolo, e la consi-
derazione dei varj casi, in cui le radici della equa-
gione in & sono immaginarie, o si riducono a due
fra loro eguali, pud servire di esercizio allo studioso.
All’ oggetto di esercitarci intorno all’ argomen-
to, prendiamo a trattare varj problemi.
Dati due punti O ed 4 (fig. 19) si cerca il lnogo
geometrico di tutti quei punti M, da cui condotte
l}! rette MO, MA il loro rapporto geometrico %
eguaglia una quantith data, che indico con m?
Per semplicith di calcolo’ prendiamo per assi orto-
gonali le rette O4x, Oy, e si supponga Od=c:
‘essendo M uno dei punti cercati, e per esso
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y=MP, x=OP, avremo ( Artic. I. Form. 1 )
Eﬁm=+j= , AM ;—_(c~x)=+y’; da che a==g0.%;.
e siccome deve essere AM=m.OM, ne viene
le—x)*+y=m*(x>-y?). Da questa equazione pas-
siamo successivamente alle seguenti

x2(mr—1)y>(me—1)+20X=C",

quindi .'70’-1—5:”—0—-l xy= , ed anche
mn>*— .

m—1

c Y c: c* cm \?

i R - - (— . -
( +m=—-—l)l +r m—1 (m*—1)* \m*—1

Paragonata questa equazione colla (1) del presente

articolo, avvertendo essere cosz==o, ne deriva che

la medesima rappresenta una circonferenza , il
centro della quale & determinato dalle equaziom

c . .
— — . ——, as-

=0, x== —_— ed il raggio r—im=—-1’
sumendo quel segno che rende il secondo mem-
bro positivo. Questo bel teorema & dovuto ad
Apollonio di Perga, rinomato per le sue ricerche

sulle sezioni coniche. Se m< m, fingasi m=sene:

c
le coordinate del centro saranno x=£5-;:;, y==0

'

. . c.seng .
ed il raggio r= *. Per determinare queste ret-

cos*g ,
te, si formi I'angolo BOA=y, si conducano 4B
perpendicolare ad 4O, e BC perpendicolare ad

@& - 1 \ OB C OC___ OB
OB: cosicché avremo --E(—);;, =] cosy »

BC=0Btangzp=%x—zn:, epperd C sard il centro,
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CB il raggio della circonferenza, che rappresenta

. 1
il luogo geometrico cercato. Se m>1, sard —<1,
m

1 . .
per cui supposto —==seng, la costruzione fatta in-
m

torno al punto 4 si dovra eseguire intorno ad O,
invertendosi 1’ uno nell’ altro punto.
Date due circonferenze 4D, OF (fig. 20) si
cerca il luogo geometrico di quei punti &, da cui
' : MD
condotte le rette tangenti ME, MD, sia wE—

quanmh data. Gli assi ortogonali siano OAx ,
Oy: suppomamo 0OA—=c, OE=r, AD=R. Sicco-

me EM— 0M—r’, DM ._AM—-R’ 0M-.z"+]‘ s

AM——(c——-x) +y*; perché¢ sia MD=m.ME, do-
vra essere (c-—x) +y*—R*=m*(x*y*—r?) : la
quale equazmne & I’ espressione analitica della pro-
pneth di cui devono essere dotati tutti i punti,
che si cercano, ossia le coordinate x, y dei me-
desxml Quella equazione pud scriversi come segue
(e) x’(l—m )+_7 (x—m’)—zcx-—R’—c —m®r?
R*—c*—m?r®

.z'+r = — > od an-

che (x—-———) +j‘—R —C?—m?r 4 c
J —

ovvero :c'—n

=
1—m? (1—m?*)?

(R‘——m r*)(1—m®)4-m?*c?

— (my
equazione colla (1) di questo articolo, compren-
dxamo che rappresenta una circonferenza , della

. Paragonata questa
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quale le equazioni del centro sono x= .
1—in3 "

V(R*—m?*r*)(1—m*)+4m>c*
1—m* )

Se m<1, fatto m=seng, il centro, posto nell’ as-

se Odx , si determina come nel problema . ante-

y==0; ed il raggio & &

c . ,
cedente, essendo ax==-——. Il valore del raggio é‘»
cos :

\,/{(R’——r sen*p)cos?g-}-c*sen?p}, funzio-

poi

cos®g
Ra : C‘A
ne che diventa immaginaria quando r*>

e—
sen*e = cos*yp
Per costruire la espressione del raggio, ciod la
funzione

‘/;R’-—rﬂsen'q; € senq;) z V;R’—r sen’qa_LRf,.l

cos*p ' \cosp cos*yp
si conduca ( fig. 20 ) BL parallela all’ asse 0:!.‘,
si prenda nella retta BC la parte BN=r, per cui
BL=r.senp, e determinato il punto R sulla "BRA
cosicché sia LR=R, si tiri RQ parallela all’asse
Oz, la quale incontri in Q la retta OB: siccome

BR ——R‘—-—r‘sen’qa-—BQ co.s’q:, il raggio verrd

rappresentato dalla \/(BQ +BC )y=2CQ.
Se le tangenti ME, MD devono essere eguall,
per cui m=1, la equazione (¢) fornisce
¢*+r»—R? .
T, la quale rappresenta una linea.
retta perpendicolare all’ asse Ox. Per costruire- il

valore di x, dal punto F (fig. 20 ) in cui I’ asse
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Oy incontra la circonferenza OEF, si conduca
FG tangente il cerchio 4DG ; siccome

AF =10 +0F=c*+r*, ed

FG ....AF ' AG=c+r *—R?, tracciata OH egua-
le e parallela ad FG, presa nel prolunnamento
di 04, AK=40, condotta HK, poi HP, cosic-
che sia:l' Ang.OHP—Ang OKH , percht i trian-
goli OHP, OKH sono simili avremo
OP : OH=O0H : OK ; epperd
OH* c*+r—R:

QP:_-f@—K“-z——;-—w. 11 valore del raggio ,

nel caso presente, si riduce poi a 4-— , per cui
o

I’ analisi ci rappresenta la linea retta, come una

periferia circolare, il cui raggio ha valore infinito.

Il luogo geometrico considerato in questo caso

particolare fu studiato dai geometri, e la linea

c*+4r—R:
ac

retta rappresentata dalla equazione x— )

& nota sotto il nome di asse radicale.

" Se fingiamo r—o, il circolo OEF si riduce al
centro O, la tangente ME diventa la retta MO,
ed il luogo dei punti M, da cui condotte la retta
OM, e la MD tangente il cerchio 4GB, si ha il rap-

. MD \ P
porto di queste rette To—" ¢ la periferia cir-

dolare data dalla equazione
(.'x: - cm’) +y=12=(x—m’)+m=c’: il centro di

(1—m2)?
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essa & il punto C (fig. 20) ed il raggio sard CQ,
quando si faccia BR=R.

Se finalmente supponiamo r=o, R=o, il problema
attuale ricade in quello di Apollonio; e, cid che &
rimarcabile, le tre circonferenze, che risolvono
questi diversi problemi, sono concentriche fra loro.

Sia dato un segmento di cerchio 4NVB (fig. 21).
Suppongasi inscritto in esso un triangolo rettili-
neo ABN, poi condotta da ciascun vertice la per-
pendicolare al lato opposto. Queste rette 4MR,
BMQ, NMP convengono mnello stesso punto M
(Artic. I.). Si domanda quale sia il luogo geome-
trico dei punti M cornspondenti ad ogni trian-
golo costituito in quel segmento di cerchio ? Di-
visa la retta 4B per meta in O, si prendano gli
assi coordinati OBx , OCy ortogonali. Sia C il
centro del circolo: poniamo OC=b, O4—=0B=a,
Ang. ANB=N, e siano MP=y, OP=x le coor-
dinate del punto M. Siccome

azng.Aazz:tang.dMP:‘i'*}'i‘, tang,. BAQ_—_a:J—"-r

a+x a~~—x

e tang(ABR-{-BAQ)—_-——tangN:_——-————-———-‘y LA
a—x>

r
, ne viene x*-y*~}-2ay.cotingN=a>,

] -
2
x: +‘7-2__az

a
ossia x>+ (}_*__ acot]v)"=a°([ -+ Cot’]V): (se::N ).

Confrontata questa equazione colla (1) vediamo,
5
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che essa rappresenta una circonferenza, al cui
centro eorrispondono xr=o0, y==—acotlV, cd il rag-

a
glo é espresso da —¥ ciog, 1l centro ¢ nel pro-

lungamento dell’ asse Oy, ad una dxstanza dall’ 0«
rigine OC'=a. cotN—-OB.cot OCB=0C, ed il rag-

OB
sen.N ~senOCB
metrico dei punti M ¢ una circonferenza eguale ad
ANDB descritta intorno al centro C.

Prendiamo a trattare un’ultima questione, onde
cavarne qualche avvertenza importante.. Il punto
M- sia il centro del circolo inscritto nel triangolo
ANB. Per determinare il luogo geometrico di quei
centri potiamo, che in tal caso saranno

| ;:{-_—;-__tang/BAN L —tang 4B,
tang'|(BAN+ABN )=—cot /,N , quindi cot/ V=

2ay

R as___xz__y:

2
x’+(7+a.tang‘/N)’: (;%W)’ Ia quale rappre-

senta una periferia circolare, il cui centro ¢ nel
prolungameuto dell’ asse Oy ad una distanza dal-
I’ origine che & a.tang'/.N=0B.tangOBD=0D, il

. a OB
raggio. & cos’/, N cosOBD
go dei punti M & la circonferenza, di cui D ¢l
centro, DZ il raggio.

Io gid ho rimarcate queste ed altre proprieta

gio & =CB: epperd il luogo geo-

. Da questa equazione si desume

==DB : dunque il luo-

6
curiose in una memoria pubblicata 1’ anno 182(75
nel Giornale di Fisica ecc., di Pavia.
Riprendiamo l'ultima questione seguendo un’a-
nalisi pia conforme al metodo delle coordinate.
Siano x=p, x==q le equazioni del punto IV, il
raggio CN=r, per cui sard p*+(g9—0b)=r: La
retta AV, che passa per i punti 4 ed IV, verrd

q .
: tat T ——
rappresentata da y p+a(x+a) (Artic. II. Form.

4), e la BN lo sard da j:—-q—-(x-—a), che si
p-——a

cava dalla antecedente cambiando a in —a. La
lunghezza della perpendicolare MR condotta dal
punto delle coordinate OP=ux, MP=y alla retta
BN, sard cosi espressa,

q(x—a)

R— P~ _ x—a)—ylp—a) (Artic:
\/[1 +(P 9 )] V(g*+(p—a))
—a
II. Form. 17), la perpendicolare MQ alla retta 4V
\ g(x~+a)—y(p-+a)
sara MQ—

V(§*+(p+a))
fornisce la seguente :
g1y* —(@—a)} +apy(z—a) —20y(x—a)=o ;

e la equazione MQ=y equivale all’altra
gty* —(x == a)} + 2py(x+ a) + 2ay(x4=a)=o.
Cavate da queste equazioni le coordinate p, ¢ ne
vengono q~—M _F@—a’—y)

. ]’a,__aa p——_ xa+js___aa

. La equazione MR=y

,eSO-’
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stituite poi nella equazione p*~+(q—b)*=r* si ha

Ul) x“(x’—}-j"as)‘-i-{2](.2"-(1’)-[)(1"—}—)”-{1’)}’=r’(x'+}"-a’)“

equazione di gran lunga pit composta di quella
ottenuta antecedentemente. Per iscoprire la diffe-
renza di tali risultamenti, si ponga x*—a*=t*, e
siccome a*--b*>=r®, a quella equazione potremo
dare la forma segiiente

Rar ey 4 by (e +y )2 =4y>t4 4 t2(t*—y*)?, ossia
(£*+r*)*—4by(t*+y*)—4a’y*=o0. Se quest’ultima
equazione si risolve rispetto a z*4y*, si hanno

S N+
£y =2yb£Va + b*)=2ay—

, epperd la

-

equazione (f) si decompone nelle seguenti

z? +y*+2ay.tang'[,N—a*=o,

x*+ y*—aay.cot'[.N—a’>=o,
delle quali la prima rappresenta la periferia cir-
colare ottenuta col primo metodo di risoluzione,
1’altra indica una seconda circonferenza, che ha il
centro in D', estremo del diametro DCL), il rag-
gio eguale alla corda D'A4, ed & 1l luogo geome-
trico dei centri de’circoli inscritti ai triangoli co-
stituiti nel segmento 4DB.

L’ attuale problema ci ha offerto un secondo
esempio di una equazione complessa, i fattori del-
la quale eguagliati a zero separatamente , rappre-
sentano due linec: una di esse indica la vera ri-
soluzione del problema proposto, I’ altra si riferi-
sce ad una questione affine: e quando, elevandale
alla seconda potenza, si fa sparire il segna che
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precede T irrazionale Va* 1b*, s toglie da esse
quanto costituisce il carattere analitico, che distin-
gue la prima dalla seconda equazione, esse si com-
penctrano fra loro e danuno origine ad una terza
equazione, la quale rappresenta nello stesso tem-
po e questa e quella, da cui ha avuto origine.

ARTICOLO 1V.
Intorno varie specie di linee, ed alcune applicazioni.

Una retta EMC (fig. 18.") di data lunghezza
si muova cosi che il punto E scorra lungo l'asse
Oy, ed il punto C lungo Ox. Un punto determi-
nato M di quella retta descrivera una linea, della
quale si cerca la equazione ? Siano EM=a, CM=b;
MP — y, OP —ux le coordinate del punto M; «
I' angolo degli assi coordinati. Avremo

EM*=a*=(EO—y)* + 2* 4} 2(EO—y)xcosx

EO a—+-b . '
m}: ; - ossia KO — (I +§>)’, e quindi

a3
a* :—b—;y‘—!—x’-}-zgyxcosa;

che ¢ la equazione cercata: la quale non esprime
né¢ una retta, né il sistema di due rette, né molto
meno una circonferenza.

Si cerca il luogo geometrico dei vertici dei
triangoli, che hanno una base data O4—¢ (fig. 19)
e ' angolo 40M doppio di OMA? Siano OAx,
Oy gli assi ortogonali, M uno dei punti cercati,
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1

per il quale MP=y, OP=x. Siccome tangOMP=
x Cc—X -

— AMP = ~——, epperd
p tang 7 PP

x c—x

—

Y A Y
mmgOMA4 = =
tangU .x(c_.x) J,.a_‘_xa___cxa

7,.9
e dippit tangMOP :Z-; aflinch¢ sia ang4OM—
x

2ang.OMA , ossia’ tangdOM=tang2 OM A , attesa

2tangy

la nota formola tangag= avremo la equa-

1—tang*e
zione (z*+y*—cx)*—2cx(x*+y*—cx)=c’y>,
cui possiamo dare la forma pii semplice

(x* 4 y* —acx)* = c* (x> ?).
Equazione del quarto grado rispetto alle incognite
x, y; da cui in appresso caveremo qualche utile
conseguenza.

Si vuole il luogo dei punti M, per i quali
MO.MA—m?*, simbolo di quantith data? Avremo
(@ + ) (- (z—c)') = mi.

Sia data la retta indefinita £O0x' (fig. 22.) ed
il punto A: supponiamo condotta per questo pun-
to una retta qualunque 4B ad incontrare I’ asse
xOx' in B, la quale si prolunghi oltre il punto B
di una parte BM di lunghezza data. Variando la
retta 4B, si avranno infiniti punti M, i quali de-
terminano una linea, di cui si cerca la equazione?
Gli assi siano Ox, ¢ la perpendicolare ad essa
O.1y. Supponiamo O A=a, BM=b; MP==y, OP=x.

7

: | MP 04
) 32 =2 P, - = — ,
Essendo BM*=b*=y> + Bl B o8
oo L= 2, ' Bp—= L
ciod 5= T"Fp’ ne segue J =ity e
2. .3
b*=y* 4 --———; dunque la equazione
| T M |

(bz__].a) (a_!_‘r)z :xara
rappresenta il luogo geometrico cercato, noto agli
Architetti sotto il nome di Concoide di Nicomede,

La retta OcM (fig. 23.) partita dalla posizione
Ox, ruoti intorno al punto M di moto uniforme,
ciod immaginata la circonferenza acb, descritta
con raggio Oa—1, il punto ¢ percorra archi eguali
in tempi eguali. Contemporaneamente un punto A1
scorra lungo la retta stessa OM, allontanandosi da
O, pure di moto uniforme. Quel punto mobile M
descrive intorno al centro O una linea, che & la
spirale di Conone, Per rappresentarla per mezzo
dell’ algebra, assumo per assi coordinati ortogonali
le rette Oax ed Oy. Suppongo, che OM abbia de-
scritto intorno al punto O un numero n di rivo
luzioni piu I'angolo MOP, per cui il punto ¢ avra
percorse n circonferenze intere pi l'arco ac, ciod
lo spazio angolare 2nz-=ac: nello stesso tempo il
punto M siasi recato da O in M. Siano y=MP,
x = OP le coordinate di quel punto; per cui
OM':\/W: essendo 2nw-ac, \/;;_4:7? due
spazii percorsi nelo stesso tempo con moti uni-
formi, essi avranno un rapporto geometrico egua-
le a quello delle loro velocith costanti; per cul



imfx:cato con m I’ esponente di questa ragione, ne

verrd anrd-ac—m.yx*—¥ . Se la retta cd & per-
pendicolare ad Oa, per cui ac =ang.sen.cd , es-

cd MP r .
sendo — — , ossia cd = ——=———, avremo
Oc ~— OM Va2
ac — ang.sen__.z_., e la equazione cercata sar
Vai+y?
ann-}-ang. sen J = m.yx*~4y?; la quale
Vxl +Jr

contiene una trascendente trlgonometnca delle co-
ordinate.

Supponiamo (fig. 24. ) che un cerchio MCE
si muova rotando intorno al suo centro C da E
verso M, appoggiandosi ad una linea retta /OB, e
non strisciando lungo di questa. Un punto A/ fis-
sato ad arbitrio nella sua circonferenza descrivera
una linea, che & la famosa Cicloide di Giovanni
Bernoulli. Per rappresentare analiticamente questa
curva supponiamo, che il punto M si trovasse in
A , sulla retta OA4y , e che dopo un intero giro
della circonferenza ECM, giunga in B sulla mede-
sima retta: Dal mezzo O di 4B si conduca ad
essala perpendicolare Ox. Sia il raggio CM=CE=r,
le coordinate MP—y, OP—x, I angolo ECM=0.
Per la natura del movimento della periferia circo-
lare ECM, dovrh essere 1 arco EM eguale alla
retta AE, ossia AE—=r.w, la reita /0=1/,40B=
r.m; essendo =« il 'rapporto della circonferenza al
proprio diametro; e siccome MD=r.senw , OP=

x=DE=FEC— CD=r—rcosw , y=MP—=DP+

MD—EO-}-r.senw, EO—=A40—AE=rar—ro, qnilzlai
ne vengono le equazioni

x =r(1—cosw), y:r(:r—w)+rsen'ce;
le quali sono molto utili nello studio delle pro-
prieta della cicloide. Dalla equazione x==r(1—cosw)

r—x —_— -
si desume €0sw=—=——m senw= —\/2rx—x , quindi
r ,

r—x .
w== ang.cos —— , €ppero
r

r—x U
y=rr—r.ang.cos - +Varz—x? ,

che & la equazione cercata.

1l cerchio MCB ( fig. 25.) si muova toccando
la circonferenza ABF; senza strisciare lungo la
medesima; e rotando intorno al proprio centro C,
da B verso M: un punto M preso ad arbitrio
nella circonferenza mobile, descriverd una linea di
cui si cerca la equazione ? All’ origine del moto,
supponiamo che M si trovasse in 4. Supposto B
il punto dell’ attuale contatto tra le circonferenze
MB ed ABF, per la legge del movimento suppo-
sto sarda V'arco.4B=—arc.BM. Easendo O il centro
del circolo 4BF, si prendano per assi coordinati
ortogonali le rette O4x, Oy : poniamo O4=R,
CM—=—r, ang. AOC=w; e per il punto M siano
y=MP, x—OP. Avremo arc.AB=Rw=arc. MB—

r.ang.BCM, per cui ang.BCM = -B;-:) Se MD,
PGE sono perpendicolari ad OEDC , MG a PE,
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) ¢ Ro " Rw
avremo CD—rcos— , MD—=rsen — ,
« r r
OE=—=xcosw , DE=MG=—ysenw, PE=zsenew,
PG=—ycosw, e quindi ne vengono le due equazioni

OD=0OFE+-DE=xcos» + ysenw=0C~-CD=R4.r-- rcos—l-z-a-)-
_ r

MD—_:PE—Pszsenw—j.cosw:r.sen-I-{-t-o .
r

)
@
y = (R—4-r)senw — rsen (I_Z;_—_rm ), ;

le quali danno le coordinate di ogni punto della
curva cercata per mezzo dell’angolo w. Ma per ot-
tenere una equazione fra le sole coordinate x,y;
siccome da quelle formole (a) si desumono

Da queste si cavano

@ x=(R+r)cosw—rcos (R

R (R+r)+4r—x—y
o CFT arBtn)
@y Ry —r
ZCOSW=}y COS W == >R >

dovremo da esse eliminare I’ angolo w, e saremo

per tal modo con®otti ad una equazione trascen-

dente, ed alquanto complicata. Se perd il rapporto

~— & un numero intero, che chiamo m, sostituen-
/

do nella equazione nota

‘cosmw=(20sw)"—m(2c0swy™— ~}

-3
m(mz )(2cosw)"'—5...

il valore di cosm fornito dalla prima equazione (b)
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e quello di cosw, che facilmente si cava dalla se-
conda, saremo condotti ad una’ equazione finale
algebraica rispetto alle coordinate x, y , la quale
rappresentera la linea, di cui qui ci siamo occupati.

La geometria analitica ha un pregio sommo,
di cui superiormente abbiamo indicati diversi esem-
pii; ma che ci & d’ uopo mettere in pitt chiara
luce. Il geometra pud per essa figurarsi in un pia-
no quali e quante estensioni abbisognano, di qua-
lunque grandezza, situate in qualsivoglia maniera,
e senza il soccorso di alcuna figura, rappresentarle
colle loro equazioni, e per esse intraprendere la
risoluzione dei problemi che riguardano le esten-
sioni medesime, ed altre che da loro dipendono.
Eccone alcuni facili esempi.

Essendo dati due triangoli in uno stesso piano,
si debba trovare una retta, la quale divida I'area
dell’'uno e dell’altro secondo ragionigeometriche date?
Due lati del primo triangolo siano rappresentati dalle
equazioni y=Ax+B, y=Ax+B: la relta segan-
te incognita lo sia da y=A"x4-B". Si formi I'a-
rea del triangolo compreso da queste rette (Artic.
2. form. (13)) e si egnagli quella funzione al pro-
dotto dell’ area del primo triangolo dato, per il
coeficiente della ragione stabilita; e si avra una
equazione fra le incognite 4", B". Una seconda
equazione si conseguira considerando analogamente
il secondo triangolo, e per tal modo il problema
sara determinato.

Si voglia trovare una circonferenza, la quale
tocchi due rette date, e passi per un dato punto?
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éiano x=a, y=b le equazioni del punto; y=Ax-+ B,
y=A'x+F quellé delle rette date; (x-a)*+(y-6)=r
rappresenti la circonferenza, che si cerca, riferita
ad assi ortogonali. Affinché le perpendicolari con-
dotte dal centro x=a, y==F6 ad ognuna delle rette
date siano eguali al raggio r, dovranno essere (Ar-
Aa—}-B—-G’_ Aa}-B'—6 .
ViFA) VALY
perché la circonferenza passi per il punto dato
sard (a—a)* 4 (b—~€)*=r2, ed avremo cosi tre equa-
zioni fra le incognite «, € ed r.

Per determinare un cerchio, il quale sia tangente
tre cerchi dati; indico con x==a,, y==>b, le equa-
zioni del centro, con r, il' raggio di un cerchio
dato; con z==a,, y==b, il centro, con r, il raggio
del secondo cerchio; con x=—a;, y:ba ed r; il
centro ed il raggio del terzo. Siano x, y le coor-
dinate del centro della periferia cercata, z il suo
raggio, e supposti gli assi ortogonali, doyranno
essere (x—a,) +(r—0)=(z4r),
(r—a.)(r-b.)=@+r.), (x-as)’+(r-b:)’=(z+rs)?
le quali equazioni determinano i valori delle inco-
goite x, 7, z.

Date due linee rette si cerchi quella retta la qua-
le divide in due parti eguali I angolo compreso
dalle date? Siano y=Ax+ B, y=A'x+ B le equa-
zioni di queste rette , y —=ax -+ b rappresenti la
retta cercata. Le coordinate del punto comune
alle due prime (Artic. 2. form. 6) dovendo sod-
disfare la terza equazione avremo

tic. 2. form. 17)
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'AB' —A' B==a(B'— B) +-b(A—A')
e perché gli angoli compresi dalla retta cercata
con ognuna delle date siano eguali (Artic. 2. form.
7) dovra essere
a—A A’
14ad+(a+d)sene ~  14-ad +(a+A)sena

per cui avendosi due equazioni fra le incognite
a, b, determineremo la retta, che si cerca.
Si debba condurre per un dato punto una retta,
la quale seghi una circouferenza data, cosi che le
parti di quella retta esterna ed interna alla cir-
conferenza abbiano fra loro un dato rapporto geo-
metrico ? Sia x3 4 y*=r? I’ equazione della cir-
conferenza; y==o, xr=—a quelle del punto;
y=A|x—a) |’ equazione della retta, che si cerca.
Le ascisse del punti comuni a queste linee sono
le radici della equazione
x4 A*(x—a)* =x*(1+4*)—2xA*a+ A a>=r*,
per cui indicate le medesime con x', x’ avremo

2a4* A*a*—r?} )
———: e siccome

¢t

1 11
X+ =—xx=
- T 1347
X r'—a"
per le condizioni del problema la frazione -
a—x
deve avere un dato valore, che rappresento con

m , avremo x'(1+m)—x"=am,
T i L A o o i
T (m2) (147 T (m42)(1 4 47) ?
. A*a*—r? (m--2)* 4 —m*>
per cui - x'x” = T =a? ma)a
r*(m-2)>*—a*m?

(m4=2)*(a “——r’T )

e finalmente 4* —
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" Giova grandemente agli studiosi I'esercizio in-
torno simili problemi, procurando di cavarne i va-
lori delle incognite, costruirli, considerare tutte le
varie risoluzioni che generalmente si incentrano-,
esaminando-quali si riferiscano-al problema propo-
sto, quali a questioni puramente affini, in che
consista I'aflinita; e studiare i rapporti di- queste
varie risoluzioni, i quali sono il piu delle volte
degni di molta attenzione.

ARTICOLO V.

Trasformazione delle coordinate, e classificazione
delle linee.

La equazione fra coordinate rettilinee, che rap-
presenta la natura e la posizione di una curva,
pud essere algebraica di tale o tal altro ordine,
trascendente di questa o di quella specie. I molti
esempj addotti superiormente ne conducono a tale
conseguenza. Ma queste proprietd delle equazioni
dipendono dalla natura. delle linee da esse rappre-
sentate; ovvero dalla posizione degli assi coor-
dinati, o dall’ una e dall’altra causa insieme?
Onde togliere questo dubbio , supponiamo che
la equazione F{x, y)=o fra le coordinate x ed
7, rappresenti una linea riferita agli assi ¢oordi-
nati Ox, Oy (fig. 26). Preso nel piano xOy qua-
lunque punto O, e di la condotte due rette qualsi-
vogliane:O«', O'y’; proponiamoci di desumere dal=
la equazione F(x, y)=o, quella che rappresenta
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la stessa linea riportata agli assi coordinati O'x’,

Oy'. Siccome queste rette si suppongono date,
indichiamo con j__O/I b, x=0A=a le equa-
zioni della nuova origine O, e rappresennamo con
x.x, 2y, 7%,y gh angoh compresi fra Ox, Ox’;
Oy, O'x’; Ox, Oy'; Oy, Oy'; ed Angxy==a. Sia M
un punto della linea data, le coordinate prlmmve
di esso MP~—‘7, OP—x; e le coordinate relative ai
nuovi assi siano MP—y', O P—x'. 8i conducano
OH, PQ perpendlcolam ad MQPH; P R perpcn-
dicolare ad O'RH, e sara O'H—AP.cos(4P.O H)—

=(x—a)sena=0' R+ P Q=0 P .sen(x’y)+ MP sen(ry)
&' sen(x'y)=}-y'sen(y'y) ’

sena
e con analoga costruzione troveremo

‘ x'sen(x' x)-+y sen(y x)

sena

Posti questi valori dix edynella equazmne Flxyy=o
la risultante fra le coordinate &, 7 rappresenterh
la medesima linea riferita al nuovo sistema di assl
coordinati. Dunque, siccome x ed y sono funzioni
lineari di x', y', se la equazione Flx, )—*o ¢
algebraica rispetto a quelle coordinate, lo sarh an-
cora in riguardo a queste e dell’ ordine medesi~
mo: se poi quella equazione involge qualche fun-
zione trascendente di x, 7, la stessa trascendente
formata con ', ' si trovera ancora nella equa-
zione trasformata. Dunque la natura della funzione
F(x, y)=o0 dipende da quella della linea che essa
rappresenta, ¢ potremo a buon diritto classilicare

epperd (1) x—=a+

y=>b+
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le linee, dietro le loro equazioni, chiamando linee
algebraiche quelle, le di cui equazioni, fra coordi-
nate rettilinee , sono algebraiche per rispetto alle
medesime, e denonnnando linee trascendenti le al-
tre, le equazioni delle quali involgono una o pid
funzioni trascendenti delle coordinate. Le linee
algebraiche si distingueranno in ordini, chiaman-
dosi del primo ordine quelle, la coi equazione &
lineare per rispetto alle coordinate retulinee; del
second’ ordine le altre, le equazioni delle quali
contengono due dimensioni delle coordinate ; del
terz’ordine alloraquando si trovano tre dimensioni,
e cosi successivamente.

Il riportare un punto, una linea da uno od al-
tro sistema di assi coordinati, si chiama trasfor-
mare le coordinate: e cid si ottiene mediante le
formole (1) trovate superiormente.

Se si trasporta unicamente l'origine, senza cam-
biare la direzione degli assi, essendo gli angoli
xx'=yy'=0, xy'==yx'=a, le formole (1) si ridu-
cono alle seguenli (2) =x=atax', y=b+y"

Se i due assi primitivi Ox, Oy sono ortogonali,

siccome sena==1, sen(x’'y)==cos(x'x), sen(y’y)=cos(y'x),

ecc., le equazioni di trasformazione saranno

(38)  a==a+x'cos(x'x)-+y cos(y'x),

y=b+x'cos(xy)}-y cos(yy).

In certe ricerche speciali riescono utilissime
altre coordinate: cosi nell’ astronomia suole farsi
uso grandissimo delle coordinate polari; cioé si
immagina una retta Ox (fig. 23), in essa un pun-
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to O, intorno al quale, come centro, si suppone
descritta una circonferenza acb di raggio Oa=r.
Volendosi stabilire la posizione di un punto M,
si suppone dato I’ Ang.MOx=arc.ac misurato in
quella circonferenza mella direzione ach; e data
la lunghezza della retta OM. Il punto O si de-
nomina il polo, la retta Ox asse polare, 1’ arco ac
si chiama angolo polare, od anche anomalia ; e la
retta OM il raggio vettore. Essendo MP=y, OP=x
le coordinate del punto M, oblique dell’angolo.e,
supposti Ang. MOx=w, OM =r, nsolvendo i
iriangolo OMP , avremo Ie equazioni

r r. e
x—— sen(e—w), y==— senw , fra le coordinate
: sena Ssenee -

rettilinee e polari; cosicché ogniqualvolta si avrd
la equazione di una linea fra le coordinate x, 7,
colla sostituzione di quei valori, se ne dedurrd
immediatamente quella fra le coordinate polari o
ed r. Se poi 'ang.a=go’, le equazioni di trasfor-
mazione saranno y=—rsenw, X=Z=rcosv. '

Nel seguito dell’ opera ci si offrird occasione
per indicare altri generi di coordinate, ed il par-
tito, che da quelle possiamo ritrarre in circostan-
ge particolari.



s

" PARTE SECONDA

"ANALISI DELLE qt‘mVE ALGEBRAICHE.

Alloraché una questione ci ba condotti a con-
seguire la equazione di una o piu linee, che la
risolvono, bisogna descriverle , e scoprire le pro-
prietd, che si rifériscono alla questione medesima.
Se la linea & retta basta determinarne due punti;
se & una periferia circolare si trovano il centro
ed il raggio, nel modo che gid abbiamo indicato.
Intorno poi alle proprieta di tali estensioni ne in-
struisce la matematica elementare. Ma se la linea
¢ di natura pit complicata & d’vopo ricorrere ad
altri mezzi, che sono proprj alla geometria ana-
litica. Bisogna dapprima semplificare la equazione
quanto & possibile con una scelta opportuna di
assi coordinati; e con grande vantaggio colloche-
remo 1’ origine in certi punti, che si chiamano cen-
tri della curva, alloraquando esistono; e sard utile
il prendere per assi certe rette che si dicono dia-
metri, triametri, quadriametri ecc. Importera pure
grandemente il conoscere, se la linea abbia rami,
che si estendono all’infinito, o se tutta si raccol-
ga in uno spazio limitato, e giungeremo, per tale
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maniera a dissegnare la linea, e scoprire tutte le
particolarita, che presenta ovunque nel suo anda-
mento.

Prenderemo adunque a discorrere intorno ai
centri delle linee, ai loro diametri, triametri...; ai
rami infiniti ; alle tangenti, eec.; quindi dichiare-
remo con varj esempj, come in ogni caso si per-
venga a delineare una curva in tutta la sua esten-
sione. :

ARTICOLO L
Nozioni preliminari.

Si rappresenti col simbolo E(x,y) un poli-
nomio algebraico razionale intero per rispetto a
due quantita x ed y. Se queste quantith indicano
le coordinate rettilinee di un punto appartenente
ad una linea algebraica, la equazione di questa,
ordinata rispetto alle coordinate; cioé liberata da-
gli irrazionali e dalle frazioni, che involgono le
coordinate medesime; assumera la forma E(x,y)=0.

Si indichino con

(“) a,, a; b,, bn b.; ¢os €15 € C35enne
delle quantita costanti; si suppongano
6) ax+a,=P,; bx*+bx4b=P.;
c 3 tc.xr 4-c,xdc;—Ps,. ...
sia m il grado rispetto ad x, y del polinomio
E(x,y), ed ordinando questo polinomio in riguar-
do alla y, il risultato avrd la forma che segue
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&) Ex, y)=ym+Pym'+ Dym34-Pym 3+. et

; ceere e Py Py
ove P,, coeficiente di ™!, non potra contenere
potenze di x superiori alla prima, P, non conter-
Th potenze maggiori della seconda, ecc;; P potrd
esserd al pid ‘del :grado. m per rispetlo ‘all’ ascissa
x:-La semma dei termini di tutti i polinomj 2,, P,,
Py oo P insiéme’,  eguaglierd ~la somma della
progressione aritmetica 24-344--..... 4 (m~-1),
epperd il numero dei termini della equazione
E(x, y)—o sara al phi éspresse da '

(m—+1)

124344, ... - (m41)= -

poi il coeficiente del primo termine y™ & I'unita,
cosi il numero dei coeficienti (2), ciod dei cosi
detti parametri della equazione, sard
(m—+ 1)(m+2)_~1_m(m-l-3)
2

2

Ym—-2 .
). Siccome

Da cid si rileva, che se nel piano di due assi
coordinati vi fossero pil punti in numero eguale

ad M, potremo condurre per essi una sola
linea algebraica dell’ ordine (). Poich¢, indicata
con E(x, y)=o0 la equazione deila linea, se ad x, y
sostituiremo i valori, che corrispondono ad uno dei
" punti dati, quella equazione] dovra essere verifi-
cata: sostituendo ad x, y i valori che corrispon-

dono ad un secondo punto, ad un terzo,...; si

m(m~-3)
2

avranno equazioni fra altrettante inco-
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gnite lineari a,, a,; b,, b, b,...........; me-
diante le quali equazioni potremo determinare
i valori di queste quantith, per cui verrd ad es-
sere compiutamente data la funzione E(x,y), e
quindi la linea che passa per ognuno dei punti dati.

La equazione L{x, y)=—o pud presentarsi sotto
un’ altra forma : notiamo, che si trovano in essa
pitt termini, ognuno dei quali ha la dimensione m
per rispetto alle coordinate x, y; il loro aggre-
gato forma il polinomio seguente y™-+a,xy™'-+-
+b,x?ym2 4 adym34-.... il di cui ultimo termine
conterrd ™, ed il numero dei termini & evidente-
mente eguale ad m+1. Nella stessa equazione vi
sono pil termini della dimensione m—r, Paggre-
gato dei quali si & aym'+bxym2rq-c,x?y™3 4.
ove I’ ultimo conterrdh x™!, ed il loro numero &
eguale ad m. Vi sono poi nella stessa equazione
m—1 termini della dimensione m-—2, altri m—2
della dimensione m—3, ecc. ed un unico termine
che non contiene a, y; cio¢ della dimensione zero.
Rappresentato col simbolo I, il primo polinomio
omogenco rispetto alle coordinate wx, y, e del gra-
do m; con [y, il polinomio omogeneo del grado
m—r1; con I, quello del grado m—2,...., con
F, quello del grado zero, la equazione della linea
algebraica assumerd la forma seguente
@) Ee, y)=Ln4Frod-T s+ Frpzdet-Fntond

vt L4 F 4 F,=—0
Sia H=dA yrd-A yrix+d yn2x* + Ay i+
oAy xyni 4 4,2 un polinomio omogeneo ri-
spetto alle quantita z, y, e dell’ ordine n. Se di



86

questo polinomio prenderemo la derivata rispetto
ad 7, il risultato sard

nd yv'-(n-1)4 y-2x-p(n-2)4 y3x2 . Ay 2
che & un polinomio omogeneo rispetto ad x, 7, e
del grado n—i1. La derivata di # presa rispetto
ad x sarh A y"idadyre+34dyrixt ...l
..... +(n-1)dp1yx*2+nAdx™?, cioé ancora un po-
linomio omogeneo del grado n—1. Se I’ uno o
I’ altro di questi risultati si derivasse nuovamente
rispetto ad xr, ovvero ad y, si avranno ancora dei
polinomj omogenei del grado n—a2: e ripetuta tale
operazione successivamente un numero di volte
che indico con r<n, il risultato sara un polino-
mio omogeneo del grado n—r. Siccome ne abbi-
sognera pil volte in appresso di considerare e
rappresentare tali derivate, conveniamo di indicare
d’ ora in avanti colla scrittura H, , la derivata
del polinomio H presa r volte rispetto alla varia-
bile x, s volte rispetto ad y, e divisa per il pro-
dotto 1.2.3. .rxr.2...s. Il simbolo H, , indichera
la derivata di H presar volte rispetto ad x, zero
volte rispetto ad y, e divisa per 1.23...r; e con
H, , si indichera la derivata di H presa s volte
rispetto ad y, zero volte rispetto ad x, e divisa
per 1.23...5.

La equazione () ne indica, che se dal polinomio
E(z, y) si caverd la funzione E, ,, questa sard del
grado m—r—s, da che tale & il grado, a cui si
riduce il polinomio F,, della dimensione maggiore.

Fingiamo, che nel polinomio E{x,y) si debba-
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po sostituire & =a-+¢t, y=b-}-u , sviluppare tutte
le potenze ed i prodotti- di quei binomj, quindi
ordinare il risultato per rispetto alle potenze di ¢
e di u. Tali operazioni si potranno eseguire col-
I’ordine seguente. Poniamo dapprima z=—a-+¢ nel
polinomio E{x, y), lasciando intattz’z la y. II risul-
tato Efa-+t,y) considerato rispetto al binomio
a-t & una funzione algebraica razionale intera di
esso, e supposto E(a+t, y)=Fla+1), siccome

Fla-ty—=F(a)+tF (a)+* F,(a)+ ...+ t"F, n(@) % Fin ()

ove F,(a) indica la derivata di F(a)=Ela, y) presa
n volte rispetto ad a, e divisa per 1.2.3...n; cioé
F(a)=E,,o(a, y), avremo percid

Efa+t, y)—FE(a, y)tE,, ola, y)+t*E, ola, y)+ . . ...

ere FE, ola, y)+ oo+t Endayy),

il secondo membro della quale equazione non &
altro che il primo, in cui sono sviluppate tutte le
potenze del binomio a1, e si sono ordinati 1 ter-
mini secondo le potenze ascendenti della £ mede-
sima. Dunque se in quclla equazione porremo
y=>b-+u ne verrd (¢)

Efa+t, b}uy—FE(a, b}-u)+tE,, ofa, b-t-u)+t*Es, ofa, b+ u)+....

..... +-22E,, o(a, b+u)4t-tmEpyola, b4-u)
Notiamo ora, che Ea, b+4u); E, (a, b+u)....... .
E, oa, b+u)..... sono funzioni algehraiche razio-

nali intere rispetto al binomio b+, e siccome
qualunque simile funzione

F O+ =Ab)4-uf\(b)+ufo(b)+ et U fr(b) 4 - oo

avremo quindi

E(a, b+u)=E(a, b)+uE, \(a, b)+u*Eo, o(a, b)+wEo, 3(a,b)4

...... +unEopmla, b)



E,, o(a, bt u)y=B,,oa, ))+uE,, (d, b)+u*E, o(a, H+w°E, 3(a, b)+-

En, :o(d, b"'ll):Ea, o(ld,v b)—]-lth, :(d, b)—l—ll’.Eg’ ,(a, b)+...

... . * 4 e 6 ¢ & v e s e e s e

b

E,, o((l, b+u);En, ofa, b)+uEn, 1@, b)4-u By, 5(a, b)+-....

......

s s .
L I T T S S, s e ¢ o s s o . .
. o .

per cui sostitujti questi sviluppi nella equazione (),
ordmatp il risultamento rispetto alle potenze cre-
scenti delle quantitd z, £, avremo

Elu+t, b uy—=FE+ J¢E, o+qu‘ 34§22 2,0-+utE,, R I e

()

+ gt’E3’ o+t’uEQ, 1 +tu2E|’ Q+u3 o, 3; s TR
Dk, ot uE,,-,,,+t""u°E,,.2,n+....+u"Eo nt 4+

ooooooo
® o & e 4 o o s . s
oooooooo
« s s .

+§tmEm,o+tm'§UE _,,.+tm-2u=Em.,,,+....+u’" OM§
ove abbiamo posto unicamente E invece di E(a,’b);
E,, in luogo di E, oa, b), ecc. ecc. I termini scrit-
ti fra le parentesi . sono omogenei rispetto alle
quantitd x, ¢, e di dimensioni crescenti dell’ unita
dall’ uno all’ altro che gli succede a destra: essi
presentano una legge facile a ritenersi a memoria,
da che il termine di n dimensioni contiene nel
primo termine la quantith ¢ aggiunta ad a nel va-
lore di x, elevata alla potenza n, cioé #, molti-
plicato per la derivata di Ea, b) rispetto ad a n
volte, divisa per 1.2...n; vengono di poi termini

~moltiplicati per #-1u, ;242 ed i loro coefi-

cienti sono le derivate del polinomio E(a, b) prese
tante volte rispetto ad a quante unitd si trovano
nell’esponente di ¢, poi rispetto a & tante volte
qfxant’ ¢ indicato dall’ esponente di #, quindi di-
lea per T'l solito prodotto numerico.

4@ maggiore dimeusione rispetto ad z e ¢ di

'''''
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quel polinomio (¢) & la m esima, da che i termini
di E(x,y) che contengono x™, y™ ne danno al-
tri . contenenti #» ed wm. I polinomj Eo; Eo
considerati rispetto alle quantitd a, b sono del
grado m—r1 ; i polinomj E, o; Ei,1; Eo, 2 sono del
grado m—2; ecc.; i coeficienti di quel termine
che contiene n dimensioni rispetto ad z e ¢ sono
di m—n dimensioni relativamente ad a, b: e l'ul-
timo termine ha tutti i coeficienti delle varie po-
tenze di u, ¢t della dimensione m—m=—o, cio&
quei coeficienti non contengono traccia di a e di
b: il termine penultimo & lineare rispetto ad a, b:
il terz’ ultimo contiene due dimensioni, ecc.

Qualunque volla ne abbisognasse di riferire la
curva E(x, y)=o ad un nuovo sistema di assi coor-
dinati, conseguiremo l'intento col mezzo delle for-
mole ottenute nel 5.° Articolo della prima parte,
epperd Dbasterd mettere nella equazione (g)

; x'senlx’y) 4y sen(x'y) x'sen(x’ x)+y'senly’ x)
= U=
senx ’ senx

Supponiamo, che per un punto dato dalle equa-
zioni x—a, y=—b sia condotta nel piano della cur-
va E(x, y)=o una linea retta , I’ equazione della
quale sia y—b==h(xx—a), e proponiamoci di tro-
vare in .quanti e quali punti quelle linee vengono
ad incontrarsi. Siccome le coordinate dei punti
comuni devono rendere E(x, y)—o ed y=b~+hix-a);
posto questo valore di y nella prima equazione ne
viene, che le ascisse x dei detti punti devono ren-
dere E(xx, b+ h(x—a))=o0. Dunque, ordinata e sciol-
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ta tale equazionc rispetto all’incognita x, fornird

i valori delle ascisse dei punti cercati; le ordinate
dei quali si avranno sostituendo quei valori della
x nella equazione y—b-4-h(x—a). Ma la stessa ri-
cerca si pud instituire con allro metodo. Immagi-
no nella retta y—b-+A(x—a) un punto comune
ad essa ed alla curva E(x, y)=o: sia/la lunghez-
za della parte compresa fra il punto x—a, y=>b
e quell'incontro; le coordinate del quale (Parte I
Artic. IL N. 5} saranno date dalle equazioni

x—=a+ y y=>b4 :

Vitahcomihe | Vit ahoosthe

Se ora porremo nella equazione E(x,y)=o questi
valori di x e di y, la risultante conterrd 1" inco-
gnita I, epperd fornird i valori di tutte le parti
della retta y—b — A(x—a) comprese fra 1l punto

x==a, y=>0 e la curva. Ad agevolare la sostitu-
)

zione, poniamo =t, per cui x=a-f,

Vi t-2hcosa-}-h3
ed y=b-}-Aht, ed il risultato, che si avrd dalla equa-
zione (g), ossia E(a-+t, b+u)=o, ponendovi u=ht,
sara
EAft§E, o V-hEo, 1} +t* {Es) o+ hE\ 1+ k> Eo, 2} ...
(1) +tmV By, oV 1+ Ep3 oo bh™ B ey
A+ B ot hEp 12 Egg g ... .. ~hmEom}—o
Questa equazione fornisce generalmente m valori
di ¢, quindi altrettante coppie di coordinate x=a--¢,
==b-+-ht; onde ne segue, che una retta pud incon-
trare una linea algebraica dell’ordine /m in altret-

g1
tanti punti: e se il loro numero ¢ minore di m,
attese le] radici immaginarie, lo sara di un nu-

mero pari di unith.
Essendo m pari, potra il parametro % avere

grandezza tale, che la equazione (1) non ammette
radici reali, epperd la retta y—b=nh(x—a) in tal
caso non incontrerebbe la curva; ma se m & dis-
pari qualunque retta tracciata nel piano coordis
nato incontra la linea in un punto almeno.

Il prodotto delle radici della equazione (1) &
rappresentato dalla formola

(—1)"E(a, b)
Em,o+hEm-|,l+kaEm a, 2+--~-+hmEo,m
epperd il prodotto delle rette /, le quali indico con
1,0, 10... Iy sara
m

111 L— (—1)"Ela, b). (1-}¢-2kcosa-}-h?*)7

T ¥ M B L)
Se per lo stesso punto x=a, y=>b condurremo
un’ altra retta j-—b:k(x—a), e rappresenteremo
conL,,L,,L;...Ly le parti di essa intercette fra
quel punto x=a, y=b e la curva, sara il prodotto

—1)m. E(a, b)(1 +2kcosa+k‘)"_;'
L L -uLm= ( l)
L.L.Ls E,,,,o-i-kEm.,,l+....+k"‘Eo,,,.

e per conseguenza

11050 _{E,,,,o-{-hE,,..,,,+...+kmEo,,,,§(x-{-zkcosa-l—k")%

L‘-L;-L3-.-Lm -

Ma il secondo membro di questa equazione non
contiene traccia delle coordinate x=a, y=b;

§EmotkEms, it k@ Eo m § (14 2hcosa—+k) 3
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gunque nSe nel piano di una curva algebraica si
nconducono da qualunque punto due linee rette se-
»ncondo direzioni stabilite ad arbitrio, il prodotto
ndelle parti di una retta comprese fra il detto punto
»e la curva, sta al prodotto delle parti analoghe cor-
»rispondenti alla seconda retta, in una ragione
»geometrica costante; la quale cio¢ non varia do-
»vunque si assuma il punto nominato.
Non entro a discutere le eccezioni del teorema ,
le quali in questo luogo sarebbero intempestive.
Se in un medesimo piano esistono due linee
algebraiche, 1'una delle quali sia rappresentata da
una equazione E(x, y)=o 'dell’ ordine m, 1’ altra da
una equazione e(x, y)=o del grado n, volendosi
conoscere in quali punti quelle linee si segano,
siccome le coordinate dej punti comuni sono tutte
ed unicamente quelle, le quali rendono soddisfatte
nello stesso tempo le due equazioni E(x, y)—o,
e(x, y)=o, dovremo percio risolverle entrambe ri-
spetto alle incognite x, y, ed ogni coppia di valori
corrispondenti determinera uno dei punticercati:ma
il numero di quelle coppie & generalmente rappre-
sentato dal prodotto m.n; percio altrettanti potran-
no essere i punti, in cui quelle linee si incontrano.
Dunque, sebbene allorach¢ sono dati piu punti,

m(m+3)

il numero dei quali sia — , la linea algebraica
2

dell’ ordine m, che li congiunge, sia generalmente
determinata ; pure quei punti potranno talvolta
essere cosi disposti, che possano condursi per essi
pit linee d’ordine eguale, ed anche maggiore di
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m, mentre due linee, i gradi delle quali sono in-
dicati dai numeri m, n possono avere un numero
R T S . "1+3 .
mn'di punti comuni, e se n>—— si ha ancora
AR 2

mn>m(n;+ 3).

ARTICOLO IL
Del Centro.

Siccome il coeficiente di £ nella equazione (1)
ordinata rispetto a ¢, rappresenta la somma delle
radici della equazione medesima, ne segue che
se tale coeficiente sarhd nullo lo sara ancora la
somma di quelle radici, e per conseguenza avremo
L+l +10... -+Ils=0. Dunque alcune di queste
quantithd saranno positive ed altre negative , cioé
le parti della retta y—b==l(x—a) comprese fra il
punto x=a, y==>b e la curva hanno direzioni op-
posle rispetto a questo punto (Art. 2. Par. L N. 5.),
e la somma di quelle dirette da una banda eguaglia
la somma delle altre. Essendo in tal caso
Epot-lEpa,+..... + hm B
Em,o -+ /LE,n-—l,l +..-..+IL’"E0,,,.
ralmente (‘P) En-x,o -+ Em-'-a,l e A B i =0.
Se-questa equazione (f) sussiste indipendentemen-
te dalla %, saranno

== o sara gene-

(2) Em-1j0 =0, Ep,,, =0, Ep_33=0,... Eoyn... =0,
tutte le rette che passano per il punto x =a,
y =0 avranno la stessa proprietd, e quel punto
si chiama centro della curva.
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Dunque »1l centro di una curva & un punto;
» per il quale condotta una retta qualunque, la
» somma delle parti di essa comprese fra quel
» centro e la curva, e che si diriggono da una
» parte per Tispetto al punto medesimo, eguaglia
» la somma delle parti analoghe, che hanno dire-
» zione opposta.

1 valori delle coordinate z=a , y==b che de-
terminano il centro vengono forniti dalle equazioni
(2), ma essendo il loro numero maggiore di quello
delle incognite @, b ne derivano varie relazioni
fra i parametri della curva, le quali dovranno ve-
rificarsi per se stesse qualunque volta esista centro.

Esempio primo. Supponiamo
(A) E(x.y) = Ay*+2Bxy+Cx® taDyA2Ex+F,
cosicché la equazione E(x,y)==o0 rappresenti una
linea del secondo ordine. Avremo

E(a,b)=Ab* + 2Bab+ Ca =2Dbs-2Eat+F,
E, o =2Bb+ 2Ca+ 2E, Ey ,—24b+ 2Ba+-2D,
e se esiste centro le coordinate x==a, y=b del
medesimo dovranno soddisfare alle equazioni (2)
le quali nel caso presente sono

E, o=o0, E,y=s0, ossiano
Bb4-Ca +E=o0, Ab 4 Ba--D=o.

Eliminando da queste equazioni la b poi la a ne
vengono le due seguenti

(B*~A4C)a-+(BD--AE)=o, (B*--AC)b+(BE--DC)=s
le quali generalmente danno i valori delle inco-
gnite a, b; ma se B* e—=AC==0 quelle equazioni,
o sono erronee, ovvero identiche se BD—A4E=o,
BE—DC=o. Per comprendere a che si riduca la

9%

curva, quando sussistono queste tre equazioni, no-
tiamo primamente, che due qualsivogliano di esse
traggono necessariamente la terza: da che elimi-
nata 4 dalle B*—A4C=—o0, BD—A4E=o0 ne viene
B» BD B .

= =5 ossia BE—DC=o. Sussistendo queste
equazioni la E(z;y)=o moltiplicata per C si riduce ad
ACy*+aBCxy + C*x* + 2DCy 4 2ECx - CF =
= B*y*+2BCxy+C*x*+2BEy+ 2CExr+ CF=
= (By + Cz)* + 2E (By + Cx) + FC=o: dalla
quale , sciolta rispetto al binomio By + Cx, ne

R

vengono By+ Cx=—E + VE*—CF, epperd
E(xJ) =

1 S ————]
E}By-ﬁ-Cx-f E-}-\{E"-CF{ 337+C.r+E- VE ’-CF\=0
che & una equazione complessa equivalente alle
due By+4-Cx+E+ VE*—CF=o,
By4-Cx +E— yE* —CF=o0
epperd non rappresenta gia una linea del second’or-
dine, ma il sistema di due linee rette. Dunque,
allorché la equazione (A) si riferisce ad una vera
linea del secondo ordine , se B*—A4C=o0, quella
linea ¢ priva di centro. Ma non verificandosi que-
sta equazione, esisterd centro, le coordinate del
quale saranno
AE—BD —p— DC—BE
B —A4c’ ) = T Br—4C’

®) z=a=




% Esempio secondo. La emiow&fk;f);:omp-
presenti una linea del terzoordine; sia ciod
Efx, y)=Ar*4-3By*z+3Cyx* +D:e34—Ej‘+

- YaFxyt-Gx* +Hy+Kx4L=o" :
ove A, B, C....L sono i parametri della equa-
zione. Siccome
E(a b)_.db3+ 3Bb*a-}-3Cba?®+ Da’4-Eb? +2Fab+

+Ga*+ Hb+ Ka-}-L .
E, =3Bb*4-6.Cba+-3Da* +3Fb+2Ga+K~;’*'?»’
Eo, \=34b3+6Bab+3Ca*+2EbfaFa+H
E, 0=3(Cb+Da)+G; E,, _S(BMCa)+nF
E,, ;=3(Ab+ Ba)+-E
le equazioni del centro sono le tre seguenu
(@) Cb+Da+'/sG=o, Bb+ Cat/iF=o ,
Ab}-Ba-/sE=o0 -

Supponendo, che nessuno dei coeficienti A B C 'D

sia nullo, dalle ultime dueé equazmm si cavano -
(B*—4C)b+[(FB—EC)=o0,
(B* — AC)a+[s(BE—AF)=o0
da cui tratti i valori di a, b e posti nella prima
ne deriva la seguente condizione
(B*—A4C)G+(EC—BF)C+(AF—BE)D=o0
Se fosse B>—~AC=o i valori di a, b sarebbero
infiniti, epperd non esisterebbe centro: ma se colla
equazione B*—!4C=—o sussistesse ancora I’ altra
FB—EC—o, da cui eliminando C, ne deriva
AF—BE—o0, in tal caso le due equazioni, dalle
quali abbiamo desunti i valori di a, b diventano
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identiche eppero dovremo combindre I prima:
delle equazxom (a) colla seconda, d’ cmde si cavanb’

{(4D—BC)b+ r/,(DE—-BG)_.o ‘;
(@-—Bc)a-g- §(4G—EC)=a.

Queste equazmm insegnano , che nel caso preq
sente la linea sara dotata di centro ) purché

non sia AD—BC==0. Se poi in un con quésta
equaznohé $i ha ancora AG-— EC'::o, epperb

AD - AG
C_ % =% vale a dlre DE—-BG..__Q,

parebbe, che ogni: ptmto del piano xy fosse un
centro della curva: ma in queste 1potes1 le tre
equazxom (&) sono 1dent1che eppero sé-le coor-
dinate x+=a, y==b avranno fra loro la .relazione
Ab+ Ba+/;E=o , c1oé se il punto ‘rappresentato
zione Ay~+Bx-+sE=o, quel. punto ‘sarh un cen—
tro -della : :curva. Dunque le linee del terzo ordme
rappresentate dalla. equaziene, E(.r, =0, fra i cui
parametri regnano le . relazioni B*— 4C=o0,,
AF—BE—=o0, AD—BC=q, A4 G—EC._o, ., hanno
infiniti centri, i "quali sono tutti i punti della retta

B E
=g e la equazione E(x,y)=o coll’e-

liminare C, D, G, F si riduce ad
(dy+Bx)*~-E(Ady+-Bx)*+AH(Ady4-Bx)4=
A(AK—BH)x+A4*L=o0
Se i valori di /, che corrispondono al centro

di una linea algebraica fossero due a due eguali
e di segno opposto, quel punto sarebbe analogo

7



3@ centra della periferia circolare: ma se i valori
di. I godong di questa proprietd, vale lo stesso per
le radici ¢ della equaznone (1) (Artic. L), la qua-
le 'sara di grado pari, e sussisteranno tutte le
equazioni che si oltengono egua»ghaxﬁ)‘ a zero i
éoeficienti di gmr, w3, w5 o, ciod ‘
Em—l,o+’lEm-n,l+h Em~3,n+- oot hm"Eo m’l__o,t"
Em3, o-t-hEm g =-h? E,,..s,g-l-. c e e en e 50
Enso+hEne, b Enga . - oo o oo oo 0
ecc. - ecc. ecc. ecc.
le quali, dovendo aver luogo qualunque sia il vae
lor.e di ll:, orniscono tutte le seguenti
»,Eu-l,o«-.-og Em-z,x-—-o En3,27=0 4000, <o Eom1==0
' Bn3je==0iy Em.41==0, E,,,.s,,;ﬂ) Caeee e
‘E,,..‘s,o—-o, E,..s,l_...o, I N
-4 P A
Algiine di esse darating’ i%valori delle coordinate
&, b del centrn, ed avremo poi molte relazmm fra
i pa‘ramem della equazione : E(.z' y)==0, le quali
tatte” dovrahna esser vere per st qualunque volta
esistd’ per la linea un ben{tro di quella natura. °

PO T

'ARTICOLO 1.
Det diametri , tnamem ecc.

Se & nullo il coeﬁcrente nel secondo termine
della equazione (1) ordinata, vale a dire

Enun,o+hEm-a,x+’1 Em—3,n+ +Il”' 'Eo,u-x
Em + hEm-l T + h"‘Eo,m
il punto x=a, y=b & talmente situato nella linea
retta j——b"’h(:r—-—a), che la somma delle rette
L L e lg=0.
QueHa equazione in genu'ale trae con se laseguente
(3) E 1,0+ b En b En3ate .. F-hmiEgmy =0,
e siccome En o, Ena,: ,...sono funzioni lineari
delle coordinate a, b; la equazione (3) ordinata
nspetto ‘a queste coordinate assumera la forma.
‘@) b.P+a. Q+R_—Q,
ove P, Q, R rappresentano funzioni intere di &
e dei parametri della equamone L'fx,y)——o Fin-
giamo ora, che nel plano xy si prenda un nuovo
punto x=da', y==b'; per ‘esso si conduca la paral-
lela alla linea retta y—b=h(x — a), la equazione
della quale sarh y—¥ ==h(x—a/). Per trovare le
parti di questa retta compreSG fra il punto x=d,
y=b" e la curva E(z,;y)=o0, le quali parti indico
con L,, L,,j L;....L,, basterA cambiare nella
equazione (1) @ in &, b in &, e risolverc la equa;-
zione ottenuta. Aflinche sia

LAL 4.t Ln=o,
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anche per questa seconda retta, dovrd verificarsi
la equazione (3), ossia la (&), cambiandovi a in a’,
bin b'; cioé le coordinate x=d, y=¥' dovranno
rendere (b) # P4~a.Q~+ A==0. Dunque il punto
x=a, y=>b della retta y—b—h(x—a) per il quale
Lt intelnt=0; il punto d=a’, y-'*b della
retia panallnla Fi-b'==h(x-—a') pexcui -

e L A o -I-L.i._- o

e smnh, sx trovano nella lmea rattq rappresentata
dalla gquazione. yP-]-—xQ-g—R SO oty U

Dx quj ne segue, che » Se nel piano q ana
» linea algef)rmca si traccmnp quante rette 'si vo-
” gliano tutte pamllele fra Ioro ; e con gualungue
” du'ezxone, esiste un’ altra retta, lq quale divide
» ognuna di quelle, cosi che la somma delle. parﬁ
» di. ciascuna parallela comprege fra la curva ¢
» quella retta, e che si diriggono da una parte
5 ‘della retta medesima, eguaglia la somma delle
» parti che hanno. du‘ezloue opposta.

Alloraché m=12, epperb ancl}e i valori d1 I s0-
no due soltanto la retta (3) si chiama diametro
corrwpondenw alle .corde parallele alla retta y=hx.
'Se m=3, e per conseguenza sono tre soli anche
i valori di /, la retta (3) si Ghiamera triame-
tro; se m=4 la retta (3) rappresenta un quadria-
metra €c. ec. :
~ Se la curva & dotata di centro. le coordinate di
questo punto rendono soddlsfatte tutte le equazio-
ni (2) dell’Articolo antecedente. Dunque le stesse
coordinate sostituite nella equazmne (3) in luogo
di a, b la rendono pure soddisfatta, qualunque sia

rol
il valore di %, per cui » Se una linea algebraica
» & dotata di centro, per esso passano tutti i dia-
» metri, triametri ecc. della medesima,
Esempio primo, Considerfamo una linea alge-
braica del secondo ordine, sia eciod
E(w,]’)z_’{lf' + 2Bxy 4 Cx>4-2Dyre2Ex - F
La equazione (3) sar} la seguente E, o} hE. =0
la quale rappresenta il diametro corrispondente
alle corde parallele alla retta y==Phx. Sostituiti i
valori di Ei,, E,r, ottenuti nell’ esempio primo
dell’ Articolo antecedente si ha
E,o4hE, ==2(Bb-4-Ca-}-E){-2h( Ab}Ba+ D)=o,
ossia cambiate a in x, b in y, sard
(C) yB+4h)y+ x(C+ Bh)y+4-E+4-Dh==o
I’ equazione del diametro corrispondente alle cor-
de parallele alla retta y=ha.
Se la linea & dotata di centro qualunque diametro
passa per questo _punte_; ma se ne & priva, per cui
B*—AC=o, la equazione del diametro essendo
_ C +Bh E+-Dh
ST T B ar T Byan’
C+-Bh AC-I—ABh B’—l—/!Bk B(B+/!h)
B+3.4_h A(B+4-A4h) A(B-l—/lk) AByA4h) 4
il coeficiente della x nella equazione del diametro
& indipendente dalla %, ciod la direzione di esso
non varia passando da mno ad altro sisterna di
corde , epperd » I diametri ‘delle linee del ‘secon-
» do ordine prive! dr”cantro sono tutti paralleli
» fra loro. :
-~ Nella periferia circolare ogni diametro & pers

— —
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pendicolare alle corde, che vengono da esso divise

in due parti eguali; ma nelle linee del second’or-

dine le corde ed i diametri corrispondenti sono

fra loro diversamente inclinati. Diffatti chiamata

(n) la retta y=hx, (r) il diametro

__C+DBh E+Dh
Ldh™ B4k’

ed « I angolo degli assi coordinati (formola (7)

Artic.’ a. Parte L), avremo

C4-Bh
(Il -+ m) sena

(P) tmelrr= 1—h ————-C+Bh -+ (71— C———+ Bh)cosa B
B+-dk DBA-Ah
_ (4h*4-2Bh4-C)sene
 h(dcosa—B)+h(4d—C)-B—Ccosz.
il valore della quale funzione varia col parametro
k, come abbiamo asserito.

Affinché un diametro sia perpendicolare alle
corde che ad esso corrispondono, dovrd essere
tang(rr') ="/, ossia

h*(4 cose—B) + k(A —C) + B— Ccosa=0

-epperd (E) .
B — —(A-C)xv §(4-C)*--4(Acosa—B)B~Ccosa)
- a(Acosa—DB)

e siccome (C— A)— f(Acosa— B)(B— Ccosa)==
=(C—dy* + 4B — 4B(4 4 C)cosa+ 4AC.cos*a =
={(4+C)cosa-2B}*~+(A4-C)-{(A+Cy-4AC} cos*a==
={(4 +C)cosa—aB}* +(4—C)sen’a la quantita,
che nel valore di %4 ¢ sottoposta al vincolo radi-
cale & positiva, epperd quei due valori sono reali.
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Indicati questi valori con k,, h, siccome -

C C—A " B—Ccosz CL
h,+h, = Tooii k.h.:-jm , se ne de-
(4d—C)cosa

== (’l.+h,)£08¢, c‘Oé

Acosa—B "~
1k, k4 (B, }h)cosa==0 ;

per cui i duc parametri k., k. corrispondono a due

lince rette perpendicolari fra loro (Par. 1. Artic.

a. form. g ). Se la linea del second’ ordine & do-

tata di centro , essendo B?=AC, la condizione

la quale il diamet Lo _E+Dh
per a quile L amelro y:—-:;x B+dh

duce 14-hk,—

" perpendicolare alle corde parallele alla retta y=hx

¢ indicata dalla equazione

r——/z-g + (h—--g)cosclz=o (form. g citata)
epperd dovra essere A —_-_-;-{:E;—cggz da tutto cid
——

ne vicne che » Per ogni linea del secondo ordine
» dotata di centro esistono due diametri, ognuno
» dei quali & normale alle corde che ad esso cor-
» rispondono; e questi diametri, cui ordinaria-
» mente si di il nome di assi, sono perpendico-
» lari fra loro. ‘Ma le linee prive di centro am-
» mettono un asse solo.

Immaginiamo il sistema di corde parallele alla
retta (r) y==hx ed il diametro, che ad esse corri-
sponde , la cui equazione si &
~ C4-Bh  E+Dkh
Bydr" " ByAk'

Wr=+
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Per un. altro sistema di corde parallele alla retta

(s) y__hx, la.equazione del diametro sarebbe
- C +Bh’ ~E+DR
LS Ay ool vy
Se "queste seconde corde fossero parallele al dia-
gid:’ e per il dia-
metro comspondente sarebbe
C+-Bh ‘
. C+Bh’ L C—BB+Ah __h4C—B)
:;B-l-dh B AC-I-Bh -~ B—A4C
B4k

purch¢ non sia B—AC—=o, percid la retta (s) &
parallela alla (1) e siamo quindi condotti a questa
consegnenza. S’i unmaglm un sistema di corde pa-
rallele applicate in una linea del secondo ordine
ed il diametro, che ad esse corrisponde: da quanto
sopra rileva, che le corde parallele a questo dia-
metro sono divise per meth da una retta parallela
alle corde del primo sistema; epperd » Ad ogni
» diametro di una linea del second’ ordine, dotata
» di centro, un altro ne corrisponde, che dicesi
» il conjugato, tale che le corde parallele ad ognu-
» no di essi sono divise in due parti eguali dal-
» I’ altro diametro. ,
.~ » Nelle linee del second’ ordine prive di centro
» non esistono diametri conjugati, essendo queste
» rette tutte parallele fra loro. .

Mediante la equazione (1) del primo Articolo
possiamo determinare la lunghezza di qualunque

metro (') avressimo A=

=h,

. percio sara
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semidiametro corrispondente ad una linea del se-
cond’ ordine dotata di centro. Infatti essendo x—a,
y=b le equazioni del centro, y—b==h(x—a) quel-
la di un diametro, la equazione (1) nel caso attuale
sara E+t§ E\othEo } 412§ B o+hE, 4k Eg 2} =o,
e siccome in conseguenza dei valori di a, & tro-
vati nell’ (Artic. 2. Esempio 1.) E,o=0, E,=s0
resta E+¢{E,o+hE 4hE }=0,
ma E,,=C, E,,=B, E,=4, e
E(a,})=b(4b+Bat-Dy+a(Ca+Bb+-By(Db+-Ea F)=
=§ E,, -2 ; E, o+ (Db+Ea4-F)=Db-+Ea+ F =

DC—BE AE—DB

=Dg—ZctEps—gct+F=
__ AE+CD +FB=—:DBE——-AFC _
= B—AC ;

(b 2Bk + C)t'+AE’+CD'- zDB;E+F(B’-AC)=°
- B—-d4C
e supposto, per brevita,
AE*4-CD>—2DBE+ F{B*—AC)
B—AC
1-+2hcosa+-he
O b=y T
essendo / la lunghezza della retta j--b_.h(x——a)
intercetla fra il centro e la curva.
Abbiamo osservato, che le equazioni di due
diametri conjugati sono generalmente

= P avremo
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- C+Bh E+Dh S
V=G ® — BT %+ Taltro pa-
ra“metxjo ; quindi indicate con &, I, le lu‘nghezze
delle parti di queste rette comprese fra il centro
e la curva avremo

PO i l+'>hcosa.+h’ P,

C-}-th+./!h’
C+Bh - C+DBR\*
o DR (B+-11h _
T C-+Dh C+ 7k -
C—aB g+ (1J+dh)

(C-I-Bh) —a(C+DBh) (]’+/Ih)cosx+(l’+/ﬂz)
A(C+Bk)’-—2B(C+Lh)(B+JIhH-C(B+Ah)
Il numeratore di questa frazmnc pud scriversi nel
modo seguente

(B>—-2D Ccosa+C=)+zh(/! B4 BC--Dcosa=-ACcosz) -+
-h+(A>y B*-24 Beosa)=14 C(.14.C-2 Bcosa)-(AC-B*)} ==

+2h§ B(A+C—2Dcosx)— (4C—D*)cosa}
= b2 § 4( A+ C— 2Dcosz)— (. 1C—132)}

=(A4.4.C-2Bcosa)(Ca2 Bhy Ab}~(AC-L-)(14.2kcosxy )

Il denominatore & poi eguale ad
(4C—B- )(C-]—th-l-Ah’) » epperd
(G) l: ey

(A+4C-2Bcos=)( C—l-th—l—Ak!)—-(/I C-B*)(1+2hcosz+h?) P

(AC—B)(C+aBh+ Al

. g - __A—}—‘C—nBcoS‘a
quindi (H) Lol =——m—pmi P
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Siccome 1-+-akcosathe—=(1—h)*4-2h(14-cosax)—
==(1+4-h)*—ah(1—cos7) & sempre positivo, sia >0,
oppure hZo: 11 parametro A4 pud supporsi po-
sitivo, essendo indifferente considerare quale equa-
zione della linea E{z, y)—o, oppure —E(x, y)—o:
Dippit se £C—B*>o0, il trinomio C}-2Bh+ Ah*
¢ pure sempre posmvo , da che le radici di
Ah* + aBha- C= o sono immaginarie; dunque af-
finché la -equazione E(w, y)= o rappresenti una
linea del second’ ordine dovra esserz P>o, altri-
menti la formola (I").essendo -sempre immaginaria,
la linea non & incontrata da alcuna retta condotta
nel suo piano. Essendo #A*-+-28h+4-C>o, posto
h——cosz, sarh ancora A cos*z— 2Bcosza+C>o0,
percid 4—aBcosa+C>0, e la formola (H) sem-
pre reale.

Supponiamo B-4-Ak=p, C-+Bh=gq, ed i valori

di J», /> assumono la forma seguente

] 142hcosz-h> P p—2pgcosa-}-q*
p=——b; L= P
ph+g (4C—B-)ph+9)
1 numeratori di queste funzioni sono necessaria-
mente positivi, da che p*—2pgcosz+q*>o0, va-
lendo - it discorso, col quale abbiamo provato che
1+2hcosa--h>>o. e AC—PB*<o le quantith 2, 22
hanno segni opposti, cioé una di esse & reale,
I' altra immaginaria; e supposto l2——L,, sara

L= P P10 T ole, ed ho=L,> pure

(L>—AC)(ph+q)
reale. In questo caso nn solo diametro incontra la
curva, e si chiama diametro reale, I’ altro poi si deno-
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mina digmetro iimmaginario: .aL, & la vera lunghez-
za del primo aL, si considera quale lunghezza:
fittizia del secondo.

Da tutto cid concludiamo che »In ogni linea.
»del second’ ordine, i di cui diametri sono tutfi
»reali, la somma dei quadrati dei diametri conju-
»gati ‘ha ‘una grandezza costante : e se uno.dei
ndiametri conjugati & immaginario, la differenza
ndei loro quadrati avrd pure un valore costante.

. Indicato con (J.J,) I angolo formato dai due
diametri conjugati /,, /, si ha

tang(l, F)= (PhAg)senz _ (ph-t+g)sena

P qh-+(ph—q)cosa p(1-4-hcoss)~g(h+cosa)’
epperd )
tang(rr’
sen(ll)y= T Faang o —
- (ph+-g)sena

’p"(x +hcosz) +p=h’sen=a4-q=(h+cosa)=+q’sen'ar{
3 —2pq(1+hcosa)(h-+cosa)=fapghsenal

, (phet-q)senz
\/(x-i-nhcosa:-l-h*) V(p*—3pgcosz-q*)
(pht-q) . 1.1
" (1=2hcosa=h*)(p*—apqcosa-t-q )
P Lelesenc(ll)

AC—-—B . senca

ne yiene Ky i, . sen(ll,) = \/(‘521:6’)

Se pot 4C~B+<o, sard L, L sen(L,L.y=—

e smcome

P.soria -

V(B—4C)

™

‘Yoi
dunque »L’area del parallellogrimmo, due hati d
»quale sono semidiametri conjugati di una linea del
nsecond’ ordine dotata di centro, siano ‘essi en-
»trambi reali ovvero uno solo; ha una grandezza
»costante, qualimque sia la direzione* dex diametri
nmedesimi.

Mediante le- formole H (K) ‘possiamo deter-
minare le lunghezze dei-semiassi, da ‘che questi
‘s0no mamfestamen;e dlametn con]ugah fra loro,
ed mdxcate le luughezze con },, A, essendo

senO 2)= 1 , . 8€ JC—B >0, avremo L
A-I-C——'chasz . Psena

O deobm = P = e

-da cui.si cavano immediatamente i valori- de1 sea
:miassi 4, %, .

Se due lmee del second’ordme hanno gh assi
-geométmcamenﬁe proporzlonah ‘e .per Puna e per
L altra sono reali entrambi,’ ovvero uno solo, quelle
Jinee si dicono simili fra loro. Conescendo le equa-
-zioni, che le rappresentano rispetto -ai medesimi
assi coordinati, la similitudine si riconosce dall’es-
sere per I'una e per Paltra equazione la funzione
«dC—B* dello stesso segno, e - '

§24-2,2 A4-C—2Bcrosa
A sene” y/(AC—B>)

del medesimo valore. Se poi gli assi omologi sono

" parallélli le linee simili sono inoltre smnlmente si-

B
tuat

uate : quando cid sia la quantity B dh (E
gione (€) ), allorch¢ venga sostituite ad ¥: 1'uno o
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[ altro valore dato dalla, equazlone E), dovrd
avere la medesima grandezza per ciascuna di quel-
le linee. FRNE
Essendo p u[—l,’d ’+l. S _l l,_-l l..cos;a,
ove supposto cosgp=scnl l,, ne segue L
A=V (l’+allcos<;«+l 3. -
A —A=v(r—allcosp417):
Fingiamo 1, >, (fig. 2) OM=0M=l., ON=0N=!l,
AngNOM::q(go" avremo adunque AN =NIM;
A—A,=NM: e siccome due lati di qualnnque trxan-
golo presi insieme superano il terzo, sard .
NMA-NM'>MM ciod A5k ; ed NN 4N >NM
" ossia’ 2l,=4= A —A, SA -1, da cui L, >A,: dunque
»Un asse di una linea del second ordine, a dia-
»metri tutti reali, & piu grande d ogm dxametm,
») altro ne & minore.

Ho amato in questo esempxo calcolare le formo-
le generali (F, G...M), per addestrare lo studioso
nel maneggio delle equazioni, e per indicare quel-
le relazwm, le quali mon ho osservabe in altre
opere,

.. Esempio secondo. Consnderando una linea del
terzo ordine , mediante le formole dell’ esempio
2. Artic. 2., troveremo che alle corde parallelle
alla retta y=hx corrisponde il triametro
E, o+hE, \=+h*Eo =0, ossia
(Cb+Da+'/sG )2 h(Bb+Cat'/s FYh: (Ab+Ba+ sE)=0
da cui, cambiando a in x, b in 7, ed ordinando
rispetto a queste coordinate, si desume la equazione

7(C+aBht Ah e D+3Ch-Bh K /(G+2F b Bl =0
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Riprendendo I'argomento di questo articolo os-
serviamo , che se la retta y—b=—h(xr—aj avesse
tale direzione, ed il punto x=a, y=—=»> fosse si-
tuato in essa cosi, che sparissero dalla equazio-
ne (1) tutti i termini contenenti potenze dispari
di ¢, fossero -ciog - .
E:,o"l"hEo, 0—0, ES, aﬂ-hEn, A E&, a+kEo,3-—0 R
Es, ot-hEj, 1=ieb B3, st B3 By, 3RV By 44-HoEs, 50 ec.
le parti 4, L, L.... dellaretta y——b:::h(.r-——a) com-
prese fra il punto x=a, y=>b e la curva sareb-
bero due a due eguali ed opposte di segno.
Se la linea E(x, y)==0 & del terzo ordine quelle
condizioni si ridugono alle due prime soltanto: la

_seconda non contiene, che alcuni parametri della

curva ¢ I'incognita A, della quale fornisce almeno
un vero valore la prima poi & generalmente una
equamone del second ordine fra le coordinate x=a,
_y“—-.—-b percxo ne msegna_, che in qualunque linea
del terzo ordme si pub applicarc almeno uno,
oppure trc sxsteml di. corde parallelle, tali che
ognuﬂa di esse mcqntra la curva in due panti
soltanto, ed & divisa in due parti eguah da una
Imea del second’ ordine, la equazione, della quale
non & altro che E,,o—}—hEo (=0, 0ve si cambiino
d inx, bin ¥, € si sostituisca alla 2 un valor
reale tratto dalla B3, o~hE,, +h E, »=I*E, 3=o.
Vedremo in seguito (Artic. V. Esemp 2.) da che
dipenda la partxcolarlth di quelle corde, cioé d’in-
contrare la linea del terzo ordine m due punti
soltanto.
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ARTICOLO IV.

S Delle rette tangenti e carve. '

1 Tt L 1)

Da un punto della curva E(xy) =0 ; e cut
coordinate -siano x*=a, y=b si supponga con-
- dotta una retta:qualunque rappresentata da - .
J—b=h(z—a)- Se nella equazione- (1) dell":Art. L.
sopprimeremo il primo. termine _l_i(q,_”b);@, ; qni;ldi
il fattore ¢, si avri la segwente . ., :

§E., 0+ hEo 1} +t{E,, o+hEi, 1 *b’Eo;‘i; +
- 4viEs o t+hE, .+h’E&;5M3Eo,;3+};.;.«..'
@At} Btk BB g g o hmEoym} =0
ie radigi della quale forniscono i valori di q'uene
parti 4,2, 5... dell'a’reeta ]—b=fz(x—a), che sono
intercette fia il punto x=a, y=be la carva. Consi-
derata la pit piccola di queﬂe“pzi'i;ti,/ la iﬁéle ".iiia”
1a I, e supposto che essa softenda un areo della
curva E(x, y)==0, ¢ manifesto che ;lﬁot;émo{""! erlo
stesso punto =4, y==b condurre altre rette cosl
che le parti di ciascuna intercette. fra quéstb f)untio
e l'arco suddetto vadano continuamente decrescen-
do: e siccome determinata lz;';‘hp"ta\,l:m'e'rité~ jcl'{e'_é'i;
(4 E,o+hE, =0 la equazione (a) & sod-
disfatta da #==o, ne segue che il valore della cor-
da 1., sottesa all’ arco nominato, decresce quanto
pit il valore di %, che ne stabilisce la direzione,
si accosta a quello fornito dalla equazione

E, o+hE, c=o , ragginnto il quale quella corda si
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anmulla. La retta, che viene determinata da quel
valore di A si echiama tangente la curva in quel
punto; il quale poi si denomina punto di contatto.

Talvolta le- coordinate x=a, y=b, insieme alla
equazione E(a, b)=o , soddisfanno ancora alle
E, =0, E;=o0: in tal caso la A, che determina
Ja direzione della tangente in quel punto sara
data dalla equazione E o+AhE;, -k Eoa=0 , ep-

perd la curva ivi ammettera o due rette tangenti

0 nessuna. Se mai altre le equazioni E-=o, E,, =0,

E, ,—o fossero ancora E, =0, E,, =0, Eo,7=0,
in forza dei valori x=a, y=>0, in tal caso de-

“terminéremo la direzione della retta tangente la

curva in quel punto mediante i valori 'di A, che
fornisce la equazione E3, o+h;E,,'|+hEl,,4—ﬁ’Eo,3éo,
epperd le tangenti in-quel punto saranno, tre ov-
vero una sola. E cosi- successivamente,
Vedremo poi in appresso a quali punti di una
curva corrispondano le ‘proprietd analitiche indi-
cate da quelle equazioni E; =0, Eo—0 ecc.

Se nella equazione (a) supponiamo, che la quan-
tith % abbia un valore arbitrario qualunque, po-
tremo talvolta attribuire alle coordiuate x==a,

y =0 tale grandezza da rendere E(a, b)=o
‘E,, o(a, bA-hEs 1(a, b) == o insieme, & la retta rap-

presentata dalla equazione y—b=h(x—a) , in cui

a; b abbiano il valore suddetto, sara quella tan-

gente la curva, la cui direzione arbitraria & deter-

minata da quel parametro A. Si immagini ora la

linea avente per equazione E; o y)-hEn, ((25y)=20,

la quale si desume dalla»E,; ofa@ b)+hEo;';(a,‘ b)=o0
' 8
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cambiando I'a in x, il b in y: se i valori x==a,
y=b rendono soddisfatte nello stesso tempo I'u-
na e I altra equazione S RTINS
' E(x,y)==0, E; ox, y}¥+-hEsifx,y)=0 '
quel punto x=a, y=b & comune alle due linee
tappresentaté' dalle equazioni medesime , per cui
ne segue che »wSe la curva data dalla equazione
»E(x, y)=o0 pud essere toccata da linee parallelle
»alla retta y — hx, i punti di contatto saranno
squelli, in cui la curva data sega I altra avente

nper equazione (5) E; o{2sy)-hE,, 1 (2, y)=0
Questa linea algebraica & dell’ ordine m—1 : Sup-
posto per brevith E; o+hE, ,=e(x, y), si hanna
~evidentemente (Artio I. Parte 1L )

em—ao = (m—1) Eps o+ hEn—s,

em—3,1 = (M— 3) Eppmn,y + 231 E—3,2

en—ipa = (m—3) Em—3 a3l En—4 3,

em—53=(m—4) En—i 3 -4/ En—s4

€o,m—a = El,m—n - (m_‘ l)’lEo,m—l :
per cui se la linca E(x,y)=o sard dotata di cen-
tro le coordinate di esso (Artic. IL form. 2.)) ren-
deranno  Em—s,67=0; €m—3,1==0 ; €m—f2==03 s ¢+
€om—=—0 qualunque sia la 2, epperd le linee (5)
‘corrispondenti a tutti i valori  possibili di A& sa-
ranno ‘concentriche alla medesima linea E(x,;y)=o.
Se alla curva (5) s"immagina applicato un siste-
ma di corde parallelle ad una retta qualunque
y=kz, la equazione del poliametro corrisponden-
te, che si cava dalla form. 3. Art. IIL & la seguente

nb5

~ (M=) Epr ;o d=(h+(m—2)K) Epp—s, 1+~
F(akk--(m—3)k*) En—s 2+ (3hk*+-(m— L)) Epetat-..
e (m—1)Rk—2 Eom—1=0,

e siccome fatto A=k, questa, divisa per m —1,
coincide colla equazione (3) dell’ articolo. ML,
ne segue che le corde parallelle alle tangenti
y—b=h(x—a) , hanno nella curva Ex,y)=o
e nella (5) il poliametro medesimo. Concludiamo
che »Se ad una linea algebraica dell’ ordine m
»si conducono tutte le tangenti parallelle ad una
» retta arbitraria, i punti di contatto speltano
wad una linea dell’ ordine m — 1. Se la prima
»linea & dotata di centro, la seconda & con-
- ncentrica ad cssa; e le ¢orde parallelle alle tan-~
ngenti hanno nell’una e nell’ altra curva il me-
ndesimo poliametro: Proprieta, le quali forse non
erano state osservate..

Se da un punto dato dalle equazioni x==,
y="6 venisse condotta una tangente "alla curva
E(x, y)—o, fra le coordinate di quel punto, lg
x=—a, y=">0 del contatto ed il parametro & do-
vrebbero sussistere le due equaziomi

g—b:k(“_a): El,ofa’ b) +hE0, I(a’ b)=0
dalle quali climinata la 4 si deduce
(a—a)E, oa, b) + (6—b)Eo, \(a, b)=o.
Dunque le coordinate di tutti i punti, nei quali
la curva che si considera pud essere toccata da
linee rette condotte dal punto x=z, y—=6 devono
rendere soddisfatta la equazione

©6) (e—=)E, o, 7) -k:/(G—-y)Eo, (x, y)=0,
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epperd i pnnti di. ¢ontatto; sona. quelli, in' cui Ja
linea rappresentata da questa, equazione -sega la
1ipea_ gqta I _ i e
Siccome il polinomio Ex,y) ¢ la_somma di tanti
termini della forma Ax7y*, in cui r,'s, soRo in-
teri positivi, ed r+s non >m, supposto.; i ..
E(x, yy=3(Ax"yY), avremo E, —Z(rdx*—'y%);

E°t |:’Z(SA.Z"]”" l) ’ xE ) °+7 Eo, ,—_:E((r-l-s)‘dx'_y ’) 3
per cui la funzione xF,,c}-yFo,, si desunme dalla
F(x, y) moltiplicando ogni termine per la propria
dimensione ; e siccome ( Artic. I equazione @)
E(xy)=Fu=+Fami+Fastwt-Futort F A F,
ne segue xE,o+yE,, = ,

= .F p +-(m-1)Fop— s+ (18-2) Frpa - et e F =

T N R R B L TTITE: oF AR

La equazione () si & cavata dalla

(@—a)E,, o{a, )+ (6—b)Eo, (a. B)==0, .
in cui x==a, y=b rendono E(a, bj=o, e cid col
cambiarvi @ in x, b in y; dunque '
E(a, b)y=Fn(a, b) + Fu— (a, b) }...+F, 4 Fo=o0,
e quindi sard il polinomio
xEl, o+}"Eo, 1="—'(Fm—1 MEEY U SRS 2 mF,,),
e la equazione (6) dell’ ordine m—r1.
Se il punto x=a, y=F6 appartiene ad una retta,
di cui sia 6=ma+n la equazione, sostituito nella
(6) il valore di € ne deriva la seguente

(7) «{Ey, o+ mEo 1} + {nko, »—xE\, o—yEo 1} =o.
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Se si determinano quelle coppie di valori di x e
di 7, le quali rendono ' ~
E; ,-o+mEo, =0, nk,, l'—"xEx,o—-_?'Eo, =<0,

ciod le coordinate dei punti comuni a queste
due linee algebraiche dell’ ordine m — 1, ognu-
na di esse coppie rende soddisfatta la (7) qua-
lunque sia la «: e siccome il numero di quei
punti & generalmente eguale ad (m—r1)*, ne se-
gue che »Se da qualsivoglia punto di ‘una ret-
nta si conducono tutte le tangenti ad una linea
ndell’ ordine m , i punti di contatto appartengono
»ad altra linea dell’ ordine m—r1; e tutte queste
»linee, le quali variano di posizione al variar del
»punto da cui partono le tangenti, hanno un nu-
»mero (m— 1)* di punti comuni, Altro teorema
che forse non fu rimarcato.

Esempio. Consideriamo la linea del second’ ordi-
ne rappresentata dalla solita equazione (A4). Sic-
come le coordinate x==a, y—b del contatto de-
vono rendere E, ofa, b)+hE \(a, b)=o, e la equa-
zione E, o(x,y)+hE,, (2, y)=0 (Artic. III. esem-

pio L) rappresenta il diametro che corrisponde

alle corde parallelle alla tangente, percid quel dia-
metro passerd per il detto punto di contatto. La
equazione della retta che tocca la linea nel punto
x=a, y=b si & (y—b)Eo, (a,b)-+(x—aEs, (@ by=o,
la quale, per essere

HE((Z,“I))»Z'/,(aE, o +0E, ) + Dby-Ea+ F=o,
" By = 2(4b4-Ba+D) , E,,ozi(Bb+Cq+E)
si riduce ‘ad W e
(N) (4 b+B&4-;DZ?+(ﬁb¢€a+l?)x'+Db+Ea+F:o
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Applicande a queste lince i teoremi generali su-
periormente dimostrati concludiamo, che »Se ad
runa linea del second’ ordine, dotata di centro,
»si conducono le tangenti parallelle fra loro, la
sretta che congiunge i punti di contatto passa per
»vil centro della linea, »Se poi da qnalunque pun-
»to di una retta si tirano le tangenti alla linea
»del second’ordine, la corda che unisce i punti di
ncontatto, e tutte le altre che si determinano con-
»ducendo le tangenti da altri punti di quella prima
»retta, concorrono in uno stesso punto.

I geometri hanno tratto grande partito da quest’ul-
tima proprietd delle linee del second’ ordine in

molte ricerche importanti intorno le curve alge-
braiche,

ARTICOLO V.
Dei rami infiniti, e degli assintoti rettilinei.

Se la linea rappresentata dalla equazione
E(x,y)=o0 avesse rami, i quali si distendessero in~
definitamente, la lunghezza della retta, che unisce
un punto di coordinate z=—a, y=—b con un altro
preso in quella linea potrebbe avere una grandez-
za superiore a qualunque assegnata, cioé la retta
y—b=nh(x—Ph) potra avere tale direzione, che la
pit grande delle parti Z, /,.... intercette fra il
detto punto x=a, y—b e la curva abbia un va-
lore infinito. In tal caso la equazione (1) dell’Ar-
ticolo I. divisa per ¢», cio¢ la seguente

-

-
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m— 1

LIRNLIEY Wty 1A T —
tm

b
i-*' {Em:o —+ hEm—l,! 4 h’EM“"ﬁ“*’"-”“"‘h'“Eo,m":o

L
ammetterd una radice == assia -t-=o , € sard

-

per conseguenza
(8) Empo + hEm—1,1 + hEp—aa+ s} Eg pe ==0.
Siccome le quantita Enos En—1pns- - .non conten-
gono le coordinate a, b, quella equazione 8) for«
nisce i valori di &, epperd le direzioni delle ret-
te, che possono incontrare la curva a distanza
infinita. Se m & un numero dispari si avrh almeno
un valore reale di &; ma se m & pari, le radici
di quella equazione potranno essere immaginarie,
pel qual caso la curva sara tutta raccolta entro
uno spazio limitato.

Quando nella equazione () si sostituisca ad %
una radice dell’ equazione (8), soppresso I’ ultimo

) 1
termine a destra, poi tolto il fattore 7 la equa-

zione che rimane avra per radici i valori di ¢, che
corrispondono alle varie parti L, b, 4.... della
retta y—b=h(x—a) comprese fra il punto x==a,
y=b e la linea E(xy)=o0. Se per un altro punto
x=d, y=b" condurremo la retta _y—b’:li(x——a'?,
le parti di essa:: comprese fra il punto x-:::a.,
y=be la curva si avranno mediante l? radxj
¢i ¢t fornite dalla equazione (J), in cm a st
cambi in ', b in &'; ma siccome il termine ulti-
mo , il quale non .contiene le coordinate a, b ¢



120
nullo in forza del valore attuhuxto ad h -cosi an-

1
che la nuova equaz;one avrd per radlce c=o,

epperb Ia retta _y——b'-—__b(x——a') incontrerd la curva
a distanza inofinita. Siano ora /,, 7, i due pit gran-
di valori finiti di / per I’ una e per Ialtra retta
y—b—h(x—a), y—b'=h(x—d'), fatta astrazione al
loro segno. Prendendo altri ed altri punti nel pia-
no delle coordinate x, y, d’ onde condurre rette
parallele alla solita y—b—=~(x—a) fra le parti
maggiori Z,, I/, 1.”.... corrispondenti ad ogni ret-

ta, altre avranno valori pid piccoli altre pil gran-

di. Considerando la equazione
1

1
-tm—‘——l'“ E+ t'”_:; {Ex’o"}'kEoﬂ; e

(). + 5 1B+ Bt B} +

+ iE,—],o -+ hE;._g’l 4 eonee = ’lm—lEo,m._l } =0

vediamo che se le coordinate x=a, y=b renderanno

(9) En-—x,o"f‘hEn—-:,n }l’Em-3,:+m-+ h""'"Eo,m-l =0

. .1
quella equazione (¢) avrd una nuova radice 7 =0

ciod =00, e la pid grande delle parti Z , /,.

corrxspondenh a quella retta y—b—/(x—a), per
la quale le equazioni (8) e (9) sono soddisfatte ,
la pilt grande, dico, fra quelle parti sarhd L. ="/ ;
cio¢ quella retta, non solo incontrerd la curva a
distanza infinita , ma siccome le due parti mag-
giori L, }, comprese fra il punto z==a, y—b ¢ la

1ar
curva sono fra loro eguali, perch¢ di grandezza’
infinita; la corda /,—Z, & nulla; quella retta tocea:
la curva a distanza infinita, e si chsxama;a._s;‘mtqtp
della medesima. ' : ' ‘
Siccome la equazione (9) & lineare per rispetto
alle coordinate a, b, cambiata la prima in = ; la
seconda in ¥, la rlsultaute rappresentera essa stes-
sa 1 assintoto della curva.

Giova osservare, che la equazione (g) coincide
colla (5) dell’ Articolo IIL; epperb il poliametro di-
venta un assintoto, allorchd si sostituisce ad Iz
una radice della equazione (8). ‘

Esempio primo. Per la solita linea del second
ordine la equazione (8) & la seguente

P) Ah» + 2Bh 4+- C=o
da cui si traggono
——B—+—\/B=—AC

h= 7 .

Se B>—AC<Zo , i valori di & sono immaginarii,
la curva si distende tutta entro uno spazio limi-
tato; ed & quella che si chiama ellissi, come verra
in seguito dichiarato. Se B* — 4AC >o , oppure
B—AC=0 la curva ha rami infiniti: nel primo
caso essa ¢ dotata di centro (Esempio primo del-
FArtic. IL) e si chiama iperbole: nel caso secondo‘
ne ¢ priva e si chiama pambola Alloraché i va-
lori di %4 sono reali, la equazmne della retta assin-
totica si avrd sostituendo quei valori nella equa-
zione (g), la quale nel-caso presente non & altro
che E o+ hE, = o vale a dire : '

Q (By 4 Cx-E)A-hdy + Bx 4+ D)=
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Per I’ iperbole i valori di & sono due, perd la

curva ha due assintoti rettilinei. Per la parabola
. B '

poi, essendo A =—~, avremo

4
\‘B .
E\ ot -hEoy=(By+Cax~+E)— — (dy + Bx + D)=

AC— B> AE—BD __ AE—BD

4 Yt =—="
da che B: — AC = o, dunque non pud essere
E, o~ E,,; =o0; cio¢ la parabola non ammette as-
sintoto alcuno.

Esempio secondo. Per le linee del terzo ordi-
ne i valori di %, che corrispondono ai rami infiniti, |
sono le radici della equazione

E3,O+hE2,l -+ h:El,ﬁ -+ IlJEo,Z‘!: 0;
il perché le corde parallele alla retta y =hAx in-
contrano la curva in due punti soli; e ad esse ge-
neralmente non corrisponde un triametro , ma
bensi una linea diametrale del secondo ordine, co-
me si & detto sul fine dell’ articolo terzo.

Se E(x,y) = 4y3—6xy* 4 223 4-2ay*+ 4ax>—b*—o,
la equazione (8) sard 4h3— 6h*~}=2==0 ciod
(2hP — 3(ak) + 4= o,
una radice della quale & 2h——1, ossia h=—7..
Iklbfatr.ox{ lineare k2 4/, ci da la equazione di quoto
(ah)y—4(ah)+ 4 =(h—2)=0,

da cui si ha la radice doppia A=1. La equazione
(9), che rappresenta le rette assintotiche, nel caso
attuale,, & la seguente

p—

123
[P TE IENE
la quale diventa assurda se vi  poniamo h=1; ma
fatto hv=-— A vfom’isce | y=—"% x-—-ia, che rap-

presenta un vero asintoto rettilineo.
Se Ex,y)=x3y—ax’y*+xy ' gdz=o ,
la equazione (8) sard "

h— 2k* 4 k3 +o0. Iz."—"o

Una radice d1 essa & visibilmente 7-z =o0, tolta

la quale resta B—abs k=0, che ha per radice
semplice s—o , e per radice dopp)a h=1. Dun-
que quella linea ha varii rami, che si distendono
all’ infinito. Le rette assintotiche sono rappresen~
tate da  A(h-—4h4=3)c+(1—44=3k)y=0

dalla quale fatto A=/, si cava x=o; posto k=0
ne viene y==o; e nell’ipotesi di k=1 si riduce
ad y=ux; epperd le tre linee rette x=o0; y=03;
y==x sono assintoti rettilinei della curva.

La equazione (g) , come gid si ¢ detto, & linea-
re per rispetto ad x ed y, epperd della forma
yP+xQ+R—o , in cui P, Q, R non contengono
x ed y: il valore di P sard adunque la derivata
del polinomio (g) presa rispetto ad y, ossia
(10) P =E,,._.,,¥ +2hEps s+ 3R En—3 3+ A-mhmEop;
Il coeficiente Q & la derivata dello stesso polino-
mio (g) presa rispetto ad x, per cui

) Q=
mE..,o-i-(m--l)hE,._,'.+(m--2)h=E.;_,,, - +h"'" E s
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Siccome poj la R: ‘rappresenta ¢id, cui_si riduce il

polmomm (9) allorché si fanno .x’.__o, j—o, avremo
‘ {1 iy R =

m- I,O(o 0)‘*"’7Em 2 1(0 0)+h Ep. 3,:.(0,0.} h"“E%m ,(0,0)

Affinch? la linea sia dotata di assintoto & neces-

h}

sario pnmamente, che sia —%_—ﬁ cnoé cbe ld

equazione Q+P/z ) abbxa radlel comuni.- colla
(8); ma

Q+Pk—-m[E,,.o+hEm”+h Emg 2+ +h o,m]
dunque quella: equazione Q-}- Phi=v ‘¢ idéntica
colla (8) medesima. La equazione £y-4-Qx-t-R=o
non ostante sarebbe assurda, alloraché una. radice
della equazione (8) essendo semplice , oyvero mul-
txpla secondo lo stesso numero dell’ una e dell’al-
tra equazione P=o, =0, non lo fosse anche di
R=o, ¢ mult:pla almeno quanto lo & di quelle
dué equazxom Ma se un valore di % renderd per
esemplo "P=R=—0 I assintoto sdra rappresentato
da x=o0, che & lo stesso asse delle ordinate .

R
Essendo P—o 1’ assintoto- sarh la retta &=~ —Q-

parallela al detto asse. Se poi_ sard R=o, I’ equa-
zione dell’ assintoto essendo Py -t Qx::o esso0
passerd per 1’ origine delle coordinate.

.. Notiamo per ultimo, che il numero delle radxm
reah della equazione (8) qualche yolta @ mmore
del ‘numero ‘dei rathi, che si estenr}ono all’ infi ini-
to, da che accade spesso, “che mqu fammi ifcon-
trano all’infinito la stessa dinea retfa,, talvolta da
‘mha medesima banda, talvolta ‘da bande opﬂoste ‘
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Ahbxamo detto nell A::hcob) IV.. ;- ohe essendo
:x:—a, y==b. le, coprdinate di um::puirtd della linea
E(z,y)=9 , per-cui. E(a,b) ={o} ac¢oade qualche
volta che si verifickho andera;le due’ equazioni
,,,,,,,, -, (13)  Ero(a;b)mo, By, (@, by==0. "
Talvolta oltre:alle.(13) "hanno pur luogo- Ie tre se

guenh ( 4) E'n,o(a b)=o, E. , a,b).....o ‘E; R,(a b)_-o »

ed msxeme ad, esse equazmm possono verxﬁcarsx

le . Eg,,,::o, E,,‘-,-.o EBygm==0, Epe=o

(15 A
v . . ( .

En,o—o En—x x-—O; En—a a—-O,, Eon-——o

in virtd dei medesxm valon ‘x=a, y___b delle co-
ordmate del punto. suddetxo. .Siecome 'le .radiei
della equazione (a) delj 4 articolo déterminano le
lunghezze delle rette Z., -4, Li~. comprese fra il
punto x==a, y=>b e la curva, ¢ variando .il para-
metro 4, epperd la direzione della retta y-b=h(x-a)
segante la linea medesima, variano le grandezze di
quelle parti Z,, Z,..; da che la curva estendendosi nel
suo piano e ripiegandosi, trovasi avere secondo
varie .direzioni dei punti che sono pid o meno
lontani gli uni dagli altri; cosi se in qualche Iuo-
go alcuni rami della linea si segano fra loro , ivi
altrettanti valori delle pam 1,,1,.... si ridurranno .
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a sero, qualunque sia la direzione della retta se-
gante, che passa per lo stessb punto. Dunque pit
valori di ¢ saranno nulli, epperd alcuni coeficienti
consecutivi della suddetta equazione (a), partendo
dal primo a sinistra verso destra, saranno eguali a zero,
qualunque sia, iY valore di % Le coordinate i’ quel
punto soddisferanno percid alle equazioni (13)
soltanto; ‘o alle (13) (x4) insieme} 0 a molte con-
secutive fra le equazioni (15). ! c

In questo .caso il punto -della curva si chiama
punto multiplo. Se per esso passano due rami ,
onde sono verificate le sole equazioni (13) il punto
'si dice doppw Se per lo stesso punto x=a, y=b
passano tré rami, per cui sono soddi sfatte le equa-
zioni (13) (14), il punto si’ chiama" #riplo’, e cosi
di seguito.

Alloraquando un punto i una curva é multi-
plo a ciascun ramo, che ivi passa, corrispondera
una retta tangente; ciod le tanﬂenu in quel punto
saranno tante quanti i rami che ivi si incontrano,
ed altrettanti per cid i valori di 2 che determi-
mano quelle tangenti. Ecco il perche in questo caso
la equazione (4) dell’articolo 4.° trovandosi soddis-
fatta identicamente, ci & d wopo ricorrere alla

equazione E.o+ RE,, + hE;y= o0

)

la quale, se il punto & soltanto doppio, da due
valori di A, epperd due rette tangenti. Ma se il
punto ¢ triplo in conseguenza delle equazioni (14)
quella equazione in/ del secondo grado & soddisfatta
identicamente , e le direzioni delle tre tangenti la
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curva in quel punto vengono determinate dalla
equazione E3o+hE, + b Ex,z +h Eo.a-o i
E cosi di seguito. :

.A_BTICOLO VIL
Delle curve simili.

Consideriamo la solita linea E{x,y)—o; una
retta (r) y—0b—h(x—a) condotta ad arbitrio per
il punto x=a, y==b, e le parti [, l,,%.. di essa
retta comprese fra quel punto e la curva. Suppo-
niamo, che nel piano x y esista una seconda -
nea, I’ equazione della quale, rispetto ai medesimi
assi coordinati, sia ¢(z,y)==o. Se in 'quel piano
potremo determinare una retta O'x’ (fig. 26 ) ed
in questa un punto O, tale che condotta per esso

punto una retta, la quale formi con Ox' un an-

golo eguale all’angolo (rx), le parti L,, L,, L;.....
di essa retta comprese fra il punto O e la curva
e(x,y)=o rendono i rapporti

L, L, L;

L’ h -
tutti dello stesso valore, qualunque sia la gran-
dezza dell’ angolo rz, le due linee E(x,y)==0,
e(x,y)=o0 si diranno simili fra loro. Le rette Ox,
O'x’; ed i punti x=a, y=b ed O si chiameranno
rette, ¢ punti omologhi rispetto a quelle linee. Per
desumere dalle equazioni E(x,y) =0 , elxy)=0 1
caratteri analitici della simiglianza delle curve da
esse rappresentate ; determinare una retta Oz’

" s s e
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omologa ad Ox, ed in essa il punto O omologo
al punto:x==a,-y=b; supponiamo condotto I'asse

Oy', cosicche sia I'ang.a'y'—ang.xy==, e suppo-,

ste x=d, y=>'le coordinate del punto O ripor-
tiamo la curva e/x,y)=o a questi nuovi assi. Cid
conseguiremo mediante le formole

) x=d + x'sen(x' y) +y'sen(yy)

' - sene >

g g TemEa) +y sen (')
j - sen a

(Articolo 5. Part. 1), qualora siano

. Ang.y'y +dngy x=Adng.x'y + Ang. x' x=a,

: Ang.yy + Ang. zx'}a=«,

‘ossia Ang.yy' + Ang.xx’ =o

epperd Ang. y'y< o, se Ang. x'x > o.

Una retta, la quale formi coll’ asse O'x’ un an-

golo eguale ad rx e passi per O, rispetto ai due

assi Ox, Oy’ sarh rappresentata dalla equazione

y'=hx'; e per ottenere le parti di essa retta com-

prese fra il punto O e la curva, indicate queste
..z

L h V(i +2hcosu+h=)=r;

poste &' ==z, y'==hz nelle formole (), per cui

si hanno ’

incognite col simbolo 2, fatto

. sen(x'y) =} hsen(y'y) .

z=a 4+
C T Sena
, sen(x'x) = hsen(y'x
y =y 4+ SEOT o= .
: : sena

_ dovremo sostituire questi valori nella .equazione
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e(x,y) ==o. Se per brevith si pongono
sen (x' hsen(y'y
o ol J’);; d ) —m,
sen ('x) 4= hsen(y'x) _ .
sen a -’

fatta quella sostituzione, avremo la equazione se-

guente

(7) e+ (mey o-neoy)t -+ (M€a,0 + mne,,, + n*eo) > +
- (mles,o-+-mnes,-mneey,a+neo3)r’+ ec.=o,

(Parte 2. Art. 1. eq. (1)) ove ho scritta la lettera

e in luogo di cid che si ottiene ponendo in e(z,y),

x=d, y=". Se ad ogni valore di 2 fornito da

questa equazione deve corrisponderne uno di 2
per la equazione ( (1) Artic. L) talche il rappor-

A
to il' abbia un dato valore, supposto 7=P> per

T

cui - =p, le due equazioni

. El,o+hEo,l t+E2,O+hEI,!+h’E0,ﬂ t’+ ec.— o,
E E

|+ me,,o-:-nco,‘P.t.‘_ m’en,o"‘m';e!,l'*'n‘eo,ﬂp,.t’""=o

dovranno essere identiche, qualunque sia il valore
di A. Saranno quindi
E, oV-hEo,; me; o-+nco,x p

— »
E e
E2’0+kEl’|+’L’EO,Q nz°e,,o+rlznex,|+n’60,a . ec.
E = Z p ) €cC. .

9
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e rimesse le espressioni (6) di m, n; eguagliati in
ciascuna equazione i coeficienti delle potenze omo-
loghe di 2, ne vengono

E * '
—E',f ;E-.'s%r:; § e;,08en (X' y) + eopsen(x'x) i,

— p J i
= =P ferosen(y'y) +corsen(y'a)}

B P o sen?(aly) e senly y)seni'a)
' - eoa5€n* (X' X)y
Ef-‘-'-——--—f:- § 25,0 S€N(T'Y) &en !
=, | 2esesen(xy).sen(yy) -+
~+ ey [sen(x'y)sen(y' x) + sen(x'z)sen(y y)] +

=260 5sen(x’'x) . seny'x) }
E° 2 ’ ’ '
ity esusen(ryJenly zkeosenly )}

ecc. €ecc. €ccC.

Se da queste equazioni elimineremo le quantita
a, b, a, b, p, Ang. x' x si otterranno le relazio-
ni fra i parametri delle equazioni E—o, c¢—o, le
quali stabiliscono la simiglianza delle curve ; il va-
lore dell’ Ang.x’'x determinera la retta O'x' omo-
loga all’ asse Oux; e le equazioni x=a, y=b;
ax=d , y—>b' rappresenteranno due punti omologi
rispetto alle curve medesime.

Esempio. Se le linee E—o, e=o fossero del
second’ ordine, supposto che il punto x—a, y=b
siail centro della prima, per cul E, =0, E, =0,
in forza delle equazioni (16) dovranno essere
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€,,0==0, €, =0 cioé il punto x=a’, y=b omolo-
go al punto x=a, y=> sard il centro della curva

e(x,y) = o. Fatto xx'==w, per cui yy'=—o,
Xy =a—w, yxr=a-} o Supposti
p*E I
esen « A’ ed

e=Ay* +2Bxy-Cx* 4 Dyt 2Ex}F
dalle tre ultime equazioni (16) si desumono
Ay AC—B?*=}{sen*w=sen(a—w)sen(a+w) } .4 C--B'*
A(A 4+ C—2Bcosa)=
= §sen® o+ sen(a—w)sen(z—+m)} (4 +C'—2B cosa)

le quali divise I' una per I’ altra riconducono alla
condizione di simighanza , gid altrimenti ottenuta
(Parte 2. artic. IIL. esempio 1 )

ARTICOLO VIL
- Analisi delle linee del second ordine. '

Data la equazione o
Ex, y)=Ady*~+2Bxy+Cx*+4-2Dy42Ex+F =0,
nella quale i parametri 4, B,...... abbiano va-
lori determinati, ci proporremo ora di esaminare
I’ andamento di quella linea, e varie proprieta im-
portanti della medesima. » k
Jmmagino applicate alla curva delle corde paral-
lelle all’asse delle y: Se nella equazione j:hx si

1
finge 5 =0 la equazione E,, o+AEo =0 del diame-
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tro corrispondente a quelle corde diventa E, \=o,
vale a dire Ay-+-Bx+4-D=o0. Prendiamo ora per

nuovi assi coordinati, cui riferire la curva, I’ asse

primitivo delle y, ed il diametro y= g-x-—— g-,

che chiamerd asse a'. Avremo adunque (Parte I
Artic. 'V.)) sen(ry’) = o, sen(xy’)=sen(xy)=sena :
I origine delle nuove coordinate sara il punto,

—— B D. , :
in cui la retta ]:—Zx-——- ~ incontra I’ asse y',

4
. D
ossia y: epperd saranno a=o, b=-—-2 : e me-

diante le form. 5. Artic. II. Part. 1. avremo
sen(x'x)=

B
23 enx Bsena

—_—
——

V( 2B B’)—' V(A*—24Bcosa+A42)
‘ 1—7cosa+—

A’
, A sena
S Y= 2 ABeoss + B

cosicché posto, per brevitd, y(A4*—2.4Bcosa+B*)=R,

si avranno per la trasformazione delle coordinate

. . Ax D B

le equazioni x:—l«{— y y=— 2—!—]’-—--1?, per le
quali la E(x, y)=o si riduce ad

, , A(4C—B?) 2(4dE—BD) AF—D>*

a3 /3 1 ] —
(@) Ay R T

Se la curva & priva di centro, B? - AC=0,

e la equazione

=0
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@ 7 +2(14Z ;BD)x';l-; AF;D —
si semplifica ulteriormente trasportando 1’ origine
delle coordinate nel punto dell’asse &', a cui corri-
R(AF—D*)
2A4(4E—BD)
la curva a due nuovi assi parallelli ai primi coll’o-
rigine nel punto suddetto, per il che la y' resta
la medesima, e chiamata =" la nuova ascissa
. BrdF-D?) 1 .
avremo X'=x — m , e la equazione
della curva sard ridotta ad
- 2(BD—AE) .
@ rr=—r
Se la linea del second’ordine & dotata di cen-
tro, questo punto & nell’asse x'. Per determinarne
la posizione ( Artic. IL. Parte II.) eguaglieremo a
zero le derivate di (b) prese rispetto alle coordi-
nate x', ', e dalle equazioni che ne vengono,
44 %"B )i 4-(4E—BD)=o ne de-
sumeremo (Artic. IL form. 2.) i valori delle coor-
dinate. Si riferisca ormai la curva a due assi pa-
ralleli ad a', y' condotti per il centro, al quale
(AE—BD)R

e ———e——— nella
A(AC—B*)

equazione (6) e la risultante sard

AC—-B* (4E—BD)*—(AC-B*\AF-D*)

spondono x'= , y'=o0; cio¢ riferendo

cioé¢ y'=o,

"

intento basterd porre x'=—x

@y === A (AC—B")



134

Ripresa la equazione (c) notiamo, che essendo
il primo membro essenzialmente positivo, se il
coeficiente di x” & positivo tutte le ascisse, a cui
corrispondono ordinate reali, saranno pure positi-
ve: ma i valori di x" dovranno essere negativi,
quando lo sia il suo coeficiente. Supponiamo
2(BD—AE)

AR
la equazione (c) come segue (¢) y*=Pzx ed in-
dichiamo eon Ox, Oy (fig. 27) gli assi coordi-
nati, cui la curva & riferita. Si prenda nel pro-
lungamento dell’ asse Ox la parte O4=P, e sic-
come I’ ordinata  corrispondente ad un punto
qualunque deve essere media geometrica fra I a-
scissa ed il parametro P, presa ad arbitrio x=0p,
descritta sul diametro 4p la semicirconferenza
Az, condotta Oaby ... perpendicolare ad Ap; sard
Ox*=0A . Op=P . Op; all’ ascissa x=Op corri-
sponderi I'ordinata y=0z, e condotte ap=ap=0x,
parallelle all’ asse Oy, i punti a, @' apparterranno
alla curva che si considera. Avremo poi le ordi-
nate bg, cr... .. corrispondenti alle ascisse Og,
Or . .. descrivendo 1 semicerchj A€q, Ayr....;

=P>o0 ; omessi gli apici scriviamo

e quindi ponendo bg=b'q=08, cr—=c'r—=0y, ecc.
Per delineare la curva rappresentata dalla equa-
zione (d) distingueremo i due casi, in cul
B>—~ACLo, e B*—AC>o0 ; epperd I ellissi dal-
V iperbole: Se B*—AC< o, siccome il primo mem-
bro & positivo lo dovra essere anche il secondo,
altrimenti quella equazione ¢ assurda. Poniamo per
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AC—B*

Ra
equazione 7)) indichiamolo con IV, per cui, om-
messi gli apici, quella equazione assumera la for-
ma ]°+Mx‘ — N. Siano (fig. 28) Ox, Oy gl
assi coordinati, cui la curva ¢ riferita: Fatto y=o

brevita =M, il secondo membro della

N : ,
si hanno &=+ ZTI-’ per cul prese nell’asse Oz

, N
e nel suo prolungamento le parti 0A4A=04 :=:VM

saranno 4 ed A4' due punti della curva: cosi po-
sto =0, da quella equazione caveremo y==£VN,
per cui prese nell’ asse Oy, e nel suo prolunga-
mento le parti OB—0B =y N , saranno B., B
due altri punti della curva. Per brevith pomamo

N 2
OA:V’M:"’ OB=yN=b, onde N=b?, ==
e la equazione y+Mx=N si ridurra ad

b" . x’ 2 .
.7"'*‘;-’3’:—"19’. ossia (f) = +%=I' Per descri-

b .
verla, cavato y:_—_{-;-\/a“-—x‘ , osserviamo che la
a

7 ¢ reale fintanto che x<a: dippil supposta x =
=0p < a, descritto sul diametro 44 1l semicer-
chio 4Ca8y 4, condotta I’ ordinata pz perpendicolare
a quel diametro, sara par=0x—O0p*=—a*—O0p*:

b —
ma, essendo y=ap=- va*—Op? = —pane se-

gue ap:ap=b :a=0B:0C; i triangoli apz, BOC
saranno simili, e la retta az parallellaa BC. Dun-
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que troveremo le ordinate gb, rc . ... corrispon-
denti alle ascisse Og, Or... condacendo nel cir-
colo 4'CA le ordinate ¢6, ry...., poi le rette
6b, yc ... parallelle BC, ed i punti b, c... ap-
parterranno alla curva. Siccome poi ad ogni ascis-
sa Op, Og... corrispondono due ordinate ap=dp,
bg=b'q, cr=cr.... eguali e di segno opposto, i
punti &, b, c'... si troveranno anch’essi in quella
linea: E poiche i valori di y forniti dalla equa-

b — . . 1
zione y=o ;y’a’——-x’ , corrispondenti ai valori di

x di eguale grandezza ed opposti nel segno sono
eguali, ne viene che all'ascissa Op' — Op , ma

negativa, corrisponderanno le ordinate p’a” positi-

va, e p'a” negativa, entrambe eguali all’ordinata ap.
Cosi all’ascissa Og'=0qg corrisponderanno le due
ordinate ¢'b"=q'b"=gb- ecc. ecc. E per tal ma-
niera viene descritta I' ellissi rappresentata dalla
equazione proposta.
Consideriamo finalmente il caso, in cui

B*—A4C>o. 1l secondo membro della equazione
(d) potrd essere indifferentemente positivo o ne-

gativo. Supponiamo che sia negativo, rappresentia-
B*—4C
Ra
quella equazione si riduce ad y*—Mzx*=-—N; om-
mettendo gli apici alle coordinate. Fatto in quella

molo con —JV, e poniamo

=AM, per cui

. . . N .
equazione y—o s1 ottiene xr—r- M , cio¢ la

curva incontra I’ asse Ox (fig. 29 ) ed il prolun-
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gamento in due punti 4, 4 tali che O4=0 A==

‘/{V_: Se poi si fa x = o I’ equazione assurda
M

7’=—N dimostra che la curva non ¢ incontrata

N

dall’asse Oy.Poniamo OA_-——V = OB=b=VyN,

bs )
cosicch® saranno N=b?*, M::E; , € la equazione

della linea assumerd la forma seguente

2 X3 2 .
_y“——é-x’z——IP, OVvero —-;L—l =1: Per descri-
2 .

a a b*
. b = gondesin
verla, caviamo _y:_—_:[:-; Vx?— a*, d’ onde si racco-

glie dover essere x>a, e poiché la x pud cre-
scere oltre il valore a senza limite alcuno, la car-
va si estendera all'infinito a destra ed a sinistra
dell’asse yOy'. Considero qualunque ascissa Op>a;
I’ ordinata pa ad essa corrispondente , sara data

|
dalla equazione pa:—;\/Op’—OA’: se ora sul
diametro A4 descriveremo il semicerchio 4CA',

condotta ad esso la tangente pa avremo

pa*+ Ox*=0p?, ossia paz:\/Op’-—OA2 , e sard
OB .
quindi I ordinata pa= 07" ciot pa:pa—=0B:04,

vale a dire I’ ordinata pa dell’ iperbole corrispon-
dente a qualunque ascissa Op avra alla retta pa,
tangente il circolo 4C4', una ragione geometrica
eguale a quella delle rette OB ed O4. L’ ordinata
gb si avri conducendo la tangente g6, poi pren-
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dendo ¢qb:q6=0B;04: e nello stesso modo deter-
mineremo le ordinate rc, sd... corrispondenti alle
ascisse Or, Os.... Ad ogni ascissa Op, Oq ...
corrisponderanno anche le ordinate opposte pa'=pa
gb ==qb, rd =rc...; e per le ascisse negative
Op' = Op, O = Oq..... , avremo le ordinate
pa'=p'a"=pa; ¢b'=qb"=gb... due a due eguali ed
opposte; onde per tal maniera verra descritta V'iperbo-
le, la quale consta di due rami bAb, b"A'b"" fra loro
separati, e che si estendono entrambi all’ infinito.
Se il secondo membro della equazione (d) fosse

2

A4AC—B*
alla forma x*—My*=—IN, e si trattera come la
precedente.

Conoscendo I'andamento di ciascuna linea del
- second’ ordine , occupiamoci alcun poco intorno
ad alcune proprieta delle medesime, le quali fa-
cilmente derivano dalle equazioni (e) (f) (8): le piu
semplici fra coordinate rettilinee.

La linea MOV ( fig. 30 ) rappresenti una pa-
rabola, Ox un diametro, Oy la tangente paral-
lella alle corde corrispondenti allo stesso diame-
tro Ox (Artic. IV. Esemp.). La equazione di
quella linea generalmente ha la forma
E(x, y) =dy°+2ij+Cx’+2Dy+2Ex+F..—-_—.o R
in cui B*—AC=0, ma essendo Ox, Oy gli asst
coordinati ad ogni ascissa & devono corrispon-
dere due valori di y eguali e di segno opposto,
epperd nella equazione

si ridurra

positivo; moltiplicandola per
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Bx¥D Cx*+4-2Ex4-F
242y 7 + i =o0

deve essere Bx-+D—o , qualunque sia il valore
di x, saranno cio¢ B=—o, D = o. Dunque dal-
la equazione B*—A4C = o ne segue AC==o, ¢
siccome non pud essere A=o , altrimenti spari-
rebbe la y dalla funzione E(x, y); sara C=o. Fi-
nalments, siccome O & un punto della curva, le
coordinate x==o0, y==o di esso devono rendere

_soddisfatta la sua equazione, per cui sara F=o,e

E
la equazione stessa siriduce ady’—l—%x:o. 11 pa-

2FE . .yt
rametro —- , che deve essere negativo , indichia-

molo con —P, e la linea MOV verra rappresen-
tata dalla relazione E(x, y)=y—Px=o.

Cid premegso osserviamo, che essendo E, ;=—P;
E, =2y, la equazione E,, ohE, =0 del dia-
metro corrispondente alle corde parallelle alla ret-

ta y=hx sara 2hy—P=o0, ossia y=" W per cuai
2h Y

presa nell’ asse Oy la parte oT = Q—I;;, la retta
TMx' parallella all’asse Ox, sard il diametro che
corrisponde a quelle corde. La retta TMy paral-
lella alle corde medesime, sara tangente la curva
in M (Art. IV. Esem. 1.), cio¢, analogamente ad
una retta, la quale tocchi una circonferenza, la retta
TM incontra la curva in M e prolungata non la
sega , mentre se la tagliasse nuovamente in H la
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corda MH non sarebbe divisa dal diametro Mx'
in due parti eguali. Essendo MP I ordinata del
punto M, la equazione della retta M7 sard
Jy—MP=h(x—OP), da cui ponendo y==o si de-

P
sume x=—0Te=— (?—2-—- —OP) ; e siccome

MP=—=P.OP, MP:Q%’ ne viene OT=0P, cioé

la parte del diametro Ox cowpresa fra la tan-
gente M T, e I ordinata MP del punto M di con-
tatto & divisa in O dalla curva in due parti eguali.
Volendo riferire la curva agli assi My, Mx', sic-
come le coordinate della nuova origine M sono

mMp: P p
=0P= = —, b=MP=—; ‘x)=0,
a 2 =4Iz=’ b=M. v e sen(x'x)==o
sen(y'x)
sen{x'y)=senz ; ——===2h,
) sen(yy)
, b sena sen «
sen(y x)=

LA Vi,
V(14 2hcosa+h2) semy 1= V(1 4-2hcosa-h?)
(Part. L Artic. II. form. 5.), le formole per la
trasformazione delle coordinate saranno ( Part. L

] P 7 P Ry
Artic. V.) xr=— el p—m e
c. V.) x 4k’+x+R,y 2h+R , ove
R—v/1-+3hcosa-h*; e la equazione y*=Pzx si ri-

duce ad J,’:P(l + 2hcosa+ h-‘)x,___ p sen’(.ry)x,

h: T U senr(xyy
Dunque indicato con P’ il parametro corrispon-
dente al nuovo sistema di assi coordinati, I’ equa-
zione della curva sard y*—=Pux’, ove
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P': P—sen*(xy):sen(x’y’). Se gli assi coordinati sa-
ranno l'asse della curva, che rappresento con 4PF
e la tangente nel punto ¥, che chiamasi il vertice
della curva, il parametro corrispondente, che in-
dico con II, si avra ponendo sen(x’y’)—1 nel va-

lore P=Psen2(x:y ) e sarh I==P.sen*(xy): Le coor-
sen*(x'y’)
dinate del vertice poi si-desumono dalle formole
P P 1
a—OP .—_-Z—’-l—n—, b::MP:::z-—h- ponendo h —_—-—;0—5‘;
Prosa®
(Art. IL form. (10)), e sono a = o , b—=——cosa.

2

Nell’ asse CFF si prendano le parti VF=
—F C=,]1, si conducano CD, MQ perpendicolari
all’ asse medesimo, e si prolunghi la retta Mx' in

D. Essendo.z‘—ﬁ :'M_é —{-172a =L Q+(VQ—Il)r=

=(¥VQ+/1l)*, ossia FM:VQ—)—*/JL:VQ—}-VC:CQ
siccome FU=FQ, VU+VF=VQ+VC sara
FU=CQ=FM=MD, epperd qualunque punto
della parabola & distante da F, quanto dalla retta
CD: Essendo poi isoscele il triangolo UFM, I'an-
golo FMU-—=Ang MUF=Ang.y' Mx', ne segue che
da qualsivoglia punto M della parabola condotte il
diametro Mx, e la retta MF, che va al punto
F, queste rette formano angoli eguali colla retta’
TMH tangente la curva nello stesso punto M:
Di qui si deduce, che se la retta DMx' , con-
siderata come rigida, si facesse scorrere dalla di-
rezione CQ verso Mx' , sempre perpendicolare a
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CD, e che un filo di lunghezza arbitraria DMx,

fosse cogli estremi fissato in F’ ed x', e teso in
“parte lungo la retta Mx', in parte da M verso
F, supposta M la punta di una matita, questa
descrivera la curva che si considera. [Iu conse-
guenza di tale proprietd la retta CD si chiama
direttrice della parabole.
Avendo notato, che gli angoli y'Mx', FMT  so-
no eguali comprendiamo, che quando delle onde
sonore o luminose parallele ai diametri Mx', Ox...
incontrassero la curva , riflettendosi verrebbero a
concorrere nel punto ', il quale percid ¢ chia-
mato fuoco della parabola.

Si supponga FM==r, Ang.MI"Q==uw, ¢ siccome

FQ=rcoswla equazione FM="/I14-}"Q="1I+FQ
I

fornira re=="/Il 4= reosw, ossiares—————: che ¢
2(1—cosw)

una equazione polare della curva.
Consideriamo 1" ellissi 4BA4'B ( fig. 31. ) rife-
rite a due diametri conjugati Oz, Oy. Fra le co-
ordinate x, ¥ di qualunque punto dovra aver luo-
go una relazione della forma

Ay* +aBxy + Cx*+2Dy + 2Ex+ F—o
e siccome ad ogni ascissa x devono corrispondere
due ordinate eguali e di segno opposto il coeficien-
te 2(Bx+4-D) della y lineare dovrd essere nullo;
epperd B=D—o. Cosi dovendo ad ogni ordinata
corrispondere due ascisse eguali e di segno con-
trario, ne viene che debba essere E—o. In con-
seguenza la equazione della curva sard
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Aj 4 Cx?* 4 F =o.
Per 1’ ellissi poi deve essere B* ———AC::-—/IC(O,

dunque 4, C avranno segni eguali fra loro, ed opposti
ad F, Siccome fatto y==o si ha z= ;l:V — & che

chiamo a; e supposto y==0 ne viene ]::iV ——

che indico con b; supposti
04d—0A4=a, OB=O0B=0b, avremo

E Y A__ 1
F~" @&’ F b’

e la equazione A)"+C.i:" 4+ F—=o

2 2
x y .
si ridurrh ad —c_z_;+77—’ — 1. Da questa equazione

22 2 C a1
si cavano E o =— Eo , =7;Z_ per cui il dia-
metro corrispondente alle corde parallele alla ret-
ta y=hx verrh dato dalla equazione

E,ohEo; = 2 (—%‘;— -+ z{) o
a
- b
c1oe _ --37”-
Questo diametro sia OM; ed MT parallela alle
corde corrispondenti ad esso, cio¢ alla retta y=hzx,
sarh tangente la curva in M. Supposte le coordi-
nate .del contatto MP—6, OP—a la equazione di
MT desunta dalla formola (4) Artic. 1IV., oppure
dalla (N) dell’ esempio, sard —SZ—;-+ =1 Se
0‘ o

. a
vi poniamo y=o, ne segue x=0T= —= 0P °
-4
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cosiccheé descritta dal centro O con raggio OA
fa circonferenza 4N, condotta I’ ordinata PV per-
pendicolare ad O4, quindi la retta TV, siccome
0.4*>—=ON?*=OP. OT, sara TN tangente al
cerchio in V; e quindi, dovendosi condurre la
retta tangente |’ ellissi in un punto qualunque M
~ della medesima, basterd tracciarne 1'ordinata MP,
la PN ordinata del circolo 4N normale ad 04,
poi la NT' tangente il cerchio in IV, e la relta
MT sara la toccante cercata. Questa retta incon-
tra la curva in M, e prolungata non la sega; co-
me si & gid detto della parabola.
Abbiamo dimostrato, che la somma de’ quadrati
di due diametri conjugati qualunque , ha sempre
lo stesso valore; e che & pure costante Varea del
parallelogrammo descritto sulle medesime rette; e
siccome condotte per B, B' le CBD, FBE paral-
lele ad AA4'; e per 4,4 le rette DAE, CA'F pa-
rallele a BB, queste parallele sono tangenti I’ el-
lissi, e determinano un parallelogrammo circoscrit-
to alla curva, I' area del quale & quadrupla del-
P area OBDA, ne segue che tutti i parallelogrammi
circoscritti , i lati dei quali sono paralleli ai dia-
metri conjugati hanno la medesima estensione.

Siano GOG', HOH' i diametri conjugati orto-

gonali , ciod gli assi della curva, i quali si deter-
minano colla equazione (E) Artic. IIL esempio 1.°
Siano OG—a, OH—S6, a>8, ed indicate con X,y
le coordinate OQ, MQ di qualsivoglia punto M
della curva riferita a quei diametri ortogonali, per

le ragioni addotte , la equazione di essa sar
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4 'Zé-;- = 1. Prendiamo nell’ asse GOG' le

a3 ’
parti OF =OF' = \/:’_:6;:,- e conduciamo le rette
FM, F'M: siccome o
FM*=MQ* + FQ’::MQ‘+(OQ—-—OF)’:= )
= MQ* + 0Q*—2.0Q.0F +0F*,
FM: = MQ*+40Q* +2.0Q.0F 4 0F*;

62
ed MQ* = 6* ——; 0Q*, ne vengono
. a .

Fif—=6* -—f; .0Q*-+0Q*—2.0Q.0OF+a*—6*=
a ) S
2?83
= ———.0Q*—2.0Q.0F + «* =
1

OF 2
=a«*—2.0Q.0F + %—I:—z . 0Q? =(az—--—:—-. OQ)

ossia FM=—a— 9§.OQ, ed FM:az-l—%l—P. 0Q;
epperd M3 FM=2e= GG,
ciot i due punti F, F godono della singolare pro=
prietd, che la somma delle rette guidate da essi
a qualunque punto della curva & eguale all’ asse
maggiore GG'; cosicché fissato un filo della lun-
ghezza GG' cogli estremi uno in F I altro in F,
la punta di una matita, la quale si muova ten-
dendo il filo medesimo, disegnerd I’ ellissi che si
considera.

Supponiamo, che la tangenle TMU venga pro=-

lungata ad incontrare I' asse OGU : siccome
10



S U = iy avremo
. , 0Q.OF
cibor oot RN ot e— o
. . «*—0QOF . FM _0Q
e poiché FM— —_— ne viene - ==
Abbiamo pure F'U =5—igg—'—of .
a’-{—OQ.OF
FM= - s

FM 0Q FM
FU ~  « FU
senFF UM sen FUM

senFMU — sen FMU’

ossia senFP MU= senFMU; FMU, FMU sono
angoli di supplemento, epperd FMU, FMT sono
eguali fra loro. Di qui pe viene, che partendo da
F delle onde luminose o sonore, e riflettendosi que-
ste all’ incontro della curva, verranno a concor-
rere in F': per la quale proprieth i due punti F,
F farono chiamati fuochi della ellissi. '
Si facciano FM=r, Ang MFG=w, per cui
OQ — OF + rcosw, e la equazione

FM = ,.._.9;_1 OQ si ridurra ad

F O
r:z—--———o -l-—-F.rcosm,
& [ 4

e.‘
a—y/a>—E2.co5®
che si chiama equazione polare della ellissi.

dﬁnque ; quindi

ossia r=

14
Passiamo per ultimo a considerare I iperbole?
Siano ( fig. 32) Ox, Oy le direzioni di due dia-
metri conjugati , cui si riferisce la curva. La equa-’
zione di essa avra generalmente la forma
Ay* 4+ 2Bxy 4 Cx* + 2Dy + 2Ex + F—o
e siccome ad ogni valore dell’ascissa  devono
corrispondere due ordinate y eguali ed opposte
nel segno, ed ogni valore di y deve dare due va-
lori eguali di x e di segno contrario saranno
B=D=LF=o0: come gia si ¢ detto parlando del- |
I ellissi. Siccome poi B:—AC—=—A4C>o0, 4 e C
avranno segni opposti, e la equazione della curva
avra la forma Ay4-Cx* 4 F=o. Suppaniamo il
segno di C contrario a quello di F. Posto in quella

. . . . V F
equazione y=o0 si hanno le ascisse reali x=-- -G

er cui la curva sega I’ asse £'Ox in due punti
p p

A, A' tali che 0A:014'=l/—-—€—-: ma non in-

contra poi I’ asse y’Oy, da che fatto x=<o quella

equazione ci da y::iL —F; immaginario. Sup-

—F 7
poniamo V—-—C-u, Vg:::b, ossia

C I A X
- a F~— b’
e la curva verrd rappresentata dalla equazione
wl a
=,
a® b
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l_j quale trattata siccome quella affatto analoga
dell’ ellissi condurrd a simili conseguenze. Proye-
remo, che la eguazione della curva riferita ai due
diametri ortogonali, o assi, ha la forma seguente
x‘ 7! —
T e ="
che I' asse delle y non incontra quella linea, e che
nell’asse delle x esistono due fuochi, determinati

dalle ascisse x=— & ya’ =6+, le cui distanze da
qualunque punto della curva differiscono I'una dal-
Ialtra di una quantitd, che eguaglia la lunghezza
2z dell’ asse reale; e quelle rette formano colla tan-
gente la curva in quel punto angoli eguali fra loro.
L’iperbole, come gid abbiamo notato (Artic. V.
_ esempio 1.%) & dotata di due assintoli rettilinei, 1
quali si determinano mediante le due equazioni
- B+ hE, 4 hEys=0, E 4+hE,;,=o0,
la prima delle quali ci da i valori di %, la secon-
da stabilisce la posizione dell’ assintoto. Siccome

x* 2 x
E(x’j) = ;T‘_')b%— 1; El,o= 3“;‘; Eo,x —_—— zTrS
Ez,o:-l—'i Ex,t’-:'-ol Eo,a"-——-—“'i"a
a b

quelle equazioni si riducono alle seguenti

1 h* x hy
‘;;:"“"5:‘:0, ;—.b—;_o’
vale a dire

b b
h:i;,‘ y=i;x:

14
epperd gli assintoti passano per il centro della
curva. Siccome poi all’ ascissa x==04=—a corri-
spondono le ordinate y =+ b ne segue, che con-
dotte 4C=AC=b parallele all’ asse yOy" gli as-
sintoti saranno le rette OCx', OCy’ estese indi-
finitamente da ambe le parti. Se OB, OE rappre-
sentassero le direzioni di due altri diametri con-
jugati dell’ iperbole che si considera, siccome OB
incontra la curva in B, OE non la incontrerchbe,
e la equazione di questa linea riportata agli assi

coordinati OB, OE avrebbe la forma
x r

' . 'O_F_ET"'.IA’ S
ove OB* — H* — g* — b* (Artic. TIL. esemp. 1.°).
Volendo col mezzo delle rette OB, H determinare
gli assintoti Ox', Oy’ dovremo condurre per B la
DBD parallela ad OE, ossia tangente la curva in
B, prendere DB—D'B=H , e le rette OD, oD
rappresenterebbero gli assintoti.. Dunque essendo
OB un semidiametro reale dell’ iperbole, il conju-
gato immaginario sard la retta DBD' tangente la
curva in B, compresa fra gli assintoti, la quale
¢ divisa nel contatto in due parti eguali.‘

Proponiamoci ormai di riferire la curva ai due
assintoti Ox','AOj' quali assi coordinati.. Ricorren-
do alle formole dell’Art. V. Parte 1. notiamo, che
le coordinate della nuova origine sono nulle: che
’ bsena

Vv (as—zabcosa+b’)

sen(y'x) =

‘poiclié f:gw'é I’ equazione della retta Oy ;
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che sen (r'y) = asena .
on = v(a*—2abcosz+b+) ’
‘ ] bsena
sen(x’ x)——
(e )= V(a*~—2abcosz+b*) ’
asena

sen (=) = v(a*—aabcosa + b%) ’

essendo y=—-x la equazione dell’ asse Ox' ;

quindi ne vengdno le equazioni di trasformazione
_ax+y) . br—=x)
V(a*--2abcosa+b°) 7= v(a*—2abcosz+b*)

X =

da cui cavati =, < : ne :
'8 cm cavall “r, 70 € posti nella equazione

R - b
e
= -l-;-= 1, 51 ottiepe
b 3 .
2 j,=¢ —aabcos a--b* ]
2

8e dunque da qualsivoglia punto M della curva si
conducono le coordinate MP—y’, OP—MQ—x'
parallele agli assintoti , sara ’

MP.0Q = L =2obeos= + B

2

ossia

- OP.0Q. sén a= a*—aabcosa-t-b*

a2 sen a3

epperd »1’ area del parallélogramnio compreso fra

»lq? cc.)ordinate di qualsivoglia punto dell’ iperbole
»riferita ai proprj assintoti,ha una estensione co-
»nstante. ‘

Siecome, condotta da qualunque punte M del-

15z

Y iperbole I’ ordinata MR ad un diametro. Odx,
ed estesa fino all’incontro dell’ assintoto 0cCsS, si

b it SR , CA s SN :
ha MRA =;;.Ol? —b\’, OR = O——A_._;,‘ine se-
guono SR=—_—§’;. OR*, SR*—MR=b" ,
. a - e : bs,
(SR+MR) (SR—MR)=>b* ed MS = m

Ma quanto pit P'ordinata MR & discosta dall’asse
Oy tanto piu & grande la semma SB“—"%-'-MIQ‘?{ﬁin-
di tanto pja piccola & la retta SM, epperd la cur-
va si avvicina sempre pil all’ asSintQ;tQ:;:fgpzﬁ rag-
giungerlo giammai.

Fra le tante proprieta delle linee _-del;:«,giecond’
ordine dotate di centro ve n’ha una molto singo-
lare, di cui ne addurrd una dimostrazione sempli-
cissima. Riferite quelle linee ai loro assi possono
rappresentarsi entrambe dallaequazione f?:Cx'-}-‘F
Siano x', y l€ coordinate - di un punto; -z’ "
quelle di un attro presi in quella linea. Le rette
che ivi toccano la curva saranno date dalle equa-

“gioni yy'—=Cxx'+4-F, yy":C.rx"-laF(Artic."IV.

esempio. form. (N) ), e supposte perpendicalari fra
loro aﬁemo 1 4 ?_‘_‘f";::__ >6 (Pall-te‘ I:ArtII.
form. (9) ). P:oniqmo.'per brevitd y'==ax’ ,‘?_per.fbai

o=l

RN t

Se dalle equazioni -
. T Yy ™ . EAUES § B S SRV
y'*=Cx*{-F, jy’:Cxx'+ F, jjm'



152
eliminigmo &', y' si ottiens (a*—C)F=(ay--Cx)*,
' i 1o ’ e ¥ s G e .

Ao Tanlh ':,,.i‘:i. . f ,:c Lol
ove cambiata a in — —— avremo
R a -

(F)=9r=(2—=)
(?ggia 0 ‘a:x'-l-C])’ = (Ca --_aC;)F P

‘che ﬁsu]ta ‘eliminando x", y? fra le tre equazioni

r’i’?;::Clr""-}-F y yf’:.C.ix"—}—F R f' =—-—-C~: .1:"'.

Se‘ ora si finge, che le ordinate x, 7, le qu:li en-

trano nelle due equazioni

i

(47— Ox)* =(a*—O)F, (ax+0Cy)* =(C"—~§) F,

.appartengano al punto comune alle due tangenti
ortogonali, quelle equazioni dovranno sussistere con-
‘temporaneamente ; percio fatta la loro somma, e
soppresso il fattore a?+-C*, ne deriva

| a o+ p=rlL

.aana quale apprendiamo che » Se due rette tan-
wigenti una, linea del second’ ordine dotata di cen-
»_tro sono perpendicolari fra loro, il vertice del-
» I angolo Tetté si trova'su di una periferia circo-
mJare; conoentrica a quella linea, ed il cui raggio
» quadrato, nella ellissi eguaglia la somma dei qua-
» dra;\ti dei suoi assi, e nell“iperbole la differenza
» dei quadrati degli assi medesimi.

Sul finire dell Axt. V. della Parte L ho asse-
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rito, che ‘tna opportuna scelta di coordinate con-
duce talvolta a risolvere questioni, anche intral-
ciate, con eleganza e speditezza. Recherd ad esem-
pio una risoluzione del problema importante,, in
cui si deve tracciare la linea del second’ ordine
che passa per cinque punti dati, la quale risolu-
gione conseguisco mediante un genere rimarcabile
di coordinate . (1). I punti dati siano (fig. 33.) 4,
B, C, M' ed M"; CAx, CBy gli assi coordinati; |
AC=a, BC=b, per cui la equazione della linea
avra la forma

j(b——j)—!-.dx(a-—x) + Bxy =o0;

ossia b 42 B=o
> = >

come facilmente si dimostra. Supposto M il pun-
to determinato dalle coordinate x, y denominiamo
Ang. ACB=m, Ang.CBM=0, Ang.CAM=4,

e siccome

b—

x. sen w
a—x sen(m~}-6
= s(ez-;— ) = (cot.m + cot.6)senm.

la equazione della curva si trasforma nella seguente
cotw A .cot.o=0C,

« B
ove ho supposto C—=— —— —(1 + A)cot.m. Fac
‘ , senm

ciamo cot.f=a, cot.w=6; indichiamo con o, 6;

«", 6" i valori di «, 6 corrispondent: ai punti M'

(1) Memorie & mxe,mica. Payia 1831, Tipografia Bizsoni.
Memoria settima,
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ed M', ed eliminate 4, C dalle equazioni

64 A2=C, 6 +Ad—=C, 6+ A"=C,
la linea del second ordine, che passa per i cinque
punti dati, verrd rappresentata dalla equazione -

()  6(@—a")—6(@—a")+6"x—o) =0
analoga alla. (§) Parte I Artic. IL|, la quale in-
dica una linea retta obbligata "a passare per due
punti. Questa osservazione ci -conduce piu oltre.
Prolungata AM' in m', formiamo I angolo :
ACm'=CBM =, ed indichiamo con x, 7' le coor-
dinate ortogonah del punto m' riferito all’asse CAx
coll’ origine in C. Si formi ancora I’angolo
ACm"=CBM"=u", e siano x, y" le coordmate or-
togonali del punto m", rispetto ai medesimi assi.
Chiamato m quel punto, che ba rispelto ad M la
stessa proprieta che ha m' in riguardo ad M,
siano x, 7 le coordinati di m. E facile il vedere

! - ]
che 6’=catw'='f,-, d=cotf =2~ ,'6"--'}—"! ,
]‘ B
” a—zx" x < a—x
«' = ——, e per conseguenza 6—=—, a=—=
J Y y

medianite le quali relazioni la equazlone (B) si ‘tras-
forma nella seguente
~® r—r")—=(r— f")+x"<7-)’) =0
e questa ne msegna che i punti m/, m", m. .
sono situati in una lmea retla Potremo percm de-
terminare quantl punti si voghono della linea in
.questloue_. da che coudotta qualunque retta 4Nn,
la quale incontri m'm” in n, tracciata Cn, e for-
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mato, I’ angolo CBN=Ang.4Cn, il punto N comu-
ne alle rette AN, BN apparterrd a quella linea.
Nella memorla citata si trova esposto un altro me-
todo , le appllcazlom ai principali probleml rela-
tivi all argomeuto, ed alcuni teoremi curiosi.

Non insisto ulteriormente sulle linee del secon-
&’ ordine , giacché lo studio delle loro proprieta
fa parte delle ' matematiche pure elementari, e sti-
mo esercizio da lasciarsi agli studiosi la ricerca
delle’ dlmostrazmm analitiche di tante relazioni sin-
golari a ' dovizia raccolte specnalmente nel Trattato
del Comc; dx ‘Apollonio Pergeo.

ARTICOLO IX.

Intorno ad alcune propriete delle lines
del terzo ordine. ~

Poche cose ci & dato di dire intorno alle linee
del terzo ordine. La loro classificazione /in ordini
e specie, che Newton ed Eulero hanno desunta
dalle proprieth dei rami infiniti non sembra pre-
sentare utilita notabile, onde mi limiterd ad espor-
re quanto mi venne fatto di osservare intorno a
queste linee in altra occasione (*).

Essendo
@ Ex,y)= j’+3By=x+3ny=+Dx3+Er=+

+a2Fzy 4 Gx-+Hy + Kx—-L=0
® Sui triametri delle linee di terzo ordine — Aunotazioni

— Aunali delle Scienze del Regno Lombardo - Veneto. T. Vil
1837.
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la- equaziotie, che rappresenta una linéa”del terzo
ordine riferita a due assi rettilinei ; supponiamo
che non siano nulli nello stesso tempo i due coe-
ficienti 4 e D. Se non ¢ A —o , immaginato un
sistema di corde parallelle all’ asse delle y,la équa-
vione del triametro corrispondente, che si cava

dall’ ese;np. a. Artic. IIl. ponendovi -;:: o sard

Ay+Bx+/4E = o. Se la curva vien riportata_ a
questo triametro e all’ asse attuale delle ordinate
Y, mediante formole analoghe a quellé ottenute
sul principio dell’articolo antecedente, la equazio-
ne E(x, y)—o si ridurrd alla forma

(b) ay’4-3cyx*+dx3+afxy+gr+-hy+kx4-l=o,
ove a ==4: La equazione generale dei triametri
( Esemp. 2. Artic. IIl.) sara

() yleake)tz(dd-ach)/i(g+afh) = o
quelle 'flel centro sono

(d) ay==0, Cx"!""/;f:‘_‘o ’ C]+dr+’/38= 0,
e siccome non & a==A=—o, avremo

(&) ~y=o, x::——g% , e la condizione df—cg=o.

Se fossero d=c=o, siccome la equazione (c) si
riduce ad () aky+/g+2afh)=o

i triametri della curva sono tutti paralleHi all’asse
attuale delle ascisse x: e se dippil f=g==0 non esi-
ste che un triametro solo. o

‘Fingiamo , che alla linea () venga applicato un
sistema di corde parallelle al triametro (c) : nella
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diach ; .
la ri-

ctah*

sultante rappresenterd un secondo triametro , il
quale corrisponde a_quelle corde : In forza di tale

equazione (‘c)"ca',mbiata la & in —

d h .
sostituzione il parametro — C+ZV, che determis
na la dirczione di quella retta, diventa

d=-2ch
d—C o
ct-ah* (c4-ahe)$ dic¥-aky—2c(d+2ch)}
o (d-}-zch)ﬂ- clc+aly+a(d4nchy
c+4a
c4ah:

la quale quantith supposta eguale ad /. ne cavere-
me la condizione, perché il triametro del secondo
sistema di rette sia parallello alle corde del pri-
mo, epperd i due triametri siano conjugati fra loro.
La equazione
() archst-ardhi+ 2ac*h3}-4ade e A-(ad—3c)h—c*d=o,
che risulta, ammette almeno una radice reale; da
che eccettuato il caso unico, in cui essendo
c—=d—o i triametri sono tutti parallelli, se ¢—o
quella equazione fornisce ah’d—o ; se d—o si
riduce ad a*hé—+aach—3c—o, che ammette due
radici reali: Percid riferita la curva ai due tria-
metri conjugati, la equazione (b) assumera la forma
(h)  ay® + dx® = 2fxy + hy-thx+1l=o0:
ove le lettere a; d. ..., simboli dei coeficienti ,
avranno valori diversi dagli antecedenti. Essendo
per la curva (k) le equazioni del centro dx=o,
J=o0 , ay==0, questo punto coincide coll’ origine
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attuale delle coordinate: Ma se. non & JS=o0, per
cui non esiste centro, i triametri della linea, espres-
si dalla equazione generale

(%) aky +dz <*ifh = o
sono tangenti all’iperbole () xy = 5—%;
la quale ha per assintoti i due triametri conjugati
della linea medesima, e le coordinate del punto
di contatto fra I'iperbole ed il triametro sono

hf f
(m) x“—i-i’]=_3_ﬁz'
come facilmente si verifica mediante la equazione
(£V) Esempio. Artic. 1V.
La equazione, per la quale si determinano i rami
infiniti, essendo nel caso presente
E3,0+hE2,] -+ h'E:,z +h3Eo,’3: db-ahd—=o
raccogliamo, che un solo valore di % & reale, e
questo sostituito nella equazione (k) la risultaate
rappresentera 1’ assintoto della curva.
Se la linea (b) ha tutti i triametri parallelli
all’asse delle a cui & riferita; quella equazione avrd

la forma () ay’-3fay4-gx + hykx~4-l=o :
e siccome E, ==a(fy +gx)+k, E3,0=0, E, ;—o,
E,, ;=o0, E,3=a la equazione

E; o+ hE,, - R’E, s 4=HWE, 3==ah’*—o0 & soddi-
sfatta da A==o, nel qual caso l'altra E, o+AE, ,==0
si riduce a (p) VuE\, o —fr-}-gx+/k=o0, la quale
(Artic. III. sul fine) rappresenta un vero diame-
tro della curva corrispondente alle corde paral-
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Jelle .all’asse attuale delle ascisse x, da che ognu-
na di esse corde incontra la curva in due punti
soli, il terzo trovandosi a distanza infinita. N
Ripresa la equazione (a), supponiamo ch.e siano
nello stesso tempo A==o0, D==o, per cui sl Ti-
duce a

@) 3By*x43Cyx*+Ey*+2Fxy+Gx*+H ly+KxaL=0

La equazione generale dei triametri sara

(") 7(C+ 2Bh)+x(2Ch+Bh*\+/y(G+3Fh+Eh*)=0

e le equazioni del centro sono
() Cr++G=o0, Bx+'/sE==o, By+Cx+'/sF=o0
la sussistenza delle quali esige, che sia

® B:G + C:E— BCF—o.
Se B=o dovra pur essere E=o; e se C—o deve
essere G==o. .
Siccome E3 =0, E,,=3C, E, =3B, E,3=o Ia
equazione, che determina la direzione dei rami in-
finiti essendo 0 == Chi4Bh>—4-0h*—=0 ammette le

1 C .
radici (&) h=o, h=~—, h:—-E; le quali so-
o

stituite nella equazione (r) determinano tre assin-
toti della curva, cioé¢ le rette
G E EC’—zBCF’—*—GB’__n

=3¢ *=3p 0z 2BC

Se non esiste centro i triametri (r) sono tutti
tangenti all’ ellissi della equazione °
v) Br +BCxy+ Caxr - s(2BF—EC)y o
+/i(aFC—BG)x+/(F*—EG)=o.
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Volendo verificare questa proprieth dovremo pa-
fagonare la equazione generale delle tangenti alla
curva (v) ( Artic. IV. Esemp. Equaz. (V)) colla
equazione (r), ed otterremo -ancora le coordinate
del punto di contatto in funzione del parametro
k; il che si lascia per esercizio di calcolo allo

" . stndioso.

Ma la dimostrazione diretta di questo teorema
dipende da una bella teoria dell’ analisi trascen-
te, di cui non possiamo che abbozzare il fonda-
mento. Rappresentiamo la equazione (1) simbolica-
mente con flx, y, h)—o, e considerandola come
che esprima una retta tangente ad una curva:
Cambiata & in A<, sard f(x, y, h-+w)==0 I’ equa-
zione di una seconda tangente: Quelle rette si in-
contrano in un punto, le coordinate del quale ren-
dono soddisfatte contemporaneamente quelle due
equazioni, cosicché attribuiti ad x, y quei valori,
dovranno essere flx, 7, h)=o, ed fix, 7, h4w)=0:
Ma la funzione fix, 7, h+w) algebraica del secon-
do grado rispetto ad %, sviluppata fornisce

i, 7, bt o) =fHofitofas
ove ho scritto f in luogo di f{x, y, &): Avremo quin-
di le due equazioni f— 0, f4wf,4wf,==0, ossia
Sf=o ed f.4ouf, =o. Supponendo attribuili ad o
dei valori piccolissimi, e che decrescano continua-
mente, le due tangenti fiz, 7, h)=o, f(x,y, h+w/=0
si avvicinano sempre pia |’ una all’ altra, il punto
delle.coordinate x, y ad esse comune si accosta
indefinitamente alla curva; cosicché quando w=o
le tangenti coincidono, il punto &, y appartiene
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alla curva iistessa, e quelle coordinate x, y"reﬁde-
ianno nello stesso tempo f==o, f.—o. Duaque “s¢
la.equazione (r), ossia f=o, rappresenta la retta
toocante una curva nel punto delle coordinate
&, ¥; queste dovranno rendere contemporanea
smente soddisfatta quella equazione e la sua deri-
vatd prima:presa rispetto ad h;ciod le dae seguenti

Cy-+/sG+2h(By+Cas A h(Br -+ Ey=0
By 4 Cx + /A F+ h(Bx +'[:E) =o.,
Eliminandovi la quantith % si ottiene  la risultante
(v) la quale rappresenta la curva ,. cui_gono tan-
genti le rette (1), Ia quale suole ‘chiamarsi curva
inyiluppata dalle tangenti medesime. ,
' 'Se nella equazione (g) alcuna delle gnantitd B,
C ¢ nulla, supposta C=o, se non ¢ G=o, ep-
perd non esiste centro, tatti i triametri , 1'equa-
zione dci quali ¢ la seguente :
: h G + 2 Fh+Eh: ,

@ e =

sono tangenti alla parabola

C(n (3By+Fy= G(3Bx—+E):

il che si dimostra nella maniera superiorurente ine
dicata. R o

La equazione, che fornisce la direzione dei rami
infiniti essendo o-+Bh*+o0.hi—o ci da unicamente
h=o, h=—"/,. Alla prima radice non corrisponde
assintoto, quando non sia G=o, da che la equa-
zione (x) diventa assurda. La seconda poi: riduce
la (x) medesima a 3Bx+E =0, la guale, sivcome

non & B—o, rappresenta un vero assintoto. . -
: 13
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... Notismo per ullimo, che volendo disegnare la
eurva giovera assumere almeno uno degli assi
coordinati parallello alle rette che la incontrano a
distanza infinita, poiché la equazione trasformata
centerra soltanlo due dimensioni dell’ ordinata pa-
rallella a quell’ asse; si potrd quindi risolvere rie
gpetto -ad essa, e delineare la curva, come dichia-
reremo: nell’ articolo seguente.

ARTICOLO IX.
N . Analisi di varie curve algebraiche.

_ Esempio primo. Si voglia conoscere I' anda-
inento della curva rappresentata dalla equazione
numerica
(o Bz, y)=y‘—ax*y—zx'd-2axy*—5azxi=0
"riferita ad assi ortogonali. Si¢come la equazione &
di grado pari rispetto ad y ‘me viene, che ad ogni
ordinata positiva ne corrisponde una negativa di
eguale grandezza, per cui I’ asse delle x & pure
un asse della curva corrispondente alle corde pa-
rallelle alle ordinate y.

Le condizioni per I esistenza del centro sono
( Artic. IL. form. 2) '

b)) Byo=—fx—5a=0; E,;=—/fy =0}
. Ep=—fr+2a=o0; E3=4y =0
incoerenti fra loro, onde quella linea ne & priva.
Per conoscere se la curva & limitata, ovvero si
estenda all'infinito, formiamo la equazione corri-

spoadente alla (8) dell’ Artic. V., ciod

763
© Eyo + hEs, 4=k By +’h’En,3+h‘Ea;4‘='f-_ N
0 emi—140.h—2kt o B+ h=0
l'a‘ quale ammettendo le due radici r.eali o
h=-Vy(1+V2), indica I’ esistenza di rami infiniti,
La equazione (9) dell’Articolo V. applicata al caso
presente , cioé » |
((I) E;o+ RE,, + hE; .+ ’Zan} :
= z—ba—4hy +h(— fx—-20)+4Ry=0
- h 41 a(ah*—5)
ossia (o) ]—_:m:-T)- x — 4—-—-———-h( )
non essendo incompatibile colle supposizioni di
h=4V(1 +V2), insegna che la. curva & -d?tata.dx
due assintoti rettilinei, i quali incontrano I asse &
. a(ahs_S)__ a(7\/2—lo) <o.
nel punto, per cui X= e 8
Le equazioni E(x, y) =0, p
E o= ——-4:»7’——4x3-i-2a_r'—15 .ax* =0,
B, = hy—lzy-Hhaxy = o,
E,o = ——2y*——6x=-—x5ax =0;
E,, = —8xy+4ay=o
E,, = 6y*—ax*+2ax = 0
sussistono contemporaneamente per x==0, y==0;
dunque Iorigine delle coordinate & un punto (Art:
VI Equaz. 13., 14.) per il quale passano tre rami
della curva. :
La equazione

(f) Evot-hBoy=(—bzy—ha*+2ay'—15ax
- 4 ph(y—xy+-axy) =0 ‘
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fornisce il valore del parametro % corrispondente
alla refta, la quale tocca la curva nel punto delte
coordinate x ed y. Siccome I'origine & un. punto
tﬁplq,.le equazioni ' .
é;a:. E,o+hE,, =0, Eyo+hE ,+hEy; =0
sono soddisfatte identicamente da x—o¢, y=ro, €
le rette tangenti.in quel punto si determiperanno
mediante la equazione E3o-hEs,+hE, a2k Eo3=o,
in cui si pongano xr=o, y=o0, cio¢ colla seguente
—5a—4h.os-2a b+ ko0 == 0. Questa equazione &
soddisfatta da —;::o e-da h==v%.; eppero tre
linee rette toceano la curva nell origine, cioé lo
stesso asse 7, ed altre dué che formano coll’ asse
delle ascisse x angoli eguali e di segni opposti.
“Volendo conoscere se la curva ammette altre tan-
genti parallelle all’ asse .y, posto l
zione (f) avremo y’—x'y+axy=y(r*—x*+ax)=o:
questa & soddisfatta da y=o, cui corrisponde
Eiz, y) = —xt—5ax’ =—ax}x-}-5a) — o R
ossia x—o, ed x——>5a. Dunque comprendiamo
che nei punti dell’ asse x, dati dalle coordinate
Pe=m0, £ = — 5a la curva & toccata da rette
perpendicolari all’ asse x medesimo. Se poniamo
poi y*—x*+azxz=o la equazione Ex,y)==0 forni-
sce x*(x*+3,ax-'/.a’) = o, cioe x=o0 , oppure
—341 ) ’
4

i quali valori determinano aliri punti della cur-

! —onella equ
:-._one asqua-

X =

a, vale a dire x=—"v.a ed x=—a,
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va, a cui corrispondono tangenti parallelle al-
I’ asse 7. ‘o
Notate tali singolarita della curva, che si consi-
dera, veniamo a delinearne il suo andamento. Per-
cid ordinata la sua equazione rispetto ad y avremo

yh—ay*(x* ——ax) — 2T + Sa)==0,
ossia yr=x(x—a) -+ x\/2x* + dax +a*
Fintanto che x>o0, il termine irrazionale & reale
per se, e siccome deve essere y*>>o, se fingiamo
x —a—y/(ax* + Jax +a*) >0
ne viene x + 5a< o che & assurdo: dunque deve

essere - y':x{x—--a+\/2x’+3ax+a=}.

Supponendo x==0 avremo =X
xX —a y* = ay6
x' = 2a y's = aa(14-V15)
x" = 3a 7" = 3a*(2+V28)
"= fa ¥y = 4ax(3+V119)
ecc. ecc.

Si prenda (fig. 34.) nel prolungamento dell’ asse
Oy la retta On=a, e sull’ asse medesimo le parti
Or—=6a, Or=15a, Or'=—28a.... Si prendano nel-
I asse Ox le rette Os==ss==¢'s"=.....=a e de-
scritti i semicircoli ngr, ng'r, ng'r" .. saranno
Oq =ay6, O¢ = ay15, 0g'=ay28,....,
quindi
= yOq.0s; 5" =Vq's.ss"; y'=Vq's. 8" e
le quali ordinate corrispondono alle ascisse Os,
Os', Os',.... ed essendo medie proporzionali geo~
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wetriche fra rette di nota graudezza, sono tosto
facilmente costruite. :
Considerando la parte della curva, che si estende
secondo le ascisse negative, dovremo impiegare la

equazione y*—ux(a+z==va2x*—3ax+-a?), nella
quale de‘ve essere 2x°*—3ax--a*>o. Siccome si

2

ha x* ?- 2 - !
—-nax+:....o allorché x=-a ed x=a;
. 2

«,Ed il primo membro di questa equazione & positivo
quando x=o, ne segue che da x=o fino ad x='/.a i
valori del trinomio ax*—3ax-+-a* sono positivi: si
fam.u? negativi da x='/,a fino ad x=a: poi ritornano
positivi per tutti i valori di x>a crescenti indefi-
nitamente. Affinché sia y>>o, se prendiamo il segno
negativo che precede la parte irrazionale dovra
essere a-t=x>yax*—3ax+a> epperd x<5a, per
cui da x=o0 fino ad x=",a avremo
r* = x(x+azt y2x*—3ax--a)
sempre reale : ad x =*[,a corrisponde y*=3,a%
a
%a a:_..;- fino ad x==a, y & immaginario, epperd
non esiste curva; x—a fornisce y*—aa?
da x=—=a fino ad x non > 5a, avremo
‘ r*=x(x+a-t \/:;.;"—-Sax-[-a’)
ad x=35a corrispondono y*=—>5a*(6==6) ciot
r*=o0, y*=~6oa*
da x>5a all'infinito si ha
J:=x(x4a+y2x*—3ax +a*).
Determineremo poi i valori delle ordinate con un
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metodo affatto analogo a quello impiegato per le
ascisse positive. R
La figura 35 dimostra le varie affezioni della
curva di cui abbiamo parlato. Dalla parte delle x
positive i due rami eguali OM, OM' accompagna-
no I’asse Ox all’ infinito. Nell’ origine O concor-
rono tre rami della curva KOK, NOM', N'OM.
Il primo KOK & toccato dall’ asse yOy, gli altri
due dalle rette L'OH, LOH' tali che

5
tang LOx=—tang L'Ox—= V";‘ «

Considerando le ascisse negative, fatta astrazione al
segno: da x=o fino ad x=0A="/,a ad ogni valore di
x corrispondono quattro ordinate due a due eguall
e di segno opposto. Ove £=0A si hanno due sole
ordinate di segni diversi, le quali sono tangenti
alla- curva. Da x—=04="/a fino ad x=0B=a
non si ha curva. Da x==0B=a fino ad x=0C=b5a
ad ogni valore di x corrispondono quattro ordina-
te eguali due a due; ma da x=5a all’ infinito si
hanno due sole ordinate eguali e di segno oppo-
sto, corrispondenti a ciascuna ascissa; epperd 1
rami PQ, PQ si estendono all’ infinito. La retta
PBP parallela all’ asse Oy tocca la curva nei
punti P, P;ed anche in C la tangente é parallela
all’ asse medesimo. : :

Siccome poi la curva ha quattro rami che si esten-
dono all’ infinito, ed abbiamo ottenuti due. soli va-

lori di A==EVi+V2, ad ognuno dei -quali cor-
risponde un assintoto della curva, ne segue che

i -
i “
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le due rette rappresentate dalle equazioni (¢) sono
assintoti, I'una del ramo OM e del P’ contem-
poraneamente, avvicinandos: a destra dell’asse Oy
-al ramo OM; ed a sinistra, al disotto dell’asse Ox',
accostandosi indefinitamente a P'Q': I'altra retta
fornita dalla equazione (¢) & poi I'assintoto comune
ai due rami PQ ed OM. '

Esempio secondo. La curva a costruire sia
data della equazione

(2) Elxy)=pyt—axy2aquxi2axy*~5ax’ =0
desunta dalla (a) col cambiare il segno al terzo
termine : il che basta per alterarne affatto il suo
andamento. Essendo

Eg=1; E3,—o; E,;——2; E, y—0o; E, =1
la equazione, che indica la esistenza dei rami in-
finiti & Ad—2h°~~1=—0, da cui si hanno le radici
reali A= 4 1. Gli assintoti sarebbero dati da

4x(1—h*)-4h(k*—1)y4a(2h*—~5) = o,

incompatibile colle equazioni 2= 4 1: epperd la
curva ha rami infiniti, ma privi di rette assintotiche.
Sciolta la () rispetto ad y* ne viene
7*=x(x—aztv(3axr +a*)). Essendo x>0, qua-
lunque ne sia il valore, avremo
y*=x(x—atv(3axr+4a2)). Da x>5a all’ infinito
avremo ancora y* = x(x—a—y/(3ax+a?)). Per
x<o essendo y*=ux(x4-n+y/(a®—3ax)) ne segue
dover éssere x<';a. La (fig. 36 ) indica I anda-
mento” della' curva, ove i due rami OM, CPQ
sono: ingontrati :all' infinito - da - rette inclinate ' al-
I asse Ox di 45, e cosi dicasi degli; altri due
OM, CPQ perfettamente eguali a quelli.
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Esempio terzo. Prendiamo ad esaminare la'cur«
va rappresentata dalla equazione

@ B, )= 4y ) —e (e y)=6

otteniita nell’ Artic. IV. della prima Parte.
Siccame le equazioni Eg,o = fx—3c=0; :
: Ea:x;——4r=o;; E, ;=/4ax—4hc=o0;" Ea,a=4r=o a5
sono {incompatibili , la curva & priva d1 centro
( Artic. IL ). - / S E

1L’ equazione E4,o~+kE'3,l+h’E,,,-}-h’E,,g-;fh#Eo?f:*_:

= 1+o.h+2k‘+o.h3.+ he — (1 —{}h’)’ —o0
non ha radici reali, onde la linea si distende tutta

Lt

in uno spazio limitato. _ -
Le equazioni E(x,y)=o; E,,o::.'.'o ; EO.,,—_-..:-o 'so-
no soddisfatte da x = o, y =0 il che mdlca.es-
seve 1" origine delle coordinate un: punto duplice.

L’ equazione Ei,o+kEo=o generale delle rette tan-

.genti.la curva si* riduce ad E,; =0, ossia

y(zj’+zx’—40x—-c“):o , se facciamo A==/, .
Quella equazione & soddisfatta.da y=o, -nel.qu-;la_l
.caso .8i ha E(x,y)= z* {(x—2c)*—c* = p:;;;cloé
x=0, x==2cc; epperd la-curva incontra 1’ asse
delle ascisse nei punti determinati da x:o,jw.——-—q,
x2==3c, ed ivi le tangenti sono parallelle all’ asse
delle ordinate. ' La stessa equazione By =0 for]
nisce. ancoré~ 2 -y = 202+, aC, nel qual: casq
dalla E(x, y) = o si cava x=-"14¢, € perd Ja

Tetta x=-——-§- parallella all’ asse y & pure tan-

R S PETITE

.gente alla’ curva.

S
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Sciolta la equazione () si'ha’ - o
72 ="Y.jcr—axfx—ac)tcy(c*4Box)} : 7
dalla quale si raccoglie che da z=—o fino ad a=—c
saranno  y? =", {c*+ax(ac —x)tov/(c*+8§cx)}
da x=c fino ad x=3¢ _ o
rr="ic*+ 2x(gc—x) +evic® + 80:2)} ’
e per le @scisse negative da x—o fino ad x¥=Yic,
rr="ie"Hax(ac+zx)Levic*—Bex)} .
oltre il qual limite non esiste curva.
La (fig. 37 ) dimostra I'andamento della linea che

si considera.

. A

Questo caso ci offre.un esempio della utilita
delte ‘coordinate-polari , da ‘che supposto M un
punto della curva, Ang.M Ox=t, per cui x==rcosw,
y=rsenw, la equ'aziode (@) i db:fr*—acrcosm)*==cr,
Ciod! pe—g=taltCosw, FHict=aecess.  Si prenda: nel-
1" asse Ox la retta OD==ac, e descritio intorno
ol diametro O il circolo OA 4D...., siccome
04 =2accosw, avremo r—c=04", pj-c=0A4 , @
‘ guiﬂdi presi- nella retta OA4M, dall’ una e dall’ al-
tra! parte - det-punto 4, le due rette. AM=4N==,
saranmo M, N die punti della curva; e nella stes-
##-maniera giungeremo a -descriverla tutta spedi-
9e1Qui oceorre un’ avvertenea , la quale & della
P grande importanza. Richi#mata la questione geo-
ﬁiﬁ?iew fratiata nell’ Artic. IV. Part. 1, la quale ci
¥a ‘conidotti- alla ‘equazione (), vediamo che i due
E!;iapgglj O./YC,,“QIMC_n’og .possono entrambi es-
sere dotati delta proprietad richiesta dal problémai,
ciod che I’ angolo COA alla base sia ‘doppio del-
Tangolo ONC, ed anchedi OMC. Dunque, sebbene

17t
i rami ONC, OME appartengano ad juna "stes?sa’
linea cobntinua, ciodé rappresentata dalla medesima
equazione , il solo ramo OME soddisfa alla con<
dizione del problema. Diffatti essendo 4C—= 4M '
I’ angolo OAC esterno al triangolo 4CM & dop-
pio di AMC, e siccome OC=AC, quindi I’angolo
COM & doppio di OMC. Considerando il triangolo
ONC, poiché¢ AN=AC, 2.dng. ANCH+Ang.0A4C=
360°— 2 ..Ang.ONC-}- Ang. NOC=180", ne segu
180°+ Ang. NOC=2.4ng. ONC. ' :

Dunque alloraché una linea composta di varie
parti & il luogo geometrico della risoluzione di un
problema, anzi che impiegarla all’ uopo, dovremo
accertarci bene quali parti di essa si riferiscano
direttamente allo stesso problema, quali altre riguare
dino problemi soltanto affini a quello, di cui at-
tualmente ci occupiamo.

Negli esempi addotti la equazione della linea
poté risolversi per rispetto ad una delle coordina-
te; ma quando cid nmon & possibile dovremo se-
guire altri -processi di calcolo, quale ¢ quello che
passo ad accennare.

Desunta dal polinomio E(x,y) la derivata prima
E. o, si divida —E(x,y) per —E,o(x,y) -per rispet-
to.ad 7, e continuata la divisione fin ch’e ‘possix
bile, ne venga il residuo R,(xy). Si divida —Ei0

—R, , sempre rispetto ad r¥, finche si pud,
e si abbia il residuo —R.(x,y). Si rinnovi la divi-
sione di —R, per —R,, poi di —R, per I’ ultimo
residup ottenuto, e si continui I’ operazione finche
siasi conseguito un residuo privo della 7. Sia M
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il'zco'eﬁciente delta maggior ‘potenza di y nel poli-
nomio E(xy) ed NV il termine che non cbntiene
7- Siano P, Q i termini analoghi del polinomio
E.'ofx,y): Ciamo A, 4.... i coeficienti delle mag-
giori potenze di 7 nei residui R,, R..; e B, B, ...
i termini. dei polinomii medesimi, i quali - nen
contengono I’ y. Si serivane le due serie - -

(). N, Q, B, B, B;... '

() M, P, 4, A4, 4.... -

Se nelle funzioni E, E.,; R,, R,,.... poniamo
y==o0 i'segni dei risultati dipendono da quelli del-
le quantita iy, e se vi facciamo y==oo i segui
delle stesse funzioni dipendono dalle quantith (2).
Cid "posto, volendosi determinare le ordinate della
curva corrispondenti alle ascisse x positive; indi-
cata con « una quantith piccola quanto si vuole;
porremo successivamente nelle serie (1), (2) x—o,
a, 2z, 3a,..... : Fatto per esempio x=na nella (1)
e nella (2), in conseguenza dell’ elegante teorema
del sig. Sturm, tante saranno le ordinate reali della
carva corrispondenti a quell’ascissa x==n«, quante
variazioni di segno si troveranno nella serie (1)
pitt che nella serie (2). Queste ordinate poi si de-
gomeramno  dalla equazione E(x,y)=o ponendovi
@=ne; e risolvendo rispetto ad y la E(na,y)=0
mediente il citato teorema del sig. Sturm, epperd
impiegando 1 ressidui R,; R.,... gid antecedente-
mente. calcolati. o '
... e ordimate che corrispondono alle ascisse me-
gitive si caveramno ,  collo: stesso metodos, :dalle
équatione - E(+—x,y)=o, in cui si ¢ anticipatamente
cambiato il segno all’ ascissa. ‘
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Se due valori della & rendessero dello stesZo
segno XV ed M; QeP; B,,ed 4,; e tutte le altre
coppie di termini corrispondenti delle serie (1) (2),
a tutte le ascisse comprese fra quei valori non
corrisponderebbero ordinate; cio¢ fra le ordinate
corrispondenti a quelle ascisse non esisterebbe al-
cuna parte della curva.

Supposte a, b, ¢, d, quantitd positiva, accade
qualche volta che per esempio da x=a fino ad
x—a-+b non esiste curva; se ne trova una parte
fra a+b, ed a4 b-+c; poi nessuna fra a+b+c
ed a-+ b+c+4d. In tal caso la parte, di cui sopra,
se & una curva rientrante in se medesima, sicco-
me 1’ ellissi , suole dai geometri chiamarsi ovale
coryugata.

Talvolta I’ ovale si riduce ad jun solo punto,
che esiste nel piano della curva, distinto dagli
altri rami della medesima, e che pure fa parte
di essa.

Queste e simili discussioni, non essendo or-
mai che facili applicazioni delle cose esposte,
non abbisognano di ulteriore dichiarazione. Lo
sviluppo di queste dottrine porgera allo studioso
un vasto campo di utili esercizii; e nelle opere
di Eulero ¢ di Cramer troverd minutamente indi-
cata I’ analisi di ~varie carve, e degli accidenti
che esse presentano mnel loro andamento. Ma
abbiamo gia di troppo oltrepassati 1 limiti, che il
tempo prescrive, alla istruzione di queste impor-
tanti dottrine.

FINE
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_ Errori : Correzioni

p- 25 L 22 & —ysap ye acy1— 38 )

nonAd'—A" —4 :

» 25 B'=b—Aa , B=b—Aa

» 21 problema im- problema parrebbe im-
possibili possibile

». 26 determineremo determineranno

» 5 —B:D- ~- B:D»

» 14 uno od altro wuno ad altro

» 11 b, b,

» 15 la curva hanno la curva avranno

» 13 si aggiunga

Se 4C—B->o0 qualunque retta condotta
per il centro incontra la curva

» 5 ove supposto ove ho supposto
» 5 (1) (1) Artic. L

» 7 kEn,O hEo,l

» 27 hE,, hE,,

» 16 , tre tre ,

» 12 Si aggiunga

»Dunque se la linea ¢ dotata di centre
»gli assintoti passano per quel punto.
» 26 la equazione le equazioni delle

delle
» 7 +ED,! —+-hE,,,
» 5 sena senta

» 13 si aggiunga
Se E— o & una parabola, lo sarh anche
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e==o¢ tutte le parabolé sono curve
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