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PREFAZIONE.

————

.D i quanto ogni giorno avanzi la Scienza
Matematica lo annunciano le opere dei grandi
che sllustrano il nostro secolo. La Fisica, lo
studio cioé delle cause e degli effeiti naturali,
é il grandioso problema cui sono dirette le
speculazioni dei geometrt, e in tutle le colte
nazioni dell’ Europa ¢ diffuso il sentimento
della vera sapienza.

La dottrina del Calorico, i fenomeni della
Capillarits, la scienza della Luce , dell’ Elet-
tro-magnetico , ed aliri grandiosi argomenti
della filosofia naturale arricchiscono il vasto
dominio delle matematiche discipline e la
meccanica svestita di tutto cid che ¢’ ha & i
potetico, emula la sorprendente esaticzza delle
astronomiche speculazioni.

Ma perché T intelletto nostro possa nel
breve periodo della vita arricchirsi di cosi va-
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sto sapere ¢ penctrarvi addentro con tale pro-
fonditd che possibile ne riesca I applicarlo ai
bisogni ed ai comods della umanity, e dove
fia & uopo ampliarne i confini, fa di mestert
che all alto fine tendamo gl erudimenti della
prima iniziale istruzione.

Egli ¢ percio che le nostre leggi saggia-
mente impongono aghi istitutori &' ogni genere
di umano sapere, che per la loro opera ¥ k-
bW tutti destinati alla pubbhca istruzione ven-
gano ampliati; ove lo importa il progresso
dello spirito, e mendati di quei difeti né'
quali cade inevitabimente qualunque pi sol-
lecito scrittore. 4

Gli argsomenti’ capitedi della  Introduzione
al Caleolo Sublime hanno du qualche tempo
ricevuto notabile incremento. La risoliizione ap-
prossimiata delle equazioni ka' conseguito il suo
péifézi‘dﬂnmentb.' Nuovi ritrovamients zmpor‘ta‘-
no che ta dottring delly serée venga con som-
nia diligenza’ istidiata. Lo’ scienza’ dei numéri
si' assoggetta 4 principhi’ ed af métodi’ gene-
rali delf Analisi. L& eluaziont trascendentt si
of oo spbritanee in tutiy § piv grandios pro-
blem1 della Matematica applitata: Finalmente
b Geometria analliica’, 1o descrimve’, la
stibrisa delle ombie ¢ Ia teotia delle: proje-
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zioni sono siromenti, T uso continuo dei quak
importa la pits nitida cognizione. Ecco le cause
che m’ imposero di scrivere I opera che Jo of
fro alla gioventis studiosa, eccitato dai saggi
consighi dell’ illustre Direttore P.° dei nostri
Studii §1 ch. Professore Confighiachi, da qual-
che valente Professore, dai buoni amici che
frequentarono con amore le mie lezion ed
anche da discepoli diligentu.

Avendo io messo a profitto tutte le Ope-
re e gli Att accadenuci antichi ¢ modern:
che ebbi agio di consultare , questo libro of-
Jfre una ricca messe di verita importantissime
scoperte da geometri di vare naziont , da
me disposte con quell ordine e corredate di
quelle dimostrazioni che mi vennero imposte o
dalla brevits , dalla generalita, o dal pensiero
degli studii che dovrd in seguilo percorrere il
giovine lettore. Ho poi ricordati i nomi di
que’ Grandy, le classiche opere loro, e le me-
morie che potranno venwre consultale per una
pii ampia istruzione.

L’ ordine dell’ opera é necessario, onde
non esige dichiaraziont. Se taluno ne intra-
prendesse lo studio scortato unicamente dalle
cognizioni elementari potrebbe incontrarvi dif-
ficoltas , essendo del Professore U entrare nelle
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pits minute istruzioni, I addurre e variare gli
esempi, ed apportarvi quegli schiarimenti che
ponno richiedere ¥ indole diversa e la diversa
capacity dello studioso.

Possa quest’ Opera essere di qualche pub-
blica utilita, mentre & piccolo qcontrmsggw
del mio zelo per I ammaestramento della gio-
venti nostra, e della profonda mia gratitu-

dine alle continue Munificenze dell A
({
nostro Monarcal e



PARTE PRIMA.

NOZIONI PRELIMINARL

In una questione determinata una quantita si
& i su-
chiama variabile allorquando & o si .su;iponetante
scettibile di un valore qualunque, e. dicesi cos .
quando il suo valore & ovvero si suppone de
terminato. ‘

Una quantita il valore della quale. dlpentde g:
una o pit altre si chiama funzione .dl ques ez. >
le quantita sono indicate coi simboli :.r, 7 .
la funzione si rappresenta colla ;cnttura

vVero Jx,y,s ..

. f(x,ry.3..), 0v 178 ’

dove alla lettera f viene talvolta sostituita un’altra
ualunque.
1 Le qfunzioni , avuto riguardo alla loro natura,

T, i rie classi.
si distinguono in va R

Una funzione si dice continua per rispetto ad
una variabile , allorquando attribuiti a questa dei
valori particolari, i valon corrispondenti della
funzione differiscono fra loro tanto meno quanto
¢ minore la differenza delle quantithd sostituite

- alla variabile medesima.

Vi hanno delle funzioni le quali sono continue
soltanto entro certi limiti , altre che lo sono as-
solutamente, ed altre ancora che non essendolo
giammai si chiamano discontinue.

Se le operazioni analitiche da cuj trovasi af-
fetta una quantith, che entra a costituire una
funzione, sono unicamente la somma, la sottra-
zione , la moltiplica, la divisione e J elevazione
a potenza intera o fratta, positiva o negativa ,
la funzione dicesi algebraica per rispetto alla quan-
tith nominata : se fra le dette operazioni altre poi
se ne trovano oltre le nominate, la funzione sj
chiama trascendente.

Se in una funzione algebraica una quantita
non esiste nel denominatore dj alcuna frazione,
né affetta da ¢sponente negativo, la funzione me-
desima si dira intera per rispetto alla quantita no-
minata : altrimenti si chiamer [frazionaria.

Se una funzioue ¢ algebraica rispetto ad una
quantith e questa inoltre non & soggetta a vincoli
radicali o ad esponenti frazionarii, la funzione
stessa si dira razionale: in caso diverso si chiama
irrazionale.

In una funzione algebraica , intera , razionale
per rispetio ad una o pia quantith, chiamasi di-
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mensione di qualunque termine I esponente .o la
somma degli esponenti che le quanh.th uo}mr.xatt.a
hanno nel termine medesimo. Se le dlmensu?m .d1
tutti 1 termini sono ugnali la funz.ione i dira
omogenea, se sono disuguali la maggiore di esse
costituird il grado della funzione per rispetio alle
quantita considerate. '

Una funzione la quale esprime una sola opf:ra-
zione analitica da effettuaisi su di una qxxant}té ,
per rispetto a questa, si dird funzione semplice :

cosicché
a

ax,a+x, =, xm; a*, logax, ..
saranno tutte funzioni semplici della .

Ma se una funzione rappresenta il comples.s?'
di pit operazioni da effettuarsi su di una qua'ntxta
e sul risultamenti di mano in mano ottenu.tl 3 la
funzione , per rispeito a quella quantitd, si dice
composta. . )

Si chiama equazione I’ eguaghanz,a di due quan-
tita rappresentata coi simboli dell ?lgebra ; e tali
quantita diconsi membri della equazione. .

Abbisognando al geometra di riconoscere 1!
valore di una o pill quantitd, indaga le relaz.lom
metriche che sono fra quelle ed a.ltre: conos.cmte,
e generalmente conseguisce equazioni ch_e 1.nv011;
gono le quantitd sconosciute. I m.embrl' di ta
equazioni essendo funzioni delle- incognite, per
rispetto ad esse, saranno a]gebrau-:he o trascen-
denti, e quindi ne deriva la medesima distinzione
in riguardo alle equazioni.

4

"~ L’arte di scoprire il valore di una o pid in-
cognite implicite nelle equazioni chiamasi la riso-
luzione delle medesime, ed & questo uno dei prin-
cipali problemi dell’ analisi matematica.

Se i valori di una o pid incognite desunti da
equazioni si sostituiscono alle incognite stesse ,
quindi si effettuano tutte le operazioni simbolica-
mente indicate, le equazioni si verificano; cioé i
loro membri risultano identici fra loro, ed i va-
lori sostituiti alle incognite si chiamano radici
delle equazioni.

Tali radici possono essere positive e negative,
intere e frazionarie, razionali ed irrazionali.

Se un’equazione esprime relazioni possibili, lo
saranno anche le proprie radici e si chiameranno
reali ; ma se I’ equazione & erronea, erronee sa-
ranno pure le radici e si diranno immaginarie.

Quando il numero delle radici che soddisfanno
ad una o pia equazioni ¢ limitato le equazioni me-
desime si chiamano determinate, altrimenti si di-
ranno indeterminate.

La dottrina delle equazioni algebraiche e tra-
scendenti, determinate ed indeterminate , il cal-
colo numerico delle funzioni, e I’ applicazione
dell’ algebra allo studio delle proprieta di quelle
estensioni che possono fingersi generate con legge
geometrica, sono i principali oggetti intorno a cui
volge la Introduzione al Calcolo Sublime, i quali
tutti sviluppa ne’ suoi primordi,, quindi compie
e perfeziona il calcolo medesimo.




SEZIONE PRIMA.

DELLE EQUAZIONI ALGEBRAICHE DETERMINATE.

Avendosi una equazione algebraica determinata,
la quale cio¢ contenga una sola incognita, se cor
metodi che verranno dichiarati in appresso si ren-
deranno i suoi membri razionali ed interi per ri-
spetto all’ incognita, poi trasportati tutti i termini
in un membro, ridotti quant’ & possibile quelli
che sono simili, si scriveranno gli uni di seguito
agli altri secondo I’ ordine decrescente delli espo-
nenti dell’ incognita e si dividera la equazione
per il coefliciente del primo termine, la equazione
ridotta a questa forma si chiamera ordinata.

Si rappresentino con x I’ incognita; con A,,
A,... A ... An gnantita conosciute positive o
negative , e con m un numero intero. La forma
generale di una equazione algebraica ordinata sara

xmd A xm— 4 A xm—....... + Apx™ e, 4+ An=0

il cui primo membro indicheremo col simbolo E(x).
Le quantith 4,, 4, ... 4, si chiameranno coeffi-
cienti della equazione,, ed 4, 2™ il suo termine
generale,

Noi verremo ora dichiarando alcune proprieth
delle equazioni sulle quali si fonda la loro risolu-
zione , supponendo sempre che le medesime siano

algebraiche ed ordinate.

CAPO L
Proprieti generali delle equazioni algebraiche.

1. Nel polinomio E(x) si soslituisca alla x una
quantita qualunque a, quindi s1 sottragga il risul-
tamento E(a.) dal polinomio E{(x): siccome la diffe-
senza E(x}—FE(a)) ¢ la somma algebraica di tanti
termini della forma

Adp (2= —ar—r),
ognuno dei quali & divisibile per x — a.; an-
che la funzione E(x)—E(a.) sarh divisibile per lo
stesso binomio & — a,.

Potra per altro quella funzione E{x)—E(a.) es-
sere divisibile per qualche potenza intera di quel
binomio ; per cui indicato con n, I’ esponente di
tale potenza e con Q,(x) il quoto della divisio-
ne , ne verrd

(I) Ea)— Ea) = (x—a, ) Q,().

2. Essendo E(x)—E(a,) un polinomio del grado
m per rispetto ad x, tale dovrd pure essere
quello di

(% —a, Y Qa)
per cui Q,(x) sara del grado m—n..

3. Se la equazione F(xr)—o ammettesse la ra-
dice a, avressimo E(a.) = o, quindi dalla (I) ne
verrebbe

Ea)= (x — a)» Q.(a).
cioé
» Il primo membro di una equazione algebrai-
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» ca ordinata & divisibile per una potenza intera
» del binomio che si ottiene sottraendo una radice
» dal simbolo che rappresenta 1" incognita.

4. Tale potenza potrebbe essere la prima sol-
tanto, ed in tal caso il detto divisore o fattore
si chiamera lineare. Se quella potenza ¢ maggio-
re , ritenuto che n, esprima I’ esponente piu gran-
de, il fattore (x — a,)* si dirh del grado n,.

5. Fingiamo che la equazione E(z)=—o0 ammetta
tutte le seguenti radici a,, 4,.... ar . Il polinomio
E{(x) sara divisibile per una potenza intera di x—a,
la pit grande delle quali indicherd con (x—a,)™,
e siccome Ex) = (x —a,)".Q.(x)
il secondo membro di questa equazione sari di-
visibile per (¥—a,): ma (x—¢q)* ed (r—a,)*
sono quantith prime fra loro per rispetto ad x,
essendolo x—a, ed x —a,, per conseguenza sara
Q.(x) divisibile per (r—a,)".

Si rappresenti con Q,(x) il quoto, per cui sia

Q@) = (= —a, ) Q)
e ne verri
Ezx)=(x—a, )y (x—a,)*=.Q.(x)

Siccome poi m—n, & il grado di Q,(x), quello di
Q.(x)sara m—n,—n,

Fingiamo che (x— a;)*s sia la maggior poten-
za di x—a; la quale divide E(x). Quella potenza,
per le ragioni addotte, dovra dividere Q,(x), e per-
cid Q,(x), onde chiamato Q;(x) il quoto ne verranno

Q.(x) = (x — a3)*s Qs(x)
Ex)= (x—a,)" (x—a, ) (x—as)"3 Qs(z)

8
ed il grado di Qi(x) sard

m—n, —n, —n,
Collo stesso discorso proveremo essere
(1) Ex)= (x—a, )" (x—a)®....  x—ar )2 Q)
ove Q.(x) sara del grado m—n,—n,—n;....—nr

dunque

» Se una equazione algebraica ordinata am-
» mette molte radici, il primo membro di essa
» sard divisibile per il prodoito di potenze intere
» di alcuni e di tutti i binomii che si ottengono
» sottraendo ciascuna radice dal simbolo che rap-
» presenta I’ incognita.

6. Se le potenze n,, n, ... dei divisori (x—a )™,
(x —a,)*... del polinomio E(x)sono eguali all’u-
nitd, e quindi i divisori medesimi sono lineari,
quelle radici a,, a,..... si diranno semplici, altri-
menti si chiameranno multiple, e gli esponenti
n,, n,..... indicheranno il grado della loro mul-
tiplicita.

7. Supposto che la equazione E(x)=o0 ammetta
la radice a, multipla secondo il numero #,, la ra-
dice a, multipla secondo n, ecc. e la radice ar
multipla secondo il numero n,, per cui abbia
luogo la equazione (II), affinché un’ altra quantita
ar4. sia radice della medesima equazione E{x)=o0
dovra il polinomio Q,{x) essere divisibile per qual-
che potenza di x—ary.; ma se la quantitd Q.(x)
non contiene traccia della x, cosicché fosse il
proprio grado

me—nmn —n,..—n =0
quella divisione non essendo possibile a4, non
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sara radice della equazione; cioé la E{x)=o
non ammetterd radici oltre le a,, a, ...... an
Dunque .

» 11 numero delle radici di una equazione non
» pud superare il grado della medesima.

8. Quando il numero delle a,, a, —y egua-
glia il grado della equazione , cosicché sia

n, 4R, + 1 =m
dovra essere il qucziente Q. ==1 ; perché molt-
plicando i primi rmini 27, 2", ..... o delle
potenze
(z—a )y, (z—a ), . (x—a r
per Q- il risultate
grdnetnr Qp = 2. Q.
¢ quel termine cel prodotto
(x—a) (x— a )y ..(x—ar Yr Qr

il quale contien: la maggior potenza della x:e
siccome tale prodotto non & altro 'che il poline-
mio E(z)di cui il primo termine ¢ solamente x™,
ne viene di cmseguenza Q. = 1 come ho .asse-
rito. Dunque

» Se le radici di una equazione sono tante
» quant’ & il grado della medesima il primo mem-
» bro di essa sard il prodotto di potenze mtere
» di tutti i bmomii che si ottengono sottraendo
» ciascuna mdice dal simbolo che rappresenta
» I' incognita o

9. Ogni jual volta il numero delle radici di
una equazione sia eguale al proprio grado , esa-
minando il risultamento che si ottiene coll’ effet-
tuare la moltiplica dei fattori lineari della mede-
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sima , potremo scoprire quali relazioni sussistang
fra 1 coefficienti e le radici

In fatti supponendo, per maggior chiarezza di
discorso , che tutte le radi:i.siano disuguali ed
indicate con

@, @) Q3o Gpeeyy Gry Grfey s e Oy
il polinomio E{x) non sari atro che il prodotto
(x—a,) (x—a.) (x—as) ... (s—a;) ... (x—am)

debitamente eseguito. Ogni temine di esso con-
terrd I’ uno o I’ altro termine del fattore x—a, ;
I uno o I' altro termine di x~—a,, di x—a; ec.,
di x—am, per cui qualsivoglia termine del pro-
dotto sard formato da m fattor, dei quali alcuni
saranno le x, altri le a,, a,.... ¢ che compongo-
no i binomii x—a,, x—a, .... x—an,. Se i fattori
a,, a, ec. sono in numero r, gli altri eguali ad x
saranno in numero m—r ed il ternine del prodotto
avrd la forma
+ a, a, a; ...... ap ™7,

Ora, presi in qualunque maniera m — r di quei
fattori x — a,, x — a, ....., moltiglicate le x che
sono in essi ed il prodotto x™—r moltiplicato poi
per le ..—a,, , —a,che sono nei ttori rimanen-
ti, si conseguisce un termine del prodotto E(x);
percid questo prodotto conterra l: somma delle
quantita che si ottengono moltipicando xm—r
per tutti i prodotti che si possono conseguire
impiegando r quali si vogliano dei fattori — a, ,
~— @, ....— am. Dunque il coefliciente di xm— nel
polinomio E(x) é la somma dei prodotti delle quan-

tth —a,, —a, ..., —an prese ad r ad r. Sicco-

R L i D e
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me poi surrogando le radici a, , @, .. @m alle —a,,
—a, ... ognuno dei prodotti nominati cambia o
conserva il segno proprio secondo che r ¢ dispari
o pari; pereid il coefficiente di x=—" nel polino-
‘mio E(x) sara la somma dei prodotti delle radici
a,, a, ... am prese ad r ad r col segno cambiato
o proprio secondo che r sarh dispari o pari. Cosicche

» Se una equazione algebraica ammette ‘tante
radici quant’ & il proprio grado, il coefliciente
nel secondo termine sara la somma delle radici

s

N

» prese col segno contrario , quello nel terzo egua- |

» glierd la somma dei prodotti delle radici a due
» a due col proprio segno ecc.; il coefficiente di
» un termine r + jesimo sard eguale alla somma
» dei prodotti delle radici prese ad r ad r col se-
» gno cambiato o proprio secondo che r & dispa-
» I o parl.

10. » L’ ullimo termine eguaglia il prodotto di
» tutte le radici col segno proprio ovvero oOppo-
» sto, secondo che sia pari o dispari il numero
» di quelle; ciod il grado della equagione.

11. Ma qualunque eguaglianza ammette poi
veramente delle radici; oppure talvolta non ne
esistono , e il loro numero pud variare dall’ una
all’ altra equazioue? Ecco un problema della pia
grande importanza, cul ora volgeremo il nostro
studio ; per il che ci ¢ d’ uopo premettere alcuni
teoremi di uso generale nell’ analisi algebraica.

12. Noteremo dapprima che

» In qualunque funzione di una variabile, al-
» gebraica ed ordinata si pud sostituire a quella
» un valore il quale renda positivo il risultamento.

12

_ La f’uf)zic‘me'sia E(x) nella quale possono esser-
vi termini di diverso segno e i loro coeflicienti
aaragn? generalmente disuguali. Sia A, il maggiore
.coefﬁcnente dei termini negativi e si consideri
il polinomio "
XM — A (X s | e 1)=zm—4, EZ-—-—

. xr— 1
Questa quantith sard positiva qualunque volta si

—_—1

xm e— 1

abbia xm> 4,

P cioe, supposto x>1, do-

vra essere
M (x—1) > 4, (27 —1).

E siccome x™>xm—1, basterd che sia x—
non < Ay affinché quella condizione venga sod-
disfatta. Percid qualsivoglia numero non 214—.4
venga sostituito alla x nel polinomio ’
. L™ — Ay (2™ A T 1)

il ri.sultamento sara positivo; e tale sard il valore
co.mspondente di E(x), e perch¢ in questo polino-
m1‘o possono esistere altri termini positivi oltre il
primo e perché fra i termini negativi alcuni sa-
ranno affetti da coefficienti minori di 4,.

. 13. » 8e in un polinomio algebraico razionale
» 1ntero per rispetto ad una variabile, si sostitui-
» .scono a questa numeri compresi fra due dati
» il valore della funzione non potra eccedere un,
» certo limite.

. Sia P, la somma dei termini positivi, N, quella
dfex negativi; &, e £ due quantitd, che per spe-
ditezza, supporremo numeriche. Il polinomio dato

[T R
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sarh P, — N, , e supposto A > k saranno £},
Vi i valori piu grandi che offrono Pr, IV col
sostituirvi numeri presi da k& e k; e Pk,
Vi i loro pia piccoli valori. Considero le quan-
tith Py — Ny ; Px — Np, ed indico con Pg — Ng
il maggior risultamento fornito dal polinomio
P,—N,.Se & Po— Nag> o, siccome P, > Pg;
Na > Nk avremo

Py, — N; > Py — Ng;
se poiﬁPa—\- Ngé <o, essendo IV, > Ng; Py <Py
sara Np— Py > Ny — Py,

Dungque il valore di P, — N, non pud superare
quella fra le quantith P, — N, Py — Ny, che &
la pia grande fatta astrazione dal segno.

14. Si abbia un polinomio algebraico razionale
intero rispetto ad una variabile r, il quale rappre-
sento con

F(x)on .2’.‘"'-}-1‘ xm = '....+)4m—na'n-.n+dm

Si sostituisca ovunque alla x il binomio x—-w,
quindi sviluppate tutte le potenze di tale binomio,
si ordini il risultato per rispetto ad w. Cid ese-
guito , cercheremo come si componga il coeffi-
cienle di una potenza qualunque o” della funzio-
ne F(x <+ w)

Nel polinomio F(x) prendo il termine Apeyx®,
che dicesi generale, perché cambiandovi la n in
m fornisce il termine primo , posto n—m—1I
sl ottiene il secondo, ecc. Nella funzione F(x-+w)
a quel termine 4m—nx" corrispondera il seguente

14
Am—n(x}w), il di cui sviluppo, quando non sia
n < r, conterrd

@ n(n—1)(n—2)...(n—r+1) P

Mieent + xn—rmr
che & moltiplicato per «”. Dunque siccome da
Ap—nx® si desumono tutti i termini di F(x) po-
nendo successivamente

1.2..r

6) n—m,m—1,m—2....
cosi dall’ espressione (x) fornita da Am—na”® si ca-
veranno tutti i termini del polinomio: F(x )
moltiplicati per wr sostituendo alla n gl stessi
numeri (), e la somma di questi termini sara per
conseguenza

@

o’

[m(m—-:)....(m—-r+ 1)Adox™T

1.2....r
A= (et ) 2)...(m—T1) A "=

o+ (m—2)(m—3)....(m—r—1)d 2"

ove I'ultimo termine deriva da Am—ra” perché nei
seguenti della funzione F(x) si ha n<r.

15. Siccome ricercando il coelliciente della po-
tenza w* nulla si ¢ detto intorno la grandezza del
numero r, cosi cambiando nel polinomio (y) la r
in r--1 se ne caverd quel termine della funzio-
ne F(x-+o) il quale & moltiplicato per ™t cioé
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wrd=t
1.2.. (P 1 [m(m’—l)(m'""-l' 1)(m—n)4 xm—r—t
—~(m—1)(m—2).....(m—T)(M—r—1) A4 , 2m=—"=2

- (m—2)m—3)...... (m—r—a) A xmT3efm.........

@)

- (rep=1)r(r—1).....3.2. 1 Ay ]

16. Paragonando nelle due espressioni (), (%)
le quantith comprese fra le parentesi quadrate, si
scorge con facilita potersi la seconda derivare dalla
prima, ciog¢ il primo termine di quella si desu-
mera dal primo di questa, il secondo dal secondo,
il terzo dal terzo ecc. moltiplicando quel termine
generatore per I’ esponente della potenza cui tro-
vasi elevata la x, quindi diminuendo tale espo-
nente dell’unitha, e con questa legge da

m(m—1)...(m—r=1)4 . x™" si desume
m(m—1)....(m—r==1)(m—r) A ™1
da (m—1)(m—2)...(m—r)A, xm—r—" si cava
m(m—1)....(m—r)(m—r—1)4 xm—r-=2
ecc. ecc.

Tale operazione, con cui il secondo dei polinomj

nominati si deriva dal primo, suol chiamarsi deri-

vazione ed & questa operazione semplicissima il

fondamento di tutta 1’analisi trascendente. Dun-
Wt

que il coefficiente di ———— si desume da quel-
1.2, w1

.
lo di oo eseguendo la derivazione. Per ottenere
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. . . wh .
il coefficiente di — bisognerd derivare quel-
R . .
lo di -, ossia ripetere su questo la deriva-
1 coeel

. . . . w’
zione gia eseguita sul coefficiente — - e que-
1.2...

sto secondo risultato si chiamerd derivata seconda

3
del primo. Per conseguire il coefliciente di x: 3
w2
bisognera derivare quello di , ossia ri-
1.2..Fef=2

) . e
petere tre volte sal coefficiente di —— la opera-
1.2..

zione di derivazione, onde st chiama derivata ter-

za , e cosi successivamente.
Concludiamo da tutto cid che nello sviluppo

della funzione F(x-w) i coefficienti dei termini

wr? wrt2 w3
L1 1.3.r=2’ 12,043 "

moltiplicati per

saranno rispettivamente le derivate prima, secon-
r

da, terza.... del coefficiente d ——.
1.2....

17. Questa dipendenza dei coefficienti delle
potenze di  nello sviluppo della funzione F{x—o)
ha luogo qualunque siasi quello cui si paragona-
no, mentre il numero r esponente di o non ha
per noi finora assunta alcuna denominazione ;
quindi & che il coefficiente di un medesimo ter-
mine si potra in diversi modi derivare da termini
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w'ts
.. io i officiente di ——
antecedenti: per esemplio il coefhici s

i 2 do s volte la
si cavera da quello di —, eseguen o s volte

derivazione, ma potra pure cavarsi da quello di

w?

ripetendo la derivazione un numero r di
1.2...8

volte. . _ .
8. Indicheremo d’ora in avanli con Fyx) il

il coefficiente di o mnella funzione Flr4a); e
siccome la maggiore potenza di o in quell? SVi=
luppo & o™ il cui coefficiente & .4, ed il ter-
mine che non contiene » & la stessa Flx),
come facilmente si comprende , ovvero si de-
sume dall’ espressione generale (7) pOI.lelldOV"i
r—m, ed r—o, quindi ne verra I’ equazione ri-

marcabile

Flxo)=Fx)+oF (x)+o°F (). FAZ). ™A

Se la successiva derivazione dei termini, riportata
m’ - -
superiormente al coefficiente - verra riferita

al primo F(x), per il quale r=o, c9mprenderfmo
che F(x) sarh la derivata prima di F(x), Fx)
la derivata seconda di F(x) divisa per 1.3; Fyx)
la derivata terza divisa per 1.2.3; F(x) sara la
derivata dell’ ordine r divisa per il prodottd 1.2.3..0

19. Ricordando quanto si & avvertito al §. 17.
rimarcheremo una conseguenza che ne sard utile
in appresso. 1l coefficiente Fry, della potenza wrs
si desume da F(x) derivando r+-s volte poi dividen-

2

18

do il risultato per 1.2...(r+s): ma pud ancora desu-
mersi da’ 1.2.3...rF(x) derivando questa quantita
un numero s di volte e dividendo il risultato per
1.2...r+s; percid, convenuto di indicare con PO(x)
la derivata dell’ ordine ¢ di un polinomio P(x),
ne verra

Fe)(z)  (1.2.rF{x))Q

Frg(x)= =
() 1.2...(r+35) Loeaes rs
’ Fots)
ossia (Fx))) = -——I-—z—<£- ;  siccome poi
2.1

( Fr(x))®=1.2.3...s(Fyx))s , ne verra

1.2.3....(r+5)
1.2...rX 1.2.3....§ Fras ().

20. Considerando il valore del simbolo Fi(x),
di cui nel §. 14. abbiamo esebita la espressione ,
importa osservare che il termine di quella fun-
zione in cui non esiste la x non ¢& altro che
Am—r coefficiente di x" nel polinomio F(x), onde
ne segue che i termini indipendenti dalla x nelle
funzioni

Fx), F(x), F,(x), Fyx)..... Fr(x)

saranno rispettivamente

(Fr (x))s =

21. Supponiamo che la solita equazione E(x)—o
ammetta m radici a,, a,....an, cosicché si abbia

E(x)= (v—a.)x—a,)(x—a3). . .. (x—am).

Alla x si sostituisca x =} in ambo i membri
della equazione, ed ordinati i risultamenti per ri-
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spetto ad o, & evidente che i coeflicienti di qua-
' lunque potenza w’ saranno eguali fra loro.

Con quella sostituzione la E(x) si trasforma in

E(x+ 0) = E(x) + w0 E,(x)..... ForE,(x) F...

E(r)?fx) . Il secondo membro di quel-
.2.3..r

I

dove E{x)=

la equazione diventa

[o—(a,—z)][o—(a.—z)}[o—(@s—2)]. [o—(an —2)];
ed in forza di quanto si & detto al §. 9. com-
prendiamo che, eseguita la moltiplicazione, il coef-
ficiente di wr sard la somma dei prodotti ad m—r
ad m—r dei fattor:

—(a,—x), —(a,—x), —(a;—x)... @ — )

ovvero dei seguenti

Siccome poi ognuno di tali prodotti non & altro

che il quoziente di E(x) diviso per un numero r

dei medesimi fattori , ne segue che

E®)(x)
.r

I...

» La funzione E{x)=— eguaglia la som-
»ma dei quozienti che si ottengono dividendo il
» polinomio E(x) per tutti i prodotti dei fattori
» lineari presi ad r ad r.

22. Ritornando ora all’ argomento cui tendono
i nostri studi, a riconoscere cioé¢ se una equa-
zione possa ammettere radici, e se il numero di esse
varii dall’una all’altra equazione, verremo ora di-
mostrando che:

“
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» Se il primo membro di una equazione alge-
» braica ordinata fornisce un risultamento negati-
» vo, allorché all’incognita si sostituisce una quan-
» tith determinata , quella equazione ammette al-
» meno una radice.

Indico con 2 un numero che rende negativo
il polinomio E(x), con k un altro che lo rende
positivo (§. 12.) ed asserisco trovarsi fra & e k
un numero atto ad annullare E(x). Se cid non &
chiamo P il piu piccolo valore numerico che as-
sume E(x) sostituendo alla x qualunque numero
compreso fra i limiti % e k. Considero il polinomio

Ex+o)=FEx)+oE (x)+wE,(x). ... 0" E...40™

ed osservando che sostituiti alla = nelle funzioni
E(x), E.(x).... tutti i numeri da % a k il valore
di ciascuna non pud eccedere un certo limite
(§- 13.) chiamo M il pit grande di questi valori,
fatta astrazione dal segno. Egli ¢ manifesto che
quando sia «<1 qnalunque dei numeri da % a k ven-
ga sostituito nel polinomio ok (x)- w2 E,(x)....4-om
il risultato, fatta astrazione dal segno, sard mi-
nore di

e molto piu (§ 12)
mE,(x)—{— ...... + ol mo M.

Si considerino i numeri &, fda, ht-2a,.k(),
essendo « una quantitd piccolissima. Siccome E(A),
Ek) hanno segni opposti, sostituiti i numeri
nel polinomio E(x), due di essi conseculivi fra
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loro , che chiamo p e p--z, daranno risultamen-
ti di segni opposti, qualunque sia «. Si finga

P
a< mM
) E(pte)=E(p)+«E (p)+aE.(p)-..+ am

aE, (p)+ = E, (p)...... S maM
ed meMI P, ne viene che E(p+a) eguaglia Efp)

aggiuntavi una quantith minore di P: quindi es-
sendo Efp) non < P, il secondo membro della
equazione (¢), epperd la quantita E(p + «), avra

, e siccome

- lo stesso segno di E(p), il che involge contraddi-

zione. Dunque & assurda I'ipotesi che fra hek
non esista numero atto ad annullare E(x); come

. volevasi dimostrare.

23. Da questo teorema derivano molte conse-
guenze, le quali verremo dichiarando nei para-
grafi seguenti.

23. » Qualunque equazione di grado dispari
» ammette almeno una radice

Cid ¢ manifesto se I’ ultimo termine & negativo,
mentre posto x=——o nel polinomio E{x) il risul-
tato ¢ appunto il detto termine e perd negativo.
Supposto poi che 1’ ultimo termine sia positivo,
nel polinomio

; E(x) — ™ 4 ecc. . . . . + An
sl ponga x = — y, onde ne verra
Ex)=E(—y)=—y"..... + A
=—(ym +ecc....... — An)

ma esiste almeno un valore di y che annulla il

22
polinomio ym .. ..— Am il cui ultimo termine ¢

negativo, dunque lo stesso valore sostituito alla
con segno opposto annullerd E(x); cioé la equa-
zione E(x)—o avrd almeno una radice reale.
24. » Se il grado di una equazione & pari e
» I’ ultimo termine negativo, la medesima ammet-
» terh almeno due radici opposte di segno.
Sia I'equazione di grado pari coll uitimo ter-
mine negativo
Ex)=a»......— 4dn
chiamo & un numero che rende E(k)>o: siccome
Elo)=—A4m< o percid fra o e k (§. 22) esisterd
una radice positiva della equazione E{xr)=—o. Es-
sendo poi
E(—y)y=ym.....— Am

vi sarh pure un valor positivo di y che rende

percid lo stesso valore preso negativamente ren-
derd E(x) — o; dunque ecc.

25. » Se una equazione ammette un numero
» di radici minore del proprio grado, diviso il
» primo membro di essa per il prodotto delle
» maggiori potenze de’ fattori lineari corrispon-
» denti a tutte quelle radici, il quoto sard un po-
» linomio di grado pari coll’ ultimo termine po-
» sitivo.

Sia (§.5) E(m):(ao—-a,)"’(x—a,)"ﬂ...(x—w,)"'Q,(.r}
e la equazione E(x)—o non ammetta che un nu-
mero n, di radici eguali ad a,, n. radici eguali
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ad a.,...., nr radici eguali ad a, . Il polinomio
Q:{x) non potrh giammai anpullarsi per qualunque
valore venga attribuito alla x, onde pei §§ 23, 24.
dovra essere di grado pari coll’ ultimo termine
positivo.

26. » Qualunque equazione potrd avere un nu-
» mero pari o dispari di radici positive secondo
» che I'ultimo suo termine sard positivo o negativo.

Siano a,, d.,.....ar le radici positive di
una equazione; —b,, —b,.....—b, le negative;
e supposto che il numero delle une e delle altre
insieme sia minore di m si finga (§. 5)

E(x)=(x—a.)(x—a,)..(x—ar)(xz+b)ax+b.) . {x+4bs)Qrie

non curando se fra quelle radici ve n’abbiano o
no delle eguali. Sia U I’ ultimo termine del poli-
nomio Qnps, quello di E(x) verra espresso dal
prodotto

) —ax—a.x—aX..x—arxb,b,..b:U

siccome U & necessariamente positivo (§. 25),
e lo & pure il prodotto b, b, by......b, il se-
gno di quella quantita (y) dipenderd dal nu-
mero dei fattori negativi —a,, —@,,.....—dr .
Di qui ne segue che se il prodotto (n), ossia
P ultimo termine della equazione E(x) —o, ¢ po-
sitivo la medesima potra avere un numero pari
di radici positive, ma 'se il detto termine & ne-
gativo le radici positive saranno in numero dispari

27. Dunque se la equazione E(x)=—o sara di
grado pari , siccome lo & pure il quoziente
Qrts (§ 25), sard pari anche il numero delle
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proprie radici. Percid essendo I'ultimo suo ter-
mine positivo , le radici positive non che le ne-
gative saranno in numero pari; ma se il detto
termine & negativo que’ numeri saranno dispari
entrambi. Se poi la equazione ¢ di grado dispari,
sard pur dispari il numero delle proprie radici, e
quindi se I’ ultimo suo termine & positivo il nu-
mero delle radici positive sard pari, dispari quel-
lo delle negative; e viceversa sard dispari il pri-
mo numero e pari il secondo, quando 1" ultimo ter-
mine di quella equazione sia negativo.

28. » Se fra due numeri & compresa una sola
» radice di una equazione i medesimi numeri
» sostituiti ali’ incognita danno risultamenti di
» segni opposti.

I .due aumeri siano %, k; la radice si rap-
presenfi con a,, per cui sard

Ex)=(x—a)Q.(x) (§§ 3, 4) |

Le due quantith Q,(k), Q, (k) avranno segni eguali,
altrimenti fra 2 e k esisterebbe un numero atto
ad annullare Q,rx/ e perd ancora E(x); cio¢ fra
k, k esisterebbe una seconda radice della equa-
zione Ex)=—o. Le quantith k—a,, k—a,, hanno
segni contrarj, essendo a,, per ipotesi, compresa
fra b e k; dunque le due quantita

(h—a )Q (h) = E), (k—a,)Q (k) = Ek)
hanno segni épposti, come appunto ho dichiarato.

29. » Se due numer sostituiti all’incognita nel
» primo membro di una equazione forniscono ri-
» sultamenti di segni opposti esisterd fra essi un
» numero dispari di radici, e se i delti risul-
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» tamenti hanno il medesimo segno o non esiste-

» rh radice fra i numeri sostituiti, o se ne trovera
» Un numero pari. ‘

Supponiamo che fra due numeri %, A, esista-

no radici della equazione E(x)——o. La prima di

- esse si trovi fra &, , ed A,, la seconda fra 2, ed

ks, la terza fra h; ed k; ecc. 1" ultima fra Anr—
ed A, Considerando la serie di quantitd

Eh)), Eh.), Eky), ER) . ... E(h: )

due quali si vogliano delle medesime prossime
consecutive avranno segni opposti (§. 28), quindi
i segni delle E(h,), E(h)), E(hs).... posta in
sede dispari saranno eguali fra loro ed opposti
ai segni delle rimanenti. Dunque se il segno di
E(h;) & eguale a quello di E(h,) queste quan-
tita entrambe in sedi dispari; sard dispari il
numero delle

©) hesho.o... b

e pari quello delle radici comprese fra A, ed
hr. Se poi i segni di E(k,) E(h;) sono opposti
E(h,) st trova in sede pari, ¢ pari il numero
delle quantita (§), e quindi dispari quello delle ra-
dici che si trovano fra 4, ed A.

30. Qui pure prepareremo altre notizie per le
quali estendere le nostre cognizioni intorno la
qualit ed il numero delle radici di qualsivoglia
equazione algebraica. .

» Se una funzione algebraica, intera per n-
» spetto ad una variabile si annulla colla medesi-

L4
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» ma, possono determinarsi tali valovi che sosti-
» tuiti alla variabile in quella funzione il risulta-
» mento sia minore di qualunque quantita assegnata.
La funzione sia

(0 H£Ax*tBxb,.,,tHxh....+Rxr

ove gli esponenti a, b, ., .. sono positivi e cre-
scenti, a>o, ed i segni affatto arbitrarj. Si chia-
mi m il numero dei termini di quel polinomio,
H il coefficiente pit grande, e P una quantita
data qualunque. Se alla x venisse attribuito un
valore piu piccolo dell’ unith avressimo, fatta astra-
zione dal segno,

4+ Ax2 + Bx? ... 4 Rxr < mHxe.

per cui se mHx2a < P, cio¢ se attribuiremo un va-

lore alla P\
*< (—m'a‘)“

il polinomio (x) fornira un risultamento minore di
P, come abbiamo enunciato.

31. Ne segue che avendosi un polinomio alge-
braico intero della forma '

Pt Az Bxb... 4 Hzh.. 4 Rz (x)

potremo attribuire alla x valori piccoli cosi che

tutti i risultati corrispondenti abbiano il segno

del primo suo termine. In fatti sostituito alla x
1}

o f PN\7 . .
qualunque valore piu piccolo di (;TI?) il poli-
nomio (1) da un risultato minore di P e perd ag-
giuntovi + P I’ aggregato, ossia il polinomio (x)

.
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avrd lo stesso segno di questa quantith, che ?&
appunto il suo primo termine.

3a. Dato qualunque binomio immaginario, ciod
della forma :

atby—1,
» nel quale a, b sono quantith reali, pud sempre
» determinarsi un’altra quantiti reale r, ed un an-
»golo @ tali che sia
a=by/—1=rfcosp + y—1sen®)

ovvero a==rcosp , b — rseng.
Diffatto divisa la seconda equazione per la prima

comprendiamo dover essere tangw:-; , il che &

sempre possibile : quadrando poi sommando le
equazioni medesime ne segue
r—a* 4 b ossia r=v{a <+ b).
33. » Essendo m, n due numeri interi, ¢
» qualsivoglia angolo , ha sempre luogo la equa-
» zione singolare

= m m
(costp:]:\/-—lsemp)}'{':cos;-q:;t\/—wm;q

Siano x, y due angoli quali si vogliano, ed ese-
guendo 1a moltiplica , senza difficolth, verifichere-
mo la equazione
(cosx = Y —1sen x)(cosy == V—1seny)
=cos(x4y) £ V—1sen(x+Y)

la quale ne apprende, che il prodotto dei binomii
immaginarii scritti nel primo membro si effettua
sostituendo 1n alcuno la somma degli angoli all’an-
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.golo in"esso contenuto. Dunque otterremo il pro-
dotto del binomio cosx+ V—1senx per se me-
desimo  cambiando in esso I'angolo x in x-}-x—2x;
se il prodotto cos2x 3 y/—1sen2x vorra moltipli-
carsi nuovamente per lo stesso binomio cosx
-+ V/—1 senx ne otterremo la terza potenza cam-
biando in quello I'angolo 2x in 2x+x=—=3x; dalla
terza potenza otterremo la quarta moltiplicando
cos3x 4 Y —1sen3x percosx 4 \—isenx o, cid
che vale lo stesso, cambiando I’ angolo 3x in
3x+ x — 4x; onde & manifesto essere

() (cos x £ V—1 sen x )* = cosnx &/ —1sennx

gualunque sia la grandezza dell’ angolo x. Suppo-
sto percid nx==¢, per cui da quella equazione
caveremo :

(cos %— + V—I sen%)n =cospvy—1 sen o
quindi ‘
(cosg =t y—1 senq;); = cos% + y—1sen [
ed anche
( cosq:i\/—xsen?)',,":(cos?; + V— 1 sen ?;)m
n n
Ma in forza della equazione ()
P ov— 1)"'_ et y—1sen
(cosn +v 1senn == c0s — ¢V lsen;q)
ne segue per ultimo .

(cosp Ly —1seng)n = cos ;7:-2? :t\/—lsen:-:—z 9.
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34. A suo tempo esporremo le avvertenze neg-
cessarie ad aversi, allorché¢ da una data equazio-
ne altra se ne deriva per mezzo della estrazione
di radice.

35. » Se in una funzione algebraica razionale
intera di una variabile a questa viene sostituito
un binomio a+ by—1 il risultamento potra ri-
dursi alla forma

R (cosy-}y—1 seny),

» ove R, ¢ siano quantitd reali.

Qualunque funzione algebraica razionale intera
di una variabile x & I aggregato di piu termini
della forma Am—nx?
essendone Anm—n il coefficiente. Percid se vi sosti-
tuiremo :
x = a4-by—1 =r(cosp-}-vV—1 senp ) (§ 32)
quella funzione diverra la somma di piu termini
della forma

N

3

N

A prir(c0Sp + Y — 15619)"= Am—nr™(COSTY Y — 15ENNG)

Raccolte quindi le quantitd reali qual’ &
Am—nr®cosng

ed indicata la loro somma con A4 , poi raccolti ¥
termini immaginari

Apnr senng X Y—1
eTrappresentata la somma con By—1 il risultato
sari A4B—1
per cui (§ 32) supponendovi

% |
B
tang. ¢ = 27 R =:’\/(A’+B-)

s ridurrd alla forma indicata.

36. Se nel medesimo polinomio algebraico ra-
zionale intero venisse sostituito

x =a~—by/—1=r(cosg—y—1 seng)
i1 discorso fatto superiormente ne convince che il
risultato dovrd essere A

A — By—1 = R(cosy — V—1sen¢)

3. » Una equazione algebraica che non am-
» mette radici reali pud venir soddisfatta sosti-
» tuendo all’ incognita un binomio immaginario.
Nel polinomio E(x) posto x-a«¢ in luogo |
della x si ottiene E
E(x+at)=E(x)+atE,(x)+a-t=E,(x)..+a"t"E,.(x)..+a"-t'- ,
quindi supposti
x==r(cosp 4 V—iseng), t = cosy 4 y—1seny
essendo «, r, ¢, ¢ quantita reali, avremo

tn = cosny+ y—1senny (§ 33)

E(x) si ridurra alla forma
R,(cosg, + V—1 seng,) (5 35)

E(x) ..... alla forma
R, (cosg, + ¥V—1 seng, )

e S R

ik

-

E,(x) si ridurra alla forma
R, (cosgn 4 V—15€n9s)
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sara
t'zlEn(x)=Rn fcos(ny +9n) + V—1sen(nd + ¢n )}
e ,
(v)Ezpar =[ R.cosp,+aR.cos({+9 JHa2Recos(2g+9.)...
«e .. 4+arRycos(nd 4 on ).}
-+ [ R seng,+aR, sen(y+9¢.)+aR.sen(2¢+¢.)+
co oo+ a*Rysen(nyg + ¢n ). [V—1
polinomio che abbiamo ottenuto sostituendo alla x

x +at=(rcosg -+ acosy)-+(rseng + aseny)y—1

cio¢ un binomio immaginario della forma
a—+ by—1
dovea =rcos¢p + acosy, b=rsen¢ + asen .
Se il polinomio (v) non si annullasse per qualsi-
voglia valore di a, b; cioé non potessero essere
glammai
() Rocosp, + aR.cos(§+¢.) +aR.cos (2 +9.) won
+ a* Ry, cos(ng =+ gn )orr. ==0

R, sen@,+aR, sen(y +9.) + «*R,sen(2¢ +9,)....
+ a" R, sen(ny + ¢n )..=0

la somma
R +-2aR [ R,cos(y+¢,—¢,)+aR.cos(2¢+ g.—F,) -
~+ a1 Ry, cos (R + gn — 9 ) |
(0) 4+ a*[R,cos(¢ +¢,) + « R,cos (2 ¢ + 9.) e
+a"=1R, cos(ny+ ¢n ) J?
+a[Rsen(y + 9,) +aRsen(2¢ + ¢, )
+ an=1 R, sen(ng+9x )...}5
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dei quadrati di quelle quantiti (¢) sarebbe sem-
pre positiva. Il suo valore varierd variando a e b,
ma non potrd impicciolire oltre un certo limite.
Si indichi adunque con M il minimo valore che
~pud assumere quella quantith, al quale si riduca
ponendovi

a=rcosg, b=rsenyg,
¢id che possiamo fingere essendo ¢ ed r finora
affatto indeterminate. Siccome a, b assumono que-
st. valori rcosg, rseng, corrispondenti al minimo
della funzione (¢) ponendovi « = o, percid do-
vra essere R =M.
Siano &', & due valori di a, b che differendo

il meno possibile da @ =rcos ®, b =r cos @ ren-
dano nuovamente il polinomio (o) eguale ad M.
Tutti i numeri « compresi fra lo zero e quello
dato da

(r) rcos® 4 acosy=da , rsen@ -+ ascn y=10
renderanno la quantitd (o) maggiore di M, e quindi

(») 2¢R0[R,cos(4t+q>,—?o)...+a"—'R,,cos(mp+q>,,——?0)..]
H-[B.cos+9. )+ ] + [ Rusen (@ )] >0
il coefficiente di azR, non pul essere nullo quan-

do non siano
R —0, R,=o0...Ri=0...

mentre ogni termine contiene I’ angolo ¢ indeter-
minato, e quando tali equazioni tutte avessero
luogo ne verrebbe
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cioé il valore di E(x) sarebbe sempre-lo stesso qua-
lunque quantita x -« venisse sostituita alla x,
il che & assurdo. Potranno perd in quella espres-
sione mancare molti termini consecutivi ed essere
per esempio

,=R,.—=Rypy =0 ‘
per il che la ineguaglianza (p) si ridurra alla se-
guente
(6) 2x R[a"— R, cos(n¢ +@n — )+ .. 1

+z[2* =1 Rucos(n+gn). Jat-a[an—' R sen(nf49.)..]* So

Se all’ angolo ¢ venisse attribuito un valore
qualunque, restando mnel polinomio (s) indeter-
minata la «, potremo fingere uesta quantita cosi
piccola che il segno del medesimo polinomio sia
quello del termine
) 2a R, an—1R, cos(n¢ + 9 — P,)
che contiene la minor potenza di a« (§ 31), e
siccome le equazioni (x) importando

b — rsen @
tang ¢ = ———,

a —rcosQ
¢ pud variare dall’ angolo piu piceolo che soddi-
sfa questa equazione al medesimo angolo aumen-
tato di un multiplo intero qualunque della semi-
circonferenza , percio il termine (z) potra ridursi
a quantita negaliva, ed essere conscguentemente
negativa anche la funzione (s). Dunque & assurdo
il supporre che quella quantitd debba essere sem-
pre positiva , non sara il minimo M>o, quindi

Per altre dimostr. veggasi Gauss. Comment. Acad. Gottingae
ann, 1816, — Lagrange ¢ Ruffini opere cit. a pag. 72.
o
9
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le equazioni () potranno sussistere, cioé qua-
» lunque equazione algebraica che non ammette
» radici reali pud venir soddisfatta sostituendo al-
» I’ incognita un binomio immaginario.

38. Se ponendo x =a + by—r1la equazione
E(x) = o fosse soddisfatta , siccome quella sosti-
tuzione riduce il polinomio E(x) alla forma

A+ By—1 (§35)
saranno in conseguenza A =o, B —=o.
Se ora nello stesso polinomio E(x) si ponga
x=a—by—1
il risultato sard (§ 36)
A—By—1=0
identicamente. Dunque

» Tanto a 4+ by—1 come a— b y—1 rende-
» ranno soddisfatta la equazione E(x)==o, e per-
» cid si chiammano radici immaginarie conjugate
» della medesima.

39. Riprendiamo la solita equazione E(x)=o
e supposto che la medesima ammetta unicamente
un numero n, di radici eguali ad a,
un numero n, di radici eguali ad a,

. . » . . . . . . . .

n, radici eguali ad a,
avremo (§ 5)
) Ex) = (x—a,y (x—a, )..(x—ar }V Q).
La equazione Q{x)= o non avendo radici reali
ne ammetterd una coppia della forma

¢, £d, V—1

e siccome quanto si & detto nei §§ 3, 5 non im-
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porta che siano reali le quantitd ivi wndicate con
a., a, ..., percid ne segue che Q.(x) sary dwm-
bile per 11 prodotto

(x—ei—d .V —1)(x—CiA-d.V—1)=(x*--2c.2+ ¢.>+-d.2)

ovvero per qualche potenza del medesimo.

Si indichi con p. I’ esponente di tale potenza
con Q.4p, il quoziente, e supposto

c? + d|’=e,’,

sara
(7] Qr(x) = (x*—20c:x + e ). Qrpp.().
11 grado del polinomio Q,(x) & espresso da
0 m—n, —n,,.—n (§5)

e quello di Q,4p, lo sard dello stesso numero di-
minuito di 2p..

La equazione Qr4p,(x)==0 non ammetteri ra-
dici reali altrimenti queste annullerebbero Q(x),
ed anche E(x): dunque, con discorso analogo
all’ antecedente , proveremo

@) Qupu@) = (2 — 26,2 4 €, P, Qrapu(2)
essendo ¢, 3= d, V—1 radici di Qryp(x) =0, ed
a;* + b, =e,. Il grado di Qr4p,(x) sard poi il
numero () diminuito di 2p, + 2p,. Analogamente
si dimostreranno

@) Qigpa(x) == (2 — 2032+ €)P3 Q»-Hu(x)

ecc. . . . . . . . ecc
Sostituendo ormai nella eqhazxone (v) il valore di
Q:(x) dato dalla (9), quindi eliminati successiva-

mente Qnyp,, Qrpp. ... colle equazioni (§) (@).....
vedremo derivarne
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Ex)=(x—a.y"(x—a.)".... (x—a, Y (x*—2c.2x+-€ )P

X (x*— 2.2+ e)P= (x*—4Cs X 4 €s7)Ps

in cui 1" ultimo dei quozienti Qr, Qnpp. - dovra
essere I’ unith , come abbiamo supenormente di-
mostrato (§ 8).

Siccome poi le radici immaginarie conjugate
¢+ d y—1, ¢, % dy—1 ecc
rendono E(x)=o, quindi ne segue I' importante

teorema, che

»()ualunque equazione algebraica ammette tante
»radici quant’ & il proprio grado: alcune di que-
» ste possono essere reali, le altre sono immagi-
» narie due a due conjugate.

4o. Le proposizioni dei paragrafi (3, 4, 8, 9,
21 ) essendo unicamente fondate sulla definizione
caratteristica di cid che si deve intendere per ra-
dice non esigono che le medesime radici siano reali
anzich¢ immaginarie, onde a queste e a quelle
egualmente si riferiscono.

41. Ora ne sara facile il dimostrare che

» Due radici reali di una equazione, fra le quali
» altra non ne esiste, comprendono un numero
» dispari di radici della equazioue derivata prima.
Siano  a., a,, a; cceeeeen Qreyy  Ar 5 Qpeyy oeeees as (<)
le radici positive di una equazione algebraica
E(x)=o0, le quali supporremo scritte secondo l'or-
dine di loro grandezza decrescente, e siano

—b., —b,, —b3 ... —b;

le radici negative, per cui sard

E(x)=(2-=at ) x—a Y x~—as)..(x—ag)(zx 4 b.)..(x + bi) Qfx)
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ove Q(x) rappresenta il prodotto dei fattori che
corrispondono alle radici immaginarie. Siccome
la derivata prima E®M(z) = E, (x) eguaglia la
somma dei quozienti che si ottengono dividen-
do il polinomio Ex) per ciascuno de’ suoi
fattori lineari reali ed immaginarii (§ 21), percid
sostituita in E"(x) una radice qualunque alla x,
per esenipio dap— , svaniranno totti quelli fra i
quozienti nominati in cui esiste il fattore x—a,—,
e si avrd percid

E(')(ar_|)=(ar-—l‘—ar )(ar—l*‘ap)"(ar—-l"al'—z)(ar—l -"ar)..'

...... ([l,-_l—-(l,;) x (ar__[+ b| )...- ((l,'_.|+bt) Q (a,-_,)
e postovi x = a, ne verra
E(a,) = (ar —a.) (@r—a.) e (@r—@r—s) (@r —ar g1 )oroeee
vereei (@ —a ). X (ar+b)ar+b.).(a,+b:) Qar)
Ora si noti che nella serie () qualunque radice
¢ minore delle antecedenti e maggiore delle con-
seguenti, percid essendo Qa,—,) , Qar) quantitd
necessariamente positive (§ 25), E()(a,—,) conterrd
1 soli fattori negativi
Apeey— Q1 y  Apemy=—— Ay «oo. Qpay — Ap—9
ed E(q,) i fattori negativi
Ap — Ay 3 Ap ~— A, coovs Ap —— Ap—y
Dunque essendo il numero di questi maggiore
dell’ unitd del numero di quelli, le due quantita
EW(a,—,), E(')( a,)

avranno segni opposti, e fra a,— ed a. (§ 29)
e_mstere‘a un numero dispari di radici della equa-
zione £)(xr)=o.
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42. Con discorso analogo si dimostra esten-
dersi il teorema alle radici negative , nen che alla
positiva e negativa che immediatamente si suc-
cedono.

43. Abbiamo ormai acquistate cognizioni suf-
ficienti per abbracciare alcuni teoremi importan
tissimi , i quali offrono completa risoluzione del
problema enunciato nel (§ 11 ); al quale intento
conveniamo che in una serie di numeri positivi e
negativi, scritti ghi uni di seguito agli altri, si
dird esservi permanenza fra due termini consecu-
tivi allorquando essi avranno il medesimo segno;
e diremo esservi una variazione quando i segn di
que’ termini saranno opposti.

44. Dal polinomio Ex) si desumano tutte le
quantita

En{x)=1,.... Eni(x), Engims(®)- ...
Er.{.l(-‘l‘) s Ey- (.1‘) , .Er_l(.l') .....
E., E , Ex) )

In ciascuna si sostituisca alla a qualunque nu-
mero a e si scrivano 1 risultamenti col medesimo
ordine, quindi si ponga per x un altro numero b
maggiore del primo. Si enumerino le variazioni di
segno che offre la serie corrispondente alla pri-
ma sostituzione, poi quelle che offre la secon-
da. Se fra i numeri a, b non esistessero radici di
alcuna equazione

Ex)=o0, E@)=0, ... Ef(x)= 0 ...
le quantity
| E@y, E@b); Efa), E.(b); ... Bz (@), Er(8) ;-
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avrebbero due a due i medesimi segni e le se-
rie nominate offrirebbero ovanque le stesse varia-
zioni e permanenze. Percid accadendo mutazione
dovremo ripeterla dall’ esistenza di qualche radice.
Indichiamo con ¢ un numero preso fra i limiti
a, b il quale renda contemporaneamente

(@) Erpiei(c) =0, Ergi—s(c) = o... fino ad E{c)=0
e nella serie (y) si fingano sostituiti di seguito
cC—w, C, C-+ .

11 paragrafo (18) ne apprende essere

E i (cto)=Eqi(c)Fo[Eqimic)] +o [ Enpi(c)].

;{_—_mJ[E,._H_,(C)]g ..... -+ (;{:m ) [ E,\.*_,'_,(C)]s + ...
e siccome le quantita
[Engimeo (@] > [Engimsl0)]s s worre [Erprims(€)}smt

differiscono rispettivamente dalle
Eopiogi (©) 5 Ergimsta (€)s oo Engimi(c)
per un coefliciente numerico (§ 19) supposto s

non >i--1 quelle quantita sono tutie eguali a
zero e ne verrd di conseguenza

¢)  Erpiodeto) = (Fo ) [Enis(e)]: +
(o)t [ Enpies () Jot 1 A= o
Ora per una proposizione antecedente (§ 31) noi
possiamo fingere w cosi piccolo che il segno del
p(?linomio (b) dipenda da quello del primo ter-
mine, qualunque valore si dia ad s da s=1¢ ad
§ = 1, cosicché siccome [E,;l_;_,(c)]s differisce da
E,i (c) per un solo coefficiente numerico (§ 19)

o
i41 segno della funzione E.yio(c +w ) sarh egua-
le a quello di (1) i (c). Dunque
E.is(c +w) avra il segno medesimo di E.4(c),
ed E.qis(c—w) avra segno eguale od opposto a
quello di E,4i(c) secondo che s sard pari o
dispari.

Cio premesso poniamoci ‘sott’ occhio le due

serie
(¢) Enpilc—w). E.ii(c—w), Enpi—a(c—o),
Epis(c—w) ... Er_;_.(c—»m), E(c—w), E,.__,(c—-m),

(@) Eni(c+o), Erpimilcdo), Eima(c40).
Eopislc+o) . Erq(c+o), E.(c+w), Er—i(c+w),

e si noti che quando la quantita piccolissima w ,
oltre le coundizioni superiormente indicate , abbia
pur quella che fra ¢ + » non esista radice delle
equazioni
Erqi(x)=0, E—(x)=0,

le quantita
Enpi(c4w) , Enpifc—uw) , © le Er—(c-+w), Erei(c—w)
avranno due a due i medesimi segni; ma totalmen-
te arbitrarii. Ora quanto si & detto in riguardo
alla funzione E. i, ne apprende che la serie (d)
dal termine E,qi(c-+w) fino al E.(c+w) offrira
tutte permanenze , potendovi essere una variazio-
ne da quest’ ultimo al seguente’ E,._,(c-{—w). Nella
superiore da E,.i (c—w) fino ad E,(c—w) siavran-
no tante variazioni il numero delle quali & indi-
cato con i. Dunque passando dalla serie (c) alla
(d) verremo perdendo i variazioni. Se poi Epi (c)s
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E._i(c}, e quindi anche E.gi(ctw), E—(ctw)
hanno i medesimi segni (§ 28) siccome postaf
—i, FEgiws= E-, cosi, essendo i pari
Fy(c—w) avra segno eguale ad E,ji(c—w) e per(%
ad E._,(c—w), onde fra E.(c—w), Er—i(c—) Vi
sarh permanenza, come fra E, (c4w) ed E._\(c}o);
ma se { & dispari E.(c—w) sara opposto nel se-
gno ad Eq(c—w), ed E—ilc—w); fra 1 due pl—
- timi termini della serie (c) si trovera una vara-
zione cui corrisponderd nella serie (d) una per-
manenza , e quindi passando dall’ una all’ ;?ltra si
perderanno i + 1 variazioni. Qualora poi 1 segm
dei termini estremi Enpi(c) , Er—i(c) fossero op-
posti , fra Ey(c-}-w0), Er—\(c4w) avressimo una va-
riazione ; ed essendo i numero pari E,(c-—w) avra
lo stesso segno di E.yi(c—w), ed opposto ad
E._ (c—w); e sei ¢ dispari i segni di E.(c—v),

E,_,(c—w) saranno eguali. Dunque nel primo caso

passando dalla serie (c) alla (d) si perderanno i '

variazioni e nel secondo i—1 soltanto.

Dal fin qui detto si raccoglie che se un nu-
mero ¢ annulla pit funzioni consecutive nella se-
rie (1), quali sono le (a), sostituiti nella medesima
c—w poi c+w , essendo w una quantita piccola
quanto si & detto, colla seconda sostituzione ver-
ranno a sparire pii variazioni di segno le quali
saranno in numero i quando i sia pari, ed essen-
do i dispari il numero delle variazioni perdut('a
sarh i 41 secondo che i termini collaterali a quelli
che si annullano, vale a dire

.
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E,\_'_; ed E’-_j
avrauno segni eguali ovvero opposti.

Se I’ ultima delle funzioni £. che si annulla
ponendovi x = ¢ fosse la E(x) medesima, non
avendo luogo le distinzioni superiormente indica-
te, le variazioni che si perdono passando dalla
serie (c) alla (d) saranno tante appunto quante le
equazioni consecutive soddisfatte dalla medesima
radice, e il loro numero potra essere dispari e
pari.

Se dunque nella serie (1) si metteranno tutti i
numeri partendo da un dato k ed ascendendo ad
un maggiore %, ogni qual volta sostituiremo due
numeri ¢c—w , c+o fra i quali esiste una’radice
c atta a soddisfare piti equazioni consecutive

Egii(x) =0, Exgim(xr)=0 .... E.(x)=0
si perderanno i ovvero /-4 1 variazioni secondo
che i & pari o dispari. Se la radice corrisponde
ad una sola equazione, per esempio Er.!.;_.(x):o
e le due quantith E.ii(c), Enyislc) hanno segni
opposti non vi sard perdita alcuna; ma se quel
numero ¢ renderd E(x)—o le variazioni saranno
in numero i, vale a dire una sola almeno. Dun-
que se il numero delle variazioni perdute & dis-
pari esisterd fra que’ limiti 2, & almeno una ra-
dice della equazione primitiva E{(x)=o.

45. Da questo teorema rimarcabile vedremo
derivarne molte singolari conseguenze.

Nella serie (v) si fingano posti

X =, poi x=o0
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la prima sostituzione rende il primo termine di
ciascuna espressione
En(x) SEp—i(x) 5 - E() .
maggiore della somma dei rimanenti, per cul detta
serie consterd di termini tutti positivi. Sostituendo
poi x=o0, per quanto si & notato (§ 20) si avrh
la serie
1, A, A, Asyeee Am

ciot quella dei coefficienti del polinomio  E(x).
Ora i due limiti =0 , x=uw comprendono tutte
le radici positive della equazione E(x)=o e le
variazioni che si possono perdere sono tante
quante ne esistono nel polinomio E(x)=o0, quindi

» Il numero delle radici positive di una equa-
» zione mon potrd superare quello delle proprie
» variazioni di segno. .

46. Se la equazione E(x)==o ammette qualche
radice negativa —b sostituito x=—-—>b si avrd iden-
ticamente :

b — A b= - A b= — Apm—3.... =0

ciod le radici negative della equazione E(x)=o
saranno radici positive della seguente

(6) xm—A.x ‘+.4,.:L —s— A 300m3 .....==0

e le radici negative della equazione E(x/=o0 non
saranno in numero maggiore delle variazioni di
segno di questa. Paragonati ora due termini con-
secutivi A"t Apeergs 2™ di E(x)3ai corri-
spondenti . Ap—p(—x) 4 Am—pgs (—x)y— del poli-
nomio (¢), vediamo quelli in cui 1 esponente
della x & pari conservare il medesimo_segno e
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cambiarsi negli altri due, per cui se nella prima
coppia di termini esiste una permanenza si tro-
verd fra i secondi una variazione e viceversa.
Dunque tante variazioni esisteranno nel polino-
mio (e) quante permanenze in E(x) ; per cui ne
segue che

» Il numero delle radici negative di una equa-
» zione non pud eccedere quello delle proprie
» permanenze di segno.

47. » Se le radici di una equazione sono tutte
» reali, tante saranno le positive quante le varia-
» ziom di segno, le negative quante le permanenze.

1l nomero delle radici eguaglia il grado della

equazione e quindi i numeri delle permanenze e
delle variazioni insieme, non potranno adunque
le radici positive essere in numero minore delle
variazioni a meno che quello delle negative su-
peri il numero delle permanenze , e viceversa : il
che si oppone a quanto abbiamo dimostrato nel
paragrafo antecedente.

48. Alcune volte nelle equazioni mancano qua
e 1A pii termini consecutivi, il che merita spe-
ciale attenzione. Siccome fra J~o e — o so-
no comprese tutte le radici reali, sostituendo
x—— o poi x ==~}  nella serie () spariranno
tante variazioni di segno almeno quante sono
quelle radici: ma ponendo x———w il valore del
primo termine di ciascuna funzione £, (x), E.—. (x),
En—a(x)..... prevale alla somma dei rimanenti
ed i loro segni sono alternativamente positivo il
primo , negativo il secondo, il terzo positivo ecc.
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dunque quella serie offre tante variagioni quanti ter-
mini contiene meno uno, vale a dire m variazioni.
Posto poi xr—ow si hanno tante permanenze, tutte

uelle variazioni vengono a sparire, e le radici
reali di quella equazione potranno essere in nu-
mero m , siccome ci & noto. Ogni radice della
equazione E(x)——o produrra certamente una per-
dita ; ma alcune di queste potranno pur derivare
dalle radici di pil equazioni consecutive analoghe
alle (@). Se nel polinomio E(x)=—o¢ fossero mnulli
alcuni coefficienti per esempio
Ap—r—itass Amer—itaas - - . fino ad Ayer

essendo questi i termini che non contengono la x
nelle funzioni

E pimi(x), Egiza- oo . Ep(x), (§. 20)
le medesime si annulleranno ponendovi x—o,
cio¢ le equazioni (a) avrebbero lo zero per radice
comune , quindi per essa radice verranno a spa-
rire dalla serie (»){ variazioni di segno, qua_ndo i
sia pari, ovvero izt 1 secondo che le due quantita

E io)=An—ri, E(0) = Am—ri
avranno segni eguali od opposti. Dunque non vi
resteranno che m-—i ovvero m—(iz1) variazioni
le quali potranno sparire per le radici della equa-

zione E(x)—o , cioé

» Se in una equazione mancano piu termini
» consecutivi in numero pari ne dedurremo esser-
» vi per la medesima altrettante radici immagina-
» rie. Se poi il numero ‘dei termini mancanti &
» dispari, ne conchiuderemo esistere un numero di
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» radici immaginarie eguale a quello dei detti ter=
» mini accresciuto dell’unitd se 1 due termini col~
-« laterali ai medesimi hanno segni eguali, e di-
» minuito dell’ unith nel caso contrario.

. 49. Se manca un termine solo ed i due colla-
terali banno segni opposti non potremo dedurne
alcuna conseguenza.

50. Per quanto sia pregevole il teorema del
(s 44) dovuto al celebre Fourier (1) ed impor-
tanti le conseguenze che ne abbiamo derivate, le
quali insegnd ai geometri il sommo Des Cartes,
pure non ha per esso completa risoluzione il pro-
blema cardinale (§. 11.) cui sono dirette le in-
dagini nostre. A darne pieno compimento giunge
opportuna una proposizione memorabile del sig.
Sturm (2), che qui ci faremo a dimostrare, fin-
gendo che le equazioni

Ex)=o, E,(x) = E"(x)=o
non abbiano radici comuni, il che non importa
essenzialmente; né limita la generalita del teorema.

51. Si cambino i segni ai due polinomj E(x),

E,(x), quindi dividasi —E{x) per —E () rispetto
ad x, e si continui la divisione fino che & possibile.
Siccome tale operazione potrebbe introdurre nel
quoto delle frazieni le quali rendano penoso il
calcolo, cosi prima d’intraprendere la divisione
si potranno moltiplicare — E(x) e —FE,(x) per

(1) Analyse dés equations déterminées. Paris 1831.
§2) Mew. presen, & la Accad. de- Paris T. VL
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numeri opportuni, che indicherd con a,, b,. Si
chiami ¢, il quoto ed E.(x) il residuo, cosi che sia
f) —a, E(x)=—=—b ,E,(x) . q, + E.(x).

Si divida nuovamente — E (x) per —E,(x), ov-
vero i prodotti di queste quantith per numeri atti
ad evitare la comparsa delle frazioni, i quali in-
dicherd con a, e b,; e supposti g, il quoto, Es(x)
il residuo , sara ,

® —a E (x)=—0b.E,(x)q. -} E;(x)

Si divida nuovamente —a;E,(x) per —b;E;(x) es-
sendo a3, b; coefficienti numerici opportuni e sia
) —a,E (x) —=—Db;E;(x)q; 4+ E,(x)

e continuando la operazione, finché I ultimo re-
siduo non contenga la x, fingiamo aversi le
equazioni :

) —a,Ey(x)=—b.E (x)q, - Es(x)

() —a B (x)=—b,E{(x) . gr+ En.

(m) —arpa E{x)=—brp Ergr(%) -grgor Enga

Considerando i residui

(1) ...Erpa(@), Ergr(%)y Ed), Enes().Eo(),E (x), E(x)

notiamo che due di essi consecutivi quali si vogliano
non potranno venire annullati dal medesimo nume-
ro; mentre se fossero nello stesso tempo Enja—o,
Ery.=o, dalla equazione (m) ne verrebbe E,—o,
quindi essendo E.p.=—=o ed E.—o contempora-
neamente avremo ancora E.,(x)—=o0; Er~y—o ed
E,—o darebbero E,_,=o, e quindi ascendendo,
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ne verrebbe che la radice comune alle equazioni

E,\_H(x)::o, Enpi(x)==o0 lo sarebbe ancora alle
due - E (x)=o ed Ex)—o

il che si oppone a quanto abbiamo supposto.
Vi ha di pii: se un numero annulla uno qua-

‘qualunque dei residui (n), sostituito nell’ antece-

dente e nel conseguente i risultamenti avranno
segni opposti. Diffatti se un numero x=——c ren-
desse per es. E{¢)==o la equazione ()) fornirebbe
v — arEni (€)= Ent.(c)
e siccome a, ¢ un numero, le due quantita
Er—t(c) s Er—}-l(")
saranno affette da segni opposti.

Cid premesso si finga che nella serie (n) venga
sostituito qualunque numero a, poscia un altro b
maggiore. Si enumerino le variazioni di segno che
offre la prima serie di risultamenti, quindi quelle

della seconda: se fra a e b non esistesse numero-

atto ad annullare qualche residuo o le funzion:
E,(x), E(x), le due serie nominate non presente-
rebbero cambiamento nei segni. Se alcun residao
per esempio E{x) ammette una radice x=c in
quell’ intervallo per essa pure non accaderid cam-
bizmento; mentre indicata con » una piccolissima
quantith tale che fra c+w e c—uw non esista ra-
dice per le equazioni E..(£)=o, E i(x)=o 1
termini  Enp(c—w), Er(c—w), E,‘_,(c-'—éo), ed 1

seguenti  E,q,(cd-w), Efc+o), E,_\(c+v)

nén daranno origine ad alcuna perdita di varia-
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zioni.mentre E,y(c) ed E,—(c} e quindi E.y. (c=t=w)
ed E._.(cz*») hanna segni fra loro opposti (pag.
42 § 44)-Ma se fra a e b trovasi qualche radice della
equazione E(x)—o questa produrrd effettivamente
una perdita, come si & dimostrato (§. 44.). Dun-
que le sostituzioni indicate produrranno tante per-
dite nelle variazioni quante radici della equazione
E(x)—o esistono fra i numeri sostitniti.

52, Se nella serie (z) st porranno suceessiva-
mente r=—®, o, X
siccome fra — o e o giacciong tutte e radici
negative, e tutte le positive fra o e ®, passando
dalla serie de’ risultamenti ottenuti mrediante la
prima sostituzione alla serie seeonda il numero
delle variazioni perdute eguaglierd quello delle ra-
dici negative e le variaziont che e perdona
passando dalla serie ottenuta ponendo x==o al-
I altra derivata sostituendo = indisheranna
quante radici positive esistono nella medesima
equazione.

53. Siccome sostituendo. nei residui (n)
x—zo totti i termini spariscono a fronte dei
primi, cosi da questi unicamente dovremo ripe-
tere il segno di ciascuno,

54. Abbiamo dunque in nostro potere i mezzi
per riconoscere se una data equazione algebraica
qualunque abbia radici reali, quante siano le po-
sitive, le negative, e quante le radici immaginarie
conjugate.
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CAPO 1L

Trasformazione delle equazioni algebraiche.

Una equazione & risoluta allorquaudo mediante
opportuni cambiamenti di forma & ridotta a conte-
nere in un membro I incognita lineare senza
coefficiente e nell’ altro funzioni determinate di
quantita le quali sono o si suppongono conosciu-
te. Nell’ arte di eseguire simili trasformazioni con-
siste adunque uno dei mezzi principali per risol-
vere le equazioni, onde ci & d’ uopo trattarne in
questo lliogo colla debita estensione.

55. 11 problema si pud enunciare neij termini
seguenti:

» Data, una equazione ed una funzione al-
» gebraica di quante si  vogliano quantita
» simboliche , formare la equazione le radici
» della quale sono tutti i valori della funzione
» nominata che si ottengono soslituendo a quei

» simboli, in tutte le maniere possibili, altrettante

» radici della equazione proposta.

Fingeremo sul principio che la funzione sia
intera e razionale, parleremo del grado della
equazione trasformata , quindi dei coeflicienti della
medesima.

56. Indichiamo al solito la equazione data con
Ex) = o, con a., a., as, ...ar y.... am, le proprie
radici e con f(a., a.,....a, ) una funzione alge-
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braica razionale intera delle a,, a,, .....a,. . Portia- .

mo |’ attenzione nostra sui posti in cui si trova a.,
che chiameremo luogo occupato dalla a.; su quelli
tutti ov’ é a., che diremo luogo occupato dalla a,,
ecc. Se dove trovasi a. si ponesse a, e viceversa;
o in altro modo qualunque si cambiassero quelle
quantitd a., a,, ..... a- fra di loro, oppure con altre
radici che attualmente non esistono in quella fun-

zione, altre ed altre ne deriverebbero, e tutte si -

comporrebbero le funzioni mediante le radici della
equazione. La diversa forma della funzione
Sf(a, a.,.ar), il diverso numero delle radici
che entrano attualmente in essa, ed il grado della
equazione primitiva sono gli elementi per i quali
varia il numero delle funzioni ottenute. Diffatto
se le radici
Qs Qyy weern Gr
si trovassero unicamente sotto le forme invariabili

a a, Az coenr A 3 G A, A3 e

e simili , cambiando fra loro quelle radici non
cambierebbe la funzione.

Verremo ora esaminando alcuni casi principali
per il cui mezzo potremo determinare in ogni al-
tro il grado della equazione trasformata.

57. La funzione f( ai, a., as ...... am) contenga
tutte le radici talmente che qualunque cambiamen-
to si faccia fra esse cambi pure il risultato. Tali
cambiamenti si diranno permutazioni, e ne deter-
mineremo il numero osservando che se una radi-
ce a,, per esempio, si collocasse in certo posto
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ne resterebbero m — 1 da permutare in m— 1
luoghi. Collocata in quel posto un’altra radice a,
ne avremo pure m—1 ancora da disporre in al-
trettant posti. Messa nel posto nominato la radi-
ce a; pot la a4 ec. finalmente la an, e nel men-
tre che una qualunque occupa quel posto permu-
tate le m—1 che restano nei posti m—i1 vacui
in tutte le maniere possibili, si conseguiran-
no le permutazioni cercate. Dunque il numero
delle permutazioni di m cose in m luoghi eguaglia
quello delle permutazioni di m—1 cose in m—1
luoghi preso m volte, cioé moltiplicato per m.
Una cosa ed un posto danno una permutazione
sola. Per due cose m due luoghi dovremo molti-
plicare per due il numero delle permutazioni di
una cosa i un luogo e sard 2. 1. Per tre cose
moltiplicheremo il numero antecedente per 3 e
sarh 3. 2. 1. E cosi avremo di seguito il numero
delle permutazioni di quattro cose in quatiro luo-
ghi espressoda 4.3 .2.1, quindi quello di cin-
qne cose da 5.4.3 .2 .1 ec., quello di m cose
in m luoghi sard dato da
1.2.3......m

58. La funzione f contenga soltanto r delle m
radici e la sua forma sia tuttora affatto variabile.
Per riconoscere il numero delle funzioni cui dan-
no origine tutti i cambiamenti possibili, che pure
81 chiamano permutazioni , notiamo quale differen<
za esista fra il caso attuzle e 1 antecedente.
Collocate nella funzione f in qualsivoglia modo r
radici ne restano m—7r non impiegate. Se in
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quella funzione f vi fossero m — r luoghi vacoi ,
come nel caso del paragrafo antecedente, permu-
tate quelle m—r cose nei luoghi vacui in tutti i
modi possibili avressiino

r.2.3.....(m—r)

permutazioni e quindi altrettante funzioni £
Collocate in quella funzione le medesime r radici in
altra maniera, ovvero sostituite altre ad alcune di
quelle , si avrd pure una delle funzioni cercate ;
ma se la funzione offrisse m posti, come nel
§ 58, gli m—r luoghi vacui potrebbero occuparsi
in tutti i modi possibili colle m — r radici non
impiegate e si avrebbero altre 1.2.....m—r)
funzioni. Questo discorso vale per ciascuna delle
quantitd f che attualmente si cercauno, onde ne
segue che indicato con X il loro numero sard

1.2.3....m=1.3.3....(0—0X

cio¢ il numero delle permutazioni attualmente
cercato sard espresso da

1330 Laeom—r)(m—r+ 1) m—rd-2)s~..08
1.2 (m—1) 1.2.3....(m—r)

= m (m—1)....{m—r-+2)(m—r-+1)

59. Supponiamo, per ultimo, che la funsione
S(aw, a,,a; ... a ) contenga soltanto r radici della
equazione propesta e dipiu sia invariabile per ri-
spetto ad esse. Tale sarebbe il caso in cui
la f contenesse unicamente il prodotto
a. .2, ...dr 0 la somma a. + @ nteay, . I va-
lori della f varieranno quando ad una o pid ra-

54

dici che entrano attnalmente a comporla altre
vengano sostituite di quelle non impiegate; e tali
cambiamenti sogliono chiamarsi combinazioni. Le
combinazioni dalle permutazioni considerate nel
paragrafo antecedente differiscono in cid che ad
una di quelle corrispondono 1.3....r di queste;
giacehe prese r radici in qualunque modo, se la fun-
zione ¢ invariabile, queste danno un solo valore
della medesima: ma se ¢ totalmente variabile per
rispetto ad esse;. tutte le permutazioni di quelle r
radici negli r posti che offre la funzione istessa
daranno 1.2.00... r

permutazioni. Dunque chiamato ¥ il numero delle
combinazioni cercate , quello delle pefmutazioni
sara ‘

1.2.....r. ¥ = mm—1)....(m—r+1)
quindi

Y = m({m—1) (m—1) .. . . (m—r4-1)

1.2.3 . r

60. Rimarcheremo di passaggio che essendo r
ed m due numeri interi qualunque ed m>r sard
m (m—1) oo (M —r + 1)
124t

un numero intero.

61. Abbiamo dichiarato che dai tre casi con-
templati dipende la determinazione del grado
della equazione trasformata comunque le radici di
essa si compongano con quelle della proposta. Ec-
cone qualche esempio. '
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La funzione f contenga un numero di radici

r. + 5, < m: per rispetto ad alcune r, sia varia-

bile ed invariabile per rispetto alle altre s,. Nei

posti s, devono mettersi tutte le combinazioni

delle m radici aggruppate ad s. ad s, ed il nume-
ro di tali combinazioni (§ 60) sara

m{m—1)}(m—2a)..... (m—s,-=1)

Nel mentre che s, di quelle radici occupano
i posti per rispetto ai quali la £ & invariabile ne
restano altre m—s., e queste peotranno permutarsi
nei luoghi r, in tutti i modi possibili, che sono

(s J(—8—1) werrn. (M—5—T:}-1) (@)

e siccome a ciascuna di quelle combinazioni cor-
rispondono tante permutazioni quante sono indi-
cate da questo prodotto (@), quindi il numero
delle funzioni richieste sara

m(m—1)...(m—s.4=1) »

1.2.3 000080

__ m(m—1)(m—2) «uro. (m—5.—r~1)

1.2.3 oo S

Supponiamo, per secondo esempio, che la fun-
zione f offra un numero di posti espresso da
S+ S +-rin,

che sia invariabile. rispetto ai primi s., ai secon-
di s,, e variabile rignardo ai rimanenti r.. In tal
czso se una delle combinazioni ad s, ad s, occupa

(m=—s.)wer M — 8§, —~=T1 1)
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gli s, posti invariabili, le m—s, radici non impie~
gate si combineranno ad s, ad s,, cid che
fornisce
(m—s. )(m—5—1) ucrc.(M—5.—S$,+1)
1:2.3 ceeeeee 8,

combinazioni, una qualunque delle quali si potrd
mettere negli s, posti. Collocatone un gruppo ne
resteranno m—s. — $, non impiegate le quali s
potranno permutare negli r. posti rimasti vacul
in tutti i modi possibili, che sono

(PS5 J(M—8,— 8,1 )ee. (M8 — ST 1)
Dunque i} numero totale delle funzioni f sarh

m{m—1 Ju...(1r—s. 4-¥) . (=5, )(1=8 =1 )...(M==5 =5 ,-}-1)

1.2.3ccsmreds 1.2.3.....5,
X (M58 YR s —S ;1 )ureeree (M, —S,—T1=}=1)
. m(m—1 ) (m—2) e (Mm—5, 5, —1. +1)
— 1.2.3...8, X 1.2.3.....8,

63. Conossiute il grado della equazione trasfor-
mata ¢ d’ uope determinarne i coefficienti. Si in-
dichino con

(b) Sos Sos fromi fr e,

i differenti valori della funzione f, e sia

=B yr= B,y .. 4+ B, yr—... L B, =0
la equazione trasformata. Il coefficiente B, (§ g )
sard la somma dei prodotti delle funzioni (b)
prese ad s ad s col segno proprio o cambiato
secondo che s & pari o dispari; B, ¢ adunque una
funzione algebraica razionale intera delle radici

Aiy Aoy @3 cevee Gy




57
‘ciod 1’ aggregato di termini della forma

() Har" a, a ... a)/n.

ove ri, I, ... sono interi ed # un numero qua-
lunque. Di pia B, ¢ invariabile per rispetto alle
medesime radici, cioé cambiando ovunque a., per
esempio, con a, e viceversa, o cambiandone mol-
te con altrettante la B, rimane inalterata: poiche
quei cambiamenti faranno che la f, per esempio
diventi f; , la f; diventi /i e simili, un termine
della B si cambierd con un altro, questo con un
terzo, ma il risultato finale di tali permutazioni
non cambierd, mentre la B, contiene tutli i pro-
dotti ad s ad s delle medesime funzioni. Da tutto

cid ne segue che sard B, I’ aggregato di piu ter-

mini della forma (c), e se quello esiste, conside-
rando la funzione

) H.xrynzs....thm
€ nei posti occupati dalle z, y ...... sostituite le
R - am

in totti 1 modi possibili, la loro somma sarh un
termine componente B, .
Noi indicheremo con
S(ri, Fay Fyoeetn)
‘quel polinomio derivato dal prodotto
xrt 9y 2’ ... - ¥n
nella maniera indicata, e si chiamerd funzione
sommatoria composta dell’ ordine n.
Una singolare proprietd di quelle funzioni con-
siste nel potersi formare mediante 1a somma

58
di funzioni sommatorie composte d’ ordinec in«

feriore. Eccone la prova.
63. Fingiamo moltiplicarsi la funzione semplice
S(rngr)=armbt - a, i n an'nd
per la composta
S (Tiy Pay T3 eveee Tn)
e tenendo fermo in mente che questa sommatoria
& I’ aggregato di prodotti analoghi al
a’"™ ar? A" e Qg7 aaeneen anp’n
comprendiamo che la moltiplicazione dard origine
a quantith delle forme seguenti. Se il termine
moltiplicatore della S(rnya) & un a che esiste nel

termine della S(r., r., ....... ) attualmente moltipli-
cato, il prodotto sarh questo stesso termine in cui
"I uno o I altro degli esponenti
Pis Tay P3yecconens T
si accresca di Tni- Se poi il termine moltiplica-
tore & un a che non esiste nel termine moltipli-
cato, il prodotto si avrad aggiungendo agli  fattori
gid esistenti una nuova a coll’ esponente it
Nel primo caso un termine qualunque della fun-
zione S (7, Tuy coeceeeTn) qual &
a’™ a,” a;’? ... ag'n
dard origine a tutti i seguenti
a."ntr @ a? . an™m
a.” a, i az? o, . ay’n

ar ar ay et e ap™

ar @ gy .. gt
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nel secondo caso il prodotto sara della forma

ar™ a” ayd.... a,™ . am+?
nA4=1

I primi termini appartengono rispettivamente alle
sommatorie

S(r + Faders Tas T3 s )
S(re, P Togrs T3 n)
(e) S (1, Ty T3 Tndut eoeseee I'n)
S(rs ray s Tn 4 Taga )

le quali tutte sono composte dell’ ordine n; I ul-
timo ¢ un termine della sommatoria

f) Sy, ro,rs...... Tns Tndu)
dell’ ordine n-4-1 :
Nel prodotto S(raf.) - S(ry,s raee-.. r,) non vi

hanno quantita d’ altra forma oltre le nominate,
e siccome ogni termine quale &

ars, as, 3 . ... a; "
si trova in S(r,, r,....r,) una volta sola, cosi
una sola volta entrera ciascuno dei termini del
prodotto derivati da lui: le due sommatorie mol-
tiplicate essendo funzioni invariabili delle radici,

il prodotto lo sard ancora, e perd sarh l'aggregato
delle funzioni (e) (f) cioé

S(rag) S(rys ray r3eee. .. In)=

=S Tatis Fas Paeoens F)S(Pes Pat-Tadurs oooTh)

oSy Ty PtTrgerereda)oveesst-S(P s Fay Pse T Feger)
A S(ry s Fas F3eneees Tns Tng)

6o
d’ onde si cava la sommatoria composta dell’ o

dine n 4 1
(8) S(rysTas 3o, Pt ) =S (Pngd) (75 Tay 300V )
—S(r, - rudets Pavere Ta ) =8 (rys FaToder e T )seeee
e =8(Tys Pay T3l A=Tng)
espresse per sommatorie d’ ordine inferiore.
64. Avremo quindi
S(r,, r.)=38(r) S, —S(r tr.)
S(r,, 1 13)=S8(rs) S(r,, r)—S(r,=-rs,r.)—S(r, ri+ri)
S, Tss T35 r)=S8r)S(rs, 1y, rs)—S8(r; 4714, T2y 13)
—-S(r,,r,+r,,,r;)——S(rj,r,,r;-*—r‘)
la prima offre qualunque sommatoria d’ ordine
doppio espressa per sommatorie semplici. Cavate
da essa
S(r, 415, r)=38(r; +r3) Sir)— S, +r.+r)
Sr,, r.+ry==80,)Sr.+r)— S(ry + r.+r)
e sostituite nella seconda avremo una somnatoria
tripla espressa per somme semplici; e nello stes-
so modo potrd formarsi da queste somme qualun-
que sommatoria composta (1)

(1) Per pii ampia istruzione si possono consnltare I’ opera
di Waringh, Meditationes Algebraicae : i Classici Elementi di
Algebra di Pietro Paoli Supplem. Opuscolo 2. La prima delle
Memoires de Math. et de physique del Sig. Conte Libri di Fi«
renze. Le nostre Ricerche sulla dottrina delle equazioni. Arti-
colo Primo, Una Memoria del Sig. Caucby. Journal Politec,
Tom. X,
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65. 2 rimarcabile la modificazione che subrsce

la formola del §. 63. allorquando, diventando eguali

alcuni fra gl indici r, , raeevo Pns si vogliono

escludere dalle sommatorie composte le repliche di

quei termini i quali pure diventano identici fra loros

Noi prenderemo in considerazione un solo caso

che attualmente ci interessal, rimandando il letto-
re alla nostra opera citata. Nella funzione

S(rl,r,....,.r,...“.r,.).

Si suppongano ry==T,......=Ts ed esclusa dalla
S(r,....) la replica di qualunque termine, con-
veniamo di rappresentare la funzione risultante con

E.g (r‘ ’ rs+|_. r:+g, ....r‘n)
ove I’ indice s al piede della 2 si riferisce al nu-

mero delle r, supposte eguali
Si consideri qualunque termine

r, r,.r r n
a,"a?a;’. . a’ .. n

della funzione sommatoria: se le quantith a,, a....as
si permutassero fra loro in tutti i modi possibili
nei luoghi che occupano attualmente, essendo
quei luoghi determinati, come nel (§. 56.) dagli
esponenti r,, r...... s che ad essi corrispondono,
ne deriverebbero 1.2.3...... s permutazioni ed al-
trettanti termini della funzione sommatoria com-
posta. Assunto in questa funzione altro termine
non compreso fra 1 nominati ne deriveremo, come
sopra, altri 1.2.3.....s termini, e cosi consideran-
doli tutti: se gli esponenti r,, T, fino ad r, di-
ventassero eguali le prime 1.2.....5 permutazioni
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forniranno termini tutti identici fra loro, altri
jdentici ne daraano le seconde permutazioni, al-
trifed altri le seguenti; cosicché avremo

S(r, s Taeere)=1.2.3,....5.%; , ossia

Ze (r, “"):M

1.2.00uunn. s
66. Se gli esponenti r, , r,.....r» diventassero

tuttifeguali sarebbero

SriFrages TaeeeTa) = S(ri, P, Tngreee-To)=-ee-

=S8y Tavees Tn ~+ Tada)
e perd dalla formola del §. 63. ne verra
S(rys Paveselns Tngr) = S(ragr)S(rss TaeeeaTh)
—nS(r +Tadas Tas Tseeeeeln)
se fossero di pid r, ==r.=r;....=ra =1, posto
Fofot — 6, & chiaro che avremo
S(r, s Taveln) =1 .2.3....n(—1)y7A4, , essendo A, il
il coefficiente di ax™=n nella equazione E{x)—o,
(5. 9) saranno S(T1s PaveTry Tndger) =1.2....n Zn(1, 6)
S(ryHTnagrs Tay Taeenln) = 1.3 (B—1) 2 (1, 64-1)
e percid 2q(1, 6) = (—1)"AnS (6)—2n~:1(1, 6 + 1)-
Questa equazione ha luogo qualunque valore in-
tero si attribuisca ai simboli € ed n, onde cam-
biando nelle risultanti successive n in n—I1, € in
€--1 ne verranno
Zhni(1, 64 1):(—-—1)"—',4,._,5(6—}-1)—2,,_2(1, E-3-2)
Zn—a(1, 64-2)=(—1 =34 3 S(E+2)—Zp—3(1, 6+3)

Z,(1, 6fen—1) = (—1)4  SE+n—1)—2,(1, €4n).
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cambiando i segni alle equaziom seconda, quarta,
sesta . ... poi sommando si avrd
Zn(1, §)=(—1)ApS(E)—{(—1)""' Ap—1S(6+1)

......... == (—1)4, SE+n—1)F=Zo(1, 64-n)
ove Z,(1, 64n) =S8E+n). Supponiamovi finalmen-
te 6—1, allora 3,(1,6), che & I aggregato di
tutti i termini della forma a,a,....anaf+l, si mi-
durrd visibilmente ad (n-+1)—i1)+'Ayuy, e percid
sostituendo avremo
(1) (— 1= A= (—1 Ay S(1 ) —(—1 )1 A 1 S(2)

1y, aSB) . . . . o= A SyE=Sh+-1)

ossia Sm+1+4,Sn)+A4.5(m—1)..... A S(1)e}=

+n+ 1) Apy—0

la qual formola regge quand’ anche sia n-=1>m

purché vengano soppressi 1 termini A,,,;_,, An cenen
che saranno evidentemente eguali a zero.

Ho desunta dalla formola del (§. 63.) questa
celebre equazione di Alberto Girard per dichia-
rare I’ uso di quella, ma stimo utile esercizio il
conseguirla direttamente. Si supponga che
(—i)ydr—aa,....ay—ar + .... si moltiplichi per
Sp—r=ar—T+anrTre=........

Il prodotto offrira termini di due specie: cio& se il

termine moltiplicatore ¢ un a che gia esiste nel
termine moltiplicando il prodotto sara della forma
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Vaggregate dei quaki & la fanzione Z.\(r, n—r—-1):
Se poi la a per cui si moltipliea non. esiste nel ter-
mine moltiplicato i prodotti saranng della. forma
BT O o QT
la di coi somma sard %(i, n—r) : per cui
(—1y4:S{n—r) = Z—i(t. n—r41) + Z{1, ner).
Considerando il prodotto
(— 1)1 Ay S(1)==(a , A, T3 {31 B nlles e}
vedremo derivarne la funzione 3,3, 2) allorché
Ya della S(1) per cui si moltiplica gid s trova
nel termine di 4™* che viene moltiplicato, I’ al-
tra parte del prodotto sard n(—1y'4,; perché it
termine a4,a.a;.....dp—dn aVF origine da a,a.....an—
moltiplicando per an, da @,4,....... Gamoan Mok
tiplicando per an— ecc. Dunque
(=11 A S(1)=Zn—a(1, a)+n(—=1)"An
Ponendo nella prima formola r=1, 2,3..... e som-
mando i risultati avremo I’ equazione (%) cercata.
Da quella equazione ne vengono
S()4A4, =0
S(2)4-A,S8(1)424,—o0

per cui si formeranno i valori delle sommatorie
semplici Sr), St} ... S

mediante i coefficienti della equazione E(x)—o ,
quindi le sommatorie composte e finalmente 1
coefficienti della trasformata (1).

(1) Nelle opere citate di Waring e di Libri si trova la
espressione generale di uva sommatoria semplice ecspressa per i
coefficienti della equazione.
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67. I coeflicienti B,, B,.... B, ,...si pos-

sono adunque conseguire anche mediante le som-.
me delle potenze intere

flr +/2r -*—fa"-;- ......
qualunque volta sia facile il conseguire le espres-
sioni di queste somme per mezzo dei coefficienti
A,, A4, .. Dichiareremo il metodo con un celebre
esempio. Le radici della trasformata debbano essere
(a,—ay)*, (@a,—asz), (@,—az)* . .....

cioé¢ i quadrati delle differenze fra le radici della
proposta prese due a due: suppongo
Zr)—=(a1—a,) 2 4-(a,~—ay ) 4+ (ay—a3) e . . ...
ar(ar—iyj

Tz -

- AT Ir——1)ucero(T}=1)

—

— } (B 2]
__af 2ral"-‘a,+ Lt S

a,d,

1.2.3....r
ar(a2r—1) ,
W=D Qe
— .4 —ara,a] 'eaT
ecc. ecc. ecc.
ovvero, scritti i termini estremi sotto i primi, sard

2
Z(rf——air—nm,”b'a,—i—--————r(zhl) ~a

I arere e e oo

1.2
ar(ar—1
a¥—oara,ai' + arar—1) L I
1.2
ar(ar—ri)....(r+1
o+ Laa,
1.2..... r
ecc. ecc. ecc.

Fing'iamo scritti tutti i termini della funzione 2(r) i
quali derivano dalle potenze
(@, —a))’, (@,—as)*..........
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e se ne faccia la somma: la prima colonna verti-
cale contiene i termini @, a,*"}...., e siccome a,
trovasi combinata a tutte le radici a,, ds....am, cO-
me pure d,, @s...-+ con ognuna delle altre , cosl
I aggregato dei termini di quella colonna sa-
ra (m—1)S(2r): nella seconda, raccoltovi il fate
tore comune —2r, si trova questo moltiplicato
per S(1,2r—1): raccolto nella terza colonna

ar(ar—1)
——t ]

2
finalmente la somma dei termini medii & 18(r, 1),
perché S(r,7) rappresenta cid cui si riduce S(r,7.)
quando r,=r,=—r non esclusa la replica dei ter-
mini eguali: avremo in conseguenza

altro fattore sarh § (2,2r—2), ecc.

3(r)=(m—1)S(ar)}—2rS(ar—1,1 H_z_r(_zr_———_{) S(2r—2,2)

2
__ ar{ar—1)(ar—2)
23 S(ar—3,3).eueees .
+ zr(zr———x)....(r+1) L S()
1.2..7

ed eliminate le sommatorie doppie mediante le
formole del §. 63 se ne deduce

3(r=(m—1)S(2r)—2r[S( 1)S(ar—1)—S(an)}

-+ W_{J [S(2r—2)8(2)—S(2r)] - - - !

a2 D50y

1.2
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ar(ar—1)

=mS(ary—2rS(1)S(ar—1)+ — S(2)S(ar—2)....

izr(zwl——2 r)...fr+ x)%[ S~ S(zr)} — 2M_:zr(zr— 1)
' .:tzr(zr——l)...(r—l- 1) ossia
1.2..71

2(r) =mS(ar) — arS(1)S@r—1)+ . . ... ... .o

ar(2r—1u)..(r4=1), .
e e e e s e : t.n'".r -;[S(")]

perchd 2 l___2"_*_211(21'—-1) ...... xnr(_zr——l)...(r+1)§

2 1.32....r

=(—1pre=o
col mezzo poi delle formole
3(1)+B,—o, 3(2)+B.21)+2B, =0 . . ... ...
che fornisce il §. 66. conseguiremo i coefficienti
B,, B, ..., della equazione trasformata.

68. Trattandost di trasformazioni particolari
giova talvolta deviare dal metodo generale, impie-
gando artificii che dipendono dalla destrezea csl-
I’ analista.

Si voglia, a cagione d’ esempio, da una egua-
zione data desumerne un’altra le cui radici siano
quelle della proposta moltiplicata ciascuna per
una quantitd arbitraria: I’ equazione sia E{x)—o,
le radici a,, a,....an; la quantita assunta ad ar-
bitrio si rappresenti con %: le radici della trasfor-
mata saranno

f) a,h, ah, ash....anh:
il grado della stessa (§.57.) sarh n=—m; e (—1)°B;
eguagliera la somma dei prodotti delle quantita (f)
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prese ad s ad s. lmmaginata ora questa somma

di prodotti comprendiamo che ognuno di essi si

troverd moltiplicato per %¢, e che raccolto questo
fattore comune, 1’ altro sara la somma dei prodotti
delle quantita 2,, a,...... am prese ad s ad s,
per cui avremo (—i1)B, =Fh¢. (—1)4,, ossia
B, = k4, : dunque si conseguird la trasformata
moltiplicando i termini consecutivi dcl polino-
mio E(x) per i corrispondenti della serie geometrica
1, h, b, B3 L B,

coll’ avvertenza che, quando in E(x) manchi un
termine , nella moltiplica indicata dovra conside-
rarsi come esistente.

Quella trasformazione & utile per desumere da
un’ equazione afletta da coeflicientil frazionarii
un’ altra in cui siano tutti intieri ; mentre
prendendo per 4 il pia piccolo numero intero
divisibile per ciascun denominatore di quelle fra-
zioni, moltiplicandosi ogni termine per una po-
tenza di 2 verremo appunto a togliere le frazioni.

69. E pur facile desumere da una equazione
un’ altra le radici della quale siano quelle della
proposta aggiuntavi una quantita qualunque A.
Sostituito in fatti y 4 % alla = nel polinomio
E(x) si avra
Ey+h) = Eh)+yE R)+....4+y Efb)+...4y™
(§ 17.), e siccome posti di seguito nella funzio-
ne E(y+4)

y+h=a,a......0n
ogni risultato’ si annulla, percid i valori di y che

e S O T e R R
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rendono y"-..... +)7E(R). ... 3y E,(h)+ Eh)=0

ciot le radici di qucsta equazione , saranno

a—h,a—h....... am—h
Cambiando poi il segno ad % ne verrd essere
a,+h,a +h...... an+h

le radici della equazione

I™ e Ay E(N). .. AyE (—h)+E(—h)=o0
Qui giova notare che nella equazione

Iyt Epe(B) 4y Epes(h) oo. +En(l)=0
potremo togliere il secondo termine attribuen-
do ad %~ un valore che renda E,— (k) = o
ossia mh 4+ A4, = o

. A, . . .
cio¢ h:::—-’-—; ma per togliere il terzo termine
n

bisognera risolvere la equazione di secondo grado
Epea (k) = o; per il quarto I'equazione ascendera
al grado terzo ecc.

70. Fin qui abbiamo supposto che le radici
della equazione trasformata fossero funzioni razio-
nali ed intere per rispetto a yuelle della propo-
sta; quando cid non sia raggiungeremo !’ intento
colle stesse formole superiormente conseguite.

Se la funzione f(a., a, .... ) fosse frazionaria
per rispetto ad alcune radici implicite in essa lo
sarebbe ancora qualunque coefliciente B, .della
equazione trasformata (§ g ), ma ridotte le fra-
zioni allo stesso denominatore, i termini della
somma B, saranno entrambi funzioni intere delle
radici, e perd calcolabili coi metodi superiormen-
te dichiarati.

o A
Se la funzione f(a,., a,; ....) fosse irraziona-
le i coeficienti B, , B, ... non potrebbero espri-
mersi mediante la equazione proposta. A schian-
mento consideriamo un caso particolare. L’ equa-
zione data sia

Yy Adxr +-Adx 4+ A3=0
le sue radici si rappresenlino con a,,a,,a; €
quelle della trasformata debbano essere

a. + aya,, a,-+aya,, as+ avas

dove « indichi una quantith data : sia finalmente

)’3 +B.]’" -+ B,]’ -4 B3 =o0
la equazione richiesta ; per cui sara

— B, —a, +a, +a + a(Va+va,+vay)
che non si pud esprimere razionalmente.
Per raggiungere 1' equazione trasformata si
ponga '
a 4+ ava =y

d’ onde si trae

B® r—aay+(ardaa)=o0
supposto y ==a, + 2Va, si avrd

(#) 7 — 30,y 4 (a2 +wa,)=0

e fatto y = a3 + « ya; avremo
) oy —aamy+(aytaa)=o
Moltiplicando ora fra loro le equazioni (g) (%) (k)

il prodotto, essendo una funzione algebraica ra-
zionale intera delle radici ed invariabile per ri-
spetto ad esse, si potrd comporre mediante i co-
efficienti della proposta: ma le radici della equa-
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gione che risulta saranno

a+aya,, adaye,, a+avas
insieme alle

a,—avai , a,-—a\/a,, a—ay/a;
Cosi, in generale, supposta

Sflay,a, )—y=0

si toglieranno da questa equazione i termini irra-
zionah per rispetto alle radici, coi metodi che
verranno esposti in appresso; altrettanto si fard

di tutte le fi—y=0, f, —J==0, fs—y==0 wur
il prodotto delle equazioni che ne ri.sultfmo si
potra esprimere per mezzo dei coeﬁictenu della
equazione proposta, ed avrhd per radici tutte le
quantita

SosSosSoeoonnn
insieme ad altre , delle quali a tempo acquistere-
mo cognizione.
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CAPO IIL

Risoluzione delle equazioni algebraiche.

=1. Lungamente si affaticarono i geometri per
conseguire la risoluzione generale delle equazioni
algebraiche. Nelle opere dell’ Euclide, dell’Apollo-
nio e di Archimede si trovano elegantemente trat-
tati varii problemi geometrici che contengono la
risoluzione generale delle eguazioni di secondo
grado, qual’ & per esempio presso 1’ Euclide la
divisione di una retta in media ed estrema ragio-
ne; ma il celebre problema della duplicazione del
cubo ; una questione enunciala dall’ Archimede e
di cui nelle sue opere non si trova soluzione
( Traduzione di M. Peyrard pag. 462 ) dimostrano
che gli antichi non erano andati pia oltre. Nell’o-
pera di Cardano che porta il titolo di Ars Magna
si trovano le celebri formole di Scipione Ferri e
Tartalea, i quali giunsero i primi a risolvere le
equazioni del terzo e quarto grado. Gli atti dell’Ac-
cademia di Berlino (1770 e 71 ) contengono un
lavoro memorabile di Lagrange (1) diretto ad esa-
minare a qual fine tendessero le indagini di Eu-
lero e Bezout intorno la generale risoluzione delle
equazioni algebraiche, e con quali mezzi potevasi
sperare che fosse raggiunto lo scopo. Ma il cel.
Ruffini nella profonda Teoria delle equazioni, in alcu-

(1) Veggasi anche I'opera dello stesso celebre Geometra »Traiw
té de la resolut. des équations numériques »,
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memorie registrate negli atti della Societd ItaliaZ:a
delle Scienze , e finalmente nell’ opera Riflessioni
intorno alla soluzione delle equazioni algebraiche ,
Modena 1813 dimostrd impossibile la risoluzione
del problema. Anche il celebre sig. Abel si occu-
pd dell’ ardua questione in una memoria inserita
nel primo volume del rinominato Giornale del ch.
sig. Crelle {(1). Ma siccome lo scopo di quelle ri-
cerche si & di persnadere ai geometri essere inu-
tile il tentare piu oltre la risoluzione del proble-
ma, non devono trovar luogo in quest’ opera, e
la gioventi maggiormente addestrata nella scienza
dai successivi insegnamenti polra con sommo pro-
fitto istudiare le opere originali che all’uopo ab-
biamo citate.

Molte equazioni, in conseguenza di proprietd
speciali di alcune radici, si pessono risolvere in
parte ed anche compiutamente; anzi & facile conar
porre a talento equazioni risolvibili ascrivendo una
forma particolare alle radici o trasformando al-
cune che si sanno sottoporre all’ analesi; ma non
v’ ha pregio nell’ opera. Siccome perd alcune
equazioni meritano speciale considerazione, di esse
terremo discorso, consigliando al lettore lo studio
delle opere sotto indicate (2).

(1) Journal fiar die Mathematik von A. L. Crelle Band I
seite 65,

(2) Lettera di Huddens a Schooten aggiunta alla Geome-
tria di Descartes. Eulero, Nova Acta accad. Petrop. ann. 1788.
— Lambert. Accad. Berol. 1763. — Bezout. Accad. Paris. 1762.
~— Waring. Medit, algeb. cap. 3.—Newton. Aritm, univers,
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Equazioni binomie.

732. » Qualunque equazione binomia ammette
» completa risoluzione.

Questo teorema memorabile pubblicato la pri-
ma volta nell’ opera classica Disquisitiones arithme-
ticae del celebre Professore sig. Gauss ¢ una delle
principali scoperte del nostro secolo, e che ci &
d’ uopo conescere.

La forma generale delle equazioni binomie or-
dinate & la seguente

xmtn 4 Axn=o0
ossia x(xm 4 Ad)=o0
la quale ammette un numero » di radici eguali a
zero , atteso il fattore a7, e le altre devono an-
nullare I’ altro fattore cioé rendere

(a) xm 4+ A = o

m

Si faccia x=yvV+4d,
indicando col radicale mesimo il risultato dell’or-
dinaria estrazione di radice , ed anteponendo ad
A il segno che rende positivo il risultato. Ne ver-
ra di conseguenza

xm =4 A4 ym
e la equazione (a) si trasformerd nell’ altra

ym 4= 1 = o.
Trovate le radici di questa, e sostituite nella

m
formola x=yvVitd
ne caveremo le corrispondenti della proposta. Se
nella equazione in y il secondo termine & positivo
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ed m dispari posto y==—3z si ridurra alla forma
) gm—1 =0
e quando sia m == 2" (2h+1)
ove k ed r sono numeri interi, si ridurrd alla (5)
supponendo

r
r=z=: :/———x. Dunque
» ogni equagione binomia pud ridursi alla forma
) ™ — 1 =o.

73. Siccome qualunque numero pi grande o
pit piccolo dell’ unith elevato a qualsivoglia po-
tenza intera di un risultamento corrisponden-
temente maggiore o minore dell’ unita, cosi que-
sta sard 1" unica radice reale della equazione (c),
e quella radice, se m & dispari, dovra essere posi-
tiva, ma potrh essere positiva e negativa allor-
quando m sia pari.

74. L’ incognita della equazione (c) rappre-
senta una quantitd la quale elevata alla po-
tenza m esima di per risultamento I’ unita, e sic-
come ammette m valori, percio altrettante saran-
no tali radici dell’unitd. Se poi 1 valori di y desunti
dall’ equazione (c) verranno sostituiti nell’ altra

m
x=yv4d
ne avremo altrettanti di x, ¢ioé altrettante radici
della equazione am — 4 =0, onde ne segue
esistere m quantith le quali elevate alla potenza
dell’ ordine m forniscono un medesimo risulta-
mento 4. Se m ¢ pari ed A positivo due radici
saranno reali , una posit.v ‘altra negativa, e le
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rimanenti tulte immaginarie; se m & dispari vi ha
una sola radice reale che porta lo stesso segno
della potenza.

75. Si rappresenti con a una radice immagi-
naria della equazione x™—i1==o0 per cui sia a™=1
ed elevato un membro e I’ altro a qualunque po-
tenza intera r ne verrd a™ =1, ossia (a")»—1=0

ed anche (a-lr-)"— I=o0 ci.oé

» Una potenza intera di qualunque radice im-
» maginaria & pure radice della equazione.

76. Se nessuna potenza di a minore dell’ m
esima, eguaglia I' unita, tutte le quantita

a,a, a&...a?t,aq" =1
saranno disuguali fra loro.

Infatti assunti due termini qualisivogliano di
quella progressione, i quali rappresento con at,
ah+k, se fosse ah = ah+k
ossia @b (ak — 1)=o ne verrebbe ak =1 cioe
una potenza k<m della a sarebbe eguale all'unita,
il che & contrario a quanto abbiamo supposto.
Dungque

»Se una radice immaginaria di una equazione
» binomia non soddisfa ad altra equazione bino-
» mia di grado minore, quella radice si chiama
» primitiva , e le potenze intere della medesima
» offrono tutte le radici di quella equazione.

77 Ritenute le supposizioni dell’ antecedente
§ 76 siano a’, a’ due radici immaginarie conju-
gate, cosi che potremo supporre
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ar =+ By—1, a'=a—PLy—1I.
Moltiplicate tali equazioni si ha
artt = o> - B
dunque o™ sarh la radice reale positiva della
equazione (c) cio¢ a™ == 1 = a™; cosiech¢

» Le radici immaginarie conjugate di una
» equazione binomia sono quelle potenze di una
» medesima radice primitiva gli esponenti delle
» quali presi insieme eguagliano il grado della
» equazione.

#8. Due numeri interi m, n abbiano un mas-
simo divisore comune w. Si rappresenti con a una
radice immaginaria comune alle equazioni

XM = ==0, X e [ =0
per cui saranno a™ ==a"= 1, ed indicati con
u, t due interi i quali rendano
um—tn=—ow

siccome a™¥=—=1, a* =1 avremo

ant (amu—nt__ 1 )__—_-_- am(aw_, 1 ) —o0
ossia a¥ — [ =0
Se i numeri m, n sono primi fra loro w==1, e
quest’ ultima equazione & assurda. Dunque

» Due equazioni binomie i gradi delle quali sono
»numeri primi non hanno radici immaginarie comuni,
»ed essendo numeri composti tali radici comuni
» soddisferanno una terza equaziome binomia lor-
» dine della quale & il divisor comune massimo
» dei gradi delle equazioni nominate.

n9. Nella equazione (c) sia m=a® b6 c¥ ......1¢
ove a, b, ¢ ... ¢ rappresentino numeri primi asso-

8
l7uhmenbe. I divisori di m lo saranno pure di
a—t  b6—t . cr=t s P =m0
le radici non primitive di xm—1=o0 renderanno
x™ —1=0, e siccome m >m ne segue che

» Qualunque equazione binomia ammette ra-
» dici primitive.

8o. Supponiamo il grado m di un’ equazione
binomia eguale al prodotto di due numeri %, k
pnm1 fra loro. Se a,, a, fossero radici immagina-
rie dell’ equazxoue yh—i=o; b,, b, radici imma-
ginarie di y* — 1=o0, essendo a==1, bf=1 ed
gk —=gqm =1, bi=bm=1 avremo (a.b.)*=
(2.b,)"=1, ciod i prodotti a.b., a,b, saranno ra-
dici della equazione ™ —1 = o.

Quei prodotti sono disuguali, mentre supposto
a. b, =a,b, per cui
a. b, ank bk
-—=b~—‘ ed ("') b Pl =1

a,

. a, . .
il quoto — sarebbe radice della equazione

a,

a, \} a,
yk— 1=0; ma & pure (—) =1, dunque —

a, a,
soddisfera le equazioni yb—i=o0, yk—i1=0, il
che & assurdo, mentre i gradi %z e k sono numeri
primi fra loro.

Se poi a, e b, fossero radici primitive delle
equazioni y¢—1=0, yk— 1=o0 il prodotto
a, b, sarebbe una radice primitiva di x™—1=o.
Infatti siccome (a,b,)* = 1, se fosse ancora
(a.b'=1, ove n < m, supposto & il massi-
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mo divisore comune ad m ed n sard (§ 78)

(a.b,)% = 1. Eessendo m =— hk ed k, k numeri
primi dovrd w contenere qualche fattore di & e
di k. Fingasi h=hH, k=kK, o =hk,,
onde saranno -

(a bk =1, a¥H=1, blKk=1,

e dalla prima elevata alla potenza H avremo
akkH b hkH — 1 ossia bl ==1;

ma & pure b5XK —=1 ed k, k sono numeri primi,

dunque bk =1, il che & assurdo se b. & ra-

dice primitiva della equazione y*—i1=o0. Di

qui ne segue che

» Se i gradi di due equazioni binomie sono
» numeri primi, moltiplicate fra loro una radice
» primitiva dell’ una e dell’ altra, il prodotto sard
» una radice primitiva di quella equazione bino-
» mia il grado della quale & il prodotto dei gradi
» delle prime equazioni.

81. I principii esposti conducono alla risolu~
zione completa delle equazioni binomie ; ma per
non tornare due volte sul medesimo argomento
ne tratteremo in appresso. Per ora ne basta no-
tare la facilita con cui si svolgono le equazioni

Xe=—1=0, X3—1==0
la prima delle quali cio¢ x* =1 ci dd x==1.
La seconda & soddisfatta da x =1, si riduce ad
H—i1=m@—1)(x*+x 4+ 1)=0
€ posto x*+4-x 4 1=o0 ne vengono

—_—1 + ‘
1 EVT3

2

8o

83. » Qualunque equazione la quale contenga
» ne’ suoi termini potenze frazionarie di una o pit
» quantith pud trasformarsi in altra affatto libera
» dagli irrazionaki.

La equazione sia a cagion d’ esempio

» n
@ AVB+ CYyD +EVF +G=o
dalla quale si vogliano togliere gli irrazionali visi-
bili. Sappiamo che indicate con a4, b, c ........ radici
primitive delle equazioni x™—1=0, x"—1=0,
AP—1==0 weeerne; CON M, 1, P e numeri interi
minori rispettivamente di m, n, p.... le quantita

a"’\’;B, b"'\’;D R cP’&F , sono radici delle
equazioni
(¢) x™—B=o0, a"—D=0, xP—F=o0....(§ 74)

Se nel primo membro della equazione (d) in

luogo delle quantith VB, yD....... si pon-
gano ad una ad una in totte le maniere possibili
le radici delie equazioni (¢), quelle ciog della pri-

m .
ma ove si trova VB, quelle della seconda ov’' &

\u/D. ..... quindi si moltiplichino fra loro tutti i po-
linomii ottenuti, siccome il prodotto & manifesta-
mente una funzione invariabile per rispetto alle
radici di ciascuna delle equazioni nominate si po-
trh esprimere per mezzo dei loro coefficienti B,
D, F ... cosicché eguagliato a zero il prodotto
avremo una equazione nella quale non vi sard
traccia degli irrazionali apparenti nella (d) proposta.
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Ma la equazione che risulta oltre le radici del-
la (d) inviluppera tutte quelle atte ad annullare
ognuno dei polinomii derivati dal suo primo membro.
Di qui ne viene che assoggettata all’analisi matematica
una questione concreta, se la equazione cui si pervie-
ne involge quantith irrazionali, ogniqualvolta questi
vengano tolti la equazione che ne risulta pud
fornire radici estranee; ma talvolta altre ne ah-
braccia, che si connettono alla- questiome. concre-
ta, le quali furono inosservate, La questione di
Euclide citata (§ 71 ) ne offre: un esempia.

Equazioni derivative.

83. Vi hanno delle equazioni nelle quali in
luogo dell’ incognita esiste una potenza ntera della
medesima. Indicati con n, p due pumeri interi la
forma generale di tali equaziou: si &

2P 4 A P A v+ AP Ay - Ay == 0

Se si finge x"=y quella equazione st riduce alla

) P A P Ay v gy A, =0
da cuai cavata una radice per esempio y=: ¢ ne

verrh la equazione binomia x# —8=o0 la quale

fornisce n valori di a corrispondenti ad y==6, ed

ogni altra radice della trasformata (f) ne fornira

n della data equazione.

83
Equazioni del secondo grado.

84. Sebbene il trattare di queste equazioni sia
oggetto della matematica elementare , pure giudi-
chiamo conveniente il dedurne la regola dalla dot-
trina delle trasformazioni.

Una equazione del secondo grado completa ha
la forma seguente

z+ A x4, =o. .
Le sue radici si indichino con a,, @, , € fra le
diverse funzioni che ponno assumersi per trasfor-
marla prendiamo la pil‘l semplice , cio¢
f =ma.+na, per cui I’ altra radice sard ma,-+-na..
La equazione trasformata sarh pure del secondo
grado completa, cioé della forma
® 7y +By+B.=o
per cui avremo
B, = (ma.+na,) + (ma,+na.)= (m~n) (a.+a,)
B, = (ma,+na,)(ma,+na,)
Ora siccome sapiamo risolvere le equazioni bino-
mie avremo raggiunio ! intento se la equazione
(g) sarh ridotta a quella forma, cioé sara
B, = (m+n)(a,~+a, )=o
qualunque siano a, ed a,. Dovra essere percio
m+n=o, il che si conseguisce supponendo m=1,
—=-—1, € sara
B, —2a.a, — (a*+a,*) =24, — SO =44, — 4.
mentre :

S(ﬁ)idls‘l')—‘-gda::o, S(')-{-A."-—_-O B S("’)_—:A:"—’2‘42

i R S P RN
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La equazione trasformata y*=—=_.4—44, fornisce
y::j:\/(d.°—4z!,,,), e siccome i valori di y soneo
a,—das, a,—a, , posto
a, —a, = V(4. — 4’4: )
essendo a, 4~ a, = — 4, , ne caveremo
:—Al +\/(A| =—4.Az), a.——- —AK—V<A| =_4A3)'

—

2 2

Equazioni del terzq grado.

85. Tali equazioni ordinate si fiducona alla
forma X+ Adx A A x A= q
Siano a,, a,, a; le radici di questa equazione
el ma, + na,+ pa; una radice della trasformata.
Siccome le quantita a, , a,, a; occupang tre posti
nei quali possono permutarsi ad arbitrio il numero
di quelle funzioni verrd espresso dal prodotto
1..2.3—.::6 (§ 57); tale sara il grado della equa-
zione trasformata , la quale percid non sapremo

risolvere. Essendoci noto. come si trattino le-

equazioni complete del secondo grado e le bino-
mie del terzo, quella trasformata potrd sottoporsi
a calcolo allorché , essendo derivativa, (§ 83)
si ridurrh a dipendere da due equazioni di
quella forma : in tal caso supposta

P+ByS+B,y By +B,y 48,7+ B; =o
la trasformata, dovranno essere B,—=B,—=B,—B;—o
affinch¢ si riduca alla y5+Byy’4-B;=o0, e suppo-

sto y’==z ne viene z°+ Byz--Bs=o : equazioni en-
trambe che sappiamo calcolare. Diffatti cavate le

84

radici dalla seconda le quali siano =P, z2=08
ed indicata con « una radice cuba immaginaria
dell’ unita ne verranno sei valori di y, ciod
P,aP,xP,Q,2Q,2Q, e quindi se ne de-
sumeranno le radici della proposta equazione. Ma
esaminiamo la possibilita di conseguire quella tras-
formata. Immagino tutte le radici analoghe alla
ma,~+na.-=pas, e si osservi che un’ altra per es.
may+na-+-pa, potra eguagliare la prima moltipli-
cata per « o per o quando tutte le radici a.,a,,a3
abbiano cambiato il posto; mentre se fosse per es.
ma, + nas +pa, =« (ma, +na, +pa;) ossia
(B am(1—e)+a,(p—na)+ an —pa)=o0
siccome il metodo di risoluzione che si cerca
deve essere applicabile ad ogni equazione , la re-
lazione (k) dovrd verificarsi indipendentemente
dalle radici e perd essere «=I, il che & assurdo.
Fingasi adunque
ma; - na. -+ pa,=a(ma. + na, + pas)
ossia n==ma, p=n«, B ==pa; € Ne VeITanno
_di conseguenza n=ma, p=ima,
ma, + na, + pa; = m(a. + aa, ~a2az) == (1)
maz4- na, 4 pa, = « (1)
ma, + na; + pa, = «<(i)
ma, 4 na; + pa, =m(a—aa;4aa,)=(2)
ma, 4 na. + pa; =a(2)
may 4 na, 4= pa, = & (2)

Si faccia m =1 e saranno
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—B; =P 4 Q= (1)’ 4 (2)°
Bo= (P Q0 =[0)a :
—B; = 28§® — 38506,0 — 124,

By={a.*4-a,*+ay*+(a+a*) (a.a,+aa4-a ,a;)} 3

essendo e ta=—1, B=(ED—-4)
Per facilitare i calcoli fingasi la equazione del

terzo grado privata del secondo termine (§ 6g) !

cioé¢ ridotta alla forma
B4 A, x4 4=0
e saranno By=—274;, By=~——274,}

P =2 gy 4yide 20
3 27

Q= 2;7[—43——\/(Aa=+4f—7—‘->]

a. + zay + a*a; = Q

a, +aoa 4 aay =P

a+ta, +as=o

e finalmente

() a=3(P-+-Q); a2 =3 (EP+wQ) as-3<a'r+aQ)

che sono appunto le tre radici cercate.

86. Le formole (k) offrono molte singolarita,
le quali destarono fra i geometri dottissime dis-
cussioni. E facile il convincersi che le radici di
una equazione del terzo grado possono essere
tutte razionali, una razionale e due irrazionali del
secondo grado, tutte e tre irrazionali del terzo
ordine , od anche trascendenti. Il primo caso &
manifesto. Del secondo restiamo convinti notando
potersi formare una equazione del terzo grado mol-

t
’
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tiplicando per un fattore lineare razionale qualun-

que equazione del secondo. Il terzo & manifesto
se col mezzo indicato al § 82 rendiamo razionale

la equazione x — F— A4 \/B —o. Finalmente la
nota formola trigonometrica

3
sen’qp—-—zr*senv 4+ —sen 3 =0

che corrisponde ad un arco ¢ preso nella circon-
ferenza di raggio r, suppostovi sen ¢ = x,
3r Ve

— —=A,, — sendp =4, si riduce ad una
4

equazione del terzo grado le cui radici sono i
seni dei tre angoli minori rappresentati dalla equa-

zione sen 3 @ =.é:_j-3. , e perd quelle radici sa-

ranno generalmente trascendenti.' Quelle formole (k)
debitamente ridotte offrono le radici sotto I’aspelto
suo proprio e non a ragione furono credute irre-
ducibili a quello. Nei primi due casi enumerati
si toglie sempre I'irrazionale del terzo erdine, nel
terzo sparisce 1’ irrazionale del secondo ordine, e
nell’ ultimo caso la quantita .43-4*\/(,43’—1-4—47—) si
mduce alla forma R(cosy+vy—r1seny) (§ 32) e
si- calcola mediante le trasformazioni indicate al
§ 33. Siccome queste osservazioni possono trovar
luogo nella prima istruzione elementare delle ma-
tematiche le ho soltanto indicate, affine di ricor-
darle.
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Equazioni del quarto grado.

87. Qualungue equazione di questo -ordine, pri-
vata del secondo termine ed ordinata, assume la
forma seguente
. b4 A, x4 Ax + A,;=0
Siano a,, a,, a3, a, le radici ed
(1) f=ma,~na, =+ pas;+qga, una radice della trasfor-
mata, per mezzo della quale vorrebbesi conseguire
la risoluzione. Permutando le quantith a, , a,.....
in quella fonzione si avranno 1.2.3.4 = 24 ra-
dici della trasformata, ma per abbassarne il
grado fingiamo m=n, p=q per eui il quadrino-
mio (1) si vidurra ad m(a, + a,)=+ plasta,) inva-
riabile tanto’ rispetto ad a., a, come riguardo
alle radici a;, a,, per cui si avranno 42—3 =6 fan-
zioni di quella forma (§. 61.). Ma v'ha di pid.
Siccome a,+a,+a;+a,=o quelle radici saranno
due a due eguali e di segno contrario, mentre p. e.
m(as+a,)+pla,4-a,)=—4{m(a,+a,)+plas+a)}
percid indicato con y il simbolo che rappre-
senta qualunque radice della trasformata il quas
drato y ammetterd soltanto i tre valori

[m(a, +a,)+p(a3+a4)] > [m(ax +a3)+p(a,+a4)]’
[m(a,Fa)+p(a,+as5)]
e dipenderanno da una equazione del terzo grado.
Le m, n rimaste arbitrarie si facciano eguali al-
I’ unita, e posto y*==z sia

88
(m) 3+ B2+ Bz4By=o

la ‘équazione avente per radici
(a, + a, —a —ab)’ = fla; + a,)";
(a, + a3 —a, —a)) = 4la, + as)’
(a, + &, —a, — az) = 4(‘11 4 a)

cosicché avremo

— B, =413, 4, a5 a2, (@, + as-+a)}= 45O

vB,::lﬁg(a,“-i-a,a,-}-a,a3+a,a3)’+ ceed }
=16{la,aq;—aaas) + ...} =16(5® ) —64,)=
=16(4,"—44,)
—By=64§(a,+a,)(a,~+a)a,~+a)} =
=64 {a,*a,+a,~as—a)+A:} =644
Sciolta ormai la (m) (§. 85.), chiamate z,, z,, 23
le proprie radici si avranno
a,4a,—ar—a;=ctVz,; a,+a—a,—a=EVz,,
a,+a—a,—ar—=-Vz;, a,4a,+a;+a,; =0
le quali forniscono a,, a,, a;, 4, assumendo i
doppi segni che precedono vz,, ecc. in maniera
che la equazione
V2, XV, X =V2:—=84;
riesca identicamente soddisfatta.
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Equazsioni che ammettono divisori razionali.

88. » Se il primo membro di unaequazione al-
» gebraica ordinata & divisibile per un polinomio
» pure ordinato per rispetto all’incognita, ed i
» coefficienti di quella equazione sono interi lo
» saranno ancora quelli del, divisore.

L’ equazione sia E{x)=o, Px) il divisore di
E(x) e Qx) il quoziente, cosicché si abbia E{(x)
=P. Q. Ammesso che in P possano esistere coef-
ficienti frazionari si consideri un divisore primo a
di qualche denominatore, e quei termini nei qua]i
esiste quel divisore si riducano per rispetto ad
esso alla medesima denominazione, che indich‘gi‘éo

. . A :
con a". Fingasi P=R+— e fatto altrettanto per
a . .

Q ondesia Q=T+ v ne verra
as

Ex)= TR+(E+ -1—{—({) + ¥,

ar at ) ats
e siccome il polinomio SU, atteso il divisore a™t+,
non ammette riduzione .con altri termini del sup-
posto valore di Efx), e in questo polinomio non
vi sono termini frazionarii, dovra essere SU==o.

. ; ST
Sia U=o per cui Efx) = TR 4 —
al‘
e dal discorso fatto dianzi ne dedurremo S7==o
cio¢ S—=o0 non potendo essere insieme U=—=o,
T=o: dunque i coeficienti del polinomio Prz)
saranno necessariamente interi.

o

’ 8g. Supponiamo che una equazione Efx)j=o0
ammetta qualche divisore lineare, quindi qualche
radice razionale. Se colla trasformazione indicata
al (§. 68.) si toglieranno le frazioni da E(x)==o
la radice della equazione risultante, che corrispon-
de a quella, sard intera. Siccome poi I'ultimo suo
termine & il prodotto di tutte le radici (§. 10) per-
cid quelle fra esse che sono razionali, saranno
divisori del detto ultimo termine. Bisogna adun-
que trovare tali divisori semplici e composti coi
metodi dell’ aritmetica, e cercare quali fra questi
soddisfacciano I’ equazione.
~ go. Due regole giungono opportune per esclu-
dere molti fra questi divisori inutili , e per
facilitare la sostituzione di quelli che potrebbero
essere radici. Indicato con % qualunque numero
intero si consideri la equazione
n) ey Epe (Fh)..... + E(==h)=0:
Se una quantita a, che divide I’ ultimo termine
A del polinomio Erx) fosse radice di Efx)=o
sarebbe a,7=h radice della equazione (n) e quin-
di a,==k divisore di E(z=h): dunque se il divi-
sore a, del numero 4, accresciuto dell’ intero 3
non divide E(—#A), o diminuito di & non divide
Erh) non sara a, radice della equazione.

gt. Per le radici razionali negative bisogna in
vertere la regola, mentre se —b & radice negativa
sard b 4= & divisore di E(k) e b — & divisore di
E(—-h).

g92. Per accertarci se un certo numero intero
a sia radice della equazione E(x)==o ¢& duopo
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‘farne la sostituzione. Essendo

L(ay—am+ A4 ,a™" +-........ Ay @A ed J,,
divisibile per a, si finga 4,,—aBn, e dovrd essere

aqm— + ./{ 1 a™—2 ...-+Am,-—3 a=+A~._g a+441”.—q +Bu =0

per cui aggiunto An—, a Bn 1 aggregato dovra
essere divisibile per a: sia Ap— Byn=—aBn—,
e siccome : :
a1 4 4 am=3..4+Ap—3a+An—r 3-Ba—y =0

dovrd essere Ap—y 4=Bn—, divisibile a; eseguita
la divisione , se & possibile, chiamato Bs—, il
quoto , ne verra :

a3 ¢4 amb....4+Ap_34-Bp =0
per - cui aggiunto Am-3 al quoto Bpa trovato
anlecedentemente, la somma Ap—34Bura dovrd
pure dividersi per a. Proseguita tale operazione,
se riconosceremo impossibile alcuna di quelle di-
visioni a nou sard radice. N . »

93. Fingiamo che la equazione E(x)=o a coef-
ficienti interi abbia qualche divisore razionale P(x)
del grado n. Sarh Prxj il prodotto di 7z fattori k-
neari di E(x), e I' ultimo suo termine sard il pro-
dotto di ~ radici di quella equazione. Se adun-
que desumeremo da E(x)=o la trasformata avente
per radici i prodotti delle proprie radici ad'n ad n,
fra questi si troverd 'ultimo termine del polinomio
P(x) il quale, perché numero intero, sard una
radice razionale della trasformata suddetta. Dun-
que trovale tutte le radici razionali, col metodo
indicato nell’ antecedente (§. 89.), fra queste po-
tra esservi il termine unltimo di Plx) e vedremo

92 : .
fra poco in qual maniera la cognvzione del pro-

dotto di n radici della equazione E(x):—::o. ﬁ.)r-
nisca qualunque fonzione algebraica inV‘%I‘lahll?
delle ‘medesime , -quali sono i coefficienti tutt
del polinomio P(x). .

Ogni qual volta poi sia noto un divisore Plx)
di una equazione Ex=o, supposto E(.z:):P.Q la
risoluzione di quella i ridurra a considerare. l(f'
due Px)=o0, Qfx)=o le qual entrambe sono di
grado minare. ’

Equazioni a radici multiple.

94. Una equazione E(x)=o0 sia dotat:a di molte
radici eguali ad e, il di cui numero sia 7. Dal
(§:69) ci & noto, che la trasformata -aw.entfe per
radici quelle della proposta E(x)=o diminuite di
a, ¢ la seguente

(@  E@)+yE.(a)+yE @ trEf) ...
h ceesens +f"—'E,,_.(a,)+y”En(a,,) ee oo FyP=0.
Essendo a,, a, . ... le radici di E(x)=o0 quelle
di (p) saranno a,—a,==0, d;—dy--- ¢ quando
sia Ja radice a, multipla secondo il numero n la
(p) avrd un numero 7z di radici eguali a zero. Il
fattore che corrisponde ad ognuna di queste ra-
dici & la y medesima, dunque il polinomio (p)
dovra essere divisibile per y*, il che importa le
seguenti equazioni

(‘]) Ea,)=o0, E (a,)=0, E,(a,):o....E,._..(a.)-_—o
Siccome poi le quantith E.(x), E®(x) non diffe-
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riscono che per un coefficiente numerico (§. 1g)-

ne verrd che » Una radice multipla di una equa-
» zione & radice di tutte le derivate dalla prima
» fino a quella I’ ordine della quale & espresso
» dal grado di multiplicita diminuvito di uno.

95. Reciprocamente se una quantitdi a. rende
soddisfatte le equazioni (g) la trasformata (p)
ammette n fattori eguali ad y, ciod n radici eguali
a zero, e perd a, sarh radice di E{x)==0 multipla
secondo il numero n.

g6. Considerando una qualunque fra le equa-
zioni (q ), per esempio E.(a:) = o e le seguenti

Ergifa)=o0, E.f,(a)=o, ... E, (a)=0
ovvero le E0(a,)=o0 , E¢+) (a,)=o0, .... E#—" (a,}=o0

ne segue , che se a, & radice di E{xr) ==o multi-
pla secondo il numero n, essendo r<ln—i, quella
radice annullera EM(x) = o e tutte le derivate
prima , seconda ....... di E®(x) fino a quella del-
I’ ordine n—r—1, ossia a. sara radice di E®(x)=0
multipla secondo il numero n—r: per cui a. sard
radice di E((x)=o multipla secondo il n.” n—1,
della E®)Y(x) — o multipla secondo n — 2, di
E®(x)=0 multipla dell’ ordine n—3, ecc.

97. Da tutto cid si raccoglie che le radici di una
equazione Efx)= o multiple secondo un numero
n si trovano cercando quelle comuni alle equa-
zioni
E(x)=0, EO)(x)==0, E®)x)=0, ... En—0 (x)=o.
Ora ecco in qual maniera cid si possa consegui-
re. Si trovi il massimo divisor comune ai polino-

—.

:?i E?’x), Bovyrzy); il quale sard il prodotto dei f:at‘-
tori multipli di E(x) duminuiti ciascuno dell’ unitd
nel grado: mentre qualunque radice di E(x)=o0
multipla secondo il numero » lo & di E<")(x.)= o
multipla secondo n— 1, e quelle equazioni non
hanno altra radice comune. Chiamato D.(z) quel
massimo divisor comune & manifesto che il quoto

) sard il prodotto di tutti i fattori di Ex)
D.(x)

presi ciascuno linearmente ; cosicché la equazione

-E-E-)- = o avrd colla E(x) = o tutte le ra-
D.(x) '

dici comuui, ma nessuna di esse sara multipla.
Le radici doppie di E(x)=o soddisfanno alle
equazioni E{x)=o, E((x)=o, E®(x)=o0, per cui
il massimo divisor comune di E(x), E®(x), E@(r)
sard il prodotto dei fattori multipli di E(x) dimi-
nuito ciascuno di due unitd nel grado, e detto

D tale divisore il quoto D.(x) sara il pro-
2(‘1‘) e q Dz (x)

dotto di tutti i fattori multipli di E(x) ciascuno
dei quali sard lineare.

Equazioni a radici reciproche.

¢8. Se due radici di una equazione sono P'una
inversa dell’ altra si chiamano radici reciproche.
Si incontrano spesse volte equazioni dotate di si-
mili radici, per il che meritano particolare con-

siderazione.



:

- 95
Fingiamo che la equazione E(x)==o insieme ad
una radice a un’altra ne ammetta della forma

1 h ) .
- ovvero(—z— per generalith maggiore. Essendo

Exy=xm 4 A axm='+ A, xm=.... = Ay X" oo A
ne verra .

h hm Jm— hr
E(;) -’-——;‘ + A, .1‘—”: ...... +Am-—r;_;------- - A=

An:( hm + A fm—: A s A b

::I__-rr; 71—': A x -+ A, T2 conns -+

Am
per cui se fossero nello stesso tempo E(a,) =o
3
ed E (Ii)zo le due equazioni E(x)=o, E(;):o
a, .
avrebbero di comune la radice a,, cio¢ se la equa-

zione E(x)—o ammette radici della forma a,, -’i

1

per esse dovranno venir soddisfatte contempora-

neamente le seguenti :

() amt-d 2= + 42" + ... +Adn=o
An—ie Amah km

: =l —— TR e e—— =
ﬂ+dmxm g% +.+Am °

Cercheremo percid il massimo divisor comune dei
loro primi membri e questo eguagliato a zero of-
frira tutte quelle radici.

99- Se a ciascuna radice a, della equazione

h
E(x)=0 corrispondesse la reciproca - quelle e-
i

quazioni (1) sarebbero identiche e perd

, k4 hm
(s) :’4‘ ="A;_' ’ Aa= . A":—, y Amn = '-'";'

Se E(x)=o ¢ di gi'ado pari, esisterd in essa 1l

m .
termine medio A, x* cui nellaltra equazione "
am m . . . . .
corrisponde  dm b3 X3, I’identitd dei quali im~

An
porta che sia ’ A,:, n
/!,; = :4—”—:- k®
Se A= o la equazione & soddisfatta, altriment:

si avrd Au= k. Dunque dall’ ultima equazione
(s) ciod A= Ahm dovremo escludere la radice

A,..:.--—h':" , e dovendo i coefficienti della equa-

m
zione E(x)—o essere razionali tale sard A3, ciog

o m pari, OVvero k un quadrato. .
Combinando ora I ultima equazione (s) alle

antecedenti ne derivano

..::_—_J.;h;, ..... As::i:—-—m—-,d,:-:t T,

cui bisogna aggiungere, che valendo ovunque il segno

inferiore, se m & pari dovra essere Am=o. Dun-
2

que la equazione Elx)—o avra la forma
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(@) am + dxm— 4 4 gm—s 4

m

b (e gy Loy A n
o 3 F‘L +/I X1 |2 =0

e quando k=1, sara
™ 4, xm— o 4 gm—: . A x4 A x4 1=0

cio¢ »Se ad ogni radice di una equazione corri-
» sponde una radice reciproca 1 termini estremi
» ed egualmente distanti dagli estremi della me-
» desima saranno eguali, oppure eguali in gran-
» dezza ed opposti nei segni. Se poi la equazione
» & di grado pari ed i segni del termini corrispon-
» denti sono coutrarj dovrd mauncare il termine
» medio.

too. Ma vediamo come la equazione (¢) possa
essere di grado dispari? Si ponga h=k- e raccol-
tivi 1 termnini affetti da coefficienti eguali ne verra
(k)4 A a(xm—> A= k=) (b fm—s)

=1
v b duey 2 (xkR=o0
3
la quale ¢ divisibile per x £ &, cioé ammette la
. o oy h
radice £k di cui la quantitia inversa F = =k
¢ identica colla prima.Soppressa quella radice, la
equazione di quoto sari di grado pari a radici due
h k-
a due della forma a ed — = —.,
a a
101. Quando m fosse pari ed 1 terimini corri-
spoudenti affetti da segni vpposti, dovendo man-
7
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» . « s ‘q
care il termine medio, la equazione (f) potra scri
versi come segue

(axm--kmyt-A (2w —>--k™= St m_, X Tz —k?)=e
& 'divisibile per x*—k*, cio¢ ammette le due
radici + & ed effettuata la divisione per x—k",

il quoto sarh di grado pari a radici due a due
della forma a ed ; cosicché se i termini corri»
a

sp ndenti del quoto saranno di segni opposti, po-
trd rinnovarsi la divisione per x*—k* fino a ch.e
I'ult'n o quoziente abbia i termini estrer.ni ed equi-
distanti dagli estremi dotati del mede51m? segno.
102. »Dunque la equazione (¢) in ogni caso si
»riduce a grado pari coi termini corrispondenti del
»medesimo segno, cioé¢ alla forma
an - A, x4+ A, o e Ay Xt
@ =+ A= x4 Ah—x 4+ =0 )
¢ questa vedremo trasformarsi in altra del grado
n. Diffatti divisa quella equazione per x* e
scritta nel modo seguente

" . A
(4 )t )t

;-_Il v Sl et ]
7 : = V(r—4ih
si finga x4 ;—:-——)’ ossia & =‘7;-——-—2-———~, ed

.k. =y—axr= IFV 4R , onde indicato con
x 2

r un numero intero sara

”

xr 4 i—-:—;: — V= A =V —4R)}

2
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Sviluppando le potenze nel secondo membro i ter-
mini in cui I irrazionale y/(y>—4/) trovasi elevato
a potenze dispari si distruggeranno, essendo nei
due sviluppi affetti da segni opposti; i termini che
contengono potenze pari di quell’irrazionale sono

r

liberati dal vincolo radicale , il binomio xr +—
x

si riduce ad una funzione razionale intera del
grado r, per cui la equazione (1) mediante la sup-

/
posta x + -i-:y si riduce al grado n(§ 184).

Equazioni soddisfatte dai prodotti & una quantiti
q P q
per tutte le radici delle unitd di un ordine de-
terminato qualunque..

103. Sia « una radice primitiva della equazione
xn—1=o0 e fingasi che E(x) = o ammetta fra le
sue radici i prodotti

aa, ae*, ax’...., ad®—a
essendo a unaBquantitd qualunque. Siccome deve
essere m > n si supponga m=hn-}-k ove k<n.
Nella equazione E(x)=—o si raccolgano i termini
che contengono la x cogli esponenti o, n, a7, 3n...
e si chiami P, la loro somma : raccolti i termini
che contengono le potenze 1,n+1,2n+1.... ¢
separato il fattore x comune, si rappresentiil loro
aggregato con xP,. Si raccolgano i termini affetti
dalle potenze 2, n+2, 2n+-=2.... la cui somma
indicheremo con a*P. La somma dei termini nel
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quali le potenze della & sono 3, n4-3, an+3 ...

sia P,x? ecc., cosicché sard

E(z)=— P4 Px4Par4-Pud..+ P xt.+ P 2b=0

Sostituendo in questa equazione le supposte radici
a,aa, ax....ax™, siccome p,pP,P,...

contengono soltanto x#, x*?, &%, ... non cambiar
no valore per queste sostituzioni (§ 75) cosicche
indicati quei valori con Q,, Q., Q..... ne ver
ranno le equazioni identiche

Q +«.aQ +aa Q.+ u=0

Q +a.aQ +aa Qi+ . 0

Q.4 a.aQ F+afa Q.+ ..

|

o

H

la somma delle quali (§ g e 75) fornisce Q, ==o.
Moltiplicando la prima per &=, la seconda per
an=, la terza per a"—3..... quindi sommando di
nuovo si avrd Q,=o. Moltiplicando la prima per
an—:, la seconda per «*—%, la terza per "~ ...,
troveremo ().=o0... € COsi sl avrauno
Q: = o, Q, = o0,.... Q=0
Dunque le radici a, aa, ao.....q@* " saranng
comuni a tutte le equazioni
P, = o, P, =0,P, =0....Pk= o
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Equazioni , alcune radici delle quali hanno fra
loro una relazione espressa per altra equaziene

algebraica.,

104. Fingasi che alcune radici a,, a,...q, della

equazione Ffx)=—o abbiano fra loro una partico-

lare reluzione rappresentata per
Sfla, a,a....a0)=H

in cui f, sia funzione algebraica razionale intera
per rispetto alle radici ed A una quantitd data.
Noi polremo conseguire i valori di quelle radici,
o almeno raccoglierle in una equazione che tutte
le comprenda.

105. Si calcoli la trasformata le cui radici so-
no tutte le funzioni analoghe ad fi(a,, a.......a)
formabili colle radici di Efx)—o; le quali fun.
zioni siano f., f., fi.... e la trasformata

(@)  yn4 Byn=i 4 Byn—a...... +B.=o

La fi(a,, a,....a’) sara generalmente variabile per
rispetto ad alcune radici, invariabile rispetto ad
altre : considerando da prima quelle le quali en-
trano in detta funzione talmente che qualunque
permutazione ne cambi il significato e supposta
a, una di queste radici si formi il prodotto 4, f,.
Restando a, nel posto che occupa attualmente
nella funzione f(a,, a,....) e permutate le altre
radict negli altri posti in tutti i modi possibili, si
desumano le £, £i.../4: quindi si formi la quanti-
th a,(f, +f..... + fi), dalla quale, cambiato «, in
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" a, e viceversa , poi a, in as.... finalmente in a,

ay Ne vengano

a,(ﬁq_, + fota —}—‘f;h)....a,,, (f e yhgereeee +fmhj.
La somma di tutte queste quantita, algebraica in-
variabile rispetto alle radici a,, @,.... an, si deter-
mini per mezzo dei coeflicienti della equazione
Efx)=o (6 62.) e sia

(2) = a,(/,+ﬂ....+ji!)-{—11,(ﬁ,+‘+....+f2h)+....:H,
Si cambino in questa funzione £, in f;%, /. in fin...
poi Sfo in f? in fhe. fit, ed indicati con H,,
H;.... H, 1 valoni corrispondenti della medesima
ne venga la seric di equazioni
(3)::(1‘(f,’+....+ﬁ.’)—¥—ll:(/:},,;_,+-...+f’-_;h)+....:”,
Gy=a. .+ tfi)+ ay(/‘-"l,_*_.-}-....—i—f,}.j—{—-....::II,
()= (ft4 e i)l e flap) e = H,
Se la funzione fra,, a,..ar) ¢ invariabile rispetto
ad alcune radici, il cui numero sia s, le permuta-
zioni 1.2.3...s di quelle nei posti da esse occupati
attualmente non cambiera il valore della medesi-
ma , cosicché la equazione trasformata (x) avra
1.2...s radici eguali ad f, = H. Sia r.2..8=p,
si formi il fattore (y — Hp e per esso divisa la
medesima equazione (x) ne venga il quoto

(J,)J,;_*_,CJA—»I -+ C’J,t—'z ..... 4= Ct—x_}”*‘ct: o

Alle equazioni (2) (3)... si unisca

MN=ah+tak..... + amh =—hd, (§. 9.)

quindi si formi il polinomio

P I I T s e
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(z) ( )C¢+ 2)01—-1 + 3)01-94- . o+ (t) =
— —]LA Cg + Cg—l H -+ C[—)H + n+H¢-
Considerata qualunque funzione f; che entra in

esso, raccolli tutti 1 termini del primo membro
che la contengono, si ottiene

C+ Cz—[/;‘ -+~ Cz—;zf;" -+-~~+sz;"" +f;‘
Se questa f; ¢ una delle f,=f.=...... =# il
polinomio si riduce a quantitd di noto valore
Cot-CoyHACrogH Ao ... .. = Ht =K
perché /7 non & radice della equazione (7): ma
non essendo fi==/H ne verrd

Ct+ C,_,ﬁ-{- Ct-z_fi’ e +f."==o
e quella equazione (z) fornisce
pEKa,=—hA.Co C H, + Crin H,...- - H,

quindi 1" incognita @,. In una maniera analoga si
conseguiranno {utte quelle radici le quali esistono
nella funzione £, (a,,a,.... a,) == H talmenteché
le loro permutazioni alterano la funzione medesima.

106. Quelle radici le quali si trovano nella
funzione f, (a,, a...ar) unicamente fra loro com-
binate (§. 59) non si possono ottenere altrimenti
che per mezzo di una equazione la quale tutte
le comprenda nel medesimo tempo. Siano a,, a,...as
quelle radici; se ne formi qualunque fonzione al-
gebraica invariabile , che rappresento con
A(a,, a,....a,). Supposte fi=f,...=f, =H le quan=
tita che derivano da f, permutando fra loro le
radici invariabili, si faccia il prodotto

(fr A St fo ) B a,, a0 e )
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poi tutte le quantith formate nello stesso modo
colle radici @, , a, ....an; la somma delle medesi-
me, perché invariabilmente composta con quelle
radici, si potrk esprimere per mezzo dei coeffi-
cienti della cqnmione proposta. Sia

@Y= fo + [t fp ) A A st fop) At =1,
e surrogando axlﬁ,ﬁ.... i loro quadrali, i cubi....
fino alle potenze dell’ ordine ¢, suppongo

By 410 Ao frop) Ak +=H',
(D=3t AP pp i) A= Hs

........................ .

® (ft4++/H A+(f++ +ﬁ2p)A+ —]ft

aggiungo a questa la equazione

(1) = pA 4+ pAL = H,
quindi operando su queste equazioni (1 )' (2)....(8y
come nel paragrafo antecedente sulle (1), (2)..., per

le ragioni iv1 addotte 'si avra
pRKA, =H.Co+ II C,+H'.Cr,... 4 H,

la quale fornisce il vaiore di A,. Ma questa quan-
tith A, puo essere la somma delle radici a,, a,...a,,
ovvero le somme de’ loro prodotti dne a due, tre
a tre..... dunque col mezzo indicato raggiungere-
mo i valori di tntle queste quantith e quindi i
coeflicienti della equazione le cui radici sono ap-
punlo a., a,,....a.

107. Superiormente (§. 93.) abbiamo asserito
che conoscendo il prodotto di piu radici di una
equazione E(x)=o si possono determinare la som-
ma delle medesime, quelle dei prodotti due a due,
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tre a tre..... Sebbene cid facilmente si deduca
delle cose osservate, pure lo verremo dlclnarando
per meglio” addestrarci in questo genere di spe-
culazioni.

Dato a, a, a;..... ar=H si voglia trovare per

esempio a, + a, .... + a;? Bappresento con (x)

(§. 105.) la equazione che ha per radici i pro-
dotti ad r ad r di tutte le a,, a,,.... am, quindi
formo (a, -}-a..... 4~ a,)a,a,a;....a,, e tutte le quan-

titah analoghe mediante le radici nominate. La "’

somma invariabile di quelle funzioni sia
(2) = (a. + a,.... + a)a.a.....a. + ... = H,

Si sostituiscano ai prodotti @, a,-...an, ecc. i loro qua-
drati, i cubi,.... fino alle potenze r—1, € siano

(3) = (a, + a.. + @) (@,0,) + oo = H,
(4 __.(a + a..... +a,) (a,a... )+ = H,

(n) (a, + a....+a,) (a,a,....)"“"-i—...::H,,_...
cul aggumgo

() (g 4a,....4+a)+......
m(m-—1)....(m—re1) |
r

I.2.

= H = —

ottenuta ponendo in (2) I’ unitd in luogo dei ‘pro-
dotti a, a..... 4, ecc. Divisa la equazione (x) per
il proprio fattore lineare y—a,a,...a,—y—H ed
indicatone il quoziente con

Intorno al calcolo di queste funzioni (1)(a)..... (n) puo ve-
dersi I' Articolo V. delle nostre Ricerche sulle equazioni.
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@ rFC oy Cyri.... -+
—C,,__g]" ~+ Cn—a)’ -+ Chei=o0
si formi la equazione
(1) Caei + (3)Cres +=(3)Cpseeee. + () =
(6) =H;>Cn—l+H| Cyu—2+HnCn—3 ----- +Hn—l
Sia f£; il prodotto di r radici a,, a.....am, e rac
colti nella equazione (6) i termini moltiplicati per
Jfi 8l avra
S H Cfr - Cfr 3t v+ Oy =0
purché non sia f;= H. Gli altri termini in cul
esiste a,a,....a,==H, raccolti, forniscono il polinomio
+ CHy s..+Cp =K
e quella equazione (6) ci da
(@, 4a,..a ) K=H,Co— . +H Cps... . :-Hp_,
cio¢ il valore della somma a, 4- a..... + a.

108. Non.entro a discutere i casi in cui la
equazione fla;, a,,.... a) = H sia irrazionale, con-
sigliando al lettore lo studio delle memorie sotto
indicate (1).

Servira di utile esercizio la soluzione del se-
guente problema geometrico considerato dal La-
grange. »Condurre per 1l vertice di un quadrato
» una retta, di cui la parte compresa fra i
» prolungamenti dei lati opposti a quell’ angolo
» abbia una data lunghezza«. Assunto per inco-

(1) Lagrange (Acad. Berol. 11970. € 71. )-—Ruﬂim Teoria
delle equazioni, ed una Memoria Della soluziooe delle equazioni
algeb. detcrminate particolari di grado superiore al quarto,
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gnito , per esempio , uno di quei Jati esteso fino

all’ incontro della retta applicata, si ottiene una
equazione del quarto grado, e siccome supposta
adattata la retta, quindi fatta una inversione fra i
due lati prolungati si ottiene una nuova posizione
della medesima, si scorge il significato e la rela-

zione di due radici, la quale offre un esempio

geometrico del problema in questione.

Altro problema si legga nell’ aritmetica univer-
sale di Newton commentata dal Castilioni (1) e sa-
ra pure utile esercizio il desumere dalle dottrine
esposte in questo articolo le regole per la ricerca
delle radici dotate di proprietd particolari, di cui
abbiamo par]atd antecedentemente.

Equasioni di Abel e di Libri. (2).

Ho riservato a questo luogo I’ esposizione
dei memorabili ritrovamenti del celebre Profess.
Gauss intorno la risoluzione delle equazioni bino-
mie, stimando utile agli studiosi il conoscere
di quanto avanzasse la dottrina per opera di due
grandi ingegni, Abel di Norveggia, che nell’eta di
sedici anni gareggid coi primi geometri, e 1 illu-
stre Sig. Conte Libri di Firenze.

109. La equazione Efx)—o che non ammette

(1) Tomo primo, pag. 150.

{2) Se le dottrine esposte di questo articolo giungono diffi=
cili ai giovani studiosi , basta indicar loro la risoluzione delle
equazioni binomie, come trovasi esposta mel §. 117,
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divisori razionali venga soddisfatta da una radice
a e da una funzione g, (a) algebraica razionale in-
tera di a. Saranno perciod
E@) =o, E(3,(a)) =o

ciog le equazioni E(x)=o0, E(3,(x)) = o avran-
po la radice x=a comune. Ma siccome E{x)=o,
E(¢,(x))=o0 non ammettono, per ipotesi, di‘:iso-
re comune , ogni radice della prima equazione
soddisfera la seconda e quindi sara E(g,(p,(a,)))=0
ciod rinnovata sopra g¢;{a) la operazione colla
quale questa quantita si & derivata da a, si avr'ix
un risultato ¢,(g,(e)), che indicherd con qa,(a),. il
quale rende E(g.(a)) =o, ciot g,(a) sard radice
di Efx) = o. Col discorso fatto di sopra provere-
mo essere E(¢.(g,(@))==o0 , cosicch¢ ripetuta so-
pra ¢,(a) la operazione ¢, due volte, il risultat(‘)
che chiamerd o3(a) renderd E(gi(a)) = o, eppero
¢x@) sara radice di E(x)=o. Dunque tutle le
quantitd (7) a., 9,(a), 9.(a), gs(@), gi@) ... - .
saranno radici della equazione Efx)= o.

110. Ma perche il grado della equazione
o limitato alcune di quelle funzioni (y) saranno
eguali fra loro. Fingiamo q;r,;.,,(a)._.—.?,(a) ; ossia
¢n(pra))—gHa)=0; la equazione algebrica (p,,(x)—-—xl::o
sard soddisfatta da x ==gda), la quale radice
avra di comune con Efx)=o; dunque per quan-
to si & detto (§. 109.) tutte le radici a, ¢,......
renderanno x—ga(x)==o0, sard ¢n(a)==a e ponen-
dov1 x=y9,, ¢... De VErranno ¢,(@==a, Pngn="9ss
Frfa==Fa .- in generale pm4s=g: essendo 1, §
interi s n.. Dungue ’
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(1) .(a), o.(a), ¢i(a) . . .. gul@) = a
saranno tante radici, che supporremo tuite disu-
gnali fra loro.
111. Se n== la equazione Efx)—o non avra
altre radici, ma essendo n< m indicata con a,
una radice differente dalle (1) dimostreremo che

(2) ¢ (a.), ¢.a.) . . coen Pufa,)=—a,
renderanno F(xzj=o. Se m>an esistera una terza
serie di radici

3 Pu(@s), gu@s) . oo on (@) = a;

Indicati con r, r 4 s due interi entrambi minori
di n vedremo facilmente non poter essere, per
esempio ,

Prfes(@.) = 9a.) ossia ¢ 9 a.)—¢fa.) = o
altrimenti sussistendo la equazione ¢,(xz)—xr=0
per x=a, darebbe ¢(a,) = a;; il che & contrario
a quanto abbiamo supposto.

Né& potrd essere, per esempio, {a,)=¢(a,) al-
trimenti ne verrebbe ¢n,—94a.) = ¢n(a.) =a. =
=on—rps(@,), cioé la radice a, sarebbe compresa
nel primo periodo (1).

Dunque sard m un multiplo di » e supposto

m=np, troveremo le radici di E(x) = o dividersi

in tanti gruppi (1), (2), (3)....(p) essendo
® 9:(2p)s 9:(@p) « - - - gnlap) = ap

113. Se tutte le radici di E(x)==o sono forni-
te dal solo periodo (1) ¢,, 925 93¢0 -- Pm=a
quella equazione si risolve algebricamente. Infatti
chiamata « una radice primitiva della ecuazione
y"m —1 =0 ¢ formata la quantita
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() (a+ep+a*g, 42 Prue 2" pmemroeee -l-az""""P,,,_.)"'
se porremo in essa una radice qualunque @/a,)
al posto di a,, per cui si dovra cambiare @, in Prt-o>
Q. in Pr4a > Pm—r n Pu—rP)=Pm=—a, Pm—riju 111
@, ecc, dalla (y) derivera la seguente
(@, -aPraget +&Prfea - - - a1 Py A= -
am=TH1Q ... a2 Q) ==

=$m"a, +aP, +..A-d" " Pres +a' P -a™ i)}

la quale, per essere am(m—r) =1 , trovasi idc.zntic.a
colla prima. Dunque la funzione 02 invariabxl'e ri-
spetto alle radici (1) si potra esprimere mediante
i coefficienti della equazione E(x)==o. $i rappre-
senti il suo valore con P, sia cio¢

m
at-ag, Q. .... +aQr.... +a™ ™t Pme—1 = VP,
cambiata « in &, in &’.....a™ = I, ¢ supposte

m
a4 wp; + ap,.... + P = vP.

m
a + o3¢, + asQ,.... + a3"Q,....._ VP
ad P PO =—d, §9)

siccome (§§., 9. 76) 1+&"+a" . ...
sommate quelle equaziom, caveremo

a2 g VP APy Pitr oot VP z

m
e quindi tutte le altre radici.

n
113. E’ da notare che qualunque radicale vE;
m
si esprime razionalmente per mezzo di yP,, giac-

che nel prodotto . ‘
(ata®, +x®, 4. (@ 2P, +«?,....)
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cambiato a in @fa) si cava, come nel § 112,
fon=r(a, +aP, +a@,..)}m—i §aim—r)a, +-a'p, 4 a'g,..)}
identicamente eguale al primo da che
am—r)n—i) | glm—rdi — gmm—r) =— | . quel prodotto
potra esprimersi razionalmente per mezzo dei coef-
 ficient della equazione proposta ed indicato il
valore con Q; avremo

(;"/P.)m-i, $Pi= 5> quindi :‘/Pi= Q,ZP.:'

e finalmente

hJ

m m
1 m Qz \/ P, Q‘\/ P‘ i
3 = e — 1 / T - ] “"_;_ Ve
@) a m; A +\/P.+ > 7+

ot P,

114. Nel caso ora completato cade la equazio-
ne binomia xm+'—1=0 allorche m-~1 & numero
primo (§.78). Sia « una radice primitiva di que-
sta equazione e sard dimostiato a suo luogo po-
tersi trovare un numero intero % tale che le po-
tenze A, A, B3.../m+t forniscano tutti i residmi
1,2,3...m41, dopo- aver sottrato da ciascuna
il pit gran multiplo di m~+1 in essa contenuto.
Le radici della equazione xm™+' — 1 — o potranno
quindi esprimersi per ah, a*, «h3 . ... nella qual
serie la operazione ? ¢ la elevazione a poten-
za dell’ ordine A. Dunque applicandovi la formola
(9) del paragrafo antecedente, si risolvera la equa-
zione xm+t — § = ¢ per mezzo di x™ — 1 = o
di grado minore.

o Qn— JPJ"—' g

112 :
115. Fingiamo (§. 111.) che le radici di una
equazione E(x)=o vengano rappresentate dai pe-
riodi (1), (2)... (p): sia Fifa., Py PoeeePu—i) qua-
lanque funzione algebraica invariabile delle radici
comprese nel periodo (1), ed F,, Fi.... F), le quan-
titd che si desumono da quella cambiando a, in
a,mas......in a . Egli ¢ manifesto che le
F., F,.... saranno radici di una equazione trasfor-
mata, la quale potremo ottenere per mezzo della
E(x)=o0, e rappresento con

() JP = Byr—t + Byr—.. 4+ By =o
Fingasi risoluta questa equazione e desunto .da essa,
per esempio, il valore di F,: per mezzo di questa
radice (§. 106.) noi polremo conseguire qualun-
que funzione simmetrica delle quantith a., ¢., @....
e perd anche la equazione di cui queste sono
le radici. Cosi. mediante i valori F,, F;.... ot-
terremo altrettante equazioni, le radici delle quali
saranno rispettivamente quelle componenti 1 pe-
riodi (2), (3).... (p); e sard risoluta la E{x) =o
per mezzo della () di grado p e di altre equa-
zioni ciascuna del grado n.

116. Essendo le radici di una equazione E(x)==0
tutte rappresentate dalla serie (1) (§. 112.) (?d i!
grado m=pn potranno quelle radici dividersi nei
gruppi

@iy Pu(@), Fan(@)e oeeo Plpm—idn
Pry Prtrs Prngers oos P pmiyf

Pri—1s q’zn—l s Prmmry oonn ‘Pnp-—l
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e la equazione E(x)=o dipenderi da una equa-
zione (¢) del grado p e da p equazioni del grado
n, come si & dimostrato nel paragrafo anteceden-
te. In fatti considerato uno qualunque di quei pe-
riodi @, Puts, Pandes ---.. Plprdncfas s ++ o+ Plp—1)nps
cambiando, per esempio, @, in @y si riprodurra
lo stesso periodo cioé ‘

?rn..*.y, (P(,q.}.,),,_", Pord2)ntsy oo ?P"'F‘:‘P" cors PUr—1)nefes
Supposto inoltre m—p.n. ogni equazione del gra-
do n potra pure ridursi a dipendere da una equa-
zione del grado p. e da altre p. equazioni cia-
scuna del grado n.: e quando n, non sia numero
primo si potra ripetere la stessa decomposizione.

axmtr — g
x—1

» risoluzione della equazione FE(x)=—o dipendera
» dalla estrazione di r radici quadrate: Teorema
celebre dovuto al Sig. Gauss. .

Si voglia risolvere x’—i1==o. Siccome (§. 114)
sottratto da ciascuna potenza 1, 2, 2°* = 4,
2* =38, il maggior multiplo di 5 in essa conte-
nuto, 1 residui sono 1, 2, 4, 3 cosi indicata
con a una radice primitiva di quella equazione le
potenze a, a*, a**, a*® ne offriranno tutte le ra-
dici. Dividiamole percid nei gruppi

a, a?

117. »Essendo E(x)=

@, @
e supposta per es. (§. 115) Fia, P.....)=a—+a},
sard F,=a* +a’’ =a* =} a3
avremo p=2, —B.=F\+F,=a+w4-a’*+a'=—1
. 8
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B,—=F.F,= (at-a')(a*+-a’)=a+a’ 4+ +at=—1,
poiché¢ a*=1, e la equazione (¢) sara
ryr+y—r=o.

. 3 3
Siccome poi a @* =1, a*.a* == 1, ne verranna
le due equazioni

w—Fud1=o0,22—Fz+1=0

per le quali conseguiremo le radici cercate.

. x— 1
1 1 T mmmm——
Fingasi per secondo esempio E(x) —

Formato col numero 3 la serie geometrica
1,3,3,3,...... 3is

sottratto da ciascun termine il multiplo maggiore

di 17 in esso contenuto, ne deriva la seric di

*~

residui

1,3, 9 10,13, 5,15, 11, 16,14, 8, 7, 4, 12, 2, 6
i quali si riproducono collo stesso ordine‘da quel-
la serie prolungata pitt oltre. Dunque chiamala a
una radice primitiva della equazione a risolvere

tutte quelle radici saranna espresse da
2 3

~

a, &', a ,a ......
La operazione ¢ indica nel caso attuale la eleva-
zione alla terza potenza, e siccome m::n,u.—:—.23:2
cio¢ p =12, n=12% quelle radici si dividono in

due groppi ;
2 4 L6
) a, ad ,a , & ...
. 3 >
(@) a,a @ ...
cioe a, as, ad, ad.......

@, av,ad, at ...

Supposto (§. 115.) F.=ua + « Fad.o .,



F — a3 ] e 3
r=a - ... st hauno F, - F o=

FF=—4 e la equazione (c) sari r+r—4=o

Ma nel c:
aso attua
le essendo n= 23 == 5 .-

gruppo ) pud dividersi
9 ppo () (4) p : dividersi nel modo seguente
3 18 3
©®) a,d a0 0", ", 8" ot
() 3 30 Y 13 ) 7’ ’
a,a ,a ,ad :a",a-‘,a’“_,ai"S

ove I’ i i :
o el operazione @ ¢ la elevazione alla potenza 3
otremo quindi formare equazioni aventi per ra

dici, per esempio,
F.' a+a34+ 38 13
a a3 —— 1 16
iy y t -+ = a-}a’+a'S4at
A @ @ ... = @V tatatfar
. 5 9
Fyp = ad-a® +a® —!—-(t"‘a = A’ +a*+-a‘i+a'?
ipnotlché FowFp=F, F,F,—=—1 e neresterd ad
Frap}r;:ndex'e la ricerca delle radici aggregate in
" ,'..'...A tale oggetto rinnoviamo sui grup-
Pt (6) la divisione seguente '
4

3
30 ) a2 2. 3te
a, a @& ,a :a®:a s ecc

in cui ) .
cui la operazione 9 & la elevazione alla poten-
za 3%, e supposte

a+a’® =atav=F,; & +a3'7_—.a'3+a‘=F "
caveremo F.'' 4 F.' = Pr; FpF,no—F, D:.m
que dalla equazione in y eaveremo F,, F,:;);:r ess;
si conseguiranno I, F ..., quindi F,», F,;' e
per essere a +at=F," aqat-—1 troveren:o ’ la
radice a mediante la estrazione di quattro radici
quadrate (*). “

(*) Per istruzione maggi i i

ggiore si consultino le opere : Journal
:on (;i L. Crellelllund 1o Band. == Disquisitiones arithmeti-
ae Ganss == Théorie des nombres par Legendre V. Partie =

=

Appendice Secc =L i i
Ppe L. 2. == L’ opera di Logrange pil volte citata.
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Risoluzione approssimata delle cquaziont
. numeriche.

118. Avendosi a risolvere una equazione alge-
braica; determinate le radici che in forza di pro-
prieta particolari possono conseguirsi direttamente
(s 88, o4, 68...) e formate le equazioni speciali
ad altre radici (§. 106) quando c1d si possa con-
seguire coi dati della questione che si considera,
si rappresentino tali equazioni con efx)=o0,
e.(r)=0,.... Sia flx) il prodotto dei fattori lineari
corrispondenti alle radici di noto valore, e diviso
il polinomio E(x) per fix) . ex) . e,(x).... la equa-
zione di quoto Q(x)=o0 avrd per radici tutte
quelle che nou sono inchiuse nelle
N e(x)=o0, efx)=0,...- SNx) =o.

La risoluzione della proposta Ex)=o dipendera
dalle (1) e da Q(x)==0, ognuna delle quali ascende
a grado minore della equazione primitiva.

Le radici di quelle equazioni essendo inconi-
mensurabili 1 valori finiti delle medesime, quando
si potessero conseguire, sarebbero inviluppati da
radicali, o da funzioni trascendenti, dalle quali do-
srebbero svolgersi mediante i calcoli di approssi-
mazione. Quindi & che i geometri rivolsero il loro
studio a desumere divettamente dalle equazioni 1
valori approssimali delle proprie radici, il che noi
verremo esponendo nei paragrafi seguenti.

119. La equazione numerica a risolvere per
appfossinmzione sia E{x) == 0; e per riconoscere

.
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da prima se la medesima ammetta radici reali, si
formino (§. 51) i residui B
®-.... Eyzx), E(x), E(x), Ex)
e considerato il primo termine di ciascuno, quel-
lo ciod che countiene la potenza maggiore della
x, si supponga attribuito ad x nn valore negati-
Vo, si scrivano di seguito in una medesima linea
1 segni di quei primi termini: in una seconda li-
nea si scrivano i segni dei termini di quei residui
(» i quali non contengono la x, finalmente in una
terza riga si pongano i segni dei coefficienti del
primo termine di ciascun residuo. Il numero delle
variazioni di segno che offre la seconda serie pid
della prima indichera quante radici negative am-
mette la equazione proposta, e tante saranno le
positive quante variazioni di segno si trovano
nella terza serie pit che nella seconda (§. 52).
120. Accertati che E{(x)=o ammette radici po-
sitive si trovi un numero % tale che attribuito ad
x qualunque valore non <% il polinomio E(x)
fornisca un risultamento positivo (§. 12), per cui
nessuna radice della equazione Iix)=—o potrd su-
perare il numero k. Giova che A si avvicini quan-
t'¢ possibile alla radice pit grande, ma non vi
hanno norme sicure. Qualche volta possiamo pren-
dere fra i numeri interi 1, 2; 3,.... il primo che
rende tutte positive le derivate (%), EO(h), EO)(R),
E®(A)...... mentre la equazione
Eh) + yE(h) + yE(l)+ ....... =0 (§ 69)

non ammettendo radici positive (§. 45 ) nessuna
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radice della equavione E(x) = o potrd superare
quel numero A. Altra volta si conseguira l'int.ento
considerando il polinomio formato dai termini po-
sitivi di E(x) che si succedono incominciando (?a¥
pripno in avanti, insieme a tulti i termini n.egatlfn
clygntengono dietro a quelli; quindi il polmomlo
dei termini positivi che vengono dipoi e dei ne-
gativi seguenti, e cosi successivamente. Si cerchej
ranno i numeri analoghi ad h per ciascuno dei
polinomj suddetti, ed il pil grande fra es.si avra
la proprieta che supposta x non minore di esso,
E(x) sara necessariamente positivo (1) o
Preso un numero £, fra o ed & si sostituisca
nei residui (z), e quando dalla serie che corri-
sponde ad x=o passando a quella ottenuta po-
nendo x=h. si abbia qualche perdita di varia-
zioni si prenderd un lerzo numero h. fra o ed A.
si sostituird in que’ residui x=", e si ripeterd
tale operazione, finche si ottengano due numeri
p, ¢ i quali sostituiti nella serie (») offrano una
sola perdila di varazioni, per cui (§. 51) fra que’
numeri vi sarh una sola radice della equazione
E(x)=o0.. Preso un numero r fra p, ¢, ¢ sosti-
tuito nella serie (#) conosceremo se la radice che
giace fra quei limiti p, ¢ trovasi compresa frap, r
ovvero fra r, ¢ osservando se la prima copia di
numeri , ovvero se la seconda produce la perdita

(1)Chi desidera altre notizie vegga M. Bret. Annales de Gor-
gonne, T. 6. — Cauchy, Cours d’ Analyse == Lagrange. Opera
citata, )
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di variazione. Se & tompresa fra r, ¢ prenderemo
fra questi un altro numero e rinovata pit volte la
slessa operazione si otterranno dei numeri sempre
meno differenti Iuno dall’ altro, fra i quali sarh com-
presa quella radice: e quanto pid prossimi sa=
ranno quei limiti fra loro tanto meno ognuno di
essi differira dal vero valore della radice.

122. I numeri intermedj fra o ed %, fra h ed
h., fra p e g ecc. i quali scrvono al calcolo ap-
prossimato di una radice potranno con vantaggio
eleggersi con certa legge; cioé¢ supporsi frazioni
della unitd di misura o decimali, ovvero di tutt’ al-
tra denominazione.

123. Alloraquando fra due numeri esiste una
sola radice della equazione E{(x) = o gioverd non

" poche volte surrogare il metodo del (§. 44) a
quello del Sig. Sturm (§.51) che abbiamo seguito
nei paragrafi antecedenti. Iiccone le ragioni e I’an-
damento del calcolo.

Considero un polinomio algebraico

F(P)=Bn])"+B'P"—l+B:Pn—2+B"p"'—3+B'.-Pn—4+“":

raccolto p™—' comune ai primi due termini si ot-

tiene F(p)=(Bp+B.)pr—'4-B.pr—24-..... raccolto

p"—2 nei primi tre termini si ha

Fp)=(Bp + B)p 4+ B)pr—2 4 Bp3......

Se si raccoglie p*=3, e ne’risultati successivi p»—,
T pS.... .. si ottiene

Fpy=(((((Bp + B)p+B.)p+ Bilp=+-B )p+-B....

Si scrivano in una linea i coeficienti
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(l) .B‘,’, B,, B,_, .Bg, .B‘.-. .
(2) B..Bp+B.,(Bp+ By+28,...
(3) B.. 2Bp+B., SB°p=+2B‘p+B,

si ponga B, al disotto di B., quindi moltiplicato
B, per p e sommato il prodotto col coeficiente
B, soprascritto a B, si scriva la somma Bp+B.
sotto al terzo coeficiente B,. Si moltiplichi B,p+ B,
di nuovo per p e si sommi il prodotto col termine
superiore B.. Si scriva il risultato (B.p+B.)p+-B,
sotto al termine seguente [B;, si moltiplichi per
p la quantitd sottoposta a B; e sommato il pro-
dotto con B; si scriva il risultato sotto B,; si
continui quella operazione finché tutti uno ad uno

siano impiegati 1 coeficenti B, B,, ....... B
ed il risultato finale sard appuuto il polinomio
Fp).

124. Considero la derivata prima di Fip) pre-
sa per rispetto a p cio¢
Fop)= nB‘,pf"“ +(n—1)B.p24-(n—2)B p"—3 4
+-(n—3)Bypr—i-...... e la quantitd B pr—! che
trovasi moltiplicata per n si scriva lasciando
Bp»—' nel primo termne, aggiungendo B pn—'
al secondo, un altro Bpr—! al termine terzo,
uno al quarto, ecc. Cosi la quantita B,p—2 che

‘si trova ripetuta n— 1 volte si scriva lasciando

nel secondo termine soltanto Bp"— ed aggiun-
gendo B,p»—* ad ognuno dei termini seguenti.’
Quindi altrettanto si faccia con

(n—2)B.pn=3, (n—3)Bpr—h........ , € si avra




’ . E2L
Fp)=Bpr='+Bp+ B )24 (Bp+B p+B.Jpm—4.
onde & manifesto che dalle quantiti (2) desumere-
mo Ft(p), come dalle (1) se & cavata F{p). Con-
siderando le quantith (3), (4)....(n<41).... otteniité
nello stesso modo vedremo derivare da esse F.(p),
Fy(p).... Qualunque coeficiente Bw—r occupa il -po-
sto m—r+-1 Fra le quantita (1), compare in (2) el
termine m—r--2... in (n+1) nel posto m—r-+-n—-1
poi ililhtlsl':&i i ‘terniini seguenti i (1), (2) ... .. -
moltiplicato per 1, p, p*.... cosicchd I uitima del-
le quantith (z-4-1) contiene Byp™—". 1l coeficien-
te di Bn— nella (3) & ovunque I unith, nell’ ulti-
mo termine della (3) & la somma dei coeficienti
di Bier in (2), vell ultimo della (£) b la somma

dei coeficienti nella () RO Siccome poi
(1-+pr=t4p-+is 4pip(r 3pyp+ +(1bp)—p
per cui il coeficients di qualunque poténza p» nél-
lo sviluppa (1-4yp)* & la somrha dei coéficienti di
pr—" negh sviluppi (1-4-p)—", (14-p)2, .... ; cosi
la identith delle operazioni dimostra che 1" ultimo
termine della serie (n+-1) conterrd

r— 1) (r——H4§

i .

Bul—-rph—n , cjxe e abpunto il

" has.n .
termine géne'tﬂe dela funziome Fifp) (§ 14 )
125. Dal paragrafo 18 si rdccoglie
E(p-ka):—;ﬂpj—‘-uglw.. +¢"|"“E,i+n(p".. L
E (potra)= B p -y i vomasooe

4

(1) Veggasi — Corss di mat, per # Scuola di Modewa T. 5,

— Fourier op. cit.
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per cui derivato E(p+-a) r volte rispetto ad « ¢
“diviso il risultato per 1.2 ..., r si ottiene '

vees H{r4-n)(r4n—1) . con {n+ l)a"E,q.,‘ ..... ¢
_ (rn)r4-n—a)...(n41)
. =F vane n
’(p) + B I TON N e En-'-n .......
L3....{r4-n) ' ‘(n+ 1)ee(r-+n)
Tod (,5'19)‘1.2...rxr.n...nE"!'§f_ _ i.z\.;,r E"’*’;'=(E')"

;dun:que‘ l.?,‘.(p-}-a)' eguagha la derivata di Ep+-a)
r volte rispetto ad a, divsa per t.2..r. ‘Siccome
Lo EOz)
poi E'(.z)::.-m percfb il valore di £¢%x) cor-
:i.spondex.:tg ad w=p+a sark la derivata dell’ or.
dine r di E(p--a) presa rispetto ad «.
126. Se passando dalla prima alla seconda
serie. »

oo BN EG), B, Bp)
RS -« Exg), B,q), E, E(g)
si ha una sola perdita di variazioni, per cui fra
pPegq es’iste‘ una sola radice di E(xj=0, preso
un numero p-j-z fra p e g dovremo cercare se

quella radice trovasi tra p e p4- o fra ptae q,
ponendo x——p-}-z nella serie

«+ .. Bfx), Efz), Efx), Ex)

Siecome (§. 18)
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E(p.;.a)_-:E(p);caEc:>@)+;L’E<a>(,,)+§m(p)+...’+¢-

ed EM(pt-a), Eaxy(p+-a)... rappresentando la deri-
vata prima, seconda ecc. di E(p-}-«) prese rispetto
ad «, percid si determineranno quelle quantita
scrivend o di seguito i coefficienti

1 i
e ESp), —E9p), B o), Efp)

ed operando su di jessi come abbiamo superior-
mente indicato (§. 123 124).

127. Ne resta per ultimo a dichiarare un sin-
golare proeesso di calcolo, noto sotto il nome di
approssimazione lineare Neutoniana che noi desu-
meremo da alcuni lemmi del piu grande interesse.

128. Il polinomio F(x) algebraico razionale in-
tero rispetto ad x si annulli ponendo x=o, ed i
valori che si ottengono dalla derivata prima F(){(x)
sostituendo alla x qualunque numero preso par-
tendo dallo zero fino ad un tale che indico con
k, siano per esempio tutti positivi: dico che ki
stessi valori della = renderanno positiva anche la
funzione £(x).

Sia Flx) =Bx" 4 B.x™"....... 4+ Bpx,
per cui FO)(x)=nB,x"+4(n—1)B.x" ...} -B,—,
Siccome per ipotesi F()(o)=B,—, >0 potremo so-
stituire alla & nella funzione

Flx)=a(Bp—+xBnsa+.... +Bx")

un valore positivo « talmente prossimo allo gero
che la quantith fra le parentesi abbia lo stesso
segno del primo suo termine (§. 31) e perd

3

12
awimo F@)>0. Se qualche nnmero € compreso
fra o ed % rendesse F(6)<Co esisterebbe fra « e €
almeno una radice della equazione F(x)=o (§.29)
e siccome x==o0 & pure radice di quella equazio-
ne, o ed « comprenderebbero una radice della
derivata F\0(x) =o (§. 41) cosicché essendo
Fw(o)>o0 vi sarebbe fra i limiti o ed k qual-
che numero atto a rendere Ft)(x)<o , il che si
oppone a quanto abbiamo supposto : dunque 1
valori di Flx) ottenuti sostituendo ad x qualun-
(jue numero preso da o ad A saranno tutti positivi.
129. La funzione E®)(p+w) assume valori di-

versi allorche varia la grandezza di w. Fingiamo
che sostituendo a quella quantita un numero pre-
so partendo da o ad % sia sempre Ea(p4-w)>o:
il pit piccolo valore che ne deriva si chiami m
ed il pit grande sia M; cosi che, comunque va-
rii @ fra quei limiti o ed k, saranno sempre
E®(p 4 w) — m >0, M—E®(p + )>o0. Siccome
E®p+w) non ¢ altro che la derivata prima di
EW)(p+-w) presa rispetto ad w (§ 125), percid
saranno (a)E®(p-+w)—m la derivata di

(a')E(‘)(p-{-m)——E(')p—mw;
(2] M—-E(")(p +) quella di

(') Mo—EMp—E®(p4-w)
prese entrambe per rispetto ad w; la quantith («)
si annulla con w, e la sua derivala (a) ¢ sempre
positiva per tutti 1 valori di w presi da =0 ad
w=>P dunque (§. 128.) per tuiti i medesimi va-
lori sara (@) EO(p4w)—E®p—mw>o , ed anche
() Mo 4 EOp—E®M(p+w)>o. Se ora si noti che
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w? . R
E(p+m)-—-Ep—o>E('>p—-;m ha per derivata rispetto

ad w la espressione (), che questultima quan-
tith si annulla ponendo w==0 e che la derivata (a)
& sempre positiva per tutti i valori di » compresi
fra i limiti indicati ne conchiuderemo dover es-

sere E(p+w)—-Ep—wE(')p——?;’-m>o ed anche
w-—’M+mE(')p+_Ep-—-E(p+u)>o, vale a dire
2 ‘ ‘
ml
E(p=w)>Ep+wEWp+ , m,

E<p+m)<Ep+mEmp+:-’-'-M

e per conseguenza esistera un numero N maggio-
re di m e minore di M atto a rendere

Ep—+o)= Ep -+ wEWp +- %M

Siccome poi la funzione E(")(p-}-w)-—-N da risulta~
menti di segni opposti quando ad w si attribuiscono
i valori che rendono E®)(p+w) massima 0 minima;
percid potremo dare ad @ un valore ¢ compreso fra

o ed kil quale renda E®(p4-d)=N e quindi sara
(¢) Ep+ w):Ep+wE(l)(p)+w—2. Ea(p+3).

130. Supposto che la funzione E®(p+4w) con-
servi sempre il medesimo segno per tutti 1 valori
di » presi da w=o0 ad w==~h, dimostreremo con

analogo discorso E(p ~4-w) = Ep)d-wEN(p + ?:) ,
E(p)=EO ()0 B (p+p)
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essendo A, » numern compresi fra o ed &, i quak
generalmente non sapremo determinare.

131. Fra p, q esista una- radice a della equa-
zione E(x)=—0; ma nessuna delle derivate £:)(x)=o,
E)x)=o0; il che potremo conoscere mediante i
teoremi dei (§§. 44, 5+ ). Considerando le quan-
tih E(p), Eg); EXp), E2(g), siccome i segni di
quelle sono opposti ed eguali 1 segni di queste
alcuna delle coppie Elp), Eo(p); Elg), E>(g) offri-
ra i medesimi segni. Siano di egual segno Elp)
ed Eo(p); sia plq, e la radice a=p-+w: fin-
che si attribuiranno ad @ dei valori presi parten-
do da e=o0 ad w=¢—p la quantiti ENp--w) con-
serverd sempre lo stesso segno; e quindi ne verra

6 129) (d) Ep-+o)=Fp+oE,0+= E(p+d) =o.

Una radice » di questa equazione & positiva, i se-
gni dei suoi termini non saranno tutti eguali
(§: 45), per cui essendo Ep ed E™(p+-9) dello
stesso segno (§. 29) quello di EXVp sard opposto.
La equazione (d) scritta sotto la forma
E(p) w> E@)(p4-d)
(++ 5o )+ 5 B —
ne apprende che siccome I ultimo termine ¢ ne-
gativo dovra essere positivo il primo, ciod
Ep) Ep) .

w>-——E)(7,—)- ed a>p—-E('—)(/T)-“' la quantita ag-

. C Ep)
giunta a p ¢ positiva, e perd p— —El—)-(-}-’-i sara pia

prossimo alla radice a di quello che lo fosse la
quantita p medesima. Dunque i termini della serie




E(p) -
(e s p—tl —p,; .

) pE(P) Eop) — P P _m%-_-.,,,;
P — E<'>(;;,) ..... si avvicineranno senza limite

alla gadic; a rimanendo sempre ad essa minori
132. lutenuto essere E(p), E@)Xp) dotati :
medesimo segno si finga a :;l-) q — 0.(p£a Ot::nt(iit:l
E®(g—6) non cambia segno per tutti i vglori di
¢ da o a g—p sara (§- 130).
Eg—6)=Eg — 6E0(g — ) =o
ed a=gqg — -—Eﬁ-)—-
E0(g—2)”
g((;jp + 0E®(p 4+ p) (§. 130), e siccome E(p)
- (p+ ) hanno segni opposti (§. 131) nd verri:
EO(p+4w) Et)(p) fatta astrazione al segno , sari

EtXp) > ENg — 1) ed a>g — EET‘()‘_Q)‘ Duague la
radice a trovasi compresa fra i hun(ll:ari
Ep) £
_ - q)
P B 17 Eop)
ognuno dei quali si a i it
i e Primitivgprossxma ad a pid delle
133. Siano P lermini
. ny Pnpr due termini consecutivi
della serie (¢) wp, wny, gli errori che si commet-

t
orlx,o assum.endo qual valore della radice & 1’ uno
v I altro di quel termini; siano cioé

Avremo pure EX pto)=

a*pn:w", a———pn_'-‘:mn_*.l

ic = £
SiCCOme ppy == p, — — () ne verra

E® (/-’n)

128
Epn
Cpagar == On - —SE ) per cui supposta

Epa)
E(p,.)+wnE<'>(pn)—+-°-’2'iE@>(p,,+a) —o.

la equazione analoga alla (d) che corrisponde ad
@ == pn + @n , D€ verra

, E®(p, +-9)

©ntt —_ gy’ . -—;—.-E(‘T)(Pn) .
Sia H il valore piu grande di E®(p+) da w=o0
ad o—g—p, ed essendo EW(p, ) EW(p), fatta astra-

zione al segno, ne verra per ultimo

w,,_,,.(-—;—E(—l—)——(mw,,’ cioé gli errori wn, ®nda

vanno decrescendo in ragione duplicata.

134. Cambiando x in —x nel polinomio E(x)
la equazione E(—x)=0 che ne risulta ha per radici
positive le negative di E(x)=o (§. 46), per cui
mediante la equazione E(—x)==o si troveranno
le radici negative di £(x) = o col metodo supe-
riormente dichiarato. Talvolta importa pure assais-
simo il conoscere le radici immaginarie , ma sic-
come la loro forma asbv—1 (§. 3g) iuchiude
due incognite, abbisognano due equazioni, € quin-
di si ofke a discutere altra quistione, la quale
tratteremo nel capitolo seguente..

Si veggano le opere sopra indicate di Lagrange , Fourier,
Legeudre, Sig. Gauchy, Eulero — Le nostrc Ricerche Artic. 4.
pag- 72 == Uva Memoria di Raffini premiata dalla Societa Italiana

nell’ anno 1806,




CAPO QUARTO

Risoluzione di pite equazioni algebraiche
Jra altrettante incognite.

Due metodi essenzialmente differenti conduco-
no alla risoluzione del problema: 'uno che fonda
sulla dottrina del massimo comun divisore suole
In parte insegnarsi nella matematica pura elemen-
tare, & di uso assai spedito in alcuni casi partico-
lari, ma generahnente esige molte cautele per
escludere radici estranee che vengono introdotte
per natura del nietodo; si trova esposto in molte
opere e venne anche recentemente econ diligenza
istudiato (1): I altro talvolta pid prolisso del pri-
mo, conduce con metodo nniforme ed elegante a
qu'anto si desidera, per cui merita la preferenza.
E perché nulla per noi si ommetta di cid che
pud agevolarne I’ uso- e renderne chiara la intel-
ligenza incomircieremo a considerare un sistema
di equazioni lineari.

135. Si debbano desumere le incoguite x, 5, z...t
dalle equazioni determinate.

ax+by4cz........ -+ st =u,
(@ax+by+cz........ + st =u,

(1) Veggansi i trautati di algebra clementare dei Siguori
Bourdon, Lacroix, Garnier. La Théorie dn: plus grand comm. divis,
par M. Lefébure de Fourcy. Paris 1821, Theéorie genér, de I'édli-
wminat. par M. Voizot, Paris 1835.

9
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ax-4by+ce ...... e A St = U
A tale oggetto si scrivano di seguito le lettere
abye,....,q, 1,8 da ognuna si sottraggano tutte

le segucnti a destra, quindi si faccia il prodotto
dei binomj _

() (a— by(a—c)ewe.(@—5) X (b—CYb—d)..c.-(b—3) X w....
e X (g—n)g—s) X {r—s) il quale sard I aggregato
di tanti termini della forma (c) o asbberds.....se.
In questo prodotto si cambj ovunque I esponente
di ciascuna lettera in un indice al piede della me-
desima, cosicche da (¢) si desuma . '
(d) taghgcyds....s¢ , € in tutti guei tern.lim (0 nei
quali manca alcuna lettera n, supposto esistere n°, s1
introduca 1l fattare no.. Considerando la funziane de-
sunta dal prodatto (5) nella maniera indicata com-
prendiamo che prese ad arbitrio due 'lettere & per
escpio, ed n, e supposte che quelle d.l esse le quali
partano il medesimo indige al piede diventino egua-
li ciod (¢) es=m,, €.==0,urenuncr = Nir quella fun-
zione si ridurra allo zero. Infatti supposto e=n
il prodotto (b) si annulla, cio¢ se quel prodotta
eseguito coutiene un termine .

=+ aalbcydéey?......n¥....s¢ dovra pure contenere
I altvo Fasbbeyddenf@...ns....sq : sostituendo indit
ci agli esponentr da quei termini deriveranno 1
seguenti —aglbgcydseq...1ig..5q :,—_aqlfgc-ye,,....n@.....s, i
quali supponendo eg==ne, ey=ny diventano 1de1'1i:
tici, quindi la funzione desunta dal prodotto (4) in
forza delle supposizioni (¢) si annulla,
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136. Immagino quella funzione, e volendo de-

sumerc, per esempio, la x dalle equazioni (a) rac-

colgo in essa funzione i termini - moltiplicati per

le a diversamente indicate, e rappresentata la fun-
zione risultante col polinomio

(f) @A, +a.dAa.d,...... 44 a.
moltiplico quelle equazioni (), incominciando dalla
prima in avanti per 4,, 4.,.... 4, quindi som-

mo le equazioni prodotte. Le incognite 7,z,...¢
spariranno dalla somma, da che i loro coeficienti

bod, + b A 4+ ...... + b A,

rappresentano cid cui siriduce la funzione (f) se

sl suppongono a,==b,, a.=b,,.... a, = b, ovvero

a,=c,, a,=c,,.... ar = ¢, - ecc.
e quella somma sara
8 @4 +ad.. Yo A)r=ud +ud +.. u, A,

la .quale contiene la sola incognita x cercata, ed
analogamente si otterranno i valori di tutte le al-
tre incognite. )

137. Se il numero delle equazioni (@) superasse
quello delle incognite x, y, z... quelle equazioni
potrebbero essere erronee, giacché assunte ad ar-

bitrio tante fra esse quante sono le quantith a

determinarsi, desunti i loro valori col metodo del-
I antecedente (-§. 136) per essi dovrebbero venir
soddisfatte .le equazioni ommesse; il che potrebbe
non essere.

132 o
Cosi supposte nelle equazion (@)

W,== U == Uyorro. = Up==0 © [ =3 |

indicato con ¢ il polinomia ( f) le equazioni ana-
loghe a (g), le. quali forniscono 1 valori delle in-

cognite X, 7., nel casa attuale assumono le.forq
me seguenti x¢=0, yP==0,f=0 ecc., 1‘e quali sa-
ranno fallaci quando non sia g=o, cioe

(h) ad, 4+ ad a4 .. + a,Adr = o

per la quale viene espressa la possibilita delle

equazioni
ax +by. . ....+ s, =m0
ax + by ....... + s =0
;l,.t-l»—b,.j ....... +s,-:=o(1) ,
138. Ora si fappresentino con
k) Ao, Ao, Auy ooeeen Ar...... Am
() B,, B., B., -..... Brn.. Ba

fungioni algebraiche razionali intere per ri.sp,ettag
ad una quantita che indico con y. I gradi delle
quantithy (k) siano rispettivamente p, p+xv, P2
ptre..p-m, quelli delle () ¢, g+1, q+2...q-+n
Siano date due equazioni _
(m) A xm- A 2" o AT+ A= Ex)=0a
() Bux"-}-B,x""". civerenh By =Flx)=o0

(1) Cramer. Analyse des lignes courbes — Laplace Acad. Roy,
des Sciences An. 1772. Part. 3, — Gauchy. Cours fi’Analyse——-
Binet. Journ, Polit. T. 1X. Nostre Trasformazioni di alcune fune

zioni algeb. Pavia 1832,
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tontenenti le incognite &, y, e supponiamo che
si debbano » Trovare quelle coppie di valori, le
»quali sostituite nello stesso tempo in luogo delle
»incognite rendono soddisfatte !'una e 1 altra
»wequazione. 1 valori delle incognite in c¢iascuna
coppia si chiameranno , per brevita, vitlori cor
rispondenti.

Se ne fosse possibile il desumere da quelle
equazioni (m) (n) una lerza nella quale si trovasse
la sola incognita y , eliminandone la x, potrem-
mo, coi metodi esposti nel Capo antecedente, de-
terminare tutti i valori di questa incognita, quin-
di postone uno qualunque in entrambe le equa-
zioni (m) (n) trovare il valore corrispondente della
x comune a quelle due equazioni. Vediamo adun-
que in qual maniera si possa effettuare la elimi-
razione. Indico con a.(y), a.{y)s a:(y)...a,(y) le ra-
dici della equazione (n), supposta risoluta per ri-
spetto ad x, e soslituite una ad una nel primo
membro della equazione (m) cousidero il prodotto

() Ea). Ea,).Ea;).....FEa,
Essendo questa una funzione algebraica razionale
intera ed invariabile rispetto alle radici a., a,...a.
sl potrd esprimere per mezzo dei coellicienti della
equazione (1) (§: 62) Quel prodotto (p) eguaglia-
to a zero ha appunto per radici tutti i valori di
y atti a soddisfare le equazioni (m) (n), sara il
risultato della eliminazione della incognita &, ciod
la equazione risaltante cercata. A persuadercene con-
sidero due valori corrispondenti di x. y che sup-
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pongo x==x, y=—F: posto =6 nella equazif)l?e (n)

e sciolta rispetto ad x si ottengono le radici
a(€), a), . - . .. an(6)

alcuna delle quali dovra essere eguale ad «: sia

a=a,(€), e due valori corrispondenti saranno y==%

2 = a == a,{5). Questi valori rendono FE(a,) =o
“dunque annullano il prodotto (p), ciod € & rafdlce
‘della equazione (p) = o. Reciprocamente ogm va-

lore di y desunto da questa equazione annullera
qualche fattore, cosicché supposto che y=F¢ renda
E(a)=o0, x=aly), ed y=F6 soddisferanno anche la

(n), epperd I’ equazione (p)==0 & la vera risultante

cercata.

13g. 1l formare la equazione (p) ¢ generalmen-
te cosa malagevole, onde convien ricorrere ad al-
tro metodo. Noteremo perd dapprima a qual grado
ascenda quella equazione. potendo tale notizia es-

-sere scorta nel giudicare la esattezza del risulta-

mento di altre’ operazioni. Qualunque termiue
della equazione (p) ¢ un prodotto di potenze intere
positive de’ coellicienti (k), (§): il grado di quest(:\
termine per rispetto ad y dipende da quello di

‘ciascun - coefliciente , ~ cosicché supponendo che

ognuno si riduca alla sola potenza maggiore di y

in’ esso contenuta non cambierd il grado della

equazione risultante. Possiamo adunq:ue surrogare

alle equazioni (m) (n) le due seguenti

(m'y aypxm™ < . et m—t L ..
... -l-az,:)'P’*"x”‘—" ..... i ]‘P+’": 0

(Il’) 6’0’7xn+€,.7q+|“mn_.- e 4t e e e +6n_] G =— o
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ove z, € non contengono la y; sarh
(p)=y"r(z.a.m+ayam" . Ye.a.m4 .2 ya,m" 4 .. Jecc.

=y"P {a,M(@d,a300 n)" Foern}
un termine qualunque di questo prodotto avra la
forma seguente

e

. ) om —p n—r. Meiar,  F $+r...%7
(‘7) %py Grgeendp, X @; a, as e

Yo, Y

la cui dimensione rispetto alle raditi a., a...... é
‘r_nn—-r.--'-f-r,...,.—r,,‘ Sostituite nella (p) alle somtna-
torie composte (§. 64) i loro valori espressi pei
coefficienti della (n') ordinata, ed indicato con

L Eya+\R, (€4t nh, €y T \in
0 (= R
\ 67 8,79 €9

un termine della funzione sommatoria che deriva
da (4), comprenderemo dover essere

(5) hi+ 2k, 4 3hs.cn - nhp = mn—r. — F...—Ta¥
P €. y9-+1 +2
Diffatti rappresentando (§. 9) ﬂ-—, AR ‘e
. €9 €7
la somma delle radici della equazione (r'), dei
loro prodotti due a due, tre a tre, . ... sarh

h, - ah, s~ 3h; . .. . la dimensionc di (r) ri-
spetto alle radici a., a..... la quale deve egua-
gliare guella della sommeztoria composta che deris
va dai termini analoghi a (g). La somma () deve por
moltiplicarsi per ]"'n+"’"'+r", cosicche la dimensione
per rispetto ad y del suo nunieratore sara

(g+ D) (g42)ha ... (g+n)indr Aol ==
=q(heA-Parc b)Y (B30l 1 4 Toe 1)
=q(lu+-ht-hn)-mn : e quella del denominato-

136 :
re sarh g(luf-ho ). Siccome poi tulti i ter-
mini della risultante si trovano affetti dal deno-
minatore €7, per-toglierne le frazioni rispetto ad
7 bisognera moltiplicare per la potenza piu gran-
de del denominatore medesimo: la maggior dimen-
sione delle radici a,, a,.... nella equazione (p) sieé
(atas . .. ... ay Y
i termini che da essa provengono offriranno il
denominatore €9 elevato alla potenza pii gran-
de, e siccome (a.q,....a,)" fatta astrazione

= —Pt
oA )m , il grado di detta po-
€.y9

al segno eguaglié (

tenza sara mq. Molﬁplicata la risultante per (6,y7)™
la dimensione rispetto ad y del termine (q) diverrd
G(h.+"o...-hn)}-mn-4-mq meno quella del deno-

minatore dello stesso termine g(h.-}-.... +h,),

ossia mn--mgq. Essendovi poi nella equazione (p)
il fattore 97, la dimensione per rispetto ad y
della risultante , cio¢ il propi‘io grado sara
mr+mqg-+np=(m-+p)n-+q—pq (1)-

140. Passiamo ormai ad esporre il metodo di
eliminazione dovuto a Bezout. Se le equazioni
(m), (n) sono di grado diverso supposto m>n ca-

B, B,
vo dalla seconda x":_—-—]}-x"‘"-——-]}-'.r"—ﬂ...gquindi

o <o

(1) It cel. Sig. Poisson ha dato uoa dimostrazione assai sem-
plire ( Journ. Polytec. Cahier XI. ) per il caso di p==q==o0.
Veggansi pure Bezout Théorie géncr. des équat. algeb. Paris 1779
Lacroix: Traité du calcul different. et integr. Tom, 3.
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. ’ Bl B'
) x"+'_——=—-‘-§-x”—7x"—' ..... moltxphco di poi 1

membri di questa equazione per x, pongo nel
secondo membro 1l valore di a7+t fornito dalla
equazione medesima ed ottengo x"+* dato per x*
e potenze minori della a : moltiplico di nuovo il
risultato per & ed eliminata z"+' mediante la (Z)
ottengo x"+2 dato per x" e potenze minori. Col-
lo stesso metodo si formeranno i valori di tutte
le potenze xn+1, x+2, ..., x™ espressi per a”,
x"—1.... cosicché sostituiti i valori medesimi nella
equazione (m) quelle equazioni saranno ridotte en-
trambe allo stesso grado.

143. Supponiamo adunque che le equazioni a
trattare sieno .
() Aaxn + Axv— 4= A xn—2 . ... Sdph

+ Adrxn—r 4 App "1 + dp=o0
() B.x® 4+ B.x*' + B.x"2 ... 4By
4 Bx"—" 4 Bpp,x " ... o+ By = o.

Si prenda nella equazione (II) la somma di piu
termini consecutivi partendo dal primo fino , per
esempio, al termine B,.x"—, e soppressa la poten-
za x"—" comune, ne verrd il polinomio

(v) Baxr 4+ Baar—' & Bxr—. . ...+ B,

per il quale moltiplicheremo Ila equazione (1) :
Desunto analogamente da questa equazione il po-
linomio

@ Ao.r'-i-/l..z"—l ce e+ Ay
si moltiplichera per essola equazione (II), quindi

238 :
sottratti I' uno dall’ altro i prodotti ne caveéremo

Axr A, 2= o A YI)—(Bxr=B.ar— .4+ B ))=0

Questa equazione ascende al grado n—i rispetto
all’ incognita x; come si comprende scrivendola
nel modo seguente :
(Ax" 4 e + A)Y(Bir” A= oo 4 BT
4+ Brpxn =t + B. }
(B = ...... 4= B)§( A s t-A )T
+ At L 4 Ay}
@) = (A Brpr—Bodrp)x™"'+ . . . .. . =0

Dunque se i due pohnom} molhphcaton (x) (v) si
supporranno “da prima i soli primi termini ., ed
A dipoi i binomj Box4B.; Aux4-A. ecc ciod
in (?) (v) si fingano successivamente
re#o,1,2......fn0oadn—s

ne deriveranno n equazioni analoghe ad (x) , cia-
scuna del grado n—1, cosicché considerate le
diverse potenze della «, ciod x, x*, x*.....a""
come altrettante incognite lineari di diverso no«
me , ed effettnata la eliminazione delle medesime
coi metodi appresi nel §. 137 si avra la risultante
cercata. Infatti colle equazioni (I) (II) sussistono
tutte le (x) derivate da esse: queste non ponno
verificarsi quando non regga ld risultante nomi-
nata, onde dalle (I) (II) ne segue necessariamente
quella equazione risultante. Viceversa sussistendo
la risultante hanno luogo tulte le equazioni (x),
le quali importano essenzialmente le (I) (II); al-
trimenti considerate le



139

(Aox".o.. 4= A )AT) — (Boxrio. 4= B)I)==0

(Aot cocit-A x4 A1) (A1) — (Box™.....

+ B"‘r+Br‘4-l) H=o
sottratto dalla seconda il prodotto della prima per
x ne verrebbe
At (I)=B,4..(I)=0 ed anche
AL(H)—B]l(I):‘_O s

quindi A4, Bj—AyB 4, =0, e tutte le altre equa-
zioni simili fra i coefficienti delle due equazioni
proposte : il che & assurdo.

142. Applicati alla risultante i noti metodi di
risoluzione, eonseguiremo tutti i valori dell’ inco-
gnita y. Ma come se ne otterranno poi i valori
della & che a quelli corrispondono? Essendo quei
valori di y dati generalmente per approssimazione
ne sard forza usare del metodo seguente. Riprese
le equazioni analoghe alla (x), ommessa una ad ar-
bitrio, ed eliminate dalle altre le potenze x=,x3....
a" (§. 13G), si avrh una equazione della for-
ma x.90)4+¢(y)=o0, essendo ¢, ¢ funzioni al-
gebraiche razionali della variabile y. In questa
sostituiremo ad uno ad uno i valori trovati di y
e se ne avranno i corrispondenti della x.

143. Accadera talvolta che un valore di y=F¢
renda ¢(6)=o0, ¢(6)=o cosicché il corrispondente
della x si presentera sotto la forma indetermina-
ta 2. Di cid & causa I’ esservi molti valori della
x, i quali insieme ad y=6 soddisfanno le equa-
zioni (m) (n). Se quei valori sono due soltanto
si otterranno ricavando dalle equazioni (x) una
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del secondo grado in x; ma se sono trc. quats
tro... sard d’ uopo procurarci equazioni in x le
quali siano rispettivamente del terzo , del quarto
grado ecc. mentre quelle di gradi minori si tro-
veranno identicamente soddisfatte.

144. Se -le due equazioni propeste avessero
qualche fattore comune contenente la sola x,
la sola y, ovvero le x, y insieme bisognera deter-
minarlo con molta attenzione poiché nel primo e
secondo caso i valori dell’incognita che annullano
quel fattore lasciano I altra incognita affatio inde
terminata: nel terzo caso quel fattore comune
rende la questione indeterminabile, perché quel
fattore eguagliato a zero fornird infinite coppie di

valori per.x ed y le quali soddisfanno alle equa-
gioni proposte.

145. Allorch¢ fossero date molte equazioni fra
altrettante incognite combinandole due a due col
metodo antecedente potremo eliminarne una e
conseguire fra quelle che restano un egual nume-
ro di equazioni. Rinovando la stessa operazione
ne elimineremo una seconda, poi una terza ecc,
e si giungera per ultimo ad una risultante con

Si veggano: Accad, di Berlino, Eulero, anno 1764, Las
grange. ann, 1769, — Bezout Accad. delle Scicnze di Pae
rigi anno 1764. — Mem. del prof. Jacobi Giorn. del Sig
Crelle vol. 15, e Vegg. le opere cit. pag. 132. Le nostre Ris
cerche sulle Equazioni, artic. 2. e 3. — Abel, Annales de
Gergonne T. 17,
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una incognita sola. Le equazioni amaloghe alle (x)
fra due incognite, per le quali si sarh raggiuntala
risultante, forniranno la espressione. lineare dell’ul-

tima incognita eliminata in funzione di quella ri~

masta nella risultante. Il penultimo sistema di
equazioni analoghe alle (x) che invi)lgei'é ;tre in-
éognité ci condurra a conseguire il vaplore della
penultima eliminata espresso per le altre ;e eoe
si ascendenda : alle  equazioni antecedenti si ot
terra la espressione lineare di ciascuna. Sostituen-
do pai una radice della risultante nella espressio-
ne della penultima incognita,, qumdl 1 due valori
ottenuti nella formola che di la tery ultnna e
cosi ascendendo si troverd quel gruppo di valor:
corrlspondentz di ‘tutte le incognite 1 quali soddi-

af.mno contempqraneamente alle proposte equa-

ZlOl]l

146. 1 diversi processi'di calcolo che ablnamu‘

indicati possono .perd introdurre radici estranee
alle equazioni date ‘complicandone inutilnente i
calcoli, onde giovera talvolta pervenire alla risul-
tante combinando altrimenti ‘le eqnazioni date ,
e sopprimere le radici non comuni alle risultanti
diversamente oltenute (1).

147. A compimento di questo capitolo faccia-
mo applicazione delle regole esposte alla ricerca

(1) I cel. Ruffini nella Teoria delle equazioni dichiara che
il metodo delle eliminazioni successive conduce con certezza alla
vera equazione risyltaute, ma buone ragioni inducopo a dubitarne,
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delle radicn immaginarie di una equazione. Ac-
certati (-§. 52 ) che Erx)=o ammetta radici delia

forma ‘a-l-'-ﬁ\/-—-'x (§. 38) nella equazione
E(r-t-a) E(a)-;—jE @+ :E. (a)+ +7'E,(a)+ +_r'"
sx ‘ponga _7==b\/--| ed avvertendo che
e sl o et L
si avrd °

@) Bakbv—y=iF)=b . (AP E (i)

4 {E(a)—bEf(a)+ B E(a)—.. Joy—1

Se’ a+b\/——l fosse ‘radice dell’ equazione E(x)=o
la’ quanuth (y) iarebbé mxlla 1dient1camente cxoé

avréfsSxmﬁ -

E(a)——b‘E (a)+ b‘EA(a)—-—bﬁEs(a)-}-....

,(,a)—-b E;(a)+b4E5(a)—b"E7(a)+....—_:o ‘
equazxom fra le- due incogoite a, b, delle quah ne
desumeremg i _valori coi metodl antecedentemen-
te. sviluppati.

148, Le dolitrmﬂ esposle oﬁ'rono mezzo di
risolvere il problema della trasformazione (§. 62)
_eliminando dalle equazieni fa., a,--3)=)> E(a.)=a,
Ba)s=o0,.EBa)==o le radici a., a,....ar.

‘‘‘‘‘‘
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Si propongono ad esercizio i eeguenti esempi.
Equazione Radici
.Z“—-.Z‘3—x 3xa+ ‘6:”—"48:-0 4-' _—4’ 1 d: V—-‘ 1

3 F YR
x +%x Lay4-3=—o . ... 4 3,-, —3

LS e 13204 =67 23— 17 1207
+216L—108=0. . . ... 3 tripla, 2 doppia
=3 f=0 . ... .... 1, 2 doppia |
X3—2x—B=—a , . ...... 2,0945515
X=X +7=0 . . ... ... ::ggg;
—3,04852
, 2,5736+8
—21xg=dr=0", . . . .. 2,7zGSg
—5,2908589 . _
x44-6x°+-8y3.2—3=0 . , , —V3, M
B Vs N
Risultante
L . % .
yE—3zf17=0 z 5210—]-;3-_3-33 3—6.47‘*
(r—vx4x—a=a {' * ° ° } Radici corrispondenti
(x=1,y=2)
(r=—1,7r=4)
?isultante :
25y —noybem1 26y
| Ardr—addy=o

()’—1).1-’—1:21'--5]4-3:0 Radici corrispondenti
Ja4gr—ior==ol = |(r==1, x=1)x==2, y=3)
(x::—s:i:\/lo ’

B —3+3V1a

— N— men——

144 _
SEZIONE SECONDA.

" APPLICAZIONI.
Le dottrine spiegate si apphcano alla risolu-
zione di molti problemi, alcuni dei quali andere-
mo svolgendo nei capitoli seguenti.

CAPO 1.
Spezzaménto delle frazioni.

149. La matematica elementare insegna ad
esprimere con una sola frazione I aggregato di pia
frazioni date, ed interessa talvolta la, risoluzione
del problema reciproco cio¢ »Data una frazione
algebraica rispetto ad una quantitd, trovare altre
nfrazioni algebraiche, i cui denominatori siano del
»minor grado .possibile risp'etto a quella quantita,
.»ed il loro aggregato g‘guagli la frazione data.

: .

. 150. Saa Eg-i)—-lai frazione proposta. Se il grado -

del numeratore #(x) non ¢ minore del grado di
Erx) effettuata la divisione e protratia finche. pos-

sibite, chiamato Q(x) il quoziente, R(z) il residuo,
siavrh .

Fz) . . R
B = W

¢ lo spezzamento si eseguirh sulla frazione pro-
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pria f—;(—) Siccome la somma delle frazioni com-
ponenti deve eguagliare identicamente la frazione
data, cosi sard E(x) il prodotto dei loro denomi-
natori ; cio¢ quei denominatori saranno i fattori
del polinomio FEfx). Dunque posta Efxj)=o, e riso-
luta la equazione, se a & una radice, x—= fattore
di E(x) potrd essere il denominatore di una fra-
zione componente. Perché tale frazione sia sem-
plice quant’¢ possibile si finga
R(x) H
@ Bx) 1
essendo H un numero incognito, S7x) la somma
di altre frazioni. Dalla equazione (a) si desume
(b)ﬁﬁz x—a) = H+ (x—a) Sx)
i membri della quale devono essere scritture alge-
braiche differenti della medesima quantitd ; cosic-
ché questa equazione (b) dovra aver luogo qualunque
valore venga attribuito ad x. Se « & radice sem-

E(x)
x—a

+ S(x)

plice di E{(x)=o, il quoto non ¢& divi-
sibile per x—= (§. 6.), e quando la somma S(x)
non contenga in alcun termine il denominatore
x—a , posto in quella equazione (b) x==, nel se-
condo membro restera la sola incognita H ; nel
primo il numeratore R(x) diverra R(s), ed il de-

E(x)

. .. o .
nominatore ——— si ridurrd a - , il cul valore
R o

10

-
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(é 21.) non & altro che Erz). Avremo per con-
R(s)
E(x)—o fornisce molte radici semplici R

As oonee dan supposta

seguenza H= Dunque se la risoluzione di

fo) .4. A, As /411
Ul T, Y
©) E(.r) r—a, x—da, + X~~ds + r—ﬂn+ =)

conosceremo le frazioni componenti che corrispon-

dono a quelle radici essendo

_ Ra) _ R@)

= Eo@y T By

151. Ripresa la equazione (a) supponiamovi «

una radice multipla. Se il polinomio S(x) non

contenesse frazioni i denominatori delle quah fos-

sero potenze di x — « maggiori della pnma la

equazmne (b) sarebbe erronea, mentre fatto x-—a

il primo membro avrebbe un valore infintto re-

stando finito il secondo: dunque tra le fraziont

componenti la data alcuna dovrd aver per deno-

minatore qualche potenza ( (x—a): affincheé le fra-

zioni siano semplici quanto & possibile fingiamo

R(x) = - a + 8 (z), quindi

Erx) (x—a)t
R(x) — == x—a)tS(x
B (e H - (i S(e)

Se in S(x) non esistono frazioni aventi nel denomi-
natore potenze di x—e eguah o maggiori della ¢ esi-

A,

ma, posta in questa equazmne x—= resterd nel se-
condo membro la quantith H finita; e perché sia
pure finito il valore del primo dovra essere (x--a)¢
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la potenza maggiore che divide il polinomio E(z).

Sara R(x) ,il valore di R(x) ed e che si pre-
senta sotlo la forma indeterminata —, sara (8 21)
. o
., E(z) R(z)
E = o H= .
! (“) 1.2...¢ e perd # E, (»)

Dunque se la equazione Efx)==o ammette una
radice b, multipla secondo il numero 7., indicata
con 7(x)la somma delle frazioni ottenute, le quali

L corrispondono alle radici sewplici, si avra

Rx) B,
. ((l) _E(,r) = 7 (’L‘)—!—- (-._I,Tb,)" )+ S f (x )
ove B, = E%?;))T » ed S.(x) rappresenta la som-

ma delle frazioni che restano a determinare.
152. Sia E{x)=(x—b.)*+Q.(x), dalla equazione

(d) si desuma o

© ﬂ‘f) B, =B(x)—BuQ.(x)
Ex) (x—b)m Ex)

Siccome il polinomio R(x)— B.Q.(x) algebraico

razionale intero rispetto ad x s annulla ponendo

x=b,, perche¢

R(b.) — B. Q. (b)) =R(b) — E,,(b.) . B. =0
x—b. sara un fattore di R(x) — B.Q.(x), per cui
supposto  R{x)— B, Q.(z) = (x—b.) Q.(x), la equa-
zione (e) si ridurra alla seguente .

Qua) . = T(x) + ).
(f) (.1'-—-1).)"1"“ . Q-(.'l‘) - T( ) g S‘()

= Tx)4-8.(x)

8
;’itrehbe essere R—B,Q, == (x—b)}Qn (x) essen~

do A>1, nel gunal caso Q.(b.)=o, € la (f) sarehbe
Q (x)' = T(x) + S.(=)
(@ =—b.y 2 Qu(x) . .
Ma continaando a considerare la e(.plazxone(f)l;o ia-
mo che fra i termini componenti S.(m)'dovr esi
stere una frazione avente il denominatore

(x—>b.y»s—* (§ 150.) e supposta

B..
Si(x) = p—— + S. (%)

Q:(bx) ] N ) diverrk
a B, = ————, ©la equazione f
sara 0.0)

Q.(x) _ __ B +5.(x)
(g) (-’L‘-—*b,)"""Q.(x)——T(x) -+ (x——b )n,—-l

ossia

Q’(x)—"'BlQl(x) — Tx)+s,(x)
(.r—-—b,)"i—“Q‘(x) ( '
Ma Q.(x) —B,Q.(x) postovi x=b, diventa
Q.(b,) — B, Qub,)=o
per cui ¢& divisibile per x—b,; dunque supposto
Q.fx) — B, Q.(x) = (z—byJ Q(x)
dalla equazione (g) deriveremo
Q=) = T(x) 4 S.(x)
(x—b,y*+—2Q (%)

Questa di nuovo ne apprende che fra i termini

La ricerca della forma generale dei quozienti Qi, Qa.... pud
servive allo studioso di utile esercizio.
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di S./x) uno si trovera della forma 5,

(@—b i

e sard il numeratore 8,— -Qa—(lii
| Q.6
Continuando 1o stesso discorso comprendiamo
dover essere

_Rl'f) —_— "4, 1 A,
Ex) — x—a, + =
B, B B '
e - L] Ty
(x——b,)"t +(x—b,)"x—l+'"+x—_t , +Sn_., (xj

ove S,—{(x) rappresenta la somma delle frazioni
c?rrispondenti alle altre radici multiple della equa-
zione Ex)=—o, le quali entreranno a comporre la
frazione proposta come quelle che corrispondono

alla radice 4,.

r

153. Indicata con X la somma di tutte

.1‘—(1,-
e frazioni provenienti dalle radici semplici, e con

2 Bo + B| -Bn—-x
(x—b, ) (x—b )= et x—b,
la somma di quelle ‘ dovute alle radici multiple
della equazione E(x)=o, si avra identicamente

R 4,
) 5 +z(_B_° _,_B"—')

E(x) T—a Py

(x—b ) +- x—0b,
Infatti trasportati tutti i termini nel secondo mem-«
bro e ridotte le frazioni al denominatore E(x),
Grx)—R(x)

si rappresenti il risultato con . -
Ez) Il po
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linomio G¢x)—R(x), il cui grado & minore di m,

-si annulla allorché si sostituisce ad x una radice

qualunque della equazione Efxj—o, dunque sara
identicamente G(x) — Rfx)—o, altrimenti questa
equazione algebraica ammetterebbe un numero di
radici maggiori del proprio grado (§ 7 ). Dunque
¢ vera la equazione (7).

154. Se alcune radici della equazione E(x)=o
fossero della forma a=+€y—1 lo spezzamento h)
offrirebbe fraziem aventi il denominatore immagi-
nario; la quale apparenza in alcuni incontri po-
trebbe essere molesta. Basta perd rinunciare in
parte alla semplicita delle frazioni componenti per
ridurle agevolmente a forma reale.

Sia b, —=a + fyV—1 (§151.) e c,==a—PBY—1.

ne corrispon-

Bn.—t
(‘T—bl)t

Alla frazione componente

Cu.--t
- ove Bp, —¢, Cn, —; saran-

(r—c, )t

derd un’ altra

- mo i valori di un medesimo polinomio algebraico

A(x) corrispondenti ad x—=a=t=By—1 : riducendo
percid in una sola quelle frazioni ne verra
an -1 + Clll —
(x—b,) (x—c,)t
A (2 + By — 1) (x—c,)t 4 A(a— By —1) (x—D.)?
(x2—(b,+c,)x+b,c.

ove b,4c,==2a; b.c,=a*-}-f3*, cioé reali entrambi.

Sviluppando poi il numeratore, come si & fatto

(§ 147.) della quantity E (a4 by/— 1), vedremo



151
che tutti i termini di ALy —1) . (x—c,), i quali
contengono v/ —1 elevato a potenza dispari tro-
vandosi- pure nel polinomio A (z~—By—1) (x—b,)
affetti da segno opposto , verranno distrutti; men-
tre quelli nei quali By—1 & elevato a potenza
pari si riducono spontaneamente a quantitd; reale
( veggasi § 147) (1).

Nelle opere di Eulero e Lagrange pitt volte
citate pud vedersi come si ottengano direttamente
le frazioni componenti i cui denominatori sono
potenze intere dei divisori reali del _secondo
grado. ‘

CAPO 1L
Estrazione di radice dai polinomi irrazionali.

155. Dato un binomio a+& del quale almeno
un termine sia irrazionale del secondo grado, im-
porta talvolta conoscere se il medesimo, o il pro-
dotto di esso per un razionale £, & una potenza
di certo ordine n, e quale ne sia la radice. A
tale oggetto si osservi che quella radice sard un
binomio x+y in cui & o y od entrambe sono
irrazionali del secondo grado, cosiccht supposto

(1) Veggasi a maggiore istruzione: Enlero Introduct, in analy-
sin iofisitorum T, I. — S.r Gauchy Cours d’ analyse — Mem,
del S.r Crelle. Giornale citato — Acta Petrop. 1780, — Sir
March, Rangoni. Societd Italiana T. XXI anno 1836.

152
'(a):li k(a +b)} =z + 7 ne verrd
6) k(a+b) == ettt X! ¥y + n (n—“"l)

La identith di questa equazione richiede che es-
sendo per esempio a razionale anche il secom'io
membro consti di due parti omologhe: se n & dis-
pari la equazione (€) scritta nel modo seguente

x"-’J" 4= eenee

kia+b)=x [x"—'+ 'i(-n—_—-ll =3y )+

2
n(n—1)(n—2)
ylnar— 4 nin—1)(n—2) xn=3 y» + ]
2.3

ne indica che la x o la ¥, per esempio la prima,
dovrd essere razionale, essendo razionali le quan-
tith fra le parentesi quadrate; ma se n ¢ pari po-
tranno le x, y essere irrazionali entrambe.

Se poi ambo le quantita a, b sono irrazionali
la equazione (€), scritta come segue,

k(a+b)=| x"+ nn—Y a2y . ] 4

2
- )‘[n.r"—ﬁ N n(n—2 ljgn-—z) b ... ]

si scorge essere erronea quando z ¢ pari, da che
il primo termine del secondo membro ¢ razionale
dunque »un binomie i cui termini sono entrambi
»irrazionali del secondo ordine non pud essere
» una potenza d’ ordine pari.

Moivre. Transaz. Filos, ann. 1707 e 1737 — Eulero. Co-
ment. Accad, Petrop. an. 1741 43. —Newton. Arit. Univ. colle
note del Castilioni = Ruffini. Corso di Modena T. IIL cap. 6.
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Affinché la equazione (€) sia identica dalle

cose esposte raccogliamo dover essere in qualun-
que caso '

() ak=x" 4

bk=nxr—1y 4 'ﬁ(ﬁ:’%:ﬁxn—sjs .,

n(n—1)
2

quindi k(g—b)=x"~i 4. =(X=y)" , O8sia
vV {kla—b)}=x—y. Moltiplicata poi questa equa-
zione per la (a) ne segue y{k*(a*—b?)}==x*-y>,
cio¢, siccome x*—y* & razionale, ii monomio
k*(a>—b) sara una potenza nesima esatta che chia-
mo c%, epperd x*—y>=c (¢). Dunque la quantitd
sinora indeterminata dovra rendere k*(a*—b*}=c".

Si ponga ormai nela prima equazione (7)
X*=y*—C € ne verra

() x" 4= '—l('-l-;:-)x"-'ﬁ(x’—-c) +-
n(n—1)(n—2)(n—3)
2.3.4

dalla quale desumeremo la x incognita.

Se a ¢ razionale ed n dispari lo sard an-
cora la x di cui troveremo il valore coi meto-
di del §. 89: se n & pari potrd la x essere un
monomio irrazionale del secondo grado, ma posto
in quella equazione x*=z la risultante in z am-
mettera una radice razionale qualunque volta la
questione sia possibile.

Se poi a, b sono irrazionali entrambi, per cui

7/

=i —c) + .. ... =ak,

‘15

n fia dispari, la x lo sarh ancora ;" quadrato un
membro e I altro della equazione (¢) ovvero (),
la risuljante conterrd ovunque potenze pari della
a , cosicche posto z=z I equazione in 2 dovra
essere dotata di una radice razionale.

156. 1l caso contemplato §. 154. & quello che
occorre pii frequentemente, ma la dottrina (‘lelle
equazioni- offre i merzi per risolvere la questione
in ogni incontro, o almeno riconoscerne la im-
possibilita. Si domandi a cagion d’esempio se esi-

sta e qual siala \"/lk(a+\/b+\/c)} essendo a,b, ¢, k
numen razionali e k indeterminato. Si finga
©) Vika+Vb+ Vel =xVytvz
colla guale dovrd pure verificarsi la
&’f(a-k Vb—Ve)=x4Vy—V3z ;
ed anche il loro prodotto :
VEflat-ybp—et = (@ VyP—s:

ela ’:/k=§(a-—\/b)’-—c§=(x——\/y)=——z, ed il prodotto
di queste

'\"/kﬁ {(a*— b)y—ac(a*+b)-c} =(xr—y)r— 232> - y)b3*

Di qui apprendiamo che I indeterminata k. dovra
ridurre razionale il primo membro, ed indicatone
§1 valore con ¢, ne verra

; () (x> ==y) —23(x*y) 5=
Essendo poi k(a-jl—\/b+\/c)-_:(x+\/j+\/z}" effet
tuata la potenza nel secondo membro , e ricava-
tene le altre tre equazioni che si ottengono cams
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biando i segni agli irrazionali , ne elimineremo
V7, V5 (§. 145), poi dalle due risultanti e dalla
(») eliminate per esempio le y,z, si avrd a risol-
vere una equazione colla incognita x. Se questa
equazione non ammette radice razionale oppure
monomia irrazionale del secondo grado la equa-
zione (z) sard assurda.

Non dissimilmente dovremo procedere quando
la quantita irrazionale data si componga di quali
e quanti si voghano monomj irrazionali, del che
tratteremo altrove.

CAPO 111
Multisesione degli angoh'.

12 celebre nella geometria il problema della
iscrizione de’poligoni regolari nel circolo e della
multisezione degli angoli, trattato gia con mano
maestra da Euclide nel libro IV. de’ suoi ele-
menti, e tanto oltre promosso dal profondo geo-
metra di Gottinga. All’ elegante argomento dediche-
remo il presente capitolo collegandolo alle dottri-
ne esposte.

157. Le radici immaginarie della equazione bi-
nomia {(a)x™+1=—=o (§§. 32, 38, 73) si rappresenti-
no con r{cos¢ ==y —1seng) per il che dovrd ess
sere (6. 33) rm(cosmy+y—1i.senmg)==F1, ciod
7% cos me==T1, r“senmyg—o. Quadrando poi som-
mando queste equazioni He seguono r*m=—1 cioé
r==1t (§§. 32, 73) cosmg=F1, senmg=—o ossia

156
mg=—hn, essendo A un intero dispari o pari se:
condo che nella equazione (a) si considera il se-
gno superiore o I'inferiore.

Esaminando specialmente la equazione x™—1=o,
posto mg=—ahr, tutte le radici della medesima

saranno date dal binomio

® cosié-i vV—1 senz;’?-

quando si faccla k=o, 1, 3,..... fino ad '-;-, ovves

! secondo che m & pari o dispari, da

ro ad "
che fingendo per esempio nel primo caso

m ..m
b=—==i, ove i =—, avremo
2 2

anfm anfm |
Cos——{ = i | == y/— 1 sen == —-:l___-z)ﬁ
m\ 2 m
an ani
—cos-—-+\/—-1 sen—e,
m m

158. Siccome il prodotto de’ fattori lineari cor-
rispondenti alle radici conjugate () non & altro che

k
(© x’—zxcos%r-l-x ne segue (§. 39)

(d) x=— x:(.z" —ax cos- L 1)(x=—mxcos—+ )

cui aggiungeremo in ultimo il fattore x—1 oppure
x>—1 quando m sia dispari o pari. Quindi ne de-
riva un celebre teorema dovuto a Cotes; cio¢ se
con raggio eguale all'unitd si descrive il circolo,
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poi in nn raggio, prolungato ge abbisogna, si prenz
de dal centro una lunghezza x, e partendo dal-
I’ estremo di questo raggio si divide la circonfe-
renza in m parti eguali; siccome i fattori trinomii
del prodotto (d) rappresentano i quadrati delle
rette che uniscono tutti i punti in cui & divisa
la circonferenza con quell’estremo della retta x che
non & il centro; il prodotto di quei quadrati egua-
glierh la differenza fra le potenze dell’ ordine m,
della x e del raggio uno (1).

15g. 11 quoto

X1 .
— =X e =1, 81
riduce ad s quando x=1 nel qual caso sono

. am ar ®
x’—-zxcos——-]—u::z 1—003—1 —2°sen*—
m

T 2%
z’——ﬂxcosi-b 1 ﬂn(l —0054_')'—'2'380’—
m m m

e e g o ¢ e o o ¢ o g o o 4 o g 6 % s s e

la equazxone @), supposto m dlspan, 8l trasforma
nella seguente
™ an 3n m~—t =
M= 5eN 2=, SEN =, SEN* —, 1000 s SO e e
m m m 2 m
ovvero
T an 3= m—3 % m \!
(e) sen—.sen —.sen —......5€N~m , == | — |3
m m m 2 m 27

8e m ¢& pari divisa la equazione (d) per x*—1 e
posto nel quoto x==1 conseguiremo la stessa for«

N -

(1) Questo teorema venne generalizzato da Moivze, Miscellae
pea Analytica,

:58

mola (e) in cui all ultimo f lttore del primo men-
m-—2 T

.

to sen
bi'o venga soatxtm m

La*equazmne x"'+|_o conduce poi a conse-
guenze analoghe che proponiamo per esercizio
allo studioso (2).

160. La formola (%) (9 66) applxcata alla equa-
zione x™——i——o0 ne insegna essere é(n)——-m (quan-
do n & eguale o multiplo di m, altrimenti S(rn)=o,
da ehe posto n=m.h siccome

A=Ad=...... =Ap—, ==0; avremo
S(md) 4= Am S(m(h—1))==0, cioe S(nph)y=S(m{h— 1))
epperbrS(mk;S(m) ma la stessa formola (k) ci da

S(m)+mAm==0 quindi S(ml)=m
Essendo poi S(mh + k) Am Symih— 1)+-kj=o0,
S(k)y=o eesendo ‘k<m, ne_segue S(inIA+A)_o

Se ora si osservi che
[anhz

o ohn  akm\n
S(n)—z(cos—-—-i—\/—-nsen—’;— =22008( ~———
Ove “indica la-somma delle qu‘mtlth che si ot-

tengono sostituendo i valori di A (§. 157) nella
funzione posta fra le parente.sl

. ahnn - o
Dunque 22003’ =o0 oppuxe =m,
4 ‘ m ,

) n . )
secondo che — & numero fratto od intero
. m S

> (2) Lezioni @ Introduzione al Cale. Sub. del Ch. Sig. Prof
Lotteri. T. 1. pag. 4o8.



Poniamo n = i o
n=r—s poin=r-4 s, e siccome

ahn 2hn
2he, . ahn
cos - (r s)+cos—-(r+s)=2<:os-—-r.cos'2—bfs
m m m
2hr 3 ‘
2 2hn ahr
cos - (r—s)—cos —(r+s)=2sen—r. seuZI—Ts
m m m
estese le somme 3 ad A==o, 1, 2........ m—1"he
desumeremo
2hn 2hn
2cos——r. cos——s
m m . m
Y, 2k [0 =7
Zsen—r ., sen—g 2
- m m

r—s r4-s
secondo che —» " saranno numeri fratti en-

trambi; ovvero upo solo; cosicehd fatto s.=r se

ar :
-~ non & intero, saranno

m
B Ihn X N -a H
3 cap i r=zsen’i’f~rr=-£;‘—- :
o Lam m 2 '

1612 Ogni qualvolta la equazione Zm— 10
potra risolversi algebraicamente, suppesto .

an an :
COS —— —_— ——— ) e ¥

~ +V—1sen—=a==by/—1 ne verrh cos—=q
e quindi sapremo inscrivere nel cerchio il poligono

regolare di m lati. La equazione x3— 1 =0 per
esempio, ci da (§. 81) o

23—

co S n
s 2 ) a1 ‘ .
3 —=yv/—1sen 3 =—3iiv—3 per cui

27
cos 3:——'/,: qumdi‘ si desume la regola nota per

iscrivere nel cerchio il triangolo .'equilaterc. La

160

equazione data essendo x* — 1 == o, divisa per

x—1 8i riduce ad xid-x'px*+x+1==0 a radici
. 1

reciproche ( §. 98 ). Supposto = =7 ne segue

—_1
y oy —1=0,quindi y= A

che dovremo so-
2

\/ 3
stituire nella formola a:-_-%i\/ (%——l) : siccome

oA 1 ‘7+3__. 5:tv5<o sa y_—iEVS
4 4 8

la parte reale della radice =, e percid
cos ar e 1 +V 5

T 4
geometrica di questa espressione, immaginato il
cerchio di raggio eguale all’unita, condotto un
diametro e per un estremo la tangente pure egua-
le all’ unith, I’ ipotenusa del triangojo di cui que-
ste due rette sono cateti avra per lunghezza V5.
Prolungato quel diametro nella parte esteriore del-
I'angolo retto, finch®' eguagli V5 e presa dal cen-
tro verso il prolupgamento la quarta parte di y5—1,
. an
avremo in essa il valore di cos-=

. Onde ottenere la costruzione

, € quindi una

regola semplicissima per inscrivere nel cerchio il
pentagono regolare (1). Quanto abbiamo dimostra-
lo nel § §17. ne apprende poi che

{1) fwvitiame lo studioso a conseguire la dimostrazione geo=
metrica di questa regola pili semplice della Euclidiana ( Lib. 4.
Prob. 11 Prop. IL.).
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ogui ‘pohgono regolare di 27-}-1 Iati pud venire
»insc i ?

" ritto nel cerchio geometricamente ; cioé me-
»diante la riga ed il compasso.

163. Dalla equazione cos— — VS d

= G o de

sume il valore della freccia _‘/5; quindi il lato
5—v5

del pentagono, medio geometrico fra 2 e — Y
b

. 5—v/5
sara V(_—z—) 11 lato del decagono ¢ la corda

sottesa all’ ango ol ; :
golo /,5 della quale conseguiremo

il valore colla nota formola sen: yr. \/( l—-cosx)
2 >

an

si avranno cioé¢ sen'/, - e \/<5 V5
124
8 »

J
cos'/,fsf-z YoV (642v/5) = 1—{—4\/5

mente il lato del decagono sard espresso da

3—v5) . .
\/( " ) Di qui ne segue che »la somma dei

(§ 154 ), final-

»quadrali dei lati dell’ esagono e del decagono
3—y5 55

2

»regolari, cioé ..
goart, 1+ , eguagha il

nquadra'to del lato del pentagono« teorema ele-
gante di Sereno (1).

(1) Buclide. Geometr, Lib. 13. Teor. 10. Prop. 10.
11
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163. 1 problema della trisezione dell’ angelo ,

e in generale quello della divisione di un angelo
in quante si vogliano parti eguali
risoluzione di una equazione algebraica. Diffa
(Sezione 3. Capo 2. form. XXXII) troveremo che
indicato con m un numero intero qualunque, sup-

dipende dalla
tt

posti 2cose=x, acosmg=24A , ha luogo la equa-

. m{m—23)
zione IM— MLm= ————— LM e
2
m(m—=24{){m—>
---——-——-——-—-( 4)§ )x""'G ...... —A=0 lu quale
2.

fornisce x, ossia ¢, quando sia dato mg.
164. Termino il presente capitolo collo spez-

xn
xl" + 1

ove m , n sSono

.
>

zamento della frazione

interi ed m>n: questione che interessa nell” ana-
lisi trascendente. Supposte k., A, due radici im-

maginarie conjugate della equazione X™—+1I=0,
xn 1§ A2 1 h,n 1
M1 N { hm— x—h, Ao x—nh,

sara

(§- 149 ) indicando colla lettera X la somma di
tutte le quantita scritte fra le parentesi e corri-
spondenti ad ogni copia di radici conjugate della
equazione zm4-1—o0. Le radici h,, h. sono rap-

presentate dalla formola

(2k+‘)n¢\/—-lsen(2h:;l)n (§. 157.) ed es-

cos
n

sendo hh,=1, ed hm=hm=1 (§ =) avremo
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;'-"-T—T= X b} A, +.<x—'ll=)+h="+'(x-——lz_)
m 2 —2(h, ~4=h )1
=3 x(k‘"+'+k:"+')'-(/z,"+lza")
" xr—x(h,+h,)+ 1
(n=t-1)n
xc )
_ 2, 0s(2A+1) -~ —-—cos(alz..g_,)g
m
x'-——nmcos(2h+ l)ﬂ—hl (5 33)
m

alle quali, essendo m dispari, si aggiungerd la

frazione l—.~—'.. (1)
m z41 7 .

CAPO V.
Della interpolazione.

Allorché il geometra intento allo studie d
cose naturali riconosce che una causa deteo i -
ha uno speciale influsso nel produrre uh fl':llmata
no, e non ha mezzo alcuno per ‘iscoprire 10"(1;'
pendenza dell’ effetto dalla causa, collo ] :
men.to o colla osservazione detert;lina le n‘:'Pen.
corrispondenti dell’ uno e dell’ altra uindlis “"‘f
ﬁnge- una legge, suppone cio¢ che I (;ffe‘ito osst
esprimersi Pel: .tale funzione della causa msdesi-
::b;;g iat‘t:xll;:iltx n que'sta funzione alla causa va-

osservati ne confronta i risultamen-

| (1) Vegg. per eserc. I opera citata di Moivre.
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ti apalitici ed esperimentali. Cosi Keplero e Neu~
ton scoprivono le leggi della gravitazione che mo-
dera i movimenti delle masse celesti e Galileo
quelle dei gravi presso la superficie della terra.
Cosi Neuton, Lambert e Biot istudiavano il pro-
pagarsl del calorico libero e condotto. Laplace in-
dagava le leggi delle astronomiche rifrazioni, Pe-
it e Dulong le dilatazioni dei fluidi elastici, e
per questo mezzo principahnente P umano intel-
letto svela le leggi ammirabili che regolano 1" ar-
monia dell’ umverso.

165. Quindi ebbe origine il problema della in-
terpolazione il quale consiste 1n ¢id »Trovare una
»funzione di una variabile la quale fornisca risul-
»tamenti di grandezza data, allorquando si attri-
»buiscono alla variabile medesima valori determi-
»nati in quantith ed in numero.

Siano (a) a,, @, @3- -+ an, 1 valori della variabile

) b, basbae b, i corrispondenti della
funzione , e siccome la patura di essa pud eleg-
gersi ad arbitrio fingeremo che dcbba esscre al-
gebraica intera e del minor grado possibile. In-
dicata la variabile con x, e con
A4Ax4A4 R v (. la funzione; il pro-
bléma sarhd sciolto per mezzo delle equazioni

Ao+ Aa, ... 4 Adp—ya P = b,,
A ¥ Ada, + . oonn- + Apnam—r=b. .. ...
Ao A amee. A apm—=b,, fra le incognite li-

neart Ao, A, .. ... Ay (8 136 x Ma per evi-
B P
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tarne il calcolo notiamo che supposta E(x)—o ia
equazione ordinata le cui radici sono unicamente

. : E(x
tutte le quantita (a), siccome r-—(—»‘- st riduce ad
X—a

t

E()a,) ponendo x—a, e si annulla per tutti gli
altri valori (@) della = (§. 21), cioé

Ex) _ . do cl )
(x—a,)‘E(')—_(_g)‘— 1, oppure —=o secondo che si
pone x=a., oppure eguale ad un’ altra di quelle
quantita («), e cosi & di

E(x) " Ex)
(x—a)EO@,) '( X =) L ay, )
@,....an ne segue che la funzione algebraica ra-
zionale

, rispetto alle

Btx) B(z)
(C) (x——{l.)E(')(a‘)b' T—a)E(a) A T .
Elx)

..... ———eeeeee— D'

{x—an)E(any) ’
dard per risultamenti le quantith (4 allorquando
alla x si sostituiranno le (a) che vi corrispondo-
no, come appunto si cercava.
166. Lagrange (1) ha insegnato come si otter
ga una funzione della forma
A.senarnx+-...o4=A,sen 2rvx.... 4 A e sEU 2(M—1 )72

la quale si riduca ad una quantita b, qualunque,

e . .o r . .
allorcht vi si sostituisca &x——. A tale intento si
m

i

{1) Anciens Mémoires de Turin. T. 3.
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fingano

an asn are
A.sen—.... 4 A,sen—of-....+ A,sen —...—b,
m m m

n 3 rr
A.seni +....+.4.;sen£i—......+d,senli—......=b,
m m m

e 8 ® % s+ & & s 6 s 8 % 4+ & % s s 4 e e 4 o =

arn arsw arn
A.sen—......+ A sen—.....4 A, sene—m......=b,
m m m

aim—1)sw
...... +A4,sen ( )

.......

m
a(m—1ajrr

ve..==dsen
m

Moltiplicate queste equazioni, partendo dalla prima

. . arn 4rr 6rn -
in avanti, per sen—, sen—, sen— ....... quindi
m m m .

sommati i prodotti, in forza delle equazioni otte-
nute nell’ antecedente ( §. 160 ) avremo

csvese——U e |

. 2 arn rr 2{m—1)re
A, ——1b,sen— +b,seni- teeenet-bm SEN ( )
m m m




SEZIONE TERZA.

DOTTRINA DELLE SERIE:

Alloraquand() in una formola algebrica si sosti-
tuiscono numeri alle quantitd indicate con simboli,
all’intento di conseguire un valore particolare
della formola medesima, & d’ uopo effettuare le
operazioni ivi indicate; cioé estrarre radici, deter-
minare angoli corrispondenti a date funzioni tri-
gonometriche e viceversa , trovare logaritmi di nu-
meri, e simili. E sictome rare volte accade che il
numero da cui vuolsi estrarre la radice di certo
ordine sia una potenza dell’ordine medesimo, che
quello di cui si cerca il logaritmo sia una potenza
della base, & d" uopo calcolare il valore approssi-
mato di quelle parti onde conoscere quello della
formola in discorso. Cambiando la grandezza dei
numeri sostituiti, all’ oggetto di avere altro valore
della formola, bisogna ripreudere da capo tutte
quelle operazioni. L’ algebra la quale si propone
di esprimere con simboli il risultato di tutte le
operazioni aritmetiche che ci & d uopo ripetere
‘ogni qual volta si trattano questioni I'una dall’al
tra unicamente differenti per la grandezza delle
quantitd date, I’ algebra dico consentanea al suo
scopo cerca pure di eseguire sulle formole simbo-
liche quelle operazioni le quali verrebbero effet-
tuate coll’ aritmetica per raggiungere un valore
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approssimato della formola ridetta a numeri: co-
sicch¢ esscndo data una funzione qualunque
flx,y,...) di pilt variabili &, y,....; assunta
altra funzione Frx, y,...) delle variabili medesi-
me, il calcolo della quale sia agevole per se, o
per tavole antecedentemente costruite, 1" algebra si
propone di conseguire una serie di quelle fanzioni,
che rappresento con

(a) Fx,y,...), Flx, y,... ). .. F, [ R

tali che prendendone molte consecutive, incomin-
ciando dalla prima in avanti, la loro somma offra
un valore approssimato della funzione primitiva
J(x.y,...), e I approssimazione sia maggiore
quanl’¢ pin grande il numero delle quantith sommate.

Le funziom («¢) formano cid che dicesi serie :
la somma

O Fo4+F 4+ F+......+F,....
chiamasi sviluppo in scrie della f(x, y,.....), la
quale suol denominarsi funzione generatrice della
serie. Le quantita (a) sono 1 termini della serie, ed
I, & il termine generale.

Data la funzione f(x,y,....), la forma della
L, y,...) e la legge con cui si succedono le (a)
sono affatto arbitraric: nei casi concreti possiamo
essere indetti a delle ipotesi dalla natura della
questione a risolvere ; i! che non assicura perd, che
la somma di pit termini (a) presi partendo dal
primo offra un valore tanto piu prossimo alla fun-
zione generatrice quant’ & maggiore il numero dei
termiui sommati, cosicché vi hanno dei sviluppi
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i quali non servono assolutamente, altri non
valgono che entro certi limiti delle quantith va-
riabili, ed altri che sono sempre applicabili. Nel
primo caso la serie si chiama divergente , e negli
casi si dice convergente. Quando una serie con-
verga verso la funzione generatrice questa si-chia-
ma somma od anche limite della serie.

Sebbene I' uso delle serie, che ho dichiarato,
non sia I’ unico, & perd quello cui dobbiamo I’ o-
rigine di questo argomento importantissimo dalla
analesi algebrica (¥).

Noi esporremo i metodi per i qualisi possono
svolgere in serie le principali funzioni algebriche
e trascendenti; tratteremo della loro convergenza
e divergenza, e faremo conoscere proprietd impor-
tanti di alcune serie speciali.

CAPO PRIMO
Serie di termini algebrici.

In questo capitolo fingeremo che una funzione
data di una sola variabile si debba svolgere in una
serie di monomii algebraici razionali interi rispetto
alla variabile medesima.

167. Se la funzione fosse il binomio irrazionale

m
(14x)", siccome ci & noto con quali regole da un
polinomio (1+x)m se ne estragga la radice di qua-

(") Archimede, De cireuli mensura.

A0 ' | _
]uZlqué ordine n, I applicaziohe di queste regole
condurrd direttamente allo sviluppo cercato. .Iu
fatti estratta la radice n esima dal primo termine

della potenza )
, ‘ mm—1) e
(a) (a+x)'"m"'+ma"‘-'x+&-—;—a"'-°x Fon -2

m
1€ - in ice: sottratta
si ottiene q" primo termine della radice: sot

Y .
da (a) la quantitd (a" ) = gm , formato il mono-

m ne—1 . )
mio n(a") e diviso per esso il primo termine

1 otti g J do termine
del residuo si ottiene ~an "2, secon

della radice. Sottratta da (a) la potenza
()
as 4 —ar x
n

per cui resta

m
.”_ﬁi_—-—__l)- am==? x* s i
2 .
diviso il primo termine di questo residuo per il priz
m m } o §

L m =

mo della quantita "(a 4-';; a x )

m
" pe verrd

] e ] Me—
nA Lok

a x°

cioé¢ per na

2
tergo termine della radice, e proseguendo la ope<




od §

razidhe si comporrd tutta ln serie cercata. h7ia
il metodo diretto non & sempre praticabile o
almeno riesce generalmente malagevole, per cui &
d’ uopo ricorrere ed altro principio, che ora ver-
remo dichiarando.

168. » Affinché la somma di una serie di ter-
» mini algebraici razionali interi rispetto ad una
» variabile si riduca allo "zero guando alla varia-
» bile medesima venga sostituito qualunque numero
» preso fra due limiti dati, & necessario che sia
» nullo per se eiascun termine di quella serie.

Abbiasi la serie
A, + A x4+ A, 2. .... N A -+

An—Z™? + Aper @™ 4 A2 = E(x)
la quale si riduca a zero sostituendo alla qua-
lunque valore preso partendo da un certo % ad
un altro k. Se k-w<k, saranno E(h)—o
() E(h)+oEH)..... d-om—=3E,,_o(h)twm—2F, _ (B)

S+ am—=1E,(h) = o

(§ 18.) qualunque valore si attribuisca ad » da
w=o0 ad w =k — A Dico che sard E (k) = o.
Infatti se cid non @, siccome nessuna quantita
b)) E(h),Eh).... puod essere infinita, chiamato
P un numero non minore della pid grande fra
quelle quantita (3) fatta astrazione al segno, e Q
il valore di E,(%) potremo fingere w piccolo co-
sicché sia

Plo+wr ... 4+0m) KQ

Fourter., Théor, de la Chaleur pag. 212. Sor Piola, Memor,
della Soc. Ital. T. XX, pag- 577.

#a

;,i) stesso valore o sostituito mella equaziane (a)
renderd il primo termine maggiore della somr.n.a
dei conseguenti (§ 31.) e perd non potra verifis
carsi quella equazione. Dunque sara F (h)=o0, €
collo stesso discorso proveremo

Eh) =0, E(h)=0, E(h)=o.... E,_(hy=o,

Ep_ih) = o, En(h) =o.
Essendo poi (§ 14.)
En 2 Ay Epey = m An h -} Ap—i 5

m{m—1) Ak + (m—1) An—ih + Am—s
2

Epan —
ne seguono, qualanque sia la grandezza dell'indice m,
Ap=0, Ap—y=0, Ap—y=0...4,=0, A.==0, A =0
come abbiamo asserito. -

16g. » Se le somme di due serie di termim
» algebraici razionali interi rispetto ad una
» variabile sono eguali allorch¢ si danno alla va-
» riabile valori presi fra limiti dati, i coelﬁcigntl
» delle potenze eguali della variabile medc?snna
» nell’ una e nell’ altra serie saranno eguali fra
» loro. Infatti supposto '
A4dx+Ax2 +..... = B4-B.x+B.x* ... ossia
A, —Bot-(A,—~B)x+(4,~B.)x>..... =0 -
per tutti i valori della = compresi fra i limiti dati
(§ 168. ), saranno
'Ady,— B,=0, A.-—B,=0, A,—B.=v.....

come abbiamo asserito.
170, » Trovare una serie ordinata secondo po-
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» tenze positive, intere , crescenti della variabile
1

» x la quale rappresenti la frazione m
Si finga
1
a+bx

da cui, moltiplicando per a-<4-bx , ne segue

1= Aa+x(Ad,a4bd)+ ..M An a-}Ap—b)}...

e quindi ( § 169. )

A,a=1, 4, a+bd, =o,... dpat+ Anwb=o0
b b

cioée A, = Aper, , Aper—= - Apea,
: a

ceen A, ..—_—I:.A,, A‘=-—-.b_A°.
a a

Le quali equazioni moltiplicate fra loro forniscona
A, = (—1)n g A, = (e-—-l)"-;%— e finalmente
I brxen
I ———— —— 2 — L

Indicando colla lettera ¥ la somma di tutti 1 mo-

poneudo

nomii che si derivano da (—1)?
=1 —

di seguito n—=o0,1,2,3....

171. » Trovare la serie che rappresenta la
» funzione (1 4 x)™, essendo m una quantith qua-
» lunque,

Si finga

() (+x)y*=d,+A,.x+4.x"... + A=\t dp X",

da cu, cambiata = in 7, si desume

:/10+A‘x+A,xZ-..-+A,)_|xn-, +A,;.Z"‘...
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((+ry)n=4di4+ Ay + 4.y ...... e quindi
@ (1+xp 14pm = (1 )" § Ao+ A,y 4 ...%
=ity o)l
Nella serie (c) sostituito x + y (1 4 x) alla x ne

segue ‘ ,
(e {144+ 701 + x)im=
A, + A x4y(14+x)) + A(x+y(1+x) ) 4.....

Sviluppate le potenze intere del binomio x + y(1 +x)
ed eguagliate le due quantity (d), (e) si ottiene
A+ Ay 2=t o =(A, + A X+ A2
+ 7 (1+x) {4, + a4 xA... +ndy " o
e siccome questa equazione deve verificarsi alme-
no per tutti i valori di y compresi fra limiti dati,
ne seguono (§ 169.)

A (4 2)B=m A - A XA 2 =(1 4-X)™ 0ssia A =1
ed A,(14rx/r=(14+x)} 4 +24.%.... +nd, x4
cioe A (A, 44, x....4+ Apey X4 )=

A A-x(A,+24.) e+ {0 dp + (n=—=1)Apmr } X" s
e (iuindi "

' A Apy = n Ay + (n—1) Au_,

) Apey (A —~n + 1)

n

Questa relazione tra i coefficienti consecutivi 4, ,

Apn—,, sussiste qualunque siasi n per cui avremo

pure

An—l -

vale a dire A, =

Ap—a (Ai—n~-2) 4 _Ans (A4 —n-+3)
n—1 P o n—2a




il prodotto delle quali fornisce

A (A1) (A, —=2) .. (Aiw=n-1)
I.2...1

Indicato ora con r un intero qualunque, siccome

A. & una funzione di m, supposto A.x= F(m)

avremo

(f) (+xm=1xF(m) ...., (1 +x)”"— 142 F(nr)...,

= ((1x)" )'"——<1+rx+r(r~ ) ...... )m

cosicché nella equazione (c) sostituita il polinpmio
rr—1)

An =

rx -+ x*...alla x sl avrd

2
1 4+ x Fmr) + . =1 21 F(m)+..
ciod Fmr)=rF(m). Nella funzione F{mr) entra
la m soltanto ed ovunque si trova la r; e:siccome

Fimr) == rF(m) cosi sarA Fim)=w.C (1),
essendo C un coeficiente numerico, epperd A.=mC.
Ma se m & intero C==1, dunque 4,=m; e final-
mente

1) (1+4x)m =2 (m_‘)(m—;ﬂ)?)-w(nuwn—;—x) on

172. Supposto m negativo, cambiato ciog m in
—m ne verra

() -

m(’""*"l)(m""z) (m—+-n—- l)( 1)
(+ )"‘ 1.2¢0..0

. m
e cambiato m nella frazione — avremo
r

(1) Legendre. Elém. de Geometr. Edit. X. pag, 286,

—————— e
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m m(r-m)(zr-m) ((n=1)r—m)
M) (b =2 T T

(ag; = a.x + a,x2 = . . .. + ar a7 )=
Ca a a, m
za-,"(x ol — X A+ — x’)
a, a, a,

Nella. formola (IT) del § 171. sostituito alla ' il
p’bﬁ‘nomio e-‘--}—glx....-i-z—r- 1 )x compren-
diamo ohe .1::' ver:'h rappre;entata dalla funzione

R sy

1.2v0elt
indicando con X la somma di tutte quelle funzioni

corrispondenti. ad n, =—o, 1, 2,... 1

. - - . a" "l
Sarh pure (=4 ... + _.x"-°) =
ao aO
n = - n o——n, nas
( t l) (nx n+l){a) a3 + xr—} I i
I1.2..... n, \ﬂu o
essendo- 1 valori di n, —o, 1, 2, 3,....n, sara
as a, na
— - .....+—.2""'3) =
a, a.

. n,(n,~-1 7 ,==N3—1 n2enl "3
= ( ) ( ) ) . _(_l_fxr -4\ | xem3
a. au

Qo

.....

ponendo successivamente n; = o0, 1, 2,....1n,
Continuata tale operazione comprendiamo essere



m(( ao;j— OQX + a2 ..+ a, 27—
—_ m—1)...,m—
=2 - 2( . n+l) . n(n—x)....(n—n.+‘)

- n(R=1)en(n,-n o) nr-l(nr\—-l'—'l)....;n. o

1.2...n, -
1.2e0ccndlp °

PR
- (Z—) ...... C—-) FNT | s e,

174. » Si deb : .
. algebraical ebba svolgere in serie la frazione

b+ bxdbas... b, xn

a,+ a,x + a,x: ... + A T

Se il grado del denomin
atore non supers
del numeratore, la frazione essendo n{)i:: Zl'le"'o
d_urrh mediante la divisione ad una parteJ inlten-
r¥spett<? ad x ed una frazione propria, alla ua;‘:
si_applicherd lo sviluppo. Noi fingeremo Zr 10
m>n. La serie cercata sia peret
Au+f.11.x-li-.d,x’+...+.4r x’+11r+.x"i"...d,\+,.x"¥-"
e moltiplicando per il d i 1 3
o e b;r)x’-: enominatore si avra
Aotot-1(d 00+ M)+ 24 a0+ A 0, Aoa) }-
T ot At b ot )
a cut (§ 170) ne seguono )

4.a,=b,, 4o+ Aoa.=b,,00 Appun—+, A, i dy=0

I MR
P f]uah equazioni troveremo i coeflicienti
della seric cercata. I primi i

ata. I primi 4, A., A,

177

=y 4 l)a n
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pendono dal denominatore e gli altri ne sono iD=
dipendemi, ciot il coefficiente di un termine qua=

-lanque Arym-st forma ricorrende ad un RUMEro M

di coefficienti antecedentemente determinati , ed
eguaglia la somma dei coefficienti Ampr—1 2
Amgre—a s+« A, moltiplicati per

P a, a’ a’.
) — —— s e . e -
©) a,’  a’ a,

La serie dei coeflicienti 4, A, A,.... s chia-
ma ricorrente dell’ ordine m esimo, ed i coeffi-
cienti (g) ne costituiscono la cosi detta scala di
relazione. ‘

R Ui T Si voglia la serie che, nel sistema iper-
» bolico, rappresenta log (1+4x)-
"~ Si finga '

k) log(x+.r):=A,x+A,x=.....+A,,,...x"-"+ Ag xt ...
supponendo che abbia luogo anche per x=¢.
Cambiato in (k) x m 7, sottraendo si avra
; x—ry\ _ -

log(1-4-ax) — log(1 +_7)__log( 1k +]> =

O = Afx—x)+ .- o Ap (X — " R

Posta nella (k) i:-:FL in luogo della x si ottiene
I+y

X—rN__ x—Yy x—r\'

(I)l) lOg(l+l—4:—r')——A-('l:f)+ ..... +A,, (——-—r v

cosicche eguagliate le serie (/) (m), divisa la equa-

zione per x—y , ¢ posto nel quoziente x=—y ne
segue

A, A-2d 201, 2 (10 D L == ——
1+
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moltiplicando per 1 + x si deduce .
Az d +2d ). 2 ndn+(nd-1)4,,.}..—=4.
epperd (§ 170.) :
ndy +(n-1)4,q, = o, ossia z!,,.;.,:—L 4,
n--1
Da questa si desumono
-‘lll :-“-—':An._l, An—l ————’:?' JimmD g o
n—1
4=—"1 4,
‘ 2

il prodotto delle quali essendo 4, = (—1)n—1

ne segue  log(1+x) =4, = (o =

n

—

Il coefficiente 4, suel chiamarsi modulo del

sistema logaritmico , il quale & I’ unitd nel siste-
ma iperbolico che si considera ; per cui avremo

— 1)1 pn
(V) log(1 4-x) = E( -
n
Indicata con e la base iperbolica, con a quella
di qualunque altro sistema, con Log(1+x) il loga-
ritmo corrispondente al numero 14, siccome

Log(14-x) = Log e . Log(s +x) , avremo

-_—1 ﬂ—‘lx’l
(VD) Log(1+x) = Loge . 2(——)—-—
n
176. » Si voglia la serie che rappresenta la
» funzione esponenziale a* ?

Sia (n) a* m= 1 +dixed x0T~ 4 A, 2

180 \
affinché abbia luogo per x==o. Sara

ar— 14+ 4,y + Ay .. quindi )
ax — ar = a7 (@=7—1) = 4,(Z=))F flln(x"—;ysz)-.-..
Si ponga nella (n) x — y in l'uogolde: ; iex e
stitnita in quest’ ultima equazione la ’
te a*—y ne.verra o
xnl;ezd,(x——]) + A,(x—])’.... + An (x—r)" " g) =
= 4 (x—y) + A(x—r?) - A-An (‘:r" -—-h_y vy
Si divida per x—y , e posto y=x 8 avr
A.(l—*—A‘ac.....--{-'A,,_l . ) =
' = A, +24.x.... +ndp ...

quindi ndp= A Aypmr , 08513 )
4. ""—‘—{-I—A- ....443:::_:-/!,
An —"—'—-’—An—-h An—-l-——-‘ - N2 3
n
da cui moltiplicando si ha
An
An = 1.2.3...n
A." xn
e finalmente a* = 2 -l-;—é———n

S; faccia a=1-+b per cul

alx—1),  wE—)x—2),

b

ar=(1 +4b)r=1 +x.b4

2.3

quindi

b b -::z(_ 1 )n-l b

b =log(1+b)=loga
Ax:b"'—; -+ 3 coes
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e per ultimo (VII) at=3""

(VIII) e’:E;-‘zL essendo loge—1.

177. »8i debba trovare la serie che rappresenta
»la funzione trigonometrica cosx ?

Siccome questa funzione non cambia cambian-
do il segno all’angolo, e si riduce all’ unita se
x=o, dovra essere

{0) cosx=r1+A.2° 4+ dyx"... 4 Asp*"+ Aspyrc>2.....

cio¢ le potenze dell’ angolo x saranno tutte pari.
Indicato con y un altro angolo , siccome
(p) cos(x=y) + cos(x—y) = acosx . cosy

cambiato in (o) la x in y, poi In x— y, quindi
in x -+ y, sostituite nella equazione (p) le serie
che esprimono le funzioni cosy , cos(x —y),
cos (x—+y), si avra

2 4+ A (x+y)P + (e—y) ).

4 Ay 4+ (x—r)nd ... L

= 2C0sX - 24,y . cosx+

Sviluppando nel primo membro le potenze indi-

cate ed ordinando il risultato per rispetto ad y
ne segue

3
28 1+4+d .2 A 2. d 42y ,42—}—42— A 4

an(2n-1)

Aznx™=2,..} ... =2c05x42)". 4,c08 X}...
)y
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ed eguagliati i coeflicienti di y* si ha
3 an(2n—1 _ o
A,+4-A4.r”+...+ ( )Ag,‘x’" 2 e T
2

=A,(144.x.. A Aypr2n—2.....) quindi

an(2n-—1)

Aan=A; . AQI}-—Z

2
per conseguenza

(21_—:2(_9_-2::3_) A 7',_2:.4 A an—4 >

2
3
(an—4)(an—=5) Appj=A, /1,,,_&....42— Ad—A,. A,
2
il prodotto delle guali equazioni fornisce
(24.)
T 23

A

Siccome poi cosx<t sarh 4, una quantita nega-

tiva, cosicché supposto 24,—=—m*, ne viene
(_ 1)".])12" (—-——l)" .men ., xan

= e e (¢) cosax=2%
1.2....21 1.2....20

an —

comprendendo nella sommatoria Z anche il primo
termine che corrisponde ad n=o.

178. Supponendo sen x=A,x+ A323}-.... sicco-
me senx=0 quando x=o, e sen(——x)=——senx: me-
diante la formola sen(x-+y)=senx cosy-{-senycosx

( - l)ll_"zzn'xﬂll-{-l;

troveremo senx=—A, .2

Dalla cquazione sen’x - cos'x =1, 1 deduce
poi 4, =m, per cul
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(‘hl )h N ,nﬁh-*-l . x2n+l
1.2.3.....2n-4-1
Poniamo, come suol farsi comunemente, m == 1
( veggasi §. 195) e ne verranno

(r) senx = X

(_ I )nx?m{-l _ ('— 1 )nxzﬂ.
(IX) sen x—Z—?’-;*_ % cosax =2 1.2....2n

Volendosi la espressione dell’ arco in serie ordi-
nata secondo le potenze del seno troveremo
semx 1.3 sen’x 1.35 senix
3+t 5 Y46
supponendovi perd m=1: il che si lascia per

esercizio allo studioso.
179. Considerando la equazione (IX) cioé

x=senx ++

ae + xt {
5 291 de——
() senx= ! 1.2.3  1.2.5 §

supposto i un numero intero qualunque , ed

x= - ir, avremo senx=—o , per cui il binomio

x2—im* sarh un fattore quadrato della quantita (s)

fra le parentesi; e siccome dalla equazione identica

{(xr—a)(x—a.,) ... .. (—tm)=xm+ A 2m=" . . ...
: +/{m-—lx+ Am

51 desume (§. 9)

x x x Am._., /!m—z
——e —— ] —— =1 4 R e
(' a.)(l a,) (l a,,.) ' Am Am

dalla (s) ne verra (1)

: A=
——— =, J ol I
senx—-x(l =3 )x o 4 om

)x....f

(1) Queste estensioni verranno dichiarate.
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e quindi (§. 10)

n 1 h 1 nt
X E="0, 35— » B =
23 %he 2345 45" Titw a..q
ove i, t,u..... rappresentano tutti i numeri interi.

Con analogo discorso proveremo

(A=) .
cos.z._(l — (l ( el quindi

(XD :
(2z+1) T a. 4
181. » Si voglia la serie che rappresenta
» ang.tang.x ?
Siccome questa funzione si annulla, e cambia il
segno colla variabile x, dovrd essere

(&) ang.tangr—=d L= A32.......+Aop g 1., ...

e siccome () ang.tang ;r—;‘;= ang.tangxr—ang.tangy

. . . .. L=y o
cambiata in () Ia x in y poi in =~ —Z sostitui-
; t-}-xy

te in (¥) alle funzioni trigonometriche le serie
equivalenti , divisa Ia equazione che risulta per
x—y, quindi fatto y=x si ottiene
A,
14 =
.. 4(an-— x)Am_.xm—'-Hzn-}-n)A,n_;..xﬂ" .........
da cui moltiplicando per 14z si ha (§. 170)
(2n + 1) Aang 1+ (a0 1) A op—r=0 , & quindi
(=t
an+-1

dzu-l-lz
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Rappresentata con y la serie (%, ne segue
X=tangy, cioé (1-x*)sen*y=x* ove sostitnito a
seny il valore dato dalla serie (IX), quindi rimes-
so il valore di y si ottiene

=142 4 "2 4......} , ciod A.=1, ed
(=—=1)rxani
e
181. »Si debbano svolgere in serie le radici di
»una equazione algebraica (1)-

Fingiamo a cagion d’ esem
ne data sia

(XII) ang.tangr=y

pio che la equazio-

a—bxtcxr=o
le cui radici indico con a., a,, per cui sari

b

a
x -—c.r-f—z:(x—-a.)(x—a,)

- bx
Divido ambo i membri per — per cui si ottiene
c

a cx c

1—p — = (x=—a,)a, - x)= b%(‘-g)( "_i)

a o o . . .
essendo - — a;a,. Presi i logaritmi si ha

c
log g 1 -(bTr;+cl')_.r){ =logi+log(l _a;/ +lo41-—-:£)

a,

(1) Lagrange. Istoria dell’ Acead. R. di Berlino 1768 ed il
Traité de Ja resol. des equat. numer, = Laplace; Histoire de
V'Acad. R. des Sciences. 1778, =— Sig. Cav. Paoli. Algebra
Opus. 2. == Sig. Gauchy. Opuscoli Matematici. Milano 1834.
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' -
e posto L pox=y, mediante la_formola (v) (§ 175)
x
ne desumiamo

. AT LS IR
©) {:"F_—;%*—""I)#logb;"_g' +— g

] ? 7 cui
nella quale equazione identica, come quella da
. 1 i
i 1 jenti di = saranno eguali fra
si & desunta, i coefficienti di e gu
loro. Considerando ora una potenza intera gualane
m S . .
que'X'"=(f—+cx) facilmente comprendiamo esi
‘ x v . .
. .. a
stere in essa un termine unico 1 cui s1 trov
1 -
—_ e questo s1 e
x

m(m-—1)(m——2)....(m—r==1) ( a )"""' (cay
1.2 .« &+ &« « r x )
ove m—i==r<-I, Ciod: m==ar+ 1, numero dispa-
i i si ridurra a
ri, e quel termine si ri '
’ (2r+1)ar(ar—1)...(r+23) .a™+c” .
1.2.3......r | =

- . . . l .
Eguagliati adunque i coeflicienti di ; nella equa
ione (v) avremo ,
“° fz) a+cr (ar+1)2r(2r—1)..(r-+2)
a, :E+z(nr+1)b"‘*" . 123 ....r
e ﬁnalménte S

] a , ar(ar—1)..(r+4-2) a"*'C'.
(XIIL) a._—=3+z — o
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182. Tutte le serie fin qui ottenute si ordina-
rono secondo potenze ascendenti della vanabile:
indicheremo ora come lo stesso metodo fornisca
serie ordinate secondo potenze discendenti. La
funzione a svolgere sia {x-}-y/(ax*—k*)}™ e la serie

A xn 4 A, x4 A 2. AR

Fra i varj metodi che possiamo seguire adotterd il
seguente che istruisce intorno alcuni- artificj. Po-

niamo y/(x*—k*) —= x—y, per cui x = ,%2: >
kz__ a
\/(x=———k=):—;7- e la equazione
S+ v (o —k )= e 4 - L
si trasformera nella seguente
Jeam A (k> a\m 2
.._—_—_-._“..( +f) A& +]’)m—l ..... ‘ovvero

]/'m 2’" ]-m 2!}1—[ Jm-—l
A, A,
k’zm [ ;m(k=+]z)m+ (kz _l_]-a)m—l . 7f+

Mwee |

A4,
;;:(’C’ +]-=)m—a :+_Tn_:§_(ka+y )m—3

la quale dovra aver luogo almeno per tutti i va-
lori di y compresi fra limiti dati. Siccome la y
lineare esiste unicamente nel secondo termine
del secondo membro ne segue (§. 189) 4,=o,
e per la stessa ragione dovranno essere

s==A5—=A4,=....=e. Sviluppando poi le potenze
del binomio A<y+ (§. 171 ) avremo
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4, A, 4,
-2:—1 N -;:-_:—'—mk’-;;:o,
444 A, m(m-——- l) d‘,
am—4 Hm—a)k* am—3 2 kin"‘ ¢
As . A (m—-—z)(rm—3) A
—+(m‘4)k '.__4 + 2 2'”__2 +
)
2.3 am

A, __m(m—3)k‘ A . m(m—4)(m—>5) 1o
am—4" 2 > gm—6 2.3

......

Il

epperd
(XIV) f{x+v(x*—k} "'-(nx)"'—-mk= (2)m—2 4

nnnnn

Slccome questa equazione ha luogo qualunque sia
la m, cambiatovi il segno, ne verra

fa V() =(ax)m 4-mk* (ax)—m— +
":(—’%ﬂk 4(2x)_m—é+m(”k:4¥m+5)-’:“(2.1‘)_’""6

e siccome {xr—v/(x*—k*)} "=k (x4 /(2 —k*)—"
avremo ancora ‘
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(XV) jx—v/(x*—k?)}m—km g(nx)-’” + mk(ax)y—™—2

4 m) m(m+3)

che ci presenta una serie ordinata secondo le po-
tenze inverse della variabile x.

183. Raccoglieremo in questo paragrafo alcane
conseguenze molto interessanti nell’analisi trascen-
dente. Nella equazione (VIII) si ponga xy—1 poi
—axy—1 in luogo della =, e ritenuta la sussisten~
za della equazione ne verranno

iy TV N it
* L.20GR 1.23...n

d’ onde si traggono

xn » ,
erV—'+e—=V—'=Em [1+(—1)yYv—r)

S b e\ = ...:f_u_ ——(—1)P —
ey eV _—!:1.2...11.[I (—1rV—rr

Nella prima equazione tutti i termini nei quali »
¢ dispari spariscono essendo 1ef(—1)* = o, per
cul rimane

XVI) V=14 e—rV—1 z(—1)" xm——cosxw 178).

Nella seconda cquazione spariscono tutti i termimi
nei quali n & pari, e se ne deduce

e.tv—l___er—xv-:l (___‘)Il xﬂlb+
2y—1  1.33.(an+1)
Da queste equazioni ne derivano poi

2 I.2....2n

(XVI) =senx (§. 178)

9o
(XVIII) V=l = cos.x + \/——l senz,

e—’V—' = cos X — \/—-1 sen.r.

quindi
' 1y —1tangx
I—y—1tanga

e’y —t _—

e passando ai lpgafitmi -iperbolici avremo ancora
Zdxy—1=log(cos x4 v—1senx)
XIX) z— 1 1 1+\/-liangx
x 2V—-1 °8 I—y—1tangz

Se nella prima di queste formole poniamo

x == akn essendo k qualunque numero intero,
siccome

. ¢0s(2kn) = 1, sen(akn) == o ne seguex
(XX) log(1) = eakny—1
Postovi x==(2k+ 1)r se ‘ne deduce
_(XXD) log(—1) = F(ak+1)ny—1

. f T
Facciamo x=(3a%k+1)— e ne desumeremo
2

XXID)  log(£v—1)=m=(2h41)=y—1
2
Essendo P un numero ed y tale quantity che
renda € ==P avremo per la formola (XX)
y == logP 4 2hny/—,

cosicché ogni numero avra infiniti logaritmi oltre
' unico reale che viene fornito dalle tavole.
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v o « : I Qg ) .
Supponendo z=akn, =(ak+ t)r, =(2h41)- lo ha}nzulo‘, s:gm'ﬁcato. ?erceftgbnlf:. Lllellg)v‘s,:pon;t::nee si
2 offrono nell’ analisi, come si presentano gli espo-

nenti negativi e frazionarii, lo zero .diviso per zero
ecc. la cui origine comune & un errore. Una equa-

formole (XVIII) oi danno le seguenti

(XU 27V, V=1, zionie del secondo grado insussisténte, sottoposta
x = ' al calcolo ordinario, quasi the la incognita fosse

' eﬂn&I);v "—‘-t\/-—l : una quantita , ne eonqducé le forme iné;maginarie.

per cui, indicata‘ con ™ una frazione, avremo Le radici djnmlm equazione del terzo ordine si
n presentano sotto la medesima forma allorquando,

m m essendo trascendenti (¥) noi le supponmiamo alge-

(XX1V) ('_._1');_—_6*—1:_(2"""’” VI braiche (§ 85:). Cosi se per determinare una funzione

e | mw incognita f{(x) fingiamo la medesima espressa per
:C03(3h+1)—;—ﬂ:\/—lsen(27i+!)‘;;— una serie di termini esponensiali 4.7, a*.....,

m quando cid non sia, i valori di a., a,.... saran-
(:!:\/-—»l):=coé(2’z+1)ﬂ:\/——xsen(nﬂ-x)"2 no ymmaginarii, e per tali ed altre ragioni spon-
- an an taneamente le quantith si presentano nell’ algebra

Essendo (§. 32) log(e = by—i1)= vestite di quelle apparenze immaginarie ad avver-

=logr+log(cosp==y/—1seng) ove r = y(a+b), - girci di qualche errore. In tali casi d’ uopo sareb-
be riprendere da capo la questione volgendoci

ad altra ipotesi, finché si pervenga ad un ri-

b
?_—_-Ang.tang;, ne segue
sultato signiﬁcante; ma osservando che quei siin-

1 — — 2 2
31V op(azkby—1) = ‘[.log(a+5°) boli impliciti nelle equazioni si assoggettano al
j:zgk -+ Ang.tangé{\/—-x. calcolo quasi fossero quantith, istudiate le vane
a trasformazioni che quindi subiscono, si riconosce

che quei risultati immaginarii per erroneita della
forma supposta si riducono all’ aspetto loro pro-

Cosi dalla formola (XVI) desumiamo

&b 3 b . . . o

(XXVI) cos(a+by —1)= o cosa——\/--xe e-bsena prio mediante le formole superiormente indicate
: ) (§ 183.): ogni termine immaginario assume la

ed analogamente si avra sen(a+by—1). forma A+4By-—1 (§35.), a ciascuno corrispon-

e

184. Ma quale idea dobbiamo formarei di que-

ste formole, le quali considerate in se stesse non (") Lagrange. Theorie dc fouct. analy. An. V. pag. 70.
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de un termine conjugato 4 — By — | (§ 36. )ge
per tal modo sparisce ogni simbolo immaginario.
Il rendere ragone di queste proposizioni a priori
e in generale, giudichiamo cosa da non tentare
in questo luogo, nei easi concreti perd (1) il fatto
ne chiarisce la verita cosicché non resti a dubitare.

I matematici usano talvolta ad arte degli im-
maginarii; ma sard necessaria somma circospezio-
ne e lodevole la parsimonia.

CAPO 1L

Serie di termini trascendenti.

185. Sard dimostrato (§ 187.) essere

I 1 ke
cosx —— cos3x +— cosSor.....— L.
3 5 4
finché il valore dell’angolo & & compreso fra i li-
- n .
miti 4 —, onde ne segue che una funzione espres-
2

sa dalla serie 4, + 4. cosx 4 A4, cos2x + .. ...
lo sard pure dalla seguente

4

nelle quali la stessa funzione circolare & dotata di
coeficienti essenzialmente diversi. Dunque s’ ingan-

(Ao-l-z)-k(/l .——-x)cosx—i—d.cas:x—i—(d 34 :-;—)COS 3x..

(1) Un bel esempio si vegga nelle opere sul Calorico del
cel. S.r Poisson. Journal Polyt. T. r2. pag. 30 e 3a1.—- Theo-
ric math, de la Chaleur. Chap. 1X.

13
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nerebbe chi nella ricerca dei coeficienti 4,,4.....
volesse impiegare il principio del § 169. (1), egli &
d’wopo ricorrere ad altri metodi dei quali noi in-
dicheremo i principali, incominciando con ua teo-
rema memorabile.

186. »Espressa una funzione per mezza di una
» serie ordinata secondo potenze dispari della va-

. » riabile si puo derivare altra serie che proceda

» secondo seni di archi multipli della variabile
» medesima. '

La serie A 4 xd 4 45 x5 —
TS 2.3.4.5 "

rappresentando una funzione Jrx) vogliamo deri-
varne altra serie della forma

B, sen x + B, sen 2x - B;sen3x + ...
cosicché , almeno fra certi limiti della x, sia

(x) B, senx 4 B,senax.,.... —
zd.x-—-—-—f‘:’—-x’....i xm
2.3

A tale oggetto si ponga x -« in luogo della x,
si sostituiscano nel primo membro i valori di
sen(xr-{-w), sen2(r--w) ... espressi per senx,senw,
cos.x ...; in vece delle funzioni senw, cosw, sen2e...
si mettano i loro sviluppi dati dalle formole (1X.
§ 178.); poi si svolgano le potenze del binomio
x 4+ @ che sono nel secondo membro, ed ordinati
1 risultamenti rispetto ad o si avra la equazione

—

(1) Sig. Cauchy. Biblioteca Italiana. Tom. 60, Novembre p,
216. — S Libri. Memorie cit,
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(1 — :’:+ )B.senx+ m—— =3 + ..... )B cosxT -
2

( r--:z=m—+ ....)B,sen2x+(2w—23 -§+ e }B.cOs 220+

(x--?)'—-l- )B3se113x+(3m-—33 .. )B3cos3x+

nella quale eguaghan 1 coeﬁclent; di w, 03, wi,.
(§ 169) e posti in clascuno z=—o , perché xr=—o
soddisfa la equazione (x), ne verranno
B, 4 2B, 4+ 3B; +....<++mBn=A.
() B: 4 2°B, 3B + .... +mPBn— 4,
B.4-25B, 4 35B; + . mSBm.~A

nelle quah l mdlce m, posto per ﬁssare le 1deel
deve considerarsi come affatto indeterminato. Per

desumerne le incognite B, , B,,..., per esempio
B, , rappresento con

() POpdezPOpy 4+ x* POy, ... =0
la equazione che ha per radici tutti i numeri qua-
drati 1, 2*, 3%, 42, 5%...(r—1), (r+1)?,
omessa r, le cui potenze moltiplicano B, nelle
equazioni (y), moltiplico quelle equazioni or-
dinatamente per PNy, POy .. .. Incomincian-
do dalla prima, e sommati i prodotti ne deriva
(@) 1By (POp 4 r* POy o F POy . ... ) =

A POy 4 A3 PO, + A POyt

196

annullandosi i coefficienti di tutte le B, B,,.....,
per cui sara dato B, quando conosceremo le quan-
tita P, Incominciando dalle Py, Py, ,....

atteso il significato di ‘
POy () PO e P

(-—-I);"P(‘),,, o Py, ’ P,
(§ 9-) comprendiamo che
(—1) POpyp + (—1)= POy,

P(l)m
eguaglia la somma dei prodotti ad r ad r dei qua-
drati inversi 1, i—:, %;, i—-’, . . - cosicché (§ 179.

. ar
form.X) quella frazione sara eguale a — 3‘7

ossia
-P(')m—r -P(')m— v (—-!)’ Fiud
P, — P, — a2.. (2rv)
dalla quale, ponendo r—1, 2,3, 4..... ne derivane
P, _, m POy, 7 mh

o, a3 Bo, T i3tasgm
_P(x)m_r T (._.__I)rﬂsr
o, Ittt T 3.(ar+1)
Essendo poi
POpy PO
L TR 0% (=3)(—%5)
avremo
P(')m—l P(l M= (2 —l)(3 3_1)<42___l)
14 oo, + o, e T ViR

_ 1.3X%2.4X3.5X4.6 X.... _ 2. 3= 4" 52..

- 22,32, .. T 2%, 3% 2

l -



e finalmente 97

® %B.=4.~Az(;%—x)+"45(

4

Dalla equazione
POt POy x4 POy 2* 4e ..

X—1
= i (PO 4~ POy, 4 POy x® ... .)

moltiplicata per x—r2 ed eguagliati i coeflicienti
delle potenze omologhe della x, ne vengono
12 POy, =Py, PO, PG

Dty = P, .
ossia (e T Mean~T P(",,,..,,_,_

) S — )
LI 1 P m-—n +'(P(')m—n«—| P([)m--n

PO, Do, o, po. )T
n
— ..l_ P(l')m__n - (_l }n—}-x ganf2
rr Pn), 1.2...(2n+3)}
e ponendo n==o, 1, 2, 3,.... si avranno
P, _, o*

1
P, T BT 33
P@m-a _I « r?® 4

—— — T
Po,

r: 1.3+2.3.4.5 SRR

essendo poi

Rr)m—' o P(r)m—-z " —
—_—P(")m ( 1)("),,, c e .. =

— (1—r)(a 2eor).((P—1)—r)(r4- 1) —r)(r+ 2)—r+)
12235 (r—1) (r41)* ...

= (1) (r-1)(r1)... X 1.(2r-1) X 1.(2r4.1) X 2.(ar4-2)...
I.2:.3% .. (r—1)? (r41)?

= (1) L2er-1) X (r+1)...(2r-1) X (ar+1).X 1.2,
1.22.3% e (r—1)(r - 1)"...

* n2
 wa e S ) I
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(1.2.3.4....pxr _ (=) .
r.(ar) (123.) - 2

si avra finalmente

r . i 1
O 2B (y—=Ad—ts (=5 ) +

p— (___l)r-—l

4 ( 7 1 n* 1
+4 2.3.4.5 T ;—_§+;Z)
equazione che risolve il problema (1).
Se fingiamo per esempio 4.—=1 , A;=— A;..==0
(—1) . senrx
T ———
r

Col metodo precedente » Si pud trasformare
» qualunque serie di potenze pari di una variabile,
» in altra serie di coseni d’ archi maltipli della
» variabile medesima. Ma qualunque funzione pud
svilupparsi sotto I’ una e I’ altra forma, ed il cel.
Fourier ha dimostrato che la stessa funzione cosx
si esprime per mezzo di seni multipli di x; e vi-
ceversa. La equazione f(x)=—=3Br senrx non pud
generalmente venir impiegata oltre i limiti o e /=
della variabile a.

187. Altro metodo generale per conseguire se-
rie a termini trigonometrici consiste nel trasformare
quelle ottenute nel Capo 1., sostituendo alla va-
riabile il binomio immaginario r(cos?i\/—-lsen?);
quindi ridotti la serie e la funzione generatrice
alla forma A4 4+ By—1 (§ 35, 183) eguagliarne

sard — B, (—1)y=1 e lx=
2

(1) Theorie de la Chaleur. Fourier pag. 210. M. Poisson.
Pag. 129.



1
fra loto separatamente le parti reali e le immag?i53
narie di ciascun membro della equazione. Eccone
alcuni esempi. Dalla eqliazione

© :":: = 1T Xt A o
posto T =r{cos¢ +V—1 senp) st desume

(r~cosmg-1)+y-1.rmsenme
(rcosp—1)+y—1.rseng
ove le somme E 5i riferiscono ad n—r1,2,3..m—1.
Moltlpllcan i termini del primo membro per
(rcosg—1)—y—i1.rsen ¢ si riduce ad
1~—Trcose — r™ cosm¢ 4 rmets cos(m—:)fp
1 —arcoseg+4r
+ \/_Ii'eemp—'—r'"senmgz+rm+'.sen(m-—-1)9
1—2rcosg 1=

= Zracosng +y--1.Zrsenng

onde si hanno
rsefip—rmyen mo—rt:sen (m—1)p
1—2arcosg-{-r
1-rC0sg-rmcosme--r™+:cos(m-1)p

(XX VIT) 1—2rCcosp=f-r:

Essendo x<1 la equazione () si verifica quan-
d’ anche sia m=£, supposto nelle (XXVII) r<s
ed m = %, siccome r™=— o, ne vengono

(XX VI 0%

-2 risenng

= 2 r" cosnp

)= =3 ™ coOs I
1-—2rcos9+r* P

rseng

J =% Mmsenny
1—arcosp-+r:

Ponendo x==r(cosp--y—1senp) nella formola IV
(§ 176) si trae (§ 183. form. XXV)
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log (1 4-rcosg-f=y/—1.rseng)=,/* log(1 ~-arcosp4-r")-¥
.t rseng
=}~ y—1. ang tang rrovsy
—1)n —1)ngn, . g
=3 ( l) - COS"?-}-\/——]?(M, quindi

n

(KXTX) - Jog(1-arcoy-+)= 2 z (U

cosng,

r seng (——x)"
Ponendo r=1, r=—; nelle (XXVIII) (XXIX) si

hanno

aenn?

ang tan

1 1 1 1
— , =~ cot -p=7 senng, - =F(-1)*cosn
3 2 cos ng ; cotang —¢ p] 97 ( P

— 1tangl =% (—1)"senng , cos(an-4-1)p=0
2 2

sen ng

-—--(n p=2 s

(XXX) ang tangl —

— ~osn
logg cos i ? :Z..(__Lz_

n
seng i (—1)* —senn®
_- _—-——2
ang 'angx—i-cow 2 ¢ n

Nella formola (X § 182) poniamo x=cos¢-+/—1 seng
e siccome per la (XIX § 183)

Ang tang (cosg + Yy — 1 sengp) =
1 1— sen @ y—1 cos ¢

= lOg =
:z\/—-x 1+ sen®— y/~—1 cos ¢

seng 1
\/—x ;logl/l—f-semp + v—1 . Ang tang " {

_—:.——-\-{—2-— log tang(zzm— ;9)1— 2 (§ 180 for. XXII)
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quind1 -
(—1)" cos(an+41)p n
XXI) = = -
(XXX)) == 2n-4+1 4’
(~—1)" sen(nn-}-x)?__ 1 1 1
z pr— == log. COt(Z Tomme ;q))
Ponendo nelle formole (XIV)(XV) k=1, x=cos ,
siccome
(x+V(x—1) )™ + (2—=/(2*—1) )" =
=(cos¢+ v —15eng)”+(cosp—y/—iseng)m, ne verra
(XXX11)

2cosmp=(2c0sp)™ —#m(zcosy)"‘"*-{-

e dalla (XVI)
(2cosp)™ = eq"/-! . e.?‘/.l )
=(e™ QV—" - e—mPV—! ) }-m(en—DQPV—1 f-g—m-1)QV-1)
+ m[mn—- Y (em—2pV—1 . g~n—2)pV—1) . . . . ossia
(XXXIIL) (2cosg)™== cos mp -+ m cos(m—1)P ~+

-+ 132_(17_:;1) cos(m—2a)p ==. ...

m(m~3)

. (2cosg)ym-t...

Analogamente potremo conseguire altre ed altre
formole che troveremo in copia raccolte in diffe-
renti opere di classici autori.

188. Si conoscono nell’ analisi delle serie i ter-
mini delle quali sono funzioni trascendenti di na-
tura diversa dalle circolari. Per esempio, se nella
formola (VII § 176) consideriamo a qual variabile

ed x come costante , cambiando I’ una nell’ altra
ne verra

(XXXIV) 20 — 5 22008 20"
1.3.3..n
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serie ordinata secondo le potenze del logaritmo
iperbolico della variabile. Altre serie'importanti e
curiose si troveranno poi nelle opere che all’ uo-
po abbiamo indicate (1).

CAPO 1IL
Su P uso delle serte.

189. Affinché una serie possa impiegarsi con
sicurezza deve essere convergente e nota in tutta
la estensione. Se nella serie

. 1 s
derivata dalla funzione —— potilamo d=—1, =2
a4z

ne viene la serie numerica 1—2+44—8+16.....
la quale troncata dopo due, tre, quattro termini
consecutivi fornisce i numeri «1, 3, —5, 11,...
i quali sempre pil si allontanano da § valore della
funzione generatrice. Le due serie

X—X s Xk .., = ~x
14+ x
Z—X AL = X5 o e = I —(1—Z) (1 234X rn. ) ==
. I—2  x(i4-x)
=T = 1442’

Si veggano: I' Introdnz, ed il Calc. diff. di Eulero. Le opere
cit. di Lagrange. I trattati sulle serie di Moivre, Ricati, Berno=
olli. La Trigon. del Cagnoli. Gauss. Accad. Gotting. 1811-13.
Annales de Gergonne T. 10, 13,
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supposto x==1, forniscono rispettivamente
I—Id1—Il .=, I—f4I—I...2=§

Tali e pid gravi assurdi si incontrano nell’'uso delle
serie divergenti, ed altri ancora impiegando serie
non conosciute in tutta la loro estensione. Se ci
proponessimo , a cagion d’ esempio, di svolgere
la funzione ‘

(@) fx+ V) 4 e — (k)
In una serie, la quale proceda secondo potenze
intere decrescenti di &£ col metodo comune (§ 170)
troveremo la serie (XIV. § 182.), e volendo espri-
mere cosmp per mezzo di potenze intere decre-
scenti di cosp saremo condotti alla serie (XXXIL
§ 18y ). Ma le equazioni ottenute sarebbero erro-
nee da che posto m==1 avressimo

=2.r-—-£:-—-—i 2C0sp= — -

by 0SP=2COSP= ~—ms —

ed i metodi che ivi abbiamo seguiti apprendono,
non potersi usare della serie (XIV) qual valore
della fonzione (@) se a quella non si aggiunge la
(XV); per cui vengono distrutti i termini nei quali
gli esponenti della x sono negativi, ed altrettanto
si dica della equazione (XXXII). Tali difficolta si
presentavano ad Eulero (1) istudiando le sezioni
angolari ed a Lagrange (2) svolgendo in serie le
radici delle equazioni nel modo indicato (6§ 181).
Finalmente non si potrd impiegare wuna serie

-

(1) Nova Acta. Acad. Petroburg. T. IX.

(2) Legons sur le Calcul des Fonct. pag. 135. — Traite sur
la resolut. des equat. pumer.

2c0sp (2c089)°
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quando ella variabile si attribuisca un valore per
il quale non si verifichi alcuna delle proprieta
ammesse per conseguire la serie medesima.

Ci ¢ d’'uopo adunque trattare in questo luogo della
convergenza e divergenza delle serie, per quanto
lo consentono i limiti della scienza che abbiamo
presa a trattare, e primamente noteremo che

1go. »Il decremento continuo dei termini non
» assicura la convergenza della serie.

. 1 1 1 1
Infatti la seguente 1+ 2-}--5 Fo ;+n_-;-—x
.1 1 1 1 1
perche n—_l_—-l--l-m+ ..... -+ nn> Zﬁx":; , for-
nisce una somma tanto maggiore quant’ & pil

grande il numero dei termini sommati.

1g1. »Se il quoto di un termine qualunque
ndiviso per quello che lo precede & minore del-
»1’ unitd la serie & convergente.

Sia (b) A.+A.x4A.x0 ...+ A7+ App ...
una serie a termini algebraici positivi, ¢(x) la fun-
zione generatrice, Sy(x) la somma .dei primi n-4-1
termini. Si chiami « il pia gran valore che assume
Aot Ana

A xn ~  Adn
buisce ad n qualunque valore intero positivo, e st
finga a<1. Siccome

x allorché si attri-

la frazione

A, An 1 A 2
-;i.:-(a, Zx<a,.... A x<la, A:i'lx<a,. .

moltiplicando fra loro i primi membri di queste
ineguaglianze ed i seeomdi, ne verranno



A, 4,
(C) Zx<a, Zx’<“3’ ..... N ———x”+l<#l+l '

An.l-n ’l'l+3
oo e T —— 3 2
Ay <o An-l":x NSEREEEEE

quindi 9(1‘)—5"(.1‘):11,.4...:‘"4-'; 1+ f"—""x-i— E(
dn—}-l

ossia (p(x)-S,.(x)</!,.+,x"+'-—l-, e poiche
—a’
Apgrxrt K A ot avremo per ultimo

() Qx)—Sp(x)< é_i‘.f;,,n

Ma o* diminuisce indefinitamante al creécere di
n, dt.mque la somma Sn(z) si avvicinera puré in-
definitamente alla funzione generatrice,
Consideriamo ora una serie
) Ad—AdxfAdx..... +(—1)rApxn 4
+(——1)"+‘J,,+,.‘t"+' ......
a:enteli segni alternativi, ed ammesso, come so-
a, che ogni i 11 i
It)e, fingasi E ;)atr‘:n:ng: ::rI;Z?loll PIOSSIRG sepet
()= Su(x)=—(Any 1 A ) —
——(A".*.g.l""'l' 3— n+4x"4'4)—~— ......
q,(xj-&,.;_,(x)=(d,._}.gx"+2-./1,.44x"+3)+
(A pgg™ e Ay sS4 . L |
ove i binomii fra le parentesi scritti nei secondi

membri sono quantitd posidive. Saranno in con-
seguenza

206
() —Snlx) <0 o P(x)—Suti(x) >0

ma S,..{..(.Z’)’::S,.(.‘l‘)— n+|xn+l ed J,,_‘...‘r""' ‘<A0a"+'

quindi avremo

(@) Snlx)—oglx)>0, S,.(x)——q,(x)<doa"+'
(x)—Snpa(x) >0, q’(xj-——S,,.F.(x)<Ao¢"+\

cioé la somma S,(x) si avvicina indefinitaraente al

valore di ¢(x), e supera ovvero & superata dalla

grx) medesima secondo che n ¢ pari o dispari.

192. Collo stesso discorso proveremo che la
serie ¢ divergente quando «>1, ma nulla potremo
asserire essendo a—}.

193. Se i primi termini di una serie non han-
no la proprietd indicata nel §. o1, la ¢z22's tha
Juogo poi indefinitamente dopo alcuni termini, di-
mostreremo che, sottratti dalla funzione generatri-
ce @(x) i termini, nominati la differenza sard il
limite della serie convergente residua.

194. Applicando i canoni esposti alle serie ot-
tenute nel capo primo siamo condotti a conchiu-
dere che
La serie (I §. 171 ) & convergente se

b xn : pr—ign—: =é;.§‘<[

a™! an
Per la serie (II) essendo
m(m—1)..(m—n) . m(m—1)...(m—n+1)
1.2....(n+1) o 12 . 0eaes n
__m—n m4-1
()

se x1 sard eonvergente.



Altrettanto si dica della serie (V ola
- vlq .

: ( § *75) per

qua‘le —— ] meem T !

I R T h
Per la (VIL §. 196)
x"-f--(}ogaﬂ . x"(loga)u z}oga

. 120 (net1) 1,201 ::n-l-l
siccome qualunque grandezza abbia il prodotto

xloga, 1 i
xloga a n a'cquxsteré tale valore . da | rendere
oy K1, percid dopo alcuni dei primi termini

(§. 193) la seri i
(5 gzlx)) . :::;o sarh convergente. Cosi & dellc
xn43 ] -t xs
b2.3..(an+3) “1.2.3..(anF-1) :(:m-l-z)(zn-‘l-3)

xg?. Ma in queste ultime seric abbiamo sup-

posto il parametro indeterminato m=1, onde cipé

:iu.opo esamu.)at:e ’q.uale principio giustifichl I'ipo-

esi, e quale limitazione ne venga alle serie medesi-

me. Riprendiamo la equazione

(—1)Pmandr_ ganda

. 1.2.3...(n+1)

€ poco discostandoci dai metodi di Lagrange (1)

51 noti i
: u?n c'he quell'a serie convergera dal secondo
ermine In avanti, quando sia

(e) senx=3

miax’ mix3 mx:

1.2.3.4.5 2.3":—47—5 <1 nel qual caso avremo

3903
senx < mx senx>nm_.,'ﬁ_’;_
a.
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Siccome poi x>senx, tangz>x (2) ne verranuio

1>m ma m> L ciodm< +m3x’ > fmem?
T3 s b

per quanto sia piceolo I’ arco x, per il che dovra
m=—1. Questa conseguenza suppone % < 1 cloé

xLay5 del réggio, mentre la semicirconferenza

r:‘j,1415932: di piu il principio di Archimede
non si verifioa allorchd x>§ e quindi ne deriva

una condizione essenziale alla sussistenza di quel-
le serie (IX) Siecome perd sen(’fiw + x) =
= sen(*/,;—X)==cO8 T comprendiamo che cambia-
to nella equazione () la x in L x—ax spariscono
le potenze dispari della variabile, la serie del sero
si_converte nell’ altra del coseno, e quindi si ve-
rifica anche quando sia x maggiore del quadrante.
Non potremo perd far uso della serie che esprime

I’ arco in funzione del seno quando sia x>§ da

che crescendo piu oltre la x vediamo decrescere
il secondo membro, mentre ne aumenta il primo.

(1) Lezioni citate.
(2) Archimede opera citata: Pag, 5. Princip. 2.



Aggiunte ¢ Corrédoni.

Pag. & lin. 9. equarioni ¢ equazioni algebraiche &
» 5 » o cioe contenga cioe (§ 35) contenga
» a4 § 29. Trovo utile presentare agli studiosi questo riase

_ sunto
Se m & pari, 0.° posit. - 0.° negat. = pari
. ) pari " pari
Se Pultimo termine ¢ ¢ 0.° posit, n.° negat.
— disp. disp.
Se m ¢& dispari, n.° posit. -4~ 0.% negat. — disp.
- ) - pari disp.
Se lultimo termine ¢é 0.° posit. 0° weégat,
— disp. pari

pag- 32. lin 13. Se la seconda coppia a', b’ non esiste regge
nonostante la dimostrazione, perché I ipotesi non & uiia condi-
zione. La grandezza poi di a’, b’ rispetto ad a, b si riferisce
ad &, che s finge la piti piccola,

pag. id. lin. 24. La piccolezza illimitata di & ginstifica (§ 31)
questa conseguenza,

pag- 33. lin. 20. Alla ¢ puo attrib-irsi qualunque valore ,
sebbene abbiamo indicati soltanto i pilt opportuni. (La presente
dimostrazione & presso che quella del cel. St Cauchy — Cours
d’Analy. )
~ pag. 36 § 41. Onde rendere questa proposizione indipendente
dal § 37. si noti che Efar 4-a)—=aEt(ar) 4 ecc.,
E(ar+1+8)= € E)(anfi )+4.... se &, & sono piccole,
come el § 31, ed ar ~+-&, ax}i - $ comprendono la sola ra-

dice anti, E(@r-+ a), Ear4+$), comc ancora E()(ar),

E){ardr ) avranno segni opposti ecc.
Se fossero E(a,)=FE (a,)=E(a,, =....=F,_.(ar)==0
dalla equazione Eqr +w) = wn E, (ar )+ . 4. caveremo

I
;;;;. E(a" -+ m):‘—'ER (ar) -+ wEn+|(ar / ceree

Erz)

fuindi 7y

== E, (a, ) 4+ (x—a) )Endgi (Gr )ourenn s

E(x)

_ (x—ar
rispondente ad x n=ear . .
pag-38 § 44. Molte ragioni consigliarono ad esporre 1n queste
luogo il teorema, che & bene differire istruendo 12 gioventd, giac-

ché la prop. § 51, da noi aesposta come una operazion_e m')alitica.
ne ¢ indipendente. Giova poi a chiarire la pag. 31 il riassento

la quale insegna che En (ar ) & il valore di cors

che segue
Ei.*.i Er == B
Se ¢ pari  hannosegni :3& hanno segni  u.* delle var. perd.mmi
Ef(c—w)| E—i opp
Eoyi E, = I+1
Se i disp. banno seg. opp.jse hanne segoi n.2delle var. pm_l.:
» (c—w)! E_,  opp. {—1

‘pag. 43 lin. 14. Dal § 48 si scorge che mancando dei ter-
mini, quindi alcune variazioni, enumerate le esistenti reggerd
rispetto ad esse la proposizione attuale. X

pag.-57. Le fanzioni dette invariabili da not, lgcondo alcunj
autori ; si chiamano anche simmetriche: L.

ag. 78, lin. 1. divisori di m divisori primi di m.
1l S.r Cauchy Exercices T. 4. pospone questa proposiz. alla

. NV TR
seguente § 80, Come segue. Una radice non primitiva di % ~1——p
soddisfera una equazione della forma an — 1 =0, quindi

i . a=1
t§ 78) una terza x4 —1=—0, ove i@, ed anche x4 ~1=0.

Dunque 2% _1—0 ammette radici primitive: cosi dicasi delle

. U
'xbc—lzo,. .., e finalmeate di x —1=0 (§ 80).

pag. 81 § 82. Giova far notare come per questa operazions
si uuiscano radici reali ed immaginarie in una medesima
cquazione (pag. 4 lin. 14. pag. 36? 39.).
pag- 89 § 88. Si sgombra ogni difficolta da questa dimestra-
zione di Legeudre (Théor. des uombr. T. IL pag. 169) indicande
y U

Ny

con —, — i termini che contengono Ja maggior potenza del
0" @
numero primo a.
pag- 194 § 97. Questa teorica dimostra come il metodo del § 51
si applicht a qualunque equazione,
Rendo grazie al dotto S.r D-e F'rancesco Cattaneo, e all'cgre-
gio S.v Die Pictro Orlaudi per utili officii prestatimi  scrivenda
quest’ opera.




