- GEOMETRIA

DI SITO
SUL PIANO, E NELLO SPAZIO

PEL

CAV. V. FLAUTI

Brofessore di Analisi sohlime nella R.Universita degli studj di Napoli, e wem.
bro della giunta di pubblica istruzione pel Regno — Segretario della R, Acca=
demia delle scienze , socio ordinario del R. Istituto @ Incoraggiamento , e
della Pontaniana; onorario delle Accademie di Berlino, Copenaghen , ec. ec.

TERZA EDIZIONE

riveduta dall autore,

IN NAPOLI
Nella samperia privata dell' autore

1842,



PREFAZIONE

Finiva it passato secolo , quando un illustre
matematico francese , chiamato a far parte di una
scuola per professori , eretta in Parig_i'A, ed affida-
ta at primi uomini di quella pazione * , raccoglien-
do i principj di scienza geometrica fondamentali
per le arti di costruzione , e per la civile , e mili-
tare architettura principalmente , diede ad essi or-
dine elementare , e ne formo it soggetto di sue ke-
zioni , dichiarando cosi un nuovo ramo di scienza
geometrica , che prima , senza alcuna forma con-
venevole, apprendevasi nelle scuole di Mezieres in
Francia, ed in quelte di Neustat in bass’ Austria *..

* Ecoles gormales — Fa veramente onore a npi , che ora andisme
seropre in traccia d’ improntar da altei regole , e metodi d istruzione
il. ngere‘ . che il regolamento compilato per le nostre scuole.elamnn.:
ru‘mme in quel modo denominate , fosse stato ristampato nella raccolta
de’ volumi intitolati : Seanges dee Ecoles normales, ec., pubblicati pec
quella sablimissima istituzione di novella scuola in Parig#. che durd
sppena i quattro primi mesi del 1793,

* Dal fu mio collega nella R, A. delle scienze, Carmine Lippi . la
cui infelicissima fine cagionata da gravi dispiaceri , e torti recaiigll'da
persona gelosa.del suo merito., ed assai impare a lui, ricordo sempre.
cou estremo dolore , mi fu mostrato up suo MSS. raccolto fn questa
seucla, ove vedevansi le principali costruzioni della cosi detta Geom
metria descritiive .. E '
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Capitatami alle mani, all’incirca il 1801, quest'o-
pera dell’ illustre Monge , da lui intitolata Géo-
métrie Descriptive, ed avendola attentamente con-
siderata , parvemi che maggior chiarezza elementa-
re visi potesse indurre , e che talune soluzioni pid
complicate potessero in alcun modo simplificarsi ;
e messomi al lavoro, con aviditd giovanile , in bre-
ve tempo compilai , sul piano stesso del Monge , i
miei Elementi di Geometria descrittiva.
Fondavasi allora in Napoli nel Castelnuovo una
scuola di giovani militari per corpi facoltativi , e
questi miei Llementi vi furono adottati , essendo~
ne stato affidato I insegnamento ad un mio gia col-
lega di scuola, ed ora nella carriera di professore.
Cosi stette la cosa fino al 1806, quanda, riforma-
ta I'Universita degli studj di Napoli,si volle dal dot-~
1o ministro dell’ interno Miot, che io oltre I Ana-
lisi de’ finiti insegnassi anche la Geometria descrit-
tiva, e mi ¢ ingiunse di pubblicarne gli Elementi,
che farono a spese del governo stampati in Roma
nel 1807 ; ed erano la prima istituzione in tal ge~
pere che vedesse I Italia , che pero ben I accalse ,
e cominciai cosi a proccurarmi la buona corrispon~
denza di valentissimi matematici italiani , e tra es-
si il Pessuti , e’l Paoli , da’ quali mi furono scrit-
te lettere ben soddisfacenti per un giovane profes=
sore , che da me poi si pubblicarono , a consiglio
di un amico , in una di quelle circostanze prodot-
te da bassa gelosia di persoue senza merito , che
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spesso hanno amareggiata la mia unica , faticosa , e
libera carriera ® .

Contemporaneamente al Monge era coneorso al~
Yo stesso scopo il suo collega , e laborioso analista
Lacroiz , che nella qualita di professore aggiunto
alle suddette Scuole normali, per la Geometria de-
scrittiva, aveva dovuto. pure occuparsene ; e questi
pubblicava ancor egli nel 1795 un libro elementa-
re di tale scienza , intitolandolo, Géomdtrie sur les
plans , et les surfaces courbes , non sembrandogli
abbastanza proprio a definir I'oggetto di essa quel-
lo adottato dal Monge , che poi ha conservato.,
forse per la brevitd , o per altra ragione pid pro-
pria alle circostanze, ed a’tempi , che alla scienza.
Ed in vero se vuolsi , che il titolo di un libro indi-
chi in qualche modo la materia , che vi si tratta ,
quale idea potra formarsi anche un geometra al sen-

3 In questa circostanza , per rendere uniforme I insegnamento nel-
la mia cattedra, senza, diparticmi da quello , che mi era imposto., com-
Pposi , e dettai per ben due volte, prima del 1806 , alla quale epoca pas-
oai a sostener l'altra cattedra di Analisi sublime , il Saggio di Geomsiria’
enalitica di Sito, di cui ho parlato. nell’ indrizzo a FErcoLa inpanzi le
due precedenti ediziori del presente mio trattato. E di quel MS. debbo-
Do esislerne copie in. mano di pili valorosi allievi , che allora seguirono
le mie lezioni ; mentre avendone io dispersi fin d'allora alcuni eartolai ,
mi & stato cid. di remora a_pubblicarlo. Esso perd, ora che ho intrapre-
00 8 dar fuori tutto quel materiale , che perla compiuta istituzione ne’
metodi in Matematica ba servito in nostra scuola , vi avra il suo luogo ,
sia da me rifatto, sia ( come meglip desidererei , per le tante altre mie
occupazioni, anche per la stampa delle opere annunziate nel Prospeito }
da talupo di que’distinti professori , che gia furono miei allievi , & de’
quali mi compiaccio averli ora per compagni, per la loro buopa me-
rale , pill ancora , che per lu scicnza.
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tirsi annunziare Geometria descrittiva , quandct
non sia preventivamente informato del!’ oggetto di
essa ?N& tampoco parmi corrispondere mtel:ament-e,
a siffatto scopo quello escogitato dal Lacr?zx 5 poi-
¢ché se delle cose geometriche si puo co1151derf=1re il
sito , la grandezza, il rapporto, e la ﬁgu.ra , rimar-
i sempré dubbioso, ed indeterminato di .(Iﬂflll (:‘(.353
imprendasi in essoa trattare . Que:ste. ragioni m in~
dussero nel 1815 , allorche pubblicai la prima vol -
ta il trattato che ora ristampo , ad intitolarlo Geo-
metria di sito sul piano, e nello spazio. ‘
A Ma non ¢ il cambiamento d’ intitolazione , che
distingue questo libro dalle opere sopraddette , e
dalle altre,che fino a quell’epoca le avevano segui~
te ; si bene le cose che vi st trattano ?l_a maniera
come vi sono ordinate,ed esposte, di cui credo cone
%eniente acbennare a parte a parte un qualche poco.
La Geometria descrittiva avendo per o.ggetto la
det;:rminazione del sito delle cose geomegxche ne}—_
lo spazio, per mezzo de’ loro, convenev?ll 'determl-
panti su piéni dati, chi non vede, 'che 1'1 rlgor geo-
metrico, e l'esattezza elementare esige dlA prima bea-
dichiarare quest’ idea astrat_t,issima‘ di sito, e c¥1e si
stabilisse ancora il modo da fissare 1 conve.nevolx de:-.
terminanti di esso. Senza questa preve-nt‘na cogni-
iione , i problemi di Geometria (l;escrzt.twa rimar-
liebbero‘ sempre imperfettamente risolati , e(.i insu~
celti una comoda, ed elegante costruzione. A

scettivi di
gonsi nel cap. I della presente o=

tale oggetlto veg
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pera recate le definizioni, ed i principii fondame
tali del sito , e della maniers di stabilirlo coan:m
volm(’ente 5 e nel I7 si tratta de’ determinant; di I:::
so pe’ punti , e le linee nel piano : le quali cose
sel,)bene si vedessero esposte da Fuclide nel lib ,
d'e Dati , e cheil fossero , con una qualche ma:?-
gior _precisione , nel trattato dell’ Invenzione >
]melrzca » di cui se ne sta anche adesso stampiec(l:
tzdga,rtz OI‘.’e,r l[;u:;l lh:,)l cred?to » per ragion di me-
portare ; rimettendo poi in-
teramente a quell’ egregio lavoro del Fergola , ed
unico nel suo genere , per tutte le altre conosc,en—
ze di dati, che con quelli di sito sono correl‘ath
vije f:he talvolta occorrono allaloro piena deter-
:in‘xzr}azx.ox()ie l, delle quali cose , nelle precedenti e-
1zioni del presente tra i g i
obbligo di atl:)cennarne qltsltc(ile, cl:;a e;al"?dmo -
N ell’ introdu-
. D?po cid ho intrapreso a trattare in due altri ca-
pitoli 171, e IV i dati di sito nello spazio , espo-
ne?do m'al primo di questi i determinant; (écl .g'lo
de’ punti , delle linee rette , e degli angoli piani
lnf:llO spazio ; e nel secondo quelli de’ punt: , ;c)lc!lé
ct}:z:et ::;‘:z s,i steglz cfngoli folzdi: le quali ricer-
o trov poste in tam;,x te({remi di dati , ag-
go ni; endo per tal mo.d(') all. antica Geometria quel
pimento , che vi si desiderava pe’ dati di sito
nello spazio , che dovettero esser da que’ nostri
aestri sicuramente considerati ; e forse dové Lu-
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clide occuparsene ne’ suoi due libri de’ Luoghs
ulla superficie , 0 il furono in altre opere di altri
geometri , che il tempo ci ha involate. Per un’ ap-
plicazione di queste teoriche , ho poi raccolti nel
cap.¥ . alcuni problemi fondamentali per la scien-
ga che trattasi.

Un parallelo tra questa parte del mio lavoro, €
gli altri trattati dello stesso argomento, potra farsi
a colpo d’ occhio , solamente osservando , che le
proposizioni di questi tre capitoli ZII; IV, ¥ con
pesse tra loro, e tutte essenziali alla scienza , anche
elementarmente considerata , sono di gran lunga
maggiori in numero delle recate in quelli 3 a che
dovra aggiugnersi la generalita con la quale le ri-
cerche , che li concernono , vi sono esposte , da
renderle proprie ad un argomento geometrieo ;
mentre nulla vi & detratto per la facilta di esecu-
zione , nell’ applicarle alle arti del disegno . Di che
potrd ciaseuno assicurarsi col semplicemente tra-
smutare in problemi , e pel caso pit semplice de
piani ortogonali , i teoremi di dati de’ cap.III, €

IV , rilevandone per ciascuno la soluzione dall’ a-
nalisi recata per la dimostrazione del corrisponden-
te teorema , convenevolmente medificandola . E
questo facile esercizio servira anche a dilucidare

s giovani la natura di quelle ricerche , da poter-

fe indistintamente presentare coine teoremi, e conre

problemi 5 e contribuira pure , or che nel presen-
te trattatu ho separata la parte elementare da quel-
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la di complemento , per condiscendere alle ragione<
voli premure de’poc’ anzi detti professori, a render-
!o -pxﬁ'adauo a valersene per una facile , e comoda
istituzione elementare della gioventdy nella Geome-
tria descrittiva.

Debbo pure avvertire , che dopo la mia prima
Pu‘bblicazione della Geometria di sito , essendosi le
istituzioni prodotte altrove nella Geometria descrit-
.u'va conformate, nella maniera per questa propria,
in estendere il numero de’ problemi di sito, che ri~
guardavano gli argomenti trattati ne’ tre capitoli
suddetti, vi si veggono pero in alcune recate fuor di
proposito ricerche di pura grandezza, o specie, che
al presente argomento non si appartengono . Tali
sono, per un esempio, quelle intorno all’angolo so-
ll.dG triedro, da me, per questa ragione le altre volte
riporlate , come ancor ora riportera , nelle note in
fine, a solo oggetto di compiere geometricamente
quest’ argomento , che per le vie trigonometriche
trovasi anche trattato nella mia 7rigonometria 4 .

.Esposta la teorica de’ determinanti del sito de-
g]l oggelti geometrici pit semplici nello spazio, ch’é
il f(fndamemo delle ricerche seguenti , trattasi nel
capitolo /1 lostesso argomento per le superficie
curve , e della loro genesi , che vedesi ora in nuo-
va guisa piui generalmente cousiderata ®, ed in mo-

4 Corso geometrico vol. IV,
5 L o . .
‘ Intendesi di una considerazione reale , e che prestisi a geometriche
ricesche , o all’ adattamento dell” analisi algebrica , a che -cerlnmelxle
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dJo assai atto alle ricerche importanti su di esse , si3
per le vie geometriche , sia per quelle. del calcolo
algebrico, come pil accomoda , € piace a’moderni,
Per tal modo la dottrina de’ siti delle superficie cur-
va & venuta anche a conseguire quell’unita, e quel
nesso, che gli era proprio. Mi ho.cosi anche aperta
Ja strada ad una nuova , e pilt conveuevole genesi
delle superficie curve di second’ordine, per le qua-
1i ho esposte le principali affezioni , ed ho risolu-
1i i pripcipali problemi , che le rignardano nel
presente argomento, nella parte 1[. di complemen-
to di questo trattato.; ovele ricerche intorno ad es-

———

pon corrisponde quelta d"immaginare , che ogni curva arbitrariamente.
segnata da un piano segante in una superficie curva ne diventi la gene-
ratrice , prendendo per legge del movimento di essa I appoggiarsi co-
stantemente sn tre altre curve pur arbitrariamente segnate sulla super-
ficie stessa . Un tal concelto , che manca della dovuta precisione , per.
diventar geometrico da costituire la generalissima genesi delle super-
ficie curve, non prestasi affatto a far comprendere la forma di tali
auperficie , quando abbiano una genesi regolare , e.gid conosciuta ; e
quindi lungi dall’ essere di vantaggio alla scienza geometrica , fa ren-
de di un’ astrazione chimerica . E per addurne un qualche esempio ,
pel caso semplicissimo. della superficia conica ordinaria , guale imba-
razzo non apporterebbe. nella genesi di questa , volendosene prendere
per generatrice un’ iperbole in essa segnala ; e quale vantaggio per cié
se pe otterrchbe , per le considerazioni geometriche, o geometrico-al-
gebriche su di essa ? Non laxoriamo dunque in modo da far perdere al-
la scienza quel suo orizzonte , che dee servirle a renderla possibile , @
pe:d facile e rigorosa , che cid non tenderd a migliorarla ; ma aozi a
rend erla misteriosa , e paradossale : ed avvezzando la gioventd . a po~
co a poco , come sia avvenendo , a concedere talune cose , ch' essa,
per la troppa astrazione delle medesime,non arriva a comprendere, de-
viarla,da,quel rigore, ed esattezza , ch' ¢ propria della G eqmetria , e
tile agli usi , ed alle app!icaziplpi di questa .. .
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ss mentre ¥i si vedranno esibite geometricamente ;
e pero con quell’ evidenza , e facilta di concepimen-
to , che in questo solo modo poteva ottenersi , ap=
porteranno alla Geometria degli antichi il vantaggio
di addirle un argomento , che finora le era intera-
mente sfuggito 3 e la cui prima conoscenza & dova-
to all’Analisi moderna.

Or dopo le generali considerazioni di sito per le
superficie curve in generale esibite nel presente ca-
pitolo, ho voluto nel seguente , il P11, recare spe-
cialmente la costruzione cosi detta delle superficie
cilindriche, coniche, e di rivoluzione costante ; poi-
cheé I’ uso pit frequente di essa esigeva, che eviden-
temente si avesse la riduzione di tal problema gene-
rale pe’ casi, che le concernevano .

Da queste generali considerazioni sulle superfi-
cie curve passando alle particolari per esse,ho trat=
tato de’ loro piani tangenti , ripartendo questo as-
sunto ne’ cap. V111, e I1X ; nel primo de’quali, ol-
tre le definizioni per esso , vi & recato quanto con-
cerne le superficie cilindricke, e conicke, e nell’al-
tro cio ch’ & relativo alle superficie di rivoluzione
costante in generale , e specialmente le sferiche . A
ehe veggonsi questa volta anche aggiunti due pro-
blemi pel contatto di un piano con una superficie
cilindrica, o conica, ed un’altra sferica; ed inciden~
temente pel caso loro pit regolare , cioé quello che
la superficie cilindrica , o conica fosse la conside-
rata negli Elementi, onde render pienamente geo-
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metrica la costruzione di essi , vi si vede recata unz
nuova soluzione del problema di tirare le tangente
comune a due ellissi date di grandezza, e di sito , e
che a due curve coniche qualunque pud, con facil-
1a estendersi.E passandosi al caso pia generale, con
sostituire alla superficie sferica unaqualunque di ri=.
voluzione costante, vi si vede, per incidenza, esibita
in due lemmi,la determinazione della curva di con-
tatto di una superficie cilindrica , o conica data di
sito,con una superficie di rivoluzione del pari data.
11 tipo della qual ricerca & preso dall’ elaboratissimo
trattato dell’ egregio professore Bruno, sulle ombre
ne’disegni, da me ben due volte invano annunzia-
to per la stampa ; ma che spero sia questa volta cid
fatto con migliori auspicj, e pit sicuro successo. Fi~
nalmente in altro lemma vi & risoluto il problema del
la superficie cilindrica , o conica involgente due su=
perficie sferiche date di sito,sul quale vedesi poi fon-
data la soluzione di quello del piano tangente le stes-
se superficie sferiche, ed una di rivoluzione costan-
te, con I’ asse verticale. Ed altre ricerche analoghe
avrei potuto ancor aggiugnere , se non mi fossi gia
troppo dilungato in esse , nella parte elementare di
questo trattato 3 che perd serberolle per I altra di
complemento del medesimo , o ancora per gli O-
puscoli matematici, ove quelle mi sembrassero so=
prabbondanti , e troppo estese.

Ed al proposito della materia trattata in questi
due capitoli mi convien notare, che l'illustre Monge
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fonds la natura , ¢ quindi la definizione de’ piani
tangenti, nel dover passare per le tangenti di due ge-
neratrici. differenti di una superficie in uno stesso
punto di essa , assumendo cosi come un postulato ,
che le tangenti a tutte le altre sezioni prodotte nella
stessa superficie, per quel punto, dovessero necessa-
riamente ritrovarsi in quel piano , o, che vale lo stes~
s0 , che segandosi una superficie curva con quanti
piani si vogliano passanti per un medesimo punto di
essa, le tangenti in questo condotte a ciascuna sezione
debbano giacere in un medesimo piano®; e lo stesso
principio erasi pur assuato dal Lacroix 7 , e da al-
tri.L’ Hachette ad evitare quest’ arbitraria assunzio-
De aveva ripiegato nell’altra piti impropria di consi-
derare il piano tangente come un prolungamento per
ogui verso dell’ elemento della superficie, che corri-
sponde al punto del contatto®. Né tampoco erasi da
me evitato quel primo inconveniente,con la defini-
zione, che ne recai altra volta nella mia Geometriz
di Sito,posteriormente adottata in altre istituzioni di
Geometria descrittiva , supplendovisi da alcano la
dimostrazione della coincidenza , nel piano condot-

to per le tangenti di due generatrici , delle tangenti
a tutte le altre sezioni prodotte nella superficie cur-

va da piani passanti pel punto medesimo ; ma in-

€ Géomitrie descriptive 11. n, 23.
7 Complément des Elemons de Géométris — Des plans tangens ...
¥ Supplément a la Géométrie descriptive de Monge §. 2%.
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odo ; che ame non & sembrato mol-
o al meno non chiaro ahbastanz(:;.
i ' . Or
nantunque tale il gludicasse I' autore di essc; ;
s e , .-
; cid parmi essersi con facilta ovviato , con la o
a . - o
finizione de’piani tangenti da me data questla{vbbe,
.. ebbe-
desumendola dalla stessa chiara nozione, C >
ro gli antichi pel contatto delle linee tra lor? ; e
. .. “u-
1al definizione le ricerche su’ piani t.angenn e -
perficie carve definite si veggono facilmente; e
i isultare.
estrema chiarezza risultal . .
Siccome dalla definizione de’ piani tangenuﬁer-a
: .
ncora a quella de’ contatti delle superficie
ond’ essa non mancasse nelle circo-

vero in tal m
to concludente ;

disceso a

curve tra loro, ‘ ol
stanze occorrenti , COSi ho voluto mostrarne an

qualche esempio 9, recando nel cap. X ’la costrtx:;‘::
e grafica di due principa}i problemi fle contatti sk
rici 3 serbando la compiuta t’rattamo;e ge:i);‘ncon_
ca di quest’ argomento , € dell.altro a 1;e * con
tatti circolari pel vol. IIL. .degh Opuscoli ma;l o na-
tici , come vedesi anuunziato nel Prospetto di
icazione . |

P“b]l;h;: al proposito accenneremo , che lf’ sct:t[::
cui miriamo con la puhblica.zxone de presen.nltramc-
ti,e degli Opuscoli, non & di dare un mat;nale s o
cato , e da rimanere senza un uso ; an‘t;.e e Zr:t -
tare , si bene da costituire un insieme di pre "

» Per incidenza alcun altro ne offrivano i lemmi gid indicati delcad
pitolo precedente.
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e di esempj per risolver problemi geometrici, con
ogni metodo, sia antico , sia moderno 3 in somma ,
come mi sono espresso , in fine della prefazione al-
I’ altro trattato dell’ Invenzione geometrica , di co-
stituire un nuovo Luogo di Risoluzione pe’ moder-
ni novelli geometri, del pari che avevan fatto gli
antichi per le loro scuole .

Le ricerche sulle intersezioni delle superficie cur-
ve, ubertosa, ed importante materia, non solo per
le arti di costruzione, ma anche per la Geometria,
per risolvere que’ problemi , che hanno bisogno
de’ luoghi alla superficic , seguendo immediata-
mente quelle de’ contatti di esse , che ne formano
un caso particolare , sono passato perd a trattar-
le ne’ capitoli XI', XII, XIII, ripartendole nel
seguente modo. Nel primo di essi ho considerato
I' incontro di una retta di sito con una superficie
cilindrica , conica , o di rivoluzione costante , il
quale argomento elementare non doveva esser tra-
scurato in una scientifica istituzione di Geometria di
sito 3 non solamente perché occorre in altre costru-
zioni della medesima, ma ancora perch¢, come ve-
drassi in appresso , da esso traggonsi immediata-
mente talune soluzioni di problemi nello spazio .
Dopo cio, procedendo con ordine, ho considerata,
nel capitolo seguente , I intersezione de’ piani con
le superficie curve, al qual proposito ho, in alcuni
teoremi preliminari , stabilita una dottrina elemen-

tare relativa a siffatte intersezioni , ed alle curve ,
b
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che da esse risultano, da poter anche ut.ilmente ser~
vire in altre ricerche geometriche . Fufalmente xl.
capitolo XIIT & destinato a rlsol.v?re i probleu’n
dell’ intersezione delle superficie cilindriche, coni-
che, e di rivoluzione costante tra loro: ‘

Le ricerche precedenti,su le intersezioni delle su-
perficie curve, dando immediatamente luogo alle l}-
nee curve da esse risultanti , in generale a dopp@
curvatura , poiché partecipanti di ql.lelle delle due
superficie intersegantisi , ho nel. capm.)lo‘ seguente
(il XIV) recate le poche considerazioni prelimi-
nari a tali linee curve , che per esse occorrevano
nella parte elementare del presente :;rattato. .

Per illustrar con esempj I uso de {uog/u alla su-
perficic , nella soluzione de’ Probleml nello spazio ,
ne ho recati diversi nel capitolo X Vv, 'col mezzo
di quelli risolvendoli 5 tra’ quali veggonsi compre-
si i due per I esibizione di un punto nello spa-
zio , date le distanze datre punti dat.l, o’da tre ret-
te di sito , che compiono la determinazione del si-
to di un punto nello spazio, e dimestrano la ragio-
ne per la quale siesi data la preferenza al modo di
riferirlo a piani di sito (pr.13. del ;frcs..tratla.to).
Inoltre i principali problemi Sll'uf:l piramide trian-
golare , e tra essl quello di esibirla f:ssendone da-
4 i lati della base , e gli angoli al vertice , che tanta
diversita di opinioni aveva presentata .sulla sua na-
tura, ed i mezzi da costruirlo a’ diversi somm1 geo-

metri , ed analisti , che I” avevan trattato 5 ma che
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alla fine & stato ridotto in forma generalissima , e
con assai eleganza geometrica risoluto dal nostro
professore Bruno *°; da che mi sono indotto a trat~
tarne I' argomento per intero, nel volume V degli
Opuscoli matematici, come fu annunziato nel Pro-
spetto per essi .

Tra queste ricerche vedesi per incidenza asse-
gnata I’ intersezione determinata di tre superficie
sferiche, e vi si rilevano due importanti verita geo-
metriche, per le intersezioni de’cerchi, e delle sfere.

Al proposito del soggetto di questo capitolo , il
rispetto , che debbo alla memoria dell illustre , €
laborioso matematico francese Hachette s i1 quale
onorommi di sua utile corrispondenza mentre visse,
mi obbliga a digredire alquanto dalla presente espo-
sizione del mio lavoro, per distrugger nell’ animo di
molti tra’ moderni I'erronea idea, che : Le proprie-
e dell estensione, considerate nelle tre dimensio-
ni, furon poco conosciute degli antiehi geometri **.
E ci6 mentre illustrerd un punto di storia delle Ma-
tematiche affatto non considerato finora , spargera
ancora qualche luce su questo importante argomen-
to del Luogo risoluto.

Ma prima di entrare in materia convien, che si
riduca in forma pid propria I' espressione vaga di
sopra recata 3 poiché I’ estensione cosi generalmen-
te presa , come ivi enunciasi, non ha altra proprie=

10 Vedi Atti della R. A. delle Scienze di Napoli vol. II.
't Supp. 2. alla Géométrie déscriptive de! Mor’v:;e , an. 18418,
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13 , che la sola delle zre dimensioni ; il chfa ren(ie-
rebbe quella proposizione uu puro gergo di paro el:
se per essa non intendessimo, ch'e o) problen?zl .nc
le tre dimensioni, ed i mezzi per costruirit, €
quindi i luoghi per essi non furono gran fatto co-
nosciuti , e trattati dagli antichi . .
E prendendo da prima a discutel‘.e tal proposi-
zione nel senso della pura Geometria , osservisi ,
che ne’primi tempi di essa non es.sendosn rinvenu-
ta la maniera meccanica da descnverf: le curve co-
niche nel piano, la composizione d,e probl.eml in
cui abbisognavano,ottenevasi con unacconcia com=
binazione di superficie coniche , nelle quah‘le lo-
cali per la costruzione di un problema eransi con-
venevolmente rappresentate, per la sezxozle.: con un
piano ; d’ onde 2’ problemi cosi f:ostrum , della
natura di quelli , che or dic.;iamo diterzo, e quar-
to grado , caratterizzandoli dalla loro equazione ,
fu dato il nome di solidi **. E per questa com-
binazione di superficie coniche , nel modo atto ad
ottenere la eostruzione di un problema, molte. con-~
siderazioni dovettero occorrere , chfa furono in se-
guito trascurate, € dimenticate, subito che la. Geo-
metria non ebbe piil tal bisogno, ottenuto il mo-
do da rappresentar quelle curve nel piano, come

or noi facciamo. Né di quelle loro ricerche essi

LA Y IHantur , namque ad construclion :
ﬁs ﬁ:z:::;piuperﬁcicbus , nimirum conicis uti — Pappo Colie]cit.
';‘IZh gdopo la prop. . lib.I11. E lo stesso ripéte dopo la prop.30. 111.

em necesse csl solida-
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curaron tramandarci notizia , forse ancora perche.
riputando meccaniche siffatte costruzioni , nella
Geometria ricusavano riceverle '3,

Ma le considerazioni degli antichi intorno alla ri~
soluzione de’problemi, non si arrestarono a’soprad-
detti,dove par che siensi soffermati i metodi analitici
de'moderni : essi progredirono ben oltre ne’ linearr,
che or diremmo trascendenti, pe’quali inventarono.
nuove curve , alcune descritte nel piano , ed altre
ne’ solidi, o sia nelle superficie curve , talche I’ e-
lice, che appariva descritta nella superficie di un
cilindro retto , la spirale sferica su quella di una
mezza sfera , ec. K di esse si valsero ancora tal-
volta in risolvere i problemi del secondo genere ,
trovandosi adoperata da Archita una curva de-
scritta sulla superficie di un cilindro retto , per ri-
solvere il famoso problema delle due medie pro-
porzionali : la qual soluzione, ¢h’ & 1 unico esem-
pio, che ci rimane in tal genere , dall’ antica Geo-
metria, tramandatocl , non senza oscurita, da Fi-
truvio '4 , ci assicura della loro scienza sul propo-
sito delle intersezioni delle superficie curve , e de’
luoghi ad esse, fin da quelli antichissimi tempi con-
siderati . Oltre a ci0 , che altro mai erano que’ due

—

"3 Antigui geometrac problema antedictum in duabus rectis lineis ,
géomelrica ratione innixi construere non potucrunt, quoniam neque cont
sectioncs facile est in plano designare ( Pappo nel luego di sopra citato).

4 Quest’ ingegnosa soluzione , che non ostante le molle elegantissi-
wie de’ geometri posteriori, sl antichi, che moderni , non merita di.
esscre affatto dimenticata , verrd riportata in questo capitolo:
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tanto desiderati libri di Euclide de’ luoghi alla su-
perficie , e quale il loro uso ? se per essi non vo-
gliamo intendere, che esponevanvisi tante proprie-
ta locali delle superficie , appunto come pe’ luo-
ghi piani quelle di linee rette , e circolari, e pe’
luoghi solidi le alire delle curve coniche ; e che il
loro uso consisteva nel valersene , con la combina-
zione fatta in convenevol modo , per la soluzione
de’ problemi nello spazio, appunto come de’ luoghi

piani , e solidi pe’ problemi nel piano .

E puo mai immaginarsi , che geometri si acu-
ti, e perspicaci, come furono gli antichi, non aves-
sero mai veduto , e mai fosse loro entrato in pen-
siero , che la superficie sferica fosse il luogo di
tutt’ i ponti equidistanti da un dato punto di sito
nelle tre dimensioni , mentre avevan cid analoga~
mente stabilito pel cerchio nel piano. Similmente ,
che non avessero considerata la superficie cilindrica
come il luogo de’ punti equidistanti da una retta di
sito , e la conica come quello de’ piani, che incli-
navansi in uno stesso angolo a quello della base di
essa : verita tutte intuitive . E se cio non & suppo-
nibile , certamente , che il loro spirito di ricerca
non arrestossi a queste elementarissime considera-
zioniy ma che prendendo quindi le mosse si spinges-
sero tant’ olire , quanto da’ loro metodi era permes.-
so , da aver potuto Euclide compiere due interi li--
bri di una dottrina , che noi invano desideriamo .,
ed alla quale non abbiamo, che porre al confro.nto.
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Ma anche progredendo piu oltre , senza dipartir-
ci pero da quelle pitt ovvie nozioni di loro scienza
serbateci da Pappo, ci fa certi di questo loro studio
sulle superficie curve, come luoghi geometrici per
risolver problemi nello spazio, la stessa loro tri plice
distinzione de’ luoghi in efettici, ciod , quelli ch'e-
ran luogh: diloro medesimi, siccheé ad esibirli non
fosse bisogno di determinanti estrinseci ; in diados-
sici , quando ciascuno I’ era di una dimensione di
pitt della cosa , che gli apparteneva , come la cir-
conferenza del cerchio de’ punti equidistanti da un
dato , il perimetro dell’ ellisse , o dell’ iperbole pe’
punti , che serbassero da due dati distanze date
nella somma , o nella differenza , ec. 5 in anastro-
fici, se eccedessero per due gradi, o due dimensio-
ni , come la superficie sferica pe’ punti equidistan-
ti da un dato nello spazio , quella della sferoide, o
del conoide iperbelico pe’ punti , che serbassero da
due dati distanze date nella somma , o nella diffe-
renza , ec. Imperocché alirimenti di questi luoghs
affatto avrebbero potuto far menzione .

Sicché da quelle poche notizie , che rimangono
della tanta loro scienza geometrica , per questo ri-
guardo, raccogliamo una duplice distinzione, ch'es-
si feccro de’ luoghs 5 la prima relativamente alla
loro natura , o grado , da che rimanevano ancora
distinti, e caratterizzati i problemi in piani,solidy,
e lincari ; la seconda relativa alla qualita loro, ed
al grado d'indeterminazione ; ed era in luoghi alla
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linea , alla superficie, ed al solido . E questi pote-
vano appartenersi a ciascun genere de’ p'recedentf.
Dopo aver recati gli argomenti piu ovj , chfa di-

mostrano aver dovato gli antichi geometri coltivare

e promuovere le ricerche delle proqrieté dell.e‘ su~

perficie curve , e la combinazione di esse, pid di
quello ancora , che non siesi fatto da’ moderni 3 al--
tri ne offre Pappo medesimo , nelle sue Collezioni

Matematiche , dalle quali sole, imperfette, e mu-
tilate come ci sono pervenute, possiamo raccoghert.a
alcune notizie della tanta scienza a noi ignota di
que’nostri maestri.Ed egli, di fatti, dopo aver par-
lato della distinzione de’ problemi tante volte ripe=
tuta , cosi ripiglia , in ordine a quelli dtlel terzo ge-
nere , quod lincare appcllatur ; lineae jam aliae ,
praeter jam dictas in constructionem assumz‘uzlur-,
quae varium et difficilem ortum lzal.)ent,‘ex inordi-
natis superficicbus , el motibus ilnplicatzs' fact.ae .
Ljusmodi vero sunt eliam lineac, qusac in locis ad
superficiem dictis inveniuntur , ec. ' Da che rac-
cogliesi ad evidenza , ch’ essi non poche. superficie
considerarono descritte in modo vago, ed irregolare,
delle quali a noi non & giunta notizia al-cuna ; e che
su di esse descrissero con data legge linee curve ,
per valersene in risolver problem.i, che‘ non poteva-
Do appartenersi se non alle tre dimensioni . E.qul—
vidi nuovo evidentemente si parla de’ luoghi alla

PRSOR———

15 Coll. Math. dopo la prop. 30. lib.IV.
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superficie : soggiugnendovi poco dopo,che intorno a
tal materia , ed alle intersezioni delle curve de-
scritte sulle superficie , o nascenti dalle loro inter-
sezioni , uUn lungo trattato aveva composto un tal
Demetrio Alessandrino , geometra non degli ulti-
mi certamente,ma che intanto appena n'¢ a noi giun-
to il nome, da questo luogo di Pappo . Lo stesso
per l'altro Filone Tianeo, che, trattando un simile
argomento , considero molte curve , quae multa et
admirabilia simptomata continent , le quali furo-
no tenute in gran conto da’ geometri posteriori , e
somministraron loro materia di lunghe trattazioni
di tal che Menelao scrisse un libro su di una sola
di esse , che prese il nome, per le sue speciose pro-
prieta , di admirabilis Menclai.

Abbondante materia ci prepararon dunque gli
antichi , ed assai utile alla composizione di diffici-
li problemi in ogni genere , sulle linee curve , e le
superficie, e le intersezioni di esse, trattandola con
que’ metodi , che possedevano . Non v’ ha dubbio,
che I attivita, e la faciltd di maneggio, che ci offro-
no i nostri metodi, varrebbero a renderci per que-
sta parte ad essi di molto superiori , se perd, per le
ricerche sulle linee curve,non ci fossimo arrestati al-
la semplice classificazione di quelle del terzo, e del
quart ordine , ed appena su di esse fatte consi-
derazioni generali, senza per nulla incaricarci di
trattarne alcuna in particolare , a fin di riconoscer-
ne qualche proprieta , che potesse costituirne un

E——
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luogo geometrico, per la soluzione di qualche diffi-
cile problema superiore al quarto grado. Ed appe-
na ravvisiamo tra quelle del terzo grado la cissoi-
de , e la concoide tra le altre del quarto, perché
fatteci conoscere dagli antichi. Che se in tale eserci-
zio si fossero versati,o che in appresso ne faranno la
loro occupazione i moderni analisti, riescird forse
ad essi agevole lo stabilire una qualche regola di co-
struzione geometrica pe’ problemi superiori al quar-
to grado, il quale argomento dopo il Cartesio vec}e-
si, con gran danno della Geometria analitica , in-
teramente dimenticato. E lo stesso «ndamento do-
vrebbe ancor tenersi per le superﬁcie curve, € per
Je curve a doppia curvatura , delle quali appena
vedesi usata, in qualche problema , la spirale ci-
lindrica tramandataci dagli antichi.

Si & cid accennato , per ispingere i coltivatori
de’ moderni metodi ad assumere Cuest’ incarico ,
che riescira ad essi di lode , e di utilita grandissima
alla scienza. E senza contender vanamente di pre-
valenza degli antichi , e de’ loro metodi su’ nostri,.
o di questi a quelli, avendo, quelli,e noi fatti tutti
gli sforzi per promuoverla, cerchiamo prevalerci ’dl
tutt’ i mezzi , ch’ essa ha , per sempre pit perfezio-
narla.ll vasto campo delle Matematiche oggigiorno,
rende gia abbastanza difficile, per non dire impo.ssi-
bile, il percorrerle tutte , per non volerle ancor im-
brogliare con inatili quistioni, e vane polemiche, le
quali ordinariamente sono fatte per nascondere quel-
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I ignoranza , che si ha in taluna parte di esse , che
qualuuque siesi, o greca, o moderna, & sempre de-
gna della pitt profonda meditazione . €ertamente ,
che nel modo come taluni si stanno adoperando ,
soffrendone a poco a poco la rigorosa istituzione
geometrica, noi ci chiuderemo alle spalle, con una
porta di bronzo, le tante utili, e maravigliose e-
scogitazioni degli antichi ; sicch¢ quando conven-
ga, o che rivenuti dal presente sviamento, vorra ri~
tornarsi indietro , riescira assai difficile riaprirla.

Dopo il fin qui detto , non & vera ingiustizia de’
moderni il negare agli antichi una pit estesa cono-
scenza ne’problemi nello spazio, che noi non siamo
giunti finora ad avere, e de’mezzi in pil numero, e
pitt geometrici per costruirli , sol perché , le loro
profonde opere in tal genere non ci sono pervenu-
te, e per la poca pazienza , che si ha ancor ora di
frugare studiosamente in quelle , che di essi ci ri-
mangono ?

Ma come mai di tutta questa loro estesa , e su-
blime scienza a noi nulla & pervenuto , mentre al-
tre opere piu elementari ne abbiamo ? Questa stes-
sa circostanza n’ & la ragione . Gli antichi non am-
mettevano si facilmente in loro scuola chiunque si
presentava , come ¢ il nostro costume ; ma biso-
gnava esservi trovato abile, e di una sicura riescita.
Essi erano gelosi della loro scienza j e d’ altronde
ci0 nasceva pure, da che non ne facevano merca-
to, n¢ la davano a prezzo , come ora costumasi.
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Or se limitato era il numero di coloro,che veni-
vano introdotti allo studio della parte elementare
della Geometria , esso pil ristringevasi , a propor-
zione , che pitl vi ¢’ innoltravano , e che le materie
rendevansi pit astruse , e difficili . Adunque un
maggior numero di copie si ebbero de’libri elemen-
tari di Euclide , di quelli di Archimede , ed an-
cor de’ Conici di Apollonio , che di que’ trattati
che alla Geometria trascendente appartenendosi,
da pochi erano studiati : il che anche comprova-
no gli stessi poc’ anzi detti libri di Apollonio , de’
quali con pilt facilta a noi pervennero, e nella li n-
gua lor propria , i primi quattro , che formavano
parte della prima istituzione in Geometria su blime,
che i rimanenti, de’ quali a stento soli tre se n’ eb-
bero finalmente nell’ arabico idioma tradotti '°. E
lo stesso per altri libri del Luogo di risoluzione ,
de’ quali pure i pilt elementari sono a noi pervenu-
ti. E quando poi, con tatte le altre scienze , ancor
le Matematiche cominciarono a decadere , I' ¢ ben
naturale , che restringendosi sempre la loro cultu-
ra, e I istituzione, di que’ libri piu difficili , e che
servivano ad una scienza pilt prolungata , e pit su-
blime non si ebbe pitt conto, e caddero perd in ob-
blio , e furono a mano a mano distrutti , mentre
continuavasi a far uso de’ libri elementari .

16 Vedi la Storia delle Sezioni conicke premessa al vol. I1L. dol no-
stro Corso geometrico .
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Certamente , che se ancor ora , che tanto molti-
plicansi con la stampa gli esemplari de’libri, all’ il-
luminatissimo secolo incui viviamo, succedesse
altro d’ignoranza , e che guerre , devastamenti ,
dilapidazioni, ed altri fisici sconvolgimenti distrug-
gessero le tante fatiche de’moderni, le prime a sof-
frirne sarebbero le opere pil profonde, e difficili,
delle quali gia talune si costuma ora rispettarle , e
citarle continuamente , senza pitt leggerle.Che ma-
raviglia ¢ dunque se non sienci pervenuti que’ la-
vori degli antichi piu difficili , de’ quali se n’ ebbe
un ristrettissimo numero di copie, dopo tanti seco-
li di barbarie , e di foltissime tenebre , in cui si
giacquero le scienze , non gia neglette, ma intera-
mente annullate. E di quelle n¢ pur la semplice no-
tizia ce ne sarebbe pervenuta, n¢ di quegli uomini,
che vi lavorarono, se per fortuna non ce ne avesse
di alcuni conservata Pappo , senza che molti altri
non fossero stati , de’ quali nulla sappiamo .

A che aggiungasi , che se gli antichi non vollero
da principio ricevere in Geometria i problemi soli-
di , avendo come meccaniche le loro costruzioni ,
quanto pil non dové cio aver luogo pe’ lincari , e
nello spazio,i quali esigevano assolutamente impli-
canze di movimenti, e concetti, e descrizioni, che
alla stretta, e rigorosa Geometria erano ripugnanti
ond’ ¢ , che mentre forse valevansene, per gli usi,
non vollero tenerne conto scientificamente .

Agli argomenti geometrici finora presentati in
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prova del presente assunto,giova aggiugx‘leme atico;
ra un altro, che i piit intenderanno facxlm.ente 5 1 .
¢ la perfezione grandissima alla (‘luale gh' antichi
portarono I Architettura per ogni ramo di essa , €
le arti ausiliarie della medesimz:t ; il che certamente
non & possibile supporre, che si fosse ottenuto,sen=
za un progetto preventivo delle opere , che a\mml.-l
riamo tutt’ ora si esattamente costruite , € senza ;1
corrispondente disegno , il quale non potevano 2
certo eseguire, se privi fossero stati della Geometria
delle projezioni , e della conoscenza ed e?pef'te?-
za in risolvere problemi nella spazio , principal=
mente relativi ad intersezioni di superﬁcxe curve .
Rendiamo dunque loro quella giust.ima,che: si con=
viene, se non vogliamo offendere noi met?esum3 nﬁl
trovarci incapaci in eseguire,senza grandi stenti,cio
che vogliamo ad essi attribuire come fatto a caso ,
e con pil arte che da noi . . .

E poiché mi trovo aver per un rlg'ua‘rdo deviato
dallo scopo di questo discorso preliminare , non
sard fuor di proposito rimuovere ancora un altro es
quivoco , nel quale & caduto il dotto storico dfelle
Matematiche Montucla, credendo , che 1luogl}1 al-
la superficie fossero le linee curve segnate su dl'les:-
se,con date proprieta ‘7, che non erano se non if ri=
sultamento dell’ intersezione di tali luoghi, da che.
quel problema indeterminato, il q uale per mezzo di

e

17 Histoire des Mathématiques vol. L. pag. 213. ediz. 2,
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essi risolvevasi rimaneva ridotto per un grado, fa-
cendo cosi divenir diadossici que’ luoghi , che da
prima erano anastrofici . E se troviamo tali linee
indipendentemente da cid considerate, ed in aliro
modo descritte, mediante una qualche loro proprie-
ta caratteristica , cid dee attribuisi all’ acume del
loro ingegno in prepararsi per tal modo la ridu-
zione delle locali de’ problemi , simplificando , ed
abbreviando le soluzioni di essi. Né so intendere
come quel geometra si giudizioso, e si versato nella
lettura delle opere degli antichi,avesse potuto cade-
re in quest’ equivoco , senza avvertire alla defini-
zione di essi da noi di sopra recata, e senza né men
por mente,che vi eran punti,che appartenevansi per
proprieta a tutta una superficie , come quelli equi=
distanti da un punto, o da una retta , e non gia al
cerchio , o ad altra curva in quella segnata.

Or ritornando , dalla ben lunga digressione , al-
I oggetto di questo discorso preliminare , chiudesi
la parte elementare del presente trattato col capitolo
XV dello sviluppo dells superficie curve , recan-
dovisi in tale argomento quant’ era necessario , e
che da principj geometrici poteva raccogliersi ; mo-
strandone pure la convenevole applicazione ad al-
cuni problemi .

Nell' o rdinar le dottrine di una tal parte , che
costituisce la cosi detta Geometria De scrittiva , ho
cercato conformarmi, per quanto permetteva la na-
tura dell’ argomento , allo stretto sistema geometri-

A e A
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co , rendendovi le materie , € l_e propos.izioni (tzlor{-
nesse tra loro, e cercando di evitare ogni s’uper ui-
ta, ed ogni ricerca , che vi rimanesse senz’ uso, €
a’ fondamenti della scienza non si apparteneva .

Di una cosa debbo scusarmi , ed & quella del-
le figure ,a’ disegni delle qu'al.i non ho ‘potut}c;t da-i
re quell’ estensione , e precisione grafica ,’c e :;
avrei desiderata , non conoscendo affatto I’ arte di
ben disegnarle , e nell’ eta in cui sono , non s’er&za
che sogliono accompagnarla , e co e-
viamenti della mia vita pubblica, e do'mestlca, non
avendo avuto né tempo, né pazienza di occuparme-
ne in eseguirle almeno con una qualche (.:sattezza. ’
come feci da giovane, nella mia Geometria d.escrtt—
tiva. Da cid & anche avvenuto, che non abbiano le
costruzioni ricevata quell’estension'e,che loro sareb~
be stata pitl conveniente per le arti grafiche, essen=
domi linitato , da geometra , a notare specu,lan(;ra—
mente i principj come procedere , in tut.uf I’ anda-
mento di esse; e talvolta con troppa brevita per non
men tenuto innanzi quell’ abbozzo.mfor-
che a mano poteva da me fars.l, ai-'ﬁ-
lla semplice immaginazio-
lcuni errori di let-

que’ mali ,

aver ne
me di figura,
dando il ragionamento a
ne ; da che sono ancora d.eriva’ti a
tere , che veggonsi notatl nell ['.rra{a . :

E cio per quanto concerne la prima parte ele-

mentare del presente trattato.
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Prefazione
El:mil;llir:je})bagi la prima compilazionc in forma di
v e principii fondamentali della dottrina de’

Prims pazio, chiamandola Geometria descrittiva.
mern deﬁomgllauone_ fatta dal prof.Flauti degli Ele-
bt G a Geometria descrittiva nel 1801 , come
" stampeneé eigqu insegnati.Quando pubblicati per
itationt? » © giudizio che ne fecero distinti geometri
pulgbll}z:ro;x concorre col Monge all’ anzidetto scopo
ol t?t(o (l)ondci' é"795 le sue istituzioni di tale scien-
faces courbey. cométrie sur les plans , el les sur-
]a'{))ebiilggmr If;i Ggomelria analitica di sito compi-
i prof. ‘laun perle sue lezioni nella cattedra

I ! niversita degli studi , dal 1806 al 1812.
mo dip;o_pneté delle denominazioni date a gnesto ra-
hcrOixc.leszacﬁemfne!n:a tanto dal Monge , che dal

; ¢ fu indotto il Flauti a dare
sente trattato il titolo di G t 0s it 20l s
g rattato ecometria di sito sul piano
vl 1818 p t0, fin dalla prima volta che puabblicollo
In che questo tr i differi
chy attato si differisca dall ]
lacnun mu:a'proprlamente detta. alla Geomelria
tratice chmnl .eago;;(frale del contenuto ne’ capitoli del
Come si possano i teoremi di Dati de’
p > cap.It el
trgmamit;!':: in problemi descrittivi , per serSirsene di
mRicemlhuzmne in questa scienza grafica.
tate da ol :n!iu;r:l tl();-‘i)lg'leGa questo argomento ripor-
{:Vota  pié di pagin;. eomelria descritliva .
I)isfpf::nmne del contenuto ne' cap.da VI a IX
el ct,urosa definizione del piano tangente una s;xper-
i ot va data dal Monge , dall' Hachette , e poida
ri adottata ; e come corretta . P oP

Due problemi de’ contatli sferici recati nel capito-

pag.v et

vi

Vit

vit Nota

viIx
ibid.

VIll— ¥

X — XI
XI

X[ — XIV

XV — XVI

XXXIV indice

loX, serbando a trattar totti quelli di questa fami-
glia nel volume IV. degli Opuscoli malematici.
\‘llndicazione del contenuto ne’ capitoli dall’ XI. al
XIIIL.

Cousiderazioni sulle curve a doppia curvatura re-
cate nel capitolo X1V.

Uso de’ luoghi alla super
problemi nello spazio ( cap. XV.)

Qual sia il vero senso in cui si debba prendere la
voce estensione ; ed esser falso , che gli antichi aves-
gero poco conosciute le propr ieta dell estensione nel-
le tre dimensioni .

Come debba coltivarsi la scienza geometrica a di
d’ozgi- ’

Congettura del perché non sienci pervenute tante
opere importanti degli antichi.

Altro argomento per comprovare , che gli antichi
doveltero trattare problemi nello spazio.

Equivoco del Montuela su’ Luoghi alla superficie,

Nota.

Metodo teputo nell’
questo trattato.

ficie nella soluzione de’

esposizionne delle materie di

PARTE L

Cap. 1. — Definizioni, e nozioni prelimi-
pari.

Der. Dello spazio.

DEF. Del sito Ui un oggelto geometrico nel piano ,
¢ nello spazio « :

Nota.

Scor. Qual debba esserc
i del sito di un oggetlo geomelrico ;
pe di questi oggetti .

Der.Del dato di sito,

Der.be delerminanti il sito.

Cae.11. — Determinanti del sito de’ punti.
delle linee , ¢ di alcune figure nel piano.

relta nel piano
sulta pur data

la natura de’ determinan-
e specificazio-

Teor. I determinanti del sito di una
sono due punti di essq dali di silo 5 € 1
di grandezza le retia inferposta tra essi

nli del sito, e della grandezza di

Teor. I deterinina
an cerchio somo il sito del centro , ¢ la grandezza del
raggio.
Neta 2'§§. 7 ed 8.
Teog. Se ¢ dato il sito di due rette, risulta ancor

S

dato quello del punto del loro incontro.
Nota.

X¥1
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Teor. Dal sito di due punti risulta determinalo

quello di un terzo, che serba da essi distanze date.
Teon. Dal sito di un punto rispetio ad una lineq
retta rimane assegnalo , 1. il sito e la grandezza del-
la perpendicolare tirata a questa da quello , 2. il si-
1o della parallela tiratale per quel punto ; 5. il sito
di gualunque inclinata ad essa , tiratagli dal pun-
to, in angolo dalo.
Teor. Date due rette di sito in un piano, ¢ dato

I angolo da esse compreso incontrandosi . E se sia
dato U angolo di due rette , ¢ 'l sito dell’ una , ¢ del
vertice dell’ angolo ; sard ancor dato il sito dell altra
N' ¢ ancor vera la conversa,
Teon. I determinants del sito di un punto rispet-

To a due rette date in un piano , che s’ interseghino ,
sono le distanze dale di quello da ciascuna di queste.
Scor. 1. Supponendo “tali rette indefinite pe’ due
loro versi ; il sito del punto risulta quadruplice.
ScoL, 2. Esibizione facilissima del punto, quando

le due rette sieno ortogonali.
Der. Le due rette alle quali si riferisce un punto ,
per determinarne il sito nel piano , diconsi direttrici,
orlogonali se ad angolo retto , obbligue in caso con-
trario.
Teor, Determinanti di una linea curva nel piano.
Tror. Da tre punti dati nel piano risulta dato di
grandezza, e di specie il triangolo, che si ottiene con-
giugnendoli . .
Una tal verita si estende a qualunque rettilineo.
ola.

Car. 1u1. — De’ determinanti del sito de’
punti , delle linee rette , e degli angoli nello

spazio. 27- 68

DEr. Che dicesi projezione di un punto nello spa-
zio su di un piano . Che intendasi per picde della per-
pendicolare tirata al piano dal punto ; che per altez-

za del punto. 28

Cor. Zutt’ ¢ punti delle perpendicolare ad un piano
hanno su questo la stessa projezione , ciod il piede di

essa sul piano , 29

Der. Cosa intendasi per piano abbattuto con un al-

tro,ch'era con questo ad angolo. 30

Teor. La projezione di una retta nello spazio su

di un piano é un’ alira reita. 3t

Cor. 1. Tutte le linee rette in un piano perpend:-
evlare ad un altro , hanno per loro projezionc su que-

sto la comune sezione de’ piani. ti

XXxv

13

14,15

16
17
18

19, 20
22

10-12] 4,3

NN

S@®

24, 23
26

Cor.2, I determinanti le projesioni di una relta su

10
10

11-28

i1

A R

e

$XxVI indice

di un piano , sono le projezioni di dus punti di essa
su guesto. L. . .

Der. Che intendasi per projezione su di-un piano
di una retta nello spazio. . .

Cor. La perpendicolare ad un piano ha per proje-
zione su questo il piede di quella.

Der. Della retta parallela ad un piano.

Cag. 1. Tirando per un punto di un piano la pa-
rallela ad una retla parellela al piano , questa deve
cadere nel piano stesso . )

Cor.2. Una retta torminata parallela od un pia-
10 adequa_la sua projezione su guesto.

ScoL. Quando i piani di projezione sono ortogona-
1i 1" uno suol dirsi orizzontale , | altro verticale : e le
projezioni de'punti , delle rette , o degli altri oggetli
geometrici su di essi prendono pure il nome corri-
spondente di orizzontale , e verticale . )

Tros. E dato il sito di us punto nello spazio , s
ne siadata la projezione su di un piane di silo, ¢

tezza su queslo . L.
! a'i‘son. 0 ;?ure. s¢ ne sono date le projezioni su due
piani di sito ad angolo. . . .

Cogr. 1. Laltezza di un punto su di un piaro oriz-
zontale é quanto la perpendicolare , che dalla proje-
zione verticale di esso si liri alla comune sezione de

iani orfogonali ; ¢ viceversa . .
Puéon . 2.gSa una linea retta & parallels ad uno de
piani di projezione orlogonali; la sua projezione sul-

T alivo di essi sard ancor parallela alla comune sezio-
ne di que piani ortogonali . o )

Scor. 1 e 2. Come si trasporta la projezione diun

unto , o di una retta da un piano dato di projezio-
pe ad un altro. )

Tror. E pur dalo il sito di un punto nello spa-

xio, sene sien date le distanze da tre piani di sito ,
" inconlrino .
Ch%(foxz.u.o — E perd , se ne sono date le distanze
da tre assi fissali nello spazio, sieno orlogonali , o pure
snclinati in dati angoli.
Nota. )
Teor. E dato il sito di una retla nello spazio , se
sono date le projezioni di due suoi punli su di un
piano disito, ¢ le altezze di questi sul medesimo .
O pure , se sien date le sue projezioni su due pia-
wi di sito ad angolo , . )
SeoL. GeEN. — Tra i determinati assegnati pel sito

de punti , e delle rette nello spazio , quali sieno 1

pitt propri, Cousiderazioni per faroe uso nelle arti

de! disegno.

33

33
36

37

40

15
42

43

4b
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48

52
53

5% 56

Trog. Dato il sito di una rctta nello spazio rispel-
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18, 19
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to a due piani ad angolo , suno dati i punti ove quel-
le incontrano ciascun de’ piant.

Teor. Date di grandezza le projezioni di una rel-
ta , ¢ ancor data la sua grandezza.

Scor. 1. Come si ottenga facilmente la differenza
delle altezze degli estremi di una retta data di sito ,
riferita a piani ortogonali.

Scor.2.Una retta nello spazio sta alla sua projezio-
ne, come ¢l raggio al coseno dell angolo in cui incli-
nasi la retta al piano di tal projezione. E cid con-
duce a determinare un tal angolo .

Teor. Dato il sito di due rette, che & intersega-
o nello spazio , ¢ dato quello del loro 1 tro.

Cog. La congiungente le interseziuni delle projezio-
ni, su due piani di sito che 8 inconlrano, di due linee
velte , che 8 intersegano nello spazio, risulta perpen-
dicolare alla comune sezione de’ piani , quando questi
suppongansi I un U altro abbattuti .

ScuL. La sola condizione poc’ anzi delta non ba-
sta a determioar la conversa della precedente propo-
sizione , cio® che le due rette debbano intersegarsi
nello spazio.

Tror. Dato il sito di due vette , che intersegano
nello spazio , é pur dato 1 angolo da esse compreso.

Teor.Dati di sito ¢ verlici dogl angoli di una figu-
ra reltilinea nello spazio ; la figura sara data di sitv
¢ di grandezza.

Teor. Un triangolo nello spazio sta alla sua proje-
zione su di un piano , come il raggio al coseno del-
r clmgolo in cui inclinasi a questo il piano del trian-
golo .

Cor.1. ¢ 2.Lo stesso per un poligono qualunque ,
o altra figura piana .

Cap.1v.— De’ determinanti il sito de’ pia-
pi, delle linee curve, che esistono in essi,
. degli angoli solidi, e de’poliedri nello spazio.

Der. Che intendasi per traccia di un piano su di
un altro disito .

TeoRr. I determinants del sito di un piano nello spa-
sio sonro le sue due tracee su due piani di silo ad
angolo.

O pure, una delle sus due tracce, e'l sito di un
punto di esso.

O ancora il sito di tre punti di esso .

O una delte sue tracce, ¢ U angolo in cui esso in-
clinast al piano di questa.

O finalmente , una delle tracce, ¢ I angolo d que-
sla con | altra .

XXXVH
57 2294
58 2%
59 24,25
60 28
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62 25,26
63 26
6l 26
65 27
66 27,98
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69- 96/ 29- 48
69 29
70 29
72 30
73 3
i 33-3%
79 37
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Lemma pel §.77. o
TBOR.DE!O i?sito di un piano nello spazio ¢ ancor

data Uinclinazione di esso a ciascuno de’ piani di pro-
jexione cui € riferito. o . .
Tror. E n' ¢ pur dato di sito ogn punto di esso ,
data che ne sia una sola projezione. .
Teor.Dati di sito due piani.che s'inlersegano.c an-
cor data di sito e di grandezza la loro comune seztone.
Ed éduto ancora | angolo della loro scambievole in-
clindazione. .
Scov. Due casi particolari del teor. n. 81.
Teor. Dalo il sito di un piano , equello di una
yetla che [ incontra nello spazio , ¢ dato il silo del
punic dell'ingontro. . . .
Teor. Dalo it sito di un piano , e di un punio , €
data disito ¢ di grandezza la perpendicolare , ‘ghe
dal punlo si tira al piano ;< di sito il punto ove Uin-

conlra. ) . . .
ScoL. Se wna retta & perpendicolare ad un piano ;

le projezioni della relta sono perpendicolari alle rispel-

tive tracce del piano. .
Tgor. Dato il sito di una retla , ¢ quello di un

punto , &dato il sito del piano, che pel punto si lira
perpendicolarmente alla retia.
Con.Ed ancora il sito, ¢ la grandezza della perpen-
dicolare , che dul punlo si tira alla rella. .
Dato il sito di un piano , e quello di una retta , ¢
dato di silo il punto ove questa U incontra , ¢ di gran-
dezza U angolo nel quale gli ¢ inclina. X .
Teor. E dato il silo , e la configurazione di una li-
nea curng esistenle in un piano dato nello spazio, se
sien date le projezioni di quella su due piani di sito
ad angolo .
Nota

Scor.In qual modo si otterrebbero le cose dette nel

precedente teorema, s¢ la curva proposta fesse una

curva definibile. o o l
Teor. Dato il sito di ciascun de lati di un angoio
solido triedro , ¢ dato ancora un tal angolo di sito, €
di grandezza . o ) )
Nota: ed in essa vien riportata la compiuta costitu-
zione deil' angolo solido triedro, e quindi del trian-
golo sferico corrispondente . .
Con. 1l teorema precedente ha ancor luogo sel an-
olo solido fosse poliedro. i o )
£ Trox. Dato il sito de vertici degli angoli di un soli-
do poliedro ; il sulido risulta dalo di grandezza , € di

silo .

Car. v. — Applicazione delle precedenti

75, 16

78
80
81
84
82-83

86

87

89
90:
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92

93

95
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35
38
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teoriche alla risoluzione di alconi i
problemi.] 97112, 49. 61 .
ProxnL. Ti . | Dxer. Genesi universale delle superficie coniche
rallenl;l;;d Tul;?;ri-ﬁz':: v M?i dato nello spazio la pa- e cilindriche dedotta dalla definizione precedente. "120-122| 63, 6%
Prosu. Tirare perun ;;s:;ozz;, nello spazi |97 ¥ ‘ Deg. Distinzione delle superficie di rivoluzione in 124.125] 64, 63
le ; 0 spazto un pia- ‘ costanti e vartabili. .
ﬂol]:;lﬁ:i‘legaa’:i;i,z;‘()[:«; pta:w dato. — 98-100] 49,51 % . Lem. Dividendo le ordinale di una curva in una ’
dotio pcv:.l' una p [1"18 "l;?' assegnare il piano con- g coslante ragione, per tutl’ { punts di lali divisions
Scov. Comie dgla;g“: ‘;gOblal:'igq;u‘ determinato ci 101 51, 52 ;g passa una curva della stessa natura della g;)roposta. 126 65
erli 6 ’ i determinato cio H E se due curve della slessa natura abbiano un
che fuavverlito nel §.63 " b Con. Es ; e ; 4
p " dato i 102 52 & asse comune , le ordinate corricpondenti ad una me-
sptfz:'gl:l(;'sltqilliu o i ‘i‘l‘to in una refta di sito ncllo E desima ascissa saranno in uRG ragione coslante. 127 65, 66
Nota ire un angolo uguale ad un dato . 103 52,53 . Lex. Segundo una superficie di rivoluzione costan-
Pronr. Cond ; si . A te, o variabile conun piano paraliclo alla sua diretiri-
un piano c;:: :r’re ll’"f u';? refia di sito nello spazio i ce . si otterrd per sezione una curva simile @ quesla. 128 66
o ang;»lo o nelini all’ un di quelli di projezione gﬁ Cor.Un carattere delle curve simili . . 129 66
Scol, Sene rilece 10% 5% “ Tror.Determinanti del sito di una superficie curva
Scol, Sene rileva esser anche dato 1l sito di un piano i di rivoluzione. 130 67- 69
& Coxr. Per le superficie coniche. e cilindriche. 131

Scor.Nel caso di una curva definibile, e di nota de-
scrizione , la projezione verticale della generatrice
passaute per un dato punto, pud ottenersi anche con
un moto continuo . 132 68

Teon. S ¢ dato il sifo di una superficie curva , é

da una delle sue tracce , e dall angolo d inclinazione
di esso al piano dell altra. 105 5%, 55

PropL. Per una retta data in un piann di sito nello b, 55
spazio far passare un altro piano , che costituisca col
primo un angolo dato. 106 55 , b6

ProL.Dato un angolo , el inclinazivne de' i
Rl 1o un ang s el 34 e’ suoi la-
:-:'ﬁ. ;?e:;‘; Z";‘;’;;o‘i‘ projezione ; assegnarele proje- ancor dato quello di ogni punto di essa di cui abbiasi 6 70‘
2 1o .. 107 una sola projezione . 133 '
Scor.1.0 ch'é lo stesso : Dato di silo e grandezza 56, 57 Der. Che intendasi per costruzione di una superfi- o
cie curva. 134

un angolo nello spazio , e dati quelli che comprendono
¥ suovt lati con la perpendicolare che dal suo vertice
cade sull un de’ piani di projezione ; esibire la proje-

Cav. vi1. — Costrazione speciale delle su
perficie cilindriche , coniche , e di rivoluzio-

zione corrispondente di guell’ angolo
ScoL.2.11 problema enunciato nel 108 57
. : m precedente sco-
l'i":,‘"”sl_’;“d? a cid, che nelle pratiche geodesiche ne costante. 136-140] 71 -7h
Prone. (,"zw.'“’.d’ un angolo all’ orizzonte. 109 57 Costruzione di una superficie cilindrica data di
sito ne?lo. ,oszglmre ad un punto dato in una relta d, sito. 136-137| 71, 712
na retta s’;,au? ~u”l angolo uguale ad un dato , con u- — Di una superficie conica data di silo. 138
in angolo fiafos inclini all'un de’ piani di projezione — Di una superficie di rivoluzicne costante data
> s e s 110- » di sito con 1. asse verticale. 139 , 16
disf(;O;Lf;ﬁ:r:ﬂ:i a'a‘icl)l, e Il)a grandezza della minima 0-111) 58, 59 C De'viani il fei n
o 0 spazio . ar.viil. — De’piani tangenti le superlicie
ta, 112 59 - 61 pra g P
Dota curve, e delle pormali ad esse 5 e specialmen-
4 Cu»._ 1. — Delle superficie curve , e de’ te di f{nelli tangenti le superficie cilindriche ,
ell‘gx;:nnantl del loro sito nello spazio. 113-135] 62-170 e conicle. 141-167) 75-883
0 . ~ -
. Der, Del piano tangente , conseguenze di essa;
DEF. Che intendasi per curva definibile . " @ onde il principio fondamentale per la determinazio-
ne del piano tangente. 141 146] 75, 76

Der. Delle superlicie curve che’si toccano , e dei-
la normale ad una superficie curva inun punto dato
di essa; e come tal ricerca dipenda da quclla del pia-
no tangente.

})):F.Qllandq unalinea curva dicesi data in un piano.| 115
EF. Genesi di una superficie curva, e sua di-
retirice , e generatrice,

Nota. 18 63

148-1511 76
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Pao_nl,‘. Del piano tangente una superficie cilindrica
Uata di sito , per uh punto dato fo essa.
. Props. Del piano tangente una superficie cilindrica

ata di sito, per un punto dato fuori di essa .

2 paraille(l:o ad una retlta di sito.

ScoL. 4. Come possa lirarsi graficamente ad una
curva la tangente parallela ad una relta data,
di?o;ﬂ. E cr:tl;u:lpossa tirarglisi in modo , che s’ in-

i ad una relta di sito i i i
oo ito, nel piano diessa, in tin dato
PuoBt. Tirare ad una su ie cilindrd i
.. perficie cilindréca un pia-
no tangente, che 8 inclini all oriz 1 4
" dato{ inclini all’ orizzontale in un ango-
Gli stessi quattro precedenti probl uti
eémi
la superficie conica. P b risolutt per

dC'”:miDe’ piani tangenti le superficie cur-
ve di rivoluzione costante , e i

) specialmente le
sferiche. 'O o

n Pronr. l)e! piano tehgente una superficie di rivo.
es:‘aone con I'asse verticale , per un punto dato in

Riduzione nel caso della sfera.

152,153
185155
156

157
158
159,160

161-164

165-193

163
166

Pxon | pi i i
o 8!.-|Dc| piano tahgente una superficie sferica
]« » Passante per una retta di sito.
d‘*ll‘tll". 1.Tirare la tungenle comune a duc cerchi
M digrandezza e di sito , in un piaho,
Nota,
Prosr. Del pi i
BL.. piano tangente due superficie sferic
datf di grandezza e di sito. r he
i EM.?.[{"‘C punli di concorso delle tangenti comuni
76 cerchi dati, di grandesza e di sito, in un piano
sono allvgali in una retla. ’
Nota.
ProBL. Del pi
BL. piano tangente tre superficic sferiche
dater di grandezza, c di sito . P riehe
Nota .
" Lem. 3, A'ssegqare _iﬂ un piano di sito la traccia di
lna superficie cilindrica , con la generatrice paralle-
:ili c?zibv;za rella data dl; silo , circoscrilta ad un’ altra
2oltiztone ancer data , con U asse vendicolar
@ quel piana. s Perpendicolare
qu slefso per una superficie conica col vertice dalo.
. Nola rella quale si dimostra, che: La linea di con-
talto di una superficie di rivoluzione generata da una
curva conica;col cono di un dato vertice circoscritiole
o con una superficie cilindrica con la generatr ce pa:
rul!l)rla ad una relia di silo, & una curva cenica
soBL. Del piano tangente una superficie di rivo-

167,168
169,170
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176-178
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Juzione , il quale passi per una retta di sito. i
Nola per questo problema , e pe’ seguenti fino al
termine del capitolo.
Pront. Dl piavo tangente una superficie di rivo-
luzione, con ' asse verticale , parallelo ad un piano

79,180| 9%

181-183] 95 - 97

dato .
¢ 184 97, 98

Costruzione speciale per la superficie sferica.
Prosr. Del piano tangente una sfera, ed una su-

perficie cilindrica, date disito. 185 98,99

Prosr.O pure , tangente una sfera, ed una super-
ficie conica, date di sito. 186,187 99,109
188 100,101

Scor. per le due precedenti soluzioni.

Prosr. Del piano tangente una superficie di rivo-
huzione data di sito , ed un’altra cilindrica similmen-
te data.

Proer. O pure un’ altra conica .

LEM. Circoserivere a due sfere date di grandezza .
¢ di sito , se uguali , una superficie cilindrica , se di-
suguali una conica.

Sco.Da tal problema risulta anche un’altra solu-
zione di quello del piano tangente una data sfera,per
un punto dato fuori di essa.

Probt. Del piano tangente due sfere date di gran-
dezza e di sito, ed una superficie di rivoluzione co-

stante similmeunte data.

Cae. x. — De’ contatti sferici.

Nola,

Perché si rechi la soluzione del principal proble-
ma di questa famiglia.

DEr.Per la chiara intelligenza del seguente lemma.

Lem.4. problemalico , per Ja riduzione di tali pro-
blemi .

LEn. 2. problematico.

Len. 3. CIv & un teorema locale per la riduzione
de’ problemi de’ contatti sferici , e del quale sida la
soluzione si geometrica , che grafica.

Caso particolare pel precedente Jemma.

Lex. k. problematico , per I' anzidetta riduzione ,
risoluto geometricamente, e graficamente.

Prosr. Delle quattro sfere da farsi toccare da una
quinta . ~

Soluzione geometrica.

Soluzione grafica.

ProbL. Descrivere una sfera di dato raggio , che
tocchi tre sfere date di grandezza, e dt silo.

Soluzione grafica di tal problema.

1891 101,102
190 102

191 103,10%

192 104

193 105
194-208(106-118

194 106
195,196107

197 107,108
198 108,109
199-2011109-111
201 112

202,203|112-114
204 114,115
203, 113,116

206,207|117,118
208 118
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Car. x1. Degl’ incontri di una retta di si- , Nota ( 1a stessa che pel teor.2 ) .
1o con upa superficie similmente data. 209-215]119-12% . E pero se il piano segante sia paralielo a quello

. I della traccia della superficie conica, la se?ione sard
Importanza dell” argomento delle intersezioni del- una curva simile a tal traccia . E come sipossaas-| i3
le superficie curve, e come ripartito nel precendente : segnare quella curva sul piano di questa . 226,221
tratlato. 209 119,120 3 Y

> — ve di diversa nalura non pos-
) . v e .. Prixcir. Dup curve di e })n—
Propr. Costruire g’ incontri di una retta di sito sono mai , ravvicinandosi U una all’ altra, confv

con una superficie cilindrica similmonte dala. 210 120,121 dersi tra loro. . 228 131
Propr. Lo stesso con una superficie conica. 211 121,122 “QEoR. 6, Comungue seghisi con un piano una su-
Nota pe’ due precedenti prébiemi, perficie conica , lu sesione € sempre della stessa natu- 3 132
Lem. Segando una superficie di rivoluzione con un| -~ va ohe la direlirice. ' 230
piany parallelo al suo asse ; la sczione sard una cur- "TroR. 7. In ogni cono a base ellillica , pud sempre
va simile alla generatrice. ) 212,213/122,123 condursi pel centro detlq base un piano , che produ- R (33
Esempi in dilucidazione del precedente lemma . |21k 123 cu nella superfisic conica una sezione circolare. 232
Prosr. Costruire gl incontri di una retta di sito Nota { la stessa che pel teor, & ).
con una superficie di rivoluzione casiante. 213 124,125 Altra nota. L
C i ioni di i Cox. Quindi ogai cono a base ellittica , & la stessa
ap. x11. — Delle intersezioni di un pia- cosache un cono a base circolare , diversificandosi
Bo con una superficie cilindrica , conica, o di . solamente per la sezionc che prendesi per base , o 233 133
rivoluzione costante . 216-242/126-139 digettrice della superficie conica.
Prosr. Costruire U intersezione di una data super- Py 134,133
Teor. 1. Le sezioni prodolte in una superficie ci- ficie cilindrica con un piano disito. . 235 !
lindrica da piani paralleli, sono tulle identiche tra Come esibiscasi 1’ cffettiva curva d' intersezione ,

loro . 217 126
E per¢ se il piano sia parallelo a quello della trac-
cia dital superficie, la sezione sara identica a tal
traccia. 218 126
Come in questo caso si assegni la projezione di
quella sezione sul piano della traccia , cui sia obbli-
qua la generatrice della superficie oilindrica. 219 127
Tror. 2. Qualunque sezione prodoita da un piano
in una superficie cilindrica, ¢ curva dello stesso gene-
re della diretirice di tal superficie . 220 127,128
Nota in cui vien recala un' altra dimostrazione di
tal veritd, nel caso che la diretivice della superficie
cilindrica sia una curva definibile .
Teor. 3. In un cilindro reito a base circolare non
Pub esservi alcuna sezione circolare , olire la paral-
lela allu base. 222 128,129

290 © s
e la tangente ad essa per up dato punto. 236,237 134

Prosi. Costruire U intersesione di una superficie
conica data di sito , con un piano di sito, perpendi- 238 136
colaré a quello di projezione verlicale.

Nota in cui si dimostra la polare di una curva co-
pica assegnabile dalla stessa sua gen&sr per sezwne(.“

ScoLn. — Come costruiscasi I' effettiva curva . ,
sezione , e le si liri la tangente in un punto dato . |239,2401136,137

PuorL. Costruire U interseziene di una s;;perl\'i;l‘e di
yevcluzione data di sito , con [ asse verticale, ¢'di un . s
piana di sito perpendicolare al verticale di projezione.|251 137,138

Nota a pié pag. . )

Scor. Indicazione per esbir 1 effettiva curva d'; 2”2 138
sezione , e la tangenté ad essa in un punto dato. 24

Car.xi1.— Delle intersezioni delle super-

E le sezioni in esso prodotte da piani sono ellissi, il ficie curve. '2@"3'.2'60 139-133
cui asse maggiore sta al minore, come il raggio al co- o - s .
seuo del? angolo d inclinazioe del piano segante a Tali intersezioni danno pit corfn,lmemente luoge al 243 139
quello della base del cilindro. 221-223{128,129 Je cost dette curce a doppia curvalura.

Tror. &. Nel cilindro a base ellittica possono a-
ver luogo, per ogni punto dell asse , due sezion: cir-
colari . 224 129,130

Nota in cui dimostrasi in altro modo diretto la ve-
¥itd di questo teorema .

TEer, . Segando una superficic coniza con piani
parglleli, le sezioni saranno curve simili tra loro

Aola nella quale dimostrasi generalmente il se-
guente teorema : Se un cono penelrando una super-
ficie del second ordine vi produca una curva pia-
nu. devrd anche esser piana U alira curva , per cai
 esce .

Lo stesso pel cilindro. ) e

PuopL.ceNer, — Nel quale si abbozza il metodo,

[
13
[

130,130
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generale per costruire I'intersezione di due superficie
eurve date di silo, e di forma, le quali s'intersegano.
Riguardi da usare in adoperarlo .
Prosu. Per la tangente all’ interseziane, di due su-
pc;’hclg cuevet, per un punto dato in essa .
woBL. Coslruire I 1 i t Y
cilindriche date di sz'to.z nlersezione 4 dus superfioi

jezioni.
ProBr. Costruire T intersezione di due superficie
coniche date di sito.
l"nonL. Costrutre U intersezione di una superficie
conica data di sito , con una superficie cilindrica si-
milmente data .
_Prosu. Costruire I intersezione di una superficie
cilindrica data di sito con un' altra di rivoluzione
tnlorne ad un asse verticale , anche data di sito. ’
Probr. Costruire U intersezione di una superficie
c:lmdrwa‘, e di un’ altra sferica, daté di sito.
Scor. Che da tal problema possa graficamente co-
struirsi I’ elegantissima soluzione del Viviani al suo
enigma geometrico della volta emisferica quadrabile.
_Prosr.Costruire I intersezione di una superficie di
rivoluzione data di silo, inlorno ad un asse verticale
con una superficie conica anche dala di sito . '
PuoBr. Costruire ' intersezione di una superficie
conica data di sito con quella di una sfera similmen-
te data.
_Pnosr. Costruire I intersezione di due superficie
di rivoluzione date di sito.
Modificazione che riceve un tal problema nel caso
che le superficie proposte sieno di 2°. ordine. ,

(;AP. x1v.— De' delerminanti del sito del-
le lince curve a doppia curvatura ; ed alcun
problema fondamentale per la loro teorica .

Maniera di trattare questo argomento uniforme-
menle a quella indicata per le curve piane ; e van-
laggio che in tal argomento offre I analisi moderna
. Yeon. Ideterminanti del sito , e della forma di u
#a curva « doppia curvatura , sono le projezioni di
essa su due piani ad angolo .

’_(‘o.n.. E perb ne sono determinanti le due superfi-
cie cilindriche relle a due piani , che s incontrana ,
le quali abbiano per direttrici su questi le projezioni
rispettive di quelle linee curve .

l’l_mnz.. Date le projezioni di una linea curva nelly
spasio ; determinare se 536 $i6  semplice , o pure a

Limiti delle curve d'intersezione, e delle loro pro-
9

246

248

250

252

253

256

257

258
259
260

261

263

oppia curcatura,” 264

244
245

254,255

261266
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139,140
140,141

141
151-143
143
104,153

153,146

146,147
148,149

149
150,151

151-153
153-155
155

156-160

156,157

158

158

159

XLVI indice

Cor. Sene rileva , che una curva a doppia cor-

vatura non possa aver mai per projezione su di un
)

piano una linea retta.

Teos. La tangente una linea eurva nello spazio .
in un punlo di essa , ha per projezioni le tangenti le
projezioni di tal cura in que’ punti, che sono le pro-
jezioni del proposto.

Car. xv. — Di alcuni problemi nello spa-
zio risoluti per mezzo de’ luoghi alla super-

ficie .
Nola.

Le superficie curve soro i luoghi geometrici delle
proprietd costanti di cui esse sono dotate ; e perd
per mezzo di esse possonsi costruire i problemi pro-
posti co’ dati nello spazio, del pari che con le linee
curve a semplice curvatura costruisconsi quelli co’
loro dati nel piano . Importanza del presente argo-
mento per I oggetto poco fa indicato.

Che le linee curve a doppia curvatura non sieno
esse propriamente i luoghi alla superficie — Digres-
sione sulla necessitd di coltivare per tale oggelto la
Geometria antica.

Prosr, Date due rettedi sito , nello spazio ; esi-
bire quel punto neil una di ésse, che disti dall al-
tra per una retia data, — Delerminazione di tul pro-

blema .
Nota in cui recasila soluzione geometrica di tal

problema.
Prosu. Date di sito due rette , ¢ nell’ una di esse
un punlo ; inclinare a questa dall altra una retla’, che
vi comprenda in quel punto un angolo dato .
Nota per I analisi geometriea di tal problema .,
Prosi. Data , nel'o spasio, una relta indefinita di
silo , ¢ dali fuori dv es<a due punti; ritrovars nelle
medesima quel punto che congrunlo co’ Jdali:
i° Sia data la somma , o la differenza d¢’ quadra-
ti delle congiungenti.
11° La somma, o la differenza di queste.
111e L' angolo , che vi comprendsno.
1V La loro ragione
"ote corrispondenti a pi¢ pag. , e Note in fine del
trattato , in cui sono recale le soluzioni geometriche
di tali problemi.
Probu. Circoscrivere la sfera ad una dala pirami-
de triangolare .

Nota.
Scor.. 1. Riduzione pit elegante della precedente

costruzione.

266

267,308,

267
267

268

269

159,160

160

101-198

164,163

162

163

164

270-276/165-168

278

168,169

169,170
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Scot. 2. Osservazi '
. 2. zione sull’ analisi ica di
qu;,)slo problema. geomotrica d
woBL. Iscrivere la sfera in u irami )
et fe na data piramide tri-
Nota.
Lem. Le tre congs £ ]
-Le tre congsungenti i punti corrispondents del-
!; ;c:n';bt;vo{t interseziont di re cerchi, tl:concorranu
w 91 egmo;nf_nto o pur sono parallele tra loro.
Lo -1.8e ne nlt;vg B che : Se nella linea retta lu
q" dum.scct punti d'intersezione di due cerchi si
for; 4‘1 un punlo , da] quale si tirino a’ cerchi due
rde ; per le intersezioni di queste co’ due cerchi, do
W‘l(l: ;;mpgra ]?sslare la circonferenza di un cerchio
. + 2. Se le congiungenti, le intersezioni risp
. .. . M spel-
tive di tre cerchi risultino parallele ; i loro centri 51'a-
cer:zlz-n‘no in linea retta . Ed al contrario.
; ,_a!;:)_n‘.i §e tre .s[erc § inlersegano scambievolmente ;
cr};n 1 de’ cerchi in cui § dncontrano, due a due, do’
pra n;; concorrere tn una medesima retla perpendico-
> al piano che passa pe’ centri di esse sfere , o pu-
re esser paralleli tra loro. P
o :‘c E(;R:].‘ re[ superficie sferiche , le quali abbiano ¢ lo-
o n ru.n mea relta , se inlerseghinsi scambievol-
e;)ue . avranno due soli punti di comune
ccstrnu':‘::“l'lz'lzttezz; sei dlg!i di una piramide triangolare
a di ciasc Y iano
o un suo vertice sul piano
Nota.
pmSt;elo‘L. Se ne deduce un’ altra soluzione elegante dl
pral ema di : Descrivere la sfera di dato raggio , che
ne occhi tre altre date : Come ancor quella di : "De
minare un punlo nello spazio , d istanze
t Z ale le sue
da ;Jre alty; punti dati. P ' ditanse
HOBL, Assegnare quel punto, che congi
" . As: ngiunto con
allri dati, sig una delle ¢ gt ", lia i codellz

alire in ragioni date. 289,290
’

e} caso che un tal i i i

el | punto sia fuori del piano de-

‘gg;‘a.llr;lre', il pfoblegna corrisponde a que) lc[:‘din:OCi
tre la piramide triangolare, dati i lati della base ,

e le ragions degli altri ire lati. 291

v Pl:;)BI....Esi.bire il vertice della piramide triangola-
tua'alfh i lau' della base, e gli angoli compresi dalla
o :zzéz co’ lati dell’ angolo verticale.
- Costruzione impropria data di
bl;ma da taluni geometri, b uesto pro:
deucllz:‘l.. I::;I! 1"' umzl pi;amidc triangolare i lati
¢ » ed 1 tre angoli al vertice di essa ; -
B et i essa ; costrui
Soluzione grafica , analisi geomeirica , e delerm:-

293
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279

281

282

283
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170,174

171,472

172
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172,173
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175,176

176

176,177

178
179

nazione, 2
Nola .

9% -296

179-182

KLVt indice

297 182- 164

Soluzione geometrica del prof. Scorza .
3 298 18%

Soluzione meccanicd .

Scow. 'Istoria di questo problema , considera-
yioui sulle diverse soluzioni date di esso.

Priosy. Dividere una piramide triangolare in guaitro
altre piramidi triangolars , le quali abbiano per basi
le facce della piramide data , e per vertice unb slesso

unto dentro di essa, ¢ che scrlg:'nsi rispetlivamente tra

oro ragiont dale.

Scor. In cui s'indica la soluzioue del problema :
Dati quattro reitilinei in diversi piani di sito, che
s’ incontrino ; determinare quel punto , che preso per
vertice di quattro piramidi aventi per busi qué reltili-
nei , abbiano questi tra loro ragioni dale.

Probv. Ritrovare le due medie proporzionali tra due
rette date.

Soluzione di Archita . 3

Stor. Considerazioni sulla composizione del prece-
dente problema.

Nota.

Teos. E dato il sito di un punfo nello spazio , se
sien date le distanze , ch’ esso serbada tre. altrt pun-
1i gid dati di sito nel medesimo.

Nota .

Teor. E dato il sito di un punlo nello spazio , e

a tre retie dale di sito

299 185-189

300 190,191

301 191

02 192,193

303 193,19 %

30% 195

sien date le distanze di esso d
305 196

nel medesimo .

306,307 197

Costruzione grafica del punto co’ precedenti dati . .
308 197,198

ScoL. pe precedenti due teoremi di Dali.

Cap. xvi. — Considerazioni generali sullo
sviluppo delle superficie curve.

Per. Quando una superficie si dird sviluppabi-
le . — Conseguenza di tal definizione ; ed oggetto
dello sviluppo delle superficie curve sviluppabili .

Prosr. Assegnare le condizioni geometriche per lo
sviluppo delle superficie curre. -

Se ne ricava il carattere pe
sviluppabili.

Cok. 1.Condizione che ne deriva pel piano tangen-
te upa di queste superflcie io ua puzto di essa.

Con. 2. Altra proprieta , che si deriva per le su-
perficie sviluppabili.

ScoL. Che questo argomento siasi qul ele mentar-
mente trattato , serbando a ripigliario altrove in mo-
do p:u generale, e conveniente ad esso.

Tron, La tangente di una curea segnala in una su-

r le snperficie curve

309- 336/199-207

309-311/199

312 199,200
313 200
314 200
315 201

perficie sviluppabile , sullo sviluppo di questa , fa con
quel lato , che passava.per lo contatio lo stesso ango-
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lo , che vi eomprendeva prima dello sviluppo.

Scor., Da che riesce facile il determinare , sullo
sviluppo di una superficie , il sito della tangente .

PuoBr. Sviluppare una superficie cilindrica , ¢ rap-
portare sullo sviluppo una curva data in essa.

Scor.La curva, che sullo sviluppo di una superfi-
eie cilindrich viene rappresentata da una retta ; dee
intersegare tutl' i lati del cilindro in un medesimo
angolo. Ed al contrario :

Tutte le volte , cheun arco di curva segnata su di

una superficie sviluppabile distendesi in linea retta)

sullo sviluppo della medesima , esso rappresenterd l«
piss corta distanza su tal superficie (ra que’ due punti,
che 0’ erano_gls estremi,

ProBL. Sviluppare una superficie conica a base
gualunque ; ed indi segriar su tale sviluppo una linca
curva data in essa.

Come resti simplificata la costruziono uel caso del-
la superficie conica a base circolare.

Lem, 1. Le semiordinate che in due semicerchi di-
vidono proporzionalmente § diamelri , dividono an-
vhe proporzionalmente lo semicirconferenze .

Lem. 2. La semiellisse segnata sulla superficie di
un semicilindro rello , da un piano perpendicolare al
rettangolo sottoposto condotlo per la costui diagonale,
divide la semicirconferenza prodofta nclla stessa su-
perficie cilindrica da un piano parallelo alla base, wel-
la stessa proporzione che il diamelro di questo divide
la semicirconferenza descritla dal diametro il lato del
eilindro .

PropL. Dividere un arco, o pure un angolo in da-
ta ragtone,

Nota,
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PARTE I.

DELLA

GEOMETRIA DI SITO

SUL PIANO E NELLQ SPAZIQ.

GEOMETRIA DI SITO

SUL PIANO, ENELLOSPAZIO

e R e

r

CAPITOLO 1.

DEFINIZIONI , E NOZIONI PRELIMINARI.

—— D e

1. Der. 1. Spazio dicesil estensione per tre di-
mensioni illimitata , e similare.

2. Scor. Da questa definizione dello spazio , e da quella
del piano data da Euclide risulta, esser le parti del piano, e
quelle dello spazio indiscernibili ; che percio niuna delle co-
se esistenti in ciascuno di essi potra distinguersi rapportan-
dola alle loro parti ; o sia queste non potranno mai esser
mezzo da discernere due oggetti geometrici identici , che si
trovino nell’ uno , o nell’ aliro .

3.Der.11. Per sito, o posizione di un oggetto geo-
metrico , in un piano , o nello spazio, s intende la
determinata ed invariabile maniera di esistere di un
tal oggetto , per rapporto ad altre cose geometri-
che gia stabilite nel piano stesso, o nello spazio me-
desimo . .

Siffatta maniera di esistere appartenendo a quel tale ogget-
to , non pud competere, che ad esso solo , per rapporto al-
le cose geometriche fissate ; e quindi & incomunicabile a qua-
lunque altro simile oggetto , che non occupi lo stesso luogo

del proposto.
1



2 Geometria di Sito

4. Scor. Le cose geometriche fissate , per mezzo delle
quali si vuol conoscere il sito di un oggetto geometrico,con-
viene che sieno le piit semplici ch’ & possibile ; per cui se

trattasi di determinare il sito di una cosa geometrica nel pia-

no, non potranno essere che punti, o linee rette; e trattando-

si di determinarlo nello spazio potranno essere anche piani.

Similmente gli oggetti , che si vogliono determinare, ciod
quelli de’ quali si vuol conoscere il sito , se cid & nel piano,
altri punti, o linee, 0 figure piane di qual-
llo spazio potranno inoltre essere anche
pur linee risultanti dallin-

potranno essere 0
sivoglia specie; € ne
superficie di qualunque solido , 0

tersezione di queste.
5. Der. m. Un oggetto geometrico si dira Da-

1o di sito in un piano , o nello spazio , se geome-
tricamente siesi stabilita T invariabile sua maniera
di esistere cogli altri oggetti fissati nel piano stesso,
o nello spazio ; e quindi se quello si possa geome-
tricamente esibire.

6. Der. 1v. Gli oggetti fissati nel piano , o nello
spazio , da’ quali risulta il sito di un altro!, dicon-
si i determinantidel sito di questo.

Geometria di Sito 3

CAPITOLO 1I.

oE’ DET
: ERMINANTI DEL SITO DE PUNTI , DELLE LINEE
b}
E DI ALCUNE FIGURE NEL PIANO.

TR Ry,
PROPOSIZIONE 1.

TEOREMA.

d p b

to il sito, e la grande i
g g zza della linea retta che gl

Cio & manifesto dalle : ..
postulato 4. di Euclide. procedenti definizioni 2 ¢ 3, ¢ dal

PROPOSIZIONE TI.

TEOREMA.

8- & P p ’
1- . . . .
Che data 1 SIto ’ € (i1 glal]dezza la CH(JOllfeIehZa

del cerchio, che ha
. 1 per centro un tal
un raggio di data grandezza . punto , ed

Imperoc.

o . .

. P h& non potendosi descrivere , con quel

intervallo , che una sola ci : D e o

inter Pe, sola circonferenza ; & chiaro, che quest
» per rapporto al suo ¢ in ra

di esistere , incomunicabile Ttm’l e s eta maricrs

o ncomunica qualunque altra circonferenza

stesso ; che percio essa dovra esser da

ta di sito ; e 'l sari :
Euel. ). 5 @ pure di grandezza (def2e¢ 3, ¢ post.3.

*k
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PROPOSIZIONE 1I.

TEOREMA.

9. Se & dato nel piano il sito di due linee , che
s’ intersegano ; saranno anche dati di posizione 1
punti del loro scambievole incontro.

Cio & chiaro dalle definizioni2 e 3 ; ed & poi' st‘alo as-
sunto piit volte dall’ aceuratissimo Euclide ne suoi Llelflen—
ti, e da tutt’ i geometri nelle costruzioni de problemi da
essi risoluti.

PROPOSIZIONE 1IV.

TEOREMA.

10. Se nel piano sieno fissati due punti ; sara
dato di sito quell’ altro punto , che serba distan-
ze date da ciascun di essi.

Poiche essendo date le distanze di questo terzo punto da
ciascuno de’ fissati ; saranno date di sito le circonferenze di
que cerchi , che hanno per centro i punti ffssaté , € per rag-
gi rispettivi le distanze *date (‘pr. 2. ), in ciascuna delle
quali , com’ & chiaro , dee esistere quel terzo I?unto: che
percid questo sara uno di que’ due ne’ quali §' intersegano
tali circonferenze ; e quindi sara dato di sito ("pr. 3.)

41. Cor.Adunque: Sara dato il sito di un punto 'n'al pia-
no , per rapporto ad una linea retta in quello stabtlz.ta ; do
tal punto serbi distanze date da ciascuno di due altri fissale
wn quella linea retta . '

42. Scor. I due punti dati , e le distanze date sono 1 de-
terminanti del sito di un punto nel piano ("def. 7.) . Que-
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ste distanze debbono perd esser tali, che i cerchi con esse
descritti , e che sono le locali del punto da determinarsi , o
§ interseghino , o almeno si tocchino ; il che & facile cono-
scere quando abbia luogo.

In appresso non si fark menzione di questa suscettibilita
de’ dati , quando essa si rileva con facilta dagli Elementi .

PROPOSIZIONE V.

TEOREMA,

13. Se ¢ dato nel piano il sito di un punto per
rapporto ad una linea retta fissata in esso ; dovra
esser anche dato: L. il sito e la grandezza della per~
pendicolare , che da tal punto si tira a quella linea
retta ; IL il sito della parallela che a questa con-
ducesi per tal punto ; IIL. ed il sito e la grandezza
di qualunque altra linea retta s’ inclini alla propo-
sta in un angolo dato , e passa pel dato punto.

Parr.1. Imperocche se, centro il punto dato A [fig.7.], in-
tervallo qualunque AD , (il punto D si suppone preso al di
Ia della retta BC ) si descriva il cerchio EFD ; saranno dati
di sito i punti E, F ne’ quali s’ intersegano il cerchio e la li-
nearetta (" pr. 3. ) ; e quindi di sito, e di grandezza la linea
retta EF ("pr. 1. ) ; e percid di sito il suo punto medio G
(10. El. I.) . Laonde sara data di sito , e di grandezza la
linea retta AG , che unisce i due punti dati A, G (pr. 71.),
la quale & perpendicolare alla BC (/2. El. L.) .

Part. 2. lnoltre poiché dal punto A non si pué tirare al-
laAG , chelasola perpendicolare AL ; percid sara dato il
sito di questa per rapporto alla AG (def- 3. ), e quindi
per rapporto alla BC , alla quale essa AL & parallela.
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Parr. 3. Ed inclinandosi da A sulla BC la linea retta AH
in un dato angolo ; sara data quell’ unica porzione di cer-
chio , che si puo descrivere sulla AG, da una delle sue par-
ti , capiente un tal angolo ( 33. EL IIL. ¢ def. 3.) : quin-
di sara dato il sito dcl punto H , ove la circonferenza di tal
segmento intersega la BC (‘pr. 3. ) ; e percid la linea retta
AM sara data di sito , e di grandezza (pr. 1. ) .

PROPOSIZIONE VL.
TEOREMA .

14. Se nel piano sieno fissate due linee rette , le
quali s inclinino scambievolmente ; sard dato I an-
golo che comprenderanno incontrandosi .

Tmperocche preso nell’ una di esse BF [ fig. 2. 7 un pun-
to E, e da questo ahbassata sull’ altra CA la perpendicola-
re ED ; sara dato !’ angolo FED, ch’ & complemento di quel-
lo che comprenderebbero le rette di sito BF , CA incon-
trandosi .

15.Scor.Anche la conversa di questa proposizione & vera,
ciot , che : Se due lince rette comprendono un dato angolo ;
dovri U una esser data di sito per rapporto all altra 5 vale a
dire , che dato il sito dell’ una , sarh anche dato quello del-
Taltra. Poiché nessun’altra linea retta pel vertice di quell’an-
golo, e verso la parte stessa , per rapporto ad un de’ lati di
esso , ov'e I’ altro lato, pud comprendere con quello I ango-
Jo stesso , che vi comprendeva questo.
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PROPOSIZIONE VIL.

TEOREMA.

16. Se nel piano sieno fissate due linee rette che
s’ interseghino j sara dato il sito di ogni punto , di
cui ¢ data la distanza da ciascuna di esse.

Sieno AC, AB tali linee rette [ fig.3.n.1.], e dal punto
dato A ; ove s’ intersegano , ¢’ intendano tirate ad esse ri-
spettivamente le perpendicolari AD , AE , la prima vgua-
le alla distanza , che un punto si suppene serbare dalla AB,
I’ altraa quella che lo stesso serba dalla AC ; saranno da-
ti disito i punti D, E (71. EL I, e def. 8. ). Laonde an-
che di sito saranno date le parallele DM , EN tirate per que’
punti alle AB, AC rispettivamente (pr. 5. parte 2. ); e
percio sara dato per rapporto alle AB, AC il sito del pun-
to P, ove queste s intersegano ("pr. 3. ), il qual punto
& il proposto.

47. Scor. 4. Le rette AB , AC essendo indefinite da’ due
versi , e le perpendicolari AD , AE ad esse rispettivamen-
te potendo esser tirate al di sopra, o al di sotto, danno
luogo per ognuna di quelle a due parallele indefinite ; da
che si veggono risultare quattro punti P soddisfacenti cia-
scuno alla medesima condizione delle distanze assegnate
dalle AB, AC, come Ja figura ne indica . E volendo spe-
cialmente definire I' un di essi , bisognera dinotare in qua-
le de’ quattro angoli delle rette AB , AC che s’ intersegane
debba trovarsi.

18. Scor.2.Se Pangolo delle AB, AC fosse retto, le AD,
AE verrebbero ad esser tagliate vicendevolmente sulle AC ,
AB ; ond’ & che I esibizione del punto prepesto riuscirebbe
piu semplice : che percio quante volte le due linee rette ad
angolo , alle guali st rapporta un punto di cui si vuole esi-
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bire il sito , si possono prendere ad arbitrio , giova pren-
derle ad angolo retto.

19. Der. v. Le due rette disito AB, AG poste
ad angolo, cui si riferisce il sito de’ punti esistenti
nel piano di esse , diconsi assi, o direttrici di quel
punto ; e si di loro il nome di ortogonali , o obbli-
qui , secondo che comprendano un angolo retto , o

pure obbliquo .

20. Scor. Or nel caso che sieno ortogonali [ fig.3.n.2. ]
& chiaro, che tanto sia la distanza PY di un punto P dall’as-
se AC , quanto la AX , che sull altro asse AB corrisponde
allestremo X della perpendicolare tiratagli dallo stesso pun-
to P . Sicché si vedra esser anche dato il sito del punto P in
un piano, se conoscasi la sua distanza da una retta di sito
AB’, nel piano stesso , e quella del punto ove tal distanza
¥ incontra da un altro punto A dato in essa . E lo stesso a-
vrebbe luogo , se essendo obbliqui gli assi AB, AC [ fig-3.
n.1.], le PY , PX si supponessero parallele rispettivamen-
tead essi (pr. 5.n. 3. ) .

21. Queste AX , Az [ fig.3.7.2. ], che in un degli assi
AB corrispondono dal punto A , intersezione di essi, agli e-
stremi delle parallele all altro asse tirate da’ punti P, p, ec.,
si dicono ascisse per questi punti , e le PX, pz, cc. le corri-
spondenti ordinate , ed insieme considerate I ascissa ed or-
dinata per ciascun punto sogliono dirsi coordinate di esso.

11 punto A poi donde cominciansi a contar tali ascisse ,
si dice principio delle ascisse , o anche origine delle ascissc.
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PROPOSIZIONE VIII.
TEOREMA.

21. Una linea curva segnata in un piano sari da-
ta di sito , se sia dato di sito ciascun punto di es-

sa rispetto a due assi , o direttrici assegnate in tal
piano .

Cid & chiaro dal teorema precedente , e dalla def. 3.
23.Scor. Nel presente teorema abbiamo supposta la cur-
va come non definita, ciot comunque segnata nel piano ; che
se per clascun suo punto fosse stabilita uua costante rela-
zione tra I ascissa e la corrispondente ordinata , in tal ca-
50 non solamente rimarrebbe assegnato il sito di essa ; ma
anche la sua natura risultante da questo rapporto ; ed essa
[.lotrebbesi anche descriver nel piano con un movimento con-
tinuo , senza assegnarla punto per punto.
Cosi se, p.e. , fosse stabilito, che le ordinate PX, px, ec.
[ fig- 3. n. 2. ] corrispondessero inversamente alle ascisse
AX, Az, ec., la curva de’punti P, p, ec. sarebbe un’ iper-
bole tra gli assintoti AB, AG ; ed assegnato il punto P di es-
sa , potrebbe facilmente descriversi (" Sez. con. pr.9.1V. ).
Ma queste considerazioni appartengonsi di proposito alla
Geometria analitica , ed alla teorica delle curve , per asse-
gnarne le proprieta , e per risolvere su di esse i problemi ,
che vi si possono proporre.
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PROPOSIZIONE IX.

TEOREMA.

a4. Se nel piano , sieno dati tre punti ; sara da-
1o il sito, e la grandezza di quel triangolo , che si
ottiene congiugnendoli : e sara di pit data la sua
specie , cioé gliesene polra costiluirc un altro si-
mile .

Tmperocchi le rette che congiungono que’ tre punti sono
date di sito , edi grandezza (pr. 1. ) ; e perd H triangolo
che ne risulta sara dato di sito , e di grandezza . Ed essen-
done pur dati gli angoli (pr. 6. ) esso sara dato di specie .

25. Cor. Adunque : Sara dato di sito , di grandezza e di
specie quel rettilineo, che risulta dal congiugnere pii punti do-
ti in un piano , tre de’ quali non sieno mai per dritto , ciascu-
no una sola volta con un altro . Poiche si & dimestrato , che
disito , grandezza, e specie sono dati que’ triangoli ne’ quali
un tal rettilineo si divide .

SCOLIO GENERALE.

96. Le poche verith che si sono stabilite sulla teorica del
silo nel piano de’ punti , delle linee , e di quelle figure di
cui trattasi negli Elementi di Geometria Piana, sono sufficien-
ti a far acquistare un’ esatla nozione del sito nello spazio , di
cui or ora passeremo ad occuparci ; che perd eccederemmo
inutilmente il nostro scopo rapportandone altre, che da que-
ste si derivano , e che sono necessarie ad apprendersi da co-
loro , che volessero occuparsi con successo della soluzione
d¢ problemi cosi detti i sito , difficili a risolversi con I'an-
tica analisi ; ma molto piit riluttanti a’ metodi de’ moderni ,
che spesso riescono infrutiuosi .
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CAPITOLO IIIL

’
DE' DETEBHWINANTI DEL 8ITO DE PUNTI, DELLE LINEE RETTE,
E DEGLI ANGOLX NELLO SPAZIO.

R e

27.. Finora si & veduto il modo da esibire il sito di alcuni
oggetti geometrici nel piano , conviene ora passare ad asse-
gnar quello di definire il loro sito nello spazio; e questo pro-
blema & piu difficile del precedente , perché lo spazio non
potendosi rappresentare in rilievo , o almeno non conducen-
d.o cid fare a’ bisogni delle arti , conviene ritrovar espedien-
i, per avere in disegno sopra un foglio di carta , o sopra
mfa.stess aja i determinanti del sito di quelli oggetti geome-
trici , che debbono risultar dati nello spazio.

28. DEr. v. Per projezione di un punto sopra
un piano intendesi I incontro con esso della per-
pendicolare abbassatagli da quel punto ; ed il pia-

no prende nome di piaro di projezione. Quell in-
contro suol dirsi piede della perpendicolare : ela
grandezza di questa dicesi altezza del punto sul pia-
no ; poiché in effetto essa misura la distanza di
quello da questo .

29. Cor. Tutt i puntidella perpendicolare ad un piano
hanno su questo la stessa projesione .

3o. DEF. v1. un piano ad angolo con un altro si
dira abbatiuto con questo , se giri tanto intorno al-
la loro comune sezione , che giunga a formare con
esso un piano solo .
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PROPOSIZIONE X.

TEOREMA.

31. Le projezioni di tutt’i punti di una linea
retta , sopra un piano , sono allogate in un’ altra

linea retta.

Imperocché tutte queste projezioni vengono ad essere al-
logate nell'intersezione del piano di projezione, con quell'al-
tro perpendicolare ad esso , che passa per la linea retta ( 38
El X1, ); e quindi in un’ altra linea retta ( 3.El XL ).

32. Cor. 1. Tuttc le lince rette tirate in un piano perpen-
dicolare ad un altro , hanno , per loro comune projezionc. s
questo , U intersezione di tali piani . E quel piano suole ordi-
nariamente dirsi piano projettante delle linee rette , che in
esso tiransi .

33. Con. 2. Per determinare le projesioni di una linea ret-
ta sul pianv , basta determinare sopra questo le projesiont di
due punti di essa . Adunque :

34. Der. vir. La linea retta che unisce sul pia-
no le projezioni di due punti esistenti nello spazio ,
& la projezione su tal piano della linea retta , che
passa per que’ punti . '

35. Cor. Quindi : Se la linea retta da projettarsi sopra un
piano & perpendicolare a questo ; la sua projezione sopra es-
s0 sari quel punto ove U incontra .

36. DEr. vir. La linea retta si dira parallela al
piano , s & parallela alla sua projezione su questo.

37. Cox. 1. Adunque: Se perun punto , ¢ & nel piano ,
si tiri la parallela ad una linea retta ad esso parallela ; la li-
nea relta tirata dovra giacere nel piano .
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38. Con. 2. Una linea retta terminata pardlela al piano
adegua la sua projezione su questo .

89. Scox... 'E facile avvertire , che il concetio della prece-
dente definizione possa estendersi , e quindi aversi una li-

nea retta per parallela al piano , s’ essa & parallela a qua-
lunque linea retla tirata in questo. '

ScoL10 GENERALE.

40. Per le seguenti ricerche supporremo stabilito un pia-
10 nf-,llo spazio come termine di rapporto degli oggetti Peo—
metrici , che in questo si vogliono fissare , cioe de’ uallﬁi,r i
v.uol -deberminare il sito . Una tal supposi’zione non g immaSf
ginaria , ma ‘reale : poiche in natura si puo sempre prendere
per questo piano ¥ orizzonte di un dato luogo della terra
Quel tal piano suole percid chiamarsi orizzontale - e dicesi
vctticalc t.ygn.i altro piano perpendicolare ad esso, e, del qua-
le & dato il sxto., com’ & chiaro , seé data semplicemente la
sua comune sezione .col piano orizzontale . Parimente si do-
Vra avere come un piano fissato nello spazio , e che si potra
percid anche prendere come termine di rapporto degli ogget-
ti, (.:he si vogliono in questo rappresentare ogni altroggia
no di cui & datala comune sezione col prim’o el anp l—
m cui s inclina quello a questo. ’ =
'Inoltr.e la projezione di un punto , ch’2 nello spazio , sul
primo (.h tali piani , si dice projezione orizzontale ; e s”es
& sul piano verticale , si chiamera projezione vertic;le . "
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PROPOSIZIONE XI.

TEOREMA.

41. Se & data la projezione di un punto , ch’ &
nello spazio , sopra un piano di sito, e I' altezza
di esso su questo 3 sara dato il sito del punto.

Tmperoceh® un tal punto non potra essere , se non quel

solo rappresentato dall’ estremo della perpendicolare tirata
al piano di sito dalla projezione data in esso , ed uguale al-
I altezza data 5 che percid dovra esser dato di sito (4 def.3).

PROPOSIZIONE XIL.
TEOREMA.

42. E dato il sito di un punto nello spazio , se

ne sono date le projezioni su due piani , che s’ in-

contrano . '

Rappresenti A [ fig. 4.] un punto di cui sieno date
le projezioni @ , &’ su i piani LN, LP, che s intersegano
nella linea retta LM. E chiaro che se per le Aa, Aa’, che
sono le altezze rispettive di quel punto su que’ piani di pro-
jezionc , s’ intenda passare un piano , questo dovra esser
perpendicolare o’ due LN, LP (/8. EL XI. ) ; e quindile
sue comuni sezioni A’a , A’a’ con questi , dovendo essere
anche perpendicolari alla LM (/9. EL. XL ) , comprende-
ranno I angolo &’ inclinazione dell’ un piano all altro ('def.6
EL XI. ) . Adunque nel quadrilatero A’aA’a’ saranno dati
tutti gli angoli , e di pitt i lati A’a, A’a’ intorno ad un di
questi : che percio esso potra geometricamente esibirsi ; ed
in tal modo verra ad esibirsi la A, o la Aa’, ciot I altez-
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va del punto A sopra uno de’ piani di projez;
tal punto dovra essfr dato di si::a; ;):1 I'IP;S)J.G e Laonde
43. Co'n. 1 Se mai i piani di projezione LN , LP fos
or?ogfmah s 1n questo caso sarebbe retto I’ anvo,lo aA’ e
quindi un rettangolo la figura AaA’s’ H adun(;ue sarhz o
guale ad a’A , ed A’a’ uguale ad aA , ciod : I’ altczzaadu;
pu;zto A4 sopra uno de'piani ertogonali di Projezione, ¢ a:-
Z t: l?c?erfdz‘colam s che duila projezione di esso s,ull’q:z‘llro
pian: si abbassa sulla comune sezione loro . Laonde ;
questo caso resta facilitata moltissimo I’ esibizione del ; o
punto da’ suoi determinanti espressi nel presente teor. .
€ perd & questa I’ ordinaria posizione de’ piani di r’()"nlu'l :
]n: ‘,] o(il:e: ass(l;mesi nelle arti del disegno . Noi perd tprali:?do(;
rina de’ siti in forma i i
dovuto considerar le teorichi“;:?l;:t:ari?z:ﬁlin;? ;:}_’b"“"o
rz.almente » eperd per due piani qualunque, dalle u ?f’“e‘
cilmente 'discendesi al caso particolare per l:a arti ; o
do avvenisse , che in questo caso Ia costruzione , te gl
r::!::(; tun‘ail n.lodi.ﬁcazione anche maggiore di quellaprhzs:z;:
e i ]
ormente ! mre::::e(ll:.lla soluzione generale , non abbiaino tra-
) 44. Con. 2. Sei punti A , C s ’ i
}:mno di .projcfzione LN, ancl:e le l:»il:)op:ogjz:!:xn:in:; ah'l S;ﬂ
altro di tali piani dovranno essere ugualmente ic .
laLM: che percio la retta a’c’ che le unisce sarab]i, .
rallela ad essa LM ; vale a dire s che : Se una lince o
p:z:;lﬁlu zlll"l}m de’ piani ortogonali di prqjczione"z l’:n.:;:
: . . ’
fio ;,w l:;:;. altro di questi , & parallela allg comune se-
[ﬂ;5.5 S;:: 1. Volendosi trasportare la projezione o'’
L L.N . 14 lltimdplunt.o A,da un piano NP obbliquo al pia-
i ;n ou ﬁPpuntc ste.sson & data I altra projezione
n: " prano LY perpendicolare a questo ; bisognera pri-
terminare 1a Aa , per mezz0 della costruzione espo-
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sta nel teorema , od indi tirare da a la aA’ pe.rpendicolarg
alla LM comune sezione de’ pimfi LN,LP,poi ele(v;n‘e1 :r .
essa LM , dal punto A’ e nel prano Ll’. , !a perpen u1:;0
A’a’ uguale alla Aa ; sarebbe a la pr:);]ezlone cerc; . .
46. Scor.2. Che sela projezionoi a del’ punto Nvog -
si trasportare , dal piano NP obbliquo all z.altro L ,1 s:a-
altro piano LP che ' inclini allo stesso LNin un ango 3 -
10 Q : bisognera anche determinar prima la %\u , ;}rare.e:io-
alla ML, , intersezione di questo secondo I)'lano i g}'o] o
pe con lo stesso LN , la perpendicolare al’ jed n; ,1 P e
in un lato dell’ angolo Q la QR uguale a questa a é :ir:—
durgli dal punto R la RS quanto laaA,e dal. ptlmtoST -
re all’ altro lato dell’ angolo stesso la perpen'dl.co- are ; B;L
ndera facilmente , che se dal pmlmlo A’ sitiri al ?r : ii
nel piano LP, la perpendicolare A'a uguale alla. Qo 5
punto o sarh la projezione del punto A su questo ;n;n . .
Ed ognuno potra vedere dal git detto in questi u::l 8 -
] , enelladef. 7. , in qual modo si possa tras?or:mre diau‘:m
dato piano di projezione sopra un altro la projezione

comprc

i tta. . ]
““237‘:;0“. Da’ due scolj precedenti si ricava anche il modo,

i i i a sua
onde data la projezione di un punto sopra un piano, € ld :
altezza su questo , si possa determinare la projezione di u

tal punto sopra un altro piano ad angolo con quello .

PROPOSIZIONE XI1II.

TEOREMA.

48. K dato il sito di un panto nello spazio , se
sono date le distanze , ch’ esso serba da‘tre piani
che ¢ incontrano scambievolmente 10 dati angoli .

Tmperoccht essendo date le distanze Aa , Ae” [fig- 5.1,
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che il punto proposto A serba da’ due piani LN , NP i qua-
li ¢’ inclinano in un angolo dato ; nel quadrilatero AgA’/a”’ |
che si ottiene tirando dalle projezioni @ , a’’ del punto A su
que’ piani , le perpendicolari A" s a”’4" alla loro comu-
e sezione NM , ed intendendo congiunte le Aa, Aa” , sa-
ran dati tutti gli angoli , ed i lati dintorno all angolo A" ;
che percio esso si potra geometricamente descrivere, e quin-
di sara data la A", Similmente si dimostrera , ch’ essendo
date le distanze Aa , Aa’, che lo stesso punto A serba da'due
altri piani dati NL, LP sia pur data la aA’. Adunque saran-
no date le distanze che il ponto a serba dalle due linee rette
ad angolo MN, ML; e quindi sara dato il sito di un tal punto
nel piano LN ("pr. 7.) . Laonde del punto A , ch’ & nello
spazio , 0’ & datala projezione a su di un piano LN di si-
to : & poi anche data I’ altezza aA di esso su tal piano; per-
cié il suo sito sarh dato ("pr. 17. ).

49. Con. Dalla determinazione del presente teorema si
rileva , che : Se sono date le distanze che un punto nello spa-
st0 serba da due piani che s’ inclinano in un angolo dato , sa-
ranno anche date le distanze , che lc projezioni di que’ punti
su questi piani serbano dalla loro comune sezione.

50.Scor.4.Se i piani LMP, LMN, PMN suppongansi or-
togonali , 1’ angolo solido M sara quello di un cubo » € le per-
pendicolari Aa”, Aa’’ pareggeranno rispettivamente le loro
projezioni eA’,aA" sul piano LN, P'una delle quali ¢A”’ po-
tra prendersi sulla comune sezione opposta ML de’ prani di
projezione , dal punto M, come la MA’ ; e si vedra risultar
noto il sito del punto A dal conoscersi le MA” , A’a , oA .
Or le trerette Aa, Aa’, Aa”, o le loro. corrispondenti
MA’ , A’a , aA parallele rispettivamente alle ML » MN, MP
diconsi le coordinate del punto A riferito agli assi , o diret-
trici ML , MN , MP ; ed M & il principio delle coordinate.
Adungue: E dato il sito di un punto nello spazio, se sono date
le sue coordinate rispetto a tre assi orlogonali fissati nello spa-

2
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sio . E vedesi ancora , che il sarebbe se gli assi essendo ob-
bliqui,le coordinate fossero rispetiivamente paraliele ad essi.
51.Scor.2.La riduzione eseguita, per la ricerca proposla
nel teorema , di due determinanti del punto dallo spazio nel
dando luogo a quattro diverse posizioni del punto su
pr. 7. ) ; sara facile dedurne , che a quel-
presente teorema di dati gliene corri-
cunoin ciascuno degli angoli so-
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piano ,
questo (" scol. 1.
lo a determinarsi nel
spondano otto diversi , cias
lidi de'tre piani di projezione indefiniti.

PROPOSIZIONE XIV.

TEOREMA.
5. Se sono date sopra un piano le projezioni di
e le loro altezze rispettive sul pianoj sa-

due punti,
tta che passa per essi.

ra dato il sito della linea re

to due punti pe’ quali essa pas-
che una sola; che percio ta-

( def. 3. )-

Imperocché sono dati di 1
sa , e per gli-quali non ne passa
le linea retia dovra esser data di sito

PROPOSIZIONE XV.

TEOREMA.

53. Upa linea retta & data di sito nello spazio ,
rojezioni su due piani che

se sono date le sue p
s incontrano .

In una delle projezioni a’é/
nel piano LP prendansi 1 punti &', &5 da’ q
Ja LM le perpendicolari @
conducansi ella stessa LM

[ fig. 4-] della linea retta
uali si tirino al-
'A’, ’B’ ; poi da’ punti A, B
, pell’ altro piano LN, le per.

Geometria di Sits "

ndi ’ i

Ef st’:;l:l:i A’a, B, sio alla projezione a4 della linea ret.
Toonct '1r|.ql.lest(3 pano: 1 punti o s b rappresente o
projezioni sul piano LN di que’ punti della I ranno
proposta , che avevano per loro rispettive pi el ﬂ_lmea retta
tro piano L o 1ve projezioni sull'al-

& tzlx)li P le‘f‘ > b. . Adupque essendo date di ciasc
punti le rispettive projezioni .. uno
contrano © projezioni su due piani che s’ in-
ta di si 3 ne.sal'?.l dato l! sito (])rJ,Q.) Te qUind‘ . Zlﬂ_
1 sito la linea retta che passa per e.'Ssi,(Pr y 41 s)ara a=

ScoLio GENERALE.

54. Sid veduto ne i
. ne’ §€. A1 r ’
vanti di un punto nellogipazit:3 ::21:; o vsser detemi-
' o sua projezi
et & : projezione soprs
t}l)ue i;'m:’ , el altezza su questo 5 o pur le projezi!()):: -
lue piani a angolo: ¢ similmente, che i determinanti : una
linea retta nello spazio sono, ,l’ erions A4 {i ona
A elt o le projezioni di i
e e ) : ) projezioni di due s
f 4 lepra }xn .pm.no, ¢ le loro altezze rispeltive su que r .
Ofi . I.)l‘gjeZle di tale linea retta su due piani adzn ) l0 X
. . N - 8
e 52 primi u; modi di determinazione, tiod quelli de’ § OZ ‘
e s thm a posporsi ai secondi 42e 53 : poiche §. '1
ram . . . ? h
mier “n e questi, ¢ non gia quelli danno grandissima Pfl: ‘l
¢ div:;e : c;)strp;lbnl ;e poi_ se fossero moltii punti dat'a-
o !!:bd:l) t(e::e sggl)'a un piano , potrebbe facilmente nlei
e 52) prodursi confusio i
t . : ne, e scambiarsi Pal-
hf;zz? di un punto con quella di un altro , non esistend o
sstl.onelalcuna, né ordine tra le projezioni di que’ Ot'coni
nati nel pi i projezi e,
fe eSih; piano di X:ioleznone, e le loro corrisp‘ondenpli !‘altse
e a parte. Adunque i geometri i i o
o / . ri, ¢ gli artisti in prati
; .a no ;f&mpm presi per determinanti del sito dj un urIl)tr -
n; u;m mvia retta nello spazio le loro projezioni supd e
° \ ! : ue pia-
nia :ngo 0 ; che .pe‘rmo » ogni qual volta in appresso siP:;
) Zo nello spazio il sito di un punto, o di una linea .
a . - - ne *
. ; ovrh mt;nd?rsl, che ne sien date le loro pmjezion'ret
ue pianiy che 8’ inclinano in u e
n dato angolo . S i
gol Siccome poi
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riesce pilt facile ricavare da questi determina'nli. il.s(i]t'o di 'h—
1t cose geomelriclxe nello spazio , alhlorcl'xb i piani 1 proje-
zione sono ad angolo retlo , come s & gia veduto di sopra
(43) , e che altronde tale supposizione non d.eroga all::1 g’ene—
ralita delle costruzioni, potendosi nell'a maggior .par.te ¢ ca
si prender questi piani ad arbitri(; ; si suole quindi sceglie-
si la posizione orlogonale . .
" ﬁi’;i:zhé pclr)g non manca:se in qualche caso il mezzo di
fare altrimenti , ed anche per dare a questo argoix‘lenlo geo:;
metrico la generalita ad esso propri:'n, a‘bblan.no ne\§.42 e ’:l '
esposta la maniera di determinare il sito di un punto‘, odi
una linea retta nello spazio , per mezzo .de}le sue }')ro.]ezmm
generalmente, cio® supponendo che i piani di projezione fosiie-
ro obbliqui; ed abbiamo di pin fmc.he mostrafo, in q4ual mo ?
la projezione di un punto , e quindi quella di una linea retta
si possano da un piano obbliquo ad un altro tras_portare so-
pra un piano perpendicolare a quest? (46) ; nf‘e in appresso
tralasceremo dare i mezzi convenevoli da eseguire su 1 piani
di projezione obbliqui quelle eostruzioni dl. varj pro}ylsml
di sito che risolveremo , e che per le ragioni poc’anzi et-
te, ed anche per metodo eseguire.mo sopra piani ortogonali.
55. Di piit , dovendosi per gli usi pratici ra;.)pre.sentare
le due projezioni in disegno sopra uno steﬁfo foglio (']x cz?u-ml3
o sopra una medesima aja , si sono percio delermma}x gli
artisti a supporre abbattuto il piano verlicale . La projezio-
ne verticale & dunque sempre disegnata s.opr’a.un piano in
continuazione coll’ orizzontale ; e per farsi un idea dell og-
getto disegnato bisogna immaginare , che una c'onveuev?l -
voluzione in senso contrario a quella , che il piano velmcal.e
ha dovuto fare per abbatterst , lo rimfetta. pel su0 primiero ;l;
to . Cio posto , per distinguer bene il piano onzzontale‘ da
verticale abbattuto con-esso , si suole seguare con una linea
pit forte la comune sezione de’ piani di projezione nel di-

segno .
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Cost la projezione verticale a4’ di una linea retta AB
[fig. 4.] esistente nello spazio , non si esegue realmente sul
piano verticale PQLM nel suo vero sito ; ma si bene sul-
I altro P'Q'LM, che rappresenta quello abbattuto coll’ oriz-
zontale LMNO . Una tal disposizione , indipendentemente
dalla ragione poc’ anzi addotta , e dalla facilta di esecuzio-
ne che da al disegno , ha ancora il vantaggio di abbreviare
la determinazione delle projezioni . Supponendo in fatti, che
i punti @, a’ sieno le rispettive projezioni del punto A so-
pra i piani LN , LP , & chiaro, che le perpendicolari tira-
te da esse alla comune sezione LM de’ piani di projezione ,
le quali debbono concorrere in uno stesso punto A’ di questa,
continuando ad avere un tal sito per rapporto alla LM , an-
che quando il piane verticale si & abbattuto , verranno a for-
mare una sola linea retta . Vale a dire, che : Essendo data
la projezione di un punto in uno de’ piani di projezione ; la sua
projezione sull alro di questi abbattuto col primo esistera nella
perpendicolare indefinita , che dalla projesione data tirasi alla
comunc sezione di que’ piani. E percio se quest’ altra proje-
zione dovesse anche esistere in una linea retta di sito tirata
in quest’ altro piano , essa sarebbe quel punto , ove una tale
linea retta & incontrata da quella perpeundicolare .
Tutto cid che in questo §. si & detto pe’ piani ortogonali
di projezione, si deve intendere auche quando sieno obbliqui.
56. Bisogna inoltre avvertire , per la chiara intelligenza
delle seguenti costruzioni, che a fine di rendere piu conce-
pibili in disegno le diverse parti di ognuna di esse , e tal-
volta anche per rendere piin agevole la maniera di esprimer-
le, adopreremo le letiere majuscole A , B, cc. ad indicare i
puuti esistenti nello spazio , e queste segnate con una virgo-
letta superiore a destra, che suol dirsi apice, come A’, B cc.
dinoteranno i punti allogati nella comune sezione de’ piani di
projezione. Inoltre i punti esistenti nel piano orizzontale sa-
rango dinotati colle lettere piccole a, 6, cc. 5 e quelli che
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trovansi nel piano verticale , dalle stesse con un apice', nel
seguente modo a” , b, ec. ; ed ogni punto nello spazio e
le sue projezioni , come anche quell’altre in cui la lm?a ret-
ta che unisce queste intersega la comune sezione d¢’ piani di
projezione , quando I' uno si suppene abbattute cell’ altx.‘o »
verianno sempre contrassegnati da una stessa lettera variata
perd nella guisa pec’ anzi detta ; in modo tale , che se quet
punto era dinotato cen A, le sue projezieni saranno espresse
da a, o', e da A* I intersezione della retta aa’ con laLM .
Finalmente ad oggetto di render meno complicate le figure,
e pid intelligibili le soluzieni , si & sempre supposto , che
¢io che deve aver luogo in ciascun problema succedain un
solo de’ quattro angeli de’ piani di projezione infleﬁ.niPi.; la
quale suppesiziene nulla detrae alla generalith di esibizione
del quesite, e nen toglie i wezzi du far diversdmente, quan~
do cid non st avveri .
E per la stessa ragione abbiame tralasciato , nelle presen-
ti ricerche , le esibizioni diverse del date per conseguenza ,
cui si pud [ervenire per la diversa dispesizione che' si. asse-
gni a dati per eoncessione , relativamente 2’ medesimi assk
eoordinati . Né tampece il faremo ne’problemi , che dovre-
mo risolvere nel presente trattato; potendosi cid supplire fa~
cilmente , senza dar luogo ad inutili lungherie,

PROPOSIZIONE XVI,

YEOREMA.

5m. Date le projezioni di una linea retta su due
piani che s’ incontrano ; saranno determinabili i

punti ov’ essa gl incontra.

Cas. 1. Dinoti LM [ fig. 6.1 la ecomune sezione de’ pia~
pi di projezione , che suppongansi primieramente ortogona-

Geometria di Sito 23

1i, ed ac sia la projezione orizzontale di una linea retta, ch'e
rello spazio , la quale projezione incontri la LM in B’,a’d’
ne sia verticale. Devra una tale linea retta esistere nel piant
verticale che passa per ac (pr.10.) ; che percid essa dovra
incontrare I’ altro piano di projezione nella perpendicolare
B’Y’ tirata dal punto B’ alla LM , nel piano verticale ; poi-
ché quesia perpendicolare viene ad essere la comune sezione
del piano verticale di projezione col pec’ anzi detio piane
verticale in cui esiste la linea retta proposta (" 719.El. XI. ).
Ma questo punto d’ incentro dee trovarsi anche rella a* ' ;
mentre quella linea retta , e questa sua projezione esistono
1 un piano stesse . Adunque il punto cercate saral interse-
zione 4 della B4’ colla a’’ . E similmente se dal punto C'
ove la lipea retta a’4’ incontra la LM si tiri a questa la per-
pendicolare €'c , nel piano orizzontale , Hl punto ¢ ove sif-
fatta perpendicelare intersega la ac sara I incontro della li-
nea retta proposta col piano orizzontale .
Cas. 2. Sieno era obbliqui i piani di projezione. LN , LP
[ fig- 7. ] . E poiché il punto ove la linea retta proposta ia-
contra uno di tali piani LP dee ritrovarsk nen selamente nel-
la projezione a’ 4" di tal linea retta su questo piano, ma an-
che pella comune sezione del piano stesso coll’ altro perpen-
dicolare ad LN econdotto-per ab, nel quale la linea retta pro-
posta esiste  pr.10. ) ; dovra percip quel pante d”incontro
esser I'inlersezione di questa comune seziene colla-a’s’. Non
dee dunque farsi altro, che mestrare come pessa determinarsi
questa comune sezione . A tal uepo si prenda nella LM un-
punto E’ ad arbitrio , ¢ da esso ghi si-conducane le due per-
pendicolari E'e, E'¢’, ne’ due piani LN , LP rispettivamen-
te, e la prima di queste si produca fino alla ad, I altra s'in-
tenda prolungala fino ad incontrare in ¢’ la: comune sezione
che si vuol determinare . Ed essendo il piano eE’¢’ perpen-
dicolare alla LM (4.XI. ) , e quindi al piano LN(78.X1.)
al quale & anche perpendicolare quell’ altro che si & suppo-
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sto passare per la ab; dovra la loro comune sezione ¢’e esser
anche perpendicolare allo stesso piano LN ("79. XI.) ; che
percio I’ angolo ¢’¢E’ & retto . Laonde nel trian-golo. rettan-
golo ¢’¢E’ essendo dato I’ angolo ¢E’¢’ , ch’ & I’ mcbnazxfme
de’ piani LN , LP, ed il lato E’c , si potra esso geomettu,:a—
mente costruire , € quindi si esibira la sua ipotenusa E'¢” .
Adunque si fara noto nel piano LP un punto ¢’della comune
seziope cercata : ma questa dee poi passare anche per lo
punto C’ ove la ab incontra la LM ; che percid essa sara l_a
C’¢’ 5 ed il punto ["ove intersegansi la C'¢’ e la 1.1.’ b sara il
punto d’ incontro della linea reita proposta col piano LP..E
similmente si determinerebbe l'incentro di essa coll’altro pia-
no LN .

PROPOSIZIONE XVIIL.

TEORENA.

58. Data la grandezza di ciascuna delle proje-
zioni di una linea retta terminata di sito j sara an-
che data la grandezza della linea retta.

Imperoccht sia lalinea retta terminata AB [ fig. 4.1, le
cui projezioni su i piani LN, LP sieno @b , a’6’ ; saranno
le Aa , Bb perpendicolari al piano LN (" def. 5:) : se dun-
que tirisi per I estremo A della AB, che ha minor altezza
sul piano LN, la AC parallela alla ab ; sara la AC ugual(? al-
la a6 (38) , e percid data . Ma & poi la BC quanto la diffe-
renza di altezza de’ punti A , B sul piane LN, la qual diffe-
renza & data, subito che i punti A, B sono dati di site (42).
Adungne sara anche data la AB, ch’¢ I'ipotenusa di un
triangolo rettangolo i cui cateti sono le AC , CB.

59. Scor. 1. Se i piani di projezione si supponessero or-
togonali ; per ottener Ja differenza di altezza degli estremi
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A , B dellalinea retta proposta sopra uno di tali piani LN,
basterebbe tirare per la projezione a’ del punto A sul pia-
no LP' la a’c’ parallela alla LM ; sarebbe ¢4’ la differenza
cercata (43). Adunque in questo caso , se prendasi nella ¢’a’
la ¢’/ uguale alla at , e giungasi la 4’4’ ; sarh questa quan-
to la linea retta AB .

60. Scox. 2. Dalla semplice ispezione della figura si ri-
leva , che BA stia ad AC, o ab , come il raggio al coseno
dell’ angolo d’ inclinazione della BA al piano LN della pro-
jezione ab , ciot , che : Una linea retia nello spazio sta al-
la sua projezione sopra un piano , come il raggio al coseno
dell’ angolo d inclinazione di quella a questo ; che percio si
vede anche , come data la grandezza delle projezioni di una
linea retta di sito , si possa determinare I’ angolo della sua
inclinazione a ciascuno de’ piani di Projezione .

PROPOSIZIONE XVIII.

TEOREMA,

61. Date di sito due linee rette , che s’ interse-

gano nello spazio ; sara dato il sito del punto di lo-
ro intersezione .

Imperocche un tal punto dovendo ritrovarsi nel tempo
stesso in ciascuna di tali linee rette, la sua projezione su
I un piano o I’ altro di projezione dovra essere allogata in
ciascuna delle projezioni di quelle linee rette sopra questo;
che percid essa dovra essere I intersezione di tali projezio-
ni . Adunque di un tal punto essendone date le projezioni
sopra due piani che s’ incontrano, ne sara dato il sito
(pr12.).

62. Cor. Laonde : La linea retta che si tiri dall interse-
zione delle projezioni , sopra di un piano , di duc lince rettc ,
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che s intersegano nello spazio , alf i?tef.-sezionc delle m;daf-
me linee rette sull altro piano di projezione abbatt'ula co, P’.'"
mo , deve risultar perpendicolare alla comunc sezione de pia-
i di projezione (53). '
" ‘(1;3}.’;2,3. ChEa se)tale congiungente r.‘xsulti perpendicolare-
alla comune sezione de’ piani di projezione ; Bou sard que-
sto un criterio generale da arguirne , che le hnee. rette prtot
poste pello spazio & interseghine , come alcuni ‘gelt:;nec :;
descrittivi , tra i quali il Lacroia,:, han detto’;.poxc oo
puo avvenire senza che (ueste linee re.tte s mt?rseg '
nello spazio , ogni qual volta una di‘latr reite e;xsles;:a;l)r
un piano perpendicolm a’ due di pr;o!‘ez.lon‘e ti'ne qt:: caso
ta congiungente si confonde colle pr&)ez\om i quest:

retta . Noi daremo nel cap. IV.un prin.ci[fio 'gefnerale per
andosi le projezioni di due linee

oscere quando , interseg i
et H , rsegano anche le linee

L .
rette su i piani di projezione , s 1nte
rette nello spazio .

PROPOSIZIONE XIX.

SEOREMA.

64. Dati disito i lati di un angolo piano ; que-
sto sara dato di grandezza , e di sito .

Sieno ab , ac [ fig- 8. ) le projezioni de’ lau d.ell’ al:lgol?
in un de piani di projezione, a'b ,a'c’ le corrispon lenti
sull’ altro di essi ; saran dati i puntid , e ove ta'h !atl l‘l;-
contrano I’ un di cotesti piani (pr. 16. ), e qumdl. la' e
(pr-1.). Di pit saran date di grandezza le PPOJGZ!T‘DI
&'D, ad di un lato di quell’ angolo , come anche'que e
«E’, ac dell altro lato ; e quindi la grandezza dldqu'elsu
(pr-17.) : ma & pur dalo il lato de , che lo sottende ; la-
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onde tal angolo si potra geometricamente esibire , € percid
sata dato di grandezza .

Ed essendo dati di sito i suoi lati , e percio il suo verti-

ce (pr.48. ) ; il sito di esso dovra esser dato (def. 26 3).
PROPOSIZIONE XX,

TEOGREMA.

65. Dati di sito i vertici degli angoli di una figu-
ra rettilinea , nello spazio ; la figura sara data di
8ito , di grandezza , e di specie .

Imperocché le linee rette che congiungono le projezioni
date de’ vertici degli angoli della figura su ciascun piano di
projezione , ognuna con quella che gli & prossima , sono le
projezioni de’ Jati corrispendenti di essa ; che percio questi
saran dati di sito; e quindi di sito sara data la figura da
essi terminata ("def. 3. ) . Inoltre sara data la grandezza di
que’ lati (pr.17.) , e quella degli angoli compresi (pr.19.).
Adunque si potra geometricamente descrivere una figura ret-
tilinea uguale , e simile alla proposta ; e quindi questa sara
anche data di grandezza , e di specie .

PROPOSIZIONE XXI.
TEOREMA.

66. Un triangolo dato di sito nello spazio sta
alla sua projezione sopra un pianc di sito , come il
raggio al coseno dell’ angolo in cui inclinasi a que-
sto il piano del triangolo .

Sia ABC il triangolo proposto [ fig. 9.] , e per I angolo A
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di esso, di media altezza sul piano di sito dato si concepisca
tirato a questo un piano NLM parallelo, il quale interseghi
il piano del triangolo nella retta AD, dividendolo perd nelle
due parti ABD, ACD, I’ una al di sopra , T altra al di sot-
to del piano NLM. Cié posto, dal vertice dell’ altro angolo
B di una di quelle s intenda tirata la perpendicolare BF al
piano NLM ; da F sulla AD la perpendicolare FE, e con-
giunte le AF, FD, BE; sara la BE perpendicolare alla AD,
e pero I'angolo BEF l'inclinazione del piano del triangolo al-
Y altro NLM, o al propesto parallelo ad esso ; ed AFD la
projezione del triangolo BAD sul piano NIL.M,o0 sul proposto :
e risulta pur evidente, che stia il triangolo BAD alla sua
projezione AFD , come BE ad EF (1. VL), ciok come il
raggio al coseno dell’ inclinazione del piano del triangolo al
piano NLM , o sia al proposto di projezione . E dimostran-
do similmente , essere 1’ altra parte del triangolo , la ADC,
alla sua projezione sul piano siesso nella medesima ragione
del raggio a quel coseno ; risultera I intero triangolo ABC
alla sua projezione sul piano proposto , come il raggio al
coseno dell’angolo in cui il piano di quello inclinasi a questo.

67. Cox. A. Quindi : Un qualsivoglia poligoro nello spa-
zio stera alla sua projezione sopra un piano di sito , come il
raggio al coseno dell’ angolo in cui a questo inclinasi il piano
del poligono. Poiche ciascun triangolo in cui dividesi il po-
Tigono proposto sta al corrispondente in cui dividesi la sua
projezione su quel piano precisamente in questa ragione .

68. Con.2.E da cid potri anche inferirsi, che : Una qua-
lunque figura piane nello spazio stia alla sua corrispondente
projeione sopra un piano di sito , nella ragione del raggio al
coseno dell angolo in cui a questo piano inclinasi quello della
figura. Poiché pud quella concepirsi divisa in triangoli di fi-
nila , o infinitesima grandezza , e cosi corrispondentemente
Ia projezione di essa . Ma noi su di cid dovremo ritornare in
appresso , pia convenevolmente dimostrandolo.
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CAPITOLO 1V.

Dx’ DETERMINANTI DEL !
I3
. ITO BE PIANI , DELLE LINEE CURVE
CH ESISTONO IN ESSI , DEGLI ANGOLI SOLIDI ,
b
E DE POLIEDRI NELLO SPAZIO.

A R R i

6g. Der. 1x. Dicesi traccia di un piano , ch’é

nello spazio , la sua intersezione con un de’piani di
Ipro]e’zxone : e se questi piani sieno uno orizzonta-

e , I'altro verticale , la traccia sul primo di essi
prendera il nome di orizzontale, e sidira verticale
quella sull’ altro.

' In generale il nome di traccia si da pure all’ intersezione
d'l una qua}unque superficie curva con un de’piani di proje-
zione ; ed-m talune piir recenti istituzioni di Geometria dc-
scriltiva si & ancora cosi denominato I incontro di una relta
con un de’ piani di projezione .

PROPOSIZIONE XXII.

TEOREMA.

0. E datoil sito di un piano dello spazio, se
sono date le sue tracce su due piani di sito posti ad
angolo .

Imperocché se per una di quelle tracce date si concepisca
passare un piano,e questo rivolgersi dintorno a tale linea ret-
tajtra le infinite posizioni diverse ch'esso prendera nello spa-
2i0 , dovra anche passare per l'altra delle tracce date , edpin
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questo caso la sua posizione restera determinata,essendo esso
il solo che pud passare per queste due linee rette (2.ELXI.)

71. Cor.Adunque : Ogni qualvolta si diréc che un piano &
dato di sito nello spazio , bisognera intendere, che ne sien date
le tracce su due piani di silo posti ad angolo .

PROPOSIZIONE  XXIIL
TEOREMA.

n2. Se ¢ data una delle tracce di un piano, ed
un punto pel quale esso passa il piano sara dato
di sito .

Dinoti A'e [ﬁg.lo.:z.'l.] la traccia data, e sieno d , d’ 1&
projezioni del punto dato . Si prenda in A’z un qualunque
punto 5, dal quale si tiri alla LM, comune sezione de’ piani di
projezione , la perpendicolare B’; sara B’ la projezione del

- punto b sull’altro piano di projezioné, se questi suppongan-
si ortogonali : che percid , congiunte le db , d'B’ ; saranno
queste le projezioni corrispondenti di quella linea retta che
dal punto dato nel piano proposto si tira al punlo b preso
nella sua traccia orizzontile A’a. Or una tale linea retta do-
vendo esistere in siffatto piano, dovra incontrare 1'altra trac-
cia di esso sul piano di projezione verticale ; che percid es-
sendo determinato il punto ¢’ ove quella linea retta incontra
questo piano di projezione (pr-16. cos. 1. ) , sara anche

determinata 1" altra traccia A’a’ del piano proposto ; e quin-

di esso sara dato di sito ("pr. 22.).

Che se i piani di projezione non sieno ortogo

\irata da b [fig-10.n.2] la perpendicolare 4B’ sulla LM, si de-

scriva sulla B’ il triangolo rettangolo B’Ké , in cui I’ angolo
" piani di projezione . E-

nali ; allora

6B'K rappresenti I inclinazione de
gli & thiaro , che se questi suppongansi nel loro vero sito ,
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e che il triangolo B’Ké si concepisca rivolgersi dintorno a
B’b‘ , finche il suo piano divenga perpendicolare al piano di
proj‘ezione in cui esiste la A’4 ; in tal caso B’K dovra alle-
garsi nell’. altro piano di projezione perpendicolarmente alla
LM, ed .ll punto K si trovera essere , in questa posizione
la projezione del punto & sul piano della projezione d’. A
(?uqune quando i piani di projezione si suppongano abbattu-
ti si otlerra tale altra projezione , prolungando la 4B in 4’
ﬁn(fhé sia B’s” uguale a B’K; il punto 4’ sarebhe questa ro’—
jezione. Ed il resto della determinazione si otterra nel ml:)do
stesso del caso precedente, applicandovi perd per I'esibizio-
ne del punto ¢’ il caso 2. della prop. 16.

PROPOSIZIONE XXI1V.

TEOREMA .

73'. E dato il sito di un piano, che passa per tre
punti dati nello spazio.

Sieno a ,4 , ¢ [ fig. 11. ] le projezioni de’ punti dati sopra
un de’ piani di projezione , ed a’ , 4’ , ¢’ le corrispondenti
sull’ altro : si congiungano le ba , ac , cb ; b’a’, a'c’, '’
queste (.:ongiungenti saranno le projezioni delle linee,rett;
che uniscono i punti dali nello spazio , le quali esistendo
m.al piano che passa per tali punti , dovranno incontrare i
piani di projezione in ciascuna delle tracce di quello su que-
s%i - Ma gl’ incontri di quelle linee rette co’ piani di proje-
zione sono determinabili (pr.76. ) . Adunque saranno in—
che determinabili le tracce del piano, che passa per esse; e
quindi sara dato il sito di un tal piano nello spazio(j pr.22.’)

74.Scox.Per la determinazione di queste tracce non & ne;
cessario esibire g’ incontri di tutte le tre linee rette con cia-
scuno de’ piani di projezione , ma basta esibire gl incontri
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¢ , d di due di esse con uno di que’piani , per avere la trac-
cia edE’ su questo ; e quindi , determinando il solo incontro
&’ di una delle stesse linee rette coll’altro piano di projezio-
ne , si avra I’ altra traccia d’E’ , nel caso che la gia dcter-
minata ed non siasi trovata parallela alla LM: edin questo
caso si ofterrebbe la traccia che passa per d’, tirando anche
per questo punto una parallela alla LM ; giacche : Se una
delle tracce di un piano & parallela alla comunc sezione de’pia-
ni di projesione, anche I alira dee esser parallela a tale comu-

ne sesione .

LEMMA.

75. Tutti que’ punti esistenti nel piano di duc linee rette di
sito poste ad angolo , da ciascun de quali tirando ad essc le
perpendicolari, queste serbansi tra loro una stessa ragione du-
ta , debbono cssere allogati in ur’ alira linea retta di sito 4 che

passa per lo vertice di quell’ angolo .

Sieno E , ¢ due di tali punti [ fig. 13. n.7 , c2.],e,
se & possibile , la linea retta Ee , che gli unisce , non passi
per lo vertice A dell’ angolo compreso dalle linee rette di si-
10 AB , AC sulle quali da que’ punti sonosi tirate le perpen-
dicolari ED , EF ; ed , of , e quindi interseghi una delle li-
nee rette di sito AB nel punto G, I altra ACinH . E poi-
che sta ED : EF :: M: N, edépureed:cf::M:N;sa-
ra ED : EF :: ed : ef , e permutando ED : ed :: EF : ef. Ma
ED : cd:: EG : Ge, ed EF : ¢f :: EH : He . Adunque sara
EG : Ge :: EH: He; e dividendo si avra Ec : ¢G:: Ee:: eH,
ciot ¢G uguale ad el ; il che essendo falso , ne segue che la
linea retta che passa per gli punti E,c; come anche per tut-
ti quegli altri , che hanno la stessa condizione, debba passa~
re per lo punto A.

Cio premesso , se AF si prenda di dala grandezza ; sard
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dg}t}t:l;l s]ito del punto F , e quindi quello della FE
iI;e co ;‘re alla AC nel punto F . Adunque sara anche dat
punto L, dove questa intersega la AB (pr-3.)s e o
sar; data di grafxdezza la linea retta FL (pr. 1 ), pee
o a;nde vel triangolo LED rettangolo in D , essen;lo anc
N ro .oang;lo ELD complemento del dato CAB 5 sara da(t:
n Zglp(:;; ]; .LllaiFad I;VII) , 1\;:he suppongasi espressa da P : M
: i b : N ; quindi stara LE: EF :: P -
:i tI:sz Ic?n;gu.enza s:\ra dato il punto E nella linea rett.aD:l;
- Ma & pur dato di sito ¥
EA s s e isito I altro punto A ; adunque la
76.Scor. Come il mostra 1
a figura , la 1 i cui ¢
to nel teorema pud dividere I’ ang;)lo ;3ACDE} ‘;;; d:z 0‘;1 o
qual caso riducesi la ricerca di essa ad assegnar;, il‘ fe-
vella retta FL, sieche stia LE : EF :: P : |\ - che P“‘""O N
ls,en;:)resfni)go, qualunque siesi la ragione di M, :N l:,uou:;vfi!:
: :Cr?ﬁl : 2N. Pud ancora cadere al di fuori de’ll’ :31 ::lol
e Mg’;\] q 1 ,t ™Ma 1n questo caso dovendo essere I;gD :
:: M : N, questa ragione, e perd ancor Paltra i P . N
c!;e afdegua quella di LE : EF , dovra ess::' nz - dl‘ s
di minore a maggiore . s

3 ch’e per-

amente

PROPOSIZIONE XXY.

TEOREMA.

; 77. B :liato il'sito di un piano nello spazio
ata una delle s ’ ’ ,
e sue tracce , e I'angolo d’ inclina

ne di esso al piano di projezione j
1projezione 1in cui esi
, . 1
sta traccia. esiste

se &
Zio=
que-

c‘ifilz ﬁ::zug )3313] !a traccia data di un piano, che s jn-
rojez 'L in ¢ui i

gl B projezione ¢A’L in cui questa esiste , in un

, 3
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Cas.1.Suppongansi primieramente ortogonali i Pm:;a(:;
projezione , e per un qualunque punto b de}l:‘a tra((:lma e
A’a , che supporremo esser Y orizzontale , s .mtcn a pas -
re un piano perpendicolare ad essa 5 un tal piano AsiaIrJa ,,v;la
ticale : quindi interseghera il piano orizzontale Aa, e
perpendicolare 5C’ , condotta dal punto ballaAZa,ilp

no di projezione verlicale nella C’c’ perpendicolare alla

LM ; e finalmente il piano proposto ifx una liflea re?ta bc’t ,
che comprendera colla 5C’ ¥ angolo d’ inclinazione di qutes o
piano all orizzontale , cioé I angolo dato P ; ed 11' punto ¢
di concorso delle C'c”, b¢’ si apparterra alla trac,cla velmca-
Je del piano proposto . Adunque se col’ centro 9 e col rag-
jo C’b si descriva I arco circolare 6D , e n’ell/ :nterselzm-
pe D’ con la LM si costituisca r ango}o’ C D¢’ uguale ]a
P il punto ¢’ & intersezione del lato D‘i di questo con t.a
C’¢’ perpendicolare alla LM si apparterra a‘dla trac'clla'ver (11-'
cale A’a’ del piano proposto ; € quindi sara dato il sito di
un tal piano nello spazio ( pr. 22) o _
Cas. 2. Che se i piani di projezione s mc.hmno in un an
Q[ fig-14.], esa Alala traccia dat:'a delfpllano
proposto , ed A’a’ quella che dee comspon.dergh sull“a tro
piano di projezione . Da un punto ¢’ preso 1n questa(; mlten-
da tirata al piano di projezione sottopf)sto la perpen :;o alre
'c , poi dal punto ¢ si tirino alle (}A , 'LM lf: ‘[,)erlg:n ll»(‘,o a-
ri cb, ¢C’ , ¢ finalmente giungansi le‘cb e C’ . E chiaro,
che queste lince rette sieno anche nspettwiamen'te perl?e:]l-.
dicolari alle A’ ed LM (18, ¢ 4: El. XI. ?I, e quindi
che 1 angolo ¢’be sia quanto ?, e I'altro cClc ﬂxzanto Q
( def. 6. X1 ) Adungne nel trnansolo rettangolo ¢'c ?ss.en;
do dato 1 angolo acuto cbc’ , sard esso dato di specie 5
1o sara data laragionedibc : cc che esI;r{masn per
Pertl di M : R . Similmente nell’ altro triangolq?x:gtgango-
?:Z’:C’ eSS(;ndo anche dati gli altni suci angoli , sard dpl?
- Jaragione dic’c ¢C’ , che si esprima per R : N . Adul?;ue

golo dato

/
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slord ¢4 : ¢C7:: M: N 5 e percid il punto ¢ si apparterra
ad una linea retta di sito , che dovra passare per lo punto
A’ (em. pr.) .

Civ posto, ecco la determinazione per questo caso . Si e-
sibisca , pel lemma precedente, la locale A’E [fig. 5.7 di
tutti que’ punti da ciascun de’ quali abbassandosi sulle linee
rette di sito A’a , A’L le perpendicolari , sieno queste nella
ragionedi M : N, chesi & assegnata: poi da un qualsivoglia
punto ¢ di essa si tiri alla LM la perpendicolare cC’, che sa-
ra data , ed indi al punto ¢ della ¢C’ si cosliluisca I’ angolo
C’cD’ quanto quello d inclinazione de’ piani di projezione,
ciot quanto Q ; la C’D’ dinotera , com’ & chiaro , la ¢’ del-
la figura precedente , e la cD’ esprimerd la C’¢” pella stessa
figura . Laonde se dal punto C’ si elevi nell’ altro piano di
projezione la C’c” perpendicolare alla LM , ed uguale a ¢,
congiunta la A’c’, sara questa I’ altra traccia del piano pro-

posto : che percid esso sara dato di sito ( pr. £2.).
PROPOSIZIONE XXVI.

TEOREMA.

%8. Dato il sito di un piano nello spazio ; sard
anche data la sua inclinazione a ciascuno de’ piani
di projezione, ne’ quali sono date le tracce di esso.

Cas. In primo luogo i piani di projezione sieno ortogona-
li, e preso nella loro comune sezione LM [fig.73. ] un pun-
to qualsivoglia €’ , da questo gli si tiri nel piano della trac-
cia A'c” la perpendicolare C'c” fino all’ incontro ¢’ con la
traccia A’a’, & si conduca sull’ altra traccia A’a la perpendi-
colare .C’by : congiunta la ¢’5, dovra esser questa anche per-
pendicolare alla A’a , e quindi I’ angolo ¢’4C’ sara T incli-
wazione del piano proposto al piano di projezione oV’ ¢ la

®xh
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sua traccia A’a , ciot I’ angolo da determinarsi . Adunque ,
se col centro €’ intervallo C'b descrivasi I arco circolare
bD’ , e I intersezione D’ di esso con la LM congiungasi
col punto ¢, risulterh 1’ angolo ¢'D'C’ dell’ inclinazione del
piano proposto a’A’a all’ orizzontale . Ed in pari modo si
otterrebbe quello in cui esso inclinasi al verticale di proje-
zione .

Cas. 2. Che se i piani di projezione‘s’inclinino in un an-
golo dato Q [fig.14.] , allora si faccia lo stesso apparecchio
del caso 2. della proposizione precedente ; sara anche 1’ an-
golo ¢’C’c quanto Q, e Ialtro c'b¢ dinotera Y inclinazione
del piano proposto a’A’a a quello di projezione in cui esiste
la traccia A’a , ciot I angolo da determinarsi . Or poiche il
punto ¢’ pella retta di sito A’a’ pud prendersi ad arbitrio, si
potra percid stabilire ad una data distanza dall’ altro A’ che
perciod quel punto sara dato di sito ; e quindi sara data di si-
to e di grandezza la perpendicolare ¢’C’ abbassata dal pun-
toc sullaLM (pr.5.), edi sito il punto G’ oveessa incon-
tra 1a LM ( pr. 3.) . Liaonde nel triangolo rettangolo ¢’ Ce
essendo dato langolo in C’, e I ipotenusa c’C’, si potra esso
costruire , e quindi si esibiranno i suoi cateti ¢’c, ¢G': che
percid sara dato di sito il punto ¢, e di grandezza la per-
pendicolare ¢b , che da esso tirasi alla retta di sito A’a
(pr-5.) . Adunque nel triangolo rettangolo c’ch , essendo
dati di grandezza 1 cateti c'c , cb , esso si potra costruire ,
e cosi restera determinato I angolo cbe.

Cio posto, ecco la determinazione per questo caso del pre-
sente teorema. Si prenda nella Aa’ [ fig- 16. ] un punto ¢,
dal quale si tiri la perpendicolare ¢'C alla LM, esu questa
perpendicolare descrivasi il triangolo rettangolo c’KC',in cui
I’ angolo ¢/C’K sia quanto ! altro Q ' inclinadione de’ piani
di projezione . Si prolunghi lac’C’in ¢, finche sia G'c u-
/K , e dal punto ¢ sitiri alla A’a 1a perpendicolare

gualea G
cb . Finalmente dal punto  si taglisulla A’alabd uguale al-
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lac’K ; i
. cl.K ,.c.ongfunta la cd, Y angolo 4 cd sara quello nel quale
su: :nam '11 Apllano da‘tolal.piano di projezione in cui esiste la
" dﬂ;cc.m z. E similmente si determinerebbe I’ inclinazio-
el piano dato all’ altro piano di projezione in cui
‘ !'0 hy L
e oo puano da p projezione in cui & I' al-
79. i
9. Scov. In una maniera analoga a quella de’ due prece-

denti teofemi S' l €
i )Otl‘ebbe anche €ese i i 1
gu“‘e la deter MB1NRAZIoN

TEOREMA.

. :] dato il s:',to di un piano nello spazio, se 0 & data una del-
acce 5 e U angolo che questa dec comprendere coll’ alira

. ::Ezir:cdc:; in dta: caso supponendo essere A'a’ [fig.14]
o miﬁzio’ edA'a quella da determinarsi, si potra , collo
)  praticato nel secondo caso del teorema prece-
ent.e » pervenire a determinare il punto ¢ . Ed allora ;
.:t)rllx;sca}:’un triangolo rettangolo in cui ipotenusa si,a s:u(:; )
o icn " , e.d uno degli angolx. acuti rappresenti I’ angolo
inclinazione delle tracce ; il cateto adjacentea

(::)vxz’espnmere in grandezza la A’5 ; e percio , se ct?luzzw
ce;)chi (,) (; cbon qluesto cateto per raggio si descriva 1’ arco (llli
< . .y-‘, la tangente cb condotta a quest'arco dal punt
¢ determinera il punto 4 per dove dee passare I’ alira trapcciao
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PROPOSIZIONE XXVII.

TEOREMA.

80. Se un piano & dato disito ; sard anche dato
di sito ogni punto di esso , di cui sia data una pro-

jezione.

Sieno A’a , A’a’ [ fig- 16. ]1e tracce del piano dato di
sito , e nel piano di projezione in cui esiste la A’a sia da-
to il punto ¢ , che indichi la projezione di un punte C del
piano dato . E chiaro, che abbassandosi da ¢ su}la Aa la
perpendicolare cé , e poi intendendosi congiunto il punt? €
coll’ altro & ; questa congiungente, la cb, e la Cc, ch’ el al-
tezza del punto C sul piano di projezione aA'™ comprende-
ranno un triangolo rettangolo , in cui & dato I’ angohf Cle ;
come quello ch’ & I inclinazione del piano dat(_) al piano di
projezione aA'M ( pr. £26. ) , ed & pur dato il cateto bec .
Laonde costitnendo al punto ¢ della ¢ I’ angolo bcd uguale
al predetto angolo dato d’ inclinazione , I’ altro cateto bd del
risultante triangolo ¢bd rappresentera I'altezza Cc del punto

C sul piano della projezione data ¢ ; che perd un tal punto G

sar dato di sito (pr. 11.)
PROPOSIZIONE XXVIIL.

TEOREMA.

81. Dato il sito di due piani che s’ intersegano ;
sara anche data di sito , e di grandezza la comune

sezione loro.

Sieno A’a , A’a’ [fig.17.7.1.7 le tracce dell’ un piane )
B'5 , B'Y’ quelle dell’ altro, ed f, ¢" rapprescntino i punts
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ove s’ intersegano quelle che esistono in uno stesso piavo di
projezione , ¢ quindi que’ punti ove questi piani sono incon-
trati dalla comune sezione de’ piani dati a’A’a, 6'B'6 .
Cid premesso, si determini la projezione del punte f, che e-
siste in uno de’piani di projezione, sull’ aliro di questi , ed
al contrario la projezione di ¢’ sull’ altro di essi ; e queste
saranno rispettivamente i punti ¥’ , E' ove la comune sezio-
ne LM de’ piani di projezione & incontrata dalle perpendico-
lari tiratele da’ punti {7, ¢’, nel caso che quelli sieno ortogo-
nali ; o pur saranne i punti(’, ¢ determinati con la costru-
zione esibita nel caso 2. della prop. 23 , quando essi incli-
ninsi in un dato angolo . E evidente, che nel primo caso le
congiungenti ¢'F/, Ef , sieno in silo e grandezza le projezio-
ni della comune sezione de’ piani dali a’A’a , 8B4 , e nel
secondo il sieno lee f, ¢’f” . Adunque una tale comune se-
zione sara data di sito e grandezza ( pr. 15. ¢ 17. ).

82. Scow.1. Se I' un de’ piani dati fosse perpendicolare ad
un di quelli di projezione ; la traccia di esso su questo sareh-
be la projezione sul medesimo della loro comune sezione ; e
cosiruendo I altra di esse sull'altro piano di projezione ,
si verrebbe anche ad : assegnare il sito di una retta esistente
inun piano disito , dall’ esserne data una sola projezione.

83. Scor.2.Le tracce ab , a’b’ [ fig. 17. n. 2.] dell’ un
de’piani dati, e quelle cd, ¢’d’ dell’ altre di essi suppongansi-
tutte parallele alla comune sezione LM de’ piani di projezio-
ne.Intal caso si concepiscano essi intersegati da un piano per-
pendicolare alla LM, le cui tracce , cadranno nella perpendi-
colare indefinita condotta a questa da un punto P’in essa; ed
1 punli p, p’; g, g ove tale perpendicolare intersega le ab,
«’t’; cd, e’d’ saranno gl incontri co'piani di projezione delle
Tispettive comuni sezioni di ciascun de’piani dati con quel.
lo che si & condotto . Adunque se espongasi I’ angolo P’ dell’
inclinazione de'piani di projezione,e su di un suo lato pren-
dansi , dal punto I, le Pp, P’q uguali a quelle corrisponden-
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ti nell’ un piano di projezione alle ab , cd 5 sull altro lato
taglinsi le P/p’, P’¢’ uguali alle corrispondenti per le a’t’,

¢ d’ nell altro di que’ piani : congiunte le p p” , ¢¢’, queste
rappresenteranno nel loro vero sito le intersezioni suddette ,
¢ 'l punto K corrispondera a quello del loro incontro nello
spazio , pel quale dee passare la comune sezione de’ pian'f
proposti . Cid posto, se dal punto K della figura descritta si
tirino alle P‘p , P’ le perpendicolari Kk, K&’, queste deter-
mineranno , in ciascun piano di projezione , le distanze dal
puntoP’, alle qualidebbono corrispondere le projezioni, an-
cor esse parallele alla LM, della comune sezione de’ piani
Pproposti .

Ma noi in appresso tralasceremo le costruzioni particola-
yissime di taluni casi delle ricerche di sito, che tratteremo
generalmente , potendo esse formare un convenevole e van-
taggioso esercizio di coloro , che versansi in questo ramo
della Geometria de’ siti .

PROPOSIZIONE XXIX.

TEOREMA.

84. Dati di sito due piani che s’ intersegano ;
sard dato I’ angolo della loro scambievole inclina-

zlone .

Sieno A’a, A’a’le tracce di uno de’piani dati , B's , B'6’
quelle dell’ altro [ fig. 78. ] ; sara cata di sito , e di gran-
dezza la loro comune sezione ( pr. 28. ), di cuine sia fe
una delle projezioni . Cid posto , si prenda in fe un qualun-
que punto / , ciod prendasi la {4 di data grandezza , esi ti-
ri per h la chg perpendicolare ad f e, fino alle tracce A'a,
B’ de’ piani dati , che esistono in questo piano di projezio-
ne : poi si concepisca passare per tale retta un piano perpen-
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dicolare alla comune sezione de’ piani dati, ciot alla fe’, al-
lorche i piani di projezione si suppongono el loro vero sito,
e sia K il punto ove tal piano incontra quella comune sezio-
ne ; e quindi cK , gK le intersezioni del piano stesso con
ciascuno de’ dati , le quali debbono esser perpendicolari al-
I’ intersezione di questi ; che percio I’ angolo ¢cKg ch’ esse
comprendono rappresentera 1’ inclinazione scambievole de’
piani dati , e sara quindi quello da determinarsi. Or suppo-
nendo che i piani di projezione sieno nel loro vero sito , &
chiaro che nel triangolo fA’e’ essendo dati i tre suoi lai ’
debba esser pur dato I angolo A'fe’ (22.El 1), osia
¢{K : che percid nel triangolo cKf reitangolo in K essendo
data I’ ipotenusa cf, eI’ angolo acuto ¢fK , potra esso co-
struirsi , e quindi determinarsi la cK . Similmente si dimo-
strera che sia pur data la gK . Laonde nel triangolo cKg es-
sendo dati i tre lati, si potra esso geometricamente costruire
e quindi restera determinato I’ angolo cKg , che cercavasi. ’
O pure , nella linea retta T prendansi le parti XQ, QT
utguali rispettivamente alle c/, Ag, e dal punto Q le si ele-
vi la perpendicolare QY ; indi si applichi dal punto X Ia
XY uguale alla K , congiunta la YT sara questa uguale al-
la Kg, e I angolo XYT il richiesto.
85. Scor. Nel caso analogo al considerato nello scolio 2
alla prop. prec., & chiaro, che I angolo cercato sarebbe per
¥ appunto il Kk’ nella figura costruita per esso .

PROPOSIZIONE XXX.

TEOREMA.

86.Dato il sito di un piano, e quello di una ret-
ta che lo incontra nello spazio ; sara dato di sito
il punto dell’ incontro.
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Sieno aA’, A’ale tracce del piano dato [ ﬂg;:IQ;Sd ,e dt
d'¢’ le projezioni della data retta, per !a quai.e s fnt da ;:’a:e
sare un piano perpendicolare ad uno dn.quelh di prlqeztl °
aA’L . Un tal piano avra per sua traccia su q'uesto ’; ’; e;s
de . e la sua traccia sull’ altro piano di projezione & . l;)-
vrh’ passare per lo punto g' dove é. qufasto mcontratgel a .a
retta data , il qual punto si determinerh per mezzo del pri-
mo , o del secondo caso della prop. 16. , secondo chei pl:—
ni di projezione si suppengane ad. ango‘lo retto , © pm't:i o“;
bliquo . Laonde quest’ altra traccia sard .rappres?ntfxtarA:l
g’ F . che percid essendo dati di sito § due' piani a’A’a ,
¢’F'd; dovra esser data di sito la loro intersezione (yr..?f Ds
di cui una delle projezioni cade nella mede'smlla d e , e a trfil
sia laE/f. Or il punto ove quella. retta (,h sito ,uu:onfra 1
piano dato devendo esistere nell’ intersezione de p,m/m po-

¢ apzi detti , la projezione di esso sul piano dellzt d’ q hc,lov;-.a
cadere nella fE’ ; ma dee anche trovarsi pella &¢’, ¢ élla
projezione corrispondente della retta data . Adumi]u,e qu;l a
projezione sara il punto o ove § intersegar?o. le d'g ,df’ .
E poiche I alira projezione di que} punto.d incontro l:ae ;-
sistere nella dF” , e nella perpendlcol.are mdeﬁ?xl.a , che ‘a
¢’ si abbassa sulla LM (.55.) ; percid essa sara il punto b:.
Laonde il punto &’ incontro della retta col piano dato sara

dato di sito (pr. 12. )
PROPOSIZIONE XXXI.

TEOREMA.

87. Dati di sito un punto, ed un piano; sara an-
che data di sito, e di grandezza la perpendicolare ,
che dal punto tirasi al piavo.

Sicno A’a , A'a’ [ fig- 19. ] le tracce del piano dato , ¢
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d, d’ le projezioni del dato punto . E poiche il piano che
projetta la perpendicolare al piano aA’a’ sul piano di proje-
zione a AL , dee essere nel tempo stesso perpendicolare
a ciascuno di questi (" /8. EL XI. ) ; percio la comune se-
zione di tali piani , ciot la A’z , dovra esser perpendicola-
re a quel primo piano projettante ("79. El. XI. ), e quindi
alla comune sezione di esso col piano aA'L ( d. 4.EL. AXL),
ch’@ la projezione su questo piano della perpendicolare pro-
posta ; che percid dovendo questa projezione passare per d
sara essa la perpendicolare dé , che dal punto d si abbassa
sulla A’a . E similmente si troverebbe, che la projezione di
essa perpendicolare sull altro piano di projezione , sia la
perpendicolare d’)’ abbassata dal punto d’ alla A’a’. Quindi
essendo date le projezioni della proposta perpendicolare, es-
sa sard data di sito (pr. 75.). Laonde sara anche dato il
sito di quel punto ov’ essa incontra il piano dato (pr. 3.), le
projezioni del quale sieno ¢ , ¢ : che percid saranno date
di grandezza le projezioni de, d’¢’ di tale perpendicolare de-
finita tra il punto da cui parte , ed il piano sul quale si ab-
bassa ; e quindi sara anche data la grandezza della perpen-
dicolare ( pr. 17.).
88.Scor.Dalla determinazione del semplice sito della per-
pendicolare , eseguita nel presente teorema , si ricava che :
Se una retta & perpendicolare ad un piano , ciascuna proje-
stone di quella retta dee esser perpendicolare alla corrispon-
dente traccia del piano .

PROPOSIZIONE XXXII.

TEOREMA.

89.Dati di sito una retta, ed un punto ; sara an.
che dato di sito quel piano , che passa per lo pun-
to dato , ed & perpendicolare alla retta data .
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Sieno ab , a'b’ le projezioni della data retta ( fig. 20.) ,
e d, d’ quelle del punto dato, per lo quale s intenda ti-
rata nel piano proposto una retta parallela ad uno de’ piani
di projezione ; questa retta dovra esser non solamente pa-
rallela alla sua projezione su tal piano ( def. §.) , ma anche
alla traccia in esso del piano proposto : poiché altrimen-
ti incontrando essa una tale traccia , incontrerebbe il corri-
spondente piano di projezione , cui si & supposta parallela .
Adunque siccome la tracciadel piano proposto dee esser
perpendicolare alla ba ( scol. pr.31. ), cosi la projezione
della retta proposta sul piano della éa , sara anche perpen-
dicolare alla ba : ma dee eziandio passare per lo punto d;
quindi una tale projezione restera delerminata tirandosi da d
alla b a la perpendicolare d¢ . Inoltre essendosi la retta tira-
ta supposta parallela al piano di projezione in cui & la ba,
tutti i suoi punti debbono essere ugualmente alti su tal pia-
no; e percio l'aliezza di ciascun di essi & data al pari di quel-
Ja del punto dato . Laonde per un qualunque di essi , che
abbia per projezione sul piano della ba il punto ¢, sc ne po-
tr: determinare !’ altra projezione ¢’ sul piano della Va' :
quindi sara anche data su tal piano la d'¢’ , ch’ &1 altra pro-
jezione della retta che si & supposta tirata (*). Che perd sara
determinato il punto 2’ dove tale retta incontra il piano del-
la a'6’ , per lo qual punto A’ dovendo passare la traccia cor-
rispondente del piano proposto, questa si otterra tirando da
¥ la Kb’ perpendicolare alla ¢’a’ (" scol.pr. 31.) . E con-
ducendosi dal punto A’, ove questa incontra la comune sezio-
ne LM de'piani di projezione, la perpendicolare A’b alla ab,
si avrebbe I altra traccia di quel piano ; che percio esso sa-
ra dato di sito (pr. 22. ).

90.Cor. Essendo dato di sito questo piano , e laretta cui

{*) Se i piani di projezione fussero orlogonali, la d’¢’ si otterreb-
be tirando per &’ la parallela alla LM ,
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fs perpendicolare, sar2 anche dalo di sito il punto ove questa
incontra quello ("pr. 30. ). Adunque sara data di sito, e di
granydlezza la retta che si conduce dal punto dato a quel pup-
:::, d dl:lcoutm (:r. 15.¢17.) , 1a quale & la perpendicolare
e dal punto dato si tira alla retta dat
gho dal a data (" def. 3. ELXI. ).
‘ .:csor;zz datj di sito nello spazio una retta ed un punio ; su-
ra data di sito, ¢ di grandezza la perpendicolare, che |
punto conducesi alla retta . ’ > el e quet

PROPOSIZIONE XXXIII.
TEOREMA.

91. Dati di sito un piano ed una retta ; sard da-

to di grandezza I angolo nel quale questa s’ incli-
na a quello .

.Imperocché nella retta data s’ intenda preso un punto , di
cui ne rappresenti una delle projezioni il punto 4 [/ig.21’ ]
preso ad arbitrio nella projezione cb di tale retta.e l’altra.sia:
per conseguenza il punto d’ ove la perpendicola,re d D’ alla
LM incontra Valtra projezione 4c’ di essa reita poi da un
ta.l punto sul piano proposto s’ intenda abbassata la n-
dlcolafre, le cui projezioni saranno le perpendicolari d!;ercli"z'
che si abbassano dalle projezioni corrispondenti del ’ umx,)
preso , sulle tracce A'a , A’a’ del piano dato (‘sc. pr I:?I)
Sara dato I angolo compreso da quell inclinata e da questa

perpendicolare (" pr. 19. ) ; e percio anche i
n’ & complemento . P peretd socheH proposto , che
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PROPOSIZIONE XXXIV.

TEOREMA.

92. E datoil sito e la configurazione di una .li-
nea curva, ch’ esiste in un piano dato nello sgazxo,
se sono date le projezioni di essa su due piani che
s’ incontrano .

Sicno ach, a'c’t’ [ fig.22. ] le projezioni.date dfal]a cur-
va, ed fF’ , F'f” le tracce di quel piano in cul essa si suppo-
ne esistere nello spazio , una delle quali Frf" si pren(’l:f per
suo asse . Or se da un qualunque punto della curva s mten:
da abbassata sull’ asse ¥/f‘ I’ ordinata corrispondc{xte , &
chiaro,che il piano projettante una tale ordinata., sul piano di
projezione ove si trova la ¥’f7, essendo Perpendlcol.are' a qu:l!.~
sto , debba la loro comune sezione, ciok la projezione di
quell’ ordinata, esser perpendicolar‘c alla F’[”. Laonde quel-
la projezione potra rappresentarsi (,:nn una qnalu,u:p:e per-
pendicolare ¢'h’ , che da un punto ¢’ preso nella? a'c'h 8'1 ab-
bassi sulla F/f” ; e projettando i punti ¢/, lf’ in ¢, H sul-
Y’ altro piano di projezione, sara c.}l' l? cf)m.sponden.te pro-
jezione di quell’ ordinata: e da tah projezioni c!eterm'ma.lane
poi la sua vera grandezza ( pr. 17.), essa i aPpllc!lx flal
punto 4’ perpendicolarmente alla ¥'f7, nel piano di pro]ezmt
ne ove esiste questa linea , & sia A’C. Nc! modo’ stesso s.l
potra determinare una qualunque altra ordinata K'E prossi-
ma alla precedente , e cosi in seguilo . Adunque se per gl‘l
punti G, E si fara passare una linea , questaY ra ppresenterh
in configurazione ed in grandezza quell.a , ch’ esisteva nello‘
spazio ; il cui sito sarh anche dato, poiche & dato quello di
qualunque puato si prenda in essa . N

93. Scor. Sela curva proposta fosse una curva definibi-
le, cio di nota patura, e descrittibile con moto centinuo, se
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ne saprebbe il sito , la forma , e la grandezza , determinan-
do il sito di quel numero di punti , che sono necessarj per
compiutamente descriverla . Cosi avendosi le projezioni di
una curva circolare , basterebbe determinare tre punti nello
spazio , che sono in essa ; & bisognerebbe esibirne cinque ,
se la curva fosse una parabola , un’ ellisse , 0 un’ iperbole ;
poiche per la Geometria elementare , e per la sublime si sa
descrivere un cerchio per tre punti dati, o una di quelle al-
tre tre curve per cinque : e siccome per tali punti non pud
passare che una sola di queste curve , cosi ognuna di esse
restera pienamente determinata nella sua forma , grandezza ,
e silo . E si potrebbero anche tali cose pia facilmente deter-
minare , quando fosse dato conoscere o il raggio di quel cer-
chio e il centro di esso , o la grandezza ¢l sito di due dia-
metri di una di quelle altre curve .

PROPOSIZIONE XXXV.

TEOREMA.

94. Essendo dati di sito nello spazio i lati di un
angolo solido contenuto da tre angoli piani ; I an-
golo sara dato di sito e di grandezza .

Poiché i lati di un tal angolo solido sono dati di sito, dee
esser dato il sito del vertice di esso , ed il sito e la grandez-
2a di ciascuno degli angoli piani che lo comprendono(pr. 19).
Adunque quell’ angolo solido dovra esser dato non solamen-
te di sito ("def. 3. ) , ma anche di grandezza , poiche puod
esibirgliesene uno uguale ("23. El. XI. ).

95. Con. Adunque : Se fossero dati di sito nello spazio ¢
lati di un angolo solido contenuto da un qualunque numero
di angoli piani ; sarebbe anche dato il sito, ¢ la grandezza di
esso . Poiche si ¢ dimostrato, che di syo e di grandezza sie-
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no dati tutti quegli angoli solidi, ciascuno contenuto da tre
angoli piani , da’ quali quello & composto .

PROPOSIZIONE XXXVI.

TEOREMA.

96. Se sono dati di sito i vertici degli ang?li. di
un solido poliedro; un tal solido sara dato di sito,
e di grandezza.

Imperoccht essendo dati di sito i ver?ici .degli A;goh (:.;
un tal solido ; saranno dati di sito i suoi lati (] pre 1 .i ’ le
sue facee (pr.20 ) , e gli angoli solidi che ;?ll.appl;rr;g)
no ( cor. pr. 35.). Adunque esso sarh, dat.o di slto/Ig c). .d;
Tnoltre saranno dati di grandezza que’ lati ( pr.d. . m,i o
specie e di grandezza le sue facce (pr-20.),edi i::e -
za i suoi augoli solidi (car.pr.32:) : e queste cose C ro ben
si rileva , sono pi che sufficienti a Roter fare‘ geoxln; o
mente esibire un tal solido ; che percid esso sara anche

di grandezza.
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CAPITOLO V.

APPLICAZIONE DELLE PRECEBENTI TEORICHE ALLA RISO-
LUZIONE PI ALCUNI PROBLEMI .

——E s e
PROPOSIZIONE XXXVII.

PROBLEMA .

97. Dato nello spazio il sito di una retta y €
quello di un punto ; determinare il sito della pa-
rallela alla retta condottale per quel punto.

Poiche Ia retta data, e quella che vuol tirarsi debbono es-
sere parallele tra loro ; percid i piani che le Projettano so-
Pra uno stesso piano di projezione dovranno essere anche tra
loro paralleli ( 6. ¢ 15. Ei. XI. J; quindi anche parallele
saranno le projezioni di quelle rette su questo (76.El.XI.).
Ma ciascuna delle projezioni della retta ‘cercata dee passare
per la corrispondente projezione del punto dato . Adunque
le projezioni di questa retta si olterranno tirando in ognun
de’ piani di projezione » Per la projezione del punto dato ,
la parallela alla corrispondente projezione della retta data .

PROPOSIZIONE XXXVIIJ.

PROBLEMA.

98. Dato nello spazio il sito di un piano, € quel-
lo di ua punto ; determinare il sito di quell’ altro

piano , che pel punto si tira parallelo al dato .
4
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esser parallelo al dato; le lo-

R Tran-
comuni sezioni con ciascuno de’piani di prgIezsone 1\(110“ "
o 46 . El. XI. ) . Non re-
he parallele tra loro ( . . on re-
" ‘ilsser ::Z ‘ clll)e a determinare in ciascuno di questi plz;\;
: ¢
slt'a rl(l)j(?zio;e un punto, pel quale deve passare la tra
di p
) to.
ispondente del piano cerca .
c“‘é{fPO sto sieno A’a , A’d’ [ fig. 23. ] le tracce delll piano
" ¥ o spa-
dato clim d’ le projezioni del dato punto D , :;h :\:::.Si D[;l-
i ’ed ;f'/f‘ dinoti una delle tracce del piano da 11 E, Pl
o ¢ ritrovasi nel piano stesso della E'f,

jezione d , ch ; ;
l:;)ll:;::lc ::;;]a A"a la perpendicolare dh , che sard anche per
a s

’ ove I incontra . Or se dal
e Blka:lE 1,:1:? fl’) us"];::tcf;)da condotta la D f ,.é cl.xi;f—
L datl? olopl) fd dinotera quello in cui .mclmam il
i e an%ﬂ\’altm di projezione in cui esiste il Punt? d ;
. cematlo ¢ dato, del pari che il suo uguale in cui in-
. 'qna'l o 0o dato a"A’a al medesimo piano di projezione
dlnaszlsll gmzlhe percio, nel triangolo Dfd essendo flatn gl
(rr - .‘1 lato Dd (pr. 12.) , si po?r%\‘ ge'ometncamen
mogo ed'l Quindi sara dato di sito il punto ', e
- esibir:;l::;f; ds':;%\ :ata di sito la fE’, chesi tira per

per cons Nla A'a ( pr. 5. part. 2. ), ech’ @
questo punto Paralll(:?a:oiercato( .P()r I altra di esse deve

delle tracce de i esse dove

e ee er lo punto E', el esser parallela alla Aa ‘ I‘[\let“
ssar sser pa ol N "

pae ancfr quesia sara data di sito ; e percio reste

qu

minato nel sito il piano che si cerca (pr- 22.).

Dovendo il piano da tirarsi

ALITER.

intenda tirata nel piano chc/z si cerca
de’ piani di projezion.e al M':, que-
he parallela alla traccia d'e\ piano in
A’a : laonde la sua projezione sul
ducendo per d la ¥’ pa-

99.Pel punto dato Ds
una reita parallela all’'un
sta retta dovra essere anc
cui si tira , ¢ quindi alla

piano di questa traccia si oticrra con
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rallela alla A’a. Or la stessa retta doveado avere tuty’ i
suoi punti ugualmente alti sul piano di projezione «A’M ,
I altezza di ciascun di loro su tal piano pareggera quella
del punto D : che percio, per un qualunque di essi , che ab-
bia per projezione sul piano della 4F il punto e, si potra de-
terminare I’ altra projezione sul piano della ’/A'M (pr12.);
€ quindi sara data su tal piano la o’ ¢, ch’ & I altra projezione
della retta supposta tirata. Laonde restera determinato il pun-
to f7, ove essa incontra il piano di projezione a’A’ M(pr.76.),
pel quale dovendo passare la traccia corrispondente del piano
cercalo , si otterra questa conducendo per f'la f'E” parallela
alla A’a” . Finalmente I’ altra traccia dello stesso piano sari
la parallela E’f, che per L tirasi alla A’a.
100.Scor. La seconda costruzione del precedente proble-
ma riesce assai facile pe’ piani di projezione ortogonali ; ri-
ducendosi a tirare per una delle projezioni del punto dato D,
sia lorizzontale d, la parallela dF’, fino alla LM, alla traccia
corrispondente A’z del piano dato ; elevata da F” Ia perpea-
dicolare ¥'f”, fino all'incontro £/ con la d'f” parallela alla co-
mune sezione LM de’ piani ortogonali, tiratale dalla projezio-
ue verticale d’ del punto dato ; sara {7 un punto della trac-
cia corrispondente del Ppiano cercato.

PROPOSIZIONE XXXIX.

PROBLEMA.

1o1. Date di sito due rette ; determinare il sjto
del piano condotto per @' una parallelo alV’ altra .

Sieno ab, a’b’ [ fig. 24. ] le projezioni di quella retia
data , per la quale si vuol condurre un piauo parallelo all’ 3]-
tra , che ha per projezionile cd , ¢'d’ .

Si determinino i punti o, 4 dove una tale retta incontra
*
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piani di projezione ; dovranno per questi punti passare le

tracce corrispondenti del piano che cercasi ; poiche essa
retta deve esistere in questo piano . Cid posto il puato o’ si
projetti in a sull’altro piano di projezione , e poi per a’, &
si tirino le ’E’, ae parallele rispettivamente alle projezio-
ni d'c’, de dell’altra retta data; saranno queste le projezioni
della parallela tirata nello spazio dal punto a’ a questa retta
data (pr.37.), la quale dovra incontrare il piano di projezio-
ne in cui esiste la cd in un punto della traccia corrisponden-
te del piano cercato. Che perrio, se determinisi il punto ¢ o-
ve tale parallela incontra questo piano di projezione , € poi
si congiunga Ja beF’ ; sara questa una delle tracce del piano
da determinarsi : e I altra sara per conseguenza la a'F’;
ond’ & che un tal piano sari dato di sito ("pr. 22.).

102. Scor. Da questo problema si pud trarre un mezzo
generale, e piu sicuro per determinare, se intersegandosi le
projezioni corrispondenti di due rette ne’piani ove sono pro-
jettate , tali rette s interseghino o no, nello spazio ; e quin-
di se sieno o pur noin un piano stesso . Poichs & chiaro ,
che,se conducendosi per una di esse un piano parallelo all’al-
tra, Vincontro di quest’ altra con uno de’ piani di projezione
cade nella traccia del piano tirato, allora tali rette esisteran-
1o in un piano stesso , che sarh precisamente quello che sié
esibito , e s’ intersegheranno : in caso contrario esse esiste-
ranno in piani diversi, e non s’ intersegheranno , quantunque
s’ interseghino rispettivamente le loro projezioni .

PROPOSIZIONE XL.

PROBLEMA.

103. Ad un punto dato in una retta di sito, la
quale esiste in un piano dato , costituire un ango-
lo vgualead un dato .
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Sieno A’a, A'a’ [ fig. 25. ] le tracce del piano da-
to , cd, C'd le projezioni della data retta , e d , d’ quelle
del punto dato ch’ & in essa : & chiaro che il punto ¢ ove
s’ intersega la projezione cd della retta colla corrispondente
?raccia A’a del piano date , sia quel punto ove questa relta
mcont'ra il sottoposta piano di projezione ; che percid sara
f::aed’]l Ig);:;r:gt:iz::) la roe:t:; frapposta tra un tal punto d incor}-

. a questo stesso punto s’ intenda Li-
rata la perpendicolare alla medesima traccia A’a, avea que-
sla per sua projezione sul piano di tale-traccia la perpendico-
lare de , che dal punte dato tirasialla A’a , e’l punto ¢ sa-
ra quello ov’ essa incontra lo stesso piano di projezione .
Laonde il triangolo compreso da quell’ inclinata , da questa
perpendicolare , e dalla ce sarh dato di specie e di grandez-
2a ; e quindi si potra determinare 1 angola compreso dal-
I'inclinata data | e dallace , 0 A’a. Cio posto sia P I an-
golo dato al quale vuol costituirsi. I’ uguale nel punto dato
della retta data , e nel piane dato : si prenda in un suo lato.
l:.a PQ ?xga'mle a quell’ inclinata data , ed al punto, Q della PQ
si costituisca I’ angolo PQR uguale a quello compreso dalla
stessa inclinata e dalla traccia A’a , il quale si & poc’ auzi
dt?termi.nat\o ; le rette PR, QR concorreranno in R , e deter-
mineranno cosi la QR , alla quale se taglisi sulla A’ dal
punto ¢ I' uguale ¢f , e che poi il punto f conginngasi col da-
to nella data retta , si sard coslituito in esso puoto di que-
sta relta , e nel dato piano, I angolo. dato P : il che chiara-
mente si rileva . E la projezione dell’ altro lato di un tal an-
gol? sx'x] piar.no aA’M sara la fd , equella sull’ altro piano di
Pquezxonf': si otterra , com’ & noto , projettando il punto f
in /" su di questo , e congiugnendo la f'd’. '
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PROPOSIZIONE XLI,

PROBLEMA.

104. Dato di sito una retta nello spazio ; deter-
minare quel piano, che , passando per essa , s’ in-
clini all’ un di quelli di projezione in angolo dato.

Si determinino gl’ incontri ¢ , &' [ fig. 26.] della retta
data co’ piani in cui esistono le sue projezioni ed , ¢'d’;
per ciascun di que’ punti dovra passare la corrispondente
traccia del piano che cercasi . Cio posto, il punto 4’ si pro-
jetti in & sull’ altro piano di projezione , e sulla B4’ si
prenda la B'f” uguale all’ altezza del punto 4" su questo pia-
no, ciot alla b4’ ( supponendo i piani di projezione nel lo-
ro vero sito) ; poi al punto f* della f'B’ si costituisca I’ an-
golo B’f’G’ uguale al complemento di quello in cui deesi
inclinare il piano cercato al piano di projezione ove si tro-
va la ed . Finalmente col centro 4 , intervallo B'G’ descri-
vasi il cerchio /!, al quale si tiri per ¢ la tangente c2A’,
che sara data di sito , e quindi anche di sito il punto A’ : sa-
ra questa la traccia del piano cercato sul piano di projezio-
nedellaed ; el altra traccia sard percio la A'D'.

Imperocché ( supposto che i piani di projesione avesse-
1o il loro vero sito ) , & chiaro che il piano 64", e T’ altro
della projezione ed sieno perpendicolari tra loro ; che per-
¢id la ¢ essendo perpendicolare alla 4% comune sezione di
essi, lo dovra esser pure alla 26”5 quindi I' angolo 626 &
precisamente quello in cui inclinasi il piane 6’A’c al piano
della projesione ed (def.6.E[.XI.) . Ma quest’ angolo 6'h b
apparisce dalla costruzione essere uguale all’ altro {"G'B". A-
dunque il piano &’A’c &il cercato.

105. Scor. Se la retta data fossc stata una delle tracce
A’4" dd piaco dimandato, Valira di queste A’c sarebbesi rin-
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veoula con una costruzione analoga a quella del precedente
problema . Ed in tal medo si sarebbe ottenuta la determina-
zione del teorema , che : E dato il sito di un piano , se ¢ da-
ta una delle sue tracce , ¢ U angolo in cui esso inclinasi al
piano dell’ altra traccia .

PROPOSIZIONE XLII.

PFROBLEMA.

106. Dato il sito di un piano, e quello di una
retta , ch’ & in esso ; determinare quel piano , che
intersegando il proposto in questa retta, gli s’ in-
clina in un dato angolo.

Sieno A’a, A’a’ [ fig. 18. ] le tracce del piano dato, B4,
B'4’ quelle del piano cercato , ed fe, ¢'f” le projezioni del-
la retia , che rappresenta la comune sezione di que’ piani : i
punti [, ¢’ ove queste projezioni incontrano le tracce A'a ,
A’a’ del piano dato , saranno ad un tempo que’ punti ove la
retta data incontra i piani di projezione, e quelli pe’ quali
debbon passare le rispettive tracce del piano che cercasi .
Cio posto , per un punto qualunque % della fe si tiri a que-
sta la perpendicolare ¢k vel piano MA’a, e poi s'intenda con-
dotto per una tale retta un piano perpendicolare alla retta da-
ta nello spazio , che la incontriin K : un tal piane interse-
ghera il piano dato, e quello che cercasi nelle rette c K, Kg,
le quali 8’ inclineranuo I una all’ altra nell’ angolo dato P .
Inoltre si vedra , come nella prop.29 , che sien date le K¢,
K ; che percio intendendosi congiunta la Kz , nel triango-
lo /K7 rettangolo in K , essendo data I’ ipotenusa f4 el ca-
teto [K , sarh esso costruibile , e quindi si polra determina-
ve la KA. Adunque, se deserivasi un triangolo XYQ co’ tre

lati del triangolo ¢K/: , ¢ che poi al punto Y della XY, che
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corrisponde al punto K della ¢K si c.os.titu.isca l’angol:; )SY{
uguale a quello dato in cui incli'nam il piano dal.u al pian
che vuol tirarsi , ciota P ; & chiaro , che la YT mtfarseg::b-
do la XQ debba segnare la QT uguale alla g2, cm.é z:i ;
perpendicolare alla ¢f in %, prolungata fino allla tr?c;ila ad
piano dimandato; che percio questa sard data al pari l:;re ;
Ia ; e quindi si avra nel piano' MA’a. un altro p;n{o,' o ° h;
pel quale deve passare la traccia corf'lspon‘dente e .pmn(‘)ﬁnd >
vuol tirarsi . Laonde questa traccia sard la fB’; e quindia
Y altra dovra essere la ¢B’ .

PROPOSIZIONE XLIII.
PROBLEMA.

. e o

107. Dato unangolo, el inclinazione de’ suoi

lati ad un piano ; costruire la projezione di quel-
¥ angole su questo piano.

Prendast il punto A’ [ fig- 27.‘] per la projezione dell] ve:ls;
tice di quell’ angolo su questo piano,, ed A’B’ per que B :
un suo lato . E poicheé ne’ dati d} questo prolfl‘em.a non:s in
chiude sito, ma sola grandezza di essi ; percio si POtid su‘[l)-
porre , che il vertice dell’ angolo prt:pﬂst? stia a qual nnqi:
altezza sul piano della pmjezionc.a A .Sl supponga perci‘
passare per la A’B’ un piano verticale > 1} (.;uale si conceI:
sca abbattuto , e nella perpendicolare A'a’ tirata > in lqueslo
piano alla LM, si prenda un qualunque punto o’ , ,1 gualfa
dinoti il vertice di quell’ angolo . Inoltre da! punt(;.a sincli-
pino alla LM le rette ’B’ , a’C’ sotto gh. angoli .nel qua-
L i lati del proposto angolo st suppo‘ngo,no/ m‘clmarsn aﬁptl:-
no su cui vuol esso projettarsi : potra &’B ‘t‘hnotare;1 L le Ll-

vamente ¥ unodi talilati , e I alfro‘dovrfl esse’r; :n:)t f\l:
pella sola lunghezza dalla a’C’; poiche ¢ chiaro, che tutte
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rette , che dal punto o’ s’ inclinano al Piano ove esiste la
Projezione A’ di quel punto > in uno stesso angolo, deb-
bono esser lati del cono retto » che si genera dal triangolo
a’A’C’ rivolgendosi intorno gl cateto a’A’. Che percio, se
descrivasi il cerchio Cef’, quell'altro lato, nel suo vero sito,
dovra incontrare in un punto la circonferenza C’e f. Per de-
terminare un tal punto » bastera costituire un triangolo co’ la-
ti B’a’, C'a’, che comprendano 1’ angolo dato che si vuol
projettare : & manifesto » che se col centro B’ » intervallo
il terzo lato di tal triangolo , cioé quello che sottende quel-
I'angolo dato , si descriva nel piano del primo cerchio I’ al-
tro gch ;il punto ¢ ove ¢ intersegheranno le due circonfe-
renze sara il cercato : ed esse s; dovranno intersegare , co-
me lo mostrano i dati del problema . Laonde congiugnendo
la A’ si avra I’ angolo ¢’A’B’ » che sara la dimandata proje-
zione dell’ angolo dato.

108. Scor. 1. Al problema proposto si riduce imman-
tinente quest’ altro : Days gl angoli che comprendono due
relte fra loro , ¢ colla Pperpendicolare che dal punto ove s in-
contrano st abbassa su di un piano dato ; determinare sy que-
sto la projezione di quel primo angolo . Poiche & chiaro , che
gli angoli che formano i lati dell’ angolo dato colla perpendi-
colare , sono rispettivamente i complementi di quelli sotto

cui essi s’ inclinano al Piano dato ; che percio questi saranno

anche dati : e la costruzione del presente problema diventa
la stessa di quella del precedente . Ed essa si sarebbe anche
Potuta effettuare senza tale riduzione, costituendo al punto a
della A’a” gli angoli A’a’B’ , A’4C uguali rispettivamente
a quelli compresi da’ lati del Proposto angolo e dalla perpen-
dicolare al piano dato s € continuando nel resto Pprecisamen-
te come nel precedente .
109. Scoc. 2. 1l problema enunciato nello scolio prece-
dente pud avere un uso geometrico nel determinare I'inclina-
zione de’ piani in cui esistono duye de’ tre angoli piani dati
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comprendenti un angolo solido , non essendo altro una tafle
inclinazione, che la projezione del terzo angolo su di un pia-
10 , cui si supponga perpendicolare il lato comune agli altri
due. E siffatto problema, o I’ altro quasi identico della pro-
posizione, occorre nelle pratiche geodesiche, conoscendovist
col nome di riduzione di un angolo all’ orizsonte.

PROPOSIZIONE XLIV.

PRORLEMA.

110. Costituire ad un punto dato in una retta di
sito un angolo dato , con un’ altra retta, la quale
s inclini all’ un de’ piani di projezione in un angolo
anche dato .

Sieno ab, a’b’ [ fig-28. ] le projezioni della r.etta dauf,' e
d , & quelle del punto dato in essa , dal quale si vuol tira-
re un’ altra retta , che comprenda con quella un dato angolo
P, e inclini al piano di projezione in cui esiste la ab sot-
to I’ angolo Q. _

Si applichi nell’ angolo Q la RS perpendicolare .a\d un suo
lato , ed uguale all’ altezza del punto dato .sul piano della
ab , e poi col centro d, e col raggio quanto il catel(? RQ del
suddetto triangolo si descriva il cerchiocef: & chiaro , che
ogni retta , che da quel punto si conduce ad un -quahu?que
altre della circonferenza di questo cerchio s’ inclini al piano
di esso sotto I angolo Q ; che percid bisognera determinare
quella tra queste , che comprende colla data I’ ansolo P. A
1al uopo si determini il punto  ove la retta data incontra il
piano della a b (pr. 1 6.) ; sara data di grandezza q:le“a ret-
ta , che dal punto proposto si termina ad h(pr.17.). Mé.i
& pur data di grandezza la retta che si cerca, la quale &
quanto la QS , ed & dato I angolo che questa ¢ quella com-
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prendono . Adunque sara anche dato il lato opposto a que-
st’ angolo , cio® la distanza del punto 4 dall'altro ove la retta
cercata incontra il piano della a4 in un punto della circonfe-
renza cfe. Laonde se col centro 7, ed intervallo una tale di-
stanza si descriva I'arco ¢f , i punti ¢ , [ soddisferanno al
problema , cioé congiunte le ed , ¢f ogouna di queste rap-
presentera la projezione della retta cercata sul piano della
ab. E tale retta avra per projezioni corrispondenti sull’ altro
piano di projezione la ¢'d” , o la f'd’.

ALITER.

114. Si ritrovi il punto % ove la retta data incontra il pia-
no della sua projezione ab . Ed essendo dati il cateto hd , e
I altro che dinota I’ altezza Jel punto dato su questo stesso
piano di projezione , restera determinato I angolo che la
retta data comprende colla b , o sia I’ inclinazione sua al

piano di questa . Laonde il proposto problema si sara ridot-
to al precedente .

PROPOSIZIONE XLYV.
PROBLEMA.

112. Esibire le projezioni, e la grandezza del-
la minima distanza di due rette date di sito nello
spazio , e che non sieno in un medesimo piano :

cioe , determinare la perpendicolare comune ad
esse .

Una delle rette date abbia per projezione le a4 , a’b’
[fig-29.] , e quelle dell’ altra sieno le cd , ¢d". Sieno i-
noltre A%, Al le tracce del piano condotto per la prima
di esse parallelo all’ altra ( pr. 39. ). E chiaro, che tutte le
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perpendicolari a questo piano tirate da’punti di quella ret-
ta, che gli & parallela, sieno tra loro eguali ; e siccome tra
queste deve esser quella , che incontra Y altra retta data ,
per la quale si & fatto passare il piano, ne segue percid , che
una di esse presa ad arbitrio possa rappresentare in grandez-
za la minima distanza, che si cerca . Ci0 pesto prendasi
in ¢’d’ un qualunque punto ¢ , il quale si projettiin e nella
cd ; saranno i punti ¢, ¢ le projezioni di un punto preso ad
arbitrio nella retta parallela al piano RK'A’h ; e le perpen-
dicolari ef , ¢’f, che da punti ¢, ¢ si tirano rispettiva-
mente alle A%, A’h’ dinoteranno le projezioni della per-
pendicolare , che dal punto di cui quelli sono le projezioni
si abbassa sul piano poc’ anzi detto ( n. 88. ). Che per-
cid, assegnate le projezioni g , ¢’ del punto d incontro di
quella perpendicolare con questo piano , le eg, ¢y’ rap-
presenteranno in grandezza le projezioni della perpendico-
lare definita tra il punto preso nella retta , che ha per pro-
jezioni le cd, ¢'d’, e il piano R'A’E eche gli & parallelo , su
cui quella si & abbassata , ciok della minima distaza cercata.
Adunque si fara nota la grandezza di questa (pr. 17.). Resta
ora ad assegnarsi solamente il sito di essa, ciot a determinar-
si in una delle rette date il punto donde tirata la perpendico-
lare all’ altra, questa riesca anche perpendicolare alla prima.
A tal oggetto, per gli punti g,¢’ si conducano le gk, g'k’ pa-
rallele rispettivamente alle cd , ¢'d’ ; queste gk , g’k dino-
teranno , com’ & chiaro , le projezioni dell'intersezione da
guel piano che passa per la retta le cui projezioni sono le
cd ,c'd’ , ed & perpendicolare al piano A'A’h, con questo
stesso piano, nella quale intersczione deve anche un tal pia-
wo WA’k essere incontrato da tutte le perpendicolari che si
¢ detto . Laonde i punti k, &', ove le gk , ¢k’ intersegano
le projezioni ab, &'t della retta ch’ & in questo piano, di-
noteranno le projezioni di quel punto diesso , e della retta
che vi esiste , donde elevata al piano , e quindi ad una tale
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retla' Ia perpendicolare , questa iucontra I’ altra retta data
e gli & anche perpendicolare , ciot , saranno le projezion;
del punto di una delle rette proposte, dal quale deve partire
la perpendicolare ad esse comune . Quindi le projezioni di
questa perpendicolare nel suo vero sito saranno le perpendi-
cf)]ari kl, 1" alle A’k , A’R rispettivamente : e le projezio-
ni dell’ altro punto ov’ essa incontra I’ altra retta data , sa-
r?nno. determinate dalle intersezioni delle k¢, k'Y con le,cd
<'d’ rispettivamente , ciot i puntiq, ¢’. ’
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CAPITOLO VI.

DELLE SUPERFICIE CURVE 4 E DE’ DETERMINANTI DEL LORO
$1TO NELLO SPAZIO.

113. Del pari che le linee curve sono classiﬁcabi-li , pci;' :c
ricerche geometriche su di esse , o dalla loro gene]m , 0 aﬁ:
I’ equazione corrispondente ; lo ste'sso & pure per e superle
cie curve. Ma per gli usi delle arti del dxsegno.]e une , e
altre possono essere si arbitrariamente segnate 1n un pla‘r'xo s
o aver luogo nello spazio , che ‘ad alcuna classe non sle;:
rapportabili , ciod , per servirmi de,lla stessa es'press.lonel "
me adottata per lc linee curve , ch’esse non sieno in ale
modo definibili . Or per queste non pud adottarsll 'alcuna par-
ticolare considerazione geomelrica, riducemilost il !(‘)ro sm.»
a quello speciale di ogni punto che le‘ appartlene. Cio p;sl?.

114. Der. x. Diremo definibile una suPer icie
curva , se di essa puo assegnarsene !a genesi , 0 la
natura , per una propriet:‘s\' caralter{stnca costante ,
o per una equazione a tre 1.ndetermmate, che con-

; te la rappresenti. N
‘egigogfll:ﬁ:iﬁile la I:}uperﬁcie del'la. sfera dalla propricta
che ha ogni suo punto di essere equidistante da v punt'o u-
nico di sito fissato in mezzo ad essa , o pure dall. equz'azmne
caralteristica r* = z° + " — 3%, 0 da altra che in ultima a-

nalisi a questa si riduca . . .
E tale superficie sarebbe per I’ appunto il luog? geometri-
co di quella proprieta caratteristica , o della corrispondente

equazione. ' ] . )
£15.DEer. x1. Una linea curva la diremo data in

i i critta, quan-
un piano, se la troveremo in questo des » q
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tunque non se ne conosca la natura , e che non
sia né geometricamente, né meccanicamente descrit-
tibile .

116. Cox. Adunque una tale curva potra anche aver le
suc parti , continue, o discontinue che sieno , della stessa ,
o pur di diversa natura .

117. Scor.. Dalla precedente definizione si rileva , che
ad una tale curva non si possa sempre condurre la tangente
per mezzo di un artifizio geometrico ; che percid converra ,
nella maggior parte de’ casi , assegnarla ad occhio , seguen-
do la direzione di un elemento di essa » come suol praticar-
si nelle arti del disegno.

118. DEF. x11. Se una linea costante , o varia-
bile di forma , con data legge ne scorra rasente
un’altra , in piano perpendicolare al suo , gene-
rera una superficie curva , di cui questa se ne di-
ra la direttrice , e quella la generatrice .

119. Scor. Nulla detrae alla generalita della presente de-
finizione l'essersi supposta la direitrice una curva piana,ciok
segnata nel piano; poiche & chiaro, che comunque essa si fos-
Se¢ supposta una curva a doppia curvatura nello spazio , si
avrebbe sempre potuto concepir segata la superficie di cui era
direttrice da un piano di sito , e prender la curva d'interse-
zione, che risulterebbe in tal piano , come la direttrice piana
della medesima superficie curva, abbandonando quella a
doppia curvatura da prima stabilita .

120. Der. xmr. Se la generatrice diventi una
retta , che passi sempre per un punto dato , la su-
perficie curva generata si dira superficie conica.

Quel punto fisso ne sara il vertice ; e la generatrice di es-
sa, in qualunque luogo si ritrovi nel descriverla, si dira lato.
O pure , la superficie conica & quella che vien rappresen-
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tata dalle infinite rette , che da quel punto di sito si condu-
cano agl infiniti punti di quella linea curva ch’ & nel piano .

424. Scor. 1. Una tale superficie & necessariamente inde-

finita dalle due parti del punto di sito , come indefinita da
queste parti stesse & la retta che la descrive ; e potra ancor
essere indefinita per uno , o due altri versi , secondoche in-
definita per uno , o due versi sia la linea curva , che diri-
ge la retta rotante. Finalmente una tale superficie potra esser
composta di parti anche discontinue , ¢ che non abbiano co-
mune , che il solo vertice , se mai discontinua , ciot a ra-
mi separati , sia la curva direttrice.

122.DEF.x1v. Che se essendo la generatrice una
retta, si conservi nel suo movimento sempre paral-
lela a se stessa, o ad una retta di sito ; la superficie
generata si dira cilindrica.

E tale retta, in qualunque luogo si ritrovi nel descriverla,
si dira lato .

O pure la superficie cilindrica & quella , che viene rappre-
sentata dalle infinite rette , che dagl’ infiniti punti di quella
curva si tirano parallele alla retta data di sito .

123. Scor. A questa definizione si potra adattare, conve-
nevolmente modificandolo, lo stesso che si & detto nello sco-
lio alla definizione precedente.

124. DEF. xv. Se il piano della generatrice co-

stante si rivolga circolarmente intorno ad una retta
di sito segnata in esso come asse , sicché ciascun
punto di quella descriva un cerchio intorno a que-
sta, il cui raggio sia la perpendicolare tirata dal
punto all’ asse; la superficie carva generata si dira
di rivoluzione costante , osemplicemente di rivo-
luzione . :

125. DEF. xv1. Ese la curva generatrice in tal

ferite allo stesso asse AX , sien

cie; le ordinate BC, B¢ corrispondenti ad una mede
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lmvolgxmento vada sempre cambiandosi con data
deggelPer modo , ch’essa rada continnamente una
ata line irettrice ; ici
a linea t.:u‘rva‘dlrettrlce 5 la superficie curva de-
scritta si dird di rivoluzione variabile.
, Di questo genere sono le superficie di sccond’ ordine del-
e quali tratteremo specialmente nella part. IL. del presente
:]rat‘lato; il che mentre illustrera la definizione dj sopra data
ard una compiuta teoria geometrica di tali superficie del,
, del-

la qua i :
quale mancast , e preparera benanche la base a talune ri-
cerche di Geometria di sito.

LEMMA 1.

' 126.& in ciascun’ ordinata BC della curva ACD [fig-30.7
riferita all'asse AX, prendasi un punto ¢ in modo, che la BC

stia alla Be in una ] ;
costante ragione ; per tute’ ; punti cosi

determinati, ¢ pel punto 4 passera una curva A4 cd della stes-
sa natura , e specic della proposta .

Rappresentisi I’ equazione alla curva ACD per
A+B]+C]’+D_y3. o=
ove A,B,C,D...sieno funzioni della sola 2 5 quell
per Valtra Acd si otterra ponendo in essa la » ’erq .
pero avra la seguente forma YRET
_ A+nB_y+n’C_y’ +2Dy . L=
che non differendo dalla proposta né nel grado , né nella for
ma,apparterrd ad una curva della medesima natl,lra es )ecie‘
127.Cox. Quindi , viceversa » sele curve ACD ,, Ac}d ri—.
o della stessa natura , e spe-

: sima
ascissa AB, dovranno esser tra loro in una ragione costanle
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LEMMA IL

198.8c una superficie di rivolusione costante 5 0 variabile
seghisi con un piano parallelo alla sua direttrice 3 la sesione

sari una curva simile a questa.

Cas. 1. Scla superficie sia di rivoluzionc costante, & chia-
ro , che la sezione suddetta sia un cerchio , del pari che la
direttrice .

Cas. 2. Che se la superficie suppongasi di rivoluzione va-
riabile , ne sia DEC [ fig.37.] la direttrice , e DAC la ge-
neratrice riferita all’asse AB , la quale dal sito Ac¢C sia
passata nell’ altro AcE : inoltre rappresenti dec il piano se-

gante , che incontri I asse della superficic in b, ¢ Ja genc-

vatrice ne’due soprindicati luoghi in ¢, ¢ : conglunte le cor-

rispondenti ordinate BC, BE, bc , be in queste due curve
della medesima natura, e specie, dovranno esse risultar pro-
porzionali (cor.lem.pr.) 5 dovrh essere BC : BE :: be : be.
Ma gli angoli CBE , cbc, dinotando 1’ inclinazione d¢’ piant
BAC ., BAE , sono uguali ; quindi , congiunte le EC,ec, 1
triangoli EBG, ebe risulteranno simili : ¢ cosi successivamen-
te 3 che perd verranno ad iscriversi nelle due sezioni DEC,
dec due poligoni simili, 1 quali confondendosi con esse, quan-
do gli angoli CBE , che, ole sottese CE , cc snppongansi

evanescenti ; risulieranno perd ancor simili le sezioni DEC ,

dece.

129. Con. 1. Dalla dimostrazione del precedente cas. 2.
pilevasi , che : Se in duc curve DEC, dec riferite agli assi
DC,dc,cd & punti B, bin questi 5 cadano continuamen=
te & perimetri di essele BE , be in angoli uguali conle BC

be, od a queste proporsionali ; le curve debbano esscr simili.
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PROPOSIZIONE XLVI.

TEOREMA.

130. il sito di
v01u3? E dato il sito di una superficie curva di ri-
; zione, quando sien date le sue direttrice, e ge
. . ’ -
eratrice , e disito I asse di ciascuna di questeb

La com i

pl‘ojezﬁmeu:‘l: stz;c;:?LlI,Vl [ fig.32. ] de’ piani ortogonali di
e n Oriz]:{: = i I asse del]n‘ direttrice DEC deseritia
asse della gcnemntr?c‘: ?BZ](? il::a:p;md'wo‘aw B'A Ia L s €
o o generat +1n sul piano verticale; e pel pun-
della direttrice la ithaas;lEsi :::rlh ;i;:aq]:al“"‘]“e_ P“"“’.E
o ' projezione oriz-
s ol generatrice passante per E ; e tirata dal punto
Sl vcl'tic:]pe:lpclndxcola\re I?E’ rappresentera E” la proje-
hane Nertion éa une punlto E di tal' generatrice. Cio posto si
ot o o a qual un’qu.e ordinata d’8"¢’; il piano con-

parallelo all’orizzontale seznera nella s fici

pro[;;)?ta una curva , che interseghera la t’generatrice UI:::sralct‘e
i;ebrl c::n un P!(lint? F, che c’ongiunlo cond’,la cong?umel:nz
T con p(lien era con la &’¢’ un angolo uguale a CBE:t ed
o ::‘;xr: ¢ ;l:’d!a/.perp‘cm’hcolarc. Ff* sul piano vertic;le »
o e ounte Fc. ,es;r;ae)s"tola ptrtfjezione verticale corrispon-

: X . .

si Bnel se{',’m'antc modo . Essenﬁz r(;l‘}s e;’“]‘}‘;;‘ lzzzin:?&fo-s;;‘m
: yl;}va. I:E ,rzomc {)’F : 1{'/" » sard BC a BE com-e &'c:

: thi,la qI:;m se‘m orf]me alle rette date CB ,BE | ¢’47
plop‘orzwnale b'f", sard f” la projezione del

punto F della generatrice passante per E(*): e p(;,r tal u:() l(
: do

(*) Per assegnare una {

al quarta proporzionale oo
basta congiugnere Ja C ¢/, eprodottl;l prmonak » € quindi il punto F,
gente E'’ segnera nella 4'c” i a fino alla BA in 4’ ; la congiun-
go . 1l che risulta ev'de a b e il punto f”: e cosi per ogni altro analo-
¢B'E, Vo), ente dalla natura de’ triangoli simili Ba’C,a’c’,

xk
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verra ad assegnarsi per punti la projezione verticale di que-

sta ; e perd di essa ne sara determinato il sito. Adunqueﬁe's-
sta ; ;

sendo data di sito la generatrice della proposu% superficie
della direttrice ; la superficie curva de-

er qualunque punto : o de
Ecritta avra una posizione affatto determinata , e perd sard

i sito (def.3.)-

da’: Z ;h Cs:m.f(\isﬁlta)dal teorema dimostrato,e daue def."l 3, 1_l+,
¢ 15, che i determinanti del sito di una su.perﬁcnef con:lc'a flz—
no il sito, e la forma della sna direttrice, in un pfano.rl(;l. ,
e’ sito del vertice di essa ; che nella superﬁcxfz cilindrica
oltre quella debba conoscersi il sito della retta cui la genera-
trice serbasi costantemente parallela . Fmalme!ne R f:he per
quelle di rivoluzione costante basti avere la c,hrettnc'e de-
scritta in un piaro di sito , e la pos.iznone dell asse di que-
sta, e perd della superficie che ne ns_:uha deseritta. sk
132.Scor.Nel caso che 1a generatrice fosse uua curva deli
nibile, e di nota descrizione, & chiaro, che assegnata di e:zal
la projezione verticale E” del punto E [ fig-82. ] ,le quin i
Tordinata BE’ corrispondente all’ ascissa AB, per la proje
zione verticale della generatrice passante per E, una tatl pro-
jezione di questa si potrebbe immediatamente descrivere ,
a determiparla per punti.
“"é;‘]: :e fosse unapsupzrﬁcie conica , tal Projez‘none sa_rel;-
be la congiungente del punto E’ con la projezione verticale

A del vertice del cono ; e se cilindrica , essa sarebbe la pa-

rallela tirata per E’ alla projezione verticale della retta cui
& parallela la generatrice di questa superficie.
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PROPOSIZIONE XLVIIL.

TEOREMXA,

233. Se & data di sito una superficie curva j sara
dato il sito diogni punto di essa, sol che ne sia
data una sola projezione .

La verita di questa proposizione & evidente ; poiche quel
punto non pud essere se non uno di quelli, ne'quali tal super-
ficie curva di sito & incontrata dalla perpendicolare elevata
sul piano di projezione, da quella data del punto. Ma a con-
venientemente stabilirla, da cerrispondere alla def. 3., biso-
gna mostrare il geometrico artifizio per assegnare I’ altra , o
le altre projezioni corrispondentia quel punto..

€as.1.La projezione data p [fig.33.}sia primierameute nel
piano della direttrice DEC , che prendasi per I erizzontale
riferendola all'asse DC, pel quale suppongasi passare il verti-
cale, in cui sia. segnata la generatrice ne'siti D,C, ed intorno
all'asse AB. Dal punto B, incontro de’due assi, al punto p si
tiri-la Bp,che incontxi il perimetro della direttrice DEC in E;
sara data la forma , ed il sito della generatrice nel punto E
(prop.pr.).Ed asseguata la projezione verticale E’p’A di que-
sta, il punto p’, ove !’ incontra la perpendieolare indefinita

pP'p’ alla LM, sara la projevione verticale cercata di quello
P della superficie proposta, projettato orizzontalmente in p.
Cas. 2. Or la projezione p’ [ fig. 34. ] sia data sul piano
della generatrice DAC, e pero sia la verticale, e si cerchino
le orizzontali corrispondenti.Pel punto p” si tiri la 4"’ pa-
rallela alla DC, che rappresenta la comune sezione de’ piani
ortogonali, in cui sono segnate le diretirice, e generatrice ne’
punti D, €, e poi la superficie propesia s intenda segata
da un piano condotto per la A'4’x’ , parallello a quello del-
Ja divettrice DEC , che vi produrra una sezioue simile alla
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direttrice DEC (lem.2.) , ed identica alla sua projezione sul
piano di questa , nel quale si potrh essa con facilta descrive-
re per punti nel seguente modo , ciot . Si abbassino da’ pun-
1i &, 0’ sulla LM le perpendicolari K’K’, n’N’; saranno K’,
N’ due punti di tal projezione esistenti nel diametro DC del-
la generatrice DEC ; ¢ condotta in questa dal punto B uua
qualunque inclinata BE , dovra stare BC : BE :: BN alla
corrispondente inclinata Bp nella projezione richiesta. Adun-
que il punto p, come ogni altro analogo , si olterrd con-
giugnendo la CE , e tirandole dal punto N’ la parallela N'p
fino all’ incontro con la BE . E nel caso, che la direttri-
ce DEC fosse stata una curva definibile, e da potersi de-
serivere con un movimento continuo , lo stesso sarebbesi
praticato per la projezione K’ p N, Or dovendo la projezio-
ne orizzontale del dunto P della superficie proposta projet-
tato verticalmente in p’ ritrovarsi nel perimetro della KpN,
sara essa il punto p , in dove questa curva verra incontrata
dalla perpendicolare indefinita p’P’p tirata da p’ alla LM.
134.Der.xvir.Lesibizione delle projezioni corri-
spondenti a’ punti di una superficie curva su di un
piano di projezione , data quella sull altro di essi,
conoscesi ordinariamente col nome di costruzione

della superficie curva.

Lo stesso potra dirsi anche del piano , la cui costruzione
fu esibita nella prop.27.

135.Scor. Quantunque la costruzione di una superficie ci-
Yindrica , conica , o di rivoluzione costante sia chiaramente
compresa nel precedente teorema di dato ; purtuttavia cs-
sendo esse di uso lo pint frequente , e che le costruzioni per
questi casi divengono molto semplici , crediamo utile di qui
esporle particolarmente , impiegandovi il seguente capitolo .

Geometria i Sito T
CAPITOLO VII.

COSTRUZIONE SPECIALE DELLE SUPERFICIE CONICHE , CILIN-
DRICHE , E DI RIVOLUZIONE €0STANTE .

——C e

PROPOSIZIONE XLVIII.

PROBLEMA.

136. Costruire una snperficie cilindrica data di
sito .

La curva pdq [ fig-35.] sia la traccia orizzontale di tal
superficie , ¢ le ab, a’b’ dinotino le projezioni di quella ret-
ta alla quale & costantemente parallela la generatrice di es-
sa: sia inoltre ¢ la projezione data di un punto nella superfi-
cie proposta , del quale se ne cerca I’ altra projezione .

Cas.1. Una tal projezione c esista primieramente nel piano
della traccia pdg. Si tiri per ¢ la retta ced parallela alla al;
una tal parallela sara la projezione di quel lato, o di que'lati
della superficie cilindrica, se mai ve ne sieno pii, come puo
aw'cnire » in ciascun de’quali & allogato il punto, che ha per
projezione ¢ ; e ciascnn di questi lati dovrh incontrare la trac-
cia pdq, in quel punto corrispondente, dove questa & interse-
gata dalla ecd. Adunque un di essi Vincontri in d. Si projet-
ti questo punto d in D', e si tiri la D’¢’¢’ parallela alla o'4':
quest’ alira parallela sara la projezione corrispondente di quel
lato della superficie cilindrica proposta , che incontrava la
traccia pdq in d, nel quale deve contenersi il punto eercato ;
che percio abbassata da ¢ sulla LM la perpendicolare ¢C’¢’,
il punto ¢’ ove questa intersega la D¢’ sara I’ altra projezio-
ne del punto propesto , che ritrovavasi nel lato poc’ anzi as-
segoato .
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Cas. 2. Che se la projezione data ¢’ non esis{a nel piano
di projezione in cui trovasi la traccia pdq ; ma si hene nel-
Yaltro : in tal caso si prenda ad arbitrio nella curva pc.iq un
qualunque punto ¢,il quale si projeui~su¥l:allro ‘/)mno di pro-
jezione , e poi per questa projezione si tiri la A'f/ pa.rallela
alla ¢’ &, che incontri la LM in G', il qual punto si con-
fonderebbe colla projezione poc’ anzi detta de.l punto g ,se i
piani di projezione si supponessero m:logonah, Cl:l]’lc la .ﬁgu-
ra gli rappresenta . Cid posto si congiunga la gG,, e poi per
lo punto ¢’ si conduca la ¢’c’D’ parallela alla a’8” , e quindi
alla A°f" , e tirata per D" la D'd parallela alla G'g, si coudi.l-
ca fisalmente per ciascun punto d ove essa incontra la traccia
pdq della snperficie cilindrica la dce parallela alla ab, sa-
ranno D’¢’ ,de le projezioni di quel lato della svperficie eilin-
drica proposta, che incontra la traccia in d, e n.el flua]e deve
trovarsi allogato il punto di cui ¢’ n’ & una prf)Jezlone.La-on-
de I’ altra di esse dovra esserc il punto ¢ ove intersegansi la
de , e la perpendicolare indefinita ¢’C’c abbassata dal pun-
e sullaLM . ‘ . .
137. Scor. Pe’ piani ortogonali la costrum.one nel cas. 2.
si eseguirebbe appuntino come pel primo , invertende I’ o-

perazione .

PROPOSIZIONE XLIX.
PROBLEMA .
1 38.Costruire una superficie conica data di sito.

La soluzione di questo problema & identica a quella del
precedente ; e solamente bisogna avvertire, che ciascana pro-
jezione di un qualunque lato di quest’ altra superficie si ot-

. .. . A

ticne , congiugnendo la projezione cornspondexlnlte diun p :
M 3 . 7 y ,xa_

10, ch’ & in essa con quella del vertice, ch’& nello stesso |

no di projezione .
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PROPOSIZIONE L.

PROBLEMA.

139. Costruire una superficie di rivoluzione co-
stante data di sito, con I'asse perpendicolare ad uno
de’ piani di projezione.

Siaa [ fig.36. ] la projezione dell’ asse di una tal super-
ficie su quel piano cui esso & perpendicolare, ed a’A” rappre-
senti la projezione dell’ asse stesso sull’ altro piano di proje-
zione , che potra prendersi , senza che ne resti resa partico-
lare Ia presente costruzione, perpendicolare al primo. E poi-
che & dato il sito, e la forma della proposta superficie curva di
rivoluzione, dovra esser dato il sito,e la forma della sua cur-
va generatrice in un piano di sito ( pr. 46. ) » che suppon-
gasi esser quello, che passando per I’ asse della proposta
superficie curva & parallelo al piano di projezione verticale 5
ed una tal curva sara percio identicamente rappresentata in
projezione su quest’ altro piano dalla p'd’¢’.Cio premesso :

Cas.1.Suppongasi primieramente, che la projezione data ¢
di quel punto, ch’ esiste nella Pproposta superficie di rivoluzio-
ne, si ritrovi nel piano di Pprojezione stesso ov’é il punto a,
cioé nel piano orizzontale, e che si cerchi I altra projezione
di esso sul piano verticale. Si unisca la ac, e col centro a in-
tervallo ac si descriva il cerchio cde » che interseghi in d la
retta ad parallela alla LM : egli & chiaro, che le verticali e-

levate da’ punti ¢, d debbano incontrare la superficie di ri-
voluzione proposta in punti ugualmente alti sul piano di pro-
Jezione orizzontale ; che percio sara lo stesso il cercar I'al-
tezza di ciascun punto d’ incontro della verticale » che parte
da ¢ colla superficie data , che quella degli altrettanti punti
ne quali tal superficie & incontrata dalla verticale che parte
da d. Or per adempiere a cio si abbassi da d sulla IM la
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_ perpendicolare dD’d’, sarh D'd’ la projezione verticale della
poc’ anzi detta perpendicolare condotta da d; che percio la
projezione corrispondente di ciascuno di que’ punti d in-
contro dovra cadere nella D’d’ : ma tal projezione dee tro-
varsi anche nella curva p’d’q’ , perche tutt’i punti della ge-
peratrice della superficie proposta esistente nel piano verti-
cale condotto per ad debbono esser projettati nella curva
p'd’q’. Laonde il punto d’ ove la D’d’ intersega la curva
p'd’q sara la projezione di quel punto ove la proposta super-
ficie di rivoluzione & incontrata dalla verticale condotta da
d ; e percid D’d’ rappresentera Y altezza orizzontale del me-
desimo. Ma la stess’ altezza orizzontale ha pure , come si &
detto, I altro punto della superficie projettato in ¢ su que-
sto piano di projezione . Adunque la projezione verticale di
esso verra dinotata dall’ intersezione ¢’ della perpendicolare
indefinita ¢C’c’ abbassata da ¢ sulla LM , e della parallela
d’f’ alla LM condottale per d’.

Cas.2.Che se al contrario fosse data la projezione verticale
¢’, e si cercasse I’ altra sul piano orizzontale cui & perpendi-
colare I asse della superficie proposta : si otterebbe I’ inten-
1o, tirando per ¢' I ordinata d’ ¢'f” alla curva p’d’q’, che rap-
presenta la projezione verticale della generatrice di tal super-
ficie , allorché nel generarla si trova in sito parallelo al pia-
no verticale ; iudi descrivendo col centro a, e col raggio
uguale a d’f", il cerchio cde, ed abbassando da ¢’ sulla LM
1a perpendicolare indefinita ¢'C’cc: l'altra projezione cerca-
1a sarebbe uno di que’ due punti ¢,c ove tal perpendicolare
intersega la circonferenza di quel cerchio .

140. Cox. Dalla costruzione del precedente problema si
rileva anche in qual modo data una sola projezione di un
punto esistente in una data superficie di rivoluzione intorno
ad un asse verticale , si possa determinare il cerchio, che si
descriverebbe da un tal punto , nel rivolgersi che farebbe la

curva generatrice intorno all’ assc,
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CAPITOLO VIII,

y
DE’ PIANI TANGENTI LE SUPERFICIE CURVE , B DELLE NORMALY
AD ESSE ; E SPECIALMENTE DI QUELLI TANGENTI L SUPERFK-
CIE CILINDRICRE , E CONICHE

—E O ———

141.Der.xvar. Un piano si dird tangente una su~

perficie curva, se nel luogo dell'incontronon la sega.
:zl:: (Slon. Adunque potra esso segarla altrove.

quaot .‘i c:;.‘ Se pel.lw.)go del contatto si facciano passare
ot s ogliaso piani seganti la superficie curva ; que-

e P( urranuo in essa delle sezioni, che avranno per rispet-

Ive tangenti le relte risultanti per sezioni corrispondenti nel
Piano tangente. Poiche altramente, se tali rette non risnltas-
s:r;ell:;;genti a quelle sezioni , anche il piano tangente &e-
fisgono_ Queste, e perd ancora la superficie curva in cui o-
do; :d:l.aCc’n..!. Adla.nf]ue tutte lo tangenti alle sezioni pro-
e d g:;;: seganti in una superficie curva, in un punto
: » debbono giacere in une stesso piano , ch’& quella

c:m:le tocca la superficie in quel punto . !

. ‘1:). Coa.2.. E. perd asseg?ando il sito delle tangenti due
q nwngl_ze sezioni prodotte in una superficie curva per un
punto di essa , si verra a determinare il piano tangeate Ia
medesima per tal puato. Adunque : =

PRINCIPIO FONDAMENTALE.

146. Si il pi
curiﬁ S; otterrd il piano tangente una superficie
qualunque, per un punto di essa, assegnan-~

A ttr
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Ed un tal probleina potra costeuirsi g'ehmefricamente s O
degcrittivamente, secondo che geometrica , o in modo pura-
mente descrittivo possa eseguirsi la soluzione del problema
&i assegpar fe tangenti-a ¢uelle curve. - . '

447. Con. NeMe superficie coniche, e edindriche, la tan
gente la generatrice in qualsivoglia puato del]'a superficie k
Ia generatrice stessa; ¢ perd il piano tangente in un punto di
esse dovra incontrarle lungo tutto il lato, che passa per tak
pento, e toccarle sempre , mentre fe tangenti le sezioni pa-
aallele alla direttrice, che sono.curve simili(fem.2.), ne'puny
1i ove incaatrano ua tal lato, risnltane parallele. tra loro.

E da cid vedesi aver.queste. superficie una sola carvatura,
ed esser perd sviluppabili, come sara mosu:al,o ia appresso.

_ 148.Der.xix. Due, o pid superficie curve si di=
ranno tangenti vicendevolmente , se nel luogo del
contatto esse abbjano lo stesso piano tangente .
" 449. €or. Ed & chiaro, che due sugerﬁ,cie‘ curve le quali
si tocchino possanc in altro lor luogo intersegarst. )
y50.DEF.xx.La normale ad uvqa.suvpexj_ﬁx;xe cur-
va ¢ la perpendicolare al piano tangente nel luoge.
del contatto. - ‘
451. Scor. Siccome la tangente. di una linea curva si ha
come il preluagamento dell’ archetlo di essa, cfﬁl;ll piano
tangente upa superficie curva si puo avere come il prolungas
mento dell elemento, della snperficie el luogo del coutatto,
Quindi la normale a quel; piano tangente\sgﬁ,.anche norma!e
all el;mentp della superficie curva . Da che risulta essere il

problema della nermele ad una superficie earva, in un dato,
punto di essa, un corollario di quello del‘px_ano tangente per

tal punto , € dello scolio al n. 88.
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PROPOSIZIONE LI.

PROBLEMA.

152. Tirare un piano tangente una superficie ci-
lindrica data di sito, per un punto dato in essa.

Sieno ab , a’t’ [ fig.35.] le projezioni di quella retta cui
& costantemente parallela la generatrice della Pproposta super-
ficie cilindrica , e questa abbia per traccia sul piano della
projezione ab la curva pdq ; e sia ¢ la projezione su qnesto
piano stesso del punto dato nella superficie proposta.

Si tiri per ¢ la retta cd parallela alla @ 4 ; dinotera que-
stacd , com’ & chiaro , la projezione orizzontale di quel la-
to della superficie cilindrica in cui si trova il punto dato , e
I'incontro d di essa parallela colla curva pdg dinotera il
punto delle direttrice , cioé della traccia pdg , donde parte
un tal lato . Or il piano tangente una tal superficie nel pun-
to dato , dovendo toccarla in tutta I’ estensione di un tal la-
to (n.747.) , dovra necessariamente incontrare il piano del-
la traccia pdgq nella retta dK’, che tocea in d questa curva .
Adunque sara tal retta la traccia del piano tangente cercato
sul piano di projezione della traccia pdq - E costruendost
I'altra projezione del punto dato ( pr. 47. ) , si potra facil-
mente esibire I’ altra traccia di un tal piano (pr.23 .); il qua-
le restera percid determinato (pr.22.) .

153. Scor.Se la retta cd avesse incontrata la traceia pdq
della superficie cilindrica in piu punti , altrettanti sareb-
bero i lati di questa ne’ quali poteva trovarsi quel punio da-
1o per la sola projezione ¢ ; che percio altrettanti piani tan-
geuli si sarebbero potuti condurre a tal superficie in questo
caso , ognun de'quali avrebbe avuto per sua traccia nel piano
della projezione cla tangente corrispondente alla curva pdg.
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PROPOSIZIONE LIL

PROBLEMA.

154. Tirare un piano tangente ad una superficie
cilindrica data di sito , per un punto dato fuori di

€S54 «

Rappresenti pdq [fig-37.] la traccia della data superﬁcic_a
cilindrica , e sieno ab, a’’ le projezioni di quella retta cui
& costantemente parallcla la generatrice di essa , e ¢, ¢’ ],e
projezioni del punto dato , per le quali si tirino le cf, ¢'F’,
parallele alle ab , a4’ rispettivamente ; saranno quesu.: cfy
¢'F’ le projezioni di quella retta, che dal punto dal-o.m con-
duce parallela alla generatrice della superficie (-:dmdnca
proposta (prop.37.) . Or una tale retta , com’ & c.hlarf) , de-
ve esistere nel piano cercato 3 che percid la traccia di que-
sto sul piano della pd ¢ dovra passare per lo punto f; in do-
ve questo piano di projezione & incontrato da quella paralle-
1a. Ma una tale traccia deve anche esser tangente alla traccia
pdq della superficie cilindrica. Adunque essa sarala fd K,
che per lo punto fsi tira tangente alla curva pdq . E .la h:ac.:-
cia di un tal piano tangente sull’ altro di projezione si esibi-
ra per mezzo della prop. 23. )

Volendosi inoltre determinare le projezioni della linea di
contatto di questo piano tangente colla superficie cilindrica,
& chiaro,che una delle projezioni di questa si otterra tirando
per d la de parallela alla @b , e altra coll’ esibire la proje-
zionc D’ del punto d sullaltro piano di projezione , e tiran~
do poi per questa laD’¢’ parallela alla 2’5"

155.Scor. Se piu tangenti si potessero condurre dal pun-
to f alla curva pdq , altrettanti sarebbero i piani tangenti ad
essa , che gli si potrebbero coudurre pel punto dato; ¢ cia-
scun di questi avrebbe persua traccia sul piano della p dq
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una di tali tangenti, e la traccia corrispondente si deter-
minerebbe per mezzo della citata prop. 23. Che se poi niu-
na tangente si possa condurre dal punto £ alla curva pdg,
come avverrebbe per un esempio in taluni casi della curva
Pdq, che fosse un’ iperbole conica ; allora niun piano tan-
genle si potra condurre alla superficie cilindrica proposta dal
dato punto fuori di essa .

E da cio resta pienamente determinato il precedente pro-
blema.

PROPOSIZIONE LIII.
PROBLEMA.

156. Tirare un piano tangente una superficie ci-
lindrica data di sito , il qual sia parallelo ad una
linea retta disito.

Sieno ¢k, ¢’k [ fig.38. ] le projezioni della retta di sito
cui dee esser parallelo il piano tangente una superficie cilin-
drica , che abbia per sua traccia nell’ un de’ piani di proje-
zione la curva pdq, e per retta cui serbasi costantemente
paallela la sua generatrice quella delle projezioni ab, a's’.

Si faccia passare per la retta data di sito il piano paralle-
lo alla retta, che ha per projezioni le ab , a'6’ (pr.39.), e
sia f1 la traccia di questo piano su quello di projezione della
curva pdq. E chiaro che il piano tangente cercato dovra es-
ser parallelo al precedente, e quindi incontrare il piano del-
la curva p d g in unaretta tangente a questa, e parallela alla
{'l. Laonde si avra la traccia di tal piano tangente, su quel-
lo di projezione ov’ & la curva pdq, tirando a questa la tan-
gente kdK’ parallelaalla f7: e tirando per K’ la retta K4’
parallela all altra traccia N’g” del piano che si & condotto
parallclo alla generatrice della superficie cilindrica proposta ,
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una tal parallela K'A’ , sarebbe T’ altra traccia del piano tan-
gente cercato (pr. 38 ). :

157.Scor.1.L operazione grafica di tirare la tangente pa-
rallela ad una retta di sito data nel piano di essa , si esegue
per mezzo del noto strumento detto parallelismo , adattando
una delle righe di esso lungo la retta di sito, o altra qualun-
que , che le sia parallela, ed allontanandone I altra riga ,
finche vada a toccare la curva proposta ; il che non potendo
avvenire il problema sarebbe impossibile . E nel caso che la
curva fosse definibile, dalla natura della medesima potra ri-
cavarsi la geometrica costruzione del problema.

158.Scor.2. E per tal modo si potra condurre la tangen-
te ad una curva, che s’ inclini ad una qualunque retta di si-
to nel piano di essa , in un dato angolo.

Imperocche costituiscasi ad un punto F [ fig-39] della ret-
ta di sito DE V'angolo GFD uguale al dato R; la tangente BH
la curva data BAC parallela alla GF soddisfera al quesito .
Ed & chiaro che queste possano essere ancor due, come due
sono le rette GF , che con la FD comprendono angoli uguali
ad R; e talvolta che risulti insuscettivo di soluzione il pro-
blema, come avverrebbe nell’ iperbole , se la retta di sito ne
fosse I asse primario , e I’ angolo dato quello, che da que-
sto pud comprendersi con un diametro qualunque.

PROPOSIZIONE LIV.

PROBLEMA.

159. Tirare ad una superficie cilindrica un pia=

no tangente , che s’ inclini all’ orizzontale in dato

angolo.

Per la retta cui & costantemente parallela la generatrice
della superficie cilindrica proposta , che potra anche essere
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un lato qualunque di questa, le cui Projezion: sieno rispetti-
vament_e dB', D'’ [fig.40. ] si faccia passare il piano dlf)&’b’l
?he.s’.mclini all’ érizzontale pell’ angolo dato R (pr ';1 ;
indi s1'conduca alla direttrice pdq della superﬁcie”cilind‘ziZ
ca, (fh‘ e Elel piano orizzoutale, 1a tangente 2k parallela alla
traccia orizzontale A’d di quel piano (se.7.pr.53.) ; & chia
ro esser questa la traccia corrispondente del piano ;an ent;,
cercattf. E la traceia verticale si esibira producendo la hg/c fi
no ad incontrare in H” la LM , e tirando per H' la WA’ .
rallela alla A%’ traccia corrispondente del piano b" Ad -
160.Scor. Si vede , che il problema avra tante solu;ioni
per quante tangenti parallele alla A% potranno condursi :alli
la curva pdq ; e nel caso, che alcuna nou ve ne corr':
da, il problema sara impossibile. per

PROPOSIZIONE LY.

PROBLEMA,

. 161.Tirare un piano tangente una superficie co-
nica data di sito, per un punto dato in essa.

. La soluzione di questo problema & identica a quella del gi3
nsolut'o lfellfl prop.51.; e solamente conviene avvertire ci:
le projezioni de’ lati di questa superficie , com’® gia n,oto
debf)ono passare tutle per le corrispondenti projez;ioni de;
vertice del cono dato.
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PROPOSIZIONE LVIL

PRORLEMA .

162. Tirare un piano tangente una superficie co-
aica data di sito, per un puato dato fuori di essa .

Anche Ja soluzione di questo problema si pud condurre
sel modo stesso , che quella della prop. 52.

PROPOSIZIONE LVIL
PROBLEMA.

163.Tirare un piano tangente una superfi cie co-
nica data di sito, il quale sia parallelo ad una ret-

ta anche data di sito .

Per lo vertice del cono si tiri una retta parallela alla data
( pr. 37. ) e poi per lo punto ove questa parallela incon-
tra il piano di projezione della traccia della superficie coni-
ca ( pr. 16.) , secid avviene , si tiri la tangente a questa
traccia : una tal tangente sara la traccia corrispondente del
piano tangente cercato . E P altra traccia si otterra produ-
eendo la gia avuta fino ad incontrar la comune sezione de’ pia-
ni di projezione , e congiugnendo un tale incontro con la
projezione corrispondente del vertice del cono .
Che se poi quella parallela non incontri il suddetto piano
di projezione,, si avra la traccia su questo del piano tangen-
te cercalo , tirando alla traccia della superficie conica una
tangente parallela alla projezione corrispondente della retta

condotta dal vertjce suo parallela alla data, o anche a dirit-

tura a quella di questa .

E T una , b I altra cosa comprendonsi abbastanza da lo-

ro stesse .
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PROPOSIZIONE LVIII.

PROBLEMA.

1 64.Tllale un plal]() a -
Sito il I ) ini l! oriz-
9 1no

Al punto o’ jezi
o s}; erf‘a; [ ﬁg.. 4.1, Projezione verticale del vertice
perlicie conica proposta , costituiscasi
e eeale allan > s casi con la retta
- /B,’ laltezza orizzontale di tal vertice , I’ anzolo
k]

a .quanto il complemento del dato R : indi col :
Projezione orizzontale del 1 ’ e Ay
Brolesione or ale del vertice suddetto,e col raggio A’B’
3 doso il cerchio .alz 5 © chiaro esser questo la base di

n ol to cono del vertice stesso del proposto , tal che oeni
l],JangOl an(;genteRla sua superficie inclinasi all’ orizzontale n:I
o dato R ; e pero do 1 esi ;
oy e R ; € perd. vendo tra questi esistere ancor
duello : '51 » @ chiaro , che la traccia orizzoniale di
550 0 ::rrasm, tirando la tangente comune d4 alla traccia
r . - O‘
c;:zon;abe pdg della superficie conica proposta, ed al cer

10 1; ase del cono relto descritio : e passando un tal pi

_ ia-

:ol pe ve.rtlce del cono , ne sara anche data la traccia V(::ti
ale ¢ .

o'rrlspondcnw (pr-23.) : che pero rimarra pie
determinato. plenamente
. d & manifesto , che tanti piani tangenti con la condizio-
e n{)lo'pzsdta potralx;no aver luogo, quante saranno le tangenti
uni a quelle due curve ; e che i

- e i :

el ol e 5 ; 1_1 problema risultera
» che 1l sia questo di riduzione per esso

SXNENen
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CAPITOLO I1X.

PE PIANI TANGENTI LE SUPERFICIE CURVE DI RIVOLUZIONE

COSTANTE , B SPECIALMENTE LE SFERICHME.

PROPOSIZIONE  LIX.

PROBLEMA.

165. Tirare un piano tangente una superficie di
rivoluzione, il cui asse si sapponga perpendicolare
ad uno de piani di projezione, per un punto dato

in essa.

Sia a [ fig- 36. ] la projezione dell’ asse de?le superficie
data sul piano di projezione cui esso & }?erpendwolare ’ c.he
prendasi per V' orizzontale , z‘i’a’ la comsponde_me RrOJezlo-
ne verticale, p’d’q" la pmjem'one della generatrice di tal ,s1,1-
perficie nella posizione in cut & plarall(.ala al piano della A a,
Ja quale sara percid una curva identica a tal generatrice .
Finalmente sia ¢ la projezione orizzontale del punto fiel con-
tatto , e ¢ dinoti la eorrispondente projezione vertncfale di
esso, la quale siesi determinata costruendo la superficie pro-
posta ( pr. 50 )-

Or il piano tangente cercato dovendo esser quello , che
passa per le tangenti condotte in questo punto dato al cer-
chio orizzontale , che passa per esso (146.), ed alla gene-
satrice verticale della proposta superficie curva , d(?vr‘a la
«ua traccia orizzontale incontrare la ac , traccia corrispon-
dente dal piano verticale in cui esiste la poc’anzi detta ge-

neratrice,in q&, punto ove essa a¢ & incontrata dalla tangen-
ki
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te della generatrice stessa nel punto del contatto dato * e di
Ppib siccome il raggio di quel cerchio , che va al punto del
conlatto & parallelo allaac, e la tangente un tal cerchio nel
punto siesso & orizzontale, e quindi parallela alla traccia o-
rizzontale del piano tangente cercato.; percia; I’ angole., che
quelle due rette comprendouo nel punto del contatto, dovri
esser uguale a quello della ac colla traceia orizzontale di un
tal piano tangente (10.El. XL.). Laonde questo sara retto al
pari di quello . Non resta dunque a far altro, per esibire una
tal traccia,che a determinare il punto- av'essa incontra la ac.
Per ottenerlo basta riflettere, che la generatrice dela super-
ficie proposta esistente nel piano verticale che passa per ac,
ed il punto dato in essa hanno rispetto all’ asse , ed alla a ¢
identice sito a quello, che ha la curva p’d'y’, che dinetx
tal generatrice nel piano verticale di projezione, ¢l punto d°,
rispetto alla A’a’; ed alla A’M : che percio, se per lo puntw
d’ sitiri la tangente d’'H’ alla curva p'd’y’, la retta A'H’ di-~
notera la distanza dal punte a , alla quale la tangente della
generatrice della proposta superficie curva, che passa per lo
punto dato in questa, incontra la ac. Laonde tagliando sulla
ac la ah uguale alla A'H’, ed elevaado da 4 alla ak la per-
pendicolare K’ , sarh questa la traccia orizzontale del pia-
o tangente richiesto . E la verticale si otterra col mezza
della prop. 23.

166. Se la superficie di rivoluziene fosse quella di una
sfera , il presente problema si ridurrebbe a tirare pel pun-
to dato in essa un piano perpendicolare al raggio, che va af
contatto , E la costruzione di esso a quella della prop. 32..
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PROPOSIZIONE LX.

TEOREMA.

167.Condurre per una retta di sito un piano, che
tocchi una superficie sferica data.

Prendasi per I' un de’piani di projezione quello cui & per-
pendicolare nel punto fla retta data [ fig.42.] , la quale a-
vrd, per conseguenza, per sua projezione sull’altro piano di
projezione la perpendicolare indefinita F/f”, abbassata dal
punto f sulla LM. Sieno inolire a,a’ le projezioni del centro
della sfera , ed il cerchio pde la projeziene della stessa sul
piano cui si & supposta perpendicolare la relta data : un tal
cerchio dinotera anche la traccia, su questo stesso piano, di
una superficie cilindrica circoscritta alla sfera data , la cui
generatrice sia una retta parallela alla data ; ed il piano tan-
gente dimandato sary, com’ ¢ chiaro, quello stesso, che per
un punto qualunque della retta data si condurrebbe a questa
superficie cilindrica, cioé avra per sua traccia sul piano del
cerchio pde la tangente fd , che dal punto f si conduce a
questo cerchio; e I alira traccia sarh la perpendicolare K'&
elevata alla LM nel piano verticale , dal punto K’, ov’ essa
¢ incontrata dalla fd .

468. Scor. La soluzione del presente problema si vedra
tra poco compresa , come un caso particolare, in quella del-
la prop. 65.
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LEMMA 1. PROBLEMATICO..

169. Dati in un piano due cerchi di grandezza., e di sita.,
eandurre ad essi la tangente comune.

ANALISI GEOMETRICA..

Sia DQ [6g.43.] una tangente comune a'die-cerchi PDE,
H, dati come poc’anzi si & detto ; tirati i raggi AD, BQ‘
a'punti de'contatti,risulleranno simili i triangoli ADK,BQK;,
e quindi stara AD : BQ :: AK : KB. Laonde sara dato nel-
la congiungente AB de’ centri de’ cerchi dati il punto. K pet:
quale deve passare la tangente comune ad essi..

COMPOSIZIONE GEOMETRICA.

Si prenda nella AB il punto K in modo, che stia AK : KB:
:: AD : BQ, e per Ksi tiri la tangente all'un cerchio ; que- .
sta dovrh toccare anche Valtro.

La dimostraw:ione & chiara dalla costruziene.

170. Scov. E facile rilevare dalla soluzione def preceden-
te problema , che nella congiungente AB i centri de cerchi
dati esistano due punti K diversi, da ciascun de'quali si puo
condurre ad essi cerchi la tangente comune: ed un di questi
punti & trai centri A , B, laltro nella AB prolungata dalla
parte del cerchio minore.E comech? per ognuno di tali pua-
ti posson condursi ad un cerchio due tangenti ; risulterapao.
pescid quattre le tangenti comuni & due carchi.
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PROPOSIZIONE LXI.

PROBLEMA .

171. Condurre un piano tangente a due super-
ficie sferiche date di grandezza, e di sito, e che pas-
si per un punto dato.

Dinotino i punti a,a’ [fig-44.] le projezioni del centro di
una di tali sfere, 4,4’ quelle del centro delValtra, e ¢, ¢ le
projezioni del punto dato . §’ intendano esse sfere segate da
un piano parallelo a quello delle projezioni g, 8, ¢ , sieno
i cerchi pde , gghi ( Trig.pr.d.HL ) le projezioni rispettive
delle sezioni prodotte da quel piano segante nelle sfere, ciot
le projezioni dolle sfere stesse. Cio posto, si couduca a’cer-
chi pde, gghla tangente comune dqk (lem.pr.) sara q}xesta,
com'e chiaro,la projezione della tangente comune corrispon-
dente in que'cerchi, che sono prodotii nelle sfere dal piano
segante suddetto ; ed il punto & sari la projezione sul piano
abe di quel punto, ove la poc’anzi detta tangente incontra la
congiungente i centri delle sfere date , ed il quale pud pren-
dersi come il vertice di quel cono, che viene a generarsi dal-
la suddetia tangente, se essa concepiscasi rivolgere, insieme
co semicerchi generatori delle sfere esistenti nel piano se-
gante, intorno alla congiungente i centri di queste : el al-
tra projezione di questo vertice nel piano a'b’c’ sara I wncon-
tro &’ della per pendicolareindefinita £/K’A”allaLM con la a6

Or il piuno tangenie cercalo dee loccare anche una tal su-
perficie conica, ¢ quindi passare per quel punto, che ha per
projezione le &, k', o sia esso piano deve passare per la ret-
1a di sito, che ha per projezioni le ck, ¢’ & : che percio il
proposto problema si ¢ ridotto al precedente . ciok a tirare
per tal retta disito un piano tapgente ad una delle sfere date.

172. Scov. Essendo due in diversa posizione le tangenti

Geametria di Sito 89

eomuni, che possonsi condurre a due cerchi ( 162. ), ne se-
gue , che anche due diverse sieno le superficie coniche cir-
coscrittibili a dne sfere, una cioé , che le inviluppa in una
sola superficie conica, l'altra, che le chiude in due opposte:
e siccome a ciascuna di queste possonsi tirare due piani tan-
genti ; saranno percid qualtro i piani tangeunti due sfere, ed
i quali passano per un punto dato : e due di essi le tocche-
ranno da una parte stessa, due altri per versi opposti.

LEMMA IL

473. Se inun piano esistano tre cerchi dati di grandesza ,
e di sito , e ad essi , presi duc per volta , si tirino le tangen-
1t comuni ; i tre pumti ove quesle concorrono colle rispettive
congiungenti d¢’ loro centri , debbono trovarsi allogati in nna
retéa di silo.

Si tiri per ¢ [fig.45.], centro di uno de’tre cerchi dati, la
retta c/ parallela alla congiungente i centri b , @ degli altri
due , ed una tal parallela si prolunghi fino ad incontrare in I
Ia retta f'd , che unisce i punti di concorso f,d delle tangen-
ti comuni a’ cerchia, 635, ¢, e chee data di sito, poiche

congiugne i punti f, d dati di sito ( pr.4,): siain fine ¢ il

concorso delle tangenti comuni a’cerchi a, ¢ : dico , che un
tal punto debba trovarsi allogato nella fd.

§’ indichino con R, R’, R rispettivamente i raggi de’tre
eerchi, che hanno per centri i punti a, 6, c. E perche deve
stare R: R’ i af: fo(n. 167.), ed R : R” ::bd: dc,
ciod ::bf: cl ; sara , per equalita , R: R” :: af: cl. Ma &
poi R: R” :: ae: oc : quindi il punto ¢ dovratrovarsi alla-
gato nella fd.
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PROPOSIZIONE LXIL

PROBLEMAL

174 . Tirare un piano tangente a tre superficie sfe~
riche date di grandezza , e di sito.

Pe’ centri a,b,c [ fig.45. ] delle tre sfere date, si cono?pi‘-'
sca passare un piano, il quale prendasi per uno di quelli di
projezione ; e poi si tirino ad essi cerchi, presia due a due,
Ie tangenti comuni, le quali concorrano con le reue,ch? con-
giungona i loro centri rispettivamente , in f, ¢, d ; sara data
di sito la retta fed , che passa per essi ( lem. pree.). E. per-
ché ciascuna di quelle tangenti rivolgendosi insieme co due
cerchi che tocca intorno alla congiungente de’ centri di que-
sti , descrive uoa superficie conica tangente le sfere d? esst
cerchi descritte , si verrebbero percid in tal rivoluuon? a
descrivere tre coni circoscrilti alle tre sfere date , ed a cia-
scun de’ quali verrebbe ad esser tangente il piano , che ?eve
toccar le sfzve ; che percid un tal piano dovra passare pe lo-
ro vertici, e quindi per la retta di sito fed . Laondeil pro-
posto problema si & ridotto all'altro di, c?ndurre per la ret-
ta di silo fe d un piano tangente ad una di quelle tre sfere.

175. Scov. Poiché , come fu detto al num. 170, a due
cerchi possonsi condurre due tangenti comuni in divers_a po-
sizione ; saranno percid sei que’puati in dove le tangenti con-
dotte a tre cerchi, presi due per volta, incontrano le rispet-
tive congiungenti de’ loro centri f; e, d, h, k, g, e questi pre-
si a tre a tre nel seguente modo, ciok fye,d; f,-k,.g; e, l.c,h; d,
g>h, si troveranno allogati nella stessa r?lta d.l s‘xto, (.zxob fed
pe'tre primi , ed fkg, ekk, dgh per gli altri nsgettwamen—
te. Laonde il proposto problema resiera sempre }'xsoluto per
qualunque di queste quattro rette si conduca un piano tangen-
te ad una delle tre sfere date. E siccome per una retta si pos-
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sono condurre ad una sfera due piani tangenti ; percio sa-
ranno otto diversi i piani tangenti tre sfere date, de’ quali
perd due , cioé quelli che passano per la retta fed, toccano
le sfere tutte tre da una stessa parte ; mentre ciascano de'ri-
mapenti tocca sempre due sfere da una parte, e la terza dal-
la parte opposta, come facilmente si ravvisa.

LEMMA III. PROBLEMATICO.

176. Assegnare su di un piano di sito la traccia di una su-
perficie cilindrica , con la generatrice parallela ad una ret-
ta di sito , circoscrilta ad un’ altra di rivoluzioue ancor data,
con I asse perpendicolare a quel piano.

Lo stesso per una superficie conica col vertice dato.

PARTE 1. PER LA SUPERFICIE CILINDRICA.

Il piano dato di sito prendasi per quello di projezione o-
rizzontale, ed il verticale di projezione passi per Passe AA’

[fig-46.]della superficie di rivoluzione, ed abbia la sua trac-
cia orizzontale,cioé la comune sezione LM de’piani ortogona-
li di projezione, parallela alla projezione orizzontale de della
retta alla quale & costantemente parallela la generatrice della
superficie cilindrica proposta, di cui la corrispondente proje-
zione verticale sia la d’E’ . Sia inoltre la curva BAC la ge-
neratrice della superficie di rivoluzione , nel piano verticale,
intorno all’ asse AA’, e ad essa tirisi la tangente FG’ paral-
lela alla d’E’, che incontri la LM in G’ ; rappresentera que-
sta quel lato della superficie cilindrica proposta , che la toc-
cainF , pella generatrice AFC , e G ne sara un punto del-
la traccia orizzontale.

Or prendasi nella curva AFC, prossimamente ad F, un altro
punto P, pel quale le si tiri la tangente PQ , e dal punto Q
ove questa incontra I’ asse indefinito A’A si tiri la GK paral-
lela alla FG’, che incontri I ordinata HP pel punto P in K;
il qual punto , come apparisce dalla costruzione, che segue ,
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dovra cadere al di fuori della curva AFC, e per tal modo si
vedra se doveva esso venir preso al disotlo , o al di sopra
delValtro F. E evidente , che nel rivolgersi la curva AFC
tntorno ad AA’ , per generar la superficie di riveluzione , la
tangente QP vi generera una superficie conica , taogente la
data di rivoluzione nel eerchio del raggio PH ; ed il piano
tangente una tal superficie conica condottole per QK , sard
anche tangente quella nel punte R , ove la tangente condot-
1a da K al cerchio del raggio PH incontra questo : ed 1l la-
to della superficie cilindrica proposta, pel punto K, do-
vendo esistere in tal piano ( n. 144.), ed esser parallelo
alla retta di sito , si costruira nel seguente modo. Il punto
P si projelti orizzontalmente in P/, e l'altro K in K’ , e de-
scrivasi col centro A’, e col raggio A'P’ il cerchio P'r, cui
si tiri da K’ la tangente K’r ; saranno quel cerchio , e que-
sta tangente le identiche projezioni del cerchio pel punto P,
e della tangente esso per K : ed il punto 7 sara perd la pro-
jezione orizzontale dell’ altro R, per dove passava il suddet-
10 lato della superficie cilindrica ; € la corrispondente pro-
jezione verticale di quel punto sara I incontro v della HP
con Ja perpendicolare indefinita 7R’7" abbassata da r sulla
LM. Adungue !’ una delle projezioni di quel lato sara lar"T*
parallela tirata per alla d'E’, eV altra la parallela r¢ tirata.
per ralla de ; e Vincontro ¢ di esso lato col piano orizzonta-
le risultera determinato .

Nel gual modo determinando gl” incoatri di altri lati com
tal piano ; la curva condolta per essi, e pel primo punto de-
terminato G’, sara la traccia cercala.

PARTE 11., PEr LA SUPERFICIE CONICA.

11 piano di projezione verticale passi per l'asse AAN[f47.]
della data superficie di rivoluzione , e pel vertice S del co-

ro circoscrittole, di cuine saranno due lati, che toccheranno
quella nella curva AG , le tangenti S¥, SY, che da S si eon
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durranno a questa; ed i loro incontri con la LM saranno due-
punti della traccia orizzontale richiesta. E tutta la costru-
zione procedera come nella parte precedente, se non che, in-
vece di tirare per gl incontr: Q delle tangenti la curva BAC
con I’ asse indefinito AA’ le parallele alla projezione vertica-
le della retta di sito, converra congiugperli col punte S ver-
tice della superficie conica . Ed ottenuti col procedimento
suddetto i puntiR di contatto della superficie conica generata
da QGH con quella di rivoluzione , i lati corrispondenti &
punti stessi dell’ altra superficie conica richiesta avranno
per projezione le congiungenti le projezioni r, " del punto
R con le corrispondenti projezioni S , S’ del punto dato.

177.Cor. Dalla precedente costruzione si rileva , che la
curva condotta pel punto F’, e per tuiti gli altri punti r sia
meta della projezione orizzontale di quella di contatto del-
la superficie cilindrica , o conica con quella di rivoluzione ,
esistendone I altra meta identica , e facilissima a descriver-
si, dalla parte posteriore della LM: e che I’ altra curva
condotta pepunti F,#',7,... ne sia la corrispondente proje-
zione verticale ; ond’ & che una tal curva di contatto rimarra
anche assegnata. .

478. Scor. Se mai , per la parte I, si potranno condurre
due tangenti alla curva BAG , parallele alla d’E’, e per la
parte 11 , che cadano in essa dal punto S, si otterranno due
punti di contatto per volta della superficie cilindrica, o co-
nica con quella di rivoluzione , e perd due lati di ciascu-
na di esse , che si vedra involgere , e comprendere intera-
mente la superficie data di rivoluzione ; e la traccia oriz-
zontale della superficie cilindrica , o copica risultera quin-
di una curva chiusa. Che se una sola sia la tangente , un sot
lato si avra per volla, e la traccia risultera una curva i cul
rami non ritorneranno a riupirsi . Finalmente se alcuna tan-
gente , o nel principio della costruzione , o nel prosegui-
mento di essa non possa condursi alla curva generatrice del-



% Geometria & Sito

Ia superficie di rivoluzione con le condizioni assegnate , st
rilevera da cid , che co’ dati proposti non era possibile il
problema , o pure , che la superficie cilindrica , o c?nit.:a
debba arrestarsi in quel luogo , ove la costruzione comincia
o rendersi ineseguibile.

PROPOSIZIONE LXIIL

PROBLEMA.

179. Condurre per una retta di sito un piano
che tocchi una data superficie di rivoluzione.

L’ asse della superficie di rivoluzione stabiliscasi per-
pendicolare al piano orizzonlale ; e determinala su questo
la traccia della superficie cilindrica ad essa circoscritta, con
la generatrice parallela allaretta di sito (lem.prec.p-1.); il
problema si vedra ridotlo a tirare, pel punto d’ incontro de}-
1a retta di sito col piano orizzontale, la tangente alla traccia
assegnata della superficie cilindrica; sara questa tangente la
traccia orizzontale del piano tangente cercato . Ed assegnato
Pincontro della retta di sito col piano verticale di projezione;
la congiugnente un tal punto cou quello, ove la traccia oriz-
zontale incontrava la comune sezione de’ piani ortogonali ,
dara la traccia verticale del piano tangente richiesto .

180. La soluzione avrebbe pututo egualmente effettuarsi,
circoscrivendo alla superficie data di rivoluzione una super-
ficie conica, avente per vertice un punto qualunque della ret-

ta data di sito (lem.prec.p.2.).
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PBOPOSIZIONE LXIV.
PROBLEMA .

181. Tirare ad una superficie di rivoluzione ,
eon I asse verticale, un piano tangente parallelo ad
up piano dato.

Sia 2 [fig. 48.] 1a projezione orizzontale dell’ asse della
superficie data, A’a” la verticale, p’d’q’ la projezione della
generatrice di tal superficie,nella posizione in cui & paralle-
la al piano verticale di projezione , che sarh percid una cur-
va ideatica a tal generatrice . Finalmente sieno E'f, E’f" le
tracce di quel piano cui deve esser parallelo I altro , che s1
vuol tirare tangente alla superficie proposta.

Si supponga passare per I asse della superficie data un
piano perpendicolare al dato f'E'f; un tal altro piano avri
per sue tracce la gaH’ perpendicolare alla E'f, e la H’A’ per-
pendicolare alla LM, ed intersegher il piano fE'f" , ed il
piano tangente, che si cerca, in due rette parallele tra loro ;
vale a dire, che la tangente la generatrice della proposta
superficie curva, in quel punto ov’ essa & incontrata dal piane
tangente, che vuol tirarsi, deve essere parallela alla comune
sezione de’ piani fEf", gH'A’ ; el asse della superficie pro-
posta dovendo incontrare il piano dato nella comune sezione
di questa con V'altro gH'%’; la projezione di tal punto d’'incon-
ere snl piano della p'd’q” dovra essere il punto &', ove s'in-
tersegano la projezione A’a’ di quell'asse, el altra della co-
mune sezione suddetta , la quale si determina facilmente ,
come nella prop. 28.

Or si concepisca quel piano verticale condotio per I’ asse
rivolgersi intorno a questo, fintantoche divenga parallelo al-
I altro di projerione verticale , eiot finche la sua tracein
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gaH’ divenga ok, parallela alla IM ;intal caso tutto quelio
cl'2 in esso segnato, cio la curva generatrice della superfi-
cie proposta , la comune sezione di esso col piano dato, e Ia
tangente la suddetta curva parallela a qfxel.la (Eomnm.a sezio-
pe, avranno un identico sito alle loro projezioni su! piano di
projezione verticale : che percio, se col c.entro a, intervallo
ag si descriva I’ arco gk , il punto  dara il luo'go ove la co-
mune sezione de’ piani {E’f”, gH'K’ incontra il piano oriz-
zontale di projezione, allorche il piano gH'R’ passa Pal nuo-
vo sito ; e se un tal punto X si projetti in K’, congiunta Ia
K’k’ sara questa la projezione verticale di quella I.)arte di tal
comune sczione , ch’ & interposta tral’ incontro di essa col-'
I’ asse della superficie data, el punto k.E da c;n'ello cl.xe si
2 detto, la K'6’ rappresentera anche la vera posizione dx tal
retta,per rapporto alla curva generatrice dclla superfi cxe;}ro—

osta. Laonde se alla curva p’d’q’ si tiri la tangente F'd’l'pa-
rallela alla K’b’ , questa dinotera la tangente alla curva pro-
posta, nel luogo ov'essa & incontrata dal piano tansente cer-
cato , cioe sara d’ il punto di contatto ; che percfb projet-
tandosi il puoto d sulla ak, e poi descrivendosi- un cer-
chio col centro a intervallo ad ; il pusto ¢ ove la circonfe-
renza di questo cerchio interseghera la gal.l’ , rapprestfnte:
ra la projezione orizzontale di quel punto (%l contatto di cut
la projezione verticale sara il punlo ¢’, ove 1ncontransi la pa-
rallela alla LM tiratale per &', ela perpendicolare abbassa~
tale da c. Ed il problema presente si sara ridotto all’ altro

risoluto nella prop. 59.
ALITER.

482. Fatta la stessa esposizione di dati del problema ,
che nella precedente soluzione, si determini l’afxgolo R [fg.
48. 7 i cui inclinasi il piano dato f'E’f all’ onzzo'ntale (’}.w
26.) ; indi alla curva p'd'q’ si tiri 1a tangente F'd'0',che s'in-
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¢lini alla LM nell angolo 4'F'M uguele ad R , ed essa incon-
tri la A'a’ in @'. Sari un tal punto la projezione verticale dek
vertice A della superficie conica, circoscritta alla proposta
di rivoluzione intorno all' asse Aa, di cui ciascun lato in-
clinisi all’ orizzontale nell’ angelo R, e la cai base sa questo
piano sarh il cerchio nra , deseritto col centro @ projezio-
we orizzonlale di quel vertice , e col raggio A'F’; la quale &
perd il luoge geometrico di tutt'i piani tangenti la superficie
proposta, ed inclipati all'orizzontale nell'angolo suddetto. Or
tra questi dovendo esistere il cercato , Ja cui traccia oriz-
zontale dee essere , per la condizione del problema , paral-
lela alla E'f, sara facile ottenerla , abbassande dal centro
a del cerchio la perpendicolare ag alla E'f, e dal punto.r
ove questa incontra la circonferenza di quel cerchio elevan-
dole la perpendicolare ¥ . E la traccia verticale corri-
spondente sarebbe la parallela tirata per T* alla fraccia ver-
ticale E" del piano dato. )

183. Cor. Da ciascuna delle due precedenti soluzioni si.
rileva , che il luogo de’ contatti de’ piani tangenti la super-
ficie di_ rivoluzione propasta sia il cerchio del raggio d'a"
projettato verticalmente in questa retta , ed orizzontalmea-
te nell’ ugual cerchio cdc. ~

484.5coL.Se la superficie di rivoluzione sia sferica,si potra.,
prendere per piano di projezione orizzontale quello,che pas-
sando pel centro A [fig.49]sia perpendicolare al piano di sito
FE'f; e perd la su;ierﬁcie sferica avra per sua traccia oriz-
zontale il semicerchio generatore PRQ’, e per traccia verti-
cale I’ aliro P'R'QY . Ela traccia verticale del piano cercato
dovra_essere perpendicolare alla LM: Laonde se tirisi , dal
centro A , la perpendicolare AG alla traccia orizzontale E'f
del piano dato, e dal punto R, ove essa incontra. il semicer-
chio P'R(QY ,conducasi al cerchio la, tangente RT", sarh questa.
la traccia orizzontale del piano cercato , e la perpendicola-
re. T'¢ alla LM ne sard la traccia verticale ;orrispondenle._



98 Geometria di Sito
PROPOSIZIONE LXV.

;.

PROBLEMA.

185. Tirare un piano tangente una sfera, cd una
superficie cilindrica, date di sito.

Sia la curva abe [fig.50.] la traccia orizzontale, o la di-
rettrice della superficie cilindrica, ed adla projezione su t. }
piano dellaretta generatrice della medesima io un punto qua-
Junque . 1l piano verticale di projezione passi pel centro O
della sfera data, segnando in essa il cerchio generatore fA'f",
¢ la sua traccia arizzontale LM, o sia la comune sezione con
questo piano di projezione sia parallela alla ad , alla quale
corrisponda la projezione verticale A'd' . Su questa , dal
centro O del cerchio f'B'f' si abbassi la perpendw.olax:e
{'0f'e' , e per gli estremi [, f' del diametro f'f' st tirino a
quel cerchio le tangenti f'G', f'G’, che risulteranno I.)atralk.ale
alla A’d' , e perd alla generatsice della superficie .mhl,xdnca
proposta : ed esse saranno ancora i lati estremi (.11 un alt:ra
superficie cilindrica avente per direttrice il cerchio de.scl:lt-
to da f'f' perpendicolarmente al piano verticale di. projezio-
ne ; e questa superficie cilindrica incontrerd il piano oriz-
zontale nell ellisse G'nG' , descritta col centro H ovela
G'G' rimane divisa per meth dalla O parallela ad f ’Q’ E
con | asse maggiore G'G', e col minore sH'n quanto il dia-
metro del cerchio generatore della sfera * .

Or poiche la superficie del cilindro proposto , e quel-

-

* Cid sard pid appresso dimostrato , mel capitolo xi1., ¢ pud an-
cora rilevarsi dal lib, 1. di Sereno de-sectione cytindri.
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P altra, che si & assegnata circoscritta alla sfera hanno le
loro generatrici parallele , polranno perd aver piani tan-
genti comuni ; e le tracce orizzontali di essi saranno cia-
scuna delle tangenti comuni alle due curve direttrici abc ,
G'nG’, per oginuna delle quali sara facile assegnare la corri-
spondente traccia verticale , prolungando quella fino alla co-
mune sezione LM de’ piani di projezione, e per questo pun-
to d’ incontro tirando la parallela alla A’d’.

PROPOSIZIONE LXVI.

PROBLEMA.

186.Tirare un piano tangente una sfera , ed una
superficie conica, date di sito.

11 piano verticale di projezione passi pel centro O [fig.51]
della sfera, e pel vertice A della superficie conica , di cui la.
projezione orizzontale sia a , e la direttrice di quella in tal
piano sia la curva 4 cd.Pel punto A si tirino al cerchio f/2°f7,
sezione della sfera col piano verticale , le tangenti A £,
Af’, che saranno i lati estremi , segnati nel piano verticale
della superficie conica inviluppante la sfera data, nel cerchio
del diametro ['f’ ; e prolungate le Af’, Af’ fino alla LM in
G',G’, sarh G'G’ I usse maggiore dell’ ellisse prodotta in tal
superficie conica dal piano orizzontale, che la sega; ed essa,
determinatone I usse minore corrispondente , si descriva nel
piano orizzontale , e sia la GpG’. E chiaro, che le tan-
genti comuni a questa ellisse , ed alla traccia bcd della su-
perficie conica proposta,saranno le tracce orizzontali di cia-
scun de'piani tangenti cercati ¢ ele verticali si determineran-
no congiugoendo col punto A glincontri di quelle con la LM.

487. Scor. Per determinar I’ asse minore dell’ ellisse
G’p G’ , si prolunghi la AO fino alla G'G’ in 1, pel qual
punto si tiri la AH’% perpendicolare alla AW, ¢ tra le AG/,

R
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AG’,e per essa si concepisca il piano perpendicolare:. a que'\-
1o del triangolo G’AG’ , che segnerh pella supe?ﬁcle coni-
ca il cerchio kpk , il quale incontrerebbe il perimetro del-
P ellisse G’pG’ , sezione prodotta nella stessa superficie co-
nica da un altro piano similmente perpendicolare a quello d'el
wiangolo suddetto (*),nella perpendicolare H'p ad un tal pia-
no , che sara perd una loro ordinata comune ?el punto. H,e
quindi assegnata. Or dividasi GG’ per meta in Q', e sia Qq
il semiasse minore dell’ ellisse G’ pG’ ; sard GH'G: Hp?
:: Q'G™: Q'¢’ 5 e per conseguenza la Q’g rimarra geome-

Aricamente assegnala .

SCOLIO rer LE DUE PRECEDENTI PROPOSIZIONT.

188. Le direttrici della superficie cilindrica data di sito
e della conica egualmente data nella 66,essendo
curve qualsivogliano, anche non definibili genm_etricamentc,
le tangenti comuni a ciascuna di esse , ed all'e!hsse s cl{e ot-
tiensi dall'analisi geometrica del problema, si tireranno 1n un
modo grafico, © sia meccanico.Ma se quelle sieno ancor esse
curve del second’ ordine, come piu facilmente pud aver Tuo-
go,ponendosi Ia superficie cilindrica, oconica data esser quel-
la del cilindro, o cono considerato negli Elementi,vi si potra
soddisfare in modo geometrico, e rigoroso prevalendosi delle
soluzioni di tal problema date dal Fergola rilevandola ‘dal-
Fanalisi algebrica (**) , e dallo Scorza per le vie della sm’te-
si ("**) con un’analisi geometrica di greca elega.nza.E si P u-
na , che Ialtra , dopo matura pooderazione , mi hanno fatto
desistere dal qui riportare , come da prima pensava,‘due al-
tre analoghe soluzioni dello stesso problema, I'una, ciog, col
metodo Cartesiano , I altra con ¥ analisi degli antichi ; poi-

s

pella pr.63,

(")'§. 25. Sez. Con. vol. IIL. Cors. geom.
(") Seziori Coniche analitiche §§.146 ¢ 297.
) Divinas. dell Analissi geomelrica degli antichi. probl.11.p.289.
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che tutto lo studio del geometra non eonsiste gia in accre-
scere soluzioni ad un problema comungque esse risultino , che
non sta in ¢id I’ aumento della scienza ; ma nmello. sforzarsi
di ottener le piu eleganti , e quelle: ritenere.

PROPOSIZIONE LXVILE,

PROBLEMA.

189. Tirare il piano tangente una superficie di
rivoluzione data di sito , ed un’ alera cilindrica si-
milmente data.

L’ asse della superficie di rivoluzione stabiliscasi perpen-
dicolare al piano di projezione orizzontale, sul quale si tra-
sferisca la traccia della superficie cilindrica proposta, se
mai era data in altro piano,determinando gl'incontri con quel-
1o de’suoi lati, bastando sol cinque di questi, nel caso, che tal
superficie fosse una curva conica(*).Indi si:esibiscala superfi-
cie cilindrica, con la generatrice parallela.a quella del cilin-
dro dato, tangente la data superficie di rivoluzione , e se ne
assegni la traccia orizzontale(lem.3.p.1).E chiaro,che il pia-
no tangentetal superficie-di rivoluzione, e’l cilindro dato deb-
ba risultar tangente questo, e la superficie cilindrica a quella.
circoscritta ; e perd, che la sua traecia orizzontale debba es-
ser tangente le tracce orizzontali di siffatte due superficie ci-
lindriche. Adunque condotta questa,o queslte se sien pi, si a-
vranno le tracce orizzontali di altrettanti piani tangenti , per
ogoun de'quali.si otterra la verticale corrispondente con asse-
gnare l'incontro con questo piano di projezione del lato di una
delle due superficie cilindriche,pel punto di contalto della sua
traccia con quella del piano tangente, e congiugnendo tal in-
contro con quello dove la traccia orizzontale incoutrava la co-

(') pr. &, Scz. Con., vol. 1. Corso geom.
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mune sezione de’ piani di projezione . E nou sarh pessibile il
problema , se alcuna tangente comune non possa condursi al-

le due tracce orizzontali delle superficie cilindriche , came
in taluni casi pud avvenire.

PROPOSIZIONE LXVIIL.

PROBLEMA.

1go. Tirare un piano tangente una superficie di ri-
voluzione data di sito, ed un’ altra conica simil~

mente data,

Si stabilisca I asse della superficie di rivoluzione perper--

dicolarmente al piano orizzontale , su cui trasferiscasi la
traccia della superficia conica proposta , se era data in altro
piano ; indi si descriva col vertice del cono un’ alira super-
ficie conica tangente l1a suddetta di rivoluzione, assegnando-
ne la traccia . E chiaro , che il piano tangente richiesto deb-
ba poggiare su queste due superficie coniche , che hanno il
vertice comune; e qnindi, che la sua traccia orizzontale deb-
ba esser la tangente comune alle tracce orizzontali di esse
superficie coniche . E la verticale corrispondente sara facile
ad esibirsi.

Lo stesse per ognuno de’ piani tangenti , potendo essi es-
scr tanti , quante le tangenti comuni corrispondenti alle trac-
ce orizzontali delle superficie coniche data , e descritta per
ausiliaria nella soluzione del problema: e questo non avra al-
cuna soluzione , se le suddette tracce non ammettano tan-

gente comune.
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LEMMA 1V. PROBLEMATICO.

191. Date di sito due sfere, circoscrivere ad esse, se sicno
uguali , una superficie cllindrica ,se disuguali una conica.

Parr.t.Sieno primieramente a.b [ flg.52.n.1.]le projezio-
Bi orizzentali de’ centri delle due sfere proposte uguali , del
raggio R, ed o/, &/, le verticali ; e sia fil punto ove la con-
giungente 1 loro centri , cioé I asse del cilindro da circoseri-
verle , incontra il piano erizzontale, che dovra essere il cen-
tro dell ellisse in cui Ia superficie cilindriea incontra un tal
piano , e sia la traccia di essa sul medesimo-; ed il semiasse
minore dell’ ellisse sarh R , il maggiore si otterra producen-
do fino alla LM in &’ la tangente comune a’ due cerchi de’
centri a’, b’, nel piano verticale , e da G’ tirando la per-
pendicolare G’g alla LM fino alla @b ; sard fg un-tal semi-
asse : sicché essa potra facilmente descriversi (*) . Laonde
essendosi esibita uma tal traccia della superficie cilindrica ,
il cui asse & dato di sito , sara questa data di sito (n.134.).

Panrr. 2.Sieno ora disuguali le sfere proposte de’ raggi P,
R, e P il maggiore, sicchi la superficie involgente le mede-
sime debba risultar conica , e sieno-a, b [ fig.52.n.2. ] le
projezioni orizzontali de centri delle medesime , o, &' le
vertieali .

$’ intendan esse segate da un piane verticale per la ad, che
vi segnera i cerchi gencratori. delle medesime , e due lati del
cono loro circoscrilto ; e sarh facile vedere , che facendosi
P —R:R::ab:bc, debba esser ¢ la projezione orizzon-
tale del vertice di quel cono , la cui corrispendente projezio-
ne verlicale si avrd projettando ¢ in ¢’ sulla o’ 4.

Or sieno QPC, QPC i laii superiore , ed inferiore se-
gnati nella superficie conica da quel piano verticale, ed ABC
Vasse del cono stesse, ¢ gueste tre rette incontrino la 4 in-

(") pr. 8. Sez. Cen, vel. HL. Corso geom
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definita ne’punti g,f,g , de’ quali il punto f & dato (pr.16.),
e ciascun degli aliri si determinera nel seguente modo . Es-
sendo nota laBC , €'l raggio della sfera del centro B , sara
pur dato I angolo in oui ciascuna delle due suddette tangen-
ti ¢’ inclina alla BC , che aggiunto , o talto dall’angolo ACc
risultera dato quello, che ciascuna di esse tangenti compren-
.de con la indefinita ac ; e perd i punti g , ¢ rimarranno de-
terminati , e quindi la gg , ch’ & I’ asse maggiore dell’ ellis-
se, ed & la traccia orizzontale della superficie conica in qui-
stione ; ed il punto medio O ne sara il centro. E projettati i
punti g, g, in G, G', congiunte le G'¢c”, G'¢” saranno que-
ste le corrispondenti projezioni verticali di quelle tangenti
stesse.

Che se pel punto {'s" intenda passare un piano perpendi-
colare all’ asse del cono, ciot alla Cf, produrra questo nella
superficie conica un cerchio, il cui raggio , come rilevasi dal
precedente ragionamento & dato. Ed essendo esso 1 ordinata
corrispondente nell’ ellisse sopraddetta , alla distanza data
Of dal centro O di questa , risultera perd ancor dato il se-
miasse minore della medesima , la quale poira perd descri-
versi nel piano orizzontale.

Laonde essendo, della richiesta superficie conica , data Ia
traccia orizzontale, e le projezioni ¢, ¢” del suo vertice, es-
sa sara data (n.732.)

192.Scor. Per mezzo di questo lemma rimane ancor riso-
luto , senza cambiar piani di projezione , il problema di ¢-
rare per un punlo dato un piano tangente due sfere date, gia
recato nella prop.61. , ove avvertasi, che non fu esposto il
caso particolarissimo delle sfere uguali, poiche intuitivamen-
te riducevasi a tirare dal punto dato una retta parallela alla
congiugnente i centri delle sfere date , e per questa un pia-
no tangente I’ una di esse.
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PROPOSIZIONE LXIX.

PBORLEMA.

193.Tirare un piano tangente due sfere, ed una
superficie di rivoluzione costante data disito.

Si circoscriva alle doe sfere date , se disuguali la super-
ficie conica , se uguali la cilindrica, che le involga(lem. pr.);
e poi si circoscriva alla superficie di rivoluzione la conica
col vertice quello della gia assegnata , o la cilindrica col lato
parallelo alla congiungente i centri delle sfere (lem. 3.) : il
piano tangente tali due superficie coniche, o cilindriche sa-
ra il richiesto.Sicch non vi sara bisogno per la dimandata
soluzione del problema , che I’ esibir graficamente la costru-
zione indicata.
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CAPITOLO X.

PUE PROBLEMI DE CONTATTL SFERICI.

194.A’ casi gia per incidenza considerati ne’ lemmi 2 e 3
pel contatto di superficie curve tra loro , aggiugnerd , a fin
d illustrare la definizione 19 con alcun esempio , che diret-
tamente la riguardi, la cestruzione grafica del principal pro-
blema de’contatti sferici, quello di descrivere una sfera , che
ne toechi quattro altre date di grandezza , e di sito , rilevan-
dola dall’ artifizio geemetrieo col quale fu da me risoluta
quest’ intera famiglia di problemi , che presentai al pubbli-
co fin dal 1809, che fu di nuevo ripredotta nel vel.I. de-
gli Atti della nostra Reale Accademia delle scienze , ed ora
il sara piii estesamente trattata , insieme a’ contatti circola-
11, nel vol. I1L. degli Opuscoli Matematici .

Aggiugnerd ancera al problema soprindicato I’ altro affi-
pe ad esso , della sfera diun dato raggio , che ne toochi tre
altre date di grandezza, ¢ di sito, dandene la soluzione geo-
metrica in deppio modo , per ciascur de’ quali ottiensi im-
mediatamente la grafica corrispondente , col solo eseguire in.
1al maniera le costruzioni in quella indicate. E poco appresso,
in questa stessa parte 1. del presente trattato , se ne vedra
altra costruzione ancor piit agevole nell’ esecuzione grafica ,
per mezzo de’lueghi alla superficie sferica , che riducesi al-
Ia semplicissima descrizione di tre cerchi nel piano de’ ccn-
tri delle tre sfere date.

S giovani si potranne poi da loro medesimi cenvenevol-
mente esercitare nel costruir graficamente gli altri proble-
mi de’ contatti sferici , camminando sulle orme delle corri-
spondenti soluzioni geometriche esibite ne’ soprindicati vo-
lumi . E di alcuni di essi ne vedranno anche le analisi , ¢

Geometria di Site 107

le geometriche composizioni nel luogo stesso poc’ anzi ac-
cennato .

DEFINIZIONE PEL SEGUENTE LEMMA.

3

195. Se nella base di un triangolo , ¢ dal punto medio di
essa prendasi una terza proporzionale in ordine alla semibase ,
ed alla semidifferenza dc’ lati , la perpendicolare clevata su
detia basc dall’ estremo di tal retta si diva Direttrice di quel la-
to verso del quale questa si ¢ presa .

196. Cosi la base AB [ fig.53.] del triangolo ADB si bi-
sechi in C, e presavi la retta CP terza proporzionale dopo
le due rette AC , ed '/a(DB—DA), si elevi ad AB dal pun-
to P la perpendicolare PS ; questa potra chiamarsi la diret-
trice del lato AD, il quale colla PS & dalla stessa parte del
punto G. E prendendovi Cp uguale a CP, ed alzata dal pun-
to p la ps perpendicolare ad AB , sara la ps direttrice del
lato DB , per esser le due rette ps , ¢ DB dall’ altra parte
del punto C, ciot amendue a destra di G, come si vede.

LEMMA I. FONDAMENTALE (*).

197. Sc diasi la base AB dcl triangolo ADB, ¢ la differen-
za de’ lati di esso DB, DA ; ciascuno di questi due lati avré
una data ragione alla perpendicolare abbassata dall angolo
verticale D sulla sua direttrice .

Din.Cas. 1. Col centro D , intervallo DA , che sia il mi-
nore de’ due lati del proposto triangolo , si descriva il cer-

(*) Un tal lemma si & detto fondamentale , perché base di tutte le so-
luzioni uniformi de’ problemi de contalti si circolari, che sferici dal
Fergola , e da me esibite .
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chio EVA, eTaltro lato DB si prolunghi insino alla circon-
ferenza in E , e si bisechi laBA inC , e la BV in G ; sara
AC : BG :: BG : CP ; e quindi BG’==AC X CP, e prenden-
do i loro quadrupli anche BV*=AB x 2CP. Cid premesso,
dal punto D si abbassi la DR perpendicolare ad AB ,evisi
prenda Cr uguale alla CR; sara la rimanente parte rB ugua-
le alla rimanente RA ; e quindi Ry, ch’ & differenza delle due
RB, 7B , sarh uguale alla differenza de’ due segmenti RB ed
RA della base del triangolo , ciot alla BH . Vale adirel' 8
2CR =BH , e BH — 2CP = 2CR — 2CP = 2PR.

Or per la natura del cerchio il rettangolo EBV & ugaale
all’ altro ABH . Dunque togliendo da essi rispettivamente il
quadrata di BV, ol suo uguale rettangolo di AB in 2CP,
come si & dimostrato precedentemente , resterd il rettangolo
EVB uguale all’ altro di ABin BH — 2CP, ciotdi ABin
2PR. E quindi sara EV a 2PR , cio?, prendendone le meta
loro, AD a DS, come AB aBV;la qual ragione & data .

Cas.2.L’ aggregato de’ due rettangoli EBV, BV® & ugua-
Je alla somma degli altri due ABH , ed ABX2PC, che a
quelli si sono mostrati rispettivamente uguali . Dunque sar3
9DBx BV = AB ( BH +42PC ) = AB ( 2CR +2PC ) =
ABx2Rp . E quindi stara DBadRp, o alla sua uguale
Ds, nella data ragione della base AB alla BV differenza

de lati. C.B.D.
LEMMA II. PROBLEMATICO.

198.Dato di posizione in punto B [fig.54.], ¢ la retta AH
terminata in W, inclinare da quel punto su questa retta la BC,
la quale stia al scgmento CH troncatone da essa su di quellx
in una data ragione , ciot come la retta m allaltra n.
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SOLUZIONE GEOMETRICA.

Prendasi He uguale ad # ; si congiunga la BH, e dal pun-
to ¢ si adatti sulla BH la c uguale ad m . Di poida B si
conduca la BC parallela alla ¢ ; sara BC a CH , come bc a
bH , pe triangoli simili BCH , 4cH , ciot come m ad .

SOLUZIONE ANALITICA.

Dal punto B si abbassi la BK perpendicolare alla AH ;
poi pongasi BH=a , HK=$, BK=¢, ¢ KC=z. Sara HG
=b—z,e BC=4/(c’+2*).E per le condizioni del
problema dovra stare \/ (¢’ + 2’ ) : b—z ::m : n ; onde
avrassi la seguente quadratica equazione

c’ +z’=l(b—-x)'
[ :

Che agevolmente potra ordinarsi , risolversi , e geometrica~
mente costruirsi . Ella intanto ha due radici, onde due pun-
ti dovranno rinvenirsi, quando il problema non sia impossi-
bile. E due punti anche rilevansi dalla precedente soluzione
geometrica , ma nella BH, come la figura il mostra . E da
essa rilevasi pure intuitivamente, chei due casi riduconsi ad
un solo , quando la m pareggi la perpendicolare da ¢ ab-
bassata sulla BH ; e sieno impossibili quando ne sia minore.

LEMMA III. TEOR. LOCALE

199. Tutti que’ punti da ciascun de’ quali abbassando le
perpendicolari su tre piani di sito che §'incontrano, queste ser-
binsi tra loro costantamente la stessa ragione , che le tre vetie
date m,n,r, debbono essere allogati inuna retia di sito).

SOLUZIONE GEOMETRICA.

Sieno MN, RS, TV [fig. 55.] , i tre piani dati di sito,
e sia primieramente X un punto dal quale abbassate sui due
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di essi MN, RS le perpendicolari BX, CX, sieno queste tra

loro come m ad =.

Si concepisca per Ia comune sezione RN di questi due pia-
ni, e per lo punto X condotto unaltro piano, nel quale si
prenda un qualsivoglia punto z, e si prolunghi la Xz, che
unisce quel punto con questo, fino alla RN in Z, e poi con-
giungansi le BZ, CZ. Finalmente dal punto z su’piani MN,
RS si abbassino le altre perpendicolari bz, ¢z, le quali 8
¢hiaro, che debbano cadere nelle BZ, CZ, ed esser guindi tra
loro come le BX, CX, ciot nella ragione di m ad n. Quindi
il piano RXN sara il luogo geometrico di tutt'i punti X,z,cc.
da'quali abbassate le perpendicolari su’piani dati MN, RS,
sieno queste tra loro come m ad n.

Similmente il luogo geometrico di tutti que’punti da’quali
abbassate le perpendicolari su’ piani RS, TV, sieno queste
tra loro nella ragione data di n ad r, si trovera essere un altro
piano di sito condotto per la TS. Duaque la comune sezione
di quel piano con questo sara il luogo geometrico di que’pun-
ti da ciascun de’quali abbassandosi le perpendicolari su'tre pia-
ni di sito MN, RS, TV, sono esse tra loro nella ragione delle
retie date m, n, r.

Cio posto ecco in qual modo restera determinato il sito del
luogo geometrico suddetto. Poiché tutti que’ punti da’ quali
abbassate le perpendicolari su i piani MN, RS, queste sono
nella ragione data di m ad » , debbono essere allogati in un
altro piano , che passa per la RN ; sia X uno di tali punti
[ fig.56.] , e si prolunghi la CX , una delle due perpendico-
ri , quella al piano RS , finché incontri I altro piano MN ;
sarh data la ragione di BX ad XN, per esser dato di specie
il triangolo BXN, in cui olire I angolo retto vi & dato I'an-
golo in N complemento di quello d inclinazione de’piani da-
ti : ma & anche data la ragione di BX a CX . Dunque & da-
ta la ragione di CX ad XN ; e sara percio dato il punto X
per dove passa il piano RXN [ fig.09. ] ; che percio un tal
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piano sarh dato di sito (*). E similmente determiuando il si-
to dell'altro piano, che passa per la TS, e ch’é il luogo geo-
metrico di que’ punti donde abbassando su i piani di sito RS,
TV le perpendicolari, queste sono nella ragione data din:r,
si vedra esser anche dato il sito della comuue sezione di que-
sti piani , cl’ & il luogo geometrico in quistione.

LA STESSA GRAFICAMENTE,

200.Si prenda per piano orizzontale I un de’tre piani dati,
esieno A’a,A’a’ [fig. 57.] le tracce su questo dell’ un de’ due
altri ; B’4, B’4” quelle del rimanente di essi: indi preso nella
LM un punto P’, le si elevi la perpendicolare P'p’ fino alla
traccia A'a’ , e questa dividasi in 2’ nella ragion data, in
cui rimaneva divisa, nella costruzione precedente, la perpen-
dicolare al piano, che or fa da orizzontale , prodotta fino al
piano aA’a’, ( ciot la ragion di CX : XN f£ig.56. ) congiunta
la A’z’, sara questa la traccia verticale del piano condotto
per la A’a, ch’t il luogo de’ punti da’quali abbassate al pia-
o di projezione orizzontale, ed all’ altro «A’a’ le perpendi-
colari , sien queste sempre I’ una all'altra come 7 : ». Simil-
mente preso un'altro punto Q’ nella LM, le si elevi la perpen-
dicolare Q’¢’, fino alla traccia verticale B'6’ del piano 6B'4"
e si divida la Q'¢” in y” nella ragione in cui rimaneva divisa,
nella costruzione precedente, la perpendicolare al piano di
projezione orizzontale , prolungata fino all’ incontro col pia-
no 5 B'4’, congiunta la B’y’ sara questa la traccia verticale
del piano 4 B’y”, luogo de’ punti donde tirate a quelli le
perpendicolari , sono esse nella ragionedim : »; el in-
tersezione de’ due piani aA’2’, bB’y” sara la locale cercata ;
ond’ & che , abbassate le perpendicolari R’ , s’S” alla LM ,
avrh quella per projezioni rispettive le 7S’, s"R”; e sarh gra-
ficamente csibita .

(") Poiché esso viene a passare per una retta , ad un punto di sito
(;ar. 23. ).
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9204. Scor. Sia ora , in un caso particolare , ciascun de’
tre piani dati perpendicolare al piano orizzolftale ) sul qua-
le sieno A’a , B'6 , C’c [ fig.58. ] le tracce rispettive dl ;as-
si; e le verticali venghino rappresentate dalle perpendicola-
ri A’a’, B’y , C'¢’ alla LM . E chiaro , che se pel’pul:to fs
intersezione delle A’a , B’5 si conduca la locale /f F s de’ pun-
ti, da’ quali tirate le perpendicolari al!e A a, B'b sieno que‘i
ste come m : n , sarh tal retta la traccia onzzo:l:tale di ,ql‘le
piano verticale,ch'® il luogo de’ punti analoghi rispetto a'pia-
ni a Aa’, b B’b’. Similmente, se dal punt(? gove intersegan-
si le tracce orizzontali a A’ , ¢C’ de’ piani corrispondenti si
tiri la ¢G’ locale de’ punti, da cui abbassate a qne!le le pe‘r—
pendicolari , sieno queste tra loro come m: r; sara essa la
traccia orizzontale del piano verticale, ch’2 1/1 luogo djs p,u'ntl
corrispondenti relativi a’ piaui aA’a’ , e C'c’ 3 E perd ! in-
tersezione de’ due piani verticali fF’f’, g G'g’, ciot la per-
pendicolare elevata , dall intersezione o delle loro tracce
orizzontali , a questo piano , sara la locale cercata.

LEMMA 1V. PROBLEMATICO.

202. Determinare in una reita di sito un punto , il quale
se congiungasi con un altro dato , ¢ dal n.zcdesimo & abb'am‘
la perpendieolarc su di un piano di sito , sia quella congiun-
genle inuna data ragione a questa perpendicolare .

SOLUZIONE GEOMETRICA.

Sia MN [fig.59.] il piano di sito , ed A il punto dato ; @
rappresenti O quel punto della retta di sito QO , dal (‘luale
abbassata sul piano MN la perpendicolare OP , e congiunta
1a OA , sien queste due rette tra loro nella data ragione
dim:n. .

S’ intenda condotta per la retta di sito QO un piano per-
pendicolare al dato MN , dovra in questo giacere la OF ;
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ed il triangolo POQ essendo dato di specie, sarh data Ia ra-
gione di OP ad 0Q . Ma & anche data la ragione di AO ad
OP; quindi sara pur data la ragione di AO ad 0Q,che com-
Ponesi da queste due : ond’ &, che il problema proposto ri-
ducesi ad , inclinare dal dato punto A , fuori della retta di
sito QO terminata in Q , a questa retta, la AQ, che stia al
segmento 0Q , che da essa ne tronca , verso il punto Q, in
una ragion data , cio al lem.m.

La sressa erAFicAMENTE.

203.Sieno SN, SN’ [fig.60.] le tracce del piano dato, el
piano verlicale di projezione passi pel punto dato A , la cui
projezione orizzontale A’ cadra nella LM : inoltre la retta di
sito sia perpendicolare al piano di projezione orizzontale in ¢ .
Tirata da o alla MN la perpendicolare o p , sara questa la
traccia orizzontale del piano, che passa per la retta di sito,
ed & perpendicolare al dato , e la verticale corrispondente
sara la perpendicolare dal punto R/, ove la poincontralaLM, -
elevata a questa nel piano di projezione verticale , la quale
incontri la traccia corrispondente SN’ del piano dato in #;
e projettato il punto p in P’, e congiunta la P/, sara questa
la projezione verticale dell’ intersezione pr’ del piano dato
coll’ altro pR’s’ condotto per la retta data , e nel quale e-
siste la perpendicolare a quello , che le si abbassa dal punto
richiesto . Inoltre se dal punto o tirisi alla LM la perpendi-
colare 00’¢’ fino alla P/, rappresentera ¢’ la projezione ver-
ticale del punto d’incontro della retta di sito col piano dato .
Adunque,se prendasi nella LM, dal punto 0, la 0’Q’ ugua-
le alla op, e giungasi la Q'¢; sara il triangolo Q’q’0’ identi-
co a quello , che nella soluzione geometrica era dinotato da
POQ [ fig- 59. 1 e perod otterrassi la ragione di OP : 0Q
rappresentata da quella di ¢'0": ¢’Q’; e quindi avrassi ancor
I altra di AO : 0Q.

Or espongasi separatamente la 0 A’ quanto la congiungen-
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te oA’ nella figura, e da’ punti 0,A’ elevinsi ad essa la Per—
pcndicélare 0Q uguale alla 0°¢’, ¢ la A’!'\ uguale alla A’A 5
indi si cerchi nella 0Q un punto 0, da cui condott? al punt(?
Ala OA, stia 0Q : OA nell’assegnata ragione, e pm.preudast
la 00 1;u||:\le alla 00 ; sarh o la projezione ver.uc.ale. del
punto cercato nella retta di sito , secondo le condizioni del
Jemma. Ed un tal punto rimarra perd graficamente assegnato

(pr.32.).
PROPOSIZIONE LXX.

PROBLEMA.

204. Date quattro sfere di granflezza , e di sito ,
descriverne un’ altra che le tocchi .

SOLUZIONE GEOMETRICA.

Sieno A, B, C, D [ fig.61.] i centri delle §fere d?le, ed 0
il centro di quella da descriversi , il qual si congiunga co
centri delle date , per mezzo delle OA ,OB,OC?OD, e si con-
ducan pure le AB, AC, AD. Cio posto, nel tnaflgo‘o AOB:
essendo data la base AB , e la differenza de’ lati BQ , 0:1\ ;
sara dato il punto E della base, per dove passa la direttrice
EF del lato AO (195), e quindi la ragione di un tal lato a.I‘-
Ia perpendicolare OF, che cade srxlla EF (Iem.'/I ) - E ]}]m::];o
se facciasi passare per laEF un piano perpendicolare a a | ,
un tal piano sara dato di sito (pr.82.); e la perpend}co a-
re OF alla EF essendo anche perpendicolare z:\d esso piano ,
sara pur data la ragione di AO alla pe\rpe‘endxcolare OI“‘ dal
punto O ahbassata su questo piano . Similmente dovra es-
ser data la ragione di AO alla perpendicola-re OH , che dal
punto O si abbassa su quel piano perpendicolare all:f AC,
il quale passa per la direttrice GH del la%o AO nel triango-
lo AOC ; ¢ cosi pure ¢ data I altra ragione della AO alla
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OL , che dal punto O si abbassa perpendicolarmente a quel
piano normale alla AD, condottole per la direttrice KL del
lato AO nel triangolo AOD . Quindi risultera data la ragio-
ne delle tre perpendicolari OF, OH , OL ; e percio il pun-
to O sara allogato in una retta di sito (lem.3. ). Ed il pro-
posto problema si ridurra ad inclinare dal dato punto A a
questa retta di sito la AO, sicche abhassata dal suo estremo
O su quel piano , che passa per la EF , la perpendicolare
OF , sia data Ia ragione di AO ad OF , ciot al precedente
lemma problematico .

LA stEssa GRAFICAMENTE COSTRUITA.

205. Prendasi per piano di projezione orizzontale quello
condotto pe’ centri A,B, C [ fig.62.7 di tre delle sfere date,
e passi il verticale per quello D della quarta sfera, e per
1" altro B dell’ una delle precedenti, prendendo quella , che
faccia risultare i centri A , C delle altre due da una medesi-
ma parte della comune sezione LM de’ piani di projezione ;
ed abbassate da’ punti D, A le perpendicolari DD’, AA’ al-
la LM, si cougiungano le AD’, A’D , che saraono le proje-
zioni della congiungente AD nello spazio i centri deile sfere
A, D; ed uniscansi pure le AB , AC.

Sia inolire O il centro della sfera richiesta ,  supposte
congiunte le OA, OB, OC, OD, saranno dati nelle basi AR ,
AC, AD de’ triangoli AOB , AOC , AOD i pmii F | G| K,
per dove passano le direttrici dello stesso loro comune lato
AOQ, de'qualii due E, G assegnati come nella definizione al
n. 195 appariscono effettivamente segnati nel piano orizzon-
tale , e dell’ aliro K, ch' e nello spazio si otterranno le pro-
jezioni nel seguento modo. E chiaro che le AD, AV risulting
similmente divise dalle perpendicolari da’ punti deil’ una ah-
bassate sull’ altra, ¢ perd otteuuto il punto K nella AD, con
la proporzione indicata nel #.195 , per averne la corrispon_

dente projezione orizzontale , bastera dividere Yo AD’ i 4
*
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proporzionalmente ad AK , KD ; indi abbassata da k sulla
LM Ia perpendicolare kK’ prodotta fino alla A’D, sarh & la
corrispondente projezione verticale del punto K . Adunque
saranno ancor dati di sito 1 piani, che per le anzidette diret-
trici del lato AO , e pero pe’punti E, G, K, si condncono
perpendicolarmente alle rette AB, AC, AD, de'quali i primi
due , risultando verticali , hanno per loro tracce orizzontali
le stesse rette EF, GH, per verticali corrispondenti le per-
pendicolari elevate alla LM da’ punti F, H; e quelle del
terzo piano, cioé del perpendicolare alla AD in K, senza né
men ricorrere alla costruzione della prop.32 , si assegneran-
no nella seguente facilissima maniera , cioe. Dovendo un tal
piano intersegare quello del triangolo ADD’ in una retta Kn
perpendicolare alla AD , sara retto I angolo AKn , e perd
assegnando la Kz terza proporzionale in ordine ad Ak ,e
k&, osia K'k’, che sono date, si otterra il punto , per do-
ve passa la traccia orizzontale di quel piano ; e questa ver-
ra rappresentata dalla perpendicolare »N” alla AD’ (88) ; e
la verticale sara la N'z” tirata da N’ perpendicolarmente al-
la A'D.

Or essendosi graficamente assegnato il sito di questi tre
piani, sara similmente determinabile la retta di sito , ch'e il
luogo de’punti da ciascun de'quali abbassate le perpendico-
lari su di essi,queste risultino in date ragioni tra loro (200);
e potra ancora graficamente assegnarsi in questa il panto ,
che congiunto con A, ed abbassata dal medesimo su di uno
de’ piani , quello EF’f”, la perpendicolare, stia la congiun-
gente a questa perpendieolare in data ragione ( lem.4. ). Ed
un tal punto & precisamente il centro O della sfera cercata ;
che rimarra quindi graficamente assegnato.
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PROPOSIZIONE LXXI.
PROBLEMA.

206. Descrivere una sfera di un dato raggio la
quale tocchi tre sfere date di grandezze , e disito.

SOLUZIONE GEOMETRIEA.

I centri A,B,C [ fig.63.], delle tre sfere date congiungan-
si tra lore, con le AB,AC,BC, e con quello O della sfera dx
descriversi, per le OA ,0B,0C ; saranne dati di site i piani,
che passano per le direttrici EF,GH del lato AO e’ triangoli
AOB,AOC, i quali piani essende perpendicolari alleAB , AC
pe’puntiE, G, risultano verticali , e quindi facilmente asse-
gnabili. Come pure sara dato quell'altre piano verticale, che
passando per la direttrice KN del lato CO nel triangeleCOB,
incontra perpendicolarmente la CB base di questo in K . Or
son date le ragioni della AO alle perpendicolari tirate da O
su’ piani verticali per le EF, GH ; ed & pur data la ragione di.
AO a CO, per esser data ciascuna di tali rette, risultante dal
raggio di una delle sfere date intorno a’centri A,C, e da quel-
lo pur dato della sfera da descriversi ; come anche I altra
di CO alla perpendicolare, che da O si tira al piano verticale,
che passa per la direttrice corrispondente ad un tal lato nel
triangolo BOC . Laende sara data ancor la ragione di AO a
questa perpendicolare ; e perd saran date le ragioni delle tre
dette perpendicolari tra loro. Dopo di che la soluzione pro-
cede del tutto come quella del problema precedente.

ALITER.

207.Dal centro O [fig.64.] della sfera da descriversi s’ in-
tenda abbassata sul pianoBAC delle congiungenti i centri del
le tre sfere date la perpendicolare Qo, ¢ dal puato o alleAR,
AC s intendan tirate le perpendicolari oE, o T
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E poiche [fiy.64] AO*— OB’ = Ao* — oB* , e quindi ad
AE*— EB-*, sarh data la differenza AE’— EB’, che dicasi
M?; e perd sari dato il punto E nella BC. Imperocché essen-
do AE’— EI" = M’, sarh AB X (AE—EB) = M, e percid
AB: M:: M : AE — EB. Laonde sara data la AE — EB, e
per conseguenza il punto E . Adunque si saprala locale Eo
del punto o.

E determinando similmente 1 altra locale Fo dello stesso
punto o, si fara noto il punto o, per conseguenza la oE ; e fi-
nalmente I’altezza 0O della piramide si otterra dall’ipotenusa
AO data, e dal dato cateto Ao. g

208. Scor. La costruzione grafica corrispondente alla pri-
ma soluzione geometrica del presente problema si esegue,del

pari che questa , analogamente alla costruzione grafica del
problema delle quattro sfere; ed ancor pii facilmente,non es-
sendo bisogno della costruzione ivi indicata, per assegnare il
terzo piano di sito perpendicolare alla BC in K , che qui &
ancor esso verticale . E cid mostra le feconditi del principio
rinvenuto dal Fergola per I uniforme soluzione de’ problemi
delle Tazioni, e da me esteso a’ contatti sferici . E potra an-
cora simplificarsi I'andamento della presente costruzione, nel
ricercare le locali de’punti, da’quali abbassando su’tre piani
di sito le perpendicolari , sieno queste in ragioni date , ope~
rando come vedesi nello scolio al #.201.

L’ altra costruzione grafica , per la seconda soluzione di
sopra recata , si riduce all’ elementarissima esibizione di un
punto, di cui v’ & data la projezione su di un piano, e la cor-
rispondente altezza .
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CAPITOLO XI.

DEGK: ENCONTRI BI UNA RETTA DI SITO CON UNA SUPERFICLE
SIMIEMENTE DATA.

209.Dovende trattare I argomento delle intersezioni delie-
superficie curve , donde non solamente ritraggono grandissi-
mo vantaggio la Prospettiva, la Gnomonica, I' Arohitettura ,
e le costruzioni in generale , ma I astratta Geemetria anco-
ra, per que’ problemi, che de’ luoghi alla superficic abbise-
gnano per la lore soluzione , e de’ quali alcun esempio re-
cheremo in appresso ad illustrare il presente argomento, ab-
biamo stimato conveniente all’'ordine scientifico elementare il
dividere tal materia in pit capitoli. E nel primo di essi, chi’e
il presente , tratteremo degl incontri di una linea retta di
sito con una superficie cilindrica , conica , o di rivoluzione ,
data anche di sito, tralasciando il caso semplicissimo dell'in-
contro col piano ; poiche gia considerato nella prop.30.

Nel seguente capitolo esporremo le intersezioni delle su-
perficie stesse con un piana di sito , ove cadra in acconcio-
considerare alcune specisli principalissime affezioni di tali
intersezioni , non solamente utili alle presenti ricerche , per
agevolarne le costruzioni in taluni casi speciali ; ma ancora
spesso oceorrenti in altri geometrici problemi . Le costru-
zioni , che espongonsi in questi due capitoli dovevano ap-
parir separalamente in una trattazione elementare di Geo-
metria di silo , costituente la parte di essa conosciuta per
1a Geometria descrittiva ; poiché esse non sono si sempliei ,
e si immediatamente eseguibili , che si potessero , senza de-
trimento dell’ eleganza geometrica , incastonare ne’ lnoght
ove occerrevauo . E del ripiego da noi adottate si vediis
subito 1l vantoggio , nelle ricerche seguenti delle stesce o
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gomento . Formeranno il soggetto dell’ altro capitolo le in-
tersezioni delle superficie cilindriche , e coniche tra loro .
E finalmente dell’ ultimo di essi , il XIV , quelle delle sn-
perficie di rivoluzione costante tra loro, e con le cilindriche,
¢ coniche .

Le altre materie di complemento riguardanti 1’ argomento
medesimo , saranno recate ne’ loro proprj luoghi della par-
te 11. del presente trattato . E quivi, ed in tutto quello che
ora esporremo , si vedranno , per le vie della pura Geome-
tria rilevate molte ricerche,ordinariamente trattate con la mo-
derna analisi pura a ire coordinate;; il che riescira utilissimo a
comprovar queste , e corredarle della corrispondente costru-
zione grafica , senza la quale esse rimanevansi sterili, ed a-
stratte considerazioni . Sta il perfezionamento delle Mate-
matiche nella corrispondenza continua di questi due grandi
mezzi , ch’ esse posseggono per I’ invenzione ; ed il privarsi
dell’ un di essi , dando tutto all’ altro , I'& come di chi pre-
tendesse volarsi meglio, e piut sublime, tarpando I’ una delle
due ali , ed impiumando di piu I’ altra .

PROPOSIZIONE LXXII.

PROBLEMA.

210.Costruire gl incontri di una data retta di si-
10 , con una superficie cilindrica similmente data.

Rappresenti abc [fig.65.] la traccia orizzontale della su-
perficie cilindrica , la cui retta generatrice abbia per proje-
zioni le 41, B'd’ ; e sieno cf; E’f’ le projezioni, orizzontale
e verticale , della retta di sito , il cui incontro col piano o-
rizzontale sia il punto ¢ (pr.16.): e preso in essa un qualun-
que punto, le cui projezioni sieno f; {”, s’intenda per questo
tirala una retta parallcla alla generatrice della superficie ci-
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lindrica (pr. 37.) ; e ne sieno f'G’ , fg le corrispondenti
projezioni , e g il punto ov'essa incontra il piano orizzonta-
le ; congiunta la ¢g , sarh questa la traccia orizzontale del
piano condotto per la retta data , e per la parallela tirata
dal punto F di essa alla generatrice della superficie cilindri-
ca, nel qual piano dovendo avvenire I’ incontro di quella ret-
ta con questa superficie , se mal sia possibile, esso dovra a-
ver luogo , com’ & chiaro, nel lato, che passa per un punto
ove la g e incontra la traccia abc ; di tal che tanti saranno
gl incontri della retta con la superficie cilindrica, quanti
saranno i puati a : e laddove la g e non interseghi la traccia
abc ,larelta proposia non incontrera la superficie cilin-
drica . Laonde per determinar ciascuo di tali incontri, bi-
sognera assegnare quelli del lato , che n2ssa per un punto a,
di cui sono date le projezioni a’k, A'Y’, e la data retta di
sito ( pr. 18.).

Ed il presente problema rimarra per tal modo compiuta-
mente risoluto.

PROPOSIZIONE LXXIIL,

PROBLENA.

211.Costruire I’ intersezione di una data retta di
sito con una superficie conica ancor data di sito.

Sieno abd [ fig.66.] la traccia orizzontale della superficie
conica , ed a, a’ le projezioni del suo vertice ; cf, E'f" quel-
le dellaretta di sito , che incontri il piano orizzontale in e
(pr.16.) ; .e preso in tal retta un qualunque punto F , le cui
projezioni sieno f, f*, congiungansi le fa , f’a’ , che saran-
no le projezioni della congiungente un tal punto col vertice A
del cono, e questa incontri in g il piano orizzontale(pr.16.);
sard eg la traccia corrispopdente di quel piano , che passa
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per la retta proposta, e per questa congiungente, e quindi pel
vertice det eono , nel quale dovendoe accadere gl incontri di
quella retta con la superficie conica , essi avranno luogo in
que’lati, che passano per gl incontri della traccia orizzonta-
Ie di tal superficie con quella eg del piano anzidetto ; e tan-
ti saranno quegl’ incontri , quanti questi, o non ve ne sark
alcuno se la eg non incentri affatto la curva c4d . Adunque
se Fun di questi punti & si projetti verticalmente in B’, e con-
giungansi le ba, B'a’ ; gl incontri 4 , 2’ di queste rispet-
tivamente con le projezioni della retta data , saranno le pro-
jezioni di un incontro di essa con la superficie conica , e co-
si degli altri , se abbian luogo .

LEMMA

212 Se una superficie di rivoluzione seghisi con un piano.
parallelo al suo asse ; la sezione dovra esscre una curva si-
mile alla generatrice.

Sia BCA [ fig. 67. ] la generatrice della superficie curva
nel piano condotto per I’ asse OA , e pel diametro LOC del
cerchio BDCB , che ne rappresenta la direttrice per un qua-
lunque punto O dell’ asse ; ed il piano segante passi per la
retta bc parallela alla BC, producendo in quella superficie la
eurva bac.

Si tiri I altro diametro DOE perpendicolare alla b¢c, che
la bisechera in 0 ; e per le DOE , OA s intenda condotto il
piano DAC, che segnera nella superficie proposta 1" altra
generatrice DAE identica alla BAC, e nel piano éa ¢ la retta
ao perpendicolare alla boc in 0, e ehe sara T'asse della cur-
vabac, ed a il vertice di questa , per cui conducasi la aF
parallela alla OE.

Cio posto , qualunque sia la natura della carva DAE , la
sua ordinata OE, ed il quadrato. di questa dovra risultar sem-
pre, nel medesimo modo, dall’ ascissa OA , o da una sua po-
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tenza con altre quantita date combinata ; e perd nellidentico
modo dovra risultare la differenza de’quadrati delle O, Fa
nella differenza dell'ascisse OA,AF, ciot nella OF, o sia oa;
vale a dire la differenza de’ quadrati delle OE , Fa, o pure
0o,ciot il rettangolo DoE, o sia il quadrato di 40,sara rap-
Presentato nella oa in modo identico a come & rappresenta~
to il rettangolo DOE , o sia il quadrato di BO, nella OA.

Laonde le ordinate della curva bac essendo rappresenta-
te nelle loro ascisse nell’ identica maniera , che quelle del-
la curva BAC ; tali due curve dovranno esser simili.

ALITER.

213. Volendo adottare in tal dimostrazione il linguaggio
degli analisti,essa rimarrebbe nel seguente modo abbreviata.

Per la natura della curva DAE, o BAC, le OF , Fa sono
funzioni simili delle OA, AF, e cosi i loro quadrati ; onde
la differenza de’ quadrati delle O, Qo ciot il rettangolo
DoE, o il quadrato di 4o risultera ancora una simile funzio-
ne della differenza delle ascisse OA , AF , ciot della wo ; e
quindi le ordinate BO , b0 nelle due curve BAC, bac ri-
sultando funzioni simili delle ascisse corrispondenti AO, a0,
esse curve saranno simili.

214. Scor. Per maggiormente illustrare il presente lem-
ma , suppongasi la generatrice ABC esser una parabola del
parametro P : il rettangolo DoXl , o sia 60%, sarebbe in tal
caso risultato uguale al rettangolo di oa in P, ciot Ia curva
bac sarebbe un’altra parabola dello stesso parametro , e pe-
ro identica a quella.

Che se la generatrice BAC fosse stata un'ellisse intorno al-
V'un de'semiassi AQ, tal che OF ne sarebbe stato I’ altro; si
vede , che i rettangoli di DO in OE | e di Do in oE, o sia
1 quadrati di BO, 6 o risulterebbero come gli altri delle OA,
oa ;e pero le due ellissi simili tra loro.

Lo stesso per le iperboli , sia che la rivoluzione avvenisse
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intorno all’ asse primario , o al secondario, da generare per-
€io il conoide iperbolico , o il cilindroide .

PROPOSIZIONE LXXIV.

PROBLEMA.

215.Costruire gl'incontri di una retta di sito con
una superficie di rivoluzione costante ancor data di
sito .

L’ asse della superficie data prendasi perpendicolare in O
[ fig-68.] al piano di projezione orizzontale , ed il verticale
sia quello , che passando per un tal asse & parallelo alla ret-
ta di sito (pr-39.) , le cui projezioni sieno perd la p’q’, e la
P9g parallela alla comune sezione LM de’ piani di projezione;
ed essa interseghi il cerchio B'EC’ segnato dalla superficie
di rivoluzione nel piano orizzontale . Sia inoltre B'AC’ la
generatrice della superficie data nel piano verticale .

Or s’ intenda condotto per la p g il piano parallelo al ver-
ticale di projezione , seghera questo la proposta superficie in
una curva simile alla B'AC’ (lem. prec.) ed identica alla sua
projeziope verticale ; ¢ questa si descrivera facilmente nel
seguente modo. Da’ punti p, ¢, abbassando le perpendicolari
PP, ¢Qalla LM, sara P’Q’ I ordinata di essa curva pel
punto O, e T ascissa corrispondente si otterra prendendo
sulla LM, dal punto O, la OH’ uguale alla Qo , elevan-
dole da H' la perpendicolare H'Z’ , e pel puato %’ ove que-
sta intersega la curva B’AC’ tirando la parallela alla LM, il
punto ¢’ ove questa intersega la AO, sarh la projezione ver-
ticale del vertice di tal curva, la quale si descrivera per pun-
ti nel modo assegnato nel n.4.29 , se pure, essendone cono-
sciuta la natara , non si abbia qualche mezzo meccanico da
descriverla con un movimento continuato. E descritta una tal
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curva P'a’QY, identica a quella effettiva di sezione , che gli
& parallela , e nel cui piauo esiste la retta data di sito ;i
punti ', » ov'essa rimarra intersegata dalla projezione Py
di tal retta , saranno le projezioni corrispondenti de’ punti
d’incontro di essa con la superficie proposta di rivoluzio-
ne. Laonde projettati i punti /, ' sulla pq in r, = nel pia-
no orizzontale , si avranno de’ medesimi le corrispondenti
projezioni orizzontali ; ond’ & ch’ essi rimarranno grafica-
mente assegnati .
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CAPITOLO XII.

DPELLE INTERSEZIONI PI UN PIANO CON UNA SUPERFICIE
CILINDRICA , CONICA, O DI RIVOLUZIONE COSTANTE.

e ———

916. Per la materia del presente capitolo , occorrendo al-
cune verita altrove non dimostrate, le recheremo in tanti teo-
remi , che saranno ancora utili ad altre ricerche; ond’ & che
il trovar qui essi un luogo a proposito , riesce ancor van-
taggioso per I’ invenzione geometrica.

TEOREMA 1.

247. Le sezioni prodotic in una superficie cilindrica da
piani paralleli , sono tulte identiche tra loro.

Cio sebbene chiaro della genesi della superficie cilindri-
ca, polra anche dimostrarsi nel scguente modo.

Sieno ABCD , abed [ fig. 69.] due sezioni prodotte in
una superficie cilindrica da piani paralleli , ed A, B, C. ..
a,b,e...gliestremi corrispondenti in esse di tre lati di
quella ; congiunte le CB,BA ; ¢, ba , dovranno queste
risultar rispettivamente uguali , ciok CB=cb , AB = ab;
ed inoltre sara I' angolo ABC = abec (15.ELXL) . E co-
si continuandosi per altri lati in seguito , verranno ad iscri-
versi in tali sezioni due poligoni , i quali svanendo nelle
medesime, quando ipunti A, B, C, e gh altri corrisponden-
tia,b,c..suppongansi prossimissimi; ne segue , che
ancora le sezioni ABCD , abcd debbano essere identiche.

218. Cor. Quindi ogni sezione prodotta in una superfi-
cie cilindrica, da un piano parallelo a quello della sua trac-
¢ia , dovra risultare idenlica a guesta .
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219.Scor..E se la generatrice fosse perpendicolare a tal pia-
no, la projezione su di esso di qualunque sezione prodotta da
piani paralleli al medesimo,sara la stessa traccia della super-
ficie cilindrica : ma se quella sia obbliqua al piano di pro-
jezione , per assegnare su questo quella delle sezione pro-
dotta nella superficie cilindrica , bastera abbassare da un
punto qualunque 4 [ fig. 69. ] della sezione abed la per-
pendicolare 4K sul piano della direttrice ABCD , e congiun-
to I altro estremo B di quel lato, che passa perd , ed &
nella traccia della superficie proposta , col punto K piede
della perpendicolare suddetta , prolungar la AK , finche Kk
pareggi BD corda nella direttrice ABCD corrispondente al
punto B . Indi tirata per un qualunque altro punto A della

" ABCD la AX parallela alla BY, e presa da essa la AP = BK,

si tagli sulla medesima, dal punto P, la Pp uguale alla
AE corda corrispondente nella traccia ABCD ; la curva che
passa pe’ punti K, k , e per tutti gli aliri P, p cosi determi .
nati sara la projezione cercata dalla sezione abcd.

Teorema 1L

220. Comunque seghisi da un piano una superficie cilindri-
ca , la sesione , che vi si produce & del genere stesso della di-

rettrice di quella superficic .

Rappresenti ABCD [ fig. 70. ] la direttrice della superfi-
cie cilindrica, ed AH la retta generatrice di essa; e sia RQP
il piano segante, il quale incontri quello della direttrice nel-
la retta QP; ¢ sieno AadD , BbcC due piani paralleli con-
dotti pe’ lati della superficie cilindrica , i quali interseghino
il piano PQR nelle QR,ST, ed il piano della direttrice nelle
QD,SC ; risulteranno simili i triangoli QDd,SC¢,QA4,SBb,
e perd le ordinate AD , BC nella curva ABCD saranno pro-
porzionali alle corrispondenti ad , 4c nella sezione abed.
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Laonde da ciascuna della prima si passers a ciascuna corri-
spondente della seconda moltiplicandola per un rapporto , o
cofficiente costante 7 , il quale non alterando in alcun mode
il grado , e la forma dell’ equazione alla prima curva ABCD
ove per la y vi ¢’ introduca la ny, farh si, che la nuova equa-
zione corrispendente alla curva abed le sia anologa, e perd
questa della stessa natura , che 12 ABCD. .

221. Scor. Adunque tutte le sezioni prodotte da piani
in una superficie cilindrica debbono esser curve dello stesso
genere . E perd se una tal superficie avesse avuta per diret-
trice un cerchio , le sezioni dovranno essere ellissi di diver-
sa grandezza (*), e quelle prodottevi da piani paralleli iden-
tiche tra loro; né potranno esservi altre sezioni circolari, che
pel solo cilindro obbliquo , come or ora mostreremo . E nel
caso che il cilindro sia a base ellittica le sezioni prodottevi
potranno essere ancor ellissi , o pur cerchi . Sul qual propo-

sito stabiliremo i seguenti teoremi necessarj a dilucidare que-

sto argomento , che non solamente pud occorrere in ricerche
geometriche ; ma serve in varie applicazioni della Geometria

deseritiiva .
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922. In un cilindro retto a base cireolare non vi pud esse-
re alcuna scsione, che sia cerehio, oltre ke parallele alla base.

Tmperocch rappresenti AB[fig.77.] quel diametro del cer-
chio ABC , base del cilindro , ch’ & perpendicolare alla trac-
cia QP del piano segante PQR,nel piano del cerchio, sara ab
un diametro delle sezione corrispondente ad AB , il quale &
sempre maggiore di quello, che gli & perpendicolare nel pun-
to medio o , projettato nel centro del cerchio,e ch’ & quanto

() Rimangono da ¢id comprovate lc costruzioni de’ problemi 65, 67,
¢ lemma 1v. al 0. 191,
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il raggio di esso cerchio. Adunque una tal sezione non potra
essere , che un’ ellisse (221) dell’ asse maggiore ab , e del
minore quanto il diametro del cerchio base .

123.Cor. E si vedra facilmente , che I asse maggiore di
quell’ ellisse stia al minore, o al diametro AB del cerchio ,
che e rappresenta la projezione , come il raggio trigono-
metrico al coseno dell’ angolo in cui inclinasi il piano segan-
te la superficie cilindrica a quello della costei base.

Il che potra servire a sceglier tali piani seganti le super-
ficie cilindriche a direttrici circolari , sicche le projezioni
risultino cerchi . ’

TEOREMA IV.

224. Nel cilindro a basc ellittica possono aver luogo per
ogni punto dell’ assc , due sezioni circolar:,

Cas. 1. Sia esso primieramente retto , e rappresenti ACB
[fig.72.n.4.]1a semiellisse direttrice della superficie cilindri-
ca, col semiasse maggiore OC , ed AB4a il piano normale
condotto per I’ asse minore AOB, al quale dovra risultar per-
pendicolare quello,che produca in essa una sezione circolare,
se mai ve ne abbia, affinche i piani verticali, condotti per le
ordinate ED dell’ ellisse diretirice, dieno le ordinate corri-
spondenti nel cerchio perpendicolari al diametro di esso, che
risultera dallintersezione del piano segante col piano ABba.
Or preso nell’ asse della supcrficie cilindrica un qualunque
punto o, si descriva da questo col raggio quanto OC il cer-
chio a’b ¥'a, il quale interseghera i lati Aa, Bb ne punti a,
&, a'y b ; poiche il raggio OC & maggiore di OB , cioé della
distanza tra Oo, ed Aa, Bb : ed @ evidente, che i piani con-
dotti per le ab , a’6" perpendicolarmente a quello per le
A a , B} debban produrre nella superficie cilindrica propo-
sta due sezioni circolari.

9
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E tal costruzione non potendosi effettuare per qualsnv;:-
gliano Que diametri dell’ ellisse , poiche non yosu‘ad a;ng:l) o
yetto , come avviene pe’ soli assi, ne segue, cheo tr§ e “i
gid deite sezioni circolari , ¢ le parallele ad esse (247) , no.

ene altre .

SCsi:?;sSs::vora obbliqua la superficie cilindrica propo;ta,

« & intenda segata da un piano pel punto 0 [fig. 72. n. 2.]

perpendicolare a quello della sezione per I’ asse ABba , il

quale dovra produrre pella superficie cilindrica un’ altra se-

itti ra er cerchio in un ca-
zione ellittica A’C'B’, che potra pure ess

i ii ili bliquo
: d dosi il proposto cilindro ob
A o romed ; to rientrera in quella del

a retto , la dimostrazione dell’ assun

caso 1.

TEOREMA V.

i 1 iani leli ; le
295, Segando una superficic conca con piant paralleli ;
sezioni risulteranno curve simili tra loro.

Una tal verita risulta anche dalla genesi della superficie
conica ; e pud pure dimostrarsi nel seguente modo.
2

i i ficie co-
Si RB, RC [ fig.73.] tre lati della superficie
e ol ince o il perimetro di una delle sezioni pa-

punti A, B, C, quello dell’ altra in @
c. e giungansi le AB, BC, ab, b¢, rislflteram!o queste ri-
z;)e;livfmengt:nparallele d 6.El.XI'.) ,egh angol‘x A(;3C,l ;i[;ic
uguali (15.EL.X1); ed i triangoli BRG, br¢ essendo 5 Ol,i
sara AB: ab :: RB: Ré . Ed essendo, per gli altri trfatblg M
simili RBC , Rbc, RB: Ré :: BC:bc; si avra BA: a‘;:
BC :bc , e permutando BA : BC.:: bfu the. E l'o stesso c(;la
tinuandosi a dimostrare per alm. lat} successivi tirali ne ,
superficie conica , risulteranno 1scnt.n ne\l? clfrve sezui):_
ABCD, abcd due poligoni equiangoli , ?c}).lat'n pro[l)-orz >
pali intorno agli angoli uguali , e perd simili ; i quah sv

nica, 1 quali incontrin
s 9
rallele fatte in essa ne
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nendo in quelle curve , quando que’ lati suppongansi evane-
scenti , ne risultera , che sieno queste ancor simili tra loro.

226. Cor. Adunque le sezioni prodotte in una superficie
conica da piani paralleli a quello ov’ & segnata la traccia ,0
direttrice di essa , saranno curve simili a tal traccia. Ed esse
8i descriveranno facilmente nel piano di questa, col mezzo del
cor. al #.129, ¢ nel modo, che verra specificato qui appresso.

227.Scov. 1l piano della sezione abcd paraliela alla trac-
cia ABCD della superficie conica, il cui vertice sia R, incon-
tri I’ altezza RR’ di essa in 7, & chiaro , che condotta da R
una qualunque inclinata R’B alla traccia ABCD), e congiunto
il lato RB , e la +'6 , debba stare R'B: #' :: RR’ : R".Cio
posto , se facciasi RR’ : R+’ :: R'B: R’ :: R'D : R'd’, i
punti &', d’, e tutti gli altri in tal modo determinati , si ap-
parterranno ad una curva simile alla ABCD (cor. al n.129),
ed identica alla abcd, di cui ne sara anche Ia projezione sul
piano della traccia ABCD.

PriNcIPIo PEL SEGUENTE LEMMA.

228.Due curve di diversa natura non possono ma: , ravvi-
einandosi co’ loro perimetri | confondersi  una nell’ altra .

Drvvcro. Imperocche essendo esse di diversa natura, non
potra mai I’ una scambiarsi nell’ altra pel semplice ravvici-
namento ; sicché, per un esempio , essendo I un4 intersega-
bile da una retta nel numero = di punti, I altra nel numero
n + m ; quella avvicinandosi a questa potesse acquistare di
piit quel numero m d’ intersezioni , che erano ad essa in--
compatibili .

O pure essendo I’ cquazione dell’ una di esse al grado =,
I altra al grado # + m , I una non potra mai acquistare da
se quel numero m di piit di dimensioni , né perderle questa,
sicche giugnessero ad essere identiche , ¢ quindi a svanire

1 una nell’ altra .
XN
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929.Con. Laonde ogni qual volta due curve possano in il
qialuwqire modo pervenire & confondersi , esse non potran-
o ®stere, che della stessa natura, come avviene delle diver-
we curve segate in ura superficie cilindrica (teor.2.n.220).

rgoneMa VI

280. Comunque seghisi con un piano una superficic coni-
ca, la sezione & sempre della sl natura, che la diveirice.

1l piano PQS { fig. 74.] segando la superficie conica
RACB, che ha per direttrice la curva ABG, nel piano TQS,
vi produca le sezione abc ; & chiaro , che , intendendo ri-
volgersi il piano PQS iutorno alla comune sezione QS col
piano TQS , finché coincida con questo , vi produrra conti-
nuamente altre sezioni , delle quali I’ ultima sara la stessa
ABC. Adunque pel cor. prec. la carva abc , come qualun-
que altra dellc sezioni prodotte nella superficie conica dal
piano segante PAS , o da un altro piano , dovranno essere
della stessa natura , che la curva ABC.

231. Scor. Una tal proprieta rimane confermata dal co-
noscersi gia , che nella superficie conica a base circolare ,
le curve prodotievi da un piano , che la seghi ne’ diversi
modi , che pud cio avvenire sieno curve di uuo stesso or-
dine. E come che tra esse han luogo le ellissi , potrebbesi ,
prendendo per direttrice I' una di queste , applicare al cono
a base ellittica la medesima genesi di curve coniche . Ma cid
verra ancor meglio comprovato dal seguente
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232. In ogni cono a base ellittica , pud sempre condyrsi.
pcl centro della base , un piano , che produca. nelle superfi-
¢i¢ conica una sczione circolgpe.

€as. 1. Sia BCB'C’ [ fig. 75. ] Ia base ellittica di un co-
Bo , che suppongasi retto ; e congiunto il suo vertice A col
centro O dell’ ellisse , 1 cui assi sieno CC’, BB’ | sarh €0
perpendicolare alle AQ, BO, e quindi al triangolo per lasse.
BAB , e perf) a qualunque retta si tiri dal punto O nel pia-
po di tal triangolo ; e per conseguenza anche alla NON’ con-
dotta tra’lati AB, AB’ di questa , con la condizione,, che
sia, 0C* =5 ON x ON’; nel qual caso il piano per le CO,NON’
produrra nella. superficie conica una sezionc circolare.

Css.2. Che se il cono proposto fosse scaleno, conducen-
dosi pel centro O un piano perpendicolare all’ asse. AO, que-
sto vi produrra generalmente una sezione ellittica ( teon.6.) ,,
trasmutandolo in quello precedentemente considerato, se pur
da esso non ne fosse risultato a dirittura la circolare .

Adunque cc..

233. Con. Risulta dalla precedente dimostrazione., che. il
cono a base circolare , e quello a base ellittica non sono, che.
una medesima cosa, che si diversifica dalla sezioue, che prea-
desi per base . E lo stesso potrebbe ancor dimestrarsi per-
quelli 3 base parabolica , o iperbolica.

234.Scor.Nel cono a base circolare, & gia noto. dalle Sez.
Con. (§§.17,24,25,27 vol.11L. Cors. geom.) patersi ottenere,
secondo il modo di segarlo,le cosi dette sczioni, o curve conis
che ; ed in quello obbliquo anche un’ altra serie di sezioni
circolari diversa dalle parallelle alla base,che diconsi,succon-
traric: e poicht ogni cono a base ellittica puo ridursi a quello.
a hase circolare,assegnando in esso,ira le infinite sezioni ellit-
tiche quella che sia cerchio , come or ora abbiamo dimostra-
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10 ; perd si potra egualmente conchiuder per questo cid, che
finora si & detto del primo , essendo essi sempre una sola , ¢
stessa superficie eonica.

PROPOSIZIONE LXXV.

PROBLEMA.

235. Costruire I’ intersezione di una data super-
ficie cilindrica , con un piano di sito , perpendico-
lare a quello di projezione verticale (*).

Cas. 1. La generatrice della superficie cilindrica sia pri-
mieramente perpendicolare al piano orizzontale , in.cui ne
rappresenti ceh [ fig,76. n.41.] la traccia di quella, che sarh
anche la projezione della curva segnatavi dal piano segante ,
zella cui traccia verticale F'f” cadra la projezione della cur-
va di sezione . E pero avendosi le projezioni orizzontale , e
verticalc della propeésta intersezione, ne sara di essa dato il
sito, e la configurazione ( pr.34.)

Cas.2. Che se la generatrice pougasi obbliqua al piano
orizzontale , ove ne sia cck [fig.76.n.2.] 1a traccia della su-
perficie cilindrica, ed fF’, perpendicolare alla LM , quella
del piano segante, cui siesi stabilito perpendicolare il piano
di projezione verticale: in tal caso preso nella traccia cek un
qualunque punto n , si assegnino le projezioni no, N'o’ del
lats della superficie cilindrica passante per n; di esse la verti-
cale ¢’ intersegando la ¥’ vi segnera il punto p” projezio-
ne verticale di quello P, in dove un tal lato incontrava la cur-
va di sezione, ciot del punto P di questa; e projettato il pun-

(") Siccome pud sempre darsi luogo a questa condizione , senza

render particoiare il problema, I'abbiamo stabilita nel proporlo .
Lo stesso pe’ seguenti due .
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to p'in p stlla no, ne sarh p la corrispondente projezioné
orizzontale . Determinando similmente la projezione oriz-
zontale di ogni altro punto di quella sezione, si verra’ad ot«
tenere la sua projezione orizzontale rappresentata dalla cur-
va , che passa per tutti siffatti punti. Ela verticale per cia-
scuna parte di essa, o per tulla , se sara terminata, cadri
nella F'[’; e vi sarh terininata ne’ punti eve essa viene incon~
trata dalle tangenti la traccia orizzontale ceh perpendicola:
ti alla LM, prodotte fino all’ incontro con la F'f' . Laonde
una tal sezione sara graficamente assegnata ( pr.34. ).

236. Scor. 4. Volendo esibire I' effetliva eurva &’ in-
tersezione , & facile comprendere , che per ciascun punto &
[ fig.n. 1.} della sua projezione verticale corrispondendovi
un’ ordinata uguale alla I'4%, che dal punto I' projezione di
i applicasi vella projezione ce’ di tal carva, si otterra quel-
I ordinata , elevando da # alla ¥/’ la perpendicolare /KH
vguale alla I'4%, e prendendovi le 'K, i'H ugaali rispettiva-
mente alla I'k, 1'% 5 saranno K , H punti appartenenti alla
curva effettiva di sezione; e similmente per gli altri. La qual
costrazione risulta in questo caso piit agevole dell altra ge=
perale esibita nella prop. 34.

237.5cor.2. Che se voglia assegnarsi graficamente Ia tau-
gente della curva di sezione in un qualunque punto di essa 3
& chiaro aver quella per projezione orizzontale la tangente
la curva di projezione corrispondente in quel puoto di essa,
ch’ & projezione del dato ; e la projezione verticale dover
cadere nella traccia verticale del piano segante . Adungue
una tal tangente rimarra determinata ( pr. 75. ) - E sara fa-
cile trasportarla sulla eurva effettiva di sezione » quando

non si voglia direttamente tirarla a questa , pel punto asse-
goato in essa,
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PROPOSIZIONE LXXVi.

PROBLEMA.

»38. Costruire I’ intersezione di wna superﬁcié
conica data di sito , con un piano di sito , perpen=
dicolare a quello di projezione verticale:

Bieno a , a'le projezioni del verlice A [fig.77.] della su-
perficie conica , e pgp la sua traccia orizzontale ; e sia F'f
la traccia orizzontale del piano segante f'F'f, F'f'la verticd-
Ie , nella quale , pel sito assegnato a tal piano, dovra cade-
re la projezione dell’ intersezione da costruirsi .

Or si tiri per a una qualubque corda pagq nella curva pgp,
e projettati i punti p, ¢ in P, Q’, congiungansi le Pa', Qa';
che saranno le projezioni verticali de' due lati della su per-
ficie conica passanti per p, g; ed i punti 7', 5" o¥’ essi in-
contreranno la F'f' saranno per conseguenza le projezioni de’
punti R, S, ove quellati incontrano la curva di sczione, ciog
di due punti R, S di questa : e projettati i punti 7/, &' in
#, s sulla ras, ne saranno essi le rispetlive projezioni o-
rizzontali . Nel qual medo Jeterminando gli altri punti di
quesla projezione , essa verra ad esibirsi. Quindi si sari ot~
tenuta la grafica costruzione dell’ intersezione proposta.

239. Scor. 4. L’ esibizione della curva effettiva di sezio -
ne rientra nello scolio 4. del problema precedente;. riducea-
dosi ad assegnar quella del proposto piano segante , con Ia
superficie cilindrica verticale , che tiene per direéttrice la
projezione orizzontale , po¢’ anzi costruita , di ua tal piano
con la superficie conica.

940. Scor.2. La tangente per un punto R della curva di
sezione , avendo per projezione orizzontale la tangente la
projezione corrispondente di tal curva nel punto eh’ & pro-
jezione del dato, rimane perd esibita. Ed il punto ov'essa ia-

Geometria di Sito 137

contra il piano orizzontale sara quello ove la sua projezione
incontra la F'f traccia corrispondente del piano segante

PROPOSIZIONE LXXVIL

TEOREMA .

241 .Costruire I intersezione di una superficie di
rivoluzione data di sito, conl’ asse verticale , e di
un piano dato di sito , perpendicolare al verticale di
projezione.

_La traccia verticale ¥/f [ fig.78. ] del piano di sito incon-
tri la projezione verticale della generatrice della superficie di
rivoluzione ne’ punti ¢’, ¢, che dinoteranno gli estremi della
p.rojezione verticale ¢’e’ della curva di sezione prodotta dal
Ppiano segante {¥'f” nella superficie proposta (*). E I’ asse di
questa incontri il piano orizzontale in a.

Si prenda nella ¢’c” un qualunque punto #, pel quale con-
ducasi la I'g'd’m’ parallela alla LM , comune sezione de’ pia-
ni ortogonali , sard d’g’ il raggio di quel cerchio , che cor-
risponde nella superficie di rivoluzione all’ altezza A’d’ sul

(*) In una superficie di rivoluzione , che segata da un piano, di sem-
pre luogo ad una curva rientrante in se medesima,si possono assegna-
re gli estremi della projezione verticale della curva di sezione , da’
quali rimangono ancor fissati quelli corrispondenti dell' orizzontale .
Non cosi perd ne’ due precedenti problemi, per le superficie cilindrica,
e conica , per le quali si potranno anche assegnare sol quando la trac-
cia orizzontale di esse sia una curva rientrante in se medesima . Ed il
mo.do di assegnarli si & di tirare alla loro traccia le tangenti perpendico-
lari ?!la comune sezione de’ piani di projezione ; indi, pe'puati ove que-
ste I'incontrano, assegnare le projezioni verticali delati delle superficie
corrispondenti a’punti de’ contatti nclla sua traccia ; queste interse-
gando la traccia verticale del piano di sitv vi segneranno gli estremi
della projezione verticale da costruirsi .
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piano orizzontale, il centro del quale ® pro.,.ettato i.n «, e.la
cui projezione erizzontale otterrassi , descrivendo in tal pia-
no col centro a , intervallo d’g” il cerchio ghk. Ed & anche
chiaro, che I ordinata a quel cerchio pel punto #, avra per
sua projezione la I’k ordinata corrispondente al cerchio kh'g
petpunto I’ projezione di ¢'. Or guell’ ordinata dovendo esi-
stere nel piano segante proposto, All altezza orizzontfde i1,
o sia d’A’, i punti dov'essa incontra,il cerchio, i qu.ah lum{o
per projezioni gli altri K, &, ove la1'k4 incontra il cerchio
khg projezione di quello, skranno due puti della curva di
sezione da costruirsi . E similmente determinando le proje-
wioni orizzontali di altri punti di tale intersezions , si ot-
terrh la sua projezione orizzontale dalla curva , che passa
per tutte le projezioni k, A , determinate nel mt_.vd? poc’ an-
zi detto . E come che di essa n’ era data la projezione ver-
ticale ; risultera percid dato il suo sito , e la configurazione
(pr-34) . -

242. Scor. L/ esibizione dell’ effettiva curva di sezione, €
1a tangente a questa in un punto dato , si eseguiranno coms
negli scolj alla prop. LXXV.
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CAPITOLO XIIIL

BELLE INTERSEZIONI DELLE SUPERFICIE CURVE,

et = e S

243. Assegnati i determinanti del sito di due superficie cur-
ve (pr.46.) ; se mai esse incontrinsi, dovra da quelli risulta-
reil sito dalla linea di loro intersezione (def.2. ), ed i de-
terminati di questa ; della qual ricerca ¢i occuperemo nel
Ppresente capitolo.

Or siccome una tal linea d’ intersezione dee trovarsi ad un
tempo nelle due superficie intersegantisi , perd essa , in ge-
perale , dee partecipare delle curvatnre di ciascuna , da che
tali linee prendono la denominazione di curve a doppia cur-
vatura . Possono pero in alcuni casi , per Ja particolar na-
tura delle superficie curve intersegantisi , o per la loro spe-
ciale posizione , i loro incontri essere curve piane , come so-
po quelli di due sfere ; o anche linee rette , come per I ap-
punto le intersezioni di due superficie cilindriche a lati pa-
ralleli, o di due coniche col vertice comune . E puo anche
avvenire I incontro di due superficie in un punto , ov’ esse
tocchinsi a vicenda , come se n’ & veduti esempj per le sfere
nel eip. X.

PROPOSIZIONE LXXVIII.

PROBLEMA GENERALE.

244. Abbozzare {l metodo generale per costrui-
re l'intersezione di due superficie curve date di si-
to, e diforma, le quali s intersegano.

Concepiscansi esse superficie scgate da una scrie di piani,
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i quali serbino tutti nello spazio unastessa posizione deter-
minata , ciod sieno tutti paratleli ad un piano di sito, o pas-
sino tutti per una retta data di posizione . Scelgansi perd ta-
li piani seganti in modo , che le intersezioni di essi con cia-
scuna delle proposte superficie interseganti sieno facili a co-
noscersi , ed a costruirsi. Cid poste , per ognuno di questi
piani seganti si determinino i punti , ne’ quoli s’ intersegano
le projezioni delle linee curve da essi prodotte, nelle super-
ficie curve proposte , che saranno precisamente le projezio-
ni di que’ punti, che in tal piano segante si trovano esser co-
muni a tali superficie ; la eurva, o que’ rami di corva , che
passera , in ciascun piano di projezione , per tutti que’ pun-
ti , che col precedente metodo si saranno esibiti su di esso ,
sara la projezione corrispondente dell’ intersezione da. co-
struirsi.

245.Scor. Il metodo esposto , nel precedente problema
generale , applicabile ad ogni quistione ove propongasi a
costruire I intersezione di due superficie curve , ha perd bi-
sogno di molta perpicacia di chi lo adopra , per essere van-
taggiosamente usato : poiché esigendosi per esso , come si
¢ veduto, a fin di determinare que’ punti dell’ intersezione
di due superficie curve, che ritrovansi in uno stesso piano.se-
gante, di costruire le due linee da questo in quelle rispettiva-
mente segnate; sarh tal costruzione tanto piia comoda, ed ele-
gante , quanto pil facili ad esibirsi sono le projezioni di. que-
ste linee, le quali in molti casi , scegliendosi convenevolmente
1 piani seganti , non sono che rette, e cerchi, e quindi capaci,
ad essereggsibite con un moto facile, e continuo. Bisogna dun-
que,primid’ imprendere la soluzione di un problema di que-
slo. genere , meditar bene sulla genesi delle superficie delle
quali si vool determinare lintersezione, ¢ sulla scelta de’piani,
seganti ; affinche il metodo proposto , per costruirne I inter-
sezione , il quale di sua natura ¢ lungo , e penoso, riesca in
pratica della maggior facilta , ed eleganza possibile . E tal-
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volta, per riescir meglio nella soluzione di uno di questi
problemi , bisognera rinunziare al sistema de’ piani seganti ,
ed impiegare superficie curve , le cui intersezioni colle pro-
poste sieno piit facili a determinarsi, che quelle de’ piani ;
del che se ne vedra qualche esempio piut appresso.

PROPOSIZIONE LXXIX.

PROBLEMA .

246.Tirare la tangente per un punto dato all’ in-
tersezione di due superficie curve.

Cas.1. Se non siesi costruita I intersezione di tali super-
ficie, basta considerare, ch’ esistendo una tal curva nell’ uua
delle superficic proposte , la tangente di essa , in un punto
dato, dovra cadere nel piano , che tocca la superficie in
quel punto. E lo stesso dovendo avvenire per I’ altra , ne se-
gue , che la tangente cercata debba essere I intersezione di
tali due piami.

Cas. 2. Che se la curva d’ intersezione siesi esibita , le
projezioni della tangente saranno rispettivamente le tangenta
le projezioni ne’ punti , che sono le projezioni del dato.

247. Scor. Questo problema generale ci risparmiera una
tal ricerca problematica ne’ seguenti problemi.

PROPOSIZIONE LXXX.

PROBLEMA. Q

148.Costruire l'intersezione di due superficie ci-
lindriche date di sito.

Le due curve zgv , zfu [ fib.79. ) rappresentino le trac-
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ce di esse superficie su di uno stesso piano di projezione , e
le cd, C’d’ sieno le projezioni di quella retta alla quale &
eostantemente parallela la generatrice della superficie cilia-
drica , che ha per traccia zgv; ab, A'Y’ quelle dell’ altra
retta cui & costantemente parallela la generatrice della super-
ficie cilindriea della traccia zfu.Si tiri per questa retta un pia-
no parallelo alla prima(pr.39.),e di un tal piano ne sia ac la
traccia su quello di projezione ove esistono le curve zgv ,
sfu; ed a questa ac si tirino,nello stesso piano di projezione,
quante si vo-gliano parallele fk, che interseghino le due trac-
ee zgv , sfu, per ciascuna delle quali si coucepisca coudot-
to un piano parallelo a quello, che passava per la ae. E
chiaro, che ognun di tali piani intersegher le due superficie
cilindriche proposte in que’loro lati , che passano pe’ rispet-
tivi puntif, &, g, k, ne' quali le due curve zgv, zfu
sono segate dalla corrispondente retta fg : ed & anche chia~
ro, che si apparterranno all’ intersezione da costruirsi que’
puntine’ quali questi lati s’ intersegano , ove cid avvenga .
Per esibir tali punti d’ incontro , si tirino pe’ punti f, &
le rette f I, im parallele alla ab ; saranno esse le projezioni
corrispondenti , sul piano della traccia zfu , di que’ lati del-
la superficie cilindrica di questa traccia, che I’ inconirano
ne’ punti f, & : e projetiando questi punti in F , H’ , sul-
T altro piano di projezione , le parallele F'I, H'm’ con-
dotte per F’ , 1 alla A’s’, dinoteranno le projezioni corri-
spondenti de’ suddetti lati di tal superficie cilindrica. Simil-
mente , determinando sul piano di projezione ove esiste la
zgv le projezioni gi, kn di que lati della superficie cilindri-
ca di questa traccia , che passano pe’ puntig, k , e poile
corrispondenti projezioni G'i’, K'n’ di essi sull’ altro pia-
no di projezione ; i punti p, g, r, 5 ove s inlersegano , su
di un piano stesso di projezione , quello delle curve zgv,
sfu , le projezioni corrispondenti de’lati dell’ una, e del-
I altra supeificie cilindrica , dinoteranno su quesio piang le
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projezioni de’ punti eomuni a que’ lati di esse superficie ; o
quindi alle medesime , nel piano condotto per la retta f%. E
similmente gh al;ri punti p’,q’,+,s" ove 8’ intersegheranno ,
sull’ altro piano di projezione , le corrispondenti projezioni
de’suddetti lati , saranno le altre projezioni de’ punti stessi.

Laonde se cio si continui a fare , la curva che si condurra
per tutt’ i puntip, g, 7, 5 .. . . . cosi determinati, sara nel
piano di questi , la projezione dell’ intersezione delle due
superficie cilindriche date: e I'altra curva , che passa per
tutti gli altri punti p’,q",#",s". . . . . dinotera I altra pro-
jezione dell’ intlersezione stessa.

449. Scov. Siccome i limiti el sistema di piani seganti
le due superficie cilindriche proposte debbono esser que’pia-
ni condotti ad esse , i quali sono paralleli al piano di sito,
che ha per traccia la ae, e che sono gli ultimi ad intersega-
re le due superficie cilindriche ; cosi vedesi, che i limiti del
sistema di rette parallele alla a e, che debbono condursi nel
piano di projezione delle curve zfu , zgv, per effettuare la
soluzione del precedente problema,sieno rappresentati dalle
ultime rette parallele alla ae , che incontrano le curve sud-
dette : e quelle potranno essere tangenti I’ una curva , e se-
ganti I’ altra , o anche tangenti ad esse comuni.

La ricerca di questi limiti nel costruir le intersezioni di
due superficie curve , in generale , & essenzialissima a pre-
mettersi , per non cadere in operazioni superflue .

Inoltre convien osservare, che la curva che passa pe punti P
g 7y s... e similmente I’ altra per gli altri punti p’, ¢’ ,r',s...
potra costare di un ramo solo , o pur di due , o anche di piir
diatinti tra loro ; il che dipende dalla diversa posizione , e
natura delle superficie intersegantisi.
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PROPOSIZIONE LXXXI.

PROBLEMA .

250. Costruire I intersezione di due superficie

coniche date di sito.

Sieno a , o’ , [ fig- 80. ] e projezioni del vertice di una
delle due superficie coniche , ed zgv la sua tracc.ia su <.h u-
po de piani di projezione : sieno poi b, b le projeziont del
vertice dell’altra superficie conica , e zfu la traccia di essa
sul piano stesso della precedente. -

Si prenda per direttrice de’piani seganti quella retta, che
unisce i vertici delle due superficie coniche , e .c!n? 'ha per
sue projezioni le ad, a'b’ ; che perciod se determinisi il pun-
to i ove tal retta incontra il piano delle tracce zgv, zfu
(pr-16.); la traccia su di questo di un qualunque fli c‘lue’pxam
seganti potra dinotarsi con una reita qualunque i f tirata pec
Yo punto ¢ in modo,che ineontri le due tracce delle superficie
coniche proposte ; ed i punti f; &, g, k ove ques,te 'sor'no se-~
gate dalla if saranno quelli per dove passano quellati fh esse,
ch’ esistono nel piano segante corrispondente , ed i quali
avranno per loro projezioni, sul piano della if ,lega, ka;

fb , kb . Laondei puntip, g, 7, s 0ve le precedenti proje-:

zioni di que lati s’ intersegano , saranmo le pl:ojezioni cor-
rispondenti di quelli altri ne’ quali s’incnntx:ano i ‘suddettl la-
ti , o sia de’ punti comuni alle due superficie coniche propo-
ste , nel piano da cui si sono fatte segate. Se (.llmqne si con-
tinui la stessa costruzione , si verra a determinare una serie
di puntip,q,7,5, pe quali facendosi. passare una curva,
sara questa la projezione dell’ intersezione da costruirsi ,
nel piano dellaif. ) . . )

Per aver poi I altra di tali projezioni , é' clu‘:xro 5 (.:he bl:
sognera projettare , per ogairetta ¢/’ che si & tirata, 1 punti
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f, &, g, k, sull’ altro piano di projezione , in ¥/, W', G’ K,
congiunte le F'b’, H'D' ; G’a’, K'a’; saranno queste le altre
projezioni corrispondenti di que’lati delle superficie coniche
date , che ritrovansi nel piano segante condotto per i f. Ed
i punti p’,¢',r",s” ove tali projezioni s’ intersegano, saranno
le projezioni , su quest’ altro piano di projezione , dell’ in-
tersezione di que’ lati, e quindi de’punti, che in tal piano si
trovano esser comuni alle due superficie coniche date.Laon-
de la curva, che passera per tutli questi punti cosi determi-
nati , sara I'altra projezione cercata della curva d'intersezio-
ne da costruirsi.

251. Scor. A questo problema , ed a’ seguenti potra a-
dattarsi , convenevolmente modificandolo , cid che si & det-
to nello scolio al precedente.

PROPOSIZIONE LXXXII.

PRORLEMA.

252, Costruire I’ intersezione di una superficie
conica dato di sito , con una superficie cilindrica
similmente data.

Prendasi I’ un piano di projezione perpendicolare alla ge-
nel'ialrice della superficie cilindrica , esieno acb [ fig. 84.]
la traccia di questa superficie su tal piano, deg[ quella del-
la superficie conica , ed %, &’ le projezioni del suo vertice.

Si concepisca passare per I’ altezza di tal vertice sul pia-
no delle tracce acd , degf un sistema di piani seganti , la
traccia dell’ un de’ quali sul piano stesso di projezione sia la
retta ficg ; il punto ¢ ove questa reita intersega la traccia ach
di essa , sarh la projezione di quel lato della superficie sud-
detta , che si trova in tal piano segante, cd incontra la trac-
cia acbd in c: cd abbassando da ¢ sulla LM la perpendico-

10
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Yare indefinita ¢ C’c’,sara C'c? la corrispondente projezione di
quel lato sull'altro piano di projezione. Inoltre si projetti il
punto g, ove la stessa retta hcg intersega la traccia della su-
perficie conica , in G’ sull’ altro piano di projezione , e con-
giungasi la G’%"; saranno le hg, /G’ le corrispondenti pro-
jezioni del lato della superficie conica, ch’ & nello stesso pia-
no segante , ed il quale incontra la traccia in g . Laonde il
punto p’, ove intersegansi le C'c’ , Gl sara la projezione
del punto d intersezione di que’ lati delle due superficie
curve proposte , i quali trovansi ndlo stesso piano segante
condotto per la hg.E determinando similmente altri di questi
punti p; la carva condolta per essi disegnera una delle pro-
jezioni dell intersezione cercata, e quindi questa si sara
costruita , mentre I’ altra projezione di essa , per la maniera
come si & stabilito il piano di projezione delle tracce ach,
degf, cade nella stessa traccia ach della superficie cilin-
drica 5 ¢ non resta al piit , che limitarne il corso quando cid

abbia luogo .

PROPOSIZIONE LXXXII.

PROBLEMA.

253. Costruire I’ intersezione di una superficie
cilindrica data di sito con un’ altra di rivoluzione
intorno ad un asse verticale , anche data di sito .

Sieno gk, g'h' [ fig.82.]1e projozieni di quella retta cui
& parallela la generatrice della data superficie cilindrica ,
ed abec dinoti la traccia di essa su quello de’ piani di proje-
zione cui & perpendicolare in d I'asse della data superficie
di rivoluzione. Sia inoltre ¢’d’f” la projezione della genera-
trice di quest’ altra superficie sopra un piano perpendicolare
al primo , e la projezione del suo asse su questo stesso pia-
no sia la Id’ perpendicolare alla LM .
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’ Cid posto, si tiri nella curva ¢’d’f’ I’ ordinata w1’ al-
I. asse D'd’ , per la quale suppongasi condotto un piano o-
rizzontale ; un tal piano segneri nella superficie di rivolu-
zione un cerchio del raggio m'n’, che avra per projezio-
ne orizzontale il cerchio psr descritto col centro d, e col
raggio m’z". Inoltre col cateto #'D’, e con I' angolo opposto
ad esso , uguale a quello in cui inclinasi al piano orizzonta-
le la generatrice della superficie cilindrica ( 91) , si descri-
va il triangolo n/D'X’, e tagliata la b g ugnale alla D'X’ | si
descriva per g la curva gpg identica all’ altraabc (219 ) ;
sara questa la projezione della comune sezione del piano o-
rizzontale condotto perla 7'l con la superficie cilindrica ;
e percid i punti p, ¢, ov essa intersega il cerchio psr , sa-
ranno le corrispondenti projezioni orizzontali di que’ punti
comuni alle due jutersezioni prodotte da quel piano segante
nelle superficie curve proposte, ciot di que’ punti, che sono
_ad esse comuni in tal piano. E projettandosi questi punti p,q
inp’, ¢’ sulla m’ ¥ nell’ aliro piano di projezione , si avran-
no le corrispondenti projezioni verticali de’ punti suddetti
delle superficie proposte . Laonde , continuandosi la stes-
sa costruzione, si verra in tal modo ad assegnare una serie di
punti p, ¢ sul piano orizzontale , ed un’altra corrispondente
p’_ »q .sul verticale ; e facendo passare una curva pe’ primi
di essi , cd un’ altra pe’ secondi , saranno queste le rispetti-
ve projezioni dell’ intersezione cercata .

*k
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PROPOSIZIONE LXXXIV.

PROBLEMA.

254. Costruire 1 intersezione di una su perficie
cilindrica , e di un’ altra sferica , date disito.

Questo problema non & che un semplice caso del preceden-
te, nella cui soluzione rimanc compresa la sua ; che pud pe-
10 , per la specialita di natura della superficie sferica , co-
struirsi graficamente, in modo piu facile, prendendo la gene-
ratrice della superficic cilindrica perpendicolare al piano di
projezione orizzontale . Poiche , in tal caso, la projezione o-
rizzontale della comune sezione di ciascun piano segante con
la superficie cilindrica , sarebbe la stessa traccia di questa ;
e tal traccia rappresentando ancora la projezione orizzontale
dell’ intersezione da costruirsi , di questa projezione non sa-
rebbe stato bisogno , che di fissarne solamenti 1 limiti, la
qual cosa facilmente si vede come debbasi eseguire . Laonde
la presente ricerca si ridurrebbe a determinare la sola proje-
zione verticale, la quale otterrebbesi come nel problema pre-

cedente (*) .

ALITER.

255. Rappresenti chke [ fig. 83. ] la traccia orizzontale
della superficie cilindrica verticale, che sara ancor quella del-
I’ intersezione da costruirsi , ed a, @ sieno le projezioni ri-
spettive del centro della sfera data , di cui ne sia il cerchio
bfc la projezione orizzontale,ciot quella del suo cerchio ge-

(*) La stessa costruzione avrebbe anche luogo per una qualnnquc su-

perficie di rivoluzione , nel caso . che la gencratrice della superficic

cilindrica fosse ancor essa verticale .
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peratorc nel piano parallello ali’ orizzontale , che passa pel
suo centro A.

Si tiri nel piano orizzontale una qualunque retta Im paral-
leta alla LM , che incontri ad un tempo le due curve chke,
ifg , della quale ¢ facile conoscernc i limiti ; e per essa
si concepisca condotto il piano parallelo al verticale di pro-
jezione , che dovra ineontrare la superficie cilindrica ne’duc:
suoi lati , che passano pe’ punti /, I, in dove la I'm inter-
sega la sua traccia , e la sfera nel cerchio del raggie d¢ ,
orizzontalmente projettato nella im , e verticalmente nell’ i-
dentico cerchio &” k" k" ' , col centro & ; sul quale prejet-
tando i punti 4, &, saranno i punti KK KK, e pro-
jezioni verticali di altrettonti punti esistenti nel proposto pia-
no segante , e comuni alle due superficie date , ciod dell’ in-
tersezione da costruirsi . Nel qual modo determinando le
projezioni verticali degli altri punti di tal intersezione ; la
curva , o le curve condotte per essi rappresenteranno la pro-
jezione verticale dell'intersezione da costruirsi.

256. Seor. Per mezzo del precedente problema pud grafi-
ficamente costruirsi I’ elegantissima soluzione del Viviani al
suo enigma geometrice della volta emisferica quadrabile, che
enuncieremo nel seguente modo geometrico : Segrare nella
superficie di un cmisfero due curve identiche , ¢ tali , che la
rimanenle superficie di esso risulti assolutamente quadrabile .
11 quale da lui vedesi ridotto a perforare U emisfero con un
cilindro retto , che abbia per dircttrice del suo lato quel cer-
chio , il cui diametro & il raggio dell’ emisfero , ¢k’ & perpen~
dicolare al cerchio che w'¢ basc, nel centro di csso.
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PROPOSIZIONE LXXXV.

PROBLEMA .

257.Costruire I’ intersezione di una snperficie di
rivoluzione data di sito , intorno ad un asse vertica~
le , con una superficie conica anche data di sito.

11 punto d [ fig-84. ] sia la projezione orizzontale del-
Y asse della superficie di rivoluzione data, la retta D’d per-
pendicolare alla LM sia la corrispondente projezione verti-
cale dello stesso, e la curva g'd’f’ sia la projezione verticale
della generatrice della proposta superficie di rivoluzione, al-
lorché, nel suo rivolgimento intorno all’ asse, trovasi in un
piano parallelo a quello di tal projezione ; I’ altra curva abe
poi dinoti la traccia della data superficie conica , il cui ver-
tice sia projettato inc , ¢.

Si tiri , nel piane verticale, una qualunque retta I'm’ pa-
rallela alla LM, che prendasi per la traccia di un piano oriz-
zontale , il quale interseghi le due proposte superficie ; sa-
ra un cerchio la comune sezione di esso col solido di rivolu-
zione , ed avra per raggio la semiordinata n’m’ nella curva
g'd’{’, e per projezione orizzontale I’ altro cerchio gps, de-
seritto col raggio suddetto, e col centro d . Or lo stesso
piano segante segnera nella superficie conica una curva simile

alla traccia ab ¢ di questa (225) , e che avra per projezione
una curva identica ad essa, la quale si otterra come nello
scolio al num.227 : sia questa la curva plgq. E chiaro , che
ipunti p, ¢, ove la curva piq intersega il cerchio pgs , sie-
no le projezioni orizzontali corrispondenti di que’ punti ne’
quali s’ intersegano nello spazio la comune sezione del piano
segante condotto per la Im’,con le due superficie date, o sia
que’ punti comuni  quesle, i quali esistono in un tal piano ;
¢ p’, ¢’ ne dinoteranno le corrispondenti projezioni verticali.

Geometria di Sito 5%

E determinando in simil modo una serie di punti, eome p, ¢,
sul piano orizzontale , ed altrettanti ceme p’, ¢’ sul verti-
cale di projezione ; la curva , 0 i rami di curva, che passera
pe primi, sara la projeziene orizzontale dell’ intersezion'e
da costruirsi , e’ altra condotta pe’ secondi ne sara la corri-
spondente projezione verticale ; che percio rimarra risoluto.
il presente problema .

PROPOSIZIONE LXXXVL

PEOREMA.

258.Costruire 'intersezione di una superﬁ'cie co-
nica data di sito con quella di una sfera similmen-
te data.

Cas.1.Primicramente il vertice A del cono sia centro del-
la sfera, e ne sieno a,a’ [ fig-83.] le projezioni 5 ngd dinot1
la traccia orizzontale data della superficie conica ,a'm” il
raggio della sfera, e I cerchio I'f'g’m” la projezione vertica-
le di essa . Cid premesso , si concepisca passare per ' altez-
za orizzentale A @ del punto A una serie di piani, che sa-
ranno tutti verticali , e ciascune di loro interseghera la
superficic conica in un sistema di rette , projetlate oriz-
zontalmente nella traccia orizzontale del corvispondente pia-
no segante , e la superficie della sfera in un cerchio massimo ;
ed i punti ne'quali s'incontreranno, per ciascun piano , quel-
le rette , e questo cerchio , si apparterranno all’ intersezione
da costruirsi .

Rappresenti la retta ned la traccia orizzontale di uno di
questi piani ; devranno le generatrici nelle quali esso in-
contra la superficie conica passare per n, d , ed esser pro-
jettate sulla ad: ed abbassando da que’ pusti sulla LM le
perpendicolari 2N’ , D', congiunte ke N'a’; D'a’ ;. dive
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teranno queste le rispettive projezioni verticali di quelle
stesse generatrici .

Per costruire que’ punti in dove tali rette incontrano la
circonferenza del cerchio segnato nella sfera dal piano stes-
50 ; si tiri per e la retta fag parallcla alla LM , e poi s in-
tenda il proposto piano segante rivolgersi intorno alla Aa ,
finche la nd coincida con la fg; & chiare,che in tal movimen-
1o non si varierd altezza orizzontale di essi punti d’ interse-
zione; che i punti , d descrivendo gli archi circolari dg,nf
verranno ad applicarsiin g , f sulla ¢ ; e che projettando
questi in G',F’, le G’a’,F’«’ dinotino le projezioni verticali
dclle generatrici della superficie conica , che passavano per
d, n, nel nuove sito che ha preso il piano segante che le
eontienc.Inoltre i punti ¢',f’, ov’esse intersegheranno rispet-
tivamente la circonferenza I'f*g’n/, che & la projezione verti-
cale dell’ intersezione di esso piano colla superficie della sfe-
ra , considerata anche nella posizione, che ha presa in virtit
del movimento del piano , saranno le projezioni verticali
de’punti dell’ intersezione dimandata , considerati anche nel-
la nuova posizione di un tal piano . Il perch le projezioni
di essi punti nel vero loro sito dovranno esistere nelle paral-
lele g’2" , {7k’ alla LM , tirate pe’punti ¢’ , f' ; ed esser
percio i punti 2’, }’, ove queste relle incontrano rispettiva-
mente le Do’ , Na’ , che doveano pur contenerle : e se
projettinsi i punti &', &” sulla ndin %, k ; saranno questi le
corrispondenti projezioui orizzontali degli stessi punti d'in-
tersczione . Laonde facendo passare una curva per tutt’ i
punti 2’, &’ determinati nel modo stesso , ed un’altra per
tutt’ i punti %, &; saranno queste le rispettive projeziont del-
I’ intersezione da costruirsi .

Cas.2. Che se le due superficie proposte non sieno con-
centriche : si prenda per direttrice de’ piani seganti la retta.
che unisce il centro della sfera col vertice del cono, e stabi-
liscasi il piano di projezione verticale parallelo a questa; sa-
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ranno pure linee rette le intersezioni di ciascun piano se-
gante con la superficie conica , ¢ cerchi massimi quelle che
han luogo colla sfera; e tuita la soluzione si condurra come

nel caso precedente.

PROPOSIZIONE LXXXVIL

PROBLEMA.

25g. Costruire I intersezione di due superficie
di rivoluzione.

Sor. Cas. 1. Abbiano primieramente tali superficie i loro
assi in un piano stesso , e suppongasi un di questi perpendi-
colare al piano orizzontale , e’l piano verticale parallelo a
quello , che vien determinato dagli assi stessi.

Cio posto , sia a [ fig.86.]la projezione orizzontale del-
Fasse verticale,A’a’ la projezione verticale dello stesso ,c'de
la curva generatrice della superficie corrispondente , rappre-
sentata nel piano verticale ; e sia @ la projezione orizzon-
tale dellaltro asse, B’a’ la verticale, ed f’d’}’ la generatrice
di una tal superficie rappresentata anche nel piano verticale:
¢ chiaro , che saranno a , a' le projezioni di quel punto nel
quale incontransi i due assi .

Concepiscasi adesso una superficie sferica avente per centro
un tal punto , intersegare le due superficie date ; sard pro-
jezione verticale di essa il cerchio i'n’op’, descritto col cen-
tro a’, e col raggio della sfera ; ed una tal superficie avendo
I’ asse di comune con ciascnna delle date , intersegheri , co-
m’ & ehiaro , ognuna di queste in un cerchio , perpendicola-
re all’asse della stessa. Che percid , la projezious verticale
dell’ intersezione della sfera conla prima di tali superficie
sara la retta n'¢’,perpendicolare alla A’a’,e P'orizzontalo sa-
ra il cerchio nor descritto col centro a, ¢ col diametro =o',



154 Geometria di Sito

e I intersezionc della stessa superficie sferica con laltra del-
le date avra parimente , per sua projezione verticale la retta
k’p’ perpendicolare alla a’B’ ; el punto 'nel quale s'inter-
segano le n'0”, k’p’ sara la projezione verticale di que’ due
punti , ne’ quali si tagliano le circonferenze de’ due cerchi,
projettate verticalmente in n'o’, k’p’, ciot di due punti del-
I intersezione da costruirsi . Se dunque per tutt’ i punti »*
cosi determinati si eonduca la curva ; sara questa la proje-
zione verticale di essa intersezione.

Projettando ciascun punto " sulla circonferenza del cer-
chio corrispondente nro in r, r ; saranno questi le projezio-
ni orizzontali de’ due punti d’ incontro delle circonferenze
de’ cerchi suddetti , i quali si trovano sulla stessa sfera ; e la
curva condotta per tutti questi punti 7’ , similmente deter-
minati,sara la projezione orizzontale dell'intersezione stessa.

Cas.2. Che se gli assi delle due superficie date non sie-
no nello stesso piano , e si continui a supperre I un di essi
perpendicolare in a al piano orizzontale , el piano verticale
parallelo ad entrambi; dovra la projezione orizzontale dellal-
tro asse esser parallela alla LM [ fig.87. 1. Dinotino final-
mente le A’a’ , B’ le projezioni verticali rispettive di tali
assi , e lecurve a’c’d’, d'b’g’, segnate nel piano di projezio-
ne verticale , sieno le projezioni rispettive delle generatrici
cerrispondenti delle due superficie di rivoluzione , nel sito
parallelo a quel piano.

€io posto , si tirino pel piano verticale le rette F/f”. . . .
tutte perpendicolari alla B’ )" ; e per queste si suppongano
passar piani normali a quello : ciascun di questi piani se-
guera pella superficie di rivoluzione , che ha I’ asse vertica-
le,, una curva della quale potra determinarsi la projezio-
ne orizzontale rc¢ (241) ; ed incontrera I' altra superfi-
cie data , al cui asse & perpendicolare , in un cerchio , che
avra per sua projezione I’ ellisse 7t (223): ed i puntir, ¢,
ne’ quali queste due curve s’ incontrano, saranno l¢ projezio-
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ni orizzontali di altrettanti punti dell’ intersezione da co-
struirsi , ch’ esistono in uno stesso piano segante f ¥'f” : Se:
dunque per tutti questi punti r, ¢ similmente determinati
si faccia passare la curva corrispondente ; questa rappre-
sentera la projezione orizzontale di quell’ intersezione -

Projettando i punti r, ¢ in 1/, ¢, sulle rispellive tracce ver-
ticali F/f* di quel piano segante,nel quale contengonsii pun-
ti & intersezione de’ quali essi 7, ¢ ne sono le projezioni o-
rizzontali ; e poi tirando per tutti questi altri pufm'r’, U,in
tal modo determinati , la curva , si otterra la projezione ver-
ticale dell’ intersezione stessa.

260. Scor. Se nel caso 2. del precedente problema , Ia
superficie con I asse verticale fosse di secoud’ ordine ; le
sezioni prodottevi da’ piani seganti sarebbero ancor esse el-
lissi 5 e le loro cor-ispondenti projezioni orizzontali in al-
tre ellissi si otterrebbero facilmente.
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CAPITOLO XI1V.

DE DETERMINANTI DEL SITO DELLE LINEE CURVE A DOPPIA
CURVATURA ; E DI ALCUN PROBLEMA FONDAMENTALE PER LA
; LORO TEORICA.

et ——

261.8i & gia veduto, che il sito di una linea curva nel pia-
o, del pari che quello di ciaszun punto di essa, determinasi
riferendolo a due assi , o direttrici assegnato nel piano stesso
(pr.8. ) : e la sua natura rimane ancor definita dal rappor-
to delle coordinate a quegli assi geometricamente espresso ,
o per la corrispondente equazione , che il rappresenta , che
dicesi alla curva ( pr. 8 , ¢ pr. 32. Invenz. geom. ) , dalla
quale le proprieth indeterminale di essa possomsi convene-
volmente rilevare , come per le curve coniche ampio argo-
mento ne presentano gli ordinarj trattati per esse (*).

Seguendo lo stesso andamento , il sito , e la natura di u-
na linea curva a doppia curvatura non potra esibirsi , che
rapportandone i punti a tre assi coordinati , 0 sia a tre pia-
ni di sito, o in altro modo analogo a quello di fissare il sito
di un punto nello spazio (pr.74,42,43); di che ancora si
¢ veduto precedentementc un esempio per una curva piana
nello spazio (pr.34.) .

Or sebbene quest’ argomento , nello stato attnale delle
Matematiche piu facile, ed uniforme risulli , e piit possa c-
stendersi trattandolo con la moderna analisi , pure & neces-
sario , che alcune geometriche considerazioni vi si premet-
tano , delle quali ci occuperemo brevemente in questo ca-
pitoletto ; e che non lasceremo senza usarne in appresso.

Si & gia veduto , -che il sito di una linca curva a doppia

{*) Veggasi 4 tratiato analitico def Fergola su tali curve .
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curvatura , risultante dall’ intersezione di due superficie cur-
ve , rimaneva determinato da queste ( cap.xur ), nd pid
oltre converrebbe procedere per tale oggetto , se esse indi-
pendentemente da quelle non potessero ancora ottenersi. Ma
siccome nel caso di due superficie definite , e dotate di una
proprieta caratteristica, essc intersegandosi, ciascuna comu-
nica alla linea del loro incontro questa tal proprieta , sicché
una tal linea da quelle si riman definita , e ne divien nota la
natura , per la quale pud essere convenevolmente espressa ,
e descritta ; cesi conviene , che da questa partendosi a fis-
sarne il sito si pervenga. E siffatta piu special considerazione
si rende tanto piu importante , quanto che , essendo le linee
curve a doppia curvatura la riduzione della indeterminazione
delle superficie curve per un grado , i problemi, che per la
loro composizione a queste riduconsi , vengono per mezzo
di quelle piut elegantemente risoluti . Delle quali cose se ne
vedranno esempj in appresso, non limitando per esse qui la
nostra trattazione , come abbiamo indicato , che alle prin-
cipali ricerche geometriche di sito per tali linee curve (*) ;
serbando le altre all’ altro trattato analogo della Geometria
analitica di sito , potendosi per ora , coloro che amano i-
struirsene , ottenerlo con buon successo dal cap. v del vol.I
del dotto , ed importante Trattato del Calcolo differenziale,
ed éntegrale , del Lacroiz , ove vedesi raccolto , e con ordi-
ne, e chiarezza esposto tutto quello, che in questo argomen-
to era stato gia preparato da Clairaut , proseguito, e perfe-
zionato dall’ Eulero , e dal Monge finalmente di molto este-
so , e sviluppato .

(*) Veggasi il cap. seguente, ¢ quelli della Parte I1. ulla Spiralc ci-
lindrica , ¢ | Epicicloide sferica.
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PROPOSIZIONE LXXXVIIL

TEOREMA.

262.1 determinanti del sito, e della forma di una
curva a doppia curvatura, sono le projezione di es-

sa su due piani ad angolo.

Imperocche essendone data una sola projezione , & ancor
data quella superficie cilindrica, che ha per direttrice 1.;al
projezione , e per retta generatrice la perpendicolare al pia-
no in cui quella esiste . Similmente & data la posizione del-
P altra superficie cilindrica , che ha per traccia I’ altra pro-
jezione della curva proposta nello spazio , e per generatrice
una retta perpendicolare al piano di quest’ altra projezione.
Laonde tal Tinea curva non potra essere , che quella sola in
cui queste due superficie cilindriche §'intersegano , e percid
sara data di sito (248 ).

E siccome di ogni punto della linea curva proposta nello
spazio se ne haono le due projezioni , si ha quindi I’ altez-
za di esso su di uno de’ piani di projezione (42) , e per con-
seguenza il lato corrispondente nella superficie cilindrica
retta a tal piano . Laonde si potra in questa superficie cilin:
drica segnare un tal punto. E cosi facendo per ogui altro, s1
verrebbe a disegnare su di questa I’ effettiva linea curva da-
ta per mezzo delle sue projezioni , che percid si sara esibita
la sna forma.

263.Cor. Quindi i determinanti di una linea curvaa dop-
pia curvatura nello spazio saranno quelle due superficie cilin-
driche rette a due piani, che s’ incontrano , che avrauno ri-
spettivamente per direttrici le projezioni su di essi di quella

linea curva .

Geometna di Sito 150

PROPOSIZIONE LXXXIX.
PROBLEMA.

264.Date le projezioni di una curva , ch’ & nello
spazio 5 determinare s’ essa sia a semplice , o pure
a doppia curvatura.

Sieno abed , a'b’c’d’ [ fig. 88.] le projezioni della cur-
va proposta ; e primieramente se una di esse ,la abcd per
esempio , fosse una retta , una tal curva nello spazio, nen
potrebbe essere, che a semplice enrvatura ; poiche essa in tal
caso dovrebbe risultare dall’ intersezione della superficie ci-
lindrica normale al piano della projezione a’4’¢’d’,che avreb-
be questa curva per traccia , e del piano verticale a quello
della projezione abcd, e che ha per sua traccia su di questo
la retta data. Adunque una tal curva dovra esistere in questo
piano , e percid essere a semplice curvatura .

Suppongasi dunque , che ambedue le projezione abcd,
a’b’c’d’ sieno linee curve. Si prendano in una di esse ab cd,
ad arbitrio, i quattro punti a,b,c,d, i quali si projettino sul-
Y altra curva in a’,8",¢’,d’; saranno quelli, e questi le corri-
spondenti projezioni di quattro punti nello spazio esistenti
nella linea curva proposta. Or si determini il piano , che pas-
sa per tre di tali punti ad arbitrio , e la retta che congiu-
gne un di essi stessi col goarto : se tal retta iucontrera i piani
delle projezioni abcd , a’b’c’d’ nelle tracce di un tal piano (e
cio & sufliciente sperimentarlo per una sola di queste tracce),
sara chiaro ch’ essa esiste in questo ; e quindi che quel quar-
to punto trovavasi co'primi tre in un piano stesso, dal che ne
segue , che la curva proposta abbia tutt’ i suoi puniiin un
piano, ¢ percid, che sia a semplice curvatura. Ma se poi cid
non avviene , la curva proposta sarh a doppia curvatura.

265.Cor. 9 rileva da quello , che in principio di questo



J160 Geometria di Sito

i)roblema sta detto , che una curva a doppia curvatura non
possa mai avere per una delle sue projezioni una retta.

PROPOSIZIONE XC.

TEOREMA.

266.La tangente una linea curva r?éllo spazio,. in
un punto di essa , ha per projezion.l le tangenti le
projezioni di tal curva in que’ punti, che sono le
projezioni del proposto .

Questa proposizione non & ehe la conversic?!{e ifl teorema
del caso 2. del problema al n. 246. E la verith di essa ri-
levandosi immediatamente da principj gia noti , non ha bi-
sogno di esser dimostrata.
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CAPITOLO XYV.

PI ALCUNI PROBLEMI NELLO SPAZIO RISOLUTI PER
MEZZO BE’ LUOGGHI ALLA SUPERFICIE.

eI i

267.Del pari che la proprieta costante , ed indeterminata
di una linea nel piano , costituisce di essa un luogo geome-
trico atto a risolvere, e costruire, con la combinazione
di un alro que’ problemi nella cui analisi perviensi a tal
proprieta ; cosi pure , pe’ problemi nello spazio, la proprie-
ta costante , ed indeterminata di cui sia dotata una super-
ficie , ne costituisce il luogo geometrico di que’ problemi
welle spazio , che nella loro analisi geometrica conducono a
quella proprieta. Se sion che la loro indeterminazione essen-
do per due gradi , mentre dall intersegarsi le superficie
risultano in generale linee , e non punti , qual si richieggo-
ne per I’ assoluta determinazione del quesito, conviene , che
di que’ luoghi se ne combinino tre , per pervenire alla ri-
soluzione del problema determinate, scisso in indeterminati,
per mezzo de’ quali si cerca costruirlo. Poiche in tal medo ,
dalla combinazione dell’ un di essi con ciascuno degli altri
due risaltando due linee , e queste dovendo incontrarsi in
punti , si perverra ad ottener quelli soddisfacenti al pro-
blema proposto , e quindi la sua compiuta soluzione. Vale
a dire , per usare, in questo argomento , il linguaggio degli
antichi geometri , che di tali luoghi ebbero pii scienza che
noi , vi bisognano tre luoghi anastrofici per la costruzione
di un problema determinato nello spazio ; s¢ perd i punti
soddisfacentivi non appartenessero gia ad un luogo diessodico,
nel qual caso vi & sufficiente un solo di que’ primi luoghi .
E dal precedente ragionamento rilevasi ancora , che tre su-
perficie curve scambievolmente interscgantisi non abbiano )

che soli punti di comune .
11
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Adunque si vede , che la dottrina delle intersezioni delle
superlicie curve , non sia solamente un mezzo pratico da a-
doperarsi per le costruzioni grafiche di esso nelle arti del di-
segno § ma possa ancora servire a risolvere geometricamente
problemi nello spazio .

E facile anche comprendere , dal fin qui detto, che le li-
nee curve a doppia curvatura non sieno gia esse i luoghi alla
superficie , bensi nuovi luoghi ridotti da quelli , limitando
la proprieta loro caratteristica indeterminata a due condizio-
i combinate di un problema ; da che tutt’i punti di due sa-
perficie , che n’ eran di esso le locali anastrofiche rispettive,
riduconsi a que’ soli della linea curva di loro intersezione ,
che ne diviene perd un luogo diessodico del problema.

Or sebbene non mancasse , nelle precedenti ricerche talun
esempio dell’ uso vantaggioso di que’ luoghi nella soluzione
di problemi nello spazio ; pur tuttavia , a piit manifestamen-
te mostrarlo , se ne vedranno qui appresso rccati alcuni ,
che non pur mostrano la speciale applicazione di precedenti

costruzioni , ma sono ancora atti a compiere alcuna dottrina
elcmentare per |’ innanzi esposta. i

Ed & qnesta ancora I'occasione propria da rilevare di quanta

utilita riesca la conoscenza , ed il coltivamento dell’ analisi
degli antichi ; poiché i problemi, che verranno trattati, e gli
altri della stessa loro natura , con assai maggior difficolta
prestansi all’ Analisi algebrica, co'mezzi, che finora possie-
de, o a dirittura per la loro risoluzione , o per una convene-
vole composizione , o per la loro determ inazione ; come in
qualche uno di quelli, che verranno recati si fara oss ervare.
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PROPOSIZIONE XCI.

PROBLEMA.

268. Date disito due linee rettc ; esibire quel
punto nell’ una di esse, che disti dall’ altra per una
retta data , cioé , dal quale abbassata sall’ altra la
parpendicolare , questa sia quanto una retta data .

La retta su cui dee cader la perpendicolare stabiliscasi nor-
male ad un piano di sito, che prendasi per orizzontale , €
sia a [ £ig-89. 1 il punto ove I incontri , cioé la projezio-
ne on.zzontale di essa, ed A’a” perpendicolare ad LM ne sia
l? projezione verticale : sien poi de, d’e’ le projezioni rispet~
tive dell’ altra retta di sito.

Or CI‘.)I centro a , e col raggio ar quanto la distanza data
R descrivasi, nel piano orizzontale, il cerchio Prq; che rap-
Presenti la traccia di una superficie cilindrica verticale , la
quale abbia per asse la retta delle projezioni @, A'a’, e
che sara il luogo geometrico di tutt’ i punti dello spazio, di-
stanti da quella per la data retta R . E perd i due punii ne’
quali verra tal superficie incontrata dall altra retta di sito
saranno i richiesti nel problema.

Ed & chiaro, per la determinazione, che un tale incontro
avra luogo , se la circonferenza prg interseghi la projezione
orizzonale de della retta data: ed i punti d’ infersezione Pq
projettati nel piano verticale , sull’ altra retta d'¢’, in p, q,
daranno le projezioni verticali corrispondenti di que’ punti
della retta di sito BC, da’ quali abbassate sull’ altra le per-
pendicolari , risultino ciascuna uguale ad R,
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PROPOSIZIONE XCII.

PROBLEMA.

269.Date di sito due rette , nell’ una delle quali
un punto ; inclinare a questa dall’ altra una retta
che vi comprenda in quel punto un angolo dato.

La retta di sito nella quale ¢ dato il punto A stabiliscast
perpendicelare in a{fig-90)ad un piano di sito, che prenda-
si per orizzontale , e sia o’ la projezione verticale corri-
spondente al punto dato A, e perd a’A” I altezza orizzontale
di tal punto. Sien poi bc, ¢’ le projezioni orizzontale, e
verticale dell altra retta di sito ; e K I’ angolo in cui dee
inclinarsi la congiungente un punto di questa col ponto A
dell’altra.

Cid posto , costituiscasi al punto o’ della a’A’ I angolo
A’a’R’ uguale al dato K; e poi col centro a, intervallo
ar vguale ad A'R” descrivasi il cerchio prq; & eviden-
te, che la superficie conica , la quale avra questo per traccia
crizzontale, e per vertice il punto A siail luogo di tutte le
rette , che inclinansi alla a A nell’ angolo K ; e perd saranno
soddisfacenti al problema que’ lati di essa , che passano per
que’ punti in dove la retta delle projezioni bc, b’¢’, incon-
tra una tal superficie conica. Ed a questo problema (pr.73.)
sara pero ridotto il proposto , e la sua determinazione.
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PROPOSIZIONE XCIIL.

270. Data nello spazio una retta indefinita di si-
to , e dati fuoridiessa , due punti ;ritrovare nelta
medesima quel punto, che congiunto co’dati :

I. Sia data la somma, o la differenza de’ qua-
drati delle congiungenti.

I. O pure : lasomma, o la differenza di esse.

. IIL...,. : I’ angolo , che vi comprendono.

IV..... : la ragione loro.

Per ~um.” I

271.€as.1.La somma de’quadrati delle congiungentii pun-
ti dati_col richiesto essendo doppia di quella de’quadrati del-
la meta della retta, che unisce i punti dati, e dellaltra, che
dal punto medio di_questa va al richiesto (pr.4.EL. ) ; sari
dato il quadrate di questa congiungente; ¢ per conseguenza
una tal retta (*),che sard raggio della superficie sferica luogo
del punto cercato”. E questo verra per conseguenza determi-
nato dall’incontro della retta di sito con tale superficie sfe-
tica (pr.74.*) ; e pero due punti soddisferano al problema.

272. Cas. 2. La differenza de’ quadrati della congiungén‘-
to i punti dati col cercato, essendo quanto quella de'quadra-
te de’ segmenti, ne’ quali la retta. tra que’ punti dati rimanc
divisa.dalla perpendigolare tiratagli dal punio cercato ; sara

—p———

(*) Sia il triangolo ACB {fig.91) in-cui & data la base AB, e la somma.
de’quadrati de’ lati AC, BC ; e divisa per meta in O la base AB, pongasi
quella somma di quadrati ugualea 240X P, Ed essendo AC*+4-CB'=
2A0° +420C7; sard 2A0°-20C=240 X P,ed OC*=A0 X (P—AO;}:
e pero la O media proporzionale tra le AB , P

(4*) In questo caso della-superficie sferica , la costruzione della pro-
posizione citata , rendesi oltremodo facile , ed clementare .
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perd dato un tal punto in quella retta (*) . Ed il punto cer-
cato avra per suo luogo geometrico il piano , che per quel
punto determinato nella congiugnente i dati , le si tira per-
pendicolarmente ; il cui incontro con la retta di sito deter-

minerd il punto richiesto (pr.30.) : che sara il solo soddi-
facente al quesito.

Per ~om.® 11,

273. Cas. 1. Essendo data la somma delle congiugnenti i
punti dati col richiesto ; & chiaro, che questo abbia per luo-
go geometrico la superficie della sferoide generata dall’ el-
Bsse, il cui asse maggiore & la somma data , e I’ eccentrieith
la distanza de’ punti dati ; che potra descriversi in un pia-
no di sito qualunque condotto per que’ puati (pr.8.8cz. Con.
geom.lib IV.). E g’ incontri di tal superficie con la retta di
sito (pr.74.** ) saranno i due punti soddisfacenti al quesito.

274.Cas.2. Che se fosse data la differenza delle congiun-
genti ; si vedra soddisfare al quesito ciascuno de’ due punti
in cui la retta di sito incontra la superficie del conoide iper-
bolico , generata dall’ iperbole , che tiene per asse princi-
pule la data differenza , e per eccentricita la distanza de’

punti dati (***).

(*)Nel triangelo ACR(fig.91 .)essendo data la AB,ed AG*—CB’=P2,
sard anche P* = AD” — DB = { AD + DB J(AD— DB ). Adun-
ne la differenza tra i segmenti AD , DB si otterra per terza proporzio-
nale in ordine ad AB, ¢ P ; ¢ da cssa risullera assegnato il punto D ;
che richiedevasi per la costruzione dei problema di qui sopra.

(**) La costruzione del problema citato , in questo caso , si otticne
anche in modo semplice , ed elegante.

(***) Per tal superficie bisogna intendere quella che vien generata
dalle due iperboli opposte. E la costruzione per gl'incontri con la retta
Vi diviene analoga a quella del caso 1.
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Pen ~um.® I

275. Essendo date ¥ angolo delle congiungenti ; il luogo
del suo vertice sara Ia superficie generata intorno al\a. retta
tra’ punti dati, dal rivolgimentp del segmento di cerchio de-
scritto su questa , capace dell’ angole dato (33. El: 11L.).
E pero gl incontri di tal superficie di rivoluzione 3 con Ia.
data retta d sito( pr. 74." ) saranne i punti soddisfacenti
al preblema.

Per nuw.” TV,

276. Poicht & data la ragione de’ due lati del triangolo ,
che. costituiscesi dalle congiungenti da assegnarsi, e n’ ¢ pur
data la base ; & note doversi il vertice di- tal triangolo ;.xll«.
gare, s¢ la ragione data & di eguaglianza, nella,re_tlz.l-dl‘sno
perpendicolare a quella tra’punti dati, nel punto.-mcdm. dl:js—
sa ; se d’ ineguaglianza, in un determinato semicerchio (**).
E nel primo caso it luogo geometrico del punto cercato nel
presente problema sara il piano perpendicolare alla»..reua t{-a’
punti dati, nel punto medio di essa ; ¢ I’ incontro di ta.l pia-
po con la retta di sito-(pr. $0.) sarh quel punto , che diman-
dasi . Nell’altro caso. il sara la superficie sferica generata

(*) La, costruzione in questo caso vi sirendepari.a quella del n. L
caso 1. )

(**) Sia ACB [ fig.92. ] quel trigngolo incui & data la base AB , ¢ lat
ragion de’ lati AC, CB ; ¢é in primo luogo evidente , chc.se tal ragmm
sia di eguaglianza il vertice del triangolo debba allogarsi nell.a perpen-
digalare indefinita , che si eleva alla AB , dal suo punto.medio . .

Che se.quella ragione sia di maggiore a minore, prolu‘ngalo il I’atfr
AC in E, sidividan per met gli angoli ACB, BCE perle CD, C‘D 3¢
chiaro , che I angolo DCUY risulti retto , ¢ perd il punto C d(?vra csi-
stere nella circanferenza del semicerchio descritto sulla Db, pr es-
senlo AC: CB:: AD: DB s A : DB (5. ed A El VI.)‘; sa.ra‘ dago
ciascun de punti D, D', ¢ quindi di grandezza la DI)'., di cui & dat(.)
anche il sito .l come l'cra dato della AB ; ¢ perd quella risulterd data di

sito , e di grandezza .
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da.l rivolgersi quel semicerchio intorno al diametro , che
coincide con la retta indefinita tra’ punti dati, al quale sara
perd soddisfacente ciascun de’ due puati in dove questa &
incontrata dalla retta data di sito ( pr.74. * ).

PROPOSIZIONE XCIV.

PROBLEMA.

277. Circoscrivere la sfera ad una data piramide
triangolare.

Sieno A,B ,C,D fig-93.1 1 vertici degli angoli della
data piramide ; & chiare » che il centro della sfera cerca-
ta dovendo essere equidistante da’ punti A, B, dovra es-
sere allogato nel piano perpendicolare alla AB pel punte
medio di essa . Similmente , per esser tal centro equidistan-
te da’ punti A, C, dovra aver per luego geometrico quel
Prano perpendicolare alla AC nel punrto medio di essa . Fi-
nalmente , per la stessa ragione , un tal centro dovra aver
per luogo geometrico I’ altro piano perpeudicolare alla AD
nel suo punto medio . Or questi tre piani sono dati di sito
(88.epr. 25): quindi sara anche dato il sito della retta
mn eui due di essi ¢’ intersegano , e I incontro di questa col
terzo di essi piani ; il quale incontro & il centro della sfera
cercata .

(.Ii(‘? posto , potendosi i piani di projezione prendere ad
arbitrio , per render piu agevole la costruzione grafica del
problema , prendasi per piano orizzontale I’ una delle facce
ABC della piramide , e sopra di esso sia projettato in d il
vertice D dell’ angolo , che gli & opposto , ¢ congiungasi

——

{ ')1La costruzione in questo caso ¢ a dirittura come quella deln, 1.
cas. 1.
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Ja Ad, cui si tiri una qualunque parallela LM , per la qua-
le si concepisca passare il piano di projezione verticale ; ca-
dranno le projezioni verticali de’punti A , B, C nella LM
in A’, B’ ,C’, e quella del punto D cadrain un punto d’
della perpendicolare d D’d” ad essa LM .

Or , si bisechino le AB, AC, e da’loro punti medje,
f le si erigano , nel piano ABC , le perpendicolari eg, fg 3
saranno queste le tracce orizzontali di due piani verticali
perpendicolari ad esse AB, AC ne’ loro punti medj : e do-
vendo il centro della sfera cercata trovarsi nell’ intersezione
di questi piani , ch’ & perpendicolare in g al piano ABGC;
sara percid ¢ la projezione orizzontale di tal centro -

Ma dovendo essere, a cagione della posizione data al
piano verticale , la AD parallela alla sua projezione verti-
cale A’d’; il piano perpendicolare alla AD nel suo punto
medio , lo dovra essere anche al piano vertioale , e passa-
re con la sua traccia pel ponto 2’ medio della A’d’ ; sara
percio questa traccia dinotata dalla perpendicolare g*2" , ti-
rata per A’ alla A’d’. E dovendo il centro ceroato esistere
in esso piano ; dovrh la projezione verticale sua cadere nel-
la 4’g’: sarh dunque questa il punto ¢,ove la perpendicolare
gG’g’ , da g abbassata sulla LM , incontra essa 4" . Final-
mente , essendo Ag , A’g’ le projezioni definite del raggio
della sfera, & chiaro , che se prendasi su la LM , dal punto
G’, la G’F’ uguale alla A g, vongiunta la ¢'F’ , sara questa
quanto un tal raggio,

278.Scor.1.Risultande dall’ analisi del precedente pro-
blema, che I intersezione de’ piani per le eg, fg , per-
pendicolari al piano ABC, sia la perpendicolare elevata-
gli dal punto g centro del cerchio circoscritto al triangolo
ABC , si vede, che la costruzione recata riducasi alla qui
appresso .

Circoscrivasi il cerchio al triangolo ABC , e dal suo cen-
tro g si elevi al piano del triangolo la perpendicolare , le
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cui projezioni saranno il punto g , e la perpendicolare G'g*
alla LM : Y incontro di guella perpendicolare col piano nor-
male alla AD nel suo punto medio, sara il centro della sfera
cercata. .

279.Scor.2.E facile a rilevarsi, che I’ apalisi geometrica
del precedeate problema , sia una modificazione dell’ apali-
si geometrica dell’ altro recato nella prop.70.

PROPOSIZIONE XCV.

PROBLENA.

280. Iscrivere la sfera in una piramide triango-

lare data.

Prendasi , come nel problema precedente , per piano o-

rizzontale la base della piramide data, e faiti passare pe’ tre.

lati di tal base altrettanti piani, che le sieno inclinati ad an-
goli,ciascuno quanto la meta di quello in cui le sono inclinate
le corrispondenti facce di essa piramide (vr.24,26,¢ n.105);
dovra il centro della sfera cercata esistere , in ognuno di
questi piani ; che percio esso si esibira determinando Fin-
tersezione de’ suddetti piani , che lo contengono (pr.28.).

Ma la costruzione grafica della precedente analisi del
problema pud con pin eleganka ottenersi nel modo qui ap-
presso indicato .

Sieno @, a' [ fig. 94. ] le projezioni del vertice della pi-
ramide proposta, ¢ BCD la sua base , la quale prendasi per
piano di projezione orizzontale . Si abbassi da a su di un
lato BC la perpendicolare «#, e troncata su la LM, dal pun-
to A’, la A'H’ uguale alla a4 , si uniscala a’H’ ; sara Pan-
golo A'H’a’ uguale all’ altro A 4a , ciot all’ inclinazione del-
la faccia della piramide , che passa per BC, alla sua base
BCD : e bisecando I'angolo A’H’a’ con la H'f’, sari il pua-
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to p’, ove qnesta H'f” incontra la A’a’ , la projezione ver-
ticale di quello dove I’ altezza A @ della piramide & incontra-
ta dal piano,che biseca 'angolo, che il piano ABC compren-
de con la base BCD della piramide. Quel tal piano potra
dunque esibirsi . E nel modo stesso si potra anche esibire
ciascuno degli altri due in cui esiste il centro cercato ; che
percio questo restera agevolmente determinato adoperandovi
la costruzione della prop.28.

LEMMA.

281. Le tre rette che congiungono i punti corrispondenti
delle scambicvoli intersezioni di tre cerchi, o concorrono in un
medesimo punto , 0 pur sono parallele tra loro.

Cas.1.Sieno EFG,IGH,HIE [fig.95.n.1.¢ 2] i tre cerchi
che s'intersegano ne’punti F, E; G, K; H, I, e congiunte le
GK, EF , queste si taglino in a : dico che I altra retta TH
debba anche incontrarsi con le precedenti due in a.

Imperocché si unisca la La , e questa, s" & possibile, non
passi per H; ma interseghi il cerchio GHLin S, e Paltro EFH
in R ; saranno uguali i rettangoli Ral , EaF delle parti del-
le corde RI, EF del cerchio HIE . Ma il rettangolo EaF &
uguale all’ altro Ga K, essendo le FE , KG corde dello stes-
so cerchio GKE ; e questo rettangolo G a K & finalmente u-
guale all’ altro Sal,perche GK, ed IS sono corde del mede-
simo cerchio GKH . Dunque sara il rettangolo Bal uguale
allaltro Sal ; e percio @S uguale ad =R : il che essendo
impossibile , dovra la HI passare necessariamente per a.

Cas.2.Che se la GK suppongasi parallela alla HI[fig.96],
dovra anche la FE esser parallela ad entrambe. Poiché sc la
FE incontrasse la GK in a , congiunta la al , si dimostreri
come nel cas.4., che questa non possa intersegare i due cer-

chi GHI, HFF in due punti diversi, ma che debba passa-
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ve per H. Adunque la HI non sarebbe perallela alla GK ,
come si & supposto ; che percid la FE dovra esser necessa-
riamente parallela alla GK.

282. Cor. 1. E facile a rilevarsi , dalta precedente di-
mostrazione , quest’ altra verita , ciod , che :

Se nella linea retta FE [fig.95 n.1 ¢ 2], che unisce punti
d intersezione F', E déduc cerchi FGE, HIE, siprenda un
punto a ad arbitrio , dal quale si tirino a que’ due cerchi le
corde 6K , IH ; per gk cstremi G,K,1,H di queste dovra pas-
sare un cerclao .

Imperocche & chiare, che i rettangoli GaK, 1aH sono u-
guali tra loro , essendo ciascun di essi uguale al rettango-
JoKaF.

283. Cor.2. Inoltre si rileva anche chiaramente, che se a
GK [ fig.96. ] si bisechi in Y , dal qual punto si elevi ad
essa ta perpendicolare ; questa dovra passare pe’ centri B,C.
de’ due cerchi GFK, GHI, che intersegansi. E per la stes-
sa ragione,se la HI si divida per meta in Z, d’onde le si ele-
Vi la perpendicelare ; questa dovra passare pe’ centri C, D
de’ centri GHK , HEF', che anche s’ intersegano . Laonde
se le GK, HI suppongansi parallele , le €B , CD, che so-
1o le perpendi‘coiari condotte ad esse dallo stesso punto G,
dovranno formare una sola retta ; e percio :

Se risultino parallelc le congiungent le intersezioni wispel-
tive di tre cerchi ; i loro centri giaccranno.in una medesima
Uinea retta . Ed al contrario.

284. Seor. Dalla precedente dimostrazione derivano fa-
cilmente i due teeremi , che recansi qni appresse .

TEOREMA 1.
285. Se trc sfere s intersegano scambicvolmente , i pia-

# de’ cerchi in cui s incontrano. | duz a due , dovranno
concorreve in una wmedesima retla perpendicolare al piano
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ehe pussa pe’ centri di esse sfere , o pure esser parallcle
tra loro.

Imperocche sieno GKH, HEF, GKE (fig.95.7.7,¢2] i tre
cerchi generatori delle sfere proposte , segnati nel piano
che passa pe’ centri C, D, B di queste ; e congiunti i pun-
ti corrispondenti delle intersezioni di tali cerchi , queste
congiungenti concorrano primieramente in @ . K chiaro che
pel rivolgersi i cerchi GIH , HIE intorno a’ loro diametri
coincidenti colla CD , ch’& la congiungente i loro centri ,
per generar due delle proposte sfere , la retta 1Z , ch’ &
perpendicolere alla CD , descrivera quel cerchio, ch’ &
Tintersezione di tali sfere , il cui piano sara perpendicolare
al piano BCD . Similmente rivolgendosi i cerchi HIE, EKG
intorno a que’ loro diametri , che coincidono con la congiun-
gente BD de’ loro centri ; le sfere da essi generate s inter-
segheranno nel cerchio , che avra per diametro la FE per-
pendicolare alla BD , ed il cui piano sara pure perpendico-
lare al piano BCD . Ed in simil guisa si vedra, che la sfera
generata dal cerchio EKG, el altra descritta dal cerchio
GKH s’ intreseghino nel cerchio descritto dalla GY , il cui
piano & perpendicolare al piano CBD . Or i diametri GK ,
HI , FE di questi tre cerchi s’ intersegano in a, ed i loro
piani sono perpendicolari allo stesso piano BCD . Adunque
essi cerchi si dovranno intersegare in una retta perpendicola-
rein a al pianoBCD.

Che se lerette GK , HI , FE [ fig.96. ] fossero risultate
parallele tra loro ; in tal caso i cerchid’ intersezione delle
proposte sfere , avendo per loro diametri rispettivi queste
rette , ed i loro piani essendo normali alla stessa retta BCD,
dovranno esser anche paralleli tra loro.



174 Geometria di Sito

TEOREMA II.

286. Tre superficie sferiche, le quali non abbiano i loro cen-

triin linca retta , sc interseghinsi scambicvolmente , avranno
duc soli punti di comune.

Sieno , come poc’anzi , GKH , HFE , GKE [£ig.95..1.]
i cerchi generatori delle tre sfere proposte, segpati nel piano
che passa pe'centri di esse, e congiungansi i punti corrispon-~
denti delle intersezioni di questi cerchi con le GK, IH, EF:
dovranno queste necessariamente concorrere in uno stesso
punto a(lem.pr.).Per lo che cssendo uguali i rettangoli GaK,
I1aH, EaF; dovra a'tre cerchi d'intersezione corrispondere ,
per lo punto a comune &’ loro diametri , una stessa semior-
dinata, la quale sara perpendicolare al piano BCD (teor.7) :
quindi le loro semicirconferenze , che sono al di sopra del
piano BCD , dovendo passare tutte tre per Vestremo di que-
sta semiordinata , verranno ad avere un punto di comune
ed un altro ne avranno quelle, che restano dalla parte di sot-
to dello stesso piano BCD : ond’é che queste tre circonfe-
renze s intersegheranno scambievolmente in due punti, e
perciod anche in questi due punti s’ intersegheranno scambie-

volmente le superficie delle tre sfere roposte. :
Ed & manifesto , che se il punto a di concorso delle cord

GK, IH , EF cadesse nel loro prolungamento [ flg.95.0.2] ,
e perd al di fuori de’ cerchi GKH, HFE, GKE; le superficia
sferiche intersegantisi non avranno que’ due punti comuni

a totte tre esse. et
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PROPOSIZIONE XCVI.

PROBLEMA.

287. In una piramide triangolare dati i suoi sei

lati 5 esibire l'altezza del vertice di ciascun suo an-~

golo sul piano opposto, ed il punto ove questo ¢ in-
contrato da quella perpendicolare .

11 triangolo BCD [ fig.95.%.7. ] rappresenti la base della
proposta piramide, ed O il vertice di essa ; si vuol esibire il
punto a ove la perpendicolare O abbassata da O sul piano
opposto BCD incontra un tal piano,e di pin la grandezza di
tal perpendicolare.

CONPOSIZIONE GEOMETRICA.

Co'centriB, C, D, e co'raggi = , 8, y nguali respet-
tivamente a’ tre rimanenti lati della piramide proposta si de-
scrivano i tre cerchi KEG , HKG , HIE , i quali s interse-
ghino scambievolmente ne’punti E, F; I, H; K, G, esi
uniscano le EF, GK , IH ; che si dovranno intersegare nel
punto a (lem.pree.), il quale sara quello ove la perpendico-
lare cercata incontra il piano BCD.E tal perpendicolare sara
quanto la media proporzionale @ O ritrovata tra G a,ed a K.

Imperacche congiunta la Ba,sara BO® == Oa’+4aB=GaK
+aY 4 BY'=KY"4BY*=BK": quindi sara BO=BK =&,
e cost dimostrando, che CO sia quanto 2, DO quanto 7 ; sa-
ra percid il punto O il vertice della piramide proposta , ed
Oa la sua altezza.

288. Scor. Un tal problema offre , per mezzo dell’ inter-
sezione di tre superficie sferiche costruita in modo geome-
trico , una terza soluzione assai elegante del problema di :
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Descrivere una sfera di dato raggio, che ne tocchi tre al-
tre date di sito'y e di grandezza ,
di cui le altre due furono esibite nella prop. 71.

Offre inoltre aneor quella di :

Determinare un punto nelle spazio, date le distanze di esse
da tre altri punti di sito. '

PROPOSIZIONE XCVIL

PROBLEMA .

28¢. Assegnare quel punto, che congiunto con
tre aliri dati, sia una delle congiungenti a ciascuna
delle altre due in ragioni date.

290.Parr.4. Suppongasi primieramente, che il punto cer-
cato debha esistere nel piano stesso de’ tre dati , B, C, D
[fig- 97. 1 , e sia eseo il punto a, e congiunte le a B, aD,
aC,staaB:aD::m:n, edaB:aC::m: r.

Essendo dati i punti B, C, e data pur la ragione di B
ad ¢ G; il punto @ si apparterra ad una retta disito , 0
ad una data circonferenza di cerchio , col centro dato in un
punto della BC ; secondo che quella ragione sia di ugua-
glianza, o di inegualita (not.al .1V pr.93).E similmente pec
esser dati 1 punti B,D, e la ragione di Ba ad 4D, il punio a
si apparterra ad un’ altra retta di sito , o ad una circonferen-
za di cerchio data, col centro in un punto dato della BD ,
E pero dall’ intersezione di tali luoghi risultera il puato ri-
chiesto a.

291.Parr.2.Che se il punto cercato richieggasi fuori del
piano de’punti dati BCD, cioé che vogliasi :

Determinare il vertice della piramide triangolare
dati i lati della base BCD, e quelli al vertice A
[ fig. 98.] essendo in date ragioni.
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Nel piano del triangolo BCD si assegnino iluoghi geome-
trici rispettivi di que’ punti , che dieno , per la BC, la BA
ad AC in data ragione , perla BD, la BA ad AD in data
ragione , e similmente per la CD . E chiaro , che tali Inoght,
che secondo la qualita di quelle ragioni potranno essere ret-
te , o semicirconferenze ( not.al n.IV.pr.93. ) , si concepi-
scano rivolgersi circolarmente intorno ad esse BC, BD, CD,
Prese per assi , genereranno que’ piani, e quelle superficie
sferiche , le quali saranno i luoghi corrispondenti del pun-
to A pello spazio ; che rimarra perd determinato dalla loro
intersezione scambievole , quando questa , per la natura de’
dati del problema abbia luogo.

Ed & facile rilevare , che rimarrh indeterminato il proble-
ma : I° Se le ragioni de’ lati AB , AC, AD sieno di egua-
glianza ; risultando sol nota la retta in cui & allogato cia-
scun punto, che vi soddisfa , ciot la perpendicolare al pia-
no BCD , dal centro del cerchio circoscrittibile a questo
triangolo : II° Che dovendo risultare il punto A dalPinterse-
zione di due superficie sferiche , e da quella di un piano ,
che sono le locali nel caso di una sola di quelle ragioni di
eguaglianza , e le altre due per conseguenza uguali tra
loro , rimarra indeterminato , quando la traccia di tal pia-
ro su quello del triangolo BCD non incontri la congiun-
gente i punti d’ intersezione de’ cerchi generatori delle sfe-
re, i quali sono sul medesimo piano BCD , tra que’ punti.
HI". Finalmente , nel caso piii generale , che quel punto
risulti dall’ intersezione di tre superficie sferiche, se le con-
giungenti i punti d’ intersezione de’ loro cerchi generatori ,
nel piano del triangolo BCD, converranno nel loro prolun-
gamento .

E quando nel IT°, e I11° caso il problema risulti possibi-
le , quel punto d’ intersezione dara mel piano del triangolo
BCD, il piede dell'altezza della piramide, stabilendone il si-
to di qoesta; e la sua grandezza si otterra nel modo asse-
gnato nel n. 286. 12
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PROPOSIZIONE XCIX.

PROBLEMA.

29a.Esibire il vertice di una piramide triangola=
re , dati i lati della base , e gli angoli comprest
dalla sua altezza co’ lati dell’ angolo verticale .

Dal punto a [fig-98.],0ve l'altezza della proposta pirami-
de incontra la base, s intendano tirate a’ vertici degli angoli
B, C, D di questa le rette aB , aC , uD ; risulteranno
dati di specie i triangoli BaA , CaA , DaA , come quel-
li che , oltre all’ angolo retto, hanno un angolo dato . Quin-
di sara data la ragione , che ciascuna di esse tre rette serba
alla @ A stessa ; e per conseguenza quella dell’ una di esse
all’ altra .

Se dunque determinisi il punto a, d'onde tirate a'punti da-
tiB, C, D le rette aB, aC, aD, questesieno nelle ragioni
date ( pr. 97. part.I. ), si avra il punto a , ove Ialtezza
della piramide proposta incontra la base. E ritrovando in or-
dine a’termini della ragione data, che una delle tre rette Ba,
Ca, Da, laBa, per esempio , serba alla al , ed alla stessa
Ba la quarta proporzionale ; avrassi I altezza Aa. Si & dun-
que determinato il sito del vertice della piramide proposta
(pr11.). .

Si potrebbe anche esibire I' altezza di tal piramide nel se-
guente modo , ciot . Determinato come poc’ anzi il Pun?o a
[ fig-94. ], cb’ & la projezione del vertice di essa sul piano
della base , il quale prendasi per quello di projezione oriz-
zontale , si abbassi da a sulla LM la perpendicolare inde-
finita aA’a’; e preso sulla stessa LM, dal punto A’, la A’B’
uguale alla B a, si constituisca al punto B’ della B’A” 'ango-
lo A’B’a’ uguale al dato aBA, nella fig.98 ,il quale & com-
plemento dell’ angolo BAa ; il punto o’ sara I altra proje-
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wione del vertice della piramide proposta: e la retta A’a’
dinotera I’ altezza di essa.

293. Scor. 1l precedente problema si & qul recato , non
solamente perche fa serie con quelli considerati da’ moderni
geometri per la piramide triangolare ; ma ancora perche dal
Monge , e da altri geometri descrittivi francesi , costruisce-
si per mezzo delle intersezioni di tre superficie coniche .
1l qual modo di risolverlo era assolutamente da tralasciar-
si , non solo per la sna complicata costruzione , per nul-
la comparabile alla semplicissima , ed elementare , che se
o’ & recata ; ma ancora per evitare una inutile discussione
delle soluzioni apparenti, a’ quali quel modo di risolverlo
da luogo, per I’ improprieta delle locali , che vi si adoprano
a costruirlo.

PROPOSIZIONE C.

PROBLEMA.

294. Dati in una piramide triangolare i lati del-
la base , edi tre angoli al vertice di essa ; costruire
questo punto , cioé , esibirne la projezione , e l'al-
tezza sul piano della base della piramide.

SOLUZIONE GRAFICA
ANALISI GEOMETRICA

295.Riferendo il vertice A,che vuol esibirsi nella piramide
ABCD[fig.98.], alla sua base BCD presa come piano di si
to , nel quale & data la posizione del triangolo BCD ; & evi-
dente, che nel triangolo BAD, essendo dato I angolo BAD,
€'l lato BD, che gli & opposto, il punto A,se fosse in un pia-
no qualunque condotto per la BD), si appartereebbe alla cir-
conferenza del cerchio descritta in esso sulla BD , capiente
V" angolo dato BAD (2/.El.IIT ) ; e ritr?:;andosi nello spazio
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debba avere per suo luogo geometrico la superficie generata
da tal circonferenza rivolgendosi dintorno alla sua corda BD.

Similmente, per esser dato, nel triangolo BAC il lato BC,
« langolo opposto BAC, il punto A si apparterrebbe alla su-
perficie di rivoluzione generata dal segmento di cerchio de-
scritto sulla corda BC, capiente I’ angolo dato ad essa op-
posto BAC .

E lo stesso pel lato CD, ¢ 'l suo angolo opposto CAD.

Laonde il vertice A risultera dall’intersezione di queste
tre superficie di rivoluzione , o sia sara I'un de’ punti ad
esse comune. E perd costruendo graficamente I’ intersezione
di una di tali superficie di rivoluzione con ciascuna delle al-
tre due (pr.87.cas.1.); i punti ove s'intersegheranno le pro-
jezioni rispettive di tali intersezioni, nel piano di sito del tri-
angolo BCD, preso per I orizzontale di projezione (*),daran-
no le projezioni orizzontali di tante piramidi della base BCD,
e col vertice in uno di que’ punti d’ intersezione, quante ne
puo offrire il problema proposto ; e perd 1 piedi rispettivi
delle loro altezze.E le intersezioni verticali di quelle proje-
zioni, esibiranno le altrettantc projezioni verticali del verti-
ce di quelle piramidi ; e quindi le rispettive altezze di esse .

DETERMINAZIONE.

996.S’ indichino con P, Q , R[fig.99.] i segmenti di cer-
chio BFD , BGC , CED descritti sulte BD , BC , CD capaci
ati angoli dali al vertice A della piramide ; e

de’ corrisponde
le stesse condi=

come che ciascun di essi ne porta seco , con
zieni, il segmento supplementale , ciot il rimanente segmento

di cerchio su la stessa corda ; e che rivolgendosi dintorno

alla corda corrispondente 1'uno,vi si rivolge ancora I’ altro;

(") Per maggiormente agevolare tal costruzione grafica, slara bene,

che I' un delati del triangolo base della piramide, pongasi in sito da es-
ser perpendicolare alla comuue sezione de’ piani di projezione.
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perd i easi di questo problema verran dinotati dalle combi-
pazioni diverse di tali sei segmentia tre a tre ; e quindi ri-
sulterchbero al numero di venti.

Or indicando con p , g , i rispettivi segments supplemen-
tali BfD, BgC, CeD degli altri P,Q, R, le suddette

combinazioni di tulli essi , saranno le seguenti

L. P,QR QR p» PR ¢ PQr
1 par ¢nP prnQ gk
Im.r,Q,p P.Q¢ QRg¢ QR r PRp PBR 1
IW.p2,¢ P p¢0Q ¢enl ¢nr R prP ¢ rR

Ma di queste & evideute , che debbano rigettarsi le sei n.JIL
e le sei n. IV ; poiche & impossibile I’ intersezione di un
segmento col suo supplementale(70.ELI11.), e quindi quelle
delle superficie di rivoluzione da essi generate , girando in-
torno alla corda comuge ; sicché non rimarranno a risolve-
re il problema , che le prime otio, segnate da’ num. L. 1I. E
perd il problema proposto & generalmente suscettivo di otte
soluzioni diverse , corrispondenti ciascuna a ciascuna delle
combinazioni di segmenti di ccrchio descritti su'lati BD,BC,
CD del triangolo BCD, co'rispettivi angoli in essi compresi.

Or riflettendo, che ciascuna delle quattro n. I. corrispon-
de identicamente alla rispeltiva nel #. IL., o sia , che pe trae
per conseguenza I'altra, come la P,Q,Rconlap, g, r,la
Q,R,pconlag,r,P, ecos delle altre; sara facile con-
chinderne, che la vera , e necessaria ricerca del problema ri-
ducasi a sole quattro seluzioni diverse : su di che verra pix
particolarmente ragionato nello scolio qui appresso ;. e perd
che debba la natura , ed il grado di esso limitarsi al quarto,
ed esser quindi costruibile con la combinazione di. due car-

() L esecuzione grafica della costruzione indicata nel precedente-
problema,potra vedersi eseguita con eleganza, ¢ precisions di disegno..
pel Supplemento L. del sig. Hacbette.
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ve coniche, o di una di esse col cerchio, come il dimostra col
fatto la seguente elegantissima

SOLUZIONE GEOMETRICA DI G. SCORZA (*)

ANALISI.

297.Sia ABCD[fig.700]la piramide richiesta, di cui ABC
sia la base , che rappresenti un piano di sito » I orizzontale,
e D il vertice : sara dato di grandezza P'angolo solido in D
§23.EI.XI); e preso un qualanque angolo ADBdi quelli,che
il comprendono , & chiaro , che sia pur data la porzione di
cerchio ADB, che n’é capace, ed & descritta sulla data retta
AB ; ed il piano di essa dovendo inclinarsi a quello ACB
in un dato angolo, sara ancor dato di sito.Or abbassando dal
punto C sulla AB la perpendicolare CE » sara essadata in
grandezza , e di sito il punto E , dal quale se elevisi , nel
piano ADB, la EX perpendicolare alla AB , Tisulterd data
di sito; ed ancora di sito sara data la perpendicolare,che da
C tirasi al piano ADB » la quale cade nella EX. Ma que'due
Ppiani sono dati disito, a cagione del dato angolo solido D ;
quindi sarh data la loro comune sezione DF , C con cid sa-
ranno dati gli angoli ADF, FDC ; e sara pur dato Yarco AG
su cui ne insiste I’ angolo ADF : ed il punto G sara dato di
sito , ed il triangolo rettangolo CFD sara dato di specie ;
onde sara data la ragione del quadrato di CF all'altro di FD,
che sia espressa da quella della retta H all’ altra [ . Per Ia
qual cosa, prese nella retta FE,d’ambe le parti del dato pun-
to E, le EK, EL uguali ciascuna alla data retta CE ; saran
dati di sito ipunti K, L, ed il rettangolo KFL sari ugua-
le alla differenza de’ quadrati di EF, ¢ di EL » ovvero di

{*) Una tal soluzione fu pubblicata nella divinazione della Geometria
analitica degli antichi — Nap,1823. a pag.291, ¢ seg.
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EE€, cioé al quadrato di FC ; onde , al pari di queslo, sa-
ra benanche il rettangolo KFL al quadrato di FD nella data
ragione di H ad L.

Cio posto , si uniscano le rette GK', GL , che seghino 1a
circonferenza del cerchio ne’ dati punti M, N ; e dal punto
D si tirino, su le date rette GM, GN, le DP, DO parallele
alla data retta KL . E poiche la ragione del rettangolo KFL
al quadrato di FD componesi dalle ragioni del rettangolo
KFL al quadrato di FG , e del quadrato di FG a quello di
FD , ovvero dalle loro uguali , cioé dalle ragioni del rettan-
golo PDO al quadrato di DG, e del quadrato di GK a quel-
lo di KP ; sara benanche H ad I in ragion composta del ret-
tangolo PDO al quadrato di DG , e del quadrato di GK a
quello di KP . Ma condotte dal pusto D sa le GM , GN le
DR, DS parallele alla congiunta MN , ch'e data di sito, ed
incontra la GD in un punto Q ; sara chiaro , che il rettan-
golo PDO stia al quadrato di DG in ragion composta del
rettangolo PDO al rettangolo RDS , ¢ di questo al quadrato
di DG ; delle quali ragiori la prima v’ & data , pe’ triangeli
dati di specie DPR, DOS, che pongasi uguale a quella del-
la retta GM all’altra T ; e la seconda ne pareggia la ragione
del rettangole MQN , o del suo uguale DQG al quadrato di
QG,ciot alla ragione di DQ a QG, ovvero di RM ad MG.A-
dunque sara pure il rettangolo PDO al quadrato di DG in
ragion composta di RMad MG , ediMG a T , ciot come
RMa T . Ma si & dimostrato dianzi essere II ad I in ragion
composta del rettangolo PDO al quadrato di DG, e del gna-
drato di GK a quello di KP. Dunque sara ancora H ad L in
ragion composta di RM a T,e del quadrato di GK a quelle di
KP : ¢ ponendosi il quadrato di GK uguale al rettangolo di
T in V ; sara Had I in ragion composta di RMa T , e del
rettangole di T in V al quadrato di KP, vale a dire come il
parallelepipedo, che ha per base il rettangolo di RM in V,
e per altezza larcita 1", al parallelepipedo , che ha per ba-
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se il quadrato di KP, e per altezza la stessa T , ossia come
il rettangolo di RM in V ul quadrato di KP ; e compiti
parallelogrammi RK , PX , sara H ad I » come il rettangolo
di UD in Val quadrato di DX ; e percid il punto D :arh
ad una parabola.

Ma o’ & ancora alla data cireonferenza del cerchio ADB
Dunque un tal punto sara dato.

SOLUZIONE MECCANICA DEL PROBLEMA STESSO.

298. Si costruisca con I ajuto di una scala geomelrica un
tr.iangolo bed (fig.101) simile a quello, che risulta dal con-
glungente i tre punti dati, che sono i vertici della base del-
la piramide proposta ; e costruito un’ angolo solido A co’
tre angoli dati al vertice A di tal piramide ; si vada adattan-
flo quel triangolo c4d dentro a quest’ angolo in modo , che
1 vertici 4, ¢, d degli angoli suoi corrispondano a que’ lati
dell’ angolo A, che sono ad essi rispettivi: & manifesto, che
quando si sarh pervenuto a far cadere i puntib, ¢, dsui
lati dell’ angolo A ; dovranno le Ab, A ¢ » Ad, che resta-
10 in tal modo determinate , esprimere in parti della stessa
scala 1 lati della piramide proposta , cioe le tre rette che
dal punto cercato vanno a’ tre punti di sito . T

Cio premesso, se dal vertice A si abbassino sulle basi 4¢
dc de’ due triangoli dati bAc , 5Ad le perpendicolari A¢ ;
Af, e poi da’ punti ¢, f si elevino alle stesse , nel pian;
bcd , le perpendicolere e, fa ; congiunta la Aa, satd que-
sta, come facilmente si comprende , I altezza della pirami-
de Abdc determinata di grandezza, e di sito, dalla quale sa-
ra facile ricavare , per mezzo della scala stabilita » la gran-
dezza , el sito di quella della piramide proposta , ciot la
Posizione del punto cercato .
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SCOLIO.

299. Questo famose problema , che a tanta varieta di o-
pinioni ha dato luogo per la sua natura , fin da che I’ in-
signe Lagrange il promesse negli At di Berlino , per I an-
no 4773 , merita per tal siguardo uno specialc esame , che
risultera di grandissimo vantaggio alla scienza geometrica,per
I investigazione delle effettive soluzioni costituenti la natura
di un problema. Ed essendo stato alla fine trattato in nostra
scuola, ed elegantemente risoluto per le pure vie geome-
triche dallo Scorza , come si & veduto, e dal Bruno de-
dotto come un caso particolare dall’ altro di : adattare un
triangolo dato di specic , cu'suoi vertici , tra un punto da-
to , e due rette comunque date di sito mello spazio ; da che
sone derivate importanti ricerche sul medesimo con 1’ ana-
lisi moderna, ho perd creduto eonveniente compierne un
Javoro connesso , e speciale, che formera il vol.V. degli O-
puscoli matematici , come mi trovo aver annunziato nel pro-
spetto di essi. Ma intanto ad evitare gli equivoci, che po-
trebbero intrudersi nelle menti de'giovani, che s'imbattessero
a leggerlo, nella prima edizione della Géométrie déscriptive del
Monge (an.7797), o nella seconda con supplementi dell
Hachette (an.1811, ¢ 1818) , o in quella dal Lacroix ( an.
1795 , ¢ seg. per lo allre ) , o in tante altre trattazioni di
esse , & necessario , che qualche cosa qui si accenni de’ ri-
sultamenti a’ quali daranno luogo le considerazioni piit par-
ticolari , che vedransi nel vol. suddetto di Opuscoli .

E prima I’ illustre Monge, attenendosi alle semplice consi-
derazione del grado di ciascuna di quelle superficie di rivo-
luzione, per le intersezioni delle quali il costruiva , ascen-
dendo Y'equazione per ognuna di esse al quarto , ne conchiu-
se essere 1] problema di 64° grado. Ma ¢id non era un difet-
to della scienza geometrica ; si bene dell’ aver adoperato a
risolverlo mezzi assai superiori a quelli , che regolormente
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si richiede. Che certamente se a risolvere un problema pia-
po si adoperi una curva conica, o anche se vogliasi una
curva meccanica , non perd il preblema diverra solide, o
trascendente . :
Né quest’ uome illustre , cui la scienza analitico-geome-
trica or tanto deve , avverti la soluzione algebrica accennata
dal Lagrange, in una delle sue lezioni alle Ecoles normales,
ove contemporaneamente ancor egli insegnava,come dov fare
il Lacroix, il quale nel suo Essais de Géométrie sur les plans,
et les surfaces courbes (an.1795 ) nold, sebbene con impro-
prieta geometrica,che: ce probléme est en général du huitiéme
degré: on peut cependant dans sa construction reduire le nom-
bre des solutions & quatre . Ma dopo che ebbi , ne’miei Ele-
menti di Geomelria descritliva, rilevati, nel moc.o esposto pre-
cedentemente (n.296 ), siffatti casi, vi rivenne ancora il dot-
to, e laborioso geometra Hachette, facendo ogei sforzo, per
provare, che tal problema ammetta 16 soluzioni ; e volendo
ricavare cio dal fatto,valendosi di un® esatta costruzione grafi-
ca dell'analisi recatavi dal Monge, ch’s la prima nostra, e che
+ né pure gli dava costaniemente un tal nwmero di punti , se-
condo la diversa grandezza, e posizione de'dati da’ quali par-
tiva per eseguirla (*). Ed & facile accorgersi , che un tal ele-
vamento di soluzioni,e que’punti,che FHachette trovava sod-
disfarvi,non erano,che il raddoppiamento della soluzione del
problema, eseguendola al di sopra, ed al di sotto del piano
della base del triangolo, preso come piano di sito da riferirvi
Ia costruzione di esso : a che se dovesse riguardarsi, al certo
che ogni problema di Geometria elementare costruito col
cerchio avrebbe non due , si ben quaitro soluzioni diverse ;
donde tuttala scienza geometrica pér']a natura de’ problemi
rimarrebbe conturbata. Né tampoco quelle otto combinazioni

et

(*} Vegg. 1a 2. edizione della Géomelrie déscriptive del Monge , ed i
supplementi ad essa ( an. 1811 , ¢ 1818, )

Geometra di Sito 187

diverse, che ne’ n.1. I1. della determinazione (n.296) sonosi
recate, presentano oito soluzioni del problema , sicché po-
tesse aver luogo l'espressione del Lacroix, che quel proble-
ma sia in generale dell ottavo grado ; poiché la meta di
esse essendo conseguenza dell’ altra , non costitnisce solu-
zioni diverse , n¢ entra a parte del grado di esso : mentre
il vertice A della piramide risultante dagli angoli ne’segmen-
ti P, Q, R, e quello a dell’ altra con gli angoli ne’ segmenti
supplementali p, g, , non costituiscono , che una sola so-
luzione , risultando necessariamente I’ una per conseguen-
za dell’ altra , come per I’ appunto non sono due diverse so-
luzioni del problema di : costituire ad un punto dato in una
retta data un angolo uguale ad un dato , ¥ angolo assegna-
to, oil suo conseguente ; né per la costituzione dell’ ango-
lo solido con tre angoli piani dati , sono soluzioni distinte
quelle , che risultano per conseguenza da ciascuno de'tre an-
goli dati, ed i conseguenti degli altri due; il che se fosse un
tal problema piano si troverebbe cambiar di natura .

E ben cid indicavano le stesse costruzioni grafiche , per
tal problema fatte con tanta diligenza eseguire dall’ Hachet-
te , esulle quali egli tanto ben ragiona , nel descrivere le
tavole C , D delsuo I°. supplemento , ove al n. 127 rileva ,
che : » les nappes catéricures d’ une part , et les nappes in-
» téricures , de U aulre , se coupent suivant une branche de
» courbe fermée, dont les projections peuvent étre engendrées
» d un mouvement continue par un point mobile. Il en est de
» méme de la branche de courbe qui resulte de la combinaison
» de la nappe extéricure , ou intérieure de I une des surfa-
» ces , avec la nappe interieure ou exlerieure de U autre sur-
» face.Ces deux combinaison dc t une seule courbe , quun
» point mobile peut suivre sans disconlinuité . . - -+ . . . -

E dal fin qui esposto , a tal riguardo , dovra conchiuder-
si, che quella costruzione grafica , con tanto studio fatta e-
seguire dall’ Hachette , non presenti altro vantaggio , che
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quello di dare in disegno ad un tratto tutt'i punti soddisfa~
centi al problema, tanto sopra, che sotto la base della pira-
mide , e non sole per le soluzioni principali , ma ancora per
le conseguenze di esse -

La soluzione meccanica , che in ultimo si vede data ad un
tal problema (258) 1’2 stata ad oggetto di ricordare un modo,
che tennero gli antichi in risolvere que’ problemi , che e-
rano di un uso pratico ; di che ce ne ha serbato Pappo un
esempio , nella soluzione di Erone del problema delle due
medie proporzionali, dandola ceme mazime ad manuum ope-
rationes acomodata , iis qui architecti esse volunt (*). Da che
vedesi, non aver que’ nostri saggi , ed accorti maestri , che
tanto apprezzavano la purita della Geometria, abborrito dal
ricorrere ancora a questo mezzo per I’ invenzione in essa ; €
trarne quindi noi consiglio di non disprezzarne alcuno , per
imperfetto , che il credessimo, che all’ uopo potra trovarsi
atto a recarne alcun vantaggio.

Ma questa commutazione di forma del problema sulla pi~
ramide , di cui traltiamo, & ancor atta a presentarne facil-
mente la natura di esso , dando agevolmente 'equazione del
quarto grado per la sua soluzione,prendendovi le indetermi-
pate su due lati dell'angolo selido, dal vertice di esso, come
potranno , per loro esercizio , ben vedere i giovani. E le so-
luzioni diverse di eui & susceltivo sarebbero per I appunto
quelle , che risultano dagli angeli A, B, C comprendenti il
proposto , e da ciascun di questi combinato co’ conseguenti
degli altri due; ad ognun de’ quali angoli solidi corrisponde-
rebbe per base un triangolo simile al dato, per un punto
comune preso in uno stesso lato , e per un altro de’ quattro,
corrispondenti alle radici dcll’ equazione al problema ; e da
quel verso del vertice stesso, che ne indica il segoo rispetti-

vo di esse .

(*) Di tal modo sono ancora quelle di Eratostene , e delle stesso
Pappo .
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Da che risulta aver su tal proposito equivocato I' illustre
professore Pachette in conchiudere il secondo articolo del-
Ja sua elaboratissima memoria: Solution algébrique d'un pro-
bléme de Géométrie a trois dimensions (*) in continuazione a
quella del nostro professore Brano, di sopra accennala , col
dire . » Tl est donc démontré , que si I’ on donoe une pyra-
» mide triangulaire, et up point sur I une des trois cotes de

» cette pyramide , on peut cn general mener par ce point ,
t la pyramide suivant un triangle

» huit plans qui coup
» d une similitude donnée.
Ma di tutto cio , che vedesi qui accennato , ci serbiamo a

ragionar pi estesamente nel vol.V degli Opuscoli matematici
come abbiamo promesso; da che molta luce si spandera sul-
Ia natura de’ problemi, e la loro determinazione , ch'e I'og-
geto cui mirano principalmente tutti que’ lavori, che in es-

si pubblicheransi.

e

{*) Atti dellaR. A, delle Scienze di Napoli vol.IIL
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PROPOSIZIONE CI.

PRORLEMA.

300. Dividere una piramide triangolare in quat-
tro altre piramidi triangolari, le quali abbiano per
basi le facce delle piramide data , e per vertice uno

stesso punto dentro di questa ; e che serbinsi tra

loro rispettivamente ragioni date.
ANALISI GEOMETRICA.

Sia a [fig.101.] quel punto dentro la piramide triango-
lare data BCDA , per lo quale conducendosi piani , che
passino anche pe’ lati BC,CD , DB, DA ,AC, AB di es-
sa , resti tal solido diviso nelle quattro piramidi cercate
BCAa ,CDAa, BDA 4, BCDa.

E poiche & data la ragione della piramide BCA ¢ all’ altra
CDA a, chesprimasi per quella delle rette m , » ; ed & di
piit data la ragione delle loro basi BAC , CAD date , che
si dinoti con le rette r , n ; sara data anche la ragione delle
loro altezze, ciot delle perpendicolari abbassate dal punto a
su i piani BAC, CAD : ed essa verra espressa, com chiaro,
da quella di m ad = .

E similmente si vedra esser data la ragione di ciascuna di
queste perpendicolari alle altre,che dal punto stesso a si ab-
bassano sugli altri piani BAD , BCD . Laonde il proposto
problema si sara ridotto allaltro di : rinvenire nellu pirami-
de data un punto a , dal quale abbassando le perpendicolari

sulle facce della piramide data , queste sieno tra loro in ra-

gioni date .

Or dunque dovendo essere le perpendicolari,che si abbas-
savo da tal punto su i tre piani BCD, BCA, ACD in ragioni
date ; il punto dal quale esse debbon partire dovra avere per
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luogo geometrico una retta di sito, determinabile p‘.al n.199.
Ma percht sono anche date le ragioni, che serbansi tra loro
le perpendicolari, che da un punto stesso debbono cadere su
i tre piani BCD, CAD, DAB , tal punto deve avere per suo
Tuogo geometrico un’ altra retta di sito determinabile pel nu-
mero medesimo . Adunque il punto soddisfacente al pro-
blema proposto sara quello ove tali due locali s’ intersega-

. no . Ed esse dovranno necessariamente intersegarsi, perchd

ciascuna dee cadere in quel piano, ch’ & il luogo geome-
trico de’ punti d’ onde abbassandosi le perpendicolari su i
piani BCD , CAD , sono queste in date ragioni tra loro .
Adunque un tal punto si sara rinvenuto. Ed il problema pro-
Pposto potra con facilta costruirsi , sia in modo puramente

geometrico , sia graficamente . .
301. Scor.La stessa soluzione avrebbe avato luogo, se il

problema fosse stato piii generalmente enunciato nel seguen-
te modo , cio®;

Dati quattro vettilinei in diversi piani di sito , che s incon~
trino ; determinare quel punto , che preso per vertice di quat-
tro piramidi aventi per basi que’ retiilinei , abéiano queste
tra loro ragioni date . n
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PROPOSIZIONE CIIL

PROBLEMA.

303. Tra due rette date ritrovar due medie pro-
porzionali.

SOLUZIONE DI ARCHITA.

Sulla maggiore delle dne rette date AB [ig.703.] si de-
scriva il semicerchio AEB , e su di esso s’ intenda eretto il
semicilindro AEBIKL ; poi sulla AB stessa, e nel piano del
rettangolo LABI si descriva I’ altro semicerchio AGB, il
quale si concepisca rivolgersi dintorno al puato B , restando
sempre verticale , e finche la AB descriva un quarto di cer-
chio ; generera esso uua superficie di rivoluzione , la quale
intersegandesi con la superficie del semicilindro produrra in
questa la curva AOB. Inoltre la minore delle rette date si a-
datti dal punto B nel semicerchio AEB, e siala BE ; poi dal
suo estremo E si abbassi sul diametro ABlaperpendicolare EF,
ed il triangoi 1EFB s'intenda rivolgersi dintorno al catetoFB,
per generare un cono, la cui superficie indefinita interseghi
quella del semicilindro nella curva ECH, e questa sinterse-
ghi con l'altra AOB pel punto C. Cid posto si abbassi da G
sul piano sottoposto AEB la perpendicolare CD, che dovra
cadere nella superficie cilindrica, ed incontrar percid la cir-
conferenza del cerchio,che n'¢ base, in D : congiunte le BD,
BC ; saranno queste le due medie proporzionali cercate.

Imperocche 1a BC incontri in M la circonferenza della base
del cono suddetto ,e dal punto M sul piano sottoposto AEB
si abbassi la perpendicolare MN , la quale dovra , com’ &
chiaro , cadere nella BD : poi si prolunghi la EF in ¢, fin-
ché Fe sia uguale ad FE ; sara Ec il diametro del cerchio
base del cono descritto dal triangolo EFB, ed il punto e
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Vetrebhe a cadere pell’ altra sémicirconferenza del cerchio
AEB. Adunque sara MN* == ENe = DNR; e percio se con-
giungasi ia DM, il triangolo DMB sara rettangolo in M. Ma
producendo BD in @ , finche sia Ba = BA, e congiugnen-
do la 2C, & chiaro , cheé il semicerchio verticale descritto su
di oB debba _passare per G , e percio essere anche retto 1'an-
golo «CB . Adunque i tre tnangoh aCB , BCB , DMB es-
sendo rettangoli , ed avendo comune 1’ angolo CBa, saranno
simili . Laonde sarh aB, 0 AB: BC:: BC:BD :: BD: BM
o BE ; e percié le BC, BD saranno le due medie proporzio-
rali cercate.

303. Scor. Per la composmone di questo problema si ri-
chiede dunque di costruire I intersezione della superficie del
semicilindro con quella del solido di rivoluzione deserilto
dal semicerchio BGA ; e poi 1" intersezione della superficie
dello stesso semlcllmdro con quella del cono descritto dal
triangolo EFB: dall’ intersezione di queste curve risulta il
punto G, e quindi I’ altro D , che soddisfano al problema.
Or la prima di%jueste inlersezioni ha evidenlemente per pro-
Jezione sul piano AEB [fig.704] la semicirconferenza AEB;
e I altra projezione di essa sul piano ABIL , preso coms
piano di projezione verticale, si otterra facilmente se per lo
punto B si conducano in tal semicerchio le corde BD,BE,cc.
e poi per ciascuna di esse , la BD per esempio , si abbassi
da D sul diametro AB la perpendicolare Dd,la quale si pro-
duca al di sopra nel piaso ABIL , finche la parte prodotta
dc pareggi I’ ordinata , che nel punto D corrisponde nel se-
micerchio descritto sopra aB uguale ad AB : I’ estremo ¢ di
tal perpendicolare sarebbe la projezione verticale , che si
corrisponderebbe a quel punto della curva, clie projettato in
D sul piano orizzoniale. I cosi di ogni altro.

Per costruire poi I’ intersezione della superficie conica
con quella del cilindro , ciot per determinare la projezio-

ne verticale di questa, giacche I orizzontale cade anche nel-
13
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'la semicirconferenza ADB, si determinera la projezione ver-
ticale di quel punto di essa , ch’& projettato in D sul pia-
no orizzontale ; congiungendo la BD , ed immaginando con-
dotto per essa un piano verticale ; questo interseghera il ci-
Jindro ne’suoi lati verticali, che passano per B, D, e del se-
condo de'quali si avra la projezione, abbassando da D sudi
AB la perpendicolare indefinita Ddd'. La superficie conica
peoi verra dallo slesso piano intersegata in un suo lato, la eni
projezione verticale si otterrh prendendo sulla EF prolun-
gaia la Fn' uguale alla semiordinata , che nel punto N , ove
la BD intersega la EF, corrisponde nel semicerchio base del
cono ; sara Bn' la projezione verticale di un tal lato del co-
no : cd il punio c ove la retla Bn' intersega I’ altra dd’ sara
la projezione verticale di quel punto di questa seconda linea
d’ intersezione , il quale aveva per projezione orizzontale il
punto Ir. E cosi facendo si verrk ad assegnare I intera pro-
jezione verticale FcH di questa.

In tal modo I'ingegnosa soluzione di Archita verra ad es-
sere effettivamente costruila ; né potra aversi per una sem-
plice curiosite geometrica , come pensava il Montucla (*) .
Con che perd essa non dovra aversi come conveniente al gra-
do del problema , perché costruita con luoghi impropri.

{*) » Mais ce v’ étoit 13 qu' une curicsité géométrique , uniqguement
» prepre a salisfaire I'esprit, et dontla pratique ne sauroit tirer aucun
» sccours ( Ifist. des Math. pag. 173 vol. L. ediz.2).
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PROPOSIZIONE CIII.
TEOREMA.

304%. E dato il sito di un punto A nello spazio ,
se sien date le distanze , ch’ esso serba da tre altri
punti B, G, D, gia dati di sito nel medesimo.

Imperoccht essendo data la distanza del punto A dal pun-
to B, si apparterra il punio A alla superficie sferica del
centro B , e del raggio dato BA , che ne sara peroé un luo-
go anastrofico (*) . Ed essendo ancor data la distanza di
quel punto dall’ altro C , si apparterra esso all’ altra super-
ficie sferica del centro G , e del raggio CA ; ene sarh pe-
rdo luogo diessodico (*) la circonferenza del cerchio in cui
tali due sfere intersegansi . In fine dall’ esser data la distan-
za del punto A da D, avra esso per terzo luogo la superfi-
cie sferica del centro D , e del raggio DA. Quindi sara un
di que’ duc punti riferiti al piano BCD , ne’ quali 1€ tre su-
perficie sferiche s’ intersegano (285).

E manifesto , per la determinazione del punto A , che
debbano le distanze di esso da due de punti dati, in qualun-
que modo prese, esser maggiori della distanza tra’punti stes-
si : ciot le BA , AC maggiori.di AC , le BA , AD maggiori
diBD, ele CA , AD maggiori di CD.

La composizione geometrica di questo problema & preci-
samente quella della prop.96, della quale al contrario il pre-
sente ne offre I’ analisi geometrica.

(*) Vedi prefaz. a pag.¥xut.
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PROPOSIZIONE CIV.
TEOREMA.

305. E dato il sito di un punto A nello spazio ,
se sien date le distanze , ch’ esso serba da tre rette
gia date di sito nel medesimo.

Imperocché essendo data la distanza del punto A dall’ u-
na di tali rette , si apparterrh esso alla superficie cilindrica,
a direttrice circolare , del raggio quanto la distanza data , e
che ha per asse quella retta . Similmente , per esser data la
distanza del punto A da un’alira delle retie di sito , avra es-
so per luogo geometrico la superficie cilindrica di wn tal as-
se, che ha per direttrice il cerchio del raggio la distanza da-
ta. E cosi pure per la terza relta di sito.

Adunque il punto dato , coesistendo in ciascuna delle tre
superficie cilindriche suddette , risultera dalla loro scambie-
vole intersezione . Or siccome I’ una di esse incontra ciascu-
pa delle altre due in una linea ; cosi ognun de’ punti ne’
quali queste s’ intersegheranno sary il proposto .

Ed & facile comprendere , per lu determinazione de’ dati
nel presente teorema , che le due distanze del punto da cia-
scuna delle rette , non debbano, insieme prese , esser minori
della distanza tra esse relte , ciot della perpendicolare loro
comune ; e nel caso , che pareggino tal distanza , la deter-
minazione del sito del punto risultera da esse sole, senza es-
servi bisogno della distanza dalla terza retta . Imperocché le
due superficie cilindriche , le quali ne sono le locali do-
vranuo toccarsi nel punto proposto ; il quale rimarra perd e-
sibito con assegnare la minima distanza tra le due rettedi
sito-, e dividerla poi nel punto ove si terminano le distan-
ze date.
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COSTRUZIONE PEL PUNTO CO PRECEDENTI DATI,

306.Stabiliti i piani di sito, cui riferisconsi le tre rette da-
te ; saranno delermipabili i puntiin cui I’ un di questi che
sia I’ orizzontale , & incontrato da quelle (pr.76.) : e sarauno
ancor date di sito , e di specie le ellissi d¢’ centri que’ puati
in cui le superficie cilindriche , con gli assi le rette date ,
inconlrano quel piano (221 , e 223). Laonde si potranno co-
struire le loro intersezioni , dalle quali rimarranno esibi-
ti i punti, che hanno le condizioni del proposto.

307.ScoL. La compiuta effettiva costruzione qui solamen-
te indicata, potra vedersi nella tav. B del supp. I. dell’ Ha-
chette , all ediz. 2. della Géométrie déscripive del Monge .
E volendola rendere pii semplice , si avrebbe potuto pren-
dere I’ una delle rette date perpendicolare al piano di pro-
Jezione orizzontale ; - ed il verticale parallelo ad un’altra di
esse. Nel che fare potranno utilmente esercitarsi i giovani.

SCOLIO
PE' DUE PRECEPENTI TEOREMI DI DATI.

308. A compiere la determinazione di un punto nello spa-
zio , gia cominciala nella prop. 15, di cui erano modificazio-
ni le 11, e 12, abbiame qui recati questi due altri teoremi ,
da’ quali evidentemente risulta, che quel primo sia , tra’ tre
mezzi indicati , lo pii semplice , si geometricamente consi-
derato, che per I' uso nelle arti del disegno , ave & stato pe-
1o sempre il solo ad esser praticato .

E facile poi il vedere come,recedendo da questi determi-
panti uniformi del sito di un punto nello spazio , si possa
ottenerlo dalla combinazione di tre di essi, come , per esem-
Pl » dando la distanza da due punti ed una retta , vel qual
caso la costruzione di esso dipendera dalle intersezioni di
due superficie sferiche_ed una cilindrica , o da due rette,,
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ed un punto di sito , costruendo I’intersezione comune di
due superficie cilindriche, e di un’ altra sferica ; ec. Ma cia
basti averlo indicato, per offrire a’giovani pratici nel disegno
geometrico un atile esercizio nella costruzione delle interse-
zioni delle superficie curve, non potendo riescire di alcun uso
pel ramo di scienza geometrica , che qui trattasi.
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CAPITOLO XVL

CONSIBERAZIONI GENERALI SULLO SVILUPPO
DPELLE SUPERFICIE CURVE.

e CE D P L

309. Dgr. xx1. Una superficie curva si dird svi-
luppabile, se possa distendersi in un piano, da non
restarne le sue parti interrotte nella loro continui-
ta , né che alcuna di esse ne copra un’ altra.

310.Cor. Sirileva da cid , che la superficie curva svilup-
pata debba rimanere della stessa grandezza di prima dello
sviluppo.

3114. Scor. L oggetto di questo sviluppo & il poter dise-
goare piu facilmente, e pit comedamente le curve , che era-
no segnate sulla superficie sviluppabile ; e pud anche talvol-
ta applicarsi convenevolmente alla soluzione di alcuni pro-
blemi : di che ve daremo un saggio nel presente capitolo.

PROPOSIZIONE CV.
TEOREMA.

312. Assegnare le condizioni geometriche dello
sviluppo delle superficie curve.

Da’primi Elementi di Geomelria & noto , che si possa svi-
Juppare la superficie di un prisma , o di una piramide , non
considerandovi basi ; e che non sia sviluppabile quella di un
qualunque altro solido poliedro . Or cstendendo un poco la
condizioue , che rende possibile lo sviluppo, ue’ due soprin-
dicati solidi , si vedri, che sc in un piano si lirivo le rette
AB, AD, CF, EG, cc. [fig.105.] , e quali s'incontrino due a
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due in A, C, E, ec., si potra semwpre immaginare , che ri-
volgendosi lo spazio angolare indefinito DCF intorno ad AD,
si ponga ad angolo cen I altro BAD ; che similmeate rivol-
gendosi lo spazio angolare FEG intorno ad EF, si ponga ad
angolo con NCF ; e cosi in seguito : sicché dall insieme di
tutli questi spazi BAD, DCF FEG cc. si verra a rappre-
sentare una superficie indefinita compresa da plam, che sara
sv:luppn}nle Adunque la condizione geometnca, perche sia
sviluppabile una superficie composta da piani &, che questi
sieno indefiniti al meno per un versp. Or se , pcr la notg
Jegge di continuitd, dally superficie del prisma si passi a
quella del cnlmdm ; dalla superficie della pxramld\, a quella
del cono ; e dall’ ulhma superﬁcxe poc’ anzi descrilta si pas-
si a quella supvrﬁcxe curva rellilatera la quale da essa, per
I anzidetta legge , si deriva, si polra conchiudere general-
mente , che : . o
- Sara sviluppabile una supcrfcw curva , sci suoi lati rel-
tilinei, o sien paralleli , o s" incontrino in un punto , 0 T ung
cal continuamente prosszmo ad €ss0 § szccllc per ogni altro
punto della medesima non possa passa:e cke una sola linca
relta o ciot il lalo della superficie per esso.

313.Con 1. Adunqueil pianotangenteuna siffatta superﬁue
curva in un punlo dovra pecessyriamente toccarla in tutto
il lato della medesima corrispondente a tal puato. E non sarh
snluppablle la supgrﬁciedl una sfera, e quella di un qna_lun,-
que solido di rivoluzione ; come era gia noto dagli Elementi.

314. Cor.2. Allorché , per la legge di continuith , la su-
perficie sviluppabile rappresentata nella fig. 105. diviene u-
na superficie curva, le AC, CE, EG, ec. costituiranno u-
pa curva a doppia curvatura, se"natanella superﬁcxe svilap-
pabile suddetia; ed i lati AD, CF, EG, cc. di quella , es-
sendo 1 prolun"ammntl deg i acchetti AC, CE, EH, ec.,
rappresenteranno le tangenti di tal curva in A, C, E, ce.

315. S.0x. Le condizionj dello svxluppo delle superficig
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eurve si possono in pia modi determinare . Noi qui ci siama
attenuti a quello primordiale, ed elementare , che la Geome-
tria somministra ; ed altrove imprenderemo a rinvenirlo per
le vie dell’Analisi moderna , e col risolvere il seguente pro-
blema: Ritrovare I cquazzonc generale per tutte quclle super-
ficie che possono spiegarsi in un piana, . .

PROPOSIZIONE CVL
TEOREMA. -

316. La tangente di una curva segnata sopra
una superficie sviluppabile , comprende , sullo svi-
luppo di questa , con quel lato che passava per lo
contatto , lo stesso angolo , che vi comprendeva

Prima dello sviluppo,

Imperoccht si supponga un tale sviluppo eseguirsi preci-
samente su quel piano , che passa per la tangente, e pel
lalo suddetto’, e che percid tocca quella superficie curva nel
punlo di gontatto proposto ; sara manifesto, che allor quan-
do un tale sviluppo si sara eﬂ'euuato , non avranno sofferia
alcuna alterazione nel sito rispettivo , né quel Jato, né quel-
la tnngenle ; perche esrs(evano ga nel piano dello svilup-
po . Adunque & chiaro , che non dovra mutarsi ¥ angolo
ch’ esse rette comprendonq

317. Scor. Essendo facile il determinare ¥ ango]o , che
la tangente, in un dato punto , di una curva segnata in una
superficie svﬂuppabﬂe comprende col lato , che passa per
lo contatto (pr. 19.) , si vede in qual modo st potra deter-
mmare , sullé sviluppo di quesla superficie , il sito che vi
prende quella tangente . E cid essendosi generalmente indi-
¢ato , ¢ rlsparmla di proporre partl(,olarmente , e seguent.l
probleml , sitfatla determinazioue .
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PROPOSIZIONE CVII.

PROBLEMA.

318.Sviluppare una data superficie cilindrica in-
sieme alla curva segnata sulla medesima.

La soluzione di questo problema & sl evidente , che non
ha né meno bisogno di figura . Imperocché dalla stessa de-
finizione del cilindro retto risulta , che la superficie di es-
so sviluppisi in un rettangolo indefinito la cui base sia quan-
to la retta uguale al perimetra della curva direttrice di quel-
Ia superficie . Se dunque la superficie proposta suppongasi
relta al piano orizzontale , il che pud sempre farsi, e che
stabilite nella traceia orizzontale un punto si vadano da es-
so prendendo successivamente delle particelle sal peljimetro
di tal traccia, le quali si trasportino I’ una dopo 1 altra so-
pra una retta indefinita , a cominciar da un puato di essa da
corrispondere a quel primo preso sulla traccia ; allorche,
percorso I’ intero perimetro di questa, si sara di nuove per-
venuto al primo punto , si sara ottenula la sua lunghezza in-
tera segnata sulla retta indefinita.

In oltre le perpendicolari che da’ punti successivi di que=
sta relta le si elevano, nel piano ove trovasi esposta , rappre-
senteranno i lati della superficie cilindrica corrispondenti a'ri-
spettivi punti della direttrice suddetta ; e comeche le parti
di que’ lati che si arrestano fino alla curva segnata sulla su-
perficie proposta sono quanto le perpendicolari che dalle
projezioni verticali di tali punti tiransi alla comune sezione
de’ piani ortogonali di projezione , ne segue , che prenden-
do su’ lali corrispondenti nello sviluppo le parti uguali alle
anzidette perpendicolari , la curva che si copdurra per tutti
gli estremi di tali lati cosi determinati sara lo, sviluppo, di
qnellu che era data sulla superficie cilindrica. '
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. 819.Scor.Supponezdo piana la curva assegnata sulla super-
ficie cilindrica, e prodottavi per conseguenza dal piano [F'f",
[ fig-76.n.1.] perpendicolare al verticale di projezione , ca-
dra la projezione verticale della curva segoata sulla superficie
cilindrica nella traccia verticale del piano segante , ed essa,
nella presente figura, sarh la c'c’ che rimane interposta tra le
tangenti cC’,c E' a traccia orizzontale della superficie cilindri-
ca perpendicolari alla LM . Quindi se esposta la retta inde-
finita PZ, e stabilito su di essa il punto R corrispondente a ¢
[ fig.76.n.1. € 3. ] , si prendano dal punto R, e dall’ una
fume diesso le RS, ST , TV, VU, UX, XY uguali rispet-
tivamente agli archetti ck , k&', K'A", K’k . . . finoa
pervenire al punto ¢ ; ¢ lo stesso si faccia dalla parte oppo-
sta sulla RZ , portandovi le RQ, QO , ec. fino a distendere
in retta V' aliro ramo di curva cle, e poi prendendo sulle per-
pendicolari indefinite , che da tutt’i punti di questa retta si
alzano su di essa, la Rr uguale alla C'c’, ed a destra e sini-
stra di questa le Qg , Ss uguali alla medesima I'?’ , e cosi
per le altre in seguito , continuando fino a’ termiai dall’ una
eI’ altra parte ; la curva condotta per tutt’ i punti 7, 5,6 . ..
e per glialtri v, ¢, 0 . . . seguera sullo sviluPpo della super-
ficie cilindrica quella ch’ era data su questa .

Ed una tal costruzione puod aver luogo in questo caso, per-
che gli estremi- de’ lati della superficie cilindrica , che pas-
sando per h , k si terminano alla curva ch’ & nella super-
ficie cilindrica,hanno la stessa projezione verticale i/, € quin-
di 1a stessa altezza orizzontale, e perd anche la stessa al-
tezza sulla PZ. E similmente pe'lati che passano per K, ec.

Finalmente & pur chiaro , che se la superficic proposta
fosse quella del cilindro a base circolare , nel qual caso la
sviluppata della circonferenza patrebbe anche asseguarsi gra-
ficamente, i due rami della curva sullo sviluppo , corrispon-
denti ciascuno alla semiellisse segnata dal piano segante sulla
superficie cilindrica sarebbero identici , dall’una eI’ altra
parte del punto 7.
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320. Scor. Si tiri da un punto m ad un altro =, presi
sullo sviluppo della superficie cilindrica , la rettamn : &
chiaro, che questa dovra intersegare le yY, zX, Uu ... , che
rappresentano i lati della superficie cilindrica sullo svilup-~
pe di essa, in uno stessp angolo . Or siccome non cambiansi
sullo sviluppo di vna superficie cilindrica , ng I’ estensione
di questa , pé quella di una curva in essa esistente , n& fi-
nalmente la posizione rispettiva di tal curva con la genera-
trice di quella superficie in tutte le posizioni, che tal ge-
neratrice ha nel descriverla ; @ chiaro percid , che quella
curva sulla superficie cilindrica , ch’ & dinotata nello svi-
Yuppo di questa da una linea retta , dee intersegare tutt’i
Iati del cilindro sotto lo stesso angolo . Ed al contrario ogui
volta , che una curva segnata in una superficie cilindrica fa
o’ lati di questa lo stesso angolo , ciok ch’ essa & un’ elice,
dovra sullo sviluppo di quella superficie venir espressa d
una linea retta. ‘

Cid posto , poicht la livea retta mn & la pih breve di
quante possonsene condurre dal punto m all altron , e
ch’ essa dinota una parte di un’ elice sviluppata ; né segue
anche dal gia detto, chela pii breve via per andare sopra
di una suoperficie cilindrica da un punto ad un altro sia
¥ arco dell elice , che atiraversa que’ due punti .

E cid che in ultimo si & detto in questo scolio, poLra di.
leggieri estendersi alle superficie coniche , ed in generale
a tutte le superficie sviluppabili. Val quanto dire che :

Tutte te vokte , che wn arco di curva segnato in una su-
perficie sviluppabile , distendesi in linea retta , swlo svi-
buppo della medesima , dovrassi da quello rappresentare la
pit corta distanza , in su tal superficie curva , tra quc’ dug
punti  che ' crano gli estremi.
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PROPOSIZIONE CVIIL.

PROBLEMA.

821. Sviluppare una superficie conica a base
qualunque ; e segnare su tale sviluppo una linea
curva data in essa.

Si costruisca 1’ intersezione della proposta superficie co-
nica con un’ altra sferica concentrica ( pr. 70. cas. 1. ) : &
evidente, che tutt’i punti di quest’ intersezione essendo equi-
distanti dal vertice della superficie data , debbano trovarsi
sullo sviluppo di essa ad uguali distanze da quel punto,
ek’ esprime il vertice , ed esser percid allogati in un arco
circolare descritto con un raggio uguale a quello della sfera ,
e nel quale il centro din‘* il vertice della superficie conica
nello svilappo di essa. *

Or sia T (fig.85. n.2.) il centro di quest’ arco indefinito
XYR, ed X dinoti un punto preso in esso , e corrispondente
all’altro sull'intersezione delle due superficie conica , e cilin-
drica, ch’e projettato in £, &' (fig.85), e dal quale vogliasi
incominciare a ridurre su quell’ arco circolare questa interse-
zione. Per @ eseguire bisogoa , che prima essa si privi di
una delle sue due curvature, sviluppandola in un piano. Ad
ottener questo, si sviluppi quella superficie cilindrica vertica-
le,che ha per traccia la projezione orizzontale di siffatta in-
tersezione, e sulla qnale questa esiste, e poi si rapporti sopra
gquesto sviluppo tal curva stessa, ch’ era segnata sulla superfi-
cie cilindrica, e su quella della sfera, e del cono (lem prec.) 5
perdera cosi essa una delle duecurvature: e tal linea in que-
sto modo disegnata nel piano, sia rappresentata dalla zyvuz
[ fig.-85.n.2,¢3. ]. Cid posto si ripieghi siffatta curva
sull’ arco XYR , vale a dire si porti per esempio , 1" arco
sy , di essa, a parte a parte , da X in Y sull’ arco circolare
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XYR; il punto Y sari sulla superficie conica sviluppata : ed
allorche l'intera curva zyvus si sarh ripiegata sulla circolare
XYZ , Y iotero settore XYZT , rappresentera lo svilappo
della proposta superficie conica.

Finalmente s¢ in ciascun raggio TY [ fig. 85. »#. 2.7 si
prenda un punto V, il quale disti dall'altro T , per quanto &
distante dal vertice A della superficie conica proposta quel
punto della curva d'intersezione in essa segnata , il quale
trovasi in quel suo lato , che vien dinotato da TYV sullo
sviluppo ; la curva che passera per tutt'i punti V , in simil
wodo determinati, dinoterh la curva segnata sulla superficie
conica rapportata sullo sviluppo della stessa.

322.Scor. Se la superficie conica, che si vuole sviluppare
fosse quella di un cono retto a base circolare ; in tal caso
Ja curva d' intersezione di essa con la superficie sferica con-
centrica sarebbe un cerchio parallelo alla sua base. E siccome
il raggio di questa sfera pud prendersi ad arbitrio ; sarh pere
¢id conducente, nel presente caso , di prender per esso il la-
1o stesso del cono ; perche cosi la curva d'intersezione sard
dinotata dalla base stessa. Cid posto, se nella circonferenza
del cerchio descritto con un raggio TX [fig.85.n.2], quanto
il lato del cono dato , si prenda I' arco XYZ uguale alla cir-
conferenza della base di esso (*) ; il seitore XEZT dinote-
ra lo sviluppo della superficie di un tal cono.

At

" (*) Cid si olticne con una semplicissima proporzione, che rilevasi
dalla prep. 2. lib. 1, Trigon,
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LEMMA L

323. Se i diametri di due semicerchi si dividano proporzio-
nalmente ; le semiordinate pe punti delle divisioni divideran- -
no anghe proporzionalmente le semicirconferenze.

Sieno ACB , ach [ fig. 106. ] due semicerchi descritti
¢o’ diametri AB , ab , e questi sieno divisi proporzional-
mente in E , ¢ . Ed essendo BE: EA :: be: ea , adope-
rando le ovvie trasformazioni di proporzione , si avra AD:
DE :: ad:de, o siaCD : DE :: cd : de ; che percid i tri-
angoli CDE , ede saranno simili (7.EL. V1), e quindi I an-
golo CDE sara uguale all’ altro cde, el rimanente CDA al
rimanente ¢da . Ma I’ angolo CDA sta all’ altro CDB , come
I'arco AC all’ arco CB( 33.ELVI.) ; come pure sta I’ an-
golo cda all’ angolo cdb come I arco ca all'altro cb. Adun-
que stara AC: CB:: ac : ¢d.

LEMMA 1L

324.La semicllisse DHB [fig.107], che vien segnata sulla
superficic del semicilindro DAMBC da un piano perpendicola-
re al rettangolo DABC, condotto per la diagonale DB di esso,
divide la semicirconferenza FHG prodotta sulla stessa superfi-
cie eilindrica da un piano parallelo alla base, nella medesima
proporzione, che il diametro GF di questo divide la semicircon~
ferenza DEA descritia sul lato DA del semicilindro , e nel
piano del rettangolo ; cio: sta HG : FH :: E4 : DE .

Imperocche si conduca per K laKL parallela alla DA, per
L si ordini nel semicerchio AMB la LM, giungasi la KH ,
che sara perpendicolare al piano del rettangolo DABG , per-
cio parallela alla LM, e quindi uguali gli archi AM , FH.

E poichée AD : DF :: AB : FK, o sia AL ; stara anche
AED : DE :: BMA : AM (lem. prec.) , ciot :: FHG : FH.
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325.Scor. Dimostrandosi similmente che sia fh : fhg, 0
FHG::DEe : DEA; stara, per equalita, f2: FH :: DEe : DE.

PROPOSIZIONE CIX.

PRORLEMA.

326. Dividere un arco, 0 pure un angolo dato
in data ragione.

Si sviluppi la superficie di un semicilindro retto a base
circolare DAMBC [ fig.707, ¢ 108. ] riportando su lo svi-
luppo la semiellisse DHB segnata in quella superficie cilin-
drica dal piano per la DB perpendicolare all'altro DABC ;
e sia un tale sviluppo rappresentato dalla figura 708. , nel-
la quale sia percid a b aguale alla semicirconferenza AMB
ad ugusle ad AD , e la corva dTQb rappresenti la semiellis-
se DHB sullo sviluppo della superficie del semicilindro. Or
si descriva sulla ad il semicerchio aNd, nel cui centro O
si costituisca I’ angolo dON quanto il dato P, poi per Nsi
tiri la QNR parallela alla ab , la quale si divida in S nel-
la data ragione dim : n, ciot stia QS : SR : m : n. Per §
conducasi la ST parallela alla ad , e finalmente per lo
punto T, ove questa parallela incontra la linea 6QT4d. si
conduca la TXYV parallela alla 4a, e tal parallela incon-
tri in X la semicirconferenza aXd, congiunta la OX questa
dividera il dato augolo dON nella sagione dim: n, ciot
stara NX : Xd:: m:n,

Imperocche sta QR : TV, o SR:: Nd:dX (325); ¢
percio , dividendo , QS : SR ; ciot m: n :: NX : Xd,
o come I’ angolo NOX all’ altro XOd .
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NOTE

ALLA TERZA EDIZIONE

DELLA

GEOMETRIA DI SITO

SUL PIANO E NELLO SPAZIO.




1T

PARTE L

Alla prefazione ( pag. xxx , ¢ xXx!. }— All’ evidenza, che la stessa:
denominazione di Inogh alla superficie porta seco , ed alle ragioni qui-
vi addotte aggiungnesi ancora I esposizione di Pappo nella prop. 28.
lib. 1V. Collect. Mathem. al proposito della rettificazione del cerchio ;
dicendovi geometrice per locos , qui ad superficies dicuntur . Masu di
¢io sard estesamente ragionato nel vol. L. degli Opuscoli matemalict
nella dissertasione sulle opere det Euogo risoluto degli antichi .

AL LIBRO L

Al def. I, ( §.53.) — In questa definizione 8i® usata la frase og-
getto geometrico , perché vi fossero compresi anche i punti . Euclide
nella sua analoga definizione, ch’ & la k. Datorum dov® specificarveli,
e perd fa obbligato a far lo stesso per le linee, le figure, gli angoli . Ma
per la nostra definizione dovendo una tale enumerazione esser piti lun-
ga , abbiamo preferito. il modo tenuto,, che con una breve espressione
comprende tutto ¢id , ch’ &suscettivo di silo. Abbiamo poi adottata ,
per la chiara idea del sifto, la coesistenza degli oggetti geometrici in-
modo assolutamente determisato , dipendente ,.ciod , dalle loro distan-
ze vicendevoli , inclinazioni , o altre relazions di essi ; del qual carat-
tere si prevalse lo stesso Euclide.

Devesi perd osservare , che nella definizione Euclidea , la nozione’
di sito vien presa come asseluta, dicendovisi : I punti, le lince, le figu~
re, e gli angoli diconsi dali di pasizione, s¢ lengono sempre lo stesso silo: ..
vale a dire , se essi tengono sempre , nel piano ove veggonsi segnati,
assolutamente quel luego , chedal proponente viene stabilito , senza
potersi variare a volonta di chi risolve il problema, come per le tre al--
tre qualita di dati pud farsi. Ma volendo anche una tal caratteristica as--
soluta del sito concederla nel piano, essa non pud affatto aver luogo.
nello spazio ; ed @ perd , che abbiamo creduto conveniente stabilire ,.
nella nostra definizione, pel sito in generale,la nozione relativa di esso..

Alle prop I, e IL ( §§. 7, ed 8.) — Euclide dedusse ancor egli dalla_
definizione del dato di sito.la prima di queste proposizioni , che rel ci-
tato suo libro costituiva la prop. XXvL ; ¢ pcr la seconda si. conteniGx
farne upa definizione { Ia 6 ); ¢ €i¢ conscotiva con. la definiziote assolia



w Note .
ta' de:l sito da lui data, 1l Fergola ne coatitol della prima di lali proposi-
zioni un assioma ( Invenz. geom. 1ib.1.§.69 ). Ma noi , attcso la nostra
definizione de’ dats di sito, ne abbiamo dovuto formare due teoremi . ‘

Alla prop. HL.( §.9. ) — Questa proposizi orrisponde all
Datorum di Euclide . ; proposiziope corrisponde alla xxv.

Allo scolio generale ( §. 26. ) — Per una mggm estensione del pre-
senle argomento , si potra riscontrare il cap. v. della parte 1. dell’ [n-
venzions geometrioa . ' ) ( B

_ Alla prop. XIII , ed gl suo scol. 1. (§§.48, ¢ 50 ) .— In questo sco-
lio recasi un principio , ch’ & il fondamento della Geometria analitica
nello spazio ; ed esso derivasi dalla prop-xn1 , di cui ne sono due casi
le prop.xi e xu , nelle quali espongonsi i mezzi da rappresentare gra-
ficaments il sito di un punto nello spazio , s’ quali poggia la Geometria
dc:cri{li?q. Ma poichd altri mezzi presentansi per oltener lc; stesso sco-
i(-) » ciod riferendolo ad altri punti di sito, 0 a rette di sito ; perd a sta-

l'hre quel primo mezzo adoltato come lo pil semplice , conveniva esi-
bire ancora le costruzioni con questi altri determinanti , il che vedesi
eseguito nelle prop.cus. e civ., del presente trattato. (Veggasi anche
lo scolio dopo questi , §.508 ) . Ed esse proposizioni , nelle loro anali-
§i geometriche, presentano la compiuta determinazione di tal problema.

A‘Il‘e prop. XXIV , ¢ XXVI ($§.73, ¢ 78. ) — Da queste due pro-
posizioni si ha il lemma da cui dipende la risoluzione della prop. 15
lib. Y111, delle Collezioni di Pappo.

Alla prop. XXXIV (§.92.) — Se combinisi questa proposizione
con ¢io , ch’ & stato detto nello scol, 1. prop. xm. {§.50 ) , si rileverd
facilmente il modo geometrico da esibire , per mezzo di una proprieta
costante di una curva piana data nello spazio , I’ equazionc ad essa ;
il quale si vedra poi analogamente estendersi a quelle a doppia cur-
valura , ed alle superficie curve dalla cui intersezione queste isulta-
g0, o pure sy cui si considerano segnate.

Alla prop, XXXV, (§. 94. ) — Euclide , ne’ primi sei libri degh E-
le‘menli 1 diede la costituzione geometrica del triangolo con tre delie
¢cinque party indipendenti di esso { cosl dette da’ trigonometri ) , e dalle
qu:',tli se ge ha la corrispondente risoluzione ( Vegg. la nota al §. 69,
In'glm. ediz. 15 ). Ma cgli pon trattd ne' suoi Llemeuti di Geomeiria
solida , che ilsolu casu della costituzione dell angolo solido da tre an-
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goli piani dati (23. Elem. X1, ; poiché di questa sola abbisognava , per
Ja costituzione del parallelepipedo ( 27. Efem.X1.) , e per talune dimo-
strazioni. Quindi 3 , che pel triangolo sferico non si avesse la geome-
trica costituzione , che nel solo caso de’tre lati dati, mancando pe-
rd quella negli altri casi enumerati nella prop. 5 lib. IV. Trigon. , i
guali corrispondono alla costituzione dell’ angolo solido triedro , quan-
do gli elementi dati per ottenerlo fossero quelli indicati nella nota alla
prop.23. Elem X1, e che verranno recati nelle seguenti proposizioni ,
in cui ne daremo le geometriche costruzioni rilevandole dalle corri~
spondenti esibite in questo trattato.
"Conviene perd premettere per talune di esse il soguento

LEMMA.

Se per gli estremi di dys roggi di una sfera posts ad angolo, 8t~
rino i rispettivi piani tangenti essa ; questi 8 inclineranno in us ango-
lo, ck' ésupplimento di quello compreso da que’ raggi .

Din. Imperocchd & chiaro , che se per tali raggi sifaocia passare un
piano , questo dovrd esser perpendicolare a’ due piaoi tangenti suddet-
ti, e quindi le comuni sezioni di questi con guello dovranno compren-
dere I' angolo d’ inclinazione de piani tangenti . Che percid nel qua-
drilatero che vien costituito da queste comuni sezioni e da’ raggi, es-
sendovi due.angoli retti, i rimanenti due dovranno essere 1’ uno sup-
plimento dell altro, )

Con. 1. Sirileva da ¢id , che se i raggi fossero tre , rappresentanti
i lati di un angolo solido triedro ; in tal caso i tre piani tangenti la su-
perficiesferica negli estremi di questi tre raggi, doyranno comprende-
e un altro angolo solido , in cui lé inclinazioni de’ piani degli angoli ,
che lo comprendono, sono i supplimenti rispettivi degli angoli piani co-
stituenti I’ angolo solido, che aveva per latii tre raggi .

Con.2. E perch¢ ogni altro piano perpendicolare all’ un de’ raggi , in
qualunque punto di esso, dee incliparsi a’ piani perpendicolari rispetti-
vamente agli altri due raggi, in quelli stessi angoli in cui ¢ inclinavano
i tre piani tangenti suddelti ; percid si potrd generalmente dire , che :

Itye piani perpendicolari rispellivamente @' tre lati di un angolo solido
costituiranno nel loro tngontro un altro angolo sokido , i cui gli angoli
d' inclinazione de’ piani de' tre angoli che lo comprendono , sono rispetii-
tamente ¢ supplimenti di quelli dell’ angolo solido proposto ; che percid

quest’ altro angolo solido si dice supplimentaledi quello .

Coa. 3. E da cio sara facile rilevare , che : Se da un punto preso
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un angolo solido triedro , si abbassino le perpendicolari su ¥ piani de tre
angoli, che lo comprendono ; guestecomprenderanno lre angoli , che so-
0o i supplimenti rispettivi di quelli in cui inclinandi ¢ piani dell’ angolo.
sobido proposto .

Scov. Quindi, poighd dati i tre amgoli d' inclinazjoni de’ piani di un
angolo solido triedro , sono dati per conseguenza anche quolli che com-
prendeno il suo supplimentale ;e perd sono. anche dati gli, angoli d'in-
clinazione de’ piani di questo , ¢ conseguentemente quelli del suo sup:
plimento., ciod-del proposto; si vede , che la costityzione di quelli an-
golo solido si ridurra alla prop.23. libro XI. di Euclide.

Ma ecco in qual modo da’tre angoli piani dati comprendenti un an-
golo solido possonsi conoscere quelli d inclinazione de’ piani di essi, il
che si ¢ precedentemente assunto.

Sieno C'A'B!, B'A'D' , VA/C! [fig. 1. N.] i tre angoli dati costituenti
Fangolo solido in A Jistesisu di un piano, I upo accanto all altro:. & ,.
chiaro, che presi ne’ lati estremi A'C', A/C! le A'C/, A'C’ uguali, cor-
rispondenti alla AC nell’ angolo solidoin A, e tirate da’ puati C!, C
alle A’B’, A'B’ le perpendicolari C'E , C'F, prodotte finché &' incontri-
no,in ¢ ( il qual punto sarebbe quello ove la perpendicolare abbassata
da C sul piano opposto BAD incontrerebbe un tal piano,, come si rile-
va dal ragionamezto fatto pel, cas. 2, prop. xxv. ) ; saran date le C'E,.
CF., eleEc, Fe ,le quali rette , ne’ triangali rettangoli CEc, C'Fc ,
quando gli angoli C'A'BY , C'A’D’ rimettansi. nel lora vero sito, com-
prendono gli angoli d inclinazione de’ piani di quelli al piano dell’an-
golo B'A’D/ . Laonde tali angoli risulteranno determinati.

E ' angolo,d’ inclinazione di qu¢’ piani tra laro si potrd facilmente.

delerminare nel segyente modo, .

Giungasi la EF , ed abbassate da’ punti E , F le perpendicolari EH,
FH rispeltivamente alle A/C! , A/C!, destra e sinistra ; il triangolo co-
stituito dalle tre rette EF, EII, FH dara, nell' angolo opposto alla EF,.
quello che si cerca.

ProsLEMA 1.
Costituire I" angolo solido.co’ tre angoli dati , che debbono comprenderlo.

E questoil problema risolute da Euclide nella prop. 23. Elem.XI,

ed esso corrisponde.alla costituzione geometrica del triangolo sferico.

sopra la superficie di una sfera , dati i suei tre lati; ed ancora alla Ti-.
soluzione trigonometrica del medesimo nel caso 1. prop. 3. lib. IV,
Trigon. lmpereccho.i tre angoli. del Lriangolo.sferico.risujtanc determis-.
nali dal lemma precedente .

Note m

ScoL. E per mezto del lomma stesso, o di cid ch' & stato indicato
nello scolio , rimane risoluto I altro problema di : Costituire I' angalo
solido , date le inclinazioni rispetlive de' tre piani degli angols , che deb-
bono comprendero ; ch’ & il caso 2. della prop. citata:

ProsLEMA 11.

Costituire U angolo solido con due angoli dati de’ tre, che debbon
comprenderlo , e I inclinazione de’ loro piani.

Sov. Nel lato comune AB degli angoli piani dati BAC,BAD[fig.2.N.]
costituenti I' angolo solido in A,’prendasi la AB di quella grandezza che
si voglia , alla quale tirinsi ne’ piani di quegli angoli rispettivamente le
perpendicolari BD , BC : esse risulteranno date , e comprenderanno
il dato angolo d' inclinazione CBD ; e perd , costituito con questi dati
il triangolo CBD , risulterd data la CD. Ed il triangulo CAD , avendo
dati i tre lati , sard pur dato I angolo CAD . Laonde il propesto pro-
blema sara ridotto al precedente.

Scor. 1. Un tal problema corrisponde al caso 3. prop. v. lib. IV.
Trigon.E le rimanenti due inclinazioni de” piani degli angoli dati al pia«
no del terzo angolo si costruiranno geometricamente come nella prop.
xxvi. (§.78).

Scor. 2. E da esso, per mezro del lemma precedente , risulta an-
che risoluto if problema di : Costituire I' angolo solido , dalo un sole
de’ tre angoli piani , che il comprendono , e le inclinaziont al piano di
esso de’piani de’ due allri angoli. Che corrisponde al cas.k.della prop.v,
1ib. 1V, Trigon. E la costruzione geometrica di questo easo si ha dak

la prop. xxv. {§.77.} .

Pronrema 111,

Costituire I angolo solido, dati due de’ tre angoli piani che il debbono
comprendere, ¢ U inclinazione del piano dell un di essi @ quello del terzo,

Sor. Sieno BAD, BAC [ fig. 8. N. ] gli angoli dati , e sia pur data
Tinclinazione del piano dell’ angolo BAD a quello del terzoangoloDAC.

Dal punto B preso nel lato ABsi tirino alle AD , AC le perpendico-
lari BF , BC, che risulteranno date , e la BE perpendicolare al pia«
no DAC . Giungansi le EF, EC. Sara I’ angolo BFE quello d inclina-
ziotie del piano BAD al piano DAC ; e la EC risulterd perpendicola-
realla AC.

Or nel triangolo BEF rettangoloin E , essendo dato I' angoloin F,
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elaBF, serd data la BE, e la EF ; eperd il punto F . E nell’ altéo
triangolo BCA rettangolo in C , essendo dato I' angolo BAC , e la BC ;
sard pur data la AC . Quindi se dal eetilit A, con I intervalio AG ;
descrivasi il cerchio GCH , al quale dal puuto E tirisi la tangents EC,
#f contatto C determinera il terzo angolo DAC ; ed il presente proble:
ma sard ancora ridotto al 1°. -

Scor. 1. Questo problema corrisponde sl caso 5. prop. v. lib. IV:
Trigon. E vedesi anche geometricamente risoluto el §. 79.

Scor. 2. E da esso , per mezzo del lemma risulta ancor risoluto il
problema di : Costituire langolo solido con due inclinazioni date de’ tré
pians degli angoli , che debbono comprenderlo ; U un di questi angoli
opposti a quelle due inclinaziond, ch’ & il caso 6 di quella proposizione.

Alla prop. XXXIX.( §. 101. ) — Nel caso di piani ortogonali, la
projezione orizzontale del punto a cadrd in A’ e la costruzione si rens

dera piti agevole,

Alla prop. XI. (§. 103 ).~ 11 problema , che qul proponesi ari-
solvere & lo stesso della prop. 23. Elem. L ; se non che in questo il
piano della retta data & dato da se medesimoi, mentre nella proposi-
zione presente & dato pe’ suoi determinanti . E questa soluzione para-
gonata con quella pud rischiataré la differenza tra I'un genere di co-
struzioni , e I altro.

Alla prop, XLV. (§. 112. ) — Il sommo aoalista Lagrange, per un
esempio dell’ applicazione del metodo de’ massimi , @ minims alle fun-
zioni di pitl variabili , abbozzd con tal mezzo la solutione del proble-
ma della minima distanza & due rette nello spazio (Traité des fonctions
analyt.§.168).Ed egli cosl conchinde : » Comme les équations en = ot
» y sont linéaires,la determination de ces quantités n'a aucune difficulté;
« nous ne nous yarréterons pas, d' autant que ce probleme et suscepti-
» ble & une solution géométrique fort élégante. « Né tampoco pud pure
a questa compararsi la scluzione algebrica, che ne recarono posterior+
mente i distinti snalisti francesi Mouge , ed Hachette ( Applic. ds Al
gébre a la Géomét. §§. 30 8 33. ), e né pur quelle, che da altri ne so-
ro state posteriormente date , non ostante la preparazione geometri~
ca, che si & premessa ail’ analisi algebrica , e dalla quale con poco altro
si sarebbe pervenuto alla compiuta soluzione del problema . Ed anche
dopo tutti gli sforzi dell’ Analisi algebrica, la soluzione si rimane limi-
tata ad equazioni , e valori di non facile costruzione , mentre la solu-
zione geometrica offre facilmente la grandezza , € posizione del quesita

Note x

- 4wt problema puremente di sito . Serva cid di avvertimento in ado=

pecare per ciascun problema quel metodo che I & proprio , senza pre-
dilezione , nd ostinazione ; di ehe ne ha dato un chiaro argomento la
eonchiusione del Lagrange di sopra recata , con la quale volle indica~
re avor egli abbozzata quella soluzione solamente per dimostrare I uso
di quel metodo , e non gid perché la credesse propria pel problema ,
rimeltendo per questa alla soluziome geometrica . Cessino dunque,
uua volta le piti ehe superflue dispute di prevalenza di metodi, esi ri-
volga egoi cura jo ben apprenderli, e coltivarli tutti , @ saperne usa
ve apportunamente . Ci dispiace il ritornare spesso a cid ripetere : ma
le circostange 1'esigono ; e facciamo voti , perché noa ne avessimo

mai pitt aparlare .

Al cap. V1. — La maniera come vedesi qui trattatala genesi delle
superficie turve , che sembraci nuova , ¢ la pid generale, che potes-
8o convenite 4l presente argomento . Né tampoco sembraci che altri
avesse traltata la teorica de' determinanti per esse , com’era conve-
rients fare , per compiere la. doitrina de’ siti appena abbozeata da
Euclide n¢l suo libro Datorum.

‘Alledef. XH. (§. 118 ) . ~— Dalia genesi il assegoala per lo su-
perficie curvd non rimane escluso nd meno il piano ; il quale pud con-
¢epirsi generato da una retta che scorra lungo un’ altra, passando sem-
pre per un punto datv , o serbandosi sempre pearaliela ad un’ altra retta
di sito . La prima delle quali genesi & uniforme a quella delle superfi-
¢iv coniche , I altra alle cilindriche. :

Alle def. XVIIL., XIX., ¢ XX. ( §§. 141,148, 150 ) . — L2 sem=
plicissima , e natural definizione data del piano tangente una superfi<
cie curva & analogs a quella , che per la retta tangente una linea cur+
va stabilirono gli antichi geomelri, e da' modersi ancora comunemen-
te adottata. Da essa derivasi pure facilmente, e con chiarezzi quella
pel contatto delle superficie curve tra loro, ¢ della normale in un pun-
to qualunque di queste . E le soluzioni de’ problemi de’ piani tangenti
le superficie curve , e de’ contatti tra esse , che recansi nel presente
capitolo , e ne’ due seguenti si veggono derivare chiaramente dalle do-
finizioni date , e perd rendersi facili , ed eleganti.

Allemma £, problemat. (§. 169) — Di questo elementarissimo
problema , che abbiamo qui dovuto riportare come lemma, o la cui

b
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soluzione poteva anche ben rilovarsi dalla prop. 118, lib. VIT. Collect.:
Math. di Pappo , fa maraviglia corac il Clavio , seguendo il Cardane ,
abbia potyto farne tanto caso, e tanti casi , senza mai “giugnere a've~
derne la soluzione generale , ch’ & quella da noi esibita , ¢ dalix quale
deducesi immediatamente , che : latangente comuhe a dve cerchs divi-
de la congiungente de' loro centri nella ragione de’ raggi ; e pili gene-
ralmente lo stesso per una retla la quale tronchi da due cerchi due pors
zioni simili. Ed & pure rimarchevole , che il delto analista Lacroix ,
mentre ne reca , nellasua Geometria descriltiva, 1a soluzione esposta
dal Clavio, I’ abbia ripetutamente data ad no tempo, ‘¢ come somplicis«
sima , e come d’incognito autore.

Allomma 2. ( §. 173.) — Un tal teorema potrebbe anche enunciarsi
el seguentd modo : Se in ciascuna delle congiungenti ¢ cenlri di (re
cerchi , considerati & due per volta , s¢ assegnino § punti ove quella ri-
mane divisa nella ragions de’ raggi rispettivi ; ogni tre di tali punti ,
comunque presi , saranRo allogati in una relta di sito.

Allorehd nel 1801 mi eapitd easusimente alle mani la G cometria de-
serittiva del Monge ( poiché a quell epoca era per noi assolataments
interrotta ogni corrispondenza con la Francia ) , e che m’ invogliai &
compilarne ancor io gli Elementi , sul piano stesso dell iliustre geome-
tra francese, rimasi sorpreso dal vedere, che costui deducesse la veritd
del presente lemma , con ordine inverso, dalle considerszioni de’pia-
ni tangenti tre sfere ( Gdomét. déseript. §8. 42 a 44 ) ; e volendo di-
mestraria nel modo conveniento , mi si presentd subito quella dimo-
strazione che or si vede , ¢ che parmi preferibile a quante altre ne
ho poi incontrate in diverse opere , e tra queste ancor quella recatavi
dal celebre discepolo dell’ Eulero Nicola Fuss , nella Memoria, che col
titolo di Démensiration de guelgues théorémes de Géométrie trovast in-
serita nel vol. X1V, de'nuovi Aui di Pietroburgo , per gli anni 1797 , e

1798 , pubblicalo nel 1805, e pervenuto alla nostra R, Biblioteca da”

pochi anni fa. E conviepe osservare, che I autore 8 introduce alla sua
Memoria , con dire :» 11y a deji plusieurs années , qu’an jeune fran-
» gois employé alors au corps imperial des cadets de terre , mo parla
» & un théoréme de Géométrie qui , dans le lemps, qu' il étoit enco-
» re a Paris a I Ecole Royale militaire , avoit-cu quelque célébrité ,
» et qu’ on avoit prétendu tenir du feu M. @ Alembert . Je lui ea don-

» nai une démonstration , dont j’ ai trouvé depuis pen ¢ brouillon en’

n relisant cette démonstration j' ai vu, que la

» feuillant me papiérs. E '
it 1o sujet, peut conduire a ' autres non moins

» belle proprieté qu'en fa

» remarquables . En rassemblant mes idées sur cette matiero il ea et -

Note X1

» sesulté lo petit Mémoire que j’ ai I hoaneur do préseater ici 3 I'Aca-
» demis, pour la Collection des Mémoires traduits en Russe, qu’ elle so
« propose de publier , ou bien pour les Actes mémes, i Elle le juge
» digne de cet honnear . 11y fera sans donte plaisir & plas d’ un ama-

» teur de la Géométrie , et peut étre méme aquelque géométre de pro-
« fession « . Ma non 80 comprendere , che questo teorema potesse
venir tanto sgitato vella scuola di- Parigi , che fosse stato rilevato dal
& Alembert , che si stentasse tanto a dimostrarlo , e che it Monge non
avesse affatto conosciuto tutto questo , quando ne recava una dimostra-
zione assai impropria .

La dimostraziono del Fuss & fondata sul seguente lemma , cho : Se ¢
lati AB,AC,BC [fig.4.N.] del triangolo ABC si prolunghinoin D,F,E,
icchd sia ADXBEXCF = AFXBDXCE ; i tre punti D, F, E do-
vranno stare per dritto : ch'egli dimostra partendo da primcipii trigo-
pometrici . Ed un tal teorema coincide col seguente enunciato in modo
pid geometrico : Se da un punio B preso nel lato AD del triangolo ADF
8 inclini sull’ aliro lato AF la retta BCE , in modo che stia AF : FC ::
(AD : DB)( BE : EC) ; ¢l punto E dovrd trovarsi nella DP prolungata,
da noi riportato nelle ote alla Geometria ds sito fin dal 1815 , ed ivi
rilevato nel seguente modo quasi intuitivo :

Sitiri per B la BG parallela ala DF, si avrd AF : FG :: AD :: DB,
edFG :FC ;: BE :EC;operd AF:FC:: (AD: DB) (BE: EC).

E poteva ancora una tal veritk rilevarsi da Pappo , il quale ne di-
mostra la conversa, ciod, ehe : S¢ nel prolungamento di un lato DF del
friangolo DAF prendasi un puntoE, dal quals 8' inclins sugh aliri duc
Sati del triangolo la ECB; dovrd stare AF : FC :: (AB : DB)(BE: EC}.
Veggasi Celloct. Mathem. lib, V111 prop. 8. Ed ancora Tolomeol' a-
veva dimostrata in principio del cap. 12. lib. 1. del suo Almagesto.

Ma la dimostrazione del Fuss pel teorema di- cui trattasi, oltre al-
Y esser fondata sudi un lemma dimostrato- trigonometricamente, I'é
pur essa condoita , senza bisogno , con prineipii: trigonometrici-.

Egli poi estende nel teor. 2. la veritd-dimostrata pe" cerchi- alle sfe-
re ; il che ben rilevasi dall* analisi geometrica del problema- da noire-
cato nel §. 174, E poi va producendo queste due verita-a quattro e pilr
eerchi disuguali posti in un piano , co’ centri- me’ vertiei degli angoli
di un quadrilatero , odi-un poligono . Lo stesso per le sfere generate
da tali cerchi ;.nel che vedesi assai pid generalmente estesa una tal
dottrina , che nol fu dal Menge pel luogo citato . Ma in toite queste
evse potranno bemissimo esercitarsi i giovani, non presentando alcusa
dificolta di ricerca , o di dimostrazionc.

1 Fuss deduce da quel teerema talupi altri', de’ quali gon & qui il tuo-
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g0 proprio a parlarse , serbando cid al volume deghi Opuscoli malema«
tici , ove sard trattato di proposito de’ Contatti “vircolari, s sferisi.

Alla prop, EXIF , ¢ alko sool, ( §.174 ¢ 175) . — Posto il lemma
precedents , {a soluzione del problema del piano tangente tre sfere dats
di grandezzs 8 di sito, &) geomelrica, che descriltiva divieno facilissima,
ed assai elegante ; ¢ facilmento 80 ne digtinguano i varii modi di olte-
uerla, come vedesi nello scolio,

Al temma 3. ed alta prop. LXIIL ¢ scol, ( §§. 176 a 180. ) — Tune~
1o il lemma , quanto il problema , per Ia cui soluzione & premesso , &
che o' é un semplice corollario, sona nuovi ne' traitati di  Geometria de<
serittiva ; © vi doveva questo aver luogo , per I’ argomepto del prossas
te capitolo. }

Cade qui in acconcio dimostrare il seguonts

TeopeExA.

La linea di contatto di una superficie o rivolusions genevisla du wna
eurva conica , col cono di un dato verrics circoscritiols , & sempye una
CUrva piaea , ¢ Perd ¥n@ CUrVa conica. .

Dix. Suppongasi la superficie proposta generata dall’ellisso ADRB{f5.5.]
yivolta intorno I asse AB, ed il cono circoscrittole ghbig per vertice il
punto P, che congiungasi col centro O dell'ellisse: il piano condotto per
le PO , AB seguera nella superficie conica cireoscritta i lati PD , PF
tangenti quella in D, F, e la congiunta DF dovrd risultar paralielaalla
tangente I' elligse inC , e segnare nella OP tal panto B, che stia OP
:OC :: OC ; O (§§.135 ¢ 118 Sez.con. geometr.) . i concepisca ora
passare per la OP un qualunque altro piano, che segoerd sompro nellg
superficie di rivoluzione uyp’ ellisse CdGf, e nella superficie conica i la-
ti Pd, Pf tangenti quelia ; sicché la rotta df fra contatti dovrd risultare
parallela alla tangente letlisse CdGfin C , ed egsere QP: 0OC::0C: OF,
¢iod passare pel medesimo punta E . '

Or siccome tulte lo tangenti lo ellissi suddette in C debboro cadere
pel pigoo tangente in tal punto la superficie di rivoluzione  §. 145.} ;
cosi dovranno tuite le rispettive parallsle ad esse giacerein un piano ,
che sara paralielo 2 quel piano tangente , e passerd pel pnnto E;ela
qurva di gotatto , che & quella in cui un tal piano intersega fa superfi
cie di rivoluzione sard quindi una curva piana,

La dimostrazione sarebbe identicamente la stessa nel caso di una co-
voide iperbolica. E per la conoide parabolica la PO dovrebbe condur
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si parallela all’ ssse della parabola generatrice , od il punto E si olter-
ra col prendere la EC uguile alla CP; poichd ciasctna delle carve pro-
dotte da’ piani seganti condotti per la OP & parabola ( §§.212 , 2te )

Cos. ‘4. Dalla precedenta analisi del teorema risuitando assegnato,
come si 3 veduto, il piano della curva di contatto , ed ff centro E di es-
#a, che com’? chiaro in generale & un’ellisse, si potrd questa facilinente
descrivere rappresentandola nel piano . E se ne potranno ancora, consi-
derandola nel sito in cui si ritrova , assegpare le projezioni con vamo-
1o contipuato ,

Con. 2. Poténdosi 1l ¢illodro considerare come un cono a lati concor-
yenti all' infinito , si vede che il teorema abbia luogo anche per la su-
perficie cilindrica circoscrilta a quella di rivoluzione generata da s
curva eoniea, : ’

Scov. E si rileverd in appresso ( nella parte IL. del pres. trattato ) ,
chelo stesso teorema abbia luogo in generale per le superficie del se-
cond’ ordine, : :

" Alle prop. LXVIIT , ¢ LXIX. ( §8.179 a 195.) — I problemi trat-
tati pegl’ indieati §§. dovevano recarsi in questo oapitolo , per com-
pierne | argomento di esso, : '

Al cap, X. —~ In questo capitolo abbiamo voluto dare un saggio del-
1o soluzioni eleganti., ed indipendeati 1 una dall’ altra , che per toll’i
problemi dg’ comtasis sferici , oliengonsi , sia geometricamento,, sia gra-
ficamente , mediante la nuova proprieta del triangolo rilevatavi dal no-
stro Fergola, e che vedesi esposta nel lemma 1. Del quale argomento ,
come dell’ altro analogo de’ eondatts circolari , che pure sullo stesso
principio geometrico vedesi tutto fondato , insieme ad altri affini , sard
a disteso’ trattato ael vol. 11, degli Opwscoli matematici, come pid
voite & stato detto .

Alls prop. LXX11. ¢ LXXIIL (§8. 2160, ¢ 211.} , — 1l punto arbi-
trario a prendersi nella retta di sito potrd esser quello stesso in cuj
questa iceontra il piano orizzontale ; il che ne simplifica alquanto la
costruziong.

Ateor I, 0 V. ( §8. 217 , ¢ 225.) — Le veritd qui dimostrate ge-
meralmente , come al presente trattato convenivasi , possono ricevero
pel caso di due curve definibili la seguente geomelrica dimostrazione .

_La curva direttrice MAN [fig.6.N.] di una superficie conica del ver-
tice A sia rapportata all’asse AP, sicché abbiasi un costante rapporto
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tra lo coordioate AX, XY a guesto. S’ inlends pel vortice R del cono, ©
per I’ asse AP tirato il piano, che segherd quello della sezione man pa-
yaliels alia MAN nella retta ap parallela ad AP, Or sieno AX ,XYla
coowdinate della carva MAN per un.quslungue punto Y di essa ; con-
giunte le RX, RY, questo incontreranno la retta ap, ela curva man
pe’ punti .,y ul»chobwynwltmwdlahnlhn,eperodovra
stare XY : 2y :: RX : R, Ma questa seconda ragione pareggia quella
di BRX: Bz, o quindi I' altra di AX: az, Lacade stard XY:zy::AX :a%;
e permutando XY : AX. : oy : ax ; o perd la relazione tra lo coordi-
nledaﬂuurummihhnhaaqnelhm le coordinate dalf’ altra
MAN . Quindi tali curve dovranno essere della stessa matura , o #imi-

ﬁmw.mmdidmwpmm,dimmmu
angoli uguali,

Ed & poi evidente esser anche similmente poste.

hmmpdcmdﬂuhndmdmw odd
angi pid facile a compiersi,

- & teor IV, ¢ VIL ( 8. 384, ¢ £32,}~ Lo varild silevate jo. que-
sti due teoremi si potanno generalmente , ed in modo dicetlo obteners
nel seguonte modo. .

Paosrema 1.

mummmmamm duugli
comungus wna suporficis retie cilindrica aiaum " m,a
wella direzions de’ suoi lati.

. AnaLISI cRomETRICA.

Bappresenti nra'r! [ fig.7. N. ] la sezione prodotia dal piano seganto
nella superficie cilindrica ABB'A® , di cui ne sia base I ellisse BPH'P’
intorno al centro O, e con gli assi BB, CC'.Per un punto.r di quella se-
zione si concepisca passarg il piano b r¥'r’ patallelo alla buse , che pro-
durra nella inperﬁcne cilindrica Tellisse b r &'r identica alla base(teor.2),
© questi due piani 8' inlersegheranno in una reita rr' . Or pel punto
medio w di questa retta, o per I'asse OK del cilindro s intenda pas-
sare il piano , che segnera nella superficie di questo i lati Pp , Pip/,
nelle ellissi BPB'Y, bp bp* i diametri uguali e paralleli PP, pp/, 6 el
piano segante proposto la nn’ , che passerd per . Sia inoltre OQ il se-
midiametro dell’ ellisse conjugato ad OP, e pel centro O di guesta sia
tirala la NON' parallcla alla nw', chie esisterd uel piano tesie tirato per
V asso del cilindgo. Cid premesso.

Note o

Por Te cltin BPWP, bpb'y’ paraficle o idﬂid\e sta
Yo' ¢ pudup i 0Q° : ON*
Ed & poi puXup : nuXusl ::put s wn® 11 OP* : ON®
Aduuque sf avrd  ru® : neXew' 1 0Q* - ON®,

E perd la sezione nra'y’ sard un’ ellisse , di caimun’ & un diametro,
ed il punto medio o di questo il centro, il quale dovra trovarsi neil’ as.
se OK del cilindro.

Cos. 1. Quindi ogni cilindro scaleno a base ellittiea ‘si potra ridar-
re a cilindro retto , anche a base ellittica , segandolo con un piano per-
pendicolare coll’ asse. E perd la veritd dimostrata nel teorema per quel
cilindro I & generale,

Con. 2. 1l piano per le ON , OQ essendo parallelo all’ altro nra'r ,
dovra prodarre nel cilindro un’ ellisse identica all’ altra nra's’,

Scow. Perché I' ellisse NPN'P! divenisse cerchio & chiaro, che debba
esser retio I’ angolo QON , e la QO ugaale alls ON. Or per la prima di
tali condizioni richiedesi che la ON cada nel piano BAA'B' [ £3.8.N.] ;
e per la seconda, essendo la ON maggiore della OB , dovrd questa es-
sere il somissse minore dell’ ellisse BCB/C!, ed OC sara in tal caso il
maggiore . Laonde il punto N si otterra descrivendo, nel piano BAA'B’
condotto perl asse OK del cilindro e per I’ asse minore della base , il
cerchio col raggio OC quanto il semiasse maggiore , il quale segnord
ne’ lati AB, A/B'i punti N, N/, N#, N, goddisfacenti al quesito,
come fu anche detto el teorema IV, { §. 22k, ). E si avranno per tal
modo, per ogni punto deli'asse OK , due sezioni circolari uguali, e sue-
contrariamente poste , i cui piani saranno similmente inclinati all’ asse
del cilindro reito sul quale sono prodotte.

ProBLEMA II.

Determinar la sexione prodotia in un cono refto a base ellitlica da un
piano segante qualungue.

ANALIST GEOMETRICA.

Sia nra'r'[fg.9.] una di tali sezioni, @ per un punto r di essa si fac-
cia passareil piano parallelo alla base BPB'PY del cono proposto , che
produrra I ellisse brb'y! simile e similmente posta alla base suddetta
{ teor.5, §.223. ) . Bia pp’ il diametro di quest’ellisse , che passa pel
punto u medio di r’ , e s’ intenda condotto pel vertice A del cono , e
per la pp’ il piano , che segunerd nel cono il triangolo per I asse PAPY,
il quale &' interseghi con la sezione proposta nrn'r' nella retta nw’, che
passera ancor essa pel punto .
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Cid posto, sia OQ il semidiametro delf cllisse BPBY conjugato ad
OP , e per O sia tirata la NON' paraliela alla nuw’' , od essa incontri
io N, N'ilati ol trisogolo PAF'. .
Per I’ cllisse br ' simile all’ altra BQB/ sta
re* : puXup ;: 0Q* , OP* )
ed & poi  puXup! @ suxus' :: OP' : NOXON
Adenque sard  ru® : muXwn’ :: 0Q* : NOXON »
E perd la sezione arw's’ sard una curva conica ; che avrd per centro
3 punto ¢ medio della ne' , e,per semidiametro conjugalo ad on f altro
og parallelo ad rv' , e quarto proporsionale in ordice alla media propore
zionale tra NO od ON', alla 0Q , ed alla on.

DETERMINAZIONE DELLA SEZIONE.
Una fal sezione conica sard , com’ 3 noto, ellisse, o iperbole secotss

3o chela rwcada tra i puntl #, #', 0 al dild diessi: e sari parabols:

se la nua! incontri un solo lato del triangolo per I asse PAP, ciod che
abbia luogo un solo de’ punti ' incontro n , w' . Vale ‘a dire che la so-
xione sard ellisse se lann’ incontri i lati del triangolo PAPY entrambi dal-

1a stessa parte del punto A . La ru intontrera poi la nn’ nel suo prolus -
gamento, se mai essa incontri I'un de’lati AP, AP al di sotto del paa~ -

to A , I'altro al i sopra , ed in tal caso la seziono sard iperbole . Fi-
ndlmente risulterd parabols sela e’ risulti parslicla all'un de' lati
AP , AP _ 11 che consente con le dottrine de’ Conici. :

Con. 1. Potendosi ogni cono obbliguo a base ellittica ridurre » retio,
col far passare pel centro della base un piano perpendicolare all asse di
€850 , si vede percid estendersi Ja ricerca di sopra recata ad un qua-
Junque cono a base ellittica.

Con. 2. Risulta inoltre dall’ analisi geométrica di sopra recata , che
toll i centri delle sezioni paraliele , e perd simili debbano essere allo-
gati nella retta che passa pel vertice , e pel centro dell una di esse .

Scor. Nel caso deile sezioni ellittiche , la sezione diverra cetchio se
T angolo NOQ sia retio ,. ed NOXON' == 0Q*.

Or per potersi verificare la prima di queste condizioni & neceésario
che i punti N ; N’ cadano tra' lati AB,AW {fig. 10.N.] del triangolo per
I asse BW ; poich® in tal caso I angolo NOG & sempre retto (OC rap-
presenta il semiasse conjugato ad OB). Inoltre per potersi verificare la
seconda condizione & mecessario , che: sia OB > OC-; mentre esseado
BOXOF il minimo di tutt'i rettangoli, che si haono da’ segmeanti delle
rette condotte per O , e distese fino a’lati AB , AB' ; allora potri in-
clinarsila NN tal che sia NOXON=0C(* , quando fosse OC > OB.E
perche dal punto O si pud tirare un’altra retta uguale ad NN', succon-

Note XVH

trariathente posto ; cosl in due modi potrd segarsi un como secondo
cerchi ; e questi cerchi sarsnno uguali, e succontrarii ;e la comuse
intersezione di ciascan di loroeolla base del cono , 6 col piano paral~
felo a questa passante pel centro di quella , sard I asse maggiore di tal
base , o sezione . .

Per conseguenza un cono retto a base ellittica pud sempre venir
segalo i dwe modi diversi , secondo cerchi , che saranno wuguali, e
succontrariamente posti . E dal cor. 1. rilevasi di poter anche ofie-
oer lo stesso pel cono scalenos

Al §. 252, ( Teor. VH. ) — La veritd del presente teorema risulta
dalla possibitita del seguente problema , di cui recheremo la soluzio-
w0 , anche per le utili considerazioni geometriche alle quali da luogo .

ProsLEMA.

. Inclinare tra’ lati di un dato angolo una retta , che passi per un pun-
to dato , in modo che § segmenti di essa , tra guesto punto ¢d & lats del-
{ angolo, comprendano us dato rettangolo.

Sorvz. Dal dato punto O [ fig. £1. N. ] si tiri all’ un de’lati AB del
dato angolo BAB la perpendicolare OP , e si prolunghi in E , finché
1a OE sia terza proporzionale in ordine ad OP ed M ( M* & il quadrato
cui dee essere uguale il rettangolo de’ segmenti della retta tirata per O
tra’ lati AB, AB’) ; ®© sulla OE come diametro descrivasi il cerchio
‘ONE , che incontrando le retta AB' vi segnetd i punti N, N ciascua
de’ quali congiuato col punto O , e prodotte le conginagenti NO, N'O
fino al fato AB in n, o, i rettangoli NOn , N'On’ pareggeranno M>,

In falti congiuntala NE, risultando simili i triangoli ENO , OPn si
ha EO :ON:: On : OP ; quindi NOXOn = EOXOP=M*, E si-
milmente dal congiungersi EN' si rileverda N'OXOn' == M*.

Si vede che il limite della possibilild di questo problema sia quando
il cerchio del diametro OE toccasse solamente la AB'.

Cor. Dalla precedente soluzione ricavasi il seguente

TeorENA.

- Dato il sito di una retta AB rispetto ad un cerchio ENO di un dalo
raggio , pel cui centro su tal relta sia tirata la perpendicolare EP , che
incontri la circonferenza in E,0; i rettangoli delle parti di ciascuna se-
gante NOn 1l cerchio, condottaxi pel punto O della sua circonferenza , e
prodotta fine alla retia AB , saranno tra loro uguali, ¢ clgstuno gu iilo
il rettangolo dato delle parti della scgante EOP,

Cc
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Risulta da questo teorema che noa la perpendicolare solamente , ma
qualunque inclinata si fosse tirata dal punte O ad un lato del dato ange-
© avrebbe potuto valere per I' apparecchio alla soluzione del preblema.
Wi fatti , per non tirarla arbitrariamente , suppeniame esser quelia che
«congiunge il punto dato O col vertice A del dato angolo: prodotia la
AQin ¢ fino slla circonferenza del ceschio , o congiunta la Ee si vade,
che il rettangolo AOs sia quanto EOP, o sia M*, e I' angolo OEs ngus-
te ad OAP. Quindi se, fatto il rettangolo AQe uguale ad M*, si descriva
sulla Oe il segmento di cerchio OEe capace dell angolo OAP, ed alterno
a questo ; si otterranno nelld AB' gli stessi punti N, N’ , che si erano a-
vuti dalla costruzione recata al problema . Ma questa & pill elegante .

Scor. Se uella costruzione del problema la terza proporzionale in
ordine ad OP ed M si fosse presa dallo stesso verso della OP[fg.711.N.],
come la OE/, e descritto il cerchio del diametro OE', si sarebbero a-
vute le soluzioni del problema corrispoudenti alle inflesse dal pun-
to O , negli angoli supplementali B'AB", BAB" del proposto . Edd
pur questa la costruzione da praticarsi pel caso identico del punto O da-
to fuori dell’ angolo B'AB.

Alla prop. LXXVI. ( §.258. ) == La prescnte considerazione di un
piano. che sega una superficie conica, ci porge occasione di qul recare
per quelle di second’ ordine una nuova proprietd di esse , per le curve
di sezione , che potra riescir feconda di utili conseguenze .

Sia il cono APQV [ fig.12.N. ] segato da' un piano , che vi produca
la sezione X2Y , e questo incontri I' asse AO del cono el punto N,
e I'altro piano , che si tiri pel vertice A parallelo alla base PQV , nella
retta RS . Or suppongasi tirata , nel piano della sezione XZY , pel
punto N, uoa qualunque retta XNY , prodotta fino alla RSinG , e
giuogasi Ja AG, cbe sard la comunoc sezione del piano per la GXY o
pel vertice A, col pisno parallelo alla base PQV ; e per conseguenda la
AG dovri esser parallela alla comune sezione PQ ditali due piani.
E come che la PQ & bigecata in O ; le quattrorette AG , AQ , AO, AP,
sarapno armonicali (§.77.Sez.con.geom, ed. 10.) . Quindi la GX sard
divisa armonicamente ne’punti Y, N ; e perd la RS sard [a polare del
punto N.

Da che , la polare di un punto per una curva conica risulta assegna-
bile dalla stessa genesi per sezione. La qual circostanza da nessun” al-
trarappresentazione di esse curve pud oltenersi .

Al Cap. XIII. delle intersezioni delle superficie curve., — Per com-
pimento delle ricerche fatte su quest'oggetto riporteremo qui it se-

Note =

mm,um:ww sappiamo , i & finora deside--
rata una general dimostrazione.

Tronkxa.
* Ss.um cono penctrando waa supsrfisie & rivoluzions géwerita da

NG curva comica v produca mell entrarein cid wna Gwrve pianG ;.
dovrd anche esser pianal' altra curva pér cuin’ esce.

Dix. Rappresentino AGB, ERF [fig.15.N.] 16 due curve prodoite das
wha superficie eoni¢a nell’ entrare ed ustire dalla superficie di rivolu--
zione ABFE getrerata da una curva cotiiés, e li ptima di quelle curve
AGB sia pland ; od esea suppongasi esser la direttrice di wn'altra super-
ficie conica circobtritta alté superficie proposts, e no sia G il vertice .
Suppongasi inoltre circoscritto alla stessa supericie un dltre cono, che-
abbia comune il vertice V del cone penetrants ; e congiunti per la VC
i verlici C, V di questi due coni citéoseritti, &' intendd per tal retta
passare un piano qualunque . Un tal piano seghera. la superficie di ri-
voluziohd in una sezione conica APQB , i dus coni cirdoscrilti ne’ lati
€A, CB; VP, VQ tangenti quella sesivne conica , ed il cono pene-
traute ng’ lali VA, VB, che intersegheranno la sedione conica ne’ pun~
ti E , F comani ancora all’ altra curve ERF .

‘Cid posto costituiscasi da’ quattro ptinti A , E, P, B il quadrilate--
rd iscritte complete AEHFBA , ¢ cotigibgansi ancora i eontatti P , Qx
Tuglteé applichibsi a’ punti E , F le tingeénti ED , FD. Saranno C, D;
i pofi-de’ lati oppdsti AB , EF (nol; apr.i8.parabn.an.}, edH, Ve
interseioni delle altre due coppie di lati opposti BE , AF , AE , BF :
che perd i quattro punti €, H, D, ¥ dovranno stare per dritto (n.x1 , .
not.cit:) ; e quindi sulla reita VG, che gid passava pe'punti V., C. I~
noltre essendo PQ la polare del punto V., dovrd essa passare pel punto-
H ; e potcld qualusique sia la posizione del piaue condotto per la VC,.
dovra seuipre 12 PQ trovarsi nel piano di contatto della superficie, e del-
cono circoscrittola del vertice V, essia nel piane polare del puato H :
da che risulta , che il punto H rimanga invariato per qualuogue posi-
zione del plano condotto per la VC. Ma:-questa retta & armonicamente
divisa ne’ puati G, H, D, V (n.xu.not.cit. ) , e sono dali di-sito i punti
C, 1, V. Quindi dovrd anche risultar. dato nel sito.il punto D ;_e per:
conseguenza la EF polare di D, riguardo della sexione conica APQB,
dovra. trovarsi sempre in un medesime-.piano , comunque varii.tal se--
zione conica , ciod wel pliitio polaré del punto D, a rigiaido della st
yerficie di rivoluzione proposta . Ma i punti E F appartengone alla
cutva di uscita EBY. Adunque queati, e ghi altsi di easa esisteranne im
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L d
uon medesimo piano ; e perd. la entva ERF sard una carva piast ;o
quindi una sezione conica. : :

Cox. Potendosi una superficie cilindriea considerare come una su~
perficie conica i eui lati comprendano nel -vertice angoli evansscenti , o
perd possansi aver come parslielitra loro. , ne, segue chs la preceden~
te verild si estenda anche alle superficie eilindriche , eiod , che :

Se una superficig_ cilindrica pencirandouna superficis &' rivoluzione
generaia da una curva conica v produca nell’ entrare i essa ung cur~
va piana ; ne usoird pen un altra ourva anchs piana.

Ma so voglissi a dirittusa oxdir per guesta la dimostrazione basta
riflottere , che. in quesls caso.il quadrilatero. AEEB dixiene a lati pa~
xaleli ; da che procedendo analogamente alla dimostrazione recata pel
<cono, si otterrd , eon. piccole modificazioui,, quella pel ciindro.

ScoL. Dalla teorica .delle superficie di sscond’ ordine in generale ,
che recheremo nella parte 1. del preaente tratiato , si rileverd aver
luogo un tal teqrema per tulte essQ . ,

Al eap.XV.—Continuands nel sistema Ja noi adoltato. di recare nelle
Note a'trattati, od ancora &’ volumi del Corso geomsirico, le-soluzioni dik
tutti que’preblemi , che avevano gorrelazione coo le malerie espostevi,
affiché da esse, per la via degli esempi , senza de’ quali i semplici pre~
celti rimangono sterifissimi, né pud. darsene-adattati ad ogni eircostan~
2a , si formasse I' animo de’ giavani all’ invenzione geometrica , ed alla
semplicitd , ed eleganza in essa , rechéremo. qul le soluzioni pure goo~
metriche di que problemi, che nel presente capitolo veggonsi costruiti
con I’ incontro di rette con superficie curve , a solo oggetto. di. dare un.
saggio dell’ uso di questo mezzo descrittivo.per lo. nwghmenlo di alcuni
problemi, ove pud pure ia diversi rincontri riuscire ufilissimo . Y?,l.'ré.
cid anche a confermar sempre pil Ja massima lo tante volte da noi in~
culeata , che won debba il geometra , nelle sue rieerche , l:uf:a \:ia
prediligere , abbandonar le altre ; ma sempre a quella appigliacsi ,,
che meglio sl soggetto che tratta si convienea :

Alla prop, XCI. ( §.268 ), — Eccone qul del problema proposto. i~
tal proposizione la seguente
SOLUZIONE GROMETRICA.

Per quella delle rette date AB [fig.14.N.} alla quale si vuel um'e Ia
erpendicolare data da tin puato dell'altra retia di sito CD, si tiri un pia-
po paraliclo a questa. Indi sifaccia passare per la CU un piano perpcn-

Note xxt

@icolare al poc’ anzi tirato , che lo interseghi nella retta cd , 1a quale
jncontri la AB in G , formandovi un angolo dato. Sia ora EF la retta
richiesta , ¢iod sia E quel puanto della CD dal quale tirata alla AB 1a
perpendicelare EF, pareggi questa la data retta M ; e per la EF vi pas-
si il piano E¢F perpendicolare all altro ¢GB ; sard retto sbl’ angelo
EcF , che I'altro ¢FG . Quindi nel triangolo EeF rettangolo in e,
essendo ‘data I'ipoteausa EF, e't cateto Ee, sard pur dato ¥ altro
¢F . Ed il problema sard ridotfo ad applicare nell' angolo dato cGB la-
oF di data grandezza , perpendicolare at lato GB . :

Scer. Preadesdo il piano ABcd per orizzontale , e I altro CDed
per verticale di projezione , la presenie soluzione si trasmuterd in
grafica , e semplicissima.

Alia prop. XCII. ( §. 269. }— It problema qul proposto pud rice~
vere la seguente
ANALISI GROMETRICA.

Sieno AB,CD [ fig.15.N.] le due rette date nello spazio, & netla CD il
punto P, donde vuole inclinarsi sull’ akra la PQ nel'angolo dato DPQ.

Si concepisca passare un piano per la AB e pel puato P, sul quale
da e punto B, preso ad arbitrio nelta PD, ei tiri la perpendicolare Fik,
congiunta la Ph, che dinoterebbe Ia projezione della PH sul piano APB ,
il triangolo rettangolo HAP sara dato di specie , per essere dato! an-.
golo HPA in cui 1a retta PH di site ¢ inclina al piane di sito APB. Inol-
tre' dal punto A si tiri alla PQ la perpendicolare AR , & &’ intenda con-
giunto it punto B con Ialtro R, sard la HR perpendicelare alla PQ;
© quiadi il triangalo HPR risultera ancora dato di specie.

Or pel prime triangolo PBA essendo data la ragiene di PH a Ph, sard
data la Ph ; e per Paltro BPR si ha pur data quella di PHa PR, e perd
& data la PR . Laonde sara pur dato il cateto Rk , ed il punto R rimar-
rd determinato dal tirare dal puato P la tangente PRQ al cerchio de-
scritto col eentro A , intervallo AR,

Alla prop. XCIILn, I (§.270)
AwmALISI GEOMETRICA PEL €A60 §.

Per I'un de’ punti dati A[fig.16.IV.], e per la retta di sito MN 'inten~
da condotlo il piano, e su questo la perpendicolare Bb dall altre pun-~
to B. E poiché AC* 4-CB* == N, e CB* == Cb’ - Bb*, sard AC*+4-
Cb* == N* — Bb* =< P*, ed il problema sard ridotto sul piano AMN,
e si risalverd come nella noterella (*) a pis dolla pag. 163,
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ARALISI GEOUETRICA PTL CASO 2.

mhm.wumm.mmw
Sata la differenxa de’ quadrati AG , Cb ; ed il problema si trovord
ridoito alla noterellx {*) a pid pagioa 166,

Posumeri 11, 111, IV. (§8.975 « 276,) — I precedenti problemi
ed altri ancors affini, possono immediatamente easer ridotti a' loro cor~
rispondenti nel piano per mezzo della seguente

ANALISI GEOMETRICA.

i concepisca per I'un de' punti dati A [fig. 17.N.], e per la retta MN
paseare il piano AMN , o dal puoto B tirats la perpeadivolare BD al-
Ja MN, che sard data . Quindi dal punto D, e nel pisso AMN s
elevi alla MN la perpendicolare Db uguale alla DB ; sard dabo i}
punto b in tal piano, ¢ la congiungente Cb pareggera la CB.

E perd tulli que' problemi saranno ridolti agli stessi nel piane
MAN relativamente alla rotta disito MN , ed a’puntidati A, b.

Alla prop. XCIV. (§. 277.) — Questo problema , come vedesi ,
T un caso particolare di quello della siera langente quattro altre sle-
re, © perd aveemmo ben potuto tralassiarve la soluzione , rimelteado a
quells dutx nella prop.Lxx. per le qualtro sfere , appunto coms foci-
mo nella Memoria de' contatié sferici , che presentammo all’ Accademia
delle Scienze di Napeli nel 1600, Ma poiché in questo caso particolare
T analisi geometrica del problema non ha bisogso di quel lemma , ab-
biamo perd stimato recarse a disteso la soluzione , anche perché la
costrusione pud simplificarsi , come si vede nello scdl. 1. ( §. 278. ).

Alla prop XCV.(8§.280.) ed a'suei cor.e scol. (§8.282, ¢ 286.)— Un
tal problema , com’ e chiaro, corrisponde a guello di : descrivere una
sfera tangente qualtro piani di sito ches’ incontrino ; ed & perd I un di
guelli della famiglia de’ confails sferici . La soluzione recatane & ancor
semplice 51 geometticasaente considerandola , che-graficamente .

Al lemma ( §. 28f. ) — 1l belligsimo teorema riportato in questo
Jeinma fiz assuato dal Monge nel costruire il problema di esibire fe pro-
jezioni i ww puato, date le swe distanze da tre altri punti dati (Géomdir.
descript. §.94.). E bisogna -dire ch’ egli svesse pet evidente quella ve-
ritd , il che-non & ; per cui'il dolto geomstra: Cetnot 8 ingegnd diare~
strasla (Géomél. de posit.n.506.) , ricavando tal jdimostraziou¢ dall’ in-
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tersexione dello tre sfere , che hanno per eerchi generatoni i tre pro-
posti;il qual modo non pud piacere a geometri. Ed egli medesimo, cho
non poteva essere a meno, che ¢id non avvertisse, ne adduceva in iscu-
sa di aver proferita tal maniera di dimostrare ad un'altra pilt diretta,
e fatta senza ricorrere alle sfere , perché quella gli era sembreta pik
semplice. Ma al cerfo che la maniers tenuta dal Carnot son & pid sem-
phice della dimostrazione qaasi intuitiva, che da noi se o' data. Eda
uoa tal veritd,dimostrata el preprio modo da noi tenute,si vedepoi con
quanta faciltd derivino le altre che dal §.282 al 287 abbiamo recate.

Alla prop. XCVI. (§, 287. )~ La soluzione di questo problema di-
viene un corollario del teor.1, (§.285.), e perd del lemma al §. 281 da
cui questo & derivato . Avvertasi ancora, che dsil’ intersezione delle
corde d6 tre cerchi intersegantisi si ha la determinazione del problema;
poichd esso risuta impossibile nel caso , che il punto di concorso di
quelle corde cada al di fuori de' cerchi .

Alla prop. XCVIL. (§. 289.) — Questo problema , che per la par-
ten. I' & pur un di quelli principali a risolvere sulla. piramide triango-
lare, non vedevasi risoluto da alcun di coloro che hanno trattato questo
argomento . La soluzione che ne abbiamo recata sembraci assai ele-
gante , vedendosi facilmente ridotta alla ricerca del punto , con le stes-
se coudizioni , nel piano de’ tre dati ; da che essa risulta eseguibile non
solo grafiesmente , ma anche nel modo puro. geometrico

Alla prop. XCIX. od allo scol. ( §§.292 ¢ 295.), — Si avverta a cid
che si & osservato nello scolio, circa I impropria soluzione che dal Mon-~
ge, © da altri geometri si & data a tal problema, ed alla faciltd della sua
composizione per mezzo del problema risoluto nella parte 1. pr. xcvil.

Alia prop. C (§. 294, ed o' §§. dal 295 al 299, che ne fanno se-
guito. — Sulla storia delle fasi diverse che ha presentate il problema
proposto nel §.29%, non abbiamo qui altro da aggiugnere a quello che
se ne trova detto nello scol. §. 299 . Solamente diremo , che la solu-
zione dello Scorza , che vedesi nel §. 297 cisembra superiore in e-
leganza a tutte quelle che da’ geometri antichi ci sono pervenute
di problemi solidi ; e che nulla pué immaginarsi di pid ingegnoso , che
la riduzione generalissima del prof.Bruno di tal problema, ela soluzio-
ne datape , della quale meritamente il valentissimo geometra francese
Hachette fece tutto quel conto che meritava, continuandola con un
suo dolto lavoro { Ved.Aiti dell’ Acc. delle Scienze di Napoli.vol.11.)



IV Notas

. Alla prop, CH. { §.-808. ) —4Quest ingegnost soluzions di un pros
Bloma s} fomago o du’ primi tempi delle soutle greche, e che & il solo
esempio pervenutoci del modo che tenevano gli antichi nel costruire
i problemi coa le intersexioni delle superficie, e perd co’ luoghia que-
sle ; fa meraviglia come non sia stata recata da Pappo-nelle sue Mate-
matiche collexioni , mentre egli in ben due Juoghi riporia le altre solu-
sioni di greci geometri , ciod nella prop.5 lib. 111, quelle di Eratostene,
© di Nicomede , ed ancor I' altra di Erone , sebbene meccanion, e pur
quella da lui escogitata ; e mella prop.2% del libra IV, , ove ritorna sul-
la soluzione di Nicomede , per darne la dimostrazione da quel geome~
tra tralasciata . Ma ¢id che Pappo trasandd venne supplito da Buto-
cio , il quale, nel svo importante comento al lib.11. di Archimede sulla
afera, ¢ T cilindro , soggiugue le soluzioni di quel problema datene
da Platone , da Filone bizantino , da ApoMonio , da Menecmo , da E«
ratostene , e quella ancor di Archita , ricavandola da Eudewmo,

Alle prop.CHI ¢ CIV , ed allo scol. ( §§.304 a 308.)—1 motivi che
ci hanno indoetto a trattar questi due problemi, bea si rilevano dallo
scolio recato dopo essi,

Alla prop. CIX. ed o lemmi 1, e 11 che vi sono premessi (§§.3’25
a 326) — Il problema della divisione di un arco circolare in data ragio-
pe , I’ & il solo esempio di problemi linears che ci rimane dalla scuola.
greca , serbatoci da Pappo nelle sue Collsct.matk, & _prop. 85, lib, IV;
per conseguenza del quale poi egli altri ne riports nelle prop; 36 a 4t
B4 easi il costrairono mediante la guadratrics, la spirals Avchimedea, ©
F clice cilindrica, che eran tra le principali curve da loro escogitate per
la ridazione e composizione di quel genere di problemi , assegnandone
Je proprietd, che dovevano costituire lluogb: lineari per essi. Ed i mo-
derni non mancarono dalla lor parte in adoperarsi nella risoluzione di
quel problema, per essi di maggiore importanza, dovendo non solo alla
Geometria servire , ma ancora alla Meccanica ; o tra le diverse soly-~
gioni , che gli uni e gli altri ne presentarono, delle guali sard a di-
teso ragiovato nelln parte 11, dell’ Javenzione geometrica, ci bastera
gul accennar solamente quella, che con la combinazione della cicloide
Galileana e dell’ ellisse ne diede il Fergola , nell’ opuscolo x. di quelli
pubslicati nel 1810 ; e I'altra che , per un saggio dell' uso geome-
trico dello sviluppo delle supecficie curve , & stata da noi recata , per
chiusura di questo argomeato , ¢ della pnmi. della Gcomlm di silo,



